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Resumo

Apresentando-se como uma nova face da geometria, desde sua criacao até os dias atuais,
a teoria de Geometria de Distancias mostrou-se muito atrativa na modelagem de varios
problemas inversos. Nesta tese, propomo-nos trabalhar com o problema inverso da confor-
macao tridimensional de proteinas considerando um conjunto de restricoes de distancias
entre seus atomos: um problema fundamental da area de geometria computacional para a
determinacao de estruturas biomoleculares. Este é um problema NP-dificil, conhecido na
literatura como Problema de Geometria de Distdncias Moleculares (PGDM). Para que a
modelagem deste problema seja condizente com a realidade, consideramos que as distancias
que definem o PGDM sao provenientes de experimentos de Ressonancia Magnética Nuclear
(RMN). Modelando este problema com um grafo simples, ponderado e nao-direcionado,
descrevemos uma ordenacao nos vértices deste grafo que viabiliza a discretizacao do espaco
de busca de solugoes. Esta abordagem combinatoria permite a utilizacao do algoritmo
interval Branch & Prune (iBP), que ja é bem estabelecido da literatura. No entanto,
a observacgao de relagoes geométricas definidas em alguns atomos relacionados a cadeia
principal das proteinas nos possibilitou a proposta de um novo algoritmo, baseado na
estratégia {BP, para resolver o PGDM descrito por dados experimentais de RMN. Como
método de analise da eficacia do algoritmo proposto, resultados de testes computacionais
em instancias geradas a partir de estruturas do Protein Data Bank (PDB) nos mostram

vantagens deste algoritmo sobre o iBP.

Palavras-chave: Geometria de Distancias; Estrutura Molecular 3D; Problema Discretiza-

vel de Geometria de Distancias; Ressonancia Magnética Nuclear.



Abstract

Presenting itself as a new face of geometry, from its creation to the present day, the theory
of Distance Geometry proved to be very attractive in modeling several inverse problems.
This thesis proposes to work with the inverse problem of protein three-dimensional
structure conformation considering a set of distance constraints on the protein atoms: a
fundamental problem in the computational geometry area for determining biomolecular
structures. This inverse problem is an NP-hard problem known in the literature as
Molecular Distance Geometry Problem (MDGP). For the modeling of this problem to be
consistent with reality, we consider that the distances that define the MDGP come from
Nuclear Magnetic Resonance (NMR) experiments. Modeling this problem with a simple,
weighted, and undirected graph, we describe an ordering in the vertices of this graph that
allows the discretization of the solution search space. This combinatorial approach enables
the application of the interval Branch & Prune (¢/BP) algorithm, which is already well
established in the literature. However, the observation of geometric relationships in some
atoms related to the backbone of proteins allowed us to propose a new algorithm, based on
the 'BP strategy, to solve the MDGP described by experimental NMR data. As a method
of analyzing the effectiveness of the proposed algorithm, the results of computational tests
on instances generated from Protein Data Bank (PDB) structures show us the advantages

of this algorithm over iBP.

Keywords: Distance Geometry; 3D Molecular Structure; Discretizable Distance Geometry

Problem; Nuclear Magnetic Resonance.
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CAPITULO

Introducao

1.1 Contextualizacao

Na revista Nature de 1953, o bioquimico norte-americano James Watson e o biofisico
inglés Francis Crick propuseram o que mais tarde ficou conhecido como o primeiro modelo
3D correto da estrutura tridimensional do DNA: a famosa dupla hélice (WATSON; CRICK,
1953). O modelo de dupla hélice, apresentado neste trabalho, foi baseado em uma tnica
imagem de difracio de raios-X, chamada Photo 51' (NATURE, 2013), e nas informacoes
do bioquimico austriaco-americano Erwin Chargaff, fornecidas a eles por meio de um
contato privado nos anos anteriores, sugerindo que o DNA tinha bases emparelhadas. Nesta
mesma edi¢ao da Nature, foram apresentados cinco trabalhos que forneceram evidéncias
experimentais que corroboraram com o modelo proposto por Watson e Crick (PAPERS,
2003). Um deles foi um trabalho de Franklin e Gosling, que apresentou seus dados de
difragao de raios-X e uma anélise que apoiou o modelo de Watson e Crick. Esta edig¢ao
também apresentou um artigo sobre a estrutura do DNA de Wilkins e colaboradores
(WILKINS; STOKES; WILSON;, 1953). Com esse modelo, comprovado experimentalmente
em 1958, inaugurou-se uma revolucao na compreensao do processo de hereditariedade.
Watson, Crick e Wilkins receberam conjuntamente o Prémio Nobel de Fisiologia e Medicina
em 1962 (NOBELPRIZE, 1962), infelizmente apds a morte de Franklin, em 1958. Ainda
hoje, a quem esta descoberta deve ser atribuida é objeto de debate (MADDOX, 2003).

A nota histérica acima evidencia um dos primeiros trabalhos em que se constatou
a intima relacdo entre a estrutura tridimensional e a funcao de uma molécula. Nao
obstante, esta relacao ¢ particularmente verdadeira no caso das proteinas: macromoléculas

fundamentais em qualquer sistema vivo.

1 Feita em maio de 1952 pela quimica Rosalind Franklin e seu aluno de doutorado Raymond Gosling.

Watson e Crick tiveram acesso a esta imagem, sem o conhecimento de Franklin, através do fisico
britdnico Maurice Wilkins, colaborador de Franklin.
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Por observagoes experimentais, é possivel estabelecer um conjunto de restrigoes de
distancia entre alguns atomos das proteinas. Assim, nos problemas relacionados ao célculo
de estruturas 3D das proteinas, estabelece-se o seguinte problema inverso: como obter a
posicao espacial de todos os atomos de uma molécula dadas apenas distancias entre alguns
destes dtomos? Este problema é NP-dificil (SAXE, 1980) e conhecido como Problema de
Geometria de Distancias Moleculares (PGDM) (CRIPPEN; HAVEL, 1988).

Nossa proposta é aplicar a teoria de Geometria de Distancias (CRIPPEN; HAVEL,
1988) no célculo de estruturas tridimensionais de proteinas cujas informagoes geométricas
destas proteinas sao provenientes de experimentos de Ressonancia Magnética Nuclear
(RMN) (WUTHRICH, 1986). Diferentemente dos métodos tradicionais que sio baseados
em otimizagdo continua (LIBERTTI et al., 2014), nosso intuito é explorar a natureza

combinatéria do PGDM utilizando as informagoes experimentais.

Como a posicao no espaco que a molécula de proteina esta localizada é irrelevante,
fixa-se previamente os trés primeiros atomos desta molécula e, com isso, descarta-se
estruturas obtidas por translagoes e rotacoes. Definindo-se uma ordem apropriada entre os
atomos da proteina, a distancia entre quarto atomo aos trés primeiros também pode ser
conhecida (LAVOR et al., 2012a), com isso, tém-se duas possibilidades para a posigao do
quarto atomo. Essa é a chave para a discretizagdo do problema (LAVOR et al., 2012b).
Para tornar evidentes os aspectos combinatoérios envolvidos neste problema, ele pode
ser modelado por um grafo simples, ponderado e nao-direcionado, onde cada vértice é
associado a um atomo da proteina e quando a distancia entre dois atomos é conhecida,
estabelece-se uma aresta entre os vértices que representam estes atomos com peso dado
pelo valor da distancia. Assim, resolver este problema é obter uma imersao do grafo no
espaco 3D, em que as distancias euclidianas calculadas entre pares de atomos sejam iguais

aos pesos das arestas correspondentes (LAVOR et al., 2012a).

O PGDM garante distancias entre atomos préximos na molécula, assim, é possivel
definir uma ordem entre estes atomos de modo que a distancia de cada atomo a, pelo
menos, trés atomos anteriores sejam conhecidas. A classe de problemas do PGDM com
esta ordem é chamada de Problema Discretizavel de Geometria de Distancias (PDGD)
(MUCHERINO; LAVOR; LIBERTI, 2012). Continuamos com um problema NP-dificil,
mas com estas informagoes, demonstra-se que o espaco de busca tem uma estrutura de
arvore binaria, uma vez que os trés primeiros atomos sao fixados, a partir do quarto
atomo tém-se duas possibilidades para a posi¢ao, no espaco 3D, de cada um destes atomos
(MUCHERINO; LAVOR; LIBERTTI, 2012). Entretanto, para cada 4&tomo em que se conhece
a distancia deste atomo para outros quatro, pode-se testar as duas posigoes possiveis
encontradas para este atomo, reduzindo o espaco de busca e direcionando a descida na
arvore binaria, o que é muito importante, uma vez que uma solucao do problema pode

ser definida por um caminho da raiz da arvore até um né folha, onde todas as distancias
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conhecidas sejam satisfeitas (LAVOR et al., 2012a). O algoritmo Branch & Prune (BP)
proposto em LIBERTT; LAVOR; MACULAN (2008), explora, de maneira organizada, o

espago de busca e encontra todas as solugoes do PDGD.

1.2 Objetivos

Como nosso intuito pe considerar dados de RMN, para representarmos uma situacao
mais proxima da realidade devemos considerar as incertezas dos dados experimentais.
Assim, naturalmente, vamos supor que as distancias fornecidas pela RMN sao intervalos de
nimeros reais, ou seja, distancias intervalares, e ndo valores precisos (LAVOR; LIBERTT;
MUCHERINO, 2013). A primeira tentativa de resolver o problema considerando distancias
intervalares foi baseada na amostragem de valores dentro dos intervalos relativos a estas
distdncias em uma extensao do algoritmo BP, chamado de interval Branch € Prune
(:BP) (LAVOR; LIBERTI; MUCHERINO, 2013). Essa ideia tornou o algoritmo BP
uma heuristica, ja que nao é mais possivel garantir que sempre serd encontrada uma
solucao, e isso é simplesmente justificado pelo fato de que o iBP pode nao encontrar uma
solucao caso a distancia correta nao esteja entre os valores selecionados no processo de
amostragem. Além disso, amostras refinadas aumentam exponencialmente o espago de
busca, a arvore associada deixa de ser bindria (LAVOR; LIBERTIT; MUCHERINO, 2013).
No entanto, o trabalho LAVOR et al. (2021b) mostra que existe uma melhoria significativa
nesta abordagem quando se considera todas as distancias que se tém a disposi¢ao para a
realizacdo dos vértices envolvidos no problema. Com este processo consegue-se restringir
o intervalo de possibilidades para a imersao de cada atomo, considerando as distancias
deste atomo para outros atomos prévios na ordem definida. Na pratica, isto significa que
utilizando mais informagoes conseguimos restringir o erro natural da medida de modo que
a distancia intervalar tenha um comprimento menor, o que auxilia na discretizacao destas

distancias intervalares.

O trabalho de LAVOR et al. (2011) inicia uma nova era na caracterizagdo de uma
proteina utilizando Geometria de Distancias, uma vez que descreve uma ordem PDGD nos
atomos iniciais da cadeia principal, da proteina, e nos atomos de hidrogénio ligados a esta
cadeia. Entretanto, a proposta deste trabalho leva em conta que se conhecem distancias
entre atomos de hidrogénio que nem sempre sao detectados pelo experimento de RMN.
Dois anos depois, uma outra ordem foi proposta em LAVOR; LIBERTI; MUCHERINO
(2013), desta vez considerando toda a cadeia principal e os dtomos de hidrogénio ligados a
ela. Estes dois trabalhos foram os embrioes do trabalho LAVOR et al. (2019), que usamos

como base para a construcao desta tese.
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Nesta tese, modelando um conjunto de d&tomos de uma proteina por um grafo
ponderado e nao-direcionado, descrevemos uma nova ordem PDGD que leva em conta
aspectos teodricos, experimentais e geométricos sobre as proteinas. Para isso, consideramos
uma ordenacgao do conjunto de vértices e a combinamos com duas relagoes geométricas
entre atomos das proteinas que descrevemos neste trabalho. Assim, obtivemos uma ordem
que considera o maior nimero de informacoes disponiveis na imersao de cada atomo.
Isto possibilitou a proposta de um novo algoritmo, baseado na estratégia do iBP, para

caracterizar a posicao espacial dos atomos da cadeia principal de proteinas.

1.3 Organizacdo

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no proximo capitulo, tratamos
de conceitos basicos sobre proteinas e o experimento de Ressonancia Magnética Nuclear;
no Capitulo 3, apresentamos o Problema Discretizavel de Geometria de Distancias em
R? e algumas definicoes e resultados que utilizamos para descrever matematicamente o
problema proposto; no Capitulo 4, estabelecemos as hipoteses da modelagem do nosso
problema e apresentamos duas relacoes geométricas que observamos no conjunto de atomos
que consideramos na nossa modelagem; no Capitulo 5, propomos uma nova ordenacgao de
vértices do grafo que modela o nosso problema de interesse, um novo algoritmo baseado na
estratégia do iBP que trabalha com esta nova ordem e alguns resultados computacionais
comparando a nossa proposta de algoritmo com o ¢BP; no tltimo capitulo finalizamos com
a conclusao deste trabalho. Ao final, um apéndice traz algumas discussoes complementares

mais detalhadas de alguns pontos descritos na tese.

Informagodes para o leitor:

o Todos os resultados novos que propusemos neste trabalho foram considerados como
proposigoes. Lemas sao resultados auxiliares que utilizamos na demonstracao das

nossas proposicoes. Qualquer resultado da literatura foi considerado como teorema.

o Como o tema deste trabalho é de natureza interdisciplinar, ele, também, foi pensado
com o intuito de poder ser uma referéncia para pessoas que nao sejam da area da

matematica.
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CAPITULO

Proteinas: O Que Sao e Como

Determinar Sua Estrutura

O inicio da historia das proteinas acontece no século XVIII com a descoberta de
que substancias do meio vivo, como o sangue, o leite, a clara de ovo (albtimen), entre
outros, coagulavam em temperaturas elevadas ou em um meio acido. Substancias com estas
propriedades foram chamadas de albuminoides (semelhante ao albiimen). O préximo ponto
nesta cronologia foi a descoberta, no inicio do século XIX, de que os principais elementos
que constituem as células vivas eram substancias albuminoides. O termo “proteina” foi
apresentado ao mundo cientifico pelo quimico organico holandés Gerardus Johannes Mulder
em 1838 (MULDER, 1838a; MULDER, 1838b). No entanto, este termo foi cunhado pelo
quimico e investigador cientifico sueco Jons Jacob Berzelius, considerado “o pai da quimica
sueca”. Este termo tem origem na palavra grega mpwteios (proteios) que em portugués
significa algo como “primeiro, primitivo, de primeira importancia”. Berzelius sugeriu este
termo a Mulder, pois pensava que as substancias albuminoides eram a base de todos os

seres vivos. Toda esta histéria de origem pode ser consultada em VICKERY (1950).

O interesse cientifico sobre as proteinas nao parou de crescer. Ja na virada do século
XX, cientistas descobriram que sua degradacao liberava aminoacidos, isto ¢, compostos
organicos que contém um grupo amina (—N H3") e um grupo carboxila (—CO5 ). Por volta
do ano 1900, 12 aminoacidos distintos ja tinham sido identificados pela degradacgao de
proteinas. Em 1902, diante destas evidéncias, o médico alemao e professor de quimica
fisiologica, Franz Hofmeister, sugeriu que a estrutura das proteinas seriam dadas por uma
cadeia de aminoacidos. Em 1906 o niimero de aminoacidos identificados subiu para 15;
em 1935 para 18; e em 1940, completa-se a lista dos 20 aminoacidos essenciais AMABIS;
MARTHO (1997).

Em geral, as proteinas naturais assumem conformagoes estruturais proprias, que
estao relacionadas com suas funcionalidades biolégicas. No inicio dos anos 1960, o quimico
estadunidense Christian B. Anfinsen e seus colaboradores descobriram que existe uma

relacdo entre a estrutura 3D da proteina e sua sequéncia de aminodcidos (ANFINSEN et
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al., 1961). Em 1972, Anfinsen, o quimico Stanford Moore e o bioquimico William H. Stein,
ambos estadunidenses, compartilharam o prémio Nobel de quimica (NOBELPRIZE, 1972)
pelas contribuicoes que fizeram acerca da molécula de ribonuclease. Como é descrito na

ultima referéncia, estes cientistas foram agraciados com tal prémio pelo seguinte motivo:

o Anfinsen “por seu trabalho sobre ribonuclease, especialmente no que diz respeito a

conexdo entre a sequéncia de aminodcidos e a conformacao biologicamente ativa”;

o Moore e Stein “por sua contribuicdo para o entendimento da conexdo entre a estrutura

quimica e a atividade catalitica do centro ativo da molécula de ribonuclease”.

Ainda na linha da correspondéncia da geometria de uma proteina com sua fungao,
os genes de um organismo vivo sao, indiretamente, os responsaveis pelas caracteristicas
fisicas desse organismo, mas as proteinas correspondentes é que determinam, de fato, essas
caracteristicas (DONALD; ISTRAIL; PEVZNER, 2011).

A busca pela compreensdo das proteinas para a maquinaria biolégica mobiliza
cientistas de diversas areas do conhecimento, uma vez que estas sao responsaveis por
intmeras fungdes no meio fisioldgico, como por exemplo, a construcao celular, o transporte
e a recepcao de sinais e a regulagao de entrada e de saida de ions (NELSON; COX, 2012).
Por outro lado, algumas doencgas como o mal de Alzheimer, a doenca de Huntington e
o diabetes tipo II, estao diretamente relacionadas com o enovelamento defeituoso das
proteinas (DOBSON, 2003). Outro aspecto importante, de interesse global da industria
farmacéutica, é que o desenvolvimento de novos medicamentos pode ser baseado nas

estruturas tridimensionais das proteinas (ANDRICOPULO; SALUM; ABRAHAM, 2009).

Criado em 1971 sob lideranca do cientista Walter Hamilton e sediado no Laboratério
Nacional de Brookhaven, Nova lorque, EUA, o RCSB Protein Data Bank (PDB) (BERMAN
et al., 2000) é um repositério para estruturas tridimensionais de proteinas. Na sua criacao,
ele possuia a estrutura de 7 proteinas distintas. Cinquenta anos depois, esse banco de
dados possui mais de 172.894 estruturas distintas, que foram caracterizadas por diferentes
métodos experimentais, sendo os experimentos de difracao de raios-X e RMN os dois mais
utilizados para este fim. O PDB é uma importantissima fonte de dados e esta relacionado
com o avanco do conhecimento sobre as proteinas, pois é acessado por pesquisadores
de todo o globo terrestre gratuitamente. Para a realizagao deste trabalho, utilizamos

ativamente este banco de dados.
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2.1 Conceitos Basicos Sobre Proteinas

Apds os comentarios historicos feitos no inicio deste capitulo, de maneira simplificada,
vamos dizer que proteinas sao um encadeamento linear de aminodacidos conectados uns aos
outros por ligacoes peptidicas, isto é, ligacoes entre o d&tomo de carbono do grupo carboxilico
de um aminoacido com o atomo de nitrogénio do grupo amina de outro aminoacido, em
que a repetigdo de aminodcidos é permitida na construcao desta cadeia (CREIGHTON,
2010). Deste modo, as proteinas também podem ser chamadas de polipeptideos. Como
vimos anteriormente, existem 20 aminoacidos padrao distintos que podem compor uma
proteina. Quanto a estrutura dos aminoacidos, a Figura 1 apresenta a estrutura molecular

de cada um destes aminacidos.

@ Positive

@ Negative
- Side chain charge at physiological pH 7 4

A Amino Acids with Electrically Charged Side Chains

Positive Negative
A ™ r A A
Arginine Histidine Lysine Aspartic Acid Glutamic Acid
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o) O O (o] o
NH, NH, NH, NH, NH,
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— o
@ HN H o @ pKa 371 O
NH pKa 6. n4\/N @ O
HZN \< NH @ pKad1s
® 3
NH2 pKa 1067
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o«azu p«auu DKaZIB &Iénazm pKa 1. 91 . qu/*/o DK“QS&O
O O=<_ o pKa 1047
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H,
D.  Amino Acids with Hydrophobic Side Chain
Alanine Isoleucine Leucine Methionine Phenylalanine Tryptophan Tyrosine Valine
(Ala)o (le) o (Leu) o (Met) @ (Phe) e (Trp) @ (Tyr) 0 (val) 0
pKa2.18 pKa 238 by pKa227
pKaz16 A A, /y
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Figura 1 — Lista de aminoacidos. Imagem de COJOCARI (2010), modificada.
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De maneira geral, cada aminoacido possui um carbono central em sua cadeia, deno-
minado carbono «a (C,). Este carbono realiza quatro ligagdes covalentes, uma com um
grupo amina (—N Hj), outra com um grupo carboxila (—COOH), outra com um atomo
de hidrogénio (H,), e outra com uma cadeia lateral, ou grupo R (cadeia lateral), oriunda
do aminoacido. A Figura 2 ilustra esta estrutura geral dos aminoacidos. A cadeia lateral
diferencia todos os aminoacidos encontrados na natureza quanto a estrutura, tamanho,
carga elétrica e hidrofobicidade. Vale ressaltar que o aminoacido prolina é o tinico que
possui um grupo amina distinto dos outros 19 aminoacidos. Para a prolina, o atomo de
nitrogénio de seu grupo amina, o &tomo C,, e sua cadeia lateral formam uma estrutura
rigida em anel. Desta maneira, seu grupo amina possui um atomo de hidrogénio a menos
que estes grupos dos outros aminoacidos (CREIGHTON;, 2010).

D

Figura 2 — Estrutura geral de um aminoacido.

Para a formagao das proteinas, aminoacidos adjacentes sao conectados por ligacoes
peptidicas onde cada ocorréncia desta ligacao resulta na liberagao de uma molécula de
H50 como subproduto. A Figura 3 evidencia este processo para um dipeptideo, isto é,
uma molécula de proteina formada por dois residuos de aminoacidos.

Aminodcido 2

4, ) Dipeptideo

Aminodcido 1 i

Molécula de dgua

Figura 3 — Processo de jun¢ao de dois aminoacidos na formagao de um dipeptideo.

A cadeia principal de uma proteina é descrita pela sequéncia de triplas de atomos
{N*, C' C"}, onde i denota o i-ésimo residuo de aminodcido. Apesar da Figura 3 sugerir
uma conformacao linear desta cadeia, forcas interatomicas fazem com que a estrutura da
proteina se encurve e se dobre, resultando em uma configuracao 3D caracteristica para

cada proteina. O problema de se descrever a estrutura de uma proteina dado sua sequéncia
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de aminoacidos é denominado Protein Folding Problem, que em portugués é descrito como:
Problema de Enovelamento de Proteinas (NEUMAIER, 1997).

Os pioneiros no estudo da estrutura 3D das proteinas foram os bioquimicos estaduni-
denses Linus Pauling e Robert Corey. O estudo que eles fizeram sobre as ligacoes peptidicas
os permitiram concluir que os atomos de C, de residuos de aminoacidos adjacentes sao
separados por trés ligacdes covalentes, a saber C, — O — N**! — "1 de modo que a
ligagdo peptidica impoe uma rigidez neste segmento da proteina, observando-se que estes
quatro atomos sao praticamente planares. Eles também observaram que os outros atomos
da cadeia principal das proteinas nao possuem nenhuma estrutura rigida, o que permite
a definigdo de angulos que descrevem torgoes nesta cadeia no espago (NELSON; COX,
2012).

Estes angulos de tor¢ao definidos na cadeia principal das proteinas sao chamados
de angulos w, ¢ e ¥, e cada um deles é definido em 4 atomos especificos desta cadeia. A
geometria destes angulos esta descrita no Capitulo 4, por enquanto vamos salientar que: w
¢é o angulo rigido caracterizado nas ligacoes peptidicas e os angulos ¢ e 1) sdo os flexiveis.
No entanto, foi observado experimentalmente que estes angulos, apesar de flexiveis, nao
assumem todos os valores possiveis. Isto acontece em razao de restricoes impostas pelas
nuvens eletronicas dos atomos de hidrogénio e oxigénio ao redor das ligagoes peptidicas
(SCHLICK, 2013). O mapa que descreve os valores possiveis para os angulos ¢ e v foi
descrito primeiramente em RAMACHANDRAN; RAMAKRISHNAN; SASISEKHARAN
(1963), e é chamado de grdfico de Ramachandran em homenagem ao primeiro cientista a
descrever tal mapa, o fisico indiano G. N. Ramachandran. A Figura 4 apresenta a imagem

deste mapa no trabalho que o originou.

Figura 4 — Gréafico de Ramachandran. Imagem de RAMACHANDRAN; RAMAKRISH-
NAN; SASISEKHARAN (1963).

Como descrito em NELSON; COX (2012), a estrutura 3D das proteinas ¢é classificada

com as seguintes subdivisoes estruturais:

o Estrutura Primaria: o principal elemento desta subdivisdo é a descricao da
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sequéncia de aminoacidos que compdem uma proteina. Portanto, esta subdivisao

retrata o enovelamento das proteinas no espaco 3D.

« Estrutura Secundaria: esta estrutura refere-se a arranjos estaveis de uma sequéncia
de residuos de aminoacidos que dao origem a padrdes estruturais caracteristicos. Os
arranjos mais relevantes sao as a-hélices e as folhas-3. Devido ao carater particular

destes arranjos, podemos observar que:

— a-hélices: sao os tipos de conformagodes mais comuns. Sua estrutura segue o
formato de uma curva helicoidal, que é definida pelos dtomos de uma sequéncia
de residuos de aminoacidos. Esta espiral gira em torno de um eixo longitudinal
imaginario, onde a cadeia lateral de cada residuo permanece em sua parte

exterior. A Figura 5 ilustra esta estrutura.

Figura 5 — Dois pontos de vista de uma a-hélice. Modelo 1 da estrutura 1dep do PDB.

— folhas-3: este arranjo estrutural é definido por um zigue-zague na cadeia
polipeptidica. Neste caso, as cadeias laterais se alternam nos aminoacidos

adjacentes, apontando em dire¢oes opostas. A Figura 6 ilustra esta estrutura.

Figura 6 — Arranjos estruturais folhas-3. Modelo 1 da estrutura 506f do PDB.

o Estrutura Terciaria: esta subdivisao reflete a organizacao tridimensional que

engloba todos os atomos da proteina. A Figura 7 ilustra esta estrutura;
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Figura 7 — Molécula de Mioglobina. Modelo 1 da estrutura 2spl do PDB.

o Estrutura Quaternaria: esta subdivisao estrutural das proteinas refere-se as subes-
truturas independentes (cadeias) de proteina, isto é, que sao cadeias polipeptidicas
independentes mas fazem parte da mesma molécula de proteina em um especifico es-
tado oligomérico (mondmero, dimero, trimero, ... ). A Figura 8 ilustra uma molécula

de proteina composta por 5 cadeias.

Figura 8 — Molécula relacionada a proteina spike do SARS-CoV-2 (covid-19). Modelo 1
da estrutura 7lm8 do PDB.

Os conceitos sobre proteinas que apresentamos nesta se¢ao nao sao aprofundados o
suficiente para um completo entendimento sobre o assunto. No entanto, enfatizamos que
ele é satisfatorio para o pleno entendimento das discussdes que realizamos nos proximos

capitulos desta tese.

2.2 Métodos Experimentais para Caracterizacao da Estrutura 3D

de Proteinas

Os trés métodos experimentais mais utilizados para a determinagao da estrutura
3D de proteinas em alta resolucao sao: a Cristalografia de Raio-X (CR-X), a Ressonancia
Magnética Nuclear (RMN) e a crio-Microscopia Eletronica (¢cME) (BERMAN et al., 2000).

Dentre os trés métodos citados, a CR-X e a ¢cME sao, respectivamente, os métodos mais e
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menos utilizados. Ressaltamos que estes trés métodos nao competem entre si, pois, sao
técnicas que se complementam. Em conjunto, elas fornecem uma imagem detalhada da
estrutura e da dinamica de macromoléculas em resolucao atomica, o que pode ser utilizado
para uma melhor compreensio dos processos biolégicos no nivel molecular (BRUNGER,
1997).

Até o inicio dos anos 1980, a informacao estrutural de proteinas em resolucao atomica
s6 podia ser determinada pela técnica de difragao de raio-X (DRENTH; MESTERS, 2007).
Proposta pelo quimico e biofisico suico Kurt Wiithrich, a técnica de RMN passou a ser
considerada para determinacao de estruturas tridimensionais de macromoléculas biologicas
em solucdo (WUTHRICH, 1989). O feito de Wiithrich resultou no Nobel de Quimica,
conjuntamente com o quimico estadunidense John Fenn e o quimico japonés Koichi Tanaka
em 2002 (NOBELPRIZE, 2002).

Com o advento da RMN, passou a ser possivel caracterizar estruturas proteicas, com
elevada precisao, em uma condi¢do mais proxima da situagao natural dos organismos vivos:
estas medidas sao realizadas a temperatura ambiente e as amostras ndo necessitam passar
pelo processo de cristalizacio (WUTHRICH, 1986).

Como este trabalho supoe que os dados experimentais sdo decorrentes do experimento
de RMN, nao vamos discorrer sobre os outros experimentos citados. No entanto, sugerimos
as referéncias (DRENTH; MESTERS, 2007; FRANK, 2018) para as outras técnicas.

2.2.1 Ressonancia Magnética Nuclear

Na RMN, campos magnéticos de grande magnitude (> 14 T') e pulsos de radio-
frequéncia (60 — 1000 M Hz) sao aplicados para o estudo do ambiente magnético dos
nucleos atomicos. O ambiente local dos niicleos esta relacionado com a frequéncia de
absorcao da ressonancia. Como resultado deste experimento se tem um espectro que
apresenta informagoes sobre o deslocamentos quimicos e interagoes locais entre os atomos
que apresentam nucleos ressonantes. Assim, as frequéncias de absor¢ao dos diferentes
atomos podem ser diferenciadas, mas para a obtencao de imagens sem muitas ambiguidades
¢é necessario que exista uma distingao clara entre os diferentes sinais. Desta maneira, o

tamanho das moléculas que podem ser analisadas via RMN ¢ limitado (KEELER, 2011).

De uma maneira mais formal, a base deste experimento reside no fato de que é
possivel alterar o momento angular de spins de atomos que possuem spins nucleares
semi-inteiros ou inteiros nao nulos com o fornecimento de energia em forma de frequéncia.
Se dois atomos estao espacialmente proximos, pelo acoplamento spin-spin entre os nucleos
destes dtomos, seus spins nucleares interagem (interagao dipolo-dipolo) e modifica-se a

frequéncia necessaria para mudar um spin de estado (KEELER, 2011).
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As afirmagoes descritas no paragrafo anterior envolvem muitos elementos da estrutura
atomica dos atomos, que por si s6 ja necessitariam de uma explicacao que fogem do escopo
deste trabalho. Entao, aquele paragrafo foi considerado somente para iluminar alguns pontos
tedricos importantes que envolvem este experimento, mas para qualquer aprofundamento

no assunto sugerimos uma leitura da referéncia citada.

O elemento quimico que possui momento angular de spin nuclear semi-inteiro de
maior abundancia na terra é o &tomo de hidrogénio, seu spin nuclear é 1/2. No entanto,
para a caracterizacao de proteinas pela RMN, pode-se considerar os isétopos carbono-13 e
nitrogénio-15, também com spin nuclear 1/2, que representam apenas uma pequena fracao
dos is6topos estaveis destes elementos, aproximadamente 1,1% para o carbono-13 e menos
de 0,05% para o nitrogénio-15 (GUNTHER, 2013). Assim, a utilizacio da RMN ¢é muito
mais eficaz na medi¢ao de moléculas com um grande nimero de atomos de hidrogénio.

Como vimos na se¢ao anterior, este é o caso das proteinas.

A transferéncia de magnetizacao através do acoplamento spin-spin entre os atomos de
hidrogénio via relaxamento cruzado é denominada Nuclear Overhauser Effect (NOE). Com
esse processo, os picos no espectro resultante do experimento sao ligeiramente alterados,
o que torna possivel a estimativa de distancias entre pares de atomos de hidrogénio
espacialmente préximos, com distdncia inferior a 5 ~ 6 A (1 A=10"1 m). Os valores de
distancia obtidos contém erros sistematicos e aleatérios, devido aos intimeros caminhos de

transferéncia de magnetizagao e & dinAmica molecular interna (VOGELI et al., 2016).

O espectro resultante do NOE é um espectro unidimensional que pode ter uma
analise complicada. No entanto, o experimento Nuclear Overhauser Effect SpectroscopY
(NOESY), que é a consideragao de um espectro bidimensional para o NOE, apresenta um

resultado de analise mais factivel. A Figura 9 ilustra o espectro destes dois experimentos.

'H chemical shift (ppm)
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Figura 9 — Exemplos de espectros de RMN unidimensional (esquerda) e bidimensional
(direita). Imagem de NELSON; COX (2012), modificada.
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As informagodes resultantes dos experimentos de RMN nao sao tao detalhadas quanto
as provenientes da cristalografia de raio-X. No entanto, a solu¢ao que contém a molécula
medida pela RMN nao é cristalizada, assim ela incorpora os efeitos causados pela variagao

térmica da solucao.

Pela discussao apresentada nesta secao, no contexto desta tese, vamos considerar
que o experimento NOESY de RMN é capaz de nos fornecer uma estimativa da distancia

euclidiana entre alguns atomos de hidrogénio em uma proteina.
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CAPITULO

Problema Discretizavel de

Geometria de Distancias

Em 1928, o matematico austriaco-americano Karl Menger caracterizou um grande
nimero de conceitos geométricos em termos de distancias (como por exemplo, congruéncia
e conjuntos de conectividade) no trabalho (MENGER, 1928). Os resultados encontrados
por Menger e o trabalho do matematico americano Leonard M. Blumenthal no livro
BLUMENTHAL (1953) originaram o corpo do que conhecemos hoje por Geometria de
Distancias (GD).

Na primeira secao deste capitulo definimos o Problema de Geometria de Distancias,
discutimos um pouco sobre o problema e apresentamos alguns resultados que sao impor-
tantes no decorrer da tese. Ja na segunda secao, definimos o Problema Discretizavel de
Geometria de Distancias e trabalhamos com a parte geométrica fundamental utilizada
na constru¢ao de um algoritmo para encontrar solugdes para o problema. Na terceira
secao, descrevemos o Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Intervalares
fundamentando todos os conceitos necessarios para o desenvolvimento da aplicagao de

nosso interesse.

3.1 Problema de Geometria de Distancias

Definimos o Problema de Geometria de Distancias (PGD) da seguinte maneira:

Definigao 3.1. Sejam G = (V, £, d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado, onde
V' é seu conjunto de vértices, E seu conjunto de arestas e d : E — R, e K um nimero

inteiro positivo. O PGD consiste em encontrar uma funcgao

r : V —» RE

v - x(v)’
chamada realizacdo, tal que

V{u,v} € B, |z(u) —z(v)|| = d({u,’u}), (3.1)
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sendo || - | uma norma.

Uma realizagao é dita vdlida se satisfaz o conjunto de equagoes de (3.1). O conjunto
de todas as equagoes descritas em (3.1) é denominado uma instincia do PGD. Uma vez

que temos uma realizacao valida, digamos x, uma solu¢do do PGD ¢ dada por:

X ={z(v) |veV}.

Uma abordagem classica para o PGD é uma formulacao utilizando otimizacao
continua, e isto se dd de maneira intuitiva considerando uma funcao f : RX™ — R, com

n = |V|, tal que

Flat).a@m), . 2) = Y (o) o)l - dlv ) 62)

{U,L',Uj }EE

Agora, note que uma condicdo necessaria e sufieciente para x ser uma realizacao
valida é ter f(x(vl), . x(vn)) = 0. Como o menor valor que f pode assumir é zero,
basta tomarmos o seguinte problema:

o “{nian))ERKn fz(vy), ..., x(vy,)). (3.3)

Assim, queremos encontrar um minimo global do problema descrito em (3.3). Nao
obstante, esta tarefa é bem complexa, uma vez que f nao é convexa e possui um numero
de minimos locais que aumenta exponencialmente com o nimero de vértices do grafo
associado ao problema, o que pode ser consultado em (LIBERTT et al., 2014). Dificuldade
que ainda é intensificada pois diferenciar um minimo local de um minimo global é uma
tarefa sensivel, uma vez que muitos métodos de otimizacao continua dispdoem apenas de
informacoes locais, isto ¢, do valor da funcao e suas derivadas no ponto de anélise. O
trabalho LAVOR; LIBERTI; MACULAN (2006) evidencia que resolver este problema é
dificil do ponto de vista da complexidade computacional, assim como do ponto de vista

pratico.

Apesar de termos argumentado um pouco sobre a dificuldade de encontrar uma
solugdo do PGD utilizando uma abordagem de otimizacao continua, encontrar uma solugao
para este problema ¢ dificil independentemente da abordagem utilizada. E para quantificar
o quao dificil este problema é, o trabalho SAXE (1980) apresenta um resultado que nos
diz que o PGD é NP-completo para K = 1 e NP-dificil para K > 2. Assim, de maneira
simplificada, encontrar uma solugao para o PGD pode exigir um custo computacional

elevado, proporcional a 2V,
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Uma outra possibilidade que poderia ser levantada, seria tentar resolver o sistema de
equagoes nao lineares definido em (3.1) de maneira analitica. No entanto, BAJAJ (1988)
nos traz uma conjectura de que nao é possivel obter uma férmula fechada para resolver

este sistema analiticamente se a norma em questao é a euclidiana.

O campo de Geometria de Distancias é vasto, existem inimeras aplicagoes e iniimeros
métodos para encontrar solugdes para o PGD. Aqui, ficamos restritos a discutir uma
modelagem de estruturas moleculares, entretanto, recomendamos a referéncia LIBERTT et
al. (2014) caso o leitor queira estudar outras aplicagoes ou aprender um pouco mais sobre

diferentes metodologias utilizadas em Geometria de Distancias.

3.2 Problema Discretizavel de Geometria de Distancias em R>

A ideia de explorar uma ordem para vértices em um grafo para investigar sua
rigidez apareceu primeiramente em HENNEBERG (1886). De fato, ordens de vértices sao
importantes para a solucao de muitos problemas modelados por grafos, o que pode ser
consultado em BODLAENDER et al. (2012).

Uma ordem trilateral em um grafo consiste na ordenacao de seus vértices de modo que
os quatro primeiros vértices definam uma clique, isto é, existe uma aresta entre quaisquer
dois destes vértices, e do quinto vértice até o tultimo, cada vértice ¢ adjacente a pelo menos
quatro vértices anteriores. Como descrito em EREN et al. (2004), a construgao desta
ordem em um grafo do PGD em R?® implica que existe um algoritmo, com tempo linear,
para encontrar a Unica solugao deste problema. No entanto, nao conseguimos construir

uma ordem como esta no grafo do que modela a nossa aplicagdo de interesse.

Na linha de estabelecer uma ordem nos vértices do grafo que nos garanta, pelo menos,
a finitude do nimero de solu¢oes do PGD, o Discretizable Vertex Ordering Problem trabalha
em uma ordenacao dos vértices do grafo de modo que cada vértice desta enumeracao é
definido levando-se em conta o maior nimero possivel de arestas aos antecessores. LAVOR
et al. (2012) discute detalhadamente este problema e mostra que ele pode ser resolvido em
tempo polinomial. J4 a referéncia LAVOR et al. (2017) nos mostra que a existéncia dessa

ordem ¢ apenas uma condicao suficiente para a finitude do PGD.

Para prosseguirmos com esta ideia de definir uma ordenacao nos vértices do grafo do

PGD, necessitamos dos seguintes conceitos:

Definicao 3.2. Sejam G = (V, E,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado e <

uma ordem sobre os elementos de V. Entao, dado um vértice v € V, temos que:

1. O conjunto dos vértices predecessores do vértice v é dado por:

V() ={ueV [u<vj
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2. O conjunto dos vértices adjacentes ao vértice v é dado por:

N(v) ={ueV | {u,v} e E};

3. O conjunto dos predecessores adjacentes de v é dado por:
U, = N(v) nvy(v).
Obs.: diremos que k, = |U,|.

Se considerarmos que os predecessores adjacentes de todos os vértices de V' respeitam
certa condi¢do, que é apresentada na proxima definicdo, teremos que o ntmero k, é
um valor critico para o PGD. Como na aplicacao de interesse temos que K = 3, esta
criticidade acontece em torno do valor de k, = 3. Dizemos que este valor é critico uma
vez que k, < 3, k, =3 e k, > 3, para qualquer vértice v € V, implicam em trés situagoes
completamente distintas no PGD. No primeiro caso, k, < 3, o nimero de solugoes do
PGD provavelmente ¢é infinita e ndo enumeravel. J& no segundo caso, k, = 3, existem
2IV1=3 solucdes para o PGD. Por fim, no terceiro caso, k, > 3, o0 PGD pode ser resolvido
unicamente, com excecado de uma reflexao simples, em tempo linear. Estas afirmagoes

podem ser consultadas em LAVOR et al. (2012).

Na nossa aplicagao de interesse, como ja dissemos, nao garantimos uma ordem
trilateral para ordenacao dos vértices do grafo do PGD, no entanto temos garantias
que para todos os vértices deste grafo, k, > 3. Portanto, para prosseguir nesta direcao

consideremos a seguinte definic¢ao:

Definicao 3.3. Sejam G = (V, E,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado
associado a uma instancia do PGD, com K = 3, | - | a norma euclidiana e uma ordem
vy, ..., U, nos vértices de V. O Problema Discretizavel de Geometria de Distancias
(PDGD) consiste em determinar todas as instancias do PGD que satisfazem as seguintes

suposigoes:

S1: Existe uma realizagao valida para os vértices vy, vy € vs;

S2 : Para todo vértice v;, com i =4, ..., n, existe {v;;, vy, v;,} < U,,, onde:

d({vig,vil}) < d({vi?,,vh}) + d({vm,vil}).

Obs.: Neste trabalho, por conta do nosso interesse da aplicacao de GD em geometria
molecular, definimos o PDGD fixando K = 3. No entanto, pode-se definir o PDGD com
K sendo um nimero natural qualquer maior que zero. Esta definicao geral pode ser
encontrada na referéncia LIBERTT et al. (2014).
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Primeiramente vamos observar que o PDGD é NP-dificil, como mostra a referéncia
MUCHERINO; LAVOR; LIBERTT (2012). Agora, vamos observar quais sao as implicagdes
das suposi¢oes da Definicao 3.3. Para tanto, notemos que a suposicao S1 nos garante
que existe uma realizacao valida para os vértices vy, v9 € v3, isto significa que os pontos
x(v1), x(vy) e z(v3) possuem posicoes fixas em R*. Com isso, temos a informacio de
distancia entre quaisquer dois desdes pontos, assim, os vértices vy, vy, v3 sao uma clique.
J& a suposigdo S2 nos garante que os pontos z(vy), x(ve) e x(v3) ndo sado colineares
(justificamos essa afirmagao no proximo paragrafo). Estes fatos nos garantem que o
conjunto solucao X do PDGD contém somente solugdes incongruentes, isto €, o conjunto
solucdo do PDGD nao contém solucoes obtidas por rotagoes e translagoes de outras
solugoes, com excecao de uma reflexao simples. O que pode ser observado na referéncia
MUCHERINO; LAVOR; LIBERTTI (2012).

Notemos que a suposicdo S2 nos garante que para qualquer vértice v;, com i =
4, ..., n, tem-se k,, > 3, uma vez que o numero de vértices antecessores a v; tem de ser
pelo menos 3. Isto significa que pode existir um conjunto de indices J < {5, 6, ..., n},
tal que se j € J entao k,, > 3. Vamos considerar que J < {5, 6, ..., n}, uma vez que
a igualdade entre os conjuntos resultaria que k,, > 3, para todo @ = 5, ..., n, e neste
caso o PDGD seria resolvido em tempo linear, como descrito anteriormente. Notemos,
também, que a suposicao S2 garante-nos que apés os vértices do conjunto de predecessores
adjacentes de v; serem imersos no R?, pelo menos trés deles ndo pertencem a uma mesma
reta. Isto é facilmente constatado, uma vez que a igualdade na desigualdade triangular
acontece se, e somente se, os 3 pontos do R? descritos na desigualdade sdo colineares.
Como a suposicao S2 descreve uma desigualdade triangular estrita para as distancias de
pelo menos trés vértices de U,,, a condi¢ao de colinearidade para estes pontos se torna
impossivel. Esta suposi¢do também garante que o conjunto solugao X do PDGD ¢ finito,
como descrito em MUCHERINO; LAVOR; LIBERTT (2012).

Das trés observagoes apresentadas acima, concluimos que uma modelagem descrita

pelo PDGD tem um ntmero finito de solugoes distintas.

Na definicao do PDGD, se assumirmos na suposicao S2 que v;, = v;—1, ¥, = V;j—2
e v;, = v;_3, teremos o Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Moleculares
(PDGDM), que é uma classe mais restrita de problemas do PDGD.

O PDGDM tem uma rica estrutura combinatéria, com propriedades ndo presentes
na versao mais geral do problema (LIBERTTI et al., 2014). Esta abordagem combinatéria,
fundamentada em toda a teoria de Geometria de Distancias, possibilitou a descoberta de
simetrias que caracterizam todas as solugbes matematicas do problema (MUCHERINO);
LAVOR; LIBERTTI, 2012). A principal consequéncia desse resultado é que torna-se suficiente
encontrar uma unica solugao, usando qualquer método, pois todas as solugoes restantes
podem ser facilmente encontradas em tempo linear (MUCHERINO; LAVOR; LIBERTI,
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2012). No trabalho LAVOR et al. (2021a) apresentamos um algoritmo com complexidade
6tima para encontrar o conjunto que caracteriza as simetrias do PDGDM. Apesar desta
grande vantagem do PDGDM sobre o PDGD, para desenvolver os resultados deste trabalho,
nao conseguimos definir uma ordem PDGDM nos vértices do grafo associado ao PGD.
Portanto, as discussdes abordadas neste trabalho nao vao abordar nenhuma particularidade
exclusiva do PDGDM.

Deste ponto em diante no texto a norma | - || sempre é a euclidiana, n = |V| e,
para simplificar a notagao, utilizamos somente o indice do vértice nas quantidades que

dependem deste vértice, ou seja, x(v;) = z,, = z; e d({vi,vj}) = dy, 0, = dij.

3.2.1 Caracteristicas de uma Solucdo do PDGD

Nesta secao, vamos observar quais seriam as condigoes e como seria um possivel
método para encontrar uma solugdo do PDGD), para isso, vamos seguir as suposi¢oes dadas

na definicdo do PDGD e constatarmos quais seriam as consequéncias.

Da suposi¢ao S2, temos que os vértices {vy, ve, v3} sdo predecessores adjacentes de
vy, logo k4 = 3. Entao S2 nos garante que {{vl, va}, {va,v4}, {vs, v4}} € E. Isto significa
que a distancia do vértice vy para os seus predecessores adjacentes é conhecida. Assim,

temos o sistema na variavel xy:

H£U4 - 1’1H = d4,1,
|z — @2 = dug, (3.4)
HI4 - $3H = dug

Como z4 é um ponto do R? e é desconhecido, podemos observar cada equacao do
Sistema (3.4), apds elevar ambos os lados da igualdade ao quadrado, como sendo uma
esfera no espaco, centrada no ponto z; de raio dy ;, com j = 1, 2, 3. Portanto, encontrar
o valor de x4, isto é, resolver tal sistema de equagoes, seria o equivalente algébrico do
problema geométrico de encontrar a intersec¢ao das trés esferas mencionadas anteriormente.
Como o apelo geométrico, na maioria das vezes, nos é mais intuitivo vamos seguir por este
caminho. Para tanto, vamos analisar todas as possibilidades da intersec¢ao de trés esferas

no espaco. Fazemos esta andlise com o auxilio da Figura 10.

Assim, com este apelo geométrico, sabemos que existem quatro casos para a intersec-

¢ao de trés esferas no espago:

Caso 1: Interseccao vazia. Isto ocorre quando o centro das trés esferas nao estao suficiente-

mente proximos uns dos outros;

Caso 2: Interseccao igual a um ponto. Isto ocorre quando o ponto de intersecgao é coplanar

ao plano definido pelo centro das 3 esferas;
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(a) Caso 1: Interseccao vazia. (b) Caso 2: Interseccao igual a um ponto.

(c) Caso 3: Intersecgao igual a um conjunto (d) Caso 4: Interseccao igual a dois pontos.
nao enumeravel de pontos.

Figura 10 — Casos possiveis para a interseccao de trés esferas no espacgo.

Caso 3: Intersecgao igual um conjunto nao enumeravel de pontos. Isto ocorre se o centro das

trés esferas sdo colineares;

Caso 4: Interseccao igual a dois pontos. Este é o caso geral da interseccao de 3 esferas, e
acontece quando os centros das 3 esferas estao suficiente proximos, nao sao colineares
e 0 ponto de interseccao nao pertence ao plano formado pelo centro das 3 esferas. E
interessante ressaltar que os dois pontos deste caso sao simétricos com relagdo ao

plano definido pelo centro das trés esferas.

Portanto, os casos descritos anteriormente, representam todas as possibilidades de
solugao do Sistema (3.4). No entanto, sabemos que S2 nos garante que xy, x2 e x3 definem
um plano em R3 uma vez que nio sao colineares, conforme discutido anteriormente.
Logo, como o Sistema (3.4) faz parte do PDGD, o Caso 3 é impossivel. Como jé citamos
anteriormente, o PDGD possui solugao, com isso, também, podemos desconsiderar o Caso
1. Assim, a solucao do Sistema (3.4), pode ser um ponto coplanar aos pontos 1, s e T3,
digamos 29, ou dois pontos ndo coplanares com estes pontos e simétricos com relagio a

este plano, digamos z} ou z; . Na Subsecio 3.2.3, mostramos algebricamente que z; e x;
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sdo simétricos com relagdo ao plano definido por z;, xo e x3. Assim, diremos que o ponto
7 acontece em um caso degenerado do Caso 4, isto é, quando z; = z;. Desta maneira,
vamos considerar que o Caso 2 esta contido dentro do Caso 4. Assim, para fins de calculo
vamos admitir que o Caso 4 é a opgao de solugao do Sistema (3.4). Logo, consideramos
que ha duas posi¢oes possiveis para a realizacao do vértice vy. Desta maneira, fixando uma
destas posicoes, a principio de maneira arbitraria, estamos aptos a seguir para a imersao

do proximo vértice da ordem de V, o vértice vs.

Um processo similar ao descrito anteriormente pode ser aplicado para a imersao de
todo vértice v;, com i = 4,..., n, onde k; = 3, a unica diferenca é quais seriam os trés
vértices predecessores adjacentes do vértice v;, o que implicaria somente em renomear as
varidveis do sistema de Equagoes (3.4). E com isso, terfamos duas opgoes para a realizacao
de v; e, arbitrariamente, poderiamos fixar uma delas, de maneira completamente analoga

a ja descrita.

Agora, para a imersao de um vértice v;, com ¢ = 5,..., n, onde k; > 3. Observamos,
primeiramente, que ja é conhecida a posicdo no R? dos vértices vy, va, vs, ..., Ui_;1 € que,
de maneira arbitraria, escolhemos a posicao de todos os vértices u < v; em k, = 3. Seja
Ui = {vi,, Viy, Vigy -+, vzk} o conjunto dos vértices predecessores adjacentes de v;, logo,

o equivalente ao Sistema (3.4), para este caso, é:

)
|z = iy, | = dig,

\ lzi =il = dig, (3:5)
|z — x| = dig,
|z =zl = dig-

Novamente, observamos que cada equacao do sistema acima, apds elevar ambos os
lados da igualdade ao quadrado, representa uma esfera no espaco, centrada no ponto
x; de raio d;;,, com ¢ = 1, ..., k;. Portanto, encontrar uma solugdo do Sistema (3.5),
isto é, obter o valor de x;, seria o equivalente algébrico do problema geométrico de
encontrar a interseccao das k; esferas mencionadas anteriormente. Logo, o aspecto ge-
ométrico do problema pode nos ajudar a encontrar o valor de x;. Considerando que
St = S (i, digy), Sy = S(wiy,disy), -, S,ZC = S(xiki7di:iki) sejam as k; esferas que

queremos interseccionar, entao a solugao do Sistema (3.5) é dada por:

X;i=S5nSinSin--nS;. (3.6)
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Agora, a fim de utilizar o conhecimento adquirido na discussao sobre a interseccao

de trés esferas, vamos reescrever a igualdade de (3.6) da seguinte maneira:
_ i i i i

= (S1nS5nS) A (SinSynSH)n-n(S]nSynS) (3.7)

k;
_ i i i
= (1 (SinSins)).
=3
Como discutimos anteriormente, S;N.S;N.S; = {(1’2’6)23;} v {(1’2’6)3:;}, onde (129 5%
sao as duas possibilidades para a interseccao das esferas S7, S5 e S; que sdao simétricas

com relacao ao plano definido pelos pontos x;,, x;, e x;,. Portanto, podemos reescrever a

Equagao (3.7) da seguinte maneira:

7

D:r

X, = (S} nS5nS))

&~
Eal

w
—~~
&2
oo
SN~—

7

- Ao o))

Dessa maneira, nos ¢ intuitivo que as possibilidades para X; sdo:

~
Il
w

1. X; = J;

2. |X;] =1, com X; = {z; } ou X; = {;}. Este caso acontece se o centro das k; esferas

nao forem coplanares;

3. X; = {xi_, x:r} onde podemos ter x; = z;. Este caso acontece se o centro das k;

esferas forem coplanares.

Os detalhes sobre as afirmagoes acima podem ser consultadas em (MAIOLI; LAVOR,;
GONCALVES, 2017).

Na terceira afirmacao, como a condigdo necessaria para este caso acontecer é a
coplanaridade de todas as k; esferas, a menos que seja explicitado o contrario, consideramos
este caso como improvavel. Portanto, para um vértice v; com k; > 3, podemos ter uma
ou nenhuma possibilidade para sua posicao espacial. Visto que ja argumentamos que o
PDGD possui solucio, vamos ressaltar que quando vamos imergir o vértice v; no R?, ja
posicionamos ¢ — 1 vértices no espaco e que para alguns deles, os que possuem exatamente
trés predecessores adjacentes, uma escolha arbitraria para sua posicao foi feita. Assim,
para entender como o Sistema (3.5) pode nao ter solugao no PDGD, primeiramente, vamos

definir os seguintes conjuntos:
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Defini¢ao 3.4. Sejam G = (V, E,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado e <
uma ordem sobre os elementos de V. Entao:
B={veV |k,=3} Bi={ueB|u<uv}, comp=|B|ep; =B,

(3.9)
P={weV |k,>3}, Pi={ueP|u<uv}, comq=|P|eq =|Pi

Logo, notemos que antes de imergir o vértice v;, em p; vértices fizemos uma escolha
arbitraria, entre duas opgoes possiveis, de qual seria o ponto considerado para a posicao
espacial destes vértices, e em ¢; vértices determinamos a sua imersao sem nenhuma escolha.
Com isso, notamos que existe um carater combinatorial nas escolhas feitas para a imersao
de cada um dos p; vértices de B;. Este carater combinatorial nos garante que a solugao
do PDGD existe mesmo que nao seja factivel a solu¢ao do Sistema (3.5) para o vértice
v;, uma vez que, esta factibilidade esta condicionada as escolhas feitas para a posicao
espacial dos vértices de B;. Entao, uma escolha adequada para a realizacado dos vértices de
B; garantira que sempre existe uma imersao factivel para qualquer vértice do PDGD, e,
consequentemente, uma escolha errada, para a realizacao destes vértices, resultard em uma
impossibilidade de realizar um vértice v;. Desta forma, caso a impossibilidade de realizagao
de um vértice v; € P aconteca, temos de retroceder na ordem de vértices e escolher a outra
opcao de realizagdo para algum vértice de B;. Isto implica em realizar, novamente, todos

os vértices posteriores ao vértice cuja posicao espacial foi trocada.

Portanto, com o que acabamos de discutir, temos uma maneira sisteméatica de realizar
qualquer vértice da ordem definida no grafo do PDGD. Isto nos mostrou um modo, ainda
que nao sistematizado, de encontrarmos uma solugao deste problema. Na proxima secgao,

vamos sistematizar um algoritmo capaz de encontrar uma solugao para o PDGD.

3.2.2 O Algoritmo Branch & Prune

Nesta se¢ao, vamos sistematizar o que foi discutido na se¢ao anterior na forma do
algoritmo Branch & Prune (optamos por usar o nome deste algoritmo em inglés visto
que na vasta literatura que existe sobre GD, este é o nome utilizado). Branch & Prune
significa algo como “ramifica e poda” em portugués, o motivo deste nome fica claro no

decorrer desta segao.

A sistematizacao dos conceitos apresentados na secao anterior, se da de maneira
natural associando uma arvore binaria, pois no maximo temos duas opgoes de posi¢ao no
espago para cada vértice de V', na organizacao do espaco combinatorial intrinseco onde
buscamos as solugdes do PDGD. Para tanto, observamos que o conceito de arvore binaria
é amplamente utilizado em teoria de grafos, defini¢oes voltadas para este contexto podem
ser encontradas em CORMEN et al. (2009). No entanto, neste trabalho nao utilizamos o

conceito completo de arvore binaria, mas sim a ideia deste conceito.
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Dizemos que uma arvore bindria é um conjunto finito de nés (pontos), que possui
uma maneira especifica de conectar estes nés. Toda arvore possui um né gerador, que
é denominado raiz. Quanto as conexoes entre os nos, a raiz pode ter no maximo duas
conexoes, no entanto, os outros noés podem ter até de trés conexoes. A profundidade de
um no é a quantidade de nés que existem no caminho que conecta este né e a raiz. O
conjunto de ndés com a mesma profundidade é chamado de nivel da arvore. Os ndés de uma
arvore binaria podem ter grau zero, um ou dois, dependendo do ntimero de conexoes que
ele possui com noés do proximo nivel. Nos de grau zero sao denominados folhas e conexoes

de nés de um nivel com noés do proximo nivel de ramo.

A Figura 11 apresenta um exemplo de drvore binaria com 8 nés, {ni, ng, ..., ng},
onde o n6 1 € a raiz. Os nés 2 e 3 estao no nivel 1, os nés 4, 5 e 6 no nivel 2, e 0s Né6s 7 e 8

no nivel 3. Os nés 4, 6, 7 e 8 sao folhas, ja o grau do n6 3 é um, e dos nds 1, 2 e 5 é dois.

n
Root !

Level 1

Level 2

Level 3

Figura 11 — Exemplo de arvore binaria com 8 nos.

Definimos como espago de busca, o espaco das possibilidades de realizagdes de todos
os vértices do grafo do PDGD, e vamos utilizar uma arvore bindria para modelar este
espaco de busca. Para tanto, de maneira natural vamos identificar os nés da arvore como
realizagoes dos vértices, e posicionamos a realizacao do terceiro vértice como raiz da
arvore. Seguindo com esta ideia, posicionamos cada uma das duas possiveis realiza¢oes
de um vértice no mesmo nivel, e diferenciamos os dois ramos que partem de um mesmo
vértice realizado com os sinais de “—”, para o ramo mais a esquerda, e “+”, para o ramo
mais a direita. Como o espago de busca representa todas as possiveis solugdes para o
PDGD, a arvore binaria que utilizamos para modelar este espaco tem, com excecao dos
vértices do nivel n — 1, dois ramos para todos os nés. Portanto, a partir da raiz da arvore,
temos representada todas as possiveis posi¢oes para as realizagoes dos vértices v;, para
1 =4, ..., n. Isto significa, duas possibilidades para x4, quatro para xs, oito para g, ...,

2073 para x;, ..., e 2"73 para x,,.

A Figura 12 apresenta o espago de busca, modelado por uma arvore binaria, para um
PDGD onde o ntimero de vértices de V' é sete. Cada ramo da arvore esta associado a um
sinal de “—" ou “+” conforme descrito anteriormente, no entanto, somente evidenciamos

os sinais dos dois primeiros ramos.
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L1

)

3

4

Figura 12 — Espago de busca de um PDGD com sete vértices.

Portanto, de maneira intuitiva, encontrar uma solu¢cao do PDGD significa descer
até o no do ultimo nivel da arvore. Note que, se chegamos a uma folha da arvore, entao
conseguimos evidenciar uma sequéncia de sinais “+” ou “—”, um para cada nivel da arvore,
que nos informou qual o caminho que tomamos para chegar até este nd. Observe também
que a reciproca deste caso é verdadeira, isto é, se temos uma sequéncia de sinais “+” ou
¢

‘—” um para cada nivel da arvore, que nos informa qual o caminho que devemos tomar,

entao chegamos até o tltimo né da arvore.

Assim, pela maneira que o espago de busca foi modelado, fica claro que se exploramos
toda a arvore podemos encontrar, ao menos um, caminho para chegarmos até o ultimo no
da arvore. No entanto, observamos que o nimero de possiveis caminhos que existe é de
2"73 0 que nao nos parece muito razoavel computacionalmente. Todavia, olhando para o
PDGD, a realizagao de um vértice v; € P possui uma ou nenhuma opcao de realizacao,
como ja foi discutido anteriormente. Isto significa que quando formos realizar estes vértices
temos a oportunidade de descartar um, ou os dois dos ramos que seriam criados a partir do
noé x;_1. Denominamos a passagem sobre ramos na arvore como ramificacao e o descarte
de ramos como poda. Da defini¢do dos conjuntos B e P, em (3.9), observa-se facilmente
que BUP = {vg, vs, ..., vy} e que BN P = . Assim, diremos que todos os vértices,
com excec¢ao dos trés primeiros, do grafo do PDGD estao relacionados a um processo de

ramificacdo ou a um de poda.

Notemos que a poda em um ramo, digamos o ramo “—” do né x;_1, implica que
todos os nos da arvore que estao localizados nos niveis mais altos que o nivel deste no
podem ser descartados, pois a realizacao de quaisquer vértices representados por estes nos
nao ¢ possivel dado que x; nao é uma realizacao factivel. Com isso, temos que o processo

de poda reduz o espaco de busca.

Antes de seguir com a sistematizacao algoritmica de encontrar uma solucao para o
PDGD, vamos observar como se da o funcionamento de algoritmos da classe Backtracking,

que geralmente sao utilizadas para encontrar solugoes de problemas computacionais que
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envolvem a satisfacdo de restrigoes. A logica destes algoritmos é construir um candidato a
solucdo e abandoné-lo (backtrack) se for determinado que este candidato nao podera ser
estabelecido como uma solugao valida. Caso um backtrack ocorra, o algoritmo inicia do
ultimo candidato a solu¢ao que ainda poderia ser factivel e realiza uma escolha diferente da
que levou a infactibilidade da solugao no passo anterior. Como descrito na referéncia HALL;
COLLIS (1995) o termo Backtracking foi cunhado pelo mateméatico estadunidense Derrick
H. Lehmer na década de 1950. No entanto, uma das primeiras descrigoes deste algoritmo
apareceu no século XIX em LUCAS (1893). Atualmente, este algoritmo é utilizado em
uma ampla gama de problemas combinatoriais como descrito em ROSSI; BEEK; WALSH
(2006).

Isto posto, tendo em mente toda a discussao que apresentamos até este ponto nesta
secdo, fica muito intuitivo pensar em um algoritmo com uma légica de Backtracking para
encontrar as solugoes do PDGD. De fato, utilizando este conceito os autores de (LIBERTT;
LAVOR; MACULAN, 2008) propuseram o algoritmo Branch & Prune, que a partir deste
ponto do texto denominaremos como BP, que utiliza esta loégica algoritmica na construcao
de uma soluc¢ao para o PDGD. Este algoritmo utiliza todos os vértices de poda como
restri¢oes, e com isso ele tem indicadores que envolvem a satisfacao ou nao de uma restrigao.
O nome Branch & Prune, como ja dissemos, significa algo como “Ramifica e Poda”, assim,
a escolha do nome fica evidente se nos atermos ao fato de que os vértices do grafo do
PDGD ou estao associados a um processo de ramificagdo ou a um processo de poda. Assim,
permitindo ramificagoes ou realizando podas, o BP constréi uma sequéncia de sinais “+”
ou “—”, um sinal para cada ramo da arvore, e vai descendo na arvore que descreve o espaco
de busca. O algoritmo termina quando ele consegue realizar o ultimo vértice de V', e com

isso encontrar uma solucao para o PDGD.

Para a sistematizacao do BP, ainda temos de tratar alguns pontos que podem gerar

algum tipo de ambiguidade nos passos deste algoritmo. Para isto, observemos o seguinte:

1. Como a realizacao dos trés primeiros vértices é dada pela definicdo do PDGD, a clique
inicial pode ser fixa, a principio em qualquer posicio do R?® que respeite a distancia
estabelecida entre estes vértices. No entanto, salientamos que pontos estratégicos
podem ser escolhidos, de modo a facilitar o processo de calculo computacional que é

realizado pelo algoritmo.

2. Para garantirmos que todos os ramos da arvore do espaco de busca sejam visitados,
vamos adotar, sem nenhum motivo especial, que a ordem da escolha do ramo a
ser considerado na tentativa de descer na arvore sera sempre o ramo “—” como
primeira opcao, e caso seja constatada uma poda neste ramo, consideramos o ramo

“+7. Todavia, destacamos esta ordem nao é a tnica possivel.
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Assim, dadas estas consideragoes, o pseudo-cdédigo do Algoritmo 1 sistematiza a
estrutura geral do BP aplicado ao PDGD.

Algoritmo 1: Estrutura principal do algoritmo BP.
Entrada: G = (V, E,d), X = {x1, 7o, x3} ei =4
Saida: X = {z,e R* | ve V}

1 Funcao BP(G, X, 1)

2 para todo s € {—1,+1} faca
3 compute z;;
4 se (x; ¢ factivel) entao
5 X « X u{x};
6 se (i = n) entao
7 ‘ retorne X;
8 senao
9 | BP(G,X,i+1);
10 fim
11 fim
12 fim
13 retroceda para o primeiro v; < v;, tal que v; € B e troque o ramo escolhido;
14 X — X\{zj, j41,..., mia};
15 BP(G, X, );
16 fim

A imagem iterativa contida no QR code da Figura 13, evidencia o funcionamento
geral do BP quanto a descida na arvore do espaco de busca, e com isso a obtencao
de uma solugdo, em um exemplo onde o grafo do PDGD possui sete vértices em que
ky =3, ks =3, k¢ =4 e ky =5.

[=] (=]

[=], %A

Figura 13 — Exemplo iterativo do funcionamento do BP. Link contido no QR code:
https://bit.ly /3t1Fx1Z

Quanto ao BP, ele pode ser exponencial no pior caso, o que é consistente com o fato,
que vimos anteriormente neste capitulo, do PDGD ser NP-dificil. No entanto, a referéncia
LAVOR et al. (2012a) evidencia que do ponto de vista de eficiéncia e confiabilidade, o
BP possui uma performance muito satisfatoria. Entretanto, a referéncia MUCHERINO;
LAVOR; LIBERTTI (2012) mostra que em alguns casos, os quais nao envolvem a nossa

aplicacao de interesse, se a instancia do PDGD néo possuir um conjunto de distancias


https://bit.ly/3t1Fx1Z
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bem dimensionado, o calculo com ponto flutuante utilizado na realizacao dos vértices pode

gerar erros numéricos grandes que, em alguns casos, impedem que o BP encontre solugoes.

Quanto a utilizar o BP para encontrar todas as solu¢oes do PDGD, note que a
principio isto s6 ocorrera se explorarmos todo o espago de busca. Como ja dissemos, cada
poda reduz o espago de busca, no entanto, dependendo do niimero de podas, este processo

ainda pode ser muito custoso computacionalmente.

Na préxima secdo, trabalhamos em uma maneira de realizar um vértice em R3.
Salientamos que existem iniimeros processos distintos que podem cumprir esta tarefa, e a

nossa escolha se baseia no fato de ser uma maneira intuitiva de se fazé-lo.

3.2.3 Uma Maneira Intuitiva de Calcular a Imersio de um Vértice no R?

Nesta se¢ao, apresentamos um modo de calcular a imersao dos vértices no PDGD.
Para exemplificar e expor outras maneiras de realizacdo de vértices do PDGD, uma
maneira sistematica de realizagao utilizando interseccao de esferas pode ser encontrada na
referéncia PETITJEAN (2013). O trabalho (LAVOR et al., 2017) apresenta um modo de se
realizar tais vértices dispondo de Algebra Linear. Uma metodologia de realizacao utilizando
Geometria Projetiva pode ser encontrada na referéncia GONCALVES; MUCHERINO
(2014), neste mesmo trabalho ¢ mostrado que esta maneira apresenta uma eficiéncia
computacional muito grande. Ja a referéncia ALVES et al. (2018) realiza tais vértices

utilizando Algebra Geométrica Conforme.

Para a maneira de realizacdo que apresentamos neste trabalho, optamos por fazé-la
de uma maneira geométrica e que julgamos bem intuitiva. Ela foi construida utilizando
como base a ideia de realizacao apresentada na referéncia (GONCALVES et al., 2017).
Deste ponto em diante neste trabalho, utilizamos muitos conceitos béasicos de geometria
analitica sobre vetores. Todos os resultados utilizados serdao explicitados, mas nao os
demonstramos. Caso o leitor deseje relembré-los, recomendamos a referéncia (WEXLER,
1962).

Pelo que ja discutimos, sabemos que s6 existem vértices que estao associados a
processos de ramificagdo ou de poda, e o que ocasiona esta diferenca é o nimero de
predecessores adjacentes que estes vértices possuem. Assim, se pensarmos no carater
geométrico da interseccao de esferas, notaremos que basta utilizarmos um processo que
realize qualquer vértice utilizando somente trés de seus predecessores adjacentes, visto que,
isto implicard na existéncia de duas possibilidades para sua posicdo no R3. Observamos
que considerar estes dois pontos é a realidade dos vértices relacionados ao processo de
ramificacdo, e quanto aos vértices de poda, podemos utilizar as restri¢des de distancia
associadas aos outros predecessores adjacentes deste vértice simplesmente verificando se os

pontos encontrados satisfazem estas restrigoes.
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Seja G = (V, E,d) o grafo associado ao PDGD, com a ordem {vy, vq, ..., v,} sobre
os vértices de V. Desta maneira, queremos calcular a imersdo no R? do vértice v;, com
t=4, 5, ..., n. Assim, vamos considerar que v;,, v;, € v;, sejam vértices predecessores
adjacentes de v;. Portanto, queremos realizar o vértice v; sabendo que ja é conhecida a
posicdao no R? dos seus predecessores adjacentes. Vamos considerar que as duas posicoes

~ + —
para v; sao r; e T; .

Supondo que os pontos w;,, T;,, T; € T; nao sejam coplanares, eles definem dois

planos em R?. A Figura 14 representa esta situacao.

¢ Ly \7’
/

9

Figura 14 — Disposicao dos pontos x;,, Z;,, i, € ; no espaco, ressaltando os dois planos
definidos por estes quatro pontos. A distancia entre alguns destes pontos é
destacada pela linha continua azul, e, 8, ¥ e 7 evidenciam todos os dngulos
necessarios para definir a localizacao geométrica dos quatro pontos.

Como z;,, ;, e z;, ja estao fixados, conhecemos a distancia entre todos estes pontos
e, portanto, pela lei dos cossenos, sabemos o valor do angulo 6. As distancias que envolvem

o ponto z; sao dadas pelo sistema de equagoes a seguir, que é uma parte da instancia do

problema:
(e
|xi — x| = disy, (3.10)
Hiﬁz — Ty H = dij,-

Agora, visto que também temos as distancias entre os pontos z;,, x;, e x;, de maneira

analoga a anterior, conseguimos obter o valor do angulo ¥ pela lei dos cossenos.

Para obter o angulo 7, denominado de angulo diedral ou angulo de tor¢ao, necessita-
mos de um processo um pouco mais elaborado que envolve todas as distancias entres os
quatro pontos. A maneira de encontrarmos este valor é apresentada mais a frente nesta
se¢ao. Por hora, vamos considerar que o angulo 7 seja livre, ou seja, vamos desconsiderar

que a distancia entre os pontos z;, e z; seja fixa. A familia das circunferéncias tangentes
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aos vetores normais dos planos {z;,, i, x;} e {xi,, x;, x;}, com centro ¢ na reta
formada pelos pontos z;, e x;, sao descritas por este angulo de tor¢ao 7. Se tomamos a
circunferéncia que passa pelo ponto z;, teremos uma relagdo entre o ponto z; e o angulo

de torgao 7 € [—180°,180°]. A Figura 15 ilustra geometricamente esta descrigao.

w
by
vy 3
4
’,’

’
P

’

9

Sccealbee”

Figura 15 — Circunferéncia tangente aos vetores normais dos planos {z;,,z,,x;} e
{x;,,r;,x;} com centro ¢ na reta formada pelos pontos x;, e z;,. O ponto p é
dado pela interseccao desta circunferéncia com o plano {z;,, z;,, x; }.

Consequentemente, notemos que o ponto ¢ é dado pela intersec¢ao da reta formada por
x;, € x;, com o plano 7 definido pelos pontos ¢, x; e p. Podemos descrever, geometricamente,

o plano 7 pela equacao:

A

Po(x—a;) =0, (3.11)

onde # = r/|r|, com r = ;, — 74, e x é um ponto genérico do R?. Sobre a reta que passa

por z;, e x;,, podemos descrevé-la pela equagao:

u(t) = x;, + 7t, com t € R.

Como ¢ é um ponto que pertence a reta u, entao existe k € R tal que:

¢ =u(k) =z, + KT (3.12)

E como ¢ também pertence ao plano 7, temos que:
7 (c—x;) =0. (3.13)

Se combinamos as Equagoes (3.12) e (3.13), temos o seguinte valor para k:

7-(c—x;)=0 =
7 [(zy, +7K) —2;] =0 < (3.14)
K=17 -x; =7 2.
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Notemos que se elevamos os dois lados das equagoes definidas no Sistema (3.10) ao
quadrado, temos trés esferas, S = S(zi,,digy), Sy = S(Tiy, disy) € St = S(2iy,disy), cuja
intersecgao resulta nos dois valores possiveis para x;. Desta maneira, como o centro das
esferas S; e S{ pertencem a reta u, temos que a circunferéncia resultante da interseccao
destas duas esferas também possui o centro na reta u. A Figura 16 ilustra a interseccao

das esferas S5 e 57, evidencia o plano 7 e a circunferéncia de intersecgao.

T

Figura 16 — Intersecao das esferas S5 = S(z4,,d;;,) € S] = S(24,,d;4, ), representadas, res-
pectivamente, pelas cores azul e ciano. O plano 7 que contém esta intersecgao
é apresentado em verde.

Da equagao das esferas S5 e S, vamos observar o seguinte:

{ Sé = 5(@iy, diyiy) - { |lzi — l“izHQ = dzzm - { H%HZ — 22 - %, + ||%H2 = dzzzg

St = S(wiy, disy) | — @, > = dF |@i|* = 225 - @iy + |, |? = dF,

Subtraindo a primeira da segunda equagao, temos:

=@y, — x,) i+ @ P — o |? = & —d2,
(l'il o ZL‘Z‘2> ;= d2212 me”Q ; 221 + HleHQ
Foa o= e (d — P — 2y + Joa]?)
27|

Assim, utilizando a quantidade obtida na relagao anterior na Equagao (3.14), temos

o seguinte valor para k:

ko= f c Xy — f‘ . SCZ'Q
1 ) ) A
= m (dz i H'TzzH - ”1 + Hx“ H ) — 7 ay,
1
= m (dz212 ||$7«2H2 _ le + H:E“ HZ 9. ,[L’Zz)
1
= o (d?,iz - ||x12H2 — ”1 + Hx“ HQ (137;1 B $i2) . xiz)

Qqu Lig ”
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logo,
2 +d2 . —d2
_ 1,12 21,22 %, . 315
. - (3.15)

11,02
Portanto, dado o valor de &, pela Equagao (3.12) fica definido o ponto ¢ com relagao

aos pontos x;,, z;, e com as distancias d;, ;,, dii, € d;;, .

Desta maneira, a circunferéncia da Figura 15 pode ser parametrizada se rotacionarmos
o ponto p com relagao ao eixo definido pela reta que passa por z;, e z;,. Como sabemos,
a parametrizacao desta circunferéncia nao é tinica, no entanto, o ponto p é o candidato
natural para realizar esta parametrizacao, pois ele pertence ao plano {z;,, z;,, z;, } que é
definido a priori. Assim, se o dngulo 7 é fixado, entdao o plano {z;,, z;,, x;} fica definido e,
com isso, conseguimos o valor de z;. A parametrizacao desta circunferéncia é a relacgao

entre o ponto z; e o angulo 7 que salientamos anteriormente.

Agora, notemos que a reta que passa pelos pontos ¢ e p é dada por:

ut(t) = c+ét, comteR,

onde o vetor § é tal que § L 7 e ||5] = 1.

Como a reta u® foi construida passando por p, se p é o raio da circunferéncia da
Figura 15, entao temos que:
ut(p) =p = c+ ps. (3.16)

Para encontrarmos a dire¢ao §, vamos considerar o vetor v = z;, — x;,. Notemos
que os vetores v, 7 e § estdo contidos no plano {z;,,z;,,x;} € que os vetores 7 e v
sao linearmente independentes, uma vez que os pontos x;,, ¥;, € z;, nao sao colineares.
Portanto, conseguiremos dois vetores ortogonais no plano definido por 7 e v se aplicarmos
o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (STRANG, 2016) no conjunto {7, v},
aqui 0 = v/|v||. Assim, seguindo com esta estratégia, fixamos 7 como o primeiro vetor do

processo e, com isso, temos que um vetor ortogonal a 7 é:

s=10— (b 7).

A Figura 17 ilustra os vetores v, r e s. Note que a direcdo tomada para os vetores r

e v resultaram no vetor s com a orientacdo apresentada nesta figura.

Logo, o vetor unitario § é obtido por meio da divisao de s por sua norma, que é

calculada facilmente por:

El

|
=)
|
—~
>
>
N—
=
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Figura 17 — Representacao geométrica dos vetores v, r e s. Aqui os vetores ortogonais
7 e s foram encontrados pela aplicacdo do processo de ortogonalizacao de

Gram-Schmidt nos vetores 7 e 0.

mas, 0 - 7 = cosf, portanto:

V1 —cos?6

sin 6

Is]

Com isso, temos que:

U —Fcosb

0— (0-7)F

5 =

sin 6 sin

(3.17)

Vale ressaltar novamente que sin @ # 0, pois os pontos z;,, z;, € x;, nao sao colineares.

Agora, para obtermos o valor de p, basta olharmos para o triangulo definido pelos

pontos x;,, ¢ e z; definidos no plano {x;,, z;,z;}. A Figura 18 ilustra este triangulo.

xig xil

®
c

Figura 18 — Tridngulo reto contido no plano {z;,, x;,, z;} definido pelos pontos z;,, ¢ e ;.
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Dada a maneira com que o ponto ¢ foi construido, notemos que o angulo z;,cz; é

reto. Como p = ||c — z;|, utilizando o teorema de Pitdgoras no tridngulo Az;,cz;, temos

que:
|zs, — zi|* = |c — 25, |> + e —z:|* =
dl?,ig = |(zi, + KF) — x4, |* + p* =
di;, = |KP[* + p?

logo,

p=A)d}, — K2 (3.18)

Como a Equagao (3.17) apresenta § em fungao do seno e do cosseno de 6, para
encontrar estes valores, vamos observar que a lei dos cossenos aplicada ao triangulo

Ty iy Ty, Tesulta em:

= J?

12,13

d2

11,83

+ d2 - 2di272‘3di17i2 cosf. (319)

11,82

Desta maneira, com base na Equagao (3.15), definiremos a quantidade k da seguinte

maneira: 22 2 2
£ 4 ds . —de .
12,13 11,12 21,3 ) 320

o (3.20)

R =
Comparando a quantidade definida em (3.20) com a Equagao (3.19), temos que:
K = dj, i, cOSH. (3.21)

12,13

Agora, definindo p como:

p dz, iy — R (3.22)
e utilizando a Equagao (3.21), conseguimos a seguinte relacao para p e sin 6:
p = d’%z,l'g — R?
= \/d?MB — (diy.is cOS 0)?
= \/dzzwg(l — cos?0)

d

(3.23)

i9,i3 sin 6.
Logo, podemos reescrever o valor de §, dado pela Equagao (3.17), utilizando as
quantidades k e p, apresentadas respectivamente pelas Equagoes (3.21) e (3.23), da

seguinte maneira:
0 —7cosl  v/di, i, — TR/d;y

sin 0 a ﬁ/di2,i3 (3 24)

v — KT

p
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Portanto, utilizando os valores de ¢, 5, k, p, k e p, descritos, respectivamente, pelas
Equagoes (3.12), (3.24), (3.15), (3.18), (3.20) e (3.22), na Equacao (3.16), temos que o
ponto p é dado por:

p =, + K+ @(v — RT). (3.25)
p

Com isso, o ponto p fica descrito em fungao dos pontos x;,, x;, € x;,, e das distancias

dil,im di1,i37 diz,i37 di,iQ e diﬂ;l’

Agora, dado que temos o ponto p, vamos descrever como podemos realizar a parame-
trizacao da circunferéncia da Figura 15 rotacionando este ponto em torno da reta definida
pelos pontos x;, e x;,. Para isso, primeiramente, vamos observar o que devemos fazer para
descrever a rotacao de um ponto no espago. Esta tarefa ¢ mais simples se o centro da
circunferéncia, que descreve esta rotagao, ¢ a origem. Como a traslacao que deve ser feita
para reposicionar este ponto no espago nao envolve nenhuma dificuldade matematica, além
de uma operacao de soma, vamos entender como podemos rotacionar um ponto no R?® em
torno da origem e, em seguida, ver como podemos trasladar esta circunferéncia para uma
posi¢ao de interesse. Para garantirmos que os diferentes eixos de rotagao construam uma

mesma rotacao, desconsiderando a operacao de translacao, vamos observar o seguinte:

O eixo de rotagao que contém a origem é descrito por uma reta paralela a reta que

define o eixo de rotagao original;

A orientacao dos dois eixos de rotagao considerados é a mesma.

A reta definida pelo centro da rotacao e o ponto a ser rotacionado, nos dois casos

considerados, sao paralelas e possuem a mesma orientacao;

A distancia do ponto rotacionado para o eixo de rotacdo é a mesma nos dois casos;

Para prosseguir com a discussao, vamos considerar que r, p, ¢ e p sejam, respecti-
vamente, a reta que descreve o eixo de rotacao, o ponto a ser rotacionado, o centro de
rotagdo, na reta r, do ponto p, e o raio da circunferéncia definida pela rotagao. Assim,
se e e x sa0 0 novo par, eixo de rotacao e ponto a ser rotacionado, tal que a origem O
pertence a reta e. Tem-se que, © = pZ = p — c¢. Entao, as quatro consideragoes anteriores
sdo satisfeitas para os pares {r, p} e {e, x}. Seja éx(T) a rotacao de um angulo 7 do
ponto x em torno do eixo e. A Figura 19 (a) ilustra esta rotagdo geometricamente. A

parametrizacdo da circunferéncia apresentada na Figura 19 (b) pode ser dada por:
R,(1) = picosT+ pjsinT
= pZcosT+ p(éx T)sinT

= (p2)cosT+ € x (pZ)sinT
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(a) Representacao geométrica da ro- (b) Vista axial da circunferéncia defi-
tagao do ponto x em torno do eixo nida por esta rotacdo. O ponto O é
de rotacao definido pela reta e. a origem do R?.

Figura 19 — Ilustracao da rotacdo do ponto z através do eixo definido pela reta e que
contém a origem O do espago.

com 7 € [—180°,180°]. Como é = , a rotagdo do ponto p em torno do eixo r em um
angulo 7, que definimos como R.(p), é obtida simplesmente transladando }?T(x) de uma

quantidade ¢. Portanto, R.(p) é dada por:
Ry(1) = c+ Ry(7)
= c+ (p2)cosT + é x (p&)sinT (3.26)
= c+(p—c)cosT+ 7 x (p—c)sinT.

Isto posto, podemos escrever a relagao entre o ponto x; e o angulo 7, em funcao dos
valores de ¢ e p apresentados nas Equagoes (3.12) e (3.25), respectivamente, da seguinte
maneira:

i (T) = x4y + KT + £i((v — KF)cosT + 7 X vsin 7'). (3.27)
P

Desta maneira, a parametrizacao da circunferéncia da Figura 15 é dada tomando

T € (—180°,180°] na Equacao anterior.

Assim, dada a Equagdo (3.27), para encontrar as duas posi¢oes no espago para o
vértice v;, basta nos estabelecermos a relagao do angulo 7 com a distancia dos pontos z;, e
x;. Uma vez estabelecida esta relacao, utilizamos esta equagdo para encontrar as posicoes
para o ponto z;. Como ja salientamos, o processo para descrever o angulo de torgao 7 é
um pouco mais elaborado que utilizar somente a lei dos cossenos. No entanto, ele pode
ser encontrado utilizando o que a referéncia POGORELOV (1987) descreve como “lei dos

cossenos para um angulo triédrico”. Esta lei é descrita pelo teorema apresentado a seguir:
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Teorema 3.1. (Lei dos cossenos para um angulo triédrico): Sejam «, (3 e v os angulos
formados pelas 3 semi-retas de um triedro com vértice S, e 7 o dngulo diedral oposto ao

dngulo v (a Figura 20 ilustra o dngulo triédrico aqui descrito). Entao:

cosy = cos acos 3 + sin asin 3 cos 7. (3.28)

S

Figura 20 — Angulo triédrico com vértice no ponto S, como descrito no Teorema 3.1.

Demonstracio. A demonstracao deste teorma nao apresenta nenhuma dificuldade que
devemos salientar e ela pode ser encontrada na pag 278 do livco POGORELOV (1987) O

Assim, considerando as posi¢des dos pontos z;,, x;,, x; € x; da Figura 14, podemos
interpretar um angulo triédrico com vértice no ponto x;,, e com isso tirar as conclusoes
apresentadas no Teorema 3.1 para uma relagao dos angulos definidos entre estes quatro
pontos. A Figura 21 evidencia o dngulo triédrico mencionado considerando os pontos

Ligy Ligy Ljy € Ty

Figura 21 — Angulo triédrico formado pelos pontos z;,, x;,, *; € x; com vértice em x;,.
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Desta maneira, para termos o cosseno dos angulos «, [ e v em funcao das distancias
entre os pontos z;,, T;,, T; € T;, podemos utilizar a lei dos cossenos, que, para cada um

destes angulos, nos diz que:

dlZl,iS = d?l’h + d1227i3 — 2di1,i2di2,i3 COS ¥ (329)
d?fil = diiz + d1217’i2 — 2di,i2di1,i2 COSB (330)
. =d* +d* . —2d;;,d;, ., cosy (3.31)

1,13 1,12 12,13 1,12 712,13 .

Agora, observemos que a Equagao (3.15) pode ser reescrita como:

= {2

11,82

d?

1,01

+d2, —2d;, 4y K, (3.32)

1,02

desta forma, se compararmos as Equagoes (3.32) e (3.29), entdo podemos fazer a seguinte

associacao pra o valor de k e o angulo f:

K = d;, cos . (3.33)

Utilizando a relagao (3.33) para descrever x na Equacao (3.18), temos que p é dado,

funcao do angulo (3, da seguinte maneira:

p = m
= \/d’bz,ig — (d; i, cos B)? (3.34)
di,iz sin 5

Agora, notando que o angulo # da Figura 14 é definido da mesma maneira que o

angulo a da Figura 21, das Equagoes (3.21) e (3.23), temos que:

kK = dj, i, COSQ

(3.35)
ﬁ = dig,ig sin «v

Assim, dadas as relagoes de k e p com o angulo 5 e de k e p com o angulo «, notemos

que:
2 ) ) 2 .9 ) 2 2 2. -2 =2
diyis = dii -1 = di,; (cos"a+sin®a) = di , cos"a+d, sin"a = K +p
2 2 _on2 2 . _op 2 2 2 _ 2, 2
di,, = di,-1 = di,(cos"B+sin"fB) = d;, cosB+d;,, sin"3 = k" +p

Logo, utilizando estes valores na Equagdo (3.31), temos o seguinte valor para o

cosseno do angulo ~:

k2 + %) + (K2 + p?) — &2,

(R +p7) + (5" +p7) — iy (3.36)
2d; i, diy iy

cosy =
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Portanto, dadas as relages de cossenos e senos dos angulos a, [ e 7, apresentadas
nas Equagoes (3.33), (3.34), (3.35) e (3.36), aplicando-as no resultado do Teorema 3.1,
descrito pela Equagao (3.28), temos que:

cosy = cosacosf+ sinasinf3cosT =

=S - (S ) (@) (@)
’ = + COST <
2di2,i3di,i2 dz’2,z’3 di,i2 diz,ig di,ig

—\2 2 ~9 2
(H - 5) +p +p7 = di7i3
2pp

COST =

Desta maneira, o cosseno do angulo de tor¢ao 7 é dado por:

cosT = ——218 (3.37)

onde,

v=(k—R)’+p+p* e p=pp

Agora que estabelecemos a relacao entre o cosseno do angulo de torcao e a distancia
entre os pontos x;, e x;, basta aplicar este valor de d&ngulo na Equagao (3.27), que descreve
a posicao do ponto x; em funcao deste angulo de torcao, para encontrar a posi¢do do ponto
x;. No entanto, como ja foi discutido anteriormente, esta equacao deve produzir duas
possibilidades para o valor de ;, ] e z; . Assim, observando que o valor de z;(7) descrito
por esta equacao necessita dos valores de seno e cosseno do angulo 7, atentemo-nos ao
fato de que dado o valor do cosseno de 7, descrito pela Equagao (3.37), o valor do seno de

T fica dado por:

sinT = +v1 — cos?T.

Logo, estes dois valores para o seno de 7 evidenciam as duas possibilidades para a
posicao de z;. Com a finalidade de justificar que os dois valores do seno de 7 produzem
as duas posigoes, simétricas com relagao ao plano {x;,,z;,,; }, para o ponto z;, pela

paridade das fungoes seno e cosseno podemos escrever:

P

zi(E|T|) = x4 + RF+ ((v — Kf)cos (£ |7]) + 7 x vsin ( + |T|)>

(3.38)

Ty +/<;f+€<(v—/%f)0037ifx USiD|T|>
p

Assim, os dois valores do seno de 7 podem ser associados com a orientacao tomada
pelo angulo de tor¢ao 7 com relagdo ao plano {x;,,x;,,z; }. O que tem todo sentido
geométrico, visto que, a Equagao (3.27) descreve a posi¢ao do ponto z; rotacionando um

ponto pertencente ao plano {x;,, z;,, x;, }. Isto justifica a simetria do ponto x; com relagao
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a este plano. Portanto, as duas posi¢oes para a realizacao do vértice v; sao dadas pela

Equagao (3.27), da seguinte maneira:

R

zi = g;z( + ]T|) =1, + kP + j<(v — Rff)cosT £ 7 x vsin \7']) (3.39)

R

com 7 dado pela Equagdo (3.37). Desta maneira, a relagdo acima descreve as duas
possibilidades para a imersao do vértice v; no R* em funcio dos pontos z;,, x;, ¢ x;,, e

das distancias dil7i27 di1,1'37 d1'27i3, di,iQ? di,i1 [§ dmg.

Como salientamos no inicio desta subsecao, a descricao que fizemos utiliza somente
trés predecessores adjacentes do vértice v;. No caso em que v; € P, isto é, possui mais
de trés predecessores adjacentes, para verificar as restricoes de distancia dos k; — 3
predecessores adjacentes de v; que ndo utilizamos no célculo dos pontos x7", podemos
calcular as quantidades

ex = o {[oF — ]~ dy, |

e, desta maneira, o ponto z;- é factivel se e, = 0. Vale ressaltar que a imersio no R?® de

K3
todos os vértices de U; é conhecida antes de calcularmos as posi¢oes z; . Deste modo, as

quantidades acima podem ser calculadas de maneira trivial.

A maneira que descrevemos a imersao do vértice v; leva em conta os predecessores
adjacentes v;,, v;, € v;,. No entanto, para descrever este calculo de um modo geral, isto
é, com base em quaisquer trés predecessores adjacentes de v;, digamos {v;;, vs,, v, } < U,
com j, k, L€ {1, 2, 3, ..., k;}, podemos rearranjar os indices da relagao (3.39) e escrever

d .~ 3 -y T ~
as duas posi¢oes no R” do vértice v, que sdo simétricas com relacdo ao plano {z;;, z;,, i,

da seguinte maneira:

(j’k’g).flj;_r (Tie7ik7ij7i) = a(ik, ij, Z) +b(ig, ik, ij, Z) COS Tie,ik,ij,i iC(i@, ik, ij, Z) sin |7—ie,ik,ij,i} , (340)

com,
a(u,v,w) = z,+ k(u,v,w)(u,v),
b( ) = M( (u, 2) — K( VA ( )) (3.41)
Z,u,v,w) = o) r(u, z) — K(u, v, 2)7(u,v) ),

c(z,u,v,w) = 7(u,v) x b(z,u,v,w),

v(z,u,v,w) —d?,
COS Trnvw = ., (3.42)
e 2u(z,u,v,w)

Sin |7 u0w| = \/1 — COS? Ty v,
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onde,
) = 20—t ) = "t
2 +d> —d?
klu,v,w) = —= 2;’” v pu,v,w) = di’w—ﬁ(u,v,w),
uw (3.43)
2
v(z,u,v,w) = (/@(u,v,w)—/ﬁ(u,v,z)) + p*(u, v, w) + p*(u,v, 2),

pw(z,u,v,w) = \/p2(u, v, w)p3(u, v, z).

Portanto, a Equacdo (3.40) descreve um processo geral para a imersio no R* de
qualquer vértice do grafo GG associado ao PDGD. Na préxima se¢ao, tratamos o Problema
Discretizavel de Geometria de Distancias Intervalares, que é o aporte tedrico que utilizamos

na aplicacao de interesse.

3.3 Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Intervalares

em R?

Como descrevemos no Capitulo 2, a RMN é um experimento cujas medidas possuem
erros associados a ela. Assim, para representarmos uma situagao mais proxima da realidade,
devemos considerar as incertezas dos dados experimentais. Desta maneira, para levar em
conta este fato na modelagem do problema, é necessario considerar que as distancias
fornecidas pela RMN sao distancias intervalares, ou seja, intervalos de ntimeros reais.
Os conceitos do PGD e do PDGD que apresentamos nas duas secoes anteriores nao sao
suficientes para considerar esta nova suposi¢ao. No entanto, a ideia da generalizacao do

PGD e do PDGD é similar as defini¢oes ja apresentadas.

Nesta secao, tratamos da extensao intervalar do PGD, do PDGD e do BP. Para uma

descri¢ao mais completa destes novos conceitos recomendamos as referéncias LIBERTT et
al. (2014), GONCALVES et al. (2017) e LAVOR et al. (2021b).

Definimos o Problema de Geometria de Distancias Intervalares (PGD7) em R* da

seguinte maneira:

Definic¢ao 3.5. Seja G = (V, E,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado, com
d: E — Z(R,), ondeZ(R,) éum conjunto de intervalos em R,. O PGDi R? consiste

em encontrar uma funcdo z : V — R?, tal que

V{u,v} € B, |z(u) — z(v)| € d({u,v}) = [dyy, duw]- (3.44)
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A existéncia de solugoes deste problema é discutida em LIBERTT et al. (2014). Neste

trabalho, vamos considerar que este problema possui solucao.

Da definicdo do PDG1, notamos que:

1. Como d({u,v}) = {de Ry | d,, < d < dy,}, 0 sistema de equacdes de (3.44) pode

ser reescrito como:

V{u,v} € E, dy, < ||z — x| < duy (3.45)
2. Se d,,, = dyy = duy, Y{u,v} € E, o sistema de equagdes de (3.44) ¢é reescrito como:

V{u,v} € E, |z, — x| = dy,. Entdo recuperamos a definigdo do PGD.

A segunda afirmagado anterior nos mostra porque podemos considerar o PGDi como
uma generalizagdo do PGD. Ja a primeira afirmacao nos mostra uma maneira alternativa
de escrever as restrigoes de distancias do PGDi. Consideramos que esta nova representacao
¢ mais intuitiva, desta maneira, vamos utilizar a representagao dada no sistema (3.45)

para descrever a instancia do PGD:.

Como salientamos no Capitulo 2, conseguimos considerar que a distancia entre alguns
pares de atomos é precisa, enquanto que para outros pares temos que a distancia é um

intervalo. Para modelar este fato, vamos definir os seguintes conjuntos:

Defini¢ao 3.6. Sejam G = (V, E,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado com
d: E— I (R,). Entao:

Ey = {{u,v}eE| } (3.46)
Er = {{u,v}eE | 2

Da Definicao 3.6, temos, trivialmente, que E = Eyu E; e Ey n Er = (. De maneira
intuitiva, observamos que o conjunto de distancias precisas e intervalares do PGDi sao

representadas, respectivamente, por Ey e E;.

Como a definicao do conjunto de vértices predecessores adjacentes de um vértice do
PGD que apresentamos na Definicdo 3.2 leva em conta somente a existéncia de arestas no
grafo, e a tnica diferenga entre o PGD17 e o PGD é descrita na natureza do peso das arestas
de F, isto é, se é preciso ou intervalar, entdao, a mesma defini¢ao de vértices predecessores

? ? ? J

adjacentes pode ser aplicada no grafo G = (V, E,d).

Levando em conta as defini¢goes do conjunto de predecessores adjacentes de um
vértice, dos conjuntos de arestas precisas e intervalares de um grafo G = (V, E,d). O
Problema Discretizavel de Geometria de Distancias Intervalares (PDGD7) em R* ¢ definido

da seguinte maneira:
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Definicao 3.7. Sejam G = (V, F,d) um grafo simples, ponderado e nao-direcionado
associado a uma instancia do PGDi em R?, com E = Ey U E;, e uma ordem vy, ..., v,
nos vértices de V. O PDGD7 consiste em todas as instancias do PGDi que satisfazem as

seguintes suposicoes:

S1: Existe uma realizacao valida para os vértices vy, vy € vs;
S2 : Para todo vértice v;, com i =4, ..., n, existe {v;;, vy, v} < U,,, tal que que:

L {{vi,, vi}, {vi,, vi}} € Eg e {vy,, v} € E;
2. d({viy, vi, }) < d({vig, vi}) + d({viy, vi, }).

Assim, novamente, a suposi¢cao S1 combinada com a suposicdo S2.2 nos garante
que o PDGDi possui somente solugoes incongruentes (GONCALVES et al., 2017). J& a
suposicao S2.1 nos garante que para todo vértice v; € V, temos que, pelo menos, dois de

seus predecessores adjacentes possuem uma distancia precisa para este vértice.

A maneira que os conjuntos B e P foram definidos para o PDGD na Definigao 3.4,
novamente, ndo leva em conta a natureza do peso das arestas. Assim, vamos considerar a
mesma defini¢do destes conjuntos para o PDGDi. Portanto, todos os vértices do PDGD1
sao associados a processo de poda ou de ramificacdo. No entanto, vamos observar que
na definicaio do PDGD1, para todo vértice v; € V., com i = 3, ..., n, temos o seguinte

sistema nao linear na variavel x;:

diy, < |wi =i < digy,,

N digs < |mi - <0 digs, (3.47)
|7 — 23| = dig,,
|z — 23| = dig,,

onde k; = 3.

Elevando ao quadrado ambos os lados das igualdades e das desigualdades de (3.47),
observamos que cada uma das equagoes representa uma esfera no espaco, centrada no
ponto z; de raio d;;,, com ¢ = 1, 2; e cada uma das inequagoes representa uma casca
esférica no espago, centrada no ponto z; de raio d,;, € [dw,ai,i,g], com (=3, 4, ..., k;.
Desta maneira, encontrar uma solu¢do do Sistema (3.47) seria o equivalente algébrico do
problema geométrico de encontrar a interseccao das 2 esferas com as k; — 2 cascas esféricas
mencionadas anteriormente. Novamente, vamos optar por utilizar o aspecto geométrico do

problema para nos ajudar a encontrar x;.
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Considerando que S} = S (v, d;;,) e Sy = S (24,,d;,) sejam as duas esferas e que
8} =8 (@i [digyr diis]) s Si = (i, |

i —i,iki )

deD sejam as k; — 2 cascas esféricas
1

que queremos interseccionar, entao a solu¢ao do Sistema (3.47) é dada por:
Xi = SinSnSin---nS;,

= (S]nS5nS)n(SinSinS)n---n(SinS5nS) (3.48)

ki
= ((SinSinsi)
=3

Primeiramente, vamos entender qual é o resultado da interseccao de duas esferas
com uma casca esférica, digamos S} N S N Sk, e, entdo estabelecer como ¢ dado o conjunto
7, em (3.48). Nos parece intuitivo que a intersecdo S N Si N Si seja dada por dois arcos
de circunferéncias simétricos com relagao ao plano {z;,, z;,, x;, }. De fato, este é o caso,

mas para justificar este resultado, vamos nos atentar aos seguintes lemas e proposicoes:

Lema 3.1. A funcdo 77 : [\/v — 2, v/ + 2u] — [0°,180°], tal que

7+ (d) = arccos (” > dQ) (3.49)

com 0 < 2u < v é continua e bijetora.

Demonstracio. Para mostrar que 71 é uma funcao bijetora, vamos observar que:

1
e A funcao «a : [\/y — 2, /v + 2u] — [—1,1], tal que a(d) = —2—d2 + QL é uma
7 7

funcao polinomial de segundo grau continua e bijetora;
o A fungdo g:[—1,1] — [0°,180°], tal que g(t) = arccost é continua e bijetora.

* é composicao das duas funcoes

Escrevendo 7% (d) = g(a(d)) = goa(d), observamos que T
definidas acima. Logo 7 é a composicao de duas funcoes continuas e bijetoras. Portanto,

também é uma fungdo continua e bijetora. O]

Obs.: Os resultados que utilizamos no Lema 3.1 sobre func¢oes continuas e bijetoras podem

ser consultadas em qualquer bom livro de andalise. Recomendamos como referéncia os livros

(DUGUNDJI, 1966) ou (APOSTOL, 1974).

Lema 3.2. A funcdo 7~ : [V — 2u, /v + 2u] —> [—180°,0°], tal que

7= (d) = — arccos (” 5 d2> (3.50)

com, 0 < 2u < v é continua e bijetora.
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Demonstracao. A demonstracao deste resultado é andloga a do Lema 3.1. n

Lema 3.3. Sejam d = [d,d| < [Vv —2p,v/v +2u] e 75(d) as fungdes definidas nos

lemas anteriores. Entao:
() = {te[0°,180°] : z<t<T} = T,

7(d) = {te[-180°0°] : -T<t<-1} = T,

(V — dz) B (V — d2>
T = arccos e T = arccos )
2u 2u

Demonstragio. Este resultado segue direto do fato de que 7* s@o continuas e bijetoras. [

onde,

Queremos entender como podemos utilizar a expressao de (3.42) para descrever o
comportamento de 7, .., € (—180°,180°] em fungdo da distancia d,, .. No entanto, dos
lemas anteriores observamos duas expressoes que definem esta dependéncia em intervalos
angulares complementares, mais diferentes do que necessitamos. Para uma representacao

completa, que combina os resultados anteriores, nos atentemos ao proximo lema:s:

Lema 3.4. Sejam d = [d,d] < [v/v = 2u, /v + 2] e a relagao

T [Wr—2p v +2u] — [-180°,180°]

a s 1(d) = 7 (d)
onde 77 (d) sdo as fungdes definidas nos lemas anteriores. Entdo:

d)=T=T uT".

Demonstracao. Da definicao da relagdo 7 e pelo resultado do Lema 3.3, tem-se:
T = 7(d)
= {te(-180°,180°] : t(d) <t <T(d)}
= {te(-180°,0°) : t(d) <t<7T(d)} U {te[0°180°] : 1(d) <t <1(d)}
= {te(-180°,0°) : 7 (d)<t<7 (d)} u {t€[0°180°] : 7H(d) <t <7t (d)}

= {te(-180°,0°) : —T<t< -1} u {te[0°180°] : £<t<T}

= T uT*
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Assim, a proposicao a seguir evidencia a relacao entre o angulo 7, ., € a distancia
dy,. de (3.43).

Proposicao 3.1. Sejam d,, », dyy, duz, dyw, dw, distancias precisas e dy, , = [dw,z, dw,z]
uma distancia intervalar. Tomando 7, 4 4. := T, onde v = v(z,u,v,w) e p = p(z, u, v, w),

conforme dado em (3.43). Entao

=7 _ - 7‘+ _ = =
TZ:UKva(dU),Z) - Tzuvw T 7-z,u,v,w v Zu,0,w Tzuvw) Iz,u,v,w v Iz,u,v,waTz,u,v,w )

onde,

—2
B v(z,u,v,w) — d, _ B v(z,u,v,w) —d,
Tyuww = Arccos € T.yvpw = arccos .
o 2u(z, u, v, w) o 2u(z, u, v, w)

Demonstra¢io. Como 0 < 2u(z,u,v,w) < v(z,u,v,w) V z,u,v,w € V, este resultado

segue direto do Lema 3.4. [

Agora, para observar como descrevemos o ponto x; em funcdo do intervalo angular

da proposicao anterior, vamos seguir com os seguintes lemas.

Lema 3.5. A parametrizacio do circulo no espaco C : (—180°,180°] — R?, descrita por

C(f) =a+bcosf +csinf, com a, b, ce R* e b L ¢ é continua e injetora.

Demonstracao. Como cada uma das coordenadas da fungao C é escrita como composicao

de fungoes continuas (soma, multiplicagao, cosseno e seno), entdo C é uma funcao continua.

Para provar que C é injetora, sejam 6,05 € (—180°,180°], entao:

C(0) = C(b) =
a+bcosf; +csinf; = a-+bcosby +csinf, <
(cosf; —cosby)b = —(sinf; —sinbs)c
Como b L c, entdo cosf; — cosfy = sinf); — sinfy = 0. Portanto, cosf; = cosby e

sinf; = sin #,. Destas duas igualdades, temos que 6; = 0y + 360° - k, com k € Z. Como
01,05 € (—180°,180°], temos que k = 0 é o tnico valor de k possivel. Logo, temos que

C(01) = C(0y) = 01 = 0. Assim, concluimos que a fungao C é injetora. O

Lema 3.6. Sejam C a parametrizacao do lema anterior e 7 = [1, ﬂ c (—180°,180°].

Entao A=C (T) define um arco de circunferéncia.

Demonstracao. Como C ¢ injetora, ela associa cada valor de angulo a um tnico ponto no
espaco. Como C descreve uma circunferéncia, temos que C (T) representa um arco desta

circunferéncia. O
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Teorema 3.2. Seja f: A — B uma funcao. Se Ayc AV{=1, ..., N, entdo:

L. f( Ag> = [ F(A0);
(=1 l=1

N N
2. f ( Ag) < ﬂ f(Ap), com igualdade se f é injetora.
=1 =1

Demonstracio. A demonstracao deste resultado nao apresenta nenhuma dificuldade que
devemos salientar e ela pode ser consultada em DUGUNDJI (1966) ou APOSTOL (1974).
]

Lema 3.7. Sejam d,, ., dy., dyz, dyu, dw, distancias precisas. Entao a funcao

@)y, + (—180°,180°] — R?,

tal que,

(zvu’v)xw<7-> = a(u7 v, U}) + b(Z, u,v, U)) COST + C(Z, u, v, w) sin T,

com, a(u,v,w), b(z,u,v,w) e c(z,u,v,w) dados em (3.41), é continua e injetora.

Demonstra¢io. Como b(z,u,v,w) L c(z,u,v,w) ¥V z,u,v,w € V, este resultado segue
direto do Lema 3.5. O

Assim, com os resultados apresentados, ja temos o ferramental matematico necessario

para demostrar a proposi¢ao seguinte:

Proposicao 3.2. Sejam S = S (zy,dyy) € Sy = S (zy,dy,) duas esferas e a casca
esférica S, = S (z.,d,,.), com S¥, S¥ S¥ < R®. Entdo:

S;“ e S;U A S;U - (z,u,v)xw (Tz,u,v,w(dw,z)) _ (z,u,v)A— U (z,u,v)Aj—U

w

+

x,, € a funcdo definida no Lema 3.7, 7, 4, ,, ., € definido na Proposigao 3.1 e (Z’“’”)A;

onde %%

sdo dois arcos da mesma circunferéncia, simétricos com relagao ao plano {x,, x,, x,}.

Demonstragio. Como ja salientamos anteriormente, a intersec¢ao S, N .S, N S, ¢ um
problema geométrico cujo equivalente algébrico é encontrar a solu¢ao do sistema nao linear

na variavel x,,:

d%u,z < wa - xZHZ = d?u,z?
|2 — l“u||2 = d%u,v? (3.51)
| — xv”2 = d?u,v
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Deste sistema, temos que as distancias precisas d, ., dyy, dy 2, Awu, dw € a distancia

intervalar d,,, = [d dw,z] sdo conhecidas (as distancias precisas d, ., dyy, dy. ndo

2w,z
estao explicitas no Sistema (3.51), mas como os pontos x,, x, e z, sdo conhecidos, essas
distancias podem ser calculadas trivialmente). Assim, dado o conjunto de distancias
precisas, a distancia intervalar e os pontos z., x, e x,, temos todos os parametros para

descrever (#%) g (Tz’u,vyw(dmz)) conforme a Proposicao 3.1 e o Lema 3.7.

Podemos verificar sem muitos problemas que (zuv) g (Tz7u7v7w(dw7z)) é uma solugao
do Sistema (3.51), no entanto, devido a toda discussdo que fizemos na Subsegdo 3.2.3,

vamos omitir estas contas e assumir este resultado.

Agora, da Proposicao 3.1, temos que

_ _ — +
Tz,u,v,w(dw,z) - 7;,u,v,w - 7;7u,v,w o 7;,u,v,w7

onde T, 0w € 1.5 o 80 dois intervalos angulares. Utilizando este resultado na solugio

de (3.51), temos que:

(z,u,v)xw (Tz,u,v,w(dw,z)) = (z,u,v)a:w (n,u,v,w) = (Z7U7v)xw (7;;71;’11; U 7;;“)7“;) .

Do item 1 do Teorema 3.2, temos que:

(Z’U’U)I'w (722171;,11; U 7;—;71;711;) _ (z,u,v)xw (7;;1,1;,11;) U (z,u,v)xw (7‘4— ) _ (z,u,v)A; U (z,u,v) z’

Z,U,0,W

onde (Z’“’”).Ai representam dois arcos de circunferéncia (resultado que segue direto do
Lema 3.6).

zuv) . descreve uma circunferéncia contida em um plano

ortogonal ao plano {x,, z,, z,}, (Z’“’”)xw(oo) € {z., 7y, T,} e os intervalos angulares 7>

Para finalizar, como

sdo simétricos com relacdo a 0°, temos que os arcos #“? A% sdo simétricos com relacio ao

plano {x,, x,, x,}. ]

Portanto, esta proposi¢ao justifica nossa intuicao inicial sobre o resultado da inter-
seccao de duas esferas e uma casca esférica. Desta maneira, aplicando o resultado desta

proposicao na expressao para X; em (3.48), temos:
X, = ﬂ (Si A S A Sé) — ﬂ ((“’ZQ’”)AZF U (n,m,ze)Ai—) ‘ (3.52)
=3 =3

Assim, concluimos que a solucao do Sistema (3.47) é dado pela intersecgao de k; — 2
arcos de circunferéncia. Para entender melhor como podemos proceder para realizar a
interseccao destes arcos de circunferéncia, vamos nos atentar, novamente, a sequéncia de

resultados a seguir.
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Lema 3.8. Seja a operagao binaria @ : R x R — R, com

—2m se a+b > w
®(a,b) =a@b=a+0b+ Yy, onde Yap =14 0 se la+b < (3.53)

2w se a+b < -7

O subconjunto (—m, 7] < R é fechado com relagao a operacao @.

Demonstrag¢io. Queremos provar que V (a, b) € (—7, 7| x (=7, 7], temos que a®b € (—m, 7].

Para isso, notemos que, se a,b € (—m, 7|, entao

21 < a+b < -7

- < a4 < 7
= -2r<a+b<2r <= -1 < a+b < 7

—-T < b < 7
T < a+b < 27

Assim, vamos observar que:

a+b+2r < (=2m) 421 = 0,
(i) a+be(—2m, 1) = a®b= o< (2m) e
a+b+2r > (—m)+21 = 7.
Logo, 0 < a®b < m;
a+b < m,
(i1) a+be|[-m 7| =a®b=
a+b = —m.
Logo, —m < a®b < m;
a+b—2r < (2m)—-27 = 0,
(tit) a+be (m,2m) =a®b= (2m)
a+b—2r > (m)—27 = -—m.

Logo, —m <a®b < 0.

Dos trés itens anteriores, temos que V (a,b) € (—m, 7| x (=7, 7] = a®b e (—m,7]. O

Proposicao 3.3. Sejam d, .,, du .y, vz, Quzis Qous Gwu, dy. distdncias precisas e

(zuv) g - a funcdo definida no Lema 3.7. entdo

(Zl’u’v)l'w (7_) _ (zo,u,v)xw (szo,u,v,:ﬂ @ T) s

onde @ ¢é a operagao definida no Lema 3.8 e ¢, 4., ¢ 0 angulo de tor¢ao entre os planos
{xZ(p Ly, xv} € {xm y Ly mv}~

Zu0) p e seus valores

Demonstra¢io. Como vamos considerar duas variagdes da fungao ¢
constantes envolvem muitas varidveis em comum, para simplificar a notacao, vamos

considerar:

Pzo,uw,z1 = $0,15 a(u,v,w) =a, b(Zg,U,’U,UJ) = by, C(Zg,u,U,UJ) = ¢y, com £ =0, 1.
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Inicialmente, vamos observar que, se 6y, 60y € (—180°, 180°], entao:

cos(0y @b2) = cos(by + 0+ Vap) = cos(By + 62) cos(Viap) — sin(by + 62) sin(Ve,p),
sin(fh @6y) = sin(6h + 02 + Yap) = sin(br + 62) cos(Vjap)) + Sin(Yjap)) cos(br + 62).

Como a quantidade 7, 6,; ¢ um miltiplo de 360°, temos que cos (fy[mb]) =1le
sin (’y[a,b]) = 0. Logo, das expressoes acima, concluimos que cos(f; @ 65) = cos(0; + 05) e
sin(6y @ 6;) = sin(6y + 62). Desta maneira:
(z0.u0) g (900,1 ® 7') = a+bycos(T® po1) + Cosin(r @ o 1)
= a+bgcos(T + ¢o1) + cosin(T + o 1)
= a-+ (bo COS o1 + CoSin g 1) COST +

)
(co cos g1 — bp sin goo,l) sin T

Como (Zl’“’“):vw(T) = a + by cosT + ¢y sin 7, esta proposicao ficarda provada se verifi-

carmos que:

bl = bQ COS ¥o,1 + Co sin ©0,15
(3.54)
Ci = cCpcosyy1 — bgsingg;.

Pelas expressoes de b(z,u, v, w) e ¢(z,u, v, w) apresentadas em (3.41), observamos

que:
1. bg'ngCg-CgZpQ; 2. Cngng; 3.7§J_bg;
com ¢ =0,1.

Como os planos ., = {2, Tu, Ty} € T, = {T,,, Ty, T, } podem ser parametrizados,
respectivamente, por 7, (t, s) = x, +7t+bgs e m,, (t,s) = x,+7t+bys, com ¢, s € R, temos
que, ¢o1 € o vetor formado pelos vetores ¢y e ¢;. Para descrever o angulo ¢ ; em funcao dos
vetores by e ¢,, com ¢ = 0, 1, vamos nos atentar para as propriedades dos produtos vetorial
e interno para vetores em R?, que podem ser consultadas em THORNTON; MARION
(2004):

i % Ty = T % T (P1)
Ty (T % By) = Ty (01 % T) = Ty - (T % ) (P2)
(T x Ty) x (T x Ty) = [(B % 0) - 0] s — [(00 x 0) - 5] 0% (P3)
(T x Ty) - (Ts X Ta) = (T - Ts) (T - 1) — (- 60) (T - Ts) (P4)
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Desta maneira, temos que:

Cpo ' Cq (beQ)(be1>

leollles] p

1
() ?(f .#) (b - by) — (7 by) (by - 7) (3.55)
=0 =0
1
= ?bo - by
singy, - leo x i [ (7 % bo) x (7 x by)|
’ [colllleal p?
1
(£3) ?H((f x by)  by)i — ((7 x bg) - #) by |
1 (3.56)
2 (@ o) b= (%) )|
=0
= L Exbe) b by x ) b B L (7 xby) by
p? p? P
LOgO, Cyp-C = b() . b1 = p2 COS @p,1 € Cqp - b1 = —C1 - bg = p2 sin ©o,1-

Pelas expressoes dadas anteriormente, vamos observar que:

b, - (bo oS g1 + Cp sin @071) = by -bgcospp1 + by - cosinpg;
= pPcosgor + pPsinggy = p°
— b, b,

cy - (co COS p,1 — by sin ngJ) = €1 -CpCosyy1 — €1 - bysingg
= p2 COS pp,1 + p2 sin g1 = p2

Portanto, aplicando (P5) nas igualdades obtidas acima, temos que as equagoes de
(3.54) sao verdadeiras. O

Desta proposicao, podemos escrever, de maneira direta, o seguinte corolério:

(Zuv)y . @e ©zomv,21 » TESPECtivamente, a funcao, a operacao bindria

Corolario 3.1. Sejam
e o angulo de torcao utilizados na proposigao anterior. Se 7 = [7,7| < (=180, 180°],
entao

Bz, (T) = Cm 2 (s D T),

onde p@®T = {6 e (—180°,180°] | min{p @7, D7} < 0 < max{p D7, DT}}.
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Desta maneira, levando em conta todos os resultados que descrevemos nesta secao,

podemos escrever a seguinte proposicao, que trata da solugao do sistema nao linear (3.47):

Proposicao 3.4. A solugdo do sistema nao linear (3.47), cujo problema geométrico
equivalente é interseccionar as esferas S| = S(wy,,d;s,), S5 = S(w4,,d;;,) € as cascas

esféricas S = S(xiy, i), ..., Si =S (xd) ¢ dada por

(oisis (T

COo1ml:

k‘i ki

_ _ +

7; - ﬂ Pisia,in i @ ,ﬁz,izyilyi - ﬂ (901'371'271'1,15 @ 7;,12,1'1,1' Y Pig iz ,in i S 7;“2,11 i>> (3'57)
(=3 (=3

onde,

(wow)y ¢ a funcao definida no Lema 3.7;

_ T + _ ~ .
o Towww = Touvw Y Tovvw = Truww(dwz), sendo 7. 4., a relacio descrita no
Lema 3.4;

* ¥.uvw ¢ 0 angulo de torgao entre os planos {x,, T,, Ty} € {Ty, Ty, T2 };

o @ é a operacao binaria definida no Lema 3.8.

Demonstracao. Para construir a demonstragao deste resultado, vamos denotar:
« A Proposigao 3.2 por (R1); « O Corolario 3.1 por (R3);

e O item 1 do Teorema 3.2 por (R2); e O item 2 do Teorema 3.2 por (R4).

Ja vimos que a solugdo de (3.47) é dada por X; = ﬂ (51 N S5 N S;). Assim:
=3

>

7

X, = SZ A SZ SZ Rl) ﬂ <’Lg zg,zl)A-i- 14712,11)./4 )

o~
Il
w

— (iesi2,01) (ig,i2,i1) ( — )
< Li w 12,11 Z) v x’ 7;17712,21 i

~
o |
w

ki
(7,@,7/2,11 + — (ig,32,31) ( . )
Ze inyi1,i 7;17,%2,%17 - Li 725712,2171

(=3

B
13
VR

~
Il
w

(43,42,01)
e xl (1013:12711712 @7;5722’@1,

(R4) (3,32 11)
= o ﬂ Pz iz,ir,ie D 147127117

B
I
/~
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Logo, X; = (#20g. (7)), onde:

3

k; k
— R - +
7; - ﬂ Pis,iz,i1,ie @ 7: ,12,21,0 T ﬂ (9013712711,12 @ 7;g,i2,i1,i Y Pig ia,i1,ie @ ie,iz,h,i)'
(=3

(=3

O

Agora, antes de observar as implicagdes da solugdo de (3.47), que é descrita pela

proposicao acima, vamos ressaltar os seguintes pontos sobre o célculo de 7;:

1. Para obter os angulos de tor¢ao 7;,;, i, is Tiginiri © Pisizsirsier cOM £ =3, ... K,
¢ necessario que conhecamos as distancias precisas d;, ;,, d;,,, € d;, i,- No entanto,
como v;,, vi,, V;; € U;, temos que as posicoes x;,, x;, € x;, sao conhecidas. Logo, estes

valores de distancias podem ser calculados de maneira trivial.

2. Podemos interpretar o angulo de tor¢ao ¢, ;,.i,.;, como uma mudanga do referencial
{z;,, x;,,x;, } para o referencial {x;,, z;,, z;, }. Deste modo, a orientacao deste angulo
tem um papel fundamental nesta mudanca. Podemos utilizar a expressao do cos-
seno do angulo de tor¢ao apresentada em (3.42) para calcular o valor absoluto de
igsinini, VL =3, ..., k;. Na proxima proposicao, apresentamos uma maneira de

obter a orientagao destes angulos.

Proposicao 3.5. Dados ., Z,, T, T, € R nio colineares. O sinal do dngulo de torcao

Oruvaw = {Tz, Ty, To, Ty} ¢ dado por:

sign (9u0w) = sign([(z, — ) x (2. — )] - (20 — 2)).

Demonstracao. Para provar este resultado, vamos observar que a orientacao do angulo
Yz u0w ¢ dada com base no plano 7 = {z,, z,, x,} e no ponto z,,. Como o plano = divide o
espago em dois semiespagos, o sinal de ¢, , ..., ¢ dado conforme o semiespaco que o ponto
T, esta localizado. Para realizar os calculos, vamos considerar que v = x, —x,, T = T, — Ty
e 20 é a projecdo ortogonal do ponto z,, no plano 7, que, matematicamente, ¢ descrita
por:

Ty = Proj () = Ty + 8+ (T — 2,)8 + 7 - (20 — 27,
onde §= 19— (0-7)7 e § é o vetor de m que é ortonormal a 7.

Obs.: A notagao & representa o vetor unitario na dire¢ao de 7.

Desta maneira, @ = x,,— 22, é um vetor normal ao plano 7. No entanto, # x § é o vetor
normal unitario que da a orientacao do plano m. A Figura 22 evidencia a situacao entre os
pontos x,,x,, Ty, Ty € x?v geometricamente. Assim, para verificar em qual semiespaco o

ponto x,, pertence, podemos calcular (7 x §) - . Geometricamente, esta quantidade nos
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A A

diz se os vetores 7 x § e W estdo na mesma direcdo ou em diregoes opostas. Como 7 | §,

temos que 7 x § é um vetor unitario. Logo:

A A

1 se7 x§ e w estdao na mesma direcao,

(7 x§) =
—1 se7 x 3§ e w estao em diregOes opostas.
Ly
Ly

XU .
w

0]
Ty, = To 1 o
- Fdsd

Figura 22 — Descricao geométrica de vetores que evidenciam a projecao ortogonal do ponto
T, 10 plano m = {x,, x,, T,}.

Assim, (7 x §) - 1 representa o sinal do dngulo de tor¢ao ¢, ... Para observar o

resultado desta proposicao, notemos que:

sign (Vzupw) = (fx§)-u3:f><§.xw_x"""s'(xw_xu)S‘FT'(xw—xu)r

! X § _¥FX6'£L‘—5L‘
I A & T I e

1
- W[(% —xy) % (1, — 24)] - (20 — T0)

= sign([(w, —2.) x (22— 2)] - (20 — 2,))

]

A sequéncia de resultados que apresentamos nesta secdo nos levaram a uma maneira
de obter a solu¢ao X; do sistema nao linear (3.47). Pela maneira que esta solugao foi
construida, notamos que esta solucdo representa arcos de uma circunferéncia no R?, e
que estes arcos sao dados com base em um intervalo angular 7; que parametriza esta
circunferéncia. Pela expressao de 7; apresentada na (3.57), notamos facilmente que se
as distancias intervalares sao, na verdade, distdncias precisas, 7; pode ser um conjunto
vazio, dado por um ou por dois pontos. Com isso, recuperamos a situacao discutida na
Subsecgao 3.2.1, assim, |X;| € {0, 1, 2}.

De uma maneira mais geral, podemos dizer o seguinte sobre a solugdo X; de (3.47):

1. Xi=JseT; = ;
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2. X; é um conjunto discreto de pontos se 7; é um conjunto discreto;

3. X, é um conjunto ndo enumeravel de pontos se 7; é um conjunto ndo enumeravel.

Com base nas distancias intervalares d, ;,, com ¢ = 3, ..., k;, pela expressao de 7;

(3.57) e os trés casos mencionados acima, podemos dizer que:

« X, é vazio ou um conjunto discreto de pontos se existe 3 < [ < k; tal que d;;, = d, ;;;

o X, é dado pela uniao de dois arcos de circunferéncia simétricos com relagao ao plano

{zi,, i, x;, } se v; € B. Caso d; ;, = d;,, entdo cada arco é dado por um tnico ponto.

Portanto, observada a estrutura do conjunto X;, salientamos que o algoritmo BP
nao pode ser utilizado para resolver o PDGD1, pois o BP nao é descrito para lidar com a
situacdo em que X; é um conjunto nao enumeravel de pontos. No entanto, o algoritmo
interval Branch & Prune (iBP), considerado como uma extensao do BP, é proposto em
LAVOR; LIBERTT; MUCHERINO (2013) para lidar com o impasse enfrentado pelo BP.
Em linhas gerais, o {BP possui a mesma estrutura do BP, mas realiza uma amostragem no
conjunto X; se o mesmo é dado por um conjunto nao enumerével de pontos. E intuitivo que
este processo de amostragem pode selecionar um conjunto de pontos que resulte somente
em ramos infactiveis na arvore de busca. De fato, os trabalhos GONCALVES et al. (2017) e
D’AMBROSIO et al. (2017) mostram que uma amostra grande aumenta exponencialmente

o espaco de busca e uma amostra pequena pode resultar na nao obten¢ao de uma solucao
do PDGD:q.

O trabalho LAVOR et al. (2021b) mostra que uma estratégia de redugdo de arcos
aprimora o processo de amostragem do {BP aplicado ao PDGDM com disténcias inter-
valares em R3. A maneira que construimos o conjunto X; leva em conta esta estratégia
de redugdo de arcos, que foi incorporada no célculo do intervalo angular 7; em (3.57).

Desta maneira, propomos o pseudo-codigo do Algoritmo 2 como a estrutura geral do {BP
aplicado a0 PDGD3 em R3.

Depois do processo de amostragem, o ¢BP utiliza o mesmo mecanismo que o BP
usa para explorar o espago de busca. No entanto, o niimero de caminhos possiveis do
espaco de busca do BP ¢ muito maior que o do BP, como dissemos anteriormente, ele
aumenta exponencialmente com o nimero de pontos tomados em cada amostragem. Assim,
a discussao que realizamos sobre o BP na Subsecao 3.2.2 pode ser estendida, tomando as

precaugoes necessarias, para o ¢BP.

Nesta se¢ao, apresentamos aspecto teérico do PDGDi e um algoritmo para encontrar
uma solugao deste problema. No préximo capitulo, observamos aspectos geométricos das

proteinas que utilizamos para modelar o problema de interesse.
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Algoritmo 2: Estrutura principal do algoritmo iBP em R?.

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

Entrada: G = (V, E,d), X = {1, 9, 23}, i =4, by=1e N, =21VveV
Saida: X = {z,e R* | ve V}
Funcao BP(G, X, 1, b;, N;)

se (bi = 1) entao
compute 7; como foi definido em (3.57);
se (7} # @) entao
considere T; = {7, ..., 7n,} uma amostra do intervalo 7; com N;
pontos;
compute as quantidades a;(iz, i1,7), b;(is,ia,11,1), c;(is,iz,11,17)
definidas em (3.41);
senao
| T —
fim

fim
se (TZ # @) entao
X « X U {ay(ia, i1, 1) + bi(is, ia, i1, 1) cos T, + €;(i3, iz, 41,%) Sin T, };
se (i = |V]) entdo
retorne X;
senao
| 4iBP(G, X,i+1,bip1, Nip1);
fim
senao
retroceda para para o primeiro v; < v; tal que b; < Nj;
bj «— bj +1;
X «— X\{Zlfj, Ljglyenns xi—l};
bjt1, bjr2, -y bimg < 1

fim

25 fim
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CAPITULO

Estrutura Tridimensional de

Proteinas e Restricoes de Distancias

Neste trabalho, estamos interessados na determinacao da posicao dos atomos da cadeia
principal das proteinas, cujo nome em inglés é backbone. Dado que esta nomenclatura
é bastante difundida na literatura (NELSON; COX, 2012), optamos por utilizar esta
denominacao em lingua estrangeira para referenciar esta sequéncia de &tomos nas proteinas.
Neste capitulo, apresentamos as hipoteses que consideramos para construir um conjunto de
distancias entre alguns atomos das proteinas. Estas hipéteses sao baseadas em conhecimento
experimental sobre a geometria das proteinas e no experimento de RMN. Dado este conjunto
de distancias, apresentamos duas relagoes geométricas que evidenciam como angulos de
tor¢ao do backbone das proteinas podem ser descritos com base em distancias entre atomos

de hidrogénio préoximos.

4.1 Restricoes de Distancias

Como vimos no Capitulo 2, proteinas sao cadeias de residuos de aminodcidos. Assim,
o backbone da proteina ¢ descrito por uma sequéncia da terna de dtomos {N*, C*, C"},
comi¢=1, ..., p, onde p é o nimero de aminoacidos desta proteina. A descrigdo desta
proteina fica completa acrescentando dtomos Hj ligados a dtomos N', dtomos O ligados
a dtomos C", cadeias laterias R' e d&tomos H, ligadas a dtomos C'. A Figura 23 evidencia
as ligacoes presentes no residuo i e nos residuos imediatamente adjacentes. Esta figura
também evidencia os dngulos de tor¢ao (ou diedrais) w;, ¢; e 1, definidos no backbone da

proteina pelas 4-uplas de atomos:
Wi = {Cé;l’ Cl?l’Ni’ Cé}, ¢z = {Cifl’ Ni’ C(i, Cl}’ wz — {Nz’ C(i, C«i7 NiJrl}. (41)

Como descrito em NELSON; COX (2012), uma aproximacao teérica nos diz que os
angulos de tor¢ao w; admitem somente dois valores distintos, w = 0°, caso cis, ou w = 180°,

caso trans. Portanto, independentemente dos valores assumidos por w;, os quatro atomos
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Ri

Figura 23 — Representacao do i-ésimo residuo de uma proteina, destacando todos os dtomos
envolvidos e os angulos de torcao w;, ¢; e ;.

que descrevem este angulo de tor¢ao fazem parte de um mesmo plano. Esta planaridade se
dé pela ligacao peptidica, que é rigida e planar. Os dtomos Hy e O também fazem parte
deste plano (NELSON; COX, 2012). A Figura 24 evidencia a disposi¢ao destes dtomos

para os residuos de aminoacidos ¢ — 1, 7 e ¢ + 1.

Figura 24 — Representacao do plano peptidico no entorno do i-ésimo residuo de uma
proteina.

Como as cadeias laterais nao respeitam nenhum padrao, uma vez que variam de
proteina para proteina, limitar-nos-emos em trabalhar na determinacao da posicao dos
atomos do backbone, pois uma vez que estes atomos sao fixados, uma estratégia como a
apresentada em COSTA et al. (2014) pode ser utilizada para fixar os dtomos das cadeias
laterais. Vale observar que o experimento NOESY de RMN (WUTHRICH, 1986) fornece
somente uma estimativa para as distancia entre os atomos de hidrogénio préximos, assim,
nao se tém informagoes experimentais suficientes para encontrar somente as posigoes
espaciais dos atomos do backbone utilizando uma abordagem discreta. Isto se d&, uma vez
que nao conseguimos definir uma ordem PDGD1i que apresente algumas distancias “extras”

entre atomos de residuos nao adjacentes.
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Como o0 nosso intuito é construir o backbone de proteinas com base em um conjunto de
restricoes de distancias, primeiramente, vamos observar entre quais atomos sao conhecidos
os valores de distancia pela teoria e quais propriedades conformacionais podem resultar
em restri¢coes de distancias. Para isso, vamos enumerar afirmacoes que tem relagao direta

com informagoes destas restrigoes:

1. A sequéncia de residuos de aminoacidos que compoe qualquer proteina é conhecida
a priori (DONALD; ISTRAIL; PEVZNER, 2011).

2. A distancia entre atomos de uma molécula de proteina separados por uma ligacao

covalente ¢ conhecida (ENGH; HUBER, 1991). Esta é uma informagao experimental.

3. Todos os angulos planos definidos na estrutura proteica sao fixos e conhecidos, cujo
médulo nao é 0°, nem 180° (ENGH; HUBER, 1991). Esta também é uma informagao

experimental.

4. A distancia entre todos os atomos da molécula de proteina que fazem parte um
mesmo grupo peptidico sdo conhecidas (NELSON; COX, 2012). Estas informagoes

de distancias se dao pela planaridade deste grupo.

5. O experimento NOESY de RMN fornece uma estimativa para distancia entre pares
de dtomos de hidrogénio conhecidos e préximos (< 5 ~ 6 A) (WUTHRICH, 1986).

6. Uma estimativa para os angulos de tor¢ao ¢; e ¢;, paratodo: = 1, ..., p, é conhecida
pela predigao da rede neural TALOS-N (SHEN; BAX, 2013). Esta predigao é dada
utilizando informagoes experimentais de deslocamentos quimicos provenientes do

experimento de RMN.

7. A propriedade de quiralidade local, observada pela teoria de quimica das protei-
nas, nos garante a orientagao de qualquer tetraedro formado por 4 atomos sepa-
rados por no maximo duas ligagdes covalentes (DONALD; ISTRAIL; PEVZNER,
2011). A Figura 25 ilustra essa propriedade para o tetraedro formado pelos dtomos

{N7 COL? C? HOL}'

Com base nas sete afirmacgoes anteriores, vamos assumir que as proteinas consideradas
neste trabalho satisfazem o seguinte conjunto de hipoteses:
H1 : Todos os seus atomos sao conhecidos.

H2 : A distancia exata entre todos os seus atomos separados por uma ligacdo covalente

é conhecida.

H3 : A distancia exata entre todos os seus atomos separados por duas ligagoes covalentes

é conhecida.
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[}
(]
[}
[}
[}
[

]
[}
[}
[}
]
]
H,

Figura 25 — Quiralidade dos atomos {N, C,, C, H,}.

H4 : A Informagao de Quiralidade Local (IQL) nos garante que a orientacgao de todo
tetraedro definido por quatro atomos que sao separados por no maximo duas ligagoes

covalentes é conhecida.

H5 : A distancia entre todos os atomos que pertencem a um mesmo plano peptidico é

conhecida.

H6 : As distancias fornecidas pelos experimentos de RMN estao associadas a pares de

atomos conhecidos.

H7 : O experimento de RMN fornece uma distancia intervalar para cada par de atomos

de hidrogénio que estdo distantes entre si a no méximo 5 A.

HS8 : Um intervalo angular para todos os angulos de tor¢ao ¢; e uma distancia intervalar

entre os atomos C*~ ! e C sdo conhecidos.
H9 : Um intervalo angular para todos os angulos de tor¢ao 1; e uma distancia intervalar

entre os dtomos N* e N sdao conhecidos.

Nas Secoes 4.2 e 4.3 utilizamos as informacodes sobre as proteinas presentes neste
conjunto de hipéteses para investigar como os angulos de tor¢ao ¢; e ¥; podem ser descritos

com relagao a restrigoes de distancias no entorno do backbone.

4.2 Relacdo dos Angulos de Torcio ¢; com Distancias Entre Hidro-
génios Proximos

Nesta secao, através de observagoes geométricas, vamos construir uma relacao entre o
angulo de torcao ¢; = {C*', N*, C', C'} e outros angulos de torciao definidos no entorno

dos atomos que compoe este dngulo, em especial atomos de hidrogénio. A construcao
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desta relagao é baseada no estudo de quatro casos, bem delimitados, descritos nas quatro
subsegoes seguintes, de modo que a relagao apresentada na tultima subsegao desta secao
descreve as observagoes feitas em cada uma das 4 subsegOes anteriores. Salientamos
ainda que, no estudo dos quatro casos iniciais fizemos uso de um apelo geométrico, que
consideramos intuitivo, e na subsec¢ao final utilizamos todo ferramental matematico formal

para justificar os argumentos apresentados.

421 Primeiro Caso de Estudo

Inicialmente, vamos supor que o residuo de aminoéacido R;, que gera a parte do
backbone da proteina que compoe o angulo ¢;, nao seja a Prolina. Desta maneira, podemos
afirmar que existe um atomo Hj, ligado ao dtomo N’ e um atomo H', ligado ao dtomo
C'. Estas afirmacdes ficam justificadas pela observagio dos 20 aminodcidos da Figura 1.
No caso em que R; ¢ a Glicina, que possui H, (7;2 e H 33 ligados ao d4tomo C, identificamos
H! = Hég, pois os atomos N*, C%, C'e H(iZ possuem a mesma quiralidade dos atomos
N, C!, C" e H' se R; ndo é a Glicina (ALIPANAHI et al., 2013). Observando as
consideracoes tedricas feitas na Subsecao 3.2.3, se fixamos os dtomos C*', N'e C, e o
angulo de torcdo ¢; é conhecido, entdo ao menos uma posicao espacial dos atomos Hy,, H'
e C" pode ser determinada, e, com isso, na nomenclatura do PGD todos estes atomos sdo
imersos no R?. Para exemplificar esta afirmacéo, considerando as restricoes contidas nas
hipéteses apresentadas na Secdo 4.1 para os d&tomos C*~', N*, C* H, H' e C', cujos
valores numéricos foram retirados de (ENGH; HUBER, 1991), e supondo que ¢; = +30°, a
Figura 26 (a) apresenta uma posigao espacial para os dtomos mencionados, cuja estrutura
foi calculada fixando os trés primeiros atomos e os outros trés foram realizados, um a
um, pela relacio de (3.40) considerando as cliques {C"~', N*,C’, C"}, {C*' N*,C", Hy}
e {N',C!,C" H.}.

Identificando os planos {C*™' N* C}, {N',C",C"} e {N',C", H.} na estrutura
da Figura 26 (a), resultamos na Figura 26 (b). Agora, rotacionando esta estrutura de
forma a identificar o ponto de vista onde o vetor formado pelos pontos N* e C’ seja
perpendicular a folha deste texto, obtemos a Figura 26 (c). Projetando a estrutura da
Figura 26 (c) ortogonalmente no plano formado pela folha do texto, conseguimos identificar
os angulos de torgdo ¢; = {C' N' C!, C"}, Toim1,mi, = {CY NY CLOHLY, Toi g =
{C",N*,Cq, Hpt e Ty i = {Hy, N', G, Hy} como angulos planos, e se consideramos
a orientacao do angulo de tor¢ao ¢; como referéncia, estes angulos estao no intervalo
(—180°,180°], Figura 26 (d).

Se conhecemos a posicao espacial dos d&tomos C* ', N*, Hy, C., H! e C" os Angulos
de torgao ¢;, Toi-1, Hi s TCiHE € THi i S80 obtidos de maneira trivial pela relacao descrita
na Equacao (3.42), que relaciona um dngulo de tor¢ao com as distancias entre os quatro

pontos que o define. Notemos que, em certo sentido, a reciproca da afirmacao anterior é
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Figura 26 — (a) Uma posicdo espacial para os dtomos C*~', N’ Hpy, C:, H'! e C' se
¢; = 30°. (b) Planos {C" ', N",C"}, {N',C!,C"} e {N*,C", H.} identifica-
dos na estrutura da figura (a). (c) Estrutura da figura (b) rotacionada de
modo a identificar um ponto de vista de interesse. (d) Projegao ortogonal
da estrutura da figura (c) no plano, identificando os dngulos de tor¢ao ¢; =
{C"1 N, C",CY, Tei-1 i, = {C"1 N', C HY Y, Toi HL = {C'",N*,C! , H"}
e Tyi mi = {Hy,N*,C", H'} como angulos planares.

verdadeira, isto ¢, se os angulos de torgao ¢;, Tai-1, Hi» ToiH, € Thi, i Sa0 dados, entao
a0 menos uma posicao espacial dos atomos que os compoe podem ser obtida. Para isto,
basta fixar trés atomos, estabelecer trés cliques de quatro atomos e utilizar a relacao de

(3.40) para realizar os outros trés atomos.

Pelas hipoteses tedricas apresentadas na Secao 4.1, as distancias entre os atomos
que formam os angulos de torgao 7i-1, i, € Toi Hi, S0 conhecidas a priori, assim o valor
absoluto destes angulos pode ser calculado pela relagao (3.42). Agora, observamos que o
valor absoluto do angulo de tor¢ao THi H:, também pode ser calculado pela mesma relacao
se a distancia entre Hy e H' for conhecida. Como o experimento NOESY da RMN é
capaz de fornecer a distancia entre os d&tomos Hy e H, ( HH}V - H&H <5 A (GUNTERT,
1998)) entao, o valor absoluto do angulo de torgao THi, H, também pode ser obtido a
priori.

Agora, para estudar a relagdo entre os angulos de tor¢ao da estrutura da Figura 26

(d), observando a sua geometria, concluimos que:

+ ¢,

‘TCi—l,H}'\, = ‘TH]iv,Hg + |70
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assim, no caso deste exemplo, o dngulo de tor¢ao ¢; é dado por:

— }TCi,Hé s (42)

G = <‘TCF1,H}\,

)~ [

e pode ser calculado imediatamente apds o estabelecimento dos valores absolutos dos

angulos de torcao 7oi-1 Hi THi, HL € TCH -
) k) (e k)

Pela hipétese H4, apresentada na Secao 4.1, o tetraedro formado pelos atomos
N, C!, H' e C" da estrutura da Figura 26 (a) é rigido e de quiralidade conhecida. Assim,
se observamos a Figura 26 (d) e considerarmos que o angulo de torgao ¢; pode variar no
intervalo (—180°,180°], percebemos que: se variamos continuamente o angulo ¢; de 0° a

180°, entao duas situagoes distintas ocorrem:

até 0°.

e Em um primeiro momento, o valor de ‘TH]iV i | diminui de 180° — ‘Tci’ H

e Em um segundo momento, o valor de ‘TH]@'V i | cresce de 0° até |7'Cz'7 Hi |-

Para ilustrar esse comentério e apresentar uma relacao que descreve o angulo de torcao ¢;

nas condigoes destacadas anteriormente, primeiramente vamos definir a seguinte quantidade:

(4.3)

= |reumg|-

Gii,N = ‘Tcifl,H;‘V

Agora, utilizando esta quantidade, a sequéncia de imagens (a)—(c)—(d)—(e)—(b)
da Figura 27 ilustram o comentério feito no paragrafo anterior e destacam uma relagao para
descrever o dngulo ¢; em cada situagdo. Ja a sequéncia de imagens (a)— (f)—(g)—(h)—(b),
da mesma figura ilustram o caso quando o angulo ¢; é negativo, que de certa forma é
contrario ao caso anterior, uma vez que, em um primeiro momento o valor absoluto do
angulo de tor¢ao Thi, g aumenta até o valor de 180°, e depois, em um segundo momento,

decresce e atinge um valor limite quando ¢; = 180°.

Sobre as observagoes da Figura 27, notamos que as relagoes entre os angulos de
torgao podem ser escritas com base no valor absoluto do angulo de torgao THi i, da

seguinte forma:

1. Se 0° < ’Tva’Hé < ¢i4n, entao das relagoes apresentadas nas Figura 27 (a), (c), (d)

e (e), tem-se:

(@), (@ eld) = & = Giun—|ruym

(d) e (e) = ¢; = QiiN+ ‘TH}'V,HZ; :

I
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H;, ‘THg,ci
. _ A Toimthy
C Ci Ci
----------- S 0 - - 0—C °

(y Ci-1 Hj\ Ci-1
L
Hz'
u 0

(a) ¢i = 0° (b) [¢i| = 180°
Ci
: C
H,
W i
----------- S R — e T a—
Hy c ci-1 HY Ct cit
H(ll
(c) i = dii,n — ‘TH}'WHE (d) ¢; = diin (e) ¢i = diin + ’TH;'V,Hg
Hi Ca
______ O @ ----
i1
c g 19}
1,
(f) ¢i = disi,n — ’TH}'WH;‘; (g) ¢i = disn — 180° (h) ¢i = dian + ‘TH;’V,H'& — 360°

Figura 27 — Relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de torgao ¢;, Tgi-1, Hi
Tei i € THi Hi - O caso 0° < ¢; < 180° é ilustrado pela sequéncia de imagens
(a)—(c)—(d)—(e)—(b), e 0 caso —180° < ¢; < 0° ¢é ilustrado pela sequéncia
de imagens (a)—(f)—(g)—(h)—(b).

2. Se ¢iin < ‘TH%H;)‘ < 180% — ¢, v, entdo das relagdes apresentadas nas Figura 27
(a)a (b)v (e> € (f)7 tem-se:

(e)e(b) = ¢ = ¢iin+ ’TH;'V,Hg

Y

(4.5)

@e) = 6 = bun—|mgm
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3. Se 180° — ¢ in < ‘TH}‘WH&’ < 1807, entao das relagdes apresentadas nas Figura 27
(b)> (f)> (g) e (h)a tem-se:

(f) e (2) = ¢ = QiiN— ‘TH;'V,HQ

(), () e (b) = & = Gui+ [riy

Y

(4.6)
— 360°.

Desta maneira, para este exemplo, os trés itens acima nos mostram uma maneira de
relacionar os angulos de tor¢ao ¢;, Tei-1, Hi ToLHL € THi Hi - O fato de observarmos duas
possibilidades para a determinacao do angulo ¢; é natural, pois, as relagoes que descrevem

o angulo ¢; sao baseadas no valor absoluto de 7yi g .
N» "«

4.2.2 Segundo Caso de Estudo

Na construcgao do exemplo da subsecao anterior, assumimos que |Tgi-1 Hi | = 180°
o que, na realidade, significa que os dtomos C*~', N’ Hj, C' sio coplanares. No

entanto, por conta de movimentos termodindmicos dos dtomos em uma molécula, esta

coplanaridade dificilmente ¢ observada na pratica, mas observa-se que |Tgi-1. i |~ 180°
(MATTHEWS, 2016). Desta maneira, para construir uma relacao entre angulos de tor¢ao,
como a apresentada em cada uma das situacoes da Figura 27 para este caso “mais proximo”
da realidade, vamos observar o caso em que ‘TCH, Hi ‘ = 180° — ¢, com ¢ pequeno (< 8§°
(MATTHEWS, 2016)). Para isso, vamos considerar uma situacao hipotética como a do
exemplo da Figura 26, mas, nesse caso, considerando duas situagoes: (I) 7¢i-1, Hi, = 180° —¢
e (II) 7gi-1, Hi, = —180° + . Para a andlise destas situacoes, consideremos as duas imagens

da Figura 28, anédlogas a da Figura 26 (d).

(a) Situacao (I): Tgi1 g = 180° —e. (b) Situacdo (II): 7gi-1 i = —180° + €.

Figura 28 — Identificagao dos angulos de torcao ¢;, Toi-tmi, ToimHi € Thi mi Para as
situagoes (I) e (II).

Generalizando a relagdo (4.3) para:

) (4.7)

Gii,N = Toi-1,Hi, — ‘Tci,Hg
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e observando a geometria das Figura 28 (a) e (b), concluimos que:

(1) : Toi g = ‘TH;'V,Hg + | rei | + ¢,
(I1) :© —Toenm + ‘TH;'WH; + |reems | + 6 = 360°,
ou, equivalentemente,
(1) + 6= buiw — |7ay (48)
(I1) ¢ 6 = biin = |y g | + 360" (4.9)

Assim, percebemos que a expressao que relaciona os angulos de tor¢ao ¢;, Toi-1, Hi>

Tei i € THi H, muda com relagao a troca de orientagao do angulo de torgao 7oi-1, Hi, -

Observando atentamente as relagoes (4.2) e (4.8), notamos que elas sdo iguais, assim,
encontramos um primeiro indicio de que uma relagao geral para descrever o angulo de
torcao ¢; para a situacao (I) serd a mesma que a apresentada na Subsegio 4.2.1. No entanto,
neste ponto do texto sé nos interessa observar que uma relagao geral para descrever o

angulo ¢; deve satisfazer pelo menos as situagoes (I) e (II).

4.2.3 Terceiro Caso de Estudo

Para dar mais um passo na construcao de uma relacao geral entre angulos de
torgao que nos apresente o valor do angulo ¢;, vamos observar um exemplo onde o
residuo R; é a Prolina. Para tanto, vamos considerar uma estrutura com os atomos
c' N O, ng, Hgg, C', H e C"se ¢; = 20°. A Figura 29 (a) apresenta esta
estrutura, que foi construida de maneira analoga a estrutura da Figura 26 (a), fazendo
somente as adequagoes necessarias para realizagao dos novos atomos. Neste exemplo,
assumimos um caso tedrico: os dtomos C*~ ', N*, Ci e C’, sdo coplanares. Novamente, o

nosso objeto de estudo ¢ a figura planar da Figura 29 (d).

Observando atentamente a Figura 29 (d), nota-se que:

et Hi = ‘TH};'B’Hé + ‘TCQH& + ;. (4.10)
Generalizando a relagao (4.7) para:
Giik = Toit i — ’Tci7Hé , onde k = N, 65, (4.11)
podemos escrever a Equagao (4.10), como:
i = Piik — ‘THé’Hé , com k = d3. (4.12)




Capitulo 4. FEstrutura Tridimensional de Proteinas e Restrigées de Distincias 88

Figura 29 — (a) Uma posicdo espacial para os atomos C*~', N*, Cf, H§2, H§3, c., H:
e C" se ¢; = 20°. (b) Planos {C"',N*,C.}, {N',C.,C'} e {N',C, H; }
identificados na estrutura da figura (a). (c) Estrutura da figura (b) rotacionada
de modo a identificar um ponto de vista de interesse. (d) Projegao ortogonal
da estrutura da figura (c) no plano, identificando os dngulos de tor¢ao ¢; =
{C"1 N, C",CY, T = {C'"',N',C., H}.}, 7cigi = {C",N",C., H.}

© Thi i = {Hs,, N',C¢, H,} como angulos planares.

Agora, observando as imagens da Figura 29 (d) e Figura 28 (a) notamos que em
ambos 0s casos tem-se que Tgi-1, mi > 0, com k = N, d3. Observamos, também, que se
tomamos k = N, 3, entao a relagdo (4.12) descreve o angulo de torgao ¢; do exemplo da

situagao (I) da Subsegao 4.2.2, descrito pela Equagao (4.8), e do exemplo da Figura 29 (d).

Como vimos na Subsecao 4.2.1, uma relagao que observa a dindmica entre os angulos
de torcao ¢; e THi, H leva em conta que a variagao do angulo ¢; resulta na diminui¢cdo ou no
aumento do médulo do angulo THi, Hi - Considerando os exemplos das Figura 28 e Figura 29
(d), a hip6tese H5 nos garante que o tetraedro formado pelos atomos N*, Ct, H. e C" é
rigido, assim se supormos que ¢; ¢ varidvel, notamos que o angulo 7gi-1, i, com k=N, 03,
tem influéncia direta na magnitude da mudanca do valor absoluto do dngulo THi Hi,- Esta
observacao pode ser constatada com mais clareza se notarmos que a linha pontilhada das
Figura 28 e Figura 29 (d) representa uma reta que divide o plano de modo que, no caso
dindmico, o comportamento do valor absoluto do angulo Twi mi,, COM k = N, d3, muda

quando o atomo H_ cruza essa linha: para de decrescer e comega a crescer ou vice-versa.
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Desta maneira, consideramos que ‘THi Hi = 180° estao associados a
b «@

= 0° ou ’THi,H&
valores criticos para o angulo ¢;.

Novamente, neste ponto do texto nao apresentamos uma relacdo que evidencia
a dinamica dos angulos de tor¢ao ¢; e T, Hj,» COMO fizemos na Subsecao 4.2.1. No
entanto, percebemos uma semelhanca deste caso de estudo com um dos casos estudados na
Subsecao 4.2.2, o exemplo apresentado na Figura 28 (a). Semelhanca esta que foi descrita
pela relagao (4.12), com k = N, d3. No préximo caso de estudo, vemos um outro exemplo
que nos permite intuir que uma relagao que mostra a dinamica entre os angulos ¢; e THi 1,
¢ baseada no valor do angulo 7¢i-1, mi, € na descricao geral do angulo ¢; ficara claro que a

< TCi=1, Hi < 180°.

semelhanca destes dois casos reside no fato de que }7‘(/%7 H

Na construcio inicial deste exemplo, assumimos que os d4tomos C*~*, N*, Cf e C?,

sdo coplanares. No entanto, observando a Figura 29 (d), notamos que se considerarmos o

caso em que o angulo de torcao ’Tci—l ci| = 180° — ¢, entao esta variagdo de € no angulo
()
Tei-ici ¢é transferida diretamente para o valor o dngulo de torcao 7,i-1 Hi 5 € dadas as
) ’ 3

propor¢oes do angulo €, ainda temos que ‘Tcz‘7 H

S Toimgi, T €< 180°. Deste modo, uma
Bk
mesma relagao pode descrever a dindmica do angulo ¢; para o caso tedrico (¢ = 0°) e para

um caso “mais préximo” da realidade (¢ # 0°).

4.2.4 Quarto Caso de Estudo

Neste caso, vamos considerar que o angulo de torcao ¢; seja proveniente de um
residuo de aminoécido R; qualquer. Assim, afirmamos que existe um atomo H ligado ao
dtomo C". Para o caso em que R; ¢ a Glicina, levamos em conta as mesmas consideracdes
apresentadas no inicio da Subsegao 4.2.1. Como ja foi visto, se o angulo de torcao ¢; é
conhecido, entdo ao menos uma posicio espacial dos atomos C*™*, N, C!, H' e C" é
conhecida. Além do mais, neste caso de estudo vamos considerar que a distancia entre
os atomos de hidrogénio H,z e H!, com j < i, seja conhecida por advento da experiéncia
de RMN. A priori, ndo temos nenhuma garantia de que a distancia entre o atomo H. ,i e
qualquer atomo do backbone proveniente do residuo R; seja conhecida. No entanto, como
descrevemos na Subsecao 3.2.2, o algoritmo BéP resolve o PDGD realizando um vértice
de cada vez em uma ordem pré estabelecida, assim, por este algoritmo, se vamos realizar
o vértice v;, entao qualquer vértice v; com j < 7 ja estd realizado, ou seja, conhecemos a
posicao espacial de suas realizacoes xy, x9, ..., x;_1. Desta maneira, a distancia entre
todos os vértices vy, vo, ..., v;_1 pode ser calculada de maneira trivial. Por conta desta
particularidade do algoritmo Bé&P, dependendo da ordem definida nos vértices do grafo, a
distancia do atomo de hidrogénio H; ,Z; aos atomos O, N e C’ pode ser calculada na
iminéncia de realizar do d4tomo C?, e com isso, antes de estabelecermos o valor do angulo

de torcao ¢;.
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Desta maneira, vamos considerar os dois exemplos apresentados na Figura 30, que
foram construidos considerando ¢ = 30° e apresentam duas situagoes distintas para a

posicao do atomo de hidrogénio H,g.

(a) Situacao (7): ot > 0°. (b) Situagao (i7): ol < 0°.

Figura 30 — Identificacdo dos angulos de torcao ¢;, 7.i ui» TOLHL © Tyjpi para as
9 R e

situagoes (i) e (i1).

Generalizando a relacao (4.11) para:

Bijk = Toir g — |Tonmy | (4.13)

com j < 7 e k representando um atomo de hidrogénio qualquer. Da geometria das imagens

apresentadas na Figura 30, notamos que o angulo ¢;, nestas duas situagoes, ¢ dado por:

, (4.14)

(@) : ¢ = Pijr + ‘THg,Hg

(4.15)

(ZZ) : ¢z = Qbi,j,k + ‘THi,Hg .

Observando que a quantidade (4.13) também é uma generalizacao para (4.7), se
comparamos as relagbes que encontramos para as situagoes (i) e (i7) com o observado
para as situagoes (I) e (I1) do exemplo da Subsegdo 4.2.2, isto é, comparar as relagdes
(4.8) e (4.14) e as relagoes (4.9) e (4.15), nota-se que: embora nas situagdes (1) e (7)
tem-se que Ty Hi > 0, o angulo ¢; é descrito de maneira diferente para os dois casos. O
mesmo acontece para as situagoes (/1) e (i7), no entanto, neste caso, ambas as situagoes

apresentam 7., 5 < 0.
"k

Desta maneira, constatamos que somente o sinal de 7,_; ;5 nao é suficiente para
e
distinguir as relagoes que descrevem o angulo de tor¢ao ¢; e, portanto, estas relagoes devem
ser dependentes do valor de 7, ;7. Na proxima subsegao apresentaremos uma relagao geral
Tk
para descrever o comportamento dinamico entre os angulos de torcao ¢, Teiogiy TCHLH,
e Ty i © a similaridade ou nao de todos os casos estudados até aqui sao completamente
kT

explicadas.
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4.2.5 Relacdo Geral para Determinar o Angulo de Torc3o ¢

Nesta subsecao construimos uma relagao geral entre os angulos de torcao ¢, ot 1
oLy © Tyl i - Para dar um passo a mais nesta direcao, vamos observar que as relagoes que
descrevemos em todos os exemplos anteriores, entre estes angulos, podem ser interpretadas
como composicgoes de rotagoes no plano (neste trabalho nao detalhamos o conceito de
rotacdo em R* mas sugerimos as referéncias (HOFFMAN; KUNZE, 1971; HESTENES,
1999) como consulta). Para entender melhor esta afirmagao, primeiramente vamos lembrar
que os angulos de tor¢ao sao provenientes de tetraedros que possuem uma orientacao,
conforme descrito na Subsecao 3.2.3. Desta maneira, salientamos que a projecao ortogonal
da estrutura proteica no plano, formada por estes angulos, foi tomada de forma que um
angulo de torc¢ao, positivo ou negativo, representa, no caso planar, uma rotagdo no sentido
anti-horario ou horario, respectivamente. Como estamos interessados em uma relagao entre
angulos, vamos considerar sem perda de generalidade que vamos rotacionar pontos de
uma circunferéncia de raio unitrio centrada no ponto C* = (0,0). Assim, o ponto C" ¢
representado por uma rotacao de angulo ¢; = {C*™', N*, C', C'} do ponto C*~'. Um
processo similar é considerado para os outros atomos e angulos. Logo, considerando que

R(#) seja uma matriz de rotacio 2 x 2 de angulo 6 e centro em C,, tem-se que:

=R(¢:)C™, C"=R (_TCi,Hé) ., H,=R (TH;',H;> HiZa ng =R (%i—l,H,{) cr

Portanto, das rotacoes apresentadas anteriormente, conclui-se que:

R(¢:;)C"™" = R(—7cipm)H, -
R(¢)C™ = R(-7cim) R (ﬂqi,a@) Hy <

ROIC = Rrom) R () R(on) O o
R(¢;)C" " = <TCz v~ TonEg T Ty H> Cit

Logo,
[R (¢’L> - R (Tcifl,Hi - TCi7H3 + TH[ingz):l Ciil = 6,

onde 0 é a matriz 2 x 2 nula. Como o ponto C*~ ! # (0,0) e os angulos de torgao ¢; e

Ty pgi, 40 arbitrarios, entao:
R (gbl) =R <TCi—1,Hi — Tci,HY + TH}i7Hé> . (417)

f —sinf
Uma vez que, R(0) = [COS S ], da Equacao (4.17), tem-se que:

sinf cos@

cos (¢;) = cos (TCi,le}z — Tei i + THi’Hé> , (4.18)

sin (¢;) = sin <TCF1,H,Z — Teigi + THI{,H;) .
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Como geometricamente nao conseguimos distinguir os casos em que um angulo de
torgao é igual a —180° ou 1807, deste ponto em diante, vamos considerar que essas duas
condigoes estao representadas pelo &ngulo positivo. Logo, das duas igualdades de (4.18),

se ¢; € (—180°, 180°], concluimos que:
(

< 180°,

Tei-tgi — TCLHL T Tyj i s [T g = Tonm + Ty

(e] ¢}
TC7;717H]J€. - TCZ7H(§‘ + TH%,H& + 360 Se 7—07;,171_]% - TCZ,H& + TszHa < _].80 B

7’01.717],_[}]C Toi gi + TH%,Hé 360" se TCifl,H]JC Toigi + TH£7H3 > 180°,

o L . X . o

| 180 se 7o gy — Tonms + T 180°.
(4.19)

Desta maneira, observamos que as quatro relagoes apresentadas em (4.19) sdo
possibilidades para descrever a dinamica dos angulos de tor¢ao. Agora, vamos nos atentar

aos seguintes fatos:

« A hipétese H4 (IQL) nos garante que a orientagdo do tetraedro formado pelos
dtomos N*, C', C" e H! é conhecida, e ALIPANAHI et al. (2013) nos diz que a

Unica orientagao possivel para este caso é a positiva. Portanto,

Tci,HE | = TCh HY

+ O angulo de torgao 7.1 5 € (—180°, 180°] é um valor fixo dado, uma vez que:
"k
1. Se j < i, entdo a posicdo dos dtomos C* ', N*, C’ e H,g no R? é conhecida e a

orientagao do tetraedro formado por estes atomos pode ser aferida de maneira

trivial.
2. Se j = i, entdo pela hipétese H5 (plano peptidico) tem-se que o angulo 7gi-1, Hi

é conhecido com valor fixo.

€ 0

« Como o angulo de tor¢ao Tul gy € (—180°, 180°], entao T = + ‘THLH&
sinal deste dngulo é definido pela orientacdo do tetraedro formado pelos atomos
H ,Z, N, C! e H!, que deve ser identificada de alguma maneira. No entanto, pelo
conjunto de hipdteses que estamos considerando, as restrigoes de distancias que
envolvem estes atomos aplicadas a relagao (3.42) nos garantem, somente, o valor

absoluto de Thi Hi-

Dadas estas trés observagoes, utilizando a quantidade descrita em (4.13), podemos

reescrever as relagoes de (4.19) como:

-

< 1807,

@

Gi g + THi H;, S Gijk T ‘THIJC"Hé
Dijk Tl i | T 360° se @k ’TH,{,Hg < —180°,

= 4.20
" T Ty 360° + |7, 180° ( )
ik £ THi HL| — s PijkE Tl mi| = ;

@

\ 180° s 180°.

Gi g £ ‘TH,Q',H;;
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E assim, levando em conta as informagoes de distancias que temos a priori, existem, a
principio, 7 possibilidades para a relacao entre os angulos de tor¢ao. Notamos ainda que
algumas destas relagoes nos ja observamos na descricao dos exemplos que tratamos ao

longo desta secao.

Agora, para identificar a orientacdo do tetraedro definido pelo dngulo de torcao
Thi b isto é, identificar o seu sinal, vamos voltar a interpretacao de rotacionar pontos
em uma circunferéncia unitaria com centro na origem. Com um raciocinio anélogo ao que
foi apresentado no processo descrito em (4.16), podemos escrever a posicio do dtomo H',

com relagao ao angulo de torcao ¢; da seguinte maneira:

H, = R (tciygi + i) C*. (4.21)

Como o angulo 7., ;i € fixo, o dtomo Hj, possui posi¢ao fixa nesta circunferéncia.
Tk

Entao, a orientacao do angulo 7, ,,; serd dada conforme a posicao do dtomo H,, que por
k

’H&
sua vez ¢ dependente do angulo ¢;. Uma vez que, ¢; € (—180°, 180°] = (—180°, 0°] u
[0°, 180°], primeiramente, vamos considerar disposicdao dos dtomos C*~ !, C' H' e C" se
¢; = 0°. Esta configuracao é destacada na Figura 31. Desta disposicao dos atomos, nota-se

que o plano pode ser dividido nas 4 regioes disjuntas duas a duas:

e Ry = {(p,0) € [0, +0) x (~180°,180°] | 0° < 0 < 75 }:
e Ry ={(p.0) € [0, +0) x (—180°,180°] | 7eu.zr; < 0 < 180°};
« Ry ={(p.0) € [0,+0) x (—180°,180°] | — 180° + s i < 0 < 0°}:

e Ra={(p.0) € [0, +0) x (~180°, 180°] | — 180° < 6 < —180° + 7 g }.

Figura 31 — Posicdo dos atomos C*~*, C% H! e C' no plano da projecio ortogonal se
b = 0.

Assim, para identificar a orientagao do angulo 7, vamos investigar os 4 casos
k

definidos se HIZ € R, comm = 1, 2, 3, 4. No entanto, como o dtomo Hj fica definido

pelo angulo de torcao Toit pis entao, podemos reescrever estes 4 casos como:



Capitulo 4. FEstrutura Tridimensional de Proteinas e Restrigées de Distincias 94

o Caso 1: 0° < Toit g < TOLHL
o Caso 2: 7¢igi < Toi pd < 180°%
o Caso 3: —180° + T¢i g1 < Toio gl < 0°;

o Caso 4: —180° < TCFl’H]JC‘ < —180° + TCi Hi -

Na andlise destes casos, vamos identificar como é descrito o dngulo ¢; em intervalos

. Para definir estes intervalos, vamos considerar os valores para

ara o valor de |7,,5 ;s
p ’ HI Hi,

= 180°, denotando os mesmos por "¢; *,

o angulo ¢; tais que ‘TH’LH& — 0° ou ‘THLH&
o angulo nao negativo, ou ™¢; ", o dngulo nio positivo, com m representando o caso
considerado. Denominamos estes valores como criticos, pois veremos que estes pontos
sao responsaveis pela inversao da orientacao do angulo de torgao Thi Hi- Também vamos
utilizar a quantidade definida em (4.13) na descrigao destes casos. Assim, as relagoes que

escrevem o angulo ¢; para os quatro casos sao apresentadas a seguir:

Caso 1: 0° < Toiot g < TOLH,

Para este caso, a Figura 32 evidencia a disposi¢ao dos atomos H ,z, ct, Cl, H!
e C" para as seguintes situacoes: ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = '¢;" e ¢; = '¢;~. Portanto,

observa-se que os valores '¢;* podem ser descritos em funcio da quantidade Gijk, que é
descrita por (4.13).

Sobre as quantidades '¢;~ = ¢; 5 e ‘¢ " = '¢; " + 180°, observamos que:

0° < TCZ-_17HIJ€' < TciHi =

N

—TCiHi Gijr < 0° <

(4.22)

N

1 % o
—Tci Hy, ¢Z < 0 S

180° = 1eigs < ¢t < 1807

Agora, utilizando a intuigdo do desenho geométrico, na Figura 33 sistematizamos as
relacoes que descrevem a dinamica entre os angulos de torcao ¢;, Toimtgis TOLHL © Tyi i
Os casos apresentados se distinguem com relacao a orientacao e ao intervalo considerado
do angulo 7, ;. Estes intervalos sao dados com relagao as quantidades descritas na

kHa
Figura 32. Desta maneira, considerando as relagoes apresentadas na Figura 33, podemos

escrever o seguinte lema:
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T s 17
oot [ bt
k H{ H},

[ ]

A d

Ci

(c) d = "6 = Gy + 180°, () é =65 = by

Figura 32 — Disposi¢do no plano da projecio ortogonal dos dtomos H ,z, ct ol H e
C", considerando ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = '¢;* e ¢; = *¢;~, para o Caso 1.

Lema 4.1. Sejam ¢;, Teimvgds TCLHL Tyl gy O angulos apresentados na Figura 33.
Considere que os valores de 7¢i gi € Teio1 g S0 conhecidos de modo que 0° < T i <
e g g
T i € 0 valor absoluto do angulo Thi i, é conhecido. Entao, o angulo ¢; € (—180°, 180°]
pode ser escrito de duas formas, dadas por ¢} e ¢;, em funcio dos outros trés angulos

dados, da seguinte maneira:

¢ = Pigxt ‘TH;,Hg :
(o]
o Dijk — ‘TH;',HC@ se  |Qijk — ‘THi,HgY < 1807,
i
© o
Gijk — ‘THIJC-’H& +360° se @ik — ‘THZ’H& < —180°.

Demonstracao. Para demonstrar este lema, vamos observar as 7 possibilidades de se
descrever o dngulo de torgao ¢; descrita pela relagao (4.20). Para isso, vamos dividir esta

demonstracao observando a orientacao do angulo 7, . Assim:
ko
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Pi

‘TH”I,HA

TCi Hi, Tei1 H]

(a1) 0° < ¢; < 't (by) 'éit < ¢ < 180°

(a2) 67 < |y | < 180° (bs) 07" < |y o | < 180°

(as) &i = Gijr + ‘TH;H& (b3) @i = Gijn — ‘TH,{,Hg + 360°
@)

(c1) "o < ¢y <0° (di) —180° < ¢; < "o~

< —'of (d2) 0< ‘TH;C',H;

(c2) 0 < ‘THi,Hg

(d3) (/5z' = ¢z‘,j,k - ‘THZvHé

(c3) @i = ik + ‘TH;H&

Figura 33 — Dinamica do angulo ¢; com relagao aos angulos 7., s TCiHj © ’THi Hi
’ k) «
para o Caso 1.
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e Se Thi mi, > 0, entao:

0° < ThiHi, < 1807
0° < ‘TH;',H;; < 180°
Gijk < Pijk+ ‘Tﬂg,H;
Ipr- < ¢i:j:k+‘THg,Hg < o

< ¢7;7j7k + 180° =

No entanto, das desigualdades descritas em (4.22) observamos que —180° < ¢}~

e que '¢;" < 180°. Portanto,

concluimos que:

+
¢i = ¢i,j,k + )THizH(ix

e Se Thi i < 0, entao:

Dijk + ’THg,Hg

1 %4 )
1) —¢;" < TH,H},
—180° < Thi mi, S 0° = 2) THI H,
3) 180" < Ty g
( 1 %4 ‘ <
— ¢7, < THIJc’HZ‘t NS
1 ;%
—¢;" < _‘THi H; S
1) < -
+ .
Dijk — Pt < ¢i,j,k_‘THi,Hg S
—180° < ¢i,j,k_ ‘THj Hi <
\ kot ta
) _ 1 %4
Twimi, = — i
. _ 1wy
2) _‘THi,Hg i
o
Pijk — ‘7'1{,1,Hgx —180
—-180° < T ori <
3) 1807 < | <
kot la
o
Gijr — 1807 < @ik — ‘TH,g,Hg <

OO
- _1¢*+

< o

N

0°
0°

Pijik
28

—Lorr
_1¢’F+
—180°

Logo, das desigualdades descritas em (4.22) observamos que:

1. ‘¢i7j7k — THi,Hé ‘ < 18007
j— O-
2. {6 = |y s || = 180

o
3. ¢i,j,k — TH117H34 < —180°.

< 180°. Logo, da relagdo (4.20)

, desta maneira:
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Portanto, da relagao (4.20) concluimos que:

se

(¢]
Pijk — ‘TH]i,Hg Pijk — ‘TH;‘,H; ‘ < 1807,

¢ =
< —180°.

o .
+360° se gbi,j,k—’THi’Hé

Dije — ‘THg,Hg

Caso 2: 7o i < Toit < 180°

Para este caso, a Figura 34 evidencia a disposi¢cao dos atomos H,g, c C’Zy, Hg e
C" para as seguintes situacoes: ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = 2¢; " e ¢; = 2¢; .

K

Tri rri T i1 17 F
] 7o e [ g

(a) ¢ = 0. (b) |¢s| = 180°.

Figura 34 — Disposi¢do no plano da projecao ortogonal dos dtomos H,Z, ct o Cl H e
C", considerando ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = ¢, e ¢; = 2¢; , para o Caso 2.

1
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Sobre as quantidades ¢~ = ¢, — 180° e 2¢;* = 2¢7~ + 180°, observamos que:

Tci,Hé < Tci—l?H]J; < 1800 <=
0° < ¢ije < 180° — TCi Hi =
(4.23)
9 %
—1800 < §Z§l < _TCi7H; =

2
0° < ¢ < 180° — 7¢i i -

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 35 sistemati-

zamos as relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de tor¢ao ¢;, Teim,gly TOHH,
€ Ty pyi -
HY,H},

Assim, considerando as relagdoes apresentadas na Figura 35, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema 4.2. Sejam ¢;, Tpio1 i, Teimi, Tyig: 08 angulos apresentados na Figura 35.
s g ’ ko
Considere que os valores de 7¢i i € Ty s sa0 conhecidos de modo que 0° < 7¢i i <
b « ) k ’ «@
Toict i S 180° e o valor absoluto do angulo 7, ,; ¢ conhecido. Entao, o angulo ¢; €
Tk ko
(—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¢; e ¢;, em func¢ao dos outros

trés angulos dados, da seguinte maneira:

o
¢i,j,k + ‘THIZ Hi se ¢i,j,k + ‘THi i < 1807,
o - . e
7
o ) o
Pijk + ‘TH,g,Hg —360° se @k + )THi’H}-I > 180°.
o; = Pijr— ITHivHé

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (4.23) para observar o valor
O

de ¢i,j,k + ‘THIJC"H}-X .
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Pi

‘THJ@HA

Tei o]

(a1) 0° < ¢ < ;" (by) ¢ < ¢ < 180°

<-¢

<ot (b2) 0° < ’TH;,HQ

(bs) @i = dijw + ‘TH,g,Hg

(c1) @i < ¢ <0° (d) —180° < ¢; < ¢; -

< 180°

< 180° (d2) =6}~ < ’TH,g,Hi

(02) ¢j+ < ‘THi,Hg

— 360°

(c3) @i = dijk — ‘TH;H& (d3) &i = dijk + ‘THZvHé

Figura 35 — Dinamica do angulo ¢; com relagao aos angulos 7., s TCiHj © ‘THi Hi
’ k) «
para o Caso 2.
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Caso 3: —180° + 7¢i i < Toit g < 0°

Para este caso, a Figura 36 evidencia a disposi¢cao dos atomos H,f;, ct ClH! e
C" para as seguintes situacoes: ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = 2¢; " e ¢; = 3¢; .

Den [Jew Db o
ot oy

(c) ¢i =3¢ = ¢y ju + 180°, (d) ¢i =>0;" = ¢y jn-

Figura 36 — Disposi¢do no plano da projecao ortogonal dos dtomos H,Z, ct ol H e
C", considerando ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = 2¢;* e ¢; = 3¢;~, para o Caso 3.

Sobre as quantidades *¢; = = Gijk € 37+ =3¢; + 180°, observamos que:
—180° + ToiHi < Toimigi < 0° =
a g
—180° < ¢i,j,k < _TCi,Hé S d
(4.24)
—180° < 3(b;k7 < —7'01"[1(}‘1 =

*
0° < 3(bi+ < 180° — TCi HE, -

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 37 sistemati-
zamos as relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de tor¢ao ¢;, Tai1 iy Toims
s ’

€ Tird rri -
HIH,
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Pi

‘TH”;H};

TCi b, Toi-1uf

(a1) 0° < ¢ <9 (by) 30" < ¢ < 180°

< 180°

< 180° (ba) g7+ < ’TH;,HCZ;

(a2) _3925?_ < ‘THi7H3

+ 360°

(b3) @i = i — ‘TH,g,Hg

(a3) @i = @ijn + ‘TH;H&

(c1) %0 < ¢y < 0° (di) —180° < ¢; < o~

< 3¢:‘+

< _3¢;“— (d2) 0 < ‘TH}szé

(c2) 0 < ‘THi,Hg

(d3) (/5z' = ¢z‘,j,k - ‘THZvHé

(c3) @i = ik + ‘TH;H&

Figura 37 — Dinamica do angulo ¢; com relagao aos angulos 7., s TCiHj © ‘THi Hi
’ k) «
para o Caso 3.
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Assim, considerando as relagdes apresentadas na Figura 37, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema 4.3. Sejam ¢;, Teimtgds TCLHL Tyl gy O angulos apresentados na Figura 37.
Considere que os valores de 7¢i g: e Toi,m) sdo conhecidos de modo que 7¢i i > 0° e
o o. A~ ) ) . ~
—180° + Toi gy < Tpimr, i < 07; e o valor absoluto do angulo i i © conhecido. Entao, o
angulo ¢; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¢; e ¢; , em funcio

dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

¢ = Pijk+ ‘TH,i,Hg
O
3 Pijik — ‘THZ,Hg se |Pijk — ‘THi,H}; < 1807,
?;
e} (o]
Biik — (THLH& +360° se  diju— ’TH£7H3 < —180°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira andloga a do Lema

4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (4.24) para observar o valor

de sz',j,k + ‘TH]‘Z;’HZ; . O

Pelo resultado observado nos Lemas 4.1 e 4.3, notamos que a relacao entre os angulos
de torcao analisados ¢ a mesma se —180° + 7¢i mi < Tgi, H < Tei g - A justificativa
para esta observacdo reside no fato de que os valores '¢;* e *¢;* sdo escritos em funcio
da quantidade ¢; j, da mesma maneira e que a orientagao do angulo Thl i é mesma se

gie ™o, ;] ou ¢y € [—180°, ;| U ["d; T, 180°], com m =1, 3.

K3 7

Caso 4: —180° < Ty gy < —180° + 7¢i
st @

Para este caso, a Figura 38 evidencia a disposi¢cao dos atomos H,g, c CZY, H(i e
C" para as seguintes situacdes: ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = *¢;" e ¢; = ‘] .

Sobre as quantidades *¢;~ = ¢; ;1 + 180° e *¢;* = *¢7~ + 180°, observamos que:

—180° < TCifl,Hi < _1800“1‘7_01'7]_[& =

—1800—7—01"]_[& < qﬁid,k < —180° <
(4.25)

*_

—Toigi, < 4¢Z < 0° =
180° i i it < 180°
_Tcl,Hé < ¢’L x .

Como no caso anterior, pela intuicdo do desenho geométrico, na Figura 39 sistemati-

zamos as relacoes que descrevem a dinamica entre os angulos de tor¢ao ¢;, Toim,giy TOHH

€ Tri i -
Hj H,
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Tei g7 Tri-1 i o )
Des Dew Db Mo

],  Hj, C

() ¢ =07+ = iz + 360°. (A) ¢ = 07 = Giyp + 180°,

Figura 38 — Disposi¢do no plano da projecio ortogonal dos dtomos H ,z, ct ol H e
C", considerando ¢; = 0°, |¢;| = 180°, ¢; = *¢;* e ¢; = “¢;~, para o Caso 4.

Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 39, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema 4.4. Sejam ¢;, Tpio1 i, Teimi, Tyi g 05 angulos apresentados na Figura 39.
ke i koo
. ~ . o
Considere que os valores de 7¢i pi e Toi-1, g S840 conhecidos de modo que 7¢i i > 0
e —180° < Ty 5y < —180° + 7¢i i e o valor absoluto do angulo 7, ,; ¢ conhecido.
R o ko
Entdo, o angulo ¢; € (—180°, 180°| pode ser escrito de duas formas, dadas por ¢ e ¢;
Y (2 9 p 9 p 1 79

em funcao dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

Gij + ‘TH;’,H& se |Qijk + ‘THi,Hz; < 180°,
o =

Dijk + ‘THi,Hg +360° se @i r + ’THi7H3 < —180°.
¢ = Pigk— (TH{;,H& +360°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema

4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (4.25) para observar o valor
O

de Qbi,j,k =+ ‘THzivHé .
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Pi

‘TH”;H};

TCi b, Toi-1uf

Iof
(a1) 07 < ¢ <o (b1) 6% < ¢ < 180°

(ag) 0° < ‘TH;H& <‘¢;t (b2) 0° < ’TH;,H;@ < i

(35) 65 = Gigs = |7y g | + 360° (bs) ;= Gig + [Ty s | + 360°

(c1) *of~ < ¢y < 0° (d) —180° < ¢; < “¢'~
(c2) 61" < |y | < 180° (d3) ~"67" < |y | < 180°
(c3) ¢i = bijk — ‘TH;',Hg + 360° (d3) ¢ = iy + ‘THIJ;VHZY

Figura 39 — Dinamica do angulo ¢; com relagao aos angulos 7., s TCiHj © ‘THi Hi
’ k) «
para o Caso 4.

Agora, para sistematizar os 4 casos considerados nesta subsegao, a proposicao 4.1

apresenta uma relacao geral que descreve o angulo ¢; em funcao dos angulos de torcao

TCFl’H]JC‘, TCi,HE, eTHi,Hg'
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Proposicao 4.1. Sejam R; e R; residuos de aminoédcido que compoe uma proteina, com
S il nTio i i R RN A s A U 2 RN A S e

J < 2, ¢’L = {C 7N aOouC }7 TC'ifl,Hi = {C 7N 7Ca7Hk}7 TC”,H& == {C 7N aConHa}
© Tyj i = {H],N',C:,H.} angulos de torgao definidos em atomos destes residuos.
Considere que os valores de 7¢i g: e Toi-,m) sao conhecidos de modo que 7¢i i > 0% e

o valor absoluto do angulo 7, ;; ¢ conhecido. Entao, existem duas possibilidades para
k

7HZ_IX
se escrever o angulo ¢; € (—180°, 180°], dadas por ¢; e ¢; , em fungdo dos outros trés

angulos de torcao, que sao descritas da seguinte maneira:

¢ = co(0iin) T ol e b =co(0ii0) T o5 (4.26)
onde,
O-’L—_,i_j,k‘ = ¢i7j7k; + ‘TH£7Hé ) ¢i,j,k = TCi—17Hg - TCi,Hg’
0 se |o| < 1807
o (0) =1 360°- (=1)™"" se |o| > 1807,
180° — o se |o| = 180°,
e

1 se —1800-{—7'01";]3’ < TCi—l,Hi < TciHL,
m= 2 se ToiHi, S TCifl,Hi < 180°,

3 se —180 < TCifl,Hi < —1800+TCiH}‘1.

Demonstracao. Este resultado foi construido diretamente dos 4 casos descritos anterior-
mente nesta subsecao. No entanto, neste caso, condensamos a notacao utilizada. Desta

forma, sua demonstracao segue direto dos Lemas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4. O]

O resultado apresentado na proposicao acima descreve uma relacao entre angulos
de torcao, no entanto, valores absolutos dos angulos Toimtgds TCLHLs Thi Hi podem ser
descritos pela relagao (3.42) utilizando restrigoes de distancias entre os atomos que
compoem estes angulos. A orientagao de 7¢i gi € Toi-1, Hi ¢é tomada via quiralidade local.
J& o sinal de Toint gy COM j < 1, pode ser calculado pela Proposicao 3.5. Assim, podemos
dizer que este resultado descreve os angulos de torcao ¢; em funcao de restrigoes de

distancias de atomos ao entorno destes angulos.
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4.3 Relacdo dos Angulos de Torcdo ¢; com Distancias Entre Hidro-
génios Proximos

De uma maneira similar a que procedemos na se¢ao anterior, através de observacoes ge-
ométricas, vamos construir uma relacio entre o angulo de torgao 1; = {N*, C., C*, N'*1}
e outros angulos de torcao definidos no entorno dos atomos que compoe este angulo. Na
secao anterior estudamos casos particulares mais simples que nos ajudaram a observar
uma relacao geral, no entanto, nesta se¢do nao vamos apresentar uma discussao detalhada
da maneira que fizemos anteriormente. Como o desenvolvimento de rotagoes descrito em
(4.16) foi a chave para descrevermos uma relagdo geral que evidenciou o valor de ¢;, nesta

se¢ao, o objetivo inicial é descrever uma relacao similar a esta para o angulo de tor¢ao ;.

A dependéncia direta do d4tomo de hidrogénio H’ ao angulo de torcdo ¢;, o que
é representado em (4.21), é um dos fatores que permitiu a construcao apresentada em
(4.16). Com sentido de observar uma dependéncia similar a esta para o angulo de torgao
1;, inicialmente, vamos observar que a condicao imposta pela ligacao peptidica, nos diz

que:

« Se R;; ndo é a prolina: os atomos C*, C*, N'*' e Hif' sdo coplanares.

e Se R;; é a prolina: os 4tomos C’,, C*, N**! e Ci™! sdo coplanares.

Assim, a determinacio das posicdes dos dtomos C?, O’ e N'*! garante somente
uma posicio para os dtomos Hi't ou Ci™, assim estes dois 4tomos sdo dependentes dos
trés dtomos anteriores. Como ; = {N*, C’, C*, N'*!'} observamos que os atomos Hy '
e Ci™ sio dependentes do angulo de torcdo ;. Para o caso em que R;;; é a prolina,
ainda observamos que os dtomos C%, C*, N**1 Citle C’g“ sao coplanares, assim vamos
considerar como precisas as distancias do atomo de hidrogénio ngl para os atomos de
carbono C?, e C". Desta maneira, vamos denotar por H, onde X = N, §3, o 4tomo de

hidrogénio que tem relacdo direta com o dtomo de nitrogénio N°.

Para nos situarmos na geometria do entorno do angulo de torgao ;, vamos con-
siderar as Figuras 40 e 41, com estruturas similares as da Figura 26, que representam,
respectivamente, os casos em que o residuo de aminoacido R;;; nao é a prolina e é a

prolina. Estes casos foram tomados com ; = 40°.

Novamente, como estamos interessados em uma relacao geral entre angulos de
torcao, vamos tomar H, ,i como um atomo de hidrogénio qualquer do j-ésimo residuo de
aminoacido e vamos considerar os angulos de tor¢ao v; = {N ’ C'Zy, C' N ”1}, i) =
{N', Ci, O HIY, Ty i = {N"', C, O, H{} € Tyl st = {gi, ci, ', H;™
Da mesma maneira que procedemos na Subsegao 4.2.5, vamos considerar que a estrutura

proteica que define estes angulos foi projetada ortogonalmente no plano e que estes angulos
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Figura 40 — (a) Uma posi¢ao espacial para os atomos Ni,' C’é, Cfi, H!, 'Nifl e Hi?
onde ¢; = 40°. (b) Planos {N',C;,C"'}, {Ci,C" H.}, {CL,C",N"*'} e
{C!,C",H"'} identificados na estrutura da figura (a). (c) Estrutura da
figura (b) rotacionada identificando um ponto de vista de interesse. (d)
Projecdo ortogonal da estrutura da figura (c) no plano; os angulos de
tOI‘(_;EiO % :. {NzacéucﬂaNH—l}a TNin; .: ‘{sz C;”CZ,HQ}, 7-]\[i+17[_11i\;r1 =
{NFLCLCLHT Y e oo it = {H],C!, C" Hy'} sdo identificados como
angulos planares.

sao angulos planares. Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar que os a&tomos
N, H., N"*'e H{™ sdo descritos por rotacdes em uma circunferéncia de raio unitério
centrada no ponto C* = (0,0). Se R(f) é uma matriz de rotacao de dngulo 6 e centro em

C", podemos escrever:

‘ | | | (4.27)
Nz—l—l — R (_TN"+1,H§+1) H§+1, H]‘i = R (TNi7H,i) N’.
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i+1
&

Figura 41 — (a) Uma posi¢do espacial para os atomos N*, C7, C*, H), N'*' e Hj
onde ¢; = 40°. (b) Planos {N’,C.,C"}, {C.,C" H.}, {C..C", NZ“} e
{C,C" Hi'} identificados na estrutura da figura (a). (c) Estrutura da
figura (b) rotacionada identificando um ponto de vista de interesse. (d)
Projegao ortogonal da estrutura da figura (c) no plano; os angulos de
torcio vy = {NLCLC\ NS, 7y = (N O L), Ty g =
{N"*CL.C L H Y e Ths it = {H],C!, C" HiI'} sdo identificados como

angulos planares.

Portanto, das rotagdes apresentadas em (4.27), conclui-se que:

RWIN' = R~y ) HE -
R (Qﬁz) Nt = ( Tyit1 H1+1> (TH,JC',H;;“) ]?,Jc =
| | (4.28)
R (Q/J,L> N = ( Tit1 H1+1> (TH]‘Z;’H;+1) R (TNi,Hi) N =
R (1/)1) Nz = (TNz H] — T+l H1+1 + THJ Hz+1> NZ

Definindo a quantidade,

Vigk = Tyi g = Tt gt (4.29)
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da ltima igualdade de (4.28), temos que:

cos (¢;) = cos (@Z),-J’k + TH£7H§+1> :
sin (¢;) = sin (¢i,j7k + THi’H;+1> )
Como 1; € (—180°, 180°], analogamente ao que fizemos na se¢ido anterior, das

igualdades acima, observamos que existem as seguintes 7 possibilidades para escrevermos

o angulo de torgao 1;:

,
[}

Yiikt Thd mitt se ‘Q/Ji,j,k =+ ‘TH{;,Hg“ ‘ < 1807,

o [}

Vi & [T g | £ 360° se gk |ry | < —180%,

i = (4.30)

Yijk T Tyd it |~ 360° se ikt ‘TH;H&H > 180°,
o (e}
| 180 s |ign £ |ry | | = 180

Para identificar a orientacao do angulo de tor¢ao 7, ,i+1, temos que analisar as
k7R
possibilidades conforme fizemos na Se¢ao 4.2. No entanto, neste caso, temos que observar
o fato de que o angulo Tyt i+t pode ser positivo ou negativo, dois casos particulares
onde isto ocorre estao apresentados nas Figuras 40 e 41, pois o sinal de Ty gi+1 tem
TR

efeito direto na magnitude da quantidade 1; j .

Pela interpretacao de rotacionar pontos em uma circunferéncia unitaria com centro
na origem, com um raciocinio analogo ao que foi apresentado no processo descrito em
(4.28), podemos escrever a posicio do dtomo Hi'' com relacdo ao Angulo v; da seguinte
maneira:

Hi'= R (zpi + rNHl,H;ﬂ) N, (4.31)

Como angulo i) é fixo, o atomo H,z possui posi¢ao fixa nesta circunferéncia.
Entéo, a orientagao do angulo 7y.i1, Hi serd dada conforme a posicao do atomo Hi™,
que por sua vez é dependente do angulo v; € (—180°, 180°], como mostra a relagao (4.31).
A Figura 42 evidencia a disposicdo dos atomos N*, C*, Hi'' e N*"! em ¢ = 0° para duas

situagoes: (1) Tyisr i+t = 0° € (i4) Tyigr givr < 0°.
IR TR

Analogamente ao que vimos na Subse¢ao 4.2.5, as quatro regioes do plano explicitadas
nas Figura 42 (a) e (b) podem ser descritas com relacao ao angulo de tor¢ao 7, 1 da

seguinte maneira:

o Situagao (i): Ty gi+1 = 0°
IR

— Caso 1: 0° < T 1i < T i+1.
S Tnimd S Ti+y g

— Caso 2: Tnist it < Tyi gg < 180°.



Capitulo 4. FEstrutura Tridimensional de Proteinas e Restrigées de Distincias 111

i+1
HN

NiNi+1

(a) Situagao (7): Tyiet it = 0°. (b) Situagao (i7): Tyist girt < 0°.

Figura 42 — Posicdo dos atomos N*, C*, Hit* ¢ N**! no plano da projecao ortogonal se
1; = 0° para as situagoes (i) e (ii).

— Caso 3: —180° + Tyist git! < il < 0°.

— Caso 4: —180° < Tnigd < —180° + Tt gt
e Situacdo (77): Thip1 mit1 < 0°
Gao (i) N+l gitt

- CaSO 1: OO < TN’L,Hi < 1800 + TNi+1,H;+1'
— Caso 2: 180° + TN¢+1,H§“ < TNi,H,Z, < 180°.
— Caso 3: T+ pit < TNi b < 0°.

— Caso 4: —180° < T H}JC < TNi+17H;+1'

De maneira similar a que vimos na Secao 4.2, a descri¢ao do angulo de torgao v; se
da pela analise destes casos. Por essa razao, os detalhes estao apresentados no Apéndice A.

Desta maneira, com base nas Proposicoes A.1 e A.2, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2. Sejam R;, R; e R;;; residuos de aminoacido que compoe uma pro-
teina, com j < 4, ¢; = {N',C.,C", N}, TNigl = (N*,C,C" HI}, it vt =
(N CL O HE Y e Thi it = {H],C, C" H}) angulos de torcao definidos em ato-
mos destes residuos. Considere que os valores de it girt € Tyi i sao conhecidos e o
valor absoluto do angulo Thi grivt ¢é conhecido. Entao, existem duas possibilidades para
se escrever o angulo 1; € (—180°, 180°], dadas por ;" e ¥; , em fungdo dos outros trés

angulos de torcao, que sao descritas da seguinte maneira:
w:_ = clllz‘( i—t_j,kz> + fz—i_,],k € wz_ = Cy; (Szj],k) + gitj,lw (432>

onde,
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o — o = . )
gi,j,k = ¢i,j,k + ‘THi,H§+1 ’ ¢i,j,k = 7—]\[2‘7[{’]C - TNi+1,H;+1a

0 se || < 180°,

mod(m,3)
(€)= 4 360° - (~1)" [sign* (i s ) | se |¢| > 180°,
180° — ¢ se |¢] = 180°,

e L r se z=0
sendo mod(m, 3) o resto da divisdo inteira de m por 3, sign*(z) = , €
x se <0

1 se Ao < TNl S Aty
m=< 2 se A < Tnimd S 180°,
3 se —180 < TN b < A,
com
A_ = min {TNi+17H§+17 Tyt it — sign® (TN,-+1,H§+1> . 1800},
)\+ = max {TNHl’H;iH’ TNi+1’H;+1 — sign* (TNi“,H;“) . 1800}.

Demonstracio. A demostracao deste resultado segue de maneira direta das Proposig¢oes
AleA2 O

Como os valores absolutos dos angulos Tniad s TN i Thd pist podem ser descritos
pela relagao (3.42) utilizando restrigoes de distancias entre os dtomos que compdem estes
angulos. A orientacao de Tyt Hitt € Tyi vt € tomada via quiralidade local, e o sinal de
T g COM j < 1, pode ser calculado pela Proposicao 3.5. Assim, podemos dizer que este
resultado descreve os angulos de torcao ¢; em funcao de restri¢goes de distancias de atomos

ao entorno destes angulos.

No préoximo capitulo, utilizamos o conjunto de hipéteses tedricas que descrevemos na
Secdo 4.1 e o combinamos com os resultados das Proposicoes 4.1 e 4.2 para apresentar uma
nova ordem PDGD e um novo algoritmo para caracterizar a posicao espacial do backbone

da proteina.
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CAPITULO

Caracterizacao da Estrutura 3D do

Backbone de Proteinas

Neste capitulo, apresentamos a parte central desta tese. Aqui, empregamos as
discussoes que desenvolvemos nos capitulos anteriores para propor um novo algoritmo que
determina a posicao espacial dos atomos do backbone de proteinas. Para descrevermos este
novo algoritmo, que é baseado na estratégia do ¢{BP e utiliza algumas particularidades das
proteinas, primeiramente vamos definir uma ordem PDGD3 nos dtomos de interesse e, assim,
utilizar as relagoes geométricas apresentadas no capitulo anterior para estabelecermos este

novo algoritmo.

5.1 Uma Nova Ordem PDGDi Para Grafos de Proteinas

A representacao de uma molécula como um conjunto de simbolos atdémicos ligados
por segmentos foi originalmente descrita em BROWN (1864). Nesta dire¢ao, é natural
a modelagem de moléculas utilizando um grafo simples, ponderado e nao-direcionado
G = (V, E,d). Este grafo, como uma abstragdo matematica, é utilizado para representar
os dados desta molécula, isto é, o conjunto de vértices V' caracteriza os atomos, o conjunto
das arestas F representa a colecao de pares de atomos para os quais conhece-se a distancia

entre eles, e a fungao d : £ — Z(R) descreve estas distdncias entre os atomos.

Novamente, o objetivo é encontrar uma posicao espacial dos atomos do backbone de
proteinas com base em um conjunto de dados que se assemelha a dados experimentais
obtidos em laboratério. No entanto, como salientamos no capitulo anterior, nao temos
informacoes experimentais suficientes para considerarmos somente os atomos desta cadeia
principal, e assim, devemos considerar também os d&tomos de hidrogénio nas imediagoes
do backbone. A Figura 43 evidencia o conjunto de atomos que vamos levar em conta na
nossa modelagem. Na nomenclatura que definimos no capitulo anterior, Hy, representa o

dtomo Hy se o residuo de aminodcido R; nao ¢ a prolina e Hg,, caso contrdrio.
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Figura 43 — Conjunto de atomos de interesse para uma proteina composta por p residuos
de aminoécidos. Aqui Hy = Hpy ou Hy = Hy,, a depender se o residuo de
aminoacido ¢ é a prolina ou nao.

O trabalho LAVOR et al. (2011) foi o pioneiro na modelagem da estrutura das
proteinas por meio de uma ordem PDGD. Por mais que o conceito de ordem hand-crafted
(feita a mao) s6 tenha surgido em LAVOR; LIBERTT; MUCHERINO (2013), o trabalho
de 2011 ja propunha uma ordenacao nos atomos de proteinas com base em conhecimentos
experimentais. Nessa linha, os trabalhos MUCHERINO (2015), GONCALVES et al. (2017)
e LAVOR et al. (2019) também propoem diferentes alternativas para a ordenagao dos
vértices do grafo que modelam uma proteina. Com base no conhecimento adquirido nestas
referéncias, vamos propor a seguinte ordem hand-crafted, que denominamos hc, para

explorar o conjunto de atomos de nosso interesse:

he = {Hg, Hy, HL, N', CL, H', CY, ..., Ni, Hi, C', C' Hi, ... N? HZ CP CP Hg}.
(5.1)

A ordem hc difere das ordens descritas nas referéncias outrora citadas pois sua
ordenacao consegue descrever os atomos de cada residuo de aminoacido com base nos
angulos de torcao da proteina. Esta afirmacao estd mais detalhada no decorrer desta
secao. A Figura 44 evidencia como esta ordem é tomada nos atomos considerados de uma

proteina composta por 4 residuos de aminoacidos.

Para a ordem hc, enunciamos a seguinte proposicao:
Proposigao 5.1. A ordem hc é uma ordem PDGDyq.

Demonstracao. Para provar que a ordem hc é de fato uma ordem PDGDi, temos que
mostrar que ela satisfaz as condigdes da Definigdo 3.7. Assim, temos que verificar que: (1)
cada vértice v; desta ordem possui ao menos trés vértices predecessores adjacentes que nao

sdo colineares em R* e (I]) a distancia entre v; e ao menos dois dos seus predecessores
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Figura 44 — Nova ordem hand-crafted aplicada a uma proteina composta por quatro
residuos de aminoacidos.

adjacentes é precisa. A Tabela 1 apresenta uma possivel clique para cada um dos vértices
de hc. Isto ja nos garante que cada vértice desta ordem possui ao menos trés vértices
predecessores adjacentes. Quanto a posicao espacial destes vértices nao serem colineares
no espaco, na Secao 4.1 salientamos que os angulos planares definidos nas proteinas nao
possuem modulo igual a 0° ou 180°. Isto garante que a posi¢ao dos vértices predecessores

adjacentes a v; ndo sao colineares. Assim, a condigao (/) fica justificada.

Agora, para finalizar esta demostragao, vamos observar que somente as hipéteses
H7, H8 e H9 garantem distancias intervalares. Desta maneira, pela Tabela 1 observamos
que estas hipéteses garantem apenas uma distancia nas cliques dos dtomos H., N ke CF
com k =2, 3, ..., p. Portanto, temos a garantia que a distancia entre v; e pelo menos
dois de seus predecessores adjacentes é precisa para todo ¢ = 4, ..., n. O que certifica a

condigdo (I1) e conclui a demonstragao desta proposigao.
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Tabela 1 — Restricoes de distancias entre atomos de uma proteina tomadas com base no

conjunto de hipoteses apresentado na Secao 4.1. Aqui, k=2, 3, ..., p.
Cliques: {vi,, viy, Vi, , Vi } Hipoéteses que garantem as distancias
Vi Vip | iy | i || Qigy | digiy | digi | diniy | diga | iy

Hs Hy | Hy |N'| H3 | H3 | H2 | H3 | H2 | H2

Hy | Hy | N' |cl| H3 | H2 | H3 | H2 | H3 | H2

Hy | NV | ¢} |H!| H2 | H3 | H7T | H2 | H3 | H2

N' | ¢t | H |c'| H2 | H3 | H3 | H2 | H2 | H3

Nk-1 | ck=1 | ck=1 | N* || H2 | H3 | H8 | H2 | H3 | H2

ck=l | ck1| Nt | HE|| H2 | H3 | H5 | H2 | H3 | H2

ck1 |kt N* | cF|| H2 | H3 | H5 | H2 | H3 | H2

Ck|l| H2 | H3 | H9 | H2 | H3 | H2

NF Cck ck | HF| H2 | H3 | H3 | H2 | H2 | H3

]

Com base no resultado descrito pela Proposicao 5.1, e utilizando todas as informagoes
de restrigoes de distancias que o nosso conjunto de hipoteses nos fornece, a Figura 45
descreve metade da regiao da arvore do espaco de busca de solugoes do i-ésimo residuo de

aminoacido da ordem hec.

Como ¢ descrito em GONCALVES et al. (2017) e LAVOR et al. (2019), informagoes
sobre quiralidade local e a condi¢cao planar imposta pela ligacao peptidica podem ser
utilizadas para reduzir o espago de busca. Para observar o impacto destas consideracoes

na ordem hc, apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 5.2. Considerando o conjunto de hipoteses H1, H2, ..., H9 apresentado
na Sec¢ao 4.1, o espaco de busca de solugoes gerado pela aplicagao do iBP na ordem hc
apresenta ramificacbes somente nos atomos Hclx, NieC! comi=2, ..., p,onde péo

nimero de residuos de aminoacidos que compoem a molécula de proteina.

Demonstragio. Como todos os vértice da ordem hc podem ser imersos no R? levando em

conta as cliques apresentadas na Tabela 1, vamos observar que:

« Os atomos N!, C’é, Cle Hfl podem ser realizados levando em conta, respectiva-
mente, as cliques {H;, Ha, Hy, N'}, {H,, Hy, N', Ci}, {N', C., H), C'} e

{N Lol O H;} Como as distancias entre todos os atomos destas cliques sao
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Figura 45 — Metade da regiao da arvore do espaco de busca de solugoes referente ao i-ésimo
residuo de aminoacido da ordem hc. Os arcos de circunferéncia simbolizam
a existéncia de uma infinidade de posi¢oes possiveis para a imersao dos
atomos que estao sobre eles. As setas representam distancias “extras”, i.e.,
nao usadas no processo de discretizacao, da ordem, cuja diferenga no traco
trazem a seguinte informacao: a linha tracejada representa a existéncia de
uma distancia precisa; as linhas continuas descrevem a existéncia de uma
distancia intervalar; e as linhas ponto-trago a possibilidade de existéncia de
uma distancia intervalar.

precisas, pela discussao apresentada na Subsecdo 3.2.1, existem duas possibilidades
para a posicao de cada atomo. No entanto, a hipétese H4 garante que existe uma
quiralidade local definida nestas 4 cliques de atomos. Assim, podemos fixar uma
destas posi¢oes com uma informacao a priori, portanto sé existe uma possibilidade

factivel para a realizagdo de cada um destes atomos.

« Os atomos Hy, e C' podem ser realizados pelas cliques {C’fx_l, Cct N, HQ} e
{C’f;l, Ccl, N, C’i}, respectivamente. Como as distancias entre todos os atomos
destas cliques sao precisas, e pela hipétese H5 sabemos que todos eles estao relacio-
nados com o plano peptidico. Conforme apresentado na Subsecao 3.2.1, s6 existe

uma posicao possivel para realizagao destes atomos.

« A realizacdo dos atomos H!, N’ e C' é dada, respectivamente, pelas cliques
{H]1\77 N17 Coln H(i}7 {Niilv 02717 Ciil? N’L} e {Ciila Nia Cém CZ}? que envol-
vem uma distancia intervalar, nao definem nenhuma quiralidade local e nem fazem
parte de um mesmo plano peptidico. Assim, pela discussao apresentada na Segao 3.3,

existem dois arcos de possibilidades para a realizagao de cada um destes atomos.

Como as trés afirmagoes acima discorrem sobre todos os atomos da ordem hc, o

resultado desta proposicao fica demonstrado. O
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De fato, o resultado desta proposicao nos mostra que informagoes de conhecimento
prévio sobre as proteinas nos ajuda a reduzir o espaco de busca gerado na ordem hc. Para
observar esta reducao, a Figura 46 mostra a estrutura da arvore quando levamos em conta
o resultado desta proposicao. Esta figura representa a mesma regiao do espaco de busca

que observamos na Figura 45.
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Figura 46 — Arvore da Figura 45 considerando informacoes de quiralidade local e da
planaridade imposta pela ligagao peptidica.

Assim, para cada residuo de aminoacido, o nimero de caminhos possiveis na arvore
do espaco de busca é reduzido de 32 para 4. Como nos ¢ intuitivo, esta reducao no espago
de busca deve propiciar um impacto positivo no tempo computacional quando usamos
o algoritmo ‘BP para encontrar uma solucao deste problema. De fato um resultado que
corrobora com esta intuicao é apresentado em GONCALVES et al. (2017) para uma outra

ordem hand-crafted.

Como a maneira que apresentamos o algoritmo iBP na Sec¢do 3.3 é fortemente

baseada em angulos de tor¢do, vamos considerar o seguinte corolario da Proposicao 5.2:

Corolario 5.1. Com excecao do primeiro ramo, os angulos de tor¢ao associados a todas
as outras ramificagdes na arvore de busca gerada pela aplicagdo do iBP na ordem hc sao

os angulos ¢; ou ;.

Demonstracao. Pelo resultado da proposicao anterior, sabemos que, com exce¢ao da

primeira, as ramificagbes na arvore descrita pela ordem hc sao dadas nas cliques de atomos
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{Ni_l, Ct 0 Ny e {C’i_l, N, C!, C"}. Como os angulos de tor¢ao 1;_1 e ¢; sdo
definidos, respectivamente, nestas duas cliques de atomos, o resultado deste corolario fica

demonstrado. O

Estes corolario e a primeira proposi¢cao que apresentamos nesta se¢ao sao a base do

algoritmo que propomos na préxima secao.

5.2 Um Novo Algoritmo do Tipo :BP Aplicado a Proteinas

A Proposigao 5.1 nos garante que o algoritmo iBP pode ser utilizado para caracterizar
a posicao espacial dos atomos que sao descritos pela ordem hc. Ja o resultado da
Proposicao 5.2 pode ser levado em conta para aumentar a velocidade com que este
algoritmo explora o espaco de busca. No entanto, como podemos observar na Figura 46,
as informacoes de distancias “extras”, que podemos utilizar para realizar podas na arvore,
nao estao associadas aos atomos em que a ramificacdo da arvore acontece. Assim, é
necessario descer na arvore, ainda que um unico nivel, para verificar se, de fato, um
ramo tomado é factivel ou nao. Ainda observamos que sé existe uma distancia intervalar
associada aos dtomos N e C*, que sao relacionados ao processo de ramificacio da ordem
hc. Desta maneira, nao é possivel utilizarmos uma estratégia de reducao de arcos como
apresentamos na Se¢do 3.3 para a imersao destes atomos. Com a finalidade de transpassar
estas adversidades, propomos um novo algoritmo, baseado na estratégia do iBP, que leva

em conta a geometria intrinseca das proteinas.

Como vimos no capitulo anterior, podemos definir relagoes geométricas entre os
angulos de tor¢do definidos no backbone das proteinas e distancias entre atomos de
hidrogénio que ficam nas imediacoes destes angulos. Dizemos que estas relagoes sao
dadas com base na geometria intrinseca das proteinas. Como vimos na Proposicao 4.1,
as distancias do 4tomo de hidrogénio H', a qualquer outro atomo de hidrogénio H, ,g', com
7 <14, pode ser escrita como um angulo de torcao ¢;. Uma conclusao semelhante acontece
na Proposicdo 4.2, mas relacionando as distdncias entre os dtomos de hidrogénio H} e H. ,1
com o angulo de torcao v;. Estes dois resultados sao a chave para o desenvolvimento deste

novo algoritmo.

Da hipotese H7, temos que as distancias entre atomos de hidrogénio sao distancias
intervalares. Assim, devemos considerar uma adaptac¢ao nos resultados das Proposi¢oes
4.1 e 4.2 para que as distancias intervalares correspondam a um intervalo angular para
os angulos ¢; e 1;. A parte principal deste processo ja foi discutida na Secao 3.3, aqui s6

vamos apresentar as correcoes necessarias para descrever estes angulos.
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Primeiramente, por questoes de formalizacao matematica, nos atentemos a seguinte

definicao:

Definigao 5.1. A soma [ entre um escalar z € R e um intervalo I = [a,b] < R é dada
por:
rH =z @ [a,b]=[a+z,b+ ]

Para seguir nesta construcao, da Proposicao 3.1, temos que:

— +
oo d = . = . o
H,i,Nz,C;,H;( Hi,H&) TH,i,Hg H H} v H{ HL’
TH;,C}I,C%H}QH (dHi7H§+1> TH,]C,Hg“ TH%,HQH O TH%,HQH'

Agora, definindo as quantidades:

— . — . - o +
Ez‘,j,k = ¢i,j,k Tszché = ¢w,k THi,H& Ugbwyk’ H] Hi)

5.2
gk = Wign B Ty = Yige B Tip s O¥ige B T s, (5:2)
e as fungoes:
Co, Cy. @ [—540°,540°] — (—180°,180°],
co,(t) = cp,(t) +1, (5.3)
cu(t) = cp(t) +1¢

onde ¢; i, Cp € Vijk, Cy, Sao definidos, respectivamente, nas Proposicoes 4.1 e 4.2.

Podemos escrever o seguinte lema:

Lema 5.1. Intervalos angulares para os angulos ¢; e ¥; podem ser escritos em fun¢ao das

distancias intervalares d HI i, © de-’ i da seguinte maneira:
;i = Ca, <¢i,j,k: THI N O3 H), (dﬂg,Hg;)) = Ca, <¢m’,k TH;',H;> = Ca, <Em’,k>>

Wijk = ca, (%‘,ypk THi i, C i (dH;,Hyl) = Ca, (%a‘,k THg,Hyl) = Cy, <:Hk>

Demonstracio. A construcao destes intervalos angulares foi tomada observando as ade-
quagbes matematicas necessarias para que os mesmos representem as relagoes geométricas
descritas das Proposicoes 4.1 e 4.2. Assim, a demonstracao deste lema segue direto do

resultado destas proposigoes. O

Agora, se Uyi e Uyir1 sdo, respectivamente, os conjuntos dtomos de predecessores
N

adjacentes de H' e H\'', pela ordenacdo dos dtomos na ordem he, para todo j < i

observamos que:
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o Se H{ € Uy, entdo H] < N' < C. < C".

. Se Hl e Uy, entao Hl < C < C" < N,
Se consideramos o algoritmo B P aplicado a ordem hc, entao:

— Pelo primeiro item, antes de encontrar a posicio do d&tomo C* podemos calcular, de
maneira trivial, as distancias d(H,Z, Ni) e d(H,g, Cé), pois os atomos H,z, NieC!

ja foram realizados;

— Pelo segundo item, antes de realizar o 4tomo N*™!, por um argumento similar ao

anterior, as distancias d (H ,f;, C’g) ed (H ,Z, N Z) podem ser calculadas.

Das duas observagoes acima e do resultado do Lema 5.1, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 5.3. Sejam Uy e Uy:i+1 0 conjunto de predecessores adjacentes dos dtomos H,,
N
e Ht', respectivamente. Entdo, os intervalos angulares para os angulos ¢; e 1), descritos

por distancias entre atomos de hidrogénio, sao dados por:

o= () co(Tii) (5.4)

J .
H; e UH&

v, = ﬂ C\P(Ez]k> (5.5)

HjEU i+1
k HN
onde ¥; k, Zijk € Ca,, Cy, sdo definidos, respectivamente, em (5.2) e (5.3).

Demonstragao. Como ¢ conhecida a distancia de cada dtomo de hidrogénio de Uy: para
o atomo H/,, o Lema 5.1 nos garante um intervalo angular ®; ;; do angulo ¢; para cada
uma destas distancias. Assim, o intervalo angular ®;, que satisfaz todas os intervalos ®; ; x
¢é dado pela interseccao dos mesmos. A demonstracao da relagao para W; é feita com um

argumento similar ao apresentado para ®;. 0

O resultado apresentado nesta proposi¢ado nos mostra uma maneira de considerar as
restrigoes de distancia entre dtomos de hidrogénio nos angulos de tor¢ao ¢ e 1. Assim,
se utilizamos as relagoes apresentadas na Proposicao 5.3, podemos aferir as restrigoes
de distancias que envolvem o dtomo H} na imersdo do dtomo N’. O mesmo vale para
os dtomos H' e C'. Desta maneira, podemos utilizar todas as restricoes de distancias
antes de considerar cada ramificacdo na arvore do espaco de busca. A Figura 47 apresenta
como fica a regiao da arvore descrita na Figura 46 considerando as relagoes descritas na

Proposicao 5.3.
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Figura 47 - Arvore da Figura 46 evidenciando a mudanca das restri¢des de distancia dos
atomos Hy e H para os atomos N' e C", respectivamente.

Do Corolério 5.1, temos que as ramificagdoes da arvore de busca, com excecao do
primeiro, sao associadas aos angulos de torcao ¢; e ;. Pela Proposicao 5.3, podemos
descrever estes angulos utilizando todas as restri¢coes de distancias que envolvem os atomos
de hidrogénio. Assim, os atomos de hidrogénio H}; e H', podem ser descritos considerando
somente as cliques apresentadas na Tabela 1, pois as restri¢oes de distancia para os atomos

Hj ja foram consideradas na imersao dos atomos N' e C;.

Com esta observagao, propomos o algoritmo protein interval Torsion angle Branch
¢ Prune (iTBP), que integra a geometria intrinseca das proteinas, descrita pelas relagoes
geométricas que envolvem os angulos de tor¢ao, com a estratégia do iBP. Sugerimos o

pseudo-codigo do Algoritmo 3 como a estrutura geral do iTBP.

5.3 Experimentos Computacionais

Nesta segdo, vamos apresentar experimentos computacionais para comparar os
algoritmos ¢{BP e ¢TBP. Primeiramente, vamos descrever a maneira que geramos as
instancias a partir de estruturas 3D de proteinas do RCSB Protein Data Bank (PDB)
(BERMAN et al., 2000) utilizadas como entrada para estes algoritmos. Em seguida, vamos
apresentar a estratégia que utilizamos para amostrar os intervalos angulares, e por fim, os

resultados obtidos.
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Algoritmo 3: Estrutura principal do algoritmo /TBP.

Entrada: G = (V, E,d), X = {z1, x9, 23}, i =4, A = hc definida em (5.1),
To=10:T0], by=1e N, =21VveV
Saida: X = {r,eR* | ve V}
1 Fungfio ZTBP(G,X,Z,A“,];, b’HN’L)

2 se (AZ- ¢ {N, C, H}Y}) entao
3 compute as quantidades ai(ig, il, Z), bz (i37 iQ, il, Z), Ci<’i3, ig, 2'1, l)
definidas em (3.41);
4 X « X U {ay(ia, i1,1) + bi(is, ia, i1, 1) cos T; + ¢;(i3, i2,41,7) sin T };
5 se (i =|V|) entdo
6 ‘ retorne X;
7 senao
8 | 4TBP(G, X, i+ 1, Ajsr, Tivr, biv1, Niv1);
9 fim
10 senao
11 se (bi = 1) entao
12 se (4; = H,) entédo
13 compute a quantidade ©; definida em (3.57);
14 Ti < Oy
15 senao se (AZ- = N) entao
16 compute a quantidade ¥; definida em (5.5);
17 Ti < Tin Wy
18 senao se (AZ- = C) entao
19 compute a quantidade ®; definida em (5.4);
20 Ti < Ti 0y
21 fim
22 se (7} # @) entao
23 compute a(is,i1,1), b(is,ia,11,1), c(is,is,11,7) definida em
(3.41);
24 considere T; = {ry, ..., 7y,} uma amostra do intervalo 7; com
N; pontos;
25 senao
26 | T < &
27 fim
28 fim
29 se (TZ # @) entao
30 X « X u{a(ia, i1, i) + b(is, i, i1, 1) cos 7, + c(iz, ia, i1, 1) sin 7, };
31 se (i = |V]) entdo
32 ‘ retorne X;
33 senao
34 | 4TBP(G, X, i+ 1, A1, Tisn, i1, Nig1);
35 fim
36 senao
37 retroceda para para o primeiro v; < v; tal que b; < Nj;
38 bj < b; + 1;
39 X — X\{zj, xjr1,..., Tima}
40 bjt1, bjr2, .., bim1 < 1;
41 Z'TBP(G,X,j,Aj,E,bj,Nj);
42 fim
43 fim

44 fim
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Geracao das Instancias

Os arquivos do PDB geralmente apresentam mais de uma conformacao estrutural
para a molécula descrita nestes arquivos. Estas distintas conformagoes sao classificadas
como modelos, onde cada um destes modelos descreve a estrutura quaternaria das moléculas

de proteinas. Assim:

« Para todos os arquivos que apresentam mais de um modelo estrutural para a molécula,

tomamos sempre a estrutura descrita no primeiro modelo.

» Para toda molécula de proteina que é composta por mais de uma cadeia, consideramos

que esta molécula é dada por sua cadeia A.

Para cada estrutura do PDB, consideramos conhecidas as restricoes de distancias
descritas nas hipdteses H2, H3, H5 e H7 apresentadas na Secao 4.1. Para todos os dtomos
7 e j em que uma distancia intervalar é definida pela hipotese H7, consideramos que

d;; = [d; ,di ], com &, = d; ; — d; ;, cujos extremos sao definidos por:

2,79 2,79

d; ; = max {d;k,j —&4,,/2, O} A e d; ; = min {d;j +&4,,/2, 5} A,
onde d;"’j ~ N(di,j,gdi‘j/S), sendo d;; a distancia entre os dtomos i e j da estrutura
considerada. A estratégia utilizada para definir estes intervalos foi inspirada no processo
descrito em BISWAS; TOH; YE (2008). No entanto, nosso procedimento leva em conta
um desvio padrao de &, /8 na distribuicdo normal, o que nos garante, estatisticamente,

que o valor de d} ; € tomado em um intervalo de comprimento &g, ;.

Pelas hipoteses H8 e H9, supomos que um intervalo angular para todo angulo de
torcao 1; e ¢; é conhecido. Estes intervalos foram tomados por uma estratégia andloga a
apresentada para distdncias intervalares, ou seja, se 7; = [1;,7:], onde &, = 7; — ;, é um

intervalo angular, entao:

T &2 € =T +E2

onde 77 ~ N (Ti,é}i /8), sendo 7; o angulo de torcao dado na estrutura considerada.
Observando que os termos da relagao (3.42) podem ser rearranjados com o objetivo de
escrever a distancia entre os atomos que definem o dngulo de torcao em funcao deste
proprio angulo, para cada intervalo angular definido por um angulo de torcao, consideramos

uma distancia intervalar entre estes dois atomos calculada por este processo.

A hipétese H4 nos garante que a quiralidade local em alguns pontos da proteina é
conhecida. Assim, para as cliques de atomos onde esta quiralidade é definida, consideramos

como conhecido o angulo de tor¢ao dado nesta clique.
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O valor de &, ; foi tomado com base em GONCALVES et al. (2017) da seguinte

maneira:

0,5 A se os 4tomos 1, j pertencem ao mesmo residuo
Ea,; = de aminoécido ou a residuos adjacentes,

1,0 A caso contrério.

J& para o comprimento dos intervalos angulares, consideramos que &, = 40°. Valor

escolhido em consequéncia das discussoes apresentadas em MALLIAVIN et al. (2019).

Amostragem dos Intervalos

Como discutimos na Se¢ao 3.3, em cada passo do iBP definimos um intervalo angular
no atomo ¢ que deve ser amostrado. Para a amostragem destes intervalos, primeiramente,
consideramos todas as restrigoes de distancias intervalares que envolvem este atomo e
utilizamos as relagdes descritas em (3.57), (5.4) ou (5.5), a depender do dtomo a ser
realizado, para calcular um intervalo angular que leva em conta todas estas restrigoes
de distancias. Conforme vimos na Secao 3.3, este intervalo angular resultante pode ser
descrito por um tnico intervalo, pela unidao de dois intervalos disjuntos ou até mesmo pela
uniao de mais de dois intervalos disjuntos. Se o nimero destes intervalos é maior que dois,
consideramos somente dois deles, conjuntura que é explicada mais a frente nesta subsecao.
Desta maneira, amostramos cada um dos intervalos que compoem o intervalo resultante
em D pontos equidistantes, estabelecemos uma ordem nestes D pontos e os tomamos

um-a-um na estratégia do iBP.

Para a escolha dos intervalos que compoem o intervalo angular resultante e para a
ordenacao dos D pontos da amosta, afirmagoes feitas no paragrafo anterior, adotamos a

seguinte estratégia.

1. Consideramos que cada distancia intervalar d;, é representada por uma gaussiana

g(Aig, i, 0ie), onde

1

9(A, 1, 0)(x) = Aexp [72 (“ ”)Q] ,

dig+ ai,f
2

2. As distancias intervalares sao convertidas em intervalos angulares com base na Propo-

gdi,z

com amplitude A;, = 1, média p; o = e desvio padrao ;¢ =

sicao 3.1, que também sao descritos pelas gaussianas g(l, — My O'TM) e g(l, Horg s O'TM),

onde:

_ Tigigyinii + Tigigini o o = }Iibi%ilvi - Iimzm‘m‘
. 5 & 8
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Para seguir o raciocinio, vamos observar o seguinte lema:

Lema 5.2. Se g1 = g(Ay, 111,01) e g2 = g(Aag, p2,02) sdo duas gaussianas, temos que

g = g1 - g» também ¢é uma gaussiana e ¢ descrita por § = g(/Al, fi, ), onde

) 9 2 2 ?

. 02 + 190 R gi0 A L —

T o e}
oi + o5 o1 + 03 2 o1t

Demonstraciao. A demonstracao deste resultado pode ser verificada sem muita dificuldade,

entao a deixamos como exercicio para o leitor. O
Seguindo com a estratégia empregada:

3. Para a relagdo (3.57), consideramos que:

k;

91, = [g<17 Pis,iz,i1,ie @ (_:uw,i) ) UTZ,i) + 9(17 Pis,ia,i1,ie G_)MTZ,N UTZ,i):l :
(=3

4. Para a relagao (5.4), consideramos que:

Jo, = H [g (1, Co, (agj’k) + 0k UTHi,Hé) +g (1, Cé, (ij,k) + U%k, 07H£,Hé>] ,

Jeu .

erUH}1
onde 0, = ¢iip + pir .
2,9,k ),k — THi’H}'x

5. Para a relagao (5.5), consideramos que:

_ - - + +
g = 1_[ lg <1’ Cys (gi,j,k) + &k UTHin?l) +9 <1= Cy ( zyk) + &k UTHi’Hi+1>] ;

; N
J
Hk EUH};"I

T
onde gi,j,k - ¢17]7k’ * :uTHj i
kR

Portanto, para as fungoes definidas em cada um dos trés itens anteriores, observamos
que g7; (7}), 9o, (‘1%) e gu, (\Ilz) sa0, respectivamente, as imagens dos intervalos 7;, ®;, ¥,
por estas func¢oes. Assim, conseguimos associar uma amplitude para cada intervalo que
descreve os intervalos resultantes 7;, ®;, V¥;, pois cada um destes intervalos é descrito
pela soma de gaussianas. Desta maneira, podemos ordenar todos estes intervalos com
base na sua amplitude. Entao, caso 7;, ®; ou ¥; sejam compostos pela uniao de mais de
dois intervalos, com base em nossa experiéncia computacional, tomamos os dois de maior
amplitude associada. Nossos resultados computacionais apontam que os intervalos com
menor amplitude associada sdo menos provaveis conter um intervalo angular factivel para

o problema a ser resolvido.

Para a ordenagao dos D pontos de cada amostra, ordenamos o valor da imagem destes

pontos pela funcao g associada e tomamos esta ordenagao para os pontos amostrados.
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Como supomos que as distancias intervalares e os intervalos angulares sdao descritos
por uma distribuicdo normal, esta estratégia ¢ uma primeira tentativa de levar em conta a
estrutura em que estes intervalos foram definidos, isto é, uma maneira de considerarmos
que alguns pontos destes intervalos sdo mais provaveis que outros. Como a multiplicacao
de duas gaussianas é uma gaussiana, este processo ainda é respeitado quando ordenamos

as imagens das funcoes g7;, gs, ou gy, tomadas nos intervalos correspondentes.

Resultados Numéricos

Nesta secao, para a apresentacao dos resultados obtidos, utilizamos as métricas Mean
and Largest Distance Error (MDE, LDE) (BRUGLIERI; CORDONE; LIBERTI, 2022)
e Root Mean Square Deviation (RMSD) (MAIOROV; CRIPPEN, 1994) para avaliar as
solugoes encontradas. Considerando G = (V, E',d) o grafo associado ao PDGD4, X é uma
solucao deste problema e X* é a estrutura que originou G, neste caso X e X™ possuem o

mesmo centro de massa. Entao estas métricas sao definidas da seguinte maneira:

1 _
MDE(G, X) = B >, max{ld;; — [z — |, diy — i — 5]},
{’Ui,’l)j}EE
LDE(G.X) = max {max{|ds; — o — [ |dy — | — ]},
RMSD(X, X*) = min |[X*— XQ|F, onde || r é a norma de Frobenius e O(3)

Qe0(3)
¢ o grupo das matrizes ortogonais 3 x 3.

As métricas MDE e LDE descrevem a qualidade da solugao perante a instancia
do problema. J& a métrica RMSD, retrata a semelhanca da solugao encontrada com
a estrutura que originou a instancia resolvida; optamos por apresentar uma descricao
matricial desta métrica conforme explicitado em LIBERTTI et al. (2014). Considera-se que
duas proteinas sdo semelhantes se 0 RMSD das duas estruturas for menor que 3 A (REVA;
FINKELSTEIN; SKOLNICK, 1998).

Os experimentos numéricos foram processados em um notebook Acer Aspire 5, Intel®
Core'" i5-1035G1 CPU @ 1.00 GHz com 8GB de RAM e sistema operacional Pop! OS
21.04. Os Algoritmos 2 e 3 foram implementados em MATLAB®, versio R2017b.

As Tabelas 2 e 3 mostram a comparacao dos algoritmos iBP e iTBP. Para cada
instancia gerada da estrutura do PBD (PDB id), sdo apresentados o ntimero de aminoacidos
(naa), atomos (|V]) e de distancias consideradas (|E|). O tempo computacional considerado,
em segundos, para encontrar uma solucao da instancia ¢ o tempo médio + desvio padrao
de 10 testes computacionais. Os algoritmos foram processados com um tempo maximo de
60 segundos, assim o caracter co significa que nenhuma solugdo da instancia foi encontrada
neste limite de tempo. Os valores de referéncia para as métricas apresentadas anteriormente

sao dados pela aplicacdo das mesmas na estrutura do PDB. Os resultados da Tabela 2
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foram construidos considerando que todos os intervalos angulares foram amostrados com

trés pontos (D = 3). J& para os resultados apresentados na Tabela 3, tomamos D = 5.

Dos resultados apresentados nas Tabelas 2 e 3 observamos que:

1. O algoritmo ¢TBP supera o iBP nos quesitos: tempo de processamento e nimero de
instancias resolvidas em menos de 60 segundos. Dos 42 testes apresentados, o iTBP
encontrou uma solucao para 32 deles. Ja o iBP conseguiu resolver apenas 14 destes
testes. Em todas as instancias que os dois algoritmos foram capazes de resolver, o

iTBP realizou esta tarefa em menos tempo.

2. Nos 10 testes que o iTBP nao resolveu, 9 deles foram por conta de ter atingido
o tempo limite estabelecido. Ja para o {BP, de 28 casos onde este algoritmo nao

encontrou uma solugao, em 14 deles o limite de tempo foi atingido.

3. Os valores de MDE e LDE das solugoes encontradas pelos dois algoritmos sao

praticamente equivalentes.

4. Algumas das soluc¢oes encontradas pelos dois algoritmos possuem consideravel disse-

melhanca pela estrutura do PDB.

5. Algumas instancias que nao foram resolvidas quando consideramos uma amostragem
dos intervalos angulares com trés pontos passaram a ser resolvidas quando tomamos
amostras com cinco pontos. Este caso aconteceu quase que majoritariamente no

algoritmo iBP.

Como descrito em LAVOR et al. (2021b), a utilizagdo de uma estratégia de redugao de
arcos consegue restringir os erros provenientes das medidas experimentais, o que promove
uma melhoria no algoritmo iBP. No entanto, a ordenagao dos atomos que tomamos nao
possibilita a utilizacao desta estratégia para o algoritmo iBP, pois nesta ordenacgao as
ramificagdes acontecem em atomos associados aos angulos de tor¢ao ¢ e ¥ que nao possuem
distancias “extras”. Contudo, pelas duas primeiras observagoes feitas acima, podemos
dizer que o algoritmo proposto, iTBP, assimila com sucesso esta estratégia de reducao de
arcos. O que pode ser creditado as relagdoes geométricas sobre os angulos de tor¢ao que
descrevemos no Capitulo 4, pois elas associam distancias de hidrogénio de longo alcance

com estes angulos do backbone.

A observacao 3 pode ser justificada pelo fato dos algoritmos iBP e iTBP utilizarem

uma mesma estratégia na descida da arvore que modela o espago de busca.

Para a observagao 4, de acordo com D’AMBROSIO et al. (2017) a métrica RMSD
nao tem muito significado préatico para a afericao de estruturas 3D de proteinas, uma vez

que ela ndo consegue distinguir reflexdes parciais na estrutura.
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Tabela 2 — Resultados numéricos obtidos em instancias artificiais geradas a partir de

estruturas do PDB. No processamento dos algoritmos, consideramos que cada

intervalo foi amostrado com trés pontos (D = 3). Os valores de referéncia

foram tomados na estrutura do PDB.
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intervalo foi amostrado com trés pontos (D = 5). Os valores de referéncia

estruturas do PDB. No processamento dos algoritmos, consideramos que cada
foram tomados na estrutura do PDB.

Tabela 3 — Resultados numéricos obtidos em instancias artificiais geradas a partir de
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A observacao 5 ja foi amplamente discutida na literatura, como por exemplo pelo
trabalho que citamos anteriormente. Desta maneira, sabe-se que quando os intervalos sao
amostrados em muitos pontos, o espaco de busca aumenta exponencialmente e, para uma

amostra de poucos pontos, uma solu¢ao pode nao ser encontrada.

Os resultados computacionais e a discussdo apresentada evidenciam um ganho
computacional do ¢TBP sobre o {BP, sem contar que o ‘TBP é baseado nos angulos de
torcao ¢ e 1, o que facilita a integracao de qualquer informagao mais especifica sobre
estes angulos no algoritmo. Para exemplificar esta ultima afirmacao, vale ressaltar que
o conjunto de hipdteses que consideramos para a definicdo das restri¢oes de distancias e
intervalos angulares leva em conta um conhecimento mais geral sobre as proteinas. No
entanto, existem conhecimentos experimentais e tedricos mais restritos, como por exemplo,
estimativas para os angulos de torcao ¢ e ¥ em sequéncias de residuos que envolvem
os residuos de aminoécidos glicina e prolina (GUNASEKARAN et al., 1998; JACOB;
DUCLOHIER; CAFISO, 1999; HO; BRASSEUR, 2005).

Para finalizar esta secao de resultados, os arquivos das instancias utilizadas e os
c6digos do ¢BP e do iTBP, em MATLAB, que escrevemos, podem ser consultados neste
link https://github.com/wagneRocha/MATLABcodes.


https://github.com/wagneRocha/MATLABcodes
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CAPITULO

Conclusoes

Nesta tese, trabalhamos a parte conceitual do Problema Discretizavel de Geometria
de Distancias (PDGD) e todo ferramental matematico utilizado para tentar solucionar este
problema utilizando uma abordagem combinatéria. Como este trabalho versa sobre um
problema de natureza interdisciplinar, os conceitos apresentados podem ser de interesse de
pessoas que nao sao da grande area de Matematica ou Fisica. Desta maneira, desafiamo-nos
a apresentar todas as discussoes da forma mais simples e intuitiva possivel, mas sempre
atentos a formalizacdo matematica necessaria. Para a parte computacional, apresentamos
pseudocddigos com um certo grau de detalhes e disponibilizamos os codigos que escrevemos

para consulta.

No Capitulo 2, apresentamos de maneira rapida os conceitos da estrutura tridimensi-
onal de proteinas e do experimento de Ressonancia Magnética Nuclear, visando somente

os aspectos necessarios para a modelagem do problema que abordamos nesta tese.

Apresentamos toda parte teérica do PDGD no Capitulo 3. Nesta parte do texto,
apresentamos o Problema de Geometria de Distancias (PGD), o PDGD e o Problema
Discretizavel de Geometria de Distancias Intervalares (PDGD1). Para construcao deste
capitulo, seguimos uma linha em que o nivel de hipoteses assumidas nos conceitos teoricos
apresentados aumenta gradativamente. Esta estratégia nos possibilitou a construcgao do
algoritmo interval Branch € Prune (iBP) para o PDGDi em R? de uma maneira inédita. A
descrigao que apresentamos para o PDGD nos auxiliou na generalizacao de um processo que
consegue restringir os erros provenientes das medidas experimentais para o PDGDi. O que
sO tinha sido descrito para uma versao mais restrita do PDGD, o Problema Discretizavel
de Geometria de Distancias Moleculares (PDGDM).

No Capitulo 4, apresentamos, de maneira inédita, relagbes geométricas que descrevem
os angulos de torcao ¢ e ¥ do backbone das proteinas com relagao a distancias entre atomos
de hidrogénio nas imediacoes dos atomos que definem estes angulos. Estas relacoes foram

construidas observando a geometria intrinseca das proteinas. Consideramos que as relagoes
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que envolvem atomos de hidrogénio do mesmo residuo de aminoacido ou de residuos
adjacentes podem ser de interesse de pesquisadores da area de estrutura de proteinas no
geral, pois elas nao necessitam de nenhum aspecto teérico do campo da Geometria de
Distancias. Ja as relagoes mais abrangentes, que envolvem distancias entre atomos de
hidrogénio de longo alcance, isto é, entre atomos de residuos nao adjacentes, para serem
definidas, necessitam que a estrutura da proteina seja construida atomo por atomo, o que
ja é um limitante maior. No entanto, estas relagoes podem ser utilizadas se caracterizamos

a estrutura 3D de uma proteina utilizando a estratégia geral do algoritmo iBP.

Acreditamos que a parte mais frutifera deste trabalho é apresentada no Capitulo 5.
Neste ponto da tese, propomos um novo algoritmo, que denominamos protein interval
Torsion angle Branch € Prune (iTBP). Ele integra uma ordenagao dos atomos das
proteinas, que é fundamentada nos angulos de torcao ¢ e v, e as relagoes geométricas
descritas no capitulo 4 com uma estratégia baseada no algoritmo ¢{BP para encontrar a
posicao espacial dos atomos do backbone de uma proteina. Este algoritmo, assim como o
iBP, é aplicado a uma instancia do PDGD1, que pela modelagem empregada, é dada por
uma lista de restri¢oes intervalares de distancias e angulos entre os atomos das proteinas.
Os resultados dos experimentos computacionais apresentados nos mostram que o algoritmo

proposto é mais eficiente computacionalmente que o /BP.

Ainda no Capitulo 5, apresentamos uma nova maneira de se amostrar os intervalos
angulares definidos em qualquer estratégia {BP. Ela leva em conta um aspecto da Teoria
Fuzzy (PAPA; KLIR; FOLGER, 1988), pois considera que alguns pontos dos intervalos sao
mais provaveis que outros. Baseado no que foi apresentado neste capitulo, afirmamos que a
principal contribui¢ao desta tese foi o desenvolvimento de um algoritmo para caracterizar
a posicao espacial dos atomos do backbone das proteinas que integra conhecimentos
geométricos intrinsecos das proteinas no processo deste algoritmo. Se, por um lado, a
especificidade deste algoritmo o impede de ser utilizado em outras aplicagoes, por outro,
os resultados dos nossos experimentos numéricos mostram que esta abordagem mais
direcionada ao problema resulta em ganhos computacionais, o que é suficiente para

considerarmos esta perspectiva.

Se, de fato, é possivel utilizar a Teoria Fuzzy de maneira formal e quais seriam as
implicagoes desta abordagem na modelagem das distancias e angulos intervalares é uma
pergunta que nao foi respondida por este trabalho. Outro questionamento, que segue direto
das discussoes apresentas, seria qual ordem PDGDi hand-crafted nos atomos considerados
levaria a um melhor resultado computacional do iBP e se, neste caso, ainda conseguiriamos
constatar uma superioridade computacional do ¢TBP. Todos estes questionamentos sao

perguntas abertas que podem ser objeto de estudos futuros.
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APENDICE

Descricoes (Geométricas Utilizadas

na Secao 4.3

Utilizamos as duas se¢oes seguintes para desenvolver o aspectos geométricos que
utilizamos para descrever a relagdo dos angulos de torc¢ao 1, Tni s Tt it © Tpd it

que ¢é apresentada na Secao 4.3.

OO

\%

A.1 Situacio (7): Tyt il

Caso 1: 0° < TN H < Tyisn gist

Para este caso, a Figura 48 evidencia a disposicao dos atomos H,g, N, C', Nt e
HEM para as seguintes situacoes: 1; = 0°, |¢;] = 180°, 9 = ") e 1f; = '1)]~. Portanto,
observa-se que os valores "7 * podem ser descritos em funcio da quantidade Vi ik, que é
descrita por (4.29).

. k_ * *_
Sobre as quantidades ¢~ = Vijk € Lyl =1~ 4+ 180°, observamos que:
OO < TNZ"HIJ% g TN'L+1 ’H;;‘*'l =
—TNi+1 pitl < @Z)i,j,k < 0° g
TR
(A.1)
k_
TTNe it S Ly < 0° =

180° = Tyia i < T < 180°

Agora, utilizando a intuigdo do desenho geométrico, na Figura 49 sistematizamos
as relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de torgao ¢y, Ty v TN
€ Ty prist- Os casos apresentados se distinguem com relagao a orientacao e ao intervalo
considerado do angulo Thi Hi Estes intervalos sdo dados com relagao as quantidades
descritas na Figura 48. Desta maneira, considerando as relagoes apresentadas na Figura 49,

podemos escrever o seguinte lema:
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v [ ] b

i+1
HN

Ci Ni+1

e N+l

() ¥ = "] = by i + 180°. (d) s = "7 = jp

Figura 48 — Disposi¢ao no plano da projecao ortogonal dos atomos H,f;, Nt C' N*le
HEM com o; = 0°, |1 = 180°, vy = ") e ¢y = "]~ para o Caso 1.

Lema A.1. Sejam ;, Ty: i, Tyit1 gitt, Tyi i+t 08 angulos apresentados na Figura 49.
"k TR k7R
Considere que os valores de T,; ;7 € Thit1 i+t sao conhecidos de modo que 0° < 7y i <
Ni H N+l H Ni,H
Tk TR Tk
Tynit1 i+t € o valor absoluto do angulo 7,5 yi+1 € conhecido. Entao, o angulo v; €
IR k>7OR
(—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¥; e v;, em funcdo dos

outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

+ o
Y = it ’TH;,H;{“
@]
" Vijk — ‘THi7H§+1 se ‘¢i,j,k - ‘THg,H;H ‘ < 180,
Z. =
o [¢]
wi,j,k—‘THi-’H;H +360° se wi,j,k—(THnggﬂ < —180°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema

4.1. No entanto, neste caso, considerando as desigualdades de (A.1) para observar o valor
m

de v; +‘7’- 1
wzv]vk_ HIJWH;I
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TNi+1 it TNi i

Yi

T i+l
‘ Hi, Hy

H’i+1

(a1) 07 < by < 'y (by) " < by < 180°

< 180°

< 180° (by) M+ < ‘TH;H;H

(a2) =" < |7y it
Hk’HN

+ 360°

(b3) i = ijn — ’THg,Hgﬂ

(ag) ¥i = Vijn + ’THi,HkiH

------------- Ni+1

(c1) "™ <ahy <0° (di) —180° < ¢y < 'opi~

< _1¢:<— (dg) 0 < ’TH]_z7H§+1

(co) 0 < ‘THi,Hgﬂ

(d3) i = ijr — ‘THg,Hgﬂ

(c3) Vi = Yijn + ‘TH]{,H;“

Figura 49 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THi it

para o Caso 1.

CaSO 2 TN¢+1’H§+1 < TleH]jg < 1800

Para este caso, a Figura 50 evidencia a disposicao dos atomos H,g, Nt C' N™*le
Hi para as seguintes situagoes: ¥; = 0°, [1h;] = 180°, ¥y = 2]+ e ¢y = 2.
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I:' TNi+1 gt TNi b} I:' ‘TH]{;‘HKA

K

] Nt

i+1
HN

Ni

™, Nitl

(b) fis] = 180

1]

N?‘,

. Nt H;jfl
(C) wl = 2%“ = wi,j,k- (d) Qﬂz = Zw:L = wi,j,k — 180°.

Figura 50 — Disposi¢ao no plano da projecao ortogonal dos atomos H,f;, Nt C' N*le
HEM com o; = 0°, |1 = 180°, vy = %) e ¢ = %]~ para o Caso 2.

Sobre as quantidades %1}~ = 1, ;, — 180° e %1+ = 2"~ + 180°, observamos que:

o]
TNi+17H§+1 < 7_1\717}15C < 180 <
OO < wi,j7k < 1800 — TN2‘+1 Hitt o d
RN
(A.2)
—1800 < Zw:7 S _TNi+1,H;+1 <

*
OO < 21/bl + g 1800 - TNi+1,H§+1 .

Como no caso anterior, pela intuicdo do desenho geométrico, na Figura 51 sistematiza-
mos as relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de tor¢ao ¥, Ty yi, Tyit1 gitt
st stw
€ Typd ppitl.
Hy Hy
Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 51, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema A.2. Sejam 1, Tnigis TN+t givts Tyi it 08 angulos apresentados na Figura 51.
Considere que os valores de Tni g € Tist grirt S30 conhecidos de modo que 0° < Tyt prist <

o] A 7 . ~ N
TN b < 180° e o valor absoluto do dngulo i givt © conhecido. Entao, o angulo 1; €
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TNi+1 it TNi i

Yi

J i+1
H; Hy

(a1) 0° <oy <) (by) o < b < 180°

< -9

(b3) i = ijn + ’THg,Hgﬂ

N
Q

O
H§+l
(c1) ¥ <t <0° (di) —180° < by <9~
(2) 05" < |rygg | < 180° (d3) =5~ < [rypg s < 180°

— 360°

(c3) Vi = Vijp — ‘TH;@HQ“ (ds) i = ijn + ‘THz7H§+1

Figura 51 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 2.

(—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¥;" e 1);, em fungao dos outros
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trés angulos dados, da seguinte maneira:

¢i,j’k + ’THJ it se wi,j,k + ’THj it < 1800,
¢+ kR kIR
%
Vi + ’THJ givi| —360° se g+ ITHj gie| > 180°.
k>77TR PEEEIN
= = e — T il
QIDZ Qpl,j,k ‘ HIJNH;

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (A.2) para observar o valor

de wi,j,k + ’TH{C H;T—l . ]

. o ) . o
CaSO 3 _180 + TNi+1,H§+l < 717\717]{]]C < O

Para este caso, a Figura 52 evidencia a disposicao dos atomos H,g, Nt C' Ntle
HE para as seguintes situacoes: ¥; = 0°, [1h;] = 180°, ¥y = 3! e ¢y = 3¢ ~.

K

] e [ [ e

i+1
Hy

Hj

(b) [] = 180°.

Vel Hj,

(c) Wy =2 =y -+ 180°. (d) oy =2 = ¢%,j,k-

Figura 52 — Disposicao no plano da projegao ortogonal dos atomos H, ,z, Nt C' N*le
HE com ;= 0°, || = 180°, oy = 3¢} e ¢ = *¢]~, para o Caso 3.
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Sobre as quantidades 31}~ = Vijk € Bi* =317~ + 180°, observamos que:

—180° + TNZ'+17H;+1 < TNi,Hi < 0° =
—180° < gk < Ty v =
(A.3)
3 #_
_1800 < w’L < _TNi+1,H!i+1 <

*
07 < it < 180° = Ty i

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 53 sistematiza-
mos as relagoes que descrevem a dindmica entre os angulos de tor¢ao ¥y, Ty yi, Tyit1 gitt
Tk IR
€ Tyrrj ppitl.
Hy Hy
Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 53, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema A.3. Sejam v, TNi s TN Tyd gist 08 angulos apresentados na Figura 53.
Considere que os valores de 7y, ;i € Tyis1 gi+1 sdo conhecidos de modo que Tyis1 git1 = 0°
"k TR IR
) o A , .
e —180° + T+t pitt < TNi b < 0% e o valor absoluto do angulo Thi mirt © conhecido.

Entéo, o angulo v; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¥;" e 1,

em funcao dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

j— o
’l/ii = wi,j,k + ‘TH]JWH;:rl
[}
B wi,j,k - ’TH,{,,HQI se ”Lpi’j’k — ‘THI_Z’H;-FI ’ < 180 ,
Y =
© o
Vi — ‘THI];’H:JI +360° se ik — ‘TH@H;H < —180°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (A.3) para observar o valor
. O

de i q i’T i+1
ww,k HY,Hy

Pelo resultado observado nos Lemas A.1 e A.3, notamos que a relacdo entre os
~ ~ . , o
angulos de torcao analisados é a mesma se —180° + Tyt i+t < TN 1 < T+t it A
. . . ~ . ES £ ~ .
justificativa desta observacdo reside no fato de que os valores ' * e ®¢/* sdo escritos em
funcao da quantidade v; ;, da mesma maneira e que a orientacao do angulo 7, yi+1 €

k777N
*_ * k_ *

mesma se 1; € [mwi ,”%/g*] ou Y; € [—1800,’”% ] U [mwﬁ, 1800], comm =1, 3.
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TNi+1 it TNi i

Vi

Trri pritl
‘ Hi, Hy

i+1
HN

(a1) 07 <y < ¢y (by) 3 < by < 180°

< 180°

< 180° (by) 30+ < ‘T%H;ﬂ

(a2) =9~ < ’THi,H;tH

+ 360°

(b3) i = ijn — ‘THg,Hgﬂ

(ag) ¥i = Vijn + ’TH]i,HkiH

Hi! H,
(c1) P9 <ih <O° (di) —180° < o <o)~
(c2) 0 < ITHz}H;;“ < Sy (ds) 0 < ]TH%HQH < By

(d3) i = ijr — ‘THg,H;+1

(c3) Vi = Yijn + ‘TH]{,H;“

Figura 53 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 3.

Para este caso, a Figura 54 evidencia a disposicao dos atomos H,g, Nt C' N™*le
H para as seguintes situacoes: 1; = 0°, 1] = 180°, b = i e ap; = ).
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E v Dot [ b

i+1
HN
O

(c) i = "0 = W jx + 360°. (d) o = " =y + 180°.

Figura 54 — Disposi¢ao no plano da projecao ortogonal dos atomos H,f;, Nt C' N*le
HEM com o; = 0°, |1 = 180°, vy = “) e ¢y = *]~, para o Caso 4.

Sobre as quantidades 1}~ = 1; ;1 + 180° e %7+ = %hF~ + 180°, observamos que:

¢} o
—180° < TNi,Hi < —180 +TNi+1,H:f1 =

_1800 - TNi+1,H;iz+1 < ¢i7j7k < _1800 =
L o (A.4)
_TNZ'+1’H;+1 < ¢Z_ < O <<

*
180° = Tyuss g < 7" < 1807

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 55 sistematiza-
mos as relacoes que descrevem a dindmica entre os angulos de tor¢ao ¥, Tyi yi, Tyit1 gitt

Tk IR

€ Tirj rritl.
Hy Hy

Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 55, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema A.4. Sejam ;, Ty: yi, Tyit1 gitt, Tyi i+t 08 angulos apresentados na Figura 55.
st IR k7R

Considere que os valores de Tnipg © Tt gritt sao conhecidos de modo que Tyl it > 0°
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TN TNLH] ‘THi H'

Vi

(a1) 07 <y <o (by) i < by < 180°
(82) 07 < ‘THLHZ;“ <My (b2) 07 < ’TH,J;,H,Z“ < =M
(a3) i = ijn — ’TH;,Hgl +360° (bs) i = Vijn + ‘TH@H;H + 360°

Ni+1 Hg:rl
(c1) i~ <ahy <0° (di) —180° < ¢y < "o~
(o) b2+ < ’TH]JC-’HQH < 180° (do) —1pF < ‘TH;H;H < 180°
((33) 1/11 = ¢z’,j,k — ‘TH]JC"H;+1 + 360° (dg) ¢Z = wi,j,k + ‘THz,H;ﬂ

Figura 55 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 4.

e —180° < Ty i < —180° + Tyisa i € o valor absoluto do angulo 7,5 i1 € conhecido.
Tk ’ k27TR

Entdo, o angulo 9; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ;" e 1,
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em funcao dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

Yijr + ’THJ il se ’wi,j,k + ‘THj it ’ < 1807,
w_;’_ k7R k7R
i
Yijk + ‘THJ giei| +360° se g+ ‘TH]' gt < —180°.
k7TOR PREEIN
;= i ik — |Toi ppiv1| + 360°.
(2 Vijik ‘ 1

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (A.4) para observar o valor
. m

de Q/Ji,j,k + ‘7’ngC Hxi+1

Agora, para sistematizar os quatro casos considerados nesta secao, a Proposicdo A.1
apresenta uma relacdo geral que descreve o angulo v; em funcao dos angulos de torgao
TNi7HIZ7 TNHl,H;“ (& THIZ7H§+1.

Proposicao A.l. Sejam R;, R; e R;;; residuos de aminoédcido que compoe uma pro-
. - - _ i i ATl o i ~iovio7d o
telna, com j < i, ¢¥; = {N',C.,C", N}, TNig] = {N*,C.,C", H{}, Tyist girl =
(N CL O HE M e Ty i = {H, o, C', Hi"'} angulos de torcao definidos em ato-
mos destes residuos. Considere que os valores de 7Tyis1 yit1 € Ty yi sdo conhecidos de
EREENY Ik
modo que Ty gi+1 = 07 e o valor absoluto do angulo 7,5 i+1 é conhecido. Entao, existem
IR k)7TR
duas possibilidades para se escrever o angulo v; € (—180°, 180°], dadas por ¥; e %, , em

funcao dos outros trés angulos de torgao, que sao descritas da seguinte maneira:

Q/J;F = CTL%‘( j]k) + f:rgk € w; = Cy; (f;;k) + ffjka (A~5)
onde,
fz'—ifj,k = Q/Ji’j’k + ‘TH,];,H;;“ , 1/Jz‘,j,k = TNZ‘,H,{ — TN+ g
0 se [¢] < 1807,
ey, (§) =1 360°- (=)™ se |¢] > 180°,
180° — ¢ se |¢] = 180°,
e

1 se —1800 + TN¢+1’H;’{+1 < TNi,Hi < TNi+1,H§+17
m=-< 2 se Thivtgint < Tyipg < 180°,

3 se =180 < Ty < —180° 4 Ty i
N H] T TNit1 gt

sendo mod(m,2) o resto da divisdo inteira de m por 2.
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Demonstracao. Este resultado foi construido diretamente dos quatro casos descritos ante-
riormente nesta se¢ao. No entanto, neste caso, condensamos a notagao utilizada. Desta

forma, sua demonstracao segue direto dos Lemas A.1, A.2, A.3 e A.4. n

A.2  Situagdo (%¢): Tyt Hir! < 0°

Caso 1: 0° < TN H < 1807 + vt fi+!

Para este caso, a Figura 56 evidencia a disposi¢cdo dos atomos H,f;, Nt ¢ N*tte
HEM para as seguintes situacoes: 1; = 0°, |¢;] = 180°, ¢ = "/ e 1f; = 1]~ . Portanto,
observa-se que os valores ' * podem ser descritos em funcdo da quantidade Vi ik, que é
descrita por (4.29).

T i i+1 Tari g .
]\/H’l,H7Jr N“HJ D ‘T J rritl
|:| X Tk Hy,Hy

Hit
(a) ¢i = 0°. (b) [¢:] = 180°.

Ni+l

NHl

(C) wz = lw:+ = wi,j,k- (d> 1/11 = 11#?7 = wi,j,k — 180°.

Figura 56 — Disposicao no plano da projegao ortogonal dos atomos H ,Z, Nt Cf Ntle
HiT, com g = 0°, [i] = 180°, ¢ = ' e v = "%, para o Caso 1.
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Sobre as quantidades 1}~ = 1 ;, — 180° e "I * = 14hF~ + 180°, observamos que:

o o
O < TNi,Hi: < 180 + TNi+1,H;+1 e
TN+l i < Uik < 180° =
- (A.6)
o — o
—]_80 — TNi+1,H§+1 < 1/12 < O =

1 /%
_TNi+17H:l+1 < 1/}2 * < 1800.

Agora, utilizando a intui¢ao do desenho geométrico, na Figura 57 sistematizamos
as relagoes que descrevem a dindmica entre os angulos de tor¢ao ¢;, Ty, iy TN
€ T pivt- Os casos apresentados se distinguem com relacao a orientagdo e ao intervalo
considerado do angulo Thi grist- Estes intervalos sao dados com relacao as quantidades
descritas na Figura 56. Desta maneira, considerando as relagoes apresentadas na Figura 57,

podemos escrever o seguinte lema:

Lema A.5. Sejam 1, Tyigis TN gty Tyd it 08 angulos apresentados na Figura 57.
Considere que os valores de Tyis girt © Tyi g sao conhecidos de modo que Tyie1 gitt < 0°
o o . A , . ~
e (0° < TNi 1 < 180° + Tt pridt; € O valor absoluto do angulo Ths pit © conhecido. Entéao,
o angulo ; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ¥;" e ¢;, em

funcao dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

Vijke + ’THJ' Hit! se |Yijk+ ’THj it ’ < 180°,
¢+ k7R kIR
To=
Vi + ’THJ' piti| —360° se by jp + ‘THj giri| > 180°.
k7R k7R
R S
¢7, wz,],k ‘ H,Jg,HQ

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso consideramos as desigualdades de (A.6) para observar o valor

de ¢i,j,k + ’THj it ]
kiR
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TNi+1 it TNi i

Yi

T i+l
‘ Hi, Hy

Hi+1

i+1
HN

< M)

Hli+1 Ni+1
(c1) Mpy~ <y < 0° (di) —180° < o < ')~
() W < ’rHi,HQH < 180° (do) —10F < ‘TH;H;H < 180°

— 360°

(03) Py = ¢z’,j,k - ‘TH;@HQ“ (ds) Y = wi,j,k + ‘THz7H§+1

Figura 57 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 1.

CaSO 2 1800 + TNi+1,H§+1 < 7_]\[1’}11]C < 1800

Para este caso, a Figura 58 evidencia a disposicao dos atomos H,g, Nt C' N™*le
Hi para as seguintes situagoes: ¥; = 0°, [1h;] = 180°, ¥y = 2]+ e ¢y = 2.
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K

v [ ] b

i+1
HN

Ni

i+1
HN

(c) ¥i = 2" =y — 180°. (d) b = 2 = s — 360°.

Figura 58 — Disposi¢ao no plano da projecao ortogonal dos atomos H,f;, Nt C' N*le
HEM com o; = 0°, |1 = 180°, vy = %) e ¢ = %]~ para o Caso 2.

Sobre as quantidades 21}~ = 1; ;1 — 360° e 1+ = 2"~ + 180°, observamos que:
180° + TN"“,H;“ < TN",Hi < 180° =

1800 < ¢i,j,k < 1800 — TNi+1,Hi+1 i d
. (A7)

2 #_
—180° < “1; < _1800_TN1'+1,H;“ =
2 %
0° < 2 < TN i

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 59 sistematiza-
mos as relagoes que descrevem a dinamica entre os angulos de tor¢ao ¥, Ty yi, Tyit1 gitt
st stw
€ Typd ppitl.
Hy Hy
Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 59, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema A.6. Sejam v;, Ty: i, Tyisr gitt, Tyi i+t 05 angulos apresentados na Figura 59.
b k b N k? N
. ~ . (e}
Considere que os valores de Tyist gitt € Tyi i S30 conhecidos de modo que T+t it < 0

e 180° + Tyt Hi < Tyig S 180° e o valor absoluto do angulo 7, yi+1 é conhecido.
’ s A1 k7R



APENDICE A. Descrigoes Geométricas Utilizadas na Se¢io 4.3 155

TNi+1 it TNi i

Yi

T i+l
‘ Hi, Hy

(a1) 0° <oy <) (by) o < b < 180°

<

(aQ) 0° < ‘THi7H;+1

— 360°

(ag) ¥i = Vijn + ’THi,HkiH

(c1) ¥ < <0° (di) —180° < < ¢;~

< 180°

< 180° (d3) =5~ < [rigg g

(ca) 1/}1*+ < ‘THi,H;'jl

— 360°

— 360° (d3) ¥ = vijn — ‘TH;’,H;“

(c3) Vi = Yijn + ‘TH]{,H;“

Figura 59 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 2.

70

Entdo, o angulo ¢; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ;" e 9
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em funcao dos outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

+ o o
v o= Yiget ‘TH{C’H;H — 360°.
o
B Vijik — ’THZ,H;H se |Yijk— ‘THg’H;+1 < 180°,
% =
© o
¢i,j,k - ‘TH,i7HZt+1 — 360 se l/fi,j,k — ‘THi,H;+1 > 180°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (A.7) para observar o valor
. O

de ¥, £ ’TH]]C HiFL

. @]
Caso 3: Ty pivr < Tyigs <0

Para este caso, a Figura 60 evidencia a disposicao dos dtomos H,z, Nt C' Ntle
HS para as seguintes situacoes: ¥; = 0°, [1h;] = 180°, ¥y = 3 e oy = 3¢,

D D O gl I

i+1
Hy

(C) @Z)z = 3¢:+ = wi,j,k‘ (d> ¢z = 3¢:_ = ¢i,j,k — 180°.

Figura 60 — Disposi¢ao no plano da projegao ortogonal dos atomos H, ,{, Nt C' N*le
HE com ;= 0°, || = 180°, oy = 3¢ e ¢ = *¢]~, para o Caso 3.
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Sobre as quantidades *1; = = 1 ;, — 180° e *1I* = 3"~ + 180°, observamos que:

TNHl,H;;H < TNZ-7HIJ€' < 0° =
0° < Y < TN <
(A.8)
3 %
~180° < YT < 1807 - Ty g o

3 %k
00 < wi+ < TN¢+17H;+1'

Como no caso anterior, pela intuicao do desenho geométrico, na Figura 61 sistematiza-
mos as relagoes que descrevem a dindmica entre os angulos de tor¢ao ¥y, Ty yi, Tyit1 gitt
Tk IR
€ Tyrrj ppitl.
Hy Hy
Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 61, podemos escrever o

seguinte lema:

Lema A.7. Sejam ;, Ty: yi, Tyit1 gitt, Tyi gi+1 08 angulos apresentados na Figura 61.
Tk TR k77N
Considere que os valores de Ty gi+1 € Ty, s sdo conhecidos de modo que Tyi1 yit1 <
st in A1 IR
Tyi i < 07 e o valor absoluto do angulo 7, ,i+1 ¢ conhecido. Entao, o angulo v; €
st kTR
—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por ;" e 1., em funcio dos outros
) ) A 7 )

trés angulos dados, da seguinte maneira:

Vi + ’THj Hi se |Yijk + ’THj it ’ < 180°,
¢+ kTR kIR
So=
Z/}i,j,k + ’THj HitL| — 3607 se wi,j,k + ‘THj it > 180°.
k>7TR PEEEIN
= U — T it
Vi ik ’ H) H;

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema

4.1. No entanto, neste caso consideramos as desigualdades de (A.8) para observar o valor
O

de Q/Ji,jyk + ’THZ H;T—l

Pelo resultado observado nos Lemas A.5 e A.7, notamos que a relacdo entre os
angulos de torcao analisados é a mesma se Tyl it < TNi b < 180° + TN it A
. . . ~ . ES £ ~ .
justificativa desta observacdo reside no fato de que os valores ' * e ®¢/* sdo escritos em
funcao da quantidade 9 ;; da mesma maneira e que a orientacao do angulo Thi giv! é

k_ * K _ *
mesma se 1; € [mz/;i ,mwi+] ou y; € [—1800,7”1#2- ] U [mwi*, 1800], comm =1, 3.
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TNi+1 it TNi i

Vi

T i+l
‘ Hi, Hy

Ni+1 Hi+1

(a1) 0° <oy <29 (by) 3 < by < 180°

< =

< 31/}2” (b2) 0° < ’THZ,H:‘{H

(b3) i = ijn + ‘THg,Hgﬂ

(c1) P~ <y <0° (di) —180° < ¢y < *4pf~

< 180°

< 180° (do) =302 < ‘TH;H;H

(c2) 9" < ’TH;',H;';I

— 360°

(c3) Vi = Vijp — ‘TH;@HQ“ (ds) i = ijn + ‘THz7H§+1

Figura 61 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 3.

Caso 4: —180° < Trri 117 < T ;
80 N Hj, N+t HH

Para este caso, a Figura 62 evidencia a disposicao dos atomos H,g, Nt C' N™*le
H para as seguintes situacoes: 1; = 0°, 1] = 180°, b = i e ap; = ).
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K

E v Dot [ b

i+1
HN
Q

(a) ¥ = 0°. (b) |¢hi] = 180°.

Ni+1

Ni+1

(c) ¥y =" =1y ji + 180°. (d) s = "7~ = ; jp

Figura 62 — Disposi¢ao no plano da projecao ortogonal dos atomos H,f;, Nt C' N*le
HEM com o; = 0°, |1 = 180°, vy = “) e ¢y = *]~, para o Caso 4.

Sobre as quantidades i~ = 1; 1, e Y = 47" + 180°, observamos que:

—-180° < TNiH/i < TNZ'“,H;;“ <=

180~ gt < Yk < O° -
(A.9)
—1800 - TN'L+1,H;+1 < 477ZJ:<_ < OO =

4 %
TNi+1,H;t+l < 1/]2 + < 1800

Como no caso anterior, pela intuicdo do desenho geométrico, na Figura 63 sistematiza-
mos as relacoes que descrevem a dindmica entre os angulos de tor¢ao ¥, Tyi yi, Tyit1 gitt
st sfw
€ Typj ppitl.
Hy Hy
Assim, considerando as relagoes apresentadas na Figura 63, podemos escrever o
seguinte lema:

Lema A.8. Sejam ;, Ty: yi, Tyit1 gitt, Tyi i+t 08 angulos apresentados na Figura 63.
st IR k7R

Considere que os valores de Tyit1 gi+1 € Ty; 57 s@0 conhecidos de modo que —180° <
9 N K k
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TNi+1 it TNi i

Vi

Trri pritl
‘ Hi, Hy

(a1) 07 <y <o (by) i < by < 180°

< 180°

< 180° (by) —%i~ < ‘TH;HQH

(az) " < ‘TH;‘,H;H

+ 360°

(b3) i = ijn — ‘THg,Hgﬂ

(ag) ¥i = Vijn + ’TH]i,HkiH

(c1) i~ <ahy <0° (di) —180° < ¢y < "o~

< M

< 41/1:<+ (dg) 0° < ’THli’H!i-l-l

(co) 0° < ‘THi”Hziﬁ—l

(ds) i = ijn — ‘THg,H;+1

(c3) Vi = ijn + ‘TH]{,H;“

Figura 63 — Dinamica do angulo v; com relagao aos angulos Tni s T pitt @ ‘THI];’ HEH

para o Caso 4.

Tyi g < Tnis1 gitt < 07 e o valor absoluto do angulo 7, ,i+1 € conhecido. Entao, o angulo
(LA IR k27TR

¥; € (—180°, 180°] pode ser escrito de duas formas, dadas por 1;" e ¥; , em fungao dos
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outros trés angulos dados, da seguinte maneira:

+ — . .
wi = wi,j,k + ’TH,]C,H?I
o
_ Qpi,j,k - ’THlivH;t+l se llﬁi’j,k — ‘THivH?—l ’ < 180 s
v =
© o
Vijk — ’THi,H;t+1 +360° se ik — ‘THli,Hngl < —180°.

Demonstracio. A demonstracao deste lema pode ser feita de maneira analoga a do Lema
4.1. No entanto, neste caso, consideramos as desigualdades de (A.9) para observar o valor
. O

de 1; ; +‘7" i+1
Vijk T H) H};

Agora, para sistematizar os quatro casos considerados nesta secao, a Proposicao A.2

apresenta uma relacao geral que descreve o dngulo v; em funcao dos angulos de torcao
TN,L‘7HI_17 TNi+1,H;+1 (& THZ,HQ“'

Proposicao A.2. Sejam R;, R; e R;4; residuos de aminoédcido que compde uma pro-
teina, com j < i, ¥ = {N',C",C", N""}, Tnig) = {Ni,Cg,Ci,H,f;}, Tyien gidt =
(N CLC HE M e Thj it = {H],C! C" HE} angulos de torgao definidos em ato-
mos destes residuos. Considere que os valores de Ty HL © Tyi g sao conhecidos de
modo que Tyt Hitt < 0° e o valor absoluto do dngulo Thi giv! é conhecido. Entao, existem
duas possibilidades para se escrever o angulo v; € (—180°, 180°], dadas por ;" e 1);, em

funcao dos outros trés angulos de tor¢ao, que sao descritas da seguinte maneira:

+ + + — — -
Ui = e (&in) T & e Ui = ey (&igr) + S (A.10)
onde,
+ _
§igk =Yijr £ ‘THg,H§+1 o Wik = Tnigd = TN+ gt
0 se || < 180°,
_ +14+mod(m,3
g, (€) = ¢ 3600 (—1)™ eI ge e > 1807,
180° — ¢ se |¢] = 180°,
e
1 se TNi+1,H;+1 < TN'L,H% < 1800 + TNZ'+17H;+1,
m= 2 se 180° + TNZ.+1,H:;+1 < TNi,Hi < 18007
3 Se _180 < TNi,Hi < TNi+17H;+1,

sendo mod(m,2) o resto da divisdo inteira de m por 2.
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Demonstracao. Este resultado foi construido diretamente dos quatro casos descritos ante-
riormente nesta se¢ao. No entanto, neste caso, condensamos a notagao utilizada. Desta

forma, sua demonstracao segue direto dos Lemas A.5, A.6, A.7 e A.8. O]
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