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Resumo

Matrizes de Distincias Euclidianas (MDE) sdo matrizes formadas por quadrados das distancias
entre pontos. O problema de determinar se uma dada matriz é ou ndo uma MDE € chamado
de Problema de Reconhecimento MDE. Temos, também, o problema de "realizar" a MDE,
onde devemos encontrar uma sequéncia de pontos para qual os quadrados das distncias entre
seus pontos, tomados dois a dois, sejam as entradas da matriz. Neste trabalho, apresentaremos
dois métodos alternativos para a resolucio desse tipo de problema, um para o caso em que a
matriz possui apenas distancias exatas e outro para o caso em que a matriz apresenta distancias
intervalares. A abordagem considerada difere da cldssica na medida em que trata de objetos
geométricos utilizando a Algebra Geométrica Conforme, que possibilita a representacio visual e

computacional simplificada de, no caso deste trabalho, esferas e suas intersecoes.

Palavras-chave: Matrizes de distancias, Algebra Geométrica Conforme, Problema de Reconhe-

cimento MDE, Multivetor, Esferas.



Abstract

Euclidean Distance Matrices (EDM) are matrices formed by squared distances between points.
The problem of determining whether or not a given matrix is an EDM is called the EDM
Recognition Problem. We also have the problem of "realizing" the EDM, where we must find a
sequence of points for which the squared distances between their points, taken two by two, are
the entries of the matrix. In this work, we will present two alternative methods for solving this
type of problem, one for the case where the matrix has only exact distances and another for the
case where the matrix has interval distances. The considered approach differs from the classical
one in that it deals with geometric objects using Conformal Geometric Algebra, which allows a
simplified visual and computational representation of, in the case of this work, spheres and their

intersections.

Keywords: Distance matrices, Conformal Geometric Algebra, EDM Recognition Problem,

Multivector, Spheres.
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Introducao

O problema de reconhecimento de matrizes de distancias euclidianas, ou simplesmente,
problema de reconhecimento MDE, se concentra em determinar quando uma matriz dada € ou nao
uma MDE [Alencar et al., 2019]. Desta forma, queremos determinar se as entradas de uma matriz
dada correspondem as distancias entre os pontos de uma sequéncia qualquer (tal sequéncia € dita
ser uma realizacdo para a matriz). Esse problema tem grande importancia na drea de geometria
de distancias, com aplicagdes em roboética, problema de navegagao(navigation problem), pro-
blema de conformacao molecular, entre outros [Liberti et al., 2014, Havel and Wiithrich, 1995,

Billinge et al., 2016].

Buscar uma realizagdo para uma matriz dada € a forma mais intuitiva de determinar se
tal matriz é ou nao uma MDE, uma vez que, se ndo existir uma realizacdo para a matriz, esta
nao serd uma MDE. A busca por uma realizacdo baseada na intersecao de esferas, apresentada
em [Alencar et al., 2019], nos incentivou a utilizar a Algebra Geométrica Conforme (AGC) para

remodelar o problema.

As principais caracteristicas da Algebra Geométrica, que nos motivaram a utilizd-la para
a modelagem do problema, sdo a simplicidade na representacdo algébrica de objetos geométricos
e a intersecdo entre esses objetos através de um produto, possibilitando uma reinterpretacdo mais
intuitiva do problema. Tal abordagem, faz um melhor proveito de suas caracteristicas geométricas,

permitindo um maior aprofundamento em casos que essas caracteristicas se tornam imprecisas.

Os métodos que propomos no presente trabalho t€m em vista as simetrias do problema,
incluindo principalmente o fato de que todas as realizacdo de uma MDE sdo isométricas. Assim,
podemos focar em encontrar uma solucao mais simples com caracteristicas especificas, onde

qualquer outra realizagdo da mesma matriz pode ser obtida por uma isometria.

As contribuicdes deste trabalho sdo focadas no ambito teérico do problema. A forma com
que a Algebra Geométrica pode ser utilizada computacionalmente de maneira eficiente ainda é
tema de pesquisa. Assim, os resultados computacionais serdo apresentados de forma ilustrativa

para uma melhor compreensao do método proposto.

O trabalho estd disposto em cinco capitulos, sendo que os dois primeiros servem como

introducio, tanto sobre o problema quanto sobre a Algebra Geométrica. Nos capitulos 3 e 4,
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apresentamos, de fato, as contribuicdes fundamentais da tese. O contetido de cada capitulo é

sumarizado a seguir:

No Capitulo 1 é apresentado o problema principal da tese, as defini¢des e resultados
necessdrios para a compreensdo do problema, bem como uma abordagem classica através

da Algebra Linear, juntamente com um algoritmo baseado nessa abordagem.

O Capitulo 2 apresenta uma introdugio 4 Algebra Geométrica conforme, expondo conceitos

basicos, incluindo as defini¢des necessdrias para a reinterpretagdo do problema.

No Capitulo 3 é apresentada a reinterpretacio do problema cldssico através da Algebra
Geométrica conforme, junto com um novo algoritmo para a resolu¢cdo do problema. Deste
capitulo foi originado um artigo, a ser publicado na International Conference of Advanced

Computacional Applications of Geometric Algebra (ICAGCA) [Riter et al., 2022].

No Capitulo 4, a reinterpretacdo do problema através da Algebra Geométrica conforme é
estendida para o caso em que a matriz possui distancias intervalares, comparando com uma
abordagem através da Algebra Linear. Neste capitulo, por mantermos a mesmas abordagem

do caso com distancias exatas, as vantagens de se usar a dlgebra geométrica sao acentuadas.

O Capitulo 5 apresenta as conclusdes e os trabalhos futuros.



15

1 Problema de Reconhecimento MDE

O estudo de conjuntos de pontos através das distancias entre os pares €, por consequén-
cia, de Matrizes de Distancias Euclidianas, podem ser mapeados até os trabalhos de Menger
[Menger, 1928] e Schoenberg [Schoenberg, 1935], posteriormente completados por Blumenthal
[Haantjes et al., 1954], dando origem a uma drea de estudo chamada Geometria de Distancias,

cujo uma abordagem aprofundada pode ser encontrado em [Liberti et al., 2014].

1.1 Matrizes de Distancias Euclidianas

Antes de definir o problema de interesse, precisamos entender o que ¢ uma matriz de
distancias euclidianas, juntamente com algumas de suas propriedades. Uma matriz em R™*" serd
uma matriz de distancias se suas entradas puderem ser descritas como quadrados das distancias
d(x;,x ) entre pares de pontos tomados em uma lista {x1, xo, . . ., X, } de n pontos em R™. No caso
em que a distancia utilizada é a métrica euclidiana, a matriz € chamada de Matriz de Distancias

Euclidianas (MDE).

Os pontos da lista {x1, x2, ..., X,} sdo ordenados naturalmente e indexados pelo con-
junto I = {1,2,...,n} C N, de modo que os indices das linhas ou colunas da matriz indicam
individualmente cada um dos pontos da lista. Em outras palavras, a entrada D (i, j) de uma MDE

representa o quadrado da distincia do ponto x; ao ponto x;.

Algumas propriedades de uma MDE sdo consequéncia direta das propriedades da métrica.
Para quaisquer que sejam i, j, k € {1,...,n}, as distancias entre x;, x; e x; devem satisfazer
os requerimentos da definicdo imposta sobre qualquer espaco métrico, especificamente para a

métrica euclidiana d(x;,x;) = [|x; — x;|| em R™:

1. d(x;,x;) >0, ndo negatividade
2. d(x;,x;) =0, auto-distancia nula
3. d(xi,x;) = d(xj,x;) simetria

4. d(x;,x;) < d(x;,xp) +d(xg, x;) desigualdade triangular
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Deste modo, todas as entradas de uma MDE devem estar de acordo com essas quatro
propriedades. Assim, as entradas de uma MDE devem ser ndo negativas, a MDE dever ser oca
(diagonal principal nula) e, além disso, toda MDE deve ser simétrica. A quarta propriedade

estabelece um limite superior e inferior para as entradas da matriz.

Exemplo 1.1.1. Dada a seguinte lista X = {x; = (1,0),x2 = (3,0),x3 = (3, 1)} de pontos de R?,

facilmente podemos calcular as distancias euclidianas entre os pontos, dois a dois:

d(x1,x1) = d(x2,x2) = d(x3,x3) =0,
d(x1,x9) = d(x2,x1) = 2,
d(xl,X3) = d(X3,X1) = \/g,

d(x2,x3) = d(x3,x2) = 1.
Com isso, a matriz de distancias fica da seguinte forma:

045
D=4 0 1|. (1.1)
510

Note que todas as propriedades descritas anteriormente sdo satisfeitas e que as entradas da matriz

D sao os quadrados das distancias d(x;, x;), isto &, D(i, j) = a’(xl-,xj)2 = ||lx; — xj||2.

Da forma como foi definida, podemos ter uma ideia de como construir uma MDE a partir
de uma lista de pontos em R™, porém, uma MDE nio necessariamente precisa ser gerada a partir
de uma lista ja conhecida, uma vez que nem sempre temos os pontos de antemao. Formalmente,

a defini¢do de matrizes de distancias euclidianas € dada do seguinte modo:

Definicao 1.1.1. [Alencar et al., 2015] Uma matriz D n X n € dita ser uma Matriz de Distancias

Euclidianas (MDE) se existir uma sequéncia de pontos {x;}? ; C RX, tal que
D(i,j) = d(xix;)* = llxi = x;11% 8,/ € {1,...,n}, (1.2)
para algum K inteiro positivo.

A Definicdo 1.1.1 deixa mais claro o fato de uma MDE nao estar atrelada a uma lista
especifica de pontos em R para algum m inteiro positivo fixo. Podemos notar esse fato através

do seguinte exemplo:
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Exemplo 1.1.2. Suponha que D seja definida da mesma forma que (1.1), isto &,

0 4 5
D=14 0 1.
5 10

Note que, apesar de ser a mesma matriz, se tomarmos a sequéncia de pontos formada por

x1 = (0,0,0),x2 = (2,0,0) e x3 = (2,0, 1) em R?, entdo
d(x1,x2)2 = [(2,0,0)]|> =4 = D(1,2),
d(x1,x3)% = (2,0, D> =5 = D(1,3),
d(x2,x3)% = (0,0, 1)]I* =1 = D(2,3).
Com isso, vemos que a MDE D nio € definida a partir de uma tnica sequéncia de pontos em um

espaco de dimensao fixa, podendo existir outras sequéncias em espacos de dimensdes diferentes

que definem a mesma MDE.

As sequéncias cujas distancias entre os pontos satisfazem (1.2) serdo chamadas de re-
alizagoes de D. Em outras palavras, se D for uma MDE n X n, dizemos que uma sequéncia

{x;}, € R¥ realiza D se

DG, j) = |lxi— x| Vi, j € {1,...,n}.

O fato observado na matriz (1.1) dos exemplos anteriores se estende para toda MDE. A

Proposicao 1.1.1 garante que qualquer MDE admite infinitas realizacoes.

Proposicao 1.1.1. Se D for uma MDE n X n, entdo existem infinitas realizacdes de D.

Demonstragdo. Uma vez que D € uma MDE, existe uma sequéncia de pontos {x;}? ; C R" para

algum inteiro positivo m que realiza D. Considere a funcao

T:R" > R"
(1.3)
T(x)>x+a

com a # 0. Temos que T serd uma translacdo em R, logo, T é uma isometria, isto é, ||T(x)|| =

|x||, Vx € R™. Ou seja,

IT (i) =TI = 1T (i = x )N = Ilxi = x,11* = DG, ).
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Assim, toda transla¢@o de {x;}; também serd uma realizagdo de D. Portanto, como a pode ser

qualquer valor real, existirdo infinitas realiza¢des de D. O

Note que se D for uma matriz n X n simétrica, oca, com entradas ndao negativas e n > 2,

D nao serd necessariamente uma MDE. De fato, basta tomar

0 91
D=9 0 1f. (1.4)
110

E ficil ver que, se x1, x2,x3 € R, para algum m realizam D, entdo

d(X1,X2) = \/D(1,2 =3,
d(x1,x3) =vD(1,3) =1,
d(x2,x3) =VD(2,3) = 1.

Com isso, temos

d(x1,x2) =3 > d(x1,x3) + d(x3,x2) = 2,

implicando que, x1, x2 € x3 ndo satisfazem a desigualdade triangular, o que € um absurdo. Logo
ndo existe uma sequéncia de pontos em R, para qualquer m inteiro positivo, que realize D.

Portanto, a matriz D nao é uma MDE.

1.2 Dimensao da Imersao de uma MDE

A translagdo (1.3) utilizada na demonstracao da Proposi¢do 1.1.1 nos garante que podemos
encontrar, no mesmo espaco, infinitas realizacdes para uma MDE a partir de uma realizagao ja
conhecida. Outra propriedade importante estd relacionada as dimensdes dos espagcos em que

existem realizagOes para uma MDE.

Proposi¢ao 1.2.1. Se D for uma MDE n X n e {x;}!'; C R" uma sequéncia que realiza D, entdo,

para qualquer inteiro p > m, existe {y;}"_; que também realiza D.

Demonstracdo. De fato, se {x,-}l’.l:1 C R™ realiza D, basta tomar F : R” — R? definida por

F(x) = (x,0,...,0). Entdo F serd uma isometria linear, implicando em

IF (xi) = F(ep)II* = I1F (xi = x)1I* = Il = x117,
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paratodoi,j € {1,...,n}.
Portanto, se definirmos y; = F(x;), teremos que {y;}! ; C R? também realiza D. O

Através da Proposi¢do 1.2.1 podemos concluir que nao existe limite superior para a
dimensao do espago em que encontramos realizacdes para uma MDE. Agora, dada uma realizag¢ao
em R™ para uma MDE D, ndo temos uma garantia imediata se existe ou ndo uma sequéncia de
pontos em RX que realiza D, para algum K < m. Porém, como a dimensdo do espaco se trata
de um inteiro positivo e, sendo D uma MDE, existe uma sequéncia que a realiza, entdo devera

existir um menor valor para essa dimensao.

Defini¢ao 1.2.1. Seja D uma MDE n X n. O menor K inteiro, onde exista uma realizacio para D

em RX, é dito ser a Dimenséo da Imersédo de D, denotado por dim(D).

Observacao: Se D nao for uma MDE, definimos dim(D) = oo.

Saber a dimensao da imersao de uma MDE pode ser de grande utilidade na resolugdo de
determinados problemas. Além de poder definir se uma matriz dada é ou nao uma MDE, conhecer
a dimensao da imersdo de uma MDE, pode ajudar a decidir sobre a viabilidade de sua resolugao.
Uma dimensao muito alta resultard em tempos de computagdo longos e uma quantidade excessiva

de dados.

Se a matriz D for uma matriz de distancias de um MDGP [Lavor and Liberti, 2014], entdo
a solucdo do problema deverd ser um conjunto de pontos no espaco R?, ja que se trata de um
problema de determinar coordenadas reais para os dtomos de uma molécula [Souza et al., 2013].
Se conseguirmos obter de alguma forma que dim (D) > 3, ja serd possivel concluir que a matriz

fornecida possui ruido ou até mesmo possui informagdes incorretas.

Visto essa importancia, nosso objeto de interesse € a dimensao da imersdo de uma MDE.
Primeiramente, veremos alguns resultados sobre a dimensao da imersao e as realizacdes de uma

MDE que servirdo de base para um resultado que estabelece uma forma de encontrar a dimensao.

O seguinte resultado determina um limitante superior para a dimensao da imersdo de

uma determinada MDE, dependendo exclusivamente da ordem de D.

Proposicao 1.2.2. [Alencar et al., 2019] Se D for uma MDE n X n, com n > 2, entdo dim(D) <

n-—1.

Vimos que a partir de uma realizacdo de uma MDE, conseguimos gerar infinitas realiza-
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cdes no mesmo espaco ou em espacos de dimensdes maiores. Em ambos os casos, as realizacoes
geradas foram obtidas a partir de isometrias. Logo, as realiza¢des geradas serdo isométricas a
inicial. Esse fato se estende para quaisquer realiza¢des de uma MDE, isto €, duas realizacdes de

uma MDE sempre serdo isométricas (o Lema 1.2.1 e a Proposi¢ao 1.2.3 mostram isso).

Lema 1.2.1. [Alencar et al., 2019] Se D for uma MDE n X n e {x;}!_, {y;}_; € R" sequéncias

de pontos que realizam D, para qualquer m > dim(D), entdo, para i, j, k € I,, temos:
(xi = xj) (e = x7) = (i = y)" Ok = ¥))-

Duas sequéncias de pontos {x;}?_;, {y;}_; € R™, para algum m > dim(D), sdo ditas
ortogonalmente similares se existe um operador ortogonal Q em R, tal que Q (x; —x;) = y; —y;,

parai, j € I,. Denotamos o subespago gerado pelos vetores vy, ..., v, por [v;]7;.

Proposi¢ao 1.2.3. [Alencar et al., 2019] Se D foruma MDE n x n e {x;}*,, {y;}!_; C R"™, para

algum m > dim(D), conjuntos de pontos que realizam D, entdo {x;}_; € ortogonalmente similar

a{yi :-1:1'

Obviamente, se todas as realizacdes de uma MDE sao isométricas, a dimensdo do espaco
gerado por cada uma delas deve ser igual. Deste modo, todas as realizagdes terdo a dimensao
do menor espaco em que existe uma realizag¢ao para a MDE, isto é, dim(D). O Corolério 1.2.1

declara este fato formalmente.

Corolario 1.2.1. [Alencar et al., 2019] Se D for uma MDE n x n e {x;}!'; ¢ R™, para algum

n

m > dim(D), uma sequéncia de pontos que realiza D, entdo a dimensdo de [x; —x1]7,

dim(D).

éigual a

Através do Coroldrio 1.2.1 também podemos notar que, uma vez obtida uma realiza¢ao

para uma MDE D, conseguimos determinar dim (D).

1.3 Submatrizes Principais de uma MDE

Os Lemas 1.3.1, 1.3.2 e 1.3.3 estabelecem algumas relagdes entre uma MDE e suas
submatrizes principais. A definicdo de submatriz principal difere de autor para autor, aqui

usaremos a definicdo encontrada em [Tarazaga et al., 2007].



21

Definicio 1.3.1. Sejam A uma matrizn X n e {vi,va,...,v,} C I,, p inteiros positivos, com
1 <vi <vg<---<v, <n. Entdo, a submatriz B dada por B(i, j) = A(v;,v;) € dita ser uma

submatriz principal de A.

Do modo como definido acima, temos que uma submatriz principal pode ser obtida
a partir da matriz inicial, eliminando linhas e colunas dessa matriz, garantindo sempre que o

conjunto de indices das linhas que sobram seja igual ao conjunto de indices das colunas.

Exemplo 1.3.1. Se a matriz A € definida como
ail a2 a3
A=lan ax axj|
asy asgz ass

entao as matrizes

asz  as3 L )

Bi1 = , eliminando a linha 1 e coluna 1 de A,
aszz ass
ail ais L. .

By = , eliminando a linha 2 e coluna 2 de A,
asly ass
ail a2 L .

B33 = , eliminando a linha 3 e coluna 3 de A,
azy a2

sdo submatrizes principais de ordem 2 de A.

Lema 1.3.1. Se D ¢ uma MDE n X n, entdo qualquer submatriz principal de D também serd uma

MDE.

Demonstragdo. Como D € uma MDE n X n, existe uma sequéncia {x;}! ; C R™ que realiza D,
para algum m > (. Seja B uma submatriz principal de ordem p de D, onde p < n é um inteiro

positivo.

Pela definicdo de submatriz principal, temos que B € gerada a partir de D, removendo n—p
linhas e colunas de mesmo indice. Sem perda de generalidade, suponha que as linhas e colunas
removidas foram as n — p dltimas da matriz A e considere a subsequéncia {x,-}f’:1 C {xi}!,. Note

que, parai,j € {1,...,p}, temos

lx; — x;11* = D(i, j) = B(i, j).



22

Logo, {xi}f’zl realiza B e, portanto, B € uma MDE. O

Sejam I, = {1,...,n} e U,V C I,, taisque U = {uy,...,up},V = {vi,...,v4} e
D uma matriz n X n. Entdo, D y) € a submatriz de D tal que Dy v)(i, j) = D(u;,v;), com
ie{l,...,p}eje{l,...,q}. Note que, deste modo, as submatrizes principais de D serdo da

forma Dy ),V C I,.

Se D for uma MDE de ordem n, existe uma relacdo entre a dimensao da imersao das
submatrizes principais de D e dim(D). O Lema 1.3.2 estabelece que dim (D) é maior que a

dimensao da imersdo de uma de suas submatrizes principais por no maximo uma unidade.

Lema 1.3.2. [Alencar et al., 2019] Seja D uma MDE (n + 1) X (n + 1). Se dim(D) = K + 1,
entdo dim(Dj, 1,)) € {K,K +1}.

Exemplo 1.3.2. Considere a seguinte MDE

0
4
3
8

= = O

8_
4
1
0

- O = Ot

com dim(D) = 2. Note que os pontos {x1; = (0,0),x2 = (2,0),x3 = (2,1),x4 = (2,2)} C R?,

realizam a matriz D. Agora, considere a submatriz principal D g, 1,) de D, isto €,

0 4 5
D=4 0 1].
5 1 0

Obviamente, a sequéncia de pontos {x; = (0,0),x2 = (2,0),x3 = (2,1)} ¢ R? realiza a matriz
D 1,.15)- De acordo com o Lema 1.3.2, dim(D y,,1,)) € {1,2}, porém, se dim(D, 1,)) = 1 e
Y1, Y2, y3 € Rrealizam Dy, 1,), considerando y; = 0!, pelas entradas (1, 2) e (1,3) de Dy, 1),

temos

(1.5)

Entretanto, pela entrada (2, 3) de Dy, 1,), temos que (y3 — y2)? = 1, o que é impossivel para

quaisquer valores de y2, y3 obtidos em (1.5), logo dim(D (15 1)) = 2.

' Isso é possivel utilizando a funciio definida em (1.3) para transladar a sequéncia.



23

Agora, considere V = {2, 3,4} e a submatriz principal Dy ) de D, isto é

01 4
Dyw=11 0 1f.
4 1 0

E fAcil verificar que a sequéncia {0, 1, 2} c R realiza Dy y), assim dim(Dyy)) = 1. Observe
que, apesar da ordem de Dy, 1,) € D(y,y) serem iguais, a dimensao da imersdo de Dy, z,) €

diferente da de D (y y).

O Lema 1.3.3 garante que, dado um conjunto S C R™ de n pontos que realizam a n-ésima
submatriz principal de uma MDE de ordem n + 1 com dimensao de imersdao de no maximo
m, entdao S pode ser aumentado em um conjunto que realiza a matriz completa sem nenhuma

alteracdo na dimensao do espaco, adicionando a § apenas mais um ponto.

Lema 1.3.3. [Alencar et al., 2019] Seja D uma MDE (n+ 1) X (n+ 1) com dim(D) < m. Se
{x;}!; € R™ € um conjunto de pontos que realiza Dy, 1), entdo existe x,+1 € R™ tal que {x,-}?jll

que realiza D.

Exemplo 1.3.3. A matriz

N = O =
= O =N
S =N O

U o = o

¢ uma MDE de ordem 4 com dim (D) = 2. Considerando a seguinte submatriz principal de D

01 2
Dimy=11 0 1],
210

temos que a sequéncia {x; = (0,0),x2 = (1,0),x3 = (1,1)} realiza Dy, 1,). Pelo Lema 1.3.3,
deve existir um ponto y € R? tal que {x1, xo, x3, y} realiza D. Deste modo, y deve satisfazer o
seguinte sistema

ly =x1l*> =D(4.1) =5,

1y —x2l? =D(4,2) =2, (1.6)

Iy = xsll* =D(4,3) = 1.
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Logo, y estard na intersecao das esferas centradas em x1, xo € x3 € raios \/D(4, 1), \/D(4, 2) e
VD (4, 3), respectivamente. Resolvendo (1.6), obtemos y = (2, 1). Portanto, a sequéncia {x; =
(0,0),x2 = (1,0),x3 = (1,1),x4 = (2,1)} c R? realiza a matriz D.

O Teorema 1.4.1 apresentard uma forma detalhada de como podemos, a partir de uma
MDE dada, gerar uma sequéncia de pontos que a realiza. Contudo, apenas observando o Lema
1.3.3, podemos ja ter uma ideia de como € possivel fazer isso para uma MDE D cuja dimensao da
imersao é conhecida. Considerando x; como a origem de R™, com m > dim(D), e x2 distando
d = \/m do ponto x1, temos que {x1,x2} realiza a D (I, I3). Deste modo, existird um
ponto x3 € R™ que realiza D (I3, I3), e assim sucessivamente, teremos no final do processo uma

sequéncia que realiza D.

1.4 Problema de Reconhecimento MDE

Estamos interessados no problema de determinar se uma dada matriz D, simétrica, oca,
com entradas ndo negativas €, de fato, uma MDE, tal problema € conhecido como o Problema de

Reconhecimento MDE. Para isso, buscamos determinar se dim (D) é finita ou infinita.

Se a dimensao da imersao da matriz D for finita, isto €, se D for de fato uma MDE,
queremos também determinar uma sequéncia de pontos em RX que realiza D, sendo K inteiro
positivo. Neste trabalho, estamos consideraremos o problema com matrizes cheias, ou seja, com

todas as entradas fora da diagonal principal estritamente positivas.

Um algoritmo ja conhecido é o Multidimensional Scaling (MDS) [Torgerson, 1952,
Cox and Cox, 2008]. Dada uma matriz oca, simétrica D, € computado G = —%J DJ(onde J =
I - %1’ 1,7 € a matriz identidade e 1 € o vetor formado por 1 em todas as entradas) e sua
decomposicao espectral G = PAP', onde A = diag(1) e A é o vetor A = (A1,...,4,) dos
autovalores de G em ordem decrescente. Se existe i < n com A; < 0, entdo D ndao é uma MDE.
Caso contrario, D sera uma MDE. Nesse caso, uma realizacdo para D é dada por x = PVA e a

dimensao da imersédo € dada pelo indice K < n, tal que A% € 0 menor autovalor ndo-nulo.

Outros métodos [Dattorro, 2010, Sippl and Scheraga, 1985] sdo variagdes da ideia por
trds do MDS. Em [Dokmanic et al., 2015] sdo apresentados outros algoritmos com o mesmo

propdsito, junto com uma comparacao entre eles.

O Teorema 1.4.1 apresenta uma importante propriedade inerente a qualquer MDE D, de
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modo a caracterizar uma realizacdo de D no espaco de menor dimensao possivel e, com isso,

tornando possivel obter, além de uma realiza¢do para D, a dimensdo da imersao de D.

Teorema 1.4.1. [Alencar et al., 2019] Seja K um ndmero inteiro positivo e D uma matriz n X n,

oca, simétrica, com entradas ndo negativas e n > 2. D é uma MDE com dim(D) = K se, e

somente se, existir {x;}! | C RX e um conjunto de indices I = {i1,...,ik+1} C I, tal que
Xi1 =0
15, -1 #0.j € bxa (1.7)
xi; (0) =0,j € bk,i €1,

onde {x;}?_, realiza D. Denotamos por x(p) a p-ésima componente do /-€simo ponto.

Antes de apresentar a demonstracao para o Teorema 1.4.1, veremos dois exemplos que
podem ajudar a compreender o que € exigido em (1.7). Primeiramente, veremos um caso em que

a matriz dada é uma MDE.

Exemplo 1.4.1. Considere a matriz,

0112

1 0 21
D= .

1 201

2110

A matriz D é uma MDE de ordem 4 com dim(D) = 2. Utilizando o resultado Teorema 1.4.1,
existe um conjunto de indices I = {i1,i2,i3} C I que gera uma subsequéncia reordenada
{xiy» xiy, x5 } satisfazendo (1.7), isto é,

Xip = (O, 0),

xiQ = (a17 0)’

Xig = ((12, b2),

com aj e by ndo-nulos. Supondo {x;,, X;,, xi;} = {x1,x2,x3}, temos

_ 2 _ 2
L =lxg —x1l|* = af
1 =|x3—x1]|?> = a% + b%, (1.8)

2 =|lxz —x2l|* = (a2 — a1)?* + b3.
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Resolvendo (1.8) para a; = 1, ficamos com x; = (0,0),x2 = (1,0) e x3 = (0, 1). Pelo Lema

1.3.3, temos que existe x4 = (a, b) € R2, tal que {x1,x2,x3,x4} realiza D. Desse modo,

2 = |lxq—x1|* = a®+ b2,
11 = lxg —x2ll? = (a— 1)2 + b2, (1.9)
1 =|xg—x3ll> =a®+ (b - 1)%

Resolvendo (1.9), obtemos x4 = (1, 1).

Portanto, a sequéncia formada pelos pontos x1, x2, x3 € x4 € uma realizacdo para D que

satisfaz (1.7).

E possivel notar no Exemplo 1.4.1 que os pontos que realizam a matriz D foram gerados

de uma forma escalonada. Agora vamos ver um exemplo em que a matriz dada ndo é uma MDE.

Exemplo 1.4.2. Considere a seguinte matriz,

091
D=19 0 1f.
1 10

Claramente, D é uma matriz simétrica, oca e todas suas entradas sao nao negativas. Mas, como
visto em (1.4), D nao é uma MDE. Agora, vamos usar o Lema 1.3.3 e o Teorema 1.4.1 para

mostrar esse fato.

Tome a a submatriz principal Dy, 1,) de ordem 2 de D, isto €,

D = .
9 0

E facil ver que os pontos x1 = (0,0) e x2 = (3, 0) realizam D y,.1,)- Pelo Lema 1.3.3, se D for

uma MDE, existe x3 = (a, b) € R? tal que {x1,x9,x3} realiza D. Entdo, x5 deve satisfazer

1 =3 —x1ll* = a® + 1%,
1 = lx3 = xall* = (a = 3)% + b,
implicando que a = % e b? = —g, o que € absurdo, ja que b € R. Deste modo, € impossivel

encontrar uma sequéncia {x1,x2,x3} € R2, satisfazendo (1.7). Portanto, pelo Teorema 1.4.1, D

nao € uma MDE.
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De modo geral, dada uma MDE D de ordem n com dim(D) = K, se {x;}!_; € uma

K+1

sequéncia que realiza D e {x;, i €a subsequéncia reordenada satisfazendo (1.7), entdo

x,-l :(0,0,...,0),
VX,  =(ag»ag2),----a(.j-1),0,...,0), j € lo ki1

Xiga = (Ak+1,1)> A(K+1,2)5 - - - > Q(K+1,K1)> A(K+1,K)» - - - » A(K+1,0)) -

comag j-1) #0,j € I2k41.

Entendendo como € exigida a subsequéncia reordenada em (1.7), podemos partir para a
demonstracdo do Teorema 1.4.1, qual fornecerd de forma direta o algoritmo para a resolugao do

problema.

Demonstragdo. Seja K um inteiro positivo e D uma MDE nxn, com dim(D) = K > 0. Queremos
mostrar que existe uma realizagdo {x;}, C RX de D e um conjunto de indices I = {i j }fjll cl,

com K + 1 elementos tal que (1.7) seja satisfeito.

Observe que, como K € um ndmero inteiro positivo, temos D # (. Vamos continuar a

demonstracao por indugdo sobre n.

Para n = 2, temos
0 D(1,2)

D(1,2) 0

D =

Logo, pela Proposicdo 1.2.2, temos que dim(D) = 1,{x; = 0,x0 = +/D(1,2)} C R! realiza D,
I = {1, 2} e, portanto, vale (1.7) para n = 2.

Como hipétese de indugdo, suponha que a afirmagao € verdadeira para algum n > 2. Isto
¢, toda matriz D de ordem n possui uma realizacdo que admite uma subsequéncia reordenada

satisfazendo (1.7).

Agora, seja D uma MDE (n+1) X (n+1) tal que dim(D) = K. Assim, pelos lemas 1.3.1
e 1.3.2, D = Dy, 1,) ¢ uma MDE com dim(D) = k,sendo k = K ou k = K — 1.

Usando a hipé6tese de inducdo em D, temos que existe it c R* que realiza D e um

k

conjunto de indices I = {i j}j:} C I, gerando uma subsequéncia reordenada que satisfaz (1.7).
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Isto é,

xi,(j=1) #0,j € lrk1,

x[j(i) = O,j € IQ’K,Z' S Ij,k.

Sem perda de generalidade, podemos assumir {x;}! ; C R**!1_ definindo como sendo nula

a (k + 1)-ésima coordenada de cada ponto da sequéncia.

Como dim(D) < (k + 1), utilizando o Lema 1.3.3, sabemos que existe um ponto y =

1,Y92, .., Vre1) em R+ onde a sequéncia {x;}* , U realiza D. Deste modo, temos que
Y1,y Yy q i=1 YW q
y pertence a intersecdo das esferas centradas em {x;}? ; C R**1, com raios {/D(i,n + 1) =1
respectivamente. Assim, y € a solu¢do do seguinte sistema:
lx1 =ylI> =D(Ln+1)
lxg = ylI*> =D(2,n+1)
(1.10)
X, = yII* = D(n,n+1).
Pela hipdtese de indug@o, existe um conjunto de indices, I = {i1,...,ix+1} C I, tal que

a subsequencia reordenada {x;, };‘;’% satisfaz (1.7).

Reordenando as equagdes de (1.10) de tal forma que a j-€sima equagdo seja [|x;; — y|I? =

D(ij,n+1), para j € I;41, ficamos com

llxi, = ylI? = D(i,n+1)

llxi, — I = D(i2,n+1)
”xik+1 _y||2 = D(ik+1an+ 1)
lxj, =yII? =D(@n+1)

llxj, — yII? =D(j2,n+1)
%, =Y =D(jn-t-1,n+1),

onde {ji /7"t =L\ 1.
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Note que os pontos {x;; }f:} sdo conhecidos, com x;, = (0, ...,0) € R¥! Usando essas

informagdes, subtraimos a primeira equacao das demais e obtemos o seguinte sistema:

IylI*> =D(i,n+1)
x£2y - blg
t — bh.
ik+1y blk+1 (1‘11)
x;ly = bfl
xszy =bj,
Xty =b;
In—k-1 Jn-k-1°

onde
) lx,l1> = D(p,n+1) + D(i1,n+1)
p= )
2

para p € I\ {i1}.

Seja B a matriz (n — 1) X k associada a parte linear de (1.11) e seja b o vetor solugdo

correspondente, isto €,

g1 Up-k-1
Com isso, podemos reescrever o sistema (1.11) da seguinte forma:
2 ~ /
Iyl =D(i1,n+1)
By(Iy) = Pb,
onde P € uma matriz de permutacio que define a ordem usada nas equagdes anteriores.

Por construc¢do, temos que B € uma matriz triangular inferior com a diagonal principal
estritamente positiva. Portanto, a parte linear do sistema tem apenas dois resultados possiveis:

uma tnica solu¢do ou nenhuma solucao.

Se o sistema nio tivesse solugdo, o conjunto gerado pela intersecdo das esferas em R¥*+!
seria vazio e, portanto, D nao seria uma MDE, o que é um absurdo. Logo, a parte linear do

sistema possui solug¢do Unica, digamos y*.
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Substituindo y* em [|y[|? = ||y (Ix)||? +y%+1 = D(i1,n+ 1), obtemos

y2, = D(i,n+1) —|ly|? (1.12)

Se o lado direito da igualdade em (1.12) fosse negativo, entdo o sistema ndo teria solucdo
real, isto é, a intersecdio das esferas em R**! seria vazia e, portanto, D nio seria uma MDE,

caindo assim no mesmo absurdo anterior. Logo, (1.12) devemos ter D (i1, n + 1) — ||y*||* > 0.

Se o lado direito da igualdade (1.12) for nulo, entdo teremos que o ponto y tem a (k +
1)—ésima coordenada nula, assim como todos os pontos anteriores da sequéncia, logo, a dltima

coordenada de cada ponto se torna desnecessdria, implicando que k = K. Desse modo, teremos
_ %
X+l =) -

No caso em que o lado direito da igualdade (1.12) € estritamente positivo, temos duas

solucdes possiveis para a parte ndo linear:

Vsl = VD (i, n+1) — ||y*]|2.

Tomando qualquer uma dessas solucdes e definindo

Xnr1 = (v, 2D (i1, n+ 1) = [[y*]]?),

teremos que x,.; estard na intersecao das esferas. Assim, basta escolher uma delas e teremos,

neste caso, que k = K — 1.

De todo modo, o conjunto de indices da hipétese de inducao permanece vélido e a
afirmagdo € verdadeira. Portanto, existe uma sequéncia {x;}! ; C R¥ e um conjunto de fndices

I={i,...,igs1} C I, satisfazendo (1.7). O

1.5 Algoritmo edmsph

O processo de indu¢do aplicado na demonstragdo do Teorema 1.4.1 sugere um algoritmo
para verificar se uma matriz D € ou ndo uma MDE, determinando dim (D). Sendo D uma MDE,

o algoritmo também determina uma realiza¢ao para D no espago de menor dimensado possivel.

Antes de apresentar o algoritmo, vamos visualizar um exemplo onde obtemos uma

realizagdo de uma MDE, seguindo o processo descrito na demonstragdo do Teorema 1.4.1.
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Exemplo 1.5.1. Considere a seguinte matriz

0111

1 0 2 2
D

1 20 2

12 20

Partindo da submatriz principal de segunda ordem

0 1
D (15,15)
1

-

obtemos x1 = 0 e x2 = /D (1,,1,)(2,1) = 1.

Agora, vamos olhar para a submatriz principal de ordem 3:

011
D(Ig,]g) 1 0 2].
1 20

Consideramos x1 = (0,0),x2 = (1,0) e, se y = (y1, y2) unido aos pontos x1 € x realiza Dy, 1),
entdo y € solucao de
ly —xill*> =yi+y3=1,
(1.13)
ly —x2ll> =(1-D*+y3=2.
Resolvendo (1.13), obtemos y* = (0,1) e y~ = (0,—1) e considerando x3 = y*, temos que os

pontos {x1 = (0,0),x2 = (1,0),x3 = (0,1)} ¢ R? realizam D (13.15)-

Seguindo para o proximo passo, temos Dy, ;,) = D. Consideramos x; = (0,0,0),x9 =

(1,0,0),x3 =(0,1,0) e, do mesmo modo, se y = (y1, y2, y3) realiza D, entdo y é solucdo de

ly -xil? =yj+y5+y3=1,

Iy —xall> =1 -1D*+y3+y5 =2, (1.14)

ly —x3ll> =yi+(y2-1?+y3=2.

Por fim, resolvendo (1.14), obtemos y* = (0,0,1) e y~ = (0,0, —-1). Considerando
x4 = y*, temos que {x1 = (0,0,0),x2 = (1,0,0),x3 = (0,1,0),x4 = (0,0,1)} c R3 realiza D,

finalizando assim o processo. Ou seja, concluimos que dim(D) = 3.
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O Algoritmo 1 € baseado no algoritmo apresentado em [Alencar et al., 2019] e generaliza
o processo descrito no Exemplo 1.5.1, para uma dada matriz D n X n, simétrica, oca, com entradas
nao negativas, retornando, no final do processo, a dimensdo da imersdo de D e, no caso em que

D for uma MDE, isto é, dim(D) = K < oo, uma realizacdo para D em RX.

Algorithm 1 K = edmsph(D)

1. I={1,2}

2: K=1

3: (x1,x2) = (0,VD12)

4: fori e {3,...,n} do

5 F:ﬂjeISK(xj»\/D_ij)
6: If I" = @ then

7: return co

8: else if I' = {p;} then
9: Xi = pi

10:  elsel" = {p’, p;} then
11: x; = p;

12: x « expand(x)

13: I — 1U{i}

14: K—K+1

15: end if

16: end for

17: return K, x

No algoritmo acima, a fun¢do expand(x) adiciona uma coordenada nula a cada ponto da

RK+1

sequéncia x e SX(p, r) denota a esfera centralizada em p € com raio r.

1.6 Testes Computacionais edmsph

O Algoritmo 1 foi implementado no software Wolfram Mathematica e foram realizados
alguns testes com MDEs conhecidas, variando a dimensao da imersdo e a quantidade de pontos,
isto €, a dimensao da matriz de entrada. Para cada combinacdo de dimensao e quantidade de
pontos, vdrios testes foram realizados e calculamos a média dos resultados obtidos. Através

desses testes podemos analisar a precisao e o tempo de processamento do algoritmo.

A Tabela 1.1 dispde os resultados desses testes comparando o tempo, em segundos, de
processamento do algoritmo, para as dimensdes K e quantidades de pontos testadas n e a Tabela

1.2 compara a precisio do algoritmo em termos do erro numérico.



K 2 3 4 5 10

n
10 0 0 0 0 -
100 | 0,0156 | 0,0156 | 0,0156 | 0,0156 | 0,0312
1000 | 0,1093 | 0,1875 | 0,1875 | 0,2343 | 0,4531
5000 | 0,7500 | 0,8906 | 0,9687 | 1,2343 | 1,8281

Tabela 1.1 — Desempenho do Algoritmo 1 em segundos
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) K 2 3 4 5 10
10 ] 3.772x 107" [ 1,657 x 10714 | 1,806 x 1071 | 8,682 x 10714 -
100 | 3,278 x 107 | 5,634 x 10714 [ 2,631 x 10713 [ 9,731 x 107 | 1,826 x 10711
1000 | 3,824 x 10714 | 1,751 x 10712 [ 6,544 x 10713 | 3,883 x 10713 | 4,227 x 10712
5000 | 3,601 x 1073 19,131 x 10713 [ 2,007 x 10712 | 3,768 x 10712 | 2,399 x 10710

Tabela 1.2 — Desempenho do Algoritmo 1 em relagdo ao erro numérico

Na Tabela 1.2, o erro foi calculado pela norma da diferenca entre o resultado obtido e
a sequéncia real de pontos que realiza a matriz. Analisando esses dados, vemos que, em todos
os testes realizados, o erro foi suficientemente pequeno. De fato, esse padrio tende a se manter
para quantidades maiores de pontos na sequéncia, porém quando a dimensao € aumentada para

valores da ordem de 50, o erro se torna consideravelmente grande.

Alguns testes foram realizados com 100 pontos e dimensdo 50, onde o erro minimo ficou
na ordem de 108, sendo que em boa parte dos testes a dimensio da imersio retornada foi de

K =51, isto é, uma unidade maior que a real.

Mesmo que o erro possa ser relativamente pequeno, se comparado com a dimensao e
a quantidade de pontos, um erro de tal ordem pode fazer com que o algoritmo retorne uma

dimensao de imersdo maior do que a real em uma quantidade muito menor de pontos.

Quanto ao tempo de processamento do algoritmo, € possivel notar que o aumento na
quantidade de pontos faz o tempo crescer de forma quase linear. J4 o aumento da dimensdo nem

sempre gera um impacto tao grande no tempo.

Note que, para 5000 pontos, quando a dimensao € fixada em 5, o tempo foi de 1.2348
segundos, com a mesma quantidade de pontos. Quando a dimensao foi dobrada para 10, o tempo
foi de apenas 1.82813 segundos, isto é, um aumento de aproximadamente 50% no tempo de

processamento.
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Obviamente, o algoritmo implementado pode ser refinado para melhor processamento.
Para isso, seria necessario um foco no préprio algoritmo e na linguagem utilizada para sua
implementacdo. Contudo, como nosso objetivo € uma contribui¢do tedrica para o problema, niao

nos aprofundaremos nos aspectos computacionais do mesmo.
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2 Algebra Geométrica

A Algebra de Clifford, ou Algebra Geométrica (AG), é construida sobre o espaco vetorial
R", que pode ser o espaco Euclidiano, que dizemos ser de assinatura positiva. Isto &, os vetores

da base candnica possuem a seguinte propriedade:
eixe;=1,i=1,...,n,
onde "+" denota o produto escalar usual do espago. Outra variante do espago € quando temos
ei*ei:—l, i:1,...,n.

Neste caso, diz-se que o espago tem assinatura negativa, algumas vezes chamado de espaco
anti-euclidiano. No terceiro caso, temos o espago R”-4, dito ser de assinatura mista, cuja candnica
¢ dada por

P49
R ={e1,....ep,€ps1,- .. €pig)s

onde os vetores e;,i = 1,...,n = p + g possuem a seguinte propriedade:

1, 1<i=j<p,

eixej=1-1, p<i=j<p+q,

0, i#}],

O ultimo caso serd citado posteriormente e pode ser criado a partir de uma mudanga de
2

base do espago R”+4. Por simplicidade, podemos denotar ¢; * ¢; por e;.

2.1 Conceitos Basicos

O produto que define a Algebra Geométrica é chamado de Produto Geométrico ou Produto
de Clifford. Além deste, dois outros produtos sdo importantes nessa dlgebra: o produto interno,

nomn

denotado por "-" e o produto denotado por "A", chamado de produto exterior ou externo. Nesta
secdo esses produtos, juntamente com os elementos da AG, serdo explorados. A notagdo e os

resultados apresentados nessa se¢ao sao motivados por [Perwass, 2000].
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2.1.1 Estrutura e Base de G, ,

A Algebra Geométrica é uma algebra associativa definida sobre o espago vetorial R” e
€ denotada por G, ,. Assim, recaem sobre seus elementos todas as propriedades de um anel em
relacdo a soma e ao produto e as propriedades de um espago vetorial em relacdo as operagdes

com um escalar.

O produto que define a Algebra Geométrica é denotado por "o" e satisfaz as seguintes

propriedades do anel:

¢ Fechado:
AoBeG,y;

e Associatividade:

(AoB)oC=Ao(BoC();
¢ Distributividade:

Ao(B+C)=AoB+AoC(C,

além da multiplicacdo por escalar:

aoA=Aoca=cA.

n_n z

Como mencionado anteriormente, o produto "o" € chamado produto geométrico ou produto de
Clifford, definindo, com isso, uma algebra associativa sobre o espaco R”9. O que diferencia a
Algebra Geométrica de uma 4lgebra associativa qualquer é a seguinte propriedade sobre produto

geométrico:

Se a € R” C G, 4, entdo
aoa=axa€R.

Essa propriedade faz uma "ligacao" entre os elementos da dlgebra com os elementos do corpo R.
O produto geométrico, por ser o principal produto dessa dlgebra é, na maioria das vezes, denotado

apenas pela justaposi¢ao dos elementos. Isto €, A, B € G, 4, entdao
AoB=AB.

Essa serd a notacdo usada a partir de agora para o produto geométrico.
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Uma forma de construir a base candnica de G, , € através dos seguintes conjuntos:

So={1}
Slz{ei ZlSiSn}
So={eiej :1<i<j<n}

S3={eiejey :1<i<j<k<n}

S, ={l=e1ez...e,},

onden=p+gq.

O primeiro conjunto Sy gera o espaco unidimensional dos escalares, o conjunto S gera

o espago vetorial n-dimensional R”>4, o conjunto S92 é formado por elementos que chamamos

n2 —-n

de bivetores ou 2-vetores e gera o espago vetorial com dimensao . Essa ideia segue para
todos os outros conjuntos S;,i = 3,...,n — 1 e o conjunto S, gera um espaco unidimensional,
assim como o dos escalares, que € gerado por Sp. Por conta disso, o elemento I = ejes...e, €

chamado de pseudo-escalar da Algebra Geométrica.

No geral, os elementos de G, , sdo chamados multivetores e sdao gerados pela base
formada pela unido desses conjuntos, isto €, @p,q = Ul ,S;. Um elemento A € [Si] (espago
gerado por Sy ) € dito ser um k—vetor, onde gr(A) = k (grau de A). De modo que os multivetores

serdo combinagdes de k-vetores, para k = 0, ..., n. Por exemplo,
A=3+2e1+4eje9 € Gp,q,

¢ um multivetor formado pela combinacao de um 0-vetor (o escalar 3), um 1-vetor (o vetor 2e1)

e um 2-vetor (o bivetor 4eqes).

Definimos o elemento E; como sendo o i—ésimo elemento da base G, ,, deste modo, um

elemento genérico A € G, , pode ser escrito da seguinte forma:

A:a,-Ei:ZaiEi, ie{l,2,...,2"}.

O elemento de maior grau da base de G, 4, isto €, Eon, € 0 pseudo-escalar, denotado por
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2.1.2 Produto Geométrico

O produto geométrico € definido entre os vetores da base do seguinte modo:

1, 1<i=j<p

eie; =y —1, p<i=j<p+gq,

—eje,-, l¢]

Isso se estende para os demais elementos da base de G, ,, utilizando a propriedade associativa

do produto geométrico. Por exemplo:

Exemplo 2.1.1. Se A,B,C € Gy, com A = E3 =e9, B=E5 =e1e2¢e C = Eg = e1eae3, entdo

o produto geométrico entre A e B pode ser obtido do seguinte modo:

AB

e2(e1e2)

(e2e1)e2

—(ere2)er

—eq(eze2)

= —e1.

Seguindo a mesma ideia, o produto entre os vetores B e C fica sendo

BC = (e1e2)(e1eze3)

(—eze1)(erezes)

—eaz(ereq)(eze3)

—ea(ege3)

= —(eze2)e3

= —es.

Agora, das propriedades da édlgebra associativa, o produto geométrico € facilmente esten-
dido para quaisquer multivetores de G, ,. Dados dois elementos A = a;E; ¢ B = b;E; em G, ,

temos
AoB=AB= (a,-E,-)(b,-E,-) = Z al-E,- Z b,‘Ei.

Assim, para obter o produto geométrico geral, basta usar a associatividade e a distributividade do

produto geométrico em relacdo a soma.
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Exemplo 2.1.2. Se A = 2e; + 3e12 + e123, B = e1 + 2e23 € G3, entdo

AB = (2e1 + 3e12 + e123)(e1 + 2e23)
= 2e1e1 +3ei0eq + e1o3¢1 + 4dejeas + 6e12e93 + 2e123€03
=2-3e9 — ejeqeiesz + 46123 + 6613 —2eq
=2- 362 + €23 + 46123 + 6613 - 261

=2 —2e1 — 3eg +6e13 + eo3 + 4eqo3.

Outra notacao utilizada aqui, € obtida a partir da reducao da notacdo de um elemento
bésico E; = ¢;, ...e;, em E; = e;,._.,. Por simplicidade, a ndo ser em casos que seja necessério

evitar ambiguidades, serd usado essa notagdo a partir de agora.

2.1.3 Produto Interno e Produto Exterior

Para definir os produtos interno e exterior serd necessario entender o conceito de projecao
gradual. Dado um elemento bésico E = E;, i € {1,2,...,2"}, a projecdo gradual de E; sobre o
grau k € definida por

E, gr(E)=k,
(E)y =
0, gr(E)#k.

Para um elemento genérico de G, , a projecdo segue por associatividade, isto €, se A = a;E;,

entao

(A = a;(E;)y.

Exemplo 2.1.3. Se tomarmos A € G, , como sendo o resultado do produto geométrico no
Exemplo 2.1.2, isto é,

A=2-2e1—3eg+6e13+e93+ 46123.

Entdo, a projecdo gradual de A sobre o grau 0 serd obtida utilizando a associatividade do seguinte
modo:
(A)o = ((2 = 2e1 — 3ea + 6e13 + ea3 + 4e123) o

= (2)0 + ((—2e1 — 3e2))o + ((6e13 + e23) )0 + (4e123)0

=2.
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Do mesmo modo, as projecdes graduais de A sobre os graus 1, 2 e 3 ficam

(A)1 = —2e1 — 3eq,
(A)2 = 6e13 + €23,

(A)3 = 4eq23.

Usando a projecao gradual, agora podemos definir o produto interno e exterior com base

no produto geométrico.

Produto Interno: O produto interno entre dois elementos bdsicos de G, , E; e E;, onde gr(E;) =

k e gr(E;) =1 ¢é dado por

(EiEj)k-1), 1] >0
i~ Ej=
0, i=0ouj=0.

Produto Exterior: O produto exterior entre dois elementos bésicos de G, , E; e E;, onde

gr(E;) = kegr(E;) =1¢édado por

E;NE; = (EiEj) .

Do mesmo modo que para o produto geométrico, a extensdo dos produtos interno e

exterior para elementos genéricos de G, , segue das propriedades da dlgebra associativa.

Exemplo 2.1.4. Sejam A, B € G3, onde A = 2e1 + 3e12 + e123 € B = e1 + 2e3, entdo

A-B= (261 +3eqo + 6123) . (61 + 2623)
=2e1-e1+3e12-e1+ €123 - €1
+ 2eq - 2e93 + 3e19 - 2e93 + €193 - 2e93
22—362+€23+0+0—261
=2—2e1 - 3es + €23.

ANANB = (2e1+3e12+e123) A (e1 + 2¢e23)

=2e1 ANep+3e1aNep+eja3 N\ ey
+2e1 A 2e93+ 3e12 A 2e93 + €123 N 2e93
=0+0+0+4e193+0+0

= 4deq23.
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Note que, comparando os resultados dos produtos interno e exterior no Exemplo 2.1.4
com o do produto geométrico no Exemplo 2.1.2, € facil de notar que todos os elementos que
constituem A - Be A A B estdo presentes em AB, mas nem todos que constituem AB estdo em

A-BeANB.

Para vetores de G, 4, 0 seguinte resultado € valido:

Proposi¢ao 2.1.1. Sex,y € R?? C G, 4, entdo

XOy=XAy+x-y.

Demonstracdo. Vamos escrever os vetores x € y como combinacgdes dos vetores basicos, isto &,

X =), xje; ey = y;e;. Assim, o produto geométrico entre x e y fica sendo

Xy = inei Z yie;.

Como gr(e;e;) = 2,parai # j e gr(e;e;) = 0, ndo pode existir algum termo de xy cujo grau seja

1. Logo, podemos escrever o produto como

xy = {xy)o + (xy)2

=xX-y+xAy.

Desse modo, o produto geométrico entre vetores de R”-4, também pode ser definido como a soma

dos produtos interno e exterior desses vetores. O

2.1.4 Inverso dos Elementos Basicos e Dual de um Multivetor

Alguns elementos da Algebra Geométrica possuem inverso em relacdo ao produto geo-
métrico. Dentre esses estdo os elementos basicos. Primeiramente, vamos separar o grau de um

elemento no grau positivo gr, € no grau negativo gr_.

O grau positivo de um elemento bésico E; € Gp,q € definido como a quantidade de vetores
béasicos que o compdem cujo quadrado € 1, isto é, e? = e;e; = 1. Porexemplo, se E; = €123 € Go 1,

entdo gry(E;) = 2,uma vez que eje| = egea = l e ezez = —1 # 1.

O grau negativo de um elemento bésico E; € Gp,q ¢ definido como sendo a quantidade
de vetores basicos que compdem E; cujo quadrado é —1. Por exemplo, tomando o mesmo

E; = e123 € Gg1, temos que gr_(E;) = 1.
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Dado um elemento bésico E; € G, 4, 0 inverso desse elemento em relacao ao produto

geométrico € definido da seguinte forma:
El = (<)) ()" DRE;,

onde k = gr(E;) er = gr_(E;). O mesmo pode ser estendido para qualquer miltiplo de um

elemento basico do seguinte modo

_ 1 _
(@E)~! = —E, L

Outro conceito simples, porém importante, da Algebra Geométrica, é a dualidade. Seja

E; € @p,q um elemento basico de G, 4, o dual de E;, denotado por E, € definido como
Ef=EI",
onde I € o pseudo-escalar de G, ;, cujo inverso € dado por

I = (=1)2(=1)"-D72g,

O dual de um elemento bdsico E; € definido por E = E;I ~1. Do mesmo modo que
o produto geométrico, o dual pode ser estendido para um elemento genérico de G, ,, onde

A* = al-E;‘.

2.1.5 Blades

Um tipo de multivetor caracteristico da Algebra Geométrica sao os chamados de blades.
Esses elementos serdo de grande importancia para este trabalho, uma vez que iremos utilizar as

blades para representar alguns objetos e operacdes geométricas através da Algebra Geométrica.
Uma k-blade € definida do seguinte modo: Dado um conjunto {a1, as, ..., ay} de vetores
linearmente independes, o multivetor definido pelo produto exterior entre esses vetores,

A=ai Nas AN--- Aayg,

¢ dito ser uma blade de grau k ou simplesmente k-blade. A seguinte proposi¢do descreve uma

propriedade importante do produto exterior entre um vetor e uma blade.

Proposi¢ao 2.1.2. Dadaumablade A =a; Aas A--- Aay € G, 4 e um vetor x € RP4, Entdo

x A A =0 se, e somente se, x € [a,-]f=1 = span{a,-}le.
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k

Demonstragdo. Primeiramente, suponhamos que x € x € [a;];;

e vamos mostrar que x A A = (.

De fato, se x € [ai]l’.‘zl, entdo x = Zf‘zl v;a; e ainda temos que

k
XxNA= (Z)’iai) A A,
i=1

que, pela associatividade e a distributividade do produto exterior, ficamos com

k k
x/\A:Z(?’iai/\A):Z(yiai/\al/\a2/\.../\ai/\.../\ak)
i=1 i=1

((—1)i_1)/ia1 /\ag/\---/\a,-/\a,-/\---/\ak)

M-

Il
—

1

0,

jadque a A a =0, para qualquer a € R4, Portanto x A A = 0.

Por outro lado, se x A A = 0,x € R4, segue, diretamente das propriedades do produto

exterior e da defini¢do de blade, que x € [ai]l’.‘

~,. O

Por conta dessa propriedade, dizemos que uma k-blade A = /\l{‘:1 a; representa o subes-
paco vetorial k-dimensional gerado pelos vetores {ai}le. Esse subespaco pode ser definido em

termos de A.

.\\ ‘ - 4 N Jy"
: c
/(_\O
a b a ;- ;
(a) Representacdo geométrica de a A b (b) Representacao geométricade a A b A ¢

Figura 2.1 — Representagdes geométricas de k-blades (plano orientado e volume orientado).
Defini¢ao 2.1.1. Dada uma blade A € G, ,, definimos o espago nulo do produto exterior (OPNS)
e o espacgo nulo do produto interno (IPNS) de A como sendo os conjuntos

NO(A) ={x e R”?:x AN A =0}, (2.1)

NI(A) = {x e RP : x - A = 0}, 2.2)
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respectivamente.

Note que, sendo A = /\ll.‘:1 a;, entio x € [a,-]l{‘:1 se, e somente se, x A A = 0, assim
x € NO(A) se, e somente se, x € [a,-]l].‘zl, logo NO(A) = [a]’_,. Assim, o espago nulo do produto
exterior de uma blade pode ser usado para definir o espago gerado pelos vetores {a;}! ,, em

termos da blade A.

Outra observagdo importante originada dessa interpretacdo € que dada qualquer blade
AeG,, comA= Ak, g, vaiexistir um conjunto ortogonal com k vetores ni* C RP.Isto €,
niAnj#0en;-n;=0parai # j, tal que A = /\ll.‘:1 n;. Podemos verificar essa afirmacao de
forma direta, tomando uma base ortogonal de NO(A), digamos {ni}le. Como essa base gera o
mesmo subespaco NO(A), pela definicao do OPNS, a blade /\l].‘:1 n; deve ser igual a blade A, a

menos de um escalar. Por conta disso, dada uma blade A, utilizando a Proposicdo 2.1.1, temos

An

1

k
A= /\ai
=1

1

(2.3)

k
-
k

[ [n
i=1
onde [] representa o produto geométrico.

Dado um elemento A € G, ,, diferente de quando se trata do produto interno usual do
espago euclidiano, podemos ter A - A = 0, mesmo que A # 0. Uma blade A € dita ser uma blade

nulase A - A =0, por exemplo, se A = e + e3 € Gy 1, entdo

A-A

(e1+e3) - (e1 +e3)

e1-e1+ey1-e3+e3-€1+e3-e3

=e1€1t+e1eg3 —e1ez3+eres

1+0-1

=0.

A definicdo de blade nula nos serve, principalmente, para separar alguns elementos da Algebra
Geométrica que possuem inverso em relacao ao produto geométrico. Isso serd de grande impor-
tancia em algumas operacdes e representagdes geométricas. Toda blade nao-nula possui inverso,

dado por 3
A

Al = —
AA
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onde
A:ak/\ak_l/\---/\al.
= (—1)kk-D/24
Essa propriedade € facilmente verificada, uma vez que, se A € uma blade ndo-nula e tomamos
A7l = A%, entdo

A
AAT = A—
AA
_AA
AA
Como, por (2.3), A = /\f.‘:1 n; = ]_[g‘:1 n;, com {n;} sendo vetores ortogonais, segue que
AA = (n1 .. .nk_lnk)(nknk_l .. .n1)

= (ny...ng—1(ngng)ng—1...n1).
Uma vez que n? € Rparatodoi =1,...k, temos AA €R. Portanto,

AA

AATl = 22
AA

1.
Outra propriedade importante envolvendo os trés produtos da Algebra Geométrica é a
seguinte:
Proposicao 2.1.3. [Perwass et al., 2009] Se x, y € RP? ¢ A for uma k-blade de G, 4, entdo
(AAx)-y=A(x-y)—(A-y)Ab.
A demonstracao dessa proposi¢do exige algumas definicoes e propriedades mais detalha-

das, que podem ser encontradas em [Perwass, 2000].

Esse resultado pode ser aplicado recursivamente sobre o produto interno entre um vetor

x e uma blade A = AX_| a;, obtendo a seguinte expressio:

k
x-A= Z(—l)”l(x ~a;))[A\ a;],
i=1

onde

[A\ai]=(Kar)A(ﬂa,).

r=1 r=i+1

Para melhor compreender essa equacdo, considere os vetores x, aj,as € R”4, sendo a; e as

linearmente independentes, entdo

x- (a1 Aaz) = (x-ap)az — (x - az)ay. (2.4)
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2.1.6 Projecao e Afastamento

Uma vez que uma blade pode ser interpretada como um subespaco vetorial, faz sentido
pensarmos na projecao nesse subespacgo. De fato, a projecao de uma blade A sobre uma blade

ndo-nula N € denotada por Py (A) e definida do seguinte modo:
Py(A) = (A-N"HN.
Exemplo 2.1.5. Sejam A, N € G3,onde A = e1 +e3e N = eq2, entdo

Pn(A) = ((e1 +e3) - (—e12))er2
= (—e1-e12 —e3-e12)e1?
= (—e2 +0)e12

=e.

A sequéncia do produto interno pelo inverso seguido do produto geométrico, serve para
garantir que a blade A seja projetada no subespaco gerado por N sem que sejam alteradas
as componentes projetadas que compdem A. Essa ideia generaliza a projecdo de vetores em
subespacos. Como visto no exemplo acima, a blade A € um vetor que estd sendo projetado no

plano gerado pelos vetores e € es.

As componentes de uma blade A que ndo possuem vetores basicos na dire¢cao de uma

blade ndo-nula N, serd definida por
Py(A) = A-Pn(A), (2.5)

dito ser o afastamento de A sobre N.

2.2 Espaco Conforme

Os objetos geométricos sdo representados na Algebra Geométrica através de determinados
modelos, como por exemplo os modelos projetivo, conico e conforme. Cada um desses modelos
possui particularidades que possibilitam a representacdo de diferentes tipos de objetos. O nosso
foco serd no modelo conforme, ja que, através desse modelo, conseguimos representar objetos
que generalizam as esferas (par de pontos, circunferéncias, hiperesferas) e as intersecdes entre

esses objetos.
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O Espaco Conforme serd introduzido em duas etapas, onde em cada etapa adiciona-
mos uma dimensao ao espaco euclidiano através de uma imersao. No primeiro passo, o espaco
Euclidiano € imerso de forma ndo linear através da imersao estereogréfica, em seguida, o es-
paco conforme serd uma homogeneizacio do espago resultante da primeira imersdo. A Algebra

Geométrica sobre esse espaco é chamada Algebra Geométrica Conforme (AGC).

2.2.1 Imersao Estereografica

O primeiro passo para a imersao do espago Euclidiano no espago conforme € a imersao

estereogréfica. A imersado estereografica de um vetor x € R" € definida como

S:R"— §" c R™
2 +x2—1
X e
x2+1 x2+1

X = +5

onde e, denota a dimensdo adicional de R"*! e §” c R™*! ¢ a esfera unitdria em R"*!, isto é
ISl =1,

para todo x € R".

RQ
€+
1
y S()
R! Y T
S(y)
(a) Imersao estereogréfica dos pontos x,y € R! (b) Imersao estereografica de uma reta e uma cir-
no circulo unitdrio S* cunferéncia

Figura 2.2 — Exemplos da imersdo estereografica (figuras baseadas em [Perwass et al., 2009])

Note que, o polo superior da circunferéncia S', representado pelo vetor bésico e,, é a
imersdo das duas "extremidades" da reta R!. A imersdo de um ponto x serd a intersegio entre
a reta ligando o e, a x e a circunferéncia S', como visto na Figura 2.2a. J4 em Figura 2.2b, é

possivel notar que uma reta continua sendo imersa em uma circunferéncia, assim como uma
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circunferéncia. Do mesmo modo, o vetor bdsico e, representa a imersao de qualquer ponto no

infinito em R2.

A fungdo S, da forma como foi definida, € um isomorfismo e sua inversa S -1 ¢ dada por

1
St X»—— P(X),
|—>1_X-e+ e+( )

chamada de proje¢do estereografica. Podemos verificar de forma direta, considerando

2 N x? -1
= X e,
x2+1 x2+1 °
temos que P, (X) = ﬁx. Com isso
2 2
X ——X
-1 -1 251 231
STHS) =870 = = B o
T2+l x2+1

Como a funcdo é definida somente em S(R”) = S”, temos também que S(S™' (X)) = X.

2.2.2 Homogeneizacao da Imersao Estereografica

Agora, realizamos uma imersao conhecida como homogeneizacdo do espacgo. O espago
R ¢ imerso em um espago projetivo representado por R**! com dimensio n + 2. Note que,
o espaco R™11 ¢ da forma R4, sendo p = n+ 1 e ¢ = 1. Logo, sua base candnica possui
n + 1 vetores cujo quadrado € 1 e um vetor candnico cujo quadrado € —1. Esse tipo de espacgo é

conhecido na fisica e na matemdtica como um Espaco de Minkowski.

A Homogeneizacao do espagco é um passo simples que leva um vetor de R" no subespaco

de Minkowski A”M c R™! & denotada por Hj, e definida como
Hy : R" — Al c R™!
X x+e_,

onde a dimensao homogénea e_ = ¢,41, come_ - e_ = —1.
Um resultado imediato que segue do uso da dimensdao homogénea com assinatura negativa
€ que, paratodox € R"ea € R,
(@HM(S(x)))* = & (S(x) +e-)?
= a*((S(x)* + (e-)%)
(2.6)
=a*(1-1)

=0.
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Isto ¢, o quadrado de todos os vetores de R, que resultam da imersdo de um vetor do espago
Euclidiano R” através da imersdo estereogréfica seguida da homogeneizacdo, é nulo. Para R!, o
conjunto de pontos de R>! que satisfazem esta condigiio pertencem a um cone (Figura 2.3b), por

conta disso, todos os vetores nulos de R"*! sdo ditos pertencerem ao cone-nulo.

(a) Imersdo de um vetor x € R! primeiramente
em S' depois em R21 (b) Visualizag¢do do cone-nulo na imersdo

Figura 2.3 — Homogeneizacdo da imersao estereogréfica [Perwass et al., 2009]

O cone-nulo sera denotado por K"+ c R*™11 ¢ definido com base em (2.6)

Kn+1 - = {X c Rn+1,1 . X2 — 0}

={aHy(S(R")) : @ € R}.

Se considerarmos o conjunto SA, C A" como sendo a imersdo de S" no espaco afim

A isto 6, SAL, = AT N K™ = Hy (S(R)).
A transformacao ), terd inversa definida por
H,' o SAT — 8"

X— X-—-e_,

2.2.3 Imersao Conforme

Juntando as duas imersdes anteriores obtemos a imersao de um vetor euclidiano x € R"
no espago conforme R™LL isto é,

2 x2 -1
+ e, +e_.

Hu(S()) = il el

Como esse € um elemento de um espago projetivo, um escalar qualquer ndo interfere na represen-

tacdo no espaco euclidiano correspondente. O vetor pode entdo ser multiplicado por um escalar
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sem mudar sua representacao no espago euclidiano. Uma multiplica¢do por escalar conveniente é

usando a = %(x2 + 1), que nunca serd zero, assim ficamos com a seguinte imersao:
L o L. 9 1 9
§(x + DHy (S(x)) =x+ §(x —1Des + §(x +1)e_
1 1
=x+ §x2(e_ +e.)+ 5(6_ —e4)
1,
=X+ =—X"€ex + €,
2
onde

o =€_+e,,

1 (2.7)
e, = §(e_ —e4).
As propriedades de e, € e, sdo facilmente obtidas das propriedades de e, e e_, onde €2, = 2 = 0

€€l o =—1.

Rl

2
AA[

(a) Imersdo de um vetor x € R! como C(x) (b) Mesma imersao vista com o cone-nulo

Figura 2.4 — Imersao Conforme utilizando C (figuras baseadas em [Perwass et al., 2009])

Assim, definimos a Imersdo Conforme como sendo

C . Rn — K”+1 C Rn+1,1

X %(ﬁ + DHy (S(x)),

ou seja,

1
Cx)=x+ §x26m + €.

A Figura 2.4 ilustra essa imersdo. O vetor x € R! é imerso em R>! de modo que sua componente
na direcdo e( seja unitdria, pertencendo assim a uma pardbola com vértice em eg. O vetor

X = C(x) é dito ser o representante conforme de x em R"*-1,
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O operador inverso C~! é definido apenas para os vetores do cone-nulo K™*!, isto &,
C—l . Kn+1 N Rl’l
X
L
)
exNeq _X - Coo
Note que a operagdo —X - e, revela a componente na dire¢do e,, assim, ao dividir X por —X - e,
estamos projetando X ortogonalmente na direc@o e, na pardbola que passa por e,. Por fim, o

afastamento, como definido em (2.5), retira as componentes que nao estao no plano gerado por

€ € eq, isto é, apenas as componentes do espago euclidiano sdo obtidas.

2.3 Algebra Geométrica Conforme

A Algebra Geométrica construida sobre o espago conforme R"+!:! & chamada de Algebra
Geométrica Conforme (AGC). Através dela representaremos objetos geométricos com base em

esferas e suas intersecoes.

Para fazer essas representacdes usaremos os conceitos de espacos nulos (2.1) e (2.2),
porém, com uma pequena diferenca. Se usdssemos os espagos como foram definidos em (2.1) e
(2.2), as representacdes geométricas também seriam subespacos lineares de R", por isso definimos

0s seguintes espagos:

Definicfio 2.3.1. Dada uma blade A € G* 0s seguintes espagos

n+1,1°
NOg(A) ={x e R": C(x) A A =0},
NIg(A) ={x e R": C(x) - A =0},

sdo chamados de Espaco Nulo Geométrico do Produto Exterior (GOPNS) e interno (GIPNS),

respectivamente.

Como a transformacio inversa, C~!, é definida para todos os vetores do cone-nulo, os

espacos nulos geométricos podem ser escritos como

NOGg(A) =C ' ({X e K™ : X A A =0}),

NIG(A) =C ' ({X e K™ : X - A =0}).
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Note que, K+l o rrtlL logo, como NO(A),NI(A) c R+ podemos reescrever 0s espagos

como

NOgG(A) = C"H({NO(A) nK™1}), (2.8)
NIG(A) = CTH({NI(A) N K"*1}). (2.9)

2.3.1 Representacoes Através do GIPNS em Gy ;

Todas as representacdes através do espaco conforme R"*1-! sio baseadas em hiper-esferas
e suas intersecdes, por exemplo, quando consideramos o espaco conforme de R?, temos esferas,
circunferéncias, par de pontos, pontos, planos(esferas de raio infinito), retas(circunferéncias de
raio infinito) e uma representacao especifica chamada ponto homogéneo. Portanto, quando traba-
lhamos com interse¢des de esferas utilizando a AGC, devemos conhecer todas as possibilidades

para essas intersecoes.

Dados os vetores a, b € R3, com imersdes conforme A = C(a) e B=C(b), isto é,
1 1
A :a+§a2em+eo € B:b+§b26m+eo,
da definicdo dos vetores bdsicos e € e, segue que

1 1
A-B-= (a+§a26m+eo) . (b+§b26m+eo)

1, 1
=a-b-—-a®-Zb*

L (2.10)
=—5(a=b)°

1

=—§|Ia—b||2.

Consequentemente, através do produto interno entre dois representantes conforme de vetores de

R™, podemos obter a distincia entres esses vetores, a menos de um escalar.

2.3.1.1 Representacao de Pontos pelo GIPNS em G4 ;

Considere um vetor qualquer A no cone-nulo K* ¢ G}L 1- Assim, utilizando (2.9), o

GIPNS deste vetor pode ser representado por
NIg(A) = ¢~ (NI(A)) .

Como A é um vetor no cone-nulo, temos que A2 = 0, logo, para qualquer @ € R, temos que
(¢A)? = a?A? = 0. Com isso

NI(A) = {aA : @ € R},



53

consequentemente,

NI (A) = C71(A).

Portanto, o espago nulo geométrico do produto interno de um vetor do cone-nulo K* é

um ponto de R3.

2.3.1.2 Representacao de Esferas pelo GIPNS em G4 ;

Considere o vetor a € R?, com A = C(a) € K* e defina o vetor S € Gi | por

S=A 1 2
= P €

onde p € R. Para encontrar o GIPNS de S, considere um vetor X € K%, logo X = aC(x), para

algum x € R? e a # 0. Assim, o produto interno entre X e S fica sendo
L 5
S-X:A-X—ép € - X,
1
=aA-C(x) - ozépze00 -C(x).

Por (2.10), temos que A - C(x) = —%(a —x)2 e ew - C(x) = —1. Com isso

S~X:a(—%(a—x)2+%p2).

Consequentemente,

S -X=0e (a—x)%=p>

Em resumo, o produto interno entre S e X é zero se, e somente se, x = C~'(X) pertence a uma

esfera centrada em a = C~1(A) com raio p. Portanto, o GIPNS de S é uma esfera:

NIg(S) = {x eR?: |x—al?®= p2} .
O raio da esfera pode ser obtido por
S2= A2~ p2A e = p?
e, como qualquer miultiplo de S representa a mesma esfera no espago euclidiano, o raio de M = «S,

Mo\,
-M - eq P

uma vez que —S - e« serd a componente de M na direcdo e.

com « # 0, pode ser obtido por
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Considere agora um vetor S € G definido por
1
S=A+ 5 p2ew.

O produto interno de S com X = C(x),x € R?, resulta em

1 1
X =-(a ~x)? - §p2,

onde
_ 2_ 2
S X=0= (a-x)"=-p~.
O que é impossivel se x € R?, porém no caso de x € C3 teremos,
lla — x|l =ip,

onde i € a unidade imagindria. Assim, resultando em uma esfera de raio imaginario.

2.3.1.3 Representacao de Planos pelo GIPNS em G4 ;

Seja P € G}l | definido por
1 1 1
P=A-e,—- 5,02600 =a+ iaQeoo — Eeroo,
de modo que a componente de P na dire¢do eq seja nula. O produto interno entre P e um vetor
X=Cx),x¢€ R3, resulta em

P-X=aq-x—-q%2—-=
a-x—za —gp

1
= llalll| - 5(a? = p?).

onde x!l = P,(x) é a componente de x paralela ao vetor a. Portanto,
2
a f—
P-X=0 e |xl]j= L2
2|all
Consequentemente, os vetores x que pertencem ao GIPNS de P sdo aqueles cuja componente
paralela a @ tem um comprimento fixo, isto €, um plano com vetor normal a distando (a2 -

p?)/(2|lall) da origem.

Em resumo, um plano com vetor normal 72 = n/||n|| e distdncia @ da origem ser4 repre-
sentado por

P=n+caes.

Note que, se P representa um plano, como descrito acima, a distancia entre um ponto

A = C(a) e o plano P pode ser obtida por

d(a,P):a'n_a:a-ﬂ—a:A‘P.

7]
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2.3.14 Representacao de Circunferéncias pelo GIPNS em G, ;

Sejam S, S € G}U representantes de duas esferas, como descritas em (2.3.1.2) e
C = S1 A S9, entdo, para x = C(x), temos

X-C=X-(S1AS2)=(X-81)S2 - (X 52)$1,

Se S1 e So representam esferas com centros distintos, entdo S e So serdo linearmente indepen-
dentes, assim
X-(S1AS)=0X-S1=X-S2=0.
Logo,
NIg(C) ={x eR>: C(x) - C =0}
={xeR®:C(x)- (51 A S2) =0}
={xeR*:C(x)- 81 =C(x)- Sy =0}
={xeR’:C(x)-S1=0}Nn{x eR?:C(x)-S2 =0}
= Nl (S1) N NIg(S2).
Isto é, o GIPNS de C serd a intersec@o entre o GIPNS das duas esferas S; e S2, podendo resultar

em um conjunto vazio, em um ponto ou em uma circunferéncia.

Note que se S7 e S representam esferas imagindrias, entdo C representard uma circunfe-

réncia imagindria.

2.3.1.5 Representacio de Retas pelo GIPNS em G4 ;

Assim como as circunferéncias foram construidas a partir da interse¢do de duas esferas,
podemos representar uma reta como a interse¢do de dois planos. Sejam P, Py € G}L,l represen-
tantes de planos pelo produto interno, entdo R = P1 A P; representara a reta de intersecdo dos
dois planos, uma vez que

NI[G:{xER?’:C’(x)-RZO}

X (PyAP3)=(X-P1)Py—(X:Po)Py,

onde x = C(x). Se P e P, representam planos diferentes, sendo assim vetores linearmente
independentes, teremos que X - (P A P3) serd zero se, e somente se, X - P; e X - Py forem zero.

Logo, NI (R) ¢ a interse¢do dos dois planos.

No caso dos planos serem paralelos, a intersecao € interpretada como uma reta no infinito.
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2.3.1.6 Representacao de Pares de Pontos pelo GIPNS em G4 ;

Seguindo o mesmo principio da representacdo de circunferéncias, podemos obter uma
representacao para um par de pontos através da intersecdo de trés esferas. Como a interse¢ao
de trés esferas resulta, no conjunto vazio, em um ponto ou em um par de pontos, se definirmos
A =51 NSy A S3, onde Sy, 59,53 € G}L,l sao representantes de esferas pelo produto interno,

entdo NI (A) representard um desses trés conjuntos.

2.3.2 Representacoes Através do GOPNS em G, ;

Também podemos fazer as representacdes pelo espaco nulo geométrico do produto
exterior. Uma propriedade importante que relaciona os dois espacos € relativa a dualidade. Se A

for uma blade ndo-nula e x um vetor de R”, entao
(xAA)* =(xANA)-TTT=x-A"

Consequentemente,

xXANA=0ex-A"=0.

Logo,
NO(A) = NI(A").

O mesmo vale para os espagos nulos geométricos.

2.3.2.1 Representacao de Pontos pelo GOPNS em G4 ;
Note que, se A = C(a),coma € R3, entdo A A A = 0, assim
XNA=0 X=aA,a €R.
Logo, como C~1(A) = C™' (@A), para qualquer a # 0, temos que
NOG(A) = {x e R® : C(x) A A =0} = {a}.
2.3.2.2 Representacio de Pares de Pontos pelo GOPNS em G, ;
SeA=C(a),B=C(b) € R*1, entdo, como visto anteriormente, temos que
NO(AAB)={X€Gy,: X ANAANB=0}={aA+pBB: (a,p) €R*}.

Isto €, 0o OPNS de A A B representa o plano gerado pelos vetores A e B.
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Por (2.8), o GOPNS de A A B serd a intersecao entre NO(A A B) com o cone-nulo, ou

seja, os elementos de NO(A A B) cujo quadrado é nulo.

Seja X = @A + BB, entdo
X% =2eBA - B,

uma vez que A2 = B? = 0. Logo, as solugdes da equacio X2 = 0 vdo ter, necessariamente, & = 0

ou B = 0. Portanto, o GOPNS de A A B serd dado por
NOG(AAB)={xeR*:C(x) AAAB=0} = {a,b}.

2.3.2.3 Representacao do Ponto Homogéneo pelo GOPNS em G4 ;

Um ponto homogéneo é um par de pontos constituido por um ponto euclidiano e o ponto

no infinito. Sea € R3, A = C(a) e H = A A eo, entio
NOG(H) = {x e R* : C(x) A H = 0} = {a},

uma vez que o ponto no infinito nao tem representante em R3, isto é, H e A sdo ambos represen-

tacdes de a pelo produto exterior.

2.3.2.4 Representacao de Retas pelo GOPNS em G4 ;
Sejam a, b € R3 com A = C(a), B = C(b) e defina R = A A B A e, entiio
NOG(R) = {x e R* : C(x) AR = 0}.
Definindo X = C(x), teremos
XAR=0c=xANaAbAhew+(xAN(b—a)—aAb)ANexAe,=0.

Como as duas parcelas da soma acima sao linearmente independentes, ambas devem ser zero.
Do primeiro termo obtemos,x Aa Ab A e =0 = x = aa + b, com «, € R. Do segundo

termo temos que, (x A (b—a)—aAb)hNeuxsNeo=0 (xA(b—a)—aAnb)=0ce

xA(b-a)—aAb)=0xA(b—-a)=aAb
— (@a+pBb)AN(b—a)=aADb
 (a+B)arb=aAb

= a+p=1.
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Assim,

x=aa+pBb+ab—-ab=ala->b)+b,

que € a representacdo paramétrica da reta passando por a e b. Portanto,

NOG(AABAew) ={a(a—b)+b:acR}.

2.3.2.5 Representacio de Planos pelo GOPNS em G4 ;

A representagdo de planos pelo produto exterior segue um principio similar ao de retas.
Sejam a,b,c € R3,com A = C(a),B=C(b)e C =C(c)edefinaP=AABAC A es. Da

mesma forma que para as retas, pode ser mostrado que

NOg(P) = {x eR?: C(x) /\P:()}

= {a/(a—c)+ﬁ(b—c)+c (a,B) ERQ}.
2.3.2.6 Representacao de Circunferéncias pelo GOPNS em G4 ;

A representacdo pelo produto exterior de uma circunferéncia que passa pelos pontos
a,b,c e R?édadapor S=AABAC,onde A=C(a),B=C(b)eC =C(c). Primeiramente,
sendo

NOgG(S) = {x e R?* : C(x) A S =0},

os pontos a, b e ¢ devem pertencer a entidade geométrica representada por S. Uma vez que

NOg(S) = NI (S*) e, como S é uma 3—blade, segue que S* é uma 2—blade.

Como foi mostrado anteriormente, o0 GIPNS de uma 2—blade pode ser uma reta, uma reta
no infinito, uma circunferéncia ou uma circunferéncia imaginaria. Uma vez que a, b e c estao
nessa entidade geométrica, a mesma nao pode estar no infinito, logo sobram apenas as retas e
circunferéncias. Portanto, S representard a circunferéncia que contém os trés pontos ou, no caso

dos pontos serem colineares, a reta que os contém.

2.3.2.77 Representacio de Esferas pelo GOPNS em G4 ;

Similar ao caso da circunferéncia, se tomarmos quatro vetores a, b, ¢, € d em R3, com

A=C(a),B=C(b),C=C(c)e D =C(d) e definirmos S = A A BAC A D, entdo

NOG(S) = {x e R*: C(x) A S = 0}.
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Os pontos a, b, ¢ e d pertencem ao objeto geométrico representado por S e NOg (S) =
NI (S*), onde S* € R*! é uma 1-blade. A representagio de uma 1—blade pelo produto interno
pode ser uma esfera ou uma esfera imagindria. Segue do fato de a, b, c e d serem vetores

euclidianos que S representa uma esfera.

A base tedrica apresentada nesse capitulo serd usada no proximo capitulo para a reinter-

pretagdio do problema de reconhecimento MDE através da Algebra Geométrica Conforme.
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3 Reinterpretacao via AGC do Problema
de Reconhecimento MDE

A capacidade da Algebra Geométrica em descrever de forma simplificada objetos e
operacOes geométricas proporciona indmeras aplicagdes em diversas dreas, como na medi-
cina com o problema de segmentacdo de imagens médicas [Orozco-Aguirre et al., 2005], diver-
sos problemas da engenharia [Perwass et al., 2009], além de diversas outras dreas de estudos,
como robdética [Bayro-Corrochano et al., 2006], fisica [Hestenes, 2003] e visdo computacional

[Wareham et al., 2004].

Inspirados por essa particularidade dessa estrutura, elaboramos este capitulo, que descreve
uma reinterpretagio do problema de reconhecimento MDE através da Algebra Geométrica

Conforme.

3.1 Geometria do Problema

Antes de introduzir a reinterpretacdo do problema através da Algebra Geométrica, vamos
apresentar uma visualizacdo geométrica por trds de alguns conceitos envolvendo as matrizes de

distancias e o problema de reconhecimento MDE.

Como visto anteriormente, as entradas de uma MDE n X n representam as distancias
par-a-par em um conjunto de n pontos. Uma propriedade bem conhecida na geometria é a de que
qualquer conjunto formado por n pontos sempre poderd ser descrito em um espago de dimensao

n — 1, por exemplo, dois pontos em uma reta e trés pontos em um plano.

Obviamente, nem sempre € necessario um espaco (n — 1)-dimensional para descrever um
conjunto de n pontos. Por exemplo, podemos ter 3 pontos colineares, logo, os mesmos podem
ser descritos em um espago unidimensional (uma reta). Contudo, no caso em que nao temos
nenhuma informacao prévia sobre o conjunto, além de sua quantidade de pontos, essa € a tnica

garantia que temos.

Lema 3.1.1. Seja A um conjunto contendo n pontos que geram um espago de dimensdo K. Se x

for um elemento qualquer de A, entdo o espaco gerado pelos pontos do conjunto A \ {x} terd
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dimensido k,com k € {K — 1, K}.

Demonstragcdo. Considere A = {x1,...,x,} e, sem perda de generalidade, como A gera um
espago de dimensdo K, considere B = {x1,...,xgx} como sendo uma base para esse espago, isto
é’ [A] = [B]'

Sendo x € A, teremos dois casos: No primeiro caso x € A \ B, com isso, a dimensdo do

espaco gerado por A \ {x} ndo se alterara, ja que x ¢ B.

No segundo caso x € B, o conjunto B \ {x} gera um conjunto de dimensdo K — 1, dai,
se A\ B C [B)\ {x}], entdo todos os pontos do conjunto A \ B serdo linearmente dependentes
aos pontos de B \ {x}. Isto é, o espaco gerado por B \ {x} serd o mesmo espago gerado por
(A\B)U(B\{x}) = A\ {x}.Logo, [A\ {x}] terd dimensdo K — 1. Agora,se A\ B ¢ [B\ {x}],
entdo existird um ponto y em A tal que y ¢ [B \ {x}]. Desse modo, o ponto y serd linearmente
independente aos pontos de B \ {x}. Com isso, o conjunto (B \ {x}) U {y} gerard um espaco de
dimensdo K. Consequentemente, como (B \ {x}) U {y} C A\ {x}, teremos que A \ {x} gerard

um espago de dimensdo K. O

A Definicao 3.1.1 é importante para destacar a diferenca entre esferas usuais, que sdao
objetos tridimensionais, cuja visualizacdo € natural, das esferas de R”, que sdo objetos multidi-
mensionais variando de acordo com a dimensao do espaco, tornando impossivel de visualizar para
dimensdes maiores que trés. Além disso, esta definicdo abrange as definicdes de circunferéncias

de R? e pares de pontos de R'.

Definicao 3.1.1. O subconjunto de R” formado por todos os pontos que distam r > 0 de um

ponto ¢ € dito ser uma esfera de R” centrada em ¢ com raio r.

De acordo com a Definicdo 3.1.1, um ponto x € R” estard na esfera de R” centrada ¢ com

raio r se, € somente se,

llc — x| =r. (3.1)

Deste modo, se S representa a esfera de R” centrada em ¢ com raio r, entdo

S={xeR":|lc—x| =r}. (3.2)

Os seguintes exemplos mostram que os conjuntos formados por pares de pontos em R e

circunferéncias em R? sdo esferas de R! e R?, respectivamente.
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Exemplo 3.1.1. Primeiramente, vamos considerar o ponto a € R e r > 0 (Figura 3.1a).

(a) Ponto ¢ na reta R e distancia r. (b) Pontos de R distando r do ponto c.

Figura 3.1 — Esfera de R! centrada em ¢ com raio r.

A esfera de R! centrada em ¢ com raio r serd definida pelo conjunto descrito em (3.2) do
seguinte modo

S={xeR":|lc—x||=r}.
Como c,x € R!, anorma ||y|| de um ponto y € R! é o modulo de y. Assim,
lle — x| = [c —x|.
Com isso,
lle —xll=r
>|lc—x|=r

> C—X===r

>X=c=xr.

Deste modo, teremos duas solugdes para (3.1) em R, x; = ¢ + 7 e xo = ¢ — r, onde o conjunto

S = {x1,x2} é formado por um par de pontos de R! (Figura 3.1b).

Agora, considere o caso onde ¢ € R? e » > 0 (Figura 3.2a).
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(a) Ponto ¢ no plano R? e distancia r. (b) Pontos de R distando r do ponto c.

Figura 3.2 — Esfera de R? centrada em ¢ com raio r.

Anilogo ao caso de R, usamos o conjunto descrito em (3.2) para caracterizar os pontos

da esfera de R? centrada em ¢ com raio r. Isto €,
S={xeR?:|lc—x| =r}).

Utilizando a defini¢io da norma euclidiana em R? e considerando ¢ = (c1,¢2) e x = (x1, X2),

temos que

e —xll =7
= lle—x|? =2

= (c1 —x1)? + (ca —x2)2 =12,

resultando na equacdo da circunferéncia em R?. Portanto, uma esfera de R? serd uma circunfe-

réncia Figura 3.2b.

Obviamente, podemos ter esferas de dimensdes menores em R”. Para caracterizar essas

esferas precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.2. Uma k-esfera em R” é o conjunto formado pela intersecdo entre uma esfera de

R" e um subespaco afim de R” com dimensao k, para0 < k < n.

Exemplo 3.1.2. Em R3, uma 2-esfera serd a intersecio entre uma esfera de R? com um subespago

afim de dimensao 2, isto é, um plano (Figura 3.3).
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Figura 3.3 — Circunferéncia representada pela interse¢do entre uma esfera e um plano.

Inicialmente, para simplificar a visualizacdo, consideramos o caso em que o conjunto

intersecao ndo seja vazio nem um unico ponto.

Assim como na abordagem cldssica do problema de reconhecimento MDE, utilizaremos a
intersecdo de esferas para gerar a sequéncia que realiza a matriz dada. Porém, através da Algebra
Geométrica poderemos fazer a associacao direta com as esferas e suas interse¢des, tornando a
visualizag¢ao do problema simplificada. Para isso, € interessante analisar essas intersecdes de uma

forma mais geométrica e visual.

Proposicao 3.1.1. A intersecdo de k esferas de R”, 0 < k < n, resulta em um conjunto vazio,

em um ponto ou em uma (n — k + 1)-esfera.

Exemplo 3.1.3. Considerandon = 3 e k = 2, temos que n — k + 1 = 2. Deste modo, a intersecao
de duas esferas de R? serd o conjunto vazio, um ponto, ou uma 2-esfera (Figura 3.4). Para fim de

ilustracdo vamos tomar o caso em que o resultado € uma 2-esfera, isto €, uma circunferéncia:
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Figura 3.4 — Uma 2-esfera obtida pela intersecio entre duas esferas de R3.

Agora, suponha que seja adicionada mais uma esfera a intersecdo, isto é, k = 3, com isso,
temos que n — k + 1 = 1, logo, a interse¢do entre trés esferas de R3 resulta em uma 1-esfera, que

¢ um par de pontos.

Queremos garantir que a geracio da sequéncia que realiza determinada MDE seja, no
maximo, através da escolha entre um par de pontos. Assim, pela Proposi¢ao 3.1.1, quando os

pontos estiverem em R", precisaremos de n esferas para poder garantir essa propriedade.

Vamos analisar o caso em que k = n, isto €, calcularemos a intersecdo P de n esferas de
R". Para n > 3, a visualizac@o dessas intersecoes se torna complicada, para isso vamos usar de

um artificio que possibilita a visualizacdo.

Inicialmente, a partir do conjunto S contendo as n esferas de R”, tomamos as combinagdes

com n — 1 elementos,

n! n(n—-1)!
C ,n— ]_ = = =n,
(n =) = =)~ (=D "
resultando em n combinagdes possiveis, S1,...,S,, onde cada S;,i = 1,...,n, contém n — 1

esferas de R"”, isto €,

Si={Si,....S8 L, i=1...,n

Agora, pela Proposi¢ao 3.1.1, a intersecdo entre n — 1 esferas de R” resulta em um conjunto vazio,

em um ponto ou em uma 2-esfera, isto €, uma circunferéncia. Com isso, a intersec¢ao,
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entre os elementos contidos em cada dos conjuntos S; resultard em um desses trés casos, onde o

conjunto interse¢ao P podera ser obtido por

N

Assim, podemos reduzir visualmente a intersecdo entre n esferas de R” a intersecao entre n
circunferéncias. Temos trés situacdes possiveis, a primeira delas € quando uma das intersecoes

P; resulta no conjunto vazio, deste modo, P também serd vazio.

Na segunda situacgdo, todas as intersecoes P; sdo ndo vazias, porém, a0 menos uma € um
Unico ponto, resultando em P vazio ou um unico ponto. Na terceira situacdo, todas as intersegoes

P; sdo pares de pontos, com isso, P serd um conjunto vazio, um ponto ou um par de pontos.

Utilizando o processo descrito acima, vamos analisar a interse¢@o par-a-par das circunfe-
réncias. Considere duas dessas circunferéncias centradas em x; e x, cuja intersecdo resulta em

um par de pontos Py e P2 Figura 3.5a.

(a) Intersec@o das circunferéncias nos pontos Py e (b) Par de pontos descritos em termos do raio, centro
Ps. e direcao.

Figura 3.5 — Interse¢do de duas circunferéncias em um par de pontos.

Definindo um centro ¢ como sendo o ponto médio entre P; e P2, um raio r como sendo
a metade da distancia entre o par de pontos e d como sendo a direcdo da reta que passa por P1 e

P> (Figura 3.5b), podemos descrever esse par de pontos da seguinte forma:

d
Pi=c+r—,
4|l

p d
9o=Cc—r——0.
lldll

Isto é, o par de pontos, que € uma 1-esfera, pode ser definido a partir de um raio, um centro e

uma direc@o. O conjunto intersecao também poderd ser descrito pelos mesmos trés pardmetros.
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De fato, quando r = 0, teremos que P; = P2, logo a interse¢ao € um tnico ponto e, quando o

valor de r nao for um nimero real, a intersecao serd vazia.

3.2 Algebra Geométrica Conforme

Vamos relembrar, de forma resumida, alguns conceitos da Algebra Geométrica Conforme
apresentados no Capitulo 2. O espago euclidiano R™ € representado no modelo conforme com
duas dimensoes adicionais. Neste caso, os vetores adicionais sdo denotados por e, € eq € sao

definidos pelas equagdes em (2.7). Deste modo, o produto interno fica definido como

ei-eo=e-eg =0 ie{l,...,n}
o Co=¢ep-eg =0
o €)=¢€) e =-—1

A imersao conforme leva um vetor x do espaco euclidiano R” em seu representante X no
espaco conforme R”+2 ¢ é definida por
C . Rm N Rm+2
L 5
x> X =x+ —x%ex + €,

onde x? = x-x = ||x||%. Assim, se tomarmos os vetores X = C(x) e Y = C(y), teremos a seguinte

propriedade:

1 1
X -Y=(x+ §x2em +eg) - (y+ 5)/2&>o +ep)
L oo o
=x-y— 507 ?)
1 2 1 2
=——(x - =——|lx =yl
S =)= 5l =yl
Isto €, o produto interno entre os representantes conforme X e Y estdo associados a distancia
euclidiana entre os pontos x e y do espaco euclidiano, a menos de um escalar.

Se tomarmos um vetor S no espago conforme definido como

1
S=A-crle,
27‘6
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onde A = C(a),a € R" er > 0, teremos
S-X=0
1,
@(A—Er €x) X =0
1 1
& —§||a—x||2+—r2:0

2

& la-x|? =r%

Isto €, o produto interno entre S e representante conforme X serd zero se, € somente se, 0 vetor
euclidiano x estiver na esfera de R™ centrada em a com raio r. Por esse motivo, dizemos que a
representacdo conforme da esfera de R” centrada em a com raio r € dada por

1
S=A-— 5r2em, (3.3)

onde A = C(a).

A representacdo conforme da intersec@o entre m esferas de R™ € dada pelo Teorema 3.2.1

a partir das representacdes de esferas dadas em (3.3).

Teorema 3.2.1. Se S1, ..., S,, forem representacdes conforme de m esferas de R™ com centros

distintos, entdo o produto exterior

serd a representacdo conforme da intersec@o entre as esferas representadas por St, . .., Sy.

Demonstragdo. Para facilitar a demonstragdo vamos analisar primeiramente o caso em que m = 2,

isto é, P = 51 A So.

Neste caso, teremos que o representante geométrico da intersecio P € dado pelo espago

nulo geométrico do produto interno de P,
P(P) =NIg(P) =NIg(S1 AS2) ={x e R" : C(x)-(S1 AS2)=0}.

Note que, como os centros das esferas sao distintos, os vetores S; e S sdo linearmente indepen-
dentes. Agora, analisando a equacgdo C(x) - (S1 A S2) = 0, temos
Cx)-(S1AS2)=0
& (C(x)-52)S1 - (C(x) - $1)S1 =0
S Cx)-S1=C(x)-S2=0

& x € NIg(S1) N NIG(Ss).
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Com isso, o0 ponto x pertence ao espago representado pelo produto exterior entre S1 e S se, e
somente se, x pertence a intersecao das esferas representadas por S; e S2. Usando a equacio (2.4)

, esse processo € facilmente generalizado para um m qualquer, de modo que

x € NIg(P) = NEG(/\ S)
i=1

C)C(X)'/m\SiZO
i=1

& > (D"HCE - SHIP\S] =0
i=1
©Ckx)-S1=--=C(x)-5§,=0

Sxe ﬂNJIG(S,-).
i=1

Portanto, x estd no espago representado por P = A, S; se, e somente se, x estd na intersecdo

das esferas representadas por S;, parai = 1,...,m. O

O conjunto interse¢do em R™, denotado por P (P), serd vazio, um ponto ou um par de
pontos, determinado por um raio, um centro e uma dire¢do. Utilizando as propriedades do espaco

nulo geométrico, obtemos esses parametros através das seguintes equagdes:

¢ Raio
) (_1)m+1P2
=— 3.4
r P o)’ (3.4
e Centro
P(P-ew-P)
c=———=
(P - e)?
* Direcao

d=(P"ANew) (e A e€p).

Apenas calculando o valor do raio € possivel determinar o tipo de conjunto que serd a

interse¢ao P (P). Se r < 0, o conjunto intersecdo sera vazio,
P(P) =0,

nao sendo necessdrio o cdlculo do centro nem da dire¢do. Se r = 0, o conjunto intersecao sera
um unico ponto,

P(P) =c,
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sendo necessdrio apenas o cdlculo do centro. Por fim, se » > 0, entdo o conjunto intersecdo serd

um par de pontos, obtidos pelo raio, centro e direcao,

t oot e
P(P)—{P(P) —c+r”d”,7)(P) c er”}

3.3 Problema de Reconhecimento MDE e AGC

Através dos conceitos apresentados na secao anterior, ji conseguimos representar objetos

(esferas de R™) e operacdes (intersecdes) geométricas através da Algebra Geométrica conforme.

Lema 3.3.1. Sejam Sy, ..., Sk;+1 representagdes conforme de k + 1 esferas de RK+1 com centros
distintos, sendo nula a dltima coordenada de cada centro. Se a intersecdo entre essas esferas for

um par de pontos, entao
d

lidll

= x€p41.

Demonstracdo. Suponha que estamos obtendo a intersecdo entre k + 1 esferas de R¥*! com
centros de ultima coordenada nulas e sabemos que o resultado dessa intersecdo € um par de
pontos, digamos P1 e Pa, e seja M o ponto médio entre P1 e Po. A Figura 3.6 ilustra a interse¢ao

no caso €m que k = 2. Podemos considerar que oS centros estao em Rk.
RG

@
.3

R2

Figura 3.6 — Intersecdo de trés esferas de R? com centros em R?

Primeiramente, fixamos o centro x; de uma das esferas S;, como P; e Py pertencem a
intersecdo de todas as esferas, os mesmos devem pertencer a cada uma das esferas, incluindo S;.
Logo

1P —xill = [[P2 — x|
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Desse modo, o triangulo cujos vértices sdo x;, P e P serd um tridngulo isésceles. Assim, o
segmento de reta que liga x; ao ponto médio M serd a altura desse tridngulo, e, consequentemente,

serd perpendicular a reta que liga os pontos Py e Py (Figura 3.7a).

Note que, o ponto M, deve necessariamente pertencer ao hiper-plano de R¥*! gerado pelos
centros das esferas S;,i = 1,..., k + 1. Como a intersecdo entre essas esferas &, por hipdtese, um
par de pontos, esses centros nio podem ser linearmente dependentes em R¥. Assim, o hiper-plano

gerado pelos centros é exatamente o espaco RX.

(a) Triangulo isésceles, fixado um centro x; (b) Dire¢ado obtida no caso em que k = 2

Figura 3.7 — Visualizacdo dos tridngulos isésceles

Como o centro x; foi fixado arbitrariamente, a mesma afirmagao vai valer para qualquer
outro centro, ou seja, a reta que liga os pontos P e P9 € perpendicular a reta ligando qualquer
centro ao ponto médio M. Dessa forma, a reta ligando P; a Po sera normal ao hiper-plano R¥
gerado pelos centros das esferas. Portanto, a direcdo da reta ligando o par de pontos serd ex41. A

Figura 3.7b ilustra isso para o caso em que k = 2.

Como Py — Py = d, concluimos que ﬁ = +e441.0

O Teorema 3.3.1 € uma reinterpretacao do Teorema 1.4.1 utilizando os conceitos da

Algebra Geométrica Conforme apresentados anteriormente.

Teorema 3.3.1. Seja K um niimero inteiro positivo € D uma matriz n X n oca, simétrica, com

entradas ndo negativas e n > 2. D é uma MDE com dim(D) = K se, e somente se, existir uma
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realizagdo {x;}!' | C RX para D e um conjunto de indices I = {i1, ...,ix+1} C I, tal que

(3.5)

-1 )
Xy = P(/\‘{yzl Sjp)+» J € ok,

_ L i1
onde S;, = C(x;,) — 5D (ip,ij)e representam esferas de R/™.
Demonstragdo. Assim como no Teorema 1.4.1, vamos demonstrar por inducdo sobre a ordem da
matriz D.

Comecando com n = 2, a matriz D fica sendo

0 D(1,2)
D(1,2) 0 |

D =

Supondo que D seja uma matriz cheia, isto €, as entradas fora da diagonal principal sdo todas
ndo-nulas. Deste modo, sabendo que a entrada (1,2) de D € estritamente positiva e usando
a Proposicao 1.2.2, a sequéncia que realiza D sera formada por dois pontos distintos. Logo,
dim(D) =1, onde os pontos x; = 0 e xp = mel realizam D e satisfazem as condi¢Ges do

teorema.

Agora, suponha por inducdo que isso vale para toda MDE de ordem n para algum n > 2,
isto €, se D foruma MDE de ordem n com dim(D) = K, ento existe uma realizagdo {x;} ; C RK

para D e um conjunto de indices I = {i1,...,ix+1} C I, satisfazendo (3.5).

Vamos considerar D uma MDE (n+1) x (n+1) com dim(D) = K e D = D(I,, 1,,). Pelo
Lema 1.3.2, D é uma MDE com dim(D) = k, onde k € {K — 1, K}. Assim, usando a hip6tese
de inducdo, como D tem ordem 7, temos que existe {xitt, c R¥ que realiza D e um conjunto

de indices I = {i1,...,ir+1} C I, tal que

1 '
Xij = P(/\;le Sjp)+’ J €Iz k4.

Agora definimos y = $(P), onde
k+1

P = /\ S(n+1);
=1

eSur1); = Clxi;) — %D(ij, n+1)es. Como visto no Teorema 3.2.1, P € a representacdo conforme

da intersecdo entre k + 1 esferas de R**! e ainda temos que os pontos Xi;, que representam os
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centros dessas esferas, sao todos pontos de RK. Assim, pelo Lema 3.3.1, se P representar um par

de pontos, entdo

T T €k+1s

ainda temos que, como os centros dessas esferas sdo os pontos da realizagdo para D ja conhecidos
e os raios sao tomados das entradas de D, o conjunto y ndo pode ser vazio, sendo D nao seria

uma MDE.

Através da equacdo (3.4) para obten¢do do raio, conseguimos saber o tipo de conjunto

representado por P, isto é,
9 (_1)n+1 P2
T (Pew)?
Se r2 < 0, entdo a intersecdo y € vazia, o que, como visto anteriormente, € um absurdo, logo,
r? > 0. Se r? = 0, entdo o conjunto y contém um tnico ponto c obtido pela equagio
P(P-ex-P)

T (Pen)

Neste caso, basta tomar x,41 = c¢. Por outro lado, se r2 > 0, entdo o conjunto y € formado por um

par de pontos, onde a direcdo ja é conhecida,

+ —
y= {y =C+reég+1,y =C—r€k+1}~

Assim, basta tomar x,+; = y*. Em ambos os casos, sendo x,+; = ¢ ou x,41 = y*, a sequéncia
{x; ;‘:11 realiza a matriz D e satisfaz as condicoes do teorema para n + 1. Portanto, o teorema estd

demonstrado. O

Na préxima se¢do usaremos a demonstracio desse teorema para elaborar um novo algo-

ritmo para o problema de reconhecimento MDE utilizando a AGC.

3.4 Algoritmo AGC

Do mesmo modo que o Teorema 1.4.1, o Teorema 3.3.1 também sugere um algoritmo
para identificar quando uma matriz dada € ou ndo uma MDE, determinando sua dimensao da

imersao e, além disso, quando essa dimensao € finita, uma realiza¢do para a matriz.

O seguinte exemplo nos dé a ideia do funcionamento do algoritmo baseado no Teorema

3.3.1.
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Exemplo 3.4.1. Considere a matriz do Exemplo 1.5.1, isto &,

0111

10 2 2
D

1 20 2

12 20

Partindo da submatriz principal de segunda ordem
0
D (15.15)
1

obtemos os dois primeiros pontos da sequéncia que realiza D, x1 = 0 e xo = \/D(4,,1,)(2, 1)e1 =

e1. Agora, vamos olhar para a submatriz principal de ordem 3:

0 11
D(13,13) 1 0 2f.
1 20

Nesta abordagem, ndo precisamos alterar a dimensdo de x; e xo para a proxima etapa. Definimos
agora P = §9, A S2,,onde So, = ep— %ew €S, =e1— %eoo +ep. Assim calculamos 72 utilizando

a seguinte equagao:
_1\n+l p2
2o EVTR
(P-ex)?

Como r? > 0 o resultado da intersegdio é um par de pontos, cujo centro é

P(P e P)
= - = O,
(P - ex)?
com isso, como a dire¢ao € dada pelo Lema 3.3.1, sendo d = e, o par de pontos da intersecao

fica como

y={y" =e2y =-ea},
O ponto x3 é definido como sendo y* = es e seguimos para o préximo passo, onde temos
D j,.1,) = D. Agora, os centros sdo x; = 0,x2 = e1 € x3 = e2 € 0s quadrados dos raios sio a
tltima coluna da matriz D, isto é, {1, 2, 2}. Obtemos o valor da intersecdo P = S3, A S3, A S3,,
onde S3, = eg — %em, S3, =e1 — %eoo +epe S3; =eo— %em + e¢g. Com isso, obtemos

_1\n+l p2
r? = —( i =1,
(P - e)?
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sendo 72 > 0, o resultado da interse¢iio também é um par de pontos, cujo centro é

__P(P-eoo-P) _0
- (P - ew)? -

com a dire¢do dada pelo Lema 3.3.1, sendo d = e3. O novo par de pontos fica sendo

+

y={y" =e3,y =-e3}

e o ponto x4 € definido como sendo y* = e3 Portanto, a sequéncia {0, e1, e, e3} realiza a matriz

D e, como a ultima dire¢ao utilizada foi d = es, dim(D) = 3.

Algorithm 2 K = edmAGC(D)
1. I={1,2}
2: K=1
3: (x1,x2) = (0, VD1ze1)
4: fori e {3,...,n} do
50 P=N\jei(Cx)) — 3Djjec)
6
7
8
9

P2 = (-H™tp?
(P-ew)?
If 72 < 0 then
return oo

else if rQP: 0 then
10: x; = ~Eilenl)
11: else 72 > ( then
12: X; = —%4"”6[(4_1
13: I — 1U{i}
14: K—K+1
15: end if
16: end for

17: verify(x)
18: return K, x

O Algoritmo 2 é uma modificacdo do Algoritmo 1 generalizando o processo descrito
no Exemplo 3.4.1, para uma dada matriz D n X n, simétrica, oca, com entradas ndo negativas,
retornando, no final do processo, a dimensao da imersao de D e, no caso em que D for uma

MDE, isto é, dim(D) = K < oo, uma realizacdo para D em RX.

Note que a dimensao do espaco trabalhado ndo precisa ser alterada durante o processo,
uma vez que, quando trabalhamos com a Algebra Geométrica, podemos considerar a dimensao

maxima possivel desde o inicio.

Na linha 17 do algoritmo, a fungao verify(x) serve para verificar se as distancias dos pontos

obtidos estdo de acordo com todas as entradas da matriz D, uma vez que, quando utilizamos a
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intersecdio pela Algebra Geométrica, s6 tomamos K esferas de RX, fazendo com que algumas
entradas da matriz D possam ser deixadas de lado durante o célculo. Contudo, sendo D uma
MDE, a sequéncia x e a dimensdo K obtidas sdo de fato uma realizac¢do para D e sua dimensdo

da imersao.

3.5 Testes Computacionais edmAGC

Assim como para o Algoritmo 1, o Algoritmo 2 foi implementado no software Wolfram
Mathematica, e foram realizados os mesmos testes com MDESs conhecidas, variando dimensao
da imersdo K e a dimensdo n da matriz de entrada. Assim como para o caso cldssico, para cada
combinacdo de dimensado e quantidade de pontos, varios testes foram realizados e calculamos a
média dos resultados obtidos. Através desses testes podemos analisar a precisdo e o tempo de

processamento do algoritmo.

k 2 3 4 5 10

n
10 | 0.0937 | 0.1406 | 0.2187 | 0.3125 -
100 | 1.3906 | 1.3281 | 3.6562 | 5.8281 | 8.7625
1000 | 14.1563 | 24.7188 | 41.0469 | 61.2813 | 305.672

Tabela 3.1 — Desempenho do Algoritmo 2 em segundos

Em geral, o Algoritmo 2 obteve resultados satisfatérios, com erro numérico pequeno.
Quando comparando com o Algoritmo 1, o Algoritmo 2 tem uma vantagem em relacdo a
simplicidade com que as interse¢des sao calculadas, porém, a desvantagem em relacdo ao tempo

de processamento do método € muito grande.

) K 2 3 4 5 10
10| 7.131 x 1071 [ 3.319x 107 | 1.868 x 10714 | 7.386 x 10714 -
100 [ 1.053x 10713 | 4.985 x 10714 | 2.608 x 10713 | 1.418 x 10713 | 2.586 x 10711
1000 | 5.151 x 10714 [ 9.941 x 1071% | 5.818 x 10713 | 2.016 x 10712 | 5.899 x 10712

Tabela 3.2 — Desempenho Algoritmo 2 em relacdo ao erro numérico

A Tabela 3.1 dispde os tempos de processamento de cada combinagdo em segundos.
Note que o tempo de processamento foi influenciado mais pela quantidade de pontos, isto é, a
dimensao da matriz de entrada, do que pela dimensao do espago contendo os os pontos. Porém,

mesmo com 100 pontos, o tempo de processamento ja foi maior do que o tempo do algoritmo
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classico contendo Dez Mil pontos. Por conta do tempo de processamento ser alto, fizemos testes

apenas até mil pontos na sequéncia.

Contudo, através da Tabela 3.2, vemos que o erro numérico continuou baixo, ndo apre-

sentando desvantagens em relacio ao algoritmo cldssico.

Um grande peso desse algoritmo estd na parte onde calculamos o produto exterior entre as
esferas. Uma possibilidade para trabalhos futuros € focar em diminuir esse custo através de uma
melhor implementacdo ou utiliza¢do de propriedades da Algebra Geométrica que nos garanta

uma forma menos custosa de obter esses produtos.

Lembramos que, uma implementacio eficiente da Algebra Geométrica ainda é tema de

estudo, por conta disso, ndo nos aprofundamos nos aspectos computacionais do problema.
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4 Caso Intervalar

Neste capitulo vamos analisar o caso em que a matriz de distancias possui entradas
intervalares. Primeiramente vamos ver a intersecao de esferas com uma coroa esférica através de
uma abordagem pela Algebra Linear, em seguida pela Algebra Geométrica e, por fim, alguns
exemplos para ilustrar como sugerimos a abordagem do problema de reconhecimento MDE

intervalar através da Algebra Geométrica Conforme.

4.1 Abordagem utilizando Algebra Linear

Antes de tudo, vamos definir o principal objeto que estamos lidando neste capitulo,

denominado coroa esférica.

Defini¢ao 4.1.1. Sejama € R" e 7 > r > 0. A coroa esférica de R"” com centro em a, menor raio
r e maior raio 7 € o conjunto dos pontos x € R” tais que r < d(x,a) < 7. Em outras palavras,

sdo os pontos de R" que estdo entre a esfera de menor raio e a esfera de maior raio.

Sabendo que r < r, podemos simplesmente dizer que a coroa esférica centrada em a tem

raiosrer.

O Teorema 4.1.1 é uma versao do teorema encontrado em [Lavor et al., 2022], restrita ao
caso onde queremos obter a intersecdo de n — 1 esferas de R” com uma coroa esférica, assim

totalizando n objetos de R”.

Teorema 4.1.1. Sejam ay,...,ar_1 centros distintos de k — 1 esferas de Rk, cujos raios sao,

respectivamente, dy, . . ., d;—1, onde o espaco gerado por {ay,...,a,-1} tem dimensdo k — 2
. k f, . . 7 ~ . ~

e seja ax € R* o centro de uma coroa esférica com raios dy e dy. Entdo, a interse¢ao entre as

esferas e a coroa esférica serd o conjunto vazio, um ponto, uma circunferéncia ou uma uniao de

arcos de circunferéncia.

Demonstragdo. A intersecdo entre as esferas e a coroa esférica pode ser obtida através da solucdo

do seguinte sistema

lx—aill>=d? i=1,..., k-1,
(4.1)
di <|lx - a|” < d;.
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Se x € RF satisfaz o sistema (4.1), entdo
X=X—0ar-1 4.2)
€ solugdo de

X = (@i —ar-) > =d? i=1,..., k-1,

4.3)
di < ||% - (ax — ar-1)|1* < 43,
que € equivalente a
12017 - 2% (a; — ak—1) + lla; —axa i = d?, i=1,... k- 1,
4.4)
di < ||%I1° = 2%" (ax — ag-1) + llax — ax-1 11> < d.
Parai =k — 1 em (4.3), temos
IX[1* = d}_,,
que implica que (4.4) pode ser escrito como
1 .
(a; —ax-1)"x = —5(0'1-2 —di_ = llai—axal?), i=1,..., k-2,
L oo 2 T L oo o 2 ()
—§(dk —di_y — llak —ax1ll") <(ax —ax-1)"x < —§(dk —di_ — llak — ax-1l").
Se reescrevermos os elementos de (4.5) da seguinte forma
ai=a;—aj-1,i=1,..., k-2,
1 .
¢ ==5(d} = di_y —llai —ara ), i=1,... k=2
dk-1 = ax — ag-1, (4.6)
1
Ck-1 = _5(4’% —d? | —llak — ar-1l%),
1
Ck-1 = —5(072 —d? | = llak — ar-1l?).
Entdo o sistema (4.5) pode ser escrito como
ﬁif:Ci, i:1,...,k—2,
c; <ap_1x < ;.
Existem duas op¢des para a dimensio do espaco gerado pelo conjunto {ay, ..., a1, ax}:

a primeira € k — 2, quando o ponto aj estd no espago gerado pelos pontos anteriores, a segunda

€ k — 1, quando a; ndo estd no espaco gerado pelo pontos anteriores. Primeiramente, vamos
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analisar o caso em que a dimensao seja kK — 2 e vamos tomar a matriz A, definida pelos elementos
a; e ax_1 de (4.6), isto é,

A=lay ... ag-1], 4.7
com posto k — 2.

Calculando a decomposicao QR de A, temos

R r
A=0 ,
0 0

onde Q € R ¢ uma matriz ortogonal, R € R*=2*(x=2) ¢om posto completo e » € RF~2. Logo

RT 0]
ATz = 0'x. (4.8)

T 0

Escrevendo QX como )
ox="|. 4.9)

Z

comy € RF-2 ez € R2, de (4.2), obtemos

y
x=0 +ag_1.
<

De (4.8) e (4.9), o vetor y deve ser solucdo de

RTy =c,
(4.10)
ck-1 <rly < g1,

onde ¢ = (Cl, e ,Ck_g).

Se RTy = ¢ ndo tiver solucdo, entdo a solugdo para (4.1) é vazia. Contudo, como R tem

posto completo, se y for uma solugdo para (4.10), y € tnico.

De (4.1), parai = k — 1, temos

2 2

y y
Ix — ar-1ll* = || = =di 4,

< <

assim, como z = (z1,z2) € R?,

2 2 2 2
1ty = dk_1 - ”y” .
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Desse modo, obtemos trés possibilidades para a solu¢do de (4.1): um conjunto vazio, se d,%_l -

llylI> < 0, um tnico ponto, caso d,%_l — |IylI> = 0 ou uma circunferéncia, caso di_l — Iyl > 0.

Agora vamos analisar o caso em que a dimensdo do espaco gerado pelo conjunto
{ai,...,ax-1,ar} é igual a k — 1, sendo a matriz A a mesma matriz definida em (4.7), isto
€,

A=lay ... arl],

agora com posto k — 1. Calculando a decomposicdo QR de A, obtemos

R r
A:QO Fik—11>
0 0

onde Q € R ¢ ortogonal, R € R 2X(k=2) tem posto completo e r¢_; € R. Deste modo,

Alx = R0 OQ%. 4.11)
T r1 0
Escrevendo Q7X como
y
0'% = |yiq] (4.12)
Z

onde y € RK2, y,_1,z € R, de (4.8) e (4.11), y e yx_1 devem satisfazer

RTy =c
. yo|_
Cik-1 =< |r Ti-1 < Ck-1,
Yik-1
ou equivalentemente,
RTy =c

(4.13)
Ck-1— FTy S F-1Yk-1 S Cp—1 — FT)’-

Se néo existir solugdio para R’y = ¢, a soluciio para (4.1) serd vazia. Contudo, como R
tem posto completo, se existir uma solugio y satisfazendo R”y = c, esta ser tnica.
De (4.13), obtemos

a <y <@, (4.14)



onde
o= crer—rly e &= Ck-1 —rTy, se
Ti-1 Tk-1
o= Cror—r'y e go Sl —FT)’, se
Tk-1 Tk-1
De (4.2) e (4.12), temos
y
x =0 |yg-1| +ak-1
Z
substituindo (4.15) em (4.1), parai = k — 1, obtemos
2 2
y y
Oyl =|||yer|| =di-s
Z Z

que € equivalente a
2 _ 12 2 _ 2
= dk_1 —Iyll* - YVi-1>

que possui solugdo real se, e somente se,

2 2 2
dk_1 —Iyll* - Vi1 2 0.

2 2 - ~ -
Se d;_; — llyll* = 0, a inequagdo pode ser escrita como

—B < yi-1 £ 6,

onde 8 = , /d,%_l — |Iyl|2. De (4.14) e (4.17),

yi-1 € [a,a] N [-4,6].

Isto €,

max{a, —f} < yr-1 < min{a, B}.

rg—1 > 0,

re—1 < 0.
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(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)

Portanto, pela unicidade da solugdo de R’y = ¢, para cada y;_1 no intervalo (4.2) e 7

satisfazendo (4.16), a equacdo (4.15) nos retorna um ponto ou um par de pontos. Considerando

todos os valores de y.1 satisfazendo (4.18), o resultado € um conjunto de pontos num arco. O

A utiliza¢do da decomposicdo QR para obter a intersecdo de esferas de R" € apresentada

em [Maioli et al., 2017]. Em [Lavor et al., 2022] o teorema acima € apresentado com o calculo
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da intersec¢do de m esferas de R com uma coroa esférica, sendom > 2 e n > 2. Dessa forma, a

quantidade de esferas pode ser maior que a dimensao do espaco.

No caso em que queremos obter realizagdes de MDEs, conseguimos restringir a quanti-
dade de elementos na intersecdo a dimensao do espaco. Assim, podemos limitar o valor de m
para m = n — 1. De todo modo, através dessa abordagem, apenas uma coroa esférica pode ser
tomada por intersec¢do, sendo necessdria uma abordagem nova para o caso onde haja mais coroas

esféricas.

Os seguintes exemplos ajudam a visualizar alguns possiveis casos para essa intersecao.

Exemplo 4.1.1. No primeiro exemplo, considere n = 3 ¢ k = 1, onde as esferas de raios exatos

sao definidas pelos centros e raios

a) = (0, O, 0), d1 = 2,

as = (3,0,0), do = V2
e a coroa esférica é definida por

as = (2.5, -1.5, 0), d3 € [dg,,(ig,] = [1.8, 2].

Primeiramente, vamos definir os vetores a; € as para podermos montar a matriz A.

ap=ay—as =(-3,0,0),

as =as—as = (-0.5,-1.5,0).

Assim, a matriz A serd definida por

-3 -0.5
A=10 -1.5](,
0 0
cuja decomposicao QR é
R r -1 0 O[3 0.5

Olo r|=]0 1 0|0 -1.5].
0 0 0 0 1/l0 o0

Agora, sendo ¢ = —%(d% - d% —|la1]|?) = 3.5, o sistema R”y = ¢ fica sendo

3y =3.5 =y =1.1667.
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Comory=-1.5<0e a’% —|IylI?> = 0.6389 > 0, obtemos

a =-0.0311, a=0.2222,

B =0.7993.
Consequentemente,
—-0.0311 < yp < 0.2222.

Assim, as solugdes de (4.1) sdo dadas por

-1 0 0 1.1667 3
x=10 10 y2 +10{,

0 0 1 i,/0.6389—y§ 0

onde y9 € [-0.0311, 0.2222].
Para yo, = —0.0311, obtemos
-1 0 0f[f 1.1667 3 1.8333

x1=10 1 0][=0.0311{+|0|=1]-0.0311},
0 0 1f|+x0.7987 0 +0.7987

onde, tomando x sendo qualquer um dos dois valores, x; = [1.8333,-0.0311,0.7987] e x| =

[1.8333,—-0.0311, —0.7987], temos

llx —aill =2,
lx = aal| = V2,
|[x —az]| = 1.8 € [1.8,2].

Para yo = 0.2222, obtemos o par de pontos

-1 0 0f|1.1667 3 1.8333
x2=10 1 0f[0.2222(+|0| = [ 0.2222
0 0 1/(]0.7678 0 +0.7678
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Figura 4.1 — Intersecdo das duas esferas de R? com a coroa esférica. A circunferéncia representa
a intersecdo entre as esferas e os pontos na circunferéncia sao as interse¢des com a
coroa esférica, considerando os raios minimo € maximo.

Agora, sendo x qualquer um dos dois valores, xo = [1.8333,0.2222,0.7678] e x}, =
[1.8333,0.2222, —0.7678], temos

llx — a1l =2,
llx = azll = V2,

llx —as|l =2 € [1.8,2].

X
1 9

Figura 4.2 — O circulo representa a intersecao das duas esferas, em vermelho o arco correspon-
dente a intersecdo entre as esferas e a coroa esférica.
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Tomando qualquer valor para y2 no intervalo [-0.0311, 0.2222], obteremos um novo par

de pontos x; pertencentes a um par de arcos da mesma circunferéncia (Figura 4.2).

No Exemplo 4.1.1, vimos um caso onde o resultado da interse¢do € um par de arcos,
de modo que os extremos do intervalo obtido para ys retornam um par de pontos. Além desse
caso, podemos ter que apenas um dos extremos do intervalo retornam pontos reais ou até mesmo

nenhum dos extremos retorne pontos reais.

O préoximo exemplo ilustra o caso em que um dos extremos do intervalo retorna um tnico

ponto e o outro extremo retorna um par de pontos.

Exemplo 4.1.2. Agora, considere novamente n = 3 e k = 1, e tome as esferas de raios exatos

definidas pelos centros e raios

ay =(0,0,0), di =2,
as =(4,0,0), do =3,

e a coroa esférica € definida por

32—3\%3
s I

as = (V2,4,0), d3 € [d3, d3]

Figura 4.3 — Intersecio das duas esferas de R? com a coroa esférica. A circunferéncia representa
a intersecdo entre as esferas e os pontos na circunferéncia sao as interse¢des com a
coroa esférica, considerando os raios minimo e maximo.



Definimos os vetores a; e a2 para podermos montar a matriz A.

a,=ay—as =(-4,0,0),

as = as —as = (V2 —4,4,0) = (-2.5858, 4, 0).

Assim, a matriz A serd definida por

-4 —2.5858
A=10 4 )
0 0
cuja decomposi¢ao QR €
R r -1 0 0] |4 2.5858
Q10 rof=10 1 0|0 4
0 0 0 0 1f]0 0

Sendo ¢ = —%(d% - d% — |la1]|?) = 10.5, o sistema Ry = ¢ fica sendo

4y =10.5 = y = 2.625.

Comora=4>0e d% —|IylI? = 2.1093 > 0, obtemos

a =1.1389, @ =1.9454,
B =1.4524.

Consequentemente,
1.1389 < yo < 1.4524.

Assim, as solucdes de (4.1) sdo dadas por

-1 0 0 2.625 4
x=10 10 Y2 + (0],

0 01 i,/2.1093—y§ 0

onde yo € [1.1389, 1.4524].
Para y, = 1.1389, obtemos

-1 0 Of[ 2.625 4 1.375
x1=(0 1 0Of] 1.1389 [+ [0] = 1.1389
0 0 1f]+0.9013 0 +0.9013

b
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onde, tomando x sendo qualquer um dos dois valores, x; = [1.375,1.1389,0.9013] e x] =

[1.375,1.1389, —0.9013], temos

Ix - a1l = 2,
lx — asl| = 3,

32 -3V1H
Ix —asl| =3 € %,3].

Para ys = 1.4524, um tnico ponto, sendo

-1 0 0f]2.625 4 1.375
x2=10 1 0f[1.4524(+|0| = [1.4524{,
0 01 0 0 0

Sendo x = [1.375, 1.4524, 0], temos

llx — a1l = 2,

[lx = asll = 3,

32 - 3v15
Ix — as|| = 2.5479 € [—‘/_,3 .

T

T2

Figura 4.4 — O circulo representa a intersecao das duas esferas, em vermelho o arco correspon-
dente a intersecdo entre as esferas e a coroa esférica.

Tomando qualquer valor para ys no intervalo [1.1389, 1.4524], obteremos um novo par
de pontos x; pertencentes ao arco da mesma circunferéncia (Figura 4.4), somente no caso em que

y2 = 1.4524, obtemos um unico ponto, pertencente ao mesmo plano dos centros.
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Através desse exemplo, podemos ilustrar o quao diferente € o processo de calcular a
intersecao de esferas com uma coroa esférica se comparado ao calculo da intersecao de apenas
esferas. Principalmente no caso em que, como nos exemplos acima, os centros estdao todos no
hiper-plano gerado apenas pelos n — 1 primeiros vetores da base candnica de R", onde, no caso

contendo apenas esferas, resolveriamos um sistema linear.

4.2 Abordagem utilizando a Algebra Geométrica

Utilizando os conceitos apresentados no Capitulo 2 e no Capitulo 3, podemos calcular a

intersecdo entre as esferas e uma coroa esférica através da Algebra Geométrica Conforme.

O primeiro passo para obter a intersecdo das esferas com a coroa esférica é o cdlculo da

intersecao entre as k — 1 esferas, isto €,

d? . A s . .
onde S; = C(a;) — 5 €, Obtendo uma circunferéncia, um ponto ou o conjunto vazio. No caso
em que a interse¢do entre as k — 1 esferas € vazia, ndo ha necessidade de seguir com o processo,

uma vez que € evidente que a interse¢do com a coroa esférica também serd vazia.

Definimos outras duas esferas através dos limitantes inferior e superior do intervalo ao

qual dj, pertence, isto €,

2 b
s =Cl(ay) —%em e §=Clay) - gkeoo.

Agora devemos analisar as intersecoes, P = C A s e Py = C A s, entre C e as duas
esferas, que, pelo Teorema 3.2.1, serd um par de pontos, um ponto ou o conjunto vazio. Caso o
resultado da intersecao tenha raio imagindrio, isto &, r? <0, para Py ou Py, devemos verificar se
precisamos atualizar os valores de dj e dy, calculando as distincias maxima e minima entre o

vetor Ay = C(ay) e C.

Para isso, precisamos projetar A; no hiper-plano Cp = e, - C contendo C através da
Equacao 2.1.6, ou seja,

PAi = (A - C5')Cp
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e calcular a distancia a, entre os vetores Ay € PAj. Como PAj representa um plano, essa distancia

pode ser obtida pela Equacao 2.3.1.3 , isto &,
a = Ak . PAK.

De a e a distancia entre Ay e o centro X¢ de C, dado por

B =~V-2(Ax - Xc),

conseguimos obter a distancia entre X¢ e PAy, dada por
y=VB?-a’

Considerando o raio r¢ de C, temos

dmin:\/a/2_(7_rC)2 e dmax = Va'2+(7+rC)2-

Assim, o intervalo [dy.d;] deve ser atualizado de acordo com as seguintes condi¢des:

* Se I2 < 0edk < dnin , entdo dy = din,

e Se2 <0ed; > dyax, entio dy = dyax.

Com isso, a intersecdo pode ser feita como no Teorema 3.2.1 e o resultado serd uma unido de

pares de pontos, dados por

Pa={xeRF : x:P(C/\(Ak—dQ—QeOO)), d e [dy,dy]) (4.19)

Mais adiante, veremos o caso em que temos mais de uma coroa esférica por intersecao, que
€ possibilitada pela abordagem através da AGC. Primeiramente, vamos ver como as intersecoes

dos exemplos anteriores podem ser obtidas com essa abordagem.

Exemplo 4.2.1. Tomando os mesmos parametros do Exemplo 4.1.1, isto €, consideramos n = 3

e k = 1, onde as esferas de raios exatos sao definidas pelos centros e raios

a1 =(0,0,0), d1 =2,

az = (3,0,0), d2 = V2,
e a coroa esférica é definida por

as = (2.5, -1.5, 0), ds € [dg,c?g] = [1.8, 2].
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Para essa abordagem, primeiramente calculamos
d? d?
C=8511N8= (C(al) - 71) A (C(ag) - ?2),

obtendo o centro c, o raio r e a dire¢do h, sendo
¢ =(1.8333,0,0),
r =10.7993,
h= eoqes,
onde h representa a direcdo do plano de R? que contém a circunferéncia C.

Agora, através da equacido (3.4), obtemos os quadrados dos raios das interse¢des entre C

e as esferas de centro em ag e raios ds e ds, sendo

2 =0.6379 > 0,

72 = 0.5895 > 0.

Logo, ambas as intersecdes sdo pares de pontos, assim, a intersec@o entre as esferas e a coroa
esférica vai ser dada por

d2
Pi={xeR?: x=CAP(CA(C(a3) - 7em)), d e [1.8,2]}).

Resolvendo a projecdo da interse¢do, obtemos

Py={xeR> : x=1.8333¢; +a1(d)es + a2(2)es, d € [1.8,2]},

onde a1 (d) = 0.3333d2 e aa(d) = 0.2222V—12.0625 + 15d2 — 2.254%.

Para d = 1.8, obtemos
x =1.8333e1 — 0.0311eg = 0.7987e3

e, para d = 2, obtemos

x = 1.8333e1 + 0.2222e2 £ 0.7678e3.

Exemplo 4.2.2. Agora, tomamos 0s mesmos parametros do Exemplo 4.1.2, isto €, consideramos
n=3e k =1, onde as esferas de raios exatos sdo definidas pelos centros e raios
al] = (0, O, 0), d1 = 2,

as =(4,0,0), d2 =3,
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e a coroa esférica € definida por

32—3\%’3].

az = (V2,4,0), ds € [d3,d3] = [ 3

Primeiramente, calculamos

C=S ASy= (C(al) _ d;) A (C(az) - dé)

obtendo o centro c, o raio r e a dire¢do h, sendo

¢ = (1.375,0,0),
r=1.4524,
h = eges,

onde & representa a dire¢iio do plano de R? que contém a circunferéncia C.

De (3.4), obtemos os quadrados dos raios das intersecOes entre C e as esferas de centro

em a3 e raios d3 e ds3, sendo
r?=0.8124 > 0,
7 =0.

Logo, uma das intersegdes resulta em um par de pontos e outra em um tnico ponto, 0 conjunto

interse¢@o pode ser representado por:

d? . 32 -3V15
Pa={reR% : x=P(CA(Clay) ~ Few)), d € [ds.ds] = [TV_ 3)).
Resolvendo a projecao da intersecao, obtemos
2-3V1
Py={xe€R> : x =1.375e1 + @1 (d)es £ a2(2)es, d € [%,3] 1,

onde a1 (d) = 2.2649 — 0.125d> e aa(d) = 0.0625V=772.021 + 144.887d2 — 4d*
Para d = %ﬁ, temos que
x = 1.375e1 + 1.4525e9
e, para d = 3, temos que

x =1.375e1 + 1.1389%¢9 + 0.9013e3.

Note que, como era de se esperar, em ambos os exemplos acima, os pontos obtidos foram

exatamente os mesmos obtidos pela abordagem através da Algebra Linear.



93

4.3 Matrizes de Distancias Euclidianas Intervalares

Uma matriz de distancias euclidianas intervalares (MDEI) diferenciard de uma MDE pelo
fato de ao menos uma de suas entradas ser intervalar. Uma MDEI ndo precisa ter necessariamente
todas as suas entradas intervalares. Evidentemente, as entradas da diagonal principal de uma

MDEI continuardo sendo nulas, logo serdo exatas.

Definicao 4.3.1. Uma matriz D n X n € dita ser uma Matriz de Distancias Euclidianas Intervalares

(MDEI) se, para algum K inteiro positivo, existir uma sequéncia de pontos {x;}" ; C RX | tal que
D(i,j) = [dij. dij], i, j € {1,....n},
onde al(x,-,xj)2 = ||x; — x_,-||2 € [dij, Jij] e d;; e d;; s3o ndo negativos.

Note que, na defini¢do acima, se d;; = d; jparaalgumpari, j € {1,...,n}, entdo aentrada

(i, j) da matriz D serd um intervalo degenerado, isto é, D (i, j) representard uma distincia exata.

Exemplo 4.3.1. A matriz

0 1 [1,4] [4.5,5.1]
b 1 0 1 [1,2]
[1,4] 1 0 1
[4.5,5.1] [1,2] 1 0

¢ uma MDEI de ordem 4, com trés distancias intervalares, D(1,3) = D(3,1), D(1,4) = D(4,1)
e D(2,4) =D(4,2).

4.3.1 Caso Contendo Apenas uma Coroa Esférica

Dada uma MDEI D qualquer, de ordem n, pode acontecer de que numa determinada

coluna j de D existam duas ou mais distancias intervalares acima da diagonal principal.

Pelas caracteristicas de uma MDE, apenas as entradas de D que estido acima da diagonal
principal ja contém todas as informacdes necessdrias para a resolu¢do do problema de reconheci-
mento MDE. Além disso, sabemos que fixada uma coluna j de D, a linha k representa a distancia

- A n .
entre o ponto x; € 0 k-€simo ponto da sequéncia {x;}! ; que realiza D.

Levando essas caracteristicas de uma MDE em consideracdo, suponhamos que conhece-

mos 08 pontos x1, ..., x;_1 que realizam a submatriz principal de D de ordem j — 1 e queremos
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. . i—1 . .
determinar um ponto x; que, junto com 0s pontos {xl-}lj.:1 , realiza a submatriz principal de D de
ordem j. Utilizando a ideia que vimos até aqui, precisamos realizar a interse¢ao entre as esferas

e coroas esféricas, com centros em x1, ..., x; eraios D(1, j),...,D(j — 1, j), respectivamente.

Note que a quantidade de distancias intervalares acima da diagonal principal na coluna
J de D, representa a quantidade de coroas esféricas nessa interse¢do. Com isso, no caso geral,

para obter o j-ésimo ponto, realizamos a intersecao entre p esferas e g coroas esféricas, onde
ptqg=j-1
Inicialmente, pretendemos analisar o caso onde cada ponto € obtido pela intersecdo entre,

no maximo, uma coroa esférica com n — 1 esferas de R”, de modo que conseguamos utilizar o

processo descrito na Secdo 4.2.

Exemplo 4.3.2. A seguinte matriz satisfaz essas condicoes:

0 1 [L4 5

1 0 1 [L2]
[1,4] 1 0 1

5 [1L,2] 1 0

Note que, no exemplo acima, a terceira coluna da matriz D nos fornece duas distancias
precisas e uma distancia intervalar, entdo, quando realizarmos a intersecao entre as esferas
centradas nos pontos anteriores com raios referentes a essa coluna, teremos a intersecio de duas

esferas com uma coroa esférica.

O modelo ideal de MDEI que satisfaca essas condigdes, € a que possui, no maximo,
uma distancia intervalar por coluna acima da diagonal principal, mas nem sempre € necessario
que isso seja satisfeito. Uma vez que, pelo método através da AGC, para obter o i-€simo ponto,
utilizamos apenas K esferas de RX, onde o valor de K é uma unidade maior do que a dimensdo

do espacgo que contém os pontos que ja conhecemos.

Os dois exemplos a seguir serdo apresentados apenas com a abordagem através da AGC,

em seguida, apresentaremos um exemplo maior, onde as duas abordagens serdo comparadas.
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Exemplo 4.3.3. Primeiramente, vamos utilizar a matriz do Exemplo 4.3.2, isto &,

0 1 [L4] 5

1 0 1 [1,2]
[1,4] 1 0 1

5 [L,2] 1 0

Deste modo, os dois primeiros pontos s@ao dados, assim como no caso nao intervalar,
sendo x1 =0ex9 =+/D(1,2)e1 = ey.

Calculando a intersecdo entre a circunferéncia centrada em x3, com raio 1 e a coroa

centrada em x; com raios {1, 2}, como descrita na Secao 4.2, obtemos o seguinte conjunto
Pa, = {x3=0.5d%1 £ V(d? - 0.25d%)es € R?, d € [1,2]},

Agora, poderiamos seguir com duas abordagens. A primeira seria carregar o ponto x3 em
func¢do de d para a proxima intersecao e seguir adicionando pontos em fung¢do dos intervalos
anteriores daf em diante. Porém, essa abordagem pode se tornar muito custosa quando o problema
contém uma quantidade grande de pontos. Por conta disso, escolhemos discretizar o conjunto
tomando p € N* pontos espagados de maneira uniforme no conjunto PA. Desse modo, sendo D
uma MDE, quanto maior o valor de p, maior serd a possibilidade de encontrarmos uma realiza¢ao

para D, porém, esse processo se tornard mais custoso.

Vamos adotar para esse exemplo p = 3, isto é, tomamos 0s d no conjunto {1, 1.5, 2}.

Sendo assim, o conjunto PA; pode ser representado na forma discretizada por

Ty = {0.5e1 + 0.866e2; 1.125e1 + 0.9922¢9; 2e1 }.

Para escolher o ponto x3, podemos tomar qualquer ponto de 77 e verificar se a proxima
intersecao (para obter o ponto x4) € ndo vazia. Caso seja vazia, devemos voltar em 77 e escolher
um novo ponto. Se isso se repetir para todos os pontos, podemos aumentar o valor de p ou, se o

valor de p ja for suficientemente grande, declarar que a matriz D nao ¢ MDE.

Dos trés pontos de 77, o Gnico que ndo retorna uma interse¢ao ndo vazia para a obtencao
do préximo ponto é T1(3) = 2e1. Logo, assumimos x3 = 2e; e vamos para o proximo ponto da

sequéncia.
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Como o espago foi mantido em R, a interseciio serd apenas entre a circunferéncia de

centro x9 e raio V5 € a coroa de centro x3 e raios {1, V2 }, resultando no seguinte conjunto
Pa, = {xg = (1+0.5d%)e1 £ Vd? — 0.25d%es € R?, d € [1,V2]}.

Representado, por sua discretizagdo com p = 3 pontos, por

To = {1.5e1 + 0.866e2; 1.0214e1 + 0.206¢e2; 2e1 + €2 }.

Por fim, basta verificar para quais elementos de 75> temos d(x1, x4)2 = 5, concluindo que,

parad = V2, os pontos x1 = 0,x2 = e1,x3 = 2e1 € x4 = 2e7 + e9 realizam a matriz D.

O proximo exemplo ilustra o caso em que, mesmo que tenhamos mais de uma distancia
intervalar em uma coluna da matriz, a realizacdo pode ser obtida pela intersecdo com apenas

uma coroa esférica.

Exemplo 4.3.4. Considere a matriz

0 1 [7,9] 13
b 1 0 4 [9,11]
[7,9] 4 0  [8,11]

| 13 [911] [8,11] 0

Novamente, a primeira distancia ndo € intervalar, com isso, os dois primeiros pontos sao
X1 = 0 € X9 = \/D(l, 2)61 =e1.

Calculando a intersecdo entre a coroa centrada em x; com raios {3, 2V3 } e acircunferéncia

centrada em xo com raio 2, obtemos o conjunto

Pa, = {x3= (-1.5+0.5)d%e; + v (-2.25+2.5d% — 0.25d%)ey € R, d € [V7,3]}.
Sendo p = 3, d é tomado no conjunto {\/7 , V8, 3}, gerando o conjunto

T, = {261 + 1.732162; 2.5e1 + 1.322962; 361}.

Note que em 77 existe um ponto que pertence a R!, mas nem sempre isso acontecera.
No caso em que a intersecdo entre as esferas e coroa esférica for um par de arcos, o conjunto

intersecdo sO conterda pontos no espaco com uma dimensao maior que a dimensao da imersao
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atual. Contudo, se esse ponto existir, sabemos que a intersec¢ao resultou em um tnico ponto ou

em um unico arco.

No caso em que a interse¢do resulta em um par de arcos ou em um Unico arco, a ex-
pressdo para a dimensao adicional sempre serd da forma ++/a(d)eg+1, onde a(d) é uma funcio
polinomial. Assim, para verificar se existe um ponto y € PA com y € RX, basta descobrir se

para o intervalo dado para d, existe um valor dy, tal que a(dp) = 0.

Caso exista, sempre daremos preferéncia ao ponto que ndo aumenta a dimensao da
imersao. Deste modo, garantimos que, se obtida uma realizagdo para D, esta estard no espago de
menor dimensdo da imersdo possivel. Neste caso, o valor procurado estd em um dos extremos do

intervalo d = 3, logo, tomamos x3 = 3ej.

Os pontos x1, X2 € x3 estdo em R!, desse modo, para obter o préximo ponto, precisamos
de apenas duas circunferéncias ou uma circunferéncia e uma coroa. Com isso, mesmo que a quarta
linha da matriz D tenha duas entradas intervalares, sO precisaremos usar uma delas, garantindo

assim que cairemos no caso abordado aqui.

Como D(1,2) = 13 e as entradas D(2,4) e D(3,4) sao intervalares, vamos escolher x|
como sendo um dos centros e tomamos qualquer um dos outros pontos para ser o centro da coroa

com raios referentes a respectiva entrada da matriz D.

Calculando a interse¢do da circunferéncia de centro x; = 0 e raio V13 com a coroa de

centro x2 = e e raios {3, V11}, obtemos o conjunto

Pa, = {x4 = (T—d*)e; + V(=36 +7d? — 0.25d%)ey € R?, d € [3,V11]}.
Sendo p = 3, d é tomado no conjunto {3, V10, \/ﬁ}, PA5 € discretizado em

To = {2.5e1 +2.5981e9; 2e1 + 3e2; 1.5e + 3.2787es}.

O tnico ponto y € T> tal que d(y,x3) € [8,11] é y = 2e; + 3ea, logo, tomamos
X4 = 2e1 + 3e2, com isso, a sequéncia {0; e1; 3e1; 2e1 + e2} realiza a matriz D. Portanto D €

MDE com dim(D) = 2.

Para que possamos comparar as duas abordagens para a resolu¢cdo do problema, a reso-
lucao do préximo exemplo serd apresentada em duas partes: primeiramente através da Algebra

Linear e, em seguida, Algebra Geométrica Conforme.
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Exemplo 4.3.5. Seja D dada por

9 5 5 8 4
0 [7.10] 2 5 13
[7,100 0  [1,4] [L,4] [9,12]
2[4 0 [1,4]  [8,11]
5 [L4] [14] 0  [10,13]
13 [9,12] [8,11] [10,13] O

"~ o o ot ©o o

Abordagem através da Algebra Linear

Os dois primeiros pontos sao dados x; = 0 e xo = 4/D(1, 2) = 3. Para o terceiro ponto,
realizamos a intersecdo entre a circunferéncia de centro x; e raio v/5 com a coroa de centro X9 €

raios {\/7 , \/m}. Como estamos em R2, fazemos de forma direta, obtendo o conjunto
(= oeVB =Dy € [3.2)

Por simplicidade, neste exemplo, sempre vamos optar por um ponto que sabemos estar contido

numa realiza¢do da matriz D. Escolhendo y =1 € [%, %], desse modo x3 = (1, 2).

Para o quarto ponto, temos as esferas cujos centros e raios sao dados por

a1 = (0,0,0),d; = V5,
as = (3,0,0),dy = V2

e a coroa esférica cujo centro e raios sao dados por
asz =(1,2,0),ds € [1,2].
Com isso,

ay =ay—as =(-3,0,0),

as =asz—ag = (—2, 2, 0),

formando a matriz
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cuja decomposicao QR € dada por

R r -1 1 0|3 2
Q0 r|=]0 1 0|0 2f.
0 0 0 0 1/[0o 0

Sendo ¢ = —%(d% —d% —|lai]|?) = 3,de RTy = ¢; obtemos y = 1. Como rp = 2 > 0, calculamos

a =0.5,a =1.25e B =1, obtemos y2 no intervalo
0.5 = max{a, —B} < y2 < min{a, 8} = 1.
Com isso, as solugdes x sdo dadas por

-1 10 1 3
x=10 10 y2 +10{,

0 01 i,/l—y% 0
onde ys € [0.5, 1].

Nesse ponto, devemos discretizar o intervalo de y2 e tomar os pontos x para o proximo
centro. Do mesmo modo que para a abordagem através da AGC, caso a proxima intersecao seja

vazia, devemos voltar nesse intervalo e atualizar o ponto.

Por conveniéncia, tomamos y2 = 1, sendo
x4 =(2,1,0),

repetimos o processo para a obtenc¢do do quinto ponto da sequéncia.

Note que na quinta coluna da matriz D temos duas distincias intervalares. Como o
Teorema 4.1.1 nos fornece uma forma de calcular a intersecao apenas quando existe uma coroa
esférica, aqui usaremos o fato de que, uma vez que xi, x2, X3 € x4 sdo pontos de R2, podemos
tomar apenas duas distancias exatas e uma intervalar e, depois de obter o quinto ponto, verificar

se a distancia entre esse ponto e o que ficou faltando é compativel com o intervalo.

Repetindo o mesmo processo, onde, a partir de
ai = (0,0,0),d; = V8,

as = (3.0,0),ds = V5,

as = (2, 1,0),d3 € [1,2],
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obtemos a; = aj — as, as = asz — as € geramos a matriz

-3 -2
A=[0 2|,
0 0
onde a decomposi¢ao QR de A é dada por
-1 0 0 3 2
Q=0 1 0leR=10 2|,
0 01 0 0

calculamos y = 1, @ = 1.25, @ = 2 e § = 2 com base nas entradas de R e dos valores do intervalo

de d3. Assim, chegamos nos pontos

2

X = y2 .

i1/4—y§

onde y9 € [1.25,2].

Para yo = 2, temos x5 = (2, 2, 0), cuja distdncia ao quarto ponto d (x4, x5)? = 1 € [1,4] =
D(4,5), verificando assim que a sequéncia obtida até aqui realiza a submatriz principal com

ordem 5 de D. Agora, vamos para o ultimo ponto da sequéncia.

Novamente, temos 0s centros € raios

al = (0, O, O), dl = 2,
as = (3.0,0),ds = V13,
as = (2,1,0),ds € [3,V12],

de a; = a1 — as, do = a3 — as, criamos a matriz

-3 -2
A=(0 2|,
0 0
cuja decomposi¢ao QR
-1 00 3 2

Q=10 1 0|eR=|0 2f,
0 01 0 0
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sendoy =3,a =-0.75, @ =0e B = 2, sendo as solugdes obtidas dadas por

onde yo € [-0.75,0].

Tomando y, = 0, temos que xg = (0, 0, 2), onde as distancias d(x4,x6)%2 =9 € [8,11] =

D(4,6) e d(xs,x6)? = 12 € [10, 13] = D(5, 6).

Portanto, a sequéncia formada pelos pontos x1, x2, x3, X4, X5 € xg, obtidos acima, realiza

a matriz D.
Abordagem através da AGC

Tomando os mesmos pontos de partida x; = 0, xo = 3e1 € x3 = e1 + 2e2, cujos raios sao

dados por r; = V5, ro=V2e rs =d € [1, 2], respectivamente. Calculamos
P=51ANS2AS3,

onde S; = x; + %(xl2 - r?)ec><> +eg,i = 1,2, 3. Obtemos por P (P), o seguinte conjunto

Pa, = {2e1 + 1(6 - d%)es £ 1(V-20+ 1242 — d*)es,d € [1,2]}.

Parad = V2 € [1,2], obtemos o ponto x4 = 2e71 + e2.

Note que, diferente da abordagem cldssica, os valores dos extremos de r3 ndo precisam ser
usados em nenhum momento durante o cdlculo de PA;. Desse modo, podemos alterar o intervalo
mesmo depois de realizar a interse¢do. Isso pode ser de grande utilidade quando lidamos com

problemas reais.

Agora, usamos novamente os centros x1 = 0, xo = 3e1 € x3 = €1 + 2e2, COM NOVOS raios

dados por r; = V8, ro=vV5e rs =d € [1, 2], respectivamente. Calculamos
P=S{ANS2AS3,

onde S; = x; + %(xl2 - rl.Z)eOo +eg,i = 1,2, 3 e obtemos

Pa, = {2e1 + (9= d%)ey £ L(V-17+ 1842 — d*)es,d € [1,2]}.

Para d = 1 € [1, 2], obtemos o ponto x5 = 2e1 + e9, cuja distincia d(x5,x4)' =1 € [1,4] =

D(5,4).
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Por fim, para obten¢do do dltimo ponto, usamos novamente os centros x; = 0, xo = 3e; e
X3 = e1 + 2es, com raios agora dados por r; = 2, ro = Vi3ers=de [3, \/ﬁ], respectivamente.
Sendo
P=581AS3A S35,

com S; = x; + %(x? - r?)eoo +eq,i =1, 2,3, obtemos

Pas = {39 = des = L (V=174 1842 — d%)es, d € [3,V12]}.

Parad =3 € [3, \/ﬁ], obtemos xg = 2e3, cujas distancias d(x4,x6)° =9 € [8,11] = D(4,6) e

d(xs,x6)% =12 € [10,13] = D(5, 6), sendo a mesma sequéncia obtida no caso cléssico.

No exemplo acima, € facil notar a diferenca das duas abordagens. Na abordagem cléssica,
fixamos os centros e raios, "deslocamos" os pontos para gerar uma matriz A, qual serd computada
a decomposicdo QR e, dependendo das entradas da matriz R e dos valores dos extremos do raio
intervalar, calculamos um limitante inferior e superior para um valor y2, ao qual determinara as

duas dltimas coordenadas do novo ponto da sequéncia.

Ja na abordagem através da AGC, apenas calculamos a intersecao entre as esferas e a
coroa esférica, através do produto exterior, sem a necessidade de especificar os raios ou nos
atentarmos com parametros especificos, obtemos o conjunto projecao e temos 0 novo ponto em
funcdo do raio intervalar que ja conhecemos, possibilitando que, através da AGC, nunca seja

perdido o carater geométrico do problema.

Como visto no dltimo exemplo, a dimensdo da imersao da i-ésima submatriz principal
e os elementos acima da diagonal principal da coluna i + 1 de D determinam diretamente se €
possivel obter o (i + 1)-ésimo ponto da sequéncia por meio da intersecdo de esferas com, no

maximo, uma coroa esférica. O Teorema 4.3.1 generaliza essa ideia.

Teorema 4.3.1. Dada uma MDEI D, de ordem n, com n > 2 e sejam D a submatriz principal de
D de ordem n — 1, com dim(D) = K, e {x; ;‘;11 uma realizacdo para D em RX. Se, na n-ésima
coluna de D, a quantidade de distancias ndo intervalares for maior ou igual a K, entdo € possivel,
utilizando a intersecdo de esferas com, no maximo, uma coroa esférica, obter x, que, unido a

sequéncia {x; ;.’:_11, realiza a matriz D.

Demonstragdo. Suponha D uma MDEI, de ordem n, comn > 2 e {xi}?:_f uma realizacdo para D

em RX,
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Primeiramente, vamos considerar o caso em que, na coluna n de D, existam mais de

K distancias ndo intervalares. Fixando {i1,...,i,} € I, como sendo o conjunto de indices
onde D(i js n), j = 1,..., p seja uma distancia ndo intervalar. Temos que, p > K, com isso,
J=Ai1,...,igs1} C {i1,...,ip}.

Basta tomarmos os pontos {x;, };e; € {x;}_; como sendo os centros € D(ij,n),j € J
como os quadrados dos raios, respectivamente, de modo que, como J contém K + 1 indices
distintos. Todos esses pares de centros e raios representam esferas de RX*!, com centros em
RX. Logo, sendo D uma MDE, a interse¢io entre elas resulta em um ponto x, € RX, caso

dim(D) = K ou um par de pontos x}, x, € RK*, caso dim(D) = K + 1.

De todo modo, considerando x, = x;; no segundo caso, temos que a sequéncia {x;}?

realiza D.

Agora, considerando o caso em que, na coluna n de D, existam exatamente K distincias

ndo intervalares, digamos D(i;,n),j = 1,..., K, basta tomarmos as esferas como sendo de

n

centros em {x;, }5.{:1 C {xi}!, eraios D(i;,n), j = 1,..., K, respectivamente.

n K _ J :
Tomando qualquer ponto x, € {x,-}l.=1 \ {xl-]. =1 sendo D(r,n) = [d,, d,] e considerando
a coroa esférica de centro em x,, com menor raio y/d, € maior raio v/ d,. Desse modo, por D ser
uma MDE e pelo Teorema 4.1.1, obtemos um ponto, uma unido de arcos (um arco cortando o

hiper-plano RX ou um par de arcos) ou uma circunferéncia.

Por fim, tomando qualquer ponto x, em um desses conjuntos, teremos que a sequéncia

{x;}!, realiza a matriz D. O

4.3.2 Caso Contendo mais de uma Coroa Esférica

Observe que, se na quinta coluna da matriz D do Exemplo 4.3.5 tivéssemos mais uma
distancia intervalar, o problema ndo poderia ser resolvido pela Algebra Linear com o que j4 temos.
Dessa forma, deveriamos buscar por uma generaliza¢ao ou até mesmo um abordagem totalmente
diferente da apresentada em [Lavor et al., 2022]. Contudo, se usarmos a abordagem através da
Algebra Geométrica Conforme, basta trabalharmos com duas esferas com raios desconhecidos e

obteriamos uma interse¢ao da mesma forma.

Exemplo 4.3.6. Considere os centros x; = 0, xo = 3e1 € x3 = e] + 2¢2 com raios, r; = V8,

ro =d1 € [1,3],61’3 =d2 € [1,2].
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Para obter a intersecdo entre a esfera centrada em x; e as coroas esféricas centradas em

X9 € x3, basta calcularmos

P=S1 NSy AS3,

onde S; = x; + %(x? - rl.z)eoo + e(. Assim, obter o conjunto projecao, dado por
PA = {aq(dl)el + Q’Q(dl, d2)€2 + Cl’3(d1, d2)€3, di € [1, 3], ds € [1, 2]},

onde

17 1
ay(dy) = 6 6d2’

az(dy, d2) = — + —di — —dj,

1
@y(d1, da) = =122+ 2343 - §d} + 333 + §433 - Y.
Sendo d; = V5 e dy = 1, obtemos exatamente o ponto x5 = 2e1 + 2es.

Em geral, o método que propomos para realizar a intersecdo de n — p esferas de R"
com p coroas esféricas pode ser obtido diretamente pelo produto ja utilizado em todos os casos
anteriores, destacando mais uma vez a simplicidade da generaliza¢do quando se trabalha com a

Algebra Geométrica.

Sejam {x1,...,x,-,}, p = 0, os centros das esferas de R"” com raios ry, ..., 7,—p,, I'€s-
ps P P

pectivamente e sejam y1, ..., y,, 0s centros das coroas esféricas de R" com raios intervalares

d; € [d;,d;],i =1,...,p, respectivamente. A representacdo conforme da intersecio entre n — p

esferas e as p coroas esféricas pode ser obtida por

P=S1 A~ ASu—p ASu_ps1 A+++ A Sp.

ondeSi:x,-—%(x?—ri)eoo+eo,parai:1,...,n—peS,-:x,-—%(x?—d,-)eoo+eo

Desse modo, o conjunto P4 dos pontos na interse¢cao em R” podem ser obtidos pela
projecdo de P, isto é,

Pa={xeR"x=P(P)),

onde

P(f)) = (Il(dl,. . -,d[))el +-- +a’n(d1, . 9dp)en’ di € di € [d[a d_l]
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Note que quanto maior for a quantidade de coroas esféricas, maior serd a quantidade de
varidveis que cada fun¢ao «; e, desse modo, a complexidade do problema aumentard significati-

vamente.

Como descrito acima, se p = 1, temos apenas uma coroa esférica na intersecao e, assim,
caimos no caso apresentado anteriormente e ainda, se p = 0, caimos no caso apresentado no
terceiro capitulo. Dessa forma, todos os casos podem ser resumidos apenas nesse ultimo, ao
contrario da abordagem pela Algebra Linear, em que cada caso deve ser trabalhado de forma

totalmente diferente.

4.4 Meétodo para o Caso com uma Distancia Intervalar

Nessa secdo, vamos descrever de uma maneira mais formal, como ficaria a abordagem,

para a realizagao de uma MDEI que satisfaca as condi¢des do Teorema 4.3.1.

Assim como o método descrito nos capitulos anteriores para resolver o problema de
reconhecimento MDE detecta se a matriz dada D é, de fato, uma MDE, ao longo do processo de
obter uma realizacdo para D, o método para distancias intervalares que iremos descrever aqui,
detecta, ao longo de um processo, se € possivel obter uma realizacao por meio da intersecao

contendo no maximo uma coroa esférica.

4.4.1 Inicializacao

O método € iniciado tomando como parametro de entrada apenas uma matriz D de ordem
n, com n > 2, oca, simétrica, com entradas nao negativas, podendo conter intervalos positivos

nas entradas de D.

Supomos que D € uma MDE com dimensao da imersdo K = 1 e fixamos o primeiro
ponto x; sendo a origem de R, isto é x; = 0 que realiza a submatriz principal de D de ordem 1.

Note que, se D(1, 2) for um intervalo [d1, d1], tomando qualquer ponto x» definido como

xo = aer, @ € [di,Vdi],

realiza a submatriz principal de ordem 2 de D. Porém, nada nos garante que esse ponto pertence
a uma sequéncia que realiza D, portanto, precisamos discretizar o intervalo [d1, d1], para que
possamos percorrer a maior quantidade de pontos possiveis nesse intervalo, caso ndo encontremos

uma realizac¢do para o primeiro « tomado.
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Tomando p > 1 como sendo a quantidade de pontos que queremos no intervalo [d1, d1]

discretizado, basta definirmos a precisdo & como sendo

di—d
h="21"°1
p—1
Com isso, definimos «; = d; + h(i — 1), i = 1, ..., p. Portanto, o conjunto dos pontos x3 que

realizam a submatriz principal de ordem 2 de D pode ser definido a partir do intervalo [d1, d1]

discretizado, com precisdo A, por
762 {\/Eiel,i: 1,...,p}.

Um processo de discretizacao parecido sera feito na etapa de discretizagdo do arco. A
diferenca estd no fato de que, aqui o intervalo discretizado nos da o ponto de forma direta, 14
queremos obter um arco discretizado, entdo usamos o intervalo discretizado para obter os pontos

desse arco.

A sequéncia inicial x, contendo os dois primeiros pontos € definida como, x = {0, \/a;e1} C
R! ¢ G1. O segundo ponto da sequéncia poder4 ser atualizado futuramente, caso nio obtenhamos

uma sequéncia que realiza D ao qual xo = +/a;e1 € o segundo ponto.

Caso D(1,2) seja uma distancia ndo intervalar, definimos x = {0, m e1} e conti-
nuamos com o método. Nesse caso, o segundo ponto nao serd atualizado, uma vez que, sendo
D uma MDE, dada qualquer sequéncia {x;}"_; que realiza D, existird uma isometria S onde
S(xo) = mel. Isto €, a partir dos pontos x = {0, \/mel}, sendo D uma MDE,

conseguimos encontrar uma realizag¢do para D.

Em seguida entramos no processo iterativo do método, onde serd realizada a interse¢ao
das esferas com a coroa esférica para gerar os novos possiveis pontos da sequéncia que realiza D.
Esse processo pode ser dividido em trés etapas: a intersecdo entre as esferas e a coroa esférica, a

discretizacdo do intervalo e a atualizacdo da sequéncia.

4.4.2 Intersecao

A intersecdo entre as esferas e a coroa esférica pode resultar em quatro casos diferentes.
Dentre esses, dois resultam em arcos de circunferéncia, em um caso, o resultado € um tnico
ponto e, no ultimo caso, a intersecdo € vazia. No geral, a intersecdo das esferas resulta em uma
circunferéncia C a qual serd calculada a interseco com a coroa esférica para obter um dos quatro

casos mencionados.
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Suponhamos que estamos na i-ésima iteracao, isto €, temos gerados os i — 1 primeiros
pontos que realizam a submatriz principal de D com ordem i — 1, com dimensdo da imersdo K.

Partimos entdo para a etapa de interse¢ao, obtendo um dos seguintes casos:

4.4.2.1 Um Ponto

O resultado da intersecdo entre a circunferéncia C e a coroa esférica é um tnico ponto
quando apenas a esfera de maior raio, que compde a coroa esférica, intercepta a circunferéncia
em um Unico ponto. Neste caso, basta adicionar esse a sequéncia e seguir com o método, como

no caso com distancias exatas.

Figura 4.5 — Interse¢do entre a esfera e a coroa esférica resultando em um tnico ponto.

Na Figura 4.5, vemos o primeiro caso no plano. Note que, como C € sempre uma circun-
feréncia, independente da dimensao do problema, a visualizacao no plano representa de forma
satisfatoria qualquer que seja a dimensdo do espaco, uma vez que poderiamos sempre tomar

como o plano que contém a C como nosso plano de visualizacdo.

Note que, nesse caso, como o resultado da interse¢dao € um Unico ponto x;, este estd no
mesmo espago de dimensdao K que contém os i — 1 pontos anteriores, logo, ndo precisamos

aumentar a dimensao da imersao para a proxima iteracao.

4.4.2.2 Par de Arcos

O caso em que a interse¢do € um par de arcos acontece quando ambas as esferas de menor
e maior raio que compodem a coroa esférica, interceptam a circunferéncia C em um par de pontos.

Nesse caso, ambos os arcos estdo num espaco de dimensao uma unidade maior do que K, logo,
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serd necessario atualizar o valor de K para a préxima iteracdo e, pela simetria do problema,

podemos escolher apenas um desses intervalos para a etapa de discretizagao.

Figura 4.6 — Intersecao entre a esfera e a coroa esférica resultando em um par de arcos

Na Figura 4.6, € possivel notar os pares de pontos onde as esferas que compde a coroa
esférica de centro em x; interceptam a circunferéncia de centro em x1. Os pontos x( € x r $30 0s
limites desse arco, que s@o obtidos substituindo o limite inferior e superior do intervalo de d na

fun¢ao que gera os pontos do arco definida em (4.19).

4.4.2.3 Um Arco

Esse caso ocorre em trés ocasides: quando a esfera de maior raio, que compde a coroa
esférica, intercepta a circunferéncia C em um par de pontos e, a de menor raio, ndo intercepta
em nenhum ponto; Quando a de maior raio intercepta C em um par de pontos e a de menor raio
em um unico ponto; Quando nenhuma das esferas que compdem a coroa esférica intercepta a
circunferéncia, porém a circunferéncia estd contida na coroa esférica, tornando C o resultado da

interse¢ao.
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Figura 4.7 — Interse¢do entre a esfera e a coroa esférica resultando em um tnico arco.

Em qualquer uma das trés ocasides, assim como no segundo caso, onde a interse¢do € um
par de arcos, por conta da simetria do problema, podemos considerar apenas a metade do arco
obtido, sempre considerando os pontos de intersecao com o hiper-plano de dimensao K contidos

no arco.

4.4.2.4 Conjunto Vazio

Esse caso ocorre quando a circunferéncia C esta totalmente dentro da esfera que compde
a coroa esférica de menor raio ou totalmente fora da de maior raio. Nesse caso, vamos para a

etapa de atualizacdo do ponto.

Figura 4.8 — Intersecdo entre a esfera e a coroa esférica resultando no conjunto vazio..

4.4.3 Discretizacao do Arco

Se obtido um arco na etapa de intersecao, este precisa ser discretizado. Para isso, primei-
ramente, precisamos definir uma precisao & para essa discretizacdo, que definird o espagamento

entre os pontos que serdo tomados.
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O valor de & € definido com base na quantidade de pontos em que queremos dividir o
arco. Essa divisao ¢ feita a partir do intervalo de d definido em (4.19), tomando valores de d
entre os extremos d; e d;. Desse modo, para cada valor de d, obtemos um ponto no arco, que serd

armazenado num conjunto 7; que representa o arco discretizado.

Sendo p a quantidade de pontos em 7;, definimos 4 como sendo
p—1
Desse modo, o j-ésimo elemento de 7; € definido a partir do valor de t; = d; + hj, onde

h

j=1,...,p. Note que o primeiro ponto de 7; € definido por d; e o ultimo valor de 7; é definido

por d;, com isso, garantimos que os "extremos" do arco sempre estardo contidos em 7;.

E fécil observar que quanto maior o valor de p, tornando menor o valor de 4, maior
seré a precisao do método e, consequentemente, maior serd a chance de, sendo D uma MDE,
encontrarmos uma realizacao para D. Contudo, o custo do método também pode aumentar

significativamente.

Conbhecer o tipo de problema que estamos trabalhando pode nos ajudar a definir um valor
para h que ndo seja tdo pequeno a ponto de tornar o método muito custoso ou tao grande a ponto

de acarretar numa perda significativa na precisdo do método.

Observe que, da forma como € calculado o arco através da Algebra Geométrica Conforme,

a coordenada K + 1 dos do arco, sempre serd resultado de uma funcao do tipo

ak+ = \p(dy), d; € [d;, d;],

onde p(d;) é um polindmio. Desse modo, se existir dy € [d;, d;] tal que p(dy) = 0, este serd

adicionado na primeira entrada do conjunto 7;.

4.4.4 Atualizacao da Sequéncia

Apos a etapa de discretizacdo do arco, entramos na etapa de atualizacdo do ponto da
sequéncia. Nessa etapa, suponhamos que estamos na i-ésima iteragdo, com r arcos previamente

discretizados nos conjuntos 7;,, 7i,, - . ., 7., sendo {i1,i2, ..., } C I,,comij <ip < -+ <.

Dizemos que z; é o ponto ativo do intervalo 7;., se z; pertence a atual sequéncia
q Jq p j jg P q

x = {x1,x2,...,x;} que realiza a submatriz principal de D com ordem i. Cada conjunto 7;, =
{Zjo>Tjys - - ,sz}, Jj=1,...,p—1, é acompanhado de um valor #; que representa o ponto z;,,

sendo o ponto ativo do intervalo 7;,.
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Em 7;,, escolhemos, como ponto de partida, o ponto z,,, que serd o (i —1)-ésimo centro da
esfera, ou coroa esférica, para a iteracdo atual, a qual queremos extrair o i-ésimo ponto através da
intersecao das esferas, se existir, com a coroa esférica. Caso a interse¢do seja vazia, atualizamos
o valor de z,, para z,,, esse processo se repete até que obtenhamos uma intersecio nao vazia ou,

até z,,, todas as intersegdes sejam vazias.

Se, para um ponto z,,, obtivermos uma interse¢do ndo vazia, armazenamos o valor g, = g
atrelado ao conjunto 7; e seguimos para a proxima itera¢do, para obter o proximo ponto da
sequéncia. Neste caso, se z,, estiver num espaco de dimensdo uma unidade maior que os pontos

da sequéncia atual, o valor de K deve ser aumentado em uma unidade.

No caso em que todos os pontos de 7;, sdo percorridos sem que se retorne uma intersecao
ndo vazia, entdo 7; € tido como infactivel. Assim eliminamos o conjunto 7; e voltamos para
7:._,- Note que ao conjunto 7; , estd atrelado um valor 0 < g,_1 < p, que representa o ponto
ativo de 7; _,, esse serd o ponto que atualizaremos agora. Lembrando que, como voltamos para
um conjunto anterior, agora temos um ponto a menos na sequéncia atual e, caso K foi aumentado
para definir x;, devemos reduzi-lo para o valor anterior. Repetimos isso até que obtenhamos uma

intersecdo ndo vazia ou esse conjunto seja eliminado e precisemos voltar para o conjunto anterior.

Esse processo se repete, gerando novos conjuntos de arcos discretizados e eliminando os

conjuntos infactiveis até que obtenhamos uma realizagéo para D ou ndo sobre 7;; factivel.

Se ndo sobrar 7;; factivel, concluimos que D ndo é¢ uma MDE ou a precisao de / néo foi

suficiente para encontrar uma realizag¢do para D.

Observacoes:

1. Como estamos trabalhando com distancias intervalares, podemos ter infinitas realizacdes,
ndo necessariamente isométricas, para D. O caso mais simples de se notar isso €, sendo D
de ordem 2, com D(1,2) intervalar. Neste caso, tomando x; = 0, qualquer ponto xo que

tomarmos, com d(x1,x2)? € D(1,2), realizard a matriz D.

2. No caso em que, na etapa de intersec¢ao, obtivemos um tinico arco, na etapa de discretizacao,
como foi definida, garantimos que o ponto que mantém a dimensao da imersao. Isto €, estd
no mesmo espacgo dos pontos anteriores, sempre estd contido no conjunto que representa o
arco discretizado e, da maneira que cada 7; foi definido, este serd o primeiro elemento de

7;. Dessa forma, o método como descrito acima, prioriza a realizagdo de D com menor
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dimensao possivel. Isso nos garante que o K obtido no final do método, quando finito, &,

de fato a dimensao da imersdo de D.

. Durante o processo de tentar encontrar uma realizagdo para D, discretizamos conjuntos
continuos, isto é, por menor que seja o valor de s, uma quantidade infinita de pontos €
perdida. Logo, se ndo encontrarmos uma realiza¢do para D, nem sempre significa que D
ndo seja uma MDE, pode acontecer de "pularmos"” um ponto num determinado arco que, a

partir dele, encontrariamos uma realizacao para D.

. O método como descrito acima pode ser generalizado para o caso com mais distancias
intervalares, porém, cada conjunto 7; serd obtido pela discretizacdo de quantos intervalos

houverem.
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5 Consideracoes Finais

5.1 Contribuicoes da Tese

A principal contribui¢c@o deste trabalho foi apresentar uma alternativa para a resolugao
do problema de reconhecimento MDE, tanto para o caso contendo apenas distancias exatas
quanto para o caso compreendendo distancias intervalares. Com base nessa nova abordagem e
inspirados num algoritmo cldssico ja existente, para o caso com distancias exatas, propusemos e
implementamos um novo algoritmo, utilizando mecanismos da Algebra Geométrica Conforme. A
principal caracteristica dessa abordagem € a simplicidade com a qual pdde ser descrita e trabalhada
e que, diferentemente da abordagem cldssica, onde a intersecdo das esferas € "convertida" numa
resolucdo de sistemas lineares, permite que a ideia de intersecdes se mantenha durante todo o
processo. Devido a isso, conseguimos estender essa abordagem para o caso intervalar, realizando

a intersecao de esferas com uma ou mais coroas esféricas.

Primeiramente, apresentamos o problema com base em uma abordagem classica. Em
seguida, ap6s uma introdugio & Algebra Geométrica e o modelo conforme, modelamos o problema
por intermédio da AGC. Ao longo do processo, alguns resultados tedricos relativos a essa
abordagem surgiram e foram demonstrados ao longo dos capitulos 3 e 4, onde apresentamos o

método de resolucao implementado.

Os experimentos computacionais mostram que para o caso com distancias exatas, a
abordagem cléssica, por ser ja bem consolidada e utilizar resolucdo de sistemas lineares, possui
uma vantagem considerdvel em relacdo ao desempenho do método. Apesar disso, o método
proposto serviu de base para o caso intervalar, que foi trabalhado no capitulo seguinte. Nesse caso,
as vantagens foram acentuadas de maneira considerdvel, uma vez que as intersecoes contendo
coroas esféricas, através da Algebra Linear, dependem de uma abordagem totalmente diferente
do caso exato, enquanto a abordagem através da AGC permanece quase que inalterada em seu

nucleo.

O terceiro capitulo desta tese, focado no caso com todas as distancias exatas, originou um
artigo, a ser publicado na International Conference of Advanced Computacional Applications of

Geometric Algebra (ICAGCA) [Riter et al., 2022], uma conferéncia internacional especifica da
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4rea de Algebra Geométrica computacional.

Por fim, também foi proposta uma generalizacdo para a quantidade de coroas esféricas
existentes nas intersecdes, possivel gracas a capacidade que a Algebra Geométrica tem de

simplificar a descricao algébrica de objetos geométricos.

5.2 Conclusao e Trabalhos Futuros

Como era esperado, em razao da representacdo algébrica dos objetos que envolvem o
problema de reconhecimento MDE, na Algebra Geométrica Conforme, o método implementado
se mostrou promissor. Evidentemente, o método precisa ser refinado, visto que, para tal, é

necessario um maior aprofundamento nos aspectos computacionais da AGC.

Um estudo focado nas matrizes com entradas intervalares pode possibilitar um refinamento
do teorema apresentado no Capitulo 4. Até onde sabemos, ndo existem pesquisas aprofundadas
que caracterizem de forma prévia quando o problema de reconhecimento MDE pode ser resolvido
para uma matriz, com entradas intervalares, através da interse¢do contendo no mdximo uma

coroa esférica.

Um outro caminho que pode ser tomado é o aprofundamento no caso em que existem
mais de uma coroa esférica em cada intersecdo, visando propriedades geométricas que possam

ser aproveitadas através da Algebra Geométrica conforme.

Outra possibilidade é o estudo de propriedades da Algebra Geométrica que otimizem o

calculo do produto exterior entre os representantes das esferas ou coroas esféricas.
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