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Resumo

Este trabalho consiste no estudo das equagoes de Navier-Stokes compressiveis em trés
dimensoes, em particular, na propriedade da unicidade fraca-forte para soluc¢oes fracas
de energia finita das equagoes de Navier-Stokes compressiveis para fluidos em regime

barotropico.

Sao apresentados o modelo matematico das equagoes e as desigualdades de energia padrao
e de entropia relativa, conceitos chaves no decorrer do trabalho. Também é mostrada a
equivaléncia entre as solugoes fracas de energia finita e as solucoes fracas adequadas. Por
fim, estudamos a propriedade de unicidade fraca-forte para dominios limitados e ilimitados

com condigoes de fronteira de Dirichlet e de Navier.

Palavras-chave: equagoes de Navier-Stokes. solugoes fracas (matematica). equagoes

diferenciais parciais.



Abstract

This work consists on the study of the compressible Navier-Stokes equations in three
dimensions, in particular, the property of weak-strong uniqueness for finite energy weak

solutions of the compressible Navier-Stokes equations for barotropic fluids.

There are presented the mathematical model of the equations, the standard energy
inequality and the relative entropy inequality, key concepts in the course of the work.
Also it is shown the equivalence between the finite energy weak solutions and the suitable
weak solutions. Finally, we study the property of weak-strong uniqueness for bounded and

unbounded domains with Dirichlet and Navier boundary conditions.

Keywords: Navier-Stokes equations. weak solutions (mathematics). partial differential

equations.
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Introducao

As equagoes de Navier-Stokes modelam o comportamento de um fluido newtoniano
compressivel ou incompressivel. O seu nome é devido aos matemaéticos e fisicos Claude
Louis Marie Henri Navier e George Gabriel Stokes. A tentativa de descrever completamente
a dindmica de um fluido newtoniano teve inicio com Euler [12], Navier [33], Poisson [35],

Stokes [37] e depois continuou com diversos estudiosos da area.

Para um dominio 2 C R? com fronteira 92 suficientemente regular e (0,7) C R

um intervalo de tempo, as equagoes de Navier-Stokes compressiveis sao dadas por

o + div,(ou) = 0; (1)
9 (ou) + div,(ou ® u) + V.p(o) = div, S + of; (2)
2
S = 4 (qu + Vol - S div, u]I) +opdiveud, @0, n>0. (3)

Nas equagoes (1), (2) e (3) , 0 = o(t,z) : (0,T) x Q@ — R representa a densidade,
u=u(t,r):(0,T) x Q — R*é o campo de velocidades do fluido, p(p) : (0,T) x Q2 — R ¢

a pressio e S = S(V,u) : (0,T) x © — R**3 representa o tensor de viscosidade.

Quando a densidade é constante, temos as equagoes de Navier-Stokes incompressi-

veis, que sao dadas por
div, u = 0; (4)
Ou 4+ divy(u @ u) + Vep = pAygu+ f, p>0; (5)

onde consideramos ¢ = 1 por simplicidade. Para o caso incompressivel, a pressao p é uma

funcdo que ndao depende da densidade.

Como sao equacoes diferenciais parciais que descrevem a dinamica dos fluidos,
esperamos a existéncia e unicidade das solucoes, dadas condigoes iniciais e de fronteira
adequadas. Mais do que isso, esperamos que pequenas pertubac¢oes no tempo inicial
causem somente pequenas pertubagoes em tempos posteriores. Chamamos estas trés
propriedades, existéncia, unicidade e estabilidade das solucoes, de boa-colocacao de uma

equacgao diferencial parcial.

A boa-colocagao das equagoes de Navier-Stokes (1)-(2) é conhecida apenas local-
mente no tempo, e em um espaco de alta regularidade. E desconhecido se as equacoes de
Navier-Stokes (1)-(2) possuem solugoes classicas, isto é, diferencidveis, suaves e globais
no tempo. Entretanto, existe outro tipo de solucao que exige menos regularidade, onde
as derivadas, a grosso modo, sao interpretadas no sentido das distribuigoes. Estas sao as

chamadas solugoes fracas e para o caso incompressivel, foram introduzidas por Leray em
27].
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A existéncia de solugoes fracas para as equagoes de Navier-Stokes compressiveis
(1)-(2) globais no tempo ¢ conhecida desde Lions [28] para p(p) = 07, com v > 2, e foi
generalizada em [19] para v > 2 e em [14] para fluidos barotrépicos com leis de pressao
mais gerais. O problema de unicidade na classe das solugbes fracas ainda estd em aberto.
E neste momento que a propriedade de unicidade fraca-forte entra em jogo. Ela pode ser

enunciada da seguinte forma:

“Se existe uma solucao forte, entao toda solucao fraca com o mesmo dado inicial

coincide com a solucao forte.”

Diferentemente de um resultado padrao de unicidade, que supoe que duas fungoes na
mesma classe sao diferentes, e no fim conclui que devem ser iguais, a unicidade fraca-forte
estabelece que as solugoes fortes sdo tinicas numa classe possivelmente muito maior, que é
a classe das solugoes fracas. A priori, solugoes fracas partindo de uma mesma condic¢ao
inicial, nao sdo tnicas, mas se existe uma solucao forte partindo da mesma condicao inicial,

todas as solugoes fracas coincidem com esta solugao forte.

A propriedade de unicidade fraca-forte foi estabelecida por Serrin [36] para as
equagoes de Navier-Stokes incompressiveis e por Dafermos [10] para leis de conservagao.
Utilizando a mesma estratégia, a propriedade foi provada para solugoes fracas de energia
finita das equagoes de Navier-Stokes compressiveis com lei de pressao isentrépica p(g) = o7
por Germain em [22]. Feireisl, Novotny e Sun em [21] provaram a propriedade de unicidade
fraca-forte para solugoes fracas adequadas das equacoes de Navier-Stokes compressiveis,

mas com lei de pressao barotropica e certas condi¢oes sobre a pressao. Nomeadamente

. ple
p(0) =0, p'(e) > 0,¥e > 0;  lim m(l) =a>0;

3
para um certo y > 5

Também em [21], foi provada a existéncia de tais solugoes fracas adequadas. Solugoes
do tipo fraca adequada satisfazem uma desigualdade de entropia que é consideravelmente
mais complicada que a desigualdade de energia padrao. Ja em [15] por Feireisl, Novotny
e Jin, foi provado que solugoes fracas adequadas sdo equivalentes as solugoes fracas que
cumprem a desigualdade de energia padrao, e portanto satisfazem a propriedade de
unicidade fraca-forte. Também foi estendida a propriedade para dominios ilimitados e para
a condic¢ao de fronteira de Navier pura. Estudaremos os resultados propostos em [21] e

15].

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos algumas
ferramentas matematicas que serao utilizadas frequentemente ao longo do trabalho, tais

como os espagcos de Lebesgue, os espacos de Sobolev e desigualdades do tipo Korn-Poincaré.

A seguir, no Capitulo 2 realizamos uma breve introdugdo sobre a modelagem

matematica das equagoes de Navier-Stokes compressiveis. Nesta introducao estudamos a
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cinematica do movimento dos fluidos, obtemos a equacao de conservacao da massa e a
equagao do balango do momento linear. Também apresentamos as condigoes de fronteira e

condicOes iniciais que serao utilizadas nos capitulos posteriores.

No Capitulo 3 definimos as solucoes fracas de energia finita e as solugoes fracas
adequadas. Também estabelecemos as desigualdades de energia padrao e de entropia
relativa. Por fim, mostramos a equivaléncia destes dois tipos de solugoes e a extensao da

classe admissivel de fungoes testes utilizadas na desigualdade de entropia relativa.

Ja no Capitulo 4, apresentamos os lemas auxiliares que usaremos na demonstracao

da propriedade de unicidade fraca-forte.

Finalmente no Capitulo 5, demonstramos em detalhe a propriedade de unicidade
fraca-forte para dominios limitados e ilimitados com condi¢ao de fronteira de Dirichlet
e de Navier. A demonstracao é feita passo a passo utilizando itens de todos os capitulos
anteriores, desde as desigualdades do tipo Korn-Poincaré do Capitulo 1, passando pela
formulagao das equagdes no Capitulo 2, defini¢ao dos tipos de solugao no Capitulo 3 até

os lemas do Capitulo 4.

No Apéndice A, encontra-se um breve esquema da demonstracao da existéncia
de solugoes fracas de energia finita para o sistema de Navier-Stokes compressivel em 3

dimensoes com lei de pressao barotropica.

Apesar dos resultados de Germain [22], Feireisl, Novotny e Jin [15] serem recentes,
j& existem varias generalizagOes na literatura. Por exemplo, podemos acoplar as equacoes
(1)-(2) com outras equagoes da dindmica dos fluidos, por exemplo a lei de Fourier para
temperatura [18], a magneto-hidrodindmica [23], a equagao de Smoluchowski [3], podemos
considerar leis de pressdo mais gerais [7] e mais ainda, utilizar uma estratégia semelhante
para provar o limite inviscido das equagoes de Navier-Stokes [38]. Todas estas referéncias
nos serviram para dar motivagdo e entender melhor como a propriedade de unicidade

fraca-forte é utilizada na atualidade.
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1 Preliminares

Neste capitulo, iremos introduzir as notacgdes e ferramentas matematicas que
utilizaremos nesta dissertagao. Estas ferramentas matematicas sao resultados classicos
da teoria da medida, analise funcional, teoria dos espagos de Sobolev e célculo em varias

variaveis.

1.1 Notacao

Vetores pertencentes ao espaco euclidiano serao representados por letras mintsculas,
como u, v. Matrizes, tensores e fungoes valoradas no espago de matrizes serao representados

por letras maitsculas estilizadas em blackboard bold, por exemplo S e I. A matriz identidade

N
B,j=1

serd denotada por I = {6;;}

Denotaremos constantes genéricas por ¢ e ¢;. As constantes denotadas por ¢, encontradas

em desigualdades e igualdades geralmente nao possuem o mesmo valor.

Um dominio Q C RY é um subconjunto aberto e conexo de RY. O fecho de um conjunto
Q C RY serd denotado por Q, e sua fronteira por 9. O vetor normal exterior a 9 seréd

denotado por n.

A bola centrada em um ponto z € RY de raio r é escrita como

B(x;r) ={y e R [z —y| <7}
O traco de uma matriz A = {aij}%zl é
N
trago(A) = a.
i=1
O produto escalar de dois vetores u = [uy,...,uy|, v = [v1,...,vy] serd

N
u-v = Z U;V;.
=1

O produto escalar de dois tensores A = {aij}f-?[j:l, B = {bij}f:fj:l serd denotado

N N
A:B:ZZaijbij.

i=1j=1

O espaco das matrizes de dimensdo N por N com coeficientes em R é RV*V
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O produto tensorial de dois vetores u = [uy,...,uyn|, v = [v1,...,vy] serd uma matriz
denotada por

UV = {uivj}ffj:l.

Se f:IxQ —R,onde ] C ReQ CRY, aderivada parcial de f em uma variavel espacial

x; serd escrita como

O, f(t,x) = g(t,x), i=1,...,N.

A derivada parcial de f, com respeito a variavel temporal t € I, serd

atf(tvx) = g{(t?x)

Um vetor na forma o = [y, ..., ay|, onde cada componente a; é um inteiro ndo-negativo,

é chamado de multi-indice de ordem

Dado um multi-indice «, definimos

_ollf(t,2)

O f(t,2) = 5o aan

— A%l QN
— oL NS,

Também iremos utilizar a mesma notagao quando estivermos nos referindo as derivadas

fracas.

Se f: 1 xQ — R, isto é, fé uma funcao escalar, o gradiente de f com respeito a variavel

espacial x sera denotado por
Vaof(t,z) =00 f(t,x), 00, f(t,x),. .., 0uy f(E, )]

Sewv:IxQ—=RM QcRY v=|vtar)vta),. . . vutz), ogradiente de v com

respeito a variavel espacial x ¢ uma matriz e serd denotado por

Voo(t,x) = {0,,vi(t, x) }iy,  talque 1 <i <M, 1<j < N.

Sev:IxQ—RY QcRY v=[v(ta),vtr),. . vyt )], o divergente de v com

respeito a variavel espacial x sera denotado por
N
div, v(t,z) =Y Op,ui(t, ).
i=1
O divergente de um tensor ou uma funcdo B : I x Q@ — RV Q c RV,
B(t,z) = {bi;(t,2)}};—; ¢ um vetor e serd denotado por
div, B = [(div, B), (div, B)a, . . ., (div, B)y]”,

onde
(dlva)Z:Z@Jl)U(t,x), 221,,N
j=1
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1.2 Espacos de Funcoes

Todos os espacgos vetoriais desta dissertacao terdo o corpo R como corpo dos
escalares. A norma em um espaco de Banach X serd denotada por || - || x, enquanto a
norma em um espaco euclidiano RY serd denotada por |- |. Se X é um espaco de Hilbert,
denotaremos o produto interno de dois vetores u,v € X por (u,v). O dual de um espago
de Banach X sera denotado por X™*. A aplicacdo de um funcional linear f € X* em um

vetor u € X serd denotada por (f,u)x- x.

Proposicao 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espago de Hilbert. Entdo

para todo u,v € X, a sequinte desigualdade é valida;

|(w, 0)| < [l x[lv]|x- (1.1)

Mergulhos em Espacos de Banach

Seguindo [1], sejam X, Y espagos de Banach. Dizemos que X é mergulhado em Y

se as seguintes condigOes sao satisfeitas;

(i) X é um subespago vetorial de Y

(ii) O operador inclusdo i : X — Y, dado por i(z) = z, é continuo.

Como ¢ é um operador linear, a condigao (#i) é equivalente a dizer que

de>0; |ully <cllul|lx, YueX.

Dizemos que X é mergulhado compactamente em Y se o mergulho ¢ é um operador

compacto.

Convergéncia em Espacos de Banach

Seja X um espaco de Banach. Dizemos que uma sequéncia (), .y € X converge

fortemente para x € X se
Ve >0, dng € N; Vn > ng, ||z, —z|| <e.

Denotamos esta convergéncia por x,, — x.

Dizemos que (z,,),,cy € X converge fracamente para x € X se, para todo funcional

linear T € X, T'(x,,) — T'(x). Denotamos esta convergéncia por x, — x.

Dizemos que (7},),cy € X* converge fraca-* para T' € X* se (1,,) — x(T) para

todo x € X C X**. Denotamos esta convergéncia por T}, — T.
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Espaco das Funcoes Continuas

Daqui em diante Q € RY serd um dominio.
O espago C(£2) denota o espaco das fungdes continuas f : @ — R. Se Q2 é limitado, C(Q) é
um espago de Banach munido com a norma

[ llo@ = sup [f(@)]-

el

De forma analoga, definimos o espago C(£2, X ), formado pelas funcdes f : Q — X continuas,
onde X é um espaco de Banach. Se § é limitado, o espaco C(©2, X) é um espaco de Banach

munido com a norma

||f||c<ﬁ,X) = sup 1f () x-
e

O espago C’Weak(ﬁ,X ) é formado pelas fungoes f : Q — X continuas com respeito a

topologia fraca de X. Mais especificamente, f € Cyeax(©2, X) se a funcio

Q= R, Y(x) = || f(2)lx,
¢é limitada e
p: Q= R, p(@) = (h, f(2))xx

é continua sobre (Q para todo funcional linear h € X*.

Espaco de Funcoes Diferenciaveis

O espaco C*(Q) onde k é um inteiro ndo-negativo, denota o espaco das funcoes
f Q2 — R que sio k vezes diferencidveis. Se 2 é um subconjunto limitado de RY, o espaco
C*(Q) é um espaco de Banach munido com a norma
Ivllox@) = max: sup [0%u(z)]
O espaco .
C=(@Q) = N CHQ)
k=1
¢ formado pelas funcoes infinitamente diferencidveis em €.

Para k um inteiro ndo-negativo ou k = 0o, o espaco C*(Q) é o subespaco de C*(Q) das

fungoes com suporte compacto.

O espaco C**(Q), v € (0,1] é o subespaco de C*(Q) formado pelas funcées que possuem
k-ésimas derivadas v-Holder continuas sobre Q. Em particular, C’k’l(ﬁ) ¢é o subespaco de
C*(Q) cuja as k-ésimas derivadas sio Lipschitz continuas. Se € é um subconjunto limitado
de RY, o espaco Ck’”(ﬁ) é um espaco de Banach munido com a norma

8ou(z) — 0°
||u||ck,u<m=||u||0k(m+max{ wp {l u() u(y)\}}.

lo|=k z,yEQxF#y |.Z’ - y|y
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1.2.1 Espacos de Lebesgue

Seja 1 < p < oo. Denotamos por LP(2) a classe de todas as fun¢oes mensuréveis

u : ) — R tais que
/Q lu(x)]P dz < 0. (1.2)
Os elementos de LP(§2) sao classes de equivaléncia que satisfazem (1.2). Duas fungoes
pertencem a mesma classe de equivaléncia se sao iguais q.t.p em (). Por simplicidade,
vamos ignorar esta distingdo e escrever u € LP(Q) se u satisfaz (1.2), e u =0 em LP(Q) se
u(x) =0 q.t.p em Q. O espago LP(2), com 1 < p < 0o, é um espago de Banach munido

CcOo11 a norma

[ull ey = </Q lu(z)P dx)p

Uma fun¢do mensuravel u : {2 — R é dita ser essencialmente limitada se existe uma
constante ¢ > 0 tal que

lu(z)| < ¢ qt.p em Q.

O espago denotado por L>(2) é o espago formado pelas fungoes essencialmente limitadas.

Munido com a norma

[ul[ (@) = esssup |u(z)],
z€eQ
o espago L>°(2) é um espago de Banach.
Teorema 1 (Desigualdade de Holder, veja [4]).

1 1

Sejam p,q € [1,00] tais que — + — = 1. Se u € LP(Q) e v € LY(Q) entdo uwv € L*(Q) e
p g

além disso

|uv]| L) < [JullLo@) vl Lago)-

Corolario 1 (Desigualdade de Holder Generalizada, veja [6]).

Sejam py,...,pn, 7 € [1,00] tais que
1 1 1
e =
b1 Pn r
Se uy, ..., u, sio tais que u; € LP(QY), entao o produto u; ...u, € L"(2) e além disso
Jur - tnl ) < llunllzee) - - | en @)

Se 1 < p,q < oo, definimos a soma de espagos (L? + L?)(£2) como
(LP+ L)) ={h=f+g; feL(Q),g€ LD}

Munido com a norma
Pl zrsza = inf (|| fllze + llgllze) ,

o espago (LP + L9)(€2) é um espago de Banach.
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A intersecao de espagos (L N L7)(Q2) é definida por
(LPN LY (Q) ={h;he LP(Q) e h € LI(Q)}.
Munido com a norma
|A]| LrAra(o) = max (HhHLP(Q)u ||h||Lq(Q)) )

o espago (LP N L7)(2) é um espago de Banach.

Os espacos de Lebesgue LP(2; X) s@o espagos de fungoes (Bochner) mensurédveis
v:Q — X tais que
[l de <00, 1<p< oo,
Q

O espago LP(£2; X) é um espago de Banach munido com a norma

1
P
ol = ([, lo@I de)”
Analogamente, v € L>(€; X) se v é (Bochner) mensuravel e
0]l oo sx) = eSSS(lzlp lv(z)]|x < oo.
Tre

Em particular, escolhendo X = RM | temos os espacos LP(£2; RM) para 1 < p < cc.

p

Denotamos por L .(£2; X) o espaco das fungoes LP-localmente integraveis, isto é,

vell (X)), seve LP(K;X) para qualquer compacto K C €.

loc

1.2.2 Espacos de Sobolev

Um dominio Q C RY ¢é dito ser de classe C se para cada ponto z € 99, existe
r >0 e uma funcao ¢ : RV "1 — R pertencente & classe de funcées C tal que, a menos de

rotacoes e diferentes rotulagens para os eixos temos que
QN B(x;r) ={y=(y1,-..yn) € Q5 »() <yn} N Bla;r),

OUNB(z;r) ={y = (y1,...,yn) €02 ; (y') = yn} N B(x;7),
onde ¥ = (y1,...,yn_1)-

O dominio §2 é dito ser um dominio Lipschitz se 1) é Lipschitz. Um dominio Lipschitz

(2 admite vetor normal externo n(x) para q.t.p x € 0.

Seja © € RY um dominio. O espaco de Sobolev, denotado por

WP (Q;RM),
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onde 1 < p < 00, e k é um inteiro positivo, é definido como o espago formado pelas fungoes
que possuem todas as derivadas fracas de ordem até k, pertencentes a LP(€2;R™). Em
simbolos
WEP(Q;RM) = {u ; 0% € LP(ORY), |a| < k}.
O espaco WHP(Q; RM) é formado pelas funcoes u € W*P(Q; RM) tais que
u - n’ag = 0,
onde n ¢ o vetor normal a fronteira 0f).

A norma de W*?(Q; RM) é definida por

3=

[[llwse(imary = (Z 10%ullZ QRM)

jal<k
Para p = oo, definimos
WEee(Q:RM) = {u ; 0%u € L®(Q;RM), |a| < k}.
A norma de W*°(Q; RM) é definida por
[wllwe.oo@mary = {B'ag]g [0%ul| oo (o).

Denotamos o completamento de C2°(Q;RY) com respeito a norma || + ||y ey por
WP (Q; RM),
Os espacos de Sobolev W*?(Q, RM) sao espagos de Banach, e quando p = 2,

W’“’Q(Q,RM ) ¢ um espago de Hilbert e os denotamos simplesmente por H F(Q,RM).
Quando M = 1, denotamos W*?(Q, RM™) por WHF((Q).

Teorema 2 (Teorema do Mergulho em espacos de Sobolev, veja [1]). Seja Q € RY um

dominio Lipschitz limitado.

(i) Se kp < N e p>1, entio o espagco W*P(Q) é mergulhado em LY(Q) para todo
Np
N —kp

Além disso, o mergulho é compacto se k >0 e q < p*.

1<q¢<p" =

(i) Se kp = N, entdo o espago W*P(Q) é mergulhado compactamente em L%(Q) para
todo q € [1,00).

(iii) Se kp > N, entio W"P(Q2) é mergulhado em o131 (Q), onde [ ] denota a parte
inteira do numero e
N N N
[]qu—, se — & Z;

um numero positivo arbitrario em (0,1), se — € Z.
p
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N] N
S N ——
p p

Além disso, é mergulhado compactamente se 0 < v <

Teorema 3 (Dual de Espacos de Sobolev, veja [1]). Seja Q € RY um dominio, e seja
1 <p<oo. O espago dual do espago Wok’p(Q) serd denotado por

W)

Um funcional linear f € [Wf’p(Q)}* admite uma representacao

/ 1 1
onde w, € L7 (), —+— = 1.
p D

Para 1 < p < 0o, a norma de um funcional linear f € [W(f P (Q)} " ¢ definida por
||f||[W§,p(Q)]* = inf (|Z<k Hwa”ip,(m) ; w, satisfaz (1.3)

Para p =1,
Hf”[w(fvl(g)]* = inf {ff}ag)é {HwaHLoo(Q) ; w, satisfaz (13)}}

O infimo ¢ atingido em ambos os casos. Denotaremos o espago [V[/éC P (Q)r simplesmente
por WE¥(Q).

Teorema 4 (Mergulho no Dual de Espacgos de Sobolev, veja [1]). Seja Q € RY um

dominio limitado. Sejam k > 0 e ¢ < oo tais que

*

onde p* = se kp < N,

(i) q >

(i) ¢ > 1 para kp = N, ou g > 1 se kp > N.

pr—1’ N — kp

/ 1 1
Entdo o espago L1(Q) ¢ mergulhado compactamente no espaco W™ (Q), onde — + — =1
p p

Teorema 5 (Desigualdade de Poincaré, veja [17]). Seja 1 < p < 0o, e @ C RY um

dominio Lipschitz limitado. Entao seque-se que

(i) Para todo A C 02 com medida de superficie nao nula, existe uma constante positiva
c=c(p,N, A Q) tal que

lollzve < ¢ (IVatllman) + [, 0] 4S)

para todo v € WHP(Q).
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(ii) Existe uma constante positiva ¢ = c(p,<Q) tal que

1
v—— | vdx

|Q| Q S C||v$v||LP(Q;RN)7

Lp(Q)

para todo v € WHP(Q).

Teorema 6 (Desigualdade de Korn em LP, veja [17]). Suponha que 1 < p < oco. Entdo

seque-se que

(i) Existe uma constante positiva ¢ = ¢(p, N) tal que
||foU||Lp(]RN;RN><N) S CHVxU + V£U||Lp(RN;RNxN),
para todo v € WP (RN RY).

(7i) Seja 2 C RY um dominio Lipschitz limitado. Entdo existe uma constante positiva
c=c(p,N,Q) >0 tal que

[vllwrs@ry) < ¢ (Hm + Va0l oo ryeny + /Q 0] d$> )
para todo v € WP(Q; RY).

Teorema 7 (Desigualdade de Korn Generalizada, veja [17]). Seja 1 <p < oo e N > 2.

Entao seque-se que

(i) Existe uma constante positiva ¢ = c¢(p, N) tal que

2
Vo + Vol — N div, vl

||VZ‘U||LP(RN;RN><N) <c

)
LP(]RN;RNXN)

para todo v € WP (RYN; RY).

(ii) Seja Q@ C RY wum dominio Lipschitz limitado. Entdo eviste uma constante positiva
c=c(p,N,Q) >0 tal que

2
HUHWLP(Q;RN) <c <HV;U"U + va N div, I

+/ |v| dx) ,
Lr(RNxN) -/

para todo v € WHP(Q; RY).

Teorema 8 (Desigualdade de Korn-Poincaré, veja [17]). Seja Q € RY, N > 2 um dominio
Lipschitz limitado, e seja 1 < p < oo, My >0, K >0, v > 0.Entdo existe uma constante
positiva ¢ = ¢(p, My, K,~) tal que a desiqualdade

2
vllwre@ryy < ¢ (Hva + va N div, vl

+/ (vl dx)
Lr(Q;RN) Q

¢ vdlida para v € WP (Q;RY), e toda fungio ndo-negativa r tal que

0<M0§/'rd:c, /r“’dxﬁK, para um certo vy > 1.
Q Q
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Corolario 2. Nas mesmas condigcoes do Teorema 8, existe uma constante ¢ > 0 tal que

2 2
2 < H T, 4. / 21 42 ‘
[ollrp@my) < C( Vv + Vv Ndlvm ol i + T |v|* dz

Demonstracao. Do Teorema 8, temos que

2
HUHWLP(Q;RN) < (HV;L«U + va N div, vl

+/ r|v|dx>. (1.4)
Le(RN)  JQ

Elevando ambos os lados de (1.4) ao quadrado, e utilizando a Proposigao 6, obtemos que

2 2
[ollfr@myy < 3¢ (Hva +VTy— v divi ol

+ |lr|v] |3 . 1.5
L @RY) Ir|vlll7 (Q)) (1.5)
Como 2 é um dominio limitado, da desigualdade de Holder

ol - ooy < llrfolllzze It 2@

1
/ rlv| dx < (/ r?|v|? dx)2 102
Q Q

Irfel sy < 191 [ r*ol? da.

Assim, pela desigualdade (1.5)

Equivalentemente

Portanto

2

el | r2]v|2dx>
Lr(;RN) Q
2

+/ r2|vf? da:) :
Lr(rN) JQ

Tomando ¢ = 3¢}(1 + |9]), o coroldrio esta provado. O

2
o3, < 3¢ (Hv #9102 div,

(1.6)

2
< 3c(1+9)) <vav +Viy — N div, vl

Proposicao 2. Seja v € WH(Q;R?) tal que v|gq = 0, onde Q é um dominio uniforme-
mente Lipschitz ilimitado. Entao, para alguma constante ¢ > 0, a sequinte desigualdade é
valida.

[ollwz sy < lIS(Vav)ll L2 psxay - (1.7)

A Proposicao 3 a seguir é valida apenas para alguns tipos de dominios ilimitados,

tais como semi-espagos, dominios exteriores, cilindros etc.

Proposigao 3 ([15], [24]). Seja N > 2,1 <p<oo eV CR" tal que |V| < co. Considere
Q C RY um dominio com certas restricoes em sua geometria, ( Q pode ser um semi-espago,

um dominio exterior, um cilindro etc), entao existe uma constante c(|V]) tal que

o < VD) (190700 s + o d). (1)

para todo v € W2 (Q; R3) .
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1.2.3 Espacos Dependentes do Tempo

Vamos agora introduzir os espacos dependentes do tempo. Esta subsecao é baseada
em [13]. Estes espagos sdo amplamente utilizados na teoria das equagoes diferenciais

parciais parabdlicas e hiperbdlicas.

Daqui em diante nesta subsecao, X serd um espago de Banach, T > 0e f : [0,7] —

X ¢é uma funcao valorada em X. Estamos interessados em estudar a integrabilidade de f.

Uma fungao s : [0, 7] — X é dita ser simples se possui a forma

m

s(t) = Y ve (O, (0<t<T),
i=1
onde cada FE; é um subconjunto Lebesgue mensuravel de [0,T] e w; € X, (i=1,...,m).

Uma fungao f : [0,7] — X ¢é dita ser fortemente mensurdvel se existe uma

sequéncia de fungoes simples (sx)ren, Sk : [0,7] — X tais que

sk(t) = f(t) paraqtp0<t<T.

O espago LP(0,7;X) é formado por todas as fungoes fortemente mensuraveis

v:[0,7T] — X tais que

|—=

T P
ol = [ 1ol at)” <o,

para 1 < p < o0.
Para p = oo, L>(0,T; X) é formado por todas as fungoes fortemente mensuraveis
v:[0,7T] — X tais que

|| oo (0,,x) = esssup |[v(t)]|x < oo.
0<t<T

Definicdo 1. Seja v € L*(0,T; X). Dizemos que w € L'(0,T; X) € a derivada fraca de v,
e escrevemos

v =w,

se
T T
| @@ at = - [ eu) at
0 0
para toda fungdo teste ¢ € C°(0,T).
O espago de Sobolev
Whe(0,T; X)

¢ formado por todas as fungoes v € LP(0,T; X) tais que v’ existe no sentido fraco e
pertence a LP(0,T; X).
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Se 1 < p < oo, a norma de W'(0,T; X) é definida por

=

P

T
ot = [ 1@l + 1015 )
Se p = 00, a norma de W'*°(0,T; X) ¢ dada por

[]lwrr.oe0,7:30) = esssup (J|v(t)[1x + ([0 (£)]]x) -
0<t<T

1.3 Teoremas de Integracao

Teorema 9 (Gauss-Green, [13]). Seja Q C RY wm subconjunto aberto e limitado de RY
com fronteira 9S) de classe C*. Se v € C*(Q) entdo

/vxidx:/ vn; dS, parai=1,..., N.
Q o0

Mais ainda,

/divxvdx:/ v-ndS,
Q o0

para cada v € CH(Q;RY), onde n = (ni,...,ny) € o vetor normal unitdrio externo a OS).

Teorema 10 (Integracio por Partes, [13]). Sejam u,v € C*(Q). Entdo
/ Uy, v do = —/ uv,, do +/ uvn,; d.S, (1.9)
Q Q o0
parat=1,..., N.

Proposicao 4. Seja Q € RY um dominio ilimitado com fronteira uniformemente Lipschitz.

Sejam u,v € W2 (Q;R) tais que u — 0 e v — 0 quando |x| — 00, e ulsq = 0. Entdo
/ Uz, v do = —/ UV, de. (1.10)
Q Q

Demonstragio. Dado que u,v € W2 (Q;R), temos que u,,v € L' (Q;R), logo as integrais
em (1.10) estdo bem definidas.

Considere o conjunto By C RY dado por

Br = {z € RY;|z| < R}.

Por um resultado de [32], especificamente o Teorema 15.6 na pagina 130, e pelo

Teorema 10,

/ Uy, v dr = lim Uy, v dr = lim —/ uv,, dr + uvn; dS | .
Q R—o00 JONBR R—o00 QNBgr 9(QNBR)

Se 0N B = 0N By entdo 9 (2N By) = (02N Bg) U (0BrN Q).
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Dividindo a integral em termos obtemos
/ Uy, v dr = lim (—/ uv,, dor + _uwvn; dS + _uwony dS) )
Q ) R—o0 QNBRr 0QNBgr OBRrNS
Como ulgq = 0, segue-se que
/ _uvn; dS = 0.
8

QNBgr
Dado que u — 0 e v — 0 quando |z| — oo, é direto mostrar que

lim __uwvn; dS = 0.
R—o00 JOONBR

/ Uy, vdr = lim —/ UV, do = —/ UV, dz.
Q R—co  JonBg Q

Portanto

O]
1.4 Desigualdades Uteis
Proposigao 5 (Desigualdade de Young, [6]). Sejam m > 2 e xy,...,x, reais ndo-
negativos. Considere também pq, ..., p, reais positivos tais que
1 1
—_ 4+ — =1.
Y4 Pm
Entao seque-se que
111)1 xpm
T1eo By < — -0 1,
h Pm
Corolario 3. Sejam x1, xo reais ndo-negativos e p,q reais positivos tais que
1 1
-+-=1
P q
Entao para todo 6 > 0, temos que
ot x4
nry S — =+ o agq

Proposicao 6 ( Veja por exemplo em [1]).
Sel<p<ooex,xy >0, entdo

(21 + 29)P < 2071 (2 + 28).
Proposicdo 7 (Lema de Gronwall, veja [17]). Seja a € L'(0,T), a >0, 8 € L'(0,7), e
by € R satisfazendo

Mﬂ:%+45®&.

Ser e L>*(0,T) € tal que

r(r) <b(r)+ [altr(t) ar,

0

para q.t.p T € [0,T], entao

r(7) < by exp </OT a(t) dt) + /OT/B(t) exp </t7a(s) ds> dt,

para q.t.p T € [0,T].
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2 Equacoes de Navier-Stokes Compressiveis

2.1 Modelo Matematico

O texto a seguir ¢ baseado em [14] e [31].

O movimento de um fluido pode ser descrito de duas formas, a forma macroscépica,
ou a forma microscopica. Se nés utilizarmos a descrigao microscopica, a posi¢ao de cada
particula do fluido, e também a velocidade desta particula em um dado tempo devem
ser especificadas. A fim de capturar completamente o comportamento deste sistema, é
necessario lidar com um nimero enorme de equagoes, que descrevem o movimento de cada

particula individualmente.

A forma macroscépica reduz o niimero de variaveis relacionadas a cada particula
a algumas poucas varidveis relacionadas aos efeitos médios da acdo em um conjunto
formado por muitas particulas. Esses efeitos podem ser observados e medidos por meio
de instrumentos. Do ponto de vista macroscépico, um fluido é sempre considerado um
continuo ocupando em um dado tempo t € R um certo dominio espacial {2 no espaco

euclidiano N-dimensional RY .

O estado de um fluido é identificado através de certas propriedades macroscopicas
observaveis tais como a densidade p, o campo vetorial de velocidades u, e a temperatura
. Cada uma destas quantidades tem um valor bem definido para um dado estado,
independente de como o sistema chegou nesse estado. Consequentemente a evolugao no
tempo de um fluido é descrita através de um sistema de equagoes diferenciais parciais,
com o tempo t € R e a posicao espacial x € ) como variaveis independentes, e as fungoes
0=o(t,r) e u=u(t,x) como varidveis. No nosso modelo, vamos considerar que o fluido

¢é isotérmico, isto é, a temperatura 1) é constante.

2.1.1 Cinematica do Movimento de um Fluido

O movimento de um corpo na mecanica do continuo é descrito por uma familia de
funcoes injetivas

X(t,):Q—=Q, tel,

onde I C R é um intervalo de tempo, e Q C R é o dominio espacial ocupado pelo corpo.

A Hipétese de Continuo exige que X (t,-) seja um difeomorfismo para todo tempo ¢ € I.

Podemos entao escolher uma configuracio de referéncia X (ty,x) = x para todo
xr € ) e um certo tempo inicial t; € I. Por simplicidade vamos considerar t, = 0 e

I = (0,7). Consequentemente, a curva X(t,x), t € (0,T), representa a trajetéria de
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uma particula ocupando no tempo ty a posicao espacial = € 2. Portanto o movimento é
visto como uma funcao que leva partes do espago, em partes do espacgo. A configuragao
de referéncia é introduzida para nos permitir usar a geometria euclidiana como espago

ambiente.

Vamos utilizar entdo a chamada descri¢io Euleriana, onde o tempo t € (0,T) e o

local x € {2 no espago ambiente sdo as variaveis independentes.

Um movimento suave pode ser completamente determinado pelo seu campo de
velocidades u : (0,7) x Q — RY através do sistema de equacoes
0X(t,z)
ot
Aplicando o operador gradiente espacial em ambos os lados de (2.1) obtemos
V. X(t,x)
ot

de onde deduzimos pela Férmula de Jacobi para a derivada de determinantes que

=u(t,X(t,7)), X(tg,x) =z, paraze€Q, te (0,T). (2.1)
=Vou(t,X(t,z))V. X(t,z), V.X(to,") =1

gt (det VX (t,x)) = div, u(t, X (¢, z)) (det V. X (¢, x)),
onde div, u = trago (V,u).
A mesma relacao pode ser escrita em uma forma equivalente
OyJ = Jdivyu, em (0,7) x Q,
onde J(t, X (t,x)) = |det V, X (t,x)| é chamado de volume especifico.

Definimos a derivada material de uma funcao f(¢, ) suficientemente diferenciavel

por
Df _0f
oo Y
Note que
Df

De fato, pela regra da cadeia

0 _of N of 0X,(t,x) _ of
oy (F(LX(82) = S0 (8 X (1) + 30 5 == =

Teorema 11 (Teorema da Convecgdo, veja [31], pagina 10). Se f(t,z) € C* (X ( (t, B))

onde B C €2, entdo
D
il = A div, u | dz.
Dt/X(t,B) / tB)( =/ div ) v

Como / f dx nao depende de x, podemos reescrever o teorema da sequinte forma
(t.B)

s, Df
_ = ) 2.2
ot X(t,B)fdx X(t,B) (Dt +fdiv. > dz (2:2)
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Demonstracao. Pelo Teorema da Mudanca de Varidveis

/X(t,B) fde= /B f(t,X(t,z)) J dx

onde J = |det VX (t,z)|. Supondo que f(t,X(t,z))J é suficientemente diferenciavel,

podemos escrever

0 9 o
5t Jyem 4= 57 [0 X )T o= [ 5 X 10)) d

Agora, sabemos que

0 0 0
07X () ) = P X (1) + £ X ()
_Df .,

Entao

0 Df .
/Ba(f(t,X(t,x))J) dxz/}g(Dt—i-flexU)JdiB-

Novamente, pelo Teorema da Mudanga de Variaveis

Df . - Df ..
/B <Dt +fd1vxu> Jdr = /X(t’B) (Dt +fd1vxu> dz.

]

Corolario 4 (veja [31], pagina 12). Seja f(t,z) € C* (X(t, B)) onde B C Q) e 0X(t,B)

¢ uma superficie reqular. Entdo

0
g dz = Zra / -nds,
ot X(t,B)f . X(t,B) Ot T X (t,B) Ju-mn

onde n € o vetor unitdario normal e dS € o elemento de superficie em 0X(t, B).

Demonstracao. Pelo Teorema 11,

0 Df
il dr = div, dz.
ot X(t,B)f * X(t,B) (Dt + /div u) o
A definicao da derivada material nos diz que
Df _of
oo Y

Calculando diretamente, obtemos

dive(fu) =u- V. f + fdiv, u.

Df . B of .

Entao
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Finalmente, pelo Teorema da Divergéncia de Gauss 9

/X(t’B) div,(fu) dz = / (fu)-ndsS.

9X(t,B)

Assim

) af
il dr = / -n dS.
ot /X(t,B)f . X(t,B) ot do -+ 8X(t,B)(fU) !

2.1.2 Conservacdo da Massa

A massa pode ser entendida como uma familia de medidas ndo-negativas {M,}, t €

(0,T) sobre € obedecendo o principio da conservagio da massa:
Mt1 [X(tlﬂ B)] = Mt2 [X(t27 B)] ) (23)

para qualquer conjunto de Borel B C 2 e ty,t5 € (0,7). Consequentemente, a distribui¢ao
da massa em cada tempo ¢t € (0,7) é unicamente determinada pelo movimento X, e a
distribuicao de referéncia M;,. Também vamos assumir que M; para cada t € (0,T) é
absolutamente continua com respeito a medida padrao de Lebesgue, entao pelo Teorema
de Radon-Nikodym, existe uma funcao o = o(t, ), que chamaremos de densidade, que
caracteriza a distribuicao de massa M, temos também que ¢ é nao-negativa e localmente

integravel sobre 2. Consequentemente, a relacao (2.3) pode ser reescrita como

/ o(ty,x) de = / o(ta, x) dz,
X (t1,B) X (t2,B)

para todo t1,t3 € (0,7). Ou equivalentemente

0
— t dz = 0. 2.4
= /X oy 010 A7 (2.4)

Podemos expressar a Equagao (2.4) utilizando o Coroldrio 4. Assim

0= /gf( )da:—at/ txdx+/ (t,z)u(t,x) - ndS,

para todo dominio B C €) com fronteira suficientemente suave 0B, tal que o vetor normal
unitario n = n(z) pode ser definido para todo z € dB. Pelo Teorema da Divergéncia de
Gauss 9

/83 o(t,z)u(t,x) -ndS = /B div, (o(t, z)u(t,z)) da.
Entao

/gt(t:v d$+/dlvx o(t, z)u(t,z)) dz = 0.

Pela generalidade de B, deduzimos a equacao da continuidade,
0o + div,(ou) =0, em (0,7) x Q. (2.5)

Esta é a formulagdo matematica do principio da conservacao da massa.
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2.1.3 Leis de Balanco e Balanco do Momento

Quando aplicamos a Sequnda Lei de Newton a um fluido obtemos

0
g t d:/ o) f(t,z)d t(t, 2, n) dS,
51 @t dr=[ ot aydey [ ()

ou, utilizando o Teorema 11,
0
pn /B(Qu)(t,x)d:c—k/aB(gu)(t, x)u(t,x)ndr = /B o(t,z) f(t, x)dx%—/aBt(t, z,n)dsS, (2.6)

onde o lado direito da Equacao (2.6) consiste das forgas resultantes agindo sobre o elemento
de volume B C ().

De acordo com o principio de tensao de Euler-Cauchy, a forca resultante pode ser
escrita como a soma das forcas externas com densidade f e uma tracio simples representada
pelo vetor t. O principio de tensao na mecanica do continuo é colocado em uso através

das leis fundamentais de Cauchy, dadas abaixo

 Existe um tensor de tensoes T = T(t,x) tal que

t(t,z,n) = T(t, z)n.
e O tensor de tensoes T é simétrico.

Desta forma, a Equagao (2.6) se reduz a

(;it /B(Qu)(t,x) dz + /{)B(gu)(t,x)u(t,x) ‘ndr = /B o(t,z)f(t,z) do + - T(t, z)n dS.

Se todas as quantidades sao suaves, podemos aplicar o Teorema da Divergéncia de Gauss

9 e obter a equacao do momento
O (ou) + div,(ou @ u) = div, T+ of, em (0,7) x . (2.7)
Um fluido obedece a lei de Stokes se o tensor de tensoes é dado por
T =S5-p(o)L, (2.8)

onde p é uma funcao escalar denominada pressdo e S é o tensor de tensoes, que caracteriza

a medida de resisténcia para que o fluido flua. Como
div, T = div, S — V.p(o),
a Equagao (2.7) assume a forma

Or(ou) + div,(ou @ u) + Vup(e) = div, S+ of, em (0,7) x Q. (2.9)
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2.1.4 Dissipacao Viscosa

Existem duas fontes de dissipagdo viscosa em um fluido, a viscosidade de cisalha-
mento, resultante da decomposicao do tensor S , e a wviscosidade de volume, relacionada

aos atrasos em atingir o equilibrio termodinamico.

O tensor de tensoes pode ser escrito como

1 1
S = (S v trago(S)]I) + 5 traco(S)L,

1 1
onde (S - = trago(S)H) representa a viscosidade de cisalhamento e N trago(S)I representa

a viscosidade de volume.

Uma classe importante de fluidos, que ocupa lugar central na teoria matematica,
sao os fluidos linearmente viscosos (newtonianos). Para esta classe de fluidos o tensor de
viscosidade S depende linearmente da parte simétrica do gradiente da velocidade u. O

tensor S ¢é entdao dado por
S = pu (Vau+ Vou") + Adiv, ull,

onde 1 e A\ sao chamados coeficientes de viscosidade. Do ponto de vista fisico, é mais

natural usar a representacao equivalente
2
S=pu <qu + Vul — N div, u]I) + ndiv, ul, (2.10)

onde p > 0 é o coeficiente da viscosidade de cisalhamento e n > 0 é o coeficiente da

viscosidade de volume.

Unindo a equacao da continuidade (2.5), a equacao do momento (2.9) e a equagao

do tensor de viscosidade (2.10) obtemos o sistema de Navier-Stokes Compressivel.

Oro + div,(ou) = 0, (2.11)
O(ou) + div,(ou ® u) + V,p = div, S + of, (2.12)
2
S=p (qu + V,ul — N div,, u]I) + ndiv, ul. (2.13)

2.1.5 Observacoes sobre a pressao

Um fluido é dito estar em regime barotrépico quando sua pressao depende somente

de sua densidade
p = p(o).
Esta distingao é necessaria pois a pressao poderia depender da temperatura.
Os exemplos mais simples de fluidos barotrépicos sao os fluidos isotérmicos, onde

a temperatura ¢ é tomada constante. Se o meio é um gas perfeito, a pressao p é dada de

acordo com a lei de Boyle, escrita na Equagao (2.14)

p(0) = RiYyp, onde R, v, sao constantes. (2.14)
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Outro exemplo de fluido isotérmico é um gas de eletrons completamente degenerado com
temperatura quase absolutamente igual a zero. A pressdo é dada entdo por uma equacdo

barotropica constitutiva que é a mesma de um gas monoatomico, explicitamente

p(0) = ad®?, a> 0.

2.1.6  Fluidos Isentrépicos

Se o fluido é um gas ideal obedecendo a lei de Boyle, temos

p=plo) =ao’, a>0, (2.15)
onde v > 1 é denominada a constante adiabdtica. Chamamos este tipo de fluido de
isentropico.

Os fluidos isentrépicos sao uma subclasse dos fluidos barotrépicos.

Na nossa dissertagao vamos assumir que o fluido estd em regime barotropico e que a

pressao p = p(p) é uma funcao continuamente diferencidvel da densidade. Explicitamente

p € C[0,00) N C*(0, 00);

p(0) =0, p'(0) >0 para todo g > 0; (2.16)
/

lim 2@ _ 4 0,

0—00 Q’Y—l

para um certo vy > 3/2. Esta hipdtese é motivada pela equacao para fluidos em regimes

isentrépicos (2.15).

2.2 Condicoes de Fronteira

A fronteira 0f) é considerada uma fronteira cinematica, ela separa o fluido do “resto
do mundo”. No nosso trabalho, iremos considerar dois tipos de condi¢cdo de fronteira.
Também vamos analisar o caso em que o dominio sera ilimitado, descrevendo um certo

tipo de comportamento quando |z| — oo.

Definicdo 2 (Condicdo de nao-deslizamento na fronteira). Seja Q C R® um dominio

Lipschitz limitado. A condicdo de ndo-deslizamento na fronteira é definida por
ulgn =0, isto €, u(t,x) =0, V(t,x) € (0,T) x 0. (2.17)
Para wm dominio ilimitado Q@ C R?, vamos assumir o comportamento no infinito
0— 0, u—0, quando |x| — oo, (2.18)

onde 9 > 0 é uma constante.
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Definigdo 3 (Condicdo de deslizamento com friccio na fronteira). Seja Q C R*® um
dominio Lipschitz limitado. A condicao de deslizamento com friccio na fronteira é definida

por
u-n=0, (S(Vyu)n),,, + Bum =0, sobre (0,T) x 082, [ >0. (2.19)

Onde vinloa = (v — (v-n)n)|aq denota a componente tangencial de um campo vetorial
v na fronteira. Se Q C R ¢ ilimitado, entdo também é assumido o comportamento no
infinito (2.18). Esta também serd chamada de condi¢io de fronteira de Navier ao longo do
trabalho.

2.3 Condicao Inicial

Dado um estado inicial no tempo de referéncia ¢y, digamos ¢ty = 0, a evolucao no
tempo de um fluido é determinado pelo sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12), munido
com uma das condicoes de fronteira dadas na Sec¢ao 2.2, e por uma condicdo inicial no

tempo de referéncia. Descrevemos entao a densidade inicial
0(0,2) = go(z), para z €, (2.20)
junto com a distribuicao inicial do momento linear
(ou)(0,z) = (pu)o(x), para x € . (2.21)
Se 0(0,z) > 0, podemos dividir (2.21) por g em ambos os lados e escrever
u(0,z) = ug(x) para x € .
Idealmente, o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12) munido com uma das condigoes
de fronteira dadas na Secao 2.2 e da condigao inicial (2.20)-(2.21) deve dar origem a um

problema matematicamente bem-posto, admitindo solu¢ao tinica em um dado intervalo de

tempo (0,7") para uma escolha fisicamente adequada da condigao inicial.

2.4 Balanco da Energia

Esta secao é baseada em [16] .

O balanco da energia cinética é obtido efetuando o produto escalar da equagao do
momento (2.9) pela velocidade u. Utilizando a equagao da continuidade (2.5), deduzimos

que

1 1
o (elul?) +div. (Selulu) + diva(p(o)u)

—p(o) divy u — div, S(V,u) + S(V,u) : Vou = of - u.

(2.22)
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Aqui omitimos a dependéncia das variaveis (¢, x) por simplicidade e clareza da equagao.

Se u satisfaz a condigdo de ndo-deslizamento na fronteira (2.17), integrando (2.22) em 2 e

por partes obtemos

d /1 | | )
a/g <2Q|u| > dx—/ﬁp(g) dlkudm+/ﬂS(un) VY d$—/ﬂgf-udx. (2.23)

Agora iremos focar na integral
/ p(o) div, u dx.
Q

Podemos utilizar a estratégia da equagao renormalizada da continuidade. Esta ideia foi

primeiramente desenvolvida nos trabalhos de Kruzhkov [25] e DiPerna & Lions [11].

Seja b(p) a priori uma fungao suficientemente diferenciavel. Multiplicamos a equagao

da continuidade (2.5) por V'(g) e obtemos a equagiao renormalizada da continuidade
Oib(0) + div,(b(o)u) + (' (0)o — b(p)) div, u = 0. (2.24)

Em particular, podemos escolher

blo) = H(o) = Q/g p@ dz, (2.25)

2 22
de onde
Assim de (2.24), obtemos
O:H (o) + div,(H(o)u) = —p(o) div, u. (2.26)

Pela condigao de nao deslizamento na fronteira (2.17), utilizando o Teorema da Divergéncia

de Gauss 9, segue-se que

/Qdivx(H(Q)u) dz = /89 H(o)u-n dS =0.

Finalmente, integrando a Equacao (2.26) em €2 e supondo certa regularidade de H(p)

concluimos que
d
. div, udz = — / H(o)d
/Qp(g) vouds = | (o) dx

Voltando a (2.23), obtemos a equagdo do balango total de energia
d/[1||2+H()}d +/S(V ):V d—/f d (2.27)
7 Jo 50lu 0)| dz . 2u) : Veuder = QQ udz. .

2.4.1 Pressao Potencial

A fungao H : (0,00) — R dada por

H(o) = Q/Qp(z) dz (2.28)
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é chamada de pressao potencial. E conveniente, porém nao estritamente necessario que
a funcao H seja uma funcao convexa da densidade p. Para obtermos esta convexidade,
vamos considerar uma hipoétese fisica de estabilidade termodinamica, que nos diz que a

pressao é uma funcao crescente da densidade, mais precisamente

p € C[0,00) N C?*(0,00), p(0) =0, p'(0) >0 para todo g > 0. (2.29)

Assumindo a condicao (2.29), provemos que H(p) é convexa.

A derivada de H(p) com respeito a ¢ é dada por

d ¢ p(2) p(e)

—H(o) = [ BFaz+ B2,
de (e) 2 - 0

A derivada segunda de H(p) com respeito a o é dada por

) 01,
do 0 e @

Logo H(p) é convexa.
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3 Solucoes Fracas Adequadas

Na dinamica dos fluidos, para uma grande classe de problemas nao-lineares de
evolugao no tempo, incluindo o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12), a existéncia de
solugoes classicas é conhecida apenas para alguns casos particulares [16]. A existéncia de

solugobes classicas foi provada assumindo algumas condigoes restritivas, a saber as seguintes:
e O problema ¢ estudado em uma geometria simplificada, tipicamente em um espago
de dimensao N = 1. Veja [2]

« A condicao inicial representa uma pequena pertubacao de um estado estavel. Veja
29] e [30].

« O intervalo do tempo de existéncia (0,7") é pequeno. Veja [40], [41], [42] e [43].
O que é muito mais restritivo que os problemas praticos da vida real. A fim de realizar
uma andlise mais rigorosa, e garantir a existéncia de um certo tipo de solu¢ao, vamos

introduzir o conceito de solu¢do fraca, onde as derivadas sao interpretadas como derivadas

fracas, isto é, derivadas no sentido das distribuigoes.

Neste capitulo, vamos considerar o sistema de Navier-Stokes compressivel (2.11)-
(2.12) sobre (0,7T) x €2, onde 2 serd um dominio limitado. As condigoes de fronteira
utilizadas serdo a condigdo de fronteira de Dirichlet homogénea (2.17) e condigao de
fronteira de Navier (2.19).

3.1 Formulacao Fraca da Equacado da Continuidade

Seja o € C°([0,T] x Q). Multiplicando a Equagao (2.11) por ¢, e usando o Teorema

da Integracao por Partes 10, obtemos a identidade
T
/QQ(T7 Jo(T,-) do — /Q 00p(0, ) do = /0 /Q (00yp + ou - Vo) dx dt. (3.1)

Com efeito, multiplicando (2.11) por ¢ € C2°([0,T] x ), obtemos que
0o + div,(ou)p = 0. (3.2)
Integrando (3.2) em (0,7 x €,
/OT/Q (Orop + div,(ou)yp) dz dt = 0.

Agora note que, pelo Teorema da Integracao por Partes 10

[ dt = o967, ) = 000,000, — [ edip (3:3)
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Com respeito ao termo divergente de (3.2), temos que

3
/ div,(ou)p dz = Z/ (ou;)z,p du.
Q —Ja
Novamente pelo Teorema da Integracao por Partes 10, segue-se que

3. od :-/ o, d / Jon; dS.
/Q(QU)ZSO T Q(QU )Pa, Az + aQ(Qu )en

Assim
/ div,(ou)p dz = — / (ou) - Vyp dx —I—/ pou-ndS.
Q Q 09

Como u - n|pn = 0 para ambas as condigoes de fronteira (2.17) e (2.19), segue-se que

/Qdivx(gu)ap do = — /Q(Qu) - Ve da. (3.4)

Juntando as equagoes (3.3) e (3.4), alcancamos que
T
/QQ(T,-)w(T,-> dz —/99090(0,-) da :/0 /Q(g&:so+gu-vxs0) da dt.

Dizemos que um par de fungoes [p, u] é uma solugao fraca da Equacao (2.11) em
(0,T) x Q, se a identidade (3.1) é verdadeira para toda funcdo teste ¢ € C°([0,T] x Q).

3.2 Formulacao Fraca do Balanco do Momento

Seja p € CF° ([O, T| x Q; RB) . Multiplicando a Equacao (2.12) com condigao de
fronteira de Dirichlet homogénea (2.17), por ¢, e utilizando o Teorema da Integracao por

Partes 10, obtemos
T T
/ /Q (ou - 0o+ o(u®@u) : Vyp + plo) div, ) do dt — / /QS(qu) : Ve de dt
0 0

= _/OT/ng-gpdxdt—k/Q(gu)(T,-)-gp(T,-) dx—/QQoUO'SO(O7') dz.
(3.5)

Se utilizarmos a condigao de fronteira de Navier (2.19), temos ¢ € C° ([0, T] x Q; RS)

que deve ser tal que ¢ -n =0 em [0, 7] x 9. Assim obtemos

/OT/Q(QU-atSO—F o(u®u) : Vap + plo)div, ) dz dt
T T
_/0 /QS(VIU):ngdedt—ﬁ/o /(mlb~g0d5dt (3.6)
T
= _/0 /szgf'@dxdt+/g)(gu)(T")'90(T7')dx—/ﬂgouo-@(O,-)dx.

Com efeito, multiplicando a Equacao (2.12) por uma fungao teste p € C2° ([O, T] x € R3>

obtemos

Oi(ou) - o +divy(ou®@u) - o+ Vep - o =div, S(V,u) - o + of - .
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Integrando em (0,77) x €,

T T
/ / (O(ou) - p +divy(ou @ u) - o+ Vyp - @) dadt = / / (div, S(Vzu) - ¢ + of - ) dedt.
0 Jo 0 Jo

Utilizando o Teorema da Integracao por Partes 10, obtemos as identidades

[ auew) ot = (@I, )0(T) = (000,960, + [ (o) Bt (37)
/Qdivx(gu ®u)-pdr=— /Q(Qu ®@u): Vepdr + /m(gu Q@ u)n - ¢ dsS; (3.8)

/Qpr~g0:—/deivx@dx+/mp<p-nd5; (3.9)
/Qdivz S(Veu) - pdr = —/QS(qu) : Ve dor + /aQ S(Veu)n - ¢ de. (3.10)

Juntando as equagoes (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), como ¢ tem suporte compacto em €2,

concluimos que

T T
/ /Q (ou - Owp + o(u®@u) : Voo + plo)dive ) do dt — / /QS(un) : Ve do dt
0 0

— ‘/()T/Q@f-sodxdtJr/Q(Qu)(Tw)-so(T,-) dz — [ oouo - (0,) da.

Por outro lado, utilizando a condigdo de fronteira de Navier (2.19), observamos que

/mS(qu)n-godx:—B/aQu-godx.

E entao, obtemos a identidade
T
/0 /Q (ou- 0o+ o(u®@u) : Voo + plo) div, ) dedt

T T

—/ /S(qu) : ngodxdt—ﬁ/ / u-@dSdt
0o Ja o Joo

T
= _/0 /g}gf-godxdt%—/g(gu)(T,-)-g&(T,-)dx—/ﬂgouo-gp(O,-)dx.

Dizemos que [p,u] é uma solugio fraca da Equagdo (2.12) se, no caso da con-
digdo de fronteira (2.17), a identidade (3.5) é satisfeita para toda fungao teste ¢ €
C ([0,7] x @ R?).

3.3 Desigualdade de Energia Padrao

Para o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12), com condicao de fronteira de Dirichlet
homogénea (2.17), a desigualdade de energia padrao é motivada pela equacio do balango

total de energia (2.27). A desigualdade de energia padrdo é definida por

/Q <;Q|U|2 + H(9)> (1,-) dz + /OT/QS(VQCU) -V, de dt

< /Q(;QO|U0|2+H(QO)) dx+/OT/ng-udx dt, .
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para q.t.p 7 € (0,7"), e onde gy = 0(0, ).

Como 9 ¢ constante, H(9) e H'(p) sdo também constantes. Note também que, pela

/Qdm:/godx.
Q Q

/Q—H'(@)deZ/Q—H,(@)Qodl’a

conservagao da massa,
Consequentemente

e finalmente

| —H@ -0~ H@) (") de = [ ~H'(2)(e0 —2) — H(D) dx.

Com isto, a desigualdade (3.11) é equivalente a desigualdade a seguir

| (Gela? + (o) = H'@)o—0) ~ H@)) () de+ [ [ 8(Vow): Vaudede

. T (3.12)
< [ (Geolwl*+ Hig) ~ H' @00~ 2) - H()) da+ [ [ of -udad,

para q.t.p 7 € (0,7).

Em (3.12), vamos assumir implicitamente que a condigao inicial é escolhida de modo que

a integral do lado direito seja finita.

Esta equivaléncia é importante, pois em [21], a desigualdade de energia padrao utilizada é

dada por (3.11) com f =0, e em [15], a desigualdade de energia padrao utilizada é (3.12).

Para o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12), com condi¢ao de fronteira de Navier (2.19),

a desigualdade de energia padrao é redefinida por

[ (GeluP+ 1)~ @)~ )~ H(@)) (7,) do
+ /OT /Q S(Veu) : Vyude dt + 5/{: /(m lul® dS dt (3.13)
< [ [ er-udvdrs [ (Soulof + Hieo) ~ H'@ (e~ 2) - H(@) da.

para q.t.p 7 € (0,7).

Motivada por estimativas a priori, que podem ser encontradas em [16] ou em [34],

temos a seguinte definicao de solucao fraca para o sistema de Navier-Stokes.

Definigao 4 (Solucao Fraca de Energia Finita, condi¢ao de fronteira Dirichlet). Dizemos
que o par de fungoes [p,u] é uma solugio fraca de energia finita do sistema de Navier-Stokes

(2.11)-(2.12), com condicio de fronteira (2.17), e com condi¢ao inicial [0g, uo] se
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i
v Q—@ELW(O,T;(L2+L”’>(Q)), 0>0 qgtpem (0,7)xQ;  (3.14)
ue L7 (0,T; Wy (4 RY) ) (3.15)
ou € L (0,T; (L* + LY/O) (O RY) ) (3.16)
p(0) € Lio ((0,T) x Q); (3.17)
(7i) (0 —0) € Cuear ((O,T); (L* + LV)(Q)) , e [o,u] € solugao fraca da Equagio (2.11),
isto €, a identidade (3.1) € satisfeita para toda funcao teste p € C2° ((O, T) x ﬁ) ;

(117) ou € Clyeak ((0, T); (L? + L»/0+Dy(Q; R3)) e [0, u] € solugio fraca da Equagdo (2.12),
isto €, a identidade (3.5) € satisfeita para toda fungio teste p € C° ((0, T) x € RS) :

(iv) A desigualdade de energia (3.12) € vdlida para q.t.p T € (0,T).
Lembramos que por (2.16), v > 3/2. Para condigao de fronteira de Navier, temos a
seguinte definicdo andloga.

Definig¢ao 5 (Solugao Fraca de Energia Finita, condigao de fronteira Navier). Dizemos que
o par de fungoes [o,u] é uma solugio de energia finita fraca do sistema de Navier-Stokes

(2.11)-(2.12), com condicio de fronteira (2.19), e com condi¢do inicial [go, ug] se
(i)

Q—@ELOO(O,T;<L2+L7>(Q)), 0>0 gtpem (0,7)xQ;  (3.18)

u € L? (O, T; WE2(9; R3)) ; (3.19)

ou € L (0,T; (L* + LY/O) (O RY) ) (3.20)

P(0) € Line ((0,7) x 9) (3.21)

(7i) (0 —0) € Cuear ((O,T); (L* + LU(Q)) , € |o,u] € solugdo fraca da Equagio (2.11),

isto €, a identidade (3.1) é satisfeita para toda funcao teste p € C2° ((O, T) x ﬁ) :

(117) ou € Clyeak ((0, T): (L? + LY/0+Dy(Q; R3)) e [0, u] € solugdo fraca da Equagdo (2.12),
isto €, a identidade (3.6) € satisfeita para toda fungio teste ¢ € C'° ((0, T) x §; R3) ,
com ¢ -n =0 sobre (0,T") x 0S.

(iv) A desigualdade de energia (3.13) € vdlida para q.t.p 7 € (0,T).

3.4 Desigualdade de Entropia Relativa

A entropia relativa & ([0, u]|[r, U]) com respeito a [r, U] é definida por

£ (loullln ) = [ (Gelu—UP+Hio)— () o—1) — HO)) do, (3:22)
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onde H(p) é a pressao potencial definida em (2.28).

Para a condigao de fronteira de Dirichlet (2.17), a desigualdade de entropia relativa é

definida por

E ([0, u]|[r, U]) (1,-) +/T/ (S(Vyu) —S(VU)) : (Veu—V,U) de dt 523)
< € (leo,wl [0, U(0,)]) + [ Rigu,r.U)d |

para q.t.p 7 > 0, onde o resto R é dado por
R(o,u,r,U) = /Q 0 (OU + uV,U) - (U — ) da + /QS(VmU) (VU — Vou) dz
+ /ng (u—U) d:p+/ﬂ((r — 0O H(r) + VL H'(r) - (rU — ou)) dz
— /Qdivz U(p(e) — p(r)) du.

(3.24)

Para a condicao de fronteira de Navier (2.19), a desigualdade de entropia relativa é definida

por
& ([0, l|[r, U]) (7, - +// (S(Vatr) — S(VLU)) : (Vau — V,U) der dt

(3.25)
b8 [ [ u=UP s ar < € (oo, wl [0, 1,00, ) + [ Rio,u,r,U)d

para q.t.p 7 € (0,7"), onde

R(g,urU——B/ /m (u—U det+/gf (u—U)de
+/Qg (O +u-VoU) - (U — ) — S(VoU) : (Vo — V,oU) da

+ [ (1= 0H'(r) + V. H (1) - (U = u) — div, U(p(e) = p(r)) da
(3.26)

Definig¢ao 6 (Solugao Fraca Adequada). Dizemos que [o,u] é uma solugio fraca adequada
do sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12), com condi¢ao de fronteira (2.17) ou (2.19), se
[0, u] € uma solugio fraca de energia finita das equagoes (2.11)-(2.12) e a desigualdade de

entropia relativa € satisfeita. Especificamente

e Para condigio de fronteira (2.17), |o,u] satisfaz as equagoes (3.1) e (3.5). Temos
também que a desigualdade (3.23) € satisfeita para todo par de fungoes [r, U] suaves

m (0,T) x Q.

e Para condigio de fronteira (2.19), |o,u] satisfaz as equagoes (3.1) e (3.6). Temos
também que a desigualdade (3.25) € satisfeita para todo par de fungoes [r, U] suaves

m (0,T) x Q.
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3.4.1 Equivaléncia entre as Solucdes Fracas

Suponhamos que [g, u] é uma solugao fraca adequada do sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12) com condicdo de fronteira (2.17), como na Definicdo 6. Escolhendo em

particular » =79, U = 0, obtemos a desigualdade de energia padrao

5[9,u](7‘)+/0T/QS(un):Vmudxdtgé'[go,uo]+/[)T/ng-udxdt,

para q.t.p 7 € (0,7"), onde

1
Elo.al(r) = [ (Selul + H(e) - H(@(e-0) - H@) do.  (327)
Entao solugoes fracas adequadas, como na Definicdo 6, sdo em particular solugoes fracas de
energia finita, como na Definicao 4.

A existéncia de solugées fracas de energia finita é conhecida desde 1996, veja [28].
No proximo teorema, vamos mostrar que uma solucao fraca de energia finita é também

uma solugdo fraca adequada, isto prova a equivaléncia destes dois tipos de solucao fraca.

Teorema 12 (Relagdo entre as Solugoes Fracas de Energia Finita e as Solugoes Fracas
Adequadas). Seja Q C R® um dominio Lipschitz limitado. Suponha que a pressio p satisfaz
a hipdtese (2.16), que

feLr® (o,T; L'nL® (Q;R3>) :

e que g > 0. Seja [o,u] uma solugio fraca de energia finita para o sistema de Navier-
Stokes (2.11)-(2.12), com condigio de fronteira de Dirichlet (2.17), como na Defini¢io /.
Entao [o,u] satisfaz a desigualdade de entropia relativa (3.23) para toda fungdio teste
UeCx((0,T)x R, r>0,er—geC((0,7)x Q).

Demonstracao.

Tomando U como fungao teste na Equacao (3.5) inferimos que

Jeutr.)- U dr = | g -U(0,-) dx
T
+ / /Q(QU U+ (ou®u) : VU4 plo)div, U — S(Vu) : V.U + of - U) dx dt.
0
(3.28)
1
Dado que U € C*° ((O,T) X Q;]RS) , tem-se consequentemente §|U]2 e CX((0,7) x Q),
1
e entao tomamos §|U ? como funcdo teste na Equacdo (3.1). Assim
1 2 1 2 T
| seE ) de = [ Salv@ ) do+ [* [ (oU-0U +ou- V.U - U) dwt,
0

Q2
(3.29)
dado que |U|? =U - U, 9,|U|> =2U - 0,U e V,|U|* = 2U - V,U.
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Pelo teorema do valor médio, existe ¢ € R entre r e ¢ tal que

H'(r) — H'(0)

Hl/ —
(€)= ="

> H"(c)(r —o) = H'(r) — H'(2)-

Como (r—79) € C° ([O,T] X ﬁ) e H' >0, tem-se H"(c)(r —p) € C> ([O,T] X ﬁ) e assim
(H'(r)— H'(g)) € C° ([0,T] x Q) .
Entao escolhemos (H'(r) — H'(9)) como fungao teste na Equagao (3.1), adquirindo
L er) (H'0)(r,) = H'(@) da = | 00 (H'()(0,) = H'(@)) da
@ @ (3.30)
o [ [ (@) + ou- V) et

onde utilizamos que 9, H(g) =0 e V,.H'(g) = 0.

Juntamos as equagoes (3.28), (3.29), (3.30) e a desigualdade de energia padrao (3.12)

fazendo
“—(3.28) + (3.29) — (3.30) + (3.12)”

em ambos os lados, obtendo assim
/ (1Q!u — U+ H(e) = (H'(r)e — H'(2)0) - H(@)) dz + // S(Vau) : Voude dt
Q\2 0 JO
1 2
< [ Seolus = U(0,) do
— / /Q(gu U+ (ou®u) : VU +p(o)div, U — S(Vyu) : V.U + of - U) da dt
0
+/T/Q(QU-atU+gu~va.U) dz dt
0
— [ oo (T ()0,) = H (@) do— [* [ (@0H'(r) + ou- V. H'(r)) do di
Q 0 Ja

+ /Q(H(Qo)—H’(@)(@o—@) ~ H(p)) dx—i—/OT/ng-u da dt.
(3.31)

Note que
— [ oo (H')(0.9) = H'(@)) do+ [ H(e) ~ H'(2) 00— ) — H(7) da
= | Heo) = (H'(r)(0.-)20 — H'(2)2) .
pois H(g) = 0. E também, por calculos diretos obtem-se

/T/(Qu@)u):VIdedt:/T/Qu-VxU-udxdt.
0o Ja 0 Ja

Somando

_ / /Q S(Vu) : VU +S(V,U) : (VoU — Vo) dz di
0
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em ambos os lados da desigualdade (3.31), chegamos em

/Q(;Q|U_U|2+H(Q)_(H,( Jo— H'(2)o )) dz
- /T/Q (S(V.U) — S(Vou)) : (VU — Vyu) da dt

_|_

+/OT/SVU:

Q

~00luo — U(0,-)]* + H(0o) — (H'(r)(0, )00 — H’(Q)Q)) dz

0(OU +u-V,U) - (U—wu)dedt

Pela definigao da pressao potencial (2.28),

Assim

d . rep(z) p(0)
d—gH(g) =/, 7dz—|— 7

H/(T)T_H(T):<T?dz+@>T—TAT22?dZ

Tem-se também

e obtemos finalmente a identidade

H'(r)r — H(r) — H'(2)e = p(r) — p(2).

Da identidade (3.33), derivando em ¢, inferimos que

e entao

O (H'(r)r — H(r) — H'(2)2) = 0, (p(r) — p(2)) ,

O(H'(r))r + H'(r)ry — H'(r)ry = 9yp(r)

Oy (H'(r))r = dyp(r).

Analogamente, derivando em x adquirimos

e entao

Vo (H'(r)r — H(r) = H'(2)) = V. (p(r) — p(2))

Vo (H (r))r+ H (r)Ver — H (r)Ver = Vp(r)

Vao(H'(r))r = Vap(r).

v, (U - u) dmdt+/7/gf' (u—U) de dt

—// (00:H'(r) + ou - Vo H'(r dxdt—// 0)div, U da dt.

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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Multiplicando a Equacao (3.35) por U, e utilizando que U|sq = 0, pelo Teorema da

Integracao por Partes 10, segue-se que
/ Y (H' () -U de — / Vop(r) - U do = — /Q p(r)div, U dz,  (3.36)
Q Q
Portanto, das equagoes (3.34) e (3.36), obtem-se

| [ rodH @) + Vol 0y U+ plr)diva U dodt = [ [ ap(r) dedt. (337)

Agora, observe que

fl | e (3.38)

Somando
[ ') = H() - H(2)0) de
Q
em ambos os lados da desigualdade (3.32), e utilizando as identidades (3.38) e (3.33),

segue-se que

£ ([g ) / S (Vau) : (VoU — Vo) de dt
gs([go,qu (0.9, U(0,)]) + / /atp )da i
+ /0 /Qg U +u-V,U) - (U — ) de dt (3.39)

+ /T/S (V.U) : V. (U—u) dxdt—k/T/gf- (u—U) dedt
—// (00,H'(r) + ou -V H'(r)) dz dt — // 0)div, U dz dt.

Finalmente, pela Equacio (3.37), tem-se
£ <[g ) / S (Vo)) : (VoU — Vo) de dt
gg([go,uo] (0, ) / / QU +u-V,U) - (U —u)de dt
+/D /QS(va: (U —u dxdt+/0 /ng-u— ) de dt
[ (= Q0 (1) + Vol (r) (U = ou) da dt
/ / ))div, U da dt
_¢ ([go,uo] r(0,-), U(0, -)]) + /OTR@, w,r, U) dt

para q.t.p. 7 € [0,T].

(3.40)
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Abaixo, temos a extensao do Teorema 12 para a condi¢ao de fronteira de Navier.

Teorema 13. Seja Q C R® um dominio Lipschitz limitado. Suponha que a pressao p
satisfaz a hipdtese (2.16),

fer=(0,1;L'n L (O R%)),

e que 0 > 0. Seja [p, u] uma solugao de energia finita fraca para o sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12), com condigao de fronteira (2.19), como na Definicio 5. Entao [o,u] satisfaz
a desigualdade de entropia relativa (3.25) para toda fungio U € C° ((O,T) x Q0 ]R3> , onde
U-nloga =0,7>0, er—@GC;’O((O,T) xﬁ).

Demonstragao.

E andloga a demonstracio do Teorema 12, utilizando que U - nlsq = 0. As tnicas
alteracgoes serao nas desigualdades de energia finita (3.13) e na desigualdade de entropia

relativa (3.25) que agora possuem integrais na fronteira 0SQ. O

3.5 Extensao da Classe Admissivel de Funcoes Teste

Podemos estender consideravelmente a classe das fungoes teste r, U que aparecem
nas desigualdades (3.23) e (3.25). Basta que todas as integrais da desigualdade estejam
bem-definidas.

Analisando o lado esquerdo de (3.23), respectivamente (3.25), as fungbes r, U devem

pertencer pelo menos aos espacos

€ ([o, u]|[r,U]) € L*=(0,T); (3.41)
U e L?(0,T; W RY)). (3.42)

Analisando o resto R, definido em (3.24), respectivamente (3.26), para que todas as

integrais estejam bem-definidas precisamos ao menos que

oU € L (0,15 L3 N LY/ R?) ) + L' (0,75 L2 0 LYV RY) ) 5 (3.43)

VLU € L (0,T; L9 0 LY/ 9 (QR3)) 4 L2 (0, T; L 0 L9 (Q; RP?) )5 (3.44)

div, U € L' (0,T; L®(Q)) . (3.45)

A funcao r deve ser limitada por baixo e tal que » > 0. E também

O.H'(r) € L' (0,5 L2 0 L/0-D(Q)) ; (3.46)
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V$H1<T) c L2 (O, T, L3 N LG'Y/(5'7_6) <Q7 R3>> —+ Ll (07 T, L2 N L2'Y/('Y_1) (Q, Rg)) . (347)

Além disso, no caso da condi¢ao de fronteira de Dirichlet homogénea (2.17) a fun¢ao U
deve satisfazer

Uloe = 0.

Ja no caso da condicao de fronteira de Navier (2.19), a funcao U deve satisfazer

U-n|aQ = 0.

Com estas hipdteses, os teoremas 12 e 13 continuam validos se substituirmos as hipdteses
de suavidade e integrabilidade das fungoes r, U por hipoteses mais fracas. Estas hipoteses
sao dadas pelas condigoes (3.41) até (3.47). Para encontrar estas estimativas, basta utilizar

a desigualdade de Holder generalizada enunciada no Teorema 1.
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4 Lemas Auxiliares

Neste capitulo, iremos enunciar e demonstrar alguns lemas que usaremos na demons-
tracao da propriedade de unicidade fraca-forte. Apesar de serem simples, estes resultados
nao foram encontrados na literatura atual, entdao dedicamos um tempo de nossa pesquisa

para tratarmos destas questoes.

Lema 1 (Propriedades da pressao potencial H(p)).
Seja p : [0,00) = R uma fungao satisfazendo as hipdteses (2.16), ou seja,

p € C[0,00) N C*(0, 00);

p(0) =0, p'(0) >0 para todo o0 > 0; (4.1)
/

lim Plo) =a >0

0— 00 QW*l

para um certo v > 3/2. Entdo

(i) Existem constantes ¢c; > 0, co > 0 tais que
H(o) > c10” — ¢, (4.2)
para o > 0.

(ii) Se 0 > 0 e existem constantes ag,by € R tais que 0 < a9 < 17 < by < 00, isto é€,
se r pertence a um compacto [ag, by] contido em (0,00), entdo existem constantes

positivas a1, L € R e ¢ € R tais que ay € (0,a0), L > by e

]?(27“)’ se 0 < p<ay;
H(o)—H'(r)(o—71)—H(r) > clo—7)? sear<o<L; (4.3)

co”, seop>L.

(iii) Sobre as mesmas hipdteses do item (ii), existe ¢ > 0 tal que
ple) =P/ (r)(e =r) =p(r)| <c(H(o) = H'(r)(e—r) = H(r)).  (44)

Demonstracao.

Primeiro vamos obter algumas identidades que relacionam a pressao potencial H e

a pressao p.

A pressao potencial e suas derivadas com relagdo a p sao dados por

H(Q)ngggpi?dz
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d e p(z) p(o)
—(H = H' :/—dz+—.
dg( (0)) (o) B .
i(H(@)) _plo)  Ple—plo) _¥le)
de? 0 0* 0
Assim
oH’(0) = H(o) + p(0)
Para r > 0 fixado
7 z r
Demonstragio do item (i).
Pela defini¢ao de limite
/
Ve > 0,dL > 0;Vpy > L temos ‘pgéﬁ) —al <e.
Qo

Em particular, escolhendo € = g > 0,

P’ (00 a _La
QS-R < -5 — p/(Qo) > 04 15, para todo gy > L.
0

2

Para ¢ > L, integrando de L a p, segue-se que

/Qp'(z) dz > /Q o718,
L L 2

Por outro lado,

a a
Fazendo ¢; = —, co = — L7, temos
2y 2y

plo) =p(L) = c10” =2 = plo) > c10” — ca +p(L) 2 c10” — 2, Vo > L,
pois p(g) > 0, para todo ¢ € (0, 00), em particular p(L) > 0.
Para 0 < p < L, com07>2>0,
0 <L = 0 -L0"<0 = (0" —-L")<0.

Assim p(g) >0 > c10" — co.

Desta forma

p(0) > 10" — co, para todo o > 0,
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onde ¢o = ¢; L7 > 0.
Agora note que
2 p(z
() =o [P (45)
o <
4
>0 (0127_ — (92 2) dz (4.6)
e
a ., g’
= o' — +c 0 4.7
G-0¢ G-n o
L g’ Cz)
= o' —o +=]+c 4.8
SR (R R s
¢ a7t 02>
> o' -0 + = (4.9)
G -1) <(7 BV
1 ot Cz)
Fazendo c3 = —, ¢4 = + — | chegamos em
SNCEE i <(7—1) 0

H(o0) > c30” — c40, onde c3 > 0,¢4 > 0.

Afirmamos que

c30" — c40 > ¢507 — Cg,

para algum c5 > 0 e algum cg > 0. Isto é equivalente a
(c3 —¢5)0" — a0 > —cs.
Tomando 0 < ¢35 < ¢5, 0 < ¢5 — ¢3 = ¢7, € entado
c70" — €40 > —Cg,
o que ¢ equivalente por sua vez a

0" — cs0 > —cy.

Seja (8 : [0,00) — R uma fungao auxiliar dada por
px) =27 — csu.

Entao
B(z) =y2" ! - cs.

1/(-1)
Se x > <8> , entao B'(z) > 0, e assim 3 é crescente para x > <
Y

cs 1/(v=1) ) ) cs
Se0 <z < | = , entao 3 é decrescente para r < | —
Y Y

1/(y-1)

1/(v-1)
8
3
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Ca 1/(v=1)
Logo <> é¢ um ponto minimo de f.
Y

c 1/(v-1)
Desta forma, fazendo k = <8> ,
/>/

B(x) > B(k), para todo z € [0,00).
Se (k) < 0, tomamos ¢;o = —f(k). Se f(k) > 0, tomamos ¢;9 = B(k). Consequentemente
B(x) > —cip, YV € [0, 00).

Finalmente

B(o) = 0" — cs0 > —cao.

Demonstragao do item (ii).

Fixado r € [ag, bo|, temos que

lim H'(r)o =0,

0—07t
entao por defini¢ao
Ve >0, 30 > 0; o € (0,0) implica |H'(r)o| < e.
Assim
H(rjo<e = —H'(r)o> —c.
Entéao para o € (0,0),
H{(o) — H'(r)o+ p(r) > H(o) — &+ p(r)
Z p(T) - &

p(ag)

pois H (o) > 0. Tome € = — Como p'(p) > 0, a fungdo p é crescente para ¢ > 0, assim

como ag < T,

p(ae) < plr) —> p(;o) < 29(27”) N _p(;o) . _p(Qr)‘
Entao
p(r) —e =p(r) — p(;lo) > p(r) — ]?(27") = ]9(27“)

Tomando a; = min{d, ap}, temos para 0 < p < a; que

H(g) - H(r)(o—r) - Hir) > P



Capitulo 4. Lemas Auziliares 54

Com isto, concluimos o primeiro caso.

Pelo item (i) do Lema 1, para ¢ > 0, existem constantes ¢; > 0, ¢ > 0 tais que
H(o) > c10” — co.
Entao, utilizando também que H'(r)r — H(r) = p(r),

H(g) — H'(r)(¢—r)— H(r) = H(o) — H'(r)o +p(r)
> 10" — o — H'(r)o+ p(r), (4.10)

para todo o > 0.

Agora note que, como r € [ag, by, temos

Y — o — H' !
lim 10 (&) H(T)—'—p(r) — lim 61—2—M+@:cl

0—00 QW 0—00 QW QW Q"/

Entao por definicao,

T o — H
Ve >0, 4L > 0; Vo > L implica e — @ > (r) +p(r) — | <e.
0

Desta forma,
c10” — o — H'(r) + p(r)

o >Cc1 — €.
c c
Como c¢; é constante, podemos tomar € = 51, de modo que ¢; —e = 51 = c3 > 0. Assim,
para o > L,
10" —co — H'(r) + p(r
( B 2 o7 e >> >c3 = (10" —ca — H'(r) +p(r)) > c307. (4.11)

Concluimos entao de (4.10) que, para ¢ > L,
H(o) — H'(r)(o—r) — H(r) > cs0".
Tomando L = max{L, by}, temos para p > L que

H(o) = H'(r)(e—7) = H(r) = cs0”.

Resta analisarmos o caso em que g € [ay, L]. Para isto, iremos utilizar o conceito de fungao
fortemente convexa. Como referéncia sobre fungoes convexas o/a leitor/a pode consultar
[5]. Iremos realizar uma pequena pausa para definirmos as fungoes fortemente convexas e

propriedades destas que serao utilizadas nesta demonstracao.

Definicao 7. Uma funcao f : I C R — R duas vezes diferencidvel em [ é dita ser

fortemente convexa se

f"(x) > k>0, Vo eI
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E possivel definir funcoes fortemente convexas sem que sejam duas vezes diferencia-

veis, mas a defini¢do é equivalente a esta.

Pela féormula de Taylor, com resto de Lagrange, para todo x,y € I, considerando
sem perda de generalidade x < y, existe z € [x,y] tal que

(y—=2)*

Fly) = fl@) + f@)(y = 2) + ["(2) 7

Pela convexidade forte, f”(z) > k. Assim

(y—2)*

fly) > flx)+ fl(z)(y—2x)+k 5

Voltando para a demonstracio principal, defina a funcio auxiliar 1 : [a;, L] — R,

dada por
v(e) = H(o) — H'(r)(o—r) — H(r).

Afirmamos que 1 é fortemente convexa.

Com efeito,
(o) = S H(g) - H'(r)
em particular
d b
digw(r) =¢'(r)=0

Derivando 1 novamente,

Por definicao

assim q ) 0)
ep(z plo
il — d
do (o) /@ 2 T 0
Derivando H mais uma vez
d2 / /
H(g) = p(f) P (g)@ B p(g) _r@
do 0 0 0 0
o . Pl , .. .
pois p'(g) > 0, para todo g > 0. Assim, como —== ¢ continua em (0, c0), em particular
o

em [ay, L], possui minimo no compacto [ay, L]. Desta forma

> 0.

0 ar<e<L 0

d? ~ P(o) _ 7P(0)
d—ggw(@)— > min

Portanto 1 é fortemente convexa com constante de convexidade

/
k= min~p(g).
a1<po<L QO
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Podemos ver também que
U(r) = H(r) = H'(r)(r —r) = H(r) = 0.
Entao pela convexidade de v, » é um ponto de minimo global de v, e assim
U(e) = H(o) = H'(r)(e —7) — H(r) 2 0, (4.12)

para todo ¢ € (0, 00).

Observe agora que, 7 € [ag, by] C [a1, L] e o € [a1, L]. Entdo podemos utilizar a

propriedade das fungoes fortemente convexas que nos diz que

0(e) = () + (e — 1)+ oo~ 1P,

e entao

LOgOJ para o € [ala L]a

H(g) = H'(r)(¢—r) = H(r) =

NN

Depois desta analise, temos

5 0S¢ 0<o<a;
H(o) ~ H'(r)(o—r) — H(r) > ’;@_r)a seay < 0 < L (4.13)

507, se 0> L.

®)

Tomando ¢ = min {2, 03} , concluimos que

}?(27")7 se 0 < p<ay;
H(o) —H'(r)(¢—r)— H(r) > clo—7)% sea; <p< L; (4.14)

co”, se o> L.
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Demonstragio do item (iii).

Vamos mostrar que |p(0) — p'(r)(0 — r) — p(r)| satisfaz a desigualdade oposta a
(4.3).

Considere a; € R tal que 0 < a; < ag. Entao para 0 < o < ay, ag < r < by,
p € C*([ag, by)), p(0) =0 e p'(0) > 0, segue-se que

plo) =P (r)(e—7r) —p(r) = plo) = p'(r)o+p'(r)r — p(r)

< plo) +p/'(r)r

< plar) + max p'(r)r

< ¢

= ((minao<r<bo p(r) /2) (i, p) /2
< 02@-

2

E também

—(p(o) =p'(r)(0 —r) = p(r)) = —plo) +p'(r)o —p'(r)r + p(r)

p(r) +1'(r)e

IN

< /
< aonglggbop(r) + max p (r)ay
= C3

p T

Escolhendo ¢5 = min{cy, ¢4} para 0 < o < a; segue-se que

lp(0) —p'(r)(o—r) —p(r)| < c5p(2r).

Considere agora g e r pertencentes a um intervalo fixo [a1, b1], com 0 < a3 < ag < by < by,

note que o intervalo [a, by| a priori pode ser qualquer intervalo contendo [ay, by)-.

A férmula de Taylor nos diz que

(o) = p) + )0 =) + LTS (o), (1.15)
e (=) (=)
_rello—1)) re((0—r ..
B0 (o—m? 0 [Tl | T
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Entao por (4.15),

PO (o —r)

p'(r) | re((o—1))
> (0—r)?

max,, <y "(r
< ( °S§b°|p()|—|—cﬁ>(g—r)2

< (o — 7”)2.

Ip(o) —p'(r)(e—7) —p(r)| =

Vamos mostrar agora o tltimo caso. Pela defini¢ao do limite

/
lim rlo) =a >0,
0—00 Q’Y—l
temos que
/
Ve >0, 4L > 0; Voo > L temos |pggq) —a| <e.
90

a
Escolhendo ¢ = 5 segue-se que

P'(o 3a 3a\ ..
5_01) <5 = Plo) < () o

Para ¢ > L, integrando de p até L, segue-se que

e, /93(171 _3£ g_ﬂ
/Lp(z)dz< 5 ¢ dz = > \5 75 )

Por outro lado

Logo

Agora, para ¢ > L,

plo) =P (r)(e—7r) —p(r) = ple) = p'(r)o+p'(r)r — p(r)

VAN VAN
s
S
+
’6\
=
3

IN A
g =
e, &
+ +
o o
oo oo

IN
%)
©
e}

o)



Capitulo 4. Lemas Auziliares 59

Temos também

—(plo) =p'(r)(e —7) —p(r)) = —plo) +P'(r)o — p'(r)r + p(r)
p(r) +1'(r)e
p(r) +p'(r)o”

/ Y
aggggbop(r) + max p (r)o

IN A

IA

IA

120"
Desta forma, para o > L,
Ip(e) = p'(r)(e — 1) = p(r)] < c120”.

Concluindo e relembrando, para 0 < p < a4,

Para o, € [aq, by],

Ip(o) — ' (r)(0 —r) — p(r)| < cr(o— 1)

Para o > L,
Ip(0) —p'(r)(e —7r) —p(r)] < cr20”.

Escolhendo os mesmos coeficientes ag, by, a1, by = L do item (#7) do Lema 1, e mudando as

constantes cs, ¢; € ¢ se necessario, concluimos que

Ip(o) —p'(r)(0—7r) —p(r)| < c(H(o) — H'(r)(¢—7) — H(r)), (4.16)

onde ¢ = max{cs, ¢y, c12}.

Lema 2. Se w(t,z): (0,7) x Q — R? ¢ tal que w|sq = 0, entdo

T T 1
, _ 2 (1 ~ 2
/0 /QS(Vﬁw) : Vyw de dt —/0 /Q(,ulvmw| + (3M+U) | div, w| ) dz dt.

Demonstracao.

Escrevemos
S(V,w) = p (wa + V,w! — ?) div, w]I) + ndiv, wl
= uVw + pVw’ + <_§/“L - 7]) div, wl.
Assim

2
S(V,w) : Vow = pVew : Vow + pVow® : Vow + (—3,u + n) div, wl : V,w
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Calculamos entao os produtos termo a termo.
3 3
T . _
V,w' : Vyw = Z Z Wi ;Wi o,
i=1j=1
(w 1,21 + w1 xsz T + w1 x3w3 :cl)
W, W1,zy + WS 1) + W20 W31, )

+ (
+ (W3,27 W1 gy + W3 1y W2y + WS xg)

. . _ 2
div, wl : Vow = (w7 ,, + W22y W1 2y + W325W1a,)
+ (W1 gy W gy + WS, + W3 2, Wo g, )
1,21 2,22 2,70 3,23 W2 xo

2
+ <w1,$1w3,$3 + W2z, W3,z3 + w3,x3)‘

2
uVaw? : Vaw + (—S,u + 7]) div, wl : V,w

1
= (gun) @i+, +ul,)

+ ,u( 2w1,x2w2,x1 + 2w1,x3w3,x1 + w27m3w3,x2)

)
+ (_3“ + 77> (2wW1 4y Wa gy + 2W1 gy W3 4y + 2W2 3, W3 1)

Utilizando o fato de que w|gq = 0, e integrando por partes,

Analogamente
/Q W1 4y W3,y dT = /Q W1 2y W3, z5

/Qw27503w3,w2 dzr = /QwQ,mwS,xg dz.

Assim

/ wwa :Vow + ( ?)) 77) div, wl : V,w dx
Q

= ( 1% + 77) wixl + U}2 , T2 + w3,x3) dz

+ ( n) 21y W gy + 2W1 3 W3 4y + 2Wa 4y W3 4, ) AT

= ( ,u—i—n)/ |div, w|* dz.
Q

Segue-se também que

3

3 3 3
uVaw : Vyw = uZZwix‘j = uzz w; x] = u|V,wl|?,

i=1j=1
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considerando a norma matricial

1/2
|A] = ( |ai,j|2) :
i=1 j—1

/T/ S(V,w) : Vyw de dt = /T <,u|Vggu|2 + <§,u + n> |divxw|2> dz dt.
0 Jo 0

Entao concluimos que
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5 Unicidade Fraca Forte

A estratégia da unicidade fraca-forte foi estabelecida por Serrin [36] para as equagoes
de Navier-Stokes incompressiveis e por Dafermos [10] para leis de conservagao. Utilizando
a mesma estratégia, a propriedade foi provada para as equagoes de Navier-Stokes compres-
siveis com lei de pressao isentrépica p(p) = ¢” por Germain em [22] para solugoes fracas
de energia finita. Feireisl, Novotny e Sun em [21] provaram a propriedade de unicidade
fraca-forte das equacoes de Navier-Stokes compressiveis para solugoes fracas adequadas,

com lei de pressao barotropica e certas condi¢oes sobre a pressao.

Neste capitulo, iremos demonstrar a propriedade da unicidade fraca-forte para os
casos propostos. Primeiro estudaremos o caso onde o dominio é limitado, e a condigcao
de fronteira é a de Dirichlet homogénea. Depois generalizaremos estudando o caso da
fronteira de Navier e dominio limitado. Por fim, estudaremos o problema com as mesmas

duas condigoes de fronteira, mas com dominios ilimitados.

Defini¢ao 8. Dizemos que o par [o,u] € uma solugdo forte do sistema (2.11)-(2.12) se
o par [o,u] satisfaz as equagoes (2.11)-(2.12) q.t.p em (0,T) x Q e tanto o quanto u sao
funcoes localmente integrdaveis que possuem derivadas fracas localmente integrdveis com a

reqularidade necessdria para satisfazer as equagoes (2.11)-(2.12).

5.1 Unicidade Fraca-Forte em Dominios Limitados

5.1.1 Condicao de Fronteira de Dirichlet

Teorema 14 (Unicidade Fraca Forte com Condigao Dirichlet em Dominio Limitado). Seja
Q C R? um dominio Lipschitz limitado. Seja p a funcdo pressio satisfazendo a hipdtese

2.16). Seja f uma funcdao de forca externa tal que
(2.16). Seja f fung ¢ q
fe L (0,75 L2707 (QRY)).

Suponha que [p,u] é uma solugio fraca de energia finita do sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12), com condig¢do de fronteira Dirichlet (2.17) definida em (0,T") x §2, como na

Definicio 4. Seja [p, 0] uma solugao forte para o mesmo problema pertencendo a classe

0< inf o0<o(t,x) < sup 0 < oo; 5.1
ot 8 o(t, x) Sup 0 (5.1)
V.o € L2(0,T; LY R?)) ; (5.2)

Vi€ L2 (0,T; L(Q; R¥¥9)) | com ¢ > max {3, 31} ; (5.3)
-
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Vi€ L' (0,75 L%(Q,R¥®)) (L2 (0, T; L*(2, R¥) ) (5.4)
div, S(V,a) € L? (o, T LP N LP (S R3)) : (5.5)
6

(5y—6)
Se a solugao fraca [p,u] e a solugao forte [, 0] possuem a mesma condigio inicial [og, uo),

onde p =

entao

0=0, u=1uem (0,T)xQ. (5.6)
Lembramos novamente que por (2.16), v > 3/2.

Demonstracao.

Comegamos observando que, como [, u] é uma solugao fraca de energia finita como

na Definicao 4, as fungoes o, u pertencem as classes

0 € Cuear ((0,7); L7()) ; (5.7)
ou € Cear ((0,T); L2V/OTD(Q; R?) ) 5 (5.8)
ue L? (0,T; Wy (2, RY)). (5.9)

Da desigualdade (3.12) e pela definigdo da pressao potencial (2.28) | segue-se que
p(o) € L= (0,75 L'()) .

Como a massa total do sistema é conservada sobre um dominio {2 limitado, podemos tomar

1
D = — d
¢ \Q\/QQ ot

e consequentemente

/(Q—@)dxz/gdx—@m:/de—/gdx:O.
Q Q Q Q

Como [p, u] é uma solugao fraca de energia finita, pelo Teorema 12, [p, u] é também
uma solugao fraca adequada, e com isso satisfaz a desigualdade (3.23). Escolhendo

r = 0, U = u como funcgoes testes em (3.23), inferimos que

£ ([g, u]‘[@, a]) + /0 ’ /Q (S(Vau) — S(V,il)) : (Vo — Vi) da dt

(5.10)
< € (leo, wl| 200, 1,20, 1)) + [ Rle.u, 5.7 at.

para q.t.p 7 > 0, onde
0o = Q(Oa ')7 Uy = U(O, ')7

e o resto R é dado por
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R(Q,u,@,ﬂ)E/Szg(ﬁtﬂ—l—u-vmﬂ)-(ﬂ—u)dx
—l—/SVm’EL :Vxﬁ—u)dqu/gf-(u—@)dx
/ 0)0H'(0) + V. H'(9) - (0t — ou)) dx

- /Q div, @ (p(o) — p(2)) da (5.11)

Vamos analisar R(p, u, 9, @) termo a termo. A ideia é mostrar que todos os termos de R
podem ser “absorvidos” pelo lado esquerdo de (5.10), e no final utilizar a desigualdade de

Gronwall 7. Dividimos a andlise de R(o, u, 0, %) em 3 passos.

Passo (i), Reescrita de R(o,u, 0, 0).

Primeiramente, note que

Ag(@tﬂ+u-v$&)~(ﬂ—u)dx /Q(E)tu+u Vi + (u—a)-Vea) - (@ —u))de

Q
/Qg(ﬁtu%—u Vi) - (4 —u) de
+ /Qg(u ) - Vad- (@ — u) . (5.12)
Para o primeiro termo de (5.12), vamos usar que
O+ u- V= ;dlvxS(V )+ f— V.H' (o). (5.13)

Com efeito, como [p, 1] é solucao forte do sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12),
para q.t.p pontos (t,z) € (0,7) x Q temos

8,0 + div,(3a) = 0, (5.14)
Op(o1) + div, (01 ® @) 4+ Vp(0) = div, S(Veu) + of, (5.15)

onde 5
S = u (vxa + Vi - S div, ml) +div, dll, g > 0,7 > 0. (5.16)

Pela Equagao (5.14)
0,0 = — div, (o),
de onde
0,(50) = (8,8)i + 6 0yt = — div,(5)a + & Oy

Com célculos diretos, mostramos que

_Qz

div,(ou ® u) — div,(ou)u = ou - V,
Com isto, a identidade

0y(511) + div, (56 ® @) = 30,1 + 5l - V4l
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é verdadeira.

Dado que
p(d) = H'(0)o — H(0),

aplicando o operador V, em ambos os lados da equagdao obtemos
Vap(0) = Vo 1'(0)0 + H'(8)V.0 — H'(0)V20 = V. H'(0)o.
Substituindo na Equacao (5.15), segue-se que
00yt + ot - Vi + V,H'(8)0 = div, S(V,a) + of,
e portanto, como ¢ > 0, podemos dividir em ambos os lados por ¢ e obter
Dyt + 11 Vil — ;divx S(Vail) + f — Vo H'().

Logo, multiplicando a Equagio (5.13) por o(a — u), e integrando em €2, adquirimos

/Qg(ata+ﬁ-vxﬂ)-<ﬂ—u)dx:/

[ (L. 89.0) 4 of - 09.H@)) (- (5.1

Dado que
/QS(vxa) V(@ — u) dz = —/QdivxS(Vzﬂ) (@ — u) du, (5.18)

substituindo os valores das equagoes (5.13), (5.17) e (5.18) em R(o, u, 9, %) obtemos

R(o,u,0,u) = /Q(u—u) V.- (t—u)de + 1(Q—Q)d1VxS(v @) - (u—u)de

+ / 0)(OH'(8) + V. H'(3) - @) dar — / div,(p(0) — p(d)) dz.
(5.19)
Vamos agora reescrever os termos de (5.19).
Afirmamos que
(0= 0) (O H'(2) + V. H'(2) - @ ) = div, a(e — 2)p'(2)- (5.20)
De fato, como
H'(g)o — H() = p(2). (5.21)

Aplicando o operador diferencial V, na Equagao (5.21),
V. H'(8)o+ H'(0)V.0— H'(0)V.0 = V.p(0),

Logo
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Efetuando o produto escalar por o em ambos os lados segue-se que
oV.H'(0) - 1= p'(0)V.0- .
Por outro lado, derivando a Equagao (5.21) em ¢,
0 (H'(0)) 0+ H'(0)0:0 — H'(0)0,0 = 0,p(9),

e dai

9. H'(0)0 = 9p(0)-
Mas

9ip(0) = p'(9)0r0 = —p'(9) div.(00),

pois pela Equacao (5.14)

00 = — div, (o).

Entao,

0(VoH'(2) - i+ 0 H'(9)) = p'(0) (Vo - it — diva (1)) (5.22)

Observe também que

V.0 u—div,(ou) = —pdiv, a.
De fato

Va0 G — divy(§) = (8, Ty + Onylis + Oay0i3)
(O, 1 4 Oy 2y + Ouylla + Olinzy + Opslis + Oliz ;)

- _é ~17271 + a2,$2 + ﬂ37z3)

(
div, @.

|
e}

Assim, a Equagao (5.22) se torna
6(VH'(3) 7+ 0,H'(6)) = —ddiv, @ p'(2). (5.23)
Em particular, como g > 0, dividindo a Equacao (5.23) por ¢ tem-se
V.H'(9) - u+ 0:H (9) =—div,a p'(0).
Multiplicando por (¢ — ¢) em ambos os lados, e dado que —(g — g) = (¢ — 0), temos
(0 —0) (VoH'(9) - i + 0, H'(9)) = diva (e — 2)p'(2),
como queriamos demonstrar.

Integrando a Equagao (5.20) em €2, em ambos os lados, segue-se

6= 0 @H'@)+ V.1 @) 0) de = [ div,ap(@) (0 0)do
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Somando —/ div, (p(0) — p(0)) dz em ambos os lados,
Q

|G 0 @H @)+ V.H'() ) do— | div.a(pl(o) — p(@)) da
= — | divz @ (p(e) — p'(2)(¢ — &) — p(2)) dz.
Com isto, o resto R(o,u,r,U) pode ser reescrito por
R0, u, 6,@) = /Qg(u @) Vi (@ — u) de
— | div. @ (p(0) ~ P(@)(e - 2) ~ p(2)) da

+f é(g ) div, S(V,i0) - (@ — u) da (5.24)

Passo (ii), Estimativa de R(o, u, 0, @).

Dado que o(t, z) satisfaz

0< inf_g<p(t,z) < sup g,
(0,T)x%2 (0,T)xQ2

os dois primeiros termos do lado direito de (5.24) podem ser estimados por

‘/Q o(u — @) Vi - (it —u) dz — /Qdivz i (p(o) — p'(0)(0 — 0) — p(2)) drr’

< a1l Vol L orexs) € ([0, ull[0, ),

(5.25)

lembrando que

& (oullaal) = [ (Gelu—P + H(o) — H(@)(e— )~ H(@)) do

Com efeito, dado que Vi € L>(Q, R**®), inferimos
‘/Qg(u—ﬁ)-vxﬁ-(ﬁ—u)dx’ < [ Jotu—a)- V- (i - u)| dz
< [ Vet oo o rsx3) /Q olu — al* dx
< 2| Vil [, (Golu— i+ H(o) — H'(D)e - ) — H(@)) du
= 2||Vail| e (ore) € ([0, ull[2,d]) -

Agora, vamos estimar

| div. @ (ple) = P/ (2)(e — &) — (@) da|.

Dado que

0< inf ¢<g(tz) < sup g,
(0,T)x%2 (0,T)xQ
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aplicamos o item (ii7) do Lema 1 com

inf 50
r=p, aozw, bp =2 sup 0.

(0,T)xQ

Entao existe uma constante co > 0 tal que
Ip(0) =1 (r) (e —7) = p(r)| < e (H(o) — H'(r)(0 — 1) — H(r)).

Outro fato que iremos utilizar é a limitagdo da norma do divergente pela norma do
gradiente em L°°.

|| lex 'ELHLOO(QJRS) S CgHVJ;ﬂHLoo(Q’RSxS),
para uma, constante cg > 0.

Segue-se entao que

/Qdivxﬁ(p(g) —p'(0)(e—0) —p(2)) dx’ < /Q |div, @ (p(e) — p'(0)(e — 0) — p(0))| dx
< |l diva il om) | lple) - P(@)(e ~ 8) ~ p(@)] da

< (e20) [Vl ez [ (H(o) = H'(2)(o — 8) — H(2)) d

< () Vaillpmnue [ (Gel— P+ Hle) - H(@)e - ) - H(@) da

= (C203)[|Vait|| oo (oraxay € ([0, ull[0, U]) -

Assim

/Qg(u — 1) Vi (@ —u)dr - /Qdivx i (p(e) —p'(0)(0—0) — p(0)) dz
‘/Q o(u—1a)- Vi - (i —u)dr /chiva~ @ (p(o) —p'(0)(0 — 0) — p(0)) dx

< (2+ c203)|| Vot o raxe) € ([0, ull[0,4]) -

(5.26)

IN

+

Iremos agora estimar o terceiro e tltimo termo de (5.24), que é a parte mais trabalhosa

da estimacao.

Aplicamos o item (ii) do Lema 1 com

~ inf(O,T) «0 0

r=0, a=-—"—>"—,  by=2 sup po.
2 (0,T)xQ
- . info - N
Entao existe a; < ——, L > max{2sup 9,1} e uma constante ¢4 > 0 tal que
p(2g)7 se 0 < o< ay;
H(o) — H'(¢)(0e—0) — H() > ci(o—0)%, seay < o< L; (5.27)

ci0”, se o> L.
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Dividiremos a integral seguinte em trés partes, escrevendo

1 1
~(0 — 0)div, S(V,a) - (@ — u) dz = “(0— 0)div, S(V,a) - (@ —u)d
J, 5o = 2w S(Van) - (a—w)de = [ =(0—0)divB(V.) - (i~ u)dr
1
~(0— 0)div, S(V,a) - (i —u)d
o (0= @) AL (V20 - () d

1 - N
+ /{g>i} E(g — 0)div, S(V,a) - (& — u) dz

=L+ 1+ Is.

Lembramos que estamos integrando em z, mas todas as fung¢oes estao sendo aplicadas em

um tempo 7 € (0, 7). Entao por abuso de notagao, estamos considerando

Assim, como u, @ € L? (0, T; Wh(Q; ]R?’)) , por abuso de notacao vamos escrever
u, @ € WH(Q; R?),

omitindo por hora a regularidade no tempo.

Pelo Teorema 2, o espaco W?(Q; R*) é mergulhado em L°(€2;R?), e assim

u, i€ LS R?), u—1ae LS R?).

Estimativa de ;.

Por (5.27), para a; < § < L,
1
_H)2< = H(o) — H'(5)(0 — 5) — H() dz
/{MSQSE}(@ 0)° < e Jionewery (0) (0)(0—0) (0)
1 1

S —
¢4 J{ar<o<L} 2

olu—a|*+ H(o) — H'(6)(0 — 0) — H(9) d=
< ;qu,um@,m) < o0,

pois & ([0, ul|[4,]) € L=(0,T). Logo (0 — &) € L* ({1 < 0 < L}) .
Entao, para que a integral
1
| (o= 8)- div.S(V.a) - (@ - u) da
{a1<o<L} o
esteja bem definida precisamos no minimo que
1
—div, S(V,1) € L*(;R?).
0

Pela desigualdade de Holder, isto é, pelo Teorema 1,

1
/ _(0—0)=div,S(V,a) - (& —u)dx
{a1<0<L} 0

N | N
S ”Q - QHLQ({MSQSZ}) ||@ leq; S(VxU) . ||U — u“LG(Q;R:s) .
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Pel corolario da desigualdade de Young 5,

1 . N -
F; div, S(V,1) Ju— U’HLG(Q;R?’)

lo = 0ll 2 ((ay <o<iy)
L3(4R3)

2

1 1. N <112 <112
< (35) | awes@m)] o= oiqpuzsenn + - W
¢ L3(R3)

2

1
= ¢5(0) HédivxS(Vxﬂ)

~\ 2 )
—0)"dr+d|u—1u .
L3(R3) /{a1<g<i}(g 2) | ||L6(Q,R3)
2

< ¢6(0) H; div, S(V, )

oy, 0 2
& (lo,ulllo. a]) + 3 llu = @llpoms)
L3(R3)

cs(0) . N\ 112 ~ 0 112
< (S0 v, STl € Lol + = e

para qualquer 0 > 0.
Pela desigualdade de Poincaré 5, segue-se que
~112 -2
Hu - uHLG(Q;Rﬁ}) S C7 Hvxu - vquL2(Q;R3X3) . (528)

Portanto

[ (o0 div.S(Va) (3 —u) da
{a1<e<L} 0

c6(0) ' _ I crd .
< (iif@) [div, S<vxu)|li3(Q;R3) & ([o,ull[o, a]) + % IVau — vzu||i2(Q;R3X3) :

Estimativa de Is.
Dado que 0 < ¢ < ay,
lo— 0| <ol +10] <ai+supg < 2sup .

Entao como €2 é um conjunto limitado

/ lo — 9|* dz < 4sup §* 1dx
{0<p<ar} {0<po<ai}

< 4sup §2 ”1||L2({0<g<a1}) < o0.
Logo (0 —9) € L> ({0 < o < a1}), e além disso

lo = all2ocpcanyy < 2500 2I12(to<o<ary -

Assim, podemos escrever

‘/ (0— @)i div, S(V,a) - (@ — u) dz
{0<p<ar} 0

L div, S(V.4)
0

<llo—- ’|U_ﬂ|’L6(Q;R3)
L3(4R3)

0ll L2 ({0<o<ar})

_ 1. . N
< 2500 2 1oy | 5 9 ST N e
L3 (R
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A fim de obter uma estimac¢do em termos da entropia relativa & ([, ul|[g, @), vamos
utilizar [[1]] 2210 pear ) -

Pelo resultado (5.27), para 0 < ¢ < a4,

H(o) — H'(d)(0 ~ &) — H(2) > p<29> > win, p<2@>
Por sua vez, §
b= (m M) (H(o) — H'(3)(0 — 8) — H(p)). (5.29)

Integrando a Equagao (5.29), para 0 < o < a; em ambos os lados, e fazendo

ap<p<by 2
temos
[ lar<e | He)-H(@)0-2) - H(@)da
0<p<ai 0<p<ai
<o [ Hio) = H(@)(e— ) ~ H(z) do
1 ) . N N
<cs | zolu—al’+ H(o) — H'(9)(0o— 8) — H(p) du
Q2
= cs € ([0, u]|[0, 1) -
Entao
1112 q0cpearyy < €8 € (o, ul|[a, )2
Assim

‘/ (0— @)i div, S(V,a) - (@ — u) do
{0<po<ar} 0

~ ~1\1/2 ~
€ (lo.ulla )" lu — ]| oz
L3(4R3)

< ¢

L div, S(V,a)
0

onde ¢g = 2sup @cé/z > 0.

Pela Desigualdade de Young 5, e pela Desigualdade (5.28)

‘/ (0— @); div, S(V,a) - (@ — u) dz

2

o c70 .
& ([Qa U’]HQ? U’]) + % ||V$u - vﬂ?uHiQ(Q;R?’)@)

L3(;R3)
c10(0 : ~ 0, U
- ( .10(~)> Idive S(Va@) |} 3 € (o, ull[8, @) +

076

2
by IVau — Vﬂcu”L2(Q;R3X3) ’
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Estimativa de I;.

Lembre-se que & ([o,ul|[o,u]) € L>(0,T) da extensdao da classe admissivel de
fungoes teste (3.41).

Por (5.27), para o > L,
cs0” < H(o) — H'(0)(0 — 0) — H(0)
1 N 1y~ ~ ~
< golu—al* + H(e) - H'(¢)(e — 0) = H(2)-
Integrando em ambos os lados,
1
Tdy < Zolu— @ + H(o) — H'(3)(0 — 8) — H()d
af ,@dr< | Solu—il’ + H(o) = H'(@)o~ o)~ H(@)dr
1
< - 5 2 _ !~ A ~
< [ Selu—il*+ H(o) — H(@)(e — &) — H() d
= & ([o, ull[o, ).

Assim
|, e de <ent (leullia.a).
{o>L}

e consequentemente

1 -
loll ooy < 7€ (o ullla, @)™

Da desigualdade anterior, obtemos também que

1/2
/2 L / v/2)2 g
107N L2gos 1) <{Q>E}(Q ) 90)

1/2
()
{e>L}
AN
(o))
{o>L}

_ v/2
= HQHL’Y({Q>[~/})

< e ’€ (o ull[a, ) *.
Dado que o > L > 2sup g > 24, adquirimos
lo— ol < lol. (5.30)

Vamos dividir este passo da demonstragao em duas partes. Primeiramente, suponha

que v < 2. Entao utilizando (5.30), a desigualdade de Holder 1 e o coroldrio da desigualdade
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de Young 5, obtemos que

’ s 5) div, S(V.a) - (i — ) da ok div, S(V,i)(i — u)| dz
{o>L} 0

< / ~
{o>L}

Y
1 . NS
< i |g|‘~d1VmS(Vzu) @ — u| dz
{o>L} 0
1 . 5 -
< Nolroni, H div, S (V1) = il ooz
0 La(;R3%3)
2
1 1 )
< Lol |~divx8<vxa> D= 2o
551l e-11) | 5 o, |2 Lo(uR?)
2
2 1 . ~ 0 ~ 12
< D)ol oty | 3 445 (7,0 D = e
0 La(QR3%3)
012(5) . - c70 -
< (2 el 1052 Ty + Vit = Doz
onde
_ 6y
q_7+6

Como v < 2 e € ([o,ul|[o,u]) € L=(0,T),

£ (loll[o,al) " <c.

Entao
lol iy < € (Lo ullla, @)
= (o, u)l[a, @) " & ([0, u]|[3, @)
< & (o, u]l[, @)
Assim

1
{e>L} 0
. . - c70 ~
S 013(6>5 ([Q) U]HQ) U]) ”dlv$ S (vl‘u)Hiq(Q;R&d) + %Hvxu - V:Bu”%?(Q;RSXP’)‘

Para v > 2, dado que o > L> 1, temos o < Q'Y/ ? ¢ analogamente ao caso v < 2, seguie-se
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que

‘ | o 5)~ div, S(V.) - (@ — u) da
{e>L} 0

1
< o= div, S(V,i) - (4 — u)| do
fe>L} | ©
1
< [ |02 div,S(V,a) - (@ —u)| do
{o>L} 0
1 ) i
= HQWQ”LZ({DE}) H~ div, S (V,u) [ — @l Lo (ma)
Q L(](Q;REIXS)
c14(9) . _ o) )
= <mf§> Hszué({@i}) Idiv, S <Vru)||iq(Q;R3x3) + 7”ku N Vw“”%?(Q;RS“)
5. i ; ~ 70 ~
< 014(6)5 ([Q> U]HQ> u]) Hdlvx S (vftu)Hiq(Q;RBXS) + 7”qu - VCEUH%Q(Q;RZSXiS),
onde
_3
q = 5%

Vamos utilizar agora todas as estimativas anteriores para estimar R(p,u, 0, )

completamente. Temos

R(Q?“) @7/&) S |R(Q7u7 é?a)|

< | [ elw—)- Vi (@ —u)de — [ div,i(plo) = P(2)(e — 2) ~p(2)) do
+ | 3le= div, S(V,0) - (i — w) da.

Pela estimativa (5.26), verifica-se

[ otu— ) Vo @ - w o~ [ dive @ (ple) - P(@)(e - &) - p(@) da

S CIHV:E,&/HLOO(Q,R?’XS) & ([Q? U]H@, ﬂ’]) :

E também, dividimos a integral abaixo em trés partes

/Q é(@ — 0)div, S(V,@) - (@ — u) dz| = /{ ey 2@ — 9)div, S(V,i) - (@ — u) dz
+ / 0= 8)div, S(V,@) - (i1 — u) du
{0<o<a1} O
+ / o= By div, S(V,a) - (@ — ) dal .
{o>L} 0

De onde, pela estimativa de I

/{ i(@ — 0) div, S(V,1) - (@ — u) dz

a1<e<L} 0

5.31
o (531)

2

< (? <f5>) Idiv, S(V.0) 25 ) € (o, ull[6, ) +

~ 112
inf o Hvxu - VUCUHL2(Q;R3X3) )
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Pela estimativa de I

1

|/ ~(0— 0) div,S(V,1) - (i — u) dx

{0<g<a1} Q (5 32)

c10(0) N o crd . '
< ( frff ) dive S(Vaii) || Z3ms) € (lo;ull[8, ) + —- 5 1Vt = Vil Fo g sy
Pela estimativa de I3
1 ~ ~

‘/ —(o— 0)div, S(V,a) - (@ — u) dz

e o (5.33)

075 |

< c1a(0) |dive S(Vo) [ 7arzaps) € ([, ull[2, @) + = [ Vau = Vol 7o qpans) -

Entao, utilizando que
“divx S(an) ||Lqu3(Q;]R3) = max (Hdivx S(an)”Lq(Q,H@) ’ “divﬂc S(an) ||L3(Q;R3))
Z ||d1v$ S(an) ||L3(Q;R3) )

2
inferimos de (5.31), (5.32) e (5.33) escolhendo § = 3—”,
Cr

L;@—@&%wvmw@—umx

< o5 |divy S(vmﬂﬂﬁquB(Q;Ri’)) E(lo, ull[o. a]) + p[|Veu — vmﬂ||L2(Q,R3x3) :
Finalmente, concluimos a estimativa de R, de modo que

R(o,u, 0,0) < (01 Vo] oo raxa) + c15 [|div, S(vfﬂa)niqu?’(Q;R?’)) E([o, ull[2, a])

o (5.34)
+ pl[Veu — vru||L2(Q,IR3X3) :

Passo (iii). Uso do Lema de Gronwall.

Uma vez estimado R, o lado esquerdo da desigualdade de entropia relativa (5.10) é

estimado utilizando o Lema 2 para w = u — 4. Assim
/OT /QS(W V@) V(u— @) de dt
= [ (#Veta= )P+ (5 +0) | divau = ) dode
> “/o /Q|Vw (u—@)|* dz dt

= M/O IVeu — Vzﬂni?(Q,RMS) dt.
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E entdo da desigualdade da entropia relativa (5.10), obtemos

e (e A+ [ IV = Vel Fagazoes)
< 5([Q,u]|[@,ﬁ])(7)—|—/OT/QS(qu—Vxﬁ) Vo (u— @) d dt
< &(loos uolllzo, o) + | Rle.u,5.7) i

0
Pois, dado que gg = go € ug = 1y,

& (lov, wolllao, o)) = [ (3o0luo — tof? + Hleo) — H'(a0) 00 — o) ~ H(av)) da

Prosseguindo

Eloullle. @)(r) + 1 | IVt = Vol g goes)
< /TR(Q,U,é,ﬂ)dt
0
< [ hWE e ulliza)(e) dt + 1 [ Vo= Vil g gons)

onde
h(t) = c1||Vaa(t, -)|| oo (msxsy + c15 ||dive S(V,a(t, ‘))”iqmm(ﬂ;ﬂ@)

é tal que h € L'(0,T) pela regularidade de .
Portanto

Eleulllz.a)(r) < [ AOE(e. ulllz. 7)) dt.
Pelo Lema de Gronwall 7

E([o,ull[o. a]) () <0

para q.t.p 7 € (0,7), e como &([p, u]|[0,u])(T) > 0, para todo 7 € (0,7,

&(loulllz,@))(1) =0, para q.tp 7€ (0,7).

Pela defini¢ao de €([o, u]|[0, 1]), concluimos que

0=20, u=1a, paraqt.p (t,z)€ (0,T)x Q.

Observacgoes sobre o Teorema 14.

Precisamos que € seja pelo menos Lipschitz para garantir a extensio de W' com

as relagoes de mergulhos de Sobolev associadas.
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A existéncia de solugoes fracas de energia finita foi mostrada em [20] para condigoes
iniciais gerais (com energia finita) e sem qualquer restrigdo ou imposicao sobre a suavidade

de 092.

A existéncia de solugoes fortes locais no tempo e pertencendo a classe de regularidade
especificada no Teorema 14 foi provada em [39] sobre restrigdes naturais impostas aos

dados iniciais.

5.1.2 Condicao de Fronteira de Navier

Iremos agora estudar a propriedade de unicidade fraca-forte para dominios limitados
e no sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12) com condigao de fronteira de Navier pura, isto
é, (2.19) com g = 0. O enunciado do teorema é analogo, iremos enunciar com o propdsito

de padronizacao e organizacao do texto.

Teorema 15 (Unicidade Fraca Forte com Condigdo Navier em Dominio Limitado). Seja
Q C R? um dominio Lipschitz limitado. Seja p a funcdo pressio satisfazendo a hipdtese

(2.16). Seja f uma fungdo de forca externa tal que
felLl (o,T; L27/(7*1)(Q;R3)) .

Suponha que [p,u] é uma solugio fraca de energia finita do sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12), com condicao de fronteira Navier pura, (2.19) com B = 0, definida em
(0, T) x Q, como na Definicao 5. Seja [9,1] uma solugao forte para o mesmo problema

pertencendo a classe

0< inf o0<o(t,x) < sup 0 < o0; 5.35
OB 8 < o(t, ) Sup 0 (5.35)
V.o € L7 (0,T; LY RY) ) 5 (5.36)
VZi € L* (0,T; LY(Q; R¥®3)) (5.37)
()
com q >max{ 3, —— ¢ ;
v—1
Vi € L' (0,T; L°(Q,R¥S)) (L2 (0, T; LA, RY) ) ; (5.38)
div, S(V,i) € L? (0, T; L N LP (% R?)) (5.39)
6
onde p= ———.
(57— 6)

Se a solugao fraca [p,u] e a solugao forte [, 0] possuem a mesma condigio inicial [og, uo),

entao
0=0, u=uem(0,T)x Q. (5.40)
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Demonstracao.

Os passos (i), reescrita de R e (ii), estimativa de R da demonstragao do Teorema 14
continuam sendo validos, a menos das partes onde utilizamos a desigualdade de Poincaré.
Para tratarmos este problema vamos introduzir a parte simétrica e sem traco de uma

matriz.

Seja A € R¥*3. A parte simétrica D(A) de A é definida por

A+ AT
D(A) = =5

A parte sem traco (traceless) Do(A) de A é definida por

T
1
_Aata 1 traco(A)L

Do(4) = ZE5 - 2

Note que utilizando esta notacao, S(V,u) pode ser escrito por

2
S(Vyu) =p (qu + VI — 3 div, u]I> + ndiv, ul
T 1
=2u (W —3 trago(un)]I> + ndiv, ul

= 2uDo(V,u) + ndiv, ul.

: L. . 1 :
Aplicando o Corolario 2, com v = u — U, e r = 02, temos que existe uma constante

c16 > 0 tal que
= @l 2y < e (IB6(Vat = Vo)l Fagonsy + [ olu =l dz).  (5.41)
Pelo Teorema 2, existe uma constante c¢i7 > 0 tal que
lu = dllLsoms) < arrllu — tllwrzoms).
Sabemos também que
[ elu=iP <2 [ Solu—if + Hig) - H'@)e— 2) — H(2)dv
= c1€ ([0, ul[[0, 1]) .
Entao pela Equacao (5.41), tem-se que
e — @llZsams) < cro (IDo(Vatt = Vi) |72 osxs) + € ([0, u]|[8,@])) - (5.42)

Agora, ao invés de utilizarmos a desigualdade de Poincaré, iremos utilizar a desigualdade
(5.42).
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Na estimativa de I;, pela desigualdade do tipo Korn (5.42)

1
/ —~(0—0)div, S(V,a) - (i — u) dz
{a1<e<L} 0

C - -~ -
s(6<§ndw (V) g € ([0v e [22) + 6 1t — 2 cpm

inf

§<<>)ww,<mm;mwe@WM@w

inf
+ derg (IDo(Var = Vo) [ Faomxs) + € ([0 ]l[8,@])) -

2
Escolhemos § = nlal > 0, e entao

C19
1 ~ ~
‘/ —(0— 0)div, S(V,a) - (& — u) dz
{a1<o<L} 0

< a0 [[dive S(Vo) |7y € ([0, ull[2, @)

21 - .
+ ? H]Do(vxu - VIU)HiZ(Q;R3X3) + 0218 ([Qv U’]l[gv U])

: _ ~ o, 2 _
< (021 + ¢o0 [|div, S(qu)nifi(g;ﬂ@)) € (lo,ull[o, a]) + EM [Do(Vau — vxu)HiQ(Q;R3X3) :
(5.43)

Na estimativa de I, pela desigualdade (5.42)

1
|/ —(0—0)div,S(V,a) - (@ — u) dz
{0<g<a1} 0

inf

c10(0 _ _ - 0 _
< (4082 v, (7.0 e € (el )+ = e

inf

g<ﬁ“>)mwx<xmmmmasmmmmm>

oc . L
+ 5 (IDo(Vo = Vo) | Zaqpos) + € ([o, ull[:))) -

Pode-se concluir que existem constantes positivas coo, cog tais que

‘/{ i(g — 0)div, S(V,a) - (& — u) dx

0<p<ai} O

: . _ oy, 2p _
< <C23 + ca2 [ divy S(VIU)Hi%Q;RC‘)) € (lo,ullle, ) + 3 Do (Vau — VxU)HiZ(Q;Rws) :
(5.44)
Na estimativa de I3, pela desigualdade (5.42)

‘/{ ! —(0— 0)div, S(V,a) - (& — u) dz

o>L} 0

: _ o0 _
< ¢15(0) [|div, S(vxu)Hiqu?*(Q,R?’) € ([o,u]|[o,a]) + 2 Ju— UH%G(Q;RS)

< 15(0) dive S(Vo) [ 7araps) € (o, ull[2, )

oc . Lo
+ 5 (IDo(Vte = Vo) 2 zons) + € ([0, ull[2,a])) -
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E entao existem constantes positivas cagy, co5 tais que

‘/{ o= 8)div, S(V,a) - (i — ) du

o>L} 0

: _ L 2 _
< (e + a1 iva SV, s i) € (L0 16 ) + = DoVt = V@) 2o
(5.45)

Inferimos a partir de (5.43), (5.44) e (5.45), que existem constantes positivas cog, Cor tais

que
[, 3o v, S(V,) - (@ ) do

< <C27 + o6 [|div, S(V:va)HiB(Q;Rig)) & ([o;ul|[0, @) + 2p [[Do(Vpu — vmﬂ)”i%ﬂ;ﬁ@“) :
(5.46)

Entao R é estimado por

R(o,u, 0, 1)
< (| Vail|peomoxs) + (ar + ca [[dive S(Vaid) [Fursiaes) ) ) € ([0 ]l[2: )
+ 2/1 H]D)O(qu - vxa)”iQ(Q;RSXS) .

Agora iremos estimar o lado esquerdo da desigualdade de entropia relativa (5.10). Por

meio de calculos diretos, pode-se mostrar que
S(V,w) : Vow = 21 (Do(V,w) : Do(Vew)) + 1] div, w]?,
para toda funcdo w : (0,T) x Q — R® com w - n = 0. Esta ideia é baseada em [8].

Em particular, para w = v — @
S(Vpu — Vi) : Vo(u — @) = 2uD(Vou — Vi) : Do(Veu — Vi) + 1| divy (v — )]
Assim
S(Vout = V1) : (Vu — V1) > 2uD(Vau — Vi) : Dp(Vw — V1),
e portanto
/Q S(Vatt — Vi) ¢ (Vou — Vi) dz > 24 /Q Do(Vou — Vi) : Do(Vau — V@) da.

Note que

3 3
}D)O(qu—vxu) Do(v u—V U :ZZ DQ V u—V U)) |]D)0(V u—V U)|

=1 7=1

onde a norma matricial utilizada é

A(iza@)%.

i=1j=1
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Entao

/OT /Q S(Vat — Vo) : (Vou — V@) de dt > 2p /O/Q Do(Vau — V,a)[? de dt
= 24 /OT Do (Vo — vwa)HiQ(Q;R?’XS) dt.
Pela desigualdade da entropia relativa (5.10)
& (lovull[2 ) () + 211 | IDo(Vu = V) [ gygonsy
< & (o ulllg @) (r,- +// S(Vyu — Vi) : (Vo — Vi) da dt
< € ((eo,wll[200,),(0,)) + | Re,u, 5,) i
= / (0,u, 0,u) dt.
Como gy = 0(0,-) e up = (0, ), tem-se que
€ ([0, uo][2(0, -), u(0,-)]) = 0.
Desta forma
& (lovul|[2. ) (r.2) + 211 | IDo(Vots = V) [ pgonsy
< [ (el Vil @umsrs) + (car + a6 [4iva S(Vo) [Fansoizn) ) Eles 2, ])
+ 20 [T IPo(Va = V@) B
Assim
& (o, ul[[o, a]) (7, ")

< [ (e Vil sy + (car + 20 |dive SOV [Fansoen) ) Eles g, a) () .
(5.47)

Seja h: (0,7) — R dada por
h(t) = e[| Vaia(t, )| poo(mans) + 21 + 26 |dive S(Vati(t, )| Zan s s, -

Como (2 é limitado,
/ Co7 < +00.
Q

Pela regularidade de @, temos h € L'(0,T). Finalmente
€ ([97 } o, U < / o ]) (t’ ) dt,
onde h € L'(0,T).

Pelo Lema de Gronwall 7, concluimos que
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5.2 Unicidade Fraca-Forte em Dominios llimitados

Iremos analisar o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12) em um dominio ilimitado
com comportamento no infinito dado por (2.18). Nestas condigoes, as solugoes de energia

finita devem pertencer necessariamente a classe

0o—0€L™ (O,T;(L2+Lv)<9)); (5.48)
p(o) = p(@) € L= (0,T; (L + L')(9)) ; (5.49)
u € L? (O, T; Wy (% ]RS)) : (5.50)

ou € L™ (O,T; (L* + LQV/(V“))(Q;R!?)) . (5.51)

5.2.1 Condicao de Fronteira de Dirichlet

Teorema 16. Seja Q C R* um dominio ilimitado com fronteira uniformemente Lips-
chitz. Seja p a fungdo pressio satisfazendo a hipdtese (2.16). Seja f uma fungio de forca
externa tal que

fe LM (0,T; L N L®(R?)) . (5.52)
Suponha que [p,u] é uma solugio fraca de energia finita do sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12) com condi¢ao de fronteira de Dirichlet (2.17) definida em (0,T) x Q, e

comportamento no infinito (2.18) com @ > 0. Seja [, 1] uma solugdo forte para o mesmo

problema pertencendo a classe

0< inf o0<o(t,x) < sup 0 < oc; 5.53
onf @< o(t,x) < Sup 0 (5.53)
V.o € L2(0,T; LY R?)) ; (5.54)
V2 € L? (0,T; LY(Q; R¥®3) ) (5.55)
e
com q > max< 3, —— ¢ ;
v—1
Vi € L' (0,T; L°(Q,R¥9)) () L2 (0, T; LA(Q, R?) ) ; (5.56)
div, S(V,i) € L? (o, T; L N LP(Q; R3)) : (5.57)
6
onde p = ———.
(5y —6)

Se a solugao fraca [p,u] e a solugao forte [, 0] possuem a mesma condigio inicial [og, uo),

entao

0=0, u=1uem (0,T)xQ. (5.58)
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Demonstracao.

A demonstragao do Teorema 16 é semelhante a demonstracdo dos teoremas 14 e 15.
Nas hipoteses, uma diferenca importante é o fato da fronteira de €2 ser uniformemente
Lipschitz, isto serve para garantir que os mergulhos de Sobolev e a desigualdade de Korn

(1.7) sejam vélidos. Também devemos utilizar a hipdtese do comportamento no infinito
u—0,u—0,0—0, 00 quando |z| = oo.

Ao invés de utilizarmos a desigualdade de Poincaré como na demonstracao do Teorema 14,

utilizaremos a Proposicao 2 para w = u — 4. Assim

~ ~\ (12
||u - UH%G(Q;R?’) < Co8 ||S(vacu - vxu)||L2(Q;R3x3) .

Para a estimativa de I, ao invés de utilizarmos que || < oo, substituiremos pelo fato de
que o conjunto
{0<o<a}={reQ; 0<o(t,x) <ar},

¢é limitado em €2, o que sera mostrado pelo lema a seguir. Com este resultado,

/ 1dx < oo.
{0<po<a1}

inf 0
Lema 3. Para q.t.p 7€ (0,T) e0 < a; <ag= TQ’ o conjunto

{0<o<a}={re0<o(r,z) <a}
¢ um conjunto limitado em €.
. info . .
Demonstracao. Como ag = —5 inferimos que

inf
2

o0<ay <ag= <

e
DO | ™

Devido ao comportamento no infinito (2.18), para |z| — 0o, o — 0 € ¢ — 0. Ou seja

Ver > 0,3IM; > 0; || > My = |0— 0| < e1; (5.59)

Veo > 0,3My > 0; |x| > My = |o— 0| < e2. (5.60)
Lembre-se que ¢ ¢ uma constante, ou seja, nao depende de p nem de g.

Escolhemos entdo ¢; = g e Eg = Q. Entao existem constantes My, M, > 0 tais que

4
30

= 5 < (5.61)

lz| > My = [0—70| <

DO |
DO [
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_ 25
|x|>M2:|g—§|<§:>g>Zg. (5.62)

Escolhendo M = max{M;, My}, existe xy € {0 < 0 < ay} com |xy| > M.

Da definigdo de {0 < p < a1} e de (5.61)

o 30
o(1,z9) < ay < 3 < 1
Por outro lado, de (5.62), segue-se que
30
o(T, o) > R
Absurdo ! Logo {0 < ¢ < a1} é um conjunto limitado em €. O]

O lado esquerdo da desigualdade de entropia relativa (5.10) é estimado utilizando que
IS(Vatt = Vo) |2 gy = /Q (S(Vau — Vi) : (Vou — Vo)) da.

Entao basta prosseguir como na demonstracao do Teorema 15.

Observacoes sobre o Teorema 16.

A fronteira 9Q uniformemente Lipschitz garante a propriedade de extensiao de WP

e também as desigualdades do tipo Korn-Poincaré.

A existéncia de solugoes fracas de energia finita para certas classes de dominios

ilimitados foi mostrada em [34], veja também [28].

O/A leitor/a pode consultar os trabalhos classicos [29] e [30] para a existéncia de

solugoes fortes. Resultados mais recentes podem ser encontrados em [9].

5.2.2 Condicao de Fronteira de Navier

Teorema 17. Seja Q C R* um dominio ilimitado onde vale a desigualdade de Korn dada
pela Proposi¢io 3. Seja p a funcao pressio satisfazendo a hipdtese (2.16). Seja f uma

funcao de forca externa tal que
fe L (0,T; L N L®(R?)) . (5.63)

Suponha que [p,u] é uma solugio fraca de energia finita do sistema de Navier-Stokes
(2.11)-(2.12) com condig¢io de fronteira de Navier pura, (2.19) com [ = 0, definida em
(0,T) x Q, e comportamento no infinito (2.18) com @ > 0. Seja [0, U] uma solugdo forte
para o mesmo problema pertencendo a classe

0< inf o0<o(t,x) < sup 0 < o0; 5.64
(OﬁT)XQQ_Q( ) Sup 0 (5.64)
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V.o e L2 (0,T; LY RY)) ; (5.65)
VZi e L (0,T; LY(Q; R™*9)) | (5.66)
b
com q >max{ 3, —— ¢ ;
v—1
Vi € L' (0,75 Lo(Q,R¥)) (L (0, T; L*(Q, RY) ) ; (5.67)
div, S(V,i1) € L? (0,73 L 0 LP(; R>H) ) (5.68)
6
onde p= ———.
(5 —6)
Se a solugao fraca [p,u] e a solugio forte [, 0] possuem a mesma condigio inicial [og, uo),
entao
o0=0, u=uem(0,T)x Q. (5.69)
Demonstracao.

Para a demonstracao do Teorema 17, a Unica alteracdo em relacao a demonstragao
dos teoremas 14, 15 e 16 é a desigualdade do tipo Korn-Poincaré utilizada nas estimativas
de Iy, I e I5. Usaremos a Proposi¢do 3, mas antes, precisamos provar que certo conjunto

¢é limitado.

Afirmamos que o conjunto

{lo—2| > 0/2} = {x €  |o(x,7) — 2 > 0/2}

é um conjunto limitado em RY.

Com efeito, suponhamos por absurdo que {|o — 8| > 9/2} é um conjunto ilimitado

em RY. Dado que ¢ — 7 quando |z| — oo,

Ve > 0,3M > 0; |z| > M implica em |o(T,z) — 0| < €.
T _ 0 <
ome & = - Entao
o 3o 50 _ 30
5 <72 <o(r,z) < 1 <5

Como {|o — 9| > ©0/2} é um conjunto ilimitado, existe
o € {le—2l = ¢/2} N {z € RY; 2| > M}

Entao . B .
0 [ 0

— = t < —.
2 € 2 < Q( 9 J’.O) 2

Absurdo. Logo {|o — 2| > 9/2} deve ser um conjunto limitado.

o(t, ) < g ou oft,zg) >
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Tomamos V' = {|o — 9| > ©/2}, e escolhemos v = ( g) (u — ) na Proposigao 3.

Obtemos assim
- al? < eso (V) 2IS(Valu — @) 2oz + [ ZJu—al?d
9 U — Ullywr2(qr3) = €30 5 2\U = U))|[L2(q;R3) o 2 u—ul dr
< car (VD (1807200~ s + [, , ol — o)
< ot (V1) (IS(Valts = @) ey + [ elu— af* de).
Finalmente, existe uma constante c3y > 0 tal que

= @l zsn < e (I8(Valu = @) Eaque + [ olu—afds).  (5:70)

O resto da demonstracao segue os mesmos passos das demonstragoes dos teoremas 14, 15
e 16.
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APENDICE A - Existéncia de Solucdes

Fracas

Neste apéndice, iremos apresentar o esquema da demonstracao da existéncia de
solugbes fracas de energia finita globalmente definidas para as equagoes de Navier-Stokes

3
compressiveis para fluidos barotropicos com v > —. Estes resultados podem ser encontrados
nas referéncias [14], [34], [28] e [19].

O teorema que apresentaremos o esquema da demonstragao é enunciado da seguinte forma.
Teorema 18. Seja Q@ C RN, N > 2 wm dominio limitado com fronteira de classe

N
C*™ v > 0. Suponha que a pressio p = p(p) satisfaz a hipétese (2.16) com v > —.

2
Suponha que os dados iniciais g, ug satisfazem

00>0, 00Z0, 00 € L(Q), ooluo|* € L'(2). (A1)

Entdo o sistema de Navier-Stokes (2.11)-(2.12) com condi¢ao de fronteira de Dirich-
let (2.17) e condigdo inicial (A.1) possui uma solucao fraca de energia finita, no sentido
da Definigdo 4.

Para apresentarmos o esquema da demonstracao, iremos introduzir um esquema
aprorimado de trés niveis, que é baseado nas seguintes alteragoes da equacao da continui-

dade e do momento.

Equacao da continuidade com dissipagao viscosa (vanishing viscosity):
00 + div,(ou) = eA o, sobre (0,T) x Q, € > 0; (A.2)
com condi¢ao de fronteira do tipo Neumann homogénea
V.0-n =0 sobre 0%; (A.3)

e condicao inicial
0(0) = 0o, sobre €. (A.4)

Aqui, g9 ¢ uma funcdo suave, estritamente positiva satisfazendo as condigdes de compati-

bilidade apropriadas.
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Equacao do momento com pressao artificial:

Iy(ou) + div,(ou @ u) + V, (p(g) + 5@6) +eVouVeo = div, S(Vou) + of

(A.5)
sobre (0,7) xQ, 6 >0, §>1;
com
u=0, sobredQ; (A.6)
e condicao inicial
(ou)y = 0o,5ug, em € (A.7)

O termo €A,p com € > 0, é adicionado no lado direito da equacao da continuidade
(2.11) com o objetivo de transformar a equagao originalmente hiperbdlica em uma equagao

parabdlica.

Como o termo A, p foi adicionado na equagao da continuidade (2.11), devemos
modificar a equa¢do do momento (2.12) adicionando ao lado esquerdo o termo £V, uV 0,

com o objetivo de eliminar certos termos que surgem na desigualdade de energia (3.11).

Desta forma, obtemos o sistema

0o + div,(ou) = eA o, sobre (0,T) x £, & > 0; (A.8)

O(ou)+div, (ouu)+V,p(0)+e(Veo-Vi)u = div, S(V,u)+of sobre (0,7)x€Q; (A.9)

com condigoes iniciais e de fronteira

u=20, sobre 0€; (A.10)
Veo0-n =0, sobre 08; (A.11)
0(0) = 00,5, (0w)o = 0osup em . (A.12)

Queremos resolver o sistema (A.8)-(A.9) pelo método de Galerkin, mas para valores
“pequenos” de v algumas dificuldades técnicas sdo encontradas na passagem do limite sobre
o termo £(V,0- V,)u. Entdo modificamos a Equacao (A.9) adicionando o termo de pressao

artificial V,0°, com a escolha necessaria de § > 4. Obtendo assim a Equacio (A.5).

A.1 Aproximacoes de Faedo-Galerkin
Considere um espago de Hilbert com dimensao finita
X, = span{w; }j_, (A.13)

onde as fungdes w; € (C2°(Q2))" sdo linearmente independentes.
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Procuramos solugoes aproximadas u,, € C ([0,T]; X,,) que satisfacam a identidade

integral

/qun(t) ~wdr — /Q 0o0sUo - w dx
- / /Q ((oun ® up) — S(Vyuy)) : Vow + (p(@) — (SQ/B) div, w dz dt (A.14)
0
+/0 /Q(Qf —eVu, Vo) - wde dt,

para toda funcao teste w € X,,, e todo 7 € [0, T].

O sistema (A.14) pode ser interpretado como a projecao do sistema de equagdes
diferenciais de dimensao infinita (A.5) em um sistema de equagoes diferenciais com

dimensao finita em X,,. A densidade

0 = oluy] (A.15)

¢ determinada como sendo a tnica solu¢ao do problema (A.2), (A.3) e (A.4) considerando

u, ao invés de u.

A.1.1 Sobre a equacdo da continuidade regularizada

Considere o problema parabdlico:

0o + div,(ou) = eA,p, sobre (0,7) x £
V0 nloa = 0; (A.16)
0(0) = 0o.s-

Onde u € C ([O, T]; C*(%; RN)> ¢ uma fungao dada.

Existe um resultado que nos garante a existéncia de solugoes suaves para o problema
(A.16).

Lema 4 (Lema 7.1, Capitulo 7, Segao 3 de [14] e Teorema 5.1, Capitulo 3, Segao 5 de
26]).

Seja Q C RY um dominio limitado de classe C*™ v > 0. Suponha que 00,5 €
C*(Q), ueC ([0, T} C’f(ﬁ)) . Além disso, suponha que o >0, 095 >0 e Vy005-n=0

sobre 0). Entao o problema (A.16) possui uma tnica solugao cldssica o tal que

o € C ([0,7];C"(@)), o€ C([0,T];C*(@Q)).

O resultado do Lema 4 pode ser reformulado em termos do operador solucao

u — o[u]. Este resultado serd descrito na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 8 (Proposigao 7.1, Capitulo 7, Se¢ao 3 de [14]).
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Seja Q € RN um dominio limitado de classe C*™, v > 0. Suponha que 005 € uma
fungio positiva, pertencente a classe C**(Q), e que satisfaz a condigdo de compatibilidade

V2005 -1 =0 sobre 022. Além disso, seja
u > olul

o operador solucdo, que leva u € C ([O,T]; C%(Q; ]RN)) para a solugio tunica o de (A.16),
cuja existéncia € garantida pelo Lema 4. Entao este operador leva conjuntos limitados do
C ([O, T); C2(Q, ]RN)) em conjuntos limitados do espago

V={o: o€ C([0,T;C"(@Q) eoeC([0.TC* (@)},
e a funcao
ue C2(GRY) s olu] € C* ([0,7] x )

€ continua.

A Proposicao 8 sera utilizada sem abrir muito os detalhes nas se¢oes posteriores.

A.1.2 Solucdes aproximadas, existéncia local no tempo

Vamos resolver (A.14) sobre um intervalo de tempo pequeno através de um argu-
mento de ponto fixo, estabelecer estimativas da solucao que sao independentes do tamanho
desse intervalo, e reproduzir indutivamente este método, para que depois de um nimero

finito de passos, possamos obter uma soluc¢ao definida no intervalo completo [0, T7].

Para desenvolver este método, precisaremos introduzir algumas ferramentas auxili-

ares.

Considere a familia de operadores lineares
Mol : X, = X)), (Mo]v,w) = / ov - w dx. (A.17)
Q

Aqui X,, é um espaco de Hilbert com produto interno induzido pela norma L?.

Dado uma funcao p estritamente positiva, o operador M ¢ invertivel sobre (2 e além disso

1

_ Al
infer 0 ( 8>

M ol 2xn x0) <
A partir da identidade
M o1] = M Hos] = M o] (M[02] — Mo1]) M o1, (A.19)

e da continuidade do operador M, podemos deduzir que

M o1] = Mool eex, x) < e(n, 0)]lo1 — 02|10 (A.20)
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para todo par de fungoes o1, 0o tais que

inf inf 0o > inf p.

sen %l pen @ = 20
Podemos reformular a equacao integral A.14 na seguinte forma:

unl(r) = M7 [olm)] ((wis + [ Nlune), oft)] d (A21)
onde
(eu)is € X'y (o)) = [ (eulos-wda

para toda funcao teste w € X,,, e N : X,, — X, é tal que
(N, o], w) = /Q (oun, @ Uy, —S(Vyuy)) : Vow + (p(g) + 5@5) div, w dx

(A.22)
+ /Q(Qf—svxunvxg)-wdx.

onde ¢ = g[u,] é unicamente determinada por wu,,.
Considere o conjunto limitado B do espago C ([0,T]; X,,),
B = {v € C([0,T]; X,); sup ||v(t) — upsmllx, < 1} :
te[0,7)

onde as funcoes ug 5, € X, sao unicamente determinadas por

/Q 00,6U0,6n - W dz = /Q 00,5U0,5 - W dx

para todo w € X,,.

Finalmente, definimos o operador 7 : B — C ([0, T]; X,,) , dado por
Tlu) = M7 o(r)) ((ewlis + [ NMua(®) o(t)] dt) (A.23)

Por (A.20) e estimativas estabelecidas através da Proposigao 8, concluimos que 7 (B) C B
dado T' = T'(n) suficientemente pequeno. Entao, pelo teorema do ponto fixo de Schauder,
existe u, € B tal que T (u,) = u,, ou seja, u, é solucao da equacao integral (A.14) em
0,7(n)].

Este procedimento pode ser aplicado até chegarmos em T'(n) = T, contanto que
exista uma limitacdo de u, independente de T'(n). Esta limitagdo existe, e o termo
e(Vz0-V,)u é utilizado exatamente nesta parte da demonstragao. As contas deste resultado
serao omitidas mas podem ser encontradas em [14], pag.160 até 164. Juntando este resultado

com a Proposicao 8, inferimos o seguinte:

Proposicao 9 (Existéncia de solugoes aproximadas - Proposi¢ao 7.3, Capitulo 7, Secao 3
de [14])).
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Para todo n e T fizos, existem funcoes
00 € O ([0.T1:C**(Q)), duow € C ([0.71:C*(D);
un € C1([0,TT; X50) ;

que resolvem a equagao integral (A.14) no intervalo de tempo [0,T].

A.1.3 Estimativas independentes de n

Nosso objetivo é efetuar o limite n — oo das solugdes aproximadas [o,,u,] e
obter uma solugao do problema (A.2) a (A.7). Para isto, precisaremos de estimativas

independentes de n.

Proposicao 10 (Proposigao 7.4, Capitulo 7, Se¢ao 3 de [14]). Suponha que

N
£ > max {4, } )
2
Entao as solugoes aprorimadas construidas na Proposicao 9 satisfazem as estimativas:

| 0nll oo (0,127 () < €(6);
|onl Lo (0,108 () < €(9);
VelVaonllz2omyxa) < c(d);
| onll L+1(0,m)x0) < c(e,0);
HunHL2<O7T;W0172(Q;RN)) < ¢(6);

[/ QnunHLoo(o,T;L?(Q;RN)) < ¢(9).

A.1.4 Primeiro nivel de solucoes aproximadas

Agora iremos passar o limite n — oo na sequéncia de solug¢bes aproximadas
{0n, un}o2, afim de obter uma solugdo aproximada para o problema (A.2) a (A.7). Vamos

assumir que a familia de fungoes teste {w;};2; forma um conjunto denso no espaco
c! (ﬁ; RN ) .

Segue-se do Problema (A.16) e das estimativas da Proposicao 10, que 0,0, é limitada
no espaco L> (0 T, W’M(Q)) dado § > N. Consequentemente, podemos utilizar o lema

de Aubin-Lions para concluir que a sequéncia {g,},-; possui uma subsequéncia (com

mesma rotulagao por abuso de notagao) tal que

on — 0, fortemente em L” ((0,T) x ), (A.24)
onde ¢ é uma func¢ao nao-negativa.
Além disso, temos que

up, — u, fracamente em L? (0, T; W(}’Q(Q;RN)) ,
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onde u satisfaz a condi¢do de nao-deslizamento (A.6) na fronteira no sentido do traco.
Como a convergéncia (A.24) é forte, segue-se que
Ontn — ou, fraca-* em L™ <O,T; Lm“’(Q;RN)) ,
2y

y+1
Em particular, as fungdes limite [g,u] resolvem o problema (A.16) em D' ((0,7) x Q)

com My, =

mais precisamente, [o, u| satisfaz a identidade integral abaixo:

T T
/ /5ng~Vx<p—98tg0dxdt:/ /Qu-vzgodxdt—i—/ 00,5 dx
0o Ja 0o Ja Q

para toda funcdo teste p € C? ([O, T| x ﬁ) tal que ¢(T') = 0.

Podemos obter um resultado ainda melhor:

Lema 5 (Lema 7.5, Capitulo 7, Secao 3 de [14]).

Ezxister > 1 e p > 2 tais que

01 0n, Azon,  sao limitados em L" ((0,T) x Q) ;
Vi0n, € limitado em LP (O,T; LQ(Q;]RN)) ;

independentemente de n. De acordo, a fungdo o pertence a mesma classe que g, e satisfaz
a Equagao (A.14) para q.t.p (t,z) € (0,T) x Q com condi¢io de fronteira de Neumann

homogénea no sentido do traco.

As estimativas obtidas no Lema 5, juntamente com as estimativas da Proposi¢ao 10
podem ser utilizadas para deduzir de (A.16) que as fungbes integrais (integral mean
functions)

t|—>/gnun~wjdx
Q

formam um sistema prfe-compacto em C([0,7]), para todo j fixo. Isto implica do teorema

de Arzela-Ascoli que

weak

ontin, — ou, em C ([07 T); LQ“//(’YJrl)(Q;RN)) _

De acordo com o teorema do Mergulho de Sobolev para os espagos duais, o espago

L2/04D(Q) é compactamente mergulhado em W™12(Q), e consequentemente
Ontly @ Uy, — ou®u, fracamente em L? (O, T; L(Q; RN2))

para
2N~y

< < .
1=2=N1oN-2
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As fungoes g, e o sao solugoes fortes do problema (A.16), portanto elas satisfazem

a igualdade de energia

lon(T) 1720 + 25/0 IVa0nll720) dt = —/0 /QdiVx Un 0y dz dt + || 006|720,

lo(m)Faioy + 22 | Vel dt = = [ [ divug? do dt + oo

Consequentemente, deduzimos que

2
L2(Q)

IVaonllL2(01)x2) = (| Va0l 22(0,1)x0) (A.25)

lon(t)||L2¢) = |lo(t)|| 2y,  para todo t € [0, 77,

o que garante a convergéncia forte
Veon — Veo em L*((0,T) x ),

em particular

Vo Voo, — VouVeo  em [D'((0,T) x Q)N.

Podemos agora anunciar um resultado de existéncia para o problema (A.2)-(A.7).
Proposicao 11 (Proposicio 7.5, Capitulo 7, Secdo 3 de [14]). Seja Q@ € RY um dominio
limitado de classe C***, v > 0. Seja ¢ > 0,6 > 0 e f > max{N,4,v} firo. Entdo o
problema (A.2)-(A.7) admite pelo menos uma solugdo [p,u] no sequinte sentido:

(i) A densidade o é uma fung¢io nao-negativa tal que

o€ L' (0,T;W*(Q)), do€ L' ((0,T) x Q),

para um certo r > 1, a velocidade u pertence a classe L* (O,T; WOI’Q(Q,RND , a
FEquagio (A.2) € satisfeita q.t.p sobre (0,T) x ) e a condigao inicial (A.3), e de
fronteira (A.4) sao satisfeitas no sentido dos tragos. Além disso, a massa total é

conservada, especificadamente
/ o(t) dz = / 0osdx,  para todo t € [0,T];
Q Q

(ii) Todos os termos da Equagio (A.5) sao localmente integrdveis, e a equagio € satisfeita

em D'((0,T) x Q), (no sentido das distribui¢oes). Além disso, temos que

weak

ou € C ([0, T); L (4 RY))

e ou satisfaz a condicao inicial (A.7).
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(iii) A desigualdade de energia (A.26) € satisfeita.

/QQ(T) <;|U|2 + H (o) + 55_195_1> (1) dz + 5/()T/QS(VIU) : Vyudx dt

) T :
S /Q 9075]11075]2 + QoﬁH(@O,&) —+ ﬁggﬁ dz + /0 /Qpb(g) lex u + gf -udx dt
(A.26)
para q.t.p 7 € [0,T].

Aqui utilizamos que p(0) = pm(0) + pr(0), pr(e) € tal que [py(@)] < M e p ¢ uma
funcao nao-decrescente de o.

A.2 Dissipacao da Viscosidade Artificial

O préximo objetivo é tomar ¢ — 0 na equagdo modificada da continuidade (A.2).
Com este objetivo , denotemos por g, u. a solu¢ao do problema aproximado cuja existéncia
foi estabelecida pela Proposicao 11. Nesse ponto da demonstragao, ndo temos a limitacao
de V0., e desta forma, a compacidade forte da sequéncia {o.}.~o em L' ((0,T) x ) se

torna um problema a ser tratado.
De acordo com estimativas discutidas no Capitulo 5 de [14],
0. € limitada em L*° (O, T, Lﬁ(Q)) , B> N;
u. é limitada em L2 (O,T; W&’2(Q,RN)) .
Pelo teorema do mergulho de Sobolev (2) e pela desigualdade de Holder (1), segue-se que
0-u. 6 limitada em L*(0,T; LY(Q;RY)), com ¢ > 2, (A.27)
dado 8 > N.

A.2.1 Limite de dissipacao da viscosidade

De acordo com as estimativas estabelecidas na Proposicao 11, especificamente na

desigualdade de energia (A.26), temos que

0. — o fraca-* em L™ (O,T; LB(Q)> ; (A.28)

u, — u fracamente em L? (O, T3 Wy (Q; ]RN);> (A.29)
ediv, (10V,0:) — 0 fortemente em L? (O,T; W_I’Q(RN)> ; (A.30)
0 — o fortemente em C ([O, T} Lfveak(Q)) ; (A.31)

eV, u.V,0. — 0 fortemente em L' (O, T; LY (Q; RN)) ; (A.32)
(ou). — ou fortemente em C' ([O,T]; LV%k(RN;RN)> (A.33)

0-u: — ou @ u fracamente em L? (O, T L2 (8, RNQ)) (A.34)
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dados g., u. estendidos em R” e iguais a zero fora de Q, e ¢y > 1.

O préximo passo é obter a convergéncia forte da sequéncia de densidades { - }c~0
em L'((0,T) x Q). Estes célculos podem ser encontrados em [14] paginas 181 & 185. Os

resultados sdo entao resumidos na seguinte proposicao.

Proposigdo 12 (Proposicio 7.6, Capitulo 7, Secio 3 de [14]). Seja Q C RN um dominio

limitado de classe C*V, v > 0. Além disso, seja
B > max{N,4,v}, ed >0

dados. Entdao existem solugoes aproximadas o,u satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) A densidade é uma fung¢io ndo-negativa e pertence a classe
0€ C([0,T) L5u(R),  0(0) = o

A wvelocidade u pertence a classe L* (O, T; Wy (9 RN)> . O par |o,u] é uma solugao
renormalizada da equagio da continuidade (2.11) sobre (0,T) x RY, dado que sdo

estendidas iguais a zero fora de €).

(7i) As fungoes o,u satisfazem a equagio do momento (2.12) no sentido das distribuigoes,
isto €, em D' ((0,T) x Q), com

p = p(o) + 80",
Além disso, ou € C ([O,T]; LWQJU(Q;RND , € satisfaz a condicao inicial
(ou)(0) = 00,suo,s-

(iii) A desigqualdade de energia
1 ) a
/QQ(T) <2|U|2 + H(o) + QB_1> (1) dz + 5/ /QS(V:Eu) : Vu do dt.
0

8—1
2 0 8 T
< /QQo,a tos|” + 00sH (005) + 5005 dv +/0 /ng ~u dx dt,
¢ vdlida para q.t.p 7 € [0,T].

g—1

A.2.2 Dissipacao da pressao artificial

O ultimo objetivo é fazer o parametro 0 tender a zero na Equacao (A.5). Denote
por [0s, us] a solugao aproximada construida pela Proposi¢ao 12. Utilizamos as ferramentas
dos capitulos 3 e 5 de [14] para obter estimativas uniformes independentes de 4. Pela
desigualdade de energia enunciada na Proposicao 12, temos que

05 € limitada em L™ (0,7T; L7(2)); (A.35)
V0sus é limitada em L™ (o, T, LQ(Q,RN)) : (A.36)
us é limitada em L? (0, T; W(}’Q(Q;RN)) . (A.37)
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Tendo estabelecido as estimativas anteriores, podemos mostrar que

0s — o fortemente em C ([0, T]; L. (2)) ; (A.38)
us — u fracamente em L? (O, T; W, 2 (Q; RN)) ; (A.39)
2y
i _* o0 . Moo N =
osus — ou fraca-* em L (O,T, L™= (Q,R )) , COM Moy = R (A.40)
osus — ou fortemente em C ([O, T, L?e";k(Q,RN)) ; (A.41)

0sUs @ us — ou ® u fracamente em L? <O,T; LCQ(Q;RNQ)) , onde cp > 1; (A.42)
ou(0,2) = 0o q.t.p em Q. (A.43)

Utilizando um argumento de limitagao das medidas de defeito (oscillations defect measures),

obtemos as convergéncias fortes

05 — o fortemente em L'((0,T) x Q); (A.44)
05 — o fortemente em C([0, T]; L'(12)). (A.45)

Finalmente, as fungoes limite g, u satisfazem a equagao da continuidade
d,0 + divy(ou) =0, em D'((0,T) x RY); (A.46)
a equagao do momento
9 (ou) + div,(ou @ u) + Vyp = div, S(V,u) + of, em D'((0,T x Q)); (A.47)

e a desigualdade de energia

/QQ(T) <;|u|2+H(Q)> (7) dZL‘S/ngluO|2+QOH(QO) d:zc—i—/OT/ng-udm. (A.48)
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