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Resumo
Este trabalho tem como objetivo apresentar a formulação através de geometria spin de
um teorema clássico de superfície, que garante a existência de imersões isométricas. Para
isso, é apresentado a teoria de fibrados e conexões, estrutura spin e operador de Dirac.

Palavras-chave: Imersões isométricas, geometria spin, fibrados e conexões, estrutura
spin, operador de Dirac.



Abstract
This work has as its goal to present the formultion through spin geometry of a classical
manifold theorem, which guarantees the existence of isometric immersions. To do that, it
is presented the theory of bundle and connections, spin structure and Dirac operator.

Keywords: Isometric immersions, spin geometry, bundle and connections, spin structure,
Dirac operator
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Introdução

Um dos resultados mais clássicos da geometria diferencial, quando nosso objeto
de estudo são as superfícies, é a garantia local de imersões isométricas da superfície numa
variedade de dimensão 3. Neste trabalho, estamos analisando esse mesmo resultado mas
para variedade spin de dimensão 2, i.e, orientada cujos fibrados tangentes admitem uma
estrutura spin.

Essa análise consiste em mostrar a seguinte equivalência:

1. Dada uma imersão isométrica j : M ÝÑ R3, onde M é uma variedade spin de
dimensão 2, então podemos encontrar uma solução para a equação diferencial

Dϕ “ Hϕ, (1)

Onde D é o operador de Dirac, H a curvatura média de M e ϕ um campo spinor.

2. Dada uma solução para equação direferencial 1 e M uma variedade spin de dimensão
2, então existe uma imersão de M à R3.

Essa equivalência é apresentada no trabalho de (FRIEDRICH, 1998).

Para isso, dividimos este trabalho da seguinte maneira:

No capítlo 1, relembramos brevemente os conceitos báiscos de variedades rie-
mannianas. No capítulo 2, está concentrada a teoria de Álgebra de Clifford, pois precisamos
de suas propriedades para definir grupo spin e sua representação, para posteriormente
definir estrutura spin.

No capítulo 3, elucidamos a teoria de fibrados e conexões, uma vez que a
estrutura spin produz, juntamente com os módulos sobre a Álgebra de Clifford, os fibrados
spinores, que são construídos de forma semelhante a fibrados associados, e as conexões,
dentre outras características, são importantes para definir o operador de Dirac e a segunda
forma fundamental induzida por imersões. No capítulo 4 definimos a estrutura spin, como
são construído os fibrados de Clifford e spinores, além disso, definimos o operador de Dirac,
que é o operador dirferencial D, da equação 1.

No capítulo 5, mostramos como é definida a segunda forma fundamental e as
equações de Gauss-Codazzi, através de imersões para, posteriomente, apresentar o teorema
clássico de subvariedades imersas. Finalmente, no capítulo 6, fizemos uma reformulação
desse teorema via spinores, que consiste basicamente na equivalência apresentada acima.
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1 Variedade Riemanniana

Neste capítulo são abordados alguns resultados básicos de variedades suaves,
principalmente os que concernem a métrica riemanniana, uma vez que é um dos objetos
mais explorados ao longo deste trabalho. Toda a teoria aqui apresentada e os passos
omitidos podem ser encontrados em (CARMO, 2019), (LEE, 2013) e (LEE, 2006).

1.1 Variedades Suaves

Definição 1. Uma variedade suave de dimensão n é um espaço topológico M e uma
família de homeomorfismo ϕα : Uα ĂM ÝÑ ϕαpUαq Ă Rn com Uα aberto, satisfazendo as
seguintes condições:

1. M “
ď

α

Uα, i.e, a família de abertos tUαu forma uma cobertura de M .

2. Para cada par α, β, com Uα X Uβ ‰ ∅, as composições

ϕβ ˝ ϕ
´1
α : ϕαpUα X Uβq ÝÑ ϕβpUα X Uβq,

são suaves. Essas composições são chamadas de funções de transição.

3. A família tpUα, ϕαqu é chamada de atlas suave.

Exemplo 1. Seja V um espaço vetorial de dimensão n com uma base β “ te1, . . . , enu.

Então, dado v P V , existem v1, . . . , vn P R tal que v “
n
ÿ

i“1
viei. Defina a apliação

ϕ : Rn
ÝÑ V

pv1, . . . , vnq ÞÝÑ
ÿ

i

viei,
(1.1)

ϕ é claramente um homeomorfismo, cuja inversa é dada por ϕ´1
pvq “ pv1, . . . , vnq. Con-

sidere β̃ “ tẽ1, . . . , ẽnu uma outra base de V . Assim, essa base nos fornece mais um
homeomorfismo ϕ̃pv1, . . . , vnq “

ÿ

j

vj ẽj, então existe uma matriz invertível A “ pAji q

tal que ei “
ÿ

j

Aji ẽj para cada i. A função de transição entre duas cartas é dada por

ϕ̃´1
˝ ϕpv1, . . . , vnq “ pṽ1, . . . , ṽnq, determinada por

n
ÿ

j“1
ṽj ẽj “

n
ÿ

i“1
viei “

n
ÿ

i,j“1
viA

j
i ẽj. (1.2)
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Então, ṽj “
ÿ

i

Ajivi, onde A
j
i é uma matriz invertível, logo a composição ϕ̃´1

˝ ϕ é um

difeomorfismo. Logo, independente da base que for considerada sempre conseguimos cartas
compatíveis, portanto, a coleção de todas essas cartas definem uma estrutura suave de
variedade em V .

Proposição 1. Seja M uma variedade suave e U ĂM aberto. Então U é uma variedade
suave de mesma dimensão de M .

Demonstração. Basta tomar o atlas de U como tpU X Uα, ϕα
ˇ

ˇ

UXUα
u, onde pUα, ϕαq é uma

carta em M para cada α. A topologia em U é herdade de M e todos os itens da definição
1 são facilmente satisfeitos.

Exemplo 2. Seja M “ Rpnq o conjunto das matrizes de ordem n, note que M é um
espaço vetorial isomorfo a Rn2, então possui naturalmente a estrutura de variedade suave.
Agora, considere a aplicação determinante dada por

det : M ÝÑ R,

como det é uma aplicação contínua, det´1
pRzt0uq é um conjunto aberto em M e é definido

por

GLnpRq “ tA PM : detpAq ‰ 0u.

Logo, GLnpRq “ det´1
pRzt0uq é um subconjunto aberto de M , portanto, pela proposição 1,

GLnpRq é uma variedade suave de dimensão n2.

Exemplo 3. Sejam M1 e M2 duas variedades suaves de dimensão n e m, respectivamente.
Então M1 ˆ M2 é uma variedade suave de dimensão n ` m, com as cartas da forma
pU1 ˆ U2, ϕ1 ˆ ϕ2q, na qual a compatibilidade suave de duas cartas são dadas por

pψ1 ˆ ψ2q ˝ pϕ1 ˆ ϕ2q
´1
“ pψ1 ˝ ϕ

´1
1 q ˆ pψ2 ˝ ϕ

´1
2 q,

que claramente é suave, pois as composições são suaves.

Definição 2. Sejam M e N variedades suaves m e n dimensionais, respectivamente. Uma
aplicação f : M ÝÑ N é suave em x P M se dada uma carta ϕ : U ÝÑ ϕpUq Ă Rn ,
vizinhança coordenada de fpxq, existe uma carta ψ : V ÝÑ ψpV q Ă Rm em x tal que
fpV q Ă U e a aplicação

f̃ :“ ψ ˝ f ˝ ϕ´1 : ϕpUq ÝÑ ψpV q, (1.3)

é suave. Dizemos que f̃ é a representação de f em coordenadas.
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Observação 1. Na definição 2 a aplicação f não depende da escolha das cartas. Para
observar esse fato basta considerar outras duas cartas e encontrar a representação em
coordenadas de f nessas cartas e, depois, é só fazer composições convenientes com as cartas
iniciais, restritas ao mesmo aberto no domínio, sabendo que o atlas é maximal, obtemos o
resultado desejado. Os cálculos explícitos desse resultado podem ser visto em (LEE, 2013).

Como uma variedade M possui uma estrutura suave, podemos falar de espaço
tangente à M em qualquer ponto. Para isso, considere o conjunto C8pMq “ tf : M ÝÑ

R : f P C8u e defina aplicação X : C8pMq ÝÑ R. Dizemos que a aplicação X é uma
derivação em x PM se satisfaz a regra do protudo, i.e,

Xpfgq “ fpxqXpgq ` gpxqXpfq (1.4)

para cada f, g P C8pMq. O conjunto de todas as derivações de C8pMq em x, que é
denotado por TxM , é chamado de espaço tangente a M em x, que claramente é um espaço
vetorial sobre R. Como todo espaço vetorial de dimensão finita tem uma base, e pelo
fato de existir um difeomorfismo ϕ : U ÝÑ M temos que TxM – Rn, assim uma base
de TxM pode ser dada por

"

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

x
, . . . ,

B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

x

*

, associada a base canônica de Rn. Onde

px1, . . . , xnq “ pϕ1
pxq, . . . , ϕnpxqq são as funções coordenadas da carta pU,ϕq.

Sabendo disso, note que, dado X P TxM e f P C8pMq, podemos escrever
X “ X i B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
, onde X i são funções suaves de U ĂM em R e, com isso, obtemos

Xpfq “ X i B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
pfq

“ X i

ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x

˙

pfq

“ X i Bf

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
.

(1.5)

Observação 2. Observe que, dado duas cartas em M , digamos pU,ϕq e pV, ψq com
U X V ‰ ∅, então temos duas representações para X em TxM , uma vez que cada base
depende da escolha das coordenadas locais, mas pela matriz mudança de base sempre
é possível descrever uma base em função de outra. De fato, considere pxiq e px̃jq as
coordenadas locais de pU,ϕq e pV, ψq respectivamente, então

X “ X i B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
e X “ X̃j B

Bx̃j

ˇ

ˇ

ˇ

x
, (1.6)

são as expressões de X em duas cartas diferentes, mas para que 1.6 faça sentido é necessário
usar a mudança de base de uma coordenada a outra, que pode ser encontrado com mais
detalhes em (LEE, 2013). De modo geral, essa mudança de base nos permite escrever
B

Bx̃j

ˇ

ˇ

ˇ

x
“
Bxi

Bx̃j
B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
, portanto, X̃j

“
ÿ

i

X iBx̃
j

Bxi
.
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Entretanto, a função Xpfq definida em 1.5 não depende da escolha do sistema
de coordenadas, uma vez que é uma função suave.

Além disso, podemos definir vetores tangentes ao longo de uma curva suave em
M , assim como ocorre em Rn. Então, dada uma variedade suave em M , definimos uma
curva suave em M como uma aplicação direferenciável γ : p´ε, εq ÝÑM , onde ε ą 0.

Suponha que γp0q “ x P M . O vetor tangente à curva γ em t “ 0 é a função
9γp0q : C8pMq ÝÑ R dada por

9γp0qf “ dpf ˝ γq

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
“ pf ˝ γq1p0q, (1.7)

para cada f P C8pMq. Chamamos γ de curva integral de M .

Para cada t P p´ε, εq temos que 9γptq P TγptqM e dizemos que TγptqM é o espaço
tangente ao longo da curva γ.

Agora, considere pU,ϕq uma carta com as funções coordenadas dadas por
px1, . . . , xnq. Se γp0q está em U , existe um número 0 ă δ ă ε tal que γp´δ, δq Ă U , com
isso temos uma representação em coordenadas para γ restrita ao intervalo p´δ, δq, dada
por γptq “ pγ1

ptq, . . . , γnptqq, logo

9γp0q “ dγi

dt
p0q B
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

γp0q
(1.8)

e a expresão dada em 1.7, pode ser justificada da seguinte forma:

pf ˝ γq1p0q “ dpf ˝ γq

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

γp0q

dγi

dt

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

˜

n
ÿ

i

9γip0q B
Bxi

¸

f

“ 9γp0qf.

(1.9)

Lema 1. Seja x P M e X P TxM . Então existe uma curva integral γ : I ÝÑ M tal que
γpt0q “ x e 9γpt0q “ X, para algum t0 P I.

A demonstração desse lema pode ser encontrada em (LEE, 2013).

Definição 3. Seja F : M ÝÑ N um função entre duas variedades suaves, M e N . A
diferencial de F em x PM é dada pela aplicação linear

dFx : TxM ÝÑ TF pxqN (1.10)
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A aplicação dFx também é conhecida como o pushforward de F em x e pode
ser denotada por F˚x .

Dado um vetor X P TxM e uma curva integral γ : I ÝÑM tal que γp0q “ x e
9γp0q “ X temos que

dFxpXq “ dFxp 9γp0qq “ pF ˝ γq1 p0q (1.11)

onde F ˝ γ : I ÝÑ N é uma curva diferenciável em N .

Uma das definições centrais deste trabalho será definida agora.

Definição 4. Seja F : M ÝÑ N uma função diferenciável entre duas variedades e
dimM ď dimN . Dizemos que F é uma imersão em x P M se dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é
uma aplicação injetora.

F é uma imersão em M quando dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é injetiva para todo
x PM .

Além disso, temos uma outra definição importante para alguns resultados em
variedades suaves, que é a seguinte:

Definição 5. Seja F : M ÝÑ N uma função diferenciável entre duas variedades e
dimM ě dimN . Dizemos que F é uma submersão em x PM se dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é
uma aplicação sobrejetora.

F é uma submersão em M quando dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é sobrejetora para
todo x PM .

Resultados clássicos ao trabalharmos com o espaço Rn podem ser generalizados
para variedades suaves. Como por exemplo, o teorema da função inversa e o do posto
global.

Teorema 1 (Teorema da Função Inversa para Variedades). Seja F : M ÝÑ N uma
aplicação suave entre duas variedades suaves. Se dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é um isomorfismo
linear, então F é um difeomorfismo local

Demonstração. A demonstração se resume em aplicarmos a definição 2 e depois usar o
teorema da função inversa de Rn, uma vez que composições de isomorfismo ainda continua
sendo um isomorfismo.

Teorema 2. Sejam F : M ÝÑ N e G : N ÝÑ P funções suaves entre variedades. Então
G ˝ F é suave.

Corolário 1. Se F : M ÝÑ N é um difeomorfismo, então dFx : TxM ÝÑ TF pxqN é um
isomorfismo, para cada x PM .
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Teorema 3 (Teorema do Posto Global). Sejam M e N variedades suaves e F : M ÝÑ N

uma aplicação suave de posto constante. Então as seguintes premissas são verificadas

1. Se F é sobrejetora então é uma submersão.

2. Se F é injetora então é uma imersão.

3. Se F é bijetiva então é um difeomorfismo.

Esse fato é usado no capítulo 3, de fibrados e conexões, quando assumimos que
a projeção de um fibrado vetorial é uma submersão.

Definição 6. Seja M uma variedade suave e N uma subvariedade de M . Definimos a
codimensão de N por codimpNq “ dimpMq ´ dimpNq.

Proposição 2. Sejam M e N variedades suaves e F : M ÝÑ N uma submersão suave,
então para cada p P N temos Q :“ F´1

ppq ‰ ∅ e possui uma estrutura de subvariedade
mergulhda em M tal que dimpQq “ codimpNq.

Exemplo 4. Seja SnpRq “ tA P MnpRq : A “ Atu o espaço vetorial das matrizes
simétricas de ordem n e GLnpRq. Considere a aplicação

F : GLnpRq ÝÑ SnpRq,

definida por F pAq “ AAt ´ In, onde In é a matriz identidade de orden n.

Note que, para cada A P GLnpRq, o diferencial de F em A é dado pela aplicação
dFA : MnpRq ÝÑ SnpRq tal que, para cada H PMnpRq, temos que

dFApHq “
d

ds

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
F pA` sHq

“
d

ds

ˇ

ˇ

ˇ

s“0

`

pA` sHq
`

At ` sH t
˘

´ In
˘

“
d

ds

ˇ

ˇ

ˇ

s“0

`

AAt ` sAH t
` sHAt ` s2HH t

´ In
˘

“ AH t
`HAt.

(1.12)

dFA para cada A P F´1
p0q “ tA P GLnpRq : AAt “ Inu “ Opnq é sobrejetora. De fato,

considere Y P GLnpRq e escolha A P F´1
p0q, então

dFA

ˆ

1
2Y A

˙

“
1
2
`

ApY Aqt ` Y AAt
˘

“
1
2
`

AAtY ` Y AAt
˘

“ Y.

(1.13)
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Dessa forma, F é um submersão em F´1
p0q. Logo, Opnq é uma variedade suave. Além

disso,

dimpOpnqq “ codimpSnpRqq

“ dimpMnpRqq ´ dimpSnpRqq

“ n2
´
npn` 1q

2

“
npn´ 1q

2 .

(1.14)

Observação 3. No exemplo 4, usamos o fato de que GLnpRq é um aberto de MnpRq,
assim TxGLnpRq “ TxMnpRq, para cada x P GLnpRq e SnpRn

q é um espaço vetorial, então
como variedade, temos que TxpSnpRqq – SnpRq.

Exemplo 5. Pelo exemplo 4, podemos mostrar que SOpnq “ tA P Opnq : detA “ 1u é uma
variedade suave tal que dimpOpnqq “ dimpSOpnqq. Note que, SOpnq é uma camponente
conexa de Opnq e toda componente conexa é um subconjunto aberto. Logo, pela proposição
1 temos o resultado esperado.

1.2 Campos Vetorias
Para definirmos campos vetoriais numa variedade precisamos do conceito de

fibrado tangente, mas como este é apresentado no capítulo 3 de maneira detalhada,
colocaremos apenas a definição mais geral de fibrado tangente.

Definição 7. Seja M uma variedade suave. Definimos o fibrado tangente de M como a
união disjunta de todos os espaços tangentes à M , i.e

TM “
ğ

xPM

TxM. (1.15)

Nesta seção vamos definir um campo vetorial em M e como podemos produzir
um novo campo a partir de outros dois.

Neste primeiro momento, estamos preocupados apenas em mostrar como o
campo vetorial se relaciona com a variedade, sem precisar introduzir a estrutura de
variedade e de fibrado vetorial, uma vez que estes serão explorados no capítulo 3.

Definição 8. Seja M uma variedade suave. Um campo vetorial X em M é uma aplicação
suave que a cada ponto x PM associa um vetor Xpxq P TxM .

Observação 4. Denotamos o espaço de todos os campos vetoriais como Γ pTMq “ tY :
M ÝÑ TM : Y pxq P TxM e Y P C8u. Essa notação será conveniente quando apresen-
tarmos seções de um fibrado vetorial.
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Podemos escrever cada campo X em coordenadas locais. De fato, considere
ϕ : U ÝÑM uma carta local ao redor do ponto x PM , então:

Xpxq “
n
ÿ

i“1
X i
pxq

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
. (1.16)

Onde X i são funções com valores reais em U e
"

B

Bxi

*

é uma base de TxM associada a

carta ϕ. Neste caso, X é suave quando cada coordenda X i é uma função suave.

Assim como vimos na equação 1.5, sabemos que os vetores tangentes agem em
C8pMq como derivações, se f P C8pMq, obtemos o resultado igual para campos vetorias

pXfqppq “
n
ÿ

i

X i
pxq

Bf

Bxi
pxq (1.17)

Que também não depende da escolha da carta coordenada.

Um questionamento razoável de ser feito é: dado dois campos vetoriais X e
Y sobre M , como podemos gerar um novo campo a partir deles? Primeiro, observar que,
dado f P C8pMq podemos definir as funções iteradas XpY fq e Y pXfq que, em geral, não
são campos vetoriais, mas obtemos o seguinte resultado:

Proposição 3. Sejam X e Y campos vetoriais em M . Então existe um único campo
vetorial Z tal que, para todo f P C8pMq, Zpfq “ pXY ´ Y Xq pfq.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que se Z existe, então ele é único. Assumindo
que Z existe, tome x P M e ϕ : U Ă M ÝÑ ϕpUq Ă Rn uma carta em x, onde ϕ “ pxiq
são as componentes coordendas de ϕ. Então,

X “
ÿ

i

X i B

Bxi
e Y “

ÿ

i

Y j B

Bxj
,

são expressões locais de X e Y nessa parametrização. Dessa forma, para todo f P C8pMq,
segue que

XY pfq “ X

˜

ÿ

i

Y j Bf

Bxj

¸

“
ÿ

i,j

X iBY
j

Bxi
Bf

Bxj
`
ÿ

i,j

X iY j B
2f

Bxixj
,

Y Xpfq “ Y

˜

ÿ

i

X i Bf

Bxi

¸

“
ÿ

i,j

Y j BX
i

Bxj
Bf

Bxi
`
ÿ

i,j

X iY j B
2f

Bxixj
.

(1.18)

Logo, a expressão de Z em coordendas locais é dada por:

Zpfq “ XY pfq ´ Y Xpfq “
ÿ

i,j

ˆ

X iBY
j

Bxj
´ Y iBX

j

Bxi

˙

Bf

Bxj
. (1.19)
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O que mostra a unicidade de Z.

Para provar a existência, defina Zα em cada vizinhança coordenada Uα de um
atlas tpUα, ϕαqu de M pela expressão dada em 1.19. Por unicidade, para cada α, β com
Uα X Uβ ‰ ∅ temos que Zα “ Zβ. Sabendo que a família tUαu forma uma cobertura de
abertos para M , podemos definir Z em toda variedade M .

Definição 9. O campo vetorial Z definido na proposição 3 é chamado de colchete de Lie.

Temos que uma representação em coordenadas do colchete de Lie de dois
campos vetoriais X e Y em M , é da seguinte forma: Considere X “ X i B

Bxi
e Y “ Y j B

Bxj
as expressões em coordenadas de X e Y em termos das coordenadas locais pxiq de M .
Então, obtemos a seguinte expressão em coordenadas:

rX, Y s “

ˆ

X iBY
j

Bxi
´ Y iBX

j

Bxi

˙

B

Bxj
. (1.20)

Observação 5. Note que, pela representação de rX, Y s em coordenadas dada pela expressão
1.20, obtemos, pela suavidade de X i e Y j, que

„

B

Bxi
,
B

Bxj



” 0, @i, j (1.21)

O colchete de Lie, para cada X, Y, Z P Γ pMq, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para m,n P R,
rmX ` nY, Zs “ m rX, Y s ` n rY, Zs

rZ,mX ` nY s “ m rZ,Xs ` n rZ, Y s .

2. rX, Y s “ ´ rY,Xs.

3. (Identidade de Jacob)

rX, rY, Zss ` rY, rZ,Xss ` rZ, rX, Y ss “ 0. (1.22)

4. Para f, g P C8pMq,

rfX, gY s “ fg rX, Y s ` pfXgqY ´ pgY fqX.

Segue abaixo um exemplo de como se comporta o colchete de Lie quando consideramos
M “ R3. Tome X, Y P Γ pR3

q, definidos por

X “ x2 B

Bx
` cos y B

By
`
B

Bz
e Y “ z

B

By
´
B

Bx
.
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Usando o resultado em 1.21 e as propriedades de rX, Y s, obtemos

rX, Y s “

„

x2 B

Bx
` cos y B

By
`
B

Bz
, z
B

By
´
B

Bx



“

„

x2 B

Bx
, z
B

By



´

„

x2 B

Bx
,
B

Bx



`

„

cos y B
By
, z
B

By



´

´

„

cos y B
Bx
,
B

Bx



`

„

B

Bz
, z
B

By



´

„

B

Bz
,
B

Bx



“ ´2x B
Bx
` p1´ zsenyq B

By

(1.23)

Toda variedade suave é Hausdorff e segundo contável, produzindo um dos resultados mais
usados em variedades para mostrar a existência global de determinados objetos, que a
priori são definidos apenas localmente, na variedade, como por exemplo, a de uma métrica
riemanniana. Esses resultados podem ser consultados em (LEE, 2013).

Definição 10. Seja M uma variedade suave e uma família de abertos Vα em M com
M “

ď

α

Vα. Dizemos que tVαu é localmente finita se para todo x PM existe uma vizinhança

U tal que o conjunto tα : U X Vα ‰ ∅u é finito.

Definição 11. Seja fα : M ÝÑ R um função suave. Definimos o suporte de f pelo conjunto
tx PM : fpxq ‰ 0u e denotamos por suppf .

Definição 12. Dizemos que uma família tfαu de funções suaves fα : M ÝÑ R é uma
partição da unidade suave subordinada à cobertura tVαu se satisfaz as seguintes condições:

1. Para todo α, o suporte compacto de fα está contido em uma vizinhança coordenada
Vα de um altas tVβ, ϕβu de M .

2. A família tVαu é localmente finita.

3.
ÿ

α

fαpxq “ 1, para todo x PM .

Observação 6. No ítem 3 da definição 12, o somatório está bem definido, pois fαpxq ě 0
para uma quantidade finita de índices.

1.3 Variedades Riemannianas
Nesta seção vamos mostrar como munir uma variedade suave com uma métrica

e alguns resultados importantes que veremos mais adiante neste trabalho.

Definição 13. Seja M uma variedade suave de dimensão n. Uma métrica riemanniana é
um 2-tensor covariante g com as seguintes propriedades:
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1. g é simétrico, gxpX, Y q “ gxpY,Xq para cada x PM e X, Y P TxM .

2. g é definido posivamente, i.e, gxpX,Xq ą 0 para cada x PM e X P TxM .

Definição 14. Dizemos que o par pM, gq é uma variedade riemanniana.

Observação 7. Lembrando da teoria tensorial, que um 2-tensor é do tipo p0, 2q, ou
seja, g P T 2

0 pTxMq “ pTxM b TxMq
˚ ou, equivalentemente, dos isomorfismos clássicos de

tensores, podemos ver g como uma forma bilinear que satisfaz as condições 1) e 2) da
definição 13, mais especificamente, um produto interno.

Assim como vimos em álgebra linear, podemos determinar as componentes de
g em função dos vetores de uma base do espaço tangente a um ponto de M associado a
uma carta coordenada. De fato, considere x PM e ϕ : U ÝÑ Rn uma carta coordenada ao
redor de x. Tome

"

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

x
, . . . ,

B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

x

*

uma base de TxM , onde ϕ “ pxiq. Então, sempre
podemos definir localmente as funções gij : U ÝÑ R tal que

gx

ˆ

B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x
,
B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

x

˙

. (1.24)

Note que gij é suave, pois TxM varia suavemente com x.

Além disso, gijpxq pode ser escrito em coordenadas locais em funções dos coveto-

res tangentes, tdx1
ˇ

ˇ

x
, . . . , dxnu, que é uma base do espaço dual pTxMq˚ com dxi

ˆ

B

Bxj

˙

“

δij. Portanto,

gx “
ÿ

i,j

gijpxqdxi
ˇ

ˇ

x
b dxj

ˇ

ˇ

x
. (1.25)

A proposição a seguir é uma forma prática de aplicarmos o conceito e proprie-
dades de uma partição da unidade suave, definida em 12.

Proposição 4. Toda variedade suave M admite uma métrica riemanniana.

Demonstração. Considere tUα, ϕαu um atlas de M e tfαu a particição da unidade subordi-
nada a cobertura tUαu. Então, para cada Uα podemos definir uma métrica via cartas locais

ϕα, uma vez que ϕαpUαq Ă Rn. De fato, dado x P Uα tome
"

B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

x
, . . . ,

B

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

x

*

uma base

de TxM nas coordenadas locais de ϕα. Assim, dado X, Y P TxM temos que X “ X i B

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x

e Y “ Y j B

Bxj
e definimos o produto interno de X e Y como

gαpX, Y q “
n
ÿ

i

X iY i (1.26)
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Claramente gα é uma métrica riemanniana em Uα tal que gαijpxq “ δij . Para extender gα à
g em todo M basta usar a partição tfαu pondo

gx “
ÿ

α

fαpxqg
α
pxq, (1.27)

para cada x PM . g é definido por uma soma finita de produtos internos, logo é um produto
interno em TxM .

Exemplo 6. O exemplo mais simples de observar uma variedade riemanniana é quando
M “ Rn, pois neste caso basta considerar a métrica euclidiana. Se escolhemos a base
canônica de Rn dada pelo conjunto te1, . . . , enu temos que gijpxq “ 〈ei, ej〉 “ δij.

Exemplo 7 (Métrica Produto). Sejam pM1, g1q e pM2, g2q duas variedades riemannianas,
então a métrica produto g “ g1 ‘ g2 na variedade produto M1 ˆM2 é dada por

gpx,yq ppX1, Y1q , pX2, Y2qq “ pg1qxpX1, X2q ` pg2qypY1, Y2q (1.28)

para todos pX1, Y1q, pX2, Y2q P TxM1 ‘ TyM2 – Tpx,yqpM1 ˆM2q. A matriz associada a
métrica g é dada por

rgs “

«

rg1s 0
0 rg2s

ff

. (1.29)

Onde rg1s e rg2s são as matrizes associadas às métricas g1 e g2, cujas entradas são pg1qij e
pg2qij, respectivamente.

Definição 15. Sejam M e N variedades riemannianas. Um difeomorfismo F : M ÝÑ N

é uma isometria se para cada x PM , temos que

gxpX, Y q “ gF pxqpdFxX, dFxY q (1.30)

para todos X, Y P TxM . Neste caso, dizemos que M e N são variedades isométricas.

Dizemos que F é uma isometria local se para todo x PM existe uma vizinhança
V de x em M tal que F : V ÝÑ F pV q é uma isometria.

Definição 16. Sejam M uma variedade suave, pM, gq uma variedade riemanniana e
F : M ÝÑ M uma imersão. A métrica induzida por F em M é denotada por g “ F ˚g,
onde F ˚ é o pullback de F , e definida como

gxpX, Y q :“ gF pxqpdFxX, dFxY q (1.31)

para todo x PM e para todos X, Y P TxM .
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Agora a variedade M com a métrica g é riemanniana e a imersão F é uma
imersão isométrica.

Esse conceito é primordial ao nosso trabalho, uma vez que vamos apresentar
uma reformulação do teorema clássico de superfíces que garante a existência de imersão
isométrica a partir de determinadas condições, que veremos mais adiante no capítulo 3.
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2 Álgebra de Clifford

Neste capítulo é construído a Álgebra de Clifford e as ferramentas necessárias
para definir grupo spin e suas representações, para tal trabalhamos um pouco com as
álgebras do tipo Clr,s e Cln e suas classificações. A referência base desse capítulo é
(LAWSON; MICHELSOHN, 2016), para a existência e unicidade dessa álgebra foi usado
um método que pode ser encontrado em (VAZ; ROCHA, 2016).

Toda a parte tensorial utilizada para desenvolver esse capítulo pode ser encon-
trada em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989). As demais referências usadas serão apresentadas
ao longo do texto.

O objetivo deste capítulo é conceder condições necessárias para definir estrutura
spin e como se comporta a estrutura de módulo sob essa álgebra, pois quando for definido
fibrados de Clifford e Spinores o leitor já estará familiarizado com as notações e resultados
básicos.

2.1 Álgebra de Clifford
Definição 17. Considere V um K-espaço vetorial e B : V ˆ V Ñ K uma forma bilinear
simétrica. A álgebra de Clifford, denotada por ClpV, qq, associada a V e q é uma algebra
associativa e com unidade, onde q é a forma quadrática associada a B. Além disso, deve
satisfazer as seguintes condições: Para j : V Ñ ClpV, qq uma aplicação linear, temos

1. jpvq2 “ ´qpvq ¨ 1, @v P V e 1 P ClpV, qq;

2. (Propriedade Universal) Se A é uma K-álgebra associativa com unidade e existe
i : V ÝÑ A satisfazendo o item 1, então existe um único homomorfismo de álgebras
f : ClpV, qq ÝÑ A tal que o diagrama abaixo comuta

V
j //

i
##

ClpV, qq

f
��

A
i.e, f ˝ j “ i.

A partir dessa definição é possível mostrar de maneira construtiva a existência
de uma Álgebra de Clifford associada a forma quadrática pV, qq e sua unicidade a menos
de isomorfismo de álgebras. Segue abaixo a proposição que elucida esta afirmação:
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Proposição 5. Seja pV, qq uma forma quadrática. Então existe uma Álgebra de Clifford
ClpV, qq. Além disso, ClpV, qq é única, a menos de um isormorfismo de álgebras.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar a unicidade a menos de isomorfismo de álgebras.
Para isso, suponha que existam duas Álgebras de Clifford, ClpV, qq e C̃lpV, qq, associadas
a forma quadrática pV, qq. Pela definição 17, existem aplicações linares j : V ÝÑ ClpV, qq,
j̃ : V ÝÑ C̃lpV, qq e os homomorfismos de álgebras f : ClpV, qq ÝÑ C̃lpV, qq e h :
C̃lpV, qq ÝÑ ClpV, qq tais que os dois diagramas abaixo comutam

V
j //

j̃ ##

ClpV, qq

f
��

C̃lpV, qq

V
j̃ //

j ##

C̃lpV, qq

h
��

ClpV, qq

i.e, f ˝ j “ j̃ e h ˝ j̃ “ j. Dessa forma obtemos as seguintes igualdades

f ˝ ph ˝ j̃q “ j̃ e h ˝ pf ˝ jq “ j

pf ˝ hq ˝ j̃ “ j̃ ph ˝ fq ˝ j “ j
(2.1)

Então, f ˝ h “ idC̃lpV,qq e h ˝ f “ idClpV,qq, pela unicidade da inversa, segue que h “ f´1 e
f é um isomorfismo de álgebras.

Agora, vamos mostrar a existência da Álgebra de Clifford, denotada por ClpV, qq.

Considere T pV q “
8
à

n“0
T npV q a álgebra tensorial, onde T npV q “ V b ¨ ¨ ¨ b V “ V bn, e o

ideal
IpV, qq “: 〈tv b v ` qpvq ¨ 1 : v P V e 1 P T pV qu〉 . (2.2)

Sabemos da teoria de álgebra que T pV q{IpV, qq é uma álgebra quociente com a projeção
canônica π : T pV q ÝÑ T pV q{IpV, qq definida por πpAq “ A` IpV, qq, para todo A P T pV q.

Como V Ă T pV q, podemos considerar a inclusão i : V ÝÑ T pV q. Defina
j “ π ˝ i e observe que, para cada v P V , temos

jpvq2 “ πpipvqq2 “ πpvq2

“ pv ` IpV, qqq ¨ pv ` IpV, qqq

“ v b v ` IpV, qq

“ ´qpvq ¨ 1` v b v ` qpvq ¨ 1` IpV, qq

“ ´qpvq ¨ 1´ qpvqIpV, qq

“ ´qpvqp1` IpV, qqq “ ´qpvq ¨ 1

(2.3)

Agora, vamos denotar T pV q{IpV, qq por ClpV, qq. Considere A uma K-algebra
associativa, com unidade e que satisfaz a condição 1 da definição 17, i.e, existe uma
aplicação linear s : V ÝÑ A tal que spvq2 “ ´qpvq ¨ 1, para todo v P V .
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Defina o homomorfismo de álgebras ϕ : T pV q ÝÑ A, pondo

ϕpv1 b ¨ ¨ ¨ b vkq “ spv1q ¨ ¨ ¨ spvkq.

Observe que,
ϕpv b v ` qpvq ¨ 1q “ ϕpv b vq ` qpvq ¨ ϕp1q

“ spvq2 ` qpvq ¨ 1

“ ´qpvq ¨ 1` qpvq ¨ 1 “ 0.

Assim, v b v ` qpvq ¨ 1 P Kerϕ, pela minimalidade do ideal IpV, qq, como gerado por esses
elementos, segue que IpV, qq Ă Kerϕ. Agora, podemos definir um aplicação ψ : ClpV, qq ÝÑ
A com ψpv ` IpV, qqq “ ϕpvq. Claramente, ψ é um homomorfismo, uma vez que ϕ é um
homomorfismo e a unicidade de ψ vem do fato de ClpV, qq ser gerado multiplicativamente
por V .

Observação 8. Os detalhes sobre álgebra tensorial que não foram explicitadas acima
podem ser encontrados em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989).

Observação 9. O produto entre dois elementos de ClpV, qq será dada por justaposição,
ou seja, ϕ ¨ ψ “ ϕψ, para todo ϕ, ψ P ClpV, qq, então a partir de agora o ” ¨ ” será omitido.

Segue abaixo um teorema muito importante sobre como ClpV, qq pode ser
gerada por meio do produto dos elementos da base de V .

Teorema 4. Como álgebra ClpV, qq é gerada por t1, e1, ¨ ¨ ¨, enu onde te1, ..., enu é uma
base de V , com Bpei, ejq “ 0 para todo i ‰ j, onde B é a forma bilinear associada a q.
Isto é,

ClpV, qq “ 〈t1, ei1 ¨ ¨ ¨ eik : 1 ď i1 ă i2 ¨ ¨ ¨ ă ik ď n, 1 ď k ď nu〉 . (2.4)

Satisfazendo as seguintes condições

e2
i “ ´qpeiq ¨ 1

ejei ` eiej “ 0, i ‰ j.
(2.5)

Demonstração. A demonstração desse teorema pode ser encontrado em (GILBERT; MUR-
RAY, 1991), mais especificamente na página 10.

Essa caracterização de ClpV, qq facilita a representação explicita da Álgebra de
Clifford, como veremos em alguns exemplos desse capítulo.

A definição a seguir fornece uma forma de estudar propriedades e estruturas
da álgebra de Clifford.
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Definição 18. Seja V um K-espaço vetorial associado a uma forma quadrática q. Defini-
mos um automorfismo α : ClpV, qq ÝÑ ClpV, qq tal que α ˝ α “ Id e αpvq “ ´v , também
conhecido como involução.

Usando o automorfismo α podemos fazer a seguinte decomposição da álgebra
de Clifford

ClpV, qq “ Cl0pV, qq ‘ Cl1pV, qq (2.6)

onde ClipV, qq “ tϕ P ClpV, qq : αpϕq “ p´1qiϕu para cada i P t0, 1u. Essa decomposição
faz de ClpV, qq uma álgebra Z2-graduada.

Como α é um automorfismo, para cada ϕ, ψ P Cl0pV, qq temos que

αpϕψq “ αpϕqαpψq “ ϕψ ùñ ϕψ P Cl0pV, qq

e

αpϕ` ψq “ αpϕq ` αpψq “ ϕ` ψ ùñ ϕ` ψ P Cl0pV, qq

(2.7)

Se ϕ, ψ P Cl1pV, qq, temos que

αpϕψq “ αpϕqαpψq “ p´ϕqp´ψq “ ϕψ ùñ ϕψ P Cl0pV, qq

e

αpϕ` ψq “ αpϕq ` αpψq “ ´ϕ´ ψ “ ´pϕ` ψq ùñ ϕ` ψ P Cl1pV, qq

(2.8)

Logo, por 2.7 segue que Cl0pV, qq é uma subálgebra de ClpV, qq, mas, por 2.8, vemos que
Cl1pV, qq não é subálgebra.

Cl0pV, qq também é conhecida como parte par e Cl1pV, qq parte ímpar. Essa
nomenclatura é resultado da descrição de α em função dos geradores de ClpV, qq, mostrado
no teorema 4, uma vez que

αpei1 ¨ ¨ ¨ eikq “ p´1qkei1 ¨ ¨ ¨ eik .

Se k é par então ei1 ¨ ¨ ¨ eik P Cl0pV, qq e se k é ímpar temos ei1 ¨ ¨ ¨ eik P Cl1pV, qq.

Definição 19. Seja V um K-espaço vetorial associado a uma forma quadrática q. Defini-
mos um antiautomorfismo t : ClpV, qq ÝÑ ClpV, qq, i.e, tpϕψq “ tpψqtpϕq com tpvq “ v,
para todo v P V . Também conhecido como reversão.

Note que,

tpei1 ¨ ¨ ¨ eikq “ tpeikq ¨ ¨ ¨ tpei1q “ eik ¨ ¨ ¨ ei1 .

Para obter isomorfismos importantes para algumas caracterizações das Álgebras
de Clifford, é necessário dar uma atenção especial para o produto tensorial de duas K-
álgebras associativa e com unidade. Considere A e B duas K-álgebras com unidade,
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então o produto tensorial AbB também é um álgebra sobre K cujo produto é dado por
pab bq ¨ pãb b̃q “ paãqb bb̃, para cada a, ã P A e b, b̃ P B. Por outro lado, se A “ A0

‘A1 e
B “ B0

‘B1 são K-álgebras Z2-graduada. Então podemos construir uma outra K-álgebra
Z2-graduada, Ab̂B, tal que

pAb̂Bq0 “ pA0
bB0

q ‘ pA1
bB1

q,

e

pAb̂Bq1 “ pA1
bB0

q ‘ pA0
bB1

q,

com o produto definido por

pab b̃q ¨ pãb bq “ p´1qdegpãqdegpb̃qpaãq b pbb̃q. (2.9)

Sempre que ã e b̃ são de grau puro, no qual ã P A0 se degpãq for par e ã P A1 se degpãq for
ímpar. Analogamente para b̃.

Definição 20. Sejam B1 e B2 duas K-formas bilineares definidas em V1 e V2, respecti-
vamente, dois subespaços vetoriais de V com V “ V1 ‘ V2, então podemos definir uma
K-forma bilinear B em V tal que

1. Bpv1, v2q “ 0, v1 P V1 e v2 P V2 ;

2. B|V1ˆV1
“ B1 e B|V2ˆV2

“ B2.

Consequentemente, obtemos q “ q1 ‘ q2 a forma quadrática associada a B, onde q1 e q2

estão associadas a B1 e B2, respectivamente.

Proposição 6. Sejam ClpV1, q1q e ClpV2, q2q duas Álgebras de Clifford, então existe o
isomorfismo ClpV1 ‘ V2, q1 ‘ q2q – ClpV1, q1qb̂ClpV2, q2q.

Demonstração. Considere V “ V1‘V2 e defina uma aplicação f : V ÝÑ ClpV1, q1qb̂ClpV2, q2q

pondo fpvq “ v1 b 1 ` 1 b v2, onde v “ v1 ` v2 para v1 P V1 e v2 P V2. Da definição 20,
obtemos

fpvq2 “ fpvq ¨ fpvq

“ pv1 b 1` 1b v2qpv1 b 1` 1b v2q

“ pv1 b 1qpv1 b 1q ` pv1 b 1qp1b v2q ` p1b v2qpv1 b 1q ` p1b v2qp1b v2q

“ pv1q
2
b 1` v1 b v2 ´ v1 b v2 ` 1b pv2q

2

“ ´q1pv1qp1b 1q ´ q2pv2qp1b 1q

“ ´pq1pv1q ` q2pv2qqp1b 1q

“ ´qpvqp1b 1q.

(2.10)
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Então, ClpV1, q1qb̂ClpV2, q2q satisfaz a condição 1 da definição 17. Com isso, f extende a
um homomorfismo de álgebras F : ClpV, qq ÝÑ ClpV1, q1qb̂ClpV2, q2q. Observe que,

F pClpV, qqq Ă ClpV1, q1qb̂ClpV2, q2q e ClpV1, q1q b 1, 1b ClpV2, q2q Ă F pClpV, qqq.

Logo, F é sobrejetiva. A injetividade basta considerar uma base de ClpV, qq gerado pelos
elementos de V , de acordo com o teorema 4. Portanto, F é um isomorfismo.

Proposição 7. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão dimKV “ n ă 8. Então, dada
uma forma quadrática q em V temos que a dimensão de ClpV, qq, como K-espaço vetorial,
é 2n.

Além disso, com esses resultados é possível calcular explicitamente algumas
Álgebras de Clifford e, mais adiante, mostraremos que essa investigação pode se extender
para casos mais gerais, nos ajudando a obter uma melhor compreensão sobre qual objeto
estamos trabalhando.

Exemplo 8. Sejam q ” 0, a forma quadrática nula, e te1, ¨ ¨ ¨ , enu uma base de V . Então,

e2
i “ 0 e eiej “ ´ejei.

Logo, ClpV, qq possui a mesma estrutura da Álgebra de Grassmann Λ˚V , i.e, ClpV, qq –
Λ˚V .

Entretanto, se q ‰ 0, enquanto álgebras, Λ˚pV q e ClpV, qq, não são isomorfas,
porém existe um isomorfismo como espaço vetorial.

Antes de apresentar a próxima definição, lembremos da seguinte propriedade
de ΛkpV q, com k ě 1.

Considere s : V ˆ¨ ¨ ¨ˆV ÝÑ ΛkpV q a aplicação conônica multilinear alternada,
definida por spv1, . . . , vkq “

1
k!

ÿ

σPSk

psing σq vσp1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ vσpkq. Se t : V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ÝÑ W é

uma aplicação multilinear alternada, onde W é um espaço vetorial, então existe uma única
aplicação linear f : ΛkpV q ÝÑ W que faz o diagrama abaixo comutar.

V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ΛkpV q

W

s

t
f

Partindo dessa propriedade e sabendo que existe uma aplicação

t : V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ÝÑ ClpV, qq

pv1, . . . , vkq ÞÝÑ
1
k!

ÿ

σPSk

psing σq vσp1q ¨ ¨ ¨ vσpkq.
(2.11)
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Podemos definir uma única aplicação linear, dada por

f : ΛkV ÝÑ ClpV, qq

v1 ^ . . .^ vk ÞÝÑ
1
k!

ÿ

σPSk

psing σq vσp1q ¨ ¨ ¨ vσpkq.
(2.12)

A aplicação f é claramente injetiva, mais especificamente, um mergulho.

A próxima proposição garante que se estender f para Λ˚pV q, temos um isomor-
fismo linear.

Proposição 8. Seja V um K-espaço vetorial, onde K é um corpo de característica diferente
de 2. Então existe um isomorfismo de espaços vetorias entre ClpV, qq e Λ˚V .

Demonstração. A demonstração desse fato usa ferramentas que não foram apresentadas
aqui mas podem ser encontrada em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) na página 10.

Desse resultado, se tomamos k “ 2 obtemos

fpv1 ^ v2q “
1
2
ÿ

σPS2

singpσqvσp1qvσp2q

“
1
2pv1v2 ´ v2v1q.

(2.13)

Além disso, temos a seguinte identificação, pela extensão da propriedade 2.5 para todo
v P V ,

1
2pv1v2 ` v2v1q “ ´Bpv1, v2q. (2.14)

Onde B é a forma bilinear associada a forma quadrática q. Com isso, podemos definir
explicitamente o produto entre dois vetores v1, v2 P V na Álgebra de Clifford, somando as
igualdades 2.13 e 2.14 e identificando fpv1 ^ v2q com v1 ^ v2.

v1v2 “ v1 ^ v2 ´Bpv1, v2q. (2.15)

A proposição abaixo mostra que podemos identificar o produto ei1^¨ ¨ ¨^eik com ei1 ¨ ¨ ¨ eik ,
quando e1, . . . , en for uma base ortonormal.

Proposição 9. Sejam V um K-espaço vetorial e te1, . . . , enu uma base ortonormal de V .
Então fpei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eikq “ ei1 ¨ ¨ ¨ eik , para todo 1 ď k ď n.

Demonstração. Vamos mostrar esse resultado usando indução finita sobre k. Se k “ 1,
claramente é válido, então tome k “ 2

fpei1 ^ ei2q “
1
2
ÿ

σPS2

psing σq eiσp1q ¨ eiσp2q

“
1
2pei1ei2 ´ ei2ei1q

“
1
2pei1ei2 ` ei1ei2q

“ ei1ei2

(2.16)
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Além disso, se consideramos k “ 3, obtemos

fpei1^ei2^ei3 q “
1
3!

ÿ

σPS3

singpσqeσp1qeσp2qeσp3q

“
1
6 rei1ei2ei3 ´ ei2ei1ei3 ` ei2ei3ei1 ´ ei1ei3ei2 ` ei3ei1ei2 ´ ei3ei2ei2s

“
1
6 rei1ei2ei3 ´ ei2ei1ei3 ` ei1ei2ei3 ´ ei2ei1ei3 ` ei1ei2ei3 ´ ei2ei1ei3s

“
1
6 rpei1ei2 ´ ei2ei1qei3 ` pei1ei2 ´ ei2ei1qei3 ` pei1ei2 ´ ei2ei1qei3s

“
1
6 r2fpei1 ^ ei2qei3 ` 2fpei1 ^ ei2qei3 ` 2fpei1 ^ ei2qei3s

“ fpei1 ^ ei2qei3

“ ei1ei2ei3 .

(2.17)

Suponha que, para k “ n´ 1 é válido, i.e, fpei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ein´1q “ ei1 ¨ ¨ ¨ ein´1 . Vamos provar
que, para k “ n também é válido. De fato,

fpei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ein´1 ^ einq “
1
n!

ÿ

σPSn

singpσqeiσp1q ¨ ¨ ¨ eiσpn´1qeiσpnq

“
1
n

“

nfpei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ein´1q
‰

¨ ein

“ ei1 ¨ ¨ ¨ ein´1ein .

(2.18)

Portanto, para uma base ortonormal segue o resultado.

2.1.1 Grupos Pin e Spin

Nesta seção iremos estudar importantes grupos contruídos a partir da Álgebra
de Clifford, Pin e Spin. Para isso vamos definir o seguinte grupo multiplicativo

Cl˚pV, qq “ tx P ClpV, qq : Dx´1
P ClpV, qq, xx´1

“ x´1x “ 1u.

Note que, esse grupo contém todos v P V tal que qpvq ‰ 0, pois neste caso temos que
v.v “ ´qpvq implicando em v´1

“ ´
v

qpvq
.

É natural considerar uma ação de Cl˚pV, qq sobre a Álgebra de Clifford, gerando
um homomorfismo de grupos

ρ : Cl˚pV, qq Ñ AutpClpV, qqq (2.19)

denominado de representação adjunta torcida, dada por ρxpϕq “ αpxqϕx´1.
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Para verificar que ρ é um homomorfismo, tome x, y P Cl˚pV, qq. Com isso,
dado ϕ P ClpV, qq, temos

ρxypϕq “ αpxyqϕpxyq´1

“ αpxqαpyqϕy´1x´1

“ αpxqρypϕqx
´1

“ ρxpρypϕqq

“ ρx ˝ ρypϕq.

e ρ1pϕq “ αp1qϕ1´1
“ ϕ, assim ρ1 “ id. Logo ρ é um homomorfismo de grupos. Agora

precisamos mostrar que ρx é um automorfismo, para todo x P Cl˚pV, qq. De fato, dado
ϕ P ClpV, qq, temos

ρx ˝ ρx´1pϕq “ ρxx´1pϕq

“ ρ1pϕq “ ϕ
(2.20)

e
ρx´1 ˝ ρxpϕq “ ρx´1xpϕq

“ ρ1pϕq “ ϕ.
(2.21)

Então ρx´1 é a inversa de ρx. Pela arbitrariedade de x, segue que ρx P AutpClpV, qqq.

Observação 10. Uma outra forma de representar os elementos de Cl˚pV, qq como auto-
morfismo de ClpV, qq é utilizando a representação adjunta, dada pela aplicação

Ad : Cl˚pV, qq ÝÑ AutpClpV, qqq (2.22)

definida por Adxpϕq “ xϕx´1.

Escolhemos a adjunta torcida pois geometricamente é mais útil do que a repre-
sentação adjunta.

A partir de agora, quando não mencionarmos quem é o corpo, estaremos sobre
um corpo de característica ‰ 2.

Proposição 10. Seja v P V Ă ClpV, qq um elemento com qpvq ‰ 0. Então ρvpV q “ V .
De fato, para todo w P V , a seguinte equação é satisfeita

ρvpwq “ w ´ 2Bpv, wq
qpvq

v. (2.23)

Isto é, ρvpwq é a reflexão de w sobre o hiperplano perpendicular a v. Onde B é a forma
bilinear associada a q.
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Demonstração.
ρvpwq “ w ` αpvqwv´1

´ w

“ w ` pαpvqw ´ wvqv´1

“ w ´ pvw ` wvqv´1

“ w ´ 2Bpv, wq v

qpvq

“ w ´ 2Bpv, wq
qpvq

v.

Proposição 11. Para todo v P V , detpρvq “ ´1.

Demonstração. Sabemos que toda reflexão possui determinante igual a ´1, uma vez que
o vetor fixado que gera o hiperplano, digamos v, é levado em ´v pela reflexão e os
contidos no hiperplano na identidade, logo a matriz associada a essa transformação possui
determinante ´1 e pela proposição 10 temos que ρv é um reflexão, para todo v P V ,
portanto detpρvq “ ´1.

Além disso, temos a seguinte propriedade:

qpρvpwqq “ qpαpvqwv´1
q “ qp´vwv´1

q “ qpvwv´1
q “

1
qpvq2

qpvwvq

“ ´
1

qpvq2
pvwvq2 “ ´

1
qpvq2

pvwvqpvwvq

“ ´
1

qpvq2
vwv2wv “

1
qpvq2

vwqpvqwv

“
1
qpvq

vw2v “ ´
qpwq

qpvq
v2

“ qpwq.

Como ρv preserva a forma quadrática, temos que ρv P OpV, qq. Dessa forma, se restringirmos
ρ ao grupo gerado por v P V onde qpvq ‰ 0, denotado por P pV, qq, obtemos o seguinte
homomorfismo de grupos.

ρ : P pV, qq Ñ OpV, qq (2.24)

Note que, pelo teorema 4, também podemos escrever

P pV, qq “ tv1 ¨ ¨ ¨ vk P ClpV, qq : qpviq ‰ 0, @1 ď k ď nu.

Como ρ é um homomorfismo, dado ϕ “ v1 ¨ ¨ ¨ vk P P pV, qq, temos

ρv1¨¨¨vk “ ρv1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρvk . (2.25)

Então ρϕ, pela proposição 10, é o produto de reflexões.
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Definição 21. O grupo Pin é um subgrupo de P pV, qq tal que qpvq “ ˘1, denotado por
PinpV, qq. O grupo Spin é um subgrupo de PinpV, qq tal que qpvq “ 1, denotado por
SpinpV, qq, ou equivalentemente

SpinpV, qq “ PinpV, qq X Cl0pV, qq

Observe na definição acima que PinpV, qq é gerado pelo produto de vetores v P V tais que
qpvq ‰ 0. Dessa forma, podemos representá-lo de outra forma,

PinpV, qq “ tv1 ¨ ¨ ¨ vk P ClpV, qq : qpviq “ ˘1, @ku (2.26)

Analogamente, a mesma configuração ocorre para SpinpV, qq, com o adicional de SpinpV, qq Ă
Cl0pV, qq. Logo,

SpinpV, qq “ tv1 ¨ ¨ ¨ vk P PinpV, qq : k é paru (2.27)

Note que k tem que ser par, pois dado ϕ “ v1 ¨ ¨ ¨ vk P ClpV, qq, temos que

αpϕq “ αpv1 ¨ ¨ ¨ vkq

“ αpv1q ¨ ¨ ¨αpvkq

“ p´1qkpv1 ¨ ¨ ¨ vkq

“ v1 ¨ ¨ ¨ vk “ ϕ P Cl0pV, qq ðñ k é par.

(2.28)

Com o objetivo de facilitar a construção de alguns exemplos de grupos pin e
spin, vamos definir a aplicação norma e dar uma definição equivalente à 21.

Definição 22. Definimos a aplicação norma em ClpV, qq como a aplicação N : ClpV, qq Ñ
ClpV, qq, onde Npϕq “ ϕαpϕqt, para cada ϕ P ClpV, qq.

Note que, para todo v P V zt0u segue que Npvq “ v ¨ αpvqt “ ´v2
“ qpvq, .

Além disso, se ϕ P Cl˚pV, qq temos que Npϕq P K˚, onde K˚ é o corpo sem o zero (grupo
multiplicativo).

Se ϕ “ vi1 ¨ ¨ ¨ vik temos que

Npϕq “ Npvi1 ¨ ¨ ¨ vikq

“ vi1 ¨ ¨ ¨ vik ¨ α
`

pvi1 ¨ ¨ ¨ vikq
t
˘

“ vi1 ¨ ¨ ¨ vik ¨ αpvik ¨ ¨ ¨ vi1q

“ p´1qkqpv1q ¨ ¨ ¨ qpvkq

(2.29)

A partir de 2.29 e 2.25 podemos escrever PinpV, qq e SpinpV, qq como

PinpV, qq “ tϕ P ClpV, qq : αpϕqvϕ´1
P V e Npϕq “ ˘1u

e

SpinpV, qq “ tϕ P Cl0pV, qq : ϕvϕ´1
P V e Npϕq “ 1u

(2.30)
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Segue abaixo um importante teorema sobre transformações ortogonais que será fundamental
para mostrarmos que ρ restrita a PinpV, qq e SpinpV, qq é sobrejetora e contínua.

Teorema 5 (Teorema de Cartan-Dieudonné). Toda transformação ortogonal é composição
(produto) finita de reflexões.

Proposição 12. Seja ρ : P pV, qq ÝÑ OpV, qq o homomorfismo definido em 2.24. Então
ρ : PinpV, qq ÝÑ OpV, qq é sobrejetor e contínuo.

Demonstração. Considere T P OpV, qq, assim pelo teorema 5 segue que, existe uma quanti-
dade finita de reflexões, digamos Ri para 1 ď i ď k, tais que T “ R1 ˝ ¨ ¨ ¨Rk. Escolhendo
v1, . . . , vk vetores com qpvq “ ˘1 tais que Ri “ ρvi , uma vez que a proposição 10 garante
que cada ρvi é uma reflexão em torno do hiperplano ortogonal a vi. Então, tomando
ϕ “ v1 ¨ ¨ ¨ vk P PinpV, qq temos que

ρpϕq “ ρϕ “ ρv1¨¨¨vk “ ρv1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρvk “ R1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝Rk “ T. (2.31)

A penúltima igualdade em 2.31 vem do fato de ρ ser um homomorfismo, logo temos a
sobrejetividade de ρ restrita a PinpV, qq. A continuidade vem direto do fato de que cada
reflexão ρvi é contínua.

Proposição 13. Seja ρ : P pV, qq ÝÑ OpV, qq o homomorfismo definido em 2.24. Então
ρ : SpinpV, qq ÝÑ SOpV, qq é sobrejetor.

Demonstração. O mesmo raciocínio da proposição 12, entretanto, agora vamos pegar
T P SOpnq, com isso temos um número par de reflexões e, consequentemente, escolhemos
ϕ “ v1 ¨ ¨ ¨ vk com k par e qpvq “ 1. Então ϕ P SpinpV, qq. Portanto, ρϕ “ ρv1¨¨¨vk “

ρv1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρvk “ T .

Esses dois homomorfismos são de extrema importância para a seção de repre-
sentações, uma vez que além de serem sobrejetores eles são aplicações de recobrimento nas
quais PinpV, qq e SpinpV, qq são recobrimentos duplos de OpV, qq e SOpV, qq, respectiva-
mente. Como o nosso objetivo é usar o fato de que Spin é grupo "mais fácil"de trabalhar
por ser simplesmente conexo, vamos apenas usar esses resultados e não apresentaremos
detalhes, contudo os mesmos podem ser encontrados em (HATCHER, 2005).

2.1.1.1 As álgebras Cln e Cr,s

Nesta seção vamos estudar as Álgebras de Clifford Clr,s “ ClpV, qq, onde

V “ tv P Rr`s : r e s são as assinaturas positiva e negativa, respectivamenteu.
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Onde denotamos V por Rr,s e q é uma forma quadrática definida por

qpvq “ v2
1 ` . . .` v

2
r ´ v

2
r`1 ´ . . .´ v

2
r`s. (2.32)

Todas as propriedades que já foram demonstradas na seção 2.1 são válidas para
essas álgebras de Clifford, com o adicional de estarmos sobre espaços euclidianos, com
uma base ortonormal, e a condição do teorema 4 pode ser vista como

eiej ` ejei “

$

&

%

´2δij, para i ď r

`2δij, para i ą r.
(2.33)

Esse caso será muito útil quando trabalharmos com a classificação dessas
álgebras, uma vez que sabemos como encontrar bases ortonormais em espaços euclidianos.
Segue duas notações que utilizaremos ao longo desse capítulo: Cln “ Cln,0 e Cl˚n “ Cl0,n.

Proposição 14. Seja Clr,s a Álgebra de Clifford definida acima. Então existe o isomor-
firmo

Clr,s – Cl1 b ¨ ¨ ¨ b Cl1 b Cl
˚
1 b ¨ ¨ ¨ b Cl

˚
1 . (2.34)

Onde Cl1 e Cl˚1 estão se repitindo r e s vezes, respectivamente.

Abaixo seguem alguns exemplos das Álgebras de Clifford que são construídas
com base nos resultados que já vimos na seção anterior e com os enuciados nesta seção.

Exemplo 9. Cl1 – C

Neste caso V “ R1,0. Considere teu uma base de R1,0, então, para todo v P R1,0,
existe x P R tal que v “ xe. Além disso, pela definição de q, temos qpeq “ 1.

Dessa forma, Cl1,0 ”Ră t1, eu ą, i.e, para todo ϕ P Cl1,0, existem a, b P R tais
que ϕ “ a` be. Pelo condição 2.33, obtemos

ee` ee “ ´2

2e2
“ ´2

e2
“ ´1.

Agora, tome a álgebra dos números complexos C com o produto dado por pa, bqpc, dq “
pac´ bd, bc` adq, onde pa, bq, pc, dq P C.

Defina um homomorfismo de álgebras ρ : Cl1 Ñ C com ρp1q “ p1, 0q e ρpeq “
p0, 1q “ i. Claramente ρ é um isomorfismo.
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Os grupos Pinp1q e Spinp1q são dados da seguinte forma:

Pinp1q “ tϕ P Cl1 : αpϕqvϕ´1
P R e Npϕq “ 1t

– tϕ P C : αpϕqvϕ´1
P R e Npϕq “ 1t

“ t1,´1, i,´iu

e

Spinp1q “ Pinp1q X Cl01
“ t1,´1, i,´iu X R

“ t1,´1u

(2.35)

Exemplo 10. Cl˚1 – R‘ R.

Neste caso V “ R0,1 e qpeq “ ´1. Pela condição 2.33, obtemos

ee` ee “ 2

2e2
“ 2

e2
“ 1.

Tome a álgebra da soma direta R‘R com o protudo dada por pa, bqpc, dq “ pac`bd, ad`bcq.
Analogamente ao exemplo anterior, existe um isomorfismo de álgebras ρ : Cl˚1 Ñ R‘ R,
definido por ρp1q “ p1, 0q e ρpeq “ p0, 1q

Exemplo 11. Cl2,0 – H.

Considere te1, e2u base ortonormal de R2,0. Então qpeiq “ 1 para cada 1 ď i ď 2.
Pela teorema 4, sabemos que

Cl2,0 “ 〈t1, e1, e2, e1 ¨ e2u〉 .

Pela condição 2.33

1. e2
i “ ´1 para cada 1 ď i ď 2

2. pe1 ¨ e2q
2
“ e1 ¨ e2 ¨ e1 ¨ e2 “ ´e

2
1 ¨ e

2
2 “ ´1

Assim, para cada ϕ P Cl0,2, existem a, b, c e d P R tais que ϕ “ a` be1 ` ce2 ` dpe1 ¨ e2q.
Agora, considere a álgebra dos quatérnios H “

〈
t1, i, j, k : i2 “ j2

“ k2
“ ´1 e i ¨ j “ ku

〉
.

Definindo o homomorfismo de álgebras ρ : Cl2,0 ÝÑ H pondo ρp1q “ 1, ρpe1q “ i e
ρpe2q “ j, conseguimos o isomorfismo desejado.
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Os grupos Pinp1q e Spinp1q são dados da seguinte forma:

Pinp2q “ tλ1e1 ` λ2e2 : λ2
1 ` λ

2
2 “ 1u Y tλ3 ` λ4e1e2 : λ2

3 ` λ
2
4 “ 1u

“ Up1q ‘ Up1q

e

Spinp2q “ tλ3 ` λ4e1e2 : λ2
3 ` λ

2
4 “ 1u

“ Up1q.

(2.36)

Onde Up1q “ tz P C : |z| “ 1u.

Exemplo 12. Cl0,2 – Mp2,Rq.

Seja te1, e2u uma base ortonormal de R0,2. Então,

Cl0,2 “ 〈t1, e1, e2, e1e2u〉

onde,

1. e2
i “ 1 para cada 1 ď i ď 2,

2. pe1 ¨ e2q
2
“ e1 ¨ e2 ¨ e1 ¨ e2 “ ´e

2
1 ¨ e

2
2 “ ´1

Agora, considere a álgebra das matrizes 2ˆ 2 sobre os reais

Mp2,Rq “
〈#˜

1 0
0 1

¸

,

˜

1 0
0 ´1

¸

,

˜

0 1
1 0

¸

,

˜

0 1
´1 0

¸+〉
. (2.37)

Note que,
˜

1 0
0 ´1

¸2

“

˜

0 1
1 0

¸2

“

˜

1 0
0 1

¸

(2.38)

e
˜

1 0
0 ´1

¸˜

0 1
1 0

¸

“

˜

0 1
´1 0

¸

ñ

˜

0 1
´1 0

¸2

“

˜

´1 0
0 ´1

¸

(2.39)

Com isso, podemos definir um homomorfismo de álgebras ρ : Cl0,2 ÝÑ Mp2,Rq, pondo

ρp1q “
˜

1 0
0 1

¸

, ρpe1q “

˜

1 0
0 ´1

¸

, ρpe2q “

˜

0 1
1 0

¸

e ρpe1 ¨ e2q “

˜

0 1
´1 0

¸

(2.40)
Claramente, ρ é um isomorfismo de álgebras.

Agora vamos definir um elemento da Álgebra de Clifford que será fundamental
para o estudo de representções, seção que veremos mais adiante.
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Definição 23. Definimos o elemento de volume como

ω “ e1 . . . er`s (2.41)

onde te1, . . . , er`su é uma base q-ortonormal e orientável. Note que, essa definição independe
da escolha da base. De fato, se e11, . . . , e1r`s é uma outra base para Rr,s, temos que e1j “
ÿ

gijej para g “ pgijq P SOr,s, com isso

e11 ¨ ¨ ¨ e
1
r`s “ detpgqe1 ¨ ¨ ¨ er`s “ e1 ¨ ¨ ¨ er`s

Proposição 15. O elemento de volume ω P Clr,s tem as seguintes propriedade básicas.
Seja n “ r ` s. Então

a) ω2
“ p´1qn

pn`1q
2 ´s.

b) vω “ p´1qn´1ωv, @v P Rn.

Em particular,
#

ϕω “ ωϕ, n é ímpar
ϕω “ ωαpϕq, n é par

(2.42)

@ϕ P Clr,s.

Demonstração. Parte a)

ω2
“ e1 ¨ ¨ ¨ er`s ¨ e1 ¨ ¨ ¨ er`s

“ p´1qr`s´1e2
1 ¨ e2 ¨ ¨ ¨ er`s ¨ e2 ¨ ¨ ¨ er`s

“ p´1qpr`s´1q`pr`s´2qe2
1e

2
2 ¨ e3 ¨ ¨ ¨ er`s ¨ e3 ¨ ¨ ¨ er`s

“ p´1q
řr`s´1
i“1 pr`s´iqe2

1 ¨ ¨ ¨ e
2
r`s

“ p´1q
pr`s´1qpr`sq

2 p´1qr

“ p´1q
pn´1qn

2 `n´s

“ p´1q
npn`1q

2 ´s

(2.43)

Parte b) Considere v P Rn, com isso v “
r`s
ÿ

i“1
viei. Assim,

vω “ pv1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` vr`ser`sqe1 ¨ ¨ ¨ er`s

“ v1e1 ¨ e1 ¨ ¨ ¨ er`s ` ¨ ¨ ¨ ` vr`ser`s ¨ e1 ¨ ¨ ¨ er`s

“ p´1qr`s´1e1 ¨ ¨ ¨ er`sv1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qr`s´1e1 ¨ ¨ ¨ er`svr`ser`s´1

“ p´1qn´1ωv

(2.44)
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Agora, suponha que n seja ímpar, i.e, n “ 2k ` 1. Então, para todo ϕ P Clr,s

ϕω “

¨

˚

˝

a0 `

n
ÿ

i“1
aiei `

n
ÿ

j“2
i ăj

aijeiej ` ¨ ¨ ¨ `
n
ÿ

is“2k
i1ă¨¨¨ăis

ai1¨¨¨isei1 ¨ ¨ ¨ eis ` a1¨¨¨ne1 ¨ ¨ ¨ en

˛

‹

‚

ω

“ ωa0 ` p´1qn´1ω
n
ÿ

i“1
aiei ` p´1q2n´2ω

n
ÿ

j“2
i ăj

aijeiej ` ¨ ¨ ¨ `

` p´1q2kn´2kω
n
ÿ

is“2k
i1ă¨¨¨ăis

ai1¨¨¨isei1 ¨ ¨ ¨ eis ` ωa1¨¨¨ne1 ¨ ¨ ¨ en

“ ωϕ.

(2.45)

Para n par, os únicos termos que o sinal vai mudar são os que estão em Cl1r,s.
Então para incluir o sinal basta considerar αpϕq no lugar de ϕ, i.e, ϕω “ ωαpϕq.

Dessa proposição obtemos

ω2
“

#

p´1qs , se n ” 3, 4pmod 4q
p´1qs`1, se n ” 1, 2pmod 4q.

(2.46)

Esse resultado segue de contas análogas a da proposição anterior.

Lema 2. Suponha que o elemento de volume ω P Clr,s satisfaz ω2
“ 1 e

π` “
p1` ωq

2 e π´ “
p1´ ωq

2 .

Então π` e π´ satisfaz as relações

π` ` π´ “ 1, pπ`q2 “ π`, pπ´q2 “ π´ e π`π´ “ π´π` “ 0

Demonstração. Pela hipótese, temos direto que π``π´ “ 1. Os demais resultados seguem
abaixo

pπ`q2 “
1
4p1` ωqp1` ωq

“
1
4p1` 2ω ` ω2

q

“ π`.

(2.47)

Analogamente, obtemos pπ´q2 “ π´.

π`π´ “
1
4p1` ωqp1´ ωq “

1
4p1´ ω

2
q “ 0. (2.48)

Claramente, π´π` “ 0.
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Proposição 16. Seja o elemento de volume ω P Clr,s satisfazendo ω2
“ 1 com r ` s

ímpar. Então Clr,s pode ser decomposta como uma soma direta

Clr,s “ Cl`r,s ‘ Cl
´
r,s (2.49)

onde Cl˘r,s “ π˘Clr,s “ Clr,sπ
˘ e α

`

Cl˘r,s
˘

“ Cl¯r,s.

Proposição 17. Seja o elemento de volume ω P Clr,s com ω2
“ 1 e r` s um número par.

Considere V qualquer Clr,s-módulo. Então existe uma decomposição

V “ V ` ‘ V ´.

Com `1 e ´1 autoespaços pela multiplicação por ω. De fato, V ` “ π`V e V ´ “ π´V e
para qualquer e P Rr`s com qpeq ‰ 0, a multiplicação do módulo por e gera os isomorfismos
e : V ` Ñ V ´ e e : V ´ Ñ V `.

Proposição 18. Existe um isomorfismo algébrico

Clr,s – Cl0r`1,s (2.50)

para todo r, s. Em particular, Cln – Cl0n`1 para todo n.

Demonstração. Escolha uma base q-ortonormal β “ te1, . . . , er, er`1, . . . , er`s`1u de Rr`1,s.
Sabemos que existe uma aplicação injetiva j : Rr,s

ÝÑ Clr,s tal que jpvq2 “ ´qpvq ¨ 1.
Estamos considerando Rr,s como espaço gerado por tei P β : i ‰ r ` 1u. Defina uma
aplicação s : Rr,s

ÝÑ Cl0r`1,s pondo speiq “ er`1ei. Claramente s é injetiva e linear, além
disso note que, dado

v “
r`s`1
ÿ

i“1
i‰r`1

viei

temos que
spvq2 “

ÿ

ij

vivjer`1eier`1ej

“ ´
ÿ

ij

vivje
2
r`1eiej

“
ÿ

ij

vivjeiej

“ jpvq2 “ ´qpvq ¨ 1.

Pelo item dois da definição 17, existe um homomorfismo de álgebras f : Clr,s ÝÑ Cl0r`1,s

tal que f ˝ j “ s. f é um isomorfismo. De fato, dado ϕ “ e1 ¨ ¨ ¨ erer`2 ¨ ¨ ¨ er`s`1 um
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elemento básico de Clr,s, pelo fato de f ˝ j “ s, obtemos que

fpϕq “ fpe1 ¨ ¨ ¨ erer`2 ¨ ¨ ¨ er`s`1q

“ fpe1q ¨ ¨ ¨ fperqfper`2q ¨ ¨ ¨ fper`s`1q

“ spe1q ¨ ¨ ¨ sperqsper`2q ¨ ¨ ¨ sper`s`1q

“ er`1e1 ¨ ¨ ¨ er`1erer`1er`2 ¨ ¨ ¨ er`1er`s`1

“ ψ.

(2.51)

Note que ψ é um elemento básico de Cl0r`1,s e, uma vez que, f é um homomorfismo de
álgebras podemos extender o resultado em 2.51 para qualquer elemento de Clr,s. Portanto,
segue o isomorfismo desejado.

Observação 11. A ideia de encontrarmos isomorfismos de Álgebras de Clifford com a
subalgebra par, é pelo fato de o grupo spin estar contido nessa subálgebra e, com isso,
obtemos alguns resultados importantes quando formos estudar representações.

Os resultados que seguem abaixo nos fornecem uma maneira de generalizar o
produto de Clifford definido em (2.15) para o produto v ¨ ϕ, onde v P Rn e ϕ P Cln.

Proposição 19. Seja L : Cln Ñ Cln uma aplicação linear definida por

Lpϕq “ ´
ÿ

j

ejϕej (2.52)

onde e1, . . . , en uma base ortonormal de Rn. Defina L̃ “ α ˝ L, com isso os autoespaços de
L̃ são imagens canônicas de Λp ” ΛpRn em Cln. De fato, L̃|Λp “ pn´ 2pqid

Demonstração. Basta considerar ϕ “ e1 . . . ep.

Exemplo 13. Tome ϕ “ e1e2, onde te1, e2, e3u é uma base ortonormal de R3. Assim

com

Lpϕq “ Lpe1e2q

“ ´e1e1e2e1 ´ e2e1e2e2 ´ e3e1e2e3

“ e2e1 ` e2e1 ` e1e2

“ e2e1 “ ´e1 ^ e2 P Λ
2R3

Agora vamos definir uma contração em ΛRn que usaremos no produto de
Clifford mais geral. Considere a aplicação,

pvtq : ΛpRn
ÝÑ Λp´1Rn

pv1 ^ . . .^ vpq ÞÝÑ
p
ÿ

i“1
p´1qi`1

ă vi, v ą v1 ^ . . . v̂i ^ . . .^ vp.
(2.53)

Dizemos que vt é a contração do subespaço ΛpRn no Λp´1Rn, satisfazendo as seguintes
propriedades:
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1. vtpϕ^ ψq “ pvtϕq ^ ψ ` p´1qpϕ^ pvtψq, @ϕ, ψ P ΛpRn;

2. vtpvtq “ 0.

Desta mesma forma, o produto interior extende-se para todos elementos de ΛRn, i.e,
podemos definir uma aplicação bilinear

ΛRn
ˆ ΛRn

ÝÑ ΛRn

pϕ, ψq ÞÝÑ vtpϕ^ ψq
(2.54)

Proposição 20. Com respeito ao isomorfismo canônico Cln – ΛRn, a multiplicação de
Clifford entre v P Rn e qualquer ϕ P Cln pode ser dada por

vϕ “ v ^ ϕ´ vtϕ.

2.1.2 Classificação

Nesta seção daremos uma descrição explicita das álgebras Clr,s e sua relação
com as álgebras de matrizes sobre R, C ou H. Os casos mais simples já foram apresentados
na seção anterior, nos exemplos 9, 10, 11 e 12. Agora vamos apresentar algumas formas de
generalizar esses exemplos.

Teorema 6. Existem os isomorfismos

1. Cln,0 b Cl0,2 – Cl0,n`2

2. Cl0,n b Cl2,0 – Cln`2,0

3. Clr,s b Cl1,1 – Clr`1,s`1

Demonstração. A ideia principal é usar a propriedade universal da Álgebra de Clifford.
Vamos fazer o primeiro isomorfismo e os demais podem ser encontrados em (LAWSON;
MICHELSOHN, 2016) na página 25.

Seja te1, . . . , en`2u uma base q-ortonormal para R0,n`2, então qpeiq “ ´1 para
1 ď i ď n ` 2. Considere também tẽ1, . . . , ẽnu e te11, e12u bases q-ortonormais que geram
Cln,0 e Cl0,2, respectivamente.

Tome uma aplicação s : R0,n`2
ÝÑ Cln,0b̂Cl0,2, definida por

fpeiq “

$

&

%

ẽi b e
1
1e
1
2 para 1 ď i ď n

1b e1i´n para n` 1 ď i ď n` 2.
(2.55)

Como o produto tensorial se comporta linearmente com o produto de vetores, segue que j
extende linearmente a R0,n`2.
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Observe que, para i, j P t1, . . . , nu temos que

speiqspejq ` spejqspeiq “ pẽi b e
1
1e
1
2qpẽj b e

1
1e
1
2q ` pẽj b e

1
1e
1
2qpẽi b e

1
1e
1
2q

“ p´1qdegpe11e12qdegpẽjqẽiẽj b e11e12e11e12`

` p´1qdegpe11e12qdegpẽiqẽj ẽi b e11e12e11e12
“ pẽiẽj ` ẽj ẽiq b p´1qpe11q2pe12q2

“ ´2δij ¨ 1b p´1q

“ 2δijp1b 1q

(2.56)

Se i ď n e j ě n` 1, temos

speiqspejq ` spejqspeiq “ pẽi b e
1
1e
1
2qp1b e1j´nq ` p1b e1j´nqpẽi b e11e12q

“ ´pẽi b e
1
1e
1
2e
1
j´nq ` pẽi b e

1
j´ne

1
1e
1
2q

“ ´ẽi b e
1
j´ne

1
1e
1
2 ` ẽi b e

1
j´ne

1
1e
1
2q

“ 0.

(2.57)

Se n` 1 ď i, j ď n` 2, temos

speiqspejq ` spejqspeiq “ p1b e1i´nqp1b e1j´nq ` p1b e1j´nqp1b e1i´nq

“ ´p1b e1i´ne1j´nq ´ p1b e1j´ne1i´nq

“ ´1b pe1i´ne1j´n ` e1j´ne1i´nq

“ 2δijp1b 1q.

(2.58)

Logo, para todo 1 ď i ď n` 2, temos

jpeiq
2
“

1
2pjpeiqjpeiq ` jpeiqjpeiqq

“
1
2p2δij ¨ p1b 1q

“ δijp1b 1q

(2.59)

Um vez que j é linear, vale que jpvq2 “ ´qpvqp1b 1q, para todo v P R0,n`2. O resultado
segue da proposição 5.

Proposição 21. Valem os seguintes isomorfismos de álgebras:

1. Rpnq b Rpmq – Rpnmq para todo n,m.

2. Rpnq bR K – Kpnq para K “ C ou H e para todo n.

3. CbR C – C‘ C.

4. CbR H – Cp2q.
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5. HbR H – Rp4q.

Demonstração. Os isomorfismos 1 e 2 são facilmente verificados. Para provar 3, defina
uma aplicação ϕ : C‘ C ÝÑ CbR C por

p1, 0q ÞÝÑ 1
2p1b 1` ib iq

p0, 1q ÞÝÑ 1
2p1b 1´ ib iq

(2.60)

ϕ é sobrejetora, pois tp1, 0q, p0, 1qu e
"

1
2p1b 1` ib iq, 1

2p1b 1´ ib iq
*

geram C‘ C e

C bR C, respectivamente, além disso, dimRpC ‘ Cq “ dimRpC bR Cq. Portanto, ϕ é um
isomorfismo.

Para 4, considere H como um C-módulo pela multiplicação por escalar a es-
querda. Agora, defina uma aplicação R-bilinear ξ : CˆH ÝÑ HomCpH,Hq por ξpλ, aqpxq “
λxa. Como sempre temos uma aplicação R-bilinear entre CˆH e CbRH, podemos extender
ξ, pela propriedade universal em b, a uma aplicação R-linear f : CbRH ÝÑ HomCpH,Hq.

Verificaremos que f é um homomorfismo de álgebras e, posteriormente um
isomorfismo. De fato, para cada λ, β P C e a, b, x P H temos

ξpλ, aq ˝ ξpβ, bqpxq “ ξpλ, aqpβxbq

“ λβxab

“ ξpλβ, abqpxq.

(2.61)

Disso segue que f é um homomorfismo de álgebras. A injetividade é verificada apenas
usando os elementos da base canônica de CbR H, t1b 1, 1b i, 1b j, 1b k, ib 1, ib i, ib
j, i b k, j b 1, j b i, j b j, j b k, k b 1, k b i, k b j, k b ku. Para a sobrejetividade basta
observar que dimRpCbR Hq “ 42

“ dimRpHomCpH,Hqq. O isomorfismo desejado vem do
fato de que HomCpH,Hq – Cp2q.

O isomorfismo 5, segue semelhante ao 4, alterando CbR H e HomCpH,Hq para
HbR H e HomRpH,Hq, respectivamente.

Além das Álgebras de Clifford sobre R, também temos sobre C, que são geradas
a partir da complexificação das álgebras sobre R, i.e, dado qualquer par pr, sq, a Álgebra
de Clifford sobre C, denotada por Clr,s, é definida como segue

Clr,s bR C – ClpCr,s, q b Cq.

Onde qbC é a forma quadrática em Cr,s, que é definida por qCpzq “
r`s
ÿ

i“1
pzjq

2. Note que, o

mesmo ocorre para as álgebras Cln e C˚n, produzindo a seguinte sequência de isomorfismos
de álgebras:

Cln – Cln bR C – Cln´1,1 bR C – Cln´2,2 bR C – ¨ ¨ ¨Cl1,n´1 bR C – Cl0,n bR C.
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A partir da proposição 21, podemos deduzir a seguinte tabela.

1 2 3 4 5 6 7 8

Cln,0 C H H‘H Hp2q Cp4q Rp8q Rp8q ‘ Rp8q Rp16q

Cl0,n R‘ R Rp2q Cp2q Hp2q Hp2q ‘Hp2q Hp4q Cp8q Rp16q

Cln C‘ C Cp2q Cp2q ‘ Cp2q Cp4q Cp4q ‘ Cp4q Cp8q Cp8q ‘ Cp8q Cp16q

Tabela 1 – Classificação das álgebras Cln,0, Cl0,n e Cln, para 1 ď n ď 8.

Até agora vimos alguns resultados sobre Álgebra de Clifford que facilitam a sua classificação,
abaixo segue mais um resultado que concerne esse fato, mais especificamente sobre a
periodicidade dessas álgebras.

Teorema 7. Para todo n ě 0, existem periodicidade de isomorfismos.

1. Cln`8,0 – Cln,0 b Cl8,0.

2. Cl0,n`8 – Cl0,n b Cl0,8.

3. Cln`2 – Cln bC Cl2.

onde Cl8,0 “ Cl0,8 “ Rp16q e Cl2 “ Cp2q.

Demonstração. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) página 28.

Unindo a classificação determinada na tabela I com o teorema 6 item 3 podemos
encontrar explicitamente as álgebras Clr,s para r e s natural. Abaixo segue uma tabela
com essas álgebras para 0 ď r, s ď 8.
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r
ˆ
s

0
1

2
3

4
5

6
7

8

0
R

C
H

H
‘
H

H
p2
q

C
p4
q

R
p8
q

R
p8
q
‘
R
p8
q

R
p1

6q

1
R
‘
R

R
p2
q

C
p2
q

H
p2
q

H
p2
q
‘
H
p2
q

H
p4
q

C
p8
q

R
p1

6q
R
p1

6q
‘
R
p1

6q

2
R
p2
q

R
p2
q
‘
R
p2
q

R
p4
q

C
p4
q

H
p4
q

H
p4
q
‘
H
p4
q

H
p8
q

C
p1

6q
R
p3

2q

3
C
p2
q

R
p4
q

R
p4
q
‘
R
p4
q

R
p8
q

C
p8
q

H
p8
q

H
p8
q
‘
H
p8
q

H
p1

6q
C
p3

2q

4
H
p2
q

C
p4
q

R
p8
q

R
p8
q
‘
R
p8
q

R
p1

6q
C
p1

6q
H
p1

6q
H
p1

6q
‘
H
p1

6q
H
p3

2q

5
H
p2
q
‘
H
p2
q

H
p4
q

C
p8
q

R
p1

6q
R
p1

6q
‘
R
p1

6q
R
p3

2q
C
p3

2q
H
p3

2q
H
p3

2q
‘
H
p3

2q

6
H
p4
q

H
p4
q
‘
H
p4
q

H
p8
q

C
p1

6q
R
p3

2q
R
p3

2q
‘
R
p3

2q
R
p6

4q
C
p6

4q
H
p6

4q

7
C
p8
q

H
p8
q

H
p8
q
‘
H
p8
q

H
p1

6q
C
p3

2q
R
p6

4q
R
p6

4q
‘
R
p6

4q
R
p1

28
q

C
p1

28
q

8
R
p1

6q
C
p1

6q
H
p1

6q
H
p1

6q
‘
H
p1

6q
H
p3

2q
C
p6

4q
R
p1

28
q

R
p1

28
q
‘
R
p1

28
q

C
p1

28
q

Tabela 2 – Classificação das álgebras Clr,s, para 0 ď r, s ď 8.
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A tabela 2 pode ser generalizada de acordo com os valores de r e s. Segue
abaixo um proposição que especifica esse fato

Proposição 22. As Álgebras de Clifford Clr,s são isomorfas a alguma das álgebras de
matrizes Rp2nq, Rp2nq ‘ Rp2nq, Cp2nq, Hp2nq ou Hp2nq ‘Hp2nq, dependando dos valores
de r e s.

r ` s s´ r Clr,s

2n 0, 2 pmod8q Rp2nq

2n + 1 1 pmod8q Rp2nq ‘ Rp2nq

2n + 1 3, 7 pmod8q Cp2nq

2n + 2 4, 6 pmod8q Hp2nq

2n + 3 5 pmod8q Hp2nq ‘Hp2nq

Tabela 3 – Classificação das álgebras Clr,s de acordo com os valores de r e s.

Corolário 2. As Álgebras de Clifford são do tipo real, complexa ou quatérnica quando
s´ r “ 0, 1, 2, s´ r “ 3, 7 ou s´ r “ 4, 5, 6 pmod8q, respectivamente.

2.1.3 Representações

O estudo de representação é muito útil, uma vez que tem como objetivo principal
interpretar problemas do ambiente algébrico usando operadores lineares, facilitando as suas
análises. Dessa forma, o escopo desta seção é apresentar uma representação da Álgebra
de Clifford, mais especificamente, a representação Spin, tendo em vista que é a base
para o estudo de estrutura spin em fibrados. Apresentamos uma breve introdução sobre
estrutura linear quase complexa, que pode ser encontrada junto com uma generalização
para variedades suaves em (KOBAYASHI; NOMIZU, 1969), pois definimos representação
complexa de uma Álgebra de Clifford e, posteriormente, enunciamos a definição de módulo
para auxiliar no conceito de representação, que pode ser encontrado em (ATIYAH, 2018).

2.1.3.1 Estrutura quase complexa

Definição 24. Dado uma espaço vetorial W uma estrutura quase-complexa em W é uma
aplicação linear real J : W ÝÑ W tal que J2

“ ´id.

Observação 12. Seja V “ pW,Jq o espaço vetorial W com a estrutura quase-complexa
J . Se dimCV “ n, temos que dimRV “ 2n. Isso ocorre, pois se te1, . . . , ent é uma base de
V , como espaço vetorial complexo, temos que te1, Jpe1q, . . . , en, Jpenqu é uma base de V
como espaço vetorial real.
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Algebricamente, dado W um espaço vetorial real e J um operador satisfazendo
a definição 24, para cada λ “ x` iy P C, obtemos um C-espaço vetorial, V “ pW,Jq, com
a multiplicação por escalar dado por

CˆW ÝÑ W

pλ,wq ÞÝÑ λ ¨ w :“ xw ` yJpwq
(2.62)

Exemplo 14. Seja W “ R2 um espaço vetorial real. Da álgebra linear, sabemos que
C – R2 como espaço vetorial, no qual esse isomorfismo pode ser dado por px`iyq ÞÝÑ px, yq.
Observe que ipx` iyq “ xi´ y e pelo isomorfismo, agora mencionado, ipx, yq “ p´y, xq.

Dessa forma, podemos definir um operador linear J “ R2
ÝÑ R2 dado por

Jpx, yq “ p´y, xq cuja representação matricial é dada pela seguinte matriz

J “

«

0 ´1
1 0

ff

. (2.63)

Onde J2
“ ´Id. Logo, V “ pR, Jq é um espaço vetorial com estrutura quase-complexa.

Assim, podemos pensar no operador J como a multiplicação de todos vetores
do espaço vetorial real por i, tendo em vista que ipa` ibq “ ia´ b.

A multiplicação arbitrária de todo vetor em R2 por um escalar em C é dada
por

λpa, bq “ px` iyqpa, bq

“ xpa, bq ` yJpa, bq

“ pxa, xbq ` p´yb, yaq

“ pxa´ yb, xb` yaq.

(2.64)

para cada λ P C e pa, bq P R2, como definido em (2.62).

Proposição 23. Somente espaços vetorias de dimensão par admitem uma estrutura quase
complexa.

Demonstração. Suponha que existe um espaço vetorial de dimensão ímpar com uma
estrutura quase complexa, mais especificamente, considere V esse espaço vetorial e J a
estrutura quase complexa. Como J2

“ ´id, temos que

detpJ2
q “ p´1qdimV

detpJq2 “ ´1.
(2.65)

Absurdo, uma vez que detpJq P R.
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2.1.3.2 Representação das Álgebras de Clifford Cln e Cln

Antes de enunciar a definição de representação será dado o conceito de um
módulo.

Definição 25. Seja R um anel com unidade. Um R-módulo a esquerda é um grupo abeliano
aditivo M , munido de uma aplicação ¨ : R ˆM ÝÑM tal que

1. r ¨ pm` nq “ r ¨m` r ¨ n;

2. pr ` sq ¨m “ r ¨m` s ¨m;

3. prsq ¨m “ r ¨ ps ¨mq;

4. m ¨ 1 “ 1 ¨m “ m.

Para todo r, s P R e m,n PM .

Intuitivamente, estamos munindo um grupo abeliano com uma estrutura de
espaço vetorial. Note que, pela definição 25, a estrutura de um R-módulo sobre um grupo
abelianoM é equivalente a definir um aplicação ρ : R ÝÑ HompMq tal que ρpsqpmq “ s¨m.

Pelo exemplo 14, R2 munido com o operador J , satisfazendo o produto definido
em (2.62), é um C-módulo.

Definição 26. Seja K um corpo. Dizemos que A é uma álgebra associativa (unitária)
sobre K, com operações compatíveis de soma, multiplicação e multiplicação por escalares,
se A é um anel sobre as operações de soma e multiplicação, e um K-espaço vetorial sobre
a multiplicação por escalar.

Uma definição mais geral é utilizando um anel R em vez de um corpo, nesse caso
uma álgebra associativa A é um R-módulo com uma aplicação R-bilinear : Aˆ A ÝÑ A

definida por pa, bq ÞÝÑ ab tal que pabqc “ apbcq, para a, b, c P A.

Definição 27. Uma K-representação de uma álgebra associativa e com unidade A sobre K,
é um espaço vetorial V equipado com um homomorfismo de álgebras ρ : A ÝÑ HomKpV, V q,
denotado por ρpaqpvq “ a ¨ v.

Exemplo 15. Seja A “ C. Então uma representação de C é dada por ρ : C ÝÑ

HomRpR2,R2
q tal que, para cada z P C com z “ a` ib, definimos

ρpzq “

«

a ´b

b a

ff

(2.66)

Facilmente verifica-se que ρ satisfaz a definição 27 , mais especificamente, ρpz ¨ wq “
ρpzqρpwq e ρp1q “ I.
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Definição 28. Uma subrepresentação de uma representação V é um subespaço W tal que
ρ é W -invariante, i.e, ρpaqW Ď W , para todo a P A.

Agora que já foram enunciados alguns conceitos chave de representações de
álgebras, iniciamos o estudo de representação das Álgebras de Clifford. Usamos a mesma
notação que foi apresentada nas definições acima, salvo quando mencionarmos representação
ρ em vez de V . Muitos detalhes sobre Álgebra de Clifford são compreendidos através de
suas representações, como por exemplo suas classifcações estudadas na seção anterior.

Definição 29. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo k e q uma forma quadrática em
V . Considere K Ě k um corpo. Então uma K-representação da álgebra de Clifford ClpV, qq
é um homomorfismo de K-álgebras

ρ : ClpV, qq ÝÑ HomKpW,W q (2.67)

Definida por ρpϕqpwq “ ϕw, para todo ϕ P ClpV, qq e w P W , onde a operação entre ϕ e
w é o produdo de Cliffod. O espaço W é chamada de um ClpV, qq-módulo sobre K.

Definição 30. Dizemos que uma representação ρ é redutível se o espaço vetorial W pode
ser escrito como uma soma direta não trivial

W “ W1 ‘W2

tal que ρpϕqpWiq Ď Wi para i “ 1, 2 e para todo ϕ P ClpV, qq. Além disso, ρ “ ρ1 ‘ ρ2,
onde ρipϕq “ ρpϕq|Wi

.

Quando ρ não for redutível, dizemos que é irredutível.

Proposição 24. Toda K-representação ρ de ClpV, qq pode ser decomposta numa soma
direta ρ “ ‘mi“1ρi de representações irredutíveis.

Definição 31. Duas representações ρi : ClpV, qq ÝÑ HomKpWi,Wiq, i “ 1, 2, são ditas
equivalentes se existe um isomorfismo K-linear F : W1 ÝÑ W2 tal que

F ˝ ρ1pϕq ˝ F
´1
“ ρ2pϕq

para todo ϕ P ClpV, qq.

Na seção anterior vimos que cada álgebra Clr,s é da forma Kp2nq ou Kp2nq ‘
Kp2nq, onde K “ R,C ou H. Temos da teoria de representação que essas álgebras são
simples.

Teorema 8. Seja Kpnq a álgebra de K-matrizes n ˆ n como uma álgebra sobre R e
K “ R,C ou H. Então a representação natural ρ de Kpnq no espaço vetorial Kn é, por
equivalência, apenas a representação real usual de Kpnq.
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Demonstração. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) página 32.

Observação 13. O teorema 8, basicamente, está dizendo que a representação da álgebra
de matrizes é dada naturalmente pela ação à esquerda de Kpnq em Kn.

Do teorema acima, temos que a álgebraKpnq‘Kpnq tem exatamente duas classes
de equivalência de representações reais irredutíveis. Elas são dadas por ρ1pϕ1, ϕ2q “ ρpϕ1q

e ρ2pϕ1, ϕ2q “ ρpϕ2q agindo em Kn.

Como foi mencionado no primeiro parágrafo dessa seção, o estudo de represen-
tação para Álgebra de Clifford é importante para compreensão de alguns resultados que
ainda veremos nesse trabalho. É natural pensar que quanto mais representações irredutíveis
não equivalentes uma álgebra tem, mais simples é de se trabalhar com ela. Segue abaixo
um resultado que calcula o número de representações não equivalentes de Clr,s e Cln.

Teorema 9. Seja vr,s o número de representações reais irredutíveis não equivalentes de
Clr,s e vCn é o complexo. Então,

vr,s “

$

&

%

2, se pr ` 1´ sq ” 0pmod 4q

1, caso contrário
(2.68)

e

vCn “

$

&

%

2, se n é ímpar

1, se n é par
(2.69)

Demonstração. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) página 32.

Antes de enunciar a próxima proposição precisamos de um resultado sobre a
classificação de Cln .

Proposição 25. Para todo n ě 0, existem os isomorfismos:

1. Cln`2 – Cl2 bC Cln.

2. Cl2n – Cp2nq

3. Cl2n`1 – Cp2nq ‘ Cp2nq.

Demonstração. 1. Considere te1, . . . , enu os geradores de Cln e tẽ1, ẽ2u os geradores de Cl2.
Então podemos definir o isomorfismo em 1 apenas usando os geradores, da seguinte forma:
e1j “ iẽ1ẽ2 b ej, j “ 1, . . . , n e e1n`k “ ẽk b 1, k “ 1, 2, onde te11, . . . , e1n, e1n`1, e

1
n`2u geram

Cl2 bC Cln.

2 e 3. Esses dois itens seguem do mesmo argumento, uma vez que Cl1 “ C‘C
e Cl2 “ Cp2q. Agora basta usar o item 1 para concluir.
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Seguem abaixo algumas notações que serão usadas na próxima tabela.

1. dn “ dimRpW q, W é um R-módulo irredutível para Cln.

2. dCn “ dimCpW
1
q, W 1 é um módulo complexo irredútivel para Cln.

Proposição 26. Para 1 ď n ď 8 os elementos vn “ vn,0, vCn , dn, dCn , Kn, são dados pela
tabela abaixo:

n Cln vn dn Kn Cln vCn dCn

1 C 1 2 C C‘ C 2 1

2 H 1 4 H Cp2q 1 2

3 H‘H 2 4 H Cp2q ‘ Cp2q 2 2

4 Hp2q 1 8 H Cp4q 1 4

5 Cp4q 1 8 C Cp4q ‘ Cp4q 2 4

6 Rp8q 1 8 R Cp8q 1 8

7 Rp8q ‘ Rp8q 2 8 R Cp8q ‘ Cp8q 2 8

8 Rp16q 1 16 R Cp16q 1 16

Tabela 4 – Classificação de Cln, vn “ vn,0, vCn , dn, dCn para 1 ď n ď 8.

Na seção anterior mencionamos a importância do elemento de volume para as representa-
ções, mais especificamente, as irredutíveis. Antes de começar com os resultados, vamos
definir uma C-representação e o elemento de volume complexo.

Definição 32. Uma C-representação de Cln pode ser vista como uma representação real
ρ : Cln ÝÑ HomRpW,W q tal que ρpϕq ˝ J “ J ˝ ρpϕq, para todo ϕ P Cln. No qual J é a
estrutura quase complexa em W .

Observação 14. Toda C-representação de Cln induz uma representação em Cln, uma vez
que Cln “ Cln bR C. Essa indução é dada por ρCpϕb zq “ zρpϕq.

Definição 33. O elemento de volume complexo em Cln é definido por ωC “ i
n`1

2 ω.

Temos consequências análogas ao elemento de volume real, com pequenas
variações. O primeiro fato de semelhança é que se n é ímpar então ωC é central, assim
como ω. A diferença se encontra no seguinte detalhe:

$

&

%

ω2
“ 1, se n ” 3 ou 4pmod 4q

ω2
C “ 1, para todo n.

(2.70)



Capítulo 2. Álgebra de Clifford 55

Além desses resultados, também temos decomposições algébricas de Cln e Cn que dependem
de n, ω e ωC.

$

&

%

Cln “ Cl`n ‘ Cl
´
n , para n ” 3 pmod 4q

Cln “ Cl`n ‘ Cl´n , para n ímpar.
(2.71)

Onde Cl˘n “ p1˘ ωqCln e Cl˘n “ p1˘ ωCqCln. Essa decomposição será usada em algumas
demonstrações que daremos ao longo dessa seção.

A próxima proposição é um resultado importante, pois ela fornece as únicas
possibilidades de representações irredutíveis sobre o elemento de volume.

Proposição 27. Considere ρ : Cln ÝÑ HomRpW,W q uma representação real irredutível
com n “ 4m` 3. Então uma das seguintes possibilidades acontece

ρpωq “ id ou ρpωq “ ´id. (2.72)

Além disso, essas representações não são equivalentes.

Demonstração. Seja ρ um representação irredutível com n “ 4m ` 3. Então por (2.70)
segue que ω2

“ 1. Com isso, ρpωq2 “ ρpω2
q “ ρp1q “ id.

Da teoria de autovalores e autovetores, sabemos que o poloinômio minimal que
anula o operador ρpωq é dado por λ2

´ 1. Dessa forma, os autovalores associados a esse
operador são ˘1. Considere W` e W´ os respectivos autoespaços.

Para terminar a primeira parte dessa proposição, ainda falta mostrar que esses
autoespaços são Cln-invarientes. Como n “ 4m` 3 segue que ω é central, i.e, ϕω “ ωϕ,
para todo ϕ P Cln.

Assim, dado v P W´ e ϕ P Cln, obtemos

ρpωqpρpϕqpvqq “ ρpωϕqpvq

“ ρpϕωqpvq

“ ρpϕqpρpωqpvqq

“ ´ρpϕqpvq.

(2.73)

Logo, ρpϕqpvq P W´, para todo ϕ P Cln. Analogamente é mostrado que W` é Cln-
invariante.

Por fim, resta mostrar que essas representações não são equivalentes, mas isso
é claro quando aplicamos a definição 31 em ρ1pωq “ id e ρ2pωq “ ´id.

Essas mesmas afirmações são verdadeiras para o caso Cln com n ímpar.

Proposição 28. Seja ρ : Cln ÝÑ HomRpW,W q um representação irredutível, onde n “
4m e considere a decomposição W “ W`

‘W´, onde W˘
“ p1˘ρpωqqW . Então cada um
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dos subespaços W` e W´ são invariantes sobre a subálgebra par Cl0n. Sobre o isomorfismo
Cl0n – Cln´1, esses espaços correspondem a duas representções reais irredutíveis de Cln´1.

Demonstração. Vamos mostrar que W` é invariante sobre Cl0n e para W´ segue de igual
modo. Como n é par temos que ϕω “ ωαpϕq “ ωϕ.

Considere v P W`, então existe u P W tal que v “ p1 ` ρpωqqu. Logo, para
todo ϕ P Cl0n, obtemos

ρpϕqpvq “ ρpϕqp1` ρpωqqpuq

“ ρpϕqpuq ` ρpϕωqpuq

“ ρpϕqpuq ` ρpωϕqpuq

“ ρpϕqpuq ` ρpωqρpϕqpuq

“ p1` ρpωqqρpϕqpuq P W`.

(2.74)

Para verificar que W` e W´ correspondem a duas representações irredutíveis em Cln´1

não equivalentes, observe que ω1 “ e1 ¨ ¨ ¨ en´1 P Cln´1 pode ser identificado, através do
isomorfismo Cln´1 – Cl0n, com ω P Cl0n. De fato,

pe1enq ¨ ¨ ¨ pen´1enq “ p´1q 1
2 pn´1qpn´2qe1 ¨ ¨ ¨ en´1e

n´1
n

“ p´1q 1
2 pn´1qpn´2qe1 ¨ ¨ ¨ en´1e

´1
n enn

“ p´1q 1
2 pn´1qpn´2q`1e1 ¨ ¨ ¨ en´1en

“ p´1qp´1qe1 ¨ ¨ ¨ en´1en

“ e1 ¨ ¨ ¨ en´1en.

(2.75)

Disso, segue que ρpω1q – id em W` e ρpω1q – ´id em W´ e pela proposição 27 temos que
essas são as duas representações não equivalentes de Cln´1.

Note que, a invariância dos subespaços W˘ é sobre a subálgebra par, Cl0n,
sendo de grande importância para o estudo de representação spin, uma vez que Spinn Ă
Cl0n. Agora vamos definir e ver alguns resultados da representação spin real e complexa.
Logicamente, veremos algumas consequências direta das proposições acima.

Definição 34. A representação spin real de Spinn é o homomorfismo

4n : Spinn ÝÑ GLpSq (2.76)

dada pela restrição de uma representção real irredutível Cln ÝÑ HomRpS, Sq, para Spinn Ă
Cl0n Ă Cln.

A próxima proposição fornece decomposições da representação spin em irredu-
tíveis de acordo com o valor de n.



Capítulo 2. Álgebra de Clifford 57

Proposição 29. Seja 4n a representaçõ spin de Spinn. Então temos as seguintes pre-
missas:

1. Se para n ” 3 pmod 4q então 4n não depende da escolha da representação real
irredutível de Cln.

2. Se n ‰ 0 pmod 4q então 4n ou é irredutível ou é soma direta de duas representações
irredutíveis equivalentes.

3. Se n ” 0 pmod 4q então existe a decomposição

44m “ 4`
4m ‘4´

4m (2.77)

onde 4`
4m e 4´

4m são representações irredutíveis não equivalentes de Spin4m.

Demonstração. Serão provados apenas os itens 1. e 3., mas o 2. pode ser encontrado em
(LAWSON; MICHELSOHN, 2016) página 36.

1. Como n “ 4m` 3 segue que αpCl˘n q “ Cl¯n , uma vez que αpωq “ ´ω. Para
analisar 4n em Cln vamos usar a decomposição dada em (2.71) de Cln e observar como
que Cl0n pode ser representada nessa decomposição.

Considere x P Cl`n ‘ Cl´n , então existem ϕ, ψ P Cln tais que x “ p1 ` ωqϕ `

p1´ ωqψ. Como queremos que x P Cl0n temos que

αpxq “ x

αpp1` ωqϕ` p1´ ωqψq “ p1` ωqϕ` p1´ ωqψ

p1´ ωqαpϕq ` p1` ωqϕpψq “ p1` ωqϕ` p1´ ωqψ.

(2.78)

Isso só acontece quando αpϕq “ ψ e αpψq “ ϕ. Logo, temos a seguinte identificação

Cl0n “ tpϕ, αpϕqq P Cl
`
‘ Cl´ : ϕ P Cl`u.

Como α é um automorfismo de Cln, obtemos duas representações irredutíveis
que diferem por α, i.e, existem ρpϕqpvq “ ϕ ¨ v e ρ̃pϕqpvq “ αpϕq ¨ v , para todo ϕ P Cln e
v P S. Portanto, como Spinn Ă Cl0n e αpϕq “ ϕ para cada ϕ P Cl0n, segue que ρ e ρ̃ são as
mesmas representações.

3. Sabemos que essa decomposição existe, pela proposição 28. Precisamos
mostrar que 4˘

4m são irredutíveis. Suponha que 4`
4m seja redutível, então existe V Ă S`

subespaço próprio invariante por 4`
4m, i.e, 4`

4mpxqv P V para cada v P V .

Considere ϕ P Cl0n. Como t1, ei1 ¨ ¨ ¨ eir : r é paru forma uma base aditiva para
Cl0n, segue que

ϕ “ a0 `

n
ÿ

ir“2
i1 ă¨¨¨ă ir

ai1¨¨¨irei1 ¨ ¨ ¨ eir (2.79)
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Assim, considerando ρ` : Cl0n ÝÑ HomRpS
`, S`q a representação irredutível de Cl0n tal

que ρ`̌
ˇSpinn

“ 4`
4m, temos que

ρ`pϕqpvq “ ρ`

¨

˚

˝

a0 `

n
ÿ

ir“2
i1ă¨¨¨ă ir

ai1¨¨¨irei1 ¨ ¨ ¨ eir

˛

‹

‚

pvq

“ a0ρ
`
p1qpvq `

n
ÿ

ir“2
i1ă¨¨¨ă ir

ai1¨¨¨irρ
`
pei1 ¨ ¨ ¨ eirqpvq

“ a0v `
n
ÿ

ir“2
i1ă¨¨¨ă ir

ai1¨¨¨ir 4`
4m pei1 ¨ ¨ ¨ eirqpvq.

(2.80)

Por hipótese, temos que 4`
4mpei1 ¨ ¨ ¨ eirqpvq P V . Então ρ`pϕqpvq P V para todo ϕ P Cl0 e

v P V , contradizendo a proposição 28. Portando, 4˘
4m são representações irredutíveis não

equivalentes.

Definição 35. A representação spin complexa de Spinn é o homomorfismo

4C
n : Spinn ÝÑ GLCpSq (2.81)

dada pela restrição de uma representação complexa irredutível ρ : Cln ÝÑ HomCpS, Sq a
Spinn.

Assim como a proposição 29, temos um resultado parecido para o caso complexo,
i.e, para representação 4C

n .

Proposição 30. As seguintes sentenças são verdadeiras:

1. Se n é impar, 4C
n não depende da escolha da representação irredutível de Cln.

2. Se n é par, existe uma decomposição

4C
2m “ 4C`

2m ‘4C´
2m (2.82)

numa soma direta de duas representações complexas irredutíveis não equivalentes de
Spinpnq

Demonstração. As demonstrações desses ítens seguem análogas a da proposição 29.

Além dessas consequências que já foram mencionadas nesta seção, também
temos resultados envolvendo o produto interno em W , que já vimos que é um Cln-módulo,
logo tem uma estrutura de espaço vetorial. A próxima proposição nos diz que o produto
interno em W é compatível com a estrutura de módulo dada por uma representação
irredutível de Cln.
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Proposição 31. Seja Cln ÝÑ HomRpW,W q uma representação real de Cln. Então existe
um produto interno 〈¨, ¨〉 em W tal que a multiplicação de Clifford pelos vetores unitários
u P Rn é ortogonal, i.e,

〈u ¨ w, u ¨ w1〉 “ 〈w,w1〉 (2.83)

para todo w,w1 P W e u P Rn com ‖ u ‖“ 1.

Corolário 3. Seja 〈¨, ¨〉 a métrica discutida na proposição anterior. Então para qualquer
v P Rn , temos

〈v ¨ w,w1〉 “ ´ 〈w, v ¨ w1〉 (2.84)

para todo w,w1 P W . Isto é, a multiplicação de clifford por qualquer vetor v P Rn é uma
transformação antissimétrica de W .

Demonstração. Dado v P Rn e usando a igualdade v2
“ ´qpvq ¨ 1 “ ´‖ v ‖2, obtemos

ă v ¨ w,w1 ą “ă
v

‖ v ‖
¨ pv ¨ wq,

v

‖ v ‖
¨ w1 ą

“
1

‖ v ‖2 ă v2
¨ w, v ¨ w1 ą

“ ´
qpvq

‖ v ‖2 ă w, v ¨ w1 ą

“ ´ ă w, v ¨ w1 ą .

(2.85)
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3 Fibrados e Conexões

3.1 Noções Básicas de Grupo de Lie e Álgebra de Lie
Existe uma teoria extensa sobre grupos e álgebras de Lie que, ao leitor interes-

sado, podem ser encontrada em (MARTIN, 2019). Mas o nosso foco é apenas apresentar
os conceitos básicos de grupo e álgebra de Lie para serem usados mais diante, então é
suficiente os resultados aqui apresentados.

Definição 36. Um grupo de Lie é um grupo G munido com uma estrutura suave tal que
as operações

¨ : GˆG ÝÑ G e p q
´1 : G ÝÑ G

pg, hq ÞÝÑ g ¨ h g ÞÝÑ g´1
(3.1)

são suaves.

Observação 15. Pela definição 36, um grupo de Lie é uma variedade suave, então sempre
estaremos assumindo que G é paracompacto.

Seguem abaixo alguns exemplos clássicos de grupo de Lie.

Exemplo 16. Seja K um corpo e MnpKq o grupo de matrizes de ordem n. O grupo linear
geral, Glpnq “ tA P MnpRq : detpAq ‰ 0u, é um subgrupo aberto de MnpRq que é uma
variedade suave, logo GlnpRq é uma variedade suave. A aplicação que associa duas matrizes
ao produto delas é suave e a aplicação inversa também, portanto Glpnq é um grupo de Lie.

Exemplo 17. O grupo ortogonal, Opnq “ tA P Glpnq : A ¨ At “ 1u, onde At é matriz
transposta de A, é um subvariedade mergulhada em Glpnq e as operações são as mesmas
mencionadas no exemplo 16, logo Opnq é um grupo de Lie. O mesmo ocorre com o grupo
ortogonal especial, SOpnq “ tA P Glpnq : detpAq “ 1u.

Agora vamos definir ação à direita e à esquerda de um grupo de Lie G numa
variedade suave X, pois essas definições são fundamentais para o entendimento dos
G´fibrados principais, que veremos na próxima seção.

Definição 37. Seja uma aplicação µ : GˆX ÝÑ X denotada por µpg, xq “ g ¨x. Dizemos
que µ é uma ação à esquerda de X se satisfaz duas condições,

1. µpe, xq “ x, para todo x P X e e P G o elemento neutro;

2. µpgh, xq “ µpg, µph, xqq para g, h P G, x P X.
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Definição 38. Seja uma aplicação φ : GˆX ÝÑ X denotada por φpg, xq “ x ¨g. Dizemos
que φ é uma ação à direita de X se satisfaz duas condições,

1. φpe, xq “ x, para todo x P X;

2. φpgh, xq “ φph, φpg, xqq para g, h P G, x P X.

Observação 16. A diferença de µ e φ está na segunda condição das definições 37 e 38 e
não na definição da aplicação.

A observação 16 fica clara quando pensamos no seguinte exemplo:

Exemplo 18. Seja G um grupo de Lie e X uma variedade suave. Considere a aplicação
µ : GˆX ÝÑ X denotada por µpg, xq “ g´1

¨ x, para cada g P G e x P X. µ é uma ação
à direita ou à esquerda? Para responder essa pergunta basta verificarmos se µ satisfaz a
segunda condição de uma das definições 38 e 37.

µpgh, xq “ pghq´1
¨ x

“ h´1g´1
¨ x

“ h´1
¨ µpg, xq

“ µph, µpg, xqq.

(3.2)

Logo, µ é uma ação à direita em X.

Definição 39. Seja X uma variedade suave e G um grupo de Lie. Dado x P X, definimos
a órbita de x por G como o conjunto

G ¨ x “ tg ¨ x P X : g P Gu (3.3)

Lembremos que cada órbita de X é uma classe de equivalência da seguinte
relação de equivalência:

x „ y ðñ existe um g P G tal que y “ g ¨ x (3.4)

Definição 40. O conjunto dos elementos de G que fixam x é chamado de subgrupo de
isotropia ou estabilizador de x e denotamos por

Gx “ tg P G : g ¨ x “ xu

É fácil verificar que Gx é um subgrupo de G para cada x P X fixado.

Definição 41. Seja µ uma ação de G em X. Então temos as seguintes definições:



Capítulo 3. Fibrados e Conexões 62

1. Dizemos µ é efetiva se Kerpµq “ tg P G : µpg, xq “ xu “ teu, i.e, se g ¨ x “ x para
todo x P X, assim g “ e, onde e é o elemento neutro de G.

2. Dizemos que µ é livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de
G, i.e, Gx “ teu, para cada x P X.

3. Dizemos que µ é transitiva se X é uma órbita de G, equivalentemente, se para cada
par x, y P X, existe g P G tal que y “ g ¨ x.

Agora iremos mencionar alguns resultados importantes de Álgebra de Lie
que serão usados neste trabalho, mais especificamente na parte de 1-forma de conexão.
Lembremos que G, além de ser um grupo, é uma variedade suave, então todos os resultados
de variedades suaves são válidos para G, em particular, podemos calcular o espaço tangente
a G em qualquer ponto de G. Dizemos que TgG é o espaço tangente a G no ponto g P G.

Definição 42. Definimos uma translação à esquerda do grupo de Lie G por g P G, como
a aplicação Lg : G ÝÑ G, Lgphq “ gh, para todo h P G. Semelhantemente para translação
à direita, denotada por Rg.

Observação 17. Como as operações produto e inversa em G são suaves, temos que, para
cada g P G, Lg e Rg são suaves. Além disso, Lg e Rg são difeomorfismos. De fato, considere
Lg´1 então, claramente, Lg ˝ Lg´1 “ Lg´1 ˝ Lg “ idG. Logo, Lg´1 “ Lg

´1. O mesmo vale
para Rg.

Como G é uma variedade suave podemos olhar para o diferencial ou pushfoward
de Lg e Rg.

Definição 43. Para cada g P G, definimos o pushfoward da translação à esquerda (resp.
à direita) em um ponto h P G, pela aplicação linear pLgq˚h : ThG ÝÑ TghG (resp. pRgq˚).

Pela observação 17 segue naturalmente que pLgq˚h e pRgq˚h são isomorfismos
para cada g P G e h P G.

Outro resultado importante de variedade é o de curvas integrais. Da mesma
forma, esse resultado também vale para um grupo de Lie G, i.e, dado h P G e X P ThG,
existe uma única curva α : p´ε, εq ÝÑ G tal que αp0q “ h e 9αp0q “ X. Dessa forma,
quando aplicamos pLgq˚h em X, obtemos

pLgq˚hX “ pLgq˚h 9αp0q “ pLg ˝ αq1p0q.

Definição 44. Seja G um grupo de Lie. Definimos a Álgebra de Lie do grupo G pelo
espaço tangente a G na identidade de G, TeG, e comumente é denotada por g.

Observação 18. O colchete de Lie está definido no espaço tangente TeG, i.e, se X, Y P
TeG, então rX, Y s P TeG, onde r , s : TeGˆ TeG ÝÑ TeG é uma aplicação bilinear.
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Exemplo 19. Considere o grupo de Lie OnpKq. Então a Álgebra de Lie de OnpKq é
opnq, espaço de matrizes anti-simétrica. Para mostrarmos este resultado, tome X P opnq

e α : p´ε, εq ÝÑ Opnq tal que αp0q “ 1 e 9αp0q “ X. Como αpsq P Opnq segue que
αpsqTαpsq “ 1 para cada s P p´ε, εq. Dessa forma, observe que

d

ds
pαpsqT ¨ αpsqq

ˇ

ˇ

s“0 “ 0

9αp0qT ¨ αp0q ` αp0qT ¨ 9αp0q “ 0

9αp0qT ¨ 1` 1 ¨ 9αp0q “ 0

9αp0qT ` 9αp0q “ 0

XT
`X “ 0

(3.5)

Logo, para cada X P opnq temos que XT
“ ´X. Com isso, opnq está contido no espaço

de matrizes anti-simétricas de ordem n, que vamos denotar por LnpRq. Por outro lado,

sabemos que a dimensão de Opnq, como variedade, é npn´ 1q
2 então dimopnq “

npn´ 1q
2 “

dimLnpRq. Portanto, opnq “ LnpRq.

Do exemplo anterior, 19, podemos extrair outro resultado importante para este
trabalho. Note que, SOpnq pode ser considerada um subvariedade mergulhada em Opnq,
que possuem a mesma dimensão como variedades suaves, então da teoria de variedades
temos que dimSOpnq “ dimT1SOpnq, dimOpnq “ dimT1Opnq e T1SOpnq é um subespaço
de T1Opnq, como dimSOpnq “ dimOpnq segue que dimT1SOpnq “ dimT1Opnq. Portanto,
pela definição 44 e pelo exemplo 19, temos que a Áĺgebra de Lie de SOpnq, que vamos
denotar por sopnq, é igual a opnq, i.e, sopnq “ opnq “ LnpRq.

3.2 Fibrados Principais
Nesta seção vamos estudar fibrados principais, como são definidos e construídos.

A maioria dos conceitos e resultados apresentados nesta seção têm como referência base
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963).

Definição 45. Sejam M uma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado suave P é
chamado de um G-fibrado principal quando:

1. P está equipado com uma G-ação livre à direita.

2. M é o espaço quociente de P pela relação de equivalência induzida por G, M “ P {G,
e a projeção é diferenciável π : P ÝÑM .

3. P é localmente trivial, i.e, cada ponto x P M possui uma vizinhança U em M tal
que π´1

pUq é difeomorfo a U ˆG, que respeita ação. Esse difeomorfismo é dado por

ϕ : π´1
pUq ÝÑ U ˆG
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tal que ϕppq “ pπppq, ηppqq, onde η : π´1
pUq ÝÑ G satisfaz ηppgq “ ηppqg para todo

p P π´1
pUq e g P G.

Pela definição acima, temos o seguinte diagrama comutativo:

π´1
pUq U ˆG

U

ϕ

π π1

Na literatura existem algumas maneiras de denotar um fibrado principal, aqui
nos atentaremos em apenas três maneiras, dependendo do contexto que estaremos tratando,
P pM,G, πq, P pM,Gq ou P . Cada termo tem um nome específico, P é espaço total, M é o
espaço base, G é o grupo estrutural e π a projeção. Além disso, temos que a pré-imagem de
cada ponto em M , π´1

pxq Ă P , pela projeção π é chamada de fibra de P no ponto x.

Intuitivamente, um fibrado associa a cada ponto de uma variedade um objeto,
no caso de um G-fibrado esse objeto possui uma estrutura de grupo, porém mais para
frente veremos que esse objeto pode ter uma estrutura de espaço vetorial.

De acordo com a definição 45 , ao fixarmos um p P π´1
pxq, então π´1

pxq é o
conjunto dos pontos tais que pg P π´1

pxq, para cada g P G, i.e, π´1
pxq “ tq : q “ pg, @g P

Gu , como definido em 39, o conjunto π´1
pxq é a órbita do ponto p. Assim, para cada

x PM , obtemos o seguinte isomorfismo.

p : G ÝÑ π´1
pxq

g ÞÝÑ p ¨ g
(3.6)

Neste isomorfismo p se torna a identidade. Então a fibra é G a menos da escolha
da identidade, ou seja, fibra não possui estrutura natural de grupo.

Definição 46. Seja P um G-fibrado principal com M o espaço base. Dizemos que P é
um fibrado trivial quando P –M ˆG.

Agora vamos mostrar como é realizado a mudança de coordenadas num fibrado
princpal π : P ÝÑM . Considere Λ um conjunto de índices e tUα : α P Λu uma cobertura
de abertos deM , tais que cada π´1

pUαq fornece um difeomorfismo ϕα : π´1
pUαq ÝÑ UαˆG,

definido por ϕαppq “ pπppq, ηαppqq tal que ηαppgq “ pηαppqqg. Suponha que Uα X Uβ ‰ ∅,
considere p P π´1

pUα X Uβq então

ηβppgqpηαppgqq
´1
“ pηβppqqgg

´1ηαppq
´1

“ ηβppqηαppq
´1

(3.7)
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Note que, a igualdade acima mostra que ηβppqηαppq´1 depende apenas de πppq. Logo,
podemos definir a seguinte aplicação

ψβα : Uα X Uβ ÝÑ G

πppq ÞÝÑ ηβppqηαppq
´1

(3.8)

Observe que, dado p P π´1
pUα X Uβq, obtemos

ϕβppq “ pπppq, ηβppqq

“
`

πppq, ηβppqηαppq
´1ηαppq

˘

“ pπppq, ψβαpπppqqηαppqq

“ pπppq, ηαppqq ¨ ψβαpπppqq

“ ϕαppq ¨ ψβαpπppqq

(3.9)

Dessa forma, a família de funções tψβα : α, β P Λu, são as mudanças de coordenadas.

Definição 47. Chamamos as aplicações ψβα de funções de transição do fibrado P corres-
pondente a um cobertura de M .

Essas funções satisfazem a seguinte propriedade

ψγαpxq “ ψγβpxqψβαpxq, @x P Uα X Uβ X Uγ (3.10)

De fato,
ψγβpπppqqψβαpπppqq “ ηγppqpηβppqq

´1ηβppqpηαppqq
´1

“ ηγppqpηαppqq
´1

“ ψγαpπppqq.

(3.11)

Essa propriedade é denominada de condição de cociclo. Essas funções são de extrema
importância para o estudo de fibrados principais, pois a partir delas é possível construir
um fibrado principal.

Proposição 32. Sejam M uma variedade, tUαu uma cobertura aberta de M e G um grupo
de Lie. Dada uma função ψβα : Uα X Uβ ÝÑ G, para cada Uα X Uβ ‰ ∅, com a condição
de cociclo sendo satisfeita, então podemos construir um fibrado principal P pM,Gq com
funções de transição ψβα.

Agora vamos introduzir um exemplo de fibrados principais que é muito im-
portante para o nosso estudo e, principlmente, para a compreensão do conceito de um
G-fibrado.

Exemplo 20. Sejam M uma variedade suave n-dimensional e TM o fibrado tangente.
Um referencial linear em x P M é um isomorfismo linear σx : Rn

ÝÑ TxM . Com isso,
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temos que se e1, . . . , en é uma base de Rn então σxpe1q, . . . , σxpenq é uma base para TxM .
Reciprocamente, dada uma base de TxM construímos o isomorfismo.

Defina o conjunto de todos os referenciais como

BpMq “ tσx : Rn
ÝÑ TxM : σx é um isomorfismo linear, @x PMu (3.12)

Tome GLpnq o grupo linear, sabemos da teoria de Lie que GLpnq é um grupo de Lie. Note
que ele age livremente em BpMq.

De fato, considere a aplicação k : BpMq ˆ GLpnq ÝÑ BpMq, definida por
kpσx, gq “ σx ˝ g. Vamos mostrar que k é um ação à direita e depois que é livre. Para
mostrar que é uma ação precisamos verificar que k satisfaz duas condições

1. kpσx, idq “ σx

Pela definição de k, temos que kpσx, idq “ σx ˝ id “ σx

2. kpkpσx, gq, hq “ kpσx, g ¨ hq

kpkpσx, gq, hq “ kpσx, gq ˝ h

“ pσx ˝ gq ˝ h

“ σx ˝ pg ˝ hq

“ kpσx, g ¨ hq

(3.13)

Logo k é uma ação à direita. Observe que, para algum σx P BpMq, temos que se
kpσx, gq “ σx então σx ˝ g “ σx. Logo, g “ id e, portanto, k é uma ação livre.

Dessa forma, a primeira condição para BpMq ser um G-fibrado está satisfeita.
Para a segunda, tome a projeção canônica π : BpMq ÝÑ BpMq{GLpnq definida
por πpσxq “ σxG. Note que, M pode ser identificada com BpMq{GLpnq. De fato,
considere a aplicação BpMq{GLpnq ÝÑ M , definida por σxG ÞÝÑ x. Agora vamos
mostrar que essa aplicação é uma bijeção.

a) Injetividade
Dados x, y PM , se

x “ y ñ σ̃´1
y ˝ σx P Glpnq ñ σxGLpnq “ σ̃yGLpnq (3.14)

b) Sobrejetividade
Dado x PM , existe σx P BpMq, em particular, temos σxGLpnq P BpMq{GLpnq
tal que σxGLpnq ÞÝÑ x.

Logo, essa aplicação é uma bijeção e, portanto, a segunda condição está verificada.

Por fim, falta mostrar que BpMq é localmente trivial, i.e, para cada carta pU, φq
em M vizinhança coordenada de x P M existe um difeomorfismo entre π´1

pUq e
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U ˆGLpnq. Considere px1, . . . , xnq o sistemas de coordenadas da carta pU, φq. Cada
referencial p P π´1

pUq em x P U , pode ser representado unicamente na forma

p “ pX1, . . . , Xnq, onde Xi “

n
ÿ

j“1
Xj
i

ˆ

B

Bxj
ˇ

ˇ

x

˙

. (3.15)

Onde
`

Xj
i

˘

é a matriz que muda a base
"

B

Bxj
ˇ

ˇ

x

*

de TxM para tXiu. Logo,
`

Xj
i

˘

P

GLpnq. Uma vez que, para cada referencial p existe uma única matriz da forma
`

Xj
i

˘

temos a injetividade da aplicação ϕ : π´1
pUq ÝÑ U ˆGLpnq. Dado qualquer

x P U , onde pU, φq é uma carta de M , escolhendo
 

Xj
i

(

e
"

B

Bxj
ˇ

ˇ

x

*

, duas bases de

TxM , sabemos que existe uma matriz mudança de base
`

Xj
i

˘

tal que vale 3.15. Então,
ϕ ppXi, . . . , Xnqq “ px, gq, onde g “

`

Xj
i

˘

. Segue que ϕ é sobrejetora e, portanto, um
difeomorfismo.

Observação 19. Observe que, tomando σxpeiq “ Xi com ei P Rn o i-ésimo vetor
da base canônica, obtemos todo o isomorfismo σx.

Agora vamos definir aplicações entre fibrados principais. Essa definição é de
grande importância para o estudo de estrutura spin, que veremos no próximo capítulo.

Definição 48. Sejam π : Q ÝÑ N e π1 : P ÝÑ M dois fibrados principais, com grupos
estruturais H e G, respectivamente. Dizemos que uma aplicação F : Q ÝÑ P é um
homomorfismo de fibrados principais se existe um homomorfismo de grupos θ : H ÝÑ G

tal que F pqhq “ F pqqθphq, para todo q P Q e h P H.

Como N e M são os respectivos espaços bases de Q e P , ao considerar a P N
temos que π´1

paq é uma fibra de Q e escolhendo q P π´1
paq como o elemento identidade

dessa fibra, no sentido em que q “ q ¨ eH , onde eH é o elemento neutro do grupo H,
obtemos π´1

paq “ tqh : h P Hu. Agora, tomando F pqq “ p P P , temos que

F pπ´1
paqq “ F ptqh : h P Huq

“ tF pqhq : h P Hu

“ tF pqqθphq : h P Hu

“ tpθphq : h P Hu Ă π1´1
pxq.

(3.16)

Onde π1´1
pxq é uma fibra de P em x P M , cujo ponto base é F pqq “ p. Então, F leva a

fibra π´1
paq Ă Q na fibra F pπ´1

paqq Ă P , para cada a P N e, além disso, π1
`

F pπ´1
paq

˘

“

π1pπ1´1
pxqq “ x P M . Logo, existe uma aplicação f : N ÝÑ M tal que f ˝ π “ π1 ˝ F .

Segue abaixo o diagrama que representa todo esse comentário:
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H G

Q P

N M

q

θ

p

π

F

π1

f

Este diagrama é comutativo, ou seja, F ˝ q “ p ˝ θ, onde q : H ÝÑ Q e
p : G ÝÑ P , definidas por qphq “ q ¨ h e ppgq “ p ¨ g.

Definição 49. Sejam pQ,N,Hq e pP,M,Gq dois fibrados principais e F : Q ÝÑ P um
homomorfismo de fibrados. Dizemos que F é um mergulho se F é injetor e θ : H ÝÑ G é
um monomorfismo.

Pela definição 49 podemos identificar Q com F pQq e H com θpHq. E, com isso,
introduzimos o conceito de subfibrado, neste caso, chamamos Q de subfibrado de P .

Para o caso no qual estamos sobre o mesmo espaço base, digamos M , introdu-
zimos uma nova definição

Definição 50. Seja f : M ÝÑ M a aplicação identidade e F : Q ÝÑ P um mergulho.
Dizemos que F é uma redução do grupo estrutural H de Q à G. O subfibrado Q é chamado
de subfibrado reduzido.

Proposição 33. O grupo estrutural G de um fibrado principal pP,M,Gq é redutível a
um subgrupo de Lie H se, e somente se, existe uma cobertura aberta tUαu de M com as
funções de transição dada por ϕβα : Uα X Uβ ÝÑ H.

Observação 20. Ao considerarmos a restrição da ação de G em P à ação de H em Q e
a restrição da projeção π à Q, transformamos Q em um H-fibrado principal. Então todo
subfibrado é um fibrado principal.

Exemplo 21. Seja pM, gq um variedade rimanniana. Considere o GLpnq-fibrado principal
do exemplo 20. Porém tomemos os frames lineares ortogonais, i.e, σx leva base ortonormal
de Rn em base ortonormal de TxM , para cada x P M , denotemos por B̃pMq esse con-
junto. Como M possui uma métrica, podemos aplicar o processo de Gram-Schimidt para
ortonormalizar um base de TxM . Logo, se p P BxpMq é ortogonal temos que pg P BxpMq

é ortogonal, para g P Opnq. Sabemos de álgebra linear que a matriz associada a uma
transformação que envia base ortogonal em base ortogonal posui determinante igual a ˘1.
Assim, detpgq “ ˘1 ñ g P Opnq.

Como Opnq é um subgrupo de Lie de GLpnq, uma vez que podemos mergulhar
Opnq em GLpnq, então pela definição 50, segue que B̃pMq é subfibrado principal de BpMq
com o grupo estrutural Opnq, mais especificamente, B̃pMq é um Opnq-fibrado principal.
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3.3 Fibrados Vetoriais
Nesta seção vamos estudar fibrados vetoriais, que, intuitivamente, é um fibrado

cujas fibras possuem estrutura de um espaço vetorial. Vamos considerar o espaço vetorial
Fk, onde F é igual a R ou C.

Definição 51. Seja M uma variedade suave. Dizemos que E é um fibrado vetorial suave
de posto k sobre M com a projeção π : E ÝÑM , se satisfaz as seguintes condições:

1. Para cada x PM , seja Ex “ π´1
pxq Ă E. Denominamos Ex de fibra de E no ponto

x.

2. Para cada x P M , existe um vizinhnça U de x em M e um difeomorfismo ψ :
π´1

pUq ÝÑ U ˆ Fk, ψ é chamada de trivialização local de E sobre U , tal que o
diagrama abaixo comuta

π´1pUq
ψ //

π
%%

U ˆ Fk

π1
��
U

e para cada y P U , ψ|Ey – tyu ˆ Fk – Fk, é isomorfismo linear. Nesse sentido que as
fibras de E têm uma estrutura de espaço vetorial, neste caso de um espaço euclidiano.

Definição 52. Seja E um fibrado vetorial suave que admite uma trivialização global, i.e,
E –M ˆ Rk. Então dizemos que E é um fibrado trivial.

Observação 21. Os fibrados que não são triviais exigem mais do que uma trivialização
local. O próximo resultado mostra como é o comportamento das trivializações quando
fazemos composições.

Proposição 34. Seja π : E ÝÑM um fibrado vetorial suave. Considere ψ : π´1
pUq ÝÑ

U ˆRk e ϕ : π´1
pV q ÝÑ V ˆRk duas trivializações locais suaves de E tal que U XV ‰ ∅.

Então existe uma aplicação suave η : U X V ÝÑ GLpkq tal que a composição ψ ˝ ϕ´1 :
pU XV qˆRk

ÝÑ pU XV qˆRk tem a forma ψ ˝ϕ´1
px, vq “ px, ηpxqvq, onde ηpxqv denota

a ação usual da matriz ηpxq no vetor v P Rk.

Demonstração. Primeiro vamos construir o diagrama dessas trivializações.

pU X V q ˆ Rk

π1 ((

π´1pU X V q
ϕoo

π

��

ψ // pU X V q ˆ Rk

π1vv
U X V

Claramente esse diagrama comuta, fazendo com que π1 ˝ pψ ˝ ϕ
´1
q “ π1.

Consequentemente, a única coordenada de ψ ˝ ϕ´1 que tem variação é a segunda, assim
podemos escrever ψ˝ϕ´1

px, vq “ px, θpx, vqq para alguma aplicação suave θ : UXV ˆRk
ÝÑ
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Rk tal que θ|
txuˆRk

é um isomorfismo linear de Rk em si mesmo, para cada x P M .
Logo, existe uma matriz k ˆ k associada a θpx, vq com x fixo, denotada por ηpxq, tal
que θpx, vq “ ηpxqv. A suavidade de ηpxq é garantida pelas suas componentes que são
representadas por ηijpxq “ πipθpx, ejqq, onde ej é o j-ésimo vetor da base canônica e as
projeções πi : Rk

ÝÑ R.

A aplicação η descrita na proposição 34 é chamada de função de transição.

As funções de transição satisfazem a condição de cociclo, i.e, dadas três triviali-
zações ψα,ψβ e ψλ sobre os abertos Uα, Uβ e Uλ, respectivamente, com Uα X Uβ X Uλ ‰ ∅,
para α, β, λ P Λ, onde Λ é um conjunto de índices, temos que, para todo x P UαXUβ XUλ
segue que ηαβηβληλα “ 1.

O exemplo a seguir é um clássico de fibrado vetorial que é muito utilizado em
geometria e também será muito explorado neste trabalho.

Exemplo 22. Seja M uma variedade suave n-dimensional. Então o fibrado tangente TM
que está associado ao fibrado de bases BM também é um fibrado vetorial de posto n. A
demonstração desse fato é importante e vamos dar com mais detalhes.

Primeiro considere A “ tpϕα, Uαq : α P Λu um atlas contável de M , onde
ϕα “ px

1
α, . . . , x

n
αq com xiα : Uα ÝÑ R sendo a projeção da i-ésima coordenada de ϕα em

R. Sabemos que π : TM ÝÑ M é uma aplicação contínua, com isso tπ´1
pUαq : α P Λu

forma uma coberta por abertos de TM . Agora, defina, para cada α P Λ, a aplicação

ψα : π´1
pUαq ÝÑ ϕαpUαq ˆ Rn

pondo ψαpvq “ pϕαpπpvqq, vpx1
αq, . . . , vpx

n
αq, onde vpxiαq “ vj

Bxiα
Bxjα

“ vjδij “ vi. Sem muito
trabalho é possível mostrar que ψα é uma bijeção.

Defina também uma base para uma topologia em TM , dada por

tψ´1
α pV q : α P Λ e V Ă φαpUαq ˆ Rn

u.

Nessa topologia todos os ψα são homeomorfismos, uma vez que a topologia gerada por essa
base é a mais grossa possível.

Como M e Rn são segundo contáveis e hausdorff, e A é enumerável, segue que
TM nessa topologia é Hausdorff e segundo contável.

Agora vamos verificar se as funções de transição são suaves, para isso observe
que, para cada α e β em Λ, temos

ψα ˝ ψ
´1
β : ϕβpUα X Uβq ˆ Rn

ÝÑ ϕαpUα X Uβq ˆ Rn
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pondo ψα˝ψ´1
β pu, zq “ pϕα˝ϕ

´1
β puq, dpϕα˝ϕ

´1
β qupzqq. Dessa forma, as funções de transição

das aplicações ψα para cada α P Λ são suaves e, com isso, define uma estrutura de variedade
suave em TM com dimensão igual a 2n.

Finalmente, podemos definir as trivializações locais de TM como a seguinte
composição:

π´1pUαq
ψα // ϕαpUαq ˆ Rn ϕ´1

α ˆidRn// Uα ˆ Rn

mais especificamente, Φα :“ pϕ´1
α ˆ idRnq ˝ ψα. Portanto, TM é um fibrado vetorial suave.

Pela proposição 34 existe ηαβ : Uα X Uβ ÝÑ Glpnq suave associado ao fibrado
tangente TM , pela construção do exemplo 22 podemos determinar explicitamente a
aplicação η. Dado α, β P Λ e px, vq P Uα ˆ Rn, temos

Φα ˝ Φ
´1
β px, vq “ pϕ

´1
α ˆ idRnq ˝ ψα ˝

`

pϕ´1
β ˆ idRnq ˝ ψβ

˘´1
px, vq

“ pϕ´1
α ˆ idRnq ˝ pψα ˝ ψ

´1
β q ˝ pϕβ ˆ idRnqpx, vq

“ pϕ´1
α ˆ idRnq ˝ pψα ˝ ψ

´1
β qpϕβpxq, vq

“ pϕ´1
α ˆ idRnqpϕαpxq, dpϕα ˝ ϕ

´1
β qϕβpxqvq

“ px, dpϕα ˝ ϕ
´1
β qϕβpxqvq

(3.17)

Logo, a função de transição ηαβpxq “ dpϕα˝ϕ
´1
β qϕβpxq é a jocobiana das funções de transição

da variedade suave M .

Exemplo 23. Assim como os espaços vetoriais possuem o seu espaço dual, o fibrado tan-
gente também possui o seu fibrado dual que é chamado de fibrado cotangente e denotado por
T ˚M , cujas fibras são dadas por T ˚xM “ tf : TxM ÝÑ R : f é linear u “ HomRpTxM,Rq.
A verificação que T ˚M é um fibrado vetorial segue de maneira análoga ao do exemplo 22.
Uma observação é que as funções de transição de T ˚M são da forma η˚pxq “ pηpxq´1

q
t,

onde t é a transposta e η é uma função de transição de TM .

Observação 22. O exemplo acima, 23, pode ser generalizado para todo fibrado vetorial
suave E.

A próxima proposição fornece um isomorfismo canônico entre TxM e T ˚xM , para
todo x PM , assumindo que M está munindo de uma métrica, que pode ser suavemente
extendido para TM a T ˚M . Se um espaço vetorial de dimensão finita V não estiver munido
de um produto interno não degenerado essa afirmação é falsa, uma vez que é mostrado
em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989) que o isomorfismo linear V ˚ – V não é conônica, i.e,
depende da base escolhida.

Proposição 35. Sejam pM, gq uma variedade riemanniana, onde g é a métrica. Então
existe um isomorfismo canônico entre TxM à T ˚xM .
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Demonstração. Como g é a métrica em M , sabemos que g é definida positivamente, pela
definição 13 item 2.

Defina a seguinte aplicação

ϕ : TxM ÝÑ T ˚xM

v ÞÝÑ ϕpvqpwq “ gxpv, wq

Vamos mostrar que ϕ é injetora e depois usar o teorema do núcleo e imagem para concluir
que é sobrejetora. De fato, considere ϕpvq “ 0 para algum v P TxM . Então:

ϕpvq “ 0

ϕpvqpwq “ 0, @w P TxM

gxpv, wq “ 0, @w P TxM

(3.18)

Como 3.18 ocorre para todo w P TxM , em particular para w “ v, assim gxpv, vq “ 0 e,
pela definição de g, temos que v “ 0. Logo, ϕ é injetiva.

Uma vez que dimTxM “ dimT ˚xM , temos pelo teorema do núcleo e da imagem
que ϕ é sobrejetora. Portanto, ϕ é um isomorfismo linear que não depende da base, i.e,
canônico.

Proposição 36. Seja M uma variedade suave com as seguintes premissas:

1. Para cada x PM , um espaço vetorial real Ex de dimensão fixada k tal que E “
ď

xPM

Ex

e π : E ÝÑ M a aplicação que faz com que cada fibra Ex seja associada com x,
π´1

pxq “ Ex.

2. Uma cobertura aberta tUλuλPΛ de M .

3. Para cada λ, existe uma aplicação bijetora ψλ : π´1
pUλq ÝÑ Uλ ˆ Rk, ψλ é um

isomorfismo linear nas fibras em Rk.

4. Para cada λ, β com UλXUβ ‰ ∅, existe uma aplicação suave ηλβ : UλXUβ ÝÑ Glpkq

tal que a composição ψλ ˝ ψ´1
β é dada por ψλ ˝ ψ´1

β px, vq “ px, ηλβpxqvq.

Então E possui uma única estrutura suave que o torna um fibrado vetorial suave de posto
k sobre M , com π a projeção e ψλ e ψβ as trivializaações locais.

Demonstração. Em linhas gerais as contas dessa demonstração são análogas a do exemplo
22.

Definição 53. Seja π : E ÝÑM um fibrado vetorial sobre M . Dizemos que uma aplicação
σ : M ÝÑ E é uma seção suave de E quando σ ˝π “ idM , i.e, σpxq P Ex para cada x PM .
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Observe que σ é injetiva, uma vez que, dados x, y PM com σpxq “ σpyq temos
que x “ πpσpxqq “ πpσpyqq “ y. Então podemos pensar em σpMq como uma cópia de M
em E.

Definição 54. Dizemos que uma aplicação σ : M ÝÑ E é a seção zero de E quando
σpxq “ 0 para todo x PM .

O zero em E depende do ponto base x PM , tendo em vista que E é formado pela
união disjunta de espaços vetorias, logo podemos denotar a seção zero por σpxq “ px, 0xq,
onde 0x P Ex para cada x PM .

Definição 55. Para cada x P M e σ uma seção de E, definimos o suporte de σ como
tx PM : σpxq ‰ 0u, denotamos por suppσ.

Vamos denotar o espaço de todas seções de E por Γ pEq que, obviamente
é um espaço vetorial sobre um corpo K, em particular, é um C8pMq-módulo, onde
C8pMq “ tf : M ÝÑ R : f P C8u.

Algo interessante de observar é quando E “ TM , o fibrado tangente de uma
variedadeM , as seções de TM são os campos vetoriais sobreM , haja vista que σpxq P TxM
para cada x P M , com isso σpxq é um vetor tangente a M no ponto x. E as seções do
fibrado cotangente T ˚M são as 1-formas diferencias em M , mais informações sobre esses
fatos podem ser encontradas em (LEE, 2013). Na próxima seção vamos entender como é
feito a derivação de seções.

Exemplo 24. Seja E “MˆRk, então uma seção de E é uma aplicação σ : M ÝÑMˆRk

definida por σpxq “ px, σ̃pxqq, onde σ̃ : M ÝÑ Rk uma aplicação suave.

Seja E um fibrado vetorial de posto k. Sabemos que E “
ğ

xPM

Ex, onde cada

Ex tem a estrutura de espaço vetorial, assim podemos falar de uma base para cada um
deles e as seções locais são fudamentais para trabalhar essa questão, uma vez que, dadas
σ1, . . . , σk : U ÝÑ E seções locais, com U Ă M aberto, elas podem formar uma base
para Ex se forem linearmente independentes em x P M , i.e, σipxq P Ex serem vetores
linearmente independentes, e gerarem Ex. Ao pensarmos nessa base como uma k-upla
pσ1pxq, . . . , σkpxqq estamos definindo um frame linear de Ex, que já foi apresentado na
seção anterior.

Note que podemos aplicar essa ideia claramente no fibrado produto E “MˆRk.
Basta definir σipxq “ px, eiq, onde ei são os vetores da base canônica de Rk. O próximo
exemplo, é uma generalização do que acabamos de ver. Com intuito de facilitar essa
observação vamos considerar σipxq “ cipxq e chamar de seção canônica do fibrado produto.



Capítulo 3. Fibrados e Conexões 74

Exemplo 25. Seja π : E ÝÑM um fibrado vetorial suave. Se ψ : π´1
pUq ÝÑ U ˆ Rk é

uma trivialização local de E, podemos construir frames locais a partir dessa trivialização.
Para isso, defina σ1, . . . , σk : U ÝÑ E pondo σipxq “ ψ´1

px, eiq “ ψ´1
˝ cipxq.

Agora, precisamos verificar se σi são seções suaves linearmente independentes.
π ˝ σipxq “ π ˝ ψ´1

px, eiq “ π1px, e1q “ x. Como ψ é um difeomorfismo, segue que σi são
seções suaves e l.i. O diagrama abaixo ajuda na observação desse resultado

U ˆ Rk ψ´1
//

π1
%%

π´1pUq

π

��
U

Do exemplo 24 temos que cada frame linear está associado com uma trivialização
local.

Proposição 37. Um fibrado vetorial é trivial se, e somente se, admite uma frame global.

Demonstração. Suponha que π : E ÝÑM seja um fibrado trivial de posto k, então E –
M ˆ Rk. Assim, podemos definir o frame global como pciq, onde cipxq “ px, eiq. Por outro
lado, suponha que E admite um frame linear global, i.e, pσ1, . . . , σkq com σi : M ÝÑ E.
Defina uma aplicação ψ : M ˆRk

ÝÑ E pondo ψpx, v1, . . . , vkq “ v1σ1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` v
kσkpxq.

Note que, podemos expressar a inversa de ψ explicitamente por ψ´1
pviσipxqq “ pπpσipxqq, vq

para cada x PM e v P Rk. Portanto, ψ é um difeomorfismo e segue que E é um fibrado
vetorial trivial.

3.3.1 Operações com fibrados vetoriais

Os fibrados vetorias são mais fáceis de trabalhar do que os G-fibrados principais,
por causa da estrutura linear de suas fibras. Com isso, é natural que operações feitas em
espaços vetorias, como soma direta, produto tensorial e produto interno, sejam válidas para
fibrados vetoriais. Essa teoria pode ser encontrada com mais detalhes em (HATCHER,
2003).

Antes de definir a soma direta entre fibrados vetorias é necessário relembrar o
seguinte:

Lembremos, inicialmente, que dados V e U espaços vetorias sobre R, então a
soma direta desses dois espaços é denotada por V ‘ U . Além disso, se Ti : Vi ÝÑ Ui, com
1 ď i ď 2, são transformações lineres cujas matrizes associadas sãoA1 eA2, respectivamente,
temos que a soma direta dessas transformações é dada por

T :“ pT1 ‘ T2q : V1 ‘ V2 ÝÑ U1 ‘ U2
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definda por T pvq “ T1pvq`T2pvq “ T1pv1q`T2pv2q, onde v “ v1`v2 para vi P Vi e i “ 1, 2.
A matriz associada a T é dada por

A “ A1 ‘ A2 “

«

A1 0
0 A2

ff

Seguem abaixo alguns exemplos que envolvem operações com fibrados vetoriais e, posteri-
ormente, iremos definir a soma direta entre fibrados vetoriais.

Exemplo 26 (Fibrado Pullback). Sejam π : E ÝÑM um fibrado vetorial de posto k e N
uma variedade suave. Dada uma aplicação contínua f : N ÝÑ M , podemos construir o
fibrado pullback f˚E sobre N , definido por

f˚E “ tpn, vq P N ˆ E : fpnq “ πpvqu.

Também conhecido como fibrado induzido por f . Vamos mostrar que esse fibrado é de fato
um fibrado vetorial.

A aplicação π̃ : f˚E ÝÑ N , definida por π̃pn, vq “ n, é a restrição da projeção
π1 : N ˆ E ÝÑ N em f˚E e aplica sobrejetivamente f˚E em N . As fibras do fibrado
pullback são dadas por

π̃´1
pnq “ tpn, vq P nˆ E:

nfpnq “ πpvqu

“ pf˚Eqn

Note que, pf˚Eqn pode ser identificada com Efpnq, uma vez que Efpnq é o conjunto de
vetores v P E tais que fpnq “ πpvq. Claramente, Efpnq tem a estrutura de espaço vetorial
pois dados pn, v1q, pn, v2q P Efpnq temos que

λ1pn, v1q ` λ2pn, v2q “ pn, λ1v1q ` pn, λ2v2q

“ pn, λ1v1 ` λ2v2q.

Logo, pf˚Eqn tem a estrutura de um espaço vetorial de dimensão k.

Agora, considere ψ : π´1
pUq ÝÑ UˆRk, definida por ψpvq “ pπpvq, ξpvqq, onde

ξ : π´1
pUq ÝÑ Rk é uma aplicação linear sobre as fibras, uma trivialização local de E.

Seja V Ă N aberto tal que V “ f´1
pUq e defina

ψ̃ : π̃´1
pV q ÝÑ V ˆ Rk

pondo ψ̃pn, vq “ pn, proj2pψpvqqq, onde proj2pψpvqq “ ξpvq. inversa de ψ̃ é dada por
pn,wq ÞÝÑ pn, ψ´1

pfpnq, wqq. Então, ψ̃ é uma bijeção e, portanto, uma trivialização de
f˚E. Podemos representar f˚E como a união disjuntas de espaços vetorias, como segue

f˚E “
ğ

nPN

pf˚Eqn “
ğ

nPN

Efpnq.
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As funções de transição do fibrado pullback é induzida naturalmente pelas funções
de transição de E. Observe que, se tηαβ : α, β P Λu é a família de funções de transição
de E, temos que tηαβ ˝ f : α, β P Λu, onde f está restrita ao conjunto f´1

pUα X Uβq, é a
família de funções de transição de f˚E.

Exemplo 27. Sejam E “MˆRk o fibrado trivial, N uma variedade suave e f : N ÝÑM

uma aplicação contínua. Então

f˚E “ tpn, pq P N ˆ E : fpnq “ πppqu

“ tpn, x, vq P N ˆ pM ˆ Rk
q : fpnq “ xu

“ tpn, fpnq, vq : n P N e v P Rk
u

“ Grafpfq ˆ Rk

– N ˆ Rk

Corolário 4. Se E é um fibrado vetorial trivial, então f˚E é trivial.

Demonstração. Basta observar que E possui uma única trivialização ψ : E ÝÑM ˆ Rk.
Então ela induz a trivialização ψ̃ : f˚E ÝÑ f´1

pMq ˆ Rk em f˚E, como f´1
pMq “ N

segue, da proposição 37, que f˚E é um fibrado trivial.

Exemplo 28 (Produto Cartesiano). Sejam π1 : E ÝÑM e π2 : L ÝÑ N fibrados vetorias.
Dessa forma o cartesiano EˆL também é um fibrado vetorial com π :“ pπ1ˆπ2q : EˆL ÝÑ
M ˆN , onde cada fibra é dada por:

π´1
px, nq “ pπ1 ˆ π2q

´1
px, nq

“ π´1
1 pxq ˆ π

1
2pnq

“ Ex ˆ Ln.

Com a estrutura induzida naturalmente por E e L.

Finalmente, podemos definir a soma direta de dois fibrados vetorias, também
conhecida como soma de Whitney.

Exemplo 29 (Soma de Witney). Sejam E ÝÑM e L ÝÑM dois fibrados vetoriais. A
soma direta entre E e L, também conhecida como soma de Whitney, é denotada por E‘L
e suas fibras são dadas por pE ‘ Lqx “ Ex ‘ Lx para cada x PM .

Assim como no produto cartesiano de dois fibrados, a topologia e a estrutura
suave da soma de Whitney é induzida naturalmente pelas respectivas em E e L, tendo
em vista que se tηEαβ : α, β P Λu, onde Λ é um conjunto de índices, e tηLαβ : α, β P Λu são
as funções de transição de E e L, respectivamente, temos que tηEαβ ‘ ηLαβ : α, β P Λu é a
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família de funções de transição de E ‘ L, onde

pηEαβ ‘ η
L
αβqpxq “ ηEαβpxq ‘ η

L
αβpxq

“

«

ηEαβpxq 0
0 ηLαβpxq

ff

para todo x P Uα X Uβ.

Exemplo 30 (Produto Tensorial). Sejam π1 : E ÝÑ M e π2 : L ÝÑ M dois fibrados
vetoriais sobre M com posto k e l, respectivaamente. O produto tensorial entre eles é dado
por π : E b L ÝÑ M com π´1

pxq “ pE b Lqx “ Ex b Lx, para não ter ambiguidade os
produtos tensoriais das fibras de E e L precisam estar sobre o mesmo ponto base. Assim,
podemos expressar o fibrado tensorial da seguinte forma:

E b L “
ğ

xPM

pEx b Lxq

Considere tpψα, UαquαPΛ e tpϕα, UαquαPΛ as famílias de trivializações locais e tηEα uαPΛ e
tηLαuαPΛ as famílias de funções de transição de E e L, respectivamente. Então as triviali-
zações em E b L podem ser dadas pela família tpψα b ϕα, UαquαPΛ, onde

ψα b ϕα : π´1
1 pUαq b π

´1
2 pUαq ÝÑ Uα ˆ Rk

b Rl.

E, consequentemente, dados α, β P Λ, obtemos para cada ηEαβ : Uα X Uβ ÝÑ Glpkq e
ηLαβ : Uα X Uβ ÝÑ Glplq a seguinte função de transição em E b L :

ηEbLαβ : Uα X Uβ ÝÑ Glpklq.

Onde ηEbLαβ pxq “ ηEαβpxq b η
L
αβpxq.

Essa construção pode ser generalizada ao produto de n fibrados vetorias sobre a
mesma base. Dadas E1, . . . , En fibrados vetorias de posto finito sobre M , temos que

b
n
i“1Ei “

ğ

xPM

pb
n
i“1pEiqxq

e as funções de transição são dadas por bni“1η
Ei
αβ, para cada α, β P Λ.

De álgebra linear sabemos que o produto tensorial produz a álgebra exterior
através de uma aplicação linear que antissimetriza os tensores, então o mesmo acorre
com os fibrados vetoriais. Dessa forma, podemos falar de uma potência exterior de um
fibrado vetorial E que é dado por ΛnpEq “

ğ

xPM

ΛnpExq. Note que, a família de funções de

transição é dada por tηαβ ^ ¨ ¨ ¨ ^ ηαβ : α, β P Λu, onde

ηαβ ^ ¨ ¨ ¨ ^ ηαβ : Uα X Uβ ÝÑ R

tal que ηαβpxq^¨ ¨ ¨^ηαβpxq “ detpηαβpxqq. Com isso, esse fibrado tem posto 1, que também
é conhecido como fibrado determinante, uma vez que suas funções de transição são dadas
por determinantes.
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3.3.2 Produto interno

Lembremos de álgebra linear que um produto interno num espaço vetorial V
sobre R é uma forma bilinear simétria e definida positivamente, mais especificamente,
dizemos que uma forma bilinear simétrica 〈, 〉 : V ˆ V ÝÑ R é um produto interno se
satisfaz a seguinte condição:

〈v, v〉 ą 0, para todo v P V zt0u e 〈v, v〉 “ 0 ô v “ 0.

Definição 56. Um produto interno num fibrado vetorial real suave E ÝÑM de posto k é
uma aplicação 〈, 〉 : E ˆ E ÝÑ R, cuja restrição nas fibras é uma forma bilinear simétrica
e definda positivamente.

Mais especificamente, seja 〈, 〉 um produto interno em E, como para cada
x PM temos Ex – Rk, segue que 〈, 〉

|pExˆExq
: ExˆEx ÝÑ R é o produto interno induzido

pelo produto definido em Rk e que varia suavimente para cada x PM . Observe que, essa
variação suave depende de uma das seguintes condições equivalentes:

1. 〈, 〉 : E ˆ E ÝÑ R é suave;

2. A seção 〈, 〉 do fibrado vetorial pE b Eq˚ ÝÑM é suave;

3. Se σ1, σ2 são seções suaves de E, então a aplicação 〈σ1, σ2〉 : M ÝÑ R, onde
〈σ1, σ2〉 pxq “ 〈σ1pxq, σ2pxq〉, é suave;

4. Se ψα : π´1
pUαq ÝÑ UαˆRk uma trivialização local de E, então a função de valores

matriciais Bα : Uα ÝÑ Glpkq tal que〈
ψ´1
α px, vq, ψ

´1
α px,wq

〉
“ vtBαpxqw,

para todo x P Uα e v, w P Rk, é suave.

Note que, no ítem 2, o fibrado vetorial pEbEq˚ pode ser identificado com HomRpEˆE,Rq,
espaço de funções bilineares de valores reais definido em E ˆ E. Para ver isso, precismos
lembrar da propriedade universal da álgebra tensorial. Sejam Vi espaços vetoriais reais,
com 1 ď i ď k, e t : V1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vk ÝÑ V1b ¨ ¨ ¨ b Vk a aplicação k-linear canônica. Se existe
um espaço vetorial L e uma aplicação k-linear s : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vk ÝÑ L, então existe uma
única aplicação linear de V1 b ¨ ¨ ¨ b Vk em L, que faz o seguinte diagrama comutar:

V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vk
t //

s

))

V1 b ¨ ¨ ¨ b Vk

f
��
L



Capítulo 3. Fibrados e Conexões 79

i.e, f ˝ t “ s. Esse diagrama é muito usado pra mostrar isomorfismos linares. O mesmo
diagrama vale para os espaços duais e para produtos do tipo V1 ¨ ¨ ¨Vk ˆ V ˚1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ˚k .
Esse resultado segue de maneira análoga para fibrados vetorias, trocando Vi por Ei, com
isso obtemos o seguinte resultado:

Proposição 38. Sejam E um fibrado vetorial real de posto k e HomRpEˆE,Rq o espaço
das aplicações bilineares de E ˆ E em R. Então vale o isomorfismo (dimensão finita)
pE b Eq˚ – HomRpE ˆ E,Rq.

Demonstração. Seja t : E˚ ˆ E˚ ÝÑ E˚ b E˚ uma aplicação bilinear, dada por tpα, βq “
α b β com α, β P E˚. Defina a aplicação

s : E˚ ˆ E˚ ÝÑ HomRpE ˆ E,Rq

pα, βq ÞÝÑ spα,βq : E ˆ E ÝÑ R

pvx, wxq ÞÝÑ spα,βqpvx, wxq “ αpvxqβpwxq.

Onde vx, wx P Ex para cada x PM .

Note que, s é bilinear. De fato, considere k1, k2 P R, α1, α2, α3, α4 P E˚ e
vx, wx P Ex, então

spk1α1`α3,α2`k2α4qpvx, wxq “ rk1α1 ` α3spvxqrα2 ` k2α4spwxq

“ rk1α1pvxq ` α3pvxqsrα2pwxq ` k2α4pwxqs

“ k1α1pvxqα2pwxq ` k1k2α1pvxqα4pwxq`

` α3pvxqα2pwxq ` k2α3pvxqα4pwxq

“ k1sα1,α2pvx, wxq ` k1k2spα1,α4qpvx, wxq`

` spα3,α2qpvx, wxq ` k2spα3,α4qpvx, wxq.

Segue a bilinearidade de s. Então existe uma aplicação linear f : E˚ bE˚ ÝÑ HomRpE ˆ

E,Rq tal que f ˝ t “ s. Agora, basta mostrar que f é um isomorfismo linear. Considere
α, β P E˚ e fpα b βq “ 0, com isso

fpα b βqpvx, wxq “ 0

αpvxqβpwxq “ 0,
(3.19)

para todo vx, wx P Ex e x PM . Da igualdade 3.19 segue que αpvxq “ 0 ou βpwxq “ 0 para
cada x PM . Suponha que αpvxq “ 0, pela arbitrariedde de vx P Ex segue que α ” 0. Logo
α b β “ 0 e, com isso, f é injetora. Como dimRpE

˚
b E˚q “ dimR pHomRpE ˆ E,Rqq

temos pelo teorema do núcleo e da imagem que f é um isomorfismo linear.

A partir dessa proposição podemos tratar seções do fibrado pE b Eq˚ ÝÑM

como uma forma bilinear, em particular, um produto interno.
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Proposição 39. Todo fibrado vetorial real adimite um produto interno.

Demonstração. Assim como a demostração de existência de uma métrica riemanniana
em uma variedade suave, vamos usar partição da unidade para construir um produto
interno em um fibrado vetorial. Seja π : E ÝÑM um fibrado vetorial de posto k sobre M ,
considere ψα : π´1

pUαq ÝÑ UαˆRk uma trivializaçao local de E, onde tUα : α P Λu é uma
cobertura por abertos de M . Tome tfα : M ÝÑ r0, 1s : α P Λu um partição da unidade
subordinada a cobertura tUαu, então essas funções satisfazem as seguintes condições:

1. fα ě 0 em Uα e fα “ 0 em M ´ Uα;

2.
ÿ

αPΛ

fαpxq “ 1 para todo x PM .

Claramente podemos definir um produto interno em cada π´1
pUαq, induzido pelas triviali-

zações locais , como dada no item 4 apresentado logo acima. Então definimos globalmente
o produto interno em E como

〈vx, wx〉x “
ÿ

α

fαpxq
〈
ψ´1
α px, vq, ψ

´1
α px,wq

〉α
x

para todo x PM , vx, wx P π´1
pxq e v, w P Rk.

Com o produto interno bem definido nas fibras de um fibrado vetorial, podemos
falar de redução do grupo estrutural Glpkq para o subgrupo Opkq, onde as funções de
transição tem valores em Opkq. Isso é possível, pois com o produto interno podemos aplicar
o processo de ortogonalização de Gram-Schmitd nos frames lineares de cada fibra.

Lema 3. Seja E um fibrado vetorial e 〈, 〉E um produto interno definido em E e tUα, ψαu
um atlas para E. Então, para qualquer carta Uα existe referencial ortogonal tσα1 , . . . , σαk u
em cada fibra Ex, para todo x P Uα.

Com esse resultado podemos mostrar que as funções de transição tem seus
valores em Opkq. Pelo lema 3 dada uma trivialização ψα : π´1

pUαq ÝÑ Uα ˆ Rk podemos
obter um frame linear ortogonal tσα1 , . . . , σαk u para cada fibra Ex com x P Uα, com respeito
ao produto interno 〈, 〉E. Tome te1, . . . , eku a base canônica de Rk e ψαpσαpxqq “ px, vαi q,
assim existe uma única transformação linear T : Rk

ÝÑ Rk tal que T pvαi q “ ei.

Defina a seguinte trivialização, ϕα :“ pidUα ˆ T q ˝ ψα, como segue ilustrado:

π´1pUαq
ψα // Uα ˆ Rk idUαˆT// Uα ˆ Rk

tal que ϕαpσαi pxqq “ px, eiq. Assim, dados α, β P Λ temos

ϕα ˝ ϕ
´1
β px, vq “ px, η̃αβpxqvq.
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Onde η̃αβpxq “
´〈
σαi pxq, σ

β
j pxq

〉
E

¯

ij
é a matriz mudança que leva a base tσα1 , . . . , σαk u em

tσβ1 , . . . , σ
β
k u. Como as duas bases são ortogonais segue que η̃αβ P Opkq.

3.3.3 Orientação no fibrado vetorial

Lembremos da definição de orientabilidade em espaços vetoriais, inicialmente,
para depois expadirmos ao caso de fibrados vetorias.

Seja V um espaço vetorial sobre R de dimensão k ą 0. Dadas β “ teiuiďk e
β̃ “ tẽjujďk duas bases ordenadas de V , dizemos que β é equivalente a β̃ se, e somente se,

a matriz mudança de base tem determinante positivo, i.e, ẽj “
k
ÿ

i“1
Aijei com A P Gl`pkq “

tM P Glpkq : detM ą 0u. Dizemos que a base β tem a mesma orientação de β̃ quando
uma é equivalente a outra.

Equivalentemente, podemos definir uma orientação em V através de um ele-
mento não nulo da potência exterior, ΛkV . Primeiro, observe que dimRΛ

kV “ 1, então
ΛkV ´ t0u possui duas componentes conexas, i.e, ΛkV ´ t0u “ C1 Y C2 e essas duas
componentes vão separar o conjunto de todas as bases de V em dois conjuntos disjuntos.
Considere β “ tv1, . . . , vku uma base de V e assuma que β é orientada positivamente. Se
β̃ “ tṽ1, . . . , ṽku é uma outra base de V , segue que

ṽ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ṽk “ detpgqv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vk. (3.20)

Onde g P GLpkq é a matriz mudança de base de β para β̃. Sabemos que se β̃ tem a mesma
orientação de β, temos que detpgq ą 0, caso contrário detpgq ă 0. Dessa forma, podemos
definir uma relação de equivalência sobre o conjunto ΛkpV q ´ t0u, dada pela seguinte
relação: Chamando ω “ ṽ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ṽk e η “ v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vk, temos que

ω „ η ô Dg P GL`pkq : ω “ detpgqη (3.21)

É fácil ver que „ é uma relação de equivalência. Definindo

C1 “ rωs “
 

η P ΛkpV q ´ t0
(

: ω “ detpgqη, g P GL`pnqu,

obtemos que,

C2 “ ´rωs “
 

η P ΛkpV q ´ t0u : ω “ detpgqη, g P GL´pnq
(

.

Por isso, podemos definir uma orientação em V a partir de um elemento não nulo de
ΛkpV q.

Definição 57. Uma orientação em V é a escolha de uma das componentes conexas de
ΛkV ´ t0u.
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Definição 58. Seja π : E ÝÑM um fibrado vetorial suave de posto k. Uma orientação
para E é uma orientação em cada fibra Ex – Rk, a qual varia suavemente para cada
x PM .

Essa definição diz que se ψ : π´1
pUq ÝÑ U ˆ Rk é um trivialização local de E,

ψ preserva ou reverte a orientação, de acordo com a escolha da orientação em Rk, em cada
fibra.

Definição 59. Se E admite uma orientação, dizemos que E é orientável.

Lema 4. Seja π : E ÝÑ M um fibrado vetorial real suave. Então, E é orientável se,
e somente se, existe uma coleção tUα, ψαu de trivializações locais de E tal que ηαβ :
Uα X Uβ ÝÑ Gl`pkq, onde tηαβu é a família de funções de transição.

Lema 5. Seja π : E ÝÑ M um fibrado vetorial real suave. As seguintes afirmações são
equivalentes:

1. E é orientável.

2. Existe uma seção suave não nula ω do fibrado de linha ΛkE˚ “
ğ

xPM

ΛkE˚x

Vimos que ao definir um produto interno num fibrado vetorial podemos reduzir
o grupo estrutural Glpkq ao subgrupo Opkq. Quando o fibrado é orientável, podemos fazer
uma outra redução, de Opkq para SOpkq. Assim, temos outro resultado equivalente ao já
visto, se um fibrado é orientável, então as funções de transição possuem seus valores em
SOpkq.

3.4 Fibrados Associados
Neste tópico vamos mostrar como podemos associar um fibrado principal com

um fibrado vetorial.

Definição 60. Seja P um G-fibrado principal e F uma variedade suave que sofre uma
ação à esquerda de G, dada por rpf, gq “ gf para cada g P G e f P F . Então P 1 “ P ˆ F

sofre uma ação à direita de G, dada por Rgpp, fq “ ppg, g
´1fq para cada p P P , f P F e

g P G e o espaço quociente E “ P ˆG F é o fibrado associado à P com a fibra típica F .

Note que, a projeção π̃ : E ÝÑM , com π̃prp, f sq “ πppq, está bem definida. De
fato, se pq, f1q P rpp, fqs, classe de equivalência gerada pela ação de G em P ˆ F , temos
que, existe g P G tal que q “ pg e f1 “ g´1f . Então, π̃prq, f1sq “ πpqq “ πppq “ π̃prp, f sq.

Segue abaixo um dos exemplos mais clássicos sobre fibrado associado, o fibrado
tangente.
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Exemplo 31. Sejam BpMq o fibrado de bases (ou de referenciais), que já vimos que
é um GLpnq-fibrado principal. Mas aqui vamos considerar BpMq “ tpx, e1, . . . , enq :
e1, . . . , en é uma base de TxMu que é equivalente à definição apresentada no exemplo 20.
Tome Rn uma variedade diferenciável que, sofre uma ação à esquerda por GLpnq

GLpnq ˆ Rn
ÝÑ Rn

pg, vq ÞÝÑ g ¨ v
(3.22)

Considere, agora, uma ação à direita de GLpnq no produto BpMq ˆ Rn, definida por

GLpnq ˆ pBpMq ˆ Rn
q ÝÑ BpMq ˆ Rn

pg, pp, vqq ÞÝÑ pp, vq ¨ g “ pp ¨ g, g´1
¨ vq

(3.23)

Observe que essas ações ocorrem da seguinte forma:

1. Mudança ativa nos vetores da base de TxM

p ¨ g “ px, e1, . . . , enq ¨ pgijq

“

˜

x,
n
ÿ

i“1
gi1ei, . . . ,

n
ÿ

i“1
ginei

¸

“ px, e11, . . . , e
1
nq

(3.24)

2. Mudança passiva, pois estamos mudando as coordenadas de um mesmo vetor

g´1
¨ v “ pgijqv

“

˜

n
ÿ

j“1
g1jvj, . . . ,

n
ÿ

j“1
gnjvj

¸

.
(3.25)

Onde gij “ pgijq
´1. Então, o fibrado associado a BpMq com a fibra típica Rn é E “

pBpMq ˆ Rn
q{GLpnq. Defina a aplicação

F : E ÝÑ TM

rpp, vqs ÞÝÑ p ¨ v “
n
ÿ

i“1
viei P TπppqM

(3.26)

F está claramente bem definida. Agora dados rpp, vqs, rpq, wqs P E, se p ¨ v “ q ¨ w, temos
n
ÿ

i“1
viei “

n
ÿ

j“1
wj ẽj

n
ÿ

i“1
viei´

n
ÿ

j“1
wj ẽj “ 0

(3.27)
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Para que a equação 3.27 tenha sentido, precisa existir g P GLpnq tal que ẽj “
ÿ

i“1
gijej.

Então, substituindo ẽj em 3.27, obtemos

n
ÿ

i“1
viei ´

n
ÿ

j“1
wj

n
ÿ

i“1
gijei “ 0

n
ÿ

i“1

˜

vi ´ wj

n
ÿ

i“1
gij

¸

ei “ 0 ùñ vi “ wj

n
ÿ

i“1
gij ùñ wj “

n
ÿ

i“1
gijvi

(3.28)

Assim, q “ p ¨ g e w “ g´1
¨ v ñ rpp, vqs “ rpq, wqs. Logo, F é injetiva. A sobrejetividade

sai direto do fato de que, para todo p ¨ v P TM , temos que existe uma classe de equivalencia
rpp, vqs P E tal que F prpp, vqsq “ p ¨ v. Portanto, F é uma bijeção e TM é o fibrado
associado a BpMq com a fibra típica Rn.

Observe que, estavamos sobre um GLpnq-fibrado principal e passamos para um
fibrado vetorial, TM . E o processo inverso também ocorre, isto é, do fibrado tangente
conseguimos construir o fibrado de bases BpMq.

Os exemplos 21 e 31 são modelos para exemplos mais gerais, que veremos agora.

Exemplo 32 (Fibrado Vetorial). Sejam pP,M,Gq um G-fibrado vetorial e ρ : G ÝÑ

GLpV q uma representação de G, onde V é um espaço vetorial. Note que, ρ induz uma
ação de G à esquerda em V , dada por

ϕ : Gˆ V ÝÑ V

pg, vq ÞÝÑ ρpgqv.
(3.29)

Então também temos uma ação de G à esquerda em P ˆ V , logo E “ P ˆG V é o fibrado
associado a P com a fibra típica V . Pelo exemplo 21, podemos observar que E é um fibrado
vetorial.

As trivializações locais de P induzem as trivializações locais em E, sobre os
mesmos abertos de M , de tal forma que as funções de transição são preservadas. Com
efeito, como P é um G-fibrado principal temos que para cada x PM , existe uma vizinhança
U de x em M tal que ϕ : π´1

pUq ÝÑ U ˆ V é um difeomorfismo (as trivializações de P ).
Além disso, quando Uα X Uβ ‰ ∅, temos

ϕβ ˝ ϕ
´1
α : pUα X Uβq ˆG ÝÑ pUα X Uβq ˆG

px, gq ÞÝÑ px, ψβαpxqgq.
(3.30)

Onde ψβα são as funções de transição. Ao associarmos com o fibrado E, temos a projeção
natural π̃ : E ÝÑM e

ϕ̃ : π̃´1
pUq ÝÑ U ˆ V

rpp, vqs ÞÝÑ pπ̃ppq, ρpηppqqvq.
(3.31)
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Onde η é uma aplicação de π´1
pUq em G (ja foi enunciada na definição 45-item 3). E as

funções de transição são construídas da seguinte forma:

ϕ̃β ˝ ϕ̃
´1
α : pUα X Uβq ˆ V ÝÑ pUα X Uβq ˆ V

px, vq ÞÝÑ px, ρpψβαpxqqvq
(3.32)

Logo a função de transição em E, depende da função de transição em P . Observe a
aplicação ϕ̃ que, para cada x P M , existe um isomorfismo linear π̃´1

pxq ÝÑ xˆ V – V .
Portando, E é um fibrado vetorial.

Exemplo 33 (Fibrados de Referenciais de Fibrados Vetoriais). Nesta seção vamos genera-
lizar a ideia de fibrado de base, que vimos no exemplo 20. Para isso, considere π : E ÝÑM

um fibrado vetorial suave com a fibra Fk, onde F é igual a R ou C.

O fibrado de referenciais linares de E é o GLpk,Fq-fibrado associado a E,
definido pelo seguinte conjunto

BE “ tpx,E1, ¨ ¨ ¨ , Ekq : tE1, ¨ ¨ ¨ , Eku é uma base de Exu (3.33)

Para verificar que BE é, de fato, um GLpk,Fq-fibrado, basta realizar o mesmo
processo feito no exemplo 20.

3.5 Conexões
Esta seção aborda um dos assuntos mais tradicioniais da matemática, que é o

cálculo diferencial. Vimos que a variedade é localmente parecida com um espaço euclidiano
e com uma boa representação conseguimos falar de derivadas parciais de funções definidas
numa variedade. Agora, será que é possível extender a ideia de diferenciabilidade para
seções de um fibrado vetorial arbitrário? A resposta é sim, porém precisamos munir a
variedade com uma estrutura específica para que isso aconteça, que chamamos de conexões,
ao longo da seção esse nome fará mais sentido.

3.5.1 Conexões em fibrados principais

A teoria dessa seção pode ser encontrada em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016),
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963) e (BISHOP; CRITTENDEN, 1964). Quando necessário
será especificado a referência utilizada.

Definição 61. Seja π : P ÝÑM um G-fibrado principal e π˚ : TP ÝÑ TM a diferencial
de π. Definimos o subespaço vertical num ponto p P P como

Vp “ tX P TpP : π˚X “ 0u “ Ker
`

π˚|TpP
˘
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Observação 23. Os vetores verticas, X P Vp, podem ser pensados como aqueles que estão
somente na direção da fibra π´1

pπppqq e a escolha do subespaço vertical é canônica, no
sentido que, para cada espaço tangente TpP , existe um único subespaço vertical.

Definição 62. Definimos um subespaço horizontal como um subespaço de TpP , denotado
por Hp, tal que TpP “ Vp ‘Hp.

Observação 24. Diferentemente do subespaço vertical, a escolha do horizontal é não
conônica, uma vez que não tem uma escolha específica, e para todo Y P Hp temos que
π˚Y ‰ 0.

Definição 63. Uma conexão é uma escolha suave, para cada p P P , de um subespaço Hp

de TpP tal que TpP “ Vp ‘Hp e Hpg “ g ˚Hp.

Observação 25. A operação ˚, na definição 63, vem do seguinte fato: Uma vez que G age
à direita em P , podemos definir um difeomorfismo Rg : P ÝÑ P , denotado Rgppq “ pg.
Assim, pRgq˚p : TpP ÝÑ TpgP é um isomorfismo linear e usando curvas integrais obtemos
que pRgq˚pHp “ Hpg. Então, g ˚Hp “ pRgq˚pHp.

Podemos dar essa escolha através de uma mapa, como segue na definição abaixo.

Definição 64. Um conexão é uma escolha suave, para cada p P P , de uma aplicação
linear σp : TxM ÝÑ TpP com πppq “ x, satisfazendo duas condições

1. π˚ ˝ σp “ idTxM .

2. σpg “ g ˚ σp.

A segunda condição da definição acima é para que a ação do grupo G sobre a fibra também
ocorra em σp.

A equivalência dessas duas definições vem do fato de σp aplicar TxM isomorfi-
camente em Hp, i.e, para cada vetor tangente X P TxM temos um único vetor tangente
em Xp P TpP tal que σppXq “ Xp P Hp e ambas possuem a propriedade do elevador
(Hpg “ g ˚Hp e σpg “ g ˚ σp).

Definição 65. Seja γp : I ÝÑ P uma curva suave, para cada p P P . Dizemos que γp é
um curva horizontal se 9γpptq P Hp para todo t P I.

O próximo resultado nos fornece uma ferramenta que conecta as fibras ao longo
de uma curva. E essa "conexão"será dada para auxiliar na derivação de seções quando
estivermos falando sobre conexões em fibrados vetorias, porque nesse caso a noção de
espaço vetorial aparece e, por conseguinte, podemos falar de derivada direcional.
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Proposição 40. Sejam γ : I ÝÑM um curva suave em M e p P π´1
pγp0qq. Então existe

um único levantamente γ̃p de γ tal que γ̃p0q “ p.

Demonstração. A prova desse resultado pode ser encontrado em (BISHOP; CRITTENDEN,
1964).

Corolário 5. Se Hp é um conexão em P , com p P P , e γ : I ÝÑ M é uma curva
suave em M . Então existe um difeomorfismo Tγ : π´1

pγp0qq ÝÑ π´1
pγp1qq definido por

Tγppgq “ γ̃pgp1q “ g ˚ γ̃pp1q. Chamamos Tγ de transporte paralelo de γp0q à γp1q ao longo
de γ.

O corolário acima nos diz que um levantamento horizontal define um transporte
paralelo que é responsável por conectar as fibras, enviando biunivocamente um ponto de
uma fibra no ponto de outra fibra. A partir disso, veremos como é definido a derividade
direcional pela noção de limite em fibrados vetorias.

Exemplo 34. Considere P “ BM e γ : I ÝÑ M um curva suave com γp0q “ x.
Lembremos que BM “ tpx,E1, . . . , Enq : E1, . . . , En é uma base para TxMu. Vamos definir
o transporte paralelo em BM . Pela proposição 40 existe um único γ̃p : I ÝÑ BM ,
levantamento horizontal de γ, definido como

γ̃pptq “ px,E1ptq, . . . , Enptqq .

Pelo corolário 5 existe um difeomorsifmo Tγ : π´1
p0q ÝÑ π´1

p1q tal que

Tγ ppx,E1p0q, . . . , Enp0qq gq “ px, gi1Eip1q, . . . , ginEip1qq .

Onde g P Glpnq. Tγ transporta paralelamente os frames lineares de π´1
p0q para π´1

p1q.

γ̃p também é conhecido como referêncial paralelo, que será importante para
entendermos como o transporte paralelo ocorre em TM .

Assim como temos um fibrado principal associado com um fibrado vetorial,
temos o transporte paralelo num fibrado vetorial induzido pelo transporte paralelo num
fibrado principal.

Exemplo 35. Vimos que o fibrado de bases π : BM ÝÑM está associado com o fibrado
tangente TM . Então, para cada v P Tγp0qM com v “ viEip0q, o transporte paralelo de v
ao longo de γ pode ser dado por

T̃γ : Tγp0qM ÝÑ TγptqM

v “ rγ̃pp0q, rs ÞÝÑ viptqEiptq “ rγ̃pptq, rs.
(3.34)

Onde r “ pv1, . . . , vnq P Rn. Observe que, T̃γ transporta os frame linares e mantém as
coordenadas constantes.
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O exemplo 35 pode ser generalizado para qualquer fibrado associado. De fato,
dado P um fibrado principal e E o fibrado vetorial associado a P de posto n, podemos
definir o transporte paralelo de um vetor v P Eγp0q ao longo de γ, como

T̃γ : Eγp0q ÝÑ Eγptq

v “ rγ̃pp0q, rs ÞÝÑ viptqEiptq “ rγ̃pptq, rs.
(3.35)

Onde tE1ptq, . . . , Enptqu é um frame linear de Eγptq para cada t P I e r “ pv1, . . . , vnq P Rn.
Nesse caso, T̃γ é um isomorfismo linear.

Note que agora podemos analisar como uma seção local de um fibrado vetorial
(campo vetorial) varia na direção de um vetor tangente, ou seja, desejamos calcular a
derivada de um seção s : U ÝÑ π´1

pUq num ponto x0 P U na direção de v P Tx0M , onde
U é um aberto de M e π : E ÝÑM é um fibrado vetorial. Sabemos que existe uma única
curva γ : r0, 1s ÝÑM tal que γpt0q “ x0 e γ1pt0q “ v para algum t0 P r0, 1s, então calcular
a derivada de s na direção de v é o mesmo que calcular ao longo de γ. Pela definição de
derivada de cálculo, deveríamos ter

ps ˝ γq1p0q “ lim
tÑ0

spγptqq ´ spγp0qq
t

. (3.36)

Porém temos um problema nessa definição, uma vez que spγptqq P Eγptq e
spγp0qq P Eγp0q com Eγptq ‰ Eγp0q. Como podemos resolver esse problema? Usando o
transporte paralelo definido em 3.35. Então, podemos reescrever o limite definido em 3.36,
como

ps ˝ γq1p0q “ lim
tÑ0

T̃´1
γ pspγptqq ´ spγp0qq

t
. (3.37)

Como T̃´1
γ pspγptqq, spγp0qq P Eγp0q e Eγp0q é um espaço vetorial segue que T̃´1

γ pspγptqq ´

spγp0qq P Eγp0q. Observe que, T̃γpspγp0qq “ rσiptq, rs, onde pσiptqq é um frame linear de
Eγptq ao longo da curva γ.

A expressão definida em 3.37 será denotada por p∇vsqx0 , onde v “ γ1p0q,
também conhecida como derivada covariante. Como já vimos, podemos substituir as seções
por campos vetoriais, que denotaremos pelas letras X, Y ou Z, onde cada um são aplicações
de M em TM .

A definição de conexão como operador pode ser encontrado em (CARMO, 2019)
ou (BIEZUNER, 2015).

Definição 66. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Uma conexão em M

é uma aplicação R-linear ∇ : Γ pTMq ˆ Γ pTMq ÝÑ Γ pTMq, onde escrevemos ∇pX,Zq
como ∇XY , para todo X, Y P Γ pTMq e satisfaz as seguintes condições :

1. ∇X`YZ “ ∇XZ `∇YZ;
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2. ∇fXY “ f∇XY ;

3. ∇XpfY q “ XpfqY ` f∇XY (regra de Leibnez).

Para todo X, Y, Z P Γ pTMq e f P C8pMq.

A conexão pode ser representada em coordenadas, haja vista que dados X, Y P
Γ pTMq temos que

X “

n
ÿ

i“1
X i
Bi e Y “

n
ÿ

j“1
Y j
Bj.

Onde pBi|xq e pBj|xq são frames lineares de TxM , para cada x PM . Então,

∇XY “ ∇X

˜

n
ÿ

j“1
Y j
Bj

¸

“

n
ÿ

j“1
∇X

`

Y j
Bj
˘

“

n
ÿ

j“1
Y j∇XBj `

n
ÿ

j“1
XpY j

qBj

“

n
ÿ

j“1
Y j∇přni“1 X

iBiq
Bj `

n
ÿ

j“1
XpY j

qBj

“

n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
X iY j∇BiBj `

n
ÿ

j“1
XpY j

qBj

(3.38)

Note que, avaliando a equação 3.38 em x PM , obtemos

p∇XY qx “
n
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
X i
pxqY j

pxq p∇BiBjqx `

n
ÿ

j“1
rXxpY

j
qspxqBj|x (3.39)

e com isso, observamos que p∇XY qx depende apenas de X em x e Y ao longo da curva que
passa por x e possui vetor tangente Xx. Além disso, podemos escrever ∇BiBj, da última
igualdade em 3.38, em função dos frames lineares pBk|xq de TxM para cada x P M , da
seguinte forma

∇BiBj “

n
ÿ

k“1
Γ k
ijBk. (3.40)

Onde Γ k
ij são funções suaves, chamadas de símbolos de Christoffel.

Dessa forma, podemos descrever ∇XY como

n
ÿ

k“1

˜

n
ÿ

i“1
X iY kΓ k

ijBk `XpY
k
q

¸

Bk (3.41)

Proposição 41. Toda variedade suave possui uma conexão.
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Demonstração. Pelo o que foi mostrado acima, dada uma variedadeM e um atlas maximal
pUα, ϕαq, podemos definir uma conexão ∇α em cada Uα, usando a representação em
coordenadas. Uma vez que, M é paracompacto, podemos considerar uma partição da
unidade tgα : M ÝÑ r0, 1su subordinada a cobertura tUαu tal que

1. gαpxq “ 0, para todo x PM ´ Uα;

2.
ÿ

α

gαpxq “ 1, para todo x PM .

Agora, defina ∇ “
ÿ

α

gα∇α. Vamos mostrar que ∇ é uma conexão em M . Para isso, vamos

verificar apenas a regra de Leibniz dada no item 3 da definição 66. Dessa forma, dados
X, Y P Γ pTMq, f P C8pMq e x PM , temos

∇XpfY q “
ÿ

α

gα∇α
XpfY q

“
ÿ

α

gαrf∇α
XY `XpfqY s

“ f
ÿ

α

gα∇α
XY `

ÿ

α

gαXpfqY

“ f
ÿ

α

gα∇α
XY `XpfqY

ÿ

α

gα

“ f∇XY `XpfqY.

(3.42)

As outras condições da definição 66 seguem naturalmente do fato de ∇α ser um conexão.

Exemplo 36. Considere M “ Rn. Então, a conexão ∇ : Γ pTRn
ˆ Γ pTRn

q ÝÑ Γ pTRn
q

é dada por p∇XY qx “ dYxpXxq, para cada x PM , i.e, a derivada direcional do campo Y
na direção de Xx. Usando a representação em coordenadas da derivada direcional em Rn

temos

dYxpXxq “

n
ÿ

j“1

˜

n
ÿ

i“1
X i
x

BY j

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

x

¸

B

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

x
. (3.43)

Logo,

∇XY “
n
ÿ

j“1

˜

n
ÿ

i“1
XpY j

q

¸

B

Bxj
. (3.44)

Analisando esse resultado com a equação 3.41, obtemos que todos os símbolos de Christoffel
são nulos, Γ k

ij “ 0 para todo k, i, j.

A conexão definida em 66 pode ser generalizada para qualquer fibrado vetorial
E, que em algumas referências é tratada como derivada covariante.

Definição 67. Uma derivada covariante em E é uma aplicação linear

∇ : Γ pEq ÝÑ Γ pT ˚M b Eq (3.45)

tal que ∇pfsq “ df b s` f∇s, para todo f P C8pMq e s P Γ pEq.
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Essa definição é equivalente a 66, porém aqui estamos considerando os campos
vetoriais com seções do fibrado vetorial suave π : E ÝÑM .

3.5.2 Conexões Riemannianas

Vimos na seção anterior como é definido uma conexão num fibrado principal e,
posteriormente, associamos essa definição com a de transporte paralelo, que possibilitou a
apresentação do conceito de derivação de campos vetoriais. Nesta seção, vamos apresentar
a conexão de Levi-Civita ou Riemannina e mostrar a sua existência e unicidade.

Definição 68. Seja M uma variedade suave com uma conexão ∇. O tensor torção da
conexão ∇ é uma aplicação

T : Γ pTMq ˆ Γ pTMq ÝÑ Γ pTMq (3.46)

definida por T pX, Y q “ ∇XY ´∇YX ´ rX, Y s.

Definição 69. Dizemos que ∇ é simétrica quando T pX, Y q “ 0.

Agora veremos uma importante relação entre conexões e métricas riemannianas.

Definição 70. Seja pM, gq uma variedade riemanniana, onde g é a métrica. Dizemos que
uma conexão ∇ é compatível com métrica g quando

XgpY, Zq “ gp∇XY, Zq ` gpY,∇XZq (3.47)

Lembremos que a ideia da conexão é se comportar como a derivada direcional
em Rn, então a definição 70, basicamente, está garantindo que a conexão é compatível
com a métrica quando satisfaz a regra do produto interno. Com isso, podemos definir a
conexão de Levi-Civita.

Definição 71. Dizemos que ∇ é a conexão de Levi-Civita quando ∇ é simétrica e
compatível com métrica g.

Proposição 42. Seja pM, gq uma variedade riemanniana com a métrica g. Então existe
uma única conexão ∇ em M que é simétrica e compatível com g.

Demonstração. Suponha que ela existe, então vamos mostrar que é única. Como ∇ é
simétrica e compatível com a métrica, valem as seguintes igualdades

∇XY ´∇YX “ rX, Y s

∇YZ ´∇ZY “ rY, Zs

∇ZX ´∇XZ “ rZ,Xs

(3.48)



Capítulo 3. Fibrados e Conexões 92

e
gp∇XY, Zq ` gpY,∇XZq “ XgpY, Zq

gp∇YZ,Xq ` gpZ,∇YXq “ Y gpZ,Xq

gp∇ZX, Y q ` gpX,∇ZY q “ ZgpX, Y q.

(3.49)

Somando as duas primeiras igualdades de (3.49) e depois usando a primeira e terceira
igualdade em (3.5.2) , obtemos

gp∇XY, Zq ` gpY, ∇XZq ` gp∇Y Z, Xq ` gpZ, ∇XXq “ XgpY, Zq ` Y gpZ, Xq

gp∇XY, Zq ` gpZ, ∇XY ´ rX, Y sq ` gpY, ∇ZX ´ rZ, Xsq ` gp∇ZY ´ rY, Zs, Xq “ XgpY, Zq ` Y gpZ, Xq

2gp∇XY, Zq ` gp∇ZY, Xq ` gpY, ∇ZXq ´ gpZ, rX, Y sq ´ gpY, ∇ZXq ´ gprY, Zs, Xq “ XgpY, Zq ` Y gpZ, Xq

2gp∇XY, Zq ` ZgpY, Xq ´ gpZ, rX, Y sq ´ gpY, rZ, Xsq ´ gprY, Zs, Xq “ XgpY, Zq ` Y gpZ, Xq.

Com isso, temos que

2gp∇XY, Zq “ XgpY, Zq`Y gpZ,Xq´ZgpY,Xq`gpZ, rX, Y sq`gpY, rZ,Xsq`gprY, Zs, Xq.

Logo, podemos escrever o produto do campo ∇XY pelo campo Z sem depender da conexão
∇, então segue a unicidade. Mais especificamente, se ∇̃ é outra conexão de Livi-Civita,
temos que

2gp∇XY, Zq ´ 2gp∇̃XY, Zq “ 0

gp∇XY, Zq “ gp∇̃XY, Zq.
(3.50)

Portanto, ∇ “ ∇̃.

Por fim, para mostrar a existência, bastar definir uma aplicação

C : Γ pTMq ˆ Γ pTMq ˆ Γ pTMq ÝÑ Γ pTMq

dada por CpX, Y, Zq “ 2gp∇XY, Zq e verificar que satisfaz todas as propriedades de uma
conexão.

3.5.3 1-forma de Conexão

Nessa seção vamos definir conexão como uma 1´forma com valores na Álgebra
de Lie do grupo de Lie associado, para as informações omitidas basta acessar (LAWSON;
MICHELSOHN, 2016).

Definição 72. Seja G um grupo de Lie. O espaço tangente à G na identidade, TeG, é
chamado de Álgebra de Lie associado ao grupo G. Comumente é denotado por g.

Da teoria de grupo de Lie, sabemos que G é uma variedade suave, então os
resultados de variedades são válidos para o grupo G. Dessa forma, dado A P g, existe ε ą 0
e uma curva suave γ : p´ε, εq ÝÑ G tais que γp0q “ e e 9γp0q “ A.
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Considerando P um G-fibrado principal, P sofre uma ação à direita livre e
transitiva por G, com isso, podemos considerar a aplicação

p : G ÝÑ P

definida por ppgq “ pg, para cada p P P .

Observação 26. Na definição de p houve um abuso de notação, mas estamos apenas
representando a aplicação que fixa o ponto p P P e varia os elementos do grupo.

Note que, p é aplica G difeomorficamente em π´1
pπppqq. De fato, dados g1, g2 P

G, se ppg1q “ ppg2q temos que

pg1 “ pg2

p “ pg2g
´1
1

ppeq “ ppg2g
´1
1 q

(3.51)

Uma vez que a ação que G opera em P é livre, obtemos que g2g
´1
1 “ e, então g1 “ g2 e,

com isso, p é injetiva. A sobrejetividade é consequência direta da transitividade da ação
de G em P . Portanto, p é bijetiva, como estamos sobre variedades suaves, segue que p é
um difeomorfismo.

O push-forward de p na identidade e P G, pp˚qe : g ÝÑ TpP , aplica cada A P g
em XA

p P Vp, para cada p P P , onde Vp é o subespaço vertical de TpP . Observe que,
pp˚qeA “ pp ˝ γq

1
p0q, onde γ̃ :“ pp ˝ γq : p´ε, εq ÝÑ P é uma curva que está inteiramente

contida na fibra π´1
pπppqq. Logo, 9̃γp0q “ V erpXA

p q P Vp. Como a aplicação p é um
difeomorfismo segue que pp˚qe : g ÝÑ Vp é um isomorfismo linear.

Definição 73. Definimos a aplicação

ωp : TpP ÝÑ g

pondo ωppXA
p q “ A. Chamamos ωp de 1-forma de conexão com valores na álgebra de Lie

g.

Note que, dado XA
p P TpP e escolhendo a conexão Hp em P , podemos fazer

uma única decomposição de XA
p como soma da componente horizontal e vertical, mais

especificamente,
XA
p “ HorpXA

p q ` V erpX
A
p q.

Onde HorpXA
p q P Hp e V erpXA

p q P Vp.

Observação 27. Podemos pensar em ωp como a projeção do vetor XA
p na sua componente

vertical V erpXA
p q, gerada através do isomorfismo linear pp˚qe. Uma vez que, ωp se preocupa
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apenas com a componente vertical de XA
p segue que Kerpωpq “ Hp, onde Hp é o subespaço

horizontal de TpP ou, equivalentemente, a conexão em P .
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4 Estrutura Spin

Vimos na seção 3.3 que um fibrado vetorial é orientável se podemos reduzir
as funções de transição ao grupo Gl`pnq ou, equivalentemente, se suas imagens per-
tencem estritamente ao grupo ortogonal especial SOpnq, uma vez que sempre podemos
ortonormalizar os referenciais.

A teoria completa sobre estrutura spin pode ser acessada usando o livro
(LAWSON; MICHELSOHN, 2016). O fibrado principal denotado por PSOpEq é o fibrado
de referenciais ortogonais cujo grupo estrutural é o SOpnq associado ao fibrado vetorial E.

Definição 74. Suponha que n ě 3. Então uma estrutura Spin em E é um Spinpnq-fibrado
principal, denotado por PSpinpEq, junto com um recobrimento duplo

Λ : PSpinpEq ÝÑ PSOpEq (4.1)

Tal que Λppgq “ Λppqλpgq para cada p P PSpinpEq e g P Spinpnq, onde λpnq :
Spinpnq ÝÑ SOpnq é um recobrimento duplo.

Observação 28. Da definição acima, temos que uma condição necessária para que um E

fibrado vetorial tenha uma estrutura spin é a existência de um SOpnq-fibrado principal tal
que PSpinpEq é um recobrimento duplo de PSOpEq

Podemos analisar a definição 74 pelo seguinte diagrama

Spinpnq SOpnq

PSpinpEq PSOpEq

M

λ

π

Λ

π1

Feito isso, o fato de Λ ser um recobrimento duplo vem diretamente de λ ser um
recobrimento duplo, uma vez que toda fibra de PSOpEq é isomorfa a SOpnq e o mesmo
ocorre com o fibrado PSpinpEq, então as propriedades que λ possui são enviadas a Λ de
maneira natural, fazendo com que Λ seja um recobrimento duplo.

Podemos induzir as funções de transição de PSOpEq através das funções de tran-
sição de PspinpEq, usando o diagrama acima. Dessa forma, dadas ηαβ : UαXUβ ÝÑ Spinpnq

e η̃αβ : Uα X Uβ ÝÑ SOpnq as funções de transição de PspinpEq e PsopEq respectivamente,
com Uα, Uβ ĂM abertos, obtemos o seguinte diagrama comutativo
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Uα X Uβ ˆ Spinpnq

��

// Uα X Uβ ˆ Spinpnq

��
Uα X Uβ ˆ SOpnq // Uα X Uβ ˆ SOpnq

onde,

px, gq
_

��

� // px, ηαβpxqgq_

��
px, λpgqq � // px, η̃αβpxqλpgqq “ px, λpηαβpxqgqq

Logo, η̃αβ “ λ ˝ ηαβ.

4.1 Fibrados de Clifford e Operador de Dirac
Para falarmos sobre os fibrados de Clifford precisamos voltar ao assunto de

fibrados associados da seção 3.4, com intuito de trazer a intuição da construção desse novo
fibrado que apresentaremos.

Considere M uma variedade suave de dimensão n, sabemos pelo exemplo 31
que TM é o fibrado associado ao fibrado de bases BM , que é um Glpnq-fibrado principal.
A relação de equivalência que associa TM com BM , pode ser escrita como TM “

PGlpMq ˆρ Rn, onde ρ : Glpnq ÝÑ Glpnq, definida por ρpgqpvq “ gv, e PGlpMq “ BM . As
funções de transição de TM são dadas pela composição das funções de PGlpMq com a
representação ρ e isso ocorre em todos os fibrados associados.

Exemplo 37. Da mesma forma que vimos para fibrado tangente, TM , temos para o fibrado
cotangente, T ˚M , com pequenas alterações , uma vez que T ˚M “ PGlpMq ˆρ˚ pRn

q
˚, onde

ρ˚pgqpvq “ pg´1
q
tv, para g P Glpnq e v P Rn.

Exemplo 38. No capítulo de fibrados vimos algumas operações, dentre elas o produto
tensorial e a potência exterior de fibrados vetorias, consequentemente temos um fibrado
associado para cada um deles, com as mudanças equivalentes na representação e na fibra
associada. Dessa forma, obtemos

r
â

s

TM “ PGl ˆbrsρ
r
â

s

Rk. (4.2)

Onde brsρ : Glpnq ÝÑ Glpnq
â

Rk é definida por

b
r
sρpgqpv1 b ¨ ¨ ¨ b vs b α

1
b ¨ ¨ ¨ b αrq “ gpv1q b ¨ ¨ ¨ gpvsq b α

1
b ¨ ¨ ¨ b αr.

Com vi P Rn e αj P pRn
q
˚ para 1 ď i ď s e 1 ď j ď r.

Agora, analisando a k-ésima potência exterior do fibrado tangente e cotangente,
temos que

ΛkTM “ PGlpMq ˆΛkρ Λ
kRn. (4.3)
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Onde Λkρ : Glpnq ÝÑ GlpΛkRn
q é definida por

Λkρpgqpv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vkq “ gpv1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ gpvkq “ detpgqv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vk

.

Assim, como no exemplo 37 temos que ΛkT ˚M “ PGlpMq ˆΛkρ˚ Λ
k
pRn

q
˚

Partindo dessa ideia e considerando que toda transformação ortogonal em Rn

induz uma transformação ortogonal em AutpClnq, obtemos a seguinte representação

θpρq : SOpnq ÝÑ AutpClnq (4.4)

e, com isso, podemos induzir o fibrado de Clifford de maneira análoga aos exemplos
anteriores.

Definição 75. Seja E um fibrado vetorial orientável. Definimos o fibrado de Clifford de
E como

ClpEq “ PSOpEq ˆθpρq Cln. (4.5)

Associado a representação θpρq.

Em fibrados principais, as fibras possuem, a partir da escolha da identidade,
uma estrutura de um grupo de Lie que age à direita no espaço base, no caso do fibrado
de Clifford as fibras vão possuir estrutura da Álgebra de Clifford associado a cada fibra
de E, que sabemos por 3.3, são espaços vetoriais com métrica, em particular, com uma
forma quadrática. Claramente os resultados apresentados na seção 2.1 são verificados para
o ClpEq. Mais detalhes dessa validação podem ser encontrados no Lawson.

Naturalmente, pela construção que acabamos de fazer de ClpEq, podemos falar
sobre fibrado spinor, que basicamente, é um fibrado de Clifford com uma estrutura de
Cln-módulo, restrito ao grupo Spinpnq.

Definição 76. Sejam E um fibrado vetorial orientável e F : PSpinpEq ÝÑ PSOpEq a sua
estrutura spin. Definimos um fibrado spinor real de E pela seguinte igualdade:

SpEq “ PSpinpEq ˆf W. (4.6)

Onde f : Spinpnq ÝÑ GLpW q é uma representação de Spin(n) e W é um Cln-módulo.

Agora, analisando os fibrados de Clifford da definição 75, faz sentido pensarmos
em Cln como um módulo sobre si mesmo, ou seja, considerar uma aplicação l : Cln ÝÑ
AutpClnq, onde para cada ϕ P Cln, obtemos lpϕqpψq “ ϕψ, para todo ψ P Cln. Ao
restringir l a Spinpnq, conseguimos contruir um exemplo de fibrado spinor, dada por

ClspinpEq “ PspinpEq ˆl Cln (4.7)
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Análogo à construção do fibrado spinor 4.7, podemos dar uma nova caracteri-
zação do fibrado de Cliffor em 75. Isso resume-se em analisar a relação da representação
Ad : Spinpnq ÝÑ AutpClnq, definida por Adgpϕq “ gϕg´1, para todo g P Spinpnq e
ϕ P Cln, com a aplicação de recobrimento λ : Spinpnq ÝÑ SOpnq, que pela seção 2.1,
sabemos que λpgqpvq “ gvg´1 para todo g P Spinpnq e v P Rn. Então, Adgpvq “ λpgqpvq,
com isso ao estender λpgq pela representação θpρnq e como Ad é um homomorfismo segue
que θpρqpλpgqq “ Adg para cada g P Spinpnq. Equivalentemente, estamos dizendo que o
seguinte diagrama comuta

Spinpnq

λ
��

Ad // AutpClnq

SOpnq
θpρq

88

i.e, θpρq ˝ λ “ Ad. A partir disso é possível associar os seguintes fibrados

ClpEq “ PSOpEq ˆθpρq Cln e PSpinpEq ˆAd Cln (4.8)

Proposição 43. Seja E um fibrado vetorial orientável sobre um variedade suave M . Então
ClpEq – PSpinpEq ˆAd Cln.

Demonstração. Sabemos pelo diagrama acima que as funções de transição de PspinpEq são
dadas por ηαβ e as de PSOpEq por η̃αβ “ λ ˝ ηαβ. Além disso, temos que Ad ˝ ηαβ são as
funções de transição de PspinpEq ˆAd Cln e θpρq ˝ η̃η são as de PSOpEq ˆθpρq Cln.

Agora, observe que

θpρq ˝ η̃αβ “ θpρq ˝ pλ ˝ ηαβq

“ pθpρq ˝ λq ˝ ηαβ

“ Ad ˝ ηαβ

(4.9)

Logo, as funções de transição de PSpinpEqˆAdCln e de ClpEq são iguais e, pela proposição
32, obtemos, portanto, que ClpEq – PSpinpEq ˆAd Cln.

Observação 29. Os fibrados de Clifford geram uma outra categoria de fibrados, uma vez
que, podemos pensar neles como Cln-fibrados principais. As ações de Cln à direita em
PSpin e PSOpEq e à esquerda em Cln ocorrem de maneira natural e, com isso, satisfazem
todas as condições para serem um fibrado principal porém, em vez de ser sobre um grupo,
como vimos na seção 3.2, será sobre um Cln (como um módulo sobre si mesmo).

4.1.1 Conexão em Fibrados Spinores

Na seção 3.5 vimos que podemos induzir a conexão de um G-fibrado principal
a um fibrado associado, da mesma forma para definirmos uma conexão em fibrados
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spinores vamos definir um conexão em PSOpEq, depois induzir uma conexão em ClpEq e,
consequentemente, em SpEq. Considerando que E é um fibrado vetorial orientável.

Alguns resultados apresentados a seguir estão com as provas omitidas, haja
vista que a maioria deles utiliza-se de argumentos não expostos neste trabalho, mas todos
se encontram em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016).

Considere P “ PSOpEq. Sabemos que a Álgebra de Lie de SOpnq é a álgebra
das matrizes de ordem n anti-simétricas, denotada por sopnq. Então pela definição 73, a
1-forma de conexão em P é dada pela aplicação ωppXA

p q “ A P sopnq, para cada p P P e
XA
p P TpP .

Proposição 44. Seja ω : TP ÝÑ sopnq uma 1-forma de conexão em PSOpEq. Então ω
determina uma única derivada covariante em E pela regra

∇si “
n
ÿ

j“1
ω̃ji b sj (4.10)

onde σ “ psiqni“1 é uma família de seções locais ortogonais (frame lineares) de E, i.e, uma
seção local de PSOpEq e ω̃ “ σ˚ω.

Observação 30. Note que, se σ P Γ pPSOpEqq temos que σ˚ : ΩpTP, sopnqq ÝÑ ΩpTM, sopnqq

e pσ˚ωqji “ ω̃ji P T
˚M .

A derivada covariante determinada em 44 satisfaz a seguinte propriedade:

X 〈s, s1〉 “ 〈∇Xs, s
1〉` 〈s,∇Xs

1〉 (4.11)

onde s, s1 P Γ pEq, X P Γ pTMq e 〈¨, ¨〉 é o produto interno em E.

Por outro lado, qualquer derivada covariante em E que satisfaz a condição 4.11,
determina uma única 1-forma de conexão. Observe que a condição em 4.11 é equivalente a
definição 70, ou seja, estamos falando que essa derivada covariante é compatível com o
produto interno em E.

Lembrando de fibrados associados a fibrados vetoriais através de uma repre-
sentação do grupo estrutural, como está feito no exemplo 32, podemos munir um fibrado
associado com uma 1-forma de conexão fazendo o pushforward da representação. De fato,
considere π : P ÝÑM um G-fibrado principal, ρ : G ÝÑ SOpnq uma representação de G
e ωp um conexão 1-forma em P . Sabemos que

Eρ “ P ˆρ Rn

é um fibrado vetorial associado a P pela representação ρ. Também temos o fibrado de
referenciais ortogonais de Eρ, que é dado por
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P pEρq “ P ˆρ SOpnq

A pergunta é: Como induzir uma conexão em P pEρq a partir de uma conexão
τ em P , onde τp “ Kerωp? Primeiro, notemos que τ se estende naturalmente para um
conexão em P ˆ SOpnq, uma vez que, dado p P P e e P SOpnq, com e sendo a identidade,
temos que Tpp,eq pP ˆ SOpnqq “ Tpˆsopnq. Assim, definimos uma conexão τ̃ em PˆSOpnq,
associada a ω̃ 1-forma de conexão em P ˆ SOpnq, para cada p P P e g P SOpnq, como

τ̃pp,gq “ Kerpω̃pp,gqq

“ tpXp, ωppXpqq : ωppXpq “ 0u

“ tpXp, 0q : Xp P τpu

“ pτp, 0q

(4.12)

Agora, tomando p : P ˆ SOpnq ÝÑ P pEρq a projeção canônica do quociente, definimos a
conexão em P pEρq por τρ “ p˚τ̃ e chamamos τρ de induzida por τ .

Além disso, existe um mergulho que aplica P em P pEρq, dado pela seguinte
aplicação

i : P ÝÑ P pEρq

pondo ippq “ rpp, eqs, para cada p P P . A partir disso, podemos olhar para P como um
subconjunto de P pEρq.

A próxima proposição diz que sempre podemos induzir uma conexão no fibrado
associado pelo pushforward da representação.

Proposição 45. Sejam ω uma conexão forma em pP,G,Mq e ρ : G ÝÑ SOpnq uma
representação. Considere ωρ a correspondente 1-forma de conexão induzida em P ˆρ G.
Então considerando que P Ă P ˆρ G temos que

ωρ

ˇ

ˇ

ˇ

P
“ ρ˚ω. (4.13)

Onde ρ˚ : g ÝÑ sopnq é o homomorfismo de Álgebras de Lie associado ρ.

A partir da proposição 45 e sabendo que o fibrado de Clifford, definido em 75,
é em linhas gerais um fibrado com uma estrutura de Cln-módulo associado a um fibrado
vetorial, logo, temos uma representação envolvida e, como já foi definida em 4.4, ela é
dada por θpρq : SOpnq ÝÑ AutpClnq. Então, podemos usar a proposição anterior para
definir uma 1-forma de conexão em ClpEq, considerando que E é um fibrado vetorial suave
munido com uma conexão riemanniana, equivalentemente, uma 1-forma de conexão τ em
PSOpEq.

Para isso, precisamos calcular o pushforward de θpρq.
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θpρq˚ : sopnq ÝÑ DerpClnq.

Onde DerpClnq é a Álgebra de Lie das derivações, i.e, para cada A P sopnq e
ϕ, ψ P Cln, obtemos

pθpρq˚Aq pϕ ¨ ψq “ pθpρq˚Aq pϕq ¨ ψ ` ϕ ¨ pθpρq˚Aq pψq (4.14)

Com isso, usando as proposições 44 e 45, podemos definir a derivada covariante em ClpEq.

Proposição 46. A derivada covariante ∇ em ClpEq age como uma derivação na álgebra
de seções

∇pϕ ¨ ψq “ p∇ϕq ¨ ψ ` ϕ ¨ p∇ψq (4.15)

para todo ϕ, ψ P Γ pClpEqq.

Corolário 6. Os subfibrados Cl0pEq e Cl1pEq são preservados por ∇. Além disso, a forma
de volume ω “ e1 ¨ ¨ ¨ en é globalmente paralelo, i.e,

∇ω “ 0 (4.16)

Portanto, quando n – 3 ou pmod4q, os autofibrados Cl˘pEq “ tϕ P ClpEq : ωϕ “ ˘ϕu
são preservados por ∇.

Assim como definimos a derivada covariante em ClpEq, podemos definir no
fibrado spin, SpEq, da mesma forma. Supondo que E é um fibrado vetorial orientável, então
possui uma estrutura spin, definida por Λ : PSpinpEq ÝÑ PSOpEq, e SpEq “ PspinpEqˆλM ,
onde λ : SpinpMq ÝÑ SOpMq com M sendo um Cln-módulo. Dessa forma, a conexão
τ P PSOpEq induz uma conexão τ̃ através de Λ.

Observação 31. O grupo de Lie Spinpnq tem a mesma dimensão de S0pnq, conse-
quentemente os espaços tangentes em qualquer ponto tem a mesma dimensão. Então
λ˚1 : spinpnq ÝÑ sopnq é um isomorfismo linear, i.e, spinpnq – sopnq.

O seguinte diagrama é comutativo:

spinpnq sopnq

TPSpinpEq TPSOpEq

TM

λ˚1

ω̃

π˚

Λ˚

ω

π1˚

tal que ω̃ “ Λ˚ ˝ ω, onde ω é uma conexão em PSOpEq e ω̃ é a induzida em PspinpEq.
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Proposição 47. A derivada covariante ∇ em SpEq age como uma devirada com respeito
a estrutura de módulo sobre ClpEq, i.e,

∇pϕ ¨ σq “ p∇ϕq ¨ σ ` ϕ ¨ p∇σqq (4.17)

para qualquer ϕ P Γ pClpEqq e σ P Γ pSpEqq.

Para o próximo exemplo, considere a seguinte definição:

Definição 77. Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional. Dizemos que M é
uma variedade spin se o fibrado tangente de M admite estrutura spin.

Exemplo 39. Seja M uma variedade suave de dimensão n. Ao considerar E “ TM

o fibrado tangente de posto n orientável podemos reduzir a ação de Glpnq sobre os seus
referenciais linares ao grupo SOpnq, gerando o fibrado de referenciais ortogonais PSOpTMq,
que vamos denotar apenas por PSOpMq. Consequentemente, temos que ClpMq é o fibrado
de Clifford sobre M .

Assumindo que PSOpMq está munido com uma conexão e ∇ a sua derivada
covariante associada. Então podemos definir o tensor torção em M , exatamente como foi
definido em 68, onde para cada X, Y P Γ pTMq temos que

T pX, Y q “ ∇XY ´∇YX ´ rX, Y s

Teorema 10. Seja PSOpMq o fibrado de referencias tangentes de um variedade riemanni-
ana M . Então existe uma única conexão em PSOpMq com a propriedade que T pX, Y q “ 0,
para todo X, Y P Γ pTMq.

Essa é a conexão de Levi-Civita, definida em 71. Além disso, ela pode ser
induzida de maneira canônica a ClpMq, uma vez que temos o seguinte isomorfismo linear
ClpMq – Λ˚pRn

q. Se M admite uma estrutura spin, então conseguimos induzir essa
conexão em PspinpMq e, consequentemente, a qualquer fibrado spinor real associado a
PspinpMq.

Agora podemos definir o que é um operador de Dirac e como este se relaciona
com os fibrados de Clifford. Para isso, considere M uma variedade riemanniana com o
fibrado de Clifford ClpMq e S um fibrado de módulos a esquerda sobre ClpMq, já vimos
na seção anterior como que S age em ClpMq. Supondo que ∇ é a conexão rimanniana
definida em S, temos a seguinte definição.

Definição 78. Seja ∇ a conexão mencionada no paragráfico acima. Definimos o Operador
de Dirac de S pelo operador diferencial

D : Γ pSq ÝÑ Γ pSq (4.18)
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definido por Dσ “
n
ÿ

j“1
ej∇ejσ, onde ς “ pe1, ¨ ¨ ¨ enq é um referencial linear ortogonal de

TM e a operação entre ej e σ é o produto de Clifford sobre a estrutura do módulo S. O
operador D2 é chamado de Laplaciano de Dirac.

É necessário que o fibrado S tenha duas propriedades adicionais para definirmos
um fibrado de Dirac. A primeira, que já foi mencionada no capítulo 2, na proposição 31,
exige que a multiplicaçõ de Clifford por um vetor unitário em TM seja ortogonal, i.e, em
cada x PM , temos que

〈uσ1, uσ2〉 “ 〈σ1, σ2〉 . (4.19)

Para todo σ1, σ2 P Sx e para todo u P TxM com ‖ u ‖“ 1.

A igualdade em 4.19 nos fornece uma outra condição equivalente, sabendo que
u P TxM Ă ClpTMq, então u2

“ ´ ‖ u ‖ ¨1 “ ´1. Assim,

〈uσ1, σ2〉 “ 〈uuσ1, uσ2〉

“
〈
u2σ1, σ2

〉
“ ´ 〈σ1, uσ2〉

〈uσ1, σ2〉` 〈σ1, uσ2〉 “ 0

(4.20)

A outra propriedade, exige que a derivada covariante em S seja uma derivação
sobre o módulo, i.e,

∇pϕσq “ p∇ϕqσ ` ϕ p∇σq (4.21)

para todo ϕ P Γ pClpMqq e σ P Γ pSq.

O fibrado de spinores SpEq possui todas essas propriedades, além de ser um
fibrado de módulos a esquerda sobre ClpEq. Então vamos considerar S como um fibrado
de spinores.

Definição 79. O fibrado de Dirac sobre uma variedade riemanniana M é o fibrado de
spinores S sobre ClpMq junto com uma métrica riemanniana e uma conexão em S que
satisfaz 4.20 e 4.21.

Observação 32. Pela definição 79 temos que todo fibrado de spinores é um fibrado de
Dirac.

O produto interno em Γ pSq, induzido por 〈¨, ¨〉 que é compatível com a estrutura
de módulo em ClpMq, é definido por

pσ1, σ2q ”

ż

M

〈σ1, σ2〉 (4.22)
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Proposição 48. O operador de Dirac de qualquer fibrado de Dirac sobre uma variedade
rimanniana é auto-adjunto, i.e, pDσ1, σ2q “ pσ1, Dσ2q.

Demonstração. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016), página 115.

Exemplo 40. Seja M “ Rn e S “ Rn
ˆ V , onde V é um Cln-módulo a esquerda, i.e,

para x P Rn temos que Sx “ txu ˆ V – V sofre uma ação de Cln à esquerda. Neste caso,
o fibrado de Clifford ClpMq é a união disjunta de txtˆCln – Cln para x P Rn. Então, o
operador de Dirac de S, D : Γ pSq ÝÑ Γ pSq, é definido em coordenadas locais, como

D “

n
ÿ

k“1
γk

B

Bxk
(4.23)

onde γk : V ÝÑ V satisfaz γjγk ` γkγj “ ´2δjk para todo j, k ď n.

O laplaciano de Dirac é dado por

D2
“M ¨idV (4.24)

onde M“ ´
n
ÿ

k“1

B2

Bx2
k

.
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5 Imersões Isométricas

Neste capítulo vamos apresentar as ferramentas necessárias para garantir a
existência de uma imersão isométrica.

Sejam pM, gq uma variedade riemanniana de dimensão m, M uma variedade
riemanniana de dimensão n e i : M ÝÑM uma imersão, então podemos definir a métrica
g em M pela pullback de g pela imersão i, i.e, g :“ i˚g. Neste caso, dizemos que i é uma
imersão isométrica, pois g será invariente pela aplicação i˚x “ dix para todo x PM .

Uma vez que, M pode ser observada como uma subvariedade riemanniana
imersa em M , para cada x PM temos que TxM é um subespaço vetorial de TxM e como
temos um produto interno bem definido em M , representado pela g, podemos trabalhar
com complemento ortononal de TxM em TxM . Assim, temos que

TxM “ TxM ‘ TxM
K (5.1)

onde TxMK é o complemento ortogonal de TxM , que denotaremos por NxM .

Dessa forma, podemos definir o fibrado normal de M , dado por

NM :“
ğ

xPM

NxM.

NM é um fibrado vetorial suave de posto m´ n, esse fato vem do resultado
básico de algebra linear que garante a extensão de uma base de um subespaço vetorial de
dimensão finita a uma base de todo o espaço vetorial, i.e, ao pegarmos uma vizinhança
coordenada de um ponto x e uma base ortonormal tE1

ˇ

ˇ

x
, . . . , En

ˇ

ˇ

x
u de TxM , encontramos

m´ n vetores linermente independentes tEn`1
ˇ

ˇ

x
, . . . , Em

ˇ

ˇ

x
u base de NxM tal que a união

dessas duas bases define uma base em TxM .

Então, para cada x PM , temos uma decomposição em soma direta (soma de
Witney) do fibrado tangente ambiente sobre M , dado por

TM
ˇ

ˇ

M
:“ TM ‘NM (5.2)

Com a decomposição em 5.2 definimos duas aplicações

πT : TM
ˇ

ˇ

M
ÝÑ TM

πK : TM
ˇ

ˇ

M
ÝÑ NM.

(5.3)

Chamamos πJ e πK de projeções tangencial e normal, respectivamente.

Observação 33. Estas aplicações são suaves e, portanto, envia um campo vetorial em
Γ pTM

ˇ

ˇ

M
q em campos em Γ pTMq e Γ pNMq, respectivamente.
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Considere ∇ a conexão riemanniana emM , pela definição 66, sabemos que para
cada par pX,Y q P Γ pTM

ˇ

ˇ

M
q ˆ Γ pTM

ˇ

ˇ

M
q temos que ∇XY P Γ pTM

ˇ

ˇ

M
q. Então, podemos

fazer a seguinte decomposição

∇XY “
`

∇XY
˘J
`
`

∇XY
˘K
. (5.4)

Onde X, Y P Γ pTMq são restrições de X e Y à M .

Uma vez que, a decomposição em 5.4 é única e ∇ é a conexão riemanniana
em M segue que ∇J é a conexão riemanniana em M . Então, para cada X, Y P Γ pTMq
definimos a conexão em M por ∇XY :“

`

∇XY
˘J.

Definição 80. Definimos a segunda forma fundalmental de M pela aplicação

Π : Γ pTMq ˆ Γ pTMq ÝÑ Γ pNMq (5.5)

dada por ΠpX, Y q :“
`

∇XY
˘K. Essa definição independe das extensões dos campos vetori-

ais.

Observação 34. 1. Π definido acima é uma seção suave de NM , uma vez que πK

projeta seções suave de TM em seções suaves de NM .

2. A primeira forma fundamental é a própria métrica induzida g em M .

Lema 6. Π da definição 80 satisfaz as seguintes premissas:

1. independe da extensão de X e Y ;

2. bilinear sobre o anel C8pMq;

3. simétrica em X e Y .

Demonstração.

Sejam X, Y e X̃, Ỹ em Γ pTM
ˇ

ˇ

M
q duas extensões arbitrárias de X e Y . Mas como ∇XY

em x P M só depende de Xx e Yx em TxM e Xx “ Xx “ X̃x e Y x “ Yx “ Ỹx, para todo
x PM , logo Π não depende da escolha da extensão.
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Sejam X, Y, Z,W P Γ pTMq e f, g P C8pMq. Então

ΠpX ` fZ, Y ` gW q “
`

∇X`fZpY ` gW q
˘K

“
`

∇XpY ` gW q ` f∇ZpY ` gW q
˘K

“
`

∇XY
˘K
`
`

∇XpgW q
˘K
f
`

∇ZY
˘K
` f

`

∇ZpgW q
˘K

“ ΠpX, Y q ` pXpgqW qK ` g
`

∇XW
˘K
` fΠpZ, Y q`

` f
”

pZpgqW qK ` g
`

∇ZW
˘K
ı

“ ΠpX, Y q ` fΠpZ, Y q ` gΠpX,W q ` fgΠpZ,W q.

(5.6)

Note que, pXpgqW qK “ 0 e pZpgqW qK “ 0, pois ambos campos vetoriais estão em TM .

ΠpX, Y q ´ΠpY,Xq “
`

∇XY
˘K
´
`

∇YX
˘K

“
`

∇XY ´∇YX
˘K

“ rX, Y sK

“ 0

(5.7)

A penúltima igualdade em 5.7 é consequência direta de ∇ ser simétrica, como rX, Y s P
Γ pTMq temos que rX, Y sK “ 0.

Teorema 11. Se X, Y P Γ pTMq são estendidos arbitrariamente para campos vetoriais
em M , então vale a seguinte igualdade em M :

∇XY “ ∇XY `ΠpX, Y q. (5.8)

Essa igualdade é chamada de fórmula de Gauss.

Demonstração. Em linhas gerais, usamos apenas o fato de que ∇ é a conexão riemanniana.
Para mais detalhes basta conferir em (LEE, 2006).

Definição 81. Para cada x P M e η P NxM , definimos o operador de Weingarten da
imersão i em η, pelo endomorfismo linear auto-adjunto

Aη : TxM ÝÑ TxM (5.9)

dado por 〈AηpXxq, Yx〉 “ 〈ΠpXx, Yxq, η〉, onde Xx, Yx P TxM . Aη também é conhecido
como operador forma.

Observação 35. Os autovalores de Aη são as curvaturas principais em x, i.e, se pE1, . . . , Enq

é uma base de autovetores de TxM , então AηpEiq “ κiEi, onde para cada i, κi é uma
curvatura principal.
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Exemplo 41. Seja M “ S2
r imersa em R3. Considere, para cada x PM e X P TxM uma

curva integral α : p´ε, εq ÝÑM tal que αp0q “ x e 9αp0q “ X. O espaço ortogonal a TxM é
unidimensional, que vamos denotar por TxMK. Ao longo da curva α os vetores em TxM

K

são dados por Nptq “ αptq

|αptq|
“

1
r
αptq, para cada t P p´ε, εq. Dessa forma,

AηpXq “ ´
`

∇XN
˘J

x

“ ´dN0 9αp0q

“ ´ pN ˝ αq1 p0q

“ ´
1
r

9αp0q

“ ´
1
r
X

(5.10)

Portanto, Aη “ ´
1
r
idTxM , para cada x PM .

Lema 7. Sejam X, Y P Γ pMq e N P Γ pNMq. Quando X, Y, η são estendidos arbitraria-
mente para M , vale a seguinte equação em M :〈

∇XN, Y
〉
“ ´ 〈N,ΠpX, Y q〉 (5.11)

Demonstração. Basta observar que 〈N, Y 〉 ” 0 em todo M e X P Γ pTMq. Então é fácil
ver o resultado.

O lema 7 , em coordenadas locais, define o operador de Weingarten em função
da derivada covariante de um campo normal a M . De fato, considere N P Γ pNMq tal que
Nx “ η P NxM e Xx “ v, Yx “ w P TxM , onde x PM está numa vizinhança coordenada
dada pela carta pU,ϕq. Com isso, N é uma extensão local de η e

〈Aηpvq, w〉 “ 〈Πpv, wq, η〉

“ 〈ΠpX, Y q, N〉x
“ ´

〈
∇XN, Y

〉
x

“ ´
〈
`

∇XN
˘J
, Y

〉
x

“ ´
〈
`

∇XN
˘J

x
, w

〉
(5.12)

Portanto, Aηpvq “ ´
`

∇XN
˘J

x
.

Observação 36. A primeira igualdade em 5.12 é da definição de Aη, a terceira é o lema
7, a quarta é só fazer a decomposição de ∇XN na componente tangencial e normal e depois
fazer o produto interno com Y .
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Definição 82. O traço normalizado da segunda forma fundamental nos fornece a seguinte
igualdade:

1
n
TrpΠq “ H (5.13)

onde n “ dimM e H é a curvatura média de M .

A conexão ∇K em NM é chamada de conexão normal e é dada por ∇K
XN “

`

∇XN
˘K.

Usando o fato que acabamos de mostrar em 5.12 e a definição de conexão
normal, observamos que

∇K
XN “

`

∇XN
˘K
“ ∇XN ´

`

∇XN
˘J
“ ∇XN ` ANpXq

Logo,
∇XN “ ´ANpXq `∇K

XN (5.14)

Observação 37. Note que a aplicação AN é uma seção do fibrado TM˚
b TM , uma vez

que
AN : M ÝÑ TM˚

b TM (5.15)

é tal que ANpxq : TxM ÝÑ TxM .

A derivada covariante da segunda forma fundamental e a curvatura normal são
dadas pelas seguintes expressões

1.
`

∇K
XΠ

˘

pY, Zq “ ∇K
X pΠpY, Zqq ´Πp∇XY, Zq ´ΠpY,∇XZq.

2. RKpX, Y qN “ ∇K
X∇K

YN ´∇K
Y ∇K

XN ´∇K
rX,Y sN.

Segue abaixo a proposição que fornece equações fundamentais de uma imersão
isométrica.

Proposição 49. A primeira e segunda forma fundamental e a conexão normal de uma
imersão isométrica i : M ÝÑM , satisfazem as seguintes equações:

1.
〈
RpX, Y qZ,W

〉
“ 〈RpX, Y qZ,W 〉` 〈ΠpX,Zq, ΠpY,W q〉´ 〈ΠpX,W q, ΠpX,Zq〉

2.
`

RpX, Y qZ
˘K
“
`

∇K
XΠ

˘

pY, Zq ´
`

∇K
YΠ

˘

pX,Zq

3.
〈
RpX, Y qN,Θ

〉
“

〈
RKpX, Y qN,Θ

〉
´ 〈rAN , AΘsX, Y 〉

onde X, Y, Z P Γ pTMq e N,Θ P Γ pNMq.
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Cada equação acima possui um nome específico, 1. equação de Gauss, 2. equação
de Codazzi-Mainardi e 3. equação de Ricci.

A prova desse resultado pode ser encontrada em (BIEZUNER, 2015).

Corolário 7. Se pM, gq é um espaço forma de curvatura κ, então as equações fundamentais
para uma imersão isométrica i : pM, gq ÝÑ pM, gq são dadas por:

〈RpX, Y qZ,W 〉 “´ κ p〈X, Y 〉 〈Y,W 〉´ 〈Y, Z〉 〈X,W 〉q equação de Gauss

´ 〈ΠpX,Zq, ΠpY,W q〉` 〈ΠpX,W q, ΠpY, Zq〉
(5.16)

`

∇K
XΠ

˘

pY, Zq “
`

∇K
YΠ

˘

pX,Zq equação de Codazzi-Mainard (5.17)

〈
RKpX, Y qN,Θ

〉
“ 〈rAN , AΘsX, Y 〉 , equação de Ricci (5.18)

onde X, Y, Z,W P Γ pTMq e N,Θ P Γ pNMq.

Teorema 12. Seja M uma variedade riemanniana de dimensão n e E um fibrado vetorial
de dimensão m com métricas riemannianas e com conexões compatíveis. Seja Π : TM ˆ

TM ÝÑ E uma aplicação bilinear, simétrica e AN , para cada N P E, é um operador que
satisfaz 5.15. Então se as equações de Gauss, Codazii e Ricci, apresentadas na proposição
49, são satisfeitas, existe uma imersão isométrica local f : U ĂM ÝÑ Rn`m de forma que
podemos identificar o fibrado normal dessa imersão com o fibrado E e a métrica induzida
no fibrado normal coincide com a métrica original em E. A segunda forma fundamental e
conexão induzidas pela imersão coincidem com as conexões originais em TM e E. Além
disso, essa imersão é única a menos de movimento rígido. No caso de M ser simplesmente
conexa essa imersão é global.

Demonstração. Uma demonstração para esse teorema pode ser encontrada em (TENEN-
BLAT, 1971), pag. 26.
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6 Reformulação do teorema clássico de super-
fícies via geometria spin

Chegamos no objetivo deste trabalho, que é fazer uma reformulação do teorema
clássico de superfícies, que garante localmente a existência de imersões isometricas de
uma superfície em R3, via geometria spin, mais especificamente, através de spinores,
originalmente feito por (FRIEDRICH, 1998).

A ideia de Friedrich é descrever uma superfície M imersa em R3 por um campo
spinorial ϕ de M satisfazendo a seguinte equação de Dirac não-homogênea

Dpϕq “ Hϕ. (6.1)

Onde H é a curvatura média de M .

Antes de analisar como uma imersão isométrica está relacionada com a solução
da equação 6.1, vamos usar a teoria do capítulo 5 para induzir uma conexão em uma
subvariedade spin M de dimensão 2 a partir do R3.

Considere uma imersão j : M ãÑ R3, onde R3 está munido de uma métrica g,
seguindo o mesmo processo já realizado, sabemos que a métrica g induz uma métrica em
M , pela imersão j, dada por g “ j˚g.

A estrutura spin de R3 induz uma estrutura spin em M , que da mesma maneira
ocorre com um fibrado de spinores em R3, denotado por S, produzindo assim um fibrado de
spinores em M . Como vimos no capítulo 4, mais especificamente na seção 4.1.1, podemos
fazer a decomposição de S sobre M , dada por

S “ S` ‘ S´ (6.2)

onde S˘ “ tϕ P S : ie1e2 ¨ ϕ “ ˘ϕu e te1, e2u é um referencial ortonormal em TM e X ¨ ϕ
é o produto de Clifford.

A decomposição 6.2 é ortogonal. De fato, para qualquer u P TxM unitário,
temos que

gpS`, S´q “ gpuS`, S´q

“ ´gpS`, uS´q

2gpS`, S´q “ 0

(6.3)

Logo, gpS`, S´q “ 0.
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Além disso, para cada ϕ P S, temos a seguinte decomposição ϕ “ ϕ` ` ϕ´,
onde

ϕ˘ “
1
2 pϕ˘ iN ¨ ϕq (6.4)

A conexão que está definida em S é a Riemanniana, então sabemos pela
proposição 44 que ela fornece uma única derivada covariente sobre as seções de S com
base em R3, que vamos denotar por ∇. Então, a fórmula de Gauss apresentado em 5.8 nos
fornece a seguinte decomposição spinorial:

∇XpΦq “ ∇M
X ϕ´

1
2p∇XNqN ¨ ϕ, (6.5)

onde N “ e1 ¨ e2 se comporta como o vetor normal à M . Para verificar esse fato, basta
mostrar 〈N, ei〉 “ 0 para i “ 1, 2. De fato, da igualdade 4.20, obtemos

〈N, e2〉 “ 〈e1e2, e2〉

〈N, e2〉 “ 〈e1e1e2, e1e2〉

〈N, e2〉 “ ´ 〈e2, e1e2〉

〈N, e2〉` 〈e2, N〉 “ 0

2 〈N, e2〉 “ 0

(6.6)

Analogamente,
〈N, e1〉 “ 〈e1e2, e1〉

〈N, e2〉 “ ´ 〈e2e1, e1〉

〈N, e1〉 “ ´ 〈e2e2e1, e2e1〉

〈N, e1〉 “ 〈e1, e2e1〉

〈N, e1〉 “ ´ 〈e1, e1e2〉

〈N, e1〉 “ ´ 〈e1, N〉

2 〈N, e1〉 “ 0

(6.7)

Portanto, 〈N, ei〉 “ 0 para i “ 1, 2.

Note que a equação 6.5 relaciona a derivada covariante de um spinor em R3

com a equivalente em M , denotada por ∇M
X , onde X P TM , N é o vetor normal à M e

∇XN é o mapa de Weiengarten da imersão, como definido em 81.

Além disso, observe que p∇XNqN deveria ser correspondente a segunda forma
fundamental de M . De fato, uma vez que temos a propriedade 7 em M , i.e,

〈∇XN, Y 〉 “ ´ 〈ΠpX, Y q, N〉 ,
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mas como a codimensão de M é igual a 1, temos que ΠpX, Y q está na direção do normal,
N , então expressão ∇XNN é equivalente a segunda forma fundamental em M . Assim,
podemos definir Π : TM ÝÑ TM dada por ΠpXq “ ∇XN , para N P TKM fixo.

Uma vez que Π é um endomorfismo simétrico, obtemos, pelo produto de
Clifford, a seguinte igualdade:

e1 ¨Πpe1q ` e2 ¨Πpe2q “ ´2H, (6.8)

onde H é a curvatura média de M .

Agora, pela definição 78, temos que o operador de Dirac de SpR3
q aplicado no

spinor Φ é dado por

DΦ “ e1 ¨∇e1Φ` e2 ¨∇e2Φ. (6.9)

Substituindo 6.5 em 6.9, obtemos

DΦ “ e1

ˆ

∇M
e1ϕ´

1
2∇e1NpNϕq

˙

` e2 ¨

ˆ

∇M
e2ϕ´

1
2∇e2NpNϕq

˙

“ e1 ¨∇M
e1ϕ` e2 ¨∇M

e2ϕ´
1
2 pe1 ¨∇e1N ` e2 ¨∇e2NqN ¨ ϕ

“ Dϕ´
1
2 pe1 ¨Πpe1q ` e2 ¨Πpe2qqN ¨ ϕ

“ Dϕ´
1
2 p´2HqN ¨ ϕ

“ Dϕ`HN ¨ ϕ.

(6.10)

A penúltima igualdade em 6.10, vem da equação 6.8. A partir disso, estamos
em busca de spinores em R3 tais que DΦ “ 0, i.e, Φ seja um spinor paralelo, pois com isso,
temos a seguinte equação:

Dϕ “ ´HN ¨ ϕ. (6.11)

Dessa forma, considere Φ um campo spinor paralelo em R3, i.e, ∇Φ “ 0, como ∇ é a
conexão compatível com a métrica em R3, pela definição 70, para todo X P TM , temos

XgpΦ,Φq “ gp∇XΦ,Φq ` gpΦ,∇Φq

“ 2gp∇XΦ,Φq

“ 0.

(6.12)

De 6.12, temos que |Φ|2 “ gpΦ,Φq é constante, então Φ tem comprimento constante, em
particular a restrição ϕ :“ Φ

ˇ

ˇ

M
continua com comprimento constante. Como S` e S´ são

ortogonais, |ϕ|2 “ |ϕ`|2 ` |ϕ´|2.
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Note que, para ϕ “ ϕ` ` ϕ´, onde ϕ˘ é da forma 6.4, obtemos

Dϕ` “
1
2D pϕ` iN ¨ ϕq

“
1
2 rDϕ` iDpN ¨ ϕqs

“
1
2 r´HN ¨ ϕ` i pDN ¨ ϕ`N ¨Dϕqs

“
1
2 r´HN ¨ ϕ` i p´2Hϕ´N ¨HN ¨ ϕqs

“
1
2 r´HN ¨ ϕ` i p´2Hϕ`H ¨ ϕqs

“
1
2 r´HN ¨ ϕ´ iHϕs

“ ´iH ¨
1
2 rϕ´ iN ¨ ϕs

“ ´iHϕ´.

(6.13)

Da mesma maneira, podemos obter Dϕ´ “ iHϕ`.

Então, convenientemente, escolhemos o seguinte campo spinor:

ϕ :“ ϕ` ´ iϕ´ (6.14)

Esse campo tem norma constante, uma vez que ϕ tem norma constante e
|ϕ|2 “ |ϕ`|2 ` |ϕ´|2 “ |ϕ|2. E, finalmente, produzimos um spinor tal que

Dϕ “ Dpϕ` ´ iϕ´q

“ Dϕ` ´ iDϕ´

“ ´iHϕ´ `Hϕ`

“ H
`

ϕ` ´ iϕ´
˘

“ Hϕ.

(6.15)

Portanto, a partir de uma imersão j : M ÝÑ R3 produzimos um spinor ϕ tal
que Dϕ “ Hϕ.

Pergunta: Será que a recíproca é verdadeira? Ou seja, dada uma solução que
satisfaz a equação 6.15, obtemos uma imersão de uma variedade 2-dimensional em R3?

Sejam pM, gq uma variedade riemanniana 2-dimensional orientada com estrutura
spin e H : M ÝÑ R uma função suave definida em M .

Ao contrário do que fizemos acima, considere ϕ um campo spinor em M que é
solução da equação direfencial 6.1. Como ϕ P S “ S`‘S´, podemos escrever ϕ “ ϕ``ϕ´
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tais que

Dϕ˘ “ Hϕ¯. (6.16)

Para qualquer solução ϕ da equação 6.1, associamos duas formas

F˘ : TM ˆ TM ÝÑ R (6.17)

definidas por F˘pX, Y q “ Rep∇Xϕ
˘, Y ϕ¯q, para cada X, Y P TM .

A proposição abaixo garante que F˘ são simétricas e bilineares com TrpF˘q “

´H|ϕ¯|2, onde Tr é o traço da matriz associada a F˘.

Proposição 50. F˘ são formas bilineares simétricas em TM e TrpF˘q “ ´H|ϕ¯|2.

Demonstração. (FRIEDRICH, 1998) pág. 147.

Agora, vamos considerar soluções com comprimento constante, i.e, |ϕ| “ k0,
onde k0 ‰ 0 é constante, para observar qual a relação que obtemos para as formas 6.17.

Proposição 51. Suponha que o campo spinor ϕ definido em M é solução da equação

Dϕ “ Hϕ, |ϕ| “ k0. (6.18)

Então as formas F˘ estão relacionadas pela equação

|ϕ`|2F` “ |ϕ
´
|
2F´ (6.19)

Demonstração. (FRIEDRICH, 1998), pág. 148-149.

Assim, definimos a forma bilinear F “ F``F´ que herda todas as propriedades
de suas componentes e seja o endormorfismo E : TM ÝÑ TM dado por

gpEpXq, Y q “
F pX, Y q

|ϕ|2
, (6.20)

para todo X, Y P TM .

Proposição 52. Sejam ϕ uma solução da equação diferencial Dϕ “ Hϕ em pM, gq e
H : M ÝÑ R uma função suave. Suponha que ϕ tem comprimento constante não nulo.
Então,

gpEpXq, Y q “
1
|ϕ|2

Rep∇Xϕ, Y ϕq, (6.21)

define um endomorfismo simétrico E : TM ÝÑ TM tal que

1. ∇Xϕ
`
“ EpXqϕ´ e ∇Xϕ

´
“ EpXq ¨ ϕ`.
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2. TrpEq “ ´H.

Para qualquer tripla pM, g,Eq de uma variedade riemanniana 2-dimensional
e um endormorfismo simétrico E, a existência de uma solução não trivial ϕ da equação
diferencial

Dϕ “ EpXq ¨ ϕ (6.22)

garantem que E satisfaz as equações de Gaus-Codazzi, apresentadas no capítulo 5. A
próxima proposição explicita esse fato e sua demonstração pode ser encontrada em
(FRIEDRICH, 1998).

Proposição 53. Sejam pM, gq uma variedade riemanniana 2-dimensional orientada com
estrutura spin fixada e suponha que E : TM ÝÑ TM é um endomorfismo simétrico. Se
existe uma solução não trivial da equação

∇Xϕ “ EpXq ¨ ϕ, (6.23)

para X P TM . Então,

(Equação de Codazzi) : ∇XpEpY qq ´∇Y pEpXqq ´ EprX, Y sq “ 0

(Equação de Gauss) : detpEq “ 1
4G

(6.24)

onde G é a curvatura Gaussiana de pM, gq.

Agora, estamos sob as hipóteses do teorema 12, então a solução ϕ da equação
de Dirac

Dpϕq “ Hϕ, |ϕ| ” cte ą 0

produz uma imersão isométrica local de M em R3.

Portanto, a resposta para a pergunta feita no início do capítulo é sim. Gerando
o seguinte teorema via geometria spin.

Teorema 13. Sejam pM, gq uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada e
H : M ÝÑ R uma função suave. Então existe uma equiavlência entre as seguintes
premissas:

1. Uma imersão isométrica local de pM, gq em R3 com curvatura média dada por H.

2. Uma solução ϕ com comprimento constante |ϕ| ” 1 da equação de Dirac Dpϕq “ H ¨ϕ.

3. Um par pϕ,Eq, E é um endormorfismo simétrico tal que TrpEq “ ´H e um campo
spinor ϕ satisfazendo a equação ∇Xϕ “ EpXq ¨ ϕ.
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Basicamente, quando assumimos uma solução com comprimento constante da
equação diferencial 6.1, podemos produzir um endomorfismo simétrico E que se comporta
como a segunda forma fundamental e tem H como curvatura média. Então, voltamos para
o caso clássico de superfícies.
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