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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a formulagao através de geometria spin de
um teorema classico de superficie, que garante a existéncia de imersdes isométricas. Para

isso, é apresentado a teoria de fibrados e conexoes, estrutura spin e operador de Dirac.

Palavras-chave: Imersoes isométricas, geometria spin, fibrados e conexodes, estrutura

spin, operador de Dirac.



Abstract

This work has as its goal to present the formultion through spin geometry of a classical
manifold theorem, which guarantees the existence of isometric immersions. To do that, it

is presented the theory of bundle and connections, spin structure and Dirac operator.

Keywords: Isometric immersions, spin geometry, bundle and connections, spin structure,

Dirac operator
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Introducao

Um dos resultados mais classicos da geometria diferencial, quando nosso objeto
de estudo sao as superficies, é a garantia local de imersoes isométricas da superficie numa
variedade de dimensao 3. Neste trabalho, estamos analisando esse mesmo resultado mas
para variedade spin de dimensao 2, i.e, orientada cujos fibrados tangentes admitem uma

estrutura spin.

Essa analise consiste em mostrar a seguinte equivaléncia:

1. Dada uma imersdo isométrica j : M — R3? onde M é uma variedade spin de

dimensao 2, entao podemos encontrar uma solucao para a equagao diferencial

Dy = Hyp, (1)
Onde D ¢ o operador de Dirac, H a curvatura média de M e ¢ um campo spinor.

2. Dada uma solucao para equagao direferencial 1 e M uma variedade spin de dimensao

2, entdo existe uma imersiao de M a R3,

Essa equivaléncia é apresentada no trabalho de (FRIEDRICH, 1998).
Para isso, dividimos este trabalho da seguinte maneira:

No capitlo 1, relembramos brevemente os conceitos baiscos de variedades rie-
mannianas. No capitulo 2, esta concentrada a teoria de Algebra de Clifford, pois precisamos
de suas propriedades para definir grupo spin e sua representagao, para posteriormente

definir estrutura spin.

No capitulo 3, elucidamos a teoria de fibrados e conexdes, uma vez que a
estrutura spin produz, juntamente com os médulos sobre a Algebra de Clifford, os fibrados
spinores, que sao construidos de forma semelhante a fibrados associados, e as conexoes,
dentre outras caracteristicas, sdo importantes para definir o operador de Dirac e a segunda
forma fundamental induzida por imersées. No capitulo 4 definimos a estrutura spin, como
sao construido os fibrados de Clifford e spinores, além disso, definimos o operador de Dirac,

que é o operador dirferencial D, da equagao 1.

No capitulo 5, mostramos como é definida a segunda forma fundamental e as
equagoes de Gauss-Codazzi, através de imersoes para, posteriomente, apresentar o teorema
classico de subvariedades imersas. Finalmente, no capitulo 6, fizemos uma reformulagao

desse teorema via spinores, que consiste basicamente na equivaléncia apresentada acima.
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1 Variedade Riemanniana

Neste capitulo sao abordados alguns resultados basicos de variedades suaves,
principalmente os que concernem a métrica riemanniana, uma vez que ¢ um dos objetos
mais explorados ao longo deste trabalho. Toda a teoria aqui apresentada e os passos
omitidos podem ser encontrados em (CARMO, 2019), (LEE, 2013) e (LEE, 2006).

1.1 Variedades Suaves

Definicao 1. Uma variedade suave de dimensao n é um espaco topologico M e uma
familia de homeomorfismo @, : Uy € M — ¢, (U,) € R™ com U, aberto, satisfazendo as

sequintes condigoes:

1. M = U Uy, i€, a familia de abertos {U,} forma uma cobertura de M.

2. Para cada par o, 3, com U, nUg # &, as composigoes

050 ¢s" 1 9a(Ua nUs) — 93(Ua N Up),
sao suaves. Fssas composicoes sao chamadas de fungoes de transicao.

3. A familia {(Uy, pa)} € chamada de atlas suave.

Exemplo 1. Seja V' um espago vetorial de dimensdo n com uma base 5 = {eq,...,e,}.
Entao, dado v eV, existem vy,...,v, € R tal que v = Z vie;. Defina a apliagdo
i=1
p:R"—V

(’Ul,...,Un) »—»Zviei, (11)

@ € claramente um homeomorfismo, cuja inversa é dada por ¢ ' (v) = (v, ...,v,). Con-

sidere B = {é1,...,€,} uma outra base de V. Assim, essa base nos fornece mais um

homeomorfismo @(vy,...,v,) = Zvjéj, entdo existe uma matriz invertivel A = (A})
J

tal que e; = ZAgéj para cada i. A funcao de transi¢do entre duas cartas € dada por

J
¢ top(vr,...,vn) = (01,...,0,), determinada por

Zn:?jjéj = Zviei = Z UlAié] (12)
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Entao, v; = ZAgvi, onde Al é uma matriz invertivel, logo a composicio p' o é um

i
difeomorfismo. Logo, independente da base que for considerada sempre consequimos cartas
compativeis, portanto, a colegio de todas essas cartas definem uma estrutura suave de

variedade em V.

Proposicao 1. Seja M uma variedade suave e U = M aberto. Entao U é uma variedade

suave de mesma dimensao de M.

Demonstragio. Basta tomar o atlas de U como {(U n Uy, ¢a }, onde (Uy, pa) ¢ uma

|U NUq
carta em M para cada a. A topologia em U é herdade de M e todos os itens da defini¢ao

1 sao facilmente satisfeitos. O]

Exemplo 2. Seja M = R(n) o conjunto das matrizes de ordem n, note que M é um
espaco vetorial isomorfo a R”Z, entdo possui naturalmente a estrutura de variedade suave.

Agora, considere a aplicacao determinante dada por

det : M — R,

como det é uma aplicagio continua, det™*(R\{0}) é um conjunto aberto em M e é definido

por

GL,(R) = {A e M : det(A) # 0}.

Logo, GL,(R) = det *(R\{0}) é um subconjunto aberto de M, portanto, pela proposigio 1,

GL,(R) é uma variedade suave de dimensio n®.

Exemplo 3. Sejam M, e My duas variedades suaves de dimensdo n e m, respectivamente.
Entao My x My é uma variedade suave de dimensdio n + m, com as cartas da forma

(Uy x Us, 01 X p2), na qual a compatibilidade suave de duas cartas sio dadas por

(V1 X a) 0 (91 X 2) " = (1o)X (1hy 095 ),

que claramente € suave, pois as composi¢oes SGo SUAVes.

Definicao 2. Sejam M e N variedades suaves m e n dimensionais, respectivamente. Uma
aplicagio f : M —> N € suave em x € M se dada uma carta ¢ : U — @(U) < R" |
vizinhanga coordenada de f(z), existe uma carta ¢ : V. — (V) < R™ em z tal que

f(V) < U e a aplicagio

fi=dofop™:pU)—p(V), (1.3)

¢ suave. Dizemos que [ € a representacao de f em coordenadas.
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Observacao 1. Na definicio 2 a aplicacio f ndo depende da escolha das cartas. Para
observar esse fato basta considerar outras duas cartas e encontrar a representacao em
coordenadas de f messas cartas e, depois, € so fazer composicoes convenientes com as cartas
iniciais, restritas ao mesmo aberto no dominio, sabendo que o atlas é maximal, obtemos o

resultado desejado. Os cdlculos explicitos desse resultado podem ser visto em (LEE, 2013).

Como uma variedade M possui uma estrutura suave, podemos falar de espaco
tangente a M em qualquer ponto. Para isso, considere o conjunto C*(M) = {f : M —
R : f e C*} e defina aplicagdo X : C*(M) — R. Dizemos que a aplicacdo X é uma

derivacao em x € M se satisfaz a regra do protudo, i.e,

X(fg) = f()X(g) + g(x) X (/) (1.4)

para cada f,g € C(M). O conjunto de todas as derivagoes de C*(M) em x, que é
denotado por T, M, é chamado de espaco tangente a M em x, que claramente é um espaco
vetorial sobre R. Como todo espago vetorial de dimensao finita tem uma base, e pelo

fato de existir um difeomorfismo ¢ : U — M temos que T, M =~ R", assim uma base

0 0

de T,M pode ser dada por {&1 i }, associada a base candnica de R". Onde
T lx "l

(..., 2") = (p'(z),...,¢"(z)) sdo as funcdes coordenadas da carta (U, ¢).

Sabendo disso, note que, dado X € T,M e f € C*(M), podemos escrever

X=X Z% R onde X' sdo funcoes suaves de U < M em R e, com isso, obtemos
X(5)= x| ()
0x' |z
~x (] ) 0 (15)
0
:X%L;

Observagao 2. Observe que, dado duas cartas em M, digamos (U,p) e (V 1) com
UnV # @, entao temos duas representacoes para X em T, M, uma vez que cada base
depende da escolha das coordenadas locais, mas pela matriz mudanca de base sempre
¢ possivel descrever uma base em funcio de outra. De fato, considere (z') e (') as

coordenadas locais de (U, @) e (V, 1) respectivamente, entao

4 eXz)E'ja

6xi x (%J :B’

sao as expressoes de X em duas cartas diferentes, mas para que 1.6 faca sentido € necessario

X=X

(1.6)

usar a mudanca de base de uma coordenada a outra, que pode ser encontrado com mais

detalhes em (LEE, 2013). De modo geral, essa mudanga de base nos permile escrever

0 ox' 0 .y 0T
- t t Xj - Xli“
, portanto, ; ﬁl‘l

079 |y 0% ozt

T
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Entretanto, a fun¢io X (f) definida em 1.5 ndao depende da escolha do sistema

de coordenadas, uma vez que é uma funcao suave.

Além disso, podemos definir vetores tangentes ao longo de uma curva suave em
M, assim como ocorre em R". Entao, dada uma variedade suave em M, definimos uma

curva suave em M como uma aplicagao direferenciavel 7 : (—¢,e¢) — M, onde € > 0.

Suponha que v(0) = z € M. O vetor tangente & curva v em t = 0 é a func¢ao
4(0) : C*(M) — R dada por

507 = 20— (roqy) (1.7)

para cada f € C*(M). Chamamos v de curva integral de M.

Para cada t € (—¢, €) temos que ¥(t) € T';)M e dizemos que T,y M ¢é o espaco
tangente ao longo da curva 7.
Agora, considere (U, ¢) uma carta com as fungdes coordenadas dadas por

(z*,...,2"). Se v(0) estd em U, existe um nimero 0 < § < € tal que y(—9,0) = U, com

isso temos uma representagao em coordenadas para 7y restrita ao intervalo (—¢,4), dada
por (t) = (v'(t),...,7"(t)), logo

. dyt, 0
0) = 0)=— 1.8
§0 = SO (18)
e a expresao dada em 1.7, pode ser justificada da seguinte forma:

d(f o)

/ j—

(f © r)/) (O) - dt =0
_ Z of dy'

—~ 0x'l(0) dt lt=0

|
3
\2@
=
S:Q)
~_
—

=(0)f.

Lema 1. Sejax e M e X € T,M. Entao existe uma curva integral v : I — M tal que

v(to) = x e ¥(tg) = X, para algum to € I.

A demonstracao desse lema pode ser encontrada em (LEE, 2013).

Definigao 3. Seja F': M —> N um fungdo entre duas variedades suaves, M e N. A

diferencial de F' em x € M € dada pela aplicacdo linear

dF, : T,M —> TN (1.10)
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A aplicacao dF, também é conhecida como o pushforward de F' em x e pode

ser denotada por Fj, .

Dado um vetor X € T, M e uma curva integral v : I — M tal que y(0) =z e
4(0) = X temos que

dF,(X) = dF,(%(0)) = (F o) (0) (1.11)
onde Frloy: I — N é uma curva diferenciavel em N.

Uma das defini¢oes centrais deste trabalho serd definida agora.

Definicao 4. Seja FF : M — N uma funcdo diferencidvel entre duas variedades e
dimM < dimN. Dizemos que F' ¢ uma imersao em v € M se dF, : T,M — Tp)N €

uma aplicagcdo injetora.

F' ¢ uma imersao em M quando dF, : T,M — Tr)N € injetiva para todo
re M.

Além disso, temos uma outra definicao importante para alguns resultados em

variedades suaves, que é a seguinte:

Definicao 5. Seja ' : M — N wuma funcao diferencidvel entre duas variedades e
dimM = dimN. Dizemos que F' é uma submersio em x € M se dF, : T,M — Tp)N €

uma aplicacdo sobrejetora.

F' é uma submersao em M quando dF), : T, M — Tp) N é sobrejetora para
todo z € M.

Resultados classicos ao trabalharmos com o espago R"™ podem ser generalizados
para variedades suaves. Como por exemplo, o teorema da func¢ao inversa e o do posto

global.

Teorema 1 (Teorema da Funcdo Inversa para Variedades). Seja F' : M — N uma
aplicagio suave entre duas variedades suaves. Se dF, : T,M — Tp N € um isomorfismo

linear, entdo F' € um difeomorfismo local

Demonstracio. A demonstracao se resume em aplicarmos a definicdo 2 e depois usar o
teorema da funcao inversa de R", uma vez que composicoes de isomorfismo ainda continua

sendo um isomorfismo. O

Teorema 2. Sejam F': M — N e G : N — P funcgoes suaves entre variedades. Entdo

G o F ¢ suave.

Corolario 1. Se F': M — N ¢ um difeomorfismo, entio dF, : T,M — Tp N € um

isomorfismo, para cada x € M.
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Teorema 3 (Teorema do Posto Global). Sejam M e N variedades suaves e F': M —> N

uma aplicacdo suave de posto constante. Entao as sequintes premissas sao verificadas

1. Se F' € sobrejetora entdo € uma submersdo.
2. Se F' ¢ injetora entdo ¢ uma imersao.

3. Se F' é bijetiva entdo é um difeomorfismo.

Esse fato é usado no capitulo 3, de fibrados e conexoes, quando assumimos que

a projecao de um fibrado vetorial é uma submersao.

Definicao 6. Seja M uma variedade suave e N uma subvariedade de M. Definimos a
codimensao de N por codim(N) = dim(M) — dim(N).

Proposigao 2. Sejam M e N wvariedades suaves e F : M — N wuma submersao suave,
entio para cada p € N temos Q := F~'(p) # @ e possui uma estrutura de subvariedade
mergulhda em M tal que dim(Q) = codim(N).

Exemplo 4. Seja S,(R) = {A € M,(R) : A = A"} o espaco vetorial das matrizes

simétricas de ordem n e GL,(R). Considere a aplicagao
F:GL,(R) — S,(R),

definida por F(A) = AA" — I,,, onde I,, é a matriz identidade de orden n.

Note que, para cada A € GL,(R), o diferencial de F' em A é dado pela aplicagio
dFy : M,(R) — S, (R) tal que, para cada H € M,(R), temos que

d

% 5=0
_ ;S (A sH) (AT sHY) ~ 1,)

= j (AA" + sSAH' + sHA' + SHH' — 1,,)
Sls=0

= AH'+ HA".

dFy para cada A e F71(0) = {A e GL,(R) : AA"' = I,,} = O(n) € sobrejetora. De fato,
considere Y € GL,(R) e escolha A e F~1(0), entdo

ir, (3v.4)

dF4(H) = F(A+ sH)

(1.12)

NN N

(A(YA)' + Y AAY)

(AAYY + Y AAY) (1.13)
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Dessa forma, F' é um submersdo em F~1(0). Logo, O(n) é uma variedade suave. Além

disso,

dim(O(n)) = codim(S,(R))
= dim(M,(R)) — dim(S,(R))
1) (19
2
n(n —1)
2
Observagao 3. No exemplo /, usamos o fato de que GL,(R) é um aberto de M,(R),
assim T,GL,(R) = T, M, (R), para cada v € GL,(R) e S,(R") é um espago vetorial, entdo
como variedade, temos que T,(S,(R)) = S,(R).

Exemplo 5. Pelo exemplo 4, podemos mostrar que SO(n) = {A € O(n) : detA = 1} é uma
variedade suave tal que dim(O(n)) = dim(SO(n)). Note que, SO(n) é uma camponente
coneza de O(n) e toda componente conexa é um subconjunto aberto. Logo, pela proposicio

1 temos o resultado esperado.

1.2 Campos Vetorias

Para definirmos campos vetoriais numa variedade precisamos do conceito de
fibrado tangente, mas como este é apresentado no capitulo 3 de maneira detalhada,

colocaremos apenas a definicao mais geral de fibrado tangente.

Definicao 7. Seja M uma variedade suave. Definimos o fibrado tangente de M como a

uniao disjunta de todos os espacos tangentes a M, i.e

T™ = | | .M. (1.15)
zeM
Nesta secao vamos definir um campo vetorial em M e como podemos produzir

um novo campo a partir de outros dois.

Neste primeiro momento, estamos preocupados apenas em mostrar como o
campo vetorial se relaciona com a variedade, sem precisar introduzir a estrutura de

variedade e de fibrado vetorial, uma vez que estes serao explorados no capitulo 3.

Definicao 8. Seja M uma variedade suave. Um campo vetorial X em M ¢é uma aplicagdo

suave que a cada ponto x € M associa um vetor X (x) € T, M.

Observacgao 4. Denotamos o espago de todos os campos vetoriais como I'(TM) = {Y :
M—TM:Y(x)eT,M e Y € C*}. Essa notagio serd conveniente quando apresen-

tarmos segoes de um fibrado vetorial.
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Podemos escrever cada campo X em coordenadas locais. De fato, considere

¢ : U —> M uma carta local ao redor do ponto x € M, entao:

(1.16)

- Z &BZ

aa} é uma base de T, M associada a
:L»Z

carta ¢. Neste caso, X é suave quando cada coordenda X' é uma fungao suave.

Onde X" sao fungoes com valores reais em U e {

Assim como vimos na equagao 1.5, sabemos que os vetores tangentes agem em

C* (M) como derivagoes, se f € C*(M), obtemos o resultado igual para campos vetorias

ZXZ &El (1.17)

Que também nao depende da escolha da carta coordenada.

Um questionamento razoavel de ser feito é: dado dois campos vetoriais X e
Y sobre M, como podemos gerar um novo campo a partir deles? Primeiro, observar que,
dado f e C*(M) podemos definir as fungoes iteradas X (Y f) e Y(X f) que, em geral, ndo

sao campos vetoriais, mas obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 3. Sejam X e Y campos vetoriais em M. Entao existe um tunico campo
vetorial Z tal que, para todo f € C*(M), Z(f) = (XY - Y X) (f).

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que se Z existe, entao ele é inico. Assumindo
que Z existe, tome x € M e ¢ : U c M — ¢(U) < R" uma carta em x, onde ¢ = (z°)

sao as componentes coordendas de ¢. Entao,
.0 .0
- i — J
X = EiXaxieY— EiYaxj,

sdo expressoes locais de X e Y nessa parametrizagdo. Dessa forma, para todo f e C*(M),

segue que

YT Of
(Z v 6.2:J> B Z ozt Oxi Z 6.2: xJ

7 " ; (1.18)
,Of (7XZ of L0 f
Yx(H=v (ZX 895’) Z 029 Oxi Z ]é‘x ixd’

),

Logo, a expressao de Z em coordendas locais é dada por:

Z(f) = XY(f)=YX(f) =] (X”m ~Y! ‘;):) of (1.19)

— oxJ oxJ
i,
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O que mostra a unicidade de Z.

Para provar a existéncia, defina Z, em cada vizinhanca coordenada U, de um
atlas {(Ua, ¢a)} de M pela expressao dada em 1.19. Por unicidade, para cada «, f com
Uy, nUs # @ temos que Z, = Zs. Sabendo que a familia {U,} forma uma cobertura de
abertos para M, podemos definir Z em toda variedade M. O

Definicao 9. O campo vetorial Z definido na proposicio 3 é chamado de colchete de Lie.

Temos que uma representacao em coordenadas do colchete de Lie de dois

0 . 0
campos vetoriais X e Y em M, é da seguinte forma: Considere X = X ZT eY =Y/ e
Tt T

as expressoes em coordenadas de X e Y em termos das coordenadas locais (z*) de M.

Entao, obtemos a seguinte expressao em coordenadas:

(1.20)

) J ) J
Xy - (XﬁY _Yz(?X) 0

oxt ot ) oxd’

Observacgao 5. Note que, pela representagio de [ X, Y| em coordenadas dada pela expressio

1.20, obtemos, pela suavidade de X e Y7, que

[ ‘ a} =0, Vi,j (1.21)

ozt Oxd

O colchete de Lie, para cada X, Y, Z € I'(M), satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para m,n € R,
[mX +nY,Z] =m[X,Y]+n[Y,Z]

[Z,mX +nY]|=m[Z, X]|+n[Z,Y].
2. [X,)Y]=-[V,X].
3. (Identidade de Jacob)

[X,[Y, Z]] + [V, [Z. X]] + [Z,[X,Y]] = 0. (1.22)

S

. Para f,g e C*(M),

[fX,gY]=fgX, Y]+ (fXg)Y — (gY [)X.

Segue abaixo um exemplo de como se comporta o colchete de Lie quando consideramos
M =R? Tome X,Y e I'(R*), definidos por
0 0 0 0

0
— 2 — _
X==x 0x+COSy8y+§z e Y Z&y pr
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Usando o resultado em 1.21 e as propriedades de [X, Y], obtemos

= in zi — :BZi < + [cos i zi —
B ox’ " Oy ox’ Ox y@y’ oy
wy? 1[0 [0

Yo ox 82’2634 0z’ Ox
< + (1 — zseny)i

ox oy

Toda variedade suave é Hausdorff e segundo contavel, produzindo um dos resultados mais

(1.23)

= -2z

usados em variedades para mostrar a existéncia global de determinados objetos, que a
priori sao definidos apenas localmente, na variedade, como por exemplo, a de uma métrica

riemanniana. Esses resultados podem ser consultados em (LEE, 2013).

Definicao 10. Seja M wuma variedade suave e uma familia de abertos V, em M com

M = U V. Dizemos que {V,} € localmente finita se para todo x € M existe uma vizinhanga

U tal que o conjunto {« : U n'V,, # &} € finito.

Definicao 11. Seja f, : M — R um funcdo suave. Definimos o suporte de f pelo conjunto

{xe M: f(x) # 0} e denotamos por suppf.

Defini¢ao 12. Dizemos que uma familia {f,} de fungoes suaves f, : M — R é uma

particio da unidade suave subordinada a cobertura {V,} se satisfaz as sequintes condigoes:

1. Para todo o, o suporte compacto de f, estd contido em uma vizinhanga coordenada
Vi de um altas {Vs, 03} de M.

2. A familia {V,} € localmente finita.

3. Zfa(x) =1, para todo x € M.

Observagao 6. No item 3 da defini¢io 12, o somatdrio estd bem definido, pois fo(x) =0

para uma quantidade finita de indices.

1.3 Variedades Riemannianas

Nesta secao vamos mostrar como munir uma variedade suave com uma métrica

e alguns resultados importantes que veremos mais adiante neste trabalho.

Definigao 13. Seja M uma variedade suave de dimensao n. Uma métrica riemanniana é

um 2-tensor covariante g com as sequintes propriedades:
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1. g € simétrico, g,(X,Y) = g.(Y, X) para cada v € M e X,Y € T, M.
2. g € definido posivamente, i.e, g.(X,X) > 0 para cada x € M e X € T, M.

Definigao 14. Dizemos que o par (M, g) € uma variedade riemanniana.

Observagao 7. Lembrando da teoria tensorial, que um 2-tensor é do tipo (0,2), ou
seja, g € To(TuM) = (T,M @ T,M)* ou, equivalentemente, dos isomorfismos cldssicos de
tensores, podemos ver g como uma forma bilinear que satisfaz as condigoes 1) e 2) da

definicao 13, mais especificamente, um produto interno.

Assim como vimos em algebra linear, podemos determinar as componentes de
g em funcao dos vetores de uma base do espaco tangente a um ponto de M associado a

uma carta coordenada. De fato, considere x € M e ¢ : U — R" uma carta coordenada ao

0 )
redor de z. Tome il A } uma base de T, M, onde ¢ = (z'). Entao, sempre
T lx "z
podemos definir localmente as fungoes g¢;; : U — R tal que
0 0
| =, = ) 1.24
g (895’ x 695] x) ( )

Note que g;; € suave, pois T, M varia suavemente com .

Além disso, g;;(z) pode ser escrito em coordenadas locais em fungoes dos coveto-

0
..,dx,}, que é uma base do espago dual (T, M)* com dzx; (83> =
T

res tangentes, {dx;

z’

d;j. Portanto,

Gz = Zgij(x)dxi}x(@dxﬂx- (1.25)
g

A proposigao a seguir é uma forma pratica de aplicarmos o conceito e proprie-

dades de uma particao da unidade suave, definida em 12.

Proposicao 4. Toda variedade suave M admite uma métrica riemanniana.

Demonstragio. Considere {U,, ¢,} um atlas de M e {f,} a particicdo da unidade subordi-

nada a cobertura {U,}. Entao, para cada U, podemos definir uma métrica via cartas locais

0 0
©Ya, Uma vez que ¢, (U,) < R"™. De fato, dado x € U, tome {&1 R } uma base
Iz "z
.0
de T, M nas coordenadas locais de ¢,. Assim, dado X,Y € T, M temos que X = X' e
2l
eY =Y/ e e definimos o produto interno de X e Y como
T

g*(X,Y) = i Xy (1.26)
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Claramente g* é uma métrica riemanniana em U, tal que g;;(z) = d;;. Para extender ¢g* a

g em todo M basta usar a partigao {f,} pondo

0. = fule)g” (@), (1.27)

para cada x € M. g é definido por uma soma finita de produtos internos, logo é um produto
interno em T, M. O

Exemplo 6. O exemplo mais simples de observar uma variedade riemanniana é quando
M = R", pois neste caso basta considerar a métrica euclidiana. Se escolhemos a base

canonica de R™ dada pelo conjunto {ei,...,e,} temos que g;;(x) = (e;,ej) = d;j.

Exemplo 7 (Métrica Produto). Sejam (M, g1) e (Ms, g2) duas variedades riemannianas,

entdo a métrica produto g = g1 @ go na variedade produto My x My € dada por

Iy (X1, Y1), (X2, Y2)) = (91)2(X1, X2) + (g2)y (Y1, Y2) (1.28)

para todos (X1,Y1),(X2,Ys) € TuMy @ TyMy = Ty, (My x My). A matriz associada a

métrica g é dada por

0 [92]

Onde [g1] € [g2] sao as matrizes associadas ds métricas g1 e go, cujas entradas sao (g1)ij €

9] = [ o] 0 ] . (1.29)

(gz)ij, respectivamente.

Definicao 15. Sejam M e N wvariedades riemannianas. Um difeomorfismo F : M — N

¢ uma isometria se para cada x € M, temos que

para todos X,Y € T, M. Neste caso, dizemos que M e N sao variedades isométricas.

Dizemos que F' é uma isometria local se para todo x € M existe uma vizinhanga

V de z em M tal que F': V — F(V) é uma isometria.

Definigao 16. Sejam M uma variedade suave, (M,q) uma variedade riemanniana e
F : M — M uma imersio. A métrica induzida por F em M ¢ denotada por g = F*g,

onde F* € o pullback de F', e definida como
9:(X,Y) = gp(a) (dF, X, dF,Y) (1.31)

para todo x € M e para todos X,Y € T, M.
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Agora a variedade M com a métrica g é riemanniana e a imersao F' é uma

imersao isométrica.

Esse conceito é primordial ao nosso trabalho, uma vez que vamos apresentar
uma reformulagao do teorema classico de superfices que garante a existéncia de imersao

isométrica a partir de determinadas condigoes, que veremos mais adiante no capitulo 3.
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2 Algebra de Clifford

Neste capitulo é construido a Algebra de Clifford e as ferramentas necessdrias
para definir grupo spin e suas representacoes, para tal trabalhamos um pouco com as
algebras do tipo Cl,.s e Cl, e suas classificacoes. A referéncia base desse capitulo ¢
(LAWSON; MICHELSOHN, 2016), para a existéncia e unicidade dessa dlgebra foi usado
um método que pode ser encontrado em (VAZ; ROCHA, 2016).

Toda a parte tensorial utilizada para desenvolver esse capitulo pode ser encon-
trada em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989). As demais referéncias usadas serdo apresentadas

ao longo do texto.

O objetivo deste capitulo é conceder condi¢des necessarias para definir estrutura
spin e como se comporta a estrutura de moédulo sob essa algebra, pois quando for definido
fibrados de Clifford e Spinores o leitor ja estard familiarizado com as notagdes e resultados

béasicos.

2.1 Algebra de Clifford

Definicao 17. Considere V' um K-espago vetorial e B : V x V — K uma forma bilinear
simétrica. A dlgebra de Clifford, denotada por CI(V,q), associada a V e q é uma algebra
associativa e com unidade, onde q € a forma quadrdtica associada a B. Além disso, deve

satisfazer as sequintes condigoes: Para j : V — CIU(V,q) uwma aplicagao linear, temos

1. j(v)* = —qv) -1, YveVeleCl(V,q);

2. (Propriedade Universal) Se A é uma K-dlgebra associativa com unidade e existe
iV — A satisfazendo o item 1, entdo existe um unico homomorfismo de dlgebras

f:CUV,q) — A tal que o diagrama abaizo comuta

V= ClU(V,q)
\lf
A
e, fog=r1.

A partir dessa defini¢ao é possivel mostrar de maneira construtiva a existéncia
de uma Algebra de Clifford associada a forma quadratica (V,q) e sua unicidade a menos

de isomorfismo de algebras. Segue abaixo a proposicao que elucida esta afirmacao:
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Proposicao 5. Seja (V, q) uma forma quadrdtica. Entao existe uma Algebra de Clifford

CU(V,q). Além disso, CI(V,q) € unica, a menos de um isormorfismo de dlgebras.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar a unicidade a menos de isomorfismo de algebras.
Para isso, suponha que existam duas Algebras de Clifford, CI(V, q) e Cl (V,q), associadas
a forma quadratica (V) q). Pela definigdo 17, existem aplicagoes linares j : V. — CI(V, q),
j : V. — CI(V,q) e os homomorfismos de algebras f : CI(V,q) — Cl(V,q) e h :

Cl(V,q) — CIl(V, q) tais que os dois diagramas abaixo comutam

VUV, q) V2 GV, q)
N S
Cl(V,q) Cl(V,q)

ie, foj=7jehoj=j. Dessa forma obtemos as seguintes igualdades

j e ho(foj) =j

2.1
J (hof)oj =3 2

fo(hoj)
(foh)oj

Entao, foh =idg ) € ho [ =idcyv,), pela unicidade da inversa, segue que h = fle
f € um isomorfismo de algebras.
Agora, vamos mostrar a existéncia da Algebra de Clifford, denotada por C' L(V,q).
0
Considere T(V) = @ T"(V) a élgebra tensorial, onde T"(V) =V @--- @V =V® eo
n=0
ideal
IV,q) = ({v®v+qv)-1:veV e leT(V)}). (2.2)
Sabemos da teoria de dlgebra que T'(V)/I(V, q) é uma dlgebra quociente com a projecao

canédnica w : T(V) — T(V')/I(V, q) definida por 7(A) = A+ I(V, q), para todo A e T(V).

Como V < T(V), podemos considerar a inclusao i : V. — T(V). Defina

J = moi e observe que, para cada v € V', temos

j(v)? = (i(v))? = 7(v)?
=(+1(V.q)-(v+1(V,q))
=v®uv+I(V,q)
= —q(v) - 1+v@uv+qv)-1+I(V,q)
= —q(v) -1 —q)I(V,q)
= —q)(1+1(V,q)) = —q(v) - 1

(2.3)

Agora, vamos denotar T'(V')/I(V, q) por CI(V,q). Considere A uma K-algebra

associativa, com unidade e que satisfaz a condicdo 1 da definicao 17, i.e, existe uma

aplicacdo linear s : V — A tal que s(v)? = —¢(v) - 1, para todo v e V.



Capitulo 2. Algebra de Clifford 27

Defina o homomorfismo de dlgebras ¢ : T'(V) — A, pondo
(1 ®- - Qui) = s(vr) -~ s(vk).

Observe que,
plv@v+q(v) 1) = pv®v) +q(v) - (1)
= 5(v)* + q(v) - 1
= —q(v)-1+gqv)-1=0.

Assim, v ® v + q(v) - 1 € Kerep, pela minimalidade do ideal (V) q), como gerado por esses
elementos, segue que I(V, q) < Kerp. Agora, podemos definir um aplicacao ¢ : CI(V, q) —
A com ¢Y(v+ I(V,q)) = p(v). Claramente, ¢ ¢ um homomorfismo, uma vez que ¢ é um
homomorfismo e a unicidade de ¢ vem do fato de C1(V, q) ser gerado multiplicativamente
por V. O]

Observacao 8. Os detalhes sobre dlgebra tensorial que nao foram explicitadas acima
podem ser encontrados em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989).

Observagao 9. O produto entre dois elementos de Cl(V,q) serd dada por justaposicio,

7

ou seja, p - = @, para todo v, € CIL(V,q), entdo a partir de agora o ” -7 serd omitido.

Segue abaixo um teorema muito importante sobre como CI(V,q) pode ser

gerada por meio do produto dos elementos da base de V.

Teorema 4. Como dlgebra Cl(V,q) € gerada por {1,ey,- -+, e,} onde {ey,...,e,} é uma
base de V', com B(e;,e;) = 0 para todo i # j, onde B é a forma bilinear associada a q.
Isto é,

Cl(V,q) = ({1,e5, - - €y, :

Satisfazendo as sequintes condigoes

e; = —q(e;) - 1 (2.5)

€€ + €€ = 0, 1+ j
Demonstragio. A demonstragao desse teorema pode ser encontrado em (GILBERT; MUR-
RAY, 1991), mais especificamente na pagina 10.
m

Essa caracterizacao de Cl(V, q) facilita a representacao explicita da Algebra de

Clifford, como veremos em alguns exemplos desse capitulo.

A definic¢ao a seguir fornece uma forma de estudar propriedades e estruturas

da algebra de Clifford.
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Definicao 18. Seja V' um K-espago vetorial associado a uma forma quadrdtica q. Defini-
mos um automorfismo o : Cl(V,q) — CU(V,q) tal que a o = Id e a(v) = —v , também

conhecido como involucdo.

Usando o automorfismo o podemos fazer a seguinte decomposicao da algebra
de Clifford
Cl(V,q) = CI°(V,q) ® CI"(V, q) (2.6)

onde CI'(V,q) = {p e CI(V,q) : a(p) = (—1)"¢} para cada i € {0,1}. Essa decomposicio
faz de C1(V, q) uma algebra Zs-graduada.

Como o é um automorfismo, para cada ¢, € CI°(V, q) temos que

a(p) = alp)a(V) = g = @Y e CI°(V, q)
e (2.7)

ale+1) =alp) +a@) =p+9 = o+ eCl’(V,q)
Se @, € C1*(V, q), temos que
a(e) = alp)a@) = (=) (=) = v = @y € CI°(V,q)
e (2.8)
alp+ 1) =alp) + ) =—p -t =—(p+1¢) = @+ eCl'(V,q)

Logo, por 2.7 segue que C1°(V, ¢) é uma subélgebra de CI(V,q), mas, por 2.8, vemos que
CI1*(V, q) ndo é subalgebra.

CI1°(V, q) também é conhecida como parte par e CI'(V,q) parte impar. Essa
nomenclatura é resultado da descri¢do de o em fungdo dos geradores de CI(V, ¢), mostrado

no teorema 4, uma vez que
ofer, i) = (1), -,
Se k é par entdo e;, - --e;, € CI°(V,q) e se k é impar temos e;, - - - e;, € CI*(V, q).

Definig¢ao 19. Seja V' um K-espago vetorial associado a uma forma quadrdatica q. Defini-
mos um antiautomorfismo t : ClU(V,q) — CIU(V,q), i.e, t(py) = t(Y)t(p) com t(v) = v,

para todo v € V. Também conhecido como reversao.
Note que,
t(es - -ey) =tley) - tlen) = €, ey

Para obter isomorfismos importantes para algumas caracterizacoes das Algebras
de Clifford, é necessario dar uma atencao especial para o produto tensorial de duas K-

algebras associativa e com unidade. Considere A e B duas K-dlgebras com unidade,
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entao o produto tensorial A ® B também é um algebra sobre K cujo produto é dado por
(a®b) - (G®b) = (ad) ®bb, para cada a,a € A e b,be B. Por outro lado, se A = A°@ A' e
B = B'@® B' sao K-4lgebras Z,-graduada. Entao podemos construir uma outra K-algebra
Zo-graduada, AQB, tal que

(A®RB)" = (A’®@ B") @ (A'® BY),

(A®B)' = (A'®@B°) @ (A’® BY),

com o produto definido por

(@a®D) - (@®0b) = (—1)%9@ds®) (43) @ (bb). (2.9)
Sempre que @ e b sdo de grau puro, no qual a € A° se deg(a) for par e @ € A' se deg(a) for
{fmpar. Analogamente para b.
Definicao 20. Sejam By e By duas K-formas bilineares definidas em Vi e Vy, respecti-

vamente, dois subespacos vetoriais de V- com V = Vi @ Vs, entdo podemos definir uma

K-forma bilinear B em V tal que

1. B(v1,v9) =0, v1€ V] evg € Vs ;

2. B|V1><V1 =B e B|V2><V2 = Bs.

Consequentemente, obtemos q = q1 @ g2 a forma quadrdtica associada a B, onde q; e qo

estao associadas a By e By, respectivamente.

Proposicao 6. Sejam CI(Vi,q,) e Cl(Va,qz) duas Algebras de Clifford, entio existe o
isomorfismo Cl(Vi ® Va, 1 ® q2) = CL(V1, q1)RC1(Vz, q2).

Demonstragio. Considere V = Vi@V, e defina uma aplicacio f : V — CU(Vi, q1)®CI1(Va, q2)
pondo f(v) =11 ® 1+ 1 ® vy, onde v = vy + vy para vy € V) e vy € V. Da defini¢ao 20,

obtemos
f)* = f(v)- f(v)

=Rl +1Qu)(1®1+1®wvy)
=ML+ (1®1)(1Ru)+ (1®u)(11 ®1) + (1 ®v) (1l ®v2)
=)’ Q1 +v, Qv — v @y + 1® (v2)? (2.10)
= —q(v)(1®1) = g2(v2)(1®1)
= —(@(v1) + @(1)(1®1)
= —q(v)(1®1).
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Entdo, Cl1(V1, q1)®C1(Va, q2) satisfaz a condicdo 1 da definicdo 17. Com isso, f extende a
um homomorfismo de dlgebras F : CI(V,q) —> CI(Vi, q1)®C1(Va, q2). Observe que,

Logo, F' é sobrejetiva. A injetividade basta considerar uma base de Cl(V,q) gerado pelos

elementos de V', de acordo com o teorema 4. Portanto, F' ¢ um isomorfismo. ]

Proposicao 7. Seja V um K-espago vetorial de dimensao dimgV = n < c0. Entdo, dada
uma forma quadrdtica g em V' temos que a dimensdio de C1(V,q), como K-espago vetorial,

é2".

Além disso, com esses resultados é possivel calcular explicitamente algumas
Algebras de Clifford e, mais adiante, mostraremos que essa investigagdo pode se extender
para casos mais gerais, nos ajudando a obter uma melhor compreensao sobre qual objeto

estamos trabalhando.
Exemplo 8. Sejam q = 0, a forma quadrdtica nula, e {e1,--- ,e,} uma base de V. Entdo,
2
e; =0 e ee; = —eje;.

Logo, CI(V,q) possui a mesma estrutura da Algebra de Grassmann A*V, i.e, CL(V,q) =
A*V

Entretanto, se ¢ # 0, enquanto algebras, A*(V') e CI(V,q), ndo sao isomorfas,

porém existe um isomorfismo como espago vetorial.

Antes de apresentar a proxima defini¢ao, lembremos da seguinte propriedade
de A¥(V), com k > 1.

Considere s : Vx---xV —> Ak(V) a aplicagao condnica multilinear alternada,

1

definida por s(vy,...,vg) = o Z (SIng 0) Vo) A+ AVpy- Set iV x-oo x V— W é
’ O'ESk

uma aplicacao multilinear alternada, onde W é um espago vetorial, entao existe uma tinica

aplicacio linear f : A¥(V) — W que faz o diagrama abaixo comutar.

Vx-ox V2 ARV

|

Partindo dessa propriedade e sabendo que existe uma aplicacao

t:Vx--xV—ClV,q)

1 _ 2.11
<Ula"'7vk)'—)g (smga) UU(l)'”UU(k)' ( )
: UESk
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Podemos definir uma tnica aplicacao linear, dada por

AV — CU(V,q)

1 . 2.12
Ul/\.--/\Uk*’gZ(Smg‘f)va(l)”‘“a(k)' ( )

: UESk

A aplicacao f é claramente injetiva, mais especificamente, um mergulho.

A préxima proposigao garante que se estender f para A*(V'), temos um isomor-

fismo linear.

Proposicao 8. Seja V um K-espago vetorial, onde K € um corpo de caracteristica diferente

de 2. Entao existe um isomorfismo de espagos vetorias entre ClL(V,q) e A*V.

Demonstracio. A demonstracao desse fato usa ferramentas que nao foram apresentadas
aqui mas podem ser encontrada em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) na péagina 10. O

Desse resultado, se tomamos k = 2 obtemos

1 .
flvr A wvg) = 5 Z SINg(0) V1)V (2)

X oeS; (2.13)
= 5(1)11}2 — UQUl).

Além disso, temos a seguinte identificacao, pela extensao da propriedade 2.5 para todo
veV,

;(Ul’l)g + v9v1) = —B(v1,v9). (2.14)
Onde B ¢ a forma bilinear associada a forma quadratica ¢. Com isso, podemos definir
explicitamente o produto entre dois vetores v1, vy € V na Algebra de Clifford, somando as

igualdades 2.13 e 2.14 e identificando f(v; A v) com vy A vs.

V1V = v A Vg — B(v1,v9). (2.15)
A proposicao abaixo mostra que podemos identificar o produto e;, A--- Ae; com e;, ---€;,,
quando eq,...,e, for uma base ortonormal.
Proposicao 9. Sejam V' um K-espago vetorial € {eq, ..., e,} uma base ortonormal de V.

Entao f(ei, A+ Aep) =ei €, para todo 1 < k < n.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar esse resultado usando indugao finita sobre k. Se k = 1,

claramente é valido, entao tome k = 2

1 :
flew neiy) = 2 Z (sing o) Cis1) " Cio(2)

UESQ
_ 1
= 5(61'161'2 — €i,€4) (2.16)
1
= §(€i1€i2 + e, €iy)

= €4, 64y
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Além disso, se consideramos k = 3, obtemos

1 .
fleipneiyneig) = 5 2 82%9(0)60(1)60(2)60(3)

: 0653

—_

= — [6,‘1 6,‘26,'3 — 61'261'1 61'3 + 61‘261‘361'1 — 61‘1 61'36,‘2 + 61'361'1 61‘2 — 62'361‘261‘2]

[6i1 €ixCiz — €inCiy Cig T €41 €4y Ci3 — €45€41 €z T €4, €455 — €4, 6i3]

(2.17)

[(eileiz - eizeil)eis + (eileiz - eizeil)eis + (eileiz - eizeil)eis]

— O RO —O

=5 [2f (i, A €iy)ei +2f (€ A eiy)es +2f (e A eiy)ei]

= f(eil A 61'2)67;3

= €4,6i5€45-

Suponha que, para k =n — 1 é valido, i.e, f(e;, A -+ A€, ) =€ -+ €, _,. Vamos provar

que, para k = n também ¢é valido. De fato,

1 .
fleg A ne Ae) = } Z Slng(a)eia(l) €1y Cio )

T o0eSy
= i [nflen - nei )] e (2.18)
— i€ €
Portanto, para uma base ortonormal segue o resultado. -

2.1.1 Grupos Pin e Spin

Nesta secdo iremos estudar importantes grupos contrufdos a partir da Algebra

de Clifford, Pin e Spin. Para isso vamos definir o seguinte grupo multiplicativo
Cl*(V,q) ={x e Cl(V,q) : 3o~ e CI(V,q), wa' =27z =1}.

Note que, esse grupo contém todos v € V' tal que g(v) # 0, pois neste caso temos que
v
v.v = —q(v) implicando em v~ = ———.
q(v)

E natural considerar uma acao de C1*(V, q) sobre a Algebra de Clifford, gerando

um homomorfismo de grupos

p:Cl*(V,q) — Aut(CIl(V, q)) (2.19)

denominado de representacio adjunta torcida, dada por p,(¢) = a(x)pz ™.
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Para verificar que p é um homomorfismo, tome z, y € CI*(V,q). Com isso,

dado ¢ € Cl(V, q), temos

Pay(0) = a(zy)p(zy) ™

= a(z)a(y)py e
a(z)py(p)z™

= pz(py(¥))

= Pz © py(p)-

1

e pi(p) = a(l)pl™" = ¢, assim p; = id. Logo p é um homomorfismo de grupos. Agora
precisamos mostrar que p, é um automorfismo, para todo x € CI*(V, q). De fato, dado
w € Cl(V,q), temos

Pz © Pa1(#) = Paai ()

2.20
=pi(p) = (2:20)

pz=1 © Pa(P) = Pr1a(ep)
=plp) =
Entao p,-1 é a inversa de p,. Pela arbitrariedade de x, segue que p, € Aut(CI(V,q)).

(2.21)

Observagao 10. Uma outra forma de representar os elementos de Cl*(V,q) como auto-

morfismo de Cl(V,q) € utilizando a representacdo adjunta, dada pela aplicagao

Ad: Cl*(V,q) — Aut(Cl(V,q)) (2.22)

definida por Ad,(p) = zpx™ .

Escolhemos a adjunta torcida pois geometricamente € mais util do que a repre-

sentacao adjunta.

A partir de agora, quando nao mencionarmos quem é o corpo, estaremos sobre

um corpo de caracteristica # 2.

Proposicao 10. Seja v € V < CI(V,q) um elemento com q(v) # 0. Entao p,(V) = V.

De fato, para todo w €V, a sequinte equagdo é satisfeita

B(v,w) o

polie) = w =2 q(v)

(2.23)

Isto é, p,(w) € a reflexao de w sobre o hiperplano perpendicular a v. Onde B € a forma

bilinear associada a q.
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Demonstracao.
po(w) = w + a(v)wv™ —w

=w + (a(v)w — wv)v !

= w — (vw + wv)v !
=w— QB(U,w)m

B(v,w)v
qv)

=w—2

Proposicao 11. Para todo v e V, det(p,) = —1.

Demonstragcao. Sabemos que toda reflexao possui determinante igual a —1, uma vez que
o vetor fixado que gera o hiperplano, digamos v, é levado em —v pela reflexdo e os
contidos no hiperplano na identidade, logo a matriz associada a essa transformacgao possui
determinante —1 e pela proposi¢ao 10 temos que p, é um reflexdo, para todo v € V,
portanto det(p,) = —1. O

Além disso, temos a seguinte propriedade:

1) = ¢g(—vwv™h) = g(vwvt) = L VWV
q(po(w)) = gla(v)wv™) = ¢( ) =4l ) q(v)QQ( )

L 2_ 1 vw) (vwv
= _q<;))2 (’UU)U) Q(lv)2( )( )
= q(v)vaU wo = q(v)vaq(v)wv
_ va% _ _Q(w)vz

q(v) q(v)
= q(w).

Como p, preserva a forma quadratica, temos que p, € O(V, q). Dessa forma, se restringirmos
p ao grupo gerado por v € V onde ¢(v) # 0, denotado por P(V,q), obtemos o seguinte
homomorfismo de grupos.

p:P(V.q) > O(V.q) (2.24)

Note que, pelo teorema 4, também podemos escrever
P(V,q) ={vy v € Cl(V,q) : q(v;) #0, Y1 < k < n}.
Como p é um homomorfismo, dado ¢ = vy - - - v € P(V, q), temos

Doy, = Py O O Puy - (2.25)

Entao p,,, pela proposicao 10, é o produto de reflexdes.
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Definicao 21. O grupo Pin é um subgrupo de P(V,q) tal que q(v) = +1, denotado por
Pin(V,q). O grupo Spin é um subgrupo de Pin(V,q) tal que q(v) = 1, denotado por

Spin(V, q), ou equivalentemente

Spin(V,q) = Pin(V,q) n CI°(V, q)
Observe na definigdo acima que Pin(V, q) é gerado pelo produto de vetores v € V' tais que
q(v) # 0. Dessa forma, podemos representa-lo de outra forma,
Pin(V,q) ={v1-- v € ClU(V,q) : q(v;) = £1, Vk} (2.26)
Analogamente, a mesma configuracao ocorre para Spin(V, ¢q), com o adicional de Spin(V, q) <

CI°(V, q). Logo,
Spin(V,q) = {vy---vp € Pin(V,q) : k é par} (2.27)

Note que k tem que ser par, pois dado ¢ = vy --- vy € CI(V, q), temos que
a(p) = afvr---v)
a(vi) - a(ve)
—1)k(vl )
L

v v =peCl%V,q) < kénpar.

(2.28)

Com o objetivo de facilitar a construgao de alguns exemplos de grupos pin e

spin, vamos definir a aplicacao norma e dar uma definicdo equivalente a 21.

Defini¢ao 22. Definimos a aplica¢ao norma em CU(V,q) como a aplicagio N : Cl(V,q) —
CIV, q), onde N(p) = palp)', para cada € CI(V, ).

Note que, para todo v € V\{0} segue que N(v) = v - a(v)’ = —v* = q(v), .
Além disso, se ¢ € Cl*(V,q) temos que N(p) € K*, onde K* é o corpo sem o zero (grupo

multiplicativo).

Se ¢ = v;, - - - v;, temos que

= U’il .. 'U’ik e ((U’il .. 'Uik>t)
= U’il .. 'U’ik . a(vik .. 'Uh)

= (=1)"q(v1) - q(vr)

A partir de 2.29 e 2.25 podemos escrever Pin(V,q) e Spin(V,q) como

(2.29)

Pin(V,q) = {p € Cl(V,q) : a(p)vp™ €V e N(p) = £1}
e (2.30)
Spin(V,q) = {p € CI°(V,q) : pvp~t € V e N(p) =1}
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Segue abaixo um importante teorema sobre transformagdes ortogonais que serd fundamental

para mostrarmos que p restrita a Pin(V,q) e Spin(V, q) é sobrejetora e continua.

Teorema 5 (Teorema de Cartan-Dieudonné). Toda transformagao ortogonal é composi¢io

(produto) finita de reflexoes.

Proposicao 12. Seja p: P(V,q) — O(V,q) o homomorfismo definido em 2.2/. Entdo
p: Pin(V,q) — O(V,q) € sobrejetor e continuo.

Demonstragio. Considere T'€ O(V, q), assim pelo teorema 5 segue que, existe uma quanti-
dade finita de reflexdes, digamos R; para 1 < ¢ < k, tais que 7' = Ry o - - - Rj. Escolhendo
v1, ...,V vetores com ¢(v) = *1 tais que R; = p,,, uma vez que a proposicao 10 garante
que cada p,, é uma reflexao em torno do hiperplano ortogonal a v;. Entao, tomando

@ =wvy v € Pin(V,q) temos que

p(P) = Pp = Poyowy, = Pu, © 0Py, = R1o---0 R =T. (2.31)

A penitiltima igualdade em 2.31 vem do fato de p ser um homomorfismo, logo temos a
sobrejetividade de p restrita a Pin(V, q). A continuidade vem direto do fato de que cada

reflexao p,, é continua. O

Proposicao 13. Seja p: P(V,q) — O(V,q) o homomorfismo definido em 2.2/. Entdo
p: Spin(V,q) — SO(V,q) € sobrejetor.

Demonstragio. O mesmo raciocinio da proposi¢cao 12, entretanto, agora vamos pegar
T € SO(n), com isso temos um niimero par de reflexdes e, consequentemente, escolhemos
@ = v1---v; com k par e g(v) = 1. Entao ¢ € Spin(V,q). Portanto, p, = py ., =
Po, 00 py =T.

]

Esses dois homomorfismos sao de extrema importancia para a se¢ao de repre-
sentacoes, uma vez que além de serem sobrejetores eles sao aplicagoes de recobrimento nas
quais Pin(V, q) e Spin(V, q) sao recobrimentos duplos de O(V, q) e SO(V, q), respectiva-
mente. Como 0 nosso objetivo é usar o fato de que Spin é grupo "mais facil"de trabalhar
por ser simplesmente conexo, vamos apenas usar esses resultados e ndo apresentaremos

detalhes, contudo os mesmos podem ser encontrados em (HATCHER, 2005).

2.1.1.1 As algebras Cl,, e C, 5

Nesta secio vamos estudar as Algebras de Clifford Cl,, = C1(V, q), onde

V ={veR"™ :ressio as assinaturas positiva e negativa, respectivamente}.
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Onde denotamos V' por R™® e ¢ é uma forma quadratica definida por

qv) = v + ...+ v — U?ﬂ — U?+S' (2.32)

Todas as propriedades que ja foram demonstradas na secao 2.1 sao validas para
essas algebras de Clifford, com o adicional de estarmos sobre espacos euclidianos, com

uma base ortonormal, e a condicao do teorema 4 pode ser vista como

—20;5, parat <7
eej +eje; = (2.33)
+20,5, parat > 7.

Esse caso serda muito util quando trabalharmos com a classificacdo dessas
algebras, uma vez que sabemos como encontrar bases ortonormais em espacos euclidianos.

Segue duas notagoes que utilizaremos ao longo desse capitulo: Cl,, = Cl,, o e Cl;; = Cly ..

Proposicao 14. Seja Cl, 5 a Algebra de Clifford definida acima. Entdo existe o isomor-
firmo
Clhe2=Ch® - QCLOCE® - ®CI. (2.34)

Onde Cly e CIi estao se repitindo r e s vezes, respectivamente.

Abaixo seguem alguns exemplos das Algebras de Clifford que sdo construidas

com base nos resultados que ja vimos na se¢ao anterior e com os enuciados nesta sec¢ao.

Exemplo 9. Cl; = C

Neste caso V = RY0. Considere {e} uma base de R", entdo, para todo v e R*,

existe x € R tal que v = xe. Além disso, pela defini¢io de q, temos q(e) = 1.

Dessa forma, Cly oy =r< {1,e} >, i.e, para todo ¢ € Cly g, existem a,b e R tais

que p = a + be. Pelo condicao 2.33, obtemos

ee +ee = —2
2¢? = —2
e =—1.

Agora, tome a dlgebra dos nimeros complezos C com o produto dado por (a,b)(c,d) =
(ac —bd,bc + ad), onde (a,b),(c,d) € C.

Defina um homomorfismo de dlgebras p : Cl; — C com p(1) = (1,0) e p(e) =

(0,1) =1i. Claramente p é um isomorfismo.
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Os grupos Pin(1) e Spin(1) sao dados da seguinte forma:

Pin(1) = {pe Cl : a(p)vp ™ eR e N(p) = 1{
> {peC:a(p)vp ' eR e N(p) = 1{
— {1, 1,4, —i)
e (2.35)
Spin(1) = Pin(1) n CI
={l,-1,i,—i} nR
={1,-1}
Exemplo 10. Clf ~ R®R.

Neste caso V = R™ ¢ q(e) = —1. Pela condigio 2.33, obtemos

ee +ee =2
2¢2 =2
e? = 1.

Tome a dlgebra da soma direta R®R com o protudo dada por (a,b)(c,d) = (ac+bd, ad+bc).

Analogamente ao exemplo anterior, existe um isomorfismo de dlgebras p : Clj - R®R,
definido por p(1) = (1,0) e p(e) = (0, 1)

Exemplo 11. Cly, = H.

Considere {ey1, e} base ortonormal de R*". Entdo q(e;) = 1 para cada 1 < i < 2.

Pela teorema 4, sabemos que

Cl2,0 = <{17€17€27 €1 62}> .

Pela condicao 2.33

1. €2 = —1 para cada 1 <i <2

2. (e1-e)’ =e1-ey-e1-ep=—€5-e5=—1

Assim, para cada ¢ € Clyo, existem a,b,c e d € R tais que ¢ = a + bey + cex + d(e; - €2).
Agora, considere a dlgebra dos quatérnios H = <{1, i ki?=52=k=-1¢€ei-j= k}>
Definindo o homomorfismo de dlgebras p : Clyyg — H pondo p(1) = 1, p(er) = i e

p(es) = 7, consequimos o isomorfismo desejado.
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Os grupos Pin(1) e Spin(1) sao dados da seguinte forma:

PZ?’L(Q) = {)\161 + )\262 : )\% + )\g = 1} U {)\3 + )\46162 : )\% + )\Z = 1}

=Uv(eud)
e (2.36)
Spin(2) = {\3 + Mserea : A3 + \] = 1}
= U(1).

OndeU(l) ={zeC:|z] = 1}.
Exemplo 12. Cly, = M(2,R).

Seja {e1,es} uma base ortonormal de R%?. Entdo,

Clo,z = <{17 €1, €2, 6162}>

onde,

1. €2 =1 para cada 1 <i < 2,

2 2 2
2. (e1-e3)" =e€1-ey-€1-69=—€]-e5=—1

Agora, considere a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre o0s reais

M(QR):<{<(1)(1))(éi)Gé)(ié)b (2.37)
(0 5)- (o) -(30) -
(- () e

Com isso, podemos definir um homomorfismo de dlgebras p : Clyo — M(2,R), pondo

10 10 01 01
p(1)=<0 1>70(€1):<0 _1>7P(€2):<1 O) 6'0(61.62):(—1 0)

(2.40)

Claramente, p é um isomorfismo de dlgebras.

Agora vamos definir um elemento da Algebra de Clifford que serd fundamental

para o estudo de representg¢oes, se¢do que veremos mais adiante.
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Definicao 23. Definimos o elemento de volume como

W=e€1...64 (2.41)
onde {ey, ..., e s} € uma base g-ortonormal e orientdvel. Note que, essa defini¢ao independe
da escolha da base. De fato, se €\, ... €., € uma outra base para R™, temos que e;- =

Zgijej para g = (gi;) € SO,.5, com isso
/ !/
€] ...6r+8 = det(g)el i Cpgpg = €1 Cpgg

Proposicao 15. O elemento de volume w € Cl,., tem as sequintes propriedade bdsicas.

Seja n =r+ s. Entao

(n+1)
7'[;72 S‘

) o = (1)
b) vw = (—1)""lwv, YveR"™

Em particular,

W = w n € impar
pw =wal(p), n € par
Vo e Cl,.
Demonstragio. Parte a)
2 _
W =€1" " €rps° €1 Erps
= (—1)1”’_8_16% ceg €T+S ceg - er_"_s
— (_1)(r+371)+(7l+572)e%e§ ceg- - €T+S ~eg €T+S
7_‘+571 s 2 2
— (_1)21:1 (T+S 7‘)61 P 67'+S (243)
(r+s—1)(r+s)
= () ey
_ (_1) (";1)"+n—s
_ (_1)n(n2+1)_8
r+s
Parte b) Considere v € R", com isso v = Z v;e;. Assim,
i=1
vw = (vie] + -+ + VpysCris)€1 " Eryg
= V161 €1 Ergs + -+ Up4s€ris = €1 Crys (244)

r4+s—1 r+s—1
= (—1) e1- - epysviey + o+ (1) €1 CrpsUptsCris1

= (=1)""wo
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Agora, suponha que n seja impar, i.e, n = 2k + 1. Entao, para todo ¢ € Cl, ,

n n n
pw = | ap + Z a;e; + Z ;€€ + -+ + Z Ay .igCiy €y T A1y €y |W
i=1 j=2

is=2k
i <J 11 <---<ig
n n
= wag + (—1)"_1w2a,-ei + (=1)* 2w Z ajeej + -+
i = (2.45)
1 <j

n
2kn—2k
+ (—1) w Z Uiy €iy * €, + WaAY..p€1 - €y
is=2k
1 <-<ig

= we.

Para n par, os tnicos termos que o sinal vai mudar sio os que estdo em CI} .

Entao para incluir o sinal basta considerar a(y) no lugar de ¢, i.e, pw = wa(p). O

Dessa proposicao obtemos

s ) (=1)*, se n=3,4(mod4) (2.46)
(=1)**') se n=1,2(mod 4). '
Esse resultado segue de contas analogas a da proposicao anterior.
Lema 2. Suponha que o elemento de volume w € Cl, s satisfaz wi=1c¢e
o+ (1+w) S (1—-w)
2 2
Entao 7" e ™~ satisfaz as relacoes
=1, ()i =xa", (m)=7" e atnT=7171"=0
Demonstracio. Pela hipétese, temos direto que 7+ + 7~ = 1. Os demais resultados seguem
abaixo 1
(7h)? = 1(1 + w)(1 + w)
1
= 1+ 2w +w?) (2.47)
=7,
Analogamente, obtemos (77)? = 7.
+ .= 1 1 2
T 21(1+w)(1—w):1(1—w)=0. (2.48)

Claramente, 7~ 7t = 0. O
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Proposicdo 16. Seja o elemento de volume w € Cl,, satisfazendo w® = 1 com r + s

impar. Entao Cl, s pode ser decomposta como uma soma direta
Cl.s =CIl,@®CI,, (2.49)
onde C’l;—ts =71Cl s = Clym* e (C’l;—;) = Cl/,.

Proposigdo 17. Seja o elemento de volume w € Cl,., com w? =1 e r + s um nimero par.

Considere V' qualquer Cl, s-médulo. Entdao existe uma decomposi¢ao
V=VteVv" .

Com +1 e —1 autoespagos pela multiplicagao por w. De fato, VI =77V eV =7V e
para qualquer e € R™° com q(e) # 0, a multiplicagdo do mddulo por e gera os isomorfismos
eVt V™ e e: V- V",

Proposicao 18. Existe um isomorfismo algébrico
Clyy = CIY, (2.50)

para todo r,s. Em particular, Cl,, = C'Z?LJr1 para todo n.

Demonstragio. Escolha uma base g-ortonormal 3 = {e1,..., €, €41, ..., €rysr1} de R7THS,
Sabemos que existe uma aplicacdo injetiva j : R™ — Cl,., tal que j(v)*> = —q(v) - 1.
Estamos considerando R"* como espago gerado por {e; € 5 : ¢ # r + 1}. Defina uma
aplicacao s : R — C’ZEJFLS pondo s(e;) = e,.;1e;. Claramente s é injetiva e linear, além

disso note que, dado

temos que

2
s(v)” = Zvivjerﬂeierﬂej

ij

_ 2

= = 2 ViVj€,11€i€;j

ij

= Z vivjeiej

ij

=j(v)* = —q(v) - 1.
Pelo item dois da definigio 17, existe um homomorfismo de algebras f : Cl,., —> CI° s

tal que foj = s. f é um isomorfismo. De fato, dado ¢ = e1---e,€6,09 - €r41541 UM
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elemento basico de Cl, 5, pelo fato de f o j = s, obtemos que

f((p) = f<€1 o Cp€rgo er+s+1)
= f(el) e f(er)f(er+2) U f(er+s+1>

= s(er) - s(e)s(ersa) - 5(errart) (2.51)
= €r41€1 0 Cpp16rCrp1€rq 2t Crp1Crgstd
= /w'

Note que 9 é um elemento basico de C1° 11,5 & uma vez que, f é um homomorfismo de
algebras podemos extender o resultado em 2.51 para qualquer elemento de C1, ;. Portanto,

segue o isomorfismo desejado. O]

Observacio 11. A ideia de encontrarmos isomorfismos de Algebras de Clifford com a
subalgebra par, é pelo fato de o grupo spin estar contido nessa subdlgebra e, com isso,

obtemos alguns resultados importantes quando formos estudar representagoes.

Os resultados que seguem abaixo nos fornecem uma maneira de generalizar o

produto de Clifford definido em (2.15) para o produto v - ¢, onde v € R" e ¢ € Cl,.

Proposicao 19. Seja L : Cl,, — Cl,, uma aplicacao linear definida por
L(p) = = ) ejie; (2.52)
J

onde e1, . .., e, uma base ortonormal de R™. Defina L = aco L, com isso os autoespacos de
L sdo imagens canonicas de AP = APR"™ em Cl,. De fato, EW = (n — 2p)id

Demonstragao. Basta considerar ¢ =e;...e,. O

Exemplo 13. Tome ¢ = ejeq, onde {ey, s, €3} é uma base ortonormal de R3. Assim

L(p) = L(eres)
= T€1€1€2€] — €2€1€2€ — €3€1€2€3
com
= €9€1 + e2€e1 + €169

= €9€1 = —€1 N €9 E A2R3

Agora vamos definir uma contracdo em AR" que usaremos no produto de

Clifford mais geral. Considere a aplicacao,

(v]) : APR" —> APTIR"
(2.53)

p
(vl/\.../\vp)»—>2(—1)i+1<v,~,v>v1/\...@-/\.../\vp.
i=1

Dizemos que v| é a contracdo do subespaco APR"™ no AP~'R", satisfazendo as seguintes

propriedades:
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Lool(o n¢) = (v]@) A9+ (=1)Pp A (v]9), Vp,9 e ARY

2. v|(v]) =0.

Desta mesma forma, o produto interior extende-se para todos elementos de AR", i.e,

podemos definir uma aplicagao bilinear

AR"™ x AR" — AR"

(2.54)
(@, 9) — vl A )

Proposicao 20. Com respeito ao isomorfismo canonico Cl,, =~ AR", a multiplicacao de

Clifford entre v e R" e qualquer ¢ € Cl,, pode ser dada por

vp =v A p—ulp.

2.1.2 Classificacao

Nesta secao daremos uma descri¢ao explicita das algebras Cl, 5 e sua relacao
com as algebras de matrizes sobre R, C ou H. Os casos mais simples ja foram apresentados
na secao anterior, nos exemplos 9, 10, 11 e 12. Agora vamos apresentar algumas formas de

generalizar esses exemplos.

Teorema 6. Ezistem os isomorfismos

1. Cly®Clys = Cly s
2. Cl()m ® 01270 = Oln+27[)

3. Cls®Clig = Clyg 41

Demonstragdo. A ideia principal é usar a propriedade universal da Algebra de Clifford.
Vamos fazer o primeiro isomorfismo e os demais podem ser encontrados em (LAWSON;
MICHELSOHN;, 2016) na péagina 25.

Seja {e1,...,ens2} uma base g-ortonormal para R*"*2 entdo g(e;) = —1 para
1 < i < n+ 2. Considere também {é,...,é,} e {€], €5} bases g-ortonormais que geram

Cly, o e Cly o, respectivamente.

Tome uma aplicacdo s : R®"*? —s C1,, i®Cly 2, definida por

e, Reie, paral <i<n
fles) = 2 b (2.55)

l®e, , paran+1<i<n+2.

Como o produto tensorial se comporta linearmente com o produto de vetores, segue que j

extende linearmente a R%"*2,
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Observe que, para i,j € {1,...,n} temos que

s(ei)s(e;) + s(ej)s(ei) = (& @ €1e3) (€ @ €hey) + (& ® €165) (8 @ e1¢))

1)des(€re2)des(€) g 60 @ e eheh e+

(€
= (-

+ (—1)des(en c1¢3)deg(é:) ¢;6; ® e ese] ey
(€€

. o (2.56)
= (€€ +¢;6;) ® (—1)(e1)*(er)”
= 2(5@- 1®(—1)
=26,;(1®1)
Sei<nej=n+1, temos
s(ei)s(e;) + s(ej)s(es) = (G @erey)(1®e)_,) + (1@ €], ) (6 @eley)
= — (& @elehe] ) + (6 ®ej_ne6)) (257)
= —&®c;_,eley + @€ ele)
= 0.
Sen+1<1,j<n+2, temos
s(ei)s(e;) + s(ej)s(e) = (1@ e€,)(1®e)_,) + (1@ 6] D1®e )
:_1®in/'n 1® —nCi—n
1®e 63 ) -1 ) (2.58)
:_1®(z n] n+€; n;n)
=20,;,(1®1).
Logo, para todo 1 < i < n + 2, temos
. 1 . . .
j(e)? = 5(](&‘)](61) +j(ei)i(e:))
=0,;(1®1)

Um vez que j é linear, vale que j(v)? = —¢(v)(1® 1), para todo v € R***2, O resultado

segue da proposicao 5.

]

Proposicao 21. Valem os sequintes isomorfismos de dlgebras:

R(n) @ R(m) = R(nm)  para todo n,m.
2. R(n) @ K = K(n) para K=C ou H e para todo n.
3. CerC=CopC.
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5. HQp H = R(4).

Demonstracdo. Os isomorfismos 1 e 2 sao facilmente verificados. Para provar 3, defina
uma aplicagao ¢ : CHC — C®g C por
1
(1,0) — 5(1@1 +1®1)
1 (2.60)
(0,1) —> 5(1@1 — i ®1)

1 1
¢ € sobrejetora, pois {(1,0),(0,1)} e {2(1 ®1+i®1i), 5(1 ®1— z®z)} geram CHC e
C ®g C, respectivamente, além disso, dimg(C @ C) = dimg(C ®g C). Portanto, ¢ é um

isomorfismo.

Para 4, considere H como um C-moédulo pela multiplicacao por escalar a es-
querda. Agora, defina uma aplicagao R-bilinear  : CxH — Homgc(H, H) por £(), a)(x) =
Aza. Como sempre temos uma aplicacao R-bilinear entre C x H e CQgH, podemos extender

&, pela propriedade universal em ®, a uma aplica¢ao R-linear f : CQg H — Homc(H, H).

Verificaremos que f é um homomorfismo de algebras e, posteriormente um

isomorfismo. De fato, para cada A\, € C e a,b,z € H temos

€(A,a) 0 &(B,b)(z) = £(A, a)(BxD)
= \Bxab (2.61)
= §(AB, ab)(x).
Disso segue que f é um homomorfismo de algebras. A injetividade é verificada apenas
usando os elementos da base canénica de CQg H, {1®1,1®i,1®j, 1 ®ki®1,i®i,i®
Ji®kJj®1,j®ILIQTLIQk kR LRI k®j k®k}. Para a sobrejetividade basta
observar que dimg(C ®g H) = 4% = dimg(Homc(H, H)). O isomorfismo desejado vem do
fato de que Homc(H, H) =~ C(2).

O isomorfismo 5, segue semelhante ao 4, alterando C ®g H e Homc (H, H) para
H®g H e Homg(H, H), respectivamente. ]

Além das Algebras de Clifford sobre R, também temos sobre C, que sio geradas
a partir da complexificagdo das dlgebras sobre R, i.e, dado qualquer par (r,s), a Algebra

de Clifford sobre C, denotada por Cl, ,, é definida como segue
Cls ®r C = CI(C™,q®C).

r+s

Onde ¢ ® C ¢ a forma quadratica em C™*, que é definida por ¢c(z) = Z(zj)Q. Note que, o
i=1

mesmo ocorre para as algebras Cl,, e C;, produzindo a seguinte sequéncia de isomorfismos

de algebras:
Cln = Cln Rr C =~ Oln—l,l Xr C ~ Cln_gg Xr Cx~--- Oll,n—l Xr C ~ Cl(]m Xr C.
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A partir da proposicao 21, podemos deduzir a seguinte tabela.
1 2 3 4 5 6 7 8
Cl,o C H HeH H(2) C(4) R(8) | R(8) ®R(8) | R(16)
Clo, || R&ER | R(2) C(2) H(2) | H(2) ® H(2) | H(4) C(8) R(16)
Cl, |CpC|C(2) |C(2)dC(2) |CH4) |[CH4dC4) |C(8) |CB)®C®) | C(106)

Tabela 1 — Classificagao das algebras Cl,,, Cly,, € Cl,,, para 1 <n < 8.

Até agora vimos alguns resultados sobre Algebra de Clifford que facilitam a sua classificacao,

abaixo segue mais um resultado que concerne esse fato, mais especificamente sobre a

periodicidade dessas algebras.

Teorema 7. Para todo n > 0, existem periodicidade de isomorfismos.

1. Cln_;'_&o = Oln,o ® Ol8,0‘

2. Cl07n+8 = Clo,n ® Clo,g.

3. Cln+2 = Cln Rc Cl2

onde Olg}o = Ol078 = R(16) € Clg = C(2)

Demonstragio. (LAWSON; MICHELSOHN;, 2016) pagina 28.

[]

Unindo a classificacao determinada na tabela I com o teorema 6 item 3 podemos

encontrar explicitamente as algebras Cl, ; para r e s natural. Abaixo segue uma tabela

com essas algebras para 0 < r,s < 8.
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(&N |(GnA® (e (s (#9)2 @@m |DH®(ODH| ODH (91D CIok:1 8
(821D Gk Fou® o) (o) (@)D ODE  |QH®®H| QH (®)2 L
(vo)H *#9)2 Foa  |(coa® @ (ce)d (DD ®H |HHO®H| @H 9
(@eH O (8N (ee)H (20 @A |Da® A (DA (8)D WH |@QHS@H| ¢
(ee)m ODHS (9DH (ODH (O1)2 (91" (8)AD (8) (8)a @) (@H i
(@)D ODH QH® ()H ®H ()2 (8) e @yl My @2 €
(ee)u (O1)2 (8)H (VHS (V)H () )2 G |@ae@u @y 4
(DI (91" (o0 (8)2 (NH (@H® (@)H (o)H @02 (@u 4" 1
(D" e (9)u ()1 (12 @H HOH H o) A 0
8 L 9 g i g ¢ 1 0 5

Tabela 2 — Classificacao das algebras Cl, 5, para 0 < r,s < 8.
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A tabela 2 pode ser generalizada de acordo com os valores de r e s. Segue

abaixo um proposicao que especifica esse fato

Proposicao 22. As Algebras de Clifford Cl, s sao isomorfas a alguma das dlgebras de
matrizes R(2"), R(2") @ R(2"), C(2"), H(2") ou H(2") @ H(2"), dependando dos valores

der es.

r+s s—r Cl,

2n | 0,2 (mods) R(2")

2n+ 1| 1(mod8) | R(2") @ R(2")

2n + 1 | 3,7 (mod8) C(2")

2n + 2 | 4,6 (mod8) H(2")

2n + 3 | 5 (mod8) | H(2")® H(2")

Tabela 3 — Classificacao das algebras Cl, ; de acordo com os valores de r e s.

Corolario 2. As Algebras de Clifford sio do tipo real, compleza ou quatérnica quando

s—r=0,1,2, s—r=3,7 ous—r=4,506(mod8), respectivamente.

2.1.3 Representacoes

O estudo de representacao ¢ muito 1til, uma vez que tem como objetivo principal
interpretar problemas do ambiente algébrico usando operadores lineares, facilitando as suas
andlises. Dessa forma, o escopo desta secio é apresentar uma representacio da Algebra
de Clifford, mais especificamente, a representacao Spin, tendo em vista que é a base
para o estudo de estrutura spin em fibrados. Apresentamos uma breve introducao sobre
estrutura linear quase complexa, que pode ser encontrada junto com uma generalizacao
para variedades suaves em (KOBAYASHI; NOMIZU, 1969), pois definimos representagao
complexa de uma Algebra de Clifford e, posteriormente, enunciamos a definicdo de médulo

para auxiliar no conceito de representagao, que pode ser encontrado em (ATIYAH, 2018).

2.1.3.1 Estrutura quase complexa

Definicao 24. Dado uma espaco vetorial W uma estrutura quase-complexa em W € uma

aplicacio linear real J : W — W tal que J* = —id.

Observagao 12. Seja V = (W, J) o espago vetorial W com a estrutura quase-complexa
J. Se dimcV = n, temos que dimgV = 2n. Isso ocorre, pois se {eq,...,e,{ é uma base de
V', como espago vetorial complexo, temos que {e1, J(e1),...,en, J(e,)} € uma base de V

como espaco vetorial real.
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Algebricamente, dado W um espaco vetorial real e J um operador satisfazendo
a definicao 24, para cada A = x + iy € C, obtemos um C-espago vetorial, V' = (W, J), com

a multiplicacao por escalar dado por

CxW —W

(2.62)
A, w) — A w:=zw + yJ(w)

Exemplo 14. Seja W = R? wm espago vetorial real. Da dlgebra linear, sabemos que
C = R? como espago vetorial, no qual esse isomorfismo pode ser dado por (v-+iy) — (z,v).

Observe que i(x + 1y) = xi — y e pelo isomorfismo, agora mencionado, i(x,y) = (—y, ).

Dessa forma, podemos definir um operador linear J = R?* — R? dado por

J(z,y) = (—y,z) cuja representacio matricial € dada pela sequinte matriz

0 —1
J:[l 0]. (2.63)

Onde J* = —Id. Logo, V = (R,.J) é um espago vetorial com estrutura quase-complexa.

Assim, podemos pensar no operador J como a multiplicacdo de todos vetores

do espago vetorial real por i, tendo em vista que i(a + ib) = ia — b.

A multiplicacio arbitrdria de todo vetor em R? por um escalar em C é dada

por
Aa,b) = (z + iy)(a,b)
= 2(a,b) + yJ(a,b) (2.64)
= (xa, zb) + (—yb,ya)
= (:pa —yb, xb + ya).

para cada A € C e (a,b) € R?, como definido em (2.62).

Proposicao 23. Somente espagos vetorias de dimensao par admitem uma estrutura quase

complexa.

Demonstragiao. Suponha que existe um espago vetorial de dimensao impar com uma
estrutura quase complexa, mais especificamente, considere V' esse espaco vetorial e J a

estrutura quase complexa. Como J? = —id, temos que

det(J?) = (—1)%mV

det(J)? = —1. (265)

Absurdo, uma vez que det(J) € R. ]
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2.1.3.2 Representacao das Algebras de Clifford C1,, e Cl,

Antes de enunciar a definicdo de representacao sera dado o conceito de um

modulo.

Definicao 25. Seja R um anel com unidade. Um R-mddulo a esquerda é um grupo abeliano

aditivo M, munido de uma aplicagdo - : R x M — M tal que

IL.r-(m+n)=r-m+r-n;
2. (r+s)-m=r-m+s-m;
3. (rs)-m=r-(s-m);

4. m-1=1-m=m.
Para todo r,s€ R em,ne M.

Intuitivamente, estamos munindo um grupo abeliano com uma estrutura de
espaco vetorial. Note que, pela definicao 25, a estrutura de um R-modulo sobre um grupo

abeliano M ¢é equivalente a definir um aplicagao p : R — Hom/(M) tal que p(s)(m) = s-m.

Pelo exemplo 14, R? munido com o operador J, satisfazendo o produto definido

em (2.62), ¢ um C-moddulo.

Definicao 26. Seja K um corpo. Dizemos que A é uma dlgebra associativa (unitdria)
sobre K, com operacoes compativeis de soma, multiplicacdo e multiplicacdo por escalares,
se A € um anel sobre as operagoes de soma e multiplicagcdo, e um K-espago vetorial sobre

a multiplicacao por escalar.

Uma defini¢do mais geral é utilizando um anel R em vez de um corpo, nesse caso
uma algebra associativa A é um R-mdédulo com uma aplicacdo R-bilinear : A x A — A

definida por (a,b) —> ab tal que (ab)c = a(bc), para a,b, c € A.

Definicao 27. Uma K-representagdo de uma dlgebra associativa e com unidade A sobre K,
é um espago vetorial V' equipado com um homomorfismo de dlgebras p : A — Homg(V,V),

denotado por p(a)(v) = a-v.

Exemplo 15. Seja A = C. Entdo uma representacio de C € dada por p : C —

Homg(R?* R?) tal que, para cada z € C com z = a + ib, definimos

p(z) = [ - ] (2.66)

Facilmente verifica-se que p satisfaz a definicio 27 , mais especificamente, p(z - w) =
p(z)p(w) e p(1) = I.
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Definicao 28. Uma subrepresentacao de uma representacao V- € um subespago W tal que

p é W-invariante, i.e, p(a)W < W, para todo a € A.

Agora que ja foram enunciados alguns conceitos chave de representacoes de
4lgebras, iniciamos o estudo de representacio das Algebras de Clifford. Usamos a mesma
notagao que foi apresentada nas defini¢oes acima, salvo quando mencionarmos representagao
p em vez de V. Muitos detalhes sobre Algebra de Clifford sdo compreendidos através de

suas representacoes, como por exemplo suas classifcagoes estudadas na se¢ao anterior.

Definicao 29. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo k e ¢ uma forma quadrdtica em
V. Considere K 2 k um corpo. Entao uma K-representacio da dlgebra de Clifford CI1(V, q)

¢ um homomorfismo de K-dlgebras
p:CUV,q) — Homg(W, W) (2.67)

Definida por p(¢)(w) = pw, para todo ¢ € Cl(V,q) e we W, onde a operagao entre ¢ e
w € o produdo de Cliffod. O espago W é chamada de um CI(V,q)-mddulo sobre K.

Definicao 30. Dizemos que uma representacao p é redutivel se o espago vetorial W pode

ser escrito como uma soma direta nao trivial
W =W, ®&W,
tal que p(o)(W;) € W; para i = 1,2 e para todo ¢ € CIU(V,q). Além disso, p = p1 @ pa,
onde pi(p) = p(¢)|,,, -
Quando p nao for redutivel, dizemos que ¢é irredutivel.

Proposigao 24. Toda K-representagio p de CU(V,q) pode ser decomposta numa soma

direta p = @;~,p; de representagoes irredutiveis.

Defini¢ao 31. Duas representacoes p; : CU(V,q) — Homg(W;,W,), i = 1,2, sdo ditas

equivalentes se existe um isomorfismo K-linear F' : W, — Wy tal que

Fopi(p)oF = pyyp)

para todo p € Cl(V,q).

Na secao anterior vimos que cada algebra Cl, s é da forma K(2") ou K(2") ®
K(2"), onde K = R,C ou H. Temos da teoria de representacido que essas algebras sao

simples.

Teorema 8. Seja K(n) a dlgebra de K-matrizes n x n como uma dlgebra sobre R e
K = R,C ou H. Entdo a representacao natural p de K(n) no espago vetorial K" €, por

equivaléncia, apenas a representacdio real usual de K(n).
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Demonstragio. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) pagina 32. O

Observacao 13. O teorema 8, basicamente, estd dizendo que a representagdo da dlgebra

de matrizes é dada naturalmente pela agio a esquerda de K(n) em K".

Do teorema acima, temos que a dlgebra K(n)@K(n) tem exatamente duas classes

de equivaléncia de representagoes reais irredutiveis. Elas sao dadas por p1(p1, v2) = p(¥1)
e p2(ip1, ¢2) = plp2) agindo em K".

Como foi mencionado no primeiro paragrafo dessa se¢ao, o estudo de represen-
tacdo para Algebra de Clifford é importante para compreenséao de alguns resultados que
ainda veremos nesse trabalho. E natural pensar que quanto mais representacoes irredutiveis
nao equivalentes uma algebra tem, mais simples é de se trabalhar com ela. Segue abaixo

um resultado que calcula o nimero de representacoes nao equivalentes de Cl, s e Cl,.

Teorema 9. Seja v, s 0 nimero de representagoes reais irredutiveis nao equivalentes de
Cls e "US ¢ o complexo. Entado,
2, se (r+1—s)=0(mod4)

Vys = (2.68)
1, caso contrdrio

e
2, sen € impar
W€ = P (2.69)
1, sen é par
Demonstra¢io. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016) pégina 32. ]

Antes de enunciar a proxima proposi¢ao precisamos de um resultado sobre a

classificagao de CI,, .

Proposicao 25. Para todo n = 0, existem os isomorfismos:

1. Clyyo = Cly ®c Cl,,.

2. Cly, = C(2")

3. Clgp1 = C(2") @ C(2").
Demonstragio. 1. Considere {ey, ..., e,} os geradores de Cl, e {€;, é} os geradores de Cls.
Entao podemos definir o isomorfismo em 1 apenas usando os geradores, da seguinte forma:

/ s~ o~ - / ~ / / / /
e, =i€16a®ej, j=1,...,nee, ;=61 k=12 onde {e,...,e,, €6} geram

Cly ®c Cl,.

2 e 3. Esses dois itens seguem do mesmo argumento, uma vez que Cl; = CHC

e Cly = C(2). Agora basta usar o item 1 para concluir. O
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Seguem abaixo algumas notagoes que serao usadas na proxima tabela.

1. d, = dimg(W), W é um R-mddulo irredutivel para C1,,.
2. d~ = dimc(W’), W é um médulo complexo irreditivel para Cl,,.

Proposicao 26. Para 1 < n < 8 os elementos v, = vy, US, dp, dS, K,,, sdo dados pela

tabela abaizo:

n Cl, vy | dn | Ky Cl, vt | dE
1 C 12]|cC CaC 2 1
2 H 1|4 | H C(2) 1|2
3 HeH 214 | H |C2®C?2)| 2|2
4 H(2) 1|8 | H C(4) 1|4
5 C(4) 18| C |CA@CH) | 2| 4
6 R(8) 1|8 | R C(8) 1|38
7TIRE)®ROB) [ 2| 8 | R [CR@C®O)| 2| 8
8 R(16) 1 16| R C(16) 1|16

Tabela 4 — Classificacao de Cl,,, v, = vy, vf, dy,, dS para 1 <n < 8.

Na secao anterior mencionamos a importancia do elemento de volume para as representa-
¢oOes, mais especificamente, as irredutiveis. Antes de comecar com os resultados, vamos

definir uma C-representacao e o elemento de volume complexo.

Definicao 32. Uma C-representacao de Cl, pode ser vista como uma representacao real
p: Cl, — Homg(W, W) tal que p(¢) o J = J o p(y), para todo ¢ € Cl,,. No qual J € a

estrutura quase complexa em W.

Observacao 14. Toda C-representacao de Cl,, induz uma representacio em Cl,,, uma vez
que Cl, = Cl,, ®g C. Essa indugio é dada por p“(¢ ® 2) = zp(y).

Definicao 33. O elemento de volume complexo em Cl,, é definido por we = i w.

Temos consequéncias analogas ao elemento de volume real, com pequenas
variagoes. O primeiro fato de semelhanca é que se n é impar entdao wc é central, assim
como w. A diferenca se encontra no seguinte detalhe:

w? =1, se n =3 ou4(mod4)
(2.70)

w?c =1, para todo n.
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Além desses resultados, também temos decomposicoes algébricas de C1,, e C,, que dependem
de n, we wc.

Cl, = ClF ®Cl,, para n =3 (mod4
P (mod 4) (2.71)
Cl, = CI} @ Cl,, paran impar.

Onde CIF = (1 + w)Cl, e ClF = (1 + wc)Cl,. Essa decomposicio serd usada em algumas

demonstragoes que daremos ao longo dessa secao.

A préoxima proposicao é um resultado importante, pois ela fornece as tnicas

possibilidades de representagoes irredutiveis sobre o elemento de volume.

Proposicao 27. Considere p : Cl,, — Homg(W, W) uma representacao real irredutivel

com n = 4m + 3. Entao uma das sequintes possibilidades acontece
plw)=1id ou pw)= —id. (2.72)
Além disso, essas representagoes ndao sao equivalentes.

Demonstrag¢io. Seja p um representagao irredutivel com n = 4m + 3. Entao por (2.70)

segue que w”? = 1. Com isso, p(w)? = p(w?) = p(1) = id.

Da teoria de autovalores e autovetores, sabemos que o poloinémio minimal que
anula o operador p(w) é dado por A\* — 1. Dessa forma, os autovalores associados a esse

operador sao +1. Considere W' e W™ os respectivos autoespacos.

Para terminar a primeira parte dessa proposicao, ainda falta mostrar que esses
autoespacos sao Cl,-invarientes. Como n = 4m + 3 segue que w € central, i.e, pw = we,

para todo ¢ € Cl,.

Assim, dado ve W™ e ¢ € Cl,, obtemos
p(w)(p(e)(v)) = plwe

(2.73)

Logo, p(p)(v) € W™, para todo ¢ € Cl,. Analogamente é mostrado que W* é Cl,-

invariante.

Por fim, resta mostrar que essas representacoes nao sao equivalentes, mas isso

é claro quando aplicamos a defini¢do 31 em p;(w) = id e po(w) = —id. O

Essas mesmas afirmacoes sao verdadeiras para o caso Cl,, com n impar.

Proposicao 28. Seja p : Cl,, — Homg(W, W) um representagao irredutivel, onde n =
4m e considere a decomposicio W = W @W ™, onde W* = (1 £ p(w))W. Entdio cada um
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dos subespagos W e W™ sdio invariantes sobre a subdlgebra par CI°. Sobre o isomorfismo

CI® = Cl,_1, esses espacos correspondem a duas representcoes reais irredutiveis de Cl,_;.

Demonstragdo. Vamos mostrar que W+ é invariante sobre CI e para W~ segue de igual

modo. Como n é par temos que pw = wa(p) = we.

Considere v € W, entdo existe u € W tal que v = (1 + p(w))u. Logo, para
todo ¢ € C12, obtemos

w) (2.74)

Para verificar que W' e W~ correspondem a duas representacoes irredutiveis em Cl,,_,
nao equivalentes, observe que w’' = e;---e,_; € Cl,_; pode ser identificado, através do

isomorfismo Cl,,_; = CI®, com w € CI°. De fato,

(€1€n) ce (en71€n> =

)
)

_1)%(n71)(n72)+161 e ep_1n (275)
)

Disso, segue que p(w') = id em W* e p(w') = —id em W™ e pela proposi¢ao 27 temos que

essas sao as duas representagoes nao equivalentes de Cl,,_. O

Note que, a invaridncia dos subespacos W™ é sobre a subélgebra par, C1¢,
sendo de grande importancia para o estudo de representacao spin, uma vez que Spin,, <
CI°. Agora vamos definir e ver alguns resultados da representacio spin real e complexa.

Logicamente, veremos algumas consequéncias direta das proposi¢oes acima.
Definicao 34. A representacao spin real de Spin, € o homomorfismo
A, Sping, — GL(S) (2.76)

dada pela restrigio de uma representeao real irredutivel Cl,, — Homg(S, S), para Spin,, <
CIl? < Cl,.

A proéxima proposigao fornece decomposigoes da representagao spin em irredu-

tiveis de acordo com o valor de n.
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Proposicao 29. Seja /\,, a representaco spin de Spin,. Entdao temos as sequintes pre-

missas:

1. Se para n = 3 (mod4) entio /A, nao depende da escolha da representacio real
irredutivel de Cl,,.

2. Sen # 0 (mod4) entio 1\, ou € irredutivel ou é soma direta de duas representacoes

irredutiveis equivalentes.
3. Sen =0 (mod4) entio eziste a decomposicio

A = NF ® D] (2.77)

m

onde N}, e N}, sdo representagoes irredutiveis nao equivalentes de Spinyy,.

Demonstracio. Serao provados apenas os itens 1. e 3., mas o 2. pode ser encontrado em
(LAWSON; MICHELSOHN;, 2016) pégina 36.

1. Como n = 4m + 3 segue que a(ClF) = CIF, uma vez que a(w) = —w. Para
analisar A,, em Cl,, vamos usar a decomposi¢ao dada em (2.71) de C1,, e observar como

que CI° pode ser representada nessa decomposicio.

Considere z € Cl @ Cl,, entao existem p,v € Cl, tais que z = (1 + w)p +

(1 — w)1p. Como queremos que x € C1° temos que

alr) ==z
a((l+we+(1—w)=1+wp+ (1—w) (2.78)
(1 -w)a(p) + (1 +w)e@) = (1 +w)p+ (1 —w)

Isso sé acontece quando a(p) = ¥ e a(¥)) = p. Logo, temos a seguinte identificagdo

Cl2 = {(p,a(p)) e ClIT@®CI™ : pe ClT}.

Como «a é um automorfismo de C1,,, obtemos duas representacoes irredutiveis
que diferem por «;, i.e, existem p(¢)(v) = ¢ -v e p(p)(v) = a(p) v, para todo ¢ € Cl, e
v € S. Portanto, como Spin, < CI® e a(p) = ¢ para cada o € CI, segue que p e p s3o as

mesmas representacoes.

3. Sabemos que essa decomposicao existe, pela proposicao 28. Precisamos

mostrar que A sdo irredutiveis. Suponha que A} seja redutivel, entdo existe V < ST

+

subespaco préprio invariante por A}, i.e, A} (x)v eV para cadave V.

Considere ¢ € C1°. Como {1,¢;, -+ e;, : v é par} forma uma base aditiva para

T

CI°, segue que

Y =ag+ Z @iy €y~ iy (2.79)

ipr=2
1 << ip
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Assim, considerando p* : CI° — Homg(S™,S™) a representacio irredutivel de CI° tal

ims tEIMOS que

que pr =4
Sping,

pr(e)(v) =p* | ag+ Z iy Ciy €, | (V)

. Zr:2A
<< ip
n
=aop" (W) + D, @i pten - e)(v) (2.80)
= aov + Z @iy D (€3, 7+ €3,) (V).
wl2s

Por hipétese, temos que A}, (e;, ---e;,.)(v) € V. Entdo p*(p)(v) € V para todo p e Cl° e
v € V, contradizendo a proposicao 28. Portando, AL sdo representacoes irredutiveis nao

equivalentes. O
Definicao 35. A representacao spin complexa de Spin, € o homomorfismo
AL Spin,, — GLc(S) (2.81)

dada pela restri¢ao de uma representagao complexa irredutivel p : Cl, — Homc(S,S) a
Spin,.
Assim como a proposicao 29, temos um resultado parecido para o caso complexo,

i.e, para representacio AL,

Proposicao 30. As sequintes sentencas sao verdadeiras:

1. Sen € impar, AS nao depende da escolha da representagdo irredutivel de Cl,,.
2. Sen € par, existe uma decomposicao
+ -
Dy = D ® L3y (2.82)
numa soma direta de duas representacoes complexas irredutiveis ndo equivalentes de
Spin(n)

Demonstragio. As demonstragoes desses itens seguem analogas a da proposicao 29. [

Além dessas consequéncias que ja foram mencionadas nesta se¢ao, também
temos resultados envolvendo o produto interno em W, que ja vimos que é um Cl,,-mdédulo,
logo tem uma estrutura de espago vetorial. A préxima proposicao nos diz que o produto
interno em W ¢é compativel com a estrutura de médulo dada por uma representacao
irredutivel de C1,,.
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Proposicao 31. Seja Cl,, —> Homg(W, W) uma representagio real de Cl,,. Entdo existe
um produto interno (-,-) em W tal que a multiplicagio de Clifford pelos vetores unitdrios
u € R"™ € ortogonal, i.e,

(u-w,u-w) = (w,w) (2.83)

para todo w,w' € W eu e R" com || u||= 1.

Corolario 3. Seja (-,-) a métrica discutida na proposicio anterior. Entao para qualquer
veR", temos
(v-w,w) =—(w,v-w) (2.84)

para todo w,w' € W. Isto ¢, a multiplicagdo de clifford por qualquer vetor v e R"™ é uma

transformacdo antissimétrica de W .

Demonstragio. Dado v € R" e usando a igualdade v? = —¢(v) - 1 = —|| v ||?, obtemos
<voww > =< — (v-w), >

ol ol

1
= 5 < vl wv-w >

v (2.85)

= Q(U)2 <w,v-w >

ol
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3 Fibrados e Conexoes

3.1 Nocdes Basicas de Grupo de Lie e Algebra de Lie

Existe uma teoria extensa sobre grupos e algebras de Lie que, ao leitor interes-
sado, podem ser encontrada em (MARTIN, 2019). Mas o nosso foco é apenas apresentar
os conceitos basicos de grupo e algebra de Lie para serem usados mais diante, entao é

suficiente os resultados aqui apresentados.

Definicao 36. Um grupo de Lie é um grupo G munido com uma estrutura suave tal que

as operagoes

GxG—G e (V':G@—G (3.1)

(9,h) — g-h gr— g

S0 Suaves.

Observacao 15. Pela definicao 36, um grupo de Lie é uma variedade suave, entdo sempre

estaremos assumindo que G € paracompacto.

Seguem abaixo alguns exemplos classicos de grupo de Lie.

Exemplo 16. Seja K um corpo e M, (K) o grupo de matrizes de ordem n. O grupo linear
geral, Gl(n) = {A € M,(R) : det(A) # 0}, é um subgrupo aberto de M,(R) que é uma
variedade suave, logo Gl,(R) é uma variedade suave. A aplicagao que associa duas matrizes

ao produto delas € suave e a aplicagcao inversa também, portanto Gl(n) é um grupo de Lie.

Exemplo 17. O grupo ortogonal, O(n) = {A € Gl(n) : A- A" = 1}, onde A" é matriz
transposta de A, é um subvariedade mergulhada em Gl(n) e as operagoes sio as mesmas

mencionadas no exemplo 16, logo O(n) é um grupo de Lie. O mesmo ocorre com o grupo
ortogonal especial, SO(n) = {A € Gl(n) : det(A) = 1}.

Agora vamos definir a¢ao a direita e a esquerda de um grupo de Lie G numa
variedade suave X, pois essas defini¢oes sao fundamentais para o entendimento dos

G—fibrados principais, que veremos na proxima secao.

Definic¢ao 37. Seja uma aplicagio p : G x X — X denotada por u(g,z) = g-x. Dizemos

que (1 € uma agdo a esquerda de X se satisfaz duas condigoes,

1. ule,z) =z, para todo x € X e e € G o elemento neutro;

2. p(gh, ) = p(g, p(h, x)) para g.h e G, x € X.
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Definigao 38. Seja uma aplicagio ¢ : G x X — X denotada por ¢(g,x) = x-g. Dizemos

que ¢ € uma agao a direita de X se satisfaz duas condigoes,

1. ¢(e,x) =z, para todo x € X;

2. ¢(gh,x) = ¢(h, ¢(g,2)) para g,h € G, x € X.

Observagao 16. A diferenca de p e ¢ estd na sequnda condicao das definicoes 37 e 38 e

nao na definicao da aplicacao.

A observagao 16 fica clara quando pensamos no seguinte exemplo:

Exemplo 18. Seja G um grupo de Lie e X uma variedade suave. Considere a aplicagdo
1 G x X — X denotada por u(g,x) = g~' - x, para cada ge G e x € X. i é uma agdo
a direita ou a esquerda? Para responder essa pergunta basta verificarmos se p satisfaz a

sequnda condi¢cdo de uma das definicoes 38 e 37.
p(gh, z) = (g )

hlg ™tz

h™" - p(g, @)

pu(h, (g, x)).

(3.2)

Logo, p é uma acao a direita em X.

Definicao 39. Seja X uma variedade suave e G um grupo de Lie. Dado x € X, definimos

a orbita de x por G como o conjunto

G- r={g-veX:9eG} (3.3)

Lembremos que cada orbita de X é uma classe de equivaléncia da seguinte
relacdo de equivaléncia:
r~y < existeum ge G tal que y=¢g-x (3.4)

Definicao 40. O conjunto dos elementos de G que fixam x é chamado de subgrupo de

isotropia ou estabilizador de x e denotamos por

={geG:g -x=u}

E facil verificar que G, é um subgrupo de G para cada z € X fixado.

Definicao 41. Seja p uma ag¢io de G em X. Entdao temos as sequintes defini¢oes:
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1. Dizemos p é efetiva se Ker(p) ={ge G : u(g,x) = x} = {e}, i.e, se g-x =z para

todo v € X, assim g = e, onde e € o elemento neutro de G.

2. Dizemos que i € livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de

G, i.e, G, = {e}, para cada x € X.

3. Dizemos que p é transitiva se X € uma orbita de G, equivalentemente, se para cada

par x,y € X, existe g€ G tal que y =g - x.

Agora iremos mencionar alguns resultados importantes de Algebra de Lie
que serao usados neste trabalho, mais especificamente na parte de 1-forma de conexao.
Lembremos que G, além de ser um grupo, é uma variedade suave, entao todos os resultados
de variedades suaves sao validos para GG, em particular, podemos calcular o espaco tangente

a G’ em qualquer ponto de . Dizemos que T,G é o espaco tangente a G no ponto g € G.

Definicao 42. Definimos uma translagio a esquerda do grupo de Lie G por g € G, como
a aplicag¢io L, : G — G, Ly(h) = gh, para todo h € G. Semelhantemente para translagao

a direita, denotada por R,.

Observagao 17. Como as operacoes produto e inversa em G sao suaves, temos que, para

cada g € G, Ly e R, sao suaves. Além disso, Ly e R, sao difeomorfismos. De fato, considere
~ . —1

Ly entao, claramente, Ly o Ly = Ly 0 Ly = idg. Logo, Ly = L, . O mesmo vale

para R,.

Como G ¢é uma variedade suave podemos olhar para o diferencial ou pushfoward

de L, e R,.

Definicao 43. Para cada g € G, definimos o pushfoward da translagio d esquerda (resp.

a direita) em um ponto h € G, pela aplicagio linear (Lg)y, : ThG — Ty G (resp. (Ry)s).

Pela observacao 17 segue naturalmente que (L), € (Ry)s, sao isomorfismos

para cada g€ G e h e G.

Outro resultado importante de variedade é o de curvas integrais. Da mesma
forma, esse resultado também vale para um grupo de Lie G, i.e, dado he G e X € T;,G,
existe uma unica curva « : (—¢, ) — G tal que a(0) = h e &(0) = X. Dessa forma,

quando aplicamos (L), em X, obtemos

(Lg)sn, X = (Lg)s,(0) = (L0 @)'(0).

Definig¢do 44. Seja G um grupo de Lie. Definimos a Algebra de Lie do grupo G pelo

espaco tangente a G na identidade de G, T,G, e comumente é denotada por g.

Observacao 18. O colchete de Lie estd definido no espago tangente T.G, i.e, se X,Y €
T.G, entao | X,Y]| e T.G, onde [, | : T.G x T.G — T.G € uma aplicagio bilinear.



Capitulo 3. Fibrados e Conexdes 63

Exemplo 19. Considere o grupo de Lie O,(K). Entio a Algebra de Lie de O,(K) é
o(n), espago de matrizes anti-simétrica. Para mostrarmos este resultado, tome X € o(n)
ea: (—ee) — O(n) tal que a(0) = 1 e &(0) = X. Como a(s) € O(n) seque que

a(s)’a(s) = 1 para cada s € (—¢,€). Dessa forma, observe que

&(0)" - a(0) + a(0)" - 4(0) = 0
a(0)" - 1+1-a(0) =0 (3.5)
&(0)" +&(0) = 0
XT+X =0
Logo, para cada X € o(n) temos que X' = —X. Com isso, o(n) estd contido no espago

de matrizes anti-simétricas de ordem n, que vamos denotar por L,(R). Por outro lado,

sabemos que a dimensao de O(n), como variedade, é % entdo dimo(n) = M —

2
dimL,(R). Portanto, o(n) = L,(R).

Do exemplo anterior, 19, podemos extrair outro resultado importante para este
trabalho. Note que, SO(n) pode ser considerada um subvariedade mergulhada em O(n),
que possuem a mesma dimensao como variedades suaves, entao da teoria de variedades
temos que dimSO(n) = dimT1.50(n), dimO(n) = dimT,0(n) e T1.SO(n) é um subespago
de T10(n), como dimSO(n) = dimO(n) segue que dimT;S0(n) = dimT;0(n). Portanto,
pela definicao 44 e pelo exemplo 19, temos que a Algebra de Lie de S O(n), que vamos
denotar por so(n), é igual a o(n), i.e, so(n) = o(n) = L,(R).

3.2 Fibrados Principais

Nesta secao vamos estudar fibrados principais, como sao definidos e construidos.

A maioria dos conceitos e resultados apresentados nesta se¢cdo tém como referéncia base
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963).

Definicao 45. Sejam M uma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado suave P é

chamado de um G-fibrado principal quando:

1. P esta equipado com uma G-ac¢dao livre a direita.

2. M é o espago quociente de P pela relagio de equivaléncia induzida por G, M = P/G,

e a projecao € diferencidvel m: P — M.

3. P € localmente trivial, i.e, cada ponto x € M possui uma vizinhangca U em M tal

que 71 (U) € difeomorfo a U x G, que respeita agio. Esse difeomorfismo é dado por

¢;W_1(U)—>UXG
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tal que ¢(p) = (7(p),n(p)), onde n: 7 (U) — G satisfaz n(pg) = 1(p)g para todo
pen ' (U) egeq.

Pela defini¢ao acima, temos o seguinte diagrama comutativo:

T 4>U><G

\/

Na literatura existem algumas maneiras de denotar um fibrado principal, aqui
nos atentaremos em apenas trés maneiras, dependendo do contexto que estaremos tratando,
P(M,G,7), P(M,G) ou P. Cada termo tem um nome especifico, P é espago total, M é o
espago base, G é o grupo estrutural e m a projecdo. Além disso, temos que a pré-imagem de

cada ponto em M, 7~ !(x) c P, pela projecio 7 é chamada de fibra de P no ponto .

Intuitivamente, um fibrado associa a cada ponto de uma variedade um objeto,
no caso de um G-fibrado esse objeto possui uma estrutura de grupo, porém mais para

frente veremos que esse objeto pode ter uma estrutura de espago vetorial.

De acordo com a definicao 45 , ao fixarmos um p € 7 *(z), entdo 7 (x) é o
conjunto dos pontos tais que pg € 7~ *(z), para cada g € G, i.e, 7 *(z) = {q: ¢ = pg, Vg €
G}, como definido em 39, o conjunto 7~ '(x) é a 6rbita do ponto p. Assim, para cada

x € M, obtemos o seguinte isomorfismo.

-1
p:G— 1 (x
(@) (3.6)
g—>p-9g
Neste isomorfismo p se torna a identidade. Entao a fibra é G a menos da escolha

da identidade, ou seja, fibra nao possui estrutura natural de grupo.

Definicao 46. Seja P um G-fibrado principal com M o espago base. Dizemos que P é
um fibrado trivial quando P =~ M x G.

Agora vamos mostrar como ¢é realizado a mudanca de coordenadas num fibrado
princpal 7 : P — M. Considere /A um conjunto de indices e {U, : « € A} uma cobertura
de abertos de M, tais que cada 7~ *(U,) fornece um difeomorfismo o, : 7~ (U,) — U, x G,

definido por ¢, (p) = (7(p), Na(p)) tal que 1n,(pg) = (Na(p))g. Suponha que U, n Uz # O,
considere p € 771 (U, n Ug) entdo

-1 -1

= (n5(p))99™ ' na(p)
= n3(p)na(p)

15(Pg) (Na(Pg)) (3.7)
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Note que, a igualdade acima mostra que 73(p)n.(p)”" depende apenas de 7(p). Logo,

podemos definir a seguinte aplicacao

0 U,nlUsg— G
Vg 8 (3.8)

w(p) — 1s()1a(p)

Observe que, dado p € 7~ (U, n Uy), obtemos

(
, Va(m(P))Na(P)) (3.9)

= 9a(p) - Vsa(m(p))

Dessa forma, a familia de fungoes {¢g, : v, § € A}, sdo as mudangas de coordenadas.

Definicao 47. Chamamos as aplicagoes 5, de fungoes de transicao do fibrado P corres-

pondente a um cobertura de M.

Essas fungoes satisfazem a seguinte propriedade

Yya() = Yyp(2)pa(z), VreU,nUsnU, (3.10)
De fato,
s (T () Vsa(T(P)) = 15(P) (15(P)) 05 (P) (1a(p))
= 1,(p)(Na(p)) ™ (3.11)
= @Z}wx(ﬂ(p))'

Essa propriedade é denominada de condicdo de cociclo. Essas fungoes sao de extrema
importancia para o estudo de fibrados principais, pois a partir delas é possivel construir

um fibrado principal.

Proposicao 32. Sejam M uma variedade, {U,} uma cobertura aberta de M e G um grupo
de Lie. Dada uma fungdo Vg, : Uy N Ug — G, para cada U, N Ug # &, com a condigdo
de cociclo sendo satisfeita, entdo podemos construir um fibrado principal P(M,G) com

fungoes de transicao Ygq.

Agora vamos introduzir um exemplo de fibrados principais que é muito im-
portante para o nosso estudo e, principlmente, para a compreensao do conceito de um
G-fibrado.

Exemplo 20. Sejam M uma variedade suave n-dimensional e T'M o fibrado tangente.

Um referencial linear em x € M € um isomorfismo linear o, : R" — T, M. Com isso,
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temos que se ey, ...,e, € uma base de R" entao o,(e1),...,o0.(e,) € uma base para T,M .
) ) 3 9

Reciprocamente, dada uma base de T, M construimos o isomorfismo.

Defina o conjunto de todos os referenciais como
B(M) = {0, : R" — T, M : 0, é um isomorfismo linear,Yz € M} (3.12)

Tome GL(n) o grupo linear, sabemos da teoria de Lie que GL(n) é um grupo de Lie. Note

que ele age livremente em B(M).

De fato, considere a aplicagio k : B(M) x GL(n) — B(M), definida por
k(oy,g9) = 0, 0g. Vamos mostrar que k € um acao a direita e depois que é livre. Para

mostrar que € uma ac¢do precisamos verificar que k satisfaz duas condigoes

1. k(oy,id) = o,

Pela definicao de k, temos que k(oy,id) = 0, 0id = 0,
2. k(k(04,9),h) = k(02,9 - h)

k(k(02,9),h) = k(0z,9) o h

=(oz0g)oh
(72 29) (3.13)

—a.0(goh)

= k(oz,g-h)
Logo k € uma agao a direita. Observe que, para algum o, € B(M), temos que se

k(oy,q) = o, entao o, 0 g = 0,. Logo, g = id e, portanto, k é uma agao livre.

Dessa forma, a primeira condi¢io para B(M) ser um G-fibrado estd satisfeita.
Para a sequnda, tome a projecao canénica m : B(M) — B(M)/GL(n) definida
por w(o,) = 0,G. Note que, M pode ser identificada com B(M)/GL(n). De fato,
considere a aplicacao B(M)/GL(n) — M, definida por 0,G — x. Agora vamos

mostrar que essa aplicacao € uma bijecdo.

a) Injetividade
Dados x,y € M, se

r=y = 6, 00, €Gl(n) = 0,GL(n) =35,GL(n) (3.14)

b) Sobrejetividade
Dado x € M, existe 0, € B(M), em particular, temos 0,GL(n) € B(M)/GL(n)
tal que o,GL(n) — x.
Logo, essa aplicagdo é uma bijecao e, portanto, a sequnda condicao estd verificada.

Por fim, falta mostrar que B(M) € localmente trivial, i.e, para cada carta (U, )

em M wizinhanga coordenada de x € M existe um difeomorfismo entre 7~ *(U) e
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U x GL(n). Considere (z',...,2"™) o sistemas de coordenadas da carta (U, $). Cada

referencial p e 7 (U) em x € U, pode ser representado unicamente na forma

— J— J|
p=(Xy,...,X,), onde X,—jZ_lXi (5xj x) . (3.15)
N . . 0 ,
Onde (XZJ) ¢ a matriz que muda a base ﬁ} de T, M para {X;}. Logo, (XZJ) €
€T X
GL(n). Uma vez que, para cada referencial p existe uma unica matriz da forma
(Xf) temos a injetividade da aplicacio o : 7~ (U) — U x GL(n). Dado qualquer
; 0
ze U, onde (U, ¢) € uma carta de M, escolhendo {Xf} € {&]| }, duas bases de
€T X
T, M, sabemos que existe uma matriz mudanga de base (XZ]) tal que vale 3.15. Entado,
e (X;,...,X,)) = (x,9), onde g = (XZ]) Seque que p € sobrejetora e, portanto, um

difeomorfismo.

Observagao 19. Observe que, tomando o.(e;) = X; com e; € R" o i-ésimo vetor

da base canonica, obtemos todo o isomorfismo o,.

Agora vamos definir aplicacoes entre fibrados principais. Essa defini¢ao é de

grande importancia para o estudo de estrutura spin, que veremos no préximo capitulo.

Definicao 48. Sejam 7 : Q — N en' : P — M dois fibrados principais, com grupos
estruturais H e G, respectivamente. Dizemos que uma aplicacio F : () — P € um
homomorfismo de fibrados principais se existe um homomorfismo de grupos 0 : H — G
tal que F(qh) = F(q)0(h), para todo g€ Q e he H.

Como N e M sao os respectivos espacos bases de () e P, ao considerar a € N
temos que 7 '(a) é uma fibra de @ e escolhendo ¢ € 7 *(a) como o elemento identidade
dessa fibra, no sentido em que ¢ = ¢ - ey, onde ey é o elemento neutro do grupo H,

obtemos 7 *(a) = {gh : h € H}. Agora, tomando F(q) = p € P, temos que

P () = F({gh - h e H))
= {F(qh) : he H}
_ (F(@)0(h) < h e H)
= {pf(h) : he H} c 7' *(z).

(3.16)

Onde 7'~ *(z) é uma fibra de P em x € M, cujo ponto base é F(q) = p. Entdo, F leva a
fibra 7" (a) © @ na fibra F(7~'(a)) < P, para cada a € N e, além disso, n’ (F(7'(a)) =
7'(7'"}(x)) = v € M. Logo, existe uma aplicacdo f : N — M tal que for = 7' o F.

Segue abaixo o diagrama que representa todo esse comentario:
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H 0

¥

N

l F
Q
J

%
:‘\

N

.

Este diagrama é comutativo, ou seja, Foq = pof,onde ¢ : H — Q e

p: G —> P, definidas por q¢(h) = q-h e p(g) =p-g.

Definigao 49. Sejam (Q, N, H) e (P,M,G) dois fibrados principais e F' : ) —> P um
homomorfismo de fibrados. Dizemos que F' é um merqulho se F ¢é injetor e @ : H — G ¢

um monomorfismo.

Pela definigao 49 podemos identificar Q) com F(Q) e H com 6(H). E, com isso,

introduzimos o conceito de subfibrado, neste caso, chamamos () de subfibrado de P.

Para o caso no qual estamos sobre o mesmo espaco base, digamos M, introdu-

zimos uma nova defini¢ao

Definicao 50. Seja f: M — M a aplicacdo identidade e F : () — P um mergulho.
Dizemos que F' é uma reducao do grupo estrutural H de @ a G. O subfibrado ) é chamado
de subfibrado reduzido.

Proposicao 33. O grupo estrutural G de um fibrado principal (P, M,G) é redutivel a
um subgrupo de Lie H se, e somente se, existe uma cobertura aberta {U,} de M com as

fungoes de transicao dada por ¢go : Uy " Ug — H.

Observacao 20. Ao considerarmos a restricio da ac¢io de G em P a a¢do de H em QQ e
a restricao da projecao m a @, transformamos QQ em wm H-fibrado principal. Entdo todo

subfibrado € um fibrado principal.

Exemplo 21. Seja (M, g) um variedade rimanniana. Considere o GL(n)-fibrado principal
do exemplo 20. Porém tomemos os frames lineares ortogonais, i.e, o, leva base ortonormal
de R™ em base ortonormal de T, M, para cada x € M, denotemos por B(M) esse con-
junto. Como M possui uma métrica, podemos aplicar o processo de Gram-Schimidt para
ortonormalizar um base de T, M. Logo, se p € Bo(M) € ortogonal temos que pg € B, (M)
¢ ortogonal, para g € O(n). Sabemos de dlgebra linear que a matriz associada a uma
transformagdo que envia base ortogonal em base ortogonal posui determinante igual a +1.
Assim, det(g) = £1 = g€ O(n).

Como O(n) é um subgrupo de Lie de GL(n), uma vez que podemos mergulhar
O(n) em GL(n), entio pela defini¢io 50, seque que B(M) é subfibrado principal de B(M)

com o grupo estrutural O(n), mais especificamente, B(M) ¢ um O(n)-fibrado principal.
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3.3 Fibrados Vetoriais

Nesta se¢ao vamos estudar fibrados vetoriais, que, intuitivamente, é um fibrado

cujas fibras possuem estrutura de um espago vetorial. Vamos considerar o espago vetorial
F* onde F é igual a R ou C.

Definicao 51. Seja M uma variedade suave. Dizemos que E é um fibrado vetorial suave

de posto k sobre M com a projegio m : E — M, se satisfaz as sequintes condigoes:

1. Para cada v € M, seja E, = 7' (x) € E. Denominamos E, de fibra de E no ponto

X.

2. Para cada x € M, existe um vizinhnga U de x em M e um difeomorfismo ¢ :
7N (U) — U x F*, ¢ é chamada de trivializagio local de E sobre U, tal que o

diagrama abaixo comuta

7Y (U) 2> U x F*

S

U
e para cada y € U, 1Z)|Ey ~ {y} x F* = F*, ¢ isomorfismo linear. Nesse sentido que as

fibras de E tém uma estrutura de espago vetorial, neste caso de um espaco euclidiano.

Definig¢ao 52. Seja E um fibrado vetorial suave que admite uma trivializagcdo global, i.e,

E =~ M x R¥. Entdo dizemos que E é um fibrado trivial.

Observacao 21. Os fibrados que nao sao triviais exigem mais do que uma trivializacao
local. O prozimo resultado mostra como é o comportamento das trivializagoes quando

fazemos composigoes.

Proposicdo 34. Seja m: E —> M um fibrado vetorial suave. Considere ¢ : 7= (U) —>
UxRF ep:n (V) — V xR duas trivializagées locais suaves de E tal que U NV # @.
Entdo existe uma aplicagdo suave n : U NV — GL(k) tal que a composigdo 1 o o' :
(UnV)xR¥ — (U~ V) xR tem a forma Yo (z,v) = (x,n(x)v), onde n(x)v denota

a agdo usual da matriz n(z) no vetor v e R¥,

Demonstragao. Primeiro vamos construir o diagrama dessas trivializacoes.
UnV)xRi <2 727 (U A V) L= (UnV) x RF
\ iﬂ' /
T ™1
UnV
Claramente esse diagrama comuta, fazendo com que 7 o (¢ o o ') = 7.
Consequentemente, a tinica coordenada de 1) o ¢! que tem variacdo é a segunda, assim

podemos escrever 1oy ! (x,v) = (z,0(z,v)) para alguma aplicacio suave § : UnV xR¥ —
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R* tal que 9|{z}ka ¢ um isomorfismo linear de R* em si mesmo, para cada = € M.
Logo, existe uma matriz k x k associada a 6(z,v) com z fixo, denotada por n(z), tal
que 6(z,v) = n(z)v. A suavidade de n(x) é garantida pelas suas componentes que sao
representadas por n;(x) = 7'(0(z,¢;)), onde e; é o j-ésimo vetor da base candnica e as

projecoes ' : R¥ — R.

]

A aplicacao n descrita na proposicao 34 é chamada de fung¢do de transicao.

As funcgoes de transicao satisfazem a condigao de cociclo, i.e, dadas trés triviali-
zagoes 1,05 e Yy sobre os abertos U,, Us e Uy, respectivamente, com U, N Ug n Uy # &,
para a, 3, A € A, onde A é um conjunto de indices, temos que, para todo x € U, n Ug N U,

segue que 7asNsaMa = L.

O exemplo a seguir é um classico de fibrado vetorial que é muito utilizado em

geometria e também serda muito explorado neste trabalho.

Exemplo 22. Seja M uma variedade suave n-dimensional. Entdo o fibrado tangente T'M
que estd associado ao fibrado de bases BM também é um fibrado vetorial de posto n. A
demonstracao desse fato € importante e vamos dar com mais detalhes.

Primeiro considere A = {(¢a,Us) : a € A} um atlas contdvel de M, onde
Do = (:L‘i, o2 com zl,: Uy — R sendo a projecio da i-ésima coordenada de oo em
R. Sabemos que © : TM — M ¢é uma aplicag¢do continua, com isso {m '(Uy,) : a € A}

forma uma coberta por abertos de TM. Agora, defina, para cada o € A, a aplicagdo

(9 7T_l(Ua) — ¢a(Us) x R"

«
ox?,

1 n

pondo 1, (v) = (po(7(v)),v(x)), ..., v(@?), onde v(z') = v’

trabalho é possivel mostrar que 1, é uma bijecao.

= v’0;; = v'. Sem muito

Defina também uma base para uma topologia em T M, dada por

(W (V) :aeAeV c ¢o(Uy) x R

«

Nessa topologia todos o0s 1, sdGo homeomorfismos, uma vez que a topologia gerada por essa

base é a mais grossa possivel.

Como M e R"™ sao sequndo contdveis e hausdorff, e A é enumerdvel, seque que

TM nessa topologia é Hausdorff e sequndo contdvel.

Agora vamos verificar se as fungoes de transicio sao suaves, para isso observe

que, para cada o e 3 em A, temos

Y © w;l t(Ua nUp) x R" — (U, N Ug) x R™
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pondo waowgl(u, z) = (gpaowgl(u), d(gpaowgl)u(z)). Dessa forma, as fungoes de transi¢io
das aplicacoes V), para cada o € A sao suaves e, com isso, define uma estrutura de variedade

suave em T'M com dimensao igual a 2n.
Finalmente, podemos definir as trivializagoes locais de T'M como a sequinte
COmposicao:

T Ua) —2 @alla) x R* 72557 U, x R

1 X idgn) 0 1p. Portanto, TM ¢ um fibrado vetorial suave.

mais especificamente, @, = (p,

Pela proposicao 34 existe 7,5 : Uy N Ug —> Gl(n) suave associado ao fibrado
tangente T'M, pela construcao do exemplo 22 podemos determinar explicitamente a

aplicagao n. Dado «, 5 € A e (z,v) € U, x R", temos

(
(
= (pa" x idgn) © (Yo 0 Y5 ) (ps(x),v) (3.17)
(
(

Logo, a funcao de transicao n,s(z) = d(gpaogogl)w 4(z) € a jocobiana das fungdes de transi¢ao

da variedade suave M.

Exemplo 23. Assim como os espagos vetoriais possuem o seu espago dual, o fibrado tan-
gente também possui o seu fibrado dual que € chamado de fibrado cotangente e denotado por
T*M, cujas fibras sao dadas por Tho M = {f : T,M — R : f é linear } = Homg(T,M,R).
A wverificacio que T*M ¢é um fibrado vetorial seque de maneira andloga ao do exemplo 22.
Uma observagio € que as fungoes de transicio de T*M sdo da forma n*(x) = (n(x)™ 1),

onde t é a transposta e n é uma funcao de transicao de T'M.

Observacao 22. O exemplo acima, 23, pode ser generalizado para todo fibrado vetorial

suave E.

A préxima proposigao fornece um isomorfismo canoénico entre T, M e Tx M, para
todo x € M, assumindo que M estd munindo de uma métrica, que pode ser suavemente
extendido para TM a T* M. Se um espaco vetorial de dimensao finita V' ndo estiver munido
de um produto interno nao degenerado essa afirmacao é falsa, uma vez que é mostrado
em (KOSTRIKIN; MANIN, 1989) que o isomorfismo linear V* =~ V' nao é condnica, i.e,
depende da base escolhida.

Proposicao 35. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, onde g é a métrica. Entdao

existe um isomorfismo canonico entre T, M a T M.
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Demonstragio. Como g é a métrica em M, sabemos que g é definida positivamente, pela

definicao 13 item 2.

Defina a seguinte aplicacao

o:T,M— TrM

v— o()(w) = g2(v, w)
Vamos mostrar que ¢ ¢ injetora e depois usar o teorema do nicleo e imagem para concluir

que é sobrejetora. De fato, considere ¢(v) = 0 para algum v € T, M. Entéo:

p(v) =0
e()(w) =0, YweT,M (3.18)
gz(v,w) =0, YweT,M
Como 3.18 ocorre para todo w € T, M, em particular para w = v, assim g,(v,v) = 0 e,

pela defini¢do de g, temos que v = 0. Logo, ¢ é injetiva.

Uma vez que dimT, M = dimT,; M, temos pelo teorema do nicleo e da imagem
que ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ é um isomorfismo linear que nao depende da base, i.e,

canonico. 0

Proposicao 36. Seja M uma variedade suave com as sequintes premissas:

1. Para cada x € M, um espaco vetorial real E,, de dimensao fixada k tal que & = U E,

zeM
enm: E — M a aplicagio que faz com que cada fibra E, seja associada com x,

(z) = E,.

2. Uma cobertura aberta {Uy}rea de M.

8. Para cada \, existe uma aplicagdo bijetora vy : 7 H(Uy) —> Uy x R*, o\ € um

isomorfismo linear nas fibras em RF.

4. Para cada N, B com UyxnUps # &, existe uma aplicagio suave nyg : UxnUsg — Gl(k)
tal que a composigdo 1y o %}1 ¢ dada por 1y o @Z)ﬂ_l(x,v) = (z,mp(2)v).

Entao E possui uma unica estrutura suave que o torna um fibrado vetorial suave de posto

k sobre M, com 7 a projegio e Yy e g as trivializaagoes locais.

Demonstracao. Em linhas gerais as contas dessa demonstracao sao analogas a do exemplo
22. [

Definicao 53. Sejam: E — M um fibrado vetorial sobre M. Dizemos que uma aplicagdao

o: M — E éuma se¢io suave de E quando oom = idyy, i.e, o(x) € E, para cada x € M.
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Observe que o é injetiva, uma vez que, dados x,y € M com o(z) = o(y) temos
que z = 7(o(x)) = m(o(y)) = y. Entdo podemos pensar em o(M) como uma cépia de M

em F.

Definicao 54. Dizemos que uma aplicagio o : M — E € a secao zero de E quando

o(x) =0 para todo v € M.

O zero em F depende do ponto base x € M, tendo em vista que E é formado pela
unido disjunta de espagos vetorias, logo podemos denotar a secao zero por o(z) = (z,0,),

onde 0, € F, para cada x € M.

Definicao 55. Para cada x € M e o uwma secao de E, definimos o suporte de o como

{x e M :o(x)+# 0}, denotamos por suppo.

Vamos denotar o espago de todas segbes de E por I'(E) que, obviamente

é um espago vetorial sobre um corpo K, em particular, é um C*(M)-médulo, onde
C*(M)={f: M —R: feC”}.

Algo interessante de observar é quando E = T'M, o fibrado tangente de uma
variedade M, as se¢oes de T'M sao os campos vetoriais sobre M, haja vista que o(x) € T, M
para cada x € M, com isso o(x) é um vetor tangente a M no ponto z. E as se¢oes do
fibrado cotangente T* M sao as 1-formas diferencias em M, mais informacoes sobre esses
fatos podem ser encontradas em (LEE, 2013). Na proxima se¢ao vamos entender como é

feito a derivagao de secoes.

Exemplo 24. Seja E = M xRF, entio uma se¢io de E é uma aplicacio o - M — M xRF

definida por o(z) = (x,5(z)), onde & : M — R* uma aplicacio suave.

Seja E um fibrado vetorial de posto k. Sabemos que E = |_| E,., onde cada

zeM
E, tem a estrutura de espaco vetorial, assim podemos falar de uma base para cada um

deles e as segoes locais sao fudamentais para trabalhar essa questao, uma vez que, dadas
01,...,0r : U — FE secoes locais, com U < M aberto, elas podem formar uma base
para E, se forem linearmente independentes em = € M, i.e, 0;(x) € FE, serem vetores
linearmente independentes, e gerarem F,. Ao pensarmos nessa base como uma k-upla
(o1(x),...,0k(x)) estamos definindo um frame linear de E,, que ja foi apresentado na

secao anterior.

Note que podemos aplicar essa ideia claramente no fibrado produto E = M x RE.
Basta definir o;(z) = (z,¢;), onde e; sdo os vetores da base candnica de R*. O préximo
exemplo, é uma generalizacao do que acabamos de ver. Com intuito de facilitar essa

observagao vamos considerar o;(x) = ¢;(x) e chamar de se¢do candnica do fibrado produto.
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Exemplo 25. Seja 7 : E —> M um fibrado vetorial suave. Se ¢ : 7 *(U) — U x R* ¢
uma trivializagdo local de E, podemos construir frames locais a partir dessa trivializagao.

Para isso, defina oy, ... 04 : U —> E pondo o;(z) = ¥ (z,e;) = ¥~ " o ci(x).

Agora, precisamos verificar se o; sio segoes suaves linearmente independentes.
rooi(x) =moY Hx,e) = m(w,e1) = x. Como vy é um difeomorfismo, seque que o; sio

segoes suaves e l.i. O diagrama abaizo ajuda na observac¢do desse resultado

1

U x RF 2 7=1(U)

Sk

U

Do exemplo 24 temos que cada frame linear esta associado com uma trivializacao

local.

Proposicao 37. Um fibrado vetorial é trivial se, e somente se, admite uma frame global.

Demonstragiao. Suponha que 7 : E — M seja um fibrado trivial de posto k, entao £ =~
M x R*. Assim, podemos definir o frame global como (¢;), onde ¢;(x) = (z, ;). Por outro
lado, suponha que E admite um frame linear global, i.e, (0y,...,0%) com o; : M — E.
Defina uma aplicacio 1 : M x R¥ — E pondo ¢ (z,v',...,v%) = vloy(z) + - + vFop(2).
Note que, podemos expressar a inversa de 1 explicitamente por 1~ (v'o;(2)) = (7(03(z)), v)
para cada x € M e v € R*. Portanto, ¢ é um difeomorfismo e segue que E é um fibrado

vetorial trivial. ]

3.3.1 Operacdes com fibrados vetoriais

Os fibrados vetorias sdo mais faceis de trabalhar do que os G-fibrados principais,
por causa da estrutura linear de suas fibras. Com isso, é natural que operagoes feitas em
espagos vetorias, como soma direta, produto tensorial e produto interno, sejam validas para
fibrados vetoriais. Essa teoria pode ser encontrada com mais detalhes em (HATCHER,
2003).

Antes de definir a soma direta entre fibrados vetorias é necessario relembrar o

seguinte:

Lembremos, inicialmente, que dados V' e U espacos vetorias sobre R, entao a
soma direta desses dois espagos é denotada por V @ U. Além disso, se T; : V; — U;, com
1 <7 < 2, sao transformagdes lineres cujas matrizes associadas sao A, e As, respectivamente,

temos que a soma direta dessas transformagoes é dada por

T:=Teh):VieV, - U el
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definda por T'(v) = Ty (v) + Ty (v) = T1(vy) +T2(ve), onde v = vy + vy parav; € V; e i = 1,2.

A matriz associada a T' é dada por

A 0
A=A P A =
1D A [0 A2]

Seguem abaixo alguns exemplos que envolvem operagoes com fibrados vetoriais e, posteri-

ormente, iremos definir a soma direta entre fibrados vetoriais.

Exemplo 26 (Fibrado Pullback). Sejam m: E — M um fibrado vetorial de posto k e N
uma variedade suave. Dada uma aplicagdo continua f : N — M, podemos construir o
fibrado pullback f*E sobre N, definido por

f*E ={(n,v)e N x E: f(n) =m(v)}.

Também conhecido como fibrado induzido por f. Vamos mostrar que esse fibrado € de fato

um fibrado vetorial.

A aplicagao 7 : f*E — N, definida por 7(n,v) = n, € a restrigio da projecao
m : N xE — N em f*E e aplica sobrejetivamente f*E em N. As fibras do fibrado
pullback sdo dadas por

7' (n) = {(n,v) en x B, f(n) = 7(v)}
= (f*E)n
Note que, (f*E), pode ser identificada com Ey,y, uma vez que E¢uy € o conjunto de

vetores v € I tais que f(n) = m(v). Claramente, Eg,) tem a estrutura de espago vetorial

pois dados (n,v1), (n,v2) € Efqy temos que

A1(n,v1) + Aa(n, ve) = (n, \jv1) + (n, Agvg)
= (n, /\1U1 + )\21)2).

Logo, (f*E), tem a estrutura de um espago vetorial de dimensdo k.

Agora, considere ) : 7 (U) — U x R¥, definida por 1(v) = (w(v),£(v)), onde
£ U) — R* ¢ uma aplicacio linear sobre as fibras, uma trivializacio local de E.

Seja V. N aberto tal que V = f~1(U) e defina

Y7 (V) — V xR

pondo P(n,v) = (n,projy(1(v))), onde projy(v(v)) = £(v). inversa de ¢ é dada por
(n,w) — (n,v " (f(n),w)). Entdo, ¥ é uma bije¢io e, portanto, uma trivializacio de

f*E. Podemos representar f*E como a unido disjuntas de espagos vetorias, como seque

PE=|(fEn=]|]Ew

neN nenN
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As funcoes de transicao do fibrado pullback € induzida naturalmente pelas fungoes
de transi¢io de E. Observe que, se {n.g : o, € A} € a familia de fungdes de transicao
de E, temos que {napo f :a, € A}, onde f estd restrita ao conjunto f~*(Uy nUs), € a

familia de fungoes de transicao de f*E.

Exemplo 27. Sejam E = M xR o fibrado trivial, N uma variedade suave e f : N —> M

uma aplicacao continua. Entdo

f*E ={(n,p)e N x E: f(n) = n(p)}
= {(n,z,v) e N x (M xR*): f(n) = 2}
= {(n, f(n),v) :ne N eveR"
= Graf(f) x R*
~ N x R”

Corolario 4. Se E é um fibrado vetorial trivial, entao f*E € trivial.

Demonstracdo. Basta observar que E possui uma unica trivializacdo v : E — M x RF.
Entéo ela induz a trivializacio ¢ : f*E — f~ (M) x R¥ em f*E, como f~'(M) =N
segue, da proposicao 37, que f*E é um fibrado trivial. O

Exemplo 28 (Produto Cartesiano). Sejam 7w : E — M ey : L —> N fibrados vetorias.
Dessa forma o cartesiano E x L também é um fibrado vetorial com 7 := (my xm3) : Ex L —>
M x N, onde cada fibra € dada por:

7 N a,n) = (1 x m) H(z,n)

() x my(n)

E, x L,.

Com a estrutura induzida naturalmente por E e L.

Finalmente, podemos definir a soma direta de dois fibrados vetorias, também

conhecida como soma de Whitney.

Exemplo 29 (Soma de Witney). Sejam E — M e L — M dois fibrados vetoriais. A
soma direta entre E e L, também conhecida como soma de Whitney, é denotada por E® L
e suas fibras sao dadas por (E® L), = E, ® L, para cada x € M.

Assim como no produto cartesiano de dois fibrados, a topologia e a estrutura
suave da soma de Whitney ¢é induzida naturalmente pelas respectivas em E e L, tendo
em vista que se {1755 o, € A}, onde A é um conjunto de indices, e {7}55 ca, B e A} sao

as funcoes de transicao de F e L, respectivamente, temos que {nfﬁ &) 7755 ca,fe N} éa
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familia de func¢oes de transicdo de £ @ L, onde

para todo x € U, n Us.

Exemplo 30 (Produto Tensorial). Sejam m : E — M e my : L — M dois fibrados
vetoriais sobre M com posto k e I, respectivaamente. O produto tensorial entre eles é dado
port: EQL —> M com m *(z) = (E® L), = E, ® L., para ndo ter ambiguidade os
produtos tensoriais das fibras de E e L precisam estar sobre o mesmo ponto base. Assim,

podemos expressar o fibrado tensorial da sequinte forma:

zeM

Considere {(a, Us)Yaea € {(@a,Us)}aen as familias de trivializacoes locais e {nF}aen €
{775 Yaea as familias de fungoes de transi¢io de E e L, respectivamente. Entdo as triviali-

zagoes em E ® L podem ser dadas pela familia {(1o ® Yo, Us)}aca, onde
Vo ® 0o : 1 HUy) @ Ty (Uy) — Uy x RFQ R

E, consequentemente, dados o, 5 € A, obtemos para cada 7755 Uy nUsg — Gl(k) e

nks : Ua 0 Us —> GI(1) a sequinte fungio de transigio em E® L :
nie"  Us 0 Us — GU(KL).
Onde 0,8 (x) = m4s(2) @ nys(x).

Essa construgdo pode ser generalizada ao produto de n fibrados vetorias sobre a

mesma base. Dadas F, ..., E, fibrados vetorias de posto finito sobre M, temos que
®1 B = | | (@Li(E).)
zeM

e as fungoes de transicao sio dadas por ®?:17]5/}3, para cada o, 5 € A.

De dlgebra linear sabemos que o produto tensorial produz a dlgebra exterior
através de uma aplicacao linear que antissimetriza os tensores, entdo o mesmo acorre
com os fibrados vetoriais. Dessa forma, podemos falar de uma poténcia exterior de um

fibrado vetorial E que é dado por A"(E) = |_| A"(E,). Note que, a familia de funcoes de
xreM
transi¢ao € dada por {n.s A -+ ANap : @, B € A}, onde

Nag A ANag : Us "nUg — R

tal que Nap(x) A+ Anap(x) = det(nap(x)). Com isso, esse fibrado tem posto 1, que também
¢ conhecido como fibrado determinante, uma vez que suas fungoes de transi¢io sao dadas

por determinantes.
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3.3.2 Produto interno

Lembremos de algebra linear que um produto interno num espago vetorial V'
sobre R é uma forma bilinear simétria e definida positivamente, mais especificamente,
dizemos que uma forma bilinear simétrica (,) : V' x V' — R é um produto interno se

satisfaz a seguinte condicao:

(v,v) > 0, para todo v € V\{0} e (v,v) =0< v =0.

Definicao 56. Um produto interno num fibrado vetorial real suave E — M de posto k é
uma aplicagio (,) : E x E — R, cuja restricio nas fibras é uma forma bilinear simétrica

e definda positivamente.

Mais especificamente, seja (,) um produto interno em FE, como para cada
z € M temos E, =~ R*, segue que { >|(E:c><Eac) . B, x E, — R é o produto interno induzido
pelo produto definido em R¥ e que varia suavimente para cada z € M. Observe que, essa

variagao suave depende de uma das seguintes condigoes equivalentes:

1. (,): Ex E— R é suave;
2. A segao (,) do fibrado vetorial (F ® E)* — M é suave;

3. Se 01,09 sdo segoes suaves de E, entdo a aplicagdo (o1,09) : M — R, onde

(01,09) () = (01(x), 09(2)), é suave;

4. Se hy : w1 (Uy) — U, x R¥ uma trivializacio local de E, entdo a funcao de valores

matriciais B, : U, — GI(k) tal que

(ot (2, 0), 05 (@, w)) = ' Ba(w)uw,

para todo x € U, e v,w € R*, é suave.

Note que, no ftem 2, o fibrado vetorial (E® E)* pode ser identificado com Homg(E x E,R),
espaco de funcgoes bilineares de valores reais definido em E x E. Para ver isso, precismos
lembrar da propriedade universal da algebra tensorial. Sejam V; espacos vetoriais reais,
coml<i<ket:Vix---xV,—VI®: - -®V; aaplicacdo k-linear candnica. Se existe
um espacgo vetorial L e uma aplicacao k-linear s : Vi x --- x V), —> L, entao existe uma

unica aplicacao linear de Vi ® - -- ® Vi, em L, que faz o seguinte diagrama comutar:

\y
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i.e, fot =s. Esse diagrama é muito usado pra mostrar isomorfismos linares. O mesmo
diagrama vale para os espacos duais e para produtos do tipo V;--- Vi x V* x -+ x V.
Esse resultado segue de maneira analoga para fibrados vetorias, trocando V; por E;, com

isso obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 38. Sejam E um fibrado vetorial real de posto k e Homg(E x E;R) o espago
das aplicagoes bilineares de E x E em R. Entdo vale o isomorfismo (dimensao finita)

(E® E)* ~ Homg(E x E,R).

Demonstrag¢io. Seja t : E* x E* — E* ® E* uma aplicacao bilinear, dada por t(«, 5) =
a® B com «, f € E*. Defina a aplicacao
s: E* x B* — Homg(E x E,R)
(a,B) — S(ap) : ExE—R
(Ve, We) = S(a,8) (Ve we) = (v) B(wy).
Onde v,,w, € E, para cada x € M.

Note que, s é bilinear. De fato, considere ki,ky € R, oy, a9, 3,004 € E* €

Vg, Wy € B, entao

S (k1o +as,0a+kaas) (Ve W) = [K1on + az](ve)[az + keau](w,)
= k104 (vy) + ag(v)][an(ws) + keay(w,)]
= ko (vg) o (wy) + krkoo (vg) oy (wy )+
+ az(vg) s (wy) + kaag(vy) oy (wy,)
= K1Sa1,00 (Vo Wa) + k1k2S(ay a0) (Va, We)+
+ S(ag,a0) (Vo Wa) + k2S(ag,00) (Vas Wa).
Segue a bilinearidade de s. Entao existe uma aplicagao linear f : E* ® E* — Homg(FE X

E R) tal que f ot =s. Agora, basta mostrar que f é um isomorfismo linear. Considere
a,fe E* e fla®P) =0, com isso

fa® B)(ve, we) = 0

a(v,)B(wy) =0, (3.19)

para todo v,, w, € E, e x € M. Da igualdade 3.19 segue que a(v,) = 0 ou f(w,) = 0 para
cada x € M. Suponha que a(v,) = 0, pela arbitrariedde de v, € FE, segue que o = 0. Logo
a® f =0 e, com isso, f é injetora. Como dimg(E* ® E*) = dimg (Homg(E x E,R))

temos pelo teorema do nicleo e da imagem que f é um isomorfismo linear. O]

A partir dessa proposigao podemos tratar segdes do fibrado (£ ® E)* — M

como uma forma bilinear, em particular, um produto interno.



Capitulo 3. Fibrados e Conexdes 80

Proposicao 39. Todo fibrado vetorial real adimite um produto interno.

Demonstracio. Assim como a demostragao de existéncia de uma métrica riemanniana
em uma variedade suave, vamos usar particao da unidade para construir um produto
interno em um fibrado vetorial. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial de posto k sobre M,
considere 1), : 71 (Uy) — Uy, x RF uma trivializacao local de E, onde {U, : o € A} é uma
cobertura por abertos de M. Tome {f, : M — [0,1] : @ € A} um partigdo da unidade

subordinada a cobertura {U,}, entdo essas fungoes satisfazem as seguintes condigoes:

1. fa=0emUye fo=0em M — Uy;

2. Z fo(z) =1 para todo z € M.

Claramente podemos definir um produto interno em cada 7' (U,), induzido pelas triviali-
zagoes locais , como dada no item 4 apresentado logo acima. Entao definimos globalmente
o produto interno em £ como

Uomwx Efa < a Z, )7¢;1(x7w)>

«

T

para todo x € M, vy, w, € 7 *(z) e v,w € R, ]

Com o produto interno bem definido nas fibras de um fibrado vetorial, podemos
falar de redugao do grupo estrutural GIl(k) para o subgrupo O(k), onde as fungoes de
transi¢ao tem valores em O(k). Isso é possivel, pois com o produto interno podemos aplicar

o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmitd nos frames lineares de cada fibra.

Lema 3. Seja E um fibrado vetorial e (, ), wm produto interno definido em E e {Uqy, 4}
um atlas para E. Entdo, para qualquer carta U, existe referencial ortogonal {o{,... o5}

em cada fibra E,, para todo x € U,.

Com esse resultado podemos mostrar que as fungoes de transicao tem seus
valores em O(k). Pelo lema 3 dada uma trivializacio v, : 7 *(U,) — U, x R* podemos
obter um frame linear ortogonal {o{, ..., op} para cada fibra E, com = € U,, com respeito
ao produto interno (,),. Tome {ey, ..., e} a base canonica de R* e ¢, (0%(x)) = (z,v),

assim existe uma tinica transformacao linear T : R*¥ — R* tal que T'(v) = e;.

Defina a seguinte trivializacao, ¢, := (idy, x T') 0 1., como segue ilustrado:

Yo k idUa xT
—_—

71U, — U, xR U, x R¥
tal que o (0f(z)) = (z,€;). Assim, dados «, 5 € A temos

Pa 0 05 (2,0) = (2, Tlap(x)v).
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Onde 75(x) = <<Uf‘(x), aﬁ(x)>E)ij é a matriz mudanca que leva a base {o{,..., 0} em

{oF. ..., 0P}, Como as duas bases sdo ortogonais segue que Tap € O(k).

3.3.3 Orientacao no fibrado vetorial

Lembremos da definicao de orientabilidade em espagos vetoriais, inicialmente,

para depois expadirmos ao caso de fibrados vetorias.

Seja V um espago vetorial sobre R de dimensao k > 0. Dadas 5 = {e;}i<k

B = {€;};<k duas bases ordenadas de V/, dizemos que J é equivalente a {3 se, e somente se,
k
Aijei com A e Gl+(l{7) =

a matriz mudanca de base tem determinante positivo, i.e, €; =
=1
{M € Gl(k) : detM > 0}. Dizemos que a base  tem a mesma orienta¢do de § quando

uma ¢ equivalente a outra.

Equivalentemente, podemos definir uma orientacao em V' através de um ele-
mento nao nulo da poténcia exterior, A*V. Primeiro, observe que dimpA*V = 1, entdo
A*V — {0} possui duas componentes conexas, i.e, AV — {0} = C; U C, e essas duas

componentes vao separar o conjunto de todas as bases de V' em dois conjuntos disjuntos.

Considere 8 = {vy,..., v} uma base de V' e assuma que [ é orientada positivamente. Se
B = {0y,...,} é uma outra base de V, segue que
01 A - AT =det(g)vr A - A V. (3.20)

Onde g € GL(k) é a matriz mudanca de base de  para 3. Sabemos que se 3 tem a mesma
orientagao de (3, temos que det(g) > 0, caso contrario det(g) < 0. Dessa forma, podemos
definir uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto A*(V) — {0}, dada pela seguinte

relacdo: Chamando w =073 A -+ AU €1 =01 A -+ A U, temos que

w~n < JgeGLi(k): w=det(g)n (3.21)
E facil ver que ~ é uma relacio de equivaléncia. Definindo
G = [w] = {ne A(V) — {0} : w = det(g)n, g € GL*(n)},
obtemos que,
Co = —[w] = {ne A"(V) — {0} : w = det(g)n.g € GL™(n)}.

Por isso, podemos definir uma orientacao em V' a partir de um elemento nao nulo de

AF(V).

Definicao 57. Uma orientagio em V € a escolha de uma das componentes conexas de

ARV — {0},
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Definicao 58. Seja w: E — M um fibrado vetorial suave de posto k. Uma orientacao

para E é uma orientacio em cada fibra E, ~ R*, a qual varia suavemente para cada

re M.

Essa definicdo diz que se ¢ : 7 (U) — U x R* é um trivializacdo local de E,
1) preserva ou reverte a orientacao, de acordo com a escolha da orientacdo em R”, em cada
fibra.

Definicao 59. Se E admite uma orientagdo, dizemos que E é orientdvel.

Lema 4. Seja m : E — M um fibrado vetorial real suave. Entdo, E ¢é orientdvel se,
e somente se, existe uma colegio {Uy, s} de trivializagoes locais de E tal que 1ap :

Uy n Uz —> GIT(k), onde {n.p} € a familia de fungoes de transigdo.

Lema 5. Seja m: E — M um fibrado vetorial real suave. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. E € orientdvel.

2. Eziste uma secdo suave nio nula w do fibrado de linha A*E* = |_| AFE*
zeM

Vimos que ao definir um produto interno num fibrado vetorial podemos reduzir
o grupo estrutural GI(k) ao subgrupo O(k). Quando o fibrado é orientavel, podemos fazer
uma outra reducao, de O(k) para SO(k). Assim, temos outro resultado equivalente ao ja

visto, se um fibrado é orientavel, entao as fungoes de transicdo possuem seus valores em

SO(k).

3.4 Fibrados Associados

Neste topico vamos mostrar como podemos associar um fibrado principal com

um fibrado vetorial.

Definicao 60. Seja P um G-fibrado principal e F' uma variedade suave que sofre uma
agdo a esquerda de G, dada por r(f,g) = gf para cada g€ G e f € F. Entio P’ = P x F
sofre uma agdo a direita de G, dada por R,(p, f) = (pg,g~'f) para cadape P, fe F e

g€ G e o espago quociente E = P xq I € o fibrado associado a P com a fibra tipica F.

Note que, a projecao 7 : E — M, com 7([p, f]) = 7(p), esta bem definida. De
fato, se (¢, f1) € [(p, f)], classe de equivaléncia gerada pela agdo de G em P x F, temos
que, existe g € G tal que ¢ = pg e fi = ¢~ f. Entdo, 7([g, fi]) = 7(q) = 7(p) = 7([p, f])-

Segue abaixo um dos exemplos mais cléssicos sobre fibrado associado, o fibrado

tangente.
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Exemplo 31. Sejam B(M) o fibrado de bases (ou de referenciais), que jd vimos que
¢ um GL(n)-fibrado principal. Mas aqui vamos considerar B(M) = {(x,e1,...,€,) :
€1,...,6n € uma base de T,M} que é equivalente d definicao apresentada no exemplo 20.

Tome R™ uma variedade diferencidvel que, sofre uma agdo da esquerda por GL(n)

GL(n) x R* — R"
(3.22)
(g,v) —g-v
Considere, agora, uma a¢ao a direita de GL(n) no produto B(M) x R", definida por

GL(n) x (B(M) x R") — B(M) x R" (3.23)
(9. (p,v)) — (p,v)-g=(p-g,9" - v)

Observe que essas agoes ocorrem da sequinte forma:

1. Mudanca ativa nos vetores da base de T, M
b-g= ('xuelu"wen) : (g’bj)

= <{L‘, i Gi1€i, - - - ,Zn: gme,) (324)
=1 =1

/

= (z,€},...,¢€)

2. Mudanga passiva, pois estamos mudando as coordenadas de um mesmo vetor

gt = (e

noo noo (3.25)
= (Z g vy, ..., Z g"]v]) .
j=1 j=1

Onde g = (g;;)"". Entdo, o fibrado associado a B(M) com a fibra tipica R" é E =
(B(M) x R™)/GL(n). Defina a aplicagdio

F:E—TM

n (3.26)
[(p,0)] > p-v = > vie; € ToiyM

i=1

F estd claramente bem definida. Agora dados [(p,v)],[(q,w)] € E, sep-v = q-w, temos

(3.27)
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Para que a equagao 3.27 tenha sentido, precisa ezistir g € GL(n) tal que é; = Zgijej.
i=1

Entao, substituindo €; em 3.27, obtemos

n n n
1=

Vi€ — Z w;j Zgi]‘ei =0
J i=1

=1

! ) ) ) (3.28)
Z (vi—ijgi]) e, =0 = vy =ijgij = w; =Zg”vi

i=1 i=1 =1 =1
Assim, q=p-gew=g " -v=[(p,v)] =[(qg,w)]. Logo, F ¢é injetiva. A sobrejetividade
sai direto do fato de que, para todo p-v € T'M, temos que existe uma classe de equivalencia
[(p,v)] € E tal que F([(p,v)]) = p-v. Portanto, F é uma bijegio e TM € o fibrado
associado a B(M) com a fibra tipica R".

Observe que, estavamos sobre um GL(n)-fibrado principal e passamos para um
fibrado wvetorial, TM. E o processo inverso também ocorre, isto €, do fibrado tangente

consequimos construir o fibrado de bases B(M).

Os exemplos 21 e 31 sao modelos para exemplos mais gerais, que veremos agora.

Exemplo 32 (Fibrado Vetorial). Sejam (P, M,G) um G-fibrado vetorial e p : G —>
GL(V) uma representacao de G, onde V' é um espago vetorial. Note que, p induz uma
acao de G a esquerda em V', dada por

p:GxV —V

3.29
(9,v) — p(g)v. (3:29)

Entao também temos uma acdo de G a esquerda em P x V|, logo E = P xgV € o fibrado
associado a P com a fibra tipica V. Pelo exemplo 21, podemos observar que E é um fibrado

vetorial.

As trivializagoes locais de P induzem as trivializacoes locais em E, sobre os
mesmos abertos de M, de tal forma que as fungoes de transicao sdo preservadas. Com
efeito, como P € um G-fibrado principal temos que para cada x € M, existe uma vizinhanca
U dex em M tal que p : 7 (U) —> U x V é um difeomorfismo (as trivializagoes de P).
Além disso, quando U, N Ug # &, temos

@50@;1:(UQOU5)XG—>(UQGU5)XG

(3.30)
(z,9) — (7,¢pa(7)g).

Onde g, sao as fungoes de transicio. Ao associarmos com o fibrado E, temos a proje¢io

natural m: E —> M e o
o: 7 (U)—UxV (3.31)
[(p,v)] — (7 (p), p(n(p))v).
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Onde n ¢é uma aplicagio de 7~ (U) em G (ja foi enunciada na definicio 45-item 3). E as

funcoes de transi¢do sao construidas da sequinte forma:

0Pt (UynUsg) x V — (U, nUs) x V
(z,v) — (@, p(Yga(z))vV)

Logo a fungdao de transicao em E, depende da funcao de transicio em P. Observe a

(3.32)

aplicagio ¢ que, para cada v € M, existe um isomorfismo linear @ *(z) — o x V = V.

Portando, E € um fibrado vetorial.

Exemplo 33 (Fibrados de Referenciais de Fibrados Vetoriais). Nesta se¢ao vamos genera-
lizar a ideia de fibrado de base, que vimos no exemplo 20. Para isso, considere m : B — M

um fibrado vetorial suave com a fibra F¥, onde F ¢ igual a R ou C.

O fibrado de referenciais linares de E é o GL(k,TF)-fibrado associado a E,

definido pelo sequinte conjunto

BE = {(z,E1, - ,Ey) : {Ey, -+, Ex} ¢é uma base de E,} (3.33)

Para verificar que BE €, de fato, um G L(k,TF)-fibrado, basta realizar o mesmo

processo feito no exemplo 20.

3.5 Conexoes

Esta secao aborda um dos assuntos mais tradicioniais da matematica, que é o
calculo diferencial. Vimos que a variedade ¢é localmente parecida com um espaco euclidiano
e com uma boa representacao conseguimos falar de derivadas parciais de fungoes definidas
numa variedade. Agora, serd que é possivel extender a ideia de diferenciabilidade para
secoes de um fibrado vetorial arbitrario? A resposta é sim, porém precisamos munir a
variedade com uma estrutura especifica para que isso acontega, que chamamos de conexdes,

ao longo da secao esse nome fard mais sentido.

3.5.1 Conexdes em fibrados principais

A teoria dessa se¢ao pode ser encontrada em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016),
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963) e (BISHOP; CRITTENDEN, 1964). Quando necessério

serd especificado a referéncia utilizada.

Definicao 61. Seja m: P — M um G-fibrado principal e m, : TP — T'M a diferencial

de m. Definimos o subespago vertical num ponto p € P como

V,={XeT,P:mX =0} = Ker <7T*|Tpp)
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Observacao 23. Os vetores verticas, X € V,,, podem ser pensados como aqueles que estdo
somente na direcio da fibra 7= (7(p)) e a escolha do subespaco vertical é candnica, no

sentido que, para cada espago tangente T),P, existe um unico subespago vertical.

Definicao 62. Definimos um subespago horizontal como um subespago de TP, denotado
por Hy, tal que T,P =V, ® H,.

Observacao 24. Diferentemente do subespaco vertical, a escolha do horizontal é nao
cononica, uma vez que ndo tem uma escolha especifica, e para todo Y € H), temos que
m.Y # 0.

Definicao 63. Uma conexdo é uma escolha suave, para cada p € P, de um subespaco H,
de T,P tal que T,P =V,® H, e Hyy = g+ H,,.

Observacgao 25. A operacao =, na definicao 63, vem do sequinte fato: Uma vez que G age
a direita em P, podemos definir um difeomorfismo R, : P — P, denotado Ry(p) = pg.
Assim, (Ry)s, : T,P — T,gP ¢ um isomorfismo linear e usando curvas integrais obtemos
que (Ry)«, H, = Hyy. Entao, g+ H, = (Ry)., Hp.

Podemos dar essa escolha através de uma mapa, como segue na defini¢ao abaixo.

Definicao 64. Um conexdo é uma escolha suave, para cada p € P, de uma aplicacao

linear o, : TyM — T,P com 7(p) = x, satisfazendo duas condi¢oes

1. Ty ©O0p = ZdeM.

2. Opg = g *0yp.

A sequnda condi¢cdo da definicao acima € para que a agao do grupo G sobre a fibra também

ocorra em Oy,.

A equivaléncia dessas duas defini¢oes vem do fato de o, aplicar T, M isomorfi-
camente em H,, i.e, para cada vetor tangente X € T, M temos um tnico vetor tangente
em X, € T,P tal que 0,(X) = X, € H, e ambas possuem a propriedade do elevador

(Hpg = g+ Hy e 0y = g*0p).

Definicao 65. Seja v, : I — P uma curva suave, para cada p € P. Dizemos que vy, €

um curva horizontal se ,(t) € H, para todo t € 1.

O proximo resultado nos fornece uma ferramenta que conecta as fibras ao longo
de uma curva. E essa "conerao"sera dada para auxiliar na derivagao de se¢oes quando
estivermos falando sobre conexoes em fibrados vetorias, porque nesse caso a nog¢ao de

espaco vetorial aparece e, por conseguinte, podemos falar de derivada direcional.
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Proposigiao 40. Sejam v : I —> M um curva suave em M e pe m *(v(0)). Entdo existe

um unico levantamente 7, de vy tal que 5(0) = p.

Demonstragio. A prova desse resultado pode ser encontrado em (BISHOP; CRITTENDEN,
1964). O

Corolario 5. Se H, é um conexdo em P, comp € P, ey : 1 — M € uma curva
suave em M. Entdo existe um difeomorfismo T, : m~(7(0)) — 7' (y(1)) definido por
T, (pg) = Apg(1) = g 4,(1). Chamamos T, de transporte paralelo de v(0) a y(1) ao longo
de 7.

O corolario acima nos diz que um levantamento horizontal define um transporte
paralelo que é responsavel por conectar as fibras, enviando biunivocamente um ponto de
uma fibra no ponto de outra fibra. A partir disso, veremos como é definido a derividade

direcional pela nocao de limite em fibrados vetorias.

Exemplo 34. Considere P = BM e~y : I — M um curva suave com v(0) = x.
Lembremos que BM = {(z, E\, ..., E,) : Ey, ..., E, € uma base para T, M}. Vamos definir
o transporte paralelo em BM. Pela proposicao 40 existe um unico 7, : I — BM,

levantamento horizontal de v, definido como

Ap(t) = (z, Ex(t), ..., En(t)) .

Pelo coroldrio 5 existe um difeomorsifmo T, : 71 (0) — 7 '(1) tal que

T, ((z, Er(0),..., En(0)) 9) = (z, 90 Ei(1),..., ginEi(1)) -

Onde g € Gl(n). T, transporta paralelamente os frames lineares de w~*(0) para 7 '(1).

Ap também € conhecido como referéncial paralelo, que serd importante para

entendermos como o transporte paralelo ocorre em T'M .

Assim como temos um fibrado principal associado com um fibrado vetorial,
temos o transporte paralelo num fibrado vetorial induzido pelo transporte paralelo num

fibrado principal.

Exemplo 35. Vimos que o fibrado de bases m : BM — M estd associado com o fibrado
tangente TM. Entao, para cada v € TyoyM com v = v'E;(0), o transporte paralelo de v

ao longo de v pode ser dado por

T, : TyyM — TyyM
v = [%,(0),7] — V' (1) Ei(t) = [5,(t),7].

Onde r = (v',...,v") € R™. Observe que, T, transporta os frame linares e mantém as

(3.34)

coordenadas constantes.
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O exemplo 35 pode ser generalizado para qualquer fibrado associado. De fato,
dado P um fibrado principal e F o fibrado vetorial associado a P de posto n, podemos

definir o transporte paralelo de um vetor v € g ao longo de v, como

T - Eyo) — By
v = [5,(0), 7] — " () Ei(t) = [F(t), 7]

Onde {E1(t),..., E,(t)} é um frame linear de E ;) para cadate I er = (v',...,0") e R™

Nesse caso, T, ¢ um isomorfismo linear.

(3.35)

Note que agora podemos analisar como uma secao local de um fibrado vetorial
(campo vetorial) varia na diregdo de um vetor tangente, ou seja, desejamos calcular a
derivada de um segdo s : U — 7~ (U) num ponto z € U na direcdo de v € T,,, M, onde
U é um aberto de M e m: E — M é um fibrado vetorial. Sabemos que existe uma tnica
curva v : [0,1] — M tal que y(tg) = zo e 7'(to) = v para algum ty € [0, 1], entdao calcular
a derivada de s na direcdo de v é o mesmo que calcular ao longo de 7. Pela definicao de

derivada de célculo, deveriamos ter

(S o 7)/<0) = lim S<’y<t)) B 8(7(0)) )

t—0 t

(3.36)

Porém temos um problema nessa definicdo, uma vez que s(y(t)) € E,q) e
s(7(0)) € Ey@) com E,4 # Ey@). Como podemos resolver esse problema? Usando o
transporte paralelo definido em 3.35. Entao, podemos reescrever o limite definido em 3.36,
como 5
T (s(v(t) — 5(v(0))

/ T ¥
(s ©7)'(0) = lim ;

(3.37)

Como T;l(s(fy(t)), 5(7(0)) € Ey) e Ey0) é um espago vetorial segue que T;l(s(v(t)) —
s(7(0)) € E, ). Observe que, T, (s(7(0)) = [0i(t),r], onde (0;(t)) é um frame linear de
E

+(+) @0 longo da curva 7.

A expressao definida em 3.37 serd denotada por (V,s),,, onde v = ~/(0),
também conhecida como derivada covariante. Como j& vimos, podemos substituir as se¢oes

por campos vetoriais, que denotaremos pelas letras X, Y ou Z, onde cada um sao aplicagoes
de M em T'M.

A defini¢ao de conexao como operador pode ser encontrado em (CARMO, 2019)
ou (BIEZUNER, 2015).

Definicao 66. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Uma conexdo em M
¢ uma aplica¢io R-linear V : I'(TM) x I'(TM) — I'(TM), onde escrevemos V(X, Z)
como VxY, para todo X,Y € I'(TM) e satisfaz as sequintes condigoes :

1. VX_H/Z = VXZ + VyZ,’
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2. VfXY = fVXY;

3. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (regra de Leibnez).
Para todo X,Y,Z e I'(TM) e f e C*°(M).

A conexao pode ser representada em coordenadas, haja vista que dados X,Y €
I'(TM) temos que

X = ZX& e Y = Zwa

i=1 j=1

Onde (0;|,) e (05]5) sdo frames lineares de T, M, para cada x € M. Entao,

VY = Vy (Z Yj6j>

Jj=1

Il
M:

Vx (Y70;)

<.
Il
—

I
1=

YIVxd; + ZX (Y90, (3.38)

7j=1

<.
Il
—

Jj=1

Zixwwa Zn] (Y7o

]:

|
= =

Note que, avaliando a equacao 3.38 em z € M, obtemos

-SSR @), S, o

e com isso, observamos que (VxY')_ depende apenas de X em z e Y ao longo da curva que
passa por z e possui vetor tangente X,. Além disso, podemos escrever V,0;, da tltima
igualdade em 3.38, em fungao dos frames lineares (Jg|,) de T, M para cada x € M, da

seguinte forma

V05 = Z rkoy. (3.40)
Onde 7 " sdo funcoes suaves, chamadas de simbolos de Christoffel.
Dessa forma, podemos descrever VxY como

Zn: <i XY*rko, + X(Y’f)) O (3.41)
k=1

Proposicao 41. Toda variedade suave possui uma conerao.
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Demonstragio. Pelo o que foi mostrado acima, dada uma variedade M e um atlas maximal
(Uy, ¢a), podemos definir uma conexao V¢ em cada U,, usando a representagdo em
coordenadas. Uma vez que, M ¢é paracompacto, podemos considerar uma particao da
unidade {g, : M — [0, 1]} subordinada a cobertura {U,} tal que

1. go(x) = 0, para todo z € M — Ul;

2. Zga(x) = 1, para todo = € M.

Agora, defina V = Z 9o V<. Vamos mostrar que V é uma conexao em M. Para isso, vamos

e
verificar apenas a regra de Leibniz dada no item 3 da definigdo 66. Dessa forma, dados

X, Yel(TM), fe C*(M)exe M, temos

Vx(fY) =) 9.V%(fY)
- Za]ga[fV%Y +X(f)Y]
= ; D 0aVRY + > g X(£)Y (3.42)
- fZ:]ga XY + )z(f)Ygga

= fVxY + X(f)Y.

As outras condig¢oes da definicao 66 seguem naturalmente do fato de V* ser um conexao. [

Exemplo 36. Considere M = R". Entao, a conexdo V : I'(TR" x I'(TR") — I'(TR")
¢ dada por (VxY), = dY.(X,), para cada x € M, i.e, a derivada direcional do campo Y

na diregio de X,. Usando a representacao em coordenadas da derivada direcional em R"

R C TR
- § ()
j=1 \i=

temos

(3.43)

Logo,

VxY = zn] (ﬁ] X(Yj)> a(;. (3.44)

j=1 \i=1
Analisando esse resultado com a equagdo 3.41, obtemos que todos os simbolos de Christoffel

sdo nulos, It = 0 para todo k, 1, 7.

ij

A conexao definida em 66 pode ser generalizada para qualquer fibrado vetorial

E, que em algumas referéncias é tratada como derivada covariante.
Definicao 67. Uma derivada covariante em E é uma aplicagdo linear

V:I'E)— T'T*"M®FE) (3.45)
tal que V(fs) =df ® s+ fVs, para todo f e C*(M) e se I'(E).
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Essa definicdo é equivalente a 66, porém aqui estamos considerando os campos

vetoriais com se¢oes do fibrado vetorial suave 7 : B — M.

3.5.2 Conexdes Riemannianas

Vimos na secao anterior como é definido uma conexao num fibrado principal e,
posteriormente, associamos essa defini¢cdo com a de transporte paralelo, que possibilitou a
apresentacao do conceito de derivacao de campos vetoriais. Nesta secao, vamos apresentar

a conexao de Levi-Civita ou Riemannina e mostrar a sua existéncia e unicidade.

Definicao 68. Seja M uma variedade suave com uma conexdo V. O tensor torgcio da

conexao V é uma aplicagao
T:I'(TM)xI'(TM) — I'(TM) (3.46)
definida por T(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y].

Defini¢ao 69. Dizemos que V € simétrica quando T'(X,Y) = 0.

Agora veremos uma importante relacado entre conexoes e métricas riemannianas.

Definigao 70. Seja (M, g) uma variedade riemanniana, onde g é a métrica. Dizemos que

uma conexao V é compativel com métrica g quando

Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (3.47)

Lembremos que a ideia da conexao ¢é se comportar como a derivada direcional
em R", entao a definicdo 70, basicamente, esta garantindo que a conexao é compativel
com a métrica quando satisfaz a regra do produto interno. Com isso, podemos definir a

conexao de Levi-Civita.

Definicao 71. Dizemos que V € a conexdo de Levi-Civita quando V é simétrica e

compativel com métrica g.

Proposigao 42. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com a métrica g. Entao existe

uma unica conexao V em M que é simétrica e compativel com g.

Demonstragcao. Suponha que ela existe, entao vamos mostrar que ¢ tinica. Como V ¢

simétrica e compativel com a métrica, valem as seguintes igualdades
VxY - VyX = [X,Y]
VyZ =VzY =Y, Z] (3.48)
VX -VxZ =17 X]
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9(VxY, Z)+g(Y,VxZ) = Xg(Y, Z)
g(VyZ, X) + g(Z, VyX) = Yg(Z, X) (3.49)
g(VzX,)Y)+g(X,VzY) =Zg(X,Y).

Somando as duas primeiras igualdades de (3.49) e depois usando a primeira e terceira

igualdade em (3.5.2) , obtemos

g VxY,Z)+g(Y,VxZ)+g(VyZ,X) +9(Z,VxX)=Xg(Y,Z) + Yg(Z, X)

g(VxY,Z)+g(Z,VxY — [X,Y]) + g(Y,VzX — [Z,X]) + g(VzY = [V, Z], X) = Xg(Y, Z) + Yg(Z, X)
29(VxY, Z) + 9(V2Y, X) + g(Y, V2X) - g(Z,[X,Y]) - (¥, V2 X) — (Y. Z], X) = Xg(Y, Z) + Yg(Z. X)
29(VxY, Z) + Zg(Y, X) - g(Z.[X,Y]) - g(Y:[Z.X]) - g([Y, 2], X) = Xg(V. Z) + Yg(Z, X).

Com isso, temos que
29(VxY, Z) = Xg(Y, Z2)+Y g(Z, X)=Zg(Y, X)+9(Z, [ X Y])+g(Y, [Z, X])+¢([Y, Z], X).

Logo, podemos escrever o produto do campo V xY pelo campo Z sem depender da conexao
V, entdo segue a unicidade. Mais especificamente, se V é outra conexao de Livi-Civita,
temos que
29(VxY,Z) —2¢(VxY,Z) =0
(VxY,Z) = 29(VxY.2) =0 550,
g(VXY, Z) = g(VXY, Z)

Portanto, V = V.
Por fim, para mostrar a existéncia, bastar definir uma aplicacao
C:I'(TM)x I'(TM) x I'(TM) — I'(TM)

dada por C(X,Y, Z) = 2¢(VxY, Z) e verificar que satisfaz todas as propriedades de uma

CONexao. O

3.5.3 1-forma de Conexao

Nessa se¢ao vamos definir conexao como uma 1—forma com valores na Algebra

de Lie do grupo de Lie associado, para as informacoes omitidas basta acessar (LAWSON;
MICHELSOHN, 2016).

Definicao 72. Seja G um grupo de Lie. O espaco tangente a G na identidade, T,G, é

chamado de Algebra de Lie associado ao grupo G. Comumente é denotado por g.

Da teoria de grupo de Lie, sabemos que G é uma variedade suave, entao os
resultados de variedades sao validos para o grupo G. Dessa forma, dado A € g, existe € > 0

e uma curva suave 7y : (—¢, €) — G tais que y(0) = e e ¥(0) = A.
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Considerando P um G-fibrado principal, P sofre uma acao a direita livre e

transitiva por GG, com isso, podemos considerar a aplicacao

p:G— P
definida por p(g) = pg, para cada p € P.

Observacao 26. Na definicao de p houve um abuso de notacdao, mas estamos apenas

representando a aplicacao que fiza o ponto p € P e varia os elementos do grupo.

Note que, p é aplica G difeomorficamente em 7' (7(p)). De fato, dados g1, go €

G, se p(g1) = p(g2) temos que

P91 = pPg2
P = pg20y " (3.51)
ple) = p(gagi ")
Uma vez que a acdo que G opera em P é livre, obtemos que g,g; * = e, entdo g, = gs e,
com isso, p é injetiva. A sobrejetividade é consequéncia direta da transitividade da agao

de G em P. Portanto, p é bijetiva, como estamos sobre variedades suaves, segue que p é

um difeomorfismo.

O push-forward de p na identidade e € G, (p«). : g — 1, P, aplica cada A€ g
em X;:‘ € V), para cada p € P, onde V, é o subespaco vertical de T,P. Observe que,
(px)eA = (po~)(0), onde 7 := (po~) : (—¢,€) —> P é uma curva que estd inteiramente
contida na fibra 7~ '(7(p)). Logo, 4(0) = Ver(X;‘) € V,. Como a aplicagdo p é um

difeomorfismo segue que (py). : g — V,, é um isomorfismo linear.
Definicao 73. Definimos a aplicagdio
wp: T,P—¢g
pondo wp(X;‘) = A. Chamamos w, de I-forma de conexdo com valores na dlgebra de Lie

g.

Note que, dado X;‘ € T,P e escolhendo a conexao H, em P, podemos fazer
uma unica decomposicao de X;l como soma da componente horizontal e vertical, mais
especificamente,

A _ A A
X, = Hor(X)') + Ver(X,).

Onde HOT(X;‘) €eH,e V@T(X;;l) e V.

Observacao 27. Podemos pensar em w, como a projecio do vetor X;‘ na sua componente

vertical VET(XI‘)A), gerada através do isomorfismo linear (ps).. Uma vez que, w, se preocupa
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apenas com a componente vertical de Xl’;‘ seque que Ker(w,) = Hy, onde H, é o subespago

horizontal de T, P ou, equivalentemente, a conexao em P.
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4 Estrutura Spin

Vimos na secao 3.3 que um fibrado vetorial é orientavel se podemos reduzir
as fungbes de transicdo ao grupo Gl (n) ou, equivalentemente, se suas imagens per-
tencem estritamente ao grupo ortogonal especial SO(n), uma vez que sempre podemos

ortonormalizar os referenciais.

A teoria completa sobre estrutura spin pode ser acessada usando o livro
(LAWSON; MICHELSOHN, 2016). O fibrado principal denotado por Pso(E) é o fibrado

de referenciais ortogonais cujo grupo estrutural é o SO(n) associado ao fibrado vetorial E.

Defini¢ao 74. Suponha que n = 3. Entdo uma estrutura Spin em E € um Spin(n)-fibrado

principal, denotado por Psy,(E), junto com um recobrimento duplo
A Pspm(E) I PS()(E) (41)
Tal que A(pg) = A(p)A\(g) para cada p € Pspin(E) e g € Spin(n), onde A(n) :
Spin(n) — SO(n) é um recobrimento duplo.

Observagao 28. Da definicio acima, temos que uma condi¢do necessdria para que um FE
fibrado vetorial tenha uma estrutura spin € a existéncia de um SO(n)-fibrado principal tal

que Pspin(E) é um recobrimento duplo de Pso(E)

Podemos analisar a definicdo 74 pelo seguinte diagrama

Spin(n) —2—— SO(n)
PSpin( % PSO(E)

N

Feito isso, o fato de A ser um recobrimento duplo vem diretamente de A ser um
recobrimento duplo, uma vez que toda fibra de Pgo(FE) é isomorfa a SO(n) e o mesmo
ocorre com o fibrado Psp,(E), entdo as propriedades que A possui sdo enviadas a A de

maneira natural, fazendo com que A seja um recobrimento duplo.

Podemos induzir as fungoes de transicao de Pso(FE) através das fungoes de tran-
sigao de Pypin(E), usando o diagrama acima. Dessa forma, dadas 1,5 : Uy, nUs —> Spin(n)
e Mag : Uy N Ug —> SO(n) as funcoes de transicao de Py, (E) e Py,(E) respectivamente,

com U,,Us = M abertos, obtemos o seguinte diagrama comutativo
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U, n U x Spin(n) —= U, n Us x Spin(n)

| |

Uy nUg x SO(n) ——=U, n Uz x SO(n)

onde,

(z,9)1 (2, Mas()g)

| I

(2, A(9)) = (2, 7lap(2) A(9)) = (2, A(nap(2)9))
Logo, flag = A 0 1ap.

4.1 Fibrados de Clifford e Operador de Dirac

Para falarmos sobre os fibrados de Clifford precisamos voltar ao assunto de
fibrados associados da secao 3.4, com intuito de trazer a intuicao da construcao desse novo

fibrado que apresentaremos.

Considere M uma variedade suave de dimensao n, sabemos pelo exemplo 31
que T'M é o fibrado associado ao fibrado de bases BM, que é um Gl(n)-fibrado principal.
A relagao de equivaléncia que associa T'M com BM, pode ser escrita como TM =
Pey(M) x,R", onde p : Gl(n) — Gl(n), definida por p(g)(v) = gv, e Pg(M) = BM. As
fungoes de transicdo de TM sao dadas pela composicao das fungoes de Pg(M) com a

representacao p e isso ocorre em todos os fibrados associados.

Exemplo 37. Da mesma forma que vimos para fibrado tangente, T'M , temos para o fibrado
cotangente, T*M, com pequenas alteragoes , uma vez que T*M = Py (M) x + (R™)*, onde
p*(9)(v) = (g7, para g € Gl(n) e ve R™.

Exemplo 38. No capitulo de fibrados vimos algumas operacoes, dentre elas o produto
tensorial e a poténcia exterior de fibrados vetorias, consequentemente temos um fibrado
associado para cada um deles, com as mudangas equivalentes na representacdo e na fibra

associada. Dessa forma, obtemos
é()TM = Pay Xgrp @Rk. (4.2)
Onde ®.p : Gl(n) — Gl(n) X)R" ¢ definida por
(@)1 @ @1, @' @+ ®a) = g(t1) ® -+ g(v;) @' ® -+ @0’

ComvieR" el e R)* para 1 <i<sel<j<r.

Agora, analisando a k-ésima poténcia exterior do fibrado tangente e cotangente,

temos que

ATM = Pgy(M) x gn, A'R™. (4.3)
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Onde A¥p : Gl(n) — GI(A*R™) ¢ definida por

A p(g) (v A - Ag) = glvr) Ao+ A g(ug) = det(g)vr A -+ A vy,

Assim, como no exemplo 37 temos que A"T*M = Pg(M) X Ak pe AF(R™)*

Partindo dessa ideia e considerando que toda transformacgao ortogonal em R"

induz uma transformacao ortogonal em Aut(Cl,), obtemos a seguinte representagao
0(p) : SO(n) — Aut(Cl,) (4.4)

e, com isso, podemos induzir o fibrado de Clifford de maneira analoga aos exemplos

anteriores.

Definicao 75. Seja E um fibrado vetorial orientdvel. Definimos o fibrado de Clifford de
E como
CZ(E) = Pso(E) Xg(p) Cln (45)

Associado a representagao 0(p).

Em fibrados principais, as fibras possuem, a partir da escolha da identidade,
uma estrutura de um grupo de Lie que age a direita no espaco base, no caso do fibrado
de Clifford as fibras vao possuir estrutura da Algebra de Clifford associado a cada fibra
de E, que sabemos por 3.3, sao espagos vetoriais com métrica, em particular, com uma
forma quadratica. Claramente os resultados apresentados na sec¢ao 2.1 sao verificados para

o CI(E). Mais detalhes dessa validagdo podem ser encontrados no Lawson.

Naturalmente, pela construgao que acabamos de fazer de Cl(E), podemos falar
sobre fibrado spinor, que basicamente, ¢ um fibrado de Clifford com uma estrutura de

Cl,-mé6dulo, restrito ao grupo Spin(n).

Definicao 76. Sejam E um fibrado vetorial orientdvel e F' : Pgpn(E) — Pso(E) a sua

estrutura spin. Definimos um fibrado spinor real de E pela sequinte igualdade:
S(E) = ngm(E) Xf Ww. (46)

Onde f : Spin(n) — GL(W) é uma representagio de Spin(n) e W é um Cl,,-médulo.

Agora, analisando os fibrados de Clifford da defini¢ao 75, faz sentido pensarmos

em C', como um modulo sobre si mesmo, ou seja, considerar uma aplicagao [ : Cl,, —
Aut(Cl,), onde para cada ¢ € Cl,, obtemos I(p)(¢)) = ¢, para todo ¢ € Cl,. Ao

restringir [ a Spin(n), conseguimos contruir um exemplo de fibrado spinor, dada por

Olspm(E) = Pspzn(-E) X1 Cln (47)
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Analogo a construcao do fibrado spinor 4.7, podemos dar uma nova caracteri-
zagao do fibrado de Cliffor em 75. Isso resume-se em analisar a relacao da representagao
Ad : Spin(n) — Aut(Cl,), definida por Ad,(¢) = gpg~', para todo g € Spin(n) e
¢ € Cl,, com a aplicacdo de recobrimento A : Spin(n) — SO(n), que pela segao 2.1,
sabemos que A(g)(v) = gvg~' para todo g € Spin(n) e v € R". Entdo, Ad,(v) = A(g)(v),
com isso ao estender A(g) pela representagao 6(p,) e como Ad é um homomorfismo segue
que 0(p)(A(g)) = Ad, para cada g € Spin(n). Equivalentemente, estamos dizendo que o

seguinte diagrama comuta

Spin(n) —2% Aut(Cl,)
/\l 0(p)
SO(n)

i.e, O(p) o A = Ad. A partir disso é possivel associar os seguintes fibrados

Cl(E) = Pso(E) Xg(p) Cln (& PSpm(E) X Ad Cln (48)

Proposicao 43. Seja E um fibrado vetorial orientdvel sobre um variedade suave M. Entdo
Cl(E) = Pspm(E) X Ad Cln

Demonstragdo. Sabemos pelo diagrama acima que as fungoes de transicao de Py, (E) sdo
dadas por 7,5 € as de Pso(E) por flas = A 0 1ys. Além disso, temos que Ad o 1,4 sdo as
fungdes de transicao de Pyyin(E) x aq Cly, € 0(p) o ) sdo as de Pso(E) xg(p) Cl,.

Agora, observe que

0(p) © flag = 0(p) © (A0 Nap)
= (0(p) ©A) © g (4.9)
= Ad o nap

Logo, as fungoes de transicao de Pgpin(E) x 44 Cl,, € de CI(E) sao iguais e, pela proposicao
32, obtemos, portanto, que Cl(E) = Pspin(E) X 4q Cl,. ]

Observagao 29. Os fibrados de Clifford geram uma outra categoria de fibrados, uma vez
que, podemos pensar neles como Cl,-fibrados principais. As acoes de Cl, a direita em
Pspin € Pso(E) e a esquerda em Cl,, ocorrem de maneira natural e, com isso, satisfazem
todas as condicoes para serem um fibrado principal porém, em vez de ser sobre um grupo,

como vimos na se¢ao 3.2, serd sobre um Cl, (como um mddulo sobre si mesmo).

4.1.1 Conexdo em Fibrados Spinores

Na secao 3.5 vimos que podemos induzir a conexao de um G-fibrado principal

a um fibrado associado, da mesma forma para definirmos uma conexao em fibrados
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spinores vamos definir um conexao em Pso(F), depois induzir uma conexao em CI(E) e,

consequentemente, em S(E). Considerando que E ¢ um fibrado vetorial orientével.

Alguns resultados apresentados a seguir estdo com as provas omitidas, haja

vista que a maioria deles utiliza-se de argumentos nao expostos neste trabalho, mas todos
se encontram em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016).

Considere P = Pgo(FE). Sabemos que a Algebra de Lie de SO(n) é a élgebra
das matrizes de ordem n anti-simétricas, denotada por so(n). Entao pela defini¢do 73, a
1-forma de conexao em P é dada pela aplicacao wp(X]‘DA) = Aeso(n), paracadape Pe
X' eT,P.

Proposicao 44. Seja w : TP — so(n) uma I-forma de conexdo em Pso(E). Entdo w

determina uwma unica derivada covariante em E pela regra
VSZ' = Z (:in ® Sj (410)
j=1

onde o = (s;)_, € uma familia de segoes locais ortogonais (frame lineares) de E, i.e, uma

segdo local de Pso(E) e & = o*w.

Observagao 30. Note que, se 0 € I'(Pso(E)) temos que o* : 2(TP,s0(n)) — 2(T'M,s0(n))

e (O'*(,U)ji = (Dji eT*M.
A derivada covariante determinada em 44 satisfaz a seguinte propriedade:
X (s,8) =(Vxs,s') + (s,Vxs') (4.11)

onde s,s' € I'(E), X € I'(TM) e (-,-) é o produto interno em E.

Por outro lado, qualquer derivada covariante em F que satisfaz a condigao 4.11,
determina uma tnica 1-forma de conexao. Observe que a condi¢ao em 4.11 é equivalente a
definicao 70, ou seja, estamos falando que essa derivada covariante é compativel com o

produto interno em E.

Lembrando de fibrados associados a fibrados vetoriais através de uma repre-
sentacao do grupo estrutural, como esta feito no exemplo 32, podemos munir um fibrado
associado com uma 1-forma de conexao fazendo o pushforward da representacao. De fato,
considere 7w : P — M um G-fibrado principal, p : G — SO(n) uma representagao de G

e w, um conexao 1l-forma em P. Sabemos que
_ n
E,=Px,R

¢ um fibrado vetorial associado a P pela representacao p. Também temos o fibrado de

referenciais ortogonais de F,, que ¢ dado por
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P(E,) =P x,S50(n)

A pergunta é: Como induzir uma conexdo em P(E,) a partir de uma conexao
7 em P, onde 7, = Kerw,? Primeiro, notemos que 7 se estende naturalmente para um
conexao em P x SO(n), uma vez que, dado p € P e e € SO(n), com e sendo a identidade,
temos que T{, ¢y (P x SO(n)) = T, xs0(n). Assim, definimos uma conexao 7 em P x SO(n),

associada a @ 1-forma de conexdo em P x SO(n), para cada pe P e g € SO(n), como

Tng) = Ker(@p,g)
= {(Xp, wp(Xp)) 1 wp(X;p) = 0}
= {(Xp,0) : X € 7}
= (73,0)

Agora, tomando p : P x SO(n) — P(E,) a projecao candnica do quociente, definimos a

(4.12)

conexdo em P(E,) por 7, = p,7T e chamamos 7, de induzida por 7.

Além disso, existe um mergulho que aplica P em P(E,), dado pela seguinte
aplicacao
i:P—> P(E,)

pondo i(p) = [(p,e)], para cada p € P. A partir disso, podemos olhar para P como um
subconjunto de P(E)).

A proéxima proposicao diz que sempre podemos induzir uma conexao no fibrado

associado pelo pushforward da representacao.

Proposigao 45. Sejam w uma conexao forma em (P,G,M) e p : G — SO(n) uma
representacdo. Considere w, a correspondente 1-forma de conexdo induzida em P x,G.
Entdao considerando que P < P x,G temos que

Wp|,, = Pato. (4.13)

Onde py : g —> so(n) é o homomorfismo de Algebras de Lie associado p.

A partir da proposic¢ao 45 e sabendo que o fibrado de Clifford, definido em 75,
¢ em linhas gerais um fibrado com uma estrutura de Cl,-moédulo associado a um fibrado
vetorial, logo, temos uma representagao envolvida e, como ja foi definida em 4.4, ela é
dada por 0(p) : SO(n) — Aut(Cl,). Entao, podemos usar a proposigao anterior para
definir uma 1-forma de conexao em CI(E), considerando que E ¢ um fibrado vetorial suave

munido com uma conexao riemanniana, equivalentemente, uma 1-forma de conexao 7 em
Pso(E).

Para isso, precisamos calcular o pushforward de 6(p).
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0(p)« : s0(n) — Der(Cl,).

Onde Der(Cl,) é a Algebra de Lie das derivacdes, i.e, para cada A € so(n) e
v, € Cl,, obtemos

(0(p)A) (- ¥) = (0(p)A) (@) - ¢ + ¢ - (0(p)+A) (¥) (4.14)
Com isso, usando as proposigoes 44 e 45, podemos definir a derivada covariante em CI(FE).

Proposigao 46. A derivada covariante V em CIl(E) age como uma derivagao na dlgebra

de segoes
Vip-¢) = (Vo) - ¥+ ¢ (V) (4.15)
para todo ¢, € I' (CI(E)).

Corolario 6. Os subfibrados CI°(E) e CI*(E) sio preservados por V. Além disso, a forma

de volume w = ey - --e, € globalmente paralelo, i.e,

Vw=0 (4.16)

Portanto, quando n = 3 ou (mod4), os autofibrados CI*(E) = {p € CI(E) : wp = +¢}

sao preservados por V.

Assim como definimos a derivada covariante em CI(E), podemos definir no
fibrado spin, S(F), da mesma forma. Supondo que E é um fibrado vetorial orientével, entao
possui uma estrutura spin, definida por A : Pgpin(E) — Pso(E), e S(E) = Pspin(E) x\ M,
onde A : Spin(M) — SO(M) com M sendo um Cl,-mddulo. Dessa forma, a conexao

T € Pso(F) induz uma conexao 7 através de .

Observagao 31. O grupo de Lie Spin(n) tem a mesma dimensio de SO(n), conse-
quentemente os espagos tangentes em qualquer ponto tem a mesma dimensao. Entao

s, @ 8pin(n) — so(n) é um isomorfismo linear, i.e, spin(n) = so(n).
O seguinte diagrama é comutativo:

spin(n)

| [

T Psyin(E) ———— TPso(E)

TM

tal que @ = A, ow, onde w é uma conexao em Pso(E) e @ é a induzida em Py, (E).
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Proposicao 47. A derivada covariante V em S(E) age como uma devirada com respeito

a estrutura de mddulo sobre CI(E), i.e,
Vip-a) = (Ve)-o+¢- (Vo)) (4.17)

para qualquer ¢ € I' (CI(E)) e 0 € I'(S(E)).

Para o préximo exemplo, considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 77. Seja M wma variedade riemanniana n-dimensional. Dizemos que M é

uma variedade spin se o fibrado tangente de M admite estrutura spin.

Exemplo 39. Seja M uma variedade suave de dimensdo n. Ao considerar E = TM
o fibrado tangente de posto n orientdvel podemos reduzir a a¢io de Gl(n) sobre os seus
referenciais linares ao grupo SO(n), gerando o fibrado de referenciais ortogonais Pso(T M),

que vamos denotar apenas por Pso(M). Consequentemente, temos que CI(M) € o fibrado

de Clifford sobre M.

Assumindo que Pso(M) estd munido com uma conexdo e V a sua derivada
covariante associada. Entao podemos definir o tensor torcao em M, exatamente como foi
definido em 68, onde para cada X,Y € I'(TM) temos que

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

Teorema 10. Seja Pso(M) o fibrado de referencias tangentes de um variedade riemanni-

ana M. Entdo existe uma tinica conexdo em Pso(M) com a propriedade que T(X,Y) =0,
para todo X,Y € I'(TM).

Essa é a conexao de Levi-Civita, definida em 71. Além disso, ela pode ser
induzida de maneira canonica a CI(M), uma vez que temos o seguinte isomorfismo linear
Cl(M) = A*(R"™). Se M admite uma estrutura spin, entdo conseguimos induzir essa
conexao em Py, (M) e, consequentemente, a qualquer fibrado spinor real associado a
Pypin(M).

Agora podemos definir o que é um operador de Dirac e como este se relaciona
com os fibrados de Clifford. Para isso, considere M uma variedade riemanniana com o
fibrado de Clifford CI(M) e S um fibrado de mddulos a esquerda sobre C1(M), ja vimos
na segao anterior como que S age em CI(M). Supondo que V é a conexao rimanniana,

definida em S, temos a seguinte definicao.

Definicao 78. Seja V a conexdao mencionada no paragrifico acima. Definimos o Operador

de Dirac de S pelo operador diferencial

D:1(S) — I'(S) (4.18)
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n

definido por Do = Z e;Ve,0, onde ¢ = (e1,---e,) € um referencial linear ortogonal de
j=1

TM e a operagao entre e; e o é o produto de Clifford sobre a estrutura do modulo S. O

operador D? é chamado de Laplaciano de Dirac.

E necessdrio que o fibrado S tenha duas propriedades adicionais para definirmos
um fibrado de Dirac. A primeira, que ja foi mencionada no capitulo 2, na proposicao 31,
exige que a multiplica¢d de Clifford por um vetor unitario em 7'M seja ortogonal, i.e, em

cada x € M, temos que

(uoq,uog) = (01,09) . (4.19)
Para todo 01,05 € S, e para todo u € T,M com || u ||= 1.
A igualdade em 4.19 nos fornece uma outra condi¢do equivalente, sabendo que

uwe T,M c CI(TM), entdo u®> = — || u || -1 = —1. Assim,

<UO’1,0'2> = <'LLUO'1,UO'2>
= U20' , O
(wo1.02) (4.20)
= — <O'1,UO'2>

(uoq, 09) + (01, u09) =0

A outra propriedade, exige que a derivada covariante em S seja uma deriva¢ao
sobre o modulo, i.e,

V(po) = (Vp)o + ¢ (Vo) (4.21)
para todo ¢ € I'(CI(M)) e o € I'(S).

O fibrado de spinores S(E) possui todas essas propriedades, além de ser um
fibrado de médulos a esquerda sobre C1(FE). Entao vamos considerar S como um fibrado

de spinores.

Definicao 79. O fibrado de Dirac sobre uma variedade riemanniana M € o fibrado de

spinores S sobre Cl(M) junto com uma métrica riemanniana e uma conexdo em S que
satisfaz 4.20 e 4.21.

Observacao 32. Pela definicao 79 temos que todo fibrado de spinores é um fibrado de

Dirac.

O produto interno em I'(.5), induzido por (-, -) que é compativel com a estrutura

de médulo em CI(M), é definido por

(01,02) = JM (01,09) (4.22)
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Proposicao 48. O operador de Dirac de qualquer fibrado de Dirac sobre uma variedade

rimanniana é auto-adjunto, i.e, (Doy,09) = (01, Doy).

Demonstra¢io. (LAWSON; MICHELSOHN, 2016), pagina 115. n

Exemplo 40. Seja M = R" ¢ S = R" x V, onde V é um Cl,-modulo a esquerda, i.e,
para x € R™ temos que S, = {x} x V =V sofre uma a¢io de Cl,, a esquerda. Neste caso,
o fibrado de Clifford CI(M) é a uniao disjunta de {x{xCl, = Cl,, para x € R". Entao, o
operador de Dirac de S, D : I'(S) — I'(5), € definido em coordenadas locais, como

" 0
D = _— 4.2
kz_:l% o (4.23)

onde vy, 1 V —V satisfaz vy, + Wy = —20;; para todo j, k < n.

O laplaciano de Dirac é dado por

D? =A -idy (4.24)

TN

n 62
de A= — Y —.
onae l;lax
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5 |Imersoes Isométricas

Neste capitulo vamos apresentar as ferramentas necessarias para garantir a

existéncia de uma imersao isométrica.

Sejam (M,g) uma variedade riemanniana de dimensdo m, M uma variedade
riemanniana de dimensdo n e ¢ : M — M uma imersao, entdo podemos definir a métrica,
g em M pela pullback de g pela imersao i, i.e, g := i*g. Neste caso, dizemos que i é uma

imersao isométrica, pois g serd invariente pela aplicacao ., = di, para todo x € M.

Uma vez que, M pode ser observada como uma subvariedade riemanniana
imersa em M, para cada x € M temos que T, M é um subespaco vetorial de T, M e como
temos um produto interno bem definido em M, representado pela g, podemos trabalhar

com complemento ortononal de T, M em T, M. Assim, temos que
.M =T,M®T,M" (5.1)
onde T,M* é o complemento ortogonal de T, M, que denotaremos por N, M.

Dessa forma, podemos definir o fibrado normal de M, dado por

NM := | | N.M.
zeM
NM ¢ um fibrado vetorial suave de posto m — n, esse fato vem do resultado
basico de algebra linear que garante a extensao de uma base de um subespaco vetorial de

dimensao finita a uma base de todo o espago vetorial, i.e, ao pegarmos uma vizinhanca

coordenada de um ponto = e uma base ortonormal {FE} .. ’En‘x} de T, M, encontramos

z’

m — n vetores linermente independentes {E,, 1

. Em|$} base de N, M tal que a uniao

z’

dessas duas bases define uma base em T, M.

Entao, para cada = € M, temos uma decomposi¢do em soma direta (soma de

Witney) do fibrado tangente ambiente sobre M, dado por

TM|,, :=TM&NM (5.2)
Com a decomposicao em 5.2 definimos duas aplicagoes
.
m TM|  — TM
JM (5.3)
m :TM|,, — NM.

T

Chamamos 7' e 7+ de projecdes tangencial e normal, respectivamente.

Observacao 33. Estas aplicacoes sio suaves e, portanto, envia wm campo vetorial em
I(TM|,,) em campos em I'(TM) e I'(N M), respectivamente.
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Considere V a conexdo riemanniana em M, pela definicao 66, sabemos que para
cada par (X,Y) e F(TM‘M) X F(TM‘M) temos que VY € F(TM!M). Entao, podemos

fazer a seguinte decomposi¢ao

ViV = (VxY)' + (VxY)". (5.4)
Onde X,Y € I'(TM) sdo restrigdes de X e Y a M.

Uma vez que, a decomposi¢ao em 5.4 é inica e V é a conexao riemanniana

em M segue que V| é a conexdo riemanniana em M. Entdo, para cada X,Y e I’ (TM)
definimos a conexao em M por VY := (vXY)T.

Definicao 80. Definimos a sequnda forma fundalmental de M pela aplicacao
II:0(TM)xI'(TM)— I'(NM) (5.5)

dada por I1(X,Y) := (VXY)L. FEssa definicao independe das extensoes dos campos vetori-

ais.

Observacao 34. 1. II definido acima € uma secio suave de NM, uma vez que m

projeta secoes suave de TM em secoes suaves de N M.
2. A primeira forma fundamental é a propria métrica induzida g em M.

Lema 6. II da definicao 80 satisfaz as sequintes premissas:

1. independe da extensao de X e Y;
2. bilinear sobre o anel C*(M);

3. simétrica em X e Y.

Demonstracao.

Sejam X, Y e X,V em I'(T'M|,,) duas extensoes arbitrarias de X e Y. Mas como VxV
em z € M s6 depende de X, e Y, em ToM e X, = X, = X, e Y, =Y, = Y,, para todo

x € M, logo II nao depende da escolha da extensao.
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Sejam XY, Z W e I'(TM) e f,ge C*(M). Entao

(X + f2,Y + gW) = (Vxis2(Y +gW))"

= (Vx(Y + gW) + V(Y + gW))"

= (VxY)" + (Vx(@W)" £ (V2Y)" + f (Vz(gW))™
(X, V) + (X(g)W)" + g (VxW)" + fII(Z,Y)+
(Z(W)* + g (T2W)']
(X,Y)+ fII(Z,)Y) + gII( X, W) + fgll(Z,W).

+
5 =

Note que, (X (g)W)* =0e (Z(g)W)* = 0, pois ambos campos vetoriais estdo em TM.
I(X,Y) - (Y, X) = (VxY)" = (VyX)"
(VxY = VyX)"
Xy

(5.7)

0

A pentltima igualdade em 5.7 é consequéncia direta de V ser simétrica, como [X,Y] €
I(TM) temos que [X,Y]" = 0.

Teorema 11. Se XY € I'(T'M) sdo estendidos arbitrariamente para campos vetoriais

em M, entdo vale a sequinte iqualdade em M :
VxY =VxY +II(X,Y). (5.8)
Essa igualdade é chamada de formula de Gauss.

Demonstracido. Em linhas gerais, usamos apenas o fato de que V é a conexao riemanniana.
Para mais detalhes basta conferir em (LEE, 2006). O

Definicao 81. Para cada x € M en € N, M, definimos o operador de Weingarten da

imersao i em 1, pelo endomorfismo linear auto-adjunto
Ay T, M — T, M (5.9)

dado por (A, (X,),Ys) = (II(X,,Y,),n), onde X, Y, € T,M. A, também é conhecido

como operador forma.

Observagao 35. Os autovalores de A, sio as curvaturas principais em x, i.e, se (Ex, ..., E,)
¢ uma base de autovetores de T, M, entdo A,(E;) = k;E;, onde para cada i, k; € uma

curvatura principal.
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Exemplo 41. Seja M = S? imersa em R*. Considere, para cada v € M e X € T,M uma
curva integral o : (—e,€) —> M tal que a(0) = x e &(0) = X. O espago ortogonal a T, M é
unidimensional, que vamos denotar por TyM*. Ao longo da curva o os vetores em T, M=+

t 1
sao dados por N(t) = at) = —a(t), para cada t € (—e,€). Dessa forma,
a r

T

xT

Ay(X) = = (VxN)
— —dNyi(0)

— —(Noa) (0)

1.
1
- X

r

(5.10)

1
Portanto, A, = ——idrp,n, para cada x € M.
r

Lema 7. Sejam X, Y e I'(M) e N e I'(NM). Quando X,Y,n sdo estendidos arbitraria-

mente para M, vale a sequinte equagdo em M :
(VxN,Y) = = (N, II(X,Y)) (5.11)

Demonstragio. Basta observar que (N,Y) =0 em todo M e X € I'(T'M). Entao é facil

ver o resultado. O

O lema 7 , em coordenadas locais, define o operador de Weingarten em fungao
da derivada covariante de um campo normal a M. De fato, considere N € I'(NM) tal que
N,=neNMeX,=0vY,=wel,M, onde x € M estd numa vizinhanc¢a coordenada

dada pela carta (U, ¢). Com isso, N é uma extensao local de n e

(An(v), w) = (I (v, w),n)
(

(5.12)

Portanto, A, (v) = — (vXN)I.

Observacao 36. A primeira igualdade em 5.12 € da definicio de A,, a terceira é o lema
7, a quarta € s6 fazer a decomposicao de Vx N na componente tangencial e normal e depois

fazer o produto interno com Y .
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Definicao 82. O traco normalizado da sequnda forma fundamental nos fornece a sequinte

iqualdade:

iTT(H) - H (5.13)

onde n = dimM e H ¢ a curvatura média de M.

A conexdo V* em NM é chamada de conexdo normal e é dada por Vx N =
= L
(VxN) ™.

Usando o fato que acabamos de mostrar em 5.12 e a definicdo de conexao

normal, observamos que

VAN = (VxN)" = VxN = (VxN)' = VN + Ax(X)

Logo,
VxN = —An(X) + VN (5.14)

Observagao 37. Note que a aplicagao Ax € uma se¢ao do fibrado TM* ® T M, uma vez
que
Ay : M —TM*®TM (5.15)

é tal que Ay (z) : T,M — T, M.

A derivada covariante da segunda forma fundamental e a curvatura normal sao

dadas pelas seguintes expressoes

1. (VxI) (Y, 2) =Vx (II(Y,2)) — I(VxY,Z) - (Y,VxZ).

2. RY(X,Y)N = VxVyN — Vi Vi N — Vixy V.

Segue abaixo a proposicao que fornece equagoes fundamentais de uma imersao

isométrica.

Proposigao 49. A primeira e sequnda forma fundamental e a conexdo normal de uma

imersdo isométrica i : M — M, satisfazem as sequintes equagoes:
1 (R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, 2), I1(Y,W)) — (Il(X, W), I[(X, Z))
2. (RX,YV)2)" = (V&) (Y, Z) — (VII) (X, 2)
3. (R(X,Y)N,0) = (R*(X,Y)N,0) — ([Ay, Ao] X,Y)

onde XY, Z e I'(TM) e NOe I'(NM).
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Cada equagao acima possui um nome especifico, 1. equagdo de Gauss, 2. equagdo

de Codazzi-Mainardi e 3. equacao de Ricci.

A prova desse resultado pode ser encontrada em (BIEZUNER, 2015).

Corolario 7. Se (M,q) é um espaco forma de curvatura r, entdo as equagoes fundamentais

para uma imersio isométrica i : (M, g) — (M, g) sdo dadas por:

(RIX,Y)Z, W) =—-r (X, Y)Y, W)= (Y, Z) (X, W)) equagio de Gauss

(5.16)

- <H(X7 Z)7H<Y7 W>> + <H<X7 W),H(}/, Z)>
(V)L(H) (Y, Z) = (V#H) (X,Z) equagio de Codazzi-Mainard (5.17)
<RL(X, Y)N, @> = ([An, Ao] X,Y), equagio de Ricci (5.18)

onde X,Y,Z,W e I'(TM) e N,0 e ['(NM).

Teorema 12. Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo n e E um fibrado vetorial
de dimensdo m com métricas riemannianas e com conexoes compativeis. Seja II : T M x
TM — E uma aplicagdo bilinear, simétrica e Ay, para cada N € E, € um operador que
satisfaz 5.15. Entdo se as equagoes de Gauss, Codazii e Ricci, apresentadas na proposicao
49, sdo satisfeitas, existe uma imersdio isométrica local f : U < M — R™™ de forma que
podemos identificar o fibrado normal dessa imersao com o fibrado E e a métrica induzida
no fibrado normal coincide com a métrica original em E. A sequnda forma fundamental e
conexdo induzidas pela imersdo coincidem com as conexoes originais em TM e E. Além
disso, essa imersao € unica a menos de movimento rigido. No caso de M ser simplesmente

conexa essa imersao € global.

Demonstra¢io. Uma demonstracao para esse teorema pode ser encontrada em (TENEN-
BLAT, 1971), pag. 26. m
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6 Reformulacao do teorema classico de super-

ficies via geometria spin

Chegamos no objetivo deste trabalho, que é fazer uma reformulagiao do teorema
classico de superficies, que garante localmente a existéncia de imersoes isometricas de
uma superficie em R?) via geometria spin, mais especificamente, através de spinores,
originalmente feito por (FRIEDRICH, 1998).

A ideia de Friedrich é descrever uma superficie M imersa em R? por um campo

spinorial ¢ de M satisfazendo a seguinte equacao de Dirac ndo-homogénea

D(p) = Hop. (6.1)
Onde H é a curvatura média de M.
Antes de analisar como uma imersao isométrica esta relacionada com a solugao

da equagao 6.1, vamos usar a teoria do capitulo 5 para induzir uma conexao em uma

subvariedade spin M de dimensdo 2 a partir do R?.

Considere uma imersao j : M < R? onde R? estd munido de uma métrica g,
seguindo o mesmo processo ja realizado, sabemos que a métrica g induz uma métrica em

M, pela imersao j, dada por g = j*7.

A estrutura spin de R? induz uma estrutura spin em M, que da mesma maneira
ocorre com um fibrado de spinores em R?, denotado por S, produzindo assim um fibrado de
spinores em M. Como vimos no capitulo 4, mais especificamente na se¢ao 4.1.1, podemos

fazer a decomposicao de S sobre M, dada por

S=ST®S (6.2)

onde S* = {pe S :iejes - = £} e {e1, e} é um referencial ortonormal em TM e X - ¢
¢ o produto de Clifford.

A decomposicao 6.2 é ortogonal. De fato, para qualquer u € T, M unitério,
temos que
g(S7,87) = g(uS™,57)
= —g(ST,uS7) (6.3)
29(S*,57) =0
Logo, g(S*,57) = 0.
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Além disso, para cada ¢ € S, temos a seguinte decomposicao ¢ = p* + o,

onde

1

pt == (ptiN ) (6.4)

DO |

A conexao que esta definida em S é a Riemanniana, entdo sabemos pela
proposicao 44 que ela fornece uma tunica derivada covariente sobre as se¢des de S com
base em R?, que vamos denotar por V. Entdo, a férmula de Gauss apresentado em 5.8 nos

Y Y

fornece a seguinte decomposigao spinorial:

V(@) = Vo~ (VNN -4, (6.5)

onde N = e; - e5 se comporta como o vetor normal a M. Para verificar esse fato, basta

mostrar (N, e;) = 0 para ¢ = 1,2. De fato, da igualdade 4.20, obtemos

(N, e9) = (erez, €3)
(N, e9) = (ere1€9,€1€9)
(N, eq) = — (€9, e169) (6.6)
(N,es) + (e2, N) =0
2(N,e3) =0
Analogamente,
(N,e1) = (e1€9,€1)
(N,e9) = — (ege1,€1)
(N, e1) = —(eze2e1, €261)
(N,e1) = (e1,e9e1) (6.7)
(N,e1) = — (e, ere2)
(N,e1) = <61,N>
2(N,e1) =

Portanto, (N, e;) = 0 para i = 1, 2.

Note que a equacio 6.5 relaciona a derivada covariante de um spinor em R3
com a equivalente em M, denotada por vﬁ‘? ,onde X e TM, N é o vetor normal a M e

VxN é o mapa de Weiengarten da imersao, como definido em 81.

Além disso, observe que (VxN)N deveria ser correspondente a segunda forma

fundamental de M. De fato, uma vez que temos a propriedade 7 em M, i.e,

<VXN=Y> = —<H(X,Y),N>,
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mas como a codimensao de M é igual a 1, temos que I1(X,Y) estd na diregdo do normal,
N, entao expressao Vx NN é equivalente a segunda forma fundamental em M. Assim,

podemos definir IT : TM — TM dada por II(X) = VxN, para N € T+ M fixo.

Uma vez que II é um endomorfismo simétrico, obtemos, pelo produto de

Clifford, a seguinte igualdade:

€1 H(el) + €9 - H(eg) = —2H, (68)
onde H é a curvatura média de M.

Agora, pela definicio 78, temos que o operador de Dirac de S(R?) aplicado no

spinor @ ¢ dado por

Do = ey - 76145 + eg - vech. (69)

Substituindo 6.5 em 6.9, obtemos

2

1
DP = ¢ (Vé\fsﬁ - VelN(NSD)> +eg- <V]e\f%0 5

1ve2N<Nso))

1
=61‘V£fcp+eg‘vgfcp—5(61-V61N+62-V62N)N-<p

zDgp—;(el'ﬂ(el)+eg‘ﬂ(eg))]\7-gp (6.10)

1
=D¢—§(—2H)N-g0

=Dp+ HN - .

A pentltima igualdade em 6.10, vem da equagao 6.8. A partir disso, estamos
em busca de spinores em R? tais que D® = 0, i.e, ¢ seja um spinor paralelo, pois com isso,
temos a seguinte equacao:

Dy =—HN - . (6.11)

Dessa forma, considere @ um campo spinor paralelo em R? i.e, V& = 0, como V é a
b ) ) b

conexdo compativel com a métrica em R?, pela definicao 70, para todo X € TM, temos

Xg(9,9) = g(Vx®P,P) + g(P, VD)
=29(Vx®,d) (6.12)
= 0.
De 6.12, temos que |®|* = g(®,®) é constante, entdo & tem comprimento constante, em

particular a restricao ¢ := 95‘ ), continua com comprimento constante. Como S Te S sao

ortogonais, [io|* = [ |* + [ |*.
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Note que, para ¢ = @' + ¢, onde ¢* é da forma 6.4, obtemos

Dot = =D (p+iN - )

= - [Dp +iD(N - ¢)]

N RN

=—|[-HN -9+ i(DN-p+ N-Dyp)]

[-HN - +i(—2Hp— N -HN - )]

— N~

(6.13)
= _[-HN - +i(-2Hp + H - p)]

=S [-HN-p—iHy]

| — DO

1
= —iH'§[¢—iN'¢]
= —iHyp™.
Da mesma maneira, podemos obter Dy~ = iHp™.

Entao, convenientemente, escolhemos o seguinte campo spinor:
Pi=p" —ip” (6.14)
Y= 2 .

Esse campo tem norma constante, uma vez que ¢ tem norma constante e

1212 = |oT|* + ¢ |* = |¢|>. E, finalmente, produzimos um spinor tal que

Dy = D(¢" —ip™)
= Dp" —iDp~
=—iHo + Hp" (6.15)
=H(p" —iv7)
= Hp.
Portanto, a partir de uma imersao j : M — R? produzimos um spinor % tal
que Dp = Hp.
Pergunta: Sera que a reciproca ¢ verdadeira? Ou seja, dada uma solugao que

satisfaz a equacdo 6.15, obtemos uma imersiao de uma variedade 2-dimensional em R3?

Sejam (M, g) uma variedade riemanniana 2-dimensional orientada com estrutura

spin e H : M — R uma func¢ao suave definida em M.

Ao contrario do que fizemos acima, considere ¢ um campo spinor em M que é

solucio da equacao direfencial 6.1. Como p € S = ST@®S™, podemos escrever ¢ = p* + ¢~
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tais que

D™ = Hp*. (6.16)

Para qualquer solucao ¢ da equacao 6.1, associamos duas formas

Fy:TM xTM — R (6.17)
definidas por F.(X,Y) = Re(Vxyp™,YoT), para cada X,Y € TM.

A proposigao abaixo garante que Fy sdo simétricas e bilineares com Tr(Fy) =

—H|p™|?, onde Tr é o traco da matriz associada a F..

Proposicao 50. Fy sdio formas bilineares simétricas em TM e Tr(Fy) = —H|pT|2.
Demonstragio. (FRIEDRICH, 1998) pag. 147. m

Agora, vamos considerar solugdes com comprimento constante, i.e, |p| = ko,

onde kg # 0 é constante, para observar qual a relagdo que obtemos para as formas 6.17.
Proposicao 51. Suponha que o campo spinor ¢ definido em M ¢é solugdo da equagdo
Dy =Hyp, |p| = ko. (6.18)
Entao as formas Fy estao relacionadas pela equacao
[t PPy = o PP (6.19)
Demonstragio. (FRIEDRICH, 1998), pag. 148-149. ]

Assim, definimos a forma bilinear F' = F', + F_ que herda todas as propriedades

de suas componentes e seja o endormorfismo F : T'"M — T'M dado por

F(X,Y)

9(E(X),Y) = P

) (6.20)
para todo X,Y € T'M.

Proposicao 52. Sejam ¢ uma solugao da equagdio diferencial Do = Hp em (M, g) e
H : M — R uma funcdo suave. Suponha que ¢ tem comprimento constante ndo nulo.
Entao,

g(E(X),Y) = @Rdvxw,w), (6.21)

define um endomorfismo simétrico £ : TM — T M tal que

1. Vxpt =E(X)p~ e Vxp~ = E(X)-p*.
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2. Tr(E) = —H.

Para qualquer tripla (M, g, E') de uma variedade riemanniana 2-dimensional

e um endormorfismo simétrico E, a existéncia de uma solugao nao trivial ¢ da equacao
diferencial

Dp=E(X)- ¢ (6.22)

garantem que FE satisfaz as equagoes de Gaus-Codazzi, apresentadas no capitulo 5. A
proxima proposigao explicita esse fato e sua demonstragdo pode ser encontrada em
(FRIEDRICH, 1998).

Proposicao 53. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana 2-dimensional orientada com
estrutura spin fixada e suponha que E: TM — TM é um endomorfismo simétrico. Se

existe uma solugdo nao trivial da equagdo
Vxp = E(X)- o, (6.23)
para X € T'M. Entado,
(Equagio de Codazzi) : Vx(E(Y)) — Vy(E(X))— E([X,Y]) =0
1 (6.24)
(Equagao de Gauss) : det(E) = iG

onde G € a curvatura Gaussiana de (M, g).

Agora, estamos sob as hipoteses do teorema 12, entao a solugdo ¢ da equacao

de Dirac

D(p) = Hp, |p|=cte>0
produz uma imersao isométrica local de M em R?.

Portanto, a resposta para a pergunta feita no inicio do capitulo é sim. Gerando

0 seguinte teorema via geometria spin.

Teorema 13. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada e
H : M — R uma fungdo suave. Entao existe uma equiavléncia entre as sequintes
premissas:

1. Uma imersao isométrica local de (M, g) em R* com curvatura média dada por H.

2. Uma solugao @ com comprimento constante |p| = 1 da equagao de Dirac D(p) = H-p.

3. Um par (p, E), E é um endormorfismo simétrico tal que Tr(E) = —H e um campo

spinor ¢ satisfazendo a equagio Vxp = E(X) - .
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Basicamente, quando assumimos uma solu¢ao com comprimento constante da
equacao diferencial 6.1, podemos produzir um endomorfismo simétrico £ que se comporta
como a segunda forma fundamental e tem H como curvatura média. Entao, voltamos para

o caso classico de superficies.
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