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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, consideramos as equacoes de Navier-Stokes, as quais
descrevem o comportamento de um fluido viscoso e incompressivel preenchendo todo o
espaco R®. Estudamos dois resultados de boa-colocacao global e terminamos com um
resultado de ma-colocagdao. No primeiro resultado, obtém-se solu¢oes globais, fortemente
continuas em relacdo ao tempo, para dados iniciais no espaco critico de Lebesgue L*(R?)
com uma condi¢do de tamanho na norma deste espaco. No segundo, estende-se a classe de
dados iniciais para os espacos criticos de Besov homogéneos Bq’ % (R*), onde 3 < ¢ < 6
e o = 1 — 3/q, obtendo-se a boa-colocagao nestes espagos. Estes dois resultados sao
obtidos usando estimativas bilineares nos correspondentes espagos junto com argumentos
de contracgao, isto é, ponto fixo de Banach. Finalmente, apresentamos um estudo de
ma-colocacao no espaco critico de Besov Bogl’oo (R?), o qual é maior que B; *%(R?) com
os indices acima; de fato, BO_OLOO(]R?’) é o espaco critico maximal para as equagodes de
Navier-Stokes. Este trabalho é baseado no artigo [6] de M. Cannone e no artigo [3] de

Bourgain e Pavlovi¢.

Palavras-chave: Equacoes de Navier-Stokes; Espacos de Lebesgue; Espacos de Besov;

Solugoes brandas; Boa-colocagao; Ma-colocagao



Abstract

In this master dissertation, we consider the Navier-Stokes equations, which describe the
behavior of a viscous and incompressible fluid filling the entire space R3. We study two
global well-posedness results and conclude with a ill-posedness result. In the first result,
one obtains global solutions, strongly continuous with respect to time, for initial data
in the critical Lebesgue space L*(R®) with a size condition on the norm of this space.
In the second, one extends the class of initial data to the critical homogeneous Besov
spaces B; *%(R?), where 3 < ¢ < 6 and o = 1 — 3/q, obtaining well-posedness in these
spaces. These two results are obtained using bilinear estimates on the corresponding spaces
together with contraction arguments, i.e., Banach fixed point. Finally, we present a study
of ill-posedness in the critical Besov space B (R?), which is larger than Bq_ *%(R?) with
the above indexes; in fact, Bz *(R?) is the maximal critical space for the Navier-Stokes
equations. This work is based on the article [6] by M. Cannone and the article [3] by

Bourgain and Pavlovi¢.

Keywords: Navier-Stokes equations, Lebesgue spaces, Besov spaces, Mild solutions,

Well-posedness, Ill-posedness
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Introducao

Nesta dissertacao, estamos interessados nas equacoes de Navier-Stokes, as quais
descrevem a evolucgao da velocidade e da pressao de um fluido viscoso e incompressivel
preenchendo todo o espaco R®. Estas sdo um conjunto de equacoes diferenciais parciais

nao lineares cujo problema de Cauchy associado é dado por (veja, e.g., [18], [19])

ot
V.-u=0, (1)
u(0, ) = uo,

p(au+(u-V)u>—1/Au+Vp=F,

onde z € R* é um ponto do fluido, ¢ € (0,90) o tempo e u(t,z) = (u;(t, 7)), ;3 ¢ um campo
vetorial que descreve a velocidade de um elemento do fluido ocupando a posi¢do x em um
tempo t. A pressao p = p(t, ) exercida sobre o fluido é um campo escalar e a condic¢ao
V - u = 0 representa que o fluido é incompressivel. Assumimos que o fluido é homogéneo,
assim a densidade p é uma constante e pode ser tomada como sendo p = 1. Além disso,
assumiremos que o fluido é viscoso, onde o atrito entre os elementos do fluido em diferentes
velocidades acaba gerando uma forca que é representada por vAuw e a viscosidade do fluido
é representada por v, uma constante positiva que sera considerada como sendo v = 1. As
forgas externas ao fluido sao representadas por F(t,z), vamos considerar que o sistema

nao esta exposto a forcas externas, entao F' = 0.

As equacgoes de Navier-Stokes sao de grande interesse em geral, uma vez que
contribuem para a resolucdo de problemas fisicos que surgem em varios campos e sao
essenciais para a dinamica dos fluidos, além de serem um dos problemas do milénio que
ainda nao foram resolvidos, para mais detalhes veja [1], embora existam varias solugoes
parciais. Como observado em [19], estas equagoes foram propostas por Claude L. M. H.
Navier [23] em 1822, mas elas precisavam ser justificadas em bases mais sélidas. Assim,
em seguida, elas foram estudas por varios autores que chegaram a estas equagoes por meio
de diferentes perspectivas; aqui podemos destacar Cauchy [8], Poisson [27] e Saint-Venant
9], [10], mas em 1845 G. G. Stokes [30] estabeleceu um modelo claro que foi considerado

o modelo final.

Nos anos seguintes, houve varias contribuigoes para a solu¢ao das equagoes de
Navier-Stokes. Saltando alguns anos, em 1911 C. W. Oseen [25], [24] estendeu o trabalho
de Lorentz [21] sobre os fluxos de Stokes para as equagoes de Stokes encontrando uma
solugdo em forma integral via o famoso tensor de Oseen. Posteriormente, Oseen conseguiu
converter as equagoes de Navier-Stokes em uma forma integro-diferencial contendo o

tensor de Oseen e o niucleo do calor. Desta forma, considerando dados iniciais regulares,
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conseguiu resolver o problema em um intervalo de tempo pequeno [0,7]. Em 1934, J.
Leray [20] destacou a dificuldade em mostrar que, mesmo assumindo dado inicial suave, a
correspondente solucdo permanece suave para todo tempo finito. Entretanto, estas solugoes
satisfazem as equagoes de Navier-Stokes em um sentido mais fraco, as tdo conhecidas
solucgoes fracas de Leray. Depois que obteve-se a existéncia de solugoes fracas, tentou-se
encontrar resultados de regularidade ou de existéncia de solugoes mais regulares por meio

de férmulas explicitas.

Por volta dos anos 60, a teoria de semigrupos de operadores comecou a ser

desenvolvida, de modo que um problema da forma

d
U= Lu+ f(t,u), @

u(0) = uy,

A

pode ser resolvido através do estudo das propriedades do semigrupo S(t) = €', e gragas a

férmula de Duhamel, obtemos

t

u(t) = S(t)ug + f S(t—s)f(s,u(s))ds.

0

As solugoes desta equagao integral sdo chamadas de solugoes brandas (do inglés mild)
e nos levam a uma outra forma de abordar as equagoes de Navier-Stokes. Em 1964,
Fujita e Kato [12] resolveram o problema de solugdes brandas via um argumento de
contracao e considerando dados iniciais no espacgo de Sobolev H 1(R3) e forcas externas em
L*((0,T), L?) e, além disso, deram um critério para a existéncia de solucdes globais. Em
seguida, varios autores continuaram procurando solugoes brandas em diferentes espacos,

veja os livros [18] e [19] para um étimo survey.

Deixe-nos observar que, para as equacdes de Navier-Stokes em LP(R®) com p > 3,
a solucao pode ser encontrada mostrando que o operador bilinear integral B(u,v), isto é,
o termo de Duhamel na formulacao branda das equagoes de Navier-Stokes, é bicontinuo
em C([0,T), (L?)*) x C([0,T), (L?)?), porém, para o caso p = 3, nio temos o mesmo, pois
o operador bilinear B deixa de ser limitado em C([0,T), (L*)*) x C([0,T), (L*)%).

Em 1984, para dados iniciais suficientemente pequenos em L*(R?), T. Kato
[16] demonstrou a boa-colocagao de solugbes brandas globais, mostrando que era suficiente
considerar um subespaco G' < C([0,T), (L*)*) no qual o operador bilinear B ¢ continuo.
Em 1997, M. Cannone [6] generalizou o resultado de Kato e conseguiu mostrar que este
resultado é verdadeiro para uma condi¢do muito mais fraca, o caso em que os dados iniciais
pertencem aos espacos de Besov homogéneos Bq_a’oo(R‘g), com3<g<6ea=1-3/q,
e que sejam suficientemente pequenos na norma || || By A estratégia foi mostrar que
o operador bilinear B é limitado e aplicar o teorema do ponto fixo de Banach em um

subespago G, < C([0, ), B; *%(IR?)), obtendo assim uma solucido global.
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Os espacos L3(R?) e Bq_ *%(R3)) tém uma propriedade de reescalonamento
(do inglés scaling). Mais precisamente, observemos que se u(t,z) e p(t,x) resolvem as
equagdes de Navier-Stokes, entdo uy(t, z) = Mu(A\*t, A\x) e pa(t, ) = A2p(\*t, \r) também
resolvem as mesmas equagoes para cada A > 0 fixado. Além disso, temos a propriedade de
invaridncia da norma ||u(Az)|y = A Ju(z)| x para X sendo L*(R?) e BCI_O"OC(R?’). Espagos
de Banach de distribui¢oes temperadas X com esta propriedade sao chamados de criticos
para as equagoes de Navier-Stokes e tem atraido grande interesse desde que sao bons
candidatos para resultados de existéncia global. Existe uma gama de tais espacos, tais
como (apenas para mencionar alguns deles) HY2(R?), L*(R?), B;a’w(R3), BMO™(R?).
Todos os espagos criticos tém a propriedade de estarem incluidos no espago de Besov

Bogl’oo (R?), por exemplo, temos a cadeia de inclusdes continuas (veja, e.g., [7],[19])
L3(R3) SN Bq—a,oo(Rii) N BO—OLOO(R:ﬂ)'

Por isso, naturalmente, hd um interesse em saber se as equagoes (1) sdo ou nao bem-
colocadas no espago de Besov B;)LOC(Ri)’). Este problema esteve em aberto durante muito
tempo até que em 2008 Bourgain e Pavlovié¢ [3] publicaram um artigo onde mostraram
que em B;Jl’oo(R:g) temos um fenémeno de inflagdo da norma. Mais precisamente, para
todo ¢ pequeno, podemos encontrar uma solugao u(t, x) do problema cujo valor inicial
u(0,x) é tdo pequeno como J, mas, em um tempo pequeno ¢, a solu¢do u tem uma
norma proporcionalmente grande a 1/4, o que impede de estabelecer-se um resultado de

~ e e e s 5—1,00 3
boa-colocagao para dados iniciais pequenos em B (R?).

Iremos agora explicar a organizagao deste trabalho. No Capitulo 1, vamos
introduzir ferramentas tuteis, em carater de preliminares, contendo elementos de Anéa-
lise Funcional, Teoria da Medida e Analise Harmonica. Por exemplo, vamos relembrar
a definicio dos espacos de Lebesgue LP(R?), resultados importantes como a desigual-
dade de Young, teorema da mudanca de variaveis, teorema da convergéncia dominada e
transformada de Fourier, entre outros. Depois, relembramos o espago das distribuigoes
temperadas .’ (R?), um espaco que conterd a maior parte dos espacos que definimos, e
iremos estudar generalizacoes de alguns operadores e propriedades para este espaco, tais
como transformadas de Fourier e de Riesz. Na sequéncia, definimos o Projetor de Leray, o
semigrupo do calor S(t) e a formulagao branda das equagoes de Navier-Stokes. Na se¢ao
seguinte, revisamos a decomposicao de Littlewood-Paley e o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Finalmente, terminamos o capitulo com uma se¢ao onde tratamos a teoria dos
espagos de Besov B!, para 1 < p,q < o0 e a € R, bem como a sua versdo homogénea
para alguns conjuntos de indices. Os espagos de Besov sao de distribui¢oes temperadas e,
por esse motivo, herdam muitas propriedades de .#’(R?). Na busca por solucdes brandas
globais, vamos utilizar a versao homogénea dos espacos de Besov, mais precisamente os
espacos de Besov homogéneos criticos B; “%o0s quais contém o espaco de Lebesgue critico

L*(R?). A demonstracio desta inclusio também faz parte do contetido da tltima secao do
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capitulo.

No Capitulo 2, baseado no artigo [6] de M. Cannone, e também tendo em
perspectiva o artigo [16] de T. Kato, apresentamos dois resultados de existéncia global para
as equacoes de Navier-Stokes, o primeiro resultado serd provado no espago de Lebesgue
L*(R?) para dados iniciais suficientemente pequenos neste espaco e a solucdo terd uma
continuidade forte em relagdo ao tempo, enquanto que o segundo resultado nos dara
a existéncia de solugoes globais em um espago maior, o espaco de Besov homogéneo
Bq_ @%(R?) para dados iniciais suficientemente pequenos, mas a continuidade forte ser4
substituida por uma continuidade fraca em relacao ao tempo. Este tltimo resultado fornece
uma classe de espacos criticos maior que as tradicionais classes de Sobolev homogéneo e

Lebesgue, tendo em vista a inclusdo destes nos espagos de Besov homogéneos B, @,

No Capitulo 3, baseado no artigo [3] de Bourgain e Pavlovié¢, apresentamos um
resultado de mé-colocacio no espaco de Besov homogéneo B (R?), o qual é o maior
na classe dos espacos de Besov homogéneos criticos, considerando um efeito conhecido
como “inflagdo” e uma norma utilizada apenas nesta parte. A ma-colocacao, em um certo
sentido, é um resultado oposto aos teoremas de existéncia global do Capitulo 3, mas, por

outro lado, complementa-os dentro da escala dos espacos de Besov homogéneos.

No Capitulo 4, serd dedicado a apresentar uma série de nossas consideragoes

finais sobre a dissertagao e, em particular, uma descricao da motivagao de cada capitulo.
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1 Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos propriedades basicas sobre espacos funcionais
como os espagos LP(R"), os espagos de Schwartz . (R") e os espagos das distribui¢oes
temperadas .’'(R™), que serao amplamente utilizadas nas demonstragoes dos resultados
estudados neste trabalho. A seguir, veremos alguns conceitos importantes em Mecanica
dos Fluidos, relembraremos a transformada de Fourier e suas propriedades, e alguns
operadores cuja definicao é dada via esta transformada; por exemplo, as transformadas de
Riesz e o Projetor de Leray. Finalmente, veremos a decomposi¢ao de Littlewood-Paley,
o Teorema do ponto fixo de Banach e concluiremos com uma se¢ao sobre os espacos de
Besov, contendo sua defini¢ao e algumas propriedades tteis para nossos propositos. Tendo
em vista o problema alvo desta dissertagao, focamos a maioria das defini¢oes e espacos
em R?, mas alguns elementos da teoria podem ser apresentados no R™. As teorias e os
conteuidos apresentados neste capitulo, bem como mais detalhes sobre eles, podem ser
encontrados nas referéncias Bartle [2], Brezis [4], M. Cannone [5], Folland [11], Grafakos
[13], Sawano [29].

1.1 Espacos de Lebesgue, convolucao e Transformada de Fourier

Nesta secao, apresentaremos os espacos de Lebesgue LP e o operador de convo-

lugdo. Comegaremos com os espagos LP, cuja definigdo foi retirada de Brezis [4, pp. 90-91].

Definigao 1.1.1. Considere o espago de medida (X, M, ) e sejap € R tal que 1 < p < 0.

Definimos, para p # ©, os espagos LF como o espago normado
LP(X) ={f: X — R mensurdvel : | f||, < oo},

onde a norma € dada por

15 = 151, = ([ 1P "

Para p = o, definimos L™ como o espagco normado
LX) ={f: X —>R: f é mensuravel e 3C constante tal que u ({x;|f(z)| > C}) = 0},
com a norma

11l e = 1f Nl = mE{C =0 p({z - [f(2)] > C}) = 0},

onde pp({z : |f(z)] > C}) = 0 € equivalente a dizer que |f(z)| < C em quase todo ponto
(g.t.p.) de X.



Capitulo 1. Preliminares 16

Observagao 1.1.2. Os espacos LP, munidos com a norma || sao de Banach; a

Hp7
demonstrag¢io pode ser encontrada em Brezis [/, p. 93].

Observacao 1.1.3. Consideraremos X = R®, u sendo a medida de Lebesque e M a
o-dlgebra dos conjuntos Lebesque mensurdveis. Abreviaremos o espago LP(X, M, 1) por

L?, para 1 <p < 0.

O préximo resultado é a Desigualdade de Holder, que pode ser encontrada em
Brezis [4, p. 92].

Proposicao 1.1.4. (Desigualdade de Hélder) Assuma que 1 < p,q < o0 sao tais que

1
—+ - =1, eseja fe Ll eqge L. Entdo, temos que fg e L' e vale a desigualdade
p

JRB [fal = fally < I£1I, llgll, -

Em seguida, apresentamos a Desigualdade de Minkowski que foi retirada de
Folland [11, p. 183] e, na sequéncia, uma versdo dela para Integrais, a qual pode ser
consultada em Folland [11, p. 194].

Proposigao 1.1.5. (Desiqualdade de Minkowski) Seja f,g € LP onde 1 < p < 0. Segue

que [+ ge LP e vale a sequinte desigualdade

1F+gll, < I1F1l, + llgll,,-

Proposicao 1.1.6. (A versio de Minkowski para Integrais) Assuma que (X, M, pu) e
(Y,N,v) sdo espagos de medida o-finitos. Seja uma fungio f em X xY mensurdvel na

o-dlgebra produto M QN .

1. Se f =20 el <p< o0 entdo

UX <L f(x,y)dV(y))pdu(x)r/p < L UX f(z, y)pd,u(x)]l/p dv(y).

2. Sel<p<w, f(,y) € L’(u) para ¢.t.p. y, e a funcio y — [|f(-,y)|, pertence a
L'(v), entdo f(x,-) € L'(v) para q.t.p. x, a fungio v — J f(z,y)dv(y) pertence a
Y
LP(u), e vale

L [ y)dv(y)

< L 17wl dv(y).

O seguinte resultado foi retirado de Folland [11, p. 74].
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Teorema 1.1.7. (Mudanga de varidveis) Seja Q@ < R™ um conjunto aberto e G : {2 — R"
um C*-difeomorfismo. Entdo, fog é mensurdvel em €, contanto que f seja mensurdvel em
G(Q2). Além disso, assumindo que ou f € ndo-negativa ou f € integrdvel, temos a sequinte
formula de mudanga de varidveis
F(a)da — f f o G() |det DoG| da.
G(Q) Q
Observagao 1.1.8. Pelo teorema anterior podemos ver que em LP(R™), para todo 1 <

p < eA>0, temos a relagio de escala (do inglés, scaling) da norma

1O, = A [Lf (@)l

pois podemos considerar G(z) = Az em R", logo | det D, G| = \", e entdo
| 1r@rae= [ Jrowpads
R™ Rr

Seque que
1@, =[O =Xl

o que nos leva a || f(Az)]], = AT/P | f(@)[],- Note também que o scaling funciona para caso

p = o, isto é, a norma L*, entendendo que n/p = 0 e entdo \™"P = 1.

O seguinte resultado foi retirado de Folland [11, p. 79], e é uma consequéncia

do Teorema 1.1.7.

Teorema 1.1.9. Seja f uma fungdo mensurdvel em R", integravel ou nao-negativa tal
que f(z) = g(|z|), sendo o dominio de g o intervalo (0,0), entdo
Q0
fla)ds = o(s™) [ gy ar,
R” 0

onde o(S™ 1) representa o volume da esfera unitdria em R™.

Um resultado fundamental em Teoria da Medida ¢ o famoso Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, o qual relembramos na sequéncia e sera bastante ttil
ao longo desta dissertacao. Este teorema afirma que se temos uma sequéncia de fungoes
que converge q.t.p. para outra fun¢ao, entao, sob certas condi¢oes, podemos trocar o limite
da integral com a integral do limite. A seguir, apresentamos-o em uma versao para espagos

de medida gerais, conforme Bartle [2, p. 44].

Teorema 1.1.10. Seja (X, M, ) um espago de medida. Considere uma sequéncia de
fungoes mensurdveis (f,) que converge g.t.p. para uma fungao [ em X. Assuma que exista
uma fungdo integravel g, tal que, |f,| < g, para todo n € N. Entao, as fungoes f, e f sao

integraveis e vale a propriedade

f fdp = limf frndp.
X "o x
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Observacao 1.1.11. Assumindo as mesmas condicoes do Teorema 1.1.10, pode-se também

concluir que
Jimy | 17 = fldu=0.

Um resultado fundamental em Andlise Funcional que utilizaremos é o Teorema
de Banach-Steinhaus, apresentado logo abaixo. Este teorema foi retirado de Brezis [4,
p. 32].

Teorema 1.1.12. (Banach-Steinhaus) Sejam E e F espagos de Banach. Considere uma

familia (T})er de aplicagoes lineares continuas de E para F. Suponha que
sup | Tiz|| < 0, VxeE,
el
entao
sup ’mHﬂE,F) < 003
el
em outras palavras, existe uma constante ¢ = 0 tal que

|T:z|| < cllz||, VxeE, Viel.

Agora apresentamos um resultado que nos diz que a intersecao de dois espagos
LP’s é densa em um espaco com indice intermediario, desde que p seja finito. Esta
propriedade sera 1til posteriormente e pode ser vista como uma consequéncia do Teorema

da Convergéncia Dominada, tendo sido consultada em Folland [11, p. 185].

Teorema 1.1.13. Seja p,r,q tal que 1 < p <r < q < o, entdo LP(X) n LI(X) é um

subespago de L"(X) e como subespago satisfaz

Lr(X) n LX) = L"(X),

ou seja, LP(X) n LYX) € denso em L"(X).

Demonstragio. Primeiramente vejamos que LP(X) n LY(X) < L"(X). Se p = ¢, entdo o
resultado é trivial. Suponha que p < g e f € LP(X) n LY X). Tomando
14
c= - 7
P

podemos escrever

%:cqﬂl—cm

1 1
1:

|

cr (1—c)r
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Agora, usando a desigualdade de Holder (veja Proposicao 1.1.4), obtemos que

q

(1—c)r

| e (PP (P
X X

() ()

cr 1—c)r
= [IFII IS < oo,

entao || f||, < . Segue que f € L"(X) e temos que LP(X) n L?(X) é um subespaco de
L"(X). Agora mostraremos que este subespaco satisfaz LP(X) n L9(X) = L"(X), sob a

norma ||-||.. Seja f € L"(X), entao considere a sequéncia de fungoes

fn = f * X{n=1<|f|<n}>

para cada n € N, pela definicio de y, as fungdes f, satisfazem n~' < |f,| < n, agora

provaremos que f, € LP(X) n LY(X), vejamos que

\Fal? = 1 ful | fulP" < |FIT 1 fuP" < | f) 072,
|ful® = [l 1 fal " < SISl < [FR,

logo, como f € L"(X), entao
| ttaas < [ g <o
X X
J | frl?da <J n? | f|"dx < o,
X X

isto é f, € LP(X) n LY(X). Agora mostraremos que |f — f,||, — 0 quando n — 0,

primeiramente vejamos que

lim f,(z) = f(z), VzelX.

n—o0

Além disso,
|f=ful” < IfT,
pois

-1
(f = f  Xpnoresien) (2) = f(x) ,sex¢{n i :f n),

P<fl <nlb

Finalmente |f|" é integravel, pois f € L"(X), pelo Teorema 1.1.10, temos que

| <
0 ,sex € {n” | <

n—o0

lim f \f — ful"dz = 0.
b'e

Assim para todo f € L"(X), existe uma sequéncia f,, € LP(X) n LY(X) tal que f, — f em
L"(X), e portanto segue que LP(X) n LY(X) é denso em L"(X), como querfamos. O
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Agora vamos relembrar a definicdo do produto convolucao ou, se preferir, do
operador convolugao, inicialmente para func¢oes integraveis. Entretanto, como veremos
mais abaixo, este produto pode ser definido sob outras condig¢oes nos fatores. A definigao

dada na sequéncia pode ser encontrada em Grafakos [13, p. 18].

Definicdo 1.1.14. Para f,g e L'(R™), definimos f = g, o produto de convolugio entre f e

g, como sendo a integral
U*mﬁﬁzlmf@mw—ywy:wa@—yMWMy

Observagao 1.1.15. Tendo em vista a desigualdade de Young para convolugoes (veja
mais abaizo e também veja, e.q., Grafakos [13, p. 21]), este produto é bem definido uma

vez que

1= glly < A1 Mgl

Assim f = g e L'(R™), no entanto, devemos notar que também por esta razio a Definicio

1.1.14 € uma defini¢cdo para q.t.p. em R".

A seguir, relembramos um importante resultado na teoria do produto de
convolugao, isto é, a famosa Desigualdade de Young. A proposicao abaixo pode ser

consultada em Grafakos [13, p. 21].

Proposicao 1.1.16. Assuma que 1 < p,q,r < o0 satisfazem a relacao
1 1 1
—+l=-+-.
q p T

Considere duas fungoes f € LP(R") e g€ L"(R"). Entao, seque que f = g€ LY(R™) com a

estimativa
1f=gll, < IF1, llgll, -

A seguir, apresentamos a transformada de Fourier, a qual é uma ferramenta
fundamental na area de Anélise e, especialmente, em Analise Harmonica. Em Equagoes
Diferenciais Parciais, area de pesquisa na qual inserem-se as equagoes de Navier-Stokes,
varios operadores importantes que aparecem nos estudos podem ser definidos via esta

transformada.

Antes de comecar, apresentaremos a definicdo do espaco de Schwartz, pois é
um espago de fungdes no qual definiremos inicialmente a transforma de Fourier. A seguinte

defini¢ao foi retirada de Sawano [29, pp. 42, 43| e a observagiao de Grafakos [13, p. 96].

Defini¢ao 1.1.17. (Espaco das fungoes de Schwartz) Seja o, € Nij, onde Ny =
{0,1,2,3,...} e f e C*(R"), entdo definimos

a b1 a B2 a Bn
anf 0 .00 Qn o . _
20" f(x) = aPray?...x) (61’1) (6:@) (&Un) f(z).
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Assim definimos o espago das fungoes de Schwartz . (R™) como

SR = () {feC™(R"):2%0°f e L”(R")}.

o, BeENT?
Se fe S (R") entio [ serd chamada de fungdo teste.

Observacao 1.1.18. Para descrever este espaco de outra forma, uma funcao pertence
ao espago de Schwartz (R"), se ela e todas as suas derivadas tiverem um decaimento
maior que o de qualquer polindmio no infinito; por exemplo, as fungoes diferencidveis com
suporte compacto Cg°(R™) estao contidas no espago de Schwartz #(R"™). Uma definig¢io

equivalente € f e . (R") se para quaisquer multi-indices o, B € Njj temos que
pap(f) = sup [a°0" f(w)] = Cay < o0,
reR™

onde Cyp € uma contante. Os termos pos(f) sao chamadas de seminormas de Schwartz
de f. Além disso, equipe .7 (R®) com a topologia mais fraca sob a qual cada Pa,g € continua
para todo ¢ € . (R?).

Agora apresentamos a definicao da transformada de Fourier, e sua inversa, para
fungoes na classe de Schwartz . (R"™), as seguintes defini¢oes foram retiradas de Grafakos

(13, pp. 99, 102].

Definicao 1.1.19. (Transformada de Fourier) Para f € .7 (R"™), definimos a transformada

de Fourier de f, denotada por F|f], f" ou f, da segquinte maneira

FUNE) = | flayemesan,
onde £ € R".

Definicdo 1.1.20. (Transformada inversa de Fourier) Para uma funcao f € #(R"),
definimos a transformada inversa de Fourier, denotada por F '[f] ou f¥, como uma

fungdo definida em R"™ dada pela formula

F @) = Z[f(-2),

onde x € R".

Pode-se mostrar que a transformada de Fourier .# é um isomorfismo em .7 (R"),
cuja inversa é .% !, isso pode ser visto em Grafakos [13, pp. 100, 102-103]. Além disso,
devido a forma como definimos a inversa de Fourier, nao é dificil ver que a transformada e
sua inversa compartilham varias propriedades em comum ou versoes delas muito proximas.
A seguir veremos algumas propriedades que serdo usadas neste trabalho, o seguinte teorema

pode ser encontrado em Grafakos [13, p. 102].



Capitulo 1. Preliminares 22

Teorema 1.1.21. Assuma que f, g€ . (R"). Entdo, temos as sequintes propriedades:

(1) | J@ie)de = | fa)g(e)do
(2) ZF = f =7 [F7]:
(3) £l = 1Z[£ll, = |2 17, -

Outras propriedades da transformada de Fourier sao as seguintes, que foram
retiradas de Grafakos [13, pp. 100-101].

Teorema 1.1.22. Sejam f,ge S (R") eaeC, t > 0, entao

(1) ZIf + 9l = Z1f1+ Flgl;

1.2 Distribuicoes temperadas e Projetor de Leray

Nesta secido apresentamos o espago das distribuigoes temperadas #'(R™) que é
o dual da classe de Schwartz .(R"). Esse espaco contém varios espagos utilizados na area
de equacoes diferenciais parciais, em particular os de Besov, sendo entao importante rever
sua definicao e algumas de suas propriedades. A seguinte defini¢ao foi retirada de Sawano
29, p. 49].

Definicao 1.2.1. (Espago das Distribui¢oes Temperadas) Definimos .#'(R"™) como o

conjunto dos funcionais lineares hom(#(R"),C) de modo que sejam continuos, isto €,
' (R") = {f € hom(Z(R"),C) : f é continua}.
Denotamos o par {f,p) como sendo o valor de f € ' (R™) em p € ./ (R"), isto é,

(fyp) = f(p).

A defini¢ao dada na sequéncia pode ser encontrada em Grafakos [13, p. 115].

Defini¢ao 1.2.2. (Suporte de uma distribuicio temperada) O suporte de f € . (R"),

denotado por supp f, é a interseccao de todos os conjuntos fechados K tal que
pe L (R"), supp¢p c R"\K = (u,$) = 0.

Diremos que uma distribuicao temperada u tem suporte compacto se suppu € compacto.
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Como definimos o espago . (R™) sendo aquele das aplica¢oes lineares continuas
em . (R™), podemos estender alguns conceitos de ./(R") para o espago ./ (R"), veremos
uma definicao estendida do produto e da convolugao. A seguinte definicao e a observagao
abaixo foram retiradas de Grafakos [13, pp. 111, 115], e Sawano [29, pp. 49, 52].

Definicao 1.2.3. Seja p € C*(R"), entdo nds diremos que @ tem no mdzimo crescimento

polinomial no infinito, se para todo o € Ny, existem Cl, ko > 0 tais que
(0%0) ()] < Ca (14 [a])™,

para todo x € R"™. O conjunto de funcoes em R™ que tém no maximo crescimento polinomial

no infinito serd denotado por O'(R").

Observagao 1.2.4. O espaco de Schwartz pode ser caracterizado como seque, se p € C*,
entao ¢ € L (R") se, e somente se, para cada inteiro positivo N e a € N{, existe uma

constante positiva C, y tal que
« —N
(@) ()| < Cav (1 +[])

para todo x € R". Este resultado pode ser encontrado em Grafakos [13, p. 96], e podemos

ver que se p € L (R") entdo ¢ tem no mdximo crescimento polinomial no infinito.

Observacao 1.2.5. O espaco das distribuicoes temperadas pode ser caracterizado como
seque, seja [ uma aplicagio linear de (R™) em C, entao f € ' (R") se, e somente se,

existe C € N, k,m e Z, tal que

(ol <0 % (suwpled’eta )

para cada @ € . (R").

Vamos agora demonstrar uma cadeia de imersodes continuas, este resultado

pode ser encontrado em Sawano [29, pp. 44, 51].
Teorema 1.2.6. Seja 1 < p < o0, entdo

S (R") < LP(R™) <« S'(R™).

Demonstragio. Seja ¢ € #(R™), usando a Observagao 1.2.4, se p = o0, entdo ¢ € L*(R"),
se 1 <p < oo, para N = p(n+ 1), temos que

o(2)] < Cvo (1 + [2]) 7Y
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segue que
1 1 1/p
T ( [ tarena s e >|so<m>|pdx)
1/p
< Cna (J (1+ |x|)_p(”+1)da7)

< O ||+ J2)~ )

Logo (1+ |z|)"™™ e LP(R™), para cada 1 < p < o, entdo f € LP(R"). Agora, scja
f e LP(R"), definimos

(Fre) = | S,

para cada ¢ € (R"). Assim, usando a desigualdade de Holder (veja a Proposigao 1.1.4),

podemos estimar

(Froo)l = || S@)pla)da
< 11, el

<o, 3 (sup |xaa%<x>|),

n zeR™
aeNj

<N

1 1

onde — + — =1, pois f € LP(R") e p € /(R"). Em vista da Observagao 1.2.5, podemos
p p

concluir que Fy € .Z'(R"). O

Defini¢ao 1.2.7. (Produto de ¢ € O(R") e f € /' (R")) Seja p € OR") e f € ' (R")

entdo definimos o produto ¢ - f € ' (R") da sequinte maneira

onde ¥ € ./ (R").

Observagao 1.2.8. Vejamos que ¢ - € S (R"), logo o produto ¢ - f € ' (R") estd bem
definido

A seguinte definicao foi retirada de Grafakos [13, p. 115].

Definigao 1.2.9. (Convolugio de ¢ € S (R") e f € S (R")) Seja p € S(R™) e [ €

S (R"), entdo podemos definir a convolug¢io ¢ * f como sendo

(o= fi00) = (f, @)

onde Y € L (R") e p(z) = p(—x).



Capitulo 1. Preliminares 25

Usando a Defini¢ado 1.2.9 podemos identificar a convolucao ¢ = f com uma
fungdo em C®, o seguinte resultado foi retirado de Grafakos [13, p. 116]. e Sawano [29,

p. 62].

Proposigao 1.2.10. Seja ¢ € S (R") e f € ' (R"), entio ¢ = f é C*(R") e

(= f)(x) = (fe(z—y)),
onde p(x—y) € L (R"), z € R" € firado, ey € R" ¢ a varidvel de p(x—7y), entao (o= f)(z)
¢ definido para todos os x € R".
Ainda mais temos que para todo o € Ny, existem constantes Cy, ko > 0 tais

que

[0%(p* F)(@)] < Ca (1 + )™

Também podemos definir a transformada de Fourier . e a sua inversa % !
para um elemento f € .#'(R"), as seguintes defini¢oes foram extraidas de Grafakos [13,
p. 123], e Sawano [29, p. 68].

Definigao 1.2.11. (Transformada de Fourier de uma distribuicao temperada) Para f €
Z'(R™), a transformada de Fourier de f, denotada por F[f] (ou, mais compactamente,

por f), é definida como o elemento de 7' (R") que satisfaz a igualdade

(ZFLfl, o) = (f, Ze]),
para toda ¢ € S (R").
Como uma matéria de fato, a transformada de Fourier .%[-] é um isomorfismo
em .#’(R"), com sua transformada inversa .% ~'[-] dada conforme a definicio a seguir.

Definigao 1.2.12. (Transformada inversa de Fourier de uma distribuicao temperada)
Para f € ' (R™), a transformada inversa de Fourier de f, denotada por F *[f] (ou por
1Y), é definida como o elemento de ./'(R™) que verifica a igualdade

(Z7Uf ey = (£,.77[el).

para todo p € S (R").

Na sequéncia, apresentamos a desigualdade de Hausdorff-Young 1til para
estabelecer uma relagao entre a norma em LP(R") < ./(R") de uma fungao f e a norma
em L(R") de sua transformada de Fourier f, este teorema pode ser consultado em Grafakos
[13, p. 104].
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Teorema 1.2.13. (Hausdorff-Young) Seja 1 < p < 2 e considere q seu expoente conjugado,

isto €, — + — = 1. Entdo, temos a estimativa
P q

LA lla< [1F1lp

para toda f € LP(R™).

A seguir, apresentamos algumas propriedades da transformada de Fourier em
Z"'(R™) e sobre como ela interage com os produtos usual e de convolucao. De fato, a
transformada leva um tipo de produto no outro. O préximo resultado pode ser encontrado
em Grafakos [13, pp. 120-121], e Sawano [29, pp. 70-71].

Teorema 1.2.14. Seja ¢, p; € S (R"), f, fj,9€ L' (R"), ae Ny, t >0 ebe C entio

(1) ZIf +9] = Zf1+ Flgl;
(2) Zbfl =0Z(f];

(3) Se p; — ¢ em S (R") entao p; — ¢ em L (R") e se fj — [ em S'(R") entao
fi— fem 7R ;

(4) Zlf(te)] =t "Zf1(t" );
(5) Flo°f] = (2mie)* [ [];
(6) *F|f] = F(=2mix)* f];
(7) ZF] = F;

(8) Fle = f1=Flel- ZI/];
(9) Zle- f1=Flel = Z[]].

Observacao 1.2.15. No item 3, a convergéncia @; — @ em S (R?), quer dizer que, para

quaisquer multi-indices o, B € Ny, temos que

Pas(0; — @) = sup [2* (0°(p; — ¢)) (z)| = 0, quando j — oo.

zeR™

Além disso, a convergéncia f; — f em ' (R?), quer dizer que, para todo ¢ € ./ (R?),

temos que

(fise) = (f,¢) ,quando j — oo.

No item 4, usamos a notagao f(te) em vez de (f,tp), para indicar que a transformada de

Fourier € aplicada sobre uma distribuicao temperada g, dada por (g, ) = (f,tp).
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Agora introduzimos os multiplicadores de Fourier, um conceito que serd usado

ao longo deste trabalho, a defini¢ao foi retirada de Sawano [29, p. 131].

Defini¢ao 1.2.16. (Multiplicadores de Fourier) Seja f € ./ (R"), entao 7(D)f € . (R")

¢ dado pela formula
T(D)f =7 - Z[f]],

onde 7 € L (R"™). O operador 7(D) é chamado multiplicador de Fourier e T € chamado
simbolo de (D).

Observacao 1.2.17. Podemos explicar este conceito dizendo que os multiplicadores de
Fourier sao operadores em . (R") definidos em termos de sua frequéncia, que é dada pelo
simbolo, sua definicao requer trés operacoes, a transformada de Fourier, o produto e a

transformada inversa de Fourier.

Na sequéncia, definimos a transformada de Riesz e, por meio dela, definiremos
o Projetor de Leray, o qual tem um papel fundamental no estudo das equacoes de Navier-
Stokes. A defini¢ao foi retirada de Grafakos [13, pp. 259-260], e Sawano [29, p. 146].

Definicao 1.2.18. (Transformada de Riesz) Seja 1 < j < n, a transformada j-ésima de

Riesz de f ¢é definida como

R(f)(e) = "2y [ 2t

" |LL’ _ y|n+1

m 2

onde f € L (R™) e p.v. € o valor principal de integrais definido como o limite de integrais

absolutamente convergentes

po | By =t [ )y

e [T =y =0 Jiyse |7 — y|m !

A seguir apresentamos uma caracterizagao das transformadas de Riesz R; em
termos da transformada de Fourier. O seguinte resultado foi retirado de Lemarié [18,
p. 106], e Sawano [29, p. 157].

Proposicao 1.2.19. A transformada j-ésima de Riesz R; € um operador cujo simbolo é

dado por
&
m(g) A
q
onde £ € R", logo R; € dado por
mf- 5 |-z,

onde f e ./ (R").
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Definimos as transformadas de Riesz R; para o espago ./(R"), mas vamos
querer defini-las para um elemento u do espago ./(R"), ou similar, para isso podemos
tentar generalizar a Proposicao 1.2.19, e definir esses operadores por meio de seu simbolo

&

como —imm porém o operador |£|™! ndo é suave na origem entdo temos que ter cuidado.

Em Grafakos [14, p. 16], vemos que mesmo que o operador [£|7°, onde s € R nem sempre
seja suave na origem, podemos considerar uma classe de equivaléncia de .'(R") e ter
sucesso ao multiplicar & por uma fungao da forma |£]|™° que pode nao ser suave na origem,

mais para isso vejamos a seguinte relacao de equivaléncia.

Definigao 1.2.20. Seja € Ny = {0,1,2,...}", entao um polindmio de n varidveis reais

com coeficientes complexos é um elemento da forma

Do’ = > ca gl
|Bl<m Brt...+Bn<m

onde m e N e cg e C, e denotamos por P o conjunto de todos esses polinomios.

Com a defini¢do acima, pode-se definir uma relagao de equivaléncia em . (R")

como segue: Sejam u, v € ' (R"), entdo
u~veu—veP. (1.1)

De posse desta relagao, podemos construir um espago que essencialmente é o de todas
as distribuicoes temperadas, mas desprezando parcelas polinomiais. Para sermos mais

precisos, temos a seguinte definigdo que pode ser consultada em Grafakos [13, p. 121].

Definigao 1.2.21. Definimos ' (R™)/P como o conjunto de todas as classes de equiva-
léncia [u] dadas pela relagio (1.1), sendo tal espago chamado de espago das distribuicoes

temperadas modulo polinomios.

A seguinte proposigao foi retirada de Grafakos [13, p. 125].

Proposicao 1.2.22. Seja u € ' (R"), se @ tem suporte no conjunto unitdrio {§o}, entio
u ¢é uma combinagio linear finita de fungoes (—2mi€)*e*™ % onde o € NI, em particular

se U tem suporte na origem, entdao u € polinomial.

Observagao 1.2.23. Nds vamos usar a notagio u € . (R")/P para evitar a notagio de
classe de equivaléncia, além disso da Proposi¢io 1.2.22 e de Grafakos [13, p. 121], temos
que se u,v € . (R")/P, entdo

u=vem S (R")/P < (U,¢) = (,0),Vo € (R") tal que supp ¢ = R™\{0}.

Logo podemos ver que se u = v em /' (R")/P eu # v em S (R") € equivalente a dizer
que supp(i — 0) = {0}, onde u — v e S'(R").
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A Observacao 1.2.23 mostra que a origem nao tem muita relevancia se u = v

em .'(R")/P. O préximo passo é definir uma fungao n(§) suave em R" tal que

1 selé| =2
0 sel¢ <L

Entéao para todo s € R e u € '(R")/P, definimos

(€1, ) = hm<u (&) et >>

onde ¢ € Z(R"). Podemos ver que 7 (€> |€]° é zero em uma vizinhanga da origem,
5

portanto, pode ser definido na origem, enquanto [£|° é indefinido dependendo de s € R. Se

e tende a zero entao 7 < ) 1€]°p(&) tende a uma fungdo com suporte em R™\{0}. Além

disso, se supp ¢ < R"\{0}, por Grafakos [14, p. 16], temos que [£|°% é um elemento de
Z'(R™)/P e nao depende da escolha de 7. Com a construgao acima, estamos em condigoes
de definir as transformadas de Riesz no espago ./ (R")/P por meio de varidveis de Fourier.
Mais precisamente, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.2.24. Para u € /'(R")/P, a transformada j-ésima de Riesz de u, onde
1 < j < n, € denotada por Rju e tem o simbolo —i>L sto ¢, sua transformada de Fourier

€1

¢ dada por

A seguinte Proposicao foi retirada de Grafakos [13, p. 274].

Proposicao 1.2.25. As transformadas de Riesz R;, onde 1 < j < n, sdo limitadas em

LP(R™) para todo 1 < p < o0.

Usando a transformada de Riesz R; que definimos anteriormente, podemos
definir o projetor de Leray. A seguinte Defini¢ao e resultado foram retirados de Lemarié
[18, p. 106].

Definigao 1.2.26. (Projetor de Leray) Seja u € (%' (R™)/P)", o Projetor de Leray ou

também chamado projetor de Helmholtz-Leray P de u é definido como
Pu = (Id+ R® R)u,
onde R = (Ry, Ry, ..., R,), R; € a transformada j-ésima de Riesz, este operador estd bem

definido pois se v € . (R")/P, entao temos que Rjv € /' (R")/P.

Agora sabemos que o simbolo de R; ¢ —i==, logo podemos achar a transformada

de Fourier de P.

Iﬂ
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Proposic¢ao 1.2.27. Assuma que u é um campo no espago (' (R™)/P)". Entao, podemos

expressar o Projetor de Leray em varidveis de Fourier como

= &fj) N
Pu=|4d;; — a,
( TolEP 1<i,j<n

onde d,; €1, set1=j, e0, caso contrdrio.

Demonstragio. Se u e ('(R™)/P)"* é dada por
u = (u;)1<i<n,
entao usando a definicdo do projetor de Leray P

Pu=(Id+ R® R)u
= (0ij + RiRj)léi,jén

n
J=1 1<i<n
& .

Logo usando a transformada de Fourier e lembrando que R;v = —i>=0 e 4 = (U;)1<i<n,

€]

u

temos que

1<isn

_(a LS (LS g
) “*Z( @) |5|)“>

515]) ~
( T ER ) cijen

Assim temos o resultado desejado. O

Observagao 1.2.28. Em Lemarié [18, p. 106/, também podemos ver que o Projetor de
Leray P pode ser definido como
1

Pu = 4 —
uuVA

(VU),
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onde AU=P pode ser visto como solugdo de u = Ap, <é’) = 2mi&; usando o Teorema
J
1.2.1 L)’ =
L21lel—) =-—7—.
A 472 |€|?

Com a ajuda da transformada de Fourier podemos mostrar facilmente as

seguintes propriedades:

Proposigao 1.2.29. Assuma que u é um campo no espago (7' (R™)/P)". Entdo, temos
que

(1) P € linear
(2) div(Pu) =0

(3) Se divu =0, entao Pu =u

Demonstragio. Primeiramente se u € (/(R")/P)", entao representaremos u da seguinte

maneira u = (u;)1<i<n, onde u; € ' (R")/P, logo
(1) Sejam u,v e (' (R")/P)" e a € C, entdo

(Plau + v))" = (% - fgf; ) (o + v)"
1<i,j<n

|£| 1<ij<n

fz’fj) ~ ( 5@'53') A
—ald,;— U+ {05 — v
( ! ’5’2 1<i,5<n ! ’§|2 I<ij<n

= (aPu + Pv)" .

Assim P(au + v) = alPu + Pv, logo P é linear.
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(2) Primeiramente vejamos que

div(Pu) = div ((uZ + Z R,R; uj) >
j=1 1<i<n
2

0 :
Entao usando a transformada de Fourier e lembrando o fato de que .# [(3/] = 2mi&y,
k
entao

(div(Pu))” = <i 2 <u1 + i RiRjuj>>

i=1 j=1

|
2N
i M:
o
3
@
R
5
_|_
/\
E
\_/
N
m
N~
>
~_
~_—

(—i&;) 1,

I
lag!
o
2
@‘f
L:

Mz
|M:
o
3
L
N\
Mo

(3]
N———

Entéao div(Pu) = 0 assim obtemos o resultado desejado.

(3) Se divu = 0, entao

Agora

i
€17

(o (¢

Usando o fato de 27 Z(ZSJ)ZZJ =0 em (1.2), entao

7=1

' )2(5)) . (12)

<i<n

—~

Pu = (@)1@'@ =

<)

Assim Pu = u, logo temos que se divu = 0 entdo Pu = u.
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]

Observacao 1.2.30. Dos itens 1, 2 e 3 da Proposigcio 1.2.29 podemos concluir que o
operador P é uma projecio, pois de div(Pu) = 0 temos que P(Pu) = Pu, logo P* = P.

Proposicao 1.2.31. O projetor de Leray P é um operador limitado entre os espagos
(LP(R™)", para 1 < p < 0.

Demonstragio. A transformada de Riesz é limitada em LP(R"), logo o projetor de Leray

P é limitado sob a norma

[Pull, = max ||(Pu);]],

1<j<n p

1.3 Semigrupo do calor e formulacdo branda

Estudamos as equagoes de Navier-Stokes que governam a evolugao da velocidade
U(t, $) = (ul (ta [L’), Ug(t, ZE), u3(t> $)),

e a pressdo p(t, x) de um fluido incompressivel prenchendo todo R*. O problema de Cauchy

associado a essas equagoes tem a forma

ou

E—Au: —(u-V)u— Vp,

V-u=0, (1.3)
u(0,+) = up.

Se u = (uq, ug, ug) € v = (vq1,v2,v3), 0 operador A é o Laplaciano, definido por
~0x} 02 0z

ou - ouq % Ous

6:16,- B aiﬁi’ afEi’ a$7, )

Au

O operador (u - V)v é definido por

ov ov ov
(u-V)v = ula—xl + uanQ + u;:,a—zg.

O operador V ¢ o gradiente definido por

vp:(é‘p p 529),

5x1 ’ &xg’ 8x3
O operador V- é o divergente definido por

V‘u=divu=%+% %
6171 0372 6x3
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Estudaremos agora o problema linear associado a (1.3). Em dominios arbitrarios do R?,
o Projetor de Leray P ndo comuta com derivadas e a parte linear das equagoes em (1.3)
sao as equacoes de Stokes. Entretanto, no presente caso em que o dominio é todo o R?, P
comuta com derivadas e entao o problema linear reduz-se ao da equacao do calor, a saber
Estudaremos agora o problema linear associado, também conhecido como o problema de

Cauchy para a equagao do calor.

du_ Au =0,
ot (1.4)
u(0) = uo.

Além disso, em Lemarié [19, pp. 53-54], podemos ver que a solugao classica de (1.4) é da

forma

u(t, ) = g(t, ) = up(z).

ot z) = (417#)3/2 exp (—Z":) (1.5)

é chamado o ntcleo do calor. Agora vamos ver o seguinte

1\ ]2
g(t,x) = <47rt> exp (—475)
- 1 3/2 1 3/2 \:Ut’%P
o\t 41 P 4

— t732g(1, 2t~ Y2,

Onde

Em seguida, iremos verificar um resultado do nicleo do calor que usaremos mais tarde.

Teorema 1.3.1. Seja 1 < p < o0, entdo
_3(1_1)_1
IVg(t2)ll, = 2072 (vg) (1, 2)]),
Demonstracao. Vejamos que

IVg(to)ll, = ||V (¥ 2g(1at™)|
(

= %2 Ht‘l/z Vo) (1, xt_l/Q)Hp

= (Vo))

i( %)f’ 1(Vg)(1,z)]|,
= 3055)75 | (Vg) (1, )], -

Usando a Observacao 1.1.8, assim o resultado é demonstrado. O
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Além disso, no estudo de semigrupos de operadores lineares temos que a equacao
do calor nos permite obter um semigrupo de operadores lineares, isso pode ser visto em

Cannone [5, p. 28], Grigoryan [15, p. 4], e Pazy [26, pp. 1-3].
St f =e?f =glt,x)=f

onde S(t) ou e ¢ chamado o semigrupo do calor e no desenvolvimento desta teoria

pode-se ver em Pazy [26, p. 3] que ela satisfaz

lim
t—0t t

— A (1.6)

Agora veremos algumas propriedades do semigrupo do calor S(t) que serao

lteis mais tarde, a seguinte proposicao foi retirada de Grigoryan [15], pp. 4-5.

Proposicao 1.3.2. O nicleo do calor g(t,x) satisfaz

J g(t,y)dy = 1.
]R3

Teorema 1.3.3. Se f € LP(R?), entio S(t)f — f quando t — 0% na norma de LP(R?).

Demonstracao. Primeiramente temos que

f g(t,y)dy =1,
R3

usando a Proposicao 1.3.2, logo temos que

SO =1 @) = | att)se == [ at.nrw
- | =)= f@latt. )iy
:

= | We-v- F))t*g(1, ¢ 2y)dy.

Seja G(z) = t*/%2, nés vemos que |detD.G| = (tY/2)3 = t*2 logo

[f —y) — f(2)]t¥ (1,7 Py)dy

%

J (@) 2g(1, 2 () det D G d

RB

J (x —t22) — f(a) |t 2g(1, 72112 2) %2 d

3

=

J (z — tY%2) — f(2)]g(1, 2)dz.

3

It =11, = | [ | [ 156 =022 = ronat 2yas] s v

< [ ([ 022 - ot i) "

=

Agora
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pela desigualdade de Minkowski para Integrais (veja Proposigao 1.1.6). Denotando-se por

T, f(x) = f(z — tY/22), segue que

[ ([ — sonatr P ae) = [ s = g1, b1,

Observe que |T2,f — f|F — 0 quando t — 0% e |72, f — f|' é dominada por g =
2P (|12, fIP + | fI"), onde g é integravel desde que |f|” é integravel. Entao, usando conver-
géncia dominada (veja Proposigao 1.1.10), para cada € > 0, existe um 0 > 0, tal que, para

[t| < §, podemos estimar
| Tt = 11 lot1, 20z < [ elg( )1z
R3 R3
—< [ lauole:
R3

=g,
o que implica o limite

lim [1S(0)f ~ f1l, = 0,
como queriamos demonstrar. O

Observagao 1.3.4. Desde que |[S(t)f — f|, — 0 quando t — 0%, entdo, para cada ty > 0,
temos [|S(t) f — S(to) fll, — 0 quando t — to.

Demonstracao. Seja ty € R, Suponha que t > t; podemos escrever t = t, + £, onde

e=t—1ty>0, logo
1S(&)f = S(to) fll, = 1S(to + ) f = S(to) f1],
= [|S(t0)S(e) f — S(to) f1l,
= [S@)(SE)f = D, -

Pela desigualdade de Young para 1 +1/¢ =1/a+1/b,ondea=1eb=gq

1S(to)(S(e)f = N, < llglto. 2) I, [1SC)f = [l
Agora [|S(e)f — f), — 0 quando & — 0%, logo temos que
lim [lS(8)f = 5(to) £, = 0.
Se t < to, podemos escrever ¢ + & 0: to, onde £ =ty — t > 0, logo
1S(E)f = S fll, = IIS@E)f = St +e)fll,
=St f = S®)S(e)fl,
(

= [IS@)(f = SE) NI,
<llgt, )l Ilf =S,
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Agora ||S(e)f — f)Il, — 0 quando € — 0%, logo temos que

lim [IS(6)f = S(to)],, = 0.

Logo,
i 1501 ~ S(t0)7], = 0.
—1l0
entdo nés temos que S(t)f — S(to)f quando t — ty na norma de LP(R?). O

Observagao 1.3.5. Para todo ¢ € ./ (R?) temos o seguinte

<S(t)u07 90> = <U0, S(ﬂ@) )

onde ug € ' (R?), pois

(S(t)uo, )
o, g(t, =) * )
uo, g(t, ) * ¢)
ug, S(t)g) -

= (9(t, @) * uo, ¢)
= < ,

= < ,

-

Onde g(t,z) = g(t, —x) pela defini¢io de g(t,z), ver (1.5).

De posse do semigrupo do calor S(t), e de algumas de suas propriedades,
voltamo-nos para o problema de Cauchy (1.3). Primeiro, desejamos transformar as equacoes
(1.3), eliminando o termo da pressao p, por meio do Projetor de Leray P. Antes de proceder

nesta direcao, precisamos rever algumas outras propriedades de P.

Proposicao 1.3.6. Se P é o Projetor de Leray, entdo

0 0
(2) PA = AP ;
(3) PV =0 .

Demonstracao. Lembre-se de que a transformada de Fourier de P é dada pelo seguinte

5 &5-)
’ €2 1<i,j<3

operador

entao
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(1) Provaremos que (P;t) = (aIP’

0

A t P—=_—P
ssim temos que prilien

(2) Vamos mostrar que (PA)" = (AP)". De fato,

%))
! |€[2 1<4,j<3 ot

_@@)
€2 1<i,j<3

62] §Z€]> (A)/\
1<7,57<3

€]

_ (AP)"
Assim PA = AP.
(3) Vamos provar que (PV)" = 0. De fato,
A 525 A
ey = (6, 58) @)
1<4,j<3

£z§]>

0;

( 7 ’£|2 1<4,5<3 <j 1(
( (2mi&;) ) 0ij —

= (52',1' - §Z£J> (27Ti€j)1sj<3
1<i,5<3

€12/ 1<,
L_Gh &6
€[ I35
| eh | &6
EP 1€]2
&6 &b
L[ I£\2

= 27TZ€2 27T2522 ‘5’2

27TZ£3 27”63 Z ‘5’2

= (27rz£j - 27@§j)1<]’<3
= 0.

2mi&y — 2mi&y Z ‘5’2

§183 ]
&

_W 27Ti€2

_% 27Ti€3
S
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Logo PV = 0.
Assim, este resultado esta provado. O

Notamos que do item 3 da Proposi¢ao 1.2.19 temos que P(Vp) = 0, ou seja,
quando aplicado o projetor, o termo envolvendo a pressao desaparece, portanto o novo
problema serad independente desse termo, entao aplicando o Projetor de Leray P as equagoes
de Navier Stokes (1.3) obtemos o seguinte

P (Zj) — P(Au) = =P[(u - V)u] — P(Vp).

Agora usamos V - u = 0 e pelas propriedades de P vistas nas Proposicoes 1.2.29 e 1.3.6

temos que
ou
Frie Au = —P[(u - V)u], 7
u(0) = up.

De V - u = 0 podemos ver que
(u-V)u=V-(u®u),

onde u®@u = (u;u;) e o operador divergente V- atua em (v ® u) coluna por coluna,

1<i,j<3”
ou seja
U1 UU2 UU3 UU1 U1U2 Ujus
V- U2U1 UQUo UQU3 = V- U2U1q V- U2U- V- UgUs3
Usu; U3z UU3 Usuy UzUz Usus

Entao se V - u = 0 temos que
Pl(u-V)u] =PV - (u®u).

Assim o sistema de equagoes (1.7) se torna

ou

M Au=-PV.

e u V- (u®u), (1.8)
u(0) = up.

Na sequéncia, usando o principio de Duhamel e procedendo formalmente,

podemos ver que u satisfaz (1.8), se e somente se, u satisfaz a equacao integral
t
u(t) = S(t)ug — f S(t—s)PV - (u®u)(s) ds. (1.9)
0

Observagao 1.3.7. (Solugdo branda) Uma solucio da equagio (1.9) é chamada solugdo

branda ou solugao mild das equagoes de Navier-Stokes (1.3).
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Agora vamos definir o seguinte operador bilinear

B(v,u)(t) = —J S(t—s)PV - (v®u)(s)ds

0

Podemos encontrar sua transformada de Fourier da seguinte forma

F [PV - (v@u)]

— (s Sk 3 2mi&) Uy * U

(- 5)  (Semeracn
1<jik<3 \i=1 1<k<3

_ Z S &k i 2mi&;) Op * )

N TR (2miga) 61 « tik
k=1 =1 <3

3 3 55 =
= <Z Z 27‘(’ l<5j7k (Zfl) |2|§ Zfl Ul * Uki|

).
:‘2”'5'@2[(5 (i)~ () (- |§|>< a)) e “D

3
Podemos constatar que Z d;kur = uj, desde que 1 < j < 3, além disso .F R; = —z’g—J

Pl €]

1<5<3

entao

3 3 3
F [IP)V : (U (29) u)] = —27T|§|§ <Z Rﬂ)lu]‘ + Z Z RijRﬂ)luk> .
=1 =1 1<5<3
Seja A o operador multiplicador de Fourier com simbolo |£|, ou seja, Z[Af] = [¢] f, e seja

B(J0)0) = — [ 151~ 9M1(g)5)ds

0

onde f,ge .7 (R*)/P.
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Entao

_ _J FS(t — )PV - (v@u)(s)] ds

t 3 3
= 27Tf exp(— ( |§| |€|¢/ [ (Z Rlvlu] + Z Z RijRlvluk> :| ds
1<j<3

= 1=1k=1

i t 3 3
= 271'% f t - S <Z Rlvlu] Z Z RijRﬂ)luk> :| ds
=1 I=1k=1 1 3

0 .
SV

3 t 3 3 t
=2nF (Z R, f [S(t — s)A](viuy)ds + Z Z RijRlJ [S(t — S)A](vluk)ds> ]
=1 0 I=1k=1 0 1<j<3

1=1k=1

= T [(2 NERMIGESIDY RijRlBs(vl,uk)(t)> ] .

Assim temos que
3 3
B( = =27 <Z R,B Ul,u] ) —|—ZZ R]Rle vl,uk)(t)) . (1.10)
[=1k=1 1<5<3

Além disso, podemos usar o fato de que .Z [g(t — s, 7)] = exp(—4m*(t — 5)|¢[*) e FA = [¢]

CcOomo segue

elexp(—4m(t = )IEF) = 57z Crvi= )"l expl 472t — )P
1

QWH)?) ‘(27“/15 — 5) 5‘ exp(—| (27\/;) &),

= Sima )2

entdo, seja © € .7 (R?) tal que O(&) = |¢] exp(—|€]?), temos o seguinte
T [Ag(t — s,2)] = €] exp(—4n*(t — 5)|¢]*)
__ (2t — 3)3 ) ((2mVt = s)§)

244(t — s)2
1 T
-7 l247r4(tl— 8)26 (27“/%)] |

logo
B0 =~ [ gm0 (g ) * U)ol {8t
s , = — * S)as. .
g o 24 (t — )2 \2my/t — s g
Observagao 1.3.8. Note que C = 51 ¢ uma constante, entdo podemos considerar
T

t

Blfat) =~ [ (1= 970 (=) - (a)(e)ds

deizando a constante C' fora.
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Assim, quando queremos limitar a norma em L* (R3) do operador bilinear B,
entao podemos simplesmente limitar a norma do operador By, uma vez que

3 3 3
Rl Ul, uj —|— Z Z Rle (’Ul, uk)(t)

=1 I=1k=1

[1B(v, u)()]l, = 2m sup

1<y<3

p
No6s sabemos que R; sao limitados em L (R?) pela Proposicio 1.2.25, logo usando a

desigualdade triangular de LP(R®) temos que

[1B(v, u)(#)]l, < sup (CHZIIB (o, ug) (D], +C2ZZHB v, g )( H)

Isis3 —1k=1

Portanto, se estivermos interessados em estimar B(v,u)(t), em LP(R?*), podemos estimar
By(f,9)(t) em LP(R?) e obter uma estimativa para B(v,u)(t), chamaremos By(f, g)(t)
como a versdo escalar de B(v,u)(t), pois u,v € (Z'(R*)/P)* e f,g € 7' (R*)/P, as vezes

serd mais facil trabalhar com By na forma (1.11) porque é uma expressdao mais simples.

1.4 Descomposicao de Littlewood-Paley e teorema do ponto fixo

Nesta secao, relembramos a definicao da decomposicao de Littlewood-Paley,
bem como o Teorema de Ponto Fixo de Banach. A primeira faz-se necessaria por ser
uma ferramenta bésica na definicao dos espacos de Besov, ja o segundo é um resultado
classico frequentemente utilizado na analise de equagoes diferenciais. Este conteido pode

ser consultado em Brezis [4], Lemarié [18] e Sawano [29].

Definigdo 1.4.1. (Blocos Diddicos) Seja p € .7 (R?) tal que

1, selé] <1/2,
p(€) =0, sel¢f=1.
Seja ¥(€) = @(6/2) — pl€), entio Y € F(R?) ¢ tal que

0< (€ <1, ve =1, sell=1, (1.13)

V(E) =0, self|<1/2 ou ] =2

S

—~

)

SN~—
Il

(1.12)

Considere agora as fungoes

0i(€) =p(279¢), jei;
V(&) =(277¢),  jel.

Definimos os Blocos Diddicos S; e Aj como os operadores com simbolo ¢;(§) e ¥;(§),

respectivamente, isto ¢, seja f € ./ (R?), entdo para cada j € Z

Sif =F ;- Ffl=F o, = f;
Nif=F by Ffl=F ]+ [
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Observacao 1.4.2. A partir de ¥(&) = p(§/2) — (&), temos que, para cada N € N

(&) + D, i) = wl€) + ), (p(27771) — 9 (277)) = (2 ),

N
Entao, conseqguimos que Syy1 = So + Z A em ' (R?); da mesma forma, temos que,
7=0
para cada K € N,
N+K-1
SN+K = Sy + 2 Aj, (1.14)
=N
em .7 (R®). Em particular,
Ay = Syy1— Sn. (1.15)
Agora, vejamos que
—1 —1 ' v
DUi€) = D (9277 — p(276)) = @(§) — p(2N¢).
j=—— j=—N

—1
Logo, quando N — oo, temos que Sy = Z A; em L' (R*)/P, pois ]\lfim ©(2N¢) tende
—00
j=—00
a uma distribuicio com suporte em {0}. Assim, usando a Proposicio 1.2.22, temos que

]\l[im S_n=0em .7 (R*/P. Da mesma forma, para cada N € 7, seque que
—00

N-1
Sy= > A (1.16)

j=—00
em ' (R*)/P.

E importante dizer que v, ndao precisam ter o suporte que usamos. De fato,
em Cannone [5, p. 21], Lemarié [18, p. 62/, e Sawano [29, p. 207], os autores definem
as fungoes p, 1, mas nao fazem de forma idéntica, e nota-se que as fungoes tém suportes
diferentes. Vamos usar ¢, para definir os espacos de Besov, entdo uma preocupagdo seria
que o uso de p, diferentes levaria a uma definicao diferente, mas veremos que ndao hd

nenhum problema com isso, pois diferentes funcoes ¢ geram normas equivalentes.

O teorema a seguir fornece a definicdo de decomposicao de Littlewood-Paley e
foi retirado de Lemarié [18, pp. 23-24].

Teorema 1.4.3. (Descomposicio de Littlewood-Paley) Seja f € ' (R?), entdo, para todo

N € Z, temos que

= Suf+ Y Af em (B

j=N

a familia {S;, A;}jez € chamada a decomposi¢ao da unidade de Littlewood-Paley.
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Além disso, temos que

f=Y.0if em &' (R%)/P.

JEZ

Demonstragdo. Seja f € .#'(R?) e N, K € N. Entdo, usando (1.14), temos que
K
<SNf + Z Ajfag> = (Sk+1f,9) = ([, Sk+19) -
j=N

Relembre que Sk 419 = - 'px.1.%g]. Seja h(€) = F[g](€) e note que
Jim (25 VE)R(E) = h(8).

Assim, segue que
K
Jim (Sv7+ 33 Aikg) = Jim (£, Skao) = (.00
=

o que implica que Sy f + Z A;jf = fem 7 (R%).

Jj=N

Por outro lado, usando (1.15), temos que, para cada K € N,

K

D5 i@ = ) (p(277E) —9(27)) = p(27HE) — p(27).

j=—K

Agora I;im (2= E+De) — 1 ¢ ];im ©(2%¢) tende para uma distribuicdo com suporte em
—00 —00
{0}. Usando (1.16), temos que

}iféo< > Ajf,g> = lim ((Sk+1—S-K) f,9)

e Koo
= 1}12})0 (fs (Sk41—5-K)g)
= Jim (fs Sk419 — S_Kg)
=([,9),
em .7 (R*)/P, pois [%I_I)ICI)O Sk419 = g em .7 (R?) e I%l_r)nw S_kg = 0em .7 (R*)/P. Assim,
chegamos a igualdade i A;f = fem & (R*)/P e o teorema estd provado. O
P —

O seguinte resultado pode ser encontrado em Lemarié-Rieusset [18], p. 24.

Proposicao 1.4.4. (Desigualdade de Bernstein) Seja j € Z ¢ 1 < p < q < 0. Para uma

distribuicio f € /' (RY), vale a estimativa

12, £1, < || #714|

) ||Ajf||p 2i(d/p=d/q)

1 1 1 -
mwr=1—Q;@)ew@=¢a®—w%>
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Agora veremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, conhecido também pelo
nome de Principio da Contracao. Entretanto, primeiro precisaremos relembrar algumas

defini¢oes antes de enunciar tal teorema.

Definicao 1.4.5. Seja X um conjunto ndao vazio, e seja uma aplicacao f : X — X.

Dizemos que x € X € um ponto fixo para f, quando

f(z) ==z

Definicao 1.4.6. Seja (X, d) um espago métrico, e seja f : X — X, entdo dizemos que f

¢ uma contracao estrita se existe 0 < k < 1, tal que

d(f(x1), f(z2)) < kd(21, 72),

para todo x1,T9 € X

Finalmente, enunciamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, o qual, nesta

forma, pode ser consultado em Brezis [4], p. 138.

Teorema 1.4.7. (Ponto fizo de Banach) Seja f: X — X wma contra¢ao em uma espago

métrico (X, d) nao trivial completo. Entdo, existe um unico ponto fito x € X de f em X.

O lema abaixo contém um resultado de ponto fixo para equagdes com estrutura
quadrética como é o caso das equagoes de Navier-Stokes (1.3) e sua formulagao branda
(1.9). Este lema, bem como a sua demonstrac¢ao, podem ser consultados em Cannone [5] e

Lemarié-Rieusset [18].

Lema 1.4.8. Seja X um espago de Banach munido com a norma ||-||. Considere uma

forma bilinear continua B : X x X — X, isto é, para todo x1,x9 € X, temos a estimativa
By, z2)|| < nllaa] [zl
onde n € uma constante universal. Entao, para cada y € X, tal que 4n ||y|| < 1, a equagdo
r=1y+ B(x,x)

tem uma solugdo x € X. Mais ainda, esta solucao x é a unica tal que

1—/1T—4n|lyll

o] < —Y— T
n

Demonstragao. Seja y e X fixado, e

Br={reX: |zl < R},

onde

1—4/1-4
R— 1|yl (1.17)

2n '
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Entdo podemos ver que ||y|| + nR* = R, pois

ol (1 —2y/T— Ayl +1—4n ||y|\>

4n?
B 2—2¢/1—4n|y| 4n [yl
= |lyll +n ( o I
_ 1=/l
2n
- R.

Agora considere F(x) = y + B(x,z), entdo F' é uma aplicacao de Bg em Bg, pois

I1E @) = lly + Bz, z)]|
< lyll+ Bz, z)]]
< llyll + 7 ll=[ |
Iyl +n ]
<llyll +nR?
= R.

A

A seguir, provamos que F' é uma contragao. Com efeito,

|1F(z) = F(2')|| = lly + B(z,2) —y — B2, 2')]
= [|B(z,z) — B(«, )|
= ||B(x,x) — B(2',x) + B(2',z) — B(2,2')||
= ||B(x —a',z) + B(z',z — 2')||
<|[|B(z — 2", 2)|| + | B(z',z — 2.

Como z,2’ € Bp, temos que

1B(z — 2, 2)| < nllw —2'| 2] < nR |z — 27|,

I1B(2,z — )| < nlla'|| |z — 2| < nRlx— "],
logo

|B(z — 2, 2)|| + | B(z',x — 2')|| < 2nR |z — 2| .
Usando 0 < 47 ||y|| < 1, podemos ver que

0<+/1-dnllyl <1
—l<—y1-4nyll <0
0<1—+/1-4n|y| <1
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Segue que
1—4/1—-4
M:%( n||y||>
2n
=1—+/1—4nllyl,
(&

0<2nR < 1.
Tomando agora a constante C' = 4nR, temos que 0 < C < 1e
1F(z) = F(z')|| < Cllz — 2|,

mostrando que F' : Bg — Bpr é uma contragao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach

(veja Teorema 1.4.7), F' possui um ponto fixo z € Bg tal que F(x) = z, o que nos da
F(zx) =y + B(z,z) = x.

Assim, a equagdo z = y + B(z, ) admite uma tnica solugdo x € Bgr < X, onde R é dado
em (1.17). O

1.5 Espacos de Besov

Nesta tltima se¢do do capitulo, vamos definir os espagos de Besov B"? e os de
Besov homogéneos Bp’ “%_ De fato, estes ultimos, sdo os que serao utilizados mais tarde
na andlise das equagoes (1.3). O contetido desta se¢ao é baseado nas referéncias Cannone
[5], [6], Lemarié [18] e Sawano [29].

Espacos de Besov BE’Q(RS)

Seja {S;, Aj}jez a decomposicao de Littlewood-Paley. Sejam 1 < p,q¢ < w0 e

a € R, definimos os espagos de Besov Bg"q(Rg) como
BR9(RS) = {f € S (B) : [|f ga < 0},

onde ||| goa é chamada a norma de Besov, e é definida, para ¢ # o0, como
p

1/q
£l g = 1S0fl, + {Z (2 HAijp)"} .

§=0
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Para o caso ¢ = o0, considera-se
£l goe = 1S0.f1l, + sup 27 [|A; f1],, .
jeN

Esta definigao foi retirada de Cannone [5, p. 24|, Lemarié [18, p. 26], e Sawano [29, p. 207].

A seguir, apresentamos um teorema que nos garante que a defini¢do dos espagos
de Besov B;"q(R3) sao independentes da escolha de uma decomposicao de Littlewood-Paley

{S;, A} jez particular, podendo este ser consultado em Sawano [29, p. 208].

Teorema 1.5.1. Sejam {S;, A;}jez a decomposicio de Littlewood-Paley decorrente de
0,1 € L (R?) definidos como em (1.12) e (1.13) que geram a norma de Besov -l oo Se
¢ e e S (R?) satisfazem

X{lel<1/2y S P < X{lel<1)s
Xfe<lel<1/2y S ¥ < Xq1/a<lel<1)s

e geram outra decomposicao de Littlewood-Paley {SNj,Aj}jeZ e outra morma de Besov

”‘H*Bg,q, entao

1 llgse ~ 1

em ' (R?).

O seguinte resultado nos permite ver que os espagos de Besov estao posicionados
entre a classe de Schwartz e o espago das distribui¢des temperadas. Portanto, muitas
propriedades anteriores sao naturalmente estendidas a eles. A préxima proposicao foi
retirada de Sawano [29], p. 218.

Proposicao 1.5.2. Seja 1 < p,q <0 e a € R, temos as sequintes imersoes

S (R%) < BM(R?) « &'(R?).

Espacos de Besov homogéneos B;O"OO(R?’)

Seja g tal que 1 < ¢ < 0, s € R e v e ¥ (R?)/P, entdo a quase-norma do

espaco de Besov homogéneo B;’OO(R?’) ¢ definida por
[0]] gz.0 = sup 27°[[ Ajv]l4,
JEZ

onde {S;, Aj}jez ¢ uma decomposigao de Littlewood-Paley.

A seguinte definigdo de espago de Besov homogéneo foi retirada de Cannone [5,
p. 127], Lemarié [18, p. 29], e Sawano [29, p. 279).
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Definigao 1.5.3. (Espaco de Besov Homogéneo) Seja 1 < ¢ < o0 e s € R, o espaco de

Besov homogéneo B;’OO(R?’) ¢ dado por
B (R?) = {v e &' (R®)/P : ||v]| gy < 0}.

Observagao 1.5.4. Tomando a = 1—3/q e s = —a, obtemos o espago de Besov homogéneo

- 5
B, “*(R”) como segue
B (R?) = {ve S (R®)/P  [[v]] o< 00},
onde a norma ¢ dada por
HUHBq—a,wZ Sup 27ja”Aijt1'
JEZ

Assim, daqui por diante, quando falarmos do espaco de Besov homogéneo B;a’oo(]R?’) ao

longo deste trabalho, tomaremos o = 1 — 3/q, a menos que especifiquemos outro .

Como antes, veremos que esta definicao nao depende da escolha de um ¢ na
decomposi¢ao de Littlewood-Paley. Para o proximo teorema, referimos o leitor a Sawano
29, p. 280].

Teorema 1.5.5. O espaco B;;’OO(RS) ndo depende da escolha de @, ou seja, para diferentes

@ obtemos quase-normas equivalentes ||-|| zs.o.
q

O seguinte resultado nos permite obter uma equivaléncia entre normas, envol-
vendo a norma do espaco de Besov B;a’oo (R?) quando a > 0, o que nos sera 1til mais

adiante. Este lema foi retirado de M. Cannone [6], p. 522.

Lema 1.5.6. Seja q fizado tal que 1 < g < 0 e a > 0. Para toda distribuicio temperada

ve S (R*)/P, as sequintes quatro normas

(1) sup 277¢(|A0] 4,
JEZ

(2) sup279°|[S;v|l,,
JEZ
(8) supt*2(|S(t)oll,,
=0
() sup IS0l oer
=0
sao equivalentes e serao referidas somente como ||'U||B;a,00.

Demonstragio. (1) <= (2) Primeiramente vejamos que A; = S;,1 — S}, por (1.15), para
todo j € Z

277 Al = 2778110 — S;vllq

< 2777|8410l + 2771850,
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Agora podemos ver que

27980l < sup 27|yl
28yl = 22 0], < 2 sup 2777,
J

Logo, temos que
27| Ajolly < 277%|Sj0llg + 2770 S0l

< 2 sup 27|y, + sup 275 Syl
JEZ

Assim, as tltimas estimativas nos levam a

27| Al < (2% + 1)Sup2 71Sllg,

e entdo temos uma cota superior para o conjunto {277*||A;v||,, j € Z}. Logo, existe uma

constante C' = 2% + 1 tal que
sup 27| Ajvl|g < C'sup 277 S;v]],.
JEZL JEL

Agora, vamos mostrar que existe uma constante C' tal que

sup 277||S;v|, < Csup277%||Ajv]|,.
jez JEL

Com efeito, lembrando que S; = Z Ay onde k € Z, por (1.16), segue que
k<j—1

27IS0lly < 277

Z Akv

k<j—1 g
D 27 1A,
k<j—1
Z 9(k—=j)ag—ka ||Akv||q
k<j—1
( Z k= ”“) sup2 I A, vll, -
k<j—1
) e}
Agora, observe que Z ok=d)e Z olk=g)a Z Y < o0, pois
k<j—1 —j<—1 n=1
2—(n+1)a
lim ——— =27 < 1,
n—00 2—na
e}
e a > 0. Portanto, pelo teste da razao, a série Z 27" é convergente, e assim existe uma
n=1

o6}
constante C' = Z 27" tal que
k=1

277%18jv]lq < C'sup277%[|Ajv]l,,
JEZ
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para todo j € Z. Segue que

sup 27710 ||,< C’sup2 Aol
JEZ

e, pelas consideragoes e estimativas acima, concluimos a equivaléncia dessas normas.
(2) < (3) Primeiro lembremos que
_ 2
F [S(t)] = ce " F0

Agora, usando o fato de que eIE 2 0, entdo existe um ¢ € .7 (R?) tal que

(&) = P(E)ce .

Logo, para todo j € Z, temos que ¢(277¢) = @2(2—3'5)@—4’”5‘2, isto é,

;= e Flg(47, 2)],
para cada j € Z. Assim, usando a desigualdade de Young (veja a Proposicao 1.1.16),
chegamos a

290 |.F gy 70| = 2 | [ Flga, 2)] 0|

q q

e o | N e (4*3‘,95)]%]”q

N

= ¢(477)/? HS (477) vH

= csupt™? || S(t)v],,

t>0
e entao
sup 277 || Sjvl, < Csupt"‘/2 15wl -
JEZ
Agora sup t/?||S(t)v |, < csup2™ o |1S; v||, é cumprida porque . [S(t)v] tem propriedades
t>0 JEL

semelhantes a ¢(£).%[v], entdo a independéncia de ¢ nos permite obter o desejado, veja,
e.g., Lemarié [18, pp. 44-45].

(3) <= (4) Primeiramente, podemos ver que

IS(E)vll o0 < Cstglgtap IS@®)S(t)v]l, = Csupt/||S(2t)o], .

t=0

Agora, vamos mostrar que existe C' tal que

sup || S(1)v]| y-aw < Csupt®/? [S(#)vll, -
=0 ¢ =0

Desde que o > 0, entdo 2% > 1 e segue que

t2 IS 2t < 2222 S 2t)]l, = (26)*2 |S(2t)]), < sup 2 |S()oll, -
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Agora notemos que sup t*/> |S(t)v]l, € R. Logo, temos que
=0

sup [|S (1) oo < C'sup (W ||S(2t)v||q>
=0 =0

< sup (Sup to/2 HS(t)qu)

t=0 t=0

= supt®/? ||S(t)oll,,

t=0

e assim
sup HS(t)UHBq—a,oo < C'supt®/? 1S, -
=0 t=0

Agora vamos mostrar que existe uma constante C' tal que

sup /2 [S@)vll, < C’stgg) ||S(t>U||B;a,oc :

t=0

Vejamos que sup t*/2 1S()vll, = sup(2t)*/? [S(2t)v],. Primeiro, podemos estimar
=0 =0

O 5@, = (272) (2 IS0l )

20‘/2 <Sup 2| S(r) (t)v||q)
) 1S(®)

(C20/2 V]l e -

Assim, tomando o supremo em ambos os lados da desigualdade, obtemos

sup(2t)*/2 [S(2t)v]], < 22 sup ||S<t)'UHBq—a,oo :

t=0

Assim, existe uma constate C' tal que

sup t*/2 [S@)vll, < Ciglg ||S(t)v||B;o¢,oc ,

t=0

o que conclui a demonstracao da equivaléncia das normas. O

Agora veremos algumas inclusdes continuas envolvendo espagos de Lebesgue e

de Besov. O lema abaixo pode ser consultado em M. Cannone [6], p. 523.

Lema 1.5.7. Seja q1 e qa dois indices tais que 3 < 1 < qg < 0 e sejaa; =1 —3/q; e

ay =1—3/qy. Temos a sequinte cadeia de inclusées continuas
3 (T3 a1, 3 S—as, 3
L*(R®) — B, ™ P(R?) — Bq2a2oo(R ).
Demonstracio. Antes de iniciar a demonstracao, observemos o seguinte, basta mostrar

que para todo j € Z, 3 < q1 < ¢ < % e toda distribuicdo temperada v € .”(R?), temos a

sequéncia de desigualdades

27 [Ap],, < @27 A, <ellApl; <cllvls, (1.18)
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onde ¢y, ¢ € c3 sao constantes positivas.

De fato, suponha que v € L*(R?), entdo
o]l < oo,
e, pela sequéncia de desigualdades, temos que
277 Al < clvlly < o, VjeZ.
Assim

ol gor e = sj,;elgz—m 1A, < cllvll; < oo,

logo v € B(]_lal’oo(R3), para todo v € L*(R?), e chegamos a inclusio continua
LS(R3) N Bq—lal,oo(Ri’))'
Agora, suponha que v € Bq_lo‘l’oo(R?’), entao

||U —a1,00 < OO’

-

e, pela sequéncia de desigualdades, obtemos que
27 | Apoll, < 277 A, . ViEZ
Tomando o supremo em j € Z, em ambos os lados da tltima desigualdade, concluimos que
R — —ja , < —jou . .

[olggene = sup 27 [As0l, < (sup2 A0, ) < o

Assim, temos que v € Bq’lal’oo(R?’), para todo v € Bq’QO‘Q’OO(R?’), e portanto
qulal,w(R?;) N B(;QO{Q,OO(R?)).
Segue que
LS(R?)) SN B(I—lal,w(R?,) SN Bq—Qag,oo(Rii)'

Agora, vamos dedicar esta ultima parte da demonstragao a provar o conjunto de estimativas

em (1.18). Primeiramente, mostremos que
2779 | All,, < 27 [[Agu]l,, -

Pela desigualdade de Bernstein, a Proposicao 1.4.4 em R* com 3 < ¢4 < ¢» < 0 e

1/r=1-(1/¢1 — 1/q2), podemos estimar

1850, < #7310, 26 s).
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Assim, tomando ¢ = Hﬁ‘lgﬁHr e usando o fato de a1 = 1 —3/q; e ap = 1 — 3 /g2, temos que
o(#=3) _ o(ma+iiri=gt) _ o(-i+i)oli-) _ 9—jargjoe
e entao
1a50ll,, < [[# 9] 1A, 26 )
= cllAjull, 27720
Assim, obtemos a desigualdade
27702 || Aol < 277 A, . VieZ.

Agora provaremos que

277 (1A, < 1Ayl

Novamente pela desigualdade de Bernstein(veja Proposicio 1.4.4) em R® com 3 < ¢; < o
el/r=1-(1/3—1/q), obtemos

1850l < #7900l 2Gw)

-[#- HHAv%f<m>

= |79, 1Al 2.

Tomando

~14|| , obtemos a desigualdade
T
277 A, < clldglly, Ve
Finalmente provaremos que
1A 0]l5 < ellvll5-

Primeiramente, usando a desigualdade de Young(veja Proposi¢ao 1.1.16), para p = 3,
q = 3, temos que r = 1 satisfaz

1,11

3 r 3
segue que

|80l = |- F W] = o
<|l7- H lolls

e entao, tomando ¢ = Hﬁ ] ,» chegamos na estimativa

1Al <cloll,,  Viek.
Assim, as estimativas acima nos levam a cadeia de desigualdades
277 |A], < e27 [Agll, < e2llAjlly < s ol

e, portanto, podemos concluir a demonstracao. O
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2 Boa-colocacao em duas classes de espacos

criticos

Neste capitulo, vamos demonstrar os resultados principais desta dissertacao.
Primeiramente, veremos um resultado de boa-colocacao global para as equagoes (1.3) no
espaco de Lebesgue L3(R3), e depois estendemos este resultado para os espagos de Besov

A —,00 (o3 . A 33 :
homogéneos B, “*(IR”), os quais contém o espaco de Lebesgue L°(R”), conforme vimos
na Secao 1.5 do capitulo anterior. O conteido deste capitulo é baseado no trabalho de M.

Cannone [6] com a observacio que o resultado em L*(R?) ¢ devido a T. Kato [16].

2.1 Resultado no espaco de Lebesgue L*(RR?)

Nesta secio, vamos considerar as equacdes (1.3) no espago L*(R*). Lembre-se
que o sistema (1.3) pode ser convertido em (1.9) pelas propriedades do operador P, e pelo
principio de Duhamel; para a conveniéncia do leitor, a seguir, relembramos a formulagao
branda dada em (1.9)

u(t) = S(t)ug — J S(t—s)PV - (u®u)(s)ds. (2.1)

Para iniciar o estudo, precisamos introduzir espagos de fung¢oes adequados, conhecidos

como espacos tipo Kato.

Definicdo 2.1.1. Para 3 < q¢ < o, seja G o espago de Banach das fungoes v(t,x)

satisfazendo

)

u(t, ) € C([0,0); L*(R?)),
LY(R?)),
07

t*2u(t, z) € C([0, o0); LI(

: /2 _
lm 2 u()],

RS
RB

e com a norma
lull = sup [[u(®)]] w0 +supt*? u(t)]], -
t>0 t>0
Observacgao 2.1.2. Para ver que G é um espago de Banach, veja T. Kato [16].

Esta definicao tem sentido, pois como vimos no Lema 1.5.7, o espaco de
Lebesgue L*(IR?) est4 imerso continuamente em Bq’ *%(R?). Agora, estamos em condicdes

de enunciar o primeiro resultado de boa-colocagao do capitulo.
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Teorema 2.1.3. Seja q fizado tal que 3 < ¢ < 6 e a = a(q) = 1 — 3/q. Existe uma
constante universal § > 0 tal que se ug € L*(R?), ||U0||B;a,oo <0, e V-uy=0 (no sentido
de distribugoes), entao as equagoes de Navier-Stokes (1.3) tem uma solu¢do branda u em

C([0,0); L*(R*)). Além disso, esta solugdo € a tnica tal que
u(t,z) € C ([0,0); L*(R?)),
t*?u(t, z) € C ([0, 0); LY(R?))
: a/2
ln ¢/ [u(t), = 0.

Na préxima observacio veremos como um dado inicial vy € L*(R?®) pode

satisfazer ||ug|| -0 < d, como nas hipéteses do teorema
q

Observacao 2.1.4. Consideramos o dado inicial ug € L*(R?), além disso, sabemos que
L*(R?) — Bq_“’oo(Rg) (veja o Lema 1.5.7). Entretanto, uy também deve satisfazer a con-
dicao ||U0||B;a,oo < 0, para um § suficientemente pequeno. Exemplos de dados satisfazendo

essa condicao podem ser construidos via a familia de fungoes
wy, = e®* onde k € R3.

A seguir, vamos mostrar que o produto wiuy € L?’(R3),' com efeito, |wy| = 1, logo, para

cada k € R3, temos que

1/3 1/3
||wkuo||3=(f |wk|3|uo|3da:) =(f |uo|3dx) ~ Juoll,-
R3 R3

Assim, de maneira trivial, seque que ‘kl‘lm |wiuol|l; = ||uolls- Ainda mais, para |k| muito
—00
grande, temos que wiuy — 0 na norma do espaco B;a’w(R3), isto €,
lwiol| oo = sup 277 (| (wiuo) |,
JEZ

= sup2~/* Hﬁ’l [¢;Z [wruo]] H
JEZ q

=sup2’°
JEZL

)
q

77 otz (6= 05 )« #lual|

k
onde ; tem suporte compacto. Além disso, se |k| é grande entdo § ({ — 2) tende a
T

fungdo nula. Assim, obtemos que

B fwguo] e = 0;

entdo, podemos verificar a condi¢do ||'U)kU0||Bq—a,oo < 0 escolhendo um |k| grande o suficiente

e ainda manter o dado inicial wiuy em LP(R?).

Esta propriedade pode ser apresentada de uma forma mais geral, tal como no

seguinte lema:
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Lema 2.1.5. Seja u uma funcio arbitraria em L3(R?) e seja wy(x), onde k € N, uma
sequéncia de fungoes tal que ||will,, < C e wy, — 0 (quando k — ©) no sentido de
distribugoes. Entdo, o produto wiyu — 0 na topologia forte de B;a’oo(R?’), onde ¢ > 3 e
a=1-3/q.

Demonstragdo. Sabemos que Cg°(R?) é denso em L*(R?) (veja Brezis [4, p. 98]), o que

nos permite usar um argumento de densidade.

Seja e > 0 e u e L*(R?), entdo podemos encontrar uma funcio g € C°(R?) tal

que
lu—gll; <e.
Considere h = u — g, entdo h € L*(R?), assim temos que:
u=h+g,
onde g € Cy(R?), he L*(R%) e
1Alls < e
Agora, lembrando que L*(R?) «— B; *%(R?) pelo Lema 1.5.7, temos que

[wihl| e < Co llwihlls

-a ([ i)
R3

1

<Cy <J |h\3> ’
R3

= Collnlls

< C()E,

para todo k = 0, pois ||w||,, < C. Por outro lado, pela desigualdade de Young (veja a

Proposigao 1.1.16) com 1+ 1/q = 1/r + 1/p, segue que
IS, = |77 [e2 )] - (wg),
<2977 [] (272)|| Ilwngll,
onde j € Z, e entao podemos estimar
279 |1, (wig) |, < 27|29 F 7 [] (27)]| [lwngll,

< 9-0d9¥ (99)~3/r || g1 [@]Hr lwill lgll,,
1.3 c_3j —
— 9= i(1=7)9Bi—-32) ‘,33 ! [QO]HT 1w ] ”g”p'




Capitulo 2. Boa-colocagdo em duas classes de espagos criticos 58

Fazendo C) = Hﬁ -1 [go]H e lembrando que [Jw||, < C, obtemos que

2797 || (wig), < CLO27 V2G5 | g
= Cy 270 g
= 0277 D g

como 1/g+1=1/r + 1/p, note que

3 3
2y 2=3-°
g p

0 que nos leva a
: i(_9_B34,3
279 |8 (wrg)ll, < Cr27F ) g,
= Cy27 P g,
—i(1—2)
= 127707 |lg] -

Na sequéncia, vamos mostrar que
27|18 (wg)|l, < Che.

Primeiro, observe que 277073/%) — 0, se j(1 — 3/p) — 0. Agora procederemos conforme

0s casos abaixo.

Para p = ¢ > 3, temos que (1 —3/p) > 0, e entao
2_j(1_%> — 0, quando j — o0;

€

assim, como W > (), existe 7; > 0 suficientemente grande tal que, para todo 7 = j; > 0,
9llp

temos que

0-i(13) <
lgll,

Logo, para k = 0 e j, p,q como no presente caso, chegamos a estimativa

279 |18 (wig)ll, < 127075 ], < Cre.

Agora tomemos 1 < p < 3, logo temos que (1 —3/p) < 0, e entao
277 i(-3) & 0, quando j — —o0.

€ . . ,

Como W > 0, existe jp < 0 suficientemente grande em modulo, tal que para todo
9llp

J < jo < 0, obtemos que

-i(1-3) « &
lgll,
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Assim, para todo k = 0 e todo j < jp < 0, temos que

. s
2709 |8 (weg)ll, < Cr27 073 |gll, < Cue.
Resta o caso jo < j < ji. Para g € Cy°, temos que

lim | wyg = lim (wy, g) = (0,9) =0, (2.2)

k—o0 R3

pois wy, é definido em L*(R?), e wy — 0, quando k — o, no sentido das distribuicdes.

Agora vejamos que

Sy(wig) = F [, - Flung]] = f

e (6) [ e Cunagtair ) de
3 R3
Seja

(@ = < (@) [ e suntongaris ).

Por (2.2), podemos ver que lim | wi(z) (e ™ 4g(z)) dz = 0, e entdo k}im fr(€) = 0.
—00

k—o0 R3
Além disso, temos que

[fil < €™ |p;(€)] JR:S e lwi(2)lg(2) dz < Cleo; () lglls - (2.3)

onde |p;(€)| é integravel pois p;(€) € #(R?). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue (veja Teorema 1.1.10), segue que
lim S;(wgg) = 0. (2.4)
k—0o0

Procedendo similarmente a (2.3), podemos estimar

[S;(wi(2)g(@))|* = |7 5] = (wig)|” < C (17 5]l = lgl)”
onde (|.Z '[¢;]] * [g])? ¢ integravel, pois Z'[p;] € S (R?) e g € CY(R?). Assim, nova-

mente pela Convergéncia Dominada, segue que

lim [ |S;(wkg)|? = 0.

k—o0 R3

Logo, existe uma constante C] e kg € N, tal que, para todo k = kg e jo < j < j1, temos a

estimativa
277 1S (weg)ll, < Che.
Assim, coletando todas as estimativas acima, existe um ko € N tal que, para todo k > kg,

kgl goce = sup 2= |1 (),
J

< ClE.
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Além disso, no inicio da prova mostramos que
||wkh||Bfa,w < 006,
q
e entao existe kg € N tal que, para k > ko,
wall e = [ (h + g)] o
< Juh gy + gl gy
< C()E + Cle
= (Co + 01)5.
Assim, segue que
lim ||wpu| 5-a0 =0
I g jy-oe = 0,
o que conclui a demonstragao. O]
Os desenvolvimentos acima motivam-nos a considerar uma fun¢ao wyvy como
o valor inicial do problema, entretanto ha uma dificuldade em relagao a wyvy ser livre

de divergéncia. De fato, isso é verdadeiro ao menos em um sentido assintético, isto é,

V - (wgug) aproxima-se de 0 quando |k| — 0.

No lema a seguir, trataremos a questao acima, mas em um contexto mais geral.

Lema 2.1.6. Seja m(§) € C* (R*\{0}) uma fungio homogénea de grau 0 e seja M o
multiplicador de Fourier associado ao simbolo m(€). Se consideramos |&| = 1, u € LP(R?)

el <p< oo, entao

lim sup || M(e™u(z)) — e m(&o)u(z)|,= 0.
A—00 |§0|:1

Demonstragdo. Mostraremos que o simbolo do operador ™07 M (€20 %y (1)) —m(&y ) u(z)
¢ dado por m(& + A) — m(A&).

Usaremos um argumento de densidade. E suficiente nos limitarmos as funcdes
u eV c L[P(R?), onde V é um subespaco denso de LF(R?), definido como as fungoes

u e .7 (R?) tal que a transformada de Fourier @ tem suporte compacto. Seja
uy = e MM (20T — m(AEo)u.
Mostraremos que a transformada de Fourier de uy é dada por
Gr(€) = (m(€ + M) — m(A&))a(€).
Primeiramente, acharemos a transformada de Fourier de

€_i>\50 =3V (ei)\fo af)u) ’
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isto é,
J [671)\50 xM( iAo x )] (5)

_ J (e—i)\fo-xM(ei)\Eo-xu(x») e—2m’§-xd$
R3

R3
)l
- (5 ! A253) JRg oy (g)e M) g
:me+§gﬁyw>mﬂﬁwm<éﬁmx

Agora acharemos a transformada de Fourier de

m(A&)u(z).
Observe que m(&) estd sendo avaliado em € = A&y, e entdo nio depende de z. Logo,
F [m(Ao)u] (€) = m(Ao)Z [u] () = m(A&o)ar(é).
Assim, temos que
F [0 M (0% u) — m(A&)u]
F [P0 M(eP07u) ] (€) = F [m(M)u] (€)

m<€+A®>A@%—mM&M@)
= (e + 52 - mixe) ace

i = (m (€4 32 ) - m0re) ace)

A fungao @ tem suporte compacto e, sem perda de generalidade, podemos assumir que o

e entao

suporte é dado por {¢€ € R?; |¢| < R}. Considere agora

m (€ 52 ) - mOe) = @)

e usando que 4(§) = 0 quando [{| > R, obtemos que

0= (m(6+52) ~more) ate)
0.
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Assim, podemos considerar apenas || < R. Note que

. f"‘% RS
Ao e+ 2 T gl
‘£+ 27r‘ 0

Agora m é uma fungdo homogénea de grau 0, isto é,
m(A§) = m(§), para todo A

Lembrando que |&| = 1, temos que

: Ao\
fim (€457 —izrsom<

=m [ lim
A—0

e R\{0}.

£+ 3%
€+ 52|

21

£+ 50
s
€+ 22|

2

- (i)

=m (&) .
Finalmente, para ry, podemos calcular o limite e obter que
. . Ao
firy i) = i (i (657

Ao

- i)

=l (& 57) - Jim w0

=m (&) — Algfgom(fo)

=m (&) —m (&)
= 0.

Assim ) — 0, junto com todas as derivativas na norma de L™, e entdo temos que uy — 0

em .7 (R*) quando A — co. Como consequéncia, segue que [ull, — 0 quando A — oo,

como queriamos demonstrar.

]

Observacao 2.1.7. Aplicando este lema ao caso em que p =3, M =P e

PSR SS

o

m(€) = —? 1—ﬁ
TR GE

homogénea de grau 0, temos que

_5153 ]

5%

&6
€27

R
[

lim sup [|P(wag,to) — wag,m(§o)uoll3= 0.

A=® jgg|=1
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Logo, consideremos k = kiey + koey + kses, onde |ey|, |eal, |es| = 1, e ug = (ug, us,uy) €
L3(R?) entdo

lim |]P(eklel(ek2€2+k363u0)) — gkrerghzeathaes (ugeg + u363)||3= 0,

k:1—>OO
klim ||P(eF2e2 (ehrerthsesy, )y — ehaeaehrerthses (e 4 qdes)||s= 0,
2—>00
klim ||P(ek3e3(eklel+k2€2uo)) — glsesghieithzes (u(l)el + U%eg)”g: 0.
3—0

kie1+koea+kses

Agora ug = uéel + U(2)€2 + U863, € Wrlg = € U, logo

H]P)(ek1€1 (€k2€2+k363u0) + ek‘262(€k161+k3€3u0) + ek‘363 (ek‘161+k262u0)> _ 2wku0H3
< ||P(€klel (ek262+k3e3u0)) o €k161+k2e2+k363 (U%eQ + U?)@:s)“?,
+ ||P(€k262 <€k161+k383u0)) . ek161+k262+k383 (Ué€1 + Ug€3)||3

+ ||P(€k3€3 (€k1€1+k262u0)) _ 6k161+k2€2+k363 (u(l)el + u(2)62)||3.

Aplicando o limite quando |k| — o0 temos que 2wyug aproxima-se de um vetor livre de

divergéncia P(wgug); em outras palavras, a divergencia V - (wxug) aprozima-se a 0.

Seguindo na dire¢do da prova do teorema acima, comecamos com um lema que

nos dé informagoes sobre o comportamento da parte linear de (2.1).

Lema 2.1.8. Seja 3 < ¢ < . Se ug € L*(R?), entdo S(t)ug € G. Além disso, temos a

estimativa
1S@)uollg < Clluoll; (2.5)

onde C' > 0 é uma constante universal.

Demonstrag¢io. Primeiramente, usando 3 < ¢ < o e a Proposic¢ao 1.1.16 (desigualdade de

Young), podemos estimar

1S ()uoll, < [lg(t, )], [[uoll, (2.6)
com
1 Lo 1 N 1
q r 3
Agora

lg(t, )1l = H (4;)3/2 P <_ (2%)2) H
()7 ()

()

_&
= ct 2,
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dr 2
(2.6), temos estimativa

L\32 /1N ¥ 3
onde ¢ = < ) (> HeXp (— (|x|)2)HT eq= (1 — q)' Desta igualdade, junto com

2 ||S(tyuoll, < c|luolly , para todo t = 0. (2.7)
Seq=3temosquea=1—-3/g=0,r=1e
lo(t, ), = .
A partir de (2.7) e o Lema 1.5.7 podemos estimar

1S (8)uo| oo + t2 S (tyuoll, < C IS (t)uolly + 1S (t)uol,
< Cllg(t, o)l Juolly + ¢ lluolly
< Clluglls + ¢ luolls

C luolls -

N

Segue que
1S @)uoll; = sup 1S (D)ol groe + supt®? [S()uoll, < C luoll;-
t>0 1 t>0

Note que, até aqui, mostramos que S(t)uy pertence a L* ((0,90); L*(R?)) e t*2S(t)uo
pertence a L* ((0,0); LY(R?)). Precisamos agora mostrar as correspondentes continuidades

em relacao ao tempo.
Primeiro vamos mostrar que S(t)ug € C([0,0); L*(R?)). De fato, usando o
Teorema 1.3.3, para ug € L*(R?), podemos concluir que

Tim || S(6)uo — wolly = 0,

e entdao S(t)ug é continuo em ¢t = 0*. Em vista da Observagao 1.3.4, isso também implica

que
Jim 1S (t)ug — S(to)uoll; = 0, para cada to > 0.
—10

Segue que S(t)ug é continuo para todo ¢ € [0, 0) na norma de L*(R?); em outras palavras,

obtemos que

S(tug € C([0, 20); L*(R?)).

No préximo passo, vamos mostrar que t*2S(t)ug € C([0,0); LY(R?)). Seja
e > 0, primeiramente, pelo Teorema 1.1.13, temos que L*(R*) n LY(R?) é denso em L*(R?).
Considere uy € L*(R?), entdo existe vy € L*(R?*) n LY(R?) tal que
€

[uo — voll5 < 30 (2.8)
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Denotando Gy(ug) = t*25(t)ug, e entdo usando (2.7), temos que
1Ge(uo)lly < ¢ lluolls - (2.9)

Agora, para cada vy € L*(R*) n LY(R?), usando vy € LY(R?) e a Observacao 1.3.4, temos

que

lim (|G (v0) — Gy ()], = 0. (2.10)
Assim, existe 0 > 0 tal que, se |t — to| < 0, entdo
5
1Ge(vo) = Gt (wo)ll, < 3- (2.11)

Vamos demonstrar que todo 1y € L*(R?) cumpre (2.10). Usando (2.8), (2.9) e (2.11), temos

que, se |t — to| < 0, entdo

)W%@%_ﬁ@%mh:mm@4mw+@%yﬂﬂw+awm—%mmq

= [|G(vo) = Gy (v0) + Giuo — vo) — Gy (uo — vo)
|

I,

< |Gi(vo) — Gy (o), + |Ge(uo — vo)ll, + [[Gro (1o — o),
19

< 3 + cllug — voll5 + ¢[uo — voll5

<Shes pes =
—+c—+c—=¢.
3 3¢ 3c

Assim, para cada € > 0, existe um § > 0, tal que se |t — to| < 0, entdo
228 (tyuo — S (to)uo | <e.
q
Logo

lim
t—to

28 (t)ug — tg/QS(to)ugH = 0, para todo ty > 0.
q

Entao, temos que
228 (t)ug € C((0; ), L1(R?)), (2.12)

para cada uy € L*(R®). Observe que para obter t*25(t)uy € C([0,0), L(R?)), ainda

precisamos examinar a continuidade em ¢ = 0", abordaremos esse caso abaixo.

Em seguida, provaremos que
im t%/2 =
tl_lglj 1S (t)uoll, = 0.

Vimos no Teorema 1.1.13 que L*(R*) n L9(R?) é denso em L*(R?); assim, existe uma

sequéncia ugy em L*(R?) n LI(R?) tal que
I}I_I)IOIO l|luok — uoll; = 0. (2.13)
Agora, para cada k € N, temos

1S uoklly < gt @)y lluoxlly, = Clluokll,
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e entao

. a/2 . a/2
Jim =S @uoll, < lm t7C fuoll,

= 0.

Segue que

lim +%/2 2.14
t_lg}rt IS (t)uo k 0, (2.14)

.=
para cada k € Z. Agora, usando a desigualdade de Young para 1/g+1 = 1/r+1/3 e (2.13),

temos que
lim 2 ||S(t)uor — S(t)uol|, = lim /2 ||S()(uox — uo)||
k—00 ’ q k—0o0 ’ q
< Jim 2 [lg(t, 2)], luos — ol
= C lim [jug, —uol5

=0,

0 que nos leva a
lim (#9728 (£)ug  — /25 (t)uo| = 0. (2.15)
q

k—o0

Usando (2.15), temos que, para % > 0, existe ky € N, tal que, se k > kg, entao
[t225 (o — t2S (tyuo |, < %
q

Desde que Hta/“‘S(t)uqu - HtaﬂS(t)uo,qu < [[t72S (o, — /25 ()uo

, entao
q

Y

Hta/QS(t)uqu < % + HtaﬂS(t)uo,k\ .

onde k > ko. Agora usando (2.14), para g > 0, existe 0 > 0, tal que, se 0 <t < J, entao

/2 €
12|18 (uoxll, < 5-

Assim, existe d > 0, tal que, se 0 <t < 6, entao

9
t2 (1S (uoll, < 5 + 2 S )uol,

onde k > ky. Segue que
: /2 _
Jim t¥={S()uol|, = 0.

Combinando este fato com (2.12), temos que t*25(t)ug € C([0, o0); LI(R?)).
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Em resumo, coletando todas as passagens do desenvolvimento acima, mostramos

as propriedades

S(t)ug € C ([0,90); L*(R?)),
t*23(t)ug € C ([0, 0); LY(R?)) ,
yg%t““ 1S ()uoll, = 0,

as quais nos dizem que S(t)uy € G, para todo ug € L3(R3), bem como as correspondentes

estimativas obtidas nos mostram (2.5). O

No lema enunciado a seguir, analisamos a continuidade da forma bilinear B(,-).

Lema 2.1.9. Seja 3 < ¢ < 6. O operador bilinear B(u,v)(t) definido por

Blu, v)(t) = — J S(t— )PV - (u®v)(s)ds,

0

¢ bicontinuo em G x G — Q.

Demonstragio. Primeiramente, usando a desigualdade de Minkowski para Integrais (veja

a Proposicao 1.1.6), para cada r > 3, temos que

Jt S(t—s)PV - (u®wv)ds

0

t
< J |S(t — s)PV - (u®w)||, ds.
. Jo

Se r = 3, entdo podemos usar a imersdao de L*(R*) no espaco de Besov B; *(R?) para

estimar esta norma do seguinte modo
1St = s)PV - (u@u)lls = [[S(t =)V - Plu®v)ll,
= [V St = s)Plu®u)]l;,

uma vez que eles tém uma transformada de Fourier idéntica. Agora, sejam p tal que

1 2

3 + 1 = — 4+ —, notemos que, se 3 < ¢ < 6, entao 1 < p < 3/2; pela desigualdade de de
P q

Young (veja a Proposigdo 1.1.16), podemos estimar

V-5 —s)Pu®v)lls < [[V-g(t = s, 2)[|,, [P(u@v)],,

<C(t—s) 07575 Pu®o)|,,

<C(t -5 u@u,,
3(1_2\_1

<C(t—s)2 D2 |, o],
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onde acima também usamos as propriedades vistas no Teorema 1.3.1 e Proposi¢ao 1.2.31.
Assim, segue que

rt

t
fo 1St = )PV - (u@v)|lyds < C | (t —5)5ED7% |ju ||o]|, ds

rt 3
=C | (t—s) qs’o‘sa/QHqusa/QHquds
Jo
! 3
< O [t = t2)7H (1) tda(supt” |u], ) (sup 72 o]
Jo =0 =0 1
s 3 ) )
<C | tTat (1 — 2) 12 %zdz(sup t [[wll,)(sup e/ vll,)
Jo =0 =0
& —34+1-a -3 2 2
<o e - e dasup e ul) ) (up e o))
Jo =0 =0
rl
<0 [ (1= 2t adsoup 2 ful ) (sup 7 o],
Jo =0 20

1
Se ¢ >3ea=1-3/qentao J (1 —2)*'27%dz = C é finita; logo
0

1B(u, v)(®)l; < Csupt™/? [|u(t, o), sup /2 ||u(t, 2],
=0 =0
e entao
sup || B(u, v)|l5 < Csup ¢ Ju(t, z)||,) (sup t*2 [u(t, 2)]|,).
t=0 =0 =0
0 que mostra uma estimativa para o operador bilinear quando r = 3.
Para r = ¢ > 3, procedemos como segue:
15(t = s)PV - (u@)|, = [|S(t = s)V - Plu®u)],

|
= ||V -S(t—s)Pu®v)]

o

<C(t -G P,
<C(t—5) G0 3 lu@ul,,
<Ot — )2 G5 |, o],

onde acima novamente usamos Teorema 1.3.1 e Proposicao 1.2.31, além da Proposicao

1.1.16 (desigualdade de Young). Portanto, temos que

t
<Cf(t—s)g(q D7Esm s | 5 o], ds
0

Jt S(t—s)PV - (u®wv)ds

0

q

t
< CJ (t — )G D 25 ds supt” |[u(t, @), sup 72 [[o(t, z)]], -
0 t=0 t=0
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Agora fazendo s = tz, segue que ds = tdz, e entao

t 3(1_2 1 rl 3(1_2 1
J (t — 5)5(5_5)_5570‘&9 =\ (t— tz)5(5_3)_5(tz)*atdz
0 Jo
[ 126-3) H(3-3)4,-
= | 2\ /T — 2)2\e )T 22T Ydz
Jo
rl

1

Note que, para ¢ > 3 e « = 1 — 3/q, a integral f (1—2)2"127%dz = C < o, 0 que nos
0
leva a estimativa

1B(u, v)(t)[l, < t=2C supt®/? [lu(t, )| sup 7 [[o(t, )],
=0 =0
e, consequentemente, obtemos que
sup /2 || B(u,v), < Csupt®/? |Ju(t, )|, sup t*/2 [[u(t,z)]], .
=0 =0 =0
Logo
1B(u,v)llg = sup || B(u, v)|| o + supt®? || Blu,v)]|,
>0 t=0
< sup || B(u,v) |5 + supt*/? || B, v) |,
=0 =0

< Csupt®? [|u(t, z)||, sup t* [|v(t, )|,
>0 =0

< Cllu(t, )| 4 vt )| o

< o,

pelo Lema 1.5.7 e as estimativas obtidas até esta parte da demonstragdo, assim mostram-nos

que B : G x G — G é bicontinua.
Na sequéncia, provaremos uma condi¢ao adicional; mais precisamente
lim || B, v)(1) 5 = 0. (2.16)

relembre que

lim /% [|u(t)[|, = lim ¢ [l ()], = 0.

t—

Primeiramente, nés temos que para € > 0 dado temos

t*2 Ju(t)],
2 o), <e,

N

€
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para 0 < t < h, e entao, pelos desenvolvimentos e estimativas anteriores, podemos estimar

1B(u, )5 < CL (t =) 157 (s™ [Juls)],) (™ lo(s)]],)ds

<c [wsyteas (s o pon,) (s e o)

=C ( sup /2 Hu(t)Hq) ( sup /2 “U(t)Hq)
0<t<h 0<t<h
< Ce

Segue que
| B(u,v)(t)|l; < Ce?, quando 0 <t < h.

Com isso, obtemos a propriedade (2.16).

Por outro lado, procedendo similarmente, também podemos estimar

1B (u,v)(t)]|, < C f (t — )2 G852 [u(s)]|,) (2 o (s)]|,)ds

1

<o [a-zrteds (s o2 o, ) (s e ool

0 0<t<h <t<h
=75 (s e uto)l, ) ((suw, oo, )

o<t<h Ost<h
<t 2 0527

e entao
t2 | B(u,v)®)|l, < Ce?, quando 0 <t < h,
0 que nos leva a conclusao que

lim ¢2 || B(u, v)(8)], = 0,

t—0 q

como queriamos demonstrar.

2.1.1 Demonstracao do Teorema 2.1.3

Com base nos lemas anteriores, estamos prontos para demonstrar o Teorema
2.1.3. Seja up € L*(R?), pelo Lema 2.1.8 temos que S(t)ug € G, onde

1St )uollg = sup 1S (#)uo|l pace +supt®? [[S(t)uoll, -
t>0 t>0

Observemos que [|S(t)ugl|, € equivalente a norma de HUOHB;MO pelo Lema 1.5.6, isto é, as

normas

sup [|S(t)uol g e € supt[|S(E)uoll,,
t>0 t>0



Capitulo 2. Boa-colocagdo em duas classes de espagos criticos 71

sao equivalentes; em particular, existe uma constante K > 0 tal que
sup ¢t/ |S(#)uol|, < K sup HS(t)U()HB;a,OO :
t>0 t>0
Logo,
1S(t)uoll; = sup |15 (t)uoll a0 + sup t*? || S(t)uoll,
t>0 t>0
< sup || S(t)ugl| g-ae + K sup ||S(t)ug|| g-ae
t>0 4 t>0 4
= (K + 1)sup ||S(t)u0||B;a,oo
t>0
= clugl g,

Pois, no Lema 1.5.6, consideramos como |[|ug|| g-o. qualquer uma das normas equivalentes
q

listadas em seu enunciado.

Agora, desejamos aplicar o Lema 1.4.8. Seja G o espac¢o de Banach introdu-
zido na Definicao 2.1.1 e B : G x G — G a aplicagao bilinear definida no Lema 2.1.9.

Primeiramente, vamos encontrar um ¢ > 0 tal que

4|1 (B)uoll < &

Agora suponha que § = , € ||UOHBq—a,oo < 0 entao

cdn
1
1S (t)uo|| 5 < C||U,0||B‘;a,oo <l = vy
Entao se Hu0||Bq—a,oo < 0, temos que
Sl < 1.
Assim, pelo Lema 1.4.8, a equagao
x = S(t)up + B(x,x)
t
= S(t)uo — J S(t)PV - (x ®z)(s)ds
0
tem uma solucao u € GG, ou seja, uma solucao satisfazendo
u(t,z) e C ([0, 0); Bg"oo(R?’ > :

t*2u(t,x) e C ([0, 0); LYR?)) ,
: /2 _
lim ¢ Jlu(#)[], = 0.

Além disso, u é a tinica solugdo tal que ||ul|, < R, onde

_1=/1-d[SOwllg
2n ’

e ela é uma solugao branda das equagoes (1.3), como desejado.

R
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2.2 Resultado no espaco de Besov B(]_O"OO(R?’)

Nesta secao, vamos estender o resultado para os espagos de Besov B; % (RR?).
Como vimos na Secao 1.5 (Lema 1.5.7, p. 49), este espago contém continuamente o espago
L3(R?), isto é, L*(R?) — Bq_ *%(RR?), o que significa que o resultado tem validade em um
espago maior B; @%(IR?), ou seja, estendemos o resultado para fungdes que possuem menos
“regularidade” que L*(R?).

Além disso, uma propriedade das equagoes de Navier-Stokes (1.3) é que elas

sao invariantes sob o scaling (u,p) — (ux, p), para todo A > 0, onde

ux(t, z) = Au(\’t, \x),
pa(t, ) = N2p(\%t, Ax).
Em outras palavras, suponhamos que (u, p) é uma solugao do sistema (1.3), entdo o mesmo

vale para (uy,py), para todo A > 0. Solugoes invariantes por scaling, isto é, u = u, para

cada A > 0, sdo chamadas solugoes auto-similares do sistema (1.3).

A seguinte defini¢ao pode ser encontrada em Cannone [5, p. 32].

Definigao 2.2.1. (Continuidade fraca) Seja E um espag¢o de Banach funcional, isto €,
temos as imersoes continuas . (R?) — E «— .#'(R*) e u(t,z) campo de vectores definido
emt € [0,T) e com valores sobre E. Dizemos que u(t,z) é fracamente continua no sentido

de distribuicoes e denotamos
u(t,z) € Ci([0,T), E),
se u(t,z) € limitado em E, ou seja,
u(t,z) € L*([0,T); E), (2.17)
e se a continuidade em t da aplicacao
u(t,z) : (0,T) > E (2.18)

¢ definida pela injecio de E dentro de .#'(R®), ou seja, convergéncia no sentido de

distribucoes.

Uma vez que este conceito esta introduzido, veremos que o resultado da secao
anterior pode ser reformulado para os espagos de Besov, com algumas alteragoes, tais
como o uso da continuidade fraca no tempo. Na sequéncia, apresentamos os dois teoremas

principais deste capitulo.

3
Teorema 2.2.2. Seja 3 < q <6 ea=a(q) =1——. Ezxiste uma constante absoluta 6 > 0
q

tal que se ug € Bq’a’w(R:g), H'U/O”Bq—a,oc <0 eV -ug =0 no sentido de distribugoes, entio as
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equagoes de Navier-Stokes (1.3) tém uma solu¢do branda u satisfazendo

ult,z) € C, ((o, 0): Bq—aﬁoo(m?’)) , (2.19)
t*2u(t, z) € Cy ((0,%0); LYR?)) . (2.20)
Além disso, se 3 < q < 4,
ult,z) — S(thug € Cs ((o, 0); H1/2(R3)> , (2.21)
e, se 4 <q<6,
u(t,z) — S(t)ug € Cy ((0,0); L*(R?)) . (2.22)

Além disso, a solugio u(t,x) verificando (2.19)-(2.20) é a unica tal que

sup [lu(®)| = + supt™? [u(t)], < R

= =

onde R =R (HU()”Bq—a,oO) ¢ uma constante dada.

Os espacos de Besov homogéneos permitem-nos considerar dados iniciais homo-

géneos e obter solu¢oes auto-similares. Este é o conteiido do proximo teorema.

Teorema 2.2.3. Seja 3 < q <6 e¢a=aq) =1—3/q. Existe uma constante absoluta
d > 0 tal que se ug € B;O"OO(R:g), ||UOHBq—a,oo <0, V-ug =0 (no sentido de distribugoes)
e up(x) = Aug(Ax) para todo X\ > 0, entdo as equagoes de Navier-Stokes (1.3) tém uma

solugdo branda auto-similar, as quais podem ser escrita na forma
1 x
t,x)=—V|—],
e =7V ()
onde V € B;O""O(RS) N LI(R?) € tal que
V(z) = S(1)ug + W(x),

com W € Hl/Q(R?’), se3<q<4, eWelL*R?, sed <q<6. 0 wvalor inicial uy é tomado
por u(t,z) no sentido fraco de distribugoes. Finalmente, existe uma unica solugio u(t,x)
tal que V € Bq_o‘7°O(R3) N LI(R?) e

IVl oo + IV, < R

onde R = R(HUo“B;a,oo) ¢ uma constante dada.

Na proxima observagao, veremos exemplos de dados iniciais que estdo nos
espacos de Besov Bq_ @%(R?), mas ndo estdo nos espacgos L*(R?), desta forma, poderemos
ver que a condi¢ao ug € Bq_ 4% ¢ mais geral, também consideraremos funcoes homogéneas
de grau —1, ou seja, que satisfazem wug(z) = Aug(Az), conforme indicado pelas hipoteses

do Teorema 2.22. Para mais detalhes, veja Cannone [6], [7] e Lemarié [18].
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Observacao 2.2.4. FExemplos de fungoes que pertencem aos espagos de Besov, e ndo
pertencem a qualquer espaco de Lebesgue LP(R®), sdo as fungoes homogéneas ndo triviais.
Mais precisamente, para nosso caso, temos que fungoes homogéneas f de grau —1 pertencem

ao espago de Besov B;“’OO(Rg), com1<q<owea=1-3/q por ezemplo, consideremos

)

|z]

)

onde Q:S* — C, e Qe LP(S?), entdo podemos ver que, para cada \ > 0,

A (Ax) = - <%> _AZ <ﬁ>

Azl A e

= [f(x),

isto €, f(x) é homogénea de grau —1, além disso f € Bq_o"“’(]R?’).

Agora, podemos tentar buscar um dado inicial com divergente nulo. Conside-

rando
T3 T2
= O _—
UO<I) < ) |ZL'|27 ’I’|2) ’
entao
39 T3
Vioug=2—+-2—"2==0.
T e Tl
2(5)
Além disso, as fungoes nas coordenadas de ug sio da forma f(z) = T, onde Q(x) €
x

L*(S?), assim ug € BQ_O"OO(R?’). Note também que ug ¢ LP(R?), para qualquer 1 < p < o0,
desde que 1/(|x|P) ndo é integrdvel em todo R®, logo pode ser um dado inicial escolhido

para o Teorema 2.21 ou o Teorema 2.22, mas nao para o Teorema 2.1.5.
Caminhando na direcdo das demonstragoes dos teoremas, primeiramente, defi-
namos um novo espaco de funcgoes do tipo Kato.

Definigao 2.2.5. Definimos G como o espago de Banach que consiste de todas as funcoes

u(t, ) verificando (2.19), (2.20) e com a norma
lullg,, = sup [lu(®)l] s-a +supt? [[u(t)],
=0 =0
finita.
Agora, apresentaremos alguns lemas que serdo essenciais na demonstragao dos
resultados.

Lema 2.2.6. Seja 3 < ¢ < 0. Seug € B;a’oo(RS), entio S(t)ug € Go. Além disso, temos
a estimativa
1S@uolle,, < C lluoll groee s (2.23)

onde C' > 0 é uma constante universal.
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Demonstracao. Recordando o Lema 1.5.6, as seguintes normas sao equivalentes
sup [|S(t)uol ge= e sup 1o/ [S(@&)uoll, »
t>0 t>0

e ambas s@o equivalentes & norma ||ug|| z—a.x; entdo, podemos nos referir a todas elas como
q

||U0||B;a,oc. Assim, temos que
1S (E)uoll g e + 2 IS Eul, < C [l g + € sl
= Clull o0
o que implica a estimativa

[uoll; = sup 1S ()uol| e + sup t*2[|S()uoll, < C l|uol| o - (2.24)
t>0 t>0

Agora, pela hipétese, sabemos que ug € B;a’oo(Rs), isto é,
[l o < 0.
Logo, podemos concluir que |[ug||, < o0. Além disso, podemos ver que
sup [|S(H)uoll g o < 0,

sup 1%/ 1S (#)uoll, < 0.
t>0

Entao podemos conlcuir que S(t)ug € Bq_a’oo(]R‘g), vVt > 0.

Agora, desde que sup ||S(t>u0”3q—a,m < ¢ < o, entdo a condigao (2.17) segue
t>0

imediatamente.

Agora vamos mostrar (2.18), ou seja S(t)uo : (0,00) — Bq_a’oo(R?’)) é continua
no sentido de distribui¢des. Considere o espaco de Schwartz . (R?), relembrando que
S (R?) é o dual de .#(R?) e B;“’OO(R?’) c .7'(R?), para cada ¢ € .#(R?), precisamos
mostrar que

%ir% (S(t)ug — up, ) = 0.

Primeiramente, note que
(S(t)uo, @) = (uo, S(t)) ,
e entdo, por linearidade,
(S(t)uo — uo, ) = (uo, S(t)p — ) -

Agora consideremos ¢, 1 € . (R?) pares, tais que, 0 < ¢ < xpw), 0 < ¥ < Xp@e)\p), onde

B(n) é a bola de raio n em R?, e

o0]
cp2 + Z@bf = 1.
j=1
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Entao,
(uo, S(t)p — ) = <5§uo + ) Alug, S(t)p — s0>
=0

= (S§uo, S(t)p — ) + Z (Aug, S(t)p — @)
<S0U0, So( Z A an j )90 - 90»

< [1Souoll, [[So(S ()¢ = @)l + Z 1Azuolly 1A;(S()e = @)l

7=0

= [|Souoll, 1S0(S()e = @Il + D277 [ Ajuoll, 27 |85 (S () = #)ll,, -

=0
Como ||Souoll, < C fluollg-ow € 277 | Ajuoll, < [uo|| o=, para cada j = 0, podemos
estimar

[{uo, St) = )| < Cluol| g IS () = ]l g

= CJuoll o0 (IISo(S(t)so =, + 2, 2 1A5(S(t)e ~ @)H,,) :

=0
onde p = ¢'. Assim, basta mostrar que lirgl+ I1S(t)p — 90”3371 = 0. Com efeito, para
t—
¢ € Z(R?), temos que S(t)p — ¢ € (R?), e relembre a inclusio continua . (R*) < B>,
para cada p,7 > 1 e s € R; em particular, seja fi(j) = 2% | A;(S(t)p — ©)||,,» mostraremos
que fi(j) — 0, quando ¢t — 0"; primeiramente vejamos que
27 |1 8;(S () — ), < 297|297 [ (22) |, 1S(t)e — ¢,
=29 ||.Z [pj]||, 1St — ll, -

Desde que lilgl+ [S(t)¢ — |, = 0 (veja Observagao 1.3.4), segue que
t—

lim 2% [|A;(S(t)p — )l = 0.

t—0+

Agora mostraremos que existe g somavel, tal que f; < g. Seja ay > «, temos que

S(t)p — ¢ € B!, ¢ para cada j > 0,

18;(S®)e — @)l < 27 1S () — @]l oo - (2.25)

Como o —ag < 0 e [|S(t)p — ¢l geor < C, tomando g(j) = C27(e=0) " observe que

fiG) <g(j) e

0
S () < 0 3 9 < op,

j=0 Jj=0
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Assim, g(j) é somavel, e entdo aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (uma versao particular para somas, veja Teorema 1.1.10), segue que

o0 0
lim 3 21|4;(S()e — @), = X lim 27 [A,(S(t)p — )|, = 0.
j=0 Jj=0

t—0+t
Pois, pelo Teorema 1.2.6, temos que ¢ € .(R?) = LP(R?), para p > 1. Logo, o Teorema
1.3.3 implica que tlir(% 1S(#)p — ¢ll, = 0.

Portanto,

lim [15(2)p — ¢l g

t—0+

— lim (IIS()(S(t)sD—SD)IIerZQjQIIAj(S(t)w—SD)II,,>

0
_ . _ . ]O{ ) _
= i 1Su(S (000 = 2, + i 312 13,5002 = 2,
= 0.
Assim, para p = ¢/, concluimos que

lim [(uo, S(t)p — @) < Cluofl geve lim [[S(E)p — @]l g

t—0+

= 0.
Agora, note que se t =ty + €, entao

(S(t)uo — S(to)uo, p) = (S(to)S(e)uo — S(to)uo, ¢)
= (S(to)(S(e)uo — uo), )
= (S(e)uo — uo, S(to)p) -

Além disso, usando a Observacao 1.3.5, obtemos que

lim [(S(t)ug — S(to)ug, ©)| = lim (S(e)ug — uo, S(te)e)

tﬁtar e—0t

— lim (S(to)(S(e)up — uo), ©)

e—0t

=0.
Similarmente, se t <ty entdo t + € = ty, onde € =ty — t > 0, e portanto
lim [(S(t)ug — S(to)uo, p)| = lim [(S(t)ug — S(t)S(g)uo, )|

t—ty e—0F

= lim (ug — S(&)ug, S(t)p)

e—0t

=0.
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Segue que S(t)ug é fracamente continua e podemos concluir que
S(t)ug € C4((0,0); B;“*(R?)).

Na sequéncia, mostraremos que t2S(t)ug € C,((0,0), LY(R?)); primeiramente, vejamos

que
= S(uol, < sup ¢ S (E)uol

< Clluoll o0 gs)

< o,
o que implica que t*2S(t)ug € LY(R?), para todo t > 0. Além disso, t*/25(t)ug é limitada
no espaco de Besov Bq_a’oo(R?’), ou seja, t*2S(t)ug € L* ([0, 0), BQ_O"OO(RS)).

Agora mostraremos que t/25(t)ug é fracamente continua, isto é,

lim <to‘/25(t)u0 — t8/25(t0)uo7 80> = 0.

t—to

Primeiramente, note que podemos estimar

| (t*/2S (t)up — 2 S (to)uo, @) |
= [ (28 (t)uo — t2S (t)uo + 16/ S (t)uo — t8‘/25(t0)u0, ©)|

< [ (28 (t)uo — 1528 (t)uo, @) | + | (15* S (t)uo — t57* S (to)uo, ) |
< [t = 15™)S(t)uo, o) | + | <ta/2<s<t> <to>uo> 0|
< [t — 1] (S ()uo, ) | + [t6" 1] (S (t)uo — S(to)uo), ¥) |,

e, tomando o limite, obtemos que
i | (#4725 (8)uo — 855 (to)uo, ) |
< Jimn 1272 — 1577 (S(t)uo, @) | + 1857 Jim | (S (8)uo — S(to)uo, ) |
= 0.
Segue que t*/25(t)ug é fracamente continua e concluimos que
28 (t)ug € Cy((0, 0), B;“’OO(R?’)).
Em resumo, mostramos as trés propriedades
S(t)yug € Cs ((o, 0); B;M(R?’)) ,
28 (t)ug € Cy((0,0); LYR?)),
15 (@®)uolle,, < o0,

o que implica S(t)ug € Gy, para cada ug € Bq_o"oo(R?’). Além disso, a estimativa (2.23) foi

obtida em (2.24). Logo, a demonstracao esta completa. O
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A seguir, mostraremos propriedades da forma bilinear B(v,u)(t). Primeiro
notemos que, por (1.11), podemos estudar B(v,u)(t) via a sua versao escalar B(f, g)(t),

ou seja,

B0 = - [1=970 (=) oo

onde, f,g sdo campos escalares e ©(z) é uma funcio analitica com decaimento O(|z|™*),
quando |z| — o, a prova é idéntica aos calculos utilizados para obter posteriormente
(2.29), ao usar o fato de que O(¢) = [¢|e €.

A seguir, provaremos algumas estimativas para a forma bilinear que serao

fundamentais para nossos objetivos.

Lema 2.2.7. Existem constantes universais positivas Cy, Cy, e C3, tais que, as sequintes

estimativas sao validas:

Se 3 < q <4,

1B 0Ol < €1 (supe o), ) (swpeeotoll, ). (220)
Sed <q<6,

B0l < (supe ol ) (swpe oo, ). (22)
Se 3 < q <6,

#WWWM®H<%GWWWMW>GWWWWM> (2.28)

=0 =0

Demonstracao. Inicialmente suponhamos que 3 < ¢ < 4. A norma H'Y? de um campo

escalar f é dada por
- X 1/2
Il = | [ i t02Re
| Jr3

=J%@Wﬂm%4m

— |ler2f )],

Em vista do fato que o operador A = (—A)Y? tem simbolo .Z (A) = |¢|, entdo AY? é um
1/2

operador cujo simbolo é |£]"/“. Assim, segue que

wmm=MWfH
= |7 1el" )],
= a1, -
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Portanto, substituindo o operador bilinear B(v, u)(t) por sua versao escalar B(f,g)(t), e

aplicando o operador A2, chegamos & expressao

AY2B(f,g)(t) = —L AY2((t—5)7%0 <\/ﬁ> * (f9)(s))ds

Vamos aplicar a transformada de Fourier & igualdade acima. Lembremos que no espaco R*

temos que .Z[f(ax)](¢) = a >.F[f](a"'€), onde a é uma constante, e entdo

F [N2B(f,0)(1)]
)« s >)]

O

- [1ee -9z [ ( )] )(5))ds

(t =) el P (VE= )0 (VE = 5) - Z[(f9)(5))ds

(= )72(t — 5) Y UIeVE— 5[ (VE— 5)°6 (61— 5) - FL(f9)(5)]ds

CID

o

Il
|
—
S

(&
o

I
|
S

~+

= [ (= sPlevE = 526 (evE— 5) ) - ZL(Fo)(9)ds

JO
t

-- (t—s) Y7 [(AW@) <m)] - F[(fg)(s)]ds

= [l omr (o) () o s

Definindo ©; = AY20, podemos escrever

N0 = - [ (=9 0 (=)« (oo

Agora veremos que o nicleo ©; = AY?0 estd em L'(R?) n L*(R?). Vamos comecar
mostrando que ©; € L”; para isso, observe que .Z [0] (€) = |¢|e ¢, e entdo
Z[01](€) = F[A'?6]

= [¢]"2|gle "
= |¢[3Re 1P,

\3/2645‘2 pertence ao espaco L'(R®); de fato,

o0
J |§|3/2e_|5|2d§ = 0(82)f 3212y
R3

0

Observemos que [£

0
= O‘(Sz)f rPe " dr < oo,

0
onde a ultima integral pode ser verificada numericamente como sendo 0.566502, e portanto

a integral é finita. Aplicando Hausdorff-Young (veja Teorema 1.2.13), temos que

1F 1626 ¥ o< [1€[* e |1 < oo,
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e entdo segue que ©; = AY?20 e LP(R3). Agora, vejamos que ©; € L'(R?). Primeiro,

relembremos a propriedade

(@ FLFNE) = F(=2miz)* f(2)](E).

Além disso, observemos que

()85

3002 02 .
Desejamos mostrar que Z o 2 o 2

Clz|[*©; € L*(R?), e com alguma manipulagéo adicional obteriamos que ©; € L*(R?).

@1 € LI(R3) logo a transformada inversa de Fourier

A seguir, relembre que

(92
F! [} = (—27i)%x} = ca?.

ox?

Entao, usando esta igualdade, podemos ver que

1 5 02 o : [ ° 2 : 2 9 214
F ——| = F =c rrxs = c x|
X |~ 57 |~ Dt e

3 2 22
0* 0?4 .
Analisando agora Z Wp@l, lembrando que ©; = [¢[* 271" o definindo g(t) =
o) 0 0

)
327" observe que

Usando a regra da cadeia, temos que

el = /10 ()

o2 2 1 2
so) =D () + 0 (g~ g5 ).
8 &2 i 2 7 7 2 / 7 7 2
27D = (<) (fj) + g"(le) (|§|2 - fgf) + g'(le) (—ég " fj)

2 e (5?5?) (§§+§;_ 535§>

e (88 e L, g g
06D (g =3+ i )+ 9060 (g -2 15y )
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2 2
oz o¢z?
&/lEl < 1, &/IEl* < LEl/IE]® < 1/1€), &&5/18l” < [€lIEl/I€P < 1/lgl, &1l < 1€1/1€N <
L/1€1% e (& + &)/16]” < 2I¢]*/I¢* < 2/|¢], para proceder como segue

Queremos mostrar que (1€]) € L*(R?). Para isso, usamos desigualdades do tipo

o* (2v) " ‘ “ -
\ )| < I D] + 16Dl 5 + 0.
1

+wwwww+%3

APrr

106D s + 6 + 1570

= |9 (€])] + 79" (€)= | + 229" (1€]) s | + 22

|£|’ |€|2 Ifl3

Observe também que as seguintes fungdes estio em L'(R?):

1el2
eIeP

v 9, .5 24 1 3 1 u
M(WQM=‘E%—K|2+Hm82—%KP+1&ﬂ2

,§ 112
el

*|§|” +30[¢]2 — 8|¢|?

MM‘

_1el2
eIéP

g"(I€])

_5 _1 3
| = e s+ aigt
—IE\Q7

g'(Igh

3.3 _1
| [pler? -2

RN S : o : :
pois |£]72e ¥ € LY(R?) e as demais funces tém um grau superior que as torna “mais

integraveis”. De fato, temos que
|§|2 0 .2 o] 1
e r
f —d¢ = CJ —e " dr = CJ —e " dr < .
rs [€]%2 0o T2 o T2

Do mesmo modo, as fungoes ]f|_%e_‘5|2 \f\l —ler \f\%e_w ]§|1716_ €* pertencem ao

H%M)F%MD

espaco L'(R?); assim, segue que ‘g @) ( |§|)‘ + 719" (1€])—

€] ISk ISk
estd no espaco L'(R?), e entdo
0% 0*
[t
(w ///
g (&N + 7197 (1€ ‘ + 229" (¢ +221q'(|¢ ]
< [, [lo el + 7|6 | + 22|07 6D |+ 22 ey
< .
e < I'R?) > 2 26, ¢ LR, Usando Hausdorf
Uma vez que g(1&]) € L (R?), segue que 1 € L7 (R?). Usando Hausdorft-
087 063 S 087 063

Young (veja Teorema 1.2.13), podemos estimar

bty

22,
=flten, <] 2

o]

Q0.
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Isto é |2[*©; < C, para todo x € R?, entdo
(1+z)O1(z) < C, (2.29)

para todo z € R®, pois (1 + |z|)* é de forma polinomial de grau menor ou igual a 4, e

similarmente podemos mostrar que |z|"©; < C, para todo 0 < n < 4 e x € R?; assim,

J |O1]dx < J l04] dx < o0,
RS rs L(1+ [z)

pois a fungdo (1 + |z|)”™* € LP(R?), para ap > 3, e assim segue que ©; € L' (R?).

podemos estimar

Usando a desigualdade de Young (veja a Proposi¢ao 1.1.16) com 1/2 + 1 =
1/m + 2/q, obtemos que

IB(9) (Dl = [A2B(f9)(1)],
L t(t — )"0, ( \/m) # (fg)(s)ds
<[ o=t (57=)

<c f (t— )75t — s)2 (1O, [1£()g(s)]], o ds

0

t
<[ @-stamseas) o, (swe? 1101,) (spe ool )
0 = =

Se 3 < ¢ <4, entdo m > 1, o que implica que ||©1]],, < 00. Além disso, fazendo s = tz e

2

1f(s)g(s)lg)2 ds

lembrando que a = 1—-3/g e 1/2+ 1 = 1/m + 2/q, chegamos a

¢ 1
J (t— 3)_%+%s_ads = [‘ (t— tz)_%Jr%(tz)_atdz

0 JO

|
R
[y

(1= 2) 0 2m i 2t tdz

1
9 3 9 3
= r (1 —2) 1 amy ¢ atam oty

Jo
! 3 9,9 3
= ( (1-— Z)_4+%Z_at_1+1_5_(1_5)+1dz
JO
{’1 9 3
= (1—2)"3"2mz"%>.
Jo

1

Usando o teste de comparacao, nao é dificil mostrar que a integral f (1-— z)’%r%z’adz
0

é finita.

Assim, concluimos que

1B 9Ol <€ (supe 1101, ) (supe oo, ).
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De forma similar, podemos usar a desigualdade de Young (veja a Proposigao 1.1.16) com
1/3 41 = 1/m + 2/q para estimar a norma L*(R*) de B(f, g) como segue:

IB(/.9)(O)l;
_ ‘ [[=s70 (=) - o

rt
< | (t—s)2
0

o)

<] =97 $)2 (|01, 1F()g(s)]l, 2 ds

t P
< ([e-srameeas) el (swee1sol,) (s laol,).
0 = =

Se 4 < ¢ <6,entdom > 1, e ||©]|,, < 0. Novamente, fazemos s = tz e, neste caso, temos

3

1 (5)9(5)lly/2 ds

[

quea=1-3/gel1/3+1=1/m+2/q, o que nos leva a

t rl

f (t—s) Hamsds = | (t—tz) > 2m(t2) “tdz

0

& 3 3

(1 _ Z)—2+%Z—Ott—2+%—0é+ldz

(1- z)’2+%z*at_2+2_2_<1_%)+1dz

Assim, obtemos que

18901, < € (supe 1001, ) (supee o, )
=0 t=0
Finalmente, considerando 1/¢ + 1 = 1/n + 2/q, podemos estimar

IB(. )0,
_ ‘ (=70 (=) - o

rt
<

q

(t—s)? 1F(s)g(s)ll42 ds

[S—

0

e (=)

< (t =) 2(t = )2 O], [ £()g(5)l, 2 ds

t
< ([a-sramsas) el - (supe 150, ) (supe ool )
0 = =
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Se3 <q<6,entaon > 1, e |0, < o0. Desde que « =1—-3/gel/g+1=1/n+2/q,

usando a mudanca de variaveis s = tz, obtemos que

¢ 1
J (t — s)fH%S*ads = f (t — tz)*“%(tz)*o‘tdz

0 JO

1
o4 3 a0+ 3
_ F (1—2’) 2+2n2 oy 245 a—i—ldz

Jo
[‘1 243 —2+3/2- 2 —(1-2)+1
= | (1—z) eyt /273 D4z
Jo
1 3
= to‘/QJ (1—2)" #2272,
0

Logo,

eEIB O], < (s 1101, ) (sup e oo, ).

Lema 2.2.8. Seja o operador bilinear B(v,u)(t) definido por

B(u,v)(t) = —J S(t— )PV - (u®v)(s)ds.

0
Suponha que u € Gy, e satisfaz (1.9), logo temos o sequinte:

Se 3 < q <4, entdo
Blu,u)(t) € C, ((o, 0); H1/2(]R3)> .
Se 4 < q <6, entdao
B(u,u)(t) € Cy ((0,0); L*(R?)) .
Demonstracao. Seja u € G4, assim
sup ||U||B;a,oc <o e supt? Jull, < ¢ < 0.
t=0 t=0

=

O Lema 2.2.7 nos fornece as seguintes estimativas:

Se 3 < g < 4, entao, para todo t = 0,

1B (u, w) ()| 12 < Cy [ supt®? |Jull, ) { supt™?|jul|, | < Cic® < oo,
0 a =0 a

=

Se 4 < g < 6, entado, para todo t = 0,

B0 < o (supee ful, ) (supe?lul, ) < Cuc? <
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Segue que B(u,u)(t) é limitada, conforme os casos de intervalos de q:

Se 3 < q <4,
1B (w, w) ()| oo (0 00312y < -
Sed < q<6,

1B, @) )] Lo (0,00):18) < °-

Falta mostrar que B(u,u)(t) é fracamente continua para 3 < ¢ < 6, ou seja, B(u,u)(t) é

continua no sentido de distribuicdes. Para isso, considere ¢ € .%(R?), entdo

lim (B(u,u)(t),p) = lim (u(t,z) — S(t)ug, @) .

t—0+ t—0+

Uma vez que u(t, z) € G, entao u(t, z) € C, <(0, o0), Bq_a’oo). Logo, acontece que u(t, x)
converge a u(0, z) no sentido de distribugoes, isto é, lir(% (u(t,z) —u(0,x), p) = 0, para
t—

todo o € .7 (R*). Além disso, ug € B;a’oo(R?’) e, pelo Lema 2.2.6, obtemos que

lim (B(u,u)(t),p) = lim (u(t,x) — S(t)ug, p)

t—0+ t—0+
= hrgl+ u(t, ) — ug + ug — S(t)uo, )
t—
— tl—1>%l+ u(t,z) —u(0,x), p) — t1_1>m+ (S(t)up — ug, )
=0.

Portanto, segue que B(u,u)(t) € C, ((O,OO),Hl/Q(RS)>, para 3 < q¢ < 4; e B(u,u)(t) €
Cy ((0,0), L*(R?)), para 4 < ¢ < 6, 0 que conclui a demonstracéo. O

2.2.1 Demonstracao do Teorema 2.2.2
Seja ug € B(I_O"OO(R?’), usando o Lema 2.2.6, obtemos S(t)ug € G, logo
1S(#)uollg;,, = sup S (t)uo| o + sup /2 [|S(t)uoll, < 0.
t=0 e =0
Agora, aplicando o Lema 1.5.6, temos que existe uma constante ¢ tal que

1S (#)uoll,, = sup 1S (¢)uol| g-ece + sup 2 [[S(t)ugl, < ¢ [Jug|| oo - (2.30)
t=0 a t=0 a

Considerando as constantes C; de (2.26), se 3 < g < 4, ou Cy de (2.27),se 4 < ¢ <6, e

C3 de (2.28), temos as seguintes estimativas, conforme cada intervalo de ¢:
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Para 3 < ¢ <4,

1B (u,v)()ll .,
= sup || B(u, v)(t)|| 5 +supt*? || B(u, ) (1),
=0 =0

< csup B, o) ()]s + sup e | Blu 0)(0)

=

< cCy <supta/2||qu) (supta/szHq) + Cs <Supta/2Hqu> (supta/2||v||q>
=0 0 =0 =0
< (sup el ) (supe1ol, ).
=0 =0

onde 77 é uma constante definida como o maximo entre cC; e Cs.

Para 4 < ¢ < 6,

1B, v) ()],

= sup || B(u, v)(t)]| goo + supt*? || B(u, v)(t)]],
t=0 a t=0

< csup [ B(u, v)(t)|l5 + Stggtaﬂ 1B (u, v) ()|,

=

< cCy (supta/QHqu) (supto‘/QHqu) + Cs (supto‘/QHqu> (supta/QHUHq)
0 =0 =0 =0

< (suptaﬂuuuq) (supta/znvuq) ,
t=0 t=0

onde 7 agora é uma constante definida como o maximo entre cCy e C; de fato, podemos
tomar um tunico n em vez de considerar diferentes constantes para diferentes casos, desde
que temos apenas duas desigualdades e ambas tém a mesma forma. Agora, se u,v € Gy,

entdo 0 < sup ||ul| g-ae < 0 € 0 < sup ||v]| g-awe < 0; logo,
t> ! =0 ?

150,00l <0 (supllllgee +supe Yl ) (sup [olgee + supe2lol, ).
t=0 0 t=0 0

= = = =

Coletando as estimativas acima, concluimos que existe uma constante n tal que
1B, 0)(1)lg, < nllul, lolla, . paratodo u,v e Gun

Considere agora a constante § como sendo

1

0=—-.
cdn

Se ||U0||B;a,oo < 0, entao, pela desigualdade (2.30), obtemos que

1
15t uollc,, < clluollgor <cbd = Cap

0 que é equivalente a

n[1Stuollg, <1.
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Assim, aplicando agora o Lema 1.4.8, obtemos um ponto fixo u € G, para o operador
F(u) dado por

F(u) = S(t)ug + B(u, u),

isto é, u = S(t)up + B(u,u) é uma solugao branda de (1.3). Além disso, ela é a tnica

solugdo branda tal que ||ull, < R, onde

1=\ /1— 45 [S@uollg,

R o

Agora, aplicando o Lema 2.2.8 para u, a qual satisfaz (1.9), obtemos as seguintes proprie-
dades:

Se 3 < q < 4, entao

w— Sty = Blu, u)(t) € Cy ((o, 0); H1/2(R3)> .

Se 4 < ¢ < 6, entao
u— S(t)ug = B(u,u)(t) € Cy ((0,00); L*(R?)) .

Assim, para a conveniéncia do leitor, resumimos o que obtivemos nos desenvolvimentos
acima: com uma condi¢do de tamanho no dado inicial (via uma constante absoluta ¢ > 0),
mostramos que existe uma solugao global branda u(t,z) das equagoes (1.3) satisfazendo
u(t,x) € Cy <(O,oo); Bg‘w(R?’))) e t*%u(t,z) e C, ((0,0); LY(R?)), a qual é a tnica tal
que |[u(t, )|, < R;além disso, u(t,z) — S(t)uo € Ci((0, 0); H?(R%),se 3<q<4, e
u(t,x) — S(t)up € C((0,0); L*(R?)), se 4 < ¢ < 6. Com isso, concluimos a demonstracao

do teorema.

2.2.2 Demostracao do Teorema 2.2.3

Note que podemos usar as hipoteses do Teorema 2.2.3 no Teorema 2.2.2,
desta forma temos que existe uma constante absoluta ¢ > 0 tal que se ug € Bq_ *®(R3),
|lug|| g=ve < d € V- ug = 0 (no sentido de distribui¢oes), entdo as equacoes (1.3) tém uma

q

solugdo branda u(t,x); em outras palavras, u verifica (1.9).

Considerando agora o reescalonamento uy(t,z) = Au(A\’t, \z), onde A > 0,
podemos ver que uy também é uma solugao de (1.9), mas com dado inicial Aug(Ax), ou
seja, o dado ug também reescalonado. Pelas hipoteses do Teorema 2.2.3, temos que o dado

inicial é homogéneo de grau —1, isto é, uy = Aug(Az). Portanto, segue que

ux(0,z) = Aup(Az) = up(x).
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Assim, u(t,z) e uy(t,z) tém o mesmo valor inicial u)(0,z) = u(0,x). Por outro lado, o
espago Gy, € invariante pelo scaling u — wuy. Logo, pela parte de unicidade do Teorema

2.2.2, obtemos que

u(t,z) = ux(t,z), para cada A > 0,

isto é, u é uma solucao branda auto-similar. Agora, tomando \ = chegamos a

L
e () ()

e, entao, vemos que u(t, z) pode ser escrita como

u(t,z) = ux(t ) = ng (j%) ,

1
onde V' (x) =u (1, \/%:c) Pelo Teorema 2.2.2, temos que

1 (%) —u (1, \2) e B (R3),
1% (\2) —u (1, ji) e LI(R%).
Logo, V(z) € B, **(R*) n LY(R?). Além disso,
W(z) = V(z) — S)uo(x) = u(1,z) — S(1)up(z).

Entao, usando ug(z) = u%((), x), temos que V(z) = S(1)ug(z) + W(x); e, pelo Teorema
t
2.2.2, para 3 < q < 4, segue que

W(z)=u(l,z) — S(1ue(x) € Hl/Q(RS),
e, para 4 < q < 6,

W(z) =u(l,7) — S(1)ue(x) € L*(R?).

1 T 1 x
Finalmente, observemos que u(t,z) = —=V | —= | = —=u | 1, —= ] é a unica

s it) = v () = G (1. 7)

solugdo tal que V() = u(1,z) € B;**(R*) n LY(R?) e
IVl g + 1Vl = Nlu(@ 2)] g + lu(1, ),
< sup ||u(t, )| g-ave + sup t? ||u(t, z)|l,
t=0 a4 t=0

<R,

onde R =R (Hu0|| Bq—a,w) é uma constante que depende da norma do dado inicial no espago

de Besov Bq’ *%(IR?). Isso completa a demonstracio do teorema.
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3 O fenomeno da “inflacao” e a ma-colocacao

no espaco critico maximal B "™ (R?)

Este capitulo é dedicado a demonstrar a mé-colocacao das equagoes de Navier-

Stokes (1.3) no espaco de Besov homogéneo B;"(R?), definido como

B (RY) = {f € /(B || ]| goree < 0},

1f @)l g = supt™? [ f(a)] -
t>0

Além disso, definimos a quantidade

1£llx, = sup 21 £t )],
o<t<T

) R ; 1/2
+sup sup ( [[ il dydt) |
o O0<R<T |B(l’0,\/ﬁ>‘ 0 JB(z0,VR)

No Teorema 2.2.2 do capitulo anterior, obtemos a existéncia e unicidade no
espaco de Besov homogéneo B; *%(IR?). Neste resultado, precisamos tomar um dado inicial
arbitrario uy € Bq_ *®(R3) de forma que ||uol| froe < 0 para uma constante universal
9 > 0. Logo, temos uma solugao global tnica u(t, z), bem como a dependéncia continua
em relagdo aos dados iniciais advinda como uma consequéncia do argumento de ponto fixo.
Essas trés propriedades, existéncia, unicidade e dependéncia continua, é o que podemos

chamar de boa-colocagao das equagoes (1.3) no espaco de Besov homogéneo.

A seguir, vamos considerar um espac¢o maior do que o espago B; **(R?), o
espaco de Besov homogéneo BO_OLOO(R?’), que ¢ invariante pela relagao de escala (i.e., um
espago critico). No entanto, vamos mostrar que ndo podemos obter um resultado semelhante
ao Teorema 2.2.2 para o espago B;LOO(RS’). De fato, vamos mostrar que, para todo ¢ > 0
pequeno, podemos encontrar dados iniciais uy de modo que ||ug|| gt < 0, mas a solucao
u(t, ) de (1.3) é proporcionalmente grande a 1/§ na norma de B “*(R?) préximo a ¢ = 0.
Isto, naturalmente, implica na ma-colocagao em B;I’OO(R?’). De fato, em uma vizinhanca
de u(t, x) = 0, podemos encontrar solugoes que sao arbitrariamente grandes em Bogl’“’(R?’),

este resultado estd contido no artigo de Bourgain e Pavlovié¢ [3].

Mais precisamente, o objetivo serd provar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Para cada § > 0, podemos encontrar uma solu¢io u das equagées (1.3) e
0<T <6, tais que u(0) € Z(R?),

Ju(0) 500 <,



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 91

e
1
(Dl gz > 5
Reescrevendo a formulagao branda (1.9) das equagoes (1.3), chegamos a ex-
pressao

u= e ug—up +y. (3.1)

Aqui consideramos que o dado inicial 1, pertence ao espaco . (R?) n BO_OI’OO(R?’) e

uy (t, z) = B(e®ug(z), e®ug(z)),
B(v,u)(t) = f e IAP[(v - V)u(s)]ds,

0

e y € dada por
Yy =u-— emuo + us.
Usando o fato que u satisfaz (1.9) e e"®uq satisfaz (1.4), podemos ainda escrever

Oy — Ay = 04 (u — ey + ul) - A (u — ePuy + ul)
= Oyu — 0 Pug + Opug — Au + AetPuy — Auy
= Au—P[(u- V)u] — Ae®ug + dyuy — Au + AePug — Auy
= —P[(u- V)u] + u; — Auy.

Agora vamos desenvolver d;u; — Auy, usando ideias em Pazy [26], pag 107. Primeiramente,

vejamos que para todo h > 0

h)—1 L[ !

&ul =5 lj eUFh=9AP[ (5P - V)etPug|ds — J et =IAP[ (5P - V>68Au0]dS]

0 0

t+h ¢

f UTh=9AP[ (5B - Ve ug|ds — f eIAP[(e5 Py - V)eSAuo]ds]
0

t

t+h
f e(t+h_5)AP[(eSAuo - V)ePuglds — J

e(”h_S)A]P’[(eSAuo . V)eSAUO]dS]
0
R — " 1 t+h
_ Ul(xa + ]3 ul( ,ZL‘) _ th e(t+hfs)AP[(€sAu0 . V)esAuo]d57
t

e entao, aplicando o limite h — 0, chegamos a

hA_[ _
lim <e z )ul(t,x) = lim w(t+h o) —wft )

h—0+ h—0+ h
1 t+h
— hhj(r)l+ 5 L eUTh=AP[ (5B - V)ePugds.

Usando (1.6), obtemos

1 t+h
O ui(t, ) — Auy(t, ) = hh%l+ a J =98P (52, - V)e*Pug]ds.
- t
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Por outro lado, se denotarmos v(t, x) = P[(e**ug - V)e*ug], temos que

1 t+h

‘h f eUHN=IAP[ (520 - Ve uplds — P[(ePug - Ve ug]
t

1

t+h
= ‘hj etHh=9% (s, ) — v(t, z)ds
t

1 t+h
< J ds sup ‘e(”h’smv(s,x) —v(s,z) + v(s,x) — v(t, z)|
h t se(t,t+h]

= Z sup |(e"MR — Id) (s, z) + (v(s,x) — v(t, 2))]

se(t,t+h]
< Seft‘fﬁh] =2 _ 1q 2(Le.L7) seﬁg;jh] lv(s,z)| + Seftggh] (s, x) —v(t,z)|.

Agora, se ug € .7 (R?), entdo, para todo t > 0, segue que e"*ug € .7 (R?), (e®ug- Ve ug €
S (R?) e

‘P[(eSAuO : V)eSAuO — (emuo . V)emuoﬂ

< 1PNl 2o, 10y [(e%%ug - V)ePug — (e ug - Ve ug] |,
onde sup [[(e*Pug- V)e P ug — ("ug - V)e'*ug]| — 0 quando h — 0, pois (e*uq -

s€[t,t+h)

V)ettug € .7 (R3). Logo,

1 t+h
Ofuy(t,x) — Auy(t,x) = hlir(r)l+ m J eHHh=AP[(38 0 . Ve B yo]ds
- t

= P[("ug - V)eug).
Assim, temos que
Oy — Ay = —P[(u- V)u] + P[(e"®ug - V)eug).
Considere agora

Gr =P[(e"ug- V)y — (ur - V)y = (y- V)eruo + (y - V)ua],
Gy =P[(y - V)yl,
Gs = P[—(e"®ug - V)uy — (ug - V)eug + (uy - V)uy],

e note que
G+ Gy + G3 = P[(u- V)u] — P[(e"uq - Ve uy).
Entao, y satisfaz a equacao diferencial parcial
oy — Ay + Gy + G2+ G35 =0. (3.2)

Depois das primeiras consideragoes acima, no que segue, vamos desenvolver a demonstracao

do Teorema 3.0.1. Cabe comentar que para mostrar o fendomeno de “inflacdo”, precisaremos
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trabalhar com uma classe especial de dados iniciais e fazer varias estimativas relativamente
explicitas para os termos associados as equagoes de Navier-Stokes. Assim, o desenvolvimento
sera um tanto longo e, devido a isso, o dividiremos em trés subsecoes. Na primeira,
apresentamos a mencionada classe de dados, bem como algumas estimativas para ela. Na
secao subsequente, analisamos a primeira iterada associada a formulagao branda (1.9) e,

na ultima, a diferenca entre esta iterada e a solucao.

3.1 Uma classe de dados iniciais

Vamos escolher um dado inicial 1y que pertence ao espaco . (R?) n B;"*(R?),
e que pode ser alterado para ser pequeno na norma do espago BO_Ol’OO(R3), como descrevemos

no inicio da secgao.

Fixemos ) > 0, inicialmente grande e que eventualmente faremos crescer tanto
quanto quisermos, seja r = r(()) um inteiro muito maior que @) e que iremos descrever ao

longo deste capitulo. Com esses parametros, definamos o dado inicial ug como sendo

_ 9
NG

onde as constantes ks, k. € R® e v,,v, € S* sdo construidas como a seguir. Aqui S? ¢ a

U Z |ks| [vs cos(ks - ) + 0] cos(k - x)], (3.3)
s=1

esfera unitria em R3>.

Primeiramente consideremos ko € R?, cuja norma dependerd de @ (entretanto
muito maior do que @) e que também serd dado com mais precisdao ao longo do desenvol-
vimento. Agora, considere kg, onde s € {1,2,...,7} como vetores paralelos a ky e de modo
que a sequéncia |kg| é “lacunary”, termo que se refere ao fato de estarem crescendo cada

vez de forma mais espalhada, por exemplo
|| = 2°|ko|Ks—1 - (3.4)
Agora seja n € S?, e k. definidos como vetores de R? que satisfazem
ks — k. =mn. (3.5)

Em seguida, definimos os vetores v, v}, € S?, para cada s € {1,2,...,7}, eles serdo vetores

unitarios tais que

ks'vs:Oa k,s'vls:Oa

k,s “Vs = _17 € ks ’ U/s = 17
2 2

Jvs|| = 1, o] = 1.

Este sistema de equagdes tem solugao, uma vez que kg e k. sdo linearmente independentes,

o que é verdade para um 7 apropriado em (3.5); por outro lado, desse sistema de equagoes
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temos as seguintes propriedades que usaremos mais tarde

ks v =0=k. v, (3.6)

n-vs=n-v,=1/2. (3.7)

Sob essas condigoes, uy cumpre que V - uy = 0. Com efeito, usando (3.6), temos que

\C}Z k| [vs cos(ks - x) + vl cos(k - )])

<

|

()

|
Nl
3|
IS S
A

<
Il
—_
<

o Glo 1o
HM%

[ai] (vs cos(ks - ) + &i (v], cos (K., - x))J]
[i —vlsen(k, - x)k?) < vsen(k! - )k”)]
kol [-v

s - kssen(ky - x) — ' - Klsen(k, - 2)] = 0.

HM% HM S‘@
I\Mw

Por outro lado, temos que a solucio e'*uy(x) do problema do calor é dada por
ey = @ 2 |Ks| [vs cos(ky - x)e FI*t 40! cos(k, - x)e’WS‘Qt] : (3.8)
\/F s=1
Além disso, para todo t > 0, usando (3.5) e vs, v, € S?, segue que

+1/2 HemuOH — 41/2

\C% Z |Fes| [Us cos(ky - )e Fl*t o cos(k, - :c)e*|k§|2t]
=

_ 2 2
JZ el [ /2675 g cos(k, - )| + £2e P o] cos(k, - )]
= L3 [l e o cos(h, - )] + ka2 o cos(i, )]

< LS [Ihale ey (fhe] 4 1]

<9 3 e [£1/26 Pt | 1126 e tl/Qe*"“él%] _

Esta série de fungoes, dependendo de ¢, é limitada por um multiplo de \Qf Para ver isso,
r

considere a funcao f,(t) = at"?¢=*"*, onde a 6 uma constante positiva, e vejamos que f,(t)

1
¢ limitada e atinge seu méaximo em ty = S Em outras palavras, temos que
a

1
0<atPe ™ < — Vt> 0,

fulto) = a ( &)/ e

5

®
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O crucial serd notar que ha um intervalo compacto onde f,(t) cresce até atingir seu

maximo. Mais especificamente, no intervalo [0, } a funcao é estritamente crescente

2a?

e no intervalo [ o | a fungao é estritamente decrescente, entao ¢ o ponto de

1
2|k |?
. —a? . . .
maximo de |/<:s|t1/ 279"t Em seguida, escolhemos um intervalo apropriado para que a soma,

2a2’

das funcoes fix,(t) deste tipo ndo se sobreponham. Vamos considerar s € {1,2,...,7} e o

intervalo Ag x| definido por

B 2—s+1 210g<225)
P L2k 2k

1
Primeiro vamos ver que to = W pertence ao intervalo A ,|. Com efeito, para s > 1
S
temos que 2°7 < 1 e 2log 2% > 1, assim obtemos
1 275t 21og(2%)
—— € A = , , Vs=1,2,...,r
2k, 2~ [21@2 2k 2 ]

Os conjuntos Asiqx,,,| € Ak, sdo disjuntos, basta notar que 2log 22(5+1) < 975+ para
todo s € {1,2,...,7 — 1}, onde log é o logaritmo natural com base e. Vamos demonstrar

isso observando que |kgy1| = 2°|ks||kol, e entao

2 lOg 22(s+1) B IOg 22(8+1) s |k0|2 9—s 9—s+1

P R TN 2 TN R TN S T R VA E TN e

onde usamos o fato que log 22+ < 29|ko|?, para s > 1 e |ky|> > 1.4715, o que pode ser

assumido, uma vez que |ko| depende de @ e @ é grande. Entao, podemos ver que

[2—<s+1)+1 210g(22(5+1))] l2_5+1 2log(2%)

= Vs=1.2.....r—1.
MeoniP ' 2kl e 2|ks\2] Gr o= h2r

Entao, concluimos que todos os A | sdo disjuntos para s € {1,2,...,7}, isto é,

h Ak, = .
i=1

Avaliando a fungao fi,|(¢) nos pontos extremos do intervalo A i |, para todo s € {1,2, ..., r},

temos que

9—s+1 9—s+1 1/2 ik ‘2(27s+1> 2—3/2 . 1
P — ks s 2‘k5|2 — ks -2 —,
e (%P) | |(2Ik5\2) ) | ’(Vcsl)e o

2log(2°) 210g(2°)\"* jhpp(2lonz) s\\ /2~ log(22¢
o (S5 ) =1l () O - gy e

(23)1/2 1 1
— < —,
92s 9s 2s/2

<



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 96

- 1 1
onde usamos o fato que e 2~ < 1, 4/log(229) 2% e — < /2> PaTa s = 1. Assim,
2-5+1 2]og(2%%) 1
Sete Ag g, = , 0< t) < —,
o= s T Fua) < 752
2-5+1 2]og(2%) 1
Seté¢ Ak = , 0< ) < —5.
“rF A l2|/<s|2 21k 2 ] Tl () = 5o

Entdo chamaremos o intervalo A, ;,| como intervalo significativo, pois os valores de fjs,
fora do intervalo Aj | sdo limitados. Entdo, como os intervalos A, || sdo disjuntos, a ideia
serd que a soma das fungoes fix|(t) é limitada; com efeito, provaremos usando indugao.

Primeiramente, vejamos que:

1 1
Set € Ay, = 0 < fi(8) + flra)(B) < 2% + 222"
1 1

Se t € Azppa = 0 < fit () + i (1) < 5= + o773

1
Se t ¢ A1,|k1\ ) A27‘k2| =0 f|k1|(t) + f|k2|(t) <

1
ozt

Entao, podemos juntar as duas primeiras desigualdades da seguinte forma

2 1 2 1
SetGUA|k|:>O Z i (t \/> ZQW’
=1

2
Set¢UAi,|ki|:>0 Zflk\() 2211/2
=1 i=1

N

Agora, para 1 < n < r, suponha que o seguinte seja verdade:

SeteUA|k|:>0 Z i (¢ E—FZQU?’
i=1 i=1
Set¢UA|k|=>0 Zf|ki(t><22i1/2'
=1 i=1 i=1

Entao, podemos ver que:

SeteL_-JlAi’k” =>O<f|kn+1| +Zf|k| \/i 222/2 +W,

=1
LA
Sete Anit e, = 0< flg () + ) fie (D) < — 72
+1 +1 Z \/7 ;2/2
n LA 1
Set¢UA il Y Atk ] = 0 < flieg (F) Z i (2 ZQZ‘H t Sz

i=1

Novamente, juntamos as duas primeiras desigualdades para obter

n+1 n+1 n+1
Sete UAM;%.‘ =0< Zf|ki|(t) 74‘2 2@/2,

i=1 i=1

n+1 n+1 n+1 1

Seté¢ U Aijk) = 0 < 2 flkl Z 2i/2°

i=1
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T
. —lksl2t 2 s s
Assim, provamos que Z |k33|t1/26 kst ¢ Timitado por uma constante, para todo t > 0;
. . s=1
mais especificamente

2, f® - Y 225/2

11 /1 1 V2
<¢%+§o<ﬁ) T Ve Vet

Se denotarmos C' = + , entdo vamos notar que a constante C nao depende
\/% \/’ 1 q p

de r ou @, assim podemos aumentar r sem qualquer alteragdo, logo a constante C' é

independente de qualquer varidvel. Aqui usamos apenas a propriedade “lacunary” (3.9)
de |ks|. Desde que vamos usar a conclusao da limitacdo do somatério novamente, vamos

destaca-la na sequéncia: existe uma constante C' > 0, independente de r, tal que

Dk [t2e P < ) e = 0. (3.9)

Similarmente, a série Z k|2~ ¥P*t ¢ limitada, uma vez que k. é “lacunary” por (3.5);

=1
assim, existe uma outra constante C' > 0, independente de r, de modo que

Z [|ks|t1/26—|ksl2t n |k;|t1/26—|/€/s|2t:| <C, ¥t=0.

s=1

T
. /7 . _ 2 /7 /7 . . .
Finalmente, a série Z 127k também é limitada, vejamos que

s=1

r 1
#1120 Ihsl?t Ik |t1/2 “lksPPt <~ o < .
; = kol & Z kol

Logo, existe uma constante C' > 0, novamente independente de r, tal que, para todo t > 0,
temos a estimativa

72 [P ug(2)|| < @ [|k8|t1/26_|k5|2t + |12 kP tl/Qe_‘kuzt] < C’Q.
o]« 25 9

Portanto, chegamos a seguinte estimativa para a norma do dado inicial

T R
[uol| 1.0 stgg)t eCugl| < C—=.

\/?

Agora, seja § > 0 pequeno, entdo iremos escolher r de tal forma que

C\% <4 (3.10)

Em vista de (3.10), se @ cresce, entdao r também deve crescer, de modo que a desigualdade

seja preservada. Assim, concluimos que

H’LLOHBO—Ol,oo < 4.



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 98

Em resumo, esta secao nos diz que, para cada 6 > 0, temos um dado inicial ug, cuja
expressdo é dada por (3.3), tal que V - ug = 0 e sua norma no espaco de Besov B ;" é

menor que o.

3.2 Andlise da primeira iterada

Uma vez que temos os dados iniciais uy, vamos agora analisar a parte u; da

equacio (3.1) dada por uy(t,z) = B(e®ug(z), e®ug(z)). Primeiro, vamos lembrar que,

por (3.8), temos o seguinte
tA Q S —|ks|?t / / AR
e Cug = —— 2 |Ks| [US cos(ks - x)e """ + vl cos(kl - x)e N ] :
\/; s=1
Entéo, podemos calcular ((e"*ug - V)e' ug) da seguinte forma

((e"ug - V)e®ug) = Y (e ug) ai (eug)

2 ) o,
2
Ll

<\f Z ks [UJ cos(ks - x)e kst o cos(ks ) m)e—|k’s|2t]> ‘
(f D ksl [ cos(l - a)e 15 4 o] cos (R, x>e"*'2t]>

Ci Z Z Z <|k‘ | [UJ cos(ks - x)e —[ksf?t 4 U/i cos(k. - x)e_“‘“;'%]) ‘

s=1¢g=1j=1
% (1l [ costh, - @)e o + o cos(r - 2)e 4] )

0x;

Q)
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Usando o fato de que (}8 cos(kq - ¥) = (—sen(k, - 2)k}), entdo
Ly

Z Z Z (’k | [U] cos(ks - z)e Iy v/i cos (K., - gs)e‘|’“'s|2t]) .

s=1¢g=1j=1
0 ,
= (k| v, cos(k, - 2)e Fal*t £ o cos(k. - 2)eIFal*t
or. Ul |V q q q

j

Z Z Z (\k | [UJ cos(ks - x)e —lksf?t U/g COS(/C; ) x>ef|k;\2t]> _

s=1g=1j=

<|k‘ | [v (—sen(k, - x)kj) Ikt 4 ( sen(k', - x)k’é)e—lké\%b
Z Z Z (Vf [1Fq] [W cos(ks - x)e” Bt /7 cos(k! - x)eflkélzt] .

s=1qg=1j=
|~ Kivgsen(ky - @)e M — kjugsen (k' - aye il | )
2 T T
2 2 [kl Z (= elkgog cos(h, - z)sen(hy - r)e e+ P
s=1q=

By X . . — (ks[> +1K 4 |*)
vIk" v cos(k x)sen(kq x)e Il TIMg

— g . . —(IK's ]+ kg [*)t
v klvg cos(K's - x)sen(ky - z)e” Tl TR

—v'ik'év’q cos(K' - x)sen(k', - :E)e_(lk/SPHk/“P)t). (3.11)
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1
Usando a férmula cos(a)sen(b) = i(sen(a + b) — sen(a — b)), podemos escrever o lado

direito em (3.11) como

L.D. de (3.11) = Z Z |Kes Ky |( Z v kiv, cos(k - x)sen(k, - a)e (Rl +lkal®)t
s=1q=
S 2 2
— Z vgk’ v/ cos(ks - z)sen(k/, - x)e (FslHFDE
j=1

_ /12 2
—Z ”kjvqcos - x)sen(k, - x)e (1K' s|?+kq|?)t

3
ity / ! e (W s HR o)t
- 2 V' k"' g cos(K's - x)sen(K - w)e a

7j=1
2 r
Z Z \Es||kq| ( — vy - kgugsen((ks + k) - x)e—(|ks|2+\kq|2)t

+ v k:qvqsen((kS ky) - x) e ksl +lka?)t

vs - K gV gsen((ks + Ky) - x)
v, K gsen((ky — K'y) - x)e” (Rl +IFal)
(K + k) - e (WP 4lkal)
+ 'y - kqugsen((K's — ky) - x)e” IFslFHlka)t
— v K sen((K's + Ky) - ) (K F+Ika)t
((

/ / / — (| |24k, |2t
+ 0 K sen((Ky — k) - x)e” F<FHFa

o (ks 21 g2t

— s - kv sen x)e”

= ZZM’ 14 \(+vs kqugsen((ks £ k) - a)e (kP HEal?)e

s=1q=
Fous - K o gsen((ks £ £y) - :1:)6‘“’“5‘2“]"’,‘?' )t
F s kgugsen((K's + k) - z)e(KslP+lkal)t

Fo's - K sen((K's £ Ky) - x)e_(lk/5|2+‘k/q‘2)t>. (3.12)
Podemos agora dividir esta soma em duas partes, uma onde q # s, e outra onde q = s;

primeiro supondo que ¢ = s em (3.12), chegamos a

LD. de (3.12)
22|k||k|(+k: - vavesen((ke & ky) - z)e~ (ke

s=1q9=s
FK,-v' sen((ks £ E)- x>€—(\ks|2+|k’s|2)t
T ky -V ugsen((Ky + k) - @)e” KPR

T sen (K + 1) - e (K4, (3.13)
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Usando k, - v, = 0 = k. - vl, obtemos que

2 T
LD de (313) - 2 Z ‘kxs’2< $ k/s . US"UISSGH((]{?S i k,s) . x)e_(‘ks|2+|k’s|2)t
r
s=1
Fks v vgsen((K's £ ks) - x)e’(‘k/SPHkS'Q)t), (3.14)
logo
L.D. de (3.14)
2 T
=5 Z ey | 2e™ UK PR P gon (ky + K, - 2)[FH s - vs0's — ks - V' 505]
,
s=1
Q2 J /2 2
= o 2 Ik Pem D sen (ke £ K1) - 2)[((=hs F K5) - wa)v's + (ks T K5) -0/ )us]
r
s=1

2 T
=5 Dk Pem PR tsen (k£ 1) 2)[((ks K )0 v+ (ks £K ) v ], (3.15)
s=1

Observe o simbolo + em (3.15), que é uma abreviagdo para considerar uma soma positiva
e uma soma negativa, entdo, vamos dividir a série ((e'®ug - V)e'*uy) em 3 partes, Ny é a

parte negativa de (3.15), Ny é a parte positiva de (3.15), e N3 é (3.12) quando g # s, isto é

Nift,w) = =5 ke P Disen () - 2)[((n) - o o, + () - 0]

2 T

Np =~ D[k PP Ptsen (ke + 1) - 2)[((ks + ko) -0 )vs + ((Bs + ) - 0)0],
s=1

€

2 T
— _ 2 2
Ns(t,x) = o Z Z \Es||kql ( T v - kqugsen((ky £ k) - )™ R+l

s=1q#s
F Vg * k/qvlqsen((ks + k/q) . x)ef(|ks|2+‘qu‘2)t
T - kgugsen((K' + k) - z)e” (FP k)t
T U/s . k:’qv’qsen((krls + qu) -x)e_(lk/3‘2+|k/q\2)t>.
Uma vez que separamos essas trés partes, vamos calcular a norma em Bogl’oo (R?) e a
quantidade [|-[|y. = de cada uma delas. De fato, ||-||y, também tem propriedades de norma

em um espaco funcional considerado na anélise das equactes de Navier-Stokes em BMO ™!,

veja [17]. Antes disso, vamos ver que, se o, 3 € R® e k € R, entdo

P[kSsen(a - z)] = kfsen(a - x) + V <(—1A)V - (kfsen(a - x)))

_ kfsen(a-x) + V <(_1A)(/m . Beos(a - x)))
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Segue que

PlkSsen(a - z)] =k (ﬁsen(a x) — &Lgsen(a : x)) : (3.16)

10
Norma de N; em By

Agora vamos calcular a norma de N; em B_"*(R?), onde usamos a caracteri-
zacao da norma dos espacos de Besov nao homogéneos na forma do grupo de calor, que

pode ser visto em Lemarié-Rieusset [18], p. 44.
o100 = supt!/?||etd .
170 = supt 2]
Entéao, usando (3.6), (3.7) e (3.16), obtemos que
QN (ke / /
PN:(t,7) = o D) e P [sen( - )[(n - v'2)os + (- 00 ]
s=1
= & i || 26— (Rs PR PN 1(v + v's)sen(n - x)
27" ~ S 2 S S
2 T
— 3 e R (o, enty - ).
Agora, considere u; dado por
t
U = f e=IAPN, (s, 2)ds,

0

entao

0
2 r rt
= — — Z |k8‘2 67(|k5|2+‘k/5|2)3 ((vs _|_ U; — n)ef(tfs)h]ﬁsen(/r’ . ’x)) ds
4r = Jo
2 T rt
- Z ks |? o EsP+IK s 2 =[n|*)s o —tlnl? 7 ((vs 4+ v — n)sen(n - x))
4r = Jo
2 T rt
= == N kP | e URPHFE e g5 (0, + 0 — m)sen(n - x))
4r -~ Jo
2 r 2 1 _67(\k5\2+|k’5|271)t . )
= —— S - s + s — .
A ;| | TP =1 e " ((vs + v, — m)sen(n - x))

'S I ‘2 t ks|2+|K 5|2
_ @ : b (kP _ .
- 4r52|k \2+!k's\2—1<6 W) (0 + 0] = mpsen(a - ).
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onde 1 = ks — k% é um vetor unitdrio. Assim,

' t
J e(tis)A]P)Nl(S,I)dS = sup t1/2 etAJ e(th)APNI(& I)dS

0 B b® t>0 0 "
¢
= sup t/? emf e(t_s)AIP’Nl(s,x)ds
t>0 0 o
1/2 Q2 r |ks‘2 4 (ks |2 |K ]2t , A
:St‘jﬁ)t _EZU‘? 2+ [k |2_1(€ —e ™ : )((vs—i—vs—n)e sen(n.x))
s=1 S s .
AT ks ? ( (kP \2)t>
- t _ s s
w2 1)
X <(Us + vl — n)e_t|7’|25en(n : x)) H
0
= : sup t1/2 ZTI ’ks|2 <e_t _ e—(|ks|2+‘kls‘2)t> e_t
4dr =0 SNk + K2 -1

- LA /2, -2t 41/2 —(ks|2+K s |2+ 1)t
Z (|ks|2+‘kls|2_1 (t e —te )

s=1

X [[((vs + v —m)sen(n - 2)) ||, -

Agora, lembrando que ky pode ser tomado muito maior que (), e assumindo ao menos
que |ko| > 2, usando (3.4) e (3.5), temos que |ks| > 8 e 7 < |kl| <9, para s € {1,2,...,r}.

Segue que

s ?

0.5714.
a2 + R =1 =

0.4444 < ¢, =

Observe que ¢, — 0.5 quando s — 0. Logo, podemos considerar

cs ~ 0.5, Vse{l,2,...,r}, para s suficientemente grande. (3.17)

Por outro lado, novamente, se |ko| é pelo menos maior que 2, entdo |k,|* + |k}])* + 1 é muito

grande, por (3.4) e (3.5). Assim, podemos estimar

1R (RPHIRPHE - y1/2e=2 g 5 0 6 = 1,2, ..., 7

1
Agora f; = t'2e7% é uma funcdo limitada que tem um méximo global em ¢ = 7 om

outras palavras

1
0<tVPe < — fi(1/4) =

vt > 0.
2 /e ~

1
2e’
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Por outro lado, a funcao fa,(t) = 12~ (ks PHF P+t ¢ambém 6 limitada e atinge seu
1

(IFsl? + [R2 + 1)

maximo global no ponto ¢t = 5 , mais especificamente

Yt >0

0< fo,(t) = 12— (ks P+ K2 +1)t 1 |
| V2e([k|? + K, + 1)

1 1
& (Q(Ikisl2 + [kl? + 1)) V2el(k P R+ 1)
1

v/ 2e([ks[? + [k + 1)
pequeno e nao ha problema em substitui-lo por um certo termo adequado. Suponha

Novamente vamos aproximar o valor de , para ver que fs, ¢ bem
novamente que |ko| > 2, entao por (3.4) temos que |ks| > 8 para s € {1,2,...,r}. Usando
(3.5), podemos concluir que §|l<;5|2 < |K.J* + 1, logo (3/2)|k2| < |ks|* + |K.)* +1e
1 5 1 1
2 /2 - )
VaeTRF TR 1 o ((falil)  Varlk]

1

V/2e([ks[? + K[ + 1)

1 1
————, para todo s € {1,2,...,r}. Entao, temos que
3Tk P { } q

1 1

> fo, 0< fi < ——=e0 < fo, < ———, onde podemos supor que |k;| > 8 para

J1 f2, J1 2\/6 o, \/3—e|ks| p por q | | p

(t) - f2,s(t) <

Desde que s cresce em dire¢cdo ao infinito, entao converge para

0. Assim, f54(¢) é limitado por

todo s. Logo f(1/4) — fas(1/4) >

estimativa

1 1
— e ——, 0 que nos leva a
e Ve ¢ NG ¥

i (; - ﬁl'k') < Sup(lt) = fualt) < 5

Por (3.4), temos que vai rapidamente para 0, entao

1

s
1

sup (fi(t) = fas(t)) ~ NG

Finalmente, observe que v, v, e 7 sdo unitérios e sen(n - z) ¢ limitado por 1, assim

(3.18)

|((vs + v —m)sen(n - x))||, ¢ menor que 3; entdo existe uma constante C', ndo maior do
que 3, de modo que
1((vs + v = m)sen(n - 2))|, = C. (3.19)

A seguir, usando as aproximacgoes (3.17), (3.18) e (3.19) e considerando C' > 0 uma

constante cujo valor pode mudar quando combinado com outras constantes, obtemos que

2 < 1 0.5C"\ @*
=) 05—C = —r =CQ* 3.20
g AT ; 2\/e < 8\/E> r @ (3:20)

t
J eU=IAPN, (s, 2)ds
0

Assim, a norma cresce quando () também cresce, ou seja,

t
J eIAPN, (s, 2)ds
0

o0
esta norma pode ser “inflada” por Q). este fenomeno é denominado “inflacdo da norma” e

Gl

sera usado mais tarde.
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Norma de No em X7

t

Nesta parte vamos estimar a integral f e(t_S)A]P)NQ(S, x)ds, como fizemos com

0
Nj. Usando (3.6), (3.7) e (3.16), concluimos que

]P)Ng(t, .’L')

2 T
:—§§]m%4MM%mew@+ygmma+ygmg%+«@+mywwg
s=1
Jyf]m%<hmmwp1@-ww%m@+y)m>
27” ~ S 2 S S S S
Q2 < 2 (ka2 K |2t ks + k.
:_47“;|k8|6 (s [*+1Ks %) vs—v;+7|ks+ké|2 sen((ks + kL) - ) | .

Para facilitar o manuseio, denote
t
Uy = f e(t’S)A]P’NQ(s, x)ds.
0
Agora, procedemos como segue

t
J eIAPN, (s, 2)ds
0

23 / k + k/ ap)
— k.12 —(|ks[>+]K's]?)s L — s —(t—s)|ks+K|
ZMZ||L T T TR ¢

s=1

xmm%+@y@>m

t
_ 2110 12 ATV /12
_—— |k8‘2f o (s 24P kst )3 ks + K2
0

s=1

ks + K
X ((vs — vl + |k:+/<:’s|2> sen((ks + kL) x)>
2, 1 2 112)g /2 t
) _22 o o (ks [P K o2 ks 4k [2)s ot s+
4r =1 —([ks|? + [K ]2 — ks + K4J?) 0

X ((vs — vl + |l€8+:/5|2> sen((ks + k) x))

ot (Iks 2+ K 12— [kt [2) p—tlis L2 _ e—t|ks+k;2>

- ks|?
i 2415 < by T T = [l = P
ks + k.
X ((vs — vl + |+k’\2> sen((ks + k.) - :17))
2 r k 9 e_ (|k5‘2+|k,5‘ ) — e—t|k‘5+k;‘2
=i 4\ R

ks + K
X ((vs — vl + M) sen((ks + k) x)) :
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Assim
' / 1 o—tlkat k2= [ks2 =K s[2)
(t-)Ap (k 2, —t(|kal2+ Ko |)>
K 2(s,z)d ; Ihsfe Tt B TR WP

< /{;/|2> Sen((k + k/) )) .
Logo, temos que

t 2 s oy (1= etk kL k2K )
(t—s)A]P)N ds = _Q (k‘ —t|ks| ) <k3 —t|k's |2>
foe Q(S,IE) S Ar SZ | | | | |k5+k’g|2*|k35|2*|k/s|2

X ((vs — vl + m> sen((ks + k.) - x)) .

A seguir, analisamos a norma de uy em Xy, isto é,

t
J e=IAP N, (s, 2)ds

t
J eIAP N, (s, 2)ds
0

0

= sup t"/?
Xr t>0

+ sup sup f f
o O<R<T |B fL’o, | B(zo,v/R)

0
5 1/2
dydt> :

1— 6—t)\

At

f E=)APN, (y, 5)ds

Para estimar esta norma, vamos primeiro ver que a fungao fy(t) = < ) é limitada

para t > 0, quando A > 0. Com efeito,

1 —et
H=(—") <1, t>0.
() ( v ) Vt=0

Por (3.5), temos que |k, + kL[> — |ks|> — |K's|* é positivo. Assumindo que |ko| > 1, para
cada s € {1,2,....,7}

s + KoP = [Rs|? = [Ks[? = (ks + k) - (s + KY) — kg - by — K - K
=k, Ky =ky ky—ky-n>0.

Entao, chegamos a desigualdade
1 — e tUks+E > —|ks |~ (K s|?)
<1, Vi=0.
(ks + K> = ks[> = [K/s]2)2

ks + K. , , ,
¢ um vetor cujo comprimento é —— < 1l e

ks + KL ks + K|
sen((ks + k.) - )| < 1. Entao, existe uma constante C' > 0, nao do que 3, de modo que

o k + ki, )
H( k;’|2> sen((ks + k) - )

Além disso v,, Vs sa0 unitdrios,

=C.

o]
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Portanto,

' (t—s)A Q2 Q tlks|? k' 5|2
J Nads —M21<|ksye : )(t|ks|e : )

\ks+k'|2 e 2114 [2) bk
. — / S S ks ]{Zl .
<|k YRP Tk, —|kg|>)((” L ) e )
@

Z (t1/2|k: le —t|ks\2> <t|k8|€—t|k’s|2>

112 — 172

0

C.

/ 1
Agora g(t) = t|ksle " ¢ uma funcdo que atinge seu maximo global em t, = IEAE e
ks ks
onde seu valor é f (tg) = |l|€/ ||2 e—l), se |ko| > 1. Entao, por (3.4), temos que |/|7€/ ’|2 ~ 0;

logo, para cada s € {1,2,...,7}, chegamos a estimativa
<t|ks|e’t|kls|2> <el, Vvt=0.

Entao, considerando C' > 0 como uma constante que pode mudar quando associada a

outras constantes e usando (3.9), para todo ¢ > 0, obtemos que

t 2| r
t1/2 J e(tfs)ANQdS < Qf Z (tl/Z‘kS|€7t|ks|2> <t‘ks|€7t|k/s‘2> o
0 0 r s=1
2| r 2
C’Q— Z t1/2|ks]e*t|ks|2 < CQ
s=1
Assim concluimos que
t 2
sup t/2 f eEIAPN, (s, 2)ds|| < O=. (3.21)
t>0 0 o r

Por outro lado, usando as mesmas desigualdades acima, se zp € R® e 0 < R < T, entdo

J f f E=APN, (y, s)ds| dydt
|B 1’0, | B(zo,VR
) . 9 1/2
f J Q <|k et )<t|k e tlv's ')C dydt

|B ‘7:07 | (zo, \F) s=1

) . 2 . 1/2
<C= £12 et ) (412 ]k et < f —dydt

r JO ;1< Fale >< Firle ) BowR) |B(xo, VR)| /

1
Aqui podemos ver que J dy cumpre o seguinte

B(xo,\/ﬁ) |B(ZE07 \/E”

[I—— [B(xo, VR)|
s |Bleo, VR ™ |Blao, VR)

= 1.



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 108

Por outro lado, a funcio f,(t) = ¢t/ 2’/{8‘6_t‘k/5|2 é limitada, mais especificamente

LY Ikl
<0< (73 iy

() - ()
Aawp) = \Vae) ey

ks
Para |ko| > 2, temos que |ks| > 8. Logo, por (3.5), Ik/:
usando (3.4) e (3.5), podemos considerar ;k’: 1. Com isso, podemos estimar
5 1/2
J f f E=APN,(y, s)ds| dydt
’B z0, VR R)| B(zo,VR
. ) 1/2
@ f 3 (t1/2|k:s|e_t|ks|2) (t1/2|ks\e—tl’f’sl2> f b
4r 0 |s=1 B( CE(), |B(I’0, \/E)|

1/2

622 1/2 —tlks
2 b ([ ()

Agora vejamos que

(Z t1/2’k8’€—tks|2) ( tl/Q‘kS’e—ﬂksP) (Z t1/2’kq’e_t|kq2>
s=1 q=1

Z tl/Z‘k’s ’tl/Q‘kq‘e_t|k5|2@_t|kq|2

- Z [kle~ kP (Z t|ks|e—tlksl2> .
q=1

s=1

Vimos anteriormente que uma funcao do tipo g(t) = t|kse """ ¢ limitada, com efeito

0 < gy(t) = tlkJe Wl <

ksl
( : ) 6_1
Js = .
ksl ) (ks
s(s+1) +1)

Usando a propriedade “lacunary” de k, (veja (3.4)), se |ks| = 272 |ks|*™ e |ko| > 2,

temos que

T ' 1
Z ket < g Z W

s=1 s=1
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Assim, existe uma constante C' > 0, nao dependendo de r, tal que Z gs(t) < C; logo
s=1

2
(Zﬂﬂmw4mﬁ =§Hmé””<2ﬂmaWﬂ>
s=1

q:l s=1

T
<O [kgle e,
g=1

Assim, a partir da desigualdade acima, temos o seguinte:

R/ v 2 R v 1/2
L <Z |k‘8|e—tks2> dt| < (J Cz|k‘q|e—t|kq2dt>
s=1

0 q=1

1/2

, R 1/2
sﬁ?Z%ﬂfa%wQ
q=1 0

r 1= =R\ \ 2

g=1

P 1 eRIk\
cve (ot

q=1 |kq|

<O

]_ — e_R‘kLI'Q

[

0 < R < T. Assim, coletando as estimativas e constantes anteriores, obtemos que

e*R|kq‘2

Nos termos acima, observe que <1, pois |k, >1el— < 1, para todo

t 2 / 2
J eUAP N, (y, s)ds dydt) < C’Trl/z.

0

il |
sup sup I E—
zo 0<R<T<|B(l‘0,\/ﬁ)| 0 JB(z0,VR)
(3.22)

Agora, usando (3.21) e (3.22) em conjunto, e desde que por (3.10) podemos assumir r>1,

obtemos as seguintes estimativas

t
f e =IAPN, (s, ) ds
0

' vr

<C (Q2 + QQrW) < Q—z. (3.23)
Xr r

Norma de N3 em Xp

Finalmente, calculamos a norma de N3 em X7. Vejamos que

2 T
N3(t, ) = o Z Z ks |Kq < F v, - kqugsen((kg £ k) - z)e” (ks HkalDt

s=1q#s
— _ 2 12
F o, - K v gsen((ky £ Ky) - z)e” kP HFaDE

F's - kgugsen((k's + k) - ) e (K P+lkal?)t
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Fo's K ' sen((K's £ K ) - x)e_(‘k/‘“|2+‘k,Q|2)t) - (3.24)

Para analisar (3.24), precisamos suas parcelas e fatores separadamente. Primeiro, esco-

lhemos os k, para que sejam paralelos a ko, entao, para todo 1 < ks, k, < r, temos
que
|Fis|
ks = kg,
[l
|
k, = ks.
Tk
k
Note agora que k, - vs = qu:ks -vs = 0, e entao
[
ky - sziks' 5_07
! |Fs|
Forva= (ky—n)ve= =0 v, = —
k| 1 [kq|
k'/s |qks'/s:*q
T R 2k’
k| 1k, 1
k/'/s: ‘qks_ /s_*q_f'
q k| ”) T2k 2

A seguir, podemos usar (3.16) para calcular os trés seguintes termos:

P[FK, - vsv

(ﬁ%«k+y) T) —

"sen((ks £ Ky) -

1 ‘kq‘ /

= T5 | (vqsen((k‘ st ky) )
1 ‘kq‘ /

=¥ <vqsen((k3 + k) - )
L[kl /

=¥5 |k8|sen((l€ st k) x) <Uq

z)]

_ (K's £ kq) (K's - vq)

A
CL(K E k)

(ks £ K'g) (ks - v'g)
ks £ Kg?
ks + K'y) [k

i +kq|wi&m«ksikg)ﬁw)
)

sen((ks + Ky) x))

—~

a) ksl
£, Ik

N | — [\3\}—t

(3.25)

ks & kg |? en((K's £ ky) - 90))
s L g

1 (l{’s x kq) Sen((k’s + kq) . l‘))

)

4|k + ko
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kq
=F ’sen((k/s + ky) - x)Va, (3.26)

2 [ks|

P[FK - V0 sen((K's £ k) - x)]
(2‘ng| ;) ( 'sen((Ky £ K) - x) — (Kt K, (K- U/q)sen((k‘/s L H) - w))

AR
/+/
Qf?ﬁ\ i)(qsen«k'w) r) - (2' q'—1> e

S| msen((kf s + k' q) . I’))
|

[
-+

[
+

1k 1 Vo : kgl 1Y\ (Ks £ Fg)
= - = e+ K, - — - | —
* (2|k5| g ) senlWe =R -] (Vo =\ 501 72 ) ks 2 o 2
- |kq’_1 K.+ K v 3.27
=7 (g~ 3 ) senla £ K -2V (3.27)
ks £ K,
Vamos verificar que os Vi, V5, V3 sdo limitados; de fato, v/, e (|k+k’|) sS40 unitarios, e
q

uma vez que os vetores k, sao paralelos e, k,, k'; maiores que 2, se ¢ < s entao temos que
\kg||ks £ kq| = |ks| para os |ky| que satisfazem 2 < |k,| < |k;| — 5 Note que isso é verificado
pois ¢ < s e por (3.4). Além disso, por (3.5), temos que |k’ | ~ |k,|. Mas precisamente,
k| — 1 < |K,| < kg + 1, entdo temos que |k ||ks + &'y = |ks| €

p Lkt Kkl Tk £Ky) [k
V1=’Uq / =UVqg— 35 / ;|
2 ko & Kol 2 [ks £ K'yf kql[ks £ Ky
Ses<q,entao;k}<1:>|\/1|—0<2,
kq
Se s > q entéoL = |Vi| =C <2
’ s £ K'glkeq| 1 '

Agora, para V5, uma vez que v, é unitario, segue que

(K, + k)
V2= g £ kP
/
+
Se s # q, entao m <l=|W=C<2.

Finalmente, podemos verificar o mesmo para V3, que é como os dois casos anteriores

ORI LI A W G2 ) B LA 1 Ky + k)
3 q |/€ ‘ ’k/s + k!q|2 7 9 ‘k/s + k/qus’ ‘k/s + k’q] Ws ik’q| )
A
|Fs|

Se ¢ < s, entao

<l=|Wl=C<3,

- [
Seq>s,entaom <1l= |V =C<3.
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Na sequéncia, vamos limitar as integrais de N3 por um termo mais simple e conhecido

anteriormente. Primeiramente, usamos v, - k, = 0 em (3.24) para obtermos que

O S Skl (v Kt gsen(k, & B,) - m)e (4P
s=1q#s

F s kqugsen((Ks + ky) - z)e” (F:Hlkal®)t

Fo's - K sen((Ks £ £y) - x)e_(|k,5‘2+|qu‘2)t>.

Denote por uz a integral
t
ug = f e =IAPN;(s, ) ds,
0

logo ug pode ser decomposto como uma soma com 3 parcelas, ou seja,

Uz =

t
J B(HMP[ S SN qv'qsen«ksiw~x>€“"“5'2+k/"2)t] .

0 s=1q#s
J (t=s)Ap [ Vs - kgugsen((k's £ k,) - x)e_(‘klé"u‘kq'%t] ds (3.29)
J AP [ V- K sen((K's £ Ky) - x)e_(|kls|2+‘qu‘2)t] ds. (3.30)
Usando (3.25) em (3.28), podemos proceder como segue
¢
J e [ Z 2 sl [Kqlvs - K qv'gsen((ks £ K'g) 'x)e(|k5|2+k/q2)t] -
0 s=1q#s
¢
=+ f ( 2 D | [egle =P WP [k v sen (kg £ K) - @]) ds
0 s=1q#s

N f e (=030 (k, + K, - 2)Vads

s=1q#s

2 T
Q Z|k\|k|f sUksP+ o) o= (=) ks W ol son ((k, + K',) - 2)Vads.  (3.31)

s=1qg#s

Agora, para a proxima parte, usamos (3.26) em (3.29) para chegar a expressao

¢
J et=9)Ap [11/8 kqugsen((Ks + ky) - x)e” (K [*+1kql*) ] ds

0
t
= $J elt=9A < 2 Z || |keg|l eI RIP [k - o sogsen((K's + kq) x)]) ds
0 s=1q#s
kq /
- _|_7 Z Z ke | g ’=k ; —s(\k:5|2+|kq\2)e(t—s)Asen((k/S + k) - 2)Vads

s=1qg#s
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= ¢Q7 Z Z kg |2f SR s ko) = (t=) W kol sen (K, + k) - 2)Vads. (3.32)
Para a ultima parcela, usamos (3.25) em (3.30), e entao

t
J ell=9)AP [TLU'S K sen((K's £ ) - x)e_(lk/5|2+‘k/q|z)t] ds

J (t—s)A ( Z Z |k? ||k3 | —s(|k 5|2 +|K 4|2 ]P) [k} . U/SU/qseH((k;/S + k,q) ZL’)]) ds

s=1q#s

% el N [ sy o
722%"/{’ | 06 (s PR a) o (=) Agen ((K + k) - x)Vads

s=1qg#s

2 T
I N (AN f PR (WK e (K, ) - @) Vads.
0
(3.33)
Antes de calcular as integrais, vamos observar as relagoes
(K5 + K g = |KS|* = K" = [K* 4 (Ko + 2K K — |KS|* — [ = 2K - Ky > 0,
(Ko 4 1Ko = K5 = K'o|* = (K2 + (Ko = (K + K g|* — 2K - Kg) = 2K - Ky > 0.
Do mesmo modo, temos que
[Ks + Kl = |K's|* = [kg|* > 0,
K/ o? + [kgl* = [B's = Ky > 0,
‘ks + k/q|2 - |k5|2 - |k/q|2 >0,
[Es? + [K g — [k = Kg|* > 0.

Uma vez que percebemos isso, entao calculamos as integrais anteriores, tomando cada

sinal como um caso.
t
Em primeiro lugar, para J e
0

t —t([los+k'q |2 —[es 2= [K'g|?)
_ 2 2\ (4 72 _ 2 72 1—6 4 4
f o= s(ks P+ o|2) o= (t=8) ks 4K a2 g _ po—t(lks>+ K g[?) ( 7
0

sk 41K o) o= (t=9)ke Kol g - ohtemos que

t(lks + Kg? = |kf? = [K4[?)

1 — e tlke Pk o2 —lks']?)
E([Ks[? + [Kg[? = [ks = Kgl?)

t
J 6_5(|ks|2+‘qu|2)€_(t_5)|ks_k/q‘2d8 — te_t(‘ks—quP) (
0

t
. ol 12 2V (f_ o\t 2 .
No caso da integral J e SR s+ lk[%) o= (t=s)IFs2kal® 1 conseguimos
0

— / 2_ | |12 2
J't 6_5(|k’5‘2+|kq‘2)6_(t_5)|]g’5+kq‘2ds _ te—t(‘k’s|2+\k‘q|2) 1 —e t(|k s+/€q| |k s| ‘k?q| )
0 (K s + kol = [K/s]? = [kq[*) )

—t(|K 5|+ kg | =K' s—kq|?)

t 1—e
—s(|k's > +1kq|?) —(t—S)Ik’s—kq\zd — 4o t(K s—kql?)
e e s =te .
L (t(!k’sP + ’kqP - |k/s - kqP)
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t

Finalmente, para a integral f e
0

t B —t( k:'-—i—k' 2_|k/s 2_ k' 2)
(RS2 HK ) = (=)W sk a2 g o —t(K 2+ [ L€ el Tl
€ € ds = te k' k|2 k|2 k|2 ’
0 ([K's + K| = [Ks]2 — |K'g[?)

t —t(|K s[>+ [K q|* |k s—K'q|?)
_ ’ 2 2y (4 o 12 _ 12 1—e¢ q q
fes(w W a[?) = (=8) =R al? g _ po—t(IF's kq>< ‘
0

o /2 ’I2Y (4 ’ 72 ~
SUKsPHIK %) o= (t=s)IFs M4l g s - chegamos a expressdo

LR S[? + K[> = [K's = g [?)

1 — —At
Primeiro, se A > 0, entao uma funcao da forma f = )\7?5 é menor que 1 para todo
t > 0, isto é,
1 — e—/\t

E todas as integrais anteriores tém uma funcao desta forma, logo ao limitar a integral,
essas fungoes da forma g, sado limitadas por 1. Assim, tendo em vista esta estimativa,
estudaremos as integrais anteriores sem preocupar-nos com as fungoes g, e os vetores V;,

uma vez que ambos sao limitados.

Portanto, para a primeira parcela (3.31), temos duas integrais, para cada sinal,

desta forma

¢
J ell=s)Ap [ Z Z Vool - kg0 gsen((ks + Kg) - x)e (R HFal) ] ds
0

s=1q#s

= +* IONAIA f e PP (b kP sen (e, + 1) - ) Vids
0

s=1q#s
Q2 - _ 2 712
=+ 21; [ [leg te~ IRl g, ()sen((ks + Ky) - 2) WA, (3.35)
s=1q+#s
f - SAP[ o ZZW |eglvs - B g gsen((ky — k') - ax)e (Rl +1Ral? >t] s
0 s=1q#s

Z PNAILA f e (PR == Pgen(ky — K,) - ) Vids

s=1q#s

=—*ZZ\W jte~(5=RaP)g, (sen((ky — K,) - )V, (3.36)

s=1q#s

Para a segunda parcela (3.32), temos duas integrais, para cada sinal, desta forma

t
J t=9)Ap [—1/5 kqugsen((K's + ky) - x)e‘“kls‘zﬂk"'z)t] ds
0

_ = Z S Ik, pf eI+ ) ==K 4kl (B 1 k) - ) Vads

s=1q#s

. 2 S kg Pte WPk g, (Dsen (K, + ky) - 2)Va, (3.37)

s=1q#s
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t
J elt=9)Ap [4—1}’8 qugsen((K's + kg) - ) (Ksl*+Ikal®) ] ds

0
- +% Z Sk, |2J ¢S Ns P hal®) o= (=9I s—RalPgeny (K — k) - 2)Vads

s=1q#s

= L g ot ) g (sen(K, — k) - ) Vo (3.38)

s=1qg#s
E, para a terceira parcela que corresponde a expressao (3.33), temos novamente duas

integrais, correspondendo aos sinais + e —, e entao

t
f G(t_s)AP |:_U/s . k’,qU,qSGH((k’,s + k/q) .$)e—(|k/5‘2+|k’q|2)t] ds
0

= _72 Z ‘k‘ ‘2 I Hk ‘)J —S(\k’s|2+|k/q|2)€—(t—s)|kls+k'q‘2sen((k/s i k’q) 1) Vads

s=1q#s

_ _72 ST (Jhl? = e l) e P4 g, (sen((K + K,) - 2) Vi, (3.39)

s=1qg#s

¢
J elt=9)Ap [—l—v's K sen((K s — K y) - x)e (K [*+1Kql*) ] ds

0

- +*ZZ (1Kol = kel el f e =Wk P son (k) - 2)Vads

s=1q#s
= +f Z D (1Kgl* = [Kallkeg]) te™ K aP) g, (#)sen((K' — K'y) - )Vs. (3.40)
s=1q#s
Agora, para a,b,c > 0 tal que b — ¢ > 0, uma funcao da forma h,;.(t) = ate 1= ¢

limitada para todo ¢t > 0; mais especificamente, temos que

a
Ogactgil )
fape(t) S €3

Joaelt) (722 ) =5

Com isso, podemos transformar a soma dentro das integrais para uma forma mais familiar.

s(s+1)
Vamos usar usar (3.4) e (3.5), entdo |ks| =272 o
ksl = 1< K| < |ko| + 1.

Para (3.35), vemos o seguinte

22|k;s\|k;q|te—f(lks\2+lk’ql Z|’f| el 37 [ et

s=1q+#s q#s

- - ‘kq‘ —t|ks|?
|/{7 ’ tlks|? 1 — |k‘s|6 |ks|
Z 2. T, Z Z |k'q| |k'q|

q#s

|ko|*t! e |K',| ~ |ks|; mais especificamente
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e, para (3.36), temos que

3 kgt Rl

s=1qg#s
_ |/€ | —t|ks|? |/{7 |t —t(|k g2 —2ks-K q) + |k‘ | Ak |/{5 |t —t(ks|?—2ks-K'¢)
- Rk T IS
- ‘kq| C —t|k 4|2 1““8‘
|feg|e IR ( N [y et .
Z 1;5 k! |2 — 2k, - K/, ; q ;} ‘k5’2_2ks'k/q
LA

Notemos agora que, por (3.4) e (3.5), segue que ~ 1e 27 < |k, para todo ¢ €

{1,2,...,r}. Assim,

L1

e,

q#s

N

51
\ 6 N
Ly < Lz
Por outro lado, lembrando que w - v = |ul|v| cos(), e por (3.4) e (3.5), para ¢ > s, temos

s 1 ks 3
ol (0) ~ 1, p0182<1—2:k‘| (9)<§. Segue que
q q

|k’q| |k/q|

I Wi Ik)
— (| > — 2k - Ky) = |k < L2 L cos(6)
g (K o) = Wl el = 2]

, s
~ 1-2
] (1 23 cost0)

1
> §|I<:’q|.

Entao

e71|kq| ) 1
E < 2e”
(’k,q|2 - 2k55 ’ k/q

q=s q>s
0
1
-1
< 2e i
q:
—2¢7!
Da mesma forma, para s > ¢, obtemos que
1 / k| lhs] [Fg]
|k|? — 2ks - K,) = |k ( -2 cos(0)
Bk o =] 2Tl T
g

1
> |k8|§.

Logo,

e ksl N S
Z(rks|2—2ks-k'q)<2 lzrm Tl

s>q s>q
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Portanto, para (3.35), chegamos a

Z Z K| ey [te ™ (ks P+Kg2) _ -1 Z ke ks |?
s=1q#s
e, para (3.36), temos que
Z Z |k3 ||/{: |te_t |ks—K'q[?) < 26_1 Z |k‘ |€—t\k |2 + 2 -1 Z |/{: | —t\k’q|2

s=1q#s

Para (3.37), podemos estimar

ZT: Z |kq|2te—t(|k'sl2+\kq Z |k: |6—t|k,‘q‘2 Z |k te EVRE

s=1q#s s#q
r

— Z e_t‘k/sP Z |kq|2te_t|kq|2 + Z |kq|€_t|kq|2 Z |kq|t6—t\k/s|2
q>s q=1 $>q
T 1

—tlk |2 —t|kq|? € ‘k ‘
<Z ¢ S\Z )+Z|kq|et|q2(|/{j/’2q 7

q>s q=1 s>q S

e, para (3.38),

s=1q#s
_ _ / —t|k! “f ‘ 7t kql?—2K sk
_ |k |€ t‘kq|2 ‘k ‘te t|]€s|2 2K’ 5-kq) + ‘k ’ t|k's |2 (Iql )
Sy ki 5
— |k5 | —t|k' 52 _1|kq|2
ale 4 3 (i e -
Z 2 e —ow, Z 2 et — v, &)

Agora note que

r

Z eIl Z =€t Z |r — s|e ¥,
s=1 q>s
Se s > ¢, entao |k'y| > |k,|, e portanto

e [kq/? —1 e L -1
Z(mww)‘ ZWWW‘\ 2=

s>q s>q s=1

Por outro lado, usando os mesmos argumentos que usamos anteriormente, se s > ¢, usando

ks
(3.4) entao — — 2cos(#) > |kol, e

kq
/ Kl k]
S |k‘5|2*2k5-k‘ = |ks ( -9 cos(6)
( o) R 2l Tyl ©

s
NN

ﬂm( — " os()
Rl 2T €

> [ks| kol
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0 que nos leva a

Z ( e‘l\kq\ ) <e_12 L <6_1i1—€_1.
|ks|? — 2K/ - Ky = |ksl[kol P

s>q
. _ 1 K] 3 .
Similarmente, se ¢ > s entdo - < 1 —2 cos(f) < —, e assim
2 g 2
1 o [K's] IFql )
ksl(|ko|? — 2K, - ks ( =4 cos(f
’kqP (| |(| | )) | | |kq|’kq’ ( )
= |k (1 - QWS‘ cos(@))
’ LA
1
> —|kg|.
2

Portanto, segue que

et kq|? -1 ooi: ol
Z<|k\< )<2€ Z\k! Thgm

|kq|? — 2K = o

q>s
Coletando os desenvolvimentos anteriores, obtemos, para (3.37),
2 Z ]k | s tR s |24 kg 2) <e! Z I — sle” tK! 5|2 4ol Z |k:q|e_t|kq|2,

s=1q#s =1

e, para (3.38),
Z Z |k:q|2t€—t(\k’s—kq|2) <e Z ‘k’ | —t|kq|? 1 % -1 Z ‘k’ | —t|k' 5|
s=1q#s q=1 s=1

Em contra partida, para (3.39), temos o seguinte manuseio:

Z Z (]kq]2 - ’ksHkq]) totUK s[> +[K[?)

s=1q#s

_ 2 —t|k's|? Z I | te— Kl | Z |k, |€—t|kq| Z |k,|te —t|k's|?

q>s s>q

— Z || e~ HF"sI? Z || te ¥ al?
q#s

< e )+ X ke 3 (i) + el 3 (et

= K] 7\ K|

q>s s>q

)
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e, para (3.40),

Z Z(!kqP - ’ks"kq’)te—t(\k’s—k’qP)

s=1q#s
Z | —t|k |2 Z |k5 |t —t(|K's|2—2k' sk ) + Z |/{J | —t|k 5|2 Z |k | —t (K q|? =2k s-K'¢)
g=1 s>q q>s
k ’ —t|k' 5|2 |/€ ’t —t(|k' |2 =2k sk ) |/€ ’ —t|k |2 |ks‘te—t(|k/s\2—2k’s.k’q)
’ 671|k | 72 671|k’ |2
|e—tlkq|2 < ) ||l < q >
Z ; |K/s[? = 2K/, Z ; sl (K g|* = 2K - K'g)
’ B k/' | ’ 2 671“{ |
+ ) ket e”’| k |e—tFal s '
Zl| ’6 Z |k3/q|2 2]{3/ Z| | Z |k/5|2—2k‘/5‘k’/q
s= q>s s$>q

Agora, como antes, obtemos que

2 6_1|kq’ ~ el
|K/q[?

q#s

0
1 _
AP

qsﬁs

E, para as somas do tipo s > ¢, temos que

e [kq| 1 Sk 1
% () < B e

$>q $>q s=1
e |kq| ) 1 1 el 1
e <e —=e
sgq(|k/5|2_2k/5'k, ;Ik/sHkO‘ ;25
e |k ) 1 1
- — =21
§1<|k‘/ 2= 2k, - ;} ;123
Para as somas do tipo ¢ > s, segue que
Ze‘l =e! Z 1=etr—s|,
q>s S<qg<r
e ky|? ) 1 1
< 2! <2y — =27,
;s (Iksl(!k’ql2 — 2K K'g) ; || ; 20
ek, > 1 1
< 2e! < 2! — =21
;s <|k/q|2 — 2K - k/q (;9 |k/q| (;1 21

Logo, para (3.39), temos

S (Jhl? = [l ) et P18

s=1q#s

T r r
671 Z |?" - 3|€7t‘k/5|2 + 671 2 ‘kq|€7t‘kq|2 + 671 Z |/€s|€7t‘kls|27
s=1 q=1 s=1
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e, para (3.40),

Z Z(‘kQ‘Q - ’k’s!\kq\)te_t“k's—k'qP)

s=1qg#s
r N . i,
6_1 Z |]{jq’6_t|k’q|2 + 26_1 Z |ks|€—t|k’s|2 + 6_1 Z |ks|€_t|kls|2 I 26_1 Z |kq|6_t|k/‘Z|2_
g=1 s=1 s=1 g=1

Coletando os célculos acima, chegamos a estimativas tteis para as parcelas (3.31), (3.32)

e (3.33). Primeiro, para (3.31), temos que

J (t=s)Ap [_ Z Z ks g |vs - qv’qsen((k‘s + k:/q) ) x)e—(|k52+|qu|2)t] ds

s=1q#s

= LSS byt ) g sk, + ) - 2)VA

s=1q#s
< —l—Q—ze_l Zrz \kse R g (t)sen((ky + K) - ) V3 (3.41)
A s s q )

t
J ¢ [ Z Z ksl kglvs - K 0 gsen((ks — K'y) - x)€(|k32+|k/q|2)t] ds
0

s=1q#s

LSS Pkt g (psen(k, — k) - )V

s=1q#s

< _Q72 (261 Z |ky|e~ 0l 4 e~ Z [yl ol > A(t)sen((ky — K'y) - 2) V1.

(3.42)
Para (3.32), segue que

t
f el=AP [*v's kqugsen((K's + ky) - x)e_(|kls|2+|kQ|2)t] ds
0

=——22\k\t‘t(‘k/ FHRD) g, (t)sen((Ks + k) - )V

s=1q#s

Q2 -1 Y —t|k's|? -1 Y —t|kq|?
——|e r—sle” " e ko|e %™ | g\ (t)sen((K's + K Va,
S CEE I \(Bsen((K, + ky) - 1)Va
(3.43)

t
J e(t—s)AP [+U/s . kqvqsen((k:’s + kq) . ) — (K 5|2 +]kq]?) ]dS
0

= +— Z 2 Ky ]2t6_t ks —kq|® g)\( Jsen((k's — kq) - )V

s=1qg#s



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 121

2 T T
< +i~ (el D kgle Mol 27 Y yks|etk’sl2> gr(t)sen((K'y — k) - x)Va.
q:l s=1
(3.44)
E, para o termo (3.33), chegamos a
t
f e(t—s)A]P) [_U/s . k’qv’qsen((kls + k,q) 'x)e_(|k/'9|2+|k/q‘2)t:| ds
0
2 (s
_ /|2 /12
S S (Il e ) g ()sen (K, + K,) )V
s=1q#s
< & (e_l i [ — sle” Rl 4 o1 ZT: |egle~tkal® 4 e ZT: |k |e‘t|k’5|2)
S 4y ¢ °
s=1 q=1 s=1
gr()sen((K's + k') - ) V3, (3.45)
t /|12 /12
J el=9AP [—I—v’s K sen((Ky — ) - x)e” MKl )t] ds
0
9 T
LSS (hl? — k)t P g (s (K, — k) - )V
s=1q#s
< +92 et Z |y le~Fal” 4 9¢71 2 ey e~ F P 4 1 2 eyt
4r g=1 ! s=1 s=1
+2¢7? Z |kq|e_tk/q|2> - ga(t)sen((K's — K'y) - x)V5. (3.46)
qg=1

Entao, com (3.41), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45) e (3.46), encontramos que a norma no

espaco euclidiano R?, cumpre o seguinte:

t
f eU)APN; (s, 2)ds
0

Q2 -1 C —t|ks|? RN —t|ks|2 v — ¢k 2
<C—le kgle ksl 4 9e71 kgleTtRsl® 4 2e~1 kole K™ 4

s r r -
e ! Z Ir — s|e—t\k/5\2 Lt Z |kq|€—t\k:q|2 T+t Z |kq|e_t|kq|2 4 9! Z |ks|e_t|k'5‘2
s=1 q=1 q=1 —l

T T T
+e ! Z Ir — S|e_t“‘/5|2 + et Z |l€q|e_t‘kq|2 +e! Z |k5|6_t‘k/5|2+
s=1 q=1 s=1

r r , .
e ! Z |]{;q|e—t|k/q|2 4+ 9¢71 Z |k_s|e—t|k/s\2 4+ el Z |]€s‘6_t|k/s|2 4 9e1 Z |/{Jq|€_tk/q|2>
a=1 s=1 s=1 q=1

2 T T T
< (C— <2 |/~1:L<),|e”‘/|ks‘2 + Z |/~<:q|e*tu“/q|2 + 2 Ir — s|et|kls2> : (3.47)
r
qg=1 s=1

s=1
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Com isso, podemos agora encontrar a norma no espaco X, vamos denotar como C' uma
constante independente das variaveis r, () e que absorve qualquer outra constante que nao
dependa de variaveis. Com efeito,

= sup /2
Xr t>0

¢
f E=9APN, (s, x)ds

¢
f e =IAP Ny (s, ) ds

0

+ sup sup f f
o 0<R<T |B an | B(zo,VR

Notando que

o0

5 1/2
J E=)AP N, (y, 5)ds dydt) :

¢
sup t/2 f e =IAP Ny (s, 2)ds
t>0 0 o
Q2 1/2 " _ 2 " _ /|12 " _ /12
< O~ supt" kgle™ ksl 4 kegle ™ Wal™ 4 N — s|e M
S (e Rkl s Y

= CQ— sup (Z |,/ 2e Rl 1 Z |yt e —tkal® Z | — s|tY/2e ks |2> (3.48)

rot> = =

e, usando a propiedade (3.9), lembrando que |kq| é escolhido dependendo de ) (mais tarde,
m (3.74), veremos que na verdade |ky| é muito maior do que @), podemos supor que |ko|

e r sao proporcionais, assim chegamos ao seguinte

Z |ks|t1/2e*t|ks‘2 + Z |kq|t1/2€ft|k’q\2 < 2 |ks|tl/2€—t|ks|2 +C Z |qu|t1/267t|k/q|2 <20,

q=1 s=1 q=1

(3.49)
e
Zr” 5|t1/2 —tk's2 CZ [r — s||K's |t1/2 —t|k' |2
— IM
| 1o1p1/2  —tlk 5|2
-C k t/ |k s|
Z 2s|kouks Tl
k;' t1/2 —t|k' |2
Tea] ZQ% Tkl
< O SV E [tV 2 < 0 3.50
o] 2 Z’ ol (3.50)

Entao, N3 tem duas partes N3 1, N3 2, de modo que N3 = N3; + N3o €

2 T
X —tlks|?
<0r<2m¢ ), (3.51)

¢
f e =IAPN, (s, 2)ds
0

s=1

t
f U IAPNG o (s, 2)ds
0

< C'Q—2 ZT: I — sle”sl* ) (3.52)
r s=1
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Usando (3.48), (3.49), (3.50), (3.51) e (3.52)

t 2 [ 2
sup t/2 f UTIAPNy (s, 2)ds|| < supt? <CQ (Z |l{:5|e_t|k5|2>) < CQ—, (3.53)
t>0 0 w  t>0 " \&= "

t Q2 r i Q2
sup t'/? f eUIAPN, o (s, 2)ds|| < supt/? | C=- Z |r — s|e K] <C—.
>0 0 ’ w  t>0 r \4 Ko

(3.54)
1
Por outro lado, é claro que W|f dy = 1, logo, usando (3.51),
Xo, xo\/i
9 1/2
sup sup f f J E=DAPN; | (y, s)ds| dydt
o O0<R<T ’B ZEO, ‘ B(:vo
1/2
< C’Q—2 sup J 2 ks |e_t|ks dt
T 0<R<T
Segue que
(f ZZ s gl 08+l dt)
s=1q=
1 — otk +kgl?)
(2 Z allkal | i
s=1q= ’k5| + ‘kq‘
Z Z [Ksllkq|
21 L+ Tk P
k
Observemos que se g < s, entao }kq} <27% e
LAILA T
I P ) LET) I
s=1qg=1 51q1|k‘ s=1 31q<8‘q |
<r+222’ bl <r+222 S<r 42
s= 1q<s 5
Assim,
9 1/2
sup sup J‘ J‘ J‘ (¢ Sﬁspfﬁngh s)ds| dydt
To 0<R<T H?am, R)| (@0 VR
1/2
2 R
< C’Q— sup dt

T 0<R<T \ Jo

J Z|ks]e_t|ks|
s=1
kbl N
C’i
" ocner ((ZZ k2 + kg |2>>

s=1qg=1
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2 2 2

éC’Q— sup (r +2)"? =C’Q—(r+2)l/2 612 (3.55)
T 0<R<T r /2"

Por outro lado, usando (3.52),

1 R
sup sup J J

o 0<R<T |B(ZL’0,\/E)| 0 JB(z0,vR)
2 R
<CQ— sup J
T 0<R<T 0

Agora, estimamos

_ /12
_S‘e t|k5|

—tlk‘,s ‘2

— sle dt

L ZZ (KP4 gy _ e ZZ

t
J e(t’S)AIP’N;;,g(y, s)ds

1/2

9 1/2
dydt)

< 22|k Al 2<22|k|2+;§s
:vj\? Zz’\kz? [ ZZ!k |iki\k \2)

:
:w:o\? 22’\13312 ;;@W’kﬁw ZZ

A R L RS |ko|?
_|k0\2 ;2’ks|2+22 (

q=1s5>q |l€ |2

7“2 " ’]{]0‘2 ‘ko

|ol? ; 20k = |Kql? Eq (

7”2 ’k’o ‘k’o 2 |k0
<

| o2 Z 2|k qz_:l |Fiq|? ; 20 Z

kol

|| s
|k ’2 > 2

Uma vez que se s > ¢, entao (1 +

Desde que |kg| é proporcional a @, logo poderemos escolher ky para que

EIR>

S

e k| =272

= ;;smp(u' 2)

1 — e tUK >4k q[?)
P+ [,
P+ Ty |2)

L
|Ks|? + |Kg|?

| kol

;];0’2 Z (

s(s+ )

*1)

q>s

Y 27)

’k0‘8+1.

[ol
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seja muito pequeno, mas, por enquanto, deixamos |ky| como estd, assim temos que

1 R t 2 1/2
(t—s)A
sup sup J J J e PN3o(y, s)ds| dydt
o O<R<T <|B(ZL’0, \/ﬁ)| 0 B(zo,\/ﬁ) 0
b N\ 1/2
Q? PlS —t|K 2
< C— sup 2 Ir — sle dt
T 0<R<T 0 |521
/2 2 2
Q? ( r2 ) @r _.Q
< C— su =C——=0-—". 3.56
T O<RET kol 7 |kol | Kol ( )
Finalmente, a partir de (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56), chegamos as desigualdades
t 2
f VAN | < CQ—,
0 Xr \/;
t QQ
f e(t_s)ANg’th < C—.
0 Xr |k0‘

Entao, u; pode ser separado em trés partes de acordo com suas normas, mais especifica-

mente, temos que
Uy = U + U1 + U2,

tal que
||u1,o||33—01,oo S 01Q2 = ||u1’0||XT < ClﬁQ2. (357)

Além disso,
2

luralx, < 02@, (3.58)

NG

Acima, as constantes C; sdo independentes de varidveis como r, Q). Também, usando (3.57),

[ur2llx, < Cs (3.59)

(3.58) e (3.59), obtemos a estimativa

2 2
lurlly, < C (ﬁ@? r ﬁ) | (3.60)

3.3 Analise da diferenca da solucdo e a primeira iterada

Agora buscaremos limitar a parte y, que é a tltima parte de (3.1). Para isso,

introduzimos uma sequéncia de constantes 7, como segue. Seja 3 = Q*, entdo definimos
razr—aQ’?’r:r(l—aQ’?’), a=1,2,..p0. (3.61)
E facil ver que r, é uma sequéncia decrescente de niimeros reais, de tal forma que

r>ry>1re>713> . >18-1 > 1 = 0. (3.62)
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Agora, com base na sequéncia definida em (3.4), para todo s > 0, consideramos
|ks|2 _ 2s(s+1)’k0|2s+2. (363)

Depois destas explicacoes iniciais, considere a série de numeros 7, ! definidos por

1
Th= .
|]€"'04|2
Uma vez que 7, é decrescente para a € {1,2, ..., 8} e |ko|* < |ks|* < o0 para s > 0, entdo
1
0 < —= < ——, e segue que
[Fsl?  [kol?
1 3
O<T1<T2<...<T5=W, B=Q°. (3.64)
0

Agora, por (3.2), podemos usar o principio de Duhamel para encontrar a forma integral

de y, com um dado inicial y(T,); assim, temos que para t > T,
t
y(t) = T y(T,) f I2[G + Gy + Ga)(s)ds, (3.65)

onde G1, G5 e G3 sdo definidos em (3.2). Novamente, podemos usar o principio de Duhamel

em (3.65), com dado inicial y(0) = 0, para obter
t
y(t) = —J VA [G + Gy + Gs](s)ds.
0
Avaliando a ultima equagao para t = T,, chegamos a expressao

To
Ty, = [ TS ING, + Gy + Gl
0

t
= —J e"IRG + Go + Gs](s)xqo.a1ds,
0

onde xo,1,](t) é a fungao caracteristica que satisfaz xo7,1(t) = 1se t € [0,T,] e x[o,r.1(t) =

0 para t ¢ [0,7T,]. Entao, para t > T,, temos que

" t
y(t) = —J e(t*S)A[Gl + G2 + G3](s)x0,1.,1ds — f e(t*s)A[Gl + Gy + G3](s)ds.

0

Denote a norma de cada integral como

rt
I=|| 924G + Go + G3](s)X[0.1.)d5 )
JO Xa+1
t
Il = J TIR[Gy + G + G3](s)ds
To Xa+1

t
J eI [Gy + Gy + Gs](s)X (1 115
0

Xa+1
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Entao, podemos limitar y no espago Xr, ., da seguinte forma

Yll,,, <I+11

Antes de estimar, vejamos que podemos limitar a norma de (3.8), o termo e®uy no espaco

Xr,, como segue

e up V't ks e~ tlksl”
e, < L apvi Sk
0 : t 9 1/2
/|2
+ ——sup sup JJ le=sFal| dads
\/; o 0<R<Tu ’B(ﬂfo,\/ﬁ)‘ 0 JB(z0,VR) |g= !
Anteriormente, vimos que
5 1/2
! ff Z \kgle*a*| dad (r + 2)%/2
su _ e xds = (r .
0<R£Ta |B(x0,\/ﬁ)| 0 JB(z0,VR) |72 !

Logo, usando (3.5), temos que |ks| ~ |k's||; além disso, usando (3.9) e o anterior, podemos

Q @ Q
r. <C’(\/;+\/;(r+2)1/2) %O(\/;"FQ) < CQ.

No que segue, usaremos a estimativa bilinear

estimar

HetAuo

[1B(u, v)llx, < Cllullx, ], - (3.66)

A demonstragao da estimativa (3.66) esta fora do escopo desta disserta¢io, mas ela pode

ser encontrada em detalhes nas referéncias [17], [19] e [22].

Entao, usando (3.2) e a desigualdade (3.66), temos que existe uma constante

C > 0, tal que
1< 0 ([l Mol + Nl Boll, + i, Je®ul, + Iyl lul,
1ylx,, ||y||XT + e, Ml + lurllg, 2], +lull, lull, )

<O ((fleuo]y, +Murllxy, + ol ) o, + ([l uOH v il ) Tl )
2

2
co((eraner L+ Ly, ) ol
+ (Q + QT2 + o - QQ) (QQT(}/2 - & - QQ)) :

Na sequéncia, tratamos com a parcela I1. Mas antes disso, vamos ver como estimar um

termo da forma H et uo X[To,Tosn] H . Primeiro defina
T a+1
L, = @ Z ks [vs cos(ks - z)e* Pt 4 0! cos(k! - $)e_‘k’/5‘2t] X[ToTos1] (L),
\/77 S<Ta+1
Ly, = \% Z |k [vs cos(ks - z)e **t 4 ! cos(k! - :L')e"k/5|2t] X[TaTus1] (1)

Tat+1SS<Tq
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Observe que (e"®uo) X[z, 1..1](t) = L1 + La. Usando (3.4), temos |k,| = 2"|ko||kn_1, logo

Z |ks| < |kn| devido ao crescimento rapido dos termos da série. Assim, podemos estimar
s<n
Ly como segue:

L = kgl IRl ¢
” IHXTa+ \/F <u(31\[8<r2a+1| |6 Ta,Ta+1]()

Q ! |2
+ = Sup ﬁ Z ’k5|€ |k8| tX[Tcx,Ta+1](t)

\/? t<Ta+1 5<Tat1

5 1/2
+ qup sup _ g Z |kq|e_5|kq|2X[TmTaH](t) dxzds
\/; Zo 0<R<Ta+1 |B($0,\/ﬁ)| 0 JB(z0,VR) |q<rgs1
) 1/2
+ qup sup __ o Z |k |e’8|k/f1|2X[T Tosa] ()| dxds
\/F o O0<R<Tn+1 |B($0,\/E)‘ 0 JB(:I:o,\/E) S q asla+1
Q 12 Q T2
< W a/+1|k7‘a+1—1| + — \/; ail|k/1”a+1—1|
1/2 1/2
+ sup  (Rlkr,oi-1]?) 2y sup (BRI 1o i-1]?) /
0<R<Tn+1 0<R<Tn+1
/2 Q
/ ‘kr(x+l 1’<C\f
onde acima usamos o fato que Ty41 = |k, ., |72, 0 que implica que
1/2 _
ail‘kra+l 1| | 7'a+1‘ 1|k7‘a+1*1| <1
Por outro lado, para Lo, temos que
Q Vi et
L2l ,, < = sup 0 ke o m ()
ot T t<Tas1 Tat+1S<8<Tq
Lo VS Rl P (0
\/F t<Tat1 Ta+1SS<Tq
) 1/2
+gsup sup o gl Z |k |6_s‘kQ|2X[T Tua](8)| dads
VT @0 0<R<Tais ]B(xo,\/ﬁ)\ 0 JBoVR) vy, Sa<ra 1 arfard
9 1/2
+ qup sup 1f [ 2 |kq|e_s‘k,‘Z|2X[Ta7Ta+1](s) dxds
\/; o O0<R<Tu+1 |B(I’O,\/§)| 0 JB(xo,\/E) Tat1<q<Ta
<C © + CQ

NN

1/2
+ sSup (ra - Toe+1) + sup (ra—ra-i-l
0<R<Th+1 0<R<Th+1

co( 2 L)

< CQ71/27

)1/2
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onde acima usamos a propriedade “lacunary” de ks, mais especificamente (3.9), entao

temos que supZ \/E|ks|e_|ks|2tX[Ta7Ta+1](t) < C, para uma constante C' > 0. Agora, desde
_Wslzt e podemos adaptar os calculos
q(q+ )

que |k| ~ |k's], 0 mesmo vale para supzx/ﬂk e

anteriores para este caso; mais especificamente, usando |k,| = 2" 2  |ko|?*!, para 0 < R <

2

T.11, segue que
— 5|k, |2
D0 Ikle ™ xir, g (9)] ds

Jt
0 |ras1<q<ra

t

0 Ta+1Sg<Ta Ta+1 Sq’STa

Z Z ol e—Ta(lkq\%lkjl) _ o~ Tas1(lkql?+lky 1)
- o [Fql? + |K3 ]

Ta+1SqSTa Ta+1<q¢ <70

‘qukq"
<C —_—
2, ) gl + [k

Ta+1Sq<Ta Ta+1 <q¢'<ra

|Fq? kgl |y |
=C 2
Ta+1;1<m 2|k‘1|2 " Ta+12q<7“a qz<q | q|2 |k2 )
[l
AL \ki\)

Ta+1Sq<Ta Ta+1Sq<ra q'<q

< C| (ra = ras1) + Z 9-4 Z 2—((q—1)+(q—2)+---+(q’+1)))

Ta+1<g¢<Ta q'<q
1
<C (7’& - Ta+1> + Z ?
Ta+1Sq<Ta

<C((ra —ras1) +1) ~ (ra — ras1)-

Por outro lado,

(To = Tar1) =7 —aQ3r —r + (o +1)Q*r = Q°r,

e assim chegamos as estimativas

Q
<C— .
||L1HXTQ+1 O\/;? (3 67)
ILallx,, < CQ2. (3.68)
Entdo, usando (3.67) e (3.68), conseguimos estimar (e"*ug)x(r. 7., da seguinte maneira
A —
(" u0) X, 11 xn,,, SO0 2,

Além disso, usando (3.60), obtemos

HUJlX[TO”TOH—l](t)HXTaH <¢ (QzTolzfl + 02 + ) .
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Por (3.2) e usando a propriedade (3.66) de B(u,v), podemos estimar /1 como segue

I1<cC (H(@tAuo)X[Ta,TaH](t)HXTQH ||?J||XTa+1 + HUIX[TQ,TQH](UHXTQH ||3/||XTa+1

+ ||ZU||XTa+1 H(emuo)X[TmTaH](t)HXTOZ+1 + ||y||xTa+1 HMX[TQ,TQH]@)HXT -

(emuo)X[Ta,TaH](t)H B

Yy, M9l + X[, )0,
a+1

tA
+ HUIX[TaaTa-Fl](t) HXT (6 uO)X[TavTa+1 HXT
a+l a+1

4 HulX[Ta,TaH](t) H UL X [Te, Tar1](t) HXTQH)

XTa+1

((H ¢! uo X[Tw, Ml](t)HXTa+1 + HU1X[TQ,TQH]@)HXTM1 + H?JHXTQH) HnyTaH

+ HW[TavTaﬂmme) [enxize e ,

a+1

+ <H(etAUQ)X[Ta,Ta+1](t)H

X1,

2
1/2 2 1/2 Q
co((eranas e Lo, )i,
% 2712 Q@
QP+ QT+ - ) (T + =+ =) ).
( k| VT T kel oV
Coletando as estimativas para as duas parcelas I e I, chegamos a seguinte estimativa
para a norma de y:
1Yl <I+11

2
o((erenr+ L+ L, ) b,

- (Q + QT2 + @& - QQ) (Q TY? 4 +—2 - 2)
kel VT kol /7

2
2, @
n (Q 12 L 0T a/+1 + 2 ol + NG + ||y||XT ) ||?J||XT

% otz @ Q°
QT+ - ) (P + 2+ ) ).
( ke k|
Relembrado que T esta sendo considerado pequeno, suponha que
T <Q°8. (3.69)

< T < Q8% em outras palavras, temos que

1
Usando (3.64), note que T, < T = Tl

TV < Q4.

Além disso, isso implica que Q* < |kq|. Usando (3.10), podemos considerar 7 muito maior

1
do que @ e assumir Q* < r. Denotando Takor = Tl/2 + m +— NG observe que Qoq kor < 1,
0
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e entao

(@ + Q*0utor + 9lx, ) 19y,

+(Q + Q0akor) (Q*Taker) + (Q‘”Q + Q% ari ko + IIyIIXTaH) 19llx,
+ (Q_1/2 + Q*0at1kor) (Q°Tasikon)

< QlIyllxy, +Qlyllxy, + 19l +Q° (1 +1) (Gaker) + Q2 lylly,,

1 1 1
2 2 3 ()—3/2
+Q (\k: Tt \f> Illx,, | + il | +Q° (@72 +1) (Garisor)

T'a+1|

<2Qlyllx, + I, +2@° (@asor) + Q2 loll,  +3Q7 lullx,,

1yl ., +2Q°0as1 k0 (3.70)

Como Ty < Toy1, €nta0 Takyr < Oatigor € |Yllx,, < ||y||XTa+1; em seguida, continuando

com a desigualdade anterior, obtemos que

L.D. de (3.70)
2 — 2
<2Qllx,, + W%, +2Q%00riior +4Q 2yl + w3, + 2@
2 —
=2y, +4Q 7 llyll,,  +AQ%0wsi s+ 2Q [l x,,

2
<4y, + Q7 Wl , + Q0astior + Qlylly, )

Assim, concluimos que
—1/2 2 s L 1
lyllx,  <C ( Wi, + i, +@ (T T f) e Hyuxm) -

Suponha que

0 < Wylxy,,, <€ (Qariar +Qlylx, )

1 1
_C <Q3 <T01/+21 + Tl + \[> +@Q ||yHXTa> ,

logo, HyHXTa+1 satisfaz (3.71), isto é

1
_ 2
0<Q  yl, . + Il +Qariror +Qlullc,, — = Il

pois Q30a+1,k0,r+Q HyHXTQ —(1/0) Hy”XT = 0; agora, T, +1 < Tp, 1080 Cot1kor < OB ko

e usando o fato que Tﬁl/ 2 chegamos a uma desigualdade recursiva

ol

1 1
3 vz, ot
1Yllx,, ,, <C (Q <Ta+1 Tl T \f) +Qllyllx,, )
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e (cf’ (Tgﬂ + j;) +Q ||y||XTa) . (3.72)

1
Se comegarmos com ||yl < C <Q3Té/2 + f)’ em seguida, iterando (3.72) de 1 para
1 r

3 = @*, entdo obtemos uma constante C' > 0 (que coleta as constantes das interacoes),

tal que,

g+3 (12 1
||3/HXTB <CQ <T5 + \/;> .

Assim, obtemos uma estimativa para a norma de y no espaco Xp,. Em vista de (3.64),
temos que T < T'; assim, podemos repetir o processo mais uma vez com a norma em Xr,.

Com efeito, temos que

t

t
y(t) = —J e(t’S)A[Gl +Gs + Gg](s)x[oﬁTB](s)ds = f e(t’s)A[Gl + Gy + G3](s)ds.

0 Tg

Entao, podemos limitar y no espago Xt da seguinte forma

lyllx, <1+ 11, (3.73)
onde
t
Iz = ‘ J e(t’s)A[Gl + Gy + Gg](s)X[O,TB](s)ds ,
0 Xr
t
Ifg = J €(tis)A[G1 + G2 + Gg](S)X[TmT](S)dS
0 Xr
12 1
Lembrando que T} —, entao

Kol

1/2 Q2 Q2 1/2 Q2
hols,, < (1004 5+ 7)< (1@t + ).

Assim, usando (3.2), podemos estimar

(He Buo] g, N, il g, 11, + W0l 0]+ 9l el

ey, Wiy, + o] o, Tl + lutlly, e uo], + il Hulux%)

<C ((HemuouxT + Ny, + HyHXTB) Iyl + (HemuOHXTB n HuluXTﬁ) HmuXTﬁ)
R G L G
(Q+Q2 TV? | Q2> <Q2T1/2+QQ>>
NG o))
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Escolha agora T = e r de modo que Iz < Q'T, o que pode ser feito ja que, por

1
|ko?
(3.69), temos Q*T < Q™*, e |ko| e r sio muito maiores que Q?. Assim, niao ha problemas

em toméa-los maiores ainda de forma que Is < Q*; por exemplo, podemos tomar
\ko|, 7 = CQ@* 5, (3.74)
Assim, com as escolhas adequadas para |kg| e r, temos a desigualdade
Is < Q'T.

Antes de continuar com [z, estimaremos o valor de ”(emu[)) X[15,7(t)

; vejamos que

(@) uoxpm,m ()| = sup 72 ]|("uo)xpr, 1y (1)

T 0<t<T o0

1 ftj tA
sup sup _ ‘(6 uO)X T, T ’(S)dydt ’
ro 0<R<T (\B(xm \/E” 0 JB(z0,VR) ot

onde

2, €0z, 0]

\/; 0<t<T

Z |k, (vq cos(ky - x)e"kq‘QtX[TB,T] (t) + v’ cos(k', - a:)e_‘k/q|tX[TB7T] (t))
q=1

e 0]
T

Q c _ Q W
< —— sup Ztl/Q\kq\e |k"|2tX[TB,T](t) + —= sup tl/2|kq’€ lkq‘tX[Tﬁ,T](t)

\/?0<t<T _ \/F0<t<T _
q=1 q=1

<o

Jr
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Usando agora (3.9), obtemos que

1 f ' J A 2
sup sup | ———— (e Bug)x i,z 2(s)dyds
ro O<R<T <|B(ZL‘0, \/ﬁ)| 0 JB(z,v/R) [75.7]

2
<< sw L(waq <wwww%mﬂ ds

0<R<T
g%%J@;WWMM”[m
+ Z 2 ykqukq,\e<l’f’ql2+lk’qf2>SX[Tﬂ,T](s)> ds
a=1l¢'=1
— (kg 24k 112) (R—
< (5 (3535 o (i) e s
e el

v (Z Ve WG ey
Jr\ & o

T '
-%E]V@bwde”HHHQE]V@%M¢kﬁwvz>
q=1 q'=1
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E, entao, chegamos a expressao
tA
H(e )UOX[Tﬂ’T]HXT < CW'
Usando agora (3.2), podemos estimar a parcela Ilg da seguinte forma:

115 < C ([ uo] M9l + L Myl + Il 200l + Nyl Nl
+—nyuxi,uyuXT +—He Bl + leaall . € 2o +—nu1nxi,|u1nXT)

< C (([le"uoll . + Nurlly + Nyl ) Myl + ([ mHT+wm%)mmﬁ)

271/2 %
<<+QT -wm%)mmT
+

:
Lm0

- (c

<(c(

/
+ Q2T1/2) +C Hy”XT> HyHXT n (C (Qifj: 2 Qr4)) n CQ4T1/2

+QWW)+CMMJHM&ﬁQ@yT

PN
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Como as tltimas estimativas para cada parcela I e I3, usando (3.70), chegamos a

Q
ullx, < 1sg+ 11z < <C (\/; + QQTW) +C Hy“XT) vl x, + 3CQ'.

Segue que
||y||XT < 3OQ4T-

Entao
Iyl = 7712|772 < 77 |yl < 3C.Q'T', (3.75)
Combinando (3.1), (3.57), (3.58), (3.59) e (3.75), obtemos a seguinte estimativa por baixo:

[«(T) = & ,

o1,
0

w = lu(T,2) = y(T, 2)|| g1
> [Juro(T, @)l poroe — lura (T, 2) | goree — [Jun (T 2) || g = [[9(T, )| 10
= |luro(T, 2)|| pore — Cllury (T @) ||, — ClJur (T @) ||, — Clly(T, )
= [luro(T, @)l g0 — CT™2 | TPura (T, )| = CT™ | TP (T, )|

— CT 2| 1"2y(T )|

)
) [

Hoo HOO

> |Juro(T, )l g1 = CT V2 Junnll, = CT fJurslly, — CT |lyllx,

2 2
> 01Q% — CCy,-2-T712 — chQ—T—W — C3C,Q*T"?
Kol NG
1 1
> CQ? (1 — — — 3Q2T1/2) ,
VT |koNT

onde Hf”BOgl»w < C|fll,, para f = uy1,u12,y, pois elas contém fungdes da mesma
natureza para nossos propoésitos; mais precisamente, elas contém termos como sen(f3 - x),
cos(f - x), logo ePsen(f - x) = e Wlsen(3 - ) e e!® cos(B - z) = e~ cos(B - x), onde e 7!
decaem muito mais rdpido do que o crescimento de /2, para ¢t > 0; nesta direcdo, um
resultado mais geral pode ser encontrado em Sawada [28], p. 81.

Com os desenvolvimentos e estimativas acima, chegamos a seguinte estimativa para u(7")

1 1 1
— ~3 2T1/2—>.
N AT A NG

|? sdo tdo grandes quanto necessério, em

(Dl > @7 (1 -

Uma vez que 7, |ko|? sdo maiores do que T' (r, |kq

1 1
articular podem ser usados (3.69) e (3.74)), entao — —3Q*T? — é
p p (3.69) e (3.74)) N ARATANG Q NG
1 1 1
equeno, e podemos supor que | 1 — — —3Q*TY?P - — ) > 1 2; assim,
peanener ep porane (1= o7 = g T g ) 2

C
JalT) g1 > @

1
Portanto, para cada 0 > 0 pequeno, se escolhermos () > —, podemos encontrar uma
solucdo branda u(t,r) das equagoes (1.3) e 0 < T < Q™% < ¢ tal que |lu(z, O)HBJOLOO <,

porém com |[u(T', )| -1 > Q2§ > 5 Assim, concluimos a demonstragao do teorema.



Capitulo 3. O fenémeno da “inflagio” e a md-colocag¢do no espago critico maximal Bozl’w(Rs) 136

Observacao 3.3.1. Na demonstragcio acima, mostramos o famoso fenomeno de “infla-

¢ao” na norma do espago B;)l’oo para as equacoes de Navier-Stokes (1.3). Além disso,

equivalentemente, para cada § > 0, obtemos que

sup sup ||U(t)||3;1,oo = o,
Hu(O)HBO—Cl,oc <6 0<t<$ 0
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4 Conclusoes

A partir do desenvolvimento deste trabalho, podemos fazer uma lista de con-

clusoes e consideracoes em relagao a pesquisas posteriores sobre equagoes e espacos

semelhantes ou relacionados.

(i)

(i)

(iii)

Este trabalho permitiu ao autor conhecer e entrar em contato com algumas ferramen-
tas de Andlise Funcional e Analise Harmonica utilizadas para resolver as equacoes de
Navier-Stokes, uma equacao que modela fluidos e é objeto de estudos e pesquisa até
os dias de hoje, além do contato com novos espagos funcionais, tais como os espagos

de Besov.

Obtivemos uma cadeia de imersdes L*(R?) < Bq_a’oo(RS) — B;Y*(R?), o que nos

da uma relagao, de um menor para outro maior, entre esses espagos funcionais.

Os resultados de boa-colocagao mostram um exemplo de como podemos generalizar
um resultado de um espaco critico menor para um espago critico maior em troca
de algumas propriedades, enquanto o resultado de ma-colocag¢ao indica que ha um
limite para esse processo, sendo este limite o espaco de Besov homogéneo critico

B;l’oo, o qual de fato é o maior espago critico (veja, e.g., [18] e [19]).

Apesar de termos a ma-colocacao das equagdes (1) no espago critico maximal
B;"*(R?), ainda pode-se estudar outros subespagos criticos de B (R?) a fim de
descobrir quais sao suas propriedades de boa-colocacao em relacao as equagoes de
Navier-Stokes. Uma questao natural seria tentar descobrir se ha (ou ndo) um espago
maximal para a boa-colocacao. Pelos resultados estudados aqui, caso exista, este
espago nao poderia ser do tipo Besov homogéneo como os considerados no Capitulo
3. Um candidato a tal espago maximal para a boa-colocacao é o famoso espaco de
Koch e Tataru BMO™', para mais detalhes veja [17], [18] e [19)].
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