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RESUMO

Neste trabalho, usamos a medida de nao-compacidade de Kuratowski e a desigualdade
de Gronwall e algumas propriedades envolvendo a teoria dos operadores setoriais para
obtermos a existéncia de solugoes suaves e-positivas globais para uma classe de equacoes
diferenciais fracionarias de evolucao com impulsos para os casos: 0 < a<lel < a < 2.
Analisamos o caso a = 1, recuperamos o caso inteiro. Assim, a fim de tornar mais
consistente e elucidar o resultado investigado, apresentamos uma aplicagdo envolvendo
um problema do tipo parabdlico fracionario.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais fraciondrias, Solucoes suaves e-positivas, Me-
dida de nao-compacidade de Kuratowski, Desigualdade de Gronwall, Familia a-resolvente
(Equacoes diferenciais).



ABSTRACT

In this work, we use the Kuratowski measure of non-compactness and Gronwall ine-
quality and some properties involving the theory of sectorial operators to obtain the
existence of global e-positive mild solutions for a class of impulsive evolution fractional
differential equations for the cases: 0 < a <1 and 1 < a < 2. We discussed the special
case, that is, when a = 1, we recover the entire case. In this sense, in order to make the
investigated result more consistent and elucidate, we present an application involving a
fractional parabolic problem.

Keywords: Fractional differential equations, e-Positive mild solutions, Kuratowski
measure of non-compactness, Gronwall inequality, a-Resolvent family.
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Introducao

Neste trabalho, investigamos a existéncia de solugoes suaves e-positivas para as classes
de problemas fracionarios nao-lineares

‘Do v(t) + Av(t) = f(t, v(t), tE€ Jw, a€(0,1),
AU|t:tk = ](U(tk)), ke ]N, t# tr, (Pl)
v(0) = .
“Do v(t) + Av(t) = f(t, v(t), t€ Jw, a€(1,2),
Avu(ty) = I(v(tg)), AU/ (tg) =1(u'(tg)), k€N, t#ty, (P2)
v(0) = o, v'(0) = 2.

onde v : Jo, = [0,4+00) - E, A: D(A) C E — E é um operador setorial tipo (M, 0, a, i)
em E um espago de Banach, f € C(Jyo X E,E), Av|—,= v(t{) — v(t;) ¢é o salto da
fungdo u no ponto t; que representa a fungdo impulso I : E — E, sendo v(t}) o limite a
direita e v(t; ) o limite a esquerda, em ¢t =5 e xp € E.

Considere ainda, 0 < t; < tg < +++ < ty -+, com t, ——25 00, uma particio em
) ) ) p (;

Jso € defina os intervalos: Jo = [0,t1] e Ji = (t, tgr1] (K € N). E também, seja A
o menor autovalor real positivo do operador linear A e e; € D(A) o autovetor positivo
correspondente a A\;. Av'|—, tem definicdo andloga ao Avl|—, e x; € E.

« ’ . . Y . 7
O operador “Dy, (+) é a derivada fraciondria de Caputo. Essa derivada é uma genera-
lizacao natural das derivadas cléssicas.

Ao longo dessa tese, entendemos por uma solugdo suave para os sistemas (P1) e (P2)
uma fungdo v € PC(Jy, F) tais que

v(t) = Sa(t)xo + /Ot To(t —s)f(s, v(s))ds+ Sa(t) ZS;l(ti)I(v(ti))

t k
v(t) = Sa(t)zo+ Ku(t)z + /0 To(t —s)f(s, v(s))ds+ Su(t) ;S;l(ti)l(v(ti))
+ Ka(?) Z Kgl(tz)[(vl(m))a
respectivamente.

Os detalhes de S,(+), K,(:) e T,(-) sdo apresentados no Capitulo 2. Lembrando que,
S;1(+) e K;!(+) denotam o inverso dos operadores-solugao S, (-) e K,(+), respectivamente,
emt=t;,1=123---,m.
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Uma carta de I’'Hospital a Leibniz, formulando uma questao envolvendo uma possi-
vel generalizagdo da derivada de ordem inteira para uma de ordem fracionaria, foi um
dos questionamento mais importantes que nao se imaginava, em 1695, momento em que
iniciou o primeiro passo para a construgao de uma nova teoria, hoje conhecida como Cal-
culo Fraciondrio (CF). Atualmente esta teoria estd bastante difundida, com uma gama
enorme de definigoes de operadores fraciondrios (integrais e derivadas), bem como intime-
ros resultados de outras areas usando os conceitos fundamentais do Calculo Fracionario
[2, 41, 42, 56, 61, 62, 65, 67, 70]. Uma das consequéncias importantes que o célculo fracio-
nario proporciona, ¢ a investigacao de propriedades de equagoes diferenciais fracionarias,
ponto principal deste trabalho.

Nos ultimos anos, observamos um interesse crescente nas investigacoes de equagoes
diferenciais fraciondrias e aplicacoes [12, 16, 21, 22, 30, 54, 59, 66, 68]. O fato é que
intimeros pesquisadores tém justificado que trabalhar com operadores fracionérios (deri-
vadas e integrais) proporciona, em muitos casos, melhores resultados quando comparados
com operadores classicos (ordem inteira), em particular, quando se trata de aplica¢oes
[3, 4, 5, 40, 48, 63, 64]. Do ponto de vista tedrico, ainda hd um vasto caminho a ser
explorado, uma vez que a teoria esta sendo construida em diversas diregoes, principal-
mente envolvendo operadores setoriais e quase setoriais [8, 29, 36, 43, 63, 64, 69, 71, 74].
Além disso, muitas questoes ainda precisam ser respondidas, o que enriquecera a teoria
em geral. Aqui, destacamos alguns trabalhos relevantes na teoria das equagoes diferenci-
ais fracionérias envolvendo operadores setoriais e quase setoriais [17, 20, 73, 76, 78, 79].
Evidentemente, é notavel a importancia das equagoes diferenciais fracionarias tanto no
ambito tedrico quanto no de aplicacao.

Em 2012, Shu e Wang [51], consideraram a equagcao integrodiferencial fraciondria se-
milinear no espaco de Banach X, dada por

ODRult) = Aw)+f(u)+ [ alt—s)g(suls))ds
uw(0)+m(u) = upeX (3)
wW(0)+n(u) = ueX

onde “Dg, () é a derivada fraciondria definida por Caputo com 1 < a < 2, A é um
operador setorial tipo (M, 0, a, i), definido do dominio D(A) C X para X, as fungdes
nao lineares continuas f, g sdo definidas de [0,7] x X — X, ¢ : [0,7] — X sdo fungoes
integraveis sobre [0,7] e a condi¢do nao local m : X — X, n : X — X sdo duas
funcoes continuas. Nesse sentido, os autores investigaram a existéncia e a unicidade de
uma solugao suave para o sistema (3), usando o teorema de Krasnoselskii, o teorema de
Arzela-Ascoli e o teorema do ponto fixo.

Em 2013, Yang e Liang [76], usando teoremas de ponto fixo e a teoria analitica de semi-
grupo, investigaram solugoes positivas para o sistema de evolugao via derivada fracionéria
de Caputo em espagos de Banach, dada por

{C]])g+u(t)+Av(t) = f(t,u®), ¢€(0,1), t>0
u(O) = up e X

onde “Dg, (+) é a derivada fracionaria definida por Caputo, —A : D(A) C X — X é o gera-
dor infinitesimal de um semigrupo analitico S(t), ¢ > 0 de operador linear uniformemente
limitado, e f é uma fungao nao linear.
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Ainda em 2013, Wang et al. [71], realizaram um estudo sobre controle 6timo para
equacgoes fracionarias de evolucdo nao-lineares com impulsos. Neste trabalho, eles in-
vestigaram a existéncia de solugoes suaves continuas por partes e aplicacoes de controle
parabdlico impulsivo fracionario.

Em 2015, Wang e Shu [74], investigaram a existéncia de solugdes suaves positivas
de equacgoes de evolucao fracionarias com condi¢oes nao locais de ordem 1 < o < 2,
usando os teoremas de ponto fixo: de Schauder e de Krasnoselskii. No mesmo ano, Ding
e Ahmad [20], investigaram solugoes suaves (existéncia e unicidade) para equagoes de
evolugao fracionarias com operadores quase setoriais. Conforme destacado, varios estudos
foram publicados, alguns importantes e relevantes para a teoria.

Em 2018 Shah et al. [49], utilizam o principio da contragdo de Banach para discutir
a existéncia e unicidade de uma solucao suave de uma equacao diferencial de evolucao
com impulsos. Fixam o impulso para obter a solucao classica, e estabelecem condic¢oes
para que a solugdo suave se torne a solucao classica. B notdvel que a drea de equagoes
diferenciais fracionarias sejam elas, funcional, de evolucao, com impulsos, sem impulsos,
com retardo vém ao longo dos anos se estabelecendo de forma rica e positiva, ndo somente
pela quantidade de pesquisadores e trabalhos publicados, mas pela qualidade e impacto
desses resultados. Podemos aqui destacar alguns trabalhos sobre existéncia, unicidade, es-
tabilidade, atratividade, controlabilidade de solu¢oes de equagoes diferenciais fraciondrias
[12, 15, 17, 21, 30, 35, 47, 51, 55, 57| e suas referéncias.

Passemos agora a discorrer sobre cada um dos capitulos deste trabalho:

No Capitulo 1, apresentamos as estruturas dos espacos de func¢oes continuas, fungoes
absolutamente continuas, fungoes continuas por partes, fungoes reais p-integraveis e suas
respectivas normas. Além disso, apresentamos a definicao do espaco ponderado C,, e,
também, discutimos os conceitos de familia a-resolvente e operador setorial. Uma secao
na qual abordamos a desigualdade de Gronwall e mais uma secao que aborda a ideia de
medida de Kuratowski e alguns resultados relevantes na obtenc¢ao da principal contribuicao
desta pesquisa.

O Capitulo 2 é dedicado a derivada fracionaria 1-Hilfer. Apresentamos os conceitos
basicos de derivadas e integrais fracionarias, e algumas propriedades. Motivados pelas
derivadas fraciondrias de Caputo, Riemann-Liouville e Hilfer, Sousa e Oliveira [56] in-
troduzem a derivada fracionaria i-Hilfer e entao, apresentam propriedades, teoremas e
lemas. Além disso, alguns casos particulares da derivada fracionaria 1-Hilfer sdo apre-
sentados. Por fim, uma secao na qual discutimos o conceito de operador-solugao dada
pelas familias a-resolventes S, (-), To(+) € Ku(+) em termos do resolvente R(A*, A) e tam-
bém em termos de fungoes de Mittag-LefHer. Nesse sentido, sao abordadas relagoes entre
as familias a-resolventes S,(-), To(-) e K,(-) através da derivada classica. Além disso,
discutimos uma observagao sobre a diferenga entre uma integral calculada no intervalo
determinado em relagao ao intervalo particionado a partir da escolha de n € N.

No Capitulo 3, trabalhamos com os principais problemas desta tese, os sistemas (P1) e
(P2). Motivados pelos trabalhos acima discutidos, pelas intimeras questoes em aberto que
envolvem a teoria de equacgoes diferenciais fracionarias, e com o objetivo de contribuir com
novos resultados, em particular, envolvendo equagoes diferenciais fracionarias de evolucao
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impulsivas, investigamos a existéncia de solugdes suaves e-positivas para os sistemas (P1)
e (P2), envolvendo a teoria dos operadores setoriais, usando a medida de Kuratowski de
nao-compacidade e a desigualdade de Gronwall. Ou seja, vamos investigar o resultado a
seguir:

Teorema 1. Considere o espago de Banach (E, ||-||), com ordem parcial “<”, cujo cone
positivo ET € normal, e seja —A € o gerador infinitesimal das familias a-resolventes
positivas {Sa(t); t = 0}, {Ku(t); t = 0} e {T,(t); t > 0}. Para uma constante o > 0 e
t € Ju, seja xg = ey e ¢(t,oe1) = Moey. Se a ndo-linearidade de ¢ € C(J X ET, F)
satisfizer as condigoes a sequir:

(Hy) Para t€ Jy e x € ET, existem fungoes a e b€ C(Jw, ET), tlais que
1/ (&, 2)[|< alt)||z[|4b(t).
(Hy) Para todo R >0 e T >0, existe C = C(R,T) > 0, tal que

o(t,y) — ot ) = —Cly — x),
para todo t € [0,T] e para 0 <z <y, com |[z|, [|[Y|<R.

(H3) Para todo R>0eT >0, existe L= L(R,T) > 0, tal que toda sequéncia mondtona
crescente W = {x, }nenw C ET N B(0, R) satisfaca

Entdo, os sistemas (P1) e (P2) tém solugio suave e-positiva em J.

Quando E for um espaco de Banach ordenado e fracamente sequencialmente completo,
excluimos a condi¢do (H3) de medida de nao-compacidade do Teorema 1 e obtemos o
resultado a seguir:

Corolario 2. Considere o espago de Banach E, ordenado e completo de forma fraca
e sequencial, cujo cone positivo ET seja mormal, —A seja o gerador infinitesimal das
familias a-resolventes positivas {S,(t); t = 0}, {K,(t); t = 0} e {To(t); t = 0}. Seja xg >
oe1, f(t,oe1) = Moey para o >0 et € Jy. Se a nao-linearidade de f € C(Jy X ET,E)
satisfizer as suposicoes (Hy) e (Hy), entdo os sistemas (P1)-(P2) tém uma solugao suave
e-positiva em J.

As principais dificuldades em trabalhar com a solugao suave e-positiva que envolvem
operadores solugao S,(+), T,(+) e K,(+) residem nos seguintes fatos:

1. Quando se investiga propriedades de solugoes suaves de equagoes diferenciais, en-
volvendo operador resolvente, funcao de Mittag-LefHler, em particular, problemas
do tipo que envolvam as equagoes dos sistemas (P1) e (P2), é a ndo garantia
que o operador-solugao satisfaga a propriedade de semigrupo, isto é, S,(t + u) =
Sa(t)Sa(u), no entanto existe um caminho que torna possivel realizar a discussao
dos resultados desejados. Shu et al. [52], propuseram uma definicio mais apro-
priada para solugoes suaves, uma vez que os operadores-solucao nao satisfazem a
propriedade de semigrupo. Assim, substituiram o termo de impulso S, (¢t — t;) por
Sa(t)S;1(t;), onde S;'(t;) denota o inverso do operador-solugdo fraciondrio S,(t)

emt =t; (i =1,2,---m). Além desse argumento valido, existem trabalhos que
abordam esse tipo de problema, fornecendo uma expressao para S, (¢t + u) [14].
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2. Na investigagao da solugao global dos sistemas (P1) e (P2) (Teorema 1), existe
um problema em tentar controlar as normas dos operadores solucao por meio de
estimativas.

3. Outra dificuldade é obter a existéncia de solugao global suave e-positiva, uma vez que
foi necessario construir problemas paralelos com suas respectivas solugoes suaves,
para obter o resultado desejado.

4. No caso de operadores fracionarios mais gerais como a derivada fracionaria -Hilfer
com ordem « € (n — 1,n) e tipo 8 € (0,1), certamente esses problemas apontados
o tornam maiores nesse sentido. Além desses problemas, para isso é preciso mudar
a estrutura do espago PC(Jy, F).

Uma consequéncia natural do resultado investigado, é o caso especial, isto ¢, tomando
a = 1 nos sistemas (P1) e (P2) e no Teorema 1, recuperamos o caso inteiro.

Com o intuito de apresentar uma aplicacao a fim de enriquecer esse trabalho, vamos
a seguir apresentar um problema parabdlico fracionario.

Considere o dominio limitado E C R, cuja a fronteira OF seja suficientemente suave e
considere também o problema de valor de contorno inicial fracionario do tipo parabdlico
dado por

0%v

5 -V = gy, t,v),ye b te Jy, t#t

Avlmy, = I(v(ty)),ye £ k=1,23, .. (4)
U‘@E =0
U(y,O) = (b(y)? ye k.

0%v

onde e ¢ a derivada fracionéria parcial de Caputo com a € (0,1), V2

é operador de

Laplace, g(y,t,v) : E X Jo x RT — RT ¢ continua.
Para o sistema (4), temos o resultado de existéncia:

Teorema 3. Seja A\ o menor autovalor real positivo do operador de Laplace —V?* com
a condigio de contorno de v|s,= 0, e; € L*(E) o autovalor positivo correspondente a
Ai. Seja p(x) > ei(x), g(z,t,oe1(x)) > Moey(x) parax € E, t € Jo e > 0. Se
a nao-linearidade de g(z,t,v) : E x Joo X RT — R é continua e satisfaz as sequintes
condicoes:

(A1) Eziste a,b € C(E X J,RT) tal que
l9(y. t,m)|< aly, t)Inl+b(y, )
para qualquer y € B, t € J, n € RT.
(A2) Para qualqguer R >0, T > 0 eziste M = M(R,T) > 0 tal que

g<y7t7772> - g(y7t7771) > _M(?h - 771)

para algum y € E, t € Joo € 0 < my <, [mil, [n2|< R.
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Entao, o sistema (4) tem solug¢do suave e-positiva.

Uma consequéncia natural da aplicagao feita, é quando tomamos a = 1 no sistema
(4), recuperamos o caso inteiro.

Concluimos a tese com os objetivos alcancados. Nesse sentido, apresentamos alguns
problemas em aberto na teoria de equacoes diferenciais fracionarias que permitem dar
continuidade a esse trabalho, e destacando o vasto caminho e trabalhos que podem ser
discutidos na area.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos de anélise funcional e de cédlculo fraci-
onério que serao necessarios no desenvolvimento do texto. Iniciamos com algumas defi-
ni¢des de espacos de fungoes e alguns conceitos fundamentais com relacao a semigrupos.
Finalizamos com o conceito sobre medida de Kuratowski e alguns lemas essenciais na
discussao do principal resultado deste trabalho.

1.1 Espacos de funcoes

Definicao 1.1 (Espago das fungoes lineares limitadas). [33] Sejam S e T espacos nor-
mados, entao temos que o espaco das funcoes lineares limitadas e sua norma, sao dados

por
L(S,T):={A:S—=T; A: um operador linear limitado}

Ax T
|Allzes,ry = sup ||Az|r = sup ||Az|r = sup || Ax]] .
lells=1 Jalls<1 =40 [|7lls

De onde, segue:
(i) Se T =S, entao L(S,S) = L(S).
(i1) (E(S), ||'H£(S)> ¢ um espago de Banach.

(iid) |AB|zes) < || Allees)l|Bllecs)-

Considere o intervalo J = [a,b] e p € [1,00), definimos o espago LF(J), das fungdes
Lebesgue integraveis [33], e sua norma usual, como

1/p
LP(J) = {v :J = R; /ab|v(s)|pds < oo} e |vl,= (/ab|v(s)|pds> :

(LP(J), ||]|p) é um espago de Banach.

Seja n € N, J um intervalo fechado e (E, ||-||) um espago de Banach:
e Definimos o espaco das fungoes continuas e sua norma usual como

C(J,E):={f:J— E; f:continua} e | f|c :=sup|f(t)l.
teJ
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e Definimos o espago das fungdes n-vezes continuamente diferencidveis e sua norma
usual como

CU(LE)={[: > B [ €C(LE)} e |[fllon = suplf ()]

Note que os espacos definidos acima sao de Banach.

Sejam 0 < a < b < oo e J = [a,b], definimos o espaco das fungdes n-vezes absoluta-
mente continuas como [33]

AC™(J,R) = AC™(J) = {6 : J = R; ¢"" ) € AC(J)}.

Defini¢ao 1.2 (Espago das Fungdes Continuas por Partes). [57, 58, 75] Sejam E um
espaco de Banach e Jy, = [0,00) C R um intervalo. Definimos o espago das fungoes
continuas, por segmentos, como

PC(Joo, E) = {t =ty e exista o limite a direita, v(t), para V t, € Jo, com k € N

v:Jo = E; v(t) : continua em t # tg, continua a esquerda em }
Y

munido da norma ||v|| pe = {sup||v(t)||; t € J} formam um espago de Banach.

Definicao 1.3 (Espago Ponderado C, ). [50] Sejam a,a € R. Uma fungao f : [a,00) —
E pertence ao espago C, 4 Se existir um nimero real p > « e uma fungao g € C([a, 00); E)
tais que f(t) = tPg(t). Além disso, dizemos que f € C7', se f € Gy, para algum
m € IN.

Defini¢ao 1.4 (Operador compacto). [74, 75] Sejam X,Y espagos normados. Um ope-
rador linear T : X — Y € compacto (ou completamente continuo) se, e somente se,
para qualquer sequéncia limitada (x,)52, C X a sequéncia (Tx,)}, C Y possui uma
subsequéncia convergente em Y .

Denotamos por D(A) e R(A), respectivamente, o dominio e a imagem de uma funcao

A.

Usamos as notagoes classicas: f(z) = <dd> f(z) = j (x), para n € IN.
x "

Definicao 1.5. [53] Uma sequéncia (x,) em um espago de Banach E € dita fracamente
Cauchy se x*(x,) é convergente para todo funcional x* € E*. E* é o dual de E.

Definigao 1.6. [53]| Seja E um espago de Banach, dizemos que E ¢é completo de forma
fraca e sequencial, se toda sequéncia fracamente Cauchy converge fracamente.

Definig¢ao 1.7 (Conjunto Resolvente). [14] Considere o operador linear A : D(A) C E —
E e o subconjunto Im(AI — A) em E. Definimos p(A) como o conjunto resolvente de A,
que € formado pelos A\ € C que satisfazem as condicoes a sequir:

1 (M — A) é um operador injetor.
2 E=Tm(M — A).
3 (M — A~ Im(M — A) = E é um operador limitado.

Definicao 1.8 (Resolvente). [14] Para cada A € p(A), chamamos de resolvente ao
operador linear R(\, A) := (A — A)™%.
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Definicao 1.9 (Espectro). [14] Seja A: D(A) C E — E um operador linear. Definimos
o espectro de A como o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(A) = C\ p(A).

Defini¢ao 1.10 (Cone). [39] Seja E um espago de Banach real. Um subconjunto nao-
vazio, fechado e convero E+ C E € considerado um cone se ele satisfizer as sequintes
condicoes:

(i) Sex € ET e A >0, entao \x € ET.
(it1) Sex € ET e —x € EY, entdo x = 0.
Todo cone ET C E induz uma ordem em F dada por: 1 <y & y—z € ET.

Defini¢ao 1.11 (Cone normal). Um cone no espago de Banach E é considerado normal
se for possivel encontrar 6 > 0, tal que

[z +yll= 6 - (zll+lyl), ¥ ayeE"

Definicao 1.12 (Semigrupo). [14, 44] Uma familia {T(t); t> 0} C L(E) ¢ considerada
um semigrupo de operadores lineares em E, se:

(i) T(0) =1, onde I € o operador identidade em E;
(i1) T(t+s) =T ()T (s), para todo t,s > 0.

Se, além disso,
+
(a) [|T(t) = 1I||zm) 20050, dizemos que o semigrupo é uniformemente continuo;
t—0T

(b) | T(t)r — z||pg —— 0, para cada x € E, dizemos que o semigrupo € fortemente
continuo.

Defini¢ao 1.13 (Fungoes de Mittag—Leffler). [50, 51] Sejam a, f > 0 e z € C, definimos
as fungoes Mittag-Leffler E, () e Eq (-), respectivamente, com um e com dois parametros,

como
o) Zk (o) Zk

Bo(2) =Y o e Bap(s) =Y
(=) ,g)r(akﬂ) o(2) ,;)F(ak+ﬁ)
Definicao 1.14 (Operador setorial). [50, 51] Um operador linear fechado A : D(A) C
E — E ¢ considerado um operador setorial tipo (M, 0, a, i) se existir M >0, 0 <0 < §
e € R tais que:

1 o a-resolvente de A exista fora do setor pu+ Xy ={u+ A X € C, |arg(—A\?)|< 6},

2 satisfaca a estimativa ||(A\*T — A)7Y|< A&+ Xy

M
|A> — |’
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1.2 Medida de nao-compacidade

A nocao de medida de ndo-compacidade (MNC) introduzida por K. Kuratowski tem
um papel importante na analise funcional, em particular, aplicada a teoria de equacoes
diferenciais e integrais, e a teoria de operadores.

Considere a familia Z(F) dos subconjuntos limitados do espago de Banach E e saiba
que B C E ¢ limitado, se B estiver contido em alguma bola. Se B € Z(FE) nao for
relativamente compacto, entao existe um € > 0, tal que B nao possa ser recoberto por um
numero finito de e-bolas. Além disso, também é impossivel recobrir B por um nimero
finito de conjuntos de didametro < e.

Definicao 1.15 (MNC). [72, 75, 79] Sejam (E, <) um espaco ordenado de Banach e E*
o cone positivo de E. Uma aplicagio ® : B(E) — ET é denominada medida de ndo-
compacidade em B(FE) se ®(coB) = ®(B) para todo B € B(FE), onde coB representa o
casco convezro de B.

Defini¢ao 1.16 ( MNC de Kuratowski). [72, 75, 79] Seja E um espago de Banach. A
MNC de Kuratowski de B € B(E) é uma aplicagio p - B(E) — Ry definida por

wu(B) = inf {5 >0; B=|J Bk ed(Bi) <e, Vk € {1,2,...,71}}. (1.1)
k=1
onde §(X) = max{|a — b|; a,b € X} € o diametro do conjunto X.

Lema 1.17. [72, 75, 79] Sejam S e T conjuntos limitados em um espago de Banach (2,
seja S o fecho de S, co(S) o casco convezo de S e a um nimero real. Entio a medida de
nao-compacidade possui as sequintes propriedades:

(1) p(S) =0 < S for compacto;

2) ScT = pS) <u(T);

(3) u(S) = p(S) = pu(co(S));

(4) p(aS) = la| u(S);

(5) 1(S+T) < u(S) + u(T), onde S+ T ={aw+y; x€S,yeT}
(6) n(SUT) =max{u(S), u(T)};

(7) u({zyUS) = u(S), VeeQ, 0+£ScQ;

Importante mencionar as observagoes a seguir:
O item (1) diz que a MNC p é considerada regular.
O item (2) diz que a MNC p ¢ considerada mondtona.
Os itens (4) e (5) indicam que p é uma seminorma.

Para os proximos lemas, considere o intervalo J, = [0, 8] e o espago de Banach C(J,, E),
entdo, para qualquer B C C(J,, E) e para todo t € J,, definimos os conjuntos

B(t):={v(t); ve BfCE e /OtB(s)ds = {/Otv(s)ds; v E B} :
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Lema 1.18. [72, 75, 79] Seja B C C(J,; E) um conjunto limitado, entdo B(t) é limitado
em I e
w(B(t)) < u(B), para todo t € J..

Lema 1.19. [72, 75, 79] Considere o conjunto limitado e equicontinuo B C C(J,, E),
entao u(B(t)) é continua em J,,

w(B) =sup{u(B(t)); t € J.} e 1 </OtB(s)d3> < /Ot/L(B(S))dS.

Lema 1.20. [72, 75, 79] Seja J = [a,b], B C C(J; E) limitado e equicontinuo, entdo
co(B) C C(J; E) também é limitado e equicontinuo.

Lema 1.21. [72, 75, 79] Seja {v,}32, uma sequéncia de fungoes Bochner-integrdveis,
de J = [a,b] em E, com ||u,(t)||< m(t), para quase todo t € J e todo n > 1, onde
m € L(J;R,), entdo a fungao ®(t) = u({vn(t)}zo:l) € L(J;Ry) e satisfaz

i ({/at Un(s)ds; n € ]N}) < 2/:<I>(s)ds. (1.2)

Lema 1.22. [72, 75, 79] Considere o conjunto limitado B. Entado, existe uma sequéncia
{Un}nen C B, de forma que

u(B) < p({vn}nen) +6, Ve > 0.

O grau de nao-compacidade de um conjunto é medido por meio de fungdes chama-
das medidas de nao-compacidade. Conforme apresentada acima, para a medida de nao-
compacidade de Kuratowski. Também podemos mencionar outras duas importantes e
mais utilizadas medidas de nao-compacidade, isto é, a medida de nao-compacidade de
Hausdorff que foi introduzida por Goldenstein et al. [24] em 1957, e posteriormente es-
tudado por Goldenstein e Markus [25], e a medida de ndo-compacidade de Istratescu em
1972 [31].

Tal abordagem cria a possibilidade de definir medidas tteis e praticas de ndo compa-
cidade em varios espacos de Banach. A medida de ndo compacidade é uma ferramenta
muito util em espacos de Banach. Eles sdo amplamente utilizados em teoria de ponto
fixo, equagoes diferenciais, equagoes funcionais, equagoes integrais e integro-diferenciais,
otimizagao, etc. [1, 6, 9, 37, 38]. Também podemos destacar o trabalho de Darbo [18] ao
usar MNC para generalizar tanto o principio classico do ponto fixo de Schauder quanto
o principio de mapeamento da contracao de Banach para os chamados operadores de
condensacao.

1.3 Desigualdade de Gronwall

Em 1919, T. H. Gronwall [26] provou uma desigualdade notével que atraiu e continua
a atrair consideravel atencao na literatura. Na teoria de equacgoes diferenciais, as desi-
gualdades do tipo Gronwall de uma variavel para as funcoes reais desempenham um papel
muito importante. O primeiro uso da desigualdade de Gronwall para estabelecer limites
e unicidade é devido a R. Bellman [10]. A desigualdade de Gronwall, que geralmente é
provada em equacoes diferenciais elementares usando argumentos de continuidade, é uma
ferramenta importante no estudo do comportamento qualitativo de solugoes de equacao
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diferencial e estabilidade. O problema da analise de estabilidade de sistemas nao-lineares
com dependéncia temporal tem atraido a atencao de varios pesquisadores e tem produ-
zido um vasto conjunto de resultados importantes [11, 27, 34]. Por outro lado, podemos
destacar a importancia da desigualdade de Gronwall na teoria de equagoes diferenciais
fraciondrias. Em 2007 Ye et al. [77], apresentaram uma generalizagdo para a desigualdade
de Gronwall a fim de discutir uma aplicagdo em equagoes diferenciais fracionarias. Em
2019, Sousa e Oliveira [60], motivados por intimeras desigualdade de Gréonwall e pela fun-
¢ao (), introduziram uma versao mais geral, permitindo discutir problemas de equagoes
diferenciais fracionarias mediante a derivada fracionaria v-Hilfer.

A seguir, vamos apresentar a desigualdade de Gronwall (veja Lema 1.24), cuja im-
portancia é fundamental na investigagao de existéncia e unicidade de solugoes de equacoes
diferenciais e equacoes diferenciais fracionarias. As respectivas provas, nao serao apresen-
tadas, mas podem ser encontradas em [60].

Teorema 1.23. [60] Sejam u e v duas fungoes nao-negativas e integriveis e a fungao g
nao-negativa, nao decrescente, continua e com dominio J = [a,b]. Considere a fungao
crescente ¢ € C1(J) tal que ' (t) seja ndo-nula, para todo t € J. Se

u(t) < o(0) + (1) [ 0 (000) - () ulr)ar

entao
k

) <vlt)+ [ 3 OO ) (w0 - w()™ st

¢ f=1

Lema 1.24 (Desigualdade de Gronwall). [60] Sob a hipdtese do Teorema 1.23, seja v
uma fungdo nao-decrescente em [a,b]. Entao, para todo s € |a,b], temos

onde B, () € a fun¢io Mittag-Leffier.
Por exemplo, tomando v (¢) =t no Lema 1.24, temos o seguinte caso particular:

Lema 1.25 (Desigualdade de Gronwall). [60] Sob a hipdtese do Teorema 1.23, seja v
uma fungdo nao-decrescente em [a,b]. Entao, para todo s € |a,b], temos

u(s) < v(s)Ea(g(s) T(a)[s — a]®),
onde E,(-) € uma funcao Mittag-Leffler.
Escolhendo ¥ (s) = s e a = 1, temos o caso especial, dado por:

Lema 1.26 (Desigualdade de Gronwall). [60] Sob a hipdtese do Teorema 1.23, seja v
uma fungdo nao-decrescente em [a,b]. Entao, para todo s € |a,b], temos

u(s) < v(s)ed®E=a),

Note que, para cada escolha de ¢ () no Lema 1.24, temos uma classe de generalizagoes
da desigualdade de Gronwall.
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Capitulo 2

Calculo fracionario com respeito a
outra funcao

O objetivo deste capitulo é apresentar detalhadamente uma abordagem sobre a teoria
do célculo fraciondrio com respeito a outra fun¢do, ou seja, em relacao a fungao ¢(-).
Primeiramente, é necessario e suficiente discutir os conceitos fundamentais das integrais
de Riemann-Liouville com relac¢ao fungao ¢(-) e propriedades correlacionadas. Em vista
disso, motivados pelas defini¢oes das derivadas fracionarias de Riemann-Liouville, Caputo,
Hilfer e das préprias defini¢oes das integrais fracionarias 1)-Riemann-Liouville, apresenta-
mos as defini¢oes das derivadas fraciondria v e consequentemente propriedades, teoremas,
lemas e casos obtidos da escolha de 9 (-). A derivada fracionaria v-Hilfer, introduzida por
Sousa e Oliveira [56] em meados de 2018, com a finalidade de agrupar uma enorme gama
de derivadas fracionarias, em um tunico operador diferencial.

2.1 Integrais fracionarias

Existem iniimeras defini¢oes de integrais fracionarias, um caso especial e cldssico é a
definida por Riemann-Liouville, conforme a definicao a seguir:

Definicao 2.1. [2, 56] Sejam o > 0 e J = [a,b] C R um intervalo com —oo < a < b < oo.
Definimos as integrais fraciondrias de Riemann—Liouville de ordem «, a esquerda
e a direita, respectivamente, como

I8 () = F(la) /ax @ ?(j))lads, r>a (2.1)
I o(a) = - (1a) / ’ G f(;))l_ads, z <b. (2.2)

Uma proposta para generalizar uma classe de definicbes de integrais fracionérias é
dada pela definicao a seguir, envolvendo uma funcao .

Definigao 2.2 (Integrais ¥-Riemann-Liouville). [2, 33, 56] Sejam o > 0 e J = [a,b] C
R um intervalo com —oo < a < b < 00, considere ainda a fung¢do (x) crescente e
positiva em (a,b), de forma que ¢'(x) seja continua em (a, b). Definimos as integrais
fraciondrias com relagdo a v da funcio ¢ definida em J e ordem «, respectivamente,
a esquerda e a direita, como

«; - 1 r ! a-1
0) = gy [, V6 (0@) — ()" 6(s)ds (2.3)
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Lo (x) = F(la) / ’ W(s)(v(s) - ¢(w))a_1¢(s)ds. (2.4)

A seguir dois lemas importantes no decorrer deste trabalho, outros resultados podem
ser obtidos em [33].

Lema 2.3. Para o, > 0, temos as sequintes propriedades de semigrupo:
T T = Te Vo) e T Te(r) = T o).
Demonstragio. Veja [33] O

Lema 2.4. Sejam o > 0 e d > 0, assim

1. Se ¢(t> = (w(t) _ w(a))é—l’ entdo Iﬁf(ﬁ(t) _ F(Z(j_)é)(w(t) . w(a))a—i-&—l.
2 e o(t) = () = w(t), entdo. TVp(e) = s (0lb) = w(B)
Demonstragio. Veja [33] o

Um exemplo é dado pela escolha de 1(s) = s nas Eq.(2.3) e Eq.(2.4), obtendo assim
a Definicao 2.1, da integral fracionaria de Riemann—Liouville. A partir da escolha de
Y, a,b e tomando o limite dos parametros « e 5 na Definigcao 2.2, obtemos uma grande
gama de integrais fracionarias [2, 56.

2.2 Derivadas fracionarias

Nesta se¢ao, vamos apresentar os operadores ¥-Riemann-Liouville e ¢-Caputo cujas
defini¢oes foram motivadas, respectivamente, pelas defini¢oes classicas dos operadores de
Riemann-Liouville e de Caputo, que definimos a seguir. Além disso, apresentamos alguns
resultados bésicos.

Definicao 2.5 (Derivadas de Riemann-Liouville). [33] Sejam J = (a, b), n € N, a €
(n—1, n) e ¢(x) € AC"™(a, b). Definimos as derivadas fraciondrias de Riemann—
Liouville da fungdo ¢ e ordens «, respectivamente, a esquerda e a direita, como

pote) = () Tvote) = pots () [amor e 29

Dy o(x) = (~1)" (j)z 0= (dd) [ = oy toes. @20)

Defini¢ao 2.6 (Derivadas de Caputo). Sejam n € N, a € (n — 1,n), J = [a, b] um in-
tervalo com —oco < a<b< oo e ¢ e C*(J, R). Definimos as derivadas fraciondrias
de Caputo da funcio ¢ e ordens «, respectivamente, da esquerda e a direita, como

Do) =12 (1) o) 27)

d

DY o) = Ty~ (~1)" (d) o(a). (2.8
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Definig¢ao 2.7 (Derivadas de Hilfer). Sejamn € N, a € (n—1,n) e g € [0,1]. Definimos
as derivadas fraciondrias de Hilfer da fungio ¢ € C™(a,b) de ordem « e tipo f3,
respectivamente, a esquerda e a direita, como

(03 n—« d " — n—o
Diota) =720 (L) 2ot

« n—«x d " - n—o
D p(z) = T )<—dx> T g ()

sendo T2 () e I (+) as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville dadas pela Defini¢ao

2.1.

Vamos considerar a seguinte notagao para facilitar o desenvolvimento do trabalho:

mo_ (L d\"
gl (W)dw) |

Definicao 2.8 (Derivadas ¢-Riemann-Liouville). [2, 33, 56| Sejamn € N, « € (n—1, n),
J = (a, b) e ¢p(x) € AC™(J), com —o0 < a < = < b < 00, e ainda ¢Y'(x) # 0.
Definimos as derivadas fraciondrias 1 - Riemann—Liouville da funcao ¢ de ordens
«, respectivamente, a esquerda e a direita, como

; ; 1 d\" ,
D o(x) = W T "V g(x) = (w/@) d:t:) i 6(x)
1

1 d\" =, (L s
= Fa) (WIW) [ @ — vy ols)ds (29)

D?jf’qs(x) _ (_1>n\1;[n] Zf_‘“%(x) _ < -1 d>nzl?_—omp (z)

Y'(x) dx
1 —1 d\" b, o1

~ o (o) [ oO0E - s@r e @)

Lema 2.9. Para o, > 0, entdo valem as propriedades:
-1 ~ a; F((S) a+0—1

L Se ¢(t) = (W(t) —¥(a)", entio DIF(t) = 77— (¥(1) — v(0))
2 Se ) = (0l0) = w(0)'~, entao D o(t) = s (1) w() ™
Demonstragio. Veja [2, 56]. O

Considerando 1 (t) = t e substituindo nas Eq.(2.9) e Eq.(2.10), obtemos as equagoes
apresentadas na Definicao 2.5.

Definig¢ao 2.10 (Derivadas ¥-Caputo). [2, 33, 56] Sejamn € N, a € (n—1,n), J = [a, b]
um intervalo com —oo < a < b < 0o e considere as fungoes ¢, € C"([a, b], R) de forma
que 1 seja crescente e, para todo t € J, a derivada V'(t) seja nao-nula. Definimos as
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derivadas fraciondrias 1-Caputo de ¢ e ordens «, respectivamente, a esquerda e a
direita, como

st o —o; 1 i !
Do) =2 (i ) 000 1)
€
st _ —o; —1 i !
Do) =5 () ot 212
Teorema 2.11. Se ¢ € C"[a,b] e a > 0, entao
DY) = DEFolt) o)~ 3 4 (010) - v(0) W)
k=0 """
€
D) = D0l o)~ 3 4 (010) ~ v(O) (- 1)* #o00)]
k=0 """
Demonstragio. Veja [2, 56]. O

Considerando ¥ (t) = t e substituindo nas Eq.(2.11) e Eq.(2.12), obtemos as equagoes
apresentadas na Definicao 2.6.

2.3 Derivadas fracionarias )-Hilfer

Nesta secao, vamos discutir de forma detalhada um novo conceito de derivada fra-
ciondria, introduzida recentemente por Sousa e Oliveira [56], denominada -Hilfer, esta
tem a finalidade agrupar uma enorme gama de defini¢bes de derivadas fracionarias em
um Uunico operador. Além disso, vamos discutir algumas propriedades essenciais para o
calculo fraciondrio e suas respectivas demonstracoes.

Definicao 2.12. Sejamn € N, a € (n —1,n), 8 € [0,1], J = [a, b] um intervalo real
com —oo < a < b < oo e considere duas fungoes ¢, € C"([a, b], R) de modo que ¥ seja
crescente e, para todo t € J, a derivada V'(t) seja ndo-nula. Definimos as derivadas
fraciondrias -Hilfer de ¢ com ordem « e tipo [, respectivamente, a esquerda e d
direita, como

o, 35 T n—ao); 1 d nI —B)(n—a);
H]Dafyd}(ﬁ(t) = 5—5— )w (,[p/(t) dt) C(L}‘r ﬁ)( )w(b(t) (213)
€ d n
o.B: z— n—a); 1 I —P)n—a); f
H]Dbﬂw(b(t) 5_( " (1/)’(75) dt) éi e (®) (2.14)

Sejam « € (0,1) e 5 € [0,1]. O espago ponderado C’s‘;yf(e], R) é definido como
C’?‘g((]) = {f € Cop(J); HDPYVf € C'wp(J)}, com v=a+p(l—a).

Ainda mais, definindo ~ := a + B(n — «), podemos reescrever:
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. Bn—a)=y—a e
2 (1—A)n-a)=(n—a)—fln—a) =n—la+Bn—a) =n—r.

Agora, podemos substituir a ordem do operador de integragao nas Eq.(2.13) e Eq.(2.14),
conforme a notagao anterior, segue

"D () = “w(wf(t)jt) o) = T Do) (219)

-1 d\" : . .
"ol = 7 () TN = CUME D). (210

sendo DJY(-) e Dy (-) os operadores h-Riemann-Liouville (Defini¢do 2.8).

Como n — v = (1 — f)(n — «), temos as derivadas fraciondrias 1)-Riemann—Liouville,
dadas por

De(t) = ( Wl(t);lt) Iy o) = lim DEFo(r) = We(1),

~1 d
Y'(t) dt

Teorema 2.13. Sejamn € N, a € (n — 1,n), § € [0,1] e considere as fungoes ¢, €
C"([a, b], R), entdo temos

Do) = () 7o) = tim DR = (-1

o) = O =D gy ot [0 - o) ol

e

By _ (CD™M((0) —¥(t)
Dy () = L(y—a+1)

—1)" b
DY (0) ~ i [ ()~ (0) " DI e()ds

L(y—a) /s

Demonstrag¢io. Primeiramente, usando a Eq.(2.15), temos

DRG0 = s [ s )T D). (2.17)

Considere
{u = Dy () {dv =(s (()( (t) — i P(s)) 7 ds
_ i Vi ¢ — _( ) >)7 ’

du = dsDﬁ o(s)ds = (= a)
e realizando a integracao por partes na integral fracionaria Eq.(2.17), obtemos
DR (0) = gy [0 @y Do) + [ Wi e (s

M'y—a+1) ds *t

que é o resultado desejado.
Analogamente, obtemos o outro caso. [l
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Se f, v € C""([a, ], R), usando o fato de que WMp(t) = lim D)V¢(t) e aplicando
a—n—
limite em ambos os lados das Eq.(2.15) e Eq.(2.16), e usando Teorema 2.13, obtemos
[56]
lim Do) = W) e lim TDRIVe(t) = (1)1 0le(t)

a—n— a—n—

Teorema 2.14. Para todon € N, a € (n—1, n), § € [0,1] e considerando a constante

W) )™
Fn—y+1)I'(y—a+1)

com v:=a+ p(n—a),

os operadores -Hilfer sao limitados, dados por
Hmo B P Hia ,3 ¥
H ]D (bHC“mb < " ”(bHCIYL,w ¢ H ]D ¢H K HgﬁHCﬁyw : (218)

Demonstracao. Primeiro, notamos que

N Gwa) 7,

= max —(a L d\" _Vw
— max [((0) — v(@))” (wo o) Zie)
¥ 117@ 1 t’s — () b(s)ds
= max [0 = @) (55551 ) Toma [ V0 = () T o)
6]l ¢ t
< mor max{| [ w00 — v s relal
(W(0) = ¢(@)" " [Sllcn
S T(n—v+1) - (2.19)
Usando a defini¢ao do operador ¢-Hilfer e a Eq.(2.19), obtemos
oz,
— max {i(w@) - w< >>”Iz;a“ﬁ DyYo(t)|, tela,b)}
< HF‘(” max {| [ U(s) st € fo.b]}
W(b) T w<a))77 Y3y
< To—arn 1P,
(¥(b) —¥(a)"™" _
= F(n —n + 1)1—\(7 —a+ 1) ||¢||C;Lw =K ||¢||C,7,¢, )
que ¢ o resultado desejado. O]

Ainda mais, considere a derivada v-Hilfer e a fungao ¢(t) = I(Sr g )("7a);¢¢(t), entao

temos Log\"
H]Dg-’l-ﬁqu( ) - a;#w (@Ul(t) dt) Qo(t)a

com pu=n(l- )+ fa.
Assim, obtemos a relacao entre os operadores -Hilfer e ¢-Caputo, dada por

a,[;3 s 0 n—o
DEIO() = DL e(t) = DL [T ()]
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Teorema 2.15. Sejamn € N, a € (n—1, n), 8 €[0,1] e f € C*([a, b], R), entdo

D@5 () — pryfn=eliv [Iéi‘ﬁ)(”‘“);wqb(t) B "Z_:l (¥(t) — (a))" Dgipcb(a)]

k=0 k!

D) = Dy [ - S PO DA DZ%(b)],

comy=a+ [k—a).

Demonstragio. De fato, considere § = n — B(n — a) e ¢(t) = I8P %4(1), do
Teorema 2.11, obtemos

o, &
DI (1) = “D, Y e(t)

ol (|
=2 [t - 5 (60 - v(@) ¥t
L k=0 """
| n-l 1 AN e
_ o N 1 _ (1-B)(k—a)stb
=D e -3 5 () = ¥(a)) ( 0 dt) Iiy ¢<a>]
B n—1
= D |00 - X 1 (000 - @) D0,
L k=0 """
que ¢ o resultado desejado. O]

Teorema 2.16. Sejamn € N, o € (n—1, n), B €[0,1] e f € C*([a, b], R), entdo

v—k
Igé;iﬁ H]DZé,BTZ) @Z) - @Zj(a)) \I/[n—k:} IG(L B)(n—a 1/)¢
€ k
- b) — ) k) A0-B)(n—a);
oY H]DOC/3¢ ( =k I( B)( )i b).

Demonstragio. Usando o Lema 2.3 e a definicdo de derivada fracionaria v-Hilfer, obte-
mos

I MDY () = o (T Dae(t)) = T0 Dyl o(b). (2.20)
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Integrando por partes, temos

T DO = iy Ve B(s) DI o(s)ds
_ r(ly) ( /a (W(t) —1(s))" " js =1 7B gy ds)
e NG i 3jw e
) P(vl— [ (0 = (@) e T ()
F(v n : ) IV (5)ds

)
< ?/)(t) ( )) n—k 1-8)(n—«
k; C(y—k+1) LA I( o wgb( )

isto é,

B)(n—a djd’ Xn: w( ) (a’))’y_kq][n—k} I(l—ﬁ)(n_aﬁqu(a)‘

I(y—k+1) “f

Y DIV e(t) = 17" 1
k=1
(2.21)

Introduzindo os pardmetros A = v —n = a+ f(n—a) = a+ fn — fa e B =
(1-75)(n—a) =n—a—pn+ Pa, temos A+ B = 0, usando o Lema 2.3 e pela Eq.

(2.20), concluimos que

n y—k )
Igt_ﬁb H]DZI,,B ¢¢( ) an((H- B)(n—a w¢ Z 7[) (_)) \I;[n*k] Ié};ﬁ)(nia)’w(b(a)
= F(y+1-k)

& ¢ (t) = (@)™ ik 0By
que é o resultado desejado. O

Teorema 2.17. Sejamn € N, a € (n—1, n), 8 €[0,1] e ¢, € C"([a, b], R), entio

n

D (t) = FDIIY o(t) & d(t) = (1) + 3 en(w(t) — P(a)) ™ (2.22)
k=1
DR (t) = MDY p(t) & 6(t) = (t) + Z di(1(b) — (1) ", (2.23)

Demonstragio. Suponha que 7D p(t) = Zf Yo(t), isto 6, HDXPY (p(1) — o(t)) = 0.
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Aplicando a integral ¥-Riemann—Liouville a esquerda em ambos os lados desta equa-
¢cao, temos

7o T (1) — (1)) = 0.

Do Teorema 2.16, vem que

" z":( )= (a))

oo T 6 - o)) =0
k=1

Entao, concluimos que

W 2,006 — o) (a)

I'(y+1-k)
Para provar a reciproca, admitimos que

sendo ¢, =

olt) = o(t) + > (vt — vi@)" " (2.24)

Aplicando o operador 7D () na Eq.(2.24), obtemos
a,B; o,B5% a,B5% =k
Dl () = D e EZ%HD (¥(t) — v(a))

Usando a igualdade H]Dgf;w (7,0(25) - ¢(a))k =0, Vk € [1..n], concluimos

a, a B
H:[Daf ¢¢( ) a+ QO(t),
que é o resultado desejado. O

Lema 2.18. Sejamn € N, v € [n —1, n) e ¢ € C,[a,b], entio
st T st _ .
Ia-i— ¢(a) - tl_lg(g_z‘”' ¢(t> - O’ n 1 v <.

Demonstragio. Note que Z0Vé(t) € C,la,b] ¢ limitada. Assim f € C,[a,b], entdo
(z/J(t) - w(a))vqb(t) é continua em [a, b] e dai

(60— vi@) 60 <M = lo0l< () - w())

M, (2.25)
t € |a,b] para alguma constante M positiva.

Da Eq.(2.25), segue

L'(n —7)
I'a+n—7v)

To(1)] <

I ((t) = v(a))

a—y
(¥(t) —v(a)” . (226)
Assim v < «, o lado direito — 0 quando x — a+, entao temos
;) R ;) _
TP o(a) = Jim TEo(t) = 0

0 que prova o resultado. O
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Teorema 2.19. Sejam a >0, € [0,1] e ¢ € C'[a, b], entdo temos
DL ToPe(t) = o(t) e TRV To(t) = ().

Demonstragio. De fato, temos

P e 1 d\" 1 p)m-aw —a:
"D () = 100 (WM) IO T r)
— TITxY 1 i nzn—ﬁn+6a;¢¢(t)
o \gyar)
= 7% DI"Vo(t).

Utilizando o Teorema 2.16 e¢ o Lema 2.18, concluimos que
DL T o() = T DIl

)~ ()
v+ 1—k)

o3 ot 2P
k=1
= ¢(t),

que ¢ o resultado desejado. O]

O préximo resultado diz respeito a lei do semigrupo entre os operadores I;ﬂrw() e
H]])af;¢(_)
a .

Teorema 2.20. Sejam m,n € N, « € (n—1, n), 5 € [0,1] e ¢ € C™([a, V], R),
entdo, para todo k € IN, temos

- o)™ _ e
(z2%)" ("D2)" (1) = (P=") ;ﬁ;ii(fi? ¥)
e
~ HDEB\™ o) (1) — ko
(Ig_;w)k (H]DI;«ZBW) o(t) = ( b ) FQZ;; (fi)) Wt))
para algum c € (a,z) e d € (x,b).
Demonstragio. Usando o Lema 2.3, temos (ng)k =TT TEY = T entdo

(z) (o) o) = Zi ("D*) " ot
= F(;Q) /at w’(s) (w(t) — w(s))ka—l (Hngf;w)m¢(8)dS

H]Dgf;w "ole) ror 1
_ F(ki) oo [ e () —v(s) ds
(D)™ f(e) () — (@)

B kal'(ka)

(D) b(e) (v(t) — ¥(a))
B F(ka+1) ’

ka

com ¢ € (a,x), garantido pelo teorema do valor médio para integrais [28]. O
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2.4 Derivadas obtidas a partir da y-Hilfer

Usando a derivada fracionaria i-Hilfer, Definigao 2.12, variando a escolha de v, a, b
e tomando o limite dos parametros « e 3, obtemos uma ampla classe de derivadas fraci-
ondrias [56]. Aqui vamos citar algumas particulares.

1. Para 9(t) =t na Eq.(2.13), obtemos

d

Hpefeg(t) = 700 (dt> Ity = D o(t)

a derivada fracionaria de Hilfer.

2. Tomando o limite 5 — 0 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

Do) = () 600 = Dieln

a derivada fracionaria 1-Riemann—Liouville.

3. Para ¢(z) = = e tomando o limite § — 0 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

dt

- (;lt)n F(nl— 3 / (= sy Lg(s)ds
= D:—‘r (t)7

M0 (1) — (d) o (t)

a derivada fracionaria de Riemann—Liouville.

4. Tomando o limite 5 — 1 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

H]])a1¢¢()_ —a'zj)( 1 d

i) o0 =Cpile)

a derivada fracionaria i-Caputo.

5. Considere 9(t) =t e tomando o limite § — 1 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

15t —a;t d !
“oiton -2 (§) ol

1 t A AN
= o) / (t—s) <dt> $(s)ds
= CD:+¢(t)7

a derivada fracionaria de Caputo.

A seguir alguns pontos que merecem ser destacados.

1. Da escolha da fungao v (-), dos pardmetros a,b e dos limites de § — 1e f — 0, é
possivel obter inimeras classes de casos particulares. Acima, apresentamos somente
os casos de derivadas fracionérias classicas.
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2. Quando se discute um caso particular do operador i-Hilfer, as propriedades sao
mantidas.

3. As regras tipo Leibniz I e II também existem para a derivada i-Hilfer, e ainda é
possivel discutir possiveis casos particulares. A pergunta natural que pode surgir,
é porque "tipo"? Como sabemos existe um critério a ser satisfeito para saber se
de fato, uma derivada é considerada fracionaria ou nao. Por exemplo, a derivada
fracionaria de Caputo nao satisfaz tal regra. Entdo, a palavra "tipo'na regra de
Leibniz, aborda exatamente essa questao. As regras tipo Leibniz I e II englobam
todas as possiveis derivadas fracionarias. Para maiores detalhes veja [61].

2.5 Teoria dos operadores no calculo fracionario

A teoria de operadores-solucao é de extrema importancia em diversas areas, em par-
ticular, quando se trata dos operadores setoriais e quase-setoriais. Ao longo desses anos e
com a crescente ascensao do calculo fracionario e sua importancia na teoria de equacoes
diferenciais, motivou cada vez mais seu uso na discussao de propriedades de equacoes
diferenciais, como existéncia e unicidade, atratividade, estabilidade, etc. Aqui, temos
como objetivo apresentar as definigoes fundamentais dos operadores-solucao S,(+), Ts(*)
e K, (+) e alguns resultados que sdo importantes para o desenvolvimento do trabalho [50].
Na literatura existem intmeros trabalhos de grande importancia que tratam de teoria
de operadores, em particular, trabalhos que abordam problemas de equacgoes diferenciais
fraciondrias [7, 19, 28, 46, 79].

Vamos discutir solugoes suave e-positivas envolvendo operadores setoriais de uma equa-
¢ao diferencial fracionaria de evolugao impulsiva nao linear de ordem 0 < a < 1, e para
isso, os operadores S, (-) e T,(+) ja sdo suficientes para caracterizar sua respectiva solugao
suave. No entanto, quando se discute o mesmo tipo de problema, mas para equacoes
diferenciais fracionarias com ordem 1 < a < 2, é necessario introduzir o operador-solucao
K, (-). Consequentemente, discutimos propriedades importantes envolvendo esses opera-
dores.

Definicao 2.21 (Familia a-Resolvente). [51] Considere o operador linear A, fechado e
densamente definido, em um espago de Banach E. O conjunto limitado {S,(t); t > 0} é
considerado uma familia de operadores a-resolventes gerada por A se satisfizer condicoes

a Sequir:

(a) Sa(+) € fortemente continuo em Ry e S,(0) = I;

(b) Sa(t)D(A) C D(A) e AS,(t)x = S, (t)Ax para todo x € D(A), t > 0;
(¢) Para todo x € D(A) et >0, Sy(t)r = o+ Z§S,(t)Ax.

Os operadores-solugao podem ser definidos através de integrais com niicleo R(A*, A),
assim como, em termos das fungdes Mittag-Leffler. Tais operadores aparecem definidas e
equiparadas no Lema 2.22.
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Lema 2.22. [50, 51, 74] Seja A um operador setorial tipo (M, 0, a, i) e ¢ um caminho
apropriado, entao

1 x (At
Salt) = — / AATIRAY, AN = B, (At°) = 2.7
=55 RO, 4) i A; r(1+ak) (227)
1 > (At)F

T, ;:i/” “ AN = OB, (At = o (2.28
()= 55 |, e RO%A)dr =1 (A4e%) Z ot ak) 228
Ko (t) := L[ e 2R(A, A)dN = tEqo(At*) ti Ata) (2.29)

N o a2l —T(2+ak) '
Demonstrag¢io. Ver [50] O

Na discussao de solugoes tipo "mild"ou suave para equagoes diferenciais fracionarias,
em particular, as que vamos abordar nesse trabalho, elas sdo obtidas por meio da trans-
formada de Laplace, e assim s@o expressas em termos dos operadores solugao S, (+), Ta(+)
e K, () dependendo da ordem da derivada fracionaria.

No préximo Lema apresentamos as relagoes entre os operadores-solugao.

Lema 2.23. [50, 51, 74] Seja A um operador setorial tipo (M, &, a, ), entao

SR =8alt) ¢ S (Balt) = ATA().
Demonstragao. Ver [50] O

Lema 2.24. [50, 51, 74] Seja A um operador setorial tipo (M,&, o, 1) e o € (0,1), entao
(1)

«

“Dip [Sa(t)z0] = AlSa(t)wo];

(2)

O t t

D5, ([ Talt — 0(6)d€) = A [ Talt — )0(€)dE + 010)
0 0

onde S,(+) € To(+) sao dados pelas Eq.(2.27) e Eq.(2.28).
Demonstragao. Ver [50] O
Corolario 2.25. [50, 51, 74] Para t;, > 0 e sob as condigoes do Lema 2.24,

Dy ([ Talt — 0661 = A [ Tult - 901106 + 010),

Como estamos trabalhando com equacoes diferenciais fracionarias com impulsos, é
importante notar o resultado que apresentamos a seguir.

Lema 2.26. [50, 51, 74] Para t; > 0,

[ mate - 000e] £ 5 [ [ Tt - 90te1ae].
Demonstragao. Ver [50] 0

A seguinte observacao, tem o mesmo objetivo do Lema 2.26, isto é, apresentar a
diferenga entre uma integral calculada no intervalo determinado em relacao ao intervalo
particionado a partir da escolha de k € IN.

Dy, ([ Talt - 15(0d6) # 05, ([ Tt - 0S©0) . w0
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Capitulo 3

Existéncia de solucao suave
e-positiva

Conforme abordado, a teoria de operadores fracionarios, tem chamado a atencao de
pesquisadores de varias areas, o que permitiu um crescimento exponencial nesses ultimos
anos. Embora tenha um volume importante de trabalhos de alto calibre, existem questoes
e problemas que ainda nao foram possiveis solucionar. Problemas de existéncia de solugao
suave e-positiva, é um problema ainda pouco abordado na teoria de equacoes diferenciais
fracionarias, muitas vezes por falta de ferramentas e por questoes estruturais do tipo de
equacao diferencial fracionaria que se trabalha. Por exemplo, ainda nao existe nenhum
problema do tipo que vamos abordar aqui, envolvendo a derivada fracionéaria -Hilfer.
Entao essas questoes destacadas, foram uma das motivagoes que permitiu a discussao do
principal resultado deste trabalho. Nesse capitulo, vamos investigar o ponto principal
desta tese, isto €, estudamos as solugoes suaves e-positivas, buscando a existéncia de
tal solucao, para dois problemas de valor inicial com equagao diferencial fracionaria de
evolucao impulsiva nao-linear em espaco de Banach, usando a desigualdade de Gronwall,
o critério de Cauchy e a medida de ndo-compacidade de Kuratowski [60, 72, 75, 79]. Por
outro lado, discutimos algumas ideias de espaco de Sobolev Wol P e W™P param € ZI, e
através da aplicacdo do Corolario 3.3, investigamos a existéncia de solucdo envolvendo
um problema de valor de contorno inicial do tipo parabdlico fracionario.

Primeiramente, apresentamos os dois principais problemas a serem investigados.

Considere a equacao diferencial fracionéaria de evolucao impulsiva nao-linear do tipo
Caputo, dada por

“Dy,v(t) + Av(t) = ¢(t, v(t), t€ Jx,
Avyt:tk = [(U(tk))7 kE]N, t#tka (Pl)
v(0) = .

onde v : Jy =[0,400) = E, A: D(A) C E — E éum operador setorial tipo (M, 0, a, i)
em E, ¢ € C(Jy X E,E), Av|i—,=v(t{) —v(t;) é o salto da fungao u no ponto t; que
representa a fungao impulso I : £ — E, sendo que v(t{) e v(t; ) representam os limites
a direita e & esquerda de v(t) em t = ¢, respectivamente, e o € E. Além disso, “Dg_ ()
é a derivada definida por Caputo, « € (0,1) é a ordem de derivacao e E é um espaco de
Banach.

Considere ainda, 0 < t; < t9 < --- < t,,--+, com t,, ULAN oo, uma particao em
Joo € defina os intervalos: Jy = [0,t1] e Jx = (tk, tgr1] (E € N). E também, seja )\
o menor autovalor real positivo do operador linear A e e; € D(A) o autovetor positivo
correspondente a ;.
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Note que no sistema (P1) apresentado, a ordem « € (0,1). Agora, vamos considerar
uma situagao semelhante, o sistema (P2), no entanto vamos admitir que a ordem da
derivada fraciondria seja a € (1,2), como segue

“Dy,v(t) + Av(t) = @(t, v(t)), t€ Ju,
Av(ty) = I(v(ty)), AV (tg) =1V (tr)), k€N, t#t, (P2)
v(0) = o, v'(0) = 2.

onde as varidveis sdo as mesmas do sistema (P1), ressaltando que Av’|;—;, tem definicao
andloga a0 Auvl|_y, ¢ x1 € E.
O préximo passo, é definir as solugdes dos respectivos sistemas (P1) e (P2).

Defini¢ao 3.1 (Solugao suave). [50, 51, 52| Uma fungao abstrata v € PC(Jy, E) € uma
solugao suave para o sistema (P1) se satisfizer a sequinte equagdo integral

v(t) = Sa(t)xo + /Ot To(t — s)p(s, v(s))ds + Sa(t) ZS;l(ti)I(v(ti)). (3.1)

Para o sistema (P2) se satisfizer

t
v(t) = Sa(t)o + Ka(thas + [ Talt = s)o(s, v(s))ds
k k
+8a(t) DS (t)I(v(ty) + Ka(t) DK (t)I(V' (1)), (3.2)
i=1 =1
com So(+), To(:) e Ko() dados pelas Eq.(2.27), Eq.(2.28) e Eq.(2.29), respectivamente.
Lembrando que, S;1(+) e K;'(+) denotam o inverso dos operadores-solugio S, (+) e Ky(+),
respectivamente, emt =1t;, 1 =1,2,3,---,m.
Além disso, se existir e > 0 e 0 > 0, de modo que v(t) > oe para t € J, entio a
chamamos de uma solugdo suave e-positiva [75].

Para o espago de Banach (FE, ||||), considere o operador A : D(A) C E — E, linear e
fechado, tal que —A seja o gerador infinitesimal das familias a-resolventes {S(t); t > 0},
{Ka(t); t =0} e {T,(¢); t > 0}. Entao, existem M > 0ed > 0 [54, 72, 73], tais que, para
t>0,

ISa(®)llc < Me™,
IKa(t)]le < Me™,
ITa(®)llc < Me™

A seguir, através do Teorema 3.2, vamos investigar a principal contribuicao deste
trabalho e discutir algumas consequéncias do resultado obtido.

Teorema 3.2. Seja (E,||||) um espagco de Banach com ordem parcial “<”, cujo cone
positivo Et é normal, e —A é o gerador infinitesimal das familias a-resolventes positivas
{Sa(t); t = 0}, {K,(t); t =0} e {T,(t); t = 0}. Para uma constante 0 > 0 et € Ju,
seja xg = oey e P(t,oe1) = \joey. Se a ndo-linearidade de ¢ € C(Jo X E1, E) satisfizer
as sequintes condigoes:

(Hy) Para t€ Jy e x € ET, existem fungoes a e be C(Jy, ET), tais que

ot 2) < a(®)[|][+b(t).
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(Hs) Para todo R >0 eT >0, existe C = C(R,T) > 0, tal que
o(t,y) —o(t,x) 2 -C-(y — ),

para todo t € [0,T] e para 0 <z <x2, com |zf, |ly[|< R.

(H3) Para todo R>0eT >0, existe L = L(R,T) > 0, tal que toda sequéncia mondtona
crescente W = {x, }new C ET N B(0, R) satisfaca

p(o(t, W) < Lu(W), Vtelo,T).

Entdo, os sistemas (P1) e (P2) tém solugao suave e-positiva em J,.

Demonstragio do sistema (P2).

(I) Existéncia global de solugbes suaves e-positivas no intervalo Jo = [0,%;]. Note que o
sistema (P2) é equivalente ao sistema (3.3) com a equacao fraciondria de evolugdo sem
impulso em F,

{C]Dow( )+ Av(t) = 6(t,u(t), L€y, (3.3)

v(0) =xo, '(0) = x;.

A seguir, vamos subdividir esta primeira parte em dois passos:
(A) A existéncia local de solugoes suaves para o sistema (3.3) em Jy = [0, t4].

Para todo ty > 0 e g € E, provamos que o sistema (3.4) com equagao fracionaria de
evolucao

{CIDg)w(t) + Au(t) = o(t, v(t), > to, (3.4)

’U(to) = Xy, ’Ul(to> =T,

admite uma solugao suave e-positiva em I = [to, o + hy,|, onde hy, € (0,1) serd definido
adiante.
Considere o intervalo I, = [0,tg + 1], n € {1, 2} e escreva:

(1) As constantes

My, = sup {(t = to)""Sa(t)]; + € L},
{(t—to)"[Ka()l]; t € L},

Mto = sup {(t - to)n aHTa(t)“; te I*}’

Rto = (Mto + Mto)(Hx0||+1) +oe + Mto||x1“>

M,, = sup

onde n admite os valores:

n =1, para a € (0,1),
n =2, para a € (1,2).

(i1) Sejam a e b as fungdes na condigao (Hy), entao

Q= TAX a(t) e by = max b(t).

(77i) E as constantes nas condigoes (Hy) e (Hs), respectivamente,

C= C(Rto,to + 1) e L= L(Rto,to + 1)
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Somando a parcela Cv(t) em ambos os lados da equagao no sistema (3.4), podemos
reescreve-lo como

{CID%+U(t) F(A+CDo(t) = o(t,0(t)) + Cot), t> to,

v(to) = zo, V'(to) = 1. (3.5)

Considere os operadores Sy (t) = e C'S, (1), Ko(t) = e CKo(t) e To(t) = e T, (t)
pertencentes, respectivamente, as familias a-resolventes positivas:

{Sa(t); t =0}, {K,(t); t =0} e {T.(t); t =0},

todas geradas por —(A + C1). E, defina a aplicagdo A como
_ — t
(AV)(t) = Sat — to)ao + Kot —to)z1 + | Talt—s)[d(s, v(s))+Cu(s)|ds, tel. (3.6)
to

Note que a fungao A : C(I, ET) — C(I, E) é continua e crescente, pelo fato de f ser
continua e pela condicao (Hy). Além disso, um ponto fixo de A também é uma solugdao
do sistema (3.5) em 1.

Defina o conjunto €2:
Q:={veC(I,E"); [vt)lle < R, v(t) > oer, t €T},
Entao, Q C C(I, E1) é nao-vazio, limitado, convexo e fechado. Seja hy,, tal que

([[zoll4+1)c }
(ato + C)Rto + bto 7

() < min {1
entao pela Eq.(3.6) e pela condi¢ao (H;), para cada u € Q e t € I, temos

Sa(t — to)To + Kot — to)zy + 1tfa(lﬁ —3) {gb(s, v(s)) + CU(S)]dS

to

I(Aw)e)l =

< N1Salt = to)llloll+1Ea(t — to)lfla ]|+ / | Tt = 5)| ll6(s, v(s)) + Cu(s)| ds

— o t
< MtoHHﬂfoHJthoHHleJtho/t l¢(s,v(s)) + Co(s)]| (t — 5)**ds

< Moy lloll+ Mo a7, [ [(as) + C)llo(s)+0(5)] (¢ — 5)°~2ds

t
to

— o t
< Mg o1+ Moyl |+ T2, (a4, + C)Ray + by [ (¢ = 5)° 2.

to

Usamos o fato de (¢ — s)*™@ Hfa(t - S)H < My, e como (t —t,) < hy,, segue

~ — (t — to)*
ICAW) ()] < Mg |+ Mg |14+ Dy [ (ary + ) Reg + by |
< M T AT (h’to)a
< M|l +Mag |14+ F ey [(ary + C) Ry + by | =
i 7 L + OBy +b] (o]l + 1)
< M, M, M
to”xOH—{_ t0||H$1H+ to o [(ato + C)Rto + bto]

My, ([zoll+1) + Mgl [| 4+, (Jlol|+1)

<
< [Mig + My] (lzoll+1) + My Il | < R
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Agora, seja wo(t) = ey, Vt € I, disto segue que vy € €. Assim
o(t) == C]])g+wg(t) + (A+ Clwy(t) = Moey + Coey < ¢(t,0e1) + Coey. (3.7)

Visto que S, (t), K., ( )e T, (t) sdo operadores a-resolventes positivos e A é um operador
crescente, entdo, da Eq.(3.6), obtemos

e = an(t) = Salt ~ tolun(to) + Ralt ~ to)un(to) + [ Tu( Tt — )o(s)ds

< St — to)ao + Kalt — to)vo(to) +/ To(t - 5)[¢(s, 0e1) + Coer|ds
< (Aoer)) ().
Note que oe; < v(t) (Vt € I), entao

oer < (Aoer)) () < (Av)(1), tel.

Com isso, A : Q —  é continua e crescente. Vamos mostrar que o conjunto A(Q2) é
uma familia de fungoes equicontinuas em C'(I, E™), usando o método iterativo mondtono.
Seja wy = ey € 2 e defina a sequéncia {w,} pela iteragao

Wp =Aw,_1, n=1,2,... (3.8)
Como A é um operador crescente e v; = Avg = vg, temos a sequéncia mondtona,
wo Swp Swy < ve KWy <o v (3.9)

Portanto, {w,} = {Aw,—1} C A(Q) C Q ¢é limitado e equicontinuo.

Sejam B = {wp; n € N} e By = {w,—1; n € N}, entdo By = B U {wy} e pela
propriedade de medida de nao-compacidade, temos u(B(t)) = u(A(Bop)(t)) para t € I.

Substituindo A(By)(t), definido pela Eq.(3.6), obtemos

u(B(0) = 1 ({ [ Tult = 9)[o(5.-1(9) + Cusa(s)]dss m € N},

uma vez que, pelo item (3) do Lema 1.17, temos que u(ga(t —to)xo+ }N(a(t — to)xl) =0.
Usando o Lema 1.21, temos

w(B1) <2 [ 1 ({Tult = 9)[0(s,0n1(5)) + Con ()]s n € N} ds

<2 [Tt = )l ({9(5.001(5)) + Cosa(s)s m € N} ds,
Como (t — 82 |[Tu(t — s)||< My, temos
p(B() < 20T, [ (¢~ 972 [u(6(s. Bo(s))) + n(CBols)] .
Pela condicio (Hs), para qualquer ¢ € I, temos
u(B()) < 27, /t:(t — )22 [Lu(Bo(s)) + Cu(Bo(s))] ds
< 277, /t:(t — )7L + Clu(Bofs))ds
<M, (L+0) [ "t — $)2u(By(s))ds

to

<O+, (L+C) [ (= $)*2u(By(s))ds.

to
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Pela desigualdade generalizada de Gronwall para integral fracionaria, Lema 1.24,
temos

u(B(t)) < 0B, (28(L + C)T(a)(t — 5)) = 0.
Logo, u(B(t)) = 0 para t € I. O Lema 1.19 diz que u(B) = maxye; u(B(t)) = 0,
isto é, {w,} é relativamente compacto em C(I, Et). Portanto, existe uma subsequéncia

{wn, } C {wn} tal que wy,, E2% 4% € Q. Combinando isso com a sequéncia em (3.9) e
a normalidade do cone E*, é facil ver que w, > v*. Faca n — oo na Eq.(3.8). Da
continuidade do operador A, temos que v* = Av* é um ponto fixo. Portanto, v* € Q) C
C(I,E") é uma solugdo suave e-positiva do sistema (3.4).

(B) A existéncia global de solugbes suaves para o sistema (3.3) em Jy = [0, t1].
Vimos no item (A) que o sistema (3.3) tem uma solucdo suave e-positiva uy €
C([0, ho], E™) expressa por

vo(t) = Sat)xg + Kalt)zy + /Dt To(t — s) {qb(s, vo($)) + C’vo(s)}ds.

Pelo teorema da extensao, (veja [44]), up pode ser estendido para uma solugao suave do
sistema (3.3), que também é denotada por ug € C([0,7T'), ET), cujo intervalo de existéncia
é [0, 7).

O objetivo agora, é mostrar que T' > t;. Entao, considere

a= max a(t), b= max b(t),
te[0,T+1] te[0,T+1]
My = sup {||(t = T)>Sa(t)[; t€ [0, T+1]},
My = sup {||(t = T)>“Ka(t)|; t € [0, T +1]},
My =sup{||(t = T)*°Ta(t)ll; t € [0, T+1]}.

Suponha T < t; e tracando a norma da solucao ug, obtemos

fon(e)] = |5 ds

< [[Sa®)] lzoll+ | Kal®)|| 1241+ /0 |Za(t = 5)|| |[[6(5 vo(s)) + Co(s)] | ds.

(D)o + Kalt x1+/ Tt — s)[ (s, vo(s ))+(JUO(3)H

Usando a condigao (H;), escrevemos

oo ) < Maleoll+ W [+37, [ 6 = 2 | [65,wols)) + Cols)] | ds
< My o1+ 8 a4, [ (6 = )2 [ao(s)1+ B+ Cllen(s) ] ds
< Myl 3 |43, [ (¢ = )25+ (a4 C)lfen(s) ] s
< M1||;c0||+J\lex1||+M1b/0t(t — 5)*2ds + M (a + C) /Ot(t ) [up(s) | ds

[e%

— ___T _ t
< Miljaoll+Miljz|[+M1b — + Ma(a + C)/O (t = 5)"|lvo(s)llds.
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Pela desigualdade generalizada de Gronwall para integral fracionéria, Corolario 1.24,
temos

_ T
ool < (Millaol|+ M1 [+3035 - ) Ea(Mi(@+ C)T(a)t)
T
< <M1||x0||+M1b a) E,(Mi(@+ C)D(a)T) := M. (3.10)
Defina a constante

No :=sup {|o(t, x)[l; t € [0, T+ 1] e ||lz[|< My}, (3.11)

Como ga(t) e Ka(t) sao continuas na norma do operador para t > 0, para qualquer
0 <7 <7 <T, consideremos as seguintes funcoes:

00(72) = Sa(r2)ao + Ka(r)ar + [ Talra = ) (65, vols) + Cuo(s))ds (3.12)
Vo(11) = Sal(m)m0 + Kao(m1)z1 + / u(11 = 5)(6(5,v0(5)) + Cig(s) ) ds. (3.13)
Subtraindo a Eq.(3.13) da Eq.(3.12), obtemos,
vo(Ta) — vo(T1) = SalT2)20 — Sa(m)z0 + Kal(r2)z1 — Ko(m)a
+/ w72 — 5)[0(s, vols)) + cuo(s)]ds
- / w1 — 8)[@(s, v(s)) + Cuo(s)] ds.
Rearranjando as integrais com relagao aos limites de integracdo, obtemos
vo(Ta) — vo(T1) = SalT2)20 — Sa(m)z0 + Kal(ra)z1 — Ko(m)a
b [ [Talre = ) = Talr = )] [6(s, v0(s)) + OUO(S)}ds
+ / (2 — 5)[6(5,v0(5)) + Cuo(s)] ds.
Desta forma, segue
lvo(72) = vo(r)II< [|Sa(m2)o = Sa(m)zoll + [[Kalra)er = Kalm)a]|
+ [ Ta(r2 = ) = Tulr = 5)16(s,vos)) + Cin(s) s

T <
+ [ ITalm = )L, vo(s)) + Cuo(s)llds.
T1
Introduzindo a mudancga de variavel, s < 7, — s, na primeira integral, temos
[vo(72) = vo(T)Il < 1Sa(72)m0 — Sa(m1) 0]l + | Ka(72)21 — Ka(1)a: |
+ /0 |Talr2 = 71+ 5) = Ta(s)[[[|6(5, vo(s)) + Co(s)||ds

+ /: (r2 = 8)* (72 = 8)* || Ta(72 — 9) ||| 8(5, vo(s)) + Co(s) | ds.
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Utilizando as Eqs.(3.11)-(3.10) e a constante M, obtemos
lvo(72) = vo(m)l| < [1Sa(72)20 = Salm)zo]| + | Ka(ro)z1 — Ka(m)z: |
T1  ~ ~
+ (No+C0) [ "I Talms =71+ 5) = Tuls) ds

+ M1 (No + CMy) /72(7'2 — 5)*%ds.
T1
Disto, segue que
[vo(72) — vo(m)]| < Hga(Tz)ﬁCo - ga(ﬁ)mo” + H%a(ﬁ)fﬂl - Kx(ﬁ)ﬂﬂlH
T1 ~ ~
+ (N + CMQ)/O 1T (s — 71+ 8) — Ta(s)||ds

(N + Oy 2=

Quando  — T~ e 75 — T, obtemos,
155 (r2) w0 — S (1) o
1K () — K ()|

(10 — Tl)al 1,22 T

» 0,

T1,T2—1T

0,
0,

T1,T2—1

«

T ) sk T1,T2—T~
To — T1 S) — S S .
| Tam =71+ ) = Ti(s)llds 222 0

Assim ||vg(72)—vo(71)|| = 0. Pelo critério de Cauchy, existe T € E* tal que tLiIYI}_ ug(t) =
T.
Consideramos o sistema com equagao fracionaria de evolugdo e sem impulso em FE,
dado por
‘D, v(t) + (A+ CIu(t) = ¢(t,v(t)) + Cu(t), t>T,

v(T)=Ted(T)=1. (3:14)

Usando a parte (A), temos que o sistema (3.14) tem uma solugdo suave e-positiva v em
[T, T + hr]. Seja

-,

E facil ver que T(t) é6 uma solucdo suave e-positiva do sistema (3.3) em [0,7 + hy).
Assim sendo, T(t) é uma extensao de vg(t), isto é uma contradi¢ao. Assim, T > ¢, i.e.,
a solucdo suave e-positiva global vy(t) do sistema (3.3) existe em Jy, que é também uma,
solugdo suave e-positiva do sistema (P2) em Jj.

(IT) Nesta segunda parte, provamos a existéncia global de solugoes suaves e-positivas no
intervalo.
Inicialmente, vamos provar que o sistema (P2) tem solucao suave e-positiva global em
Ji = (t1,ts]. Consideramos o sistema com equagao fracionaria de evolugdo sem impulso
em J;
CDFLu(t) + (A + CIu(t) = ¢(t,v(t)) + Co(t), te Ji,
v(t1) = vo(tr) + I(wvo(t)), (3.15)
U'(t) = vh(ta) + I(vg(ta).
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Claramente, uma soluc¢ao suave e-positiva global do sistema (3.15) em J; é também
uma solugao suave e-positiva do sistema (P2) em .J;. Da prova da parte (I), para t € Jy =
[0,¢], temos

vo(t) = Su(t)zo + Kolt)z + /O t To(t = 8)[6(s,v(s)) + Cu(s)]ds. (3.16)

Por argumento semelhante a prova de (I), o sistema (3.15) tem uma solucao suave
e-positiva vy € C(Jy, ET), com J; = (t1,t5], dada por

v1(t) = Sa(t)bo + Ka(t)8o + /0 t To(t = 5)[6(s,v(s)) + Cu(s)|ds. (3.17)

Pela condi¢ao impulsiva e das Eq.(3.16) e Eq.(3.17), obtemos

{eo = 20+ 531 (1) I{vo(th)),

fo = =1+ K\ (1) 1(vh(t)). (3.18)

Entao, para t € J; = (t1,t3], obtemos

0n(t) = Balt)ao + Kl + [ Tl — )[6(s, v(s)) + Co(s)] ds
+ Sa()S, (1) T(vo(th)) + KK, (1) T(vh(t1)). (3.19)
Agora, considere Jy = (ta,t3] € vy € C(J2, ET), logo
Vy(t) = Sa(t)0y + Ko(t)0; + /O t To(t — 5)|6(s,v(s)) + Cu(s)]ds. (3.20)

Pela condicao impulsiva e das Eq.(3.19) e Eq.(3.20), obtemos

{(31 =0+ 5.1 (1) I{vo(tr)) + 55 (82) I (wr(t2))- (3.21)
O =1+ K (1) T(vh(tr)) + KM (2) (v (k).
Assim, para t € Jy = (to, 3], temos
va(t) = 8 ()01 + Kalt 91+/ Tu(t — ) [6(s,0(s)) + Cu(s)|ds
+ 8a()S: (1) T(volt >) <> (t) ( < >)
+ KoK (1) T(vj(h)) + Ka(O) K, (t2) I(v1(t2)).

Suponha que, para t € Jy_1 (k =4,5,...), o sistema (P2) tenha uma solugao suave
e-positiva uy,_1 € C(Jx_1, ET) (k=4,5,...). Entdo, parat € J, (k= 3,4,...), o sistema
com equacao fracionaria de evolugao sem impulso em FE, dada por

“Do v(t) + (A+ CHu(t) = ¢(t,v(t)) + Co(t), teJy, k=3,4,...

U(t;) = Uk_l(tk) + ](Uk—l(tk))a (322)
V() = Vi (t) + T(vp (B)),
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tem solucao suave e-positiva vy € C'(Jy, ET) expressa por

Vk(t) = Sa(t)0p_1 + Ko(t)Br_y1 + /tt To(t = 5)|6(s,v(s)) + C(s)|ds

Salt) [a: + 5.0 (t) T(vo(tr)) + 3t (k) T(vata)) + -+ + St (8 (vr-1(t))

 Ro®) o+ B 00) 1(uh(10) + By (02) 1(04(82)) -+ + K 00 (v (1)

|

- t To(t — s) [gb(s, v(s)) + CU(S)}CZS

ou seja,

t

Uk(t) = Sa(t)o + Kalt): + /0 To(t — $)[6(s,0(s)) + Cu(s)|ds

k - ko
+8a(t) DS () (v (ty)) + Kalt) D K () (V)4 (t;)). (3.23)
j=1 j=1
Agora, definimos a fun¢do u como
Uo(t), t e Jo,
'U(t) _ U1<t>7 te ‘]17 (324)

Uk(t), te Jg (k=2,3,...).

E claro que v(t) € PC(Jy, ET) é uma solucdo suave e-positiva do sistema (P2), que
satisfaz

— t

v(t) = Sa(t)zo + Ko(t)zy + Tt —s) (6(s,v(s)) + Cu(s)|ds
+5a(t) 2SS () (0(t:) + Ka(t) 3 K (#) (V' (1) (3.25)

Pela propriedade de existéncia global de w;(t) em J;, i € N, a solu¢ao v(t) definida
pela Eq.(3.24) é uma solugao suave e-positiva global do sistema (P2) em J. O

Quando E for um espaco de Banach ordenado e fracamente sequencialmente completo,
excluimos a condi¢do (H3) de medida de nao-compacidade do Teorema 3.2 e obtemos
o seguinte resultado:

Corolario 3.3. Seja E um espaco de Banach ordenado e completo de forma fraca e se-
quencial, cujo cone positivo ET seja normal, —A seja o gerador infinitesimal das familias
a-resolventes positivas {S,(t); t = 0}, {K,(t); t = 0} e {T4(t); t > 0}. Seja xo > ey,
o(t,oe1) = Noey para o >0 et € Jy. Se a nao-linearidade de ¢ € C(Jy X E1, E) satis-
fizer as suposicoes (Hy) e (Hs), entdo o sistema (P2) tem uma solugao suave e-positiva
em Jo.

Note que, os calculos foram feitos para o sistema (P2). Para o sistema (P1), as contas
sdo andlogas, basta excluir os termos referentes ao operador K, ().
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3.1 Caso especial

Uma das principais consequéncias quando se investiga problemas de equacgoes diferen-
ciais fraciondrias, é recuperar os casos @ — 1 e @ — 2, de modo a obtermos os casos
inteiros, respectivamente. Entao, o que se espera é que isso acontega nos resultados aqui
investigados, em particular, nos sistemas (P1) e (P2).

Entao, tomando os limites com o — 1 e o« — 2 nos sistemas (P1) e (P2), obtemos os
casos classicos dados por

V() + Av(t) = f(t, v(t)), t€ Jw,
Avliey, = I(v(tg)), k€N, t#ty, (P3)
v(0) = .
V'(t) + Av(t) = f(t, v(t)), t€ Ju,
AU(tk) ( (tr)), AV'(t) =I(V'(tk)), k€N, t#t, (P4)
v(0) = v'(0) = 24,
respectivamente.

Consequentemente, as respectivas solugoes suaves, sao dada por

Definicao 3.4 (Solugao suave). Uma fung¢io abstrata v € PC(Jw, E) é uma solugio
suave para o sistema (P3) se satisfaz a sequinte equagao integral

k

v(t) = Si(t)zo + /Ot Ti(t — s)p(s, v(s))ds+ Si(t) > Sy (E)I(v(ty)).

i=1

Por por outro lado, é solugao suave para o sistema (P4) se satisfaz

¢
v(t) = Sy(t)eo + Ka(t)ry + [ Tult = $)a(s, v(s))ds
k k
+So(t) Y Sy () I (v(ti)) + Ka(t) Y Ky (8:) (V' (1),
i=1 i=1
com Sk(+), Tx(-) e Ki(-) com k = 1,2, dados pelas Eq.(2.27), Eq.(2.28) ¢ Eq.(2.29),
respectivamente. Lembrando que, S;'(-) e K, '(-) denotam o inverso dos operadores-
solugao Sk(-) e Ki(+), respectivamente, emt =t;, i =1,2,3,---,m.

Vale ressaltar que S1(-) e T1(+) dados pelas Eq.(2.27) e Eq.(2.29), no caso o = 1, temos
a funcao exponencial, e nesse caso, € um semigrupo, propriedade de grande relevancia da
teoria de operadores. Por fim, o principal resultado deste trabalho, é valido para o caso
classico, como segue:

U

Teorema 3.5. Seja (E,||||) um espaco de Banach com ordem parcial “<”, cujo cone
positivo Et é normal, e —A é o gerador infinitesimal das familias a-resolventes positivas
{Sk(t); t =0}, {Ky(t); t =0} e {Tx(t); t =0} com k =1,2. Para uma constante o > 0
et € Jw, seja g = oey e ¢(t,0e1) = Noey. Se a nao-linearidade de ¢ € C(Jy X ET,E)
satisfizer as condigoes (Hy), (Hy) e (Hj3), entdo os sistemas (P3) e (P4) tém solugio
suave e-positiva em J.

Por outro lado, também temos o seguinte resultado:
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Corolario 3.6. Seja E um espaco de Banach ordenado e completo de forma fraca e se-
quencial, cujo cone positivo ET seja normal, —A seja o gerador infinitesimal das familias
a-resolventes positivas {Sk(t); t = 0}, {Ki(t); t = 0} e {Tk(t); t = 0} com k = 1,2.
Seja g = oey, ¢(t,oe1) = Moep para 0 > 0 et € Jy. Se a nao-linearidade de
¢ € C(J X ET,E) satisfizer as suposicoes (Hy) e (Hy), entdo os sistemas (P3)-(P4)
téem uma solucao suave e-positiva em J.

Mencionamos a seguir, duas observagoes relevantes:

« Semigrupo analitico e semigrupo diferenciavel sdo semigrupos equicontinuos [44].
Em aplicagoes de equagoes diferenciais parciais, como a equagao de onda fortemente
amortecida, a equacao do tipo parabdlica, etc., seus semigrupos de solucao sao os
semigrupos analiticos. Portanto, é conveniente aplicar o Teorema 3.5 a essas
equacoes.

o Por outro lado, um dos problemas em aberto (veja Conclusoes e Perspectivas Fu-
turas) é a questao que envolve a propriedade de semigrupo para operadores fraci-
onérios. Como é sabido, nao é valido [45]. Nesse sentido, nao é possivel a priori
discutir diretamente os problemas apontados no item anterior envolvendo semigrupo
e aplicar o Teorema 3.2.

3.2 Aplicacao: um problema parabdlico

Nessa secao, usamos o Corolario 3.3 para investigar a existéncia de solugoes suaves
e-positivas para um problema de valor de contorno inicial fracionario do tipo parabdlico.
Seja I = (a,b) um intervalo aberto, definimos o espago de Sobolev como [13]

Wo(I) = {uGL”(I); Jgelr() e /Iuw’z—/lg% WGCS(I)}

com 1 < p < oco. Para p = 2, denotamos por H}(I) = Wy*(I).

Note que Wol P(I) é um espago de Banach para 1 < p < 0o, é reflexivo para 1 < p < 0o
e é separavel para 1 < p < .

Por outro lado, dado m € Z%, e 1 < p < oo definimos por indugéo o espago [13]

Wme(I) = {u € W™HP(I), tal que, u' € Wm_l’p} :
Definimos também
H™(I) = W™(I).

Para m = 2, temos H?(I) = W?2(I). Note que u € W™P(I) se, e somente se, existir m
fungoes g1, g2, ..., gm € LP(I) tal que

Jin — (1)) J oo
/IuDso (1) /Igsa,,sOECc (1),

Vj=1,2,...,m onde D;p denote a j-ésima derivada de ¢ e C2°(I) é o espago das funcoes
testes.

Considere o dominio limitado 2 C R cuja a fronteira 02 seja suficientemente suave.
Consideramos o problema de valor de contorno inicial fracionario do tipo parabdlico dado
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por
aa
at:—VQU = g(x,t,u),z€Q t € Jy, t# 1ty
Auliy, = I(v(ty)),2€Q k=123, .. (3.26)
u|aQ = 0
v(z,0) = ¢(z), x e,
onde ¢ a derivada parcial fraciondria de Caputo (0 < a < 1), V2 é operador de

ate _
Laplace, g(x,t,u) : Q X Joo x RT — RT é continua. Para o problema (3.26), temos o
seguinte resultado de existéncia:

Teorema 3.7. Seja A\ um autovalor real positivo minimal do operador de Laplace —V?
com a condigio de contorno de u|p,= 0, e; € L*(Q2) o autovalor positivo correspondente
a M. Seja o(z) > ei(x), g(a,t,oei(z)) > Moei(z) parax € Q, t € J, e > 0. Se a ndo
linearidade de g(x,t,u) : Q x Joo X RT — RT € continua e satisfaz as sequintes condigoes:

(A1) Eziste a,b € C(Q2 X Jo, RT) tal que
lg(z,t,n)|< alz, t)n|+b(z, ),

para qualquer v € Q, t € Jo, n € RT.

(A2) Para qualqguer R >0, T > 0 eziste M = M(R,T) > 0 tal que

g(x,t,me) — g(x, t,m) > —M(ns —m),

para algum x € Q, t € J e 0 < m < n2, |ml, [n2|< R.
Entdo, o sistema (3.26) tem solu¢io suave e-positiva.

Demonstragio. Seja E = L?(Q). Entao, E é um espaco completo de Banach sequencial-
mente e ordenado. Seja K = {u € L*(Q)/v(x) >0, q.t.p.x € Q}. Entdo, K é normal em
E. Agora, definimos um operador A dado por

{D(A) = H?*(Q)UHLQ)

Au = —V. (3.27)

O operador A : D(A) C E — E definido pela Eq.(3.27) é um operador auto-adjunto
positivo definido com resolvente compacto. Entdo, o espectro o(A) de A consiste em
todos os autovalores reais positivos e pode ser organizado em sequéncia como

D<A <A< - <A\ <+, \y =00, n— 00.

Pelo principio do maximo da equagao parabdlica, —A é um gerador infinitesimal das
familias a-resolventes positivos em L?(Q2). Para v € L*(), seja

o(t,v) == g(,t,0(), Le(v(tr)) = I(v(-), tr).

Entao, a equagao parabdlica impulsiva fracionaria do sistema (3.26) é reescrita na
forma da equacao diferencial fracionaria de evolucao impulsiva fracionaria do sistema
(P1) em E = L*(). Note que todas as condigdes do Corolario 3.3 sao satisfeitas.
Assim, o sistema (P1) tem uma solugao suave e-positiva u* € PC(J, F) que também é
uma solugdo suave do sistema (3.26). [
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Observacao 3.8. Uma consequéncia natural da aplicacio aqui investigada, € o caso
a = 1. Desta forma, basta tomar o = 1 no sistema (3.26) e usar o Teorema 3.7, e
obter o resultado para o caso inteiro. Note que também € possivel discutir outros casos
particulares, a partir da varia¢io de o no intervalo (0,1).
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Conclusoes e perspectivas futuras

A teoria de equagoes diferenciais fraciondrias, como discutido na introducao, é de
fato importante e ao longo dos anos vem crescendo consideravelmente pelas inimeras
contribuigoes positivas impactadas pela unificacdo do calculo fracionario e das equacoes
diferenciais. Por outro lado, operadores-solugao para alguns tipos de equagoes diferenciais
fracionarias, sao dados em termos de uma familia a-resolvente cujo gerador é um operador
setorial A tipo (M, 0, a, pu). Esses tipos de familias, sdo obtidos via transformada integral,
em particular a transformada de Laplace, e como abordado neste trabalho, é possivel obter
uma relacao dessa familia a-resolvente S, (+), T, (-) € Kq4(+), com as fungoes Mittag-LefHler.

A técnica da medida de nao-compacidade de Kuratowski e da desigualdade de Gronwall,
sao de suma importancia na discussao de propriedades de equacoes descritas por deriva-
das fracionérias. Por outro lado, a desigualdade de Gronwall, envolvendo a fungao (-)
é nova, que contém uma ampla classe de casos particulares. Além disso, apresentamos
detalhadamente uma explanacao sobre o novo operador fracionario -Hilfer, em particu-
lar, discutimos teoremas, lemas e propriedades que acercam a derivada, que sao de suma
importancia na justificativa de um operador ser de fato considerado fracionario. Nesse
sentido, discutimos alguns casos obtidos da derivada fracionaria -Hilfer, em particular,
a de Caputo, uma vez que é fundamental na formulacao do principal objetivo do traba-
lho, isto é, as equagbes que aparecem nos sistemas (P1) e (P2). Com isso, fechamos os
Capitulo 1 e Capitulo 2.

Por fim, uma vez que toda estrutura necessaria e suficiente para a formulacdo e dis-
cussao dos sistemas (P1) e (P2) foram bem fundamentadas, tornou possivel desenvolver
o principal resultado desse trabalho, ou seja, investigamos a existéncia de solucoes suaves
e-positivas para sistemas com equagao diferencial fracionaria de evolucao impulsiva para
0 < a < 1 (veja osistema (P1)), onde podemos notar a presenga das familias a-resolventes
Sa(+) e To(+); e para 1 < o < 2 (veja o sistema (P2)), podemos notar, a inclusao de mais
uma familia a-resolvente, K,(+), na formula¢ao da solugdo suave. A fim de obter o prin-
cipal resultado, utilizamos a medida de nao-compacidade de Kuratowski e a desigualdade
de Gronwall. Nesse sentido, afim de elucidar o resultado investigado, apresentamos uma
aplicagao envolvendo um problema de valor limite inicial do tipo parabdlico fracionério.
O resultado apresentado neste trabalho, é totalmente novo e como consequéncia positiva,
foi submetido a publicacao o artigo [23] intitulado “The e-positive mild solutions for im-
pulsive evolution fractional differential equations with sectorial operator” em Differential
Equations and Applications, onde discutimos o sistema (P1). Sendo assim, concluimos o
Capitulo 3. Uma continuagao natural do trabalho, é investigar e discutir os problemas
em aberto, conforme destacados a seguir.

Comentarios sobre problemas em aberto:

1. Uma melhor propriedade para S,,.
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Uma das propriedades de suma importancia na teoria de operadores, é o semigrupo.
No entanto, quando se investiga questoes envolvendo operadores fracionarios, essa pro-
priedade nao é valida, isto é, para S,(t) = E,(—t*A), temos S, (t + s) # Sa(t)Sa(s). Por
outro lado, é sabido que no caso inteiro é valido, ou seja, e = e®e!. Embora nao valha
a lei de semigrupo para S,(t) com 0 < a < 1, temos uma propriedade que melhor se
aproxima, dada por [45]

/OHS(t b5 — 1) 08 (r)dr — /Ot(t s — 1) (r)dr — /Os(t b s — 1) S (r)dr
=« /Ot /Os(t +5—71 — 7'2>(1_a)5a(Tl)Sa(TQ)dTldTg (3.28)

comt, s > 0.

A teoria de equagoes diferenciais fracionarias envolvem operadores solugao S, (+), Ta(+)
e K,(-), em particular conforme visto no Capitulo 3. No entanto, ndo é tarefa facil
investigar solucoes de equacgoes diferenciais fracionarias, uma vez que, a construgao da
solugao suave, ¢ obtida por meio de transformada integral, em particular, as transformadas
de Laplace e Fourier. E a propriedade de semigrupo, nesse caso é perdida, e uma forma de
sanar esse ponto, é utilizar propriedades que permitam construir a solugao e estejam bem
definidas. Além disso, outro caminho é tentar obter uma melhor propriedade S,(t + $)
ou S, (t)Sa(s) e lidar com a teoria que existe.

2. Solugao suave para problemas do tipo (P1) envolvendo a derivada fraci-
onaria vy-Hilfer.

Considere a equagao diferencial fracionaria de evolugdo impulsiva nao-linear no sentido
da derivada fracionaria -Hilfer, dada por

DG u(t) + Av(t) = o(t, v(t), tE€ Jx,
AU|t=7fk - [(U(tk))v ke IN7 t 7£ tk? (329)
v(0) = x.

Mudamos apenas a derivada fracionaria, as demais informagoes para o sistema (3.29)
sdo as mesmas apresentadas no sistema (P1).

Podemos indagar, qual o motivo de reservar o Capitulo 2 para apresentar detalhada-
mente uma explanagao do novo operador fracionario -Hilfer, uma vez que o principal
resultado foi construido com o operador de Caputo? Ou entdo, porque nao investigar
o sistema (P1) no sentido da derivada fracionaria -Hilfer, uma vez que ji existe uma
transformada de Laplace com relagdo a uma outra fungao [32] e a derivada é mais geral?
A resposta para essa questao, é bem simples, ainda ndo temos uma expressao (solugao
suave) para o sistema (3.29) conforme foi apresentada para os sistemas (P1) e (P2) na
Definicao 3.1. Esse é outro problema em aberto que se tem na teoria de equacoes di-
ferenciais fracionarias. Recetemente Jarad and Abdeljawad, discutiram um problema de
Cauchy fraciondrio (veja Teorema 5.2 [32]) envolvendo a derivada fracionaria -Caputo,
no entanto sem o operador infinitesimal A. Nessa questao, existe um problema a ser con-
tornado no plano complexo quando tentamos obter a solugao suave via a transformada de
Laplace com relacao a uma outra fungao. Certamente, resolvendo esse problema, iniimeras
questoes importantes poderao ser investigadas.
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