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RESUMO

Neste trabalho, usamos a medida de não-compacidade de Kuratowski e a desigualdade
de Grönwall e algumas propriedades envolvendo a teoria dos operadores setoriais para
obtermos a existência de soluções suaves 𝑒-positivas globais para uma classe de equações
diferenciais fracionárias de evolução com impulsos para os casos: 0 < 𝛼 ⩽ 1 e 1 < 𝛼 ⩽ 2.
Analisamos o caso 𝛼 = 1, recuperamos o caso inteiro. Assim, a fim de tornar mais
consistente e elucidar o resultado investigado, apresentamos uma aplicação envolvendo
um problema do tipo parabólico fracionário.

Palavras-chave: Equações diferenciais fracionárias, Soluções suaves 𝑒-positivas, Me-
dida de não-compacidade de Kuratowski, Desigualdade de Grönwall, Família 𝛼-resolvente
(Equações diferenciais).



ABSTRACT

In this work, we use the Kuratowski measure of non-compactness and Grönwall ine-
quality and some properties involving the theory of sectorial operators to obtain the
existence of global 𝑒-positive mild solutions for a class of impulsive evolution fractional
differential equations for the cases: 0 < 𝛼 ⩽ 1 and 1 < 𝛼 ⩽ 2. We discussed the special
case, that is, when 𝛼 = 1, we recover the entire case. In this sense, in order to make the
investigated result more consistent and elucidate, we present an application involving a
fractional parabolic problem.

Keywords: Fractional differential equations, 𝑒-Positive mild solutions, Kuratowski
measure of non-compactness, Grönwall inequality, 𝛼-Resolvent family.
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Introdução

Neste trabalho, investigamos a existência de soluções suaves 𝑒-positivas para as classes
de problemas fracionários não-lineares⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶D
𝛼
0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝛼 ∈ (0, 1),

Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,
𝜐(0) = 𝑥0.

(P1)

e ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶D

𝛼
0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝛼 ∈ (1, 2),

Δ𝜐(𝑡𝑘) = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), Δ𝑢′(𝑡𝑘) = 𝐼(𝑢′(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,

𝜐(0) = 𝑥0, 𝜐′(0) = 𝑥1.

(P2)

onde 𝜐 : 𝐽∞ = [0,+∞) → 𝐸, 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 → 𝐸 é um operador setorial tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇)
em 𝐸 um espaço de Banach, 𝑓 ∈ 𝐶(𝐽∞ × 𝐸,𝐸), Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘= 𝜐(𝑡+𝑘 ) − 𝜐(𝑡−𝑘 ) é o salto da
função 𝑢 no ponto 𝑡𝑘 que representa a função impulso 𝐼 : 𝐸 → 𝐸, sendo 𝜐(𝑡+𝑘 ) o limite à
direita e 𝜐(𝑡−𝑘 ) o limite à esquerda, em 𝑡 = 𝑡𝑘 e 𝑥0 ∈ 𝐸.

Considere ainda, 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 · · ·, com 𝑡𝑚
𝑚→∞−−−→ ∞, uma partição em

𝐽∞ e defina os intervalos: 𝐽0 = [0, 𝑡1] e 𝐽𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] (𝑘 ∈ N). E também, seja 𝜆1
o menor autovalor real positivo do operador linear 𝐴 e 𝑒1 ∈ 𝐷(𝐴) o autovetor positivo
correspondente a 𝜆1. Δ𝜐′|𝑡=𝑡𝑘 tem definição análoga ao Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 e 𝑥1 ∈ 𝐸.

O operador 𝐶D
𝛼
0+(·) é a derivada fracionária de Caputo. Essa derivada é uma genera-

lização natural das derivadas clássicas.

Ao longo dessa tese, entendemos por uma solução suave para os sistemas (P1) e (P2)
uma função 𝜐 ∈ 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸) tais que

𝜐(𝑡) = S𝛼(𝑡)𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠+ S𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

S−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖))

e

𝜐(𝑡) = S𝛼(𝑡)𝑥0 + K𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠+ S𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

S−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖))

+ K𝛼(𝑡)
𝑘∑︁
𝑖=1

K−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐′(𝑡𝑖)),

respectivamente.
Os detalhes de S𝛼(·), K𝛼(·) e T𝛼(·) são apresentados no Capítulo 2. Lembrando que,

S−1
𝛼 (·) e K−1

𝛼 (·) denotam o inverso dos operadores-solução S𝛼(·) e K𝛼(·), respectivamente,
em 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, · · · ,𝑚.
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Uma carta de l’Hospital a Leibniz, formulando uma questão envolvendo uma possí-
vel generalização da derivada de ordem inteira para uma de ordem fracionária, foi um
dos questionamento mais importantes que não se imaginava, em 1695, momento em que
iniciou o primeiro passo para a construção de uma nova teoria, hoje conhecida como Cál-
culo Fracionário (CF). Atualmente esta teoria está bastante difundida, com uma gama
enorme de definições de operadores fracionários (integrais e derivadas), bem como inúme-
ros resultados de outras áreas usando os conceitos fundamentais do Cálculo Fracionário
[2, 41, 42, 56, 61, 62, 65, 67, 70]. Uma das consequências importantes que o cálculo fracio-
nário proporciona, é a investigação de propriedades de equações diferenciais fracionárias,
ponto principal deste trabalho.

Nos últimos anos, observamos um interesse crescente nas investigações de equações
diferenciais fracionárias e aplicações [12, 16, 21, 22, 30, 54, 59, 66, 68]. O fato é que
inúmeros pesquisadores têm justificado que trabalhar com operadores fracionários (deri-
vadas e integrais) proporciona, em muitos casos, melhores resultados quando comparados
com operadores clássicos (ordem inteira), em particular, quando se trata de aplicações
[3, 4, 5, 40, 48, 63, 64]. Do ponto de vista teórico, ainda há um vasto caminho a ser
explorado, uma vez que a teoria está sendo construída em diversas direções, principal-
mente envolvendo operadores setoriais e quase setoriais [8, 29, 36, 43, 63, 64, 69, 71, 74].
Além disso, muitas questões ainda precisam ser respondidas, o que enriquecerá a teoria
em geral. Aqui, destacamos alguns trabalhos relevantes na teoria das equações diferenci-
ais fracionárias envolvendo operadores setoriais e quase setoriais [17, 20, 73, 76, 78, 79].
Evidentemente, é notável a importância das equações diferenciais fracionárias tanto no
âmbito teórico quanto no de aplicação.

Em 2012, Shu e Wang [51], consideraram a equação integrodiferencial fracionária se-
milinear no espaço de Banach 𝑋, dada por⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐶D
𝛼
0+𝑢 (𝑡) = 𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑡, 𝑢 (𝑡)) +

∫︁ 𝑡

0
𝑞 (𝑡− 𝑠) 𝑔 (𝑠, 𝑢 (𝑠)) 𝑑𝑠

𝑢 (0) +𝑚 (𝑢) = 𝑢0 ∈ 𝑋
𝑢′ (0) + 𝑛 (𝑢) = 𝑢1 ∈ 𝑋

(3)

onde 𝐶D
𝛼
0+(·) é a derivada fracionária definida por Caputo com 1 < 𝛼 < 2, 𝐴 é um

operador setorial tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇), definido do domínio 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 para 𝑋, as funções
não lineares contínuas 𝑓, 𝑔 são definidas de [0, 𝑇 ] × 𝑋 → 𝑋, 𝑞 : [0, 𝑇 ] → 𝑋 são funções
integráveis sobre [0, 𝑇 ] e a condição não local 𝑚 : 𝑋 → 𝑋, 𝑛 : 𝑋 → 𝑋 são duas
funções contínuas. Nesse sentido, os autores investigaram a existência e a unicidade de
uma solução suave para o sistema (3), usando o teorema de Krasnoselskii, o teorema de
Arzelà-Ascoli e o teorema do ponto fixo.

Em 2013, Yang e Liang [76], usando teoremas de ponto fixo e a teoria analítica de semi-
grupo, investigaram soluções positivas para o sistema de evolução via derivada fracionária
de Caputo em espaços de Banach, dada por{︃

𝐶D
𝑞
0+𝑢 (𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢 (𝑡)) , 𝑞 ∈ (0, 1), 𝑡 > 0

𝑢 (0) = 𝑢0 ∈ 𝑋

onde 𝐶D
𝑞
0+(·) é a derivada fracionária definida por Caputo, −𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 é o gera-

dor infinitesimal de um semigrupo analítico 𝑆(𝑡), 𝑡 ≥ 0 de operador linear uniformemente
limitado, e 𝑓 é uma função não linear.
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Ainda em 2013, Wang et al. [71], realizaram um estudo sobre controle ótimo para
equações fracionárias de evolução não-lineares com impulsos. Neste trabalho, eles in-
vestigaram a existência de soluções suaves contínuas por partes e aplicações de controle
parabólico impulsivo fracionário.

Em 2015, Wang e Shu [74], investigaram a existência de soluções suaves positivas
de equações de evolução fracionárias com condições não locais de ordem 1 < 𝛼 < 2,
usando os teoremas de ponto fixo: de Schauder e de Krasnoselskii. No mesmo ano, Ding
e Ahmad [20], investigaram soluções suaves (existência e unicidade) para equações de
evolução fracionárias com operadores quase setoriais. Conforme destacado, vários estudos
foram publicados, alguns importantes e relevantes para a teoria.

Em 2018 Shah et al. [49], utilizam o princípio da contração de Banach para discutir
a existência e unicidade de uma solução suave de uma equação diferencial de evolução
com impulsos. Fixam o impulso para obter a solução clássica, e estabelecem condições
para que a solução suave se torne a solução clássica. É notável que a área de equações
diferenciais fracionárias sejam elas, funcional, de evolução, com impulsos, sem impulsos,
com retardo vêm ao longo dos anos se estabelecendo de forma rica e positiva, não somente
pela quantidade de pesquisadores e trabalhos publicados, mas pela qualidade e impacto
desses resultados. Podemos aqui destacar alguns trabalhos sobre existência, unicidade, es-
tabilidade, atratividade, controlabilidade de soluções de equações diferenciais fracionárias
[12, 15, 17, 21, 30, 35, 47, 51, 55, 57] e suas referências.

Passemos agora a discorrer sobre cada um dos capítulos deste trabalho:

No Capítulo 1, apresentamos as estruturas dos espaços de funções contínuas, funções
absolutamente contínuas, funções contínuas por partes, funções reais 𝑝-integráveis e suas
respectivas normas. Além disso, apresentamos a definição do espaço ponderado 𝐶𝑎,𝛼 e,
também, discutimos os conceitos de família 𝛼-resolvente e operador setorial. Uma seção
na qual abordamos a desigualdade de Grönwall e mais uma seção que aborda a ideia de
medida de Kuratowski e alguns resultados relevantes na obtenção da principal contribuição
desta pesquisa.

O Capítulo 2 é dedicado a derivada fracionária 𝜓-Hilfer. Apresentamos os conceitos
básicos de derivadas e integrais fracionárias, e algumas propriedades. Motivados pelas
derivadas fracionárias de Caputo, Riemann-Liouville e Hilfer, Sousa e Oliveira [56] in-
troduzem a derivada fracionária 𝜓-Hilfer e então, apresentam propriedades, teoremas e
lemas. Além disso, alguns casos particulares da derivada fracionária 𝜓-Hilfer são apre-
sentados. Por fim, uma seção na qual discutimos o conceito de operador-solução dada
pelas famílias 𝛼-resolventes S𝛼(·), T𝛼(·) e K𝛼(·) em termos do resolvente 𝑅(𝜆𝛼, 𝐴) e tam-
bém em termos de funções de Mittag-Leffler. Nesse sentido, são abordadas relações entre
as famílias 𝛼-resolventes S𝛼(·), T𝛼(·) e K𝛼(·) através da derivada clássica. Além disso,
discutimos uma observação sobre a diferença entre uma integral calculada no intervalo
determinado em relação ao intervalo particionado a partir da escolha de 𝑛 ∈ N.

No Capítulo 3, trabalhamos com os principais problemas desta tese, os sistemas (P1) e
(P2). Motivados pelos trabalhos acima discutidos, pelas inúmeras questões em aberto que
envolvem a teoria de equações diferenciais fracionárias, e com o objetivo de contribuir com
novos resultados, em particular, envolvendo equações diferenciais fracionárias de evolução
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impulsivas, investigamos a existência de soluções suaves 𝑒-positivas para os sistemas (P1)
e (P2), envolvendo a teoria dos operadores setoriais, usando a medida de Kuratowski de
não-compacidade e a desigualdade de Grönwall. Ou seja, vamos investigar o resultado a
seguir:

Teorema 1. Considere o espaço de Banach (𝐸, ‖·‖), com ordem parcial “⩽”, cujo cone
positivo 𝐸+ é normal, e seja −𝐴 é o gerador infinitesimal das famílias 𝛼-resolventes
positivas {S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Para uma constante 𝜎 > 0 e
𝑡 ∈ 𝐽∞, seja 𝑥0 ⩾ 𝜎𝑒1 e 𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1. Se a não-linearidade de 𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ × 𝐸+, 𝐸)
satisfizer as condições a seguir:
(H1) Para 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 𝑥 ∈ 𝐸+, existem funções 𝑎 e 𝑏 ∈ 𝐶(𝐽∞, 𝐸

+), tais que

‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖⩽ 𝑎(𝑡)‖𝑥‖+𝑏(𝑡).

(H2) Para todo 𝑅 > 0 e 𝑇 > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝑅, 𝑇 ) > 0, tal que

𝜑(𝑡, 𝑦) − 𝜑(𝑡, 𝑥) ⩾ −𝐶(𝑦 − 𝑥),

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] e para 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑦 , com ‖𝑥‖, ‖𝑌 ‖⩽ 𝑅.

(H3) Para todo 𝑅 > 0 e 𝑇 > 0, existe 𝐿 = 𝐿(𝑅, 𝑇 ) > 0, tal que toda sequência monótona
crescente 𝑊 = {𝑥𝑛}𝑛∈N ⊂ 𝐸+ ∩𝐵(0, 𝑅) satisfaça

𝜇
(︁
𝜑(𝑡,𝑊 )

)︁
⩽ 𝐿 · 𝜇(𝑊 ), ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Então, os sistemas (P1) e (P2) têm solução suave 𝑒-positiva em 𝐽∞.

Quando 𝐸 for um espaço de Banach ordenado e fracamente sequencialmente completo,
excluímos a condição (H3) de medida de não-compacidade do Teorema 1 e obtemos o
resultado a seguir:

Corolário 2. Considere o espaço de Banach 𝐸, ordenado e completo de forma fraca
e sequencial, cujo cone positivo 𝐸+ seja normal, −𝐴 seja o gerador infinitesimal das
famílias 𝛼-resolventes positivas {S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Seja 𝑥0 ⩾
𝜎𝑒1, 𝑓(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1 para 𝜎 > 0 e 𝑡 ∈ 𝐽∞. Se a não-linearidade de 𝑓 ∈ 𝐶(𝐽∞ ×𝐸+, 𝐸)
satisfizer as suposições (H1) e (H2), então os sistemas (P1)-(P2) têm uma solução suave
𝑒-positiva em 𝐽∞.

As principais dificuldades em trabalhar com a solução suave 𝑒-positiva que envolvem
operadores solução S𝛼(·), T𝛼(·) e K𝛼(·) residem nos seguintes fatos:

1. Quando se investiga propriedades de soluções suaves de equações diferenciais, en-
volvendo operador resolvente, função de Mittag-Leffler, em particular, problemas
do tipo que envolvam as equações dos sistemas (P1) e (P2), é a não garantia
que o operador-solução satisfaça a propriedade de semigrupo, isto é, S𝛼(𝑡 + 𝑢) =
S𝛼(𝑡)S𝛼(𝑢), no entanto existe um caminho que torna possível realizar a discussão
dos resultados desejados. Shu et al. [52], propuseram uma definição mais apro-
priada para soluções suaves, uma vez que os operadores-solução não satisfazem a
propriedade de semigrupo. Assim, substituíram o termo de impulso S𝛼(𝑡 − 𝑡𝑖) por
S𝛼(𝑡)S−1

𝛼 (𝑡𝑖), onde S−1
𝛼 (𝑡𝑖) denota o inverso do operador-solução fracionário S𝛼(𝑡)

em 𝑡 = 𝑡𝑖, (𝑖 = 1, 2, · · ·𝑚). Além desse argumento válido, existem trabalhos que
abordam esse tipo de problema, fornecendo uma expressão para S𝛼(𝑡+ 𝑢) [14].
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2. Na investigação da solução global dos sistemas (P1) e (P2) (Teorema 1), existe
um problema em tentar controlar as normas dos operadores solução por meio de
estimativas.

3. Outra dificuldade é obter a existência de solução global suave 𝑒-positiva, uma vez que
foi necessário construir problemas paralelos com suas respectivas soluções suaves,
para obter o resultado desejado.

4. No caso de operadores fracionários mais gerais como a derivada fracionária 𝜓-Hilfer
com ordem 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛) e tipo 𝛽 ∈ (0, 1), certamente esses problemas apontados
o tornam maiores nesse sentido. Além desses problemas, para isso é preciso mudar
a estrutura do espaço 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸).

Uma consequência natural do resultado investigado, é o caso especial, isto é, tomando
𝛼 = 1 nos sistemas (P1) e (P2) e no Teorema 1, recuperamos o caso inteiro.

Com o intuito de apresentar uma aplicação a fim de enriquecer esse trabalho, vamos
a seguir apresentar um problema parabólico fracionário.

Considere o domínio limitado 𝐸 ⊂ R, cuja a fronteira 𝜕𝐸 seja suficientemente suave e
considere também o problema de valor de contorno inicial fracionário do tipo parabólico
dado por ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝛼𝜐

𝜕𝑡𝛼
− ∇2𝜐 = 𝑔(𝑦, 𝑡, 𝜐), 𝑦 ∈ 𝐸 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘

Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑦 ∈ 𝐸 𝑘 = 1, 2, 3, ...
𝜐|𝜕𝐸 = 0

𝜐(𝑦, 0) = 𝜑(𝑦), 𝑦 ∈ 𝐸.

(4)

onde 𝜕𝛼𝜐

𝜕𝑡𝛼
é a derivada fracionária parcial de Caputo com 𝛼 ∈ (0, 1), ∇2 é operador de

Laplace, 𝑔(𝑦, 𝑡, 𝜐) : 𝐸 × 𝐽∞ × R+ → R+ é contínua.
Para o sistema (4), temos o resultado de existência:

Teorema 3. Seja 𝜆1 o menor autovalor real positivo do operador de Laplace −∇2 com
a condição de contorno de 𝜐|𝜕𝐸= 0, 𝑒1 ∈ 𝐿2(𝐸) o autovalor positivo correspondente a
𝜆1. Seja 𝜙(𝑥) ≥ 𝑒1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜎𝑒1(𝑥)) ≥ 𝜆1𝜎𝑒1(𝑥) para 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 𝜎 > 0. Se
a não-linearidade de 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜐) : 𝐸 × 𝐽∞ × R+ → R+ é contínua e satisfaz as seguintes
condições:

(A1) Existe 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(𝐸 × 𝐽∞,R+) tal que

|𝑔(𝑦, 𝑡, 𝜂)|≤ 𝑎(𝑦, 𝑡)|𝜂|+𝑏(𝑦, 𝑡)

para qualquer 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝜂 ∈ R+.

(A2) Para qualquer 𝑅 > 0, 𝑇 > 0 existe 𝑀 = 𝑀(𝑅, 𝑇 ) > 0 tal que

𝑔(𝑦, 𝑡, 𝜂2) − 𝑔(𝑦, 𝑡, 𝜂1) ≥ −𝑀(𝜂2 − 𝜂1)

para algum 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 0 ≤ 𝜂1 ≤ 𝜂2, |𝜂1|, |𝜂2|≤ 𝑅.
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Então, o sistema (4) tem solução suave 𝑒-positiva.

Uma consequência natural da aplicação feita, é quando tomamos 𝛼 = 1 no sistema
(4), recuperamos o caso inteiro.

Concluímos a tese com os objetivos alcançados. Nesse sentido, apresentamos alguns
problemas em aberto na teoria de equações diferenciais fracionárias que permitem dar
continuidade a esse trabalho, e destacando o vasto caminho e trabalhos que podem ser
discutidos na área.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns conceitos de análise funcional e de cálculo fraci-
onário que serão necessários no desenvolvimento do texto. Iniciamos com algumas defi-
nições de espaços de funções e alguns conceitos fundamentais com relação a semigrupos.
Finalizamos com o conceito sobre medida de Kuratowski e alguns lemas essenciais na
discussão do principal resultado deste trabalho.

1.1 Espaços de funções
Definição 1.1 (Espaço das funções lineares limitadas). [33] Sejam 𝑆 e 𝑇 espaços nor-
mados, então temos que o espaço das funções lineares limitadas e sua norma, são dados
por

ℒ(𝑆, 𝑇 ) := {𝐴 : 𝑆 → 𝑇 ; 𝐴 : um operador linear limitado}

‖𝐴‖ℒ(𝑆,𝑇 ) := sup
‖𝑥‖𝑆=1

‖𝐴𝑥‖𝑇 = sup
‖𝑥‖𝑆⩽1

‖𝐴𝑥‖𝑇 = sup
𝑥 ̸=0

‖𝐴𝑥‖𝑇
‖𝑥‖𝑆

.

De onde, segue:

(𝑖) Se 𝑇 = 𝑆, então ℒ(𝑆, 𝑆) = ℒ(𝑆).

(𝑖𝑖)
(︁
ℒ(𝑆), ‖·‖ℒ(𝑆)

)︁
é um espaço de Banach.

(𝑖𝑖𝑖) ‖𝐴𝐵‖ℒ(𝑆) ⩽ ‖𝐴‖ℒ(𝑆)‖𝐵‖ℒ(𝑆).

Considere o intervalo 𝐽 = [𝑎, 𝑏] e 𝑝 ∈ [1,∞), definimos o espaço 𝐿𝑝(𝐽), das funções
Lebesgue integráveis [33], e sua norma usual, como

𝐿𝑝(𝐽) :=
{︃
𝜐 : 𝐽 → R;

∫︁ 𝑏

𝑎
|𝜐(𝑠)|𝑝𝑑𝑠 < ∞

}︃
e ‖𝜐‖𝑝=

(︃∫︁ 𝑏

𝑎
|𝜐(𝑠)|𝑝𝑑𝑠

)︃1/𝑝

.

(𝐿𝑝(𝐽), ‖·‖𝑝) é um espaço de Banach.
Seja 𝑛 ∈ N, 𝐽 um intervalo fechado e (𝐸, ‖·‖) um espaço de Banach:
∙ Definimos o espaço das funções contínuas e sua norma usual como

𝐶(𝐽,𝐸) := {𝑓 : 𝐽 → 𝐸; 𝑓 : contínua} e ‖𝑓‖𝐶 := sup
𝑡∈𝐽

|𝑓(𝑡)|.
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∙ Definimos o espaço das funções 𝑛-vezes continuamente diferenciáveis e sua norma
usual como

𝐶𝑛(𝐽,𝐸) :=
{︁
𝑓 : 𝐽 → 𝐸; 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶(𝐽,𝐸)

}︁
e ‖𝑓‖𝐶𝑛 := sup

𝑡∈𝐽
|𝑓 (𝑛)(𝑡)|.

Note que os espaços definidos acima são de Banach.

Sejam 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞ e 𝐽 = [𝑎, 𝑏], definimos o espaço das funções 𝑛-vezes absoluta-
mente contínuas como [33]

𝐴𝐶𝑛(𝐽,R) = 𝐴𝐶𝑛(𝐽) =
{︁
𝜑 : 𝐽 → R; 𝜑(𝑛−1) ∈ 𝐴𝐶(𝐽)

}︁
.

Definição 1.2 (Espaço das Funções Contínuas por Partes). [57, 58, 75] Sejam 𝐸 um
espaço de Banach e 𝐽∞ = [0,∞) ⊂ R um intervalo. Definimos o espaço das funções
contínuas, por segmentos, como

𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸) :=
{︃

𝜐 : 𝐽∞ → 𝐸; 𝜐(𝑡) : contínua em 𝑡 ̸= 𝑡𝑘, contínua à esquerda em
𝑡 = 𝑡𝑘 e exista o limite à direita, 𝜐(𝑡+𝑘 ), para ∀ 𝑡𝑘 ∈ 𝐽∞, com 𝑘 ∈ N

}︃
,

munido da norma ‖𝜐‖𝑃𝐶 = {sup‖𝜐(𝑡)‖; 𝑡 ∈ 𝐽∞} formam um espaço de Banach.

Definição 1.3 (Espaço Ponderado 𝐶𝑎,𝛼). [50] Sejam 𝑎, 𝛼 ∈ R. Uma função 𝑓 : [𝑎,∞) →
𝐸 pertence ao espaço 𝐶𝑎,𝛼 se existir um número real 𝑝 > 𝛼 e uma função 𝑔 ∈ 𝐶([𝑎,∞);𝐸)
tais que 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝𝑔(𝑡). Além disso, dizemos que 𝑓 ∈ 𝐶𝑚

𝑎,𝛼 se 𝑓 (𝑚) ∈ 𝐶𝑎,𝛼, para algum
𝑚 ∈ N.

Definição 1.4 (Operador compacto). [74, 75] Sejam 𝑋, 𝑌 espaços normados. Um ope-
rador linear 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 é compacto (ou completamente contínuo) se, e somente se,
para qualquer sequência limitada (𝑥𝑛)∞

𝑛=1 ⊂ 𝑋 a sequência (𝑇𝑥𝑛)∞
𝑛=1 ⊂ 𝑌 possui uma

subsequência convergente em 𝑌 .

Denotamos por 𝐷(𝐴) e 𝑅(𝐴), respectivamente, o domínio e a imagem de uma função
𝐴.

Usamos as notações clássicas: 𝑓 (𝑛)(𝑥) =
(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥) = 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝑥), para 𝑛 ∈ N.

Definição 1.5. [53] Uma sequência (𝑥𝑛) em um espaço de Banach 𝐸 é dita fracamente
Cauchy se 𝑥*(𝑥𝑛) é convergente para todo funcional 𝑥* ∈ 𝐸*. 𝐸* é o dual de 𝐸.

Definição 1.6. [53] Seja 𝐸 um espaço de Banach, dizemos que 𝐸 é completo de forma
fraca e sequencial, se toda sequência fracamente Cauchy converge fracamente.

Definição 1.7 (Conjunto Resolvente). [14] Considere o operador linear 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 →
𝐸 e o subconjunto 𝐼𝑚(𝜆𝐼 −𝐴) em 𝐸. Definimos 𝜌(𝐴) como o conjunto resolvente de 𝐴,
que é formado pelos 𝜆 ∈ C que satisfazem as condições a seguir:

1 (𝜆𝐼 − 𝐴) é um operador injetor.

2 𝐸 = 𝐼𝑚(𝜆𝐼 − 𝐴).

3 (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 : 𝐼𝑚(𝜆𝐼 − 𝐴) → 𝐸 é um operador limitado.

Definição 1.8 (Resolvente). [14] Para cada 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴), chamamos de resolvente ao
operador linear 𝑅(𝜆,𝐴) := (𝜆𝐼 − 𝐴)−1.
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Definição 1.9 (Espectro). [14] Seja 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 → 𝐸 um operador linear. Definimos
o espectro de 𝐴 como o complementar do conjunto resolvente, isto é, 𝜎(𝐴) = C ∖ 𝜌(𝐴).

Definição 1.10 (Cone). [39] Seja 𝐸 um espaço de Banach real. Um subconjunto não-
vazio, fechado e convexo 𝐸+ ⊂ 𝐸 é considerado um cone se ele satisfizer as seguintes
condições:

(𝑖) Se 𝑥 ∈ 𝐸+ e 𝜆 ⩾ 0, então 𝜆𝑥 ∈ 𝐸+.

(𝑖𝑖) Se 𝑥 ∈ 𝐸+ e −𝑥 ∈ 𝐸+, então 𝑥 = 0.

Todo cone 𝐸+ ⊂ 𝐸 induz uma ordem em 𝐸 dada por: 𝑥 ⩽ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐸+.

Definição 1.11 (Cone normal). Um cone no espaço de Banach 𝐸 é considerado normal
se for possível encontrar 𝛿 > 0, tal que

‖𝑥+ 𝑦‖⩾ 𝛿 · (‖𝑥‖+‖𝑦‖), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸+.

Definição 1.12 (Semigrupo). [14, 44] Uma família
{︁
𝑇 (𝑡); 𝑡 ⩾ 0

}︁
⊂ ℒ(𝐸) é considerada

um semigrupo de operadores lineares em 𝐸, se:

(𝑖) 𝑇 (0) = 𝐼, onde 𝐼 é o operador identidade em 𝐸;

(𝑖𝑖) 𝑇 (𝑡+ 𝑠) = 𝑇 (𝑡)𝑇 (𝑠), para todo 𝑡, 𝑠 ⩾ 0.

Se, além disso,
(𝑎) ‖𝑇 (𝑡) − 𝐼‖ℒ(𝐸)

𝑡→0+
−−−→ 0, dizemos que o semigrupo é uniformemente contínuo;

(𝑏) ‖𝑇 (𝑡)𝑥 − 𝑥‖𝐸
𝑡→0+
−−−→ 0, para cada 𝑥 ∈ 𝐸, dizemos que o semigrupo é fortemente

contínuo.

Definição 1.13 (Funções de Mittag–Leffler). [50, 51] Sejam 𝛼, 𝛽 > 0 e 𝑧 ∈ C, definimos
as funções Mittag–Leffler E𝛼(·) e E𝛼,𝛽(·), respectivamente, com um e com dois parâmetros,
como

E𝛼(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1) e E𝛼,𝛽(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) .

Definição 1.14 (Operador setorial). [50, 51] Um operador linear fechado 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂
𝐸 → 𝐸 é considerado um operador setorial tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇) se existir 𝑀 > 0, 0 < 𝜃 < 𝜋

2
e 𝜇 ∈ R tais que:

1 o 𝛼-resolvente de 𝐴 exista fora do setor 𝜇+𝛴𝜃 = {𝜇+ 𝜆𝛼; 𝜆 ∈ C, |arg(−𝜆𝛼)|< 𝜃},

2 satisfaça a estimativa ‖(𝜆𝛼𝐼 − 𝐴)−1‖⩽ 𝑀

|𝜆𝛼 − 𝜇|
, 𝜆𝛼 /∈ 𝜇+𝛴𝜃.
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1.2 Medida de não-compacidade
A noção de medida de não-compacidade (MNC) introduzida por K. Kuratowski tem

um papel importante na análise funcional, em particular, aplicada à teoria de equações
diferenciais e integrais, e à teoria de operadores.

Considere a família B(𝐸) dos subconjuntos limitados do espaço de Banach 𝐸 e saiba
que 𝐵 ⊂ 𝐸 é limitado, se 𝐵 estiver contido em alguma bola. Se 𝐵 ∈ B(𝐸) não for
relativamente compacto, então existe um 𝜀 > 0, tal que 𝐵 não possa ser recoberto por um
número finito de 𝜀-bolas. Além disso, também é impossível recobrir 𝐵 por um número
finito de conjuntos de diâmetro < 𝜀.

Definição 1.15 (MNC). [72, 75, 79] Sejam (𝐸,⩽) um espaço ordenado de Banach e 𝐸+

o cone positivo de 𝐸. Uma aplicação Φ : B(𝐸) → 𝐸+ é denominada medida de não-
compacidade em B(𝐸) se Φ(𝑐𝑜𝐵) = Φ(𝐵) para todo 𝐵 ∈ B(𝐸), onde 𝑐𝑜𝐵 representa o
casco convexo de 𝐵.

Definição 1.16 ( MNC de Kuratowski). [72, 75, 79] Seja 𝐸 um espaço de Banach. A
MNC de Kuratowski de 𝐵 ∈ B(𝐸) é uma aplicação 𝜇 : B(𝐸) → R+ definida por

𝜇(𝐵) = inf
{︃
𝜀 > 0; 𝐵 =

𝑛⋃︁
𝑘=1

𝐵𝑘 e 𝛿(𝐵𝑘) ⩽ 𝜀, ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}
}︃
. (1.1)

onde 𝛿(𝑋) = max{|𝑎− 𝑏|; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋} é o diâmetro do conjunto 𝑋.

Lema 1.17. [72, 75, 79] Sejam 𝑆 e 𝑇 conjuntos limitados em um espaço de Banach Ω,
seja 𝑆 o fecho de 𝑆, 𝑐𝑜(𝑆) o casco convexo de 𝑆 e 𝑎 um número real. Então a medida de
não-compacidade possui as seguintes propriedades:

(1) 𝜇(𝑆) = 0 ⇐⇒ 𝑆 for compacto;

(2) 𝑆 ⊂ 𝑇 ⇒ 𝜇(𝑆) ⩽ 𝜇(𝑇 );

(3) 𝜇(𝑆) = 𝜇(𝑆) = 𝜇(𝑐𝑜(𝑆));

(4) 𝜇(𝑎𝑆) = |𝑎| 𝜇(𝑆);

(5) 𝜇(𝑆 + 𝑇 ) ⩽ 𝜇(𝑆) + 𝜇(𝑇 ), onde 𝑆 + 𝑇 = {𝑥+ 𝑦; 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑦 ∈ 𝑇};

(6) 𝜇(𝑆 ∪ 𝑇 ) = max{𝜇(𝑆), 𝜇(𝑇 )};

(7) 𝜇({𝑥} ∪ 𝑆) = 𝜇(𝑆), ∀𝑥 ∈ Ω, ∅ ≠ 𝑆 ⊂ Ω;

Importante mencionar as observações a seguir:
O item (1) diz que a MNC 𝜇 é considerada regular.
O item (2) diz que a MNC 𝜇 é considerada monótona.
Os itens (4) e (5) indicam que 𝜇 é uma seminorma.
Para os próximos lemas, considere o intervalo 𝐽* = [0, 𝑏] e o espaço de Banach 𝐶(𝐽*, 𝐸),

então, para qualquer 𝐵 ⊂ 𝐶(𝐽*, 𝐸) e para todo 𝑡 ∈ 𝐽*, definimos os conjuntos

𝐵(𝑡) := {𝜐(𝑡); 𝜐 ∈ 𝐵} ⊂ 𝐸 e
∫︁ 𝑡

0
𝐵(𝑠)𝑑𝑠 :=

{︂∫︁ 𝑡

0
𝜐(𝑠)𝑑𝑠; 𝜐 ∈ 𝐵

}︂
.
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Lema 1.18. [72, 75, 79] Seja 𝐵 ⊂ 𝐶(𝐽*;𝐸) um conjunto limitado, então 𝐵(𝑡) é limitado
em 𝐸 e

𝜇(𝐵(𝑡)) ⩽ 𝜇(𝐵), para todo 𝑡 ∈ 𝐽*.

Lema 1.19. [72, 75, 79] Considere o conjunto limitado e equicontínuo 𝐵 ⊂ 𝐶(𝐽*, 𝐸),
então 𝜇(𝐵(𝑡)) é contínua em 𝐽*,

𝜇(𝐵) = sup{𝜇(𝐵(𝑡)); 𝑡 ∈ 𝐽*} e 𝜇
(︂∫︁ 𝑡

0
𝐵(𝑠)𝑑𝑠

)︂
⩽
∫︁ 𝑡

0
𝜇
(︁
𝐵(𝑠)

)︁
𝑑𝑠.

Lema 1.20. [72, 75, 79] Seja 𝐽 = [𝑎, 𝑏], 𝐵 ⊂ 𝐶(𝐽 ; 𝐸) limitado e equicontínuo, então
𝑐𝑜(𝐵) ⊂ 𝐶(𝐽 ; 𝐸) também é limitado e equicontínuo.

Lema 1.21. [72, 75, 79] Seja {𝜐𝑛}∞
𝑛=1 uma sequência de funções Bochner-integráveis,

de 𝐽 = [𝑎, 𝑏] em 𝐸, com ‖𝑢𝑛(𝑡)‖⩽ 𝑚(𝑡), para quase todo 𝑡 ∈ 𝐽 e todo 𝑛 ⩾ 1, onde
𝑚 ∈ 𝐿(𝐽 ;R+), então a função Φ(𝑡) = 𝜇

(︁
{𝜐𝑛(𝑡)}∞

𝑛=1

)︁
∈ 𝐿(𝐽 ;R+) e satisfaz

𝜇
(︂{︂∫︁ 𝑡

𝑎
𝜐𝑛(𝑠)𝑑𝑠; 𝑛 ∈ N

}︂)︂
⩽ 2

∫︁ 𝑡

𝑎
Φ(𝑠)𝑑𝑠. (1.2)

Lema 1.22. [72, 75, 79] Considere o conjunto limitado 𝐵. Então, existe uma sequência
{𝜐𝑛}𝑛∈N ⊂ 𝐵, de forma que

𝜇(𝐵) ⩽ 𝜇
(︁
{𝜐𝑛}𝑛∈N

)︁
+ 𝜖, ∀𝜖 > 0.

O grau de não-compacidade de um conjunto é medido por meio de funções chama-
das medidas de não-compacidade. Conforme apresentada acima, para a medida de não-
compacidade de Kuratowski. Também podemos mencionar outras duas importantes e
mais utilizadas medidas de não-compacidade, isto é, a medida de não-compacidade de
Hausdorff que foi introduzida por Goldenstein et al. [24] em 1957, e posteriormente es-
tudado por Goldenstein e Markus [25], e a medida de não-compacidade de Istratescu em
1972 [31].

Tal abordagem cria a possibilidade de definir medidas úteis e práticas de não compa-
cidade em vários espaços de Banach. A medida de não compacidade é uma ferramenta
muito útil em espaços de Banach. Eles são amplamente utilizados em teoria de ponto
fixo, equações diferenciais, equações funcionais, equações integrais e integro-diferenciais,
otimização, etc. [1, 6, 9, 37, 38]. Também podemos destacar o trabalho de Darbo [18] ao
usar MNC para generalizar tanto o princípio clássico do ponto fixo de Schauder quanto
o princípio de mapeamento da contração de Banach para os chamados operadores de
condensação.

1.3 Desigualdade de Grönwall
Em 1919, T. H. Grönwall [26] provou uma desigualdade notável que atraiu e continua

a atrair considerável atenção na literatura. Na teoria de equações diferenciais, as desi-
gualdades do tipo Grönwall de uma variável para as funções reais desempenham um papel
muito importante. O primeiro uso da desigualdade de Grönwall para estabelecer limites
e unicidade é devido a R. Bellman [10]. A desigualdade de Grönwall, que geralmente é
provada em equações diferenciais elementares usando argumentos de continuidade, é uma
ferramenta importante no estudo do comportamento qualitativo de soluções de equação
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diferencial e estabilidade. O problema da análise de estabilidade de sistemas não-lineares
com dependência temporal tem atraído a atenção de vários pesquisadores e tem produ-
zido um vasto conjunto de resultados importantes [11, 27, 34]. Por outro lado, podemos
destacar a importância da desigualdade de Grönwall na teoria de equações diferenciais
fracionárias. Em 2007 Ye et al. [77], apresentaram uma generalização para a desigualdade
de Grönwall a fim de discutir uma aplicação em equações diferenciais fracionárias. Em
2019, Sousa e Oliveira [60], motivados por inúmeras desigualdade de Grönwall e pela fun-
ção 𝜓(·), introduziram uma versão mais geral, permitindo discutir problemas de equações
diferenciais fracionárias mediante a derivada fracionária 𝜓-Hilfer.

A seguir, vamos apresentar a desigualdade de Grönwall (veja Lema 1.24), cuja im-
portância é fundamental na investigação de existência e unicidade de soluções de equações
diferenciais e equações diferenciais fracionárias. As respectivas provas, não serão apresen-
tadas, mas podem ser encontradas em [60].

Teorema 1.23. [60] Sejam 𝑢 e 𝑣 duas funções não-negativas e integráveis e a função 𝑔
não-negativa, não decrescente, contínua e com domínio 𝐽 = [𝑎, 𝑏]. Considere a função
crescente 𝜓 ∈ 𝐶1(𝐽) tal que 𝜓′(𝑡) seja não-nula, para todo 𝑡 ∈ 𝐽 . Se

𝑢(𝑡) ⩽ 𝑣(𝑡) + 𝑔(𝑡)
∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝜏)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜏)

)︁𝛼−1
𝑢(𝜏)𝑑𝜏,

então
𝑢(𝑡) ⩽ 𝑣(𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑎

∞∑︁
𝑘=1

[𝑔(𝑡)Γ(𝛼)]𝑘
Γ(𝛼𝑘) 𝜓′(𝜏)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜏)

)︁𝛼𝑘−1
𝑣(𝜏)𝑑𝜏.

Lema 1.24 (Desigualdade de Grönwall). [60] Sob a hipótese do Teorema 1.23, seja 𝑣
uma função não-decrescente em [𝑎, 𝑏]. Então, para todo 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], temos

𝑢(𝑠) ⩽ 𝑣(𝑠)E𝛼
(︁
𝑔(𝑠) Γ(𝛼)[𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑎)]𝛼

)︁
,

onde E𝛼(·) é a função Mittag-Leffler.

Por exemplo, tomando 𝜓(𝑡) = 𝑡 no Lema 1.24, temos o seguinte caso particular:

Lema 1.25 (Desigualdade de Grönwall). [60] Sob a hipótese do Teorema 1.23, seja 𝑣
uma função não-decrescente em [𝑎, 𝑏]. Então, para todo 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], temos

𝑢(𝑠) ⩽ 𝑣(𝑠)E𝛼
(︁
𝑔(𝑠) Γ(𝛼)[𝑠− 𝑎]𝛼

)︁
,

onde E𝛼(·) é uma função Mittag-Leffler.

Escolhendo 𝜓(𝑠) = 𝑠 e 𝛼 = 1, temos o caso especial, dado por:

Lema 1.26 (Desigualdade de Grönwall). [60] Sob a hipótese do Teorema 1.23, seja 𝑣
uma função não-decrescente em [𝑎, 𝑏]. Então, para todo 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], temos

𝑢(𝑠) ⩽ 𝑣(𝑠)𝑒𝑔(𝑠)(𝑠−𝑎).

Note que, para cada escolha de 𝜓(·) no Lema 1.24, temos uma classe de generalizações
da desigualdade de Grönwall.



21

Capítulo 2

Cálculo fracionário com respeito a
outra função

O objetivo deste capítulo é apresentar detalhadamente uma abordagem sobre a teoria
do cálculo fracionário com respeito a outra função, ou seja, em relação a função 𝜓(·).
Primeiramente, é necessário e suficiente discutir os conceitos fundamentais das integrais
de Riemann-Liouville com relação função 𝜓(·) e propriedades correlacionadas. Em vista
disso, motivados pelas definições das derivadas fracionárias de Riemann-Liouville, Caputo,
Hilfer e das próprias definições das integrais fracionárias 𝜓-Riemann-Liouville, apresenta-
mos as definições das derivadas fracionária 𝜓 e consequentemente propriedades, teoremas,
lemas e casos obtidos da escolha de 𝜓(·). A derivada fracionária 𝜓-Hilfer, introduzida por
Sousa e Oliveira [56] em meados de 2018, com a finalidade de agrupar uma enorme gama
de derivadas fracionárias, em um único operador diferencial.

2.1 Integrais fracionárias
Existem inúmeras definições de integrais fracionárias, um caso especial e clássico é a

definida por Riemann–Liouville, conforme a definição a seguir:
Definição 2.1. [2, 56] Sejam 𝛼 > 0 e 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R um intervalo com −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞.
Definimos as integrais fracionárias de Riemann–Liouville de ordem 𝛼, à esquerda
e à direita, respectivamente, como

ℐ𝛼𝑎+𝜑(𝑥) = 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜑(𝑠)
(𝑥− 𝑠)1−𝛼𝑑𝑠, 𝑥 > 𝑎 (2.1)

e
ℐ𝛼𝑏−𝜑(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥

𝜑(𝑠)
(𝑠− 𝑥)1−𝛼𝑑𝑠, 𝑥 < 𝑏. (2.2)

Uma proposta para generalizar uma classe de definições de integrais fracionárias é
dada pela definição a seguir, envolvendo uma função 𝜓.
Definição 2.2 (Integrais 𝜓-Riemann–Liouville). [2, 33, 56] Sejam 𝛼 > 0 e 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂
R um intervalo com −∞ ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ ∞, considere ainda a função 𝜓(𝑥) crescente e
positiva em (𝑎, 𝑏), de forma que 𝜓′(𝑥) seja contínua em (𝑎, 𝑏). Definimos as integrais
fracionárias com relação à 𝜓 da função 𝜑 definida em 𝐽 e ordem 𝛼, respectivamente,
à esquerda e à direita, como

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑠)

(︁
𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑠)

)︁𝛼−1
𝜑(𝑠)𝑑𝑠 (2.3)
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e
ℐ𝛼;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥
𝜓′(𝑠)

(︁
𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑥)

)︁𝛼−1
𝜑(𝑠)𝑑𝑠. (2.4)

A seguir dois lemas importantes no decorrer deste trabalho, outros resultados podem
ser obtidos em [33].

Lema 2.3. Para 𝛼, 𝛽 > 0, temos as seguintes propriedades de semigrupo:

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ ℐ𝛽;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑥) = ℐ𝛼+𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑥) e ℐ𝛼;𝜓

𝑏− ℐ𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑥) = ℐ𝛼+𝛽;𝜓

𝑏− 𝜑(𝑥).

Demonstração. Veja [33]

Lema 2.4. Sejam 𝛼 > 0 e 𝛿 > 0, assim

1. Se 𝜑(𝑡) = (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿−1, então ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = Γ(𝛿)

Γ(𝛼 + 𝛿)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛼+𝛿−1.

2. Se 𝜙(𝑡) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛿−1, então ℐ𝛼;𝜓
𝑏− 𝜙(𝑡) = Γ(𝛿)

Γ(𝛼 + 𝛿)(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛼+𝛿−1.

Demonstração. Veja [33]

Um exemplo é dado pela escolha de 𝜓(𝑠) = 𝑠 nas Eq.(2.3) e Eq.(2.4), obtendo assim
a Definição 2.1, da integral fracionária de Riemann–Liouville. A partir da escolha de
𝜓, 𝑎, 𝑏 e tomando o limite dos parâmetros 𝛼 e 𝛽 na Definição 2.2, obtemos uma grande
gama de integrais fracionárias [2, 56].

2.2 Derivadas fracionárias
Nesta seção, vamos apresentar os operadores 𝜓-Riemann-Liouville e 𝜓-Caputo cujas

definições foram motivadas, respectivamente, pelas definições clássicas dos operadores de
Riemann-Liouville e de Caputo, que definimos a seguir. Além disso, apresentamos alguns
resultados básicos.

Definição 2.5 (Derivadas de Riemann–Liouville). [33] Sejam 𝐽 = (𝑎, 𝑏), 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈
(𝑛− 1, 𝑛) e 𝜑(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛(𝑎, 𝑏). Definimos as derivadas fracionárias de Riemann–
Liouville da função 𝜑 e ordens 𝛼, respectivamente, à esquerda e à direita, como

𝒟𝛼
𝑎+𝜑(𝑥) =

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛼
𝑎+ 𝜑(𝑥) = 1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑥

𝑎
(𝑥− 𝑠)𝑛−𝛼−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠 (2.5)

e

𝒟𝛼
𝑏−𝜑(𝑥) = (−1)𝑛

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛼
𝑏− 𝜑(𝑥) = (−1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑏

𝑥
(𝑠− 𝑥)𝑛−𝛼−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠. (2.6)

Definição 2.6 (Derivadas de Caputo). Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛), 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um in-
tervalo com −∞ ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ ∞ e 𝜑 ∈ 𝐶𝑛(𝐽, R). Definimos as derivadas fracionárias
de Caputo da função 𝜑 e ordens 𝛼, respectivamente, à esquerda e à direita, como

𝐶D
𝛼

𝑎+𝜑(𝑥) = ℐ𝑛−𝛼
𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝜑(𝑥) (2.7)

e
𝐶D

𝛼

𝑏−𝜑(𝑥) = ℐ𝑛−𝛼
𝑏− (−1)𝑛

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝜑(𝑥). (2.8)
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Definição 2.7 (Derivadas de Hilfer). Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛−1, 𝑛) e 𝛽 ∈ [0, 1]. Definimos
as derivadas fracionárias de Hilfer da função 𝜑 ∈ 𝐶𝑛(𝑎, 𝑏) de ordem 𝛼 e tipo 𝛽,
respectivamente, à esquerda e à direita, como

𝐷𝛼,𝛽
𝑎+ 𝜑(𝑥) = ℐ𝛽(𝑛−𝛼)

𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑎+ 𝜑(𝑥)

e
𝐷𝛼,𝛽
𝑏− 𝜑(𝑥) = ℐ𝛽(𝑛−𝛼)

𝑏−

(︃
− 𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑏− 𝜑(𝑥)

sendo ℐ𝛼𝑎+(·) e ℐ𝛼𝑏−(·) as integrais fracionárias de Riemann-Liouville dadas pela Definição
2.1.

Vamos considerar a seguinte notação para facilitar o desenvolvimento do trabalho:

Ψ[𝑛] :=
(︃

1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
.

Definição 2.8 (Derivadas 𝜓-Riemann–Liouville). [2, 33, 56] Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛−1, 𝑛),
𝐽 = (𝑎, 𝑏) e 𝜑(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛(𝐽), com −∞ ⩽ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 ⩽ ∞, e ainda 𝜓′(𝑥) ̸= 0.
Definimos as derivadas fracionárias 𝜓-Riemann–Liouville da função 𝜑 de ordens
𝛼, respectivamente, à esquerda e à direita, como

𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑥) = Ψ[𝑛] ℐ𝑛−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑥) =
(︃

1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑥)

= 1
Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑠))𝑛−𝛼−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠 (2.9)

e

𝒟𝛼;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑥) = (−1)𝑛Ψ[𝑛] ℐ𝑛−𝛼;𝜓

𝑏− 𝜑(𝑥) =
(︃

−1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛼;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑥)

= 1
Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
−1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑏

𝑥
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑥))𝑛−𝛼−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠. (2.10)

Lema 2.9. Para 𝛼, 𝛿 > 0, então valem as propriedades:

1 Se 𝜑(𝑡) = (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿−1, então 𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛼)
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛼+𝛿−1
.

2 Se 𝜙(𝑡) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛿−1, então 𝒟𝛼;𝜓
𝑏− 𝜙(𝑡) = Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛼)
(︁
𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡)

)︁𝛼+𝛿−1
.

Demonstração. Veja [2, 56].

Considerando 𝜓(𝑡) = 𝑡 e substituindo nas Eq.(2.9) e Eq.(2.10), obtemos as equações
apresentadas na Definição 2.5.

Definição 2.10 (Derivadas 𝜓-Caputo). [2, 33, 56] Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛−1, 𝑛), 𝐽 = [𝑎, 𝑏]
um intervalo com −∞ ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ ∞ e considere as funções 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R) de forma
que 𝜓 seja crescente e, para todo 𝑡 ∈ 𝐽 , a derivada 𝜓′(𝑡) seja não-nula. Definimos as
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derivadas fracionárias 𝜓-Caputo de 𝜑 e ordens 𝛼, respectivamente, à esquerda e à
direita, como

𝐶D
𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝑛−𝛼;𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜑(𝑡) (2.11)

e

𝐶D
𝛼;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = ℐ𝑛−𝛼;𝜓

𝑏−

(︃
−1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜑(𝑡). (2.12)

Teorema 2.11. Se 𝜑 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] e 𝛼 > 0, então

𝐶D
𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)
[︃
𝜑(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘! (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝑘 Ψ[𝑘]𝜑(𝑎)

]︃

e
𝐶D

𝛼;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑏− 𝜑(𝑡)
[︃
𝜑(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘! (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝑘(−1)𝑘 Ψ[𝑘]𝜑(𝑏)

]︃
.

Demonstração. Veja [2, 56].

Considerando 𝜓(𝑡) = 𝑡 e substituindo nas Eq.(2.11) e Eq.(2.12), obtemos as equações
apresentadas na Definição 2.6.

2.3 Derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer
Nesta seção, vamos discutir de forma detalhada um novo conceito de derivada fra-

cionária, introduzida recentemente por Sousa e Oliveira [56], denominada 𝜓-Hilfer, esta
tem a finalidade agrupar uma enorme gama de definições de derivadas fracionárias em
um único operador. Além disso, vamos discutir algumas propriedades essenciais para o
cálculo fracionário e suas respectivas demonstrações.

Definição 2.12. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1], 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um intervalo real
com −∞ ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ ∞ e considere duas funções 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R) de modo que 𝜓 seja
crescente e, para todo 𝑡 ∈ 𝐽 , a derivada 𝜓′(𝑡) seja não-nula. Definimos as derivadas
fracionárias 𝜓-Hilfer de 𝜑 com ordem 𝛼 e tipo 𝛽, respectivamente, à esquerda e à
direita, como

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) (2.13)

e
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = ℐ𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑏−

(︃
−1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡). (2.14)

Sejam 𝛼 ∈ (0, 1) e 𝛽 ∈ [0, 1]. O espaço ponderado 𝐶𝛼,𝛽
𝛾;𝜓 (𝐽,R) é definido como

𝐶𝛼,𝛽
𝛾;𝜓 (𝐽) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐶𝛾;𝜓(𝐽); 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓 ∈ 𝐶𝛾;𝜓(𝐽)

}︁
, com 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(1 − 𝛼).

Ainda mais, definindo 𝛾 := 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼), podemos reescrever:
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1. 𝛽(𝑛− 𝛼) = 𝛾 − 𝛼 e

2. (1 − 𝛽)(𝑛− 𝛼) = (𝑛− 𝛼) − 𝛽(𝑛− 𝛼) = 𝑛− [𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼)] = 𝑛− 𝛾.

Agora, podemos substituir a ordem do operador de integração nas Eq.(2.13) e Eq.(2.14),
conforme a notação anterior, segue

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) (2.15)

e
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝛼;𝜓

𝑏−

(︃
−1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = (−1)𝑛ℐ𝛾−𝛼;𝜓

𝑏− 𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡). (2.16)

sendo 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ (·) e 𝒟𝛾;𝜓

𝑏− (·) os operadores 𝜓-Riemann-Liouville (Definição 2.8).

Como 𝑛 − 𝛾 = (1 − 𝛽)(𝑛 − 𝛼), temos as derivadas fracionárias 𝜓-Riemann–Liouville,
dadas por

𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) =

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) ⇒ lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = Ψ[𝑛]𝜑(𝑡),

e
𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) =

(︃
−1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) ⇒ lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = (−1)𝑛Ψ[𝑛]𝜑(𝑡).

Teorema 2.13. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e considere as funções 𝜑, 𝜓 ∈
𝐶𝑛+1([𝑎, 𝑏], R), então temos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼+ 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎) + 1

Γ(𝛾 − 𝛼+ 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑠
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

e

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = (−1)𝑛(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼+ 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑏) − (−1)𝑛

Γ(𝛾 − 𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥
(𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑠
𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑠)𝑑𝑠.

Demonstração. Primeiramente, usando a Eq.(2.15), temos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 1

Γ(𝛾 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼−1 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠. (2.17)

Considere ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢 = 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)

𝑑𝑢 = 𝑑

𝑑𝑠
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

e

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑣 = 𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼−1𝑑𝑠

𝑣 = −(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼

(𝛾 − 𝛼)

e realizando a integração por partes na integral fracionária Eq.(2.17), obtemos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 1

Γ(𝛾 − 𝛼+ 1)

[︂
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑎) +
∫︁ 𝑡

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑠
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

]︂
que é o resultado desejado.

Analogamente, obtemos o outro caso.
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Se 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛+1([𝑎, 𝑏], R), usando o fato de que Ψ[𝑛]𝜑(𝑡) = lim
𝛼→𝑛−

𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) e aplicando

limite em ambos os lados das Eq.(2.15) e Eq.(2.16), e usando Teorema 2.13, obtemos
[56]

lim
𝛼→𝑛−

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = Ψ[𝑛]𝜑(𝑡) e lim

𝛼→𝑛−

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = (−1)𝑛Ψ[𝑛]𝜑(𝑡)

Teorema 2.14. Para todo 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e considerando a constante

𝜅 = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼

Γ(𝑛− 𝛾 + 1)Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) , com 𝛾 := 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼),

os operadores 𝜓-Hilfer são limitados, dados por⃦⃦⃦
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

⩽ 𝜅 ‖𝜑‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓

e
⃦⃦⃦
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

⩽ 𝜅 ‖𝜑‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓
. (2.18)

Demonstração. Primeiro, notamos que⃦⃦⃦
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

=
⃦⃦⃦⃦(︂ 1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝑛
ℐ𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

= max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒⃒
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾

(︂ 1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝑛
ℐ𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
= max

𝑡∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒⃒
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾

(︂ 1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︂𝑛 1
Γ(𝑛− 𝛾)

∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝑛−𝛾−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒

⩽
‖𝜑‖𝐶𝑛

𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾) max
{︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝑛−𝛾−1𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︂

⩽
(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛾 ‖𝜑‖𝐶𝑛

𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾 + 1) . (2.19)

Usando a definição do operador 𝜓-Hilfer e a Eq.(2.19), obtemos⃦⃦⃦
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

=
⃦⃦⃦
ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑
⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

= max
{︁⃒⃒⃒

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)
⃒⃒⃒
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︁

⩽

⃦⃦⃦
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

Γ(𝛾 − 𝛼) max
{︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝛼−1𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

}︂

⩽
(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)
⃦⃦⃦
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑

⃦⃦⃦
𝐶𝛾;𝜓

⩽
(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼

Γ(𝑛− 𝛾 + 1)Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) ‖𝜑‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓

= 𝜅 ‖𝜑‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓
,

que é o resultado desejado.

Ainda mais, considere a derivada 𝜓-Hilfer e a função 𝜙(𝑡) = ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡), então

temos
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝑛−𝜇;𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜙(𝑡),

com 𝜇 = 𝑛(1 − 𝛽) + 𝛽𝛼.
Assim, obtemos a relação entre os operadores 𝜓-Hilfer e 𝜓-Caputo, dada por

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐶𝐷

𝜇;𝜓
𝑎+ 𝜙(𝑡) = 𝐶𝐷

𝜇;𝜓
𝑎+

[︁
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡)

]︁
.
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Teorema 2.15. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e 𝑓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R), então

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝒟𝑛−𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+

[︃
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝑘 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

𝑘!

]︃

e

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = 𝒟𝑛−𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑏−

[︃
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝑘 𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑏)

𝑘!

]︃
,

com 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑘 − 𝛼).

Demonstração. De fato, considere 𝛿 = 𝑛 − 𝛽(𝑛 − 𝛼) e 𝜙(𝑡) = ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡), do

Teorema 2.11, obtemos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐶D

𝛿;𝜓
𝑎+𝜙(𝑡)

= 𝒟𝛿;𝜓
𝑎+

[︃
𝜙(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
Ψ[𝑘]𝜙(𝑎)

]︃

= 𝒟𝛿;𝜓
𝑎+

⎡⎣𝜙(𝑡) −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘 (︃ 1
𝜓′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑘
ℐ(1−𝛽)(𝑘−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

⎤⎦
= 𝒟𝛿;𝜓

𝑎+

[︃
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
𝒟𝛿;𝜓
𝑎+,𝑘𝜑(𝑎)

]︃
,

que é o resultado desejado.

Teorema 2.16. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e 𝑓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R), então

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

e
ℐ𝛼;𝜓
𝑏−

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝜑(𝑏).

Demonstração. Usando o Lema 2.3 e a definição de derivada fracionária 𝜓-Hilfer, obte-
mos

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛼;𝜓

𝑎+

(︁
ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)
)︁

= ℐ𝛾;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡). (2.20)
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Integrando por partes, temos

ℐ𝛾;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) = 1
Γ(𝛾)

∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−1 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

= 1
Γ(𝛾)

(︃∫︁ 𝑡

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−1 𝑑

𝑑𝑠
Ψ[𝑛−1] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠
)︃

= 1
Γ(𝛾 − 1)

∫︁ 𝑡

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−2 𝑑

𝑑𝑠
Ψ[𝑛−2] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

− 1
Γ(𝛾)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−1Ψ[𝑛−1] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑎)

= 1
Γ(𝛾 − 2)

∫︁ 𝑡

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−3 𝑑

𝑑𝑠
Ψ[𝑛−3] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

− 1
Γ(𝛾)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−1Ψ[𝑛−1] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑎)

− 1
Γ(𝛾 − 1)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−2Ψ[𝑛−2] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑎)

...

= 1
Γ(𝛾 − 𝑛)

∫︁ 𝑡

𝑎
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))𝛾−𝑛−1 ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠

−
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

isto é,

ℐ𝛾;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝑛;𝜓
𝑎+ ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎).

(2.21)
Introduzindo os parâmetros 𝐴 = 𝛾 − 𝑛 = 𝛼 + 𝛽(𝑛 − 𝛼) = 𝛼 + 𝛽𝑛 − 𝛽𝛼 e 𝐵 =

(1 − 𝛽)(𝑛 − 𝛼) = 𝑛 − 𝛼 − 𝛽𝑛 + 𝛽𝛼, temos 𝐴 + 𝐵 = 0, usando o Lema 2.3 e pela Eq.
(2.20), concluímos que

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝑛;𝜓

𝑎+ ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

= 𝜑(𝑡) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎),

que é o resultado desejado.

Teorema 2.17. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e 𝜑, 𝜙 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R), então

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜙(𝑡) ⇔ 𝜑(𝑡) = 𝜙(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘 (2.22)

e
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜑(𝑡) = 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝜙(𝑡) ⇔ 𝜑(𝑡) = 𝜙(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝑘. (2.23)

Demonstração. Suponha que 𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜙(𝑡), isto é, 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ (𝜑(𝑡)−𝜙(𝑡)) = 0.
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Aplicando a integral 𝜓-Riemann–Liouville à esquerda em ambos os lados desta equa-
ção, temos

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

(︁
𝜑(𝑡) − 𝜙(𝑡)

)︁
= 0.

Do Teorema 2.16, vem que

𝜑(𝑡) − 𝜙(𝑡) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ (𝜑− 𝜙)(𝑎) = 0.

Então, concluímos que

𝜑(𝑡) = 𝜙(𝑡) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾−𝑘
,

sendo 𝑐𝑘 = Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ (𝜑− 𝜙)(𝑎)
Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) .

Para provar a recíproca, admitimos que

𝜑(𝑡) = 𝜙(𝑡) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾−𝑘
. (2.24)

Aplicando o operador 𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (·) na Eq.(2.24), obtemos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜙(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾−𝑘
.

Usando a igualdade 𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
= 0, ∀𝑘 ∈ [1..𝑛], concluímos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝜙(𝑡),

que é o resultado desejado.

Lema 2.18. Sejam 𝑛 ∈ N, 𝛾 ∈ [𝑛− 1, 𝑛) e 𝜑 ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏], então

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎) = lim

𝑡→𝑎+
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 0, 𝑛− 1 ⩽ 𝛾 < 𝛼.

Demonstração. Note que ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] é limitada. Assim 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏], então(︁

𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾
𝜑(𝑡) é contínua em [𝑎, 𝑏] e daí

⃒⃒⃒(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾
𝜑(𝑡)

⃒⃒⃒
< 𝑀 ⇒ |𝜑(𝑡)|<

⃒⃒⃒⃒(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁−𝛾
⃒⃒⃒⃒
𝑀, (2.25)

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] para alguma constante 𝑀 positiva.
Da Eq.(2.25), segue
⃒⃒⃒
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡)

⃒⃒⃒
<
⃒⃒⃒⃒
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁−𝛾
⃒⃒⃒⃒
𝑀 = 𝑀

Γ(𝑛− 𝛾)
Γ(𝛼 + 𝑛− 𝛾)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛼−𝛾
. (2.26)

Assim 𝛾 < 𝛼, o lado direito → 0 quando 𝑥 → 𝑎+, então temos

ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎) = lim

𝑡→𝑎+
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 0,

o que prova o resultado.
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Teorema 2.19. Sejam 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ [0, 1] e 𝜑 ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏], então temos
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡) e 𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− ℐ𝛼;𝜓

𝑏− 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡).

Demonstração. De fato, temos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)

= ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛽𝑛+𝛽𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡)

= ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡).

Utilizando o Teorema 2.16 e o Lema 2.18, concluímos que
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)

= 𝜑(𝑡) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) Ψ[𝑛−𝑘] ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑎)

= 𝜑(𝑡),

que é o resultado desejado.

O próximo resultado diz respeito à lei do semigrupo entre os operadores ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ (·) e

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (·).

Teorema 2.20. Sejam 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛), 𝛽 ∈ [0, 1] e 𝜑 ∈ 𝐶𝑚+𝑛([𝑎, 𝑏], R),
então, para todo 𝑘 ∈ N, temos

(︁
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

)︁𝑘 (︁𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑡) =

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑐)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘𝛼
Γ(𝑘𝛼 + 1) .

e (︁
ℐ𝛼;𝜓
𝑏−

)︁𝑘 (︁𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏−

)︁𝑚
𝜑(𝑡) =

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑏−

)︁𝑚
𝜑(𝑑)

(︁
𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑡)

)︁𝑘𝛼
Γ(𝑘𝛼 + 1)

para algum 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑥) e 𝑑 ∈ (𝑥, 𝑏).

Demonstração. Usando o Lema 2.3, temos
(︁
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

)︁𝑘
= ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ · ℐ𝛼;𝜓
𝑎+ · . . . · ℐ𝛼;𝜓

𝑎+ = ℐ𝑘𝛼;𝜓
𝑎+ , então

(︁
ℐ𝛼;𝜓
𝑎+

)︁𝑘 (︁𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑡) = ℐ𝑘𝛼;𝜓

𝑎+

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑡)

= 1
Γ(𝑘𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠)

)︁𝑘𝛼−1 (︁𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑠)𝑑𝑠

=

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑐)

Γ(𝑘𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝑠)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠)

)︁𝑘𝛼−1
𝑑𝑠

=

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝑓(𝑐)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘𝛼
𝑘𝛼Γ(𝑘𝛼)

=

(︁
𝐻D

𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+

)︁𝑚
𝜑(𝑐)

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘𝛼
Γ(𝑘𝛼+ 1) ,

com 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑥), garantido pelo teorema do valor médio para integrais [28].
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2.4 Derivadas obtidas a partir da 𝜓-Hilfer
Usando a derivada fracionária 𝜓-Hilfer, Definição 2.12, variando a escolha de 𝜓, 𝑎, 𝑏

e tomando o limite dos parâmetros 𝛼 e 𝛽, obtemos uma ampla classe de derivadas fraci-
onárias [56]. Aqui vamos citar algumas particulares.

1. Para 𝜓(𝑡) = 𝑡 na Eq.(2.13), obtemos

𝐻D
𝛼,𝛽;𝑥
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝛽(𝑛−𝛼)

𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝐷𝛼,𝛽

𝑎+ 𝜑(𝑡)

a derivada fracionária de Hilfer.

2. Tomando o limite 𝛽 → 0 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

𝐻D
𝛼,0;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) =

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝜑(𝑡)

a derivada fracionária 𝜓-Riemann–Liouville.

3. Para 𝜓(𝑥) = 𝑥 e tomando o limite 𝛽 → 0 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

𝐻D
𝛼,0;𝑥
𝑎+ 𝜑(𝑡) =

(︃
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
ℐ𝑛−𝛼;𝑥
𝑎+ 𝜑(𝑡)

=
(︃
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛 1
Γ(𝑛− 𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎
(𝑡− 𝑠)𝑛−𝛼−1𝜑(𝑠)𝑑𝑠

= 𝒟𝛼
𝑎+𝜑(𝑡),

a derivada fracionária de Riemann–Liouville.

4. Tomando o limite 𝛽 → 1 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

𝐻D
𝛼,1;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝑛−𝛼;𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜑(𝑡) = 𝐶D

𝛼;𝜓
𝑎+ 𝜑(𝑡)

a derivada fracionária 𝜓-Caputo.

5. Considere 𝜓(𝑡) = 𝑡 e tomando o limite 𝛽 → 1 nos dois lados da Eq.(2.13), obtemos

𝐻D
𝛼,1;𝑡
𝑎+ 𝜑(𝑡) = ℐ𝑛−𝛼;𝑡

𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜑(𝑡)

= 1
Γ(𝑛− 𝛼)

∫︁ 𝑡

𝑎
(𝑡− 𝑠)𝑛−𝛼−1

(︃
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝜑(𝑠)𝑑𝑠

= 𝐶D
𝛼

𝑎+𝜑(𝑡),

a derivada fracionária de Caputo.

A seguir alguns pontos que merecem ser destacados.

1. Da escolha da função 𝜓(·), dos parâmetros 𝑎, 𝑏 e dos limites de 𝛽 → 1 e 𝛽 → 0, é
possível obter inúmeras classes de casos particulares. Acima, apresentamos somente
os casos de derivadas fracionárias clássicas.
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2. Quando se discute um caso particular do operador 𝜓-Hilfer, as propriedades são
mantidas.

3. As regras tipo Leibniz I e II também existem para a derivada 𝜓-Hilfer, e ainda é
possível discutir possíveis casos particulares. A pergunta natural que pode surgir,
é porque "tipo"? Como sabemos existe um critério a ser satisfeito para saber se
de fato, uma derivada é considerada fracionária ou não. Por exemplo, a derivada
fracionária de Caputo não satisfaz tal regra. Então, a palavra "tipo"na regra de
Leibniz, aborda exatamente essa questão. As regras tipo Leibniz I e II englobam
todas as possíveis derivadas fracionárias. Para maiores detalhes veja [61].

2.5 Teoria dos operadores no cálculo fracionário
A teoria de operadores-solução é de extrema importância em diversas áreas, em par-

ticular, quando se trata dos operadores setoriais e quase-setoriais. Ao longo desses anos e
com a crescente ascensão do cálculo fracionário e sua importância na teoria de equações
diferenciais, motivou cada vez mais seu uso na discussão de propriedades de equações
diferenciais, como existência e unicidade, atratividade, estabilidade, etc. Aqui, temos
como objetivo apresentar as definições fundamentais dos operadores-solução S𝛼(·), T𝛼(·)
e K𝛼(·) e alguns resultados que são importantes para o desenvolvimento do trabalho [50].
Na literatura existem inúmeros trabalhos de grande importância que tratam de teoria
de operadores, em particular, trabalhos que abordam problemas de equações diferenciais
fracionárias [7, 19, 28, 46, 79].

Vamos discutir soluções suave 𝑒-positivas envolvendo operadores setoriais de uma equa-
ção diferencial fracionária de evolução impulsiva não linear de ordem 0 < 𝛼 < 1, e para
isso, os operadores S𝛼(·) e T𝛼(·) já são suficientes para caracterizar sua respectiva solução
suave. No entanto, quando se discute o mesmo tipo de problema, mas para equações
diferenciais fracionárias com ordem 1 < 𝛼 < 2, é necessário introduzir o operador-solução
K𝛼(·). Consequentemente, discutimos propriedades importantes envolvendo esses opera-
dores.

Definição 2.21 (Família 𝛼-Resolvente). [51] Considere o operador linear 𝐴, fechado e
densamente definido, em um espaço de Banach 𝐸. O conjunto limitado {S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} é
considerado uma família de operadores 𝛼-resolventes gerada por 𝐴 se satisfizer condições
a seguir:

(𝑎) S𝛼(·) é fortemente contínuo em R+ e S𝛼(0) = 𝐼;

(𝑏) S𝛼(𝑡)𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴) e 𝐴S𝛼(𝑡)𝑥 = S𝛼(𝑡)𝐴𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑡 ⩾ 0;

(𝑐) Para todo 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) e 𝑡 ⩾ 0, S𝛼(𝑡)𝑥 = 𝑥+ ℐ𝛼0 S𝛼(𝑡)𝐴𝑥.

Os operadores-solução podem ser definidos através de integrais com núcleo 𝑅(𝜆𝛼, 𝐴),
assim como, em termos das funções Mittag-Leffler. Tais operadores aparecem definidas e
equiparadas no Lema 2.22.
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Lema 2.22. [50, 51, 74] Seja 𝐴 um operador setorial tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇) e 𝑐 um caminho
apropriado, então

S𝛼(𝑡) := 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑐
𝑒𝜆𝑡𝜆𝛼−1𝑅(𝜆𝛼, 𝐴)𝑑𝜆 = E𝛼,1(𝐴𝑡𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑡𝛼)𝑘
Γ(1 + 𝛼𝑘) . (2.27)

T𝛼(𝑡) := 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑐
𝑒𝜆𝑡𝑅(𝜆𝛼, 𝐴)𝑑𝜆 = 𝑡𝛼−1E𝛼,𝛼(𝐴𝑡𝛼) = 𝑡𝛼−1

∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑡𝛼)𝑘
Γ(𝛼 + 𝛼𝑘) .(2.28)

K𝛼(𝑡) := 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑐
𝑒𝜆𝑡𝜆𝛼−2𝑅(𝜆𝛼, 𝐴)𝑑𝜆 = 𝑡E𝛼,2(𝐴𝑡𝛼) = 𝑡

∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑡𝛼)𝑘
Γ(2 + 𝛼𝑘) . (2.29)

Demonstração. Ver [50]

Na discussão de soluções tipo "mild"ou suave para equações diferenciais fracionárias,
em particular, as que vamos abordar nesse trabalho, elas são obtidas por meio da trans-
formada de Laplace, e assim são expressas em termos dos operadores solução S𝛼(·), T𝛼(·)
e K𝛼(·) dependendo da ordem da derivada fracionária.

No próximo Lema apresentamos as relações entre os operadores-solução.
Lema 2.23. [50, 51, 74] Seja 𝐴 um operador setorial tipo (𝑀, 𝜉, 𝛼, 𝜇), então

𝑑

𝑑𝑠
(K𝛼(𝑡)) = S𝛼(𝑡) e 𝑑

𝑑𝑠
(S𝛼(𝑡)) = 𝐴T𝛼(𝑡).

Demonstração. Ver [50]
Lema 2.24. [50, 51, 74] Seja 𝐴 um operador setorial tipo (𝑀, 𝜉, 𝛼, 𝜇) e 𝛼 ∈ (0, 1), então
(1)

𝐶D
𝛼

0+[S𝛼(𝑡)𝑥0] = 𝐴[S𝛼(𝑡)𝑥0];

(2)
𝐶D

𝛼

0+

(︂∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

)︂
= 𝐴

∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜑(𝑡);

onde S𝛼(·) e T𝛼(·) são dados pelas Eq.(2.27) e Eq.(2.28).
Demonstração. Ver [50]
Corolário 2.25. [50, 51, 74] Para 𝑡𝑘 > 0 e sob as condições do Lema 2.24,

𝐶D
𝛼

0+

(︂∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉
)︂

= 𝐴
∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜑(𝑡).

Como estamos trabalhando com equações diferenciais fracionárias com impulsos, é
importante notar o resultado que apresentamos a seguir.
Lema 2.26. [50, 51, 74] Para 𝑡𝑘 > 0,

𝑑

𝑑𝑡

[︂∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

]︂
̸= 𝑑

𝑑𝑡

[︂∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

T𝛼(𝑡− 𝜉)𝜑(𝜉)𝑑𝜉
]︂
.

Demonstração. Ver [50]

A seguinte observação, tem o mesmo objetivo do Lema 2.26, isto é, apresentar a
diferença entre uma integral calculada no intervalo determinado em relação ao intervalo
particionado a partir da escolha de 𝑘 ∈ N.

𝐶D
𝛼

0+

(︂∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉

)︂
̸= 𝐶D

𝛼

0+

(︂∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

T𝛼(𝑡− 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉
)︂
, 𝑡𝑘 > 0.
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Capítulo 3

Existência de solução suave
𝑒-positiva

Conforme abordado, a teoria de operadores fracionários, tem chamado a atenção de
pesquisadores de várias áreas, o que permitiu um crescimento exponencial nesses últimos
anos. Embora tenha um volume importante de trabalhos de alto calibre, existem questões
e problemas que ainda não foram possíveis solucionar. Problemas de existência de solução
suave 𝑒-positiva, é um problema ainda pouco abordado na teoria de equações diferenciais
fracionárias, muitas vezes por falta de ferramentas e por questões estruturais do tipo de
equação diferencial fracionária que se trabalha. Por exemplo, ainda não existe nenhum
problema do tipo que vamos abordar aqui, envolvendo a derivada fracionária 𝜓-Hilfer.
Então essas questões destacadas, foram uma das motivações que permitiu a discussão do
principal resultado deste trabalho. Nesse capítulo, vamos investigar o ponto principal
desta tese, isto é, estudamos as soluções suaves 𝑒-positivas, buscando a existência de
tal solução, para dois problemas de valor inicial com equação diferencial fracionária de
evolução impulsiva não-linear em espaço de Banach, usando a desigualdade de Grönwall,
o critério de Cauchy e a medida de não-compacidade de Kuratowski [60, 72, 75, 79]. Por
outro lado, discutimos algumas ideias de espaço de Sobolev 𝑊 1,𝑝

0 e 𝑊𝑚,𝑝 para 𝑚 ∈ Z+
≥2 e

através da aplicação do Corolário 3.3, investigamos a existência de solução envolvendo
um problema de valor de contorno inicial do tipo parabólico fracionário.

Primeiramente, apresentamos os dois principais problemas a serem investigados.
Considere a equação diferencial fracionária de evolução impulsiva não-linear do tipo

Caputo, dada por⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶D

𝛼
0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞,

Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,
𝜐(0) = 𝑥0.

(P1)

onde 𝜐 : 𝐽∞ = [0,+∞) → 𝐸, 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 → 𝐸 é um operador setorial tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇)
em 𝐸, 𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ ×𝐸,𝐸), Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘= 𝜐(𝑡+𝑘 ) − 𝜐(𝑡−𝑘 ) é o salto da função 𝑢 no ponto 𝑡𝑘 que
representa a função impulso 𝐼 : 𝐸 → 𝐸, sendo que 𝜐(𝑡+𝑘 ) e 𝜐(𝑡−𝑘 ) representam os limites
à direita e à esquerda de 𝜐(𝑡) em 𝑡 = 𝑡𝑘, respectivamente, e 𝑥0 ∈ 𝐸. Além disso, 𝐶D𝛼

0+(·)
é a derivada definida por Caputo, 𝛼 ∈ (0, 1) é a ordem de derivação e 𝐸 é um espaço de
Banach.

Considere ainda, 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 · · ·, com 𝑡𝑚
𝑚→∞−−−→ ∞, uma partição em

𝐽∞ e defina os intervalos: 𝐽0 = [0, 𝑡1] e 𝐽𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] (𝑘 ∈ N). E também, seja 𝜆1
o menor autovalor real positivo do operador linear 𝐴 e 𝑒1 ∈ 𝐷(𝐴) o autovetor positivo
correspondente a 𝜆1.
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Note que no sistema (P1) apresentado, a ordem 𝛼 ∈ (0, 1). Agora, vamos considerar
uma situação semelhante, o sistema (P2), no entanto vamos admitir que a ordem da
derivada fracionária seja 𝛼 ∈ (1, 2), como segue⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐶D
𝛼
0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞,

Δ𝜐(𝑡𝑘) = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), Δ𝜐′(𝑡𝑘) = 𝐼(𝜐′(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,

𝜐(0) = 𝑥0, 𝜐′(0) = 𝑥1.

(P2)

onde as variáveis são as mesmas do sistema (P1), ressaltando que Δ𝜐′|𝑡=𝑡𝑘 tem definição
análoga ao Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 e 𝑥1 ∈ 𝐸.

O próximo passo, é definir as soluções dos respectivos sistemas (P1) e (P2).

Definição 3.1 (Solução suave). [50, 51, 52] Uma função abstrata 𝜐 ∈ 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸) é uma
solução suave para o sistema (P1) se satisfizer a seguinte equação integral

𝜐(𝑡) = S𝛼(𝑡)𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝑠)𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠+ S𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

S−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖)). (3.1)

Para o sistema (P2) se satisfizer

𝜐(𝑡) = S𝛼(𝑡)𝑥0 + K𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
T𝛼(𝑡− 𝑠)𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠

+ S𝛼(𝑡)
𝑘∑︁
𝑖=1

S−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖)) + K𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

K−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐′(𝑡𝑖)), (3.2)

com S𝛼(·), T𝛼(·) e K𝛼(·) dados pelas Eq.(2.27), Eq.(2.28) e Eq.(2.29), respectivamente.
Lembrando que, S−1

𝛼 (·) e K−1
𝛼 (·) denotam o inverso dos operadores-solução S𝛼(·) e K𝛼(·),

respectivamente, em 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, · · · ,𝑚.
Além disso, se existir 𝑒 ⩾ 0 e 𝜎 > 0, de modo que 𝜐(𝑡) ⩾ 𝜎𝑒 para 𝑡 ∈ 𝐽∞, então a

chamamos de uma solução suave 𝑒-positiva [75].

Para o espaço de Banach (𝐸, ‖·‖), considere o operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 → 𝐸, linear e
fechado, tal que −𝐴 seja o gerador infinitesimal das famílias 𝛼-resolventes {S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0},
{K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Então, existem ̃︁𝑀 > 0 e 𝛿 > 0 [54, 72, 73], tais que, para
𝑡 ⩾ 0,

‖S𝛼(𝑡)‖𝐶 ⩽ ̃︁𝑀𝑒𝛿𝑡,

‖K𝛼(𝑡)‖𝐶 ⩽ ̃︁𝑀𝑒𝛿𝑡,

‖T𝛼(𝑡)‖𝐶 ⩽ ̃︁𝑀𝑒𝛿𝑡.

A seguir, através do Teorema 3.2, vamos investigar a principal contribuição deste
trabalho e discutir algumas consequências do resultado obtido.

Teorema 3.2. Seja (𝐸, ‖·‖) um espaço de Banach com ordem parcial “⩽”, cujo cone
positivo 𝐸+ é normal, e −𝐴 é o gerador infinitesimal das famílias 𝛼-resolventes positivas
{S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Para uma constante 𝜎 > 0 e 𝑡 ∈ 𝐽∞,
seja 𝑥0 ⩾ 𝜎𝑒1 e 𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1. Se a não-linearidade de 𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ × 𝐸+, 𝐸) satisfizer
as seguintes condições:

(H1) Para 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 𝑥 ∈ 𝐸+, existem funções 𝑎 e 𝑏 ∈ 𝐶(𝐽∞, 𝐸
+), tais que

‖𝜑(𝑡, 𝑥)‖⩽ 𝑎(𝑡)‖𝑥‖+𝑏(𝑡).
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(H2) Para todo 𝑅 > 0 e 𝑇 > 0, existe 𝐶 = 𝐶(𝑅, 𝑇 ) > 0, tal que

𝜑(𝑡, 𝑦) − 𝜑(𝑡, 𝑥) ⩾ −𝐶 · (𝑦 − 𝑥),

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] e para 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑥2 , com ‖𝑥‖, ‖𝑦‖⩽ 𝑅.

(H3) Para todo 𝑅 > 0 e 𝑇 > 0, existe 𝐿 = 𝐿(𝑅, 𝑇 ) > 0, tal que toda sequência monótona
crescente 𝑊 = {𝑥𝑛}𝑛∈N ⊂ 𝐸+ ∩𝐵(0, 𝑅) satisfaça

𝜇
(︁
𝜑(𝑡,𝑊 )

)︁
⩽ 𝐿𝜇(𝑊 ), ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Então, os sistemas (P1) e (P2) têm solução suave 𝑒-positiva em 𝐽∞.

Demonstração do sistema (P2).
(I) Existência global de soluções suaves 𝑒-positivas no intervalo 𝐽0 = [0, 𝑡1]. Note que o
sistema (P2) é equivalente ao sistema (3.3) com a equação fracionária de evolução sem
impulso em 𝐸, ⎧⎨⎩𝐶D𝛼

0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽0,

𝜐(0) = 𝑥0, 𝜐′(0) = 𝑥1.
(3.3)

A seguir, vamos subdividir esta primeira parte em dois passos:
(A) A existência local de soluções suaves para o sistema (3.3) em 𝐽0 = [0, 𝑡1].

Para todo 𝑡0 ⩾ 0 e 𝑥0 ∈ 𝐸, provamos que o sistema (3.4) com equação fracionária de
evolução ⎧⎨⎩𝐶D𝛼

𝑡0+𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 > 𝑡0,

𝜐(𝑡0) = 𝑥0, 𝜐′(𝑡0) = 𝑥1,
(3.4)

admite uma solução suave 𝑒-positiva em 𝐼 = [𝑡0, 𝑡0 + ℎ𝑡0 ], onde ℎ𝑡0 ∈ (0, 1) será definido
adiante.

Considere o intervalo 𝐼* = [0, 𝑡0 + 1], 𝑛 ∈ {1, 2} e escreva:

(𝑖) As constantes

𝑀𝑡0 = sup
{︁
(𝑡− 𝑡0)𝑛−𝛼‖S𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ 𝐼*

}︁
,̃︁𝑀𝑡0 = sup

{︁
(𝑡− 𝑡0)𝑛−𝛼‖K𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ 𝐼*

}︁
,

𝑀 𝑡0 = sup
{︁
(𝑡− 𝑡0)𝑛−𝛼‖T𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ 𝐼*

}︁
,

𝑅𝑡0 = (𝑀𝑡0 +𝑀 𝑡0)(‖𝑥0‖+1) + 𝜎𝑒1 + ̃︁𝑀𝑡0‖𝑥1‖,

onde 𝑛 admite os valores: ⎧⎨⎩𝑛 = 1, para 𝛼 ∈ (0, 1),
𝑛 = 2, para 𝛼 ∈ (1, 2).

(𝑖𝑖) Sejam 𝑎 e 𝑏 as funções na condição (H1), então

𝑎𝑡0 = max
𝑡∈𝐼*

𝑎(𝑡) e 𝑏𝑡0 = max
𝑡∈𝐼*

𝑏(𝑡).

(𝑖𝑖𝑖) E as constantes nas condições (H2) e (H3), respectivamente,

𝐶 = 𝐶(𝑅𝑡0 , 𝑡0 + 1) e 𝐿 = 𝐿(𝑅𝑡0 , 𝑡0 + 1).
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Somando a parcela 𝐶𝜐(𝑡) em ambos os lados da equação no sistema (3.4), podemos
reescrevê-lo como⎧⎨⎩𝐶D𝛼

𝑡0+𝜐(𝑡) + (𝐴+ 𝐶𝐼)𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)) + 𝐶𝜐(𝑡), 𝑡 > 𝑡0,

𝜐(𝑡0) = 𝑥0, 𝜐′(𝑡0) = 𝑥1.
(3.5)

Considere os operadores ̃︀𝑆𝛼(𝑡) = 𝑒−𝐶𝑡S𝛼(𝑡), ̃︁𝐾𝛼(𝑡) = 𝑒−𝐶𝑡K𝛼(𝑡) e ̃︀𝑇𝛼(𝑡) = 𝑒−𝐶𝑡T𝛼(𝑡)
pertencentes, respectivamente, às famílias 𝛼-resolventes positivas:

{S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0},

todas geradas por −(𝐴+ 𝐶𝐼). E, defina a aplicação Λ como

(Λ𝜐)(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

𝑡0

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) +𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼. (3.6)

Note que a função Λ : 𝐶(𝐼, 𝐸+) → 𝐶(𝐼, 𝐸) é contínua e crescente, pelo fato de 𝑓 ser
contínua e pela condição (H2). Além disso, um ponto fixo de Λ também é uma solução
do sistema (3.5) em 𝐼.

Defina o conjunto Ω:

Ω :=
{︁
𝜐 ∈ 𝐶(𝐼, 𝐸+); ‖𝜐(𝑡)‖𝐶 ⩽ 𝑅𝑡0 , 𝜐(𝑡) ⩾ 𝜎𝑒1, 𝑡 ∈ 𝐼

}︁
.

Então, Ω ⊂ 𝐶(𝐼, 𝐸+) é não-vazio, limitado, convexo e fechado. Seja ℎ𝑡0 , tal que

(ℎ𝑡0)𝛼 ⩽ min
{︃

1, (‖𝑥0‖+1)𝛼
(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0

}︃
,

então pela Eq.(3.6) e pela condição (H1), para cada 𝑢 ∈ Ω e 𝑡 ∈ 𝐼, temos

‖(Λ𝜐)(𝑡)‖ =
⃦⃦⃦⃦ ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥1 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠
⃦⃦⃦⃦

⩽ ‖ ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)‖‖𝑥0‖+‖̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)‖‖𝑥1‖+
∫︁ 𝑡

𝑡0

⃦⃦⃦ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
⃦⃦⃦

‖𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)‖ 𝑑𝑠

⩽𝑀𝑡0‖‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0
‖𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)‖ (𝑡− 𝑠)𝛼−2𝑑𝑠

⩽𝑀𝑡0‖‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︁
(𝑎(𝑠) + 𝐶)‖𝜐(𝑠)‖+𝑏(𝑠)

]︁
(𝑡− 𝑠)𝛼−2𝑑𝑠

⩽𝑀𝑡0‖‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

[︁
(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0

]︁ ∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2𝑑𝑠.

Usamos o fato de (𝑡− 𝑠)2−𝛼
⃦⃦⃦ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

⃦⃦⃦
⩽𝑀 𝑡0 , e como (𝑡− 𝑡𝑜) < ℎ𝑡0 , segue

‖(Λ𝜐)(𝑡)‖ ⩽𝑀𝑡0‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

[︁
(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0

]︁(𝑡− 𝑡0)𝛼
𝛼

⩽𝑀𝑡0‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

[︁
(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0

]︁(ℎ𝑡0)𝛼
𝛼

⩽𝑀𝑡0‖𝑥0‖+̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0

[(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0 ]
𝛼

(‖𝑥0‖+1)𝛼
[(𝑎𝑡0 + 𝐶)𝑅𝑡0 + 𝑏𝑡0 ]

⩽𝑀𝑡0 (‖𝑥0‖+1) + ̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖+𝑀 𝑡0 (‖𝑥0‖+1)
⩽ [𝑀𝑡0 +𝑀 𝑡0 ] (‖𝑥0‖+1) + ̃︁𝑀𝑡0‖‖𝑥1‖⩽ 𝑅𝑡0 .
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Agora, seja 𝜔0(𝑡) = 𝜎𝑒1, ∀𝑡 ∈ 𝐼, disto segue que 𝑣0 ∈ Ω. Assim
𝜙(𝑡) := 𝐶D

𝛼

0+𝜔0(𝑡) + (𝐴+ 𝐶𝐼)𝜔0(𝑡) = 𝜆1𝜎𝑒1 + 𝐶𝜎𝑒1 ⩽ 𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) + 𝐶𝜎𝑒1. (3.7)

Visto que ̃︀𝑆𝛼(𝑡), ̃︁𝐾𝛼(𝑡) e ̃︀𝑇𝛼(𝑡) são operadores 𝛼-resolventes positivos e Λ é um operador
crescente, então, da Eq.(3.6), obtemos

𝜎𝑒1 = 𝜔0(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)𝜔0(𝑡0) + ̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)𝜔0(𝑡0) +
∫︁ 𝑡

𝑡0

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)𝜙(𝑠)𝑑𝑠

⩽ ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑣0(𝑡0) +
∫︁ 𝑡

𝑡0

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜎𝑒1) + 𝐶𝜎𝑒1

]︁
𝑑𝑠

⩽ (Λ(𝜎𝑒1))(𝑡).
Note que 𝜎𝑒1 ⩽ 𝜐(𝑡) (∀𝑡 ∈ 𝐼), então

𝜎𝑒1 ⩽
(︁
Λ(𝜎𝑒1)

)︁
(𝑡) ⩽ (Λ𝜐)(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼.

Com isso, Λ : Ω → Ω é contínua e crescente. Vamos mostrar que o conjunto Λ(Ω) é
uma família de funções equicontínuas em 𝐶(𝐼, 𝐸+), usando o método iterativo monótono.

Seja 𝜔0 = 𝜎𝑒1 ∈ Ω e defina a sequência {𝜔𝑛} pela iteração
𝜔𝑛 = Λ𝜔𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, .... (3.8)

Como Λ é um operador crescente e 𝑣1 = Λ𝑣0 ⩾ 𝑣0, temos a sequência monótona,
𝜔0 ⩽ 𝜔1 ⩽ 𝜔2 ⩽ · · · ⩽ 𝜔𝑛 ⩽ · · · (3.9)

Portanto, {𝜔𝑛} = {Λ𝜔𝑛−1} ⊂ Λ(Ω) ⊂ Ω é limitado e equicontínuo.
Sejam 𝐵 = {𝜔𝑛; 𝑛 ∈ N} e 𝐵0 = {𝜔𝑛−1; 𝑛 ∈ N}, então 𝐵0 = 𝐵 ∪ {𝜔0} e pela

propriedade de medida de não-compacidade, temos 𝜇(𝐵(𝑡)) = 𝜇(Λ(𝐵0)(𝑡)) para 𝑡 ∈ 𝐼.
Substituindo Λ(𝐵0)(𝑡), definido pela Eq.(3.6), obtemos

𝜇(𝐵(𝑡)) = 𝜇
(︂{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜔𝑛−1(𝑠)) + 𝐶𝜔𝑛−1(𝑠)

]︁
𝑑𝑠; 𝑛 ∈ N

}︂)︂
,

uma vez que, pelo item (3) do Lema 1.17, temos que 𝜇
(︁ ̃︀𝑆𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥0 +̃︁𝐾𝛼(𝑡− 𝑡0)𝑥1

)︁
= 0.

Usando o Lema 1.21, temos

𝜇(𝐵(𝑡)) ⩽ 2
∫︁ 𝑡

𝑡0
𝜇
(︁{︁ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜔𝑛−1(𝑠)) + 𝐶𝜔𝑛−1(𝑠)

]︁
; 𝑛 ∈ N

}︁)︁
𝑑𝑠

⩽ 2
∫︁ 𝑡

𝑡0
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)‖𝜇

(︁{︁
𝜑(𝑠, 𝜔𝑛−1(𝑠)) + 𝐶𝜔𝑛−1(𝑠); 𝑛 ∈ N

}︁)︁
𝑑𝑠.

Como (𝑡− 𝑠)2−𝛼 ‖ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)‖⩽𝑀 𝑡0 , temos

𝜇(𝐵(𝑡)) ⩽ 2𝑀 𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2

[︁
𝜇
(︁
𝜑(𝑠, 𝐵0(𝑠))

)︁
+ 𝜇

(︁
𝐶𝐵0(𝑠)

)︁]︁
𝑑𝑠.

Pela condição (H3), para qualquer 𝑡 ∈ 𝐼, temos

𝜇
(︁
𝐵(𝑡)

)︁
⩽ 2𝑀 𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2

[︁
𝐿𝜇
(︁
𝐵0(𝑠)

)︁
+ 𝐶𝜇

(︁
𝐵0(𝑠)

)︁]︁
𝑑𝑠

⩽ 2𝑀 𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2[𝐿+ 𝐶]𝜇

(︁
𝐵0(𝑠)

)︁
𝑑𝑠

⩽ 2𝑀 𝑡0(𝐿+ 𝐶)
∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2𝜇(𝐵0(𝑠))𝑑𝑠

⩽ 0 + 2𝑀 𝑡0(𝐿+ 𝐶)
∫︁ 𝑡

𝑡0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2𝜇(𝐵0(𝑠))𝑑𝑠.
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Pela desigualdade generalizada de Grönwall para integral fracionária, Lema 1.24,
temos

𝜇
(︁
𝐵(𝑡)

)︁
⩽ 0E𝛼

(︁
2𝑀(𝐿+ 𝐶)Γ(𝛼)(𝑡− 𝑠)𝛼

)︁
= 0.

Logo, 𝜇(𝐵(𝑡)) ≡ 0 para 𝑡 ∈ 𝐼. O Lema 1.19 diz que 𝜇(𝐵) = max𝑡∈𝐼 𝜇(𝐵(𝑡)) = 0,
isto é, {𝜔𝑛} é relativamente compacto em 𝐶(𝐼, 𝐸+). Portanto, existe uma subsequência
{𝜔𝑛𝑘} ⊂ {𝜔𝑛} tal que 𝜔𝑛𝑘

𝑘→∞−−−→ 𝜐* ∈ Ω. Combinando isso com a sequência em (3.9) e
a normalidade do cone 𝐸+, é fácil ver que 𝜔𝑛 𝑛→∞−−−→ 𝜐*. Faça 𝑛 → ∞ na Eq.(3.8). Da
continuidade do operador Λ, temos que 𝜐* = Λ𝜐* é um ponto fixo. Portanto, 𝜐* ∈ Ω ⊂
𝐶(𝐼, 𝐸+) é uma solução suave 𝑒-positiva do sistema (3.4).

(B) A existência global de soluções suaves para o sistema (3.3) em 𝐽0 = [0, 𝑡1].
Vimos no item (A) que o sistema (3.3) tem uma solução suave 𝑒-positiva 𝑢0 ∈

𝐶([0, ℎ0], 𝐸+) expressa por

𝜐0(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁
𝑑𝑠.

Pelo teorema da extensão, (veja [44]), 𝑢0 pode ser estendido para uma solução suave do
sistema (3.3), que também é denotada por 𝑢0 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ), 𝐸+), cujo intervalo de existência
é [0, 𝑇 ).

O objetivo agora, é mostrar que 𝑇 > 𝑡1. Então, considere

𝑎 = max
𝑡∈[0,𝑇+1]

𝑎(𝑡), 𝑏 = max
𝑡∈[0,𝑇+1]

𝑏(𝑡),

𝑀1 = sup
{︁
‖(𝑡− 𝑇 )2−𝛼S𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 1]

}︁
,̃︂𝑀1 = sup

{︁
‖(𝑡− 𝑇 )2−𝛼K𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 1]

}︁
,

𝑀1 = sup
{︁
‖(𝑡− 𝑇 )2−𝛼T𝛼(𝑡)‖; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 1]

}︁
.

Suponha 𝑇 ⩽ 𝑡1 e traçando a norma da solução 𝑢0, obtemos

‖𝜐0(𝑡)‖ =
⃦⃦⃦⃦ ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +

∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑠

⩽
⃦⃦⃦ ̃︀𝑆𝛼(𝑡)

⃦⃦⃦
‖𝑥0‖+

⃦⃦⃦̃︁𝐾𝛼(𝑡)
⃦⃦⃦

‖𝑥1‖+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦ ̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦[︁

𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)
]︁⃦⃦⃦
𝑑𝑠.

Usando a condição (H1), escrevemos

‖𝜐0(𝑡)‖ ⩽𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2

⃦⃦⃦[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁⃦⃦⃦
𝑑𝑠

⩽𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2

[︁
𝑎‖𝜐0(𝑠)‖+ 𝑏+ 𝐶‖𝜐0(𝑠)‖

]︁
𝑑𝑠

⩽𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2

[︁
𝑏+ (𝑎+ 𝐶)‖𝜐0(𝑠)‖

]︁
𝑑𝑠

⩽𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1𝑏
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2𝑑𝑠+𝑀1(𝑎+ 𝐶)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2‖𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠

⩽𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1𝑏
𝑇𝛼

𝛼
+𝑀1(𝑎+ 𝐶)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−2‖𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠.
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Pela desigualdade generalizada de Grönwall para integral fracionária, Corolário 1.24,
temos

‖𝜐0(𝑡)‖ ⩽
(︂
𝑀1‖𝑥0‖+̃︂𝑀1‖𝑥1‖+𝑀1𝑏

𝑇𝛼

𝛼

)︂
E𝛼
(︁
𝑀1(𝑎+ 𝐶)Γ(𝛼)𝑡

)︁
⩽
(︂
𝑀1‖𝑥0‖+𝑀1𝑏

𝑇𝛼

𝛼

)︂
E𝛼
(︁
𝑀1(𝑎+ 𝐶)Γ(𝛼)𝑇

)︁
:= 𝑀2. (3.10)

Defina a constante

𝑁0 := sup
{︁
‖𝜑(𝑡, 𝑥)‖; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 1] e ‖𝑥‖⩽𝑀2

}︁
. (3.11)

Como ̃︀𝑆𝛼(𝑡) e ̃︁𝐾𝛼(𝑡) são contínuas na norma do operador para 𝑡 > 0, para qualquer
0 < 𝜏1 < 𝜏2 < 𝑇 , consideremos as seguintes funções:

𝜐0(𝜏2) = ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 +
∫︁ 𝜏2

0
̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠)

(︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

)︁
𝑑𝑠 (3.12)

𝜐0(𝜏1) = ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1 +
∫︁ 𝜏1

0
̃︀𝑇𝛼(𝜏1 − 𝑠)

(︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

)︁
𝑑𝑠. (3.13)

Subtraindo a Eq.(3.13) da Eq.(3.12), obtemos,

𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1) = ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1

+
∫︁ 𝜏2

0
̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

−
∫︁ 𝜏1

0
̃︀𝑇𝛼(𝜏1 − 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁
𝑑𝑠.

Rearranjando as integrais com relação aos limites de integração, obtemos

𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1) = ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1

+
∫︁ 𝜏1

0

[︁ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠) − ̃︀𝑇𝛼(𝜏1 − 𝑠)
]︁[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

+
∫︁ 𝜏2

𝜏1

̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)

]︁
𝑑𝑠.

Desta forma, segue

‖𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1)‖⩽ ‖ ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0‖ + ‖̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1‖

+
∫︁ 𝜏1

0
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠) − ̃︀𝑇𝛼(𝜏1 − 𝑠)‖‖𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠

+
∫︁ 𝜏2

𝜏1
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠)‖‖𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠.

Introduzindo a mudança de variável, 𝑠 � 𝜏1 − 𝑠, na primeira integral, temos

‖𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1)‖ ⩽ ‖ ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0‖ + ‖̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1‖

+
∫︁ 𝜏1

0
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝜏1 + 𝑠) − ̃︀𝑇𝛼(𝑠)‖‖𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠

+
∫︁ 𝜏2

𝜏1
(𝜏2 − 𝑠)𝛼−2(𝜏2 − 𝑠)2−𝛼‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝑠)‖‖𝜑(𝑠, 𝜐0(𝑠)) + 𝐶𝜐0(𝑠)‖𝑑𝑠.



41

Utilizando as Eqs.(3.11)-(3.10) e a constante 𝑀1, obtemos
‖𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1)‖ ⩽ ‖ ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0‖ + ‖̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1‖

+ (𝑁0 + 𝐶𝑀2)
∫︁ 𝜏1

0
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝜏1 + 𝑠) − ̃︀𝑇𝛼(𝑠)‖𝑑𝑠

+𝑀1(𝑁0 + 𝐶𝑀2)
∫︁ 𝜏2

𝜏1
(𝜏2 − 𝑠)𝛼−2𝑑𝑠.

Disto, segue que
‖𝜐0(𝜏2) − 𝜐0(𝜏1)‖ ⩽ ‖ ̃︀𝑆𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆𝛼(𝜏1)𝑥0‖ + ‖̃︁𝐾𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾𝛼(𝜏1)𝑥1‖

+ (𝑁0 + 𝐶𝑀2)
∫︁ 𝜏1

0
‖ ̃︀𝑇𝛼(𝜏2 − 𝜏1 + 𝑠) − ̃︀𝑇𝛼(𝑠)‖𝑑𝑠

+𝑀1(𝑁0 + 𝐶𝑀2)
(𝜏2 − 𝜏1)𝛼

𝛼
.

Quando 𝜏1 → 𝑇− e 𝜏2 → 𝑇−, obtemos,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖ ̃︀𝑆*
𝛼(𝜏2)𝑥0 − ̃︀𝑆*

𝛼(𝜏1)𝑥0‖
𝜏1,𝜏2→𝑇−
−−−−−→ 0,

‖̃︁𝐾*
𝛼(𝜏2)𝑥1 − ̃︁𝐾*

𝛼(𝜏1)𝑥1‖
𝜏1,𝜏2→𝑇−
−−−−−→ 0,

(𝜏2 − 𝜏1)𝛼1

𝛼

𝜏1,𝜏2→𝑇−
−−−−−→ 0,∫︁ 𝑇

0
‖ ̃︀𝑇 *

𝛼(𝜏2 − 𝜏1 + 𝑠) − ̃︀𝑇 *
𝛼(𝑠)‖𝑑𝑠 𝜏1,𝜏2→𝑇−

−−−−−→ 0.

Assim ‖𝜐0(𝜏2)−𝜐0(𝜏1)‖ ≡ 0. Pelo critério de Cauchy, existe 𝑥 ∈ 𝐸+ tal que lim
𝑡→𝑇−

𝑢0(𝑡) =
𝑥.

Consideramos o sistema com equação fracionária de evolução e sem impulso em 𝐸,
dado por ⎧⎨⎩𝑐D𝛼

0+𝜐(𝑡) + (𝐴+ 𝐶𝐼)𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)) + 𝐶𝜐(𝑡), 𝑡 > 𝑇,

𝜐(𝑇 ) = 𝑥 e 𝜐′(𝑇 ) = 𝑦.
(3.14)

Usando a parte (A), temos que o sistema (3.14) tem uma solução suave 𝑒-positiva 𝑣 em
[𝑇, 𝑇 + ℎ𝑇 ]. Seja

𝜐(𝑡) =
⎧⎨⎩𝜐0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ),
𝜔(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑇, 𝑇 + ℎ𝑇 ].

É fácil ver que 𝜐(𝑡) é uma solução suave 𝑒-positiva do sistema (3.3) em [0, 𝑇 + ℎ𝑇 ].
Assim sendo, 𝜐(𝑡) é uma extensão de 𝜐0(𝑡), isto é uma contradição. Assim, 𝑇 > 𝑡1, i.e.,
a solução suave 𝑒-positiva global 𝜐0(𝑡) do sistema (3.3) existe em 𝐽0, que é também uma
solução suave 𝑒-positiva do sistema (P2) em 𝐽0.

(II) Nesta segunda parte, provamos a existência global de soluções suaves 𝑒-positivas no
intervalo.

Inicialmente, vamos provar que o sistema (P2) tem solução suave 𝑒-positiva global em
𝐽1 = (𝑡1, 𝑡2]. Consideramos o sistema com equação fracionária de evolução sem impulso
em 𝐽1 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐶D
𝛼,𝛽
0+ 𝜐(𝑡) + (𝐴+ 𝐶𝐼)𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)) + 𝐶𝜐(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽1,

𝜐(𝑡+1 ) = 𝜐0(𝑡1) + 𝐼(𝜐0(𝑡1)),
𝜐′(𝑡+1 ) = 𝜐′

0(𝑡1) + 𝐼(𝜐′
0(𝑡1)).

(3.15)
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Claramente, uma solução suave 𝑒-positiva global do sistema (3.15) em 𝐽1 é também
uma solução suave 𝑒-positiva do sistema (P2) em 𝐽1. Da prova da parte (I), para 𝑡 ∈ 𝐽0 =
[0, 𝑡1], temos

𝜐0(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠. (3.16)

Por argumento semelhante à prova de (I), o sistema (3.15) tem uma solução suave
𝑒-positiva 𝜐1 ∈ 𝐶(𝐽1, 𝐸

+), com 𝐽1 = (𝑡1, 𝑡2], dada por

𝜐1(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝜃0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝜃0 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠. (3.17)

Pela condição impulsiva e das Eq.(3.16) e Eq.(3.17), obtemos⎧⎨⎩𝜃0 = 𝑥0 + ̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐0(𝑡1)

)︁
,

𝜃0 = 𝑥1 + ̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐′

0(𝑡1)
)︁
.

(3.18)

Então, para 𝑡 ∈ 𝐽1 = (𝑡1, 𝑡2], obtemos

𝜐1(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

+ ̃︀𝑆𝛼(𝑡) ̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐0(𝑡1)

)︁
+ ̃︁𝐾𝛼(𝑡)̃︁𝐾−1

𝛼 (𝑡1) 𝐼
(︁
𝜐′

0(𝑡1)
)︁
. (3.19)

Agora, considere 𝐽2 = (𝑡2, 𝑡3] e 𝜐2 ∈ 𝐶(𝐽2, 𝐸
+), logo

𝜐2(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝜃1 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝜃1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠. (3.20)

Pela condição impulsiva e das Eq.(3.19) e Eq.(3.20), obtemos⎧⎨⎩𝜃1 = 𝑥0 + ̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐0(𝑡1)

)︁
+ ̃︀𝑆−1

𝛼 (𝑡2) 𝐼
(︁
𝜐1(𝑡2)

)︁
.

𝜃1 = 𝑥1 + ̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐′

0(𝑡1)
)︁

+ ̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡2) 𝐼

(︁
𝜐′

1(𝑡2)
)︁
.

(3.21)

Assim, para 𝑡 ∈ 𝐽2 = (𝑡2, 𝑡3], temos

𝜐2(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝜃1 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝜃1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

+ ̃︀𝑆𝛼(𝑡) ̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡1) 𝐼

(︁
𝜐0(𝑡1)

)︁
+ ̃︀𝑆𝛼(𝑡) ̃︀𝑆−1

𝛼 (𝑡2) 𝐼
(︁
𝜐1(𝑡2)

)︁
+ ̃︁𝐾𝛼(𝑡)̃︁𝐾−1

𝛼 (𝑡1) 𝐼
(︁
𝜐′

0(𝑡1)
)︁

+ ̃︁𝐾𝛼(𝑡)̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡2) 𝐼

(︁
𝜐′

1(𝑡2)
)︁
.

Suponha que, para 𝑡 ∈ 𝐽𝑘−1 (𝑘 = 4, 5, . . .), o sistema (P2) tenha uma solução suave
𝑒-positiva 𝑢𝑘−1 ∈ 𝐶(𝐽𝑘−1, 𝐸

+) (𝑘 = 4, 5, . . .). Então, para 𝑡 ∈ 𝐽𝑘 (𝑘 = 3, 4, . . .), o sistema
com equação fracionária de evolução sem impulso em 𝐸, dada por⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐶D
𝛼
0+𝜐(𝑡) + (𝐴+ 𝐶𝐼)𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)) + 𝐶𝜐(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽𝑘, 𝑘 = 3, 4, . . .

𝜐(𝑡+𝑘 ) = 𝜐𝑘−1(𝑡𝑘) + 𝐼(𝜐𝑘−1(𝑡𝑘)),
𝜐′(𝑡+𝑘 ) = 𝜐′

𝑘−1(𝑡𝑘) + 𝐼(𝜐′
𝑘−1(𝑡𝑘)),

(3.22)
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tem solução suave 𝑒-positiva 𝜐𝑘 ∈ 𝐶(𝐽𝑘, 𝐸+) expressa por

𝜐𝑘(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝜃𝑘−1 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝜃𝑘−1 +
∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

= ̃︀𝑆𝛼(𝑡)
[︂
𝑥0 + ̃︀𝑆−1

𝛼 (𝑡1) 𝐼
(︁
𝜐0(𝑡1)

)︁
+ ̃︀𝑆−1

𝛼 (𝑡2) 𝐼
(︁
𝜐1(𝑡2)

)︁
+ · · · + ̃︀𝑆−1

𝛼 (𝑡𝑘)𝐼
(︁
𝜐𝑘−1(𝑡𝑘)

)︁]︂
+ ̃︁𝐾𝛼(𝑡)

[︂
𝑥1 + ̃︁𝐾−1

𝛼 (𝑡1) 𝐼
(︁
𝜐′

0(𝑡1)
)︁

+ ̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡2) 𝐼

(︁
𝜐′

1(𝑡2)
)︁

+ · · · + ̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡𝑘)𝐼

(︁
𝜐′
𝑘−1(𝑡𝑘)

)︁]︂
+
∫︁ 𝑡

𝑡𝑘

̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)
[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

ou seja,

𝜐𝑘(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

+ ̃︀𝑆𝛼(𝑡)
𝑘∑︁
𝑗=1

̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡𝑗)𝐼(𝜐𝑗−1(𝑡𝑗)) + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑗=1

̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡𝑗)𝐼(𝜐′

𝑗−1(𝑡𝑗)). (3.23)

Agora, definimos a função 𝑢 como

𝜐(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜐0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽0,

𝜐1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽1,

· · ·
𝜐𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽𝑘 (𝑘 = 2, 3, . . .).

(3.24)

É claro que 𝜐(𝑡) ∈ 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸
+) é uma solução suave 𝑒-positiva do sistema (P2), que

satisfaz

𝜐(𝑡) = ̃︀𝑆𝛼(𝑡)𝑥0 + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
̃︀𝑇𝛼(𝑡− 𝑠)

[︁
𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠)) + 𝐶𝜐(𝑠)

]︁
𝑑𝑠

+ ̃︀𝑆𝛼(𝑡)
𝑘∑︁
𝑖=1

̃︀𝑆−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖)) + ̃︁𝐾𝛼(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

̃︁𝐾−1
𝛼 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐′(𝑡𝑖)). (3.25)

Pela propriedade de existência global de 𝑢𝑖(𝑡) em 𝐽𝑖, 𝑖 ∈ N, a solução 𝜐(𝑡) definida
pela Eq.(3.24) é uma solução suave 𝑒-positiva global do sistema (P2) em 𝐽∞.

Quando 𝐸 for um espaço de Banach ordenado e fracamente sequencialmente completo,
excluímos a condição (H3) de medida de não-compacidade do Teorema 3.2 e obtemos
o seguinte resultado:

Corolário 3.3. Seja 𝐸 um espaço de Banach ordenado e completo de forma fraca e se-
quencial, cujo cone positivo 𝐸+ seja normal, −𝐴 seja o gerador infinitesimal das famílias
𝛼-resolventes positivas {S𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {K𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {T𝛼(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}. Seja 𝑥0 ⩾ 𝜎𝑒1,
𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1 para 𝜎 > 0 e 𝑡 ∈ 𝐽∞. Se a não-linearidade de 𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ ×𝐸+, 𝐸) satis-
fizer as suposições (H1) e (H2), então o sistema (P2) tem uma solução suave 𝑒-positiva
em 𝐽∞.

Note que, os cálculos foram feitos para o sistema (P2). Para o sistema (P1), as contas
são análogas, basta excluir os termos referentes ao operador K𝛼(·).
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3.1 Caso especial
Uma das principais consequências quando se investiga problemas de equações diferen-

ciais fracionárias, é recuperar os casos 𝛼 → 1 e 𝛼 → 2, de modo a obtermos os casos
inteiros, respectivamente. Então, o que se espera é que isso aconteça nos resultados aqui
investigados, em particular, nos sistemas (P1) e (P2).

Então, tomando os limites com 𝛼 → 1 e 𝛼 → 2 nos sistemas (P1) e (P2), obtemos os
casos clássicos dados por⎧⎪⎨⎪⎩

𝜐′(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞,
Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,

𝜐(0) = 𝑥0.
(P3)

e ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜐′′(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞,

Δ𝜐(𝑡𝑘) = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), Δ𝜐′(𝑡𝑘) = 𝐼(𝜐′(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,

𝜐(0) = 𝑥0, 𝜐′(0) = 𝑥1,

(P4)

respectivamente.
Consequentemente, as respectivas soluções suaves, são dada por

Definição 3.4 (Solução suave). Uma função abstrata 𝜐 ∈ 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸) é uma solução
suave para o sistema (P3) se satisfaz a seguinte equação integral

𝜐(𝑡) = 𝑆1(𝑡)𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑇1(𝑡− 𝑠)𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠+ 𝑆1(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑆−1
1 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖)).

Por por outro lado, é solução suave para o sistema (P4) se satisfaz

𝜐(𝑡) = 𝑆2(𝑡)𝑥0 +𝐾2(𝑡)𝑥1 +
∫︁ 𝑡

0
𝑇2(𝑡− 𝑠)𝜑(𝑠, 𝜐(𝑠))𝑑𝑠

+ 𝑆2(𝑡)
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑆−1
2 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐(𝑡𝑖)) +𝐾2(𝑡)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐾−1
2 (𝑡𝑖)𝐼(𝜐′(𝑡𝑖)),

com 𝑆𝑘(·), 𝑇𝑘(·) e 𝐾𝑘(·) com 𝑘 = 1, 2, dados pelas Eq.(2.27), Eq.(2.28) e Eq.(2.29),
respectivamente. Lembrando que, 𝑆−1

𝑘 (·) e 𝐾−1
𝑘 (·) denotam o inverso dos operadores-

solução 𝑆𝑘(·) e 𝐾𝑘(·), respectivamente, em 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, · · · ,𝑚.

Vale ressaltar que 𝑆1(·) e 𝑇1(·) dados pelas Eq.(2.27) e Eq.(2.29), no caso 𝛼 = 1, temos
a função exponencial, e nesse caso, é um semigrupo, propriedade de grande relevância da
teoria de operadores. Por fim, o principal resultado deste trabalho, é válido para o caso
clássico, como segue:

Teorema 3.5. Seja (𝐸, ‖·‖) um espaço de Banach com ordem parcial “⩽”, cujo cone
positivo 𝐸+ é normal, e −𝐴 é o gerador infinitesimal das famílias 𝛼-resolventes positivas
{𝑆𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {𝐾𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {𝑇𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} com 𝑘 = 1, 2. Para uma constante 𝜎 > 0
e 𝑡 ∈ 𝐽∞, seja 𝑥0 ⩾ 𝜎𝑒1 e 𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1. Se a não-linearidade de 𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ ×𝐸+, 𝐸)
satisfizer as condições (H1), (H2) e (H3), então os sistemas (P3) e (P4) têm solução
suave 𝑒-positiva em 𝐽∞.

Por outro lado, também temos o seguinte resultado:
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Corolário 3.6. Seja 𝐸 um espaço de Banach ordenado e completo de forma fraca e se-
quencial, cujo cone positivo 𝐸+ seja normal, −𝐴 seja o gerador infinitesimal das famílias
𝛼-resolventes positivas {𝑆𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}, {𝐾𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} e {𝑇𝑘(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} com 𝑘 = 1, 2.
Seja 𝑥0 ⩾ 𝜎𝑒1, 𝜑(𝑡, 𝜎𝑒1) ⩾ 𝜆1𝜎𝑒1 para 𝜎 > 0 e 𝑡 ∈ 𝐽∞. Se a não-linearidade de
𝜑 ∈ 𝐶(𝐽∞ × 𝐸+, 𝐸) satisfizer as suposições (H1) e (H2), então os sistemas (P3)-(P4)
têm uma solução suave 𝑒-positiva em 𝐽∞.

Mencionamos a seguir, duas observações relevantes:

• Semigrupo analítico e semigrupo diferenciável são semigrupos equicontínuos [44].
Em aplicações de equações diferenciais parciais, como a equação de onda fortemente
amortecida, a equação do tipo parabólica, etc., seus semigrupos de solução são os
semigrupos analíticos. Portanto, é conveniente aplicar o Teorema 3.5 a essas
equações.

• Por outro lado, um dos problemas em aberto (veja Conclusões e Perspectivas Fu-
turas) é a questão que envolve a propriedade de semigrupo para operadores fraci-
onários. Como é sabido, não é válido [45]. Nesse sentido, não é possível a priori
discutir diretamente os problemas apontados no item anterior envolvendo semigrupo
e aplicar o Teorema 3.2.

3.2 Aplicação: um problema parabólico
Nessa seção, usamos o Corolário 3.3 para investigar a existência de soluções suaves

𝑒-positivas para um problema de valor de contorno inicial fracionário do tipo parabólico.
Seja 𝐼 = (𝑎, 𝑏) um intervalo aberto, definimos o espaço de Sobolev como [13]

𝑊 1,𝑝
0 (𝐼) =

{︂
𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝐼); ∃ 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐼) e

∫︁
𝐼
𝑢𝜙′ = −

∫︁
𝐼
𝑔𝜙, ∀𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (𝐼)
}︂

com 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Para 𝑝 = 2, denotamos por 𝐻1
0 (𝐼) = 𝑊 1,2

0 (𝐼).
Note que 𝑊 1,𝑝

0 (𝐼) é um espaço de Banach para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, é reflexivo para 1 < 𝑝 < ∞
e é separável para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Por outro lado, dado 𝑚 ∈ Z+
≥2 e 1 ≤ 𝑝 < ∞ definimos por indução o espaço [13]

𝑊𝑚,𝑝(𝐼) =
{︁
𝑢 ∈ 𝑊𝑚−1,𝑝(𝐼), 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒, 𝑢′ ∈ 𝑊𝑚−1,𝑝

}︁
.

Definimos também
𝐻𝑚(𝐼) = 𝑊𝑚,2(𝐼).

Para 𝑚 = 2, temos 𝐻2(𝐼) = 𝑊 2,2(𝐼). Note que 𝑢 ∈ 𝑊𝑚,𝑝(𝐼) se, e somente se, existir 𝑚
funções 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚 ∈ 𝐿𝑝(𝐼) tal que∫︁

𝐼
𝑢𝐷𝑗𝜙 = (−1)𝑗

∫︁
𝐼
𝑔𝑗𝜙, , 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝐼),

∀𝑗 = 1, 2, ...,𝑚 onde 𝐷𝑗𝜙 denote a 𝑗-ésima derivada de 𝜙 e 𝐶∞
𝑐 (𝐼) é o espaço das funções

testes.
Considere o domínio limitado Ω ⊂ R cuja a fronteira 𝜕Ω seja suficientemente suave.

Consideramos o problema de valor de contorno inicial fracionário do tipo parabólico dado
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por ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
− ∇2𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑥 ∈ Ω 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘

Δ𝑢|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑥 ∈ Ω 𝑘 = 1, 2, 3, ...
𝑢|𝜕Ω = 0

𝜐(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

(3.26)

onde 𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
é a derivada parcial fracionária de Caputo (0 < 𝛼 < 1), ∇2 é operador de

Laplace, 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) : Ω × 𝐽∞ × R+ → R+ é contínua. Para o problema (3.26), temos o
seguinte resultado de existência:

Teorema 3.7. Seja 𝜆1 um autovalor real positivo minimal do operador de Laplace −∇2

com a condição de contorno de 𝑢|𝜕Ω= 0, 𝑒1 ∈ 𝐿2(Ω) o autovalor positivo correspondente
a 𝜆1. Seja 𝜙(𝑥) ≥ 𝑒1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜎𝑒1(𝑥)) ≥ 𝜆1𝜎𝑒1(𝑥) para 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 𝜎 > 0. Se a não
linearidade de 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) : Ω ×𝐽∞ ×R+ → R+ é contínua e satisfaz as seguintes condições:

(A1) Existe 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(Ω × 𝐽∞,R+) tal que

|𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜂)|≤ 𝑎(𝑥, 𝑡)|𝜂|+𝑏(𝑥, 𝑡),

para qualquer 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ 𝐽∞, 𝜂 ∈ R+.

(A2) Para qualquer 𝑅 > 0, 𝑇 > 0 existe 𝑀 = 𝑀(𝑅, 𝑇 ) > 0 tal que

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜂2) − 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜂1) ≥ −𝑀(𝜂2 − 𝜂1),

para algum 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ 𝐽∞ e 0 ≤ 𝜂1 ≤ 𝜂2, |𝜂1|, |𝜂2|≤ 𝑅.
Então, o sistema (3.26) tem solução suave 𝑒-positiva.

Demonstração. Seja 𝐸 = 𝐿2(Ω). Então, 𝐸 é um espaço completo de Banach sequencial-
mente e ordenado. Seja 𝐾 = {𝑢 ∈ 𝐿2(Ω)/𝜐(𝑥) ≥ 0, 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑥 ∈ Ω}. Então, 𝐾 é normal em
𝐸. Agora, definimos um operador 𝐴 dado por{︃

𝐷(𝐴) = 𝐻2(Ω) ∪𝐻1
0 (Ω)

𝐴𝑢 = −∇2𝑢.
(3.27)

O operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐸 → 𝐸 definido pela Eq.(3.27) é um operador auto-adjunto
positivo definido com resolvente compacto. Então, o espectro 𝜎(𝐴) de 𝐴 consiste em
todos os autovalores reais positivos e pode ser organizado em sequência como

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < · · · < 𝜆𝑛 < · · · , 𝜆𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞.

Pelo princípio do máximo da equação parabólica, −𝐴 é um gerador infinitesimal das
famílias 𝛼-resolventes positivos em 𝐿2(Ω). Para 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω), seja

𝜑(𝑡, 𝑣) := 𝑔(·, 𝑡, 𝑣(·)), 𝐼𝑘(𝑣(𝑡𝑘)) = 𝐼(𝑣(·), 𝑡𝑘).

Então, a equação parabólica impulsiva fracionária do sistema (3.26) é reescrita na
forma da equação diferencial fracionária de evolução impulsiva fracionária do sistema
(P1) em 𝐸 = 𝐿2(Ω). Note que todas as condições do Corolário 3.3 são satisfeitas.
Assim, o sistema (P1) tem uma solução suave 𝑒-positiva 𝑢* ∈ 𝑃𝐶(𝐽∞, 𝐸) que também é
uma solução suave do sistema (3.26).
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Observação 3.8. Uma consequência natural da aplicação aqui investigada, é o caso
𝛼 = 1. Desta forma, basta tomar 𝛼 = 1 no sistema (3.26) e usar o Teorema 3.7, e
obter o resultado para o caso inteiro. Note que também é possível discutir outros casos
particulares, a partir da variação de 𝛼 no intervalo (0, 1).
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Conclusões e perspectivas futuras

A teoria de equações diferenciais fracionárias, como discutido na introdução, é de
fato importante e ao longo dos anos vem crescendo consideravelmente pelas inúmeras
contribuições positivas impactadas pela unificação do cálculo fracionário e das equações
diferenciais. Por outro lado, operadores-solução para alguns tipos de equações diferenciais
fracionárias, são dados em termos de uma família 𝛼-resolvente cujo gerador é um operador
setorial 𝐴 tipo (𝑀, 𝜃, 𝛼, 𝜇). Esses tipos de famílias, são obtidos via transformada integral,
em particular a transformada de Laplace, e como abordado neste trabalho, é possível obter
uma relação dessa família 𝛼-resolvente 𝑆𝛼(·), 𝑇𝛼(·) e 𝐾𝛼(·), com as funções Mittag-Leffler.

A técnica da medida de não-compacidade de Kuratowski e da desigualdade de Grönwall,
são de suma importância na discussão de propriedades de equações descritas por deriva-
das fracionárias. Por outro lado, a desigualdade de Grönwall, envolvendo a função 𝜓(·)
é nova, que contém uma ampla classe de casos particulares. Além disso, apresentamos
detalhadamente uma explanação sobre o novo operador fracionário 𝜓-Hilfer, em particu-
lar, discutimos teoremas, lemas e propriedades que acercam a derivada, que são de suma
importância na justificativa de um operador ser de fato considerado fracionário. Nesse
sentido, discutimos alguns casos obtidos da derivada fracionária 𝜓-Hilfer, em particular,
a de Caputo, uma vez que é fundamental na formulação do principal objetivo do traba-
lho, isto é, as equações que aparecem nos sistemas (P1) e (P2). Com isso, fechamos os
Capítulo 1 e Capítulo 2.

Por fim, uma vez que toda estrutura necessária e suficiente para a formulação e dis-
cussão dos sistemas (P1) e (P2) foram bem fundamentadas, tornou possível desenvolver
o principal resultado desse trabalho, ou seja, investigamos a existência de soluções suaves
𝑒-positivas para sistemas com equação diferencial fracionária de evolução impulsiva para
0 < 𝛼 < 1 (veja o sistema (P1)), onde podemos notar a presença das famílias 𝛼-resolventes
𝑆𝛼(·) e 𝑇𝛼(·); e para 1 < 𝛼 < 2 (veja o sistema (P2)), podemos notar, a inclusão de mais
uma família 𝛼-resolvente, 𝐾𝛼(·), na formulação da solução suave. A fim de obter o prin-
cipal resultado, utilizamos a medida de não-compacidade de Kuratowski e a desigualdade
de Grönwall. Nesse sentido, afim de elucidar o resultado investigado, apresentamos uma
aplicação envolvendo um problema de valor limite inicial do tipo parabólico fracionário.
O resultado apresentado neste trabalho, é totalmente novo e como consequência positiva,
foi submetido à publicação o artigo [23] intitulado “The 𝑒-positive mild solutions for im-
pulsive evolution fractional differential equations with sectorial operator” em Differential
Equations and Applications, onde discutimos o sistema (P1). Sendo assim, concluímos o
Capítulo 3. Uma continuação natural do trabalho, é investigar e discutir os problemas
em aberto, conforme destacados a seguir.

Comentários sobre problemas em aberto:
1. Uma melhor propriedade para 𝑆𝛼.
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Uma das propriedades de suma importância na teoria de operadores, é o semigrupo.
No entanto, quando se investiga questões envolvendo operadores fracionários, essa pro-
priedade não é válida, isto é, para 𝑆𝛼(𝑡) = E𝛼(−𝑡𝛼𝐴), temos 𝑆𝛼(𝑡+ 𝑠) ̸= 𝑆𝛼(𝑡)𝑆𝛼(𝑠). Por
outro lado, é sabido que no caso inteiro é válido, ou seja, 𝑒𝑠+𝑡 = 𝑒𝑠𝑒𝑡. Embora não valha
a lei de semigrupo para 𝑆𝛼(𝑡) com 0 < 𝛼 < 1, temos uma propriedade que melhor se
aproxima, dada por [45]∫︁ 𝑡+𝑠

0
(𝑡+ 𝑠− 𝜏)−𝛼𝑆𝛼(𝜏)𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑡

0
(𝑡+ 𝑠− 𝜏)−𝛼𝑆𝛼(𝜏)𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑠

0
(𝑡+ 𝑠− 𝜏)−𝛼𝑆𝛼(𝜏)𝑑𝜏

= 𝛼
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑡+ 𝑠− 𝜏1 − 𝜏2)(1−𝛼)𝑆𝛼(𝜏1)𝑆𝛼(𝜏2)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 (3.28)

com 𝑡, 𝑠 ≥ 0.
A teoria de equações diferenciais fracionárias envolvem operadores solução 𝑆𝛼(·), 𝑇𝛼(·)

e 𝐾𝛼(·), em particular conforme visto no Capítulo 3. No entanto, não é tarefa fácil
investigar soluções de equações diferenciais fracionárias, uma vez que, a construção da
solução suave, é obtida por meio de transformada integral, em particular, as transformadas
de Laplace e Fourier. E a propriedade de semigrupo, nesse caso é perdida, e uma forma de
sanar esse ponto, é utilizar propriedades que permitam construir a solução e estejam bem
definidas. Além disso, outro caminho é tentar obter uma melhor propriedade 𝑆𝛼(𝑡 + 𝑠)
ou 𝑆𝛼(𝑡)𝑆𝛼(𝑠) e lidar com a teoria que existe.

2. Solução suave para problemas do tipo (P1) envolvendo a derivada fraci-
onária 𝜓-Hilfer.

Considere a equação diferencial fracionária de evolução impulsiva não-linear no sentido
da derivada fracionária 𝜓-Hilfer, dada por⎧⎪⎨⎪⎩

𝐻D
𝛼,𝛽;𝜓
0+ 𝜐(𝑡) + 𝐴𝜐(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝜐(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽∞,

Δ𝜐|𝑡=𝑡𝑘 = 𝐼(𝜐(𝑡𝑘)), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ̸= 𝑡𝑘,
𝜐(0) = 𝑥0.

(3.29)

Mudamos apenas a derivada fracionária, as demais informações para o sistema (3.29)
são as mesmas apresentadas no sistema (P1).

Podemos indagar, qual o motivo de reservar o Capítulo 2 para apresentar detalhada-
mente uma explanação do novo operador fracionário 𝜓-Hilfer, uma vez que o principal
resultado foi construido com o operador de Caputo? Ou então, porque não investigar
o sistema (P1) no sentido da derivada fracionária 𝜓-Hilfer, uma vez que já existe uma
transformada de Laplace com relação a uma outra função [32] e a derivada é mais geral?
A resposta para essa questão, é bem simples, ainda não temos uma expressão (solução
suave) para o sistema (3.29) conforme foi apresentada para os sistemas (P1) e (P2) na
Definição 3.1. Esse é outro problema em aberto que se tem na teoria de equações di-
ferenciais fracionárias. Recetemente Jarad and Abdeljawad, discutiram um problema de
Cauchy fracionário (veja Teorema 5.2 [32]) envolvendo a derivada fracionária 𝜓-Caputo,
no entanto sem o operador infinitesimal 𝐴. Nessa questão, existe um problema a ser con-
tornado no plano complexo quando tentamos obter a solução suave via a transformada de
Laplace com relação a uma outra função. Certamente, resolvendo esse problema, inúmeras
questões importantes poderão ser investigadas.
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