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Resumo

Este trabalho é um estudo de osciladores mecanicos sob o ponto de vista do calculo
fracionario. Busca-se estudar a equagao diferencial ordinaria fracionaria que descreve o
oscilador harmoénico fracionario, bem como algumas de suas solugoes particulares, a partir
da derivada fracionaria de Hilfer, recuperando as solucoes via derivadas fracionarias de
Caputo e Riemann-Liouville. Trata-se de uma revisao bibliografica que segue de perto as
contribuicoes de outros autores a respeito do calculo fracionario. Como resultado obteve-se

uma alternativa a modelagem cléassica do problema do oscilador harménico amortecido.

Palavras-chave: Oscilador mecanico fracionario, célculo fracionario, derivada fracionaria

de Hilfer, transformada de Laplace.



Abstract

This work is a study of mechanical oscillators from the point of view of fractional calculus.
We seek to study the fractional ordinary differential equation that describes the fractional
harmonic oscillator, as well as some of its particular solutions, from the Hilfer fractional
derivative, retrieving the solutions via Caputo and Riemann-Liouville fractional derivatives.
This is a literature review that closely follows the contributions of other authors regarding
fractional calculus. As a result, an alternative to the classical modeling of the damped

harmonic oscillator problem was obtained.

Keywords: Fractional mechanical oscillator, fractional calculus, Hilfer fractional derivative,

Laplace transform.
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Introducao

Quando um determinado corpo executa um movimento periédico em torno de
um ponto fixo diz-se que esse movimento é oscilatorio. Um tipo especial de movimento
oscilatério é o movimento harmonico. Enquadram-se nessa categoria os movimentos
oscilatérios em que a aceleragao e a forca resultante agindo sobre o corpo sdo proporcionais
e opostas ao seu deslocamento. Diante disso, a modelagem matematica do oscilador
harmoénico mostra-se como uma ferramenta de suma importancia para o estudo dessas
oscilagoes, sejam elas presentes em problemas envolvendo massas ligadas a molas, péndulos
que oscilam com pequena amplitude ou vibracoes acusticas. Em geral, estuda-se o oscilador
harmoénico simples e o amortecido, sendo esse tltimo aquele cujo o movimento harmonico
se faz na presenca de forgas de atrito. Em geral, utiliza-se o termo oscilador mecéanico para

se referir a todas as classificagoes de osciladores harmonicos aqui apresentadas.

Tradicionalmente, a modelagem desses fenomenos parte do estudo de equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) e suas condigoes iniciais. Isso significa que se recorre

predominantemente ao uso dos operadores de derivacao e integracao cujas ordens sao
d d2 d”

—,—,--+,—, n € IN. No que diz respeito ao oscilador harmonico, a
ada’ e q P !

modelagem ocorre por meio de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem com

numeros naturais:

coeficientes constantes, conforme a equacao seguinte:

d2x(t) dz(t)
mge TP

onde m representa a massa em kg, 5 é o coeficiente de amortecimento em kg/s, k a constante

+ kxz(t) = 0, (1)

eldstica da mola em N/m e x é o deslocamento do oscilador harmoénico relativamente &

sua posicao de equilibrio.

No entanto, o calculo fracionario (CF) area que estuda as formulagoes de
derivadas e integrais de ordens arbitrarias e suas aplicacgoes, fornece a possibilidade de
trabalhar esses mesmos fendmenos a partir de equagoes diferenciais ordinarias fracionarias,
EDOFs. Mais precisamente, quando a modelagem fracionaria ¢ utilizada em uma equagao
diferencial que descreve um fendémeno fisico, ao alterar a ordem da derivada espera-se

encontrar uma descricdo mais abrangente e refinada do fenémeno estudado.

Diferentemente do calculo de ordem inteira, por vezes denominado de calculo
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classico, nao existe somente uma formulagao dos operadores de derivagao e integracao do
CF, uma vez que cada uma se adequa melhor a um contexto fisico especifico. Além disso,
em Kuroda, Tavoni e Camargo (2015) é destacado que aparentemente o niimero de novas
defini¢oes para derivadas e integrais fraciondarias cresce cada vez mais, conforme o niimero
de aplicagoes aumenta. Vale elencar as formulacoes de derivadas que mais se destacam
nas aplicagoes, sao elas: a de Riemann-Liouville, de Caputo, Griinwald-Letnikov, Riesz,

Weyl e de Hilfer, sendo essa tltima o foco deste trabalho.

Historicamente, a formulagao da derivada fracionaria segundo Hilfer, ou apenas
derivada de Hilfer, é considerada recente. Essa derivada recupera, para valores particulares
de alguns parametros, as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, além de recuperar
também a de Weyl. No trabalho dos autores Tomovski, Hilfer e Srivastava (2010) sao
amplamente discutidas as solugoes para algumas EDOFs cujos operadores de derivagao

envolvidos seguem a formulacao de Hilfer.

Diante do arcabougo tedrico apresentado, é importante situar o estudo do
oscilador harmonico via EDOFs, ou melhor, o estudo do oscilador harmoénico fracionério.
Em Bernal et al. (2012) é proposta uma equagao diferencial fracionéria para descrever
o oscilador harmonico simples e também o amortecido quando a ordem das derivadas é
dada por uma constante 2y tal que 0 < v < 1. Outra abordagem pode ser encontrada
em Rodrigues e Oliveira (2015) em que a EDO correspondente ao modelo classico tem
os operadores modificados por derivadas de ordens arbitrarias segundo a formulacao de
Caputo. Mais detalhes sobre essa formulagdo podem ser encontrados em Samko, Kilbas e
Marichev (1993).

Ainda, em Bernal et al. (2012) ¢ introduzido um pardmetro arbitrario o
de dimensao temporal, unidade de medida segundo, a fim de garantir que todas as
quantidades tenham suas dimensoes ajustadas conforme a ordem +, permitindo, assim,
estudar o comportamento das solugoes para valores intermediarios de v, resgatando a
interpretacao fisica do calculo classico. Essa mesma estratégia também pode ser encontrada
em Nasrolahpour (2012). Em Bernal et al. (2012) a equagdo toma a forma:

m  d¥z(t) g d

o2(1=7)  d¢2 o(1=7) dpr +ka(t) =0, (2)

q-
onde o operador de diferenciagao I refere-se a derivada de ordem p segundo Caputo.
Uma outra maneira de abordar o oscilador harmonico fracionario é apresentada
em Vaz e Oliveira (2022) onde na EDOF trabalhada é considerado somente o termo
d2
proporcional & derivada primeira como sendo fracionario enquanto mantém o termo m@.

Isso permite discutir a modelagem fracionaria do amortecimento sem fracionalizar o termo

correspondente a oscilacao.

De todo modo, a fim de generalizar essas analises este trabalho tem como
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objetivo geral estudar a EDOF que descreve o oscilador harmoénico fracionario a partir da
derivada de Hilfer, recuperando as solucoes via derivadas de Caputo e Riemann-Liouville.
Para isso, o presente estudo fard uso das ja citadas constribui¢oes de Tomovski, Hilfer e
Srivastava (2010) e Bernal et al. (2012), bem como do método da transformada de Laplace

inversa.

No Capitulo 1 é apresentada a transformada de Laplace e algumas de suas
propriedades, além da aplicacao desses conceitos para resolver a EDO correspondente ao

problema classico do oscilador harmonico.

Ja no Capitulo 2, ha a apresentacao e discussao sobre uma classe especial de
fungoes: as chamadas fungoes de Mittag-Lefller. Essas fungoes tém um papel fundamental

no CF, uma vez que a solu¢ao de muitas EDOFs sdo dadas em termos delas.

O Capitulo 3 ¢é dedicado a exposicao das nogoes prelimineares do CF, definindo
as formulagoes de integrais e derivadas fracionarias que serao utilizadas no ultimo capitulo

e apresentando alguns resultados auxiliares.

No Capitulo 4 ha o estudo de solucoes particulares da EDOF que descreve
o oscilador mecanico fracionario via derivada de Hilfer. J4 nas Consideragoes finais sao
elencados e discutidos os principais resultados deste trabalho, bem como ideias para uma
possivel extensao deste estudo. Por fim, nas referéncias bibliograficas ha a listagem das
teses de doutorado, dissertagoes de mestrado, artigos e livros que auxiliaram na composi¢ao

desta dissertacao.
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Capitulo 1

Oscilador harmonico: simples e

amortecido

EDOs e equagoes diferenciais parciais (EDPs) descrevem a variagao de deter-
minadas grandezas em fun¢do do tempo. “Seja a corrente presente em um circuito elétrico,
as oscilagoes de uma membrana que vibra, ou o fluxo de calor que atravessa um condutor
fechado” (SCHIFF, 1999, p.1) essas equagoes, quando combinadas com suas condig¢oes
iniciais, possibilitam uma descricdo matematica do fenémeno fisico. Esses problemas sao

conhecidos como problemas de valor inicial (PVIs).

O PVI presente neste estudo se refere ao movimento oscilatério harmoénico
ilustrado, por exemplo, pelo movimento de uma massa ligada a uma mola, provocando nela
deformacoes logitudinais, tracao ou compressao. Para encontrar uma EDO que descreva

esse movimento, usa-se alguns resultados conhecidos da mecanica newtoniana.

Inicialmente é preciso caracterizar esse movimento: trata-se da repeticao do
movimento de um corpo em relagao a um referencial adotado de tal forma que a aceleracao
e a forga resultante agindo sobre o corpo sao proporcionais e opostas ao seu deslocamento.
Nesse exemplo, a oscilacao estd associada a tensdo e deformacao que agem na mola
e a razao entre elas é conhecida como modulo da elasticidade do material. “A tensao
para produzir uma certa deformagdo depende da natureza do material (...) se o limite
7

de proporcionalidade nao é excedido, a razao entre tensao e deformacao é constante
(YOUNG et al., 2003, p.142).

Para além desse exemplo, a deformacao tratada pode ser de varios tipos: seja
no aumento do comprimento da mola, na tor¢cao de uma barra ou tira de borracha,
ou seja, para qualquer corpo eldstico desde que respeite o limite de proporcionalidade.
Rigorosamente, essa deformacao é denominada de deformacao eldstica, posto que ela

tende a desaparecer com a retirada das forcas que a originaram. E interessante comentar
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que, como destacado em Bauer, Westfall e Dias (2012), existem também deformagoes
plasticas que, ao contrario das elasticas, persistem mesmo apoés a retirada das forgas que a

originaram.

Ao estudar sistemas elasticos, o fisico inglés Robert Hooke (1660) percebeu que
existia uma relagdo matematica entre o modulo da forga aplicada e a deformagao da mola:
quanto maior era o peso de um corpo suspenso por uma mola, maior era a deformacao sofrida
por ela proporcionalmente, ou melhor, a lei de Hooke afirma que as forcas deformantes
sao proporcionais as deformagoes elasticas produzidas. Dessa constatacao segue que

42
m@x(t) = —kx(t),
onde m é massa do corpo em kg, k é a constante de proporcionalidade do material e ()
é o deslocamento em funcao do tempo t. Ao invés de kxz(t) no segundo membro, forga
que o objeto exerce na mola para causar deslocamento, usa-se —kx(t) para indicar que
se trata da forga que o corpo eldstico puxa o objeto preso a ele, isto é, trata-se de uma
forca restauradora. Admitindo um sistema de forcas conservativas, ou seja, cujo trabalho
realizado ndo depende da trajetéria, pode-se afirmar que essa EDO descreve o movimento

harmonico simples.

Entretanto, a fim de modelar sistemas cada vez mais complexos outras forcas sao
adicionadas ao sistema, tal como aquelas que representam o amortecimento do movimento,
ou atrito interno, isto é, as forcas que estao relacionadas a uma das propriedades mais
sensiveis de materiais e estruturas, permitindo que a energia mecanica de um sistema
seja dissipada, sobretudo na forma de calor. Usualmente considera-se o amortecimento
como viscoso, isso quer dizer que a forca de atrito tende a ser proporcional a velocidade
do corpo em questao, representando uma oposicao ao sentido do movimento. Portanto,
ao acrescentar a forga de atrito proporcional a ——x(t), a EDO descreverda o movimento

harménico amortecido, chegando assim a Eq.(1).

m

ol —f—a

Figura 1 — Oscilador harmoénico amortecido.

Em resumo, a Figura 1 caracteriza um sistema massa-mola que oscila na

presenca de um amortecedor viscoeldstico, onde k é a constante eldstica em N/m, [y é o
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comprimento inicial da mola em metros, ¢ é o coeficiente de amortecimento em kg/s, m é

a massa do corpo em kg e x representa seu deslocamento em metros.

Uma vez apresentada a EDO a ser resolvida parte-se agora a metodologia

necessaria para resolvé-la.

1.1 Transformada de Laplace

O método da transformada de Laplace é uma ferramenta fundamental para
resolver os PVIs, principalmente quando a EDO a ser estudada é linear e com coeficientes
constantes, uma vez que reduz a questao a um problema algébrico. A EDO que descreve o
oscilador harmonico amortecido pode ser resolvida por esse método. Para isso, é necessario
antes definir a transformada de Laplace, a sua inversa e demonstrar algumas de suas

propriedades.

Definicao 1.1 (Schiff (1999)). Conhecendo uma fungao f(t) real ou complexa, definida
para todo t = 0 e definindo também um parametro s € C de tal forma que Re(s) > 0, entdo

se a integral impropria abaixo converge

P—o0

P 0
F(s) = lim J f(t)e tdt = J f(t)e * dt (1.1)
0 0
diz-se que F(s) é a transformada de Laplace de f. Denota-se também L[f(t)] = F(s).

Vale destacar que a transformada de Laplace é uma transformada integral

S

com nicleo N(s,t) = e * e a existéncia dela é assegurada para uma classe de funcoes,

conhecidas como fun¢oes admissiveis.

Definicao 1.2. Seja f(t) uma fungao seccionalmente continua no intervalo real 0 <t < 0.
Dizemos que f(z) é uma fungao de ordem exponencial se existem duas constantes positivas

M e «, tais que para todo x, no intervalo 0 < t < o0, vale a desigualdade

|f(t)] < Me.

Admite-se aqui que todas as fungoes f = f(¢) tratadas neste estudo sao
seccionalmente continuas no intervalo [0, 0] e que todas serdo de ordem exponencial
quando t — o0. No teorema a seguir confirma-se a relacao entre as fungoes de ordem

exponencial e a existéncia da transformada de Laplace.

Teorema 1.1.1 (Zill (2012)). Seja f uma fungio de ordem exponencial, isto €, |f(t)| <
Me™ para M e o constantes reais positivas, entdo a transformada de Laplace de f, L [f(t)],

eziste para Re(s) > a.
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0e]

Demonstragao. Para demonstrar esse resultado deve-se escrever L [f(t)] = J e St f(t)dt

0
em uma soma de duas parcelas

JOO e St f(t)dt = Ja e " f(t)dt + foo e f(t)dt (1.2)

0 0 a

sendo a uma constante real positiva.

A primeira parcela existe, uma vez que f é seccionalmente continua no intervalo

0 <t < b para qualquer b real positivo, neste caso b = a. J4 para a segunda parcela tem-se:

<[ et ar

a

F e~ £ (1)dt

a

o0
< f e St Me*dt =
b (a—s)b _ (a—s)a

Mlim | @944t = M lim ¢
b—o0 b—o0 a— S

a

Como Re(s) > a, a segunda parcela é uma integral que converge e

_e(a_s)b

F e‘“f(t)dt‘ <M——, (1.3)

a a—s

ou seja, a transformada de f existe. ]

Proposicao 1.1.1. Sejam f(t) e g(t) fungoes de ordens exponenciais v e 3 respectivamente
no intervalo [0,0|[. Sejam a e b duas constantes e af(t) + bg(t) uma fungao de ordem

exponencial o maior ou igual a max {«, B} entdo
Llaf(t) £bg(t)] = aL[f(t)] £ bL[g(t)]. (1.4)

Demonstragio. De fato, pela definicao da transformada de Laplace

oe]

Claf(t) + by(t)] = f e~ (af(t) + by(t)) dt

0

[T erasoans [ e vgoyar

_ afo ot (f(t))dtibf e (g(1)) dt

0 0

o que conclui a demonstracgao. |

A linearidade da transformada de Laplace é essencial para deduzir muitas
outras propriedades associadas a ela. Por exemplo, a transformada de Laplace da funcao
f(t) = sen(at), onde a é uma constante real, pode ser obtida através da linearidade da
transformada de Laplace. Note que

F(s) = L[sen(at)] = J

0

0

1 (*® ) )
e*Stsen(at)dt _ QZL [eft(sfza) _ et(erza)] dt.
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Ainda, pode-se escrever a transformada de Laplace de uma funcao exponencial

CcOomo

F(s)=L[e"] = J el=sraltqs — L, s> a. (1.5)

0 s—a

Assim, usando agora esse resultado juntamente da linearidade da transformada

de Laplace, tem-se que

s—ia S+ia 52+ a2’

F(S):;[1 ! ]: a

S

Analogamente, £ [cos(at)] = popnprl
s?+a

1.1.1 Transformada de Laplace inversa

Sabendo que para as fungoes f de ordem exponencial existe F' = F(s), resta
questionar: dada uma fungdo G = G(s) é possivel garantir que existe g(t) tal que G(s) =
Llg(t)]?

Vale frisar que o processo para encontrar a transformada de Laplace inversa faz
uso do plano complexo. Além disso, como o objetivo deste trabalho é encontrar solugoes
particulares para EDOFs lineares, é compreensivel que a resposta para a pergunta acima

seja positiva.

De fato, admite-se que as transformadas inversa e direta de Laplace sao inversas
uma da outra e, conhecendo a transformada de Laplace para determinadas fungoes, pode-se,
através de manipulacoes algébricas e de algumas propriedades, encontrar a transformada

inversa da funcao desejada. A notacao usada é

ft) = F(s)

onde f(t) é a fungdo original e F(s) sua transformada. O simbolo + nesse contexto indica

que o primeiro membro é a transformada de Laplace inversa do segundo membro.

A Figura 2 apresenta um diagrama que ilustra o procedimento para resolver

uma EDO com coeficientes constantes via transformada de Laplace e sua inversa.

Por outro lado, se F'(s) é a transformada de Laplace de uma fungao f admissivel

de ordem exponencial «, vale a expressao

LF(s)] = — fﬂw e F(s)ds, (1.6)

27 Y—1%00
onde v é um nimero complexo arbitrario tal que Re(y) > «. Essa expressdo é uma integral
complexa calculada ao longo de uma reta paralela ao eixo y que passa pelo ponto (v, 0). A

Eq.(1.6) também é conhecida como féormula integral de Bromwich: trata-se da generalizagao
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f(t)

Equagao Solugao da

diferencial linear equagio na

na variavel (t) variavel (t)
Transformada de Transformada
Laplace de Laplace inversa

Desenvolviment
algéebrico

Equagao algébrica Solugao na variavel (s)
- —
na variavel (s)

F (s)

Figura 2 — Diagrama de resolucao de uma EDO via transformada de Laplace.

da férmula integral de Cauchy para retas Re(z) = v quando elas determinam a fronteira
do semiplano onde a fungdo f é analitica. Mais detalhes a respeito da Eq.(1.6) podem ser
encontrados em Debnath e Bhatta (2014).

Para calcular as transformadas inversas muitas vezes é necessario empregar o

produto de convolugdo de Laplace.

Teorema 1.1.2 (Debnath e Bhatta (2014)). Sejam L[f(t)] = F(s) e L[g(t)] = G(s),

entao
LIf(E)=gt)] =LIfD]L[g(t)] = F(s)G(s) (L.7)
0 que equivale a

LTF(5)G(s)] = f(t) = g(t) (1.8)

onde a operagao = € denominada de produto de convolugdo das fungoes f(t) e g(t) e é

definida pela sequinte integral
£0 9t = | (- g(riar = | frgle - e (19)
0 0

Demonstragio. Debnath e Bhatta (2014, p. 146-148). |

Por ser necessario na sequéncia desta se¢ao, deve-se mostrar o seguinte resultado:

sejam a, b, ¢ e d constante reais, por agora diferentes de zero, entao:

£ [@j_ij;;[)_ci] ~e (C’le*‘/gt + Cgeﬁt) : (1.10)

onde C; e (5 sdo constantes.

Primeiro manipula-se a expressao a fim de nao fazer uso da integral no plano

complexo, isto é, usando somente resultados ja conhecidos. Utilizando a fatoragdo, obtém-se
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as+b B as N b
(s+c)’+d (s+c)?2—-d (s+c?—d
as b

= + :
[s—(c=Vd)][s—(c+Vd)] [s—(c=Vd)][s— (c+Vd)]
Introduzindo a notacao A\ = ¢ — Vd e A = ¢+ Vd tem-se para o segundo
membro da expressao precedente

as b
G- ) M) =)

(1.11)

Diante disso, deve-se usar a linearidade da transformada de Laplace e o produto

de convolugao para cada uma das parcelas. De fato, pode-se escrever

o l(s —/\1)b(=5‘— >\2)] - e [3 —1/\1] e [3 —1>\2]

t t eMi—A2)t _ 1
= bf M) gy = be’\QtJ M =274 = peet <)
0 0 A1 — A

B b
IPYEDY

(e/\lt _ e)\Qt) )

De forma semelhante, obtém-se

- as a
& l(s — A1) (s — )\2)] VDY (MMt — Age™) . (1.12)

Logo, a fungao cuja transformada é dada pela Eq.(1.11) pode ser expressa como

El[ as+b _ —ac+avd—b . ac+avd+b (et
( )

s+c)?—d M/d 20/d
seia —ac+avd—b eac+a\/g+b O temose
m = ——————— = (Y, tem-
A 2\/& 1 2\/8 2
—1 as +b L —ct —dt Vat
L [(3 ST d] —e (C’le + Che ) , (1.13)

que ¢ o resultado desejado.

1.1.2 Propriedades da transformada de Laplace

Nesta secao serao apresentadas algumas propriedades fundamentais da trans-

formada de Laplace para a resolucao das equagoes diferenciais, em particular, no caso do
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oscilador harmonico, objetivo deste trabalho. Além disso, serd calculada a transformada de
Laplace de algumas funcoes auxiliares como, por exemplo, a fun¢ao de Heaviside e a delta

de Dirac, ou simplesmente ¢ de Dirac, sendo assim, antes de prosseguir é crucial defini-las.

Definicdo 1.3 (Tonidandel e Aratjo (2015)). Seja a € R. A fungao de Heaviside, ou

degrau unitdrio, € definida como

1, set>a
1
H(t—a)= 3 set=a (1.14)

0set<a

essa funcdo tem descontinuidade em t = a e se mostra bastante til para diversos estu-
dos, mas destaca-se em particular o estudo de processos de liga/desliga, por exemplo, o

crescimento gradual na voltagem ou corrente de um circuito.

Definigao 1.4 (Dutra, Ribeiro e Porto (2018)). Seja a € R. A fungio § de Dirac, ou

simplesmente funcgdo 0, € definida satisfazendo as sequintes condigoes

d(t—a)=0, set #a
f S(t)dt =1, (1.15)

—00

muito embora seja chamada pelo nome de “fungdo”, a & de Dirac ndo é uma fung¢do como

tradicionalmente se define, mas sim um funcional linear.
Ainda,

na realidade, hoje em dia j& se sabe que a resposta para a questao “o
que é uma fun¢do?” é bem mais simples. Uma fungdo f(t) pode ser
entendida simplesmente como uma regra que associa a cada valor de ¢
um valor de f (...). Logo, afirmar que o delta de Dirac ndo seja uma
funcdo simplesmente pelo fato de nao ser possivel tragid-la & mao nao é
suficiente. Em verdade, pode-se dizer que o delta de Dirac pertence a
uma classe mais geral de fungoes, chamadas funcionais. (TONIDANDEL;
ARAUJO, 2015, p.4).

Enquanto uma funcao, no sentido classico, associa um elemento do dominio a
um tunico elemento do contradominio, o funcional linear tem como dominio um espago
vetorial e seu contradominio um conjunto numérico. Isso significa que “o funcional §(t) e
os numeros associados com ele nao fazem sentido algum de maneira independente, (---)
apenas possuem significado dentro do sinal de integracao” (TONIDANDEL; ARAUJO,
2015, p.5).

Além disso, a 0 de Dirac apresenta diversas propriedades interessantes envol-
vendo transformadas integrais, porém, neste estudo serao retomadas duas delas: a primeira

a propriedade de filtragem, ou seja, por normaliza¢ao a unidade, como definida a funcao
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o0

de Heaviside, J O(t —a)f(t)dt = f(a) e a segunda a respectiva transformada de Laplace,

0
L[6(t — a)] = e **. Para mostrar esses dois resultados deve-se usar o fato de que a d de
Dirac é nula quando t # a, dessa forma, alterando os limites de integracao para a — €
e a + € para todo € > 0 e sabendo que f(¢) é continua em ¢ = a entdo na vizinhanga

[a —€,a + €] de a seu valor tende a f(a), consequentemente segue que

f 5t — a) f(t)dt = f ajea@—a) F(O)dt ~ f(a) fajeé(t—a)dt _ f(a),
—_———

ja no que diz respeito a segunda propriedade basta usar o produto de convolucao de

Laplace juntamente da propriedade de filtragem, tem-se que

C[5(t - a)] = f St — ayestt — e
0

Pode-se compreender também a d(¢) como elemento neutro da operagiao produto
de convolucao de Laplace. Um bom jeito de ilustrar a aplicabilidade da fungado ¢ de Dirac
¢é imaginar problemas envolvendo impulso, ou seja, uma for¢a de modulo grande aplicada
durante um periodo muito pequeno de tempo. Esse contexto pode ser estendido para outros
exemplos, tais como a modelagem da seguinte situacao: uma crianga sendo periodicamente

impulsionada em um balanco.

Para descrever a forca externa que provoca esse “trem de impulsos” de mesma
intensidade e sentido é preciso definir a distribuicao chamada de pente de Dirac. Seja Jy
a intensidade de cada impulso dado, entao a intensidade da forca F' é representada pela
distribuicao

N
F(t)=Jo Y. 6(t—nr), (1.16)
n=1
sendo 7 o intervalo de tempo de cada empurrao e N o nimero de empurroes.

Ademais, uma discussdo mais detalhada sobre a pente de Dirac e outras
distribuicoes que sdo usadas nas transformagoes integrais pode ser encontrada em Strichartz
(2003, p.77-78).

Essa descricao matematica serd til para os proximos capitulos, devido as

propriedades da transformada de Laplace associadas a essas fungoes.

Proposigao 1.1.2. Seja F(s) a transformada de Laplace de f(t), entao f(t —a)H(t — a)

é a transformada inversa de e”**F(s), ou seja,

LIH(t—a)f(t—a)] =e *F(s),a>0.
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Demonstragio. Recorrendo a definicao da transformada de Laplace
0
CIH( - a)f(t—a)] = f H(t = a)f(t — a)e—"dt
0
a 0
= f H(t—a)f(t—a)e "dt + J H(t—a)f(t —a)e*dt,
0 a
mas como H(t —a) é nula para t < a e um para t > a entao, tomando p = t — a obtém-se
e} o0
J f(t—a)e®dt = J f(p)e=sPratqy
wa a
= e Tl = LIH( - a)f(t - a)) = ¢ F(s),
0

que é o resultado esperado. |

Proposigao 1.1.3. Sejam f(t), f'(t) ---, f™V(t) fungoes continuas em [0, o[, de ordem
exponencial de tal forma que a n-ésima derivada de f seja continua por partes em [0, o[,

assim

L [dtij;(f)] =s"F(s) — gs"klf(k)(()*), (1.17)

onde f®(0%) € o limite da k-ésima derivada de f quandot — 07,

Demonstracao. Esse resultado pode ser demonstrado através de inducao sobre n. Para

n = 1 tem-se

el = [ et

0

Integrando por partes basta tomar u = e~ * e dt = f/(t)dt, isso implica que

du = —se™*'dt e v = f(t). Dessa forma,

w—+00

= —f(0) + sL[f(t)] = sF(s) — f(07).

+00
L[f ()] =uv— Jvdu =e < lim f(t)|6”) + SJ e f(t)dt
0
Supondo que a proposicao seja verdadeira para n = k > 1, isto é,

r [f(k)(t)] _ SkF(S) . Sk—lf(0+) _ sk—2f(0+) — .= fk—l(o—i-)

entao para n = k + 1 observa-se que

L [f(k+1)(t)] _ f

0

o0 w

e st FEFD (1)t = e lim FE@) 10+ s J et F®) () dt

= —f®(0%) +sL[fP(1)].
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Usando a hipodtese de inducgao

—19(0) + 5 (s’ws) Il (0*>>

pelo principio da indugao o resultado ¢é valido. ]

Proposicao 1.1.4. Seja f(t) em func¢io admissivel e t > 0. Entao,

Vs U:f(T)dT] - iF(s). (1.18)

Demonstragdo. Seja g(t) = J f(7)dr, entdo ¢'(t) = f(t). Pode-se escrever para a transfor-

mada de Laplace da derivad% primeira
LIg )] = sLIf(t)] —g(07).

Como ¢(0) = 0, conclui-se que

e[ tf(T)dT] Lol = Lr.

que ¢ o resultado desejado. ]

A fim de mostrar a aplicabilidade dos conceitos apresentados neste capitulo, é
importante discutir um caso particular de EDO com condicao inicial, isto é, um PVI dado

por

{y'a) —y(t) = (- 2), (119)

y(0) = 0.

Para resolver esse PVI, recorre-se as propriedades apresentadas. Assim, apli-

cando a transformada de Laplace, tem-se
LIy(t) —y@)] = L[5t - 2)].
Recorrendo ao fato de que a transformada de Laplace é linear,
LIy()] - Lly@)] = L[6(t-2)],

em adigao a isso, usando a Proposigao 1.1.3 e introduzindo a notacao Y (s) = L [y(t)],

segue que
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Por fim, para encontrar y(t) basta usar a Proposi¢ao 1.3, de onde segue

Lly(t)] = 86: 81 = 6_258 i L= L[H(t—2)e?],

ou seja, y(t) = H(t —2)e' 2.

¥

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 3 — Funcdo y(t) = e' 2

05 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 4 — Solugao do PVI da Eq.(1.19)

Note nas Figuras 3 e 4 que a curva que descreve a solucao da EDO é a curva
que representa a funcdo y(t) = e¢'~? sob acdo da funcio de Heaviside. Percebe-se que o
fator H(t — 2) faz com que y seja identicamente nula para valores inferiores a 2, mas para

valores de ¢t maiores que 2 a curva segue o comportamento da exponencial crescente.
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1.2 Oscilador harmonico amortecido e a

transformada de Laplace

Como exposto anteriormente no inicio deste capitulo: quando um corpo de
massa m descreve uma trajetoria e, apés um determinado intervalo de tempo ele repete
essa trajetoria diz-se que seu movimento é periédico. A fim de compreender essa dinamica é
preciso definir um referencial (posi¢ao de equilibrio), e determinar o periodo T' de oscilacao

(tempo gasto pelo corpo para voltar aos mesmos pontos da trajetéria), a frequéncia f (o

inverso numérico do periodo f = T) e a fungao horaria do seu deslocamento x(t).

Dois casos sao especialmente estudados: o movimento harmonico simples (MHS)
cuja particula que oscila recebe o nome de oscilador harmonico simples e 0 movimento
harmoénico amortecido que constituem modelos fisicos fundamentais para estudar diversos
casos de oscilagoes mecénicas. Diferente do presente estudo, em Nussenzveig (2013, p.120) a
fungdo z(t) no MHS é determinada a partir da andlise da conservacao da energia associada
ao sistema massa-mola, visto que “a energia total £ mantém-se constante, oscilando entre
a forma cinética e a forma potencial” (NUSSENZVEIG, 2013, p.121). Contudo, para
fazer uso das propriedades aqui discutidas, a fungao horaria sera determinada a partir do
equacionamento das forgas atuantes na particula e suas condi¢oes iniciais de posicao e de

velocidade, em sintese, a resolucao de um PVI.

Ainda, tradicionalmente nao é necessario fazer uso das transformadas de Laplace
para determinar a funcdo x(¢) nesses modelos, uma vez que basta conhecer solugdes
particulares linearmente independentes, como consequéncia a solugao geral sera uma
combinacgao linear delas. Entretanto, a fim de estender a ideia para as solucgoes das
EDOFs seguintes aqui serd apresentada a solucao do oscilador harmoénico amortecido via
transformada de Laplace e a do oscilador harmonico simples como um caso particular

quando nao ha amortecimento.

1.2.1 Solucgao do oscilador harmoénico amortecido

Retomando & Eq.(1) é possivel encontrar a fungéo horaria x(t) do deslocamento
da particula no sistema. Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da

equagao, tem-se

L [”ﬁf@] + L [ﬁdxdgf)] + L[kz(t)] = 0,

ou ainda, na forma

me ldzgt)] Y [d‘z(:)] + RL[2(8)] = 0.
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Pela Proposicao 1.1.3 pode-se escrever

ms*X (s) — msxg — mig + BsX(s) — Bro + kX(s) =0

que é uma equacao algébrica em X(s) cuja solugao é dada por

() msxy + mxgy + Pxg msxy + mao + B
X S) = - .
2 B2 _ B
ms +BS+I€ m(8+2m) _4m+k

Aplicando a transformada inversa e conhecendo as solugoes via Eq.(1.13) é

possivel obter a solugao geral da EDO, logo

z(t) = ezm! C’le<m>t + Cze<_ (%y_%)t : (1.20)

onde C; e Cy sdo constantes arbitrarias.

Vale a pena ressaltar que a relacdo entre 5% e 4mk pode revelar bastante sobre
2

o movimento, dado que a razao e estd em uma raiz quadrada subtraida por uma parcela
m

—. Assim, serd feita uma andlise dividindo-a em trés possibilidades, a saber:
m

2 Bk
1. se f° < 4mk = — < —, entao
4m? m

o(t) = o7t [ VAT 4 et <>] |

Diante desse resultado ¢ essencial usar a relacao de Euler, isto é, para um argumento
6 vale a igualdade e = cos(f) + isen(f). Note também que o radical que aparece
nas exponenciais pode ser compreendido como a frequéncia da oscila¢ao. Assim, a
fim de sintetizar a notagao usa-se para a frequéncia natural do oscilador harmonico
k A
impl =A/— f éncia d ilad tecido w = 2| —
simples wy e para a frequéncia do oscilador amortecido w wg .
m 2m
Decorre que

x(t) = et [C1 (cos (wt) + sen (wt)) + Cs (cos (wt) — sen (wt))]
= em! [(C} + Cy) cos (wt) + (C) — Cs) sen (wt)],

sendo A = C; + Cy e B = (1 — (5 constantes, tem-se

2(t) = ezt (A cos(wt) + B sen (wt)) .

Ainda, a solugao para esse caso pode escrita como x(t) = Aoe%t cos(wt + ¢), onde

Ag e ¢ representam respectivamente a amplitude e a fase iniciais da oscilagao.
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A solucgao é o produto de uma combinacao linear de senos e cossenos, que representa
a oscilacdo, por uma exponencial decrescente, que representa o amortecimento. A
classificagdo atribuida para esse caso é de oscilador harmonico subamortecido, pois o
termo de amortecimento é pequeno em relacao a frequéncia natural wy. Ademais, é

possivel recuperar também o oscilador harmonico simples, basta fixar § = 0, assim:

x(t) = Acos(wt) + B sen (wt).

2
2. se % > dmk = 2 > — isso implica que o radicando é positivo, ou melhor,
m m
tratam-se de exponenciais puras (sem a unidade imagindria ¢ no expoente), repare
que

z(t) = e (Cle_wt + Ozem) = Cle(f‘”’%)t + 026(7w+%)t7

com C e Cy constantes. Ainda mais, pode-se expressar z(t) em termos das fungoes

seno e cosseno hiperbdlicos.

Esse caso é chamado de oscilador harmonico superamortecido, posto que o termo de
amortecimento é grande em relacao a frequéncia natural wy.
2

3. se /% =4mk = s R a frequéncia w se anula. Contudo, a solugao encontrada a
partir da Eq.(1.26r)L é soTHnlente uma solucao particular para esse caso, visto que as
duas fungdes exponenciais sao linearmente dependentes, ou seja, podem ser escritas
como um miltiplo uma da outra. Para isso é indispensavel encontrar uma outra
solucdo linearmente independente, essa solucio é obtida como o produto do fator
exponencial pela varidvel ¢, mais precisamente: a funcao z(t) é dada como o produto

de uma exponencial por um polinémio do primeiro grau, obtém-se

2(t) = ezt (O + Cat)
com C; e Cy constantes.

Esse caso é chamado de oscilador harménico critico amortecido. Assim, um sistema de
amortecimento critico sofre a pertubacao inicial, mas retorna a posicao de equilibrio

sem oscilar.

A Figura 5 ilustra cada um dos casos de oscilagdes amortecidas, bem como a
oscilagado sem amortecimento. Note que no oscilador subamortecido a solucao apresentada
mantém a solu¢cdo combinada de amortecimento, enquanto nos demais casos, com exce¢ao
do MHS, o amortecimento é predominante em relacao a oscilacao. Note também que nos
trés casos as constantes C e Cy que aparecem na solucao sao determinadas pelas condi¢oes
iniciais.

Para além de encontrar a solucao da EDO, é fundamental comentar também

sobre o balango de energia mecanica total do sistema, denotando-a pelo simbolo £. Sabe-se



Capitulo 1. Oscilador harménico: simples e amortecido 29

x(m)
20f
15 i + ", T - - -~
al IR — — Oscilador simples
1.0 I~
a /N Tl 7 N . .
osk 1N N ) \ Oscilador subamortecido
. j / = - - -
LA , \ / g © Oscilador superamortecido
. \ 4! 6 § 10 / 12 14\ ----- Oscilador critico amortecido
-05F
[ \ / \ / \
-10F ~ ~
-15

Figura 5 — x(t) para todos os casos de oscilagdo simples ou amortecida.

que a energia mecanica ¢ dada pela soma da energia cinética com a energia potencial,

neste caso eldstica, ou seja:

m(v(t)*  k(x(t))”
E=— "+

onde v(t) = @(t) e k = mw?*. Para o oscilador subamortecido nota-se que:

— ; (lgAge%Bt) [sen®(wt + ¢) + cos*(wt + ¢)] . |
Logo, pela relacao fundamental da trigonometria,
&= k’AOe m (1.22)

Assim, verifica-se que a energia total do sistema nao se conserva, em outras
palavras, a energia é dissipada por uma exponencial decrescente conforme o tempo passa.

Tal efeito é esperado, ja que a forga de atrito é uma forga dissipativa.
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Capitulo 2

As funcoes de Mittag-Lefiler

Assim como no calculo classico as solugoes de muitas EDOs sdo expressas
em termos de exponenciais, no CF as fungoes de Mittag-Leffler desempenham um papel
semelhante na solu¢ao das EDOFs lineares de coeficientes constantes. Além de generalizar
a funcao exponencial, essas func¢oes possuem propriedades interessantes relacionadas a

operagao de derivacao e integragdo fraciondarias, como sera exposto no proximo capitulo.

Conforme mais publicagoes sao feitas na area do CF, surge a necessidade de
generalizar essas fungoes cada vez mais: neste trabalho serao discutidas as fungoes de
Mittag-Leffler de um, dois e trés parametros. Entretanto, ha generaliza¢oes dessas fungoes
para n parametros, onde n € IN, em particular, uma generalizacao de seis parametros foi
proposta por Salim e Faraj (2012). Mais detalhes sobre a funcao de Mittag-Leffler podem
ser encontrados em Teodoro (2014, p.18-39).

2.1 Funcoes de Mittag-Lefler de um parametro

A fungao de Mittag-Leffler proposta por Mittag-Leffler (1903) generaliza a
funcao exponencial a partir da introducao de um parametro a e é definida por meio de
uma série de poténcias cujos termos envolvem a fungao gama. Diante disso, cabe entao

definir também a fun¢dao gama, bem como outras func¢oes auxiliares.

Definigao 2.1.1 (Camargo (2009)). Dada a integral impropria

[(z) = JOOO e tat (2.1)

tal que Re(z) > 0, define-se I'(z) como a fungao gama do nimero complexo z.

Note que a funcao gama possui singularidade para z € Z_. Além disso, através

da substituicao de variavel z = y + 1 e da integragao por partes tem-se
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0

Fy+1) = f tYe~tdt
L

I'y+1) = L tve tdt = yI'(y).

Note que para y = n € IN a relacao retoma a funcao fatorial,

I'(n+1) =nl

Vale a pena mencionar também a fungao gama incompleta: é definida pela

mesma integral, mas alterando o intervalo de integracao,

v(a,z) = J t"te~tdt. (2.2)
0

No entanto, essa nao é a unica forma de se pensar em uma generalizacao

para o fatorial. A chamada férmula de Stirling estabelece uma relagao assintética para o

fatorial de um niimero, ou melhor, uma aproximacao da funcao gama para argumentos
) Y

assintoticamente grandes, neste trabalho utiliza-se a formula da seguinte maneira:

I'(z+a)~ oMtz (2.3)
para |z| — w0 e a < 0.

Em Mortici (2010) essa e outras formulas assintéticas para a fungdo gama sao

discutidas e demonstradas detalhadamente.

Defini¢ao 2.1 (Camargo (2009)). A funcio beta denotada por B(p,q) onde Re(p) > 0 e
Re(q) > 0, é definida pela integral definida

f N1 — )7t (2.4)

ou ainda adotando a varidvel t = sen®(0) a fungdo pode ser escrita como

™

Blp.q) =2 L * sen2=1(9) cos2~1(0)do. (2.5)

Teorema 2.1.1 (Oliveira (2019)). Sejam Re(p) > 0 e Re(q) > 0, a sequinte relagio entre
as funcoes gama e beta € valida

I'(p)'(q)

Tota (2.6)

B(p,q) =

Demonstragdo. Considere o seguinte produto:

0¢] 0¢] o0 o0
L'(p)'(q) = J e“uplduj e vl dy = J J e " uP oy M dudw.
0 0 o Jo
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Ao introduzir a mudanca de varidvel u = 2% e y = v?, decorre que:

_ 4J J :r: +y 2p71y2q71dxdy7

introduzindo as coordenadas polares = = r cos() e y = rsen(f) obtém-se

0 0

" J
v

=B(p,q)

I'(p)T'(q) = (2

0

=I(p)l(q) = 2B(p, q)J ey

0

Por fim, uma outra mudanca de varidvel t = r? permite escrever

['(p)T'(¢) = B(p,q) LOO “HpralqE = B(p, q) = m

que é o resultado desejado. Ainda, desse resultado observa-se também a simetria da fungao
beta, isto é, B(p,q) = B(q,p). [ |

Definigao 2.1.2 (Oliveira (2014)). [Fungao de Mittag-Leffler de um parimetro] Sejam

a € C tal que Re(a) > 0 e z € C entdo a série

= (27)

define a fungao de Mittag-Leffler de parametro «.

Como a fungao de Mittag-Leffler é definida por meio de uma série de poténcias

entao ela tem como dominio todos os valores de z para os quais a série converge.

Para investigar sua convergéncia vale a pena mencionar o teste da razao para

séries de funcoes, especificamente: sejam a; a k-ésima parcela da série em questao e

L = lim

k—o0

Af+1
Qg
portanto convergente), se L > 1 a série é divergente e se L = 1 o teste é inconclusivo, ou

, 0 teste afirma que se L < 1 a serie é absolutamente convergente (e

seja, serd necessario uma investigacdo mais apurada da série em questao.

Zk

No caso da fungao de Mittag-Leffler a;, = m Dessa forma,
e
Zk+1 F k 1
L=limr(a(k+kl)+l)=lim]|‘ (ak+1) ‘:limz| H ak)
ko | s koo Dok +1)+1)] ko (k+1)||T(ak + )|’

repare o fator — 1 quando k — 0.

alk +1)
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Agora, para analisar o quociente entre as fun¢des gama pode-se recorrer a
aproximacao de Stirling, Eq.(2.3), pois como k — o0 entao |ak| — o, o que quer dizer

que:

I'(ak V2T ka‘“ —ak
L= e "‘ ] = dm e
- ) V27 (ak) RO eak| koo

Perceba que se Re(a) < 0 entdo L — oo conforme k — o0, o que implica que
a série é divergente em todo o plano complexo (exceto para z = 0), porém se Re(a) =0
tem-se L = |z], isto é, a série serd convergente somente para |z| < 1, apenas para pontos
interiores a um circulo de raio um e centrado na origem do plano complexo. Assim, a
condi¢ao Re(a) > 0 fica bem justificada, pois neste caso L = 0 para qualquer z € C,
tornando a série F,(-) convergente e, consequentemente, a fun¢ao de Mittag-Leffler de um

parametro bem definida para todo o plano complexo.

Mostra-se agora que as func¢oes de Mittag-Leffler de um parametro 0 < o < 1

interpolam as fungoes exponencial e T paraz e R.
x

Por definicao da funcao de Mittag-Leffler de um parametro para o = 0 tem-se:

Zr0k+ :i

como Fjy(-) sé converge para x < 1 retoma-se aqui a série geométrica

k=0 k=0
Sendo assim, para0 < a<lex <1
k k © k © k 0
- il k L ad k
S T(ak+ 1) “”ﬁkz_% '\,;)r(aku) o
1
< e < Ey(x) <
1—x

Proposicao 2.1.1. Sejam z € C e a wm parametro real, entao

Baal2) = 5 (Ba(2%) + Ea(~23)). (2.8)

DN | —
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Demonstragio. Basta desenvolver as séries Ea(z%) ¢ Ea(—z%), tem-se
) = 23 22 2! 22
E,(z22) = =1+ +
1;) ['(ak +1) I'a+1) T'Ra+1) TI'(Ba+1)
€ k 1 3
Ea(—z%) _ i 15—1)’g z2 1 = z2 - 21 B - z2 ’
= Tlak +1) (a+1) (2a+1) (Ba+1)

somando ambas, obtém-se

) =2 (;0 W) — 2E,(2), (2.9)

o que encerra a demonstragao. ]

Nl
ol

E.(z2) 4+ Ey(—2

Como ja mencionado, sera mostrado que a fungao de Mittag-Leffler de um
parametro recupera varias fungoes elementares, dentre elas, aqui, recupera-se o cosseno

trigonométrico e o cosseno hiperbélico.

Com algumas mudancas de variavel e recorrendo a Proposigao 2.1.1, obtém-se

bem como também,

e w (=2)k x —z
ol _l’_ AN,
Ey(?) = 20 T 2h—0 m- _ € 4'26 — cosh(z).

2.2 Funcoes de Mittag-Leffler de dois parametros

Para prosseguir o estudo das fungoes de Mittag-Leffer é indispensavel discutir

a fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros introduzida por Wiman (1905).

Definigao 2.2 (Teodoro (2014)). Seja E, (z) uma fungao complexa com dois parametros

complezos o e (3 tais que Re(a) >0, feC e

Zk

0
Eap(2) = ) =7 (2.10)
kz_;) ['(ak + )
a série E, g(-) € denominada de fungio de Mittag-Leffer de dois parametros.

Além disso, para 5 = 1 obtém-se a funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro:
E,1(z) = E,(z). Observa-se também que a introdugdo do pardmetro 8 em nada altera o

dominio da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros em relacao a de um parametro,
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uma vez que a série que a define continua sendo convergente em todo o plano complexo
quando Re(a) >0e g e C.

Em analogia a funcao de Mittag-Leffler de um parametro, pode-se recuperar
varias funcoes elementares a partir da funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros. Assim,
as fungdes elementares sen(z) e senh(z) também podem ser recuperadas pelas fungoes de

Mittag-Leffler, isto é,

) Z2k:+l
Bual-) = 3y Bl sent)
’ = 2k +2) z z
& 2%k Zk 0 2/?:%11 senh(z)
Fpo(2?) = Byp(—2%) = L .
22(2") 22(=2 g I(2k+2) z z

Outras relagoes classicas que recorrem a func¢ao exponencial podem ser asso-
ciadas a funcao de Mittag-Leffler. Um bom exemplo é a relacdo de Euler para a forma
trigonométrica de um nimero complexo: sabe-se que para um ntimero complexo |z| = 1 de
argumento # tem-se e = cos(f) + isen (f) onde i representa a unidade imaginaria. No
trabalho de Xiao-Jun (2011) a mesma relacao é generalizada usando fungoes trigonomé-
tricas fracionarias, ou seja, func¢oes de Mittag-LefHler que recuperam para determinados

pardmetros as fungdes cos(#) e sen(f).

De acordo com o autor, para 0 < a < 1,

E,1(i%2%) = cosa(27) + i“seny (27) (2.11)
onde . 20
a = =k o, 1\ 2
COoS Z [(2ak + 1) 20,1(—2"%)
e
© (2k+1)a © z(2k+1)a
oz = =2°F feNe —z* .
e Z_: 2k + Do+ 1) Z Mok tatrD) ~~ Pren(=2")

A partir dessas expressoes e fixando a = 1, decorre que:

cosi(z) = cos(z) = Fy 1 (—2?)

sen; (z) = sen(z) = 2By 5(—2%).

Na Figura 6 ha o esbogo das curvas que descrevem a funcao sen, (z%) de variavel

real para valores de o = 1; 0,9; 0,7 e 0,5.

No entanto, vale destacar que essa generalizagao fracionaria apresentada para
as fungoes trigonométricas nao é tnica. Por exemplo: Tseytlin (1984) propos as fungoes
Sca(2) e Csy(z) como sendo fungoes seno e cosseno fraciondrias. Mais precisamente,
Sca(2) = 2By 02(—2*"%) e Os4(2) = Ey_g1(—2°"%) recuperando as funces elementares

para a = 0.
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Figura 6 — Seno fracionario para valores particulares de a.

Proposigao 2.2.1. Sejam Re(a) > 0 e z € C, entdo
Eo(=2) = Eg(2?) — 2EB20.041(2%). (2.12)

Demonstragdo. Ao desenvolver o segundo membro da equagao, obtém-se

) 0 0 ,2k+1
E [o] - E fo'Nes
R R z%rmm+1 gbﬁ%k+a+n
1 z 22 23 24

T T+l T@a+1) TBa+l) T[datl)

perceba que as parcelas de indices pares ficam positivas enquanto as parcelas de indices

impares ficam negativas. Logo,

o0
Eza(22) - ZE2a,a+1 Z
k=0

que é o resultado desejado. |

Vale a pena discutir também as aplicagdes numéricas da funcao de Mittag-LefHer.
Sabe-se que a funcao de Mittag-Leffler aparece como solucao de diversas equagoes integro-
diferenciais, possibilitando a descri¢cao de determinados fenomenos fisicos, principalmente
aqueles estudados pelo calculo fracionario. Ademais, como visto nos exemplos anteriores,
para valores particulares dos parametros, a funcao de Mittag-Leffler consegue interpolar
funcgoes classicas tal como a exponencial e as fungoes trigonométricas. Diante disso, surge

a necessidade de encontrar férmulas de aproximacgoes assintéticas para essa fungao.

No arcabougo tedrico atual existem diversas féormulas assintoticas para a funcao
de Mittag-Leffler de um parametro, mas destaca-se aqui uma féormula assintética para a
fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros introduzida por Djrbashian (1966) e retraba-
lhada por Gorenflo et al. (2014, p.64): sejam «a, f € R, onde 0 < @ < 2 e uma constante

d escolhida tal que satisfaga a relagdo ma/2 < § < min {r, 7a}, entdo para todo p e N e
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|z| — o0, tem-se

1 & z
E.. L(1=B)/a 2! L O(lz7'P). v ) 2.13
~ —l—p . . ~ —l—p
onde a notagao O(|z| ) indica que para todo p e z vale a relacao |O(|z] )| <
Alz|7" sendo A uma constante real, isto é, conforme |z| — o0 0 termo A |z|7' 77 torna-se

suficientemente pequeno.

Para chegar a Eq.(2.13) Djrbashian (1966) utilizou a forma integral da funcao de

Mittag-Leffler de dois parametros, expandindo assintoticamente a integral correspondente.

2.3 Funcoes de Mittag-Leffler de trés parametros

A funcao de Mittag-Leffler de trés parametros foi introduzida por Prabhakar
(1971) e para defini-la é necessario apresentar o simbolo de Pochhammer. Neste trabalho o

simbolo aparece na sua forma ascendente.

Definigao 2.3 (Oliveira (2019)). Seja a € C. O simbolo de Pochhammer denotado por

(a), € definido atrdves da expressao

(a)n_{a(a—i—l)(a—i—Q)---(a—l—n—l), sen=1,23,-- (2.14)

1, sen = 0.

Note que paran € N, (1),, = n!, pois (1),, = 1(14+1)(2+1)(3+1) --- (1+n—1) =

n!, generalizando assim o conceito de fatorial.
Sendo assim, expresso como um quociente de fungdes gamma, tem-se

(a+n—1)! _ I'(a+n)
(a—1)! [(a)

(@), =ala+n) - (a+n—-1)=

Definigao 2.4 (Oliveira (2014)). Sejam «, 5 e a parametros complezos tais que Re(a) > 0,
Re(B) > 0 ea >0, assim a fungdo de Mittag-Leffler de trés parametros Ef, 5(-) € dada

por
Zk

9=, T(ak + B)k!"

k=0

(2.15)

ou ainda,

& Ia+k)z
B2 y(2) =
(2 Z_: ['(a)T ak—i—ﬁ)

Veja que para a = 1 tem-se Eéﬁ(z) = E,3(2), recuperando a fungao de

Mittag-Leffler de dois parametros.



Capitulo 2. As funcées de Mittag-Leffler 38

2.4 Funcoes de Mittag-Leffler e a transformada de
Laplace

Nesta secao sera discutida a transformada de Laplace inversa para uma ex-
pressao envolvendo a funcao de Mittag-Leffler de trés parametros, recuperando resultados

importantes para as func¢oes de Mittag-Leffler de um e dois parametros.

Teorema 2.4.1 (Tomovski, Hilfer e Srivastava (2010)). Seja t € R e a uma constante real,
tem-se

B 5 (fat®) = — (2.16)

a
para a >0 e 3> 0, onde‘—a‘<l.
s

Demonstracao. Aplicando a definicdo da transformada de Laplace no primeiro membro
e recorrendo a definicao da funcdo de Mittag-Leffler de trés parametros apresentada na

secao anterior, segue

— « ” —styf— S (p) (iata>
EIT B (ot)] :Jo DI T

0 o0
—sttoak-i-ﬁ—ldt
Z ak + ﬁ k! J ’

Basta agora introduzir a mudanca de variavel y = st, assim

51 G [~
- -y, ak+p5—1
Z_: AT ak + B)klsok f v dy.

Além disso,

0
J e Yy Pldy = T(ak + f).
0

Dessa forma, usando esse resultado e a representacao do simbolo de Pochhammer

em termos da fun¢ao gama tem-se

1 ) = Lo+ k) rFan®
gﬁwkﬁsaszsﬁz(_l) k:!pF(p) (:7) '

. a - . ,
Ainda, para ‘—a‘ < 1 tem-se uma série convergente, isto €,
S

L[t7Ef 5 {+at*}] = LR S
a8 L= ﬁ(1$%)ﬂ Sﬂ(SO‘?a)p’
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encerrando, assim, a demonstragao. |

Para p = 1 obtém-se a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler de

dois parametros:

1 5%
L[t Eyp (£at®)] = ———— 2.17
[ Eag (bat)] = s (27)
e, por fim, fixando 8 = 1 na Eq.(2.17) obtém-se a transformada de Laplace da fungao de
Mittag-Leffler de um parametro:
Safl

LIE, (£at")] = ora)

(2.18)

Contudo, pode-se chegar nesse mesmo resultado com a proposicao a seguir.

Proposicao 2.4.1. Seja x € R e z € C, entdo para a fungio Mittag-Leffler tem-se a

relacao integral de Laplace

w0 1
J e Eq(2%2)dr = a=0, (2.19)

0 1-2z

. . L , . e Lo 1
cuja regido de convergéncia contém o disco unitdrio e é limitada pela curva Re(z>) = 1.

Demonstracio. Para demonstrar esse resultado basta efetuar a integragdo levando em

conta a definicao da funcdo de Mittag-LefHer e da funcao gama. De fato, nota-se que

Q0 0 0
fe E(xz)dx—J; Z ozk+1

0 —

0 Zk 0 0
—x ak
S dz 1,
D Ty ¢ = D= Bl
= =
I'(ak+1)

Logo, diante desse resultado, introduzindo as mudancas de variavel x = st e
z = +t“ na Eq.(2.19) tem-se

que ¢ o resultado desejado. ]

Vale a pena mencionar também a monotonicidade completa da funcao de
Mittag-Leffler. Mais precisamente, uma funcao f : ]0,o0[ — R é dita completamente
monodtona se possui derivadas f (")(x), de todas as ordens, n € IN e também as derivadas
alternando os sinais, isto é, (—1)"f™(z) = 0 para todo = € ]0,0[. Além disso, essa
propriedade faz com que a funcao de Mittag-Lefller desempenhe um papel fundamental em

uma gama de aplicagoes, tal como em Oliveira, Mainardi e Vaz (2014) onde a funcgao de
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Mittag-Leffer fornece modelos adequados para estudar processos de relaxamento anémalo.

Uma discussao mais profunda sobre a monotonicidade da fun¢do de Mittag-LefHler pode

ser encontrada em Oliveira (2020).



41

Capitulo 3

Nocoes preliminares do calculo

fracionario

O célculo classico, ou célculo de ordem inteira, ¢ um amplo campo da matema-
tica que se dedica a estudar fendomenos relacionados a variagdes e a movimento, para isso
emprega-se as operacoes de derivagao e de integracao: usualmente a derivagao é introduzida
a partir do limite de um quociente enquanto a integral como o limite de um somatoério.
Seu surgimento estd associado a resolugao de problemas praticos tal como o cédlculo de
determinadas areas e volumes ou até mesmo a determinacao de retas tangentes a curvas
e problemas de otimizagao. J& o calculo fracionario surge em 30 de setembro de 1695
“quando I’'Hospital escreveu uma carta a Leibniz perguntando qual seria o significado de
uma derivada de ordem 1/2” (OLIVEIRA, 2014).

Porém, segundo Herrmann (2014) durante muito tempo, o tratamento de Abel
para o problema da tautécrona (1823) foi representado como um exemplo singular da
aplicacao do calculo fracionario. Em particular, trata-se do problema de encontrar a curva
plana descrita por um objeto que desliza, sem forgas dissipativas, apenas sob a agao da
gravidade, de modulo constante, até seu ponto de minimo cujo tempo de descida nao

depende do ponto de partida.

Esse cenario mudou drasticamente nas ultimas décadas, uma vez que com o
advento do CF novas questoes em fisica fundamental sao levantadas, dentre elas questoes
que nao podem ser formuladas adequadamente usando métodos tradicionais. Um bom
exemplo disso se faz presente no estudo de polimeros: em Dartora, Zanella e Cabrera
(2021) é destacado que a razao entre a tensao aplicada em um polimero e a deformagao
produzida por ele nao satisfaz a lei de Hooke, nao correspondendo a abordagem usual
do problema. Mostra-se ainda nesse trabalho que esses materiais apresentam efeitos nao
locais que podem ser descritos com melhor precisao com EDOFs e essa constatacao se

sustenta quando a modelagem fracionaria ¢ comparada com dados experimentais.
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Outra aplicacdo importante do calculo fracionario é na teoria difusiva. Os
modelos tradicionais de difusao podem ser aplicados em diferentes cenarios: transporte de
substancias da membrana celular de seres vivos, transporte de agua em organismos ou até
mesmo transporte de elétrons em semicondutores. No entanto,

quando a dindmica do sistema é regida por fatores que vao além das
forcas aleatorias de colis@o entre as particulas, outros elementos devem
ser agregados & equacao de difusdo, de forma a explicitar a influéncia
destes novos elementos na dindmica do sistema (MARIN, 2020, p.12).

Esse comportamento ¢ conhecido como difusdo anémola. Em Marin (2020)
¢é destacada a aplicabilidade do célculo fracionario em descrever o efeito de memoria,
presente na difusdo anémala, posto que o comportamento das particulas que compoem
esse sistema nao é descrito somente pelo estado atual de cada uma, mas também por
eventos que aconteceram no passado. Em geral, a modelagem fracionaria parece traduzir
bem fendmenos de nao localidade temporal. Vale destacar que a nao localidade e o efeito

de memoria serao discutidos com mais detalhes no Capitulo 4.

Sendo assim, neste capitulo serdo apresentadas uma gama de definigoes e
resultados essenciais do CF para discutir o oscilador mecénico fracionario no capitulo
subsequente. Mais precisamente, serao apresentadas as formulacoes de integral e derivada
fracionarias de Riemann-Liouville, bem como as formulagoes de derivada fracionaria de

Caputo e Hilfer.

3.1 Integral fracionaria

A integracao fracionaria sera introduzida como uma generalizacao da integral
de ordem inteira, para isso mostra-se que a integral de ordem n € IN de uma funcao
integravel f(t) pode ser compreendida como o produto de convolugio de Laplace entre f(t)
e a funcao de Gel’fand-Shilov de ordem n. Apds isso, o conceito de fatorial é generalizado

a partir da funcao gama, permitindo generalizar também a ordem da integral.

Definigao 3.1 (Oliveira (2019)). Sejam ne€ N — {0} e v e C — Z_, define-se a fungdao de
Gel’fand-Shilov como

tn—l tl/—l
—, set>0 —, set>0
Gn(t) :== < (n—1)! e o, (t) =< I'(v) (3.1)
0, set <0 0, set <0

onde I indica a funcao gama definida no capitulo anterior.

Proposicao 3.1.1. Sejam a e B numeros reais definidos fora das singularidades da

funcao gama, isto é, a, p € R —Z_ e = o produto de convolugdo de Laplace tem-se que

Pa(t) * 95(t) = bass(t).
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Demonstragio. Usando a definicdo do produto de convolugao de Laplace:

© (4 _ ya—1 f-1 0 e
6ult)  0(0) = | ’ r(of> @ =t ) (t[l‘t] " )dT’

T dr
e introduzindo a mudanca de variavel y = n isto é, dy = - tem-se

S P A (RPN DI
F(oz)F(ﬁ)L(t[l y)* (ty) tdy_F(a)F(ﬁ)fO(l y)" ().

A integral que aparece no segundo membro da equagdo anterior corresponde a

fungao beta B(a, ) que, de acordo com o Teorema 2.1.1 pode ser representada por um

quociente de fungdes gama, ou seja, B(a, ) = m, segue
ta+6—1
Pa(t) * ¢p(t) = T(a+A) = Qass(t), (3.2)

que ¢ o resultado desejado.

Proposicao 3.1.2. A transformada de Laplace da funcao de Gel’fand-Shilov é dada por
Llgu(t)] = s

Demonstragao. Para mostrar esse resultado basta usar o produto de convolugao de Laplace

e a definicao da fungdo gama, isto é,

£l - |t

Com a mudanca de varidvel st = y decorre que

ot 1 (®/y\v1 _ dy
—s dt — g —y_<Z
L T()" r(y)fo <5> “

o0 tl/*l

e stdt.

1, 1
= V= 7yd :7F = v
STe7 ), ¥ = e =
—_—
I'(v)

finalizando a demonstracao.

3.1.1 Integral fracionaria de Riemann-Liouville

Definigao 3.2 (Camargo (2009)). Sendo n € N e f uma fung¢io causal entao o operador

integral de ordem inteira I é definido como

If(t) = Ltf(tl)dtl,
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em geral, tem-se

) = 10( J f f f )dtadt,_ . dtadt, (3.3)

’I’L vezes

onde o operador I" representa a n-ésima integral da fungio f(t).

Sendo assim, é crucial mostrar agora a relagao entre a funcao ¢,, com a integral

de ordem n usando o produto de convolucao de Laplace.

Teorema 3.1.1 (Teodoro (2014)). Sendo f(7) uma funcdo integravel e n € N, entao

Pt — )t

1) = oult) < 10 = | ST rar (3.4

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado seréd utilizada a indu¢ao em n. Para n =1

tem-se

:Lf(T)dT:L(t(l__T)l)_!f(T)degbl(t)*f(t).

A partir da hipdtese de indugao I" f(t) = ¢, (t) = f(t) deve-se mostrar que o

resultado é valido para n + 1. Dessa forma, tomando 1" f(t) obtém-se

) = 101 = 1300 « 101 = [ ur)+ sean = [ " O pioar,

Nesta etapa da demonstracao vale mencionar o teorema de Goursat, cuja
demonstragao pode ser encontrada em Brown, Churchill e Doering (2015), que possibilita

alterar a ordem de integracao, sendo assim,

" f(t) J J Tln__Tl F(r)dndr.

Repare que a primeira integral na variavel 7 pode ser calculada separadamente,

o " — )t
L Wf(ﬂdﬁ = f(r) = L WdTh

introduzindo a mudanca de varidvel y = 71 — 7 que implica dy = d7y, entao

f(T)J_T gy = {00

o (n—=1)! n!

que ¢ o resultado desejado.

Finalmente, a expressao fica
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" (1) j T 47 — )+ 110, (3.5)

Demonstrada a relagdo entre a fungao ¢, e a integral de ordem n, basta agora

usar a definigdo da func¢ao de Gel’fand-Shilov para um complexo v = « tal que Re(a) > 0.

Definigao 3.3 (Rodrigues e Oliveira (2015)). Sejam t € R e Re(a) > 0. Define-se a
integral fraciondria de Riemann-Liouville a esquerda de ordem « aplicada em uma fungao

felPlab],1<p<+w, —0<a<b< +w parate |a,b] como
(I*f)(t) = I f(t) Jf —7)ldr, t>a. (3.6)

Neste trabalho é usada a integral de Riemann-Liouville para a = 0.

Tal integral de Riemann-Liouville também pode ser definida a direita, basta
alterar o intervalo de integragdo: ao invés de integrar de a até t, basta integrar de t a b
com b > t. Contudo, neste trabalho serd usada apenas a definicio de integral fraciondria a

esquerda, bem como todas as outras definicoes que recorrem a ela.

Além de tudo, a Proposicao 3.1.1 garante a chamada propriedade de semi-

grupo para as integrais fracionarias: seja Re(a) > 0 e Re(f) > 0 tem-se que

I°IPf(t) = ¢a(t) « I7 f(t) = da(t) = ds(t) = f(t)

(3.7)
= Garp(t) « f(1) = I°TP ().

Devido a sua importancia, apresentam-se resultados que serao utilizados no

texto por meio de proposi¢oes, ou ainda, casos particulares.

Sendo a € R* e f(t) = a uma funcdo constante, entdo a integral fracionaria de
ordem « € R pode ser obtida por

t

I9f(t) = I%(a) = J (t —7)* tadr

0

B r(aa) Lt e <1 - Da_l dr,

a partir da mudanca de variavel 7 = yt segue que

a [0}

1) = g | e =y = s [ -

rar
além disso, a integral no dltimo membro indica a fungao beta B(1, a) = F(()+<(f)’ sabendo
Q@
que ['(1) = 0! = 1, é possivel concluir que
tOl
P — (3.8)

Ia+1)
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E possivel encontrar também a integral fracionaria de ordem o« da funcao

exponencial f(t) = e* sendo A uma constante real. Perceba que

1 t
[ae)\t _ F(a) J;)(t o 7_)04716)\7'(17_7

sejay =t — 7 = —dy = dr, entdo

—1 0 a—1 )\ —y
:>F(a)£(y) Jdy

1 ' al)\ —y
ZMJO(?J) Jdy

e>\t J‘t Lo
= Yy e Vdy.
I'(a) Jo

Por fim, introduzindo a mudancga de variavel u = Ay e usando a defini¢ao da
fungdo gama incompleta tem-se

e)\t J\At ua—l Y du )\—ae)\t J‘At ol ’}/(Oé, )\t) e)\t
e — = u* e "du =
['(a) Aol A INGY!

0  D(a) M\
(S
v(a,At)

Agora, sera calculada a integral de ordem « da seguinte expressao envolvendo
a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros

0 By g (EAEY).

Utilizando a definicao da integral fracionaria de Riemann-Liouville tem-se que

t t— a—1
[* (t77 Eq p(+At%)) = Jo (F(TOBTﬁlEa,B(iATQ)dT
BN (VPP o i
" T(a) L(t o ggr(amﬁ)‘”

Introduzindo a substituicao 7 = yt obtém-se a seguinte expressao

0 1
T (tﬁflE +)\ta _ Z ak ~ 5 ( ) JO tozfl(l _ y)aflyakJrBtakJrﬁdy

s 1

tak+a+ﬁ*1 J 1— a—1 akJrﬂ*ld 7
Z:] ak - /3 o -y y
a integral na variavel y no segundo membro representa a funcao beta, de acordo com o

Teorema 2.1.1, B(ak + ,«a) = FI;(cyOékk:(g)f—(Z)))
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Diante disso, é possivel concluir que

17 (7 Bap (£AE7)) = £ 1ZWF ok + (3 7))

3.9
(£At)F (3.9)

B+a—
=1 12Fak+ B+a)

= 7T B, 50 (M),

Proposicao 3.1.3. A transformada de Laplace da integral fraciondria de Riemann-

Liouville de ordem « aplicada a uma fungao f(t) é dada por
LIIf)] =—, (3.10)
onde F(s) = L[f(t)] e Re(a) > 0.
Demonstragio. Antes é preciso retomar que (I%f)(t) = ¢, * f(t). Dessa maneira,
LIf)] =L | ¢alt) = [(t) | = D(s)F(s),
—_—

L ®(s)aF(s)]
onde @,(s) = L [¢a(t)]. Pela Proposicao 3.1.2

Bo(t)F(s) = s F(s) = 1),

Sa

o que encerra a demonstragao e generaliza o resultado da Proposigao 1.1.4.

3.2 Derivadas fracionarias

Atualmente ha uma gama de generalizacoes da derivada de ordem inteira para
uma ordem arbitraria. As duas mais notaveis sao a de Riemann-Liouville e a de Caputo: a
primeira surge naturalmente a partir do fato de que a derivagdao é o operador inverso a
esquerda da integragao, enquanto a segunda parece mais adequada para estudar alguns
fenémenos fisicos. Vale a pena mencionar também a formulacao de derivada fracionéria
de Griinwald-Letnikov bastante pratica para aplicagoes numéricas. Mais detalhes sobre
essas e outras formulacoes de derivadas fracionarias podem ser encontrados em Podlubny
(1999). Ja em Oliveira (2019, p.1) ha uma descri¢ao cronolégica do desenvolvimento do
calculo fracionario desde o seu surgimento até os tempos atuais, destacando os principais

trabalhos e suas contribuigoes a area.

Antes de discutir as formulagoes de derivadas fracionarias é preciso comentar
sobre o conceito de continuidade absoluta de uma funcao, visto que esse conceito aparece

na defini¢do da derivada fracionaria de Caputo.
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Definicao 3.4 (Ranjbar-Motlagh (2020)). Uma fungio f : [a,b] — C € dita absolutamente

continua no intervalo limitado [a,b] se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
Z | f(bi) = flai)] <€ (3.11)
i=1

para toda colegdo finita {(a;,b;),1 < i < n} de subintervalos disjuntos de [a,b] com
Z |bz — CLz‘| < 9.
i=1

Sendo assim, denota-se por AC' [a,b] o espago das fungoes complezas absoluta-
mente continuas em [a,b] e AC"™ [a,b] o espago das fungées f tal que suas derivadas até a
ordem n — 1 sdo absolutamente continuas em [a,b], isto é, f, f', f", -+, f®V e AC [a, b].
Ademais, analogamente denota-se por C" ([a,b],C) as fung¢io f de [a,b] em C cujas

derivadas até a ordem n — 1 sdo continuas.

Evidentemente a continuidade absoluta garante a continuidade, porém a conti-
nuidade por si sé ndo implica a variagao limitada de uma fungdo f no intervalo [a,b], ou
seja, existem fungodes continuas que nao sao diferenciaveis em ponto algum, por exemplo,

o0
1
a fungdo de van der Waerden definida como f(z) = 2 1om {10z}, onde {z} indica a

distdncia de x ao inteiro mais préximo, Thim (2003). Porém, se a continuidade for absoluta

a implicagao é verdadeira.

Ainda, a variacao de uma funcao f é dada pelo supremo da soma apresentada

na Eq.(3.11). Para mais detalhes sobre esse conceito consulte Ranjbar-Motlagh (2020).

3.2.1 Formulacao de Riemann-Liouville

No estudo das variaveis complexas é comum se deparar com a férmula integral

de Cauchy envolvendo a derivada de ordem n de uma funcao,

n! f(&

™ = 3 L (5_(2))%1@15, (3.12)
segundo Camargo (2009) muito embora esse seja um dos primeiros resultados ligados a
derivada fracionaria de Riemann-Liouville, para encontrar a formulagdo nao basta tomar
n:=a¢ N e ao invés de n! tomar I'(a + 1), visto que quando isso ocorre obtém-se em
z = £ um ponto de ramificagdo, além do mais, o contorno C' também deve ser alterado

para o contorno de Bromwich, como ja citado no Capitulo 1.

Sendo assim, a derivada fracionaria de ordem « no sentido de Riemann-Liouville
nao sera definida como uma extensao da Eq.(3.12), mas sim a partir da integral fraciondria
de Riemann-Liouville, em outras palavras, serd uma derivada de ordem inteira de uma

integral fraciondria, de tal modo que a lei dos expoentes, Eq.(3.7), seja satisfeita.
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Definicao 3.5 (Oliveira (2019)). Sejam t € R, Re(a) > 0, n = Re(a)) + 1, com [Re(a)] a
parte inteira de Re(a), n€ N e a ¢ N. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville
esquerda de ordem o aplicada na fungao f € LP [a,b] onde1 < p < +o0, —00 < a <b < 4w

para t € [a,b], € definida como

(e0rg) 0 =00 = () (0 0

. (3.13)
i (i) fufg)d

Portanto, veja que

gt = (8) s = (5) was s

E interessante mencionar que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de
uma constante nao é zero. Para tal, calcula-se a derivada de ordem 0 < a < 1 da funcao

constante f(t) = a tal que a € R*. Logo, tem-se, usando a Eq.(3.8),

d
RLDa t) = RLDa [1 a
f(t) =4 ')
d at'  (1-a)t™  at™®

T AUtT2-a) ‘Tl+(1-a) T(l-a)

Assim, a derivada de ordem arbitraria segundo Riemann-Liouville de uma

funcao constante nao é identicamente nula como ocorre no calculo classico.

Teorema 3.2.1 (Teodoro (2014)). Sejam o, fe R, n—1 < a, B <n tal quen e N e
A € R*, entao a derivada fraciondria de Riemann-Liouville da fungao de Mittag-Leffler de

dotis parametros € dada por

REDO [t By g (M) = 777 By pa(FAL7). (3.14)

Demonstragao. Essa demonstragao decorre do resultado ja conhecido, Eq.(3.9), uma vez
que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é calculada a partir da integral fracionéria

de Riemann-Liouville. Pode-se escrever

RED [P By (£M%)] = <§t) [1" (tﬁflEaﬁ(iAtQ))]
n oo tak+n a+p—1

d " n—a+p5—1 «
= —_— + —
<dt) [ Bogn-a(2A87) (dt) Z ozk:+ﬂ+n—oz)

Sabe-se também que a derivada da funcao poténcia é dada por

dnk k! I(k+1
= th=n = gtk‘”. (3.15)

dtn — (k—n)! L(k—n+1)
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Reordenando os termos e utilizando o resultado da Eq.(3.15) na expressao

tak-ﬁ-n—a-ﬁ-ﬂ—l segue que

i (i)\>k g ntak+n7a+,371
F(ak+ B +n—a) \dt

k=0
. i (i)\)k ['(ak =+ ﬁ) tozk-‘rﬁ—oe—l
= L(ak —a) I'(ak+3—a)
o +)\ ktcxk
-t =P B, (Y
,;) T'( ak; + (8- ) B-al £AL),

que ¢ o resultado desejado.

Em particular, fixando f = 1 tem-se que o < 1 e

BLDYB, (t*) = t By 1_o(tY). (3.16)

3.2.2 Formulacao de Caputo

Definigao 3.6 (Oliveira (2019)). Sejam t € R, Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 com [Re(«)]
a parte inteira de Re(a), n € N e o ¢ N. Dada uma funcao f(t) € AC"[a,b], com
—0 < a<b< 40w, a derivada fraciondria de ordem « sequndo Caputo aplicada a fungdo

f para t € |a,b] € definida como

(“Df) (1) = “Df(t) = (1" ™) (#)
B 1 Jt (3.17)

R R (O
Fr—a) ), =7

0

onde f™ indica a n-ésima derivada da funcio f.

Ademais, a derivada fraciondria sequndo Caputo de uma fungdo equivale a uma

integral fraciondria aplicada em uma derivada de ordem inteira.

Apesar de tanto a derivada segundo Riemann-Liouville quanto a derivada
segundo Caputo envolverem derivadas de ordem inteira de uma integral de ordem arbitraria
em suas expressoes elas nao sao equivalentes, pois comutar as operagoes de derivagao
e integracao altera efetivamente o resultado encontrado. Nos resultados a seguir essa

diferenga ficard mais evidente.

A fim de mostrar uma particular diferenca entre as formulacoes de derivada
fracionaria apresentadas, serd mostrado que: diferente da formulacdo de Riemann-Liouville
e em concordancia com os resultados do calculo classico, a derivada fraciondaria segundo

Caputo de ordem o € R tal que n — 1 < a < n, n € N de uma funcao constante f(t) = a,
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a € R* é identicamente nula. Da definicdo de derivada fracionédria de Caputo, tem-se

1 t
¢D" t:J t—7)" T f(r)d 3.18
F0) = gy |, (= e (318)
comog (t)—d—n = 0 para todo n € IN, entao
AR T ’
“DY = 0. (3.19)

Agora, sera calculada a derivada fracionaria de Caputo de ordem a € R com

n—1<a<n,nelN da funcdo de Mittag-Leffler de um parametro. Segue
CD (Eo(t) = 1" (D" Ea(t))

pela definicdo da funcao de Mittag-Leffler de um parametro e usando o resultado da

Eq.(3.15) tem-se
mea | (A 0t
! [(dt) Z F(ozk—i—l)]

k=0
= Jna [i 1 W tak—n] (320)
A D(ak—+T)T(ak —n+ 1)

=" [tT"Eai—a(t™)].

De acordo com o resultado ja obtido, Eq.(3.9), o operador de integracao
fracionaria de ordem n — « aplicado a fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros adiciona
n — « ao expoente da variavel ¢ e ao segundo parametro da funcao de Mittag-Lefller, ou
seja,

" [t Eap—a(t®)] = 7 Eai—alt?), (3.21)

o que implica necessariamente que o < 1. Introduzindo a mudanca de variavel £* := k + 1

na equagao Eq.(3.21) obtém-se

c i ta(kfl) i

D% (E,(t%)) = = = B, (t%). (3.22)
= l(a(k—1)+1) ['(ak* + 1)

Em oposigao a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville para a mesma

fungao Eq.(3.16), esse resultado generaliza a propriedade aet = ¢, reforcando a ideia de

que a funcao de Mittag-Leffler generaliza a funcao exponencial.

Embora muitas das propriedades do calculo classico tenham suas generalizagoes
no CF empregando as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo, o mesmo
nao pode ser dito das seguintes relagoes envolvendo fungoes trigonométricas e os processos
de derivacao

n

d " nm d" n nm
@sen(ﬁt) = Q"sen (Qt + 7) ¢ Tm cos(2t) = Q" cos (Qt + 7) , (3.23)
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sendo n € IN.

Conforme Garrappa, Kaslik e Popolizio (2019) apesar dessas propriedades serem
extremamente tteis para o calculo classico, pois simplificam alguns processos de derivacao,
em geral nao sao mais verdadeiras com derivadas fracionarias, a menos que uma definicao

muito especial seja utilizada, no caso a derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov.

Empregando a mesma estratégia utilizada para determinar a integral fraciondria
da funcao exponencial e introduzindo a substituigao cos(Qt) = M obtém-se para
a funcao f(t) = cos(Qt), tal que a € R, @ > 0 e n = [Re(«)], as seguintes expressoes
4o
2
[(E1n—at1(12)) + (=1)" By a1 (—i2)] .

RL D™ cos(Qt) =

2

~

“D* cos(Qt) = i"Q"

Note que para nenhuma das formulagdes de derivadas fracionarias apresentadas
o resultado da Eq.(3.23) que relaciona o operador de derivagao com a fase das fungoes

trigonométricas é recuperado.

Resta agora mencionar as condi¢oes para que as duas formulagoes coincidam.

Teorema 3.2.2 (Oliveira (2014)). Sendo a e R en—1 < a < n onde n € N, entio a
derivada fraciondria de Riemann-Liouville pode ser relacionada com a derivada fraciondria

de Caputo a partir da sequinte equacao

D) = D) + 3 o ), 50 (3:24)
k=0

Demonstragdao. Oliveira (2014, p.56).

Decorre do Teorema 3.2.2 que as formulacoes de derivada fracionaria de

Riemann-Liouville e Caputo sao iguais somente se f(k)(a) =0parak=0,1,2,--- ,n—1.

3.3 Derivada de Hilfer

Nas tultimas trés décadas o calculo fracionario vem ganhando popularidade
conforme suas aplicacoes em diversas areas da ciéncia aumentam. Seguindo esse avanco,
novas formulagoes de derivada fraciondria sao propostas, cada uma mais adequada a um
contexto diferente. Nao por acaso trabalhos como Teodoro, Machado e Oliveira (2019)
surgem para responder questoes relacionadas as condigoes necessarias para uma formulagao

de derivada ser considerada uma derivada fracionéria.

Além disso, diante das multiplas formas de se definir uma derivada fracionaria,
outra questao fundamental emerge: é possivel obter uma formulagao de derivada fracionaria

que generaliza outras formulagoes?
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Buscando interpolar as formulac¢oes de derivada fracionaria de Riemann-Liouville
e de Caputo em um mesmo operador, Hilfer (2000) propos um operador de derivada fraci-
onaria, atualmente denominado de derivada fracionaria de Hilfer, que introduzindo um
parametro 0 < p < 1 consegue recuperar ambas as formulagoes de derivada fracionaria,
cada uma para um valor particular de p. Outras extensoes da ideia de Hilfer podem ser
encontradas tal como as formulagoes: Hilfer-Hadamard (presente em Abbas et al. (2017)),
Hilfer-Prabhakar (presente em Garra et al. (2014)), Hilfer-Katugampola (presente em
Oliveira e Oliveira (2017)) e ¢-Hilfer (presente em Souza e Oliveira (2017)).

Para resolver uma EDOF cujos operadores de derivacao seguem a formulagao de
derivada fracionaria de Hilfer, objetivo deste trabalho, deve-se entao definir esse operador

e investigar algumas de suas propriedades.

Defini¢ao 3.3.1 (Oliveira (2019)). Sejam 0 < a <1 e 0 < p <1 a ordem e o tipo da
derivada fraciondria, respectivamente, entdo a derivada de Hilfer a direita/ d esquerda,

em relagdo a t é dada por:

_ay d ) (1—a
DM () = 414 = (1) () (3.25)

para funcoes x as quais o sequndo membro da equacao exista.

Todavia, a definicdo apresentada evoca uma questao: como recuperar o caso
classico, onde ha uma EDO de segunda ordem, se a ordem « da derivada de Hilfer esta

entre 0 e 1?7 E preciso entdo de uma definicdo mais geral.

Defini¢ao 3.3.2 (Oliveira (2019)). Sejamn —1 < a <n, comne N e A = [a,b] um
intervalo fechado —0 < a<b< 4w, te N exeC™(AR). O operador fraciondrio de

Hilfer denotado por HDZ“;“ de ordem « e tipo pn com 0 < pu < 1 € dado por:

_ d\" 1 me
A 6 A ) (326)

onde I¥, € a integral de Riemann-Liouville.

Repare que para p = 0 retoma-se a formulacao de derivada fraciondria de

Riemann-Liouville e para p =1 a formulagcio de derivada fraciondria de Caputo.

Lema 3.3.1. O sequinte resultado é vdlido para o operador fraciondrio de Hilfer ¥ D"

de ordem 0 < a <1 e tipo 0 < pp <1 com Re(a) >0

H posu [t’B_l] _ mtﬂ—a—l7 (327)

onde t > 0.
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Demonstracao. A partir da definicdo do operador de derivada fracionaria de Hilfer nota-
se que a demonstracao deve ser separada em trés etapas: primeiro calcular a integral
fracionéria de ordem (1 — «)(1 — p), depois derivar a fungdo encontrada na varidvel ¢ para

enfim calcular a integral fracionaria de ordem (1 — «).

A integral fraciondria de ordem (1 — «)(1 — u) é dada pela expressao

JA=e)=uyB=l L(p) =)= +6-1
Fl—a)l—p)+p

uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada em Oliveira (2014, p.43). Agora,

derivando em t a partir da Eq.(3.15) tem-se

d 70 (A-u)8-1 _ [(1-a)1—p)+B8—1] F(B)t(l—a)(l—u)+ﬂ—2

dt (= a) (I —p) +5)
_ [(1WF(5) f(1-0) (1) +f—2.
[(1-a 11 —a)Q—p) +8-1)

Por fim, aplicando a integral de ordem p(1 — «) segue que

2 l-a 1—a)(1—p)+B—2

H pauyh=1 _ N <_5L) ey ([u( )) [t( )A=p)+B ]
_ I'(8) I'((1—a A1) .
(1 —a +5—1)F(ﬂ(1—@)+(1—a)(1—u)+ﬁ_1) ’

repare que a expressao na funcao gama no denominador do segundo membro pode ser

simplificada (1 —a) + (1 —a)(1—p)+ 5 —1 = — a, dessa forma, é possivel concluir que

HDoz,,utB—l _ F(ﬂ) tﬁ—a—l

o , (3.28)

que ¢ o resultado desejado.

Da Eq.(3.28) decorre que a derivada fracionaria de ordem « da funcao ¢t°~*
independe do parametro u, ou seja, o resultado é o mesmo tanto via derivada fracionaria

de Riemann-Liouville quanto via derivada fracionaria de Caputo.

Teorema 3.3.1. Sejamt >0, 0<v<1,0< u <1 etomando v, A € C tem-se que
HD [P E) 5 (A)] = 77" Eg g (AL9), (3.29)

onde Re(a) >0 e f e C.

Demonstragdo. Para demonstrar esse resultado emprega-se a definicao da funcao de Mittag-

Leffler de trés parametros, bem como o resultado demonstrado no Lema 3.3.1. Assim,

pode-se escrever
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00]
HDV,,u ,BflE’y a _ HDV Oék“rﬁ*l
[ Eo )] Z I'( ak + 6
)"

k=0
— S (V)k’()\)k H pv,p [1ak+8-17 _ ( ) ( F(O[/{J + 5) ak+pB—v—1
_I;)F(ozk-i-ﬁ) b [t ] ];)F( k + B)F(ak—kﬁ—y)t

0 ktak

2 ak+6—y)

= tﬁf”flE;B_V(/\t“),

o que encerra a demonstracao.

Novamente, ao fixar v = « recupera-se o resultado do Teorema 3.2.1 e,
sobretudo, como a solucao independe do parametro p pode-se dizer que o resultado é o

mesmo para as formulagoes de derivada fracionaria de Riemann-Liouville e de Caputo.

3.3.1 Transformada de Laplace da derivada de Hilfer

Para resolver a EDOF presente no proximo capitulo é fundamental deduzir a
expressao da transformada de Laplace da derivada fracionaria de Hilfer de ordem 0 < o < 1

e tipo 0 < 5 < 1 de uma fungao f tal como definido na Eq.(3.25),

o d
£[o5a0)] - |50 G0 (3:30)
d q-sa-
Denota-se A(t) = &[& S a)f(t), entdo pela Proposigao 3.1.3, obtém-se
o L[A(t
e[ (] = S5, 331)

sendo, a partir da transformada de Laplace da derivada,

CLAO] = £ | (170 50) | = st [177050)] - 577000 @3

Além disso, novamente pela Proposicao 3.1.3, pode-se escrever

_B8)(1—a F(s
c [151 Ha )f(t)] - S(l_ﬁ()(l)_a) (3.33)

Por fim, ao substituir as Eq.(3.32) e Eq.(3.33) na Eq.(3.31), implica que:

LD 1] = 2 (s) = s (o), (3.34)

onde ]((]fr_ﬁ)(l_a)f(oﬂ = tl_i,%i ](()i_ﬁ)(l_a)f(t>‘
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A partir do mesmo raciocinio pode-se encontrar a expressao para a transformada

de Laplace quando a ordem da derivada é 1 <y < 2 e o tipo 0 < p < 1. Portanto,

r [HDgf:C(t)] — SWF(S)_Su(va)[éifu)(Q*V)*lx(t)’tzo_81+u(772)[(§}:u)(2*'7)f(t)|t:0_ (3.35)

Uma vez apresentadas as fungoes de Mittag-Leffler no Capitulo 2 e as for-
mulacoes de derivada fracionéaria, em particular a formulacao de Hilfer, discute-se agora
o oscilador mecanico fracionario com a derivada de Hilfer através da metodologia da

transformada de Laplace, foco principal deste trabalho, no Capitulo 4.
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Capitulo 4

Oscilador mecanico fracionario

A modelagem fracionaria do oscilador mecanico é bastante abragente e, devido
a isso, ¢ importante elencar algumas contribuicoes sobre o tema. No que diz respeito
a modelagem via derivada fracionaria de Riemann-Liouville destaca-se o trabalho de
Labedzki, Pawlikowski e Radowicz (2019) em que a formulagao é usada para entender
oscilagoes em estruturas continuas de materiais viscoelasticos a partir da modelagem da
EDOF correspondente ao oscilador harmonico forcado por uma forga peridédica descrita por
uma funcao f(t) = Asen(wot). Uma abordagem semelhante é encontrada em Chung e Jung
(2014), onde a for¢a motriz é expressa em termos de uma fungao cosseno de Mittag-Leffler,

mas usando a derivada fracionaria de Caputo.

Ademais, entre os trabalhos que utilizam a formulagao de derivada fracionaria de
Caputo para modelar o oscilador mécanico fracionario destacam-se outros dois: em Parovik
(2020) um estudo numérico correspondente é realizado usando a derivada fracionaria
de Caputo, empregando o método das diferencas finitas para resolver EDOFs e outros
métodos numéricos para construir oscilogramas e trajetorias de fase para compreender o
comportamento grafico dessas solugoes. Em especial, esse estudo fornece evidéncias de que
a ordem da derivada é responsavel pela intensidade de dissipacao de energia em sistemas

oscilatérios fracionarios.

Enquanto em Bernal et al. (2012), ja discutido na Introdugao, a modelagem do
oscilador harménico fracionario realizada possibilita, com a introducao do pardmetro o de

dimensao temporal, interpretar fisicamente as solugoes da EDOF correspondente.

Portanto, levando em conta essas contribuicoes e recorrendo a metodologia da
transformada de Laplace inversa, neste capitulo serd apresentada e discutida a solugao
da EDOF correspondente ao oscilador mecanico fracionario a partir da modelagem via
derivada fracionaria de Hilfer, recuperando os casos precedentes via derivada fracionaria

de Riemann-Liouville e Caputo.
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4.1 EDOF do oscilador harmonico fracionario

Inspirado no trabalho de Bernal et al. (2012), propoe-se a seguinte EDOF para

estudar o oscilador harmonico fracionario:

D (e (1)) + 2 H D (e (1)) + alt) = g(t), (4.1)

o2

onde0<a<lel <~vy<2

Nesta secao serd estudado o caso em que ¢g(t) é identicamente nula, ou seja,
situacao na qual o oscilador recebe sua energia inicial, devido ao deslocamento e velocidade
iniciais e depois é solto, permitindo oscilar livremente. Separa-se em duas situagoes: a
primeira onde nao ha forcas dissipativas e a segunda com forgas dissipativas proporcionais
a velocidade. Vale ressaltar que na proxima secao a mesma metodologia serd utilizada

para analisar a situagdo em que o oscilador sofre uma forca externa periddica.

Note que o expoente do parametro de tempo o foi modificado ao comparar as
Eq.(2) e Eq.(4.1), tal decisdo se ancora no seguinte fato: como o objetivo é generalizar a
EDOF presente na Eq.(4.1) e nem sempre v = 2« entao é preciso alterar o expoente do
parametro o de 2 (1 — ) para (2 — 7). Porém, antes é necessario esclarecer o papel que

esse parametro o desempenha.

4.1.1 O problema da dimensao fracionaria de tempo

A aplicagao das ferramentas do CF em diversas areas da fisica vem crescendo

com o tempo, principalmente nas teorias de campo nao locais. Mais precisamente,

no dominio do tempo, a extensao de uma descricao local para uma
nao-local se manifesta como um efeito de memoéria, que afirma aproxi-
madamente que o comportamento real de um determinado objeto néo é
apenas influenciado pelo estado real do sistema, mas também por eventos,
que aconteceram no passado (HERRMANN;, 2014, p. 1; tradugéo nossa).

Ainda nessa perspectiva, Rodrigues e Oliveira (2015) exemplificam que enquanto
uma integral de ordem inteira de uma variavel representa a soma de pontos de mesmo
peso, independente do quao no passado eles estejam, uma integral fracionaria “é também
uma soma ponderada, mas com os pesos diminuindo para trds no tempo” (RODRIGUES;
OLIVEIRA, 2015). No geral, a dindmica fraciondria se mostra como uma base para
investigacao de fendmenos relacionados a algum nivel de complexidade, ou melhor, “o
operador fracionario reflete processos dissipativos intrinsecos que sao suficientemente

complicados por natureza” (STANISLAVSKY, 2006, p.1).
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No entanto, a relacdo do CF com esses efeitos ainda nao é completamente
conhecida e o uso dos operadores de derivagao de ordem nao inteira pode originar questoes
relacionadas a unidade de medida das grandezas trabalhadas. Por exemplo, dada a funcao
x(t) que descreve o deslocamento de uma particula em fungao do tempo, como é possivel
compreender a unidade de medida relacionada a derivada de ordem 0,5 de z(t) em relagao

ao tempo t? De acordo a andlise dimensional, enquanto a grandeza x(t) é medida em
dz(t) d%z(t)

dt d¢0-5
uma outra questao: como interpretar essa grandeza fisicamente?

metros e em m/s, pode-se inferir que serd medida em m/s””, produzindo

Em Goémez-Aguilar et al. (2011), Nasrolahpour (2012) e Bernal et al. (2012)
é proposta a introdugao de um parametro arbitrario o de dimensao temporal a fim de
ajustar as unidades de medida e, portanto, refinar a modelagem. Assim, para uma derivada

de ordem n — 1 <~ < n para n € IN tem-se:

d" 1 d
dtn onr dey’
note que para v = 1,75 o indice n assume valor de 2. Dessa maneira, enquanto a unidade
dL7T5 (¢ 1 dbTr(t
de medida de 736() z(t)

d#L75 5025 41,75
essa grandeza como a aceleracao da particula.

1,75

¢ m/s""”, ade é m/s*, possibilitando interpretar

Por mais que essa abordagem permita o refinamento da descricio matematica
dos fenomenos, retomando a interpretagao fisica classica dos operadores de derivacao,
ela nao pode ser compreendida totalmente como uma interpretacao fisica definitiva da

derivada fraciondria em si.

4.2 Solucgoes particulares para a EDOF

Tal como no estudo de EDOs de ordens superiores, a EDOF descrita em Eq.(4.1)
serd resolvida primeiramente para os casos particulares, isto é, casos em que os coeficientes

£ e m sao nulos, mas nao simultaneamente.

4.2.1 Oscilador harmonico fracionario

Ao fixar o termo de amortecimento como zero, que aqui pode ser compreendido
como coeficiente de atrito, espera-se que a solugao classica recuperada indique um fenémeno
com oscilacdo e sem amortecimento, tanto pela formulacao de Caputo quanto de Riemann-

Liouville. Impondo essas condi¢oes, tem-se que:

Hpo (a (1)) = —:102—733@). (4.2)
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Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equacao,

k
recorrendo ao resultado da Eq.(3.35) e denotando w” = —¢® 7, onde w representa a
m

frequéncia do movimento quando v = 2, tem-se

LDy (x ()] = —w X (s

(4.3)
— $7X(s) — (= 2)1(1 w(2=y)— ( Veeo — gltr(r— 2)]éi—u)(2—7)x(t)|

t=0-

WED 0 () |,—o = 2(0) = 0, 0 que no

Além disso, é introduzida a notagao [éf
contexto fisico indicaria a velocidade inicial do corpo que oscila, neste caso o corpo parte
do repouso, e Iéi_” )(Q_W)x(t) =0 = £(0) = xg, que indicaria a posi¢ao inicial da particula.

Dessa forma, a Eq.(4.3) pode ser reescrita como:

T+p(v—2)
X(s)=2 10 (4.4)

ST 4+ w7
cuja inversa da transformada de Laplace é conhecida gragas ao Teorema 2.4.1, bastando

adotar o :==y e B :=7v — u(y — 2) — 1. Ainda, ela é dada por:

+00 k kavk
() (—1)" Wty
x(t) = wot” ur-2) QE%v—u(v—2)—1(_W7ﬂ> = 2o E .

SOk +y—py—2)-1)

(4.5)

Deve-se agora estudar a solugao separadamente para dois valores distintos do

parametro g =0e p = 1.

Veja que para p = 0 tem-se

& (—1)F Wkt

2(t) = 2ot 2B, 1 (—wtY) = x4 Z T (4.6)
e fixando v = 2, obtém-se:
)k 2kt2k
x(t) = xoF2q( —w*t?) = xg Z 2k e = xg cos(wt).
Enquanto que para g = 1 tem-se
+0 k, vksvk
(—1)Fwrety
2(t) = 2By (—w) = g ) o = 1oCsay (wt) (4.7)
= T (vk+1)
e fixando v = 2:
T )k 2k42k
2(t) = 29Fy 1 (—w?t?) = xg Z (E)w = xg cos(wt). (4.8)

— T'(2k + 1)
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Embora as solugoes encontradas nao sejam as mesmas para . = 0 e p = 1
para todo valor de 7, ou seja, ndo sejam as mesmas para as formulagoes de Riemann-
Liouville e Caputo, respectivamente, quando v = 2 elas coincidem. Esse resultado também
é coerente com o que se esperava para o oscilador harmonico: ao anular o coeficiente de
atrito, elimina-se também o amortecimento, restando somente a oscilacao, comportamento
esperado em um sistema conservativo. Trata-se do oscilador harmonico simples, descrito

pela fungao trigonométrica cosseno, com frequéncia w.

Ainda, é valido estudar o comportamento geométrico das curvas que descrevem

as solucoes para valores intermediarios de -, isto é, para valores de ~y entre 1 e 2.

y=2
y=1.9
----- y=1,75
— y=1.5
- - --y=125

Figura 7 — Eq.(4.5) para alguns valores de y e =0

Figura 8 — Eq.(4.5) para alguns valores de vy e =1

Ao comparar as solugoes presentes nas Figuras 7 e 8, é evidente que as fungoes
x(t) obtidas através da formulagdo de derivada fraciondria de Caputo mantém a fase,
orientacao das cristas e vales, mesmo alterando a ordem da derivada, enquanto as fungoes
x(t) obtidas através da formula¢ao de Riemann-Liouville sofrem defasagem conforme a

ordem da derivada ¢é alterada.
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Por mais que o termo de amortecimento tenha se anulado, nota-se nas Figuras
7 e 8 que para valores de v préximos de 2, tanto quando p = 0 ou p = 1, as curvas
que descrevem as solucoes se assemelham as curvas apresentadas na solucao do oscilador
harmoénico amortecido classico. Portanto, apresenta-se aqui uma alternativa a modelagem
do problema do oscilador amortecido, pois as solugoes, em ambos os casos, apresentam
a oscilagao combinada de amortecimento sem envolver o termo de amortecimento. Em
outras palavras, o amortecimento pode ser reproduzido alterando a ordem da derivada ~ e

nao necessariamente adicionando o termo com o coeficiente de atrito a EDO.

Dessa forma, ao invés de resolver uma EDO linear de segunda ordem completa,
isto é, a EDO presente na Eq.(1) com trés termos, de coeficientes constantes, basta resolver

a EDOF presente na Eq.(4.2) simplificada e alterar a ordem da derivada.

Agora, deve-se comparar as solugoes do oscilador harmoénico amortecido, caso
classico, e do oscilador harmoénico fracionario para um valor de v préximo de 2. Para
isso é preciso retomar os conceitos fisicos trabalhados nos dois modelos: como visto no
Capitulo 1 o oscilador harmoénico amortecido pode ser classificado como superamortecido,
critico amortecido e subamortecido, isto é, o comportamento do corpo em questao depende
da relacao algébrica existente entre o termo de amortecimento, simbolizado por £%, e a
oscilagao, simbolizada por 4mk. Em especial, no estudo das oscilagoes subamortecidas foi
obtida uma equagao, mais precisamente a Eq.(1.22), que descreve o balango enérgico do

sistema com do passar o tempo.

Contudo, uma das dificuldades de comparar esse modelo com o modelo fracio-
nario se da justamente pelo fato de que as grandezas fisicas discutidas usando o calculo
classico nem sempre apresentam correspondentes no CF. Porém, por mais que essa cons-
tatacao seja verdadeira, vale mencionar também que a metodologia usada por Bernal
et al. (2012) permite retomar a interpretacao fisica usual dos operadores de derivacao
fracionarios a partir do pardmetro o. Dessa forma, para todos os valores 1 < 7 < 2 pode-se

compreender a unidade de medida da grandeza &, que representa a energia mecanica total

. als . m
do oscilador harménico fraciondrio de ordem + como J = kg—- como na Eq.(1.22). Em
s
particular, para a formulacao de derivada fracionaria de Caputo é possivel simplificar mais
a expressao, além disso, mantendo a definicao de energia mecanica como a soma da energia

cinética com a potencial elastica segue que

(C:,Y(Zf) — m (U;<t)> + k<x“/2(t))2’ (49)
onde
T~ (t) = 2By 1(—wt)

’Ufy(t) = C'D'Yi1 (‘T()Efy,l (—w'yﬂ)) = xot%lE%Q(—uﬂt“’).



Capitulo 4. Oscilador mecanico fraciondrio 63

Logo, a Eq.(4.9) pode ser reescrita como:

2

x _ 2
£,(1) = %D [m (877 Bya(-7)” + k(B (~70))?]. (1.10)

Porém, realizando o mesmo procedimento para a formulagao de derivada
fraciondria de Riemann-Liovuille obtém-se **D"" ! (E, 1 (—wt7)) = t B, o(-w't7), o
que ndo pode acontecer, ja que para a funcdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros E, s(-)
deve-se ter Re(3) > 0. No entanto, ao expandir a série que define a fun¢ao de Mittag-Leffler

e impondo a substituicao k := k + 1 pode-se obter

2,(t) = 2ot" 2B, 1 (—w't) (4.11)
(§
v, (t) = BEDT7THE, 1 (—wt)) =t E, o(—wt) (4.12)
onde
tT B o(—wt) == —w T E, L (). (4.13)

Por fim, substituindo na Eq.(4.9) tem-se

2
To

5“7@) = 9

[mwm (0E,, (_wvtv))Q +k (t'Y*QE%V,l(—w'VtV)f] : (4.14)

repare que o termo w?’ na primeira parcela altera a unidade de medida da expressio,
2
T
uma vez que a unidade de medida do termo ?Om (" E,, (—w”t”))2 & kgm?/s = Js e
ao multiplicar por w®’ cuja unidade de medida é 1/s* tem-se .JJ/s . Dessa forma para

corresponder ao contexto fisico trabalhado o termo adequado seria w?.

Vale a pena também comparar graficamente as expressoes que representam o
dispéndio da energia mecanica no oscilador harmonico fracionario £ no modelo classico
subamortecido. Tomando w =k =m =29 =1,7y=19e E(t) = %.

Nota-se na Figura 9 que tanto no oscilador harmoénico amortecido classico
quanto no oscilador harmonico fracionario via derivada de Caputo para os mesmos pa-
rametros fixados tem-se a mesma quantidade de energia mecanica inicial £(0) = 0.5.
Entretanto, no oscilador harménico fracionario via derivada de Riemann-Liouville, apesar
dos parametros fixados serem os mesmos dos demais modelos, a quantidade de energia
inicial é diferente, o que nao traduz adequadamente o fenomeno fisico estudado. Por outro
lado, verifica-se que o decaimento da energia mecanica do sistema se da mais rapidamente
no modelo classico subamortecido do que nos modelos fracionarios. Por fim, comparando
os modelos fracionarios quando t — o0 percebe-se que o decaimento da energia mecanica

é, em ambos os modelos, acompanhado de oscilagao.
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06

0.5 f=
\ Caputo
0.4 F
\ Riemann-Liouville
03¢ \/ Modelo subamortecido classico
021 \
01f \/\/_
‘-\__._-

Figura 9 — Eq.(4.10), Eq.(4.14) e Eq(1.22) paraw =k =m = xy = 1, v = 1.0.

H&4 ainda a possibilidade de comparar o dispéndio de energia no oscilador
harmonico fracionario a partir da aproximacao assintotica da fungao de Mittag-Lefler de

dois pardmetros, dessa forma a Eq.(4.10) pode ser reescrita como

2 —2 kpr—k—1\ o0 —k O\
a2l (o & L& (1
&) > | ( Yo © 2 WFT(2 — k) Tk v Z WFT(2 — k) ’

k=1
onde p € IN.

Perceba que a energia mecanica total é dada por uma expressao envolvendo
fungoes exponenciais decrescentes e fungoes poténcia de expoente negativo, o que indica

necessariamente um padrao de decaimento da energia para t — 0.

4.2.2 Oscilador harmonico amortecido fracionario

A rigor, ainda que experimentalmente nao se registre uma massa nula para um
ponto material e tecnicamente esse corpo nao se caracterize como um oscilador, o estudo
do caso em que m — 0 e [ # 0 se justifica por dois fatores. Primeiro fator: note que se a
massa for muito menor do que o valor do coeficiente de atrito, espera-se que a oscilacao
seja pequena em relacao ao amortecimento para quaisquer valores intermediarios de a.
Segundo fator: é fundamental estudar as semelhancas e diferengas do comportamento das

curvas que descrevem as solugoes tanto para p = 0 quanto pu = 1.

Agora, a andlise se concentrara na situacdo em que a massa se torna desprezivel
em relagdo ao amortecimento, por conveniéncia fixa-se m = 0. Assim, espera-se obter

solugbes que se assemelhem a uma exponencial decrescente. A Eq.(4.1) se reduz a:

ko.(l—oz)

ApDSta(t) = — x(t) (4.15)
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cuja solucao pode ser encontrada empregando o resultado da Eq.(2.16) na equagao anterior.

Logo,
si(e=1) o1} —kol=®)
m = xot p(a—1) 1Ea,a7u(01*1) (Bt ) (416)
m

Com a finalidade de recuperar o caso para Riemann-Liouville fixa-se 4 = 0 e

para Caputo p = 1. Tem-se respectivamente:

— ko1
2(t) = 2t* By o (‘Tﬁto‘) (4.17)
¢ (1-a)
koo
2(t) = 2oFa (“ta) . (4.18)
g
Quando a = 1 recupera-se o mesmo resultado em ambos
—ko0 -
.T(t) = $0E171 < 50- t) = Ioeﬁkt. (419)
x[m]
012t
| 'l
010} | .
v — =1
oosl | | @=0,9
0.06 | a=0,75
--=--a=05
0.04
- = a'=0,25
0.02 ¢
Bt oo 5 - XU
10 12 1

Figura 10 — Eq.(4.17) para alguns valores de a.

Ao comparar as Figuras 10 e 11 percebe-se que para diferentes valores de
0 < a <1 a modelagem via derivada fracionaria de Riemann-Liouville ndo interpola as
solucoes particulares tal como aquela via derivada fracionaria de Caputo em virtude do
fato de que para valores de av cada vez menores o padrao de relaxamento é menos intenso

do que para valores maiores de .

4.2.3 Solucao para a EDOF

Para obter a solugao da Eq.(4.1), faz-se necessério simplificar o primeiro membro

dessa equacao. Admitindo que m # 0 e, dessa forma, multiplicando ambos os membros
(2=)
o
por ——, obtém-se:
m
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x[m]

a=1
a=0,9
a=0,75
- ---a=05
e ~ — a=025
: : ] ' : s
6 8 10 12 14
Figura 11 — Eq.(4.18) para alguns valores de «.
(1+a—) ko)
o o o
13 @ (1) + 2T D (e (1) + T a(t) — 0, (4:20)
m m
0'(1+O‘_’Y) ko’(Q_'Y)
Introduzindo a notaggo —— = f e = w7, a equacao pode ser
m m
simplificada e escrita na forma:
IDIE (x (1) + 0 "D (x (1)) + wa(t) = 0. (4.21)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equacao e
recordando das expressoes obtidas em Eq.(3.32) e Eq.(3.35), a transformada da fungao

x(t) pode ser expressa como

51+u(7—2)1(§1*#)(2*7)x<t)|t:0 + Su(a—l)I&*#)(l*a)xQ)‘t:O 5“(7_2)1517“)(277)7137(15)|t:0

Y + 087 + wY SY 4+ 087 4w

X(s) =

Fixando v = 1 + o tem-se que [éi_“)(z_w)x(t)\tzo = éi_“)(l_a)a?(t)\t:o = 2(0) =

xo. Por outro lado, Iéi_“)(Q_v)_lx(t)h:o = I, é possivel escrever

81+/-‘('Y_2)x0 S.U'(O‘_l)wo SM(’Y_Q).%O
+ + :
STH0s*+wl - s7+0s* +wr 87+ 0s* + W

X1 (s) Xa(s) Xs(s)

X(s) =

(4.22)

Como a transformada de Laplace é linear, é possivel encontrar a transformada

inversa para cada termo da equagao anterior, separando os cédlculos a fim de simplifica-los,

T 51+H'("/_2) T 51+M(7_2) 1
Xi(s) = ———— == | (4.23)
s + 05 + w7 s + w? 1+ 375
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Para que a inversa da expressao acima exista, deve-se ter |#s®| < |—s” —w7]| o
|05

que implica < 1. Isso permite expandir a expressao em uma série geométrica:

|s7 + w7l
Sl+u('y—2) +®© —f)" gon + -6 ”San+u(v—2)+1

X1(s) = xg (=0) = 7 Z (=0) — (4.24)
T+ wr (8T 4 wh)n — (87 +w)n

recorrendo aos resultados apresentados sobre a transformada de Laplace inversa envolvendo

a funcao de Mittag-Leffler de trés parametros:
[xo Z tr—anty+p(2—7) - 2E1:,—é_'}}fa)n+'y+,u(277)fl (—uﬂﬂ)] (s). (4.25)

Analogamente, para os demais termos, obtém-se:

xosﬂ(a_l)
Xo(g) = 92
2(s) ST 4 05 + w?
(4.26)
[xo 2 ’Y eruize) lE:/Z,—é_')}—a)n+’y+y(1—a) (_w7t7>] (3)
‘ (v=2)
i‘osu v
Xafg) = 02
3(s) 87 + 05> + w7
(4.27)
=L [IO O (O OB o (= “W)] (5).
Note que a solucao é dada por uma série de func¢oes de Mittag-Leffler de trés
parametros:

+00
= Z (_0)” [$0t(7_a)n+7+#(2_7)_2 'Tyl,—é_ylfa)nJr'eru(Qf'y)fl (_w7t7> +

—a)n 1—o)—1 pn+1 (428)
gt (Y-eIn+ral—a)= B ayniyin(1—ay (—077) +

jjot('yfa)n+'y+,u(277) -1 En+1

Vs(y—a)nt+y+pu(2—7) (=)

Em adicao a isso, como a fase e a amplitude sao determinadas pelas condigoes
iniciais, toma-se z(0) = 0, uma vez que o valor de z(0) representa, quando v = 2, a
velocidade inicial. Neste caso tomando esse valor como zero tem-se o corpo partindo do

repouso.

Basta verificar agora para o = 1, v = 2, u = 1 e, tanto para u = 0 quanto para
1 =1, pois o parametro p sempre aparece como fator do produto p(1 — ) ou u(2 — ).

Em suma, fixando m = 0 tem-se que :

2(t) = moEa (—w’t?) + zot Bay (—w?t?) = xg cos (wt) + zosen (wt)

= 20V2 cos (wt + 2) ‘ (4.29)
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Ao fixar n = 0 o termo de amortecimento (—#)" presente na solucao fixa-se no
valor 1, isso significa que para esse caso o amortecimento nao esta presente, o que remete
ao oscilador harmonico simples. Por mais que essa solugdo nao seja coincidente com a
solucao apresentada na Eq.(4.8), as mudangas ocorrem devido a escolha das condigoes
iniciais, provocando diferencas entre as solugoes no que diz respeito a fase e a amplitude

do movimento.

Vale comparar a deducao aqui apresentada com os resultados expostos em

outros trabalhos.

Teorema 4.2.1 (Tomovski, Hilfer e Srivastava (2010)). Tomando 0 < a1 < ay < 1,

0<pu <1,0<pus <1a,b,ceR; considerando a sequinte equagdo diferencial:
a(Doy™ ) (1) + b (Dg"x) () + ca(t) = f(t) (4.30)

no espago de fungoes Lebesque integrdveis x € L(0,004) cujas condigoes iniciais sao

(Lo 2)(0) = eo e (12" 2)(0) = (4.31)
onde ¢1 e ¢ sGo constantes.

Logo, a EDOF, Eq.(4.30), tem solu¢ao no espago L(0,00+) dada por:

1 & a\?P az—ay)ptas+pi(l—ar)—1 pp+1 Co
$(t) - E Z <_E> [aclt( 2-an)praztus (1) E§27(02—6¥1)P+0¢2+u1(1—al) {_Bt 2}
p=0

+bc2t(az—a1)p+a2+,u2(1—a2)—1 Eg;%%_al)p+a2+#2(l_a2) {_ gtaQ } (4.32)

+1 C a
+ <E§2’(a2_a1)p+a2f> (_Zt 2)]

Demonstrag¢io. Tomovski, Hilfer e Srivastava (2010, p.804).

Para a situagao discutida neste capitulo considere nesse caso em que f(t) é

uma funcao identicamente nula e 1 < ay < 2.

4.3 Oscilador forcado fracionario sem amortecimento

Ao analisar a Eq.(4.1) surge uma questao natural: o que ocorre quando a fungao
g(t) ndo é nula? Mais rigorosamente, o que ocorre quando g(t) é uma fungao periédica
com frequéncia prépria? O corpo que executa o movimento descrito pela Eq.(4.1) quando
adotada uma fungao periédica g(t) é denominado de oscilador harmonico forgado. Em
outras palavras, o segundo membro da equagao sendo diferente de zero indica que ha forcas
externas adicionando energia ao sistema. Assim, nesta secao a forca externa também serd

modelada como uma funcao periddica tal como realizada em tabedzki, Pawlikowski e
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Radowicz (2019) e Parovik (2020), mas ao invés de usar fungdes trigonométricas emprega-se
aqui a fungdo pente de Dirac ja apresentada no Capitulo 1, Eq.(1.16), tal como realizado
em Dutra, Ribeiro e Porto (2018) onde os osciladores for¢ados sao estudados a partir das

ferramentas do cdlculo classico.

Apresenta-se aqui a modelagem do oscilador harménico fracionario forcado por

um pente de Dirac sem amortecimento. Para isso a Eq.(4.1) pode ser reescrita como

m g

Dt (x (1)) + k.x(t) J025 (t —nr) (4.33)

o=

onde Jy ¢ o impulso medido em Ns, 7 é o intervalo de tempo de cada empurrao em

segundos, N o ntimero de empurroes e ¢ a fungao delta de Dirac.

Tomando z(0) = g e ©¢ = 0, ou seja, admitindo que o corpo parte do repouso
em uma posicao predeterminada e introduzindo a wj = —o* 7 e J& = Joo* 7 na Eq.(4.33),
m

tem-se
N
HDgH (2 (1) + wia(t) = J5 Y6 (t—nr).
Aplicando a transformada de Laplace nos dois membros da equacao,

L["DJ (x ()] + £ [wiz [J025 t—m‘],
usando a transformada de Laplace para a derivada fracionaria de Hilfer para 1 < vy < 2
tem-se
STX(s) — 'O gy = —wI X (s) + ¢ Z L[6(t—nT)]
STX(s) — PO gy = —wI X (s) + J¢ Z e "Te
N
(57 + wy) X(s) = s" 0D + 3 Z e e
n=1
Sl-‘ru v—2) —nTS
X =
(s) 37+w OZ(S’Y-I-W)

A partir da transformada de Laplace para a derivada de Hilfer e isolando o

termo X (s) = L [z(t)], segue que:
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STX(s) — st PO gy = —wI X (s) + J¢ Z L[§(t—nT)]

N
STX(s) — PO gy = —wI X (s) + J¢ Z e "
n=1
N
(57 + w)) X(s) = s"Hr0 g + 3 Z e e
n=1

Sl+u v—2)

x-S0 3 ()

Finalmente, resta aplicar a transformada de Laplace inversa para cada uma das

parcelas: a segunda parcela tem a transformada inversa calculada pela Proposicao 1.1.2,

enquanto a primeira parcela tem a transformacao ja avaliada no Teorema 2.4.1, entao

I(t) Tot™ wr=2)- 2E YY—p(y—=2)— ( w&’ﬂ)—i—
(4.34)

Tomando i = 0 é recuperada a solucao de acordo com Riemann-Liouville e
para u = 1 de acordo com Caputo. Além disso, para 7 = 2 a solucdo coincide entre ambas

as formulagoes, perceba que

2(t) = wo By (~wit®) + J5 Y H(t —nr) (t —nr) rifw ft(t_lf; !

v (4.35)
= o cos(wot) + J§ Z H(t— nT)SGD(wo (= nr))

n=1

Wo

4.3.1 Esbogo das curvas do oscilador forcado fracionario

Assim, é possivel esbogar o grafico para a solugao da Eq.(4.35). Tomando os
valores: zg = 0,01m, Jy = 0,005Ns, 7 =6, N = 360, 0 = 1s, wy = 1 € tiota = 216.

O resultado presente na Figura 12 corresponde a descricao fisica do fenomeno
do batimento. Apesar da frequéncia natural do oscilador ser diferente da frequéncia da
carga externa, com o tempo fica claro que ocorre uma sobreposi¢ao de duas oscilagoes
escalonadas. Os “saltos” representados na figura indicam a ac¢ao da funcao de Heaviside

periodicamente.

Agora, alterando a ordem v = 1,9 seguem os contornos das curvas para v = 0

e v = 1, conforme Figura 12 e Figura 13, respectivamente.
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%x[m]
004+

0.02 |-

il I
L

Figura 12 — Solugao para Eq.(4.35) com v = 2.

Em ambas as formulagoes derivadas, Figuras 13 e 14, para um pequeno valor
de zy ocorre um aumento na amplitude de movimento, mas logo em seguida ha um regime

de relaxamento que tende a estabilizar a amplitude de oscilagao.
x{m)

0.03f

oozl

"L
Lttt

Figura 13 — Solugao da Eq.(4.35) paray = 1,9 e u = 0.

=001+

Note que, alterar xo = 0,5 acarreta em um aumento do efeito de relaxamento
como indica a Figura 15. Esta solu¢ao mostra o acoplamento entre a forca externa, que

tende a manter a batida, e um efeito de friccao, que tende a dissipa-lo.
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x|m)

. lnlﬂ HIREEEFERRRRIN IHI

i

Figura 14 — Solugao da Eq.(4.35) paray =1,9e pu = 1.

~0.005 |

| —— —— —
—

x{m)
0.03

0.0z

.01

=0.01
Qa2
—G.[IE-E | |

Figura 15 — Solugao da Eq.(4.35) para v =1,9, p =0 e o = 0, 5.
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Consideracoes finais

Neste trabalho foram estudados alguns modelos de osciladores mecanicos,
desde os modelos classicos até os modelos fracionarios, sendo que boa parte da discussao
apresentada se amparou na comparacao entre os operadores de derivacao fracionaria:
seja de Riemann-Liouville, Caputo, ou propriamente, de Hilfer. Para isso, foi utilizada
majoritariamente a metodologia da transformada de Laplace, visto que ela permitiu
transformar o problema de partida em um problema mais simples. Considere-se entao
a metodologia das transformadas integrais como uma ferramenta indispensavel para o

estudo de equagoes diferenciais fracionarias de coeficientes constantes.

No Capitulo 1 foi estudado o oscilador mecénico classico a partir da introducao
das principais propriedades da transformada de Laplace tal como sua linearidade, a
existéncia e unicidade de sua transformada inversa, bem como as propriedades relacionadas
ao produto de convolugao, operagao essa essencial para construir o conceito de integracao
fracionaria posteriormente. O resultado apresentado na analise do oscilador harmdnico
amortecido pela transformada de Laplace serviu de base para compara-lo com os modelos
fracionarios apresentados no Capitulo 4, pois a solug¢ao do oscilador harmonico amortecido

¢ dada em termos de func¢des exponenciais.

Essa constatacao confirma a observagao de que as func¢oes de Mittag-LefHer
cumprem no calculo fracionario o mesmo papel da funcdo exponencial no calculo classico,
pois emergem naturalmente nas soluc¢oes dos osciladores mecanicos fracionarios, ou melhor,
aparecem como solucao das equacoes diferenciais ordinarias fracionarias de coeficientes
constantes. No Capitulo 2 foram apresentadas as fun¢oes de Mittag-Leffler de um, dois e
trés parametros, além de suas transformadas de Laplace, o que auxiliou na resolugao das

equagoes diferenciais fracionarias no Capitulo 4.

A exposicao dos principais conceitos do calculo fracionario no Capitulo 3 nao
apenas serviu de fundamento para a discussao do oscilador mecénico, mas também foi
possivel notar diferencas importantes em relacao as formulagoes de derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville e Caputo. No geral, por mais que foi apresentada a condigdo para
que ambas as formulagoes de derivada coincidam, a formulacao de derivada fracionaria

de Riemann-Liouville ndo pdde generalizar alguns resultados do célculo classico: como
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a derivada de uma constante e a derivada de uma exponencial (no caso uma expressao
envolvendo a fungao de Mittag-Leffler). Ja a formulac¢ao de derivada fracionaria de Caputo

conseguiu retomar esses resultados do célculo classico.

A formulagao de derivada fracionaria de Hilfer se destacou como uma ferramenta
facilitadora da modelagem do oscilador mecéanico fracionéario, visto que em um mesmo
operador foi possivel encontrar as solugoes tanto em Riemann-Liouville quanto em Caputo,
sem a necessidade de calcula-las separadamente, apenas alterando o valor do pardametro pu.
Além disso, usando a derivada fracionaria de Hilfer em algumas fungoes, fica evidente que
quando a solugao apresentada nao depende do parametro p isso indica que essa solucao ¢ a
mesma tanto calculada via derivada fracionaria de Riemann-Liouville quando via derivada

fracionaria de Caputo.

A modelagem fracionéaria do oscilador harmonico presente no Capitulo 4 revelou
que, a partir do estudo das propriedades algébricas das solugoes e da anélise do esbogo
das curvas que representam as fungoes x(t) encontradas, ao alterar a ordem das derivadas
presentes na equagcao diferencial fracionaria proposta, é possivel emular o padrao de
amortecimento sem a presenca do termo de amortecimento na equagao. Além do mais,
a utilizacao do parametro ¢ de dimensao temporal ajustou as unidades de medidas
correspondentes aos operadores de derivagao fracionaria, retomando sua interpretacao
fisica classica, e possibilitando estudar o dispéndio de energia mecanica do sistema. Esse
mesmo padrao de relaxamento provocado pela alteracao da ordem da derivada fracionéria
pode ser percebido também nas solugoes do oscilador for¢ado fracionario. No mais, destaca-
se a formulagdo de derivada fracionaria de Caputo como sendo a mais adequada para

descrever o fenomeno fisico discutido.

Ja a solucdo encontrada para o oscilador harmonico amortecido fracionario
¢ dada como uma série de funcgoes de Mittag-Leffler de trés parametros e, ao retirar o
termo de amortecimento, o resultado encontrado retoma o oscilador harménico simples
para ambas as formulagoes de derivada fracionaria: tanto de Riemann-Liouville quanto de

Caputo, atingindo, assim, o objetivo central desse estudo.

Uma continuacao desse trabalho é o estudo sistematico das oscilagbes amorte-
cidas forcadas, discutindo mais detalhadamente a relacao existente entre a modelagem
fracionaria e os efeitos fisicos dissipativos em teorias de campos nao-locais. Além disso,
espera-se que seja possivel discutir e comparar as formulacoes de derivadas fracionarias,

bem como as condigOes iniciais mais apropriadas para a modelagem desse sistema fisico.
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