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“Without the diligent study of Euclid’s
Elements, it is impossible to attain unto
the perfect knowledge of geometry,

and consequently of any of the other
mathematical sciences.”

(Henry Billingsley, 1570)



Resumo

Este trabalho trata, de forma axiomadtica, a introducdo da geometria espacial chamada,
na maioria dos materiais, de geometria espacial de posicao, visando o ensino basico. O
estudo comega com uma apresentagao resumida da histéria da geometria e em seguida
sao brevemente apresentados os axiomas da geometria plana, algumas de suas defini¢es
e seus teoremas. Tais proposi¢oes sao a base da geometria espacial, que é a expansao
da geometria plana com o acréscimo do espago e postulados pertinentes. A partir disso
diversos resultados sao concluidos, tais como, a construgao de piramides, prismas e de
todos os Poliedros de Regulares. Ao final sdo propostas atividades que utilizam material

concreto ou digital para o ensino da geometria espacial de posi¢cao no ensino basico.

Palavras-chave: Axiomas. Matematica (Ensino médio) - Estudo e ensino.



Abstract

This work treats, in an axiomatic way, with the introduction of spacial geometry called, in
most materials, spatial position geometry, aiming at basic education. The study begins
with a brief presentation of the history of geometry and then the axioms of plane geometry,
some of its definitions and theorems are briefly presented. Such propositions are the basis of
spatial geometry, which is the expansion of plane geometry with the addition of space and
relevant postulates. After that, several results will be concluded, such as the construction
of pyramids, cousins and all Regular Polyhedra. At the end, activities are proposed that

use concrete or digital material to teach spatial geometry of position in basic education.

Keywords: Axioms. Mathematics (High school) - Study and teaching,.
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Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018) estabelece
competéncias e habilidades que os alunos devem desenvolver no Ensino Médio, em todas
as disciplinas. Em matematica, para o Ensino Médio, sdo cinco competéncias especificas, a

quinta é:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades mateméaticas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou nao, de uma demonstracéo cada vez mais formal
na validagao das referidas conjecturas.

[...] Ao formular conjecturas com base em suas investigagoes, os estudan-
tes devem buscar contraexemplos para refuté-las e, quando necessario,
procurar argumentos para validd-las. Essa validagao nao pode ser feita
apenas com argumentos empiricos, mas deve trazer também argumen-
tos mais “formais”, incluindo a demonstracao de algumas proposigoes.
(BRASIL, 2018, p.540)

Dessa forma, no contexto da Geometria Espacial, esse trabalho propde uma
abordagem axiomatica e formal, mas com auxilio de recursos concretos e digitais, que podem
estimular a formulagao de conjecturas, assim como auxiliar na obtencao de argumentos ou

contraexemplos de proposi¢oes geométricas.

Além disso, é notéria a dificuldade da transicdo da Geometria Plana para a

Geometria Espacial, muitas vezes realizada no 2° ano do Ensino Médio. Dentre as diversas

’

explicagoes para essas dificuldades, que variam de aluno para aluno, mas uma delas é
a forma de representar os novos objetos, que sao tridimensionais. No livro Introducdo a
Geometria Espacial (CARVALHO, 1999), Paulo Cezar comenta:

As superficies sobre as quais escrevemos ou desenhamos sdo excelentes
modelos para o plano da Geometria e permitem representar com fidelidade
retas, poligonos, circulos e demais figuras planas. Ou seja, podemos
facilmente concretizar as nogoes abstratas da Geometria.

Quando passamos para o mundo tridimensional da Geometria Espacial
passamos a enfrentar limitagoes de diversas ordens.|...] Em geral, recor-
remos a projegoes bidimensionais de tais objetos. Mas essas projegoes
distorcem angulos, modificam comprimento de segmento e nao permi-
tem distinguir pontos que estejam sobre a mesma linha de projegao.
(CARVALHO, 1999, p.1-2)

Mesmo quando utilizamos rescursos computacionais, como o Geogebra 3D, o
problema de visualizar um objeto tridimensional em um plano (tela do monitor ou celular)

continua. Dessa forma, é necessario que antes da utilizacao de recursos digitais, haja uma
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introdugao com material concreto, para que os alunos visualizem, toquem, manipulem
e construam os objetos tridimensionais. E assim, estarao preparados para entender as

representacoes tridimensionais via desenho.

Entao, pensando que um bom entendimento da Geometria Espacial de Posicao
ajudara em outros topicos de Gemetria Espacial, preparamos algumas atividades que devem
auxiliar na visualizacao tridimensional, além de estimular a necessidade de argumentar
(ou mostrar contraexemplos) para demonstrar determinada proposigao e até conjecturar
outras. Nesse trabalho, além das atividades, apresentaremos no capitulo 1 um pouco da
historia da Geometria Euclidiana enfatizando o quao marcante foi a obra de Euclides e
falaremos sobre o intrigante Axioma das Paralelas que permitiu as descobertas de outras
geometrias. Por se tratar de um trabalho focado na Geometria Espacial, no capitulo 2
falaremos brevemente sobre alguns resultados da Geometria Plana, para que no capitulo
3 seja desenvolvida a teoria da Geometria Espacial detalhadamente, desde a escolha dos
postulados até a construcao de todos os poliedros regulares. O capitulo 4 é destinado
as praticas pedagbgicas mencionadas anteriormente e por fim o capitulo 5 é destinado a

conclusao.
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1 Um pouco sobre a Historia da Geometria e

o Método Axiomatico

Por volta de 300 a.C., em Alexandria, o matematico Euclides publicou seus
Elementos, o chamado Elementos de Euclides (anteriormente a ele outros livros de mesmo
nome foram escritos por outros matematicos). E um dos livros mais vendidos, perdendo

apenas para a Biblia, e o mais antigo em Matematica (geometria) em vigor até hoje.

Euclides escreveu diversos trabalhos, mas o que ganhou maior destaque foram
seus Elementos. O livro é composto por 465 proposi¢oes, ndo apenas sobre geometria,
distribuidas em treze livros. Trata-se de uma compilacao de varios resultados alcangados

naquela época, arranjados em uma sequéncia organizada.

Grande parte da histéria da matematica grega foi ofuscada pela grandeza dos
Elementos de Euclides. De fato é uma obra excepcional, mas Euclides estudou grandes
matematicos para reunir nesse trabalho uma boa parte dos resultados descobertos, nao
apenas geométricos, daquela época. Antes de falarmos mais sobre essa obra, vejamos alguns

matematicos que antecedem Euclides e que serviram de bibliografia para seus Elementos.

Tales, de Mileto (6407 a.C. - 5647 a.C.), matemdtico a quem se refere o
grandioso Teorema de Tales, foi o fundador da escola jonica, em Mileto, e criou a geometria
demonstrativa, ou seja, os resultados geométricos deveriam ser provados via raciocinio
logico.

Pitagoras, de Samos (5867 a.C. - 5007 a.C.) e seus discipulos realizaram
diversas contribui¢oes, como a demonstragao do famoso Teorema de Pitdgoras, estudos

sobre aritmética e a descoberta da existéncia de niimeros irracionais.

Hipécrates, de Quios (470 a.C. - 410 a.C.) é considerado o primeiro a publicar

uma geometria organizada em seu livro Elementos de Geometria.

Grande parte do material dos décimo e décimo terceiro livros dos Elementos
de Euclides, devemos aos trabalhos de Teeteto (4157 a.C. - 3697 a.C.)

Eudoxo, de Cnido (408 a.C. - 355 a.C.) realizou grandes estudos na teoria das
proporg¢oes utilizado para resolver um problema criado pelos pitagéricos ao descobrirem os

numeros irracionais.

Menaecmo (380 a.C. - 320 a.C.) descobriu e estudou as secgdes conicas.
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1.1 Aspectos formais dos Elementos de Euclides

O Livro I comega com as defini¢oes, postulados e axiomas (ou nogdes comuns).
Naquela época, postulado e axioma tinham significados diferentes, axiomas eram afirmacgoes
evidentes por si mesmas e aplicaveis a todas as ciéncias, e postulados eram fatos particulares
da disciplina que podiam ser aceitas sem demonstragao. Hoje, os termos tem o mesmo
significado, sao afirmagoes designadas sem demonstragao, sao o ponto de partida de uma

teoria dedutiva.

Euclides enuncia entao as defini¢gdes, como por exemplo:

1. O ponto é aquilo de que nada é parte.
2. E linha é comprimento sem largura.

3. E extremidades de uma linha sao pontos.

Estas sao as primeiras definigoes de muitas. Depois sdo enunciados os cinco
postulados.
1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongados as duas retas, ilimitadamente,

encontram-se no lado no qual estao os menores do que dois retos.
Apés os cinco postulados, Euclides enuncia os axiomas (ou nocdes comuns).’

1. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.
2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sao iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionados a desiguais, os todos sao desiguais.

Ha& divergéncias entre as nogoes comuns apresentadas nos livros modernos, as nove enunciadas acima
estdo na tradugao feita por Irineu Bicudo (BICUDO et al., 2009). Bicudo observa que os axiomas de
4 & 6 provavelmente nio estavam no livro original, mas a referéncia (EVES, 1995) aponta apenas as
nogoes comuns 1, 2, 3, 7 e 8.



Capitulo 1. Um Pouco sobre a Histéria da Geometria e o Método Axiomdtico 19

5. E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa sdao iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.
8. E o todo é maior que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.

A partir dessas afirmacoes, até o livro X, foram demonstrados proposicoes
sobre diversos assuntos, principalmente sobre a Geometria Plana. Apenas no livro XI
sao definidos os entes do espaco e os trés tultimos livros sao destinados para a Geometria

Espacial.

Apresentar, logo no comego do livro, essas diversas afirmacoes é uma caracte-
ristica do método axiomatico utilizado por Euclides para desenvolver a geometria. Para

dar significado ao que é uma teoria axiomatica, Joao Lucas M. Barbosa, em seu livro
Geometria Euclidiana Plana(BARBOSA, 1985), comenta:

Para se aprender a jogar algum jogo, tal com damas, firo, xadrez etc,
temos que, inicialmente, aprender suas regras. Um pai tentando ensinar
seu filho a jogar damas dird algo como: “Este é o tabuleiro de damas e
estas sdo as pedras com que se joga”, “Sao 12 para cada jogador”, “As
pedras sao arrumadas no tabuleiro assim.”, e arrumara as pedras para
o filho. Ai ja tera recebido uma enxurrada de perguntas do tipo: “Por
que as pedras s6 ficam nas casas pretas?”, “Por que s6 sdao 12 pedras?”,
“Eu acho mais bonitas as pedras brancas nas casas pretas e as pretas nas
casas brancas; por que ndo é assim?” etc.

Todas estas perguntas tém uma tnica respota: Porque esta é uma regra
do jogo. Se alguma delas for alterada, o jogo resultante, embora possa
ser também muito interessante, ndo serd mais um jogo de damas.

Observe que, ao ensinar um tal jogo, vocé dificilmente deter-se-ia em
descrever o que sdo as pedras. O importante sdo as regras do jogo, isto
é, a maneira de arrumar as pedras no tabuleiro, a forma de mové-las, a
forma de “comer” uma pedra do adversario etc. Qualquer crianca, apos
dominar o jogo, improvisara tabuleiros com riscos no chao e utilizara
tampinhas de garrafa, botdes, cartdes etc., como pedras.

Ao criar-se um determinado jogo é importante que suas regras sejam
suficientes e consistentes. Por suficiente queremos dizer que as regras
devem estabelecer o que é permitido fazer em qualquer situacdo que
possa vir a ocorrer no desenrolar de uma partida do jogo. Por consistente
queremos dizer que as regras nao devem contradizer-se, ou sua aplicagdo
pode levar a situacgdes contraditérias.

Geometria, como qualquer sistema dedutivo, é muito parecida com um
jogo: partimos com certos elementos (pontos, retas, planos) e é neces-
sario aceitar algumas regras béasicas que dizem respeito as relacées que
satisfazem estes elementos, as quais sdo chamadas de axiomas. O ob-
jetivo final deste jogo é o de determinar as propriedades das figuras
planas e dos sélidos no espago. Tais propriedades, chamadas Teoremas
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ou Proposigoes, devem ser deduzidas somente através do raciocinio 16-
gico a partir dos axiomas fixados ou a partir de outras propriedades ja
estabelecidas.(BARBOSA, 1985)

Como Joao Lucas mencionou nesse comentario, os axiomas devem ser proprie-
dades suficientes e consistentes, veremos nesse trabalho que existe certa flexibilidade na
escolha dos axiomas da Geometria Fuclidiana, de forma que escolheremos as afirmacoes

mais intuitivas.

1.2 O quinto postulado de Euclides

Nesse contexto de escolha dos axiomas, o quinto postulado enunciado por
Euclides, também conhecido como Postulado das Paralelas?, gerou grandes discussoes. Por
mais de 2000 anos discutiu-se se essa afirmacao deveria ser considerada um postulado, ou

se poderia ser demonstrada com os quatro anteriores.

Grandes matematicos se preocuparam com esse problema, entre eles Proclo
(412-485), John Wallis (1616-1703), Girolamo Saccheri (1667-1733), Johann Heinrich
Lambert (1728-1777), Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Louis Bertrand (1731-1812),
Carl F. Gauss (1777-1855), Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856) e Janos Bolyai
(1802-1860).

Muitas “demonstragoes” foram dadas, mas todas faziam suposi¢oes que sao
equivalentes ao postulado. O primeiro a publicar algo mais relevante foi Girolamo Saccheri,
em 1773. Saccheri leu o Elementos de Euclides e ficou impressionado com o método de
reducao ao absurdo, e foi com essa ferramenta que fez as primeiras investigagoes. Saccheri
demonstra numerosas propriedades, com as quais esperava encontrar alguma contradigao,
mas encontra apenas resultados, aparentemente, estranhos (mas nao contraditorios).
O matematico havia, sem perceber, construido a primeira Geometria nao-Euclidiana, a
Geometria Hiperbdlica. Marvin Jay Greenberg fez o seguinte comentario sobre a descoberta

de Saccheri:

“Era como se um homem tivesse descoberto um diamante raro, mas,
incapaz de acreditar no que via, anunciasse que era vidro. Embora
nao a tivesse reconhecido, Saccheri tinha descoberto a Geometria nao-
Euclidiana.” (GREENBERG, 1993, p.155). ?

2 Essa denominacio da-se pois a formulacdo mais moderna desse postulado, enunciada pelo matemético

John Playfair(1748-1819) é: Por um ponto fora de uma reta dada ndo hd mais do que uma paralela a
essa reta.

It is as if a man had discovered a rare diamond, but, unable to believe what he saw, announced it was
glass. Although he not recognized it, Saccheri has discovered non-Euclidean geometry.
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Trinta e trés anos apos a publicacao da obra de Saccheri, o mateméatico Johann
Heinrich Lambert escreveu algo semelhante, mas mesmo indo um pouco mais além do que

Saccheri, seus resultados foram insatisfatorios.

Adrien-Marie Legendre também realizou grandes tentativas que foram publi-
cadas em seu livro Elements de Géométrie o que contribuiu para a popularizacio do

problema do Postulado das Paralelas.

Esses trés matematicos cometiam, basicamente, o mesmo erro: tentar encontrar
absurdos quando se parte de hipdteses diferentes do Postulado das Paralelas. Os primeiros
que pensaram diferente e anunciaram a existéncia de Geometrias nao-Euclidianas, foram

Carl F. Gauss, Janos Bolyai e Nicolai Ivanovitch Lobachevsky.

Tais geometrias sao denominadas dessa maneira por serem diferentes da pro-
posta de Euclides, por exemplo, a Geometria Hiperbolica em que o Postulado das Paralelas
é substituido por: Por um ponto fora de uma reta dada passa mais de uma paralela a essa
reta. Ou ainda a Geometria Eliptica em que a substituicao é feita por : Por um ponto fora
de uma reta dada ndo existe reta paralela a essa reta. E provavel que Gauss tenha sido o
primeiro a descobrir a existéncia desse tipo de geometria, mas como nunca publicou nada

sobre esse assunto, a honra dessa descoberta é dada a Bolyai e Lobachevsky.

As Geometrias nao-Euclidianas se mostraram tao consistentes quanto a Eucli-

diana o que nos confirma a importancia de um conjunto de postulados adequado.

1.3 Defeitos dos Elementos de Euclides

Hoje, apds estudos minuciosos do método axioméatico, sabemos que na grandiosa
obra de Euclides ha erros de légica. Por exemplo, Euclides se preocupou em definir alguns
conceitos que hoje s@o chamados de conceitos primitivos, como: “Ponto € aquilo que ndao
tem partes” e “Reta é comprimento sem largura”, em que se utiliza de novos termos (partes,
comprimento, largura) que nao estavam definidos anteriormente. Do ponto de vista da
logica, ponto e reta nao estavam definidos pelas afirmagoes de Euclides, apenas foram
substituidos por outros termos sem definicao. E ainda, se tentdssemos continuar definindo

os novos termos que fossem aparecendo, entrariamos em um ciclo vicioso.

Para evitar erros logicos desse tipo sao aceitos alguns conceitos como primitivos
(sem defini-los), e tais conceitos devem satisfazer um conjunto de postulados. Desse ponto
de vista, os conceitos primitivos estao sendo definidos implicitamente quando satisfazem

os postulados da teoria a ser desenvolvida.

Outro exemplo, na demonstragao Proposi¢ao I 21 (proposicao 21 do livro I),
Euclides assume que se uma reta fura um triangulo por um de seus vértices, entao ela

cortard o lado oposto ao vértice. Por mais que pareca uma afirmacao obvia, Moritz Pasch
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(1843 — 1930) percebeu que era necessario um axioma que tornasse essa situagao verdadeira.
Ocorre que a excessiva familiaridade com os objetos geométricos (que claramente pertencem

ao nosso mundo e, por isso, sdo tdo familiares) atrapalhou Euclides em algumas afirmagoes.

Apenas no final do século XIX e comeco do século XX, surgiram conjuntos de
postulados logicamente satisfatorios para a construgdo da Geometria Euclidiana Plana e
Espacial. Dos matematicos que mais contribuiram para essa construcao foram M. Pasch,
G. Peano, M. Pieri, D. Hilbert, O Veblen, E. V. Huntington, G. D. Birkhoff e L. M.
Blumenthal. O principal foi Hilbert em sua obra The Foundations of Geometry, que
utilizou para os conceitos primitivos pontos, retas, plano, estar em, congruente e estar
entre, e um conjunto de vinte e um postulados. Essa geometria de Hilbert é a base para a

maioria dos livros do ensino basico e para esse trabalho.
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2 Propriedades iniciais da Geometria Plana

Neste capitulo, baseado em (BARBOSA, 1985), enunciaremos os axiomas e
algumas defini¢des da Geometria Plana que serao tomadas como base para o desenvol-
vimento da Geometria Espacial. Como vimos anteriormente, no Capitulo 1, Hilbert foi
um dos principais matematicos a axiomatizar a Geometria Euclidiana, e apresentou seu
conjunto de postulados em cinco grupos:

o Axiomas de Incidéncia;

o Axiomas de Ordem,;

o Axiomas de Continuidade;
o Axiomas de Congruéncia;
» Axioma das Paralelas.

Tomaremos o conjunto de axiomas de Hilbert como base, mas com algumas
adaptacoes pertinentes ao trabalho. Aqui, na Geometria Plana, partiremos de alguns
conceitos primitivos: plano, ponto, reta, estar em (incidéncia), estar entre (ordem) e

congruente. As retas e os pontos sao elementos do plano, e serdo caracterizados pelos

axiomas.

2.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma 1. Dois pontos distintos determinam uma Unica reta, a qual eles pertencem.

Denotaremos a reta que passa pelos pontos A e B por AB.

A B

Figura 1 — Reta AB

Axioma 2. Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem d reta e pontos que

nao pertencem d reta.

Pontos que pertencem a mesma reta sao chamados colineares, caso contrario,

sao chamados nao colineares.
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2.2 Axiomas de Ordem

Os axiomas de ordem sdo responsaveis por caracterizar a relacao de estar entre.

Dessa maneira, veremos que existe uma ordem nos pontos de uma reta.

Axioma 3. Para quaisquer trés pontos distintos e colineares, apenas um deles estd entre

0s outros dois.

A C B

Figura 2 — O ponto C' esta entre A e B

Definigao 1. (Segmento) O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os
pontos que se encontram entre A e B é chamado segmento AB, e denotaremos por AB.

Os pontos A e B sao denominados extremos ou extremidades do segmento.

Definigao 2. (Semirreta) Se A e B sao pontos distintos, o conjunto constituido pelos
pontos do segmento AB e por todos os pontos C' tais que B encontra-se entre A e C, é
chamado de semirreta de origem A contendo o ponto B, e € representado por AB. Dizemos

que o ponto A € a origem da semirreta AB.

Axioma 4. Dados dois pontos distintos A e B sempre existem: um ponto C' entre A e B

e um ponto D tal que B estd entre A e D.

A C B D

Figura 3 — O ponto C' esta entre A e B, e o ponto B esta entre A e D

Deste axioma podemos concluir que entre dois pontos distintos existem uma
infinidade de pontos. E que em uma semirreta AB também existem uma infinidade de

pontos, além dos pontos do segmento AB.

Consideremos uma reta r e dois pontos A e B que nao pertencem a esta reta,

dizemos que A e B estdo em um mesmo lado da reta r se o segmento AB nao a intersecta.

Definicao 3. Sejam r uma reta e A um ponto que nao pertence a r. O conjunto constituido
pelos pontos de r e por todos os pontos B tais que A e B estdo em um mesmo lado da reta

r € chamado de semiplano determinado por r contendo A, e serd representado por P, 4.

Axioma 5. Uma reta r determina exatamente dois semiplanos distintos cuja intersegdo é

a reta r.
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2.3  Axiomas de Continuidade

Os axiomas de continuidade nos permitirao medir distancias entre pontos e
angulos. Do ponto de vista da axiomatica classica, a introducao dos conceitos de medicao
constitui-se em um problema dificil e ndo pertinente para esse momento, em que o objetivo
principal é a discussdo dos resultados geométricos. Em (AMARO, 2014) encontra-se a

construgao dos conceitos de medi¢ao de forma mais rigorosa.

Axioma 6. A todo par de pontos do plano corresponde um nimero maior do que ou igual

a zero. Este numero é zero se, e somente se, 0s pontos sao coincidentes.

Esse niimero associado ao par de pontos é chamado de distancia entre os pontos.
Ou ainda, se esses pontos sdo as extremidades de um segmento, dizemos que esse niimero

é o comprimento ou a medida do segmento.

Axioma 7. Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia
biunivoca com os numeros reais, de modo que a diferenca entre estes numeros meca a

distancia entre os pontos correspondentes.

Axioma 8. Se um ponto C' estd entre A e B entao AB = AC' + CB.

Axioma 9. Fizado um segmento arbitrario AB, para qualquer segmento CD, existe um
ponto E pertencente a semirreta CD tal que AB = OFE.

Agora, enunciaremos os axiomas para medidas de dngulos, mas antes, vejamos

a seguinte definicao.

Definicao 4. Angulo € uma figura geométrica formada por duas semirretas com mesma

origem.

As semirretas sao chamadas de lados do dngulo e a origem comum delas é
chamado de vértice do angulo. Na Figura 4, o angulo possui vértice em B e lados BA e
BC'. Para denotar esse angulo podemos escrever ABC , CBA ou apenas B , quando nao
houver outro angulo com o vértice em B. Ainda, se existe uma semirreta @, com D

diferente de A e B, que intersecta o segmento AC, dizemos que BD divide o angulo ABC.

A

B C

Figura 4 — Angulo ABC
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Axioma 10. A todo angulo estd associado um unico niumero real positivo. FEste niumero é

zero se, e somente se, o angulo € constituido por duas semirretas coincidentes.

Esse nimero associado ao angulo é chamado de medida do angulo.

Definicao 5. Dizemos que uma semirreta divide um semiplano se ela estiver contida no

semiplano e sua origem for um ponto da reta que o determina.

Axioma 11. Seja um dos semiplanos determinado por uma reta r. Existe uma relacdo
biunivoca entre os numeros reais entre 0 e 180 e as semirretas de mesma origem, em T,
que dividem este semiplano. O maédulo da diferenca entre dois numeros associados a duas

dessas semirretas ¢ a medida do angulo formado pelas semirretas.

O axioma acima descreve, basicamente, que podemos utilizar um transferidor

para medir angulos.

Axioma 12. Se uma semirreta OC divide um angulo AOB entio AOB = AOC + COB.

O B

FiguraE)fA/O\BzA/O\C—l—CfO\B

2.4 Axiomas de Congruéncia

Os axiomas de congruéncia sao responsaveis por indicar quando os objetos
geométricos possuem as mesmas medidas, mesmo em posi¢oes diferentes. Antes de falarmos
especificamente sobre congruéncia, vamos a uma definicdo de um objeto geométrico muito

importante, os poligonos.

Definicao 6. Um poligono é uma figura geométrica formada por uma sequéncia de

pontos A1 As, ..., A, e pelos segmentos A1 Ao, AsAs, ..., A,_1A,, satisfazendo as sequintes

propriedades:

1. An = Al,'

2. Os segmentos A;A;11, chamados lados do poligono, interceptam-se somente em suas

extremidades;
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3. Cada vértice é extremidade de dois lados;

4. dois lados com mesma extremidade ndo pertencem a uma mesma reta.

Os pontos Ay, As, ..., A, sdo os vértices do poligono. Os segmentos com extremidades em

vértices nao consecutivos sao as diagonais do poligono.

Dessa forma, o poligono ABC'A é um triangulo de vértices A, B e C, mas que

denotaremos apenas por ABC.

Um poligono é chamado de convezo se ele esta sempre contido em um semiplano
definido pelas retas que contém seus lados. Em um poligono convexo, dois lados consecutivos
de um poligono determinam um angulo, esses angulos sao chamados angulos internos do

poligono.

Agora, vamos aos conceitos de congruéncia.

Definicao 7. Diremos que dois segmentos AB e C'D sdo congruentes quando suas me-
didas forem as mesmas, escreveremos AB = CD. Diremos que dois angulos A e B sdo

~

congruentes se eles tém a mesma medida, escreveremos A = B.

Definicao 8. Dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes
sejam congruentes. Se os triangulos ABC e EFG forem congruentes denotaremos por
ABC = EFG e os pares de vértices correspondentes séo A e E, B e F, C e G.

Axioma 13. (Critério (ou caso) de congruéncia LAL) Dados dois triingulos ABC' e
EFG, se AB=FEF, AC = EG ¢ A= E entio ABC = EFG.

Na verdade, podemos tomar qualquer um dos casos de congruéncia como axioma

e demonstrar os outros a partir deste. O mais comum é adotar o caso LAL como postulado.

Teorema 1. (Critério de congruéncia ALA) Dados dois triangulos ABC e EFG, se
AB = EF, A=E eézﬁ, entdo ABC = EFG.

A ' B E ' F

Figura 6 — Critério de congruéncia de triangulos ALA
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Demonstragdo. Sejam dois tridngulos ABC ¢ EFG, com AB = EF, A= Ee B = F.
Seja D um ponto na semirreta AC tal que AD = EG. Pelo Axioma 13, podemos concluir
que ABD é congruente a FF'G. Entao, ABD =Fe como, por hipdtese, ABC = ]3, entao
ABD = 1@, ou seja, os pontos C' e D sao coincidentes. Portanto, o triangulo ABC' é
congruente ao triangulo ABD que ,por sua vez, é congruente ao triangulo FFG. Logo, os

triangulos ABC' e EFG sao congruentes.

Teorema 2. (Critério de congruéncia LLL) Dados dois triangulos ABC e EFG, se
AB =FEF, BC = FG e CA=GE, entio ABC = FFG.

Demonstracao. Sejam dois trangulos ABC' e EFG tais que AB = FF, BC = FG e
CA = GE. Consideremos o semiplano definido pela reta AB e oposto ao vértice C. Neste
semiplano, consideremos o angulo com vértice em A, congruente a E e com lado AB. No
outro lado desse angulo, consideremos o ponto D tal que AD = EG. Como AB = EF,
DAB = E e AD = EG, pelo Axioma 13, os tridngulos ABD e EFG sdo congruentes.
Agora, basta mostrar que ABC e ABD sao congruentes.

Como AD = EG = AC' e BD = FG = BC, os triangulos ACD e BCD sao
isosceles. Assim, ACD = ADC e BCD = ﬁ’, portanto, ACB = ADB. Logo, pelo

Axioma 13, os triangulos ABD = ABC'. Entao, ABC = EFG. m
c G
A B E F
D

Figura 7 — Critério de congruéncia de tridngulos LLL

Utilizando esses novos conceitos, podemos definir uma nova classe de poligonos:

os poligonos regulares.

Definicao 9. Um poligono reqular ¢ um poligono convexo no qual todos os lados sdo

congruentes entre si e, também, todos os angulos internos sao congruentes entre si.

2.5 Axioma das Paralelas

Definicao 10. Duas retas que nao se intersectam sao ditas paralelas.

Axioma 14. (Playfair) Por um ponto fora de uma reta dada nao hd mais do que uma

paralela a essa reta.
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Com esse axioma concluimos as propriedades basicas da Geometria Plana ne-
cessarias para o desenvolvimento da Geometria Espacial. Lembrando que essa apresentagao

foi feita de forma bastante resumida.
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3 A Geometria Espacial

Este capitulo traz uma releitura de (CARVALHO, 1999), com algumas comple-
mentagoes. O objetivo é trazer ao professor, ou alunos de graduacao, uma base tedrica
formal e rigorosa sobre o desenvolvimento da Geometria Espacial. Todas as imagens desse
capitulo estao disponiveis no meu perfil do GeoGebra e podem ser acessadas pelo link

<geogebra.org/u/jonasbarletta> ou clicando na legenda de cada imagem.

O estudo da Geometria Espacial se da a partir dos mesmos elementos basicos
da Geometria Plana (a qual estamos tomando como base), acrescentando o espag¢o — onde
ficam os pontos, as retas e os planos — com os postulados necessarios. Como ja falamos
anteriormente, os termos em italico sao considerados conceitos primitivos, pois nao nos
preocuparemos em defini-los, ao invés disso, os caracterizaremos a partir de postulados,
que servem como ponto inicial para o desenvolvimento da teoria. Representaremos os
pontos por letras maitsculas (A, B, C,...), retas por letras mintsculas (r, s, t,...) e planos

por letras gregas minusculas (a, 3, 7,...).

A Geometria Espacial ndo possui um conjunto fixo de postulados, hd uma certa
flexibilidade na escolha deles, ou seja, podemos escolher as propriedades que nos parecer

mais intutivas, basicas e mais simples de serem utilizadas para demonstrar teoremas.

Como vimos no primeiro capitulo, a escolha dos postulados e as investigacoes
de suas relacoes entre si é um problema que, desde o tempo de Euclides, gerou muita
discussao. Os postulados devem ser propriedades “basicas”, intuitivas e ndo contraditérias
sobre os elementos geométricos primitivos. A partir dessas afirmagoes deduziremos os

teoremas mais importantes da geometria em questao.

Tomaremos como ponto de partida a Geometria Plana, ou seja, utilizaremos os
postulados enunciados do capitulo anterior, que sao afirmagoes sobre o ponto e a reta no

plano, porém, reafirmaremos as propriedades de ponto e reta no espaco.

3.1 Propriedades iniciais

Postulado 1. Por dois pontos do espaco passa uma, e somente uma, reta.

Postulado 2. Dada uma reta do espaco, existem pontos que pertencem a reta e pontos

que ndo pertencem a reta.
Postulado 3. Por trés pontos, ndao colineares, do espaco passa um, e somente um, plano.

Postulado 4. Dado um plano no espago, existem pontos que pertencem ao plano e pontos

que nao pertencem ao plano.
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Antes de falarmos sobre estes postulados, é importante comentar que é comum
nos depararmos com materiais didaticos que colocam como postulado o fato de que na reta,
no plano e no espago existem uma infinidade de pontos. Mas, notemos que essa proposicao
nao é basica, o conceito de infinito nao é intuitivo, entao tais afirmagoes nao sao ideais
para serem postulados, mas nao deixam de ser verdadeiras. Tal fato é consequéncia direta
do Axioma 4 (no caso da reta) e expandido para o plano e espago com os postulados

anteriores.

Agora, notemos que o Postulado 3 nos da a ideia de que, enquanto a reta é
unidimensional, o plano deve ser bidimendional. J& o Postulado 4 nos da a ideia de que o
espago deve ter uma dimensao maior do que a do plano (ou seja, pelo menos tridimensional).
Precisamos entao de um postulado que fixe o espago como um ente tridimensional mas,

antes disso, vejamos o que ja conseguimos concluir apenas com esses quatro postulados.

Teorema 3. Se uma reta r tem dois de seus pontos em um plano, entao ela estd contida

neste plano.

Figura 8 — Reta contida no plano

Demonstracio. Sejam A e B os pontos da reta r que pertencem ao plano a. Da Geometria
Plana sabemos que dois pontos situados no mesmo plano determinam uma tunica reta (no
plano), entdo no plano « os pontos A e B determinam um unica reta. Pelo Postulado 1,
existe uma tnica reta do espago passando por esses pontos, portanto, essa reta sé pode

ser a reta r, que esta contida no plano. O

Esse teorema nos permite concluir que existem trés posicoes relativas entre

uma reta e um plano: a reta pode estar contida no plano (teorema anterior); pode ser
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secante (ou concorrente) ao plano, se possuirem um dnico ponto em comum; ou a reta

pode ser paralela ao plano, se ela nao possui ponto em comum com o plano.

Além disso, a partir do Teorema 3 podemos concluir outras formas de determinar
um plano, além da enunciada no Postulado 3, no qual o plano é determinado por trés

pontos nao colineares.

Teorema 4. Por uma reta r e um ponto A exterior a esta reta passa um unico plano.

Figura 9 — Determinacao do plano por uma reta e um ponto exterior a ela

Demonstracao. Sejam B e C dois pontos distintos da reta r. Pelo Postulado 3, existe um
unico plano passando pelos pontos A, B e C, ja que A nao pertence a reta r, ou seja, nao
é colinear a B e C'. Agora, pelo Teorema 3, como B e C' pertencem a esse plano, a reta r

também pertence. Entao, existe um tnico plano passando pela reta r e pelo ponto A. [

Para o préximo teorema, precisamos de uma definicdo bastante utilizada na

Geometria Plana, que se estende para a Geometria Espacial.

Definicao 11. Duas retas r e s sao concorrentes se elas possuem um unico ponto em

comum.

Teorema 5. Por duas retas concorrentes s et passa um unico plano.

Demonstracao. Seja P o ponto de intersecao entre as retas s e t, e sejam M e N pontos
das retas s e t, respectivamente, ambos distintos de P. Pelo Postulado 3, existe um tnico
plano passando pelos pontos P, M e N. Pelo Teorema 3, esse plano deve conter as retas s

e t, j& que contém dois de seus pontos. n
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Figura 10 — Determinagao do plano por duas retas concorrentes

Voltando agora aos postulados. Vimos anteriormente que precisaremos de um
postulado que caracterize o espaco como um ente tridimensional. De fato, com apenas

esses quatro postulados o espago poderia ter, digamos, quatro dimensoes.

Analisando as intersecoes entre planos com os postulados que temos, podemos
ter dois planos que: possuem dois pontos em comum, e portanto, possuem a reta, definida
por eles, em comum; possuem trés pontos em comum, nesse caso, os planos sao coincidentes,
pelo Postulado 3; ndo possuem pontos em comum; possuem apenas um ponto em comum.
O 1ltimo caso nao é valido em um espago tridimensional, mas nenhum postulado anterior
exclui essa possibilidade. Com um pouco de abstracao e geometria analitica podemos

observar isso facilmente, como segue o exemplo.

Exemplo 1. Seja o espaco de quatro dimensées R* = {(z,y, z,w)|x,y, z,w € R}. Nesse
espago 0s pontos sio quadras ordenadas. As retas sio dadas por (x,y,z,w) = A + t.@,
onde A e B sao pontos distintos da reta, AB ¢ o vetor diretor da reta e t é um parametro
real. Os planos sdo definidos por (r,y,z,w) = A + t.AD + s.m, em que A, B e C sdo
pontos distinos do plano, AB e AC sdo os vetores linearmente independentes (L.1.) do
plano et e s sao parametros reais. Vejamos que os Postulados de 1 a 4 sdo vadlidos para

os entes definidos da maneira acima.

Para verificar o Postulado 1 notemos que, por definicao, a reta r A + t AB
passa pelos pontos A e B, vamos mostrar que ela é unica. Suponhamos que existe outra

reta s C' +t.CD que contenha os pontos A e B, ou seja, existe t1,t5 € R tal que
A=C+t,CD (3.1)

B=C+1,CD (3.2)


https://www.geogebra.org/m/vggj7hja
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Vamos mostrar que um ponto qualquer P pertende a r se, e somente se, pertence
Se P pertence a r, entdo existe tg € R tal que P = A + toA—B>. Subtraindo as
equagoes (3.2) e (3.1), temos:
B—A=(ts—t;)CD
AB = (t, — t,)CD (3.3)

Substituindo as equagoes (3.1) e (3.3) em P = A+ toAB, temos:

P=C+tCD + to(ty — t,)CD
P=C+(t +to(ts — t1))CD
P=C+tCD.

Ou seja, P pertence a s.
Agora, suponhamos que P pertence a s, isto é, existe to tal que P = C' + tOC—lj.

Da equagio (3.3) e lembrando que os pontos A e B sao distintos, portanto

to # t1, temos:

cp- AP
(t2 —t1)

E da equagio (3.1), temos:
C=A—t,CD.

Substituindo ambas em P = C' + tOC—D), temos:

AB
P=A—t,0D+t,
to — 11
AB
P=A—t + 1
Yt —th) 0(t2—t1)
to —t
P=A+ Y"1 AR
(t2 —t1)
P = A+t"AB.

Ou seja, se P pertence a s, também pertence a v e vice-versa. Entdo, r e s sdo

coincidentes.
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Vamos verificar o Postulado 2. Dada a reta A + tA_B), por defingcdo, A pertence
a reta, basta tomarmost = 0. Agora, seja U um vetor L.I. com AB. Entio, P=A+7

nao pertence a reta. Dessa forma, existem pontos na reta e fora dela.

A wverificacio do Postulado 3 € andloga a do Postulado 1, e a do Postulado 4 é

andloga a do Postulado 2.

Nesse espaco que acabamos de definir, sejam os planos:

a:(0,0,0,0) +¢(1,0,0,0) + s(0,1,0,0), que é o plano zy.
£:(0,0,0,0) +¢(0,0,1,0) + s(0,0,0,1), que € o plano zw.

A intersegao entre os planos o e 5 € a origem, (0,0,0,0). Ou seja, em um

espaco de quatro dimensoes, dois planos podem possuir apenas um ponto em comum.

Entao, o quinto postulado sera responsavel por definir nosso espago como

tridimensional.

Postulado 5. Se dois planos possuem um ponto em comum entdo eles possuem pelo menos

mais um ponto em comum (e portanto, pelo menos uma reta em comum,).

Isso nos permite concluir que para dois planos existem apenas trés posigoes
relativas: coincidentes (todos os pontos em comum); paralelos (quando ndo possuem pontos

em comum); secantes ou concorrentes (quando possuem apenas uma reta em comum).

O Postulado 5 também nos permite provar o teorema a seguir que pode ser

utilizado como postulado no lugar do Postulado 5.

Teorema 6. Todo plano « divide o espaco em duas regioes, chamadas semiespagos, com
a sequinte propriedade: se dois pontos A e B estdo em um mesmo semiespaco, entdo o
segmento AB estd contido neste semiespago e nao corta o plano «; se os pontos A e B

estdo em semiespacos distintos, o segmento AB corta o plano o.

Notemos que assim como um ponto divide uma reta em duas semirretas e uma

reta divide o plano em dois semiplanos, o plano divide o espaco em dois semiespacos.

Demonstracao. Seja P um ponto qualquer do espaco que nao pertenca ao plano «. Vamos
dividir os pontos do espago que nao pertencem a o em dois conjuntos, nao vazios, chamados
de semiespacos, de acordo com o seguinte critério: um semiespaco é formado por todos
os pontos Q, exteriores ao plano a, tais que o segmento P(Q nao corta o plano (este é o
semiespago que contém P); o outro semiespago é formado pelos pontos @), exteriores a
@, tais que o segmento P(Q) corta o plano. Esses semiespacos possuem a propriedade do

teorema, como demonstraremos a seguir.
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Mas antes, vejamos que tais conjuntos sao de fato, nao vazios. O Postulado
4, nos garante que existe o ponto P fora do plano «, e que existe um ponto N em «.
Tracando a reta PN sabemos, pelos axiomas da Geometria Plana, que existe ponto K
nessa reta tal que N esta entre P e K. Como os pontos P e K pertencem a semiespagos

distintos entao, os dois semiespagos nao sao vazios. Seguimos entao com a demonstracao.

Sejam A e B pontos situados no semiespaco que contém P. Seja [ um plano
passando por P, A e B (este plano é tinico se P, A e B ndo sdo colineares, mas existe em
qualquer caso). Se o plano 3 ndo corta o plano «, o segmento AB também ndo corta a.
Suponhamos, entao, que a e § tenham pontos em comuns e como sao planos distintos,
sua interse¢ao é uma reta r, que divide 5 em dois semiplanos (Figura 11(a)). Como os
segmentos PA e PB nao cortam «, certamente nao cortam r; logo, A e B estao no mesmo
semiplano. Mas isso significa que o segmento AB esta contido nesse semiplano e assim

nao corta r e, em consequéncia, nao corta a.

()

Figura 11 — Um plano separa o espago em dois semiespacos

Se A e B estao ambos situados no semiespago que nao contém P (Figura 11(b)),
a situacao é andloga: existe um plano 3 que passa por P, A e B, que corta « segundo uma

reta 7. No plano 3, A e B estao ambos situados no semiplano oposto ao de P em relagao
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a r. Logo, o segmento AB nao corta r e assim nao corta a.

Finalmente, consideremos o caso em que A esta em um semiespaco e B no
outro (Figura 11(c)). Como antes, existe um plano § passando por P, A e B que corta «
segundo a reta r. Agora, no plano [, A estd situado no semiplano de P, e B est4 situado

no outro semiplano em relacao a r. Logo, o segmento AB corta a reta r e, assim, o plano «

O

Como mencionamos anteriormente, esse teorema pode ser utilizado como axioma
no lugar do Postulado 5, isso significa que se assumirmos o Teorema 6 como postulado, o

Postulado 5 passa ser um teorema. Vamos mostrar isso:

Postulado 5’: Um plano divide os pontos que lhe sao exteriores em dois
subconjuntos, chamados semiespacos, de forma que um segmento com extremos no mesmo
semiespaco nao corta o plano e um segmento com extremos em semiespacos diferentes

corta o plano.

Teorema 6’: Se dois planos possuem um ponto em comum entao eles possuem

pelo menos mais um ponto em comum (e portanto, pelo menos uma reta em comum).

Demonstracao. Sejam « e [ dois planos com um ponto P em comum. O caso em que « e

[ sao coincidentes ¢ trivial, entao vamos supor que « e 3 sao distintos.

- \
| —

A —

/

Figura 12 — Demonstracao Teorema 6’

Seja o segmento AB em 3 que corta a em P de modo que A e B estejam em
semiespacos diferentes em relacdo a o. Tomemos um ponto C ndo pertencente a AB de 3,

no mesmo semiespaco de B, em relacao ao plano . Entdo, o segmento AC corta o plano
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a em um ponto () diferente de P, ja que as retas AC e AB sao distintas. Como P, @)

pertencem a « e [ entao a reta P() pertence a ambos os planos. O

Dessa forma, o conjunto de Postulados 1, 2, 3, 4 e 5 é equivalente ao conjunto
1,2,3,4¢eb.

3.2 Construcao de piramides
Com as proposigoes apresentadas até aqui podemos construir o nosso primeiro
poliedro, a piramide. Mas antes, vamos definir o que é um poliedro.

Definicao 12. Um poliedro é uma regido do espago delimitada por um conjunto de

poligonos, chamados de faces do poliedro, que safistazem as sequintes condigoes:

e cada lado de um poligono pertence a exatamente duas faces do poliedro;
e a intersecao entre duas faces € vazia ou € um vértice comum ou € um lado comum;

e ¢ sempre possivel, caminhando sobre as faces, ir de um ponto de uma face a um

ponto de qualquer outra sem passar por nenhum vértice.

Os lados dos poligonos sdo chamados de arestas do poliedro, e os vértices dos poligonos

sao também vértices do poliedro.

Agora, vamos a construgao da piramide:

Consideremos o poligono A;A3As...A,, e um ponto V exterior ao plano do
poligono, o Postulado 4 garante a existéncia do ponto V' (Figura 13). Tragando os segmentos
VA, VA,, .., 6 VA, teremos n tridngulos VA1 Ay, VA A3, VA3A,, ... ,\ VA, 1A, e VA, A;.

Esses triangulos e o poligono A; A3 Ajz...A,, sdo os poligonos que definem a piramide, os

triangulos sdo chamados de faces laterais e o poligono Ay AsAs...A,, é a base da piramide.
Assim dizemos que temos uma piramide de base A;A3As... A, e vértice V. Os segmentos
VA, VA, ..., VA, sdo as arestas laterais.

Notemos que as condi¢oes da definicao de poliedro sao satisfeitas nessa cons-

trucao.

3.3 Congruéncia de triangulos no espaco

Até a secao anterior utilizamos apenas postulados de posicao, o que significa,
que falamos sobre as posicoes relativas entre nossos entes geométricos e como determina-los,
e essas proposicoes foram suficientes para obter diversos teoremas e até construir piramides.

Mas, nao falamos sobre postulados de congruéncia, necesséarios para estabelecermos nogoes
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Figura 13 — Construgao de uma piramide de base pentagonal (n = 5).

de medidas de segmentos, angulos e de congruéncia entre figuras. Como adotamos os
postulados da Geometria Plana como nosso ponto de partida, precisamos apenas estendé-los

para a Geometria Espacial.

Postulado 6. O caso de congruéncia lado, angulo, lado (LAL) da Geometria Plana

também ¢ valido para triangulos situados em planos distintos.

Como consequéncia desse postulado, os outros critérios de congruéncia de
triangulos também sado validos para tridangulos em planos distintos. As demonstragoes sao
analogas, basta trocar a utilizagdo do Axioma 13 pelo Postulado 6 e ja foram realizadas

no Capitulo 2 (Teorema 1 e Teorema 2).

3.4 Paralelismo entre retas

Até entao nao definimos o conceito de paralelismo no espaco. No plano, duas
retas podem ter um ponto em comum (secantes ou concorrentes), ter todos pontos os
pontos em comum (coincidentes) ou nao possuir pontos em comum (paralelas). No espago,
duas retas também podem ser concorrentes, coincidentes ou nao ter pontos em comum,

porém esta ultima situagao dividiremos em dois casos (paralelas e reversas).

Definicao 13. Duas retas do espagco chamam-se paralelas quando nao possuem ponto em
comum mas estao contidas em um mesmo plano. Quando duas retas do espaco ndao estao
contidas no mesmo plano (o que necessariamente implica que elas ndo possuam ponto

comum) elas sio chamadas retas reversas.

Alguns textos didaticos ainda dividem em retas paralelas distintas (retas copla-

nares sem ponto comum) e retas paralelas coincidentes (todos os pontos em comum), nesse
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(a) Retas parelelas (b) Retas reversas

Figura 14 — Definigao 2

trabalho nao faremos essa distin¢ao. Portanto, aqui, retas paralelas sdo, obrigatoriamente,

distintas.
Dessa definicao podemos concluir mais um caso de determinagao de plano.

Teorema 7. Por duas retas paralelas passa um e somente um plano.

Demonstracao. Sejam duas retas paralelas r e s, por defini¢ao, existe um plano « que as

contenham. Basta mostrar que esse plano ¢ tnico.

Por absurdo, suponhamos que exista um plano o diferente de o que contenha
r e s. Tomemos um ponto A da reta s, assim os planos « e o’ conteriam a reta r e o ponto
A de s (Figura 14(a)), mas ja vimos no Teorema 4 que por uma reta e um ponto exterior
passa um unico plano, portanto temos um absurdo. Logo, nao existe um plano diferente

de a que contenha as retas paralelas r e s, esse plano é tinico. O

Podemos também estender o Axioma das Paralelas para o espago, como segue

0 teorema abaixo.

Teorema 8. Por um ponto fora de uma reta se pode tracar wma unica reta paralela a ela.

Demonstracio. Sejam r uma reta e A um ponto fora dela, chamaremos de a o plano
determinado por r e A (que existe e é tinico, pelo Teorema 4). Pelo Axioma das Paralelas,

nesse plano « existe uma tnica reta paralela a reta r que passa por A, vamos chamar de s.

Para a unicidade, suponhamos que exista outra reta s’ (distinta de s) paralela
a r que passa por A. Seja 3 o plano definido pelas retas r e s’, como A pertence a s, A
também pertence a 5. Entao, o plano « (definido por r e A) coincide com 3, logo, temos
duas retas, de um mesmo plano, que passam por A que sao paralelas a r, o que contradiz

o Axioma das Paralelas. Portanto, a reta s é tnica. O
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Outras propriedades do paralelismo entre retas que sao validas no plano,

também sao validas no espago, como o teorema a seguir.

Teorema 9. Se duas retas distintas r e s sao paralelas a mesma reta t, entao r e s sdo

paralelas entre si.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que 7 e s nao sao paralelas. Seja P o ponto de
intersecao entre essas retas. Nesse caso, pelo ponto P passam duas retas paralelas a t, o

que contradiz o Teorema 8. Portanto, r e s sao paralelas. O

3.5 Construcao de paralelepipedos

Agora, vamos utilizar o conceito de paralelismo entre retas para construir um

paralelepipedo. Partiremos de trés segmentos nao coplanares (nao existe um plano que

contenha os trés segmentos) AB, AD e AE (Figura 15(a)). Por B e D tracemos as paralelas
aos segmentos AD e AB, respectivamente, formando o paralelogramo ABCD (Figura
15(b)). Agora, pelos pontos B, C' e D tracemos as paralelas ao segmento AFE (Figura 15(c)).
Tracando por E retas paralelas aos segmento AB e AD, formam-se os paralelogramos
ABFE ¢ ADHE (Figura 15(d)). Finalmente, pelos pontos F' ¢ H tracemos as retas parale-
las aos segmentos EH e EF, respectivamente, formando assim os paralelogramos EFGH,
BCGF, CGHD (Figura 15(e)). Construimos entao o paralelepipedo ABCDEFGH, que

é um poliedro formado por seis faces (hexaedro) e todas sdo paralelogramos.

Também precisaremos do conceito de paralelismo para definir angulo entre
duas retas do espaco. Se as duas retas sao concorrentes, utilizaremos a mesma defini¢ao da
Geometria Plana, ou seja, é o menor angulo formado por elas. Agora, para retas reversas

definiremos da seguinte maneira:

Definicao 14. O dngulo entre duas retas reversas do espago € o angulo formado por duas

retas concorrentes, paralelas as retas reversas dadas.

Mas existem varias retas concorrentes e paralelas a duas retas reversas. Para
que essa defini¢ao seja coerente, a escolha das retas paralelas ndo deve importar, como

mostraremos no teorema a seguir.

Teorema 10. Sejam (r,s) e (r',s") dois pares de retas concorrentes tais que r e v’ sdo
paralelas entre si e s e s também sdao paralelas entre si. O dngulo formado por r e s é

igual ao angulo formado por v’ e s'.

Demonstracio. Sejam A o ponto de intersecdo de r e s e B o ponto de intersecao de 7’ e
s’. Sobre r e s, tomemos pontos A; e Ay e tracemos as paralelas A; B; e Ay By a reta AB.

Os quadrilateros AA1B1B, AA3;ByB e A1 As By By sao paralelogramos. Logo, AA; = BBy,
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()

Figura 15 — Construgao de um paralelepipedo

AAy = BBy e A1 By = A3 Bs. Logo, os triangulos AA; Ay e BBy B,y sao congruentes (critério
de congruéncia LLL), o que mostra que os angulos Ae B sio congruentes. Portanto, o

angulo entre as retas r e s é igual ao angulo entre as retas r’ e 5. O]
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Figura 16 — Pares de retas paralelas derterminam angulos iguais

No espago, quando retas formam angulo reto, sdo chamadas retas ortogonais e

retas perpendiculares sdo retas ortogonais e coplanares (portanto, concorrentes).

3.6 Paralelismo entre reta e plano

Existem trés casos de posicoes relativas entre uma reta » e um plano a no
espaco. Se a reta r possui dois ou mais pontos em comum com o plano «, entao a reta r
esta contida no plano no o (Teorema 3). Se existir um tnico ponto em comum, dizemos que
a reta r e a sdo secantes (ou concorrentes). E o terceiro caso, quando r e aw ndo possuirem

pontos em comum, dizemos que eles sao paralelos.
Vejamos algumas propriedades sobre o paralelimos entre reta e plano.

Teorema 11. Um plano o e uma reta v nao contida em « sao paralelos se, e somente se,

existe uma reta s paralela a r e contida em .

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que a reta r e o plano « sao paralelos. Seja
A um ponto qualquer de « e consideremos o plano S determinado por r e A. Os planos «
e [ sao distintos e possuem o ponto A em comum, logo possuem uma reta s em comum.
As retas r e s s@o paralelas, pois sdo coplanares e ndo possuem ponto em comum (ja que s

é uma reta de o e r é paralela a «). Logo, existe uma reta s em a que é paralela a r.

Agora, para a volta, suponhamos que a reta s de « seja paralela a r. Seja 3
o plano definido por r e s. Os planos « e (8 sao distintos e possuem a reta s em comum.

Como a reta r esta contida em 3, se ela cortasse o plano «, seria necessariamente em um
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ponto da intersecao s de o e 3. Mas isso é impossivel, j& que r e s sdo paralelas. Logo, r é

paralela a a. O

Figura 17 — Critério de paralelismo entre reta e plano

A volta desse teorema é extremamente 1Util para identificar se uma reta é
paralela a um plano, bastando encontrar uma reta desse plano que é paralela a reta dada.

Como no exemplo a seguir.

Exemplo 2. Consideremos a piramide VABCD cuja base é um trapézio em que AB €
paralelo a C'D. O teorema anterior nos permite concluir que a reta C'D € paralela ao plano
formado pelos pontos V., A e B, ja que CD ¢ paralela a AB que estd contida no plano.
(Figura 18).

Da mesma forma, a reta AB € paralela ao plano formado pelos pontos V', D e

C.


https://www.geogebra.org/m/gpsbezqb
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Figura 18 — Aplicagao do Teorema 11

Teorema 12. Se uma reta € paralela a dois planos secantes, entdo ela é paralela a

intersecdo dos dois planos.

Figura 19 — Demonstra¢ao do Teorema 12

O

Demonstracdo. Sejam « e § dois planos secantes, com intersecao s, e a reta r paralela a «
e . Como r é paralela a «, existe uma reta u paralela a r em «a, analogamente, existe ¢ em
B paralela a r (suponhamos u e t diferentes de s, pois nesse caso a demonstracao estaria
concluida). Como u e t sdo paralelas a r, pelo Teorema 9, u e t também séo paralelas. Pelo

Teorema 11, u é paralela a [ e t é paralela a a. Agora, a reta u nao é concorrente a s ja
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que é paralela a « (plano que contém s), nem é reversa a s ja que pertencem a um mesmo
plano (3, entdao u e s sao paralelas. Temos entao que, r e s sao paralelas a u, portanto, pelo

Teorema 9, sao paralelas entre si.

Agora, partindo de duas retas reversas vamos construir um plano paralelo a

uma delas.

Teorema 13. Dadas duas retas reversas r e s, existe um unico plano paralelo a s contendo

r.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar a existéncia desse plano. Tomemos um
ponto qualquer de r, por ele trace uma reta s’ paralela a s que existe pelo Teorema 8. O

plano definido por s e r é paralelo a s ji que contém s’ que é paralela a s (Teorema 11).

Agora, vamos mostrar a unicidade desse plano. Suponhamos que existam dois
planos distintos a e § que contenham r e sejam paralelos a s. Dessa forma, a interseccao
entre os planos «a e 8 é a prépria reta r, mas pelo Teorema 12 s é paralela a intereseccao
dos planos, ou seja, s é paralela a r, contradizendo a hipotese. Assim, existe apenas um

plano paralelo a s contendo 7. ]

=
BN

Figura 20 — Teorema 13

3.7 Paralelismo entre planos

Ja vimos que dois planos distintos podem ser secantes se houverem um ponto em
comum, portanto terao uma reta em comum. Dois planos também podem ser coincidentes
ou paralelos (se nao possuirem pontos em comum). Nessa segdo exploraremos este ultimo
caso de posicao relativa entre planos. Primeiramente, estabeleceremos um critério de

paralelismo entre planos baseado em retas.


https://www.geogebra.org/m/ra84nqrg
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Teorema 14. Se a e B sao paralelos, entdao o € paralelo a cada reta de 3. Reciprocamente,
se o plano « € paralelo a duas retas concorrentes contidas ao plano (3, entdo o e 3 sao

paralelos.

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que « seja paralelo a 3, entao « e 8 nao
possuem pontos em comum. Logo uma reta r qualquer de S nao tem pontos em comum

com «, portanto r é paralela a a.

Agora, para a volta, sejam duas retas r e s do plano 3, concorrentes em A,
ambas paralelas ao plano a. Como os planos « e [ sao distintos, vamos supor que eles
sejam secantes, e tenham como intersecao uma reta t. As retas r e s ndo cortam «, portanto
nao podem cortar a reta ¢, que esta em «. Mas isso significa que as retas r e s (que estao
no mesmo plano f que t) sdo ambas paralelas a ¢, o que contradiz a unicidade da paralela
a t passando por A (Teorema 8). Logo, o e # nao possuem uma reta em comum, ou seja,

sao paralelos. O

A segunda parte do teorema nos permite concluir que, para mostrar que dois
planos sao paralelos, basta encontrar um par de retas concorrentes de um deles que sejam
paralelas ao outro plano. Notemos a importancia das retas serem concorrentes. Um plano
pode ser paralelo a varias retas paralelas de outro sem que os planos sejam paralelos, como

mostra a Figura 21.

Figura 21 — O plano « ¢é paralelo a varias retas paralelas de 3

Agora, utilizando o teorema anterior, construiremos planos paralelos.

Teorema 15. Por todo ponto A exterior a um plano dado « passa um unico plano [

paralelo a o.


https://www.geogebra.org/m/x5k8segg
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Demonstragio. Primeiramente, vamos demonstrar a existéncia do plano. Tomemos duas
retas concorrentes 1 e s de « (Figura 22). Sejam r’ e s as retas paraleas a r e s, respectiva-
mente, que passam pelo ponto A. Seja 3 o plano definido pelas retas r’ e s’. Pelo Teorema,

11, 7’ e s’ sdao paralelas a « e portanto o plano 3 é paralelo a o.

Figura 22 — Construgao do plano paralelo a « passando por A

Figura 23 — Unicidade do plano paralelo

Para mostrar que o plano é tnico, suponhamos que existam dois planos (3; e 2
paralelos a a, ambos passando por A (Figura 23). Como os planos sao distintos e passam
por A, a intersecao é uma reta r, paralela a . Tomemos uma reta s de a;, nao paralela a r,
que determina com A um plano v (ndo representado na Figura 23). A intersecao de vy com

f1 é uma reta t, que é necessariamente paralela a s (ja que t e s ndo se intersectam, pois
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estao situados em planos paralelos e sdo coplanares). Notemos que t é distinta de r, pois r
nao é paralela a s. Analogamente, a intersecao de v e (35 é uma reta u, também paralela a
s e distinta de r. Entao, temos duas retas paralelas a s que passam pelo mesmo ponto A,
t e u devem ser coincidentes. Logo, [ e P2 contém a reta r e as retas coincidentes t e u,
como t e u sao distintas de r, necessariamente, os planos sdo coincidentes. Entao, o plano

paralelo a o por A é tnico. O

Com esse teorema construimos o tnico plano paralelo a o passando por A a
partir de duas retas concorrentes e paralelas a . Como essas retas foram escolhidas de
forma arbitraria, podemos afirmar que todas as retas paralelas a o passando por A, fazem
parte do plano 3, na verdade, a uniao dessas retas formam o plano 3. Estamos dizendo
entao que uma reta nao pode ser paralela a um plano « e secante a um plano [ paralelo a

«, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 16. Se uma reta corta um plano, corta também qualquer plano paralelo a este.

Se um plano corta uma reta, corta também qualquer reta paralelo a ela.

(a) A reta r corta o plano «, entdo corta todos os (b) O plano « corta a reta r, entdo corta todas as
planos paralelos a « retas paralelas a r

Figura 24 — Teorema 16

Demonstragio. (Primeira parte) Sejam « e ( planos paralelos e 7 uma reta secante a a.
Seja A o ponto de intersecao entre r e a. A reta r ndo esta contida em 3, pois ela passa
pelo ponto A de a. Também nao pode ser paralela a 3, pois estaria contida em «. Entéao,

r s pode ser secante a 3.

(Segunda parte) Consideremos a reta r e o plano « secantes em A. Tomemos
uma reta t paralela a r. O plano 7 determinado pelas retas paralelas r e ¢ é necessariamente
secante a « ja que contém r e, portanto, contém A. Seja s a intersecao entre a e . Pela
Geometria Plana, no plano v, as retas r e s sd@o secantes em A, entdo a reta t, paralela a

r, também é secante a s e, portanto, a a. O
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No teorema a seguir temos uma situacao parecida com as que acabamos de

discutir, mas agora serao dois planos paralelos cortados por outro plano.

Teorema 17. Se dois planos a e 3 sdo secantes e possuem como interse¢io a reta r,

entdo « corta um plano paralelo a B sequndo uma reta paralela a r.

Demonstragio. Seja ' um plano paralelo a 3 (Figura 25). Os planos « e ' sao distintos,
pois a é secante a 3 e 3’ é paralelo a 5. Também nao sao paralelos, pois por um ponto de
r s6 existe um plano paralelo ao plano 3 que é 8 (Teorema 15). Logo, « e ' sdo secantes,
seja a intersegdo a reta s. As retas r e s pertencem ao plano « (sdo coplanares) e nao
possuem pontos comuns, ja que estdo em planos paralelos, 5 e 3, respectivamente. Logo,

s é paralela a r. O

Figura 25 — Plano secante a dois planos paralelos

Nesse teorema vimos uma possivel posi¢ao relativa entre trés planos (dois
planos paralelos e o terceiro secante a ambos). Na verdade, existem cinco posigoes relativas

entre trés planos distintos como veremos a seguir.

Ja vimos que dois planos podem ser coincidentes, paralelos ou secantes. Par-
tindo de dois planos « e 3 paralelos: o terceiro plano v pode ser paralelo a um deles e
consequentemente paralelo ao outro plano (Figura 26(a)); ou y pode ser secante a « (ou [3)
e consequentemente secante a 3 (ou «) (Figura 26(b)), esgotando assim as possibilidades

comecgando com dois planos paralelos.

Agora, partindo de « e 3 secantes segundo uma reta r. Se colocarmos v paralelo
a « ou 3 resultard na posigao da Figura 26(b). Entdo, tomemos v secante aos planos « e

5, digamos em s e t, respectivamente. Assim, vamos analisar as posicoes relativas entre
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as intersegoes dos planos. Primeiramente, notemos que as retas r, s e t sao, duas a duas,

coplanares, portanto, elas podem ser, duas a duas, coincidentes, paralelas ou concorrentes.

Supondo que as retas r e s sejam coincidentes, entao como r esta contida em [,
s também esta. Portanto, s esta contida em [ e em 7, ou seja, s é a intersecgao entre 3 e 7,
que por hipotese, ¢ a reta t. Entao, s é coincidente a t. Logo, as trés retas sao coincidente

entre si, como na Figura 26(c).

Se as retas r e s forem paralelas, pelo Teorema 11, s é paralela a (3, portanto
deve ser paralela a intersecao entre e 7, t, ji que pertencem a um mesmo plano 7,

resultando assim em trés retas, duas a duas, paralelas, como na Figura 26(d).

Por fim, se r e s forem concorrentes em um ponto P. Dessa forma P pertence
aos trés planos, em particular pertence a 3 e v e portanto, pertence a reta t (intersecao
entre [ e 7). Além disso, P é o tinico ponto de ¢t que pertence a r ou s, pois, se houvesse
mais, ¢ seria coincidente com r ou s resultando em planos coincientes ou no caso da Figura
26(c). Ou seja, a ultima posigao relativa entre trés planos distintos é como mostra a Figura
26(e).

Se fossemos considerar que os planos ainda podem ser coincidentes, teriamos
mais trés posigoes relativas: os trés planos coincidentes; dois deles coincidentes e o terceiro
paralelo aos primeiros; dois deles coincidentes e o terceiro concorrente aos primeiros. Mas

essas posicoes sao, basicamente, analogas as posicoes relativas entre dois planos.
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(a) Os trés planos paralelos (b) Dois deles paralelos e o terceiro secante a ambos

(d) Os trés planos se cortam, dois a dois, segundo
(c) Os trés planos se cortam segundo uma reta  trés retas paralelas

(e) Os trés planos se cortam, dois a dois, segundo
retas concorrentes; a intersecao entre as trés retas é
0 Unico ponto comum entre os trés planos

Figura 26 — Posicao relativa entre trés planos

Agora, com o conceito de paralelismo entre planos podemos construir mais um

tipo de poliedro, os prismas, como veremos a seguir.
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3.8 Construcao de prismas

Seja o poligono A; Ay As... A, no plano o e um ponto B fora de v (Figura 27(a)).
Por B; tracemos o plano 3 paralelo a a e o segmento A; B;. Pelos pontos Ay, As, Ay, ..., A,
tracemos retas paralelas a Ay By (Figura 27(b)). Como A; B é secante ao plano /3, entao
todas as retas paralelas tracadas anteriormente também intersectam o plano [, digamos
que nos pontos By, B3, By, ... B, respectivamente. Notemos que, por exemplo, os pontos Aq,
Ag, By e By sao coplanares ja que A; By e As By sao paralelos e, portanto, determinam um
plano, entao A; A5 e By B, também sao paralelos ja que sao coplanares e estao situados em
planos paralelos. Logo, A; As By By é um paralelogramo, assim como os outros quadrilateros.
Estes n paralelogramos, juntamente com os poligonos A;A,...A, e By Bs...B, formam um

poliedro denominado prisma de bases A;As...A,, e By Bs...B,,. (Figura 27(c)).

Figura 27 — Construgao de um prisma pentagonal (n = 5)

Vejamos alguns elementos dos prismas que recebem nomes especiais. As arestas
A1By, A3 Bs, ..., A, B, sao chamadas arestas laterais. Todas as arestas laterais sao paralelas
e possuem o mesmo comprimento. As faces formadas com as arestas laterais sdo chamadas
faces laterais e sdo todas paralelogramos, como mostramos anteriormente. As bases

A1As.. A, e B1Bs...B,, sao poligonos congruentes, pois eles possuem lados respectivamente


https://www.geogebra.org/m/ajramfzw

Capitulo 3. A Geometria Espacial 54

iguais e paralelos (j4 que as faces laterais sao paralelogramos).

Notemos que, os paralelepipedos construidos anteriormente sao prismas cuja
base é um paralelogramo. Neste caso, quaisquer faces paralelas podem ser consideradas as

bases do prisma, pois sao pares de poligonos congruentes situados em planos paralelos.

3.9 Perpendicularismo entre reta e plano
Definiremos, nessa secao, o conceito de reta perpendicular a um plano e, a
partir disto, contruiremos mais alguns poliedros.

Definicao 15. Uma reta é perpendicular a um plano quando ela é ortogonal a toda reta

contida nesse plano.

T
\
T~
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[ ot
I / «
/ A
/J\
//// \
/\ /////
N

Figura 28 — Reta r perpendicular ao plano «

Na Figura 28, notemos que r é ortogonal a s, portanto é perpendicular a ¢ que
é paralela a s passando por A, esse raciocinio pode ser repetido para todas as retas de a.
Ou seja, para que a reta r seja perpendicular ao plano «, basta que ela seja perpendicular
as retas de « que passam por A (intersegao de r com «). Com isso, concluiremos algumas

relagoes entre perpendicularismo e paralelismo.

Teorema 18. Se a reta v e o plano o sdo perpendiculares, toda reta v’ paralela a v é

perpendicular a o; todo plano o' paralelo a o € perpendicular a r.

Demonstragio. (Primeira parte) Seja r uma reta perpendicular a v e ' uma reta paralela a
r (Figura 29). Pelo Teorema 16, r' também intersecta «, digamos, no ponto B. Seja s’ uma
reta de o passando por B de ', e s paralela a s’ passando por A. Como r é perpendicular

a o, entao também é perpendicular a s. Portanto, pelo Teorema 10, s’ é perpendicular a
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r’, analogamente, todas as retas de o que passam por B sao perpendiculares a r’. Logo, r’

¢é perpendicular a a.

~
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Figura 29 — A reta r' que é paralela a r é perpendicular a «

(Segunda parte) Sejam r uma reta perpendicular a o em A, e o/ um plano
paralelo a a (Figura 30). Pelo Teorema 16, r intersecta o/, digamos, no ponto B. Seja
s’ uma reta de o passando por B, e s paralela a s’ passando por A. As retas s e s’
determinam um plano, neste plano r é transversal a s e a s’, e como é perpendicular a s,
também é perpendicular a s’ (resultado da Geometria Plana). Analogamente, todas as

retas de o’ que passam por B serdo perpendiculares a r, entdo r é perpendicular a o’.

Figura 30 — A reta r perpendicular ao plano o’ que é paralelo a «
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Teorema 19. Duas retas r e r' perpendiculares a um mesmo plano « sdo paralelas; dois

planos « e B perpendiculares a wma mesma reta r sao paralelos.

Figura 31 — Teorema 19

Figura 32 — Demonstracao da primeira parte do Teorema 19

Demonstragio. (Primeira parte) Sejam r e 7’ retas perpendiculares ao plano a e supo-
nhamos que r e r’ nao sejam paralelas (Figura 32). Pelo ponto de intersegao de 1’ e «
tracemos a reta r”, paralela a r (r” é perpendicular a « pelo Teorema 18). As retas 1’ e r”
sao distintas, j4 que apenas r” é paralela a r, entdo determinam um plano 3 que corta
a na reta s. Como ' e r” sdo ambas perpendiculares a «, resulta que 7’ e r” sdo ambas

perpendiculares a s. Mas isso significa que , no plano [, existem duas perpendiculares a
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reta s passando pelo mesmo ponto, o que é um absurdo. Logo, se as retas r e v’ sdo ambas

perpendiculares a «, entao elas sao paralelas entre si.

(Segunda parte) Sejam « e (8 dois planos distintos perpendiculares a reta r, e
suponhamos que « e 3 ndo sejam paralelos, e que se cortem segundo uma reta s (Figura
33). Sejam A e B, respectivamente, os pontos de interse¢ao de r com « e § (notemos que
A néo pertence a s, caso contrario r estaria contida em ). Por B tracemos uma reta ¢ que
corte s no ponto C'. Dessa forma construimos o triangulo ABC' com dois angulos retos,
em A e B, o que é um absurdo. Logo, se a e § sdo perpendiculares a reta r, entao eles sao

paralelos entre si.

Figura 33 — Demonstragao da segunda parte do Teorema 19

]

Acabamos de definir e mostrar alguns resultados sobre perpendicularismo entre
reta e plano, mas ainda nao demonstramos quando essa posicao relativa ocorre. Afinal, a
definicdo exige que para a reta ser perpendicular a um plano ela deve ser perpendicular a
uma infinidade de retas desse plano, o que nao é algo muito pratico. O préximo teorema é
de extrema importancia, pois além de nos mostrar a existéncia de retas e planos com essa
propriedade, mostrara que para uma reta ser perpendicular a um plano, basta que ela
seja perpendicular a duas retas concorrentes do plano. Tal resultado abrira portas para

construirmos retas e planos perpendiculares com facilidade.

Teorema 20. Se r € ortogonal a um par de retas concorrentes de «, entdo r é perpendicular

a .

Demonstragdo. Sejam t e s duas retas de a que se intersectam em no ponto A. Sem perda

de generalidade, suponhamos que r também passe por A (caso contrario, tomamos uma
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reta paralela a r que passe por A). Mostraremos que toda reta u de o passando por A é
perpendicular a r. Para isso utilizaremos algumas congruéncias de tridngulos na Figura 34.
Suponhamos que u seja distinta de ¢ e s, caso contrario trivialmente u seria perpendicular
a r. Tomemos trés pontos colineares S, U e T, das retas s, u e t, respectivamente, de tal
forma que U esteja entre S e T. Em cada semiespago definido por a;, marquemos em r os

ponto A; e Ay de modo que AA; = AA,.

Figura 34 — Demonstragao do Teorema 20

Primeiramente, notemos que os tridngulos AA;S e AA,S sdo congruentes, ja
que AA; = AA, e o cateto AS é comum. Entao as hipotenusas desses tridngulos possuem a
mesma medida, SA; = SA,. Analogamente, os tridngulos AA;T e AA,T sao congruentes,
assim, TA, = TAy. Agora, os tridngulos A;ST e A, ST também sio congruentes (LLL,
SA; = SAy, TAy = TAy e ST é comum), o que implica A/lS\T = m Com isso, os
triangulos A;SU e A5SU sao congruentes (LAL, SA; = SA,, A, ST = A,ST e SU 6
comum), entdo UA; = UA,. Finalmente, os tridngulos A; AU e A, AU sdo congruentes
(LLL, UA; = UA,, AA; = AAy e AU é comum), entao ff@ = A/QA\U e somam um

angulo raso (ja que Aj, A e A, sdo colineares), entdo cada um desses angulos é reto. Ou

seja, a reta u é perpendicular a r.

Assim, toda reta de a passando por A é perpendicular a r e, portanto, r é

perpendicular a .

Vamos, agora, construir retas e planos perpendiculares.


https://www.geogebra.org/m/jencganm
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Teorema 21. Por um ponto dado, se pode tracar um unico plano perpendicular a uma

reta dada. Por um ponto dado, se pode tracar uma unica reta perpendicular a um plano

dado.

Demonstragio. Sejam r e A, respectivamente, a reta e o ponto dado que tragaremos o
plano perpendicular (Figura 35). Primeiramente, tracemos dois planos 3 e 35 contendo
r. Por um ponto B em r tracemos, em cada um dos planos (3, e 3, retas s; e Sa,
ambas perpendiculares a r. O plano a determinado pelas retas s; e sy contém duas retas
perpendiculares a r, e, portanto, pelo teorema anterior, @ é perpendicular a r. No caso em
que os pontos A e B sdo coincidentes, a demonstrac¢ao finaliza aqui com o plano «, caso
contrario, seja o’ o plano que passa por A e é paralelo a «, o’ também é perpendicular a
r (Teorema 18). Logo, o’ passa por A e é perpendicular a r. Para mostrar a unicidade,
suponhamos que exista outro plano v que passa por A e é perpendicular a r. Pelo Teorema
19, o e v devem ser paralelos, o que é um absurdo, ji que possuem o ponto A em comum.

Entao, o' é o tinico plano que passa por A e é perpendicular a 7.

Figura 35 — Construgdo do plano perpendicular a uma reta

Agora, vamos construir a reta perpendicular ao plano a passando por A
(Figura 36). Em « tomemos duas retas concorrentes, t; e ty e tracemos os planos 3; e (s,
respectivamente, perpendiculares a essas retas e contendo seu ponto de intersecao P. Seja
r a reta de intersegao entre 31 e Bo. A reta r esta contida em f3; e passa por P, entdo ela é
perpendicular a reta t; que é perpendicular a $; em P. Analogamente, r é perpendicular
a ty. Entao, r é perpendicular a duas retas concorrentes de « , logo é perpendicular a «
(Teorema 20). No caso em que os pontos A e P sao coincidentes, a demonstragao finaliza
aqui com a reta r, caso contrario, tracemos por A a paralela v’ a r que, pelo Teorema 18, é

perpendicular a «. Para a unicidade, suponhamos que exista outra reta s perpendicular a


https://www.geogebra.org/m/k5c9pkhz
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a passando por A, pelo Teorema 19, 7’ e s devem ser paralelas, o que é um absurdo, ja que
possuem o ponto A em comum. Logo, 7’ é a tnica reta passando por A que ¢ perpendicular

a .

Figura 36 — Construcao da reta perpendicular a um plano

O

Esse resultado nos permitird aumentar nosso catalogo de poliedros. Mas antes,
demonstraremos dois importantes teoremas. O primeiro é conhecido como Teorema das
Trés Perpendiculares e o segundo nos permite construir uma reta perpendicular a duas

retas reversas.

Teorema 22. A reta r € perpendicular ao plano o em A. A reta s estd contida em «
e nao passa por A. O ponto B da reta s é tal que AB é perpendicular a s. Entdo, se P
¢ qualquer ponto de r, PB ¢ perpendicular a s. Além disso, se PB € perpendicular a s,

entao AB também é.

Demonstragio. (Primeira parte) Na Figura 37, como r é perpendicular a «, r é ortogonal
a qualquer reta de «, em particular r é ortogonal a s. Entdao, como s é perpendicular a
AB e ortogonal a r, pelo Teorema 20, s é perpendicular ao plano definido por r e AB,
vamos chama-lo de 5. Mas, como P e B sao pontos de 3, PB é uma reta contida em /3

que concorre s em B. Logo, s é perpendicular a PB.

(Segunda parte) Analogamente, como r é perpendicular a «, r é ortogonal a
qualquer reta de «, em particular r é ortogonal a s. Entao, como s é perpendicular a PB
e ortogonal a r, pelo Teorema 20, s é perpendicular ao plano definido por r e PB, vamos
chama-lo de . Como, A e B sao pontos de 3, AB é uma reta contida em 3, que concorre

s em B. Logo, s é perpendicular a AB. O


https://www.geogebra.org/m/znskynue
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Figura 37 — Teorema das Trés Perpendiculares

Teorema 23. Dadas duas retas reversas r e s, existe uma unica reta perpendicular comum

ares.

Figura 38 — Construgdo da reta perpendicular comum a duas retas reversas

Demonstrag¢io. Comecemos construindo um plano « contendo r e paralelo a s e outro
plano 8 contendo s e paralelo a r. Essas construgoes, e a unicidade delas, sao garantidas
pelo Teorema 13 (Figura 38). Agora, por um ponto qualquer A de r tracemos uma reta
t, perpendicular ao plano 3, que o corta em B. Por B, tracemos a reta r’ paralela a 7.
Como r é paralela a 3, entdo a reta r’ (que contém um ponto de 3) estd contida em /3
e corta s no ponto C. Para finalizar a construcao, por C tracemos a reta t' paralela a t.
Por construcao, r é coplanar com ¢ que é coplanar com ' que por sua vez é coplanar com

', logo as quatro retas sao coplanares. Portanto, ¢ corta r em um ponto D. A reta t' é


https://www.geogebra.org/m/rqbp4tqz
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concorrente com r e s e é perpendicular aos planos a de r e 3 de s, portanto ¢’ é uma

perpendicular comum a r e s.

Para a mostrar a unicidade, suponhamos que exista outra perpendicular comum
C'D' com C' em r e D' em s, ela seria paralela a C'D por serem ambas perpendiculares
aos planos a e 3. Dessa forma, os pontos C, D, C' e D' seriam coplanares juntamente

com r e s, o que contradiz a hipdtese que r e s sdo reversas. ]

3.10 Construcao de um prisma reto

Os prismas retos possuem as arestas laterais perpendiculares aos planos das
bases. Entao, para construir prismas retos, basta repetir a construcao feita na Secao 3.8
mas tomando retas perpendiculares a base para as arestas laterais . Como consequéncia as

faces laterais dos prismas retos sao retangulos (Figura 39).

==
>

— P

T
7 _— -

(a) Prisma tringular reto (b) Prisma hexagonal reto

Figura 39 — Prismas retos

Existem ainda alguns casos particulares de prismas retos. Quando a base é um
poligono regular dizemos que o prisma é reqular. Quando a base é um retangulo obtemos
um paralelepipedo reto retangulo, em que todas as faces sao retangulos. Ainda podemos
obter o cubo (hexaedro regular), que é um paralelepipedo reto retdngulo com todas as

faces quadradas.

O hexaedro regular (cubo) é um dos cinco de poliedros regulares que existem,
nesse trabalho também realizaremos a construcao dos outros: tetraedro regular, octaedro
regular, dodecaedro regular e icosaedro regular. Para que fique mais claro o que isso

significa, segue a defini¢ao de poliedro regular.

Definicao 16. Um poliedro é dito reqular se suas faces sao poligonos requlares congruentes

e em cada vértice concorrem o mesmo numero de arestas.


https://www.geogebra.org/m/nwwgu4rx
https://www.geogebra.org/m/rsjhvjtp
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Notemos que o cubo satisfaz essa defini¢ao: todas as faces sdo quadrados e em

cada vértice concorrem trés arestas.

3.11 Construcao de piramides regulares

Uma piramide reqular possui um poligono regular como base e a reta que liga o
vértice da pirdmide com o centro da base é perpendicular ao plano da base. A construgao é
analoga a realizada na Secao 3.2, mas tomando um poligono regular A; As... A, e escolhendo
o vértice V situado sobre a perpendicular ao plano da base passando pelo seu centro O. Os
triangulos VOA;, VOA,,..., VOA, sao tridngulos retangulos congruentes, ja que possuem

catetos respectivamente congruentes (VO é comum e OA; = OA; = ... = OA,). Entao,

as arestas laterais VA, V Ay, ..., VA, sdo todas congruentes entre si, portanto as faces

laterais sao triangulos isésceles congruentes.

Figura 40 — Piramide pentagonal regular

3.12 Distancia entre ponto e plano

Antes de continuarmos a construir novos poliedros, vamos definir o conceito de
distancia entre ponto e plano. Tal conceito sera importante para as proximas construgoes

que faremos.

A distancia entre dois pontos ja foi definida no Capitulo 2 na Sec¢ao 2.3 para a
Geometria Plana, mas no espago a defini¢ao é analoga: a distancia entre dois pontos A e
B é a medida do segmento AB. Lembrando disso, vamos definir o conceito de distancia

entre ponto e plano.


https://www.geogebra.org/m/fr5b75cw
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Definicao 17. Sejam a um plano, P um ponto do espago fora de o e v a reta perpendicular
a « que passa por P. Vamos chamar a intersegcao entre r e o de (), a medida do segmento
PQ ¢ a distancia entre P e a (Figura 41).

Figura 41 — Defini¢ao de distancia entre o ponto P e o plano «

Com essa defini¢ao, podemos definir o conceito de altura de um piramide:

Definicao 18. A altura de uma piramide é a distancia entre seu vértice e o plano da base.

Vamos fazer um exemplo:

Figura 42 — Altura de uma piramide

Exemplo 3. Seja a piramide quadrangular reqular VABCD, onde V € o vértice e o

quadrado ABCD € a base (Figura 42). Pela simetria da piramide quadrangular reqular, é


https://www.geogebra.org/m/zvqwst4f
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Capitulo 3. A Geometria Espacial 65

fdcil ver que o ponto Q € o centro da base ABCD. Entdo, para calcular a altura PQ basta

aplicar o Teorema de Pitdgoras no triangulos PQM ou no triangulo PQA.

Agora, vamos voltar as construgoes.

3.13 Construcao de um tetraedro regular

Consideremos uma piramide triangular regular de base ABC' e vértice V. Um

tetraedro regular é obtido escolhendo o vértice V' (sobre a perpendicular ao plano da base

tragada por seu centro O) de modo que as arestas laterais VA, VB e VC tenham a mesma
medida que as arestas da base AB, AC' e BC' (Figura 43). As faces da piramide obtida

sao tridngulos equilateros congruentes. Além disso, se por A tomamos a perpendicular ao

plano de V BC, que corta este plano em P, os tridngulos retangulos APB, APV e APC

sdo congruentes, ja que as hipotenusas sao congruentes e o cateto AP é comum. Assim,

temos PB = PC' = PV. Logo, P é o centro do triangulo equilatero V BC, o que significa

que a piramide é regular qualquer que seja a face considerada como base.

Figura 43 — Tetraedro regular

Notemos ainda, na Figura 43, que as retas VO e AP sao coplanares, vejamos o
porqué. Consideremos o plano « determinado pela reta VO e pelo vértice A. Este plano
corta o plano da base ABC segundo a reta AQO, mas como ABC é um triangulo equilatero
de centro O, AO corta o lado BC em seu ponto médio M. Logo, a altura VM da face
V BC' esta contida no plano «; em particular, o ponto P, que é o centro de V BC, esta
neste plano, ou seja, V', O, A e P sao coplanares. Mais do que isso, a reta V P esta contida
em «, o que mostra que VP e AO sdo concorrentes (em M). Além disso, como os pontos
de VO sao equidistantes de A, B e C' e os pontos de AP sdo equidistantes de V', B e


https://www.geogebra.org/m/g46qz2wt
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C, o ponto de intersecao de VO e AP é um ponto equidistante dos quatro vértices do
tetraedro, chamado de centro, G, do tetraedro. Analogamente, podemos mostrar que as
quatro perpendiculares tracadas de um vértice do tetraedro ao plano da face oposta (as
retas suportes das alturas do tetraedro) passam todas pelo centro do tetraedro. Tal ponto

possui uma propriedade bastante interessante, como veremos a seguir.

Teorema 24. O centro do tetraedro divide a altura em dois segmentos cuja razdo do
segmento que liga o vértice ao centro em relacdo ao segmento que liga o centro ao plano

oposto ao vértice é trés.

Demonstracio. Consideremos que as arestas do tetraedro (Figura 44) tenham medida .

Vejamos, primeiramente, a relacao entre a altura e a medida das arestas.

Figura 44 — Propriedades métricas em um tetraedro regular

O segmento VM ¢é a altura da face V BC, entao, pelo Teorema de Pitagoras:

VB = VM + BM’

2 _ A7 A%
l=VM+§

., D
VMR =12
o 37
M= 2
v 4
var = Y3

,

Além disso, OM é o apétema da base ABC', entao O A;)W = ;l\gg = l\ég.



https://www.geogebra.org/m/jp9bwxgp
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No triangulo retangulo VOM, temos:

VM =VO +OM

() v ()

., 32 32
VO =2 =
136

- 2412
VOl ="
36
— 2]
VO = (\3@

Vimos anteriormente que o ponto G equidista dos vértices do tetraedro, vamos

chamar essa distancia de y, ou seja, VG = AG = y. Para simplificar a notacdo, vamos

1v/6

dizer que GO = x. Entdo, temos que = +y = 5 Agora, notemos que no triangulo
— 21 [
retangulo AOG, AO = §AM = 3\; = \?)F Aplicando o Teorema de Pitagoras nesse

triangulo, temos:

AG° = A0° + GO*

(5

12
2 _ .2 _ b
Y Zz 3
Resolvendo o sistema
lv/6
T+y= i
3
2 2 _ *
Y T = 3
W6 VO 3lv6  3VO ,
Chegamos em = = o -1 V=g = 4,ouseja,y=3moque

significa que VG mede o triplo de GO.
O

Esse teorema nos permite calcular a medida do angulo VGA. Aplicando o

Teorema dos Cossenos no triangulo VG A, temos:

VA = VG + AG" — 2VG.AG .cos(VGA)
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o (4 (3 2 e

4 4 T4 g
62 62 612 @ ——
P=—+-——-2—.cos(VGA
16 " 16 21 (VG4
2 2 o
I? = Bi — ?le.cos(VGA)
372 12

_T'COS(@) =7
— 1
cos(VGA) = —3
o 1

VGA = arccos (—3)
VGA ~ 109, 47°

Outro resultado interessante sobre tetraedros regular é o seguinte:

Teorema 25. As retas suportes de arestas opostas de um tetraedro reqular sdo ortogonais.

Demonstragio. Seja VABC um tetraedro regular (Figura 45), vamos mostrar que as retas
V A e OB sao ortogonais. Seja M o ponto médio do segmento C'B, como o tridngulo V BC
é equildtero, entdo VM (reta suporte da altura) é perpendicular a C'B. De forma andloga,
AM também é perpendicular a C'B. As retas VM e AM sao concorrentes em M, portanto,
definem o plano VM A. Como C'B é perpendicular a duas retas concorrentes desse plano,
entao C'B é perpendicular ao plano VM A, logo é ortogonal a qualquer reta deste plano,

em particular, C'B ¢é ortogonal a V A. ]

Figura 45 — As arestas opostas de um tetraedro regular sdo ortogonais


https://www.geogebra.org/m/tnhv6mpz
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3.14 Construcao de um octaedro regular

Um octaedro regular é um poliedro regular limitado por oito faces que sao

triangulos equilateros congruentes. Para construi-lo vamos partir de trés segmentos de

mesma medida e, dois a dois, perpendiculares AB, C'D e EF que se cortam no ponto
médio O de cada um deles (Figura 46(a)). Os segmentos definidos por esses seis pontos
(exceto os que definem os segmentos originais) sao todos iguais (pelo caso de congruéncia
de tridnguilo LAL) e sdo as arestas do octaedro regular (Figura 46(b)). Também podemos
pensar o octaedro regular como duas piramides quadrangulares regulares congruentes em

que as faces laterais sao triangulos equildteros e com as bases justapostas (na Figura 46(b)

essas piramides sdo, por exemplo, FADBC e FADBC).

Figura 46 — Construcao do Octaedro Regular

3.15 Construcao de Euclides de um dodecaedro regular

Um dodecaedro regular é um poliedro limitado por doze faces pentagonais
regulares e congruentes. Faremos aqui uma construgdo proposta por Euclides (Livro XIII,
Proposigao 17), para isso precisaremos dividir um segmento com a proporgao aurea, para
nao fugirmos muito do assunto que mais nos interessa, faremos essa construgao no Apéndice
A. Os argumentos utilizados por Euclides sdo puramente descritivos, diferentemente da
proposta original, realizaremos os calculos utilizando a notacdo moderna que facilita a

resolucao de equagoes.

Faremos a construcao de apenas uma face, ja que para as outras o procedimento
é analogo (Figura 47). Seja ABC' DEFGH um cubo, sobre as arestas marcaremos os pontos

médios e sobre as faces marcaremos o centro. Sejam M, N e O, respectivamente, os pontos

médios das arestas AB, BF' e AE. Os pontos P e () sdo, respectivamente, os centros das
faces ABFE e ABCD (Figura 47(a)). Sobre os segmentos PN, PO e QM (Figura 47(b))



https://www.geogebra.org/m/kdajzmwj
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marcaremos, respectivamente, os pontos R, S e T' (Figura 47(c)) de forma que dividam os
PR PN PS PO QT QM
RN PR’SO PS'TM QT )’

Pelos pontos R, S e T subiremos um segmento perpendicular a suas respectivas

segmentos na proporgao aurea <

faces, de modo que esses novos segmentos tenham a mesma medida que os segmentos PR,
PS e QT, chamaremos esses segmentos de RU, SV e TW (Figura 47(d)). O pentégono
AUV BW é uma face do dedocaedro regular (Figura 47(e)).

Figura 47 — Construgdao de um Dodecaedro Regular


https://www.geogebra.org/m/tmmweg6t
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De fato essa face é um pentagono regular, primeiramente, vamos mostrar que
os cinco pontos estdo em um mesmo plano. Por construcao, a reta AB é paralela a reta
NO que, por sua vez, é paralela a reta UV. Logo, AB é paralela a UV, que determinam
um plano que contém o quadrilatero AUV B. Entao, agora basta mostrar que W também

pertence a esse plano.

Seja X o ponto do segmento UV tal que PX seja perpendicular a UV (Figura
48). Por construgao, PX e T'M sao paralelos, portanto definem o plano TMPX, e M P
pertence a esse plano. Como WT' é paralelo a M P, entao W1 também pertence a esse
plano. Logo, P, X, M, T'e W sdo coplanares. Pela constru¢ao dos segmentos na proporgao
aurea, sabemos que W; = ]\4;’7 além disso, os angulos WTM e MPX sio retos, logo os
tridngulos WMT e M PX sao semelhantes (critério LAL de semelhanca). Entao, temos,

MWT = XMP. Junto a isso, sabemos que o angulo TMP é reto, e temos a seguinte

relagao:

XMP+TMP +TMW = MWT +90° + TMW.

Como MWT e TMW sio os angulos agudo do triangulo retangulo WT'M,
entdio MWT + TMW = 90°. Entao,

XMW = 180°.

Figura 48 — Os pontos A, U, V., B e W sao coplanares

Logo X, M e W sao colineares, e como X M pertence ao plano do quadrilatero

AUV B (ja que X pertence a UV e M pertence a AB), entao W também pertence. Logo,


https://www.geogebra.org/m/xyq9jvsw
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os pontos A, U, V, B e W sao coplanares.

Agora, vamos mostrar que seus lados tem a mesma medida. Notemos que
na Figura 49 os trlangulos ANR, BOS, BMT e AMT sao congruentes entre si (LAL,
NR=0S= MT, N=0=M=90°e¢ AN = BO = BM = AM), logo as hipotenusas
desses triangulos sdo congruentes, AR = BS = BT = AT. Agora, os triangulos ARU,
BSV, BTW, ATW também sao congruentes entre si (LAL, AR = BS = BT = AT,
R=8=T=090°, RU = SV = TW), portanto AU = BV = BW = AW. Basta mostrar

agora que o segmento UV também é congruente a esses ultimos quatro, para isso faremos

1++/5
-

alguns célculos envolvendo o Teorema de Pitagoras e a proporcao aurea ¢ =

Figura 49 — O pentdgono é equilatero

Chamaremos a medida da aresta do cubo de [ e do segmento PR = UR de x.

Dessa forma, notemos que UV = 2x. Pela construcao:

PN = ®PR
I 1+4+5
- = z
2 2

TN — (1—1—2\/5)1:.

Também pela construgao,

PR =®NR


https://www.geogebra.org/m/rjc3mzqs
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— 2z
R = )
14++/5

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ANR,

AR’ = AN’ + NF’
2,.2 2
e ) K
4 (1++/5)2
5 = 22[(1 +/5)* + 16]
B 4(1 + +/5)2
AR — 22(72 + 24+/5)
46 +2V/5)
EQ B 3:62(3 + \/5)
3++5
AiR2 = 322

Agora, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ARU,

AU’ = AR’ + RU”

AT? = 322 + 22
AU? = 42°
AU = 2z

Logo, AU = UV. Dessa forma, o pentdgono AUV BW é equildtero. Vamos
mostrar, agora, que ele também ¢é equiangulo. Para isso, mostraremos primeiramente que

as diagonais do pentagono possuem a mesma medida.

Notemos que a diagonal AB = [ = (1 4+ v/5)z ja que coincidente com a aresta

do cubo. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ANS (Figura 50),

A5’ = AN’ + N§°

- (55 o)

- (L) (22

A5 = (5 + 2v5)2”.

Agora, no triangulo ASV,
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Figura 50 - AV = AB

AV = VS 4+ A5°
AV? = 22 + (5 + 2V5)a?
AV = (14 2v5 + 5)a?

AV = (1 4+ v5)%?

AV = (1 ++/5)z

Ou seja, AV = AB. Analogamente, BU = AB.

Vamos mostrar que as diagonais WU e WV também possuem a mesma medida
que as outras diagonais (Figura 51). Para isso, notemos que a reta W7 corta perpendicu-

larmente o plano do retdngulo RSV U, digamos em um ponto P’ (um pouco abaixo de P).

. [ 3 5
Entao, a medida do segmento W P’ é o mesmo que WT+TP' = v+ 3= (4—;[):1: Ainda

no plano do retangulo RSV U, tomemos R’ o ponto da reta UR tal que o segmento P'R’
seja perpendicular a reta UR, dessa forma R'P'PR é um retangulo e assim R’P' = PR = x.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo W P'R’,

WR* = RP” + WP
2

WE = 2 + <(3 ! f)x)
o 42? + (14 4 64/5)2?

W R
WR 1
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Figura 51 - WU = AB

2
T/VR/2 — —(18 T i\/g)m )

— 1 1++/5
Agora, notemos que no triangulo WR'U, UR' = 5= (;f)x Entao,

WU =WR"+UR"
2 (18 + 64/5)x? ((1 + \/3):5)2
1 + 2

WU™ =

T _ ((24 + i\/ﬁ):ﬁ)

WU = (6 + 2v/5)a?
WU* = (1 +2V5 + 5)2”
WU? = (1 + v5)%?
WU = (1++5)z

Ou seja, WU = AB = AV = BU e, analogamente, WV também é congruente
as outras diagonais. Dessa forma, os triangulos AW B, WBV, BVU, VUA e UAW sao
todos congruentes entre si (critério de congruéncia LLL), portanto os angulos internos do
pentagono sdao todos congruentes, ou seja, o pentdgono é equidngulo (Figura 52). Entao, o
pentagono AUV BW é regular, como queriamos demonstrar. Notemos também que, para
cada aresta do cubo podemos construir um pentédgono regular (o pentdgono acima foi
construi do sobre a aresta AB), como o cubo possui doze arestas, podemos construir doze

pentagonos regulares, formando o dodecaedro regular.


https://www.geogebra.org/m/zewr8cz8
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Figura 52 — O pentagono AUV BW é equiangulo

3.16 Planos perpendiculares

Nesse trabalho ja discutimos perpendicularismo entre duas retas e entre reta e

plano. Agora, utilizaremos esses conceitos para entender o perpendicularismo entre planos.

Sejam dois planos secantes «, § e a interse¢ao entre eles, a reta r. Tracemos
um plano 7, perpendicular a 7, que corta o e § em s e t, respectivamente (Figura 53). Se
s e t forem perpendiculares, dizemos que os planos « e  sdo perpendiculares. Notemos
que, o angulo entre as retas s e t nao depende da posi¢ao do plano -, isto é, existe uma
infinidade planos perpendiculares a r, e a escolha de um deles para + nao altera o angulo
entre s e t, ja que todos os planos perpendiculares a r sao paralelos entre si e, portanto,

cortam « e 3 segundo retas, respectivamente, paralelas.


https://www.geogebra.org/m/jbjgj5pc
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Figura 53 — Os planos « e (8 sdo perpendiculares

Para utilizar essa definicao de forma mais pratica concluiremos, a seguir, um

critério para o perpendicularismo entre planos.

Teorema 26. Dois planos « e 3 sdo perpendiculares se, e somente se, um deles contém

uma reta perpendicular ao outro.

Demonstracio. Sejam « e [ dois planos perpendiculares e r a reta de intersecdo entre
eles. Entao, por definicao, existem as retas s e t perpendiculares, respectivamente, em « e
5. Além disso, s e t sdo perpendiculares a r, isso significa que, s é uma reta de o que é
perpendicular a r e t de 3, e portanto, s é perpendicular a § (0 mesmo ocorre com a reta

t, que é perpendicular a s e r de «, e portanto é perpendicular ao plano «).

Agora, seja uma reta s de a perpendicular a 5. O plano « corta 8 segundo a
reta r, que é perpendicular a s. Seja P o ponto de intersecao entre s e r. Por P tracemos
a reta t, em [, perpendicular a r. O plano definido por s e t é perpendicular a r, ja que
contém duas retas perpendiculares a r. Como s é perpendicular a [ e intersecta t, de 3,

entdo s e t sao perpendiculares. Portanto, o e 8 sao perpendiculares.

O

Notemos que nos prismas retos que construimos anteriormente, as faces laterais
sao perpendiculares aos planos da base, ja que as arestas laterais sao perpendiculares
as bases. Nas piramides, os planos que contém a altura sao sempre perpendiculares ao
plano da base (ja que a altura é perpendicular a base). Podemos encontrar diversos planos
perpendiculares nos poliedros construidos até aqui e utilizando o teorema anterior fica

facil mostrar o perpendicularismo entre eles.


https://www.geogebra.org/m/qcyrzuff
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O teorema a seguir nos mostrara como encontrar retas perpendiculares a planos,

a partir de planos perpendiculares.

Teorema 27. Se um plano « € perpendicular a um plano B e a reta r de o € perpendicular

a reta de intersecao de o e 3, entao r € perpendicular a 3.

Demonstracdo. Seja r uma reta de o perpendicular a reta ¢t que é a interse¢ao de o com [
(Figura 54). Pelo ponto de intersegao de r e t tracemos a reta s de 3, também perpendicular
a t. O plano determinado por r e s é perpendicular a t. Como « e [ sao perpendiculares,
entao r e s também sdo. Assim, r é perpendicular a um par de retas s e ¢ do plano [, logo,

r é perpendicular a 3. n

Figura 54 — Demonstragao do Teorema 27

Como consequéncia do teorema acima, temos:

Teorema 28. Se uma reta v e um plano o sao ambos perpendiculares a um mesmo plano

B, entdo r € paralela a o ou estd contida em c.

Demonstragao. Se o é perpendicular a (3, entao existe uma reta s de a que é perpendicular
a 3. Pelo Teorema 19, r e s sao paralelas. Agora, r é paralela a uma reta de «, entao pelo

Teorema 11, r é paralela a o ou esta contida em a. O

Anteriormente, vimos que existe um tnico plano paralelo a outro plano passando
por um ponto dado fora deste. Notemos que, para o perpendicularismo a situa¢ao muda.
Dado um plano a e um ponto A fora de «, sabemos que por A existe uma tnica reta r
perpendicular a «. Agora, existe uma infinidade de planos que contém 7, e todos estes sao

perpendiculares a a (Figura 55).


https://www.geogebra.org/m/bpwcdd9q
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Figura 55 — Planos perpendiculares a o passando por A

Mas, se trocarmos o ponto A por uma reta s nao perpendicular ao plano «a

dado, a existéncia do plano perpendicular passa a ser tinica, como mostraremos no tereoma
a seguir.
Teorema 29. Por uma reta nao perpendicular a um plano passa um unico plano perpen-

dicular a este plano.

(a) s paralela a « (b) s concorrente a «

Figura 56 — Plano perpendicular a « passando por s nao perpendicular a o

Demonstragio. Sejam o um plano e s uma reta nao perpendicular a « (Figura 56). Por
um ponto A de s, tracemos a reta r perpendicular ao plano «, r e s sdo concorrentes ja que
compartilham um ponto e sao distintas, dessa forma definem o plano 3, que é perpendicular
a « por conter a reta r perpendicular a a. Agora, vamos mostrar que esse plano é tnico.

Suponhamos que exista outro plano 3 que também passa por s e é perpendicular a a.


https://www.geogebra.org/m/btfbgg4j
https://www.geogebra.org/m/p9ap6uzs
https://www.geogebra.org/m/cj2ru3ne
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Pelo Tereoma 28, o plano ' contém r (nao podem ser paralelos pois 3’ contém o ponto A

de r). Mas s e r definem um tnico plano, ou seja, o plano 3 é unico. O]

3.17 Construcao de Luca Pacioli de um icosaedro regular

Faremos agora a construgao de um icosaedro regular (Figura 57), concluindo
assim as construcoes dos cinco Poliedros Regulares '. Essa construcio foi proposta por
Luca Pacioli, em seu livro De Divina Proportine (1509), para isso, utilizaremos o conceito
de perpendicularismo entre planos. Partiremos de trés retangulos dureos (Apéndice B),
dois a dois perpendiculares, compartilhando o mesmo centro O e dispostos como na Figura
57(a). Os 12 vértices definem 20 tridngulos equildteros que sdo as faces do icosaedro regular

(Figura 57(b)), como mostraremos a seguir.

Figura 57 — Construcao do Icosaedro regular de Luca Pacioli

Para mostrar que os triangulos mencionados anteriormente sao equilateros
utilizaremos o Teorema de Pitdgoras (Figura 58). Para isso, notemos que, pelo Teorema

22, os angulos CFE e OEA sio retos. Suponhamos entdo que o segmento AB = z e,

- 1 — 1
portanto, BD = % Por construcao, CF = % e FF = FO — FO =

A demonstracio da existéncia de apenas cinco poliedros regulares foge do objetivo do trabalho, mas
pode ser encontrada em (LIMA et al., 2006a) nas paginas 266 e 267

1


https://www.geogebra.org/m/zvtjcejk
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1 5 -1 5
% g = % Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo CFE,
temos:

CE'=CF' +EF’
— ((1 +4¢5)x)2 .\ <(—1 +¢5)x>2

4
—9 12%2
CLE =
16
OF - @

Figura 58 — As faces do icosaedro sao triangulos equilateros

Agora, no triangulo CE A, temos:

CA*=CE’ +EA

De forma andloga, podemos mostrar que todos os segmentos que definem as
arestas do icosaedro medem o mesmo que AB, logo as 20 faces sdo triangulos equilateros


https://www.geogebra.org/m/d7afkyea

Capitulo 3. A Geometria Espacial 82

Além disso, em cada vértice concorrem 5 arestas. Portanto, o poliedro é, de fato, um

icosaedro regular.

3.18 Projectes ortogonais

Utilizando o conceito de perpendicularismo entre reta e plano podemos definir

o que é a projecao ortogonal de um ponto sobre um plano.

Definicao 19. Dado um plano o e um ponto P do espago, o ponto (Q em que a reta
perpendicular a o tracada por P corta o plano o é chamado de projecao ortogonal de P

sobre a (Figura 59). Nesse caso, o plano o é chamado de plano de projegao.

Figura 59 — O ponto @) ¢ a projecao ortogonal do ponto P sobre o plano «

Como veremos apenas as projegdes ortogonais, simplificaremos a nomenclatura

para projecdo. Entao, no exemplo da Figura 59, () é a projecdo de P sobre «.

Podemos expandir o conceito de projecao de ponto para outros objetos, como

por exemplo, a reta.

Definicao 20. A projecao da reta r sobre o plano « € o conjunto dos pontos de o que $ao

projecoes dos pontos da reta v (Figura 60).


https://www.geogebra.org/m/fbaacsnu
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Figura 60 — Projecao ortogonal da reta r sobre o plano «

Teorema 30. Se r € uma reta ndo perpendicular a o, entdo sua projecio ortogonal sobre

« € uma reta.

Demonstracao. Sejam P; e Py dois pontos da reta r com projecao Q1 e (0o, respectivamente,
sobre o plano a. Por construcao, as retas Pi(); e P»()5 sdo perpendiculares ao plano «,
portanto sao paralelas entre si, definindo assim o plano § (Figura 61). Os planos « e

sao perpendiculares, pelo Teorema 26, cuja intersecao € a reta (Q1Q)s.

Como os pontos P; e P, pertencem a 3, entdao r também pertence a 5. Digamos
que qualquer ponto F; de r tenha sua projecao @); sobre a.. A reta P;(); é perpendicular a
a (por construgao), entao, pelo Teorema 28, ou P;@Q); é paralela a  ou estd contida em [,
mas P; é um ponto de 3, portanto, P;(); pertence a 3. Dessa forma, (); é um ponto de « e
[, entao, pertence a reta (Q1Q)2. Logo, todos os pontos de r possuem suas projecoes sobre

a reta ()12, ou seja, (Q1Q)2 é a projecao de r sobre a.

]

Para o caso particular, do teorema anterior, em que a reta r é paralela ao
plano de projecao a, r também serd paralela a sua projecao. Podemos notar que, na
demonstragao, r é coplanar com sua proje¢ao e, nesse caso, como r nao corta o plano
a, também nao intersecta sua projecao, ou seja, r é paralela a sua projecdo. Com um
raciocinio analogo ao do Teorema anterior também podemos concluir que a projecao
ortogonal de um segmento, nao perpendicular ao plano de proje¢ao, é um segmento. Além
disso, a projecao de um segmento, paralelo ao plano de projegao, é congruente ao segmento

dado. Deste fato, podemos concluir o ultimo teorema desse trabalho.


https://www.geogebra.org/m/btrzyaqu
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Figura 61 — Demonstracao do Teorema 30

Teorema 31. Se a e B sdo planos paralelos e ABC' é um triangulo contido em (3, entdo

a projecao ortogonal de ABC' sobre o é um triangulo A'B'C’, congruente a ABC

Demonstragio. Do resultado apresentado no comentério acima, temos que A’'B’ = AB,
B'C" = BC e C"A" = C'A. Pelo critério de congruéncia de triangulo LLL, temos que ABC

é congruente ao tridngulo A’B'C". O

3.19 Fluxograma

Finalizamos esse capitulo apresentado um fluxograma (Figura 62) que organiza
graficamente as relagoes entre os conceitos da Geometria Espacial que abordamos. Este
esquema indica quais postulados e defini¢oes sao necesséarias para concluir outros conceitos

e construgoes, comecando com os cinco postulados apresentados na Secao 3.1.

Notemos que, por exemplo, para estudarmos sobre Paralelismo entre reta e
plano precisamos dos Cinco Postulados e do conceito de Paralelismo entre retas. Para a
construgao de todos os poliedros sdo necessérios os conceitos de congruéncia (Postulado de
Congruéncia). Ja para a Posi¢do relativa entre trés planos utilizamos os Cinco Postulados
e todos os tépicos sobre paralelismo (Paralelismo entre retas; entre reta e plano; entre

planos).


https://www.geogebra.org/m/wsdjyxna
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Acrescentando Cinco
Postulados
Acrescentando
Paralelismo Construgdo de
entre Retas Piramides
- A\
Postulado de
{ ! Congruéncia
= Paraleli
Construcdo de es{;i;?;n:
Paralelepipedos plano
Y A
Paralelismo | Acfescentando | Perpendicularismo dcéo}:;g:ﬁ::s Construgao
— |
entre planos entre reta e plano Regulares deRTetr:I:\edros
egulares
J S —
Acrescentando
A
Posicao = Construgdo a
. Construcao ¢ : - Construgao
relativa entre de Prisrﬁas - de Prismas Perpendicularismo de Octaedros
trés planos Retos entre planos Regulares
o M—————
A  J
Construgéo Construcio
de de Projecoes
Dodecaedros lcosaedros Ortogonais
Regulares Regulares

Figura 62 — Fluxograma da Geometria Espacial
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4 Atividades para o ensino de geometria es-

pacial

A transigao da Geometria Plana para a Geometria Espacial pode gerar confusdes,
principalmente quando as figuras geométricas sao analisadas apenas no papel. Na Geometria
Plana os desenhos feitos no plano do papel ou na lousa sao fiéis a realidade e um bom
desenho ¢ crucial para o entendimento dessa geometria, porém os desenhos da Geometria
Espacial precisam ser analisados em perspectiva e se o aluno nao possui familiaridade com

esses novos objetos, pode tornar o entendimento complicado.

Pensando nisso, nesse capitulo apresentaremos algumas atividades para o ensino
de Geometria Espacial de posicao utilizando material concreto e digital. Os materiais
manuais permitem que os alunos possam, literalmente, mexer com a Geometria Espacial,
dessa forma, criando uma familiaridade real com os objetos. Os programas de geometria
dindmica também podem auxiliar nesse processo de aprendizagem, mas entendemos
que utilizar apenas os softwares pode nao garantir toda a experiéncia necessaria para
o entendimento do conteiido. Diante disso, acreditamos que o melhor caminho para o
entendimento da Geometria Espacial seja primeiro com material concreto, depois com os
softwares de geometria dindmica, para que depois os alunos consigam entender apenas

com desenhos em um papel.

Apresentaremos tais praticas pedagogicas de forma sequencial quanto ao con-
teido, porém sabemos que muitas vezes os professores nao possuem tempo para aplicar
atividades lidicas ou diferentes do comum, devido a grande quantidade de conteido do
curriculo de matematica. Mostraremos cinco op¢oes de atividades que o professor pode
escolher quais delas se adequadam mais a realidade de cada turma, podendo aplicar apenas
uma das atividades ou todas elas. Lembramos ainda que essas praticas sdo apenas sugestoes

e que podem (e devem) ser modificadas de acordo com os objetivos do professor.

4.1 Atividade 1 - Jogo da Velha 3D

Piblico alvo: Ensino Fundamental IT e Médio.
Previsao de tempo: 1 aula (50 minutos).
Pré-requisitos: Nao ha.

Objetivos:

o Introduzir os conceitos primitivos da Geometria Espacial: ponto, reta, plano e espaco;
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o Introduzir algumas posigoes relativas entre o entes primitivos;

Construcao do Jogo da Velha 3D:

O jogo da velha tradicional possui seu tabuleiro em um plano, e nove quadras
para serem preenchidos com X ou O. O jogo da velha 3D utiliza-se de um tabuleiro
tridimensional, representando o espago que tanto falamos na Geometria Espacial, formado

por trés “planos paralelos”; iguais ao tabuleiro tradicional, com 27 regioes (Figura 63).

(a) Jogo da velha tradicional (b) Jogo da velha 3D

Figura 63 — Jogo da velha tradicional x Jogo da velha 3D

Para construir o jogo da Figura 64(a) utilizamos:

o 3 placas de papelao quadrado 10 x 10 cm;
e 4 palitos de churrasco 12 cm;
e cola;

« 28 marcadores de papel de duas cores (14 de cada cor), como por exemplo, na Figura

64(a), utilizamos verde e laranja.

Desenhamos o tabuleiro tradicional em cada um dos trés planos, furamos os
quatros cantos de cada quadrado para colocar os suportes e fixamos com a cola. Nos

marcadores escrever X e O para diferencia-los ainda mais.

Para construir o jogo da Figura 64(b) utilizamos:

o 3 placas de acrilico furadas a laser como molde (Figura 65) com 5mm de espessura';

e 4 barras roscadas com 5 mm de espessura e 15 ¢m de comprimento;

! Esse material pode ser encontrado em empresas especializadas em corte de placas que, normalmente,

trabalham com diversos materiais, como, acrilico, metal e madeira.
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e 16 porcas de 5 mm;
o 8 porcas calota de 5 mm;

« 28 bolinhas plasticas de duas cores com 27 mm de didmetro (14 de cada cor);

Encaixamos as barras roscadas nos furos pequenos e prendemos com as porcas.

Nas extremidades das barras colocamos as porcas calota.

(a) Papeldo, palitos de churrasco e marca- (b) Acrilico, barra roscada e bolinhas
dores de papel como marcadores

Figura 64 — Duas opgoes para a construgao do Jogo da Velha 3D

‘ 2,5¢cm
—

1,5¢cm .
i >
. .5mm

I1,5cm

1,5cm 1,5¢cm 1,5 cm)
13,56 cm
® | ®

13,5cm

Figura 65 — Molde das placas da acrilico do tabuleiro da Figura 64(b)

Como jogar:

Existem duas maneiras de jogar. Para a primeira maneira, as regras sao as

mesmas do jogo da velha tradicional, cada jogador escolhe um dos marcadores e jogam
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alternadamente. O primeiro coloca um de seus marcadores em uma das 27 regides, o
segundo coloca um de seus marcadores nas 26 regioes restantes e assim sucessivamente.
Ganha o primeiro jogador que alinhar (na horizontal, vertical ou qualquer diagonal) trés
marcadores. A segunda maneira nao termina quando um dos jogadores conseguir um
alinhamento de 3 marcadores, mas sim até que todos as regioes sejam preenchidos. Cada
alinhamento de trés marcadores iguais vale um ponto. Ganha o jogador que fizer mais

pontos, ou seja, o jogador com mais sequéncias de trés de seus marcadores alinhados.
Proposta:

Divida a sala em grupos de 2 a 4 alunos e distribua um Jogo da Velha 3D para
cada grupo. Oriente os alunos quanto as regras do jogo e permita que eles brinquem das
duas maneiras, testem as possibilidades de sequéncias, espontaneamente eles formularao
estratégias e até conjecturas. O tempo para os alunos jogarem deve ser entre 20 e 30
minutos, quando estardo familiarizado com os objetos manipulados. Apds esse tempo de
atividade introduza os conceitos primitivos da Geometria Espacial associando aos elementos
do jogo: os pontos sao representados pelos marcadores, as retas pelos alinhamentos dos
marcadores e os planos que sao as placas do tabuleiro. Se estiver utilizando o jogo em
acrilico recomendamos que a andlise do alinhamento de trés marcadores seja feita com
uma vareta (se possivel, de cores diferentes para marcadores diferentes), como na Figura
66.

Figura 66 — Analise dos alinhamentos dos marcadores.

Discuta a importancia de considerar esses elementos como conceitos primitivos,
ou seja, tais objetos nao possuem definicao mas sao caracterizados a partir dos postulados

da Geometria Espacial. Apresente os sete postulados, do Anexo F, explicando que essas
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afirmacoes sao as regras da Geometria Espacial, tais regras sao escolhidas de forma a serem
0 mais intuitivas possivel sem se contradizerem e que nao sao necessarias demonstragoes
para valida-las. Existem muitos postulados para o Geometria Espacial, ja que ela é a
expansao da Geometria Plana, mas nesse momento se preocupe apenas com os especificos
da Geometria Espacial. Além dos postulados, no resumo do Anexo F, possui as primeiras

conclusoes apresente-as e discuta essas proposi¢oes com o auxilio do jogo.

Conforme o ritmo da turma pode-se introduzir algumas posigdes relativas entre

retas indicadas também no resumo do Anexo F.

4.2 Atividade 2 - Posicoes relativas com material concreto

Utilizaremos um material concreto para estudar, de forma pratica e mais
aprofundada do que a atividade anterior, as posicoes relativas entre retas, retas e planos e

entre planos.
Piblico alvo: Ensino Médio.
Previsao de tempo: 1 aula dupla (100 minutos).

Pré-requisito:
e Nogoes basicas de Geometria Espacial: pontos, retas, planos e espago.
Objetivo:

o Compreender as diversas posigcoes relativas entre os entes primitivos da Geometria

Espacial.

Construcao do material concreto:

Para construir o material das Figuras 68, 69, 70 e 71 utilizamos:

o 3 placas de MDF 16 x 10 ¢m, com 6 mm de espessura cortadas a laser conforme o

molde da Figura 67;°

« palitos de churrasco ou varetas.

Com os cortes conseguiremos trabalhar todas as posi¢oes relativas, até mesmo
encaixar os trés planos perpendicularmente. Na marcenaria esse tipo de encaixe é conhecido
como Encaire Japonés. As placas de MDF 16x10 cm sao aproximadamente retdngulos

aureos que possibilitam a construgdo de um icosaedro regular (Figura 71).

2 Esse material pode ser encontrado em empresas especializadas em corte de placas que, normalmente,

trabalham com diversos materiais como, acrilico, metal e madeira.
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10 cm 1,2 em
—
10 em I ! 0. 6 e 10 em 10,6 cm
5,3 cm 4.7 em
16 cm 16 cm
(a) Placa 1 (b) Placa 2

0,6 cm

<>
I 4,1 em
10 em
10 em Tio,ﬁ cm
4,7 cm

16 cm

(c) Placa 3

Figura 67 — Modelo dos cortes nas trés placas de MDF

(a) Placa 1 (b) Placa 2

(c) Placa 3

Figura 68 — As trés placas de MDF
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3

(b) Trés planos secantes, dois a dois, segundo uma
reta

(a) Um plano secante a dois planos paralelos

(c¢) Trés planos secante segundo uma mesma reta ) Duas retas paralelas determinam um plano

(e) Uma reta secante a dois planos paralelos ) Duas retas reversas

Figura 69 — Alguns exemplos de posigoes relativas com o material concreto

Proposta:

Divida a sala em grupos de 2 a 4 alunos e distribua um conjunto de placas e
alguns palitos de churrasco (ou varetas) para cada grupo, e uma cépia do Anexo A para
cada aluno. Realize os exercicios com os alunos, orientando-os quanto a definicao de cada

posicao relativa e, se necessario, como realizar a construgao com as placas. Nesse momento
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os alunos estardao “experimentando” a Geometria Espacial e realizando conclusoes tedricas.

No exercicio 1, os alunos devem realizar constru¢oes com o material concreto
sobre as definigoes e fazer a relacdo com a teoria, escrevendo a definicao e desenhando a

posicao geométrica.

Ja o exercicio 2, os alunos serao estimulados a criar contra-exemplos a respeito

de afirmagoes que consideram falsas ou a formular argumentos para a veracidade destas.

Finalmente, no exercicio 3, deverao pensar nas possiveis posigoes relativas
entre trés planos, oriente-os pedindo para que pensem primeiramente nas posicoes relativas
entre dois planos e peca para inserirem o terceiro plano nessas posi¢oes de diversas maneiras,

formando assim posigoes relativas entre trés planos.

Na Figura 69 estao algumas posicoes relativas entre planos e entre retas e

planos, com o material concreto.

Para representar trés planos perpendiculares cuja intersecao deles é um ponto
siga o passo a passo da (Figura 70). Complementando essa construgao, como as trés placas
sao aproximacoes de retangulos aureos, esse encaixe nos permite visualizar um icosaedro
regular quando ligamos os vértices das placas, como vimos na construcao do icosaedro

regular da Secao 3.17.

Esse resultado pode ser mais explorado com os alunos. Podemos utilizar, por
exemplo, uma régua para medir as distancias entre os vértices e concluir a congruéncia dos
segmentos que sao os lados dos trangulos ou ainda propor os céalculos realizados na Secao
3.17 que possui como pré-requisitos apenas o Teorema de Pitagoras e a nocao béasica de

razao aurea, exposta nos Apéndices A e B.
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(a) Primeiro passo: encaixe a Placa 1 com a (b) Segundo passo: enxaixe a Placa 3 na Placa
Placa 2 dessa maneira 1

(¢) Terceiro passo: continue o encaixe da Placa
3 e finalize a montagem

Figura 70 — Trés planos perpendiculares cuja intersecao dos trés planos é um ponto

Figura 71 — Icosaedro Regular com o material concreto

4.3 Atividade 3 - Posicoes relativas no tetraedro regular inscrito

em um cubo

A vivéncia de construir o material concreto é um momento muito rico para o

aprendizado do aluno, visando isso, nessa atividade construiremos um tetraedro regular
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inscrito em um cubo utilizando palito de churrasco e aplicaremos os conceitos da Geometria

Espacial de Posicao.
Piblico alvo: Ensino Médio.
Previsao de tempo: 1 aula dupla (100 minutos).

Pré-requisito:
o Conceitos de Geometria Espacial de Posicao abordados na atividade anterior.
Objetivos:

» Vivenciar a construcao de representagoes concretas de objetos matematicos;

» Exercitar os conceitos de Geometria Espacial de Posigao.

Construcao do Tetraedro Regular inscrito em um Cubo: Primeiramente,
vamos analisar brevemente o modelo matemaético (Figura 72) do objeto que construiremos.

Notemos que o tetraedro regular é formado pelas diagonais das faces do cubo.

Figura 72 — Tetraedro Regular inscrito em um Cubo

Para a construgao utilizamos:

18 palitos de churrasco com 25 cm;

o Caneta de lousa;

Pistola de cola quente;

1 bastao de cola quente.
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Os palitos serao as arestas dos nossos poliedros, como vimos anteriormente,
as diagonais do cubo serao as arestas do tetraedro. Entao, o primeiro passo é ajustar os
tamanhos dos palitos. Seis palitos (arestas do tetraedro) continuardo com 25 ¢m. Pensando
que para calcular a diagonal de um quadrado podemos utilizar a férmula d = V2,
para encontrar a medida da aresta do cubo basta dividir 25 ¢m por v/2, chegando em,
aproximadamente, 17,8 ¢m. Entdo, os outros 12 palitos (arestas do cubo) deverao ser
cortado com 17,8 c¢m. Para melhorar a visualizacao, pintamos os palitos maiores com uma

caneta verde de quadro branco, ficando como na Figura 73.

Figura 73 — Palitos

Comecamos pelo cubo. Com oito dos palitos menores, utilizamos a cola quente
para fazer dois quadrados (Figura 74(a)). Nos vértices de um dos quadrado colamos os
quatro palitos menores restantes (Figura 74(b)). Para finalizar o cubo, colamos o segundo
quadrado por cima dos palitos colados anteriormente (Figura 74(c)). Agora, com o cubo
construido, colamos os palitos maiores. Comecamos colando trés palitos nas diagonais de
trés faces formando um tridngulo equildtero no interior do cubo (Figura 74(d)). Com os

outros trés palitos restantes, completamos o tetraedro regular (Figura 74(e)).
Proposta:

Essa atividade sera dividida em duas partes: a primeira serd destinada a

construcao do material concreto e a segunda para realizacao de exercicios de fixacao.

Primeiramente, divida a sala em grupos de 4 a 5 alunos e distribua o material
necessario para a construcao do material. Mostre o passo-a-passo da construgao para
que os alunos construam o objeto. Durante a construcao do cubo os alunos nao devem

ter grandes dificuldades, porém a construcao do tetraedro inscrito pode gerar duvidas
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(¢c) Terceiro passo (d) Quarto passo

(e) Quinto passo

Figura 74 — Construcao do Tetraedro Regular Inscrito no Cubo

entao, para guia-los, tenha consigo um Tetraedro Regular inscrito no Cubo ja pronto. Essa

primeira etapa deve demorar entre 60 e 70 minutos.

Para a segunda etapa, distribua uma cépia do Anexo B e peca para que os
grupos resolvam os exercicios. E importante que os alunos tenham um tempo para debater

as questoes entre eles, duvidas surgirao e o professor deve atuar com mediador do debate.
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Programe-se para deixar de 10 a 15 minutos no final da aula para a correcao dos exercicios.

Entender que em todo tetraedro regular podemos circunscrever um cubo da
maneira que foi trabalhado nessa atividade pode ajudar o aluno em conceitos futuros na
Geometria Espacial, por exemplo: calcular o volume de um tetraedro regular ou calcular a
distancia entre as arestas reversas. Mas nao entraremos em maiores detalhes aqui pois tais

resultados nao se adequam ao tema da atividade.

4.4 Atividade 4 - Projecoes ortogonais

Veremos aqui uma alternativa de material concreto para trabalhar o conceito
de projegao ortogonal.

Piblico alvo: Ensino médio.

Previsao de tempo: 20 minutos.

Pré-requisito:
e Perpendicularismo no espaco.
Objetivo:
o Compreender o conceito de projecao ortogonal.

Construcao do material:

Precisaremos dos seguintes materiais:

o garrafa pet 500 ml com um furo na tampa;

e Aagua.

Encha a garrafa com agua e tampe-a.
Proposta:

A atividade consiste em observar projecoes ortogonais com a agua. Ao virar a
garrafa de agua, mantendo-a verticalmente com a tampa para baixo e movimenta-la, a agua
tende a cair perpendicularmente ao chao, o rastro de 4gua é uma aproximagao da projecao
ortogonal do caminho realizado pela tampa da garrafa. A realizagao de algumas projecoes
ortogonais pode auxiliar os alunos em um momento posterior, quando for necessario

imaginar a projecao ortogonal nos exercicios da lista da Atividade 6 (Anexo G).

Para realizar a atividade, encaminhe os alunos para um local plano que possa

ser molhado. Cada aluno pode levar a propria garrafa ou divida a turma em grupos de
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2 a 3 alunos por garrafa. Sugira algumas curvas para eles analisarem as suas projegoes,
como por exemplo: um segmento de reta, uma circunferéncia, uma espiral ou qualquer
outra curva. E bom enfatizar que todas essas projecoes criadas com o rastro de dgua sio
apenas aproximacoes e que servem para se ter uma ideia do que acontece com as projegoes

ortogonais.

Apébs esse momento mais descontraido é interessante sugerir questoes sobre
projegoes ortogonais para que os alunos utilizem a vivéncia da atividade pratica para
resolver os problemas. A lista de exercicios da Atividade 6 (Anexo G) possui 5 exercicios

(do 16 ao 20) sobre projegdes ortogonais.

(a) Garrafa com agua e com (¢) Aproximagdo da projegdo or-
a tampa furada (b) Garrafa virada para baixo togonal de um segmento

Figura 75 — Atividade 4

4.5 Atividade 5 - Tetraedro regular e a molécula de metano

Nessa atividade utilizaremos o GeoGebra 3D, para visualizar a geometria de
uma molécula de metano (CH,) e calcular o dngulo entre as ligagoes dos atémos de

carbono e hidrogénio.
Piblico alvo: Ensino Médio.
Duracgao: 1 aula dupla (100 minutos).
Pré-requisitos:
o Pratica com manipulacoes algébricas;
o Teorema de Pitagoras e Teorema dos Cossenos;

o Nocoes basicas da circunferéncia trigonométrica;

Posigao relativa entre retas.

Objetivos:
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o Explorar a geometria do tetraedro regular;

o Calcular o dngulo entre duas alturas do tetraedro regular.

Proposta:

Pega para que os alunos acessem o link <https://www.geogebra.org/m /xqmqgk36n>,
eles serao direcionados ao local onde estudarao o tetraedro regular motivado pela molécula
de metano C'H,.

& v
o

Figura 76 — Geometria da molécula de metano

Com a imagem 3D do GeoGebra aberta, siga as instrugoes do Anexo D e ao
final da atividade o angulo entre as ligacdes dos atomos de carbono e hidrogénio estara

calculado.

Todos os calculos realizados nessa atividade estao explicados detalhadamente

na Secao 3.13 e resumidamente no anexo E.

4.6 Atividade 6 - Resumo e lista de exercicios

Essa atividade é um resumo (Anexo F) e uma lista de exercicios (Anexo G),
que podem ser utilizadas para avaliagao, tarefa de casa, estudo complementar ou como o

professor considerar mais adequado.
Piblico alvo: Ensino médio.
Previsao de tempo: Depende de como serd utilizada.
Objetivo:

o Praticar os conceitos de Geometria Espacial de posicao com foco em exercicios de

vestibulares, ENEM e olimpiadas.

O Anexo H é a resolucao simplificada e nao formal da lista de exercicios, as

demonstragoes rigorosas foram realizadas no Capitulo 3.


https://www.geogebra.org/m/xqmqk36n
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4.7 Relato de aplicacao

Como dissemos na introdugao desse capitulo, as atividades aqui propostas
devem ser adaptadas a realidade de cada professor, escola e turma. Entao, para finalizar o
capitulo segue um relato do autor do trabalho sobre a aplicagao dessas praticas em suas

aulas.

No momento em que escrevo esse relato estamos vivendo uma crise sanitdria
causada pela COVID-19, em que ndo é possivel a realizacao de prdaticas que envolvem troca
de material concreto. A aplicagdo que vou relatar a sequir foi realizada em fevereiro de 2020,
poucas semanas antes das suspensoes das aulas presenciais. A pandemia impossibilitou

outras aplicacoes que eu relataria nesse trabalho.

As atividades foram aplicadas para cerca de 30 alunos do 2° ano do Ensino
Médio de uma escola particular do interior do estado de Sao Paulo. O material adotado pela
escola é apostilado e disponibiliza apenas duas aulas para o desenvolvimento da Geometria

Espacial de Posicao. Entdo, como o tempo era curto adaptei as Atividades 1, 2, 4 e 6.

Comecei a aula distribuindo uma copia do Resumo (Anexo F) da Atividade 6
(Resumo e lista de exercicio) para que eles acompanhassem os principais conceitos que
discutiriamos na aula. Para introduzir os conceitos primitivos, os postulados e os primeiros
resultados utilizei o Jogo da Velha 3D da Atividade 1, mas ao invés de disponilizar tempo
para 0s alunos jogarem entre si, convidei dois alunos para jogarem contra mim enquanto

0s outros assistiam, apenas para que eles visualizassem os objetos que iriamos estudar.

Apds esse momento introdutdrio, dividi a turma em grupos e distribui uma
copia do Anexo A e um conjunto do material concreto da Atividade 2 (Posi¢io relativa
com material concreto). Como o0s alunos estavam com o resumo em maos e, portanto,
possuiam as definicoes de cada posicao relativa, para o exercicio 1 pedi para que cada
grupo falasse algumas definicoes e mostrassem-nas com o material concreto, e na lousa eu
realizava o desenho para que eles copiassem. Para o exercicio 2, disponibilizei 20 minutos
para que eles discutissem os itens entre os integrantes do grupo e enquanto isso passei
pelos grupos orientando-os. O exercicio 3 nao foi realizado em sala, pedi para que os
alunos pesquisassem em casa as posicoes relativas entre trés planos distintos e fizessem as

anotacoes no espaco indicado.

Para finalizar a aula discuti o conceitos de projecio ortogonal utilizando a
defini¢ao do resumo (Anexo F) e a Atividade j (Projegoes ortogonais), mas ao invés
de cada grupo ou cada aluno utilizar a propria garrafa, utilizei apenas uma garrafa e
discutimos juntos quais seriam as projecoes ortogonais de alguns caminhos como: reta,

circulo, espiral, entre outros.

Para avaliagio dos conceitos dessa aula, disponilizei a lista de exercicios (Anexo

G) para que eles praticassem em casa e realizei uma pequena prova com o0s exercicios da
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lista duas semanas apos a aula.

A aplicacao das atividades foi significativa em relagdo a interacao dos alunos,
principalmente, no momento que eles estavam manipulando o material concreto. Compa-
rando com outra aula expositiva, sobre o mesmo assunto que eu jd ministrei, notei que
o uso do material concreto motiva a participacao dos alunos. Notei também que essas
estratégias ajudaram a inserir os alunos com mais dificuldade na aula. Alguns pediram
para jogar o Jogo da Velha 3D durante o intervalo e recebi uma devolutiva positiva pedindo

por mais aulas nesse formato.
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5 Consideracoes Finais

Com o proposito de elaborar praticas pedagogicas para aulas de Geometria
Espacial de Posicao, com o uso de material concreto e digital, realizamos uma construcao
tedrica da Geometria Espacial com uma releitura de (CARVALHO, 1999). Para incrementar
essa parte tedrica, falamos resumidamente sobre a histéria da geometria e sobre proposi¢oes

basicas da Geometria Plana, que sao tomadas como base para a Geometria Espacial.

Vimos que a Geometria Euclidiana é baseada em um sistema de axiomas, e
que a partir deles e dos conceitos primitivos, nos permitem obter resultados sobre os entes
geométricos. Com esses resultados construimos piramides, prismas e todos os poliedros
regulares. Acreditamos que conhecer a construgao formal e rigorosa da Geometria Espacial
pode auxiliar professores e estudante de graduacao a criar alternativas que ajudam no

planejamento de aula.

Preparamos, entao, atividades que utilizam material concreto, digital e tedrico
explorando a metodologia ativa. Em tais atividades (com excecao da ultima) os alunos
sao motivados a “brincar” com os materiais concretos e com eles desenvolver a Geometria
Espacial. E natural que com essas atividades aparecam questionamentos, conjecturas
que podem ser vistas com a utilizacdo do material, mas é papel do professor instigar a
necessidade de argumentos tedricos e formais para uma possivel demonstracao, ou obtencao
de um contraexemplo. Neste sentido, a teoria desenvolvida neste trabalho é completa e

suficiente para demonstrar essas possiveis conjecturas.

Concluimos esse trabalho esperando que as aulas de Geometria Espacial se

tornem mais ricas e interessantes.
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APENDICE A - Construcio de um segmento

aureo

Sejam o segmento AB e um ponto P entre A e B. Dizemos que P divide o
— _ o, AP AB ) -
segmento AB na proporgao aurea se, 5= AP - ® que é a proporgao durea (nesse caso
AP é maior do que PB). Dessa forma,

AB
(b::
AP
AP + PB
@Z;PB
AP
1
=1+ —
+(I>
P =P+ 1
1 5 1—+/5
(I)lz +\F0uCI>2= \/7
2 2
1 5
Como ® é um valor positivo, entao ¢ = +2\[.

Faremos agora a construgao geométrica dessa porporcao, ou seja, dado um
segmento de reta AB vamos encontrar onde deve estar o ponto P afim de que satisfaca a

definicao dada anteriormente.

Seja AB um segmento de reta (Figura 77(a)). Tragaremos as circunferéncias de
centro em A e raio AB e de centro B e raio AB, com o segmento definido pelas intersecoes
das circunferéncia, encontramos o ponto médio, M, do segmento AB (Figura 77(b)). Por
B, tracaremos a circunferéncia de raio BM, ainda por B desenhamos a reta perpendicular
ao segmento AB, essa reta intersecta a circunferéncia em dois pontos, um deles chamemos
de C (Figura 77(c). Ligando os ponto A e C, formamos o tridngulo retangulo ABC. Por
C tracemos a circunferéncia de raio C'B, essa circunferéncia intersecta o lado AC no
ponto D (Figura 77(d)). Finalmente, por A tracemos a circunferéncia de raio AD, essa
circunferéncia intersecta o lado AB no ponto P. Esse ponto P divide o segmento AB na

proporgao durea (Figura 77(e)).
Essa construcgao é valida pela seguinte argumentagao:

Vamos considerar que a medida do segmento AB é 1. Como M ¢ ponto médio

_ — 1
de AB, implica que BC' = 3 Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC' temos,

AC® = AB° + BC”
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()

Figura 77 — Construgao do segmento aureo

s, (1Y
A" =1+ (5

AC =
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— 1 E— 5 1 5—1
Agora, por construcao, C'D = 3 Logo, AD = \g 5= \[2 = AP. Entao,
temos que
AB _ 1 _ 1+
AP /51 2
Além disso,
AP 4L _l+VE
PB 1-¥1 2
AB AP

Ou seja, == = —= = &. Finalizando assim a construcao de um segmento
AP PB

dividido na proporg¢ao aurea.



109

APENDICE B - Construcio de um retangulo

aureo

Um retangulo é dito dureo quando a razao entre as medidas do lado maior e

L - . 1+4/5
dO menor e 1gual a razao aurea, ou seJa,

. Vamos construir um retangulo aureo a
partir do quadrado ABCD (Figura 78(a)). Seja P o ponto médio do lado AB, esse ponto
define com o vértice C' o segmento C'P (Figura 78(b)). Em P tragaremos a circunferéncia
de raio CP, e prolongando o segmento AB, um dos pontos de intersecao da reta com a
circunferéncia chamaremos de E (Figura 78(c)). Por E, tracaremos a reta perpendicular
a reta AB e prolongaremos o segmento C'D, a intersecao dessas duas retas chamaremos

de F' (Figura 78(d)). O retangulo AEFD ¢é o retangulo aureo que queriamos construir
(Figura 78(e)).

Mostraremos a seguir que o retangulo assim construido é um retangulo dureo,

AE  1+4/5 )
para isso temos que mostrar que 5 = 2\f = &. Para facilitar os célculos, denotaremos
AE = x ¢ EF = y, e como consequéncia da construciao temos: CB = y, PB = %,

BE = x—y e portanto PE = x — % = C'P (Figura 79). Aplicando o Teorema de Pitdgoras
no triangulo PBC, temos:

Mostrando assim que AEF'D é um retangulo aureo.
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D c D c
A B A P B
(a) (b)
D c D c F
A P B 3 A P B B
(c) (d)
) F
A E

(e)

Figura 78 — Construcgao do retangulo aureo
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Figura 79 — O retdngulo AEF D ¢é aureo
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ANEXO A - Atividade 2 - Posicoes relativas

com material concreto

Posigoes Relativas

Exercicio 1: Com o auxilio do material concreto, construa as posigoes relativas

e complete a tabela com a definicdo e um desenho.

Definicgao: Desenho:

Retas coincidentes: Retas coincidentes:
Retas concorrentes: Retas concorrentes:
Retas paralelas: Retas paralelas:

Retas reversas: Retas reversas:
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Definicao:

Reta contida no plano:

Reta secante ao plano:

Reta paralela ao plano:

Planos coincidentes:

Planos concorrentes:

Desenho:

Reta contida no plano:

Reta secante ao plano:

Reta paralela ao plano:

Planos coincidentes:

Planos concorrentes:
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Definicao: Desenho:
Planos paralelos: Planos paralelos:
Planos perpendiculares: Planos perpendiculares:

Exercicio 2: Agora, ainda com o auxilio do material concreto, construa, se

possivel, as situagoes descritas abaixo, e escreva se é ou nao possivel.

a) Uma reta paralela a dois planos concorrentes:

b) Duas retas reversas contidas no mesmo plano:

c) Um plano secante a duas retas paralelas:

d) Trés planos, dois a dois, perpendiculares entre si:

e) Trés planos, dois a dois, concorrentes sequndo uma reta:

f) Dois planos perpendiculares a uma mesma reta que ndo sejam paralelos:

g) Duas retas perpendiculares a um mesmo plano:

h) Uma reta e um plano perpendiculares a um mesmo plano:
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Exercicio 3: Existem cinco posigoes relativas entre trés planos distintos,

construa-as com o material concreto, faca um desenho e descreva a posicao relativa.

a) Primeira:

b) Segunda:

c¢) Terceira:

d) Quarta:

e) Quinta:
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ANEXO B - Atividade 3 - Posicoes Relativas

no Tetraedro Regular Inscrito em um Cubo

Para responder as questdes a seguir, utilize o material construido e considere o

modelo abaixo para escrever as respostas.

Considerando apenas as retas e planos formados pelos vértices dos poliedros,

escreva pelo menos dois exemplos de:

1. retas concorrentes.

2. retas paralelas.

3. retas reversas.

4. retas perpendiculares.

5. retas ortogonais.

6. reta contida em um plano.
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7. reta secante em um plano.

8. reta paralela a um plano.

9. reta perpendicular a um plano.

10. planos concorrentes.

11. planos paralelos.

12. planos perpendiculares.

13. planos determinados por uma reta e um ponto fora dela.

14. planos determinados por duas retas concorrentes.

15. planos determinados por duas retas paralelas.

16. dois planos paralelos e um terceiro concorrente a ambos.

17. trés planos que se cortam segundo a mesma reta.

18. trés planos que se cortam, dois a dois, segunda retas concorrentes e que as trés retas

se intersectam em um tnico ponto.
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ANEXO C - Resolucao da Atividade 3

‘Posicoes Relativas no Tetraedro Regular

Inscrito em um Cubos’

Para responder as questoes a seguir, utilize o material construido e considere o

modelo abaixo para escrever as respostas.

Considerando apenas as retas e planos formados pelos vértices dos poliedros,

escreva pelo menos dois exemplos de:

1. retas concorrentes.

FH e HC, AD e DC.

2. retas paralelas.
AD e BC, BC e EH.

3. retas reversas.

AC e FH, BC e EF.

4. retas perpendiculares.
AF e EH, AC e GC.

5. retas ortogonais.
AC e FH, AF e CH.

6. retas contidas em um plano.
AH esta contida em AEH, AC esta contida em ACH
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

retas secantes com um plano.

EF e AEH, AC e AFH.

. retas paralelas a um plano.

AC e EFH, DH e AFH.

. retas perpendiculares a um plano.

BC e CGH, DA e ABF.

planos concorrentes.

ACH e AFH, ADH e CDH.

planos paralelos.
ADC e FHG, ADH e BCG.

planos perpendiculares.
AFH e FEH, BCG e CGH.

planos determinados por uma reta e um ponto fora dela.
EHD ¢ determinado pela reta FH e pelo ponto D, ACH ¢é determinado pela reta
CH e pelo ponto A.

planos determinados por duas retas concorrentes.
AFH é determinado pelas retas AF e AH, CDH é determinado pelas retas C'D e
DH.

planos determinados por duas retas paralelas.
BCD é determinado pelas retas BC' e AD, BAFE é determinado pelas retas AE e
BF.

dois planos paralelos e um terceiro concorrente a ambos.
ACH concorre os planos ADC' e EHG que sao paralelos, ADH concorre os planos
ABF e DCG que sao paralelos.

trés planos que se cortam segundo a mesma reta.
ACH, ACF e ADC se cortam na reta AC; AFH, CFH e EFG se cortam na reta
FH.

trés planos que se cortam, dois a dois, segunda retas concorrentes e que as trés retas
se intersectam em um 1nico ponto.
ACH, AFH e ACF se intersectam no ponto A; AEF, FEH e AFH se intersectam

no ponto F.
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ANEXO D - Atividade 5 - Tetraedro regular

e a molécula de Metano

Acesse o link <https://www.geogebra.org/m/xqmqk36n>. Vocé tomara essa
imagem como base para realizar essa atividade. O objetivo dessa atividade é calcular o

angulo entre as ligagoes da molécula de metano. Para isso, siga o passo a passo a seguir.

1. Note que a figura a esquerda, representa a molécula de metano C'H, de forma mais
simplificada. Com a ferramenta Segmento construa os segmentos: AB, BC, CA, AD,
BD e CD.

2. Vocé acabou de construir um tetraedro regular, em que seus vértices sao os atomos
de hidrogénio, e no centro GG, desse tetraedro temos o atomo de carbono, chamado

de baricentro do tetraedro (centro de gravidade).

3. Agora, vamos tragar os primeiros segmentos para comec¢armos nossos calculos. Nova-
mente com a ferramenta Segmento, trace AL, DM, DL e AP. Antes de passar para

o préximo passo, explore a figura movendo, girando e ampliando-a.

4. Os segmentos DM e AP sao alturas do tetraedro regular, para conferir, utilize a
ferramenta Angulo, e selecione os pontos D, M e L, nessa ordem. O mesmo pode
ser feito com os vértice A, P e D. Se achar que esses angulos estao “poluindo” sua

figura, clique neles e aperte Delete, para apagé-los.

5. Ainda sobre esses pontos, note que M é o centro do triangulo equilatero ABC', e P

é o centro do triangulo equilatero BC'D. Quais sao os valores das seguintes razoes?

AM DpP
I e ST =
Portanto,
AM = ... MLe DP = ... PL

6. Vamos comecar os calculos. Utilize 1u.C'. para a medida das arestas do tetraedro.

Pelo Teorema de Pitdgoras, calcule DL e AL.


https://www.geogebra.org/m/xqmqk36n
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7. Usando os resultados dos passos 5 e 6, calcule as medidas de DP, PL, AM e ML.

8. No tridngulo APL, calcule a medida de AP.

9. No triangulo DM L, calcule a medida de DM.

10. Os valores sdo os mesmos, claro, ambos segmentos sao alturas do tetraedro regular.
Agora, note que GM = GP e chame essa medida de z. Entdo, a medida de AG, em

funcao de x, é
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11. No triangulo AMG, utilize o Teorema de Pitagoras para calcular o valor de x.

12. Calcule a medida de AG.

- _ N 1
13. Note que AG = 3G P, ou seja, que GP = ZAP. Em outras palavras, isso significa

que o centro do tetraedro regular divide a altura na razao 3:1.

14. Observe que AG = B@. Entdo, finalmente, no tridngulo AGB, utilize o Teorema

dos Cossenos para encontrar o cos(A/G\B).

15. Com o auxilio de uma tabela trigonométrica, e lembrando que cos() = — cos(180° —

0), encontre o valor aproximado do dngulo AGB.
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16. Apenas para conferir o resultado, utilize a ferramenta Angulo e selecione os pontos

A, G e B, nessa ordem.

Extra. Saindo um pouco do contexto da molécula, vamos aproveitar o tetraedro regular
e calcular a distancia entre duas arestas reversas. Para isso, com a ferramentas
Ponto Médio, selecione o segmento AD isso fara com que apareca o ponto J, trace
o segmento JL. Note que esse segmento define a distdncia entre as arestas AD e
BC, além disso ele é perpendicular as duas arestas e passa pelos seus pontos médios.

Utilize o Teorema de Pitdgoras, no tridngulo AJL para calcular a medida de JL.
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ANEXO E - Resolucao da Atividade 5

"Tetraedro regular e a molécula de Metano’

Acesse o link <https://www.geogebra.org/m/xqmqk36n>. Vocé tomara essa
imagem como base para realizar essa atividade. O objetivo dessa atividade é calcular o

angulo entre as ligagoes da molécula de metano. Para isso, siga o passo a passo a seguir.

1. Note que a figura a esquerda, representa o molécula de metano C'H, se forma mais
simplificada. Com a ferramenta Segmento construa os segmentos: AB, BC, CA, AD,
BD e CD.

2. Vocé acabou de construir um tetraedro regular, em que seus vértices sao os atomos
de hidrogénio, e no centro GG, desse tetraedro temos o atomo de carbono, chamado

de baricentro do tetraedro (centro de gravidade).

3. Agora, vamos tragar os primeiros segmentos para comegarmos nossos calculos. Nova-

mente com a ferramenta Segmento, trace AL, DM, DL e AP.

4. Os segmentos DM e AP sao alturas do tetraedro regular, para conferir, utilize a
ferramenta Angulo, e selecione os pontos D, M e L, nessa ordem. O mesmo pode
ser feito com os vértice A, P e D. Se achar que esses angulos estao “poluindo” sua

figura, clique neles e aperte Delete, para apagé-los.

5. Ainda sobre esses pontos, note que M é o centro do tridngulo equilatero ABC, e P

é o centro do tridngulo equiladtero BC'D. Isso significa que (complete)

AM =2MLe DP =2PL

6. Vamos comecar os calculos. Utilize 1u.C'. para a medida das arestas do tetraedro.

Pelo Teorema de Pitdgoras, calcule DL e AL.

DC* =CL' + DI’ AC° = CL + AL

9 1 2 —2 2 1 ’ -2

\ggu.C’.

DL = —u.C. AL =

| G


https://www.geogebra.org/m/xqmqk36n
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7. Usando os resultados dos passos 5 e 6, calcule as medidas de DP, PL, AM e ML.

DP = °DL PL = DL
3 3
DP = ﬁu.C’. PL = EU.C.
3 6
Analogamente, Analogamente,
A0 = 33u.C'. L - ?MC

8. No tridngulo APL, calcule a medida de AP.

AL’ = PL° + AP

(- ()

AP = ?U.O.

9. No triangulo DM L, calcule a medida de DM.

DL’ = ML’ + DM’

(2~ () o

10. Os valores sao os mesmos, claro, ambos segmentos sao alturas do tetraedro regular.
Agora, note que GM = GP, chame essa medida de z. Entdo, a medida de AG, em

funcao de x, é
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11. No triangulo AMG, utilize o Teorema de Pitagoras para calcular o valor de x.

AG° = GM® + AN

T = —GU.C
12
12. Calcule a medida de AG.
AG = AP - GP
ag - Vo VO
3 12
AG = \ffu.(].

__ __ ___ 11—
13. Note que AG = 3GP, ou seja, que GP = ZAP. Em outras palavras, isso significa

que o centro do tetraedro regular divide a altura na razao 3:1.

14. Observe que AG = BG. Entao, finalmente, no tridngulo AGB, utilize o Teorema
dos Cossenos para encontrar o cos AGB.
AB? = AG’ + BG® — 2.AG.BG.cos(AGB)

12 = (f)Q + (*f)Q - 2?.?.(@3(@)

COS(A/G\B) = _31

15. Com o auxilio de uma tabela trigonométrica, e lembrando que cos() = — cos(180° —

0), encontre o valor aproximado do angulo (A/G\B ).

A ~1
AGB = arccos (3) ~ 109°

16. Apenas para conferir o resultado, utilize a ferramenta Angulo e selecione os pontos

A, G e B, nessa ordem.
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Extra. Saindo um pouco do contexto da molécula, vamos aproveitar o tetraedro regular e
calcular a distancia entre duas arestas reversas. Para isso, com a ferramenta Ponto
M¢édio, selecione o segmento AD isso fard com que apareca o ponto .J, trace o
segmento JL. Note que esse segmento define a distancia entre as arestas AD e BC,
além disso ele é perpendicular as duas arestas e passa pelos seus pontos médios.

Utilize o Teorema de Pitdgoras, no tridngulo AJL para calcular a medida de JL.

AL’ = A7 +TJL°

(- ()
e

JL = 771.0.
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ANEXO F — Resumo de Geometria Espacial

de Posicao

Para iniciar o estudo da Geome-
tria Espacial é necessario definir alguns con-
ceitos basicos, chamados conceitos primiti-
v0s, que serdo aceitos sem definicdo. Além
disso, é necessario algumas regras, chamadas
de postulados (ou axiomas). A partir disso,
conseguiremos entender como a Geometria
Espacial funciona e conseguir concluir alguns

resultados.

Conceitos primitivos:

Ponto (A, B, C, ...), reta (r, s, t, ...), plano
<a7 67 /77

...) € espago.

Postulados:

1. Por dois pontos distintos do espago
passa uma, e somente uma, reta.

2. Dada uma reta do espago, existem pon-
tos que pertencem a reta e pontos que
nao pertencem a reta.

3. Um ponto qualquer de uma reta divide
essa reta em duas partes e cada parte
serd chamada semirreta.

4. Por trés pontos distintos, nao coline-
ares, do espago passa um, e somente
um, plano.

5. Dado um plano no espaco, existem pon-
tos que pertencem ao plano e pontos
que nao pertencem ao plano.

6. Uma reta separa um plano em dois se-
miplanos e esta reta é a origem dos

semiplanos opostos.

7. Um plano qualquer divide o espaco em
duas partes e cada parte serd chamada

semiespagco.

Primeiras conclusoes:

o Em uma reta existe uma infinidade de
pontos, assim como fora dela.

o Em um plano existe uma inifinidade de
pontos e retas, assim como fora dele.

o No espaco existe uma infinidade de
pontos, retas e planos.

o As retas, os planos e o espago sao “in-
finitos”, ou seja, qualquer desenho que
fizermos deles, estara representando
apenas uma parte.

e Se uma reta tem dois de seus pontos
em um plano, entao elas esta contida
no plano.

e Se dois planos tem um ponto em co-
mum, entao eles possuem uma reta em

comum, que passa por esse ponto.

Posicoes relativas entre duas retas:

o Duas retas sdo coincidentes se possuem
todos os seus pontos em comuns.

« Duas retas sdo concorrentes (ou se-
cantes) se possuem apenas um ponto
comum.

e Duas retas sao paralelas se sao coplana-
res e nao possuem pontos em comum.

e Duas retas sao reversas se nao sao co-
planares, e portanto, nao possuem pon-

tos em comum.
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e Duas retas concorrentes que formam
um angulo reto sao ditas perpendicula-
res.

e Duas retas reversas que formam um

angulo reto sao ditas ortogonais.

Determinacao de planos:

O Postulado 4, diz que: “Por trés pontos
distintos, nao colineares, do espago passa
um, e somente um, plano.” Isso é o mesmo
que dizer que trés pontos distintos e nao
colineares determinam um plano. Vejamos

outras maneiras de determinar um plano:

e Por uma reta e um ponto fora dela.
» Por duas retas concorrentes.

e Por duas retas paralelas.

Posicoes relativas entre reta e plano:

o Uma reta esta contida no plano se tiver
dois pontos comuns com o plano

o Uma reta e um plano sdo concorren-
tes (ou secantes) se tiverem um inico
ponto comum.

e Uma reta e um plano sao paralelos

quando nao tém ponto comum.

Posicoes relativas entre planos:

o Dois planos sao coincidentes se tém
todos os pontos em comum.

« Dois planos sao concorrentes (ou se-
cantes) se tém uma tnica reta em co-
mum.

» Dois planos sao paralelos quando nao

tem ponto em comum.

Perpendicularismo:

Entre reta e plano:

o Uma reta é perpendicular a um plano
se for concorrente com o plano e per-
pendicular a todas as retas do plano
que passam pelo ponto de concorrén-
cia.

e Se uma reta é perpendicular a duas
retas concorrentes de um plano, entao
ela é perpendicular ao plano.

e Se uma reta ¢ perpendicular a um
plano, entao ela serd perpendicular ou

ortogonal a qualquer reta desse plano.

Entre dois planos:

e Dois planos sao perpendiculares se um
deles contiver uma reta perpendicular

ao outro.

Posigoes relativas entre trés planos:

o Os trés planos coincidentes.

e Dois deles coincidentes e o terceiro pa-
ralelo aos primeiros.

» Dois deles coincidentes e o terceiro con-
corrente aos primeiros.

o Os trés planos paralelos entre si.

e Dois deles paralelos e o terceiro con-
corrente a ambos.

e Os trés planos se cortam segundo a
mesma reta.

o Os trés planos se cortam, dois a dois,
segundo trés retas paralelas.

o Os trés planos se cortam, dois a dois,
segundo retas concorrentes; a interse-
¢ao entre as trés retas é o tinico ponto

comum entre os trés planos.
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Projecao Ortogonal:

A projecao ortogonal de uma fi-

gura em um plano é a figura formada nesse
plano quando se projeta perpendicularmente
cada ponto da figura original nesse plano. Na figura, a projecao ortogonal
Para que fique mais claro observe a figura do cone no plano de baixo é um circulo, ja

ao lado. no plano lateral é um triangulo.
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ANEXO G - Lista de Exercicios de

Geometria Espacial de Posicao

Geometria Espacial de Posicao

proposicoes a seguir,

classifique-as como verdadeiras (V)
ou falsas (F).

a)( ) Trés pontos quaisquer determi-

nam um plano.

) Trés pontos quaisquer pertencem

a um plano.

Uma reta e um ponto determinam
um plano.

Duas retas determinam um plano.
Duas retas paralelas sao aquelas
que nao se intersectam e estao
contidas em um mesmo plano.
Dadas duas retas paralelas, nao
existe um plano que as contenha.
Dadas duas retas paralelas, se
uma reta é secante delas, é se-
cante a outra também.

Se duas retas sao reversas, entao
nao se intersectam.

Se r e s sdo retas reversas e s e t
também sao reversas, entao r e t
reversas.

Por um ponto exterior a duas re-
tas reversas sempre pode-se tra-
car uma reta secante as duas retas
reversas.

Se uma de duas retas reversas é
secante a um plano, entao a outra

reta também é.

) Se trés retas sao paralelas entre

m)( )

n)( )

a)( )

()

s)()

()

si, o plano determinado por duas
delas sera paralelo a terceira.
Toda reta paralela a dois planos
secantes, sera paralela a interse-
¢ao desses planos.

Trés planos podem ter um tnico
ponto em comuin.

Se duas retas, r e s, sdo perpen-
diculares a uma terceira, entao r
e s determinam um plano.

Por um ponto é possivel tracar
uma Unica reta perpendicular a
um plano.

A intersecao entre trés planos é
necessariamente uma reta.

Se um plano intersecta uma de
trés retas paralelas, entao inter-
secta as outras também.

Todos os planos paralelos a um
plano dado sao paralelos entre si.
Todos os planos paralelos a uma

reta dada sao paralelos entre si.

2. (Espcex) Considere as seguintes propo-

sicoes:

D

1)

I11)

Toda reta paralela a um plano
¢é paralela a qualquer reta desse
plano.

Uma reta e um ponto determinam
sempre um plano.

Se uma reta ¢ perpendicular a

duas retas concorrentes de um
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plano, entao ela é perpendicular

a esse plano.
Pode-se afirmar que

s6 1 é verdadeira.

s

o o
— N N N N

s6 111 é verdadeira.

s6 I e III sao verdadeiras.

[N

s6 111 é falsa.

s6 I e 111 sao falsas.

@D

. (Ufal) Se uma reta r é perpendicular
a dois planos a e § , a # 3, entdo é

verdade que

a) «a é paralelo a qualquer plano que
contenha 7.

b) [ contém todas as retas perpen-
diculares a r.

c) a distancia entre a e  é igual a
10 cm.

d) «a e [ sdo paralelos entre si.

e) « e [ sdao perpendiculares entre

Si.

4. (Mackenzie) r, s, t sdo retas distintas

tais que s é perpendicular a r e t é
perpendicular a r. Relativamente as

retas s e t, podemos afirmar que

a) elas podem ser unicamente para-
lelas ou concorrentes.

b) elas podem ser unicamente para-
lelas ou reversas.

c¢) elas podem ser unicamente con-
correntes ou reversas.

d) elas podem ser paralelas, concor-
rentes ou reversas.

e) elas podem ser unicamente rever-

sSas.

5. (Cefet-MG) No contexto da Geometria

Espacial, afirma-se:

I) Se uma reta é paralela a um
plano, entao ela estd contida
nesse plano.

IT) Duas retas sem ponto comum sao
paralelas ou reversas.

IIT) Se dois planos sao paralelos, entao
toda reta de um deles é paralela
ao outro.

IV) Duas retas distintas paralelas a

um plano sao paralelas entre si.
Sao corretas apenas as afirmativas

a) Lell

b) Te IIL
¢) I e IIL
d) MelV.
e) Il e IV.

. (Cefet-MG) A figura a seguir repre-

senta uma cadeira onde o assento é
um paralelogramo perpendicular ao en-

costo.

A partir dos pontos dados, é correto

afirmar que os segmentos de retas

a) CD e EF sao paralelos.

b) BD e FJ sao concorrentes.

c) AC e CD sao coincidentes.
)

d) AB e EI sao perpendiculares.

. (Fuvest) Uma formiga resolveu andar

de um vértice a outro do prisma reto
de bases triangulares ABC' e DEG, se-

guindo um trajeto especial. Ela partiu
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do vértice GG, percorreu toda a aresta
perpendicular a base ABC, para em se-
guida caminhar toda a diagonal da face
ADGC' e, finalmente, completou seu
passeio percorrendo a aresta reversa a

CG. A formiga chegou ao vértice

G

>
&

S

e

2

O QT =

[

E

e

8. (UEM - adaptada) Sabendo que r, s e t

sao trés retas no espaco tridimensional
com r e s paralelas distintas, assinale
V para afirmagoes verdadeiras e F para

as falsas.

() Se a reta r é perpendicular a um
plano «, entao a reta s também
¢ perpendicular ao plano a.

() Se a reta t é concorrente com a
reta s, entao t também é concor-
rente com a reta r.

() Se um plano g contém a reta s,
entao o plano § também contém
areta r.

() Searetat é perpendicular a reta
r, entao t é perpendicular ou or-
togonal a reta s.

() Se as trés retas r, s e t sdo pa-
ralelas distintas, entao existe um

plano que contém as trés retas.

9. (Mackenzie) Considere as afirmagoes:

I) Se uma reta é paralela a dois pla-
nos, entao estes planos sao para-
lelos.

IT) Se dois planos sao paralelos, toda
reta de um ¢é paralela a uma reta
do outro.

IIT) Se duas retas sao reversas, entao
existe uma tunica perpendicular

comum a elas.
Entao,

a) todas sao verdadeiras.

o

somente a II é verdadeira.

@)

o

somente a I é verdadeira.

somente II e III sdo verdadeiras.

)
)
) somente a III é verdadeira.
)
e)

10. (Puc-SP) Se r e s s@o retas reversas,

entao pode-se garantir que

a) todo plano que contém r também
contém s.

b) existe um plano que contém r e
é perpendicular a s.

¢) existe um tnico plano que contém
res.

d) existe um plano que contém 7 e
é paralelo a s.

e) toda reta que encontra r encontra

S.

11. (Fuvest) Sdo dados cinco pontos nao

coplanares A, B, C', D e E. Sabe-se
que ABCD é um retangulo, AE 1 AB
e AE 1 AD. Pode-se concluir que sao

perpendiculares as retas

a) EAe EB.
b) EC e CA.
c) EB e BA.
d) EAe AC.
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e) AC e BE.

12. (Puc-SP) Dois planos § e 7 se cortam

na reta r e sao perpendiculares a um

plano «. Entao

a) [ e~ sao perpendiculares.

b) r é perpendicular a «.

c) r é paralela a a.

d) todo plano perpendicular a « en-

contra r.
e) existe uma reta paralela a a e a

r.

13. (Fuvest) Sejam r e s duas retas distin-

tas. Podemos afirmar que sempre

a) existe uma reta perpendicular a
reas.

b) 7 e s determinam um tnico plano.

¢) existe um plano que contém s e
nao intercepta r.

d) existe uma reta que é paralela a
reas.

e) existe um plano que contém r e

um unico ponto de s.

14. (Especex) O sélido geométrico abaixo é

formado pela justaposi¢ao de um bloco
retangular e um prisma reto, com uma
face em comum. Na figura estao indica-
dos os vértices, tanto do bloco quanto
do prisma. Considere os seguintes pa-
res de retas definidas por pontos dessa
figura: LB e GE; AGe HI; AD e GK.
As posigoes relativas desses pares de

retas sao, respectivamente,

15.

16.

134
K
J
L
I
C
F B
A
a) concorrentes; reversas; reversas.
b) reversas; reversas; paralelas.
c) concorrentes; reversas; paralelas.
d) reversas; concorrentes; reversas.
e) concorrentes; concorrentes; rever-

Sas.

(Fuvest) Cada aresta do tetraedro re-
gular ABC'D mede 10. Por um ponto
P na aresta AC, passa o plano a pa-
ralelo as arestas AB e C'D. Dado que
AP = 3, o quadrilatero determinado
pelas intersecoes de a com as arestas

do tetraedro tem area igual a

a) 21.
by 22
2
c) 30.
a 2
2
30v/3
e) —

Projecao Ortogonal

(ENEM) Uma lagartixa esta no interior
de um quarto e comega a se deslocar.
Esse quarto, apresentando o formato
de um paralelepipedo retangular, é re-

presentado pela figura.
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A lagartixa parte do ponto B e vai
até o ponto A. A seguir, de A ela se
desloca, pela parede, até o ponto M,
que é o ponto médio do segmento E'F.
Finalmente, pelo teto, ela vai do ponto
M até o ponto H. Considere que todos
esses deslocamentos foram feitos pelo
caminho de menor distancia entre os

respectivos pontos envolvidos.

A projecao ortogonal desses desloca-
mentos no plano que contém o chao do

quarto é dado por:

N\

b)

BN
AN
2>

a)

17. (ENEM) O acesso entre os dois an-

dares de uma casa é feito através de
uma escada circular (escada caracol),
representada na figura. Os cinco pon-
tos A, B, C', D, E sobre o corrimao
estao igualmente espagados, e os pon-

tos P, A e E estdo em uma mesma

reta. Nessa escada, uma pessoa cami-
nha deslizando a mao sobre o corrimao

do ponto A até o ponto D.

A figura que melhor representa a pro-
jecao ortogonal sobre o piso da casa
(plano), do caminho percorrido pela

mao dessa pessoa é

J 0D
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18. (ENEM) A figura representa o globo

terrestre e nela estao marcados os pon-
tos A, B e C. Os pontos A e B estao
localizados sobre um mesmo paralelo,
e os pontos B e C, sobre um mesmo
meridiano. E tracado um caminho do
ponto A até C', pela superficie do globo,
passando por B, de forma que o trecho
de A até B se dé sobre o paralelo que
passa por A e B e, o trecho de B até
C se dé sobre o meridiano que passa
por B e C'. Considere que o plano « é

paralelo a linha do equador na figura.

Linhado
Equador

A projecao ortogonal, no plano «, do
caminho tragado no globo pode ser re-

presentada por

a) A B
C
b) A' 'B
. ‘B=C
c) A
.\___—/ _
A B=C

C
A\/\
B

)

19. (ENEM) Gangorra é um brinquedo

que consiste de uma tabua longa e es-
treita equilibrada e fixada no seu ponto
central (pivd). Nesse brinquedo, duas
pessoas sentam-se nas extremidades e,
alternadamente, impulsionam-se para
cima, fazendo descer a extremidade
oposta, realizando, assim, o movimento

da gangorra.

Considere a gangorra representada na
figura, em que os pontos A e B sao

equidistantes do pivo:

Pivo

A projegao ortogonal da trajetéria dos
pontos A e B, sobre o plano do chao
da gangorra, quando esta se encontra

em movimento, €é:

A s
a)
b A B
g A B
A R
d)
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luz direcionado para o chao colocado

/\ \/ no ponto B e que um motoqueiro faca

A B um trajeto dentro da esfera, percor-

e) rendo uma circunferéncia que passa

20. (ENEM) O globo da morte é uma atra- pelos pontos A e B. A imagem do tra-

¢ao muito usada em circos. Ele consiste Jeto feito pelo motoqueiro no plano do

, . chao ¢ melhor representada por
em uma espécie de jaula em forma de

uma superficie esférica feita de acgo,

onde motoqueiros andam com suas mo-

tos por dentro. A seguir, tem-se, na

Figura 1, uma foto de um globo da

morte e, na Figura 2, uma esfera que a)

ilustra um globo da morte. <
c)

Figura 2

Na Figura 2, o ponto A estd no plano
do chao onde esta colocado o globo da

morte e o segmento AB passa pelo cen-

tro da esfera e é perpendicular ao plano

do chao. Suponha que ha um foco de e)
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ANEXO H - Resolucao da Lista de

Exercicios

a)

b)

)

h)

m)

n)

F - Trés pontos colineares nao

determinam um plano.

V - Sempre existe um plano (nao
necessariamente inico) que passa

por trés pontos.

F - Se o ponto pertencer a reta

eles nao determinam um plano.

F - Retas coincidentes e reversas

nao determinam um plano.

V - Por definicao de retas parale-

las.

F - Por definicao, retas paralelas

sao coplanares.

F - A reta secante pode ser rever-

sas a outra.

V - Por definicao, retas reversas
nao sao coplanares, portanto nao

possuem pontos em comum.

F - As retas r e t podem ser pa-

ralelas.

F - Com um ponto que determina
um plano paralelo com uma das
retas nao ¢é possivel tracar o seg-

mento.

F - A outra reta pode ser paralela

ao plano.

F - As trés retas podem ser co-

planares.
V - Teorema 12.
V - Figura 26(e).

0)

1)

I11)

3. D

c)

F - As retas r e s podem ser re-

versas e portanto nao coplanares.
V - Teorema 21

F - A intersecdo pode ser um
tnico ponto, Figura 26(e).

V - Teorema 16.

V - Supondo, por absurdo, que
isso nao ocorre contradiz o Teo-
rema 17.

F - Os planos podem ser concor-

rentes.

F - A reta pode ser reversa a retas

do plano.

F - Se o ponto pertencer a reta

eles nao determinam um plano.

V - Teorema 20.

F - Pode existir um plano que
contenha r que seja concorrente

com .

F - O plano S contém algumas re-
tas perpendiculares a r, mas nao

todas.

F - Nao podemos afirmar nada

sobre a distancia entre os planos.

d) V - Teorema 19.

4. D

)

F- Os planos a e [ sao paralelos.
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5.

10.

C

I) F - Por definigao de retas parale-

las.

ITI) V - Por definigao de retas parale-

las e reversas.
III) V - Teorema 14

IV) F - As retas podem ser concor-

rentes.

. A-CD e EF sao lados opostos de um

paralelogramo entao, sao paralelos.

E - Partindo do ponto G percorreu a
aresta GC' que ¢ perpendicular a base
ABC' chegando em C'. De C percorreu
a diagonal C'D chegando em D. Final-
mente, de D percorreu a aresta DFE

que ¢ reversa a C'G chegando em F.
V - Teorema 18.

F - A reta t pode ser reversa a r.

F - O plano /8 pode ser paralelo

areta r.

V - Pela de Defini¢ao 14 e pelo

Teorema 10.

F - Duas a duas as retas definem
um plano, portanto sao trés pla-

nos.

. C

I) F - Os planos podem ser corren-
tes e a reta paralela a intersecao

deles.
IT) F - As retas podem ser reversas.

III) V - Teorema 23.

D

11.

12.

13.

a) F - As retas r e s nao sdo co-
planares por definicao de retas

reversas.

b) F - Existe apenas para o casos
particular que r e s sao ortogo-

nais.

c) F - As retas r e s nao sdo co-
planares por definicao de retas

reversas.

d) V - O plano definido por uma
reta paralela a s que intersecta r

é paralelo a s.

e) F - Existem retas que concorrem
com 7 e sao paralelas ou reversas

a S.

D - Como E A é perpendicular a AB e
AD, entao é perpendicular ao plano de-
finido por AB e AD que é justamente o
plano que contém o retangulo ABCD.
Entao, E'A é perpendicular a qualquer
reta do plano ABC'D que passe por A,

em particular AC.
B
a) F - Nao hé informagoes para con-
cluir o angulo entre os planos.

b) V - Pela construgdo de planos

perpendiculares.
c) F - A reta r é perpendicular a a.

d) F - Existem planos perpendicula-

res a a que sao paralelos a 7.

e) F - As retas paralelas a r sdo per-

pendiculares ao plano «.
A

a) V - Para retas paralelas existe

varias retas perpendiculares em
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14.

15.

comum. Para retas concorrentes
existe uma reta perpendicular que
passa pelo ponto de concorrén-
cia. O caso para retas reversas ¢é
menos intuitivo, mas foi demons-

trado no Teorema 23.

b) F - Se r e s forem reversas, entao

elas nao sao coplanares.

c) F - Se r e s forem concorrentes,
entao um plano que contém s con-

corre com a reta r.

d) F - Se r e s forem reversas ou
concorrente nao existe uma reta

que seja paralela a ambas.

e) F - Se r e s forem paralelas, en-
tao os planos que contém r ou sao

paralelos a s ou contém s.

E - LB e GE
nais do paralelepipedo reto retangulo
ABEFGHKL, portanto sao concor-

rentes. AG e HI sao concorrentes pois

sao as diago-

sao coplanares e HI é concorrente com
HB que é paralela a AG. AD e GK
sao reversas pois nao existe um plano

que as contenha.

A - Seja PQRS o quadrilatero deter-
minado pelas interse¢oes de a com as
arestas do tetraedro. Como « é para-
lelo a aresta C'D, entao PQ) é paralela
a C'D ja que sao coplanares e nao pos-
suem interesecao. Analogamente, SR
¢é paralela a C'D e PS e QR sao para-
lelas a AB. Desta forma, os tridngulos
equilateros APQ, QRD, CPS e BRS
sao semelhantes as suas respectivas fa-
ces. Entdao, PQ =3, QR =7, SR =3

e PS = 7. Sendo assim, o quadrilatero

16.

17.

18.

19.

PQRS é um retangulo de dimensoes

7 x 3 e portanto possui area igual a 21.

D - A projecao ortogonal do segmento
AB no plano do chao é o proprio seg-
mento AB. A projecao do segmento
AM esta contida no segmento AB e
a projecdo de M H é um segmento de
parte do ponto médio de AB até o
ponto D.

C - A projecgao ortogonal sobre o piso
do ponto A ao ponto E seguindo pelo
corrimao é uma circunferéncia, em que
A e FE estao projetados no mesmo
ponto. Como os cinco pontos estao
igualmente espacados no corrimao, en-
tao a projecao de A a D é 1 da circun-

feréncia.

E - O arco AB pertence a um plano
paralelo a «, portanto sua projegao or-
togonal em « também serd um arco.
Os pontos B e C' nao sao simétricos
em relacao ao plano do equador e o
arco BC pertence a um plano perpen-
dicular a «a, assim sua projecao ortogo-
nal sobre a serd um segmento de reta.
Logo, a melhor representacao é a da

alternativa E.

B - As projegoes ortogonais dos pontos
A e B sobre o chao sao dois segmentos

horizontais.
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20. E - A trajetoria do motoqueiro sera tanto a projecao dessa ciorcunferéncia
circunferéncia da esfera em um plano no chao é um segmento.

perpendicular ao plano do chao, por-
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