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What would you think if I sang out of tune,
Would you stand up and walk out on me?
Lend me your ears and I’ll sing you a song,
And I'll try not to sing out of key.

LI'll get by with a little help from my friends,
LI'll get high with a little help from my friends,

I'm gonna try with a little help from my friends,
(Lennon-McCartney, 1967)



Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo sistematico sobre os efeitos que potenciais envolvendo
combinagoes entre a funcao delta de Dirac e suas derivadas podem produzir sobre as
solugoes da equagao de Schrodinger unidimensional e independente do tempo. Partindo
de uma nova abordagem para o problema do potencial delta na equacao de Schrodinger,
investigamos como derivadas de ordens mais altas podem afetar as solugoes e sob quais
condi¢oes elas podem ocorrer. Além disso, com base em estudos prévios a respeito da
presenca de fungoes delta na equagao de Schrodinger fracionéria, introduzimos um modelo
que incorpora um termo contendo a derivada de primeira ordem da funcao delta ao
potencial e apresentamos o aparato tedrico necessario para a resolucao da equacao de

Schrodinger fraciondria.

Palavras-chave: equagao de Schrodinger, fungao delta de Dirac, derivadas da funcao delta

de Dirac, transformadas integrais, calculo fracionario, equacao de Schrodinger fracionaria



Abstract

In this work, we present a systematic study on the effects of potentials involving a
combination between a Dirac delta term and its derivatives of any order in the one-
dimensional time independent Schrodinger equation. Starting from a brand new approach
for the delta potential problem in the Schrodinger equation, we investigate how derivatives
of higher order affects their solutions and under which conditions they can occur. Moreover,
we based on previous studies about fractional delta potentials to introduce a new model
which contains a delta prime term in the potential, together with all the necessary

theoretical framework to solve the fractional Schrodinger equation.

Keywords: Schrodinger equation, Dirac delta function, Dirac delta function derivatives,

integral transforms, fractional calculus, fractional Schrodinger equation
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Introducao

O desenvolvimento da teoria quantica teve como um de seus primeiros objetivos
a descricdo do comportamento de atomos e moléculas. Ao postular sua equacao de onda
baseada no trabalho de de Broglie, Schrodinger considerou diversos problemas praticos: o
atomo de hidrogénio simplificado (potencial de Coulomb), o oscilador harménico, o rotor
rigido e o efeito Stark. Modelos de grande importancia, como o pogo infinito de potencial
(ou particula na caixa) e o potencial delta de Dirac, apareceriam posteriormente. De fato, a
utilizacao da funcao delta de Dirac para modelar diversos problemas da mecanica quantica
pode ser considerada um tépico bem estabelecido na literatura (BELLONI; ROBINETT,
2014). O potencial delta de Dirac atrativo ¢ um dos modelos mais amplamente utilizados

no estudo de sistemas de estados ligados unidimensionais.

A introducao da funcao delta se deu, provavelmente, em 1822 por Fourier
(FOURIER, 1829), embora Cauchy e outros estudiosos tenham utilizado descri¢oes similares
no mesmo perfodo (CAUCHY, 1827; LUTZEN, 2012). A primeira utilizagao da funcio delta
sob perspectiva matematica com aplicacao direta na fisica remonta a Helmholtz e Kirchhoff,
por volta de 1882. Dez anos depois, Heaviside relacionou a série de Fourier a funcao delta
e utilizou esse conceito em problemas fisicos. Kirchhoff e Heaviside sao, provavelmente, os
primeiros a descrever matematicamente a fungao delta, porém foi Dirac quem acrescentou
mais rigor a definicdo da funcao delta, em meados de 1926 e, a partir disso, obteve diversas
relagoes, que utilizou para conduzir seus trabalhos em mecanica quantica. No inicio da
década de 50, Schwartz publicou uma obra em dois volumes (SCHWARTZ, 1966) que
trazia uma conceituagao tedrica ainda mais rigorosa, com destaque para a introducao do

conceito de fungoes-teste.

A equacao de Schrodinger com potencial delta atrativo é, possivelmente, o
sistema quantico mais simples que apresenta tanto estado ligado quanto um conjunto
de estados continuos. Contudo, as fungoes delta tém se mostrado importantes para a
modelagem de sistemas quanticos reais, que podem ser criados em laboratério. Alguns
exemplos de modelos que utilizam potenciais delta estao relacionados a sistemas atémicos e
moleculares (FROST, 1956; FROST, 1954; FROST; LELAND, 1956), reticulos cristalinos
de atomos (KRONIG; PENNEY, 1931) e espectroscopia de corantes alimenticios (KUHN;,
1948).
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Os potenciais supersingulares sao definidos como potenciais que envolvem deri-
vadas de segunda ordem ou maiores da funcao delta. A utilizacao de potenciais envolvendo
a derivada da funcao delta tem sido tema de alguma controvérsia ha algum tempo, uma
vez que nas primeiras tentativas de solucionar problemas deste tipo a abordagem escolhida
para resolucao foi semelhante a utilizada na resolucao do caso em que apenas a funcao
delta esta envolvida, ou seja, simplesmente separar o dominio em duas partes e resolver
cada uma delas separadamente como um problema de particula livre, para em seguida ligar
as duas solugoes através de condi¢oes de contorno. Posteriormente, verificou-se que essa
abordagem leva a resultados imprecisos, ao passo que Kurasov (KURASOV, 1996) propde
uma teoria que estende o conceito de distribui¢oes de modo a incorporar descontinuidades
de salto no espaco de fungoes-teste utilizados para definir tais distribuigoes, de onde se
segue o conceito de extensoes auto-adjuntas, possibilitando assim obter um método que

fornece solugoes consistentes a este problema.

Na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009), os autores abordam o
problema do potencial contendo a derivada da funcao delta sob a perspectiva da teoria
das extensoes auto-adjuntas. Embora o desenvolvimento desta teoria tenha extrema
importancia para o melhor entendimento e consolidacao do conceito de derivagao de
distribuigoes, observamos que em termos praticos ela nao se mostra suficiente para a
resolucao de problemas que envolvam derivadas de ordens mais altas. Além disso, esta
abordagem estd relacionada a operadores diferenciais locais, o que inviabiliza o estudo do
problema sob a perspectiva do célculo fracionéario, que é um dos objetos de estudo deste
trabalho.

Uma vez que um dos objetivos deste trabalho é, efetivamente, encontrar solugoes
para a equagao de Schrodinger fraciondria com potenciais que envolvam derivadas da
funcao delta, devemos utilizar alguma abordagem que seja de carater nao-local. Em
trabalhos anteriores (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ Jr,
2011; JAROSZ; VAZ Jr, 2016; JAROSZ, 2016), a metodologia das transformadas de
Fourier se mostrou totalmente adequada a esse tipo de problema e, portanto, é a escolha
obvia.

Neste trabalho, estendemos o modelo estudado por Gadella et. al a partir de
duas frentes: buscando solugoes para os potenciais supersingulares, nos aprofundando no
caso particular do potencial supersingular de segunda ordem; e, ap6s uma breve revisao
de alguns modelos fracionarios para os potenciais delta, apresentamos um modelo para
o potencial que contém a derivada da funcao delta, tendo como base a formulacao da

mecanica quantica fracionéria introduzida por Laskin (LASKIN, 2000).

Assim, iniciamos o trabalho buscando solugoes para potenciais supersingulares
no espago de momento e, utilizando o método das transformadas de Fourier, obtemos uma

expressao fechada para a funcdo de onda; especificando-se o problema de estados ligados
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obtemos a equagao algébrica que determina os valores possiveis para a energia e, no caso
do problema de espalhamento, expressoes para os coeficientes de transmissao e reflexao.
Em seguida, nos concentramos nos casos particulares N < 2, que nos permite verificar
os resultados ja conhecidos para os potenciais delta e sua derivada de primeira ordem,
bem como conhecer o comportamento de sistemas cujo potencial apresenta um termo com
derivada de segunda ordem da funcao delta, que se mostra bem mais complexo que os
demais. Enquanto os potenciais da forma V(z) = Vyd(z) + V10’ (z) apresentam um tnico
estado ligado, o caso N = 2 pode apresentar nenhum, apenas um ou dois estados ligados,
a depender da relagdo entre as suas constantes de acoplamento. Além disso, os coeficientes
de transmissao e reflexdo também apresentam um comportamento menos previsivel na

presenca de um termo 6" ().

Estendemos também o estudo do potencial com derivada de primeira ordem
apresentando uma generalizacao fracionaria para o modelo. Seguindo a mesma abordagem
feita no modelo fraciondrio para o potencial delta simples (DE OLIVEIRA; COSTA;
VAZ Jr, 2010), utilizamos a derivada fracionaria de Riesz em substituicao a derivada de
primeira ordem. A teoria de distribui¢oes baseada em fungoes-teste com uma possivel
descontinuidade, proposta por Kurasov (KURASOV, 1996), é levada em consideragao para
a resolucao desta equacgao, acrescentando um maior nivel de complexidade necessario para
o correto tratamento do problema. O fato de estarmos lidando agora com distribui¢oes
baseadas em funcoes-testes com uma possivel descontinuidade faz com que nos deparemos
com integrais que podem apresentar divergéncias que, felizmente, sao trataveis pelo ponto
de vista fisico por meio de métodos de regularizacao (ZEIDLER, 2009). A introducao de
derivadas de ordem nao-inteira ao modelo produz alguns resultados interessantes, como
por exemplo, o fendmeno de tunelamento em energia de ponto zero, observado no modelo
fracionario com potencial delta simples (DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011), repete-se no
nosso modelo. Além disso, obtemos também estados ligados em alguns casos que nao
sao possiveis no caso de ordem inteira e também no potencial delta simples de ordem
arbitraria, como por exemplo caso a constante de acoplamento que acompanha a funcao

delta seja positiva ou até mesmo nula.
O trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, apresentamos uma breve introducao a conceitos impor-

tantes e historicos do calculo fracionario, bem como a teoria relacionada que utilizaremos.

No segundo capitulo, discutimos a importancia dos modelos de equagoes dife-

renciais fracionarias no estudo de fendmenos da ciéncia e engenharia.

No terceiro capitulo, introduzimos o conceito da funcao delta de Dirac e
apresentamos a equacao de Schrodinger para potenciais delta, com alguns resultados ja
consolidados na literatura e, em seguida, uma proposta de modelo para o problema dos

potenciais supersingulares.
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No quarto, apresentamos a equacao de Schrodinger fracionaria com potenciais
delta, recordando os modelos de potencial delta simples ja estudamos em trabalhos
anteriores e introduzindo o modelo que envolve a derivada da funcao delta no termo de

potencial.

Por fim, apresentamos algumas conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Uma Breve Introducao ao Calculo

Fracionario

1.1 Um pouco de histéria

O conceito de diferenciacao e integracao de ordens nao-inteiras nao é, de forma
alguma, novidade. O interesse pelo assunto surgiu praticamente ao mesmo tempo que as
ideias do calculo cléssico - Leibniz o menciona em uma carta para L’Hospital em 1695, no
que é considerado o primeiro registro do que ficaria conhecido como cdlculo fraciondrio
(OLDHAM; SPANIER, 2006). O termo “fraciondrio”, embora impreciso, permanece até os
dias atuais por razoes histéricas, embora a terminologia mais adequada seria “calculo de

ordens arbitrarias”.

Acredita-se que os estudos mais priméarios sobre o tema tenham sido feitos
entre o inicio e a metade do século XIX por Liouville (1832), Riemann (1853) e Holmgren
(1864), embora Euler (1730) e Lagrange (1772), entre outros, tenham dado alguma atencgao

a este assunto ainda antes.

Liouville efetuou o primeiro estudo importante para fornecer uma defini¢ao

légica de uma derivada fracionaria, através da expansao de fungoes em séries na forma

fl@) =) cre™, (1.1)

definindo a derivada de ordem « arbitraria utilizando uma expressao para derivar termo a

termo como uma generalizacao para a derivada de ordem « “inteira”, isto é,

D%f(z) = Z cpape®. (1.2)
k=0
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Riemann, por sua vez, propos uma definicao baseada na ideia de generalizar
uma integral iterada, utilizando a funcao gama como uma generalizacao para o fatorial

(VAZ Jr; DE OLIVEIRA, 2016a), isto é

i 1 -
d:v*Vu(x) = F(”Y)J (x — k)" u(k)dk, (1.3)

que hoje em dia é conhecida como integral fracionaria de Riemann-Liouville.

c

Mais tarde, Griinwald e Krug seriam os primeiros a unificar os resultados de
Liouville e Riemann: em 1867, insatisfeito com as restri¢oes da abordagem de Liouville,
Griinwald utilizou o limite de um quociente de diferencas até chegar a expressdes que
envolviam integrais definidas para propor a derivada de ordem « e, em seguida, apresentou

uma ideia de derivada fracionaria como o limite de uma soma:

ey U T(a+ 1) f(x—jh)
Df(x)_%%m;)(_l)F(j+1)r(a—j+1)' (14)

Em 1890, Krug utilizou a férmula integral de Cauchy para derivadas para
mostrar que a integral definida de Riemann deveria possuir um limite inferior finito,

enquanto que a definicao de Liouville deveria ter limite inferior de menos infinito.

Em paralelo a esses principios de conceituagao tedrica, houve o desenvolvimento
de aplicacoes do Célculo Fracionario para diversos problemas. Pode-se dizer que a primeira
dessas aplicac¢oes foi a descoberta de Abel, em 1823, de que a solu¢ao de uma equacao
integral para o problema da tautécrona poderia ser obtida através de uma transformagao
integral e escrita como uma semiderivada. Um grande estimulo para a utilizagdo do Célculo
Fracionario para resolver problemas vem dos métodos simbodlicos para a resolucao de
equacgoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, desenvolvidos por Boole em
1844, cuja ideia reside essencialmente na expansao de uma func¢ao arbitraria de um operador
diferencial como uma série de poténcias e a solucao de equacgoes diferenciais a partir da

inversao dessas séries.

O calculo operacional desenvolvido por Heaviside no final do século XIX para
resolver problemas de eletromagnetismo foi também um importante passo para a aplicacao
das derivadas generalizadas. Em 1920, ele introduziu a diferenciacao fracionaria em suas
investigacoes em teoria de linhas de transmissao e, em 1936, Gemant estendeu este conceito

para utilizar em problemas de elasticidade.

No século XX, a teoria e suas aplicagoes tiveram notaveis contribui¢oes. Weyl
(1917), Hardy (1917), Hardy e Littlewood (1925, 1928, 1932), Kober (1940) e Kuttner
(1953) analisaram algumas propriedades especiais de fungoes integro-diferenciais de fungoes
pertencentes a classes de Lebesgue e Lipschitz. Erdélyi (1939, 1940, 1954) e Osler (1970)
apresentaram defini¢cbes para operadores diferintegrais com respeito a fungoes arbitra-

rias e Post (1930) usou coeficientes diferenciais para definir diferenciagdo generalizada
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para operadores. Em 1949, Riesz desenvolveu uma teoria de integracao fracionaria para
funcoes de multiplas variaveis. Em 1964, Erdélyi aplicou o Célculo Fracionario a equa-
¢oes integrais e em 1967 Higgins utilizou operadores fracionarios integrais para resolver
equagoes diferenciais. Em 1968, Oldham e Spanier publicam o primeiro trabalho sobre
Célculo Fracionério aplicado a Quimica (OLDHAM; SPANIER, 2006), abrindo caminho a
aplicagoes em &reas correlatas, como reologia (SCOTT BLAIR; VEINOGLOU; CAFFYN,
1947; SHERMERGOR, 1966; SCOTT BLAIR, 1947), biologia quantitativa (IONESCU et
al., 2017; MAGIN, 2010), eletroquimica (BELAVIN; NIGMATULLIN; LUTSKAYA, 1964;
OLDHAM, 1969; OLDHAM; SPANIER, 1970), difusdo (MAINARDI, 1996), teoria de
transporte, probabilidade e estatistica (KELBERT; LEONENKO; RUIZ-MEDINA, 2005),
teoria do potencial e elasticidade (MAINARDI, 2010).

Entre o inicio da década de sessenta e o final da década de setenta, os avancos
na area de computagao ofereceram mais recursos para lidarmos com problemas cujos
calculos sao mais trabalhosos e complexos e isso possibilitou manipular mais facilmente
modelos matematicos que envolvem calculo fracionario e, deste modo, deu-se inicio a um

crescimento considerdavel no volume de estudos realizados nesta area.

Embora a primeira tese de doutorado relacionada a area de CF seja geralmente
atribuida a Bagley, sob a orienta¢ao de Torvik, em 1979 (BAGLEY, 1979), aplicagoes de
CF a viscoelasticidade foram estudadas ja nos trabalhados de doutorado de Rossikhin, sob
a orienta¢ado de Meshkov, em 1970 (ROSSIKHIN, 1970), e de Mainardi, sob a orientagao
de Caputo, em 1971 (MAINARDI, 2012).

Em junho de 1974, é realizada a primeira conferéncia internacional sobre
Calculo Fracionério e suas aplicagoes na universidade de New Haven, nos Estados Unidos
(ERDELYT, 1975). Em seguida, Oldham e Spanier publicam o primeiro livro dedicado
exclusivamente a aplica¢oes (OLDHAM; SPANIER, 2006).

Da década de 80 em diante, o Céalculo Fracionario se consolida sob varias frentes,
tanto no campo tedrico quanto no de aplicagoes. Novas conferéncias internacionais sao
realizadas e diversos livros exclusivamente dedicados a area sao lancados, com destaque
para as obras de Samko, Marichev e Kilbas (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1987),
e Miller e Ross (MILLER; ROSS, 1993). Em 1992, Caputo propoe uma mudanga na
definicao para a derivada de ordem arbitraria proposta por ele mesmo em 1969, que
admite condi¢des de contorno que possuam sentido fisico e preserva a propriedade de que
a derivada de uma constante seja zero mesmo em ordens nao-inteiras, o que pode nao ser
verdade em algumas definicoes de derivada fracionaria, como a de Riemann-Liouville. Esta
defini¢do, conhecida como derivada fraciondria de Caputo, é uma das mais definicoes mais
importantes e difundidas, tendo inclusive um grande valor didatico no ensino de calculo

fracionario.
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Ao leitor interessado em conhecer mais detalhadamente as diversas defini¢oes de
integrais e derivadas fracionarias, indicamos as referéncias (DE OLIVEIRA; MACHADO,
2014; CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015; OLDHAM; SPANIER, 2006). Além disso, em
vista da grande quantidade de defini¢cbes propostas para derivadas fracionarias, definiu-
se um conjunto de critérios para verificar se uma dada definicdo pode ser realmente

enquadrada como uma derivada fracionaria (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015).

Este trabalho, em particular, baseia-se na formulacdo de mecanica quantica
fracionédria proposta por Laskin (LASKIN, 2000) a partir do conceito de integrais de
trajetérial, que conduz a equacdo de Schrodinger com ordens fracionérias na derivada
temporal, dando sequéncia aos estudos ja feitos nas referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA;
VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011; JAROSZ, 2016; JAROSZ; VAZ Jr, 2016). A

seguir, apresentamos as defini¢oes do referencial tedrico que utilizaremos neste trabalho.

1.2 Transformadas Integrais

A utilizacao das chamadas transformadas integrais para a resolucao de equagoes
diferenciais consiste em transformar a equacao dada em uma outra equagdo, em principio
mais simples, resolver esta equacao e, finalmente, calcular a transformada inversa da solucgao
transformada, obtendo assim a solu¢ao da equacao original. Este método é bastante 1til
para obter solugoes de equacoes diferenciais ordindrias ou parciais, principalmente para
problemas envolvendo regides que se estendam ao infinito. Em particular, as transformadas
integrais se mostram bastante titeis em problemas de calculo de ordem nao-inteira, uma
vez que os operadores diferenciais relacionados exigem o conhecimento de todo o seu
dominio de definicdo em vez de apenas em uma vizinhanca de ponto, isto, é lidamos com
operadores nao-locais (TARASOV, 2018).

As transformadas integrais mais utilizadas no Célculo Fracionério sao as trans-
formadas de Fourier, de Laplace e de Mellin. No que se segue, estaremos sempre assumindo

a existéncia das transformadas envolvidas na apresentacao de suas propriedades.

1.2.1 Transformada de Fourier

Embora nao exista uma maneira tnica de se definir o par de transformadas

de Fourier, de forma geral, pode-se escrever o par de transformadas, para x, k € R como

(VAZ Jr; DE OLIVEIRA, 2016b):

1 A formulacdo da mecanica quantica a partir de integrais de trajetéria é examinada com mais detalhes

na referéncia (JAROSZ, 2016)
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b
F) = FU0) = s j ()™, (1.5
_ ‘b’ —zbkxd
flz) = i z, (1.6)
com a e b parAmetros arbitrarios, de modo que F ! = f(z).

Neste trabalho, escolheremos os valores de a e b de modo a obtermos os espacos
conhecidos como de posi¢io e de momento, dados por a = 1 e b = 1/h, sendo h a constante
de Planck reduzida, e k = p, uma vez que estudaremos modelos relacionados a mecanica
quantica. Deste modo, utilizaremos a seguinte notagao:

o) = FI0) = | e Fo@)dn, v = F e = o |

ipx

en ¢(p)dp. (L7)

Listamos, a seguir, algumas propriedades importantes das transformadas de

Fourier:

1. Linearidade. A transformada de Fourier é uma transformacao linear, ou seja,
Flay(z) + bp(x)] = aF [(x)] + bF [p(z)]. (1.8)

2. Deslocamento. A translacao de um espago é equivalente a multiplicagdo por uma

exponencial complexa no espago reciproco, a saber:
F (e —a)] = e e(p), (1.9)
F e Mp(a)] = ¢(p — ), (1.10)
para a,a € R.

3. Escala. A dilatacdo de uma variavel corresponde a contracio na variavel reciproca,
ou seja,
Floen] = o (2) (1.11)
ct)|=—o(-), .
e[ " \e

para uma constante real ¢ # 0.

4. Derivada. A derivacao com relagdo a uma variavel é equivalente a multiplicacao pela

outra varidvel (a menos de um fator i) no espago reciproco:

FI@) = =L o(0), (112)
Flab(a)] = ~ihd (p) (113)
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5. Identidade de Parseval. O produto escalar é preservado pela transformada de Fourier,

isto é,

J_OO *(x)e(x)dr = 27th ¢*(p)C(p)dp, (1.14)
sendo ((p) = F[(z)]

6. Teorema da convolugdo. Seja o produto de convolugao entre as fungoes 1(x) e p(z)

definido por

0= sa-ose (1.15)

Segue-se entdo que
Fl@» @) (@)] = o(p)C(p); (1.16)
FI@)e@)] = 5 (640 () (1.17)

1.2.2 Transformada de Laplace
O par de transformadas de Laplace é definido por (VAZ Jr; DE OLIVEIRA,
2016b)
0
P(s) = £70) = | e rto)ar (1.18)

1 Y +100
e F(s)ds, (1.19)

21 i

com a constante real vy no plano complexo escolhida de modo que a reta R(z) = v esteja
a direita de todas as singularidades de F(s). A seguir, listamos as propriedades mais

importantes da transformada de Laplace:
1. Linearidade. Para as fungoes f(t) e g(t) e as constantes a e b, tem-se que:
Llaf(t) +bg(t)] = aL[f(t)] +bLIg(t)]. (1.20)
2. Deslocamento. Para a > 0, tem-se que
LIf(t—a)]=eLLf(H)]. (1.21)

3. Deslocamento de F(s). Para a € C, temos

L[ef(t)] = F(s—a). (1.22)
4. FEscala. Para ¢ > 0, temos |
LIf(et)] = -F (z) . (1.23)
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5. Teorema do Valor inicial. Se os limites existirem, tem-se que
1% ft) = lim sF(s). (1.24)
6. Teorema do valor final. Se os limites existirem, tem-se que

lim f(t) = ££I% sF(s). (1.25)
7. Teorema da convolugao. Seja o produto de convolucao entre as fungoes f(t) e g(t)

definido por
(f*g) (1) = j £t — r)g(r)dr = f f(r)g(t — 7)dr. (1.26)

Segue-se entao que

LIf*g) @] =LIFOIL[g9(B)]- (1.27)

1.2.3 Transformada de Mellin

Em analogia as transformadas de Laplace e de Fourier, podemos introduzir a
transformada de Mellin através de um par de integrais, que chamamos de transformada
de Mellin direta e a sua respectiva transformada de Mellin inversa. No caso particular
de a funcao a ser transformada conter uma ou mais fung¢bes gama, vamos obter as
chamadas integrais de Mellin-Barnes. Tais integrais desempenham um papel fundamental,
em particular, no estudo das fun¢des H de Fox que contém, como casos particulares,
diversas fungoes especiais classicas da Fisica-Matematica e os varios tipos de funcoes de
Mittag-Leffler (COSTA et al., 2011).

O par de transformadas de Mellin é definido por (OBERHETTINGER, 1974;
VAZ Jr; DE OLIVEIRA, 2016b)

PG = M@ = [ 1) e de,
D v (1.28)
f@) = MO TP = 5 [ P an

com o dominio de analiticidade de f*(z) delimitando uma regiao {z € C | a < Re(z) < b},
denominada faiza fundamental (ou faiza de analiticidade). A constante real C' na expressao
da transformada inversa é tomada de modo que C' € (a,b) e, deste modo, garante-se que a

fungao f(x) seja recuperada.

Em particular, se f*(z) é dado em termos de fungdes gama, a transformada de
Mellin inversa é chamada integral de Mellin-Barnes. A seguir, listamos algumas proprieda-

des da transformada de Mellin que iremos utilizar nos nossos célculos.
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1. Para a > 0, temos

M [f(ax)] (z) = a7 M[f(z)] (2). (1.29)
Demonstracao. Basta tomar a mudanca de variaveis y = ax:

M [f(az)] (2) = f " flaz) o Ve = 0 j ) v = a M) (2).

2. Para —m < 0 < 7, temos
M[f(e?2)] (2) = e M[f(2)] (2). (1.30)
Demonstracdo. Tomando a mudanca de varidveis y = ez, obtemos:
M )] () = | ) e e = e | f) 57 .
0 c

0

Como a operacao z — ze' é uma rotagao por um angulo 6 no plano complexo, o

caminho C' ¢ o limite do caminho Cg, descrito na Figura 1, para R — 0.

Im(2)

Cr

Figura 1 — Curva de integracao Cg

Se f(y) é analitica na regiao limitada pelas curvas Cg, I'g e 0 segmento de reta entre

os pontos 0 e R, dadas pela Figura 1, temos:

R
0= fff(y) y iy = y fy) vty +L fy) v dy + ) fy) v dy.
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Na curva 'y, temos y = Re' e dy = Re'i df e a integral sobre esta curva pode ser

escrita como:

f)y*tdy = f iRe' (Rew)z_l f(Re™) db = J e R* f (Re") df,
I'r Ir

Ir

e a assim, temos

R—

lim | 1) vy =0,
T'r

se I%irn R? f(R) = 0. Partindo dessa hipdtese, temos:
—00

L fly) y*dy = LOO fy) y*dy, (1.31)
e, portanto,
M[f(ze?)] (2) = e M[f(2)] (2), (1.32)
ou ainda
cosfz M [f(2)] (z) =R[M [ f(ze?)] (2)], (1.33)
senfz M [f(2)] (2) =S [M [f(ze")] (2)] . (1.34)
[

1.3 Funcao H de Fox

Definida por meio de transformadas de Mellin, a funcao de H de Fox foi
introduzida na literatura como uma integral do tipo Mellin-Barnes (DE OLIVEIRA;
COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011; GORENFLO A. A. KILBAS;
ROGOSIN, 2014; MATHATI; SAXENA; HAUBOLD, 2009; KILBAS; SAIGO, 2004) e

aparece frequentemente em solugoes de equacoes diferenciais fracionarias.

Sejam m, n, p e ¢ nimeros inteiros e considere a seguinte funcao

[Tms D + Bis) [T, T'(1 — a; — ays)
Z:m+1 F(l - bk - 6k8) H?:nJrl F(aj + OéjS) ’

com 1 <m < qe0<n<p. Os coeficientes o; e (3, sao ntimeros reais positivos enquanto

A(s) = (1.35)
a; e by sao parametros complexos.

A funcao H de Fox, denotada por

H;n(;n [JI (a17a1)""7(a177ap) ] — gmn [CL’
’ (bla/Bl)?"’?(blﬁﬁq)

¢é definida por uma transformada inversa de Mellin, isto é,

(ap’ap) B 1 C+ioo
- 2mi C—ico

(aI”ap) ] 7 (136)

A(s)z~?ds, (1.37)

m,n
HP#J [{L’
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onde C' define um contorno que separa os polos das I'(by, + fxs) dos polos de I'(1 —a; — «;5),
j=1,...,n, k=1,...,m. Os parametros complexos a; e b, sao tomados com a imposi¢ao

de que os polos nao coincidam no integrando.

Héa algumas propriedades interessantes associadas a funcao H de Fox. Conside-

remos as seguintes:

1. Mudanca de variavel dependente. Seja v uma constante positiva. Temos entao

H}Té” [m (ap, ap) ] —yHm" [xv (ap, 7 ) ] (1.38)

(bqa 6q> (bqv Y 6q)
Demonstracao. Para mostrar que esta expressao é valida, introduzimos uma mudanca

de variaveis s — s na integral da transformada inversa de Mellin:

crie s Db + Brs) [ 15 T(1 = aj — ays)

7 %ds =
C—ioo HZ:m-ﬁ-l (1 — by — BkS) H] n+1 F(aj + CYjS)

Crioe pet D(0s +98ks) T T2 1F(1—*%'—707$

— 5 x~%ds,
C—ioo Z=m+1 F( bk‘ - 75/‘68) j =n+1 F(aj + 704]8)

com C' = C/. O

2. Mudanga do primeiro argumento. Seja v € R. Entao podemos escrever:

(ap, ap) ] _ g [x‘ (ap + yoy, ap) ] . (1.39)

2 TH™™ | x
e [ (bg, By) e (bg + 7By Bq)

Demonstracao. Para mostrar que esta expressao é valida, introduzimos uma mudanca

de variaveis s — s + 7 na integral da transformada inversa de Mellin:

I JC”“’ [Tesa Tk + Bes) [T F(l —aj — ;8)

xr %ds =
C'—io0 Hk m+1 ( bk - ﬁkS) j =n+1 F(CL]' + CYjS)

B R  HERN ORI )) | R Ut LGk )

C—iowo HZ=m+1 F( — by — By (S + 7)) j =n+1 F(aj + (S + ’Y))

com C' = C — . m

3. Redugdo de ordem. Se o primeiro fator, (a1, o), é igual ao dltimo, (b, 5,), temos:
(a1, a1), ..., (ap, op) 11 (a2, a2), ..., (ap, op)
HyWm [:c =HP 9 g (

(blvﬁl)a"'7<bq—17/8q—1)7(a17a1) 1 blvﬁl)a--w(bq—hﬂq—l)
(1.40)
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Demonstracao. Da definicao da funcao H de Fox, temos

[Tim Db + Bes)T(1 — a1 — aus) [ [}, T(1 — aj — as)
i D= by — Bes)T(L — @y — ays) [[oni Dlay + ays)

A(s) =

_ [Tiei Db + Brs) 1—[;:11 (1 —aj1 — aj18)
L T —be—Brs) [TF T(a; + ajs)

k=m+1 j=n+1
O
4. Deslocamento do tltimo argumento. Seja k um inteiro positivo. Tem-se que
ay, 1), ..., (ap—1,0-1), (c,
H;?q,nx(l 1) (pl pl)('Y) _
(b17 61)7 cevy (bqfh Bq71>7 (CJ ’Y)
(1.41)

= (-1 ka,n
( ) b ! (b1,51)7...,(bq_l,ﬂq_l),(C“r‘k,’}/)

| | (a1, 01), ..., (ap_1,p1), (c+ k,7) ]

Demonstragio. Utilizando a identidade sen (z 4+ kr) = (—1)*senz para k€ Z, e a

formula da reflexdo da funcao gama, temos

het Dbk + Bes) [ T T'(1 — aj — )

A(s) = | —
[Tizq: T(1 = bg — Bys) Hj:nﬂ I'(aj + ajs) T'(c+vs)I'(1 — ¢ — 7s)

_ (=PI, T(bk + Brs) TTj—o T(1 — aj — ays)
[T} DL = by — Bes) TTo— a1 Tlay + ajs) T(c+ k +4s)T(1—c— k —s)

J=n

]

5. Ezpansoes Assintoticas. As expansoes assintéticas para fungoes H de Fox foram
estudadas nas referéncias (BRAAKSMA, 1964; KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO,
2006; MATHATL; SAXENA; HAUBOLD, 2009). Sejam A e A* definidas por:

q p n p m q
A:Z@—Zau A*ZZ%— Z CYH‘Z@‘— Z Bi- (1.42)
i=1 i=1 i=1 i=n+1 i=1 i=m+1
Se A >0e A* >0, temos
g o] ) | = St o],
q> ~q r=1
com

1 TGS T+ A —an)Bj/ar) [Tio e T (1 — a5 = (1 = ar)aj/ar)
Qr H§=n+1 r (aj - (1 - a?")aj/ar) ng=m+1;ﬁr T (1 — bj — (1 — ar)ﬂj/ar).

hy = (1.44)
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Se A >0e A* =0, temos

m,n (CL y & ) $ ar—1)/a a—1) /o
Hym o] 7 00| = Z [hpzlor=Dier 4 g (glor=Dier)]
(bg, Bg) =1
1.45
1+ Apvt1/2)/A (Co exp [i(B . C;/A)] ( )
— dyexp [—i(B + C'xl/A)]) +o0 (x(”ﬂ/?)/lAl) :
para |xz| — o0, e as constantes dadas por
p m
Co = (27T@)m+n pexp e Z a, — Z b] ,
r=n+1 7=1
p m
do = (—2mi)" " Pexp | —mi Z a, — Z bi | |,
r=n+1 j=1
- (v+1/2)/A
A= A SRl I A = (1.46)
2miA H Ar H ﬂ] S ;
B (2v+ 1)m o ALY VA
- 0 : _ ; 7
’ - : C p—q
o=l [JIBi17,  w=3 0=+ 2
=1 J=1 Jj=1 Jj=1

1.4 Derivadas de Riemann-Liouville e Caputo

A definicao de Riemann-Liouville baseia-se no fato de que a derivacao é uma
operagao inversa a integragao e na lei dos expoentes (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015).
De acordo com esta abordagem, a nocao de integral fraciondria é uma consequéncia natural
da féormula bem-conhecida que reduz o calculo da primeira primitiva de uma funcao
integravel f(¢) para uma unica integral do tipo convolugao. Partindo do resultado valido
para a integral iterada (HILFER, 2000),

" f(t) — J: Ltl | f: F(t) db by dty — (nil)!ff(r)(t A ldr, (147)

definimos a integral fraciondria de ordem o > 0 por

N S
If(t) = F(a)L i (1.48)

para t > 0.

A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o > 0 é definida por

o . d" n—o o 1 d" ! f(t)
DAf) = S () = F(n—oz)dt”fo T (1.49)
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comn = [R(a)] +1et>0,sendo [R(a)] a parte inteira de R(«).
Definindo operador identidade como D° = J° = I, segue-se que D*J* = I.
para a = 0, e

Dy + 1
O+ e a0,y —1,t>0. (1.50)

Do = — 1T e
I'y+1-a)

Essas propriedades sao uma generalizacao natural para aquelas conhecidas de
ordem inteira. Note o fato interessante de que a derivada fracionaria D“f nao é zero

para a funcdo constante f(t) = 1 se o ¢ N: tomando v = 0 em (1.50), vemos que:

t—OC
D1l = —/—— 0,z > 0. 1.51

Para a = n € N, tem-se que D" 1 = pois 1 — n sdo polos da funcao gama.

A definicao de Caputo, por sua vez, foi desenvolvida com base na defini¢ao de
Riemann Liouville, porém com adaptagoes para evitar a derivada nao nula e condigoes
iniciais que ndo possuam interpretagao fisica (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015). Assim,
a derivada fraciondria de Caputo, de ordem o > 0 é dada pela inversao na ordem da

integracao com a derivagao:

n Lo (s
oD (0 = PG 0 = s | T)Qa_n dron=[R@@)]+1.  (152)

As defini¢coes de Riemann-Liouville e Caputo se relacionam por

D D P AU 1.53
“f(t) =Df(t) — — " .

A definicao de Caputo, portanto, incorpora os valores iniciais da funcao e de
suas derivadas inteiras de ordens mais baixas. De acordo com essa defini¢ao, a propriedade
relevante de que a derivada fracionaria de uma constante seja zero, isto é, ¢ D1 = 0, pode

ser facilmente deduzida.

1.5 Derivadas de Riesz e Riesz-Feller

Para introduzir a derivada fracionaria de Riesz, consideraremos uma integral
fracionaria conhecida como potencial de Riesz (HILFER, 2000; DE OLIVEIRA; COSTA;
VAZ Jr, 2010). Para 0 < a < 1, o potencial de Riesz de ordem « de f é dado por

oy *
R p) = 2 () cos (ar/2) J_OO |z —u " ¢ (1.54)

e o seu potencial de Riesz conjugado de ordem « de f é dado por

1 * sgn(x — u) f(u)
2T (a) sen (ar/2) foo z— ' ® du.

Rof(x) = (1.55)
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Suponhamos que f(z) satisfaga as condigoes apropriadas para garantir a exis-
téncia desses operadores (veja a referéncia (RIESZ, 1939)). Como esses potenciais sao
escritos em termos de convolugoes, suas transformadas de Fourier podem ser calculadas

facilmente. Primeiramente, notemos que

0 ik
f s dw = 2|k| " T(a) cos (1.56)
—o0 |ZE| 2
0 ikx
[ = i ) sen s (157
—o0 |l’| 2

Definindo o par de transformadas de Fourier como

F0) = FLU@I0) = [ ey a, (159
Flay = 7 [0 ) = 5 [ s an (1.59)

segue do teorema da convolugao que
FIRf(@)] = [k f(k),  F[Rf(x)] = —isgu(k) || [ (k). (1.60)

Deste modo, temos

fU??W@ﬂ=%fm“wuﬂ=WWMx (1.61)
d L;xRMﬂx)] = —KF[R*f(2)] = — [k|" f (k). (1.62)

A derivada fraciondria de Riesz de ordem «, denotada por (—A)a/ ? 6 definida
considerando a generalizacao da transformada de Fourier da derivada, sendo entdao dada,

se 0 < a < 1, pelo potencial de Riesz conjugado,

d

(=) f(z) = %Rl—a flx), (1.63)
e, se 1 < a < 2, pelo potencial de Riesz,
/2 d2 2—«
(~A)" f(z) =~ R f(a). (1.64)

Uma outra maneira de definir a derivada fraciondria no sentido de Riesz utiliza

as derivadas fracionarias no sentido de Weyl. A derivada de Riesz fica entao definida pela
expressiao (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015; DE OLIVEIRA; MACHADO, 2014)

DY f(x) + D2 f(x)
2 cos (ma/2)

(—A)*2 f(x) = (1.65)
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para o # 1, onde D§ e D® sao as derivadas fracionarias de Weyl (HILFER, 2000) a direita

e a esquerda, respectivamente, de ordem «, dadas por

pes) = () mes, oo = () mes,

comneNtalquen —1<a<nelfel®sao, respectivamente, as integrais fraciondrias

a direita e a esquerda de Weyl de ordem « > 0, dadas por

10 = g [ @m0 HOds 1) = s [0 rods. o

Esta representacao nao ¢ valida para a = 1, que neste caso é dada por uma
transformada de Hilbert (CAMARGO; DE OLIVEIRA, 2015), isto é,

80" (o) = gt = 5|2 I ae]. (1.68)

com a integral devendo ser considerada no sentido do valor principal de Cauchy.

A derivada de Riesz-Feller, por sua vez, além da ordem nao-inteira considera
também uma assimetria (AL-SAQABI; BOYADJIEV; LUCHKO, 2013; MAINARDI;
LUCHKO; PAGNINI, 2007). Denotada por Dy, a derivada fraciondria de Riesz-Feller de

ordem « e assimetria 6 é definida, a partir de sua transformada de Fourier, por
F[Dg f(x)] (k) = — |k|" e" =2 f k), (1.69)

com 0 < a < 2, 0] < min{a,2— a}, e sgn(k) é a fungao sinal. Esta definicao leva a

representacao integral, para a # 1, dada por
D§ f(a) = — (e+ D} +¢_D%) f(a), (1.70)

com os coeficientes ¢, e c_ dados por

_sen(a+0)7/2 (1.71)
B sen o ’ ’

C+

e DY e D sao as derivadas fracionarias de Weyl a direita e a esquerda, respectivamente,
de ordem «, dadas por (1.66). Esta representagao nao é valida para o = 1, que neste caso
é dada por (AL-SAQABI; BOYADJIEV; LUCHKO, 2013)

Dyf(x) = [COS (07/2) Dg — sen (67/2) ;;] ,

com o operador D dado por (1.68).

A definigao de Riesz-Feller pode ser entendida como um generalizagao para a

derivada fraciondria de Riesz, obtida tomando a assimetria como 6 = 0.

Utilizaremos, neste trabalho, as chamadas derivadas quanticas de Riesz e Riesz-
Feller (AL-SAQABI; BOYADJIEV; LUCHKO, 2013). As derivadas quanticas diferem das
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derivadas convencionais de Riesz e Riesz-Feller apenas pelo sinal. Daqui para a frente, as

~ 2 . . A . .
notagoes (—A)a/ e Dy devem ser entendidas como as derivadas quanticas de Riesz e
Riesz-Feller, respectivamente.

Além disso, nesta se¢ao, introduzimos as defini¢des para as derivadas de Riesz

e Riesz-Feller utilizando uma definicdo para a transformada de Fourier com que a =

b = 1 nas expressoes (1.5). No entanto, os resultados obtidos sao equivalentes através da

transformagcao de varidveis dadas por k = p/h.
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Fracionarias

O estudo da natureza pelo ponto de vista da ciéncia baseia-se, predominante-
mente, na construgdo de modelos que, por sua vez, podem ser de natureza fenomenologica
ou baseada em teorias (PODLUBNY, 1998); no caso da fisica, em particular, esse modelos
sao desenhados utilizando linguagem matematica. O grande sucesso alcancado na aplicagao
de modelos envolvendo calculo diferencial e integral na modelagem do movimento de
corpos celestiais fez com que o calculo se tornasse a ferramenta mais importante para
modelar fendmenos fisicos. Contudo, embora seja uma ferramenta bastante poderosa,
pode haver situagoes em que a modelagem de certos processos nao é descrita de modo
totalmente satisfatorio apenas utilizando derivadas e integrais de ordem inteira e genera-
lizagoes por meio do célculo fracionario se mostram bastante titeis nesses casos. Alguns
exemplos de aplicacoes interessantes sao a modelagem de processos como difusao ano-
mala (EVANGELISTA; LENZI, 2018; HILFER, 2000; DIETHELM, 2010; ORTIGUEIRA,
2011; HERRMANN, 2014; ATANACKOVIC et al., 2014; FALLAHGOUL; FOCARDI,;
FABOZZI, 2016), dissipagao (GAUL; KLEIN; KEMPLE, 1991; RYABOV; PUZENKO,
2002; TOFIGHI, 2003; NABER, 2010), relaxagao (MAINARDI, 2010; MAINARDI, 1996;
DE OLIVEIRA; MAINARDI; VAZ Jr, 2014), teoria de controle (TEOLJAKOV, 2017,
PODLUBNY, 1999; MACHADO, 2013; SHAH; AGASHE, 2016), e também a formulagao
de versbes fraciondrias para teorias fisicas (SANDEV; TOMOVSKI, 2019) como, por
exemplo, mecanica quantica fraciondria (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; JAROSZ;
VAZ Jr, 2016; DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011; KONDEJ; VAZ Jr, 2012).

Neste capitulo, apresentamos alguns modelos que utilizam derivadas fracionarias
em sua formulacao e discutimos algumas caracteristicas e limitagdes quando a sua utilizacao.

2.1 Relaxacao Fracionaria

Um processo de relaxagao é uma resposta de um sistema a uma perturbacao

externa. Processos de relaxacdo sao muito importantes em diversas areas da fisica, como
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por exemplo, ressonancia magnética, relaxacao de energia vibracional, relaxacao dielétrica

e relaxagao estrutural (DE OLIVEIRA; JAROSZ; VAZ Jr, 2018).

O modelo mais simples de relaxacao fracionaria é dado por

fi(t) == f(1), (2.1)

com t > 0 e 7 constante (conhecida como tempo de relaxacao), e sua solugao é dada por
t (0%
F) = fOen |- (5] | (22)

Uma maneira de generalizar esta equacgao utilizando calculo fracionério é

oD f(t) = =17 (1), (2.3)

com a derivada fraciondria de Caputo de ordem 0 < « < 1, definida pela equacao (1.52),

na Secao 1.4.

Aplicando transformada de Laplace a esta equacao, obtemos

Sa—l S—l

Fls) = so 1o 14 (1s)=’ (2:4)

e, apés aplicar a transformada de Laplace inversa, obtemos (DE OLIVEIRA; JAROSZ;

VAZ Jr, 2018) a solugio )
1(t) = f(0)E, [— (t) ] | (2.5)

sendo E,(.) a fungao de Mittag-Leffler (GORENFLO A. A. KILBAS; ROGOSIN, 2014),

S NN 2.6
];)F(ak;—kl) (26)

Tomando « = 1 na solugdo (2.5), recuperamos a solu¢ao dada por (2.2).

Na referéncia (DE OLIVEIRA; MAINARDI; VAZ Jr, 2014), os autores estudam

um modelo ainda mais generalizado:

cD f(t) = —MPT7f (1), (2.7)

comA>0,0<a<]1 —a<f<1-a,ea condigio inicial f(0) = fo > 0, cuja solugao é
dada por

F () = foBairp/mpja (~M77) (28)
com a fun¢ao E,,,,(.) definida por (KILBAS; SAIGO, 2004)

[a(im + 1) + 1]

Baml Z :H [a(im + 1+ 1) + 1] (2.9)

n=0

ea>0,m>0ealim+1)#—-1,-2,-3,....
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Tomando 5 = 0 em (2.8), obtemos f(t) = foEa11(A?) = foE.(—At%), ou seja,
recuperamos a solugao (2.5). Tomando o = 1, obtemos uma exponencial esticada (ELTON,
2018), dada por

n—1
f#) = foBrispp(—M""1) = fOnZ) A H 1+ B )(1 + )
AP 1 A 210
0% (F55) e (F57),
2.2 Oscilador harmonico fracionario
O oscilador harmonico simples é descrito pela EDO de segunda ordem:
ma” (t) + kx(t) = 0, (2.11)
cuja solucao ¢ dada por

x(t) = x(0) coswt + z(0) sen wt, (2.12)

W

com w? = k/m. Na presenca de forcas de atrito, temos o oscilador amortecido, que é
descrito com a adi¢do de um termo de primeira ordem a equagdo do oscilador harmonico
simples:

ma”(t) + ba'(t) + kx(t) = 0, (2.13)

comm>0ekelR.

A solugao da equacao (2.13) depende da relagao entre m, b e k:

1. Sub-amortecido: b* < 4mk.
z(t) = e 2™ (24 coswit — vy senwyt) (2.14)
com wy = Vamk — b2/2m, zo = £(0) e v, = (b/w;)z(0) + 2'(0).
2. Super amortecido: b > 4mk.
x(t) = e~ bt/2m (2o cosh wat + vo senh wot) , (2.15)
com wy = Vb2 — dmk/2m, e vy = (b/ws)x(0) + 2/(0).
3. Criticamente amortecido: b* = 4mk.
z(t) = e 2™ (2o + 21t) (2.16)

com z1 = z'(0) + b/2m.
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O oscilador harmonico fracionario é um dos principais casos ilustrativos de
aplicagao do calculo fracionario a modelos fisicos. O modelo mais conhecido para o oscilador
harmonico fracionario é dado pela substituicdo da derivada de segunda ordem na equacao

(2.11) por uma derivada de Caputo de ordem 1 < a < 2:

m® D%z (t) + kx(t) = 0. (2.17)

Aplicando transformada de Laplace a equagao, obtemos

z(0) s71 + 2/(0) 572
1+ waes—@ ‘

X(s) = (2.18)
Apods aplicar a transformada de Laplace inversa, obtemos uma solucao geral

em termos de fungoes de Mittag-Leffler de dois parametros,

z(t) = 2(0) Ep1(—wt®) + 2'(0) t Eqo(—wt®). (2.19)

A Figura 2 nos permite observar que a solu¢do dada por (2.19) apresenta
um comportamento muito interessante: para o = 2, recupera-se a solugao do oscilador
harmonico simples da equagao (2.12); para 1 < a < 2, entretanto, observa-se que as solugoes
apresentam comportamento similar ao oscilador amortecido, com este amortecimento se

intensificando conforme « se aproxima de 1.

1.0

05f
a=2
=3 0-0: ————— a=1.8
S AP/ D W A WY B Bt - a=1.6
05N 44 X/ 0\ | 1 e a=1.2

—10f

Figura 2 — Oscilador harmonico fracionario com derivada fracionaria de Caputo.

Podemos generalizar ainda mais o modelo do oscilador harmonico fracionario
utilizando a defini¢do de derivada fraciondria de Prabhakar (GARRA et al., 2014):

POy f(0) = | (=TI E [t - 1)) S f

0 drm

com os pardmetros «, 3,7, 1 € C, R(a), m = [B].
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O oscilador harménico com derivada fracionaria de Prabhakar é descrito por

mP D), x(t) + kx(t) = 0, (2.20)

a,B.u®
coma>0,1< <2, v>0e ueR. Aplicando transformada de Laplace, obtemos,
z(0) s7t + 2/(0) s72

X(s) = 2.21
(s) 14+ wfs=A(1 — ps=)=7 (221)
e a transformada de Laplace fornece a solugao
0
Z ﬁtﬁ a ﬁk+1 :uta + $ Z ﬁtﬁ o Bk+2(ﬂta)7 (2'22)

em termos de fungoes de Mittag-LefHler de trés pardmetros (GARRA et al., 2014), que é
dada por

[(y+k)z
E 4(2) = 2.23
a2 Z kT (ak + ) (2.23)

de modo que «a, 3,7 € C e Re(a) > 0.

Tomando v = 0, recuperamos a solu¢cao do modelo que utiliza derivada de
Caputo, isto ¢é (2.19).

2.3  Outros modelos

Como ja mencionado anteriormente, existe uma imensa gama de modelos
fraciondrios desenvolvidos e utilizados pela ciéncia e engenharia. Na referéncia (SUN et al.,
2018), diversos desses modelos sdo apresentados e discutidos pelos autores. Os modelos
apresentados neste trabalho sdo motivados por modelos fracionarios ja existentes, que

serao oportunamente discutidos, no Capitulo 4.

2.4 Limitacoes quanto a escolha de uma generalizacao

Como ja discutimos anteriormente, a escolha de um operador integrodiferencial
fracionario baseia-se na generalizacao de operadores ordinarios segundo critérios que sejam
de interesse. Por exemplo, a derivada de Caputo pode ser entendida como um generalizacao
de acordo com a transformada de Laplace de derivadas no sentido distribucional (DE
OLIVEIRA; JAROSZ; VAZ Jr, 2018). A partir disso, podemos tentar estabelecer algum
critério mais geral para pensar em outras possiveis generalizagoes. Consideremos entdo um

operador integrodiferencial D* definido em termos de uma func¢ao ®(s, ), de modo que

LID*f(B)](s) = @(s,a)L[f ()] (s), (2.24)

de modo que ®(s,1) = s, ®(5,0) =1 e &(s,—1) = 5. De acordo com esse critério, uma
escolha natural é (s, a) = s%, isto é, a defini¢do de Caputo. Entretanto, é possivel propor

outras escolhas.
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Para exemplificar a ideia, consideremos a tarefa um pouco mais modesta de

definir um operador diferencial fracionéario para 0 < a < 1. Escrevendo ®(s, o) na forma
(D(S> a) = 5¢(3> Oé), (225)

de modo que (s, 1) =1 e 1)(s,0) = s~ *, obtemos
d t
D] = 5 | = - ma) (e (2.26)
0
com a fun¢ao ¥ dada de modo que U(t, o) = (s, ).

Assim, uma derivada fracionaria do tipo Caputo é da forma

£ Do F(1)] = J U(t—7,0)f (r)dr, (2.27)

0

e sua transformada de Laplace é dada por

LD [fD]] = (s, a)sF(s) = (s, a) f(0), (2.28)
com F(s) = L[f(t)].
Recentemente, Fabrizio e Caputo (CAPUTO; FABRIZIO, 2015) propuseram

uma nova defini¢do de derivada fracionaria que, de acordo com nossa abordagem, pode ser

descrito pela funcao
1

Yals @) = (1—a)s+aty"’

com ty > 0, que leva a uma operador tipo Caputo com um termo exponencial em seu

(2.29)

nicleo dada por

b D" [S(0) = 1 | eI () (230

S 1-a ),

H& também uma segunda definigdo, proposta por Atangana e Baleanu, (ATAN-
GANA; BALEANU, 2016), definida de modo que

S—l

(1 —a) + a(stg)=’ (2:31)

o(s, ) =

levando a definicdo de um operador integrodiferencial tipo Caputo com uma funcao de

Mittag-Leffler no nucleo, dada por

D" (0] = 1 [ Ba| 20T o (232)

l—al), “| (1 -0

As definigoes dadas por (2.30) e (2.32), entretanto, tém sido questionadas quanto
a sua validade como operadores diferenciais fracionarios (ORTIGUEIRA; MACHADO,
2018; DE OLIVEIRA; JAROSZ; VAZ Jr, 2020), devido a nao satisfazer algumas condigoes
consideradas necessarias (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015) como, por exemplo, ndo se
comportar como um operador local (TARASOV, 2018) e levar a resultados inconsistentes
em certos modelos (DE OLIVEIRA; JAROSZ; VAZ Jr, 2018).
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2.5 Derivadas fracionarias do ponto de vista do passeio aleatério

de tempo continuo

Desde o advento da mecanica quantica, varias mentes brilhantes, inquietas
diante do conjunto de ideias heterodoxas envolvidas na interpretacdo do formalismo
quantico, buscaram interpretar esse formalismo em termos de ideias mais proximas do
senso comum. Em particular, a equagao de Schrodinger foi objeto de varios estudos buscando
elucidar a sua natureza. Aparentemente, a primeira tentativa nesse sentido deveu-se a
Madelung (MADELUNG, 1927), que usando a representacao polar da fungdo de onda
complexa, reescreveu a equagao de Schrodinger como um par de equagoes interpretadas
como uma equagao de continuidade e uma equacao de Hamilton-Jacobi com um termo na
forma de uma funcao potencial, que pela auséncia de um analogo classico, foi denominado
potencial quantico. Essa linha de raciocinio culminou na chamada interpretacao de de
Broglie-Bohm da mecanica quantica, também chamada de mecanica bohmiana (DURR;
TEUFEL, 2009).

Uma outra tentativa de interpretacao da equacao de Schrodinger estd na
chamada mecanica estocastica. O pioneiro nesta area é Fényes (FENYES, 1946; FENYES,
1952), onde se destaca a contribui¢ao de Nelson (NELSON, 1966; NELSON, 1967). De
uma forma geral, a ideia é identificar uma dualidade entre a equagdo de Schrédinger e a
equacao de difusao. Estd completamente fora dos nossos objetivos discutir essa relagao —
uma monografia nesse sentido ¢ (NAGASAWA | 1993) —, de modo que iremos nos contentar
com uma das consequéncias dessa relagao, que é olhar para a equacao de Schrodinger
como continuacao analitica t — it da equacao de difusdo. Uma das vantagens dessa
interpretacao estocastica é que podemos extrapolar para a equacao de Schrodinger as

possiveis generalizagoes da equacao de difusao.

A relacao da equacao de difusdo com a teoria do passeio aleatério é bem conhe-
cida. De fato, vamos considerar uma rede unidimensional com espacamento Ax e pontos
indexados por n (€ Z). Se denotarmos por W, () a fungao densidade de probabilidade de
uma particula estar na posicdo n no instante ¢, e se apés um intervalo Ax a particula
move-se para a direita ou para a esquerda com igual probabilidade, entao esse processo é

descrito pela equacao
1 1
Wa(t+ A) = §Wn_1(t) + §Wn+1(t). (2.33)

No limite At — 0 e Ax — 0, podemos escrever

ow

Wo(t+A) =W(x,t)+ En At + O(At), (2.34)

oW 1 0*W (x,t)
W =W + —Ar+-—— 2
1 (?) (%) ox T Ox?

(Az)* + O((Az)?), (2.35)
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e supondo constante o limite
- (Az)?
D=1
Arso 2AL
At—0

(2.36)

segue que a densidade de probabilidade de encontrarmos a particula no instante ¢ na
posicao x obedece a equagao de difusao
oaw 2w

= =D (2.37)

No modelo de passeio aleatério descrito acima, uma particula tem que ser mover
necessariamente para seu vizinho mais préximo, a direita ou a esquerda, a cada intervalo
de tempo At. Em 1965, (MONTROLL; WEISS, 1965) apresentaram uma generalizacao
desse modelo, onde o intervalo At e o comprimento do salto Ax foram substituidos por
um tempo de espera e o comprimento de salto dados a partir de uma densidade de
probabilidade ¢(z,t). Esse modelo foi denominado passeio aleatério com tempo continuo
(CTRW, abreviacao de “continuous time random walk”). Se o comprimento do salto e o
tempo de espera forem varidveis aleatérias independentes, entdo ¢(z,t) = A(z)w(t), de
modo que a densidade de probabilidade para um salto entre = e x + dz é dada por A(z) dx
e densidade de probabilidade de que o salto ocorra entre t e ¢t + dt é dada por w(t) dt.
Denotando a transformada de Laplace de w(t) por w(s) e a transformada de Fourier de

A(z) por S\(k), Montroll e Weiss mostraram, partindo da equagao mestre para esse processo,
que V[N/(k‘, s) satisfaz a equagao
= 1—w 1
W) - 1o0s) L (2.38)
s 1= Ak)w(s)

onde supomos como condigao inicial W (z,0) = §(z) (METZLER; KLAFTER, 2000).

A equacao de difusao surge dentro do chamado limite difusivo do CTRW, que
corresponde a k — 0 e s — 0. Supondo que w(t) seja uma distribui¢ao de Poisson e A(z)

uma distribui¢do normal,

1 2 2
w(t) =7 te ", MNz) = ———e /277, 2.39
(t) (2) V2ro? (2.39)
temos
@(s) = L s k) =e @R 21— <, (2.40)
—1+7—3— ey - 4 ey .
e com 1sso
= 1—(1—7s+...) 1 1
W(k,s) = = +. (241
(k. ) 5 [1-(1—7s+..)1—% +..)] s+ Dk? (2.41)
onde D = o?/47. Logo
sW(k,s) — 1 = —DE*W (k, s), (2.42)

e tomando as transformadas inversas de Fourier e Laplace segue a eq.(2.37).
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Podemos, evidentemente, pensar em outras distribuicoes de probabilidade
para w(t) e A(x). Para a distribuicdo dos comprimentos dos saltos, vamos considerar
uma generalizagao da distribuicao normal, que é a distribui¢do de Lévy. Como estamos
interessados no limite difusivo £ — 0, precisamos apenas considerar o comportamento

assintotico de A(x), que no caso de uma distribuigao de Lévy é dado por
Mz) ~ Ao Mz A, (2.43)
onde 1 < p < 2. No espaco de Fourier, temos
k) =1—c"k["+ ... (2.44)
Usando essa expressio para X(k‘), obtemos, no lugar da eq.(2.42),
SVIQ/(IC, s)—1= —c“|k:|“§(k, s), (2.45)

onde ¢ = ¢* /7. Tomando as transformadas inversas de Fourier e Laplace, obtemos

a%g”:wmwmﬁ, (2.46)

onde D*W (z,t) é a chamada derivada fracionaria de Riesz. Outros exemplos e generaliza-
¢oes podem ser encontrados em (METZLER; KLAFTER, 2000).

Considerando agora a continuagao analitica da eq.(2.46), temos

z&alf = '"DFY(x,t), (2.47)

onde ¥(z,t) = W(x,it), que é uma equacao do tipo Schrédinger com derivada fracionaria

espacial do tipo Riesz.
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Capitulo 3

A Equacao de Schrodinger com
potenciais que envolvam a funcao

delta e suas derivadas

A utilizacao da funcao delta de Dirac para modelar certos tipos de fenémenos,
de maneira idealizada, em mecénica quantica ¢ uma abordagem amplamente difundida
e bem estabelecida na literatura (BELLONI; ROBINETT, 2014). Ela aparece em tais
modelos incorporada a coeficientes de operadores diferenciais, cujo dominio possua suporte
singular em um conjunto disjunto de pontos, sendo assim classificados como interacoes
singulares (KURASOV, 1996). Uma interagao singular ocorrendo de forma localizada
em um ponto da reta real, isto é, valendo zero em todo o dominio exceto neste ponto é
chamado interag¢io pontual (DE VINCENZO; SANCHEZ, 2010).

3.1 A funcao delta de Dirac

A funcao delta de Dirac é uma ferramenta matematica bastante conhecida
e utilizada na literatura, sendo frequentemente aplicada em problemas de mecanica
quéntica (veja, por exemplo, as referéncias (GASIOROWICZ, 1979; GRIFFITHS, 1995)).
Denotada por §(z), sua definigdo parte da imposigao de que ela deva satisfazer as seguintes
propriedades
d(x) = { 0 @0 : comfOO §(x) dx =1, (3.1)
0, T = 0 —0

o que leva a uma possivel interpretacao de que a funcao delta representa uma ponta

infinitamente alta e infinitesimalmente fina.

Tecnicamente, nao é realmente uma funcdo, uma vez que nao assume valor
finito em x = 0; dizemos entao que é uma fungdo generalizada ou distribuicio (VAZ Jr; DE

OLIVEIRA, 2016¢). Entretanto, é uma construgao extremamente 1til em fisica tedrica.
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Multiplicar §(x —a) por uma funcao ordindria f(x), é o mesmo que multiplica-la
por f(a), isto é,
f(x) 6(z —a) = f(a) 6(z — a), (3.2)

pois o produto é zero em qualquer ponto, exceto a. Em particular,
0 0
J f(z) 6(x —a) dmzf(a)J Iz —a)dx = f(a). (3.3)
—

Esta é a propriedade mais importante da fun¢ao delta, conhecida como filtragem:
aplicada junto a uma integral que inclua o ponto a, ela serve para filtrar o valor de f(x)

neste ponto z = a.

A funcao delta de Dirac estd intimamente associada ao conceito de fungoes-teste:
fungoes infinitamente diferencidaveis com suporte compacto, isto é, identicamente nulas fora
de um intervalo finito (z¢,z1) € R (ARFKEN; WEBER, 2005; VAZ Jr; DE OLIVEIRA,
2016b). Sendo d(x) definido como o limite de uma sequéncia {6, (z)} de fungoes-teste que
satisfazem as condigoes

oS %

lim Op(x)dx =1, lim dn(z)p(x)dx = ¢(0), (3.4)

n—0o0 n—0o0
—00 —00

para uma func¢do ¢(x) ordindria, isto é, continua e infinitamente diferenciavel, uma vez que

o produto entre uma funcao-teste e uma funcao ordinaria resulta em uma funcao-teste.

Os operadores caracteristicos da teoria de distribuicoes cldssica sao dados por

¢(x)o(z) = $(0)d(x), (3.5)
¢()0'(x) = ¢(0)d'(x) — ¢'(0)d(=). (3.6)

Neste trabalho, entretanto, precisaremos lidar com solu¢des que possuam uma
descontinuidade isolada em um ponto a € R, o que nao é coberto por essa teoria. Para que
esta classe de fungoes esteja incluida no conjunto de possiveis solugoes para a equagao de
Schrodinger com potenciais relacionados a derivada da funcao delta de Dirac, utilizaremos
a teoria desenvolvida por P. Kurasov na referéncia (KURASOV, 1996). Ela é construida
com base em um conjunto K de fungoes-teste com uma possivel descontinuidade na origem
(que pode ser facilmente generalizado para uma possivel descontinuidade em um ponto

qualquer na reta real).

Definamos, entao, para uma fung¢ao real f com uma possivel descontinuidade

em x = 0, que

com

F(0£) = lim f(z). (3.8)

z—0+
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Dada uma fungao-teste ¢ € K, a agdao de §(x) e ¢'(x) é definida por
¢(0+) + ¢(0—)] ;

S 6 = 0(0)5(a) (39)

o) () = rﬂ0+);wM0—)]wa__l¢%0+>;¢%0—>]5@3

o)sta) - |

(3.10)
= ¢(0)¢' () — ¢(0)5 ().

Devemos observar que, se ¢ for continua em x = 0, recuperamos os operadores

descritos em (3.5).

Na referéncia (KURASOV, 1996), é feito um estudo sistemaético a respeito da
teoria de distribui¢oes sobre este conjunto K, mostrando que este operador ¢ consistente
e bem-definido. Nao nos aprofundaremos nesses pormenores aqui, nos atendo apenas ao
necessario para justificar a validade da utilizagdo deste ferramental em nossa metodologia.

Cabem, entretanto, algumas observacoes:

1. O operador diferencial de segunda ordem dado por

d? ,
—og T X0@) + Xd (@), Xi Xy eR, (3.11)

nao admite um operador auto-adjunto correspondente no espaco de operadores
continuamente diferencidveis na origem se Xy # 0 (KURASOV, 1996). Por este
motivo, a teoria de distribuicoes ordinarias é adequada para o problema do potencial
delta simples, estudado nas referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE
OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011; JAROSZ, 2016), porém insuficiente para o problema do

potencial que envolve derivadas da funcao delta.

2. Além de apresentar a teoria baseada no conjunto de distribui¢bes com uma possivel
descontinuidade em um ponto isolado, Kurasov também introduz em seu trabalho
uma metodologia para obter operadores auto-adjuntos baseado em extensoes para
o operador (3.11); a partir dessas extensoes auto-adjuntas, obtém-se condiges de
contorno apropriadas para que o problema do potencial V(x) = ad(x) + bd'(z) seja
resolvido de forma correta e consistente, o que foi feito por na referéncia (GADELLA;
NEGRO; NIETO, 2009).

3. Embora tomando como base o trabalho de Gadella, Negro e Nieto, nao utilizaremos
neste trabalho a abordagem das extensbdes auto-adjuntas, pois ela nao funciona
para derivadas de ordem nao-inteira; ao invés disso, utilizaremos a abordagem das
transformadas integrais, que servem tanto para operadores locais (isto é, derivadas

de ordem inteira) quanto para os nao-locais (derivadas de ordem nao-inteira).
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3.2 O potencial delta

Um tipo de interacao pontual bastante familiar é dado pelo seguinte operador

hamiltoniano )

Hy = f—m + Vod(a), (3.12)

com Vj sendo um parametro constante e m uma constante que representa a massa da
particula. O procedimento padrao para resolver este problema é considerar a equagao de
Schrodinger no espago de posicao,
B d(a)
2m  dx?

+ V(z)Y(x) = Ev(x), (3.13)

para o problema da particula livre, isto é, V(x) = 0, nas duas regides separadas pelo
ponto onde localiza-se o potencial delta - que neste caso é xg = 0 -, e em seguida aplicar

as condi¢oes de contorno apropriadas, que seguem da anélise do problema. Utilizando a

notacgao
f(0+) = 111%1i fx), (3.14)
as condigoes sao dadas por
P(04) = ¥(0—) = (0), (continuidade)

Y'(0+) — ¢'(0-) (salto da derivada)

72

O operador Hj é auto-adjunto no dominio das fungoes de onda que satisfazem
a essas condicoes e s6 admite estados ligados para Vy < 0 (GALINDO; PASCUAL, 1990;
GRIFFITHS, 1995).

Uma extensao natural para o potencial delta de Dirac é dado pelo operador

2
H, — 2% + Vod(x) + Vid'(2), (3.16)

com Vj sendo um coeficiente constante e ¢'(x) é a derivada da fungio delta. Entretanto, a
derivada da funcao delta de Dirac apresenta particularidades que exigem uma abordagem
diferente da utilizada no caso do hamiltoniano Hy. Uma maneira que se mostra bastante
eficaz para contornar essas dificuldades consiste em estudar as extensoes auto-adjuntas
do operador hamiltoniano da particula livre (SEBA, 1986), de modo que as interacoes

pontuais sejam incorporadas nas condigoes de contorno da equagao de Schrodinger no
espaco de posicio (DE VINCENZO; SANCHEZ, 2010).

Contudo, é possivel lidar com problemas envolvendo intera¢des pontuais como
d(x) e &’(x) de uma segunda maneira, se observarmos que esses problemas podem apresentar
descontinuidades em suas funcoes de onda e/ou suas derivadas. Isto significa que os termos
d(x)(z) e §'(x)(x) sdo produtos entre uma distribui¢do e uma fungao que pode ser

descontinua em seu ponto de suporte. A teoria das distribuigoes, entretanto, foi inicialmente



Capitulo 3. A Equagdo de Schrédinger com potenciais que envolvam a funcgdo delta e suas derivadas 47

construida com base no espaco das funcoes-teste continuas e, portanto, é necessario buscar
por uma teoria de distribui¢bes que generalize este espago de modo a abranger também
fungoes-teste descontinuas. Este problema foi estudado por P. Kurasov (KURASOV,
1996), que fez algumas modificagoes na maneira de definir a agao de distribui¢des sobre
funcoes-teste para que passassem a ser validas também para casos de descontinuidade no

ponto zy = 0, conforme pode ser visto na Secao 3.1.

Impondo a condi¢cdo de que o problema definido por H; seja auto-adjunto,

segue-se que as seguintes condigoes de contorno devem ser satisfeitas:

1 +mVy/h?
¥(0+) 1 —mVy /R 0 $(0-)
= ) ) . (3.17)

1 —(mVyi/R?)2 1+ mVy/h?

Na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009), essas condigoes sao utili-

zadas para estudar o problema de estados ligados e espalhamento para Hp, onde obtém-se

m|Vo|/h 2mE
“Trmevem N T R (3.18)
ou, equivalentemente,
mVZ/h?
E=— 0 1
21+ m2VE/RA) (8.19)
e a funcao de onda
m|Vo| [ 1+ mVi/h? R e
R |14 (mVy/h?)? ’
U(zr) = (3.20)

m|Vo| [ 1 —mVy/R?

2 1+(mV1/h2)2]€’ r=0

com a tunica diferenca de que, no trabalho em questao, os autores adotam h = 1.

3.3 Potenciais supersingulares

Partindo desses resultados ja bem consolidados na literatura, podemos pensar

em estender o estudo a operadores hamiltonianos da forma
s
H,=-— V6 3.21
APNCRCE (3:21)

com V,, sendo pardmetros constantes e 8™ (z) a derivada de ordem n da funcao delta de
Dirac, paran = 0,1,..., N. Os potenciais que envolvem derivadas de ordens maiores da

funcao delta sdo chamados potenciais supersingulares.
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Valendo-se da ideia da resolucao do problema envolvendo o operador Hy, a
estratégia natural seria buscar uma resolugao para H,, a partir de condigoes de contorno
que garantissem a auto-adjunticidade do operador. Entretanto, o operador diferencial
(iD,)? = —d?/dx? s6 admite extensdes auto-adjuntas que envolvam a funcéo de onda e
a sua derivada de primeira ordem, de modo que nao é possivel obter as condigdes que
procuramos a partir deste operador. Na referéncia (ALBEVERIO; KURASOV, 2000), os
autores optaram por utilizar a extensao auto-adjunta do operador (iD,)" para estudar
este problema. Na referéncia (LANGE, 2015), por sua vez, o autor utiliza uma versao
integral da equacao de Schrodinger para obter condigoes de contorno para potenciais do
tipo supersingulares, porém as condi¢oes de contorno obtidas possuem a desvantagem de
apresentar parametros dependentes da energia da prépria solugao do problema e, além

disso, nenhuma solucao para a equagao é apresentada.

No presente trabalho, abordaremos o problema dos potenciais supersingulares
por uma outra perspectiva: a utilizagao de transformadas de Fourier. Nas referéncias (DE
OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011; JAROSZ; VAZ Jr,
2016), esta mesma técnica foi utilizada para resolver a equagao de Schrodinger fracionaria
para potenciais delta; partindo da ideia de que a equacao de Schrodinger “tradicional”
pode ser entendida como um caso particular de sua versao fracionaria, também é possivel

buscar suas solugoes através da transformada de Fourier.

A principio, pode parecer uma complicacao desnecessaria em comparagdo com
os métodos mais simples de resolucao encontrados na literatura. Entretanto, um grande
ponto a favor a técnica da transformada de Fourier é que a equagao de Schrodinger, no
espaco de momento, nao exige que as condi¢oes de contorno sejam conhecidas e ainda assim
a transformada de Fourier inversa da solucao obtida no espaco de momento satisfaz as
condigoes necessarias. Deste modo, observamos que trabalhar com a equacao de Schrodinger
no espacgo de momento se mostra uma técnica promissora para a resolucao do problema

da equagao de Schrodinger com potenciais supersingulares.

Neste capitulo, utilizaremos a representacao da equagao de Schrodinger no
espaco de momento para estudar o efeito de potenciais supersingulares. Apés obtermos as
solucoes de estado ligado e espalhamento neste espaco, utilizaremos a transformada de
Fourier inversa para obter as expressoes das solugoes no espaco de posi¢ao e em seguida

calcularemos as energias de estado ligado e os coeficientes de espalhamento.

3.4 Potenciais supersingulares no espaco de momento

Partindo da equacao de Schrodinger independente do tempo, isto é,

~B(0) + o OV ) (5) = Bo(p), (3.22)
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com 9 (x) e ¢(p) segundo a definigao dada por (1.7), W (p) sendo a transformada de Fourier
de V(z) e a convolugao entre ¢ e W dada por

(W) ( J W(p —q)¢(q) dg. (3.23)

Considerando o potencial supersingular escrito na forma

_ i V50 (), (3.24)

e a transformada de Fourier da derivada de ordem m da funcdo delta de Dirac dada por
(DUISTERMAAT; KOLK, 2010)

Flm] - ("fi’;)m (3.25)

obtemos:

(W o) (

D=3, i(3) [ w-arewa

n=0 —©

S5 (2) cot [ (5) v

Segue-se do teorema integral de Fourier (BROWN; CHURCHILL, 2011) que

2717?/ _O:O eipm/h¢<p) dp _ [d}(x—i_) ;—Qﬂ(l‘—i-)] _ 1;(0)’ (326)

Fl -

e, deste modo, a integral presente na expressao da convolucao é dada por

fooo (ifj)n_k¢(q> dq = 2mhip"=(0), (3.27)

para k < n, o que se aplica a este caso. Utilizando esses resultados, a convolucao entre W

e ¢ pode ser reescrita na forma

weam=2m3 Sv(7) (2) ot e

n=0 k=0

Rearranjando os indices da soma, obtemos

(3.29)
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Definindo o parametro

N—m
W = 3 Vien (1) 14 00), (3:30
k=0

a equagao de Schrodinger, no espago de momento, para um potencial singular pode ser

reescrita como

—*qzs 2 W (,f ) — Ed(p). (3.31)

E interessante observar que seguem-se do teorema da convolucgao da transfor-

mada de Fourier e da equagao (3.25) que

V(@)i(a) = 7 W 6] = 3 W (};)m (3.32)

e este resultado coincide com a generalizagdo das expressoes (3.9) e (3.10) da teoria de
Kurasov (KURASOV, 1996), ou seja,

5 (z =§i] )y ’f( > PR (0)6®) (). (3.33)

As solugoes de estados ligados (F < 0) e de espalhamento (F > 0) devem ser

obtidas separadamente.

3.5 Estados ligados para potenciais supersingulares

Comecando pelo problema de estados ligados, escrevemos E = —\?/2M, com

A > 0, e a solucao no espaco de momentos fica expressa por

mN Zp/h
2MZ v (3.34)

m=0

Aplicando transformada de Fourier inversa a equagao (3.34), obtemos

- i W I (), (3.35)

com I,,(x) dado pela integral

% 0 ezpa:/ﬁ@p/h)m

In(x) = 5 PP

dp. (3.36)
As integrais I,,,(z) sao calculadas na Segao A.1 do Apéndice A, onde podemos
observar que elas possuem partes regulares e singulares para m > 2. Neste trabalho, temos

interesse nas partes regulares e também nos comportamentos nos limites z — 0+ e, deste
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modo, nos concentraremos nas partes regulares de I,,(z), isto é, I,,(z+) para = > 0 e
I,(x—) para x < 0, que escreveremos da seguinte forma:

qm M (* eipm/h

I(zt) = ——Io(aL) dp, fo(f):ﬁ 2ia 14

— (3.37)

Os coeficientes Wy, y, por sua vez, dependem das condigoes iniciais Q/J(k)(O), de
modo que precisaremos determind-las. Derivando ¢ (x) e utilizando a identidade dada pela

equagao (3.37), obtemos

- da % d dm
(3.38)
dn+m N
= — Z WmNdanrmIO(xi) = — Z meN[m_i_n(flfi).

m=0
Juntando os termos ¥ (0+) com os 1(0—), obtemos um sistema linear nas
variaveis ¥ (z), ou seja,

M (0) = — i Wi Lsn (0). (3.39)

A integral I(x) é bem conhecida (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010),

M (® eipx/h M
Lz)=— | ——m = e ln 3.40
@) = % LR e (3.40)

Utilizando os resultados dados por(A.46), na Se¢ao A.1 do Apéndice A, obtemos

(o) = 2 <h) (F1)keWMlel g 2 0, (3.41)
e tomando os limites x — 0, encontramos
I(0+) = = (h) (F*, k=0,1,2,.... (3.42)

Substituindo esta expressao em (3.39), obtemos

N m+k—1
M () [1+ (—=1)™FF]
— Won— | = —_ 3.43
St ()7 o
e tomando k = 0 e k = 1, obtemos expressoes para as condig¢des iniciais,
N m—1
M (X 14 (=1)™]

= — Won— | = _ = 3.44
mZ_O N p2 (h) 2 (3.44)

_ mzo Wm,Njig <2) H==0" (2‘1)m]. (3.45)
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A partir dos resultados acima, observamos, para as derivadas de ordem par,
. N & M ("1 + (-1)™] M -
C)y=— (2 i L W R 4
P (0) ( h) ;OWW,N = ( h) : ( h) ¥(0),  (3.46)

e para as derivadas de ordem impar,

s = (3) S wavge (3) EEE - (3) w0 ean

e em ambos os casos, tem-se que j =0,1,2,....

As expressoes para 1 (0) e T (0) dadas por (3.46) e (3.47), respecti-
vamente, mostram que as derivadas de @(0) de todas as ordens podem ser expressas
em termos apenas de 1(0) e 1/(0). Valendo-nos desta informacio, iremos agora buscar

expressoes para essas duas condicoes iniciais.
Substituindo (3.30) em (3.39), obtemos a expressao

—m

—mzji] Z ) Vietm <k i m) () S EES (3.48)

e redefinindo os indices da soma em termos de r = m + k e k, chegamos a
T

*Z 2 ( >@/}(’“( V(). (3.49)

Para simplificar a compreensao dos cédlculos, iremos separar as somatoérias em

termos pares e impares, de modo a reescrever a soma dupla em 4 partes, a saber:
O (p) = T (24) + TV (24) + T (24) + T (1), (3.50)

com os parametros dados por

LIV/2] [2s/2]
n 2s
Tt == 3 3 1V ()PP O s,
INolles-v/2l s \
) == X 3 0Py )P0 gy rle)
s=0 7=0 J
(3.51)
(N-vllesn2l 9 4 1
Tﬁ’f(mi) =— 2 2 (—1)2”/23“( )1/)(2‘7)( Mosi1-2j4n(TL),
s=0 7=0
N—1)/2] |2s/2]
" 25 + 1Y\ =y
T (zt) 2 2 1 Vi (55 11 )5 Ot

com |n| denotando a funcao piso, isto é, o maior inteiro menor ou igual a n.
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Substituindo (3.41), (3.46) e (3.47) nas expressoes acima, obtemos

|N/2| 2s+n—1
n MVsy, A N _
en-- X X (0) (7)) @ure o)
s=0 5=0 J

[N/2] s—1 254+n—2
n MVy, 2s A el — OVl T
T_g__)(g;i) = Z;) Z;) =) <2j N 1) (h) (+1) L=/ |77/1/(0)7
s=0 j=

! (3.52)
N-1)/ 25+n
n MVS 25+ 1\ /A B -
TE_;Z(ZBi Z: Z 2s+1 < s+ ) (h) ($1)n+1e ()\/h)|x|w(0)’
[(N=1)/2] 2s5+n—1
n) +) MV28+1 25+ 1Y\ (A —1 )=Vl (o
e 3 SEER(G ) () @i
Para o termo TJ(:? (x+), usaremos o seguinte resultado auxiliar,
s 1 s=0
2 ) )
D (23.) = (3.53)
j=0 \*J 2%l s =1,2,...,
cuja demonstragao encontra-se no Apéndice D. Segue-se que
n MVy (A" omel
To(t) = - 5 (h) (F1)"e” Ml 0)
(3.54)
[IN/2] 5251 2s+n—1
297 MV (A _ -
_ L e T1)eMMlzly (o
N (3) @)
e redefinindo os indices da somatoéria, obtemos
CMVe (A" el
T(t) = - =5 (h) (F1)"e” /Pl 0)
(3.55)
[((N-1)/2] 2s+1 n
M‘/Q +2 2)\ )\ _ — n
_ s it Z 1) e~ MMl ).
54t (2)°" (2 e st

Para lidar com o termo TJ(rn_) (x+), devemos redobrar a atenc¢do com a notagao,

pois o termo s = 0 nao esta presente, uma vez que a somatéria no indice j neste caso
—1

ficaria Z Para contornar esta dificuldade, escreveremos a somatoéria iniciando-se em s = 1
j=0
e em seguida redefiniremos os indices tomando s — s + 1, de modo a obter uma soma que

de fato de inicie em s = 0:

N—l)/2J s 2s+n
MVigio (25 + 2\ [ A 1 -
- 1)" MWl (0). 3.56
; ZO 5 <2j+1) (h) (F1)" e U(0).  (3.56)
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Para a soma em j, usamos a relagao (i) para obter

[(N-1)/2] 2s+1 n—1
n MV, 2\ A el — (OBl T

T@t) = Y, = (h> <h) (FI" e MR 0).  (3.57)
s=0

Para os termos T (z+) e T (z+), utilizamos as identidades (iii) e obtemos

[(N=1)/2] 2s n
. MVaeer {22\ (A" ot el
e -— 5 () () wreermo. e
s=0
[(N—1)/2] 2s n—1
n MVS 2A A —i\n _— ) |x|,7,
Ty =y, (h) <h> (F1) e PFI (o). (3:59)
s=0

A fim de simplificar os calculos de agora em diante, iremos definir os seguintes

parametros auxiliares:

[(N—1)/2] 2s5+1
MVa,.s (2)
AN = — 3.60
W= 3 (h) | (3.60)
[(N-1)/2] 2s
MVogi1 [2X
B()\) = — 3.61
W=y (h) | (3.61)

e assim reescrevemos as expressoes T\ (z+), T (z+), T (z+) e T™ (24) como

+
1) - - | A0 (A) (F1)" + AW (2)n<¢1>“] cOMEG0), (362

2 \n
T (x£) = A(N) (2) (F1)"te= My (0), (3.63)
T (z+) = —B(\) <2>n (F1)" e~ Ml (), (3.64)
T (2+) = B()) (2) " (F1)me~WMlely (o). (3.65)

Substituindo (3.62),(3.63),(3.64) e (3.65) em (3.50), obtemos a seguinte expres-
sdo para 1™ (z+):

e = | 2B (3) @ (3) G = B(A)J] G 0)
) (3.66)
+ (2) (F)"[FAN) + B\ e M/ (0).

Para encontrar os valores que estamos buscando, isto é, 1(0) e ¢'(0), comeca-

remos tomando n = 0 e n = 1 na expressao dada por (3.66), obtendo

vlas) == | S+ 1A F B e50) + () [FAG) + Ble ),

h
(3.67)
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o) = = [FE0 (3 1FA) + BOVI| e 0G0) + [40) % B #0040

(3.68)

Tomando o limite para x — +, obtemos

w08 = - [ TR0+ A 7 BN 50+ (3) FAN + BOIFO,  (39)

¢ 02 = [£200 4 () Ay - B0l | 0) + (A F BOF0). (370

de onde obtemos, por fim,

50) = - | 252 + an| s+ 50y (3) 70 5.7
70 =~ () B0 + ANF 0. 5.7

As equacdes (3.71) e (3.72) definem um sistema linear em 1(0) e ¥/(0),

14250 a0 | 50) - (2)1B<A>¢’<0> ~0,

\ (3.73)
(3) BOWO) +[1 - A7) =0

que sO possui solugdes nao-triviais caso o determinante de sua matriz associada seja nulo:

MV
[1— A(N)] mo +[1+ B2(\) — A2(\)] = 0. (3.74)

A existéncia de estados ligados esta condicionada a existéncia de solugdes na
varidvel \ para a equacdo (3.74). Sejam entdo (0) e ¢'(0) obtidos de uma solugao nao-
trivial de (3.73) para algum valor de A que satisfaga a equagao (3.74). Isolando os termos
(NR)TB(A\)Y'(0) e (A/R)B(\)1(0), respectivamente, na primeira e segunda equacoes do

sistema (3.73) e substituindo nas expressoes (3.67) e (3.68), obtemos

P(zt) = |(0) F (A) &’(O)] e Al (3.75)

Yat) = |50 F (A) ¢<o>] el (3.76)
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Esses resultados obtidos nos fornecem um procedimento para estudar o problema

N
de estados ligados para o potencial dado por V(z) = Z V0™ (z):
n=0

« obter expressoes para os coeficientes A(A) e B(A), a partir de (3.60) e (3.61);
« determinar os autovalores de estados ligados utilizando a equagao (3.74);

« encontrar os coeficientes 9(0) e ¢'(0) resolvendo o sistema linear (3.73).

De posse de todos os parametros necessarios, a funcao de onda correspondente

a este estado ligado ¢ dada pela expressao

Fr -

P(x) =1 - 5 (3.77)

\ L i

E interessante observar que, embora este método de solugao nao exija que sejam
definidas condigoes de contorno, é possivel obté-las a partir dos resultados obtidos durante
o calculo da solugao (3.77). Definindo Af(0) = f(0+) — f(0—), seguem das expressoes
(3.69) e (3.70) que

300 = B0 - () AT 5.79
a0 = [ 258+ () 4] 5 - B, (3.79)

Comparando as expressoes acima com (3.71) e (3.72), obtemos

A

AY(0) = —2 (h) ¥/(0), (3.80)

av) = -2 (3) o) (3.51)

e combinando as expressoes acima através de soma e substracao, obtemos, respectivamente,
/ A / A
P04) = =26(04),  W(0-) = —u(0-), (3.82)

Nosso préximo passo sera estudar alguns casos particulares de potenciais
supersingulares. Antes disso, porém, verificaremos um resultado geral que nos serd muito
util para esta tarefa: nao existem estados ligados para potenciais supersingulares que

envolvam apenas derivadas de ordens impares.
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Seja V (z Z Vo x) potencial supersingular tal que nao possua termos

de ordem par, ou seja, ng = 0 para m = 0,1,2,.... Segue-se de (3.60), portanto, que

A(X) =0 e assim a equagao (3.74) toma a forma
1+ B*(\) =0, (3.83)

que claramente nao possui solugao real e, deste modo, nao existem valores reais de A que

satisfagam a condigdo de existéncia de estado ligado, isto é, a equacao (3.74).

3.5.1 Casos Particulares

Iremos agora estudar o comportamento de alguns casos particulares para os
resultados gerais que acabamos de obter, mais especificamente os potenciais que envolvem

a funcao delta e suas derivadas de primeira e segunda ordem.

Embora bem conhecido e consolidado na literatura, o potencial delta é bastante
titil como caso ilustrativo para o nosso método. O potencial ¢, apesar de ainda nao ser
tao conhecido, também serve bem ao propdsito de caso ilustrativo. O caso do potencial §”,

por sua vez, nunca foi tratado na literatura, até onde é de nosso conhecimento.

Para dar prosseguimento as nossas andlises, definiremos as seguintes constantes:

MV MV MVy A

T P TR T 35

3.5.1.1 O potencial delta

Para o potencial delta V (x) = Vd(x) segue-se que A(\) = B(\) = 0. A equagao

(3.74) fica entao expressa por a/k + 1 = 0, cuja solucao é dada por
K=—0=——nH, (3.85)

de onde segue que

(3.86)

que ¢ valida apenas para «a < 0, ou seja, Vo < 0. Substituindo no sistema linear (3.73),
observa-se que ¢'(0) = 0 e ¢(0) é arbitrario (mas nio nulo, pois buscamos solugdes nio-
triviais). Das expressoes (3.80) e (3.81), seguem-se que ¥ (z) é continua e ¢'(x) descontinua,
em x = 0, e de (3.77) que a solucio da equacio ¢ dada por ¥(z) = ¥(0)e*!, com a < 0.

Resta agora normalizar a fungao de onda. Para isto, devemos encontrar o valor
0

de 1(0) que satisfaca a equagao f v (2)|? dz =1 e, desse modo,
—

1 = j R o= R [ e an - a0 (7)) (3.87)

—00

de onde obtém-se w —MNh =+/—a.
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Por fim, a energia de estado ligado fica dada por

N MV

F—_2 _ 2%
2M 2h2 7

(3.88)

e a funcdo de onda normalizada por

U(z) =1/ Miiwe‘M'VO'x'/’?, (3.89)

e assim recuperamos a solugao bem conhecida pela literatura (GRIFFITHS, 1995).

3.5.1.2 O potencial §'(x)

Sabemos que o potencial V (z) = V1d'(x), dado apenas pela derivada da fungao
delta, nao admite solugoes de estado ligado; isto segue imediatamente do resultado mostrado
em (3.83) e também foi mostrado na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009).
Contudo, adicionando um termo delta no potencial, isto é, V(z) = Vpd(x) + V16 (2),
obtemos A(\) = 0e B(\) = MV,/h* = B3, e a equacdo (3.74) se reduz a

S ) (3.90)
K

cuja solucao é
MVy/h?
= —— = o/ . (3.91)
1+ 4 1+ (MVy/R?)

Assim como no caso do potencial delta simples, este caso também admite
solugdo apenas para a < 0, isto é, V5 < 0. A solugao do sistema linear (3.73) fornece a

relacao

50 = 505

com 9(0) arbitrario. A expressao (3.77) fornece a funcao de onda, dada por

(3.92)

D0)(1+ B2e™, >0
Y(x) = N (3.93)

Y(0)(1 —BHew, x<0.

Para normalizar esta funcao, devemos separar a integral em duas partes:

1= JOO |¢($)|2dl‘ = |1E(0)|2 [J (1- B)2€2>\w/ﬁdx + fw(l + B)2672)\x/hdl‘
N N O L (399
=[O [ -7+ (14 5] 55 = O+ 8 = WO E2)

2\ (—a)

obtendo assim

¥(0) = (3.95)
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e a funcdo de onda normalizada fica expressa como

V=a + ) awjaes?)

x>0
1+ 32 ’
U(z) = (3.96)
V —O{(l - B) 6—043:/(14—,32) <0
1+ 32 ’ '

Voltando as constantes originais, obtemos as seguintes expressoes para a energia

de estado ligado e funcao de onda, respectivamente,

MV§/n?
E=— . :
2[1 + M2V /ht]’ (3.97)

M|V| [ 1+ MVi/R? | oty
h? 1+ (MVy/h2)? 52 x>0
— 2 .2
Mig/b‘[li(ﬂj\/[i{‘//l//;)z]em, r <0.

1

(3.98)

Cabe observar que, tomando h = 1, recuperamos os resultados obtidos na
referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009).

3.56.1.3 O potencial ¢"(z)
Partindo de N = 2 e V5 # 0, iremos analisar cada possivel caso separadamente

i) Va0 e Vo=V, =0

Para o potencial dado por V(z) = V50"(z), temos A(\) = 2yx e B(\) = 0, e a
equagao (3.74) fica dada por

1— A%\ =1—(2yk)* =0, (3.99)
de onde obtemos
h2
k=* ==+ , 3.100
IR (3100
e, portanto, existe um tnico estado ligado, dado por
h3
= —, 101
A sgn(Vz)2MW2‘ (3.101)
Para v > 0, tem-se 1 — A(\) = 0, de modo que (3.73) se reduz a
[1+ AN)]¥(0) =0, (3.102)

e, consequentemente, 1)(0) = 0, de onde segue-se de (3.81) que AyY'(x) = 0, isto é,

Y'(x) é continua em x = 0. A fungao de onda ¢, portanto, dada por

—k Y (0)e ™", x>0,
Y(z) = (3.103)
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Normalizando a funcao, tem-se que

0 ) " - )
1= f [ (z)|Pdx = ,32|w/(0)‘2f o2 g — 10'(0)]

—00 0 ’13

|1/7’l(£0)| _ R = \/g (3.105)

e assim, a funcdo normalizada é dada por

1
— 7671‘/%’ T > O7
V 2y

U(z) = (3.106)

1
—ex/m, xr < 0.
V 2y

Retornando as constantes originais, obtemos, para a energia de estado ligado,

(3.104)

Y

de onde segue que

¥ __(F2M) (3.107)

E:—i_
2M Vg o

e a funcao de onda normalizada é dada por

hZ
_ /2 Vefhx/\/QMVQJ z>0,
U(z) = ? (3.108)
Ko,
@)/ 2M V3
\| 2017, o e<b,

Para v < 0, temos A(\) < 0 e assim o sistema linear (3.73) se reduz a

para Vo =V; =0e V5 > 0.

[1—AMN]Y'(0) =0, (3.109)

de onde segue-se que ¢'(0) = 0 e, portanto, a equacao (3.80) é dada por A (0) = 0,

de onde concluimos que ¥ (z) é continua em = = 0 e expressa por

P(0)e ™™ x>0,
U(x) = (3.110)
P(0)e™,  x<0.

Normalizando, tem-se

1= JOO () |*dz = 2[4(0)[? JOO e dy = WO)'Q, (3.111)

—00 0 K

de onde obtemos
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e assim a funcao de onda é

U(r) =, /2|17| ele/21, (3.113)

Voltando as constantes originais, obtemos a energia de estado ligado

X (r2M)?

E=_ - _\Y"/="/
2M Vg o

(3.114)

e a funcao de onda normalizada

h
U(z eMlal//2MIVe| 3.115
(z) = 2M!V2\ ( )

para Vo =V =0e V5 <O.

E interessante observar a diferenca entre as energias de estado ligado do potencial
delta e a do potencial dado pela derivada de segunda ordem da funcao delta.
Observando a expressdo para a energia para o potencial delta, dada por (3.88),
nota-se que o valor absoluto da energia decresce com o decrescimento da constante
de acoplamento Vj, enquanto a expressao da energia para o potencial V(z) = §"(z),
dada por (3.114), mostra que o valor absoluto da energia decresce com o crescimento
da constante de acoplamento V5. Além disso, o caso do potencial delta s6 admite
estado ligado para V < 0, enquanto o potencial com a derivada de segunda ordem

da func¢ao delta admite estados ligados para V5 < 0 e Vo > 0.

Pode-se dizer que a relacao entre a energia de estados ligados e os valores das

constantes de acoplamento V{, e V5 segue o que seria esperado tendo em vista suas

dimensoes fisicas. De fato, considerando V' (x Z V, 0™ (z), a dimensao de 6™ (x)

6 [L]~™*D ] com [L] sendo a dimensio de comprlmento, deste modo, a dimensao
de V,, deve ser [E][L]™*V, sendo [E] a dimensao de energia. Como a dimenséao de

energia pode ser escrita na forma [E] = A?/M[L]?, segue que

72 (n+1)/(n—1)
[E] = < M) [V, |7, (3.116)

e assim, tomando n = 2, verificamos que a equagao (3.114) apresenta as dimensoes
fisicas corretamente. Além disso, a partir das dimensoes de V; e V5 podemos concluir

que

valtval = [ = | 1| 3117

e, definindo U, = (h?/2M)?V, !, a equacio (3.114) pode ser reescrita na forma

oM
E = —ﬁw?, (3.118)
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que possui o mesmo formato da expressao da energia para o caso do potencial delta
e Us tem a mesma dimensao fisica de V4. Ainda assim, a funcao de onda no espaco
de posigao é descontinua em x = 0 no caso do potencial §”(x) mas é continua no

caso do potencial delta.

Vo#0,Vi1#0 e V=0
Para o potencial dado por V(z) = V1d'(x) 4+ V520" (), temos A(N) = 2Ak e B(\) = f3,

e assim a equagao (3.74) se torna
14 8% —(2vk)* =0, (3.119)

de modo que obtemos

K= iiw, (3.120)

2|9

e mais uma vez tem-se um unico estado ligado, com o autovalor dado por

VI+ (IR

)\ = Sgn(‘/Z) M‘/Q/h2

(3.121)

Cabe observar que A(\) # +1, uma vez que segue-se de (3.119) que

A(N) = sgn(y)\/1+ B2, (3.122)

e assim ¢(0),7(0) # 0 e, portanto, segue-se de (3.80) e (3.81) que 9 (z) e ¢'(z) nio

sdo continuas em z = 0.

O sistema linear (3.73) fica expresso como

[1+ 29816(0) - 9/(0) =0,
(3.123)
KBY(0) + [1 = 29K] 9'(0) = 0,
de onde obtemos a relacao
0 = L2500, (3.120)
que fornece a solugao
¥(0) [1 - (1 + sgn(v)@)] e VIHB2hl s,
U(z) = (3.125)

|~

1;(0) [1 + (1 + sgn(’y)@)] e\/@x/%l’ z < 0.
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As expressoes para este caso particular ja comegam a ficar mais complexas. Vamos

agora encontrar o valor de 1(0) que normalize a funcio de onda:

= [ P ar

—00

P { [+ (e )| [

+ 11— ; <1 +sgn(y)v/1 + 52> 2 foo 6_2’“61:]5}

L | 0

B 5 2 (1 +sgn(y)v/1 + 52)2
2k ok

2
= wli(gy 2% + 2 + 2sgn(y)4/1 + 52]

_ 4RO e
N [5 +1+ sgn(v)m]

4|¢ H’y‘[\/mesgn ]

de onde segue que

. 5
$(0) = ,
23/l [V1+ 32 + sen()]

e assim a funcao de onda normalizada é dada por

( B—1+sgn(y)v/1+ 52 e*\/@x/ﬂv\,

2/l [VT+ B + san(y)]
U(z) = | (3.127)
B+1+sgn(y)v/1+ 5 N/ 152221

[ 24/ 171 [T+ B2 + sgn()]

(3.126)

x>0,

x < 0.

(iii) Va #0,Vo#0 e Vi =0

Para o potencial dado por V(x) = Vi (z) + Vad"(x), temos A(N) = 2y e B(A) =0,
e a equagao (3.74) fica dada por

(1—2vk) & +1— 4922 = 0. (3.128)
K

Esta equacao pode ser fatorada de modo a ser reescrita como
!
(1= 2vk) <— Tl 27/{) —0, (3.129)
K

e assim podemos dividir a resolucao desta equacao em duas partes:
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(a)

1—-2vxk =0:
Nesse caso, k = Ky = 1/2, e o problema se assemelha ao caso V(z) = V50" (z),

para V5 > 0, e deste modo a energia de estado ligado é dada por

(h?/2M)°
EF=———— 3.130
‘/22 Y ( )
e a funcao de onda normalizada é dada por
/ —r/W BN RGN 1 S
2MV ’
? (3.131)
/ x/\ﬁ — | ﬁw/\/i
2MV2 r < 0.
a/k+1+2vk =0
Neste caso, o sistema (3.73) se reduz a
(1 —ayk)y'(0) =0, (3.132)

de onde se segue imediatamente que 1;'(0) = 0 e, portanto, Ay (0) = 0. Logo,

Y(x) é continua em = = 0 e dada pela expressao

(x) = (0)e, (3.133)
que, apos normalizagdo, é expressa por
(z) = v/re ", (3.134)
Os possiveis valores de k sao dados pelas solugoes da equagao
2y + Kk +a =0, (3.135)
que dependem do valor de seu discriminante,
A =1-8ay, (3.136)

e sao dadas por

Ky = _1;—;\@. (3.137)
Essas solugoes precisam satisfazer a condicdo de serem reais e positivas. Assim,
a primeira condigao a ser satisfeita é A > 0. Além disso, estamos considerando
Vo, Vo # 0, isto é, a # 0 e v # 0 e, portanto, A # 1. Iremos, entao, dividir este

problema em trés casos:
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e D<A <1

Neste caso, temos duas solugoes,

—1+VA

R = (3.138)
—1—+vA
== 1
K FRa (3.139)

dadas por (3.137), ambas validas apenas para v < 0. Segue-se, portanto,
que 0 < ay < 1/8, de onde segue que devemos também ter que o < 0.
« A>1:

Neste caso, temos também duas solugoes,

o —1+VA

= 3.140
,i-i- 47 ( )
valida para v > 0, e
~1-+/A
= 3.141
T (3.141)
para v < 0. Observamos que, caso ay = —1, A = 9, de onde segue-se

que Ky = 1/2v para v > 0, ou seja, recupera-se a solucao kg. Deste modo,
suporemos que vy # —1 para a solugao k. .
Da condicao A > 1, tem-se que ay < 0 e assim temos que a solugao k.
existe para v > 0 e a < 0, enquanto k_ existe para v < 0 e a > 0.

e« A=0:
Neste caso, temos uma tnica solugao, dada por k; = —1/4~, vélida apenas

para v < 0, com « = 1/87.

Como as expressoes obtidas para as solugoes ja se encontram em uma forma bastante
complexa, as deixaremos expressas em termos das constantes «, v e k. Para facilitar

a compreensao, expressaremos todos os possiveis resultados de forma resumida:

1. Para v > 0, existe um estado ligado independente do valor de «, dado por

A1

= — 3.142
e a funcao de onda no espago de posicao é dada por
1
— 2—6_””/27, x>0,
Wo(z) = i (3.143)

1
A [—e™?7 1 >0.
2y

2. Para v > 0 e a < 0 tais que avy # 1, existe mais um estado ligado, dado por

/ — —_
= Aﬁ* _ V41 Say. (3.144)
v

K
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3. Para v < 0 e a > 0 existe um estado ligado, dado por

1T Say
Ao Say. (3.145)
h 4~

K

4. Para v <0 e «a < 0 tais que ary < 1/8, existem dois estados ligados, dados por

s - —1+4/1—8ay (3.146)

f 4~

K4 =

5. Para v < 0 e o <0 tais que ay = 1/8, existe um estado ligado dado por

A0 1
0 === (3.147)

K_ h —H

Para os autovalores k = Ky, K e kY, a funcdo de onda normalizada é dada por
U(z) = y/rell, (3.148)
6. Para v <0 e a < 0 tais que ary > 1/8, nao existem estados ligados.

(iv) Vo #0, V1 #0 e Vo #0

Por fim, o caso mais geral, V(z) = Vyo(z) + V1d'(z) + Vad"(x), onde tem-se que
A(N) = 2yk e B(A\) = 8. A equagdo (3.74) fica expressa na forma

(L=29%) =+ (1 - 4% + %) =0, (3.149)

Agrupando os termos, notamos que trata-se de uma equagao cibica reduzida na

variavel k, isto é

K> +pr+q=0, (3.150)
com
20y — 1 — 32 o
_ - 3.151
472 v 4 472 ( )

Esta equacao pode ser analisada utilizando a férmula de Cardano-Tartaglia. No
entanto, observando a existéncia de valores complexos nas expressoes das solugoes e a
dificuldade em separar as solugoes reais das complexas neste caso, utilizaremos uma
outra abordagem, proposta na referéncia (BIRKHOFF; LANE, 2010), que fornece

as raizes reais da equacao, que sao as que estamos interessados neste trabalho.

A ideia deste método é fazer uma mudanca de varidveis £ = zh na equagao (3.150)

de modo a transformé-la em uma equagao na forma

42 +32+C =0, (3.152)
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sendo C' uma constante arbitraria, e explorar rela¢oes trigonométricas do tipo

sen(30) = —4sen® 6 + 3sen ), (3.153)

cos(30) = 4 cos® 6 — 3 cos ), (3.154)
senh(360) = 4senh®§ + 3senh 6, (3.155)
cosh(30) = 4 cosh® § — 3 cosh 6, (3.156)

que sao demonstradas no Apéndice D.

Comparando as equacoes (3.150) e (3.152), obtemos a relacio p = 3h?/4. Como p

pode, a principio, assumir valores positivos ou negativos, tomamos

h = 4/4;1", (3.157)

e multiplicamos (3.150) por 4/h*, obtendo assim a equacio
42% + 3sgn(p)z + sgn(q)|w| = 0, (3.158)
com w dado por

B 27¢> B 27022
AP 207 - 1= B2

(3.159)

w
Para estudar a equagao (3.150), dividimos o problema em 3 casos:

(a) p> 0:
Esta condicdo equivale a ay > (1 + 5%)/2. A equacdo (3.158) fica dada por

42 + 32 + sgn(q)|w| = 0. (3.160)
Para z € R, podemos escrever z = senh ¢, com 6 € R, de onde obtemos
4senh®§ 4 3senh 6 4 sgn(q)|w| = 0. (3.161)
Utilizando a relagao dada pela equagao (3.155), obtemos
senh(36) = —sgn(q)|w|. (3.162)
Isolando 6 e voltando a variavel z, tem-se que

(3.163)

arcsenh |w| ]
- 5 )

z = —sgn(q) l 3

de onde segue-se que

4 1 27¢>
Kk = —sgn(q)| gpsenh (3 arcsenh 4 | 4pqs ) . (3.164)
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Como os valores de k que nos interessam sao os reais e positivos, segue-se que
q < 0 e, portanto, « > 0 e v > 0. Em suma, para oy > (1 +52)/2, existe estado

ligado apenas para o > 0, sendo dado por

1 [2ay—1— 32 1 2722
K = 7\/fsenh [3 arcsenh \/(2@7 1) (3.165)

(b) p=0:

Neste caso, tem-se ay = (1 + 4%)/2 e a equacio (3.150) se reduz a
K> +q =0, (3.166)

cuja solucao ¢ dada por

ﬁ.:g/fngizsuyzim (3.167)
42 8 2y ’

e portanto o problema admite estados ligados apenas para o > 0, e segue-se

também que v > 0.

p<O0:
Esta condicdo equivale a ay < (1 + 3?)/2 e a equacdo (3.158) fica dada por

42° — 32 + sgn(q)|w| = 0. (3.168)

No caso p > 0, simplesmente tomamos z = senh # e utilizamos a relagao dada
pela equagao (3.155), visto que a fungao senh é bijetora em R. No caso p < 0,
entretanto, a substituicdo z = senh 6 nao vale em todos os casos para a equagao
(3.168), uma vez que a imagem do cosseno hiperbdlico é o intervalo [1,0).
Dividiremos entao o problema em trés casos:

o |w|=1:

Para |w| = 1, tem-se que 27¢* = —4p*, de onde obtemos a equacao
3(a)?? + 20y — (1 + %) = 0. (3.169)

Escrevendo 2® = ary e ajeitando os termos, obtemos a equacio ciibica

322 (148
x3+§—(+26>=0, (3.170)

e, tomando a mudanca de variaveis x = y — 2, chegamos a uma equacao

cubica reduzida,
s 3y (1+057)

- —— =0 3.171
v 5 , (3.171)
que resolveremos utilizando a féormula de Cardano-Tartaglia, escrevendo
. 3 (1+ 2%
p=—7 j=—""7—".

4’ 4
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O discriminante desta equacao é dado por

~ 2732(1 2
D:_ﬁ3_27q2:_75(4+5)_

Como D < 0, a equacio em y possui duas solugdes complexas conjugadas

e uma real, que é a que nos interessa, dada por

i & 2\" (q [ &\"

i |q
Y SN A Y B i 172
y ( 5 " 4’+27> +< 2 4’+27> (3.172)

Observando que

¢ P ___ D _ pPO+s)
4 27 4 x 27 16 ’
obtemos
a1 2BV B B (18] VT A7)
2 V4 27 8 8 8 3 7

e assim, vemos que a condigao |w| = 1 é equivalente a
Sy = x(8) = [(181 + V14 5% + (18] /15 32 1] (3173)
A equagdo (3.158), neste caso, é dada por
42 — 3z +sgn(q) = 0, (3.174)

cujas solugoes sao z; = —sgn(q) e zo = sgn(q)/2. Como estamos interessa-

dos nas solugoes positivas, para ¢ < 0 (a > 0) o estado ligado é dado por

B +l-20y 1 \/4(62+1)—x(6)
k=nh-= 39 = 3] s : (3.175)

e para ¢ > 0 (a < 0) o estado ligado é dado por

K:ﬁzl ﬁ2+1_20f¥: 1 \/4(52“‘1)_96(5) (3.176)
2 2 3?2 4|y 3 7

o |w|>1:

Esta condigao é equivalente a 8ay > x(f). Escrevendo z = cosh#, a

equacao (3.168) fica
4 cosh®  — 3 cosh 0 + sgn(q)|w| = 0. (3.177)
Utilizando a relagao (3.156), obtemos

cosh(30) = —sgn(q)|w|, (3.178)
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que s6 tem solucao se o lado direito for maior ou igual a 1, de modo que é

necessario que ¢ seja negativo e, nesse caso, temos
1
2 = cosh 3 arccosh |w| |, (3.179)
de onde obtem-se, por fim,

1 /1 22 1 270%~2
K= —\/M cosh | = arccosh T’y 51, (3.180)
v 3 3 (1+ 5% —2a7)

para a > 0.

Este procedimento feito acima s6 ¢é valido para z > 0, de onde segue que
k > 0. Para z < 0, deve-se supor z = —cosh#, porém, como estamos
interessados apenas em valores positivos para k, isto nao é necessario.

o |w| < 1:
Esta condigao é equivalente a 8ay < x(f). Como |w| < 1, faremos a

substituigdo z = cosf na equagao (3.158), obtendo
4cos’ 0 — 3cosf + sgn(q)|w| = 0, (3.181)
e utilizando a a expressao (3.154), obtemos
cos(36) = —sgn(q)|w|. (3.182)

Para sgn(q) = —1, a equagao toma a forma cos(30) = |w|. Os valores de 0

que satisfazem a esta relacao estao no dominio
T s
—§+2]€7T<39<§+2k'ﬂ', ]{]EZ,

que corresponde ao primeiro e quarto quadrante do ciclo trigonométrico.
Cabem aqui algumas observagoes importantes. Sabemos que os valores de
0 que satisfazem a equagao (3.182) sdo dados em termos da fungao arco
cosseno, que tem como conjunto imagem o intervalo [0, 7] e, deste modo,
27 /3 — 6 também é uma solugao. Além disso, para descrever completamente
o conjunto de solugoes é necessario considerar trés voltas completas no ciclo
trigonométrico, com respeito a ¢ = 36.

A Figura 3 ilustra a estrutura das solugoes no ciclo trigonométrico. A
area hachurada representa as regioes onde pode existir solugoes e as linhas
solidas sao um exemplo de possivel solugao: as vermelhas representam 6, e

fy; as verdes representam 63 e 04 e, por fim, as azuis representam 65 e .
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sen 6

Figura 3 — Representacgao das solugbes de cos(36) = |w| no ciclo trigonométrico.

Desta forma, temos 6 solucoes

2 2
6, — 0, ezzg—e, (93=§+9,
) ) (3.183)
m 7T
- - — o —
b= =0, Gi=+0,  O5=2m—0,
com
1 27022 T
- ( ,f> . 184
3al"CCOS\/(1 T 20y) e (0 5 (3.184)

Valendo-se da paridade do arco cosseno e também da expressao das somas
de arcos, observamos que as que as seguintes duplas de arco sao equivalentes:
0, e Og; 05 € O5; e O3 e 04, 0 que nos leva a 3 solugdes em z, que podem ser

expressas por
2 4
2, = cos 0, 22=cos(9~|—37T>, 23=cos<9~|—;)7

com 6 dada pela expressao (3.184).
Com o auxilio da Figura 3, observamos que, z; > 0 e 29,23 < 0. Como
estamos interessados apenas em solugoes positivas, segue-se que, para o > 0

ey >0tal que ay < 1/8 ou @ > 0 e v < 0, temos um estado ligado dado

1 143 —2
ki = 4 /Mcos 6, (3.185)
5

por

com 6 € (0,7/6).
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Para sgn(q) = 1, a equacao toma a forma cos(36) = —|w|, que tem como

solugao os intervalos
3
g+2k:7r<39< §+2lm, kel

que correspondem aos segundo e terceiro quadrantes do ciclo trigonométrico.
Seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, temos as seis solugdes Desta
forma, temos 6 solugoes para 6, dadas por

o 2n

91:9, 02 3 0, 93:?4‘9,
i e (3.186)
9423—6, 95234‘9, 962271'—9,

com

1 27022 T
0 = 3arcc03\/(1 B 20)? € <6’§) )

Na Figura 4, vemos uma representacao dessas 6 solugoes em 6 e as regioes

em que elas podem estar no ciclo trigonométrico.

sen 6

- cos @
0

Figura 4 — Representacgao das solugbes de cos(30) = —|w| no ciclo trigonométrico.

Novamente, com o auxilio do grafico e das propriedades de paridade do

arco cosseno, obtemos as seguintes solugoes, na variavel z:
T T
6+2k7r<39<§+2k7r, ke Z,

e as solugoes sao dadas por

2 4
z1 = cos0, 22=COS(9+;>, z3=cos<0+;).
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Neste caso, z;1 > 0, z3 >0 ey > 0, e 2o > 0. Deste modo, para a < 0 e

v>0oua<0ey<0tal que ay < 1/8, temos dois estados ligados,

1 /1 22

K1 = —A\/ 145 — 20y cos 0, (3.187)
¥ 3
1 /1 22 4

Ky = —A] 145 — 20 cos (6 + 2 : (3.188)
v 3 3

com 0 € (7/6,7/2). Entretanto, para escrever corretamente todas as solugoes

devemos nos atentar a alguns detalhes. Observando que o termo

2 2.2
arccos \/( T’y (3.189)

1+ 5% — 2047)2

assume valores mais baixos quando « e vy tém sinais diferentes do que caso
seus sinais sejam iguais, segue que a solugdo dada por (3.185) s6 vale para
0 caso a,y > 0, uma vez que para o caso a > 0, v < 0 o valor de 6 sai
do dominio especificado. Do mesmo modo, as solugoes dadas por (3.187) e
(3.188) valem apenas para a < 0 ey > 0.

Para contornar este problema, contaremos com o auxilio das solugoes 6
obtidas no segundo quadrante, mas descartadas por apresentarem valores
negativos para o cosseno, adicionando um sinal negativo a solugao. Para

a>0e~vy <0, asolucao fica dada por

1 /1 22 2
K3 = 7“+63a7 cos <0 + ;) , (3.190)

com 6 € (1/6,7/2), e para a < 0 e v < 0 as solugoes sao dadas por

1 /1 22 2
¥ 3 3
1 /1 22 4
s — Ly [ Z207 g AT (3.192)
¥ 3 3

O sistema linear (3.74), neste caso, é dado por

para 0 € (0,7/6).

(1 + a/r + 2y) (0) = (B/K) ¢'(0) = 0,
(3.193)

KBE(0) + (1 = 2y8) ¥'(0) = 0,

e nenhum coeficiente zera no sistema. No entanto, como os autovalores estao condicio-
nados ao determinante da matriz associada a este sistema ser zero, segue que as duas

equacoes sao linearmente dependentes, de modo que pode-se escolher isolar tanto
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1 (0) quanto ¥’(0) para obter uma expressao para a solugao 1(z). Como pretendemos

comparar a solugdo para este caso com as obtidas no item (iii), encontraremos

expressoes utilizando as duas opgoes. Isolando ¢’(0), obtemos

o0 =~ (125 ) v, (3.194)

1—2vk

de onde segue a solucao

Y(x) = o (3.195)
[1 1 —%WJ »(0)e™, <0

Agora, isolando ¢ (0), obtemos

N By’ (0)
v(0) = k(1+a/k+2yk)’ (3-196)
e a solugao fica dada por
l b ] Y(0)e
—1|———, x>0,
ba) = (14 a/k + 29K) K (3.197)
M I [
(1+ a/k + 2vkK) ko

Para facilitar a compreensao dos resultados, segue-se uma apresentacao de forma
resumida: para o potencial na forma

2

h
V(z) =Vod(x) + Vid'(z) + Vad" (x) = i [@d(x) + B (z) + 7" (x)], (3.198)
temos as possiveis situagoes:

1. Paraa>0,8eRevy>0:
(a) Se ay > (1 + B%)/2, o estado ligado é dado por

1 [2ay—1—p? 1 2722
K1 = 5\/#senh (3 arcsenh \/(2047 1) ;(3.199)

(b) Se ay = (1 + 3%)/2, o estado ligado é dado por

3 1 2
iy — V;B; (3.200)
Y

(c) Se x(B)/8 < ay < (1 + %)/2, o estado ligado é dado por

1 /1 22 1 270a%2
Ky = —MM cosh | = arccosh i = |, (3.201)
v 3 3 (1+ 5% —2a7)
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(d) Se ary = x(B)/8, o estado ligado é dado por

N CED R
2y 3

R4

(e) Se 0 < ay < x(8)/8, o estado ligado é dado por

1 /1+8%—2ay
Ky = —A| ————— cos 0,
v 3

1 2 2.2
f = — arccos a7y € <0, E)
3 (1+ 52 —2ay)3 6

2. Paraa>0,be R ey <0, temos um estado ligado, dado por

1 /1 22 2
H6=—NI—+6 Y cos o+ ,
0% 3 3

0 = larccos 270’y € <z E)
-3 (1+p5%2—2ay)3 \6’2

3. Para a <0,be R ey >0, temos dois estados ligados, dados por

com

com

1 1+ 3% —2ay
Ky = —A| ———— cos 0,
y 3
1 /1 22 4
myz—«/MCOS 0+ ,
vy 3 3

com

0 1 270%72 . <7T 7r>
= —arccos -, =).
3 (1+ 82 —=2a7y) \62

4. Paraa<0,beRev <O
(a) Se ay > x(f), ndo ha estados ligados;
(b) Se ay = x(B), o estado ligado é dado por

1 AP+ 1) - x(8),
4y 3 ’

Rg =

(¢) Se ary < x(B), hé dois estados o ligados, dados por

1 /1 22 2
/16=—MMCOS 0+ — ,

vy 3 3

1 /1+p%2-2 4
Ky = — Mcos - :

v 3 3

1 27022 7
gt <0, 7) .
3 arccos\/(1 R € (0.5

com

(3.202)

(3.203)

(3.204)

(3.205)

(3.206)

(3.207)

(3.208)

(3.209)

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)
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Verifiquemos agora que, tomando V; = 0, os resultados obtidos para o caso (iv)
recuperam os mesmos do caso (iii). Como as expressoes nesses dois casos sao dadas
em termos dos pardmetros «, (3, v e k, analisaremos os resultados no limite 5§ — 0,

de onde segue-se que x(0) = 1.

Comecando pelo caso o« > 0 e v > 0, temos

o Para ay > 1/2, a expressao dada por (3.199) fica

1 2ay—1 1 270%2
K1 = — il senh | - arcsenh 4 | ——2 0 ) (3.214)
07 3 3 (2ay — 1)3

Utilizando o resultado da Proposicao 4 no Apéndice D, temos

1 [2ay —1 3 1
PN it S (3.215)
0% 3 42ay —1) 27

o Para ay = 1/2, a expressao (3.200) se reduz a kg = o

gl
o Para 1/8 < ay < 1/2, a expressdo (3.201) se torna
1 /1-2 1 2702
K3 = — Y cosh | = arccosh 4| —— 2T ) (3.216)
¥ 3 3 (1 —2av)3

Utilizando o resultado da Proposicao 5 no Apéndice D, obtemos

1 1-2 1
Ky = —a | — ) s _ 1 (3.217)
0% 3 41 = 2ay) 27

« Para ay = 1/8, a expressao (3.202) se reduz a k4 = o
g

o Para 0 < ay < 1/8, a expressao (3.203) se torna

1 /1-2 1 | 27a%y?
Ky = S ; XY cos (3 arccos (1_();02)3‘) . (3.218)

Utilizando o resultado da Proposicao 6 no Apéndice D, obtemos

1 [1=2 1
gy = —a | — ) s _ 1 (3.219)
0% 3 41 = 2ay) 27

Para encontrar a funcao de onda deste caso, utilizaremos a expressao (3.197). To-

mando § = 0, ela se reduz a

—@6_”“B x>0
Ya)y={ " (3.220)
Mem x>0

K
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e ap6s a normalizacao, obtém-se

iefr/%

2y

[ 1
—e™ > 0.
2y

Para v > 0 e a < 0, os dois estados ligados, dados pelas expressoes (3.207) e (3.208)

x>0,

Y

Uo(z) = (3.221)

ficam, respectivamente, dados por

1 /1-2

K5 = —A| 272 os 0, (3.222)
vy 3
1 /1-2 4

ky = AT eos [0+ 1 ). (3.223)
¥ 3 3

Conforme ja visto no caso 0 < ay < 1/8, k5 = 1/2v. Assim, para  — 0, K1,..., K5

recuperam Ko e 0 caso (iv) generaliza (iii) para v > 0.

Para kg e k7, utilizaremos algumas relacdes bem conhecidas da trigonometria:

2 2 1 V1-— 20

cos [0+ 2 ) = cosfcos = + senfsen — = —= cosf ¥ V3 €0 . (3.224)
3 6 3 2 2
4 4 4 1 v/1 —cos?f

coS (9 + ;) = cos@cos% — sen&seng7T =3 cosf + V3 5 cos . (3.225)

de onde obtemos

1 [1-2ay]| 1 3 ;Y3 :
o = y\ﬁ !_am ' 2\/1 ) 4“‘2‘”)] (3.226)

e assim kg e k7 Tecuperam, respectivamente, ke /<;'+, ou seja, os itens (3.145) e

(3.144) para o caso (iii).

Para v < 0 e a > 0, o estado ligado ¢ dado por k5, que j& mostramos que se reduz a

Ks = Ko = 1/27.

Para o caso v < 0 e a < 0, temos:

o Para ay < 1/8, os estados ligados sao dados por kg e k7, de modo que recupe-

ramos os resultados x4 em (3.146).
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o Para ay = 1/8, a expressao (3.210) fica
1
0
= =, 3.228
kg = K_ 4y ( )

o Para ay > 1/8, nao existem estados ligados.

Para os estados ligados diferentes de kg, utilizaremos a expressao dada por (3.195)

—k|z|

para recuperar o caso § = 0. Assim, obtemos ¥ (z) = w(_O)e e, ap6s normalizagao,

fica
U(z) = v/re ", (3.229)

3.6 Espalhamento para potenciais supersingulares

Para o estado de espalhamento, escrevemos £ = A\?/2M, com A > 0. Substi-
tuindo na equacao (3.22), obtemos a solu¢ao no espago de momento (DUISTERMAAT;
KOLK, 2010)

(p) = 27hC16(p — N) + 27hCod(p + \) — 2M Z "; N_ZPA/QFL , (3.230)

m=0
com C) e Cy constantes arbitrarias e 27h inserido por conveniéncia; o termo 1/(p* — \?)
deve ser entendido como uma distribuicao regularizada. Aplicando a transformada de

Fourier inversa, obtemos a solugao no espago de posi¢ao na seguinte forma
Y(x) = L™t 4 Coe M — N W nTn(2), (3.231)
m=0

com a integral J,,(x) sendo dada por
M [ esz/ﬁ(zp/h>m

Jm(l') = % . p2 — )\2

(3.232)

Esta integral deve ser tomada no sentido do valor principal de Cauchy. Do
mesmo modo que no problema de estados ligados, consideraremos as partes regulares de

Im (), isto é, J,,(z£), e podemos reescrevé-las na forma
dm M ipx/h

In(at) = ——Jo(a+) dp,  Jola) = — p_)\Qd. (3.233)

A integral Jy(x) avaliada no Apéndice B, dada por

Jo(z) = ——sen —. (3.234)

Denotando por J,,(z+) e J,(x—) a fungao J,,(x) para z > 0 e < 0, respecti-
vamente, podemos representar essas fungoes utilizando as seguintes expressoes:

M (i) ei)\z/h,_ -1 e—z‘)\z/h
Tulo+) = =35 (h) l <2 ) ] (3.235)
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M (i) m—1 ei)\r/ﬁ_ (_1)e—i)\x/h

Sabe-se, pela expressao (3.30), que os coeficientes W, x na expressao (3.231)

dependem dos parametros 1) (0 (0), para k =0,1,2,..., N, e na Segao 3.5, verificamos que
podemos escrevé-los em funcao apenas dos parametros ¢( )eq! (O) para o problema de
estados ligados. Derivando n vezes a expressao (3.231) e separando o dominio em duas
regides x > 0 e x < 0, obtemos
. N
P () = O (Z;) ey Oy ( Z;) e N W N T (@E). (3.237)

m=0

O préximo passo é tomar os limites laterais x — +0. Comecando pelas fungoes
Jm(z+), obtemos

S\ m—1
Jn(01) = ?2]\;2 <Z;L\) [1-—(—-1)"], (3.238)
de onde segue-se que
J(0) = Zm0t) ‘; Tn(02) _ (3.239)
param = 0,1,2,.... Assim, as expressoes para w(")(O) ficam dadas por
o ix\ ¥ o ix\ ¥
»@)(0) = (h) (C1 + Cy), »@H(0) = (h) (Cy — Cy), (3.240)

para 3 =0,1,2,....

Para calcular o termo de somatério em (3.237), vamos denoté-lo por

X" (L) = 2 Won & o (2. (3.241)

m=0

Substituindo a expressao dada por (3.30) em (3.241), obtemos

X(”)(a:i) = — Z Wi NIman(xt)

202 n €

(2 S B e () (2) T e e Js

« [ei/\x/h . (_1>m+n€7i)\x/h] )

. m+n—1
®)(0) M (2)\> " [emz/h_ (—1)m™+n —i/\:e/h]

I
n
3
iD= 1
gl
-3
|
—_
=
=~
+
3
VR
o
+
3
N——
<

Redefinindo os indices do duplo somatoério para 7 = k + m, obtemos

x™(z4) = ( ) Z W\f ZJ: (é) <i;)j1 [C1 + (1) Cy] x

7=0 =0

% [ei)\m/h . (_1)m+n6—i>\x/h:| )
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O préximo passo é separar os termos pares e impares da soma em j. Para a

soma par, temos

W -+ (3] iﬁjj Y () S (2 es e

m=0

« [eikx/h . (_1)m+n€—i)\x/ﬁ]

)

e para a impar,

Sy L(V=1)/2 S\ \ 28 2541
(n) (A MVosiq [t m(25+1 "
e =7 () % Bt (3) S (P e- corals

m=0

% [ei)\x/h - (_1)m+n€7i)\:v/h] )

Em seguida, separamos também a soma em m em termos pares e impares:

. n [N/2] . 2s—1 s
n ZA MVS Z)\ IANT n —z €T
Xz(),zg( )=+ (h) E 2h22 <h> (C1+C2) [e Al A /h] E ( )
s=0

. n |N/2] 2s—1 —
(M (rt) = T Q MVss 7)‘ _ ide/h ) 71)@/}‘1
Xpi (04) = F < h) ; o2 \n (C1 = C2) [e ; 25 +1
S\ n [(N=1)/2] Sy 28
(n) _ T E MVas11 E o i\e/h n —z)\a:/ﬁ 2s +
Xip (1) = F < h) ;) 57,2 W (C1 —Co) [e ] ; ,
oy 1 [(N=1)/2] S\ 28
(n) _ ﬁ MVY23+1 Q i)\x/h n 71)\2:/? 25+ 1
X (w4) =+ < h) ZO o \n) G+ ¢ | ; 20 4 1

Utilizando o resultado (7) do Apéndice D, obtemos

N [N/2] Sy 25—1
(n) _ (A (Gt Gy ) MV MVas (20X iNe/h ( q\n.—idz/h
Xpp (¥4) i(h) 2 e el [6 (=1)% ]

s=1
. n N— . S
-+ Q (Cl + 02) MVy I I le)/QJ MVasyo @ 2ot I:ei)\x/h - (_1)n67i)\x/h:|
“\h 2 i & T\ ‘

Redefinindo os indices do somatério em s e utilizando o resultado (i) do
Apéndice D, obtemos

(N

N [(N-1)/2] Ay 25+1
_ (A" (C1 — ) MVasia (i iXe/h | (_qyme—ide/n 25 +2
* <h> 2 5 w(w) e | ; 2 + 1

s=0

n [(N=1)/2] N 2541
_[iIA\" (C1 — Cy) MVasio (21X i\z/h —iXz/h
_ \Y1 —V2) “vn IAT -1 n IAT .

- < h) 2 SZIO 2\ h [ (e

X0 (a) =

Utilizando o resultado (7ii) do Apéndice D, teremos

[(N=1)/2

. (i (C, - C MVagir {20\ ¢ xuin il
wen =3 (7) G5y R () e

s=0
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A\ T [(N-1)/2] N 28
(n) . A (Cl + C2> M‘/Zerl 2i\ iAz/h n_—i\z/h
Xii (xi) =+ <h) f Z 2 771 [6 + <_1> e ] .

s=0

Definindo os parametros auxiliares

[(N-1)/2] N 2541

. MVaern i)
A(iN) = = (2 3.242
DR (3.242)

[(V-1)/2) A 28

‘ MVigiy (20
B(i)\) = =2 3.243
DR et (3.23)

podemos reescrever (3.241) como

X" (k) = X (at) + s () + iy () + 37 (), (3.244)

M)" (Cy + Cy) [_z’MVO N

5 = A (2)\)} [ei)\:c/ﬁ _ (_1)n€—i>\x/h] 7 (3.245)

Xz(;fz)(xi) -7 <Z7;‘) (Cl ; CZ)A (2)\) [ei)\x/h + (_1)n€—i>\x/h] ’ (3.246)
X (at) = F @) (Clg(JQ)B (i) [/t — (—1)re=Palm], (3.247)
XP(zt) = + @) (01202)3 (iA) [P+ (—1)e /] (3.248)

Substituindo (3.244) na equacao (3.237), obtemos

U (zt) = (Z;)n {em/ﬁ {01 + @ ; <) (—Mg" +A (W)

J_r(cl — ()

. B (i)) +

+(_1)neiA:p/h lCQ T (Cl + 02) <_ZMVE) +

_(C = (Cy)
T

I [ o _iMYV, _iMV, , ,
- (= + -
(h) {e [Cl (1+ 57 )+02 (+ T3 _A(M)_B(M))]

. MV 1MV
_ 1\n,—iNh +Z 0 _ )+ ) n 0
+(—1)" lCl (_ T A(iN) £ B(M)) + Oy (1 T :

Tomando n = 0 na expressao acima, obtemos a funcao de onda para o caso de

espalhamento no seguinte formato:

AeMwh 4 Bemh e/ 5 )
Pla)={ o (3.249)
Ce?*h f De=a/h 4 <0,
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com os coeficientes A, B, C' e D dados por

MV iMV,
(1 2R\ ) ( BN AA) - (z)\)) Ca, (3.250)
ZMVO AN+ BN )G (14 20 o (3.251)

2h\

1MV iMV

¢ = (1 T om ) 1t ( oy AN - B(M)> Co, (3.252)
B 1MV . iMV,

D= ( Sy AN+ B(M)) Cy + (1 ) ) Cs. (3.253)

A partir desta expressao para a funcao de onda, obtemos os coeficientes de
reflexdo e transmissao para o problema de espalhamento. Consideremos a situacao em
que as particulas viajam da esquerda para a direita e sao espalhadas pelo potencial
supersingular; deste modo, B = 0 e os coeficientes denotados por T = [t|*> ¢ R = |r|* com
t = /~1/ Cer= f)/ C representam, respectivamente, as particulas refletidas e transmitidas

pelo potencial.

Da condicdo B = 0, obtemos a relacio

iMV\ ., [iMVe .
<1 LYY ) Cy = — ( T A(iN) + B (M)) Ch. (3.254)

Utilizando a relagao (3.254) nas expressoes de t e , obtemos
1— [(B(i\)? — (A (iN)? +iA (i\) MVy/AR]
1+ [(B(N)® = (A(GN)* + i A (iIX) MVo/AR] + iM Vo /AR

—iMVy/Ah + 2A (i\) + 2B (i))
1+ [(B(iN)? = (A(GN)? + 3 A (iIX) MVy/AR] + iM Vo /AR

t:

T =

de onde se segue que os coeficientes de transmissao e reflexao para os potenciais supersin-

gulares sao dados por

[1— (B(i\)* + (A(iA)* — iA (iX) MV, /AR

h= [1+ (B (i\)* = (A(iX)* + 1A (i) Mvo/m]2 + (MVy/M\R)?

(3.255)

4 (B (iX)? + [MVy /i + 2iA (iN)]
[1+ (B (i\)* = (A(iX)* + 1A (i) Mvo/m]2 + (MVy/M\R)?

R= (3.256)

Observamos que T'+ R = 1.
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3.6.1 Casos Particulares

Assim como no caso de estados ligados, estudaremos alguns casos particulares
para os potenciais supersingulares, a fim de verificar que nosso modelo generaliza os casos
ja conhecidos na literatura e também investigar o comportamento para casos ainda nao
estudados. Para simplificar a execugdo e compreensao dos calculos, utilizaremos os mesmos

paradmetros definidos em (3.84), ou seja,

MVy MV MV,
a=S22 p=l g =2 k=

= = = (3.257)

31‘_\ >

3.6.1.1 O potencial delta

Para Vy # 0 e V,, = 0 para m > 0, tem-se o bem conhecido potencial delta.
Segue-se dai que A (i\) = B (iA) = 0. Os coeficientes de transmissao e reflexao, descritos
pelas equagoes (3.255) e (3.256), respectivamente, sao dados por
K (MVy/Ah)® o? 1

T — - ., R= — : 3.258
K2+a® 14 (MVy/Ah)? K2+a® 14 (MVy/Ah)? (3.258)

com k = hW2MFE e, deste modo, nosso modelo recupera os resultados bem conhecidos da
literatura (GRIFFITHS, 1995; GALINDO; PASCUAL, 1990).

3.6.1.2 O potencial ¢'(x)

Para o potencial dado por Vj # 0, V,, = 0 para m > 1, temos A (i\) =0 e
B (i\) = 3, de onde segue-se que os coeficientes de transmissao e reflexdao sdo dados por
(1-p5%’ 4% + o?

T— _ . R= , : (3.259)
(14 5%)° + a?/K? (1+ 32)" + a?/kr?

Denotando por g e r¢ as constantes dadas pela equagao (23) da referéncia
(GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009),

. (1 — M2V2/h4) Ni -k (1B ki (3.260)
ST MVo/h+ (1+ M2VE/RY A ah+ (1+ B2 hei a+ (1+ B2) ki’ ’
2 . . .
o = MVy/h+ 2MVy /R X ah+28khi a + 20Ki (3.261)

T MVo/h+ (1+ M2V N ah+ (1+ %) khi  a+ (1+ B2 ki

Seus respectivos coeficientes de transmissao e reflexdo sdo

5 (1 %)% K2 (1- 4%
Te = |ta]” = = 55
a?+ (1+ 82k a?/k2+ (14 5?)
ao? + 45%K? a?/Kk? + 42
RG _ |Tg|2 _ ﬁ _ / 6

2+ (1+62)°K2 a?/k2+ (1462
que coincidem com os coeficientes (3.259), e assim observamos que os nossos resultados

generalizam os da literatura utilizada como referéncia.
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3.6.1.3 O potencial ¢"(z)

No problema de estados ligados, para estudar o caso N = 2 e V5 # 0 foi
necessario dividir o estudo em diversos subcasos. Entretanto, para estudar o espalhamento

pode-se considerar apenas um caso geral. Neste caso, tem-se que A (i) = 2iyk e B (i\) = f.

Os coeficientes de transmissao e reflexao sao dados por

T (1— 3% — 492k% + 20y)° (3.262)
(14 B2+ 492K2 — 267)* + a2/K2’

462 + (a/k — 4k7)?

(3.263)

N (14 B2+ 492K2 — 267)* + a2/K2’

:{(‘\N \
RN
"Z“"\‘A\\
9 @Vava
WS
B X
K

0

0.0*°

0.5

20

(c) =2 (d) =4

Figura 5 — Coeficientes de transmissao (amarelo) e reflexao (azul) conforme equagoes
(3.262) e (3.263) para k € [0,2], v € [-4,4], a = —5 e alguns valores de 3.
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Na Figura 5, temos algumas representacoes graficas para os coeficientes de
transmissao e reflexdo em funcao do parametro x, que representa a energia, e v, que
representa o coeficiente V5 do termo ¢”(x).

Tomando R = 0 na expressao (3.263), observamos que s6 é possivel haver
a
reflexdo total para § = 0 e a e v de mesmo sinal, com a energia dada por xk = 2/ T

Tomando R = 0, observamos que existe transmissao total para > — 2ay < 1, com a

energia dada por k = v/2ay + 1 — 52/2|~|.
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Capitulo 4

Equacoes de Schrodinger fracionarias
com potencial tipo funcao delta e

sua derivada

Como estamos interessados em estudar o efeito de derivadas fracionarias do
tipo Riesz, nosso foco estara na Fquagio de Schridinger fraciondria unidimensional

independente do tempo (FSE), que é dada por
Do (—2A)"* () + V(@)i(x) = Evs(x), (4.1)

com V' (x) sendo um potencial que envolve as fungoes delta e sua derivada que, de modo

geral, pode ser escrito na forma
V(z) = ad(x) + bd'(z), (4.2)

comO0<a<l1,D, >0, FE a,bsao constantes e h é a constante de Planck reduzida.

O termo (—hQA) 2 ¢ conhecido operador laplaciano fraciondrio e relaciona-se
com a derivada fracionaria de Riesz (BUTZER; WESTPHAL, 2000).

Nas referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ
Jr, 2011), a equacao (4.1) foi estudada considerando o problema conhecido conhecido como
potencial delta, ou seja, V (z) = ad(z), utilizando a derivada de Riesz segundo a defini¢ao
1 [

_ F pled(p) d 4.3
5 _Ooeﬁ Ip|“o(p) dp, (4.3)

(—h2A) "2 ()

com ¥(x) e ¢(p) dados pelo par de transformadas de Fourier definidos por (1.7). A resolugao
desta equacao deve ser separada em dois casos: (i) E < 0, conhecido como problema de

estados ligados, e (ii) E > 0, conhecido como problema de espalhamento.
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Para E < 0, tomaremos o pardmetro A > 0, de modo que —\* = E/D,.
Aplicando a transformada de Fourier dada por (1.7) a equagao (4.1), obtemos a equagao

no espago de momento,

_ap(0)
(b(p) - |p|a + )\a’ (44)

que nos fornece informagoes importantes como o fato de que sé é possivel obter estados

ligados para b < 0 e, neste caso particular, existe um tnico estado ligado, dado por

a/(a—1
B la| cossec /ot e (4.5)
B ahD,, ’ ’

com a solu¢do (normalizada), em termos da fungao H de Fox, sendo dada por

B hsenm/a 1 oy | (Az[\* (1,1), (1’ %)
V(z) = a\/ AMa—1) |=’JU|HQ’3 < h ) (1,a),(1,1), (17%> ' (46)

Ja para E > 0, A > 0 é tomado de modo que \* = E/D, e aplicando a

transformada de Fourier & equacao (4.1), obtemos

o(p) = mx + 27hC16(p — A) + 2mhC0(p + N), (4.7)

sendo C e Cy constantes arbitrarias e o coeficiente 27h inserido por conveniéncia. A

presenca dos termos delta se deve a incorporagao das singularidades de ¢(p) nos pontos

p=Aep=—N\

Aplicando transformada de Fourier inversa, conseguimos determinar os valores

da constante ¥(0), obtendo a solugao de espalhamento em termos da fungao H de Fox,

@D((L‘) _ Clei/\x/ﬁ + Cze—i)\x/ﬁ + Qa (Cl ;‘ 02) (I)a <);f) , (48)
com a fungao auxiliar @, (z) dada por
| (L), (L(2+a)/2) |
alw) = = 4 H4 [lal®
UL e (L@ a)) | o
91 | (1,1),(17(2—04)/2) |
_H2:3 ’x|a )
| (1,0(),(1,1),(1,(2—01)/2) |
e a constante €}, por
_ tgm/o\
Qg = (Aot - 2E28TA0 4.1
“ < ahD, (4.10)

A funcao H de Fox, com os pardmetros conforme aparecem em (4.9), possui

um comportamento assintético idéntico a uma funcao seno, de modo que

®,(x) =2 sen|z| + o(|z| ™), |z| > oo, (4.11)
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e assim, a solugao ¢ (x) para |z| — o é

. , A
d&x)=<le“”h+<beZ*”h+fhx01+cé)am,Lf|+oumw. (4.12)

Entretanto, para estudar as propriedades que nos interessam no problema
de espalhamento, é mais conveniente escrever esta solucdo como uma combinagao de

exponenciais complexas, isto €,

AeMTﬁﬁ—Be’ikTm—i—o(l), T — —®©
P(x) = . e (4.13)
Cen +Den +0(l), z— +ow0,

com os coeficientes dados por

A=Cy+i(Ch + Co)0/2, B = Cy—i(Cy + C2)Q0/2,
(4.14)
C = Cy —i(Ch + Co)Q0/2, D = Cy+i(Cy + Cy)Qu/2.

Considerando a situacao em que as particulas viajam da esquerda para a direita
e sao espalhadas pelo potencial delta, segue que D = 0, B = Ar e C' = At. Os coeficientes

de reflexdo e transmissdo sio dados, respectivamente, por R = |r|* e T = |t|*:

02 1

(4.15)

e, claramente, R+ T = 1.

Na referéncia (DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011), os autores observam que, de
acordo com este modelo, é possivel ocorrer tunelamento na energia de ponto zero. Tomando

o limite A — 0 em (4.10), para a # 0, obtemos

_ T
}\lil[l) Q. A, = tg o (4.16)

e, portanto, o coeficiente de transmissao é dado por
T

lim 7' = cos® —, (4.17)
A—0 6%

e este resultado independe dos valores de a.

Para a = 2, mostra-se que esses resultados recuperam os resultados bem

estabelecidos da mecanica quantica “de ordem inteira”.

Na referéncia (JAROSZ; VAZ Jr, 2016), este mesmo modelo é estudado, porém
utilizando a derivada de Riesz-Feller, tendo como base o trabalho da referéncia (AL-
SAQABI; BOYADJIEV; LUCHKO, 2013), que apresenta um estudo sobre o efeito do
pardmetro de assimetria no problema da particula livre. Neste caso, o termo ( —hA)a/ 2 ¢

substituido pela derivada de Riesz-Feller, segundo a seguinte defini¢ao

o]

" ohr )y,

ipT

Dyip(x) e |p|*e"E I 2(p) dp. (4.18)
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Para o problema de espalhamento, novamente tomamos \* = E/D,, e, ap0s

aplicar a transformada de Fourier, obtemos

(’p’aeisgn(p)eﬂﬂ _ )\a> ¢(p) — _b¢(0)7 (419)

com 1 < a<2elf <max{a,2—a}.

A andlise desta expressao, entretanto, nos leva a conclusdo de que esta abor-
dagem nao admite casos de espalhamento, isto é, nao ¢ possivel obter solugoes para
E > 0.

Para o problema de estado ligado, E < 0, escrevemos \* = —FE/D,, e, ap0s

aplicar a transformada de Fourier a equagao (4.1), obtemos

by (0)

_ | 4.20
(b(p) (|p|aezsgn(p)07r/2 + )\a)’ ( )
e a partir desta expressao encontramos o valor da energia de estado ligado,
b| sen Or/2 afte=1)
o (| | sen Zhgl/co?sseCW/a) | (4.21)

que existe apenas para b < 0 sendo, neste caso, inica e também a solucao normalizada da

equacao, dada em termos de func¢oes H de Fox,

( i a+0 }
o L1, 1,
Nao 1121 Alz| (1) ( 2 )
|| Has h a+0 , £<0
(1,0&),(1,1), (172>
U(x) = < - S o - (4.22)
o L), 1,
Nao o | (o) Y (1)
ol |\ ooy |7 "7
(1,04),(1,1), (1, 5 )

\ -

com a constante de normalizacdo dada por

h senm/a sen 67 /2
Nag = . 4.2
o’ a\/ Asen(a — 1)0m/2 (423)

Tomando o limite § — 0, recuperamos as expressoes das por (4.5) e (4.6).

Além desses modelos mostrados acima, que sao conhecidos como potencial delta
simples, também foram estudados modelos que envolvem mais de uma funcao delta em seu
termo potencial: o delta duplo, estudado nas referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr,
2010; JAROSZ; VAZ Jr, 2016; DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011), que se trata de um potencial
contendo funcoes delta em dois pontos diferentes; o delta triplo, estudado na referéncia
(TARE; ESGUERRA, 2014), onde também foi mostrado que a generalizagdo para um

numero finito de fungoes delta no termo de potencial, embora apresente dificuldade no
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calculo dos autovalores para dimensodes mais altas, é de simples resolugdo sob o ponto de
vista numérico; e, por fim, o modelo de Kronig-Penney, estudado nas referéncias (JAROSZ,
2016; GOMES, 2018), que consiste em um potencial formado por fungées delta no termo
potencial em uma quantidade infinita, porém enumeravel, de pontos. Neste trabalho, de
modo geral, nos concentramos apenas em modelos que envolvam potenciais delta e suas

derivadas em apenas um ponto.
Aplicando transformada de Fourier ao termo do potencial, obtemos

e [ad(x) + b8 (2)] Y (x)da = (“ ! sz) (0) = by/(0),  (4.24)

FIVi) - | ]

e deste modo a representagao da equagao (4.1) no espaco de Fourier é dada por
(Dulof* = E)olp) = - (a+ 5} 510) + 05/0), (4.25)

A resolucao desta equacgao se desdobra em duas situagoes: problema de estado

ligado (E < 0) e problema de espalhamento (£ > 0).

4.1 Problema de Estados Ligados

Para estudar o problema de estados ligados, consideramos E < 0 e definimos

E
A= —— 4.2
Da’ ( 6)
com A > 0. A equagcao (4.25) fica dada por
L [—ad(0) +b/(0) _ibu(0)  p
= — — : 4.27
"=, l [pl* + A® Ao fple+ A 427

Apés aplicar a transformada de Fourier inversa, obtemos uma forma integral
para a solucao,

ipx

b(e) = [-AB(0) + BI(0)] r; e A BOO) fi (7{3) S (29

ipx

a b
A= orhD,,’ B = onhD,,’

(4.29)

Para encontrar a energia de estados ligados, devemos observar que a presenca
do termo §'(z) no potencial indica a possibilidade de que a funcdo de onda apresente uma
descontinuidade na origem (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009).
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Deste modo, podemos reescrever a fun¢ao de onda na seguinte forma:

[~ A% (0) + B (0)]1”(z) — BY(0) IV (2), = >0
b(w) = i i i (4.30)
[~ A9 (0) + B (0)]1(x) — BY(0) IV (x), = <0,
n), © (ip\" e
](i )(l’) = H(ix) J_OO <h) W dp, (431)

e H(x) é a fungdo degrau. Derivando a equagao (4.30) com respeito a varidvel x, obtemos

{[AWJ) + BI(OIY (@) — BHO)ID(z), z>0

W (x) = ) i i
[~AP(0) + BY (019 (z) — BY(0)IP(z), = <0,

(4.32)

Tomando o limite z — 0+ na equacao (4.30), obtemos

[1 + §1i°>(o+) + fl‘ﬁ(%)] »(0+) + BI@((H) + flf)(m)] »(0-) = .

B /
= S 1000 [W'(0+) + ¥/(0-)],
e tomando agora o limite x — 0— na mesma equacao, obtemos

[Aﬂ(”(o-) n gﬂ”(o-)] $(04) + [1 n 211(0)(0—) n ?ﬂ”(o-)] $(0-) =
B (4.34)

- 51<_°><0—) [¢'(0+) + ¢'(0-)]

Tomando o limite x — 0+ na equagdo (4.32), obtemos

l;lli”(ﬂﬂ ; §If><o+>] [0(04) + $(0-)] = [1 - ffi”mﬂ] W04 +

(4.35)

510 0)0/0-)

Por fim, tomando o limite x — 0— na equagao (4.32), obtemos

A

5100+ 5100 | [04) + 60-)] = S100-)04) +

2
(4.36)
+ [1 - fl&”(@—)] W'(0-)

Combinando as quatro expressdes acima, obteremos um sistema linear homogé-

neo nas variaveis ¢ (0+) e ¥ (0—),

C1ib(0+) + Cotb(0-) =0
(4.37)
Cyb(0+4) + Cub(0-) =0,
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com seus coeficientes dados por

_ A B B _ _
Cy = [1—-BIY0)] |1+ 5fi‘)>(o+) + 219)(0+)] + §fi°>(o+) [ATD(0) + BI®(0)],

Cy = [1 - BIM(0)] ?1@(0@ + glf)(m)] + §1<£>(o+) [AT™(0) + BI®(0)],

Cs = [1 — BIV(0)] |1 + I_l)(O—)] + fl(_o)(()—) [ATM(0) + BI®(0)],

Cy = [1 — BIV(0)] 19(0-) [ATD(0) + BI®(0)],

com 1™ (0) = I (0+) + 1™ (0-).

Este sistema admite solu¢oes nao triviais apenas se os coeficientes satisfizerem

a relacao C1Cy — CyC3 = 0, de onde obtemos a igualdade
1+ AI(0) — B*[(I1(0))? — T(0)I®(0)] = 0. (4.38)

As integrais 1 (0), I (0) e I®(0) sdo calculadas no Apéndice A,

- 2 - - 1Y\ 2 3
19(0) = mUBLE cossecz, IV0)=0, I1?0) = <—> “T 3= cossec —W, (4.39)

« o h? ) « o

e assim podemos reescrever a equacao (4.38) na forma

A1+ BoAt ] = — A, (4.40)
com
2 1\ (27 3
Ay = A7 cossec z, By=B*|—— “T) cossec = cossec ——. (4.41)
« a h? a o o

Observando que cossec(3m/a) possui uma descontinuidade infinita em o = 1.5,
concluimos que o termo By e, consequentemente, a equacao (4.40) nao estdao definidas
para este valor. Entretanto, a = 1.5 marca uma mudanca de sinal no termo By, o que nos

leva a algumas observacoes interessantes:

e a<0,para 1.5 < a < 2;
e para 1 < a < 1.5, pode haver situagoes em que a > 0;

e para o = 1.5, nao existe estado ligado.

Para a # 0, é possivel encontrar solugoes exatas para alguns autovalores na
equagao (4.40). Entretanto, para os valores de & que nao possuem correspondentes gerados
por essas equacoes polinomiais, nao conseguiremos um método fechado para encontrar
a solugao de (4.40) e por este motivo é conveniente encontrar solugoes aproximadas que,
conforme veremos mais adiante, serao diferentes a depender da maior proximidade do

valor de o a 1 ou 2.
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4.1.1 Solucdes Exatas para o Autovalor

Escrevendo 4 — 2a = n(a — 1), com n = 1,2,3,..., e K = \*!', a equacio
(4.40) se torna
K (1+ BoK") = —A,. (4.42)

Vamos agora obter algumas expressoes que fornecem valores exatos de A para
alguns valores de n:
o Paran =0, a =2, e assim a equagao (4.42) é dada por
K (1+ By) = — Ao, (4.43)
de onde obtemos A = —Aq/(1 + By).

e Paran =1, a=>5/3~ 1.667, e assim a equagao (4.42) se torna a equagao quadratica

K (1+ ByK) = —A,, (4.44)
cujas solugoes sao dadas por
—1++/1—-4A0B,
K. = : 4.45
A i (4.45)

Observando a forma das solugoes desta equagao, podemos concluir que, como By > 0,
as solugoes para Ay < 0 sempre serao reais, sendo uma delas positiva e a outra
negativa; além disso, as solugoes reais existentes para Ay > 0 serdo sempre negativas
e, deste modo, nao ha autovalores para a > 0, corroborando a conclusao tirada pela

analise da equagao (4.40).

e Paran =2, a=3/2=1.5.J4 se sabe que para este valor de a, nao existe solucao

de estado ligado.

e Paran =3, a=7/5=14, e aequagao (4.42) é de quarto grau,

K (1 + ByK?) = —A,. (4.46)
Expandindo a expressao e utilizando a relacao de Girard dada por
A
KKy K3 Ky = =2, (4.47)
By
sendo K; as solucoes da equagao para ¢ = 1,...,4, segue que, como By < 0 para

a =14, se Ay > 0, o produto entre as suas raizes é negativo, ou seja, existe pelo
menos uma raiz real negativa e, portanto, pelo menos uma raiz positiva; as demais
raizes podem tanto ser complexas conjugadas ou ambas reais com o mesmo sinal e,
deste modo, para Ay > 0 sempre havera pelo menos uma solugao de estado ligado.
Caso Ay < 0, o produto entre as raizes é positivo e, portanto, ndo pode-se garantir a

existéncia de uma raiz real positiva; porém, caso exista, a mesma nao sera unica.
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o Paran =4, a =4/3 ~ 1.333, e obtemos a equagao de quinto grau,
K (1+ ByK*) = —A,. (4.48)

Utilizaremos novamente a relacao de Girard,

A
KKy K3 K Ky = —go, (4.49)
0

com K; as solucoes da equagao paraz=1,...,5.

Aqui, o produto entre as raizes é positivo, entao a existéncia de pelo menos uma
raiz real positiva é garantida para Ag > 0; para Ay < 0, a Unica coisa que se pode

garantir é a existéncia de uma raiz real negativa.

» Para valores maiores de n, o grau do polindmio aumenta, porém a presenga de pelo
menos uma solugao real positiva para Ag > 0 é assegurada de maneira totalmente
analoga a mostrada nos itens n = 3 e n = 4. Observemos também que a ordem «
decresce conforme o valor de n aumenta, o que garante que para 1 < a < 1.5 sempre

existird estado ligado para Ay > 0.

Uma segunda maneira de obter solugoes exatas: escrevendo o — 1 = N (4 — 2a),
para N = 1,2,3,..., a equagao (4.40) fica dada por
™ (1+ Byr) = — Ay, (4.50)

com 7 = \*72%_ Novamente, vamos encontrar expressoes para obter solucoes exatas para

alguns valores de N.

o Para N =0, a = 1, que estd fora do dominio de definicao.
o Para N =1, a =5/3 ~ 1.667 ¢ a equacao (4.40) fica dada por
7 (14 Bor) = — Ao, (4.51)
que é idéntica & equagao (4.44), obtida no primeiro método.
o Para N =2, a =9/5 = 1.8, e obtemos a equagao quadratica dada por
72 (1 + Bot) = —Ay. (4.52)

Como esta equacao nao se enquadra na féormula de Cardano-Tartaglia, iremos utilizar

a relacao de Girard dada por

Ao

— 4.53
=, (4.53)

T1T2T3 = —

com T7; sendo as raizes da equacao para ¢ = 1,2, 3, para analisar as solugoes.
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Como By > 0 para 1.5 < a < 2, segue-se que para Ay < 0 deve-se ter um ntimero par
de raizes negativas, o que nos assegura a existéncia de ao menos uma raiz positiva;
para Ay > 0, entretanto, nao é possivel assegurar a existéncia de raizes para quaisquer

valores de a e b.

Esta estratégia permite encontrar uma quantidade infinita e enumeravel de
valores exatos para os autovalores; entretanto, o grau de complexidade da resolugao das
equagoes (4.42) e (4.50) aumenta conforme os valores de n e N crescem, inviabilizando a
obtencao de valores exatos, sendo mais conveniente recorrer a aproximagoes, conforme

veremos nas subsecgoes a seguir.

4.1.2 Aproximacao para autovalores no intervalo 1.5 < a < 2

Para os valores de o que nao sao gerados por essas equacoes polinomiais, nao
conseguiremos um método fechado para encontrar a solugao de (4.40) e por este motivo é

conveniente encontrar uma solugao aproximada. Escrevendo o = 2 — ¢, com € > 0, obtemos

A1+ BoA*) + Ag)\° = 0. (4.54)

Para resolver a equacao, utilizaremos uma expansao em série em torno de € = 0.
Como os parametros Ay, By e A também dependem de €, também devemos expandi-los em
série e substituir as expressoes obtidas na equagao (4.54) e em seguida agrupar os termos

de mesma ordem em e. Para isso, vamos escrever

2
ao s 0 s 3m
Ay = — cossec —, By =— | — ) cossec— cossec —, (4.55)

a a a a

com as constantes ag = 21 A e by = 2w B/h.

As expansoes de Ag e By sao, respectivamente,

2 371_2
Ay = 20 %o 14+ (1,27 ) 3
0T TR ( )ttt )e
(4.56)
+ 2 3l+—4 e+ 0 (&)
T3 384 ’
BB 3b 52 B2 52
By= 2+ i’ (1 2 31+ )¢
0Ty +16(+12>6+8 )
(4.57)

5b3 5r? 297
U B I
64< 2+120)€+0()

Escrevemos A em forma de série,

A=A + A€+ Aae? + Aze” + Age? + O(%), (4.58)
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com \; e Rparat=0,1,2,....
Obtemos as expressoes
1 /2)
AX=1+1In(N\g)e+ 3 <)\01 + In? (/\o)> 2
(=3A2 4+ 6X0A2 + A3 In’ (Ag) + 6N In (Ng)) 4
+ 62 €
0
+ 8/\? + 12)\0)\% — 24X g + 24)\(2))\3
2403
N A nt (A) + 122201 In? (Xo) - 121n (Ag) (MA2 — 2)\3)\2)]64 L0 (),
24N}
2 (A1 + Ao In* (o)) P
Ao

(=3A2 4+ 6Xo A2 + 4A21In® (Ng) + 12X0A1 In (Ng))
+ €
323
2()\‘;’ + 3)\0)\% — 33X Ao + 3)\%)\3)
3N

. 2(A3In* (Ao) + 6A2)\; In? ()\0)3;33)\0)\3 In (\g) + 6A2\; In (Ao))k L0 ().
0

(4.60)

(4.59)

A =1+2In(\g)e+

Substituindo as (4.56), (4.57), (4.58), (4.59) e (4.60) na equacao (4.54) e agru-

pando os termos de mesma ordem, obtemos uma expressao na forma
Ao + Are 4+ Aoe® + Ase® + Aye* + O(°) = 0, (4.61)

de onde segue-se que

Qo b(Q)

ag Qo bg bg
0=A; =Z+§ln)\o+z(1+21n)\o))\o+ Z+1 A, (4.63)

2
ap T ap ao 9 2)\
S WL R B N WL N B W
0 2 8<+8>+4 n 0+4(H 0+/\0)

b2 ?
4+ B (1 + 517;> Ao + AoIn Ag + In® Ag + Al] (4.64)

bQ
+ 214+ 2In )\ + (1 + Zf) A2,

| S
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. _CLO 37T2 2 )\
0—A3—1(1+8)+8<1+ 8)1H>\0+8(1H )\0+2)\0)

Qo )\1 )\2 )\2
+ — (ln /\0+6)\ ln/\0—3)\2+6>\0)

3 5 A
[8 <1+12) —I—ln)\0+ln )\0+)\()+1:|)\1
(4.65)
1
4

2 52 3 52
+50 <1+”) Mo+ (1+17;> )\oln)\0+)\01n2/\0]

A
A6
N | 2>

P—‘O*
[\3 o

0 (4)\0 In® \g + 12X In Xy — 3

\ =[S

b2
7 (142 20)s + ( 4°> A3,

7T ag 3 2 2\

1 In A 1+— ) (In" Ao+ —
( 384)+16[(+ 8)n0+(+8)(n 0+)‘0)]
0 A2 Ao A\
4(111 )\0+6 -3 2+6 > 18 (ln )\0+12)\—ln )\0)

Ao

A Mo A
7—12 ln)\0+24>\—21n/\0—23 3 )

24—
\ + " +8

( o)
3 5 At

b2 A2
;( 41n® )\0+12—1n)\0 3)\24—6)\0) M

A1 b2
1+)+ln)\o+ln )\0+])\2+(1+2ln)\0))\

22
B ( £ 1927; > Ao + (84 1073 Ao In Ag + (12 + 57%) (A In® Ag + Al)}

X2 A Ao A
In’ )\0+6—1n Mo+ 31 —InXg) + 62 Inxg — 352 +32 +1) X
)\ )\0 )\0 )\0

A2, b2
41H )\0‘{’12*111/\0—3*24-6* )\0+ 14— /\4.
)\0 )\0 4

(4.66)

A equagao (4.62) fornece Ao; substituindo este valor na equagao (4.63), obtemos
A1; Do mesmo modo, \g e A\; na equagao (4.64) fornece o valor Ay, e assim por diante, de

onde segue que

2@0 Qo 2 2@0
Ao = — AM=—-—|(—4+b 1+2In|— 4.67
Ty VT e [( i 0)( i n( 4+b%)>]’ (4.67)
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Ay = 16(4a+0b2)3 l32b§(7 +7%) — 16(24 + 7°) + by (—16 + 977)
’ (4.68)

—2ay o [ —2a0
— 16(48 — 40b% + 3b3) In (4 - bg) — 16(16 — 24b% + b) In (4 n bg) ],

aop 2 4 6 92 9 4 9
-2
— 6[64(72 + 7%) — 16b2(496 + 2972) + b (1824 — 8472) + b§ (—64 + 97%) | In (4 +ab(>2>
0
2 2 a2 [ —2a0
4 + b
39(—4 + b2)(16 — 882 + b3 In® —2ay
(4.69)
—Qay 9 . ’ .
= — | 128(15872 — 3161 12432b% — 1
A 3072(4+bg)5[ 8(15872 — 316160, + 12432, — 1376 + 35bp)

— 48(4 + b3)(—1152 + 5648b5 — 1056by + 45b3)7 + (4 + b3)*(80 — 20567 + 81by)7?

+ 32[159744 — 474624b7 + 220032b; — 24480b;, + 504b;)

-2
+ 3(4 + b3) (—448 + 4560b; — 1284b; + 27b) 7] In (4 :;02)
0

+ 32[48(2432 — 12064b; + 6648b; — T10b( + 9bg)

2
— 3(4 + b3) (—64 + 152005 — 54055 + 905)7*] In* (4 +ab()2)
0

—2
+ 256[3584 — 3328007 + 21824b) — 20805 + 1454 ] In® ( 1 +‘2°2>
0

—2
+ 256[256 — 4864b5 + 3680b; — 3045 + by | In* (4 +“bOQ) ,
0

(4.70)

Observamos que esta aproximagao s6 é valida para a < 0 e, somando-se ao
fato de que é desenvolvida em torno de o = 2, a mesma parece bastante adequada para

1.5 < a < 2, conforme verificaremos a seguir.

Tomando os parametros m = 1, D, = 1/2m temos, para a = —1 e b = 1, os

seguintes valores para os coeficientes da aproximagao de A dada por (4.58):

A==, M =0, X=-0.626177, I3 = —0.45585, N, = —1.37747.
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Deste modo, obtemos uma aproximacao para o autovalor A dado em termos de

um polinémio de quarto grau, dado por

pa(a) = — 1.3347(2 — a)* — 0.45585(2 — a)® — 0.0626177(2 — a)* + 0.5

(4.71)
= 1.36747a* + 11.39560° — 36.18060% + 51.7339 — 27.531.

A seguir, resolvemos as equagoes (4.42) e (4.50) para alguns valores de n e N.
Cada uma dessas equacoes possui apenas uma raiz positiva, que utilizaremos para obter o
valor exato de \ e compararemos com a aproximacao polinomial que acabamos de obter.

A Tabela 1 apresenta uma comparacao entre os valores exatos e aproximados de .

a | X (aproximado) | A (exato) | aprox/exato
2 0.5 0.5 1
1.857 0.485303 0.485237 1.000136
1.8 0.469166 0.468618 1.001169
1.667 0.397282 0.38824 1.023289
Tabela 1 — Solugoes exata e aproximada de A\, paraa = —1e b= 1.

4.1.3 Aproximacao para autovalores no intervalo 1 < a < 1.5

Queremos agora obter uma expressao para A que ofereca uma boa aproximacao
para o intervalo 1 < o < 1.5. A primeira vista, o caminho natural parece ser tomar o = 1+¢
ou « = 1.5—¢, porém devemos observar que, em torno desses valores, surgem singularidades
nos coeficientes Ay e By definidos conforme (4.55). Por este motivo, expandiremos «
em torno de um valor intermediario entre 1 e 1.5, e optamos por escolhé-lo de modo a
conseguir comparar a aproximacao de o com valores obtidos das solugoes exatas. Escrevendo
a =4/3 — ¢, com € # 0, obtemos

_3ag |, 9v2ag 27v/2ag

Ay =200 4 4+ 3m)e +
T2 61 3Tt 50

81+/2ay

(32 + 487 + 7%)é?

+ 128 + 2887 + 32472 + 9973)€3
32768 ™ 32+ 99m)e (4.72)
2OV ET0 19048 + 61447 + 10368 6336 1539
2097152( + T+ T+ T + )€
+ O(€),
on2  27h2 243h2
B, = — <0 <70 —4 0 —4 o 2\ 2
0 gt 64( + 3m)e + 512( + 6m — 97 )e
243h2
81920 (=64 + 1447 — 4327 + 2617°) 3 (4.73)
364562

(—16 + 487 — 2167 + 2617° — 1627*)e* + O(€%).

32768
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Substituindo a = 4/3 — € - com € nesse caso podendo ser negativo - na equagao
(4.40), obtemos
AB(1 4 BoA3H2€) + Agh© = 0. (4.74)

Escrevendo A em forma de série conforme (4.58), as expressdes para A° e A\*

sao dadas por (4.59) e (4.60), respectivamente, e
Mo (N30, (BX = 180+ 2TA8N)

A3 = A+

3Ag/3€ 9)\8/3 81Ag/3
4 2 212 2 3 47)
+_(_10A14_45A0A1A2——27A0ﬁi;—54A0A1A3%—81A0A4)€1+_CK65%
243\,
3
AYB N N Ale + 204 + 6>\0)\2)€2 + A+ Ihodda + 27>\(2))\3)€3
3 92 810y
4 2 - 2 3 (4.76)
_ 4 1 24
PGS %%MM+5%&;ﬁ&Mmﬁﬂ %m&+06)
243\

A resolugdo da equacgao (4.64) envolve expressoes longas e por isso serd feita

com detalhes no Apéndice C.

Vamos agora calcular os coeficientes \;, para i = 0,1,...,4, para os parametros
a=1eb=1. A equagao (C.3), que determina o valor de ), fica dada por

B I S} (4.77)

2 V2

1/3 .
com w = )\0/ , € suas solugoes sao dadas por

wy = 0.924934, we = —0.676587 — 4336677, w3 = —0.676587 + 4336671,
wg = 0.21412 — 0.862152, ws = 0.21412 + 0.86215¢.

Conforme discutido no Apéndice C, para a = 1 esta equagao deve possuir ao
menos uma raiz positiva e, de fato, possui uma tnica, dada por w; = 0.924934, que nos
fornece A\ = 0.791284.

Observando que A corresponde ao autovalor associado a a = 4/3, podemos
comparar este valor com o obtido pela solugao exata, dada pela equagao (4.48), com
K = X3, isto ¢, obtemos exatamente a mesma equacio e, deste modo, Ay corresponde

solucdo ezata para o autovalor A no caso a = 4/3.
Substituindo este valor de A nas expressoes (C.4), (C.5), (C.6) e (C.7), obtemos
A1 = 2.06853, A = —11.9768, A3 ="7.10355, A4 = —9.81096,
que fornece uma aproximacao para o autovalor como um polindmio de quarto grau,
(@) = —9.81096(4/3 — a)* + 7.10355(4/3 — a)?

(4.78)
— 11.9768(4/3 — o) + 2.06853(4/3 — ) + 0.791284,
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ou, simplificando,

¢ (a) = —9.81096a* + 45.22160° — 88.212902 + 85.0065a — 31.9122. (4.79)

A seguir, resolvemos as equagoes (4.42) e (4.50) para alguns valores de n e N
e utilizamos os mesmos valores de o para encontrar as solugoes aproximadas para A e

compara-las. Os resultados obtidos sdo mostrados na Tabela 2.

a | A (aproximado) | A (exato) | aprox/exato
1.4 0.597853 0.597796 1.000095
1.333 0.791284 0.791284 1
1.286 0.863344 0.863345 0.999998
1.25 0.884127 0.884149 0.999975

Tabela 2 — Solugoes exata e aproximada de \, paraa=1e b = 1.

Observando o calculo feito no Apéndice C, notamos que esta aproximacao
requer que Ay > 0 e, portanto, pode ser utilizada para o caso a > 0, o que é um fato
interessante visto que o problema do potencial que envolve apenas a funcao delta, sem
as suas derivadas (conhecido como delta simples), admite solugoes apenas para a < 0. A
partir disso, ¢ natural nos perguntarmos se também ¢é possivel obter solugoes para a = 0,

isto é, um potencial definido apenas pela derivada da funcao delta.

Analisando a equagao (4.40) e os parametros (4.41), observamos que o problema
sempre admite estados ligados para 1.b < a<2sea<0Ooul <a < 1.5sea >0 caso
b # 0, e as aproximacoes dadas por (4.71) e (4.78) cobrem todas estas situagoes. Ainda
assim, ¢é possivel obter autovalores reais positivos para os casos a > 0 para 1.5 < a < 2
ea < 0 para 1 < a < 1.5 para certos valores de a e b. Entretanto, a equagao (4.41) se
mostra inviavel para alguma tentativa de andlise em busca de alguma relacao entre os
valores de a e b. As aproximagoes polinomiais podem ser tteis para obter, mesmo que por
tentativa e erro, valores para estes parametros que levem a essas solugoes. O caso b = 0,
estudado na referéncia (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010). por sua vez, admite

estados ligados apenas para a < 0, 1 < a < 2.

Uma andlise mais rigorosa do raio de convergéncia dessas aproximagoes em
série pode ser feita com o auxilio de testes de convergéncia para séries, como o teorema de

Cauchy-Hadamard (DE OLIVEIRA; RODRIGUES Jr., 2006), por exemplo.

414 Ocasoa=0
Para a = 0, a equagao (4.40) fica

A1+ Bt = 0. (4.80)
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Para a = 2, esta equacao se reduz a A = 0. Porém, para a # 2, obtemos a

equacao
1

)\4—2(1 S
By

(4.81)

Como A > 0 e o sinal de By ¢ determinado por cossec(37/a), existe um valor

nao-trivial para a energia de estado ligado para 1 < a < 1.5, que é dado por

o le cossec(r/a) Cossec(Sﬂ/a)]_‘l—ll’@ | (4.8)

a2h2 DY

A aproximagao em torno de o = 4/3 também vale para este caso. Para a = 0,

a equagao (C.3) fica dada por

9b2
w (1 - 8%4) =0, (4.83)

com w = A3, que possui 5 solucdes, a saber:

om0 o (3N (N i3 ()
1= Y, 2 — 9[)(2) ) 3 — gb% 3 4 — 96(2) 3 5 — 9b% )

e como o autovalor deve ser positivo, a solucao que buscamos é dada por

g\ ¥4
o= [ — . 4.84
= (a7) .

Para a = 0, os coeficientes da aproximacao sao dados por
Ao = 0.323661, A; = 1.04148, Xy = 6.96015, A3 = —0.774321, A\, = 25.6291,

e assim a aproximacao fica dada por

ra(a) = 25.6291(4/3 — a)* — 0.774321(4/3 — a)® 4+ 6.96015(4/3 — a)*

(4.85)
+1.04148(4/3 — @) + 0.323661,

ou, expandindo,

ra(a) = 25.6291a" — 135.9140° + 263.320% — 221.353a + 68.5039. (4.86)

A Tabela 3 apresenta os valores da aproximagcao e da solugao exata (4.82).

a | A (aproximado) | A (exato) | aprox/exato
1.4 0.224031 0.224166 0.999397
1.333 0.323661 0.323661 1
1.286 0.35741 0.357393 0.100005
1.25 0.362904 0.362624 1.000772

Tabela 3 — Solugoes exata e aproximada de A\, paraa =0e b = 1.
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As Figuras 6, 7 e 8 mostram a energia de estado ligado como func¢ao de mb, com
o parametro a fixado. Vale observar que a energia de estados ligados se torna infinitamente
grande a medida que b se aproxima de zero, para a < 0. Este resultado vai de acordo com
a referéncia (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010), em que os autores concluem que a

deve ser positivo para o potencial do tipo delta simples.

Figura 8 — Energia de estado ligado em fungao de mb para a < 0 , conforme (4.82).
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As integrais na equagao (4.28) sao calculadas no Apéndice A, dadas por (A.23)
e (A.32). A fungao de onda para o problema de estados ligados é, portanto,

) _ 1 12 (Am)a ( (1,1),(1,%)

Y(r) = [_WMO) +b¢/(0>] Doz 3 7 1.a), (1,1) <1 g) +
A2 4,87
bi(0) (@) H2 (Ax)a (1,1), (1% (4.87)
Dozl * 2\ n (2,@,(1,1),(1,%)

Vamos agora encontrar a solucio normalizada, isto ¢, 1(0) e ¢//(0) tais que

Q0
J |v(z)|* do = 1. Contudo, uma vez que o calculo de integrais envolvendo a funcio H
—0a0

de Fox nao é uma tarefa facil, faremos este calculo utilizando a identidade de Parseval,
isto é,

| TP de= 2 7 em)? . (4.88)

o 2rh J_,

onde |¢(p)|* = ¢*(p)é(p) e * denota a conjugacio complexa. Utilizando ¢(p) dado por

s 2
f S A
—o ([p|* + A%)
As integrais nesta equacao sao dadas pela formula 3.241.2 da referéncia
(GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007). Rearranjando os termos, obtemos

(4.27), obtemos a equagao

1 [(—a¢(0) + b¢'(o))2f° dp (bz@é()))?

1= ——
2nhD; o (Pl +2)?

a’hD?Z = (—ay(0) + blﬁ’(O))Q A2 (1 — @) cossec (1 — a> m

«

+ <b¢h<0>>2 N2 (3 _ o) cossec (3 - O‘) -

Porém, esta equagao nao é suficiente para obter a solugdo normalizada, uma vez

(4.89)

que temos dois parametros para determinar. Precisamos, portanto, encontrar uma segunda
equacgao para que estes parametros sejam estabelecidos de maneira tinica. Combinando as

expressoes (4.33) e (4.34), obtemos a seguinte relagao

[1+ AI9(0) + BIM(0)] ¥(0) = BID(0)4/(0). (4.90)

Voltando aos pardmetros originais, obtemos

- ahDg + a\'™® cossec /o -

3(0) = 5(0). (4.91)

bAl~* cossec T/«

Substituindo (4.91) em (4.89), obtemos:

Y(0) = aDa\/h(?) — a) cossec(3 — a)m/a — h2a?D2 (1 — ) sen(w/a) A"t (4.92)
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Substituindo (4.92) em (4.89), obtemos a fungao de onda normalizada, isto é,

1
W(z) = Ny { — Hys (
||

+

Ay 1, (13)
(

h 1,@,(1,1),(1,%)

U S <W|> ( .1).(13)

ahD,sent/a |x|? h 2,a),(1,1), <17%)
(4.93)
com a constante de normalizacao dada por
h senT /o
N, = a e . (4.94)
AMa — 1) + Z5pe (a0 — 3) cossec 7/av cossec 37/

Verifiquemos que nossos resultados recuperam o caso inteiro, estudado na refe-
réncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009), tomando a = 2 e D, = 1/2m, e substituindo

na expressao (4.40), o autovalor fica dado por

mlal
p WP L L — 4.95
iy (495)

e, portanto, a expressao para a energia de estado ligado fica dada por

ma?

m2b2\ 2
2h? <1+ T )

As fungoes H de Fox presentes na expressao (4.93), para a = 2, sdo calculadas

E=_ (4.96)

no Apéndice A e dadas pelas expressoes (A.35) e (A.36). Deste modo, a funcao de onda

normalizada para o caso a = 2 sera

U(r) = —F—F- ‘m|a|) [1 + mb sgn(az)] e%, (4.97)

h(l+ =t h

que é 0 mesmo que

U(z) = Vmla] ) [(1 - mb) H(—z)e™ + (1 + mb) H(x)e‘»?“] . (4.98)

21,2 2
h<1+mb h

h4

Tomando os limites x — 0+ e © — 0— em (4.98) e em sua derivada, obtemos a
seguinte relagao
- m?2|alb -

V0 - (1) 9(0) (499)

h4

que corresponde a expressao (4.91), fixando os pardmetros a = 2 e D, = 1/2m.
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20
1.5F
1.0

0.5

0.0

Figura 9 — |¥(z)|* em funcdo de x para a < 0, b = 0 e alguns valores de a.

Tomando A = 1, recuperamos os resultados obtidos por Gadella et al na
referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009).

Para b = 0, recuperam-se os resultados obtidos na referéncia (DE OLIVEIRA;
COSTA; VAZ Jr, 2010) para o potencial delta simples, ou seja,

B fisenm/a 1 o | (Az]\© (1,1), <l7g>
v =y g | Cn) vy L0y [ O

com energia de estado ligado dada por

a/(a—1)
R e N (4.101)

Iremos agora analisar o comportamento grafico das solugoes obtidas. Devido
a dificuldade de lidar diretamente com a funcao H de Fox, recorreremos a integracao
numérica utilizando a representagao (4.28). Todos os gréficos foram construidos por meio
do software Mathematica 12, tomando D, =1/2 e i = 1.

Nas Figuras 9, 10, 11 e 12, temos representadas a funcao de densidade de
probabilidade, isto ¢, |¥(x)[* = U*(x)¥(x). Para b = 0, existe solucio apenas para o caso
a < 0 e, como esperado, as curvas sao idénticas as obtidas na referéncia (DE OLIVEIRA;
COSTA; VAZ Jr, 2010). Para b # 0, a funcao de onda é descontinua na origem e devemos
observar que, para « # 2, a funcao de densidade de probabilidade sofre um crescimento

rapido nos limites x — 0— e x — 0+.

Na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009), os autores observam que,
para b = 1/m, a func¢do de onda é zero no semi-eixo real negativo; isto ocorre pois
D, = 1/2m no caso inteiro, isto é, o = 2. Esta andlise ndo é conveniente em nosso caso,

uma vez que o coeficiente D,, embora seja entendido como dependente da massa m, nao
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Figura 10 — |¥(2)|? em funcdo de x para a < 0, b = 1 e alguns valores de a.
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- a=1.4 1
4  mm——— a=1.333 )
15 ]
A | St - a=1286 |
A (I S a=125 |
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0.0k ' . L .
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Figura 11 — |¥(x)|* em funcdo de x para a > 0, b = 1 e alguns valores de a.

2-5 4 T T T T T T T T T T T T T T T
20}
150
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Figura 12 — |¥(2)|? em funcdo de x para a = 0, b = 1 e alguns valores de a.
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esta definido. Entretanto, podemos considerar a imposicao de que a fun¢do de onda seja
igual a zero no semi-eixo real negativo para b = 1/m como um critério para definir D,,.

Neste trabalho, escolhemos os pardmetros D, = 1/2m, com m = 1.

4.2 Problema de Espalhamento

Considerando agora o problema de espalhamento, isto é, E2 > 0, escrevemos
A= — (4.102)

com A > 0. Substituindo na equagao (4.25), obtemos

1

¢(p) = Da[

—ap(0) +0y'(0) by (0)  p
‘p’a — )\ h ‘p‘a — )\

] + 2hC16(p — A) + 27hCy0(p + A),
(4.103)

com os coeficientes 2wh acompanhando as constantes arbitrarias C; e Cy para simplificar
a compreensao dos calculos, e a presenca dos termos delta se deve a incorporacao das

singularidades no espago de momento.

Aplicando transformada de Fourier inversa, obtemos uma representacao para a

solugdo em termos de integrais, sendo dada por

ipT ipxT

o) = -ai0+ 500) | a0 [ () S

—idx

+ CleuTz + Che™
(4.104)

com as constantes A e B novamente dadas por

a b
- 2rhD,,’ B = 2rhD,,’

(4.105)

Para determinar os coeficientes ¢(0) e ¢/(0), devemos nos lembrar que a
presenca do termo ¢'(x) no potencial indica que a fun¢ao de onda pode apresentar uma
descontinuidade na origem (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009) e, por isso, escreveremos

a solucao dada por (4.104) na seguinte forma:
[~ A(0) + BY ()11 (1) = BH0)L) (@) + Coe™ + Coe™F, 2> 0
w(x) = — — (0) — (1) Az AT
[—A(0) + By'(0)]J27 () — BY(0)J2 (x) + Crem + Coe™ v, <0,
(4.106)

co1m

ipx

“© Cip\" ew
H(i$)J <hp) de (4107)

N
I+€
—~

8
SN—

1]
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Derivando (4.106), obtemos

- - - iz (3 _ iz

[~ AG(0) + BE(0)]J9 (@) — BH(0)JP () + Zi;\C'leh _ 2026 e 2>0

vie) = iIN e N,
[—A(0) + By (0)]J9 (z) — Bo(0)JP (2) + %cle“% - %cze—“%”, z < 0.
(4.108)
Tomando o limite  — 0+ nas equagoes (4.106) e (4.108), obtemos
B(0) = [~AD(0) + B (0)] J2(0) — B(0)JA(0) + Cy + C, (4.109)
e tomando x — 0— nessas mesmas equagoes, obtemos
J(0) = [~AG(0) + BIO)] J20) ~ BEOZO) + 5 (G~ ). (1110)

Combinando as expressoes obtidas, obtemos um sistema linear em (0) e ¢/(0):

[1+ ATD(0) + BID(0)] ¥(0) — BIV(0)¢'(0) = Cy + Cy
- _ _ _ ~ (4.111)
[ATD(0) + BIZ(0)] (0) + [1 = BID(0)]¥'(0) = = (C1 = Ca).
No Apéndice B, além de calcularmos a integral Ji")(x), dada pela equacao
(4.107), também avaliamos as expressoes J(0), JM(0) e J2(0) e, substituindo-as no

sistema linear, obtemos valores explicitos para as condig¢oes iniciais:

- (Ol + 02) - %(Ol - CQ)%)\lfa COtgg

¥(0) = , 4.112
© 1-— %)\1*‘“ cotg = — (%)2 A1=20 cotg I cotg 2T ( )
o)~ (Cy + Cy) %)\3_0‘ cotg T + % (Cy — Cy) (1 — %)\1_“ cotg g)
Vo) = _ 2mA)l-a m_ (20B)2 \d-20 oot T 3 - (413
1 AT cotg T ( o ) A cotg = cotg <
Substituindo (4.112) e (4.113) em (4.104), a solugdo toma a forma
(z) = Cre™ + Che 7 + Q, [(01 ; O2)Aa AN e 1 (012_ OQ)AQ] ol (z)
' (4.114)
-0, | OB, - MO e o T | o),
2 2 o
com a func¢ao @7 (x) dada por
Mo\ [ o [ | @D e
v -a(B0) | ()
(n,a),(1,1), (1, (2 + @)/2)
- - (4.115)

()\|l“)a (1,1),(1,(2—&)/2)
<n7 Oé), (17 1) ) (17 (2 - Oé)/2)

2,1
—Hj
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e os coeficientes

b
Ay = 2 4116
ah?D, ( )
a b2\3% cotg 3T
A, = a 4.117
“  ahD, - a?htD? ( )
N\ -1
0, = (X”“l — A, cotg f> . (4.118)
a

Neste modelo de espalhamento, cada particula viaja apenas em uma dire¢ao, que
pode ser da esquerda para a direita (modelada por uma exponencial positiva) ou da direita
para a esquerda (modelada por uma exponencial negativa), e assim estamos interessados
apenas no comportamento da solugao para |z| — c0. Para estudar este comportamento
assintdtico da solugao, iremos nos basear nos resultados obtidos na referéncia (KILBAS;
SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). Assim, para w — o0, temos que

H22§ w (L1, (L 2+ a)/2) _w senw + o (w), (4.119)
i (L), (1,1),(L,(2+a)/2) | a
12 | (L1),(1,(2+a)/2) _ _ZMCOWH(WQ)’ (4.120)

(2,a),(1,1),(1,(2+ a)/2)

Hyy | w® ) U (2= a)/2) =0(1), (4.121)

(17 CY), (17 1) ) (17 (2 - Oz)/?)

a2 | we (1), (1,42 = a)/2) —0(1), (4.122)

(2,0&), (17 1) ) (17 (2 - Ck)/Q)

e assim, a solugdo (4.114) apresenta o seguinte comportamento para |z| — oo:

w($) - CleMTI + 026%:\30 + QOé [(Ol + CQ)AQ —1 (Cl - 02) Aa] sen <)\‘hx’)

— Q [(01 + Cy)Ay — i (C) — Cy) N7*A2 cotg g] sgn(x) cos <>\|h$’) +o0(1).

(4.123)

Reescrevendo as fungbdes seno e cosseno em termos da funcdo exponencial

complexa, isto é,

_ez‘w + e_iw _eiw _ e—iw
21 ’ 21

sen |w| = R sgn(w) cos |w| = g0 4 i



Capitulo 4. Equagoes de Schriodinger fraciondrias com potencial tipo fungdo delta e sua derivada 111

a solucao dada por (4.123) pode ser expressa como

AT AT
Aen +Be n +0(l), x— -
Y(r) = . . (4.125)
Cen +Den +0(l), z— +o0,

com os coeficientes dados por
Qq
A=Cl+7[(01+02)z+(01—02)w’],

Qa * *
B =Cy+ I [(Cr+Co) Z° = (Cy = Co) W™,

O (4.126)
=0 —f[(01+02)z+(01—02)w],
D = C2—92a[(Cl—I-CQ)Z*—(Cl—Cg)W*],
e os coeficientes auxiliares
Z = Ay +ila, W = Ay +iN A2 cotg g (4.127)

Iremos descrever uma situacao em que as particulas viajam da esquerda para a
direita, sendo espalhadas pelo potencial formado pela combinacao da funcao delta e de
sua derivada de primeira ordem. Em termos praticos, isto significa que D = 0. Por fim,

tomando r = B/A e t = C'/A, obtemos

0 200 + i (Ag — MTAZ cotg T)
r = —3iy .
1— Q2AN A2 cotg T + O2A2 + i€, (An + AN7A2 cotg Z)
B 14+ Q2A N A2 cotg T — Q2A2
T 1= Q2ANTYA2 cotg T+ Q272 +iQy (Ag + N A2 cotg Z)

] , (4.128)

t

(4.129)

Os coeficientes de reflexdo e transmissao sao, respectivamente, as taxas de

particulas sendo refletidas e transmitidas, isto é, R = |r|* and T = |t|?, dadas por

R Q2 AAZ + (A, — X17*A2 cotg g)Q
“1 (1= Q2ANAZ cotg T+ Q2A2)% + Q2 (A, + AI-A2 cotg T)

2] . (4.130)

(1 4+ Q2AN A2 cotg T — Q2A2)
(1 - Q2AN-0A2 cotg T + O2A2)7 + Q2 (A, + A1=eAZ cotg T)*

T = (4.131)

Observamos que R + T = 1, como esperado.
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Conforme ja mencionado anteriormente, sabe-se que em mecanica quantica
fraciondria é possivel ocorrer tunelamento na energia de ponto zero (DE OLIVEIRA; VAZ
Jr, 2011). Para a # 0, temos

) T
/l\lir(l) QA = —tg o (4.132)
de modo que o coeficiente de transmissao é dado por
. o T
lim 7" = cos® —, (4.133)
A—0 o

que é diferente de zero para a # 2 e, portanto, este modelo também prevé tunelamento
para energia de ponto zero. Este resultado nao depende dos valores de a (caso nao seja
nulo) e b, e coincide com o valor obtido na referéncia (DE OLIVEIRA; VAZ Jr, 2011), que
refere-se ao caso correspondente a b = 0 no nosso modelo. Para a = 0, entretanto, caso
a# 1.5 ea# 2 temos

lim QA = 0, (4.134)
A—0

o que nos leva a um resultado contra-intuitivo, isto é,

lim T = 1, (4.135)
A—0

para qualquer que seja o valor de b, ou seja, para o potencial dado puramente pela derivada

da funcao delta, este modelo prevé transmissao total em energia de ponto zero.

Para a = 1.5, também temos um resultado inusitado. Para b # 0, os coeficientes
de reflexdo e transmissao sao constantes e independentes dos parametros a, b e até mesmo

do autovalor A:

T(a = 1.5) = 0.25, R(a = 1.5) = 0.75. (4.136)

Outro resultado interessante que aparece no problema do potencial que envolve

a derivada da funcao delta é o comportamento para energias altas. Comecando pelo caso
b =0, os coeficientes (4.116), (4.117) e (4.118) ficam dados por

_ tgm/a] "
o _a [y acotgm/a
a=0, Aq DL Qa = [A ohiD.. :

de onde segue-se que /\lim Q.A, = 0. Temos, entao, que
—00

lim T =1, (4.137)

A—00

isto é, para um potencial dado puramente em termos de §(z), o problema de espalhamento

tende a transmissao total conforme a energia aumenta.
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Vamos agora ao caso b # 0. Como o coeficiente de transmissao dado por (4.131)
envolve uma expressao extensa, tomaremos o limite dos termos separadamente e em
seguida as utilizaremos para calcular o limite desejado, nos valendo das propriedades de

soma, subtracao, multiplicagdo e divisdo de limites (LIMA, 2009). Tomando as constantes

- a b b
= % -2
°~anD, "’ ah?D,’
temos
b
lim Q,A, = lim ~02
Ao A= Na=2 — Go A1 cotg m/a — by A2~ cotg T/ cotg 3m/ax
(4.138)
0, sea #2,
by, se a =2,
A3 + by cotg 3
lim Q,A, = lim 2o % C?Qg /e
A0 A= \20—4 _ ga a3 cotg m/ar — by cotg /e cotg 3T/
(4.139)
—tgm/a, sea # 2,
0, se o = 2,
6 2
lim QA ""A2 = lim LR
A5 00 A=® \2a—4 _ go\e—3 cotg m/ar — by cotg /o cotg 3/
(4.140)
—tgm/a tg3m/a, se a # 2,
[;02, se o = 2,
de onde obtemos, por fim,
1+t tg 3m/a)?
lim T = (1+tg7/a tgdn/a) (4.141)

A0 (1—tgn/a tg3r/a)’ + (tgm/a + tg3mr/a)”’

~ o\ 2
lim T = (1_%’?2> : (4.142)

para l <a <2, e

A= 1+ b

para o = 2.

E interessante observar que para b # 0 a ocorréncia de transmissio total para
A — o0 nao é garantida. Além disso, para a = 2, isto é, o problema equivalente ao proposto
para a mecanica quantica “tradicional” na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009),
o coeficiente de transmissao no limite é dependente do coeficiente de §'(z); enquanto que

para a # 2, o ele nao depende deste parametro, mas apenas da ordem da derivada.
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A figura 13 mostra os valores para o coeficiente de transmissao no limite A — oo
em funcdo da ordem « da derivada. Este grafico nos permite observar que o coeficiente de
transmissao tende a se estabilizar para energias altas, com o adendo de que, a depender
do valor de «, pode-se ter casos com taxa de transmissao menor do que 1 e até mesmo
reflexao total, ao contrario do que ocorre para o caso do potencial dado apenas em termos

de d(x), em que ocorre apenas transmissao total.

1.0
0.8+ .

0.6+ .

0.2 4

a

Figura 13 — Coeficiente de transmissao no limite A — oo, para b # 0 e a # 2, conforme
equagao (4.141).

Antes de prosseguir com a discussao dos resultados, verificaremos que resultados

estabelecidos na literatura particularizam os resultados que obtivemos neste trabalho.

Para b = 0, recuperamos os resultados obtidos para o potencial delta “simples”,
estudado nas referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ

Jr, 2011), ou seja,

1 02
T——— " R=_-a_ (4.144)
14 Q2 14 Q2
com ®! () dada por (4.115) e
~ A=l — g eotg(m/a) ]!
Q, = : 4.14
“ [ ahD, (4.145)

Neste caso, para a = 1.5, os coeficientes de transmissao e reflexao sao depen-

dentes de a e ) e o coeficiente Q, é dado por

o, _ lﬁ - acotg(27r/3)] ' |

4.14
ahD, ( 6)
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e o limite para A — 0 fica dado por

lim QuA, = tg . (4.147)
(8%

Deste modo, podemos observar que o comportamento incomum apresentado
para a = 1.5, conforme a equacao (4.136), se deve a presenga da derivada da funcao delta

no termo de potencial, que provoca uma descontinuidade infinita no coeficiente A, dado
por (4.117).

Tomando o = 2 e Dy = 1/2m, obtemos

)\2 1_b2m2 2
_ T 7 (4.148)
N (1+55) + o5
4)\2 b2’;?2 + a2hgl2
- TS R (4.149)
A2 (14 555)" + =3

Assim, se considerarmos A = 1, recuperamos os resultados obtidos para o
potencial delta e derivada de delta obtidos na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO,
2009). Ao contréario do problema de estado ligado, existe solu¢ao de espalhamento para
a = 0. Os coeficientes T e R dados pelas equagoes (4.148) e (4.149), respectivamente, nesse

caso ficam dados por

(1 . b2T2>2 4b2m2
I 1
(1+55) (1+55)

Nas Figuras 14 a 21 sao mostradas algumas representacoes graficas para os
coeficientes de reflexao e transmissao em funcao do autovalor A, de acordo com as expressoes
dadas por (4.130) e (4.131), de modo que podemos verificar também de forma visual os

resultados que obtivemos de forma analitica.

1.0 8%

0.8 0.8

06} 06
04f 0.4

02 0.2

0.0 . L T 0.0 8¢
0

Figura 14 — Coeficientes R e T para a = 1 e b = 0, conforme eqs (4.130) e (4.131).
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Figura 15 — Coeficientes R ¢ T para a = —1 e b = 0, conforme eqs (4.130) e (4.131).

Para b = 0, ja vimos que recuperamos os mesmos resultados que foram obtidos
nos trabalhos das referéncias (DE OLIVEIRA; COSTA; VAZ Jr, 2010; DE OLIVEIRA; VAZ
Jr, 2011), sendo o mais interessante a possibilidade de ocorrer o fendmeno de tunelamento
para energia de ponto zero, para ordens nao inteiras. Para b # 0, observamos ainda que
este mesmo fenémeno se repete, e de forma independente do coeficiente que acompanha
o termo 0(z) caso este seja diferente de zero, mas para o caso do potencial puramente
dado pela derivada da funcao delta ocorre um fenomeno de transmissao total para ordens
nao-inteiras, exceto a = 1.5, que se mostra bastante problemético na presenca da derivada

da funcao delta.

T e 10
AN R N T a=2
05l Fo TTTReeee 1 wl wis |
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o6 T 4 0.6 a=1.5 b
a=2. b a=13
o4  T==== a=1.8 i 0.4 :-..‘ ____________________________ ]
----- - a=1.6 5 P —
02f a=1.5 o2f N ee=mmTTTT ]
R o A
0.0 L L L L 0_0‘——" ---------------------------------------------------------
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 16 — Coeficientes R e T' para a = 1 e b = 1, conforme eqgs (4.130) e (4.131).
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Figura 17 — Coeficientes R e T' para a = 1 e b = 0.5, conforme eqs (4.130) e (4.131).
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Figura 18 — Coeficientes R e T' para a = —1 e b = 1, conforme eqs (4.130) e (4.131).
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Figura 19 — Coeficientes R e T para a = —1 e b = 0.5, conforme eqs (4.130) e (4.131).

Entretanto, o comportamento dos coeficientes de reflexao e transmissao para
b # 0 em geral se mostra um pouco diferente do caso b = 0; enquanto o primeiro apresenta
tendéncia a transmissao com o aumento do valor da energia, o segundo apresenta tendéncia
a se estabilizar conforme o valor da energia aumenta, embora nao necessariamente para
transmissao total. Para o = 2, observamos pelos gréaficos que o valor de T" para energias
altas varia de acordo com o valor do parametro b, resultado que é verificado pela expressao
(4.142).

Agora, vamos olhar para o caso a # 2 com um pouco mais de atengdao. Sabemos
que a taxa de transmissao tende a se estabilizar a um valor dependente de o com o aumento
da energia, de acordo com os cdlculos em (4.141). Isto é facilmente percebido observando

os graficos das Figuras 16 a 19.

Esses graficos nos ajudam a perceber que um efeito bastante expressivo da
incorporagdo de derivadas de ordens ndo-inteiras se d4 na presenga do termo ¢'(x), acrescen-
tando alguma oscilacao nas taxas de reflexdo e transmissao para energias baixas, enquanto
que para valores suficientemente altos para a energia, essas taxas tendem a se estabilizar,
porém nao necessariamente para uma situacao de transmissao total, como seria esperado

para potenciais que envolvam apenas o termo 0(x).
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Figura 21 — Coeficientes R e T para a = 0 e b = 0.5, conforme eqs (4.130) e (4.131).

Na referéncia (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009), os autores comparam o0s
seus resultados com os obtidos em outros trabalhos, que apresentam diferengas decorrentes
da utilizacdo de teorias que definem d(z) de maneiras distintas das consideradas neste
trabalho; em particular, o caso a = 0 se mostra controverso pois apresenta transmissao
total de acordo com algumas das abordagens mencionadas no trabalho, enquanto no
modelo de Gadella et al. ndo existe nenhum caso de transmissao. E interessante observar
que, embora o modelo que apresentamos neste trabalho generalize os resultados de Gadella
et al., ele também apresenta transmissao total para a = 0 nos casos em que a ordem da

derivada é diferente de o = 2.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Com este trabalho, buscamos expandir o entendimento acerca do efeito que a
presenca de derivadas da funcao delta de Dirac no termo de potencial produz nas solugoes
da equacgao de Schrodinger, com o intuito de poder contar com mais este recurso para a
modelagem de fendmenos e, mais ainda, incorporar a funcao delta e suas derivadas na sua

generalizagao fracionaria.

A busca por uma maneira consistente de lidar com a equagao de Schrodinger
com uma a derivada da func¢ado delta de Dirac incorporada a seu termo de potencial ja
vem de longa data, com algumas tentativas tendo sido feitas. Os resultados inconsistentes
obtidos ao longo dos anos, em conjunto com o trabalho de Kurasov e colaboradores
(KURASOV, 1996; ALBEVERIO; DABROWSKI; KURASOV, 1998), foram de suma
importancia para a compreensao de que os modelos que utilizam derivadas da funcao
delta precisam admitir fungoes-teste descontinuas em seu dominio de definicdo, o que

originalmente nao é coberto pela teoria de distribuigoes.

Embora tendo obtido alguns resultados gerais no estudo dos potenciais super-
singulares, ao examinar alguns casos particulares observamos que o grau de complexidade
aumenta conforme a ordem da derivacao se torna mais alta e assim optamos por focar a
analise nos potenciais supersingulares de primeira e segunda ordem. Neste tltimo, mos-
tramos que no caso geral pode-se obter nenhum, apenas um ou dois estados ligados, a
depender das relacoes entre os valores dos parametros Vg, Vi e V5. A introdugao do termo
V50" (x) acrescenta propriedades interessantes ao modelo: enquanto no caso do potencial
delta simples a energia de estado ligado cresce com V; na ordem de V2, no caso da derivada
de segunda ordem da funcdo delta a energia decresce com V5 & ordem de V, 2. Deste
modo, observamos que o estudo deste tipo de problema esta longe de esgotar-se, com uma

imensidao de problemas em aberto para direcionarmos nossos estudos.

O modelo com derivada de primeira ordem da funcao delta no termo de potencial
foi, em particular, o estudado com maior detalhamento até agora e apresenta a propriedade

muito interessante de admitir solugoes com descontinuidades de salto. Neste trabalho,
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revisitamos a solugao obtida por Gadella et al. (GADELLA; NEGRO; NIETO, 2009)
através de um meio alternativo ao feito em seu estudo: a metodologia das transformadas
integrais. Isto possibilitou ndo apenas reforcar a validade dos resultados por ele obtidos,
mas também estender a resolucao do problema para derivadas de ordens nao-inteiras, o
que nao era possivel a partir da abordagem anterior. Uma consequéncia muito interessante
disso ¢ a constatacao de que podemos obter solugoes com descontinuidade de salto a partir
de abordagens nao-locais e isso representa um grande avango na direcao do estudo, sob a
perspectiva do Calculo Fracionario, de problemas intrinsicamente descontinuos, como por
exemplo o poco de potencial finito ou a particula na caixa, que vem chamando a atencao
de pesquisadores ha algum tempo, mas até o momento todas as tentativas de solucao se

mostraram incorretas.

As perspectivas futuras para este trabalho residem exatamente nesta direcao.
Como préximo passo, pretendemos estudar modelos supersingulares para ordens mais
altas a partir da perspectiva do Céalculo Fracionario, ou seja, verificar se os resultados
obtidos no Capitulo 3 podem ser generalizados através da substituicao da derivada espacial
de segunda ordem por uma de ordem arbitraria 1 < o < 2 na equacao de Schrodinger

independente do tempo.



121

Referéncias

ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, 1. A. Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs, and Mathematical Tables. 3. ed. Washington: National Bureau of Standards
Applied Mathematics Series, 1972. Citado 3 vezes nas paginas 131, 139 e 140.

AL-SAQABI, B.; BOYADJIEV, L.; LUCHKO, Y. Comments on employing
the Riesz-Feller derivative in the Schrodinger equation. The FEuropean Physical
Journal Special Topics, v. 222, p. 1779-1794, 2013. Disponivel em: <http:
//dx.doi.org/10.1140/epjst/e2013-01963-3>. Citado 2 vezes nas paginas 32 e 88.

ALBEVERIO, S.; DABROWSKI, L.; KURASOV, P. Symmetries of Schrédinger operator
with point interactions. Letters in Mathematical Physics, v. 45, p. 33-47, 1998. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1023/A:1007493325970>. Citado na pagina 119.

ALBEVERIO, S.; KURASOV, P. Singular Perturbations of Differential Operators:
Solvable Schrodinger-type Operators. Cambridge: Cambridge University Press, 2000.
(London Mathematical Society Lecture Note Series). Citado na pagina 48.

ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J. Mathematical Methods for Physicists. 6. ed. Burlington:
Elsevier Academic Press, 2005. Citado 3 vezes nas péaginas 44, 131 e 139.

ATANACKOVIC, T. M.; PILIPOVIC, S.; STANKOVIC, B.; ZORICA, D. Fractional
Calculus with Applications in Mechanics: Wave Propagation, Impact and Variational
Principles. New Jersey: John Wiley & Sons, 2014. Citado na pagina 34.

ATANGANA, A.; BALEANU, D. New fractional derivatives with nonlocal and
non-singular kernel: Theory and application to heat transfer model. Thermal Science,
v. 20, n. 2, p. 763-769, 2016. Disponivel em: <https://doi.org/10.2298/TSCI160111018A>.
Citado na péagina 39.

BAGLEY, R. L. Applications of Generalized Derivatives to Viscoelasticity. Tese
(Doutorado) — Air Force Institute of Technology, 1979. Citado na pagina 20.

BELAVIN, V. A.; NIGMATULLIN, R. S.; LUTSKAYA, N. Fractional differentiation of
oscillographic polarograms by means of an electrochemical two-terminal network. Trudy
of Kazan Aviation Institute, v. 5, p. 144-145, 1964. Citado na pagina 20.

BELLONI, M.; ROBINETT, R. W. The infinite well and Dirac delta function
potentials as pedagogical, mathematical and physical models in quantum
mechanics. Physics Reports, v. 540, n. 2, p. 25-122, 2014. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2014.02.005>. Citado 2 vezes nas paginas 14 e 43.

BIRKHOFF, G.; LANE, S. M. A Survey of Modern Algebra. 5. ed. New Jersey: A. K.
Peters, Ltd., reprinted by CRC Press, 2010. Citado na péagina 66.


http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2013-01963-3
http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2013-01963-3
https://doi.org/10.1023/A:1007493325970
https://doi.org/10.2298/TSCI160111018A
http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2014.02.005

Referéncias 122

BRAAKSMA, B. L. J. Asymptotic expansions and analytic continuations for a class
of Barnes-integrals. Compositio Mathematica, v. 15, p. 239-341, 1964. Disponivel em:
<http://www.numdam.org/item?id=CM__1962-1964 15 239 0>. Citado na péagina
28.

BROWN, J. W.; CHURCHILL, R. Fourier Series and Boundary Value Problems. 8. ed.
New York: McGraw-Hill Co., 2011. Citado na pagina 49.

BUTZER, P. L.; WESTPHAL, U. An introduction to fractional calculus. In: HILFER, R.
(Ed.). Applications of Fractional Calculus in Physics. Singapore: World Scientific, 2000.
p. 1-85. Disponivel em: <https://doi.org/10.1142/9789812817747 0001>. Citado na
pagina 86.

CAMARGO, R. F.; DE OLIVEIRA, E. C. Cadlculo Fraciondrio. Sao Paulo: Livraria da
Fisica, 2015. Citado 5 vezes nas paginas 21, 29, 30, 31 e 32.

CAPUTO, M.; FABRIZIO, M. A new definition of fractional derivative without singular
kernel. Progress in Fractional Differentiation and Applications, v. 1, p. 73-85, 2015.
Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.12785/pfda/010201>. Citado na pagina 39.

CAUCHY, A. L. Théorie de la propagation des ondes a la surface d’un fluide pesant
d’une profondeur indéfinie note xix sur les fonctions réciproques. Mémoires présentés
par divers savants d [’Académie Royale des Sciences de I’Institut de France et imprimés
par son ordre. Sciences mathématiques et physiques, v. 1, 1827. Disponivel em:
<http://sites.mathdoc.fr/cgi-bin/oeitem?id=0OE_CAUCHY_1_1 5 0>. Citado na
pagina 14.

COSTA, F. S.; VAZ Jr, J.; DE OLIVEIRA, E. C.; CAMARGO, R. F. As integrais de
Mellin-Barnes e a funcao de Fox. Trends in Applied and Computational Mathematics, v. 12,
n. 2, p. 157-169, 2011. Disponivel em: <https://doi.org/10.5540/tema.2011.012.02.0157>.
Citado na pagina 24.

DE OLIVEIRA, E. C.; COSTA, F. S.; VAZ Jr, J. The fractional Schrédinger equation for
delta potentials. Journal of Mathematical Physics, n. 51, p. 123517, 2010. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1063/1.3525976>. Citado 16 vezes nas paginas 15, 16, 21, 26, 30, 34,
45, 48, 51, 86, 89, 101, 103, 106, 114 e 116.

DE OLIVEIRA, E. C.; JAROSZ, S.; VAZ Jr, J. Fractional calculus via Laplace
transform and its application in relaxation processes. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, n. 69, p. 5872, 2018. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.09.013>. Citado 3 vezes nas paginas 35, 38 e 39.

. On the mistake in defining fractional derivative using a non-singular kernel.
arXiv preprint 1912.04422v8, 2020. Disponivel em: <https://arxiv.org/abs/1912.04422>.
Citado na péagina 39.

DE OLIVEIRA, E. C.; MACHADO, J. A. T. A review of definitions for fractional
derivatives and integral. Mathematical Problems in Engineering, Hindawi Publishing,
v. 2014, p. 238459, 2014. Disponivel em: <https://doi.org/10.1155/2014/238459>.
Citado 2 vezes nas paginas 21 e 31.


http://www.numdam.org/item?id=CM_1962-1964__15__239_0
https://doi.org/10.1142/9789812817747_0001
http://dx.doi.org/10.12785/pfda/010201
http://sites.mathdoc.fr/cgi-bin/oeitem?id=OE_CAUCHY_1_1_5_0
https://doi.org/10.5540/tema.2011.012.02.0157
https://doi.org/10.1063/1.3525976
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.09.013
https://arxiv.org/abs/1912.04422
https://doi.org/10.1155/2014/238459

Referéncias 123

DE OLIVEIRA, E. C.; MAINARDI, F.; VAZ Jr, J. Fractional models of
anomalous relaxation based on the Kilbas and Saigo function. New Trends in
Fluid and Solid Mechanical Models, n. 49, p. 2049-2060, 2014. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/s11012-014-9930-0>. Citado 2 vezes nas paginas 34 e 35.

DE OLIVEIRA, E. C.; RODRIGUES Jr., W. A. Funcoes Analiticas com Aplicacoes. Sao
Paulo: Editoria Livraria da Fisica, 2006. Citado na pagina 101.

DE OLIVEIRA, E. C.; VAZ Jr, J. Tunneling in fractional quantum mechanics. Journal
Of Physics A: Mathematical and Theoretical, n. 44, p. 185303, 2011. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/44/18/185303>. Citado 13 vezes nas paginas 15,
16, 21, 26, 34, 45, 48, 86, 88, 89, 112, 114 e 116.

DE VINCENZO, S.; SANCHEZ, C. Point interactions: Boundary conditions or potentials
with the Dirac delta function. Canadian Journal of Physics, v. 88, p. 809-815, 2010.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1139/P10-060>. Citado 2 vezes nas paginas 43 e 46.

DIETHELM, K. The Analysis of Fractional Differential Equations: An Application-
Oriented Exposition Using Differential Operators of Caputo Type. Berlin: Springer Science
& Business Media, 2010. Citado na pagina 34.

DUISTERMAAT, J. J.; KOLK, J. A. C. Distributions: Theory and Applications. Basel:
Birkhéuser, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 49 e 78.

DURR, D.; TEUFEL, S. Bohmian Mechanics: the Physics and Mathematics of Quantum
Theory. 8. ed. Berlin: Springer-Verlag, 2009. Citado na pagina 40.

ELTON, D. C. Stretched exponential relaxation. arXiv preprint abs/1808.00881, 2018.
Disponivel em: <https://arxiv.org/abs/1808.00881>. Citado na pagina 36.

ERDELYI, A. Fractional integrals of generalized functions. In: Proceedings

of the International Conference Held at the University of New Haven. Berlin:
Springer, 1975, (Lecture Notes in Mathematics, v. 457). Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1007/BFb0067103>. Citado na péagina 20.

EVANGELISTA, L. R.; LENZI, E. K. Fractional Diffusion Equations and Anomalous
Diffusion. Cambridge: Cambridge University Press, 2018. Citado na pagina 34.

FALLAHGOUL, H. A.; FOCARDI, S. M.; FABOZZI, F. J. Fractional Calculus and
Fractional Processes with Applications to Financial Economics: Theory and Application.
Cambridge: Academic Press, 2016. Citado na pagina 34.

FENYES, I. A deduction of Schrodinger equation. Acta Bolyaina, n. 1, p. 5, 1946. Citado
na pagina 40.

. Eine wahrscheinlichkeitstheoretische begriindung und interpretation der
quantenmechanik. Zeitschrift fir Physik, n. 40, p. 81-106, 1952. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/BF01338578>. Citado na pagina 40.

FOURIER, J. B. J. Mémoire sur la theorie analytique de la chaleur. Mémoires de
I’Academie Royale des Sciences de l'Institut de France pour [’année 1825, Paris, Didot, n. 8,
p. 581-622, 1829. Disponivel em: <http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k33707 /152> .
Citado na péagina 14.


https://doi.org/10.1007/s11012-014-9930-0
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/44/18/185303
https://doi.org/10.1139/P10-060
https://arxiv.org/abs/1808.00881
https://doi.org/10.1007/BFb0067103
https://doi.org/10.1007/BFb0067103
https://doi.org/10.1007/BF01338578
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k33707/f152

Referéncias 124

FROST, A. A. Delta potential function model for electronic energies in molecules.
The Journal of Chemical Physics, n. 22, p. 1613, 1954. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1063/1.1740472>. Citado na pégina 14.

. Delta-function model. 1. electronic energies of hydrogen-like atoms and diatomic
molecules. The Journal of Chemical Physics, n. 25, p. 1150-1153, 1956. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1063/1.1743167>. Citado na pagina 14.

FROST, A. A.; LELAND, F. E. Delta-potential function model. II. Aromatic
hydrocarbons. The Journal of Chemical Physics, n. 25, p. 1154-1160, 1956. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1063/1.1743168>. Citado na pégina 14.

GADELLA, M.; NEGRO, J.; NIETO, L. M. Bound states and scattering coefficients of
the —ad(x) + 0'd(x) potential. Physics Letters A, n. 373, p. 13101313, 2009. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1016/j.physleta.2009.02.025>. Citado 14 vezes nas paginas 15,
45, 47, 58, 59, 83, 90, 105, 106, 108, 113, 115, 118 e 120.

GALINDO, A.; PASCUAL, D. Quantum Mechanics I. Berlin: Springer-Verlag, 1990.
Citado 2 vezes nas paginas 46 e 83.

GARRA, R.; GORENFLO, R.; POLITO, F.; TOMOVSKI, R. Hilfer-Prabhakar
derivatives and some applications. Applied Mathematics and Computation, v. 242, p.
576-589, 2014. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.05.129>. Citado 2
vezes nas paginas 37 e 38.

GASIOROWICYZ, S. Quantum Physics. New Jersey: John Wiley & Sons, 1979. Citado na
pagina 43.

GAUL, L.; KLEIN, P.; KEMPLE, S. Damping description involving fractional operators.
Mechanical Systems and Signal Processing, v. 5, n. 2, p. 81-88, 1991. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016,/0888-3270(91)90016-X>. Citado na pagina 34.

GOMES, A. V. Estrutura eletronica de cristais: Generalizagdo mediante o Calculo
Fraciondrio. Tese (Doutorado) — Universidade Estadual Paulista, 2018. Disponivel em:
<http://hdl.handle.net/11449/154280>. Citado na pagina 90.

GORENFLO A. A. KILBAS, F. M. R.; ROGOSIN, S. V. Mittag-Leffler Functions:
Related Topics and Applications. Berlin: Springer, 2014. Citado 2 vezes nas paginas 26
e 35.

GRADSHTEYN, 1. S.; RYZHIK, I. M. Table of Integrals, Series, and Products. 7. ed.
Cambridge: Academic Press, 2007. Citado 3 vezes nas paginas 104, 132 e 134.

GRAF, U. Introduction to Hyperfunctions and Their Integral Transforms: An Applied and
Computational Approach. Basel: Birkhduser, 2010. Citado na pagina 140.

GRIFFITHS, D. J. Introduction to Quantum Mechanics. New Jersey: Prentice Hall, 1995.
Citado 4 vezes nas paginas 43, 46, 58 e 83.

HERRMANN, R. Fractional calculus: an introduction for physicists. Singapore: World
scientific, 2014. Citado na pagina 34.

HILFER, R. Applications of Fractional Calculus in Physics. Singapore: World Scientific,
2000. Citado 4 vezes nas paginas 29, 30, 32 e 34.


https://doi.org/10.1063/1.1740472
https://doi.org/10.1063/1.1740472
https://doi.org/10.1063/1.1743167
https://doi.org/10.1063/1.1743168
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2009.02.025
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.05.129
https://doi.org/10.1016/0888-3270(91)90016-X
http://hdl.handle.net/11449/154280

Referéncias 125

IONESCU, C.; LOPES, A.; COPOT, D.; MACHADO, J.; BATES, J. The role of
fractional calculus in modeling biological phenomena: A review. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, v. 51, p. 141-159, 2017. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016 /j.cnsns.2017.04.001>. Citado na pagina 20.

JAROSZ, S. A FEquagio de Schrédinger Fraciondria com Potenciais Delta.
Dissertacao (Mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, 2016. Disponivel em:
<http:/ /repositorio.unicamp.br/jspui/handle/REPOSIP /321498>. Citado 4 vezes nas
paginas 15, 21, 45 e 90.

JAROSZ, S.; VAZ Jr, J. Fractional Schrodinger equation with Riesz-Feller derivative for
delta potentials. Journal of Mathematical Physics, n. 57, p. 123506, 2016. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1063/1.4972291>. Citado 6 vezes nas paginas 15, 21, 34, 48, 88 e 89.

KELBERT, M. Y.; LEONENKO, N. N.; RUIZ-MEDINA, M. D. Fractional random
fields associated with stochastic fractional heat equations. Advances in Applied
Probability, Cambridge University Press, v. 37, n. 1, p. 108-133, 2005. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1239 /aap/1113402402>. Citado na péagina 20.

KILBAS, A.; SRIVASTAVA, H. M.; TRUJILLO, J. Theory and Applications of Fractional
Differential Equations. 1. ed. Amsterdam: Elsevier, 2006. Citado 2 vezes nas paginas 28
e 110.

KILBAS, A. A.; SAIGO, M. H-Transforms: Theory and Applications. New York: CRC
Press, 2004. v. 9. Citado 2 vezes nas paginas 26 e 35.

KONDEJ, S.; VAZ Jr, J. Fractional Schrodinger operator with delta potential localized
on circle. Journal of mathematical physics, American Institute of Physics, v. 53, n. 3, p.
033503, 2012. Disponivel em: <https://doi.org/10.1063/1.3691199>. Citado na pagina
34.

KRONIG, R. de L.; PENNEY, W. G. Quantum mechanics of electrons in crystal lattices.
Proceedings of the Royal Society of London. Series A, The Royal Society, v. 130, n. 814, p.
499-513, 1931. Disponivel em: <https://doi.org/10.1098 /rspa.1931.0019>. Citado na
pagina 14.

KUHN, H. Free electron model for absorption spectra of organic dyes. The Journal of
Chemical Physics, v. 16, p. 840, 1948. Disponivel em: <https://doi.org/10.1063/1.1747011>.
Citado na péagina 14.

KURASOV, P. Distribution theory for discontinuous test functions and differential
operators with generalized coefficients. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
v. 201, p. 297-323, 1996. Disponivel em: <https://doi.org/10.1006/jmaa.1996.0256>.
Citado 8 vezes nas paginas 15, 16, 43, 44, 45, 47, 50 e 119.

LANGE, R. J. Distribution theory for Schrodinger’s integral equation. Journal of
Mathematical Physics, n. 56, p. 122105, 2015. Disponivel em: <https://doi.org/10.1063/1.
4936302>. Citado na pagina 48.

LASKIN, N. Fractional quantum mechanics and Lévy path integrals. Physics
Letters A, Elsevier, v. 268, n. 4, p. 298-305, 2000. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1016/S0375-9601(00)00201-2>. Citado 2 vezes nas paginas 15 e 21.


https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2017.04.001
http://repositorio.unicamp.br/jspui/handle/REPOSIP/321498
https://doi.org/10.1063/1.4972291
https://doi.org/10.1239/aap/1113402402
https://doi.org/10.1063/1.3691199
https://doi.org/10.1098/rspa.1931.0019
https://doi.org/10.1063/1.1747011
https://doi.org/10.1006/jmaa.1996.0256
https://doi.org/10.1063/1.4936302
https://doi.org/10.1063/1.4936302
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(00)00201-2
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(00)00201-2

Referéncias 126

LIMA, E. L. Curso de andlise. 12. ed. Rio de Janeiro: Associagao Instituto Nacional de
Matemaética Pura e Aplicada, 2009. v. 1. Citado na pagina 113.

LUTZEN, J. The prehistory of the theory of distributions. New York: Springer Science &
Business Media, 2012. v. 7. Citado na pagina 14.

MACHADO, J. T. Fractional calculus: Application in modeling and control.
Integral Methods in Science and Engineering, p. 279-295, 2013. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/978-1-4614-7828-7 20>. Citado na pagina 34.

MADELUNG, E. Quantentheorie in hydrodynamischer form. Zeitschrift fir Physik, v. 40,
p. 322, 1927. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/BF01400372>. Citado na péagina
40.

MAGIN, R. L. Fractional calculus models of complex dynamics in biological
tissues. Computers € Mathematics with Applications, v. 59, n. 5, p. 1586—
1593, 2010. Fractional Differentiation and Its Applications. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/j.camwa.2009.08.039>. Citado na pagina 20.

MAINARDI, F. Fractional relaxation-oscillation and fractional diffusion-wave phenomena.
Chaos, Solitons & Fractals, Elsevier, v. 7, n. 9, p. 1461-1477, 1996. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/0960-0779(95)00125-5>. Citado 2 vezes nas paginas 20 e 34.

. Fractional Calculus And Waves In Linear Viscoelasticity: An Introduction To
Mathematical Models. London: Imperial College Press, 2010. Citado 2 vezes nas paginas
20 e 34.

. An historical perspective on fractional calculus in linear viscoelasticity.
Fractional Calculus and Applied Analysis, v. 15, n. 4, p. 712-717, 2012. Disponivel em:
<https://doi.org/10.2478 /s13540-012-0048-6>. Citado na pégina 20.

MAINARDI, F.; LUCHKO, Y.; PAGNINI, G. The fundamental solution of the space-time
fractional diffusion equation. arXiv preprint cond-mat/0702419, 2007. Disponivel em:
<https://arxiv.org/abs/cond-mat/0702419>. Citado na pagina 32.

MATHAI A. M.; SAXENA, R. K.; HAUBOLD, H. J. The H -Function. New York:
Springer, 2009. Citado 4 vezes nas paginas 26, 28, 135 e 146.

METZLER, R.; KLAFTER, J. The random walk’s guide to anomalous diffusion: a
fractional dynamics approach. Physics Reports, n. 339, p. 1, 2000. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016 /S0370-1573(00)00070-3>. Citado 2 vezes nas paginas 41 e 42.

MILLER, K. S.; ROSS, B. An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional
Differential Equations. New York: John Wiley and Sons, 1993. Citado na pagina 20.

MONTROLL, E. W.; WEISS, G. H. Random walks on lattices. ii. Journal of Mathematical
Physics, v. 6, p. 167, 1965. Disponivel em: <https://doi.org/10.1063/1.1704269>. Citado
na pagina 41.

NABER, M. Linear fractionally damped oscillator. International Journal of Differential
Fquations, Hindawi, v. 2010, 2010. Disponivel em: <https://doi.org/10.1155/2010/
197020>. Citado na pagina 34.


https://doi.org/10.1007/978-1-4614-7828-7_20
https://doi.org/10.1007/BF01400372
https://doi.org/10.1016/j.camwa.2009.08.039
https://doi.org/10.1016/0960-0779(95)00125-5
https://doi.org/10.2478/s13540-012-0048-6
https://arxiv.org/abs/cond-mat/0702419
https://doi.org/10.1016/S0370-1573(00)00070-3
https://doi.org/10.1063/1.1704269
https://doi.org/10.1155/2010/197020
https://doi.org/10.1155/2010/197020

Referéncias 127

NAGASAWA, M. Schridinger Equations and Diffusion Theory. 8. ed. Basel: Birkhauser,
1993. Citado na pagina 40.

NELSON;, E. Derivation of the Schrodinger equation from newtonian mechanics. Physical
Review, n. 150, p. 1079, 1966. Disponivel em: <https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.
1079>. Citado na pagina 40.

. Dynamical Theories of Brownian Motion. 8. ed. Princeton: Princeton University
Press, 1967. Citado na pagina 40.

OBERHETTINGER, F. Tables of Mellin Transforms. Berlin: Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1974. Citado na pagina 24.

OLDHAM, K. B. New approach to the solution of electrochemical problems involving
diffusion. Analytical Chemistry, v. 41, n. 13, p. 1904-1905, 1969. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1021/ac60282a016>. Citado na pagina 20.

OLDHAM, K. B.; SPANIER, J. The replacement of Fick’s laws by a formulation
involving semidifferentiation. Journal of Electroanalytical Chemistry and Interfacial
FElectrochemistry, v. 26, n. 2, p. 331-341, 1970. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/
S0022-0728(70)80316-3>. Citado na pagina 20.

. The Fractional Calculus. Mineola: Dover, 2006. Citado 3 vezes nas paginas 18, 20
e 21.

ORTIGUEIRA, M. D. Fractional calculus for scientists and engineers. New York: Springer
Science & Business Media, 2011. v. 84. Citado na pagina 34.

ORTIGUEIRA, M. D.; MACHADO, J. A. T. What is a fractional derivative?
Journal of Computational Physics, n. 293, p. 4-13, 2015. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1016/j.jcp.2014.07.019>. Citado 2 vezes nas paginas 21 e 39.

. A critical analysis of the Caputo-Fabrizio operator. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, n. 59, p. 608—11, 2018. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2017.12.001>. Citado na pagina 39.

PODLUBNY, 1. Fractional differential equations: an introduction to fractional derivatives,
fractional differential equations, to methods of their solution and some of their applications.
1. ed. Cambridge: Elsevier, 1998. Citado na pagina 34.

. Fractional-order systems and PI*D*-controllers. IEEE Transactions on Automatic
Control, v. 44, n. 1, p. 208-214, 1999. Disponivel em: <https://doi.org/10.1109/9.739144>.
Citado na péagina 34.

RIESZ, M. L’intégrale de Riemann-Liouville et le probleme de Cauchy. Acta
mathematica, Springer, v. 81, n. 1, p. 1-222, 1939. Disponivel em: <http:
//www.numdam.org/item?id=BSMF 1939 67  S153 0>. Citado na pagina 31.

ROSSIKHIN, Y. A. Dynamic Problems of Linear Viscoelasticity Connected with the
Investigation of Retardation and Relazation Spectra. Tese (Doutorado) — Voronezh
Polytechnic Institute, 1970. (Publicado originalmente em russo). Citado na pagina 20.


https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.1079
https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.1079
https://doi.org/10.1021/ac60282a016
https://doi.org/10.1016/S0022-0728(70)80316-3
https://doi.org/10.1016/S0022-0728(70)80316-3
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2014.07.019
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2014.07.019
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2017.12.001
https://doi.org/10.1109/9.739144
http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1939__67__S153_0
http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1939__67__S153_0

Referéncias 128

RYABOV, Y. E.; PUZENKO, A. Damped oscillations in view of the fractional oscillator
equation. Physical Review B, American Physical Society, v. 66, p. 184201, 2002. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.184201>. Citado na pagina 34.

SAMKO, S. G.; KILBAS, A. A.; MARICHEV, O. 1. Fractional integrals and derivatives :
theory and applications. Minsk: Nauka i Tekhnika, 1987. (Publicado originalmente em
russo). Citado na pagina 20.

SANDEV, T.; TOMOVSKI, Z. Fractional Equations and Models: Theory and Applications.
New York: Springer International Publishing, 2019. Citado na pagina 34.

SCHWARTZ, L. Théorie des distributions. Paris: Hermann, 1966. v. 2. Citado na pagina
14.

SCOTT BLAIR, G. W. The role of psychophysics in rheology. Journal of Colloid Science,
v. 2, n. 1, p. 21-32, 1947. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/0095-8522(47)
90007-X>. Citado na pagina 20.

SCOTT BLAIR, G. W.; VEINOGLOU, B. C.; CAFFYN, J. E. Limitations of
the newtonian time scale in relation to non-equilibrium rheological states and a
theory of quasi-properties. Proceedings of the Royal Society of London. Series A.
Mathematical and Physical Sciences, v. 189, n. 1016, p. 69-87, 1947. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1098 /rspa.1947.0029>. Citado na pagina 20.

SEBA, P. The generalized point interaction in one dimension. Czechoslovak
Journal of Physics B, v. 36, n. 6, p. 667-673, 1986. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1007/BF01597402>. Citado na pagina 46.

SHAH, P.; AGASHE, S. Review of fractional PID controller. Mechatronics, v. 38, p.
29-41, 09 2016. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.mechatronics.2016.06.005>.
Citado na pagina 34.

SHERMERGOR, T. D. On the use of fractional differentiation operators for the description
of elastic-after effect properties of materials. Journal of Applied Mechanics and Technical
Physics, v. 7, p. 85-87, 1966. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/BF00914347>.
Citado na pagina 20.

SUN, H.; ZHANG, Y.; BALEANU, D.; CHEN, W.; CHEN, Y. A new collection of real
world applications of fractional calculus in science and engineering. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, v. 64, p. 213-231, 2018. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.04.019>. Citado na pégina 38.

TARASOV, V. E. No nonlocality. No fractional derivative. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, v. 62, p. 157-163, 2018. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.02.019>. Citado 2 vezes nas paginas 21 e 39.

TARE, J. D.; ESGUERRA, J. P. H. Bound states for multiple Dirac-0 wells in
space-fractional quantum mechanics. Journal of Mathematical Physics, n. 55, 2014.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1063/1.4861933>. Citado na pégina 89.

TEOLJAKOV, A. Fractional-order Modeling and Control of Dynamic Systems. New York:
Springer International Publishing, 2017. Citado na pagina 34.


https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.184201
https://doi.org/10.1016/0095-8522(47)90007-X
https://doi.org/10.1016/0095-8522(47)90007-X
https://doi.org/10.1098/rspa.1947.0029
https://doi.org/10.1007/BF01597402
https://doi.org/10.1007/BF01597402
https://doi.org/10.1016/j.mechatronics.2016.06.005
https://doi.org/10.1007/BF00914347
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.04.019
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2018.02.019
https://doi.org/10.1063/1.4861933

Referéncias 129

TOFIGHI, A. The intrinsic damping of the fractional oscillator. Physica A: Statistical
Mechanics and its Applications, v. 329, n. 1, p. 29-34, 2003. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016 /S0378-4371(03)00598-3>. Citado na pagina 34.

VAZ Jr, J.; DE OLIVEIRA, E. C. Métodos Matemadaticos. Campinas: Editora da Unicamp,
2016. v. 1. Citado na pagina 19.

. Métodos Matemadticos. Campinas: Editora da Unicamp, 2016. v. 2. Citado 4 vezes
nas paginas 21, 23, 24 e 44.

. Métodos Matematicos. Campinas: Editora da Unicamp, 2016. v. 3. Citado na
pagina 43.

ZEIDLER, E. Quantum Field Theory II: Quantum FElectrodynamics. Berlin: Springer,
2009. Citado 3 vezes nas paginas 16, 131 e 139.


https://doi.org/10.1016/S0378-4371(03)00598-3

130

APENDICE A

Calculo das integrais em (4.28) e
(3.36)

Consideremos a integral
@ ip)" exp (@)
I(z =f < ——~h dp, Al
(@) o \ N p|™ + A ( )
coml<a<2en=0,1,2,....
Reescrevendo a exponencial complexa na forma trigonométrica, obtemos

[

0o P+ A

[

0o Pr+ A

dp, se n é par;
(A.2)

dp, se n é impar.

Vamos comecar pelo caso par, tomando a mudanga de variaveis p = Ay,

n T R ,n Az
f TP () g e gy [V (A.3)
o DPYEA oo Jo oyt

Definamos agora a integral dada por

o 1 "y coswy
i R) - - | Iy (A4)

para w = 0 e R > 0. Calcularemos I27(0; R) no limite R — co:

o 1 R yufl

Tomando a mudanga de varidveis ¢t = (y/R)", reescrevemos a integral como

v rl
120 R) = [ 5 1 e a (A.6)

T Jo
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Utilizando a representagao integral da fungao hipergeométrica (ARFKEN;
WEBER, 2005), isto é,

F(C) ! b—1 —b—1 -
F b:ciz) = ———— | t 1—-1t)° 1—t2)*dt AT
2 1(&, ;G Z) F(b)F(c _ b) J;) ( ) ( Z) ) ( )
obtemos R
vV v
127(0: — ok (1, ——+ 1, —R%). A.
C (O’R) 7_”/2 1( 704704_’_ ) R) < 8)

Utilizando a equagao 15.3.7 da referéncia (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972)
e as propriedades zI'(z) = I'(z + 1) e de reflexao da fungao gama (ARFKEN; WEBER,
2005), temos

V—«

1e7(0; R) = T—a)

o (1,1—5;2—5;—}%‘1 +
(6%

v v
o1 <*70§ ——1 —Ra> :
a «a
(A.9)
Da representagao em série da fungdo hipergeométrica, oF; (o, 0;7v;2) = 1 e

assim segue-se que

197(0: R) = cossec (vm/a) N Ry

B (1,1-%;2—5;—}2&). (A.10)

o' (v —a) o

Para v — a > 0, o segundo termo de (A.10) diverge no limite R — oo:
V—Q 1 V—o 0 1 1 i _1 k >k
i oy (1,1 —2— 7_) R 2 (1)x( v/a), (—1)*R
vV — Oé o Re U — ~ (Q—V/Oé)k. kl

R & kaxL(k+1—=v/a)(2—v/a)
2 R e R v

R & kpak (1 —v/a)
ZH) f T

(A.11)

No limite R — 0, cada termo k da somatoéria em (A.11) tende a zero para

— (k + 1)a < 0 e diverge caso contrario. Temos interesse nos valores de I&”(0; R) e
132(0 R), com 0 < a < 1, pois eles serdo utilizados para encontrar a energia de estado
ligado para o potencial delta-delta prime. Nessas integrais, v = n + 1, entdao em alguns
casos particulares a integral deverd ser regularizada (ZEIDLER, 2009). Esta regularizagio
serd feita removendo os termos divergentes da soma na equagao (A.11). Vamos entao

analisar quais casos necessitam de regularizagao:

e sen =0, o expoente de R em cada termo da série é 1 — (k + 1)a, que é negativo

para todo k de modo que a regularizacao nao ¢é necessaria;
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e se n = 2, cada expoente serd dado por 3 — (k + 1)a, de modo que o termo k = 0
¢ divergente para qualquer valor de «, enquanto o termo k£ = 1 diverge para

l<a<15.

Isto significa que a regularizagao da integral I5”(0; R) depende do valor de

seus parametros, isto é

1 Q0
lim I%'(0; R) = f dy —_ cossec(/a) (A.12)
R— ™)y y*+1 o}

R 2 3—a 3—2a
1lim{f Y dy—R al }, 1l <a< 1.5,

R @41 3—a 3-2
| lim &0 R)] = Tl Y “ “
R—o0 reg 1 R y2 R370¢
— lim {f dy — }, 1. <a <2,
mR-o (J, y*+1 3—«
_ cossec (37/a)
-
(A.13)
Deste modo, obtemos
2m 7r
0 _ l1—a : a,l/n. _ 27 \1-« - A.14
I2(0) = 2A m lim J& (0; R) . A cossec —, (A.14)
12(0)] =2)N"x [ lim 157%(0; R)] = —2—7T>\3’O‘ cossec S—W (A.15)
a e G P ah? a '

Vamos agora avaliar a integral 157" (w; R) para w € R. A transformada de Mellin
da fungao cosseno é dada pela equacao 17.43.3 da referéncia (GRADSHTEYN; RYZHIK,
2007), e portanto a transformada de Mellin da referéncia (A.4) é dada por

['(z)cosmz/2 JR T

MUE" (s B)) () = =7 |

dy. (A.16)

Os resultados obtidos no célculo de 1577 (0; R) na equagao (A.10) sdo validos

para valores complexos de v e deste modo segue que

MIIZ (w; R)] (2) =F(Z) oS % [E cossec (V — Z) 7T

(e « «

Ry« o o
LR (1,1— A B Z;—R“)].

V—2zZ—« « 0%

(A.17)

O proximo passo ¢ aplicar a transformada de Mellin inversa a esta expressao.

Trataremos cada termo separadamente, comegando por

I _
F.(2) = (2) cos % cossec (V Z) ., (A.18)

(0% (0%
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Utilizando a relagao cosmz/2 = sen(1 — z)7/2 e a reflexado da fungao gama,
['(z) cosmz/2  T'(z) sen(l— 2)m/2
a sen(v—2z)m/a o sen(v—z)m/a

_ )T (v/a—z/a)T (1 —v/a+ z/a)
al' (1/2—2z/2)T (1 —1/2+z/2)

F.(2) =

(A.19)

e aplicando transformada de Mellin a F., obtemos

1
—H3) ) NEA (A.20)
0,1 1_777 '\ a7 o
a Qo 2°2

Vamos analisar agora o segundo termo:

Rv—*—al _ _
Fr(z) = <(Z>cosm P (1, QAL P —R‘“) . (A.21)
vV—z—)T 2 a a

Como aplicaremos a transformada de Mellin inversa a Fr(z), segue da defini¢ao
dada pela equagao (1.37) e pelos valores permitidos para os pardmetros v e o na equagao
(A.19) que podemos definir a curva de integragao no plano complexo de modo que a parte
real de z seja um nimero positivo e fixo. Isto significa que, seguindo os mesmos critérios
discutidos para o caso I57(0; R), o termo R™* ndo causard nenhuma divergéncia no limite
R — o0, ou seja, nao é necessario regularizar esta integral e, mais ainda, I%lirgo Fr(z)=0e

portanto o mesmo ¢é valido para M~ [Fg(2)] (w). Tomando o limite R — o0, obteremos,

finalmente,
1 v 1 11
1 w0 ,v—1 1 NN R Y
f VSR gy — ~H2 | w NN (A.22)
? 9 a7a 9 272

Partindo para o cdlculo da integral (A.1) para valores pares de n, ou seja,
n = 2m, para m = 0,1,2,..., isto é o mesmo que tomar v = 2m + 1 na integral
IZY(w; R). Entretanto, precisamos ser cuidadosos neste passo: como utilizamos o método
da transformada de Mellin para calcular esta integral, devemos observar que nossos
resultados sdo validos apenas para w > 0. Contudo, notando que I5"(w; R) é uma fungao
par, podemos estender os resultados obtidos para valores negativos de x simplesmente

considerando o valor absoluto.
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Utilizando as propriedades (1.39) e (1.38) da fungao H de Fox na equagao
(A.20), obteremos

||
a—tym (eeos (B)  gpyamiapym Azl
2m o - a,2m+1 .
[a (l’) o f2m J;) pa_|_>\a dpi R2m ]%lirolo [C A ’R
(A.23)
(6%
. 27Th(—1)m 2,1 ()\|{1§‘>a (171)7 (m+ 175)
T Yy m 2,3
x|z [2m+1 h (2m+1,a),(1,1),(m+1,%>

Trataremos agora do caso impar, tomando a mudanga de variaveis p = Ay,

I pz R, n Az
f p"sen (%) dp = A"+ Jim y"sen () dy. (A.24)
0o P*HAY R= o y* +1

Vamos definir a seguinte integral
1 (®y"'senwy
Ig"(w;R) = — | — dy, A.25
R e (A.2)
para w = 0 e R > 0. Observando que trata-se de uma func¢ao impar, segue de imediato
que I9%(0; R) = 0, de modo que I**1(0) = 0. Usando a equacao 17.43.4 da referéncia
(GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), a transformada de Mellin da equagao (A.25) é

I'(z)senmz/2 JR y' (A.26)

MU (i B)) (2) = =0 |y

Utilizando os resultados obtidos para I5"”(w;0) na equagao (A.10), temos

ow, _T(z) TZ [T v—z
MI[IS" (w; R)] (2) =—_sen— [a cossec ( - ) s
RV*Z*Q (A27>
+72F1<1,1—V Zo Y Z;—Ra>].
vV—2z—a« a o

Tratando cada termo em separado e utilizando a formula de reflexdo da funcao

gama, o primeiro termo ¢ dado por

['(z) senw/a Pl (v/a—z/a)T (1 —v/ia+z/a)
Fi(z) = a sen(v—z)m/a al' (z/2)T (1 — z/2) ' (A.28)

Apés aplicar a transformada de Mellin inversa, obtemos

1 1
(-5a) ()
H22,1 o«

_ 1
MF,(2)] (w) = S |w 1 1 (A.29)
0,0, (1——,— 0, =
(222 (1)
O segundo termo é dado por
R"—*7°T'(2) Tz v—z v—z o,
FR(Z)—mSGH72F1 (].,]_— o ,2— o ,—R >, (A30)
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e, partindo da mesma discussao para a fun¢ao definida em (A.21), segue que I%im Fr(z) =0.
—00

Assim, temos que

LV 1 (0 1
1 v—1 1 NN A ' o
J Wﬂdyz—ﬂgﬁ w @ ,Oj 1 2 1 : (A.31)
ooyl @ 0,1, (1-2,2), (0, =
) ) a’a Y ’2

Para avaliar a integral (A.1) para valores impares de n, levamos em conta o
fato de que Ig"(w; R) é uma fungdo fmpar na varidvel w. Assim, escrevemos n = 2m + 1,
ou seja, v = 2m + 2 e portanto 2" (x) = sgn(x) I2™*(|z]), sendo sgn(x) a funcio sinal,
que denotaremos por sgn(x). Utilizando as propriedades (1.39), (1.38) e (1.41) da funcao
H de Fox na equagao (A.29), obtemos

2(—1)™*1 (* psen (B%) 2 \Fm2=a(_ym+l Alz|
2m+1 _ h _ a,2m+2 .
" (@) = B2m+1 J P+ A\ d B2m+1 él_r,%o Is h 2

a
omh(—1)m+! o1 | A2\ (1,1), (m+ 1,5)
= elgEmie sgn(z) Hy’s e a
| 2m +2,a),(1,1), <m+ 1,5)
(A.32)

Neste trabalho, nosso interesse reside nas integrais I1°(z) e I'(z), que sdo

obtidas tomando-se k = 0 nas equagoes (A.23) e (A.32), respectivamente, isto é,

1) = 220 Hy (Am)a ( (1’1)’<1’5> , (A.33)

N Nela] h 1,a),(1,1), (1%)
1 m 2,1 AN (1,1), 1’8
1) = ~ o) 13 | () <z,a>,<1,1<>,(21?§) | (A.34)

Segue imediatamente da definicio de I”(z) que I?**1(0) = 0 para k = 0,1,2,....

A.1 Caso particular: a = 2

No caso particular o = 2, utilizando a definicao de funcao H de Fox e a equacao
1.125 da referéncia (MATHAT; SAXENA; HAUBOLD, 2009), obtemos

i (1,1),(1,1) | i ~ ]
H22§ w? = Héf w? -2 e, (A.35)
(1,a),(1,1),(1,1) (1,2) 2
i 1,1),(1,1) | i N
a2 | W? — HY | w? e (A.36)
(2,a),(1,1),(1,1) (2,2) 2
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Através dessas expressoes, recuperamos os resultados ja conhecidos da literatura

“ exp (—ip‘”) T e
]0 _ h dp = — e A37
2([[‘) JOO p2 + )\2 p )\ e n ) ( )
0 . ipT
M) = i\ exp () -5 A.38
>(7) LD (h) e 7 sen(w) e (A.38)

Queremos agora calcular a integral
0 Zp m exp (@)
I (x) = = =—=212 dp, A.39
ro - [ (1) S a (A.30)
para todos os valores de m inteiros nao-negativos, isto ¢, m = 0,1, 2, ....

Comecemos pelo caso par, ou seja, m = 2n, paran = 0,1,2,.... Para ter uma

ideia do que ird surgir no resultado, vamos calcular I3 (x):

© exp (ﬂ) ip 2
I2(x) = —— 2 4
2($) f_w p2 + )\2 (h P

g = OROEGIE

_  R? h w PP+ A?

= 2t + (2) 1)

(A.40)

Observamos, a partir do resultado acima, que para m = 2 a integral apresenta
uma parte singular, dada pelo termo d§(x). A partir deste raciocinio provaremos, utilizando

inducao finita, que
B - (3) Ba+ 2w, (A1)

com I9(z) dada por (A.37) e a parte singular dada por
0, n =0,

" A\ 2
(h) SE=22R) () o =1,2,3,....

sing (27) = 2w (A42)
h

n—1

N

-0
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A expressdo para I9(z) dadas por (A.37) serve como passo inicial e assim,

supondo (A.41) valido para n = 0, calculemos I3"*?(z):

0 exp ipT Z 2n+2
122n+2(l,) :J M <§) dp

o PP A2
i . 2n 2 ] . 2n
“ exp () [ A * exp (£F) (i
LR e G
. — PP A h
2T (o A\ 2 "
= _f(g(? () + (h) I3"(x) (A.43)
9 A\ 202 or |21 7\ 2642
_ (2n) - 0 et - (2n—2k—2)
T+ (7)) B 5 [2(,:) g2 (y)

A\ 2+ D) o [ 7\ 2k+2 L
-(3) Be-TIX(3) e,
k=0

e, desta forma, temos provado (A.42).

O caso impar, isto é, m = 2n + 1, paran = 0, 1,2, ... é andlogo, diferindo em

apenas alguns detalhes técnicos. Assim, mostra-se a partir do mesmo raciocinio que

I2rt(z) = (h) " () + 2 (), (A.44)

A sing
com I, (z) dada por (A.38) e a parte singular dada por

0, n =0,

]2n+1([p) = n—1 2k
2w A
—= § 2] §Bnm12k) =1,2,3,....
h k_o (h) (x)7 n b ) )

sing

(A.45)

Substituindo as expressdes de I3 (x) e I, (z), podemos unir as duas expressoes

em uma unica, obtendo

=" (2) DTN H () + M H ()] + I (), (A.46)

sendo H(x) a fungao degrau. O resultado em (3.41) segue da parte regular de I3*(z).
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APENDICE B

Calculo das integrais em (4.104)

Consideremos agora a integral
* ip) " exp (@)
Jo () = J ( ——=h gy B.1
(z) \w) o (B.1)
com 1l <a<2en =0,1,2,.... Reescrevendo a exponencial complexa na forma tri-

gonométrica, isto é, €' = cos ¢ + isen ¢, a expressao em (B.1) pode ser reescrita como

) @J@p (%)

dp, se n é par;

pa _ /\a
T (z) = " (B.2)
i\ [P p"sen (5) »
2| — —— 2%~ dp, se n é impar.
h 0o DP*— A

De modo similar ao feito no Apéndice A, definiremos func¢oes auxiliares, através

das mudancas de varidaveis p = Ay, com A > 0. Comecando pelo caso par, temos

0 ,n px R ,n Az
f P2 \R) (AZ ) dp— ot gy [ Y10 G2 > G) g4, (B.3)
0o P*— RooJo oy —1

Vamos definir a seguinte integral

o 1 By coswy
0

paraw = 0e R > 0.

Para w = 0, obtemos

1 R yllfl
JoV(0; R) = — dy. B.5
rosr) =~ [y (B.5)

Procedendo de modo similar ao feito no Apéndice A, isto é, tomando a mudanca
de varidveis t = (y/R)® na integral (B.5) e utilizando a representagdo (A.7) para a funcao

hipergeométrica, obtemos

oLV RV (67
JENO05R) = —— R (1,252 + 1 R7). (B.6)

ISIIAN
SHIN
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Utilizando a equagao 15.3.7 da referéncia (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972),
as propriedades 2zI'(z) = I'(z 4+ 1) e reflexdo da fungdo gama (ARFKEN; WEBER, 2005),
temos

1 % R« v v 1
JE0;R) = —~cotg ~ + o (11-Yo oY), B.7
c" (0 R) aCOg2+7T(V—a)21(’ a’ a’RO‘) (B7)

A seguir, verificaremos que o lado direito da expressdao (B.7) pode divergir no
limite R — oo para alguns valores de v. Utilizando a representagao em série para a fungao
hipergeométrica (ARFKEN; WEBER, 2005), podemos escrever:

RV—© (k+1)ex

0 ¢]
v v
o1 11,1 ——2——; —
V—a ( o a’ ) Zu—k‘+1

(B.8)

Para verificar a convergéncia desta série, iremos utilizar o teste da razao:

Ru—a(k‘+2)

v—oa(k+1)

— lim g |2 =20
B v—alk+2)

k—00

lim

k—co | Rv—a(k+1)

a(k;—i—l)'
v—oalk+2)

‘ =0, para |[R| > 1. (B.9)

Contudo, os termos k tais que v — (k+ 1)a = 0 explodem para R — <o, fazendo
com que a série seja divergente. Para contornar este problema, utilizaremos uma estratégia
de regularizagio (ZEIDLER, 2009) que consiste em remover os termos divergentes e assim
garantir a convergéncia da série (B.8), fazendo com que o lado direito de (B.7) seja

convergente.

Neste trabalho, estamos interessados apenas nos casos n = 0 e n = 2. Levando
em consideragao que v = n + 1, a regularizagao ¢ necessaria apenas para n = 2, sendo
suficiente remover apenas seu primeiro termo, ou seja, k = 0. Tomando o limite R — o0,

os termos nao-divergentes zeram, e assim temos

1 (* dy 1 T
JoN0) = = — —— cotg — B.10
¢ (0) WL 1 - cotg —, (B.10)
1 Ry R3—@ 1 3
3 _ 1 _ — _Zcote L B.11
Je (0)‘reg 7711111—120{1) ya—ldy 3—a} aCOtg a’ ( )

2
JO(0) = 2\~ lim J(0) = — N~ cotg _, (B.12)
R—o0 o o
J2(0)] =2\ lim J*?*(0) = 21)\3_0‘ Cotgg—ﬂ (B.13)
@ lreg R—o0 a a
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Vamos agora avaliar a integral dada por (B.4). Seguindo o mesmo procedimento
feito na equagao (A.16) do Apéndice A, apds aplicar transformada de Mellin e tomar a
mudanca de varidveis ¢ = (y/R)“ na integral resultante, obtemos

['(2)cosmz/2 JR T
s 0 y*—1

MJe"1(2) = dy

_ I(z)cosmz/2 R fltu;z_lu _tR®)" dt (B.14)
™ « 0
['(z)cosmz/2 RV V—2z V—2Z

_ B (1, : + 1,Ra> .
(6%

™ V—=z «

No Apéndice A, utilizamos a relagao 15.3.7 da referéncia (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1972). Entretanto, esta relagao s6 é valida para |arg(—R)| < 7 e assim nao
pode ser aplicada diretamente no caso R > 0. Para contornar esta dificuldade, utilizaremos
o conceito de hiperfungoes (GRAF, 2010).

Para os célculos a seguir, consideraremos ntimeros complexos cuja parte real é
negativa, dada por —R®, e parte imaginaria nao-nula, de modo que esses ntimeros estejam
na area de definicao em que a relagao seja valida e proximos a linha de corte, que neste

caso ¢ dada pelo semieixo real negativo do plano complexo.

Vamos comegar escrevendo s, = —R® + ie. Utilizando mais uma vez a relacao
15.3.7 da referéncia (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972), obtemos

2 F <1, é; g + 1;55+> IF((;/& il 1)F(6/a2— 1)5;2 2 F1 (17 1— é;Q - 6;Se+)
o« (I'(0/a + 1)) o o

P@/a+DEG/=1) ga (86
(1) et 25 (a’o’a’ )

(B.15)

Usando a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) da fungao Gama e o fato de que que
2F1(a,0;¢;z) = 1, obtemos
) ) ) )
2 F1 <1, ——+ 1L Se+) =——s'oF <1, = —=2—— 86+>
a o ) —« ! a
(B.16)

+ Zr (6/a)T (1 = 6/a) s

O termo s, se aproxima da linha de corte, localizada no semieixo real positivo,
pelo lado de “cima”, de modo que o argumento de s, se aproxima de 7 para ¢ — 0, ou
seja

Soq = el_i)rorgr Sep = R%e'™. (B.17)

Utilizando a propriedade da reflexdo da funcao Gama, obtemos

— —imd /o P—8
o F1 | 1, é; 0 + 15804 | = O oF1 (1,1 - §;2 - é;R_a + @i (B.18)
a’ o 0—a o' a a sen(md /o)
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Por fim, escrevendo a exponencial complexa em sua forma trigonométrica,

§ 0 SR~ J J
2 F (17;+1;50+) = - 21 (171—32—§Ra) +
a a oY

0 —« o

. (B.19)

o 4] 4]

—i—l cotg (ﬂ) R — ER_‘S.
o} « «
Agora, escrevemos s, = —R® —ie, com R > 0 e € > 0 e seguimos os mesmos
passos do caso s, até obter
o 90 ) ) )
2 I <1,;+1;se_) = st o P <1,1—;2—;86—>

o« ) —« o o

(B.20)

+ Zr (5/a)T (1 = 6/a) s

O termo s._, diferente de s.., se aproxima da linha de corte “por baixo”, ou

seja, seu argumento aproxima-se de —7 no limite ¢ — 0, isto é

so_ = lim s, = R% '™, (B.21)

e—0—
e assim segue que

—a ind/a P—6
o Fy (1, 8.0, 1;50) _ R (1, -2 5;Ra) $ DO )
(8% (0%

« e « « sen(mé/a)’

de onde obtemos, por fim,

2F1 (175,5 + ]_;80_) = — 5R7 2F1 (1,1—6,2— 5;R_a) +
a (0% (6]

0—«
5 5 - (B.23)
+ ik cotg (W) R+ 0 R,
o Q@ Q
Assim, para R > 0, temos
(5 (5 2F1 (1757(5+1a56+> + 2F1 (17576+1736>
2F1 (1,;+1;Ra) = lim a « a «
o’ o e—0+ 2
) ) ) ) )
= — R yF <1,1—;2—;R_a> —i—lcotg <7T) :
0—« o Q o «
(B.24)
e assim podemos expressar a equacao (B.14) da seguinte forma
r 2 — — —
M[JEY] () = (2) cos(mz/ >R”_Z l V=2 pea JF, (1’1_ v 2;2 v Z;R_a> B
(v —z) v—z—a a
_m(v—2)

congr (-5 |
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Usando as seguintes relagoes:

e sen A=z _ cos 22
2 2’
nz  (1—v)w v—2) (1-2) (v—2) (1-2)]
. 2COS?COST=SGH - + 5 ]—sen[ R :
TR —2) = serzrwz;
podemos escrever (B.14) na forma
MIIE] (2) = Ge(2) + Gr(2), (B.26)
com as fungoes G. e G'i definidas por
G.(2) :F(z) I'v/ia—z/a)l'(1 —v/a+ z/a)
¢ 200 T'((2v — )20 — (2 — ) z/2a)T(1 — 2V — @) 2a + (2 — a)z/2a)
_T'(?) I'v/a—z/a)T(1 —v/a+ z/a)
200 T((2v + )2 — (24 a)z/20)T(1 — (2v + @) 20 + (2 + «)z/2a)’
(B.27)
Rv—a—= I'(2) V-2 vV—2 .,
Gﬂ@:u—a—zr«1—@pnx1—u—¢ym2E<L1_a’2_ a Jg)'
(B.28)

Aplicando a transformada de Mellin inversa as equagoes (B.27) e (B.28), obte-

11os as expressées

[ vy 1 vl 1
M_l[G](OJ):_ lHQ,l w OZ’OC ’ 2 06704 2
¢ o 28 0.1), (1 v 1 { 1 v 1+1
| e a’a)’ 2 ada 2) |
) (B.29)
A N
n le,l w a a)’ 2 a'a 2
o 28 0.1), (1 v 1 1+1 v 1 1 '
| e a’a)’ 2 ada 2) |
e
1 C'+i00 Rv——=* T Fo(1.1—= V—Z; 2 _ V—Z; R~
MGl () w ()2F1 (L1222 = 55 B ) ag)

T i o v—a-—z I I+ 2)
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O préximo passo é tomar o limite R — co. A discussao que se segue é exatamente
a mesma que foi feita no Apéndice A, portanto nao a repetiremos aqui. Segue-se, por
fim, que o resultado da integral dada por (B.4) é dado em termos de fungoes H de Fox,

conforme a seguinte expressao

o 1 (* y"Lcoswy
I

[ LY 1 . 1 v 1 N 1 ]

__LHQ,I a’ a)’ 2 oo 2

=~ "o, 2»3‘*’(01) vl L Lov1
| 7 7 a{?@ ) 2 O{?Q{ 2 | (B.31)
[ LV 1 14 1 v 1 1 ]

+i 21 | o' a)’ 2 o'a 2
20 %3 0.1, (1 v 1 14 1 v 1 1 :

| e a’a)’ 2 ada 2) |

Para avaliar corretamente o valor da integral (B.1), é importante observar que a
utilizacao da técnica da transformada de Mellin faz com que o resultado seja valido apenas
para valores positivos de z. No entanto, levando em conta a paridade de J*™(z), este
resultado pode ser estendido ao conjunto dos reais negativos utilizando o valor absoluto e,
deste modo, obtemos

i 2m+1 1 1 2m+1 2+«
T2 () — (—1)"n 2 1= a ‘a)’\2 a7 2a
o) = Ee-emry | ~H2i | 1] 01, (1-2nF L LY (L_2m+124a
| T a Ta)\2 a 2« i
[ 1 2m+1 1 <3 2m+1 2—a
2,1 a a)’\2 a7 2«
+Hys | || o2m+1 1\ /3 2m+1 2-a
(07 1)7 1- s sl o )
| o o 2 o 2a ]

(B.32)

Utilizando as propriedades (1.39) e (1.38), apresentadas na Se¢ao 1.3, podemos

reescrever os termos dados pelas fun¢oes H de Fox, obtendo

2+« |
m @ 17]- ) 1- PN
J2(z) = (=Dmmh —H* Alz] 1) ( " ) +
] B )\a|x|2m+1 2,3 h 2+ «
2m+1,a),(1,1), (1 +m, ——

e\ (1,1), <1m,2;a)
e

h <2m+1,a),(1,1)7(1_m’2_a)

(B.33)
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Agora iremos avaliar a integral (B.1) para o caso impar. Novamente tomando

a mudancga de variaveis p = Ay, com A > 0, obtemos

0 ,n 24 Boyn Az
f M dp _ /\n—oc-‘rl lim w dy7 (B34)

0o P*—A? Row o y*—1

e a partir dai definimos a integral

o 1 "y 'senwy
Jg" (w; R) = Wfo TR dy, (B.35)

para w = 0. Segue-se de imediato da definicdo de (B.2) que J3*(0; R) = 0.

Aplicando transformada de Mellin a equacao (B.35) e seguindo os mesmos

passos do célculo para o caso par, chegamos até a seguinte expressao:

M2 (2) = ['(2)sen(mwz/2) R [ Vo: pap (17 LV 2;2 v z; R_o‘)

(v —2) vV—2z—« e a
—W(V&_Z) cotgm (V ; Z)} .
(B.36)
Utilizando a relagao 2 cos asen 5 = sen(a + ) — sen(a — f3), segue
a,v . R F(Z) v—=z V=2 pa
MIIs7](2) v—a—2T(2/2)T (1 -2/2) 21 (1’1_7’2_ « R )
_T'(z) I'v/a—z/a)l'(1 —v/a+ z/a)
20 T(vja — (2 — a)2/20)T(1 = vja + (2 — a)2/2a) (B-37)
['(2) IF'v/a—z/a)l(1 —v/a+ z/a)
20 T'(v/a— (24 a)z/2a)T(1 —v/a + (2 + a)z/2a)

O procedimento todo do calculo da integral é idéntico ao do caso par e por este

motivo seguiremos diretamente ao resultado, ja tomando o limite R — o0, ou seja,

1 v 1 1 v 1+1

1 [y 'senwy 1oy a’ a)’ a'a 2
- a1 W= g s |w vo1 v 11
0 y (071)7(1_7>7<1_7+)
a o o a2

(B.38)
v 1 v 1 1
1 1_777 ) 1_777_5
o« o«

+7H22§ w v 1 v 1
0,1 1——, — 1—— — ==
(’)( oz’oz)’( a’ 2)



APENDICE B. Cilculo das integrais em (4.104) 145

Novamente, o fato de havermos utilizado a técnica das transformadas de Mellin
torna os resultados, a principio, validos apenas para x > 0. Contudo, observando que
J2mH(x) é uma funcdo impar, podemos estender este resultado ao dominio # < 0 por

meio da fungao sinal. Segue-se das propriedades (1.39), (1.38) e (1.41) do Segao 1.3 que

2+« ]
a 1,1),{1+m,
JmH () = mwhsgn(z) —H22,’§ (/\|x|) (1,1) ( m, — )

T ha 2m+2 2
A fa2mt h @m +2,a), (1,1), <1+m,;“>

2 _
)\‘x’ a (171)7 (1_m7 2a>
+H3; ()

h 2m +2,a), (1,1), <1_m72—a> |

2

Por fim, vamos encontrar a expressao de (B.1) para n = 0 e n = 1, que
utilizaremos para encontrar as solucoes de espalhamentos para os potenciais delta e

derivada da funcao delta.

[ 24+«
0 & (171)7 (17
1o(z) = 2f cos (px/h) p 7h _H22,’§ ()\L;B\) 2

0o P*— A P= )‘a|x|

. )\‘:U’ a (1,1), 1’2;(1)
o | ()
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Para o caso particular em que oo = 2 e Dy = 1/2m, utilizando as (1.39) e (1.41)
do Apéndice 1.3 e a identidade 1.136 da referéncia (MATHAIL; SAXENA; HAUBOLD,
2009), obtemos

| (1,1),(1,2) | i 0, 1)
Hg”é w? = w2H11”21 w? = w2E272 (—w2) = wsenw,
(112)7(171)>(112) (Oal)v(_172)
L] an.ay L] 0
H;; w? = wzHll”Ql w? = w?Fy (—w2) = w? cos w,
(2,2),(1,1),(1,2) (0,1),(0,2)

sendo E, 3(z) a funcdo de Mittag-LefHler de dois pardmetros.

Além disso, os polos da funcao da Gama fazem com que

Hyy | w? 0,10 ~0, (B.42)
| (1,2),(1,1),(1,0) |
Hyy | w? (11),(L,9) = 0. (B.43)

(2,2),(1,1),(1,0)

Substituindo essas expressoes, recuperamos os resultados ja estabelecidos na
literatura

0 exp (”}?) n /\|$|
d n| — B.44
J2 (13) J 2 — \2 1% h\ se 5 , ( )

© lin\ exp (B T Az
Ji(z) = f <§) 29252\2) dp = 7 cos (’h|> : (B.45)
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APENDICE C

Calculo dos coeficientes da
aproximacao para A no caso

l<a<l1.b

Na subsecao 4.1.3, buscamos uma aproximacao para os autovalores A do pro-
blema de estado ligado, dados pela equagao (4.40), a partir de uma expansao em série
de poténcias em torno de a = 4/3. Para fins de completeza, iremos repetir aqui alguns

resultados ja deduzidos na subse¢ao 4.1.3.

Escrevendo o = 4/3 — ¢, sendo € um valor real, a equagao (4.40) toma a seguinte

forma:

AB(1 4 BoA3T2) + Agh© = 0, (C.1)

conforme visto na equagao (4.74). Substituindo as expressoes (4.72), (4.73), (4.59), (4.60),
(4.75) e (4.76) na equagao (4.74) e agrupando os termos de mesma ordem, obtemos uma

equacao na forma

A() + A1€ + A2€2 + A3€3 + A4€4 + 0(65), (02)
de onde segue-se que:
3 92N
0=Ag= 220 4 \3_ T (C.3)

8

27ay (4 A 920>\ 3agln g
0=MN=—F|zs4+7)+—55(1- +
1 ( W) 3N ( 8 212

3R N o\ {162173 ( 4 W) ~9b2In )\0]

2 O [ 128 \ 3 4

(C.4)
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27ag(32 4+ 487 + 277%)  3A1 (=8 +92)(A2 +6XN2)  9In? )
+ - 53 +
10244/2 Ao 36 2

VAN [2Tb2(—4 + 37) + 1281n Ao
48

o N [-24308(4 — 6m + 97%)A0 + 1024, + 10240 In® ]
512

0=A =

A
+

V. 243+/2a0[27(128 + 2887 + 32472 + 9973) A2 — 40962
~ % 2654208 A2

N 51200(3(4 + 3m)A\1 + 16)9)] N 4[8192(5M3 — 18 A1 Xa + 27A2)3)
A3 AP

92N (2187(—64 + 1447(—432)72 + 2617%)A3 + 51203
+ )\8/3
0
L 1522001 (3(=T615m)A; — 80Aq) — 432)3(9(124 — 1387\, + 1357°)

AYB

| 864% — 3607, + 3200))] 1296[3+/2a0(9(32 + 4872772) A\
A8 Ao

L 277)h +512)) - 82N (243(4 — 67 + 972)A2216(12 — 57) Ao
Ao

+ 62208[3v/2a0(4 + 37) — 4b2AY3(9(4 — 37)Ag — 40A1)] log? Ao

+ 331776(v/2a0 — 126200%) log® Ao} :

(C.6)
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0=A4 = o ¥ {243 (2048 + 61447 + 103687 4 63367 + 153974\

1048576+/2
+ 524288\F — 49152\ [(—4 + 9m) A1 + 32X2] + 307273 [9(32 + 487
TOAY — 4500 A2 Xy + 5ANZA N3
2437013
27)\2()\2 —3MAs)  98415b5A5(16 — 48w + 2167* — 2617° + 1627*)
243\ 8847367 °
2048051 + 460855 A AT[(4 + 157)bgA1 — 40A]
8847367 °

+ 277%) A + 96(4 + 3m) Ao + 512X5]} +

172803 \2 b 2
W[Wm — 2587 + 1357°)A — 48(=76 + 15m) A1 Ay + 32013
3240203

L BA0N | — 220N
] = 8847367

[27(—704 + 12967 — 30247 + 13057°) A4 |

16()2
W[9(124)\3 — 1387 + 13572) Ay + 864A3 — 36073 + 320\4] (C.7)

In )\0
294912

+ 51200(3(4 + 3m) A1 + 16X2)] + 8622 3[2187(—64 + 1447 — 4327

{27\/§a0 [27(128 + 2887 + 3247 + 9973) A2 — 409672

+ 2617°)A3 + 512003 4+ 11520001 (3(—76 + 157)A; — 80\z)
—432X3(9(124 — 1387 + 1357)A; + 864Xs — 3607 s + 320)3)]}

ln )\0
4096)\0

{3[ ao[9(32 + 48T + 277%)\g + 512)] — 166222°[243(4

— 67 + 97%)AG + 216(12 — 57) Ao A1 + 32077 + 9600 2]}
h’l )\0
128

h’l )\0
32

{3\&0(4 +3m) + 8B2AZP[0(—4 + 3m)Ng — 40)\1]}

(V2ap — 2462007,

A equagao (C.3) fornece o valor de Ag; substituindo o valor encontrado na
equagao (C.4), determinamos o valor de A, e assim sucessivamente nas equagoes subse-
quentes até determinar os valores de todos os coeficientes \;, para i = 1,2, 3,4. Devemos
observar, entretanto, que a equacao (C.3) é polinomial de quinto grau na varidvel )\(1)/ 3, 0
que inviabiliza a obtencao de uma expressao fechada para o coeficiente A\g em termos os

parametros ag e by. Ainda assim, é possivel verificar a existéncia de solu¢oes positivas para
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/\[1)/ % na equacao. Tomando w = )\(1)/ ? obtemos:

_ +w+— =0. C.8
s YT (C8)

Do teorema fundamental da algebra, segue-se que pelo menos uma de suas

raizes ¢é real. Usando a relagdo de Girard a seguir, obtemos

4@0

T (C.9)

Wy Wo W3 Wy Wy =

Desta relacao segue que o produto entre suas raizes acompanha o sinal do
parametro ag; assim, se ag > 0, ao menos uma de suas raizes é positiva. Logo, para ay > 0

sempre existe um valor positivo para Ay = w®.

Os demais coeficientes A1, Ao, A3 e A4 serao calculados em fungao dos parametros

ag, by € A\g. Segue-se, entao, que

/4
2(4 + 3v/2a0) |’
Ao = | V) C.10
0 l sro | (C.10)
\ INTP[3v/2a0(4 + 37) + 9b2(—4 + 3m)AY > + 16(v/2a0 — 362A0%) In Ao ] ©.11)
' 8(—8 + 456207%) '
9/\1/3 214/3 214/3
o = . {9[24%(4 + 3m)(160 — 54062A° + 37 (8 + 45020Y))
256 <8 4562)\4/3>
+ 36b2A2(256 + 96062A)F — 918062AS® + 67 (—64 — 48b2AS* + 121562A5%)
+ 9m2(64 — 57662 + 1485b2AT*)) — V20 A (487 (8 — 4562A¢%)?
+ 32(64 + 14406275 — 6885bEAY?) 4 2772 (64 — 1392020 + 364502 A0 %))
(C.12)

+ 96[—v/2aAy (256 + 979262 A0% — 372606207 + 37(8 — 4562AT%)?)
+ 72a2(32 — 60L2AY + (8 + 4562AT%)) + 6H2A(4(64 + 432620y °

— 283552AY%) — 3m(64 + 144205 — 12156208%))] In A

+ 256[24a2(8 + 452A8) + 6b2A2(64 + 14452A7"° — 121562A5)

+ V2ao 0P (—64 — 120602012 + 2835680 ] In )\3} ,
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3 .
A 81[48+/2aP (4 + 37)(16(4288 — 1584062\
® T 4006073 (—8 + 450213 { [48v2a,( )(16(

+ 2025bA05) — 4807 (—32 — 61262A7% + 20256205%) + 972 (64

+ 5760628 + 1417562 AY?)) — 24020 (= 7687 (=704 + 3312b20°
— 9315bEA" + 182250008) + 817 (512 — 1094462X5 > — 29160bEA3
+ 12757560A8) + 512(640 + 11808b2Ag° — 96390bAA* + 1640256878)
— 36m2(—8704 + 160704628 — 51516062\ + 236925501))

+ 1262003 (3456m2(—512 + 480002A° — 15336bEAS" + 1215687

+ BA6THHENY?) + 1447 (4096 + 3379262A5 % — 210816bEAS

— 71928065 + 3225825b5A07) — 64(4096 + 5529662 A5 — 235008625
— 2021760b5AL + 749047563 ) + 973 (118784 — 1677312627

+ 9030528bAAY® — 20645280688 + 1787872565 A7)

+ V2a0A P (—576m(—2048 + 5760062 A7 ° + 35424b2A5 — 19585805 A (C.13)
+ 431932565 \0%%) — 32472(—4096 + 1945662\ + 85017662A5

— 585144065\ + 10151325b500%%) + 256(2048 + 13593662\

+ 189216bAN® — 774198068AE + 19190925b3A5"*) — 973 (—45056

— 72806462\ + 7029504b2NY% — 32484240688 + 4051417568007*))]

+ 432[144+/2a3(29696 + 4608062 A7 % — 4212006205 + 972 (64

+ 576062 + 1417562 AY?) — 247 (—448 — 1008062A¢"° + 2227564AF%))

— 2402\ (=967 (—1280 + 2304b2\5% — 21060b2N % + 5467560AL)

+ 32(4096 + 9619262X¢"° — 537840620 + 564975H0AL)

+ 97%(2560 — 38592b2\° — 119880bAA % + 56497565 A8))

+ 72620 (972 (—4096 + 1843202007 + 93312620 — 933120687

+ 1804275b3N) + 67 (4096 + 737282 N0 % — 383616b2AS — 466560681

+ 278842568 \0%%) — 4(4096 + 110592625 — 438912bAAY? — 241056065\
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+ 891202565 00%%)) + v2a0 ' * (—1927(—1024 + 35712207

+ 198288bAS® — 191727068 AL + 3116475b30)

+128(1024 + 148608628 + 28900862 AT — 706401065\ + 1492627568 AL%%)

— 277%(—4096 — 101376620 + 2778624b2 AT — 1265544065}

+ 1591042565 A0%%))] In A + 2304[144v/2 + a3(1792 + 403206275 — 89100b2A*
+3m(64 + 5T602AY° + 14175b203)) — 216a205% (2048 + 45312620 — 82080bAA5*
— 17010068A8 + 7(512 + 51846205 — 32406A5% + 5467565 \L))

+ 120273 (37m(4096 + 7372862 A8 — 30067264AY — 233280b5A + 14762253 A7)
— 4(4096 + 1290246208 — 549504bANS® — 1283040688 + 541282565 A0%%))

+ V2a0A2 3 (3w (4096 — 156672625 — 1078272620 + 5890320688 — 6725025630
+ 4(4096 + 8202246208 + 118195262082 — 2268648068A% + 3460927563A07))] In A2
+ 4096(144v/2a3 (64 + 576062AY % + 1417562AY3) + 720205 (512 — 213120205

— 226806257 4+ 1822568A%) — 126273 (4096 + 737282 Ny — 30067262

— 23328060A% + 1476225650077) + v/2ap A2 (4096 + 488448b2A5* + 10575366

— 659016008\ + 705307568 M%) In Ag} .

3

Ay =
2621447 % (=8 + 45021g"*)7

{243[2304%(4 1 3m) (36457 (44802 N5

+ 9360620 + 1417568A8) + 2407 (8192 + 506304620 % — 219672064\
+ 143977565ML) + 64(137216 + 9504062 A5* — 4374000605
+ 811012565)%) — 3672(—2048 — 838080625 — 39852006 A5/
+ 16493625b500)) — 8641203\ (—43272(8 — 4562 A0 %) (—1856 (C.14)
— 768062A¢" + 3172562 AY3) — 512(—102400 — 192716862\,
+ 1712448062 A8% — 3402000008A2 + 756337568 A0%%) + 8174 (4096
+ 107520628 — 736128062\ — 20160065\ + 3635887565 ALY%)
+ 256m(348160 + 1022976625 > — 8087040b2AY — 90396003 Y

+ 3854587565 A0Y%) — T2m3(— 118784 + 3471362 A" + 4966272065
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— 203828400682 + 15719062565 0%%))

+ 72020 (57673 (8 — 452Ny %)? (—4864 — 34944b2\% + 154980b2 A5

+ 607560AL) + 30727 (8 — 45b2A0%)2(2048 + 1248062A5 " — 114480b1A5"

+ 17617568A8) — 2048(—81920 — 495206462 A5 + 391219262 A5

+ 2883340805 A1 — 125424450068 A% + 1473764625650 22"

+ 1927%(2228224 — 29454336628 — 350189568bAA% + 331957440065 A4

— 814613760063\ + 5882756625000 + 974 (2326528 + 16478208b2 Ay

+ 26666496062 A% + 79455168065 AL — 471998340063

+ 9381409875b°A0")) — v/2agAo(51847%(8 — 4562 A7 *)?(8192 + 42240062\

— 847296b2 A5 — 1003428065\ + 26116425b500%%) + 817%(4980736

— 569966592625 + 5017227264628 — 1543007232065\

— 214221024063 00% + 2724914520062°02"% + 9499507875612 A%)

+ 61447(262144 — 1356595262\ ° — 178827264105 + 128994508865\

+ 323116128063\ — 31012534800b°A2"° + 47231818875b12A%)

— 28873 (—5767168 + 105283584620 — 2282287104b1 N

+ 74149447685\ + 1206804096055 — 6848503020061 \a”/

+ 48161840625b52A3) — 4096(—131072 — 172523526205 — 22958899262 A5
+ 2017654272608 + 4622093280650 — 5541748650060 A0"
+95017222125b5208)) + 1926205/ (6487 (327680 — 693043262\

+ 640604166205 — 32138208068)% + 90331848063 A" — 1287760275b00"*
+ 70858800062A%) + 21672(1310720 — 678297662\ + 1448755262 A5

— 221958144b5A2 + 206802720065\ — 772754580065 A5

+ 10340956125b5203) + 487 (—1310720 — 283115526270 — 995328bAA5"2

+ 203644108863\ — 552383712065 \0%% — 1247114880060 22"

+ 41917408875b5203) — 97%(38010880 — 47834726462\

+ 2534436864b2\Y — 822787891268 A% + 3015540576063 A"
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— 9369895320060 22" + 117249170625b52\3) — 16(—1310720

— 3774873662 Ay * — 92565504610 + 352744243265\ — 577577952065\,
— 462944160006.° 2" + 119596368375b52A%))]

+ 5184[6912a (121573 (44862 A5 ® + 9360bEAS> + 14175b5\E) — 28872 (—64

— 280806208 — 16402562 A8 % + 455625b5A%) + 128(7424 + 1094406275

— 6399006275 + 6378T5HEAL) — 487 (—7168 — 56160062Ay > + 116640065
+ 1549125b50%)) — 34561203\ (—372(8 — 4562 A %)% (—1856 — 46080b2 A5
+ 7492562083 + 187(86016 + 102092862 \5% — 15552006205 — 845640068 A2
+ 391837565 A0 %) + 973 (2048 + 8064062 \* — 314928062 A5 + 7290068 \:

+ 1722262563007 + 8(192512 + 475852852 A0 % — 2166912061\

— 1837080068A: + 9923512565A07%)) + 2422 (973 (8 — 4562 A0 )% (14848

+ 49708862 A + 46332062 A8 % + 18225b8A%) + 1927 (8 — 4562 A %)2 (7424

+ 87552620 — 445500620 + 38272568A%) + 3672(1605632 — 512409662\
— 593132544b2AY? 4 281662272068\ — 244987740065\

— 2029809375b5°22") — 256(—212992 — 18837504b2 A — 128977926375

+ 92285568068\ — 286912530065 \0%% + 220695637560 A"*))

+ 245207 (86472 (131072 + 108134462X5 % — 1913241652 A5° + 9032601665\
— 9062928065 \;"* — 46845540065° A" + 996451875b)2A) + 144m(—262144
— 1199308862 A> — 1437696625 + 64795852865 A4 — 1739102400681

— 2259608400652 )2"? + 8436625875b)2A%) + 973 (—7602176 + 2654208062 A, >
+ 535154688bEA> — 520265664065 \% + 1851146784065\,

— 3087081720061° 02" + 21722650875b,2A8) — 64(—262144 — 15335424h2 )/
— 447897606\ + 12794941443 N) — 231577056068,

— 1190427840065° X" + 30757147875b12)3))

— V2000 (32472 (8 — 45b208%)2(4096 + 64512062 \5% — 20145655

— 1203984065\ + 2101342568 \;%/%) + 5767 (131072 — 1027276862\

— 3092152326205 + 16605803526 A% + 288858960065 \p*/*
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— 2503087110062 M\a”® + 32085750375b52\3) — 256(—131072 — 414351362\ >

— 7372062726378 % + 5232563712654 + 1023201072063

— 1094355117006L° 2% + 166008882375b52\3) + 9% (2883584

— 19641139262\ + 48880558085 — 2674695168065\

+ 8925689376065 A0%* — 1977669108006i°A2"* + 190189447875b,2A%))] In Aq
+ 13824[6912a2 (121572 (448525 + 9360bEAY? + 1417565ME) — 192 (—64
— 2808062A5 % — 1640256205 + 455625b5A%) — 16(—7168 — 56160062 A5

+ 11664006205 + 15491256503)) — 1152v/2a3 0 (972(8 — 4562A8)? (64

+ 576062A) % + 1417562A5%) — 3m(—176128 — 8137728628 + 34214406105
— 5044680065\ + 22553437565 AL%%) + 2(716800 + 23675904b2 A8

+ 622080062\ — 44818920065\ + 54210262565 A0"%))

— 240223 (1447 (8 — 456200 %)2(—2048 — 33216b2A¢° + 4968062 N

+ 115425650%) — 64(311296 + 3269836862\ + 75520512625

— 112440960065\ + 142964190068 A0%% + 86359162560 A0"*)

+ 92 (—425984 — 82944000205 + 3413145606205 — 47075904068\

— 142898580063 \0%* + 1232647875b.°A2"?))

+ 144527 % (4(262144 + 222167046275 % + 7221657662 A7 ° — 169155993665\
+ 374064480063\ + 7471666800600 — 22519812375b12A%)

+ 9m2(262144 + 412876862 — 5076172862 A0 ° + 21648384065\

— 11967264065 A;%% — 1251838800610 A" + 2192194125b2)%)

+ 67m(—262144 — 1671168062 Ay — 94003206\ + 7121571845\

— 181468512065 \0%* — 889671600b.° A" + 4982259375b612A%))

— V290 (2772 (8 — 45b205*)2(4096 + 106905662 A ° + 31622406205

— 18662400682 + 20503125b3A:"?) + 967 (131072 — 15187968b2 Ay

— 59387904062 A% + 216969062465\ + 4548610080630

— 2349559710062 M\a”® + 22918393125b12\3) — 64(—131072 — 75644928b2 Ny

— 1541431296b2 05 + 000983347265 \2 + 1103822640065 AL*
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— 11118336210065° 25" + 135716745375b52A3))] In® A

+ 49152[6912a4 (2048 + 864062(104 + 217)Ag® + 20160067 (18 + 137) A7/
+9112565(—160 + 63m) L) — 864v/2a3 Ny (4(28672 + 228249602 )

+ 76723206805 — 2012040068 \4 — 3963937565 \0%%) + 37(4096 + 64512062\
+ 32659200107 + 40824006878 + 1722262563007))

— 72020 (7(8 — 452N %) (—3584 — 12499262 \5* — 119880b2 A

+ 18225b0A8) — 4(229376 + 2213068862 A8 + 127540224b2 A5

— 55847232065\ — 5205060065 A0"® + 15992437560 A2"*))

+ 2402037 (4(262144 + 241827846208 + 46116864b1N% — 124366233665\
+ 289523808065 A0 + 2102144400620 — 8968066875612 A%)

+ 3m(—262144 — 15925248625 — 1559347262\ + 45536256068\

— 101406816063\t — 1653372006002 + 1793613375012A8))

— V2a9Ao(1048576 + 7950827526208 + 1451188224064 A5

— BT575743488b5 A4 — 8933037696065 A" + 4679515152001 A2

— 434453017500652 )3 + 37(262144 — 33619968b2\2° — 1360613376bEAS
+ 197821440065\ + 912661344065 \0%% — 2402113320060 22"

+ 1707254212552 23))] In® Ao — 65536[—933120a2 (448628 + 9360b1A5"
+ 14175650%) + 864+/2a3 0y (4096 + 96768062 A5 > + 96422406215

+ 670680068 AE + 574087565 A7) — 24a2(22937677% + 3328819262\

+ 31311360062 A" — 1199059206500 — 31099140058AS

+ 2288148750023 + 2 Ao (262144 + 123273216b2A8°

+ 208852092062 A% — 326218752065 \4 — 929877408063 )"

+ 2477696040060 02"% — 17205402375b.203) + 2462753 (—262144

— 1592524862\ — 155934726 A% + 45536256068 \) — 101406816063

—16533720062° 02" + 1793613375b,2A%)] In /\3} .
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APENDICE D

Algumas Demonstracoes

Interessantes

Proposicao 1. Sequem-se algumas propriedades dos coeficientes binomiais:

mz() bl

2257l g —1,2,...;

25 + 2
(i) Z (28“) =22l 5-0,1,2,...;

25+ 1 2s+1
=2 s=0,1,2,....
(m)zo( ) Z<2j+1) ;o s=0,1,2
Demonstracao. Utilizando o teorema binomial, obtemos

2542
25 + 2
228-‘1-2 — 1 + 1 2s+2 _
( ) Z kf )

- (D.1)
s+
25 + 2
0=(1-1 25+2 _ -1 k
D N R [C)
k=0
Separando os termos pares e impares, obtemos
92s+2 _ 25 + 2 N 25 + 2 n 25 + 2 N N 25 + 2 N 25 + 2
L0 1 2 25+ 1 2s +2)’
(D.2)

0= 25+ 2 25+ 2 n 25+ 2 25+ 2 N 25+ 2
B 0 1 2 o\ 25+ 1 25 +2)°
para s =0,1,2,....

Somando as duas equagoes acima, obtemos

s+1
25 + 2
2242 =2} < §t ) (D.3)
7=0
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Rearranjando os termos e redefinindo os indices da soma como s — s — 1,

92s-1 _ Z @j) (D.4)

=0

obtemos

para s = 1,2,3,.... Para s = 0, temos

JZ:) @D B (g) - 0(')(')' =1 (D.5)

e assim fica provado (i).

Subtraindo as equacoes em (D.2) e rearranjando os termos, obtemos

>y (2 2
22s+122 ( §+ )) (D.6)
= 27+1

e portanto, prova-se (ii).

Para provar (iii), segue-se o mesmo raciocinio da demonstragao de (i) e (ii),
92s+1 _ 2s +1 n 2s +1 n 2s +1 P 2s +1 n 2s+1
L0 1 2 2s 2s+1)’
0— 2s+1 25 +1 N 2s+1 N 25+ 1 2s+1
L0 1 2 o 2s 2s +1
Somando e subtraindo as equacoes acima e rearranjando os termos obtemos,

SC)-EE e

J=0 J=0

respectivamente,

]

Proposicao 2. Valem as sequintes identidades trigonométricas hiperbdlicas:

(i) senh(30) = 4senh® 6 + 3senhd;

(ii) cosh(36) = 4 cosh®§ — 3 cosh 6.
Demonstracao. Utilizando as identidades

e cosh?z —senh®z = 1,
 senh(x + y) = senh z cosh y + cosh z senh y,

o cosh(z + y) = coshz cosh y + senh x senh y,
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obtemos:
senh(36) = senh(26 + 0) = senh(26) cosh 6 + cosh(26) senh ¢
= 2senh @ cosh” § + (cosh® @ + senh? §) senh @
= 2senh f(1 + senh? ) + (1 + 2senh® @) senh 6
= 4senh” 0 + 3senh 6.
e

cosh(360) = cosh(20 + 0) = cosh(20) cosh 6 + senh(26) senh 6
= (cosh?# + senh? ) cosh 6 + 2 cosh @ senh? §
= (2cosh?@ — 1) cosh @ + 2 cosh §(cosh® § — 1)

= 4 cosh?6 — 3cosh 6.

Proposicao 3. Valem as sequintes identidades trigonométricas:

(i) sen(30) = —4sen® 6 + 3send);

(ii) cos(30) = 4cos® 6 — 3 cosd.
Demonstragao. Utilizando as identidades

o cos’z +senz =1,
. sen(x + y) = Sen r cosy + cosxrseny,

e cos(x +y) = cosxcosy — senxseny,

obtemos:

sen(36) = sen(260 + 0) = sen(26) cos O + cos(260) sen §
= 2sen ) cos® § + (cos® § — sen” f) sen §

=2sen (1 —sen?d) + (1 — 2sen? ) senf = —4sen”d + 3sen 6.

cos(30) = cos(20 + 0) = cos(26) cos § — sen(26) sen ¢
= (cos? @ — sen” ) cos § — 2 cos O sen? 0

= (2cos?# — 1) cos® — 2cosO(1 — cos®0) = 4cos® — 3 cos .
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Proposicao 4. Para x > 1/2, vale a sequinte identidade trigonométrica hiperbolica

nuersa:
3 2722
3 arcsenh , | ———— = arcsenh 733.
42z — 1) (2x —1)3
Demonstracdo. Seja
0 h 3
= arcsen B —
4(23: — 1)
Da Proposicao 2 (i), segue que:
3%2(1+ 22 — 1) 2722
3
senh(36) = 4senh” 0 + 3senh § = (20— 1) = -1
Aplicando senh a equacao acima, obtemos a identidade desejada. O

Proposigao 5. Para 1/8 < x < 1/2, vale a sequinte identidade trigonométrica hiperbdlica

mversa:
3 2722
3 arccosh m = arccosh (1_x2x)3
Demonstracao. Seja
0 = arccosh L
4(1 — 2x)
Da Proposicao 2 (ii), segue que:
332(1— 1+ 2z) 2722
3
cosh(360) = 4 cosh” @ — 3 cosh§ = 21— 2077 = =22
Aplicando cosh a equacao acima, obtemos a identidade desejada. O

Proposicao 6. Para 1/8 < x < 1/2, vale a sequinte identidade trigonométrica inversa:

3 2722

3 arccos m = arccos m

Demonstracao. Seja

3

6 = arccos m

Da Proposicao 3 (ii), segue que:

33/2<1 — 1+ 22) 272>
_ 4 3 _ — = s ————
cos(30) cos” ) — 3 cos b 2(1 — 2232 (1 - 22)3

Aplicando cos a equacao acima, obtemos a identidade desejada. O
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