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Resumo

Nesta dissertacio estuda-se elementos da Teoria de Transporte Otimo, de estruturas de
comprimento em espacos métricos e de aproximacao de espacos métricos com o objetivo
de mostrar sob quais condi¢oes os grupos de isometrias de um espago métrico de medida
serao grupos de Lie. Em particular, mostra-se que os grupos de isometrias de espagos cujo

problema de transporte 6timo é bem comportado sao grupos de Lie.

Além disso, também estuda-se funcionais lagrangianos como generalizacao de funcionais
de comprimento através da Teoria de Transporte Otimo e como isto pode ser usado para

mostrar que os espagos de Wasserstein sao espagos geodésicos.

Palavras-chave: Transporte Otimo, Distancia de Wasserstein, Espacos de Probabilidade,
Espagos Métricos de Medida, Grupos de Isometrias, Espagos de Comprimento, Funcionais

Lagrangianos, Geometria de Métrica.



Abstract

In this dissertation, we study elements of the Theory of Optimal Transport, of length
structures in metric spaces, and approximations of metric spaces with the goal of showing
in which conditions the groups of isometries of a metric measure space will be Lie groups.
In particular, we show that the isometry groups of spaces in which the optimal transport

problem is well behaved are Lie groups.

Moreover, we also study lagrangian functionals as a generalization of length functionals
by means of the theory of optimal transport and how this can be used to show that the

Wasserstein spaces are geodesic.

Keywords: Optimal Transport, Wasserstein Distance, Probability Spaces, Metric Measure

Spaces, Isometry Groups, Length Spaces, Lagrangian Functionals, Metric Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Transporte Otimo vem se tornando uma til ferramenta no estudo
de limites inferiores de curvaturas de variedades riemannianas e suas possiveis generalizagoes
para espagos métricos. Em [21], McCann estudou soluges do problema de minimizacao de
um funcional de energia de gases em R", levando naturalmente aos conceitos de interpolacao
de deslocamento entre densidades e deslocamento convexo de certos funcionais de energia.
Isto levou, consequentemente, a uma generalizacao dos argumentos utilizados em R" para
o caso riemanniano, na qual a Teoria de Transporte Otimo é fundamental no tratamento
de interpolacoes entre medidas absolutamente continuas com respeito a medida volume
em variedades, que modelam as distribuigoes de gases. O estudo de certos funcionais
de energia, que sao deslocamentos convexos generalizados do trabalho de McCann, deu
origem a descoberta de varias conexoes com limites inferiores de curvaturas de variedades
riemannianas, originando uma nova ferramenta no estudo de curvatura em geometria. Além
disso, com os trabalhos de Lott e Villani em [19] e, independentemente, Sturm em [29], foi
obtida uma generalizacao do conceito de limites inferiores de curvatura, frequentemente
chamado de condigao de curvatura, para espagos métricos de medida, espagos que nao
possuem estrutura suave, mas sao munidos de uma medida fixada, analogamente ao caso
riemanniano que possui a medida volume.

Este trabalho tera dois objetivos: estudar elementos da Teoria de Transporte
Otimo e um resultado recente apresentado em [26] e [27], em que o autor utiliza estruturas
adicionais, motivado pelo estudo dessa curvatura generalizada, para mostrar que o grupo
de isometrias de certos espagos métricos de medida ¢ um grupo de Lie. Um resultado
similar em espagos com condigao de curvatura também é dado independentemente em [25].
Nao trataremos curvatura nesta dissertacao, entretanto os elementos aqui apresentados
pavimentam o caminho para o estudo desses espagos e das aplicacoes da teoria de Lie
sobre eles. Vejamos qual o interesse no estudo do grupo de isometrias em espacos com
condicao de curvatura.

Por um lado, em uma variedade riemanniana M, temos que Iso(M), o con-

junto de isometrias de M, é um grupo de Lie pelo teorema de Myers-Steenrod, que age
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naturalmente em M. O estudo do grupo de isometrias de variedades riemannianas é
particularmente interessante devido a sua aplicabilidade no estudo de espagos simétricos e
como a curvatura do espago se comporta sob quocientes. Em espacgos simétricos globais,
temos um resultado de classificacao, a menos de isometrias locais, devido ao fato de que
estes espacos podem ser descritos como o quociente de grupos de isometria agindo sobre
o espaco. Assim, o estudo de espacos simétricos se reduz, em parte, ao estudo de certas
propriedades de grupos de Lie.

Por outro lado, para certos espacos métricos X, temos que Iso(X) é um grupo
topoldgico na topologia compacta-aberta, que age continuamente em X. Assim, tendo
nocoes de curvatura em espagos métricos de medida e acoes de grupo de Lie nesses espagos,
com o exemplo de classificacao acima é natural se perguntar se podemos ter resultados
similares de classificacao, utilizando a acao de grupos de isometrias. Gerardo, em sua tese
[27], também estudou a preservagao de certas propriedades de curvatura sob o quociente
de acoes de grupos de Lie, agindo por isometrias. Isto motiva, além do estudo da Teoria de
Transporte ()timo, o porqué de estarmos interessados na estrutura de Lie de Iso(X). Desta
forma, focaremos nosso trabalho em estudar as ferramentas necessérias para a obtengao do

seguinte resultado, escrito aqui informalmente, cujo enunciado preciso é dado pelo teorema

BT1t

Teorema 1.0.1. Seja X um espag¢o métrico de medida satisfazendo certas hipoteses

topoldgicas e possuindo uma nocao de “espago tangente”. Entao, Iso(X) é um grupo de

Lie.
A organizacao do texto é dada na sequéncia.

e No capitulo 2, enunciaremos os resultados sobre os aspectos de Topologia, de Teoria
da Medida e da Teoria de Grupos relevantes para o estudo da Teoria de Transporte

Otimo e para o resultado principal.

e No capitulo 3, iniciaremos o estudo da Teoria de Transporte Otimo. Comegaremos
com um exemplo logistico para motivar as formulacoes de Monge e de Kantorovich
do problema do transporte 6timo. Veremos que o problema de Kantorovich sempre
possuira solucao sob hipdteses nao muito restritivas, diferentemente da solucao de
Monge. Ao final do capitulo, introduziremos brevemente o problema dual e a solucao

do problema de Monge em variedades riemannianas.

e No capitulo 4, definiremos os espacos de Wasserstein, fundamentais no estudo
de espagos com condi¢ao de curvatura através da Teoria de Transporte Otimo.
Em particular, mostraremos que eles sao espagos métricos e enunciaremos, sem
demonstrar, algumas de suas propriedades. Ao final do capitulo teremos uma breve

discussao para motivar a construcao dos préximos capitulos.
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No capitulo 5, estudaremos espagos de comprimento, que servem como um espago
base para o estudo de nocgoes de curvatura em espacos métricos. Veremos que
esses espacos surgem naturalmente como a generalizagao da estrutura presente em
variedades riemannianas. Também veremos que esses espacos possuem uma série de

boas propriedades, inacessiveis para espacos métricos gerais.

No capitulo 6, estudaremos acoes lagrangianas, que sao uma generalizacao das
estruturas de comprimentos através da Teoria de Transporte Otimo. Elas também
generalizam a nocao de agoes lagrangianas encontrada na Fisica e na teoria do
Célculo Variacional. Em particular, as utilizaremos para mostrar que os espacos de

Wasserstein sao espagos de comprimento geodésicos, como definido no capitulo 4.

No capitulo 7, estudaremos a distancia de Gromov-Hausdorff e suas adaptagoes.
Esta distancia visa definir uma noc¢ao de aproximacao entre espacos métricos e tera
um papel fundamental para a definicao de um conceito de espacos tangentes em

espagos métricos de medida.

Por fim, no capitulo 8, desenvolveremos as nocoes precisas de espaco métrico de
medida e de espacos tangentes a fim de enunciarmos e demonstrarmos, da forma
mais detalhada possivel, o resultado principal desta dissertagao. Ao final do capitulo,
daremos uma breve aplicacao da Teoria de Transporte Otimo junto ao teorema

principal.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo visa compilar os resultados e definicoes importantes para o
desenvolvimento do resto da dissertacao. Nem todos os resultados classicos foram listados,
porém as referéncias utilizadas para a construcao do texto serao indicadas. O leitor
experiente pode utilizar este capitulo somente como referéncia dos resultados utilizados ao

longo deste trabalho.

2.1 Topologia e Espacos Métricos

Nesta secao concentraremos os resultados de topologia relevantes para a dis-
sertagao. Em geral, trabalharemos com espagos métricos, porém um conhecimento de
topologia bésica ainda é necessario. Nos basearemos principalmente nas referéncias [1],
123], [18] e [35].

As préximas definigoes sao elementares, entretanto as enunciaremos aqui por

completude.

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto. Uma funcao nao negativa d : X x X — R é dita

uma métrica se satisfaz:
1. d(z,y) =0 <= x =y para todos x,y € X;
2. d(z,y) = d(y,x) para todos z,y € X;
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) para todos z,y,z € X.

O par (X, d) é chamado de espago métrico. Frequentemente diremos que X é um espago

métrico, ficando subentendido a métrica d.

Frequentemente, denotaremos a métrica euclidiana de R™ por dg. Assim,

dp(z,y) = |ly — =].
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Definicao 2.1.2. Seja X um conjunto e 7 C 2% um subconjunto do conjunto das partes

de X. Dizemos que 7 é uma topologia se satisfaz:
1. 9, X er;
2. Se {Ua}aca C 7 for uma familia de conjuntos em 7, entao |J,c 4 Ua € T;
3. Se {U,..., Uy} C 7 for uma familia finita de conjuntos em 7, entéo (X, U; € 7.

O par (X, 7) é chamado de espago topoldgico. Frequentemente diremos que X é um espago

topoldgico, ficando subentendido a topologia 7.
A préxima definicao fixa nossa notacao das bolas de um espaco métrico.

Definigao 2.1.3. Seja (X, d) um espago métrico. Denotaremos por

e B(z, R) a bola aberta de centro z € X e raio R > 0;
e Bz, R] a bola fechada de centro x € X e raio R > 0;

o d(z,A) :=infycqd(x,y) a distancia de x € X ao conjunto A C X.

Também nos serd 1til denotarmos a bola aberta por B(z, R, X ) para enfatiza-la

como subconjunto de X.

Lembre-se que, em espacos métricos, podemos definir uma vizinhanca de um

conjunto.

Definigao 2.1.4. Seja (X, d) um espago métrico. Definimos a e-vizinhanga U(A,¢) de

um subconjunto A C X como sendo o conjunto:

U(Ae) = ] Blx,e),

z€EA

ou, equivalentemente, como:
U(Aje) ={z € X|d(z,A) < e}
A préxima definicao é util para a classificacao de compactos em espacos métricos.

Definicao 2.1.5. Sejam X um espac¢o métrico e € > 0. Dizemos que um subconjunto
S C X é uma e-rede de X se d(x,S) < e para todo z € X.
Dizemos que X é um espaco totalmente limitado se para todo € > 0, existir

uma e-rede com finitos elementos de X.

Dentre as varias caracterizacoes de subconjuntos compactos, atentamos para o

seguinte resultado.
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Proposicao 2.1.1. Um espago métrico X serd compacto se, e somente se, X for um

espaco completo e totalmente limitado.
Demonstragao. Veja a proposi¢ao 7 do capitulo 8 em [18]. ]
O préximo teorema tera varias aplicagoes ao longo do texto.

Teorema 2.1.1 (Lema do Nimero de Lebesgue para subconjuntos). Sejam (X, d) um
espaco métrico, K C X um compacto e {U,}, uma cobertura aberta de X. Assim, existe
um § > 0 tal que se S C X for um conjunto com diam S < § e SN K # &, entao Ja tal
que S C U,.

Demonstracao. A demonstracao segue de uma pequena adaptacao da prova da proposicao
10 do capitulo 8 em [18]. O

Uma consequeéncia direta desse teorema é:

Corolario 2.1.1. Sejam (X, d) um espago métrico, K C X um compacto e U C X um
aberto tal que K C U. Entao, existe um £ > 0 tal que U(K,e) C U.

Demonstragao. Como U é aberto, entao para todo x € U existe um §(z) > 0 tal que
U, == B(z,0(x)) C U. Vemos que U = |J,.x U, D K. Como K ¢é compacto, existem
Ty, ..., o, € K tais que {U,,,...,U,, } forma uma cobertura aberta de K. Pelo lema do
numero de Lebesgue para subconjuntos, existe um ¢ > 0 tal que se diam A < 3¢ com
ANK # @, entao existe um z; tal que A C U,,. Desta forma, para todo z € K, temos
que B(z,¢) C U,, para algum i. Isto implica que U(K,e) C U. O

A nossa definicao de espaco localmente compacto é dada por:

Definicao 2.1.6. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é localmente compacto se

para todo x € X existir um aberto U contendo x e um compacto K tal que x € U C K.

Boa parte dos resultados deste trabalho utilizara o espaco de fungoes continuas.

Assim, definimos:

Definigao 2.1.7. Sejam X e Y espagcos topoldgicos, e C(X;Y) o conjunto das fungoes
continuas de X para Y. Se K C X for um compacto e U C Y for um aberto, defina o
seguinte conjunto:

W(K,U)={feC(X;Y)|f(K)CU}.

Definimos a topologia compacto-aberta de C'(X;Y") como a topologia gerada pela sub-base
{W(K,U)} kv

E importante salientar a regularidade desses espacos em diversas topologias.
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Proposicao 2.1.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos, com Y um espaco de Hausdorff.
Considere C'(X;Y’) com a topologia compacto-aberta. Entao, C'(X;Y’) é um espaco de
Hausdorff.

Demonstragao. Sejam g, f € C(X,Y) tais que g # f. Logo, existe um = € X tal que
g(x) # f(x). Como Y é Hausdorff, entao existem abertos Uy contendo f(x) e U, contendo
g(x) tais que Uf N U, = @. Portanto, g € W({z},U,) e f € W({z},Uy), além disso
W({z},Uy)) nW({z},Uy) = @. O

Proposigao 2.1.3. Seja X um espago métrico completo e separavel. Considere [a, b] C R.
Entao, C([a, b]; X) serd um espaco completo e separavel, quando dotado da topologia da

convergéncia uniforme.
Demonstracao. Veja o teorema 2.4.3 em [28]. O
Por fim, uma breve fixacao de notagao.

Definicao 2.1.8. Seja X um espago métrico e C([a, b]; X') o espago das curvas de [a,b] C R
para X dotado da topologia da convergéncia uniforme. Dado t € [a,b], definimos por
e : C([a,b]; X) — X a aplicacao avaliacao no instante ¢, ou seja, e;(y) = ~y(t). Dado dois
instantes s,t € [a, b] também definimos a avaliagdo dupla E,; : C([s,t]; X) = X x X por
Esi(v) = (7(s),7(1)).

Definigao 2.1.9. Seja X um espago métrico. Considere v; € C([a,b]; X) e v2 € C([b, c|; X)
duas curvas tais que v;(b) = 72(b). Definiremos a concatenacao de y; e 72 como sendo
a funcao v1 ® . : [a,c] — X tal que 71 @ ’72“@ = nem &) 72‘[17@] = 7. Pelo lema da

colagem de fungoes continuas, 71 @ 72 € C([a, c]; X).

Quando estivermos tratando do espaco das curvas C([a, b]; X ), sempre estaremos
considerando que o espago esta dotado da topologia da convergéncia uniforme. Além disso,
serd comum denotarmos y; = y(t) = e;(y) para toda curva em C([a, b]; X). Note que com
a topologia uniforme, e; e E,; sdo continuas para todos s,t € [a, b].

Agora, considere os reais estendidos R. Uma condicio essencial para o desen-

volvimento da teoria de transporte ¢ a de semicontinuidade inferior definida a seguir.

Definicdo 2.1.10. Seja X um espaco métrico. Dizemos que uma funcdo f: X — R é

semicontinua inferior se f~!((a,4+o0]) for aberto para todo a € R.

Uma simples aplicagao da definicdo acima mostra que essa regularidade é

preservado sob soma.



2.2. Teoria da Medida 17

Proposicao 2.1.4. A soma de fungoes semicontinuas inferiores serda semicontinua inferior.

Demonstracdo. De fato, seja X um espaco métrico e f,¢g: X — R funcoes semicontinuas

inferior. Seja a € R e defina o seguinte conjunto para todo r € Q:
Sy = f7H((r,+o0]) N g™ ((a — 1, +00)).
Por hipdtese, S, é aberto para todo r € Q. Agora,

(f +9)" ((a, +oc]) = [ S-,

reQ

Logo, f + g é semicontinua inferior. ]

O proéximo resultado também pode ser tomado como a definicao de semiconti-

nuidade inferior e é a propriedade que usaremos na pratica.

Proposicao 2.1.5. Seja X um espaco métrico e f : X — R uma funcdo. Entéo:
f é semicontinua inferior <= [z, - * = liminf f(z,) > f(z)].
Demonstragao. Veja o lema 2.42 em [1]. [

Funcoes semicontinuas se comportam de forma semelhante a fungdes continuas

em compactos.

Proposicao 2.1.6. Seja X um espago métrico e considere uma funcao f : X — R

semicontinua inferior. Se K C X for compacto, entao existird um minimo em f(K).

Demonstracao. Veja o teorema 2.43 em |[1]. O

2.2 Teoria da Medida

Para elementos da Teoria da Medida, nos basearemos nas referéncias [1] e |6].
Compilaremos abaixo as defini¢oes basicas da teoria. Ao final, atentamos para a notagao

probabilistica que sera usada em momentos oportunos.

Definigao 2.2.1. Seja X um conjunto e A C 2% um subconjunto do conjunto das partes

de X. Dizemos que A é uma o-algebra de X se satisfaz:

1. @, X € A
2. Se A€ A, entao X \ A € A;

A, € A.

3. Se {A; }nen C A for uma sequéncia de conjuntos em A, entao J, oy
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O par (X, .A) é chamado de espago mensuravel. Frequentemente diremos que X é um

espaco mensuravel, ficando subentendido a o-algebra A.

Definigao 2.2.2. Seja X um espacgo topoldgico. Definimos como a o-algebra de Borel de

X, denotado por B(X), como sendo a menor o-algebra contendo a topologia de X.

Assumiremos que todo espago topoldgico, em particular para espagos métricos,

estd munido da o-algebra de Borel.

Definicao 2.2.3. Seja (X, .A) um espaco mensuravel. Uma funcdo ndo negativa pu: A — R

é chamada de medida se satisfaz:

2. Se {A,}nen C A for uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois, entao

N(UneN Ap) = ZneN 1(An).

Dizemos que a tripla (X, A, 1) é um espago de medida. A medida também serd chamada
de finita se p(X) < 400 e de probabilidade se u(X) = 1.

Definigao 2.2.4. Seja X um espago mensuravel. Dizemos que uma medida finita p de X

esta concentrada em um subconjunto A C X se p(A) = pu(X).

Definigao 2.2.5. Sejam (X,.A) e (Y, B) espacos mensuraveis. Uma fungao f: X — Y é
dita uma fungiao mensuravel se f~1(B) € A para todo B € B.

Definicao 2.2.6. Se X for um conjunto e A C X for subconjunto, definiremos a funcao

caracteristica de A em X por x4 : X — R,
1, z€A
0, z¢ A
Se X for um espago mensuravel, é comum assumirmos que A seja mensuravel.

Definigao 2.2.7. Seja X um espago mensuravel. Uma fungao ¢ : X — R U {400} é dita
simples se for da forma ¢ = )" | a;xa, para algum n € N, onde a; € RU{+o00} e 4, C X

sao mensuraveis para todo .
Definigao 2.2.8. Seja (X, 1) um espago de medida.

e Definimos a integral de uma fungao simples ¢ : X — R U {400} por:

| o) dute) == 3 a4,

i=
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e Considere f: X — RU {+00} uma fun¢ao mensuravel nao negativa. Definimos a

integral de f por u por:

Jore e = s, [ ot

onde o supremo é tomado sobre todas as fungoes simples satisfazendo a desigualdade.

e Uma fungdo mensuravel f : X — R ¢ dita integravel se as integrais I* :=
[ max{f(x),0} du(x) = [, max{—f(z),0} du(z) forem finitas. Neste caso,

definimos:
/Xf(m) du(x) =1t —1".

Frequentemente omitiremos a variavel de integracao quando ela for evidente pelo contexto.

Definigao 2.2.9. Sejam X e Y espagos mensuraveis. Considere f : X — Y uma funcao
mensuravel e g uma medida em X. Definimos o pushforward de pu para Y através de
f como sendo a medida f,(u) definida por f.(u)[B] = u(f~'(B)) para todo B C Y

mensuravel.

O pushforward de medidas é nada mais do que uma mudanca de variaveis

dentro de uma integral, como ilustra o proximo resultado.

Proposicao 2.2.1. Sejam X e Y espacos mensuraveis. Considere f : X — Y uma funcao
mensuravel e ;4 uma medida em X. Entdo, para toda funcao integrivel 1/ : Y — R com

relagdo a medida f.(u), temos que ¥ o f é integravel com rela¢do a u e

/¢df /wofdu

Demonstracao. Mostraremos a identidade para funcgoes ¢ : Y — R mensuraveis nao
negativas, ja que as partes negativas e positivas para uma 1 integravel sao mensuraveis e
possuem integral finita. Assim, considere ¢, uma sequéncia crescente de funcoes simples

convergindo pontualmente para 1. Dali,

Gnof = ailxsof) =) axs
=1 i=1

Logo, ¢, o f é uma sequéncia crescente de fungoes simples convergindo pontualmente para

o f. O resultado segue do teorema da convergéncia monodtona. [

Nao necessitaremos dos resultados da teoria de probabilidade, porém sua
notacao sera mais versatil para tratar certos problemas da teoria de transporte que envolve
mudanca de variaveis. Em geral, os objetos probabilisticos sao objetos ja tratados em

Teoria da Medida com uma notacao diferente, como veremos na sequéncia.
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Definigao 2.2.10. Sejam (£2,€) e (X,.A) um espa¢o mensuravel. Uma varidvel aleatéria

X : Q — X é uma funcao mensuravel.

Definigao 2.2.11. Seja (£2,&,P) um espaco de probabilidade. Seja X : Q — R uma
variavel aleatdria. A esperanca EX de X ¢é definida como sendo a integral de X no espaco
Q:
EX = / X dP.
Q

E comum em teoria de probabilidade omitir o espago base (€2, £, P) ao tratar
de variaveis aleatorias, assim, caso nao especificarmos, o dominio de uma variavel aleatéria

ficard subentendido.

2.3 Teoria da Medida com Topologia

Nesta secao, comentaremos sobre elementos da interacao entre Teoria da Medida
e Topologia na qual serao utilizados no desenvolvimento da teoria de transporte. Nos
basearemos exclusivamente nos capitulos 12 e 15 em [1].

Inicialmente, definiremos a topologia usada no espaco das medidas de um

espaco topoldgico.

Definigao 2.3.1. Seja (X, B(X)) um espago topoldgico com a o-algebra de Borel. Seja
P(X) o espago das medidas de probabilidade do espago X e Cy(X,R) o espago das fungoes
continuas e limitadas em X. Considere o pareamento (-, -) : Cp(X,R) x P(X) — R definido

por
o= [

A topologia gerada pela familia de aplicagoes {(f, )} ec,(x,x) ¢ chamada de topologia
fraca de P(X).

Dizemos que uma sequéncia (u,), C P(X) converge fracamente para u € P(X),
denotado 1, — u, se V.f € Cy(X,R) temos:

[t —— [ au

Denotaremos uma curva de medidas por letras gregas em negrito, mas as

medidas da curva por letras gregas sem negrito. Por exemplo: p € C([s,t]; P(X)) e
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Uma peca central no estudo da interacao entre Teoria da Medida e Topologia

sao os espacos poloneses.

Definicao 2.3.2. Um espaco polonés é uma tripla (X, d, B(X)), onde (X, d) é um espago

métrico completo e separavel.

A condicao definida a seguir sobre o comportamento de medidas, nos levara ao
lema de Prokhorov, o qual nos ajudarda a caracterizar os compactos dentro do espaco das

medidas.

Definicao 2.3.3. Seja X um espaco polonés. Dizemos que uma familia de medidas
P C P(X) é tight se dado € > 0, existir um compacto K C X tal que u(X \ K) < ¢, para
todo p € P.

A propriedade de tightness pode ser definida em espagos topoldgicos mais gerais,
porém a definicao dada aqui é a que usaremos para esta dissertacao. Temos o seguinte

resultado sobre os singletos {u}.
Teorema 2.3.1. Se X for um espago polonés, entao toda medida finita p de X sera tight.

Demonstracao. Seja p medida finita de X. Considere um conjunto denso enumeravel
{z1,29,...} de X e para i,n € N, defina os conjuntos C}" := Blz;,1/n]. Vemos que

X = U;en €' para todo n. Portanto, para n fixo e 0 < ¢ < 1, existe um natural &, tal que
k+n c
X Cl | < —.

Defina C := N> Uk C*. Por construcdo, C' é um conjunto fechado totalmente limitado,

logo, pela completude de X, C' é um compacto. Por fim:

1—H(C)ZM(X\C):H[U (X\_UC?>

n=1

+o00 k4+n +oo e
gZM<X\UCf> <Z2—n=e.
n=1 =1 n=1

]

Por definigao, a aplicagao (f,-) é continua quando f € C,(X;R). Porém, um

caso de interesse é quando f é apenas semicontinua inferior.

Proposicao 2.3.1. Seja X um espago métrico e considere uma funcao f : X — R. Entao,
a aplicagao (f,-) serd semicontinua inferior se f for semicontinua inferior e limitada por

baixo.

Demonstragao. Seja (f,), uma sequéncia crescente de fungoes Lipschitz limitadas conver-

gindo pontualmente para f. Seja u, %) p € P(X). Entao, para todo n € N, temos
n—-+00
Jx fadpw < [ f dpy. Portanto,

liminf/ fn dpg, Sliminf/ fdug.
X k—+o0o [

k——+o0
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Veja que f, € Cy(X;R), logo liminfy, o [\ fudue = [y fudp. Pelo lema de Fatou,

temos:

/ fdp <lim inf/ frdp < liminf (lim inf/ fn dﬁ%)
X n X n k——+oo X
< liminf (lim inf/ fduk) = lim inf/ fdug.
n k X k X
O

O proximo teorema nos da condicoes equivalentes de verificarmos quando duas

medidas sao iguais.

Teorema 2.3.2 (Teorema Portmanteau). Seja X um espa¢o metrizavel com a o-dlgebra

de Borel. Sejam p e v medidas finitas de X. Sao equivalentes:

2. u(U) =v(U) para todo aberto U C X;
3. w(F) =v(F) para todo fechado F' C X;
4. [ fdu = [y fdv para toda funcao f € Cy(X,R).

Demonstracao. Veja o teorema 15.1 em [1].
0

O préximo teorema é a versao do teorema de Arzela-Ascoli para a topologia de
P(X).

Teorema 2.3.3 (Lema de Prokhorov). Seja X um espago polonés. Uma familia P C P(X)

serd pré-compacta se, e somente se, P for tight.
Demonstragao. Veja o teorema 15.22 em [1]. O

O préximo resultado nos diz que P(X) herda do espago base a regularidade de

ser poloneés.

Teorema 2.3.4. Seja X um espaco metrizavel. Entao, X serd poloneés se, e somente se,
P(X) for polonés.

Demonstragao. Veja o teorema 15.15 em [1]. O

Por conta disso P(X) é primeiro enumeravel, portanto nao precisamos abordar
redes ou filtros nesta dissertacao. Para entender o porqué disso ser relevante, veja o

capitulo 4 em [35].
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Definicao 2.3.4. Seja X um espaco métrico separavel. Seja p uma medida de X. O

suporte supp i de p é definido como sendo o conjunto
supp i := {x € X| se VU C X aberto contendo z temos u(U) > 0}

A separabilidade do espago é necessaria para garantir que o suporte supp p seja
sempre fechado e nao vazio da forma que definimos. Para espacos topoldgicos quaisquer, a
definicao acima deve ser mais geral. Para uma discussao mais aprofundada veja a se¢ao
12.3 em [1].

Uma ferramenta muito poderosa na Teoria da Medida com topologia sao os

teoremas de selecao. Em particular, utilizaremos o seguinte teorema para nossas aplicagoes.

Teorema 2.3.5 (Selecao Mensuravel). Sejam X e Y dois espagos poloneses. Considere
uma fungao sobrejetora f : X — Y mensurdvel. Se f~!(y) for compacto para todo y € Y,

entao existird uma fungao mensuravel g : ¥ — X tal que fog=1d.
Demonstracao. Este resultado ¢ um corolario do teorema 5.12.1 em [28]. O

Para mais resultados sobre sele¢ao mensuravel veja o capitulo 18 em |1] ou o

capitulo 5 em [28].

2.4 Variedades Suaves e Riemannianas

Utilizaremos variedades riemannianas para motivar parte deste trabalho ao
longo do texto. Também precisaremos das defini¢oes para estudarmos grupos de Lie mais

adiante. Nos basearemos em [17] para os resultados e definigoes.

Definicao 2.4.1. Seja M um espago topoldgico. Dizemos que M ¢ uma variedade

topoldgica de dimensao n sem bordo, se:
(1) M for um espago de Hausdorff;
(2) M for um espago segundo enumeravel,

(3) M for localmente euclidiana de dimensao n, isto é, se para todo ponto p € M, existir

um aberto U C M contendo p, um aberto V' de R™ e um homeomorfismo ¢: U — V.

Neste caso dizemos que o par (U, ¢) é uma carta do ponto p. Chamamos U de dominio da

carta e ¢ de coordenada local da carta.

Definigao 2.4.2. Considere uma variedade topolégica M de dimensao n sem bordo. Seja
A’ o conjunto de todas as cartas de M. Dizemos que um subconjunto A C A’ é um atlas

suave de M se:
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. U U=M
(Uyp)eA

2. Para quaisquer duas cartas (U, ) e (V,%) de um ponto p € M tal que UNV # &
de A, entao o fungiao o p~t: o(UNV) — ¢(UNV) é um difeomorfismo no sentido

usual.

Neste caso, dizemos que (U, ) e (V,1)) sdo suavemente compativeis e chamamos 1) o ¢~
de funcao de transicao. No caso em que U NV = &, as cartas sao suavemente compativeis
por vacuidade.

Dizemos que A é um atlas maximal suave se: para qualquer carta (U, ¢) € A
de um ponto p tal que (U, ¢) é suavemente compativel com qualquer outra carta de A,
implica que (U, ¢) € A. Neste caso, também chamamos A de estrutura suave em M.

Diremos que uma carta (U, ) de um ponto p € M é uma carta suave se
(U, ) € A.

Por fim, dizemos que M é uma variedade suave de dimensao n se M for uma

variedade topoldgica de dimensao n sem bordo dotada de uma estrutura suave A.

Toda variedade suave possui uma estrutura chamada fibrado tangente, que

possui a informacao do vetor tangente de todas as curvas na variedade.

Definicao 2.4.3. Seja M uma variedade suave. O espaco tangente de M no ponto p,
denotado por T,M, é definido como sendo o conjunto de todos os funcionais v : C*°(M) —
R tais que:

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(9),Vf, g € C=(M).

Definimos o fibrado tangente 7'M de M como a uniao UyepT,M. E possivel

mostrar que este conjunto possui estrutura de fibrados vetoriais.

Definicao 2.4.4. Uma variedade riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade
suave e g ¢ uma forma bilinear simétrica positiva definida que varia suavemente ao longo

de M. A forma g é chamada de tensor métrico, ou simplesmente métrica.

Toda variedade riemanniana possui uma medida natural chamada medida

volume que definiremos a seguir.

Definicao 2.4.5. Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensao n. Seja (U, ¢) uma
carta de M e A € B(M) tal que A C U. Se da™ for a medida de Lebesgue em R" e g;; a

expressao em coordenadas da métrica, entao definiremos o volume de A em U por

voly(A) = / \/det(g;;) dx™.
o(U) !

Esta defini¢ao é independente da carta, contando que A esteja contido no dominio da

carta.
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Devido a segunda enumerabilidade de variedades suaves, é possivel extrair um
atlas enumeravel A = {(U;, ¢;) }ien. Dessa forma, podemos estender a definigao de vol

para o resto dos conjuntos em B(M).

Definicao 2.4.6. Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensao n e A C B(M).

Definimos o volume de A por

+oo
vol(A) := Z voly, (A;),
i=1

onde A; é definido recursivamente como

i—1
A=A, A= (AnU)\ A
k=1
Esta definicao é independente da escolha do atlas e vol configura uma medida em M.

Uma abordagem mais precisa e detalhada é dada em [2], capitulo XII.

2.5 Teoria de Grupos e Grupos de Lie

Iremos revisar rapidamente teoria de grupos e a teoria de grupos de Lie, assim
como enunciar os resultados que serao usados para motivar o estudo feito nessa dissertacao

sobre os grupos de isometria. Nos basearemos em [17].

Definicao 2.5.1. Seja G um conjunto e 6 : G X G — G uma funcao. Denote por
gh :=0(g, h). Assim, dizemos que (G,#) é um grupo se:

1. f(gh) = (fg)h para todos f,g,h € G;

2. Existe um elemento e € G tal que eqg = ge = g para todo g € G,

3. Para todo g € G, existe um elemento g~! tal que g g = gg~! =e.

Definicao 2.5.2. Seja G um grupo. Um subconjunto H C G é dito um subgrupo de G,
denotado por H < G, se H for nao vazio e hf~! € H para todos f,h € H, cuja operacao

de grupo é a mesma de G.

Definigao 2.5.3. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma agao do grupo G pela esquerda

em X é uma aplicagao 0 : G x X — X tal que:
1. O(gh,z) = 0(g,0(h,z)) para todos g,h € G e x € X

2. (e, z) = x para todo € X, onde e denota a identidade do grupo.
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E comum denotarmos a acao de um elemento g € GG através de uma justaposicao, isto
é, 0(g,x) = gr. Também denotaremos por Fix(g) o conjunto dos pontos fixos de g € G

através da acao.

Definigao 2.5.4. Seja X um conjunto e G um grupo agindo pela esquerda em X . Definimos

a seguinte relagao de equivaléncia entre os pontos de X:
x~y <= dge G tal que gr = y.
O conjunto das classes de equivaléncia é denotada por X/G.
A préxima definicao serd a peca central da parte final desta dissertacao.

Definicao 2.5.5. Seja G um grupo com 0 : G X G — G e ¢ : G — G sendo as operagoes

de grupo: 0(g,h) = gh e ¢(g) = g~
dotado de uma topologia tal que as operacoes de grupo € e ¢ sao continuas.

. Dizemos que G é um grupo topologico se G for

A seguinte proposicao nos serd ttil para o capitulo final deste trabalho.

Proposicao 2.5.1. Seja G um grupo topolégico de Hausdorff primeiro enumeravel. Se

H < G for um subgrupo, entdo H também sera.
Demonstragao. Veja a proposicao 2.11 em [24]. ]

Para mais resultados sobre grupos topoldgicos, veja a parte I em [24]. A

proxima proposigao sera utilizada na demonstracao do teorema principal deste trabalho.

Proposigao 2.5.2. Considere O(n) o grupo ortogonal de R™, isto é, o grupo de todas as
matrizes g € R™ " tais que gg' = g'¢g = Id. Entao, para todo g € O(n) existe uma base

ortonormal de R"™ tal que g possui a forma matricial:

A(61)
A(6r)
1
9= (2.1)
1
—1
- _1_
com
A9) = C?SQ —sinf 22)
sinf  cosf

e d; €0,2r) para todoi=1,...,1.
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Demonstragao. Veja o teorema 7.4 em [30]. O
Iremos agora definir grupos de Lie.

Definicao 2.5.6. Seja G um grupo com 0 : G x G — G e ¢ : G — G sendo as operagoes
de grupo: 6(g,h) = gh e ¢(g) = g~'. Dizemos que G é um grupo de Lie se G for dotado
de uma topologia e uma estrutura suave tais que G seja uma variedade suave na qual as

operacoes de grupo sao suaves.

Se G for um grupo de Lie, é uma consequéncia direta da proposicao 7.14 em
[17] que a componente conexa Gy contendo a identidade é um aberto e um subgrupo de G.

Com isto, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.5.3. Seja G um grupo de Lie e seja Gy a componente conexa contendo
a identidade de G. Entao, GGy age em G pela esquerda e o quociente G/Go é discreto na

topologia quociente.

Demonstrac¢ao. A agao vem da operagao natural de grupo. Seja 7w : G — G/Go a aplicacao
quociente. Por definicao da topologia quociente, um subconjunto U C G/GO sera um
aberto se, e somente se, 71 (U) for um aberto. Dessa forma, veja que Gy é um elemento
de G/GO, j& que é um subgrupo, e 7 !(Gy) = Gy que é um aberto de G. Logo, G é um
aberto de G/Go' Considere R, : G — G a funcao multiplicacao pela direita pelo elemento
g € G, definida por R,(h) = gh. Veja que R, é um homeomorfismo para todo g € G,
portanto R,(Gy) é aberto para todo g € G. Agora, 7 *([g]) = R,(Go)) que é aberto para
todo g € G. Portanto, mostramos que G/G(] é discreto.

m

Observe que isto nem sempre é verdade para grupos topoldgicos. De fato, se
G = Q com a operagao de soma, entao a componente da identidade de GG é o préprio 0 que

nao ¢ aberto na topologia usual de Q. Além disso, Q/ (0} = Q, logo nao é discreto. Assim,

se G/G() nao for discreto, entao G nao serd um grupo de Lie. Usaremos esta observacao

no tultimo capitulo.

Definicao 2.5.7. Seja X um espago métrico. O grupo de isometrias de X, denotado por
Iso(X), é o conjunto de todas as isometrias do espaco métrico X, dotado da topologia

compacto-aberta.

Com esta definigao, Iso(X) é apenas um espago topoldgico que possui uma
estrutura de grupo. O seguinte importante resultado, nos mostra quando que Iso(X) é um

grupo topoldgico.

Teorema 2.5.1 (van Dantzig - van der Waerden). Seja X um espago métrico conexo
e localmente compacto. Entao, Iso(X) é um grupo topoldgico segundo enumeravel e

localmente compacto na topologia compacto-aberta, cuja acao de grupo em X é continua.
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Demonstrac¢ao. Para uma demonstracio, veja o teorema 4.7 do capitulo I em [16]. O

Para variedades riemannianas, conseguimos mostrar que Iso(X) é um grupo de

Lie pelo teorema de Myers-Steenrod.

Teorema 2.5.2 (Myers-Steenrod). Seja M uma variedade riemanniana conexa sem bordo.

Entao, o grupo de isometrias Iso(M) é um grupo de Lie.

Demonstracao. Veja o teorema 3.4 do capitulo VI em [16]. [
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Capitulo 3
Teoria de Transporte Otimo

Em geral, o problema de transporte 6timo é um problema de otimizacao de
um funcional no espaco das medidas de probabilidades de um espago mensuravel. Ha
duas formulacoes do problema estudadas atualmente: a formulacao devido aos trabalhos
do matematico francés Gaspard Monge em 1781, e a formulacao devido ao matematico
soviético Leonid Kantorovich durante a segunda guerra mundial. Ambas as formulagoes
surgiram a partir da necessidade de solucionar e otimizar problemas logisticos. A definicao

moderna destas formulacoes serao dadas na sequéncia.

3.1 O Problema do Transporte Otimo de Monge e de

Kantorovich

Antes da defini¢ao formal do problema, vejamos, com um simples exemplo, de

como ele surge a partir de um problema logistico.

Exemplo 3.1.1. Suponha que queremos modelar o transporte de um lote de vacinas de um
pais, que chega em seus portos, para as suas cidades. Podemos modelar os portos deste pais
por um espago discreto X = {x1,...,x,} e as cidades por outro espaco Y = {y1,...,Ym}-
Ao invés de trabalharmos com valores absolutos das vacinas, modelamos o problema
através de um valor percentual do total de vacinas do lote presente nos portos, dessa forma
a distribuicao das vacinas nos portos somam 100% do total e cada porto x; possui uma
fracao 1 > a; > 0 do total. As vacinas devem ser completamente distribuidas para as
cidades numa fracao desejada de 1 > b; > 0 para cada cidade y;. Estas informagoes podem
ser modeladas por duas medidas de probabilidades p = >  a;0,, e v = Z;":l b;j0y, -
Agora, transportar as vacinas de um porto para uma cidade envolve um custo, que sera
modelado por uma fungao positiva ¢ : X x Y — RU {+o0}. Assim, ¢(z;,y,) é o custo de
transportar as vacinas do porto x; para a cidade y;, caso o lote completo estivesse apenas
no porto x;. Por fim, precisamos de um plano de transporte que nos diz qual a fracao

1 > m;; > 0 das vacinas em x; serd transportada para a cidade y;. Veja que este plano
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precisa respeitar as distribuigoes p e v, logo podemos modelar este plano através de uma
medida de probabilidade 7 := Z” Tij0(xsy,) tal que Z;n:l m;=a; ey . m;=b;. Com
isso, temos o custo total C' := Z” miic(xi,y;) = [,y ¢dm, que depende da escolha do
plano. O problema do transporte 6timo é o problema de encontrar um plano tal que este

valor C' seja o menor possivel.

Assim como no exemplo, a teoria abstrata do problema do transporte 6timo
também utilizara as ferramentas gerais da Teoria da Medida, bem como a Teoria de
Probabilidade, cujo uso sera limitado a algumas defini¢oes e notagoes. Com isto, podemos
generalizar naturalmente os conceitos utilizados no exemplo.

No exemplo, o plano de transporte foi modelado através de uma medida de
probabilidade no espaco produto X x Y. Existem duas defini¢oes equivalentes nas quais

generalizam este plano, que chamaremos de coupling entre medidas.
Definigao 3.1.1. Sejam (X, i) e (Y, v) espagos de medida.

e Dizemos que uma medida m € P(X x Y) é coupling de p e v se (Proj,).(m) = p e
(Proj,)«(m) = v, onde Proj, é a proje¢ao na entrada i.
Neste caso, denotamos o conjunto de todos os couplings entre p e v por II(u, v), que

¢ nao vazio por causa da medida produto.

e Dizemos que um par (X,)) de varidveis aleatérias de um espago de probabilidade
(Q,P) para X e Y, respectivamente, é um coupling de (i, v) se lei(X) := X.(P) = u
e lei(Y) == Vu(P) = v.

Ambas as definicoes sao equivalentes, no sentido de que dado X', ) coupling
entre p e v, ™ := (X, )P é coupling no espago X x Y. O outro lado é trivial, tomando
Proj,, Proj, como variaveis aleatérias. Nesta dissertacao, o termo “coupling” serd sinonimo
com o termo “plano de transporte”.

E facil ver que a definicao de coupling também é equivalente as seguintes

afirmacoes.

Lema 3.1.1. Sejam (X, 1) e (Y, ) espagos de medida, e 7 € P(X x Y). Sao equivalentes:
1. m e (p,v);
2. T(AxY)=p(A) en(X x B) =v(B) para todos A C X e B C Y mensuraveis;

3. Para todas as funcgoes integraveis ¢ : X —- R e ¢ : Y — R, temos:
| @) o) dnen = [odu [ va
XxY b's b's

Vejamos agora como definir o custo total.
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Definicao 3.1.2. Sejam X e Y espagos mensurdveis, e seja ¢ : X X Y — RU {400} uma

fungdo mensuravel. Definimos o funcional de transporte étimo C : P(X) x P(Y) — R por:

C(p,v) = inf / cdm
XxXY

mell(p,v)

A fungao ¢ é comumente chamada de “funcao custo”. Assim, podemos enunciar

o problema do transporte 6timo de Kantorovich.

Problema do Transporte Otimo de Kantorovich. Sejam X e Y espacos mensuraveis.
Dado duas medidas 4 € P(X) e v € P(Y), e uma fungao custo ¢: X x Y — RU {400},

queremos encontrar m € I1(y, ) que minimize o funcional C'(u,v), ou seja, tal que

C(p,v) = /X ch7r.

Caso este 7 exista, o chamamos de coupling 6timo.

O problema de Monge é uma versao mais restritiva do problema de transporte.
No exemplo inicial, ao invés de transportarmos uma fracao das vacinas em cada porto
para outras cidades, nos restringimos a transportar o lote inteiro de um porto para uma
unica cidade. A modelagem desse tipo de plano é dada por uma funcao de X para Y

definida a seguir.

Definicao 3.1.3. Sejam X e Y espagos mensuraveis. Uma fungao mensuravel 7': X — Y
¢ chamada de fungao de transporte entre y € P(X) e v € P(Y) se T () = v.

O conjunto de todas as fungoes de transportes entre as medidas u € P(X) e
v € P(Y) serd denotado por B(u,v).

Veja que uma fungao de transporte T' define um coupling 7 entre p e v por
7 := (Id,T").(u). Neste caso, dizemos que 7 ¢ induzido por uma fungao de transporte.

Dada uma funcao custo ¢, a funcao de transporte nos indica quais valores do
custo serdo consideradas no céalculo do custo total através do valor ¢(z, T(x)). Assim,

podemos enunciar o problema de Monge.

Problema do Transporte Otimo de Monge. Sejam X e Y espacos mensuraveis.
Dado duas medidas p € P(X) e v € P(Y), e uma fungao custo c: X x Y — RU {+o0},

queremos encontrar 7" € B(u, v) que minimize o seguinte funcional

C(p,v) == inf /Xc(:v,T(a:))du,

TeB(p,v)

ou seja, encontrar uma funcao de transporte com o qual o infimo é atingido. Quando esta

funcao existir, o chamaremos de funcao de transporte 6timo.
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E evidente que se T for uma funcio de transporte 6timo, entdo 7 := (Id, 7). ()
serd um coupling 6timo.

A formulacao de Monge possui uma série de problemas comparado a formulagao
de Kantorovich. Primeiramente, B(u,v) pode ser vazio dependendo dos espagos X e Y, e
das medidas p e v. Utilizando nosso exemplo, basta tomar X = {z}, Y = {1, 42}, p =9,
ev= %5y1 + %53,2. Dessa forma, o problema de Monge pode nao estar bem definido. Além
disso, mesmo que B(u,r) nao seja vazio, é possivel que haja sequéncias de fungdes de
transporte que aproxima o coupling 6étimo do problema de Kantorovich, porém o problema
de Monge em si nao possua solugao, portanto o conjunto B(u,v) pode nao ser “fechado”.

Vejamos um exemplo onde isto acontece.

Exemplo 3.1.2. Um homeomorfismo linear de [a,b] C R para [¢,d] C R é uma fungao
f i ]a,b] = [c,d] da forma f(t) = £5(t — a) + ¢. Considere os espagos de medida
(X, 1) := ({0} x [0, 1], dzoyujon) € (Yo v) := ({=1,1} x [0,1], 3dz(_13xj0.1] + 34T (1)x[0.1])5
onde dzx denota a medida de Lebesgue na reta. Defina uma sequéncia de fungoes 7, : X — Y

tais que Tn|[% 2h1] seja um homeomorfismo linear para {—1} x [%, %] para todo k € N;
2n’ 2n
e Tn‘[ng 2k22] seja um homeomorfismo linear para {1} X [%, %] para todo k € N. Se
2n 7’ 2n

tomarmos a fungao custo c(x,y) = |x — y|* em {—1,0,1} x [0,1] C R?, entdo vemos que o

problema de transporte de Kantorovich existe e é aproximado pelas funcoes 7;,, ou seja, as
fungoes T, convergem para algo que nao é uma funcao. Para outros contra-exemplos do

género, veja a se¢ao 8 em [9].

Veremos que este tipo de fendmeno nao ocorre no problema de Kantorovich

sob boas hipdteses. Para isto, utilizaremos as defini¢oes de subconjuntos tight.

Lema 3.1.2. Sejam X e Y espagos poloneses. Tome P C P(X) e Q C P(Y) subconjuntos
tight. Considere

M(P,Q) = { € P(X x V)| (Projy).(r) € P ¢ (Proj,).(r) € Q}.
Entao, II(P, Q) é subconjunto tight de P(X x Y).

Demonstragao. Seja € > 0. Como P e () sao tight, existem compactos Ko C X e K1 C Y

tais que:
o u(X\ Ko <e VueP;
e V(X \K))<e YweqQ.

Considere K := Ky x K; compacto em X xY. Observe que temos (X xY)\ K C
(X xY)\ (X x K7)]U[(X xY)\ (Ko xY)]. Pelas propriedades de medida, obtemos que
T((X X V) K) < 7[(X x V) \ (X % Ky)] + 7[(X x )\ (Ko x V)
X > (VA K]+ 7[(X\ &Ko) x Y]
v(Y\ Ky) + u(X \ Ko) < 2e.
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Portanto, I1(P, Q) é tight. O

Assim, podemos demonstrar que I1(x, v) é um conjunto muito bem comportado

na topologia fraca de P(X x Y') para espagos poloneses.

Proposicao 3.1.1. Sejam X e Y espacos poloneses. Considere y € P(X) e v € P(Y).

Temos que II(i, v) é um subconjunto compacto de P(X x Y).

Demonstragao. Toda medida finita ;1 em um espago polonés é tight. Assim, {u} e {v} séo
subconjuntos tights. Pelo lema anterior, II(u, v) é tight. Pelo lema de Prokhorov, TI(u, v)
é pré-compacto. Basta mostrar que II(u, ) é fechado.

Sejam 7 € (i, v) e (m,)n C II(p, ) uma sequéncia com m, — 7. Defina
o = (Projy). () € P(X) ¢ v := (Projy). () € P(Y).

Agora, (Proj;).(m,) = o para todo n € N. Se ¢ € Cp(X,R) e xy : Y — R for
a fungao caracteristica em Y, pela convergéncia fraca obteremos:

/X vdu= [ o) dmen) = [ @) dn(ry) = /X o duo.

n—-+o0o XxY

Pelo Teorema Portmanteau (2.3.2), obtemos pg = p. Analogamente, temos
vy = v. Logo, m € II(u, v).
]

O problema de Kantorovich sempre possui solugao sob hipdteses nao muito

restritivas, como mostra o préximo teorema.

Teorema 3.1.1 (Existéncia de Couplings Otimos). Sejam (X, 1), (Y, v) espacos poloneses
ec: X xY — RU{+oo} uma funcao custo semicontinua inferior e limitada por baixo.

Entao, existe pelo menos um 7 € II(u, v) coupling 6timo, isto é:

C(p,v) = /X ch7r.

Demonstracao. Podemos supor ¢ > 0 sem perda de generalidade. Como ¢ é semicontinua
inferior e limitada por baixo, temos que o funcional I, := (¢, -) é semicontinuo inferior na
topologia fraca de P(X xY"). Pelo proposicao anterior I1(u, ) é compacto, logo, como toda
aplicacao semicontinua inferior atinge um minimo em compactos, existe um = € II(u, v)
tal que:

C(p,v) = inf L(x') = Ie(r).

]

Uma versao mais geral do teorema de existéncia pode ser encontrada no capitulo
4 em [32]. O préximo teorema mostra qual a regularidade do funcional de transporte
6timo sob as mesmas hipdteses do teorema de existéncia. Este resultado sera usado na

construgao de uma agao lagrangiana no espago P(X) em outro capitulo.
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Teorema 3.1.2. Sejam (X, u), (Y, ) espagos poloneses e ¢: X X Y — RU {400} uma
funcao custo semicontinua inferior e limitada por baixo. Entao, o funcional de transporte
6timo é semicontinuo inferior, isto é, se (t,)n € (V,)n sa0 sequéncias em P(X) e P(Y),
respectivamente, com u, — 1 € P(X) e v, — v € P(Y), entdo:

C(p,v) < liminf C(uy, vp).

n—-+o0o

Demonstragao. Seja ny uma subsequéncia tal que C(puy,,Vn,) — liminf, C(u,, v,)
quando k — +o00. Como (pn,v,) converge fracamente para (u,v), entao (fn,, Vn,)
também converge para (i, v). Logo, os conjuntos P := {,, }r U{p} e Q == {vy, }r U{r}
sao compactos, portanto tight. Por um lema anterior II( P, )) também é tight, portanto
pré-compacto. Tomando uma sequéncia m,, € II(uy,, ,v,, ) de couplings étimos, existe
um medida 7 € P(X x Y') e uma subsequéncia ny;, tal que T, ﬁ 7. Como (c, ) é
semicontinua inferior, obtemos:

liminf C(pn, , Vs, ) = liminf(c, m,, ) > (¢, 7).
J J J J J

Por um argumento andlogo ao usado na demonstracao da existéncia de couplings

6timos, temos 7 € II(p, ). Dessa forma,

liminf C'(pn,, ,Vn, ) > (c,m) > C(,v).
J J J

Por fim,
liminf C(pn, vn) = lm C(pn,, Vn,) = lim C(pn, ,Vn, ) = liminf C(py, , Vn, )
n k—+o0 Jj—+oo J J i J J
> C(p,v).

O

Na proxima secao iremos discutir brevemente sob quais condigoes é possivel
formular uma versao andloga do teorema de existéncia de couplings 6timos para o problema
de Monge, assim como apresentar alguns exemplos em geometria riemanniana. Como estes
resultados serao usados apenas para uma aplicacao no final do 1ltimo capitulo, nao nos

preocuparemos em demonstra-los.

3.2 A Dualidade de Kantorovich

Assim como véarias areas da matematica, muitas vezes um certo problema
possui uma formulacao mais natural quando descrito através de funcoes ou funcionais. A
dualidade de Kantorovich surge da tentativa de reescrever o problema de transporte 6timo

de Kantorovich através de funcoes c-concavas definidas na sequéncia.
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Definigao 3.2.1. Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. Seja ¢ : X — RU {—o0} e
¢: XxY — RU{+o0o} duas fungoes. A c-concavificacao de ¢ é a fungao ¢° : X — RU{+o0}
definida por:
°(y) = inf[c(z,y) — &(x)].
Se 1 for uma funcao definida em Y, entao sua c-concavificagao serd dada por:
V(x) = nflc(z,y) — (y)]-
yey

Dizemos que ¢ é c-concava se existir uma funcao v tal que ¢° = ¢. Equivalen-

temente, ¢ serd c-concava se ¢°° 1= (¢°)° = ¢.
Dois outros conjuntos importantes sao definidos a seguir.

Definigao 3.2.2. Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. Seja ¢ : X — RU {—o0} e

c: X xY — RU{+o00} duas funcoes. Definiremos os conjuntos:

¢ = {(z,y) € X XY [o(x) + ¢°(y) = c(,9) };
p(x) ={y €Y |(z,y) € 0}, VzelX.

O primeiro conjunto é chamado de c-superdiferencial de ¢.

O nome superdiferencial vem de um caso riemanniano em que, sob certas
hipdteses, é possivel mostrar que se y € 9°¢(x), entao y é ponto onde existe um supergra-

diente. Veja o lema 3.7 em [§].

Definicao 3.2.3. Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. SejaI' C X xY ec: X xY —
R U {400} uma fungao. Dizemos que I" é c-ciclicamente monétono se para todo N € N,
toda familia de pontos (z;,y;) € X x Y, 1 <i < N e toda permutacao o de {1,..., N}
temos:
Z e, y:) < Z (4, Yo(i))-
i=1 i=1
Estes conceitos sao generalizacoes de elementos encontrados naturalmente em

teoria de andlise convexa. Com isto, temos o seguinte teorema fundamental.

Teorema 3.2.1 (Teorema Fundamental do Transporte Otimo). Sejam X e Y espacos
poloneses. Seja ¢ : X x Y — R continua e limitada por baixo. Sejam € P(X)ev € P(Y)
tais que

c(z,y) < alz) +b(y),

para algum a € LY (X, u) e b € L'(Y,v). Além disso, seja m € I1(u, v). Sao equivalentes:
1. 7 é coupling 6timo.

2. O conjunto supp 7 é c-ciclicamente mondtono.
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3. Existe uma fungdo mensuravel c-concava ¢ : X — R U {—oc} tal que max{¢p,0} €
LY (X, p) e suppm C 0%.

Demonstracao. Veja o teorema 1.13 em |3]. O

Sejam X e Y espagos poloneses e ¢ : X XY — RU {+oc}. Sejam p € P(X) e
v e P(Y), edefina L. := {(¢,v) € LY (X, pu) x LYY, v) | ¢(z) +¢(y) < c(z,y) Y,y €

X,Y}. O problema dual de Kantorovich é maximar a seguinte quantia:

/}(¢du+/y¢du.

Sob algumas hipdteses, este problema ¢é equivalente ao problema de transporte de Kanto-

rovich.

Teorema 3.2.2 (Dualidade de Kantorovich). Com as mesmas hipéteses do teorema

anterior, a seguinte igualdade é vélida para quaisquer p € P(X) e v € P(Y):

C(u,v) = sup /ngﬁd,u—i-/ywdu.

(pp)eLe

Além disso, existe uma funcao c-concava ¢ tal que o méximo é atingido pelo par (¢, ¢¢) € L.
Demonstracao. Veja o teorema 1.17 em |3]. O

Com este teorema e o teorema fundamental do transporte 6timo, temos o

seguinte teorema de existéncia do problema de Monge.

Teorema 3.2.3 (Existéncia de Fungao de Transporte ()timo). Assuma as mesmas hipdteses
do teorema fundamental e seja m € TI(u, ¥) um coupling 6timo. Entao, 7 serd induzido
por uma funcao de transporte 6timo se, e somente se, existir um conjunto mensuravel
I' C X xY tal que 7 é concentrado em I' e para x € X pu-q.t.p. existe apenas um y € Y tal
que (x,y) € I'. Neste caso, a fungao T' é definido p-q.t.p. por T'(z) := y, para (z,y) € I.

Demonstragao. Veja o lema 1.20 em [3]. O

A condicao dada no teorema acima ¢é notoriamente dificil de se obter em
ambientes muitos gerais. Porém, em [20] McCann mostra a existéncia de transporte étimo

em variedades riemannianas, enunciado a seguir.

Teorema 3.2.4. Sejam
e (M, g) uma variedade riemanniana completa e conexa;
e d a métrica induzida por g;

e ¢ = 1d? a funcdo custo;
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e 1 < vol e v medidas em P(M) de suportes compactos X e Y, respectivamente.

Entao, existe uma fungao ¢ : M — M tal que @/J‘ « € c-concava com relagao ao conjunto Y,

isto é, 1° é definido em Y apenas, na qual a aplicagao

T(x) := exp,(=Vi(z))

é a funcao de transporte étimo entre i e v. Além disso, esta aplicacdo é uinica em quase
todo ponto de M.

Demonstragao. Veja o teorema 3.2 em [§]. O

Uma importante observacao é que o problema dual e resultados similares podem
ser escritos através de fungoes c-convexas, cuja definicao é completamente analoga a de
funcoes c-concavas. Para ver as diferencas entre ambas as defini¢oes e resultados, veja o

capitulo 5 em [32] e compare com o capitulo 1 em [3].
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Capitulo 4
Os Espacos de Wasserstein

Os espagos de Wasserstein sao uma “quase”’-metrizagao da topologia fraca do
espaco de probabilidades de um espaco métrico, através do funcional de transporte étimo.
Eles sao vitais em uma série de aplicacoes da Teoria de Transporte Otimo, pois envolve o
problema de minimizagao do custo gerado através de uma métrica. Além disso, os espacos
de Wasserstein sao uma peca fundamental na generalizacao do conceito de curvatura para

espagos que nao possuem estrutura suaves.

Definicao 4.0.1. Seja (X, d) um espago polonés e p € [1,400). A distancia de Wasserstein
W, : P(X) x P(X) — R é definida por:

1/p
Wy,(p,v) :=| inf / d? dm .
well(p,v) XxX

Note que W, (i1, v) = C(u,v)"/? para a fungio custo ¢ = dP. Veja que o espago
X e a funcao custo dP satisfazem o teorema de existéncia de coupling étimo, entao sempre

1/p
poderemos escrever W,(p, v) = < Il xx @ d7T> para algum 7 coupling étimo entre p e v.

A fungao distancia W, pode assumir valores infinitos como no exemplo:

—1lem X.

Se 7 for coupling entre dx, medida de Lebesgue em X, e dy, medida de Dirac em 0, entao

Exemplo 4.0.1. Seja X =[0,1) C R e defina uma métrica d(z,y) = m

teremos que 7 sera concentrada em X x {0}. Assim:

/ ddw—/ d(0,x) dz = +o0.
XxX X

Como o coupling é arbitrario, vemos que Wi (dz, dy) = +oc.

Por conta disso, restringimos o espaco de probabilidades para garantirmos que

W, s6 possua valores finitos.

Definigao 4.0.2. Seja (X, d) um espaco polonés e p > 1. Definimos o espago de Wasserstein

de ordem p como sendo o conjunto:

RX) = { e POO W0 = [ dlan 7 dute) < o0
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com =z arbitrério.
Proposigao 4.0.1. A defini¢ao acima nao depende do ponto xy para qualquer p > 1.

Demonstragao. Considere dois pontos zg, x1 € X, com xg # x;. Tome p € P(X) tal que
W, (g, 0z, )P < +00. Logo,

Wylpsb ) = [ dlon o) dua) <2 [ fdGao.a)? + d(an, 2, duta)

< 2PW (1, 0y )P + 2Pd(xg, 21)P < 400.

]

Tendo que o espaco P,(X) estd bem definido, podemos mostrar que W), é, de

fato, finita quando restrita a P,(.X).

Proposicao 4.0.2. A funcao distancia W), restrita a P,(X) s6 atinge valores finitos, para
todo p > 1.

Demonstragao. De fato, tome p,v € P,(X). Se m € II(p, v), entao:

W, v < / d(z,y)? dn(z,y)

XxX

g/XXXd(:L‘,xO)de(:v,y)ﬁL/ d(zo, y)? dm(z,y)

XxX

=2 {/X d(xg, )P du(x) + /X d(zg,y)? dl/(y)] < 400.
O

Para mostrarmos que (F,(X),W,) é um espago métrico, precisaremos do
préoximo resultado sobre colagem de couplings. Em topologia é possivel “colar” duas
fungoes continuas em uma nova funcao continua que estende as duas anteriores, contando
que as fungoes originais coincidam em um subconjunto fechado do mesmo espaco. Um
resultado similar existe para couplings, contando que as probabilidades marginais de cada

coupling coincidam.

Proposicao 4.0.3 (Lema da Colagem). Sejam X;, Xy e X3 espagos poloneses, e p; €
P(Xy), p2 € P(X3) e uz € P(X3). Se (X}, Xy) for coupling de py e pg, e (Va, Vs) de g e
3, entao existird um coupling (21, Z9, Z3) entre puy, ps e pg de modo que lei( 2, Z5) =
lei( Xy, Xy) e lei( 2y, Z3) = lei(Da, Vs).

Demonstracao. A demonstragao requer o uso de ferramentas de desintegragao de medidas

que foge do escopo desta dissertagdo. Para mais detalhes veja o lema 7.6 em [33]. [

Com isso, segue o nosso resultado desejado.
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Teorema 4.0.1. Utilizando a mesma notacao W), para denotar a distancia de Wasserstein

restrita a P,(X), obtemos que a dupla (F,(X), W,) é um espaco métrico para todo p > 1.
Demonstracao.
e Passo 1: Desigualdade Triangular.

Utilizaremos a notacao de probabilidade.

Sejam fi1, po, 3 € P,(X). Sejam (X, Xy) e (), Vs) couplings étimos entre
(1, p12) € (po, 1i3), respectivamente, para a func¢ao custo ¢ := dP. Pelo lema da colagem,
existe uma tripla (2, Z9, Z3) com lei( 21, Z5) = lei(X), Ay) e lei( 2, Z3) = lei(Ds, Vs).

Assim:

Wy, pi3) < Ee( 21, Z3)V7 < (B[d(21, 25) + d( 22, Z3)]P)'/P
= ||d(Z1, Z2) + d( 25, Z3)||, < ||d(21, 22)], + ||d(Z2, Z3)]],,

onde a tultima desigualdade segue pela desigualdade de Minkowski aplicado nas fungoes
d(Zl, ZQ), d(ZQ, Zg) € LP(Q, P) Por fim:

Wolp, ps) < [|d( 21, Z2)|lp + ||d(Z2, Z3)]l,

= Ec(X), Xg)l/p + Ec()s, y3)1/p
= Wp(pa, pi2) + Wp(piz, 1),

ja que (X7, Xz) e (Da, Vs) sao couplings étimos.
e Passo 2: Wy(p,v) =0 <= p=v.

=) Sejam p,v € P,(X) tais que W, (i, v) = 0. Seja m € II(y, v) coupling 6timo. Assim,
0=W,(v)? = [, xd dr. Como d’ > 0, obtemos que d = 0 m-q.t.p.. Logo, existe
A C X x X mensuravel tal que m(A) =1e d}A = 0. Dessa forma, se (z,y) € A, entéo
x =1y, isto é, A é subconjunto da diagonal A de X x X. Seja V' C X mensuravel.
Obtemos que:

(V) =7V x X) == (I(v x X) n Al IV x X) N (X A))

w([VxV]ﬂA):7r<[(X><V)ﬂA}U[(XxV)ﬂ(X\A)])

7(X x V) = (V).

<= ) Seja p € Py(X). Defina m := (Id,Id),u. Assim, 7 € II(u, p) e 7(A) = 1. Logo,
Jxux @ dr=0. Como [, . d’dr >0 para todo coupling m € II(u, 1), vemos que
7 é coupling 6timo. Assim, W,(u, 1) = 0.

e Passo 3: W,(p,v) = W,(v, ).
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Sejam p, v € P(X). Considere o homeomorfismo g : X x X — X x X dado

por g((x,y)) = (y,x). Assim, g, define uma bije¢ao entre I1(u, ) e II(v, u). Tomando o
infimo em ambos os conjuntos, obteremos que W,(u, v) = Wy(v, p).

[

O préximo teorema exemplifica a quase metrizagao da topologia fraca de P(X).

Teorema 4.0.2. Sejam X um espago polonés e p > 1. Considere (p,), uma sequéncia em
P,(X) e p€ P(X). Sao equivalentes:
L Wy (s ) ——— 0;

n——+o0

2. [t ——> p e para algum (e portanto para todo) ro € X, temos que
n—-+o0o

/Xd(azo,:c)p Aty (x) —— | d(zo,z) dpu(x).

n—-+00 X

Demonstracao. Veja o teorema 7.12 em [33]. O

Note que o teorema acima nos diz que a topologia da métrica é mais fina que a
topologia de subespago de P,(X) em P(X), porém, analogamente ao caso da topologia

fraca, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.0.3. Seja X um espago métrico. Entao, P,(X) serd um espago polonés se, e

somente se, X for um espaco poloneés.
Demonstragao. Veja a proposi¢ao 6.18 em [32]. ]

Agora, suponha que X seja uma variedade riemanniana. Sejam A, B C X
regioes compactas disjuntas de X. Se tivermos medidas de probabilidade p e v com
suporte em A e B, respectivamente, uma funcao de transporte 1" entre p e v pode ser
interpretado como sendo o deslocamento da distribuicao de massa em A para B. Veja
que esta funcao nao nos da informacao de como o deslocamento é feito. Na interpretagao
logistica discreta, s6 nos importamos com os espacos de saida e chegada, cobrindo todas
as possiveis dificuldades do transporte na funcao custo. Nosso caso de interesse utiliza a
funcao distancia d como fungao custo. Considerando que nossa distribuicao p de massa
tem que ser deslocada continuamente através de X, ou seja, a massa nao ¢ teleportada de
A para B, é natural estudarmos o comportamento do deslocamento de u ao longo de uma
familia de curvas em X até B. Isto pode descrever uma curva de medidas intermediarias
py em Py(X). Como geodésicas minimizantes caracterizam as curvas de menor distancia,
¢é natural de se esperar que um transporte 6timo entre p e v deve transportar p para v ao
longo de geodésicas minimizantes entre A e B. Além disso, a curva de medidas, descrita
por este deslocamento, também deveria descrever uma curva de “tamanho” pequeno em

P,(X). De fato, se esta curva for muito longa comparada com o caminho percorrido por g
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em X, de forma intuitiva, temos mais estados intermediarios do que o necessario neste
deslocamento, o que indicaria que o transporte de p a v nao seria 6timo. Desta forma,
gostariamos que estas curvas de medidas p descrevessem uma “geodésica minimizante” em
P,(X). Entretanto, em espagos métricos gerais, nao temos as nogoes de “geodésicas
minimizantes”. Além disso, o espaco pode nem mesmo ser conexo por caminhos, e mesmo
que fosse, precisarfamos que P,(X) também possuisse estes conceitos de forma compativel
com a nossa discussao. O préoximo capitulo discutird exatamente como construimos estes

conceitos em espagos métricos gerais.
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Capitulo 5

Espacos de Comprimento

5.1 Estrutura de Comprimento

Considere (M, g) uma variedade riemanniana. Temos

Liy) = / 5] dt,

o funcional comprimento de curva definido no espaco das curvas suaves por partes C em
intervalos da forma I = [t;, ty].

Vejamos algumas propriedades de L e C:

e C é invariante por concatenacao de curvas, por restricao de intervalos e por repara-

metrizagoes difeomorficas;

e Se 71,72 € C sao tais que v(tf) = 7a(t;), entdo 73 =71 &2 € C e L(y3) =
L(m) + L(72);

o L('yht/_ t]) ¢ continua em ¢t;

e [ ¢ invariante por reparametrizacoes difeomérficas, isto €, se ¢ é difeomorfismo entre

intervalos fechados, entdo L(y o ¢) = L(7);

e L(vy) > 0 se v escapa de um aberto. Em outras palavras, L s6 serd nula se 7 for

constante.

Para um espaco topoldgico X, tomamos estas propriedades como defini¢ao para

podermos fazer uma anélise de curvas no espaco X. Portanto, definimos:

Definigao 5.1.1. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff. Dizemos que uma classe de

curvas

CcC U C(I; X)

intervalos da forma I=[t;,tf]

¢ uma familia admissivel de curvas se C for invariante por:
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e concatenacao de curvas;
e restricao para intervalos fechados;

e classe de reparametrizagoes contendo os homeomorfismos ¢ : [a,b] — [¢,d] da forma
o(t) = =5(t —a) +c.

Definicao 5.1.2. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff e C uma familia admissivel
de curvas, dizemos que uma aplicagdo L : C — RU {+o0} é um funcional comprimento

sobre C se satisfaz:

e Se 71,72 € C sao tais que ¥(ty) = 7a(t;), entdo y3 = 11 @12 € C e L(y3) =
L(m) + L(72);

o L(v,ti,t)(v) == L(vy

[tht}) é continua em t;

e [ ¢ invariante pela classe de reparametrizagoes;

e L(v) > 0 se v escapa de um aberto. Em outras palavras, L s6 serd nula se ~y for

constante. De forma mais precisa, seja x € X e U C X aberto contendo z. Entao:
inf{L(7)[v € C.y(t:) = z,7(ty) € X \U} > 0.

O par (C, L) é chamado de estrutura de comprimento.
Definicao 5.1.3.

e Se um espago métrico (X, d) possui uma estrutura de comprimento (C, L), dizemos

que X ¢é um espaco de comprimento se para todos x,y € X, temos

d(z,y) = inf{L(v) |y € C,y(t;) = z,7(ty) = y}.

Neste caso, dizemos que a métrica d é intrinseca. Denotaremos um espago de
comprimento pela quadrupla (X,d,C, L), ou pela tripla (X, d, L), ou somente por
X, dependendo do contexto. Veja que um espago de comprimento é, em particular,

conexo por caminhos.
e Dizemos que uma curva v € C é uma geodésica, se d(y(t;),v(tf)) = L(7).

Nossa definicao de geodésica para espacgos de comprimentos difere da noc¢ao
riemanniana, onde uma geodésica é somente um minimizante local do funcional compri-
mento. Em [7], o termo geodésica coincide com o termo riemanniano, porém adotamos a
definigao em [27], nossa referéncia principal.

Em um espago métrico (X, d) qualquer, sempre podemos definir um funcional

comprimento L, na classe das curvas continuas com dominio em intervalos fechados da
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seguinte forma. Sejam v € C(I,X) e P = {ty = t;,t1,...,ty = t;} uma particao de I.

Defina a variacao de v por P pela expressao:

=

2(77 P) - d(’ytj77tj+1)'

J

I
o

Tomando o supremo em todas as particoes de I, obtemos um funcional comprimento.

Definigao 5.1.4. Seja (X, d) um espago métrico. A estrutura de comprimento (C, L)
induzido por d é definida por:

o C:={y:1— X|I = [tty], para alguns ¢;,t; € R}, onde a classe de reparame-
trizagoes serd tomada como sendo todas as fungoes monotonas continuas sobrejetoras

entre intervalos fechados;

e Ly(v) :=suppX(y, P), onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes de I, o

dominio de 7.
Chamamos de curva retificivel qualquer curva «y : [t;, tf] = X com Lg(7v) < +o0.

Note que C é trivialmente uma classe de curvas admissiveis. Agora, precisamos
verificar que L4 é, de fato, um funcional comprimento. Para isto, iremos precisar do

seguinte lema.

Lema 5.1.1. Seja (X, d) um espaco métrico. Seja 7 : [a,b] — X uma curva retificavel. Se
P for uma partigao, defina |P| := max;{t;;1 — ¢;}. Entao, Lq(v) = limp_,o X(v, P), ou
seja, dado € > 0, existe um § > 0 tal que se |P| < 6, entdo L(vy) — X(v, P) < e.

Demonstragao. Como ~y é retificavel, entao dado ¢ > 0, existe uma particao P = {t; =
a,...,ty =b} de [a,b] com L(vy) —X(y,P) <e/N. Tome 7 := 1/2min;{t;41 —t;} e defina
B; = (t; — 7,t; + 7) N [a, b]. Note que os abertos (¢;,t;+1) e B; formam uma cobertura de
[a,b]. Pelo lema do ntimero de Lebesgue, existe um &y > 0 tal que se A C [a, b] possuir
diametro diam A < Jg, entao A estara contido em algum dos abertos da cobertura.

Utilizando a continuidade uniforme de ~, seja 6; > 0 tal que se t, s € [a, b] sdo
tais que [t — s| < J, entao d(v(t),v(s)) < e/N. Tome Py = {sy = a,...,sy = b} partigao
de [a,b] tal que |Fy| < min{dy,d1,|P|}. Pelo principio da casa dos pombos, teremos
M > N.

Como | Fy| < do, entdo [s;, s;+1] estd contido em algum intervalo (¢;,¢;41), ou em
algum B;. Pela construcao da cobertura, isto implica que para todo j =0, ..., M, existe
no maximo um ¢; € [s;, s;41]. Portanto, tome j(i) € N tal que t; € ;) := [sj0), Sj(i)+1]-

Note que j(0) =0 e j(N) = M — 1. Pela desigualdade triangular, temos:

j(i+1)

d(y(ts), Y(tiv1)) < d(v(t:), 7(850)+1)) Z d(y(s1), v(s151)) + d(v(s5041)), Y (tit1))-
I=j(i)+1
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Veja que Y10 IO d(y(s1), v (sia1) = S0t d(v(s), ¥(s541)) = S(v, o). Observe
também que |s;(;)11 — ti| < 01 € |81y — tip1]| < 61. Portanto, obtemos que:

N-1
X(v, P) =) d(y(t:),y(tis1))
1=0
N-1 N—1
< d(V(tz)ﬁ(Sj(z)H)) + Z d(V(SJ(zH)); Y(tiv1))+
i=0 1=0
N—-1 j(i+1)
+ d(y(s1),v(s141))
=0 l=j i)-i—l
N-1 . N-1 .
— — 4+ X, P, 2 Y, P,

na qual implica que

La(v) = (v, Po) = La(v) — (7, P) + (7, P) — (7, By) < 3e.

Com o lema, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.1. O funcional induzido L4(7y) é um funcional comprimento em (X, d). Além

disso, Ly é semicontinua inferior na topologia uniforme das curvas continuas.

Demonstracao. Escreva L = Ly.

e Se vy = @ e, entdo L(y) = L(n) + L(7e).

Sejam v : [a,b] = X, 7 : [a,t] = X e 72 : [to,b] = X curvas. Dado uma
particao P de [a, b], podemos definir duas parti¢des Q e Y de [a, to] e [to, b], respectivamente,
a partir de P U {to}. Logo:

27, P) < B, PU{to}) < £(1], s Q) + 2(1] e ¥) < L) + L(3a).

Tomando o supremo em P, obtemos L(y) < L(7y1) + L(72).
Para a outra desigualdade, tome ) partigao de [a,ty] e Y de [to,b]. Defina
P = QUY partigao de [a,b]. Assim:

L(y) > (v, P) = ¥(71,Q) + X(72,Y).

Tomando o supremo em () e em Y, obtemos a outra desigualdade.

e [, ¢ invariante pela classe de reparametrizagoes.
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Seja v : I = [a,b] — X e seja ¢ : J = [¢,d] — I uma reparametrizagao.
Seja P = {tg,...,ty} uma partigao de [a,b]. Como ¢ é monétona e continua, entao
& ({t;}) = [ui, v;], para alguns u;, v; € [c,d]. Note que ug = vy € {c,d} euny = vy € {c,d}.
Considere A := {i € {0,...,N}|u; # v;} e seja M :=2card A+ (N +1—card A) — 1.
Defina Py := {so, ..., Sy} como a ordenagao do conjunto {ug, ..., uy,vo,...,Un}. Assim,
d(yoo(si),yop(sit+1)) = 0 para alguns dos termos de . Vemos que X(yo¢, Py) = X(v, P).
Observe que o mesmo argumento sera vélido se tomarmos x;,y; € [u;, v;] com x; < y; ao
invés de utilizarmos u; e v; para definirmos a particao Fp.

Agora, tome uma parti¢ao Py = {so,...,sy} qualquer de [c,d]. Defina a
particdo P = {t¢...tx} como o ordenamento do conjunto ¢(Fp). Como ¢ é mondtona, os
pontos t; € ¢(Pp) nas quais ¢ nao é injetora, definem intervalos ¢~ (¢;) = [s;, s;41] para
algum j dependente de 7. Vemos que 7y o ¢ é constante ao longo desses intervalos, portanto
X(y, P) = X(y, Ry).

Mostramos que os conjuntos {¥(v, P) | P é uma partigao de [a,b]} e
{X(y 0 ¢, Py) | Py é uma partigao de [c,d]} sao iguais. Logo L(vy o ¢) = L(7).

o Ld(’y‘[s t]) é continua, tanto em s quanto em t.

Seja 7 : [a,b] — X e considere t € [a,b]. Iremos mostrar que f(t) := L(ﬂ[%t]) é
uma fungao continua. Dado um ty € [a, b], iremos demonstrar a continuidade a direita de
f em tg. A continuidade a esquerda serd analogo.

Sejam t,ty € [a,b], com t >ty e e > 0. Tome P = {sy = a,...,sy = b}
particao de [a,b] tal que L(y) — 3(v,P) < . Suponha que t; = s;, refinando P se

necessario. Temos que:

L(y,to, six1) — d(v(t0), (si+1)) = L(v,t0, sis1) + > d(v(55),¥(5541)) — S(7. P).
J#i
Veja que para qualquer particao Py de [to, si+1], temos que P U Py é um refinamento da
particao de P. Assim, L(7) > X(v, PU Ry) = S(v|, . Po) + 205 d(v(s5), 7(5541))-
Tomando o supremo em Fp, obtemos que L(7y) > L(v,to, Sit1) + D25 d(7(85), 7(85+1)),
portanto:

L(v,t0, sit1) — d(7(to), v (si+1)) <e.

Agora, existe dy > 0 tal que se t — tg < dy, entdao d(v(t),v(to)) < . Além
disso, existe §; > 0 tal que se |P| < d1, entdo L(y) — 3(7, P) < e. Tome § = min{dp, d; }
et € [a,b] tal que t —ty < §. Considere particoes Py de [a,to] e Py de [t,b] tais que
|Pol, |P1| < 0. Defina P := Py U P, U {t} particao de [a,b]. Veja que |P| < 0. Assim,
L(y) —%(n, P) < ¢, logo pelo argumento acima obtemos que L(7, to, t) —d(y(to),y(t)) < €,
que implica L(vy,a,t) — L(vy, a,to) = L(v, to,t) < 2e.

No caso t < tg, por um argumento anédlogo, obteremos L(7, a,ty) — L(7, a,t) <

2e. Assim, a fungao f é continua em ty. J& que ty é arbitréario, f é continua em [a, b].
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e L(vy) > 0 se 7y escapa de um aberto U.

Seja B(p,r) bola aberta de centro p e raio r > 0. Se v : [a,b] — X é uma curva
tal que y(a) =p e v(b) € X \ B(p,r), entdo L(y) > d(y(a),v(b)) > r > 0. Como as bolas

formam uma base para a topologia de X, obtemos que L(7) > 0 se v escapa de um aberto.
e [ ¢ semicontinuo inferior.

Seja 7, : [a,b] — X sequéncia de curvas convergindo pontualmente para
v :[a,b] = X. Tome ¢ > 0 e fixe P = {ty = a,...,ty = b} parti¢do de [a,b] tal que
L(y) — X(vy,P) < . Tome j grande o suficiente tal que d(v;(t;),v(t;)) < € para todo i.

Entao,

L(y) £ 5(7, P) + e < S(;, P +Zd% t) +e < L(y) +e+ (N +1)e

Logo, L(vy) < L(v;)+ (N +2)e para j grande o suficiente. Portanto, L() < liminf,, L(~,)+
(N + 2)e para qualquer € > 0. Assim, L(~y) < liminf, L(v,). Como convergéncia uniforme

implica em convergéncia pontual, obtemos que L é semicontinuo inferior.

]

Nem sempre a métrica d é intrinseca com relacao ao funcional induzido L.
Como exemplo, tome X = R?\ B[0, 1] com a distancia euclidiana. Nenhuma curva com
pontos finais no eixo x aproxima o valor da distancia entre os pontos. Porém, quando d ja
for intrinseca com relacao a uma estrutura de comprimento, entao d sera intrinseca com
relacao a Lg. A estrutura original e a induzida podem diferir. Um exemplo simples é tomar
X = R? com a métrica euclidiana e definir um funcional comprimento L que d4 valor
infinito para qualquer curva que nao seja uma reta, porém ¢ igual ao funcional induzido
nas retas. A métrica euclidiana sera intrinseca com relagao a esse funcional, porém o

funcional difere do induzido. O préximo teorema nos diz quando os funcionais sao iguais.
Teorema 5.1.2. Seja (X,d,C, L) um espago de comprimento. Entao:

1. d é intrinseca em relacao a Lyg;

2. Se L for um funcional semicontinuo inferior, entdo L(7y) = Lg(7y) para todo v € C.
Demonstracao. Para o primeiro item, mostraremos:

e Afirmagao: Ly4(y) < L(7) para todo v € C.

De fato, seja v : [a,b] — X uma curva em C e P uma partigao de [a,b]. Assim,

Zd (tis1) <ZL

= Lq(7) < L(7)

[tz t1+1] L(’Y)
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Com isto, para z,y € X, tomando o infimo nas curvas v € C tais que y(a) = x e y(b) = v,
obtemos que inf,, L;(y) < d(z,y). Como L4(y) > d(y(a),y(b)) para qualquer curva 7y € C,
vemos que inf., Lq(y) = d(x,y). Logo, concluimos o primeiro item.

Para o segundo item, s6 nos resta mostrar que:
e Afirmagao: Lg(y) > L(7) para todo v € C.

Seja v : [a,b] — X uma curva em C e ¢ > 0. Considere uma parti¢ao P =
{to=a,...,ty = b} de [a,b] tal que d(7(t;),v(ti+1)) < € para todo i. Como d é intrinseca
com relagao a L, entao para cada i =0,..., N — 1, exitem curvas o; : [t;,t;+1] — X com
oi(ti) = v(t:i) e o(tiz1) = v(tiy1) tais que L(o;) < d(y(t:),v(tiy1)) +e/N.

Defina h. == @N, 0i. Se t € [ti, ti1], entdo d(y(t), he(t)) = d(v(t),0i(t)) e
d(y(t),v(t;)) < € pela continuidade uniforme de 7. Utilizando a desigualdade triangular

obtemos:

d(y(t), he(t)) < d(v(),v(t:)) + d(v(E:), 03(t))
< e+ L(o;)
<e+4+d(y(t),v(tit1)) + /N < 3e,

portanto h. converge pontualmente para . Dessa forma:

ZL o <Z Y(tis1)) + /Nl < XE(v,P)+e < Ly(y) + ¢

= L(vy) < liminf L(h.) < lim 1glf(Ld(’y) +¢)
e—

e—0

= L(v) < La(7)

]

Como passo intermediario na demonstracao deste teorema, obtemos a desigual-
dade L4(y) < L(v). Isto mostra que L, é mais fundamental que qualquer outra estrutura
de comprimento, pois nao é possivel definir uma estrutura de comprimento que da valor
finito para curvas nao retificaveis. Por conta disso e da discussao acima, quando nao
especificado, entenderemos por espacos métricos de comprimento os espagos métricos cuja
métrica é intrinseca com relacao a estrutura induzida.

Espagos de comprimento possuem boas propriedades em relacao a extensao de
bolas e do comportamento de seus abertos. Uma propriedade muito 1til é da existéncia de

e-ponto-médio, definido a seguir.

Definicao 5.1.5. Seja X um espaco métrico. Dizemos que X possui a propriedade
do e-ponto-médio se para todos x,y € X e r,79 > 0 tais que 1, + ro > d(x,y), entdo
B(z,r1) N Bly,r2) # 2.
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O nome e-ponto-médio decorre de podermos tomar 2r = € + d(z,y). Como

veremos a seguir, espacos de comprimento sempre possuem esta propriedade.

Proposicao 5.1.1. Se X for um espago métrico de comprimento, entao X possuira a

propriedade do e-ponto-médio.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € X, e > 0 e ry,ry > 0 tais que ri, 7o < d(z,y) com rq + 1y =
d(z,y)+¢e > d(z,y) (caso r; > d(x,y) o resultado é trivial). Como a métrica d é intrinseca,
entao existe uma curva v : [a,b] — X tal que y(a) =z, y(b) =y e L(y) — d(z,y) < g/2.
Lembre-se que a fungao L(t) = L(7,a,t) é continua e L(vy) > d(x,y) > r; >r; —e/2 > 0.
Assim, pelo teorema do valor intermedidrio, existe um ponto ty € [a,b] tal que L(tg) =
ry — /2, ou seja, d(z,v(ty)) < L(to) < ri. Além disso,

L(v, a,to) + L(v,t0,0) = L(7v) < d(z,y) +¢/2
= d(y,(to)) < L(7,t0,0) < d(x,y) + e —ry =ra.

Portanto, mostramos que y(to) € B(z,r1) N B(y,ra). O

A propriedade do e-ponto-médio recupera muitas das propriedades intuitivas do
espaco métrico euclidiano. Veremos algumas aplicacoes da propriedade que serao utilizadas

mais abaixo.

Lema 5.1.2. Se X for um espago métrico de comprimento, entdao B(x, R) = B[z, R] para
todor e X e R>0.

Demonstracao.

e B(z,R) C Bz, R].

De fato, seja y € B(z, R). Portanto, existe uma sequéncia (y,), C B(z, R) tal que
Y — y. Logo, d(x,y) = lim, o d(z,y,) < lim_, . R = R. Assim, y € B[z, R].

n—-+o00

e B(z,R) D Bz, R].

De fato, seja y € B[z, R|. Pela propriedade do e-ponto-médio, existe y, € B(x, R) N
B(y,1/n). Claramente, y, oYy € B(z, R) para todo n, ou seja, y € B(z, R). O
n—-+00

Esta propriedade pode falhar, mesmo para espacos métricos muito regulares.
Por exemplo, seja B[0,2] C R? e defina X := B[0,2] \ B(0,1) U [-1,1] x {0} com
a métrica induzida de R?. Este espaco é compacto e conexo por caminhos, porém

[—1,1] x {0} = B(0,1) # B[0,1] = S*U[-1,1] x {0}, onde S* é o circulo de raio 1 em R
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Lema 5.1.3. Se X for um espaco métrico de comprimento, z,y € X e r > 0 com
r < d(x,y), entdao d(y, B(z,r)) = d(z,y) — .

Demonstracao. Escreva ry := d(x,y) — r. Pela propriedade do e-ponto-médio, para todo
n € N existe um z,, € B(z,r) N B(y,ro + 1/n). Dessa forma,

d(y, B(z,r)) = g}f )d(y, z) <infd(y, z,) < inf(rg+ 1/n) = .
zeb(x,r n n

Por outro lado se z € B(x,r), entdo

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <r+d(z,y)
= d(y7 B(ZL‘, T)) Z inf d(fl},y) —7r=7.
z€B(z,r)

Portanto, d(y, B(x,r)) = d(z,y) — r. O

Lembrando que a e-vizinhanga de um conjunto A C X de um espago métrico é

definida por U(A,¢) := J,c4 B(,€), temos o seguinte resultado:

Lema 5.1.4. Se X for um espa¢o métrico de comprimento, entao B(z,R + ¢) =
U(B(x,R),e) para todos x € X e R,e¢ > 0.

Demonstragao. A inclusao U(B(z, R),e) C B(x, R+ €) é trivial. Assim, considere z €
B(z,R+¢). Veja que R+ ¢ > d(x, z). Logo, pelo propriedade do e-ponto-médio, existe
y € B(xz,R) N B(z,¢). Em outras palavras, z € B(y,¢), com y € B(x, R), ou seja,
z € U(B(z,R),¢). O

Novamente, esta propriedade pode falhar mesmo em espacos muito regulares.
O exemplo anterior também ilustra esse efeito. Em geral, estas propriedades ilustram o
porqué do nome “intrinseco” para a métrica. Nos nossos exemplos, a métrica induzida
geralmente depende de informacao “fora”do espaco.

Nos lemas anteriores, apenas utilizamos a propriedade do e-ponto-médio para
demonstrar os resultados. Se o espaco for completo, esta propriedade é equivalente a

métrica ser intrinseca.

Teorema 5.1.3. Seja X um espago métrico completo que possui a propriedade do e-ponto-

médio. Entao, X é um espago de comprimento.
Demonstragao. Veja o teorema 2.4.16 em |[7]. O

Espagos métricos geodésicos possuem uma propriedade ainda mais forte que a
do e-ponto-médio, que ¢é a propriedade do ponto médio, isto é, para todos z,y € X, se
rp >0 e ry > 0 sdo tais que r; + ro = d(x,y), entdo Blz,r] N Bly,r| # @. Assim como no
caso mais fraco, se X for completo, X serd geodésico se, e somente se, 0 espago possui a

propriedade do ponto médio.
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Pelo teorema de Hopf-Rinow em variedades riemannianas sem bordo, obtemos
que se a variedade for completa como espa¢o métrico, entao para todo par de pontos
existird uma curva minimizante conectando estes pontos. No presente caso, temos o

seguinte resultado similar:

Teorema 5.1.4. Seja (X, d) um espago métrico com a estrutura de comprimento induzido
por d. Se X for completo e localmente compacto, entao para todo par de pontos x,y € X
existe uma geodésica v € C com 7(t;) = = e y(ty) = y. Em particular, se X for dotado de
uma estrutura cujo funcional comprimento seja semicontinuo inferior, entao existird uma

geodésica da classe admissivel conectando os pontos x e .

Se uma geodésica for definida como localmente minimizante de L apenas, temos
um teorema muito mais préximo do teorema de Hopf-Rinow original. Sua formulacao
precisa pode ser encontrada em [7], teorema 2.5.28.

Para demonstrar este resultado, precisaremos da versao no espaco das curvas

do teorema de Arzela-Ascoli:

Teorema 5.1.5 (Arzela-Ascoli). Seja X um espaco métrico compacto. Se (), for uma
sequéncia de curvas 7, : [a,, b,] — X com comprimento uniformemente limitada, isto é,
tais que para todo n temos L(7,) < C, para algum C' > 0, entao existird uma subsequéncia

uniformemente convergente, apds uma reparametrizagao das curvas para o mesmo intervalo.
Demonstragao. Veja o teorema 2.5.14 em |[7]. O

Lembre-se que um espaco métrico Heine-Borel é tal que todo subconjunto
fechado e limitado é compacto. Nesses espacos, sempre conseguimos a existéncia de

geodésicas.

Proposicao 5.1.2. Seja X um espag¢o métrico Heine-Borel (ndo necessariamente de
comprimento). Portanto, dados =,y € X, se existir uma curva retificavel v : [a,b] — X tal
que y(a) = z e y(b) = y, entao existird uma curva que liga z & y que minimiza o funcional

comprimento da estrutura induzida.

Demonstragao. Considere (7, ), uma sequéncia de curvas retificaveis v, : [a,b] — X tais
que Y, (a) = z, 7,(b) = y e L(,) converge de forma decrescente para o valor inf{L(~v) |~ €
C,v(t;) = z,v(ty) =y}, que é finito pela existéncia da curva retificivel. Sempre podemos
tomar tal sequéncia através da propriedade do infimo e através de reparametrizagoes
para o mesmo dominio. Assim, L(7y;) > L(v,) > d(v.(s),7(t)) para todo n € N e
s,t € [a,b]. Ou seja, v, ([a, b)) C B[z, L(y1)] para todo n. Portanto, (v,), ¢ uma sequéncia
de curvas num espaco compacto e de comprimento uniformemente limitado. Pelo teorema
de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia uniformemente convergente. Seja v o limite.
Pela semicontinuidade de L, obtemos que L(7) < inf{L(v) |y € C,v(t;) = z,v(t;) = y},

ou seja, v ¢ minimizante de L com pontos fixos = e y. O]
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Com o proximo teorema e a proposicao acima, o teorema da existéncia de

geodésicas sai como um corolario.

Teorema 5.1.6. Seja X um espaco métrico localmente compacto, completo e de compri-
mento. Entao, X possui a propriedade Heine-Borel, isto é, todo subconjunto fechado e

limitado é compacto.

Demonstracao. A ideia é mostrar que toda bola fechada é compacta supondo, por absurdo,
que existe um R > 0 na qual as bolas de raio maior nao sao compactas. Utilizamos as
propriedades do espaco para construir uma bola um pouco maior que sera compacta.

Seja x € X e defina:
R := sup{r > 0| B[z, r| ¢ compacta}.

Como X é localmente compacto, entao existe um r > 0 na qual Blz,r] é

compacto, logo R > 0. Suponha, por absurdo, que R < +oc. Denote B := Blz, R].
e B ¢é compacta.

O conjunto B ¢ fechado no espaco completo X, portanto B também é completo.
Assim, basta mostrar que B é totalmente limitada.

Seja e > 0 er := R—¢/3. Suponha que ¢ < R e sejam B’ := Blzx,r]
ey € B. Como 0 < r < R, temos que B’ é compacto, logo totalmente limitado.
Portanto, existe uma ¢/3-rede finita S C B’ de B’. Agora, d(y,B") < ¢/3. De fato,
d(y,B") =d(z,y) —r=d(z,y) —R+¢/3<R—-R+¢/3=¢/3.

Assim, existe y' € B’ tal que d(y,y’) < /2. Como S é €/3-rede de B’, entao
temos que d(y’, S) < e/3 < ¢/2 por definigao. Logo, se z € S, temos:

d(y, 2)
= d(y,5)

d(y,y') +d(y', 2)

<
<d(y,y)+dy,S) <e/2+¢c/2=c¢.

Como y € B é arbitrario, mostramos que S é e-rede finita de B. Portanto, B é
totalmente limitada, logo é compacta.

Agora, como X é localmente compacta, entao para todo y € B, existe um
aberto pré-compacto U, C X contendo y. Como B é compacto, existem yi,...,y, € B
tais que {Uy,, ..., U,, } forma uma cobertura aberta de B. Note que U :=U,, U---UU,,
é pré-compacta. Pelo corolério 2.1.1] existe um & > 0 tal que U(B,¢) C U.

Lembre-se que U(B,¢) = B(z, R +¢) e B(x,R+¢) = Bz, R+¢] c U. Como
U é compacto, obtemos que B[z, R+ €] é compacto para € > 0, o que contradiz a definicio
de R.

Assim, mostramos que toda bola fecha é compacto, logo o espaco é Heine-Borel.

]
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As condigoes de completude e compacidade local do teorema [5.1.4] sao apenas
suficiente, porém ambas sao essenciais para garantirmos que o espaco seja geodésico.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 5.1.1.
e Um espago métrico geodésico que nao é completo, nem localmente compacto.

Todo espaco vetorial normado (V/||.||) é um espago métrico de comprimento com a métrica
induzida da norma e a estrutura de comprimento induzida da métrica. Agora, se V' possuir
dimensao infinita, entdo V' nao é localmente compacto. Assim, tome V' como o espago dos
polinémios de coeficientes reais no intervalo [0, 1] com a norma da convergéncia uniforme.
Pelo teorema de Weierstrass, temos que V' nao é completo e como V' é espaco de dimensao

infinita, obtemos que V' é o espaco desejado.
Exemplo 5.1.2.

e Um espago métrico de comprimento localmente compacto, mas nao completo e nem

geodésico.

Basta tomar X = R?\ {0} com a métrica euclidiana. A métrica continua intrinseca e o

espaco é localmente compacto, porém nao ha geodésicas conectando pontos no eixo x.
Exemplo 5.1.3.

e Um espaco métrico de comprimento completo, mas nao localmente compacto e nem

geodésico.

Considere

.- Jo,1+1/n] {n}),

~
neN

onde estamos identificando os pontos (0,n) ~ (0,k) e (14+1/n,n) ~ (1+1/k, k), para todos
os n, k € N. Denote por A € X o ponto A={(0,n)|n €N} e B={(1+1/n,n)|n e N}.
Com a topologia quociente de R?, X ¢ um espaco de Hausdorff conexo por caminhos.
Podemos definir uma métrica d em X da seguinte forma: se x € [0,1+1/n|ey € [0, 1+1/k],
entdo d((z,n), (y,k)) == min{z +y,2+ 1/n —x+1/k —y}. Esta métrica ¢é intrinseca com
relacao a estrutura induzida. Veja que (X, d) é completo, ja que se (z;); C X for sequéncia
de Cauchy, teremos que, ou a sequéncia se acumula em algum intervalo [0,1+ 1/n| x {n}
para algum n, ou ela converge para os pontos A ou B. Além disso, X nao é localmente
compacto, pois dado § > 0, a sequéncia ((0/2,n)), C BJ0,0] nao possui subsequéncia
convergente. Por fim, X nao é geodésico, ja que d(A, B) = 1, mas ndo hd um caminho de

tamanho 1.
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5.2 Parametrizacao e Velocidade

Em variedades riemannianas, toda curva suave por partes pode ser reparame-
trizada pelo comprimento de arco de modo a obtermos uma curva cujo vetor tangente
possui norma unitaria ao longo da curva. Podemos obter um resultado analogo para
espacos de comprimento. Em um primeiro momento, temos o seguinte resultado sobre

reparametrizacoes:

Proposigao 5.2.1. Seja (X, d) um espago métrico de comprimento dotado da estrutura
de comprimento induzida (nado necessariamente intrinseca). Entao, para toda curva
retificavel v : [a,b] — X, existe um curva 4 : [0, L(7)] — X e uma reparametrizagao

¢ : [a,b] — [0, L(7y)] nao decrescente, tais que v =7 o ¢ e L(7,tg,t) =t — to.

Demonstragao. A ideia é similar ao caso riemanniano. Basta tomar ¢(t) := L(v,a,t).
Agora, v pode ter intervalos onde é constante, assim ¢ pode nao ser inversivel. Para
contornar o problema, definimos 4 selecionando um desses ¢ € [a, b] onde a curva “estaciona”
para podermos correr ao longo do intervalo [0, L(v)], isto ¢é, para 7 € [0, L(7y)], tomamos
t € [a,b] tal que ¢(t) = 7 e definimos (1) := 7(t). Para uma demonstragao detalhada,
veja a proposi¢ao 2.5.9 em [7]. O]

Note que nem toda geodésica ja é expressada com a parametrizacao de compri-
mento de arco. Por conta disso, é comum na literatura definir uma geodésica como sendo
uma curva 7 : [a,b] — X no espago métrico X tal que d(y(t),v(to)) = |t — to|d(~(a),v(D)).

Em espacos métricos, nao possuimos estrutura para definirmos vetor tangente

de uma curva, mas ainda podemos falar sobre velocidade da curva:

Definigao 5.2.1. Seja (X, d) um espago métrico e 7 : [a,b] — X uma curva. A velocidade
v,(t) de v em ¢t € [a, b] é definida por

o) ot 2290
v ’ e—0 |5|

)
quando o limite existir.

O préximo teorema nos informa que o limite existe em quase todo ponto.

Teorema 5.2.1. Seja (X, d) um espag¢o métrico e 7 : [a,b] — X uma curva retificavel.

Defina f(t) := L(’yha t]). Entao, a velocidade v,(t) existe para quase todo ponto t € [a, )]
e f'(t) = v, (t). Assim, La(y) = [ v, (t) dt.

Demonstragao. Veja o teorema 2.7.6 em [7]. O

A hipétese utilizada no teorema 2.7.6 em [7] foi trocada aqui de “curva Lipschitz”
por curva retificavel. Isto é possivel pois f(t) é uma func¢ao continua monotona, dessa

forma a sua derivada existe em quase todo ponto.
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Toda curva + retificavel possui reparametrizagao por comprimento de arco 7.
Logo, d(7(to),¥(t)) < L(7,to,t) = t—to. Através de uma reparametrizacao linear, podemos
reparametrizar 4 de modo a obter uma curva 4 tal que L(¥,to,t) = v(t — ty) para qualquer
constante v. Se X for um espago de comprimento e v for uma geodésica, podemos aplicar
esta parametrizagao para obter uma curva 7 tal que d(¥(to),¥(t)) = L(7, to,t) = v(t — to),
portanto vs(t) = v para todo t. Essa observagao nos serd util para a demonstragao de que

os espacos de Wasserstein sao geodésicos.
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Capitulo 6
Acoes Lagrangianas

Para as aplicagoes de transporte 6timo em espacos métricos de medida, preci-
samos do fato de que P,(X) sdo espagos geodésicos se X for geodésico. O teorema m
nos diz que se P,(X) for localmente compacto, entao W, sera intrinseca com relagao ao
funcional induzido Ly, , pois P,(X) é completo caso X também o seja. Porém, P,(X) s6
serd localmente compacto, quando X for compacto (observacao 7.9.1 em [4]). Entretanto,
muitos objetos de interesse nao sao, em geral, compactos. Assim, para obter este resultado,
iremos estudar a generalizacao dessa estrutura de comprimento em X. Para isto, nos
basearemos na teoria desenvolvida no capitulo 7 em [32].

De forma anéloga de como generalizamos os resultados do funcional compri-
mento riemanniano para espaco métricos gerais, podemos generalizar o conceito de métrica
intrinseca e funcional comprimento para uma func¢ao custo ¢, tomando como defini¢cao

alguns resultados anteriores.
Definicao 6.0.1. Sejam

e (X, d) um espago polonés;

o ity €R, com t; < ty;

o (A)'tr = {(A™, ") }scltit;) uma familia de funcionais e fungdes custos:

A%t C([s,1]; X) — RU {+o0}

A X x X — RU{+o0}

ti,

Dizemos que (A)'' é uma acgao lagrangiana em X se:

1) A*! for semicontinua inferior com respeito a topologia uniforme de C([s, t]; X);

2) para todos t; < t; <ty < t3 <ty e curva v : [t;,t3] = X, temos que A" (y) =
] )+ A |

t17t2]) t27t3]);
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3) Vz,y € X tivermos:
! (z,y) = inf{A™(7) [1(s) = 2, 7(t) = y};

4) dada uma P particao de [t;,tf] e tivermos

N=|P|-2
Z<77P) = t“tf (,Ytja%fgﬂ)

<.
Il
o

entao

A" () = sup X(v, P).
P

Podemos definir ¢*° = 0.

Estes funcionais sao chamados de lagrangianos, pois além de generalizar es-
truturas de comprimento, eles também generalizam os funcionais lagrangianos da teoria
de céalculo das variagoes, comumente encontradas em teorias fisicas. Em particular, se
L :TM x [0,1] for uma fungao suave definida no fibrado tangente de uma variedade M,
frequentemente chamada de lagrangiana, entao o funcional £(vy f[o 1 (Ve A, t) dt €
chamado de acao lagrangiana. As funcoes ¢*' sao chamadas de fungoes custos, devido a

seguinte definicao.

Definigao 6.0.2. Seja X um espago polonés e (A)"% uma acao lagrangiana. Entao,

denotaremos por C*! os funcionais de transporte 6timo com funcoes custos c¢**

Observe que, por uma reparametrizacao, sempre podemos reduzir o estudo de
funcionais lagrangianos (A)"!f para seu equivalente no intervalo [0, 1]. Assim, consideramos
apenas funcionais (A)%!. Perceba também que um espaco métrico de comprimento
(X,d, Lg) define naturalmente uma agao lagrangiana.

Funcionais lagrangianos possuem varias propriedades analogas as de funcionais
de comprimento, porém para obter que os espagos de Wasserstein herdam a propriedade de
ser geodésico do espaco métrico base, precisamos de hipdteses especificas sobre as curvas

minimizantes dos funcionais lagrangianos.

Definigao 6.0.3. Sejam (X, d) um espaco polonés e (A)%! uma acio lagrangiana em X.
Seja I}’ 5 0 conjunto das curvas minimizantes de A** partindo de A C X e chegando em
BcCX.

Dizemos que (A)%!' é coerciva se as seguintes condigoes forem validas:

1) inf,;inf, A**(y) > —o0, em outras palavras, ¢** sdo uniformemente limitadas por

baixo;

2) Se s <te K, K; # @ forem compactos em X tais que ¢ (K, K;) C R, entao o

: t ¢ ~ .
conjunto Figs _,k, Sera compacto nao vazio.
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O primeiro item nos diz que todas as func¢oes de interesse proveniente dos
funcionais sao limitadas por baixo, logo nao precisaremos nos preocupar com a boa
definicao de subtragoes desses valores. O segundo item pede, em particular, que o espaco
X seja geodésico em relacao a agao, isto €, sempre existe um curva minimizante conectando
dois pontos. Por conta disso, se (A)*! satisfaz 1), porém temos somente que F‘zi} ) #+ O,
para todos x,y € X, diremos que os espago X é geodésico em relacao a agao.

Vejamos agora, algumas propriedades desses funcionais.

Proposigao 6.0.1. Sejam (X, d) um espaco polonés e (A)%! uma acio lagrangiana em X.

Se X for geodésico em relagao a acao lagrangiana, entao serao vélidos:

1) Se v : [s,t] = X for curva minimizante de A®', entao 7’[0 4 Serd curva minimizante

de A% para todo subintervalo [c,d] C [s, t].

2) Para todos os tempos intermedidrios t; < ty < t3 em [0, 1], e 21,23 € X, temos:

8 (2, 13) = ;Jéfx {2 (2, m0) + 2 (g, 23) }

e se existir x5 minimo, entao existird uma curva minimizante partindo de z; e

chegando em x3 passando por x5 no tempo t,.

3) Uma curva v pertencera a I'** se, e somente se, para todo t; < ty < t3 em s, ],

tem-se:

t1,t3 — qtite 12,t3
c (P)/fq ) 7t3) =cC (P)/tl ) Pytz) +c (’Ytza Pyts)
4) Se as fungoes custos ¢! sao continuas, entao I' seré fechado na topologia uniforme.

Demonstragao. Iremos mostrar o segundo item. Para os demais, veja a proposicao 7.16
em [32].
Sejam w1, x2,x3 € X e considere duas curvas minimizantes 7y, : [t1,t2] = X
e vy & [to,t3] — X tais que yi(t1) = x1, 11(t2) = Ya(ta) = x2 € Yo(t3) = x3. Defina
V3 =71 © V2. Dal,
i @y, ws) < A ()
= A" () + A ()
= (2, 29) + (19, x3)

— "B (1y,23) < ian{Ctl’t2<$1, 2) + " (19, 13)}
T2€

Agora, considere v : [t,t3] — X uma curva minimizante com y(t;) = z; e

v(t3) = x3. Pelo primeiro item, obtemos que

2 (21, (1)) + 2 (3 (t2), 25) = A (7) = € (1, ),

ou seja, o infimo ¢ atingido por 7(t3). Logo, obtemos a igualdade. ]
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A propriedade da coercividade é mais forte que a existéncia de curvas minimi-

zantes e nos permite mostrar os seguintes resultados.

Proposigao 6.0.2. Sejam (X, d) um espago polonés e (A)%! uma acio lagrangiana coerciva

em X. Entao, sao validas:

1) ¢*' sdo semicontinuas inferiores.

2) Se para todos s < t tivermos Im ¢ C R, entao existird uma aplicagdo mensurdvel
Sest: X x X = C([s,1], X) tal que S;_i(z,y) € I'yf,, para todos z,y € X x X.

Demonstragao. Iremos demonstrar o segundo item. O primeiro pode ser encontrado na
proposigao 7.16 em [32].

Considere I'** o conjunto de todas as curvas minimizantes de dominio [s, ],
independente dos pontos iniciais e finais. Seja Fs; : I'"* — X x X a aplicagao avaliagdo
E, () = (7(s),7(t)). Como a agao é coerciva, entdo E,, é sobrejetora e E.} ({(z,y)}) =
I'3!,,, que é um compacto. Agora, C([s,]; X') dotado da métrica do supremo é um espago
métrico completo separdvel. Sabemos pelo item 4) da proposi¢ao anterior que I'** é um
subconjunto fechado em C([s, t]; X), portanto ele também é um espago métrico completo
separdvel. Dotando I'** da o-dlgebra de Borel, vemos que I'*! é um espaco polonés. Por
fim, como E,,; é uma funcao continua entre espacos poloneses, cujas fibras sao compactas,
entdo obtemos uma fungdo mensurdvel S_,; : X x X — C([s, t], X) tal que E,; 05, = Id,
pelo teorema da selecao mensuravel . O

Relembre que o transporte 6timo entre duas distribuigoes nao nos informa como
o transporte foi feito. Assim, gostariamos de saber quais sao os estados intermediarios
ao longo desse transporte. Logo, temos o trabalho de interpolar os estados iniciais e
finais deste transporte. Como discutido anteriormente, uma ideia é utilizar a estrutura de
comprimento induzida de P,(X). Intuitivamente, espera-se que a interpolacao em P,(X)
tenha o menor comprimento possivel.

Uma interpolacao simples é dada pela combinacao convexa entre duas medidas
de P,(X). Porém, esta interpola¢ao nao funciona nesse contexto, pois dados =,y € X e
considerando as medidas d,,, € P,(X), temos que p(t) := (1 —t)d, + td, e vemos que
W (ttus tho) = /v —v|d(z,y). Assim, Ly, () = +00, exceto quando p = 1. Para casos
mais gerais (e para o caso p = 2 mais comumente estudados na literatura), precisamos levar
em consideracao a estrutura do espago base para obter uma boa nocgao de interpolacao.

Uma ideia de outra interpolacao pode ser encontrada no caso riemanniano.
Como, sob algumas hipdteses, o problema de Monge em variedades possui uma solu¢ao
através da aplicacao exponencial, interpolar estas medidas é algo relativamente simples,
ja que exp contém a informacao das geodésicas do espago, como o préximo teorema

exemplifica.
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Teorema 6.0.1. Sejam
e (M, g) uma variedade riemanniana completa e conexa;

e d a métrica induzida por g;

e ¢ = 1d? a funcdo custo;

e 1 < vol e v medidas em P(M) de suporte compacto.

Entao, existe uma funcao ¢ : M — M tal que a aplicacao

Ty(x) == exp,(—tVi(z))
é a funcao de transporte 6timo entre p e p; := (T3).(p) para todo t € [0, 1], com puy = v.
Demonstragao. Veja o corolario 5.2 em [§]. O

Entretanto, sabemos que a obtencao de solugoes de Monge nao sao, em geral,
facil. Portanto, buscamos uma “versao de Kantorovich” para o problema de interpolacgao.
Para isto, denotando por I'*! o conjunto de todas as geodésicas de M de dominio [0, 1],
note que podemos definir uma fungao S : M — '™ por S(x)[t] = T;(z). Assim, podemos
definir uma medida em T'%! por S,(u) com a propriedade de que (e;).(Si (1)) = ¢, onde
e; é a aplicagao avaliagdo. Dessa forma, S, (1) se comporta como uma espécie de coupling
no espago das geodésicas para a interpolagao. Para um espaco métrico polonés X dotado
de uma agao lagrangiana coerciva, vimos pelo item 2) da proposigao que sempre
podemos tomar uma fungao mensuravel S dos pontos do espaco para o conjunto das curvas
minimizantes, assim, dado um coupling 7 € II(y, v), para u,v € P(X), podemos definir
uma medida no espaco das curvas pelo mesmo processo. Esta medida se comporta de

forma semelhante ao caso riemanniano acima. Isto nos induz a seguinte definigao.

Definigao 6.0.4. Seja X um espaco polonés e (A)%! uma agao lagrangiana tal que X

seja geodésico em relagao a agao. Considere u, v € P(X).
e Um coupling dinamico entre p e v é uma medida IT € P(C([0, 1]; X)) tal que:

1. (eg) Il = p;
2. (e1)ll =v.

e Um coupling dinamico IT € P(C([0, 1]; X)) é dito 6timo se II(T%!) = 1 e (eq, 1)1 €

II(p, v) for coupling 6timo. Denotamos:
OptGeo(u, v) := {Todos os couplings dinamicos étimos entre p e v}.

Também serd 1itil indicar por OptGeo, ; quando o dominio das curvas for [s, ] C [0, 1].
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e Uma curva p € C([0,1]; P(X)) é dita interpolagao de deslocamento entre p e v se
existir um IT € OptGeo(u, v) tal que (e;).(II) = p.

Observe que o coupling dinamico é a versao de Kantorovich para o problema
de interpolacao desejada, além disso, da forma definida, é natural esperarmos que estas
interpolacoes de deslocamento tenham relagao com as curvas minimizantes do funcional
comprimento de P,(X). Veremos mais abaixo que este é de fato o caso.

Para demonstrarmos que P,(X) sao espacos geodésicos para p > 1, iremos
construir um funcional lagrangiano coercivo em P,(X) que compartilhard das mesmas
geodésicas de Ly,. O resultado final serd uma completa caracterizacao das geodésicas de

P,(X) como interpolagoes de deslocamento. Para isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 6.0.1. Seja (A)%! uma acao lagrangiana coerciva (ou no minimo ”geodésica”) em
X. Entao, os funcionais de transporte 6timo C*' satisfazem a desigualdade triangular:
dados t; <ty <t3 € [0,1] € gy, flay, fes € P(X), temos

Ot17t3 (/th17:“¢3) S Ctl’tg (:utu /~Lt2) + Ct2,t3 ('th’ Nt3)

Demonstracao. Sejam (Xy,, Xy,) e (Yi,, Yi,) couplings étimos entre (y,, fi,) € (fity, fits),
respectivamente. Seja (Zy,, Zt,, Zt,) colagem dos couplings 6timos. Utilizando a desigual-
dade triangular das fungoes custos ¢*' (devido ao fato de que A é “lagrangiano geodésico”)

obtemos:

Ctl’ts (Mtu/%s) S Ectl’tS(Ztu Zts) - / Ctl’t?)(Ztl? ZtS) dPP
Q

< / 2 (Z, 7, ) dP + / c2ti(7, 7, dP
T
= C™"2(pagy s piry) + O gy, g

]

Uma boa propriedade de couplings dinamicos 6timos € que ser 6timo é preservada

por restrigoes.

Proposi¢ao 6.0.3. Sejam II € OptGeo, (1, v) e [u,v] C [s,t], com C**(u,v) < 4o00.
Entao, II*" := (74,,).I1 € OptGeo, ,((eu)«(II""), (€y)«(IT*")), onde ry, : ['** — T é a
restrigao r,.,(y) = 'y‘[u o

Demonstragao. Basta mostrar que 7, := (E,,).Il é coupling étimo. Para isto, defina
p € C([s,t]; P(X)) por p(u) = y := (ey).I1. Note que:

CS7U<U87 :uu) + Y (Nw ,Uv) + Cut(ﬂva Ut) < Ecs’u(e& GU) + Ecu’v(euv ev) + ]Ecv’t(em et)
= Ec* (es, e) = C* (s, pt) < +00,
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pois m = (E,).Il é coupling étimo. Pela desigualdade triangular dos funcionais de

transporte 6timo, obtemos:

OSi(Msa ,ut) S CSM(NS» ﬂu) + C«u,v (ﬂua ,uv) + Cv’t(/lva ,ut)'

Combinando com a desigualdade acima, obtemos a igualdade:
C¥ (s ) + C (fhusy o) + CV (s, pe) = Ec¥" (€5, €4) + B (eq, 1) + Ec" (ey, €).

Concluimos através de um argumento por contradicao. Suponha, por absurdo,

que Ec*?(ey, €,) > C"(y, tty). Logo,
O™ (s, fhu) + C%t(/v‘v; ) < Ec™(es, en) + Ecv’t(evv er).

Entao, Ec®(es, e,) > C%"(us, p) ou Ec” (e, e;) > C”(y, t). Supondo qualquer um
dos casos, obteremos o outro. Assim, nenhum coupling serd étimo e obtemos a desigualdade

estrita:

O (s 1) + C (fty 1) + C™ (p1, 1) < B (e, €,) + B (e, €,) + B (e, e0),

o que contradiz a igualdade anterior. Portanto, Ec*"(e,, e,) = C""(jy, it») € obtemos que

Ty,p € Otimo. O

Da mesma forma que um espaco métrico sempre tem uma estrutura de com-
primento induzida pela métrica, dado um funcional lagrangiano coercivo (A)%! em X,

podemos definir um funcional (A)%! em P(X) por:

|P|—2
A (p) = sup > O (g, ),
1=0

onde p é uma curva em P(X). Esta serd nossa acao lagrangiana desejada.
Inicialmente, ja temos que é possivel minimizar esse funcional através das

interpolagoes de deslocamento.
Proposicao 6.0.4. Considere:
e (X, d) um espago polonés;
o (A)%! uma agao lagrangiana coerciva em X;

e funcoes custos associada ¢! continuas para todos 0 < s < t < 1;

C*'(u,v) funcionais de transporte 6timo para u,v € P(X) de fungoes custos ¢**;

um intervalo [s, t] C [0, 1].
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Se pu,v € P(X), entao existirda uma curva p € C([s,t]; P(X)), com ps = p e pp = v, tal
que

A™(p) = C™ (s, pae)-
Demonstracao.
e Caso 1: p e v tais que C%'(u,v) = +oo.
Neste caso, qualquer curva g serve, pois:
+oo = C% (u,v) < B(p, P) < A™(p).
o Caso 2: u e v tais que C%'(u, v) < +oo.

Como (A)%! é coercivo, entao existe uma fun¢ao mensuravel S,; : X x X — ' com
Egy 08, = 1d. Assim, seja m,; € II(p,v) coupling 6timo. Defina II € OptGeo, ,(p, /)
por II := (Ss1)u(mse) € p(u) = piy := (ey).11.

Seja P ={ty =s,...,ty =t} uma particao de [s,t]. Pela proposigao anterior,
obtemos que 7y, 4,,, := (E}, 4,,, )11 é coupling 6timo para todoi =0, ..., N—1. Concluimos
que

N-1 N-1 N-1
Z Cti’tH—l (Ntw ,uti+1) = Z Ectmi-’_l (etia eti+1) = E Z Cti’tHl (etm 6ti+1 )]
i=0 i=0 i=

= Ec*(eg, e1) = C**(p, v).
Isto vale para qualquer particao P, logo, tomando o supremo em ambos os lados, obtemos:

A™(p) = C (ps, pir)-
O

Com os resultados anteriores, podemos mostrar que (A)%! é, de fato, lagrangi-

ana.
Teorema 6.0.2. Considere:

e (X,d) um espago polonés;

e (A)*! uma agao lagrangiana coerciva em X;

e Funcoes custos associada ¢! continuas para todos 0 < s <t < 1;

e C*'(u,v) funcionais de transporte étimo para p, v € P(X) de fungoes custos ¢

Entao, (A)%! é uma agao lagrangiana.
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Demonstracao.
e Passo 1: A% é semicontinua inferior Vs, t € [0,1] com s < t.

Dado p € C([s,t]; P(X)), seja P = {ty = s,...,txy = t} particdo de [s,t].
Defina A; : C([s,t]; P(X)) = RU {400} por A;(p) := C*'+1 (py,, pu4,,,). Como ¢*“? sao
continuas para todos u,v € [0,1] com u > v, segue do teorema que A; serd semi-
continua inferior na topologia pontual de curvas em C/([s, t]; P(X)) (logo, serd semicontinua

inferior na topologia uniforme) para todo i = 0,..., N — 1. Desta forma,
S, P) =) Aip),

isto é, ¥(p, P) é soma finita de fun¢oes semicontinuas inferiores, logo é semicontinua
inferior. Como A**(u) = supp X(u, P), entao A®' é supremo de uma familia de funcionais

semicontinuas inferiores, portanto é semicontinua inferior (veja o lema 2.41 em [1]).

e Passo 2: Dado uma curva p € C(]s, t]; P(X)), entao

A (p) = A (p| )+ A (1], ),

para todo s < v < t.

De fato, seja P = {tp = s,...,t; =v,...,ty = s} particao de [s,t]. Veja que
podemos definir partigdes L = {tg = s,...,t; =v} de[s,v] e Q ={t; =v,...,tx = s} de

[v,t]. Portanto, obtemos que

A (p) = B(p, P) = S(p, . L) + B(ml, . Q).

Tomando os supremos individuais das parti¢oes de [s,v] e [v,t], obtemos a desigualdade

A (p) = A (p] )+ A (], )
Para a outra desigualdade, utilizaremos a desigualdade triangular nos funcionais
de transporte 6timo. Considere P = {t, = s,...,tx = t} particdo de [s,t]. Seja v € (s,t)

e considere j tal que v € [t;,t;41]. Assim,

Clitits (thy ,Utjﬂ) < Ctjm(/ltw fho) + G (Ko, Bt )-

Logo:
S(p, P) < B(pl 0 L) +2(p] 0 Q) < A (], ) + A (], ),
onde introduzimos as particoes L = {tg = s,...,t; =v}de[s,v]eQ = {t; =v,....ty = s}

de [v,t]. Tomando o supremo nas partigdes P de [s,t|, obtemos a outra desigualdade:

A () < A (pl )+ A (], )
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e Passo 3: Vu,v € P(X) temos:
O, v) = inf{A™ (p) |, = p, p1e = v}
De fato, temos

AM () = C*(p,v)

pela definigao de A®'. Assim, C*'(u,v) < inf{A% ()| pus = p, s = v}. Nas hipGteses
do teorema, lembre-se que dados u, v € P(X), existe uma curva g com pg = p, fiy = v
e C*'(pu,v) = A% (), isto é, existe uma curva onde o infimo é atingido. Concluimos a

afirmacao do passo.
e Passo 4: A% (u) > X(u, P).
Trivial pela definicao de A%?. O

Veja que do passo 3 da demonstragao acima, temos que a P(X) é geodésico
em relagao a agao (A)%!. Até entao, mostramos que as interpolacgoes de deslocamento

0,1

s@o os minimizantes de (A)”!. O préximo teorema nos mostra que elas sdo as unicas

minimizantes.
Teorema 6.0.3. Considere:
e (X,d) um espago polonés;
e (A)%! uma acao lagrangiana coerciva em X;
e Funcoes custos associada ¢*!' continuas para todos 0 < s < t < 1;
e C%'(u,v) funcionais de transporte Gtimo para u,v € P(X) de fungoes custos ¢

Sejam p,v € P(X) tais que C%'(u,v) < +oo. Seja pu € C([0, 1]; P(X)) tal que

[o = [ e [1p = v. Sao equivalentes:
(1) p é interpolagao de deslocamento entre u e v.

(2) Para toda tripla t; <ty < t3 em [0, 1], temos que:

Ctl’tg (:utu ,ut3) = Ct17t2 (:utp ,utz) + Ct27t3 (lutzﬂ :ut:%)‘

(3) p é curva minimizante da acao (A)%!.

Demonstragao. A equivaléncia (2) <= (3) nada mais é que o item 3) da proposigao [6.0.1]

Notando que provamos que P(X) é geodésico com relagao a (A)%!

no teorema anterior, a
equivaléncia ja esta provada.
Para (1) = (3), basta utilizar o0 mesmo argumento na prova da proposi¢ao

da existéncia de interpolacao de deslocamento.
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Para a implicacdo (2) == (1), a curva é construida através dos diddicos em
[0,1] e o lema da colagem. A demonstragao precisa é demasiadamente longa e foge do

objetivo deste capitulo. Para uma demonstragao completa veja o teorema 7.21 em [32]. O
Por fim, (A)%! é coerciva:
Teorema 6.0.4. Com as hipdteses anteriores, (A)%! é uma acao lagrangiana coerciva.

Demonstrac¢ao. A primeira propriedade de coercividade é satisfeita devido a coercividade
de (A)%!, pois obtemos que as fungoes custos ¢*! sao uniformemente limitadas por baixo
por uma constante K > +o00, na qual implica que C** > K.

Sejam K, K; € P(X) compactos nao vazios tais que C**( Ky, K;) < +00. Pelo

teorema anterior, mostramos que existe uma bijecao entre os seguintes conjuntos:

Iy Lk = {p € C([s,t]; P(X)) | s € Ky, ptr € Ky, A(p) = C (s, p12) 1

OptGeo, (K, K;) := {Il € P(C([s,t]; X)) | (es).Il € K, (e5).11 € K,
Tt := (Es4).11 é coupling 6timo}.

A aplicacao ¢ dado por e, : OptGeo, (K, K;) — Fi;ts_)Kt, definida como
e.(I1)(u) := (ey)«Il. A demonstracao consiste em mostrar que e, é continua e que
OptGeo, ; (K, K;) é compacto. Novamente, veja o teorema 7.21 em [32] para uma demons-
tracao detalhada. O

Concluimos a sequéncia de resultados mostrando que (F,(X), W,, Ly, ) é um
espaco de comprimento geodésico através de uma aplicagao da coercividade do funcional

(A)%!1. Este teorema se encontra em [32] como coroldrio 7.23.

Teorema 6.0.5. Seja (X, d, L) um espaco polonés de comprimento localmente compacto
com funcional comprimento L = L4. Considere os espacos (F,(X), W,) de Wasserstein
para p > 1. Entao, (P,(X), W,, Lw,) é um espaco de comprimento geodésico. Além disso,
se p,v € P,(X) e p € C([0,1]; P,(X)) for uma curva entre p e v, entdo as seguintes

afirmagoes sao equivalentes para p > 1:
1. p é interpolacao de deslocamento entre p e v.
2. p é uma geodésica de P,(X).

Demonstragao. Utilizamos os teoremas anteriores. Para isto, precisamos definir uma agao
lagrangiana coerciva em X de modo que as geodésicas do funcional induzido (A)%! sejam

justamente as geodésicas do funcional de comprimento Lyy, .
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Lembre-se que para curvas retificdveis, obtemos que Lg(7y) = fst v, (t') dt’, onde
v, ¢ a velocidade da curva definida em quase todo ponto do intervalo [s,?]. Defina o

funcional .
wt) = [y,

se v € C([s, t]; X) for retificavel e 400 caso contrario. Como A é definida via uma integral,
entdo o funcional satisfaz t; < t; <ty <t3 <ty = AMB = Al  Al2fs,
Defina ¢®'(z,y) := inf{A%*(y) |v(s) = x,v(t) = y}. Note que ¢*' é continua.

Precisamos mostrar que (A)%! é uma acio lagrangiana coerciva.
e Passo 1: A% ¢ semicontinua inferior.

Seja v € C([s,t]; X). Se escrevermos f,(u) := L(v,s,u), entdo temos f, €
LP([s,t]) para todo p > 1. Assim, podemos definir um funcional I : LP([s,t]) - RU{+o0}

= [ 17w

Logo, A®'(y) = I(f,). Agora, a semicontinuidade desse tipo de funcional é conhecida na

por

literatura. Veja o teorema 1 da segdo 8.2.2 em [9] e o lema 4.3.1 em [14].

e Passo 2: cs’t(%y) = (?_s’)pfl'

Como p > 1, temos que a funcao real f(x) = xP é convexa. Pela desigualdade

AwwzQ%;[%W“Y:G%$T

Dado dois pontos z,y € X, vemos que ¢*(z,y)

geodésica de velocidade constante v, (u) = L(W) para todo u € [s,t], indo de x para y.

As,t(v):/:(L(v))pdt,: ( Ly d(z,y)”

t—s t—s)p-t  (t—s)ppt’

de Jensen, temos

G S)p r. Agora, existe 7y

Assim,

Logo, A% (y) > ¥ (z,y) > (d(x’y r = A%'(y). Dessa forma, obtemos a igualdade.
e Passo 3: A%'(v) = supp X(v, P).

Quando v néao for retificavel, a igualdade serd trivial. Defina A%'(vy) :=
supp X(7, P). Utilizaremos a mesma argumentagao de

Seja v : [s,t] — X uma curva retificdvel e ¢ > 0. Considere uma parti¢ao
P ={ty=a,...,txy = b} de [a,b] tal que d(y(t;),v(ti+1)) < € para todo i. Como X é
um espaco geodésico, entao para cada i =0,..., N — 1, exitem geodésicas de velocidade

constante o; : [ti,t“_l] — X com O'Z<tz> = ’y(tz) e O'(ti+1) = V(tz—&—l)
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Defina h, == @~ 0. Se t € [ti, ti1], entdo d(y(t), he(t)) = d(y(t),0i(t)) e
d(v(t),v(t;)) < € pela continuidade uniforme de . Utilizando a desigualdade triangular

obtemos:

d(7(1), he(t)) < d(y(1),7(t:) + d(v (L), 04(t))
<e+ Loy) =e+d(y(t;),v(tiv1)) < 2¢,

portanto h. converge pontualmente para 7. Como geodésicas de velocidade constante sao

minimizantes do funcional A%, temos:

As’t(hg) = ZAti,tiH(Ui) _ thi,tiJrl (’Y(ti),’)/(ti+1)) _ E(% P) < Az’t(’}/)

)

= A%'(y) < liminf A% (h.) < liminf A%" ()
e—0 e—s0
= A¥(7) < AY'(9).
Por fim, veja que dado qualquer particio P de [s,t], segue que X(v, P) <

At (| = A%'(v). Tomando o supremo sobre todas as particoes, obtemos que
¢ [titit1]
At (y) < A% (). Assim, a igualdade se verifica.

e Passo 4: A%! é coercivo.

A coercividade de A®*! segue da coercividade de L, j& que as curvas minimizantes

de A" sao geodésicas de L, e pelo item 4) da proposigao [6.0.1, o conjunto das curvas
L. , . t .

minimizantes de A%! é fechado. Dessa forma, considere F‘}S _x, 0 conjunto de todas as

geodésicas de L definidas em [s,t] partindo de Ky C X e chegando em K; C X, com

K e K; compactos nao vazios. Considere I’ := U, cx.xx, B(2,d(z,y)). Veja que F
¢é limitado, e como X é Heine-Borel pelo teorema [5.1.6] entao F' é compacto. Além
disso, se © € K, e y € K;, temos que a geodésica v : [s,t] — X de x para y estd
contida em F', caso contrario existiria um u € [s,t] tal que d(x,vy(u)) > d(z,y), logo
d(z,y) = d(z,v(u)) + d(y(u),y) > d(z,y), absurdo. Dessa forma, as curvas em I'y,
possuem comprimento uniformemente limitado. Pelo teorema de Arzela-Ascoli em espagos
de comprimento compactos (teorema 2.5.14 em [7]), temos que F}ts _k, ¢ compacto na

topologia uniforme.

e Passo 5: P,(X) é um espago geodésico.

Pelo teorema anterior, (A)%! é uma agao lagrangiana coerciva com C*(u,v) =
I(/It/ﬁ(;;:,)f para todo p,v € P,(X). Considere p € C(|[0,1]; P(X)) definida por p(u) :=

(€4)«(II) uma interpolacao de deslocamento em P(X) com po, i1 € P,(X). Entao:
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Wp(us,ut)p—/ d” d(Es ). 11
X

/ do I, dIl

r

:/ (t —s)Pdo g, dIl
r

= (t )pW (MO:MI)

Portanto, o é uma curva em P,(X) e caracteriza uma geodésica para o funcional Ly, , ja

que
Lw, () = sup S, P) = Wy(po, )

]

Um dos motivos da importancia deste resultado é devido a propria defini¢cao de
condigoes de curvaturas em espagos métricos. Em [21], McCann estudou a convexidade de
certos funcionais de energia em rela¢ao as medidas no espago P»(R™). Esta convexidade
é considerada sobre as geodésicas de P»(R™), levando naturalmente & necessidade da
caracterizagao de suas geodésicas.

Para o préximo capitulo, iremos focar no desenvolvimento da ultima ferramente
necessaria para mostrarmos que os grupos de isometria de certos espagos geodésicos sejam

grupos de Lie.
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Capitulo 7

Distancia entre Espacos Métricos

Constantemente em andlise, estudamos propriedades de objetos através de
aproximacoes. Muitas vezes em que se é esperado que um certo espaco ou func¢ao possui
uma propriedade especifica, buscamos construir sequéncias que aproximem o objeto original
e que possuem a propriedade desejada. Frequentemente, é mais facil trabalhar com as
aproximacoes do objeto do que com o objeto em si. Dessa forma, a nocao de espagos
métricos é fundamental em analise, pois podemos dar rigor ao quanto um objeto esta
préximo do outro através da métrica definida. Um bom exemplo onde isto acontece e é
amplamente usado sao os espacos de fungoes.

Da mesma forma que podemos estudar aproximacoes de fungoes através de
outras funcoes, a distancia de Gromov-Hausdorff é uma tentativa de estudar aproximagoes
de espacos métricos por outros espagos métricos. Gostariamos de definir uma distancia
entre espacos e estudar a “topologia’gerada por essa distancia. Porém, nao podemos
definir estes conceitos da forma usual, pois nao existe um conjunto de todos os espacos
métricos (todo conjunto pode ser dotado da métrica discreta). Veremos que mesmo
com este problema conseguimos definir uma nocao satisfatoria de distancia entre espagos
métricos limitados. Para o caso ilimitado, precisaremos adaptar as defini¢oes e nos limitar
ao estudo de espacos métricos pontuados, isto é, uma dupla (X, p), com p € X. Nos

basearemos no capitulo 7 em [7].

7.1 Distancia de Gromov-Hausdorff

Podemos formular a distancia de Gromov-Hausdorfl de duas formas: a forma

extrinseca e a forma intrinseca. Comecaremos com a forma extrinseca.

Definicao 7.1.1. Sejam X e Z dois espagos métricos e f: X — Z uma fungao. Dizemos
que f é mergulho isométrico de X em Z se f for injetora e preserva distancias, ou seja,
se f for uma isometria entre X e f(X). Neste caso, dizemos que X é isometricamente

mergulhado em Z.
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Se Z for um espago métrico, entao todo subconjunto de Z serd isometricamente
mergulhado em Z, quando dotado da métrica induzida. Veja que para dois espagos
métricos X e Y isometricamente mergulhados em Z, podemos tratar ambos os espacos
como subconjuntos de Z, tornando Z em um espaco ambiente. Assim, reduzimos o
problema de definir a distancia entre dois espacos X e Y para o de definir uma nocao de

distancia entre subconjuntos do espaco maior Z. Com isto, introduzimos a distancia de
Hausdorff.

Definigao 7.1.2. Seja (X, d) um espago métrico. Defina a distancia de Hausdorff dy :
2% x 2% — R, U {+o0} por:

du(A,B) :=inf{r >0|ACU(A,r)e BCU(B,r)},
na qual dg(A, B) := 400 caso o conjunto seja vazio.

Uma forma equivalente de escrever a distancia de Hausdorff é dado por:

Lema 7.1.1.
dy (A, B) = max{supd(a, B), supd(b, A)}.
beB

a€A

Demonstragao. Tome R = max{sup,c4 d(a, B), supycgd(b, A)}. Portanto, d(a, B) <
SUpgeq d(a, B) < R e d(b, A) < supycpd(b, A) < R. Vemos que para todo € > 0, obtemos
ACU(B,R+¢)e BCU(A R+¢),isto é, R é um ponto de acumulagao do conjunto
{r>0ACU(A,r)e BCU(B,r)}.
Seja Ry > 0 um limitante inferior do conjunto {r > 0|4 C U(A,r) e B C
U(B,r)}. Se Ry > R, entao existe um ¢ > 0 tal que R+ < Rye R+ece€{r>0|AC
U(A,r) e BC U(B,r)}, absurdo ja que Ry ¢é limitante inferior. Portanto, Ry < R para
todo limitante inferior, logo R = dy (A, B).
[

Lembre-se que uma semi-métrica em X é uma funcao d : X x X — R que
satisfaz todas as caracteristicas de métrica, exceto que d(p, ¢) = 0 nao implica que p = q. A

distancia de Hausdorff é uma semi-métrica no conjuntos das partes de um espago métrico

X.
Teorema 7.1.1. Seja X um espaco métrico. Entao:
1. dy é uma semi-métrica em X;
2. dy(A,A) =0 VACX;
3. Se A, B C X forem fechados, entao dg(A,B) =0 <— A= B.

Demonstragao. Veja a proposicao 7.3.3 em [7]. ]



7.1. Distancia de Gromov-Hausdor{f 73

Uma boa propriedade da distancia de Hausdorff é que o conjunto dos subcon-
juntos fechados em X, dotado dessa distancia, ¢ um espago métrico. Veremos que algo
semelhante ocorre com espagos métricos compactos e a distancia de Gromov-Hausdorff.

Utilizando mergulhos isométricos, podemos definir a distancia de Gromov-

Hausdorff a partir da distancia de Hausdorff.

Definicao 7.1.3. Sejam X e Y espagos métricos. A distancia de Gromov-Hausdorff entre
X eY é aquantia dey(X,Y) € RU{+o0} tal que dgr(A, B) < r para todo r > 0 se, e
somente se, existir um espaco métrico Z e mergulhos isométricos f : X - Zeg:Y = Z
tais que dp(f(X),g(Y)) <r.

Veja que nao definimos dgy como um funcgao, pois a classe de espagos métricos
nao forma um conjunto. A forma definida é a mais abrangente possivel, mas nao a mais
pratica. Veja que dgy se comporta como um infimo nos espacos métricos Z onde podemos
mergulhar os espacos originais. De fato, podemos reduzir esta definicao a um infimo de
um conjunto a partir do seguinte processo.

Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Considere X LI'Y uniao disjunta

entre X e Y. Defina o conjunto:

D(dx,dy):={d: XUY = R|d|, . =dx,

d‘YXY = dy e d é uma semi-métrica}.

Para todo d € D(dx,dy), podemos definir a seguinte relagao de equivaléncia:
Ve,ye XUY, z~y < d(z,y)=0.

Denotando o espaco quociente por Z := XU Y/d, podemos definir uma métrica dem Z
por d([z], [y]) := d(x,y) para todos [z], [y] € Z. E possivel mostrar que d é bem definida.
Denotando por 7z : X UY — Z a aplicacao canonica do quociente, txy : X — X UY
ety : Y = X LY as fungoes de inclusao, vemos que as aplicacoes fxy := mz otx e

fy 1= mz o1y sdo mergulhos isométricos por construcao. Agora, defina o conjunto
EX,Y) = {(XHY d)|d e D(dy,dy)}.

Por fim, podemos definir

deu(X,Y) = Zeg??)f(Y) d(mz 0 Lx(X), 7z 01y (Y)).

Proposigao 7.1.1. As duas defini¢oes da distancia de Gromov-Hausdorff sdo equivalentes.
Demonstragao. Escreva D :=infzeexyydu(mz 0 tx(X),mz 01y (Y)). Sejar > 0 tal que

existe um espago métrico Z e mergulhos isométricos f : X - Zeg:Y — Z com
du(f(X),g(Y)) < r. Defina uma semi-métrica d em X LY por:
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d(f(x), f(y), sex,y€X
) d(f(2),9(y), sexeXeyeY
d(z,y) :=
d(g(x), f(y)), sexeYeyeX
|d(9(2),9(y)), sex,yeY

Assim, sup,cx d(x,Y) < 7 e sup,cy d(y, X) < r pela construcao de d. Isto
implica que D < 7.
Se r for tal que D < r, entao, pela construcao de D acima e pela propriedade
do infimo é imediato de que existe um espaco métrico Z e mergulhos isométricos de X e
Y em Z na qual a distancia de Hausdorff é menor que 7.
O

Com esta definicao, podemos mostrar que dgpy satisfaz a desigualdade triangu-

lar.

Proposicao 7.1.2. Sejam (X, dy,), (X2,dx,) e (X3,dx,) espacos métricos. Entao:
dan (X1, X3) < dan (X1, Xo) + dan(Xa, X3).

Demonstragao. Veja a proposi¢ao 7.3.16 em [7]. O]

A forma extrinseca envolve a construcao de um outro espaco métrico Z para
podermos analisar a distancia entre dois espagos métricos. A forma intrinseca elimina essa
necessidade, comparando os espacos métricos diretamente através de correspondéncias,

definidas a seguir.

Definicao 7.1.4. Sejam X e Y dois conjuntos.

e Dizemos que R C X XY nao vazio é uma correspondéncia entre X e Y se Proj; () =

X e Proj,(R) =Y.

e Se X eY forem espacos métricos, entao definimos a distorcao de uma correspondéncia
R entre X e Y por:

disR = Sup{|dY(y7y,) - dx(l', ZL‘/)| | (I7y)7 (l’/, y/> € 9{}

Veja que se f : X — Y for sobrejetora, entao o grafico de f define uma
correspondéncia entre X e Y. Neste caso, a distorcao do gréafico de f mede o quao longe f
estd de ser uma isometria entre os espacos X e Y. Se considerarmos todas as aplicacoes
sobrejetoras entre X e Y, é intuitivo esperar que se X e Y nao forem isométricos, entao
deve existir uma cota inferior para as distorcoes dessas aplicagoes. Esta cota inferior define
o quao “distante” os espacos estao de serem isométricos. O préximo teorema mostra que

esta cota define a distancia de Gromov-Hausdorff.



7.1. Distancia de Gromov-Hausdor{f 75

Teorema 7.1.2. Sejam X e Y dois espacos métricos. Entao,
|
der(X,Y) = - inf disfR,
2 %
na qual o infimo é tomado entre todas as correspondéncias R entre X e Y.

Demonstragao. Precisamos mostrar que 2dgy (X,Y) é um limitante inferior do conjunto
{dis?R | R é correspondéncia entre X e Y'}. Seja R uma correspondéncia e escreva 2r :=

disR. Defina uma semi-métrica d em X 'Y por:

(

inf{dx(z,2") +dy(y,y) +r|(2',y) € R}, sexeXeyecVY
inf{dx(y,y) +dy(z,2') +r|(y,2") € R}, sexeYeyeX
dX(xay)v se xayeX

\dY(x7y)a se $,y€Y

Por construcao, basta verificar que d satisfaz a desigualdade triangular. Para
pontos somente em X ou somente em Y, segue direto das métricas dy e dy. Entao,

considere z,z € X ey € Y. Seja (2/,y) € R. Temos que,

d(may) S dX(Qf,.fE/) + dY(yay/) +r
< dX(x,Z) + dx(2,$/> + d(y7y/> +r= d(iL‘,Z) + dX(Zaxl) + d<yayl) +r

Tomando o infimo em (2’,y’) € R obtemos a desigualdade triangular. O ultimo caso é
analogo.

Por definicao, se (x,y) € R, temos d(z,y) = r. Para este z, isto implica que
d(z,Y) = infyey d(z,y) < r. O mesmo ocorre para d(y,Y). Passando para o espago

XU Y/d, obtemos que dgy(X,Y) < r por construgao.

métrico quociente

Por fim, vamos mostrar que se r > 0 for tal que r > dgg(X,Y), entao 2r
nao sera limitante inferior do conjunto {disR |R é correspondéncia}. Pela defini¢ao da
distancia dgpy, existe um espaco métrico Z tal que X e Y podem ser isometricamente
mergulhados e, identificando X e Y com seus mergulhos, temos dy(X,Y) <r — ¢, para

algum ¢ > 0 pequeno. Defina R := {(z,y) € X x Y |dz(z,y) <r —e}.
e ‘R é uma correspondéncia entre X e Y.

De fato, dado x € X temos que dz(z,Y) < sup,ydz(2',Y) < r — ¢ pela distancia de
Hausdorff. Assim, pela propriedade do infimo, existe um y € Y tal que dz(z,y) <r — ¢,
isto é, existe um y € Y tal que (x,y) € RR. Analogamente, também teremos que dado
y € Y existe um x € X tal que (z,y) € R.

o disR < 2r.
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De fato, sejam (z,y), (z’,y) € R. Entao,

|dx (z,2") — dy (y,y')| = |dz(z, ") — dz(y,y')]
dZ(ya y/) + dz(l', ZL’/) - dZ(mla y)‘
dz(x,y) < 2r — 2e.

VAN VAN
o —
oW
XN
< <
~— ~—
+ |

Tomando o supremo, vemos que disfR < r < 2r. Portanto, 2r nao é limitante inferior.

Mostramos que dgy(X,Y) é um infimo. O
Deste resultado, segue naturalmente a formalizacao da discussao acima.

Definigao 7.1.5. Sejam ¢ > 0, X e Y espacos métricos. Uma funcao f: X — Y ¢é
chamada de e-isometria se dis f < € e f(X) for uma e-rede de Y, onde dis f é a distorgao
do gréfico de f em X x f(Y).

Observe que nao estamos impondo que uma e-isometria seja continua.
Corolario 7.1.1. Sejam X e Y espacos métricos. Sao validas:
1) Se dgu(X,Y) < ¢, entdo existird uma 2e-isometria f: X — Y.
2) Se existir uma e-isometria f : X — Y, entao dgy(X,Y) < 2e.
Demonstracao.

1) Seja R uma correspondéncia entre X e Y tal que disR < 2¢. Escolha f: X —» Y
tal que (z, f(z)) € R. Claramente, dis f < disR < 2. Assim, resta mostrar que
f(X) é uma 2e-rede de Y. Para isso, sejay € Y e x € X tal que (z,y) € R. Entao,

dy (y, f(x)) = |dy(y, f(z)) — dx(z,z)| < disR < 2e.

Defina R := {(z,y) € X x Y |dy(y, f(x)) < e}. Vemos que R é uma corres-
pondéncia entre X e Y, jd que f(X) é uma e-rede de Y. Logo, se (z,v), (¢/,y) € R,

entao

ldy (y,y) — dx (,2)| = |dy (y,) — dx (2, 2") + dy (f(z), f(2)) — dy (f(2), f () +
+dy (f(2),y) — dy (f(2),9))]
< ldy(y.y") — dy (f(2),y)] + |dy (f(z), f(2)) — dx (2, 2")[+
+ldy (f(2),y) — dy (f(x), f(2"))]
<e+dy(y, f(z)) +dy(y, f(z))
< 3e.

Portanto, disR < 3¢, que implica que dgy(X,Y) < 3/2e < 2e. ]
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Com a definicao intrinseca, é possivel demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 7.1.3. Sejam X e Y espacos métricos compactos. Entao, dgy(X,Y) =0 se, e

somente se, X e Y forem isométricos.
Demonstragao. Veja o teorema 7.3.30 em [7]. O

A compacidade aqui é utilizada para garantir que X e Y sejam limitados e
fechados, pois pela forma extrinseca, mergulhando X e Y em um espaco ambiente 7,
se diam X = 400 ou diamY = +o00, podemos obter que a distancia de Hausdorff entre
os conjuntos seja infinita. Além disso, vimos que dg(X,Y) = 0 implicard que X =Y,
somente quando X e Y forem fechados.

Dessa forma, a distancia de Gromov-Hausdorff se comporta como uma métrica
na classe de espacos métricos compactos, a menos de isometrias. A classe de todos
0s espacos métricos compactos ainda nao forma um conjunto, porém existem espacos
métricos chamados espacos universais de Urysohn, na qual sempre é possivel mergulhar
isometricamente qualquer espago compacto. Um exemplo de tal espaco é C([0, 1];R), o
espaco de todas as fungdes continuas de [0, 1] para R com a métrica do supremo (para
uma demonstracao veja o corolario 5.18 em [10]). Portanto, se Z for um espago universal
de Urysohn, e considerando o conjunto de todas as classes de subconjuntos compactos
isométricos de Z, entao a distancia de Gromov-Hausdorff, definida de forma apropriada, é
de fato uma métrica neste conjunto. Assim, passando a uma classe de isometria, podemos
estudar limites de sequéncias de espagos métricos compactos da forma usual em anélise.

Os resultados de aproximacao entre espagos do préximo capitulo serao feitas
através de espagos possivelmente ilimitados, dessa forma nosso proximo passo é estender a

defini¢ao da distancia de Gromov-Hausdorff para acomodar esses espagos.

7.2 Distancia de Gromov-Hausdorff Pontuada

Vimos que para espagos ilimitados a distancia de Gromov-Hausdorff pode ser
infinita. Assim, a distancia de Gromov-Hausdorff nao é muito 1til para espacos mais gerais.
Como generalizar esta definicao? Uma ideia é comparar os conjuntos limitados de cada
espago ao invés dos espacos como um todo, similar ao que ocorre quando generalizamos da
convergéncia uniforme de funcoes cujo dominio é compacto, para a convergéncia uniforme
de fungoes em subconjuntos compactos. A questao, entao, se torna: quais pares de
conjuntos devem ser comparados e como a comparacao deve ser feita para que haja uma
boa nocao de convergéncia? Podemos utilizar a estrutura de espago métrico para isto.
Lembre-se que um espaco métrico X pode ser escrito como a uniao de bolas abertas
concéntricas num ponto p, isto é, X = U,~oB(p, ). Dado dois espagos métricos X e Y, e

pontos p € X e g € Y, podemos comparar as bolas B(p,r) C X e B(q,r) C Y, coletar a



7.2. Distancia de Gromov-Hausdorfl Pontuada 78

distancia para todo r > 0 no sentido de Hausdorff, e se essa colecao for limitada, entao
podemos usar a cota superior dessa colecao para definir uma nocao de distancia entre os

espacos X e Y. Isto da origem as seguintes definigoes:

Definigao 7.2.1. Um espago métrico pontuado é uma tripla (X, d,p), com (X, d) um
espago métrico e p € X. Uma isometria pontuada f : (X,p) — (Y, ¢) é uma isometria

entre os espagos métricos X e Y tal que f(p) = q.

Para facilitar a distingao entre as bolas de um espago e outro, iremos indicar o

espago com a notagao B(p,r, X).

Definicao 7.2.2. Sejam (X, dx,p) e (Y, dy, q) espagos métricos pontuados. A distancia
de Gromov-Hausdorff pontuada dycu((X,p), (Y, q)) entre X e Y é a quantia tal que para
todo r > 0, entao dyeu((X,p), (Y,q)) < r se, e somente se, existe um espago métrico

(Z,dz) e mergulhos isométricos f: X — Z e g:Y — Z tais que
du(f(B(p, R, X)), 9(B(q, R,Y))) +dz(p,q) <r, VR>O0.

A distancia dz(p,q) é necessaria para a formulagao intrinseca da distancia
dycm. A partir de agora, muitas dos resultados passados sao facilmente adaptados para a

distancia pontuada.

Proposigao 7.2.1. A distancia de Gromov-Hausdorff pontuada entre (X, dx, p) e (Y, dy, q)

pode ser escrita por:

dpGH((Xap)7(Y7 Q)) = inf sup dH(ﬂ-ZOLX(B(pa RaX)>’7TZOLY(B(Q7 Ra Y)))
Ze&E(X,Y) R>0

+ dz<7TZ @) Lx<p), Tz O Ly<q))
Demonstracao. A demonstracao é semelhante ao da proposicao O]

A forma intrinseca é formulada a partir de correspondéncias entre as bolas.
Seja R(R) o conjunto de todas as correspondéncias entre B(p, R, X) e B(q, R, X ) contendo

(p,q). Considere T' € [ ., R(R). Entao, temos a formulacao intrinseca:
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Teorema 7.2.1. Sejam (X, dx,p) e (Y,dy, q) dois espacos métricos pontuados. Entao,

en(X.p (Vo) = i (s disT(R) )

1
2 T€[lpsoR(R) \ R>0

Demonstragao. A demonstracao é similar a da distancia de Gromov-Hausdorff (teorema
[7.1.2). Comegamos mostrando que 2d,cx((X,p), (Y,¢)) ¢ um limitante inferior do con-
junto {supp.odisT(R)|T € [[pooPR(R)}. Para isto, escreva 2r := supp.qdisT(R).
Inicialmente, note que UgrsoT(R) é uma correspondéncia entre X e Y. De fato, para
r € X, temos R > 0 tal que = € B(p, R, X), logo existe y € Y tal que (z,y) € T(R),
assim (z,y) € Ug=oT(R). O mesmo ocorre para y € Y. Portanto, podemos definir uma

semi-métrica d em X LY por:

,
inf{dy (z,2') + dy (4,9/) + /2| (2',y/) € UpsoT(R)}, sez€ X ey eV
( -

d(z.y) inf{dx(y,y') + dy(z,2") +1r/2| (y,2') € Ur=oT(R)}, sex €Y eye X
T, Y) =
dx(v,y), sex,y e X
\dYCL‘?y)a Se x,yEY

Note que (p,q) € Ug=oT(R), logo d(p,q) = r/2. Analogamente a demonstragdo do
teorema obteremos que d ¢, de fato, uma semi-métrica satisfazendo a desigualdade
du(B(p, R, X),B(q,R,Y)) < r/2. Portanto, obtemos que d,cu((X,p), (Y,q)) <r.
Agora, suponha que r > 0 seja tal que r > dpau((X,p), (Y,q)). Por definicao,
existird um Z espago ambiente de X e Y tal que dy(B(p, R, X), B(¢, R,Y)) + dz(p,q) <
r—e para todo R > 0 e para algum € > 0 pequeno. Defina T'(R) := {(x,y) € B(p, R, X) X
B(q,R,Y)|dz(z,y) < r—e}. Vemos que (p,q) € T(R) para todo R > 0. Além disso, o fato
de que dy(B(p, R, X), B(q, R,Y)) <r — ¢ implica que T(R) é correspondéncia para todo
R > 0. Por uma conta similar ao teorema obteremos que supp.,disT'(R) < 2r. [

Em relagao a e-isometrias, temos o seguinte corolario:
Corolario 7.2.1. Sejam (X, dx,p) e (Y,dy, q) espagos métricos pontuados. Sao vélidas:

1. Se dyeu((X,p),(Y,q)) < e, entdo para todo R > 0 existem 2e-isometrias fp :
B(p, R, X) = B(q, R.Y), com fr(p) = q.

2. Se para todo R > 0 existirem e-isometrias fg : B(p, R, X) — B(q, R,Y’) tais que
fr(p) = q, entao dyau((X,p), (Y, q)) < 2.

Demonstracdao. A demonstragao é totalmente analoga ao caso de Gromov-Hausdorff. [J

Por fim, a hipdtese correta para obtermos um resultado andlogo do teorema

7.1.3| é a propriedade Heine-Borel.
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Teorema 7.2.2. Sejam (X, d,, p,) uma sequéncia de espacos métricos pontuados Heine-
Borel. Entao, se (X, dx,p) e (Y,dy, q) sao espagos métricos Heine-Borel e, se s@o limites
pela distancia dygy de (X, dy, pn), entao (X, p) e (Y, q) serdo isométricos como espagos

pontuados.

Varios autores utilizam a seguinte defini¢ao para tratar convergéncia de Gromov-

Hausdorff pontuada.
Definicao 7.2.3.

e Sejam (X,dx,p) e (Y,dy,q) espacos métricos pontuados. Uma e-aproximagao
de Gromov-Hausdorff pontuada é uma e-isometria pontuada f. : B(p,1/¢,X) —
B(q,1/e,Y).

e Dizemos que (X, dx,p) é um limite de Gromov-Hausdorff pontuada de uma sequéncia
(Xn,dn, pn), se para todo € > 0 existir um N € N tal que n > N implica que existem

fI e-aproximagoes de Gromov-Hausdorff pontuadas.

Assumindo a hipdtese de que (X,,,d,,p,) e o limite (X, dx,p) s@o espagos
de comprimento com a propriedade Heine-Borel, entao esta nocao de convergéncia é
equivalente a definicao dada neste capitulo. Para uma demonstracao deste fato veja o
corolario 2.10 de [13].

Terminamos o capitulo com a definicao da convergéncia equivariante, que serd

necessaria para a demonstracao do teorema principal.

7.3 Convergéncia de Gromov-Hausdorff Pontuada

Equivariante

Lembre-se que se GG for um grupo que age pela esquerda em dois conjuntos X
e Y, entao uma funcao f : X — Y ¢ dita equivariante se a acao comuta com a funcao, isto
é, se f(gx) = gf(x) para todos z € X e g € G. Similarmente a defini¢ao de e-isometria,
uma funcdo f : X — Y entre espagos métricos é dita e-equivariante se d(gf(x), f(gx)) < e

para todo z € X.

Definicao 7.3.1. Seja X um espago métrico e G um grupo topologico agindo pela

esquerda em X. Se A < G for um subgrupo fechado e R > 0, entao definimos A(R) :=
{g € Ald(gp.p) < R}.

Definiremos agora a convergencia de Gromov-Hausdorff pontuada equivariante

que sera utilizada no préximo capitulo.
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Definicao 7.3.2. Sejam (X,dx,I',p) e (Y, dy, A, q) dois espagos métricos de comprimento
Heine-Borel pontuados, com I" < Iso(X) e A < Iso(Y) subgrupos fechados. Uma apro-

ximagao de Gromov-Hausdorff e-equivariante entre os espacos é uma tripla de fungoes
(fro.), f:B(p1/e,X) =Y, ¢:T(1/e) = A(1/e) e ¢ - A(1/e) = I'(1/e), tais que:

1. f é uma e-isometria;

2. SevyeI'(l/e), z € B(p,1/e,X) e v(x) € B(p,1/¢,X), entao:
d(f o y(x), e(V)(f(x))) <&
3. SepeA(l/e), x € B(p,1/e,X) e ¥(u)(z) € B(p,1/e, X), entao:

d(f((p)(2)), u(f(x))) < e.

Assim, dizemos que uma sequéncia de espagos (X, dp, 'y, p,) converge para
um espaco (Y, dy,I', q) no sentido de Gromov-Hausdorff pontuada equivariante, denotado
por (X, dn, Ty, pn) % (Y,dy,T',q), se dado ¢ > 0, existir um N € N tal que se
n > N, entao existe (fy, ¢n, ¥n) aproximagao de Gromov-Hausdorff e-equivariante entre

(Xna dna Fnapn) € (Y> dYa F7 Q)

O proéximo resultado mostra que sempre é possivel restringir uma convergéncias

em pGH para uma convergéncia em epGH, passando a uma subsequéncia se necessario.

Proposigao 7.3.1 (Fukaya-Yamaguchi). Seja (X;,d;, I';, p;) sequéncia de espagos métricos
de comprimento Heine-Borel pontuados, com I'; < Iso(X;) fechado e (Y, dy, ¢) um espago
de comprimento Heine-Borel pontuado. Se (X;, d;, p;) ﬂ) (Y, dy, q), entao existe um

1——+00
grupo I' C Iso(Y') e uma subsequéncia i tal que

epGH
(Xika diku Flk7p2k) kp—> (Y7 dY7 F? Q)
—+00

Demonstragao. Veja proposigao 3.6 em [11]. ]
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Capitulo 8

Grupos de Isometria de Espacos
Meétricos de Medida

Neste capitulo enunciaremos e demonstraremos o resultado principal citado na

introducao desta dissertagao.

8.1 O Teorema Principal

Vimos que o grupo de isometrias de um espaco métrico nem sempre sera um
grupo topoldgico. Para isso, pedimos que o espaco seja conexo e localmente compacto
(teorema [2.5.1)). Isto ainda nao é suficiente para mostrar que o grupo seja um grupo de

Lie, conforme ilustra o proximo exemplo.

Exemplo 8.1.1. Seja S(0,7) C R? o circulo de centro 0 € R? e raio 7 > 0. Identifique
os pontos (0,1/n) de todos os circulos S(0,1/n). Denote o ponto de identificagao por p.
O espaco resultante H é chamado de anéis havaianos. Dote H da métrica obtida pelo
funcional de comprimento em H e note que d restrita a qualquer circulo é a métrica
intrinseca daquele circulo. Com esta métrica, H é um espago geodésico Heine-Borel.
Agora, toda isometria de H precisa fixar o ponto de identificacao p, pois qualquer
funcao que nao fixe p precisa deslocar o ponto para dentro de algum dos circulos, e este
deslocamento sempre serd maior que a circunferéncia de algum dos circulos, tornando
impossivel a preservacao de distancias. Logo, apenas duas isometrias sobram para cada
circulo: a identidade e a reflexao pelo eixo . Como cada circulo é independente a menos
do ponto p que estd fixado, obtemos que Iso(H) = :z Zo, na qual Zsy é o grupo de dois
elementos. A topologia compacto-aberta em Iso(H) coincide com a topologia produto,
tornando o grupo de isometrias totalmente desconexo. Dessa forma, a componente da
identidade Isog(H) é a prépria identidade, o que faz com que ISO(H)/ISOO(H) = Iso(H),
que nao é discreto por construgao. Logo, Iso(H) é um grupo topoldgico que nao é um

grupo de Lie.
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Como o grupo de isometrias de uma variedade riemanianna conexa sem bordo é
um grupo de Lie pelo teorema de Myers—Steenrod, entao uma ideia é adaptar as estruturas
fundamentais de variedades para espagos métricos. Uma dessas estruturas ja foi discutida:
a estrutura de comprimento. Uma outra estrutura que constantemente aparece no estudo
da teoria de transporte em variedades riemanniana ¢ a medida volume. Varios resultados
em Teoria de Transporte Otimo utilizando a medida volume podem ser adaptados e

generalizados para espacos métricos. Isto motiva a seguinte defini¢ao.
Defini¢ao 8.1.1. Dizemos que uma tripla (X, d, m) é um espago métrico de medida, se:
e (X, d) for um espago métrico polonés;

e m # 0 for medida na o-dlgebra de Borel de X tal que m seja finita em subconjuntos

limitados e suppm = X.
Iremos abreviar espago métrico de medida por espaco MM.

Esta medida fixada m da origem a um outro grupo de isometria de interesse,

definida a seguir.

Defini¢ao 8.1.2. Seja (X, d, m) um espago MM. Um isomorfismo de espago MM é uma
isometria f : X — X de espagos métricos satisfazendo: f.m = m. Denotamos por Iso,,(X)

todos os isomorfismos de espaco MM de X.

Naturalmente, sob as hipéteses do teorema de van Dantzig - van der Waerden,

180,,(X) é um subgrupo localmente compacto.

Proposicao 8.1.1. Seja (X, d, m) espaco MM conexo e localmente compacto. Entao,
Is0,,(X) é um subgrupo localmente compacto fechado de Iso(X) com respeito a topologia

compacto-aberta.

Demonstra¢ao. Veja lema 4.5 em [26].
[l

Com a distancia de Gromov-Haudorff é possivel adaptar a estrutura de espagos
tangentes para espagos métricos. Ao tratar a distancia de Gromov-Hausdorff, nos serd 1til

denotarmos a bola aberta de um espago métrico X por B(z, R, X).

Definigao 8.1.3. Dizemos que um espago pontuado (Y, dy,q) é um cone tangente em
p € X se (X, \dx,p) % (Y, dy,q).

O limite de (X, Adx,p) pode nao ser unico, assim definimos Tan(X, p) como o
conjunto de todos os limites (Y, dy, q) de (X, Adx,p) quando A — +oo (Tan(X, p) pode ser

vazio). Frequentemente denotaremos por %X , ou por 71X o espago métrico (X, %d X, D)
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Defina os conjuntos:

Rk = {,j(; € X’ Tan(X, -'17) = {(Rk7d7 0)}}7
(Ri)es = {z € X |dyeur(B(z,1,r ' X), B(0,1,R¥)) < &, VO < r < 6}:

keN

Dizemos que (X, dy, m) possui tangentes euclidianas m-q.t.p. se m(X \R) = 0 e se existir
um N € N tal que R = |, Ry.

A condicao de tangentes euclidianas tomado aqui como definigao é, na realidade,
uma propriedade de certos espacos geodésicos que possuem uma noc¢ao apropriada de
curvatura. Os autores Mondino e Naber mostraram este resultado em 2014 no artigo [22],

publicado em 2019. O préximo lema mostra outra forma de escrever Ry.

Lema 8.1.1. Se (X, d, m) for um espago MM de comprimento e Heine-Borel com tangentes

Ri = JRe)es,

e>06>0

euclidianas m-q.t.p., entao:

para todo k € N.

Demonstra¢ao. Tome x € Ry e seja € > 0. Por definigao, existe d(¢) > 0 tal que se
0 <r <d(e), entao:
dpGH((Xv T_lda x)a (Rka dEa 0)) <e.

Pela definicao geral da convergéncia de Gromov-Hausdorff pontuada, para todo R > 0
existe uma e-isometria f%: B(x, R,r~*X) — B(0, R, R") tal que f%(x) = 0. Assim, basta
tomar R = 1.

Agora, seja = € (.o Usso(Ri)es- Logo, © € Usso(Ri)es para todo ¢ > 0.
Dessa forma, existe d(g) > 0 tal que z € (Ry)e50)- Seja 0 < ¢ < 1 e tome € :=
e? < e. Como x € (Ri)zs(), portanto se 0 < R < §(£), entdo existe uma é-isometria

fe: Bz, 1, B(z,1,£X)) = B(0, £, B(0,1,R¥)) com fz(x) = 0. Como 1/ > 1, vemos que

» Y R

[z 6 uma é-isometria entre B(z,1,+X) e B(0,1,RF).

Seja r < d(¢?), dessa forma R := r/e < §(¢). Defina f. : B(z,1,1X) —
B(0,1,R*) por f.(y) := L f:(y). Assim:

1) fa(x) =0;
2) Vz,y € B(x,1,1/rX), temos:
1 0(29) — dp((2) £ )| = Zhdym(z.9) = ds(fe(2). fow))] < 2o =<,

isto é, dis f. < e.
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3) Vy € B(O,%,Rk), temos z = ey € B(0,1,R*). Como f: é é-isometria, entao
existe um u € B(z,1,£X) = B(xz,1,1X) tal que dg(z, f:(u)) < & Portanto,
edg(y, 8f(_:( u)) < &. Concluimos que dg(y, f-(u)) < e, isto é, a e-vizinhanca de
fe(B(z, %, £X)) cobre B(0,1,R).

Estamos prontos para enunciar o teorema principal desta dissertagao.

Teorema Principal. Seja (X, d, m) um espago MM localmente compacto e de compri-
mento tal que X tenha tangentes euclidianas m-q.t.p.. Tome G € {Iso(X), Iso,,(X)}.

Entao G sera grupo de Lie se, e somente se, a seguinte condicao for vélida:

e Existe um = € X e constantes s > 0, 0 < FIX < u(B(z,s)), tais que para todo
g € G\ {Id} temos
m(Fix(g) N B(z,s)) < FIX. (%)

Além disso Iso,,(X) serd grupo de Lie se Iso(X) também for.

Este resultado é o teorema A da tese de Gerardo Sosa em [27], também
encontrada, de forma mais proxima a enunciada aqui, em seu artigo [26] como teorema
1.1. Entretanto, as hipoteses foram trocadas, de um lado, para concordar com o teorema
A de [25] que utiliza hipdteses naturais da drea, e, de outro, pois a hipétese utilizada por
Gerardo é, até o conhecimento do autor desta dissertacao, insuficiente para a demonstracao
do teorema. Gerardo utiliza a hipotese “m = Bz, R] para todo z € X e R > 07,
que ¢ valida em espacos de comprimento conforme foi visto anteriormente, ao invés de
pedir que o espaco seja de comprimento. Ao longo da demonstracao, esta hipétese nao
bate com a utilizacao de resultados como a proposi¢ao de Fukaya-Yamaguchi, além de
concluir que espacos localmente compactos que possuem esta propriedade sao Heine-Borel,
0 que possui um contra-exemplo: basta dotar R da métrica d(z,y) := % Vz,y € R.
Porém, com uma pequena adaptagao da demonstragao encontrada em [26], o resultado
continua valido sob as hipdteses utilizadas aqui. A prova do teorema segue as ideias de
Gerardo em [26] e de Santos em [25].

Uma interpretacao da afirmacao do teorema é que o grupo de isometrias sera
um grupo de Lie se ele desloca bastante os pontos de X. Veja que Iso,,(X) serd grupo de
Lie quando Iso(X) for, pois Iso,,(X) é fechado em Iso(X) (veja o teorema 20.12 em [17]).

A ideia do teorema é utilizar a propriedade de nenhum subgrupo pequeno para

caracterizar quando um grupo topoldgico possui uma estrutura de grupo de Lie.

Definicao 8.1.4. Um grupo topoldgico G possui a propriedade de nenhum subgrupo
pequeno, abreviado por NSS (no small subgroup), se existe um aberto U C G contendo a
identidade, cujo unico subgrupo contido em U ¢é o subgrupo trivial. Dizemos que G possui

a propriedade dos subgrupos pequenos se o contrario for valido.
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O préximo teorema é uma versao simplificada do teorema de Gleason-Yamabe
que caracteriza os grupos de Lie através da propriedade de nenhum subgrupo pequeno. A
demonstracao deste resultado é extremamente nao trivial, necessitando o desenvolvimento

de muitas ferramentas. Uma boa referéncia que visa discutir este tipo de resultado ¢ [31].

Teorema 8.1.1 (Gleason-Yamabe). Seja G um grupo topolégico localmente compacto.
Entao, G serd um grupo de Lie (de dimensao finita) se, e somente se, G possuir a
propriedade NSS.

Dessa forma, a ideia passa a demonstrar a contra-positiva da equivaléncia do
teorema principal, ou seja, dado um grupo que possui subgrupos pequenos, entao é possivel
construir subgrupos que quebram a desigualdade (x) e vice-versa. Comecamos com o

primeiro, para isto precisaremos do proximo lema.
Lema 8.1.2. Seja (X, d) um espago métrico Heine-Borel. Fixe x € X. Entao, os conjuntos

U(z,R,e) :=={g€ G| sup d(y,9(y)) <e}, R,e>0,

y€B(z,R)

formam uma base das vizinhangas da identidade em G.
Demonstracao.
e U(z, R, ¢e) é aberto para todo = € X e para todos R, > 0.

De fato, seja f € G\U(z,R,¢) e (gn)n C G\ U(zx, R,e) sequéncia con-
vergindo para f. Como convergéncia compacto-aberta implica em convergéncia pon-

tual, entao g,(y) —— f(y) para todo y € B(z,R). Agora, G\ U(z,R,e) = {g €

n—400
G| sup,cgamdy. 9(y)) = ¢}, assim, como X ¢é Heine-Borel, temos que B(z,R) é
compacta para todo R > 0, logo existe um y, € B(z,R) tal que d(yn,gn(yn)) =
SUD, Bz /) d(y, gn(y)) > €. Utilizando compacidade novamente, existe uma subsequéncia
de (Yn)n (que também denotaremos por (y,),) convergindo para um y., € B(z, R). Note

que, como g, € isometria, temos:

d(gn(yn)7 f(y)) < (gn(yn)7 gn(yoo)) + d(gn(yoo)a f(Yso))
= d(Yns Yoo) + d(gn(Yoo)s [ (Yoo))-

Ambos os termos a direita tendem a zero, logo ¢, (yy) —+> f(Yso). Desta forma, pela
n—-—+0o0

continuidade da métrica, obtemos que d(f(Yoo), Yoo) = Myt 00 d(gn(Yn), Yn) > €, assim

sup, w4/ (¥),y) = €, ouseja, f € G\ U(z, R,¢), o que implica que U(z, R,¢) ¢

aberto.

e Dado um aberto W = W (Ky,U;) N ---NW (K}, Uy) da base da topologia compacto-
aberta contendo a identidade, entao para qualquer x € X, existem e >0e R > 0
tais que U(z, R,e) C W.
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De fato, como W é vizinhanca da identidade, entao K; C U; para todo 7. Pelo corolario
, obtemos um ¢; > 0 tal que U(K;, &) C U;, para todo i. Defina € := min{ey, ..., e}
O conjunto K = K; U --- U K}, é compacto, logo limitado. Portanto, tome z € X e R > 0
tal que K C B(z, R).
Agora, considere g € U(x, R,¢). Entao, se y € K;, temos y € W, logo
d(y,g(y)) < e, ou seja, g(y) € U(K;,e) C U;. Mostramos que g € W.
O

Portanto, segue uma das afirmacoes contra-positivas do teorema principal.

Proposigao 8.1.2. Seja (X, d, m) um espago MM localmente compacto e de comprimento.
Entao, G possuird a propriedade dos subgrupos pequenos se para todo x € X, s > 0 e
0 < & < 1, existir um subgrupo nao trivial A = A, ;¢ < G tal que para todo g € A temos
que

m(X \ Fixg N B(z,s)) < &m(B(z,s)).

Demonstracao. Seja x € X, N € N e defina:

M S inf m x
N BN el yy B 1/N) 0 Bz, N)).

Note que &y < 1.
o &y > 0.

Seja (yn)n C B(z, N) sequéncia tal que m(B(yn, 1/N)NB(x, N)) converge para
o fnfimo. Pelo teoremalp.1.6] temos que X é Heine-Borel, portanto B(x, N) é pré-compacto,
logo existe uma subsequéncia que converge para Yo, € W7 que também denotaremos
por (Y, )n. Como ys € suppm = X, entdo para todo 7 > 0 temos m(B (Yo, 7)NB(x, N)) >
0. Seja T < 3N, e ng tal que se n > ng, entao d(Yoo, yn) < 7. Assim, B(yoo,7) C B(yn, 1/N)
para todo n > ny. Logo:

_inf | m(B(y. 1/N) 0 B N)) =l m(B(yn. 1/N) 0 B N))

> m(B (Yoo, 7) N B(x,N)) > 0.

Agora, tome 0 < &y < &y e escreva Ay := A, e, < G subgrupo nao-trivial

dado pela hipdtese. Assim, pela construcao de &y, se g € Ay obtemos:
m(X \ Fixg 0 B(z, N)) < &xm(B(z, N)) < m(B(y, 1/N) 1 B(z,N)),  (+)

para todo y € B(z, N).
Sejam g € G e z € X \ Fixg. Assim, d(z,9(z)) > 0. Tome t € R tal que
0 < 2t <d(z,g(z)). Considere B(z,t). Como g é isometria, temos g(B(z,t)) = B(g(2),1).
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Note que B(z,t) N B(g(2),t) = @, portanto B(z,t) Ng(B(z,t)) = @. Logo, d(w, g(w)) > 0
para todo w € B(z,t). Isto implica que B(z,t) C X \ Fixg.

Se g € Ay ey € B(z,N), entdo se d(y,g(y)) > 2/N temos pelo argumento
acima que B(y,1/N) C X \ Fixg. Logo:

m(B(x, N)N X \ Fixg) > m(B(z,N)N B(y, 1/N)),

o que contradiz (x), assim d(y, g(y)) < 2/N. Pela continuidade da métrica, obtemos que

d(y,g(y)) < 2/N para todos y € B(x, N).

Tomando os abertos U(x, N,3/N) definidos no lema anterior, vemos que Ay C
U(x,N,3/N). Como U(z, N,3/N) formam uma base da identidade em G, obtemos que G
possui a propriedade do subgrupo pequeno.

]

Para a outra afirmacao, sera til definir o maior deslocamento possivel de se

obter a partir de um subgrupo de Iso(X).

Definigao 8.1.5. Se X for um espago métrico, A C Iso(X), r > 0 e z € X, defina:

Disp(A, 7, z) := sup{d(gx,x)|g € A e B(x,r/2)}.
Essa funcao sera continua sob as hipéteses do teorema.

Lema 8.1.3. Seja X um espagco MM localmente compacto de comprimento. Entao,

Disp(A, r, p) é continua em r para todo r > 0 com A compacto em Iso(X) e p € X fixo.
Demonstracao. Sejam § > 0, x € m, Yy € m e h € A. Logo,
d(z,y) = d(x, h(z)) — d(h(z),y) = d(z, h(x)) = d(h(z), h(y)) — d(h(y),y).
Como ¢ ¢ isometria, entao
d(z, h(x)) — d(y, h(y)) < 2d(z,y).

Temos que X é Heine-Borel pelo teorema , logo existem (g, g) € B(p, §)xA
e (Yo, h) € B(p, 5+ %) x A tais que:

e d(xg,g(zo)) = Disp(A, 7, p);
* d(yo, h(yo)) = Disp(A, r + 6, p).
Em particular:
o Go = sup, pg,73 Uz, g(z)) = Disp(A, r, p);

L4 HO = supyem d(y, h(y)) = DiSp(A, r+ (5, p).
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Escreva Hy := sup, g7 d(z, h(z)). Se Hy > G, entao existe um z, € B(p,r/2) tal
que d(zq, h(x1)) > d(xo, g(z0)) 0 que contradiz a defini¢ao de (x¢, g). Portanto, H; < Go.
Vemos que Hy > Go > Hy, assim:

Hy—Gy< Hy— H,= sup < inf  d(y,h(y)) — d(x, h(a:)))

veB(p,5+3) \*€B@:3)
< sup ( inf  2d(z, y))
yeB(p.5+3) \"BP3)

T\ ro 0
<d B(,-),B L)),
S g ( p:5 (p 5 + 2))
Agora, como X é espaco de comprimento, entao para y € B(p,r/2+§/2)) \

B(p,r/2), obtemos que d(y, B(p,r/2)) = d(p,y) —r/2 < §/2 pelo lema [5.1.3 Logo,
du(B(p,r/2), B(p,r/2+0/2)) < §/2.
Dessa forma, dado € > 0, tomando § < e, vemos que Hy — Gy < /2 <e. O

caso 0 < 0 ¢ similar. O
A préxima proposicao conclui a outra afirmacgao contra-positiva.

Proposigao 8.1.3. Seja (X, d, m) um espaco MM localmente compacto e de comprimento
com tangentes euclidianas m-q.t.p.. Se G possuir a propriedade do subgrupo pequeno,
entao paratodoxr € X, s > 0,e0 < { < 1, existird um subgrupo nao trivial A = A, ;¢ < G,
tal que para todo g € A temos:

m(Fix(g) N B(z,s)) > {m(B(z, s)).

Demonstracao. Iremos provar por absurdo. Suponha que a afirmacao seja falsa. Entao,
existem z € X, s > 0e 0 < ¢ <1 tais que VK < (G nao trivial, existe um f € K diferente
da identidade com

m(Fix(f) N B(z,s)) < Em(B(z,s)).

Para ¢ > 0 fixo, note que se ¢’ < ¢”, entdo (Ry)ecor C (Ri)es para todo
k. Portanto, podemos escrever (Ry): = |U,en(Ri)e1/n- Como m(R) = m(X), entao
m(Ug(Ry).) = m(X). Dessa forma,

m(B(x,s)) = m(B(x,s) NUg(Ry):) = m(B(z,s) N U Upen (Ri)e1/n)

=m(UpB(z,s) N UneN(Rk)e,l/n)
= lim m(Ug Uj<, B(x,8) N (Ri)e1/))-

n—-+o0o

Agora, Uj<, B(x,s) N (Ri)e1/; = B(x,5) N (Ri)e/n, logo:

m(B(x,s)) = lim m(UpB(x,s) N (Ri)e/n)-

n—-+oo
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Como £ < 1, vemos que existe um N € N tal que
§m(B(z,s)) < m(B(z,s) N Up(Ri)e1/w)-
Dessa forma, defina §. := min{s, 1/N}. Assim,
m(B(z,s) N Up(Ri)es.) > Em(B(x, s)) > m(Fix(f) N B(z,s)) (%)

Isto implica que (B(z,s) N Ug(Ri)es.) \ Fix(f) # @, caso contrério terfamos B(x,s) N
Ur(Ri)es. C Fix(f) N B(z,s) o que é absurdo devido a (x).

Considere Uz, 2s,0./20). Como G é um grupo topoldgico que possui a propri-
edade do subgrupo pequeno, entao existe um subgrupo nao trivial A, C U(z, 2s,./20).
Pela proposigao [2.5.1], podemos supor que A, é fechado. Como G é um espago localmente
compacto de Hausdorff, entao na construcao de ¢., podemos toma-lo ainda menor para
garantirmos que Uz, 2s,6./20) seja pré-compacto em G, assim A, serd compacto. Pelo

argumento acima, temos g € A, diferente da identidade e z. € B(z, s) tais que:

o 2. € (B(z,5) NUW(Ry).s.) \ Fix(f) e

o 0 <d(z.,g(z.)) < ‘25—6.

Escreva 6 := 20d(z., g(z.)) < d.. Por construcao, temos:

1
2—09 = d(z., g(z.)) < Disp(A, 0, z.).

Como z. € B(z,s) e 0. < s, entao B(z.,0./2) C B(x,2s). Dessa forma,
Disp(As, 0c, ) < Disp(Ag, 4s,x) < ‘25—8. Logo, pelo teorema do valor intermediério, obtemos
que existe um r. > 0 tal que 6 < r. < . e Disp(Ag, 7, ) = 55
Portanto, construimos uma quéadrupla (4., 7., z., A.) tal que:

o 0<r, <4
® I, C Uk(Rk)s,ég;
o A <G,

e Disp(A., 7., 7.) = 55.

Note que se g for isometria de X, entao também serd de %X para todo r > 0. Assim, A, é

subgrupo compacto nao trivial de Iso(--X).
Considere agora uma sequéncia decrescente (g,), com &, —— 0. Pela
n——+o00

construcao acima, obtemos uma sequéncia de espagos métricos pontuados
(X, dp, Py Ay) i= (B(xn, 1,7, X)), m Yy, w0, Ay), onde @, i= ., 7 = 1., € A\, =

A,
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B importante notar que temos uma subsequéncia (x,,); tal que x,,, € (Rk)anlﬁanl ,
para algum k fixo, pelo principio da casa dos pombos, ja que k atinge uma quantidade
finita de naturais. Denotaremos a subsequéncia por (z,), sem perda de generalidade.
Dessa forma, como x, € (Rk):,s., € (€n)n converge para zero, tomando (Y,dy,q) :=

(B(0,1,R*),dg,0) vemos que dado um & > 0, existe um n € N tal que

dpGH((XTH dn>pn)7 (}/7 dY? q)) <ép < ga

ou seja, (X, du, pn) —s (Y, dy, q).

—+o00

Pela proposigao existe um subgrupo H < Iso(B(0,1,R*)) e uma sub-

sequéncia (que indexaremos por n sem perda de generalidade) tal que

(X, dp, pos ) 225 (Y, dy, g, H).

n—-+o0o

Com isto, iremos demonstrar que H serd nao trivial e tal que Disp(H,1,0) <

1/20, o que ird contradizer com o lema , concluindo assim a proposicao.
e [ ¢ um subgrupo nao trivial.
Pela convergéncia equivariante, temos uma familia de aplicacoes
o fu:B(x,, 1,7, 1X) — B(0,1,RF);
o ¢, :N,(1/e,) — H(1/ey);
e U, : H(l/e,) = Au(1/ey);

com as propriedades da defini¢ao [7.3.2

Como X é Heine-Borel pelo teorema [5.1.6] e A, sdo compactos, entao exis-
tem 7, € B(xn,1,/2,X) = B(x,,1/2,7,71X) C B(z,,1,7,7'X) e g, € A, tais que
Disp(A,, 7, ) = d(GnTn, Tn) = 7,/20. Portanto,

1 1 1 1
—d ~n ny4n < — Di Ana nyTn) = 7= < 5
o (GnTns n) - i8D(An; Ty Tn) = 55 -

para algum n grande. Para tal n obtemos g, € A,(1/e,). Podemos supor que isto é o

caso para todo n excluindo os termos maiores que 1/20 se necessario. Assim, utilizando as

propriedades das aplicagoes, temos:

S L GuF ) < dp(falGuiin). () +

20 r,
< dp(GnZn, Gn(Gn) (fr(T0))) + de(@n(Gn) (fa(@0)), fa(Z0)) + €n
< 28 + dp(@n(9n) (fa(Zn)), fu(@n))-

Como g, — 0, entdo existe um n grande na qual 1/20 — 2¢,, > 0, isto é, existe um
n—-+o0o

h = ¢,(gn) € H diferente da identidade.
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e Disp(H,1,0) < 5.

Sejam y € B(0,1/2,R¥) e h € H. Para n grande, temos h,h™' € H(1/e,).
Como X é espaco geodésico, entdo existe iy € B[0,1/2 — 2¢, R¥] N Bly, 2¢, R¥]. Como f, é

en-isometria, entao existe um 2’ € B(z,, 1,7, 1 X) tal que dg(f.(2'),y") < &,. Assim,

dp(y, fu(@) < d(y,y') +de(y’, fu(2')) < 3e,.

Agora, veja que
dE(xna fTL(x/)) S dE('rTH y/) + dE(yla fn(l'/)) < 1/2 - 8”'

Entao,
dp(0,2") < d,(fn(0), fu(2") + &p = dp(Tn, fu(z") +e < 1/2,

ou seja, ¥’ € B(x,,1/2,r, ' X).

Por fim, temos que:

de(y, hy) < dp(y, fo(2) + dp(fu(2), hy)
< 3en + dp(h™ fulz'), y)
< 3ep + dp(h™ fu(2), fu(n(h™1)(@)) + de(fu(Ya(h™)(2")),y)
< ey + dp(fa(bn(h1)(2)), fu(a) + dp(fal2'), y)

)
< 82n + dn(Yn(h™1)(2'), 27) = 8en + 10 Hdx (¢u(h71)(a"), ')

1
<8, + —.
= e+20

Portanto, quando n tende a infinito, obtemos que d.(y, hy) < 1/20. Isto implica
que Disp(H,1,0) < 1/20, o que é um absurdo.
L]

Por fim, o lema utilizado na proposicao acima é demonstrado.

Lema 8.1.4. Sejam B(0,1) C R" e H < Iso(B(0, 1)) um subgrupo nao trivial. Entao,
Disp(H, 1,0) > 1/20.

Demonstracao. Pelo teorema 11.4 de |34], toda isometria de B(0,1) se estende de forma
Unica para uma isometria de R™. Assim, o grupo de isometria de B(0,1) é formado
por isometrias de R™ restritas a B(0,1). Vemos que o grupo ortogonal se restringe a
isometrias de B(0,1), porém transla¢oes nao se restringem para isometrias de B(0,1).
Assim, Iso(B(0,1)) = O(n).

Seja H < Iso(B(0,1)) nao trivial. Logo, existe ¢ € H com g # Id. Pela
proposi¢ao , existe uma base ortonormal {ui,...,u,} onde g possui a forma da
proposi¢ao. como g nao ¢ a identidade, existe pelo menos um —1 na diagonal ou algum
6; > 0.
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Iremos supor que #; > 0. Logo, considere o plano gerado por {uj,us} e a
matriz de rota¢ado A;(6;) no plano. Como 60, € (0,27), entao se #; € (0,7/2) existe um

k € N tal que k6 € [r/2,3/27], logo

ds (A(Ql)k <%u1) %m) s <A(k€1) <%u1) %m) > \% > 2—10

pela lei dos cossenos. Os outros casos sao similares.

Por fim, se existir apenas um —1 na diagonal, entao, supondo que esteja na
primeira entrada, temos dg(g(1/2uy),1/2u;) =1 > 1/20. Dessa forma, Disp(H, 1,0) >
1/20. m

8.2 Teoria de Transporte Otimo em Espacos
Métricos de Medida

Para concluir esta dissertagao, iremos mostrar uma rapida aplicacao da Teoria

de Transporte Otimo e do teorema principal. Assim, considere a seguinte definicao.

Definigao 8.2.1. Um espaco MM (X, d, m) possui bom comportamento de transporte,
abreviado por GTB (good transport behavior), se para todos u, v € Py(X) com p < m,

entao todo m € II(u, v) étimo é induzido por uma funcdo de transporte 7.

Esta defini¢ao se torna natural quando consideramos o desenvolvimento da
teoria de transporte em espacos métricos de medida. Muitos dos espacos estudados
possuem esta propriedade, em particular os espacos geodésicos que possuem uma noc¢ao
apropriada de curvatura. Além disso, ja vimos um resultado similar para variedades
riemannianas no capitulo de agoes lagrangianas (teorema . Em particular, os espagos
GTB sao espacos onde o problema de Monge possuem solucao. Com isto, o seguinte lema

ilustra que estes espacos deslocam bastante os pontos do espaco.

Lema 8.2.1. Seja (X, d, m) um espago métrico geodésico com GTB e g # Id uma isometria
de X. Entao, m(Fix(g)) = 0.

Demonstragao. Como g # Id, entao existe um p € X tal que g(p) # p. Suponha por
contradigao que exista A C Fix(¢) limitado tal que m(A) > 0. Defina as seguintes medidas

em X:
1

wu(B) = m(A) m(AN B),VB C X mensuravel;
1 1
vi= 5527 + 559(1))'

Sejam 1 € II(p, 0,) € ™o € I, 84(p)) couplings 6timos. Defina 7 := 1m; + 2.

Veja que m € TI(u, v) e ndo pode ser induzido por uma fungao de transporte. De fato,
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suponha que exista uma fungao 7" de transporte tal que 7 = (Id, T").p e seja I' o grafico de
T. Pela hipétese do GTB, existem 7T} induzindo 7 e T, induzindo 7, transportes. Sejam I'y
e I'y os gréficos de T7 e T5, respectivamente. Como 71 e m sao medidas de probabilidades,
entdo m(I') = m(I') = 1. Logo, n(I"\ (I' UTy)) = 0, isto é, n(I' N (I'y UTy)) =1,
portanto para = u-q.t.p. temos que T'(z) = T (x) e T'(z) = To(x), o que s6 é possivel se
Ti(x) = Ta(x), isto é, T} = Ty em quase todo ponto, o que é impossivel.

Por fim, basta mostrar que 7w é 6timo, o que contradiria a propriedade GTB.

Tome I' := A x {z, g(z)}. Note que 7 é concentrada em I' e para todo y € A obtemos que

d(y, z)* = d(g(y), g(x))* = d(y, g(x))*.

Assim, ' é d*-ciclicamente monétono. Pelo teorema fundamental do transporte 6timo,

obtemos que 7 é étimo. O

Dessa forma, se X também for localmente compacto e possuir tangente eucli-
dianas, segue do teorema principal que Iso(X) é um grupo de Lie. Em particular, isto
ocorre em certos espacos com condigao de curvatura e é a versao utilizada por Santos em

sua tese [25], para mostrar que o grupo de isometrias do espago é um grupo de Lie.
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