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Resumo

Esta dissertacdo de mestrado estuda as solugdes brandas das equagoes de Navier-Stokes
em um espaco de distribuicoes temperadas, conhecido por BMO™!, o qual é um dos
maiores em que existe boa-colocagao global de solugoes para essas equagoes com uma
condi¢ao de tamanho na norma do dado inicial. Com o objetivo de entender essas solugoes,
primeiramente serd tratado as solugoes classicas e em seguida a nocao de solucao utilizada
no espaco BMO™. A boa-colocacao para dados iniciais no espaco BMO™" é feita através
da técnica de ponto fixo aplicado as equacoes quadraticas, levando em conta operadores
bilineares limitados em espacos funcionais adequados. Posteriormente, é estudado um
resultado sobre estabilidade no espaco BMO™!. Este trabalho é baseado no artigo [20] de
H. Koch e D. Tataru, considerando complementos, aprofundamentos e pontos de vista de

Lemarié-Rieusset [22].

Palavras-chave: Equagoes de Navier Stokes; Soluc¢oes brandas; Boa-colocagao; Estabili-
dade de solucoes; Espaco BMO™.



Abstract

This master dissertation studies the mild solutions of the Navier-Stokes equations in a space
of tempered distributions, the celebrated space BM O™, which is one of the largest space
where there is global-in-time well-posedness of mild solutions for those equations under a
smallness condition on the initial-data norm. In order to understand those solutions, first
the classical solutions will be considered and after the notion of solution used in the space
BMO™!. The well-posedness for initial data in BA/O™! is obtained through the fixed point
technique applied to quadratic equations, taking into account bilinear operators bounded
in suitable functional spaces. Subsequently, a result on stability in the space BMO™! is
studied. This work is based on the article [20] by H. Koch and D. Tataru, considering

complements, insights and points of view from the work [22] by Lemarié-Rieusset.

Keywords: Navier Stokes equations; Mild solutions; Well-posedness; Stability of solutions;
Space BMO™!,



Lista de simbolos

N Conjunto dos nimeros naturais {1,2,3, ...}

R™ Conjunto dos vetores com dimensao n € N

c* Conjunto das fungoes de classe de diferenciabilidade k € N
L Espago de Lebesgue (das fungoes integraveis a Lebesgue)
|- |lze Norma dos espagos de Lebesgue

. Espaco das funcoes localmente integraveis

* Convolucgao

S Classe das fungoes de Schwartz

S Conjunto das distribui¢oes temperadas

supp(f) Suporte da fungao f

f Transformada de Fourier de f

fY Transformada inversa de Fourier

— Convergéncia fraca

ess sup Supremo essencial

WP Espaco de Sobolev ndo homogéneo

Wwe», H* Espago de Sobolev homogéneo

BMO Espago das funcoes com oscilacao média limitada
HP Espacos de Hardy

hy Ntcleo do calor

P Operador projecao de Leray

Ojk Tensor de Ossen



BMO™!

BS

p.q

Espago critico de Koch-Tataru
Espagos de Morrey

Espacos de Besov
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Introducao

O problema de valor inicial (PVI) para as equagoes de Navier-Stokes para um
campo vetorial de velocidade u : R x R"™ — R" (n = 2,3) de um fluido incompressivel,

com um campo escalar de pressao p, ¢ dado pelo conjunto de equagoes
du+ (u-Vyu—vAu+ Vp = f,
div(u) =0, (1)
uli—o = uo,

em que uy ¢ um campo vetorial inicial com divergéncia livre, isto é, div(ug) =0; v > 0 a

viscosidade cinética; e f um campo vetorial de forgas externas.

Além disso, o Laplaciano, o gradiente e o divergente sao com relacao as variaveis

espaciais, ou seja, respectivamente

oy 0P 0 0 . 0
A: L @, V: (axl,...,&xn), dlv_;&ajz

Fisicamente, a equagao div(u) = 0 indica que o fluido é incompressivel, a qual
¢é a propriedade do fluido de opor-se a compressao e manter a sua densidade constante

com o tempo. Assim, as equagoes (1) descrevem o movimento de um fluido incompressivel.

A importancia das equagoes de Navier-Stokes é dificil de mensurar com precisao,
tendo em vista a sua extensa e diversa lista de aplicagoes nas ciéncias matematicas e
naturais, bem como nas engenharias. Um dos interesses fundamentais é entender parte do
fendmeno da turbuléncia, e conectado a isso, surge o interesse matematico em analisar
condigoes em que as solugoes possam apresentar comportamento singular (ou de suavidade),
bem como analisar como as equacoes evoluem a partir de dados iniciais singulares que
apresentam fortes singularidades e que nao decaem no infinito. De fato, em dimensao
n = 3, a existéncia de solugoes globais e suaves das equagoes de Navier-Stokes, até o
presente momento, ¢ um dos famosos Problemas do Milénio em aberto, com um prémio
de um milhao de délares por sua solugao oferecido pelo Clay Mathematics Institute. A

descrigao oficial do problema pode ser consultada na referéncia [9] de Charles L. Fefferman.

Uma das formas de analisar as equagoes de Navier-Stokes do ponto de vista de
equagoes diferenciais parciais, assim como os demais modelos matematicos, significa de

acordo com Jacques Hadamard entender as seguintes propriedades:
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« Existéncia de solucao;
« Unicidade de solucao;

e Dependéncia continua de solu¢ao com relagao aos dados iniciais.

Essas trés propriedades formam a boa-colocag¢ao de um problema de valor inicial.

As equagoes de Navier-Stokes sao localmente bem colocadas para um dado
inicial suficientemente suave, impostas condi¢oes de fronteira sobre a pressao em co. Ja em
T. Kato and G. Ponce, Commutator estimates and the Euler and Navier-Stokes equations
(veja [18]) é obtido mais resultados gerais, por exemplo se s > n/2 entdo para um dado

inicial em H* existe uma tnica solugao local em C([0,T']; H*(R")).

Outras referéncias indicadas pelo artigo principal [20], o qual baseia-se esta

dissertacao, sao:

o T. Kato, Strong LP-solutions of the Navier-Stokes equation in R™, with applications

to weak solutions [17] é provado para um dado inicial em L"(R").

o Y. Giga and T. Miyakawa, Navier-Stokes flow in R® with measures as initial vorticity
and Morrey spaces [11] e M. Taylor, Analysis on Morrey spaces and applications
to Navier-Stokes equation [34] provaram o mesmo resultado para certos espagos de

Morrey.

o Resultados similares foram obtidos em M. Cannone, A generalization of a theorem
by Kato on Navier-Stokes equations ([6]) e F. Planchon, Global strong solutions
in Sobolev or Lebesque spaces to the incompressible Navier-Stokes equations in R®
[30] para dados iniciais nos espagos de Besov B, /P (R™)(1 < p < o). Para mais

detalhes sobre os espagos de Besov, veja [21] e [31].

o Artigos mais recentes sobre o tépico anterior: D. Iftimie, The resolution of the
Navier-Stokes equations in anisotropic spaces ([15]) e P.-L. Lions and N. Masmoud;,
Unicite des solutions faibles de Navier-Stokes dans L™ () [25].

Os exemplos acima sao alguns dos varios espacos criticos em que conhece-se resultados de
boa-colocagao global com uma condigdo de tamanho na norma do dado inicial (i.e., uma
condicao de pequenez). Para mais exemplos, referimos o leitor aos livros [21], [22] e suas

referéncias.

Estas condigoes de tamanho sao sobre a norma do espaco em questao, o que
permite considerar solugdes com normas L* ou em espacos de Sobolev (com regularidade
positiva) arbitrariamente grandes. Além disso, a "ampliagdo" dos espagos nos leva na
direcao de tentar encontrar um espaco limite em que um fluxo "razoavel" é bem definido e

as equagoes de Navier-Stokes sdo bem-colocadas.
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Nesta dissertacao, o interesse principal é analisar a boa-colocagao das equacoes
de Navier-Stokes no espaco BMO™!. Este é um dos maiores espacos criticos em que existe
boa-colocagao global de solugoes para as equagdes de Navier-Stokes com uma condig¢ao
de pequenez. De fato, comparando com os espagos acima, temos a seguinte sequéncia de

inclusoes continuas do espago de Lebesgue e de Besov (a ser definido posteriormente)
L"(R") < B, .J""(R") =« BMO ™",

o que mostra a "amplitude’ de BMO™!, veja o Capitulo 3 e o Capitulo Conclusio 4 para

uma discussao mais detalhada.

Para tanto, iniciaremos com um capitulo de preliminares que revisa alguns
topicos de analise no R", equacoes diferenciais parciais e analise harmonica, com o intuito
de indicar as defini¢oes basicas usadas no restante do texto, assim como apresentar as
notacoes adotadas. Na escolha dos topicos apresentados nas preliminares, foi levado em
conta a utilizagao posterior nos teoremas sobre boa-colocacao e nao tem o intuito de ser

uma apresentacao com desenvolvimento detalhado.

No segundo capitulo, Solucoes Classicas, sao tratadas de forma sequencial
as equacoes diferenciais: do calor, de Poisson e de Stokes; assim como conceitos que
permitiram entender a construcao da teoria classica das equagoes de Navier-Stokes, tais
como a decomposicao de Helmholtz e as féormulas de Oseen. Em resumo, o seguinte

diagrama descreve a ideia geral do objetivo do capitulo.

Equacgao do Calor

{8tu71/Au: 7

Equacgao de Poisson

Ap=-m ul;_g = uo-

Decomposicédo de Helmholtz

Y

Ou — vAu+ Vp = f,

Formulas de Oseen Ovu+ (u- Vju—vAu+Vp = f,

div(u) = 0, » < div(u) =0,
uly_o = uo. uly_o = uo.
Equagoes de Stokes Equagoes de Navier-Stokes

Esse capitulo tem como objetivo introduzir as equagoes de Navier-Stokes do
ponto de vista béasico de equagdes diferenciais parciais, que de fato justifica o sentido do
termo solugoes classicas. A dedugao fisica do problema nao é apresentada, uma referéncia

para esse estudo de Mecanica dos Fluidos é Chorin [7, §1].

No terceiro capitulo, sdo enunciados e demonstrados os teoremas fundamentais
sobre existéncia e unicidade no espaco BM O™, assim como a estabilidade neste espaco.

Para isso, sdo explicadas as propriedades necessarias do espaco BMO ™!, assim como um
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resultado sobre ponto fixo, ou principio de contragao, aplicado as equagoes quadraticas
que permitird reduzir o problema de existéncia e unicidade em estimar a forma bilinear
associada a formulagao integral das equagoes de Navier-Stokes, ou seja, a formulagao de

solucoes brandas. Visualmente temos o diagrama abaixo, que sintetiza a estratégia a ser

seguida.
Ponto Fixo para Equag6es Quadradicas Limitagdo do Operador Bilinear
t
u = wy + B(u,u) B(F,G) = / hy—s) * Pdiv(F ® G) ds
0
Y
1 Dado Inicial 1 Solugao
Espago BMO~ > Boa-colocagio em BMO~ » EspacosKeT

Em nosso estudo, o artigo base, e que fundamentou as ideias sobre existéncia
e unicidade, é o trabalho pioneiro de Koch e Tataru [20]. Além disso, consideramos
complementos e aprofundamentos desta teoria, bem como o resultado de estabilidade,
encontrados na obra de Lemarié-Rieusset [22, §4, §5, §9] que é de fato um guia sobre os

mais variados resultados e técnicas que abordam o problema das equacoes de Navier-Stokes.
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Capitulo 1

Preliminares de Analise

Com o intuito de definir algumas notagoes e revisar alguns resultados de Anélise
no R", Equagoes Diferenciais Parciais e areas relacionadas, este capitulo fornecera algumas
ferramentas bésicas para a compreensao de todo texto, e seu conteudo é baseado nas
referencias [3],[4], [7], [8], [12], [24], [29], [32], conforme melhor explicado nas respectivas

segoes.

De fato, a primeira secao 1.1 revisa alguns resultados sobre integracao e espagos
de Lebesgue, como integracao por partes, a regra de Leibniz para integrais e as propriedades
béasicas dos espagos de Lebesgue. Com isso, é definido na se¢ao 1.2 o conceito de convolucao
e funcao de Schwartz para enunciar as defini¢oes e fatos sobre distribui¢des. Com esses
conceitos, na secao 1.3 é abordado a transformada de Fourier e os espagos de Sobolev
do ponto de vista classico e através de distribui¢oes temperadas. Por fim, na secao 1.4
os espagos de Hardy e BMO e sua dualidade. Em sintese, temos a dependéncia entre as

secoes de acordo com o diagrama abaixo.

1.3 Transformada de Fourier e
Espagos de Sobolev

1.1 Integracdo e Espagos de w| 1.2 Convolugdo e Distribui¢des
Lebesgue 4 Temperadas

1.4 Espagos de Hardy e BMO

1.1 Integracao e Espacos de Lebesgue

Primeiramente, revisamos alguns resultados de integracao em R" tendo como
base [8, §Appendix C]. Suponha em toda segao que U < R™ é um aberto e limitado com
oU de classe C'.
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Proposigao 1.1 (Gauss-Green)

Para cada campo vetorial u e C*(U;R™) temos

J div(u) dx :J u-ndS
U

oUu

em que 1 € campo vetorial normal unitdrio que aponta para fora ao longo de oU e dS o

diferencial de drea. Em particular, para u € C'(U) seque que para cada i =1,...,n

f ojudx :J u-n;dS.
U oU

Demonstracao. A demonstracao pode ser consultada como caso particular da demonstra-
¢ao do Teorema de Stokes em [24, §VII]. A versao aqui apresentada também é conhecido

como Teorema da Divergéncia.
|

Com essa proposicao podemos generalizar a integracao por partes para fungoes

em R" e obter as formulas de Green.

Proposicao 1.2 (Integragao por Partes)

Sejam u,v € C*(U) entdo para cada i =1,...,n

f (Qu)vdx = —J u(0v) dx + J wv - n; dS.
U U

oUu

Demonstragdo. Aplicando a Proposicdo 1.1 para o produto uv € C*(U) e usando a regra

do produto de derivadas segue o resultado.
|

Ademais, temos as seguintes propriedades sobre o operador Laplaciano.

Proposicao 1.3 (Férmulas de Green)

Sejam u,v € C*(U), entdo

1. J Audmzf %ds;
U ou on

2. J Vu-Vvdxz—f uAvda:—I—f u@dS;
U U U on

3. f uAv—vAudxzf u@—vé—ud&
U oU 6” (9n

Demonstragao. Utilizando integracao por partes com 0;u no lugar de u e v = 1, entao

J ﬁfu dx = o;u - n; dS.
U oU
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e assim obtemos o primeiro item somando em ¢ : 1 < ¢ < n. Para o segundo item tome ;v
no lugar de v na integragao por partes, entao
J Oiu 0;v dx = —J u(87v) do + J u(dv) - n; dS.
U U ou

e novamente somando em 7 : 1 < ¢ < n segue. Por fim, para o terceiro item alternamos no

segundo item u e v e subtraimos as expressoes.
|

Tomando uma familia de regides limitadas e suaves U(t) < R" que depende
de t € R de modo suave, denote w = w(t, z) como a velocidade da fronteira oU (t). Entao

temos o seguinte resultado

Proposicao 1.4 (Transporte de Reynolds)

Sendo f = f(t,x) uma funcio suficientemente suave, entao
d —
f fdx=J fw-ndS + O f dx.
dt Juw au(t) U

Demonstracao. O leitor pode encontrar varias tipos de demonstracao para esta pro-
posigao, em particular, referimos [7, §1] a qual uma demonstragao é realizada sob uma

perspectiva da Mecanica dos Fluidos.

Como caso particular do Transporte de Reynolds temos

Proposicao 1.5 (Regra de Leibniz para Integrais)
Sejam f = f(t,s,2) € C'(R x R x R") e fungoes a = a(t),b = b(t) diferencidveis e

localmente limitadas, entdo

d { b(t) p ]
a ( » f(t,s,") ds) ) Of ds + f(t.b(), ) b(t) = f(t,a(t), ) —a(t).

Considere no que segue R" com a medida de Lebesgue p e ¥ a o-algebra
de Borel. Pode-se fazer toda teoria dos espagos de Lebesgue com medidas e o-algebras
mais gerais, como por exemplo em [3] e [4]. Além disso, temos de forma anéloga as
proximas proposicoes para o espago de Lebesgue restrito ao aberto U < R", considerado

anteriormente. Naturalmente, quando nao for especificado o dominio na notacao da integral,

estamos considerando todo o espaco em questao <J = f >

Definicao 1.1
Duas funcoes sdo p-equivalentes se sao iquais p-quase sempre. A classe de p-equivaléncia

de uma funcdo [ consiste do conjunto de todas as fungoes que sao u-equivalentes com f.
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Definigao 1.2 (Espago LF, 1 < p < +x0)
Considerando 1 < p < +00, 0 espago LP = LP(R"™, %, i) € formado por todas as classes de
p-equivaléncias de fungoes reais f, Y-mensurdveis, de modo que |f|P possui integral finita

com respeito a medida . Denotaremos ainda

i1 = ( [ Iflpdu);- (1)

Com o intuito de uso posterior serd demonstrado as desigualdades classicas do
estudo dos espacos L. Essas desigualdades sao tteis, por exemplo, para demonstrar que

(1.1) é de fato uma norma e que LP é um espago de Banach.

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Young)
Sejam a,b e [0,4+0) e p,q > 1 nimeros reais tais que — + — = 1, entao
P q
1.1
arbe <

+ (1.2)

|

@
p
Demonstracao. O caso a = 0 ou b = 0 é imediato. Considere a # 0, b # 0 e para cada
0 <a<1,afungao f, : (0,+0) — R dada por f,(t) =t* — at.

Note que f/(t) = at® ' — o implica que t = 1 é tal que f'(1) =0, f'(t) > 0 se
t<1,f(t)<0set>1e f'(1) = ala—1) <0, isto é, f tem um maximo local em ¢ = 1.
Portanto

fa®) < fu(l) = t*—at<1—«
= (*<at+(1—a) ¥t>0.

Substituindo t = — e @ = —, temos

a\ s 1\ /a 1 11 a b
(Y < (1) (9) 4L = aipi <24l
b p) \b q P q

Sal RS

Observacgao 1.1

De forma equivalente a desigualdade de Young pode ser escrita como

AP B
AB< =+ —
P q

bastando fazer a substituicio a = AP e b = BY.

Proposicao 1.7 (Desigualdade de Young com ¢)

Sejam A, B > 0, ¢ > 0 e p,q > 1 niumeros reais tais que — + — = 1, entdo
P 4q

AB < AP + O(£) B

para C(e) = (ep) g "
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Demonstracgao. Escrevendo AB = ((5p) /p A) ( ) , temos aplicando a desigualdade

(ep)'/P
de Young

q
() 4)" ((azfl/ﬁ)
p q
<eA? + C(e)BY.

AB <

|
Proposicao 1.8 (Desigualdade de Holder para integrais)
Sejam p,q > 1 nimeros reais tais que — + — =1 e (R", X, u) um espago de medida. Se
feLP(R", %, u) e ge LYR™, X, ), entdo fge L*(R", %, 1) e
Ifgler < Ifle - lg]La- (1.3)
Isto €,

[ 17o1an < <J|f|pdu); (] |9|qdu>;

Demonstragao. Caso |f||.» = 0, entdao f = 0 p-quase sempre, logo fg = 0 u-quase

sempre e |[fg|r1 = 0 e entdo a desigualdade é satisfeita. Analogamente, caso ||g||z» = 0.

Suponha que | f|zr # 0 # ||g|Ls. Observe que a desigualdade de Young (1.2)
[f@)r o, _ le@))

também ¢é valida para a = 0 e b = 0. Tomando a = S eb= 4 segue que
| f Iz lg]Za
1 LA | g
O ) 1 WO Ui QO 11E)
P oq [ Alze Ngllee 2 [flze — a lglLe

= @l < [ rloler ST + SEQE].

p Al a gl
Por fim, integrando

1 1
fllgldi < |f10lg q[ffpdw fg%zu]
[\ gtais < 1ol | i [ 1517 i o [
1 1
- fguétfmwml+]
p q

= [fgler < [flee - gllLa.

Proposicao 1.9 (Desigualdade de Minkowski para integrais)
Sejam 1 < p < 40 e (R", X, ) um espagco de medida. Se f,g € LP(R", X, u), entdo
f+ge LP(R", 3, u) e temos a desigualdade triangular

If +gllee < [f e + llglze-

(rvors) < (fora) - (Jors)

Isto €,
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Demonstracao. O caso p = 1 é imediato da desigualdade triangular para o médulo. Se
|f 4+ gler = 0 tem-se 0 < | fl|r + ||g]zr, por causa da definigdo de |.|.». Entao suponha
que ||f + gllr» # 0 e 1 < p < . Note que para todo z € R" tem-se

[f(@) + g(@)P < (If@)] + |g(@)])? < @max{|f(z)], lg(2)]})" =
= 2P (max{[f(2)|, [g()[})" < 2°(|f|» + lg]2r)

e dai f + g e LP. Agora observe que

7(@) + g(@) = |f(@) + 9(2)] - | (x) + ga) P~
< (F@)|+1g(@)]) £ (=) + g)p~"
= f@) - 1f (@) + 9@ + o) - [F@) + a@)P,

Vr e R".
1 1 .
Tomando ¢ > 1 tal que 5 + p =1 temos (p — 1)q = p, e assim
[f+gl = 1f+gl7eL
Pela desigualdade de Holder (Proposigao 1.8, pagina 21) tem-se
Juvas s aws (firean)” (J1r+ o1 ean)
J|g| Af + gl < (J lg|” du) <J |f + gl® D1 du)
Somando as desigualdades, obtemos
Jirsapans (fir+aran) [(f|f|pdu) ([ 1 an) ]
Dividindo pelo primeiro fator, segue que
1 1 1
(Jir+aran) < ([irran) + ([loran)”
|

A nocao de espago completo, e por sua vez de espaco de Banach, depende da
definicdo de sequéncia de Cauchy, que é definido de forma natural através da norma do

espago.
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Defini¢ao 1.3 (Sequéncia de Cauchy)

Uma sequéncia (f,) em LP é uma sequéncia de Cauchy em LP(1 < p < 4o0) se Ve >0
dng(e) € N tais que m,n = ny(e) implicam que | fr, — fulrr < €. Um espago vetorial é
completo se toda sequéncia de Cauchy converge para algum elemento desse espaco.
Proposicao 1.10 (L” completo)

Sel < p< +ow0, entio LP é um espago normado completo, com a norma

1

£l = ( I f|pdu>p.

Demonstracao. A demonstragao pode ser consultada em [3, §6] e [4, §1].
n

A seguir, temos a definicao do espaco L™, que é o espaco das funcoes essencial-

mente limitadas.

Definigao 1.4 (Espago L®)
O espago L™ = L*(R", X, 1) € o conjunto de todas as classes de equivaléncia das fungoes

reais Y-mensurdveis tais que sdo limitadas em p-quase sempre. Se f € L™ e N € ¥ com

w(N) =0, entao pondo S(N) = sup{|f(x)| : x ¢ N} define-se
|flze =esssup f =inf{S(N) : Ne X, u(N) = 0}.
Um elemento de L é denominado fungdo essencialmente limitada.

Observagao 1.2
Note que se f e L™ entao |f(x)] < ||f|L» para p-quase todo x. Além disso, se A < | f| L=
entio existe E tal que p(E) >0 e |f(z)| > A, Vz e E.

Proposicao 1.11 (L* completo)

O espago L € um espago normado completo sobre a norma || - || p=.

Demonstracio. A demonstragao pode ser consultada em [3, §6] e [4, §1].

Usaremos também a notacao para os espacos localmente de Lebesgue

LY (U)={u:U — R|ue LP(V)para cadaV cc U}

loc

em que CC é a notacao para compactamente mergulhado (Definigdo 1.22, pagina 33).

1.2 Convolucao e Distribuicoes Temperadas

O conceito de convolucao pode ser trabalhado mais geralmente para um grupo
localmente compacto. No que segue trataremos apenas no grupo R" em todo o texto.

Como referéncia bésica desta segdo, utilizamos a referéncia [12].
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Defini¢ao 1.5 (Convolugao)
Sejam f,g e LY(R™), definimos a convolugio f * g por

(f=g)(@) =] flyglz—y)dy.
Rn
A préxima Proposicao 1.12 implica, em particular que L'(R"™) é uma 4lgebra
de Banach com o produto convolucao.

Proposicao 1.12

Para quaisquer f,g,h e L*(R™), sequem as propriedades

fx(g=h)=(f=g)=*h (associatividade);

fe=(g+h)=f=g+f=he(f+g)«h=[f=xg+ f=h (distributividade);

f+g=g=f (comutatividade);

a(f +g) = (af) =g, para cada o € R (associatividade por escalar).

Demonstracao. Segue das propriedades de linearidade de integracao e mudanga de

variaveis.
[ |

Uma funcao de classe de Schwartz, de forma intuitiva, tem como comportamento
o decaimento de suas derivadas mais rapido do que um decaimento polinomial no infinito.

A definicao ideal e precisa é dada a seguir.

Um vetor @ = (a, ..., ;) com cada componente «; sendo um ntimero inteiro

nao negativo é denominado multi-indice de ordem |a| = a; + ... + @,

Defini¢ao 1.6 (Classe de Schwartz)
Seja f: R™ — C uma fungao de classe C*. A fungio f pertence da classe de Schwartz de
R", denotada por S(R"), se

pap(f) = sup 2707 f(z)| < +o0,

z€eR™

para cada par o e  de multi-indices, em que pos(f) € denominada seminorma de Schwartz
de f.

g PSR P -
A exemplo, a funcdo e " pertence a S (R™), porém e I*l ndo, visto que nao
¢ diferenciavel na origem. Note ainda que o conjunto das fungoes suaves com suporte

compacto estd contido no conjunto das fungoes de Schwartz, C;° < S(R").

E possivel obter uma alternativa para a caracterizacao de funcoes de Schwartz

mais pratica, por estimar apenas as derivadas, como ¢ dado na seguinte observacao.
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Observagao 1.3
Uma fungio f € C* pertence a S(R™) se, e somente se, para todo N € N e multi-indice o

existir Co n > 0 constante tal que
|0°f ()] < Capn (1 + J2]) .

Proposicao 1.13
Sejam f,g € S(R™). Entao fg e f =g estao em S(R™). Além disso,

(f+g)=(0"f)xg=f=(0),

para cada multi-indice o.

Demonstragao. Consultar a demonstracao em [12, §2].
|

Agora passemos para o estudo das distribui¢oes e sua relacdo com funcgoes de
Schwartz e convolugdo. Para isso, serd definido o suporte de uma funcao e notacoes de

espagos de fungoes.

Definigao 1.7 (Suporte)

O suporte de uma funcao real com dominio ) € dado como

supp(f) :={r e Q : f(x) # 0}.

Uma fungao f possui suporte compacto se o respectivo conjunto suporte for compacto. Para

Q < R", o suporte € compacto se, e so se, € limitado.

Observacao 1.4
Serd denotado C*(2) o conjunto das fungoes reais infinitamente diferenciaveis com dominio
Q. Por sua vez, Ci°(Q2) é conjunto das fun¢oes em C*(£2) com suporte compacto. As fungoes

¢ € C () serdo denominadas, por vezes, de fungoes teste.

Analogamente como em Anélise Funcional, é interessante entender os espacos
duais de espacos de fung¢des também como espagos de fungoes. A rigor, os espacos de
fungoes de interesse sobre R" sdo o espago das fungoes suaves com suporte compacto, das

fungoes de Schwartz e das fungoes suaves:

Cy'(R") < S(R™") < C*(R").

Os seus espacgos duais, i.e. os espacos dos funcionais lineares continuos no
conjunto das funcoes testes, sao denotados por
D'(R") = (Co'(R™))",
S'(R") = (S(R™))",
E'R") = (C*(R"))".
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Por defini¢do temos as nogoes de convergéncias

T, > TeD T, TeD, Ti(f) > T(f), VfeCR");
T, —> T e S = Tk,T € S/, Tk(f) - T(f), Vf € S(Rn),
T, —>Te £ — Tk,T € 8/, Tk(f) - T(f), Vf € COO(Rn)
Além disso, os espacos duais sdo tais que

E'(R™) <« S'(R") < D'(R™).

Defini¢ao 1.8 (Distribui¢cbes Temperadas)
Os elementos do espago D'(R™) sdo denominados distribuicoes. Os elementos de S'(R™)
sao denominados distribuigoes temperadas. Jd os elementos de E'(R™) de distribui¢oes com

suporte compacto.

As notagoes usuais da agao de uma distribuicao u sobre uma funcao teste f é
dada por {(u, ) = u(f).

Para certos espagos de funcoes, podemos identificar cada funcao g por g — Ly,

em que L, ¢ o funcional dado por
L) = | f@)gla) do.

A exemplo, temos que a funcio constante igual a 1 estd em S’, porém nao estd
em &'. Mais geralmente, as funcdes Li . sdo distribuicoes, visto que se g € Lj . entdo a
integral dada por L,(f) estd bem definida para toda f € D, e além disso, se f — f em
CP(R™) entao Ly(fx) — Ly(f) em D',

Observacgao 1.5

De forma analoga ao exemplo anterior, o espaco das fungoes LP, 1 < p < oo sao distribuigoes
temperadas, porém nao estdo em &', a menos que seja escolhida uma funcao de L?
com suporte compacto. Outro exemplo, relacionado sao das fungdes g tais que |g(x)| <
c(1+ |90|)’C para algum k € R, essas fungoes sao distribuigoes temperadas, pois dado um

inteiro m > n + k temos que

L) = | £9<C [1F@I1 + Jal)*do < € sup{(1 + o) £ @)} [ (1412 do
<O sup{(1+ Jal)"| (o)}

TeR™

com sup(1l + |z|)™|f(x)| limitado por somas de seminormas de Schwartz p, g. Assim,
x€R”

sempre que considerarmos espagos de fungoes em algum espaco de distribuicao estamos se

referindo a identificacao g — L.
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Motivado pela integragdo por partes sendo f, g fungoes de Schwartz (ou para
funcées em L; () com Q dominio, ver Definicio 1.18, pagina 32) e a um multi-indice,

entao

|@n@ste) s = (-0 [ r)eg s,

estenderemos o conceito de derivada para uma distribui¢ao temperada interpretando essa

expressao como agoes de distribuigoes em fungoes.

Definigao 1.9 (Derivadas Distribucionais)

Sejam u e S’ e a um multi-indice, defina

<&au> f> = (_1)|a‘<u’ 6af>’
para cada f € S. No caso de u ser uma fungdo, do ponto de vista de distribuicoes, as

derivadas de u sao denominadas derivadas distribucionais.

Defini¢ao 1.10 (Convolugao com uma distribuigao)

Sejam ue S e he S, defina a convolugio h + u por

<h*u7f>:<u>%*f>
para cada f €S, em que h(z) = h(—z) ¢ a reflexdo.

Defini¢ao 1.11 (Distribui¢ao Limitada)

Sejam u uma distribuicio e f € S. A distribuicio u € limitada se u » f € L*(R").

O préoximo teorema relaciona as definigbes apresentadas nesta segao.

Proposicao 1.14
Sejam u e S e ¢ € S, entdo ¢ +u € C*. Além disso, para cada multi-indice o existem

constantes Cy, ko > 0 tais que

[0%(¢ » u) ()] < Ca(l + |z])*™.

Demonstragao. Consultar a demonstragao em [12, §2].
|

Agora, precisamos definir o espago das distribui¢oes temperadas modulo po-
linbmios para ser usada na defini¢do de espago de Sobolev homogéneo (Defini¢ao 1.24,

pégina 34).

Definigao 1.12 (Distribui¢coes Temperadas Mdédulo Polinémios)
Denotando P o conjunto de todos os polinomios com n € N varidveis reais, que podem ser
escritos como

Z cpa” = Z C(B1f) L T

|Bl<m Bjezt v (o}
Pt +Bn<m
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com coeficientes complexos cg e m um inteiro. Defina a relagio de equivaléncia ~ em

S'(R™) dada por u ~ v <= u—v € P. O espago das classes de equivaléncia serd denotado

por S'/P.

A definicdo anterior esta bem posta visto que de fato ~ é uma relagao de
equivaléncia ([12, §2]). Para ficar estabelecida uma topologia em S'/P (via sequéncias)

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.15
Denote S (R™) 0 espago das fungoes de Schwartz ¢ tais que

Jxa¢(:c) dx =0

para todo multi-indice . Dessa maneira, So(R"™) é um subespago vetorial de S(R") e

herda a mesma topologia desse espaco. Além disso, tem como dual

(Swo(R™))" = §'(R")/P.

Demonstragdo. Considere a aplicagao p : S'(R") — (Sw(R"))* que leva cada u € S'(R")
ao funcional L, (p) = J p(z)u(x) dz. O nicleo de p é P e a identificacao segue do Teorema

dos Isomorfismos ([4, §2.7]) com o Teorema de Riesz-Fréchet ([4, §5.5]).
|

E assim, podemos definir: u; — u em S'(R")/P se, e somente se, uj,u €
S'(R™)/P e além disso (uj, ¢ "= (u, ¢) para cada ¢ € S, (R™).

1.3 Transformada de Fourier e Espacos de Sobolev

Tendo como base principal as referéncias [8], [12], serd introduzida a trans-
formada de Fourier no espago das fungoes de Schwartz, visto que o rdpido decaimento
no infinito permite boas propriedades com problemas envolvendo convergéncia. Ademais,
a transformada de Fourier, a ser definida, é um homeomorfismo no espaco das fungoes
de Schwartz e assim a transformada inversa fica bem definida. Por essas razoes, fica

justificado o desenvolvimento nesse espaco. Considere como notacao para z = (1, ..., T,)

ey = (Y1,...,yn) em R"
xTr-Yy= Z ZEjyj.
j=1

Definicao 1.13 (Transformada de Fourier)
Dada f e S(R"™), defina

~

flo =] fetan

A fungdo f ¢ denominada transformada de Fourier de f.
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Defini¢ao 1.14 (Transformada Inversa de Fourier)

Dada f € S(R™), defina
fY (@) = f(=2),
para todo x € R"™. A aplicagdo
f=T

¢ denominada transformada inversa de Fourier.

As proposicoes a seguir sintetizam as propriedades basicas da transformada de

Fourier e de sua inversa.

Proposicao 1.16
Sejam f,g€ S(R"), y € R, be C, a um multi-indice, A uma matriz ortogonal e t > 0.

Entao temos as propriedades

e Principais:

‘ e Translagao (7'(f)(x) = f(x — y):
1. feS;

1. T9(F)(€) = e VEF(E);
2. V() = (¥ f(x))7(€).

o Dilatagio (0°(f)(x) = f(ax)):

2 flee < flers

8. f+g=f+g:

4. 8.7 = bfA: — ~
. 1. 84(f)(&) =t 6" (f).
5. f *g = fg7 ~
/\ A e Reflexao (f(z) := f(—x)):
6. 0>f(&) = 2mi&)*f(§); ~ ~
- 1 f=1F;
7. 0%(N)(€) = ((—2mix)* f(x))" () =
2. f=f.

8. JoA(€) = f(A).

Demonstragao. Pode ser consultada em [12, §2].

Corolario 1.1

A transformada de Fourier de uma fungdo f radial, isto €, que pode ser escrita como
f(z) = ©(|z|) para cada x do seu dominio, em que ® é uma fungio real nao negativa,
também é uma funcao radial. Além disso, produtos e convolugoes de funcgoes radiais sao

radiais.

Demonstracao. Consultar na referéncia [12, §2].
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A proposicao a seguir apresenta identidades conhecidas da teoria, como a

relacdo de Parseval e a identidade de Plancherel.

Proposicao 1.17
Dadas f,g,h € S(R") temos

~

1. Rnf(fv)ﬁ(l’)dl‘= Rnf(x)g(fff)dﬂf;

2. (j?)V =f= (77); (Inversdo de Fourier)

3. f@h(@)de = | FERE)dE; (Relagdo de Parseval)
Rn R™
4o I flee = | flze = |lf" |12 (Identidade de Plancherel)

5. | F@)g@)dr = f(2)g" (x) dz.

Rn

Demonstragao. Pode ser consultada em [12, §2].

|
Corolario 1.2
A transformada de Fourier = : S(R") — S(R") é um homeomorfismo.
Demonstragao. Consultar em [12, §2].

|

Assim como na secao anterior, em que as defini¢bes envolvendo distribuigoes
generalizaram as que envolvem funcoes gragas a identificagao L,, também temos a nocao

de transformada de Fourier para uma distribui¢ao temperada.

Defini¢ao 1.15 (Transformada de Fourier de distribui¢ées temperadas)
Seja u € 8" uma distribuicio temperada, a transformada de Fourier U e a sua inversa u”

sao definidas por
@, fy = u, F, Y, fy = Cu, £

para cada f € S.

Esta definicao de transformada de Fourier permitirda generalizar os espacos de

Sobolev a serem definidos a seguir.

Os espagos de Sobolev sao os ambientes ideais para o estudo de solugoes de
equacoes diferenciais parciais no sentido fraco. Porém, serd introduzido as defini¢oes
bésicas de convergéncia fraca e derivada fraca de forma sintética, apenas com o objetivo

de fundamentar parte do resultado sobre estabilidade em BAMO~! na Secdo 3.4.
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Defini¢ao 1.16 (Convergéncia Fraca)

Seja 2 < R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave.

1. Para 1 < p < +0, seja (f,) uma sequéncia em LP(QY) e f e LP(). Tem-se que f,

converge fracamente para f, e denota-se f, — f se
f futp — J fo, VoeLU(Q),
Q Q

1 1
emque —+—=1eq:=+00 sep=1.
p q

2. Para p = 400, seja (f,) uma sequéncia em L(Q) e f € L¥(Q). Neste caso, escreve-

se f, = f se

L fup — L fo. VoeL'(®),

As proximas proposigoes estabelecem propriedades basicas de existéncia de

aproximacao por convergéncia fraca no espaco L.

Proposicao 1.18
Considere 1 < p < 400, seja (f,) uma sequéncia limitada em LP(QY). Entdao temos a

existéncia de uma subsequéncia (f,,) tal que f,, — f, isto é, converge fracamente para
alguma [ € LP(Q).

Demonstragao. Consultar a demonstracao na referéncia [29].

Proposicao 1.19
Seja (f,) uma sequéncia limitada em L* (). Entao temos a existéncia de uma subsequéncia
(fn) tal que f,, = f para alguma f € L*(Q).

Demonstracao. Consultar a demonstracao na referéncia [29].
|

Como visto em derivadas distribucionais, temos o conceito de derivada fraca
que generaliza a derivada para fungoes localmente integraveis, a partir da integracao por

partes.

Definicao 1.17
Seja Q < R™ aberto e conexo. Seja o = («y, ..., ) um multi-indice. Para qualquer
¢ € C*(R"), defina o operador diferencial 0% por
aal aOQ a()én
0% = . 0.

0t 02§ 0o
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Defini¢ao 1.18 (Derivada fraca)
Seja f: QcR" >R, fe L, (Q). A fungio g: Q2 >R, ge L, (), é a-derivada fraca

loc

de f para o multi-indice o, se para cada ¢ € C(Q2), temos

| @@ de = 1) | o)

em que |a| = |ag| + ... + |ay|. Denota-se 0°f = g.

Assim, podemos definir os espacos de Sobolev e suas normas como os espagos
das fungbes que possuem derivada fraca. Esses espagos sdo de Banach como sera visto na

proposicao a seguir.

Defini¢ao 1.19 (Espaco de Sobolev)
O espago de Sobolev W’”’(Q) consiste de todas as fungoes integraveis u : 2 < R" — R tais

que para cada multi-indice o, de modo que || < k, existe a derivada fraca 0“u e pertence

a LP(Q).

Definigao 1.20 (Norma do Espago de Sobolev)

Se u e WHP(Q), define-se a norma como

1/p
Z |0%u|? dz (1<p<m),
la|<k VU

Z ess sup |0%ul (p = 0).
0

la|<k

”uHW’W(Q) =

Proposicao 1.20
Para cada ke N el < p < 40, o espaco de Sobolev W’”’(Q), com sua respectiva morma,

¢ um espaco de Banach.

Demonstracao. Consulte a demonstragao [8, §5.2.3.].

Denote o fecho de CE(Q) em WHP(Q) por WeP(Q). Para p = 2 denote
Wh(Q) = H*(Q), assim como Wg2(Q) = HF(Q). O espaco dos funcionais limitados
f: Hy(Q) — R, isto é, o espaco dual de Hj(2), é denotado por H ().

Proposicao 1.21
O espaco Hy () é de Hilbert com o produto interno

<f79>=JQVf-ngx+Lfgdx.

Como notagao, temos as préoximas definigoes de continuamente mergulhado e
compactamente mergulhado, que sdo importantes nas desigualdades apresentadas a seguir

sobre o mergulho dos espacos de Sobolev em espacos de Lebesgue.
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Defini¢ao 1.21 (Continuamente Mergulhado)

Sejam X eY espacos de Banach, com X < Y. Se a aplicagdo inclusdao
1: X ->Y
T
¢ continua, ou seja, se existe C' > 0 constante tal que para cada x € X
lzy < Clzlx,
entdo X esta continuamente mergulhado Y, denotando-se X — Y.

Defini¢ao 1.22 (Compactamente Mergulhado)
Sejam X e Y espacos de Banach, de modo que X < Y. O espago X esta compactamente

mergulhado em Y, e denota-se X cc Y, quando

1. |uly < C|u|x, para algum C > 0 constante e para todo u € X;

2. Toda sequéncia em X limitada é pré-compacta em Y, ou seja, dada uma sequéncia
(ur)pey em X com sup|lugfx < +oo, entdo existe alguma subsequéncia (ux;);Z,
. .

convergente em Y .

, . .~ . ~ 1 . .
A préxima proposi¢ao estima uma fungdo Wy? que permite definir uma norma

mais simples para o espaco H&.

Proposicao 1.22 (Desigualdade de Poincaré)
Parape|l,0) eue W(}’p, existe C' > 0 constante dependendo de §2 e p de modo que

||u||Lp(Q) < CHVU”LP(Q).

Demonstracao. Consulte a demonstragao na referéncia [8, §5.6.1.].

Corolario 1.3

Uma norma em H} () pode ser definida como
lull i) = VUl rz@)-

para v € H}(Q). Esta norma é equivalente a norma padrao de H*(Q).

As relagoes basicas entre os espacos de Sobolev e espagos de Lebesgue através

de estimativas sao apresentados nas préoximas proposicoes.

Proposicao 1.23 (Imersdes de Sobolev)
Considere Q = R™ aberto e limitado com Q2 € C' e p e [1,+00).
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1. Se 1< p<n, entdo W'P(Q) — L) para 1 < q

N

n—p
2. Sep=n, entio W(Q) — LU(Q) para 1 < q < .

Demonstragao. Consulte a demonstragao em |8, §5.6.].

Proposigao 1.24 (Rellich - Kondrachov)
Considere Q = R™ aberto e limitado com 0Q € C* e p € [1,+00).

1. Se 1< p<n, entio W'?(Q) cc LI(Q) para 1 < q < np ;
n—p

2. Se p=n, entio W'?(Q) cc LI(Q) para 1 < q < oo.

Demonstracio. Consulte a demonstragao em [8, §5.7.].

Como resultado particular do Teorema 1.24 temos

Proposicao 1.25
O espaco de Sobolev HJ(Q) estd compactamente mergulhado em L*(Q).

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema 1.24 com p = 2.
|

Com a transformada de Fourier pode-se generalizar o espago de Sobolev. Para mais detalhes

e estudo desses espagos consultar a referéncia [13, §6.2.]

Definigao 1.23 (Espagos de Sobolev nao Homogéneo)
Sejam s € R e 1 < p < 4+ os indices de reqularidade e de integrabilidade, respectivamente.
O espago de Sobolev nio homogéneo W*P(R™) € aquele formado por todas as u € S'(R")

tais que
(1 + [e[*)*a)" e LP(R™).
Além disso, para cada u € W*P(R"), este espago é de Banach munido com a norma
[ullwer = [((L+1 - 2)720)" | zogen)-

Defini¢ao 1.24 (Espagos de Sobolev Homogéneo)

Sejam se R el < p < oo o0s indices de reqularidade e de integrabilidade, respectivamente.
O espago de Sobolev homogéneo, denotado por Ws’p(]R"), ¢ aquele formado por todas as
ue S (R")/P tais que

(IEFu)” e LP(R").
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Além disso, para cada distribuicao u € W‘S’p(R”), define-se a norma

[ulwer = (- @) | oy,

munido com a qual, W”’(R”) ¢ um espago de Banach. Também denotamos H® = W>? ¢

H ' o dual de H'.

1.4 Espacos de Hardy e BMO

O intuito dessa secao é introduzir os fatos basicos para definir os espagos
de Hardy H? assim como sua decomposi¢ao atomica e por fim apresentar a relagao de
dualidade entre o espaco das funcoes com oscilacio média limitada BMO e H'. Os

resultados e definigoes contidos nesta se¢ao foram baseados da referéncia [32, §1.6., §III.,

§IV.].

Sejam f uma distribuicio e ® € S e considere ainda ®;(x) = t7"®(x/t) para

2

g2

Cp =

sendo I' a funcao gama de Euler, e defina o nicleo de Poisson P, por

Cn

P(z) = b = 1+ [z]) D2

P,(x) =t™"P(x/t).

Uma vez que P € L', além da Definicao 1.10, precisamos definir mais geralmente

f * P, para f limitada. Sejam h € L'(R") e ¢ € S entdo a convolucdo f * h é a distribuicdo

dada por
(o hody = BTy = [(F 2 Dahla) de
Defina ainda Mg f(z) por
Mo f(z) = sup|(f = B¢)(z)].
t>0
Sendo F = {|-|a,;.5,} uma colegdo finita de seminormas de S, denote Sz como o subconjunto

de S controlado por essa cole¢ao F de seminormas, isto é,

Sr={BesS||o

a5 < 1, para toda | - ||, 5, € F}-

Denote ainda

Mgz f(x) = sup Mg f(z).

PeSr
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Por fim, sendo f uma distribuicdo limitada, sejam

u(tam) = (f*Pt)(w)7
u(z) = sup |u(t,y)l|.

lz—y|<t
Considere todas as notagoes e definicdes na seguinte proposicao
Proposicao 1.26

Sejam [ uma distribuicio e 0 < p < 0. Entao as condicoes abairo sao equivalentes

e Existe ® € S tal que JCI)dx #0 e Mgpf e LP(R");

e Existe F uma colegio de modo que Mxf € LP(R");

o A distribuicao f ¢é limitada e u* € LP(R").

Demonstragdo. A demonstragao consta em [32, §III.1.].
|

Agora com todas essas preliminares podemos definir os espagos de Hardy. De

fato, essa definicao é denominada caracterizagdo maximal de H”.

Defini¢ao 1.25 (Espagos de Hardy)
Os espacos de Hardy HP sao constituidos pelas distribuicoes que satisfazem alguma das

trés propriedades equivalentes, e portanto todas, da Proposicao 1.26.

Quando 1 < p < o0, entao as condi¢oes sdo equivalentes com f ser uma fungao

em LP(R™). Para p = 1 temos H' & L' e além disso uma condigao para f € H' é de fato

f fdx =0. (Essas observagoes sao demonstradas na referéncia [32, I11.1.]).

As fungoes de ‘H podem ser expressadas por fungoes denominada atomos, mais

claramente,

Definicio 1.26 (Atomos)

Associado a uma bola B, uma funcdo a é denominada um dtomo H' se

e a possui o suporte em B,

e |a| < |B|! quase sempre, e

. Jadw=0.

Para ® € S segue que

|Mga| < e,



Capitulo 1. Preliminares de Andlise 37

com ¢ independente de a e B. Em particular, a € H!. Com essas observacdes podemos

escrever para cada f € H?
f= Z Ay
k

com Z |Ak| < o0 e aj sdo dtomos associados possivelmente com diferentes bolas By.
&

Agora vamos introduzir o espaco das fungoes de oscilagao média limitada,
denotado por BMO. Assim como o espaco H' esta relacionado com L' temos uma

correspondéncia entre BMO e L®.

Definig¢ao 1.27 (Espago das Fung¢des com Oscilagao Média Limitada)

Uma fungao localmente integravel f pertence a BMO se

édgﬂ@—ﬁmmsA (1.4)

para cada bola B de R", em que fg = |B|1J fdx é o valor médio de f na bola B e

B
A > 0 uma constante. A norma ||f||pypo € definido como o infimo das constantes A tal

que a desigualdade (1.4) é satisfeita.
As fungoes limitadas sdo exemplos de fungoes em BMO. A proxima proposicao
mostra que BMO é o espaco dual de H'.

Proposicao 1.27

Considere o funcional linear continuo £ sobre H' dado por
o) = [ flag(o)do (15)

para cada g € H*, tal que a integral (1.5) converge, em que f é uma fungdo de BMO. Além
disso, seja H: o subespaco de H' formado pelas combinacées lineares finitas de dtomos

H!. Entio temos as sequintes relagoes de dualidade
e Seja f € BMO, entio o funcional linear continuo ¢ inicialmente definido em H.
tem um tnica extensio limitada em H' e satisfaz para algum c > 0

1) < | fllsmo-

e Reciprocamente, cada funcional linear continuo ¢ sobre H' pode escrito como em
(1.5) com fe BMO, e além disso, existe ¢ > 0 tal que

|fBro < €€
Demonstracao. A demonstracao consta na referéncia [32, §IV. 1.2.].
[

O espago BMO sera retomado na Se¢ao 3.2 sob o ponto de vista da caracteri-

zacao da medida de Carleson desse espaco.
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Capitulo 2

Solucoes Classicas

O objetivo deste capitulo é uma abordagem das equagoes de Navier-Stokes
utilizada no fim do século XIX e inicio do XX, a qual baseia-se apenas em algumas
ferramentas classicas do Calculo Diferencial, tal como os trabalhos de Oseen [27],[28] e o

desenvolvimento encontrado em Lemarié-Rieusset [22, §4].

De fato, o presente capitulo segue as referéncias [8], [20], [22] e [32]. Em sintese,

o seguinte diagrama resume as relagoes entre as secoes desse capitulo.

1.1 Integragdo e Espagos de 1.2 Convolugdo e Distribui¢des 1.3 Transformada de Fourier e
Lebesgue Temperadas Espagos de Sobolev
A 4 A 4
2.1 Equagdes de Poisson | 2.2 Decomposigdo de & 2.3 Estimativas do Projetor de
e do Calor d Helmholtz d Leray
Y
2.4 Equagdes de Stokes > 2.5 Férmulas de Oseen

\ 4

w| 2.6 Solugdes Classicas das
Equagdes de Navier-Stokes

Y

2.7 Solugdes Globais Suaves
para Dados Pequenos

A secdo 2.1 estuda a equacgao de Poisson e do calor como casos iniciais para ser
aplicado nas equagoes de Stokes, secao 2.4, e posteriormente nas equagoes de Navier-Stokes
2.6.

As secoes 2.2 e 2.3 definem a projecao de Leray que permite estudar as equagoes

de Stokes e Navier-Stokes a partir dos resultados obtidos sobre equagao do calor e de
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Poisson. Ja a secao 2.5 define a notacao do tensor de Oseen cujas estimativas serao

fundamentais na se¢ao 2.6.

Na secao 2.6 sera tratado o problema de valor inicial de Cauchy das equacoes de
Navier-Stokes, considerando 1y um campo de vetores com divergente livre em R?, f uma
forca em (0, +o0) x R* e v > 0 a viscosidade cinética. O objetivo é obter 7' > 0 e funcdes
regulares u e p em [0, 7] x R*, sendo p a pressdo e u o campo vetorial de velocidade, tais

que
o+ (u-Viu—vAu+ Vp = f,
div(u) =0, (2.1)
U|t:0 = Uyg.

Finalmente, na se¢ao 2.7 como aplicacao da demonstracao da secao 2.6 é

analisado as solugoes globais para dados pequenos no sentido da norma.

2.1 Equacoes de Poisson e do Calor

O contetdo desta secao esta baseada nas referéncias [8, §2.3.] e [22, §4]. A
primeira equagao a ser estudada é a equacao de Poisson. Para isso, definimos a funcao de
Green dada como

1

G(z) = ——, x e R*~ {0}.
@) = oo (0)
em que |- | é a norma euclidiana de R*. O problema da equacio de Poisson é encontrar
solugao u da equacado Au = —ug, dada uma funcao inicial ug.

A analise dessa equacao permitira, na secao 2.2, decompor campos vetoriais
como soma de um campo livre de divergéncia e de um campo irrotacional. De fato, temos

a seguinte proposi¢ao sobre a solu¢ao desse problema.

Proposicao 2.1 (Equagao de Poisson)

Seja ug € Ct uma funcio em R? tal que

sup sup(1 + |z])?|0%uo(z)| < 40 (2.2)

|| <1 zeR3

para algum B € (2,3). Entdo a fungdo
u=1uy*G

é tal que u € C*(R*) e ¢ solugdo cldssica da equagdo de Poisson
Au = —uy.

Além disso, a solugao satisfaz as sequintes propriedades de decaimento
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1. sup(1+ |x|)5’2|u(m)| < 400;
zeR3

2. sup sup(l + |z|)*0%u(x)| < +oo.

1<|a]<2 zeR3

Demonstracao. Primeiramente, u = ug * G esta bem definida, assim como suas derivadas
) 0 )
parciais visto que podemos estimar a convolugao através da hipdtese (2.2) e observar que

o limite na origem existe. Assim, derivando a funcao u = ug * G temos

ﬁju = Ugp * Gj,
6¢5ju = 5,"&0 # Gj,

Dessa maneira,

em que G,(z) = 47T| =

Au(z) = lim f Z Ojuo(r — y)G,(y) dy. (2.3)
e<|y|<R j=

RHJroo

Notemos que derivando o termo ug(x — y)G;(y) em y segue que
0j(uo(x — y)G;(y)) = djuo(z — y)G;(y) + uo(z — y)0;G;(y)
= div(uo(z —y)G;(y)) = Z djuo(x — y)Gj(y) + wo(z — y) AG(y) (2.4)

Isolando a parcela do somatério em (2.4) e aplicando em (2.3), pelo Teorema da Divergéncia

(Proposicao 1.1, pagina 17), segue que

3
Au(z) = lim (EQ LQ ug(x — o) Z 0;Gji(eo)do

R—+w

~R* | wy(xr — Ro) Z 0;Gj(Ro)do + J up(z — y)AG(y) dy) :

S2 j=1 e<|y|<R
1

Como AG =0 em R* — {0} e ]2_10] i(Ro) = IR entao

.

Au(z) = —— lim up(z — e0) —up(z — Ro) do
4m -0 S2
R—+w0

e isso implica que Au(x) = —ug(z), visto que up(z — Ro) — 0 quando R — +o0. As

estimativas de u e 0%u seguem de U = ug * G e da hipdtese inicial sobre wuyg.

Agora, passemos a equacao do calor que possui uma parcela de derivada com

relacao ao tempo em comparacao a equacao de Poisson.
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Defina ®(z) = 7 "% 1 e ®,(z) = t "®(x/t). Serd denominado nicleo do

calor h;, em R", a funcao dada por

1 T 1 2
hy(z) = @ /() (4t)"/2q) (\/@) (47rt)"/26 : (2.5)
. 1 7‘x|2/4 . 1 xXr
Usaremos ainda h(z) = W@ , e assim hy(z) = Wh i)
7T

As proposicoes a seguir descrevem as solugoes classicas da equacao do calor.

Proposicao 2.2 (Equagao do Calor - homogénea)
Seja ug € CO(R?) n L(R?). Entdo a fungio
u(t, ) = (hy = ug)(x)

é tal que u € C°([0, +00) x R*) nC® ([0, +o0) x R?) e satisfaz, no sentido cldssico, o problema

de valor inicial da equacio do calor homogénea em R* x [0, +00), isto ¢,

Ou— Au =0, em (0,+0) x R?,

U|4=0 = o, em R3.

Demonstragio. Pela definicao de u segue sua continuidade em [0, +-00) x R*. Por mudanca

de variaveis na convolugao temos
u(t,x) = (hy = ug)(z) = Jht(:v —y)up(y) dy = Juo(x — Vty)h(y) dy

e assim u|—g = up e u € C* em (0,4+00) x R?  visto que as derivadas de h; decaem

exponencialmente nas variaveis espaciais.

Como (0; — A)u = ug * (0 — A)hy, afirmamos que (J; — A)h; = 0. Com efeito,

observando que d;h(x) = —%h(w) isso implica que

() (220 ()

por outro lado também temos

3 (g (5)) -~ B (e (2)) - (3- 52 ().

Portanto, a solu¢ao dada satisfaz o problema de valor inicial da equacao de

£ |

calor homogénea.
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Proposicao 2.3 (Equagao do Calor - nao homogénea)
Seja f € C°([0, +o0) x R*) n C'((0, +0) x R*) uniformemente limitada com derivadas

espaciais uniformemente limitadas. Entdo, temos que a funcao

ult z) = f (hes » f(5.))(x) ds

0

é tal que u € C°([0, +0) x R*) n C*((0, +o0) x R*) n C2((0, +0) x R?). Além disso, a
fungdo u satisfaz, no sentido cldssico, o problema de valor inicial da equagdo do calor ndo

homogénea em [0, +o0) x R?, com dado inicial nulo, isto ¢,

ou—Au=f, em (0,+0) x R?,

Uli—g = 0, em R3.

Demonstracao. A demonstracao é um caso particular da préxima Proposicao 2.4 com
v=1euy=0, a qual iremos fazer em seguida, e entao preferimos postergar a presente

prova para aquela parte.
|

Se ug € C* ou f € C? com derivadas limitadas, as solucdes u da Proposicio
2.2 e Proposicdo 2.3 sdo tnicas na classe das fungdes continuas de [0, +o0) x R? com a

propriedade de para todo T" > 0

sup |0Su(t, x)| + |0SF(t, z)| < +oo.

0<t<T,zeR3,|ar| <2

De fato, por linearidade basta mostrar que se ug = 0 e f = 0 entdo u é a funcao

nula. Se dyu = Au e ul;—g = 0, entdo escrevendo
d 2,~Iz] ol ol
7 lu(t, z)|“e ¥ dx =2 | udue "'dr =2 | uAue *'dx

e usando a integracdo por partes sem o termo da fronteira temos
3 .
QJuAue_”” dr = —QJ \Vul|?e® do + 2Jue_|$ Z |—j|5ju dx.
—~ r
j=1

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposigao 1.8, pagina 21, p = ¢ = 2) em

cada parcela do somatoério, temos a estimativa para algum C' > 0

3
2 Jue‘iEI Z ﬁﬁju dr < g’f lu(t, z) e da.
— |z
7j=1

Logo, para algum C" > 0

d
p J lu(t, z)2e 1 dz < O f lu(t, z)[2e” " dz,
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o que implica, usando a desigualdade de Gronwall ([8, §Appendix B]), que J lu(t, z) |2 e ol gy <
et J |U(07$)|2€_m dr = 0, e portanto u = 0.

Continuando com os casos da equacao do calor, podemos estender os dois
problemas anteriores para obter um problema da equagao do calor nao homogénea, com

valor inicial e com uma constante positiva na parcela do Laplaciano.

Proposicao 2.4 (Equagao do Calor Geral)
Sejam ug € CO(R*) n L(R?) e f € C°([0, +0) x R*) n C*((0, +o0) x R?) uniformemente
limitada com derivadas espaciais uniformemente limitadas. Entao, para v > 0 fizado, a

fungdo

¢
w=hy *uy + f hugi—s) * f(s,-) ds.
0

é tal que u € C°([0, +o0) x R*) nC'((0, +00) x R*) nC2((0, +0) x R?) e satisfaz, no sentido
cldssico, o problema de valor inicial da equacdo do calor geral com v > 0 em [0, +00) x R?,
isto €,

o —vAu = f, em (0,+0m) x R*

Ul4=o = o, em R3.

Demonstragao. Da expressao de u segue que u|i—g = hg * ug = ug. Note que (0, —
VA) (b = ug) = ug * (0, — vA)(hy) = 0, visto que (0, — vA)(h,:) = 0. Reescrevendo a

expressao de u

(tl’ _hut*u0+JJ ts) f(S,y)dde

= hy = ug + w(t, x).

t
em que w(t, x) = J Jh,,s(y)f(t —s,x—y) dyds. Usando a Regra de Leibniz para Integrais

0
(Proposicao 1.5, pagina 19) obtemos

dw(t,x) = L Jhus(y)ﬁtf(t —s,x—y)dyds + Jhyt(y)atf((), r—y)dy

e para cada i,7 =1,2,3

t
0i0;w(t,x) = J Jh,,s(y)@&jf(t — s,z —y)dyds.
0

Calculando na expressao do problema
onw(t, x) — vAw(t, z) f J vs(y) [0 —vA,) f(t —s,x —y)] dyds+

fh () (0,2 — ) dy
=+ J . + K.
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Em que

I. = Jhl,s —0s —VvA,) f(t —s,x —y)] dyds

hus(y) [(—0s —vA,) f(t — s,z —y)] dyds

K = | huely) £(0.2 — y) dy

J

Estimando J. através das hipdteses para f, temos

|J5| < (Hatf“L’ + V||a2f||L"f-) f Jhus(y) dde < eC.
0

E para I. integramos por partes em s e observamos que hg satisfaz a equagao do calor

homogénea (Proposicio 2.2, pigina 41), entdo
szﬁfmxwﬁ—@—vAwf@—&x—yﬂdwh
‘[f By ()] £t = .0 = 9)dyds + [ B ()5t~ 2.2 = ) dy
—fzﬂwﬂ&x—wdy
~ [ttt -ca-pyay-

Portanto,

6tu(ta I) - Au(t7 l’) = llII(l] hys(y)f(t —&5T = y) dy = f(tWT)

E—>

2.2 Decomposicao de Helmholtz

Seguindo a referéncia [22, §4|, primeiramente, mantenhamos em mente os
resultados sobre a equagao de Poisson contidos na Proposigao 2.1 (pagina 39). De posse
deles, pode-se mostrar a famosa decomposi¢ao de Helmholtz para campos vetoriais, tao
importante para a analise das equacoes de Navier-Stokes. Este é o contetido da proxima

proposicao.

Proposicao 2.5 (Decomposicao de Helmholtz)
Assuma que Fy € C*(R®) é um campo vetorial de R? satisfazendo

sup(1 + |x|)6|5aF0(a:)| < 40

z€R3

para todo o < 2, e para algum 5 € (2,3). Entdo existem tunicos F' e H campos de vetores

C! e unica funcdo p e C* em R? tais que
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1. FO =F + H,’
2. F ¢é solenoidal, isto €, livre de divergéncia: div(F) = 0;

3. H é irrotacional: rot(H) = 0, e além disso, H = Vp.
Além disso, temos as sequintes estimativas para F, H e p:

4. sup sup(l+ |z))’ o F(x)] < +oo;

0<|a|<1 zeR3

5. sup sup(l+ |z])? 1o H(z)| < +oo;

0<|a|<1 zeR3

6. sup(1 + |2))’2|p(x)| < +oo.
z€R3
Demonstragao. Para provar a unicidade suponha que existam dois pares de campos

vetoriais (F1, Hy) e (Fy, Hy) que satisfagam os itens do enunciado.

Visto que Hy — H; é irrotacional e C' podemos escrever Hy — H; = Vg em que

q € C?, logo

Aq = le(HQ - Hl) = le(F1 - Fg) = 0.

Segue que ¢ é uma fun¢do harmonica, bem como todas as suas derivadas. Além
disso, as derivadas de ¢ comportam-se como O(|z|"~?) no infinito. Portanto, as derivadas
de ¢ sao iguais a 0 pelo Principio do Maximo e, em particular, ¢ ¢ uma constante. Entao,
Fy—F,=Hy— H;  =0,0quenos levaa H = Hy e F| = F5.

A existéncia pode ser provada resolvendo um problema de Poisson da seguinte
forma: considere H = Vp, em que p é a solucao de Ap = div(Fp), o que pode ser obtido
via a Proposi¢do 2.1. Tomando F = Fy, — H, obtemos que Fy = F + H, div(F) =
div(Fy) — div(H) = div(Fy) — Ap = 0 e rot(H) = rot(Vp) = 0, como desejado.

Assim, podemos definir uma projecao em campos vetoriais regulares tendo
como resposta um campo vetorial livre de divergéncia. Esta é a célebre projecao de Leray,
fundamental na analise das equagoes de Navier-Stokes, em particular na abordagem via

solugbes brandas (abordagem de semigrupo, Capitulo 3).

Defini¢ao 2.1 (Projecao de Leray)

Seja Fy um campo vetorial suficientemente reqular e considere a decomposi¢io de Helmholtz
Fy = F + H, em que F ¢é solenoidal e H irrotacional. Define-se a projecao de Leray
P: Fy — F por

F = PF,.
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A préxima secao caracteriza a projecao de Leray, bem como fornece algumas
estimativas, através de multiplicadores de Fourier, que também ¢é estudado através da
transformada de Riesz, esse ponto de vista foi trabalhado, em particular, no trabalho de
Kato [17].

2.3 Estimativas do Projetor de Leray

Como continuagao sobre a projecao de Leray, serao enunciados algumas propri-
edades decorrentes da defini¢cdo dada através dos multiplicadores de Fourier. As equacoes
aqui obtidas sao fundamentais para a demonstracao do teorema de Koch-Tataru da secao
3.3, assim como na secdo 3.2 sobre os espacos BMO™!. Essa secdo é baseada no trabalho
de Koch-Tataru [20] e a referéncia [32, §IV].

Um operador integral singular 7" é um operador que pode ser expresso na forma

Uﬂ@0=JK@wV@M%

em que a funcao nicleo K é singular quando = = y. Para operadores lineares limitados
T : L*(R") — L*(R) que comutam com translagdes temos que existe uma fungio m

limitada em R", de modo que

~

TF(€) =m()f(©).

Para esses e demais resultados consultar [32, §I]. A fun¢do m denomina-se multiplicador

de Fourier. Além disso, para fungoes f € S, T pode ser escrito como convoluc¢ao na forma
Tf=f+K

em que K ¢ a distribuicao dada por K =m.

Se tomarmos m € L* entao o correspondente operador serd denotado por
m(D,)u = (ma)” (2.6)
e ¢é limitado em L.

Proposicao 2.6

Seja o um multi-indice e assuma que o multiplicador de Fourier satisfaz
[0em(&)] < Calg| ™.
1. Entao, para cada multi-indice o, K definido por K=m satisfaz a estimativa

02K (2)| < Cp |1,
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2. Se o multi-indice satisfaz 0 < || <1, em que | = |n/2|, entio K satisfaz
| ke-p - k@l <
|z[=cly|
para todo y # 0, em que ¢ > 1.

Demonstragao. A demonstragao pode ser consultada em [32, §1, §6].
|

Para multiplicadores m homogéneos de grau 0 e C* longe da origem, temos o

primeiro caso da Proposicao 2.6.

Um exemplo de operador que satisfaz essa condicao é a transformada de Riesz

R;, 7 =1,...,n definida por

E%(f):: f*<KE7
~ & CnXj . ~
em que K;(§) = el e K;(z) = =t sendo ¢, > 0 a constate definida na segao 1.4 na

definicao do niucleo de Poisson.

O operador projecao de Leray P também pode ser definido pelo valor da matriz
do multiplicador de Fourier
_&&
€17
Em esséncia, temos que P = I + R® R, sendo R o vetor da transformada de Riesz, em

outras palavras, (Pf); = f; + Z R; Ry, fr.

1<k<n

m(§) = ;; (2.7)

O multiplicador m do projetor de Leray satisfaz a condi¢cao de Mihlim-Hérmander
sup [¢]*!|ogm(€)| < © (2.8)
£#0

para algum C' > 0 e para cada multi-indice « e assim a projecdo de Leray pode ser
entendido como um operador integral singular. Além disso, para ® definido em (2.5),

temos que

(P (@) < e+ |z[) .
Denotaremos o semigrupo do calor por S(t) definido por
(S(@)uo)(w) = (hy * uo) (). (2.9)

Usando scaling para a fungao ®_ ;, obtemos que o niicleo ki(z) = P® 7; de
PS(t) satisfaz

[P | < e(vE+Ja)7
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Para o nticleo de P VS(t), um procedimento similar leva-nos a estimativa de

[PV ()] < e(VE + )77, (2.10)

visto que JVQD dr = 0, e assim compensando a singularidade do projetor de Leray de

V& /5 na origem. De fato, apesar da singularidade de P temos que %(0) = JV@ dx = 0.

No caso do nicleo do operador P(I — S(t)), temos a estimativa

IP(6o — @ /z5)| < ct|x| "2 (2.11)

pois f(éo —®)dxr=0e fa:i(éo — ®,)dx = 0, o que permite um controle da singularidade
na origem em variaveis de Fourier.

Considere a € CP(B(0;1)) e seja S(—t)a(t*D,). O nicleo k, associado ao

operador S(—t)a(t'2D,) é uma funcio de Schwartz e, usando scaling, pode-se mostrar que

ke ()] < ent™? (1 + @) : (2.12)

para todo N > 1.

2.4 Equacoes de Stokes

Seguindo o desenvolvimento de [22, §4], vamos introduzir nesta se¢ao as equagoes
de Stokes. Em sintese, as equagoes de Stokes sao as equacoes de Navier-Stokes sem a parcela
bilinear (i.e., as equagoes de Stokes sdo a parte linear das equagoes de Navier-Stokes), mas
especificamente, dado um campo vetorial livre de divergéncia uy, em R® e uma forca f em
[0, +o0) x R?, 0 objetivo é encontrar funcdes regulares u e p em (0, +00) x R? tais que sdo

solugoes, no sentido classico, de

owu —vAu + Vp = f,
div(u) =0, (2.13)
Uli—o = up.

Proposicao 2.7 (Equagoes de Stokes)

Sejam ug € C* um campo vetorial de R® e f um campo vetorial dependente do tempo tal

que se |a| < 2, entdo 0% f é continua em [0, +oc) x R®, e além disso, cumpre as sequintes

estimativas

sup sup |0%ug(z)| < 40 e sup sup (1+ |z])?|0f(t, 2)| < 4oo,

|o|<2 zeR3 || <2 t=0,2€R3

para algum [ € (2,3). Entdo existe unica solu¢do (u,p) para as equagoes de Stokes (2.13),

de modo que
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1. se |a| <2, entdo 0%p e C°([0, +o0) x R?);
2. se |a| <2, entio %u e C°([0, +0) x R?) e limitada em cada faiva (0,T) x R?;

3. o e C°(]0, +00) x R?).
Ademasis, satisfaz as sequintes estimativas de decaimento

4. sup (1+ [z])°?|p(t,2)] < +o0;

t=0,zeR3

5 sup sup (1+|2z))’7'0%p(t, x)| < 40 para algum B € (2,3).
a|<2 t=0,0€R3
Demonstracao. Seja a decomposi¢ao de Helmholtz de f dada por f = F'+ H em que F
tem divergéncia livre e H = V¢ é irrotacional. Aplicando a projecao de Leray na primeira

equacgao de (2.13) (pdgina 48), obtemos

du—vAu=F e 0=Vqg—Vp. (2.14)

Portanto, p é determinada pela equagao de Poisson Ap = div(f) e u é solugao
da equacao do calor geral tendo como valor inicial uy e termo de forca F' = Pf. Assim,
pelas Proposicoes 2.4 (pagina 43), 2.1 (pagina 39) e 2.5 (pagina 44) segue o resultado,
visto que resolvendo a equagao do calor e a equacao de Poisson associadas ao problema
temos

3

p(t,z) = «divf(t,xz) = Z@G fi(t, x),
47 || (2.15)
. .
u(t,x) = hye = uo(x) + J hugi—sy = (f(s,2) — Vp(s,x)) ds,
0
e as estimativas para p sdo andlogas as da Proposicao 2.1 (pagina 39).
|

2.5 Foérmulas de Oseen

Como continuidade da segdo anterior, e tendo como base as referéncias [21] e
[22], vamos estudar o tensor de Oseen que permite reescrever a expressao de u substituindo
p, obtidas na proposigao anterior. De fato, retomando a Proposigao 2.7 (pagina 48), a
solugdo (u,p) das equagdes de Stokes (2.13) (pagina 48) é dada por (2.15)

3

divf(t,x) = — > 0;G « f(t,x),

j=1

t

u(t,z) = hye*up(z) + J hu—s) * (f(s,2) — Vp(s,x)) ds.

0
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Assim, a k-coordenada de u é dada por
t 3
up = hyy * Uo i + j h,/(t_s) * (fk + O Z a]G * ]Z) ds.
0 j=1

Por sua vez, podemos escrever a expressao dentro da integral, de modo a isolar as

coordenadas de f, para obter
3 3
hog—s) * (fk: + O Z 0;G * fj> = Z fi# (O rhug—s) + G # 0;0khy—s)).
j=1 J=1
Motivado pelo desenvolvimento acima, define-se o Tensor de Oseen, como segue:

Defini¢ao 2.2 (Tensor de Oseen)

O tensor de Oseen é denotado por (O;,(vt,x))1<jk<s € dado por
Oj,k’(yta ZL’) = 5j,kh1/t + G ajakh,jt.

Denotando também O, x(x) = O;x(1,x), entdo

1 T
Oj,k(l/t,x) = WOj’k (\/ﬁ) .

O manuseio direto das expressoes na Defini¢ao 2.2, por vezes, pode ser dificil.
Na proxima proposicao, apresentamos as famosas formulas de Oseen, as quais contém
expressoes e expansoes assintOticas bastante titeis na andlise das equacoes de Stokes e, sua

contrapartida nao-linear, as equagoes de Navier-Stokes.

Proposicao 2.8 (Férmulas de Oseen)

O tensor de Oseen € equivalente a igualdade

1 ] 2
Oj,k(x) = j,kh(l’) + Qajak ((47T)3/2|$|J;) e s/ dS) .

1. Quando x estd proximo de 0, temos a expressao

1

O:(x) = 8, h(x) + 20,01 (L h(0) d@);

2. E, para quando x se aproxima do infinito,

1 1 OO —s2/4
Oj,k:(x) = a]ak () + (Sj,kh(l') — 28j8k ((47‘(’)3/2|SL’| o (& / dS) . (2.16)

47| x|

Demonstracao. Primeiramente, pela definicdo e notagao do nucleo do calor e do tensor

de Oseen, temos

Oj,k(l’) = 5j7kh(l‘) + 5j5k(G * h)
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A fungao G = h = ® é radial: (z) = F(|z|), e satisfaz

1

—|z|?/4

—Ad = h(x) =
Com essas observagoes, note que podemos escrever

2
F"(r)y+ =F'(r) = —H(r)
r
= (rF)" = —rH(r) = 2H'(r).
A 2 (" T -
Portanto, F'(r) = — + B+ — | H(s)ds. Como & ¢é limitado préximo de 0 e se
r r

0
anula no limite ao infinito, entdo A = B = 0.

Por fim, a ultima equacao, para quando x se aproxima do infinito, é obtida

1 1 [
pela primeira observando que ———= J et =1— f e s/,
(4m)32 Jo (4m)32 Jp)

Finalizamos esta se¢ao com um corolario contendo estimativas de decaimento

para o Tensor de Oseen.

Corolario 2.1

O tensor de Oseen Oy, € de classe C* e satisfaz as sequintes estimativas

1. 10°0,1(x)] < Co(1 + |z|) 121 para todo a € N*;
2. [0%(Ojk(x) — 0;0,G(x))| < Coe P8 para todo a e N? e |z| > 1,

1
 drla|

em que G € a fungdo de Green G(x)

Demonstragao. A primeira estimativa é demonstrada mais geralmente em [21, Proposition

11.1]. Para a segunda, usamos a expressao (2.16) (pagina 50).

2.6 Solucoes Classicas das Equacoes de Navier-Stokes

Ainda seguindo o desenvolvimento de Lemarié-Rieusset [22], vamos estudar
nesta secdo, e na proxima, as solucgdes classicas das equagoes de Navier-Stokes e solugoes
globais para dados pequenos. Tomando a forga f nas equagoes de Stokes como f—(u-V)u e
usando as férmulas de Oseen, pode-se escrever e entao analisar as equagoes de Navier-Stokes

na sua forma integral. Com efeito, os detalhes sao desenvolvidos a seguir.
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Considere um campo vetorial uq tal que div(up) = 0 em R® e f uma forca em
(0, +0) x R®. O objetivo é encontrar 7' > 0 e funcdes regulares u e p em [0,T] x R? tais

que
ukzhl,t*uo,k—i--[ZOjk (t—s),)= (f (u - V)uj)ds
para k=1,2,3 e

3
Z (u- Vu]) 0;G.

Seja A = (ajr)1<jr<3 Uma matriz abstrata formada por fungoes a;; e f =

(f1, f2, f3) um campo vetorial. Usaremos a notagao :: para representar o vetor com coorde-
3

nadas (A :: f)x = Z ajj * fj. Assim, escrevendo g = O(v(t — s)) :: f como o vetor com

7=1
3
coordenadas gy = Z O;x(v(t — s)) = f;, o problema agora fica na forma
j=1

U= vy — J O(v(t —s)) = (u-V)uds, (2.17)

0
em que

t

vo = Myt * Ug —i—f O(v(t—s)) :: fds.

0

Seguindo uma ideia devido a Oseen ([27],[28]), primeiro resolve-se a equagao
com um parametro adicional
t
Us = Vo — 5j O((t —s)) = (ue - V)ue ds,
0

e, depois, procura-se a solugao u. em termos de séries de poténcias em €. Mais precisamente,

escrevemos
e}
U = Z e"v,.
n=0
ot
E como v, = 2‘ : obtemos uma sequéncia de equacoes de Stokes dada por
©ole=0

n ot
tner == 25 [ Ot =9) 5 (0 Ty,
k=00
e desse modo obtemos a sequéncia de equagoes diferenciais

Oy = vAvg + f — qu,
div(vg) = 0, (2.18)

Voli—0 = Uo.
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61tUn+1 = VAUnH + Z(Uk : V)Un—k — V@41,
k=0

div(v,41) = 0, (2.19)

Un+1|t:0 = 0.

em que qo € g, +1 Sao as fungoes associadas a decomposi¢ao de Helmholtz, como descrito em
(2.14) (pagina 49) e que faz o papel da pressao para cada termo da sequéncia de sistemas

de equagoes diferenciais anterior.

Notemos que resolver o problema na forma (2.17) (pagina 52) segue em parti-
a0

cular quando € = 1, e assim, u = Z v,. Portanto, para encontrar a solucao classica das
n=0

equagoes de Navier-Stokes (2.1) (pagina 39), é suficiente encontrar 7' > 0 tal que

0

Z sup  |0Sv,(t, z)| < 400 (2.20)
0<t<T,
T 2eR3 |al<2
e
e¢]
D1 sup [02ga(t,x)| < +oo. (2.21)
—, O<I<T,
zeR3,|a|<1
Em particular, com isso obtemos
e ¢]
sup |0 vn(t, z)| < +o0. (2.22)
= O<t<T,
xeR3

O préximo teorema fard o trabalho de estabelecer essas ideias.

Teorema 2.1 (Equagdes de Navier-Stokes)
Sejam ug € C*(R*) um campo vetorial e f um campo vetorial dependente do tempo tal que

se |a| <2, entdo 0% f € C°([0, +0) x R?) ¢ continua, e além disso, cumpre as estimativas

sup sup(1 + |2])[0%ug(z)] < +o0 e sup sup (1+ |z))*|0*f(t, x)| < +oo.

0] <2 zeR3 o] <2 t=0,z€R3

Entao existe um tempo T > 0 e dnica solug¢io (u,p) para as equagoes de Navier-Stokes
(2.1) (pagina 39) tais que

1. se |a| <2, entdo 0%p e C°([0,T] x R?);
2. se la| <2, entio %u € C°([0, +0) x R?);

3. e C°([0, +0) x R?).

Além disso, temos as estimativas
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4. sup sup (1 + |z|)|0sp(t, z)| < +oo;

0<|a|<2 0<t<T,zeR3

5. sup  sup (1+|z])|0fu(t,z)| < +oo.

|or| <2 0<t<T,zeR3

Demonstragao.

A ideia da demonstracao é estimar a norma dos campos vetoriais v, dados
por (2.18) (péagina 52) e (2.19) (pagina 53). Assim, retomando essa sequéncia de equagoes

diferenciais, temos n = 0

( 3
8tvn = I/Al)n + Z ﬁjgj,n - an,
. 0
div(v,) =0,
Un|t=0 = 5n,0U0-
\
com
95,0 = —f=0,G,
9jn+1 = — Z Vjk * Un—k-
k=0
Na forma integral temos
3 ot
Up, = Onohwe * Ug + Z J 0;0(v(t — s)) = gjnds. (2.23)
0

j=1

Logo, queremos estimar

sup |vp(t, )| <ono sup |hye = up(z)|+
0<t<T 0<I<T

3 t
+§:fﬁm|%Atwa|@O@@—$JFWN$)dU
o J osesr 0

Pelas férmulas de Oseen (Proposicao 2.8, pagina 50 e Corolario 2.1, pagina 51), temos

para 0 <9 < 1,

1 t0 1
0;0(v(t — - <C <C 2.24
050t =5,z =y)) vt — )2+ |z —yl* (t—s)0 2t —s)?+ |z —y/* (2.24)
visto que (t — s)° < t°, e assim aplicando a integral em s
t +00 1 de
0;0(w(t — s,z —y))|ds < Ct° —
| 0wt —sa—mias <o | s
e aplicando a mudanca de varidveis 0 = ﬁe segue que
r—y
+00 1 de 5t5 +00 1 . 5t5
o VO +lr—ylte’ v|z — gy @ +1)0 v|w =y
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Em sintese, o que temos agora é
sup v (t, )| <0no sup |hye * up(z)|+
0<t<T 0<t<T
5T§ 3 1
+ Cs ZJ sup |91 (t, y)|| S dy.
Analogamente, para |a| < 2 temos
sup |05v,(t, x)| <0no sup |hye * 5 uo(x)|+
0<t<T 0<t<T
5T5 1
+ Cs JOiUP 105 gj.n( y)|m dy. (2.25)

Nos préximos passos sera estimado por inducao de forma mais explicita a

norma de v,, e de suas derivadas, e para isso primeiramente sera estimado cada parcela da

expressao anterior.

« Estimativa de h,; * d;uo.

d
Seja K(x) = supjhut(:p — ) Y , entdo |K |, < 1. Além disso, para |z| > 2
t>0 I+ |y|
d 2 1 2
temos J hy(z — y) Y < — visto que |y| > |z|/2 —. Por
ly|>|zl/2 11 +ly| || L+ |yl =
outro lado, h,(z) < C P implica
T
d 8 d , 1
lyl<|]/2 1+ |yl 213 )iy <jal2 |y| |I|

Portanto, K(z) < C

1
1+ x|

por (1 + |z) (1 + |z|) dentro da convolucdo e usando propriedade de supremo

sup [+ 0yuo(r)| < CK(x) sup (1 + [y|)|0uo(y)]-

t<0 yeR3

« Estimativa de 0;g;.0.

1 dy
Relembrando que g;o = —f = 0;G, seja I(x) = J . Segue que
e o oGl 1) = [ e — o
I(z) < C FBIE e como 0;G(x) = —4:|;|3 multiplicando dentro da convolugao

[(1+ Jy))*= — y|*] ' [(1 + |y])*]z — y[*], podemos estimar

igg|5?9j,o(t7$)| < CI(z) sup (1+ [y)*osf(t,y)l.

t=0,yeR3

« Estimativa de 0;vo.

Com isso, podemos estimar h,; * 05ug(z), multiplicando

(2.26)
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Tomando n = 0 em (2.25) (pagina 55), podemos usar as estimativas anteriores. De
fato, sejam

Ay = sup sup (1 + |y|)|ruo(y)|,

al<2 yeR3
Y

By =sup sup (1+ |y])*0sf(t,v)l,

la| <2 t20,yeR3

entao

sup sup |Ogvg(t, )| < CA +C— )
o, up 0zl o)l < Choy gy T+ Pl = oP

Segue que

B 1
sup sup |0%vg(t, )| < Cy (Ao + 0) —

lal<2 =0 1+ ||
em que Cj nao depende de ug nem de f, ou v.
« Estimativa de d,v,, € 059;n1-

A ideia é mostrar, por inducdo, que para 0 < § < 1/2 existe K; constante que

depende apenas de § de modo que para todo T > 0 e n € N temos

AT B "
<K5CO (AO + 0)) 5 .
< v Y Co Ay + =22
LA AT

sup sup |0%v,(t,x)| <
\a|<%0<t£T| won(t, ) (1 +n)

(2.27)

Para n = 0 ¢é verdade pelo passo anterior. Suponha que ¢ verdade para n = 0, ..., IV,

entao mostraremos que vale para n = N + 1. Com efeito, visto que gjyi1 =
N

= Z Vjk - UN—p € como estamos interessados em derivadas com |a| < 2 (o que

k=0
justifica a constante 4 na expressao abaixo), entdo com a estimativa anterior, segue

que
0% (t,z)| <4D (C <A +B°))2 !
sup su ; o)l < - —
Mg%ogtST 295, N+1 N+1 0 0 b (1+ |$|)2
em que
6T6 B 6T5 B —k
N (K5VV Co <A0+VO)) (mS o) (A0+VO>)
DN+1 = .
l;] (1+ k)4 (1+ (N —k))*

Isolando o que nao depende de k£ no somatério temos

Dyver = (K‘SV&TC‘) (AO " E;O))Ni (1 +1k)4 (1+ (]\}— k)4
(ke (s BYY S

AT By 32 +°°1
<K Cy Ay + =22 7 N 2
( oy °(°+u)) (N+2)4k;k4
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+0
1
Visto que 1 + (N — k) = N/2 4+ 1, para k < N/2. Escrevendo C) = 322 i ©

estimando (2.25) (pagina 55) para N + 1 temos

§ms N+1
14 1%
sup sup [zonn(t o)l < Ji@ JOCsKs (N 1 2)1 Co (AO * ,,)

com

1 1
<Ds————— < Dsg———,
f o~ |2+26 (1+ |y|> KO I ()
observando que 1 < 2 + 20 < 3. Isso finaliza a demonstracao da afirmagao por
inducao, tomando K5 = C1CsDs.

« Estimativa de 05 q,.

Para estimar ¢, e suas derivadas escrevemos primeiramente, a partir da expressao

da pressao (2.15) (pagina 49) para as equagoes (2.19) (pagina 53), que

3
agOgZQn = - Z a?gj,n * aij

J=1

e assim

sup sup |09¢,(t,x
|a\<%0<t£T| 2n (1+n)*

o n
(02
) <C Y Y77 ¢, <A + )

1+ |z|

Tomando, por exemplo, § = 1/4 e T suficientemente pequeno temos

T1/4 BO
Ky 3/40 A + ” <1, (2.28)
+00 +00
com isso temos, portanto, a convergéncia normal de Z Oovp, e Z 0 qn, isto €, as limitagoes
n=0 n=0

(2.20), (2.21) e (2.22) (pagina 53) e isso finaliza a demonstragao.
|

O resultado e desenvolvimentos acima, mostram-nos o nivel de regularidade
que os dados iniciais e solugoes devem ter para a construgao de solugdes conectadas a
uma nogao de "solugoes cléassicas". Motivado por isso e com a intencao de formalizar essas

noc¢oes, temos as seguintes duas defini¢oes abaixo:

Defini¢ao 2.3 (Dado Regular)

Um dado regular para o problema de valor inicial das equagoes de Navier-Stokes é formado
por um campo vetorial ug € C* em R® e um campo vetorial dependente do tempo f(t,x) tal
que 0°f ¢é continua em [0, +00) x R?®, para |a| < 2 e além disso satisfazem as estimativas

sup sup(1 + |z])[0%u(z)| < +o0 e sup sup (1+ |z)*|0“f(t, )| < +oo.

|a|<2 zeR3 || <2 t20,z€R3
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Defini¢ao 2.4 (Solugées Classicas de Navier-Stokes)

Uma solugao classica das equagoes de Navier-Stokes

ou+ (u-Viu—vAu+ Vp = f,
div(u) =0,

u|t:0 = Uy,

associada ao dado regular (ug, f) € uma solugio (u,p) tal que existe um tempo T > 0 e

1. se |a| <2, entdo 0%p é continua em [0,T] x R?;
2. se |al <2, entdo 0%u é continua em [0, +00) x R?;

3. Gy é continua em [0, +o0) x R,
E cumpre as estimativas

4. sup sup (14 |z])][09p(t, x)| < +o0;

0< || €2 0<t<T,z€eR3

5. sup  sup (1+|z])|0yu(t,z)| < +oo.

|o| <2 0<t<T,zeR3

2.7 Solucoes Globais Suaves para Dados Pequenos

No Teorema 2.1 (pagina 53), obtivemos a existéncia de solugao classica até
um certo tempo de existéncia T" > 0, suficientemente pequeno, e sem assumir restri¢oes
de tamanho no dado inicial. Se conseguissemos obter 7' = o0 no Teorema 2.1, teriamos
consequentemente resolvido o Problema do Milénio do Clay Mathematics Institute. Entre-
tanto, as estimativas obtidas na prova do Teorema 2.1 nao parecem ser promissoras neste
sentido. Um aspecto que emerge é a dependéncia das estimativas em relagdo ao tempo de
existéncia T'. Alternativamente, assumindo uma condi¢do de pequenez nos dados ug e f e
adaptando a demonstracao do Teorema 2.1, podemos obter solucoes classicas globais, isto

é, sem restricao no tempo de existéncia T'. Este é o contetido do préoximo teorema.

Teorema 2.2 (Solugdes Globais)

Considerando a Definicio 2.3 (pdgina 57), temos que existe uma constante €q tal que, se

sup sup(1 + |z])[0%uo(z)| < eov e sup sup (14 |z))*0*f(t, z)| < gor?,

|a|<2 zeR3 |a|<2 t=0,zeR3

entdo a solugio cldssica (u,p) associada ao dado regular (ug, ) € definida para todo tempo

te RT e satisfaz

1. sup sup (1 + |z|)|0sp(t, z)| < +oo;

0<|a]<2 0<t<T,z€R3
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2. sup sup (14 |z])|dsu(t,z)| < 4o0.
|| <2 0<t<T,xeR3
Demonstragao. Na demonstragio do Teorema 2.1 (pagina 53) foi escolhido § = 1/4,
entdo lim 7° = 0, e obtemos a desigualdade (2.28) (pagina 57), para T suficientemente

T—0
pequeno. Se tomarmos § = 0, a condi¢do sobre os parametros e constantes torna-se

1 B
Ko—Cj (AO + VO) <1, (2.29)
1%

a qual ndo depende do tempo de existéncia 7. Além disso, nao é dificil ver que (2.29)
(pdgina 59) é satisfeita quando Ag e By sdo suficientemente pequenos. Assim, relembrando
a demonstracao do Teorema 2.1 e as constantes Ay e By, e tomando gq suficientemente
pequeno, obtemos (2.29) e o resultado desejado, tendo em vista que
Ap = sup sup(1l + |y|)|05uo(y)| < eov,
la|<2 yeR3

By =sup sup (1+ [y])*0%f(t,y)|eor.

a|<2t=0,yeR3
Y

Um tépico também de interesse na andlise de solucoes das equacoes de Navier-
Stokes é como elas se comportam depois de passado um grande tempo desde o inicio da
dindmica, ou mesmo qual o seu comportamento limite quando o tempo tende ao infinito.
No teorema a seguir, mostra-se que a solugao u tende a zero, quanto t — oo, se a forca

externa f apresenta um certo decaimento no tempo.

Teorema 2.3
Considere as mesmas hipdteses do Teorema 2.2 (pdgina 58) e que, além disso, a forca f
apresenta o decaimento
sup (14wt + |x|)3|f(t,x)| < +0,
t>0,zeR3
entao a solugao u obtida no Teorema 2.2 decai conforme a estimativa

sup (1 + Vvt + [z])|u(t,z)| < +oo.

t>0,7€R3
Demonstracgao. Primeiramente, notemos as seguintes limitagoes

sup dy < +00,

J 1 1
zers J [yl 1+ |z —yl*

J 1 1 dy < +o0
su ,
e ) P 1+ o -yt

J 1 1 dy < +o0
sup | —5———dy :
werd ) |YPP 1+ |z —yl

J 1 1 dy < +o0
sup | ————dy :
werd J Y21+ |z —y|?

J 1 dy < 4o
su —_—— .
:z:E]Rg 1+ |l’ - y|4 Y
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De fato, como para |r —y| < 1 temos por compacidade a limitacao das integrais na
bola Blx; 1] entdo basta analisar a integral fora dessa bola. Tomando a mudanca de
varidveis u = x — y, segue que para |u| = 1 temos |u| ™t < 1, [u| Y2 < 1e |u[? < 1,
logo podemos estimar as trés primeiras desigualdades pela ultima limitacao. Para as duas

tiltimas, notemos que |u| = 1 implica 1 + |u|* = 1 + |u|?. Assim, basta estimar

1
—d
J1+|u|2 Y

que pode ser feito através de coordenadas polares. Além disso, pela mudanca de variavel
1

——1 e estimativas temos

—>
Y VvVt

1
sup vt | — dy < +0o0, 2.30
t>0,2€R3 ly| V22 + |z — yl* (2.30)
1
sup (vt 3/4J dy < 400,
SO | i =y

1
sup (vt 3/QJ dy < 400,
o VO e e

sup \/ﬁfdy < 40, 2.31

S N R vt = g (2:81)
su vt dy < +o0.

t>0,xIe)R3 v VA2 + |z —y|* Y

Escrevendo Ey = sup (1+|z|)|ue(z)], e analogamente como em (2.24) (pagina 54), podemos
z€eR3
em seguida usar (2.30)

Vit EQ EO
sup |hye * up(z)| < Csu —dy < C'—.
S Ve o S C o ) oo iyl Y < i

Além disso, se Fp = sup (1++Vvt+ |a:|)3|f(t, )|, entdo procedendo de forma anéloga

t>0,zeR3

a (2.26) (pagina 55) e usando (2.31)

Fy
sup |g;.0(t, z)| Csupf dy < C"—.
2R3 195.0( wer? ) [T —y2 /vt l/t + |y|?) y vt
Desde que (1 + |z[*)|gjo(t, )| é controlada, entdo
B1/4F3/4

1+ [a])2]gjo(t, )| < C=—=0—.
sup (L + [z[)"lg;o(t, 7)] (1)

Assim, temos a estimava

f 0;0(v(t —s)) = gjods| <

1 1
< CBY/R 3/4JJ dy
2t — )% + [z — gt (vs)¥ )2 Y

1/4 1-3/4 1 1 ds
< By Iy f (t _ 5)3/4 §3/4 1/3/2

B1/4F3/4

— C”
v/vt
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Logo,

1 BY/A 3/ o
t o) <C——= | Ey+ 22| = .
|U0( JJ)| \/E ( 0 y \/1/72f

B1/4F3/4

). Relembrando (2.27) (pagina 56) e tendo em vista (2.29)
v

sendo ag = C (Eo +

(pagina 59), temos parat >0 e x € R?

1 By 1
< — -
|’Un(t,(L')| )400 (A() + y >

(1+n L+ x|
Queremos estudar a sequéncia («,) definida por a,, = sup Vvt|v,(t, x)|.
t>0,2€R3
Assim, podemos estimar (2.23) (pagina 54) para cada parcela de g,
B\ 2
C Ag + =
A Oy e 1 14 1

10,0(v(t —5)) (v kVp—t)| < min

32 s\t —s 21+ k)4 (1 +n— k)4 (t — s)3/2

(2.32)
Para isso, note primeiramente que tomando 0 < v < 1/ V2 entéo
=t 4 9

J -2 (2.33)

0 (t—s)32 /it

t ds 4~
—F— < . (2.34)

J(va)t s4/(t = s) Vi

Pela definigao recursiva de v, (2.23) (pagina 54) e com as desigualdades acima ((2.32),
(2.33), (2.34)) podemos obter duas constantes A; e Ay, que dependem de v, ug e f, mas

nao de n e nem de -, tais que

= 1
1 <A OOy + Ag———.
+1 17];) k k 27(2_’_”)4

Fixe ng tal que
9 2>

e defina p =1+ sup (k+ 1)

0<k<ng

Afirmamos que o, < _P ara cada n € N. De fato, sendo n < ng segue
q TR, : g
n

pela definicao de ~. Por indugao, assuma que vale para 0 < k < n, com n > ny. Para

mostrar que vale para «,,1, estimamos

Ay Y o g, < Al’Yﬂ
k=0
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tomando

e 272
(\@ + 24, 3) P

temos 0 < v < 1/v2 e

p

A A~
DI 2(2 + n)?

k=0

Além disso,

1 1 272 p p
A < A 2+2A <
20 S g+ 1) 2(f+ 173 )

Portanto, segue a afirmacao e com isso
0
Z Oy < 400
n=0

o que implica o resultado do teorema, visto que

(1 + Vot + |z Jut,z)] = (1 + || Ju(t, )| + Vit|ult, z)].

(2+n)?2 ~ 2(2+n)?

(2.35)

e a primeira parcela é estimada pelo Teorema 2.2 (pdgina 58) e a segunda por (2.35).
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Capitulo 3

Solucoes Brandas em BM o1

Esse capitulo concentra os esforcos dos dois anteriores com o intuito de entender
um dos maiores espagos no qual as solugoes das equacoes de Navier-Stokes entao bem
colocadas, a saber o espaco BMO™'. De fato, colocando em perspectiva, no capitulo anterior
estudamos métodos que permitem obter solu¢oes sob boas condi¢oes de regularidade e
decaimento. Agora, vamos considerar uma abordagem que envolve uma outra nog¢ao de

solugdo e um espago funcional que permite considerar dados iniciais bastante singulares.

O proximo diagrama indica a necessidade das preliminares dos capitulos anteri-

ores, assim como a relagao entre as segoes deste capitulo.

2.6 Solugdes Classicas das 1.2 Convolugdo e Distribuigdes 1.3 Transformada de Fourier ¢
. 14E de Hardy e BMO
Equagdes de Navier-Stokes Temperadas spagos de Hardy Espagos de Sobolev

3.1 Solugdes Brandas das 1 f e :
Equagdes de Navier-Stokes 3.2 Espago BMO

v A\ 4
3.3 Existéncia e Unicidade o| 3.4 Estabilidade de Solugdes
em BMO™! d Globais

Na se¢ao 3.1 é justificado o termo solugdes brandas, assim como referéncias
historicas para o estudo das equagoes tratadas nesse trabalho. A secdo 3.2 enuncia a

caracterizacao ideal dos espacos BMO e BMO™" para os resultados seguintes.

As secoes 3.3 e 3.4 demonstram os principais resultados de todo o texto: a
existéncia e unicidade em BMO™!, a partir da técnica iterativa de ponto fixo para uma

equacao quadrética, e por fim um teorema sobre a estabilidade de solucdes em BMO ™!,
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3.1 Solucoes Brandas das Equacdes de Navier-Stokes

De acordo com Lemarié-Rieusset [22], a historia da pesquisa sobre as solugoes
das equacoes de Navier-Stokes foram marcados por trés periodos. No primeiro, buscaram
férmulas explicitas para potenciais hidrodindmicos dadas pelos trabalhos de Lorentz (1896)
[26] e Ossen (1911) [27], além da introdugao das solugoes fracas dadas por Leray (1934)
23].

Ja na década de cinquenta, a segunda abordagem foi baseada no método de
aproximacao de Faedo-Galerkin que torna o estudo das equacoes diferenciais parciais no
estudo de equacoes diferenciais ordinarias em um espaco de dimensao finita. Esse ponto

de vista foi desenvolvido por Hopf [14] e Ladyzhenskaya [19].

Nos meados dos anos sessenta, o terceiro periodo foi marcado pela teoria dos
semigrupos de operadores. Mais especificamente, considera-se problemas nao-lineares da
forma

oru— Lu = f(t,u)
(3.1)

U|t:0 = Up

em que £ é um operador ilimitado definido em um espaco de Banach adequado. Nesta

L

perspectiva, o primeiro passo é analisar o semigrupo U (t) = e'*, o qual, via o Principio de

Duhamel [8, §2.3.], podemos escrever as equagoes (3.1) na forma integral

t

u(t, ) = U(t)ug + f Ut —s)f(s,u(s,-))ds.

0

Browder (1964) [5] e Kato (1965) [16] denominaram as solugoes desta formulagao integral
como solugdes brandas (mild solutions). Dependendo da estrutura da nao-linearidade
f, argumentos de contragdo (ponto fixo de Banach) em espagos funcionais adequados

mostram-se bastante frutiferos na analise deste tipo de solugoes.

O problema de valor inicial das equagoes de Navier-Stokes que sera analisado

em boa parte desse capitulo é da forma

o+ (u-Viu—vAu+ Vp = f,
div(u) =0,
uli—o = uo,
sendo u o campo velocidade, p é a pressao, f uma forca externa e v > 0 a viscosidade

cinética. As varidveis desconhecidas sao u e p, dado um campo vetorial de velocidade

inicial uy em R3.
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A reformulacao para um problema integral, usando os desenvolvimentos apre-

sentados no Capitulo 2, é encontrar u tal que
t 3
U = Ry * ug — f Z 0;0(v(t —s)) = (f » ;G + uju) ds,
0 j=1
0 que € equivalente a

t
w = hy * up — J hui—s) * P(—f + divu ®u) ds. (3.2)
0

3.2 Espaco BMO™!

Nesta secao, tendo como ponto de partida o artigo [20] e os aprofundamentos
em [22], vamos definir o espaco BMO™" bem como sua versio local. Para isso, observemos

que as equagoes de Navier-Stokes possui o scaling para A > 0

u(t,z) > Mu(\*, \r)

(3.3)
p(t, ) — A2p(\’t, \r)

e para o dado inicial
up(z) — Aug(Az). (3.4)

Um espago de Banach E de distribuigoes temperadas, £ < §'(R"), é denominado critico

se ¢ invariante por (3.4), isto é,

luoll 2 = [Auo(Az)] e,

para cada A > 0 e ug € E.

O espaco BMO™ ¢ um dos maiores espacos criticos (invariante pelo scaling
das equagdes) em que se conhece a boa-colocagao (veja se¢ao 3.3) de solugoes brandas
das equagdes de Navier-Stokes, com uma condigao de tamanho na norma (condigao de

pequenez), de fato qui¢d o maior. Comecemos supondo que
€ Lio([0,00) x R"),

o que é natural, desde que representa uma condigao de "energia'localmente finita. Agora
relembre que as equacoes de Navier-Stokes sao invariantes com respeito ao scaling. Outra
condicdo natural seria assumir que as limitacdes/estimativas envolvendo a norma L? fossem
invariantes por translagoes e pelo scaling (3.3), o que nos leva a uma versao de limitagao

L? invariantes por translacoes e scaling

sup |B(z, R)|™

J lu|® dy dt < oo, (3.5)
z,R>0 [0,R2]x B(z,R)
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em que |- |, quando aplicada a conjuntos mensuraveis, denota a medida de Lebesgue em
R"™. Em vista da formulacao integral (3.2), e da parcela correspondente ao dado inicial, a
ideia é escolher como espago para o dado inicial o espaco das distribui¢oes temperadas g
em R" para o qual a extensao caldrica, isto é, a convolucao com o nucleo calor h,; = ug,
satisfaz (3.5). De fato, este espago é conhecido e consiste das distribuigoes que podem ser

escritas como divergente de um campo vetorial com coordenadas em BMO.

Motivado pelas consideragoes acima, e para melhor formalizar as corresponden-
tes ideias, a seguir relembramos a definicao do espaco BM O. Para a conveniéncia do leitor,

antes relembramos as notagoes que estamos usando para o nucleo do calor e seu scaling:
O(z) = 7721 ¢ y(x) =t (/1)

Definicao 3.1 (Espago BMO)

O espago BMO consiste das distribuicoes temperadas v tais que
R 1/2
Pollawo = sup (2B R [ [CAV@oPdray) < e
z,R>0 B(z,R) J0

Denotaremos BMOg, para algum R > 0, como o espaco local de BMO, ou seja, das

distribuicoes temperadas v tais que

. 1/2
P — (2|B<x,r>|—1 f f t|v<<1>t*v>|2dtdy) < 4o,
B(z,r) JO

zeR™ 0<r<R

A definicao anterior é a caracterizacao da medida de Carleson de BMO, que é
equivalente a definicdo padrao (1.27, pagina 37), como referéncia para essa caracterizacao

consultar [32].

Agora, para um dado inicial v, considere a solu¢ao w da equacgao do calor

homogénea
wy — Aw = 0.

Assumindo certas condigdes de regularidade e decaimento em v e w (se¢do 2.1, pagina 39),

a solugao é unicamente dada por

w(t) =v @ /. (3.6)

Logo, em vista da mudanca de varidvel z = ¢'/2, equivalentemente podemos considerar na
definicao de BMO a quantidade

R2 1/2
|lv|Brmo = sup <|B(x,R)|1J J |Vw|2dtdy> :
z,R>0 B(x,R) JO
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Definicao 3.2 (Espagco BMO™)
O espaco BMO™" ¢ o subespaco das distribuicoes temperadas v de modo que sendo w a

extensao caldrica de v (3.6) temos

= 1/2
[olpao s = sup [ |Bla, B)! f f wididy) < -+,
z,R>0 B(z,R) JO

Denotaremos BMO]}l, para algum R > 0, a versdo local do espaco BMO™, ou seja, o

espaco das distribuicoes temperadas v tais que

2 1/2
HU”BMOIQ1 = sup <|B($77”)|1f J |w|2dtdy> < 400.
z€R™,0<r<R B(z,r) JO

em que w € a extensao calorica de v (3.6).

Observe que a expressao | - | papo ndo é uma norma, pois se anula para fungoes
constantes. Isso ndo ocorre com BMO ™', Além disso, note que o divergente de um campo
vetorial, com coordenadas em BMO, estd em BMO™'. A préxima proposicio mostra que

a reciproca também é verdadeira, além de servir como fonte de exemplos de distribuigoes
em BMO™'.

Proposicao 3.1

Seja u um distribuicdo temperada. Entio u e BMO™ se, e somente se, existem f*e€ BMO
n

de modo que u = Z&ifi.

i—1
Demonstracgio. Suponha que f* € BMO, 1 <1i < n e sejam v' as extensdes caléricas
respectivas. Entdo, sendo Q(x, R) = (0, R*) x B(z, R),

n n

R2 n
B(a, B)|"" f S e P dodt < 3Bz, B)| f f Vo dtdy < 1 Boavo.
Q(z,R) ;—1 i=1 B(z,R) JO i=1

pela definicio de BMO. Isso implica que div(f) = V- f € BMO™" . A reciproca segue do

préoximo Lema.

Lema 3.1
Sejam m € C*(R™{0}) homogéneo de grau zero e u € BMO ™', entdo existe ¢ > 0 de

modo que
lm(Dz)u| prro-1 < clullparo-1-

De fato, para a reciproca suponha que u € BMO™! e sejam R;; = (%@A’l e

ui; = Ryyu. Entdo u;; € BMO™! pelo Lema 3.1, e existem fungdes f* com 0; f* = u;, visto
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que por construgdo dyu;; = O;uy;. Por fim, segue que f'e€ BMO e u = Z 0, f!, visto que
i—1

(2

Rii = 1.
=1

Agora, vamos mostrar o Lema 3.1.
Demonstracio. Sejam v € BMO ! e v a sua respectiva extensdo calérica. Precisamos
mostrar, com 1" = m(D,), que
| B, B)| ™| Tl < cllul?
’ LA(Q(z,R)) = BMO~1-

por scaling e translagao temos

1T0] L2,y < clul Baro-1-
Afirmamos que

lo(t,2)| < et |ul prro-- (3.7)
e por scaling e translagao ¢é suficiente provar para x = 0 e t = 1. A afirmacao se reduz a

limitagoes, visto que o niicleo de calor, avaliado em ¢ = 1, estd em um espago de Schwartz.

Para 0 < ¢t < 1 escrevemos

To(t) = TS(t)u
=T(S(t) - S1))u+TS(1)u.

Usando a propriedade do semigrupo do calor S(t + s) = S(t)S(s), t,s € R™ para S(1) =
S(1—1)S(t), e além disso, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo em S’(t) = AS(t)
no intervalo [1,4+0c0),

T(S(t)—S1)u+TS(Lu=T(S(t)—S1))u+ joo TAS(s)uds

1
0

=T(1 =S —-1t)v(t)+ J TAS(s/2)v(s/2)ds. (3.8)

1

O operador T(1 — S(1 —t)) é limitado em L?, e os nticleos k; satisfazem a

limitagao uniforme, por (2.11) (pagina 48)

e (@)] < elz] ™2

Isso implica que a primeira parcela de (3.8) pode ser estimado por

1T = S0 = ))vB) 2wy < sup fvb)]2@e),
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uniformemente em 0 < ¢t < 1. Por outro lado, para o segundo termo podemos usar (3.7)

(pagina 68) para uma estimativa forte em L*

o8]
< Cf 571“1}(5/2)“[/[,(1@71) dS

1

‘ L CTAS(s/2)0(s/2) ds

L™ (R™)

< clulsyo-1,
pois o nucleo k(t) de TAS(t) satisfaz
||k‘(t)||L1(Rn) < Ctil.

Isso completa a demonstracao.

3.3 Existéncia e Unicidade em BMO™!

As equagoes de Navier-Stokes, em particular a sua formulacdo branda, apresenta
uma nao-linearidade com estrutura bilinear. Assim, um resultado abstrato de ponto fixo
para equagoes com estrutura quadratica em espaco de Banach sera util para estudar as
equacoes de Navier-Stokes. Este é o contetido da préxima proposicao, a qual pode ser

encontrada em [22, Theorem 5.1] e [21, Theorem 13.2], bem como sua demonstragao.

Proposicao 3.2
Seja B : E x E — E um operador bilinear limitado definido num espago de Banach F,

isto €,

|B(u,v) & < Collulelv]e

1
1. Se0<d < 10, ¢ bara algum wy € E temos ||wollp < 0, entdo a equagao
0

u = wy + B(u,u)

possui unica solugio em B[0;20] de maneira que |u|p < 20 e existe dependéncia

continua com relagdo a wy, isto €, se |vo|p < 0, v =vy+ B(v,v) e |v|rg <26, entdo

lu—v||p < lwo — vol -

1 —4Cy0

2. Se para algum wy € E temos |wo| g < , entao a equacgao

1
4Cy
u = wy + B(u,u)

possui unica solugio em E de modo que |ullp < e |lule < 2|lwo| k-

1
20,
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Demonstragao. Para a primeira parte, defina indutivamente w,.; = wy + B(tp, u,,), com

uy = wyp, para cada n € N U {0}. Por indugdo, segue que

ltniille < Juollz + Collun

< 0 +4Cp6% < 26
Além disso,

||un+1 - un”E = ”B(un — Up—1, un) + B(un—la Up — un—l)”E

< (4Ch0) 1wy — tn—1|le
e 10go |uni1 — unllp < (4Co0)"||uy — ug| g. Desde que 4Ch0 < 1 segue como no Teorema do
ponto fixo de Banach ([4, §9.4]) a existéncia e unicidade de solugao.

Para a dependéncia continua sobre wy escrevemos
u—v=wy—vy+ Bu—v,u)+ B(v,u—v)
e assim

lu =g < |wo —vole + Collule|u —v|e + Co|v|e|u —v|e
< ||U)0 — UOHE + 4005||U — UHE
1

1 —4Cyo |
Para a segunda parte, faremos de forma analoga ao método de Ossen apresentado

Logo, |u —v| g < lwo — vo -

na segao 2.6 (pagina 51). Seja u. = wy + eB(u., u.), escrevendo como série de poténcias
e o]

em € temos u, = Z e*uy em que
k=0

k
Uk+1 = Z B(unauszn)-
n=0

e assim aplicando a norma temos

k
[ursille < Co Y Junllelux—nls.

n=0

A norma de u,, é dominada por «,, com ay = |wl|g e

k
a1 = Cp Z Q.-

n=0

A funcao a. definida por

(e8]
Q= Z "oy,
n=0
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é solucao de
_ 2
o = ap + Cpe as.

E dessa forma, a série de o, converge para 1 — 4Cpeag = 0 e

1—\/1—40()50(0 . 20[0
2006 B 1+\/1—400€Oé0'

Isso mostra a existéncia de solu¢ao em E e |u|g < 2||wolg-

Qg =

1
Para a unicidade quando |wo|g = TR temos que existe solugdo u tal que
0
1 1
|lu|lp < =— e se |u|p < —-, entdo a solugdo é tinica na bola By = {v e E|2C|jv|p < 1},
2C) 2C)

visto que para v € By temos

[u = vl = [B(u,u=v) + Blu—wv,0)|z

< Collu = v]p(lule + [vle)

1
< (5 + ollle ) 1u ol

1
(5 - Colule ) I~ ol <0

Considere agora o operador F(u) = wo + B(u,u). Seja vg € E tal que |vy| g <
o0

e assim

o que implica |u — v|g = 0.

1
—— e Upy1 = F(v,). Pela série de poténcias de u temos u = Z u, e pelo desenvolvimento
200 . n:()
anterior |u,|p < nz: 2700 Assim, se |lulg = f temos ||u,|g = . Além
Q0

disso, |vo| g < Z |tn|| . Provaremos por indugao que

k—1 0

low = > walle < Z un e
n=0 n=k

De fato, escrevendo

oS (o ()} [ (£0) - $) -

em que Ay e By sdo as respectivas parcelas do segundo membro. Segue que

A, =B (Uk—Zun,vk kZIun>+B<vk—k21un,2un>+3<2un,vk kZI )

=0
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calculando a norma

k-1 k-1 k—1
| Akl < Collvw = D unlls (IIvk = > ualls+2] ), unE>

n=0 n=0 n=0
o] o] k—1
< Co ), lunlle (Z Jtnlle +2 ) un||E> :
n=~k n==k n=0

Ja para parcela By

k=1 k-1 k p—1
By, =uyg+ B ( Up, un) — Uy — Z Z B(ug, up—1-4)

n=0 n=0 p=14q=0
k-1 k—1
= B(up, ug),
q=1p=k=¢q
e calculando a norma
k-1 k—1
IBille < Co >) D7 upllslug)e.

q=1p=k—q

Por fim, juntando as estimativas

o Z unl < c((i un||E)2 - (Z ||un||E)2)
< zco(gnuw)( 3 i)

n=k+1
0

= > luals.

n=k+1

E isso implica que v, converge para v o que mostra o ultimo item da proposicao.

[ |
3.3.1 Teorema de Koch-Tataru
Counsidere inicialmente o caso
o+ (u-Viu—Au+ Vp =0,
div(u) =0, (3.9)

u(0) = uy,

em que u ¢ a velocidade e p a pressao. Denote para os campos vetoriais u, v de R" com
divergéncia livre, o produto u ® v como a matriz definida por (u ® v);; = u;v;, e visto

como vetor (u®v); = (wvj, ..., u,v;) para cada 1 < j < n.

Definigao 3.3 (Espagos K e T)
Seja Q(z,R) = (0, R*) x B(x, R). A definicio de BMO ™ motiva definir os espagos de
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funcoes K e T em RT x R"™ tais que as respectivas normas sao finitas

1/2
lulc = sup t"2u(t, )| L@ + sup <|B($,R)|1f |ul? dy dt)
t #,R>0 Q. R)
| fll7 =supt|f(t,-)|le@n) + sup <|B(a:, R)|_1 j |f] dy dt) )
t 2.0 Q. R)

Denotaremos Kr e Tr, para algum R > 0, como os espagos locais de IC e T, respectivamente.

Ou seja, os espacos de funcoes em RT x R™ com normas finitas
)

1/2
|ullc, = sup tl/QHu(t, V| ze@ny +  sup (|B(x,r)|_1j |u|2 dydt) (3.10)
0<t<R

z,0<r<R Q(x,r)

Il = s oLt oo+ sup (1B |
O<t<R

|f| dy dt) :

z,0<r<R Q(z,r)

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade em BMO™)

Para as equagoes de Navier-Stokes (3.9) (pdgina 72) existe unica solugao global suficiente-

mente pequena em K para cada ug dado inicial com div(ug) = 0 suficientemente pequeno
em BMO™!.

A ideia é usar argumentos de ponto fixo, isto é, a Proposi¢ao 3.2 (pagina 69).
Reescrevendo as equagoes de Navier-Stokes temos, com a notagao V f(t,z) = Jt(hts #
(s, (a) ds °

u(t,z) = S(t)uo(z) — (VVPN(u))(t,x), N(u)=u®u. (3.11)

De fato, considerando o termo bilinear N (u,v) = u® v, podemos ver que N(u) = N(u, u)
e entdo (3.11) tem uma estrutura conforme a Proposicao 3.2 (pagina 69). Para um dado
inicial pequeno queremos obter solucao em K usando essa proposicdo, pois visto que N é
quadratico, a constante de Lipschitz pequena segue do dado inicial controlado com adigao
da nao linearidade também limitada. Assim, o resultado é consequéncia de dois préximos
lemas. Os detalhes com estimativas decorrentes da aplicagao da Proposi¢ao 3.2 (pagina

69) serd analisado na subsecao 3.3.2 (pagina 77).

Lema 3.2
A aplicagio N(u) = u® u mapeia continuamente K em T, ou seja, se ||ufx < +00 entdo

existe C' > 0 constante de maneira que |N(u)|lr < C|u|z.

Demonstragao. Para cada 1 < j < n temos com propriedade de supremo

w7 = sl e + swp (1B [ wsu)ldydr).

:B’R>0 Q(CE,R)

2 1/2\ 2
< (s 1ult)eecee ) *(Sup (I Ty )
t z,R>0 Q(z,R)

E como u € K cada parcela da expressao anterior é finita. |
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Lema 3.3
A aplicagio VVP mapeia continuamente T em K, em que V é dado por V f(t,x) =

¢
f (hi s = f(s,°))(x)ds sendo f um campo vetorial.
0

Demonstragao.

« Passo 1. Escalonamento e translacao

Precisamos provar pontualmente a estimativa
VVPg(t,x)| < ct™ g7
e a estimativa em L?
[VVPg| L.y < el Bz, B)[g]7-

para g € T.
Ambas as estimas sdo invariantes por escala e translagao, portanto é suficiente

mostrar que para o tempo ¢t = 1 e na origem temos

[VVPg(1,0)] < clgln (3.12)

I[VVPg| 72001y < clgllF- (3.13)

Seja X a funcdo caracteristica de [0,1] x B(0,2), assim podemos escrever g =
Xg+ (1 — X)g, e note que cada parcela estd em 7. Como o nicleo K de VVP
satisfaz (segao 2.3, pagina 46)

K (t,2)| < e(VE+ |2))™" L. (3.14)

Entao

TeR™

I[VVP(1 — X)g| =1y < csup J lg| dx dt.
Q1)

Assim, é suficiente olhar para X f, para isso considere que f tem suporte em [0, 1] x
B(0,2).

« Passo 2. Primeira estimativa ((3.12))

Se g tem o suporte em [0, 1] x B(0,2) entdo a estimativa (3.12) segue da limitacao
do ntcleo (3.14).

De fato, para a parte de g em [0,1/2] x B(0,2) usamos a limitacdo de g em L' e
a limitacdo do nicleo longe de 0. Para a parte de g em [1/2,1] x B(0,2) usamos a

limitacao de g na norma L* e a integrabilidade do niicleo préximo de 0.
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« Passo 3. Ideia para segunda estimativa ((3.13))

Queremos mostrar a estimativa a seguir que é mais forte do que (3.13)
1
|| 1vva deat < tglrlgliesn (3.19
O n

o operador [P ndo aparece, pois é um operador limitado em L? e que comuta com

VV. Também nao precisamos da restrigao sobre o suporte de g.

Seja a € Ci satisfazendo a(§) = 1 se |{| < 1 e a(§) = 0 se [¢] = 2. Considere os

multiplicadores A, = a(t'/2D,), entdo para t < 1, temos
11— ADglar@ny < ct'?|g]l2@n),

e assim estimando com o operador VV em L2
1
v(l- At)gH%Q((O,l)xR”) < CL 11— Atg)H%{—l(R”) < C||9HT||9HL1((0,1)an)-

e Passo 4. Estimativa de V'V A4,

Para estimar V'V A,g, relembre a notacao do semigrupo do calor como S e tome
ki(z) o niicleo de S(—t)A;, que estd bem definido desde que a imagem de A; consiste
das fungoes com a transformada de Fourier com suporte compacto. Entao, para cada
N > 1, temos de (2.12) (pagina 48) que

k()] < ext (1 N 'jtl)]v |
Em particular, |k 1y < 400 uniformemente em ¢. Logo, com a notacao
(S A9, 1) = (S AL, 1))
segue
|S(=t)Awgllr < cllglr, e [S(=t)AgllLr@n) < clg(®)llLr@n).

Sejam w(t) = S(—t)Aig(t) e v(t) = VV Ayg. Usando a defini¢ao de V' temos que v
pode ser escrito como
t

o(t) = V(1) J w(s) ds. (3.16)

0

Para concluir, de acordo com (3.15), precisamos mostrar a estimativa

[0]Z2((0,1)xmmy < clwllrw]zao,n)xzn (3.17)
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Com efeito, usando a expressao (3.16) temos

1 t 2

vS() f w(s) ds

0

dt,

L2(R")

”U”%Q((O,I)XR") < J
0

e por integracao por partes

[

agora usando o Teorema de Fubini segue

t

VS(t) f w(s) ds

0

C g o L 1 Jot L (AS@0)w(s), w(6)) o, dB ds dt,

L2(Rm)

1 pt ops
_ 9 f f f (AS(20)w(s), w(0))gaqan, dO ds di
0 Jo Jo
1 p1 ps
_ f J f (AS(2t)w(s), w(0)) o dO dt ds = I,
0 Js JO
Por sua vez, como 6,5(t) = AS(t), pelo Teorema Fundamental do Célculo segue
1 pr1 ps
I = -2 f f f (AS(20)w(s), w(0))pagan, dO dt ds.
0 Js JO
1 ps
= J J ((S(2s) = S(2)w(s), w(8))r2@mny df ds =: I.
0 Jo

Usando que S(t) é autoadjunta e estimando a integral temos

j L L ((5(25) = S(2))w(s), w(6)) paqn, dB ds

_ L 1 <w(s), (S(25) — S(2)) L w(®) d¢9>L2(Rn) ds

1 s
<J (s |1 | (S(25) = S(2)) f wO)ds]  ds.
0 0 L*(R")
Se for estimado a limitagao independente do ¢
‘S(ZS)J w(0) do < clwlr, (3.18)
0 L~ (Rn)
entdo isso implica (3.17), isto é,
[o1Z2(0.0)xrmy < clwlrlw]po,)xmn- (3.19)

« Passo 5. Estimativa de (3.18)

Primeiramente, note que estimando por cima com a integral em Q(x, R)

JR2 w(#) do

0

Bz, R) !

< B2, R) " fQ( Gl dr

< ||IUH7’ (320)

LY(B(z,R))
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O operador S(2t) tem um nucleo ky(z) dado por
k%(x) _ Cnt_n/26_|m|2/8t,

— o (V) e BV

portanto, age como o operador média na escala de v/t. Assim, se usarmos (3.20) em

um quadriculado de cubos de tamanho v/t obtemos

HS(ZS) J " w(6) do

0

0

Yy
_ \ f au( — 1) f w(6) o dy
L*(R")

L (R™)

< clwlr Y e < clw|r.
qeEZ™

E isso prova (3.18) e finaliza a demonstracao.

3.3.2 Teorema de Koch-Tataru com viscosidade e termo da forca

Agora seguindo a versao de [22] do Teorema de Koch-Tataru, considere as

equacgoes de Navier-Stokes

o+ (u-Viu—vAu+ Vp = f,
div(u) =0,

U|t=0 = Uy,

e sua reformulagao
t 3
U = hye * ug — f Z 0;0(v(t —s)) = (f » 0;G + uju) ds.
0 j=1

Para que a integral da expressao anterior faga sentido, precisamos supor hipote-
ses de integrabilidade sobre u em [0, T') x R*. Além disso, de hipéteses sobre ser uniforme
em x, para termos invaridncia sobre translagoes e invaridncia sobre scaling u — Au(A\*t, \z)

(3.3). Em sintese, precisamos que

1
sup t?’/QJJ lu(s,y)|* dy ds < +co.
0<t<T,zeR3 (0,t) x B{x,\/t)

Koch e Tataru obtivemos uma forma de entender os espagos associado a esses
dados iniciais como derivadas de fung¢oes do espago BMO ou de maneira local em BM Or,

assim como indicado na Proposi¢ao 3.1 (pagina 67) e seguinte.
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Proposicao 3.3

Para uma fungio mensurdvel F em (0,T) x R*, com T € (0, +0], defina

1 , 1/2
[Flxe = sup {55 [F(s,y) dyds | .
zeR3,0<t<T (0,t) x B(z,\/%)

1. Entdo, para T < +0 e up € S'(R?) tem-se

3
|t * wo| xp < +00 < I(fo, ..., f3) € (BMOT(RB))4>U0 = fo+ Z i f;
=1

J

3

e a norma |hy = up|x, € equivalente ao infimo de Z | /il Brmo, sobre todas as
=0

3
decomposicoes ug = fo + Z 0 f;.
j=1

2. Similarmente, tem-se

3
|hwt = uo|x, < +o0 < 3(fo, .., f3) € (BMO(R?))*, ug = fo + Z 0 f;
j=1

3

e a norma |h,e = ugl|x, € equivalente ao infimo de Z | fillBaro sobre todas as decom-
=0
3

posigoes ug = fo + Z 0 f;.

J=1

Demonstragao. Essa proposi¢ao é uma reformulagao da Proposigao 3.1 (pagina 67). B

Com o intuito de estimar o operador bilinear associado as equacoes de Navier-

Stokes da proxima Proposigao 3.4 (pagina 80) precisamos do seguinte lema

Lema 3.4
+o0

Se F,G € K, entao A(F,G) = f h,s * (F ® G) ds pertence ao espago (BMO)? e
0

A, G)lmo < Co| FlilGlik.
Demonstracio. E necessério estimar a norma BMO de
+00
W(z) = J hyt * w(s,-) ds

0

notando que w satisfaz

1
[wlay = sup — j f (s, )| dy ds < +oo
W t=0,0er3 132 ) Jo0.0yx Bl
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supt|w(t,-)|eo < +o0.

t>0
Visto que se F,G € K entdao FF® G € T, assim como no Lema 3.2 (pagina 73), e isso
motiva as estimativas sobre w.

Como BMO é espaco dual do espaco de Hardy H', precisamos provar que

sendo A o conjunto de dtomos de H!, isto é, a € Ay se para algum r > 0 e x5 € R3,

1
t te d B < dr = 0; ent
emos o suporte de a em B(zg,7), ||a]o Blaor)] e fa x entao
sup Ja(m)W(z) dr| < C’,,(HwH(l) + sup t||w(t, )HOO)
acA t>0

De fato, se a é dtomo, associado a bola B(zg,r), entdo podemos escrever
3

a = Z 0;0;, com «; tendo suporte em xo + [—7,7]% e [l < Cr7t, e assim [a;; < 8Cr?,
i=1
isso implica usando propriedade de convolucao (1.13, pagina 25) e estimativas do gradiente

do nicleo que

‘ fa(x) foo B = w(s, ) ds d

+oo
< 24CJ 72|V hys 5 (s, ) ds
7”2

tO dt

< C"7~2(suptHw(t7 )||OO) J = =: F
t>0

r2
e como 1/t* é decrescente temos

O dt

< Cspthu(t, )

B = C'v*(suptlut. )) |
t>0 r

Por outro lado, escrevendo w = w; + wy em que wy(s,y) = Lp(m3r) (y)w(s,y),
entao

2

Mmfzm I, ds

0

‘fa(a:)f: B = wy (s, ) ds d| <

< Clafor®w] o

< Cwl,

e para ws usamos a seguinte estimativa sobre o nucleo do calor

C’f f f z)|——=|w(s,y)| dy ds dx.
B(zo,r) |zo— y|>37“ |JZ |5

Podemos estimar a integral anterior como

2w
' 1
C/WZJ J f la(z)] lw(s,y)| dydsdx =: Es,
Bzo,r) J0 kz=11 Ay (ly — zo| — 1)?

Ua(x)f B+ wa(s, ) ds ds| <
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considerando os anéis A, = B(xo, (k + 3)r) — Blxo, (k + 2)r], temos para y € A; que
ly —xo| =7 = (k+2)r —r = (k + 1)r, logo

C'vr =|w(s,y)|dydsdx =: Es,
JVB(IDT)J;] k— 1JAk k+1) ) ’

usando a estimativa L' de a e separando o somatério

< C"vr?|aly Z k:+1 J f w(s,y)|dyds

< C”/V||w||(1).

E isso conclui a demonstracao do lema, visto que estimamos a integral em s

nos intervalos [0,7%] e [r?, +o0).
|
A préxima proposicao estabelece a limitacao do operador bilinear associado as

equagoes de Navier-Stokes para a aplicagdo da Proposigao 3.2 (pagina 69).

Proposicao 3.4

O operador bilinear

t

B(F,G) JZao (t—s)) (FjG)dSZJhV(t_S)*IPdiv(F@)G)ds

0

é limitado no espago Kr para cada T € (0, +0o0].

Demonstracao.

Primeiramente, sendo F' € K7 e G definido em (0, +o0) x R? por G(t,z) =
Loy (t)F(t,x), entdo G € K. De fato, para t < T temos

JJ (s y)|2dyd8—tg/2 3/2jf G (s,y)|* dy ds
0,t)x B(z,vt (0,t)x B(x,\/1)
< | P32 (3.21)

Para t > T, cobrimos a bola B(z,+/t) por um nimero finito N, de bolas B(z;, VT) com
£ 32
N, =0 <(T> ) e estimamos N; vezes usando (3.21)

” Gls,p)lPdyds < S ” IP(s,y) [ dyds
(0,t)x B(x 1<i<N; (0,7)x B(z;,N/T

< NP3, T2
< O|F|5, £,
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em que a ultima desigualdade segue da defini¢ao de NV, (big O notation).

Como
t
B(F.G) f By * PAiv(F ® G) ds
0

pode ser estimado apenas com os valores de F' e GG para s < T, quando t < T', entao basta

mostrar o teorema para T = +o0.

Assim, tome F,G € K e fixe T > 0 e zy € R 0 objetivo serd provar que para

algum C' > 0 constante que nao depende de 7" nem de x, temos
|B(F,G)(T, x0)| < C|F|x|G|cT 1

e além disso,

T
|| 186t d it < | PlclGleT
z0,v/T)

o Sejam Xz = 10,1) (1)1 (g 5v7) () € Vuor = Lo (1)(1 — 1p¢, 597 (2)). Para 0 <
t < T temos

B(F7 G)(ta .I) = B(Xmo,TFa G)(i,l‘) + B(%o,T, F7 G)(twr)

e Se x € B(z,VT), entdo

dyd
801,600 < € [ [Pl Gl

1
<OLJ o oy PGyl dy ds
Yy—xo|>

\F(s,y)| | G(s,y)| dy ds

<C >

keZ3 k0

< C'"T- 1/2 Z

keZ3 k0

|k|4T2J Lexo+k\f+[—f/2,\/f/2]3

I’ |4HFHXV |G,

E assim,

|B%MF®@mm<deWﬁH@
jf B(tay 1P Gt 2) Pt d < || GIT*”.

 Para estimar B(x,, rF, G) serd usado a ideia de Auscher e Frey [2] conforme Lemarié

[22] e decompor, primeiramente, em

B(XmeP’7 G) = Al(Xxo_TF, G) + A2 (Xxo.TFv G) + Ag (Xa?o.TFa G)
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sendo

( t

Al (X:{:O,TFa G) = J (h/y(tfs) - hzx(t+s)) * PdiV(Xxo,TF & G) d37

< AQ(X$O’TF, G)

+c0
f Puiys) * P div(Xa,r, F @ G) ds,

0

+a0
A3(Xao 7 F, G) = — f Pu(iss) * Pdiv(xa,rF ® G) ds.
t

\

» Rescrevendo A;(xz,rF,G) como

1/ pt
Ay (XzorF, G) = —2Vf (J Ahyi—s) * haygs * P div(xazor F @ G)s ds) do,
o \Jo

e mais ainda como

1

Ay (aur F, G) = —20 f Au(As o(xay 2'F, G)) ),
0

em que
¢
Ay(H) = f Ahyi—sy * H ds,
0
A5,9 (Xxo,TFa G) (37 ) = SWZVGS * ]P)diV(Xxo,TF ® G)
Escreveremos também As(x ., 7F, G) como
AQ (X:Co,TF7 G) = hut * IP) le AG(XJ;O’TF, G)

sendo

+00

Ao F, G) = f s ¢ (Xap 7 F ® G) ds.
0

Em sintese, a decomposi¢ao agora é

1
B(Xxo,TF7 G) = QVJ‘ A4(A5,6(Xx0,TF> G)) db + hut * PdiVAG(Xxo,TFa G)+ (322)

0

+ Ag (X:Eo,TFu G)

« Para a ultima parcela As(xz,rF, G)(T,x9) = 0, visto que Xz, (T, xo) = 0. Sejam
a(t) = |Xaor(t, ) E(, )|, e B = sup Vt|G(t,.)]w. Entao
>
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0

T 40
J J | As(xan 2 F.C) (1, 2) 2 dar dt < J J Ay (xap 2 F, G)(t, 2)[2 dur dt
B(xo,ﬁ) 0

+00 +00 2
< f (J th/(t+s) * ]P)diV(XxO’TF X G) (S, )”2 ds) dt
0 t

(oo

+o0 1
—7— | Xzo,
| (j L

100 +00 1 2
<C ———fa(s)ds | dt
Jo ( ¢ ’\/t“‘s\/gﬁ (5 )

<C r'+00( v iBZQQ(S) ds) (JJFOOldT) dt
I VG i (E+T)VT
e A e
=C T (ft \/gﬁ o (s)ds) dt
4
= QC"J B32a’(s) ds

0
< C"T*2||F|x, (sup V| G| ).
t>0

2
<C 7F® G(S, )”2 d8> dt

« Para a pentltima parcela de (3.22) (Pagina 82) temos

|hor # Pdiv A (Xaom Fy G) oo < CT V| As(Xwo.r F, G) | Brio

Semelhantemente,

CT ) Flic] Gl

T
J J |hyT #* IP) le A()’ (X$()7TF, G) |2 d!lf dt < CT3/2 th/T * P le Ag(XxO7TF, G) ||§(/
0 JB(zo,v/T) i

< C,T3/2||A6(Xxo,TF7 G)||2BMO
< C"|Fl] Gk

o Por fim, precisamos estimar A; (xz, 7F, G). Tome novamente a(t) = | xzor(t,.)F(t,.)

I

e B = sup Vt|G(t,.)|w. Usando a regularidade maxima do nticleo do calor [21, The-
t>0

orem 7.3] temos

|AL(H) | 22((0,400)xr3) < C|H | 1202((0,400) xR3)-
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Dessa maneira,

1 1
f/m&mmﬂﬂamw <JWM%MMﬂEGDme
0

L2[2

1
C [ MAsutr oGl
0

t +00 2 1/2
< C"f <J ﬁoﬁ(s)ﬂ— ds) do
o \Jo 0 S

= 20,||Xx0,TF||L2L25
< C"TY|F | x, sup V| Glo.
t>0

« Portanto, com todas essas estimativas resulta que

z0,T\S
|Ay(xoor F. G) (T, 20)| fj‘ Xay 2(5,9) )Gl )] dy s

(VT =) + |zo — v
T/2
Tﬁ‘jmﬂ@wW@wwaw@@+
0

T wolCls ds dy
*OLWJM“”””Q”w<u@—$+uwww
< TR, G, + (upVAIFE, o) sup VG ) o))

O que conclui a demonstragao.

Agora com o resultado da Proposicao 3.2 (pagina 69) e limitagao do operador
bilinear, realizada anteriormente, podemos demonstrar o préximo teorema sobre a boa-

colocagdo com um dado inicial em BM O,

Teorema 3.2 (Koch-Tataru)
Sejam T € (0, +o] e as equagoes de Navier-Stokes

o+ (u-Vu—vAu+ Vp = f,
div(u) = 0, . (3.23)

U|t:0 = Uyp.
Existem constantes g, Cy > 0, que nao dependem de T, mas dependem de v, tais que se
1. f=div(F) com F €Ty e |F|r < eo,
2. up € BMOZ" e div(ug) = 0,

3. H]-0<t<Th1/t * UOHICT < &,
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entdo as equagoes (3.23) possuem tunica solugio u € K de maneira que |Julic, < Coeo.

Ademasis, essa solugao satisfaz
lulicr < Co([Lo<terhut * uolicy + [ F 7).
Demonstracao. Relembrando do problema na forma integral

t
w = hy * g —J hog—sy * P(—f + divu @u) ds.
0

notemos que

t
w = hy *up + J hoi—s) * Pf ds — B(u, u).
0

Para estimar as primeiras duas parcelas em Kr, usamos a hipotese f = div(F'), f € Tr e o

Lema 3.3 (pagina 74) e assim

E assim, usando a Proposigao 3.2 (pagina 69) e a limitacao de B pela Proposicao 3.4

< CO(||1O<t<Tth * UO”ICT + HFHTT)

t
hl/t * Uy + J hu(tfs) * ]P)f ds
0 Kr

(pdgina 80) o resultado é obtido. |

3.4 Estabilidade de SolucGes Globais

Esta secao é devotada a um estudo de estabilidade de solugoes brandas em
BMO™" encontrado na referéncia [22, Theorem 9.8]. Seja uo um dado inicial regular para
o qual existe uma solugdo branda global para as equagdes de Navier-Stokes com forga
externa f = 0. Em sintese, o resultado apresentado nesta se¢do mostra que dados iniciais
que sdo pertubacoes pequenas na norma BMO™! de ug ainda geram solucoes brandas
globais. Resultados de estabilidade neste espirito podem ser encontrados, por exemplo, em

Kawanago [33]; Gallagher, Iftimie and Planchon [10] e Auscher, Dubois and Tchamitchian
[1].
Para o resultado sobre estabilidade a ser apresentado, precisamos da caracteri-

zagao dos espacos de Besov:

Defini¢ao 3.4 (Espacos de Besov)
Para p > n defina o espago de Besov BzzoloJr”/p(R”) através da caracterizagdo em termos
da extensdo calorica, isto €, a distribuicdo temperada u pertence a B;;;“"”’ se, e SO se, a

extensao caldrica de v, dada por S(t)u, (ver (2.9), (3.6)), satisfaz
[0 ()| Lo (rny < et~ para 0<t<1. (3.24)
E para o caso homogéneo temos

we By,  supt2o(t)]p- < +oo.
t>0
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Para outras definigbes e caracterizagoes dos espacos de Besov, veja [31] e [21].

Observacao 3.1
Notemos que BMO™ BO;}OO e assim se '€ BMO™" temos que existe C; > 0 constante

tal que
Stl>lg tY2|S(t)F| e = ||F||B;71” < CY|F|Bymo-1- (3.25)

Dessa maneira, podemos estimar a norma de h,; = F' em Kr (ver (3.10), pagina 73), de fato

1/2
o Flicy = sup 72y s Fllpegeny + sup (|B<x,r>|1 | |hut*F|2dydt)
0<t<T

z,0<r<T Q(z,r)

1/2
< Stugtm”hut # F' e mn) + sup (|B($,T)|1f |he = FI? dy dt) )
>

z,r>0 Q(z,r)
agora usando (3.25) na primeira parcela e notando que a segunda ¢ a norma de BMO™!,
obtemos que existe C'y > 0 constante tal que

|hoe = Flic, < Co| Fllparo-1 + [F paro-
< C|F|Bmo-1-
Observacao 3.2
Da observacao anterior notemos ainda que podemos estimar com a norma L*. De fato,
se ' e L n BMO™", entdo estimando superiormente pela norma de L*, usando a

desigualdade de Young para convolugoes ([12, §1.2.3]) para a primeira parcela e (3.25) na

segunda, obtemos

1/2
ot » Flicy < CTY2| Fllye + Cil o (|B<x, DI oy dt)
Q(

z,T)

1/2
= C3TY?|F| e + C| F| - (J 172 dt)
[0,72]

1/2
= TPy + Co| Fle ( [ e dt)
(0,7]
= C3T"2|F||p» + CsT"?| F) .
Portanto, existe C' > 0 constante, de maneira que
|hot * Fllicy < CTYV?|F|| .

Teorema 3.3
Seja B o espago dos campos vetoriais suaves u : (0, +00) x R3 — R? tais que u [0, +00) —
BMO™" ¢ fraca-+ continua, satisfaz

sup |lu(t, .)]|w < 400, para cada 0 < Ty < Ty < 400,
tE(Tl,Tz)
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o = vAu — Pdiv(u ® u)
div(u) =0

Seja u € B tal que ug = u(0,-) € 2~ Byo1"Mo”

tl—lgEr Hu(t, ) — UOHBMO*l = 0.

Entdo seque que u : [0, +o0) — BMO™ ¢ fortemente continua, verifica

i fu(t, )| sao-r = 0,

e satisfaz a sequinte propriedade: existe g > 0, que depende de w, tal que para todo

campo vetorial vy com divergéncia livre e com |vg — ug|Bypo-1 < €0, existe v € B tal que

’U(O, ) = 1p.
Demonstracgao.

« Continuidade forte em BMO™..

A continuidade de t — wu no ponto inicial ¢ = 0 é dada pela hipdtese

151_1)%%r Hu(t, ) — UOHBMO*l = 0.

Para t > 0, note que u é limitada com todas as derivadas em cada subconjunto
compacto [Ty, T1] de (0, 4+00), pertencendo a L*. Entao d,u é limitada em [T}, T1]
com valores em BMO ', e assim, u é localmente Lipschitz de (0, +-c0) para BMO .

e Decaimento para t — +o0.

Provaremos que tlir&o |u(t,.)||grro-r = 0. Lembrando do espago Kr, para 0 < T <

+00, como o espaco das funcdes mensuraveis h em (0,7) x R* de modo que

sup Vi [h(t, )]e < +o0,
o<t<T

] 1/2
sup (S/QJJ |h(s,y)|? dsdy) < +00.
2eR3,0<t<T \ (0,t) x B(x,7/t)

Pela Proposicao 3.4 (pagina 80), o operador bilinear
t

B(F, G) = J h,j(t,s) * Ple(F@G) ds

o

é limitado no espago KCr para cada T' € (0, +00], isto é,

|B(F,G)lxr < Coll Fllcr |Gllicy (3.26)



Capitulo 3. Solugées Brandas em BMO ™! 88

com C > 0 constante, que depende de v mas nao de T'. Além disso, pela Observacao
3.1 (pagina 86)

ot * Flic, < CL|F| rpo-1s (3.27)

também com constante C7, que depende de v mas nao de T

Como ug ¢ limite de u(t,-) em BMO™" e u(t,-) pertence a L* para t > 0,

entao usando a definicdo da norma de Cr

Jim, [+ uolic =0

e tomando Tj > 0 tal que
1
hoe = u < —.
s ol < 55
Pela continuidade forte de ¢ — u, tomemos 77 > 0 tal que

1
sup ||hye = u(T, . < —.
0<T<I)T1 ot wlm e, 8Cy
Entao, pela iteragao do ponto fixo de Banach e assim como (2.17) (pagina

52), podemos construir solucao v, (¢, r) das equacoes de Navier-Stokes em (0, Tp) x R?

com valor inicial v,(0,-) = u(r, ) tal que v, = liI}_l U, de modo que
o0
Ur,0 = hut * U(Ta )
Urm+1 = Urpo — B(UT,nv UT,n)

e além disso,

1 1
V7 g1 — UT,nH;cTO < 10y

QO 1 O
Para 7 > 0, temos v.p € L,"L; e

sup |[[vrni1(t, ) = ven(t, ) |w <
0<t<Ty

< OEB<pTOJ \/ti_\f\[“%'"( ')_Uﬂn—l(sv')Hoo'
([vrn (8, oo + [Vrno1(5, )]lo) ds

1
S50 S (0ot + s (1))
0

C,
e logo

sup [[or1(ts ) = vralt o < O (T, oo,
0<t<Ty
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em que C depende de v e Cy. Entao v, € L*((0,7p) x L) e por unicidade das

solugoes brandas em L’ LY, temos que
v (t,s) =u(r +t,x).

Para mais detalhes sobre os espacos do tipo L((0,7); L”) com 1 < p,q < o0 e mais
geralmente L((0,7); X), em que X é um espago de Banach, veja [35], [8] e [17].

Agora, note que
1
4Cy’

Julcs, < liminf Jor|icy, <

e como [vg i, < entdo u = vy em (0,7}), por unicidade das solugoes brandas

TCO
suficientemente pequenas.
Agora, como ug pertence ao fecho de LA BMO™' em BMO™!, considere
1

0>0em0 < <

— escrevemos iy = g + com € L> n BMO™
32 CoCh 0 0+ 5o Bo
|| Baro-1 < d. Podemos supor ainda que divag = 0, visto que o operador projegao

de Leray P é limitado em L? e BMO™".

Como |[hy * aplle < C10 < entdo podemos obter uma solucao

320

global branda das equacdes de Navier-Stokes em (0, +o0) x R® com valor inicial
a(0, ) = ap. Essa solugao ¢ tal que |afc < 2C10 e pelo Lema 3.4 (pagina 78) temos
sup ||a(t, -) | Bmo-1 < C20. Assim, tome 0 tal que Cyd <
o<t 80100

Note que f = u — a é uma solucao branda de
/8 = hl/t */80 - B(OC,B) - B(/B,Oé) - B(/876)

Novamente, podemos construir uma iteragao de Banach (Contragao de

Picard) em um pequeno intervalo (0,7}) tal que 5 = lirEOO ~Yp com
n—

Y0 = Iyt * Bo
Tn+l = Y0 — B(O‘ﬂ/n) - B(’Ym a) - B(’Vm'}/n)‘
Se tomarmos § e T} suficientemente pequenos tais que 24C3Cy0 < 1 e
|l < C16, entdo [yoliy, <3Ci6 e [nllcy, < 4Ci0.

Ademais,

Sup [ ynr(t, ) = Yt )2

O<t<Ty

< C sup

| 1
0<t<T1J;)\/M\/§”7n(t") Yn—1(t, )l2-

V(s o + Yn1(8: ) o + (s, -)lleo) ds
< G5C16 sup [yn(t,-) = ynals, )l

<<1
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Sendo C3C16 < 1, entao v, converge em L;’OL?E. Isso mostra que [ €
L*((0,Ty), L?) para T} suficientemente pequeno. Como a e 3 pertence a L ((17, Ty) x
L*®) para cada Ty > T}, entdo 3 pertence a L*((Ty,T3), L?).

Além disso, div(e® 8+ @ a + S® ) € L*((0,T1), H') e assim
5 - hV(thl) # B(Tla ) € LQ((TlaTQ)v Hl) Por ﬁm7 B pertence a LOO((leT2)7 L2) M
L*((T, Ty), H") e 0,8 L*((T1, T), H '). Derivando a norma L* de j3

@5@wﬂg=2fﬁ-éﬁma

e como divu =0 e = u — «a entao

fﬁ«m+5yvmdx=o

segue que

QBN = 2T @53 +2 [0 (5- VB do

1
2 < Zal2.
alp < el

1
<-V@B+
Isso implica, usando a desigualdade Gronwall, que

252
016

9 2 lg; ﬁds 9 t
18(¢, )3 < [B(T, )]z ev =% = [B(Th, )12 T

; ] 10262 [t 32 ds
[Ciwosmas< i o (14 1AT [

T K
Por interpolacao, obtemos

0152

T\ 20
Bl o < Ol ()

0242

Se ¢ é suficientemente pequeno para que < 7 entao

liminf | 5(¢,-)[; = 0
e assim

lim (8, ) paros = 0.

t——+wo

Entao podemos tomar T3 > 0 tal que ||5(T5, -)| po-1 < C29. Isso implica

. 1
que Hu(Tg, ')”BMO‘I < 2025 € assl1In ||hy(t_T3) * U(Tg, )H]C < 2C102(5 < E
0



Capitulo 3. Solugées Brandas em BMO ™! 91

Por fim, isso implica que u pode ser estimado em (7%, +00) por
HU(Tg + tv )HIC < 40102(5
e assim

sup ||u(t, ')”BMO*l < 2025 + 04(401025)2.

t>T3

Como 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, portando

Jm fu(t, ) pro- = 0.

+ Estabilidade.

Primeiramente, ja temos que

|B(F, G)icr < CollFllr |Glxr

| B(E, G)ll»pro—r < Coll i | Gllicy -

para uma constante Cy > 0 que depende de v mas nao de T. Além disso, pela

Observagao 3.1 (pagina 86) temos para uma constante C; > 0
1ot = wolcr < Ciwol pro-1-
E pela Observacao 3.2 (pagina 86)

[Pt * wol i, < 02\/?““10“00-

Se v, By e Yo sdo tais que div(ag + fo) = divyy = 0, |ao|sro-1 <
1 1
16CyC,4 16CyC4 (16C,CyM )?

1
[|Fue * (a0 + Bo)|licy < 5o © assim as equagoes de Navier-Stokes com valor inicial
0
1

g + Bo possui solugdo branda w em (0,7) x R* com |w]i, < TR
0

s Bollw < M e ||yl Bro-r < , entao para T = , temos

E como [y * 70, < , entao as equagoes de Navier-Stokes com

1
16CYy
valor inicial ag + By + 7o possui solucdo branda w 4+ v em (0,7) x R* com ||v|x, <

, . 5)
201“’}/0”31\40—1. Alem dlSSO, ||’y(T’ ')HBMO_I < (1 + 401) HVOHBMO—L

Pela continuidade forte de u de [0, +00) para o fecho de L® n BMO™
em BMO™" e como tliT@ |u(t, )| Baro—1 = 0, tome Ty > 0 tal que ||u(To, )| Bro-—1 <
1

80061
que para cada t € [0, Ty] temos a decomposigao u(t, ) = a; + f; com ||B]lo < M e

. Pela compacidade de u([0,Ty]) em BMO™!, pode-se tomar M < +oo tal

R ——
H04t||BMo 1 16C,C4
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1
Seja N € N tal ~1o < s
eja € al que N 0 (1602COM)2’ ¢ se
5 Y 1
_ _ 1+-C
lvo — o] Brro-1 < < T 1) 16C,C,

k; 1
entao podemos construir solu¢oes brandas v indutivamente em [ Ty, —— ]

k
para 0 < k < N. Com efeito, temos u (NTO, > arq, + BkTo com |l < M,

1
<
BMmo-t  16C,C4 ¢

k k
u (NT(), ) — U (NTO’ )

N

5 k
< (1+361) To=volpuion
BMO-1!

5 \V 1
<(1+2¢ .
( T3 1) 16CoCh

Logo, podemos construir solu¢ao v em [0, 7y] e assim

3

To, )| sao-1 < [u(To, )| saro- + |v(To, ) = w(To, )| paro-r < ———~
[o(To,)mrro—s < JulTo, lmaro=s + [0(To, ) = ulTo, ) pao=s < foeer

Isso significa que v(Tp,-) é suficientemente pequeno para termos solugdo branda v
em [To, +OO).
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Capitulo 4

Conclusao

De acordo com Koch e Tataru [20] podemos cobrir resultados anteriores sobre
as equacdes de Navier-Stokes em outros espacos, desde que BMO™ ou BMOR" contenha
esses espacos. De fato, como aplicacao dos resultados apresentados no capitulo anterior,

discutiremos a seguir algumas inclusoes.

Relembrando a Defini¢do 3.4 (pagina 85), para p > n, o espago de Besov

B, Lin/p(R™) pode ser descrito via o semigrupo do calor S(t), isto é,
u€e B;§O+”/p(]R") < o) r@ny < ct=(=n/p)/2 para 0<t<1, (4.1)

sendo v a extensao calérica v = S(t)u. Escolhendo R < 1 e como p > n = —2 < —n/p,

entao
12 R2 1/2
lilawo = (1B R [ pPdvdr) < (Bl R ( | 1B dt)
Q(z,R) 0
< c«/p/n|B(x,1)|—n/p sup t(l_n/p)/QHU(t)||Lp(Rn), (4.2)
0<t<R?

em que a ultima desigualdade é obtida com (4.1). Além disso, usando a desigualdade de
Young para convolugoes ([12, §1.2.3]) e estimativas do semigrupo do calor, chegamos a

estimativa
(4rt) PR o (b) |1, < Juloneny- (4.3)
As estimativas (4.3) e (4.2) levam-nos as inclusoes continuas

L"(R") < B, . J""(R") =« BMO™".

Outra classe de espagos que sao classicas no estudo de equagoes diferenciais
parciais, e importantes no contexto das equagoes de Navier-Stokes, sdo os espagos de Morrey
MP(1 < g < n). Estes espagos sdo definidos como o conjunto de fungdes u € Li, (R™), tais

que

1/q
sup R"P <|B($,R)|_1J |u|qu) < 0.

zeR™,R<L1 B(z,R)
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Segue dos resultados de M. Taylor, Analysis on Morrey spaces and applications
to Navier-Stokes equation que M < BMO7T! para 1 < ¢ < n. Portanto, esses casos estdo
incluidos nos resultados de [20] tratados nesta dissertagao. Isso mostra a extensao e forca
destes resultados. Certamente, o espaco BMO~! é um dos maiores espacos criticos em
que a boa-colocagao de solugoes brandas globais (com dado pequeno) é conhecido. De
fato, considerando em adigao algumas condigoes estruturais na classe de espagos criticos,

BMO ™" torna-se o maior espaco com tal propriedade (veja, e.g., [22, §20.2]).

Finalmente, observamos que este trabalho possibilitou contatos com técnicas
e elementos avancados de equagoes diferenciais parciais e analise harmonica, bem como
conhecimentos sobre espagos funcionais importantes. Assim, no todo, ele nos leva a uma
base matematica sélida que podera ser 1til em pesquisas futuras e originais sobre as

equacoes de Navier-Stokes e modelos relacionados.
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