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Resumo

Este trabalho se propoe a investigar a controlabilidade aproximada e nula para um sistema
associado a equacao do calor linear com condicoes de Dirichlet. Para isto, primeiramente
foi estudado o problema de existéncia e unicidade de solugdo para este sistema, bem como
a regularidade destas solugoes. Posteriormente, foram utilizados métodos variacionais para
a demonstragao da controlabilidade aproximada. Finalmente, utilizando uma desigualdade
de Carleman e a desigualdade de observabilidade para a equacao adjunta, demonstrou-se

a controlabilidade a zero para o sistema estudado.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais. Equacao do Calor. Controlabilidade.

Desigualdade de Carleman. Observabilidade



Abstract

This work proposes to investigate the approximate controllability and null controllabil-
ity for a system associated with the linear heat equation with Dirichlet conditions. For
this purpose, the problem of existence and uniqueness of solution was studied for this
system, as well as the regularity of these solutions. Then, variational methods were used
to demonstrate approximate controllability. Finally, using a Carleman inequality and the
observability inequality for the adjoint equation, the null controllability for the studied

system was demonstrated.

Keywords: Partial Differential Equations. Heat Equation. Controllability. Carleman In-
equality. Observability.
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1 Introducao e Resultados Principais

Um problema de controlabilidade pode ser formulado da seguinte forma: Dado
um sistema de equagoes diferenciais, sejam ordinarias ou parciais, busca-se que a solucao
deste sistema atinja determinado resultado desejado. Para tanto, pode-se influenciar nas

condicoes de contorno ou na nao homogeneidade da equacao.

Neste trabalho foi considerado o seguinte problema de valor inicial e de fron-

teira para a equacao do calor linear:

ut_Au:wa emQ
u=10 sobre 92 x (0,7T) (1.1)
u=g9 em Qx{t=0}

Aqui, Q C R?, n > 2, é um subconjunto aberto limitado com fronteira 9 de classe C?,
w CC Q é um aberto nao vazio, T > 0 é fixo e Q := Q x (0,T") é o cilindro. A fungao
u = u(x,t) representa o estado do sistema, f = f(x,t) é a fungdo controle com suporte
contido em w, x,, denota a fungdo caracteristica de w e g = g(x) representa a fun¢ao que

descreve o estado inicial do sistema.

O objetivo deste trabalho é demonstrar resultados de controlabilidade para a

equacao do calor.

O problema (1.1) é dito aproximadamente controlavel no tempo 7" > 0 se,
dados um estado final u; € L?(Q) desejado, uma condigao inicial g € L*(Q) e € > 0,
existe uma fungao de controle f € L?(w x (0,T)) tal que a solucio u do problema (1.1)
satisfaz

[u(T) = uy|]p2) <€

O problema (1.1) é dito controlavel a zero no tempo 7' > 0 se, dado uma
condicdo inicial g € L?(f2), existe uma funcdo de controle f € L?(w x (0,T)) tal que a

solucdo u do problema (1.1) satisfaz

u(T) = 0.

Os principais resultados obtidos neste trabalho sao os seguintes:

Teorema 1.1.1. Sejam Q2 C R™, n > 1, aberto e limitado com fronteira OS2 de classe
C?, w CC Q um aberto nio vazio, T > 0 firo e g € L*() um dado inicial. Entdo, o
problema (1.1) é aprozimadamente controldvel no tempo T, com controle f € L?*(w X
(0,77).
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Teorema 1.1.2. Sejam Q2 C R™, n > 1, aberto e limitado com fronteira OS2 de classe
C?, w CC Q um aberto nao vazio, T > 0 fizo e g € L*() um dado inicial. Entdo, o

problema (1.1) é controldvel a zero no tempo T, com controle f € L*(w x (0,T)).
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2 Preliminares

Da Secao 2.1 até a Se¢ao 2.4 foi tomado como base a referéncia [1], Capitulo 5,

em que também se podem encontrar as demonstragoes dos teoremas enunciados.

2.1 Espacos de Banach

Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma fungéo ||-|| : X — [0, 00)
que satisfaz as seguintes propriedades:
(3) lhu+ol] < Jlull + ol
(i1) [[Au|[ = [A] - [[ul]
(iii) |ju|| =0 <= u=0
para quaisquer u,v € X, X € R.

Quando X for equipado de uma norma, serda denominado como espago nor-

mado.

Quando || - || satisfizer apenas (i) e (ii), || - || é dita uma seminorma.

A definicao de norma permite definir o conceito de convergéncia de elementos
do espago X.

Uma sequéncia {u,, }°°,; C X converge para u € X se
Jimffu, —ul[ =0.

Neste caso, denota-se u,, — u.

Uma sequéncia {u,, }>°, C X é uma sequéncia de Cauchy se, dado € > 0,

existe NV € N tal que, se m,n > N, entao
l|w,, —u,|| <e.

Se toda sequéncia de Cauchy converge em X, diz-se X é um espago completo.
Definigao 2.1.1. Seja X um espago normado. O dual (topologico) de X € definido por
X ={f: X > R: f éaplicagao linear e continua}.

A dualidade entre os dois espagos € denotada por
(fyu) = f(u), VfeX" uelX.

Em particular, define-se o bidual de X por X** = (X*)*.
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Definicao 2.1.2. Quando X for um espaco vetorial normado completo, serd denominado

espaco de Banach.

Definicao 2.1.3. Se X é um espagco normado tal que a imersao canonica ix : X — X**
dada por
ix(x) =2z, onde z(xz*)=zx"(z), Va*e X",

¢ sobrejetora, diz-se que X € um espago reflexivo.

2.2 Espacos de funcoes continuas e Holder continuas

Nesta secao sera considerado €2 C R™ como um conjunto aberto.

Uma funcao u : 2 — R é dita continua se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,
para x,y € €,
lz—yll <6 = [lu(@) —u(y)l] <e

Uma funcao u : 2 — R é dita Lipschitz continua se existe uma constante

C > 0, chamada de constante de Lipschitz de u, tal que, para todo x,y € €,
u(z) —u(y)| < Clz —y| (2.1)

Seja v € (0,1]. Uma funcéo u : Q — R é dita Holder continua com expoente =y se

existe uma constante C' > 0 tal que, para todo x,y € €,

u(z) —u(y)| < Cloz —y[7. (2.2)
Note que toda funcao Lipschitz continua ou Holder continua ¢, em particular, continua.
Além disso, uma funcao Holder continua com expoente 1 é uma funcao Lipschitz continua.

No que segue, a = (o, ..., «,,) representa um multi-indice, com «; € N para
n

cadai=1,...,n, |a| = Zai, e
i=1

80[1 aan

DY = —— ... ———u
. —— U
Ox,'  Ozyp"

Definicao 2.2.1. Sejam 2 C R™ aberto e 0 < k < oo. Denotam-se por C’k(ﬁ) 0 espago

de todas as funcies u : Q0 — R limitadas e de classe C*, equipado com a norma

lullexi) = sup |Du(x)].

|Oé|§k’ e

Em particular, para k = 0, denota-se C°(Q2) = C(Q), e

lulloq) = supu(z). (2.3)

e
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Defini¢ao 2.2.2. Seja Q@ C R™ aberto, v € (0,1] e u : Q@ — R limitada e continua. A

y-ésima seminorma de u € definida por

@)~ u(y)
U 045 (= SUP —
T#Y

Note que tal defini¢ao é, de fato, uma seminorma, pois, para qualquer fungao

constante u, tem-se que [u]co, ) = 0.

Defini¢do 2.2.3. Seja Q C R” aberto. O espago de Hélder CF(Q) é definido como o

espago de todas as funcoes u € C*(Q) cuja norma

||UHCM(Q) = Z HD“uHC(Q) + Z [Dau]COW(Q) (2.4)
la|<k |a|=k
¢ finita.

Teorema 2.2.4. Os espacos CF (Q) e CF (Q) com as normas definidas acima sdo

espagos de Banach.

2.3 Espacos de Sobolev

2.3.1 Derivadas Fracas

Definicao 2.3.1. Seja X um espagco normado, U C X um subconjunto e f : U — R uma

fungdo. Define-se o suporte de f como o sequinte conjunto:

supp(f) = {z € U|f(z) # 0}.

Caso supp(f) seja um conjunto compacto, diz-se que f é uma fungdo com suporte com-

pacto.

Definicao 2.3.2. Denota-se por C3°(2) o espaco de todas as fungoes ¢ € C*°(2) com

suporte compacto em 2. Neste caso, ¢ € dita uma fungdo teste.

Suponha que u € C*(Q). Pela férmula de integracdo por partes, se ¢ é uma

funcao teste,

/ud)widx = —/umigbda:, i=1,...,n. (2.5)

Q Q
Note que, como o suporte de ¢ é compacto em €2, os termos de fronteira se anulam.

Mais geralmente,

/uDaqsdx = (—1)'“/D°‘u¢dw, (2.6)

Q Q

para qualquer multi-indice «. Isto motiva a definigdo de derivadas fracas.
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Definigao 2.3.3. Sejam u,v € L (Q) e a um multi indice. Uma fungio v é dita uma

a-ésima derivada fraca de u se, para qualquer fungao teste ¢ € C5°(12),

/uDO‘gbdx = (—1)“|/v¢dx. (2.7)

Q Q

Neste caso, denota-se v = D%u.

Na definicdo acima, tem-se

LP

loc

(Q):={f: Q= R: flpeLP(K), VK C Q com Kcompacto}.
Teorema 2.3.4. Se a derivada fraca de uma fungdo existe, entdo € unica.

E importante ressaltar que nem toda funcao possui derivada fraca. Um exemplo

é a funcao u : (0,2) — R dada por

u(x) =

r, sel<zx<l,
2 sel<z<2.

2.3.2 Definicdo de espacos de Sobolev

Definicao 2.3.5. Seja k um inteiro positivo e 1 < p < oo. O espago de Sobolev
WHkP(Q) é o conjunto de todas as (classes de) fungées localmente integrdveis u : 8 — R
tais que as derivadas fracas D*u existem e pertencem a LP(Q2) para cada multi indice o
com |a| < k. Em particular, denota-se H(2) = Wk2(Q).

Definigao 2.3.6. Sejam (X, 3, 1) um espago de medida e f : X — R uma fungdo qualquer.

O supremo essenctal de f ¢ definido por

supess f=inf{a e R: p({z € X : f(x) >a}) =0}.

O espaco W¥P(Q) serd equipado com a seguinte norma:

Definigdo 2.3.7. Se u € W*P(Q), define-se

Z /\Do‘u|pdx> se 1l <p < oo,
Q

HUHW"S’P(Q) = (a|§k

E sup ess | DYul| se p = 00.
laj<k ¢

Para 1 <p < oo, || - [lwreq) € uma norma em WkP(Q).
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Diz-se que uma sequéncia {u,,}5°_, C W*P(Q) converge para u € WkP(Q)
se

i lug, = ullyeg) = 0.

Neste caso, denota-se
u,, —u em WEP(Q).

Equipado com tal norma, W*?(2) é um espaco de Banach.

Define-se

WEP(Q) = {f: Q= R: flx € WhP(K), VK C Q com Kcompacto} .

loc

Quando, para cada V' CC 2, valer que
u,, —u em WEP(V),

diz-se que
u,, —u em WP(Q).

loc

Acima, V' CC Q significa que V C Q, isto é, V estd compactamente contido em €.

Definigdo 2.3.8. O fecho de C§°(Q2) em WHP(Q) é denotado por Wé‘:’p(Q).

Em particular, denota-se
HE(Q) = Wy*(9).

Teorema 2.3.9 (Propriedades bésicas das derivadas fracas). Sejam u,v € WFP(Q),

Ay € R e o um multi indice com |a| < k. Entao,

1. D € Wklelbr(Q) e DP (DY) = D* (DPu) = DBy para quaisquer multi indices
a, 8 com |of +|B] < k.

2. \u+ pv € WFP(Q), e DY(\u + pv) = ADYu + puD%v.

3. Se V. .C Q € aberto, entio u € WkP(V).

4. Se ¢ € C§°(Q) é uma fungdo teste, entdo dpu € W*P(Q), e vale a regra de Leibniz:

D (¢u)= Y (4)DPeD . (2.8)
A<l

Tal teorema mostra que as derivadas fracas possuem algumas propriedades
similares as derivadas usuais.

A notacao D“u, a menos de mencao explicita, denotara derivada no sentido

fraco da funcdo u pelo restante deste trabalho.
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2.3.3 AproximacéGes de funcGes em espacos de Sobolev

Nesta secao serd mostrado que fung¢oes em espacos de Sobolev podem ser apro-
ximadas por funcoes suaves. Os dois teoremas a seguir fornecem duas maneiras diferentes

de obter tais aproximagoes.

Teorema 2.3.10 (Aproximagao global por fungoes suaves). Assuma que @ C R™ € aberto
e limitado, e seja u € W*P(Q) para 1 < p < co. Entdo, existe uma sequéncia de funcies

{um}:j:l C (C>(Q)NWkP(Q)) tal que
u,, — u em WFP(Q).
Note que nao se obtém a regularidade de u,, até a fronteira, isto é, nao se

pode garantir que {un,b};;oz1 C C(Q). Para que isto seja obtido, mais regularidade da

fronteira 952 de €2 é necessaria.

Teorema 2.3.11 (Aproximagao global por fungoes suaves até a fronteira). Assuma Q C
R™ aberto e limitado com fronteira OQ de classe C*, e seja u € WHP(Q) para 1 < p < oo.
Entdo, existe uma sequéncia de fungoes {um}:):l C (C=(Q) NWHrP(Q)) tal que

u,, — uem WFP(Q).

2.3.4 Extensodes e traco de funcGes em espacos de Sobolev

O teorema a seguir fornece um modo de estender fungdes no espago W1P(Q)

ao espaco WP (R™) para 1 < p < oo.

Teorema 2.3.12 (Teorema de Extensao). Seja Q@ C R™ aberto e limitado, com fronteira
00 de classe Ct. Seja V. C R™ aberto limitado de modo que Q CC V. Entdo, exviste um

operador linear limitado

E:WhP(Q) — WP (RY) (2.9)
tal que, para cada u € WHP(Q), temos que
e Fu=wu qt.pemfl,
e Fu tem suporte contido em V,

o [|Bu|lwrpgny < Cllullwieq), em que C € uma constante que depende apenas de
p,QeV.

Neste caso, Eu é chamada de uma extensao de u a R".

O préximo teorema lida com o problema de assumir determinados valores para

uma fungio u € WP(Q) na fronteira 9. Como tais fungdes nao sido continuas, nao hé
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uma tnica maneira de estendé-las. Ainda mais, sendo a fronteira O de classe C!, possui
medida nula em R”, logo, ndo possui um tinico valor possivel, ja que funcdes em W*P sdo

identificadas com funcgoes iguais q.t.p.

Teorema 2.3.13 (Teorema do Trago). Seja Q2 C R™ aberto e limitado, com fronteira OS2

de classe C', 1 < p < co. Entdo, existe um operador linear limitado
T:WhP(Q) — LP(0R) (2.10)
tal que

o Tu=1uly, seuc (WHP(Q)NC(Q))
o |ITullpria0) < Cllullwisq), Yu € WHP(Q), em que C' é uma constante que depende
apenas de p e §2.

Neste caso, Tu € chamado de o trago de u em Of).

A defini¢do do traco de uma fungao em WP (Q) permite outra caracterizacao
do espaco WP (Q).

Teorema 2.3.14. Sejam Q C R™ aberto e limitado, com fronteira 02 de classe C*, e
u € WHP(Q). Entao,

ue WyP(Q) < Tu=0 sobre ON. (2.11)

Assim, fungoes em I/VéC P(Q) sdo vistas como fungdes em WFP(Q) cujas deri-

vadas, com excecao das de maior ordem, “se anulam na fronteira”.

2.3.5 Desigualdade de Sobolev

Teorema 2.3.15 (Desigualdade de Sobolev Geral). Seja Q C R™ aberto e limitado, com
fronteira 0Q de classe C*.
(i) Sel <k <n/p euec WkP(Q), entdo u € L), em que 1/q = 1/p — k/n. Ainda
mais, vale a estimativa
|ull Loy < Cllullwrr), (2.12)

em que C' é uma constante que depende apenas de k,p,n,~y e 2.
(ii) Se k > n/p e u € WEP(Q), entdo, u € C’ki[ﬁ]fl’w, em que

n

[5]—%4—1, sen/p ¢ Z,
’y:

qualquer constante positiva menor que 1, sen/p € Z.

Ainda mais, vale a estimativa

[Jull ) < Cllullwer @), (2.13)

crk Bl

em que C' € uma constante que depende apenas de k,p,n e §Q.
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2.4 Outros espacos de funcdes
Defini¢do 2.4.1. Denota-se por H™1(Q) o espago dual a Hi (), isto é,
H~1(Q2) = (Hy()) -

A dualidade entre H*(Q) e H3 () serd denotada por {, ). O espaco H 1(Q) serd equi-

pado com a norma
1) = SUP{(f,U> |u € Hy(Q), [[ul| gz < 1}_

O teorema a seguir ajuda a caracterizar os elementos do espaco H ().

Teorema 2.4.2 (Caracterizacio de H 1(Q)). Seja f € H 1(Q2). Entdo, existem funcoes
fO .., fv e LA(Q) tais que, para cada v € H (L),

(f,v) Z/Ufov+zn:fivmidx. (2.14)
=1

. 1/2
||f||H*1(Q) = inf{ (/ Z |fi|2d93> } ) (2.15)
U i=0

em que o infimo é tomado sobre todas as possiveis escolhas de f, ..., f* € L*(Q) satisfa-
zendo (2.14).

Ainda mais,

Valendo a equagao (2.14), denota-se
f - fo N Z f;f’z
i=1

2.4.1 Espacos envolvendo tempo

Nesta se¢ao, X denota um espago de Banach com norma || - || e T > 0 é fixo.

Definigao 2.4.3. O espago LP(0,T;X) € definido como o conjunto de todas as fungoes

mensurdveis u : [0,T] — X com norma ||ul| (o 1, x) finita, em que tal norma é dada por:
e Sel<p< oo,

T 1/p
|l o0, 7;x) = (/ ||U(t)||pdt> : (2.16)
0

o Sep =00,

[lull Loe (0,7;) == sup ess [[u(?)]] (2.17)
0<t<T
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Definig¢ao 2.4.4. O espago C([0,T]; X) ¢é definido como o conjunto de todas as fungoes

continuas u : [0,T] — X com norma ||ul| (o, 17, x) finita, em que

)

e = ) 2.1
oo, = gnass [[u(t)] (2.13)

O conceito de derivadas fracas na Defini¢ao 2.3.2 serve como motivacao para

se definir derivadas fracas no contexto de fungoes dependentes do tempo.

Definigdo 2.4.5. Dada u € LY(0,T; X), uma fungio v € L*(0,T; X) ¢ dita a derivada
fraca de u, denotada por v = v se, para qualquer fungio teste escalar ¢ € C°(0,T),

valer que
T T
/ ¢ (t)u(t)dt = —/ o(t)v(t)dt. (2.19)
0 0
Também é possivel definir espacos de Sobolev para fungdes dependentes do

tempo.

Definicao 2.4.6. O Espaco de Sobolev WP (0,T; X) ¢é definido como o conjunto de
todas as fungoes u € LP(0,T; X) que possuem derivada fraca v’ € LP(0,T; X). O espago

WLP(0,T; X) serd equipado com a norma

T 1/p
(/ ||u(t)||p+||u’(t>||pdt> se  1<p<oo,
0

sup ess ([[u(t)]] + [[u’(®)]]) se  p=oo.
0<t<T

||u||W1’P(0,T;X) = (2.20)

Em particular, denota-se

HY(0,T; X) = Wh2(0,T; X).

Diversos resultados de calculo continuam sendo validos para derivadas fracas. Tais resul-

tados sao enunciados nos teoremas a seguir.

Teorema 2.4.7. Seja u € WHP(0,T; X) para 1 < p < co. Entdo, é possivel redefinir u

em um conjunto de medida nula de modo que u € C([0,T]; X) e
t
u(t) = u(s) +/ u(r)ydr, V 0<s<t<T. (2.21)

Ainda mais, vale a estimativa

v [u(t)]] < Cllullwroo 7,0, (222

em que C' é uma constante que depende apenas de T'.
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Teorema 2.4.8. Seja u € L?(0,T; H}(Q)) com derivada fraca v’ € L*(0,T; H ().
Entdo, € possivel redefinir uw em um conjunto de medida nula de modo que se tenha
u € C([0,T]; L*(U)), e que a aplicagio

t— ||U(t)H%2(Q)

seja absolutamente continua, com

d ,
()| iy = 200/, u(t) YOS ST, (2.23)
Ainda mais, vale a estimativa
Jhax, w2 < C (||u||L2(0,T;H5(Q)) + ||U/HL2(O,T;H—1(Q))) ; (2.24)

em que C' é uma constante que depende apenas de T'.

Combinando os teoremas 2.4.7 e 2.4.8, junto com os resultados de extensao do

Teorema 2.3.12, obtém-se o seguinte teorema, que serad utilizado mais adiante.

Teorema 2.4.9. Sejam Q C R™ aberto e limitado, com fronteira OU de classe C', em €
Z..Sewe L*(0,T; H™2(Q)) € uma fungdo com derivada fraca v’ € L* (0,T; H™(R)),

entao, € possivel redefinir u em um conjunto de medida nula de modo que
uwe C([0,T]; H™1(Q)). (2.25)
Ainda mais, vale a estimativa

jnax [w@)|[ mer) < C (||U||L2(0,T;Hm+2(9)) + ||u/||L2(O,T;Hm(Q))) : (2.26)

em que C' é uma constante que depende apenas de T',€2 e m.

2.5 Equacao de Laplace

Esta segdo é baseada na referéncia [1], Capitulo 6. Trata-se do seguinte pro-

blema de fronteira da equacao de Laplace:

{—Au:f em (2,

(2.27)
v =0 sobre 0f).

Acima, f : © — R" é uma funcao dada, 2 C R™ é aberto e limitado e A representa o

operador Laplaciano, isto é,
0? 0?

A L9
81’%—'— +8x%

Em H}(Q) define-se a seguinte forma bilinear:

Blu,v|(x) = —/QZum (z)v, (z)dz = —/QDU(:L’) - Du(z)dz, (2.28)

em que - representa o produto interno usual de R™.
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Defini¢ao 2.5.1 (Solugoes Fracas). Uma fun¢do u € H(Q) € dita uma solug@o fraca
do problema (2.27) se, para toda fung¢io v € Hg(£2),

Blu,v] = (f,v),
em que (-,-) representa a dualidade de H=1(Q) e H}(Q).

Teorema 2.5.2 (Regularidade das Solucdes Fracas). Suponha f € L*(Q) e seja u €
HY(Q) solugdo fraca do problema (2.27). Se a fronteira 0Q de Q é de classe C?, entdo

u € H?(Q), e vale a estimativa

[ull g2y < C (||f||L2(Q) + ||UHL2(Q)> ;

em que C' é uma constante que depende apenas de €.

O Teorema 2.5.2 garante a regularidade H?(Q)) para a solucdo fraca u do
problema (2.27) se f € L*(Q2) e 9Q é de classe C?. Ainda mais, o teorema a seguir diz
que a solugdo fraca u pertence a H™*2(Q) se f € H™(Q) e 09 é de classe C™12.

Teorema 2.5.3. Suponha f € H™(Q) e sejau € HY(Q) solugio fraca do problema (2.27).

Se a fronteira O de Q é de classe C™2, entdo u € H™2(Q), e vale a estimativa

ull grmziq) < C (||f||Hm(Q) + ||U||L2(Q)) ;

em que C' é uma constante que depende apenas de €2 e m.

2.6 Desigualdades de Young e de Gronwall

Nesta secao as desigualdades de Young e de Gronwall (em sua versao diferen-

cial) serdo enunciadas e demonstradas. As demonstragoes sao baseadas em [1], Apéndice B.

Teorema 2.6.1 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € (1,00) tais que

R—
P q

Entao, para quaisquer nimeros a,b > 0, vale que

a? b
ab < — + —.
D q

Demonstracao. Utilizando a convexidade da fun¢do exponencial, vale que

1 1 1 1 a?
ab = elogatlogh eploga”+qlogbq < Zgloga? + Zelogd? — T

p q p q

bl
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Teorema 2.6.2 (Desigualdade de Young com €). Sejam € >0 e p,q € (1,00) tais que
1 1
T4 =1
p q

Entao, para quaisquer numeros a,b > 0, vale que
ab < eaP 4 C(e) b?,

em que C(€) = (ep)~ 9P ¢ 1.

Demonstracao. Note que

Aplicando a Desigualdade de Young do Teorema 2.6.1, obtém-se
ab < eaP + (ep)~ 9P g1 bA.
O

Teorema 2.6.3 (Desigualdade de Gronwall). Sejam n : [0,T] — R uma fung¢io ndo
negativa e absolutamente continua, e ¢, : [0,T] — R fungoes integrdveis ndo negativas.
Se

n'(t) < o)) + (@),  glp. em[0,T]. (2.29)

Entao,
b(s)ds {n(()) n / tw(s)ds] . Vo<t<T. (2.30)
0
Em particular, se p =0 e n(0) =0, entdo
n=0.

Demonstragio. Usando a desigualdade (2.29), tem-se que

L (nls)em b 4m) = = KO0 o (5) — 6(s)n(s)) < b OO (s), qtp. em [0,7)

Integrando em s de 0 a ¢, em que 0 <t < T, obtém-se
n(t)e*fos Hrdr _p(0) < /t e h Srdry(s)ds, YO<t<T.
0
Como ¢ é uma funcdo nao negativa,
—/S o(r)dr <0.
0
Sendo a fungao exponencial crescente, multiplicando por ¥ (s),
e b Srdry(s) < (s), Y0<s<T.
Logo, )
n(t)e*fos ordr _p(0) < / Y(s)ds, YO<t<T,
0

o que implica a desigualdade (2.30). O
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2.7 Convergeéncia Fraca

Sejam X um espaco de Banach real e X* o seu dual topolégico.
Definicao 2.7.1. Uma sequéncia {uk}:il C X converge fracamente para u € X se
(U u) — (u*,u)y, Vu*e X*.
Neste caso, denotamos
U — U.
Alguns fatos sobre convergéncia fraca serao enunciados a seguir. As demons-

tragoes podem ser encontradas em [2].

Teorema 2.7.2. Se u, = u em X, entdo u;, = uw em X.

Vale notar que a reciproca nao ¢ verdadeira. Basta considerar o espago das

sequeéncias

>z, <oo},

neN

2N) = {(xn>n€N N

e a base canonica {en}new' Temos que a sequéncia (en)ne nao converge fortemente, mas

e, — 0 em (2(N).

N

~ oo . A . . . .
Teorema 2.7.3. Seu, — u em X, entdo {uy},_, € uma sequéncia limitada em X. Ainda
mass,

[|ul] < liminf [[uy||.
k—o0

Teorema 2.7.4 (Compacidade fraca). Sejam X um espago de Banach reflexivo e {uk}:il
001 CXeuelkX

uma sequéncia limitada em X. Entao, existem uma subsequéncia {uk}
g —
j_

tais que

Uy, — U
J

2.8 Teorema da Unicidade de Holmgren para a equacao do calor

adjunta

Esta se¢ao é baseada em [3], Capitulo 5, e em [4], Se¢ao 5.3, em que se pode
encontrar as demonstragoes para os fatos que serdo enunciados. Neste trabalho, porém,
sera considerado apenas o caso particular do operador diferencial adjunto ao operador

diferencial do calor.

Seja 2 C R™ um aberto e T' > 0. Considere o operador diferencial adjunto ao

operador diferencial do calor P, definido em €2 x (0,T") por

P=0,+A.
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Definicao 2.8.1. Um hiperplano H em R™! ¢ dito caracteristico do operador adjunto
ao operador do calor P se o seu vetor normal (£,¢) € R™™ é um zero do operador lapla-
ciano A, isto é, um zero de A(&,¢) = |€|2. Em particular, os hiperplanos caracteristicos
do operador P possuem vetores da forma (0,41) como vetores normais unitdrios, isto €,

os hiperplanos caracteristicos sao paralelos ao hiperplano t = 0.

Teorema 2.8.2 (Holmgren). Seja u uma solugio de Pu = 0 no aberto Q; C R™, em que
P € o operador adjunto ao operador do calor. Suponha que u = 0 em um subconjunto
aberto nao vazio Q9 de Q1. Entao, u =0 em @3, em que Q5 € um subconjunto aberto de
R, que contém ()5, tal que todo hiperplano caracteristico de P que intersecta (Q, também

intersecta Q.

2.9 Minimos de Funcionais

Nesta secao serao definidas algumas propriedades para funcionais em espacos
de Banach e enunciado um teorema que garante a existéncia de um minimo para funci-
onais neste espago que satisfizerem certas propriedades. Para mais informagoes, veja [2],
Secao 3.5.

Durante toda a secao, X denotara um espacgo de Banach reflexivoe ¢ : X — R

um funcional em X.

Definicao 2.9.1. O funcional ¢ é dito semi-continuo inferiormente se, para qualquer

sequéncia (uy,) ey C X com u, — uw em X, vale que

o(u) < liminf e (u) .

k—oo

Em particular, todo funcional continuo é semi-continuo inferiormente.

Definigao 2.9.2. O funcional ¢ é dito convexo se, para quaisquer x,y € X et € [0,1],

e((—t)r+ty) < (1 —1)f(z) +1f(y).
Definigao 2.9.3. O funcional ¢ € dito coercivo se

lim () = +o0.
[|z]| =00

Teorema 2.9.4. Seja ¢ : X — R um funcional semi-continuo inferiormente, convexo e

coercivo em um espago de Banach reflexivo X. Entao, ¢ assume um minimo em X.
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3 A equacao do calor

Este capitulo é baseado em [1], Capitulo 7. Sempre se assumird que  C
R™,n > 2, é¢ um aberto e limitado, @ := Q x (0,7], em que 7" > 0 ¢é fixo. O objetivo é

estudar o problema de valor inicial e de fronteira para a seguinte equacao do calor linear,

u,—Au=f em@Q
u=0 sobre 9 x [0,T] (3.1)
u=g em§ x{t=0}

Acima, f:@Q — Re g: Q — R sao fungoes dadas e u = u(x,t) é a incognita do sistema.

3.1 Definicdo de Solucées Fracas

Considere a forma bilinear em Hg(£2) definida por (2.28), isto ¢,

Blu,v](z) := —/Q li sz(@%Z(l’)] dz = —/ [Du(z) - Dv(z)] dz,

Q

em que - representa o produto interno usual de R™.
Defini¢do 3.1.1 (Solugdes fracas). Sejam f € L?(Q) e g € L*(R). Uma fungdo
uwe L*(0,T; HY(Q)), com ' € L (0,T; H1(Q))
¢ dita uma solugd@o fraca para o problema de valor inicial e de fronteira (5.1) se
(u',v) + Blu,v] = (f,v), Vove H}Q), ¢tp. em[0,T], (3.2)

u(0) =g (3-3)

Acima, (-,-) representa a dualidade em L? (0,7; H (Q)), (-,-) representa o
produto interno de L?(£2). Note que, pelo Teorema 2.4.8, temos que, u € C ([0, T]; L*(£2)).
Logo, a condi¢ao (3.3) faz sentido.

3.2 Construcdo de solucoes fracas: aproximacoes de Galerkin

O Método de Galerkin para encontrar solugdes fracas para o problema (3.1)
consiste em, primeiro, construir solugoes fracas a certas aproximacoes de dimensao finita,

e depois, passar o limite para obter uma solucao fraca do problema original.

Assuma que wy, = wy(x), k= 1,2, ..., sdo funcdes de classe C'! de modo que

{wk}zil forma uma base ortogonal de H} (), (3.4)
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{wy,},_, forma uma base ortonormal de L?(12). (3.5)

Como o operador —A é compacto e simétrico, entao existe uma base enume-
réavel e ortonormal de L?(Q) consistindo apenas de autovetores de —A. Logo, tal base

existe de fato. Para mais informagoes veja [1].

Para cada m € Z, o objetivo é encontrar uma fungao u,, : [0,T] — H}(Q2)

da forma
U (t) =Y df (), (3.6)
k=1
tal que
(u;nawk:) +B[um7wk] = (f?wk>= (37)
dy,(0) = (g, wy), (3.8)
para cada k = 1,...,m. Posteriormente, sera provado que existe uma subsequéncia de

(um)::1 que converge para uma fungao u, e esta fungao u é solugao fraca de (1.1). Ainda

mais, tal solucao ¢ tnica (Teorema 3.2.4) e possui uma boa regularidade (Teorema 3.3.1).

Teorema 3.2.1 (Construcao das solucdes aproximadas). Sejam f € L% (Q) e g € L*(9).
Para cada m € 7., existe uma tnica fungao w,, da forma (5.6) satisfazendo o pro-
blema (3.7) e (3.8).

Demonstragio. Buscando encontrar uma funcao u,,, da forma (3.6), tem-se que
m m
U (1) = D db (), =, (8) = Y db (t)wy,
k=1 k=1

Como {wk:}zil é uma base ortonormal de L?((Q),

(ur (1), wy,) = dp,' (1) (3.9)

Ainda mais, denotando B, ;(t) := Blw;, wy], k,1 = 1,...,m, pela bilinearidade de B,

m

Blu,,,w] = Z Bl,k(t)d'lm(t)‘ (3.10)
=1

Denotando por f*(t) := (f(t),w;), a equacdo (3.7) implica que
a0 + " B, (6) = 50 (k=1,..,m) (3.11)
=1

Junto com as condicdes (3.8), o problema de encontrar as fungdes d¥, pode ser descrito
como o seguinte problema de valor inicial de um sistema linear de equagoes diferenciais

ordindrias:

{D;n(t) = B,,(t)D,,(t) + F¥(t), (3.12)

D,,(0) = DY

m?
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em que D, (1) = (@b (1), e A2 (), Byn(t) = (By (D)) s (1) 1= (F1(0), e S7(0)

e D% = ((g,w), ..., (g,wk))T. Tal sistema possui tnica solugao (ver referéncia [5], capi-

tulo 1, segdo 4, corolario 5), logo existe uma unica fungao u,, da forma (3.6) satisfazendo

(3.7) e (3.8). O

O teorema a seguir trata de uma estimativa de energia que serd usada, poste-
. . N . oo
riormente, para mostrar que existe uma subsequéncia (um)m:1 que converge para uma

fungao que ¢é solugao tnica de (3.1).

Teorema 3.2.2 (Estimativas de Energia). As solugoes aprorimadas u,, obtidas pelo Te-

orema 3.2.1 satisfazem a sequinte estimativa:

A, [t ([ 2200) + 220,112 ) + w22 0,73 51(2)) (3.13)
<C (||f||L2(0,T;L2(Q)) + ||g||L2(Q)) :

Demonstragao.

Parte 1: Multiplicando a equacdo (3.7) por d¥ (t), obtém-se

m?'m

Somando em k=1, ...,m,
(up,,u,,) + Blu,,,u,,] = (f,u,,), q.t.p.em [0,7T]. (3.14)

Note que, pela defini¢do de B em (2.28),

[t 23 3y = Bltstyn] + 16122 (3.15)

Ainda mais, pela desigualdade de Young, isto é, o Teorema 2.6.1,

1 1

Como 41
(U t) = 5 (G0 lFa@)) @t em 0.7
substituindo em (3.14), tem-se que

d (1 1 1
7 (Sl aigy ) + 1l By ) = 220 < 51712500 + 1l B

Multiplicando por 2, obtém-se constantes C; e Cy de modo que,

d
= (1 ) 1F2(@)) + 2l Ol ) < CLllFB)[F2() + Collum (B)][72(q)> a.t-p- em 0, T].

(3.16)
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Parte 2: Defina as seguintes fungoes:

1(t) = [t (O[72q) (3.17)
(t) = 1F (1o (3.1)
Por (3.16), vale que
n'(t) < Cin(t) + Cyé(t) para 0<t<T.

Pela desigualdade de Gronwall (isto é, Teorema 2.6.3), obtém-se a estimativa

n'(t) < et (77(0> +C, /t §(s)d8) para 0<t<T. (3.19)
0

Mas, pela ortogonalidade da base {wk}Zil,

m m
0(0) = [t (0)]720) < D 1A%, (O willrzio) = Y (g, w)willao) < llgll72q)
k=1 k=1

Logo,
t
n(t) < et (HgH?P(Q) + CQ/ §(s)ds> para 0<t<T.
0

Cyt

Usando as definigoes de 1 e &, o fato de que e possui méximo em [0,7], e que a

desigualdade é valida para todo 0 < ¢t < T, o maximo é tomado para obter a seguinte

desigualdade:

max ||u,, (t )HQLz(Q) <C (||QHQL2(Q) + Hf”%?(o,T;L?(Q))) para 0<t<T. (3.20)

0<t<T

Parte 3: Integrando a equagao (3.16) de 0 a T',
||Um||%2(9)| + 2||U’m||L2 0,7 H}(Q)) < Cl||um||L2 0,7;L2(Q)) + 02||f||%2(()7T;L2(Q))'

Logo,

||umHL2 0,7 HE (02 < CleHLz o,1;22(Q) CZHUmH%Q(O,T;[P(Q)) + §Hum<0)HQL2(Q)'

Usando a estimativa (3.20),

a0 rerigiay < € (l91zq@y + 110 zizqen)) - (3.21)

Parte 4: Seja v € H} () fixo, com norma |[0l] 3 () < 1. Como {wk}zlzl ¢ um conjunto

ortogonal de HJ (1), existe uma decomposigao

v =0l + 02
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1

m 2
em que v' € span{wg}, | e v

L
€ [Span{wk}kzl] , isto é, (v?,w,) = 0 para cada

k=1,...,m (ver referéncia [2], Corolario 5.10). Em particular,
o 1m0y < Mol < 1.
A partir da equagao (3.7), tem-se que
(ul,,v) + Blu,,,v'] = (f,v}).
Pela expressao de u,, em (3.6), obtém-se que

(U, 0) = (U, 0) = (upy,0") = (f,07) = Blug,, v'].

Logo,
| (U, 0) | < C (HfHL2(Q) + HumHHg(Q)) :

Mas, por hipdtese, ||U1||H3(Q) < 1, logo, pela definicdo de || - || z-1(q),

uml 1) £ C (||fHL2(Q) + Hum“Hg(Q)) :

Elevando a ultima desigualdade ao quadrado e integrando de 0 a T',

20,1100y < C (11912 + 112 0.0220) (3.22)

Somando as desigualdades (3.16), (3.20) e (3.22), obtém-se a estimativa desejada. O

A partir disto, pode-se demonstrar a existéncia de uma solugao fraca para a

equacgao do calor (3.1).

Teorema 3.2.3 (Existéncia de Solucdo Fraca). Sejam f € L?(Q) e g € L?(Q). Entdo,

existe uma solugao fraca w do problema (3.1).

Demonstragio. Como f e g sao dados, sua norma se mantém constante. Logo, pela
estimativa de energia (3.13) do Teorema 3.2.2, a sequéncia {um}:j:l ¢ limitada em
L2(0,T; H3(Q)) e a sequéncia {uj,} ¢ limitada em L2 (0,T; H'(£2)). Pelo Teo-
rema 2.7.4, existe uma subsequéncia {umk}:; e uma fungdo u € L? (0,T; H}(Q)), com
v € L?(0,T; H (), de modo que

{“mk —u em L*(0,T;H}Q)) (3.23)

u,, —u' em L*(0,T;H Q).

my

Seja N um inteiro fixo e v € C* ([0, T]; H}(2)) uma fungdo da forma

N
o(t) = Y dyltywy, (3:24)
k=1
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em que dy, ..., d, sdo fungdes suaves com d,(7') = 0 para i = 1, ..., n. Note que o conjunto
das funcoes da forma acima, tomando cada N = 1,2,..., forma um conjunto denso em
L?(0,T; H}(Q)). Para m > N, multiplica-se a equacio (3.7) por d, soma-se de k =1 a

k = N e integra-se de 0 a T'. Isto fornece a igualdade

T t
/ (ur,,v)dt + Blu,,, ] :/ (f,v)dt. (3.25)
0 0

Em particular, a igualdade acima vale para m = my, em que k é tomado suficientemente

grande de modo que m;, > N. Utilizando a convergéncia fraca de (3.23),

l(%@ﬁ+3@ﬂ:éﬂﬁmﬁ (3.26)

Pelo Teorema 2.3.10, o conjunto das fungdes v da forma (3.24) é denso em L? (0, T; H} (),
logo, a igualdade acima vale para toda v € L? (0,T; H}(9)). Assim,

(u',v) + Blu,v] = (f,v), Vove HYD), qt.p. em [0,T]. (3.27)

Ainda mais, pelo Teorema 2.4.8 temos que u € C ([0, T]; L*(2)), logo u satisfaz (3.2). Para
que u seja solugdo fraca, entdo basta provar a condicdo inicial (3.3). Para isto, usando

integragao por partes em (3.26),

Z-4mw+3mqmzl(ﬂmm+m@w@> (3.28)

para toda v € C'([0,T]; H}(Q)) com v(T) = 0. Por outro lado, integrando a igual-
dade (3.25) por partes,

T T
/<%me+BWWdﬁ=/(ﬁwﬁ+WM®m®)
0 0

Como anteriormente, em particular, a equacao acima vale para m = m,, suficientemente

grande de modo que m; > N. Aplicando-se (3.23),

T

T
/-%M@+BMMﬁ=/(ﬂwﬁ+@M®) (3.29)
0 0

Comparando as equagoes (3.28) e (3.29), obtém-se u(0) = g. Conclui-se que u é solugao

fraca da equagdo do calor (3.1). O

Finalmente, serd provado que tal solucao ¢ tnica.

Teorema 3.2.4 (Unicidade das solugoes fracas). A solugao fraca w da equagio do ca-

lor (3.1) é unica.
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Demonstragio. Sejam uq,uq solugoes de (3.1). Entao, a fun¢do u := u; — uy é solucao

de (3.1) com f = g = 0. Substituindo v = u na equagao (3.27), tem-se que
(u',u) + Blu,u] = 0.

Usando o teorema 2.4.8,
1

d
& (GuliEa)) = )

Logo,
d (1
5 (Gl1ullsq)) + Blu,ul =0,

Mas, pela definigdo de B em (2.28)

B[U»U] > —||u||%2(9).

Assim,
d (1
G I [ e

Pela desigualdade de Gronwall no Teorema 2.6.3, tem-se que

Portanto,

3.3 Regularidade da solucao fraca

Nesta secao serao provados resultados de regularidade da solucao w para o

problema da equacao do calor (3.1) uma vez que os dados iniciais, de fronteira e da nao

homogeneidade da equagao sejam regulares.

Teorema 3.3.1 (Regularidade das solugoes).

(i) Assuma que g € H3(Q) e f € L*(0,T; L*(Q)). Sew € L? (0,T; H}(Q)) € uma fungio
comu’ € L?(0,T; H1(Q)) e ¢ solugio fraca da equagdo do calor (3.1), entdo

uwe€ (L2(0,T; H*(Q)) N L> (0, T; HY () ,u’ € L*(0,T; L*()) .

Ainda mais, vale a estimativa

sup ess ||u(t + ||u . + ||u .
og%gT | ()||H3(Q) | ||L2(0,T,H2(Q)) | ||L2(0,T,L2(Q))

<C <Hf||L2(O,T;L2(Q)) + HgHHg(Q)) ;

(3.30)
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em que C' é uma constante que depende apenas de 2 e T
(it) Assuma que, além das hipdteses do item (1)

g€ H*Q), f e L? (O,T;LQ(Q)) .
Entao,

we L= (0,T; HX(Q)) v’ € (L= (0,T; L2(Q)) N L2 (0, T; HL()))
u’ € L2 (0,T; H-(Q)) .

Ainda mais, vale a estimativa

sup ess (el 2y + 1’ ) z2@) + 1’ ) 2 0.73300) + 14”20, 7382 )

(3.31)
<C (||f“H1(O,T;L2(Q)) + Hg||H2(Q)> :

Demonstragao.

(i) Para cada m € Z,, multiplica-se a equacao (3.7) por dfn/(t) e soma-se para k =
1,...,m. Isto fornece

() + Bl ] = (fr), qtop. em [0,

Por definicao,

b dt

Além disso, pela Desigualdade de Young com e, isto é, o Teorema 2.6.2, para cada € > 0,

Blu, ] :—/[Dum(a:) Dul, (2)]dz = & <1B[um,um]>.

/ C /
[(fsum)] < :||f||%2(9) + €||um||2L2(Q)
Como (u,,,ur,) = HumHL2 ()» & equagao (3.3) implica que
, d 1 C ,
i 2oy + 55 (5B sl ) < TSIy + elluial oo
[0,T] tal que sup B u,,(t),u,,(t)]

0<t<T T
a desigualdade acima de 0 a ¢

Seja t,, € =

Blu,,(t,,), u,,(t,,)]. Entao, integrando

’ 1 C ’
220, o)+ S 2 B (1), (0] < SN Ay + elltial o
0<t<T € m m

1

Similarmente, integrando de 0 a T' a mesma expressao

, 1
||U ||L20TL2( ))+§B[um(T)7um( )] _||f||L2 0,7;L2(Q +€||u ||L2 (0,T;L2(Q))

5 Bl (0), 4, (0)].

34
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Somando as duas ultimas inequagoes obtidas,

1 1
/7112 —
lumllZ20.¢,,52202) +Oi1tl£T 53[’“ (t), (O] + ura 721012062y + 2B[Um(T>;um(T)]

1
—||f|! ay +ellunlliz o, 020 — 5B [tn(0), 4 (0)]

1

||f||L2 0,T;L2(Q2 "" €||U’m||L2 0,T;L2()) §B [um(())?um(o)] .

Usando o fato de que normas sao positivas, e tomando € = 1/4, reduz-se o resultado acima

a seguinte estimativa

T
/0 [t l[2aydt + sup B [ty (), (D] < € (Bluagy (0), 10, (0)] 4+ 11122020020 ) -

0<t<T

Mas, pelo Teorema 3.2.2,

B u,,(0),u,,(0)] < [|u,, (0 )HHl <C (Hf”L? 0,7;L2() t HQHLQ(Q)) .

Logo, somando a ultima desigualdade com a desigualdade anterior,

i 20 sz + S B [t (800 (0] < € (120,301 + Nl 1200 -

Como B [ty (£), up, (8)] = [ty (O[] 113 02) — ||um(t)H%2(Q), usando, novamente, a estimativa

de energia (3.13),

ol 0,zia + 590 (D5 ) < € (Ilolgyioy + 1610 i120)) -

Como na demonstracao do Teorema 3.2.3, tomando o limite pela subsequéncia m; — oo,

de modo que u = klim Uy, seja solugdo da equagao do calor (3.1),
— 00

we€ L*(0,T; HY(Q)),u € L?(0,T; L*()) .
Em particular,
(u',v) + Blu,v] = (f,v) 0<t<T q.t.p.em[0,T].
Denotando h := f —u’, a equacao acima pode ser reescrita na forma
Blu,v] = (h,v).

Por definicao,
h(t) € L3(2) q.t.p. em [0, 7).

Logo, pelo Teorema 2.5.2, u(t) € H*(Q) q.t.p. em [0, 7], com a estimativa

w1220y < C (I1BE) 220 + [u®]220))
< C(I1F D220y + 11 D220y B[220 -
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Integrando de 0 a T, e utilizando as estimativas obtidas para |\uHi2<O T.12(0)) © Para

||U ||L2 0,T;L2(Q)) obtém-se que

ull L2071 2(0)) < C (HfHL2<o,T;L2(Q)) + ||9HL2(Q)) :

O que implica que

uwe L?(0,T; H3(Q)).

Assim, fica provada a parte (i) do teorema.

(ii) Agora, suponha g € H?(Q) N Hy() e f € H' (0,T;L*(Q)). Para cada m > 1,

deriva-se a equagao (3.7) com relagdo a t, e tem-se
(up  wy) + Blu,,,w,] = (f,w,), k=1,..,m.
Multiplicando a equagao acima por dfn/(t), e somando para k = 1, ..., m, obtém-se que
(U ) + B [ty ] = (7, ug) -

Usando o Teorema 2.4.8 e defini¢ao de B[+, -] do lado esquerdo, e a desigualdade de Holder

e de Young do lado direito da equacao acima, tem-se que

d / / 1 / 1 /
EHum(t)H%?(Q) + up (O][720) < SIF @20 + 5llum @Ol L2 (3.32)
Integrando a desigualdade (3.32) de 0 a ¢,
1, ., 9
[l ( ||u )Lz ds < ||ug(0)[72() + S (9)[L2(q) ds

1t
+§l|m4@mmnw

t
Denotando n(t) = / ||u;n(s)|]2L2(Q) ds, a desigualdade acima pode ser reescrita como
0

7O+ [ Ol ds < IOy + 5 [ 115G+ ()

Utilizando a desigualdade de Gronwall, isto é, o Teorema 2.6.3, como 7(0) = 0,

0+ [ IOl <c/(m 0220 /Hflm @)m
SC’T(HU 0200, /Hf B )
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Considerando os casos particulares de t = T e de t = ¢, em que Hu;n(tO)H%?(Q) =

sup ||ul, |32 () € somando-os, obtém-se que
te[0,T]

T
sup i (®)Zay + [ 1 (O3 e < C (Ol iy + 15 o 2oz
0

0<t<T

< C (llum (Ol 20y + 1132 07,2200 -
(3.33)

O objetivo agora é estimar o primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.33). Como

{wy},, foi tomada como a colecdo completa de autofungdes suaves para o operador —A
em H}(Q), vale que Au,, = 0 em Q. Assim,

11, (0)| 22y < Ol ety (0)]12(y) = C (11,0(0), A%, (0))

Mas A%u,,(0) € span{wy}, . e (u,,(0),w;) = (g,w;) para todo k € N, tem-se que,

utilizando a desigualdade de Young, isto é, o Teorema 2.6.1,
[t (0] 2, < C (9. A%u,,(0)) = C (Ag, Au,, (0))
1
< CﬁHum(O)H%{z(Q) + CHQH%}?(Q)

Isto implica que
[t (O] 202y < Cllgl] 20

Substituindo na desigualdade (3.33), obtém-se a primeira estimativa desejada.

T
sup. (Ol + | N @0yt < C (9l + s pizsy) - V€N
0<t<T 0
(3.34)
Para a préxima estimativa, note que

Multiplique a equacdo acima por A.d¥ (t) e some para k € N, em que ), representa o

k-ésimo autovalor do operador —A em H{ (). Isto implica que, para 0 <t < T,
Blu,,,—Au,,| = (f —u,,, Au,,). (3.36)
Como Awu,,, =0 em 012,
Blu

m? m]

Mas
et 22 < 1A% 22 + [t 2200

logo, a igualdade (3.36) implica que

[t r2i0) < C (Hf”L?(Q) + [|up [l 2 () + Hum||L2(Q)> .
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Esta desigualdade, juntamente com a estimativa (3.34), leva a conclusao de que
T
/ 2 2 7 112
s (1 (30 + (Ol Frn) + / [t 2y

<C (Hf”Hl(o,T;L?(Q)) + ||gHQH2(Q)) :
Tomando o limite pela subsequéncia m; — oo, de modo que u = klim Uy, SEjA solugao
—00
da equagao do calor (3.1),
T
/ 2 2 /112
OzltlgT <||u (t)HLz(Q) + Hu(t)“H?(Q)) +/0 ||u HHé(Q) dt
<C <Hf”H1(O,T;L2(Q)) + HgH%ﬂ(Q)) :

Para completar a demonstracio do teorema, basta provar que u” € L? (0,T;H *1(0)).
Para isso, tome v € HJ(Q2) com [0l 3 () < 1. Tal fungdo pode ser escrita como v = vio?,

1
em que v! € span {wi}, oy € v? € [span {wk}kzl] . Entao,

(ul,v)y = (ul,,v) = (ul,,vt) = (f',v') — Blu,,,v'] q.t.p. em [0,T].

m? m? m?

Como [[v!|| g3 () < 1,

el i) < [ o) < O (11 o + il @) -

Isto implica que u,,, ¢ limitado em L? (0,7; H'(£2)). Tomando o limite pela subsequéncia

my — 00, de modo que u = klim u,, seja solugdo da equagdo do calor (3.1), obtém-se
— 00

que

w € L2(0,T; H(Q)),

com a estimativa desejada. O

Uma vez estabelecida tal regularidade das solugoes pelo teorema acima, é pos-
sivel construir outros resultados de regularidade. O teorema abaixo é conhecido como

efeito reqularizante das solugoes da equacgao do calor.

Teorema 3.3.2. Suponha que
2m+1 d* f 2 2m—2k
para k = 0,...,m. Suponha, também, que as sequintes condicoes de compatibilidade de

m-ésima ordem sejam validas:
9o =49 € H&<Q>7
91 := f(0) + Agy € Hy(Q),
d
192 7= 2 f(0) + Agy € Hy(Q), (3.37)

dm—l
(Im *= Jpm—1

f(0) + Ag,, y € Hy(Q).
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Entao,
dk_u L2 T- H2m+2—2k3 QO
Atk € (0’ ) ( ))7
para k=0, ...,m. Ainda mais, vale a estimativa
m+1 k m k
3 finj <c (Z % +||g||H2mH(m).
k=0 L2(0,T; H2m+2-2k(Q)) k=0 L2(0,T; H2m2k(Q))

(3.38)

Demonstracio. A demonstracao serd feita por inducao. Pelo Teorema 3.3.1, o caso m =0
é valido. Como passo de inducao, assume-se que o teorema é valido para algum inteiro

m > 1. Suponha que
dk
g € H>™3(Q), k€ L?(0,T; H>™272k(Q)),
para k =0, ..., m+1, e que sejam validas as condi¢oes de compatibilidade de (m+1)-ésima

ordem.

Denote @ := u’. Derivando o problema (3.1) com respeito a t, temos que @ é a

unica solugao fraca do problema

ﬁt—Aﬂ:f em Q,
u=0 em 00 x [0,T], (3.39)
t=g em Qx {t=0},

~ d »
em que f := %f e g :== f(-,0) + Ag. Note que, em particular, para m = 0, pelo
Teorema 3.3.1,
@e L*(0,T;HY(Q)), 4’ € L2(0,T; H1(Q)).

Por hipétese, f e g satisfazem as condigbes de compatibilidade de (m + 1)-ésima ordem,
logo f e g satisfazem as condi¢oes de compatibilidade de m-ésima ordem. Aplicando a
hipétese de indugao, obtém-se que

dk1

gk € L2(0,T; H*™H272k(Q))),

para k=0,...,m+ 1, e que

m+1 ko~ m k7
d"u d*f ~
E _dtk <C E _dtk + ||g||H2m+1(Q) ,
k=0 L2(0,T; Ham+2-2k(Q)) k=0 L2(0,T;H2m-24(0)

em que f := f’. Por definicio, 4 = v/, logo,

d*u 2 2m+4—2k
WGL (O,T,H (Q)),
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parak=1,....m+2,e

m+2

go(”f

k=1

d
dtk

L2(0,T; H2m+4-2k(Q))
dk f
dtk

(3.40)

+ [ £ O] grzm1 () + ||Ag||H2m+1(Q)> :
LZ(O’T;HZerZ—Qk(Q))

Note que, pelo Teorema 2.4.9,

1FO) g2 () < C (1]l 220, zsaromea ) + I 20,7292 -

Substituindo na estimativa (3.40), obtém-se que

m-+2 k m+1 k
d"u d® f
Z W <C (Z W + HgHHzm+3(Q)> .
k=1 L2(0,T; H2m+4-2k (Q))) k=0 L2(0,T; H2m+2-2k(Q)))
(3.41)
Escreva, agora, h := —Au = f — u’. Pelo Teorema 2.5.3, vale a estimativa
]| grzmsaiq) < C (||h||H2m+2(Q) + ||u||L2(Q)>
<C (Hf|H2m+2(Q) + ||| grzmeziq) + HUHL2(Q)> :
Integrando de 0 a T', e somando com a estimativa (3.41),
Atk
k=0 L2(0,T; H2m+4-2k (Q)))
w11t (3.42)
<C (Z Tk + 19l] przmea(q) + ||gHL2(O,T;L2(Q))> :
k=0 L2(0,T; H2m+2-2k (Q)))

Observando-se que

ullL2(0,m522(0)) < C (||f||L2(0,T;L2(Q)) + ||g||L2(Q)) ;

conclui-se que o teorema ¢é valido para m+ 1, o que completa a demonstragao por inducao.
]

O teorema acima posui uma importante consequéncia.

Corolario 3.3.3. Sejam g € C™ (Q), f € C*(Q). Suponha também que as condigoes
de compatibilidade de m-ésima ordem (3.37) sejam vdlidas para todo m = 0,1, .... Entao,

o problema (3.1) possui uma unica solug¢do

u€e C®(Q).

Finalmente, serd demonstrado que a solu¢ao do problema (3.1) depende conti-

nuamente da condicao inicial g.
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Teorema 3.3.4. As solugoes do problema do calor (3.1) wvariam continuamente, em

L? (2 x (0,T)) em relagio a condigio inicial.

Demonstracio. Sejam gy, g, € L*(2) duas condicoes iniciais dadas e denote por u,, u, as

solugoes dos problemas adjuntos com estas condigoes iniciais, respectivamente. Defina

g :=91 — 99

e denote
u = u1 — U2.

Assim, u satisfaz
u, — Au =0,

com condicao inicial g. Multiplicando a equacao acima por u e integrando por partes em

), obtém-se que
1d
—— [ u? d:c—/]Vu]de = 0.
2dt J, o

Integrando em (¢,7T) para algum 0 <t < T,

1 1
~ | ¢?>dx — \Vul|? dzdt = = | u(t)? du.
2 2
Q Qx(t,T) 9)
/u(t)2 dr < /g2 dz.
9) Q

Relembrando as defini¢oes de u e g, obtém-se que

Isto implica que

[uy () — u2(t>||L2(Q) < Ilgx _92||L2(Q)7

o que prova a dependéncia continua em L?(£2) de u em relagdo ao dado final g. Il
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4 Controlabilidade Interior Aproximada para

a Equacao do Calor

Este capitulo é baseado na referéncia [3], Capitulo 5. O objetivo é estudar o

problema de controlabilidade interior aproximada para a equacao do calor.

Sejam © C R™, n > 2, aberto e limitado, com fronteira 09 de classe C?2,
w C  aberto nao vazio e T' > 0. Considere o problema de valor inicial e de fronteira para
equagao do calor (1.1), isto é,
u, —Au= fx, em Q=Qx(0,7T)
u =0 sobre 002 x (0,7)
u=g em Qx {t=0}
Em (1.1), f = f(x,t) é uma funcdo de controle com suporte contido em we g € L?(Q) é a

condigdo inicial. Pelo Teorema 3.3.1, para qualquer f € L? (0,T; L?(£2)), o Problema (1.1)

possui uma tnica solucao fraca u satisfazendo

we L*(0,T; Hy () N L> (0,75 L*(2)) ,u’ € L*(0,T; L*(Q)) .

Para cada ¢ € L?(f2), define-se o problema adjunto ao sistema (1.1) como

o seguinte problema:

o+ Ap=0 em Q,
¢ =0 sobre 9Q x (0,7, (4.1)
o=pp em Qx {t=T}.

Note que o problema adjunto (4.1) pode ser obtido através do problema do
calor homogéneo com a mudanca de variaveis t — T —t, logo, todas as propriedades para
a solucao do problema do calor (3.1) também sao validas para as solugoes do problema

adjunto.

Para cada € > 0 e u; € L?(Q), considere o seguinte funcional:
1
Ter) =3 [ lePdudt+ ellorllg — (wer) (42)
wx(0,T)

para ¢, € L*(€). Acima, ¢ representa a solugao do problema adjunto (4.1) com condigao

final o, e (-,-) denota o produto interno de L?(£2).

Teorema 4.0.1. Se @ é um ponto minimo de J, em L?(Q), entio f = @|,, é um controle

para a equagao do calor (1.1) tal que

[u(T) = w1l p20) < € (4.3)
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em que ¢ representa a solugao do problema adjunto (4.1) com condicao final @p.

Em outras palavras, se for possivel encontrar um minimo para o funcional J_,

entao é possivel o controle aproximado para o dado u; no tempo 7.
Demonstragdo. Sejam h € R\{0} e ¢ € L*(2). Sendo ¢, ponto minimo de J_, vale que

0 < J(or + hpp) — T (D1).

Mas

) 1 ) h? )
J@r+hibr) = 5 // Bl dadt + o // b[2dadt + h // P dadt
wx(0,T) wx(0,T) wx(0,T)

+ €[|or + hr|l ) — (ug, &7 + hp),

em que ¥ denota a solugao do problema adjunto (4.1) com condi¢ao final ¥, e @ repre-

senta a solu¢ao do problema adjunto (4.1) com condigao final .. Logo,

- . h?
0<e(lpr+hirllzam ~ 1Prlliz) + 5 [|  1olPdoat
2 wx(0,T)

+h (//MX(O,T) oY dxdt — (ul,z/)T)> )

|67 + hbrllr2) — o7l 2 S 1AL Yrll L2 ),

Como

entao

h? -
0<elhl- rllae +7 | lolddt+ ( J[  evdsar- <u1,wT>> .
wx(O’T) CAJX(O,T)

Se h > 0, dividindo a desigualdade acima por h e fazendo o limite com h — 0, obtém-se

que

0 < ellpllao + // o dadt — (uy, by).
wx(0,T)

Pode-se realizar o mesmo procedimento para h < 0 e conclui-se que para todo h € R\{0},

I evdwdt— (v
wx(0,T)
para toda 1, € L*(Q).

< €ellrllrz@), (4.4)

Considere, agora, o controle f := . Segundo a Observagao 5.1 da referéncia [3],
pode-se assumir que g = 0. Para mais detalhes sobre semigrupos de operadores lineares,

veja [6].
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Multiplicando a equacao do calor em (1.1) por v e integrando por partes,

// u dzdt — // Aup dzdt = // P -, drdt
Q Q Q

(u(T), 1by) — //Q u(th, + Av) dwdt = //w o P dadt.

tem-se que

Como ¢, + Atp = 0, obtém-se que

(u(T), ) = // | Pt
wx (0,

Esta igualdade, junto com a desigualdade (4.4) fornece que
[(u(T) —uy, ¥p)| < €ll¥rlliai),  Vioor € L)
Utilizando o fato de que o dual topolégico de L? é identificado com L?, conclui-se que
[u(T) = uy|]p20) < €
Isto demonstra o controle aproximado desejado. [

Teorema 4.0.2. Sejam Q2 C R, n > 1, aberto e limitado, com fronteira O de classe C?,
w CC Q aberto nao vazio e T > 0. Entao a equagdo do calor (1.1) é aproximadamente

controldvel no tempo T

Demonstragio. Considerando o Teorema 4.0.1, basta demonstrar que o funcional J, sem-
pre admite ponto minimo. Considerando o Teorema 2.9.4, é suficiente demonstrar que J,
¢ um funcional convexo, continuo e coercivo.

(i) Convexidade: Para provar que J, é um funcional convexo basta demonstrar que, para
todo 0 <t < 1e g, Yp € L3(Q), vale a desigualdade

J. (tor + (1 —t)py) <tJ (op) + (1 —1)J (¥r). (4.5)

Como o problema adjunto (4.1) é linear, se ¢ e 1 representam as solugdes com condigoes

finais ¢ e ¥ respectivamente, entdo a solugao associada a condigao final top+ (1 —1)Y
éto+ (1 —t)1. Assim,

Je (tor + (L= 1)Y7)

1
=3 // ) it + (1 — )2 dxdt + €||to + (1 — t)szLQ(Q) — (uy, to+ (1 —t)1h)
wx(0,T

1 1
< 5// |2 dxdt + (l—t)i// \w|2dxdt—|—te|]g0THL2(Q)
wx(0,T) wx(0,T)

+ (1 =t) e[l L2() — t(ur, o) — (1 — 1) (ug, ¥r)
= J(ep) + (1 =1)J (¢¥p) -
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Logo, J, é um funcional convexo.

(ii) Continuidade: Para provar que J, é um funcional continuo basta mostrar que, para

qualquer o € L2(£2),

lim —|[[J (op +9r) = J(er)llL2@) = 0 (4.6)

||"/’THL2(Q)_>O

Note que, para qualquer 9 € L?(Q),
J (o +r) — I (pr)
1
=3 [ o+l = lo) dadt + e (lor + vrllzza — lorlla) - ()
wx(0,T)

1
< 5// |90+¢_90|2d$dt+6”90T+¢T—90T||L2(Q)—(U1,¢T)
wx(0,T)

1
—5 [ W dadt+ vl - ()
wx(0,T)
= Je<wT)
Assim,

lim | ler +vr) — el = Tim @)l

HwTHLQ(Q)_)O ||1/’THL2(Q)

Calculando esse limite, obtém-se que

lim (W)l L2

|‘1/’THL2<Q)_>

1
3 [t dedt il e~ vr)
wx(0,T)

= im
[l 200
e L2()

O segundo termo tende a zero quando [[¢p|[12(q) — 0. Pelo Teorema 3.3.4, a solugao do
problema adjunto (4.1) depende continuamente da condigao final, entdo o primeiro termo
também tende a zero quando |[¢p||f2(q) — 0. Finalmente, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, o ltimo termo também tende a zero quando [|¢p|[12q) — 0, logo conclui-se

que
lim . [T (p)llL2) = 0.

HwTHLQ(Q)

Isto implica que o funcional J, é continuo.

(iii) Coercividade: Para provar que J, é coercivo serd demonstrado que

lim J (o) = +00.

llorllp2g—o
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E suficiente mostrar que

lim inf M

>e€>0.
ller|l L2 g)—o0 ||90T||L2

Seja (QET’]-);; C L*(Q) uma sequéncia de dados finais que satisfaz

lim HSBT,j |L2(Q) = 0.
j—o0
Esta sequéncia pode ser normalizada, criando-se uma nova sequéncia (goT j)?ol definida
9, Jj=
por
P P, j

T = ([~
! HSOT,jHL?(Q)
Desta forma, ||¢7 ;|[12() = 1 para todo j = 1,2,.... Por outro lado, se ¢, denota a

solugdo do problema adjunto (4.1) com condicdo final ¢ ;, entao

J(ory) 1.
T §||90T,j||L2(Q) // o 41* dadt + € = (uy, o ;).

Serao considerados dois casos diferentes. Primeiramente, assume-se que

lim inf// o ;|? dazdt > 0.
790 JJwx(0,T)

jlggo J(@1,5)/ |7 4l L2(0) = 0,

|L2(0)

Neste caso,

e fica demonstrada a coercividade.

Assim, resta considerar o caso

lim inf// o 4|? dadt = 0.
I JJwx(0,T)

Neste caso, como (ng’ j) é uma sequéncia limitada em L?(2), pelo Teorema 2.7.4, existem
uma subsequéncia (QOT»J'J e uma fungdo ¥, € L*(Q) tais que P, — Y em L?(Q). Se

1 denota a solugao do problema adjunto (4.1) com dado final ¥, entao

¢, ~ ¢ em L?(0,T; Hy () N H (0,T; H (%)) .

// || dadt < hmlnf// 5, 12 dzdt = 0.
wx(0,T) wx(0,T)

Logo ¢ = 0 em w x (0,7). Aplicando o Teorema de Unicidade de Holmgren 2.8.2 para
Q,=0Q;5=0Q¢c¢Qy=wx(0,T), obtém-se que ¢ = 0 em Q, logo, ;- = 0. Isto implica
que
pr; —0 em L*Q).
Conclui-se que
T (B .
(ug, 07 ;) =0 = hmlnfM < liminf (e — (uy, o7 ;) =€,
It oo ||@rgll T e ’

que prova o resultado desejado. Assim, J, ¢ um funcional coercivo. O
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5 Desigualdade de Carleman e Controlabili-

dade Nula para a Equacao do Calor

Neste capitulo sera enunciada a desigualdade de observabilidade para a equa-
¢ao do calor. Posteriormente sera demonstrado que, se a desigualdade de observabilidade
for valida, entdo a equacao do calor é controlavel a zero. Finalmente, serd demonstrada
uma desigualdade de Carleman que sera usada para provar que a desigualdade de obser-

vabilidade ¢ valida nas hipdteses trabalhadas até aqui.

A maior parte deste capitulo é baseada na referéncia [7].

5.1 Equacado Adjunta e Desigualdade de Observabilidade

Sejam € C R™, n > 2, aberto e limitado, com fronteira 09 de classe C?, w C €
aberto nao vazio e T' > 0. Como no capitulo anterior, considere o problema de valor inicial

e de fronteira para a equagao do calor (1.1) e seu problema adjunto (4.1).

Definigao 5.1.1. Diz-se que o problema adjunto (4.1) satisfaz a desigualdade de obser-
vabilidade se existe uma constante C > 0 tal que, para toda condigio final o € L?(Q),

a solugao ¢ do problema adjunto (4.1) satisfaz
IO <C [ foldsat 5.1)
wx(0,T)

Posteriormente, sera provado que tal desigualdade sempre é verificada. Porém,
antes, sera demonstrado que, uma vez que a desigualdade de observabilidade é satisfeita,

a equagao do calor (1.1) é controlavel a zero.

Teorema 5.1.2. Se vale a desigualdade de observabilidade para o problema adjunto (4.1),

entdo a equagao do calor (1.1) € controldavel a zero.

Demonstracao. Para cada € > 0, defina o funcional j€ em L?(Q2) por
~ 1
Taery=3 [ lePdzdt+dlerlizag + (6(0).9)
2 wx(0,T)

em que ¢ é a solugao do problema adjunto (4.1) com condicao final ¢. Similarmente &
demonstragao do Teorema 4.0.2, o funcional je é continuo, convexo e coercivo. Logo, pelo
Teorema 2.9.4, possui um ponto de minimo, que serda denotado por @,. Defina o controle
f. =@ x,, em que ¢ é a solu¢do do problema adjunto (4.1) com condigao final P, e

denote por u, a solu¢do do problema (1.1) com controle f,.
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0

Seja u’ a solugdo do problema (1.1) com controle nulo. Se assumird que

[|[u®(T)|| > €, pois o caso contrario é equivalente a @, = 0. Para mais detalhes, veja [8].

Derivando o funcional J, no ponto de minimo ¢, vale que

// ©dxdt + € A—,goT + (p(0),9) =0, (5.2)
wx(0,T) H‘PTHL?

para qualquer condicio final o € L?(Q). Em particular, para ¢, = @1, tem-se que
161172 (x 0,y F €ll@rll 20 + (8(0), 9) = 0. (5.3)

Utilizando Cauchy-Schwarz e a desigualdade de observabilidade na igualdade

acima, obtém-se a estimativa

erHL2(w><(O,T)) < \/EHQHL2(Q)a (5.4)

com C' independente de e. Por outro lado, para o controle f, = ¢, multiplicando a equagao

do calor (1.1) por ¢ e integrando, obtém-se que
| eedsdt= @), 0r) - (.00, (55)
wx(0,T

Acima, para cada € > 0, 4, representa a solu¢ao do problema (1.1) com o controle f, = @.

Utilizando a igualdade (5.5) na igualdade (5.2), obtém-se que

(U (T), o) +€ <AL,¢T> = 0.

||90T||L2(Q)

@
A—T”DT )
<||90T||L2(Q) )

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz do lado direito, obtém-se que

Assim,

|(@c(T), )| = €

(@(T), )| < ellorlliei),  Veor € L*HQ)
A estimativa acima é valida para toda ¢, € L?(Q), logo, usando a norma do dual de
L2(Q),
|t (D)l p2(0) < €

Este processo fornece uma sequéncia ( fe)5>0 de controles aproximados para
zero. Por (5.4), esta sequéncia é limitada. Logo, pelo Teorema 2.7.4, e pela regularidade

das solugoes da equagao do calor, a menos de uma subsequéncia,
., —u em L2(0,T;Hi(Q))NHY0,T; H ().

Em particular, 4 (T) — 0 em L?(Q), logo, u(T) = 0. Isto prova a controlabilidade

nula. O]
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5.2 Desigualdade de Carleman

Nesta secdo serd enunciada e demonstrada uma desigualdade de Carleman.
Para isto, sera considerada uma funcio n° que possui determinadas propriedades e, de-
pois, duas fungoes peso, v e £ que serao uteis. Posteriormente, serao enunciadas certas
propriedades sobre estas fungoes peso e, finalmente, sera enunciada e demonstrada uma

desigualdade de Carleman.

Lema 5.2.1. Seja Q@ C R™ um aberto limitado ndo vazio e wy CC Q um aberto ndo vazio.

Entdao existe uma fungio n° € C? (ﬁ) que satisfaz as sequintes propriedades:

e n° >0 em Q,
e 1% =0 em 09,

o |V1° >0 em Q\ w.

A prova deste lema pode ser encontrada em [9)].

Definicao 5.2.2. Seja wy, CC w um aberto nao vazio. Define-se as fungoes peso por

T O 10
62>\m||"7 llo@) ek(m\ln llo@)ytn (:c))

t(T —t) ’

alz,t) =

(5.6)
ek(mHWOHC(Q)"‘nO(i))

HT —t)

§(x,t) =
para \,m > 1, em que n° é a func¢do dada pelo Lema 5.2.1 para w.

Note que, por defini¢io, a e ¢ sdo fungdes positivas, com a, & € C%(Qx (0,T)).

Além disso, calculando as derivadas de « e £, obtém-se que

( T —2t

Oét = —ma, (57)
2(3t2 —3tT + T2

Qpp = ( #2(T — t; )047 (5.8)

\ T—2t
& = —m& (5.9)
0,6 = —0,a = NOm°€ (5.10)
(V& = —Va = \Vnlc. (5.11)
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Teorema 5.2.3 (Estimativas para as fungoes peso). Valem as sequintes estimativas para

as fungoes peso definidas acima:

d;a < OXE, (5.12)

o, < TE2, (5.13)

{ a, < CT?E, (5.14)
Vo, | < CTAE, (5.15)

[ & <ST¢, (5.16)

em que C' = C(Q,w) € uma constante positiva.

Demonstracao.

(i) Para a estimativa (5.12), note que
0;a < |0, = A [oin°| €.

Como n° ¢ de classe C%(Q), |0,n°| atinge seu maximo em Q, logo

0,0 < C)XE.

(ii) Para a estimativa (5.13), note que
2 mln’llo@) < 2A (Ml llog+n°)
Além disso, como 0 <t < T, vale que
—(T—-2t)<T.
Logo, por (5.7),

T —2t

HT —t

o) . 0 - 4.0
62>\m\|77 lew) eA(mHW llew@)+n )

<T
= 12(T — 1)

2 (Il o +n°) _ A (mlin®lloa)+n°)
<T
- t2(T —1t)?
6)\(mH770HC(Q>+7IO)

12(T — ¢)2

=T -T
Como o segundo termo da ultima expressao é negativo, obtém-se que

a, < TE2
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Similarmente, para a estimativa (5.16)
T —2t
_ TeAmH??OHc(Q)
(T —1)?
T62>\(mlln°\lc<m+n°)
<
- t2(T —t)?
= T¢&2.
(iii) Para a estimativa (5.14), note que
Amln°llcia) < @3 (Il +n°)
Além disso, como 0 <t < T, vale que
3t2 —3tT +T? <3T? —3tT + T? = 4T? — 3tT < 4T>.
Logo, por (5.8),
2(3t2 — 3tT + T?)
Qryp = 2 2 «Q
t2(T —t)
72 e3>\m||770‘|c((2) _ e>\<m‘|770“0(§z)+770)
<
- t3(T —1t)3
< a2 Bl +1°) _ o A(mln®ll e tn°)
- t3(T —t)3
A 0 + 0
_ g7 _ M mllnll ey tn°)
t3(T —t)3
Como o segundo termo da tultima expressao ¢ negativo, obtém-se que
ay < 87763 < CT?EP,
para qualquer constante C' > 8.
(iv) Para a estimativa (5.15), usando (5.11), vale que
[Vay| = XNVn'&| < CAVR°| T &2 < CTAE.
[

Com estas ferramentas em mao, a desigualdade de Carleman pode ser enunci-

ada e demonstrada. Algumas técnicas foram obtidas a partir de [10], porém, a demons-

tracdo em geral é baseada em [7].
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Lema 5.2.4 (Desigualdade de Carleman). Sejam © C R™ um aberto limitado nao va-
zio com fronteira de classe C?, T > 0, Q = Q x (0,T), w CC Q aberto nio va-
zio e ¢ € C?(Q x (0,T)) tal que ¢ = 0 em IQ x (0,T). Entdo, evistem constantes
A =AM (Qw)>1,8 =5(QwT) e C, =C(Qw) tais que para todo X > Ay e s > sq,

vale a desigualdade

571 // e 252¢ 1 (|q,]? + | Aq|?) dzdt + sA? // e 25| V|2 dadt
Q Q

+33A4/4€28a£3’q‘2d$dt (517)

< () // e 2%|q, + Ag*dxdt + s A // e259¢3|q|2dxdt.
Q wx (0,T)

Demonstracao. Durante a demonstracao C' denotara sempre uma constante que depende

apenas de €2 e w.

Passo 1 - Mudanca de Variaveis:

Defina as seguintes funcoes:
Y=eq, g=e g+ Ag).

Calcula-se diretamente que
My + Myp = gy y,

em que
My = =2sN*|Vn° | Ep — 25 ME(V° - Vp) + 1y,
My = s> N |Vn°|2 €29 + Ay + sa1) (5.18)
gsr =g+ AR €Y — s NV P €

El

No decorrer da demonstracao (Mz-@b)j denotara o j-ésimo termo da expressao de M,
em (5.18). Assim, integrando em @, obtém-se
IMy[72 ) + 1Mol 2 ) + ZZ (M), (Mo);) = llgs All72 () (5.19)
i
O objetivo dos proximos passos gerar estimativas para cada um dos termos da igual-
dade (5.19). Serao utilizadas integragdo por partes, tanto na variavel temporal quanto na
variavel espacial, logo as derivadas das fungoes peso a e € aparecerao. As igualdades (5.7) -

(5.11) e o Teorema 5.2.3 ser@o tteis nos passos seguintes.

Passo 2 - Estimativa de (M, (My),):
Passo 2.1 - Estimativa de (M), (Ms1),): Por definicao,

(My)y, (My),) = 2557 //Q VROl €8 | dadt =+ A. (5.20)
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Passo 2.2 - Estimativa de ((M1)),, (Ms1)),): Por definicao,
()5, (My0)) = =288 [[ [900P € (V- V) wdodt. (21
Q

Utilizando integragdo por partes na variavel espacial e (5.11),

—253\3 // (VP2 &3 (Vn° - V) ¢ dadt = 3s3X\4 // |VnO|* €3)4p|? dadt
Q Q

+53A3//div<|vn0|2vn0)§3 2 dedr (5-22)
Q

== Bl + BQ.

O termo A + B é positivo. Pelas propriedades de n° no Lema 5.2.1, [Vn°|* assume um

minimo positivo em

A+ B,

Nw

= 33/\4// (VnO)* €3 9|2 dadt
Q

> g3)\d // (VP |* €3 | dadt
(Q2\wg)x(0,T)

> Cs3A\4 / €3)4p|? dxdt (5.23)
(Q\wp)x(0,T)

:033A4//§3 |1/)|2dgcdt—Cs3)\4// €3 |2 dudt
Q WOX(O’T>

~

=: A— B.

O termo B, pode ser reescrito, usando que

n

VPRV =S (91°)° (931, ... B”)

Logo,

div (|[Vn° 2 Vp?) = div [

Assim,

By = 253)\3 i

,5=1

=1
= Z ((82.770)2 81770, o (31'770)2 anT](J) -

=1

3

((3¢770)2 o, ..., (81.770)2 871770)]

1

.
Il

n

|
.Mz

9, (0m°)” (0°)]

—

1 1

J

s I

I
NE

[20;7° 8,m° 01" + |Vn° > An°] .

S
Il
—_
<.
Il
—

/Q O;m° 0ym° dm° €3 |¢!2dwdt+sgk3//QIVUOIQATI%S |¢[? dwdt

(5.24)
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Como 7° é de classe C2 em Q, o termo B, pode ser absorvido por A para )\ suficientemente
grande.
Passo 2.3 - Estimativa de ((M1))s, (Msy1)),): Por definicao,

()5, (M0)) = 522 [[ 1930122, d. (5.25)
Q
Utilizando integracao por partes na variavel temporal,
s2)\2 // |VnO|2 €2 4h, b dxdt = s* N> // V12 €20, (|¢|*/2) dxdt
Q Q
= —s°\’ // IVi°2 0, (§2/2) [Y]? dzdt (5.26)
Q
— =2 [[ [V ¢, 0P dadt.
Q
Pelo Teorema 5.2.3 e pelo Lema 5.2.1,

_s2)2 // V|2 € &, [0]? dadt > Cs2A2T // S3Jy|? dadt (5.27)
Q Q

Este termo também pode ser absorvido por A para s e \ suficientemente grandes.
Passo 2.4 - Estimativa de (M1, (M), ): Considerando as estimativas (5.20) - (5.27),

conclui-se que

(M, (Myp)y) = ((My9)y + (My)y + (Mya)s, (Myt);)

5.28
> Cs3\1 // ]2 daedt — Cs3 A\ // &) dxdt, (5.28)
Q wx(0,T)
para A e s suficientemente grandes.
Passo 3 - Estimativa de (M1, (My1)),):
Passo 3.1 - Estimativa de ((M1)),, (Msy1)),): Por definicao,
()1, (My0)) = =253 [[ [V Ao (5.29)
Q
Utilizando integragdo por partes na variavel espacial e (5.11),
—25x2 [[ (VP edvpdrdr =200 [ [P e (V0 v0) v
Q Q
125\ // div (|Vn°[2 ¥) € Vi) dadt (5.30)
Q

= Cl + CQ.
Utilizando que

div (|Vi°[2) Vi = div ( (8m“>2> V=23 0m° 01 9,

i=1 i,j=1
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vale que
Cy = 25)\? // div (|Vn° |2 ) & Vi dzdt
Q

= 25)\3 // V0|2 €| VY2 dodt + 45N> Z / O’ 0y m° € Oap 1 dadt
Q i,j=177Q
= Cyy + Gy
Utilizando que n° é de classe C%(Q) e a desigualdade de Young, isto é, o Teorema 2.6.1
|Coy | < Cs?A // € |Y|? dedt + Cs// €| Vy|? dadt
Q Q
Cyyl < Cs?X* // €2 |2 dadt + C N2 // \Vy|? dadt.
Q Q
Deste modo,

Cy +Cy = O + Cyy + Oy > 25N° // IV° 2 €[ Vy[? dudt
Q

— Cs2\* // €2 4|2 dadt — C’//(sf + A2)| V|2 dadt,
Q Q

(5.31)
para A e s suficientemente grandes.
Passo 3.2 - Estimativa de ((M1)),, (Msy1)),): Por definicao,
()5, (My0)) = =253 [ €(V0 - V0) v, (5.32)
Q
Utilizando integragdo por partes na variavel espacial e (5.11),
— 28\ // E(Vn° - V) Ay dadt
Q
0
= —2sA // E(Vn° - V) 9 dodt + 2s)\ // E(V(Vn?) - V) - Vip dadt
0% (0,T) on Q (5.33)

+23A2//5\vn0-v¢\2 dwdt+s)\//§Vn0-V|V¢|2 dzdt.
Q Q

—: D, + Dy + Dy + D,
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Como ¢ = 0 em 9 x (0,T), vale que 9,1 = gibni, logo,
n

:_QSA//QXOT ¢ (VP Vz/;)a—wdo—dt

_ 0. oy
= —2s\ //QX o) E(Vnl - (019, ..., 0 ¢)) dadt

:—28>\/] VO 8¢> wd dt
QXOT

=—2sA//MT f(WO-n)]—n
:_QSAﬂQXOT

Note que D4 é um termo positivo. Além disso, usando que

dodt

— dadt.

V (V) = (8ijn0)1gi,j§n ’

o termo D, pode ser reescrito como

D, = 252 // (Y (Vi) - Vo) - Vb dardt
Q

=25\ ) // 0;;m° €00 0,0 dzdt.
Q

t,5=1

Ainda mais, como n° é de classe C? (ﬁ) e pela desigualdade Young, isto é, o Teorema 2.6.1

Dy < 20sA // ¢ Z O 0 ddt
<203A//§Z (0:9)% + = (0,;¢)? dzdt
< CsA // ¢ [Z(@ Z(a ¥) ] dadt
Q =1 7j=1
< Cs)\// E|V|? dadt
Q
Utilizando integracao por partes na variavel espacial e as propriedades de &,
D, = s)\/ EVn® - V|V|? dzdt
Q
= sA// £V |V1/J|2ndadt—s)\2/ V0|2 €| V|2 dadt
o0 x(0,T) Q

— s)\// A ¢ |VY|? dxdt =: Dyy + Dyy + D 5.
Q

(5.34)

(5.35)
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o .
Utilizando, novamente, que ¢ = 0 em 92 x (0,7, vale que 0,1 = _@[an’ logo,

on
a 0
9% (0,T) on

Pelas propriedades de n°, D; + Dy, > 0. Além disso, sendo n° de classe C2(Q)

2

Oy dodt.

on

Dys = —s)\// AnYEIVY|? dadt < Cs)\//£|vw]2dxdt.
Q Q
Assim,

Dy + Dy + Dy + D, > —s\> // V0|2 €|V |2 dadt — CS)\// €|V dadt.  (5.36)
Q Q

Passo 3.3 - Estimativa de ((Mq1)s, (My1),): Vale que

(M), (My)y) = //Q by A dadt = 0. (5.37)

Passo 3.4 - Estimativa de (M1, (Msy1)),): Pelas estimativas (5.29) - (5.37), obtém-se que

(Myap, (Myrh)g) = ((My3p)y + (My1)g + (My9))3, (My1))s)
> s\ VnP|? € V|2 dzdt
//Q VP €V

_ 2 // €2 |ip|? dzdt — C // (SAE + A2)| V|2 dadt
Q WOX(OvT)

(5.38)

para A e s suficientemente grandes. Para estimar E;, note que |Vn°| ndo se anula no

fechado Q\wy, logo |[Vn°| > a > 0 em Q\w, para alguma constante .. Assim,

B :s>\2/ V|2 € [V |2 dadt

Q
zsv// V|2 € [V |2 dadt
Q

\wo

> Cs\? // & V| dadt
Q\wg

:Os)\Q// 5\V¢]2d:1;dt—(}s)\2// ¢|V|? dzdt
Q wo

= FEy + Eps.

O termo E, serd mantido como estd. Para estimar o termo Ej, note que, para A e s
suficientemente grandes,

SAE 4+ A2 < CsN%¢,
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logo,

B, = —c// (SAE + A\2)| V| dadt
wy % (0,T)

> _(Cs)? // £V |2 dwdt.
wox(0,T)

O termo E;,5 pode ser absorvido por Ej, logo

(M), (Myp)g) = (Myah)y + (M9))y + (M) 3, (Mat))s)

> 03A2//§|w|2dxdt
Q

— Os2)\1 // &2 |y dwdt — C's\? // £|V|? dadt,
Q wox(0,T)

para A e s suficientemente grandes.

Passo 4 - Estimativa de (M v, (My)s):
Passo 4.1 - Estimativa de (M), (My1)s): Por definigao,

()1, (My0)g) = <2532 [[ (90 € [0 dad.
Q
Utilizando o Teorema 5.2.3 e que n° é de classe C?(9),

—252)\2// V0%, €|9)? dedt < CSQAQT//§3 |Y|? dxdt
Q Q

Este termo pode ser absorvido por A para s e A suficientemente grandes.
Passo 4.2 - Estimativa de ((M1)),, (Msy1))s): Por definicao,

()5, (My0)y) = <27 [ & (9 0) 6 dd.
Q
Utilizando integragdo por partes na variavel espacial e (5.11),
—232)\// o, & (VY - V) dadt = s2\? // a, |[VnP |2 |2 dadt
Q Q

—1—32)\// (Vay - Vn°) & [o|? dzdt + 82)\// a, AnY € |Y|? dxdt.
Q Q

Pelo Teorema 5.2.3, os trés termos acima podem ser estimados inferiormente por

CS2A2T// €3 9|2 dadt,
Q

para A suficientemente grande. Isto implica que

(Myah)g, (Matp)3) > —C'SQAzT//Qf?’ [Y|? dadt

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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Passo 4.3 - Estimativa de ((M1))s, (Msy1))s): Por definicao,

(My)s, (Myh)y) = s //Q &y 4y ) ddt. (5.45)

Utilizando integragao por partes na variavel temporal e o Teorema 5.2.3,

s//Qozt wtwdxdt:—%s//cgatgw?dmtz —CSTQ//Q§3|¢|2dxdt. (5.46)

Passo 4.4 - Estimativa de (M1, (My1))s): Pelas estimativas (5.40) - (5.46), obtém-se que

(Myah, (My))3) = ((My9)y + (Myah)g + (M), (Myth)s)

> —053)\2//53 [9|? dadt,
Q

para A e s suficientemente grandes.

(5.47)

Passo 5 - Combinando as estimativas obtidas: Utilizando as estimativas (5.28), (5.39) e

(5.47), obtém-se que

(lev M21/))L2(Q)

> C// (sAZE VY2 + M 3 |Y)?) dadt — C// (SAZE V|2 + $3A2E3 [9)?) dadt,
Q wy % (0,T)

(5.48)

para \ e s suficientemente grandes. Acima, foi usado que €2 < €3 para ) suficientemente

grande. Substituindo na igualdade (5.19),

01y + Ml gy + ] (N EITUL2 + 59463 [uf?) dac
¢ (5.49)
<C (Hgs,AH%z(Q) + // (sAZE|VY? 4 3N €3 [4]?) dmdt) .
wo % (0,T7)

Pela defini¢ao de g, y, e usando que n° é de classe C2(9), tem-se que, para \ e s suficien-

temente grandes,

10,91 gy + M1y + ] (NE IV 4+ 55X1 €8 P dndt
Q

<C (// e 25| f|2 dwdt + s2\* // E2 )% dadt + sA\? // & VY| dxdt
Q Q wox(0,T)
- 53)\4// I3 |¢]2d:1;dt> :
wo % (0,T7)

(5.50)
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Conclui-se que, para A e s suficientemente grandes,

\|M1w||%2(Q) + HMQWiQ(Q) +// (sA2E| V|2 + s3AAE3)?) dadt
Q

<C (// e 25| f|2 dwdt + sA\? // EIVY|2 dodt + s3\? // £3)ap|? d:cdt) :
Q wox(0,T) wox(0,T)

(5.51)

Por outro lado, usando a definigdo de M, e Myp em (5.18), obtém-se que

st E, |2 dedt < C (s)\z €| VY|? dedt + sA* € []? dadt + || Map||2, > ,
JL I Il Wl
s7H ] € AY|2dadt < C <s3)\4 &3 V)% dzdt
Il Il

ST /Q &3 |2 dadt + ||M2¢||%2(Q)> '

Substituindo em (5.51) para A e s suficientemente grandes,

// (57 ([ + |AGPR) + sNE VP + P8 []2) dudt

<C (// =259 f|2 dadt + SAZ// €| V|2 dadt + 33A4// ¢ |1/z|2dxdt>
wyx(0,T) (0,T)

(5.52)

Passo 6 - Eliminando uma integral: O objetivo é eliminar a integral que possui o termo
de |V|? do lado direito da desigualdade (5.52). Para isto, considere uma funcio de corte
6 € C3(Q) que satisfaz

0<o<1, 46, =1.

Wo

Assim, integrando por partes na variavel espacial,

sAZ// €IV dadt < s)\Q// 0 ¢ |Vp|? dadt
wox(0,T) wx(0,T)
— )2 // 0& A dadt
wx(0,T)
—s\2 // £ (V0 - V) o dadt
wx(0,T)

A3 // 0& (Vi - Vo) o dadt
wx(0,T)
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Utilizando a desigualdade de Young com € > 0, isto é, o Teorema 2.6.2,

F, = —s)\? // 0& A dedt = — / ) )(3—1/25—1/2 A) (s*2N20€3/%4) dadt
wx(0,T) 0,T

es 1 // A2 dadt + C, 3\ // 62 &3 || dwdt
w><(0,T wx(0,T)

<es! // A2 dxdt + C, 3\ // & |¢|? dzdt.
w><(0,T wx(0,T)

Integrando por partes na varidvel espacial, utilizando (5.11) e o fato de que 0 e n° sdo de
classe C?(0)

F, = — s\2 // £(VO - V) dudt
wx(0,T)

3
_ A // E(Vn° - Vo) [Y)? dzdt + —// £ AQ []? dxdt
wx(0,T) wx(0,T)

<C (33)\4// 53]w]2da:dt+s)\4// 53]1/1\2dxdt> ,
wx(0,T) wx(0,T)

para s e A suficientemente grandes. Similarmente,

Fy = —s\3 // ] 0 (VP - Vi) ¥ dwdt
wx(0

<C 33)\4// 53\w]2dxdt+s)\4// 0|2 dudt |
wx(0,T) wx(0,T)

para s e A suficientemente grandes. Assim,

Fy+ Fy+ Fy <es? // EHAY|? dzdt + C. (83)\4 // &3 || dadt
wx(0,T) wx(0,T)

—I—s)\4// £ Y2 dadt | .
wx(0,T)

Substituindo em (5.52) para € > 0 suficientemente pequeno, obtém-se que

// (57160 (Jl2 + |AGPR) + sA2E [V + 57 €3 [[?) dadt
Q

(5.53)
<C // e 25, + Avp|? dzdt + 324 // & |2 dadt | .
Q wx(0,T)
Passo 7 - Voltando a funcao original: Para o dltimo passo, relembre que
q= e’ (5.54)

Assim,
Vg = (Vi — sA VP £ 3).



Capitulo 5. Desigualdade de Carleman e Controlabilidade Nula para a Equag¢io do Calor 62

A igualdade acima implica que

8A2//6_230‘§|Vq|2dxdt:s)\2/ EIVY — sAVRY |2 dadt
Q Q
< s)\z//§|v¢|2da7dt+s3)\4/ IVn°|? €2 [¥]* dzdt  (5.55)
Q Q

< Cs\? // £IVp|? dzdt + Cs3A\* // e 252¢3 |q|? dxdt.
Q Q
Similarmente, usando que

Aq = e5*Ath — sAARY — sA2|[VnP|2€q — 25X E VY - Vg — s2A2| V)% €3¢,

s_l//e_25a£_1|Aq|2dxdt§ C (3_1//5_1|A¢|2dﬂcdt
Q Q

+sA2 // e 2%%¢ |q|? dzdt + s\ // e 259¢ |q|* dxdt (5.56)
Q Q

+s\2 // e 259¢ |Vq|? dwdt +s3\* // e 252¢3 |q? d:cdt) :
Q Q

Finalmente, como

obtém-se que

qt — Oétesaw _|_ eSOé,lpt,

usando o Teorema (5.2.3), vale que

s // e 25a¢ g, |2 dxdt < C (s‘l // EYap,|? dadt + sT? // e 25ag3 |q|2dxdt> :
Q Q Q

(5.57)
Rescrevendo a desigualdade (5.53),

1//5 Yo, |2 dacdt + 571 //f HAY|? dadt

#xt [ @itz i ] gt g avar (53%)

<C // e 25 ah, + A2 dadt +s30\4 // e 252 €3 |q|? dxdt | .
Q wx(0,T)

Utilizando as estimativas (5.54), (5.55), (5.56) e (5.57) na desigualdade (5.58), obtém-se
a desigualdade de Carleman (5.17). O

5.3 Controlabilidade a zero

Finalmente, a desigualdade de Carleman do Lema 5.2.4 pode ser utilizada
para demonstrar que a equagao do calor (1.1) é controlavel a zero. Antes, serd provado o

seguinte lema:



Capitulo 5. Desigualdade de Carleman e Controlabilidade Nula para a Equag¢io do Calor 63

Lema 5.3.1. Se ¢ é solugio do problema adjunto (4.1) com condicio final o € L?(Q),

entao vale a estimativa

3T/4

2
leOae < 7 [ IOt (5.59)
T/4

Demonstracao. Multiplicando a equacao adjunta por ¢ e integrando €2, obtém-se que

/(pgotdx —|—/Ag0dx =0. (5.60)
Q Q

H1 ( )le (9] / T | /7 1

Substituindo na equagao (5.60) e integrando por partes o segundo termo, tem-se que
d 2
S llo@l7z0) =2 A Ve - Vodz. (5.61)

O segundo termo da equacdo (5.61) é ndo negativo, logo a funcio ||g0(t)||%2(m é nao

decrescente. Isto implica que

3T/4
3T T 2 T 2
LMrmmmwﬁz(Z—Zwmwwmmngwwmmy (5.62)
Isto demonstra a estimativa (5.59). O

Teorema 5.3.2. Sejam Q C R™, n > 1, aberto e limitado, com fronteira 0N de classe
C?, w C Q aberto ndo vazio e T > 0. Entdo, dada uma condicio inicial g € L*(2), a
equagio do calor (1.1) é controldvel a zero no tempo T, com controle f € L*(w x (0,T))

que satisfaz
L2 (wx0,m) < CllgllL2)s (5.63)

em que C' é uma constante positiva que depende apenas de € e w.

Demonstragao. O conjunto das funcoes suaves é denso no espaco de todas as solugoes
da equacdo do calor adjunta (4.1) com condicdo final ¢ € L?(Q). Neste caso, a solugio
satisfaz a desigualdade de Carleman do Lema 5.2.4. Fixando A = A, como ¢, + Ap = 0,

tem-se que
// e 250473(T — t)=3|p|2dadt < C // e 2 (T — )| dadt,  (5.64)
Q wx(0,T)

para todo s > s;.

Agora note que

0<t<T = t3(T—t)3>T°.
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Além disso, a é uma funcdo de classe C?(Q), sendo @ fechado, logo, assume seu maximo

em algum ponto. Assim,
e 21 3(T — )3 > C,T% em Qx(T/4,3T/4),

em que (] é uma constante positiva que depende apenas de 2, w e T

Por outro lado, temos que o — oo quando t — 0T out — T, logo €21t =3 (T —

t)~3 é limitado. Em particular, existe uma constante C, positiva tal que
e 21 3(T — )3 < CyT 5 em Qx(0,7).

Utilizando estas estimativas na desigualdade (5.64), obtém-se que

// ||?dxdt < C// || ?dxdt,
Qx(T/4,3T/4) wx(0,T)

sendo C' = C(Q),w,T') uma constante positiva. Esta desigualdade, junto com o Lema 5.3.1
prové a desigualdade de observabilidade (5.1). Pelo Teorema 5.1.2, a equagao do calor (1.1)

é controlavel a zero. O
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6 Conclusoes

Neste trabalho foi considerado, primeirmanete, o problema de controlabilidade

aproximada e, posteriormente, a zero para o problema (1.1).

Pelo Teorema 4.0.1, dados um tempo final T > 0, um dado inicial g € L?(Q),
um estado final u; € L*(Q) desejado e € > 0, existe um controle f € L*(w x (0,T)) tal

que a correspondente solugao u do problema (1.1) satisfaz

[u(T) = wi[[p20) <€

Além disso, pelo Teorema 5.3.2, dado um tempo final 7' > 0, um dado inicial
g € L3(Q), existe um controle f € L?(w x (0,7')) tal que a correspondente solucdo u do

problema (1.1) satisfaz

Ainda mais, este controle satisfaz

||f||L2(w><(O,T)) < CHQHL?(Q)a

em que C' é uma constante positiva que depende apenas de €2 e w.

E importante ressaltar que ndo hé unicidade de controle garantida pelo método

apresentado neste trabalho, apenas a existéncia.

Conclui-se que a equagao do calor (1.1) é aproximadamente controlével e con-

trolavel a zero.
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