UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

MAYARA BRAZ ANTUNES

Recorréncia por cadeia, sombreamento e
sensibilidade em dinamica linear e compacta

Campinas

2022



Mayara Braz Antunes

Recorréncia por cadeia, sombreamento e sensibilidade em

dinamica linear e compacta

Tese apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e Computagao Cientifica da Uni-
versidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do
titulo de Doutora em Matemaética.

Orientador: José Régis Azevedo Varao Filho

Este trabalho corresponde a versao
final da Tese defendida pela aluna
Mayara Braz Antunes e orientada pelo
Prof. Dr. José Régis Azevedo Varao
Filho.

Campinas

20

22



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Antunes, Mayara Braz, 1992-
An89r Recorréncia por cadeia, sombreamento e sensibilidade em dinamica linear
e compacta / Mayara Braz Antunes. — Campinas, SP : [s.n.], 2022.

Orientador: José Régis Azevedo Varao Filho.
Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matemética, Estatistica e Computacédo Cientifica.

1. Homeomorfismos. 2. Sistemas dinamicos lineares. 3. Operadores
lineares. 4. Operadores hiperciclicos. I. Vardo Filho, José Régis Azevedo,
1983-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacgédo Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Chain recurrence, shadowing and sensitivity in linear and compact
dynamic

Palavras-chave em inglés:
Homeomorphisms

Linear dynamical systems

Linear operators

Hypercyclic operators

Area de concentragdo: Matematica
Titulagcdo: Doutora em Matematica

Banca examinadora:

José Régis Azevedo Vardo Filho [Orientador]
Dominik Marek Kwietniak

Alfonso Artigue Carro

Gabriel Elias Mantovani

Ali Messaoudi

Data de defesa: 14-03-2022

Programa de Pé6s-Graduacao: Matematica

Identificagdo e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0003-0206-7359
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpg.br/9194908257824282


http://www.tcpdf.org

Tese de Doutorado defendida em 14 de marco de 2022 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). JOSE REGIS AZEVEDO VARAO FILHO

Prof(a). Dr(a). DOMINIK MAREK KWIETNIAK

Prof(a). Dr(a). ALFONSO ARTIGUE CARRO

Prof(a). Dr(a). GABRIEL ELIAS MANTOVANI

Prof(a). Dr(a). ALI MESSAOUDI

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de Pds-Graduacdo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacédo Cientifica.



Este trabalho é dedicado a todas as meninas sonham em se tornar cientistas.



Agradecimentos

A matematica é um grande desafio, mas mais desafiador pra mim, nesta
caminhada, é a incerteza do dia de amanha. Sdo muitas etapas com prazo de validade. O
curso de graduacao tem prazo de validade. O curso de mestrado tem prazo de validade.
O curso de doutorado tem prazo de validade. Chegando ao fim da cada ciclo a pergunta
mais pertinente que nao conseguimos evitar é: O que vou fazer depois? Muitas vezes nao

sabemos a resposta. Ah, como é desesperador!

Dito isso, sao tantas pessoas que gostaria de agradecer por me ajudarem de
alguma forma enfrentar e vencer todas as dificuldades. Nao citarei todos os nomes para
nao cometer injustica por ter deixado de citar alguém. Nao pensem que minha gratidao se
restringe as pessoas que sao do meu ciclo profissional /académico. Sou muito grata pela
minha familia e amigos que me proporcionam os momentos de afeto, alegria, seguranca e

conforto.

Gostaria de agradecer primeiramente ao meu namorado e colega de doutorado,
Andrey, que é meu porto seguro e minha motivacao para melhorar a cada dia. Ele me
ajudou muito na realizacao deste trabalho, sempre que eu recorria a ele pedindo ajuda, ele

estava disponivel e nao media esforcos para me ajudar.

Quero agradecer meu orientador, Régis Varao, que sempre me incentivou e nao
me deixou desaminar. Em um momento importante de frustracao ele me fez acreditar em
meu potencial e me ajudou seguir nessa luta (académica) que nunca foi facil. O Régis
nunca me deixou sozinha, além de me orientar profissionalmente, ele foi generoso e me
colocou em contato com matematicos que também sao pessoas maravilhosas os quais foram

essenciais na realizagao deste trabalho.

Bernardo Carvalho, meu coorientador, por estar presente todos os dias e por
tantas portas que abriu para mim. Felizmente o professor Régis colocou o Bernardo em
minha vida. O Bernardo é uma das pessoas mais generosas que ja conheci. Sou grata e
muito feliz por ele ter acreditado em mim e por ter me escolhido. Sua colaboragao foi

fundamental para realizagdo desta tese.

Marisa Cantarino, minha amiga e colega de doutorado, por me ajudar com a
revisao e sugestoes para a melhoria da minha escrita. Desde do dia e que conheci a Marisa
eu me encantei pela pessoa que é — inteligente, gentil, generosa, engragada, emponderada
e muito mais. Ela passou a ser uma inspiracao para mim e tenho certeza que ¢ e sera para

muitas outras mulheres também.

Gabriel Mantovani — meu amigo e coautor — pela parceria e também pela



generosidade em compartilhar comigo seu conhecimento e tempo.

No evento “Dinamicas” em 2018 realizado no Icex na UFMG eu conheci a
Margoth Tacuri que é orientanda de doutorado do Bernardo Carvalho. Foi o momento
que surgiu nossa parceria. Eu gostaria de agradecer a Margoth pelo tempo que passamos
juntas estudando. Sua companhia e parceria foi de grande valia para meu desenvolvimento
com este trabalho. Espero poder retribuir todo carinho, paciéncia e acréscimo que me

presenteou.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



Resumo

Nesta tese, investigamos consequéncias de propriedades como sensibilidade, sombreamento

e recorréncia por cadeia em duas frentes, dinamica linear e compacta.

No primeiro cendrio estudamos conjuntos estéveis/instaveis locais de homeomorfismos
sensiveis as condigoes iniciais. Provamos que os conjuntos instaveis/estaveis locais, de
homeomorfismos sensiveis as condigoes iniciais com a propriedade de sombreamento, sempre
contém um subconjunto compacto e perfeito do espago. Como corolario, generalizamos
resultados em [8] e [20] provando que homeomorfismos positivamente contavel expansivos,
definidos em espacos métricos compactos, que satisfazem ou transitividade e propriedade de
sombreamento, ou a propriedade de L-sombreamento, s6 podem ser definidos em espacos
contaveis. Além disso, introduzimos uma classe dos homeomorfismos sensiveis — que
generaliza a cw-expansividade — a qual chamamos de first-time sensibilidade. Mostramos
que, para os homeomorfismos first-time sensiveis definidos em continuos de Peano, os
conjuntos instaveis locais possuem continuos de didmetro uniforme, generalizando um
resultado do Kato em [31]. Estes continuos obtidos nos conjuntos instaveis locais sao
instaveis globais e tém crescimento uniforme. Por fim, mostramos que homeomorfismos
first-time sensiveis, se admitem uma fungao compativel com a fungao didametro que faz
com que estes continuos obtidos nos conjuntos instaveis locais tenham comportamento

hiperbdlico, entao tém entropia positiva.

No segundo cenario estudamos conceitos como sombreamento e recorréncia por cadeia
na dinamica linear. Mostramos que sempre existe decomposicao espectral do conjunto
recorrente por cadeia de operadores lineares continuos e que esta decomposigao é trivial.
Provamos também que todo sistema dinamico linear transitivo por cadeia com a propriedade
de sombreamento é frequentemente hiperciclico e, como um corolario, obtemos que todo
sistema dinamico linear hiperciclico com propriedade de sombreamento é frequentemente

hiperciclico.

Palavras-chave: Sensibilidade, sombreamento, recorréncia, hiperciclicidade.



Abstract

In this thesis, we investigate consequences of properties such as sensitivity, shadowing and

chain recurrence on two fronts, linear and compact dynamics.

In the first scenario we study local stable/unstable sets of sensitive to initial conditions
homeomorphisms. We prove that local unstable/stable sets, of sensitive to initial conditions
with the shadowing property, always contain a compact and perfect subset of the space. As
a corollary we generalize results in [8] and [20] proving that expansive positively countable
homeomorphisms defined in compact metric spaces which satisfy the transitivity and
shadowing properties or the L-shadowing property can only be defined in countable spaces.
Furthermore, we introduce a class of sensitive homeomorphisms — which generalizes
the cw-expansivity — that we call first-time sensitivity. We show that, for first-time
sensitive homeomorphisms defined in Peano continuums, local unstable sets have continua
of uniform diameter, generalizing a Kato result in [31]. These continua obtained from
the local unstable sets are global unstable and have uniform growth. Finally, we show
that first-time sensitive homeomorphisms, if they admit a function compatible with the
diameter function and that makes these continua obtained in the local unstable sets have

hyperbolic behavior, then they have positive entropy.

In the second scenario, we study concepts such as shadowing and chain recurrence in linear
dynamics. We show that there is always spectral decomposition of the chain recurrent set
of continuous linear operators and that this decomposition is trivial. We also prove that
every chain-transitive linear dynamical system with the shadowing property is frequently
hypercyclic and, as a corollary, we obtain that every hypercyclic linear dynamical system

with the shadowing property is frequently hypercyclic.

Keywords: Sensitivity, shadowing, recurrence, hypercyclic.
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Introducao

Este trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira parte estudamos
propriedades dinamicas — sensibilidade as condigoes iniciais, tipos de expansividade e
sombreamento — de sistemas continuos definidos em espagos métricos compactos. Alguns
dos resultados desta parte pertencem a um artigo escrito em lingua inglesa em parceria com
Carvalho e Tacuri ([4]). Na segunda parte estudamos propriedades dindmicas — recorréncia
por cadeia, transitividade, hiperciclicidade e sombreamento — de sistemas lineares limitados
definidos em espacos vetoriais normados. Os principais teoremas contidos na Parte I desta
tese pertencem ao artigo [5]. Os dois assuntos foram estudados paralelamente e de forma
independente durante o periodo do doutorado, por isto decidimos escrever a tese dividida
em duas partes assim como a introducao. Desta forma, podemos descrever devidamente o

objetivo individual de cada um dos trabalhos.

Parte |

A area da dindmica se interessa por compreender a evolucao de um determinado
sistema dindamico. Em particular, a dindmica compacta importa-se com o que acontece
quando consideramos

f"=fofo--of,
n vezes
onde f : X — X é uma aplicacdo continua com X um espago métrico compacto. Por

exemplo, dado um ponto x € X podemos investigar a érbita deste ponto: Ela tem pontos
de acumulacao? Ela é finita ou infinita? Ela é densa no espago? Dentre outras questoes.
Também faz parte do estudo do comportamento de um sistema dindmico entender e
comparar iteragoes de condi¢oes iniciais proximas. Em algumas situagoes, condigoes
iniciais proximas podem ter futuros dindmicos (6rbitas futuras) bem parecidos. Estas

condigoes iniciais formam o conjunto
Wi(x):={ye X |d(f"(x), f"(y)) < € para todo n € N}

conhecido como conjunto estavel local. Em outras situagoes, condigOes iniciais arbitraria-
mente proximas podem ter futuros diferentes, passando a impressao de que este sistema
tenha uma espécie de aleatoriedade no seu comportamento. Quanto mais restrito é o
conjunto estavel local de um sistema mais cadtico ou imprevisivel ele é. Analogamente,
queremos entender o comportamento passado de condic¢des iniciais proximas. Ou seja,

queremos explorar os conjuntos

W(z) :={ye X |d(f"(z), f"(y)) < € para todo n € N},

£
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chamados conjuntos instdveis locais, diante de algumas situagoes.

O conceito de caos estd no nucleo da teoria dos sistemas dindmicos. A compreen-
sao de que comportamento aleatério pode ocorrer da evolugao de sistemas deterministicos,
como sistemas dinamicos em espagos métricos compactos, conduziu muitos matematicos
tentar formalizar a defini¢do de caos. O primeiro a fazer isso, até onde sabemos, foi [27] no
contexto de sistemas 1-dimensionais. R. Devaney, em seu livro [21], reuniu algumas dessas
tentativas em uma definicdo que agora é conhecida como sistemas cadticos Devaney. A
propriedade dinamica que captura a ideia central de caos é a sensibilidade as condicoes
Mniclais.

Uma aplicacdo f: X — X definida em um espago métrico (X, d) é sensivel das
condigoes iniciais (ou simplesmente sensivel) se existe € > 0 tal que para todo x € X e
todo 6 > 0 existem y € X com d(z,y) <6 e n € N* (onde N* = N\{0}) satisfazendo

d(f"(x), f"(y)) > €.

Sensibilidade as condigoes iniciais significa que para cada condigao inicial
existem condicOes iniciais arbitrariamente préximas com futuros diferentes do seu. Podemos
interpretar a sensibilidade as condigoes iniciais como uma condi¢ao sobre os conjuntos
estaveis locais, ou seja, os conjuntos estaveis locais nao contém nenhuma vizinhanca. Isto
¢ melhor ilustrado por Edward Lorenz e suas ideias sobre a instabilidade da atmosfera e o
efeito Borboleta [33].

Neste trabalho estudamos sensibilidade as condigoes iniciais para homeomor-
fismos definidos em espagos métricos compactos e como isso implica na existéncia de
condigbes iniciais com passados (Orbitas passadas) similares. A ideia é entender se a
sensibilidade pode ser vista como uma condicao em todos os conjuntos instaveis locais,

assegurando que eles sdo nao-triviais em cenarios distintos.

No primeiro cenario, assumimos que o espago é métrico e compacto e que o
sistema satisfaz a propriedade de sombreamento. Provamos a existéncia de subconjuntos
compactos e perfeitos de condigoes iniciais com passado similares, isto ¢, o W (x) de todo
ponto x € X contém um subconjunto compacto e perfeito do espago. E como consequéncia
disto, mostramos que homeomorfismos positivamente contaveis-expansivos que satisfazem:
transitividade e tém propriedade de sombreamento; ou tém propriedade de L-sombreamento
(conceito introduzido em [8]); podem somente ser definidos em espagos métricos compacto

enumeraveis, generalizando resultados de [8] e [20].

A expansividade é outra propriedade topologica que esta associada ao conceito
de caos, onde condigoes iniciais distintas, mesmo que proximas, possuem trajetérias futuras
ou passadas diferentes. Os difeomorfismos de Anosov — que sdo difeomorfismos cujo
fibrado tangente se decompoe em diregoes complementares e D f-invariantes, uma com

contracao uniforme e outra com expansao uniforme — formam uma classe muito importante



Introducao 13

dos sistemas expansivos. Tais difeomorfismos possuem a propriedade de sombreamento,
a grosso modo, eles possuem bom comportamento diante de pequenas perturbagoes de
orbitas. Os sistemas expansivos e com propriedade de sombreamento possuem propriedades
hiperbdlicas e por isso sao chamados topologicamente hiperbolicos. Existem algumas
variagoes de expansividade que a generalizam, como, por exemplo, a cw-expansividade,
introduzida por Kato em 1993 [31].

A sensibilidade as condigoes iniciais diz que todo aberto do espaco atinge
didmetro maior que alguma constante em alguma iterada futura do sistema, neste sentido
dizemos que todo aberto “cresce” quando iterado para o futuro. Esta nogdo, em continuos
de Peano — espacgos métricos compacto, conexos e localmente conexos — generaliza a cw-
expansividade. Através do estudo de como os abertos crescem, gostariamos de generalizar
a cw-expansividade mas ainda mantendo propriedades hiperbdlicas. Dessa ideia surge a
first-time sensibilidade. Ela se preocupa com o primeiro tempo de crescimento de bolas da
seguinte maneira: considerando uma bola inicial, quando diminuimos o raio desta bola
de maneira controlada — mantendo o ponto central — o tempo que a bola diminuida
demorara para crescer é “pouco” mais que a bola inicial. Este “pouco” é limitado por uma
constante que independe do ponto central da bola. Além disso, fixadas duas constantes de
sensibilidade, cada bola depois que cresce mais do que a constante de sensibilidade menor,
entre as duas constantes fixadas, demora no maximo um tempo uniforme para crescer
mais do que a constante maior. Como este conceito é novo, vamos definir precisamente
0s homeomorfismos first-time sensiveis. Para defini-los, consideramos espagos métricos

compactos satisfazendo duas hipoteses razoaveis, que sao:

(P1) existe r > 0 tal que B(xz,r") é conexa para todo r' € (0,7) e todo z € X

(P2) a aplicagdo (x,s) — B(x,s) é continua na métrica Hausdorff.

Definigao. Seja f: X — X um homeomorfismo sensivel definido em um espago métrico
compacto X satisfazendo as propriedades (P1) e (P2), com constante de sensibilidade
e>0.Dadox e X er > 0sejang.(r,r) €N a primeira iterada de B(z,r) que o didmetro
¢ maior do que ¢, isto é,

diam f<@(B(z,r)) > ¢ e

diam f7(B(z,7)) <e paratodo je [0,n1.(z,7)) nN.

Chamamos o nimero ny (x,r) o primeiro tempo de crescimento da bola B(zx,r). Dizemos
que f é first-time sensivel (ou ft-sensivel) se existe uma sequéncia decrescente de fungoes,
{r}ren, de X em R tal que converge a 0 pontualmente, ry é uma funcao constante e

para cada 0 < v < ¢ existe M, satisfazendo as seguintes condigoes:

(F1) |niy(x, rig1(2)) — nay(x,ri(2))| < M,, VaeXeVEktal query(z) <v;
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(F2) |niy(x,ri(z)) —mie(z, re(z))| < My, VazeXeVktal que ry(z) < 1.

Mostramos que a ft-sensibilidade generaliza a cw-expansividade e o desloca-
mento no cubo de Hilbert [0,1]% é um exemplo de homeomorfismo ft-sensivel que nao é

CW-expansivo.

Teorema. Se f : X — X é um homeomorfismo cw-expansivo de um espaco métrico

compacto satisfazendo as propriedades (P1) e (P2), entdo f e f~! sdo ft-sensiveis.

Provamos que o produto de um homeomorfismo first-time sensivel com um
homeomorfismo equicontinuo em um espaco de dimensao positiva é first-time sensivel e
nao é cw-expansivo, gerando uma classe de homeomorfismos first-time sensiveis que nao
sao cw-expansivos. Por exemplo, o produto de um difeomorfismo de Anosov qualquer, que
é first-time sensivel, com a identidade no intervalo [0, 1], que é equicontinua, é first-time

sensivel e nao é cw-expansivo.

Provamos também que, para homeomorfismos first-time sensiveis, existe um
continuo de didmetro uniforme em cada conjunto instavel local, generalizando um resultado
do Kato [31] no caso de homeomorfismos cw-expansivos. Mais precisamente, mostramos o

seguinte resultado:

Teorema. Seja f : X — X um homeomorfismo em um espag¢o métrico compacto X

satisfazendo as propriedades (P1) e (P2). Entao

(a) Se f é first-time sensivel, entdo para cada e > 0 existe § > 0 tal que

diam(C¥(x)) = ¢ para todo z € X.

(b) Se f~! ¢é first-time sensivel, entdo para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

diam(C?(z)) = ¢ para todo x € X.

Denotamos por CZ(z) e C¥(x) as componentes conexas de x nos conjuntos estaveis e
instaveis locais, W2 (x) e W (x), respectivamente. E os chamamos de continuos estdveis e

instdvers locais, respectivamente.

Os continuos instaveis locais dos homeomorfismos cw-expansivos sao instaveis
globais, tém crescimento uniforme dependendo somente do diametro e depois que eles
crescem, mais do que uma certa constante de cw-expansividade, eles nao voltam a ficar
arbitrariamente pequenos nas iteradas futuras. Kato [31] usa estas propriedades dos conti-
nuos instaveis locais para obter entropia positiva para os homeomorfismos cw-expansivos.

Apesar dos homeomorfismos first-time sensiveis admitirem continuos que nao crescem
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no futuro e nem no passado, mostramos que os continuos de diametro uniforme obtidos
no teorema acima (Teorema 1.3.1) em cada conjunto instavel local sao dinamicamente
parecidos com os conjuntos instaveis locais dos homeomorfismos cw-expansivos — por
isso os chamamos de continuos cw-instaveis locais. Mais precisamente, eles sdo instaveis

globais e tém crescimento uniforme, como mostra o resultado a seguir:

Teorema. Seja f : X — X first-time sensivel com constante de sensibilidade ¢ > 0. Existe,
0 > 0 tal que, se C' é um continuo cw-instavel local, entao

lim f7"(C) =0 e diam(f"(C)) =6 Vn=2M,,

n—ao0

onde M, vem da definigao de first-time sensibilidade e v é a constante de sensibilidade

associada ao continuo C.

Através da existéncia de continuos instaveis locais, que crescem para o futuro
de maneira uniforme dependendo somente do didmetro, Kato [31] mostrou que os home-
omorfismos cw-expansivos tém entropia positiva. No caso da ft-sensibilidade existem os
continuos cw-instaveis locais que se comportam de maneira semelhante aos continuos dos
cw-expansivos. Entao foi natural tentarmos usar a mesma ideia, com os cw-instaveis locais,
para provar que os homeomorfismos ft-sensiveis tém entropia positiva. Esta tentativa
gerou alguns problemas e tais problemas sao resolvidos se os continuos cw-instaveis locais
tiverem comportamento hiperbélico para alguma métrica. Artigue et al em [9] criam
uma funcao para os homeomorfismos cw-expansivos, generalizando a construcao de Fathi
[23] de uma métrica hiperbdlica usando apenas cw-expansividade, onde esta fun¢ao tem
propriedades métricas, ¢ compativel com a fun¢ao diametro e faz com que os continuos
estaveis e instaveis locais tenham comportamento hiperbdlico. Esta construgao é feita
utilizando o bom comportamento dos continuos de homeomorfismos cw-expansivos. A
existéncia de uma funcdo que torna os continuos cw-instaveis locais hiperbélicos, para
homeomorfismos ft-sensiveis, é suficiente para garantir entropia positiva. Chamamos uma

funcao desta forma de ft-métrica hiperbolica. Provamos o seguinte teorema:

Teorema. Seja f : X — X um homeomorfismo first-time sensivel munido de uma ft-

métrica hiperbodlica. Entao, f tem entropia positiva.

Em geral encontramos exemplos de homeomorfismos com entropia positiva
com alguma propriedade de expansividade. Fathi em [23] provou que os homeomorfismos
expansivos com dimensao positiva tém entropia positiva. Kato em [31, Teorema 4.1],
mostra que os homeomorfismos cw-expansivos com dimensao positiva também tém entropia
positiva. Em contra partida, nem todo sistema dinamico sensivel as condigoes iniciais
tem entropia positiva (em [24] podemos ver um exemplo disto). Neste trabalho obtemos

entropia positiva para uma classe de homeomorfismos sensiveis.
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Parte 1l

A Dinamica Linear é o estudo de operadores lineares em espagos vetoriais
topolégicos. E relativamente simples descrever o comportamento dindmico de qualquer
operador linear em espagos vetoriais de dimensao finita. No entanto, quando a dimensao
do espaco é infinita, o comportamento dindmico dos operadores lineares se torna muito
rico. Para entender o quao rica a dindmica pode ser, mencionamos o resultado de Feldman
[25] onde ele prova que existe um operador linear T : X — X num espago de Banach que
“contém” todos os sistemas dinamicos topologicos em espagos métricos compactos. Mais
precisamente, dada uma aplicagao continua f : M — M em um espaco métrico compacto

M, existe um subespago Y de X compacto e T-invariante tal que f é conjugado a T'|y.

Em dinamica linear, muitas vezes é interessante estudar comportamento de
orbitas de um sistema. Por exemplo, pode-se perguntar se um sistema tem uma orbita que
¢é densa no espaco. Na dinamica topoldgica, um ponto cuja orbita é densa é denominado
ponto transitivo, enquanto na dindmica linear chamamos tal ponto de vetor hiperciclico. Um
sistema que possui um vetor hiperciclico é denominado sistema hiperciclico. A Dinadmica
Linear nao é influenciada apenas por Sistemas Dinamicos, é também influenciada pela
Andlise Funcional. E por isso que as definicoes nio seguem necessariamente aquelas
tipicamente encontradas na dindmica compacta. Uma observagao final da importancia
da dinadmica linear é o classico problema aberto de Analise Funcional, o “Problema do
Subespago Invariante” (ver [12]) que pode ser formulado em termos de fechamento de

orbitas de pontos, ou seja, de um ponto de vista da dinamica.

Existem certas propriedades que sao asseguradas pela compacidade em espagos,
mas que nao sao validas para sistemas em espacgos topologicos gerais. Quando estudamos
sistemas dinamicos lineares nao estamos trabalhando em espagos compactos, porém sao
sistemas que, em geral, se comportam bem e este bom comportamento pode ser suficiente
para garantir tais propriedades. Neste sentido, tem havido um esforco recente para usar
ferramentas que ajudaram os dindmicos a entender os sistemas dindmicos compactos
no contexto dos sistemas dindmicos lineares. Como exemplos de tal esfor¢co podemos
citar [13] e [14], que aplicou o conceito de sombreamento e hiperbolicidade para sistemas
dindmicos lineares. Podemos também citar [18], que usou entropia no estudo de operadores
com propriedade de especificagao. O foco principal deste trabalho é usar os conceitos
de sombreamento positivo e recorréncia por cadeia no estudo de operadores dinamicos

lineares.

Podemos dizer que tanto o sombreamento quanto a recorréncia em cadeia
estudam como o sistema responde a pseudo trajetérias. A grosso modo, uma pseudo
trajetéria (ou cadeia) é quase um pedago de Orbita do sistema. A diferenga de uma
orbita real é que a cada iteracdo da dinamica ha um possivel deslocamento adicionado ao

resultado. Esta definicao de cadeia ocorre naturalmente na dinamica computacional onde,
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dado um sistema dinamico, quase qualquer orbita calculada em um computador sera uma
pseudo-Orbita, uma vez que poucas operacoes do computador estao livres de erros. As
defini¢oes formais de recorréncia por cadeia e sombreamento positivo serao fornecidas em

suas respectivas secoes.

A hiperciclicidade garante a existéncia de uma orbita que visita todos os abertos
do espaco. Bayart e Grivaux em [11] introduziram a nogao de hiperciclicidade frequente que
garante a existéncia de uma oOrbita que visita todos os abertos do espago com frequéncia
positiva. Nosso principal resultado é o Teorema 2.2.2 onde mostramos que a recorréncia
por cadeia adicionada a condi¢ao de sombreamento, implica em hiperciclicidade frequente.
Como sistemas hiperciclicos sao transitivos por cadeia, entao uma consequéncia imediata
do nosso principal resultado é que se um sistema que for hiperciclico tiver a propriedade

de sombreamento entao ele é frequentemente hiperciclico.

Mostramos também que os operadores lineares limitados transitivos com pro-
priedade de sombreamento sao também misturadores topologicos. Esta implicagao nao é
valida nem para os sistemas dindmicos definidos em espagos métricos compactos. Juntando
isto com o Teorema 2.2.2, mostramos que todos os conceitos: Hiperciclicidade, hiperciclici-
dade frequente, transitividade, mistura topolédgica e transitividade por cadeia sdao todos

equivalentes quando assumimos propriedade de sombreamento.

Esta parte do trabalho estd toda contida no Capitulo 2 desta tese. Na primeira
secao do segundo capitulo, mostramos que o conjunto recorrente por cadeia de um operador
linear limitado definido em um espaco de Banach é um subespaco fechado e estudamos o
espaco recorrente por cadeia de operadores lineares diante de algumas situagoes. Vimos
que se o espac¢o Banach possui decomposi¢ao em soma direta de dois subespagos fechados
invariantes entao o recorrente por cadeia é a soma direta dos espacos recorrentes por cadeia

restrito aos subespacos fechados invariantes.

Na secao 2 do segundo capitulo, relacionamos diversos conceitos da dinamica
linear, como: Transitividade, recorréncia, mistura topolédgica, hiperciclicidade e hipercicli-
cidade frequente. Mostramos que, tomando como hipotese a propriedade de sombreamento

entao todos estes conceitos sao equivalentes.
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1 Dinamica Compacta: Sensibilidade, expan-

sividade e sombreamento

1.1 Definicoes, exemplos e propriedades basicas

1.1.1 Objetos de interesse

A area da dindmica se interessa por compreender a evoluc¢ao de pontos de um
espaco sob iteragoes de um determinado sistema. Nesta Parte I vamos trabalhar com
sistemas da forma: f : X — X um homeomorfismo onde X é um espag¢o métrico compacto
com meétrica d. Queremos investigar o comportamento de homeomorfismos definidos em

espagos métricos compactos através de suas iteragoes em diversos contextos.

Para isto vamos estabelecer algumas notacoes: Vamos denotar a composicao de
f por ele mesmo n vezes,
fofo-of,
n Vezes

por f" e f° é a aplicacdo identidade. Como f é inversivel faz sentido falarmos das iteradas

de f~!. Denotamos por f~" as n composicoes de f1,

f_lof_lo---of_l,

~
n VEZes

Para cada x € X, chamamos de drbita de x o conjunto de todas as iteradas por

f de x e o denotamos por Of(x). Mais precisamente,
Op(x) .= {f"(z) | n € Z}.
Dado um sistema dinamico f : X — X definido em um espago métrico X com
métrica d, definimos os seguintes conjuntos para cada ponto x € X

o Conjunto e-estdvel ou conjunto estdvel local de x:

W2(z) :={y e X | d(f"(y), f"(x)) < & para todo n € N};
o Conjunto estdavel ou conjunto estavel global de x:
W) = {ye X | lim d(f"(y), f"(2)) = 0}
Denotamos a componente conexa de x em W7 (x) por C:(z).

Podemos definir conjuntos estéveis com respeito & f~! que também sao co-
nhecidos como conjuntos instaveis com respeito a f. Ou seja, para cada ponto z € X,

definimos
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o Conjunto e-instdvel ou conjunto instavel local de x:

Wiz) :={ye X |d(f™(y), [ "(z)) < e para todo n € N};

£

o Conjunto instavel ou conjunto instdvel global de x:

Wh(@) = {ye X | lim d(/"(y), f"(2)) =0}

n—0o0

Denotamos a componente conexa de z em W (x) por C¥(z).
O conjunto W2(x) n W¥(z) é chamado bola dinamica de x € X e raio .

Note que o estudo dos conjuntos estaveis e instaveis locais e globais ¢ importante
para a melhor compreensao do comportante do sistema dindmico em observacao. Nesta
Parte I (Capitulo 1) do trabalho investigamos os conjuntos estaveis e instaveis locais
de homeomorfismos definidos em espagos métricos compactos que satisfazem algumas

propriedades.

1.1.2 Caos: expansividade e sensibilidade

Nesta secao vamos abordar o conceito de sensibilidade as condigoes iniciais e
nocoes de expansividade como a cw-expansividade. Os conceitos de expansividade e sensi-
bilidade estao associadas a no¢ao de caos, no sentido que mesmo condigoes arbitrariamente

préximas tém comportamentos futuro ou passado distintos.

O cenario mais cadtico é o da expansividade, em que quaisquer condigoes
iniciais, mesmo que muito proximas, tém comportamentos diferentes. Matematicamente,
um sistema dinamico inversivel f : X — X, definido em um espago métrico X com uma
métrica d, é expansivo se existe uma constante £ > 0 tal que para todo z,y € X com x # y

existe n € Z tal que
d(f"(z), f"(y)) > €.
Chamamos o ntimero € de constante de expansividade.

A cw-expansividade permite a existéncia de condigbes iniciais com compor-
tamentos dinamicos similares, porém o conjunto formado por essas condi¢oes iniciais é

totalmente desconexo. Ou seja, existe € > 0 tal que
Wi(x) n W(x)  é totalmente desconexo

para todo x € X. Chamamos o nimero € de constante de cw-expansividade. Em outras
palavras, f : X — X é continuum-wise expansivo (ou cw-expansivo) se existe uma constante
e > 0 tal que se A < X é um continuo — conjunto compacto e conexo — nao-degenerado
entao existe n € Z tal que

diam(f"(A)) > ¢,
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onde diam(B) := {d(y, 2) | y, z € B} denota o didmetro de B.

A sensibilidade as condi¢oes iniciais, comparada com as propriedades citadas
acima, é a menos cadtica. Ela exige que existam condigoes iniciais arbitrariamente proximas
com futuros diferentes, mas, permite que se tenha um continuo de condigoes iniciais com
comportamentos similares — o que nao ocorre na cw-expansividade e nem na expansividade.
Uma aplicagdo f : X — X definida em um espago métrico (X, d) é sensivel as condigdes
iniciais (ou sensivel) se existe € > 0 tal que para todo z € X e todo d > 0 existem y € X

com d(z,y) < 6 e n € N* satisfazendo

d(f"(x), ["(y)) > e.

O namero € é chamado constante de sensibilidade de f. Podemos explicar a sensibilidade

de diferentes maneiras. Denotando por
B(x,6) = {y € X | d(x,y) < 6}

a bola centrada em x e raio ¢, sensibilidade implica a existéncia de € > 0 tal que para

toda bola B(z,d) com x € X e § > 0, existe n € N* tal que
diam(f"(B(z,9))) > e.

Entao, sensibilidade aumenta diametro de bolas quando iteradas para o futuro. Para
facilitar diremos simplesmente que um homeomorfismo ¢é sensivel quando ele for sensivel
as condigoes iniciais.

Em 1993 Kato mostrou em [30] a existéncia de continuos estaveis e instaveis

locais com diametro uniforme para cada ponto através do seguinte teorema:

Teorema 1.1.1. /30, Teorema 1.6/ Seja f : X — X um homeomorfismo cw-expansivo
de um continuo de Peano — continuo localmente conero — X com uma constante de
cw-expansividade ¢ > 0. Entdo, para todo ¢ > ¢ > 0 existe § > 0 tal que para qualquer
x € X existem subcontinuos A, e B, de X tal que x € A, n B, diam(A,) = § = diam(B,)
e A, c Wi(z) e B, € W!(x).

Este teorema garante que, se f : X — X é um homeomorfismo cw-expansivo
definido em um continuo de Peano, entao f é sensivel. De fato, dada uma bola qualquer,
existe um continuo instavel local nao-degenerado contido nesta bola, pelo teorema acima.
Como tal continuo ¢ instavel local, pela cw-expansividade, existe uma iterada futura deste
continuo que tem didmetro maior que a constante de cw-expansividade. Consequentemente,

na mesma iterada a bola tera didmetro grande também.

Veremos mais a frente um exemplo de um homeomorfismo sensivel que nao é

CW-expansivo.

Temos as seguintes implicacoes, quando o espago que o sistema dindmico em

observacao estd definido é um continuo de Peano,
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expansividade = cw-expansividade = sensibilidade

Nenhuma das reciprocas é verdadeira em geral, ou seja, existem exemplos de homeomor-
fismos cw-expansivos que nao sao expansivos e homeomorfismos sensiveis que nao sao

CW-expansivos, como mostraremos a seguir.

Exemplo 1.1.1. Considere X = [0, 1]* munido com a sequinte métrica:

Para © = {x;}icz € Y = {Yi}icz em X, seja

d(z,y) = sup T8
- i€Z QV
Considere o deslocamento bilateral a esquerda
c: X — X

{l’i}iez — {xi—i-l}iel'

O deslocamento bilateral d esquerda o em [0,1]* € sensivel. Vamos mostrar que qualquer
e<c= 1 ¢ uma constante de sensibilidade para 0. Dado 6 > 0 e x = {x;};cz € X, escolha

io € Z tal que ¢/2" < 4. Seja

Ty, + ¢, sex;, €0,1/2]
Yip =

Ty — ¢, sex;, € (1/2,1].

Entao, a sequéncia y = { . X 1,200,210, .., Tig—1, Yig> Tig+1 - - -} — que € basicamente a
copia de z trocando somente a ig-€sima coordenada por y;, — estd em X e na bola centrada

em x e raio 0 pois,

d(y,z) = sup
- €L

{|Z/i—$i\}: iy te—wi| _

olil 9i0 S0 =

Além disso, note que

d(0"(z),0"(y)) = sup

€7 2“'

{ |$z‘+z‘o - yi+io|

}=|xi0—xi0ic|=c>€.

Portanto, o é sensivel.

Note que o continuo C, = H{O} x [0, r] x H{O}, com r > 0, € ndo-degenerado
1<0 1>0
e nao eziste n € Z tal que diam f"(C,) > r. Portanto, 0 nao é cw-expansivo.
Exemplo 1.1.2. Seja T? = S* x S o toro 2-dimensional, onde S' = R/Z. Considere
a relagio de equivaléncia p ~ —p para todo p € T%. O espaco quociente € a esfera dois-
dimensional S* = T?/ ~. Denote por [p] a classe de equivaléncia de p com respeito d

relagdo de equivaléncia ~. A matriz hiperbdlica

7
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induz uma aplicacio na esfera da sequinte forma: g : S* — S?,

’ 1]-[191.

9([p]) = L1

A aplicacao g que é chamada Pseudo Anosov na esfera, é cw-expansiva, mas nao €

expansiva (para mais detalhes ver [7]).

1.1.3 Propriedade de sombreamento

O objetivo desta secao ¢ introduzir a propriedade de sombreamento e outras
nogoes de sombreamento como: sombreamento no limite e L-sombreamento. E também
mostrar algumas relacoes entre essas versoes de sombreamento a fim de usar essas relagoes

para mostrar resultados nas préximas secoes.

A grosso modo, os sistemas que possuem a propriedade de sombreamento ad-

mitem pequenas alteracoes a cada iteracao sem “distorcer a realidade”. Mais precisamente:

Seja X um espaco métrico com métrica d e f : X — X um homeomorfismo
sobre X. Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento se dado € > 0 existe § > 0

tal que para cada sequéncia {xy}rez < X satisfazendo
d(f(xn), xpe1) < 6 para todon e Z

existe y € X tal que
d(f™(y),x,) < € para todo n € Z.

Neste caso, dizemos que {z}rez € uma d—pseudo drbita de f e que {zy}rez é e—sombreada

por y.

Exemplo 1.1.3. Se f : X — X ¢é um difeomorfismos de Anosov definido em uma
variedade Riemanniana compacta X — para cada x € X o espago tangente T, X pode ser
escrito como uma soma direta

I.X=FE'®FE;

de subespagos tais que

(o) DI(E}) = Ejy e DF(EY) = Ef);
(b) existem constantes ¢ >0 e A€ (0,1) tal que

IDf*(v)|| < cA™|jv| ondeve ES, n=0

IDf™ ()| < cA\"Jv|| ondeveEY n=0;

(c) E;, EY variam continuamente com x,
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— entao [ tem propriedade de sombreamento (ver [16, Proposi¢ao 3.6]).
Exemplo 1.1.4. A aplicacio identidade

1d: 0,1 — [0,1]

r — T

nao tem propriedade de sombreamento, pois se considerarmos, por exemplo, ¢ = 1/4. Para
n

cada 0 > 0 podemos escolher n = n(0) tal que 0 < 1 — Z— < § e tomar a sequinte

0-pseudo orbita
0 nd o )
= = — . - 1,1,1,...}.
{ 707070?27227227 7227 9 ? ? }

Note que todos os pontos de [0, 1] sdo pontos fixos para Id e qualquer ponto dista mais do

que 1/4 de 0 ou de 1, entdo nenhum ponto sombreia a §-pseudo orbita acima.

Observacao 1.1.1. Seja X um espaco métrico compacto. A aplicagcio identidade em
X, Id: X — X, tem a propriedade de sombreamento se, e somente se, X € totalmente
desconexo (ver [6, Teorema 2.3.2]).

Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no limite se para cada

sequéncia {zy}rez © X satisfazendo

lim d(f(wg), Tx41) =0

|fe|—a0
existe y € X tal que
lim d(f*(y), x) = 0.

|k —00
Neste caso, dizemos que {zy}rez € uma pseudo-orbita limite de f e que {xy}rez é sombreada

no limite por y.

Dizemos que um homeomorfismo f, definido em um espac¢o métrico compacto
(X,d), tem a propriedade de L-sombreamento, se para todo € > 0, existe § > 0 tal que

para toda sequéncia {zy}rez < X satisfazendo
d(f(zk), xr+1) < 0 paratodo ke Z e

d(f(xy),zk+1) — 0 quando |k| — oo,

existe z € X satisfazendo

d(f*(2),z1) < € para todo k € Z

d(f*(2), ) — 0 quando |k| — 0.
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Neste caso, dizemos que {xj}rez é uma 0—pseudo drbita limite de f e que {xy}rez é e—

sombreado no limite por z.

A propriedade de L-sombreamento parece ser a unidao das propriedades de
sombreamento e sombreamento no limite. A diferenca é que as sombras dadas pelo
sombreamento e sombreamento no limite podem ser diferentes, ji na propriedade de
L-sombreamento obtém-se um ponto que satisfaz as duas condigoes, ou seja, sombreia e
sombreia no limite. Em [8, Teorema E| é provado a equivaléncia entre L-sombreamento
e sombreamento adicionado uma estrutura de produto local assintotica, i. e, para cada
e > 0 existe 6 > 0 tal que d(x,y) < ¢ implica que W2 (z) n W?*(x) n W2(y) n W*(y) # .
Usaremos esta equivaléncia para mostrar que o deslocamento bilateral a esquerda é um

exemplo de homeomorfismo que tem a propriedade de L-sombreamento.

Exemplo 1.1.5. O deslocamento a esquerda o definido em X = [0,1] como no Exemplo
1.1.1 tem a propriedade de L-sombreamento. Aoki e Hiraide, em [6, Theorem 2.3.12],
mostram que o tem a propriedade de sombreamento. Para ver que o tem a propriedade de
L-sombreamento é suficiente provar que o satisfaz a estrutura de produto local assintotica.
Dado € > 0, seja § = € e x = {Zi}icz, Y = {Yitiex com d(z,y) < . Note que, se

z={...,Y_2,Y_1,T0, X1, Ta,...}, para cada n € N, temos

(@ (@) = sup{ ezl e )

_ [0 — Yol |v-1 —ya| |22 —y o
sup on ’ on+1 ’ on+2 v

1 i —Y—il .
= 2nsup{|x2iy|220}

€
< —.
on
Uma conta similar mostra que d(c™"(y), 0 "(2)) < 2% Isto assegura que z € Wi(z) n

We(z) n W(y) n W*(y). Ou seja,

W2(z) 0 Wi (z) 0 Wi(y) 0 W (y) # &.

Nao ¢é dificil perceber que a propriedade de L-sombreamento implica na pro-
priedade de sombreamento. Agora vamos ver como a propriedade de L-sombreamento
implica na sombreamento no limite positivo. Para isto vamos definir sombreamento no

limite positivo.
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Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento no limite positivo se para
cada sequéncia {xy}ren < X satisfazendo

lim d(f(l’k),l'k+1) =0

k—o0
existe y € X tal que
. k .
i d(f*(y), 2) = 0.
Neste caso, dizemos que {xy}reny é uma pseudo-orbita limite positivo de f e que {xy}ren é

sombreada no limite positivo por y.

Proposicao 1.1.1. Se f tem a propriedade de L-sombreamento entdo tem a propriedade

de sombreamento no limite positivo.

Demonstragio. Seja {x}reny uma pseudo-orbita no limite de f e seja ¢ = diam(X). A
propriedade de L-sombreamento garante a existéncia de § > 0 tal que qualquer J-pseudo-

orbita limite é e-sombreada no limite. Escolha N € N tal que
d(f(xy), k1) < O para todo k = N

e considere a sequéncia {yy}reny definida por

{ﬁmm,k<o
Y =

TN+k, k = 0.

Claro que {yx}ren é uma d-pseudo-érbita limite, portanto, existe z € X que e-sombreia no

limite {yz}ren. Em particular, f~(z) sombreia no limite positivo {zj}ren. ]

O L-sombreamento exerce impacto (positivamente) sobre o conjuntos dos
pontos recorrentes por cadeia oferecendo propriedades similares a de homeomorfismos
topologicamente hiperbdlicos — com propriedade de sombreamento e expansividade —
sem exigir a expansividade. Para entender melhor o que isto significa vamos definir os
pontos recorrentes por cadeia: Dizemos que uma sequéncia finita {xg, z1,...,2,} é uma
e-cadeia, com € > 0, se n € N\{0} e d(f(z;),x;+1) < € para todo 0 < i < n. Dados dois

pontos x,y € X, escrevemos xRy se vale o seguinte:

dado £ > 0, existe uma e-cadeia iniciando em x e terminando em v,
{xo = x,21,...,2, 1,2, =y}, € outra iniciando em y e terminando em zx,

{yO =Y, Yty s Ym—1,Ym = fL’}

O conjunto CR(f) = {x € X | xRa} é chamado conjunto recorrente por cadeia. Um ponto
x € CR(f) é chamado recorrente por cadeia. A relagaio R em CR(f) é de equivaléncia
e chamamos as classes de equivaléncia dada por esta relacao de classes recorrentes por

cadeia.
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O Teorema da decomposicao espectral [6, Theorem 3.4.4] — que é uma ge-
neralizacdo da Decomposi¢ao Espectral dada por Smale em 1967 [40] — diz que, para
homeomorfismos topologicamente hiperbdlicos definidos em espagos métricos compactos,
temos uma decomposicao do seu conjunto recorrente por cadeia em uma unido finita
disjunta de classes recorrentes por cadeia, ou seja, eles admitem no maximo finitas classes
recorrentes por cadeia. Em [8] Artigue, Carvalho, Cordeiro e Vieitez mostram o seguinte

teorema:

Teorema 1.1.2. [8, Teorema F] Se um homeomorfismo f, definido em um espago métrico
compacto X, satisfaz a propriedade de L-sombreamento, entao existem Ci,...,C, <
CR(f) conjuntos compactos, disjuntos e f"-invariantes tais que CR(f) = Cy v -+ U Cy,
f(C:) = Cluis1) mod n € f|Ci € topologicamente misturadora e satisfaz a propriedade de

sombreamento no limite.

Isto significa que os homeomorfismos definidos em compactos com propriedade

de L-sombreamento possuem decomposicao espectral.

A titulo de curiosidade, veremos agora um exemplo de um homeomorfismo que
possui a propriedade de sombreamento e nao possui a propriedade de L-sombreamento.
Além disso, tal homeomorfismo possui infinitas classes recorrentes por cadeia — o que
garante que nao tem L-sombreamento. Este exemplo mostra que: a propriedade de sombrea-
mento sozinha nao garante a finitude das classes recorrente por cadeia; e que o conjunto dos
homeomorfismos com a propriedade de sombreamento e o conjunto dos homeomorfismos

com a propriedade de L-sombreamento sao distintos.

Exemplo 1.1.6 ([8]). Considere g : T> — T? um difeomorfismo de Anosov linear.
Seja {pntnen uma sequéncia de pontos periodicos de g com periodos distintos, ou seja,
P(pn) # P(pn) sempre que n # m, onde P(x) = min{k € N* | f*(2) = 2} € o periodo do

ponto x. Considere um novo espaco métrico

X =T?u U{qg, o ,qf(p")_l},

neN

n

onde ¢/ € R3\T? e |¢Z ™o PPn) — gi(p,)| = . Vamos dizer que o ponto base de ¢} é ¢ (py,).
n
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] .
& a3 %

Consideramos em X a métrica definida por: a distancia de um ponto ¢’ para
um ponto qualquer v € T é a soma da distincia de ¢! para seu ponto de base e a distancia
natural do toro do ponto de base a x; e a distdncia entre os pontos ¢’ e qfn ¢ a soma das
distancias destes pontos para seus respectivos pontos de base mais a distancia natural do
toro de um ponto de base a outro. Nao é dificil ver que o espago métrico X com a métrica

d € compacto.

O homeomorfismo

f: X - X
{g(x), se v e T?
€T —>

j+1 mod P(p _ g
qn ( n)v sexr = qn

tem a propriedade de sombreamento e possui infinitas classes recorrentes por cadeia. Note
que para cada n, {0, ..., qE P71} ¢ uma drbita periddica de periodo P(p,) tal que a drbita
de ¢° ﬁ—sombreia a orbita de p,. Os pontos ¢° e q°, estdo em classes recorrentes por cadeia
distintas sempre que m # n. Isto implica que [ tem infinitas classes recorrente por cadeia.
Como g tem propriedade de sombreamento e os pontos ¢’ sdo pontos isolados de X, ndo é

dificil perceber que f tem propriedade de sombreamento.

Por 1ltimo mostraremos que o L-sombreamento garante que qualquer ponto do
espaco esta no conjunto estavel de algum ponto do conjunto dos pontos recorrentes por

cadeia.

Proposicao 1.1.2. Se f: X — X é um homeomorfismo definido em um espago métrico
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compacto e satisfaz a propriedade de L-sombreamento, entao

X=|J W)

xeCR(f)

Demonstracio. E provado em [20] que a propriedade de L-sombreamento implica que o

conjunto recorrente por cadeia é uma uniao finita de classes recorrentes por cadeia
n
CR(f) = ¢
i=1

Isto implica que a restricdo de f em cada uma das classes satisfaz a propriedade de
L-sombreamento e, em particular, a propriedade de sombreamento no limite positivo. O

argumento em [6, Teorema 3.2.2] prova que
X = Jwe(c),
i=1

onde W*(C) = {y e X klim d(f*(y),C) = O}. Assim, se z € X, entao
—00
z € W*(C;) para algum i € {1,2,...,n}.

Podemos projetar a orbita de z na classe C; considerando uma sequéncia de pontos
{2} ren < C; que minimiza a distancia entre f*(2) e C;. Segue de

lim d(f*(2),C;) =0

k—o0
que {zy}reny € uma pseudo-érbita no limite positivo de f e entdo a propriedade de sombre-
amento no limite assegura a existéncia de x € C; que sombreia no limite positivo {xy }xen-
Em particular, obtemos

lim d(f*(2), ff(z)) =0 ie zeW*(x).

k—o0

[

1.2 Sensibilidade, sombreamento e conjuntos estaveis/instaveis lo-
cais

Nesta se¢ao vamos entender como a sensibilidade junto com a propriedade de
sombreamento agem sobre os conjuntos estéveis/instaveis locais. Vimos que a sensibilidade
é uma generalizagao da cw-expansividade em continuos de Peano. E 0os homeomorfismos cw-
expansivos definidos em continuos de Peano possuem continuos de diametro relativamente
grande em cada conjunto estavel/instével local (resultado devido a Kato [31]). Em quais

contextos de sensibilidade que podemos garantir a existéncia de continuos estaveis e
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instaveis locais para cada ponto do espago? Mostramos que a combinacao da sensibilidade
com a propriedade de sombreamento gera conjuntos perfeitos — fechados e sem pontos
isolados — de condigoes iniciais dentro de cada conjunto instavel local. A prova disso foi
inspirada na prova da Proposi¢ao 2.2.2 em [7]. Na se¢ao 1.3 mostramos que os conjuntos
instaveis locais possuem continuos de diametro uniforme para uma determinada classe de

homeomorfismos sensiveis que ainda generaliza a cw-expansividade.

O deslocamento bilateral & esquerda em [0, 1]% ¢ um homeomorfismo sensivel
que satisfaz a propriedade de sombreamento (ver [6, Teorema 2.3.12]) e que nao é cw-
expansivo. A seguir, exibimos mais exemplos de homeomorfismos sensiveis que satisfazem

a propriedade de sombreamento. Para isto vamos estabelecer algumas notagoes.

Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos e considere X x Y o espago produto

topoldgico com a métrica

dXXY((aj? y)> (m/’ y/)) = maX{dX<x7 $/)> dY(y> y/)}

Considere o homeomorfismo produto f x g: X x Y — X x Y definido por

fxg(z,y)=(f(z),9())

para todo (z,y) € X x Y.

Teorema 1.2.1. [}/ Sejam [ : X — X e g :Y — Y homeomorfismos definidos em
espagos métricos compactos (X, dx) e (Y, dy), respectivamente. Se f e g tém a propriedade
de sombreamento e um deles é sensivel, entdo o produto f x g tem a propriedade de
sombreamento e € sensivel. Além disso, se f ou g nao é cw-expansivo, entao f X g ndo €

CW-exTpansivo.

Demonstragdo. Suponha que f e g tém a propriedade de sombreamento e f é sensivel. Seja
e > 0 uma constante de sensibilidade de f. Dado (x,y) € X x Y e § > 0, pela sensibilidade
de f, existem 2’ € Bx(z,0) = {z € X | dx(x,2) < ¢} e n € N* tal que

dx(f"(x), ["(2")) > €.

Como
dXXY((xv:U)’ (Qfl,y)) = maX{dX($7$,)>dY(yay)} = dx($,£lfl) <9,

entdao (z',y) € Bxxy((z,y),0). Portanto, (z',y) satisfaz

dxxy ((f x 9)" (2, y), (f x 9)"(2",y)) = dxxv((f"(2),9" W), ("), 9" (v)))
= max{dx(f"(z), ["(2)),dv(g"(v), 9" (y))}

= dx(f"(z), ") > e
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Isto mostra que f x g é sensivel. O fato que o produto de homeomorfismos que possuem a
propriedade de sombreamento tem também a propriedade de sombreamento é conhecido e
pode ser visto em [6, Theorem 2.3.5]. Agora, suponha que g nao é cw-expansivo, i.e., para
e > 0 dado existe um continuo nao-degenerado C' < Y tal que diam(¢"(C)) <e, Vn e Z.

O conjunto {z} x C' de X x Y é um continuo nao-degenerado satisfazendo
diam((f x ¢)"({z} x C)) <e, VneZ,
para qualquer z € X. Portanto, f x ¢ ndo é cw-expansivo. O

Exemplo 1.2.1. Seja f : X — X um difeomorfismo de Anosov e g :' Y — Y um
difeomorfismo Morse-Smale. Pelo teorema acima, o homeomorfismo produto f x g €
sensivel, tem propriedade de sombreamento e nao é cw-expansivo, pois f é sensivel e
tem a propriedade de sombreamento e g tem a propriedade de sombreamento e nao é

CW-expansivo.

Agora, enunciamos e demonstramos o resultado principal desta se¢do. Onde
obtemos conjuntos nao-enumeraveis de condi¢oes iniciais que possuem comportamentos
similares para o passado, para homeomorfismos sensiveis com propriedade de sombreamento,

apesar da caoticidade destes sistemas.

Teorema 1.2.2. [4] Seja f: X — X um homeomorfismo em um espago métrico compacto

X com propriedade de sombreamento.

1. Se f € sensivel, com constante de sensibilidade € > 0, entdo para cada x € X existe

um conjunto compacto e perfeito
C, c Wi(x).

2. Se {71 € sensivel, com constante de sensibilidade € > 0, entdo para cada x € X

existe um conjunto compacto e perfeito
C, c Wi(x).

Demonstragdo. Assuma que f é um homeomorfismo sensivel com constante de sensibilidade
e > 0. A propriedade de sombreamento assegura a existéncia de § € (0,¢) tal que toda
d-pseudo 6rbita de f é e/2-sombreada. Dado = € X, podemos usar a sensibilidade da
f para obter x; € X tal que d(z,7,) < 0 e x; ¢ W(x). Considere a sequéncia {2*} ez
definida como segue
v ) "(x), k<0
v { i), k=0
A sequéncia {2*} ez é uma d-pseudo érbita de f e entdo pela propriedade de sombreamento
existe c1(z) € Wly(z) nWZg(1). Note que ¢y () # x, pois e1(z) € Wg(w1) e x ¢ Wi (x1).

Veja Figura 1. Considere o conjunto Cy = {z, c1(x)}.
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W ()

Wi(z)

Figura 1 — Escolha de de z1 e ¢1(z).

Seja €1 > 0 tal que
g1 < minf{e/4,d(x,c1(x))/2}

e escolha d; € (0,£1), dado pela propriedade de sombreamento, tal que toda 6;-pseudo
orbita é e;-sombreada. Podemos usar a sensibilidade de f para cada y € C| para obter
y1 = y1(y) tal que

d(y,y1) < o1 ey & Wi(y).

A sequéncia {y"}rez dada por

yk _ fk<y)v k<0
fk(yl)a k=0

é uma J;-pseudo 6rbita de f, logo a propriedade de sombreamento assegura que existe
ca(y) € W2hi(y) n W2 (yn) € W2(x) com ca(y) # y. Além disso, temos que cy(y) # 2 para
cada z € C, pois d(ca(y),y) < e1 e d(y, z) > €1 se z € C1\{y}. Veja Figura 2.

Desta forma, o conjunto
Cy =Cru{aly) |yeCi}

tem 22 elementos, estd no conjunto e-instével de z e para cada y € C} existe um ponto

co(y) em Cy que estd e/2%-préximo de y, ou seja,

€

d(ca(y),y) < 2

Pelo processo de indugao podemos construir uma sequéncia crescente de subcon-
juntos encaixados {Cy}rem oy tal que Cj, tem 2k elementos, C}, estd no conjunto e-instével

de x e, para cada y € Cy_1, existe ¢(y) € Cj tal que

d(er(y),y) < ;
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W.ia(ya(er))

W)

.
ﬁ‘\ W (x)

Weralw(x))

Figura 2 — Construgao de c3(y).

Entao podemos considerar o conjunto

Cy = Uck,

k=1

que é um subconjunto compacto contido em W (z), pois W (x) é fechado e Cy, ¢ W(x)
para todo k € N\{0}. Para ver que C, é perfeito, considere z € C,. Se z ¢ C, para todo

k € N\{0} entdo z é acumulado por pontos de C,. Se z € C, para algum k > 1 entao
z € C, para todo n > k,

pois {Cy}r=1 é uma sequéncia crescente. Logo, para cada a > 0 podemos escolher N > k
tal que

g

27N<O{.

E, como z € Cy, segue que existe cyy1(z) € Cy,1 satisfazendo

5
d(ens1(2),2) < oN <@

Entdo, para cada z € C,, e a > 0, podemos encontrar cy1(z) € C,, tal que d(z, cy41(2)) <

a. Isto prova que z é um ponto de acumulacao de C, e que C}, é perfeito. A prova para o

caso ! sensivel pode ser feita de maneira andloga. OJ

Observacao 1.2.1. O desenho utilizado na demonstracao do teorema anterior é para
facilitar a compreensdo da ideia. Observe que no desenho os conjuntos estdveis e instdaveis

locais sao conjuntos “bons”™ e continuos, o que pode nao ocorrer.

1.2.1 Cwe-expansividade positiva e sombreamento

Nesta subsecao obtemos consequéncias do Teorema 1.2.2 que generalizam
resultados de [8] e [20]. Em [31] e [30] Kato introduziu a nog¢do de cw-expansividade

positiva.
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Definicao 1.2.1. Um homeomorfismo f : X — X ¢ positivamente cw-expansivo se eziste
¢ > 0 tal que Wi(x) € totalmente desconexo para todo x € X, i. e, qualquer conjunto

c-estdvel nao contém continuos nao degenerados.

Kato exibiu exemplos de homeomorfismos positivamente cw-expansivos e provou
que eles ndo podem ser definidos em continuos de Peano (ver Corolario 1.7 em [30]).
Provaremos que restrigoes a certos conjuntos hiperbdlicos — que sdo conjuntos cujo fibrado
tangente se decompode em dire¢bes complementares e D f-invariantes, uma com contracao
uniforme e outra com expansao uniforme — fornecem exemplos de homeomorfismos
positivamente cw-expansivos satisfazendo a propriedade de sombreamento. Para isto
usaremos o Teorema 1 de [1] que diz que um conjunto hiperbélico contido em Q(f) =
{re X |VUc X comzeU, U aberto de X, 3n e N* tal que U n f*(U) # &} ou tem

interior vazio ou é a variedade toda.

Teorema 1.2.3. [4] Seja f : X — X um difeomorfismo definido em uma variedade fechada
e seja A um atrator hiperbdlico f-invariante para f. Se A < Q(f), A # M e sua folheagio

estdvel (instdvel) tem dimensdo 1 entio f|n (f'|r) € positivamente cw-expansivo.

Demonstragio. Assuma que a folheagao estavel de A tem dimensao 1, i.e., dim(W?*(z)) =1
para todo x € A, e vamos provar que f|5 é positivamente cw-expansivo. Por contradigao,
suponha que f|x nao é positivamente cw-expansivo. Entao, para cada € > 0, existe um

continuo nao degenerado C' < A e x € A tal que C' < W7(x). Seja

A= U Wi(x).

zeC

Como A é um conjunto atrator,

W(z) < A para todo z € A.

£

O que implica que A < A. Como C é um continuo nao-degenerado em um conjunto estével
de dimensao 1, segue que C' é também uma variedade unidimensional. Isto assegura que o
interior de A nao é vazio. Logo, o interior de A é nado-vazio, pois A < A. Pelo Teorema 1

em [1], temos que A = M, contradizendo a hipétese de que A # M. O

O Solenoide é um exemplo de atrator hiperbdlico que ilustra o resultado acima
(ver [37] para mais detalhes deste atrator). Este exemplo é um homeomorfismo positiva-
mente cw-expansivo (e também sensivel) satisfazendo a propriedade de sombreamento e
que tem conjuntos estaveis locais ndo-enumeraveis. Agora vamos discutir o caso em que

todos os conjuntos estaveis sao contaveis.

Definicao 1.2.2. Dizemos que um homeomorfismo f : X — X no espaco métrico X

¢ positivamente contavel-expansivo se existe € > 0 tal que W2 (x) é contdvel para todo
reX.
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Qualquer homeomorfismo definido em um espago métrico compacto e enumera-
vel é claramente contavel expansivo. Entao, a aplicagdo identidade em um espago compacto
contavel é positivamente contavel-expansiva e satisfaz a propriedade de sombreamento

(ver Exemplo 1.1.1).

Um resultado classico em dindmica topolégica é a dicotomia de Auslander-York:
um homeomorfismo minimal de um espago métrico compacto ou é sensivel ou equicontinuo.
Moothathu em [34] provou que um homeomorfismo transitivo satisfazendo a propriedade
de sombreamento ou é sensivel ou equicontinuo. Um homeomorfismo f : X — X definido

em um espaco métrico compacto é dito equicontinuo se, dado € > 0 existe § > 0 tal que
B(z,8) c Wi(x) n W(x) paratodo z € X.
Nos observamos que uma consequéncia do Teorema 1.2.2 é o seguinte resultado.

Corolario 1.2.1. Seja f : X — X um homeomorfismo contdvel-expansivo definido em
um espago métrico compacto X e com a propriedade de sombreamento. Entio f~ ndo é

sensivel.

Demonstracio. Se f~1 é sensivel, o Teorema 1.2.2 assegura a existéncia de conjuntos
compactos e perfeitos em todo conjunto estavel local, mas isto implica que conjuntos

estaveis locais sao nao-enumeraveis, contradizendo a contével-expansividade positiva. []

Veremos que nao existem homeomorfismos positivamente contavel-expansivos
transitivos com propriedade de sombreamento ou com propriedade de L-sombreamento

definidos em espacos métricos ndo-enumeraveis.

Teorema 1.2.4. [}] Seja f : X — X um homeomorfismo positivamente contdvel-expansivo

definido em um espaco métrico compacto X. Se uma das sequintes condigoes € satisfeita

(1) f € transitivo e tem a propriedade de sombreamento

(2) [ tem a propriedade de L-sombreamento
entdo X € enumerdvel.

Demonstragao. (1) Suponha que f, um homeomorfismo positivamente contavel-expansivo,
é transitivo e tem a propriedade de sombreamento. Note que f~' é também transitivo
e satisfaz a propriedade de sombreamento, entdo f~' é ou sensivel ou equicontinuo. O
Corolario 1.2.1 garante que f~' nao pode ser sensivel, entdo f~' é equicontinuo. Seja
¢ > 0 uma constante de contavel-expansividade positiva de f e escolha § > 0, dado pela

equicontinuidade, tal que

d(z,y) < ¢ implica y € W} (z).
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Assim, todo conjunto aberto de didmetro menor que ¢ esta contido num mesmo conjunto
c-estavel e, portanto, é enumeravel. Como X é compacto, podemos escolher uma cobertura
aberta finita com elementos de didmetro menor que ¢. Isto implica que X é enumeravel,

pois ele é escrito como uma unido finita de conjuntos contaveis.

(2) Seja f um homeomorfismo positivamente contével-expansivo satisfazendo a
propriedade de L-sombreamento. Neste caso, existe somente um niimero finito de classes
recorrentes por cadeia e a restricdo de f em cada uma destas classes é transitivo, tem a
propriedade de sombreamento e, pela hipotese, é positivamente contavel-expansiva. Entao
o item (1) assegura que cada classe recorrente por cadeia é enumerdavel e, como existe
somente uma quantidade finita delas, o conjunto recorrente por cadeia é enumeravel. A
Proposicao 1.1.2 garante que

X= ) v
2eCR(f)
e, entdo, para provar que X é enumeravel basta provar que W?(x) é enumeravel para todo
x e CR(f). Como
We(x) = | f(W2(f"(2))) para todo = € CR(f),
neN

a existéncia de x € CR(f) tal que W?*(x) é ndo enumeravel implicaria que

frwe(f ()
¢ nao enumeravel para algum n € N. Consequentemente, W2 (f"(x)) seria ndo enumeravel,

gerando uma contradicao. O

Este teorema generaliza os Teoremas A e B em [20] e o Teorema G em [8] para
o caso de expansividade-contavel positiva. Em [20] é provado que homeomorfismos positi-
vamente n-expansivos com suposicoes adicionais de transitividade, ou L-sombreamento,
podem ser definidos somente em espagos finitos. Mais geralmente, em [8] é provado que
homeomorfismos positivamente finito-expansivos satisfazendo a propriedade de sombrea-
mento podem somente ser definidos em espagos finitos. Um problema que, naturalmente,
aparece é de enfraquecer as hipdéteses do teorema anterior supondo apenas propriedade de
sombreamento para provar que homeomorfismos positivamente contavel-expansivos podem

somente ser definidos em espaco enumeraveis.

Pergunta 1.2.1. Se f: X — X € um homeomorfismo positivamente contdvel-expansivo,
definido em um espago métrico compacto, com propriedade de sombreamento, entio X é

enumerdvel?

1.3 First-time sensibilidade

Neste secao vamos introduzir uma classe particular de homeomorfismos sensiveis

que ainda contém propriamente os homeomorfismos cw-expansivos. Um homeomorfismo
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desta tal classe serd chamado first-time sensivel (ft-sensivel).

Mostraremos que ft-sensibilidade generaliza a cw-expansividade e que o des-
locamento no cubo de Hilbert [0,1]% é um exemplo de homeomorfismo ft-sensivel que
nao é cw-expansivo. Mostraremos também que os homeomorfismos ft-sensiveis possuem
continuos — conjuntos compactos e conexos — instaveis locais, com didmetro uniforme
para todos os pontos do espago, e com boas propriedades como: possuem crescimento
uniforme e sdo instéveis globais. E importante ressaltar que, enquanto os continuos instéveis
locais para cw-expansivos sdo instaveis (globais), nem todo continuo instavel local para

um homeomorfismo first-time sensivel é instavel global.

Durante esta secao, trabalharemos com espacos métricos satisfazendo as se-

guintes propriedades:

(P1) existe r > 0 tal que B(x,r") é conexa para todo r' € (0,7) e todo x € X;

(P2) a aplicagao (x,s) — B(x,s) é continua na métrica Hausdorff.

Isto significa que bolas com raios suficientemente pequenos sao conexas e que essas bolas
variam continuamente com seus raios. Estas hipoteses sao satisfeitas por todas as variedades
e o cubo de Hilbert [0, 1]Z e mais geralmente por continuos de Peano, que sao espacos
métricos compactos, conexos e localmente conexos, quando eles sdo munidos com uma
métrica convexa (ver [29]). Vale ressaltar que um continuo de Peano ndo necessariamente
satisfaz as hip6teses (P1) e (P2) acima. Mas, todo continuo de Peano pode ser munido com
uma métrica convexa e, neste caso, as hipéteses (P1) e (P2) sao satisfeitas. Uma métrica

D para um continuo X é chamada convera se para cada x,y € X, existe z € X tal que

D(z,z) = D(Z’y) = D(y, 2).

Isto assegura que o fecho de uma bola coincide com esta bola fechada, i. e.,

Bp(z,0) ={ye X | D(z,y) <40} paratodo ze€X e 0>0.
Entao, o Teorema 3.3 em [35] implica que (P2) é satisfeita. Ver [29, Proposition 10.6] para
uma prova que as bolas com a métrica convexa satisfaz (P1).

Se um continuo X admite uma métrica convexa D, a topologia gerada pela
métrica D é a mesma que a topologia original. Entao, se X for um continuo de Peano,

podemos supor que X estd munido de uma métrica convexa.

Lema 1.3.1. Se d e D sdo métricas compactas num mesmo espaco X gerando a mesma

topologia, entao para todo € > 0 existe p > 0 tal que

D(z,y) < p implica d(z,y) <e paratodo (z,y)e X x X.
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Demonstracao. Se este nao for o caso, existe € > 0 tal que para cada n € N existe

(Tp,yn) € X x X tal que

1
D(xy,yn) < -e d(xp,yn) = €.
Assim, {Z,}nen € {Un}nen sdo sequéncias de X que tém os mesmos pontos de acumulagiao
na métrica D, mas sdo no minimo e-distantes um do outro na métrica d. Entao, se {x,, }ren
converge a z na métrica D, {y,, }ken também converge. Mas na métrica d eles ndo podem
convergir a z simultaneamente. Portanto, obtemos uma sequéncia que converge a z na

métrica D mas nao em d, contradizendo o fato que eles geram a mesma topologia. O

Se f: X — X é um homeomorfismo sensivel com constante de sensibilidade
e > 0, entao toda bola atinge didmetro grande excedendo ¢ para alguma iterada futura, e

podemos falar da primeira iterada que isto ocorre.

Seja f: X — X um homeomorfismo sensivel, com constante de sensibilidade
e > 0. Dados z € X e r > 0, seja ny.(z,r) € N a primeira iterada de B(x,r) tal que o

diametro é maior do que ¢, isto é,
diam f”“("’“"”)(B(x,r)) >¢e e

diam f/(B(x,r)) <e paratodo je [0, 1 (2, 7)) N N.

Chamamos o nimero ny .(z,r) de o primeiro tempo de crescimento (com respeito a €) da

bola B(x,r).

Definicao 1.3.1. Seja f: X — X um homeomorfismo sensivel com constante de sensibi-
lidade € > 0. Dizemos que f é first-time sensivel (ou ft-sensivel) se existe uma sequéncia
decrescente de fungoes, {r}tren, de X em RY tal que converge a 0 pontualmente, ro é uma

fungao constante e para cada 0 < v < ¢ existe M, satisfazendo as sequintes condigoes:

(F1) |ny~(x,rk41(2)) — iy (x,m6(2))| S M, VaeX eVEk tal que ri(z) <7;

(F2) |ni(x,ri(z)) —mie(z, ri(z))| < My, VoeX eVEk tal que ri(z) <.

A Propriedade (F1) significa que as bolas centradas em z e com raios da
sequéncia {rg(z)} crescem 7 de maneira controlada para todo 7. O controle é no sentido
que quando diminuimos o raio r; para o raio seguinte ;.1 o tempo que a bola de raio
menor, de raio r1, demora para crescer v nao é muito mais do que a bola de raio maior,
de raio 7, demorou para crescer (onde o crescimento estd relacionado a mesma constante
de sensibilidade). J& a propriedade (F2), diz que para essa sequéncia de raios, a bola de
mesmo raio nao demora muito para crescer € depois que cresceu v, com 7y < €. Sem nenhum
prejuizo podemos supor que M, < Mj se v > §. As propriedades (F1) e (F2) podem nao

ter relagao. De fato, note que poderia ocorrer a seguinte situagao: existe § > 0e z e X



Capitulo 1. Dinamica Compacta: Sensibilidade, expansividade e sombreamento 38

tal que nys(z, 7p(x)) = k e ny(z,75(x)) = 2k para todo k € N. Esta sequéncia de raios
satisfaria a propriedade (F1) para § com M;s = 1, mas nao iria satisfazer a propriedade
(F2), pois

nie(x,ri(z)) — nys(z, rp(x)) = k —> o0 quando k — co.

Nosso principal resultado é o que vem a seguir. Mostramos que se f é ft-sensivel
entao podemos encontrar um continuo instavel local para todo ponto do espago com

didametro uniforme.

Teorema 1.3.1. Seja f : X — X um homeomorfismo definido em um espagco métrico

compacto e conexo satisfazendo as propriedades (P1) e (P2). Entao

(a) Se [ satisfaz a propriedade (F'1) da ft-sensibilidade, entao para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que
diam(C¥(x)) = 6 para todo x € X.

(b) Se f~! satisfaz a propriedade (F1) da ft-sensibilidade, entio para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que
diam(CZ(z)) = 0 para todo x € X.

Para provar este resultado, veremos que a sensibilidade garante que n; .(x,r)

depende basicamente do raio r e nao exatamente de x € X.

Lema 1.3.2. Seja f: X — X sensivel e X um espago métrico compacto satisfazendo a
propriedade (P2). Fizada € > 0 uma constante de sensibilidade de f, temos que, para cada

r >0, existe N(r) € N tal que

nie(x,r) < N(r) para todo x € X.

Demonstracao. Seja € > 0 uma constante de sensibilidade de f. Se a conclusdao nao é
verdadeira, existe r > 0 tal que, para cada n € N, existe x,, € X tal que ny(x,,r) = n.

Isto significa que
diam(f’(B(zn,7))) < € para todo j € [0,n) N N.

Se r = klim Tn,, entao a continuidade uniforme de f e a propriedade (P2) sobre o espago
—00

X asseguram que

diam(f’(B(z,r))) = lim diam(f’(B(z,,,r))) < ¢ para todo j € N,

- k—o0
contradizendo a sensibilidade. O]

Demonstragcio do Teorema 1.3.1: Assuma que f é um homeomorfismo sensivel com

constante de sensibilidade ¢ > 0 e escolha r € (0, ¢), dado pela Propriedade (P1) no espago
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X, tal que B(xz,r") é conexa para todo ' € (0,7). Seja € € (0,r) arbitrario e note que ¢ é
também uma constante de sensibilidade de f. Pela hipétese (F1), existem M, € N e para

cada x € X, {rr(x)}ren satisfazendo
(2, e (x)) = nyc(x,re(z)) < M.
Para cada m € N, seja z,,, = f~"(x) e, para cada k € N, seja
Thm = Tk(Tm) € N = N1 (Tny Thom)-
O Lema 1.3.2 assegura a existéncia de N € N tal que
nie(x,e/2) < N paratodo ze X.

Entao, pela Propriedade (F1) da ft-sensibilidade, para cada m > N, podemos escolher
k., € N tal que

Ny —1m < M < Ny -

Segue que

|nkfm7m - m| < |nk’m,m - nkm_1,m| < ME'

As definicoes de ng,, m € Tk, .m garantem que
diam(f?(B(zm, Tk,,.m)) < & paratodo j € [0,n4,m) "N

e diam(f"*mm(B(Tm, Mkypm))) > €.

Como f~' é uniformemente continuo, existe § > 0 tal que
diam(A) > ¢ implica diam(f "(A)) =0 paratodo n e [0,M,].
Isto garante que

J.

A\

diam (f™ (B (m, rkym))) = diam(f™ " me (o (B( L, Thym)))

Para cadam = N, seja Cy,, = f™(B(2m, Tk,,.m)) € note que Cy, é um continuo satisfazendo:

(1) z € Cy;
(2) diam(C,,) = d;

(3) diam(f~(C,,)) < € sempre que 0 < j < m.
Assim, se C;, é um continuo de acumulacao na métrica Hausdorff da sequéncia
{C)}, digamos
C, = lim C,,,,
l—00

entao C, satisfaz:
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fnk“m" (B(mma rk,,,,m))
fm(B(wmﬁ T'k:,,,,m))

B(.’]J,",T‘k m,) B(wwﬁrk m)

no maximo M. iteradas
> €
@) — é} - =P —- =

Figura 3 — A escolha de k,, e C),.

(1) C, é um continuo, como um limite Hausdorff de conjuntos continuos;
(2) diam(C;) = ¢, pois diam(C,,,) = d para todo m; = N;

(3) xz e C,, como z € Cp, para todo m; = N;

(4) C, < WX(x), pois para cada j € N temos

diam(f7(C,)) = lim (f7(Chn)) < e

l—0

Isto prova que diam(C¥(z)) = § para todo z € X e completa a prova do primeiro item do
teorema. Um argumento similar para o caso em que f~' satisfaz a Propriedade (F1) prova
que diam(C?(x)) = ¢ para todo = € X.

]

Corolario 1.3.1. Seja f : X — X um homeomorfismo definido em um espago métrico

compacto e conexo satisfazendo as propriedades (P1) e (P2). Entao

(a) Se f € first-time sensivel, entao para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

diam(C¥(x)) = 6 para todo x € X.

(b) Se f~' € first-time sensivel, entdo para cada € > 0 existe § > 0 tal que

diam(C2(x)) = § para todo x € X.

Vamos mostrar que os homeomorfismos cw-expansivos sao first-time sensiveis,

assim como seus inversos.

Proposicao 1.3.1. Se f : X — X € um homeomorfismo cw-expansivo de um espago
métrico compacto e conezo satisfazendo as propriedades (P1) e (P2), entdo f e f~' sio

ft-sensiveis.
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Demonstragao. Primeiro, observe que, como X satisfaz a Propriedade (P1) entao ele é
localmente conexo e em particular é um continuo de Peano. Além disso, se f : X — X
é um homeomorfismo cw-expansivo definido em um continuo de Peano X, entao f é
sensivel. Isto é uma consequéncia de [28, Teorema 1.1} onde é provado que homeomorfismos
cw-expansivos definidos em continuos de Peano nao tem pontos estaveis — que sdo pontos

x € X satisfazendo: para cada € > 0 existe § > 0 tal que

B(z,d) c WZ(x).

Fixado € > 0 constante de sensibilidade de f, para cada x € X, podemos
considerar uma sequéncia estritamente decrescente qualquer de ntimeros reais positivos
{re(z)}ren tal que klim ri(z) = 0, {n1.(n,r(x))}r é uma sequéncia estritamente crescente

—00
e

diam (™=@ @) (B(2, 144 (2))) = €,

z,r1(x)

da seguinte maneira: seja 1 () = £/2 e note que a continuidade de f™( ) e a hipbtese

(P2) asseguram que se r esté suficientemente perto de r1(x), entao
diam(fr=@n@)(B(z, r))) > e.
Também, se r é suficientemente pequeno, entao
diam(fm=@n@)(B(z, 1)) < e.
Segue da hipédtese (P2) que existe ro(z) € (0,71(x)) tal que
diam(fr=@n@)(B(z, ry(x)))) = €.

Considere ny o(z,r2(x)) € N, a primeira iterada de B(z,72(x)) com didmetro maior do que
g, l.e.,
diam(fr=@2@)(B(z,ry(2)))) > ¢ e

diam(f’(B(z,72(x)))) <& paratodo je{0,...,n(z,m(z)) -1},

e note que nq o(x,r2(z)) > ny(z, 71 (x)), pois
diam(f’(B(z,7m2(x)))) <& paratodo je{0,...,ni.(z,r(z))}

e diam(f=@2@)(B(z,r5(x)))) > €. Por inducdo podemos obter a sequéncia desejada.

Vamos mostrar que esta sequéncia {ry(z)} satisfaz a propriedade (F2). Suponha
por absurdo, que para alguma constante v € (0, ¢], existem sequéncias {z;,}meny < X €
{km}men < N tais que

]}if;o(nl,s(xm, Tk (Tm)) — M1 (Tims Thy (X)) = 0.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que 1y (Zp, ri,, (Tm)) < 71.c(Tm, Tk, (T1))

para todo m € N. Assim,
~v < diam f”lﬁ(xm”"’“m(x’"))(B(:cm,rkm (xm))) <e.

Para cada m € N, tome

Cy, =y o) (B i, (@)

Cada (), é um continuo com didmetro maior ou igual a . Além disso, diam f*(C! ) <e
para todo n € {0,1,...,n1(Tm, Tk, (Tm)) — N1 (Tm, Tk, (Tm)) — 1}. Desta forma, C,

satisfaz as condicOes a seguir para cada m € N:

(4) diam(Cy,) = ;
(5) diam(f~7(C’,)) < ¢ para todo j € {0,1,. .. o (T, Th (T)) 3

(6) diam(f7(C7,)) < eparatodoje {0,1,...,n1(Tm, Tk, (Tm)) =117 (T Thor, (Tin)) — 1}

Seja C" um continuo de acumulagdao da sequéncia de subcontinuos {C/ },.en na métrica
Hausdorff, digamos

T /

C'= llgg) Cony-

A propriedade (4) garante que diam(C") > +. Note que
N1 (s T (Tm)) = M1, (T T (Tm)) = 115 (T Ty (T))-
Assim, como nllirréo[n175(xm, Tk (Tm)) — M1 (Tins Tk, (Tm))] = 00, entao

Jim. n1.e(Tims Thy, (Tin)) = 0.

Entao, pelo Lema 1.3.2, segue que linéo Tk, () = 0 e, consequentemente,
m—

TrlLi_r)%o 15 (T Thy, (Tm))) = 0.

Por isso e pelas propriedades (5) e (6), temos que
diam(f7(C")) = llim(fj(C’;nl)) <e paratodo jeZ.
—00

Temos que C’ é um continuo nao-degenerado dentro da bola dinAmica de z, o que contradiz

a cw-expansividade. Portanto, a sequéncia de raios {ry(z)} satisfaz a propriedade (F2).

Agora, vamos mostrar que {ry(z)} satisfaz a propriedade (F1). Suponha que
(F1) nao é satisfeita, entao existe v € (0,¢] e para cada m € N existem z,, € X e k,, € N
tais que

1 [ (@, 1 () — 01y (@ iy (@) = 0
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Pela Propriedade (F2), que j4 mostramos vélida, para a sequéncia {ry(x)}, existe M, € N
tal que

[ (2,74 (2)) = nay (2,70 (2)| < M,

para todo x e todo k. Entao
Lim [n1,c(@m, k1 (Tm)) = N1 (Tms T, (2m))] = 0.
Suponha que
111 (s Th 41 (X)) — N1 (T, Tk (Tm))| = 2L, para todo m e N

com lim L,, = co.
m—00

Desta forma,
diam (froe@mrem @) (B(z 1. (2,,)))) > € para todo m e N,

diam(fj(B(:cm, Tk, (Tm)))) <€ paratodo je{0,...,n1(Tm, "k, (Tm)) — 1},
diam(fme@mren @) (B2, rr o1 (2)))) =€ paratodo meN e

nl,e(wma Tkm+1(l'm)) - nl,e(Imv ’I"km(l'm)) = 2Lm

Para a constante de cw-expansividade ¢ escolha 6 € (0,¢), dado por [31,

Proposigao 2.2], tal que se A é um subcontinuo de X com diam(A4) < § e
diam(f"(A)) = ¢ para algum n € N,

entao
diam(f’(A)) = § para todo j = n.

Podemos assumir que

Tkt1(Tm) < 0/2 para todo m e N.

De fato, o Lema 1.3.2 nos d& N € N tal que
nie(x,0/2) < N paratodo ze€ X,

logo, se 7, +1(zm) = §/2 para infinitos m’s, entao

116 (Tomy Tk (Tm)) < 11 (Tins Ty +1(Um)) < N, para infinitos m's
o que implica que
Ly < 01 e(@m, Ty 11(Xm)) — n1.c (@, 7k, (€m)) < N para infinitos m's.

Isto contradiz o fato que n%mcl)o L,, = .
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Para cada m € N, seja

Co = et )b (B ()

Como

diam(fnl,e(xm,'fkm (-Z’m))(B(l‘m7 ’]“km+1(xm)))) =&

e B(Zy, g, +1(Tm)) € um subcontinuo de X com didmetro menor que 4, a escolha de 0

assegura que

diam(fj(B(xm,rkm+1(xm)))) > 0§ paratodo J =ny(Tm, Tk, (Tm))-

Em particular,

diam(C,,) = diam(fm,a(zm,rkm(xm))+Lm(B(%“Tkm+1(xm)))) > .

Assim, C,, satisfaz as seguintes condigoes para todo m € N:

(1) diam(C,,) = 4,
(2) diam(f7(C,,)) < e paratodo j€{0,..., L} e

(3) diam(f?(C,,)) < € para todo j € {0,..., L,,}.

Considere o limite Hausdorff,

= Jm, Cn
e note que C' é um continuo, como um limite Hausdorff de continuos, diam(C') = 4, pois
diam(C,,) = 0 para todo m e N, e

diam(f?(C)) = lim diam(f?(C,,)) <e paratodo jeZ

m—00

pois L,, — oo. Entao, C' é continuo nao trivial contido em uma bola dinamica de raio € e
contradiz a cw-expansividade. Portanto, a sequéncia de raios {ry(x)} satisfaz a propriedade
(F1).

[

Corolario 1.3.2. Se f: X — X é um homeomorfismo cw-expansivo de um continuo de

Peano X dotado com uma métrica convexa D, entio f e f~' sdo ft-sensiveis.

O resultado anterior diz que a first-time sensibilidade ¢ uma generalizagao da
cw-expansividade. Na secao seguinte veremos exemplos de homeomorfismos ft-sensiveis
que nao sao cw-expansivos, um desses exemplos é o deslocamento bilateral a esquerda
definido no cubo de Hilbert.
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1.3.1 Exemplos

Nesta secao veremos alguns exemplos de homeomorfismos que sao ft-sensiveis
e nao sao cw-expansivos, garantindo a generalidade do Teorema 1.3.1 com relacao ao
Teorema do Kato 1.1.1.

Exemplo 1.3.1. Considere X = [0, 1]* munido com a sequinte métrica:

Para x = {x;}icz, € y = {yi}iez € X, seja

iz, y) = sup (Z ¥
- 1€Z 211l
Considere o deslocamento bilateral a esquerda
c: X —» X

{Ii}iez — {!Ez‘+1 }ieZ-

é uma constante de

] =

Vimos no Exemplo 1.1.1 que o é sensivel e que qualquer € < ¢ =
sensibilidade de o. Vejamos agora que o € first-time sensivel. Para cada = {x;}icz € X,

note que, para y = {yz‘}ieZ € X,

Yy = {Yi}tiez € B(z,e) < sup M -
- i€Z 2lil

o i —y| < 2 para todo ieZ

<y € (x; — 2""5,% + 2'“5) para todo 1 € 7.
Um argumento similar prova que

= {Y;}icz € I (B £

Y = WYisiez € O Z, on
se, e somente se,
€ €
y; € <xi+j — 2‘”3'2—”, Tiyj + 2'“”'2—”) N [0,1] para todo i€ Z.

Para cada x € X, neN e jeN temos

217" < diam (O’j (B (L 2%))) < e (1.1)

. £ .. E
pois, se I; = (xHj — 2'”3‘2—”, Titj + 2'”3‘2—”) N [0,1] temos

£ diam (I;) € ,
7 S o S vzl
€ diam (I;) € o
9—2itn—j 9lil S 9—2i+n—j—1’ V-j<i<O,
e diam (1)
5 iam (I; € . .
on+j < 214l < on+j—1’ Vi<—Jj
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o que implica que

€ £ € £ ; €
— ; J
=i —Ifﬁ)ﬁo{zn—j ’2—2i+n—j’2n+j} < diamo (B @ 2n>>

= sup diam(I;)
1€Z

N

3 3 3
max - - - -
—j<%<0 on—j—1 ) 9Q—2i+n—j—1 ’ on+j—1

g
on—j—1 :
£

Dado ~y € (0,¢€], considere k, € N tal que # <7< o,

. Pela Desigualdade 1.1, temos

. i € € .
diam <0J (B (L 27))) < ST <7y sempre que 0<j<n-—k, —2,

e diam (aj<B<g,2%)>)>2%>fy se j>n—k,.

€
Isto implica que ny (g, 27) ¢oun—ky—1oun—k,, para todo n € N. Assim,

19 13
N1y <z, 72n+1> — N1y (@ 27) <2

€ €
Nie (L 27) — N1y <L 27) < k‘y.

. 13
Jim o =0

Como

concluimos a prova de que o € first-time sensivel.

Note que
BXXY((-ray)a(S) = BX(CC’(;) X BY(ya(;)

N,fx9((2,9),0) = min{ni 5 ¢ (2, 0), n15,4(y, 0)}
para todo vy € (0,¢], onde ny , 4(2,d) é o primeiro tempo de crescimento da bola By(z, §)

com respeito ao homeomorfismo h : 7 — Z e a constante de sensibilidade v de h.

Proposicao 1.3.2. Seja f: X - Y eg:Y — Y homeomorfismos first-time sensiveis
definidos em espacos métricos compactos. O homeomorfismo produto f x g € first-time

sensivel.

Demonstragdo. Seja € > 0 a constante de sensibilidade da f e g simultaneamente. Dado
(z,y) € X x Y, pela ft-sensibilidade de f e g, existe um nimero natural M e sequéncias
decrescentes de niimeros reais positivos {si(x)}ken € {rm(Y)men tais que si(x) = ri(y) =

e/2eparatodore X eyeY:
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(F1-f) niqp(2, sps1(x)) — iy (2, s6(x)) < M, 5, para k suficientemente grande;
(F2-f) nicf(z,si(x)) — nyqyp(x, sp(x)) < M, ¢, para k suficientemente grande;
(F1-9) n14.0(Y, Tms1(y)) — 1140y, 7 (y)) < M, 4, para m suficientemente grande;

(F2-9) n1cg(y,7m(y)) — 1144y, rm(y)) < M, 4, para m suficientemente grande.

Seja {t;(x,y) }ien @ unido das sequéncias {sx(z)} e {r,,(x)} reordenada de forma
nao crescente e ignorando os raios coincidentes. Vamos ver que f x g é first-time sensivel
com M, ¢y, = max{M, ¢, M, ,} e a sequéncia de raios {t;(z,y)}. Dado v € (0, €] temos que

para cada l € N, t;(z,y) € [sk,(), sk4+1(2)] O [7, (¥), Ty, (y)] Para algum k; e my. Assim,

max{n1 4,7 (2, 5k, (2)); n17,9 (Y, rm, (¥))} < max{naq g (2, 6(2,y)), n1, (Y, tu(z, )}
nl,'y,fxg((x, y)a tl<x7 y))

< Nagypxg((2, )t (z,9))
= maX{nL%f(ilf, tl+1($, 3/))7 nl,%g(ya tl+1($7 y))}
< max{nlmf(x, skl'i‘l(x))? Ny, (yv Tmz+1(y))}'

Se max {11 s (2, $11(2)) 11 (s P (8))) = 1 (@, 5501 (2)), temos que

n1777f><g<<m7 y)) tl (x7 y))
nlﬁ’fXQ((I7 y)7 tl-‘rl(‘r? y))

nl»’Yaf ($7 8kl+1 (x)> ‘

1,7 (2, 88, (2))

NN N

Portanto, como ny ., ¢(x, Sg,41(x)) — 14, r (2, 55, (7)) < M, ¢,
My, 59 (2, Y), L1 (T,Y)) = Mg (@, 9) 6(@,y)) < Moy < My gy
De maneira analoga, podemos mostrar que

nl,'y,fXg((x> y)a Zfl-‘rl(xa y)) - nl,%fXg((xv y)’ tl<x7 y)) < M’y,g < M’y,fxg
se max{ny . r(, Sk+1(2))s M1~.g (Y, Tiny+1(Y))} = N1 49(2, 741 (). E também que

nl,e,fxg((xay)atl(%y)) - ”l,v,fxg((may)>tl(x>y>) < My pxg-

Isto conclui a prova da proposigao.

]

A proposicao seguinte, junto com o Teorema 1.2.1, nos fornece uma classe de

exemplos de homeomorfismos first-time sensiveis e que nao sao cw-expansivo.

Proposicao 1.3.3. Se f: X — X é um homeomorfismo first-time sensivel e g1 Y —Y ¢é

um homeomorfismo equicontinuo, entdo f x g € first-time sensivel.
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Demonstragao. Seja € > 0 uma constante de cw-expansividade de f. Pela ft-sensibilidade
da f, para cada v € (0,¢], existe M, e, para cada x € X, existe uma sequéncia {ry(z)}
satisfazendo as propriedades (F1) e (F2). Como g é equicontinua e X é compacto, para

cada v € (0, €], existe 0, > 0 tal que
By(y,0,) € W3 (y) n WX, (y), paratodoyeY.

Por isso,

para todo k € N tal que ri(z) < d,. Podemos supor que ry(z) < d, para todo k € N.
Assim, as sequéncias {ry(x)} e {n14,rxq(z, ri(x))} satisfazem as propriedades (F1) e (F2).

Consequentemente, f x g é ft-sensivel. OJ

Como ja sabemos a first-time sensibilidade generaliza a cw-expansividade,
entdao, em particular, generaliza a expansividade em continuos de Peano. Portanto, os
difeomorfismos de Anosov — que sao hiperbélicos — formam uma classe dos first-time

sensiveis.

Exemplo 1.3.2. Se f: X — X um difeomorfismo de Anosov definido em uma variedade
Riemanniana compacta, entao f € first-time sensivel, pois f € expansivo e em particular
cw-expansivo. Pela proposicao acima, f x I : X xY — X xY ¢é first-time sensivel, onde

1:Y =Y ¢éa aplicacao identidade.

A hiperbolicidade parcial é uma generalizagao da hiperbolicidade. Os difeomor-
fismos parcialmente hiperbdlicos possuem variedades estaveis e instaveis, assim como os
difeomorfismos de Anosov, com a diferenca que os parcialmente hiperbdlicos tém uma
terceira direcao que nao é nem uma contra¢ao e nem uma expansao uniforme. Gostariamos

de entender a relagao entre a hiperbolicidade parcial e a first-time sensibilidade.

Pergunta 1.3.1. Existem difeomorfismos parcialmente hiperbolicos que ndao sdo first-time

sensiveis?

1.3.2 Continuos cw-instaveis/estaveis

O Teorema 1.3.1 generaliza, de certa forma, o Teorema 1.6 do Kato em [30],
onde ele mostra a existéncia, para cada ponto do espaco, de um continuo no seu estavel
local e outro em seu instavel local. Esses continuos do Kato tém didmetro uniforme assim
como em nosso caso. No caso cw-expansivo os continuos estaveis locais sao estaveis globais
e os instaveis locais sdo instaveis globais. Mostramos, nesta se¢do, que os homeomorfismos
first-time sensiveis admitem continuos estaveis locais que nao sao instaveis globais, mas
que os continuos instaveis vindos do Teorema 1.3.1 sao instaveis globais. Além disso, os

continuos obtidos no Teorema 1.3.1 possuem crescimento uniforme.
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Durante toda esta secdo, f : X — X é um homeomorfismo ft-sensivel definido
em um continuo de Peano X e ¢ > 0 é uma constante de sensibilidade fixada de f. Entao,
para cada v € (0, €], podemos construir um continuo instavel local, pelo Teorema 1.3.1,
com didmetro menor ou igual a . Observamos que podemos obter mais de um continuo
tomando o limite Hausdorff das iteradas das bolas para cada ponto. Iremos considerar
todas as possibilidades de limites de iteradas de bolas, da seguinte maneira: denotando

x, = f"(x), o conjunto

7€ (0.¢], {np} = Ne {rpn(z,)} = RY

k

C* =< C = lim f™(B(x,y, o (2,
Jim f (B Ty () tal que n1 (7,7, 77 (T07)) € (1, ny + M,

¢ o conjunto dos continuos instaveis locais obtidos a partir da demonstracao do Teorema

1.3.1, variando as constantes de sensibilidade da f.

Para facilitar, denotaremos C' por C,(z) quando

C = lim f" (B(,, Ty (27))) € C".

k—0o0 k

Note que usamos a mesma notacao para diferentes continuos, pois podem estar associados
a subsequéncias distintas. Veremos que as informagoes realmente relevantes sao o ponto e
a constante de sensibilidade que o continuo esté associado e nao a subsequéncia que esta

sendo tomada. Por isso tomamos a liberdade de cometer este abuso de notagao.

Iremos abordar propriedades dindmicas dos continuos de C*. Provaremos que
os continuos de C" sao instaveis globais e que crescem uniformemente dependo somente
da constante de sensibilidade que ele esta associado. Por isso, podemos dizer que estes
continuos se comportam, em certo sentido, de maneira similar aos continuos instaveis
locais de um sistema cw-expansivo. Portanto, chamaremos um continuo de C* de continuo

cw-instavel local.

Para comecar a apresentar os resultados, vamos estabelecer uma notagao
para o primeiro tempo de crescimento de conjuntos quaisquer de X. Quando estamos
trabalhando com sistemas sensiveis, todos os abertos do espago crescem quando iterados
para o futuro. Mas nem todos os conjuntos atingirao didmetros maior que alguma constante
de sensibilidade do sistema. Por exemplo, o deslocamento definido no cubo de Hilbert,
[0,1]%, contém conjuntos que “ficam sempre pequenos” (veja o Exemplo 1.1.1). Nestes
casos, podemos pensar que um conjunto que fica sempre pequeno demora um tempo
infinito para crescer. Neste sentido, vamos definir o primeiro tempo de crescimento de

todo subconjunto do espago.

Seja f : X — X um homeomorfismo sensivel definido em um espago métrico

compacto, com constante de sensibilidade ¢ > 0. Fixado v € (0, ], definiremos a fungao
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primeiro tempo de crescimento (com respeito a 7) dos conjuntos em X da seguinte forma:
n~() © P(X) - Ruw

C — any(C) = {

w0, se diam(f"(C)) < v, para todo n e N;

min{n € N | diam(f"(C)) > v}, caso contrario.

A proposicao a seguir assegura um certo tempo de crescimento uniforme dos

continuos de C* dependendo somente da constante de sensibilidade a que estao relacionados.

Proposigao 1.3.4. Se C = C,(x), entao
diam(fN(C)) = ¢

para algum N, € {0,1,...,2M,}.

Demonstragao. Seja C,(x) = k}im f"Z(B(:L’nZ, Ty (2,7)) € C*. Entdo,
—00
M (T, Ty (T07)) € {ng + 1,00 my + M}

A propriedade (F2) garante que cada bola B ($ng> T (xnz)) nao demora mais do que M,

para crescer € depois que cresceu 7, logo
M6 (Tny s Ty (T7)) € {n+1,...,n) + M, + M,}.
Consequentemente,
e (" (B, 1 (27)))) € {1,2, ..., 2M, }.

Desta forma, podemos afirmar que existe N, € {1,2,...,2M,} tal que

1 (B, T (20))) = N

para infinitos k’s. Tomando uma subsequéncia se necessario, temos que

diam (f™ (f" (B(@ay, rmy (7)) > €.
Portanto, diam(f™ (C,(z))) = € com N, € {1,2,...,2M,}. Finalizando a prova. O

A proposicao anterior nos diz que todo continuo cw-instavel local cresce ¢, isto
acontece porque os iterados das bolas que constituem os continuos cw-instaveis locais
crescem € em um tempo limitado, dependendo da constante de sensibilidade associada
a cada continuo. A ft-sensibilidade garante que as bolas de raios ja escolhidos depois
de crescerem € nao demorarao mais que M. para crescerem € novamente. Isto sugere
que, depois que um continuo cw-instavel local cresce € pela primeira vez, ele ndo demora
mais do que M. para crescer € novamente e o ciclo se repete. Em outras palavras, um

continuo cw-instavel local cresce € infinitas vezes e de forma, digamos, regular. Esta certa
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regularidade garante que o conjunto dos tempos de crescimento de um continuo cw-instavel
local seja sindético. Dizemos que um subconjunto S de N é sindético se existe p = p(S) € N
tal que

{n,n+1,...,n+p}nS+#, para todon e N.

Vamos agora formalizar e provar estas ideias.

Proposigao 1.3.5. Seja C,(x) € C*. Para cada N = 2M.,,, existe N' € {N,...,N + M.}
tal que diam(fN'(C)) = e.

Demonstragio. Sejam N = 2M., e C,(z) = klim £ (B(a:nz,rmz(xnz))) e C". Entao,
—00

14 (T Ty (T7)) € (g + M) N N

A propriedade (F2) garante que cada bola B(x,, 7,7 (2,7)) ndo demora mais do que M,

para crescer £ depois que cresceu 7, logo
Y v
e (T, Ty (T02)) € (N - g + My + M) 0 N

Ou seja,

n;, < n1e(B(@ny, Ty (Tn7))) < ny, + 2M,.

Pela propriedade (F1) da ft-sensibilidade, podemos diminuir o raio e escolher um raio
menor de forma que a bola com este raio diminuido tem primeiro tempo de crescimento

entre n) + N e n} + N 4+ M,, ou seja, para cada k € N podemos escolher ¢, > m] tal que
n1e(Tn, ry () € {nl + N, ong + N + M}

Assim,
m,g(fnZ(B(an, rtk(xnz)))) e{N,...,N + M.}.

Isto garante que, para cada k € N, existe Ny € {N,..., N + M.} tal que
i £ (P (B, 7 () 2 diam( P (£ (B, 7, () > =
Portanto, tomando uma subsequéncia se necessario, temos que
diam ( oy ( lim f7 (B3, 7 (xnz)))» > ¢
para algum N’ € {N,..., N + M.}, ou seja,
diam(F'(C(x))) > <,
com N' € {N,..., N + M.}. Isto finaliza a prova. O

Corolario 1.3.3. Considere C € C* ¢ S¢ = {n € N | diam(f"(C)) = €}. Entao, o
subconjunto dos nimeros naturais Sc € infinito e dois elementos consecutivos m,n de S¢

satisfazem |m — n| < M.. Em particular, Sc € sindético.
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Este corolario e a proposicao anterior implicam que todo homeomorfismo ft-
sensivel é sindeticamente sensivel. Um homeomorfismo f : X — X num espago métrico
compacto X é sindeticamente sensivel se existe § > 0 tal que para todo aberto nao vazio

U de X, o conjunto

{n e N | existem y, z € U tais que d(f"(y), f"(z)) > 6}
é sindético.
Corolario 1.3.4. Se f ¢ ft-sensivel entao f é sindeticamente sensivel.

Demonstragao. Seja U < X aberto e nao vazio. Considere x € U e C' = C,(x) € C*, onde
7 é uma constante de sensibilidade de f tal que B(z,2vy) < U. Como diam(C,(x)) < v e

x € C,(x), entdo C,(z) esta contido em U. Pela Proposicao 1.3.5, o conjunto
Sc = {n e N | diam(f"(C)) = ¢}
¢é sindético. Portanto, o conjunto
{n e N | existem y, z € U tais que d(f"(y), f"(z)) > 0}

¢ sindético para todo 0 < § < ¢, pois ele contém S¢.

[

Outro corolario imediato da Proposicao 1.3.5 é que depois que o continuo atinge

didmetro € entao ele nao volta a ficar arbitrariamente pequeno.

Corolario 1.3.5. Existe 0 > 0 tal que se C = C,(x) € C* entdo diam(f"(C)) = 0 para
todo n = 2M.,.

Demonstragio. O Corolario 1.3.3 diz que m,n de S¢ satisfazem |m — n| < M.. Basta
tomar d > 0, garantido pela continuidade uniforme da f~*, tal que se diam(A) > ¢ entdo
diam(f"(A)) = ¢ para todo n € {0,1,..., M.}.

]

Mostraremos agora, que os continuos cw-instéaveis locais sdo instéveis (globais).

Proposicao 1.3.6. Se C,(x) € C*, entao lim diam(f~"(Cy(z))) = 0.

Demonstragio. Seja C,(x) = kh_}r& f”Z(B(mnz, "'my(2,7))) € C*. Considere a > 0 arbitrério,
podemos supor, sem perda de generalidade, que o < . Queremos encontrar N, € N tal
que se n > N, entao

diam(f™"(C,(z)) < a
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Como C,(z) € C*, entdo n}, < M1 (T, Ty (7)) < N2 (Ty, Ty (T7)). Disto e da propri-

edade (F2), segue que

”Z - nl,a(xn;/7 T'm) (an)) < n175<xnz7 "'m) (xnz)) ~ M (‘I”Z’ Tmy) (I”z» < M.

Tome N, = M, + 1. Para n > N,, pela desigualdade acima, temos que
g, — (T, T (T07)) <

Fixado n > N,, podemos considerar kg € N tal que se k > kg entao

n < nj,

pois, lim n] = co. Assim,
k—o0
2
0< —n+np <nia(@e, Ty (X))
Entao, para todo k > ko,

diam(f_”(fnz (B(J,’nz, T'm) (In;’))))) = diam(f_”‘*‘"z (B(l’nz, T'm] (ng)))) S a.

Isto garante que
5

lim diam(f™"(f" (B(zpy, rmy (207))))) < o

k—o0

Portanto,
F(Cy(x) =" (gl_r){)lo diam(f”Z(B(xnz,Tmz(:r;nz))))> < a paratodon = N,.
O que finaliza a prova. O

Mostraremos agora que os homeomorfismos first-time sensiveis admitem conti-

nuos estaveis/instaveis locais que nao sao estaveis/instaveis globais.

Exemplo 1.3.3. Considere o o deslocamento bilateral a esquerda definido no cubo de
Hilbert [0, I]Z. O deslocamento o € ft-sensivel, como mostramos no Exemplo 1.3.1, e contém
continuos instaveis/estaveis locais que ndo sao instdveis/estdveis (globais). De fato, para
e > 0 uma constante de sensibilidade de 0 e x = {x;}ien € X, 0 continuo
Cy = | [([2i — e,z + €] 0 [0,1])
1€Z
¢ um exemplo de continuo estavel e instdvel local que nao é estavel e nem instdavel. Pois,

se y = {Yitiez € Cy, entao
y; € |xv; —e,x; + €| para todo i€

e isto implica que

l

xi n -~ Yi+n
do™(z),0"(y)) = sup (Tt Yial

ieZ 211l
- €

sup ——
h €7 2'”
< €
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para todo n € Z. Isto mostra que todo ponto que estd em C, estd na bola dinamica
WZ(x) n Wi(x). Além disso, para cada o € (0,€], as sequéncias y = {y;}icz, 2 = {zi}icz

definidas, respectivamente, como

X, 1 <0 X, 1>0
yi=4 x;+a, i=20ex;€[0,1/2] ez=% z+a, i<0eux;e[0,1/2]
ri—a, i=0ex; € (1/2,1] ri—a, i<0ex; e (1/2,1],

pertencem a Cy, < Wi (x) n W(z), mas

itn — Litn
do"(y),0"(x) = sup P Lol

para todo n e N. Isto é, y ¢ W*(z) e

d(c™"(y),0 "(x)) = sup

para todo n € N, ou seja, z ¢ W*(z). Portanto,

diam(c"(Cy)) =€ para todo n € Z.

e Cy ndo € estdvel/instdvel.

1.3.3 Entropia para homeomorfismos ft-sensiveis

Nesta se¢do vamos provar entropia positiva para uma classe de homeomorfismos

first-time sensiveis.

Seja X um espago métrico compacto e f um sistema dindmico definido em X.
Dados € > 0 e n € N*, um subconjunto A de X é (n,e)-separado se, para cada x,y € A

com x # y, existe j € {0,1,...,n} tal que

d(f'(x), f(y)) > .

Seja S(n, e) a maior cardinalidade dos subconjuntos (n, £)-separados de X. Considere para
e>0 .
h(f,e) = limsup — log S(n,e¢).

n—oo N

Note que se & < ¢ entdo S(n,e) < S(n,e’). A entropia topoldgica de f ¢ dada por

h(f) = timh(f, ).
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Através da existéncia de continuos instaveis locais que crescem para o futuro
de maneira uniforme dependendo somente do didmetro, Kato em [31] mostrou que os
homeomorfismos cw-expansivos tém entropia positiva. Vimos na se¢ao anterior que no caso
da ft-sensibilidade existem os continuos cw-instéveis locais que se comportam de maneira
semelhante aos continuos dos cw-expansivos. Entao é natural tentar usar a mesma ideia
para provar que os ft-sensiveis tém entropia positiva. Vamos descrever a ideia da prova
que os homeomorfismos cw-expansivos tém entropia positiva e apontar os problemas de

seguir o mesmo raciocinio no caso ft-sensivel.

Teorema 1.3.2. [31, Teorema 4.1] Se f : X — X é um homeomorfismo cw-expansivo

definido em um espago métrico compacto X, com dim(X) > 0, entdo h(f) > 0.

Ideia da demonstragdo. Seja € > 0 uma constante de cw-expansividade da f. A Proposicao
2.3 em [31] diz que existe 6 > 0 tal que, quando um continuo atinge didmetro ¢ > 0
em alguma iterada futura, entao ele nao volta a ficar com didmetro menor do que ¢ nas
iteradas seguintes. Para este 0, o Teorema 1.6 de [30] garante que existe um continuo C
instével local com didmetro 6/3. Como este continuo é instavel local — néo cresce para o
passado — ele deve crescer € quando iterado para o futuro. Pelo crescimento uniforme
dos continuos com didmetro §/3, sabemos que este C' deve crescer € antes de uma iterada,
digamos fM. Além disso, nesta iterada f*, C deve ter didmetro maior ou igual a &, por ja

ter atingido didmetro . Entdo, podemos dividir f*(C) em trés subcontinuos de didmetro

5/3.

Desta forma, teremos dois subcontinuos de f*(C) que estdo §/3 distantes e
com didmetro 0/3. Sabemos que estes subcontinuos devem atingir didmetro € até a iterada
M pois sdo instaveis locais e possuem didmetro 6/3. Cada um desses subcontinuos terdo
didmetro no minimo 0 na M-ésima iterada. Dai, fazemos o mesmo processo de divisao de
cada um deles em trés subcontinuos com didmetro §/3 (ver Figura 4). Em cada passo,
consideramos um ponto em cada um dos subcontinuos, tomando a imagem inversa desses

pontos até chegar no continuo de partida C. Obtendo, no n-ésimo processo, 2" pontos que
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M(Co)
) Cho
fM(C) :..‘-
Cg '.:
CfO;l
c N
Ch _% (CI,O

.

Cia
()
Figura 4 — Processo de divisdao dos continuos e iteragdes dos subcontinuos até crescerem.

estdao em um conjunto (nM + 1,J/3)-separado. Isto implica que

h(f,6/3) = limsupl-logS(n,é/B)

n—oo T

n—0o0

1
> limsup <n]\/[—|—1 log S(nM + 1,5/3))

1
> i — . log 2"
Y 1
n
> i — -log?2
WP 1o
1
= —.log2 > 0.
M08

Portanto, h(f) > 0.

Observacgao 1.3.1. Vimos no Lema 1.5.2 que a sensibilidade garante crescimento uniforme
de bolas de mesmo raio. Além disso, a ft-sensibilidade com a propriedade (F2) asseguram

que as bolas, depois que atingem diametro maior que € nao voltam a ficar arbitrariamente
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pequenas. Desta forma, a primeira tentativa natural € usar este fato e aplicar o argumento

do Kato para bolas ao invés de continuos para provar entropia positiva da sequinte maneira:

Seja f um homeomorfismo ft-sensivel definido em um continuo de Peano X
com constante de sensibilidade €. Considere § > 0 tal que, se uma bola atingiu didmetro
maior que €, ela ndo volta a ter diagmetro menor que d nas iteradas sequintes e seja M um

natural vindo do Lema 1.3.2 de forma que as bolas de raio 0/3 crescem até a iterada ™M,

Considere uma bola inicial B de raio §/3. O didmetro de f™(B) serd maior
ou igual a 0. Entdo, podemos considerar dois pontos, xo € x1, que estio 2§/3 distantes
em fM(B) e as bolas, By e By, de raio /3 centradas em xy,x,, respectivamente. As
bolas By e By irdo satisfazer d(By, By) = §/3. Agora, iteramos M vezes By e By obtendo
M (By), fM(By), que terdo didmetro maior ou igual a §. Podemos, portanto, escolher dois
pontos Top € Toy em M(By) e dois pontos T1o € T11 €m M(B,) tais que d(zo0,201) =
28/3 e d(w10,211) = 28/3. Assim, {f M (200), M (x01), [~ (210), [~ (21,1)} tem 2

elementos e é um conjunto (2M + 1,6/3)-separado.

Agora considere B; j a bola de raio /3 centrada em x; ; com i,j € {0,1}. Na
M-ésima iterada B;; terd diagmetro maior ou igual a d, ou seja, diam(fM(Bi,j)) > 4.

Entdo podemos considerar para cada i,j € {0,1} pontos x;;0 e x;;1 em fM(B;;) tal

M(By)
AT\ Boo

S BO,I

.........

. Bl,l

fM(Bl)

Figura 5 — Bolas de mesmo raio ¢/3 distantes.
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que d(z;j0,7i;1) = 26/3. Podemos garantir que Sy = {f *(xo,x) | j,k € {0,1}} e
Sy = {f*M(x11) | 4,k € {0,1}} sdo conjuntos (3M + 1,6/3)-separados, porém ndo

consequimos garantir que um ponto de Sy e outro de S1 se separam até a iterada 3M + 1.

Note que este problema ndo acontece no caso cw-expansivo porque em cada passo
tomamos um pedago da imagem do continuo anterior. No nosso caso, quando tomamos
a bola de raio uniforme §/3, possivelmente estamos considerado pontos que ndo estdo
contidos na M -ésima iterada da bola anterior (Ver Figura 5). Assim, podemos nao ter um

crescimento exponencial de S(n,d/3) como acontecia no caso cw-expansivo.

O problema inicial de usar a mesma técnica do Kato usando nossos continuos
cw-instaveis locais é, que no processo de dividir o continuo em trés subcontinuos com
didmetro grande, os subcontinuos obtidos podem nao crescer. Por exemplo, no caso do o,
deslocamento bilateral & esquerda — que é ft-sensivel com constante de sensibilidade 1/4

— 0 continuo

D = | [{ai} x [wo — .20 + €] x | [([25 — 2,2 + 2] ~ [0,1])

<0 >0
cresce mais do que €, porém quando dividimos uma iterada de D com didmetro maior que

1/4 em subcontinuos com didmetro grande, eles ndo atingem didmetro 1/4 em nenhuma

iterada futura. De fato, existe M tal que 2™e > 1/4 para todo m > M. Assim,
diam([x,, — 2™¢e, x,, + 2™e] N [0,1]) = 1/4
o que implica que diam(¢™ (D)) = 1/4 para todo m > M. Para cada m > M considere

Ym = min([z,, — 2"e, x,, + 2™e] N [0,1]) e 2, = max([z,, — 2"e, zy + 2™e] N [0,1])

e seja
Cl = H{l’z} X [yMa Ym + 1/12] X 1_[ [ym7ym + 1/12]
<M t . e - i>M
0—ésima coordenada
e

Cy= [ [Heit < [ =112, 20] % [ [2m — 1/12, 2],
<M t . e g i>M
0—ésima coordenada

Note que C; e Cy sdo subcontinuos de ™ (D) com diam(C;) = 1/12, d(Cy,Cy) = 1/12 e
que nao crescem quando iteramos pelo deslocamento o, pois diam (o™ (C;)) = 1/12 para
cada i € {1,2} e todo n e N.

Ao invés de dividir a iterada do continuos cw-instaveis locais em trés partes,
podemos considerar pontos distantes e seus continuos cw-instaveis locais relacionados
a uma mesma constante de sensibilidade, suficientemente pequena, de forma que estes
continuos cw-instaveis locais estao separados. O mesmo problema que ocorreu no caso de

considerar as bolas de raio §/3 da Observacao 1.3.1 pode acontecer neste cenario, podemos
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perder o controle e nao conseguir mostrar que alguns pontos obtidos neste processo sejam
e-separados. Porém, se os continuos cw-instaveis locais tiverem contragao uniforme quando
iterados para o passado, eles terdo comportamento hiperbdlico e isto é suficiente para
mostrar que os homeomorfismos ft-sensiveis tém entropia positiva. Em [9] os autores
constroem uma fun¢ao compativel com a fun¢do didmetro, com propriedades métricas e
que fazem que os continuos instaveis e estaveis locais de um homeomorfismo cw-expansivo
tenham comportamento hiperbdlico. A existéncia de uma fungdo que torna os continuos
cw-instaveis locais para homeomorfismos ft-sensiveis é suficiente para garantir entropia

positiva.

Seja f : X — X um homeomorfismo first-time sensivel definido em um
espago métrico compacto X satisfazendo as propriedades (P1) e (P2), com constante
de sensibilidade ¢ > 0. Suponha que f é first-time sensivel e que existe uma funcao
D : F*— R, onde

. v € (0,¢], ke N* n; e Nez; € X para cada
Fr=3C =) [ ie{0,1,...,n}, f (i) € F(C (7)), ¢
1=0

com C,(z;) € C*

satisfazendo:

1. Desigualdade triangular: para cada v € (0,e] e C = | | f"(C,(x;)) € F*,

k
i=0
k k
D(C) =D (U f”"(Cw(fci))> < D D™ (Cy ()
i=0 i=0
2. Propriedade hiperbélica em C*: Existem constantes A € (0,1) e ¢ > 1 tal que
se C'e C" entao D(f"(C)) < eA"D(C);

3. Compatibilidade: para cada 6 > 0 existe a > 0 tal que

(a) se diam(C') < «, entdo D(C') < 6, para todo C' € F*;
(b) se D(C') < a entao diam(C') < § para todo C' € F*.

Uma funcao D como acima serd chamada ft-métrica hiperbolica.

Teorema 1.3.3. Se f : X — X é um homeomorfismo ft-sensivel munido de uma ft-métrica
hiperbolica entao, h(f) > 0.

Demonstragao. Seja 6 > 0 do Corolario 1.3.5. Pela compatibilidade de diam e D, para este
o
J, existe o > 0 tal que se D(C) < a entao diam(C) < 5 Considere M’ € N tal que

M

71_)\]\/[, < o
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e M = max{M', 2Mss}.

Tome Cj/6(x) um continuo em C". Pela Proposicao 1.3.4, existe
ne{l,2... 2M;g)

tal que
diam(f"(Cs6(x))) > €.

Além disso, pelo Corolario 1.3.5
diam(f"(Csss(x)))) = 9, para todo n = 2Ms.

Entao podemos considerar dois pontos em (Csss(x)) que estao § distantes, digamos xg

e x1, ou seja, g, z1 € fM(Cs/5(x)) com d(wg, 1) = 6. Considere
BQ = B(l’0,5/3) € Bl = B(l‘l,CS/g)

Temos que

d(By, By) =

Wl >

Sejam Cy = Cys6(x0) € C1 = Cyys(x1) continuos de C". Pelo Coroldrio 1.3.5,
diam(fM(Cy)) = 6 e diam(f(Cy)) = 6,

pois M > 2Mjs6. Para cada i € {0,1}, considere x;0 e ;1 em C; tal que d(x;0,2;1) =6 e

denote
Bi,O = B<I170,5/3) € Bi,l = B<I171,5/3)

Temos que, fixado i € {0, 1}, d(B; o, B;,) = 0/3. Considere C;; = Cs5(; ;) (ver figura 6).

O continuo Cj; esta contido em B;; e
D(f_M(CLJ)) = /\M)\nl,s(oz‘,o) < )\M < .

Veja a Figura 7. Logo,

diam(C, U f(C,,)) < diam(C,) + diam (/™ (C)) < & + 0

Isto garante que C; U f~(C;;) < By, j& que z; € C;.

Seguindo o mesmo raciocinio, para cada n > 2, criamos por indugao continuos

Cirig,eonsin-1,0 € Cliyia,in_1,1

tais que ¢; € {0, 1} para todo j € {1,2,...,n — 1} satisfazendo as seguintes condi¢oes:
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fM (CA'/G (o))
Cs/6(o,0)
M (Cs6(z))
Cs/e() Cs/6(0)
Cs6(wo,1)
—
Css(@1)

; 05/6(51?1,0)

Cs6(1,1)
M (Cs/6(1))

Figura 6 — Continuos cw-instaveis locais 0/3 distantes

(1) existem @i, i 105 Tiy,in 11 € 7 (Ciy i y) com d(Tiy i 10y Tiy, i 1) =0 tais
que Cil,ig,..,,in_l,o = 05/6($il,...,in_1,0) € Cil,ig,...,in_l,l = 05/6(5511,...,1”_1,1)
(2) (a) D(f ™ (Cipigyinrg)) < A < a com j € {0,1};
(b) para cada me {2,...,n— 1},

—1 m

D(f_kM(Oi1,i2,...,in+k—m>) + D(f_mM(Cil ----- in*hj) S 2 /\kM s

1 k=1

3

k

para j € {0, 1}.

A condigdo (2) garante que para cada m e {1,...,n — 1} temos que

diam <U ko(Ci17i27-~~7in+km)> < g

k=1

Assim,
dlam 11,82, st k—m—1 % kL:JI f ( i17i27~--’in+k—m) < 6 + 6 = g

Isto assegura que

m
l | —kM( )

071177/2:-~~:Zn+k7m71 Y f 071177/27-~~7Zn+k7m = le,zg,...,anrk,m,l)
k=1
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Cs/6(0,0)

Mg
0 a/G(I{TvO)) f}ﬂf(cfs/fs(wo.,l))

Cs/6(o,1)

—

ﬁ,:_M(Cé/ﬁ(SCL,l))

> Cs/6(z1,0)

£ (Cofan)

Cs6(1,1)

Figura 7 — Contracao uniforme dos continuos cw-instaveis locais.

pOiS Cl c B onde B'L'l»i27~~~7in+k7m71 = B(:EilyiQ:-"vin+k7'mfl’5/3)'

Isto garante que para cada n € N temos que

1582505l k—m—1 11,82, )t k—m—1

Wl >

AC™ Wirosinsin)s S Wiroinrsin)) =

I

onde Yi, i yin = f’”M(xihm,in_l,in). Desta forma, para cada N € N temos pelo menos 2V

pontos que sao (NM + 1,0/4)-separados. Portanto, a maior cardinalidade dos conjuntos
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(NM + 1,6/4)-separados é no minimo 2. Assim,

h(f,6/4) = hmsup— log S(n,0/4)

n—a0

\%

y < 1
im sup
nM + 1

n—0o0

-log S(nM + 1,5/4)>

1
lim sup -log 2"

nooo nM +1

WV

\%

lim sup -log 2

n—00 7’LM—|- 1

1
= log2 > 0.
Portanto, h(f) > 0. O

Observagao 1.3.2. Seja 0 < X\ <1 e defina p: C(X) — R* por
() = N1e(@) e O cresce
P 0 se C' ndo cresce quando iterado pro futuro

onde
C(X)={Cc X |C continuo ndo trivial} .

Definindo uma fungdo D da sequinte maneira:

D:F* — R

n

C = (ST (C ()

i=1

onde C' = U f(C (), temos que as condigoes (1) e (2) acima sao satisfeitas. De fato, a

condi¢ao (1) sai direto da defini¢do de D. Seja C' € C". Note que ny.(f~"(C)) = n+ny1.(C)
para todo n = 0. Entado,

D(f™(C) < p(f™(C)) = AmeUTO) = xrmel© _ ymyme©)
— X'p(C) = A"D(C)

para todo n = 0.

O problema estd com a compatibilidade entre D e diam (item (3)). Seja

k

C=Jrm(Cy(x)) e F

=0

k
com D (U f"Z(C'V(x,))> pequeno. Entdo, p (f~"(C,(z;))) € pequeno para cada i €

{0,1,...,k}. Isto significa que os primeiros tempos de crescimento, ny . (f’”"(Cq,(a:i)))



Capitulo 1. Dinamica Compacta: Sensibilidade, expansividade e sombreamento 64

para i € {0,1,...,k}, sao grandes. No caso da ft-sensibilidade o tempo de crescimento
de continuos nao estda associado aos seus diametros, como acontece na cw-expansividade.
Podem existir continuos com diametros grandes que nunca crescem ou que demoram muito
para crescer quando iterados para o futuro. O continuo C' ndo estd necessariamente em
C" e, além disso, a unido dos iterados passados dos continuos em C* que formam C' pode
resultar em um diametro grande para C' e que demora muito tempo para crescer. Isto €, é
possivel que D(C') seja “pequeno”, mas que diam(C') seja “grande”, e isto compromete a

compatibilidade de D e diam.
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2 Dinamica Linear: Recorréncia por cadeia e

sombreamento

2.1 Recorréncia por cadeia para operadores lineares

Neste capitulo vamos abordar o conceito de recorréncia por cadeia para ope-
radores lineares. Pontos recorrentes por cadeia sao aqueles que voltam arbitrariamente
pra perto de si através de uma pseudo-trajetéria. Uma pseudo-trajetéria (ou cadeia, que é
como estamos chamando aqui) é um conjunto de pontos que é “quase uma orbita” com

relacdo ao sistema.

A menos de mengao contraria, 7' : X — X é um operador linear continuo

(ou equivalentemente, limitado), X é um espago vetorial normado sobre o corpo K, onde

K =R ouC.

Dizemos que uma sequéncia finita {xg, z1,...,z,} é uma e-cadeia, com € > 0,
seneN*e|T(x;)—x1| < e para todo 0 < i < n. Dados dois pontos x,y € X, escrevemos

xRy se vale o seguinte:

dado ¢ > 0, existe uma e-cadeia iniciando em x e terminando em v,
{xg = x,21,...,2y_1,2, =y}, e outra iniciando em y e terminando em z,

{yD =YYy Yn—1,Ym = ﬂf}

Definicao 2.1.1. Dizemos que T : X — X, um sistema dinamico definido em um espago

métrico X, € transitivo por cadeira se xRy para quaisquer x,y € X.

O conjunto CR(T) = {x € X | xRa} é chamado conjunto recorrente por cadeia.
Um ponto x € CR(T') é chamado recorrente por cadeia. Nao é dificil checar que R é uma
relagao de equivaléncia em C'R(T'). Chamamos as classes de equivaléncia dada pela relacao

R de classes recorrentes por cadeia.

Na segunda secao deste capitulo mostramos que os operadores lineares limitados
admitem uma tnica classe recorrente por cadeia. Isto implica que quaisquer dois pontos
recorrentes por cadeia podem ser conectados por cadeias. Na dinamica compacta esta
situacdo em geral ndo ocorre, um sistema dinamico definido em um espa¢o métrico
compacto pode ter mais de uma classe recorrente por cadeia, podendo até ter infinitas
(como acontece no Exemplo 1.1.6). Este fato diz que as nogoes de transitividade por cadeia
e recorréncia por cadeia sao equivalentes no contexto da Dindmica Linear. Um sistema
dindmico T : X — X, definido em um espago métrico X, é recorrente por cadeira se
X = CR(T).
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Na segunda secao provamos que o conjunto recorrente por cadeia de um
operador linear é um subespaco fechado e invariante. Além disso, provamos que se existe
uma decomposicao do espa¢o em subespacos fechados e invariantes entdo o conjunto
recorrente por cadeia é a soma direta dos conjuntos recorrentes por cadeia do sistema

linear restrito a cada um dos subespacos que decompdem o espaco todo.

2.1.1 Decomposicao espectral

Na dindmica compacta, Smale mostrou em 1967 que sao finitas as classes
recorrentes para difeomorfismos de Anosov — que sao difeomorfismos cujo fibrado tangente
se decompoe em dire¢oes complementares e D f-invariantes, uma com contragao uniforme e
outra com expansao uniforme. Este resultado é conhecido como o Teorema da decomposi¢ao

espectral.

Teorema 2.1.1 (Teorema da decomposicao espectral [40]). Seja M uma variedade com-
pacta e f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Entdo o conjunto recorrente por cadeia
de f pode ser escrito como unido disjunta de finitos conjuntos fechados e invariantes tal

que [ € topologicamente transitiva restrita a cada um desses conjuntos.

Posteriormente esse resultado foi generalizado para homeomorfismos que tém
propriedades hiperbdlicas topolégicas — expansividade e propriedade de sombreamento.

Mais precisamente, temos

Teorema 2.1.2. [6, Teorema 3.1.11] Seja f : X — X um homeomorfismo definido em
um espaco métrico compacto X. Se [ € expansivo e possui a propriedade de sombreamento
entdo o conjunto recorrente por cadeia de f pode ser escrito como uniao disjunta de finitos
conjuntos fechados e invariantes tal que f é topologicamente transitiva restrita a cada um

desses conjuntos.

Podemos ver em [19] um exemplo de homeomorfismo definido em um espago
métrico compacto que possui infinitas classes recorrentes por cadeia. Veremos a seguir que
qualquer operador linear limitado admite uma tnica classe recorrente por cadeia. Para
isso, vejamos que todos os pontos do espaco gerado por um ponto recorrente por cadeia x,

span[z], estd no conjunto recorrente por cadeia.

Teorema 2.1.3. [5] Seja X um espago vetorial normado e T : X — X um operador linear
limitado. Se x € CR(T), entdo span|x] = CR(T). Além disso, todos os pontos de span|x]

estao na mesma classe recorrente por cadeia.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que span|[z] ¢ CR(T) sempre que z € CR(T).
Seja x € CR(T) e A € K. Queremos mostrar que Az € CR(T). Se A = 0, ndo ha o que
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€
mostrar. Suponha que A # 0. Como z € CR(T) entdo dado £ > 0 existe uma m—cadeia,

{xg,x1,...,2,}, iniciando e terminando em x. Note que
€ .
IT(Ax;) — Aeig1| = | M| Tx; — xigq|| < |)\|W =¢ paratodoie {0,1,...,n—1}.
Isto implica que {A\xg, Az1, ..., z,} é uma e-cadeia iniciando e terminando em Az. Como
€ é arbitrario, temos que x é um ponto recorrente por cadeia.

Agora vamos provar que se z € CR(T') entdo A\x e x estdo na mesma classe
recorrente por cadeia, para todo A € K. Dados A € K e € > 0, queremos encontrar uma

e-cadeia iniciando em z e terminando em Ax e outra iniciando em Az e terminando em z.

r— A\r € ) .
Seja k € N tal que ’kH < 7 Para cada j € {0, ..., k}, considere
: J J
) =(1—=|x+ =)\ € span|zx].
( k:) - pan(z]
J& provamos acima que 2/ é um ponto recorrente por cadeia para todo j € {0,1,...,k}.
Entdo, para cada j € {0,1,...,k — 1} existe uma ¢/2-cadeia, {z} = 27,27, ... y T 1, xflj =

x’}, que liga 27 a ele mesmo. A e-cadeia de x a Ax que iremos considerar é quase a uniao
em ordem crescente dos j’s das cadeias relacionadas aos z’’s. O que ira diferir é que o

tltimo termo de cada cadeia {z = 27, 27,...,2) |, 2/ = 27} serd substituido por 27+,
J J

O desenho a seguir ilustra esta ideia, onde as setas pretas representam a ordem da cadeia

que sera considerada e as setas em vermelho nas cadeias de x’ para z’ significam que

foram trocadas por outras.
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Formalmente, a sequéncia finita
0_ 0 0 1.1 .1 1 k=1 _ k-1 _k—1 k—1 ko
{vg=2,2),.. ., 0 1, Tg =0 ,00,..., 0 q,..., 05 = ,xy ,..,x, 1" = Az}

é uma e-cadeia iniciando em z e terminando em Ax. De fato, para ver que isto é verdadeiro,

basta verificarmos que
J i+1 :
HT<'rnj—1)_xJ H <§g, VJE{O,l,...,k—l}.

E isto segue do fato que

o : : 41 41 1
xj—x”l”—H( —j)x+‘7x\x—( —‘7>x—‘7 x‘ :—||:1c—)\x\|<E

k k k k k 9
€
[T (27, -1) = 7Y < T(a,—1) — 27| + 27 — 27+ < 2ty =%

para todo j € {0,...k — 1}.

Resta encontrar uma e-cadeia que se inicia em Ax e termina em x. Vimos que
Ax € um ponto recorrente por cadeia. Entao, se A # 0 podemos aplicar o raciocinio analogo
ao anterior para criar uma e-cadeia de y = Az para 'y = x com \ = T Se A = 0, isto ¢,
Azx = 0, considere X\ # 0 tal que |[N'z|| < &/2 e use o raciocinio anterior para criar uma
g/2-cadeia, {rqg = Nz, 11,..., 2, 1,7, = x}, que inicia em X'z e termina em z. Isto gera

uma e-cadeia, {0, g, 1, ..., x, = x}, come¢ando na origem e terminando em . O]

Note que 0 é sempre um ponto recorrente por cadeia para qualquer que seja o
sistema linear, pois {0,0 = T'(0),...,0} é uma e-cadeia iniciando e terminando em 0 para
qualquer €. Além disso, pelo teorema anterior, a origem esta na classe de cadeia recorrente

de qualquer ponto recorrente por cadeia. Isto garante o que segue:

Corolario 2.1.1. Um operador T agindo em espago vetorial normado X admite uma

unica classe recorrente por cadeia.

O corolario acima mostra que sempre existe decomposicao espectral de Smale
do conjunto recorrente por cadeia para operadores lineares e esta decomposicao ¢ trivial,
no sentido que existe uma tnica classe recorrente por cadeia. Tendo isto em vista, podemos
nos referir a classe recorrente por cadeia como conjunto recorrente por cadeia. Além disso,
este corolario facilita o argumento quando queremos mostrar que algum operador linear é
transitivo por cadeia. Nao precisamos construir cadeias que ligam quaisquer dois pontos,
basta mostrar que todo ponto do espago vetorial é recorrente por cadeia ou que qualquer

ponto esta conectado por cadeia com a origem e a origem com ele.

Corolario 2.1.2. Seja T : X — X wum operador linear de um espago vetorial normado.
Se X = CR(T) entao T ¢ transitivo por cadeia.
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Alves, Bernardes e Messaoudi em [3] caracterizaram os deslocamentos pondera-

dos transitivos por cadeia da seguinte maneira:

Exemplo 2.1.1. [3] Considere o espago de Banach IP(N) (1 < p < ) das sequéncias

P-SOMAVELS cOm a Norma

o0 1/]7
|a:|p=(2 |xn|p> = f{m)er
n=1

Dada uma sequéncia w = {wy, }nen, defina o deslocamento ponderado d esquerda em [P(N)
por:
By, : ’P(N) — [(N)
{xn}neN = {wn-‘rlxn-i-l}nEN '

B,, € transitivo por cadeia se, e somente se,

0
Z\wlwn\:oo
n=1

Outro exemplo bastante simples de operador linear transitivo por cadeia é o
operador identidade, id : X — X (x — x). Podemos ver facilmente que isto é verdade
mostrando que todo ponto é recorrente por cadeia. Pois, dado qualquer ponto x € X, a

sequéncia {z,r} é uma e-cadeia de x para x para qualquer que seja € > 0.

Os resultados a seguir geram classes de exemplos de operadores lineares que

sao e que nao sao transitivos por cadeia.

Proposicao 2.1.1. Seja X um espago vetorial normado e T : X — X um operador linear
limitado que é uma sobrejecio isométrica (ou equivalentemente, | T~ = ||T'| = 1). Entdo,
T ¢ transitivo por cadeia. Em particular, se X € um espaco com produto interno, todo

operador unitario T : X — X € transitivo por cadeia.

Demonstragao. Seja x € X e € > 0. Vamos mostrar que x é um ponto recorrente por cadeia.

Escolha n € N tal que M < % Defina a sequéncia
n
o = X,
T—n+1 T
ry = T(x)+ (=) _ (x)’
n n
Tfn+2 T2 2Tfn+2 2T2
Ty = T(SL’l)-i- (l’) o (ZL‘) — T2(13)+ (.l’) o (CL’)7

n n n n

kT k(g ET"(x
xr = T(we-1) + n -, = TH(z) + " @) _ n( )7
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para todo 1 < k < n. Note que z,, = x, e que

T—n+k T Tk T T—n+k T Tk: T
=Tl - [T L)) T ) T
n n n n
para 1 < k < n. Portanto, {xg,z1,...,2,} é uma e-cadeia que comega e termina em x.
Isto significa que x é um ponto recorrente por cadeia. O

Proposigao 2.1.2. [5] Sejam X eY espagos vetoriais normados, T : X - X eS:Y - Y
operadores lineares limitados e inversiveis. Se T e S sdo transitivos por cadeia entdo o
operador produto T x S € transitivo por cadeia. Em geral, o produto finito de quaisquer
operadores lineares limitados transitivos por cadeia definidos em espagos de Banach é

transitivo por cadeia.

Demonstrag¢ao. Considere em X x Y qualquer norma produto tipica (norma da soma ou
do méximo, por exemplo). Suponha que T e S sdo transitivos por cadeia. O Teorema 2.1.3
garante que para provar que o produto 17" x S é transitivo por cadeia basta mostrar que,
para todo € > 0, podemos conectar qualquer ponto (z,y) € X x Y a origem e a origem ao

ponto (z,y) por e-cadeias.

Dados (z,y) € X xY e € > 0, podemos considerar uma ¢/2-cadeia {z, =
x,%1,...,o, = 0} iniciando em x e terminando em 0, pois T é transitivo por cadeia.

Podemos ver que

{(z0,9), (21, 5(¥)), (22, S*(W)), - -, (wa, S"(¥))}

é uma e-cadeia que liga (z,y) a (0,5"(y)). Seguindo o mesmo argumento podemos criar
uma e-cadeia que conecta (0,S5"(y)) com (0,0). Para ir de (0,0) a (z,y) considere uma
g/2-cadeia {zg = 0,21,...,2, = z} em X que comeca em 0 e termina em z e outra
{vo=0,vy1,...,Ym = y} em Y que comeca em 0 e termina y. Podemos supor que m = n,
pois se acrescentarmos zeros antes da primeira coordenada de qualquer uma das cadeias

acima, elas continuam sendo &/2-cadeias ligando a origem ao ponto desejado. Entao a

a—cadeia, {(x07 y0)7 (3:17 yl)a T (mm yn)} vai de (O, O) a (SE, y) ]

Podemos dizer que os conceitos de transitividade por cadeia e hiperbolicidade na
dindmica linear sao opostos, no sentido de que operadores lineares hiperbdlicos definidos em

espacos nao-triviais nao sao transitivos por cadeia. Vamos agora definir a hiperbolicidade.

Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que um operador linear limitado
T : X — X é uma contragao propria se |T|| < 1, e uma contragio se |T|| < 1. Dizemos
que T é uma dilatacio propria se T é invertivel e T~ é uma contracdo prépria e uma

dilatagdo se |T7'| < 1.

Um operador linear limitado 7" definido em um espaco de Banach X é dito

hiperbolico [22] se existe uma decomposi¢ao

X:X5®Xu7 T:T5®Tu7
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onde X e X, sdo subespagos fechados e T-invariantes de X, Ty = T'|x, é uma contragao

propria, e T, = Ty, é uma dilatacdo prépria.

Alves, em sua tese de doutorado [2], mostra que 7" nao é transitivo por cadeia
quando T é hiperbdlico. Aqui provaremos algo mais forte do que isso, mostraremos que o
conjunto recorrente por cadeia de operadores hiperbdlicos ¢é trivial. Para isto usaremos os

resultados a seguir.

Proposicao 2.1.3. Seja X um espago vetorial normado e T : X — X um operador linear.

Se T é uma contrag¢io propria, entio CR(T) = {0}.

Demonstragdo. Claro que 0 € CR(T'). Vamos ver que se x é um ponto recorrente, x = 0.

Vimos que se z # 0 é um ponto recorrente se, e somente se, — também é. Assim
’ "l ’

basta mostrar que Sy = {x € X | ||z| = 1} < CR(T). Seja = € Sx. Entao, para

e = (|lz| = |Tz|| — 0)(1 — |T]|), onde 6 > 0 é pequeno o suficiente para que € seja positivo,
existe uma e-cadeia, {x = xo,z1,...,x, = x}. Logo,
lz| =l + (T(wnr) = T(wn-1)) + ..+ (T (21) = T"H(a1)) + (T () — T ()]

= |(z—T@p1)) +T(wy 1 —T(xp o)) +... + T Hxy —T(x)) + T"(2)|

< @ = T@a-))| + ITlzn-r = T(@a-2) | + ... + [T |l2r = T(xo) | + |77 ()]

£
< + T (2)]
17|
= || = (7T @) = [T (=)] + )
<=,
pois ||T(z)| = |IT"(z)|, ou seja, |T(z)| — |T"(z)| + 6 > 0. Isto gera um absurdo. O]

Proposicao 2.1.4. SeT" é um operador linear inversivel em um espago vetorial normado

X, entio CR(T) = CR(T™1).

Demonstragio. Sejam € CR(T), e >0 e {zg=m,...,z, = 2} uma ¢/|T"'|-cadeia para

T. Isto garante que
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o que implica que

1T @i1) — @i = T (@is1) = T7H(T(@:)]

= |T7H(T(x:) = zis1)|

< T7T (i) — @i
3
< I = -
|7
Isto significa que {yo = =,41 = Tp_1,---,Yn_1 = Z1,Yn = T} é uma e-cadeia para 7!
de # em z. Portanto, CR(T) < CR(T™ ') e trocando os papéis de T e T~ obtemos a
conclusao. []

Corolario 2.1.3. Seja X um espaco de Banach eT : X — X um operador linear. Se T’ é
uma dilatagio propria, entdo CR(T) = {0}.

Demonstragao. Segue imediato da proposi¢ao acima e da Proposicao 2.1.3. ]

2.1.2 O subespaco recorrente por cadeia

O fato que o conjunto recorrente por cadeia é fechado e invariante é verdade
para sistemas dinamicos topolégicos em geral. Mas incluimos a prova deste fato para

conveniéncia do leitor.

A novidade nesta se¢ao é que através do teorema da secao anterior, que diz que
o subespaco gerado por um ponto recorrente por cadeia estd no conjunto recorrente por
cadeia, podemos provar que o conjunto recorrente por cadeia ¢ um subespaco do espago
todo.

Teorema 2.1.4. Seja X espaco vetorial normado e T' : X — X um operador linear

limitado. O conjunto recorrente por cadeia é um subespaco fechado e invariante. Se T é

invertivel, T(CR(T)) = CR(T).

Demonstragio. O Teorema 2.1.3 nos diz que CR(T) é fechado pela multiplicagdo por
escalares. Sejam x,y € CR(T), e >0e {xg = z,21,...,2, =0}, {yo =¥, Y1, -, Ym = 0}
duas e/2-cadeias que vao de x para 0 e de y para 0, respectivamente. Podemos supor que

m > n, entao
{x+y:x0+y07x1+y17"~7xn+yn70+yn+17---70+ym:0}

¢ uma e-cadeia que conecta z + y a 0. Uma ideia similar pode ser usada para mostrar que

existe uma e-cadeia da origem até x + y. Portanto, x + y é recorrente por cadeia.
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Para mostrar que C'R(T') é fechado considere {z,}, uma sequéncia em C'R(T)
convergindo para um ponto x em X. Dado £ > 0, escolha x,, tal que ||z, —z|| < /2 e
|T(x,) — T(x)| <€/2, eseja{yo = Tn, Y1, ...,Yn = T,} uma ¢/2-cadeia que sai de z,, e
chega em z,,. E imediato ver que {z,y1,...,yn_1, 2} é uma e-cadeia que vai de x para x.

Portanto, x é recorrente por cadeia.

Provemos agora a invariancia. Dado x um ponto recorrente por cadeia, existe
uma ¢/(2max{||7T"|, 1})-cadeia, {xg = x,21,...,2y = x}, que comega em z e termina em

x. A dificuldade para mostrar que a sequéncia

{yo = T(x),yl =T2,Y2 =23,...,Yyn—-1 =IN = T, YN = T(l")}

¢ uma e-cadeia de T'(z) para T'(x) estd em ver que |T(yo) — y1| é menor que . Mas, temos

que
1T (o) =wnl = [T(yo) — 22|

= |T*(2) = T(x1) + T(21) — 2o

< |T() = T(@)] + |T(21) — 22
< TN (@) = 2] + [T(1) — 22
< €.

Suponha agora que T é invertivel. Para mostrar a igualdade T(CR(T)) =
CR(T) é suficiente provar que T *(CR(T)) = CR(T), uma vez que ja provamos que
T(CR(T)) ¢ CR(T). Sejam x um ponto recorrente por cadeia e ¢ > 0. Entao existe
uma ¢/(2max{| T, 1})-cadeia, {zo = x,71,...,x = o}, que inicia e termina em x. A
sequéncia finita {yo = T H(2),y1 = 70 = T,%2 = T1,...,YnN-1 = Tn_2,ynv = T ()} é

uma e-cadeia de T« para T~ '(x), pois

IT(yn—1) —yn| = |T(zn-2) =T~ (2)]
< T(an-2) = ana] + |on—y = T (2)]

< IT(@n-2) —anaal + ITHIT(25-1) — 2]

]

Os préximos resultados nos mostram como o conjunto recorrente por cadeia se
comporta diante de uma decomposicao do espago de Banach por subespagos fechados e

invariantes.
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Durante o restante desta secao, consideremos X um espago de Banach e
T : X — X um operador linear limitado. Além disso, suponha que X = M @ N com M, N

subespagos fechados e T-invariantes de X.

Teorema 2.1.5. O conjunto recorrente por cadeia de T|y; € formado por todos os pontos

recorrentes por cadeia de T que estao em M, ou seja, CR(T) n M = CR(T|y).

Demonstragio. E claro que CR(T|y) € CR(T) n M. Mostraremos que CR(T) n M <
CR(T|ar). Por [17, Teorema 2.10], existe o > 0 tal que

Iml < alm+n| e o] <afm+mn] (2.1)

sempre que m € M en € N. Dados v € CR(T) n M e € > 0 existe uma ¢/a-cadeia,
{z,x1,29,...,xy_1,2}, de z em z. Para cada i € {1,2,...,n— 1} existem z; € M e w; € N
tais que z; = z; + w;. Vamos mostrar que {x, z1, 29, ..., 2,1, 2} é uma e-cadeia em M
de x e x, isto é, é uma e-cadeia conectando x com ele mesmo e todos os pontos que
compoem esta cadeia estao em M, o que completa a prova. Como M e N sao T-invariantes
e X =M®N, por (2.1) temos que

g
|IT(z) — 21| < a|T(x) — (21 +w1)| < a- = £,

£
IT(z) — zig1| < a@|T (2 +w;) — (zig1 + wigr)| < a—=e, Vie{l,2,...,n—2},

€
1T (2n-1) — 2| < a|T(2p1 +wn) — 2| < aa = ¢.
Isto garante que {z, 21, 29, . .., 2,1, ¢} é uma e-cadeia em M comegando e finalizando em

x. Consequentemente, x € CR(T|y). [

Corolario 2.1.4. O conjunto recorrente por cadeia de T é a soma direta do conjunto

recorrente por cadeia de T'|y; com o de T|n, i. e, CR(T) = CR(T|y) ® CR(T|y).

Demonstragdo. O Teorema 2.1.4 junto com o fato de que M e N sao subespacos fechados e
invariantes implicam que CR(T) n M e CR(T) n N sao subespagos fechados e invariantes
de X e portanto o sdo de CR(T'). Escolha z € CR(T'), pelas hipéteses, x pode ser escrito
unicamente como soma de um elemento em M e um elemento em N, digamos que x = m+n,
com m € M e n e N. Seguindo um raciocinio similar ao usado na prova do Teorema 2.1.5,
temos que m e n sdo recorrentes por cadeia. Portanto, me CR(T)n M ene CR(T)n N,

pela arbitrariedade na escolha de x, isto implica que
CR(T) = (CR(T)n M)® (CR(T) n N). (2.2)
Pelo Teorema 2.1.5 a expressao acima pode ser escrita como

CR(T) = CR(T|y) ® CR(T|y).
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[

Dados M e N dois espagos vetoriais, podemos considerar um isomorfismo entre
M@®N e M x N. Entao o corolario anterior nos diz o conjunto recorrente por cadeia de
um produto de operadores lineares é o produtos dos conjuntos recorrentes por cadeia de

cada um dos fatores.

Exemplo 2.1.2. Seja X um espago vetorial normado, T : X — X uma contracao propria
el : X — X o operador identidade. O operador produtol’ x I : X x X — X x X, onde
X x X € munido com as normas produtos tipicas, satisfaz CR(T x I) = {0} x X.

O corolario anterior junto com o Corolario 2.1.2 implicam que:

Corolario 2.1.5. O operador T é transitivo por cadeia se, e somente se, T'|y e T|y sao

ambos transitivos por cadeia.

Corolario 2.1.6. Seja T uwm operador hiperbolico em um espago de Banach X. Entdo,
CR(T) = {0}.

Demonstracgao. Isto segue imediatamente dos Coroléarios 2.1.4 e 2.1.3 e da Proposicao 2.1.3.
[

Robinson em [36] mostra que, se f : X — X um homeomorfismo definido em
um espac¢o métrico compacto X, entao o recorrente por cadeia de f |CR( ) coincide com

CR(f). Naturalmente nos perguntamos se isto é verdade no contexto da dinamica linear.

Pergunta 2.1.1. Se T : X — X ¢é um operador linear em um espaco vetorial normado

entao CR(T|crry) = CR(T)?

No resultado seguinte, respondemos afirmativamente esta questao para X é

um espago de Hilbert e T" é autoadjunto.

Corolario 2.1.7. Seja T um operador linear limitado autoadjunto em um espago de Hilbert
X. Entao o conjunto recorrente por cadeia de T|cp(r) coincide com CR(T). Em particular,

T|CR(T) ¢ transitivo por cadeia.

Demonstrag¢io. Como X é um espago de Hilbert e CR(T') é um subespago fechado de X,
entdo X = CR(T)®(CR(T))*. J4 vimos que o conjunto recorrente por cadeia de qualquer
operador linear limitado é invariante, logo C'R(T') é invariante por 7', o que implica que
seu espaco ortogonal, (CR(T))*, é invariante por T* = T. Pelo Teorema 2.1.5, podemos
concluir que CR(T|crry) = CR(T). O
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2.2 Transitividade por cadeia e propriedade de sombreamento

Nesta secao relacionamos propriedades de dindmica linear como: hiperciclici-
dade, hiperciclicidade frequente, transitividade e mistura topolégica com transitividade

por cadeia.

A nocao de hiperciclicidade foi introduzida em 1969 por Rolewicz ([38]). Um

operador linear limitado 7" definido em um espaco de Banach separavel X é dito hiperciclico

se existe x € X cuja Orbita é densa, isto é, Or(z) = {T™(z) | n € N} = X. Os vetores cuja

orbita é densa em X sao chamados wvetores hiperciclicos de T'.

Note que s6 faz sentido definir hiperciclicidade em espaco métricos separaveis.
Além de espagos métricos que nao sao separaveis, espacos de dimensao finita também nao

suportam operadores hiperciclicos como provam Bayart e Matheron em [12].

O conceito de hiperciclicidade esté relacionado com a transitividade topolédgica

da seguinte maneira:

Teorema 2.2.1 (Teorema da transitividade de Birkhoff [15]). Seja T um operador linear

limitado agindo em um espago de Banach separdvel X. Sao equivalentes;

(a) T € hiperciclico;

(b) T € topologicamente transitivo, ou seja, dados abertos nao-vazios U,V < X existe
N = N(U,V) e N* tal que fN(U)nV # .

E facil ver que hiperciclicidade implica em transitividade topologica, pois um

vetor hiperciclico visita infinitas vezes todos os abertos do espaco.

Bayart e Grivaux em [11] introduziram uma no¢ao mais forte de hiperciclicidade,
que é quando existe um vetor cuja Orbita visita todo aberto do espago com densidade
inferior positiva. Formalmente, a densidade inferior positiva de um subconjunto de niimeros
naturais A é definida por

i AN [LN])
dens(A) := hgfn;gf ~ :

onde #(B) denota a cardinalidade do conjunto B. Um operador linear 7 : X — X em um
espaco de Banach separavel X é frequentemente hiperciclico se existe um vetor x € X tal
que

dens({ne N |T"(z) e V}) >0

para qualquer subconjunto aberto nao-vazio V' de X. Tal vetor x é chamado vetor frequen-

temente hiperciclico para T

E facil ver que valem as seguintes implicagoes:
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Hiperciclicidade frequente = Hiperciclicidade = Transitividade por cadeia

Os exemplos a seguir mostram que as implicacoes inversas em geral nao sao

validas, ou seja,

Hiperciclicidade frequente <= Hiperciclicidade <= Transitividade por cadeia

Exemplo 2.2.1. O operador identidade definido em qualquer espaco vetorial normado
¢ um exemplo de operador transitivo por cadeia e que nao € hiperciclico, pois nao possui

vetores com orbita é densa.
Exemplo 2.2.2. Considere o deslocamento ponderado d esquerda em (P(N)

B, : P(N) — *(N)

{xn}neN g {wnJrlanrl}neN’

com w = {wy }pen < RY. Salas, em 1995 (ver [39]), caracterizou os deslocamentos ponde-

rados hiperciclicos da sequinte forma: B, é hiperciclico se, e somente se,

n
sup H lw;| = 0.
nx=1 j=1

Bem mais tarde, em 2009, Bayart e Matheron em [12, Exemplo 6.19] caracterizaram os

s

frequentemente hiperciclico. O deslocamento ponderado By, em (P(N), com w = {wy,}nez, €

frequentemente hiperciclico se, somente se,
Q0
Z(U}l .. .wn)fp < Q0.
n=1

Por estas caracterizacoes, o deslocamento ponderado a esquerda B,, em *(N) com a
sequéncia peso {w,}, onde
n+1

Wy, = )
n

¢ hiperciclico mas nao € frequentemente hiperciclico.

Veremos que, quando a propriedade de sombreamento estiver presente, valem

as equivaléncias:

Hiperciclicidade frequente + sombreamento < Hiperciclicidade + sombreamento <

Transitividade por cadeia + sombreamento

A propriedade de sombreamento diz que para cada quase érbita existe uma

orbita real que a acompanha.
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Seja X um espaco vetorial normado e T': X — X um operador linear limitado.
Dizemos que T tem a propriedade de sombreamento positivo se dado € > 0 existe § > 0 tal

que para cada sequéncia {zy}rey © X satisfazendo
|T(zy) — Tpy1| < 0 para todo n € N,

existe y € X tal que
|T"(y) — x| < e para todo n € N.

Neste caso, dizemos que {xy}reny € uma d—pseudo orbita de T' e que {xy }ren é e—sombreada
por y.

E facil ver que a identidade ndo tem a propriedade de sombreamento, por
outro lado, também ¢é facil ver que as contracgoes préprias e as dilatagoes proprias tém
a propriedade de sombreamento. Mais geralmente qualquer operador hiperbdlico em
um espago de Banach tem a propriedade de sombreamento [13]. Em [14] uma condicao
necessaria e suficiente para o deslocamento ponderado ter a propriedade de sombreamento

¢é obtida, como segue:

Exemplo 2.2.3. Considere o deslocamento ponderado a esquerda em (P(N),

By :(N) — ((N)

{xn}neN = {wn-‘rlxn-i-l}nEN’

com peso {wp}nen. Bernardes e Messaoudi, em [1}], caracterizaram os deslocamento
ponderado com propriedade de sombreamento da sequinte forma: B,, tem propriedade de

sombreamento positivo se, e somente se, uma das sequintes condicoes € satisfeita:

(a) lim sup |wpwpsy - - .- - Ween| Y™ < 1;
"0 keN
(b) T}i_I};)lO’iﬁlelg|wkwk+1 . wk+n\1/” > 1.

Para ilustrar a propriedade de sombreamento apresentamos dois exemplos
abaixo. O primeiro é um operador que tem um autovalor igual a 1 (e portanto nao é
hiperbdlico) e tem a propriedade de sombreamento. O segundo exemplo é uma contragao

invertivel que nao tem a propriedade de sombreamento.

Exemplo 2.2.4. No espaco £,(N) para 1 < p < o0, considere o operador T : £,(N) — £,(N)
dado por T'(eg) = ey, € T(e;) = 2¢,_1 se i = 1, onde {€;}ien € a base canédnica. Note
que existe um autoespaco associado ao autovalor 1. Este operador tem propriedade de
sombreamento. Para mostrar isto, considere o operador Se; = e;41/2 para todo i € N. Note
que ||S|| = 1/2 e que S é uma inversa pela direita para T'. Dado qualquer §-pseudo orbita

{xp}nen note que o ponto

x =19+ S(x) — Twg) + S* (g — Tay) + -+
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estd em (,(N) e 2d-sombreia a pseudo-orbita. Portanto T' tem a propriedade de sombrea-

mento positivo.

Exemplo 2.2.5. Considere L1([1/2,1]) o espaco de fungdes reais Lebesque integraveis em
[1/2,1], € 0 operador T : L1([1/2,1]) — L1([1/2,1]), dado por T(f)(z) = f(x)x para todo
x € [1/2,1], note que T € invertivel. Provaremos que este operador nao tem propriedade
de sombreamento. De fato, seja f € Li([1/2,1]), dado § > 0 considere a 20-pseudo drbita
dada por {f,}, onde f,(x) = f(x)z" + (" '+ 2" 2+ -+ 2+ 1) para todo x € [1/2,1].
Assumimos que T tem propriedade de sombreamento, portanto existe g € L1([1/2,1]) tal

que |[T"g — fn|1 < € para algum € > 0 e para todo n € N. Note que

|79 = fali = l2"g(z) —2"f(z) = (""" + -+ D
= J2"(g(x) = f(2)) = 0" + - +

> |2"(g(2) = f@)h = 6@ + -+ D |

Note que, como x < 1 quase sempre entao x"(g(x)—f(x)) — 0 quase sempre quando n — 0.
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que |z"(g(x)— f(z))|1 — 0 quando

n — oo e entao este termo € limitado. Mas o sequndo termo na soma nao é limitado. Pois,

1
6"+ + )| = (5f (" '+ -+ 1)de
1

/2
l.n xnl 1
= 5[4— + +x]
n n—1 12
S B S 111 !
N n n-—1 R N | 2
nq 1
= 5N (1=
Xi(a)

usando o teste de compara¢do com a série harmoénica, e.g. o teste de comparagao limite [10)],
podemos ver que o lado direto vai para +00 quando n — +00. Portanto esta pseudo-drbita

ndo pode ser sombreada.

A transitividade por cadeia e a propriedade de sombreamento positivo possuem
uma combinagcao interessante que nos permite obter os resultados mais importantes deste
trabalho. Por um lado, a transitividade por cadeia nos permite conectar diferentes pontos
do espaco com e-cadeias e a propriedade de sombreamento nos diz que havera um ponto

que sombreia tal cadeia.
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Mostraremos agora que a transitividade por cadeia implica em hiperciclicidade
frequente quando adicionada a hipdtese de propriedade de sombreamento. Para isto

usaremos o lema a seguir.

Lema 2.2.1. [12, Lema 6.19] Seja {N,}p,en uma sequéncia de nimeros reais positivos.
Entao podemos encontrar uma sequéncia de subconjuntos disjuntos de N, {N,}pen < P(N),

satisfazendo:

1. para cada p € N, dens(N,) > 0;
2. min(N,) = N, e [n —m| = N, + N, sempre que n # m e (n,m) € N, x .

Teorema 2.2.2. [5] Seja X um espago de Banach separdvel e T : X — X um ope-
rador transitivo por cadeia e com a propriedade de sombreamento positivo. Entao T ¢é

frequentemente hiperciclico.

Demonstragio. Seja {,}pen um conjunto denso de vetores em X. Pela propriedade de
sombreamento positiva de 7', para cada p € N e ¢, = 1/2”, existe ¢, > 0 tal que toda

d,-pseudo Orbita positiva é €,-sombreada.

) v . .

Como T é transitivo por cadeia, para cada p € N, podemos considerar uma

0,/2-cadeia ligando 0 a z, e a 0 novamente. Note que podemos acrescentar quantos zeros

p P
quisermos no comeco e no final da cadeia que continua sendo uma 0,/2-cadeia ligando 0 a
T T,. ru - i r u iaewv Ti

0 e passando por z,. Podemos tomar uma d,-cadeia de forma que saia e volte a origem

passando por z, na metade do “caminho”, ou seja, considere
P _ p R 2R

{26 = 0,27,..., 2,7, Tp, ..., T, " }. (2.3)

1

Ry

{N, = 2R, },en, obtemos uma sequéncia {N,}yen como no Lema 2.2.1.

0
Além disso, suponha que R, < R, ¢ < Zp para todo p € N. Para a sequéncia

Nosso desejo é através de um processo de indugao criar uma sequéncia de

vetores {z,}eny de X satisfazendo as seguintes propriedades

1
(a) |lzp] < op Para todo p € N;

(b) a m e N, entdo

Z T (2y) —

1
<, bara todo p e N;
O<g<p 2

(c) dadon,pe Ncomn¢ {m,m+1,...,m+ N, —1|meN,}, entao |[T"(z,)| < 2

Como assumimos T"(z,) = z,, o leitor notara que a Propriedade (a) é uma consequéncia

da Propriedade (c), mas decidimos explicitar a Propriedade (a) por uma questao de clareza.
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Se isto for feito, a soma
z = Z Zp

é um vetor cuja boa definigao estd assegurada pela Propriedade (a), pois

A=Y al <Y g =2

Afirmamos que z é um vetor frequentemente hiperciclico. De fato, seja V' um subconjunto
aberto nao-vazio de X. Considere w € V e A > 0 tal que B(w,\) < V. Seja ¢y € N tal
que 1/2% < /2. Pela densidade de {x,}en, podemos escolher x, € B(w, \/2) com p > qo.
Para cada m € N, temos que, pelas Propriedades (b), (c) e item 2 do Lema 2.2.1

[T () — IS Z Tt (2q) — zp| +

1<g<p

Z Tm+Rp (Zq)

qa>p

1 m
< ot DT

a>p
1 1 1 1
< op + op+1 T op+2 T op+3 T
A
< -
2

O que implica que T+ () € B(z,, \/2) < V para todo m € N,, ou seja,
dens({n e N | T"(z) € V}) = dens(N, + R,) = dens(N,) > 0,

onde NV, + R, = {m + R, | m € N,} (para a igualdade acima, ver [32]). Provando,
portanto, que z é um vetor frequentemente hiperciclico para T e consequentemente 1" é

frequentemente hiperciclico.

Agora, vamos obter os vetores z, satisfazendo as propriedades desejadas. O

primeiro passo para o processo de inducao sera gerar zy. Para este fim, considere a sequéncia

{vg}neN dada por

0_ ) sen=m+kcommeNyeke{01,...,Ny—1}
Tn 0 seneN\{m,m+1,....m+ No—1]|meNy}.

Pela definicdo de 2.3 temos que {7°},cn ¢ uma do-pseudo 6rbita positiva. Pela propriedade

de sombreamento positiva, existe z € X tal que

IT"(20) — V2| < €0, para todo n € N.
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Isto implica imediatamente que |zo|| = [T°(z0) — 0| = | T°(20) — 70| < 0, e portanto zg

satisfaz a Propriedade (a). Note que para cada m € N,
|77 (20) = Yo | = |77 (20) = 2, | = [T (20) — w0 < 20
0 0

o que implica que zy satisfaz a Propriedade (b). Para todo n € N\{m,m+1,...,m+ Ny —
1| me Ny}, temos que, |T"(z0) — 0| = |77 (20)|| < €0 < 1 e portanto a Propriedade (c) é

satisfeita por zj.

Como hipétese de indugao, suponha que existam 21, 2o, . . ., 2,1 satisfazendo as
Propriedades (a), (b) e (c). Vamos agora obter z,, para p = 1. Defina a sequéncia {72},

da seguinte forma:

-

k
xﬁ—ﬁT"(zo+z1+---~l—zp_1) sen=m+k commeN,
P

eke{0,1,...,R,}

N, —k
p o — pR T'(z0+ 21+ +21) sen=m+kcommelN,
Yo = b
cke{R,+1,...,N,—1}
0 seneN\{m,...,m+ N, — 1}

| emeN,.

Veremos a seguir que {72},en é uma d,-pseudo orbita. Isto garante a existéncia

de um vetor z, que g,-sombreia {72 },en, isto é, para todo n € N,

n 1
[77(2) 2] < 2 = 55
Como 1§ = 0, segue que |2, = |T°(z,) — 0| < &, = 1/2°. Entéo z, satisfaz a Propriedade

(a). Note que com z, obtido desta maneira, para cada m € N, temos que

1
T (2 + 20 + -+ 2,) — 3] < &) = TR
De fato, como z, sombreia {77},
ep > [T (2) =g, | = [T (2) — 2y + T (20 + - + 251

= [T (20 4+ ) — -

Portanto, a Propriedade (b) é satisfeita. Como~? = 0,sen ¢ {m,m+1,....m+N,—1|me
N}, temos a Propriedade (c).

O tltimo passo é mostrar que {72},en € uma d0,-pseudo 6rbita. Primeiro note
que das definigoes de N, e N, e o item (2) do Lema 2.2.1 segue que {k,...,k+ N, | ke
Npbon{m,....om+ N, | me N} = & sep # q. Este fato e a Propriedade (c) implicam

que, se n € {m,...,m+ N, — 1| me N,}, entao

Z T"(z4)

O<g<p

< T < D] 21q<2. (2.4)

0<g<p 0<g<p

1T (20 + 214+ -+ 21)] =
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E 6bvio que se n,n + 1€ N\{m,...,m + N, — 1| me N,}, entdo
IT(v) = sl = 0 < 6p.
Se n oun + 1 pertencem a {m,...,m + N, — 1| m € N,}, temos 5 possibilidades:

Caso 1: ne N\{m,....m+ N, —1|meN,}en+1eN,.

Neste caso, temos que

0
Y=0ent, zxg—R—T"+1(zo+~-+zp,1) =0.
p

Logo,
IT(77%) = Ynsall = 0 < 6.

Caso 2:n=m+kcommeN,eke{0,...,R,— 1}.

Neste caso,
k kE+1
Vh =T} — ?Tn(ZO +ot zpo1) € Vg1 = Thgq — R T (20 + -+ 2p1).
P P
Entao,
k mn
IO =l = )~ T k4 2po0) -

P

kE+1
- (xiﬂ TR "z + -+ Zp—l)) H
P

1 mn
< T(2%) — 2pq | + Rf” Tz + -+ 2z
P
5, 0,
e R AN
<27y
< 9,

A segunda desigualdade é assegurada pela Equagao (2.4).
Caso 3: n = m + R, com m € N,,.

Temos,
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O que garante que,

R, —
R,

1
Tz 4 -+ 2y 1)

IT(2) =2l = HT%)—T”“(zo+~~-+zp_1>—a:%p+1+

1 mn
1T (2p) = 2l + 517" (20 + - + 250)]

<
It
d, 0
< 24+ 2.2 ( pela Eq. (2.4))
2 4
= 9,

Caso j:n=m-+kcommeN,eke{R,+1,R,+2,...,N, —2}. E andlogo a caso 2.
Caso 5:n=m+ N, — 1 com m € N,,.
Neste caso, obtemos

Np _ (Np B
Rp

1 1
)T”(zo+---+zp_1)=O—RT"(zo+---+zp_1)e’yﬁ+1=0.
P

= 35113\/,,—1 -
Pela Equagao (2.4)

. )
IT(v5) — sl = R*HT e+ )] < Zp ©2 < 0.
P

Isto conclui que {7?},en ¢ uma d,-pseudo orbita. O

Exemplo 2.2.6. Para 1 < p < w0 e A > 1 o deslocamento ponderado a esquerda
By, : tP(Z) — (P(Z) com w = {A}nez tem a propriedade de sombreamento positiva. Além
disso,

supnwj = supn)\ = sup)\” = e infﬁw_j = iquli[l = inf L =0,
entao B,, € hiperciclico devido a caracterizagao dos deslocamentos ponderados hiperciclicos

de Salas [39]. Como B,, tem propriedade de sombreamento positivo e € hiperciclico, entdo

o Teorema 2.2.2, garante que B, ¢ frequentemente hiperciclico.

Exemplo 2.2.7. Considere T : {,(N) — {,(N) como no Ezemplo 2.2.4. Nao é dificil ver que
T ¢ transitivo e portanto € transitivo por cadeia quando 1 < p < c. De fato, sejam U e V
dois subconjuntos abertos de €,(N). Como sequéncias com uma quantidade finita de elemen-
tos nao nulos sio densas em (,(N), podemos considerar x = (x¢, x1,...,2,,0,0,...) €U e

Yy = <y07y17"->ym70707--->EV. Tome

n
r= 2 x;2"
i=0
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e escolha k,l € N tal que

Y Y Ym
z = (I'(),Il,...,l’n,(),o,...70,—?,07...,0,57%,...,W,0,07...)EU.
- ~~ >
k posigoes
- ~- 7/

l posigoes

Logo T'(2) =y e entdo T (U) NV # &, portanto T € transitivo. Como T tem propriedade
de sombreamento positiva entdo o Teorema 2.2.2 nos da que T € na verdade topologicamente

misturador e frequentemente hiperciclico.

Sabemos que a propriedade de sombreamento positivo e a transitividade por
cadeia sao preservadas sobre produto cartesiano (ver Proposigao 2.1.2 e Proposicao 6 de

[13]). Usando este fato, o Teorema 2.2.2 tem como corolario o seguinte resultado:

Corolario 2.2.1. Sejam T : X — X e S :Y — Y dois operadores lineares limitados
definidos em espagos de Banach separdveis X eY, respectivamente. Se'T' e S sdo transitivos
por cadeia e possuem a propriedade de sombreamento positivo, entao T x .S é frequentemente
hiperciclico. Mais geralmente, o produto finito de operadores satisfazendo as hipoteses do

Teorema 2.2.2 ¢ frequentemente hiperciclico.

A propriedade de hiperciclicidade frequente esta fortemente conectada com
teoria da medida. Grivaux e Matheron mostraram em [26] que, todo operador linear
T : X — X definido em um espago Banach separavel e reflexivo que é frequentemente
hiperciclico admite uma medida de probabilidade invariante de suporte total. Dado um
sistema dindmico topolégico (X, T'). Uma medida invariante com suporte total para (X,T)
¢ uma medida g definida sobre a o-algebra Boreliana de X tal que u(X) =1, p(U) >0
para todo aberto U < X e u(T7(A)) = u(A) para qualquer subconjunto mensuravel A.

Corolario 2.2.2. Sejam X um espago de Banach separdvel e reflexivo e T um operador
linear sobre X. Se T € transitivo por cadeia e tem a propriedade de sombreamento, entao

existe uma medida invariante com suporte total para T.

Existem exemplos de operadores topologicamente misturadores que nao sao
frequentemente hiperciclicos A mistura topolégica é uma forma mais forte de transitividade,

em particular de transitividade por cadeia.

Definicao 2.2.1. Uma aplicacio T : X — X definida em um espago métrico X é dita
topologicamente misturadora se dados dois abertos nao vazios U,V de X existe N € N*
tal que

T"(U)nV # & para todon = N.

O teorema a seguir diz que transitividade e sombreamento implicam em mistura

topoldgica no caso linear. No caso de dinamica compacta esta implicacao nao é verdadeira
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em geral. De fato, a aplicacao f : {a,b} — {a,b} que leva b em a e a em b é transitiva, tem

propriedade de sombreamento, mas nao é topologicamente misturadora.

Teorema 2.2.3. [5] Seja X um espago de Banach, e T : X — X um operador linear
transitivo por cadeia com propriedade de sombreamento positiva. Entao T € topologicamente

misturador.

Demonstragao. Sejam U, V subconjuntos abertos nao vazios de X. Sejam z € V|, ye U e
A > 0 tal que B(z,A\) € V e B(y,\) < U. Para € = /2 podemos escolher § > 0 tal que

toda d-pseudo Orbita positiva é e-sombreada positivamente por algum ponto de X. Como

T é transitivo por cadeia, existe uma J-cadeia que vai de y a 0, {y1,%2,...,yum}, € uma
d-cadeia que vai de 0 até z, {zy,xs,...,zyN}. Entdo temos que, para cada k € N,
(v, 91,92, ., yn, 0,0,...,0 ,21,29,..., 25,2, T(x), T*(z),...}
—_——

total de k zeros

é uma J-pseudo drbita e portanto existe z, € X que a e-sombreia para todo k£ € N. Note
que z € Ve TN*M¥*(2) € U para todo k € N. O que implica que TV (V) A U # &

para todo k € N. Logo, T é topologicamente misturadora.

[

O fato que transitividade por cadeia com propriedade de sombreamento implica

transitividade ja é conhecido e é valido para sistemas dindmicos continuos em geral.

Corolario 2.2.3. Sejam T : X — X ¢ S :Y — Y sao dois operadores lineares definidos
em espacos vetoriais normados X e 'Y, respectivamente. Se'T’ e S sao transitivos por cadeia

e possuem a propriedade de sombreamento, entao T' x S é topologicamente misturador.

2.2.1 Recorréncia e sombreamento

Na dinamica compacta o conjunto recorrente por cadeia e o nao errante coinci-
dem diante da propriedade de sombreamento (ver Teorema 3.1.2 de [6]). Veremos que no

caso da dinamica linear essa igualdade também é valida.

Dado um sistema dindmico (X, f), um ponto x € X é dito ponto nao-errante
se, para todo subconjunto aberto nao-vazio U de X contendo z, existe n € N\{0} tal que
fM(U) nU # &. O conjunto dos pontos nao-errantes é chamado de conjunto nao-errante
de f e é denotado por Q(f). Dizemos que f : X — X é recorrente se todos os pontos de

X sao nao-errantes.

Usando o Teorema 2.1.3 é facil ver que todo operador linear limitado que é
recorrente é também recorrente por cadeia. O exemplo a seguir ilustra que geralmente a

reciproca disto nao é verdadeira.
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Exemplo 2.2.8. Seja X = (,(Z) para 1 <p < eT : X — X o deslocamento bilateral
a esquerda T ({xp}nez) = {Tni1}nez. Pela Proposicao 2.1.1, T € transitivo por cadeia, mas
nao € recorrente, pois para o vetor x cuja 0-ésima coordenada vale 1 e as demais valem O

e para qualquer n > 0 temos que
T"(B(x,1/2)) n B(x,1/2) = &.

Teorema 2.2.4. Seja X um espago vetorial normado e T’ um operador linear em X que
tem a propriedade de sombreamento positiva. Entdo o conjunto ndo-errante coincide com

o conjunto recorrente por cadeia de T

Demonstracio. E facil ver que todo ponto ndo-errante é também recorrente por cadeia,
ou seja, vale a inclusdo: Q(7T') < CR(T). Para a inclusdo contréria, considere um ponto
recorrente por cadeia x e um conjunto aberto U contendo z. Entao, para € > 0 tal que
B(x,2¢e) < U existe 0 < 0 < ¢ da propriedade de sombreamento e existe um pedaco de
uma d-pseudo orbita que comeca e termina em z. Pela propriedade de sombreamento
positivo, existe uma oérbita que e-sombreia esta d-pseudo Orbita. Tal érbita que faz a
sombra intersecta U em algum ponto que no futuro volta pra U novamente. Logo, x é um

ponto nao-errante. Isto mostra a igualdade desejada. O

O resultado seguinte é um corolario imediato do teorema acima e do fato que o
conjunto recorrente por cadeia é um subespago fechado e invariante de X (ver Teorema
2.1.4).

Corolario 2.2.4. Seja X um espago vetorial normado e T um operador linear em X que
tem a propriedade de sombreamento positiva. Entao, Q(T) é um subespago fechado de X e

T-invariante.

O préximo resultado é também um corolario do teorema anterior. Ele diz que
T restrito ao conjunto nao-errante é frequentemente hiperciclico se T' tem sombreamento
e é auto-adjunto. Para provar isto, usaremos o seguinte resultado sobre propriedade de

sombreamento:

Proposicao 2.2.1. [13, Proposi¢io 6] Seja T um operador definido em um espago de
Banach X. Suponha que X = M @ N, onde M e N sdo dois subespagos fechados e
T-invariantes de X. Entdo, T tem a propriedade de sombreamento positivo se, e somente

se, Ty e T|n tem a propriedade de sombreamento positivo.

Corolario 2.2.5. [5] Seja X um espago de Hilbert separdvel e T um operador linear
auto-adjunto em X que tem a propriedade de sombreamento positiva. Entdo, T|or) :
QT) — QUT) é frequentemente hiperciclico. Em particular, Q(T) = {0} ou QT') tem

dimensdo infinita.
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Demonstragdao. Pelo corolario anterior, temos que 2(7") = CR(T"). O Corolario 2.1.4 implica
que Q(T) é T-invariante. Isto implica que o conjunto perpendicular ao nao-errante, Q(T)*,
é T*-invariante, consequentemente, ele é T-invariante, pois T = T™*. Como X é um espaco
de Hilbert e Q(T') é um subespaco fechado de X, entdao X = Q(T) @ Q(T)*. Logo, pela
Proposicao 2.2.1, T|q(r) tem propriedade de sombreamento positivo. O Corolario 2.1.7
assegura que T'|o(r é transitivo por cadeia. Como T|qry : Q(T") — Q(T') tem propriedade
de sombreamento positiva e é transitivo por cadeia, o Teorema 2.2.2 nos da que T'|o(r) é

frequentemente hiperciclico. [

A restricdo de um homeomorfismo, definido em um espaco métrico compacto
com a propriedade de sombreamento, ao seu conjunto nao-errante tem a propriedade de
sombreamento e, além disso, a restricao a cada classe recorrente por cadeia é transitivo
por cadeia. Nao precisamos de hipéteses adicionais no caso da dinamica compacta para
obter a conclusao do corolario anterior. Talvez podemos fornecer uma prova do corolario

acima sob suposi¢oes mais gerais do que X sendo Hilbert e T sendo autoadjunto.

Pergunta 2.2.1. SeT : X — X é um operador linear limitado, definido em um es-
pago vetorial normado (ou Banach), com propriedade de sombreamento, entio T|qr) €

frequentemente hiperciclico?
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