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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo estudar a interagao entre hipdteses topologicas e
hipoteses abstratas, puramente mensuraveis, na construcao da teoria de medidas aleatorias
e processos pontuais. Vistos enquanto mapas no espaco de todas as medidas em um
espago mensuravel (X, X'), equipado ou ndo com uma topologia, veremos que a estrutura
distribucional, completa ou de dimensao finita, destes elementos aleatorios pode ser carac-
terizada completamente. Utilizando Funcionais de Laplace, faremos uma construgao geral
do processo de Poisson utilizando a abordagem de medidas s-finitas de (LAST; PENROSE,
2018). Pelo formalismo de d-anéis e medidas localmente finitas de (KALLENBERG, 2017),
unificamos, sob uma mesma notagao, os resultados nao-topolégicos de (MECKE, 1979)
e (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996), demonstrando a ampla aplicabilidade da
hipdtese de finitude local na teoria das medidas aleatérias. Da mesma utilizagdo deste
formalismo, exibiremos resultados gerais de existéncia de medidas aleatérias, e processos
pontuais, no caso (pseudo-)topoldgico dos espagos standard Borel que cobrem, dentre
outras, as hipoteses de compacidade local comumente utilizadas na literatura de processos
pontuais (BREMAUD, 2020). Teoremas de regularidade de medidas aleatérias no caso
(pseudo-)topoldgico serdo demonstrados e comparados com certos fendmenos patolégicos
de auséncia de decomposi¢oes atomicas no caso puramente abstrato, e veremos como
estes fendmenos estao relacionados com certas construcgoes na teoria da medida topolo-
gica (BOGACHEV, 2007). Comparando os formalismos de (LAST; PENROSE, 2018) e
(KALLENBERG, 2017), veremos como o impacto de hipéteses diferentes sob o espago de
medidas em (X, X') pode alterar, dentre outras coisas, a mensurabilidade de diferentes
subespagos destes espagos de medidas, gerando a necessidade de técnicas de regularizacao
presentes na teoria canonica dos processos estocasticos (SION, 1986). Por fim, utilizaremos
a teoria abstrata para desenvolver resultados de continuidade absoluta de distribuigoes
de processos de Poisson, permitindo uma teoria de inferéncia de maxima verossimilhanca

com resultados de convergéncia de estimadores e normalidade local assintotica destes.

Palavras-chave: Medidas Aleatorias. Processos Pontuais. Teoria da Medida. Processos
de Poisson. Teoria da Medida Topolégica. Medidas s-finitas. Medidas Localmente Finitas.

Inferéncia para Processos Pontuais.



Abstract

In this work, our goal is to study the interaction between topological and abstract
hypotheses, the latter purely measurable, in the construction of the theory of random
measures and point processes. Viewed as maps in the space of all measures in a measurable
space (X, X'), with or without a topology, the distributional structure, full or finite-
dimensional, of random elements may be completely specified. Laplace Functionals will
be used as a tool for a general construction of the Poisson process using the s-finite
measures approach of (LAST; PENROSE, 2018). We unify, by the §-ring and locally finite
measures formalism of (KALLENBERG, 2017), the non-topological results of (MECKE,
1979) and (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996), demonstrating the wide applicability
of the hypothesis of local finitude in the theory of random measures. From the same use
of this formalism, we show general results of existence for random measures, and point
processes, in the (pseudo-)topological case of standard Borel spaces that cover, among
others, the hypotheses of local compactness commonly used in the literature of point
processes (BREMAUD, 2020). Theorems of regularity of random measures in the (pseudo-
)Jtopological case will be demonstrated and compared with certain pathological phenomena,
due to the lack of atomic decompositions in the abstract case, and how these phenomena are
related to certain constructions in topological measure theory. Comparing the formalisms
of (LAST; PENROSE, 2018) and (KALLENBERG, 2017), we will see how the impact
of different hypotheses under the measure space (X, X’) can change, among other things,
the measurability of different subspaces of these spaces of measures, generating a need for
regularization techniques presented in the canonical theory of stochastic processes (SION,
1986). Finally, we will use the abstract theory to develop results of absolute continuity for
distributions of Poisson processes, allowing a maximum likelihood inference theory with

convergence results for estimators, and their local asymptotic normality.

Keywords: Random Measures. Point Processes. Measure Theory. Poisson Processes.
Topological Measure Theory. S-finite Measures. Locally Finite Measures. Mathematical

Statistics for Point Processes.



Sumario

Introducdao . . . . . . . . L e e e e e e 12
1 Teoria Geral . . . . . . . . . . e e e e e e 15
1.1 Nogoes Bésicas . . . . . . . . . . 15
1.2 Processos Pontuais: Definicdo e Propriedades . . . . . . . ... ... .. .. 15
1.3 Processo de Poisson: Definicao e Construgao Intrinseca . . . . . .. . . .. 29
1.4  Transformacgoes de Processos Pontuais . . . . . . .. ... ... ... ... 43
2 Teoria dos Espacos Localizados . . . . . ... ... ... ........... 51

2.1 Processos Pontuais e Medidas Aleatérias em Espacos Mensuraveis Localizados 51

2.1.1 Comparagao Entre os Esquemas Teoéricos de Kallenberg (2017) e
Last & Penrose (2017) para Medidas Aleatérias e Processos Pontuais 61

2.2 Processos Pontuais em Espagos de Configuragoes e o Formalismo de Espagos
Mensuraveis Localizados . . . . . . . .. ... Lo 65

2.3 Sobre a Existéncia de Medidas Aleatorias e Processos Pontuais no Contexto
(Pseudo)-Topologico . . . . . . .. 73

2.4 A Existéncia de Medidas Aleatdrias e Processos Pontuais no Caso Puramente
Mensuravel e o Formalismo de Mecke . . . . . . . . ... ... ... ... 84

3 Continuidade Abosulta e Elementos de Teoria Inferencial de Processos de
Poisson . . . . . . . . L e e e e e e e e e 95

3.1 Continuidade Absoluta e Singularidade de Distribui¢oes de Processos de
Poisson . . . . . . . 95

3.2 O Problema de Estimacao para um Processo de Poisson e o Método de

Maxima Verossimilhanca. . . . . . . . . . .. ... L0 103
3.2.0.1 Abordagem de Méaxima Verossimilhanca. . . . . . . . . .. 104

3.3 Eficiéncia dos EMV: A Desigualdade de Cramér-Rao e Condigdes de Regu-
laridade . . . . . .. 108

3.4 Consisténcia, Eficiéncia e Normalidade Assintéticas dos Estimadores de
Maxima Verossimilhanca e Outros Resultados. . . . . . . .. ... ... .. 112
4 Consideracdes Finais . . . . . . . . . . . . i i e e e 118

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s e s s s s, 122



12

Introducao

Desde a criacao do tipo mais simples de medida aleatoéria discreta, uma variavel
aleatéria com distribuicdo de Poisson, a teoria dos elementos aleatérios com valores em
espagos de medidas tem sido desenvolvida numa ampla gama de formatos, sob diferentes
hipéteses, e com diferentes objetivos (KALLENBERG, 2017). Parte dessa diversidade da
teoria das medidas aleatorias e processos pontuais pode ser vista pela estrutura principal
desta: fixando um espago de probabilidade (€2, F,P) e um espaco mensuravel (X, X'), seja

M o espago de todas as medidas em (X, X), e considere um mapa dado por:

(w,A) e x X — &(w, A) e Ry,

de modo que ¢ seja um nicleo mensuravel (LAST; PENROSE, 2018)?. Nesta construcdo,
condigoes de mensurabilidade deste mapa, assim como estruturas topoldgicas e mensuraveis
em (X, X) e My, podem ser modificadas abundantemente sem modificar a condi¢ao de
nucleo de £ - dai a multiplicidade de abordagens possiveis. Apesar disso, tais escolhas
determinam, largamente, o tipo de resultado, especialmente de existéncia, que podemos

obter no estudo de nicleos mensuraveis deste tipo, vide o trabalho pioneiro de Moyal
(1962).

Num primeiro aspecto, entre o desenvolvimento topologico ou abstrato da
teoria, o primeiro possui maior gama de resultados de existéncia e regularidade, como
pode ser visto pela abordagem em espacos (standard) Borel de Kallenberg (2017) ou Daley
e Vere-Jones (2008). Em contraste, os métodos abstratos, como os de Mecke (1979) ou
Last e Penrose (2018), mesmo com menos resultados estruturais, exibem teoremas gerais
que podem ser utilizados em construgoes com menos hipoteses adjacentes. Além disso,
hipoteses abstratas exibem métodos gerais de construgoes intrinsecas de processos pontuais,
algo que segue a tendéncia moderna em teoria dos processos estocasticos (STROOCK,
2010). Por fim, é possivel construir uma o-algebra em um conjunto X que nao gerada
por uma topologia (SCHILLING; KUHN, 2021). Assim, os métodos abstratos podem se

mostrar de grande valia em algumas situagoes.

Além da escolha de um desenvolvimento topologico ou abstrato, condigoes
no espago Mx sao abundantes na literatura - o livro de Brémaud (2020) exibe, no
minimo, trés diferentes hipdteses neste espaco. A escolha de o-algebras neste caso também
exibe variagoes gerais, vide o primeiro capitulo de Daley e Vere-Jones (2008). Apesar
disso, se considerarmos a escolha de uma o-algebra gerada pelos mapas projecao do tipo

Tyt b= p(B), com 1€ Mx e B e X, tanto no caso abstrato quando topolégico, obtemos

2 Seremos vagos sobre os aspectos técnicos de teoria da medida neste ponto.
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resultados distribucionais bastante gerais, como caracterizacoes cilindricas de distribuigoes
de medidas aleatorias, vide Last e Penrose (2018). Em particular, nesta estrutura, o uso
dos funcionais de Laplace (vide o capitulo 2 de Kallenberg (2017)) podem exibir grande

utilidade no calculo distribucional destes processos.

As relagoes destas abordagens, especialmente na dicotomia mensuravel vs.
topologico, sdo bastante importantes, e emergem da relacao entre teoria da medida classica
e topolégica (BOGACHEV, 2007). De fato, a abordagem de espagos localizados por 0-
anéis, exibida por Kallenberg (2017), pode ser utilizada mesmo no caso abstrato, vide a
estruturacgao do artigo classico de Mecke (1979). Similarmente, a abordagem localmente
compacta de Brémaud (2020) pode ser abstraida com hipdteses fracas nas esperancas dos

processos pontuais sob consideragdo, vide Finkelstein, Tucker e Veeh (1996).

E nessa interface das diferentes condicdes nos espagos mensurdveis e de medidas
que esta dissertacao se insere. Nosso objetivo é exibir elementos distribucionais, de teoria
da integracao, de topologia e de teoria da medida no contexto de elementos aleatorios com
valores em espacos de medidas, especialmente processos pontuais, que possibilitem um

estudo das condig¢oes sob as quais cada resultado, abstrato ou topolégico, é valido.

No Capitulo 1, comecamos exibindo o formalismo de medidas s-finitas de
Last e Penrose (2018) para processos pontuais, uma encarna¢ao moderna, como indicam
os autores, das ideias de Moyal (1962). Neste contexto, veremos como os resultados
destes autores permitem uma construgao rigorosa da nocao de processo pontual enquanto
uma medida aleatoria discreta, um ntcleo mensuravel discreto, associado a uma teoria
distribucional andloga & da teoria de processos estocasticos (ROGERS; WILLIAMS, 1994).
Em particular, utilizando um tipo especifico de funcional, o funcional de Laplace de um
processo pontual, o analogo da transformada de Laplace de variaveis aleatorias, veremos
como ¢é possivel ligar analiticamente diferentes conceitos de distribuig¢oes de processos,
unificando a apresentacao destas. Com o uso de teoremas classicos de limites projetivos
de medidas de probabilidade, vide Kallenberg (2021), demonstraremos que a construgao
intrinseca do processo de Poisson em espacos abstratos dada pelos autores Last e Penrose
(2018) ¢ consistente com critérios de rigor da teoria da medida. Neste ponto, faremos
uma analise cuidadosa de certas patologias, no sentido formal, que podem ocorrer em
decomposicoes atomicas e representacoes de processos pontuais no caso abstrato. Por
fim, uma teoria de transformacoes de processos pontuais sera exibida, no caso abstrato,
demonstrando a possibilidade de uma teoria geral de processos pontuais em espacos

abstratos.

No Capitulo 2, utilizaremos as técnicas de Kallenberg (2017), consistindo nos
espacos mensuraveis localizados, onde uma nog¢ao de limitagao é possivel sem topologia, para
desenvolver a teoria de medidas aleatérias e processos pontuais. Resultados distribucionais

analogos ao caso abstrato serdo demonstrados. Através de um uso topoldgico da teoria,
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mostraremos que as patologias citadas no Capitulo 1 poderao ser resolvidas com o uso
de certas técnicas de medidas de Stieltjes na reta (KALLENBERG, 2021). Faremos uma
breve comparagao entre Kallenberg (2017) e Last e Penrose (2018), priorizando questoes
de mensurabilidade que costumam ser apenas citadas nestas referéncias, mas que sao
importantes na construcao rigorosa da teoria medidas aleatérias e processos pontuais. Neste
ponto, comegaremos um estudo de existéncia de medidas aleatérias sob hipdteses (pseudo-
Jtopoldgicas, exibindo resultados de Harris (1968) na linguagem de Kallenberg (2017) e
que permitem, com o uso de técnicas de limites projetivos de medidas de probabilidade e
processos estocasticos, demonstrar a existéncia geral de medidas aleatérias em espacos
standard Borel - faremos isto com base no Capitulo 2 de Kallenberg (2017). Por fim,
exibiremos dois outros formalismos abstratos: o de Finkelstein, Tucker e Veeh (1996), com
a abstracdo de processos pontuais enquanto configuragoes aleatérias de Brémaud (2020), e
o de Mecke (1979) através da teoria da integragao de bi-medidas, que permite teoremas de
existéncia abstratos. Estes dois 1ltimos tépicos serao unificados sob a alcunha da teoria de
Kallenberg (2017).

Por fim, no Capitulo 3, utilizaremos as teorias abstrata e topoldgica desenvolvi-
das nos capitulos anteriores, em conjunto com Liese e Lorz (1999), para provar resultados
de continuidade absoluta de distribui¢oes de processos de Poisson em espacos abstratos,
mas localizados no sentido de Kallenberg (2017). Em particular, veremos como o uso
unificado destas técnicas pode ser utilizado para construir rudimentos de uma teoria de
inferéncia, por maxima verossimilhanga, de intensidades de processos de Poisson no caso
topoldgico, o que permite a demonstracao de critérios assintoticos de convergéncia e de
eficiéncia para estimadores. Terminamos com breves comentarios sobre a teoria abstrata

neste contexto e sobre a teoria nao-paramétrica de intensidades de processos de Poisson.

Muitos dos resultados desenvolvidos nesta dissertacao foram originalmente
enunciados pelos matematicos e estatisticos citados. Apesar disso, como indicado em
trechos especificos, as demonstracoes destes resultados foram expandidas, modificadas e
especializadas para este texto. Sao especialmente novos o uso do Teorema de Lominicki-
Ulam na construgao do processo de Poisson e os exemplos de processos pontuais impréprios
no Capitulo 1; a unificagao dos resultados de Mecke (1979) e Finkelstein, Tucker e Veeh
(1996) através da linguagem de espagos localizado, e a comparagao dos formalismos abstrato

e topoldgico, ambos no Capitulo 2.

E de desejo do autor que os resultados angariados nesta dissertacao, vistos
enquanto unidade, possam servir para determinar as limitacoes, limites e diversidade da
teoria de medidas aleatérias e processos pontuais. A unificagdo destes resultados sob uma,

ou poucas, linguagens formais é um comeco da realizagao deste desejo.
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1 Teoria Geral

1.1 Nocoes Basicas

Como dito na introducao, ha duas abordagens possiveis numa construcao

rigorosa e geral da teoria dos processos pontuais:

o A teoria dos espacos mensuraveis topologicos ou pseudo-topologicas, onde utilizamos

uma estrutura topoldgica em conjunto com uma sigma-algebra apropriada.

« A teoria abstrata, onde procuramos utilizar hipéteses puramente mensuraveis num
espaco fixo, sem assumir uma estrutura topolégica em conjunto com condigoes de

mensurabilidade.

Em ambos os casos, precisamos garantir uma quantidade suficiente de teoremas
de existéncia, para diferentes classes de processos, assim como teoremas de transformacao
(entre espagos) destes. Por outro lado, gostarfamos, similarmente, de ferramentas suficien-
temente poderosas para garantir que conhecamos propriedades estruturais importantes
dos processos, como a presenga de atomos, limites assintéticos de leis (distribuigoes),

desintegracoes, etc.

Neste sentido, nosso objetivo é fazer um breve resumo para o desenvolvimento
de uma analise que possa identificar a suficiéncia, e talvez necessidade, de certas hipoteses.

Neste primeiro capitulo, grande parte dos resultados terao como foco o processo de Poisson.

1.2 Processos Pontuais: Definicao e Propriedades

De inicio, gostariamos de uma defini¢ao geral (i.e, em espagos abstratos) de
um processo pontual. Neste caso, utilizaremos algumas ferramentas da teoria de ntcleos
mensuraveis e da teoria dos espagos de medidas com a topologia das projegdes (fraca).
Neste tipo de contexto, podemos enunciar uma definicdo bastante geral dos processos
de interesse, e sem introduzir conceitos topoldgicos. Seguindo o capitulo 1 de (LAST;
PENROSE, 2018), considere (X, X)) um espago mensuravel qualquer, e defina o espago

das medidas finitas com base em X como sendo:

New ={p: X —[0,00] : p medida em (X, X) e u(B) e NVB e X}.
Similarmente, defina N(X) como a classe de medidas dada por:

o0
{,u : X — [0,00] : p medida em (X, X) e u(B) = Z,un(B), fn € Noo VnENVBeX}
n=1
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O segundo espago consiste numa subclasse estrita do espaco de todas as medidas
s-finitas, isto é, que podem ser escritas como soma, no maximo contavel, de medidas finitas,

com valores no espago dos inteiros positivos.

Um ponto importante da propriedade de s-finitude, que deve ser citado, é que
podemos utilizé-la para reduzir problemas que envolvem conjuntos de medida infinita numa
construcao com base em somas de medidas finitas. Exemplos deste tltimo fato sao realmente
abundantes (VAKAR; ONG, 2018), e aparecerao, nesta dissertagao, especialmente em
nossa discussao sobre o processo de Poisson. Por outro lado, precisamos introduzir uma
estrutura de espaco mensuravel nos espagos de medidas acima para realizarmos algumas
operagoes importantes, como calcular a distribuicao de elementos aleatérios com valores
nestes espacos. Para isso, adotaremos uma construcao similar aquela da o-algebra cilindrica
em espagos produto (FREMLIN, 2003, p. 48). Neste caso, considere a colegao de todos os
subconjuntos de N(X) da forma:

Apr ={pe N(X): u(B) =k}, com Be X, ke N.

Definimos a sigma-dlgebra canonica em N(X), M(X) = N, como sendo a

sigma-algebra gerada pela classe dos conjuntos Apj, isto é:

N(X)=0c({Apr={pe N(X): u(B) =k}, com BeX, keN})=o0 (U TBl<2No)> 7

BeX

com os mapas 75 : N(X) — Ny que associam a cada medida p € N(X), e a cada conjunto

B e X, seu valor (natural) neste tltimo, isto é 75(u) = k, com k = p(B).

Para alguns resultados posteriores, precisaremos de outras representacoes desta

o-algebra. Neste caso, temos que:

Lema 1 (Representacao Cilindrica de N'(X)). Considere N (X) a, o-dlgebra no espago

N(X), e as classes de conjuntos C e D em N(X), respectivamente,

N(X)=0(Apr) =0({Apr ={ne N(X): u(B) =k}, com Be X, keN}),
C={pneNX): u(Bi)e€Ds,...,u(By) € Dy},
com By,...,B,€ X eDy,...,D, < Ngy},
D= {App={pe N(X):u(B)e D}, comnBeX, D< Ny},

entao

(i) N(X) = o(D),
(ii) N(X) = (C).
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Demonstragio. (i) Seja Ap p como no enunciado do teorema para B € X e D < N

arbitrarios. Assim, por defini¢ao:

App= | {ne N(X):u(B) =k},

keNonD

onde a uniao é no maximo contédvel. Assim, temos que Ag p € N (X) e, portanto, o(D) <

N(X).

Por outro lado, tomando B € X e D = {k}, com k € Ny, na defini¢do de Ag p,
vemos que Apy € 0(D) para B € X arbitrario e k € Ny qualquer. O que prova o primeiro

item.

(ii) Similarmente, considere um elemento de C dado por:

{MEN(X)2#(31)EDl,...,M(Bn)EDn},Bl,...,BnGXeDl,...7DngN0.

Mas,

App={pe N(X):u(B)eD,...,u(B)e D} = {ue N(X) : u(B) € D}.

Assim, para B, D andalogos aos acima e arbitrarios, a colecao de todos os
subconjuntos de N(X) da forma Ag p é uma subclasse de C. Desse modo, N (X) < o(C).

Por outro lado,

{ne N(X): u(Bi) € Dy,y...,u(By) € Dp} = ﬂ{ﬂ € N(X) : u(B;) € D;} = ﬂABi,Di-
i=1 i=1
Ou seja, para By,...,B, € X e Dq,...,D, < Ny quaisquer, um elemento da
classe C pode ser escrito como interseccao de elementos da classe todos os subconjuntos de
N(X) da forma Ap p. Assim, C € N(X) = 0o(C) € N(X). Ou seja, provamos que:

O que prova nossa afirmacao. O

Por fim, vale notar que as mesmas afirmacoes sao validas para o caso de Ny,
isto é, para os conjuntos em X" para os quais a medida p € N(X) é infinita. De fato, note

que, para B € X qualquer:

{ne N(X): u(B) = oo} = ({pe N(X): e Dy}, onde Dy = {neNy:n >k} < Ny,

k’ENO

Sendo que esta tltima intersec¢ao é um elemento de N (X) pelo Lema 1 (i).
Desse modo, podemos lidar mensuravelmente, utilizando a o-dlgebra N'(X), com eventos

em N(X) que envolvem o ponto de acumulagao {0} de N.
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Numa analogia com o caso de o-dlgebras geradas por fungoes reais (FREMLIN,
2003), podemos interpretar N (X) como sendo a menor sigma-dlgebra em N(X) tal que
o mapa definido por p — p(B) é mensurdvel VB € X e p é uma medida em (X, X).
Essa formulagao de (N(X), N (X)) garante que as operagoes comumente realizadas em
fun¢des mensuraveis, como somas, limites e produtos, possam ser realizadas, de forma
mensuravel, com medidas vistas como mapas aleatérios. Em outras palavras, trocamos
variaveis aleatérias com valores reais por variaveis aleatérias com valores em medida. Isso
acaba por inspirar uma outra caracterizagao da o-dlgebra N'(X) para o caso em que X é

contavelmente gerada (veja a defini¢do a seguir):

Definigao 1 (o-élgebra Contavelmente Gerada). Dizemos que uma o-dlgebra, X, de um
conjunto (fizo) X € contavelmente gerada se existe uma classe, de cardinalidade contdvel,
de subconjuntos de X, I, tal que o(Z) = X .

Assim, obtemos a caracterizacao citada (BACCELLI; BLASZCZYSZYN; KAR-
RAY, 2020, p. 9)

Teorema 1 (N (X) em X Contavelmente Gerada). Seja (X, X) um espago mensurdvel tal
que X € contavelmente gerada por uma classe Z. Suponha que I é fechada sob interseccoes

finitas. Entao, N(X) € gerada pela classe de todos os conjuntos A%y, da forma:
Apr={ne N(X): u(B) =k}, com BeZ, keN.
Equipado o espago de medidas N(X) com uma estrutura mensuravel, podemos
enunciar formalmente a defini¢cdo que utilizaremos de um processo pontual:

Definigao 2 (Processo Pontual). Um processo pontual em um espago X é um elemento
aleatorio n de um espago de probabilidade fizo (0, F, P) em (N(X),N(X)). Ou seja, um
mapa 1 : Q — N(X) tal que:

n Y(B)e F ,VBeN(X).

Isto ¢, um processo pontual ¢ uma medida aleatéria com valores em Ny. Por

construcao, para cada w € 2 fixo, temos:
n(w) € N(X).

Isto é, o mapa B +— n(w, B) é uma medida em N(X) para B € X. No contexto do Lema
1, fixada uma medida na imagem, o mapa w — n(w, B) é uma fungao mensuravel (variavel
aleatéria) para um B € X fixo qualquer, visto que, para um A da forma Ag; no lema

citado, vale que

N A) ={weQ:nw,C)=kleF, comCeX, keN,.
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Como a classe de todos os conjuntos da forma Apgj é uma classe geradora da
o-algebra N (X), a mensurabilidade do mapa w — n(w, B) segue do Teorema 136G de
(FREMLIN, 2000, p. 92).

Pelas propriedades dos elementos aleatérios com valores no espago (N, N),

temos uma outra caracterizagao 1til de processos pontuais, e que aproxima o conceito
deste a andlise matemética. Neste caso, temos (DELLACHERIE; MEYER, 1983, p. 1):

Definigao 3 (Nucleo Mensuravel - Caso Continuo). Sejam (E,E) e (F,§) dois espagos
mensuraveis. Um nicleo mensurdvel de E a F' é um mapa N definido no espaco produto

(Ex F,E®F) em ([0,0:0], Bg N [0,0]) com as sequintes propriedades:

(i) x — N(x,A) é E-mensurdvel YA € §.

(it) A — N(z,A) é uma medida em § Yz € £.

Especializando a Defini¢ao 3, substituindo ([0, co], Bg N[0, 0]) pelo espago men-
surdvel discreto (N U {00}, 2%09{%}) ¢ identificando (E, &) = (Q, F,P) e (F,§) = (N,N),
com o espago produto correspondente, temos a construcao da Definicao 2, justificada
pela construcao de mensurabilidade no segundo paragrafo apos a Definicdo 2. Sendo
assim, um processo pontual é, no fim, um ntcleo mensuravel com valores discretos. Este
fato é importante para obtermos mais simplicidade nas demonstragoes de propriedades
de processos pontuais que envolvam problemas de mensurabilidade, visto que ha mais
simplicidade em manipular nicleos, fun¢oes de duas varidveis, do que mapas que associam
medidas a eventos num espacgo de probabilidade - estas tltimas nao possuem uma forma
instrumentalmente ttil. Assim, pela equivaléncia de ambas as defini¢oes, podemos utilizar
cada uma das formas de um processo pontual em contextos distintos, e obter o resultado
desejado para um processo pontual qualquer. Vamos enunciar tal argumento como um

teorema:

Teorema 2 (Equivaléncia Processo Pontual = Medida Aleatéria Discreta). Dado um

espagco de probabilidade fizo (Q, F,IP) e um espago mensurdvel (X, X), sao equivalentes:

(i) n é um elemento aleatério com valores no espago mensurdvel (N(X),N(X)), isto €,

um processo pontual.

(7i) n € um nicleo mensurdvel discreto no sentido da Definicao 3, com (E,E) = (Q, F,P)
e (1,8) = (N(X),N(X)).

A definigdo de um processo pontual neste nivel de generalidade, em conjuncao
com as equivaléncias acima, é, atualmente, classica na literatura de processos pontuais e
medidas aleatérias (como referéncia, veja (KALLENBERG, 2017)). Em outras abordagens,
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por outro lado, costuma-se encontrar a definicio de um processo pontual enquanto um
“processo pontual proprio” (LAST; PENROSE, 2018, p. 12):

Definicao 4 (Processo Pontual Proprio). Dizemos que um processo pontual n em X €
proprio se existem elementos aleatdrios { X, }nen, definidos em X, e uma varidveis aleatoria

k com valores em Ny tal que:

n=>»dx, gq.c-P,
i=1

ou,

K
= 2 Bidx, gq.c.-P,
i=1
com {B;} € N constantes naturais positivas.

Neste caso o processo pontual pode ser visto como uma colecao de pontos
aleatérios com valores no espago X, um conjunto aleatério (BOCSAN, 1986). Trata-se da
forma pela qual muitos trabalhos, especialmente na estatistica (por exemplo, (MOLLER;
RUBAK, 2016)), ainda apresentam o conceito de processo pontual. Apesar disso, nem

sempre podemos ver um processo pontual desta forma:

Proposicao 1 (Processo Pontual Impréprio). Dado um espago de probabilidade qualquer
(Q, F,P), existe um processo pontual n: Q — N(X), em um espago mensurdvel (X, X),

tal que m nao é proprio.

Demonstragio. Segundo (BOGACHEV, 2007, p. 68) podemos encontrar um espago topo-
l6gico compacto totalmente ordenado X equipado com sua o-algebra Borel B(X), tal que
existe uma medida p definida em B(X) que assume apenas valores no conjunto {0, 1}, e
que possui suporte vazio (veja a Definigdo 5 abaixo). Considere (X, X, 1) como sendo este
espaco. Assim, como p possui suporte vazio, para cada ponto z € X, existe V, € B(X)
vizinhanga de z tal que p(V,) = 0 (exceto para o elemento maximal de X, z*, mas neste

caso, como indicado na referéncia citada, p({z*}) = 0).

Neste caso, fixe w € () qualquer e suponha que n possua representagao propria

como na Defini¢ao 4, ou seja, para A € X qualquer:

#(w)

n(A) = Z 0, (w) (A).

Agora, para cada X;(w), escolha uma vizinhanca de medida p-nula que contenha
K(w)

este ponto, isto é, V() € B(X), e coloque A = U Vx,w) € B(X.) Como r(w) € N,
i=1
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temos que a unido é no maximo contavel. Caso algum X;(w) = z*, apenas adicionamos

{z*}, ao invés de Vy, na unido em A. Neste caso, notamos que:

(W)

N(A) = Y 0xiw)(A) = K(w).
i=1
Mas, pelo argumento acima, j1(A) = 0. Assim, se definirmos:

n=p = n(A) # rkw)

Temos um processo pontual em X que nao é préprio, visto que:

(i) p assume valores em Ny, ou seja, € N.

(ii) Para a mensurabilidade, pelo critério dado na pagina 5, note que, se B € B e k € Ny:
{w:in(w,B) =k} ={w: u(B) = k}.

Mas, note que B satisfaz a seguinte condicao: este pode conter um subconjunto
fechado e nao-contavel, ou nao. Segundo a construcao de (BOGACHEV, 2007, p. 68),

(B) 1 se B contém um subconjunto fechado e nao-contavel,
M =

0 caso contrario.

Assim, no primeiro caso (i.e. B contém um subconjunto fechado e nao-contével):

g sek#0,1,
{w:p(B)=k}=<1F sek=0,
Q sek=1.

No segundo caso (i.e. B ndo contém um subconjunto fechado e nao-contavel):

@ sek#0,1,
{w:B)=kl=3g sek=1,
Q sek=0.

O que prova, necessariamente, que 1 € um processo pontual em X. Mas, note
que este nao pode ser representado de maneira prépria (visto que existe pelo menos um

conjunto A tal que, Yw € Q, a equivaléncia nao é vélida).

]
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Sendo assim, a ideia de um processo pontual enquanto uma cole¢ao aleatoéria
de pontos nao é sempre valida. A fim de pontuar o fendmeno que possibilita essa patologia
na Proposi¢do 1, notemos o conceito de suporte topoldgico de uma medida (BOGACHEV,
2007, p. 69):

Defini¢ao 5 (Suporte de Uma Medida). Considere (X, X,T) um espaco mensurdvel
topoldgico. Isto €, X é um espago topolégico com topologia T tal que X = o(T). Entao,

dada uma medida Borel u: X — [0, 0], dizemos que o conjunto:

S, = X\U{G < X : G € aberto em 7 e u(G) = 0},

¢ o suporte de . Isto é, S, € a interseccao de todos os conjuntos fechados Borel-mensurdveis

de medida completa (i.e, ndo nula).

Considerando (X, X', 7) um espago mensuravel topolégico onde a colegdo de

todos os pontos (singletons) {z},ex é mensuravel, e yp uma medida da forma:

1 226931..

Com a soma finita ou contavel, note que esta possui suporte dado por (KRICKEBERG,
2014, p. 36):

Sy =A{r1,22,...} ={re X :pu({z}) =1}

Portanto, se um processo pontual 7 assume valores em (X, X', 7), um espago
mensurével topoldgico onde a cole¢ao de todos os pontos (singletons) {z}.cx é mensuravel,
e este possui uma representacao propria segundo a Definigdo 4, entdo as medidas (Borel)
formadas pelo processo, n(w, ), para cada w € €2, possuem suporte nao-vazio dado por

Sh(w,), este ultimo composto pelos pontos com multiplicidade positiva.

Notemos, deste modo, que como a medida (Borel) exibida na demonstragao da
Proposicao 4 possui suporte vazio, e trata-se de uma construgdo com espago mensuravel
topologico contendo todos os pontos, o processo pontual formado pela medida nao pode

possuir representacao propria segundo o tultimo paragrafo.

Desse modo, a existéncia de representacoes proprias de processos pontu-
ais,segundo a Defini¢ao 4, requer hipdteses adicionais no espago de estados do processo
pontual, (X, X), e no espago de medidas N(X) deste. Notemos, similarmente, que mesmo
espagos com topologia relativamente regular, como topologias compactas (é o caso da
Proposicao 1), ndo garantem a validade de tal representacao. Veremos, no Teorema 20

desta dissertacao, condigdes (pseudo-)topoldgicas, e mensuraveis, que garantem a validade
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das representagoes proprias de processos pontuais. Mas, no geral, como o exemplo da
Proposicao 1 indica, a representacao propria no caso abstrato, no geral, nao ¢ diretamente

tratavel sem maiores hipoteses.

Antes de enunciarmos mais alguns exemplos das defini¢oes (e equivaléncias)
relativas as propriedades mensuraveis de processos pontuais, vamos explorar com mais
detalhes a estrutura distribucional e de (teoria da) integragdo dos processos pontuais —
assim poderemos exibir exemplos mais ricos e sem a necessidade de interrompermos a
narrativa para provar resultados. Para comecar, vamos enunciar a defini¢ao de distribuicao
de um processo pontual qualquer (LAST; PENROSE, 2018, p. 14):

Definigao 6 (Processo Pontual - Distribui¢ao). Considere um processo pontual n visto
como um elemento aleatério de um espago de probabilidade (2, F,P) em (N(X),N (X)),
e (X,X) um espago mensurdvel fixo. Entao, a medida P, definida em (N(X),N(X)) e
dada por:

P,(A) =P(ne A), com Ae N(X),
¢ dita a distribuicao do processo pontual 7).

Do ponto de vista abstrato, tal definicdo nos garante pouca informagao sobre a
estrutura distribucional das medidas aleatorias. De fato, como a estrutura de um conjunto
A € N(X) estd raramente disponivel, precisamos de técnicas mais especificas para o
calculo de tais distribuigoes. Na literatura, existem diversas abordagens, mas basicamente
em duas divisoes: técnicas analiticas e probabilisticas. Do ponto de vista probabilistico,
caracterizagoes em termos de medidas condicionais de processos pontuais, especialmente
das ditas Medidas de Palm, sao utilizadas - vide o capitulo 5 de (KALLENBERG, 2017).
No lado analitico, temos as técnicas classicas associadas aos funcionais de Laplace (por

exemplo, ver (LAST; PENROSE, 2018, p. 14)).

Neste trabalho, faremos a escolha de priorizar os métodos analiticos. O motivo
¢é razoavelmente pragmatico: sao de facil utilizagao e nao envolvem questoes complicadas
de desintegragoes de medidas e mensurabilidade, além de serem aplicaveis em contextos
nao-topoldgicos. Neste caso, seguindo (LAST; PENROSE, 2018, p. 14):

Definigao 7 (Funcional de Laplace). Seja f: X — R uma fungio positiva B(R)\X-men-
surdvel e n um processo pontual em X. O mapa L, : L°(X) — [0, 1] dado por:

L’?(f> = JQ e Sx f(x)n(dx)]P)(dw) —F <6_ §x f(a:)n(dz)) '

Alguns breves comentarios sobre a definigao:
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(i) Note que, como estamos integrando fungoes positivas, nao ha problema de integra-

© = ( e utilizando a

nocao de integral de Lebesgue dada em (FREMLIN, 2000, p. 51).

bilidade admitindo a convencao em teoria da medida que e~

(ii) Como J f(z)n(dz) > 0, Vf : X — R fungao positiva B(R)\X-mensuravel, temos

X

que, e~ IxS@nd) ¢ 10 1] e que E(e x /@10y ¢ [0.1]. Logo trata-se de uma
funcao limitada. Assim, a integral definida por L,(f) é sempre convergente. Dai
a importancia da positividade da func¢do integrada no exponente do argumento

exponencial do funcional de Laplace.

(ili) No dominio de L, (f), especificamos o conjunto de todas as classes de equivaléncias das
fungoes positivas f. Trata-se de um “lembrete” de que, como estamos, essencialmente,
integrando exponenciais de integrais que diferem num conjunto nulo, estas tltimas
assumem, a menos deste conjunto nulo, o mesmo valor escalar dado pela integral.
Assim, estabelecer funcionais de Laplace em classes de equivaléncias de funcgoes, e
nao apenas em fungoes, nos permite evitar problemas complicados que podem surgir
em obter funcionais de Laplace que diferem em conjuntos de medida nula. Em casos
necessarios, podemos assumir que estamos escolhendo representantes especificos
de f de modo a gerar resultados necessarios. Neste caso, assumir que os espagos

mensuraveis sao completos é essencial.

Veremos agora que o funcional de Laplace determina completamente a estrutura
distribucional de nossos processo pontual. Primeiro, introduzimos a nogao de distribui¢oes
de dimensao finita (KALLENBERG, 2021, p. 84):

Definigao 8 (Distribui¢oes de Dimensao finita). Seja n uma medida aleatdria em X, e
considere C a colegdo de todos os cilindros de base finita em X dados no Lema 1. Assim,

as distribuicoes de dimensdo finita de n sao dadas pela colecao de todas as medidas de
probabilidade P, : N (X) — [0,1], para A € C, na forma:

Pna(’? € A) = ]P({w €2: 77<W7Bl) € D17 o 777(("'}7371) € Dn})7
com {D;}, conjuntos em 2% e {B;}", a base do cilindro A € C.

Trata-se da definicao usual de distribui¢coes de dimensao finita na teoria de
processos estocasticos: observando uma medida aleatéria enquanto um processo estocéastico
canodnico, e definindo as distribui¢oes finitas como as familias projetivas do processo em
conjuntos cilindricos (KALLENBERG, 2021, p. 179). Em particular, esta definicao pode ser
utilizada para provar um resultado de determinacao distribucional de processos pontuais,
que consiste na Proposi¢ao 2.10 de (LAST; PENROSE, 2018, p. 14):
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Teorema 3 (Distribuigdes, Distribui¢oes de Dimensao Finita e Laplace). Para dois

processos pontuais 1 e v em X, sdo equivalentes:

(i) n L.

(11) As distribuicoes de dimensao finita dos processos sdo iguais, isto €, P, = Py,
ou mais geralmente ((By), -+ . 9(Bw)) £ (W(By),- - ,(Bw)), Ym € N e todos o0s
subconjuntos dois-a-dois (disjuntos) By, ..., B, € X.

(1it) L,(f) = Ly(f), Vf : X = R fungao positiva B(R)\X -mensurdvel.
() Vf : X — R uma fung¢io positiva B(R)\X-mensurdvel, n(f) = f flx)n(dz) £

J f(x)(dz) = Y(f) consideradas como varidveis aleatorias na reta real estendida.
b

Antes da demonstracao deste resultado, precisamos de um lema auxiliar ga-
rantindo a mensurabilidade dos mapas de integracao, que trata-se de uma versao da
Proposigao 2.7 de (LAST; PENROSE, 2018, p. 13):

Lema 2 (Integragdo Paramétrica - Mensurabilidade). Seja p uma medida em (N(X),
N(X)), ef: X —> R, funcio B(R,)\X-mensurdvel. Entdo, a fun¢io definida pelo
mapa p— | f(x)u(dr) é uma funcio B(R,)\N (X)-mensurdvel.

X

Para a demonstragdo deste lema, vamos detalhar a abordagem de (LAST;
PENROSE, 2018) utilizando um lema da classe monétona dada por (HOFFMANN-
JORGENSEN, 2017, p. 54), denominado por este como o Lema Funcional de Sierpinski.
De fato, trata-se de uma forma geral do Lema de Classe Monétona para fungoes (ou
espago vetorial de fungbes). Escolhemos utilizar este, em detrimento da abordagem usual
de aproximacao, ou de outras formas do lema para classes limitadas de funcgoes, pela
generalidade da abordagem — ndo precisamos reduzir para o caso finito como seria necessario
na segunda abordagem —, e também nao precisamos pedir integrabilidade da funcao f.
Para uma lista quase exaustiva de formas do Lema da Classe Monétona (funcional ou
nao), ver o Capitulo 1 de (BLUMENTHAL; GETOOR, 2007); (DELLACHERIE; MEYER,
1975, p. 14); (POLLARD, 2002, p. 43); (SHARPE, 1988, p. 364).

Demonstracao. Para utilizarmos o lema funcional de Sierpinski, defina a seguinte classe

de funcgoes:

1%

{ FiX DR, - L F@)u(dz) 6 BR)W(X) - mensurével}
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Precisamos verificar as condigoes (i)-(v) de (HOFFMANN-JORGENSEN, 2017,
p. 54):

(i) A soma de fungoes B(R,)\N (X )-mensuraveis é B(R, )\N (X )-mensurével,
e o mesmo com o produto de fungoes deste tipo por constantes, portanto segue que V é

fechada sob as operacoes de soma e multiplicagdo por constantes.

(ii) Seja {fn}nen sequéncia de funcoes em V tal que f, 1 f. Pelo Teorema da

Convergéncia Mondtona, temos que:

JX f(@)u(dz) = lim fX fulw)p(dz)

n—00

Assim, feV.

(iii) Seja F' < X, e considere g(x) = a + Lp(x) para a > 0 constante qualquer.

Assim, se g(z) € V,
L g(2)uldz) = au(X) + u(F)

¢ uma fungao B(R )\N (X )-mensurdvel bem definida e, visto que isso ocorre se, e somente

se, para um conjunto gerador do tipo [0, z], com z € R,

{:ap(X) +p(F) <z} = | (n:ap(X) =0} o {pu: p(F) = c})

b,ceNy

b+c<zx
é um conjunto N (X )-mensuravel, temos que cada termo na intersecgdo interna precisa
ser N (X)-mensuravel, e também que F € X. Assim, concluimos que {u : pu(F) = ¢} é
N (X)-mensurdvel, visto que a restrigio em x é arbitraria. Além disso, F e X = F°e X.
Dai, como

(i p(Fe) <ap = | {p: p(F) =n},

nEN()
n<x

temos que pu(F°) é B(R,)\WN (X)-mensurdvel, visto que os conjuntos acima estdo na classe
geradora de N (X) (vide Lema 1), e logo 1p. € V.

Agora, defina
W = {ﬂ A - Ae X },
e considere H = conv,(¥V) o menor cone-convexo (1)-estavel que contém W. Assim,

(iv) Se f,ge W, temos que f =14 e g = 1lp para A, Be X. Assim, f x g =
14 x 1g = 14~B, que pertence a H, visto que 145 € W.
(v) Note que Vg € W, g é da forma g = 14, para algum A € X'. Em particular,

g < 1. Além disso,
1 - g - ]lAc € W,
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visto que A°e€ X. Assim, 1 — g = 1 4c € H.

O que conclui a verificacao das condigoes (i)-(v) do lema funcional de Sierpinski.
Desse modo, pelo lema, V contém todas as fungoes positivas B(R, )\o(W)-mensuraveis,
mas como o(W) = X, provamos o resultado para o caso de f : X — R, funcio

B(R,)\X-mensurdvel. O

No Lema 2, poderiamos mostrar o resultado para o caso geral de fungoes nao
necessariamente positivas. De fato utilizando a definicao de integral para partes positiva e
negativa de fungoes reais na reta real estendida (FREMLIN, 2000, p. 88), definimos:

i | st -
J [T (x)p(dx) f f( se fT(x) — f~(x) ndo é o0 — 00 ou —00 + ©

0 caso contrario.

Pelo Lema Funcional de Sierpinski, e pela mensurabilidade da diferenca de

fungoes com valores infinitos (BARTLE, 2014, p. 11), concluimos que o mapa pu —
J f(x)u(dr) é B(R)\W (X )-mensuravel. O que concluf a extensio do resultado.
b's

Voltando ao Teorema 3, para sua demonstracao, seguiremos a Proposicao 2.10
de (LAST; PENROSE, 2018, p. 14), mas expandindo as contas em alguns pontos.

Demonstragao. [Teorema 3]

Provemos que (i) == (iv). Neste caso, para f : X — R funcao positiva
B(R)\X-mensuravel, defina g; : N(X) — Ry por

- | rentas

Pelo Lema 2, temos que g; é um mapa B(R,)\N (X )-mensurdvel. Agora, note

que, se construirmos um novo mapa definido pela relagao n(f) : w — | f(z)n(w, dz), entéo

n(f)(w) = (g5 o ) Jf

Como n(f) é F\B(R,)-mensurdvel pelo Lema 2, entdo (g; o n)(w) é F\B(R,)-
mensuravel enquanto composicao de mapas mensuraveis. Note que a composi¢ao é consis-
tente, visto que

n(w) : @ — N(X),
gr - N(X) —>K+.
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Assim, temos que (HOFFMANN-JORGENSEN, 2017, p. 51) :

Poi(-) =P(n(f)e-) =P((gron) €-) =P(neg;'(-) = Pylg; ().

Como, por hipétese, P,, = P, temos que, pelo desenvolvimento anterior:
Py () = Pylgr () = Pulgr () = Pyp ().

Concluimos que n(f) < ¥ (f).

Agora, provemos que (iv) == (iii). Como f : X — R é uma funcao
positiva B(R)\X-mensurével, segue-se pelo teorema de troca de varidveis (HOFFMANN-
JORGENSEN, 2017, p. 171) e pela hipdtese (iv) que

L) = ) = |

Ry

Py (p(dy) =‘[ e YIP(dw) = E(e™¥Y).

e Py (dy) = J .

R4

Assim, concluimos (4i7).

Neste ponto, provemos que (iii) == (iz). Assumindo (7i7), escolha uma fungao
n

simples f(z) = Zcz-ILBi (x) com {¢;}i-; € (0,0) e By, ..., B, € X quaisquer. Desse modo,

i=1
pela definicdo do funcional de Laplace,

Ly(f) = B(e™D) = Be™ 2= 4mB)) = By, o (crs - ca),
onde P.(-) é a transformada de Laplace de P. Assim, no caso em que 7(By),...,n(By) e

W(By),...,¥(B,) pertencem ao intervalo (0,0), a transformada é analitica, e
Ln(f) = ]P)W(Bﬂ ..... n(Bn)(Cla cee 7Cn> = ]P)’LZJ(Bl) ..... ¥ (Bn) (Cla cee 7Cn) = Ll//’(f)

Assim, (77) é vélido neste caso, visto que a transformada de Laplace de uma me-
dida quando analitica num dominio determina completamente esta (KALLENBERG, 2021,
p. 128). No caso em que pelo menos um dos termos em 7(By), ..., n(B,) e Y(By), ..., ¥(By)
¢ infinito, ou no caso em que todos sao zeros, podemos tomar complementos nos eventos

By, ..., B, para reduzir novamente ao caso finito. Assim, (i7) é valido no geral.

Por fim, precisamos provar que (i7) = (7). Aqui, utilizaremos um argumento
de classe mondtona (A — 7). Para isso, sejam n € Ne By,..., B, € X, ndo necessariamente
dois-a-dois disjuntos. Defina A = o(By, ..., B,) e considere C, ..., C,, os dtomos de A
(note que eles existem, pois A é finitamente gerada). Assim, por definigdo destes, temos

que, para cada i € {1,...,n}, existe J; € {1,...,m} tal que

B = ¢

j€Ji
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Além disso, note que trata-se de uma unido disjunta. De fato, suponha que
existam j,j' € {1,...,m} tais que C; n Cj # ¢J. Assim, como a interseccao de conjuntos
mensuraveis é mensuravel, existe A € X nao vazio tal que C; n Cy = A — A c (}
e A < Cy, o que contradiz a definicao de dtomo. Desse modo, sejam Dy, ..., D, < Ny.

Entao, sendo n(C;) = kj € Ny, j € 1,...,m temos que

P(p(By) € Dy,...,n(B,) € D,) =P (77 (U Cj> eDi,....n (U q) eDn) =

jeJi J€JIm

P (Z n(Cy) e Dy,..., >, n(Cy) e Dn>

j€J1 jEJm

Mas, podemos escrever P (Z n(C;) e Dy, ..., Z n(C;) € Dn> na forma integral:

JjeJ1 J€JIm

f P(T/(Bl),...,’q(Bn))(d(kjl7 el kn)),
I

logo, como estamos assumindo (i7) como hipétese, e como o mesmo desenvolvimento é

valido para v, temos que

P(y(By) € D1, ..., 7(By) € Dy) = P((By) € Dy, ..., (B, € Dy).

Aqui utilizamos o argumento de classe mondtona: pelo do tltimo paragrafo, IP,
e Py, coincidem na classe C (classe dos cilindros de base finita) de todos os conjuntos da

forma
{ne N(X): u(By) € Dy,...,u(By) € Dy},

onde, com a mesma notacao acima, By,...,B, € X e Dy,...,D, < Ny. Por outro lado,
note que por um argumento analogo a Lahiri e Athreya (2003, p. 202), a classe C é uma
algebra, e logo um sistema-7. Assim, pela determinacdo de medidas de probabilidade em
sistemas-m (KALLENBERG, 2021, p. 20), as medidas P, ¢ Py, coincidem em o(C) = N (X),

0 que termina o argumento. O

1.3 Processo de Poisson: Definicao e Construcao Intrinseca

Nesta Secao, queremos discutir um dos principais objetos da teoria dos processos

pontuais e medidas aleatérias: o processo de Poisson.

Do ponto de vista conceitual e historico, vide (KALLENBERG, 2017), temos
boas razoes para desenvolver a teoria do processo de Poisson com certo cuidado (e com
rigor). Em particular, do ponto de vista de resultados de existéncia, o nimero de construgoes

deste é bastante amplo: visto como um processo estocastico num espago de probabilidade,
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podemos construi-lo de maneira intrinseca (i.e, uma defini¢do construtiva dos caminhos
amostrais da medida aleatoria), extrinseca (i.e, apelando a uma constru¢ao com métodos

gerais da teoria da medida), e em diferentes estruturas topologicas e mensuraveis.

De inicio, adotaremos a abordagem geral de construir intrinsecamente o processo
de Poisson utilizando técnicas de processos binomiais e medidas s-finitas, ideia originada
em (MOYAL, 1962). A razao destas técnicas é razoavelmente simples: a construgao nao
utiliza propriedades de espagos mensuraveis topologicos, e é construtiva. Deste modo,
ganhamos generalidade e uma expressao “intuitiva” do processo. Neste caso, seguiremos
com detalhes as construgoes e demonstragoes de (LAST; PENROSE, 2018), mas faremos
um detalhamento maior dos problemas de mensurabilidade e existéncia dos objetos citados

nas duas referéncias.

Para comegar, precisamos definir o processo de Poisson. Para isso, analogamente
a se¢ao 1.2, fixamos um espago mensuravel de estados (X, X'). Para o espago de proba-
bilidade das medidas aleatérias, fixamos um espago de probabilidade qualquer (2, F, P).
Comecgamos com uma notagao correspondente a distribuicao de Poisson para a defini¢ao

do processo:

Definigao 9 (Distribuigdo de Poisson). Dizemos que uma varidvel aleatoria X possui

uma Distribuicio de Poisson com parametro X € Ny, denotada por Po()\), se:

)\k —\

P(X = k) = Po(\ k) = e

para k € Nyg. Se A = 0, entdo P(X = 0) = 1, visto que assumimos 0° = 1. Se A\ = oo,
colocamos P(X = o) = 1, de modo que Po(o, k) = 0 para qualquer k € Ny.

Sendo assim, para o caso de A = 0 ou A = o0, uma distribuicao de Poisson

corresponde a uma medida de Dirac concentrada em 0 ou c© respectivamente.

Para o caso finito, temos as seguintes propriedades (LAST; PENROSE, 2018,
p. 2):

Proposicao 2. Seja X uma varidvel aleatoria Poisson com parametro \ finito. Entao:
(i) A esperanca de X é dada por:
E(X) = A

(i) X possui fungdo geradora de momentos dada por:

E(s¥) =V se0,1].
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(7ii) X possui transformada de Laplace dada por:

E(e—tX) _ e—)\(l—e—t)7 t>0.

O caso infinito, ou em 0, da proposi¢ao acima corresponde a uma medida de

Dirac concentrada em oo ou 0 respectivamente.

Para mais informagoes desta defini¢do, assim como uma propriedade de soma
de variaveis Poisson vélida no caso geral, ver (KINGMAN, 1992).

Assim, podemos enunciar a defini¢do principal desta sec¢ao:

Definigao 10 (Processo de Poisson). Seja A uma medida s-finita em (X, X). Um processo
de Poisson com medida de intensidade N em X é um processo pontual 1, isto é, uma

medida aleatoria com valores discretos, com as sequintes propriedades:
(i) YB € X a distribuicao da varidveis aleatoria n(-, B) é Poisson com parametro \(B).
(i) Ym e N eVDBy, ..., B, sequéncia disjunta mensurdvel de conjuntos em X, a sequéncia

de varidveis aleatorias {n(-, B;)}i~, € independente.

A primeira propriedade acima é a condi¢ao homénima de Poisson, enquanto a
segunda propriedade exibe aquilo que, segundo a terminologia classica de (KINGMAN;
1992), é chamado de "aleatoriedade completa". Do ponto de vista de caminhos amostrais

fixos da medida aleatéria, isto é, mapas do tipo

weN—nw, B); Be X,

podemos ver a aleatoriedade completa como a propriedade de incrementos indepen-

dentes do processo.

Para realizar algumas manipulacoes formais de processos pontuais, a seguinte
defini¢ao é necessaria (LAST; PENROSE, 2018, p. 12):

Definigao 11 (Intensidade de um Processo Pontual). Seja n um processo pontual em X.

Entao, para cada B € X, a medida definida por:

A(B) = | nfe. BIF(e) = Eo(3)
E dita a intensidade do processo pontual 7.

Especificamente para a construcao de existéncia do processo de Poisson, é

interessante, enquanto ferramenta técnica, calcularmos a intensidade deste segundo a
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Defini¢do 11. Para isso, note que, pela propriedade de Poisson — (i) da Defini¢ao 10 — para

qualquer B € X fixo

E(y(B)) = an, B)P(dw) = (D)

Isto é, o parametro da distribuicao de Poisson ¢ a intensidade do processo.

Em mais um ponto técnico antes de comecarmos a construgao do processo
propriamente dita, precisamos garantir que a Definicao 10 nao depende da escolha de
intensidades distribucionalmente, isto é, que processos de Poisson com mesma intensidade

sao iguais em distribuicao. Para isto, temos o seguinte resultado de unicidade, dado pela
Proposigao 3.2 de (LAST; PENROSE, 2018, p. 20):

Teorema 4 (Versoes em Distribui¢ao de um Processo de Poisson). Sejam n e n' dois
processos de Poisson em X com mesma intensidade dada por uma medida s-finita \.
Entao,

d
n=n

Ou seja, para cada medida aleatéria (s-finita) de intensidade, temos, a menos
de um conjunto P-nulo , um processo de Poisson com tal intensidade. Por outro lado, isso
nao implica na indistinguibilidade, ou em igualdade em modificacao, de dois processos de

Poisson.

Para provarmos este resultado, utilizaremos o item (iii) do Teorema 2. Com esse
objetivo, calculemos o funcional de Laplace de um processo de Poisson (LAST; PENROSE,
2018, p. 23):

Teorema 5 (Funcional de Laplace — Poisson). Seja n um processo de Poisson em X com
medida de intensidade s-finita A definida em (X, X). Entao, seu funcional de Laplace, para
f: X —> Ry funcio B(R)\X-mensurdvel, é dado por:

Ly(f) = e S 7O

Demonstracao. Para esta demonstracao, seguiremos a “prova usual” em teoria da medida
(ver, por exemplo, (HOFFMANN-JORGENSEN, 2017, p. 170)): isto é, mostraremos que
ambos os lados da expressao do funcional de Laplace sao iguais para fungoes f simples,
e depois utilizaremos uma aproximacao por fungbes simples (visto que a imagem de f é
separavel na topologia usual de R, ), por fim concluindo com uma aplicagdo dos Teoremas
de Convergéncia Monotona e Dominada.
n
Desse modo, seja f(z) = Z c;1p, a representacao candnica da funcao simples
i=1
[, isto é, {¢;}i, € R.\{0} distintos e {B;}I; € X disjuntos. Aqui, é importante notar
que nem toda fungao simples ¢é representada canonicamente, mas ¢ possivel mostrar que,

quando integramos uma fungao simples em qualquer representacao, obtemos a expressao
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da integral da representacdo canonica (YEH, 2014, p. 132). Desse modo, ndo ha perda de

generalidade em supor que estamos trabalhando com a representacao candnica.

Desse modo, temos que:
Ln(f) — E(efn(f)> - E (e*Z?zl cm(Bi)) - E <H ecm(&)) )
i=1

Agora, utilizando a formula para a transformada de Laplace de uma v.a. Poisson,
e retirando o produto para fora da esperanca utilizando a propriedade de independéncia
completa (ou aleatoriedade completa) do processo de Poisson (ou seja, aqui utilizamos

que trata-se da representagao canoénica de f):

Ln(f) = F <H e—CiW(Bz‘)) — He—A(B,-)(l—e”i) = e~ Zim A(Bi)(1—e%) _ 6_2?:181%(1_67)0)'

=1 =1

O que prova o resultado para o caso de uma funcao simples. Agora, pelo
fato de que a imagem de f é separavel na topologia euclideana induzida na reta real
positiva, e portanto fortemente mensuravel, escolha {f,}.en uma sequéncia f, : X — Ry
de fungoes simples B(R, )\ X-mensuraveis tais que f, T f (quase certamente na topologia
usual de R, para cada argumento fixo) (DINCULEANU, 2002). Assim, pelo Teorema da
Convergéncia Monétona, temos que 7(f,) 1 n(f) (no sentido de sequéncias de nimeros
reais possivelmente assumindo o valor {o0}). Assim, visto que o argumento exponencial do

funcional de Laplace é limitado, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, utilizando que

ﬁ(fn) T n(f), temos que:

Ly(f2) = B(e9) = B(eV),

Ln(f”) = E(e—ﬁ(fn)) =e Lis1 SBi(l_eifn) — e 2 SBi(l—E’f),

Assim, neste caso, L,(f) = E(e™")) = 6_2?:1531'(1_87}(), e pelo argumento

usual, concluimos que a igualdade é valida no geral. O que termina a demonstracao.

m
Agora, podemos demonstrar o Teorema 4

Demonstragio. [Teorema 4]

Sejam 7 e i)’ dois processos de Poisson em X com mesma medida de intensidade
s-finita A. Desse modo, pelo Teorema 5, para uma f : X — R, func¢ao B(R)\X-mensuravel
qualquer:

Ly(f) = e Sx-e ),

Ly (f) = e~ x(=e /i)

n
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Assim, L, (f) = Ly(f) Vf : X — R fungao B(R, )\X-mensuravel. Assim, pelo

item (iii) do Teorema 2, concluimos que 1 < 1.

]

Por fim, apresentamos uma propriedade de somas de processos de Poisson
(independentes) que serd essencial na etapa final da construgdo do processo, a dita

propriedade de superposicao:

Teorema 6 (Superposi¢do de Processos de Poisson). Seja {n;}ien uma sequéncia de

processos de Poisson independentes em X com medidas de intensidade s-finitas \;. Entao,

Q0
n= Zm
i=1

e ¢]
¢ um processo de Poisson com medida de intensidade s-finita dada por \ = 2 A
i=1

0

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que 7 da forma Z 7; define um processo pontual,
i=1

visto que uma soma contdvel de niicleos mensurdveis é um nicleo mensuravel (LAST;

PENROSE, 2018, p. 247). Por outro lado, como a soma contével de medidas s-finitas
é uma medida s-finita (LAST; PENROSE, 2018, p. 247), segue-se que A de fato é uma

medida s-finita, visto que é uma soma contavel de medidas s-finitas.

Agora, precisamos verificar as propriedades (i) e (ii) da Defini¢ao 10. Para isso,
notemos que, da teoria elementar de probabilidade, uma soma (finita) de variaveis aleatérias
de Poisson independentes com parametros -; ¢ uma variavel aleatéria de Poisson com soma
dos pardmetros, mesmo no caso em que algum dos parametros é infinito (KINGMAN;
1992, pp. 5-6), seguindo a Defini¢do 9 da distribui¢do de Poisson desta segao. Assim, defina,
parane Ne B e X fixo

n

UnsB) = Y B).

Por (ii) de 10, {n;(-, B)}, é uma sequéncia de varidveis aleatérias Poisson
independentes. Assim, pelo resultado de (KINGMAN, 1992) citado no paragrafo anterior,

segue-se que {¥(-, B)}nen € uma sequéncia de varidveis aleatérias Poisson com pardmetros
n

(s, B) = 2 Ai(+, B). Por outro lado, note que a sequéncia {t(-, B)},en € monotonica-
i=1

mente crescente, visto que variaveis aleatorias de Poisson sao fungoes que assumem valores

nos inteiros positivos. Desse modo

Un(-B) 1 0. B) = n(B).
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0¢]
Se pelo menos uma das medidas de intensidade \;(B) ¢ infinita, ou se Z \i(B) é
i=1

ee}
infinita, Z Ai(B) sera infinita por construcao, e portanto n(B) dado pelo limite crescente de
i=1

{1i(-, B) }sen estara concentrado em oo com probabilidade 1, o que verifica a propriedade (i)
da Definigdo 10 no caso de n(B) infinito. No caso finito, pela propriedade de continuidade
inferior da medida de probabilidade, e levando em conta que a fungao exponencial é
continua, Vk € Ny:

P(n(-, B) < k) = lim P(¢,(-, B) < k)

n—0o0

n

= AHQOZPO (Z /\i(~,B);j> = ZPO (Z )\i('>B);j> .

Ou seja, verificamos a propriedade de Poisson de 7 para os conjuntos do tipo

n(B)e[0.k} = () (B)=1i}, keN.

z‘eNo,igk

Como estes geram a o-algebra 2'° na imagem das varidveis aleatérias Poisson
formadas pelas se¢oes mensuraveis da medida aleatéria 7, e formam um 7-sistema, por
um argumento de classe mondétona a distribuicao de n(-,B) :  — Ny, com B € X
qualquer, é inteiramente determinada pelos conjuntos desta forma. Assim, o argumento
acima demonstra a propriedade de Poisson, (i) na Defini¢ao 10, para o caso finito para

qualquer B € X', o que termina este passo.

Por fim, verificamos (ii) da Defini¢do 10. Para isso, sejam By, ..., B, conjuntos
X-mensuraveis e dois-a-dois disjuntos quaisquer. Entdo, {n;(-, B;)}’; para i = 1,..n
forma uma familia de varidveis aleatérias (de Poisson) independentes, e como a soma é
uma funcao Borel no espaco das variaveis aleatorias com valores discretos possivelmente
infinitos, segue-se que pelo Corolario 2.5.1 em (RAO; SWIFT, 2006), além de que o limite
de fungoes mensuraveis é mensuravel pelo Lema 1.11 de (KALLENBERG, 2021, p. 17),
que {n(-, B;)}L, forma uma familia independente de varidveis aleatérias Poisson. Assim,
n é completamente aleatéria, ou seja, satisfaz a propriedade (ii) da Defini¢do do processo

de Poisson.

]

Neste ponto, podemos iniciar os preparativos para a demonstracao de existéncia
do processo de Poisson. Para isso, precisamos de um resultado bastante geral em teoria da
medida, demonstrado por Lomnicki e Ulam no inicio dos anos 30, que nos garante um
suprimento de elementos aleatérios (processo estocasticos e medidas aleatérias, em nosso

caso) definidos num espacgo de probabilidade apropriado.



Capitulo 1. Teoria Geral 36

Para enunciar o teorema, precisamos de alguns elementos basicos de produtos
nao-contaveis de espacos de probabilidade, para elementos aleatérios gerais. Para isso,
considere T um conjunto de indices, possivelmente nao-contavel, e {(X;, F;) }er uma colegao

(possivelmente nao-contavel) de espagos mensuraveis. Considere o produto cartesiano X X,
teT
e defina neste a o-algebra gerada pelas projecoes, para cada t € T', m; : X Xy — Xy,
teT

RF=o(m,teT)=0 Uﬂ';l :
teT tel

Esta o-dlgebra corresponde a o-algebra gerada pelos cilindros com base contavel
(FREMLIN, 2003, p. 52). Neste contexto, munidos os espagos {(X;, F;) }ier de medidas de
probabilidade P;, obtemos o seguinte resultado (KALLENBERG, 2021, p. 181):

Teorema 7 (Lomnicki-Ulam, 1930). Para uma colegio qualquer de espagos de probabilidade
{(Xy, Fi, P) her indexada por um conjunto T, existem elementos aleatorios & definidos

em X; (i.e, com imagem em) dados por §(w) = m(w) e uma medida de probabilidade P

em (X X¢, X) F) tais que

teT teT
P( A wf(A)) =1P>< N (&eAt)) = [] (A = [] Pil& e A,
telcT telCT telCT telcT

Para qualquer subconjunto finito I de'l’ e A € ®]—"t, com A; o elemento t € I do cilindro
teT
formado por A em I.

Omitiremos a demonstragao do resultado, que pode ser vista no Corolario 8.25

em (KALLENBERG, 2021, p. 181).

Deste modo, note que o Teorema de Lomnicki-Ulam afirma que, dada uma
colecao arbitraria de espacos de probabilidade, sempre podemos encontrar elementos
aleatorios independentes, sejam eles medidas aleatorias ou processos estocasticos, definidos
num mesmo espago de probabilidade. Com esse Teorema em maos, vamos a uma defini¢do

que sera utilizada na demonstragao da existéncia do processo de Poisson:

Definicao 12 (Processo Binomial Misto). Sejam V e Q medidas de probabilidade em
(No, 2'°) e (X, X) respectivamente. Seja {X,}nen uma colegio de elementos aleatorios
independentes em X com distribuicao Q e k uma varidvel aleatoria em Ny com distribuicao
V, independente de {X, }nen. Entdo, n: X x  — Ny dado por

n= 77(" ) = Z 6(')X¢(') = Z 6Xi

¢ dito um processo binomial misto com distribuicoes de mistura V e amostral Q respectiva-

mente.
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A existéncia do processo binomial misto é uma consequéncia direta do Teorema

de Lomnicki-Ulam. De fato, escolhendo
{(Xna ‘FTH IEDn)}tET = {(X7 X7 @)} Vt € N7
{(Xna fna ]P)n)}n=7 = {(N07 2N07V)}7

com T = N x {~}, obtemos pelo Teorema 5 a existéncia de elementos aleatérios no espago

neN neN

{(Xt;}—t,Pt)}teT* = ((X X) X N07<®X)®2N07]P)> )

onde P é o limite projetivo, que o leitor pode interpretar simplesmente como a medida
resultante do teorema de Lomnicki-Ulam ', de Q e V dado pelo Teorema de Lomnicki-
Ulam (HOFFMANN-JORGENSEN, 1991). De fato, pelo Teorema de Lomnicki-Ulam, e
considerando a versao canoénica do processo binomial (HOFFMANN-JORGENSEN, 1991),

podemos identificar os dois espacos

{(Xt;-E,Pt)}teT = <(>< X) X N07(®X)®2NO7P) )

neN neN

A identificagdo consiste em mapear o espago de probabilidade base, i.e, 0 espago
de probabilidade onde o elemento esta originalmente definido, no espago de probabilidade
da distribuigdo do elemento aleatdrio obtido pelo teorema de existéncia (note que isto
sempre pode ser feito, vide (HOFFMANN-JORGENSEN, 1991)). Ou seja, vemos os
elementos aleatorios como um conjunto de caminhos no espaco de probabilidade definido
pelo teorema de limite projetivo (HOFFMANN-JORGENSEN, 1991) (a justificativa das
questoes de mensurabilidade podem ser encontradas no Lema 4.3 de (KALLENBERG,
2021, p. 81)). Assim, segue diretamente do fato de que a soma e composicao de elementos
aleatorios mensuraveis sdo fun¢oes mensuraveis, que o processo Binomial misto esta bem

definido e existe no espago de caminhos acima.

A partir daqui, sempre que assumirmos a existéncia de elementos aleatorios
independentes, a menos dito o contrario, estaremos assumindo uma estrutura para o espago
de probabilidade do tipo dada pelo Teorema de Lomnicki-Ulam. Assim, toda as operagoes
com respeito a uma medida envolvendo tais elementos serao dadas com respeito a medida
dada pelo limite projetivo - i.e, a distribui¢cdo (marginal ou conjunta) do processo (ou
processos, no caso marginal).

A importancia da hipotese de independéncia na construgao do processo Binomial

misto torna-se clara no contexto de teoremas de existéncia como Lomnicki-Ulam. De

fato, por esta hipétese, podemos construir processos formados mensuravelmente (i.e,

! Detalharemos esta definicdo no capitulo 2.
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utilizando operagoes como somas, composicoes, produtos e limites de fun¢des mensuraveis)
por elementos aleatérios independentes utilizando o Teorema de Lomnicki-Ulam, que
nao assume qualquer tipo de estrutura topolégica do espago de probabilidade ou do
espaco de estados dos processos. Assim, a existéncia torna-se uma questao puramente
probabilistica/de teoria da medida, sem apelar para a forma com a qual a topologia do
espaco se comporta (i.e, a quantidade de abertos, a presenga de conjuntos compactos, etc).
Como consequéncia, nos préoximos dois resultados, veremos como esse fato permite um
teorema de existéncia geral para o processo de Poisson. Posteriormente, formas topologicas
do teorema serdo comparadas com este. Neste caso, temos (LAST; PENROSE, 2018, p.
35):

Proposigao 3 (Processos: Poisson por Binomial). Seja Q uma medida de probabilidade em
(X, X) e sejay = 0 uma constante. Suponha 1 um processo binomial misto com distribuicao
de mistura Po(y) e distribuigio amostral Q. Entdo, n é um processo de Poisson com medida
de intensidade vQ.

Demonstragio. Sejam k e {X,,}nen como na Definigdo 12. Vamos provar as propriedades
(i) e (ii) da Definicao 10 do processo de Poisson simultaneamente. Para isso, seguiremos a
técnica de demonstragao da Proposigao 3.5 homénima de (LAST; PENROSE, 2018, p.
35).

Assim, sejam, no contexto da propriedade (ii), conjuntos dois-a-dois disjuntos
m

X-mensuraveis By, ...., B,,, e assuma que X = U B,,. Note que podemos assumir isto
i=1
sem perda de generalidade visto que, no contexto da demonstragéo se existir um B*

disjunto (i.e, B* = U B;)¢) de By, ...., B, tal que X = U B; u B*, basta adicionarmos o

complementar na sequenc1a e a solugao torna-se adlclonar mals um termo numa distribuicao

multinomial (o que podemos fazer sem problemas).

Desse modo, suponha kq, ...., k,, € Ny e defina k = Z k;. Assim, pela definicao
i=1
do processo binomial misto,

P(n(B1) = k- on(Bm) = k) = (Z Lixjem) = Z Lixjen.) = )

A interpretacao da segunda medida de probabilidade do lado direito da igual-
dade pode ser interpretado como a probabilidade de se escolher, num total de k objetos,
k1 do conjunto By, ..., k, do conjunto B,,, com reposi¢ao e de maneira ordenada. Isto é,
temos uma medida, ou distribui¢do, multinomial. Assim, pelo fato de x possuir distribuicao
Po(7),

P(n(By) = ki, ..., n(Bm) = ki) = ﬁ
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Desse modo, vemos que, para cada ¢ = 1,....,m:

P(n(B;) = ki) = Y, P(n(By) = ku, ooy n(Bin) = ki)

Kyl

Ll

7.

2 ﬁ ('Y@nglj))kj QB _ (vQ(By))* QB

Ky l#i j=1

Por um argumento de classe monétona idéntico ao do Teorema 5, concluimos que
n(B;), para i = 1,....,m, possui distribui¢do de Poisson. Similarmente, como a distribuicao
conjunta de todas as varidveis n(B;), para i = 1,....,m, pode ser fatorada num produto
para cada conjunto num sistema-7 da o-algebra do espaco imagem Ny das varidveis Poisson,
concluimos independéncia. Finalizamos a demonstracao, visto que verificamos as condigoes

da definicao do processo de Poisson.

O

Assim, podemos exibir uma demonstracao da existéncia do Processo de Poisson
(LAST; PENROSE, 2018, p. 21):

Teorema 8 (Processo de Poisson: Existéncia). Seja A uma medida s-finita em (X, X).

Entao, existe um processo de Poisson em X com medida de intensidade \.

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao em duas partes: um para o caso de intensidade

finita, e outro para o caso de medida de intensidade infinita.
No primeiro caso, isto é, 0 < A(X) < o (0 caso de A(X) = 0 é direto, visto
que neste caso temos um processo nulo), considere o espago produto do processo Binomial

misto, construido pelo teorema de Lomnicki-Ulam, e dado por

<<>< X)xNo,(®X)®2NO,P),

neN neN

que é, por sua vez, formado pelo produto dos espagos de distribuicao de elementos aleatorios

K, {Xi}ien, com K tomando valores em Ny e possuindo distribuigdo Po(A(X)), e {X;}ien

sequéncia de elementos aleatorios tomando valores em X e possuindo distribuicao

AX)

Desse modo, considere o processo binomial misto 7 construido nesse espago (por Lomnicki-
Ulam, como indicado) como na Definicao 12. Assim, pela Proposigao 3,  é um processo

de Poisson com medida de intensidade A.

Para o caso A(X) = o , vamos utilizar a hip6tese de A ser s-finita de maneira

essencial. Note que, por esta hipdtese, existe uma sequéncia de medidas finitas positivas
o0

{Aitien em (X, X) tal que A = Z ;. Assim, pelo teorema de Lomnicki-Ulam, considere

i=1
uma sequéncia de processos de Poisson independentes {n;};en no espago do limite projetivo
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obtido pela aplicacdo do Teorema de Lomnicki-Ulam em N cépias do espago (( X X) x
neN
No, (@ X) ®2Y P), cada um com medida de intensidade ;. Assim, pelo teorema da
neN
superposi¢ao (Teorema 6),

o0
n= 2771'
i=1

E um processo de Poisson com (medida de) intensidade A, o que completa a

demonstragao.

]

A partir da demonstracao anterior, vemos que, sempre dada uma medida de
intensidade s-finita A em (X, X'), é possivel construir um processo de Poisson num espago
de probabilidade apropriado. Assim como fazem (LAST; PENROSE, 2018, p. 22), vamos
exibir um corolario descrevendo brevemente como obter este espaco, algo que ja esta

contido, de uma forma ou outra, no Teorema 8 :

Corolario 1 (Espago de Probabilidade do Processo de Poisson). Seja A\ uma medida
s-finita em (X, X). Entdo, existe um espago de probabilidade (I';, A, P) no qual estao

definidos elementos aleatorios {X;}ien, com valores em X, e Kk, com valores em Ny, tais

n= i 5Xi
=1

é um processo de Poisson com (medida de) intensidade .

que

Demonstracao. O corolario é consequéncia da utilizacado do Teorema de Lomnicki-Ulam

no Teorema 8. De fato, considerando que A é s-finita, escolha {\;},cy as medidas finitas
\s

positivas como dadas no teorema anterior. Defina v; = A\(X), Q; = — e P, = V = Po(7).

K3
Assim, escolhendo

(X, Fr. P her = {(X, X,Q)}, VteN,

{(XnaFmPn)}v = {(N072N0>V>}'

Com T* = N x {a}, obtemos, pelo Teorema de Lomnicki-Ulam, a existéncia de

elementos aleatorios no espago

{<Xt’Eth)}teT* = (( >< X) X NU? (® X) ®21§7P> )

neN neN

onde P ¢é o limite projetivo de Q e V dado pelo Teorema de Lomnicki-Ulam. Esta primeira

operagao nos permite obter os elementos aleatérios {X;}ien, com valores em X, e k, com
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valores em Ny, com distribuigoes Q; e Po(\) respectivamente. Repetindo a operagdo, mas

agora com a seguinte escolha:

{(Xo, Foy P hier = (( X X) x No, (R X) @25‘,]1)) .

neN neN

Desse modo obtemos um espacgo com um limite projetivo dado pelo teorema
de Lomnicki-Ulam aplicado ao espago produto de {(X,,, F,., P,) }iez, onde cada processo
candnico (como no enunciado do teorema de Lomnicki-Ulam) definido pelas projegoes nas
componentes do espago produto sao cépias dos elementos aleatérios {X; }ien, com valores

em X, e k. Assim, denotando por

X <>< X ><N0>j, @(@X@QNO)‘, P*

jeN \ neN JEN \neN J

o espaco do limite projetivo de {(X,,, Fy,Pn)}ier, € escolhendo

TAP)=| X <><X><N0>., ®(®X®2No) I P |

jeN neN JEN \neN J

obtemos um espago de probabilidade com cépias (dadas pelas projegoes, i.e processos

candnicos) de elementos aleatérios independentes ; com distribui¢ao Po(\;) e {Xi;} i j)enxn

o0
n= Zm
i=1

define um processo de Poisson em (I', 4, P), com a mesma nota¢ao do Teorema 8. Cada

com distribuicao Q;, tais que

processo de Poisson individual 7; é formado pelo “algoritmo” de construgao do processo
binomial misto com base em &; com distribuicao Po();) e {X;;} ¢ jjenxn com distribuicao
Q;. Note que o algoritmo envolve limites, somas e composi¢oes de elementos aleatérios men-
suraveis, logo é mensuravel. Assim, demonstramos a existéncia do espago de probabilidade

citado no enunciado.

[]

Uma consequéncia das tltimas duas demonstragoes é a de que todo processo
de Poisson construido a partir do Teorema 8 possui uma versao (em distribuigao) prépria,
como na Definicao 4 . Essa é uma propriedade distribucional bastante ttil, visto que a
forma propria de um processo deste tipo, ou seja, a forma de um processo binomial, é
bastante tratavel do ponto de vista de medidas de probabilidade (i.e, calcular distribuigoes,
etc.) - vide o Capitulo 3 de (KALLENBERG, 2017).

Apesar disso, neste nivel de generalidade, é possivel construir versdes nao-

proprias de um processo de Poisson, analogamente a 1:
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Proposicao 4 (Processo de Poisson Impréprio). Existe um espago de medida (X, X)
equipado com uma medida s-finita A tal que, dado um processo de Poisson n neste espago

com (medida de) intensidade X\, este possui uma versao que nao € propria.

Demonstragio. Considere X = [0,1] e X = o({{z} : x € [0, 1]}), isto é:

X ={Ac X :Aécontavel ou A° é contavel}

Defina, em (X, X), a medida de Dieudonné restrita dada por:

1 se A€ é contdvel
w(A) =

0 se A é contavel

Notemos que, como trata-se de uma medida finita, esta também é s-finita -
mais ainda, p € N(X). Assim, pelo Teorema 8, existe um processo de Poisson  em X
com (medida de) intensidade p. Vamos provar que este ndo é necessariamente préprio (i.e,
existem conjuntos em X tal que 7n(w, A) ndo é uma soma de Dirac). De fato, suponha que,

VA e X e Vw e §, n possua representacao propria em termos do Corolario 1 na forma
n= Z (5 X; -
i=1

Tome A € X tal que A é contavel, e A" € X com (A")° contével. Podemos
escolher A e A" disjuntos. Assim, temos que o seguinte conjunto é A/(X)-mensurdvel (pois

é intersecgao de conjuntos geradores):
{p* = p*(A) =0, p*(A") = 1}.
Mas, pela propriedade de independéncia completa de 7, temos que

By({u* : p*(A) = 0, p*(A) = 1}) = P(n(A) = 0)P(n(A") = 1) > 0.

Assim, existe w num conjunto nao-nulo e mensuravel em 2 tal que:

1 se B=A,
n(B,w) =
0 se B=A
(@)
Neste caso, n(w, A) = p(A). Mas, temos que p(A) # Z dx,(w)- De fato, escolha,
i—1

por exemplo, A = X;(w) e A" = [0, 1]\ X} (w). Estes satisfazem os passos acima, mas, neste

caso,



Capitulo 1. Teoria Geral 43

u(A) = 0.

Assim, temos que o processo de Poisson 7 nao é necessariamente proprio. O

que termina o exemplo.

]

Outras demonstracoes de existéncia para o caso de um processo de Poisson

em espagos abstratos, com diferentes hipéteses mensuraveis, podem ser vistas em, por

exemplo, (FREMLIN, 2006) e (KINGMAN, 2006).

Discussoes adicionais sobre propriedades (de caminhos amostrais de) represen-
tagoes proprias, além de outros teoremas de decomposicao atémica que nao serao tratados
nesta dissertagdo, podem ser vistos no Capitulo 1 de (DALEY; VERE-JONES, 2008).

A partir de agora, para o resto do capitulo, estudaremos algumas propriedades

de transformacdes de processos pontuais.

1.4 TransformacGes de Processos Pontuais

Nesta Segao, discutiremos brevemente operadores agindo no espago de caminhos
de processos pontuais, isto é, em N(X). A motivacao de tais técnicas algébricas pode
ser observada, por exemplo, na teoria de inferéncia de processos em variedades: dado um
processo pontual num estado ambiente sem curvatura, € possivel afirmar que mapeando
este numa dada carta de uma variedade, ha preservagao de sua estrutura distribucional,
ou melhor, da estrutura de seus caminhos? Outra operacao bastante importante do ponto
de vista estatistico é a chamada de “thinning” que, basicamente, consiste em remover
pontos do processo (i.e, realizagoes de seus caminhos) baseado em algum critério. Um
exemplo classico consiste na censura dos caminhos: se o processo é observado apenas em
um conjunto fixo, podemos descartar todos os outros pontos provenientes de conjuntos

disjuntos deste, através desta operacao.

Sendo assim, trata-se de um tépico importantissimo, tanto do ponto de vista
da teoria geral de processos pontuais quanto da inferéncia destes. Para apresentar algumas
ideias deste tépico, seguiremos o Capitulo 5 de (LAST; PENROSE, 2018). Também
utilizaremos algumas ideias de (BREMAUD, 2020)

Para comecar, vamos definir a no¢ao de um “processo pontual transformado”.
Fixemos (Y,)) e (X, &) dois espagos mensuraveis, e considere 7' : X — Y um mapa

Y\X-mensurédvel. Considere ¢ uma medida no espaco (X, X'), entdo:

Defini¢ao 13 (Push-forward de uma Medida). Seja p medida em (X, X) e considere
T:X —Y um mapa Y\X-mensurdvel. Entdo, a medida T+ = T(n) : Y — R dada por

T(M) = M(T71<C))7 Cel,
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¢ dita a medida push-forward de p por T' ou, numa linguagem comumente utilizada em

teoria da probabilidade, a medida imagem de p por T.

Dado este conceito, que j utilizamos no Teorema da Superposicao (6), podemos

apresentar a definicdo de um processo pontual transformado por um mapa mensuravel.

Defini¢ao 14 (Processo Pontual Transformado). Seja n um processo pontual no espago
(X, X), e considere T : X — Y um mapa Y\X-mensurdvel. Assim, dizemos que o processo
T(n): Q — N(Y) definido por

para cada C' € Y, é dita a transformagdo do processo pontual n por T', ou processo pontual

transformado (quando nao hd possibilidade de confusiao sobre o mapa em questio).

Antes de prosseguirmos, precisamos mostrar que tal definicdo é bem posta, ou
seja, que de fato T'(n) é um processo pontual no espago Y. A demonstragao deste fato
garante uma resposta para uma das perguntas feitas no inicio desta Se¢ao: de fato, um
mapa mensuravel preserva a estrutura de um processo pontual (LAST; PENROSE, 2018,
p. 38):

Teorema 9 (Transformagoes Estruturais de Processos Pontuais). Seja n um processo
pontual em X com medida de intensidade s-finita A, e considere T': X — Y wum mapa
V\X-mensurdvel. Entao, o processo T'(n), como na Definicao 14, é um processo pontual

emY com medida de intensidade dada pelo push-forward de A por T', T'(\).

Demonstragio. Relembremos que, para provar que 7'(n) é de fato um processo pontual,

devemos mostrar duas propriedades (3):

o Para cada we Q, T(n(w))(-) = n(w, T~'(-)) é uma medida s-finita em (Y,)) com

valores discretos (i.e, em Np).

e« T(n):Q— N(Y) é um mapa N (Y)\F-mensurédvel.

Para o primeiro item, sejam p é uma medida s-finita qualquer em (X, X) e

J : X - Y um mapa Y\X-mensuravel, entao para qualquer C' € X
e}
p(C) = Y 1a(C).
n=1

Com {p,} uma cole¢do de medidas finitas em (Y, )). Desse modo, temos que

J(1) = p(J7H(D)) = Z pa(J7HD)) = D J()a(D),
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com {T'(11),,} uma colecao de medidas finitas em (Y, )) e D € Y qualquer. Assim, concluimos
que o push-forward de uma medida s-finita por um mapa mensuravel é s-finita. Desse modo,
no caso de um processo pontual, para cada w € Q, T(n(w))(+) é, por construgao, o push-
forward de uma medida s-finita em (X, X') por T': X — Y um mapa Y\X-mensuravel, e

logo uma medida s-finita em (Y, )). Isso prova o primeiro item.

Para o segundo, notemos que, por 1 ser um processo pontual em X,

{w:nw,C)=k}eF, VCe X ekeNy,

onde este conjunto é dado por n ' (Acx) com

AC,k:{M:/’L(C):k}M CexekENm

que, segundo o Lema 1, a cole¢ao destes gera a o-algebra N'(X). Mas, note que, destas
relagbes e do Teorema 136G de (FREMLIN, 2000, p. 92), concluimos a mensurabilidade

afirmada no segundo item acima, visto que para um A¢j qualquer

(T on) " (Acx) = {w:n(w, T7H(C))} € F,

para C' € X qualquer e k € Ny qualquer. Isto prova a afirmacdo sobre a preservacao de
estrutura de processo pontual. Para o segundo ponto do teorema ,isto é, que T7'(n) : 2 —
N(Y) possui intensidade dada, note que, para qualquer D € X', E(n)(D) = A(D). Assim,

com a mesma notacao,

Portanto, T'(n) possui intensidade T'(\) como afirmado.

]

Para o caso do processo de Poisson, temos um resultado estrutural de transfor-
magao (LAST; PENROSE, 2018, p. 38):

Teorema 10 (Transformagao Estrutural de um Processo de Poisson). Seja n um processo
de Poisson no espago X com medida de intensidade s-finita X. Entdo, T(n), como na

Definicao 14, é um processo de Poisson em 'Y com medida de intensidade T(N).

Demonstracdo. A afirmacao sobre a intensidade é consequéncia direta do Teorema 9. Para
a invariancia da transformagcao, precisamos verificar as duas condi¢oes da Defini¢ao 10

(defini¢ao do processo de Poisson). Mas, a verificagdo é direta, visto que:

(i) Por definicao de n, VB € X a distribuicao de n(-, B) é Poisson com parametro A(-, B).
Desse modo, com D € Y qualquer, temos que T'(n)(-, D) = n(-,T~(D)) possui

distribuigao de Poisson com parametro 7'(A)(B) (segundo o Teorema 9).
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(ii) Por definigdo de n, Vm € N e VBy, ..., B,, sequéncia disjunta mensurdvel de conjun-
tos em X, a sequéncia de varidveis aleatérias {n(-, B;)}/~, é independente. Assim,
(-, THD))}™, = {T(n(-, D))}, forma uma sequéncia independente para qual-

quer colegao disjunta de conjuntos D+, ..., D,, em ).

O que conclui a verificacao das duas propriedades que definem o processo de

Poisson.

]

Para um exemplo instrutivo, consideremos a translacdo de um processo de
Poisson préprio em um espaco Euclidiano. (baseado no Exemplo 3.4.5 de (BREMAUD,
2020, p. 90)):

Exemplo. 0.4.1 (Translagdes) Seja n um processo de Poisson proprio em

(R™, B(R™)) com medida de intensidade s-finita A, isto é, um processo da forma
= Z 0x;,

com {X;},en uma colecao de vetores aleatérios independentes em R™ e k uma variavel
aleatéria em Ny independente de {X;};cny. Agora, considere a transformacio 7 : R” — R"™
dada por

T—T+Yy,

com x,y € R". Assim, seja {Y;};eny uma colegao de vetores aleatérios independentes em R"

com distribui¢ao Py, e defina o processo aleatério n* em R™ dado por
T(n) =n*=n=>0xv,

que, pelo Teorema 10 é um processo de Poisson em R™ com medida de intensidade s-finita

dada por
T(\)(C) = f Py (C - £)\(dx),

n

com C' € B(R"™), que é a convolugdo das medidas Py e A. A

De acordo com a introducao desta secao, a operacao de remover pontos da
realizagdo de um processo pontual possui um papel importante na teoria estatistica, e
de convergéncia (vide o Capitulo 4 de (KALLENBERG, 2017)), destes processos. Para
um estudo formal, comegamos com a defini¢do da seguinte operacao ((LAST; PENROSE,
2018, p. 40)):

K

Definigao 15 (Marcas de Processos Pontuais). Seja n = Z dx, um processo pontual
n=1
proprio em X. Seja QQ um nicleo de probabilidade de X a'Y. Seja {Y,}nen uma colegio



Capitulo 1. Teoria Geral 47

de elementos aleatorios em Y tal que P(Y, € - |k = m, Xo, { Xk }isn) = Q(Xn, ), n < m,
Vm e N. Além disso, suponha que, Y, L i (x,<.1} Yk 2 para k #n en < m. Entdo, o

processo pontual dado por:

§ = Z 5(men)’
n=1

¢ dito o processo pontual Q)-marcado de n.

Seguindo (LAST; PENROSE, 2018, p. 40), provemos que, se os elementos
aleatorios da Defini¢ao 15, {Y,, }nen, existem, entdo podemos modificar o espago de pro-
babilidade do processo pontual 1 para suportar a ()-marca . Para isso, precisamos do
Teorema de Tonescu-Tulcea (KALLENBERG, 2021, p. 180):

Teorema 11 (Ionescu-Tulcea). Para qualquer colecao contavel de espagos mensurdveis
{(Sn,Sn)tnen, € nicleos de probabilidade i, : Sy x -+ x S,_1 — Sp, n € N, existem
elementos aleatorios X, € S,, n € N, definidos num espago de probabilidade comum

(Q, F,P), tal que as distribuicoes de dimensdo finita sao dadas por

]PXL...,XTL(AD cee 7An> = f (J e (J Hn(331> ooy Tn—1, dmn)) e ,U2(331> dl’g)) /’Ll(dajl)
A As An

A construcao do espago de probabilidade que suporta os elementos aleatérios
da Definicao 15, desse modo, sera feita utilizando o Teorema 11 em um nimero contavel
de passos (para mais detalhes desta construgao, veja (THORISSON, 2000)). Neste caso,
suponha que a distribui¢ao condicional de Y;| X7, Q(X;(w), ), definida como um ntcleo de
2 em Y, esteja bem definida. Assim, pelo Teorema de Ionescu-Tulcea, existe um espaco
de probabilidade (€2, 4, P) tal que a distribuicio conjunta dos elementos aleatérios pode

ser escrita como:

IPJ.‘-i,)ﬁ,...,)(n,yl (N17 A17 e 7ATL7 B) = F.'4(-]\'71)@)(2 <A2> e pXTL,l (An—l) Q(x17 B)@Xl (dxl)
Aq

Note que isso corresponde a escolher os nicleos como distribui¢oes de elementos

aleatorios independentes no caso dos X e k. Mas, por construgdo, com B € )Y e A €

2N @ (é@ X):

P({Y, € B}, {(x, X1,...,X,) € A}) = LQ(xlaB)Ple,---,Xn-

2 Aqui, o uso de L consiste na notacio de (KALLENBERG, 2021) para independéncia condicional de
elementos aleatdrios.
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Desse modo,

J Q(z1, B)\P x,.. x, = J P(Y1 € Blk, 21, {Tr}er1)Prx,. X0 -
A A

Assim, P(Y; € Blx = m, X1,{X,.1}) = Q(X1, B), de modo que a independén-

cia condicional realmente esta verificada.

Agora, queremos introduzir uma outra variavel Y5 condicionalmente indepen-
dente de Y7, dados k = m, { X, }n<m, tal que P(Yy € Alk = m, Xo, {Xi}iz2) = Q(Xa, A).
Para isso, utilizamos o Teorema de Ionescu-Tulcea novamente, pelo qual podemos afirmar
a existéncia da seguinte distribuicio conjunta num dado espaco de probabilidade (92, A, P)

tal que:

PK,XL...,Xn,YhYQ (N17 A17 e 7An7 Bh BZ) =

()P (40) -+ Py (4a) ala, BFx, (@) ([ Qlee BPsira))

Az

que corresponde a uma distribuicao conjunta onde vale a independéncia condicional de Y;

e Y5 como citada na Definigdo 15. De fato, pela definicao de distribui¢do condicional, com

2 _ n
(B1,B2) e QY e Ae2" @ (R X),
i=1 =1

p({I{ENl,Xl€A17...,XnEAn,}/1EBl,}/QEBQ}) =

f J J P(Yy € By, Y € Bolk, 1, ..., 20)Pu xy . x, (A2, -+, dy).
Ny Ja, An

Mas, por construcao, o lado esquerdo é igual a
J f e J Q(z1, B1)Q(z2, BQ>@H,X1,-~~,Xn(dx1’ e day),
Ny JA, An

com Q(X1,B1) = P(Y1 € Bils, X1, {Xi}iz1) € Q(Xo, Ba) = P(Ya € Bs|k, Xo, {X;}iro).
Assim, temos quase certamente - P:

]P(Yl € By,Ys€ Bz‘/f,Xl, . 7Xn) = Q(XbBl) : Q(X2>B2) =

P<Yl € Bl|’<&7X17 {Xi}i;él) 'P(Yz € B2|"€, Xo, {Xi}i9é2>a

que, por defini¢do, implica na independéncia condicional.

Sendo assim, repetindo o primeiro procedimento de extensao condicional, pode-
mos obter um espaco de probabilidade tinico, derivado do Teorema de Ionescu-Tulcea, no
qual todas as variaveis estao definidas conjuntamente (i.e, um espago que suporta todas
elas). Para o resultado principal de obter um espago de probabilidade que suporta todos os

elementos aleatérios da Definicao 15, repetimos este procedimento um niimero equivalente
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a card(N), que é possivel gragas ao Teorema de Ionescu-Tulcea, e obtemos um espago
de probabilidade indicado por Last e Penrose (2017), onde todas as marcas e elementos
aleatorios que compde o processo 1 estao definidos conjuntamente. Essencialmente, trata-
se de uma constru¢ao de um espago produto com contéveis cépias do espago Y (LAST;
PENROSE, 2018, pp. 40-41).

Esta construcao permite garantir que a definicdo de um processo pontual
marcado, Definicao 15, é consistente do ponto de vista mensuravel - isto ¢, existem espacos

de probabilidade que suportam os elementos aleatérios citados conjuntamente.

Garantida a boa definicdo do procedimento de marcas, temos os seguintes
resultados de caracterizagao distribucional (LAST; PENROSE, 2018, pp. 41-42):

Teorema 12 (Funcional de Laplace de Marcas). Seja, sequindo a Definicao 15, & uma
Q-marca de um processo pontual proprio n em X. Entao, o funcional de Laplace de & €

dado por:

com [ fungio B(R)\(X ® YV)-mensurdvel e f*(x) = — log[fy e 1@V Q(x, dy)].

A demonstragao, que omitimos, mas que pode ser vista em (LAST; PENROSE,
2018, p. 41) consiste em utilizar as distribuigdes (condicionais) dadas pelo Teorema de

Tonescu-Tulcea.

Ainda para o caso de um processo marcado qualquer, sendo (LAST; PENROSE,
2018, p. 41):

(4 Q)(C) = [ [ 1w etz dpido),

com C' € X®Y, temos o seguinte resultado dado pela Proposicao 5.5. de (LAST; PENROSE,
2018, p. 41):

Proposicao 5. Seja n um processo pontual proprio em X com medida de intensidade
s-finita A e seja, sequindo a Definicao 15, & uma QQ-marca de n. Entdao, & € um processo

pontual em X x'Y com medida de intensidade A ® Q).

A demonstragao, que igualmente ao tltimo resultado, omitimos, pode ser vista
em (LAST; PENROSE, 2018, p. 42) (esta consiste numa aplica¢ao da férmula de Campbell-
Slyvnyak-Mecke - veja o capitulo 6 de (KALLENBERG, 2017) ou a se¢do 2.2. de (LAST;
PENROSE, 2018)).

Por fim, obtemos o andlogo da Proposi¢ao 5 para o caso do processo de Poisson
(LAST; PENROSE, 2018, p. 41):
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Teorema 13 (Marca de um Processo de Poisson). Seja n um processo de Poisson em X
com medida de intensidade s-finita . seja, sequindo a Definicao 15, & uma Q-marca de 7.

Entdo, £ é um processo de Poisson com medida de intensidade (s-finita) A ® Q.

Para a demonstracao do teorema, ver (LAST; PENROSE, 2018, p. 42).

Por fim, podemos utilizar a definicdo de um processo pontual marcado para
definir rigorosamente a retirada de pontos de sua realizacao (LAST; PENROSE, 2018, p.
43):

Defini¢ao 16. Thinning de um Processo Pontual Seja {p;}ien uma sequéncia de fungoes
B([0, 1])\X mensurdveis de X a [0,1] tais que:

Q0
sz(x) =1, zeX.
i=1

Defina um nicleo de probabilidade () de X a N por:

Q(x,{i}) = pi(z), z€ X,neN.

Se & €, sequindo a Definicio 15, uma QQ-marca de um processo pontual n em X, entao

n; = &(- x {i}) € dito um p;-thinning de n para todo i € N.

A Proposigao 5 garante que a operacao de thinning de um processo pontual esté
bem definida. Para o processo de Poisson temos a seguinte construgao (LAST; PENROSE,

2018, p. 43), que novamente omitimos a demonstragao:

Teorema 14 (Thinning de um Processo de Poisson). Seja &, sequindo a Defini¢io 15,
uma Q-marca de um processo de Poisson n em X, onde Q(z,{i}) = pi(z), v € X,neN.

Entdo, n; = £(- x {i}), com i € N, sdo processo de Poisson independentes.

Este ultimo resultado possui aplicagoes importantes na teoria de redugao
suficiente de experimentos estatisticos envolvendo o processo de Poisson, vide o Capitulo 6

de (KARR, 1991).

Para mais aplicagoes da teoria de transformacgoes de processos pontuais, espe-
cialmente na construgdo de teoremas limite destes, veja as se¢oes 1.10 e Capitulo 3 de
(KERSTAN; MATTHES; MECKE, 1978) e o Capitulo 4 de (KALLENBERG, 2017)

Esta exposicao da teoria de transformacao de processos Pontuais encerra nossa
discussao sobre os elementos fundantes da teoria abstrata do processo de Poisson. Mais
informacoes neste sentido, especialmente da relacao entre a teoria de integragao de processos
de Poisson e transformacoes deste, podem ser vistas no Capitulo 4 de (LAST; PENROSE,
2018).
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2 Teoria dos Espacos Localizados

2.1 Processos Pontuais e Medidas Aleatérias em Espacos Mensura-

veis Localizados

Para obtencao de resultados estruturais, como representagoes proprias de
processos pontuais, além do estudo inferencial destes , especializaremos a teoria abstrata
dos processos pontuais no contexto de uma estrutura que permita uma harmonia com
a (possivel) topologia ambiente do espago X. Para isso, vamos seguir a abordagem da
teoria dos espagos localizados por d-anéis de (KALLENBERG, 2017). Trata-se de um
desenvolvimento mais recente da teoria de processos pontuais da escola de Jena (KERSTAN;

MATTHES; MECKE, 1978).

Em poucas palavras, a teoria consiste em definir uma estrutura auxiliar no
espago (X, X), o espago de estados dos processos pontuais/medidas aleatérias, de modo
que estes possuam realizacoes, i.e, medidas, finitas numa classe pré-definida de conjuntos
limitados. Vamos formalizar esta de limitacdo enquanto um 'anel de localizacao'em
X. Antes disso, fixemos uma notagao: qualquer afirmacao que envolva um espaco de
probabilidade no contexto de um processo pontual, ou medida aleatéria, subentende-se um
espaco de probabilidade fixo (2, F,P). Seguindo (KALLENBERG, 2017, p. 19), definimos:

Definicao 17 (Anel, § — Anel e Semi-Anel mensuraveis). Para um espago X, uma classe
nao-vazia de subconjuntos deste, U, é dita um anel se esta é fechada sob unioes finitas e

interseccoes de elementos, e também por diferencas proprias, isto é:

(i) Se ABeUd — AuBel,
(ii) Se AABeUd = AnBel,

(iii) Se A,Bel e A< B, entio B\AeU.

Se em (ii) podemos tomar intersecgoes contdveis, U é dito um d-anel.

Por outro lado, dizemos que uma classe nao-vazia de subconjuntos de X, I, é dita um
semi-anel se esta € fechada sob intersecgoes finitas e tal que cada diferenca propria € unidao

finita e disjunta de elementos da classe, isto é:

(i) Se ABeUd — AnBel,

(i1) Se A,Bel e A< B, entdo existe {I,,}pn<oonen € L tal que B\A = U["'
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Agora, seja (X, X') um espaco mensuravel qualquer. Seguindo (KALLENBERG,
2017, p. 19), temos que:

Defini¢ao 18 (Anel de Localizagdo de um Espago Mensuravel). Seja (X, X') um espago
mensuravel qualquer, e considere X < X uma classe de subconjuntos de X. Dizemos que

X, um d-anel, € um anel de localizacio de X se esta satisfaz as sequintes condicoes:

(i) X é um subanel de X,
(i) Se Ae X e Be X — AnBeA,

(iii) X = U(X A O,), para { X, }nen sequéncia em X tal que O, 1 X.

neN

Seguindo o autor, escrevemos que {O,,},en € uma sequéncia localizadora em X,
e dizemos que um conjunto mensuravel ¢é limitado se este pertence ao anel de localizacao
(note que isso induz uma nogao de "limitagdo” em um espago mensuravel, mas sem uma
topologia). Além disso, para homogenizarmos nossa notacao, dizemos que (X, X, X ) é um
espago mensuravel localizado com anel de localizagao X , ou mesmo que (X, X, X ) é um
espaco localizado. Antes de prosseguirmos com alguns resultados sobre anéis de localizacao,

mais uma definicdo que utilizaremos para resultados de existéncia de processos pontuais

(KALLENBERG, 2021, p. 15):

Definigdo 19 (Classe Dissecante). Seja (X, X, X) um espaco mensurdvel localizado con-
sistindo de um espaco standard Borel * X equipado com sua o-dlgebra Borel (gerada pela
topologia polonesa de X ) X e X um anel de localizacao em X . Dizemos que uma classe de
subconjuntos de X, C, tal que C = )?,é uma classe dissecante se:

(1) Qualquer conjunto aberto G < X € uma unido contdvel de elementos de C,

(ii) Para qualquer B € X , B possui uma cobertura finita por conjuntos de C.

Da Definicao 18, obtemos diretamente algumas propriedades gerais dos anéis
de localizagao (KALLENBERG, 2017, p. 19):

Proposigao 6 (Propriedades do Anel de Localizacao). Seja (X, X) um espagco mensurdvel
qualquer, e considere X um anel de localizacao de X. Assim,
(i) X ¢ fechado sob a operagdo de intersecgoes contdveis,

(i) Se {Bpn}nen € X é uma sequéncia de conjuntos tal que B, — C € X Vne N, entao
U B, € /f’,

Para a defini¢io deste espago, e algumas propriedades, veja (KALLENBERG, 2017, pp. 17-18)

1
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(iii) X € um anel de localizagao,

(iv) Dada uma sequéncia {Op}nen € X tal que O, 1 X, entdo X = U(O" NX) éum
neN
anel de localizagcao de X. )

Omitimos a demonstragao, que pode ser vista em (KALLENBERG, 2017, p.
19).

Alguns exemplos clédssicos de anéis de localizacao na literatura podem ser vistos
em (KALLENBERG, 2017, pp. 19-20):

(i) Seja X munido de uma topologia métrica (7,dx), com 7T a colecdo de abertos
geradores pela métrica (em X) dy, e coloque X = B,(X) a o-dlgebra Borel gerada
pela topologia de X. Entao, é possivel encontrar uma cobertura contavel de X
consistindo de conjuntos Borel metricamente limitados. Assim, pela proposicao 6,

item (iv), podemos formar um anel de localizagdo com esta cobertura de conjuntos.

(ii) Considere X munido de uma topologia 7 tal que X seja um espago topoldgico
localmente compacto, Hausdorff e separavel. Entao, podemos encontrar uma cober-
tura contavel de X consistindo de conjuntos relativamente compactos. Um anel de

localizagao pode ser definido por X = U (O, N X) pela cobertura do espaco.

neN

E importante lembrar o fato de que X nao é, necessariamente, um elemento
de X. Nos casos em que é possivel verificar positivamente este fato, temos mais uma

propriedade re regularidade de um anel de localizacao:

Proposigao 7 (Anéis de Localizagao e a o-algebra X'). Considere (X, X, 2\?) um espaco

mensurdvel localizado tal que X € X. Entio, X = X.

Demonstracao. A inclusao X < X ¢ vilida por defini¢do. Por outro lado, tome A € X
qualquer. Como X ¢ um anel de localizacao que contém X, note que, pela propriedade (ii)
da Definicao 18, AeX, XeX = XnA=AeX. Assim, X  X. Logo, X = X. O

Mais geralmente, temos que, dado um o-anel gerado por uma classe de subcon-
juntos de X (HALMOS, 1950, p. 34), obtemos o seguinte resultado (RIPLEY, 1976, p.
984) :

Proposicao 8 (o-anéis e Anéis de Localizagao). Considere (X, X, X ) um espago mensu-

ravel localizado, e defina JT(?E) o g-anel gerado pelo anel de localizagdo X. Se X satisfaz:

(i) Ae X e B€ A — Be X (ie, X ¢ hereditirio),
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(ii) Se Ae X, entio existe Be X com A< B (X ¢ cofinal sob inclusio).

Entao,

0,.(X) = X.
Em particular, se X € X, 0,(X) = o(X).

Em particular, segundo (RIPLEY, 1976, p. 984), este resultado é verdadeiro
no caso de qualquer espago métrico munido de sua o-algebra Borel e anel de localizacao

dos conjuntos Borel metricamente limitados.

Para extrair algumas propriedades estruturais dos espagos de medidas na
presenca de anéis de localizacao, como decomposicoes atomicas e unicidade destas, e que
podem ser utilizadas no contexto de processos pontuais e regularidade das medidas formadas
por estes, precisamos de mais uma nog¢ao técnica, conhecida como sistema de dissecacao.
Para este caso, seguindo (KALLENBERG, 2017, p. 20), especializamos nosso resultado
para X um espaco standard Borel, sua o-algebra Borel X', e X consistindo dos conjuntos
Borel metricamente limitados. Neste caso, temos a seguinte definicao (KALLENBERG,
2017, p. 20)

Defini¢ao 20 (Sistema de Dissecacdo). Seja I = {I; j}i jjenxn uma sequéncia dupla

consistindo de subconjuntos de X, I;; € 2?, comn,jeN, tal que:

(1) Yn e N, os conjuntos {I,;}jen formam uma particio de X,
(1t) Ym < n e N, a particio {I,,;}jen € um refinamento de {I,;}en,
(7ii) ¥Yn € N, cada conjunto B € X admite uma cobertura por finitos elementos de {In;}jen,

(iv) o({Lij}ijen) = X.
Entao, dizemos que I ¢ um sistema de dissecacdo de X

Como indicado por (KALLENBERG, 2017, p. 20), um caso de grande interesse
da Definicao 20 consiste no caso da reta real X = R equipada com sua o-algebra Borel.
Neste caso, podemos escolher como sistema de dissecagao a classe de todos os intervalos
diddicos I;; = (‘]2_711, 2‘7—“], o mesmo pode ser feito em R", escolhendo um produto cartesiano
de intervalos diadicos. Em um caso mais abstrato, sempre podemos encontrar um sistema
de dissecagdo no caso standard Borel (KALLENBERG, 2017, p. 20):

Lema 3 (Sistema de Dissecacio no Caso standard Borel). Considere (X, X, X) um espaco
mensurdvel localizado consistindo de X standard Borel e X sua o-dlgebra Borel. Entdo, o

anel de localizagio X admite (i.e, contém) um sistema de dissecacdo I = {I;;}; jen.



Capitulo 2. Teoria dos Espagos Localizados 55

A demonstragao do lema, que omitimos, pode ser vista em (KALLENBERG,
2017, pp. 20-21).

No contexto de nossa discussao sobre processos pontuais, temos as seguintes
estruturas (KALLENBERG, 2017, p. 21):

Definigao 21 (Medida Localmente Finita). Dado um espago mensurdvel localizado
(X,X,)e), dizemos que uma medida u : X — R, € localmente finita se u(B) < oo,
VBe X.

Na notacao da referéncia (KALLENBERG, 2017), denotamos por M x a classe

de todas as medidas localmente finitas em X, isto é:

Mx ={p: X - Ry : p medida em X localmente finita}.

Analogamente ao caso do espaco de medidas s-finitas, denotamos por B(Mx)
a o-algebra em My gerada pelos mapas mp : u — pu(B), com € Mx e Be X. Assim,
temos a seguinte nogao de medida aleatéria (KALLENBERG, 2017, p. 49):

Defini¢do 22 (Medida Aleatéria segundo (KALLENBERG, 2017)). Seja (X, X, X) um
espago localizado e & um nucleo localmente finito em X, isto €, um elemento aleatorio

£:Q — Mx. Entao, dizemos que & € uma medida aleatoria em X.

No caso em que o espaco de estados do elemento aletério £ é dado por N )l(, 0
espaco das medidas localmente finitas em X com valores inteiros positivos, dizemos que
este é um processo pontual (KALLENBERG, 2017, p. 49) - note que, neste nivel de
generalidade, ndao podemos afirmar que Ny é um subconjunto B(M x )-mensuravel de M,

algo que serd resolvido com hipdteses adicionais (veja o Teorema 23 desta dissertacao).

Para medidas aleatérias segundo a Definicao 22, temos uma caracterizagao
distribuicao analoga aquela apresentada no Teorema 3 desta dissertacao, mas com hipéteses
(pseudo)-topoldgicas (KALLENBERG, 2017, p. 52):

Teorema 15 (Caracterizagao Distribuicdo de Medidas Aleatérias Segundo Kallenberg
(2017)). Fize um anel dissecante U < X de um anel localizador X de um espago standard
Borel (X, /\?) Fize, também, um semi-anel T < X. Entdo:

(i) Para quaisquer medidas aleatdrias & e n em X, temos que & 4 1 se e somente se:

£(f) = L F()E(dz) & L f@yn(dz) = n(f), f e I

com L, a classe das fungoes simples positivas e L-mensurdveis.



Capitulo 2. Teoria dos Espagos Localizados 56

(i) Para quaisquer processos pontuais n e & em X, temos que temos que & 4 7 se e

somente se:

P({EU) = 0}) = P({n(U) = 0}), UeU.

Se X € polonés - isto é, se munirmos X de sua topologia polonesa-, entdo em (i) podemos

tomar f como uma fungao simples e continua com suporte compacto em X.

A demonstragdo do teorema pode ser vista em (KALLENBERG, 2017, p.
52). Analogamente ao caso do funcional de Laplace abstrato (Teorema 3), temos que

(KALLENBERG, 2017, p. 53):

Teorema 16 (Unicidade Distribucional e Funcional de Laplace). Fize um anel localizador
X de um espago standard Borel (X, /'?), e um semi-anel T < X. Entao, para duas medidas
aleatérias & e n em X, temos que & 4 n se e somente se Le(f) = L,(f) para toda fungio

fe f+ tal que f <1, sendo ir a classe das funcoes simples positivas e Z-mensurdveis.
Apresentaremos a demonstragao baseada em (KALLENBERG, 2017, p. 53):

Demonstracio. A parte necessaria do teorema ja foi demonstrada no Teorema 3 desta

dissertacao.

Considerando a parte suficiente, para uma funcao qualquer f € 7. tal que
f <1 fixa, temos que, por hipétese L¢(f) = L,(f) para o parametro do funcional restrito a
[0, 1]. Pelo fato de que tais funcionais sdo fungoes real-analiticas em (0, 0) (RAO; SWIFT,
2006, p. 278), e pelo teorema da identidade de fungoes real-analiticas exposto no Capitulo
3, Secao I11.3 de (FREITAG; BUSAM, 2009), temos que L¢(f) = L,(f) para o parametro
do funcional em (0,00). Assim, pelo Teorema 3, temos que essa relacao implica em (i)
do Teorema 15 pela unicidade dos funcionais de Laplace de variaveis aleatorias positivas
(KALLENBERG, 2021, p. 128), o que termina a demonstragao. O

Neste momento, com o préoximo resultado, damos o primeiro passo para res-
ponder a um dos questionamentos da primeira parte desta demonstracao, exibindo uma
decomposicao atomica de medidas localmente finitas em um espago X no caso em que
este satisfaz hip6teses (pseudo-) topolégicas (KALLENBERG, 2021, p. 44) :

Teorema 17 (Decomposi¢ao Atémica de uma Medida Localmente Finita). Seja p uma
medida localmente finita qualquer num espago Borel localizado (X, X, /\?), isto é pe Mx.

Entao, p possut wuma decomposicio a forma:

w=a-+ Zﬁkéaka

k<k
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com o € Mx medida localmente finita difusa, k € Ny, {B:}i<x coeficientes reais positivos,

e {0i}i<n elementos (pontos) distintos em X .

Para a demonstragao, seguiremos o argumento de (KALLENBERG, 2021, p.
44), mas desenvolvendo alguns pontos importantes citados pelo autor. Além disso, numa
nota técnica sobre a terminologia de (KALLENBERG, 2021), é possivel denotar, assim
como afirma o autor, um atomo da medida p na posigao {z} com tamanho b € R como um
ponto (singleton) {z} € X (que é X-mensuravel, visto que X é Borel) tal que u({x}) = b.
Afinal, podemos assumir, sem perda de generalidade (i.e, a menos de um conjunto g-nulo),
que todos os atomos de i, no sentido geral do termo em teoria da medida (ver a préxima
referéncia), sdo desta forma, vide o Apéndice F de (DUDLEY; NORVAISA, 2011). Mas, ¢
importante notar que esta afirmacao é uma particularidade do caso Borel, e nao é valida

no geral.

Demonstracdo. Primeiramente, faremos algumas reducoes nas hipoteses. Note que podemos
assumir, sem perda de generalidade, que u(S) < 0. A justificativa deste fato é andloga
aquela de (LAST; PENROSE, 2018, p. 48). De fato, suponha que provamos a decomposigao
dada para o caso finito, e suponha que a medida x ndo seja totalmente finita. Tome {O,, },en
uma sequéncia localizadora de X em X , e note que B,, = 0,\O,,_1, paran > 1, e By = Oy,

¢ uma sequéncia disjunta em X tal que:

o0
inuan.

Do fato de que p é localmente finita, temos que up, < o0 Vn. Assim, vale a decomposicao

atomica neste caso com:

1(Bn) = a(By) + Z 51?5(371)0};7

k<km™

onde os sobrescritos nos coeficientes indicam dependéncia no elemento n da sequéncia
{Bp}nen. Mas, pela continuidade de p (KALLENBERG, 2021, p. 18),

u(S) = > i(Bn) = Y (a(Ba) + X Bid(Ba)ap)-

n=1 n—1 k<rn
0 o0

Como as somas Z a(By) e Z 1#0(By)or estdo bem definidas, mas podendo ser
n=1 n=1k<kn

infinitas, temos que:
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Agora, vamos analisar as somas Z B (Bn)ag separadamente.

k<krm™

Para um n fixo , suponha que 2 Brd(Bn)on seja nao-nula (do contrdrio, o termo ¢
k<km™
irrelevante na soma para todo n). Defina:

kY = inf{k < k" : B0(Bn)op # 0}.

Similarmente, defina:

Ky = inf{k < &,k > k' 2 B70(Bn)oy # 0}

Por um procedimento indutivo, construfmos uma sequéncia {£7 }; de indices representando

os termos nao nulos da soma 2 B16(By)or. Denotamos por k" = supkj o elemento
k<k™ J
maximal destas, e logo obtemos uma sequéncia do tipo {k}l} j<k» Para cada n. Desse modo,

note que podemos reescrever p(B,) como:

1(Bn) = a(By) + Z 625(371)02 = a(B,) + (51@{1 + e Brn).

ke{kl I 7 }
Denote por o,, o coeficiente da medida delta que corresponde ao 1ltimo coeficiente nao-nulo,
isto é, ao coeficiente = (note que estes sdo distintos para cada n, visto que os conjuntos

B,, sao disjuntos). Deste modo, como o, € B, = 0, € S, e 0 termo correspondente a

0, € nao-nulo, temos que:

#(Bn) = a(Bn) + (Bip + - - Orn)0(5)a,

Por fim, denote 3, = f» + - Bgn (que é finito, pela finitude das somas citada acima).

Ou seja, obtemos que:

a0
Assim, escrevendo Z k" =k

n=1

0 0
= > a(B, 2 Z Bio(Bn)ap = a(S) + Y Bud(S)s,
n=1 n=1k<k nN<K
que é a decomposi¢ao no caso em que a medida nao é totalmente finita (note que o

argumento é andlogo para o caso de u(B) , B € X qualquer). Assim, podemos assumir a

hipotese de finitude da medida como enunciada.
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Para a préoxima reducao, note que X é um espago Borel. Assim, por (KALLEN-
BERG, 2021, p. 14), podemos encontrar um isomorfismo Borel f : S — [0, 1]. Desse modo,
para um B € X qualquer, podemos encontrar C' € Bjo ], a o-dlgebra Borel do intervalo

unitario, tal que B = f~1(C). Assim, temos que:

com v(C) = pu(f~'(C)) uma medida em ([0, 1], Bjp 1) Assim, basta provarmos a decom-
posi¢do (atomica) para v que obtemos uma decomposi¢ao (atdmica) para p. Em outras

palavras, podemos assumir, sem perda de generalidade, que S = [0, 1]. Assim, defina:

F(x) = p([0,z]),

com z € [0, 1]. Note que, como g é finita, esta possui um nimero (no maximo) contével de
atomos, que correspondem aos saltos da fungao F' (que é continua a direita, com limites a

esquerda, e nao-decrescente), visto que:

u(le}) =lim F(y) - lim F(y) = AF(z).

Assim, enumere, em ordem nao-crescente, a localizacdo dos saltos da funcao, e suas
magnitudes (positivas!), como pares (um nimero no maximo contavel destes) {x, AF(z)},
ou equivalente, enumeramos as localizagoes e magnitudes (novamente, positivas) dos

atomos de pu, {0k, Bk }ren. Assim,

H— Zﬁkéok = Q,
k

é uma medida por (KALLENBERG, 2021, p. 19), notando que Z Brds, € uma medida
k
bem definida (em [0, 1]) por (KALLENBERG, 2021, p. 19) . Esta, por sua vez, ¢ difusa,

visto que, dado x um atomo (de p) qualquer com magnitude (,:

a(x) = p({x}) Zﬁk ({2})o, = Ba — B2 = 0.

Ou seja,

p=a+) By,
k

¢é a decomposicao atomica da medida como enunciada no teorema.
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Deste resultado, obtemos como corolario uma decomposi¢ao para o caso de

medidas com valores inteiros positivos, i.e o caso relevante para processos pontuais, além
de uma garantia de unicidade (KALLENBERG, 2021, p. 44):

Teorema 18 (Decomposicao Atomica Discreta e Unicidade). Seja p uma medida lo-
calmente finita qualquer num espaco Borel localizado (X,X,./'\?), isto € p € Mx, com

decomposicao atomica como dada no teorema 0.1.1. Assim,

(i) 1 assume valores em Ny se e somente se a« = 0 e B, € Ny, para todo k < k, na

decomposicao atomica de p dada pelo Teorema 17.

(ii) A representacio da decomposi¢io atomica de p dada pelo Teorema 17 € tnica a

menos de uma permutacdo de termos.

A demonstragao deste resultado, que omitimos, pode ser vista em (KALLEN-

BERG, 2021, p. 45).

Os dois resultados acima podem indicar uma resposta a um questionamento
presente na primeira secao desta dissertacao, isto é, em quais condigoes um processo
pontual é um processo pontual proprio. A resposta, de fato, seguiria diretamente dos
Teoremas 17 e 18 se garantissemos a mensurabilidade dos coeficientes da decomposicao
atomica em termos de p (i.e, como fung¢oes mensuraveis de p). Utilizando que todo espago
Borel possui um sistema de dissecagao, Lema 3 desta secao, podemos obter o seguinte
resultado (KALLENBERG, 2021, p. 45), para o qual a demonstragao pode ser vista na

referéncia citada:

Teorema 19 (Decomposigao Atomica Mensuravel). Seja p uma medida localmente finita
qualquer num espago Borel localizado (X, X, )3), isto é € Mx, com decomposicao atomica

dada por:

p=a+ ) fids,

k<k

onde o € My é uma medida localmente finita difusa, k € Ny, {B;}i<x coeficientes reais

positivos, e {0;}i<, elementos distintos em X .

Entdo, o, k € Ny, {Bi}ice € {0i}i<e podem ser escolhidos como funcoes (de Mx da X)
B(Mx)/X-mensurdveis de .

Assim, utilizando este teorema em conjunto com os resultados dos Teoremas

17 e 18, obtemos que:
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Teorema 20 (Representacao Prépria de um processo Pontual). Seja n um processo pontual
em um espagco Borel localizado (X,X,.??). Entao, n possui uma versao propria, isto é,

podemos representar n q.c.-IP como:

n = Z Bkéam

k<k

onde k € uma varidvel aleatoria com valores em Ny, {5;}icx uma colegao de varidveis
aleatorias com valores em Ny, e {0;}i<, elementos aleatorios em X. Se o processo n é

simples, entao {B;}i<x sdo todos 1.

A demonstragao segue diretamente dos ultimos 3 resultados, mas pode ser

vista, numa formulacdo alternativa, mas equivalente, em (LAST; PENROSE, 2018, p. 48).

Assim, nota-se uma grande diferenca do caso abstrato: com uma hipdtese
(pseudo-)topolégica, ou seja, a de que X é um espago standard Borel, e que nossos
processos pontuais possuem realizacoes enquanto medidas localmente finitas, garantimos
que qualquer processo pontual possui uma versao prépria. Além disso, como demonstrado
Teorema 23 da préxima secdo, podemos afirmar que N% é um subconjunto B(Myx)-
mensuravel de M x. Isto resolve, em grande medida, os problemas de mensurabilidade e

representacao que encontramos no caso de processos pontuais no caso abstrato s-finito.

Outras consequéncias importantes da possibilidade de representagoes proprias
de processos Pontuais em espacos standard Borel, mas que nao trataremos nesta dissertacao,
consistem no Teorema de metrizabilidade (Borel) de Prohorov de Mx (KALLENBERG,
2017, p. 21), e o desenvolvimento de uma teoria da integragdo de processos Pontuais
utilizando somas de medidas Dirac (RAUCHENSCHWANDTNER, 1980). Mais informagoes
sobre estes topicos podem ser vistas, além das referéncias ja citadas, nos Capitulos 1-6 de
(KALLENBERG, 2017) e, para da teoria da integragdo de medidas aleatérias em espagos
standard Borel /Suslin/Lusin (LIPTSER; SHIRYAYEV, 1989).

2.1.1 Comparacdo Entre os Esquemas Tedricos de Kallenberg (2017) e Last

& Penrose (2017) para Medidas Aleatérias e Processos Pontuais

Nesta breve subsecao, gostariamos de comparar o esquema teérico de medidas
aleatorias e processos pontuais de (KALLENBERG, 2017) com aquele de (LAST; PEN-
ROSE, 2018). De fato, trata-se de explorar as conexdes entre os dois principais formalismos
utilizados na dissertacao até o momento, e que formam, em grande medida, duas das

principais abordagens possiveis da teoria dos processos pontuais.

Primeiramente, exibimos a defini¢ao de (LAST; PENROSE, 2018) de uma

medida aleatéria, e das estruturas mensuraveis necessarias. Neste caso, fixe (X, X') um
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espago mensuravel e, como sempre, (€2, F,P) um espago de probabilidade qualquer. Seja
M(X) = M o espago de todas as medidas s-finitas em X, e equipe M com a o-dlgebra

M(X) gerada pelos conjuntos da forma:

{peM:pB)<t}, BeX teR,.

Isto é, temos que M(X) é a o-dlgebra gerada por todos os mapas proje¢ao
w— pu(B),com pe M e BeX (LAST; PENROSE, 2018, p. 127). Assim, temos a nogao
de medida aleatéria segundo (LAST; PENROSE, 2018, p. 127):

Defini¢ao 23 (Medida Aleatéria segundo (LAST; PENROSE, 2018)). Uma medida

aleatdria & em (com valores em) um espago X € um elemento aleatorio & : 0 — M(X).

A relagao desta definigdo com aquela de medida aleatéria segundo (KALLEN-
BERG, 2017), Defini¢ao 22, pode ser elucidada com a seguinte proposigao:

Proposicdo 9 (o-finitude e finitude local). Dado um espago mensurdvel localizado
(X, X, é‘:’) e i medida localmente finita neste, entao p € o-finita em (X, X, 2\?)

Demonstracao. Fixe {O,},en uma sequéncia localizadora de X em X. Assim, p é local-
mente finita em (X, X,AA,’), e logo u(0,) < o« para todo n € N. Por outro lado, pela

definicado de sequéncia localizadora,

O, 1 X = Uonzx.

neN

Portanto, temos uma sequéncia de conjuntos {O,, },en em X , e logo em X, tal que U O, =
neN

X e u(0,) < oo para todo n € N, e portanto u é o-finita em (X, X,./'\A,’).
]

Por outro lado, notemos o seguinte resultado, (KALLENBERG, 2017, p. 21):

Proposicao 10 (Medidas s-finitas e o-finitas). Fize um espago mensurdvel qualquer
(X, X). Entao, se u é uma medida o-finita em (X, X), esta é s-finita em (X, X).

Demonstragio. Pelo fato de que p é o-finita em (X, X'), temos existe uma sequéncia de
conjuntos {A,}nen tal que A, T X e u(A,) < o para todo n € N. Defina uma nova
sequéncia de conjuntos em X dada por A, = A,\A,_1 paran > 1 e A; = O;. Desse
modo, temos que {A,} de fato é uma sequéncia mensuravel e disjunta em X, e que

U A, = U A, = X. Assim, para A € X qualquer, temos que a sequéncia (mensurdvel)

neN neN

B, = J(A, n A) é tal que B, 1 A. Assim, por (KALLENBERG, 2021, p. 18):
=1

7
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u(A) = lim p(B,) = lim > u(A; 0 A) = ) p(A; 0 A),
i=1 i=1

De modo que p(A; n A) < c para todo n € N.

Portanto, tomando as medidas finitas u; : X — [0, 0) definidas por p;(A) = u(An A,),

para A € X qualquer, temos que:

pA) = Z pi(A).

Assim, existe uma sequéncia de medidas finitas {y;}ieny definidas em (X, X) tais que

0
u(A) = Z p;(A) para um A € A qualquer. Assim p é s-finita em (X, X).
i=1

]

Sendo assim, tomando 1 € M x no sentido de (KALLENBERG, 2017), obtemos
que esta é, pelas Proposi¢oes 9 e 10, uma medida s-finita em (X, X’). Assim, temos a

seguinte inclusao de espacos de medidas:

My € M(X),

isto é, a definicdo de medidas aleatérias dadas por(LAST; PENROSE, 2018), vide Definigao
23, é mais ampla (e geral) que aquela dada por (KALLENBERG, 2017), Defini¢ao 23.
Similarmente, Y1(X) é mais ampla que B(Mx) por definicdo. O caso dos processos
pontuais é totalmente analogo, mas restrito a medidas aleatorias com valores nos inteiros

nao-negativos.

No geral, a equivaléncia do tultimo paragrafo nao é mensuravel, visto que ,
neste nivel de generalidade, nao é possivel provar que My é um subconjunto W1 (X)-
mensuravel de M (X), impedindo uma possivel redugao (mensuravel) do formalismo de
(LAST; PENROSE, 2018) para o caso localmente finito. De fato, ndo conseguimos sequer
provar que N(X) é um M (X)-mensuravel de M (X) (LAST; PENROSE, 2018, p. 128).
Uma possivel solucdo para este problema consiste na ideia de localizar um elemento
aleatério em um subconjunto ndo-mensuréavel de interesse (HOFFMANN-JORGENSEN;

1991, p. 92), algo que detalharemos brevemente no contexto de medidas aleatérias *.

No contexto citado, suponha que temos um subconjunto A < M (X) tal que
A ¢ M(X), mas que seja possivel demonstrar a existéncia de uma medida aleatéria £ em

X tal que P*(£ € A) = 1, onde P* é a medida exterior induzida por P, isto é:

2 Infelizmente, trata-se de uma referéncia de dificil acesso, mas essencial no assunto. Faremos este

detalhamento para garantir que o leitor tenha acesso ao procedimento geral.
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P*(A) = inf{P(E): AC E,E e F.}

Neste caso, escolha (€2, F,P) como sendo o espago candnico induzido pela versao
candnica da medida aleatéria &, &. - para versdes canonicas de elementos aleatorios, ja
citados anteriormente na dissertagdo no contexto do teorema de Lomnicki-Ulam, ver o
Capitulo 3 de (RAO, 1981). Assim, P = [P (onde esta ultima é a distribuicdo de &), e pelo
seguinte resultado (KALLIANPUR; SUNDAR, 2014, p. 11) :

Teorema 21 (Localizacao de Espagos de Probabilidade). Seja (2, F,P) um espago de
probabilidade qualquer, e seja A < Q, ndo necessariamente F-mensurdvel, tal que P*(A) =
1. Entao, existe uma unica medida de probabilidade Q em (A, F n A) tal que Q(E n A) =
P(E), para qualquer E € F.

Podemos escolher o espago de probabilidade (A, 11(X)n A, Q), tomando Q(-) =
P:(An-) =P(An-) de modo que A é um conjunto M (X) N A -mensuravel e com a
validade de Q({¢ € A}) = Q(&. € A) = 1, e com as distribuiges de dimensao finita (e, logo,
completas) de & preservadas - sobre isso, veja também a discussdo em (KALLIANPUR,;
SUNDAR, 2014, p. 11) ap6s a proposi¢ao 1.1.13 do livro. Isto é, regularizamos os caminhos
da medida aleatoria, que sabemos pertencer a um conjunto nao-mensuravel, localizando-os
em um espago mensuravel para o qual a nao-mensurabilidade do espaco alvo é extinta,
resolvendo nosso problema inicial enunciado no contexto de A = N(X). E importante notar,
porém, que este tipo de técnica depende, necessariamente, de métodos para construcao
de espacos de probabilidade onde seja possivel definir medidas aleatorias satisfazendo as
condigoes de medida exterior citadas anteriormente (ver, por exemplo, os resultados da

proxima secao, e as referéncias contidas nesta).

Por outro lado, se estivermos dispostos a munir o espago de uma topologia
métrica, ha uma solugdo mais simples e de mais utilidade. Neste caso, seja X um espago
métrico (com uma métrica, digamos, p) e considere (X, X, X) o espaco mensurdvel locali-
zado no qual X ¢é a o-dlgebra dos conjuntos Borel de X e X consiste nos conjuntos Borel
metricamente limitados de X. Para adaptar uma notagao comum para o espago de medidas
localmente finitas, a nota¢ao de (LAST; PENROSE, 2018, p. 16) sera utilizada em comum
com a de (KALLENBERG, 2017), ou seja, Mx. Visto que, no caso (métrico) localmente
finito, as nogoes destes espacos de medidas para ambas as obras sao essencialmente as
mesmas. Assim, obtemos um teorema de reducao mensuravel de espacos de medidas - vide
(LAST; PENROSE, 2018, p. 132):

Teorema 22 (Mensurabilidade de Subconjuntos de Medidas). Seja (X, X, X ) um espaco
standard Borel localizado com os conjuntos metricamente limitados da topologia polonesa
de X. Entdo, o espaco das medidas localmente finitas em X, My, € um subconjunto

mensurdvel de M(X) munido com a o-dlgebra W(X).
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A demonstracao deste resultado, que omitimos, pode vista em (LAST; PEN-
ROSE, 2018, p. 133).

Desse modo, no caso standard Borel, o formalismo de (LAST; PENROSE,
2018), mais geral que aquele de (KALLENBERG, 2017), pode ser reduzido a este tltimo
de maneira mensuravel. De fato, pelo seguinte resultado (KALLENBERG, 2021, p. 45):

Teorema 23 (Mensurabilidade de Subconjuntos de Medidas - Caso Discreto ). Sejam
(X, X, X ) um espago standard Borel localizado com os conjuntos metricamente limitados
da topologia polonesa de X . Entdo, a classe de medidas localmente finitas discretas em X,

o, € um subconjunto B(Mx)-mensurdvel de Mx.

Para o qual a demonstracao pode ser consultada em (KALLENBERG, 2021, p.

46), hé garantia de que a mesma redugao ocorre no caso dos processos pontuais.

Sendo assim, no caso localmente finito, onde as duas teorias compartilham
similaridades, reduzido ao contexto de uma topologia polonesa, nao apresenta qualquer
problema de mensurabilidade e pode ser utilizada em ambos os esquemas que estamos
trabalhando nesta dissertagdo. Além disso, no contexto (pseudo-)topolégico de espagos
standard Borel com topologia polonesa, a obtencdo de uma gama bastante grande de
resultados de existéncia para medidas aleatérias e processos pontuais é possivel (ver,
por exemplo, o Capitulo 2 de (KALLENBERG, 2017). Assim, o desenvolvimento até
o momento pode servir, em algum sentido, como um argumento em favor de um uso
topologico da teoria - mesmo que seja possivel, como vimos, construir 6timos resultados

de existéncia do processo de Poisson, e outros processos, no caso abstrato.

Por outro lado, também obtemos resultados de generalizagao bastante claros:
o contexto de (KALLENBERG, 2017), no geral, estd contido em (LAST; PENROSE,
2018). E, no caso métrico localmente finito, ambas as teorias sdo de uso equivalente. De
fato, numa nota técnica para o resto das se¢oes deste capitulo que tratam de teoremas
de existéncia de medidas aleatérias, tratando-se de um caso topoldgico, vamos preferir,
essencialmente, a notagdo e desenvolvimentos de(KALLENBERG, 2017) - neste caso, ha

uma maior disponibilidade de técnicas e resultados de regularidade.

2.2 Processos Pontuais em Espacos de Configuracdes e o Forma-

lismo de Espacos Mensuraveis Localizados

Nesta secao, sera apresentada uma alternativa a teoria nao-topologica de pro-
cessos pontuais com base na teoria de medidas s-finitas. Aqui, construiremos o formalismo
de processos pontuais utilizando medidas localmente finitas no sentido de (KALLENBERG,
2017) e uma defini¢ao conhecida como abordagem de espago de configuracoes (BREMAUD,
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2020). Similarmente ao caso abstrato baseado em medidas s-finitas, temos uma teoria
distribucional bem definida, e uma construgao (i.e, um resultado de existéncia construtivo)

do processo de Poisson.

Seguiremos o desenvolvimento de resultados e as demonstracgoes de (FINKELS-
TEIN; TUCKER; VEEH, 1996), mas apresentando detalhes adicionais nas demonstragoes
e adaptando a notagao para maior homogeneizagao com a abordagem de (KALLENBERG,
2017).

Considere um espago mensuravel localizado (X, X , X) fixo. Temos a seguinte
defini¢do (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996):

Definicdo 24 (Medida Pontual). Seja pu wma medida no espago mensurdvel (X, X, X).
Dizemos que p é uma medida pontual sobre (X, X, )2) se 0s valores de p mos conjuntos
X -mensurdveis sao determinados por sequéncias finitas ou contdveis de pontos nao ne-
cessariamente distintos {x;}icr, com |I| no maximo contdvel, em X, tais que p(E) € o

numero de pontos de tal sequéncia no conjunto E € X .

Isto é:

u(E) = fE(ZL'l,ZEQ, e ),

com fungio f: X x X — Ny e {x;}ier sequéncia de pontos definida acima, tais que:

fE(9€1>$2, - ) = \E N {ﬂﬂz}zef\

Sendo assim, uma medida pontual consiste numa medida de contagem determinada por

uma sequéncia, no maximo contavel, de pontos pertencentes ao conjunto X.

Similarmente aos desenvolvimentos de (LAST; PENROSE, 2018) e (KALLEN-
BERG, 2017), definimos:
MP = {u: X — Ny : pu é uma medida pontual em X}.
Isto é,0 conjunto de todas as medidas pontuais em (X, X') munido com a o-dlgebra gerada
pelos mapas projecao:
MP =oc({pe MP: u(E)<k}: E€X, keNy).

Neste contexto, temos a definicdo de medida média de (FINKELSTEIN; TUC-
KER; VEEH, 1996):
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Definicao 25 (Medida Média). Dada uma medida de probabilidade P em (MP, MP),

dizemos que sua medida média v, consiste na integral (de Lebesque) dada por:

ve(E) = jMp W(E)P(dy),

para e X.

Nesta estrutura, como afirmado por (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996),
temos a principal ferramenta da teoria. De fato, no lugar de hipoteses topologicas em X
ou em lugar de assumir que p € MP é s-finita, os autores (FINKELSTEIN; TUCKER;
VEEH, 1996) assumem, como hip6tese principal, a o-finitude da medida média. Faremos
uma construcao similar, mas substituindo a hipdtese de o-finitude pela de finitude local
em X, que corresponde ao caso de (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996) com X
gerado pelos conjuntos O, 1 X de medida finita obtidos pela hipétese de o-finitude.

Assim, temos a defini¢do de um processo pontual segundo (FINKELSTEIN;
TUCKER; VEEH, 1996), que inclui a hipétese de uma medida média localmente finita

citada no paragrafo anterior:

Definigao 26 (Processo Pontual - (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996)). Uma
medida de probabilidade P em (MP, MP) é dita um processo pontual em (X, X) se a medida
média de P é localmente finita em (X, /\?, X). Numa notagio auziliar, subentendido o espago
(X, X, X),dizemos que (P, MP, MP) é um processo pontual.

Assim, a definicao de processo pontual neste caso segue a identificacao de
medidas aleatérias com valores discretos e sua distribuigdo (KRICKEBERG, 2014, p. 45),
mas com a hip6tese adicional de que a intensidade desta (medida aleatéria) é localmente
finita. Note que, nas propriedades estruturais das medidas associadas a processos pontuais,
a Definicado 26 satisfaz as hipéteses do formalismo de processos pontuais de (LAST;
PENROSE, 2018), visto que medidas localmente finitas sdo s-finitas - como ja provamos
em 9 e 10.

Para determinar propriedades distribucionais de processos pontuais segundo a
Definigao 26, precisamos do seguinte lema (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p.

67), modificado para um anel de localizagao:

Lema 4. Seja (P, M?, MP) um processo pontual em (X, X, 2\?), e suponha que temos uma

subclasse de conjuntos de X, T < X, satisfazendo:

(i) T é um sistema T,

(ii) o(Z) = X, e
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(7ii) Existe uma sequéncia de conjuntos {Ep}neny em T tal que E, 1 X e vp(E,) < © para

todo n € N. Isto é, T contém uma sequéncia localizadora.

Entdo, sendo NP = o({u € M? : w(E) < k} : E e€Z ke Ny e (M, MPP), e
(NP, N2, P|p»), 0s completamentos de (MP, MP P), e (N?, N'P) com respeito a P e P|p»

respectivamente, temos que MP = NP,

Seguiremos a demonstracao de (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p.

67), mas completando alguns detalhes.

Demonstracao. A ideia da demonstragao consiste em utilizar o lema da classe monétona
de Sierpinski (KALLENBERG, 2021, p. 20).

Numa primeira inclusao, note que, por construcao, N? < MP?. Assim, NP < Mp.
A implicacao nao-trivial consiste em provar que M? < NP, Assim, defina a seguinte classe

de conjuntos em X, para cada n € N:

Go={FeX :{ueM":u(FnE,<k}e NP para todo k € Ny}.

Agora, considere as seguintes etapas divididas em itens:
1. Para qualquer n € N, temos que Z < §,,.

De fato, seja H € Z. Por hipotese, temos que E,, € Z e Z é um sistema 7. Assim,
H ~ E, € I. Por definicao de N?, {ue M?: u(H n E,)) < k} e NP < NP para um k € N,

qualquer. Assim, por definicao de G,,, temos que H € G,, para um n qualquer.
2. X € G, para todon € N.

De fato, como, por construgao, E, < X, temos que:

{pe MP: WX nE,) <k}={pe MP:pukE, <k}

Por hipétese, E,, € Z para um n qualquer, e pela definicao de N, temos que {u € M? :
w(E,) < k} e NP < NP para todo k € Ny. Desse modo, pela definicao de G,,, temos que
X eg,.

3. Seja M} = {e M?: u(E,) < oo para todo n € N}. Entao, MY € NP7 e P(M;) = 1.

De fato, por hipotese, temos que FE,, € Z para todo n € N. Assim, para cada n,
pela definigao de N7, temos que {u € M? : u(E,) < k} € NP para um k € Ny qualquer.
Como N7 ¢é uma o-algebra, e logo fechada sob a operacao de unides e intersecgoes contéveis,

temos que:
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U{,ue M?: w(E,) <k} ={ue MP:pu(E,) <wn}eNP.

Assim, temos que:

Qa0
(V{re MP: u(E,) < o} = {e M : y(E,) <  para todo n} & N”.
n=1

Logo, MY € N'P. Por outro lado, note que, por hipétese, vp(E,) < oo para todo n € N.

Assim, pela desigualdade de Markov, e para um k € Ny qualquer:

P((ue M?: u(B) > k}) < u(in)lP’(du)

P

Tomando o limite & — oo, e utilizando que os eventos {yn € M? : u(E,) = k} formam uma
sequéncia decrescente em k em MP temos que:
P({ne M?: ju(E,) = o)) = 0.

Assim, P(M}) = 1.
4. Para um n € N qualquer, G, ¢é fechada sob a operacao de diferencas préprias.

De fato, sejam F; e F, conjuntos em G, tais que F; < F5. Note que, para
we MP qualquer:
M(FQ N En) = M((FQ\Fl) N En) + [L(Fl M En)

Além disso, para qualquer p € MY, podemos escrever:

p((F2\F1) 0 Ey) = p(Fa 0 Ey) — p(Fr 0 Ey),

visto que estes termos sdo finitos pela definicao de M7. Assim, pelo fato de que {u e M” :
w(F;nE,) <k}e N < NP parai = 1,2, e como pela afirmagdo 3, M; € N? = NP, segue-
se que My n {pue MP: u(Fy\Fy) < k} € NP para todo k € Ny. Novamente pela afirmagao
3, temos que P(M?) = 1, e portanto P(MP\M}) = 0, o que implica em MP\M} € NP.
Assim, (M{\M?) n{ue MP: u(Fy n Fy) <} € NP. Assim,

e M p((F\F) 0 E,) < Ky € AT,

para um k € Ny qualquer. Assim, F5\F} € G,,.
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o0
5.5e A, € G, ese Ap < Ap,y1 para qualquer k € N, entao U A, € G,.
k=1

De fato, pela defini¢do de G,,, como Ay € G,, entao Ay € X e {u € MP :
w(Ax N E,) < r} e NP para r € Ny qualquer. Assim, a fun¢io p — u(Ax n E,) é NP-
mensuravel. Utilizando a propriedade de continuidade superior de p € M?, temos que

o0
w(Ag n Ep) 1 ,LL((U Ag) n E,) quando k — oo. Como o limite monétono de fungoes

k=1
NP-mensurdveis ¢ NP-mensurdvel (ZIEMER; TORRES, 2017, p. 130), temos que {u €

o0
MP ,u((U Ag) N E,) < r} € NP para qualquer r € Ny. Combinado com o fato de que
k=1

o0 ee}
U A € X, temos que U A eg,.
k=1 k=1

Agora, podemos aplicar o lema da classe mono6tona de Sierpinski para provar o
lema. De fato, pelos itens 2,4 e 5, temos que G,, é um sistema A. Além disso, pelo item 1,
temos que Z < G, e portanto pelo lema da classe mon6tona de Sierpinski (KALLENBERG,
2021, p. 20), temos que o(Z) < G,. Por hipétese, 0(Z) = X, logo X < G,,. Além disso,
por construcao, G, < X. Assim, G,, = X. Por definicao de G, isso implica que, para cada
FeX, {ue M?: u(F n E,) <k} € N? para qualquer k € Ny.

Agora, seja ' € X fixo, e defina f, : M? — Ny uma sequéncia de funcoes
por f.(u) = u(F n E,). Note que f, ¢, por construgao da o-algebra AP, uma fungao
NP-mensuravel. Neste ponto, vamos utilizar a o-aditividade novamente. De fato, como
E, € E,,1 para todo n, e como cada g € M? é uma medida, temos que f,(u) T f(u),
quando n — oo, para qualquer g€ MP onde f(u) = u(F n X) = p(F). Desse modo, f é
limite de fungoes NP-mensuraveis, e logo ¢ NP-mensuravel (ZIEMER; TORRES, 2017, p.
130). Isso significa que {u e M? : u(F) < k} € NP. Logo,

o({pe MP: u(F) <k}, FeX keNy) < NP.

Ou seja, temos que MP < NP. Assim, segue-se que MP < N?. O que prova o

resultado. O

Este lema nos permite demonstrar um resultado andlogo ao Lema 1 do primeiro
capitulo desta dissertacao, que caracteriza a distribuicao dos processos pontuais em termos
de medidas de probabilidade em cilindros (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p.
68):

Teorema 24 (Distribui¢oes Cilindricas). Seja (M?P, MP,P) um processo pontual em
(X, X, /'\A’), e suponha que T < X satisfaz:

(i) € um sistema T,
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(i) o(Z) =X, e,

(iii) Eziste uma sequéncia de conjuntos {Ey,}nen em L tal que E, 1 X e vp(E,) < o0 para

todo n € N. Isto €, T contém uma sequéncia localizadora.

Seja Q uma medida de probabilidade em (M, MP) que satisfaz:

P(O{MEMPIM(IJ) <nj}> (O{MEM” (Z;) <”j}) ,

para todo k =1 e para todo I,..., Iy €L, eny =0,... ,ng = 0. Entdo, P=0Q em MP.

Apresentamos uma demonstra¢ao com base em (FINKELSTEIN; TUCKER;
VEEH, 1996, p. 69).

Demonstragio. Defina a classe de conjuntos (de cilindros) em M? por:

k

Note que por um argumento andlogo ao de (ATHREYA; LAHIRI, 2006, p. 202), a classe C
é uma algebra, e logo um sistema-7. Notemos que N? = ¢(J). Como P e Q sdo medidas de
probabilidade em (MP?; MP?), pelo teorema de determinagdo de medidas de probabilidade
em sistemas-m (KALLENBERG, 2021, p. 20), temos que as as medidas P, e P, coincidem
em N?. Assim, temos que P = Q em NP, e como pelo Lema 4, N7 = MP, segue-se que
P =Q em MP. Como M? < MP, temos que P = Q em M?. O que prova o resultado. [

Em analogia com a defini¢do do funcional de Laplace no caso s-finito, Definicao
7, temos a seguinte definicao (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p. 69):

Defini¢ao 27 (Funcional de Laplace em Espagos de Configuragoes). Seja (MP, MP P)
um processo pontual. Definimos seu funcional de Laplace P:F - [0,1], para F o espago

de fungoes em R, MP-mensurdveis, e para qualquer f € F, como sendo:

A~

P = f e~ S @) p ()
MP

Assim, temos o resultado de determinagao para distribui¢cdes de processos
pontuais em termos de funcionais de Laplace (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p.
69):
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Teorema 25 (Funcionais de Laplace e Distribuigoes). Sejam (M?, MP P) e (M, M?, Q)
processos pontuais e suponha que ]f”(f) = Q(f) para qualquer f € F. Entao P = Q em
MP.

Apresentamos uma demonstragao do teorema com base em (FINKELSTEIN;
TUCKER; VEEH, 1996, pp. 69-70).

Demonstragio. SejaZ = {F € X : vp(F) < w0 e vg(F) < w}. Note que, por defini¢ao, vp

e g sao localmente finitas, visto que Q e [P s@o processos pontuais. Assim, existe uma

sequéncia {E,}ney em X tal que E, 1 E, e vp(E,) < o, e vg(E,) < o para qualquer

n € N. Assim, {F,},en € Z. Note que Z é um sistema 7. Além disso, 0(Z) = X. De
o

fato, tome F € X. Entao, F' = U(F N E,), mas ' n E, € T para cada n, e como
n=1

ve(F n E,)vp(F N E,) < vp(E,)vp(E,) < o para todo n, logo F € 0(Z). Como o(Z) € X

por definicao, temos a igualdade. Agora seja F1,..., F} uma colecao finita de conjuntos

em Z, e seja f € F definida por f(z Z Ajlp () para A; = 0, 1 < j < k. Para qualquer

i € MP temos que f f(z 2/\““ . Por hipétese, temos que P(f) = Q(f),

entao:

J 6—2?_1)\ju(Fj)[p>(du):J €_Z§=1Aju(Fj)Q(du).
Mp Mr

Como vp(F;)vg(F;) < o0, 1 < i < k, segue-se que as variaveis aleatorias y — p(F;) sdo fini-
tas q.c. P e Q. Assim, pela unicidade de transformadas de Laplace em R¥ (KALLENBERG,
2021, p. 128), temos que:

P(ﬂ{ueM”:u(Fj) <nj> =Q (ﬂ{ueMp:u(Fj) <nj> )

para todo k = 1 e Fi,..., F, € Z. Dal, pelo Teorema 24, temos que P = Q em M?.
]

Seguindo (MECKE, 1979) (veja a Segao 2.3 desta dissertagdo para mais de-
talhes), além de (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p. 70), podemos identificar
uma varidvel aleatéria com valores em R, Yr(u) = u(F), para cada F € X e € MP.
Entéo, Y = {Yr}pex forma um elemento aleatério com valores em MP. Se realizarmos esta
construgao no contexto de um processo pontual (M?, MP P), dizemos que Y é o processo

estocéstico associado a (M?, MP P).
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Assim, temos o andlogo do processo de Poisson no caso do espaco de configura-
¢oes (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996, p. 70):

Definigao 28 (Processo de Poisson - Espago de Configuragoes). Um processo pontual

(MP; MP P) é dito um processo de Poisson com medida média vp se:

(i) Para cada k = 2, e para conjuntos disjuntos arbitrarios Fi, ..., Fy em X, as varidveis

aleatorias Xp,, ..., Xp, sao independentes, e

(ii) A distribuicao de X é Poisson com esperanc¢a vp(F) para todo F € X.

Assim como fizemos no Corolario 1, podemos construir o processo de Poisson
no espaco de configuracoes através de processos binomiais mistos. Para maiores detalhes,
o leitor pode consultar, além das demonstragoes da secao 1.3 desta dissertacao, as paginas
70 e 71 de (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996). Terminamos a apresentagao desta
abordagem com um teorema de representagao prépria (FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH,
1996, p. 72):

Teorema 26 (Representagao Propria de Um Processo de Poisson). Para qualquer medida
localmente finita p em (X, X, /’?), existe um processo de Poisson (MP, MP P) com medida
média 1 e uma sequéncia de elementos aleatorios { X, }nen com valores em X, e definidos

em MP?, e uma varidvel aleatéria k com valores em Ny, definida em MP, tal que:

Xp = Z O{XneF}n{Y 21}

i=1

para qualquer F € X, onde {Xp}pex € 0 processo estocdstico associado a (MP, MP P).

Este teorema encerra nossa exposicao da abordagem de processos pontuais de
(FINKELSTEIN; TUCKER; VEEH, 1996). Além dos resultados citados nesta se¢do, os
autores desenvolvem, na secao 4 do artigo, uma teoria de marcas abstrata como feito na
Secao 1.4 desta dissertagao, de modo que ambas as abordagens, com medidas s-finitas ou
medidas média localmente finitas, exibem propriedades estruturais gerais que podem ser
utilizadas, com sucesso, no contexto abstrato da teoria de processos pontuais e medidas

aleatérias sem topologia.

2.3 Sobre a Existéncia de Medidas Aleatédrias e Processos Pontuais

no Contexto (Pseudo)-Topolégico

Em contraste com a abordagem construtiva de existéncia exibida para o processo

de Poisson no caso da Se¢ao 1.3, e no espaco de configuragoes na secao 2.3, queremos,
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agora, tratar de alguns métodos gerais para a existéncia de processos pontuais (e, mais
geralmente, medidas aleatérias) quando nosso espago X estd munido de alguma estrutura
topoldgica, ou pseudo-topologica. Neste contexto, vamos exibir a construcao de processos
pontuais, em espagos standard Borel, com base na regularizacao de medidas vetoriais, isto
é, medidas com valores em um espago vetorial topolégico - ver (RAO, 2011) para mais
informagoes- proposta por (KALLENBERG, 2017, p. 62). Trata-se de um desenvolvimento

das ideias apresentadas na segao 2.1 desta dissertagao.

Neste caso, a menos de indicagdo, assuma que (X, X, X ) é um espago Borel
localizado. Além disso, assumimos que o espago de probabilidade base (€2, F,P), onde
estao definidos os elementos aleatérios, é completo (i.e, todos os conjuntos P-nulos sao
mensuréveis)®. Seguindo (KALLENBERG, 2017, p. 62), mas modificando o resultado para
uma algebra dissecante, temos o seguinte resultado, inspirado no trabalho de T. E. Harris
(HARRIS, 1968):

Teorema 27 (Regularizagao de Medidas Vetoriais e Processos Aditivos). Dado um processo
estocdstico nao-negativo n indexado em um anel dissecante U < X, existe uma medida

aleatdria & em X tal que ny = &(U) q.c.-P YU € U se e somente se

(i) nayB) =Na + 1B q.c. para A, B e U disjuntos,

(i) na, — 0 em probabilidade com respeito a P se A, | & em U.

Neste caso, & é unica q.c.-P.

A demonstragao do resultado serd comentada a partir de (KALLENBERG,
2017, p. 62). Em particular, seguiremos a demonstracao do autor, pontuando algumas
extensoes, para maior clareza, em alguns pontos. Além disso, numa noma técnica: note que
todos os conjuntos nulos citados na discussao da demonstragao sao tomados com respeito
a P, medida definida no espago de probabilidade onde os elementos aleatdrios (medidas
e processos) estao definidos. Para mais detalhes, recomendamos a leitura da referéncia

citada.

Demonstra¢ao. Em um primeiro passo, note que podemos assumir, sem perda de generali-
dade, que X € U e que ny < oo. De fato, no caso geral, utilizando que o limite pontual
monétono de nicleos preserva a mensurabilidade destes (ZIEMER; TORRES, 2017, p.
130), e que podemos aproximar X por uma sequéncia localizadora de U, existe uma
aproximagao de n por limites mon6tonos de nicleos (medidas aleatérias) definidos(as) em

U tais que &y = ny, visto que € é finito em U. Assim, o caso geral segue do caso finito.

3 Note que isto sempre pode ser feito, vide (KALLENBERG, 2021, p. 24)
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Por outro lado, o processo estocastico definido (indexado) em U dado por (dai a necessidade
da finitude de 7x):

s_ M

T U+ x)

satisfaz as propriedades (i) e (ii) do teorema em U, e podemos, sem perda de generalidade,

substituir 7 por n*, mas mantendo a notacao, e logo assumir que nx < 1 q.c.

Neste caso, continuando a demonstracao, defina o contetdo totalmente finito

(visto que nx < ) A em U dado por:

AMA) =E@mna), Aell.

Provemos que A(J) = 0 e que esta é o-aditiva em U, e logo uma medida totalmente finita
em U. De fato,

(i) Note que @ el e X e U, e como U é um anel, X = X U & € U (unido
disjunta) e, por (i) do teorema, nx = Nx,z = Nx + Ny, € portanto 7z = 0 a menos de
um conjunto P-nulo. Assim, \(J) = E(ng) = 0 (lembrando que a integral elemina a
dependéncia no conjunto nulo - o que vamos denominar por uma "suavizagao'dos conjuntos

nulos pelo (operador) integral) .

(ii) Considere {E,}nen sequéncia de conjuntos dois-a-dois disjuntos em U tal

que U E, eU. Como U é um anel, logo fechado sob diferengas proprias e unioes finitas,

neN

0 n

U £ =JenJe)

j=n+1 neN j=1

o6}
Além disso, U E; é uma sequéncia (indexada por n) decrescente de conjuntos,
. Jj=n+1

de modo que U E; | & emU (vide (KALLIANPUR; SUNDAR, 2014, p. 1)). Assim,

j=n+1
pela aditividade finita de 1 ((i) nas hip6teses do teorema), e assumindo a suavizagao dos

conjuntos nulos pela integral em cada operagao, como no caso acima, temos que:

MU Ba) = By ) = Bz 6,) + Bl ) = A B + AU E)

Por outro lado, como ny < 1, temos que Yz < 1 para todo n € N.

0

—n+1

Assim, temos uma sequéncia dominada, e como U E; é uma sequéncia (indexada por
j=n+1
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a0
n) decrescente de conjuntos, de modo que U E; | & em U, temos que pela hipotese (ii)
j=n+1
do teorema,

M2 s B 0, em probabilidade quando n — 0.

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada para convergéncia em probabilidade ,

E(nUJ i E )—> 0, q.c.

Por outro lado, novamente pelo fato de n ser dominada para qualquer conjunto (indice)

em U, e pela hipétese de aditividade (i) do teorema, temos que

U 77U]1 :ZE(UEJ):Z)‘E
j=1 j=1 j=1

forma uma sequéncia (indexada por n) dominada superiormente (por 1), e logo é convergente

com limite finito dado por:

jh_)rglo )\ Z MNE

i= jeN

Assim,

M En) = D ME

neN neN

Provando, a o-aditividade de A em U, e logo provando que esta é, de fato, uma
medida totalmente finita em U (note que, basicamente, provamos o teorema de extensao
de (KALLIANPUR; SUNDAR, 2014, p. 1) para o caso de anéis).

Agora, pelo teorema da extensao de Carathéodory (por exemplo, (KALLEN-
BERG, 2021, p. 36)), levando em conta que A é medida totalmente finita, temos que esta
possui uma extensao (nica) & uma medida (totalmente finita) em o(U). Mas, como U é
um anel dissecante que contém X, temos que o(U) = X, visto que o(U) contém todos os
abertos da topologia polonesa de X que gera X'. Assim, obtemos uma extensao o-aditiva

(ou contavelmente aditiva) de A a X.

Neste caso, seguindo a construgao de (VIDMAR, 2017), a fungdo p: X x X —
[0,00) dada por p(A, B) = AM(AAB) é uma pseudo-métrica no espago X. Além disso, por
um argumento de classe monétona (HALMOS, 1950, p. 56) , U é denso, com respeito
a pseudo-métrica p, no g-anel gerado por este. Mas, novamente, como U é um anel que
contém X, pelo teorema da classe monétona de Sierpinski (KALLENBERG, 2021, p. 20),
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o o-anel gerado por este equivale a o-algebra gerada por este, ou seja, U é denso em S com
respeito a metrica p. Neste contexto, utilizando novamente a hipotese de aditividade de n
(hipétese (i) do teorema), além de uma suaviza¢ao por conjuntos nulos, sendo A, B € U,

vale que:

1na —nBler = E(Mma —n8) = E(Inas — np4al) < E(Mas) + E(pa) = M(AAB),

com || - |1 a norma de L'(P).

Sendo assim, dado um € > 0 qualquer, existe (escolha § = € !) um 6 > 0 (que ndo depende
de A, B) tal que para quaisquer A, B € U p(A, B) = M(AAB) < §, implica que (pela

expressao acima):

Ina — 0zl < A(AAB) < e.

Isto é, n é um mapa uniformemente continuo do espago pseudo-métrico (U, p)
ao espaco métrico completo L'(IP) (equipado com a métrica induzida pela norma L'(P).
Assim, por (DOBERKAT, 2015, p. 356), n admite uma extensao uniformemente continua
a X, que denotamos por 7. Provemos que esta extensao mantém as propriedades (i) e (ii)

do teorema.

(i) Pela densidade de U em X com respeito a pseudo-métrica p, sendo A, B € X, po-
demos escolher sequéncias {A,}nen € {Bylneny em U tais que estas convirjam a A e B
respectivamente (na topologia induzida por p) (FREIWALD, 2014, p. 92). Desse modo,

p(AU B, A, U B,) = A(A U B)A(A, U By)) < MAAA,) + A(BAB,).

Tomando o limite em n — o0, concluimos que a sequéncia {A, U B,},en € U converge
a A u B com respeito a p. Assim, levando em conta que n e 77 coincidem em U, pela
continuidade de 77 (FREIWALD, 2014, p. 94), e pela aditividade q.c. P de  em U:

Naus) = MM 7ja,oB,) = M N4, 08,) = N4 + B
Ou seja, (i) é preservada pela extensao.

(ii) Suponha {A,},eny uma sequéncia em X tal que A, | J em X. Para cada n, pela
densidade de U em X com respeito a p, podemos escolher sequéncias {B]"} jen € U tais que
B} — A, quando j — o (com respeito a p) (FREIWALD, 2014, p. 92). Novamente pelas
continuidades de 7 (FREIWALD, 2014, p. 94) e de A em X ((VIDMAR, 2017, p. 1) com

respeito a p, esta ultima consequéncia direta da o-aditividade de A em X', temos que:
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E(i1a,) = Bl ) = A(lim f132) = lim A(B}) = A(A,).

Tomando o limite n — o0 nesta expressao, e levando em conta que A(A,) — 0 quando
n — o0, pois A, | &, temos que 74, converge & 0 em L'(PP), e logo em probabilidade para

0. Ou seja, (ii) também é preservada pela extensao.

Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que U = X, visto que
temos uma extensao (uniformemente continua) de n de U a X que preserva as hipdteses

(i) e (ii) do teorema.

Para mais uma reducao, vamos ver que podemos nos restringir ao caso real.
De fato, como X é um espago standard Borel, existe um conjunto B € B(R) e um mapa
bijetor, bimensuravel f tal que f : X — B < R. Assim, como o mapa consiste numa
transformagao que preserva mensurabilidade (nas duas dire¢oes), podemos assumir, sem
perda de generalidade, que X = B, aplicando o mapa f em 7 caso seja necessario. Assim,
podemos considerar  ndo como um mapa com dominio (de indexacdo) em X', mas B(R)n B.

Neste caso, realizando a extensao de  como um mapa de B(R) n B a B(R), isto é,

Na = Nanx = Nang, A€ B(R) n B qualquer.

Podemos considerar 7 (sempre aplicando o mapa f para transformar conjuntos
mensuraveis de X em conjuntos mensuraveis de B(R) n B) , ainda mais, como um mapa
com dominio em X = B(R). Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que
X = R. Em uma nota técnica, poderiamos ter construido, numa divisao do caso X com
cardinalidade contavel /nao-contavel, a bije¢ao, bimensuravel f direto com o caso real, isto
é, com B = R, através do teorema de Kuratowski (ver, por exemplo, (KECHRIS, 1995, p.
90)).

Nos movendo para o fim da demonstragao da suficiéncia, defina o mapa (processo) Y =

R — L'(P) por Y, = N(—co]s cOm 7 € R. Assim,

(i) Sejam r,s € Q com r < s. Desse modo, pela aditividade q.c. P de 5 (hipdtese (i) do

teorema), temos que:

Y, <Y qec,
visto que Y = Ny + Ners q.C. P

(ii) Pelo item anterior, concluimos que, a menos de um conjunto nulo, ¥ é uma fungao
mondtona. Assim, considere A, = (—o0, 7] uma sequéncia de conjuntos indexada por

re€ Q. Assim, A, | &, r — —oo, r € Q, e por (ii) de nossas hipdteses, temos que,
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q.c. P, Y, — 0 em probabilidade. Pela monotonicidade de Y, e por (GUT, 2013, p.
212), temos que a convergéncia é quase certa (como sempre, em P). Similarmente,
para a mesma sequéncia A,, mas tomando r — oo, utilizando (ii) e a férmula para a
medida do complementar de um conjunto para uma medida absolutamente finita,

obtemos que q.c. a convergéncia Y, — nx é quase certa.

Numa outra nota técnica, como indica (KALLENBERG, 2017), tais relagoes sao validas
a menos de uma colegdo contavel (indexada em Q) de conjuntos nulos. Desse modo,
redefinindo Y arbitrariamente num conjunto nulo formado pela unido destes para (i) e (ii)

acima, podemos obter que tais relagoes sao validas identicamente.

Por fim, defina o mapa (processo) X : R — L*(P) por:

Xy =Yy = liminf Y, = inf Y,

r—t,reQ,r>t reQ,r>t

com t € R. Note que sempre podemos realizar esta construcao, visto que Q é um conjunto
denso, na métrica euclidiana, em R, e levando em conta que n é um mapa limitado, logo
o limite inferior & direita estd bem definido e é igual ao infimo neste conjunto (dada a

monotonicidade de Y).

Sendo assim, novamente pela monotonicidade de Y, e levando em conta que X
é, por definicdo, a versao continua a direita de Y, temos que X é monotonicamente nao-
decrescente e é continuo a direita. Além disso, por (i) acima, X_, =0 e Xy = ny. Assim,
pela identificacdo de medidas de Lebesgue-Stieltjes e funcoes nao-decrescentes e continuas
a direita na reta real (KALLENBERG, 2021, p. 42), existe uma fun¢ao (mapa/processo)
€ : Q — Mg definido na classe de todas as medidas localmente finitas em R tal que
&(—oo,t] = X; Vt € R, de modo que & é uma medida aleatéria em R (precisamos garantir
mensurabilidade, que segue pelo préximo lema citado) vide (KALLENBERG, 2021, p. 30).

Num dos tltimos passos da demonstragao, seja, pela densidade de Q em R (na
topologia euclidiana usual), {g,},eny uma sequéncia em Q tal que ¢, | ¢, t € R qualquer.
Assim, novamente argumento como em (ii) acima, pela hipoteses (ii) do teorema e pela
monotonicidade de Y, temos que 17— 4,] = Yg, | Yi q.c. P. Levando em conta que X ¢ a
versao continua a direita de Y, temos que (lembrando que os limites existem e estdo bem

definidos pelo fato de 7 ser limitada):
Yo = Xy = lim Yy, = §(—0,1].

Assim, combinando os dois limites, 74 = £(—0,t] q.c. P para qualquer t € R (A).

Assim, para q € Q, defina:
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Ag = {w 0w omq = €W, (=0, q])}-

Por (A) no paragrafo acima, P(A,) = 1. Defina o sistema-m dado por Z =

{Ae B(R): A= (0,q],q € Q}. Assim, w € ﬂAq = n(w). = {(w, ) VI € Z. Mas
q€Q
7 é um sistema-m que gera B(R). Assim, temos que por (KALLENBERG, 2021, p. 20),

we[)A, = nw). = Ew,) ¥B e BR).
q€Q
Desse modo,

ﬂAq ={w:nw)p =&(w, B),VB € B(R)}.
q€Q

E, pela aditividade contével de P, P(ﬂ A,) = 1. Assim, ny = £(A) VA € B(R)
q€Q

g.c. Que, pela identificacdo de X com R pelo mapa f, conclui a demonstracao da suficiéncia.

A parte necessaria do teorema é direta, visto que, como ¢ é uma medida
aleatéria, esta é aditiva e satisfaz a continuidade para sequéncias decrescentes de conjuntos
ao conjunto vazio. Ou seja, se na = £(A) q.c. P para A € U qualquer, as condigoes (i) e

(ii) seguem diretamente do fato de, para cada w € Q fixo, £(w, -) é uma medida. O

Neste momento, ¢ importante retirar a mensagem principal do teorema: dado
um processo estocastico nao-negativo indexado numa estrutura geral, um subanel gerador
de um anel de localizacido de um espago Borel localizado (X, X, X ), podemos encontrar
uma medida aleatéria, definida na estrutura de medidas localmente finitas induzida em
X , de modo que podemos associar a indexagao do processo como as secoes de medida da
medida aleatéria - de fato, a demonstragao de (KALLENBERG, 2017, p. 62) mostra que
podemos fazer isso em o(U), e ndo apenas em U. Trata-se de um resultado bastante geral,
e que conecta areas, a primeira vista, distintas: processos estocasticos aditivos, medidas

aleatodrias e medidas vetoriais.

Versoes equivalentes deste teorema, especialmente para o caso (metrizavel)
polonés, podem ser encontradas em (DALEY; VERE-JONES, 2008, pp. 16-18) e no
Capitulo 1 de (KERSTAN; MATTHES; MECKE, 1978). E especialmente interessante a
discussao na pagina 17 , da primeira referéncia, sobre o problema de satisfazer um ntimero
nao-contavel de condigdes (mensuraveis) do tipo (i) e (ii) no enunciado do Teorema de
Regularizagao, no processo 7, para garantir a extensao a uma medida aleatoria. Note que,
neste caso, a estrutura Borel é essencial: identificando X com R, podemos reduzir essas
condi¢Oes a um nimero contavel de operacoes em Q, obtendo uma medida aleatéria com

a identificacao classica de Lebesgue-Stieltjes no caso real.
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Resolvido o problema da extensao de um processo estocastico aditivo a uma
medida aleatoria, gostariamos de traduzir este resultado a um teorema de existéncia
de processos pontuais e medidas aleatérias. Para o caso de (X, X, X ), um espago Borel
localizado (no mesmo sentido desta segao), tal tradugao é possivel. Para isto, seguiremos
o argumento de (KALLENBERG, 2017, p. 63). Neste caso, relembremos o conceito de
familia projetiva de medidas de probabilidade (KALLENBERG, 2021, p. 179):

Definicdo 29 (Familia Projetiva de Probabilidade). Seja T um conjunto de indices
qualquer e considere uma colegao qualquer de espagos mensurdveis {(Xy, X)) her. Seja

I < T, edefina X; = X X;. Considere T e T as colegoes de subconjuntos finitos e

tel
contdveis de T, respectivamente. Assim, uma familia de medidas de probabilidade {pr} o+

(ou indexada em T) ,definida no espaco produto da colecio {(Xy, Xy)her, € dita projetiva

Se

MJ('XSJ\[)Z[L], IQJ,JGT ouT.

Seguindo esta definicao, precisamos de mais um teorema de existéncia de limites

projetivos e processos estocasticos, o qual retiramos de (KALLENBERG, 2021, p. 179):

Teorema 28 (Teorema da Existéncia de Kolmogorov-Bochner). Sejam {(Xy, X;) }er uma
colegcao de espacos standard Borel munidos das o-dlgebras geradas pela topologia polonesa
destes, e T um conjunto de indices qualquer (possivelmente ndao contdvel). Considere T
como sendo a classe de todos os subconjuntos finitos de T. Entao, dada uma familia
projetiva de medidas de probabilidade {ji},.+, esta possui um limite projetivo, isto é
existem elementos aleatorios { Xy }er definidos num espago de probabilidade (Q, F,P), com

valores (individualmente) em Xy, t € T, tais que a distribuicio conjunta (o limite projetivo)
destes, 11 em (X X;, X) Xy), satisfaz:

teT teT

Ml .oayer = PUX s Xy ) € (A An)}) = g (Ary - An),

onde {ty,...,t,} € T € wma colecio finita de elementos de T quaisquer, e (A1,...,A,) €
n

®) X,
=1

A demonstragao do teorema pode ser vista em (KALLENBERG, 2021, p. 179)
- notando que esta utiliza, de maneira essencial, a estrutura Borel dos espacos. Uma versao
mais geral, para medidas totalmente finitas e espacos perfeitos pode ser vista no capitulo 5
do volume 4 do tratado de teoria da medida de D. Fremlin, (FREMLIN, 2006). Também,
¢ interessante notar que o limite projetivo obtido acima ¢ Unico, visto que, se houvesse

outro limite projetivo com as mesmas distribuigoes finitas (algo que vale por hipétese),
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ambos seriam iguais nos cilindros de X X, , um sistema-m que gera ® X; (ROGERS;
teT teT
WILLIAMS, 1994, p. 120), e logo o teorema de determinacao de medidas de probabilidade

em sistemas-m (KALLENBERG, 2021, p. 20) garante a unicidade. De fato, a unicidade é
explicitamente citada em (FREMLIN, 2006). Para o préximo resultado, um teorema de
existéncia de medidas aleatérias, denotamos as distribui¢oes de dimensao finita de uma

medida aleatéria £ da seguinte maneira:

P((&(By),...,&(Bn)) € ) = ppy,..B. (") = UBy,..Bus

com fip,, . p, medida em B(R").

Assim, obtemos diretamente (KALLENBERG, 2017, p. 63), mas modificando

novamente o resultado para um anel dissecante:

Teorema 29 (Existéncia de Medidas Aleatérias). Fize um espago Borel localizado
(X, X, )2) e um anel dissecante U < X em X . Entdao, uma familia de medidas de probabi-
lidade {up, . B, nen definidas em B(RY), para By, ..., B, €U, para n < © € N qualquer,
consiste na familia de distribuicoes de dimensao finita de uma medida aleatoria & em X se

e somente se esta € uma familia projetiva e satisfaz:

(1) papaos({(z,y,2) :x+y==z}) =1 para A, BeU conjuntos disjuntos quaisquer e
{(z,y,2) : x +y = 2} o conjunto de todas as tuplas de R® que satisfazem a condigdo

dada.

(ii) pa, — 0o fracamente quando n — o0, para uma sequéncia A, | & em U .
A distribuigcdo de £ ¢ unica.

Apresentaremos, assim como no caso anterior, uma discussao da demonstracao
de (KALLENBERG, 2017, p. 63), adicionando algumas extensoes para maior clareza dos

passos.

Demonstragio. Para a parte necessaria da demonstracio, note que, se {15, 5, }nen forma

uma familia de distribui¢oes de dimensao finita de uma medida aleatoria &,

(i) € é uma medida aleatéria em X, portanto {(A U B) = £(A) + &(B) para A, BelU

+&(w, B)}) = L.

conjuntos disjuntos quaisquer. Assim, P({w : {(w, A v B) = &(w, A)
(w, A) + {(w, B)}

Por outro lado, podemos escrever o conjunto {w : {(w,Au B) =¢

COIMo:

{w: (£(A),&(B),£(Av B)) € {(z,y,2) - & +y = 2}}.
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Desse modo,

pasaos({(x,y,2) v +y==2}) =P{w: {(w,Au B) =&w,A) +{(w,B)}) = 1.

E a primeira condicao, (i), é valida.

(ii) Pelo item (ii) do teorema 0.1.2 (que vale, visto que £ é medida aleatéria), £(A,) — 0
q.c. quando n — oo para para uma sequéncia A,, | & em U. Por (GUT, 2013, p. 212),
isto é equivalente a convergéncia fraca da distribuicao de £ a dg, ou seja, pa, — do
fracamente quando n — o0, para uma sequéncia A,, | & em U. Logo, a condigdo (ii)

é valida.

O que demonstra a parte necessaria do teorema.

Para a parte suficiente do teorema, a condicdo de familia projetiva na hipotese
do teorema nos garante, pelo Teorema de Kolmogorov-Bochner (Teorema 28), um processo
estocéstico positivo 1 indexado em U com distribui¢oes de dimensao finita dadas pela familia
{B,... B, tnen definidas em B(R"), para By, ..., B, € U. Por outro lado, as condi¢oes (i)
e (ii) deste teorema garantem, pelo mesmo argumento da parte necessria do teorema,
que as condigoes (i) e (ii) do Teorema 27 estao satisfeitas. Assim, pelo Teorema 27, existe
uma medida aleatéria & em X tal que ny = £(U) q.c. para todo U € U. Por outro lado, a
condi¢ao de igualdade em U nos garante que ({(By),...,£(Bn)) = 0By, - .-, 0B, ). Assim:

P((&(B1), -, &(Bn)) € ) = P((ny - -,0B,) € -) = By, Ba»

para By,...,B, € U quaisquer (como sempre, n < oo,n € N). Assim, temos que a
familia {p, B, }nen definida em B(R'), para By, ..., B, € U consiste nas distribuicoes
de dimensao finita de & e 7. Mas, visto que as distribui¢oes de dimensao finita determinam
unicamente a distribui¢do de um elemento aleatério/processo estocastico (KALLENBERG,
2021, p. 84), temos que a distribuicao de £ é dada pelo limite projetivo (dado pelo Teorema
de Kolmogorov-Bochner) da familia {up, g, }nen, Ou seja, é tnica (isto ¢, fixada uma
familia de distribuigoes de dimensao finita, a distribui¢do “completa” é tinica) - vide nossa
discussao anterior da unicidade do limite projetivo dado pelo Teorema de Kolmogorov-
Bochner, e pelo fato de que conjuntos P-nulos nao alteram a unicidade distribucional. O

que termina a demonstracao da parte suficiente, e logo do teorema.

]

Desse modo, a questao da existéncia de medidas aleatérias em um espaco

standard Borel localizado (X, X, X ) qualquer estéd totalmente resolvida. Similarmente,
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podemos afirmar que o caso da existéncia de processos pontuais quaisquer também esta
resolvido: afinal, todo processo pontual é, como ja discutimos, por defini¢ao, uma medida
aleatoria (ver, por exemplo, (LAST; PENROSE, 2018, p. 128). De fato, um processo
pontual, no contexto de (KALLENBERG, 2017) é uma medida aleatdria com valores
inteiros nao-negativos (KALLENBERG, 2017, p. 49). Assim, pelo fato de que o espagos
das medidas discretas é mensuravel na o-algebra B(M ), Teorema 23, podemos aplicar o

teorema de existéncia no caso de processos pontuais.

Para o caso dos processos pontuais, o Teorema 29 pode ser simplificado, de
modo que um corolario direto ¢ a demonstracao topolégica da existéncia do processo de
Poisson em um espago Borel localizado (DALEY; VERE-JONES, 2008, p. 31). Para outros
resultados de existéncia que utilizam hipdteses (pseudo-)topoldgicas, assumindo que o
espaco localizado (X, X, X ) é perfeito munido com uma medida rigida, ver (RIPLEY,
1976).

Para processos de Poisson (mistos) na reta, uma abordagem alternativa do
Teorema de existéncia 29 pode ser formulada em termos do Teorema da Desintegracao
de Pachl (RAMACHANDRAN, 1979). Pelo uso de desintegragoes, esta abordagem pode
ser conectada diretamente com a teoria de medidas condicionais de processos pontuais,
conectando o processo de Poisson diretamente com métodos mais recentes de andlise de
processos pontuais - vide os Capitulos 6-8 (KALLENBERG, 2017). Para mais informagoes
desta abordagem, além de uma introducao a teoria da desintegragao de medidas, ver
(LYBEROPOULOS; MACHERAS, 2013).

2.4 A Existéncia de Medidas Aleatdrias e Processos Pontuais no

Caso Puramente Mensuravel e o Formalismo de Mecke

Nesta secao, veremos que é possivel relaxar as hipdteses (pseudo-)topolégicas
dos Teoremas de Existéncia e Regularizacao de medidas aleatoérias da ultima secao e, ainda
assim, obter um resultado de existéncia para processos pontuais e medidas aleatorias.
Faremos este estudo seguindo o artigo de (MECKE, 1979), que utiliza elementos da teoria
de integragao de Morse-Transue-Chang-Rao (CHANG; RAO, 1986), isto é, a integracao

de bimedidas, para provar tais resultados.

Neste caso, para a escrita desta se¢ao, utilizaremos as defini¢oes e resultados
de (MECKE, 1979). Mas, nas demonstragoes, faremos algumas modifica¢oes para maior
detalhamento das técnicas. Além disso, unificaremos a notagao do artigo com aquele de
(KALLENBERG, 2017) com a utilizacao dos anéis de localizagao.

Para comegar, fixamos um espa¢o mensuravel qualquer (X, X’) com um anel

de localizacao X, e (Q, F,P) um espago de probabilidade no qual todos os elementos
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aleatérios serao definidos (i.e, feita uma referéncia sobre um elemento aleatério, este estara
definido no espaco de probabilidade citado). Na notacio de (MECKE, 1979), (X, X, X)
¢ dito um espaco limitado, sendo que denotamos este, como visto acima, por um espago
localizado. Na mesma se¢ao em que o autor apresenta esta definicdo, alguns exemplos sao
dados para deixar a nogao de espago limitado/localizado mais intuitiva, mas tratam-se

dos mesmos exemplos que apresentamos, portanto nao repetiremos tal apresentacao.

Denotamos, por Mx o espago de todas as medidas localmente finitas em
(X, X, X ), e equipamos este espago com a o-algebra gerada por todos os mapas projegao
w— p(B), com B € X e ue My, que denotamos por B* (Mx), que também é gerada,

como visto no Lema 1, pelos conjuntos da forma:

{pe My :u(B)<t}, BeX ,teR,.

Neste caso, note que a seguinte relagao ¢ valida:

B*<Mx) - B(Mx)
Seguindo (MECKE, 1979), temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢cao 30 (Medida Aleatéria Segundo (MECKE, 1979)). Dados um espago localizado
(X, X, X) e (Mx,B*(Mx)) o espago mensurdvel de todas as medidas localmente finitas

em X, um elemento aleatorio & : Q) — Mx € dito uma medida aleatoria.

E importante frisar que, nesta secdo, a partir daqui, nesta secao, todas as
medidas aleatérias serao entendidas como medidas aleatérias no sentido de (MECKE,
1979) (Definicao 30).

Vamos introduzir uma estrutura que sera essencial na demonstragdo puramente
mensuravel da existéncia de processos pontuais e medidas aleatérias: os espagos mensuraveis

amplos *.

Neste caso, numa definicao preliminar, mas essencial para a teoria, temos
(MECKE, 1979):

Definicao 31 (bimedida). Sejam (X, X) e (Y,Y) espacos mensurdveis quaisquer. Uma
fungao de conjuntos B :Y x X — [0,00) € dita uma bimedida em (X, X);(Y,))) se:

(i) Para cada A€ fizo, B(A,-) € uma medida em X (ou, mais rigorosamente, em X ).

(ii) Para cada B € X fizo, B(-, B) é uma medida em 'Y (ou, mais rigorosamente, em ) ).

4 Trata-se de uma traducéo livre, por parte do presente autor, de ”full measurable space” utilizado por

(MECKE, 1979)
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Dada esta estrutura, podemos definir com clareza o conceito de espago mensu-
ravel amplo, criado em (KERSTAN; LIESE, 1974):

Defini¢ao 32 (Espaco Mensurdavel Amplo). Um espago mensurdvel (X, X) é dito amplo
se, para cada espago mensurdvel (Y,Y) e para cada bimedida em (X, X); (Y,))), existe
um nicleo de probabilidade v : (Y,Y) — (X, X) tal que:

BAB) = [ vig. B)Adg. X)
A

Basicamente, esta definicdo é uma abstragdo mensuravel do conceito de dis-
tribuicdo condicional regular, valida apenas em contextos (pseudo-) topolégicos, vide
(RAMACHANDRAN, 1979). De fato, a conexao com o contexto topolégico é clara medi-
ante o Teorema 7 de (KERSTAN; LIESE, 1974):

Teorema 30 (Kerstan-Liese). Suponha que (X, X) é um espago mensurdvel amplo. Entdo,
o espago mensurdvel formado pelo trago de X por D, onde D € X é um subconjunto (de

X ) X-mensurdvel qualquer, é amplo. Isto €, o espago mensurdvel (D, X n D) é amplo.

De fato, trata-se da generalizagdo mensuravel do resultado (classico) de teoria
descritiva dos conjuntos de que um subconjunto G5 de um espaco standard Borel é, ele
préprio, um espago standard Borel com a topologia do subespago (KECHRIS, 1995). Em
particular, temos o andlogo deste caso topologico pelo seguinte resultado (KERSTAN;
LIESE, 1974):

Teorema 31 (Espagos Amplos e Borel). Seja (X, X') um espago standard Borel. Entao,

este € um espaco mensurdvel amplo.

Ambos resultados garantem uma comparacao bastante interessante com o caso
topoldgico classico. De fato, veremos mais adiante nesta secdo como estas semelhancas
nos garantem resultados analogos aos Teoremas 29 e 27 desta dissertagao, mas fora do

contexto de espacgos standard Borel.

E importante notar que as ideias de (MECKE, 1979) estdo construidas sob
o formalismo candnico de medidas aleatorias: isto é, o procedimento de vé-las enquanto
processos estocdsticos indexados em conjuntos (algo que ja encontramos nas Segoes 1.3 ,
2.2 e 2.3 desta dissertagdo). Neste caso, seja (X, X, X ) um espago localizado e denote por
Z 3 o espago de todas as fungoes p : X - [0, 0) equipado com a o-algebra gerada pelas
projegoes:

Ff : Z/? — [0,00)

Definidas pela relagdo p — u(B), com B € X , € que denotaremos por Z;. Neste caso,

note que, dada u € Mx, podemos considerar 1 como um mapa definido em X. De fato,
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considere {O,},, uma sequéncia localizadora em X, e seja C' € X' qualquer. Assim, defina
o]

B, = 0,\0O,,_1, para n > 1, e B; = Oy, uma sequéncia em X tal que U B, = X, e note

n=1
que:

0¢]
C = nL_Jl(Bn nC),

onde B, nC e X para qualquer n, visto que X é um anel de localizagao. Assim, pela

continuidade de pu:

u(B) = > (B, C),

0
onde (B, n -) é uma medida definida em X, e logo Z p(Bp N ) é uma medida definida
n=1

em X. Ou seja, de fato podemos considerar 1 como uma func¢ao de conjuntos tomando
valores em X. Assim, segundo (MECKE, 1979),

Mx Z)e,

B*(M)() = Z)e M Mx.

Além disso, segundo a se¢ao 4 de (MECKE, 1979), qualquer medida de probabilidade P em
(Mx, B(Mx)) induz uma medida de probabilidade em (Zy, Z5) dada por Q = P(-n Myx)
com a seguinte propriedade °:

(S) Seja {C} }nen sequéncia disjunta em X tal que U C, € /\?, entao:

neN

Visto que se u € Mx, esta é o-aditiva, e logo:

Qe Zg:ullJ Co) = 2, 1m0} =Bl e Zg : p(l Co) = 2, m(C)} 0 M) = 1.

neN

Segundo (MECKE, 1979), esse desenvolvimento demonstra que, para qualquer
medida aleatoria segundo a Definicao 30, n em X, podemos associar a esta um processo

estocastico X = {X;};er com conjunto de indices T' = X que satisfaz a propriedade (S) .

Nosso interesse, desse modo, é descobrir se, dado um processo estocastico

com distribuicio Q, satisfazendo (S), em (Z;, Z5) indexado em X, podemos encontrar

Basicamente, uma localizagdo em M.
Note que, como indicado acima, a condigdo (S) é, em outras palavras, a afirmagao de que o processo X
possui caminhos concentrados em M x, exatamente o que possibilita o processo de localizagdao de X.

6
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uma medida de probabilidade P em (Mx,B*(Mx)), que corresponde a distribui¢ao
de uma medida aleatéria, tal que Q = P(- n Mx). Assim, garantida a existéncia das
medidas/distribuigoes citadas neste pardgrafo, conseguimos mostrar a existéncia de uma
medida aleatéria com distribuicao prescrita por estas. De fato, note que se provarmos a
existéncia de uma medida de probabilidade P em (Mx, B*(Mx)) que satisfaz a condi¢ao
em Q dada, a existéncia de uma medida aleatoria com distribuicao P é direta: defina
Q= Mx e F =B*(Mx), e considere Y o processo canonico associado a P - isto é, Y
possui distribuicao P (ROGERS; WILLIAMS, 1994, p. 122). Temos que se definirmos
n:Qx X —[0,00] por:

comwe N e Ae X, temos que, para B e X e v € X quaisquer:

{weQ:nw,B)<z}={weQ:Y(w,B)<z}={pe Mx:uB)<zx},

sendo que este ultimo conjunto é, por defini¢ao, B* (M x)-mensuravel. Além disso, para
cada w € Q fixo, N(w, -) € Mx. Ou seja, temos que n é uma medida aleatéria, e esta possui
distribui¢ao P (a mesma distribuigdo de Y'). Como ji discutimos na se¢ao anterior, tal

construcao é, essencialmente, a construgado de um processo estocastico canonico.

Numa sintese da discussao dos tltimos dos pardgrafos, temos a equivaléncia da
existéncia de uma medida aleatéria com distribuicao P em (Mx, B*(Mx)) e a existéncia
da prépria medida P no mesmo espago. Assim, seguindo (KRICKEBERG, 2014, p. 45) e
(MECKE, 1979), vamos identificar P ¢ a medida aleatéria com distribuigdo dada por esta
(o mesmo com Q e o processo estocastico com esta distribui¢ao). Para mais informagdes
sobre estes aspectos da teoria de processos estocdsticos canoénicos, ver (KALLENBERG,
2021, pp. 83-84), (ROGERS; WILLIAMS, 1994, p. 122-130), (SION, 1986), (RAO, 1981)
e (SION, 1990).

Note que do ponto de vista técnico, tal discussao verbal corresponde, a menos
de hipoteses topoldgicas, as conclusoes dos Teoremas 29 e 27 desta dissertagao (dados
por (KALLENBERG, 2017)). Neste sentido, a inovagdo de (MECKE, 1979) consiste
na demonstracdo de que, se o espago mensuravel (X, X) for amplo, entdo os andlogos

nao-topolégicos destes teoremas de existéncia sao verdadeiros.

Para o andlogo do Teorema 27 em (MECKE, 1979), precisamos do seguinte
lema técnico (MECKE, 1979), para o qual a demonstragao pode ser vista na referéncia

citada:

Lema 5. (Bimedidas e Distribui¢oes de Probabilidade) Sejam C' € 2\?, D e Z; quaisquer
e Q uma medida de probabilidade em (Z;, Z5) satisfazendo (S) e

| neretn <.
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entdo, a fungio de conjuntos Hycp: (23 N D) x (X nC) — [0,00) definida por:

J%QAAB%jLMB@MM,

comAe ZynD e Be X nC quaisquer, é uma bimedida em ((D,Z4 n D), (C,X n C)).

Agora, com este resultado em maos, podemos enunciar o equivalente do Teorema
27 (MECKE, 1979):

Teorema 32 (Teorema da Regularizagao de Mecke). Seja (X, X, X ) um espago localizado
tal que (X, X) € um espago mensurdvel amplo. Suponha que exista uma medida de probabi-
lidade Q em (Zy, Z4) satisfazendo (S). Entdo, existe uma medida de probabilidade P em
(Mx, B(Mx)) unicamente determinada tal que Q(-) = P(- n Mx).

Demonstragio. Para provar a porcao da existéncia no teorema, considere {O,},en uma

sequéncia localizadora de X em X. Defina Cn = 0,\O,_1, paran > 1, e C; = O; uma

e}
sequéncia disjunta em X tal que U C, = X. Deste modo, defina:

n=1

Dy ={peZy:k—1<u(C,) <k}

E denote por, seguindo o lema 5,
Hux = Ho,0,.D,1-

Assim, note que, como k — 1 < u(C,) < k, para p € Dy,

Dy

maw@ngfkwwwwwam<k«n

Dy

Assim, pelo Lema 5, H,, é uma bimedida em ((Dyx, Z5 N Dpg), (Cy, Cp, 0 X)). Por outro
lado, como (X, X') é um espago mensuravel amplo, pelo teorema de Kerstan-Liese (30), o
espaco mensuravel formado pelo traco de X por C,, isto é, (C,,C,, n X), é amplo. Assim,

por definicdo, existem niicleos de probabilidade

Unk - (an‘aZX N an) - (CnaCn N X>7

tais que:

Hﬂ&&—fmﬂm&&ﬂ@ﬁ&
A

com Ae Zy n Dy, e BeC, n X. Mas, novamente pelo Lema 5, sabemos que:

Hy(dp, Cn) = p(Cn)Q(dp).
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Assim,

f u(B)QUdp) = f o (1 B o (dpt, C) = f W(Co)vu (11, BYQUdN) (A),
A A

A

para k,ne N, Ae Z;, n Dy, e B e C, n X. Agora, note que, para qualquer p € Zy, e
para um n fixo qualquer,

/’L(Cn) < OOJ
visto que C, € X. Assim, tomando k = |pe, | + 1, temos que existe k € N tal que:

k—1<p(C,) <k.

Ou seja, temos que, para p € Z3 e n qualquer, existe k € N tal que p € D,,;,. Assim, para

um n € N qualquer, {D,;}reny forma uma partigdo (note que estes sao disjuntos) de Z5.

Desse modo, dado ;1 € Z5 qualquer, e n € N fixo, u € D,;, e portanto para os ntcleos de
probabilidade {1, }ren existem niicleos de probabilidade v, : (Z3, Z5) — (Cy, Cp, 0 X)
tais que

Vnk(‘uu’) = Vn('v:u)7

para f1 € Z; qualquer.
De fato, para pu € Z qualquer, tome:
[ee}
V('a :U) = Z Vnk('v M)ﬂ(”)an'
k=1
Assim,
(i) Para p e Z; fixo, existe n, k € N tais que p € Dy, e logo:

V('nu) = Z Vnk('?“)]l(:u)[)nk = Vnk('h“)a

,onde este ultimo é uma funcao C,, n X-mensuravel, e logo o mesmo é valido para

V('hu)'

(ii) Para cada A € C, n X fixo,

V(A7) = D var(A,)1()p,,

Que é uma soma (contdvel) de medidas, e logo uma medida por (KALLENBERG,
2021, p. 19).



Capitulo 2. Teoria dos Espagos Localizados 91

Assim, temos que v, ¢ um nicleo de probabilidade v, : (Z3,2Z3) — (Cy,C, N X)

satisfazendo a propriedade citada. Assim, a partir de (A) concluimos que:

LMB)@(dm - f 1(Co)va(j1, BYQ(dp) (AA),

A

paraneN, Ae Zy e Be (), n X. Assim, defina o mapa ¢ : Zy — Mx por:
W(W)(G) = > w(Cr)va(p, G 0 ),
n=1
para G € X.
Assim, de (AA) e (S),

LmG)@(dm _ f (6(1)(G)Qdp),

A

para A€ Z; e G € X (quaisquer). Assim, para G € X qualquer:
Q{pue Zy : 1(G) = W(w)(G)}) = 1.

Deste modo, defina a medida de probabilidade P(-) = Q(¢)"'(*)). Desse modo, para
{G;}"_, € X e H um subconjunto Borel de [0, 0)™:

QUrne Zy: (W(Gr),...,;u(Gn)) € HY) =

QUne Zy - (W)(GL), -, (b(n)(Gn)) € H}).

Além disso,

QUre Zy : (W)(G1), ..., (Y(1)(Gn)) € H}) =

QW ({ne Mx : (WGh),...,1(Gn)) € H})).
Mas, pela definigio de P,
QW ({ne Mx : (WG),...,1(Gn)) € H}) =P({¢p € Mx : (6(G1),...,0(Gn)) € H}).
E, por construcao,

P({p e Mx = (¢(Gh),-. -, 0(Gn)) € HY) =P({re Zy - ((Gh), .-, p(Gn)) € H} 0 M),

E, pelo fato ja discutido nesta dissertacao apds o Teorema de Kolmogorov-
Bochner (0.6.11), as medidas em (Z5, Z5) sao unicamente determinadas pelos valores nos

cilindros, segue que Q(-) = P(- n Mx), e também segue-se a unicidade de P.

]
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Recordando a identificacdo de um processo estocastico com sua versao canonica
e, também, a identificacdo de uma medida aleatéria com sua distribui¢ao induzida, temos
que Teorema da Regularizacao de Mecke garante o andlogo (da parte suficiente) do Teorema
27 de (KALLENBERG, 2017): dado um processo estocéstico positivo satisfazendo uma
condicao de aditividade (S), podemos regulariza-lo numa medida aleatéria em X (e, logo,
em X'). Como anteriormente, isso por si s6 ndo garante a existéncia de uma medida aleatéria
com distribuigbes de dimensao finita (e, logo, distribuigdo completa) prescritas(ta). Mas,
temos o analogo do teorema de existéncia, Teorema 29, que também é baseado no teorema
de Kolmogorov-Bochner. Relembramos brevemente este contexto de existéncia com base
na segao 5 de (MECKE, 1979).

Neste caso, seja n uma medida aleatéria, no sentido da Defini¢ao 30, no espago
localizado (X, X, X). Para {B;}", € X denotamos por g, p, a distribuicio do vetor

aleatério dado por:
(n(B1), - .-, n(Bn))-

Entao, a colecao de todas estas distribuigoes para {B;}i_, € X qualquer, que
denotamos por {{p,. . B, tnen, € Projetiva (como vimos acima), e satisfaz as condicoes

(também discutidas na se¢do anterior):

(1) wBy.Br.BroBs({(21, 22,21 + 22) € R 1 21,29 > 0}) = 1, para By, By € X disjuntos

quaisquer.

(ii) Para uma sequéncia {C,},en € X tal que C, | & e para qualquer z > 0 real,

lim pc, ([0,2)) = 1.

Como é sabido do Teorema 29, dada uma familia (de distribui¢oes) projetiva
{115, B, }nen, Para {B;}", € X qualquer, e que satisfaz as condicoes (i) e (ii) acima,
se o espago (X, X, X ) for Borel localizado, entao temos a existéncia de uma medida
aleatéria com limite projetivo que possui distribui¢cbes de dimensao finitas dadas por
{tB,...B, tnen. Por outro lado, no caso mensurével geral, tal afirmagao nao ¢ vélida, como
notada por (RIPLEY, 1976). Mas, o teorema da Regularizagao de Mecke nos garante uma
demonstracao de existéncia no caso em que (X, X, X ) é um espago mensuravel localizado e
amplo (sem hipdteses (pseudo-)topoldgicas). De fato, temos o seguinte resultado, originado
do Teorema 3 de (MECKE, 1979):

Teorema 33 (Teorema da Existéncia de Mecke). Seja (X, X, X) wm espago mensurdvel
localizado tal que (X,X) é amplo. Entao, dada uma familia projetiva de medidas de
probabilidade {{p,, . B, }nen em (R}, B(R")) que satisfaz as condicoes (i) e (ii) acima,
entdo esta possui um limite projetivo P em (Mx, B(Mx)) tal que, paran € N, {B;}I_| € X
e D e B(RY}) quaisquer,
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P({¢ € Mx : (¢(Bi, ..., ¢(By)) € D}) = pp,....5, (D)

Lembrando, novamente, de nossa identificacao de medidas aleatérias e suas
distribuicoes, temos que o teorema nos diz, numa linguagem mais clara: dado um espago
mensuravel localizado amplo equipado com uma familia de distribui¢oes finitas, entao

existe uma medida aleatéria com distribui¢oes de dimensao finitas prescritas por estas.

A demonstracao deste é bastante similar ao Teorema 29:

Demonstragio. Como temos uma familia projetiva em (R",B(R" ), pelo teorema de
Kolmogorov-Bochner (Teorema 28), temos uma medida (o limite projetivo) de probabili-
dade Q em (Zy, Z5) que possui {15, . B, }nen como familia projetiva.

De (i) e (ii) acima, segue-se que Q satisfaz a condi¢ao (S), assim como de-
monstrado no Teorema 29. Assim, pelo teorema da Regularizagao de Mecke (Teorema 32),

existe uma medida de probabilidade P em (M x, B(Mx)) que satisfaz:
P({pne Mx : (¢(By,...,¢(Bn)) € D}) = pp,,...5, (D),

0 que termina o teorema.

]

Para o caso de processos pontuais, para usar o método do Teorema de Regula-
rizacio de Mecke, precisamos garantir que A% é um subconjunto B*(M x)-mensurével de

Myx.

Mas, seguindo (RIPLEY, 1976), isso é possivel quando o espago X possui uma
o-algebra X' contavelmente gerada, vide o Lema 2 de (MECKE, 1979):

Lema 6 (J—Algebra Contavelmente Gerada e Processos Pontuais). Dado um espago

mensurdvel (X, X) tal que X ¢ contavelmente gerada, entio Ny € B*(Myx).

Similarmente, temos um resultado de decomposicao atémica neste contexto,

dado pelo Lema 3 de (MECKE, 1979):

Lema 7 (Decomposi¢gdo Atémica no Caso Contavelmente Gerado). Dado um espago
mensurdvel (X, X) tal que X é contavelmente gerada e {x} € X para qualquer x € X, entdo

qualquer medida 1 € /\/}l( pode ser escrita como:
p= Y n(()id, o € Xp({a)) > 0},

Com estes dois lemas em maos, e pelo Teorema da Existéncia de Mecke, o
seguinte teorema ¢ vélido - vide Teorema 4 de (MECKE, 1979):
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Teorema 34 (Teorema da Existéncia de Mecke - Processos Pontuais). Seja (X, X') um
espaco mensuravel amplo tal que X ¢é contavelmente gerada. Entdo, dada uma familia

.....

satisfaz:

(2) M31132731UB2({(21)227z1 + 22) € Ng L 21,%2 € NO}) = 17 bara BI7B2 € ‘)2 dZ.Sj'U/n/tOS

qUaLSqUer.

(7i) Para uma sequéncia {Cy,}nen € X tal que C,, | & vale
lim e, ({0}) = 1
Egziste uma medida de probabilidade P em (N, Ny n B(Mx)) tal que:
P({¢ € Nx : (¢(By, ... 0(By)) € (ki ..o kn)}) = piym, ({(Rr - K)),
com (ky,...,ky,) NI, neNe{B}", eX.

Note que, como qualquer espago standard Borel possui a o-algebra Borel
contavelmente gerada e contendo todos os pontos (singletons) (PRESTON, 2008), os
resultados de (KALLENBERG, 2017) seguem diretamente dos resultados de (MECKE,
1979) apresentados nesta segao, visto que medidas aleatérias no sentido de (KALLENBERG,
2017) podem ser regularizadas a medidas aleatérias no sentido de (MECKE, 1979), o
mesmo para processos pontuais. Apesar disso, o uso dos resultados desta secado podem ser
utilizados em espacos que falham em ser standard Borel, e logo nao suportam os resultados
de (KALLENBERG, 2017). Um exemplo deste fenémeno consiste na construgao de medidas
aleatorias no espaco topoldgico dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis de perimetro finito,
que nao é completo, e logo nao satisfaz as condigoes do formalismo de (KALLENBERG,
2017) - para mais informagoes deste caso, ver (JURCO, 2021).

Um outro ponto de interesse consiste na generalizacao dos resultados de
(MECKE, 1979) para estruturas locais, como os anéis dissecantes/geradores de (KAL-
LENBERG, 2017), e estruturas em espagos produto de medidas. Resultados deste tipo
podem ser vistos em (ZAHLE, 1982) e (ZAHLE, 1988). Atentamos ao fato do uso de certas
técnicas avangadas de teoria da medida, como sistemas de diferenciagao de Vitali (HAYES;
PAUC, 1970; AUMANN; HAUPT, 1983), nas referéncias citadas, demonstrando um pouco
da grande diversidade de abordagens (e dificuldades) na teoria de medidas aleatérias e

processos pontuais.
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3 Continuidade Abosulta e Elementos de Te-

oria Inferencial de Processos de Poisson

3.1 Continuidade Absoluta e Singularidade de DistribuicGes de

Processos de Poisson

Neste capitulo, vamos exibir alguns resultados de continuidade absoluta de
distribuic¢oes (medidas) induzidas por processos de Poisson, com aplicagoes em inferéncia
estatistica destes processos. No espirito de resultados anteriores, veremos que os teoremas

podem ser reduzidos a continuidade absoluta das medidas de intensidade dos processos.

Para obter estes resultados, vamos abandonar, por um momento, o esquema to-
poldgico das segOes anteriores e retornar ao esquema abstrato de (LAST; PENROSE, 2018).
De fato, utilizando alguns resultados da teoria de integrais de Hellinger (BOGACHEV,
2007, p. 230), nao sera necessario assumir qualquer hipétese topoldgica na construgao
de critérios para continuidade absoluta, e singularidade, de distribui¢oes de processos de
Poisson. Neste sentido, seguiremos o desenvolvimento e resultados de (LIESE; LORZ,
1999).

Comecemos com as defini¢oes das integrais de Hellinger (LIESE; LORZ, 1999,
p. 282):

Definicao 33 (Integrais de Hellinger). Sejam py e po medidas o-finitas em um espago

mensurdvel (E,E). Denote por p uma medida em (E,E) que domina py e pio, € sejam:

b1 d,LL )
. dpig
D2 d,u )

as deriwadas de Radon-Nikodym de j11 e poy com respeito a p respectivamente. Assim, para

0 <s <1, dizemos que:

H(p1, po) = f pips Su(d),
E

Js(,ula ,UQ) = f (Spl + (1 - 5)p2 - pipéis)pj(dx)?
E

sao as integrais de Hellinger de ordem s de 1 e ps com respeito a fu.

Para demonstracoes posteriores, precisamos das seguintes propriedades das
integrais de Hellinger (LIESE; LORZ, 1999, p. 285). Neste caso, denote por, na mesma
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notagao da Defini¢ao 33:
1 = Nl,a + ;ul,sia

a decomposicao de Lebesgue-Nykodim de p; com respeito a ps (BOGACHEV, 2007).

Entao, vale que:

Proposicao 11. Suponha 11 e ps medidas como Defini¢io 33. Suponha que J%(,ul, fi2) < 0.
Entao,

lsilTnll Js (s p2) = pa,i ().

Além disso, temos que (LIESE; LORZ, 1999, p. 285):

Proposicao 12. Suponha p; e s medidas como na Definicdo 33, e que estas sdo finitas.

Entao,

lsings(m,uz) = p1.4(92).

Desta tltima proposi¢ao, obtemos que (LIESE; LORZ, 1999, p. 285):

Proposicao 13. (Singularidade e Integrais de Hellinger) Suponha py e ps medidas como

na Definicado 33. Entdo, py e po sao mutuamente singulares se e somente se:

Ou, equivalentemente,
Hs(lulalu2) = 07 VOo<s<l

Neste sentido, obtemos um resultado homénimo para a continuidade absoluta
(LIESE, 1986, p. 63):

Proposicao 14. (Teorema de Nemetz) Suponha py e po medidas como na Definicao 33,

e que estas sao finitas. Entdo, py e po sao absolutamente continuas se e somente se:
lsings(uhm) = 1.

Estes resultados sao a base para demonstrarmos os resultados de continui-
dade absoluta e singularidade de distribuigoes de processos de Poisson. Neste caso, para

enunciarmos o resultado principal, e sua demonstracao, precisamos fixar algumas notagoes.

Suponha (X, X) um espago mensuravel qualquer, e (2, F,P) um espaco de
probabilidade fixo. Consideramos 7, e 7, dois processos de Poisson definidos no espaco
de probabilidade, e com valores em N(X), com medidas de intensidade o-finitas A; e A,.

Denote por v uma medida em (X, X) que domina as intensidades dos processos, e fixe
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X um anel de localizacao em (X, X'), de modo que as intensidades e v sejam localmente
finitas (em X).

Agora, denote por G a colecao de todos as classes de cardinalidade finita

consistindo de subconjuntos disjuntos de X. Isto é, temos que:

geG «— g={By,....B,}, neN, {B;}", € X coleciio disjunta.

Neste sentido, introduzimos uma relagdo binaria (de elementos) em X dada
por: dados g1, g2 € G, entdo g; < go se para qualquer B € g; temos que B é unido disjunta
de elementos de g5. Note que G é direcionado pela relagao <. De fato, temos que, sendo

g1, g2 e g3 elementos de G:

(i) Se g1 < g2 € g2 < g3, entdo todo elemento de g; pode ser escrito como unidao de

elementos de gs. Assim, g; < g3.

(ii) Se B € g1, entdo B é uma unido (consistindo de um tnico elemento, o préprio B) de

elementos de g;. Assim, g; < ¢;.

(iii) Se g1,92 € G, entdo g4 = g1 U g2 ¢ uma colegao finita de elementos disjuntos de G.
Além disso, por construcgao, g1 < g4 € go < g4. Assim, dados quaisquer dois elementos

de G, podemos encontrar um terceiro que é maximal com respeito a estes.

Assim, no conjunto direcionado (G, <) defina a rede J,¢g : (G, <) — [0, 0), com
s € (0,1) fixo, dada por:

A (B) Ao(B)  Ai(B), A2(B)

JS,Q(AlﬁAQ) = Bzzeg[s I/(B) + (1 - 8) V(B) - ( U B) )8( V(B) )1_8]'

Entéao, temos o seguinte resultado (LIESE, 1975, p. 18) e (LIESE; LORZ, 1999,
pp. 286-287), denotando por Py, g, i = 1,2, a restricio das distribui¢oes de 7y e 72 a
o-algebra Ng:

Lema 8. (Formulas de Liese) Sejam mapy(k) = P(n(B) = k), com k € Ng e Be X
e n um processo de Poisson com intensidade A. Assim, sendo N\ e Ao as derivadas de

Radon-Nikodym de Ay e Ay com respeito a v,

Hy(my,, my,) = exp{—(sA; + (1 —s)\y — NSNS 5L

Além disso, sendo Ng a o-dlgebra gerada pelos mapas projegio de medidas definidas em G,

HS(PAl,NgaPAQ,Ng) = exXp {Js,g(Ah AQ)}
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Agora, considere Z a familia de todas as sub-o-algebras A de £. Note que Z

é um conjunto dirigido pela relacdo a de inclusao de o-algebras de Z. Assim, temos o
seguinte resultado (LIESE; LORZ, 1999, p. 285):

Teorema 35 (Limites de Redes de Integrais de Hellinger). Seja Zy um subconjunto de
T dirigido por «, e denote por o(Zy) a o-dlgebra gerada por todas as o-dlgebras em Zy.
Suponha que, dadas p;, i = 1,2, medidas em (E,E), p;a sejam o-finitas para qualquer
A€y e para i =1,2. Entdo, para qualquer s € (0,1)

}liellno Js(,ul,Aa M?,A) = Js(,ul,o(l'o)a MZ,U(ZO))-

Além disso, se para algum Ag € Lo, Hs(p1 4,5 p2,4,) < ©, entao, para qualquer s € (0,1):

Eglo Hs(ul,A,NQ,A) = Hs(#l,a(zo),/@,a(zo))-

Onde os limites acima sao tomados enquanto limites de redes - veja (ENGEL-
KING, 1989) ou (SCHECHTER, 1996). Note, também, que faz sentido assumirmos a
unicidade do limite das redes no teorema acima, visto que estas tomam valores em [0, o],
que é Hausdorff na topologia euclidiana usual da reta real estendida (ENGELKING, 1989).

Com estes preliminares em maos, podemos mostrar o resultado principal sobre
continuidade absoluta e singularidade de distribui¢oes de processos de Poisson, que consiste
na Proposigao 1 de (LIESE; LORZ, 1999, p.. 287):

Teorema 36 (Teorema de Liese-Lorz). Sejam Pa, e Pp, distribui¢oes de processos de

Poisson my, e ng em X com medidas de intensidade o-finitas Ay e Ay. Entao,

Py, L Py,.

Se e somente se J%(Al, Ay) = 0. Além disso,

PAl < PAz'

Se e somente se Ay < Ay € J%(Al,Ag) < 0.

Demonstragio. No Teorema 35, escolha Zy = {My,, g € G}. Entao, aplicando os limites
com respeito a Zy dados no Teorema 35 nos lados direito e esquerdo da férmula de Liese
(Lema 8):

Hs(Pay v, Pagng) = exp {Jsg(A1, A2)},

respectivamente, obtemos que:

HS(]P)AMIP)Az) = exXp {_JS(]P)AN]P)Az)}'
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Para a parte de singularidade das distribui¢oes, gostariamos de utilizar a

dA;
Proposicao 13 em conjuncao com a expressao logo acima. Neste caso, denote por \; = y o
v

1 = 1,2, as derivadas de Radon-Nikodym das intensidades, e perceba que:

HS<]P)A17PA2) = eXp{_JS(]P)AN]P)AQ)} = O’

para qualquer 0 < s < 1 se e somente se, pela Proposi¢ao 13,

Hi(Py,,Py,) = 0.

1
2

Mas, neste caso, por (LIESE; LORZ, 1999, p. 282) e pela pentltima expressao

desta demonstragao:

Hi 1
2 2

(PA17PA2) =0 < (J‘Q<\/>Tl_ \/)‘72>2dy)% =0 — Ji (PA17PA2) = 0.

Desse modo, novamente pela Proposi¢ao 13, concluimos que Py, L Py, see

somente se .J1 (A1, Ay) = .

Para a continuidade absoluta, utilizamos o Teorema de Nemetz (Teorema 14).

Neste caso, note que, por este teorema,

PA1 < PA2 — h%lHS(]P)Al)]PAQ) = 1.
Mas, pelas Proposigoes 12 e 11, e por Hy(Py,,Pa,) = exp {—Js(Py,,Pa,)}
obtemos que se, e somente se, .J1 (P, Py,) < c0:
lslgl HS(]P)A17]P)A2) = lslgl exXp {_JS(]P)AU]P)Az)} = eXp {_Al,Sl(X>}
Mas, neste caso,

exp{_Al,si(X>} =] Al,si(X) =0 Al < AQ.

O que conclui a demonstragao. Visto que demonstramos:

PAl < PA2 — A1 < A2 e J%(IP)A“PAQ) < 0.
]

Um outro critério de continuidade absoluta disponivel na literatura consiste no
seguinte, dado pelo Teorema 1 de (BROWN, 1971, p. 775):
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Teorema 37 (Critério de Continuidade Absoluta de Brown). Sejam n; e 1y processos de
Poisson em X com intensidades o-finitas A1 e Ay. Entdo, Py, < Py, se e somente se as

sequintes condigcoes sao validas:

(1) A < As.

(ii) Sendo B. ={x e X :|f(x) — 1| > ¢}, com ¢ > 0 real qualquer e f = T
2

Al(BC) < 0 e AQ(BC) < O

Para qualquer ¢ > 0 real.

(7ii) Para algum ¢ > 0, sendo BS o complementar do conjunto B, J (f(z)—1)?Ay(dz) <
B¢
0.

A demonstragdo, que omitimos, pode ser vista em (BROWN, 1971, p. 775).
Com este resultado em maos, conseguimos construir um exemplo interessante do fenémeno
citado por (KARR, 1991): podemos obter continuidade absoluta das distribui¢oes de dois
processos de Poisson em qualquer conjunto limitado (i.e, em X ) -isto é, localmente- mas a

continuidade absoluta global, em X, nao ser valida:

Exemplo 1. ((BROWN, 1971, p. 776) - Modificado) Considere X = N, X = 2
e, sendo S, = {1,...,n}, temos que S, T N, e:

X = J@xns),

neN
¢ um anel de localizagdo de X. Defina A; e Ay medidas o-finitas em X dadas pela relacao
Ai1({m}) = m e Ay({m}) = m + 1 para todo m € N. Note que estas sdo finitas em qualquer
C € X, visto que a cardinalidade de C' é sempre finita. Deste modo, considere n; e 7,
processos de Poisson em X com intensidades A; e Ay respectivamente. Agora, perceba que
se Ay(A) =0, para A€ X, entdao A = . O mesmo para A;. Assim, A; < Ay e temos que:

dA\q 1

é a derivada de Radon-Nikodym das medidas. Segundo (BROWN, 1971, p. 776), temos

que, para um ¢ > 0 qualquer (visto que as cardinalidades destes conjuntos sao finitas):
Al(BC) < 0 e AQ(BC) < 0.

Isto é, as duas primeiras condi¢oes do Teorema 37 sao validas. Mas, note que,

para um ¢ > 0 qualquer:

| @ - 1paadn =Y

c m>%,meX

1
— = 0.
m
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Visto que trata-se de uma série harmonica. Este fendomeno ocorre pois a soma
Z — envolve um nimero contével de valores (no caso da integragao em X).Apesar disso,
m
m>1
se computarmos esta mesma expressao em cada espaco dado pelo trago por conjuntos
limitados C' € X, isto é, em (C,C' n X)), os conjuntos B.|c = {x € C : |f(x) — 1] > ¢}

sdo todos finitos, e logo a expressdo da integral | (f(x) — 1)*Ay(dx) seria finita com as
Bg
restrigoes de A e Ay em (C,C n X). E, portanto, as trés condigoes do Teorema 37 seriam

validas, e obteriamos continuidade absoluta das distribui¢oes do processo.

Ou seja, podemos obter continuidade local, mas nao continuidade global, das

distribuicoes de n; e 1o pelo Teorema 37. A

Por fim, obtemos um resultado de dicotomia de distribui¢des de processos de
Poisson (KARR, 1991, p. 233) e (BROWN, 1971, p. 776):

Teorema 38 (Dicotomia de Distribui¢oes de Poisson). Suponha que temos medidas o-
finitas Ay e Ay em um espago de medida (X,X), com Ay ~ Ay. Entdo, Py, ~ Py, ou

Py, L Pa, se a sequinte integral converge ou divergir respectivamente:

| -G

Basicamente, estes resultados garantem as técnicas necessarias para estudarmos
testes de hipdteses no caso do processo de Poisson, com resultados de dicotomia de medidas

necessarios para distinguir entre hipiteses sobre a intensidade do processo - veja (BROWN,
1972), (KRICKEBERG, 1978) e (KRICKEBERG, 1982).

Algo importante a se notar do formalismo acima é que, pelo nivel de generalidade
deste, mesmo com as condigoes de continuidade absoluta satisfeitas, nao é possivel garantir
a existéncia de uma densidade entre as distribui¢oes dos processos 1y e 72 (KARR, 1991,
p. 232). Apesar disso, como indicado por (LIESE; LORZ, 1999, p. 296), temos a existéncia
de uma densidade garantida no caso em que A;(X) e Ay(X) sdo finitas. Como veremos na
secao sobre metodologias de estimagao para o processo de Poisson, tal simplificagdo pode
ser feita sem perda de generalidade. Neste caso, obtemos o seguinte resultado (KARR,
1991, p. 232), mas adaptada para o caso abstrato (LIESE; LORZ, 1999, p. 296), e originado
do trabalho de (BROWN, 1971, p. 774):

Teorema 39 (Teorema de Karr-Liese-Brown). Suponha que Ay < Ay em X e que A1(X)
e No(X) sao finitas. Entao Py, < Pp, em F'(X) = o(n(A),A X), com derivada de
Radon-Nykodim dada por:

) = Gl = e { | mS@hntda) — [ (S() - D)

dA,

Onde S(z) = d—AQ(x)
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Se Ay ~ Ay, entio Py, ~ P,,.
Seguimos a demonstragdo do teorema exibida em (KARR, 1991, p. 232):

Demonstragio. Note que, a afirmagido do teorema é equivalente a, para um A € N (X)

qualquer:

Pl e 4) = [ (0P, ()

4 APy,

Isto é, equivalente a uma igualdade envolvendo distribui¢coes de processos
pontuais. Assim, pelo Teorema 3 de unicidade de distribui¢oes de processos pontuais em
termos de funcionais de Laplace, basta provarmos que, para f : X — R funcao positiva

Br\X-mensurédvel qualquer:
Bau(e exp{ | nS(@hn(de) = [ (S@) = Dxd)) = Ln(1).

com E,, a esperanca com respeito a distribuicao de ;.

Mas, note que:

Ey (=10 exp { J In S(2)(dz) — L(S(x) C ()

exp { f 2) — DA, (di)}Ex, (exp {~ j I S(@))(da)}) =
exp{f z) — 1)Ay(dx)} exp {— f (1—e7S(x))A(dz)} =

exp {— f (1= e~ Ao(dz)} = En, (-1 = Lo, (f).

Em que utilizamos, na pentultima linha, a forma do funcional de Laplace de um
processo de Poisson (Teorema 5). Como indicado no primeiro pardgrafo da demonstragao,

por uma aplicagao do Teorema 3, terminamos a demonstragao. O

Para um exemplo de célculo classico de uma densidade de interesse na estatistica
matematica no contexto dos processos de Poisson, temos o processo de Poisson nao-

homogéneo na reta:

Exemplo 2. Considere (X, X’) como sendo o espago Borel na reta real positiva,
isto ¢, X = R, e X = Bg, . Equipamos este espaco mensurdvel com um anel de localizagao

X consistindo nos conjuntos relativamente compactos na topologia euclidiana de R,.

Neste caso, seja g : R, — R, uma fungdo real (ndo constante) localmente

integravel com respeito a medida de Lebesgue, pu; em R, isto é,

f3g<x>mdx> <o
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para qualquer B € X e J g(x)pr(de) = oo .
Ry

Entao, um processo de Poisson, n em R, com intensidade dada por A\(A) =

f g(x)pr(dr), A e X, é dito um processo de Poisson ndo-homogéneo. Neste caso, note que
A

a intensidade do processo é finita para qualquer conjunto em X. Assim, pelo Teorema de
Karr-Liese-Brown (Teorema 39, se considerarmos um processo de Poisson nao-homogéneo
restrito a (B, Bgr, n B), com B € X, e medidas de intensidade A; = pz, a medida de
Lebesgue, e A1 = )\, a intensidade do processo, temos que estas sdo finitas em B, e por

construcao:
dAs
dh, (z) = g(z).

E, desse modo,

gii? | Fn(x) = €xp {fB In g(z)n(dzx) — JB(g(m) — Dy (dz)}.

Neste ponto, temos todas as ferramentas necessarias para exibir os rudimentos

de uma teoria de estimagao (por maxima verossimilhanga) do processo de Poisson.

3.2 O Problema de Estimacdo para um Processo de Poisson e o

Método de Maxima Verossimilhanca.

Para a teoria de estimagao do processo de Poisson propriamente dita, vamos
adotar a abordagem paramétrica de maxima verossimilhanca. Trata-se de uma abordagem
com uma grande gama de resultados disponiveis sobre consisténcia, existéncia e tratamento

numérico de estimadores, e com interpretagoes instrumentais mais diretas (KARR, 1991).

O foco da exposicao nesta se¢do, a partir da abordagem citada no paragrafo
anterior, seguird a teoria de estimagao exibida em (KUTOYANTS, 1998), mas utilizando
a notacao de espagos localizados de (KALLENBERG, 2017). Isto é, assumimos que
0s processos pontuais nesta se¢do sdo tomados no sentido de (KALLENBERG, 2017),
Definigao 22 desta dissertacao. Neste caso, comecaremos, exibindo as defini¢oes relevantes

para a teoria de experimentos estatisticos de processos pontuais para o caso paramétrico.

Consideramos um espago de probabilidade fixo (€2, F,P), e um espago de estados
dado por um espag¢o mensuravel localizado (X, X, X ). Introduzimos por um espago de
pardmetros um conjunto © < R* com sua topologia euclidiana induzida e o-algebra Borel

correspondente, e um conjunto (fixo), dito de observagao do processo, A € X.

Nesse contexto, suponha que temos uma familia de medidas de probabilidade
P = {Pp}oeo em (2, F) (baseadas em PP), e um processo de Poisson 74, definido em (€, F),
com valores em (A, A n X'), tal que, sob Py € P, n4 possui intensidade g, 6 € ©, definida
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em A (i.e, o trago da intensidade em (A, A n X')). Nossas observagbes consistem nas
realizagoes do processo 14 com intensidade dada por Ag,, com um 6, € © desconhecido.

Com estes dados em maos, o objetivo é estimar o verdadeiro valor pardmetro 6.

Relembremos a seguinte definicao (KUTOYANTS, 1998, p. 31):

Definicdo 34 (Estimador - Processo Pontual). Dizemos que uma funcio B(©)\(B(N%) N
N4®)-mensurdvel
0: N -6,

em que ./\/:i{@ ¢ o espaco das realizagoes do processo na indexado parametricamente em
© (i.e. o espago de medidas discretas localmente finitas em A), e © o fecho de © (na

topologia euclidiana deste), é um estimador de 6.

Note que tomar o fecho e nao o espago original é um ponto importante,
especialmente no caso em que o método de construcao de estimadores pode produzir

valores na fronteira do espago paramétrico.

Um ponto conceitual importante a ser citado é o de que a inferéncia para
processos pontuais difere, no quesito interpretativo e teodrico, da inferéncia classica para
observagoes i.i.d. de varidveis aleatérias - ver, por exemplo, o capitulo 4 de (KARR, 1991).
No formalismo exibido nesta se¢ao, nao ha multiplas realizagoes do processo de Poisson
no conjunto A, apenas uma - algo que difere da teoria usual. Apesar de ser possivel
desenvolver a teoria do ponto de vista de multiplas realizacdes de um processo pontual,
vide (KARR, 1991), os métodos de estimagao acabam reduzidos ao caso de apenas uma
observacao, vide o Capitulo 6 de (KARR, 1991).

Neste sentido, nao apenas a teoria inferencial nao-assintotica e assintética de
processos de Poisson difere da teoria de estimacao classica para variaveis aleatérias, mas

também a teoria de reducao suficiente e completude de experimentos, como pode ser
observado, por exemplo, em (RUSCHENDORF, 1989).

3.2.0.1 Abordagem de Maxima Verossimilhanca.

Seguindo a se¢ao 1.2 do Capitulo 1 de (KUTOYANTS, 1998), vamos supor que
a familia de intensidades {\g}oco 1 ¢ mutuamente absolutamente continua. Fixamos uma

medida A € {\p}geo que domina a familia {\g}eco, isto é:

Ao <A\, VO e O.

Temos, entao, uma familia de derivadas de Radon-Nykodim, as fung¢oes de

intensidade, {S(0, z)}pco com:

L Perceba que a notacio para intensidades diferen da secdo 3.1



Capitulo 3. Continuidade Abosulta e Elementos de Teoria Inferencial de Processos de Poisson 105

S(60,2) = 2 (a),

visto que, como A € X, a familia de medidas {\g}g ¢ (totalmente) finita.

Considerando novamente a familia de medidas de probabilidade P = {Pp}geco
para as quais 14 é um processo de Poisson com intensidade Ay, pelo Teorema de Karr-
Liese-Brown (Teorema 39), a fungao verossimilhanga do Processo neste modelo é dada

por, na mesma notac¢ao do teorema:

Cfl];; (na) = exp {L In S(x,0)n(dr) — L(S(gj7 0) — 1)A(dz)}.

E, seguindo (KUTOYANTS, 1998), podemos utilizar esta férmula para definir

a razao de verossimilhancas do processo para 6,6, € O:

L0 0ma) = ) = oo [ n G otan) = [ (G - D @)

Note que esta é uma bona fide derivada de Radon-Nykodim pela equivaléncia

das medidas na familia paramétrica de intensidades. Assim, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 35 (Estimador de Maxima Verossimilhanga (EMV)). Dizemos que o estimador
de mazima verossimilhanca do parametro 0 no conjunto A, 64, consiste, caso seja unica,

na solucao da sequinte equagdo:

L(Ba,6,, A) = sup L(6, 6, N4).
0e©
Caso a solugao nao seja necessariamente tnica, como indica (KUTOYANTS,
1998), adotaremos o EMV como uma solu¢ao qualquer. Além disso, como indica o autor
citado, 6; é um valor fixo, do qual o estimador ndo depende. Ou seja, a depender do

contexto, podemos escolher diferentes valores de 6; para facilitar as contas.

No geral, pontua (KUTOYANTS, 1998), se o estimador de maxima verossimi-
lhanca ndo pertencer ao fecho ©, e é regular num sentido que veremos posteriormente

(basicamente, satisfaz condigoes que permitem trocar derivada com integral), podemos
dS(z,0)

encontrar o estimador resolvendo a seguinte equagao (Score), onde S (x,0) = —

L S@.)" )~ L 58,0 0(d) =0, 0 eb.
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Antes de partirmos para alguns resultados gerais sobre a teoria de estimacgao
EMV | vamos ver alguns exemplos de calculo dos estimadores analiticamente. Considere,

primeiramente, o processo de Poisson homogéneo (KUTOYANTS, 1998, p. 32):

Exemplo 1. Escolhemos © = R, , e consideramos uma familia de intensidades
indexada neste espago com \g(dz) = O (dz), onde uy é a medida de Lebesgue na reta
positiva. Como A € X é um conjunto limitado, temos que ur(A) < o e portanto estamos
sob hipéteses validas na inferéncia do processo. Portanto, com g, = i, € A =y, obtemos

as seguintes expressoes:

d
50.2) = a) =0,

d\
S(61,x) = a(x) =1,

Desse modo,

L(64,61, 4) = exp | f In(6)n(dz) — L(e — Dpug(de)} = exp {In(@)(A) — (6 — s (A)}.

O supremo na Definigdo 35 é atingido (como pode ser verificado, por exemplo,

tomando derivadas), e portanto o EMV é dado por:

0, — n(A) .

Analogamente ao Exemplo 1, consideramos o calculo do EMV para o processo
de Poisson nao-homogéneo na reta real positiva. De fato, considere ns um processo de
Poisson nao-homogéneo, com A € X, e X os conjuntos Borel metricamente limitados (na
métrica euclidiana) da reta real positiva, com uma familia de intensidades parametrizadas,

{No}oeo, em que:
Mo(B) = | gl O)un(da)

com B € An Bgr, qualquer. Neste caso, tomando A\g, = pz, e A = p,, obtemos as seguintes

férmulas: "
S(z,0) = 2 (z) = g(x,0),
(@.0) = T(a) = g(a.0)
d\

Assim,

L(Ba, 61,m4) = exp | f In(g(z,0)n(dr) — L<g<x, 6) — 1y (da)}.
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Mas, neste caso:

(W)

| imtate oyt = 3 inlata o)

i=1,1‘ieA

| (0t = Dyustae) = | gt Opnir) = us()

A

Portanto, obtemos a forma final da razao de verossimilhancas:

LOs b =epl Y tnlolen) — [ gle0pnnlds) — mu(4))

i:1,$¢EA

Neste caso, nao ha forma geral analitica do EMV. Similarmente, mesmo se
for possivel utilizar a equacdo Score sob condi¢oes de regularidade, nao ha garantia de
resultados analiticamente trataveis. Neste ponto, a inferéncia precisaria ser realizada

do ponto de vista niimero por experimentos de simula¢do - por exemplo, (MOLLER,;
WAAGEPETERSEN, 2004).

Um outro caso passivel de andlise exata é o seguinte (KUTOYANTS, 1998, p.

32):
Exemplo 2. Considere A = U A; com A; € X, conjuntos Borel metricamente
limitado, para qualquer i = 1,....d formando uma cole¢ao disjunta. Coloque
2 0: fi(x)La, () (do),
com 0 = (01,...,04) € © = Rﬁlr e f; funcoes localmente integraveis, para ¢ = 1,...,d, e

f fi(z)ur(dz) > 0. Podemos mostrar (calculando um gradiente e uma matriz hessiana)
A

que o supremo ¢é atingido em

0= (Ora,...,004)

Dado por:

A 77A- .
Oin = l i=1,....d
SA fz ML dl’)

Neste ponto, com a disponibilidade (ampla) de estimadores dados pelo método
de maxima verossimilhanca, do ponto de vista estatistico, é necessario desenvolver critérios

(e técnicas) para a selecao destes estimadores, com ditas propriedades étimas dentro de
uma classe fixa (RAO, 2014).
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3.3 Eficiéncia dos EMV: A Desigualdade de Cramér-Rao e Condi-

coes de Regularidade

Como dito no final da se¢ao anterior, do ponto de vista da teoria de inferéncia
estatistica de processos estocasticos, ha grande interesse em condi¢oes que qualificam
um estimador como 6timo, comparativamente, em uma classe fixa destes, que satisfacam
alguma propriedade, seja ela de integrabilidade, limites ou outros (RAO, 2014). Nesta
se¢ao, seguindo (KUTOYANTS, 1998), estudaremos uma condi¢ao de otimalidade, ou

eficiéncia, com base na desigualdade de Cramér-Rao para processos pontuais.

Neste caso, precisamos fixar uma notacao que sera util na discussao sobre as
condigoes de regularidade impostas sobre os estimadores e que garantem uma defini¢ao
rigorosa da nocao de eficiéncia. Trabalharemos, nesta se¢do, numa func¢ao dita de perda
quadratica (RAO, 2014) - dai a necessidade de introduzir alguns espagos de fungoes
apropriados. De fato, comecamos denotando por L?(\g) o espaco de (classes de equivaléncia
por conjuntos nulos de Ay de) fungoes reais mensuraveis f(x), com x € A (o mesmo conjunto

A € X fixo na secdo 3.2), com a norma:
1= (| 1@Phatdo) ™

Que, para f € L*()\g), ¢ finita por definicio. Também utilizaremos a notacio
¢ para a esta mesma norma. Podemos equipar este espaco com um produto interno,
¢

para f,g e L*()\g), dado por:
< fo>= | r@g@)ldo)

E, como anteriormente, utilizamos a notagao de < -, - >y.

Para uma fungao vetorial f(z) = (fi(z),..., fu(z)), com componentes em

L*()\g), entendemos a norma de f em L*()\g) como sendo a norma de | f(z)| = (Z fi(x)H)Y2,
i—1

Para uma matriz qualquer M (z) definida em R, sua norma serd denotada (e definida)

por M(z) = |[M(x)| = sup < M(z) - u,u > com u € R" e < -,- > o produto interno

euclidiano em R™ (com norma | - |). A partir daqui, ndo vamos manter uma uniformidade
com a diferenciagdo de vetores e matrizes em negrito, mas especificando quando este for o

caso.
S(o,x)  dX,
S@0.2)  dr )

Com uma modifica¢ao anterior, denotamos por S(o,0, ) =

para 0,0 € ©. Assim, podemos enunciar as condi¢oes de regularidade:

(i) Todas as medidas {\,},co S0 equivalentes (ou seja, mutuamente absolutamente

continuas) em A.
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(ii) As funcbes S(o,0, ), x € A, sdo diferencidveis com respeito & o em L?*(\g) no ponto

0 = o, isto é, existe uma fungao (com valor vetorial) S(,0,x), x € A, tal que:

1S(0 +6,0,-) —1— < 6,8(0,0,) >5 |s = o(|d]).

(iii) VO € © a matriz de informagao de Fisher:

I,400)=< 5(9, 9,), S’(G, 0,)" >4, Onde T detona o simbolo de transposicio,
é positiva definida.

Na notacao acima das condigoes (i) e (ii), é importante lembrar que a matriz

de informacao ¢é dada, explicitamente, por:

< S(eu 6)7 ')7 S<07 67 ‘)T >g=< (‘5’(07 87 ))la (5(07 97 ))] >0, 7’7.] = ]-7 s 7d7

onde (5(0,0,-)); e (S(0,0, -)); sdo as componentes ¢ e j do vetor 5(0.,0,-).

Assim, com essas condigoes em maos, podemos obter um limite interior para o
erro quadratico médio dos estimadores (ndo necessariamente de maxima verossimilhanga)

pela seguinte desigualdade:

Teorema 40 (Desigualdade de Cramér-Rao). Suponha que as condigoes de reqularidade
(i)-(iii) acima estejam satisfeitas e seja 04 um estimador de 0y (o "verdadeiro valor'do
parémetro 0) arbitrario com Ey(|04]%) < o0. Entdo, o viés b(0) = Bg(84) — 0 ¢ diferencidvel

com respeito a 0 e:

(60 + b(0))

Ey((6a—0)(6a—0)") > =7 (06 +5(9)) ,

IA(e)—l( o7 <b),b(0)" >5 .
Omitimos a demonstracao, que pode ser vista em (KUTOYANTS, 1998, pp.
33-35).

As condigoes para a Desigualdede de Cramér-Rao podem ser especializadas
para diferentes formas do processo de Poisson, na reta ou no plano, por exemplo, podendo

tomar uma forma mais utilitaria nestes casos.

Num exemplo pratico, considere o processo de Poisson nao-homogéneo em R, .
As condigoes de regularidade e, logo, as condigbes do Teorema 40, podem ser reduzidas as
seguintes (na mesma ordem das condigoes acima - e com o mesmo significado) (RATHBUN;
CRESSIE, 1994) - lembrando da notacao do processo de Poisson nao-homogéneo que

utilizamos na secao 3.2:

(i) Ve © e Vz e A, g(x,0) > 0.
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) N (0, 2)
ii) As fungoes S(o,0,x) =
) 00 = o6,

no ponto € = o no sentido de (KUTOYANTS, 1998).

Q

, x € A, sao diferencidveis com respeito a 0o em Lo(Ag)

(iii) V6 € © a matriz de informacao de Fisher:

I,400)=< S(@, 0,-), 5(9, 0,)" >4, em que T detona o simbolo de transposicio,

é positiva definida.

E, neste caso, podemos escrever I4(0) = (¢4(0)p4(0)")~, com a dita matriz de

normalizagao ¢ () dada por:
0a(6) = (| G000 ma(dr)
A

para 0 € O, e ¥(-,0) = 2(g(-,0))"2, e ¥(-, ) sua derivada em L*(\g) (com respeito &
9).

Um outro ponto importante e simplificador do formalismo acima é o de que
a derivada L? de uma funcdo (de valor vetorial, ou vetorial, isto ¢, com valores em um
espaco vetorial topolégico), contida na condigao de regularidade (ii), dita ser sua "derivada
de Fréchet", é também o diferencial de Gateaux desta, denotado por:

; _O0f(x,0) of(z,0)
f(z,00) = (6791"”’67&”6:60’

com 6y € O, basicamente, o gradiente da funcao. Essa discussao pode ser vista na pagina
125 do jé citado artigo de (RATHBUN; CRESSIE, 1994). O leitor pode assumir, assim

como faremos, que toda derivada de Fréchet sera substituida por sua derivada de Gateaux.

No caso em que temos um estimador nao-enviesado 04, a expressao da Desi-
gualdade de Cramér-Rao (Teorema 40) pode ser simplificada para (novamente, sob as

condigoes de regularidade):

Eo((0a —0)(0a —0)") = 14(6)™"
Neste caso, temos a seguinte definicao de eficiéncia citada no inicio desta segao:

Definigao 36 (Estimador Eficiente Sob Perda Quadratica). Dizemos que um estimador
nao-enviesado de 0, 04, é eficiente sob perda quadrdtica para 6 se a igualdade é atingida

por este na desigualdade de Cramér-Rao para todo 0 € ©, isto é:

Eo((0s—0)(A4—0)T) = I4(0)7", Vo€ O.
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Em casos de interesse, como o do processo de Poisson nao-homogéneo, como
ja discutido anteriormente, ndo podemos encontrar o EMV analiticamente no caso ge-
ral. Similarmente, isso impossibilita a verificacao das condi¢oes de regularidade para
um estimador deste tipo, e, portanto, a verificacdo da eficiéncia sob perda quadratica.
Tal problematica é razoavelmente mais simples no caso assintético, em que é possivel
garantirmos eficiéncia do ponto de vista assintético, assim como outras propriedades de
convergéncia interessantes, como normalidade assintética (local), para uma ampla gama
de estimadores. Antes de enunciarmos alguns resultados deste tipo, alguns dos exemplos

anteriores podem ser tratados, com respeito a eficiéncia sob perda quadratica, no caso

analitico.
Em particular, considere novamente o Exemplo 2 da se¢ao 3.2. Temos que, para
qualquer i =1,...,n:
5 0; S fi(z)pr(dzr)
Ep(0;4) = —2 = 0.
S A; f % /LL dl‘)

Assim, o conjunto de estimadores (independentes, vide a propriedade (ii) do
processo de Poisson - Definigao 10) {éz A}t é ndo-enviesado para o conjunto de parametros

{6;}7,. Além disso,
0;

$a, fil@)pr(da)’

que corresponde exatamente ao limite inferior de Cramér-Rao neste caso (RATHBUN;

VCLTQ (éi714) =

CRESSIE, 1994, p. 128). Ou seja, os estimadores nao eficientes sob perda quadratica.
Similarmente, temos o seguinte exemplo (RATHBUN; CRESSIE, 1994, p. 128):

Exemplo 3 Considere que a intensidade do processo de Poisson nao-homogéneo

¢ dada por A\g(B) = f 0f(x)pr(dr), com B € Br, n A qualquer, e f uma funcao positiva
A

(mensuravel) conhecida. Entao, utilizando a verossimilhanga do processo, num calculo

similar ao exemplo 2 da se¢ao 3.2, podemos mostrar que

éA TI(A)
§af(@)p(dr)’

é¢ o EMV de 6. Além disso, pelo mesmo calculo do exemplo anterior, trata-se

de um estimador nao-enviesado para # com variancia dada por

7

Var éz _
ol ’A) SA x)pr( da:

que é exatamente igual ao limite inferior de Cramér-Rao neste caso. Ou seja,

temos que este estimador é eficiente sob perda quadratica para o pardmetro (RATHBUN;
CRESSIE, 1994, p. 128). A
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Para outras nogoes de otimalidade de estimadores, além de uma teoria geral de

eficiéncia sob perdas convexas nao necessariamente quadraticas, (RAO, 2014) e (KOZEK,

1977).

Neste ponto, a discussao nos leva, invariavelmente, as propriedades assintoticas

dos estimadores de maxima verossimilhanga, que tratamos brevemente na proxima secao.

3.4 Consistencia, Eficiéencia e Normalidade Assintdticas dos Esti-

madores de Maxima Verossimilhanca e Outros Resultados.

Nesta secao, seguindo o capitulo 2 de (KUTOYANTS, 1998), apresentaremos
alguns resultados de natureza assintotica para os estimadores de maxima verossimilhancga do
processo de Poisson apresentados na secao 3.2 e 3.3. Trata-se de um assunto bastante técnico,
como pode ser visto pelas demonstragoes contidas no capitulo citado de (KUTOYANTS,
1998). Assim, apresentaremos algumas poucas demonstragoes, e sugerimos ao leitor a

leitura do capitulo citado para maiores informacoes.

Similarmente, é importante frisar que, no contexto que estamos trabalhando, os
resultados assintéticos demandam, em grande parte, um contexto topolégico de aplicagao.
Assim, faremos a teoria de estimagao assintotica em um espago Borel localizado no sentido
de (KALLENBERG, 2017). H4 a possibilidade de um desenvolvimento puramente abstrato
de certos elementos da teoria assintotica, mas este utiliza técnicas sofisticadas, como a
teoria combinatoéria de Vapnik—Chervonenkis (HOFFMANN-JORGENSEN, 1992), que
nao desenvolveremos nesta dissertacao. Mais informagoes neste sentido serdo dadas no

final da secao.

Neste caso, fixamos um espago Standard Borel localizado (X, X, X ), € uma
familia de processos de Poisson {7™},cy definidos, para cada n, em conjuntos A4, € X,
tais que estes processos possuam medidas de intensidade difusas {)\é")}neN,ge@ (definidas
em A, n X). Supomos que o espago paramétrico, ©, é um subconjunto aberto em R,
com d finito. Denotamos por {]P’é") tnengeo O conjunto das distribuigoes dos processos de

Poisson {77(") }nen-

No contexto citado na secao 3.2, observacoes tnicas do processo de Poisson
, podemos obter a sequéncia citada, {n(”)}neN, da seguinte maneira: tome A, 1 X uma
sequéncia localizadora em X , e considere um processo de Poisson 7, com familia paramétrica
de intensidades Ay definido em (X, X, X) e familia de distribuicoes {Py}geo (© é dado
como no paragrafo anterior). Considerando os processos Pontuais restritos a A, para cada

n e N:

N, =n" =n(,-nA,),
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temos que estes sao processos de Poisson definidos em (A, A n X, X n A) com intensidades
/\én) — Mg|a, (a restricao, para cada 6 € ©, de \g & (4, A n X, X n A)) - veja o Teorema
5.2 de (LAST; PENROSE, 2018, p. 39). Denotando as distribuigdes destes processos n™
por {Pén)}g.g@, obtemos a construcao do pariagrafo anterior no contexto de observacgoes

unicas de um processo de Poisson.

A reciproca desta argumentacao também é verdadeira: isto é, obter o processo

de inferéncia de um Poisson tinico através da sequéncia {7™ },en (KARR, 1991).

Dada esta equivaléncia, vamos seguir (KUTOYANTS, 1998) e manter o esquema

de multiplas observacoes, {n(")}neN.

Para resultados de normalidade assintotica, a seguinte definicao é essencial
(KUTOYANTS, 1998, p. 45):

Definigao 37 (Normalidade Assintética Local - LAN). Dizemos que uma familia de
medidas de probabilidade {Py}pconen € localmente assintoticamente normal em um ponto
0 € © quando n — o se existe uma matriz nao-degenerada (i.e, positiva definida) de
dimensao d x d ,¢,(0), tal que para qualquer uw € U, = {u € © : 0 + ¢,(Q)u € O} a

representacao:

APy 0 Loy
Zn(u) = R exp {< u, A, (0) > —=|u|* + 1, (0,u)},
dP, 2

¢ vdlida, onde o vetor aleatorio A, (0) é assintoticamente normal com matriz de variancia-
covariancia (assintotica) identidade de dimensdo d, que denotamos por J, e rn(0,u) tal
que:

lim Py (|, (6, u)| > €) = 0,

n—a0
para todo € > 0.

Dizemos que uma familia de medidas de probabilidade {Py }peo nen € localmente assintoti-

camente normal se esta € LAN para todo 0 € ©.

Familias de distribui¢oes LAN possuem uma série de propriedades de regulari-
dade, além de resultados distribucionais assintdticos, de interesse (KUTOYANTS, 1998).
Para provarmos que a familia de distribuigoes {Py }geo nen do processo de Poisson exibido

nos paragrafos anteriores é LAN, precisamos das seguintes condi¢oes de regularidade

(KUTOYANTS, 1998, p. 46):

Denote, para 6,0, € © a derivada de Radon-Nykodim:

Ay
dAy”

Sn(el,eg,.ﬁ[) (1’)
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(i) Paratodon € N, as medidas de intensidade {\j} sdo equivalentes (isto é, mutuamente

absolutamente continuas).

ii) Para todo n € N, existe uma funcio (vetorial) g, (6, z) € L*(A\™) A L2(A\™) tal que
0 0

a matriz

Qn(e) =< Qn(ev ')7Qn(97 ')T >,

é positiva definida para todo 6 € © e, para qualquer € > 0,

n—0o0

lim ) Q0 2an (0, 2)PU(w) 2, g oy N () = 0.
(iii) Para qualquer u € U,,

m [ (In(Se(0y, 0, 2)— < u, Q7 %(0) (0, 2) >5)* A (dz) = 0,

n—a0
An

m | (Su(Aa, 8, 2) —1—=In(S, (64, 0, 2)) — (< u, @ 72(0)gn(0, 2) >£)*)AS (dz) = 0.

n—o0
An

Sob estas condigoes, o seguinte resultado é vilido (KUTOYANTS, 1998, p.47):

Teorema 41 (LAN - Processo de Poisson). Sob as condigoes de reqularidade (i)-(iii).,
a familia de distribuicoes {Pén)}ee@ ¢ LAN em ©, com matriz de normalizacio ¢, (0) =
Q-Y2(0) e vetor:

An(0) = QV2(6) f 4u(6, 2)[N" (di) — N ()]

A demonstracao deste teorema, que consiste na aplicacao das condigoes de regu-
laridade em combinagdo com uma expansao de Taylor, pode ser vista em (KUTOYANTS,
1998, p.47).

Para mais propriedades de familias LAN de medidas de probabilidade, veja
(KUTOYANTS, 1998, pp. 47-49).

Para o resultado principal de regularidade e convergéncia assintéticas dos

EMV do Processo de Poisson, precisamos de mais algumas condigoes de regularidade
(KUTOYANTS, 1998, pp. 49-50) %

Defina a fungao W, (0%,0,z) = 24/5,(0%,0,z), com 6*,0 € ©.

(i) As medidas de intensidade {)\én)}gee), n € N, sao mutuamente absolutamente continuas
nos conjuntos {A,}neny € X, € © é um conjunto aberto e limitado (i.e, esté no anel

de localizagao dos conjuntos metricamente limitados) de R

2 A partir daqui, qualquer referéncia as condicoes de regularidade seré, feita sobre as que seguem.
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(ii) A funcao S,(0*,0,x), 6* € © e x € A,,, é continuamente diferenciavel com respeito a
0*. Esta derivada ¥, (6%, 6, ) ¢ uma funcio de Lg(/\ )). A matriz de informacio de
Fisher:

L(0) =< W, (07,0, ), 0,(6%,0,)" >y,

é positiva definida para qualquer # € ©. Escolha:

Cbn(g) = ]n(e)_l/Qa

e suponha que:
lim sup\[ LH)| =o0.

Além disso, existe uma constante real positiva Cy tal que:

sup |én(61)¢,, " (02)] < Co

01,02€0

Agora, denote por 0, = 0 + ¢,(0)u, onde ue U, = {ue R*: 0 + ¢,(0)u € O}.

(iii) Existe uma sequéncia de reais positivos a, — o, quando n — o, tal que para

qualquer conjunto compacto K < ©:

lim sup | |pn(6)V n(91,917‘)|3/2“g =0

lim sup sup |¢,(0) < \ijn(euaeua '),‘i’n(eﬁa ) > e =0.

N0 ek Jul<an

(iv) Existe uma constante racional b > 0 tal que:

lim inf mf | (0 )|b\|\ifn(l9u,9, ) —2[g > 0.

n—®0 feK |u|>a
(v) Para algum inteiro m > d/2:

Sup sup |H¢n(‘9)¢1n(917917 )’mH <X
neN 0,0,€0
Sob estas condigoes, por (i), considere a seguinte razao de verossimilhangas

dada pela aplicacao do Teorema de Liese-Karr-Brown (Teorema 39) a {]P)én)}gegi

dpgn

= ex n 1 ™) (dx) — Ng(A, o, (An
) = ([ I(S0.00,000 (@) < () + 20 (A0,

d)\(")

com 6; € © um valor fixo, e S, (0,0, ) = d)\zll) (x). Para o préximo teorema, precisamos

0
das seguintes definigoes (KUTOYANTS, 1998, p. 49):
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Definigio 38 (Funcoes Perda). Considere W a classe de fungoes {I(u),u e R?} tais que:

1. A fungdo | ¢ ndo-negativa em R?, 1(0) = 0, e é continua em u = 0.
2. A funcgdo | € simétrica.

3. Os conjuntos {u e R : I(u) < ¢} sdo converos para qualquer ¢ > 0 real positivo.

Entao, dizemos que W consiste na classe de funcoes perda convezas.

Definigao 39 (Eficiéncia Assintética). Um estimador (i.e, a sequéncia de estimadores)

{0} nen € dito assintoticamente eficiente para a fungio perda (¢, *(6)u) € W se:

lim lim sup Bq(I(¢,," (60)(0n — 0))) = E(I(X)),

6—=0Mm=019_g)|<6
, para todo Oy € ©, com X ~ N(0,J), onde J € a matriz identidade de dimensao d x d .

Seguindo (KUTOYANTS, 1998, p. 51), pelas condigoes de regularidade (i), (iii) e
(v), e pelo Lema 2.2 de (KUTOYANTS, 1998, p. 54), temos que a razao de verossimilhangas

dada por:

dP(n)
L(n) 07 0 i =2 n )

é continua com probabilidade 1. Assim, temos que o EMV én € O existe e é solucdo da
seguinte equacao:

L™(0,,01,m4,) = sup L™ (0,01, n.4,).
0cO

Garantida a existéncia do estimador, temos que este satisfaz o seguinte teorema
de convergéncia (KUTOYANTS, 1998, p. 51):

Teorema 42. Suponha que as condigoes de reqularidade (i)-(v) sejam satisfeitas. Entao,
uniformemente em 0 € K, o MLFE 0, possutl as sequintes propriedades:
1. limnqugn)(|én| > ¢) =0, para todo € > 0.

2. ¢;1(0)(0, — 0) converge fracamente i X ~ Ny(0,.J), onde J é a matriz identidade
d x d.

3. T}%Eg(@f(&)(@ —0)P) = E(|X?), para qualquer p >0 e X ~ Ny(0,.J), onde J é

a matriz identidade d x d.

Além disso, o EMV 0, ¢ assintoticamente eficiente para a fungao perda l(-) € W,



Capitulo 3. Continuidade Abosulta e Elementos de Teoria Inferencial de Processos de Poisson 117

Para a (longa) demonstragao deste resultado, sugerimos ao leitor consultar
(KUTOYANTS, 1998, pp. 51-58).

O Teorema 42 garante, enquanto ferramente estatistica, que, para grandes
amostras de realizagoes de um processo de Poisson, os estimadores paramétricos baseados
no método de maxima verossimilhanca possuem condigoes de regularidade importantes. Tal
resultado possui implicacoes para, por exemplo, a selecao de modelos para processos pontu-
ais (KUTOYANTS, 1998) e os testes de intensidade (paramétricos) destes (KRICKEBERG,
1982).

Resultados adicionais sobre os estimadores de maxima verossimilhanga pa-
ramétricos para o caso do processo de Poisson podem ser vistos no capitulo 2 e 3 de
(KUTOYANTS, 1998).

Para o caso abstrato, mas ainda paramétrico, resultados analogos da propriedade
LAN da familia de distribui¢coes de um processo de Poisson, além da convergéncia dos
estimadores EMV da intensidade deste, podem ser obtidos com técnicas de convergéncia

fraca de processos estocasticos infinitamente divisiveis, além de martingais - vide (LIESE;
LORZ, 1999).

O caso nao paramétrico da estimagao de intensidade de um processo de Poisson,
especialmente no caso abstrato, é razoavelmente mais complicada que a teoria exposta
acima. Neste caso, a classe natural de estimadores consiste na sequéncia de funcionais
empiricos do tipo (LIESE; ZIEGLER, 1999):

1 n

T
Com {n;}; uma sequéncia de processos de Poisson em (X, X) com medida de
intensidade (comum) A, que assumimos ser o-finita (ou, no contexto de um espago localizado

com anel X', uma medida localmente finita). Os resultados de estimagao assintética neste

caso sao baseados numa versao uniforme da lei dos grandes nimeros do tipo (LIESE;

ZIEGLER, 1999):

Ay (A) =sup| | f(x)A,(dz) J f(z)A(dz)| — 0, quando n — oo
JeA Jx

Com A uma classe de funcoes reais satisfazendo certas propriedades de men-
surabilidade - vide (LIESE; ZIEGLER, 1999, p. 534). Em particular, técnicas do célculo
nao-mensuravel de fungoes reais sao necessarios para lidar com estes teoremas de conver-

géncia (ZIEGLER, 1997).

Os principais resultados desta abordagem podem ser vistos em (ZIEGLER,
2001), (KUTOYANTS; LIESE, 1998) e (LIESE; ZIEGLER, 1999).
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4 Consideracoes Finais

Como dito na introdugao deste trabalho, a teoria de medidas aleatorias e
processos pontuais possui diversas abordagens distintas. Neste trabalho, observamos pelo

menos 3 delas:

(i) No Capitulo 1, vimos processos pontuais enquanto elementos aleatérios com valores
no espago de medidas s-finitas em um espago mensuravel fixo (LAST; PENROSE,
2018).

(ii) No capitulo 2, vimos duas outras abordagens: no caso de Kallenberg (2017) e Mecke
(1979), medidas aleatérias, e processos pontuais, sao vistos enquanto elementos
aleatorios com valores no espaco de medidas localmente finitas em um espago
mensuravel fixo; e no caso de Finkelstein, Tucker e Veeh (1996), processos pontuais
sao vistos enquanto elementos aleatorios com valores de medida, como nos casos

acima, mas apenas com uma hipétese de finitude local da medida média destes.

Todas estas abordagens, assim como indicado na introducao, podem ser clas-
sificadas pela abordagem de Dellacherie e Meyer (1983), apresentada na Definigao 3, de
nicleos mensuraveis em espagos mensuraveis. Tratam-se, assim, de diferentes abordagens
sob um mesmo plano formal analitico. Em questao de similaridade, todas estas possuem
uma teoria distribucional bem definida, tendo a distribuicao de medidas aleatérias cons-
truidas em termos cilindricos e funcionais (Laplace) - vide os resultados, na ordem dos
formalismos citados, Lema 1, Teoremas 15 e 25. Além disso, na definicdo dos elementos
aleatdrios, vide os desenvolvimentos da Secao 2.1.1 do Capitulo 2, temos a seguinte linha

de generalidade (crescente):

Mecke (1979), Kallenberg (2017), Finkelstein, Tucker e Veeh (1996) — Last
e Penrose (2018)

Mesmo assim, no plano mensuravel dos 4 formalismos acima, diferencas claras

emergem:

(i) Sem maiores restrigoes topoldgicas, vide Capitulo 2, os diferentes subespagos de
medidas considerados na teoria s-finita de Last e Penrose (2018), como as medidas
localmente finitas e com valores discretos e localmente finitas, ndo sdo mensuraveis
na o-algebra M(X).

(ii)) No capitulo 2, a abordagem de Mecke (1979) também requer maiores hipdteses

sob X para garantir a mensurabilidade destes subespacos e garantir teoremas de
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existéncia para processos pontuais. Em particular, que estem contenham todos os
singletons {z} € X. O caso de Kallenberg (2017) é mais regular dada a hipétese
de um espaco localizado Borel. Obtemos resultados, como os do Teorema 23, que
garantem diretamente a mensurabilidade de diferentes subespacos de medidas. Neste

caso, a hipétese (pseudo-)topolégica é a origem desta regularidade.

Assim, a dicotomia dos casos topoldgicos e abstratos se traduz, concretamente,
nos problemas de mensurabilidade exibidos nos Capitulos 1 e 2. Nos teoremas de existéncia,
o mesmo ocorre. Em espacos abstratos sem maiores hipéteses sob o espago mensuravel
(X, X), o caso do Capitulo 1 com a abordagem de Last e Penrose (2018), apenas resultados
intrinsecos podem ser demonstrados, vide o Corolédrio 1. Neste caso, o uso de teoremas
de limites projetivos abstratos, sem hipoteses topoldgicas, é estritamente necessario. De
fato, note que a construcao intrinseca do processo de Poisson apresentada no Teorema
8, por meio do processo binomial e o Teorema de Lominicki-Ulam, é uma consequéncia
direta da auséncia de topologia: neste caso, precisamos, em primeiro lugar, passar por um
resultado de limites projetivos abstratos a fim de construir um espaco de probabilidade
que suporte um elemento aleatorio construido a partir de componentes independentes, o
processo Binomial, para depois obter o processo de Poisson. No caso de espacos standard
Borel de Kallenberg (2017) a partir dos Teoremas de Regularidade e Existéncia, vide
Teoremas 27 e 29, a construcao ¢ universal, no sentido de se aplicar a uma grande classe
de medidas aleatérias e processos pontuais. Neste caso, o uso do Teorema de Kolmogorov,
Teorema 28, também ¢é esclarecida: com a presenga de uma topologia, limites projetivos
podem ser obtidos topologicamente, e com mais estrutura, podendo envolver elementos

com propriedades que sejam mais gerais que a independéncia.

O caso dos teoremas de existéncia de Mecke (1979) pode ser visto, no contexto
da discussao do paragrafo anterior, como uma concessao no abstrato para obter resultados
analogos ao caso topoldgico. De fato, precisamos supor que, nesta abordagem, os espagos
mensuraveis satisfazem uma hipdtese especifica: serem amplos. Nestes espacos, onde bimedi-
das comportam-se enquanto distribui¢goes condicionais regulares, Teoremas de regularidade
e existéncia, Teoremas 32 e 34 respectivamente, podem ser obtidos utilizando técnicas de
demonstragoes do caso topoldgico no caso abstrato. Assim, enquanto o formalismo de Last
e Penrose (2018) nao exibe tais teoremas, pela estrutura geral dos espacos mensuraveis, o
formalismo de Mecke (1979), com mais hipdteses no espago mensuravel, obtém algo neste
sentido. Uma possivel objecao consiste em pontuar que o carater local, no sentido de anéis
dissecantes, dos resultados de Kallenberg (2017) os torna mais gerais que os de Mecke

(1979). As generalizagoes de Zéhle (1988) mostram que essa objegao nao é valida.

Para questoes de regularidade dos caminhos de medidas aleatorias e processos
pontuais, o caso (pseudo-)topolégico standard Borel localizado de Kallenberg (2017) é

mais amplo: podemos encontrar resultados de metrizabilidade, representagao prépria de
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processos, vide o Teorema 20, e uma analise mais fina, no sentido de especifica, das questoes
distribucionais, como pode ser visto no Teorema 15, que possibilita uma determinagao da
distribuigao completa de processos pontuais em termos dos eventos {n(B) = 0}, com 7
processo pontual segundo Kallenberg (2017), Definicao 22, ¢ B € X. Aqui, as patologias
exibidas no Capitulo 1 no formalismo de Last e Penrose (2018), como o exemplo de um
processo de Poisson improéprio, Proposicao 4, podem ser explicadas num contexto natural
da teoria da medida topoldgica: topologicamente, as medidas que representam os processos
de Kallenberg (2017) no contexto de espagos standard Borel possuem suporte nao-vazio
- de fato, sdo medidas Radon (FREMLIN, 2006). Por outro lado, no caso abstrato, nao
temos uma defini¢ao utilizavel de regularidade interior, medidas Radon, ou de suportes.
Assim, obtemos representagoes improprias abundantes como no caso da Proposicao 4 -
notemos, de fato, que o espago de probabilidade exibido nesta proposi¢ao nao é gerado
diretamente pela topologia Euclideana de [0, 1], gerando uma o-dlgebra menos regular
que a de Borel. Uma solugao possivel, adotada por Mecke (1979), consiste em completar
X com os singletons, operacao que diminui a generalidade das hipdteses mensuraveis no

espago (X, X) e, logo, no espago localizado (X, X, /'f’)

Apesar destas grandes diferencgas entre o esquema abstrato e topolédgico, alguns
fios condutores podem ser obtidos pelos desenvolvimentos do Capitulo 2. Em particular,
reduzindo ao caso métrico, todos os formalismos possuem uma mesma estrutura, e os
problemas de mensurabilidade sdo dissolvidos, vide a se¢ao 2.2.1. Por outro lado, podemos
construir os formalismos de Finkelstein, Tucker e Veeh (1996) e Mecke (1979) utilizando
o conceito abstrato de limitacao de Kallenberg (2017) a partir dos espagos mensuréveis
localizados, unificando, sob uma mesma linguagem, todas as trés abordagens. O caso de
Last e Penrose (2018) nao é diretamente redutivel a espacos localizados, vide a hipétese
de medidas s-finitas; esta é uma caracteristica inica do formalismo destes autores. Um
possivel estudo futuro é determinar, dentro de uma classe ampla de medidas, como as
s-finitas, localizaveis ou semi-finitas, vide (FREMLIN, 2003), quais, quando assumimos
que processos pontuais tomam valores nos espacos destas, assumem uma unificagdo em
termos de principios abstratos de limitagoes, possivelmente com generalizagoes a classe de
espagos localizados de Kallenberg (2017). Neste contexto, generalizagoes dos resultados de
existéncia podem, assim como no exemplo de Moyal (1962), esbarrar em problemas de
teoria de conjuntos, como o de Banach-Ulam para determinagao de medidas localizaveis
(FREMLIN, 2003).

Por fim, é importante notar que esta mesma relagdo de idas e vindas entre
topologia e medida aparece na inferéncia de processos pontuais. Resultados abstratos de
continuidade absoluta e representacao de densidades de processos de Poisson, como o
Teorema de Karr-Liese-Brown, Teorema 39, podem ser obtidos pelo formalismo de espacos
localizados de Kallenberg (2017) em conjunto com os teoremas de convergéncia de redes

de integrais de Hellinger de Liese e Lorz (1999). Apesar disso, propriedades mais finas
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de convergéncia de estimadores de maxima verossimilhanca, além de propriedades LAN,
necessitam de hipoteses topolégicas, vide o desenvolvimento do Capitulo 3 com base nas
ideias de Kutoyants (1998).

Nao ha uma escolha simples entre as abordagens de mensurabilidade, repre-
sentagao e existéncia que fundamentam os diferentes formalismos de processos pontuais e
medidas aleatorias. Nesta dissertacao, trazemos uma sintese de algumas destas técnicas
comumente exibidas na teoria recente de elementos aleatérios com valores de medida.
Também desenvolvemos um aparato inferencial com base na teoria abstrata para qual, em

um trabalho futuro, iremos explorar as consequéncias.



122

Referencias

ATHREYA, K. B.; LAHIRI, S. N. Measure Theory and Probability Theory. New York,
NY: Springer, 2006. v. 19. Citado na pagina 71.

AUMANN;, G.; HAUPT, O. Einfiihrung in Die Reelle Analysis Vol. III, Integralrechnung
der Funktionen Mehrerer VerAnderlicher. Berlin: Walter de Gruyter GmbH & Co KG,
1983. Citado na pagina 94.

BACCELLI, F.; BLASZCZYSZYN, B.; KARRAY, M. Random measures, Point Processes,
and Stochastic Geometry. Hal: Inria, 2020. Citado na pagina 18.

BARTLE, R. G. The Elements of Integration and Lebesgue Measure. Hoboken: John
Wiley & Sons, 2014. Citado na pagina 27.

BLUMENTHAL, R. M.; GETOOR, R. K. Markov processes and Potential Theory. New
York, NY: Courier Corporation, 2007. Citado na pagina 25.

BOCSAN, G. Random Sets and Related Topics. Timisoara: Universitatea din Timisoara.,
1986. v. 27. Citado na pagina 20.

BOGACHEV, V. Measure Theory, Volumes 1 and 2. New York, NY: Springer, 2007.
Citado 7 vezes nas paginas 9, 13, 20, 21, 22, 95 e 96.

BREMAUD, P. Point Process Calculus in Time and Space: An Introduction with
Applications. New York, NY: Springer Nature, 2020. v. 98. Citado 8 vezes nas péaginas 9,
10, 12, 13, 14, 43, 46 e 66.

BROWN, M. Discrimination of Poisson processes. The Annals of Mathematical Statistics,
JSTOR, v. 42, n. 2, p. 773-776, 1971. Citado 3 vezes nas paginas 99, 100 e 101.

. Statistical analysis of non-homogeneous Poisson processes. Stochastic point
processes, Wiley New York, p. 67-89, 1972. Citado na pagina 101.

CHANG, D. K.; RAO, M. Bimeasures and nonstationary processes. Real and stochastic
analysis, Wiley New York, p. 7-118, 1986. Citado na pagina 84.

DALEY, D. J.; VERE-JONES, D. An Introduction to the Theory of Point processes:
General Theory and Structure. 2. ed. New York, NY: Springer, 2008. v. 2. Citado 4 vezes
nas paginas 12, 43, 80 e 84.

DELLACHERIE, C.; MEYER, P.-A. Probabilités et Potentiel, vol.A, chap. I a IV,
Espaces Mesurables. Paris: Hermann, 1975. Citado na pagina 25.

. Probabilités et Potentiel, vol.C, chap. IX a XI, Théorie Discréte du Potentiel.
Paris: Hermann, 1983. Citado 2 vezes nas paginas 19 e 118.

DINCULEANU, N. Vector integration in banach spaces and application to stochastic
integration. Handbook of measure theory, North-Holland, v. 1, p. 345-399, 2002. Citado
na pagina 33.



Referéncias 123

DOBERKAT, E.-E. Special Topics in Mathematics for Computer Scientists: Sets,
Categories, Topologies and Measures. New York, NY: Springer, 2015. Citado na pagina
7.

DUDLEY, R. M.; NORVAISA. Concrete Functional Calculus. New York, NY: Springer,
2011. Citado na pagina 57.

ENGELKING, R. General Topology. Berlin: Heldermann, 1989. Citado na pagina 98.

FINKELSTEIN, M.; TUCKER, H. G.; VEEH, J. A. Point processes without topology.
Lecture Notes-Monograph Series, JSTOR, p. 65-81, 1996. Citado 13 vezes nas paginas 9,
10, 13, 14, 66, 67, 68, 70, 71, 72, 73, 118 e 120.

FREITAG, E.; BUSAM, R. Complex analysis. 2. ed. Berlin: Springer, 2009. Citado na
pagina 56.

FREIWALD, R. C. An introduction to Set theory and Topology. St. Louis: Washington
University in St. Louis, 2014. Citado na péagina 77.

FREMLIN, D. H. Measure theory. Colchester: Torres Fremlin, 2000. v. 1. Citado 4 vezes
nas paginas 19, 24, 27 e 45.

. Measure Theory: Further Topics in the General Theory. Colchester: Torres Fremlin,
2003. v. 2. Citado 4 vezes nas paginas 16, 18, 36 e 120.

. Measure Theory: Topological Measure Spaces Parts I and II. Colchester: Torres
Fremlin, 2006. v. 4. Citado 4 vezes nas paginas 43, 81, 82 e 120.

GUT, A. Probability: a Graduate Course. New York, NY: Springer Science & Business
Media, 2013. v. 75. Citado 2 vezes nas paginas 79 e 83.

HALMOS, P. R. Measure theory. New York, NY: Springer, 1950. v. 18. Citado 2 vezes
nas paginas 53 e 76.

HARRIS, T. Counting measures, monotone random set functions. Zeitschrift fiir
Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, Springer, v. 10, n. 2, p. 102-119, 1968.
Citado 2 vezes nas paginas 14 e 74.

HAYES, C. A.; PAUC, C. Y. Derivation and martingales. New York, NY: Springer
Science & Business Media, 1970. v. 49. Citado na pagina 94.

HOFFMANN-JORGENSEN, J. Stochastic Processes on Polish Spaces. [S.1.]: Aarhus
Universitet Press: Various Publication Series, 1991. v. 39. Citado 2 vezes nas paginas 37
e 63.

. Asymptotic likelihood theory. Proc. Funct. Anal, p. 5-192, 1992. Citado na
pagina 112.

. Probability With a View Toward Statistics. Dordrecht: Routledge, 2017. Citado 4
vezes nas paginas 25, 26, 28 e 32.

JURCO, A. Random measurable sets and particle processes. Univerzita Karlova,
Matematicko-fyzikalni fakulta, 2021. Citado na pagina 94.



Referéncias 124

KALLENBERG, O. Random Measures, Theory and Applications. Switzerland: Springer
International Publishing, 2017. (Probability Theory and Stochastic Modelling). Citado
38 vezes nas paginas 9, 10, 12, 13, 14, 19, 23, 29, 41, 46, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61,
62, 63, 64, 65, 66, 74, 79, 80, 81, 82, 84, 88, 92, 94, 103, 112, 118, 119 e 120.

. Foundations of Modern Probability. 3. ed. Switzerland: Springer International
Publishing, 2021. (Probability Theory and Stochastic Modelling 99). Citado 29 vezes nas
paginas 13, 14, 24, 28, 29, 35, 36, 37, 47, 52, 56, 57, 59, 60, 62, 65, 68, 70, 71, 72, 74, 76,
79, 80, 81, 82, 83, 88 ¢ 90.

KALLIANPUR, G.; SUNDAR, P. Stochastic Analysis and Diffusion Processes. Oxford:
Oxford University Press, 2014. v. 24. Citado 3 vezes nas paginas 64, 75 e 76.

KARR, A. Point Processes and Their Statistical Inference. 2. ed. New York, NY: CRC /
Marcel Dekker, Inc., 1991. (Probability: Pure and Applied). Citado 7 vezes nas paginas
50, 100, 101, 102, 103, 104 e 113.

KECHRIS, A. Classical Descriptive Set Theory. New York, NY: Springer Science &
Business Media, 1995. v. 156. Citado 2 vezes nas paginas 78 e 86.

KERSTAN, J.; LIESE, F. Zur existenz bedingter verteilungsgesetze i. Mathematische
Nachrichten, Wiley Online Library, v. 61, n. 1, p. 279-310, 1974. Citado na pagina 86.

KERSTAN, J.; MATTHES, K.; MECKE, J. Infinitely Divisible Point Processes. Hoboken:
John Wiley & Sons, 1978. Citado 3 vezes nas paginas 50, 51 e 80.

KINGMAN, J. F. C. Poisson Processes. Oxford: Clarendon Press, 1992. v. 3. Citado 2
vezes nas paginas 31 e 34.

. Poisson processes revisited. Probability and Mathematical Statistics, v. 26, 2006.
Citado na pagina 43.

KOZEK, A. On the theory of estimation with convex loss functions. Proc. Hon. J.

Neyman, PWN-Polish Scientific Publishers, Warszawa, p. 177-202, 1977. Citado na
pagina 112.

KRICKEBERG, K. Satistical problems of point processes. Mathematica Applicanda, v. 6,
n. 13, p. 29-57, 1978. Citado na pagina 101.

. Processus ponctuels en statistique. In: Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour
X-1980. New York, NY: Springer, 1982. p. 205-313. Citado 2 vezes nas paginas 101 e 117.

. Point Processes: A Random Radon Measure Approach: Augmented with Several
Scholia by Hans Zessin. Leipzig: Warmuth Verlag, 2014. Citado 4 vezes nas paginas 6, 22,
67 e 88.

KUTOYANTS, Y. A. Statistical Inference for Spatial Poisson Processes. 1. ed. New York,
NY: Springer-Verlag New York, 1998. (Lecture Notes in Statistics 134). Citado 15 vezes
nas paginas 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 112, 113, 114, 115, 116, 117 e 121.

KUTOYANTS, Y. A.; LIESE, F. Estimation of linear functionals of Poisson processes.
Statistics & probability letters, Elsevier, v. 40, n. 1, p. 43-55, 1998. Citado na pagina 117.



Referéncias 125

LAST, G.; PENROSE, M. Lectures on the Poisson Process. Cambridge: Cambridge
University Press, 2018. (Institute of Mathematical Statistics Textbooks 7). Citado 39
vezes nas paginas 9, 10, 12, 13, 14, 15, 20, 23, 24, 25, 27, 30, 31, 32, 34, 38, 39, 40, 43, 44,
45, 46, 47, 49, 50, 57, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 84, 95, 113, 118, 119 e 120.

LIESE, F. Eine informationstheoretische bedingung fiir die Aquivalenz unbegrenzt teilbarer
punktprozesse. Mathematische Nachrichten, Wiley Online Library, v. 70, n. 1, p. 183-196,
1975. Citado na pagina 97.

. Hellinger integrals of diffusion processes. Statistics, Taylor & Francis, v. 17, n. 1, p.
63-78, 1986. Citado na pagina 96.

LIESE, F.; LORZ, U. Contiguity and lan-property of sequences of Poisson
processes. Kybernetika, v. 35, n. 3, p. 281-308, 1999. Disponivel em: http:
//www.kybernetika.cz/content/1999/3/281. Citado 9 vezes nas paginas 14, 95, 96, 97, 98,
99, 101, 117 e 120.

LIESE, F.; ZIEGLER, K. A note on empirical process methods in the theory of Poisson
point processes. Scandinavian Journal of Statistics, Wiley Online Library, v. 26, n. 4, p.
533-537, 1999. Citado na pagina 117.

LIPTSER, R.; SHIRYAYEV, A. N. Theory of Martingales. New York, NY: Springer
Science & Business Media, 1989. v. 49. Citado na péagina 61.

LYBEROPOULOS, D.; MACHERAS, N. A construction of mixed Poisson processes via
disintegrations. Mathematica Slovaca, Versita, v. 63, n. 1, p. 167-182, 2013. Citado na
pagina 84.

MECKE, J. A remark on the construction of random measures. In: CAMBRIDGE
UNIVERSITY PRESS. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society.
[S.1], 1979. v. 85, n. 1, p. 111-115. Citado 18 vezes nas paginas 9, 10, 12, 13, 14, 72, 84,
85, 86, 87, 88, 89, 92, 93, 94, 118, 119 e 120.

MOLLER, J.; RUBAK, E. Functional summary statistics for point processes on the
sphere with an application to determinantal point processes. Spatial Statistics, Elsevier,
v. 18, p. 4-23, 2016. Citado na péagina 20.

MOLLER, J.; WAAGEPETERSEN, R. P. Statistical Inference and Simulation for Spatial
Point Processes. 1. ed. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC, 2004. Citado na pagina 107.

MOYAL, J. E. The general theory of stochastic population processes. Acta mathematica,
Institut Mittag-Leffler, v. 108, p. 1-31, 1962. Citado 4 vezes nas paginas 12, 13, 30 e 120.

POLLARD, D. A User’s Guide to Measure Theoretic Probability. Cambridge: Cambridge
University Press, 2002. Citado na pagina 25.

PRESTON, C. Some notes on standard Borel and related spaces. arXiv preprint
arXiv:0809.3066, 2008. Citado na pagina 94.

RAMACHANDRAN, D. Perfect measures I and II. I SI-Macmillan Lecture Notes Series,
5, 7. New Delhi: Macmillan, 1979. Citado 3 vezes nas paginas 6, 84 e 86.

RAO, M. M. Foundations of Stochastic Analysis. New York, NY: Courier Corporation,
1981. Citado 2 vezes nas paginas 64 e 88.


http://www.kybernetika.cz/content/1999/3/281
http://www.kybernetika.cz/content/1999/3/281

Referéncias 126

. Random and Vector Measures. Singapore: World Scientific, 2011. v. 9. Citado na
pagina 74.

. Stochastic Processes: Inference Theory. 2. ed. New York, NY: Springer, 2014.
Citado 3 vezes nas paginas 107, 108 e 112.

RAO, M. M.; SWIFT, R. J. Probability Theory with Applications. New York, NY: Springer
Science & Business Media, 2006. v. 582. Citado 2 vezes nas paginas 35 e 56.

RATHBUN, S.; CRESSIE, N. Asymptotic properties of estimators for the parameters of
spatial inhomogeneous Poisson point processes. Advances in Applied Probability, v. 26, p.
122-154, 03 1994. Citado 3 vezes nas paginas 109, 110 e 111.

RAUCHENSCHWANDTNER, B. Gibbsprozesse und Papangeloukerne. Wien: VWGO,
1980. Citado na pagina 61.

RIPLEY, B. Locally finite random sets: foundations for point process theory. The Annals
of Probability, JSTOR, p. 983-994, 1976. Citado 5 vezes nas paginas 53, 54, 84, 92 e 93.

ROGERS, L. C. G.; WILLIAMS, D. Diffusions, Markov Processes and Martingales,
Volume 1: Foundations. Chichester: John Wiley & Sons, Ltd, 1994. v. 7. Citado 3 vezes
nas paginas 13, 82 e 88.

RUSCHENDORF, L. Inference for random sampling processes. Stochastic processes and
their applications, Elsevier, v. 32, n. 1, p. 129-140, 1989. Citado na pagina 104.

SCHECHTER, E. Handbook of Analysis and its Foundations. San Diego: Academic Press,
1996. Citado na pagina 98.

SCHILLING, R. L.; KUHN, F. Counterezamples in Measure and Integration. Cambridge:
Cambridge University Press, 2021. Citado na pagina 12.

SHARPE, M. General theory of Markov processes. San Diego: Academic press, 1988.
Citado na péagina 25.

SION, M. Cylinder measures, local bases and nuclearity. In: Probability and Analysis. New
York, NY: Springer, 1986. p. 259-280. Citado 3 vezes nas paginas 9, 10 e 88.

. Integration processes. Séminaire d’initiation da l’analyse, Université Pierre et Marie
Curie, v. 30, p. 6, 1990. Citado na pagina 88.

STROOCK, D. W. Probability theory: An Analytic View. Cambridge: Cambridge
university press, 2010. Citado na pagina 12.

THORISSON, H. Coupling, Stationarity, and Regeneration. New York, NY: Springer,
2000. Citado na pagina 47.

VAKAR, M.; ONG, L. On s-finite measures and kernels. arXiv preprint arXiv:1810.01837,
2018. Citado na pagina 16.

VIDMAR, M. The “measure of symmetric difference” metric. Lecture Notes, 2017. Citado
2 vezes nas paginas 76 e 77.

YEH, J. Real analysis: Theory of Measure and Integration. 3. ed. Singapore: World
Scientific Publishing Company, 2014. Citado na pagina 33.



Referéncias 127

ZAHLE, U. Measurable processes and approximate limits. Mathematische Nachrichten,
Wiley Online Library, v. 107, n. 1, p. 123-129, 1982. Citado na pagina 94.

. The fractal character of localizable measure-valued processes. i—random measures
on product spaces. Mathematische Nachrichten, Wiley Online Library, v. 136, n. 1, p.
149-155, 1988. Citado 2 vezes nas paginas 94 e 119.

ZIEGLER, K. On Hoffmann-Jgrgensen-type inequalities for outer expectations with
applications. Results in Mathematics, Springer, v. 32, n. 1, p. 179-192, 1997. Citado na
pagina 117.

. Uniform laws of large numbers for triangular arrays of function-indexed processes
under random entropy conditions. Results in Mathematics, Springer, v. 39, n. 3, p.
374-389, 2001. Citado na pagina 117.

ZIEMER, W. P.; TORRES, M. Modern Real Analysis. New York, NY: Springer, 2017.
v. 278. Citado 2 vezes nas paginas 70 e 74.



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Teoria Geral
	Noções Básicas
	Processos Pontuais: Definição e Propriedades
	Processo de Poisson: Definição e Construção Intrínseca
	Transformações de Processos Pontuais

	Teoria dos Espaços Localizados
	Processos Pontuais e Medidas Aleatórias em Espaços Mensuráveis Localizados
	Comparação Entre os Esquemas Teóricos de Kallenberg (2017) e Last & Penrose (2017) para Medidas Aleatórias e Processos Pontuais 

	Processos Pontuais em Espaços de Configurações e o Formalismo de Espaços Mensuráveis Localizados
	Sobre a Existência de Medidas Aleatórias e Processos Pontuais no Contexto (Pseudo)-Topológico
	A Existência de Medidas Aleatórias e Processos Pontuais no Caso Puramente Mensurável e o Formalismo de Mecke

	Continuidade Abosulta e Elementos de Teoria Inferencial de Processos de Poisson
	Continuidade Absoluta e Singularidade de Distribuições de Processos de Poisson
	O Problema de Estimação para um Processo de Poisson e o Método de Máxima Verossimilhança.
	Abordagem de Máxima Verossimilhança.

	Eficiência dos EMV: A Desigualdade de Cramér-Rao e Condições de Regularidade
	Consistência, Eficiência e Normalidade Assintóticas dos Estimadores de Máxima Verossimilhança e Outros Resultados.

	Considerações Finais
	Referências

