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Resumo

Esse trabalho é um estudo sobre as Funcoes Geradoras e as Relacdes de Recorréncias Lineares

e estd dividido em trés capitulos da seguinte maneira:

No primeiro capitulo apresentamos as Func¢des Geradoras Ordindrias e Funcdes Geradoras
Exponenciais juntamente com suas definicoes, propriedades e alguns teoremas com suas res-
pectivas demonstragdes. Ainda nesse capitulo é explorado o conceito de Parti¢cdes e algumas

Funcoes Geradoras de Parti¢oes.

No segundo capitulo exploramos o conceito de Relacdes de Recorréncias, especificamente
as lineares. Mostramos alguns métodos de resolucdo de relacoes de recorréncias dentre
os quais destacamos a resolucao baseada em Func¢des Geradoras e também um método
interessante através da Diagonalizacdo de matrizes. Os métodos estao bem detalhados de

facil compreensao.

O capitulo trés é composto por quatro aplicacoes de Relagoes de Recorréncias e Funcoes Gera-
doras. (n,k)-block fountain é um método de empilhamento de moedas no plano obedecendo
alguns critérios, A pizza de Steiner que consiste em dividir "a pizza"e obter o maior nimero
de pedacos com 7 cortes, TriAngulacdao de um n-agono convexo, é um problema de dividir
poligonos em triangulos e por ultimo uma das sequéncias mais famosas da matemaética que
é "A sequéncia de Fibonacci"onde é mostrada a Relacao de Recorréncia da sequéncia e sua

respectiva Funcao Geradora.

Palavras-chave: Func¢des Geradoras, Relacdes de Recorréncias, Aplicagoes.



Abstract

This dissertation is a study on Generating Functions and the Linear Recurrence Relations and

is divided in three chapters in the following manner:

On the first chapter we present Ordinary Generating Functions and Exponential Generating
Functions along with their definitions, properties and a few theorems with their respective
demonstrations. Still on this chapter we explore the concepts of Partitions and some Partition

Generating Functions.

On the second chapter we explore the concept of Recurrence Relations, specifically the
Linear ones. We show a few methods for the resolution of Recurrence Relations, highlighting
the resolution based on Generating Functions and also an interesting method using matrix

diagonalization. The methods are very well detailed and are easy to comprehend.

Chapter 3 is made of four applications on Recurrence Relations and Generating Functions.
(n,k)-block fountain is a method of piling up coins on a plane obeying a few criteria. Steiner’s
pizza consists of dividing the pizza and obtaining the greatest number of slices with n cuts,
triangulation of a convex n-agon is a problem of diving polygons in triangles and lastly one
of the most famous sequences in Mathematics, the Fibonacci Sequence, where we show the

sequence recurrence relation and its respective generating function.

Keywords: Generating Functions, Recurrence Relations, Applications.



Lista de ilustracoes

Figural — Particao 7=3+2+1+1 . . . . . . . . . . e e 27
Figura2 — Particdoconjugada . . ... ... ... .. .. ... 27
Figura3 - Particdoauto-conjugada . .. ... .. ... ... ..., 28
Figura4 - (14,8)-fountain . . . ... ... ... ... .. ... . . 57
Figura5 - Possibilidades de empilhamentok=4 . . . ... ... ... ... .. ...... 58
Figura6 — 1corte,2partes . .. ... .. . . . . . i i ittt ittt 62
Figura7 — 2cortesparalelos,3partes . . ... ... ... .. ... ... 62
Figura8 - 2cortesconcorrentes,4partes. . . . . . . . ... .ttt 62
Figura9 - 3 cortesconcorrentes,6partes. . . . . . ... ...t 63
Figura 10 — 3 cortes concorrentes, 7 partes. . . . . . . . . ..o v vt e e 63
Figura 11 — 4 cortes concorrentes, 11 partes . . . . . . .. ... ... ... 63
Figural2 — Decagono . . . . . . . . . . i i ittt e e e e 66
Figura 13 — Triangulacdo - apenasumamaneira . . . .. ... .. ... ... ... .... 66
Figura 14 — Triangulacdo - duasmaneiras . . ... ... ... ... ... ... ....... 67
Figura 15 — Triangulacdo - cincomaneiras . . . . . . . ... ... ... ... 67

Figura 16 — Decomposicdaopoligonal . . . . ... ... ... ... ... . ... ... . ... 69



Lista de tabelas

Tabelal — kmaiorparte . . . . . . . . . . . e e e e 26
Tabela2 — kpartes . . . . . . . . e e e 27
Tabela3 — Fungbesgeradoras. . . . . . . ... .. .. it 31
Tabelad — COrtesXParteS . . . . . v v v v v v it i e e e e e e e e e e 64



Sumario

INntroducao . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 14
1 INTRODUGAO A FUNCOES GERADORAS . . ... ......ccvuu... 15
1.1 SériedePoténcias . . ... ... ... .. ... ... e 15
1.2 Funcao GeradoraOrdinaria . . . . . ... ... ... ... ......... 16
1.3 Calculode Fungées Geradoras . . . . ... .................. 19
14 Teorema Binomial Generalizado . . . .. ... ................. 22
15 Funcao Geradora Exponencial . . . . ... ... ................ 23
1.6 Particaodelnteiros . . . . . . . ... ... .. 26
1.7 Diagramade Ferrers . . . . . . . . . . . . ... ... 27
1.8 Funcoes Geradoras de Particoes . . ... ... ... ............. 28
2 RELACOESDERECORRENCIA . . . . . ...ttt it ieenn e 33
2.1 Sequénciashumeéricas . . . . . . .. . ... ... 33
2.2 Recorréncias . . . . . . . . . . . . .. e 35
2.3 Resolucao de Relacoes de Recorréncia . . . . ... ............. 38
2.4 Recorréncia de primeiraordem . . .. ... ... ... ............ 38
2.4.1 Homogénea . . . . . . . . . . . e e e 38
2.4.2 Nao homogénea . . . . . . . . . . it e 39
2.5 Recorrénciade segundaordem . . ... ... ... .............. 42
2.5.1 Homogénea . . . . . . . . . . . . e e e 42
2.5.2 Nao homogénea . . . . . . . . . . i it e 46
2.6 Resolucao de recorréncia baseada em Funcoes Geradoras . . . . . . .. 46
2.7 Resolucao de Recorréncia através de Diagonalizacdo. . . . . . ... ... 50
2.7.1 Poténciadematriz . . . . . ... .. . 50
2.8 Diagonalizagao de Matrizes . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 50
2.8.1 Autovalores e Autovetores . . . . . . .. e 50
2.8.2 Polindbmio caracteristico . . . . . .. .. ... ... e 51
3 ALGUMAS APLICACOES . . . . . .ttt ittt e e ettt e e e e 57

3.1 (n,k) - block fountain . . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ..., 57



3.1.1 Funcao geradora de (n,k)-block fountain . . . ... ... ... ......... 59

3.2 APizzade Steiner . . . . . ... ... e 61
3.2.1 Funcdo Geradorada Pizzade Steiner . . . . ... ... .. ... ........ 64
3.3 Triangulacao de um n-agono conNvexo . . . . . . ... ... ... ... ... 65
3.3.1 Formularecursivade Segner . . . . . . . . .. .. e 68
3.3.2 Funcao Geradora da triangulagdo de um n-agono convexo . ... ...... 70
34 A Sequénciade Fibonacci. . . . ... ... .......... ... . ..... 72
3.4.1 Funcao Geradora da Sequénciade Fibonacci . . ... ............. 73
4 CONSIDERAGCOESFINAIS . . . .t ittt ittt ettt ee e 75

(3 {=Y (=1 €= 2 1 T L= 76



14

Introducao

Existem muitas ferramentas para solucionar problemas de contagem, dentre
essas podemos dizer que as Func¢des Geradoras constituem a mais poderosa, visto que é
possivel encontrar solucdes de uma forma abrangente. As Func¢oes Geradoras tiveram origem
nos trabalhos de A.De Moivre (1667 - 1754), tendo sido aplicadas extensivamente por L.
Euler (1707-1783) em problemas de teoria aditiva de ntimeros, especificamente na teoria de
particoes. Este método foi muito usado por S. Laplace (1749-1827) no estudo de probabilidade.

N. Bernoulli (1687-1759) utilizou este método no estudo de permutagdes caodticas. [1].

Veremos que as Fun¢oes Geradoras Ordindrias sao utilizadas para resolver pro-
blemas em que a ordem dos objetos é irrelevante, caso contrario utilizamos as Func¢oes

Geradoras Exponenciais.

A vantagem em utilizar Func¢oes Geradoras para representar sequéncias numéri-
cas estd em encontrar uma forma fechada, ou seja, conseguirmos localizar valores de cada

termo da sequéncia através de célculos simples, apenas substituindo valores de n.

Muitas sequéncias sao definidas recursivamente (isto €, por recorréncia), ou seja,
por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em funcao do(s) ante-
cessor(es) imediato(s).[2] Porém em algumas situacoes em que se faz necessario encontrar
algum termo "distante"da sequéncia, deve-se fazer muitos célculos, afinal, sempre depende-
se de termos anteriores. Diante disso, devemos resolver a Relacdo de Recorréncia, ou seja,
encontrar uma forma fechada de maneira que possamos encontramos o valor de qualquer

termo da sequéncia independente de termos anteriores.

Existem varios métodos para resolver Relacdes de Recorréncias, alguns serao
apresentados nesse trabalho, porém, nosso foco estd no método das Funcoes Geradoras por
considerarmos um método eficiente na resolucdo de problemas desde os mais simples até os

mais avancados.
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CAPITULO

|

Introducao a Func¢oes Geradoras

Nesse capitulo serdo apresentadas as Funcdes Geradoras Ordindrias e Exponenci-
ais, as definicOes, propriedades e alguns teoremas. Além disso, serdo mostradas as Parti¢coes
de Inteiros e suas respectivas Funcoes Geradoras. As principais referéncias utilizadas foram
(1], [3], [4],15],[6].

As funcoes geradoras fazem parte de um conjunto de ferramentas utilizado para a
resolucdo de problemas de contagem. Uma funcao geradora é uma série de poténcias cujos
coeficientes correspondem a uma sequéncia a,, cujos indices percorrem os nimeros naturais.
As funcoes geradoras sao séries formais, ou seja, ndo se analisa a convergéncia da série para
os valores de x [3]. As fun¢des geradoras sdao formas fechadas. Analisando a sequéncia gerada
pelos coeficientes da série, percebe-se que funcdes geradoras na realidade ndo sao funcoes
no sentido de relacao entre dois conjuntos, em que existe o0 dominio e o contradominio, o
nome se deve ao resultado histérico do seu estudo.

Uma funcdo geradora é um varal no qual penduramos uma sequéncia de
ndmeros para exibicao. [4].

1.1 Série de Poténcias

Definicao 1.1.1. Uma série de poténcias é uma série infinita da forma ap+ a; x+ ay 2+ asx®+

..,ondea;, parai=0,1,2,3,..., sdo niimeros reais e x é uma varidvel.

Observe que qualquer polindmio em x é uma série de poténcias. Por exemplo:
1+3x%+2x3+x° pode ser escrito da seguinte forma: 1+ 3x2+2x3 +0xt + x> +0x8+0x7...,
olhando somente para os coeficientes do polindbmio obtemos a sequéncia que chamaremos

de a, =(1,3,2,0,1,...), entdo afirmamos que o polindmio é a fungao geradora da sequéncia
Q0

a,. Uma série de poténcias pode ser escrita de uma forma condensada, Z a,x".
n=0
Definicao 1.1.2. Seay+ a;x + Ay x* + az x> + ... e by + b1 x + bax* + b3 x> + ... s@o duas séries

de poténcias, entdo a soma dessas duas séries é a série de poténcia na qual o coeficiente de
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x" éay + b, e o produto destas duas séries é a série de poténcias na qual o coeficiente de x" é
agby + aib, 1+ ayb,_o2+ ...+ a, by.

Exemplo 1.1.1. Sejam as funcoes geradoras f(x) = x+3x*+2x° +x* eg(x) = 14+3x+2x* + x°,
essas fungdes correspondem as sequéncias a, = (0,1,3,2,1,...) e b, = (1,3,2,1,0,...), entdo

temos:

flx) = x+3x°+2x° +x*

g(x) = 14+3x+2x°+x°

Somando essas duas funcoes obtemos S(x) = 1+4x+5x>+3x>+x* que corresponde a sequéncia
cn=(1,4,5,3,1,...).

1.2 Funcgao Geradora Ordinaria

Definicao 1.2.1. Se o niimero de solugoes de um problema de combinatdria é a,, com r =
o0

0,1,2,..., entdo a fungdo geradora ordindria para este problema é a série de poténcias Z arx’.
r=0

Exemplo 1.2.1. Encontre a fungao geradora ordindria f(x) na qual o coeficiente a, de x" é o

nuimero de solugaes inteiras positivas de x; + x, + x3 = 8, e a varidveL x) pertence a{l,2}, a

varidvel x, pertence a{3,4,5} e a varidvel x3 pertence a {2,3}.

Para resolver esse problema definimos trés polindmios, um para cada variavel x;,
de forma que os expoentes das varidveis sejam os elementos do conjunto ao qual cada uma

pertence, conforme abaixo:

pi(x) = x+ x?
p2(x) = X+xt+x°
ps(x) = x2+ 58

Nosso objetivo é encontrar valores para xj, Xz € X3 cuja soma seja 8 e que esses valores estejam
nos conjuntos que X, X € X3 pertencam respectivamente. Para isso, vamos calcular o produto

dos trés polindmios.

f(x) = pi(x)p2(x)ps(x)
flx) = (x+x) (2 +xP+2°) (% +x°)
f(x) = x®+3x"+4x8+3x° 4+ x'°
Ap6s expandir o produto dos polindmios percebe-se que o coeficiente de x® corresponde a

solucdo do problema. No caso, existem 4 solugdes inteiras positivas, conforme f(x) apresenta.

Por ser um problema simples, serdo apresentadas as quatro solucdes. O termo xx* x> indica
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3

que x; =1, xo =4 e x3 = 3, xx°x? indica que x; =1, xo =5e x3 = 2, x?x3x® indica que

4x? indica que x; =2, xo =4 e x3 = 2. Analisando o polinémio, é

x1=2,x2=3ex3=3ex X
possivel ver que ele oferece solugdo para outros problemas, ou seja, x; + x, + x3 = r, para
re{6,7,8,9,10} com as restricdes impostas as varidveis x;-s. Veja: Com as restricdes impostas,
temos 1 solucdo para x; + x» + x3 = 6 pois 1 é o coeficiente de x%. Sendo assim, pode-se
afirmar que f(x) é a funcdo geradora que fornece a solugao do problema através de seus

coeficientes {1,3,4,3,1}.

Exemplo 1.2.2. De quantas maneiras podemos escolher 3 pessoas de um grupo de 7 pessoas?

Para resolver esse tipo de problema utilizamos combinacao simples, pois nao

existe nenhuma restricao, observe:

7 X 7!
3 31(7—3)!

Este problema pode ser resolvido através de fungao geradora. Utilizamos o polindémio (1 + x)

para representar a presenca de 1 pessoa. Como temos 7 pessoas, entao:

flx)=01+x)

F(x)=1+7x+21x*+35x° +35x* +21x° + 7x5 + x*

Perceba que o coeficiente do termo x> é 35 que corresponde exatamente ao valor da combi-
nacao simples. Esses problemas podem ser resolvidos através de funcoes geradoras, porém, é

interessante utilizar essa ferramenta em problemas mais complexos.

Teorema 1.2.1. Sendo f(x) e g(x) as fungoes geradoras das sequéncias (a;) e (by) respectiva-

mente, temos:

) Af(x)+Bg(x

) é
ll)f i(i akbn k)

iii) A funcdo geradora para (ag + ay + ... + a,) éigual a (1+ x+ x* +...) f(x)

é a fungao geradora para a sequéncia (Aa, + Bb;)

iv) A funcédo geradora para (ra,) é igual a xf'(x), onde f'(x) é a derivada de f
com respeito a x

o8]
u)ff(x)dx: 3 n‘rlx"“

a=0

Demonstragao. i) Como f(x) e g(x) sdo as fungdes geradoras de (a, ) e (b, ), respectivamente,
temos:
f(x) = ao+ax+ax’ +azx’ + ...

g(x) bo + b1x + bax? + byx® + ...
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€ portanto,

Aag+ Aayx + Aasx* + ...+ Bby + Bbyx + Bbyx? + ...
= (Aag+ Bbg) + (Aay + Bby)x + (Aaz + Bby)x* +

Af(x) + Bg(x)

|
Demonstragao. ii) Temos que
f(x)g(x) = (aoho)+ (aphl + a1b0)x + (aphs + a1by + azby) x* +
vt (aobp + a1bp—1 + ...+ apbp)x" + ...
o] n
= Z ( Z arbp—i )
n=0 k=0
[ |
Demonstragao. iii) Basta tomar b, = 1, isto é, g(x) =1+ x+ X2+ x3 +..., em (ii). [ ]
o0]
Demonstragao. iv) Seja f(x Z arx" afuncao geradora da sequéncia a,, entao a fungao
r=0
geradora de ra; é:
Q0
= Z a,x’
r=0
Assim sendo, temos:
o0]
fl(x)= Z ra,x"!
r=0
o0
> rayx”
/ r=0
x =
f(x) ==
o8]
xf!(x) = Z ra,x"
r=0

Portanto, a fungdo geradora parara, é:

[e¢]
/!
X)=r Z arx”
r=0
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Demonstragdo. v) Temos que:

1.3 Calculo de Funcdes Geradoras

A partir de uma funcao geradora, é possivel encontrar outras funcoes geradoras
utilizando derivadas e integral, substiuicao de varidvel e outras propriedades das séries de

poténcias. Veja:
f)=1+x+x*+x>+x*+...

Para encontrar a forma fechada dessa funcao geradora podemos utilizar alguns artificios

algébricos, para isso, podemos multiplicar a igualdade por x.

xf(x) = x(I+x+x°+x°+x*+..)
xf(x) = x+x*+2+xt 20+

Agora, vamos subtrair x f(x) da funcao original,

fxX)—xf(x) = Q+x+x2+3+xM+.)-(x+2+ 3 +xP+x°+.)
f)(1—-x) =1
@) =

1
Portanto, f(x) =1+ x+x*+x>+...= N é a funcao geradora da sequéncia (1,1,1,1,1,1,...).

A partir dessa funcdo geradora podemos encontrar formas fechadas simples para outras séries

de poténcias.

Exemplo 1.3.1. Encontrar a fung¢do geradora ordindria para a sequéncia a, = (0,0,1,1,1,...).
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A série de poténcias que corresponde a sequéncia a, é:

f(x) = 0+0x+x*+x>+x"+...
= X+t

= A (1+x+x°+x°+..)

1—x

Exemplo 1.3.2. Encontrar a fungdo geradora ordindria para a sequéncia a, = (5,5,5,5,5,5, ...)

A série de poténcias que corresponde a sequéncia a; é:

f(x) = 54+5x+5x*+5x°+...
= 5.(1+x+x*+x>+..)

5
1—x

Exemplo 1.3.3. Encontrar a fungéo geradora ordindria para a sequéncia a, = r

1
Sabemos que f(x) = !
—X
cando o item (iv) do Teorema 1.2.1, concluimos que a fun¢ao geradora é x f’(x). Observe

é a funcao geradora da sequéncia (1,1,1,1,...), apli-

que:

1

f(x)= > =1 F2x+3x5 T

(1—x)
logo,

x
xf'(x) =m=x+2x2+3x3+...+rxr+...

possui r como coeficiente de x”, sendo, portanto, a fungao geradora para a sequéncia (a, = r).

Exemplo 1.3.4. Encontrar a funcdo geradora ordindria para a sequéncia a, = r°.

Vimos que

W=x+2x2+3x3+...+rxr+...,
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Para que o coeficiente de x” seja 1%, basta tomarmos a derivada desta funcdo e multiplica-la

por x, observe:

/
x
x<ﬁ> = x(1+2°x+32x* + 4%+ .. 4+r2x" " )

—X
= Pxl+22x2 +32° + 4% P+

Como

B X /_x(1+x)
(1-x)2 )  (1-x)?

Entio, a fungdo geradora para a sequéncia a, = > é x(xf’(x))’, onde f(x) = —.

Exemplo 1.3.5. Encontrar a funcdo geradora ordindria para a sequéncia a, = 3r + 5r°.

([N
(¢"]
=}
o

Vimos no exemplo 1.3.3 que a fung¢ao geradora para (a, = r)

1+
exemplo 1.5.2 a funcdo geradora para (a, = Tz) € )(Cf — x;?

Portanto, pelo Teorema 1.2.1 (i) a funcio geradora para a, = 37 + 5r° é dada por:

X x(1+x)
3<_(1_x>2) +5(_<1_x)3).

Exemplo 1.3.6. Encontrar a sequéncia gerada pela funcgdo geradora ordindria

x2

1—3x

f(x) =
Sabemos que

1
f(x)=ﬁ=1+x+x2+x3+x4+...

substituindo x por 3x, obtemos

— =1+ (80 + (3x)% + (3x)° + ...

Agora, basta multiplicar a expressdo por x,

x2

T x%14 x%.(3x) + x*.(3x)* + x%.(3x)% + ...
—3x

= x° + 3x3 + 9x* + 27x° =+ ...

Portanto, f(x) é a fungao geradora da sequéncia (a,) = (0,0,1,3,9,27,...)
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Exemplo 1.3.7. Encontrar a fungdo geradora ordindria para se calcular o niimero de solugoes
em inteiros ndo-negativos da equacao2x +3y+4z+5w=r

Para resolver esse problema, serd feita uma substituicao de variaveis,
N =2x,y2=3y,y3=4z, ya=5w
A equacao é equivalente a encontrar as solugdes da equacao y; + y2 + ys + y4 = r, onde

y1€{0,2,4,6,...},

¥2€{0,3,6,9,...},
y3€{0,4,8,12,...},
y4€{0,5,10,15,...},

Portanto, a funcao geradora para esse problema é:

fy) = Q+y¥*+y"+.0.0+y+y5+y° +..).

1+ + 18+ y2 4+ 0.0+ +y0+ 5+ )
1 1 1 1

1_y2'1_y3'1_y4'1_y5

A resposta é o coeficiente de y".

1.4 Teorema Binomial Generalizado

Teorema 1.4.1. Se x é um nuimero real tal que |x|<1 e u é um niimero real qualquer, entdo

(1+x)u—i <Z)xk,emque (2) = u(u_l).'.r(!u_r+l), ser>0

k=0 1, ser=0

e u 2 . . . .
O ntimero < ) é chamado de coeficiente binomial generalizado.
r

Teorema 1.4.2. O coeficiente de xP na expansdo de (1 + x + x* 4+ x5+ )" éiguala CZ -1

Demonstragdo. Observe que

1 n
(I+x+x*+x3+.)" = (m> —(1—x)"

Entao, basta fazer a substituicao no teorema 1.4.1 de x por —x e u por —n, temos:

(12" =i(‘r”)<—x>' =r2:(‘r”)<—1>fxf
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Utilizando a defini¢do do coeficiente binomial generalizado temos que o coeficiente de x” é

igual a:

(_n)(—l)” (—n)(—n—1)(—n—-2)..(—n—p+1)(-1)?

p p!
_ (EDP)(n+1)(n+2)..(n+p—1)(=1)")
p!
_ n(n+1)(n+2)..(n+p—1)
p!
_ (n+p—-1)((n+p—-2)..(n+1)n(n—1)
pl((n—1)
_ (n+p—1)!
pl(n—1)!

- ()

Este resultado é o nimero total de maneiras de selecionarmos p objetos dentre n

objetos distintos, onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.

Através do teorema binomial generalizado é possivel encontrar um termo especi-

fico de uma funcao geradora, observe:

1
Exemplo 1.4.1. Sendo (1+ x)* a fungdo geradora ordindria para a sequéncia (a, ), encontre

ar.
1
Basta tomarmos o coeficiente de x* na expansao de (1 + x)*
1 aye i(zll_l) 2
1+x)1 = Yx" =1+-x+ x° 4+
eni=3 ()
Logo,
1/1
13- 3
ay = =——
2 32

1.5 Funcgao Geradora Exponencial

Em problemas de combinatéria quando a ordem de escolha dos objetos é rele-
vante, e houver uma quantidade significativa de restricoes deve-se utilizar a Funcdao Geradora
Exponencial, em que seus coeficientes estdo associados a um arranjo dos objetos. Em proble-

mas cuja ordem ¢ irrelevante, como ja foi mostrado, utiliza-se Funcao Geradora Ordinéria.
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Definicdo 1.5.1. A Fungdo Geradora Exponencial da sequéncia (a,) é a série de poténcias
0 r

X
St
r!

r=0

Exemplo 1.5.1. Encontrar a fungdo geradora exponencial para a sequéncia (1,1,1,1,1,...)

Como

x_ ¥ X3 x"
e = +x+2—!—|—§+...+ﬁ+...

,
= . X . P ~
E nessa expansdo o coeficiente de — ¢ igual a 1, para todo r, esta é a funcao geradora
r

exponencial da sequéncia a, =1, parar =0,1,2,...

Exemplo 1.5.2. Encontrar a sequéncia (a;,) para a Fung¢do Geradora e,

Como
x_1 x X8 x"
e = +x+§+§+...+ﬁ+...
Basta substituir x por 3x e obtém-se:
3x)?  (3x)3 3x)"
er = 1+(3x)+( ) +( >+...+( ) +...
2! 3! r!

32 3 37‘
= 143 x+—x°+=x3+..+=x"+..
2! 3! r!

. . 3
Observando os coeficientes, percebe-se que a sequéncia é: (a,) = (—'>
r!
Exemplo 1.5.3. Quantas sio as r-sequéncias quaterndrias nas quais o niimero de0's é par e o

niimero de 1's também é par?

Umar-sequéncia quaterndria € umar-upla formada somente pelos digitos 0,1, 2, 3.

A fungéo geradora exponencial para o digito 0 é: (o niimero de 0’s é par)

A fungéo geradora exponencial para o digito 2 é:(o ntimero de 2’s é irrestrito)

? X3 x" .
l+x+—+—+..+—+..=¢
2! 3 r!
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A fungéo geradora exponencial para o digito 3 é: (o ntimero de 3's é irrestrito).
. X3 x"
SRR e

Portanto a fun¢do geradora exponencial é:

) = (Gl +e™) (e

: : o 2!
Portanto, com as restri¢cdes dadas o nimero de r-sequéncias quaterndrias é igual a
Exemplo 1.5.4. Uma transportadora vai montar trés filiais em cidades distintas, serdo contra-
tados oito funciondrios para trabalharem nessas filiais. De quantas maneiras a transportadora
pode distribuir esses oito funciondrios nas trés filiais de modo que cada filial receba pelo menos

um funciondrio dos contratados?

Observe que nenhuma filial poderd receber mais do que seis funcionarios, pois
nenhuma delas podera ficar vazia. Sendo o nimero de funcionérios de cada filial relevante,

para resolver o problema serd utilizada funcao geradora exponencial.

x x* 1 x8

f(x>:<1_!+2_!+3 i +8'>3

8
X
A resposta é o coeficiente de o na funcdo. A funcao geradora pode ser escrita de uma forma

fechada, note:

X X 3
x) = +—+—+ =+ )
f() (1' 2! 8!
x3 x8 3
= <1 +—+—+ 4=+ 1)
1! 2! 3! 8!

- (-1

= &3 —3¢* +3¢"
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Ja sabemos do exemplo 1.5.2 que:

3x  (3x)2 (3x)3 (3x)®
3x _ T St T S A
e —1+1!+ o1 + 3] +..+ 3l + ...

. x4 . 48
Portanto, o coeficiente de m € 3°, da mesma forma podemos encontrar o coeficiente de m em

8
x
e* que é 28, Logo, o coeficiente de g em f(x)=e**—3e** +3e* —1sera3® —3.2° +3 =5796.

1.6 Particao de Inteiros

Definicao 1.6.1. Uma particdo de um niimero inteiro positivo n é a colegdo ndo ordenada de
numeros inteiros positivos, tais que sua soma é n, ou seja, n = Ay + Ay + ... + A,, tal que os /l'l-s
sdo partes da particao de n, com Ay = Ay > ... > A,. Denotamos por p(n) o niimero de particoes

de n.
Exemplo 1.6.1. O niimero 5 pode ser descrito da seguinte maneira:

5 =5
= 4+1
= 3+2
= 3+1+1
= 2+42+1
= 2+1+1+1
= 1+1+1+1+1

e portanto, p(5) =7

Definicao 1.6.2. O nuimero de partigoes de n tendo k como a maior parte é denotado por
pr(n).

Exemplo 1.6.2. Observe as parti¢oes do inteiro 5 no exemplo 1.6.1. Podemos observar que
temos duas partigoes em que o ntimero 2 é a maior parte, logo escrevemos p»(5) = 2. Veja
também que temos apenas uma parti¢do em que o ntimero 4 é a maior parte, logo p4(5) = 1.Na

tabela a seguir tempos todas as pi(n) para k =1,2,3,4,5.

Tabela 1 — k maior parte

k [1[2]3]4
pe(3) 12211

Como a maior parte ndo pode superar n, temos que p,(n) =1e px(n) =0, para

k> n.
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Definicdo 1.6.3. O niimero de parti¢oes de n com exatamente k partes é denotado por qi(n).

Exemplo 1.6.3. Continuando no exemplo 1.6.1, observe que o niimero inteiro 5 tem apenas
uma particao com exatamente 1 parte, logo escrevemos q(5) = 1, veja também que existem
2 partigoes com exatamente 2 partes, logo q»(5) = 2. Na tabela a seguir temos todas as qi.(n)
parak=1,2,3,4,5.

Tabela 2 — k partes

k [1]2]3
aB) [12]2]1]1

Comparando a tabela 1 com a tabela 2 é possivel verificar que elas sdo idénticas,

isso ndo acontece por acaso, veja o teorema 1.7.1.

1.7 Diagrama de Ferrers

As particoes de nimeros inteiros podem ser representadas por diagramas.

Definicao 1.7.1. Seja a, + a, + ... + ay uma partic¢do de um numero inteiro n. O diagrama de
Ferrers desta particao consiste de linhas preenchidas com pontos, uma linha por elemento da

particdo, e em cada linha i, a quantidade de pontos é igual ao elemento a; que ela representa.

Exemplo 1.7.1. O diagrama de Ferrers para a particdo7 =3 +2+1+1é:

Figura 1 - Particao 7=3+2+1+1
Definicao 1.7.2. A parti¢cdo conjugada de uma partigdo é obtida trocando as linhas do dia-
grama de Ferrers pelas colunas.

Exemplo 1.7.2. A parti¢do conjugadade7?=3+2+1+1¢é7=4+2+1, pois o diagrama de

Ferrers da primeira partigdo, quando "transposto”, resulta no da segunda.

Figura 2 — Particao conjugada
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A conjugada de uma particdo ndo é necessariamente distinta da particao original.

Quando a conjugada de uma particao € igual a particdo, dizemos que ela é auto-conjugada.

Exemplo 1.7.3. Observe o diagrama de Ferrers da parti¢do de6 =3+ 2+ 1 e o diagrama de

Ferrers de sua respectiva conjugada.

Figura 3 — Particao auto-conjugada

Teorema 1.7.1. O ntimero py(n) de parti¢des n tendo k como a maior parte é igual ao niimero

qx(n) de partigoes de n com exatamente k partes, isto é, px(n) = qx(n).

Demonstragdo. Por intermédio da operacdo "conjugacdo"definida no conjunto das partigoes
de n, vemos facilmente que toda particao tendo k como maior parte é transformada em uma
particao que possui exatamente k partes, e que cada uma que possui k partes é levada em

uma que possui k como a maior parte, o que conclui a demonstracao. [

Coroldrio 1.7.1. Seja Py(n) o niimero de partigdes de n com partes menores do que ou iguais

ak, e Qx(n) o ntimero de partigoes de n com, no mdximo, k partes. Entdo, Pr(n) = Qx(n).

Demonstragdo. A operacdo de conjugacao transforma cada elemento contado por Py(n) em
um dnico elemento contado por Qi (n), isto pela mesma razdo apresentada na demonstragao

do teorema. [ ]

1.8 Funcdes Geradoras de Particdes

O exemplo 1.6.1 exibe todas as particdes do ntmero inteiro 5. Analisando as
particoes podemos tirar algumas conclusoes. Suponha que seja necessario distribuirmos
5 objetos idénticos em 3 caixas idénticas, sem que nenhuma fique vazia, entao, teriamos
apenas as seguintes possibilidades {3,1,1} e {2,2,1}, que sdo as parti¢cdes de 5 em exatamente
3 partes. Da mesma forma podemos concluir que o nimero de maneiras de se distribuir n
objetos idénticos em k caixas idénticas, sem que nenhuma fique vazia, é igual a g (n). Vide
definicdo 1.6.3.

Vamos encontrar a funcdo geradora para as particdes de n em partes impares distintas, para

isso, devemos tomar o produto

(1+x) (14 x> (1+x°) (1 +x7).(1+ 2261
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O coeficiente de x° é 1, isso significa que s existe uma maneira de escrever o niimero 5 como
soma de impares distintos, 5 = 5. Observando a expansao do produto é possivel ver também
que o coeficiente de x0é igual a 2, logo, o numero 9 pode ser escrito de duas maneiras como
soma de impares distintos, o proprio 9 =9 e 9 =5+ 3 + 1. Interpretando esse produto, vemos

que

0

H(1+x2k+1) = Z d

k=0 n=1

8

onde d;(n) é o namero de parti¢des de n em partes impares distintas, isto €, que

0
k=0

é a funcao geradora para d;(n).

Definicao 1.8.1. A funcdo geradora para o ntimero de particoes em partes distintas de um

nimero inteiro é dada por:

(1+x)(1+x3)(1+x%)...(1+ x5) ﬁ 14 x)

Exemplo 1.8.1. Sabemos que na parti¢do de um niimero menor do que ou igual a 5 nunca

teremos partes superiores a 5, entdo, se tomarmos o produto
(I+x)(1+ xz)(l + x3)(1 + x4)(1 + x5)

teremos a func¢ao geradora para as particoes de todos os nimeros menores do

que ou iguais a 5 em partes distintas. Observe a expansao.
1+ x+x%+2x° + 26 +3x° +3x% +3x7 +3x8 + 327 +3x10 - 2xM - 2x1% 4+ 2B 4 M 2P

O coeficiente de x° é 3, observando o exemplo 1.6.1 podemos confirmar que existem 3

particOes em que as partes sdo distintas, sdo elas: {5},{4 +1},{3 + 2}.

Definicao 1.8.2. A funcdo geradora para as particoes de n em partes pares e distintas é definida

por:

0

n(l+x2k).

k=0
Definicao 1.8.3. A funcdo geradora para as particoes de n em que as partes sdo quadrados
distintos é definida por:
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ﬁ(lerkz)
k=0

Definicdo 1.8.4. A fungdo geradora para p(n), o niimero de partigdes irrestritas de n, é dada

por:

1
1—xk

— 18

i p(n)x" = onde p(0) = 1.
n=0

k=1

O coeficiente p(n) de x" corresponde ao niimero de parti¢des irrestritas de n,
para mostrar a identidade, serdo utilizados apenas argumentos combinatorios.

Sabemos que:

i = 1+x+x°+x+x+ X0+
l—lxz = 1+ +x+x+xBx0
1—1x3 = 1+ 42+ x4
1—1x4 = 1+x '+ a8 x4

1 m 2m 3m am 5m
o = 14+x"4+x"+x"+xTT X"+

As contribui¢des para os coeficientes de x" vém de um termo x“ da primeira série de po-
téncias, de x*® da segunda série de poténcias, de x3% da terceira série de poténcias, ..., e de
x"4m da m®'"™? série de poténcias, onde a; > 0, para todo i. Sendo o produto destes termos

igual a x"*, temos que:
ar+2a,+3as+...+may=n

Cada a; corresponde ao ntimero de i’'s que aparecem na particdo de n, isto é, podemos

expressar n como
n=14+1+..+1)+2+2+...4+2)+...+(m+m+..+m),

onde temos a; 1's no primeiro parénteses, a, 2’'s no segundo parénteses, az 3's no terceiro
parénteses, e a,, m's no m®"™°. Sendo assim, cada parti¢do de n ird contribuir com uma
unidade para o coeficiente de x" nesta expansao.

A funcao 1 !

1
"controla"a presenca dos 1s, a 1 apresenca dos 2’s, P a presenca
—X

—x2

a presenca dos m's, logo, a funcéo geradora para as particdes de n em que

dos3's, ...,
1

nenhuma parte supera m é dada por:

xm
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fﬁ 1
e 1—xk

Exemplo 1.8.2. Mostre que o niimero de particoes de n =5 é p(5) = 7 utilizando fungoes

geradoras.

Para resolver esse problema vamos utilizar a fun¢do geradora do cédlculo do ntimero de

particoes de n. Temos

5

1

H<1 k) = A+x+2+ 2+ + ) A+ 22+ xH 1+ 3 A+ xY) (1 + x°)
— X

k=1

= T+x+2x*+3x> +5x* +7x° + 728 +10x" + 11x% + 13x7 + 12x1°...
E possivel ver que o coeficiente de x° é 7, que corresponde ao ntimero de particdo do nimero

inteiro 5.

Seguem algumas funcoes geradoras.

Tabela 3 — Func¢oes geradoras

Funcdo Geradora | Para a sequéncia das particoes
de n em partes que sao:
Q0
H (1+ 22+ impares distintas
kOgO n
—_— impares
1— x2k+1)
k=0 (
ﬁ ! pares
oy (1—x7F)
k=0
H (1 + x2F) pares distintos
ko:OO :
H (1+x5) cubos distintos
kogo n N
,E)—(l—xka) cubos
H ! rimos
pprimo (1 N xp) 7

O numero de parti¢oes de n em partes distintas é igual ao numero de parti¢oes
de n em partes impares. Como foi mostrado no exemplo 1.6.1 todas a particoes do nimero
inteiro 5, podemos observar que o nimero de particoes em partes distintas é 3, sdo elas
{5},{4+1},{3+2} e que o ntimero de parti¢des em partes impares é 3 também, veja, {5}, {3+
1+1},{1+1+1+1+1}.Issonao é coincidéncia, ocorre para todo n, como mostra o teorema

abaixo.
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Teorema 1.8.1. O nuimero de parti¢oes de n em partes distintas é igual ao niimero de particoes

de n em partes impares.

Demonstragdo. Para demonstrar esse teorema basta mostrar que a fun¢ao geradora do nu-
mero de particoes de n em partes distintas é igual a fun¢do geradora do nimero de parti¢coes
de n em partes impares. Funcdes geradoras estas que ja foram vistas. Na tabela 3 temos a
funcao geradora para o nimero de particoes de n em que as partes sao nimeros impares e o
exemplo 1.8.2 temos a funcao geradora do niimeros de particdes de n em que as partes sao

distintas. Vamos mostrar que as expressoes sao idénticas:

o0 0 k k
1+x*)(1—x
ey < 00
k=1 k=1 (1= x¥)
B ﬁl—xk+xk—x2k
Pl (1—xk)
ﬁl_xzk
B k=1(1_xk)

(1= 2)(1—**](1 = x3) (1 —=x*J(1 — x5) (1—=°]...

1
1- x)(l — ) (1-0)(1-x)...

00
[y

k=0
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CAPITULO

2

Relacoes de Recorréncia

Nesse capitulo serdo apresentadas as Relagoes de Recorréncias Lineares, vamos
mostrar os vdrios tipos de Recorréncias e também alguns métodos de resolugdo. As principais

referéncias utilizadas foram [7], [2], [8], [9], [10].

A Recorréncia é uma regra que nos permite determinar um termo qualquer de
uma sequéncia a, em funcao de termos anteriores, dada uma regra para definir o primeiro

termo (ou os primeiros termos de acordo com a necessidade).

2.1 Sequéncias numéricas

Uma sequéncia numérica é um conjunto de nimeros que sao dispostos em uma
ordem, onde cada niimero é chamado de termo. O termo é escrito da forma a,,, sendo n a

posicdo ou ordem do termo. Essa ordem é definida segundo a lei de formagao da sequéncia.

A sequéncia que possui uma quantidade limitada de termos é chamada de sequén-

cia finita, caso contrdrio, a sequéncia € infinita.

As sequéncias sdo representadas da seguinte forma: (ay, ay, as, ay, ..., a,) quando

finita, e (ay, az, as, a, ..., ap, ...) quando infinita.

Exemplo 2.1.1. Observe a sequéncia de niimeros abaixo e determine o préximo termo.
(1,3,5,...).

Perceba que nao foi especificada a lei de formacao, entdo, podemos dizer que o

préoximo numero é 7. Mas na realidade o pr6ximo niimero € 6, pois a lei de formacdo que nao
3

foi especificada é a seguinte: a,, = —— +n* + 5 Veja, serdo mostrados os 4 primeiros termos

da sequéncia através da lei de formacao.
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Paran=1

a = ——+1

Paran=2

2
ay) = ——+22+—

Paran=3

33 ., 3
a3 = ———+3"+-

27 3

= —— 49+
6 6

Paran =4

Esse exemplo mostrou que ndo devemos presumir um préximo termo de uma sequéncia se

nao soubermos a lei de formacao dessa sequéncia.

Nem sempre as sequéncias apresentam uma lei de formacao, quando a regra é

definida, ela se apresenta das seguintes maneiras:

* Através de uma propriedade exclusiva dos termos da sequéncia. Por exemplo: a sequén-

cia dos nameros naturais, (a,) = (1,2,3,4,...).

» Através de uma expressao que associa cada n a um determinado valor de a,. Por

exemplo: a, = n®—1, (an) =(0,3,8,15,...).

e Através de uma relacdo de recorréncia em que, a partir de um certo termo, determina
cada termo seguinte em func¢do dos anteriores. Por exemplo: A sequéncia em que o
primeiro termo a; = 2 e cada termo a partir do segundo é dado por a, = a,—1 + 2,
(an) =(2,4,6,8,...).
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2.2 Recorréncias

Definicao 2.2.1. Uma relagao de recorréncia ou, como também é chamada, uma equagdo de
recorréncia, é uma relacdo que determina cada termo de uma dada sequéncia, a partir de certo

termo, em funcdo dos termos anteriores.

Uma lei de formacgdo pode corresponder a duas ou mais sequéncias, para que nao
exista essa ambiguidade é necessario que seja informado o primeiro termo da sequéncia.

Veja:

Exemplo 2.2.1. A sequéncia dos ntimeros impares a, = (1,3,5,7,...), pode ser representada

pela lei de formagdo:

a1=1

Exemplo 2.2.2. A sequéncia dos niimeros pares a, = (2,4,6,8,...), pode ser representada pela

lei de formacao:

an+1 = ap+2

d1=2

Perceba que a lei de formacdo é a mesma, o que difere é o primeiro termo, caso
o primeiro termo nao fosse especificado, ndo saberiamos ao certo se a lei corresponderia
a sequéncia dos numeros pares ou a sequéncia dos nimeros impares, que obviamente sao

sequéncias distintas. Observe o préximo exemplo com a mesma lei de formacao.

Exemplo 2.2.3. A sequéncia a, = (V2,72 +2,v/2+4,/2+6...,), pode ser representada pela

lei de formagao:

an+1 = ap+2

012\/5

Exemplo 2.2.4. A sequéncia a,, = (5,8,11,14,17,...), pode ser representada pela lei de forma-

cao:

d1=5

Essa sequéncia corresponde a uma Progressao Aritmética de razdo r = 3. Através
desse exemplo € possivel ver que as progressoes aritméticas podem ser escritas através de

uma relacao de recorréncia. Veja:
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an+1=0an+r7

a)=a

Logo, a sequéncia é a, = (a,a+r,a+2r,a+3r,...).

As leis de formagdao nem sempre possuem uma soma, € possivel que tenhamos lei

de formacdao com multiplicacao, observe o préximo exemplo.

Exemplo 2.2.5. A sequéncia a, = (3,15,75,375,...), pode ser representada pela lei de formagdo:

an+1 =95.an

62123

A sequéncia desse exemplo corresponde a uma Progressao Geométrica de razao
g = 5, de uma forma geral as progressoes geométricas também podem ser escritas através de

uma relacao de recorréncia. Veja:

Logo, a sequéncia é a, = (a, aq, aq’,aq’, )
As sequéncias definidas por recorréncias mostradas nos exemplos anteriores
dependiam apenas de um termo anterior. Porém, existem sequéncias que dependem de mais

de um termo anterior, é o que serd mostrado a seguir.

Exemplo 2.2.6. Observe a lei de formagdo abaixo e determine a sequéncia gerada.

An+2 = Ap+1+ apn
ay =2
ar=>5

Para encontrar a sequéncia definida pela relacao de recorréncia basta fazer as
substituic¢oes, fica claro que cada termo a partir do terceiro, é a soma dos dois termos imedia-
tamente anteriores. Logo, a sequéncia é a, = (2, 5,7,12,19,31, ) Se a gente alterar os dois
primeiros termos da sequéncia mantendo a lei de formacao teremos uma nova sequéncia,
como ja foi dito anteriormente ndo basta definir a lei de formacao é necessario especificar

nesse caso o primeiro e segundo termos da sequéncia.

Exemplo 2.2.7. Observe a lei de formagdo abaixo e determine a sequéncia gerada.

a+ax+..+ap
api1 = P ,sendoa; =3,a,=5en>=2
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Observe que essa lei de formacgdo apresenta mais uma informacao, o valor de n
deve ser maior do que ou igual a 2, caso essa regra ndo seja obedecida é impossivel determinar
a sequéncia. A lei de formacao pede a média aritmética entre os dois termos imediatamente
anteriores, logo a sequéncia é a, = (3,5,4,4,4,4,...). A partir do terceiro termo os valores co-
mecam a repetir, isso se justifica pelo fato de que, no célculo de uma média aritmética simples
se acrescentarmos um valor maior que a média, a nova média aumentard, se acrescentarmos
um valor menor que a média, a nova média é puxada para baixo, porém se acrescentarmos
um novo valor igual a média, a nova média se manterd. Podemos escrever essa lei de formagao

de uma forma generalizada:

a +ay+...+ap
Api1 = p. ,sendoa;=a,a,=ben=2

Darelagao de recorréncia sabemos que o primeiro termo € a; = a e o segundo termo é a, = b,
vamos encontrar o terceiro termo.
a+b
2

Veja o quarto termo:

a+b+%b
3a+3b

a+b

\]

Veja o quinto termo:

a+b a+b
6l+b+T+T

4
4a+4b

8
a+b

2
a+b a+b )
s )

Definicao 2.2.2. Uma equagao de recorréncia é dita homogénea se cada termo da sequéncia

as =

Portanto, a sequéncia é a;, = (a, b,

depende exclusivamente dos termos anteriores. Se, além dos termos anteriores, cada elemento
da sequéncia estd também em fungdo de um termo independente da sequéncia, a recorréncia é

dita ndo-homogénea.

Definicao 2.2.3. Uma relagdo de recorréncia é dita linear quando a fungdo que relaciona cada
termo aos termos anteriores é linear. Além disso, é dita de primeira ordem quando cada termo
da sequéncia é obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele, ou seja, quando a;, estd

em funcao de a, .
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2.3 Resolucao de Relacdes de Recorréncia

Resolver uma relacdo de recorréncia significa encontrar uma forma fechada. Ou
seja, uma férmula que dependa exclusivamente de 7 e ndo de termos anteriores como em
relagcoes de recorréncia. Serdo apresentadas algumas técnicas para a resolucao de relacoes de

recorréncia.

2.4 Recorréncia de primeira ordem

2.4.1 Homogénea

Exemplo 2.4.1. Encontre uma forma fechada para a relacgdo de recorréncia abaixo,

an+1=2.an
a =3

Para resolver esse tipo de recorréncia utilizaremos uma técnica cujo objetivo é

cancelar termos de modo que encontremos uma forma fechada, veja:

ay = 3
ay) = 2.&1
a = 2.a
a, = =2.a3

an-1 = 2.ap—2
an == Z.an_l

Multiplicando os termos temos:
ay.ap.as.dy. - .Ay_2.ap_ 1.0, = 3.2.a41.2.a2.2.43.---.2.05,_2.2.4n_1

Cancelando os termos fica:

01.05.05.04. - An=73.An-T.n = 32" '.a1.05.05. - An—7.0n-T

a, = 32"1

Com a forma fechada podemos encontrar qualquer termo da sequéncia, por exemplo, asy =
3.2%071 = 3229 = 3.536870912 = 1610612736.

Essa forma fechada que acabamos de encontrar é exatamente a formula do termo geral de
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uma progressao geométrica. Veja:

a = a
a = (J.a
az = (.az
as = (q.as

ap-1 = (.dpn—2

ap= = ({.ap—1

Multiplicando os termos temos:
ay.ap.dasz.dg.--- .p—2.4p—1.4dy, = a1.4.41.4.02.4.43. - .(4.p—2.4.0p—1

Cancelando os termos fica:
0050504 Qn=7.0n=T.Qn, = a1." '.01.G.05.9.95.  .G.Qn=7.q.0n=T
an = a.q" !
2.4.2 Nao homogénea

Esse tipo de recorréncia se resolve facilmente quando possuem coeficientes cons-

tantes. Observe:

Exemplo 2.4.2. Encontre uma forma fechada para a relagdo de recorréncia abaixo,

ay=>5

Essa relacao de recorréncia € linear de primeira ordem, pois, a funcao que relaci-
ona os termos é de primeiro grau e cada termo depende exclusivamente do termo anterior.

Para resolver esse tipo de recorréncia, vamos dispor os termos da sequéncia da seguinte

maneira:
ay = 5
a = a1+2
az = dax+2
a, = daz+2
a, = au—1+2

Agora vamos somar as equacoes,
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at+at+ast+ag+...+ay,=5+a1+24+a+2+as3+2+..+a,_1+2

Observando a soma € possivel ver que os termos se repetem dos dois lados da equacao de

modo que se cancelam,

G+ A+ A+ A GpT+ Ay = 5 A2+ AT+ 2+ G5+ 24 oot AT+ 2
24242+ +2

a, = 5+ ~
(n—1)vezes
ap, = 5+2(n—1)

Encontramos uma forma fechada em que cada termo depende exclusivamente de n, por
exemplo, as =5+2(5—1) = 13. Quando temos uma forma fechada, fica muito facil encontrar
"termos distantes", por exemplo, asps, =5+ 2(5232 — 1) = 10467. Essa forma fechada que

acabamos de encontrar é exatamente a férmula do termo geral de uma progressao aritmética.

Veja:
a = a
a = a+r
a3 = ay+r
a, = as-—+r
ap, = a+r(n—1)

Exemplo 2.4.3. Encontre uma forma fechada para a relacdo de recorréncia x,+1 = ax, +b

sendo a e b constantes reais.

Sabemos que um termo inicial é fixado que chamaremos de Xy, entdo o processo

de recorréncia fica da seguinte maneira:

X1 = axp+b
Xo = axi+b=a(axo+Db)+b
x3 = axp+b=ala(axo+b)+b]+b=a’xo+a’b+ab+b
x, = a'xg+a" 'b+a"?b+---+a*+ab+b
Logo,
xn = a'xo+b(a" ' +a" P+ +a*+a+l)

Podemos perceber que o termo entre parénteses é a soma dos 7 primeiros termos de uma

progressdo geométrica de razao a, onde o primeiro termo é igual a 1, entdo temos:

a”—l]

X, = axp+ b[l.
a—1

(2.2)
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Podemos reescrever a formula com condicao inicial a x;:

n—-1__

1
X, = a"_1x1+b[ ],a;&l. (2.3)

Para o caso em que a = 1 temos:

Xp = x1+b(n—1). (2.4)

Essa relacao de recorréncia generaliza as progressoes aritméticas.

Exemplo 2.4.4. Encontre a forma fechada da sequéncia (1,7,37,62,---,) cuja relagdo de recor-

réncia é x,+1 = 5x, + 2, utilizando a férmula (2.3).
Vejaquea=5,b=2ex; =1,logo

5n—1_q 3 1
UL
10 2

xp=5""11 +2[ "
5-1

O préximo teorema indica um meio de reduzir a recorréncia que procuramos a solucao em

um caso mais simples ja visto acima.

Teorema 2.4.1. Se x,, é solucdo nao nula da recorréncia a, 1 = g(n)ay, entdo a substituicao

an = XpYn, transforma a recorréncia a, 1 = g(n)a, + h(n) em

Ynt1=Yn+
n+ n g

Demonstragdo. Tomando a, = x,y, podemos escrever a equagao a,;; = g(n)a, + h(n)

como:
Xn+1Yn+1=8(N)Xnyn + h(n)
Mas, x,,+1 = g(n)x, pois x, é solucdo de a,+, = g(n)ay, o que transforma a equagao em

8(n)xnyni1=g(n)xnyn+h(n)

ou seja,

Ynt1=Yn+
n—+ n g
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2.5 Recorréncia de segunda ordem

2.5.1 Homogénea

Uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com os coeficientes cons-
tantes, tem o seguinte formato a, 42 + pa,+1 + qa, =0, em que g #0, pois se g = 0 teremos
uma recorréncia linear de primeira ordem.As recorréncias desse tipo podem ser associadas a
uma equagio do segundo grau do tipo r*+ pr + g = 0, conhecida como equagcio caracteristica.

Perceba que sendo g #0, entao, 0 ndo pode ser raiz da equagao caracteristica.

Para encontrar uma forma fechada, devemos analisar as raizes da equacao carac-

teristica.

Teorema 2.5.1. Se as raizes der®+ pr+q=0sdor) er, entdo b, = c1(r1)" +cz2(r2)" é solugdo

da recorréncia an+ o + pan+1 + qa, =0, quaisquer que sejam os valores das constantes c; e c»

Demonstragdo. Basta fazer a substituicao da solucdo na recorréncia, veja:

n+2 n+2 n+1 n+1 n n
Ap+2 +papt+1+4qa, = Cry ~“+Cr, "+ pcr +pcr, “+qciry +qcar,

= arl'rt+eni+parr + peryr +qor + ger)
= arf(ri+pri+q)+cr(ri+pr+q)

= Oclr1”+0c‘2r2”:0.
|

Teorema 2.5.2. Seja x,,42+ pxp+1+ Gx, = 0 equagdo de recorréncia linear de segunda ordem

com coeficientes constantes, r’+ pr + q = 0 sua equagdo caracteristica e ry e ry raizes:

. Ser; ery € R, entdo todas as solucoes da recorréncia x,+2 + pxn+1+ qx, = 0 sdo da forma

Xp = C1T{ + C2T3, cOM C] e ¢, constantes. ey # I

. Sery; er, =r €R, entdo todas as solugoes da recorréncia x,,+2 + pXn+1+ gx, = 0 sdo da forma

Xp=c11{ + conr”, comc; e c; constantes.

. Sery = a+Dbier, = a—bi,coma,beR, entdo asolugdo c,r{'+ 15, com | e c, constantes reais,

» _ o nr. / / /]~
pode ser escrita naforma Xn=pP [CICOS<I’l9) + czsen(nﬁ)], onde Cl e CZ $ao novas constantes.

Demonstragdo. Item 1: Sabemos que a, € solucao e agora y, uma solucao qualquer de
Xn42+ PXn+1+ qx, = 0. Vamos determinar constantes c; e ¢, que sejam solugdes do seguinte

sistema:

CiN +Colp =Yy

C1I2+Col2 = )2
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Do sistema, temos que

T22J/1 r1)’2—r12Y1
Cl=—"FT—"7——€¢€C=—"7"7FT—"—
rlrz(rg—rl) 7‘17'2(7‘2—7’1)

Perceba que a solucgdo é possivel, pois r; # r, e ry, 12 # 0.

Consideremos agora z, = y, — €111 — C215. Substituindo z, em X,42 + pxp+1 +
gx, =0, obtemos:

+2 + n+1

n n+2 n+1 n n
Yng2—C1ry T —Coly T+ pPYnpy1— POy —PpCly,  +qYn—gCiry —(cCl, =

n..2 n.,.2 n n n n
=Yn42 —C1T T —Coly Ty + PYp+1 — PCLI T — PCty o+ (qyn—(gCity —qCaly =

=c11{ (1f + pri+q) —cory (15 + pra+ ) + Ynt2 + PYnt1+ qyn) =0
%,—/ (. ~ [« ~ )

Como z,42 = pzp+1 + gz, =0, segue que z, é solugdo de x4+ 2+pX;+1 + gx, = 0.
Além disso, se z, = yn — c17{ — €2y € €171 + CoT2 = Y1, entdo:

VAl =y1—c1r11 —czr21 =0
Da mesma maneira,
2o =y2—clr12—02r22 =0
Dai, zz3 = —pzp — qz1 = 0 e recursivamente obtemos z, =0, Vn [ |

Demonstragdo. Item 2: Seja y,, uma solugdo qualquer de x, 2+ px,+1+gx, = 0. Como antes,

vamos determinar constantes c; e ¢, que sejam solu¢des do seguinte sistema de equacoes:

Cir+cr=y
2 2
ar°+2cr° =y
isto é,

2 _
20 Y oo

C1 =
r r2 r2

Note que a solucdo acima € possivel pois r # 0
Consideremos agora z,, = y,, — 11" — conr”
Substituindo z, em x,12 + px,+1 + gx, =0, obtemos:

n+1

Vniz—ar"?—co(n+2)r" 2+ pyp—por™ —po(n+ D" 4 gy, —gor" —qgeanr™ =

= Yngo—crr i —conr .t =2 r 4 pyp1—peir.r—penr™ — pear.r—qy,—qeir™ —
n
gconr" =
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=—cf (rP+pr+aq)—conr" (r* + pr+q) —cor"r (2r + p) + (yns2 + PYns1 + G¥n) = 0.
—_— —_—

(. J

~
=0 =0 =0 =0

Observacgao: 2r + p é nulo, pois r = _TP De fato como r; = r» = r é raiz dupla de

%4 pr + ¢, entao temos p2 —4q =0eportanto r = TP
Como z,42+pzn+1+ Gz, =0, segue que z, é solucao de x,, 12+ px,41+gx, =0.
Além disso, se z,, = Y, — Yn = Yn— 11" — canr’ e 17 + cor = y1, entdo:
Z21=)1— clr1 — czlrl =0.
Da mesma maneira,
Zp = Yo — clr2 — 022r2 = 0.

Dai, zz3 = —pzp — qz1 = 0 e recursivamente obtemos z, =0, Vn. [ |

Demonstragdo. Item 3: A forma trigonométrica é uma facilitacdo da apresentacao de solucdes

para recorréncias cujo polinémio caracteristico possui raizes complexas.

Dados r; = p(cosO + isinf) e r, = p(cosd — isinB), segue da Férmula de Moivre

para potencia¢ao de numeros complexos que:

ri' =p"(cosn6 + isinn@)

ry =p"(cosnf —isinnd)

Como 7| # 12, tomamos y, = c¢11, + 215, onde c; € ¢, sdo constantes reais, como solucdo de
Xn+2 + PXn+1 + qx, =0 e fazemos a substituicao:

c1[p" (cosn@ +isinnB)]|+ c2[p" (cosnb —isinnb)| =

c1p"cosnf + c1p"isinnd + c,p" cosnf — c,p" isinnd =

(c1+c2)(p"cosnB)+ (c1 —c2)(p"isinnd).

Sendo ¢} e ¢, novas constantes reais tais que (c; + ¢2) = ¢] e (¢c; — ¢2) = ¢, entdo:
xn = p"(cycosnd + cyisinnb).

Observagao: Note que no item 3 do teorema anterior as solugoes r{' e r,’ nao sao reais. No
entanto, via combinacdes dessas, podemos obter um par de solu¢des reais a saber p” cosnf e

p"'isinn6 que geram o conjunto da equacdo de recorréncia. [
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Exemplo 2.5.1. Encontre uma solugdo para a recorréncia x,12 — Xn+1 — 12x, = 0.

A equacdo caracteristica dessa relaco de recorréncia é r?

—r —12 =0 cujas raizes
sdo r; =4 e r, = —3. Entdo de acordo com o teorema 2.5.2 item 1, a solucao geral da equacgao

é dada por x,, = ¢1(4)" 4+ ¢2(—3)", onde c¢; e ¢, sdo constantes reais.

Quando as condicdes iniciais sdo fornecidas é possivel determinar os valores das
constantes reais. Suponha que no exemplo 2.5.1 os termos iniciais sejam, xp = 0 e x; = 2.Entéo

devemos resolver o sistema:

X0 = Cl<4 0+Cg(—3>0
x1=2=c (4 14—02(—3)1
ou ainda,
c1+c=0
4c1—3cr =2
. 2 2 ~ .
Resolvendo o sistema obtemos ¢; = - ecy = = Portanto, a solucdo da recorréncia é:
2 2
Xp==(4)"—=(=3)"
n=2()"-2(=3)

Exemplo 2.5.2. Encontre uma solugdo para a recorréncia9x,+2 —12x,4+1 +4x, =0

A equagdo caracteristica dessa relacdo de recorréncia é 9r> — 12r + 4 = 0 cujas raizes sio

r = 3 e r, = —, entdo de acordo com o teorema 2.5.2 item 2, a solucao geral da equagao é

2\ " 2\" )
dada por x, = ¢; (5) +con (§> , onde c; e ¢, sdo constantes reais. Vamos supor que as
condigoes iniciais sejam xo = 0 e x; = 2, entdo para encontrar as constantes devemos resolver

o sistema:
2\ 0 2\0
Xo=0=c <—> +c 0(—)
0 13 2003
2\1 2\ 1
Xx1=2=c¢ (—) +c 1(—)
1 13 213
ou ainda,

Cl=0
(5)+e(3)-2
alz)+eal=)=
"\3/)"7\3

Resolvendo o sistema obtemos c¢; =0 e ¢, = 3. Portanto, a solu¢do da recorréncia é:

2 n
x"=3”(§>
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Exemplo 2.5.3. Encontre uma solugdo para a recorréncia x,+» + Xp+1 + Xn = 0.

A equacdo caracteristica dessa relacdo de recorréncia é r* + r + 1 = 0 cujas raizes complexas

3 —1+iV3 —1-iV3 ) ~1\* [/V3\?
sdory = ————erp,=————,eomddulo p = — ] +|(—] =1, eoargumento

2 2 2 2
b/
principal é 0 = + 3 entdo de acordo com o teorema 2.5.2 item 3, a solucao geral da equacdo é

dada por:

Xp = p" [cicos(n.@) + céisin(n.@)],

nl| v Y Fa e 4
= 17| ccos| n.— | +cisin| n.-
3 3
— dcos[ nZ +chisin nZ
1 -3 2 '3

onde ¢/ e ¢, sdo constantes reais.

2.5.2 Na&ao homogénea

Teorema 2.5.3. Se a, é uma solugdo da recorréncia X,» + pXn+1 + qx, = f(n), entdo a

substitui¢do x, = a, + y, transforma a recorréncia ao caso homogéneo y, 12+ p¥Yn+1+ qn =0.

Demonstragdo. Substituindo x, = a, + y, €m X,4+2 + +pXn+1+ gn = f(n) obtemos:
A2+ Ynt2 + Pant1+ PYns1+qan+qyn = f(n),

ou ainda,

Ani2+ Pant1+ Gan~+ Yni2 + PYn+1+ qyn = f(n)

Como ay, é solugado de x,4+2 + pxp+1+ qxn, = f(n), entdo anio + pans1 +qan, = f(n) e

consequentemente ;42 + pyn+1+ qyn = 0. n

2.6 Resolucao de recorréncia baseada em Funcdes Geradoras

Essa técnica € utilizada para obten¢dao de uma férmula explicita para a funcao

geradora ordindria da sequéncia.A técnica serd mostrada através de um exemplo. Veja:

Exemplo 2.6.1. Encontre a sequéncia da relagdo de recorréncia abaixo utilizando fungoes

geradoras;

an+1=2a,+1;(n=0;a9=0)
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Fazendo substituicoes nos valores de n encontramos alguns termos da sequéncia,
an=1(0,1,3,7,15,31,63,..) analisando a sequéncia percebemos que corresponde as poténcias
de dois menos uma unidade, sendo assim, podemos conjecturar a, = 2" — 1 e provar utili-

zando as técnicas do exemplo 2.4.2. Porém o objetivo aqui é encontrar uma funcao geradora
o0

que represente essa sequéncia. Para encontrar f(x) = Z a,x", multiplicamos os membros
n=0
da equacao de recorréncia por x",

x"ani1=x"2a,+1x"
desenvolvendo a soma do lado esquerdo temos:

Zan+1x” = a1+ ax+ asx® +a, x>+ ...
n=0

{(ap+ arx+ axx* + azx® +...) — ap}
x

f(x)

X

f(x)

como ay = 0 nesse problema, entdo o lado esquerdo é exatamente —.
x

Fazendo a multiplicacdo no lado direito e fazendo a soma para todo n > 0, temos:

Z(Za,ﬁ—l)x” = 2f(x)+ Z x"
n=0 n=0
= 2f(x)+—,

0
sabemos que Z x" = é vélida para |x| < 1.

n=0

Ap6s multiplicar os dois membros da equacdo por x" vamos resolver essa igual-

dade em funcao de x.

f(x) 1
AT
flx) = (1—x)(1—2x)

Como queremos encontrar uma férmula explicita para os a,,,, entao temos que expandir

f(x) em série. Fazer isso neste exemplo € facil utilizando expansao da fragdo parcial.

X { 2 1 }
= X —_
(1—x)(1—2x) 1-2x 1—x
= {2x+22x* 1283 2ttt ) e A Rt L
= 2-Dx+2°-1D)xF*+2° -1+ (2 —1)x* +...

Observando os coeficientes da série, fica claro que a, =2" —1VYn > 0.
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Nesse exemplo nao era necessario utilizar as fungdes geradoras, pois a resposta ja
era clara, portanto, o que é impressionante das funcoes geradoras é que em problemas mais

complexos 0 método permanece o mesmo. Veja o proximo exemplo.

Exemplo 2.6.2. Encontre a sequéncia da relagdo de recorréncia abaixo utilizando fungoes

geradoras;
ant1=3a,+n;(n=0;ap=1)
Essa relacao de recorréncia pode ser escrita também da seguinte maneira:
ap=3a,_1+n—1(n=Lay=1)

Vamos calcular alguns termos da sequéncia para tentar obter uma férmula geral, a, =
(1,3,10,32,99,301,...), perceba que nem sempre isso é possivel. Vamos utilizar a técnica
das funcoes geradoras. Devemos multiplicar a equacdo de recorréncia por x”, em seguida
somar todos os valores de n para os quais a relacdo € vdlida que nesse caso asomaéde n =1

até co. Primeiro lado esquerdo;
ay + apx + azx* + agx® + .= (f(x) — 1)

Fazendo o mesmo procedimento do lado direito temos:

o0 0 0
(3ap—1x" + nx" —x") =3x Z an_1x" 1+ 2 nx" — Z x"
nz1 n=1 n>=1

0

Precisamos identificar a série Z nx".
n=0

o0
Z nx =x+2x>+3x3+4ax* + ...

n=0

Serd utilizada uma manobra que parece ndo comum, porém depois de utilizar muitas vezes

parece Obvio, veja:

o0 o0 o0
d d d 1 X
nx" = x(—)x":x<—> x”=x<—) =
;0 ;go dx dx ;0 dx/1—x (1—x)?

A série que estamos interessados € a derivada da série geométrica, entdo sua soma é essenci-

almente a derivada da soma das séries geométricas. Como estamos utilizando séries formais,
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nao entraremos no mérito da convergéncia. Portanto, igualamos os resultados e colocamos

tudo em funcao de x. Veja:

00] 0 o0 0
Z a,x" = 3x 2 Ap_1x" 1+ Z nx" — Z x"
n=1 n=1 n=1 n=1
X X
x)—1 = 3xf(x)+ —
() 0+ o T

Utilizando artificios algébricos e isolando f(x) encontramos:

1—2x+2x?
(1—x)?(1-3x)

f(x) =

Agora usando o método das fragdes parciais,

flx)= 1-2x+2x> A .. B . C
- (1-x)2(1-3x) (1-x)? 1-x 1-3x

Vamos encontrar os valores de A,B e C,

1-2x—2x*  A(1-3x)+B(1—x)(1-3x)+C(1—x)*
(1—x)%(1-3x) (1—x)%(1-3x)
(3B+C)x*+(-3A—4B—-2C)x+ A+ B+C

(1—x)%(1-3x)

Se os denominadores das igualdades sdo iguais, logo os numeradores também sao, portanto,

vamos resolver o sistema:

3B+C=2
—3A—4B—-2C=-2
A+B+C=1

. . 2 1 5
resolvendo o sistema obtemos o seguinte resultado para: A = 7 B = 1 eC= Z.Logo,

s i) () ()

Analisando o resultado podemos definir a forma fechada da sequéncia:

NPT

Entao, a, =
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2.7 Resolucao de Recorréncia através de Diagonalizagao.

Antes de resolver uma relagdo de recorréncia utilizando a técnica de diagonaliza-

¢do de matrizes, serdo mostrados alguns conceitos iniciais necessarios.

2.7.1 Poténcia de matriz

Calcular a poténcia de uma matriz A" é muito simples quando A é diagonal, pois
: n : n n n
diag(ay, az, ..., ax)"=diag(ay, ay, ..., a;).
Caso a matriz A nio seja diagonal, é necessario uma grande quantidade de operacées!,

A" = AAA...A
==

n—1

Existe um processo chamado diagonalizacdo de matrizes em que, se A for diagonalizavel, A

pode ser escrita como produto de trés matrizes em que uma delas é diagonal.

Teorema 2.7.1. Seja A diagonalizdvel com A= PDP™!, eneN. Entdo, A" = PD"P~!.

Demonstragdo. Para demonstrar, basta reescrever A” como produto de n matrizes:

A" = AAAA.A
= (pDP7Y).(pDP7Y)..(PDPY)
= PD.(P 'P)D(P'P)D..DP!
= PDIDI..DP™!
= pD"p!

Se a matriz A é diagonalizavel e n é muito grande, é vantajoso calcular sua potén-

cia na base em que é diagonal, fazendo assim uma quantidade fixa (e pequena) de operacoes.

Porém, quem sao essas matrizes P e P20 processo de diagonalizacao sera

mostrado a seguir em detalhes.

2.8 Diagonalizacao de Matrizes

2.8.1 Autovalores e Autovetores

Considere uma transformacao linear T': R"” — R”.

1 podemos calcular A?, depois A% A% = A4 depois A*A* = A% e etc, acelerando o processo, mas mesmo assim

a quantidade de operacdes pode ser arbitrariamente grande.
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Definicao 2.8.1. Dizemos que um vetor ndo nulo v é um autovetor de T se existe um niimero

real A tal que T(v) = Av. Em tal caso, dizemos que A é o autovalor associado ao autovetor v.

2.8.2 Polinbmio caracteristico

O polindémio caracteristico de uma matriz nos permite determinar seus autovalo-

res, e consequentemente seus autovetores, e € uma importante aplicacdo de determinantes.

Se x e A sdo um par de autovetor e autovalor de uma transformacgao A, entao por

definicao:
Ax=Ax

Queremos encontrar valores para A e x, com x # 0. Podemos reescrever esta equagao, ja que

Ax = Alx,logo, Ax = Alx, temos entdo:

Ax=Alx
(A—A)x=0

Se (A— AI) ndo for singular (ou seja, seu determinante for diferente de zero), o sistema acima

terd somente uma solugdo, com x = 0, pois

(A—AD)x = 0
x = (A-AD70

x = 0

Como queremos as outras solucgoes, com x # 0, estamos procurando valores de A para os
quais a matriz (A— AI) é singular,

det(A—AI)=0

Essa equacao é chamada de equacdo caracteristica e seu lado esquerdo é chamado de polin6-
mio caracteristico. As raizes do polinémio caracteristico de uma matriz A sdo os autovalores

da transformacao representada por A.

21

Exemplo 2.8.1. Encontre os autovalores e autovetores da matriz A = )

Vamos encontrar o polinomio caracteristico e encontrar suas raizes.

2—A 1
det =0
1 2—-2
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Calculando o determinante e resolvendo a equacado temos, 1; = 3 e 1, = 1. Agora vamos

encontrar os autovetores, utilizando a definicao temos:

Ax = Ax
Para 1, = 3 temos:
Ax = 3x
21 X X
. = 3.
o 2x+y=3x,
Fazendo as multiplicacoes temos:
x+2y=3y

Resolvendo o sistema encontramos y = x e colocando y = 1, entdo x = 1, portanto

um autovetor associado ao autovalor A =3 é o vetor (1,1).
Para 1, = 1 temos:

HHEE

o 2x+y=x,
Fazendo as multiplicacdes temos:
x+2y=y

Resolvendo o sistema encontramos y = —x e colocando y = 1, entdo x = —1,

portanto um autovetor associado ao autovalor A =1 é o vetor (—1,1).

A matriz A pode ser escrita como o produto de PD.P~! em que P é formada pelos
autovetores da matriz A disposto na vertical, D é formada pelos autovalores da matriz A

dispostos na diagonal e P~! ¢ a matriz inversa de P, veja um exemplo.

Exemplo 2.8.2. Escreva a matriz A do exemplo 2.8.1 como produto de PD.P~!.

Como ja encontramos os autovalores e autovetores, basta montar as matrizes e
1 -1 30
fazer os célculos para obter a comprovacgao. A matriz P = [ L ] ,D= [ 0 1 ] ,p 1=
1/2 1/2
/ / , logo,
—1/2 1/2
A = PD.P!

R 30 12 1/2
1 o1 |To o1 || —1/2 12

[ 2 1
1 2
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O processo para encontrar a matriz inversa pode ser visto em qualquer livro de algebra linear.

Definicao 2.8.2. Uma equacao de recorréncia linear de ordem k

pode ser descrita em forma matricial como

[ 0 0_ [ an | [ a1 |
0 1 ... 0 An+1 ant2
an+42 = an+3
0 0 0o ... 1
| Ck Ck—1 Ck—2 .- C1 | | Gn+k | | Gn+k+1 |
c

A matriz C é chamada de matriz associada a equagdo de recorréncia (ay)

Exemplo 2.8.3. Vamos construir a matriz associada da seguinte relagdo de recorréncia,
1
an=2ap—1 —3an—2+ Ean—?u —Aan—4

Os coeficientes da equacdo sao (2,—3,1/2,—1), e a matriz associada da equacdo é

0 1 0 0
0 0 1 0

C=
0 0 1
-1 1/2 -3 2

de forma que

an An+1
C. an+1 _ an+2
apy2 ap+3
an+3 an+4

com ap 44 =2ap+3 —3an+2 + (1/2)an+1 — a,, conforme esperado.

Perceba que C transforma a,, ..., a, r em outro vetor coluna, com a1, ..., an1k+1, Se apli-

carmos C novamente, obteremos os préximos k valores, e assim por adiante.
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an an+1 an+2
an+1 an+2 an+3
C () C
an+2 | — ap+3 - ant4 —.
Anik ap+k+1 aAp+k+2

Assim, se pudermos calcular C" e aplicar no vetor com valores iniciais, teremos o valor de a,,
na primeira posicao,

a ap+1
ap an+2

as — an+3

ag An+k

Como foi mostrado, calcular C" é facil caso C seja diagonalizavel, determinamos a base em

que C é diagonal, e calculamos pPD"p~ L,

Entao, o método para resolver a relacdo de recorréncia através de diagonalizagao
é: Seja C uma matriz associada a uma relacao de recorréncia de ordem k. Sendo D diagona-
lizavel, sejam P e P~! as matrizes de mudanca de base tais que D = P~ CP. Seja Z o vetor

coluna com os valores iniciais da recorréncia,

21

22

Zk
A forma fechada para o enésimo termo da recorréncia é dada pela primeira entrada do vetor
pD"P 'z
Exemplo 2.8.4. Resolva a relagdo de recorréncia baixo através de diagonalizagado.

Xpi2 = Xp+1+ 12x,, sendo, x; = 0,x, =2

Utilizando processo de diagonlizacao de matrizes, vamos primeiro encontrar a matriz asso-

ciada a relagado de recorréncia, podemos ver que os coeficientes da recorréncia sdo (1,12),
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logo a matriz associada é: A = [ ] Calculando os autovalores da matriz associada

12
encontramos 1; = 4 e 1, = —3 e os autovetores associados respectivamente v; = (1,4) e

v, =(—1,3). Logo,

2
=(-3)
A" =
8 . 6
—4"— = (=3)"
7 7 (=3) 9 9
Portanto, a solucao da relacdo de recorréncia é: x,, = ;.4” — ;.(—3)".

Exemplo 2.8.5. Resolva a relagdo de recorréncia abaixo através de diagonalizagao.
a,=3ay_1—au—2+3a,_3, paran=3,a9=3,a1=3eday=7

Vamos encontrar a matriz associada a relagdo de recorréncia.Os coeficientes da

0 1 0

recorréncia sdo (3,—1,3). Portanto, a matriz associadaé: A=| 0 0 1 |.Calculando
3 -1 3

os autovalores da matriz associada encontramos A; =3, 1, =i e A3 = —i e 0s autovetores

associados respectivamente vy = (1,3,9), v = (—1,—i,1) e v3=(—1,7,1). Logo,

1 -1 -1 3" 0 0 1/10 0 1/10
A'=|3 —i i |.| o " o |.| —9-3i/20 i/2 1-3i/20
9 1 1 0 0 (=i)" —9+3i/20 —i/2 1+3i/20

Aplicando a matriz A" no vetor inicial

Resolvendo o produto de matrizes obtemos:
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i"(=1)"+3"+i"
A= —ii"(-1)"+3.3"+i.i"
—i".(-1)"+9.3"—i"

Portanto, a solucdo da relacdo de recorréncia é: a, = (—i)" +i" +3".
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CAPITULO

3

Algumas Aplicacoes

3.1 (n,k) - block fountain

Um (n,k) - fountain é um arranjo de n moedas em linhas de modo que a primeira
linha (linha inferior) é um bloco tinico composto por k moedas e cada moeda da linha

superior toca em exatamente duas moedas da linha inferior. Veja um exemplo.

Figura 4 — (14,8)-fountain

Na figura € possivel ver que a primeira linha é composta por oito moedas, ou
seja, k = 8 e o total de moedas é quatorze. Entdo, essa combinacdo de moedas é definida
por (14,8)-fountain, essa é uma das possibilidades de empilhamento quando a "base"que

chamamos de primeira linha é composta por oito moedas.

Dentre todos os (n,k)-fountain possiveis, existe um tipo especial, sdo aqueles
nas quais em cada linha existe apenas um bloco continuo de moedas, que chamaremos de
(n,k)-block fountain. [4]

Sabendo que a primeira linha possui exatamente k moedas, quantos block foun-
tains existem? Chamamos de f(k) a quantidade de block fountain possiveis quando k =
0,1,2,3...

Exemplo 3.1.1. Quantos block fountain existem para k = 4 moedas?

Podemos mostrar que existem 13 possibilidades de empilhamento quando k = 4,

veja esse exemplo através de figuras.
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Figura 5 — Possibilidades de empilhamento k=4

Perceba que se retirarmos a primeira linha do block fountain teremos um outro
block fountain que possui menos k moedas. Por outro lado, se quisermos formar todos os
possiveis block fountains cuja primeira linha possui k moedas, entdo devemos estabelecer
essa linha. Observe que a segunda linha, possui no maximo k — 1 moedas, entado, dado
um namero j a segunda linha pode variar a quantidade de moedas da seguinte maneira
0 < j < k—1.Se asegunda linha possuir j = 0 moedas, entdo existe uma tinica maneira de
empilhar as moedas, caso contrério, existem k — j maneiras de fazer isso, dependendo até
que ponto recuamos a linha de j sobre a linha de k moedas. Sabendo que f(k) é a quantidade

de block fountain quando k = 1,2,3, ..., entdo temos a seguinte relacdo de recorréncia:

k
Fll)y=> (k= j)f(j)+1
j=1
f0)=1

Agora, podemos utilizar a relacao de recorréncia para encontrar a quantidade de block foun-

tains quando k = 4 expresso no Exemplo 3.1.1

f@) = X k=pfi+1

j=1
= (4-1).f(1)+(4-2).f(2)+(4—-3).f(3)+(4—4).f(4) +1
= 13
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3.1.1 Funcgao geradora de (n,k)-block fountain

Vamos utilizar a técnica de fungdes geradoras para encontrar uma forma fechada

darelacao de recorréncia de (n,k)-block fountain.

Definimos F(x) como a funcdo geradora ordinaria da sequéncia { f(n)}:

F(x) =) f(j)x’
j=0

Agora vamos multiplicar a relacdo de recorréncia por xk

WG|
k=1

k=

e somar em k, para k > 1, obtemos:

M=

(k= 1)f(j)+1)x*

,_
~
Il
—_

Fazendo uma analise, temos:

0 k
Fx) = (0) = 35 (Y (k= )r () +1)
k=1 j=1
Note que:
0 k 0 0 0
S (=G +1) 5t = (X nan) (3 flmpam) + 3w
k=1 j=1 n=1 m=1 n=1
Sabemos que a funcdo geradora ordindria para Z nx'" é —<1 _xx) 5 epara Z x"é 1 f e temos
n=1 n=1
que:
x X
Fx) = £(0) = o F - £+
X X
r B 1-2x
(x) = 1—3x+x?

Para obter a forma fechada devemos expandir esta fun¢ao em série, acompanhe:

3+2\@> (x_3—\£>

2
x—3x+1= (x—
2
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Utilizando fracoes parciais temos:

1—2x 1—2x
1—3x+ x2

Resolvendo,
A At < 2*/5A+3*2\/53)x
<1—%§x> <1—%§x> <1—3_2‘£x><1—3+2‘@x>
Logo,
A+B=1
3+\£A ﬁBzZ
2 2
Obtemos:
V5+1
= G
A5
=
Como
\/7 Q0
ﬁ - (SE) 25 2
e
B 2 /3+4/5
(1_3+2¢5x) - ( );0( )
temos:

o &6 —VB\1 (1-yBY 34yBal
== 35| (2 (58 - () (5

Analise a funcao geradora da sequéncia de Fibonacci para que possamos fazer algumas

observacoes.
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_L(1+2\/§>"_L(12\/§>"

" Vs V5

Vamos observar o seguinte termo da sequéncia de Fibonacci:

s

ani = (ﬁzﬂym_(l_f)zm]
D=
3l e
TR
v

2 2 2 2

1—ﬁ<3+\£)n+\£+1<3—\/§>"]

Portanto, através dessa observacao percebemos que:

f(n)=azn

Em outras palavras, a quantidade de block fountain existentes é igual a Sequéncia de Fibonacci

nas posicoes impares.

3.2 A Pizza de Steiner

Jacob Steiner (1796-1863) prop6s um problema que ficou conhecido como "A
pizza de Steiner", que consiste em obter o maior niumero de partes em que se pode dividir o
plano com 7 cortes retos'.Para que o nome do problema faca sentido basta pensar no plano

como uma grande pizza.

Jacob Steiner deixou um grande legado para matematica, principalmente na drea

de geometria, mais sobre sua biografia pode ser obtido em [11] .

Para iniciar a resolucao do problema vamos passar um corte reto em uma pizza,

obtendo assim dois pedacos (partes) conforme figura 6.Logo, 1 corte, 2 partes.

1 A primeira solugdo para este problema foi obtida pelo matemético suico Jacob Steiner em 1826.
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Figura 6 — 1 corte, 2 partes

Podemos passar dois cortes paralelos obtendo assim 3 partes conforme figura 7.

Figura 7 — 2 cortes paralelos, 3 partes

Caso os dois cortes sejam coincidentes, obteriamos 2 partes da mesma forma
quando utilizamos apenas um corte, como queremos a maior quantidade de partes, utilizar

cortes coincidentes nio é interessante.

Utilizando dois cortes concorrentes obtemos 4 partes, veja:

Figura 8 — 2 cortes concorrentes, 4 partes

Agora, passando um terceiro corte na interseccao dos dois cortes anteriores obte-

mos 6 partes, veja:
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Figura 9 — 3 cortes concorrentes, 6 partes

Como queremos obter o maior niimero de partes, perceba que se o corte intersec-
tar os dois cortes anteriores, porém sem passar pelo ponto de intersecao é possivel encontrar

7 partes, veja:

/N
SV
A

Figura 10 - 3 cortes concorrentes, 7 partes

Entdo, para que seja obtido o maior nimero de partes os cortes deverao ser dois a
dois concorrentes e a intersecao de qualquer subconjunto de trés cortes seja vazia. Observe a

préoxima figura que atende essa definicdo, temos 4 cortes e 11 partes.
d "

Figura 11 -4 cortes concorrentes, 11 partes

A partir desses exemplos podemos conjecturar uma relacao entre o nimero de

cortes e a quantidade de partes.

Através da tabela podemos estabelecer uma relacao de recorréncia, considerando

(n=0) obtemos, ro =1, r, =r,_1 + n, paran > 1.
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Tabela 4 — cortes x partes

Numero de cortes | Numero de partes
0 corte 1
1 corte 2=1+1
2 cortes 4=1+1+2
3 cortes 7=1+1+2+3
4 cortes 11=1+1+2+3+4
I, cortes P=1+1+243+4+...41,

A partir da tabela podemos ver que quando sao feitos n cortes na pizza, obtemos

p partes que éigualal+1+2+3+4+...+ n. Logo o ntimero de partes é:

~—

n(n+1)
2

n(n+1) n®+n+2

P=1+
2 2

Fazendo as substituicdes em n encontramos a sequéncia p, = (1,2,4,7,11,...).

3.2.1 Funcao Geradora da Pizza de Steiner

A resolucdo da relacao de recorréncia que corresponde aos cortes da Pizza de
Steiner pode ser encontrada de uma forma simples conforme a tabela 4. Porém, podemos
resolver essa relacdo de recorréncia através do método das Fung¢des Geradoras, confirmando
mais uma vez o poder de tal método. Acompanhe, vamos multiplicar a relacdo de recorréncia

por x", em seguida fazer a soma de todos os valores de n para os quais a relacao é valida,

0
nesse caso, n varia de 1 ao infinito. Sabemos que F(x) = Z rpx”.
n=0

In = TIn_1+n

0] o0
Z Fp_1x"+ Z nx"
n=1 n=1

o0 0]
X Z Fpo1 X1+ Z nx"
n=1 n=1

s
5
=
S
||

3
Il
—_

s
5
=
S
I

n=1
Logo, temos:
F(x)—1 = xF(x)+ al
B 1)
2
x*—x+1
F(x) =
S (R
Utilizando o método das fracdes parciais temos:
x> —x+1 A B C

Fx) = —x2(0-x) (-» (-x2 (1-xp
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Vamos encontrar os valores de A,B e C,

¥ —x+1 A+ (1-x)B+(1—x)C
(1—x)?(1—x) B (1—x)3
_ A(-2x+x*)+B—-Bx+C
N (1—x)3
 A—2xA+Ax*+B—Bx+C
N (1—x)3
~ A+B+C—2xA—Bx+ Ax*
(1—x)3
Temos,
A+B+C=1
—2A—-B=-1
A=1
resolvendo o sistemas obtemos o seguinte resultado para: A=1,B=—1e C =1, logo,
¥—x+1 1 1 1

I—x7 (-9 0—x2 (0—xp

Analisando o resultado podemos definir a forma fechada da sequéncia:

1
= =1(1+x+x*+...), o coeficiente de x" nessa fungao é 1
—Xx
—1
12 = —1(1+2x+3x*+...), o coeficiente de x" nessa fungio é —n — 1
—Xx
1 n+1)(n+2
T =1(1+3x+6x*+10x> +...), o coeficiente de x" nessa funcio é %
—Xx
Portanto,
n+1)(n+2
o = 1onr 2002
_ nf+4n+2
a 2
o nP+n+2
Sl
n=0 2

3.3 Triangulacdo de um n-agono convexo

Quando fixamos um vértice de um poligono e tracamos todas as diagonais do

poligono partindo desse vértice fixado, dividimos o poligono em triangulos.Veja:
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Figura 12 — Decédgono

O decagono foi dividido em 8 tridngulos, mas nao foram tracadas todas as dia-
gonais do poligono, se forem tracadas as diagonais partindo do vértice B, teremos outros

triangulos, porém todas as diagonais existentes serdo interesectadas pelas novas diagonais.

Com essa ideia de encontrar triangulos em poligonos, Leonard Euler (1707-1783)
propos em 1751 um problema para o matematico Christian Goldbach (1690-1764) que con-

sistia do seguinte:

Dado um poligono convexo de n > 3 lados, de quantas maneiras distintas podemos
tragar as diagonais deste poligono de modo que este seja triangulado e as diagonais ndo se

cruzem?

Podemos iniciar a resolucao desse problema geometricamente.

Definicao 3.3.1. Um poligono é convexo quando, dado dois ponto A e B que sdo interiores ao

poligono, qualquer ponto do segmento que une A a B também é interior ao poligono.

Vamos definitir como T}, o nimero de tridngulacdes de um poligono convexo de

n lados. Veja:
Para n =3 temos T3 = 1.

Existe uma tinica maneira de triangular um triangulo.

B C

Figura 13 — Triangulacdo - apenas uma maneira

Para n =4 temos Ty = 2.

Existem duas maneiras de triangular um quadrilatero.
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A B A B

Figura 14 — Triangulacao - duas maneiras

Paran=5temos T5 =5

Existem cinco maneiras de triangular um pentdgono.

RN
e

Figura 15 - Triangulacdo - cinco maneiras

Analise as triangulacoes do pentdgono, observe o que foi feito. Fixada a base CD
e tracada a diagonal BD, o poligono fica dividido em um tridngulo BCD e um quadrildtero
ABDE e como vimos, um quadrildtero possui duas maneiras de triangulacoes, logo com a base
CD fixada e a diagonal BD temos duas tridngulacoes. Agora fixada a base CD e tracadas as
diagonais AC e AD, o poligono é dividido em trés triangulos ABC, ACD e ADE, logo temos uma
tridangulacdo com a base CD fixada e tracadas as diagonais AC e AD. Agora fixada CD e tracada
a diagonal CE, o poligono fica divido em um tridangulo CDE e um quadrilatero ABCE, como
sabemos, o quadrilatero possui duas triangulacoes. Logo com a base CD fixada e tracada
a diagonal CE temos duas tridangulacdes. Somando as tridangulagées temos no total cinco

triangulacoes do pentdgono de forma que as diagonais nao se cruzem.

Segundo [12], Euler utilizou uma férmula indutiva para calcular as triangulagées,

2.6.10...(4n— 10)

T - )
8 (n—1)!

porém ndo dava garantias de que estava correto, mas ja conhecia o valor de T}, para n <9.

n=3

Perceba que essa formula s6 é vdlida para n > 3, mas ela pode ser expandida para os casos

em que n =0, 1 e 2 da seguinte forma: Basta fazer uma substituicao de varidvel, colocamos
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k=n-—3,eentdo n = k+ 3. Entdo fica,

2.6-10---[4(k+3) - 10]

T =

k+3 (k+3—1)!
_2:6-10---(4k+2)
B (k+2)!

Para k > 0, de acordo com a ilustracdo a partir da definicao 3.3.1, tinhamos T3 = 1, Ty =
2, Ts = 5 que sao os numeros de Catalan C,, C», C3 respectivamente, deslocados dois indices

para a direita. Entdo, definimos C,, = T4, e entdo fica do seguinte modo:

2.6-0-[4(n—1)+2]

Ci’l = Tl’l+2 = T(I’l*l)+3 (n 1 +2)| (31)
2.6-10--(4n—2)
B (n+1)!

Para todo n > 1, essa igualdade pode ser reescrita da seguinta maneira:

4n—22-6-10---(4n—6)

n+1 n!
4n—2

- n—1

n+1"

Cn ==

Para todo n > 1. Veja que quando n = 1, C; = Cy, logo definimos Cy = 1, e entdo os nimeros

de Catalan podem ser definimos através da seguinte relacao de recorréncia:

C =1 (3.2)

n — n+1- n—1 1t = 1. .

Euler ndo fez demonstracdo de sua férmula indutiva, com o intuito de desvendar
o problema, ele encaminhou para o fisico hiingaro Johann Andreas Von Segner, que em 1758

obteve a seguinte relacao de recorréncia para o problema:
T,=TT, 1+ 13T 2+...+Tp,_11,

Uma demonstracao combinatéria para o problema foi dada pelo matematico
francés Gabriel Lamé em 1838. A prova dada por Lamé foi discutida em artigos publicados em
1838/39 pelo matematico belga Eugene Charles Catalan. Além de estudar e citar resultados
de Lambé, Catalan escreveu vérios artigos que envolviam a mesma sequéncia. O termo
"Numeros de Catalan"surgiu dessas citagoes, Catalan contribuiu para o desenvolvimento do
estudo da sequéncia, porém a sua contribuicao nao foi crucial, apesar de se ter atribuido a

ele o nome da sequéncia. [9]

3.3.1 Fdrmula recursiva de Segner

Veja a ideia de Segner para o problema da triangulacao de poligonos convexos,

ele utilizou adicao e o principio da multiplicacao.
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Considere um n-agono com vértices Ay, As,---, Ay, sendon >3.Sejal < k< n,
entdo o triangulo A; Ax A, divide o n-d4gono em dois poligonos menores. Se 3 < k <n—2
temos um k-agono a direita do tridngulo A; A A, com vértices A;, Az, -, Ayeum (n—k+1)-
agono a esquerda com vértices Ak, Ax+1,- -+, Ap. Caso k = 2 0 n-dgono ndo possui nenhum
poligono no lado direito, mas um (n — 1)-dgono em seu lado esquerdo; caso k =n—1, 0

resultado é semelhante para k = 2. Veja a figura:

Ap Ak

Ag—1

Ap—1 '\

AH A]

Figura 16 — Decomposi¢do poligonal

O k-dgono pode ser triangulado de T,, maneiras, e o (n— k+ 1)-adgono em Ty, j1
maneiras. Portanto, pelo principio da multiplicagdo existem T} T;_ . triangulacoes diferen-
tes do n-dgono que contém o tridngulo A; AxA,. Logo, quando 2 < k < n, pelo principio da

adicdo, o nimero total de triangulacdes do n-dgono é dado por:

n—1

Ty = ). TiTnii (3.4)
k=2

= DT, 1+13T o+ - +T, 115 (3.5)

Para n >3 e T» = 1 que foi definido anteriormente.

Desde que C,, = T),+2, isso produz a relagdo de recorréncia de Segner para Cj;:

Chn = CChp1+CCho+--+Ch_1C (3.6)
= (CO’Clr"' ,Cn—l)-(cn—l’cn—Zr"‘ )CO) (37)

Exemplo 3.3.1. Calcule o niimero de triangulacoes de um hexdgono convexo de forma que

suas diagonais ndo se cruzem.

Sabemos da igualdade (3.1) que C,, = Ty,2, logo T = C,. Utilizando a férmula
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recursiva de Segner temos:

Cy = (Cy,C1,C,C3).(C3,Co,Cr,Cp)

= (1,1,2,5).(5,2,1,1)
(1.5+1.24+2.1+5.1)
(54+2+42+5)

= 14

3.3.2 Funcao Geradora da triangulacédo de um n-agono convexo

Para encontrar a forma fechada da relacdo de recorréncia (3.3) vamos utilizar as

Q0
funcoes geradoras. Portanto, queremos encontrar os coeficientes da funcgao f(x) = Z Tpx".
n=0

Analisando o lado direito da relacdo de recorréncia em (3.4),

n—1

Ty = Z Tt Th—k+1,n =3
k=0

Podemos ver que é semelhante ao item ii) do teorema 1.2.1 no caso em que ay = by para todo

k. Definindo Tp = 0 e T7 = 0 podemos estender o somatorio de k =0 até n+ 1 e a expressao

resultante fica,

n+1

D TiTnkenn
k=0

que é exatamente a expressao do coeficiente de x”**! na funcio f*(x) = f(x).f(x), onde f(x)
é a fungao geradora da sequéncia (T,,). Com essa defini¢do, a relacdo de recorréncia pode ser

reescrita da seguinte maneira:

To=0T1=0 T, =1
n+1

Tp= > TkTn—+1, paran=3.
k=0

Multiplicando a relagdo de recorréncia por x” e somando para n > 3, obtemos

logo,
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Portanto, a fun¢do geradora da sequéncia T, satisfaz,

f2(x) = xf(x)+3=0

Resolvendo a equagdo do 2° grau em f(x) encontramos as raizes:

fl) = xJ_r\/x;—4x3

- g(li\/l—4x) (3.9)

Agora devemos fazer uma anadlise para saber qual raiz escolher, as condicdes iniciais indica-

riam a escolha correta, mas como fazer isso? Veja a expansao em série do termo /1 —4x:

Vi—4x = g @) (—4)"x"

I
[S—
_|_
s |N|»—-

/~
NS L —

N (—4)"x" 4+ (3.10)

Veja que se utilizarmos o sinal "+"em (3.9) a funcdo geradora serd

X X
5(1 +4/1—4x) = 5[1 +(1+..)]
X
= =(2+..), (3.11)
2
onde todos os termos subtentendidos por "-- - "contém poténcia de x. Mas, entao, o coefici-
ente de x na expansao acima é )
-=1
2

0 que contraria a condicao inicial T = 0. Portanto, a conclusao é que o sinal que fornece a

funcao correta deve sero "—".
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Simplificando a expressao obtida para f(x):

1 11
flx) = g[ —(1+%(-1)0(—4)x+%(—1)1(—4)2x2+~--+
11  (2n-3
_|_2 2 rf! 2 )(_1>n—1<_4)nxn_|_ )}

- ST
1y(1y...(2n=3
DO g, )
_ lx2+121x3+ - 3-5---(2n-3) n=lyn+l
1! 2! n!
1 2!
= —x*+ 283 -t
1! 21.2
(2n—2)! n—lxn+1+
n'-2-4-6---(2n—2)!
1 2! 2n—2)!
O SO . L S (3.12)
1! 2! nl(n—1)!

Portanto, Ty, o coeficiente de x" na expansdo em série de f(x), é:

~(2(n—1)=2)! _ 1 (2n-4
Tn_(n—l)!(n—Z)! n—l(n—Z)

3.4 A Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é uma das sequéncias numéricas mais curiosas que
existe, e fornece amplas oportunidades de estudo. Muitos matematicos profissionais e ama-
dores se debrugam em cima da sequéncia para encontrar ligacoes, relagoes além das ja
existentes. A sequéncia € tao importante que existe uma associacao para o estudo de Fibo-
nacci e sequéncias inteiras relacionadas. A associacao foi fundada por Verner E. Hoggatt, Jr.
(1921-1980) do San Jose State College hoje San Jose State University na Califérnia e Alfred Brous-
seau (1907-1988) do St. Mary’s College, na Califérnia. A Associagdo publica The Fibonacci

Quarterly, dedicado a artigos relacionados a sequéncias inteiras. [9]

A sequéncia numérica foi proposta por Leonardo de Pisa, conhecido como Fi-
bonacci, em que o primeiro e segundo termo é o nimero 1, a partir do segundo termos os

elementos sdo originados com a soma dos dois termos antecessores, veja:
F,=(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...,).

Fazendo uma anadlise detalhada da sequéncia é possivel ver que ela pode ser escrita através

de uma relagao de recorréncia:

Fn+1:Fn+Fn71-(I’ZZOQF():OeFl:l)
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3.4.1 Funcao Geradora da Sequéncia de Fibonacci

Quando temos uma relacdo de recorréncia € interessante encontrar uma "forma
fechada", pois assim € possivel encontrar qualquer termo da sequéncia sem depender de ter-
mos anteriores. Como foi mostrado nesse estudo, existem varios métodos para encontrar uma
solucdo de uma relagdo de recorréncia. Para encontrar a solugdo da relacao de recorréncia da
Sequéncia de Fibonacci vamos utilizar o método das Funcdes Geradoras. Temos que encon-

trar a fungao cujos coeficientes correspondem a sequéncia procurada, logo F(x) = Z Fpx".

n=0
Dada a relacao de recorréncia temos:

Foi1n=F,+F,_, (n >1;Fh=0F = 1)

Seguindo o método, primeiro passo é multiplicar a relacdo de recorréncia por x” e fazer a

soma dos termos para (n > 1).

D Fpax = D Fux"+ ) Fuogx”

nx=l1 n=1 n=1
F(x)—x
( .7>C = F(x)+xF(x)
X
F - -
(x) 1—x—x2

As raizes da equacdo do denominador sdo r+ =

, ao realizar a expansao em fracoes
parciais, utilizaremos apenas r, e r_ ao referir-se as raizes da equacdo 1 — x — x* = 0.

X A n B
1—x—x? (1—xry) (1—xro)

A(l—xr_)+B(1—xry)
(1—xry)(1—xr-)

A—Axr—_+B—Bxry
(1—xry)(1—xr-)

A+ B+ x(—Ar_—Bry)
(1—xry)(1—xr_)

Entao temos o seguinte sistema:

A+B=0
—Ar_—Bry =1

Resolvendo o sistema encontramos os valores de A e B.



Capitulo 3. Algumas Aplicagoes

74

A ! B !
:—e - ——,—
(ry—r-) (ry—r-)
Fazendo as substituicoes obtemos:
1 1
X _ (re—r-) (r+—r-)
1—x—x? (1—xry) (1—x0)
B 1 1 1 1
(re—r-) (1—xry) (re—r-) (1—xr-)
B 1 1 1
S\ )T )
Veja que:
—=1+r+x+rix2+rix3+...=Zrixj
(1—xry) >0
1 2.2, .3 3 J i
—— =141 x+rex"+rix +...=Zr_xf
(1—xr_) 50
I
(ry—r-) /5
Portanto,

_ %(}4‘)6]'_2#)51')

Jj=0 j=0
~ 2 1 n n
Logo, a funcao geradora é: F), = 7§(nr —r"), paran=0,1,2,..,

Ou fazendo as substituicoes das raizes,

oL (14v8)" 1 (1=45)]
L 2 Vs 2
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CAPITULO

4

Consideracoes Finais

Neste trabalho mostramos métodos de resolucao de Relacoes de Recorréncias
com destaque ao método das Func¢oes Geradoras. No capitulo 1, foram apresentadas as
Func¢oes Geradoras, cédlculo dessas funcoes e também falamos sobre Particdao de Inteiros. Ja
no capitulo 2 foi explorado o estudo das Relacdes de recorréncia mostrando alguns métodos
de resolucdo, no capitulo 3 foram mostrados alguns problemas que envolviam Relacoes de

Recorréncias e Funcoes Geradoras.

O objetivo desse trabalho foi criar um material de estudos sobre As Fungoes
Geradoras e Relacoes de Recorréncias que auxilie professores e alunos na exploracao desse

contetdo.

A elaboracdo desse trabalho juntamente com as disciplinas cursadas no mestrado

puderam melhorar significamente minha formacao e pratica docente.
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