
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matemática, Estatística e
Computação Científica

ROBERT ANDRES GALEANO ANAYA

Ações de Fluxos Estocásticos na Variedade de
Fréchet das Subvariedades Compactas de uma

Variedade

Campinas
2021



Robert Andres Galeano Anaya

Ações de Fluxos Estocásticos na Variedade de Fréchet
das Subvariedades Compactas de uma Variedade

Tese apresentada ao Instituto de Matemática,
Estatística e Computação Científica da Uni-
versidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtenção do
título de Doutor em Matemática.

Orientador: Diego Sebastian Ledesma

Este exemplar corresponde à versão
final da Tese defendida pelo aluno Ro-
bert Andres Galeano Anaya e orien-
tada pelo Prof. Dr. Diego Sebastian
Ledesma.

Campinas
2021



Ficha catalográfica
Universidade Estadual de Campinas

Biblioteca do Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

    
  Galeano Anaya, Robert Andres, 1988-  
 G131a GalAções de fluxos estocásticos na variedade de Fréchet das subvariedades

compactas de uma variedade / Robert Andres Galeano Anaya. – Campinas, SP
: [s.n.], 2021.

 

   
  GalOrientador: Diego Sebastian Ledesma.
  GalTese (doutorado) – Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matemática, Estatística e Computação Científica.
 

    
  Gal1. Processo estocástico. 2. Equações diferenciais estocásticas. 3. Integrais

estocásticas. 4. Espaços de Fréchet. 5. Variedades diferenciáveis. I. Ledesma,
Diego Sebastian, 1979-. II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matemática, Estatística e Computação Científica. III. Título.

 

Informações para Biblioteca Digital

Título em outro idioma: Actions of stochastic flows in the Fréchet manifold of the compact
submanifolds of a manifold
Palavras-chave em inglês:
Stochastic processes
Stochastic differential equations
Stochastic integrals
Fréchet spaces
Differentiable manifolds
Área de concentração: Matemática
Titulação: Doutor em Matemática
Banca examinadora:
Diego Sebastian Ledesma [Orientador]
Paulo Regis Caron Ruffino
Simão Nicolau Stelmastchuk
Fabiano Borges da Silva
Leandro Batista Morgado
Data de defesa: 19-02-2021
Programa de Pós-Graduação: Matemática

Identificação e informações acadêmicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0002-5363-9591
- Currículo Lattes do autor: http://lattes.cnpq.br/0129151341768877  

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)



Tese de Doutorado defendida em 19 de fevereiro de 2021 e aprovada 

 

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs. 
 

 

 

 

 

 

 Prof(a). Dr(a). DIEGO SEBASTIAN LEDESMA 

 

 

 

 

 

 Prof(a). Dr(a). PAULO REGIS CARON RUFFINO 

 

 

 

 

 

 Prof(a). Dr(a). SIMÃO NICOLAU STELMASTCHUK 

 

 

 

 

 

 Prof(a). Dr(a). FABIANO BORGES DA SILVA 

 

 

 

 

 

 Prof(a). Dr(a). LEANDRO BATISTA MORGADO 

 

 

 

 

 

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissão Examinadora, consta no 

SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertação/Tese e na Secretaria de Pós-Graduação do Instituto de 

Matemática, Estatística e Computação Científica. 

 

 

      

 

      



Este trabalho é dedicado a:
minha esposa Lina Márquez, e as minhas filhas Larissa Galeano e Valery Galeano.



Agradecimentos

Agradeço inicialmente a Deus, por ter sido meu refúgio seguro nos momentos
de angústia e incertezas.

Ao professor Diego Sebastian Ledesma por ter me orientado neste trabalho e
por todas as oportunidades que me proporcionou durante esses quatro anos.

Aos professores Paulo Regis Caron Ruffino, Simão Nicolau Stelmastchuk, Fabi-
ano Borges Da Silva e Leandro Batista Morgado por participar da banca de avaliação.

A toda minha família pelo apoio em cada decisão e projeto. Em especial à
minha mãe Rossi Anaya, meu pai Hugo Galeano, meus irmaos Hugo Alberto, Katy, kety e
Cristian, a minha tia Carmen Pacheco e meus sogros Jorge Márquez e Nolvi Solano.

Aos amigos do Imecc, especialmente Leithold, Carlos, Sergio, Fabian e Juan por
toda a ajuda aos estúdios, pelo companheirismo e pelos bons momentos que proporcionaram
durante estes quatro anos.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento
de Pessoal de Nível Superior-Brasil (CAPES)-Código de Financiamento 001.



Resumo
Neste trabalho estudamos a integral estocástica sobre o espaço de Fréchet SpMq das
subvariedades compactas de uma variedade diferenciável M com respeito a processos
estocásticos induzidos neste espaço, por fluxos na variedade base M que são solução
de uma equação diferencial estocástica. Em particular, queremos dar sentido a integral
ż T

0
F pNtq dNt, para F : SpMq Ñ R sendo um funcional e Nt um tal processo estocástico,

e estudar suas conexões com a geometria da variedade M . Focaremos no caso em que F é
o funcional energia ou o funcional volume.

Palavras-chave: Processos estocásticos, variedade diferenciável, espaço de Fréchet.



Abstract
In this work we study the stochastic integral over the Fréchet space SpMq of the compact
submanifolds of a differentiable manifold M with respect to stochastic processes induced
in this space, by flows in the base manifold M that are solution of a stochastic differential

equation. In particular, we want to make sense of the integral
ż T

0
F pNtqdNt, for F :

SpMq Ñ R being a functional andNt such a stochastic process, and to study its connections
with the geometry of the manifold M . We will focus on the case where F is the energy
functional or the volume functional.

Keywords: Stochastic processes, differentiable manifold, Fréchet space.
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Introdução

A teoria de cálculo estocástico em espaços vetoriais e variedades diferenciáveis
de dimensão finita é um tópico da Matemática amplamente estudado e que tem sido
trabalhado ao longo dos anos por diversos autores. Referências canônicas sobre estes
tópicos são os livros de (Kunita, Itô, Watanabe) entre outros. A extensão da teoria para
espaços vetoriais de dimensão infinita , em particular, a espaços de Banach pode ser
vista, por exemplo, no livro de (ELWORTHY, 1988). Já para espaços que não são de
Banach há poucos trabalhos sobre o assunto. Citamos aqui, em particular, o trabalho de
(DUNCAN, 1975), que estudou processos estocásticos com valores em um espaço de Fréchet
cujos funcionais lineares contínuos são martingales quadrado integráveis, os trabalhos de
(ÜSTÜNEL, 1982), que estendeu a formula de Itô para o movimento Browniano às funções
cujo laplaciano (no sentido das distribuições) é uma medida, e (USTUNEL, 1983) onde
foram estudadas aplicações do cálculo estocástico sobre os espaços nucleares para os fluxos
estocásticos de dimensão finita e equações de evolução estocástica de dimensões infinitas.
O problema fundamental nos espaços que não são de Banach é basicamente sua topologia
que, de forma direta, dificulta uma boa definição da integral estocástica, que generalize a
integral estocástica em dimensão finita de uma forma canônica, assim como a definição de
martingale e movimento browniano.

Neste trabalho vamos estudar a integral estocástica sobre o espaço de Fréchet
das subvariedades compactas de uma variedade diferenciável M com respeito a processos
estocásticos induzidos neste espaço, por fluxos na variedade M que são solução de uma
equação diferencial estocástica. O trabalho é uma generalização do artigo de (KINATEDER;
MCDONALD, 2002) onde foi estudada uma fórmula de Itô para a evolução de domínios
de Rn sob a ação de um fluxo estocástico.

A ideia básica é a seguinte: seja M uma variedade diferenciável e considere
SpMq o espaço de Fréchet das subvariedades compactas de M . Fixamos uma subvariedade
N . Por outro lado, seja pΩ,Ft,P) um espaço de probabilidade filtrado e considere sobre
M uma equação diferencial estocástica no sentido Stratonovich

dφt “
r
ÿ

i“1
Xipφtq ˝ dB

i
t `X0pφtqdt

φ0pxq “ x, q.s,

onde Bt é um movimento Browniano em Rr e Xi são campos vetoriais suaves em M .
Assuma que a equação acima admite um fluxo estocástico solução φt : ΩˆM ˆr0, ts ÑM .
Então Nt : Ωˆ r0, ts Ñ SpMq é um processo estocástico no espaço de Fréchet SpMq. Se
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F : SpMq Ñ R é um funcional, neste trabalho, queremos dar sentido a integral
ż T

0
F pNtq dNt,

e estudar suas conexões com a geometria da variedade M , em particular quando F é o
funcional energia ou o funcional volume.

Esta tese está dividida em quatro capítulos que foram organizados da seguinte
forma:

Iniciamos com o Capítulo 1 onde apresentamos algumas definições e resultados
sobre espaços de Fréchet que serão fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.
Começamos apresentando alguns conceitos sobre análise e geometria das variedades de Fré-
chet. As referências principais utilizadas neste capítulo são (GARABEDIAN; SCHIFFER,
1953), (GRAY, (1990)), (HAMILTON, (1982)), (KINATEDER; MCDONALD, 2002),
(PROTTER, (1990)). Finalizamos o capítulo dando a construção da variedade SpMq como
variedade de Fréchet.

No Capítulo 2, faremos uma revisão rápida das ferramentas básicas do cálculo
estocástico. Primeiramente definimos alguns conceitos básicos da teoria de probabilidade,
logo depois começamos com uma revisão da teoria básica das equações diferenciais esto-
cásticas do tipo Itô impulsionadas por semimartingales contínuas e enunciamos resultados
sobre a existência de um fluxo solução para estas equações. As referências principais
utilizadas neste capítulo são (CALIN, 2012), (KUO, 2006), (HSU, 2002), (KUNITA, 1997),
(ELWORTHY, 1988).

No Capítulo 3, construímos uma fórmula de Itô para um funcional definido
no espaço de Fréchet SpMq e para um processo estocástico dado pela ação do grupo de
difeomorfismos sobre algum espaço ou variedade de Fréchet. As contas são adaptações das
ideias apresentadas no trabalho de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) para a variedade
SpMq.

Finalmente no Capítulo 4, utilizamos a fórmula de Itô dada no capítulo 3 para
obter estimativas do funcional energia e o funcional volume para os processos Nt “ φtpNq.
Começaremos estudando o caso das curvas fechadas ou compactas que são as subvariedades
de dimensão 1 onde são analisados o funcional energia e o funcional comprimento de
arco. Na segunda parte do capítulo estudamos o caso de subvariedades compactas de
uma variedade Riemanniana de dimensão finita n ą 1. Para isto, será preciso estudar as
fórmulas de variação do volume. No trabalho derivamos as fórmulas de variação da volume
da variedade e observamos que, embora as fórmulas da primeira e segunda variação são
bem conhecida, a fórmula da segunda variação do volume que obtemos aqui não aparece
na literatura, pois geralmente só são estudados casos particulares desta. A forma em que
obtemos as fórmulas de variação é também moderno pois são utilizadas o formalismo de
variação do volume em função de variações na métrica. Uma vez obtidas estas fórmulas,
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concluímos o trabalho estudando o comportamento do funcional volume quando é avaliado
na variedade aleatória e estudamos o caso particular em que os campos que dirigem a
equação estocástica são conformalmente Killing.
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1 Preliminares

Neste capítulo apresentamos algumas definições e resultados que serão funda-
mentais para o desenvolvimento do trabalho. Começamos apresentando alguns conceitos
sobre análise e geometria das variedades de Frechet. As referências principais utilizadas
neste capítulo são (GARABEDIAN; SCHIFFER, 1953), (GRAY, (1990)), (HAMILTON,
(1982)), (KINATEDER; MCDONALD, 2002), (PROTTER, (1990)).

1.1 Espaços de Frechet
Começamos lembrando alguns fatos básicos de análise e geometria das varieda-

des de Frechet para mais detalhes ver (HAMILTON, (1982)).

Definição 1.1. Uma seminorma sobre um espaço vetorial F é uma função com valores
reais }¨} : F Ñ R tal que

i) }f} ě 0, para todo f P F ;

ii) }f ` g} ď }f} ` }g}, para todo f, g P F ;

iii) }cf} “ |c| }f}, para todo escalar c e f P F .

Uma coleção de seminormas t}¨}n : n P Nu define uma única topologia da seguinte forma:
uma sequência ou rede fj Ñ f se, e só se, }fj ´ f}n Ñ 0 para todo n P N.

Um espaço vetorial topológico localmente convexo é um espaço vetorial com
uma topologia que surge a partir da coleção de seminormas. A topologia é Hausdorff se, e
somente se, f “ 0 quando }f}n “ 0 para todo n. A topologia é metrizável se, e somente se,
pode ser definida por uma coleção enumerável de seminormas t}¨}n : n P Nu. Neste caso
sempre podemos utilizar sequências no lugar de redes. Uma sequência fj é de Cauchy se
}fi ´ fk}n Ñ 0 quando i, k Ñ 8 para todo n. O espaço F é completo se toda sequência de
Cauchy converge.

Definição 1.2. (Espaço de Fréchet) Um espaço de Fréchet G é um espaço vetorial
topológico localmente convexo o qual é Hausdorff, completo e metrizável.

Exemplo 1.1. a) Todo espaço de Banach é um espaço de Fréchet.

b) Seja CpRq o espaço vetorial de todas as funções contínuas em R, com

}f}n “ supt|fpxq| : ´n ď x ď nu.
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Então, CpRq é um espaço de Fréchet. De fato, sejam f, g P CpRq com f ‰ g, isto
é existe x P R tal que fpxq ‰ gpxq. Sem perda de generalidade suponhamos que
gpxq ą fpxq.

Seja ε “ gpxq ´ fpxq

2 e consideramos Bpf, εq e Bpg, εq vizinhanças de f e g respecti-
vamente.
Se h P Bpf, εq XBpg, εq, então

}f ´ h}n ă ε e }g ´ h}n ă ε,

logo

}g ´ f}n ď }g ´ h}n ` }h´ f}n ă ε` ε “ 2ε.

Observamos que supt|gpxq ´ fpxq| : ´n ď x ď nu ă 2ε. Portanto

|gpxq ´ fpxq| ă 2gpxq ´ fpxq2
“ gpxq ´ fpxq.

Assim gpxq´fpxq ă gpxq´fpxq o que é uma contradição. Portanto Bpf, εqXBpg, εq “
H. Logo CpRq é Hausdorff.

Para ver que é completo escolhemos uma sequência de Cauchy pfiq Ă CpRq. Dado
ε ą 0, existe N P N tal que para cada k,m ě N temos que

}fk ´ fm}n ă ε,

ou seja,
supt|fkpxq ´ fmpxq| : ´n ď x ď nu ă ε.

Logo, para cada x P r´n, ns temos

|fkpxq ´ fmpxq| ă ε,

portanto, pfkpxqq é uma sequência de Cauchy em R. Definimos

fpxq “ lim
kÑ8

fkpxq,

observamos que f é contínua em x, pela convergência uniforme. Assim f P CpRq e

}fk ´ f}n ă ε @k ě N.

Concluímos então que CpRq é completo.

O espaço CpRq é metrizável pois a norma induz uma métrica e é localmente convexo
pois a combinação linear de funções contínuas é uma função contínua.
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c) Seja X um espaço metrizável localmente compacto e separável, CCpXq o conjunto
das aplicações contínuas de X em C, que é evidentemente um espaço vetorial sobre
C. Seja Un uma sequência de conjuntos abertos relativamente compactos de X, para
toda função contínua f P CCpXq e cada inteiro n, colocamos

Pnpfq “ sup
xPUn

|fpxq| ,

as quais são seminormas sobre CCpXq. Além disso, para toda função f ‰ 0 de CCpXq,
existem um x P X tal que fpxq ‰ 0 e um n tal que x P Un, logo Pnpfq ‰ 0. O
espaço localmente convexo CCpXq assim definido é metrizável. Agora, para uma
sequência de Cauchy fk de CCpXq temos que para todo inteiro n, a sequência das
restrições fk|Un

é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach CCpUnq, isto é,
converge uniformemente em Un para uma aplicação contínua gn de Un em C; como
gn`1|Un

“ gn, existe uma função contínua f P CCpXq tal que a restrição para cada
Un coincide com as de gn. Portanto

lim
mÑ8

Pnpf ´ fmq “ 0,

para todo n, logo f é o limite da sequência de cauchy fm, assim temos que CCpXq é
um espaço de Fréchet.

1.1.1 A Integral de Riemann

Seja fptq uma função contínua em ra, bs com valores no espaço de Fréchet F .

Queremos definir a integral
ż b

a

fptqdt como um elemento de F . Isto é feito no seguinte
teorema.

Teorema 1.1. Existe um único elemento
ż b

a

fptqdt P F tal que

(i) para cada funcional linear contínuo l : F Ñ R,

l

ˆ
ż b

a

fptqdt

˙

“

ż b

a

lpfptqqdt.

(ii) para toda seminorma contínua }¨} : F Ñ R,
›

›

›

›

ż b

a

fptqdt

›

›

›

›

ď

ż b

a

}fptq} dt.

(iii)
ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt “

ż c

a

fptqdt.

(iv)
ż b

a

rfptq ` gptqsdt “

ż b

a

fptqdt`

ż b

a

gptqdt.
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(v)
ż b

a

cfptqdt “ c

ż b

a

fptqdt.

Demonstração. Seja Cpra, bs, F q o espaço de Fréchet de todas as funções contínuas em
ra, bs com valores em F com a seminorma

}f}n “ sup
t
}fptq}n .

Dizemos que uma função fptq é linear se fptq “ tf1 ` f2 para algúm f1, f2 P F , e que fptq
é linear por partes se é contínua e existe uma partição a “ t0 ď t1 ď ¨ ¨ ¨ ď tk “ b tal que
fptq é linear em cada parte ti´1 ď t ď ti para 1 ď i ď k. O espaço vetorial PLpra, bs, F q
de funções lineares por partes em ra, bs com valores em F é um subespaço linear denso
de Cpra, bs, F q. Então para uma função linear por partes podemos definir a integral pela
regra dos trapézios

ż b

a

fptqdt “
k
ÿ

i“1

1
2rfpti´1q ` fptiqspti ´ ti´1q.

Assim podemos verificar as propriedades piq ´ pvq para funções lineares por partes direta-
mente da fórmula acima. Como a integral define um funcional linear contínuo no subespaço
denso PLpra, bs,Rq estende-se, por continuidade, a um funcional linear contínuo em todos
os Cpra, bs,Rq, o que prova o teorema.

Exemplo 1.2. Seja F “ C2π o espaço de Banach de funções contínuas periódicas com
período 2π. Então o caminho contínuo fptq P C2π em ra, bs é uma função contínua fpt, xq
em ra, bs ˆ p´8,8q periódica em x, definida por fptqpxq “ fpt, xq. A integral do caminho
é dado por

"
ż b

a

fptqdt

*

pxq “

ż b

a

fpt, xqdt.

Teorema 1.2. Seja X um espaço topológico e F um espaço de Fréchet. Seja f : Xˆra, bs Ñ
F um mapa contínuo. Então a aplicação g : X Ñ F definida por

gpxq “

ż b

a

fpx, tqdt,

é contínua.

Demonstração. Seja x0 P X. Então x0 ˆ ra, bs é compacto, portanto, dada qualquer
seminorma }¨} em F e qualquer ε ą 0 podemos encontrar uma vizinhança U de x0 em X
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tal que, para todo x P U e todo t P ra, bs, temos }fpx, tq ´ fpx0, tq} ď
ε

b´ a
. Então

}gpxq ´ gpx0q} “

›

›

›

›

ż b

a

fpx, tqdt´

ż b

a

fpx0, tqdt

›

›

›

›

“

›

›

›

›

ż b

a

rfpx, tq ´ fpx0, tqsdt

›

›

›

›

ď

ż b

a

}fpx, tq ´ fpx0, tq} dt

ď ε.

Seja fptq um caminho contínuo em um espaço de Fréchet. Definimos sua
derivada como,

f 1ptq “ lim
hÑ0

fpt` hq ´ fptq

h
.

Se fptq é a posição no tempo t, então f 1ptq é a velocidade. Agora se o limite existe e
é contínuo dizemos que f é continuamente diferenciável ou C1. Nesse sentido podemos
estabelecer os dois teoremas fundamentais do cálculo.

Teorema 1.3. Se fptq é uma curva C1 em ra, bs com valores num espaço de Fréchet,
então

fpbq ´ fpaq “

ż b

a

f 1ptqdt.

Demonstração. Se l é um funcional linear contínuo e f é C1, então l ˝ f é C1, e pl ˝ fq1 “
l ˝ pf 1q, como f : RÑ F e l : F Ñ R, então l ˝ f : RÑ R, logo pelo Teorema Fundamental
do Cálculo para R temos

l

ˆ
ż b

a

f 1ptqdt

˙

“

ż b

a

l ˝ pf 1qptqdt

“

ż b

a

pl ˝ fq1ptqdt

“ l ˝ fpbq ´ l ˝ fpaq

“ lpfpbq ´ fpaqq.

Portanto,
ż b

a

f 1ptqdt “ fpbq ´ fpaq.

Teorema 1.4. (ver (HAMILTON, (1982)), p, 72) Se fptq é uma curva C0 em ra, bs e se

gptq “

ż t

a

fpθqdθ, então gptq é C1 e g1ptq “ fptq.

Demonstração. Dado que fptq é C0 temos

gpt` hq ´ gptq

h
“

ż 1

0
fpt` huqdu,
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assim, pelo Teorema 1.2, obtemos

lim
hÑ0

gpt` hq ´ gptq

h
“

ż 1

0
fptqdu

“ fptq,

logo g1 “ fptq e, dado que fptq é C0, temos gptq é C1.

Corolário 1.1. Se fpaq “ gpaq e f e g são C1 com f 1ptq “ g1ptq para a ď t ď b, então
fpbq “ gpbq.

Demonstração. Dado que f e g são C1 e f 1ptq “ g1ptq, então

fpbq ´ fpaq “

ż b

a

f 1ptqdt

“

ż b

a

g1ptq

“ gpbq ´ gpaq,

assim fpbq ´ fpaq “ gpbq ´ gpaq, como fpaq “ gpaq concluímos que fpbq “ gpbq.

Corolário 1.2. Se f é C1 em ra, bs e se }f 1ptq} ď k, então }fpbq ´ fpaq} ď kpb´ aq.

Demonstração. Como f é C1 então

}fpbq ´ fpaq} “

›

›

›

›

ż b

a

f 1ptqdt

›

›

›

›

ď

ż b

a

}f 1ptq} dt

ď

ż b

a

kdt

“ kpb´ aq,

portanto }fpbq ´ fpaq} ď kpb´ aq.

Definição 1.3. (Derivada Direcional) Sejam G,H espaços de Fréchet, U Ă G um
subconjunto aberto, e F : U ÝÑ H uma aplicação. A derivada direcional de F em g P U

na direção h P G é definida por

DF pgqphq “ lim
tÑ0

F pg ` thq ´ F pgq

t
, (1.1)

sempre que o limite exista.
Tal derivada também é chamada a derivada de Gateaux. Dizemos que F é diferenciável
no conjunto U Ă G, se DF pgqphq existe para todo g P U e todo h P G. Denotamos a
diferencial em U por DF : U ˆG ÝÑ H.
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Definição 1.4. (Mapa continuamente diferenciável) Um mapa F : U Ă G ÝÑ H

é dito continuamente diferenciável em U se DF é contínua em U ˆG.

Proposição 1.1. (Regra da Cadeia) Sejam F : U Ă G ÝÑ H, Q : V Ă H ÝÑ K dois
mapas diferenciáveis com F pUq Ă V , então Q ˝ F : G ÝÑ K é diferenciável, e

DpQ ˝ F qpgqphq “ DQpF pgqqpDF pgqphqq.

Demonstração. Assumimos que F e Q estão definidos em uma vizinhança convexa. Como
F e Q são diferenciáveis, existem funções contínuas Lpg0, g1qh e Mpf0, f1qk onde

L : pU Ă Gq ˆ pU Ă Gq ˆGÑ H

M : pV Ă Hq ˆ pV Ă Hq ˆH Ñ K,

tais que

F pg1q ´ F pg0q “ Lpg0, g1qpg1 ´ g0q e Qpf1q ´Qpf0q “Mpf0, f1qpf1 ´ f0q.

Definimos a função Npg0, g1qh por

Npg0, g1qh “MpF pg0q, F pg1qqLpg0, g1qh.

Então N é contínua e linear em h. Seja f0 “ F pg0q e f1 “ F pg1q, logo temos que

QpF pg1qq ´QpF pg0qq “MpF pg0q, F pg1qqpF pg1q ´ F pg0qq

“MpF pg0q, F pg1qqLpg0, g1qpg1 ´ g0q

“ Npg0, g1qpg1 ´ g0q.

Portanto, Q ˝ F é diferenciável. Agora, como

Lpg, gqh “ DF pgqh e Mpf, fqk “ DQpfqk,

obtemos

DrQ ˝ F spgqh “ Npg, gqh

“MpF pgq, F pgqqLpg, gqh

“ DQpF pgqqDF pgqh.

Definição 1.5. (Segunda Derivada) Seja F : U Ă G ÝÑ K, definimos sua segunda
derivada em g P U na direção k P G por:

D2F pgqph, kq “ lim
tÑ0

DF pg ` tkqphq ´ DF pgqphq
t

,

sempre que o limite existe.

De maneira semelhante podemos definir as derivadas de ordem superior. Di-
zemos que F é suave se F tem derivadas contínuas de toda ordem (ver (HAMILTON,
(1982)), seção 1.3.5).
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1.1.2 Variedades de Fréchet

Nesta seção vamos definir as variedades de Fréchet, as quais são uma generali-
zação das variedades de Banach que são modeladas sobre espaços de Banach.

Definição 1.6. (Variedade de Fréchet) Uma variedade de Fréchet é um espaço topo-
lógico de Hausdorff, munido de um atlas com cartas coordenadas pUα, uαq a valores em
espaços de Fréchet Gα, de tal modo que suas funções de transição

uβ ˝ u´1
α : uαpUα X Uβq ÝÑ uβpUα X Uβq

são mapas suaves entre espaços de Fréchet.

Definição 1.7. (Mapa Suave) Dadas duas variedades de Fréchet G,H. Um mapa
F : G ÝÑ H é dito suave em uma vizinhança aberta de g P G, se existem cartas
pUα Ă G, uαq e pVα Ă H, vαq com g P Uα e F pgq P Vα tal que

vα ˝ F ˝ u´1
α : uαpUαq ÝÑ vαpVαq

é um mapa suave de espaços de Fréchet.

Dada uma variedade de Fréchet G e um ponto g P G, seja Cg o conjunto de
curvas suaves em G parametrizadas por t P r´1, 1s e passando através de g em t “ 0.

Cg :“ tγ : r´1, 1s ÝÑ G : γ é uma curva suave em γp0q “ gu .

Como no caso clásico, existe uma relação de equivalência em Cg. Dizemos que γ e γ̂ são
equivalentes, e escrevemos γ w γ̂, se para alguma carta pUα, uαq em g temos

puα ˝ γq
1

p0q “ puα ˝ γ̂q
1

p0q.

Denotamos a classe de equivalência de γ P CgpGq por rγs. O espaços das classes de
equivalência γ P CgpGq{ w, é naturalmente um espaço de Fréchet que se denota por TgpGq.
Definimos o fibrado tangente de G dado por

TG “
ď

gPG
TgpGq,

com a projeção natural π : TG Ñ G. Dado uma atlas tφα : Uα Ă G Ñ Vα Ă Eαu de G, Vα
aberto do espaço de Fréchet Eα. Definimos um atlas para TG por

Φα : π´1
pUαq Ñ Uα ˆ Eα

Φαpvgq “ pg,Dφαpgqvgq,

onde Dφαpgq : TgG Ñ Eα. As funções de transição são, como no caso de dimensão finita,
as derivadas das mudanças de coordenadas. O espaço TG é uma variedade de Fréchet (ver
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(HAMILTON, (1982)), seção 1.4).

Agora vamos definir a derivada de Fréchet para o caso de variedades a qual
será muito útil para a construção de nosso trabalho.

Um mapa suave F : G Ñ H induz uma aplicação DF : TG :Ñ TH que é linear
na fibra. A construção é clássica: se g P G e γ P CgpGq satisfaz rγs “ h P TgG, então,
F pγq P CF pgqpHq. Definimos

DF pgq : TgG Ñ TF pgqH

DF pgqphq “ rF pγqs.

Em particular, se F : G Ñ R e γ P CgpGq com rγs “ h P TgpGq, então

DF pgqphq “ lim
tÑ0

F pγptqq ´ F pgq

t
. (1.2)

1.2 Espaço de Subvariedades em M

Estudamos aqui em detalhe o espaço no qual vamos trabalhar nesta tese.
Consideremos uma variedade de dimensão finita M e seja

SrpMq “ tS ĂM : S é uma subvariedade suave e compacta de dimensão ru,

o espaço de todas as subvariedades suaves e compactas de M de dimensão r. Vamos
mostrar que SrpMq é uma variedade de Fréchet.
Para isto, primeiramente mergulhamos M Ă Rn e a munimos, utilizando a métrica
induzida pelo mergulho, com uma métrica Riemanniana. Consideramos DpMq o conjunto
dos difeomorfismos C8 de M .
Lembramos que o espaço dos difeomorfismos de M , DpMq é um espaço de Frechét com
tangente dado pelo espaço χpMq dos campos vetoriais de classe C8 sobre M . Mais ainda,
podemos construir uma carta local de DpMq a partir da aplicação induzida pela aplicação
exponencial,

exp : U Ă χpMq Ñ DpMq. (1.3)

Considere o espaço VS Ă U formado por todos os campos vetoriais X P U tais que

X|S R TS.

Vemos que VS é aberto em χpMq. De fato se X P VS então

X “ XT
`XK
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em que
XT
pxq P TxS e XK

pxq P TxS
K

@x P S

Como S é compacto, existe ε ą 0 tal que

||XK
pxq|| ą 2ε

Observamos que o aberto,

BpX, εq “ tY P X, |Xpxq ´ Y pxq|0 ă ε, @, x PMu

satisfaz
BpX, εq Ă VS,

pois, se Y P BpX, εq temos

||Y Kpxq|| “ ||Y Kpxq ´XK
pxq `XK

pxq||

ě | ||XK
pxq|| ´ ||Y Kpxq ´XK

pxq|| |

ą 2ε´ ε “ ε.

para todo x P S. Agora, consideramos os conjuntos abertos

ṼS “ exppVSq, S P SrpMq

como conjuntos abertos em DpMq.
Observamos que se S, S 1 P SrpMq tais que

ṼS X ṼS1 ‰ H

então a diferenciabilidade da mudança de coordenadas segue da diferenciabilidade do mapa

exp´1
˝ exp : VS Ñ VS1 .

Este último é diferenciável pois é a restrição a do mapa exp´1
˝ exp a um aberto.

Definimos então a base da topologia de SrpMq como sendo formada pelos conjuntos

WS “ ṼSpSq.

e observamos que cada WS Ă SrpMq é uma variedade de Frechét com tangente dado pelo
espaço de Frechet VS. Mais ainda, nas interseções, a identidade é um mapa diferenciável
pois as mudanças de coordenadas entre os VS são diferenciáveis. Agora, como

SrpMq “
ď

SPSrpMq

ṼS

Munimos a SrpMq com a topologia tal que V Ă SrpMq é aberto se V X ṼS é aberto para
todo S P SrpMq. Obtemos assim que SrpMq é uma variedade de Fréchet.
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Uma vez que sabemos que SrpMq é variedade de Fréchet temos que, natural-
mente, a união disjunta

SpMq “
n´1
ď

r“1
SrpMq

é variedade de Fréchet. Neste trabalho utilizaremos indistintamente a notação SpMq e
SrpMq e deixaremos a interpretação ao contexto.

Observação 1.1. Segue da nossa discussão anterior que o espaço tangente para S P SpMq,
pode ser identificado com pC8pSqqN isto é

TSSpMq » C8pS, Uq Ă pC8pSqqN . (1.4)

Denotamos por TSpMq o fibrado tangente de SpMq, com a projeção natural π : TSpMq Ñ
SpMq.

1.3 Fluxos Agindo em SpMq
Para a variedade de Fréchet SpMq estudaremos uma classe natural de mapas

suaves que atuam sobre ela. Em particular estudamos a ação do fluxo solução de um
sistema dinâmico definido sobre a variedade M .
Começamos estudando a ação de um mapa sobre um campo vetorial. Seja X um campo
vetorial suave em M e ϕ : M ÑM um mapa. Definimos

pϕ˚Xq “ dϕX ˝ ϕ´1,

isto é

pϕ˚Xqfpxq “ Xpf ˝ ϕqpϕ´1
pxqq

“ rpdϕqyXϕ´1pxqf s|y“ϕ´1pxq,

para toda função f P C8pMq e x P M . Desta forma se φt é o fluxo de X então ψt “
ϕ ˝ φt ˝ ϕ

´1 é o fluxo de pϕ˚Xq. De fato

d

dt
fpψtpxqq “

d

dt
fpϕ ˝ φt ˝ ϕ

´1
qpxq

“ dfdϕ
d

dt
pφt ˝ ϕ

´1
qpxq

“ dfdϕXpφt ˝ ϕ
´1
qpxq

“ dfdϕX ˝ ϕ´1
pϕ ˝ φt ˝ ϕ

´1
qpxq

“ dfdϕX ˝ ϕ´1
pψtqpxq

“ pϕ˚Xqfpψtpxqq,

para toda função f P C8pMq e x PM .
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Exemplo 1.3. Seja M “ R2, f : R2
Ñ R e φ : R2

Ñ R2 dado por

φpx, yq “ pφ1px, yq, φ2px, yqq.

Dado Xpx, yq “ xBy então

pφ˚Xqfpx, yq “ φ1px, yqpBypf ˝ φqpφ
´1
px, yqqq

“ φ1px, yqrpB1fqpφpx, yqqByφ1px, yq ` pB2fqpφpx, yqqByφ2px, yqspφ
´1
px, yqq

“ xrpB1fqpx, yqpByφ1qpφ
´1
px, yqq ` pB2fqpx, yqpByφ2qpφ

´1
px, yqqs.

Assuma que M é uma variedade e X, Y são campos vetoriais e sejam φt e ψt
fluxos tais que

d

dt
φt “ Xpφtq

e
d

dt
ψt “ pφ

´1
t˚ Y qpψtq.

Defina ξt “ φt ˝ ψt então,

d

dt
fpξtpxqq “ df |ξtpxq

d

dt
pξtpxqq

“ df |ξtpxq
d

dt
pφt ˝ ψtpxqq

“ df |ξtpxq

ˆ

d

dt
φtpψtpxqq ` dφt

d

dt
ψtpxq

˙

“ df |ξtpxqpXpφt ˝ ψtpxqq ` dφtpφ
´1
t˚ Y qpψtpxqqq

“ df |ξtpxqpXpφt ˝ ψtpxqq ` pdφtpφ
´1
t˚ Y q ˝ φ

´1
t qpφt ˝ ψtpxqqq

“ df |ξtpxqpXpφt ˝ ψtpxqq ` pφt˚φ
´1
t˚ Y qpφt ˝ ψtpxqqq

“ df |ξtpxqpX ` Y qξt

“ pX ` Y qfpξtq.

Seja H : SpMq Ñ R, un mapa de classe C1. Isto é, existe DH : TSpMq Ñ R contínuo.
Vamos caracterizar DH quando avaliamos em curvas da forma φtpNq para uma subvariedade
compacta N e o fluxo solução φt da equação

d

dt
φt “ X ˝ φt.

Para isto lembramos que

DHSpV q “ lim
rÑ0

HpSrq ´HpSq

r

:“ d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
HpSrq,

para uma curva Sr em SpMq com tangente V P TS0SpMq.
Dado um campo vetorial X sobre M então para uma subvariedade compacta S temos que
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St “ φtpSq define uma curva sobre SpMq, para o fluxo φt associado a X. O vetor tangente
associado a esta curva é o próprio X. Então, denotamos

DHStpXq :“ lim
rÑ0

HpSt`rq ´HpStq

r

:“ d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
HpSt`rq.

Observamos que se ϕ : M ÑM , então ϕt “ ϕ ˝ φt é a curva integral de DϕX pois temos
que

d

dt
ϕt “

d

dt
pϕ ˝ φtq

“ Dϕ
d

dt
φt

“ DϕXpφtq,

de onde ϕpStq “ ϕ ˝ φtpSq e

DHϕpStqpDϕXq “ lim
rÑ0

HpϕpSt`rqq ´HpϕpStqq

r

:“ d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
HpϕpSt`rqq

:“ d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
Hpϕ ˝ φt`rpSqq.

Similarmente,
DHStpϕ˚Xq “

d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
Hpϕ ˝ φt`r ˝ ϕ

´1
pSqq.

Então, pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos que

HpξtpSqq ´HpSq “

ż t

0

d

ds
HpξspSqqds

“

ż t

0
DHξspSqpX ` Y qds.

Agora se ζs “ φt`sr ˝ ψt`r, então

d

ds
ζs “

d

ds
pφt`sr ˝ ψt`rq

“
d

ds
φt`srpψt`rq ` dφt`sr

d

ds
ψt`r

“ Xpφt`srpψt`rqq
d

ds
pt` srq ` 0

“ rXpφt`sr ˝ ψt`rq

“ rXpζsq.
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Novamente, pelo Teorema Fundamental do cálculo obtemos

Hpφt`r ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψt`rpSqq “

ż 1

0

d

ds
HpζspSqqds

“ r

ż 1

0
DHφt`sr˝ψt`rpSqpXqds,

portanto,

lim
rÑ0

Hpφt`r ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψt`rpSqq

r
“ lim

rÑ0

ż 1

0
DHφt`sr˝ψt`rpSqpXqds

“ DHφt˝ψtpSqpXq.

De forma similar, como
d

dr
φt ˝ ψt`rpxq “

d

dr
φtpψt`rpxqq `Dφt

d

dr
ψt`rpxq

“ Dφtpφ
´1
pt`rq˚Y qpψt`rpxqq

“ Dφtpφ
´1
pt`rq˚Y q ˝ φ

´1
t pφt ˝ ψt`rpxqq

“ pφt˚pφ
´1
pt`rq˚Y qqpφt ˝ ψt`rpxqq

“ pφ´1
r˚ Y qpφt ˝ ψt`rpxqq,

temos

Hpφt ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψtpSqq “

ż 1

0

d

ds
Hpφt ˝ ψt`srpSqqds

“ r

ż 1

0
DHφt˝ψt`srpSqpφ

´1
sr˚Y qds.

Assim,

lim
rÑ0

Hpφt ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψtpSqq

r
“ lim

rÑ0

ż 1

0
DHφt˝ψt`rpSqpφ

´1
sr˚Y qds

“ DHφt˝ψtpSqpY q.

Finalmente, temos que

DHξtpSqpX ` Y q “
d

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
Hpξt`rpSqq

“ lim
rÑ0

Hpξt`rpSqq ´HpξtpSqq

r

“ lim
rÑ0

Hpφt`r ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψt`rpSqq

r

` lim
rÑ0

Hpφt ˝ ψt`rpSqq ´Hpφt ˝ ψtpSqq

r

“ DHφt˝ψtpSqpXq ` DHφt˝ψtpSqpY q

“ DHξtpSqpXq ` DHξtpSqpY q.
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De onde

HpξtpSqq ´HpSq “

ż t

0
DHξspSqpX ` Y qds

“

ż t

0
pDHξspSqpXq ` DHξspSqpY qqds.

A partir da definição da derivada de Frechét, dada S P SpMq e X P TS Ă TM temos

DHSpXq “ lim
tÑ0

HpφtpSqq ´HpSq

t

“ lim
tÑ0

HpSq ´HpSq

t

“ 0

De forma similar podemos mostrar que quando a ação subjacente é dirigida por um sistema
dinâmico associado a uma equação da forma

dξt,ε “
r
ÿ

i“1
Xipξt,εqdB

i
t,ε `X0pξt,εqdt

“

«

r
ÿ

i“1
Xipξt,εq

dBi
t,ε

dt
`X0pξt,εq

ff

dt

φ0,ε “ Id,

(1.5)

onde Xi são campos vetoriais em M , e Bi
t,ε são funções a valores reais que dependem de

um parâmetro real positivo ε. Para tais sistemas temos

Hpφt,εpSqq ´HpSq “
r
ÿ

i“1

ż t

0
DHpφs,εpSqqpXiqdB

i
s,ε

`

ż t

0
DHpφs,εpSqqpX0qds,

(1.6)

onde as derivadas que ocorrem na igualdade (1.6) são definidas através dos fluxos gerados
pelos campos vetoriais Xi.
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2 Cálculo Estocástico

Neste capítulo, faremos uma revisão rápida das ferramentas básicas do cálculo
estocástico. Primeiramente definimos alguns conceitos básicos da teoria de probabilidade,
logo depois começamos com uma revisão da teoria básica das equações diferenciais esto-
cásticas do tipo Itô em variedades que são impulsionadas por semimartingales contínuos.
Finalmente estudamos condições para existência de um fluxo estocástico, solução da
equação da equação diferencial estocástica correspondente. As referências principais utili-
zadas neste capítulo são (CALIN, 2012), (KUO, 2006), (HSU, 2002), (KUNITA, 1997),
(ELWORTHY, 1988).

2.1 Conceitos básicos
Começaremos com as definições básicas da teoria do cálculo estocástico.

Definição 2.1. Um espaço de probabilidade é uma tripla pΩ,F ,Pq onde Ω é um conjunto,
F é uma σ-álgebra de conjuntos em Ω e P é uma medida de probabilidade definida em F
tal que PpΩq “ 1.

Definição 2.2. Seja pΩ,F ,Pq um espaço de probabilidade e pE, τq um espaço topológico,
uma função X : Ω Ñ E é uma variável aleatória, se for mensurável, isto é, se

tX P Au “ tω P Ω|Xpωq P Au P F ,

para todo A P τ .

Definição 2.3. Uma variável aleatória X : Ω Ñ R é chamada integrável se
ż

Ω
|Xpωq| dPpωq “

ż

R
|x| ppxqdx ă 8,

onde ppxq denota a função densidade de probabilidade de X.

Definição 2.4. A esperança de uma variável aleatória integrável X é definida por

ErXs “
ż

Ω
XpωqdPpωq “

ż

R
xppxqdx.

Proposição 2.1. O operador esperança E é linear, isto é, para qualquer variável aleatória
integrável X e Y

1. ErcXs “ cErXs, para todo c P R;

2. ErX ` Y s “ ErXs ` ErY s.
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Demonstração. Segue do fato de que a integral é um operador linear.

Definição 2.5. Seja pΩ,F ,Pq um espaço de probabilidade. Sejam X : Ω Ñ R uma variável
aleatória F-mensurável e G Ă F uma σ-álgebra. A esperança condicional ErX|Gs de X
com relação a G é definida como sendo a única pP´ q.t.p.q variável aleatória tal que

1. ErX|Gs é G-mensurável;

2.
ż

A

XdP “
ż

A

ErX|GsdP, para todo A P G.

Observação 2.1. A existência da esperança condicional é consequência do Teorema de
Radon-Nikodym

A esperança condicional satisfaz as seguintes propriedades.

Proposição 2.2. Sejam X e Y duas variável aleatórias sobre o espaço de probabilidade
pΩ,F ,Pq, temos

1. ErErX|Gss “ ErXs, isto é, toda esperança condicional tem a mesma média, que é a
média de X;

2. Linearidade:

EraX ` bY |Gs “ aErX|Gs ` bErY |Gs, @a, b P R;

3. Fatorando a parte mensurável:

ErXY |Gs “ XErY |Gs,

se X é G-mensurável. Em particular ErX|Gs “ X;

4. Propriedade da torre:
ErErX|Gs|Hs “ ErX|Hs,

se H Ă G;

5. Postividade:
ErX|Gs ě 0,

se X ě 0;

6. Esperança condicional de uma constante é uma constante:

Erc|Gs “ c;

7. Uma condição independente:
ErX|Gs “ ErXs,

se X é independente de G.
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Demonstração. Ver (CALIN, 2012) p.18.

Definição 2.6. Seja pΩ,F ,Pq um espaço de probabilidade. Um processo estocástico é uma
função mensurável Xpt, ωq definida sobre o espaço produto r0,8q ˆ Ω. Em particular,

a) para cada t, Xpt, ¨ q é uma variável aleatória,

b) para cada ω, Xp¨ , ωq é uma função mensurável.

Por conveniência, a variável aleatória Xpt, ¨ q será escrita como Xptq ou Xt. Assim um
processo estocástico Xpt, ωq também pode ser expressado como Xptqpωq ou simplesmente
como Xptq ou Xt.

Definição 2.7. Seja pΩ,F ,Pq um espaço de probabilidade e T um intervalo em R ou um
conjunto de inteiros positivos. Uma filtração sobre T é uma família crescente tFt|t P T u
de σ-álgebras tais que Ft Ă Fs para t ă s. Um processo estocástico Xt, t P T , é adaptado
a tFt|t P T u se para cada t, a variável aleatória Xt é Ft-mensurável.

Observação 2.2. Uma σ-álgebra F é chamada completa se A P F e PpAq “ 0 implica que
B P F para qualquer subconjunto B de A. Assumiremos que toda σ-álgebra Ft é completa.

Definição 2.8. Seja Xt um processo estocástico adaptado a uma filtração tFtu e E |Xt| ă 8
para todo t P T . Então Xt é chamada um martingale com respeito a tFtu se para qualquer
s ď t em T ,

ErXt|Fss “ Xs, q.s.

Quando a filtração não é explicitamente especificada, estamos assumindo que a
filtração F é aquela dada por Ft “ σtXs; s ď tu.

Definição 2.9. Seja pΩ,F , tFtu,Pq um espaço de probabilidade filtrado. Uma função
τ : Ω Ñ NY t8u é dito um tempo de parada se verifica:

tτ ď tu P Ft,

para todo t P NY t8u. Ou equivalentemente que

tτ “ tu P Ft.

Definição 2.10. Um processo estocástico Bpt, ωq a valores em R é chamado um movimento
Browniano se satisfaz as seguintes condições,

i) Ptω;Bp0, ωq “ 0u “ 1,

ii) Bt tem incrementos independentes,

iii) o processo Bt é contínuo em t,
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iv) Bt ´Bs é normalmente distribuído com média 0 e variância t´ s, para s ă t.

Generalizando isto para o caso n dimensional, dizemos que um processo B “
pB1, . . . , Bn

q é um movimento Browniano em Rn, se cada Bi constitui um movimento
Browniano em R e as σ-álgebras geradas por cada Bi são independentes. Para mais
detalhes sobre a existência e propriedades do movimento Browniano ver (KUO, 2006) p.23.

Definição 2.11. Um processo estocástico definido sobre a filtração pΩ,F , tFtu,Pq se
denomina um semimartingale se o podemos decompor na forma:

Xt “Mt ` At,

onde M é uma martingale local e A é um processo adaptado do tipo càdlàg que localmente
é de variação finita.

A seguir definimos a integral de Itô para um processo estocástico adaptado e
contínuo.

Definição 2.12. Sejam Z um semimartingale. Para cada X processo estocástico adaptado
contínuo real definimos a integral de Itô por

ż t

0
XdZ “ lim

}π}Ñ0

8
ÿ

i“0
pXtiqpZti`1^t ´ Zti^tq,

com π “ t0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ u uma partição de r0,8q tal que lim
nÑ8

tn “ 8, }π} “
sup
i
|ti`1 ´ ti| e ti ^ t :“ mintt, tiu.

A integral de Stratonovich é definida como
ż t

0
X ˝ dZ “

ż t

0
XdZ `

1
2rX,Zst,

onde
rX, Y s “ lim

}π}Ñ0

8
ÿ

i“0
pXt^ti ´Xt^ti`1qpZti`1^t ´ Zti^tq.

É possível ver que as integrais de Itô e Stratonovich assim definidas é indepen-
dente da sequência de partições π e que, em particular, a integral de Itô não satisfaz o
teorema fundamental do cálculo. No seu lugar temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Fórmula de Itô). Seja Xt “ pX
1
t , . . . , X

d
t q um semimartingale contínuo. Se

F pX1, . . . , Xd
q é uma função C2, então F pXtq é um semimartingale contínuo e satisfaz a

fórmula

F pXtq ´ F pX0q “

d
ÿ

i“1

ż t

0

BF

Bxi
pXsqdX

i
s `

1
2

d
ÿ

i,j“1

ż t

0

B2F

BxiBxj
pXsqdrX

i, Xj
ss.

Além disso se F é uma função C3, então

F pXtq ´ F pX0q “

d
ÿ

i“1

ż t

0

BF

Bxi
pXsq ˝ dX

i
s.
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Demonstração. Segue-se do teorema 2.3.11 do livro de (KUNITA, 1997).

Observação 2.3. No caso em que Xt é um movimento Browniano de dimensão m temos
que a fórmula de Itô acima se reduz a

F pXtq ´ F pX0q “

d
ÿ

i“1

ż t

0

BF

Bxi
pXsqdX

i
s `

1
2

d
ÿ

i“1

ż t

0

B2F

Bx2
i

pXsqds,

pois drX i, Xj
s “ dX idXj

“ δijds.

2.2 Equações diferenciais estocásticas
Nesta seção vamos dar as ideias básicas de equações diferenciais estocásticas

e do seu fluxo solução. Faremos uma revisão rápida do tópico e focada no que é rele-
vante para o nosso trabalho. Caso o leitor deseje ter uma visão mais aprofundada do
tópico recomendamos a consulta dos livros (IKEDA; WATANABE, 2014), (HSU, 2002),
(ELWORTHY, 1982).

Para esta seção fixamos a seguinte notação:

• pM, gq uma variedade Riemanniana conexa de classe C8;

• pΩ,F˚,Pq um espaço de probabilidade filtrado;

• pB1
t , . . . , B

m
t q o movimento Browniano m-dimensional em Rm;

• τ um F˚-tempo de parada.

Definimos também o conceito de semimartingale em variedades diferenciáveis.

Definição 2.13. Um processo contínuo X com valores em M definido sobre r0, τq é
chamado um semimartingale com valores em M se fpXq é um semimartingale com valor
real sobre r0, τq para todo f P C8pMq.

Considere sobre M campos de vetores autônomos X0ptq, X1ptq, . . . , Xmptq com
parâmetro t P r0, τ s.

Definição 2.14. Uma equação diferencial estocástica no sentido Stratonovich sobre M é
uma equação da forma

dξt “
m
ÿ

i“1
Xipξtq ˝ dB

i
t `X0pξtqdt

ξ0 “ x.

(2.1)
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Um processo estocástico ξt a valores em M é solução da equação (2.1) se para toda
f P C2

pMq, temos

fpξtq “ fpxq `
m
ÿ

k“1

ż t

0
Xkpfqpξsq ˝ dB

i
s `

ż t

0
X0pfqpξsqds

“ fpxq `
m
ÿ

k“1

ż t

0
XkpfqpξsqdB

i
s `

ż t

0

ˆ

X0pfqpξsq `
1
2

m
ÿ

k“1
X2
kfpξsq

˙

ds,

onde Xipfq representa as derivadas de f na direção dos campos Xi.

Observação 2.4. Observamos que
ż t

0
Xkpfqpξsq
loooomoooon

é um processo a valores em R

dBi
s

e portanto, podemos utilizar a definição da integral estocástica apresentada na seção
anterior.

Um critério que garante a existência de solução e do fluxo solução é dado pelo
seguinte teorema.

Teorema 2.2. Se tX1, . . . , Xmu são campos de vetores sobre M , Bt um movimento
Browniano a valores em Rl, e ξ0 uma variável aleatória que toma valores em M . Então,
existe uma única solução da equação diferencial estocástica (2.1) até um tempo de explosão
epxq.

Demonstração. Ver (HSU, 2002) p.13.

Observamos que a solução pode ter um tempo de explosão finito. Caso a
variedade M seja compacta, pode ser visto que este não é o caso e que sempre epxq “ 8
ver (ELWORTHY, 1982), (HSU, 2002) ou (IKEDA; WATANABE, 2014). Porém no caso
não compacto pode suceder que epxq ă 8. Um critério sobre quando isto não acontece
pode ser encontrado no livro de (ELWORTHY, 1982), Teorema 6A da página 239.

Neste trabalho vamos considerar que as equações diferenciais estocásticas que
nos interessam satisfazem epxq “ 8.

2.3 Aproximação de Wong Sakai
Construída a teoria básica de equações diferenciais estocásticas e sua existência

de fluxo solução, vamos agora ver que é possível aproximar fluxos estocásticos por fluxos
determinísticos particulares. Isto é o conteúdo do teorema de aproximação de Wong-Sakai
cujas ideias básicas estudamos a seguir.
Começamos definindo o espaço de Wiener para depois obter uma aproximação do movi-
mento Browniano por meio de interpolação linear.
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Definição 2.15. Seja pΩ,F ,Pq um espaço de Wiener de dimensão r com a σ-álgebra
usual e medida de Wiener. Ou seja, escrevemos

Ω “Wr
“ tω P Cpr0,8q,Rr

q : ωp0q “ 0u,

e assuma que P é uma medida de Wiener em Wr.

Agora veremos algumas condições de regularidade para o fluxo solução, note
que si a variedade é compacta podemos deduzir por mergulhos a existência de um fluxo
de difeomorfismo φtp¨ , ωq : M Ñ M contínuos em t na topologia C8, no caso em que a
variedade não seja compacta não sabemos.

Teorema 2.3. Seja φpt, x, ωq a solução de (2.1) sobre o espaço de Wiener pWr,Pq.
Então temos uma modificação de φpt, x, ωq, a qual pode ser escolhida tal que a aplicação
xÑ φpt, x, ωq seja um difeomorfismo de Rd q.s., para cada t P r0,8q.
Assim temos uma família de difeomorfismos a um parâmetro φtpωq : xÑ φpt, x, ωq para
t P r0,8q. Claramente X0pωq é a identidade e Xspθtωq ˝Xtpωq “ Xt`spωq para quase todo
ω.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada no trabalho de
(IKEDA; WATANABE, 2014) p.251.

Para o caso de uma variedade M em geral a solução φ pode ser considerada
como uma família de funções φt : xÑ φpt, x, ωq.

Teorema 2.4. O fluxo φpt, x, ωq tem uma modificação, que é denotada por φpt, x, ωq
novamente, tal que a aplicação φtpωq : xÑ φpt, x, ωq é C8 no sentido que xÑ fpφpt, x, ωqq

é C8 para todo f : M Ñ R e todo t P r0,8q, q.s.. Além disso, para cada x PM e t P r0,8q,
a diferencial φ˚pt, x, ωq da aplicação xÑ φpt, x, ωq;

φ˚pt, x, ωq : TxpMq Ñ TφpMq,

é um isomorfismo q.s. sobre o conjunto tω;φpt, x, ωq PMu.

Demonstração. Ver (IKEDA; WATANABE, 2014) p.267.

Observação 2.5. Neste trabalho vamos assumir que a equação diferencial estocástica

dξt “
r
ÿ

i“1
Xipξtq ˝ dB

i
t `X0pξtqdt

ξ0 “ x.

admite fluxo solução para todo t ě 0.
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Seja Bt o movimento Browniano em Rr definido com respeito ao espaço de
probabilidade pWr,F ,Pq. Denotamos Bspωq “ ωpsq e construímos uma aproximação
ao processo Bs no intervalo r0, ts utilizando partições de r0, ts e interpolação linear. A
construção é bem conhecida.
Dado ω PWr, seja ttjumj“0 uma partição de r0, ts e definimos

αmpsq “ maxttj : s ě tju

βmpsq “ minttj : s ă tju.

Consideramos
Bj
s,m “ Bj

αmpsq
`

s´ αmpsq

βmpsq ´ αmpsq
rBj

βmpsq
´Bj

αmpsq
s. (2.2)

Seja φt,mpωq (ver (MALLIAVIN, (1998)) p.206) a solução da equação diferencial dada por

dφt,mpωq “
r
ÿ

i“1
Xipφt,mpωqqdB

i
t,mpωq `X0pφt,mpωqqdt

φ0,mpωq “ Id.

(2.3)

Dada uma subvariedade N P SpMq, escrevemos Nt,m “ φt,mpNq.

A seguir enunciamos o resultado principal desta seção, o teorema de aproximação
de Wong-Sakai, o qual é um resultado muito importante da análise estocástica e sera de
utilidade nos próximos capítulos, sua prova pode ser encontrada nos trabalhos de (ver
(WONG; ZAKAI, 1969), (MALLIAVIN, (1998)), (KUNITA, 1997)). A grosso modo o
resultado diz que podemos aproximar a solução da equação diferencial estocástica (2.1)
pelo resultado da (2.3).

Teorema 2.5. Suponha que Xi, 0 ď i ď r, são campos vetoriais suaves em M com
derivadas limitadas de todas as ordens. Seja ttjumj“0 uma partição de r0, ts que se torna
um refinamento quando mÑ 8. Seja pWr,F ,Pq um espaço Wiener r-dimensional com
medida Wiener, e para ω P Ω, seja φt,m o fluxo em SpMq definido como a solução do
sistema de EDO’s dada por (2.3). Então, φt,mpxq converge uniformemente para φtpxq

P-quase sempre, assim como todas as derivadas em x em cada subconjunto compacto de
r0, ts ˆM . Além disso, escrevendo φtpxq “ lim

mÑ8
φt,mpxq, temos que φt resolve o sistema

(2.1). Isto é,

dφt “
r
ÿ

i“1
Xipφtq ˝ dB

i
t `X0pφtqdt

φ0 “ Id, q.s.,

onde pB1
t , B

2
t , . . . , B

r
t q é o movimento Browniano r-dimensional.
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2.4 Ação do fluxo estocástico no fibrado tangente
Dado o fluxo estocástico φ : Rě0 ˆM ˆ Ω ÑM o fluxo solução da EDE 2.1,

por ser este um fluxo de difeomorfismos, podemos construir um novo processo no espaço
tangente vt como segue: dado v P TxM definimos

vt “ φ̃pt, px, vq, ωq “ dφpt, x, ωq¨ v “ φt˚px, ωqv.

Escrevemos, por simplicidade,

vt “ φt˚v : Rě0 ˆ Ω Ñ TφtM.

Seguindo o trabalho de (ELWORTHY, 1988), podemos ver que, de fato, o pro-
cesso vt é solução de uma equação diferencial estocástica sobre TM . Para isto, começamos
lembrando uma propriedade da derivada covariante.

Considere os intervalos I e J de R e um mapa C1 por partes u : I ˆ J ÑM ,
existem campos de vetores Bu

Bs
e Bu
Bt

sobre U (isto é a derivada com respeito à primeira e
segunda variável respectivamente). Tomando coordenadas normais centradas em um ponto
ups, tq temos que

D

Bt

Bu

Bs
“
D

Bs

Bu

Bt
. (2.4)

Se ξt : M ˆ Ω Ñ M , t ě 0, é um fluxo suave associado ao campo vetorial Y , v P TxM ,
escolhemos σ : r´1, 1s ÑM com σp0q “ x e σ1p0q “ v. Então

vt “ ξt˚v “
B

Bs
ξtpσpsqq, q.s..

Portanto, por (2.4) temos que

D

Bt
vt “

D

Bt

B

Bs
ξtpσpsqq

“
D

Bs

B

Bt
ξtpσpsqq

“
D

Bs
Y pξtpσpsqqq,

isto é,
D

Bt
vt “ ∇vtY pξtpσpsqqq.

Consequentemente,

D2

Bt2
vt “

D

Bt
p∇Y pvtqq

“ ∇2
pY pY, vtqq `∇Y

ˆ

D

Bt
vt

˙

“ ∇2Y pY, vtq `∇∇vtY
Y,
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onde
∇2Y pv, wq “ ∇v∇wY ´∇∇vwY.

Com isto, podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstração pode ser achada no
livro de (ELWORTHY, 1988).

Teorema 2.6. Considere o fluxo estocástico ξt associado à equação (2.1) e o processo

vt “ ξt˚v : Ω Ñ TξtM,

então vt satisfaz a EDE

Dvt “ ∇X0pvtqdt`
m
ÿ

k“1
∇Xipvtq ˝ dB

i
t.

Também no trabalho de (ELWORTHY, 1988) podemos encontrar uma fórmula
de Itô para vt que é a seguinte: se θ : TM Ñ R é uma função C8 temos que

θxtpvtq “ θxpvq `

ż t

0

d

dr
θxspδS

0
pr, vsqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
dt`

m
ÿ

k“0

ż t

0

d

dr
θxspδS

i
pr, vsqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
˝dBi

s

“ θxpvq `
m
ÿ

k“0

ż t

0

d

dr
θxspδS

i
pr, vsqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
dBi

s

`

ż t

0

„

d

dr
θxspδS

0
pr, vsqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0
`

1
2

ˆ m
ÿ

k“1

d2

dr2 θxspδS
i
pr, vsqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“0

˙

ds,

onde Sipt, xq é o fluxo do campo vetorial Xi sobre M e

δSipt, vq “ dSipt, xqv,

é o fluxo de
D

Bt
δSpt, vq “ ∇Y pδSpt, vqq “ ∇δSpt,vqY.

A prova disto pode ser achada na proposição 9E de (ELWORTHY, 1982).

Para uso posterior vamos encontrar uma equação para θpvtq “ |vt|2 seguindo
as contas do livro de (ELWORTHY, 1988). Para isto, começamos utilizando a fórmula
acima e calculando

d

dt
|δSpt, vq|2 “ d

dt
xδSpt, vq, δSpt, vqy

“ 2xδSpt, vq,∇Y pδSpt, vqqy

“ 2xδSpt, vq,∇δSpt,vqY y,

e
d2

dt2
|δSpt, vq|2 “ 2 d

dt
xδSpt, vq,∇δSpt,vqY y

“ 2
„

x∇δSpt,vqY,∇δSpt,vqY y ` xδSpt, vq,∇Y p∇Y pδSpt, vqqqy

` xδSpt, vq,∇2
pY, δSpt, vqqy



.
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Assim utilizando isto com a EDE (2.1) temos que

dgpvt, vtqξt “ 2rgp∇vtX0, vtqξtsdt` 2
m
ÿ

i

rgp∇vtXi, vtqξts ˝ dB
i
t

“ 2rgp∇vtX0, vtqξtsdt` 2
m
ÿ

i

rgp∇vtXi, vtqξtsdB
i
t `

1
2
ÿ

i

d

dt
rgp∇vtXi, vtqξtsdt

“ 2rgp∇vtX0, vtqξtsdt` 2
m
ÿ

i

rgp∇vtXi, vtqξtsdB
i
t `

m
ÿ

i“1

"

gp∇vtXi,∇vtXiq

` gpvt,∇∇vtXi
Xiq ` gpvt,∇2XipXi, vtqq

*

dt.

2.5 Teorema de Girsanov
Finalizamos o capítulo com outro resultado que será de utilidade nas contas

de nosso trabalho: O Teorema de Girsanov. Este teorema descreve como a dinâmica de
processos estocásticos muda quando a medida original é alterada para uma medida de
probabilidade equivalente.

Primeiramente consideramos T ą 0 e bp¨ , ¨ q : r0, T s ˆ Rn
Ñ Rn, σp¨ , ¨ q :

r0, T s ˆ Rn
Ñ Rnˆm funções mensurável satisfazendo

|bpt, xq|` |σpt, xq| ď Cp1` |x|q; x P Rn, t P r0, T s,

para alguma constante C, (onde |σ|2 “
ÿ

|σij|2) e tal que

|bpt, xq ´ bpt, yq|` |σpt, xq ´ σpt, yq| ď D |x´ y| ; x, y P Rn, t P r0, T s,

para alguma constante D. Denotamos por Ft,F pmqt a σ-álgebra gerada por tBs; s ď tu,
Bs é um movimento Browniano m-dimensional e WH a classe de processos upt, ωq P R
satisfazendo algumas condições ver (ØKSENDAL, 2003) p.35.
Definimos

Mt “ exp
ˆ

´

ż t

0
ups, ωqdBs ´

1
2

ż t

0
u2
ps, ωqds

˙

; t ď T,

tal que
dQpωq “MT pωqdPpωq sobre F pmqT .

e
B̃t :“

ż t

0
ups, ωqds`Bt; t ď T,

Finalmente formulamos o teorema de Girsanov.

Teorema 2.7 (Teorema de Girsanov). Seja Xptq “ X˚
ptq P Rn e Y ptq “ Y ˚ptq P Rn um

processo de difusão de Itô e um processo de Itô respectivamente da forma

dXt “ bpXtqdt` σpXtqdBt; t ď T, Xp0q “ x,
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dYt “ rγpt, ωq ` bpYtqsdt` σpYtqdBt; t ď T, Y p0q “ x,

onde as funções b : Rn
Ñ Rn e σ : Rn

Ñ Rnˆm satisfazem as condições dadas no inicio da
seção e γpt, ωq PWn

H, x P Rn. Suponha que existe um processo upt, ωq PWm
H tal que

σpYtqupt, ωq “ γpt, ωq,

e assuma que upt, ωq satisfaz a condição de Novikov

E
„

exp
ˆ

1
2

ż t

0
u2
ps, ωqds

˙

ă 8.

Defina Mt, Q e B̃t como acima. Então

dYt “ bpYtqdt` σpYtqdB̃t.

Portanto a Q-lei de Y ˚ptq é a mesma que a P-lei de X˚
ptq, t ď T , isto é EPrXts “ EQrYts.

Demonstração. Ver (ØKSENDAL, 2003) p.158.
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3 Fórmula de Itô para Ações de Fluxos Esto-
cásticos em Variedades de Fréchet

Neste capítulo, vamos construir uma fórmula de Itô para um funcional definido
no espaço de Fréchet SpMq e para um processo estocástico dado pela ação do grupo de
difeomorfismos sobre algum espaço ou variedade de Fréchet. As contas seguem de perto as
ideias apresentadas no trabalho de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) sendo adaptadas
ao ambiente em que estamos trabalhando.

Seja φt a solução da equação diferencial estocástica no sentido Stratonovich,
dada por

dφt “
r
ÿ

i“1
Xipφtq ˝ dB

i
t `X0pφtqdt

φ0 “ Id, q.s.,
(3.1)

onde Xi, 0 ď i ď r são campos vetoriais C8 em M com derivadas limitadas de toda
ordem, e que satisfazem a condição de Lipschitz. Então, as trajetórias de um ponto, φtpxq,
representam os caminhos de um processo de difusão com valores em M . Logo a solução φt
define então um processo a valores no grupo de difeomorfismos de M . Este processo atua
pela restrição na variedade de Frèchet SpMq, como vimos nos capítulos anteriores.

Definimos o processo estocástico correspondente a ação induzida pela com-
posição sobre SpMq por Nt “ φtpNq, onde N é uma subvariedade compacta. E vemos
que:

a) Nt é adaptado à filtração Ft;

b) Ntpωq : r0,8q ˆ SpMq Ñ SpMq, é continua P-quase sempre em t;

c) N0pωq “ N , P-quase sempre.

Definição 3.1. (variação aceitável) Assuma que H : SpMq Ñ R é suave. Dizemos
que H admite uma variação aceitável φt se para cada N P SpMq, e todo i, 0 ď i ď r, a
covariação quadrática (processo de suporte) de DHpNsqpXiq e o movimento Browniano Bi

(isto é, rDHpNqpXiq, B
i
s ) existe.

Observação 3.1. A definição anterior é fundamental para poder definir a integral de Itô,
pois vai permitir que rDHpNqpXiq, B

i
s exista e possa ser integrado.

Para este caso temos o seguinte teorema que generaliza de certa forma a integral
estocástica para um caso particular de espaços de Fréchet.
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Teorema 3.1. Suponha que φt é um fluxo estocástico de difeomorfismos satisfazendo a
equação (3.1) onde Xi, 0 ď i ď r são campos vetoriais suaves em M com derivada limitada
de toda ordem, e que satisfazem a condição de Lipschitz. Assuma que Bs “ pB

1
s , B

2
s , . . . , B

r
sq

é o movimento Browniano em Rn definido em um espaço de probabilidade pΩ,F ,Pq. Se
H : SpMq Ñ R é um funcional de classe C2 o qual admite uma variação aceitável φt
(Definição 3.1). Considere Ns “ φspNq com N P SpMq. Seja ηit o fluxo associado a X i e
definimos

DHpNsqpXiq “
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
HpηiρpNsqq,

ver (1.2). Então,

HpNtq ´HpNq “
r
ÿ

i“1

ż t

0
DHpNsqpXiq ˝ dB

i
s `

ż t

0
DHpNsqpX0qds, (3.2)

P-quase sempre, onde as integrais que ocorrem na soma são de tipo Stratonovich.

No artigo de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) encontramos o caso em que
a variedade de Fréchet é dada pelo conjunto dos domínios suaves em Rn. Neste trabalho
generalizamos para o caso de subvariedades compactas quaisquer. Para provar este Teorema
vamos utilizar as ideias de (WONG; ZAKAI, 1969) feitas no capítulo anterior e os seguintes
lemas.

Lema 3.1. Suponha que ttjumj“1 é uma partição de r0, T s que se torna um refinamento
quando m Ñ 8. Assuma que φt,m é a solução do sistema (2.3) e que φt é a solução do
sistema (3.1). Seja N P SpMq e H um funcional suave. Então,

HpφtpNqq “ lim
mÑ8

Hpφt,mpNqq P-quase sempre.

Demonstração. Seja N uma subvariedade compacta fixa. Pelo Teorema 2.5 temos que

|φt,mpxq ´ φtpxq|Ñ 0, q.s.

uniformemente para pt, xq P r0, T s ˆ N . Assim, para m grande, temos que existe VφtpNq

vizinhança tubular de φtpNq tal que φt,mpNq Ă VφtpNq. Logo, por (1.3), existem funções
fm1 , f

m
2 , . . . , f

m
N P C

8
pφtpNqq tal que

φt,mpxq “ expypfm1 pyqX1pyq ` ¨ ¨ ¨ ` f
m
N pyqXNpyqq,

onde y “ πpφt,mpxqq e π é a projeção ao longo das fibras normais. Como φt,mpxq converge
uniformemente para φtpxq “ expφtpxq0, então obtemos que fmi Ñ 0 para todo i “ 1, . . . , N
na topologia do espaço de Fréchet C8pφtpNqq. Portanto, φt,mpNq converge a φtpNq na
topologia de SpMq. Visto que H é suave temos

HpφtpNqq “ lim
mÑ8

Hpφt,mpNqq P-quase sempre,

como queríamos mostrar.
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Pelo visto acima utilizando a equação (1.6), para H suave, ω PWr e todo m,
obtemos

HpNt,mq ´HpNq “
r
ÿ

i“1

ż t

0
DHpNs,mqpXiqdB

i
s,m `

ż t

0
DHpNs,mqpX0qds. (3.3)

Assim, para provar o Teorema 3.1, precisamos aplicar o Lema 3.1 no lado esquerdo da
igualdade (3.3) e, em seguida, analisar o lado direito de (3.3).

Vamos agora determinar as condições para que os funcionais nas integrais no
lado direito de (3.3) sejam bem comportados. Para isso, consideramos H : SpMq Ñ R um
funcional suave e denotamos

FipNtq “ DHpNtqpXiq. (3.4)

O processo a valores reais FipNtq definido no espaço de probabilidade pΩ,F ,Pq é contínuo,
Ft-adaptado e

P
„
ż T

0
|FipNtqpω, tq|2 dt ă 8



“ 1,

portanto, integrais de Itô do movimento Browniano para os processos dados por (3.4)
estão bem definidos.

Agora vamos estudar a convergência do primeiro termo no lado direito de (3.3)
para obter o caso especial r “ 1 do Teorema 3.1 no caso de integrandos bem comportados.

Lema 3.2. Seja ttjumj“1 uma partição de r0, ts que se torna um refinamento quando mÑ 8.
Assuma que φt é o fluxo estocástico satisfazendo a equação (3.1) para o caso especial de
r “ 1 e que H : SpMq Ñ R é um funcional suave que admite uma variação aceitável φt.
Para ω P W, suponha que φt,mpωq é o fluxo suave obtido como uma solução da equação
(2.3), no caso especial de r “ 1. Então, quase sempre,

lim
mÑ8

ż t

0
DHpNs,mqpX1qdBs,m “

ż t

0
DHpNsqpX1qdBs `

1
2

ż t

0
D2HpNsqpX1qds,

onde DHpNsqpX1q é dado pela expressão (1.2).

Demonstração. Fixamos uma partição ttjumj“1 de r0, ts e seja Bs,m definido pela expressão
(2.2). Para o caso r “ 1, vamos considerar φs,m a solução da equação (2.3) e φt o fluxo
estocástico satisfazendo a equação (3.1). Seja η1

s o fluxo associado ao campo vetorial X1 e
escrevemos

F pNsq “
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
Hpη1

ρpNsqq.

Provaremos o resultado para o caso em que HpNsq é limitada para todo 0 ď s ď t, q.s.. O
caso geral segue da aplicação do Teorema da Convergência Limitada à afirmação do Lema
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3.2, considerando o processo φns “ φmints,Tnu, onde Tn “ infts ě 0 : F pNsq ě nu.
Pela definição de F e dado que Bs,m é linear por partes, obtemos

ż t

0
DHpNs,mqpX1qdBs,m “

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

F pNs,mqdBs,m.

“

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

F pNtj´1,mqdBs,m

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m

“

m
ÿ

j“1
F pNtj´1,mqrBtj,m

´Btj´1,m
s

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m

“

m
ÿ

j“1
F pNtj´1qrBtj,m

´Btj´1,m
s

`

m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qsrBtj,m

´Btj´1,m
s

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m.

Agora, vemos

Btj ,m “ Bαmptjq `
tj ´ αmptjq

βmptjq ´ αmptjq
rBβmptjq ´Bαmptjqs,

e
Btj´1,m “ Bαmptj´1q `

tj´1 ´ αmptj´1q

βmptj´1q ´ αmptj´1q
rBβmptj´1q ´Bαmptj´1qs,

onde
αmptjq “ tj, αmptj´1q “ tj´1, βmptjq “ tj`1 e βmptj´1q “ tj.

Desta forma, temos

Btj ,m “ Btj `
tj ´ tj
tj`1 ´ tj

rBtj`1 ´Btj s

“ Btj ,

e

Btj´1,m “ Btj´1 `
tj´1 ´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1s

“ Btj´1 .
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Assim,
ż t

0
DHpNs,mqpX1qdBs,m “

m
ÿ

j“1
F pNtj´1qrBtj ´Btj´1s

`

m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qsrBtj ´Btj´1s

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m.

(3.5)

Analisemos o primeiro termo do lado direito de (3.5). Para isso assumimos F pNtq como
sendo um semimartingale com o fim de definir a integral Stratonovich do movimento
Browniano, temos pela definição da integral no sentido Itô que

lim
mÑ8

m
ÿ

j“1
F pNtj´1qrBtj ´Btj´1s “

ż t

0
F pNsqdBs. (3.6)

Portanto, obtemos uma expressão para o primeiro termo do lado direito de (3.5). Agora
mostramos que o segundo termo do lado direito da equação (3.5) converge a 0 em L2.
Escrevemos
m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qsrBtj ´Btj´1s “

m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qs

ż t

0
Iptj´1,tjspsqdBs

“

ż t

0

m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qsIptj´1,tjspsqdBs

“

ż t

0
Y m
s dBs,

onde
Y m
s “

m
ÿ

j“1
rF pNtj´1,mq ´ F pNtj´1qsIptj´1,tjspsq.

Lembramos que F pNsq foi assumida como sendo limitada, então temos que∣∣∣F pNtj ,mq ´ F pNtjq
∣∣∣ ,

é adaptado, limitado, contínuo e converge a 0 uniformemente q.s.. Logo pela Isometria de
Itô e Teorema de Fubini temos que

lim
mÑ8

E

ˆ
ż t

0
Y m
s dBs

˙2

“ lim
mÑ8

E

ˆ
ż t

0
pY m

s q
2ds

˙

“ lim
mÑ8

ż t

0
E |Y m

s |
2 ds

“ 0.

(3.7)

Para analisar o terceiro termo do lado direito da equação (3.5) temos que, φs,m é suave em
s com m fixo. Assim, φs,mpNq é uma curva suave em N passando através da subvariedade
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N . Dado que F é suave por hipótese, então para m e N fixos a função Gprq “ F pφr,mpNqq

é uma função suave da variável real r. Pelo Teorema do Valor Médio, existe θ “ θpm,ωq

tal que, q.s.,

F pNs,mq ´ F pNtj´1,mq “ ps´ tj´1q
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
F pφρ,mpNθ,mqq

“ ps´ tj´1qDF pNθ,mq
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
φρ,mpNθ,mq

“ ps´ tj´1qDF pNθ,mq

„

π

ˆ

X1pNθ,mq
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
Bρ,m `X0pNθ,mq

˙

“ ps´ tj´1qrDF pNθ,mqpX1q
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
Bρ,m ` DF pNθ,mqpX0qs

“ ps´ tj´1qrDF pNθ,mqpX1q
1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1s ` DF pNθ,mqpX0qs,

(3.8)

onde π é a projeção normal à variedade Ns, e dado que tj´1 ă ρ ă tj e

d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
Bρ,m “

d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
Bαmpρq `

ρ´ αmpρq

βmpρq ´ αmpρq
rBβmpρq ´Bαmpρqs

“
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
pBtj´1 `

ρ´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sq

“
1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1s.

Desta forma o terceiro termo do lado direito da igualdade (3.5) pode ser expressado da
seguinte forma

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m

“

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

ps´ tj´1qrDF pNθ,mqpX1q
1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1s ` DF pNθ,mqpX0qsdBs,m

“

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX0qps´ tj´1qdBs,m.

Portanto,
m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rF pNs,mq ´ F pNtj´1,mqsdBs,m “

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX0qps´ tj´1qdBs,m.

(3.9)
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Agora, como DF pNθ,mqpX0q é quase sempre limitada, concluímos que

lim
mÑ8

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX0qps´ tj´1qdBs,m “ 0 q.s.. (3.10)

Agora reescrevendo o primeiro termo do lado direito da equação (3.9) como
m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

“

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNtj´1,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m `

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q

´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m,

(3.11)

e utilizando a expressão (2.2) vemos que

Bs,m “ Bαmpsq `
s´ αmpsq

βmpsq ´ αmpsq
rBβmpsq ´Bαmpsqs, tj´1 ă s ă tj,

com

αmpsq “ maxttj : s ě tju “ tj´1

βmpsq “ minttj : s ă tju “ tj,

logo, obtemos que,
Bs,m “ Btj´1 `

s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1s,

de onde
dBs,m “

Btj ´Btj´1

tj ´ tj´1
ds.

Assim, usando a estrutura linear por partes de Bs,m e integrando vemos que a equação
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(3.11) tem a seguinte forma
m
ÿ

j“1
DF pNtj´1,mqpX1q

ż tj

tj´1

ˆ

s´ tj´1

tj ´ tj´1

˙

pBtj ´Btj´1q
2

ptj ´ tj´1q
ds`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q

´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

“

m
ÿ

j“1
DF pNtj´1,mqpX1qpBtj ´Btj´1q

2
ż tj

tj´1

s´ tj´1

ptj ´ tj´1q2
ds`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q

´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

“
1
2

m
ÿ

j“1
DF pNtj´1,mqpX1qrBtj ´Btj´1s

2
`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q

´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

“
1
2

m
ÿ

j“1
DF pNtj´1qpX1qrBtj ´Btj´1s

2

`
1
2

m
ÿ

j“1
rDF pNtj´1,mqpX1q ´ DNpNtj´1qpX1qsrBtj ´Btj´1s

2

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

„

DF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1q



s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m.

Reescrevemos a expressão (3.11) como
m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

“
1
2

m
ÿ

j“1
DF pNtj´1qpX1qrBtj ´Btj´1s

2

`
1
2

m
ÿ

j“1
rDF pNtj´1,mqpX1q ´ DF pNtj´1qpX1qsrBtj ´Btj´1s

2

`

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m.

(3.12)

Já que DF pNtj´1qpX1q é cadlag e adaptado, vemos que o primeiro termo da expressão
(3.12) converge a

1
2

ż t

0
DF pNsqpX1qds.

Além disso, |DF pNs,mqpX1q ´ DF pNsqpX1q| converge a zero uniformemente quase sempre,
o que implica que o segundo termo do lado direito da expressão (3.12) converge a zero em
L1.

Lembramos que DF pNsqpX1q “
d

dρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“0
F pη1

ρpNsqq. Resta apenas analisar o

terceiro termo da expressão (3.12). Observamos que pela mesma análise feito para encontrar
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a expressão (3.12) temos que∣∣∣∣∣∣
m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

rDF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1qs
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m

∣∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣12
m
ÿ

j“1
rDF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1qspBtj ´Btj´1q

2

∣∣∣∣∣∣
ď

1
2 sup

j

“

∣∣∣DF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1q
∣∣∣ ‰ m
ÿ

j“1
pBtj ´Btj´1q

2.

(3.13)

Observemos que

lim
mÑ8

m
ÿ

j“1
pBtj ´Btj´1q

2
“ t q.s..

Além disso, como H é um funcional de classe C2, então∣∣∣DF pNθ,mqpX1q ´ DF pNtj´1,mqpX1q
∣∣∣ Ñ 0, q.s.,

uniformemente. Colocando todo o visto acima na expressão (3.12), obtemos que

lim
mÑ8

m
ÿ

j“1

ż tj

tj´1

DF pNθ,mqpX1q
s´ tj´1

tj ´ tj´1
rBtj ´Btj´1sdBs,m “

1
2

ż t

0
DF pNsqpX1qds q.s.

(3.14)

Agora a prova do Lema segue das expressões (3.5), (3.6), (3.7), (3.9), (3.10) e (3.14).
Portanto,

lim
mÑ8

ż t

0
DHpNs,mqpX1qdBs,m “

ż t

0
F pNsqdBs `

1
2

ż t

0
DF pNsqpX1qds

“

ż t

0
DHpNsqpX1qdBs `

1
2

ż t

0
D2HpNsqpX1qds.
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4 Cálculo das Variações para Hipersuperficies
e Curvas

Neste capítulo, utilizaremos a fórmula de Itô dada no capítulo 3 para obter
estimativas do funcional energia e o funcional volume para os processos Nt “ φtpNq como
no capítulo anterior. Para isso primeiro estudamos curvas fechadas ou compactas que são
as subvariedades de dimensão 1 e depois estudamos o caso de subvariedades compactas
de uma variedade Riemanniana de dimensão finita n ą 1. Finalmente estudamos o caso
particular em que os campos que dirigem a equação estocástica são conformalmente Killing.
As referências principais utilizadas neste capítulo são (ØKSENDAL, 2003), (ELWORTHY,
1988), (KUO, 2006) (ABRAHAM; MARSDEN; RATIU, 2012), (TOPPING, 2006), (LEE,
2013).

4.1 Variações da Energia e Comprimento de Arco
Consideramos, como feito anteriormente, uma variedade diferenciável M e uma

equação diferencial estocástica em M da forma

dxt “ X0pxtqdt`
m
ÿ

i

Xipxtq ˝ dB
i
t, (4.1)

ondeX0, X1, . . . , Xm são campos vetoriais suaves e B1
t , . . . , B

m
t são movimentos Brownianos

independentes definidos sobre um espaço de probabilidade filtrado pΩ,F ,Ft,Pq.

Assumimos que os campos vetoriais satisfazem

X0 `
1
2
ÿ

i

∇Xi
Xi “ 0,

e que para toda forma bilinear Ax P TxM temos

trpAqx “
ÿ

i

ApXi, Xiqx.

Denotamos por φt : M Ñ M o fluxo estocástico associado à equação (4.1) e por φt˚ :
TxM Ñ TφtpxqM a diferencial de φt no ponto x. Além disso, pelo visto no capítulo 2, o
processo estocástico

vt “ φt˚v : Ω Ñ TxtM,

satisfaz a E.D.E.
Dvt “ ∇X0pvtqdt`

m
ÿ

i“1
∇Xipvtq ˝ dB

i
t.
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Dada uma curva fechada γ : r0, 1s Ñ M , seja γs uma variação estocástica de γ definida
por

γs “ φs ˝ γ : r0, 1s ÑM,

a qual também é uma curva fechada dado que φt é um difeomorfismo para cada t. Queremos
determinar o comportamento do comprimento de arco da curva γs, isto é,

Lpγtq “
ż t

0
E}Bsγtpsq}ds,

e de forma similar o comportamento do funcional energia dado por

Epγtq “
ż t

0
E }Bsγtpsq}2 ds.

Observamos que

Bsγtpsq “ pdφtqγpsqBsγpsq

“ pφt˚qγpsqBsγpsq.

Portanto temos que estudar como se comporta

xpdφtqxv, pdφtqxwyx “ xφt˚v, φt˚wyx.

Dados dois vetores v, w P TxM considere os processos sobre TM

vt “ φt˚v, wt “ φt˚w.

Teorema 4.1. Com as condições acima temos que

dgpvt, wtqxt “
ÿ

i

pLXi
gqpvt, wtqxtdB

i
t `

ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt´ Ricpvt, wtqxtdt,

ou, equivalentemente

dpφ˚t gqpv, wq “
ÿ

i

φ˚t pLXi
gqpv, wqdBi

t `
ÿ

i

φ˚t gp∇vXi,∇wXiqdt´ φ
˚
tRicpv, wqdt

Demonstração. Lembrando o feito no capítulo 2 temos o seguinte: Se Spt, xq é o fluxo de
Y , então δSpt, vq “ DSpt, xqpvq denota o fluxo de

D

dt
δSpt, vq “ ∇Y pδSpt, vqq “ ∇δSpt,vqY.

Disso,

d

dt
gpδSpt, vq, δSpt, wqq “ gp∇Y pδSpt, vqq, δSpt, wqq ` gpδSpt, vq,∇Y pδSpt, wqqq

“ gp∇δSpt,vqY, δSpt, wqq ` gpδSpt, vq,∇δSpt,wqY q,
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d2

dt2
gpδSpt, vq, δSpt, wqq “

d

dt
rgp∇δSpt,vqY, δSpt, wqq ` gpδSpt, vq,∇δSpt,wqY qs

“ gp∇Y pδSpt, vqq,∇Y pδSpt, wqqq

` gpδSpt, wq,∇Y p∇Y pδSpt, vqqqq ` gpδSpt, wq,∇2Y pY, δSpt, vqqq

` gp∇Y pδSpt, wqq,∇Y pδSpt, vqqq

` gpδSpt, vq,∇Y p∇Y pδSpt, wqqqq ` gpδSpt, vq,∇2Y pY, δSpt, wqqq,

onde
∇2Y pv, wq “ ∇v∇wY ´∇∇vwY.

Utilizando isto junto com a EDE (4.1) temos que

dgpvt, wtqxt

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxts ˝ dB
i
t

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdB
i
t

`
1
2
ÿ

i

d

dt
rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdt

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdB
i
t

`
1
2
ÿ

i

tgp∇vtXi,∇wtXiqxt ` gpvt,∇∇wtXi
Xiq ` gpvt,∇2XipXi, wtqq

` gp∇wtXi,∇vtXiq ` gpwt,∇∇vtXi
Xiq ` gpwt,∇2XipXi, vtqqudt.

Como

∇2XipXi, wtq “ ∇Xi
∇wtXi ´∇∇Xi

wtXi

∇2XipXi, vtq “ ∇Xi
∇vtXi ´∇∇Xi

vtXi,

então

dgpvt, wtqxt

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdB
i
t

`
1
2
ÿ

i

tgp∇vtXi,∇wtXiqxt ` gp∇∇vtXi
Xi `∇Xi

∇vtXi ´∇∇Xi
vtXi, wtqxtudt

`
1
2
ÿ

i

tgp∇vtXi,∇wtXiqxt ` gp∇∇wtXi
Xi `∇Xi

∇wtXi ´∇∇Xi
wtXi, vtqxtudt

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdB
i
t

`
1
2
ÿ

i

tgp∇vtXi,∇wtXiqxt ` gp∇Xi
∇vtXi `∇rvt,XisXi, wtqxtudt

`
1
2
ÿ

i

tgp∇vtXi,∇wtXiqxt ` gp∇Xi
∇wtXi `∇rwt,XisXi, vtqxtudt.
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Utilizando a definição da curvatura

Rpu, v, w, zq “ gp∇u∇vw ´∇v∇uw ´∇ru,vsw, zq,

e somando e subtraindo na equação acima
1
2
ÿ

i

rgp∇vt∇Xi
Xi, wtq ` gp∇wt∇Xi

Xi, vtqsxtdt,

temos que

dgpvt, wtqxt

“ rgp∇vtX0, wtqxt ` gpvt,∇wtX0qxtsdt`
ÿ

i

rgp∇vtXi, wtqxt ` gpvt,∇wtXiqxtsdB
i
t

`
ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt`
ÿ

i

RpXi, vt, Xi, wtqxtdt

`
1
2
ÿ

i

rgp∇vt∇Xi
Xi, wtq ` gp∇wt∇Xi

Xi, vtqsxtdt.

Utilizando a definição da derivada de Lie

pLXgqpv, wq “ gp∇vX,wq ` gpv,∇wXq,

temos

dgpvt, wtq “ pLX0gqpvt, wtqxtdt`
ÿ

i

pLXi
gqpvt, wtqxtdB

i
t `

ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt

`
ÿ

i

RpXi, vt, Xi, wtqxtdt`
1
2
ÿ

i

pL∇Xi
Xi
gqpvt, wtqxtdt

“ pLpX0`
1
2
ř

i ∇Xi
Xiq
gqpvt, wtqxtdt`

ÿ

i

pLXi
gqpvt, wtqxtdB

i
t

`
ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt`
ÿ

i

RpXi, vt, Xi, wtqxtdt

“
ÿ

i

pLXi
gqpvt, wtqxtdB

i
t `

ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt´ Ricpvt, wtqxtdt.

Portanto

dpφ˚t gq “
ÿ

i

φ˚t pLXi
gqdBi

t `
ÿ

i

φ˚t gp∇vXi,∇wXiqdt´ φ
˚
tRicpv, wqdt.

Podemos, simplificar o resultado do teorema como segue

Corolário 4.1. Se vt “ pDφtqxv para v P TxM , zt “ gpvt, vtqxt e ut “
vt
}vt}

então temos
a seguinte fórmula

d
?
zt “

1
2

m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtq
?
ztdB

i
t

`
1
2

„

´Ricput, utqxt `

m
ÿ

i“1

ˆ

g

ˆ

∇utXi, PputqK∇utXi

˙

xt

˙

?
ztdt,

(4.2)

onde a projeção PputqK∇utXi “ ∇utXi ´ gp∇utXi, utqut.
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Demonstração. Sabemos do Teorema 4.1 que

dgpvt, wtq “
m
ÿ

i

pLXi
gqpvt, wtqxtdB

i
t `

m
ÿ

i

gp∇vtXi,∇wtXiqxtdt´ Ricpvt, wtqxtdt,

para vt “ pDφtqxv e wt “ pDφtqxW com v, w P TxM . Assim para zt “ gpvt, vtqxt e
ut “

vt
}vt}

obtemos

dzt “
m
ÿ

i“1

ˆˆ

LXi
g

˙ˆ

vt
}vt}

,
vt
}vt}

˙

xt

˙

}vt}
2 dBi

t `

m
ÿ

i

g

ˆ

∇ vt
}vt}
Xi,∇ vt

}vt}
Xi

˙

xt

}vt}
2 dt

´ Ric
ˆ

vt
}vt}

,
vt
}vt}

˙

xt

}vt}
2 dt

“

m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtqztdB
i
t `

ˆ m
ÿ

i“1
}∇utXi}

2
xt
´Ricput, utqxt

˙

ztdt.

(4.3)

Agora aplicamos a fórmula de Itô 1-dimensional para o processo estocástico zt “ gpvt, vtq

e para a função fpxq “
?
x

d
?
zt “

1
2?zt

„ m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtqztdB
i
t `

ˆ m
ÿ

i“1
}∇utXi}

2
xt
´Ricput, utqxt

˙

ztdt



´
1

8z
3
2
t

m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtq
2z2
t dt

“
1
2

m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtq
?
ztdB

i
t

`
1
2

„

´Ricput, utqxt `

m
ÿ

i“1

ˆ

}∇utXi}
2
xt
´

1
4ppLXi

gqput, utqq
2
xt

˙

?
ztdt.

Finalmente observamos que se }w} “ 1 então

}∇wXi}
2
´

1
4ppLXi

gqpw,wqq2 “ gp∇wXi,∇wXiq ´
1
4

„

gp∇wXi, wq ` gpw,∇wXiq

2

“ gp∇wXi,∇wXiq ´
1
4

„

2gp∇wXi, wq

2

“ gp∇wXi,∇wXiq ´ gp∇wXi, wq
2

“ gp∇wXi,∇wXiq ´ g

ˆ

∇wXi, gp∇wXi, wqw

˙

“ g

ˆ

∇wXi,∇wXi ´ gp∇wXi, wqw

˙

“ g

ˆ

∇wXi, PwK∇wXi

˙

ě 0.

Portanto

d
?
zt “

1
2

m
ÿ

i“1
ppLXi

gqput, utqxtq
?
ztdB

i
t

`
1
2

„

´Ricput, utqxt `

m
ÿ

i“1

ˆ

g

ˆ

∇utXi, PputqK∇utXi

˙

xt

˙

?
ztdt.
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Adaptando ideias apresentadas no trabalho de (ELWORTHY; ROSENBERG,
1996) e utilizando o Teorema de Girsanov chegamos as seguintes estimativas.

Corolário 4.2. Temos as seguintes estimativas para o funcional energia e comprimento
de arco

1. Se existem constantes a1 e a2 tais que

a1 ď

ˆ m
ÿ

i“1
}∇uXi}

2
x ´Ricpu, uqx

˙

ď a2, q.s.,

@u P TxM , }u} “ 1, @x PM, então

Epγ0qe
a1t ď Epγtq ď Epγ0qe

a2t.

Portanto
lim
tÑ8

1
t

ln pEpγtqq P ra1, a2s.

2. Se existem constantes b1 e b2 tais que

b1 ď
1
2

„

´Ricpu, uqx `
m
ÿ

i“1

ˆ

gp∇uXi, PpuqK∇uXiqx

˙

ď b2, q.s.,

@u P TxM , }u} “ 1, @x PM, então

Lpγ0qe
b1t ď Lpγtq ď Lpγ0qe

b2t.

Portanto
lim
tÑ8

1
t

ln pLpγtqq P rb1, b2s.

Demonstração. Consideremos as equações

dxt “
m
ÿ

i

aitxtdB
i
t ` σtxtdt,

e
dyt “

m
ÿ

i

aitytdB
i
t `

ˆ

σt `
m
ÿ

i

patq
2
˙

ytdt.

Seja

ut “ pa
1
t , . . . , a

n
t q, B̃i

t “ Bi
t `

ż t

0
aisds,

e a medida de probabilidade dQ “MtdP, onde

Mt “ exp
ˆ

´

m
ÿ

i

aisdB
i
s ´

1
2

m
ÿ

i

ż t

0
paisq

2ds

˙

,

então pelo Teorema de Girsanov (ver pág 158 de (ØKSENDAL, 2003)) garante que yt é
solução de

dyt “
m
ÿ

i

aitytdB̃
i
t ` σtytdt,
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e satisfaz
EPrxts “ EQryts “ EPrMtyts.

Por outro lado, pela fórmula de Itô temos que

yt “ x0 exp
ˆ m
ÿ

i“1

ż t

0
aisdB

i
s ´

1
2

m
ÿ

i“1

ż t

0
paisq

2ds

˙

exp
ˆ
ż t

0
pσs `

m
ÿ

i“1
paisq

2
qds

˙

“ x0 exp
ˆ m
ÿ

i“1

ż t

0
aisdB

i
s `

1
2

m
ÿ

i“1

ż t

0
paisq

2ds

˙

exp
ˆ
ż t

0
σsds

˙

“ x0M
´1
t exp

ˆ
ż t

0
σsds

˙

,

assim

EPrxts “ EQryts

“ EP

„

x0MtM
´1
t exp

ˆ
ż t

0
σsds

˙

“ x0EP

„

exp
ˆ
ż t

0
σsds

˙

.

Agora por simplicidade assumimos que

k ď σs ď K, q.s,

de modo que
x0e

kt
ď EPrxts ď x0e

Kt.

Analisando o primeiro caso em relação à equações (4.2) e (4.3) e utilizando o feito acima
obtemos

z0e
a1t ď Erzts ď z0e

a2t,

isto é equivalente a ter

}v0}
2 ea1t ď Ergpvt, vtqs ď }v0}

2 ea2t,

finalmente integramos para obter

Epγ0qe
a1t ď Epγtq ď Epγ0qe

a2t.

De igual forma temos a estimativa para o comprimento de arco.

Corolário 4.3. Se M é uma variedade com curvatura seccional não positiva então temos,
em média, um não decaimento em energia. Mais precisamente, temos

Epγ0q ď Epγtq ď Epγ0qe
kt,

portanto
lim
tÑ8

1
t

ln pEpγtqq P r0, ks.

onde k é uma constante.
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Demonstração. Nas condições acima e utilizando o Teorema 4.1 para o caso das curvas
com vtpsq “

d

dt
γtpsq P TγtpsqM temos que

Epγtq “
ż t

0
E}vtpsq}2ds

“

ż t

0
E}v0psq}

2ds` Ep
ÿ

i

ż t

0

ż t

0
pLXi

gqpvrpsq, vrpsqqdB
i
rdsq

`
ÿ

i

ż t

0

ż t

0
E}∇vrpsqXi}

2drds´

ż t

0

ż t

0
EpRicpvrpsq, vrpsqqqdrds

“

ż t

0
E}v0psq}

2ds`
ÿ

i

ż t

0

ż t

0
E}∇vrpsqXi}

2drds´

ż t

0

ż t

0
EpRicpvrpsq, vrpsqqqdrds.

Dado que as curvaturas seccionais deM são não positivas então temos que´Ricpvrpsq, vrpsqq
é não negativo, logo

ÿ

i

ż t

0

ż t

0
E}∇vrpsqXi}

2drds´

ż t

0

ż t

0
EpRicpvrpsq, vrpsqqqdrds ě 0,

e, portanto,
Epγ0q ď Epγtq.

Finalmente, se consideramos

k “ sup
xPM

sup
vPTxM,}v}“1

ˆ

ÿ

i

}∇vXi}
2
´Ricpv, vq

˙

,

então
Er}vtpsq}2s ď E}v0psq}

2
`

ż t

0
kEr}vrpsq}2sdr,

e assim pelo lema de Gronwall temos que

Er}vtpsq}2s ď Er}v0psq}
2
sekt.

Portanto
Epγtq ď Epγ0qe

kt.

4.2 Variações de Área para Hipersuperfícies
Na seção anterior vimos estimativas para os funcionais energia e comprimento

de arco. Agora, vamos estudar estimativas para o funcional volume que é a generalização
natural do funcional comprimento de arco para variedades com dimensão n ě 2. Para isso,
precisamos calcular a primeira e segunda variação do volume para o caso de superfícies.
Seja pM,hq uma variedade Riemanniana e N uma subvariedade compacta deM munida da
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métrica induzida que denotamos por g. Seja φt : M ÑM um fluxo de difeomorfismos sobre
M . Para cada t temos subvariedades compactas sem fronteira Nt “ φtpNq. Denotamos
por gt a métrica induzida por M sobre Nt para cada t, isto é, dados u, v P TxNt então

gtpu, vqx “ hpu, vqx.

A métrica gt induz sobre Nt uma forma volume que denotamos por ωt. Denotamos de
µ “ ω0 a forma volume induzida sobre N . Para cada t, a variedade Nt está munida da
métrica gt que induz uma conexão ∇t que é a conexão de Levi-Civita em Nt. Seja ∇ a
conexão de Levi-Civita em M induzida por h, então

BtpX, Y q “ ∇XY ´∇t
XY,

é a segunda forma fundamental da superfície. Observamos que BtpX, Y qx P TxN
K
t Ă TxM .

O vetor curvatura media é definido como sendo o traço de Bt, isto é

Htpxq “
ÿ

i

Btpei, eiqx,

para uma base ortonormal teiu de TxNt.

Definimos os seguintes operadores sobre Nt a partir de uma base ortonormal
te1, . . . , enu como acima. Dado um campo vetorial X em M sejam

a) }∇X}2 “
ÿ

i

hp∇ei
X,∇ei

Xq,

b) AtpXq “
ÿ

i,j

hpX,Btpei, eiqq e }AtpXq}2 “
ÿ

i,j

hpX,Btpei, ejqq
2,

c) RicKt pXq “ ´
ÿ

i

RpX, ei, X, eiq.

A forma volume ωt nos permite calcular o volume da superfície pela fórmula

volpNtq “

ż

Nt

ωt “

ż

N

φ˚t ωt.

Lema 4.1. Com as hipóteses acima temos que, para cada t, valem as seguintes fórmulas

pBtgtqxpu, vq “ LXhpu, vqx,

pB
2
t gtqxpu, vq “ L2

Xhpu, vqx.

Demonstração. Sabemos que N é uma subvariedade M então φt|N : N Ñ Nt é difeomor-
fismo, portanto existem y P N e ũ, ṽ P TyN tais que

φtpyq “ x, Dφtpũq “ u, Dφtpṽq “ v.
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Assim

gtpu, vqx “ hpu, vqx

“ hpDφtpũq, Dφtpṽqqφtpyq

“ pφ˚t hqpũ, ṽqy.

Lembramos que, para todo tensor T ver ((ABRAHAM; MARSDEN; RATIU, 2012) pag
365) temos que

d

dt
φ˚t T “ φ˚tLXT,

com L sendo a derivada de Lie na direção do campo vetorial X. Então

pBtgtqxpu, vq “ Btpφ
˚
t hqpũ, ṽqy

“ pφ˚tLXhqpũ, ṽqy
“ LXhpu, vqx,

e

pB
2
t gtqxpu, vq “ Btpφ

˚
tLXhqpũ, ṽqy

“ pφ˚tLXLXhqpũ, ṽqy
“ pφ˚tL2

Xhqpũ, ṽqy

“ L2
Xhpu, vqx.

O seguinte resultado é bem conhecido, apresentamos aqui sua demonstração
para mostrar nosso método de trabalho.

Teorema 4.2. (Primeira fórmula de variação). Nas hipóteses acima temos que

DvolpNqpXq “
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
volpNtq “ ´

ż

N

xH,Xyµ.

Demonstração. Seja N uma subvariedade de M , dada φt : M ÑM um fluxo de difeomor-
fismos sobre M . Para cada t seja Nt “ φtpNq uma subvariedade compacta sem fronteira,
então para ωt a forma volume sobre Nt temos o seguinte;

volpNtq “

ż

Nt

ωt “

ż

N

φ˚t ωt.

Logo
d

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
volpNtq “

ż

N

φ˚tLXωt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
`

ż

N

φ˚t
dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

φ˚0LXω0 `

ż

N

φ˚0p
dωt
dt
|t“0q

“

ż

N

LXµ`
ż

N

dωt
dt
|t“0.
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Se gt é uma métrica evoluindo no tempo, então (ver por exemplo (TOPPING, 2006) prop
2.3.12)

d

dt
ωt “

1
2trpBtgtqωt.

Para calcular trpBtgtq consideramos vetores ortonormais teti, . . . , etnu para gt e tais que
∇t
et

i
eti “ 0. Dessa forma vemos que

trpBtgtq “
n
ÿ

i“1
Btgtpe

t
i, e

t
iq

“

n
ÿ

i“1
LXhpeti, etiq

“

n
ÿ

i“1
rhp∇et

i
X, etiq ` hpe

t
i,∇et

i
Xqs

“ 2
n
ÿ

i“1
x∇et

i
X, etiy

“ 2
n
ÿ

i“1
retixX, e

t
iy ´ xX,∇et

i
etiys

“ ´2
n
ÿ

i“1
xX,∇et

i
etiy ` 2

n
ÿ

i“1
etixX, e

t
iy

“ ´2
n
ÿ

i“1
xX,∇et

i
eti ´∇t

et
i
etiy ` 2

n
ÿ

i“1
etixX, e

t
iy.

Sendo Btpe
t
i, e

t
iq “ ∇et

i
eti ´∇t

et
i
eti, segue que

trpBtgtq “ ´2
n
ÿ

i“1
xX,Btpe

t
i, e

t
iqy ` 2

n
ÿ

i“1
etixX, e

t
iy

“ ´2xHt, Xy ` 2
n
ÿ

i“1
etixX, e

t
iy

“ ´2xHt, Xy ` 2
n
ÿ

i“1
etigtpPTNtX, e

t
iq

“ ´2xHt, Xy ` 2divNtpPTNtXq.

Portanto, se µ “ ω0 vemos que

DvolpNqpXq “
ż

N

LXµ`
ż

N

dω

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

LXµ`
1
2

ż

N

trpBtgtqωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

LXµ`
1
2

ż

N

r´2xHt, Xy ` 2divNtpPTNtXqsωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
,
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como BN “ H e dado que LXµ “ pdivXqµ ver ((LEE, 2013) pag 344) então pelo Teorema
da Divergência temos que

ż

N

LXµ “ 0,
ż

N

divNpPTNXqµ “ 0.

Portanto
DvolpNqpXq “ ´

ż

N

xH,Xyµ.

A fórmula a seguir é nossa e até onde sabemos não aparece na literatura. Em
geral é estudada para casos particulares.

Teorema 4.3. (Segunda fórmula de variação). Nas hipóteses acima temos que

D2volpNqpX,Xq “

ż

N

"

´RicK0 pXq ` }∇X}2 ´ hp∇XX,Hq ´
n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2

´

n
ÿ

i“1
gtpei, PTNt∇∇eiX

Xq `

„

´ xH,Xy ` divNtpPTNtXq

2*

µ.

Demonstração. Observemos que

D2volpNqpX,Xq “
d2

dt2
volpNtq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“
d

dt

„
ż

N

φ˚tLXωt `
ż

N

φ˚t
dωt
dt


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

φ˚tL2
Xωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
`

ż

N

φ˚tLX
dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
`

ż

N

φ˚tLX
dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
`

ż

N

φ˚t
d2ωt
dt2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

L2
Xµ` 2

ż

N

LX
dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
`

ż

N

d2ωt
dt2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
,

como BN “ H, temos pelo Teorema da Divergência que
ż

N

L2
Xµ “ 2

ż

N

LX
dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
“ 0,

desta forma
D2volpNqpX,Xq “

ż

N

d2ωt
dt2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
.

Para calcular a segunda derivada utilizamos as fórmulas de ((TOPPING, 2006) prop. 2.3.6)
para a derivada do traço de um tensor T que varia também com relação a t.

d

dt
trpT q “ ´xBtgt, T y ` trpBtT q.
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Assim
d2

dt2
ωt “

1
2
d

dt
rtrpBtgtqωts

“
1
2

„

d

dt
trpBtgtq



ωt `
1
2trpBtgtq

d

dt
ωt

“
1
2

„

´xBtgt, Btgty ` trpBtpBtgtqq



ωt `
1
2trpBtgtq

„

1
2trpBtgtqωt



“

„

´
1
2}Btgt}

2
`

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2


ωt.

Lembramos que
LXhpY, Zq “ hp∇YX,Zq ` hpY,∇ZXq.

Então,

}Btgt}
2
“

n
ÿ

i,j“1
pBtgtqpei, ejq

2

“

n
ÿ

i,j“1
rhp∇ei

X, ejq ` hpei,∇ej
Xqs2

“

n
ÿ

i,j“1
rhp∇ei

X, ejq
2
` 2hp∇ei

X, ejqhpei,∇ej
Xq ` hpei,∇ej

Xq2s

“

n
ÿ

i,j“1
hp∇ei

X, ejqhp∇ei
X, ejq ` 2

n
ÿ

i,j“1
hp∇ei

X, ejqhpei,∇ej
Xq

`

n
ÿ

i,j“1
hpei,∇ej

Xqhpei,∇ej
Xq

“

n
ÿ

i,j“1
gtpPTNt∇ei

X, ejqgtpPTNt∇ei
X, ejq ` 2

n
ÿ

i,j“1
gtpPTNt∇ei

X, ejqgtpPTNt∇ej
X, eiq

`

n
ÿ

i,j“1
gtpPTNt∇ej

X, eiqgtpPTNt∇ej
X, eiq

“

n
ÿ

i“1
gt

ˆ

PTNt∇ei
X,

n
ÿ

j“1
gtpPTNt∇ei

X, ejqej

˙

` 2
n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei,
n
ÿ

j“1
gtpPTNt∇ei

X, ejqPTNt∇ej
X

˙

`

n
ÿ

j“1
gt

ˆ

PTNt∇ej
X,

n
ÿ

i“1
gtpPTNt∇ej

X, eiqei

˙

“

n
ÿ

i“1
gtpPTNt∇ei

X,PTNt∇ei
Xq ` 2

n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇ř

j gtpPT Nt ∇eiX,ejqej
X

˙

`

n
ÿ

j“1
gtpPTNt∇ej

X,PTNt∇ej
Xq.



Capítulo 4. Cálculo das Variações para Hipersuperficies e Curvas 62

Assim

}Btgt}
2
“ 2

n
ÿ

i“1
gtpPTNt∇ei

X,PTNt∇ei
Xq ` 2

n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇PT Nt ∇eiX
X

˙

“ 2
n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2 ` 2
n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇PT Nt ∇eiX
X

˙

,

e,

L2
XhpY, Zq “ LXpLXhqpY, Zq

“ LXhp∇YX,Zq ` LXhpY,∇ZXq

“ XpLXhpY, Zqq ´XpLXhpY, Zqq ` LXhp∇YX,Zq ` LXhpY,∇ZXq

“ XpLXhpY, Zqq ´ LXhp∇XY, Zq ´ LXhpY,∇XZq ` LXhp∇YX,Zq

` LXhpY,∇ZXq

“ XpLXhpY, Zqq ´ LXhprX, Y s, Zq ´ LXhpY, rX,Zsq

“ Xhp∇YX,Zq `XhpY,∇ZXq ´ hp∇rX,Y sX,Zq ´ hprX, Y s,∇ZXq

´ hp∇YX, rX,Zsq ´ hpY,∇rX,ZsXq.

Note que

Xhp∇YX,Zq “ hp∇X∇YX,Zq ` hp∇YX,∇XZq,

XhpY,∇ZXq “ hp∇XY,∇ZXq ` hpY,∇X∇ZXq.

Assim

L2
XhpY, Zq “ hp∇X∇YX,Zq ` hp∇YX,∇XZq ` hp∇XY,∇ZXq ` hpY,∇X∇ZXq

´ hp∇rX,Y sX,Zq ´ hprX, Y s,∇ZXq ´ hp∇YX, rX,Zsq ´ hpY,∇rX,ZsXq

“ hp∇X∇YX,Zq ` hp∇YX,∇XZq ` hp∇XY,∇ZXq ` hpY,∇X∇ZXq

´ hp∇rX,Y sX,Zq ´ hp∇XY,∇ZXq ` hp∇YX,∇ZXq ´ hp∇YX,∇XZq

` hp∇YX,∇ZXq ´ hpY,∇rX,ZsXq

“ hp∇X∇YX,Zq ` hpY,∇X∇ZXq ´ hp∇rX,Y sX,Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq

´ hpY,∇rX,ZsXq.
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Somamos e subtraímos o termo hp∇Y∇XX,Zq para obter

L2
XhpY, Zq “ hp∇X∇YX,Zq ´ hp∇Y∇XX,Zq ` hp∇Y∇XX,Zq ´ hp∇rX,Y sX,Zq

` 2hp∇YX,∇ZXq ` hpY,∇X∇ZXq ´ hpY,∇rX,ZsXq

“ RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` hp∇Y∇XX,Zq ` hpY,∇X∇ZXq

´ hpY,∇rX,ZsXq

“ 2RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` hp∇Y∇XX,Zq ` hpY,∇X∇ZXq

´ hpY,∇rX,ZsXq ´RpX, Y,X, Zq

“ 2RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` hp∇Y∇XX,Zq ` hpY,∇X∇ZXq

´ hpY,∇Z∇XXq ´ hp∇rX,ZsX, Y q ` hpY,∇Z∇XXq ´RpX, Y,X, Zq

“ 2RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` hp∇Y∇XX,Zq `RpX,Z,X, Y q

` hpY,∇Z∇XXq ´RpX, Y,X, Zq

“ 2RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` hp∇Y∇XX,Zq ` hpY,∇Z∇XXq

“ 2RpX, Y,X, Zq ` 2hp∇YX,∇ZXq ` pL∇XX
hqpY, Zq.

Ao considerar uma base ortonormal de N , temos

trpB2
t gtq “ trpL2

Xhq

“ 2trNpRpX, ei, X, eiqq ` 2
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 `
n
ÿ

i“1
pL∇XX

hqpei, eiq.

Calculamos
n
ÿ

i“1
pL∇XX

hqpei, eiq “
n
ÿ

i“1
rhp∇ei

∇XX, eiq ` hpei,∇ei
∇XXqs

“ 2
n
ÿ

i“1
hp∇ei

∇XX, eiq

“ 2divNtpPTNtp∇XXqq ´ 2hp∇XX,Hq.

Assim,

trpB2
t gtq “ 2trNpRpX, ei, X, eiqq ` 2

n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ` 2divNtpPTNtp∇XXqq ´ 2hp∇XX,Hq.
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Logo

D2volpNqpX,Xq “

ż

N

d2ωt
dt2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

„

´
1
2}Btgt}

2
`

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2


ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

"

´
1
2

„

2
n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2 ` 2
n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇PT Nt ∇eiX
X

˙

`
1
2

„

2trNpRpX, ei, X, eiqq ` 2
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ` 2divNtpPTNtp∇XXqq

´ 2hp∇XX,Hq



`
1
4r´2xH,Xy ` 2divNtpPTNtXqs

2
*

ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

"

trNpRpX, ei, X, eiqq `
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ` divNtpPTNtp∇XXqq

´ hp∇XX,Hq ´
n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2 ´
n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇PT Nt ∇eiX
X

˙

` r´xH,Xy ` divNtpPTNtXqs
2
*

ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
,

onde utilizamos que
ż

N

divNtpPTNtp∇XXqqµ “ 0, portanto

D2volpNqpX,Xq “

ż

N

"

trNpRpX, ei, X, eiqq `
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ´ hp∇XX,Hq

´

n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2 ´
n
ÿ

i“1
gt

ˆ

ei, PTNt∇PT Nt ∇eiX
X

˙

`

„

´ xH,Xy ` divNtpPTNtXq

2*

ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
.

A fórmula acima se reduz-se ao caso clássico para variações ortogonais de
superfícies mínimas. O corolário a seguir mostra que a fórmula acima reduz à forma usual
em que é apresentada a segunda variação do volume na literatura.

Corolário 4.4. Nas hipóteses acima, se N é uma subvariedade mínima (isto é, se H “ 0)
e X P TNK

t então

D2volpNqpX,Xq “

ż

N

r´RicK0 pXq ` }∇X}2 ´ 2}A0
pXq}2sdµ,

para te1, . . . , enu campos ortogonais.
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Demonstração. Se H “ 0 e X P TNK
t , então

trpBtgtq|t“0 “

n
ÿ

i“1
Btgtpei, eiq

“ 2
n
ÿ

i“1
x∇ei

X, eiy

“ ´2xH,Xy ` 2
n
ÿ

i“1
eixX, eiy

“ 0.

A diferença do feito acima, utilizamos que X P TNK
t para calcular }Btgt}2. Consideramos

uma base de campos ortonormais te1, . . . , enu tais que ∇ei
ej “ 0. Portanto

Bpei, ejq “ ∇ei
ej,

e

hp∇ei
X, ejq “ eihpX, ejq ´ hpX,∇ei

ejq

“ ´hpX,∇ei
ej ´∇ei

ejq

“ ´hpX,Bpei, ejqq,

então

}Btgt}
2
“

n
ÿ

i,j“1
pBtgtqpei, ejq

2

“

n
ÿ

i,j“1
rhp∇ei

X, ejq ` hpei,∇ej
Xqs2

“

n
ÿ

i,j“1
r´hpX,Bpei, ejqq ´ hpX,Bpei, ejqqs

2

“ 4
n
ÿ

i,j“1
hpX,Bpei, ejqq

2.

De onde

D2volpNqpX,Xq “
1
2

ż

N

r´}Btgt}
2
` trpB2

t gtqsdµ

“
1
2

ż

N

„

2trNpRpX, ei, X, eiqq ` 2
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ` 2divNtpPTNtp∇XXqq

´ 4
n
ÿ

i,j“1
hpX,Bpei, ejqq

2


dµ

“

ż

N

r´RicK0 pXq ` }∇X}2 ´ }A0
pXq}2sdµ,

dado que
ż

N

divNtpPTNtp∇XXqqµ “ 0.
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Do Teorema 4.3 podemos obter estimativas para a segunda variação. Disto
tratam os corolários a seguir.

Corolário 4.5. Nas condições acima, temos a seguinte limitação para a segunda variação
do volume

D2volpNqpX,Xq ď

ż

N

„

´RicK0 pXq`}∇X}2´hp∇XX,Hq`p´xH,Xy`divNtpPTNtXqq
2


µ.

Demonstração. Da segunda fórmula da variação do volume temos que,

D2volpNqpX,Xq “

ż

N

„

´
1
2}Btgt}

2
`

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2


ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

ď

ż

N

„

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2


ωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“

ż

N

„

´RicK0 pXq ` }∇X}2 ´ hp∇XX,Hq

` p´xH,Xy ` divNtpPTNtXqq
2


µ.

Corolário 4.6. Nas condições acima, temos a seguinte limitação para a segunda variação
do volume

D2volpNqpX,Xq ě

ż

N

„

´RicK0 pXq ´ hp∇XX,Hq ´
n
ÿ

i“1
}PTNt∇ei

X}2

´

n
ÿ

i“1
gtpei, PTNt∇∇eiX

Xq



µ.

Demonstração. Dado que
n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2 ` p´xH,Xy ` divNtpPTNtXqq
2
ě 0,

obtemos o resultado.

Teorema 4.4. A fórmula para o volume de Nt é dada por

volpNtq “ volpNq ´

ż t

0

ż

Ns

xHs, X0yωsds´
n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

xHs, XiyωsdB
i
s

`
1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

"

´RicKs pXiq ` }∇Xi}
2
´ hp∇Xi

Xi, Hsq ´

n
ÿ

i“1
}PTNs∇ei

Xi}
2

´

n
ÿ

i“1
gs

ˆ

ei, PTNs∇PT Nt ∇eiXi
Xi

˙

`

„

´ xHs, Xiy ` divNspPTNsXiq

2*

ωsds.

(4.4)
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Demonstração. Pela fórmula de Itô temos o seguinte

volpNtq “ volpNq `

ż t

0
DvolpNsqpX0qds`

n
ÿ

i“1

ż t

0
DvolpNsqpXiq ˝ dB

i
s

“ volpNq `

ż t

0
DvolpNsqpX0qds`

n
ÿ

i“1

ż t

0
DvolpNsqpXiqdB

i
s

`
1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0
D2volpNsqpXi, Xiqds.

Portanto aplicando primeira e segunda fórmula de variação obtemos o resultado.

Corolário 4.7. Se ∇X “ 0, então volpNtq “ volpNq para todo t.

Demonstração. Se ∇X “ 0, então ∇ei
X “ 0 para todo i, pois }∇X}2 “

n
ÿ

i“1
}∇ei

X}2.

Dado que pBtgtqxpeti, etiq “ 2hp∇et
i
X, etiq “ 0, assim Btgt “ 0 logo

DvolpNqpXq “ D2volpNqpX,Xq “ 0,

segue-se da fórmula de Itô que volpNtq “ volpNq.

Da fórmula de Itô podemos calcular o comportamento da média do volpNtq.

Corolário 4.8. Seja M compacta e φt o fluxo associado à EDE definida a partir dos
campos gradientes das funções alturas pXi “ ∇hiq e X0 tal que

X0 `
1
2

n
ÿ

i“1
∇Xi

Xi “ 0.

Assumindo que as curvaturas seccionais de M são não positivas, então

ErvolpNtqs ď ErvolpN0qse
Kt,

e, portanto,
lim
tÑ8

1
t

ln pErvolpNtqsq ď K,

onde K é uma constante.

Observação 4.1. Tal φt é o fluxo do movimento Browniano em M ver (HSU, 2002).
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Demonstração. Aplicamos esperança à fórmula (4.4) do funcional volpNtq e dado que M
é compacta podemos limitar }∇Xi} ď 1. Logo pelo Corolário 4.5 temos que

ErvolpNtqs “ volpN0q ´ E
„
ż t

0

ż

Ns

xHs, X0yωsds



` E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

"

´RicKs pXiq ` }∇Xi}
2
´ hp∇Xi

Xi, Hsq ´

n
ÿ

i“1
}PTNs∇ei

Xi}
2

´

n
ÿ

i“1
gs

ˆ

ei, PTNs∇PT Nt ∇eiXi
Xi

˙

`

„

´ xHs, Xiy ` divNspPTNsXiq

2*

ωsds



ď volpN0q ´ E
„
ż t

0

ż

Ns

xHs, X0yωsds



`E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

„

´RicKs pXiq ` }∇Xi}
2

´ hp∇Xi
Xi, Hsq ` p´xHs, Xiy ` divNspPTNsXiqq

2


ωsds



ď volpN0q ´ E
„
ż t

0

ż

Ns

xHs, X0yωsds



` E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

„

1´ hp∇Xi
Xi, Hsq ` pdivNspPTNsXiq ´ xHs, Xiyq

2


ωsds



.

Agora como X0 `
1
2

n
ÿ

i

∇Xi
Xi “ 0 então

xHs, X0y `
1
2

n
ÿ

i“1
hp∇Xi

Xi, Hsq “ 0.

Assim

ErvolpNtqs ď volpN0q ` E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

"

1` pdivNspPTNsXiq ´ xHs, Xiyq
2
*

ωsds



.

Note que, para uma base ortonormal e1, . . . , en de TNs

divNspPTNsXiq ´ xHs, Xiy “

n
ÿ

j“1
x∇s

ej
PTNsXi, ejy ´

n
ÿ

j“1
xXi,∇ej

ejy

“

n
ÿ

j“1

„

x∇s
ej
PTNsXi, ejy ´ xXi,∇ej

ejy



“

n
ÿ

j“1

„

ejxPTNsXi, ejy ´ xPTNsXi,∇s
ej
ejy ´ xXi,∇ej

ejy



“

n
ÿ

j“1

„

ejxXi, ejy ´ xXi,∇s
ej
ejy ´ xXi,∇ej

ejy



“

n
ÿ

j“1

„

ejxXi, ejy ´ xXi,∇ej
ejy



.
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Agora, como Xi “ ∇hi temos

divNspPTNsXiq ´ xHs, Xiy “

n
ÿ

j“1

„

ejx∇hi, ejy ´ x∇hi,∇ej
ejy



“

n
ÿ

j“1
re2
jphiq ´∇ej

ejhis

“

n
ÿ

j“1
Hesshipej, ejq.

Pelo fato de M ser compacta temos que Hesshi é limitada (}Hesshi} ď Ki). Portanto

pdivNspPTNsXiq ´ xHs, Xiyq
2
ď K2

i .

Dessa forma obtemos que

ErvolpNtqs ď volpN0q ` E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

r1`K2
i sωsds



“ volpN0q ` E
„

1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0
r1`K2

i svolpNsqds



“ volpN0q `
1
2

n
ÿ

i“1
r1`K2

i s

ż t

0
ErvolpNsqsds.

Utilizando o lema de Gronwall para estimar o crescimento do volume, temos

ErvolpNtqs ď volpN0q exp
ˆ

1
2

n
ÿ

i“1
r1`K2

i s

ż t

0
ds

˙

“ volpN0q exp
ˆ

1
2

n
ÿ

i“1
r1`K2

i st

˙

.

Finalmente, tomando K “
1
2

n
ÿ

i“1
r1`K2

i s obtemos

ErvolpNtqs ď volpN0qe
Kt.

Exemplo 4.1. Se M é um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante. Sabemos
que

∇XY “
1
2rX, Y s,

para campos invariantes X, Y . Seja então N ĂM um subgrupo de Lie compacto munido da
métrica induzida por M . Considere X1, . . . , Xk uma base ortonormal de campos invariantes
tais que tX1, . . . , Xku P TeN . Seja φt o fluxo associado ao campo invariante Y . Definamos
como acima, Nt “ φtpNq. Então para cada t temos que B “ tDφtX1, . . . , DφtXku é uma
base de TNt. Observamos que, na base B, a métrica é descrita como

pgtqij “ hpDφtXi, DφtXjq.
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Sejam aij os escalares tais que

rXi, Y s “
ÿ

j

aijXj ` Z,

com Z P TeN
K
Ă TeM . Agora se tX1, . . . , Xku é uma base ortonormal então aij “

hprXi, Y s, Xjq. Além disso, como

hprXi, Y s, Xjq “ hpXi, rY,Xjsq e rY,Xjs “ ´rXj, Y s,

segue-se que
aij “ ´aji “ hprXj, Y s, Xiq,

e daí obtemos que aii “ 0 para todo i. Assim temos que

DvolpNqpY q “
ż

N

LY µ`
ż

N

dωt
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“
1
2

ż

N

trpBtgtqωt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0
.

Primeiro, note que para algum x “ φtpx0q P Nt temos

Btppgtqijpxqq “ LY hpφt˚Xi, φt˚Xjqφtpx0q

“ LY φ˚t hpXi, Xjqx0

“ φ˚t hp∇Xi
Y,Xjqx0 ` φ

˚
t hpXi,∇Xj

Y qx0

“ φ˚t rhp∇Xi
Y,Xjqx0 ` hpXi,∇Xj

Y qx0s

“ φ˚t

„

h

ˆ

1
2rXi, Y s, Xj

˙

x0

`h

ˆ

Xi,
1
2rXj, Y s

˙

x0



“
1
2φ

˚
t

„

h

ˆ n
ÿ

l“1
ailXl ` Z,Xj

˙

x0

`h

ˆ

Xi,
n
ÿ

l“1
ajlXl ` Z

˙

“
1
2
ÿ

l“1
railpgtqljpxq ` ajlpgtqilpxqs.

Portanto,

1
2trpBtgtqpxq “

1
2

n
ÿ

i“1
Btpgtqiipxq

“
1
4
ÿ

i“1

ÿ

l“1
railpgtqlipxq ` ailpgtqilpxqs

“
1
2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

l“1
ailpgtqilpxq.

Assim obtemos a primeira fórmula de variação para o volume de Nt;

DvolpNqpY q “
1
2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

l“1
ail

ż

N

pg0qilpx0qµ.
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Dado que tX1, . . . , Xku é uma base ortonormal de TeN e aii “ 0, então

DvolpNqpY q “
1
2

n
ÿ

i“1
aiivolpNq “ 0,

de onde tiramos que DvolpNqpY q “ 0. Dessa forma temos que φt preserva o volume.

Exemplo 4.2. Consideremos o grupo de lie G “ SLp3,Rq e o subgrupo compacto G0 “

SOp3,Rq, seja g e g0 as álgebras de lie de G e G0, logo uma decomposição de Cartan de g

é dada por
g “ g0 ‘ s, rg0, g0s Ă g0, rg0, ss Ă s.

Uma base para g0 é dada por

X1 “

¨

˚

˝

0 0 0
0 0 ´1
0 1 0

˛

‹

‚

, X2 “

¨

˚

˝

0 0 1
0 0 0
´1 0 0

˛

‹

‚

, X3 “

¨

˚

˝

0 ´1 0
1 0 0
0 0 0

˛

‹

‚

.

Os comutadores dos elementos da base são

rX1, X2s “ X3, rX3, X1s “ X2, rX2, X3s “ X1.

Tome Y P g, então Y “ Yg0 ` Ys onde Yg0 “ b1X1 ` b2X2 ` b3X3 segue-se que

rX1, Y s “ rX1, Yg0 ` Yss

“ rX1, Yg0s ` rX1, Yss

“ rX1, b1X1 ` b2X2 ` b3X3s ` parte em s

“ b1rX1, X1s ` b2rX1, X2s ` b3rX1, X3s ` parte em s

“ b2X3 ´ b3X2 ` parte em s.

Analogamente
rX2, Y s “ b3X1 ´ b1X3 ` parte em s,

e
rX3, Y s “ ´b2X1 ` b1X2 ` parte em s.

Agora da nossa relação prXi, Y s “
ÿ

j

aijXj ` parte em sq temos que

a11 “ 0, a22 “ 0, a33 “ 0.

Logo pela observação feita para grupos de Lie obtemos que

DvolpG0qpY q “ D2volpG0qpY, Y q “ 0.
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4.3 Caso de campos conformalmente Killing
Nesta seção veremos o comportamento da variação do volume para o caso em

que os campos que dirigem a equação estocástica (4.1) são conformalmente Killing. Como
antes assuma que N ĂM é uma subvariedade compacta e que os campos tX1, . . . , Xnu

que dirigem a equação que da origem ao fluxo φt são conformalmente Killing, isto é,

LXi
h “ λih,

para uma função λi. Podemos ver que

λi “
2

dimpMq
divpXiq.

Teorema 4.5. Nas condições acima, temos que

DvolpNqpXq “ n

ż

N

λµ,

e
D2volpNqpX,Xq “

n

2

ż

N

„

Xpλq `
1
2nλ

2


µ.

Demonstração. Dado que
d

dt
|t“0volpNtq “

ż

N

d

dt
ωt|t“0.

Se gt é uma métrica evoluindo no tempo, então

d

dt
ωt “

1
2trpBtgtqωt.

Assim temos que

trpBtgtq “
n
ÿ

i“1
Btgtpe

t
i, e

t
iq

“

n
ÿ

i“1
LXhpeti, etiq

“

n
ÿ

i“1
λhpeti, e

t
iq

“ λ
n
ÿ

i“1
hpeti, e

t
iq

“ nλ.

Portanto
DvolpNqpXq “

1
2n

ż

N

λµ.

Para a segunda fórmula de variação temos que

d

dt
trpT q “ ´xBtgt, T y ` trpBtT q.
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Desta forma
d2

dt2
ωt “ r´

1
2}Btgt}

2
`

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2
sωt.

Primeiro

}Btpgtqijpxq}
2
“

n
ÿ

i,j“1
pBtgtqpe

t
i, e

t
jq

2

“

n
ÿ

i,j“1
rLXhpeti, etjqs2

“

n
ÿ

i,j“1
rλhpeti, e

t
jqs

2

“ λ2
n
ÿ

i,j“1
hpeti, e

t
jq

2

“ nλ2.

Agora encontramos

pB
2
t gtqijpxq “ LXpLXhqpeti, etjq

“ LXpλhqpeti, etjq

“ pLXλqhpeti, etjq ` λLXhpeti, etjq

“ Xpλqhpeti, e
t
jq ` λ

2hpeti, e
t
jq

“ pXpλq ` λ2
qhpeti, e

t
jq.

Portanto

trpB2
t gtq “

n
ÿ

i“1
pB

2
t gtqiipxq

“

n
ÿ

i“1
pXpλq ` λ2

qhpeti, e
t
iq

“ npXpλq ` λ2
q.

Logo,

d2

dt2
ωt “

„

´
1
2}Btgt}

2
`

1
2trpB

2
t gtq `

1
4trpBtgtq

2


ωt

“

„

´
1
2nλ

2
`

1
2npXpλq ` λ

2
q `

1
4pnλq

2


ωt

“

„

n

2Xpλq `
1
4n

2λ2


ωt.
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Assim

D2volpNqpX,Xq “
d2

dt2
volpNtq|t“0

“

ż

N

d2

dt2
ωt|t“0

“

ż

N

„

n

2Xpλq `
1
4n

2λ2


µ

“
n

2

ż

N

„

Xpλq `
1
2nλ

2


µ

Teorema 4.6. Se φt é o fluxo da equação diferencial estocástica (4.1) e os campos que
dirigem a equação estocástica são conformalmente Killing, então a fórmula para o volume
de Nt é dada por

volpNtq “ volpNq `
1
2n

ż t

0

ż

Ns

λ0ωsds`
1
2n

m
ÿ

i“1

ż t

0

ż

Ns

λiωsdB
i
s

`
n

4

m
ÿ

i

ż t

0

ż

Ns

„

Xipλiq `
n

2λ
2
i



ωsds.

(4.5)

Demonstração. Pela fórmula de Itô temos o seguinte

volpNtq “ volpNq `

ż t

0
DvolpNsqpX0qds`

n
ÿ

i“1

ż t

0
DvolpNsqpXiq ˝ dB

i
s

“ volpNq `

ż t

0
DvolpNsqpX0qds`

n
ÿ

i“1

ż t

0
DvolpNsqpXiqdB

i
s

`
1
2

n
ÿ

i“1

ż t

0
D2volpNsqpXi, Xiqds.

Portanto aplicando primeira e segunda fórmula de variação para o caso em que os campos
que dirigem a equação são conformalmente Killing obtemos o desejado.

Corolário 4.9. Nas condições acima, se λi são constantes para todo i, então

ErvolpNtqs “ ErvolpNqsekt,

onde k é uma constante.

Demonstração. Utilizamos a fórmula (4.5) para o volume de Nt

volpNtq “ volpNq `
1
2nλ0

ż t

0
volpNsqds`

1
2n

m
ÿ

i“1
λi

ż t

0

ż

Ns

ωsdB
i
s

`
n2

8

m
ÿ

i

λ2
i

ż t

0
volpNsqds.
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Aplicando a esperança na igualdade acima produzimos

ErvolpNtqs “ volpNq `
1
2nλ0

ż t

0
ErvolpNsqsds`

n2

8

m
ÿ

i

λ2
i

ż t

0
ErvolpNsqsds

“ volpNq `

„

1
2nλ0 `

n2

8

m
ÿ

i

λ2
i


ż t

0
ErvolpNsqsds.

Utilizamos o lema de Gronwall para obter

ErvolpNtqs “ volpNqep
1
2nλ0`

n2
8

řm
i λ2

i q
şt
0 ds.

Portanto
ErvolpNtqs “ volpNq exp

ˆ

1
2nλ0t`

n2

8

m
ÿ

i

λ2
i t

˙

,

Por fim, tomando

k “
1
2nλ0 `

n2

8

m
ÿ

i

λ2
i ,

obtemos o resultado.
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5 Considerações Finais

Neste trabalho estudamos a integral estocástica sobre o espaço de Fréchet das
subvariedades compactas de uma variedade diferenciável M com respeito a processos
estocásticos induzidos neste espaço por fluxos estocásticos que são solução de uma equação
diferencial estocástica. Desse modo generalizamos o resultado apresentado no artigo de
(KINATEDER; MCDONALD, 2002).

Em ressumo

• Introduzimos os conceitos básicos da teoria de variedades de Frechét.

• Fizemos uma revisão rápida das ferramentas básicas do cálculo estocástico.

• Construímos para a variedade SpMq, seguindo as ideias apresentadas no trabalho de
(KINATEDER; MCDONALD, 2002), uma fórmula de Itô para um funcional definido
no espaço de Fréchet SpMq e com respeito a um processo estocástico definido no
mesmo espaço a partir de um fluxo de difeomorfismos associado a uma equação
diferencial estocástica sobre a variedade M .

• Utilizamos a fórmula de Itô construída para obter estimativas do funcional energia
(no caso de curvas fechadas) e o funcional volume (no caso de variedades em geral)
para os processos Nt “ φtpNq.

• Estudamos o caso particular em que os campos que dirigem a equação estocástica
são conformalmente Killing.

O formalismo introduzido somente foi estudado, como dito acima, para um
funcional. No entanto ele pode funcionar para outro tipo de funcionais, como por exemplo
o funcional curvatura total entre outros. Por outro lado, também podemos pensar em outro
tipo de variedades de Fréchet nas quais a fórmula de Itô pode ser definida e determinada
de forma similar à feita neste trabalho.
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