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Resumo

Neste trabalho estudamos a integral estocdstica sobre o espa¢o de Fréchet S(M) das
subvariedades compactas de uma variedade diferenciavel M com respeito a processos
estocasticos induzidos neste espaco, por fluxos na variedade base M que sdao solugao

de uma equacao diferencial estocastica. Em particular, queremos dar sentido a integral

T
f F(N;) dNy, para F': S(M) — R sendo um funcional e N; um tal processo estocdstico,

0
e estudar suas conexdes com a geometria da variedade M. Focaremos no caso em que F' é

o funcional energia ou o funcional volume.

Palavras-chave: Processos estocasticos, variedade diferenciavel, espaco de Fréchet.



Abstract

In this work we study the stochastic integral over the Fréchet space S(M) of the compact
submanifolds of a differentiable manifold M with respect to stochastic processes induced
in this space, by flows in the base manifold M that are solution of a stochastic differential

T
equation. In particular, we want to make sense of the integral J F(Ny)dNy, for F :

0
S(M) — R being a functional and N; such a stochastic process, and to study its connections
with the geometry of the manifold M. We will focus on the case where F' is the energy

functional or the volume functional.

Keywords: Stochastic processes, differentiable manifold, Fréchet space.
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Introducao

A teoria de calculo estocastico em espacos vetoriais e variedades diferenciaveis
de dimensao finita é um tépico da Matematica amplamente estudado e que tem sido
trabalhado ao longo dos anos por diversos autores. Referéncias candnicas sobre estes
tépicos sao os livros de (Kunita, It6, Watanabe) entre outros. A extensdo da teoria para
espacos vetoriais de dimensao infinita , em particular, a espacos de Banach pode ser
vista, por exemplo, no livro de (ELWORTHY, 1988). J4 para espagos que nao sao de
Banach ha poucos trabalhos sobre o assunto. Citamos aqui, em particular, o trabalho de
(DUNCAN, 1975), que estudou processos estocésticos com valores em um espago de Fréchet
cujos funcionais lineares continuos sao martingales quadrado integraveis, os trabalhos de
(USTUNEL, 1982), que estendeu a formula de It6 para o movimento Browniano as fungdes
cujo laplaciano (no sentido das distribuigoes) é uma medida, e (USTUNEL, 1983) onde
foram estudadas aplicagoes do calculo estocastico sobre os espagos nucleares para os fluxos
estocésticos de dimensao finita e equagoes de evolugao estocastica de dimensoes infinitas.
O problema fundamental nos espacos que nao sdo de Banach é basicamente sua topologia
que, de forma direta, dificulta uma boa definicao da integral estocastica, que generalize a
integral estocastica em dimensao finita de uma forma canonica, assim como a defini¢ao de

martingale e movimento browniano.

Neste trabalho vamos estudar a integral estocéastica sobre o espaco de Fréchet
das subvariedades compactas de uma variedade diferenciavel M com respeito a processos
estocasticos induzidos neste espago, por fluxos na variedade M que sdo solu¢do de uma
equagao diferencial estocastica. O trabalho é uma generalizacao do artigo de (KINATEDER;
MCDONALD, 2002) onde foi estudada uma férmula de It6 para a evolu¢ao de dominios

de R" sob a agao de um fluxo estocastico.

A ideia bésica é a seguinte: seja M uma variedade diferenciavel e considere
S(M) o espago de Fréchet das subvariedades compactas de M. Fixamos uma subvariedade
N. Por outro lado, seja (2, F¢, P) um espago de probabilidade filtrado e considere sobre

M uma equagao diferencial estocastica no sentido Stratonovich

dey = > Xi(¢y) 0 dB] + Xo(o,)dt

i=1
¢po(x) =2, q.s,
onde B; é um movimento Browniano em R" e X; s@o campos vetoriais suaves em M.

Assuma que a equagao acima admite um fluxo estocastico solucao ¢; : Q x M x [0,t] — M.
Entao N; : Q x [0,t] — S(M) é um processo estocastico no espaco de Fréchet S(M). Se
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F :S(M) — R é um funcional, neste trabalho, queremos dar sentido a integral

T
f F(Ny) dNy,
0

e estudar suas conexoes com a geometria da variedade M, em particular quando F' é o

funcional energia ou o funcional volume.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos que foram organizados da seguinte

forma:

Iniciamos com o Capitulo 1 onde apresentamos algumas definigdes e resultados
sobre espacos de Fréchet que serdo fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.
Comegamos apresentando alguns conceitos sobre analise e geometria das variedades de Fré-
chet. As referéncias principais utilizadas neste capitulo saio (GARABEDIAN; SCHIFFER,
1953), (GRAY, (1990)), (HAMILTON, (1982)), (KINATEDER; MCDONALD, 2002),
(PROTTER, (1990)). Finalizamos o capitulo dando a construgao da variedade S(M) como

variedade de Fréchet.

No Capitulo 2, faremos uma revisao rapida das ferramentas basicas do cédlculo
estocastico. Primeiramente definimos alguns conceitos basicos da teoria de probabilidade,
logo depois comegamos com uma revisao da teoria basica das equagoes diferenciais esto-
casticas do tipo It6 impulsionadas por semimartingales continuas e enunciamos resultados
sobre a existéncia de um fluxo solugdo para estas equagoes. As referéncias principais
utilizadas neste capitulo sao (CALIN, 2012), (KUO, 2006), (HSU, 2002), (KUNITA, 1997),
(ELWORTHY, 1988).

No Capitulo 3, construimos uma férmula de It6 para um funcional definido
no espago de Fréchet S(M) e para um processo estocastico dado pela a¢ao do grupo de
difeomorfismos sobre algum espacgo ou variedade de Fréchet. As contas sao adaptacoes das
ideias apresentadas no trabalho de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) para a variedade
S(M).

Finalmente no Capitulo 4, utilizamos a férmula de 1t6 dada no capitulo 3 para
obter estimativas do funcional energia e o funcional volume para os processos N; = ¢;(N).
Comecaremos estudando o caso das curvas fechadas ou compactas que sao as subvariedades
de dimensao 1 onde sao analisados o funcional energia e o funcional comprimento de
arco. Na segunda parte do capitulo estudamos o caso de subvariedades compactas de
uma variedade Riemanniana de dimensao finita n > 1. Para isto, sera preciso estudar as
formulas de variagdo do volume. No trabalho derivamos as formulas de variagdo da volume
da variedade e observamos que, embora as formulas da primeira e segunda variacao sao
bem conhecida, a férmula da segunda variagao do volume que obtemos aqui nao aparece
na literatura, pois geralmente s6 sao estudados casos particulares desta. A forma em que
obtemos as féormulas de variagdo ¢ também moderno pois sao utilizadas o formalismo de

variagao do volume em funcao de variagdes na métrica. Uma vez obtidas estas formulas,
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concluimos o trabalho estudando o comportamento do funcional volume quando é avaliado
na variedade aleatoria e estudamos o caso particular em que os campos que dirigem a

equagao estocastica sao conformalmente Killing.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serdao funda-
mentais para o desenvolvimento do trabalho. Comecamos apresentando alguns conceitos
sobre analise e geometria das variedades de Frechet. As referéncias principais utilizadas
neste capitulo sio (GARABEDIAN; SCHIFFER, 1953), (GRAY, (1990)), (HAMILTON,
(1982)), (KINATEDER; MCDONALD, 2002), (PROTTER, (1990)).

1.1 Espacos de Frechet

Comecgamos lembrando alguns fatos basicos de andlise e geometria das varieda-
des de Frechet para mais detalhes ver (HAMILTON, (1982)).

Definicao 1.1. Uma seminorma sobre um espago vetorial F' é uma fungiao com valores

reais || : F — R tal que

i) |f| =0, para todo f € F;
i) |f +gll < |f| +llgl. para todo f,g € F;

1) |cf| = |e| | f], para todo escalar c e f € F.

Uma colegio de seminormas {||-|,, : n € N} define uma tinica topologia da segquinte forma:

uma sequéncia ou rede f; — [ se, e so se, | f; — f|, — 0 para todo n € N.

Um espago vetorial topologico localmente convero é um espaco vetorial com
uma topologia que surge a partir da colegdo de seminormas. A topologia é Hausdorff se, e
somente se, f =0 quando | f|, = 0 para todo n. A topologia é metrizdvel se, e somente se,
pode ser definida por uma colegio enumerdvel de seminormas {||-|,, : n € N}. Neste caso
sempre podemos utilizar sequéncias no lugar de redes. Uma sequéncia f; é de Cauchy se
| fi = fxll,, = 0 quando i,k — o0 para todo n. O espago F' é completo se toda sequéncia de

Cauchy converge.

Defini¢ao 1.2. (Espago de Fréchet) Um espaco de Fréchet G é um espago vetorial

topolégico localmente convero o qual é Hausdorff, completo e metrizdvel.
Exemplo 1.1. a) Todo espago de Banach é um espago de Fréchet.

b) Seja C(R) o espago vetorial de todas as fungoes continuas em R, com

[ £l = sup{[f (@) - =n < & < n}.
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Entao, C(R) é um espagco de Fréchet. De fato, sejam f,g € C(R) com f # g, isto
¢ existe v € R tal que f(x) # g(x). Sem perda de generalidade suponhamos que
g9(x) > f(z).

g(x) — f(x)

5 e consideramos B(f,€) e B(g,€) vizinhangas de f e g respecti-

Seja € =
vamente.

Se he B(f,e) n B(g,e€), entao

If =hl, <e e lg=nhl,<e

logo
lg = fll < lg = hll, + b = fl, < e+e=2e
Observamos que sup{|g(z) — f(z)| : —n <z < n} < 2e. Portanto
gte) - )] < 2222 S
= g(x) — f(2).

Assim g(z)— f(z) < g(x)—f(x) o que é uma contradi¢io. Portanto B(f,e)nB(g,¢€) =
. Logo C(R) é Hausdorff.

Para ver que é completo escolhemos uma sequéncia de Cauchy (f;) < C(R). Dado

e >0, existe N € N tal que para cada k,m = N temos que

[ e = Fnlln <€

ou seja,

sup{|fx(z) — f(z)| : —n < x < n} <e.

Logo, para cada x € [—n,n] temos

| fe(2) = fin(2)] <é,
portanto, (fr(z)) é uma sequéncia de Cauchy em R. Definimos

f(z) = lim fi(z),

k—o0
observamos que f é continua em x, pela convergéncia uniforme. Assim f € C(R) e
|fe = fl, <€ VE=N.

Concluimos entao que C(R) é completo.

O espago C(R) € metrizavel pois a norma induz uma métrica e € localmente convexo

pois a combinacao linear de fungoes continuas € uma fungdo continua.
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c) Seja X um espago metrizdvel localmente compacto e separdvel, Cc(X) o conjunto
das aplicagoes continuas de X em C, que € evidentemente um espago vetorial sobre
C. Seja U,, uma sequéncia de conjuntos abertos relativamente compactos de X, para
toda funcao continua f € Cc(X) e cada inteiro n, colocamos

Po(f) = sup [f(z)],

zeUn,

as quais sao seminormas sobre Cc(X). Além disso, para toda fungio f # 0 de Cc(X),
existem um x € X tal que f(x) # 0 e um n tal que x € U,, logo P,(f) # 0. O
espago localmente convexo Cec(X) assim definido é metrizavel. Agora, para uma

sequéncia de Cauchy fr de Cc(X) temos que para todo inteiro n, a sequéncia das

restricoes filg € uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach Cc(Uy), isto €,
converge uniformemente em U,, para uma aplicacdo continua g, de U, em C; como
Inr1lg, = gn, ewiste uma fungao continua f € Cc(X) tal que a restricio para cada

U, coincide com as de g,. Portanto

lim Pn(f_fm) = 07

m—00

para todo n, logo f € o limite da sequéncia de cauchy f,,, assim temos que Cc(X) €

um espago de Fréchet.

1.1.1 A Integral de Riemann

Seja f(t) uma fungdo continua em [a, b] com valores no espago de Fréchet F'.

b
Queremos definir a integral J f(t)dt como um elemento de F'. Isto é feito no seguinte
a

teorema.

b
Teorema 1.1. Existe um unico elemento f f(t)dt € F tal que

(i) para cada funcional linear continuo | : F — R,

z <Lbf(t)dt> _ J:l(f(t))dt.

(7i) para toda seminorma continua ||-|| : FF — R,

[ swai] < [ vsconae

(iii) Lbf(t)dtJrff(t)dt: ch(t)dt.

ﬁwfw®+mMﬁ=wam+f¢ww

a
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(v) Lb cf(t)dt = cff(t)dt.

Demonstragio. Seja C([a,b], F) o espago de Fréchet de todas as fungoes continuas em

[a,b] com valores em F' com a seminorma

I£1,, = sup £ (0),.

Dizemos que uma funcao f(t) é linear se f(t) = tf1 + fo para algim fi, fo € F', e que f(t)
¢ linear por partes se é continua e existe uma particao a =ty < t; < --- <t = b tal que
f(t) é linear em cada parte t,_; <t < t; para 1 <i < k. O espago vetorial PL([a,b], F)
de fungdes lineares por partes em [a,b] com valores em F' é um subespaco linear denso
de C([a,b], F). Entao para uma funcao linear por partes podemos definir a integral pela

regra dos trapézios

| st = Y 5t + £~ o),

Assim podemos verificar as propriedades (i) — (v) para fungoes lineares por partes direta-
mente da férmula acima. Como a integral define um funcional linear continuo no subespaco
denso PL([a,b],R) estende-se, por continuidade, a um funcional linear continuo em todos

os C([a,b],R), o que prova o teorema. ]

Exemplo 1.2. Seja F' = Co, 0 espaco de Banach de fungoes continuas periodicas com
periodo 2m. Entdo o caminho continuo f(t) € Cor em [a,b] é uma fungao continua f(t,x)

em [a,b] x (—o0,00) periddica em x, definida por f(t)(x) = f(t,z). A integral do caminho

{ff(t)dt} (z) = Lbf(t,a:)dt.

Teorema 1.2. Seja X um espago topoldgico e F' um espago de Fréchet. Seja f : X x[a, b] —

¢ dado por

F um mapa continuo. Entao a aplicacao g : X — F definida por
b
o) = [ (o,
é continua.

Demonstragio. Seja xo € X. Entdo xy x [a,b] é compacto, portanto, dada qualquer

seminorma ||-| em F' e qualquer € > 0 podemos encontrar uma vizinhanca U de zy em X



Capitulo 1. Preliminares 17

. Entao

tal que, para todo x € U e todo t € [a, ], temos | f(x,t) — f(zo,t)| < 2 ‘
—a

o)~ stel = | [ stotyie = [ stootya
{EEWM—ﬂmwwH
< [(16@0 - st )
<6.a

]

Seja f(t) um caminho continuo em um espago de Fréchet. Definimos sua

derivada como,

: _flt+h)— ()
Ft) = fim h ‘

Se f(t) é a posigao no tempo t, entdo f'(t) é a velocidade. Agora se o limite existe e

é continuo dizemos que f é continuamente diferencidvel ou C'. Nesse sentido podemos

estabelecer os dois teoremas fundamentais do calculo.

Teorema 1.3. Se f(t) é uma curva C' em [a,b] com valores num espago de Fréchet,

entao

f@—ﬂ@=ff@ﬁ

Demonstragdo. Se | é um funcional linear continuo e f é C*, entdao lo f ¢ C* e (Io f) =

lo(f"),como f:R— Fel:F—R, entaolof: R — R, logo pelo Teorema Fundamental

do Calculo para R temos
b b
Z(J f’(t)dt) =J Lo (f)(t)dt

_ J (Lo fY()dt

~ Lo f(b) ~ 1o f(a)
S ORNION

Portanto, Jb f'()dt = f(b) — f(a). O

Teorema 1.4. (ver (HAMILTON, (1982)), p, 72) Se f(t) ¢ uma curva C° em [a,b] e se
t
olt) = | 1018, entao g(t) ¢ C" e g (0) = F(0).

Demonstragdo. Dado que f(t) é C° temos

glt+h)—g
h

®) = Jl f(t + hu)du,
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assim, pelo Teorema 1.2, obtemos

= f(t)
logo ¢’ = f(t) e, dado que f(t) é C°, temos g(t) é C*. ]

Corolario 1.1. Se f(a) = g(a) e f e g sdo C* com f'(t) = ¢'(t) para a <t < b, entdo
f(b) = g(b).

Demonstragido. Dado que f e g sdo C' e f/(t) = ¢'(t), entdo

b
f@—ﬂ@=[ﬁ@ﬁ
q'(t)

=9 b) _g(a)v

I
2

assim f(b) — f(a) = g(b) — g(a), como f(a) = g(a) concluimos que f(b) = g(b). O

Corolario 1.2. Se f é C* em [a,b] e se |f'(t)| < k, entdo |f(b) — f(a)| < k(b— a).

Demonstracio. Como f é C' entdo

w@—ﬂ@w{ f@ﬂ‘
ba
<f|ﬂmw
< rat
= k(b—a),
portanto | f(b) — f(a)| < k(b—a). 0

Defini¢ao 1.3. (Derivada Direcional) Sejam G, H espacos de Fréchet, U < G um
subconjunto aberto, e F': U — H uma aplicacao. A derivada direcional de F em ge U

na direcao h € G é definida por

DF(g)(k) = lim L9 1) = F(9)

t—0 t

: (1.1)

sempre que o limite exista.

Tal derivada também é chamada a derivada de Gateauzx. Dizemos que F' é diferencidvel
no conjunto U < G, se DF(g)(h) existe para todo g € U e todo h € G. Denotamos a
diferencial em U por DF : U x G — H.
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Defini¢ao 1.4. (Mapa continuamente diferencidvel) Um mapa F : U c G — H

é dito continuamente diferencidvel em U se DF' é continua em U x G.

Proposicao 1.1. (Regra da Cadeia) Sejom F:U c G — H,Q :V ¢ H— K dois

mapas diferencidveis com F(U) c V, entio Qo F : G — K € diferencidvel, e
D(Q o F)(g)(h) = DQ(F(g))(DF(g)(h)).

Demonstragdo. Assumimos que F' e () estao definidos em uma vizinhancga convexa. Como

F e @ sao diferencidveis, existem fungdes continuas L(go, g1)h e M(fo, f1)k onde
L: UcG)xUcG)xG—-H
M:(VcH)x(VcH)xH—-K,

tais que

F(gl) - F(go) = L(QOan)(Ql - 90) € Q(fl) - Q(fo) = M(an fl)(fl — fo)-
Definimos a funcao N(go, g1)h por

N (g0, 91)h = M(F(g0), F(91))L(g0, 91)h-

Entdo N é continua e linear em h. Seja fo = F'(go) e f1 = F(¢1), logo temos que

Q(F(91)) — Q(F(g0)) = M(F(g0), F'(g1))(F(g1) — F(90))
= M(F(g0), F(91))L(g0, 91)(91 — go)
= N (90, 91)(g1 — 9o)-

Portanto, @) o F' é diferenciavel. Agora, como

L(g,9)h = DF(g)h e M(f, f)k = DQ(f)k,

obtemos

D[Q o F](g)h = N(g, 9)h
= M(F(g), F(9))L(g, 9)h
= DQ(F(9))DF(g)h.
O

Defini¢ao 1.5. (Segunda Derivada) Seja F : U ¢ G — K, definimos sua sequnda
derivada em g € U na direcio k € G por:

D2 (g) (b ) — tim RF@ + () ~ DF()(h)

t—0 t

Y

sempre que o limite existe.

De maneira semelhante podemos definir as derivadas de ordem superior. Di-
zemos que F' é suave se F' tem derivadas continuas de toda ordem (ver (HAMILTON,
(1982)), secao 1.3.5).
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1.1.2 Variedades de Fréchet

Nesta secdo vamos definir as variedades de Fréchet, as quais sao uma generali-

zagao das variedades de Banach que sao modeladas sobre espacos de Banach.

Defini¢ao 1.6. (Variedade de Fréchet) Uma variedade de Fréchet é um espago topo-
logico de Hausdorff, munido de um atlas com cartas coordenadas (Uy,u,) a valores em

espacos de Fréchet G, de tal modo que suas fungoes de transicao
ug o, uy (U, N Up) — us(U, N Up)
sao mapas suaves entre espacos de Fréchet.

Defini¢ao 1.7. (Mapa Suave) Dadas duas variedades de Fréchet G, H. Um mapa
F : G — H é dito suave em uma vizinhanga aberta de g € G, se existem cartas
(Us ©G,u,) e (Vo € H,v,) comgeU, e F(g) €V, tal que

Voo Foul' i u,(Uy) — va(Va)

¢ um mapa suave de espacos de Fréchet.

Dada uma variedade de Fréchet G e um ponto g € G, seja C; o conjunto de

curvas suaves em G parametrizadas por t € [—1, 1] e passando através de g em ¢ = 0.
Cy:={v:[-1,1] — G : vy é uma curva suave em v(0) = g} .
Como no caso clasico, existe uma relacao de equivaléncia em Cy. Dizemos que 7y e 4 sao

equivalentes, e escrevemos 7 = 4, se para alguma carta (U,, u,) em g temos

i

(10 07)'(0) = (ua ©4)'(0).

Denotamos a classe de equivaléncia de v € Cy(G) por [y]. O espacos das classes de
equivaléncia v € Cy(G)/ 2, é naturalmente um espaco de Fréchet que se denota por T,(G).

Definimos o fibrado tangente de G dado por

16 - 1,0)
9€g
com a projecao natural 7: TG — G. Dado uma atlas {¢,: U, < G -V, € E,} de G, V,
aberto do espaco de Fréchet F,. Definimos um atlas para T'G por
O, 7 HU,) — Uy x B,
Do (vg) = (9, Ddalg)vy),

onde D¢, (g): T,G — E,. As fungbes de transigdo sdo, como no caso de dimensao finita,

as derivadas das mudangas de coordenadas. O espaco T'G é uma variedade de Fréchet (ver
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(HAMILTON, (1982)), segao 1.4).

Agora vamos definir a derivada de Fréchet para o caso de variedades a qual

sera muito 1til para a construcao de nosso trabalho.

Um mapa suave F' : G — H induz uma aplicacao DF : TG :— TH que é linear
na fibra. A construgdo é classica: se g € G e v € Cy(G) satisfaz [y] = h € T,G, entdo,
F(v) € Cp(g)(H). Definimos

DF(g) : T,G — TrgpH
DF(g)(h) = [F()].

Em particular, se F': G — R ey e Cy(G) com [y] = h e T,(G), entao

t—0 t

(1.2)

1.2 Espaco de Subvariedades em M

Estudamos aqui em detalhe o espaco no qual vamos trabalhar nesta tese.

Consideremos uma variedade de dimensao finita M e seja
S, (M) ={S < M : S éuma subvariedade suave e compacta de dimensao r},

o espago de todas as subvariedades suaves e compactas de M de dimensao r. Vamos
mostrar que S,(M) é uma variedade de Fréchet.

Para isto, primeiramente mergulhamos M < R"™ e a munimos, utilizando a métrica
induzida pelo mergulho, com uma métrica Riemanniana. Consideramos D(M) o conjunto
dos difeomorfismos C* de M.

Lembramos que o espago dos difeomorfismos de M, D(M) é um espago de Frechét com
tangente dado pelo espago x(M) dos campos vetoriais de classe C* sobre M. Mais ainda,
podemos construir uma carta local de D(M) a partir da aplicagao induzida pela aplicagao

exponencial,
exp: U < x(M) — D(M). (1.3)
Considere o espago Vg < U formado por todos os campos vetoriais X € U tais que
X|s¢TS.
Vemos que Vg é aberto em x(M). De fato se X € Vg entao

X=X"+Xx*
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em que
XT(x)eT,S e X*'(2)eT,S* VaxeS

Como S é compacto, existe € > 0 tal que
1X (2)]] > 2e
Observamos que o aberto,
B(X, ¢)={YeX, | X(z)=-Y(x)|op<e V,xe M}

satisfaz
B(X,¢€) c Vg,
pois, se Y € B(X, €) temos
YH@)] = Y (z) = X*(2) + X (2)]]
X @) = [V (2) = X (@) |

> 2e—€=c¢.

WV

para todo x € S. Agora, consideramos os conjuntos abertos
f}s = eXp(Vs), S e ST(M)

como conjuntos abertos em D(M).

Observamos que se S, S’ € S,.(M) tais que
Vs N Vs # &
entao a diferenciabilidade da mudanca de coordenadas segue da diferenciabilidade do mapa
exp toexp: Vs — V.

Este tltimo é diferencidvel pois é a restricdo a do mapa exp ' oexp a um aberto.

Definimos entao a base da topologia de S.(M) como sendo formada pelos conjuntos
Ws = Vs(9).

e observamos que cada Ws < S,.(M) é uma variedade de Frechét com tangente dado pelo
espaco de Frechet Vg. Mais ainda, nas intersegoes, a identidade ¢ um mapa diferenciavel

pois as mudancas de coordenadas entre os Vg sao diferenciaveis. Agora, como

ST(M) = U ]}S

SeSr (M)

Munimos a S,(M) com a topologia tal que V < S,(M) é aberto se V' n Vg é aberto para
todo S € S,.(M). Obtemos assim que S,.(M) é uma variedade de Fréchet.
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Uma vez que sabemos que S, (M) é variedade de Fréchet temos que, natural-

mente, a uniao disjunta

¢ variedade de Fréchet. Neste trabalho utilizaremos indistintamente a notacao S(M) e

S, (M) e deixaremos a interpretagdo ao contexto.

Observagao 1.1. Seque da nossa discussio anterior que o espago tangente para S € S(M),
pode ser identificado com (C*(S))"N isto é

TsS(M) ~ C*(S,U) = (C*(9))N. (1.4)

Denotamos por TS(M) o fibrado tangente de S(M), com a proje¢io natural w: TS(M) —
S(M).

1.3 Fluxos Agindo em S(M)

Para a variedade de Fréchet S(M) estudaremos uma classe natural de mapas
suaves que atuam sobre ela. Em particular estudamos a acao do fluxo solugao de um
sistema dinamico definido sobre a variedade M.

Comecamos estudando a acao de um mapa sobre um campo vetorial. Seja X um campo

vetorial suave em M e ¢ : M — M um mapa. Definimos
(puX) = dpX 07",
isto é

(s X)f(x) = X(f o 0)(¢™ (2))

para toda fungao f € C*(M) e x € M. Desta forma se ¢; é o fluxo de X entdo 1, =
wopy ot éofluxo de (p,X). De fato

CHWa)) = £ 7o b0 6™ ))
= dfdp (600 ()
= dfdpX (¢ 0 ¢~ ") ()
= dfdpX o~ (po o) (x)
= dfdpX o o7 ()(x)
= (0 X) f(Y1(2)),

para toda funcao f e C*(M) e x € M.



Capitulo 1. Preliminares 24

Exemplo 1.3. Seja M =R? f:R*> - R e ¢ : R* - R? dado por
gb(x,y) = (le(l’,y),QSz(I,y))

Dado X(z,y) = x0, entdo

(6:X) f(2,y) = ¢1(2,9)(0y(f © 0) (6™ (2, 9)))
= ¢1(1’7 y) [(alf)(qb(x? y))ay¢1 (l’, y) + (a2f) (Qb(xa y))(?ygzh(x, y>]<¢_1<$, y))
= 2[(0Lf) (2, y)(,01) (¢ (2, ) + (02f ) (2, y) (Oyd2) (67" (z,))].

Assuma que M é uma variedade e X, Y sdo campos vetoriais e sejam ¢; e 1

fluxos tais que

d
0= X()

d _
S = (1Y) (W),
Defina & = ¢; o 1, entao,
d 4 d
af(ft(m)) = f|§t(€0)%(§t('x))
d
= dfle oy (600 u(2)
= df ¢, () (dt¢t (V) + d¢t >
= df e, () (X (P 0 () + d¢t(¢t*ly) V()

= df |e,@) (X (0 0 Pe(2)) + (Pextpn Y ) (1 © ()
= df e, () (X +Y)e,

= (X +Y)f(&)-

Seja H : S(M) — R, un mapa de classe C'. Isto é, existe DH : TS(M) — R continuo.

Vamos caracterizar DH quando avaliamos em curvas da forma ¢,(/N) para uma subvariedade

) (
:#@(Xwomw><wm@wo¢w ¥i(2)))

)(

)(

compacta N e o fluxo solucao ¢; da equacao

¢t X o ¢.

Para isto lembramos que

H

r—0 r

d
= 75 H r)
dri,_, (5r)

para uma curva S, em S(M) com tangente V € T, S(M).
Dado um campo vetorial X sobre M entdo para uma subvariedade compacta S temos que
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Sy = ¢4(S) define uma curva sobre S(M), para o fluxo ¢, associado a X. O vetor tangente

associado a esta curva ¢ o préprio X. Entao, denotamos

H(Siir) — H(S)

DHg,(X) := }LI% .
d
=—| H ).
dri,_, (Str)

Observamos que se @ : M — M, entdao p; = p o ¢y é a curva integral de DpX pois temos

que
d d
%@t = dt(SO ¢t)
— Dp—
Spdt@
= DSOX((bt)a

de onde p(S¢) = p o @(S5) e
H(p(Siir)) = H(p(S1))

r

H(@(StJrr))

r=0

H(p 0 ¢r4,(5)).

r=0

DH(P(St) (DSOX) = }}_I)%
d

dr

dr

Similarmente,

d
DHs, (p.X) = 4

Entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que

H(podrir o (9)).

r=0

H(&(S) - H(S) = | T-H(Es)s

t
= J DH&(S)(X + Y)ds
0

Agora se (s = Qrysr © Ypyr, ENLAO

d

%Cs (¢t+sr O Qﬂt-‘rr)

d
ds
d
d ¢t+sr (thrr) + d¢t+sr wt+r

X(¢t+sr (thrr)) (t + 87’) + 0

= TX(¢t+sr o thrT‘)
=rX(G)-
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Novamente, pelo Teorema Fundamental do calculo obtemos

H(Gpsr 0 011(S)) — H(6y 0y (S j L HC(S

f DH¢t+sr0¢t+r(5) (X)dsa
0

portanto,
H ~H !
lim (Gter 0 Y14r(S)) = H(dr 0 Yiir(S)) _ lim | DHo,, o (5)(X)ds
r— r r— 0
= DH%O%(S) (X)

De forma similar, como

d
& o tar(a) = Ot (0) + Do)

)
—D¢>t( W)* V) (Yeir(@ ))
= Dou(dpiriY) 0 61 (D 0 Vesr(2))
(¢t*(¢t+r Y)) (¢ 0 Yryr())
= (002 Y) (00 0 Yar(2)),

temos
H(owo 6(8) = (600 08)) = [ H 6,000l
=r Ll DH o0, (5)(PorsY )ds
Assim,
i H(¢ o ¢t+T(S))T_ H(gi o ¢u(S)) _ lim 01 DHg, o, (s) (@Y )ds
= DHp,op,(5)(Y)-

Finalmente, temos que

DHg, ) (X +Y) = —

H(6(5)
— iy (5 = H(&(5)

(¢t+r © ¢t+r( )) - H(ébt © ¢t+r(5))

r—>0 r
+ lim H(Cbt © ¢t+r(5)) - H(Cbt © %(S))

r—0 T
= DHgop,(5)(X) + DHpyop,(5)(Y)
= DHe,(5)(X) + DHg,5)(Y).
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De onde
H(&(S) ~ H(S) = | DHe (X +V)is

t
= fo (DHg,(5y(X) + DHe,(s)(Y))ds.

A partir da definicao da derivada de Frechét, dada S € S(M) e X € T'S ¢ TM temos
H(:(S)) — H(S)

DHs(X) = llr% ‘
o H(S) = H(S)
t—0 t
=0

De forma similar podemos mostrar que quando a agao subjacente ¢é dirigida por um sistema

dindmico associado a uma equagao da forma

dée = > Xi(&.)dB;, + Xo(&.o)dt

=1

" dB!
- [Z Xi(ft,e)wt’6 + Xo(ﬁt,e)] dt (15)
i=1

¢0,e = ]d7

onde X; sao campos vetoriais em M, e B; . sdo fungdes a valores reais que dependem de

um parametro real positivo e. Para tais sistemas temos

H(6(8) = H(8) = X, [ B, () (X0
=t (1.6)

+LDHWA$X%M&

onde as derivadas que ocorrem na igualdade (1.6) sdo definidas através dos fluxos gerados

pelos campos vetoriais X;.
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2 Calculo Estocastico

Neste capitulo, faremos uma revisao rapida das ferramentas bésicas do cédlculo
estocastico. Primeiramente definimos alguns conceitos basicos da teoria de probabilidade,
logo depois comegamos com uma revisao da teoria basica das equacoes diferenciais esto-
casticas do tipo [t0 em variedades que sao impulsionadas por semimartingales continuos.
Finalmente estudamos condi¢bes para existéncia de um fluxo estocastico, solucao da
equacao da equacao diferencial estocéastica correspondente. As referéncias principais utili-
zadas neste capitulo sao (CALIN, 2012), (KUO, 2006), (HSU, 2002), (KUNITA, 1997),
(ELWORTHY, 1988).

2.1 Conceitos basicos

Comecaremos com as defini¢oes basicas da teoria do céalculo estocéstico.

Definigao 2.1. Um espago de probabilidade é uma tripla (Q, F,P) onde Q é um conjunto,

F € uma o-dlgebra de conjuntos em 2 e P é uma medida de probabilidade definida em F
tal que P(§2) = 1.

Definigao 2.2. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e (E,T) um espago topoldgico,

uma fungio X : Q) — E € uma varidvel aleatoria, se for mensurdvel, isto €, se
{(XeAl ={weQ|X(w)e A} e F,
para todo A € T.

Definicao 2.3. Uma varidvel aleatoria X : Q0 — R é chamada integravel se

| K@) = | lolpte)dn < =

onde p(x) denota a fungio densidade de probabilidade de X .

Definicao 2.4. A esperanca de uma varidvel aleatoria integravel X é definida por

E[X] = LX(w)dIP’(w) — JRxp(x)dx.

Proposicao 2.1. O operador esperanca [E € linear, isto €, para qualquer varidvel aleatoria

integravel X e'Y

1. E[eX] = cE[X], para todo c € R;

2. E[X +Y] =E[X]+E[Y].
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Demonstracao. Segue do fato de que a integral é um operador linear. O

Definigao 2.5. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Sejam X : Q — R uma varidvel
aleatoria F-mensurdvel e G < F uma o-dlgebra. A esperanca condicional E[X|G] de X

com relagio a G é definida como sendo a unica (P — q.t.p.) varidvel aleatéria tal que

1. E[X|G] é G-mensurdvel;
2. J XdP = J E[X|G|dP, para todo A€ g.
A A

Observagao 2.1. A existéncia da esperanca condicional € consequéncia do Teorema de
Radon-Nikodym

A esperanca condicional satisfaz as seguintes propriedades.
Proposicao 2.2. Sejam X e Y duas varidvel aleatorias sobre o espago de probabilidade

(Q, F,P), temos

1. E[E[X|G]] = E[X], isto é, toda esperanca condicional tem a mesma média, que é a
média de X ;

2. Linearidade:

E[aX + bY|G] = aE[X|G] + bE[Y|G], Va,beR;

3. Fatorando a parte mensurdvel:
E[XY|G] = XE[Y]|F],
se X € G-mensurdvel. Em particular E[X|G] = X;

4. Propriedade da torre:
E[E[X|G]IH] = E[X[#],

se HcG;

5. Postividade:
E[X|G] > 0.

se X = 0;
6. Esperanca condicional de uma constante é uma constante:

Elclg] = ¢

7. Uma condigdo independente:

E[X|G] = E[X],

se X ¢ independente de G.
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Demonstragao. Ver (CALIN, 2012) p.18. O

Definigao 2.6. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Um processo estocdstico é uma

fungao mensurdvel X (t,w) definida sobre o espago produto [0,00) x Q. Em particular,

a) para cada t, X(t,-) é uma varidvel aleatoria,

b) para cada w, X(-,w) é uma fungio mensurdvel.

Por conveniéncia, a varidvel aleatoria X (t,-) serd escrita como X (t) ou X;. Assim um

processo estocdstico X (t,w) também pode ser expressado como X (t)(w) ou simplesmente

como X (t) ou Xj.

Definigao 2.7. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e T um intervalo em R ou um
conjunto de inteiros positivos. Uma filtracio sobre T' é uma familia crescente {Fi|t € T'}
de o-dlgebras tais que F; < Fs para t < s. Um processo estocdstico Xy, t € T, é adaptado

a {F|t € T} se para cada t, a varidvel aleatoria X, é Fy-mensurdvel.

Observagao 2.2. Uma o-dlgebra F € chamada completa se A € F eP(A) = 0 implica que

B e F para qualquer subconjunto B de A. Assumiremos que toda o-dlgebra F; é completa.

Definigao 2.8. Seja X; um processo estocdstico adaptado a uma filtragio {Fi} e E|X;| < o0
para todo t € T. Entio X; é chamada um martingale com respeito a {F;} se para qualquer
s<temT,

ElXi|F] = Xs, g

Quando a filtracao nao é explicitamente especificada, estamos assumindo que a
filtragdo F é aquela dada por F; = 0{X,;s < t}.

Defini¢ao 2.9. Seja (0, F,{F:},P) um espago de probabilidade filtrado. Uma fungdo

7:Q —> Nu {w} é dito um tempo de parada se verifica:
{r<t}eF,

para todo t € N U {0}. Ou equivalentemente que
{r=t}e F.

Definicao 2.10. Um processo estocdstico B(t,w) a valores em R é chamado um movimento

Browniano se satisfaz as sequintes condigoes,

i) P{w; B(0,w) =0} =1,
it) By tem incrementos independentes,

iii) o processo By é continuo em t,



Capitulo 2. Cadlculo Estocdstico 31

i) By — By € normalmente distribuido com média O e variancia t — s, para s < t.

Generalizando isto para o caso n dimensional, dizemos que um processo B =
(B',...,B™) é um movimento Browniano em R", se cada B’ constitui um movimento
Browniano em R e as o-dlgebras geradas por cada B' sdo independentes. Para mais

detalhes sobre a existéncia e propriedades do movimento Browniano ver (KUO, 2006) p.23.

Defini¢ao 2.11. Um processo estocdstico definido sobre a filtragio (2, F,{F:},P) se

denomina um semimartingale se o podemos decompor na forma:
Xi = M; + Ay,
onde M € uma martingale local e A € um processo adaptado do tipo cadlag que localmente
¢ de variacao finita.
A seguir definimos a integral de It6 para um processo estocastico adaptado e

continuo.

Definicao 2.12. Sejam Z um semimartingale. Para cada X processo estocdstico adaptado

continuo real definimos a integml de Ito por

a0
XdZ - TIFIIEO (Xti)(Zti+1At - th‘/\t)7
=0
comm = {0 =ty < {1 < -} uma partigio de [0,00) tal que limt, = oo, ||| =

sup i1 — ti| e ti At i=min{t, ¢;}.

AZ integral de Stratonovich € definida como
t t
1
J XodZ = f XdZ + =X, Z],,
0 0 2

onde
0

[X» Y] ”hHmOZ(XtAt,- - Xt/\tH,l)(ZtiJrl N Zt,mt)-
=20
E possivel ver que as integrais de It6 e Stratonovich assim definidas é indepen-
dente da sequéncia de partigoes 7 e que, em particular, a integral de It6 nao satisfaz o

teorema fundamental do calculo. No seu lugar temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1 (Férmula de 1t6). Seja X, = (X}, ..., X{) um semimartingale continuo. Se
F(X',..., X% é uma funcio C*, entdo F(X;) é um semimartingale continuo e satisfaz a
formula

7 i J
F(X,) — F(Xy) ZJ 8% )dX! + Z J i axj V[ X7, X7],.

Além disso se F' é uma funcio C°, entdo

F(X) = F(X0) = Y, L oF

X,)0dX!,
o, (Ka) 0 dX;
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Demonstragio. Segue-se do teorema 2.3.11 do livro de (KUNITA, 1997). O

Observacao 2.3. No caso em que X; é um movimento Browniano de dimensao m temos

que a formula de Ito acima se reduz a

F(X,) — F(Xo) ZJ é’xz L)X+ ZJ

pois d[ X', X7] = dX'dX7 = §;;ds.

2.2 Equacoes diferenciais estocasticas

Nesta se¢ao vamos dar as ideias béasicas de equacgoes diferenciais estocéasticas
e do seu fluxo solugao. Faremos uma revisao rapida do tépico e focada no que é rele-
vante para o nosso trabalho. Caso o leitor deseje ter uma visao mais aprofundada do
tépico recomendamos a consulta dos livros (IKEDA; WATANABE, 2014), (HSU, 2002),
(ELWORTHY, 1982).

Para esta se¢ao fixamos a seguinte notacao:

e (M, g) uma variedade Riemanniana conexa de classe C'*;

(Q, Fi,P) um espago de probabilidade filtrado;

e (B},...,B™) o movimento Browniano m-dimensional em R"™;

7 um F,-tempo de parada.

Definimos também o conceito de semimartingale em variedades diferenciaveis.

Definicao 2.13. Um processo continuo X com wvalores em M definido sobre [0,7) é
chamado um semimartingale com valores em M se f(X) é um semimartingale com valor
real sobre [0, 7) para todo fe C*(M).

Considere sobre M campos de vetores autéonomos Xo(t), Xi(t), ..., X, (t) com

parametro ¢ € [0, 7].

Definicao 2.14. Uma equacao diferencial estocdstica no sentido Stratonovich sobre M é

uma equacao da forma

dé& =) Xi(&) o dBj + Xo(&)dt
¢ Z (&) + Xo(&) o)

§o = .
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Um processo estocdstico & a valores em M € solugio da equagio (2.1) se para toda
feC*(M), temos

F&) = fa)+ Y [ xutnieroas+ [ xoricas

m t ' t 1 m
- s+ Y [ s+ [ (xanie) + 5 X xise) )as

k=140 0 k=1

onde X;(f) representa as derivadas de f na dire¢io dos campos X;.

Observacao 2.4. Observamos que

t
| xnoe e
0 NY——

é um processo a valores em R

e portanto, podemos utilizar a definicdo da integral estocdstica apresentada na segdo

anterior.

Um critério que garante a existéncia de solucao e do fluxo solugao é dado pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.2. Se {Xy,...,X,,} sdo campos de vetores sobre M, B, um movimento
Browniano a valores em R!, e & uma varidvel aleatdria que toma valores em M. Entdo,

existe uma unica solugio da equagio diferencial estocdstica (2.1) até um tempo de explosio

e(x).
Demonstragio. Ver (HSU, 2002) p.13. ]

Observamos que a solu¢ao pode ter um tempo de explosao finito. Caso a
variedade M seja compacta, pode ser visto que este nao é o caso e que sempre e(x) = ©
ver (ELWORTHY, 1982), (HSU, 2002) ou (IKEDA; WATANABE, 2014). Porém no caso
nao compacto pode suceder que e(z) < co. Um critério sobre quando isto nao acontece
pode ser encontrado no livro de (ELWORTHY, 1982), Teorema 6A da pagina 239.

Neste trabalho vamos considerar que as equacoes diferenciais estocasticas que

nos interessam satisfazem e(z) = 0.

2.3 Aproximacao de Wong Sakai

Construida a teoria basica de equagdes diferenciais estocasticas e sua existéncia
de fluxo solucao, vamos agora ver que é possivel aproximar fluxos estocasticos por fluxos
deterministicos particulares. Isto é o conteido do teorema de aproximagao de Wong-Sakai
cujas ideias basicas estudamos a seguir.

Comegamos definindo o espago de Wiener para depois obter uma aproximacao do movi-

mento Browniano por meio de interpolagao linear.
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Defini¢ao 2.15. Seja (2, F,P) um espaco de Wiener de dimensdo r com a o-dlgebra

usual e medida de Wiener. Ou seja, escrevemos
Q=W"={weC([0,0),R") : w(0) =0},
e assuma que P é uma medida de Wiener em W".

Agora veremos algumas condigdes de regularidade para o fluxo solugdo, note
que si a variedade é compacta podemos deduzir por mergulhos a existéncia de um fluxo
de difeomorfismo ¢;(-,w) : M — M continuos em t na topologia C*, no caso em que a

variedade nao seja compacta nao sabemos.

Teorema 2.3. Seja ¢(t,z,w) a solucao de (2.1) sobre o espago de Wiener (W', P).
Entao temos uma modifica¢io de ¢(t,z,w), a qual pode ser escolhida tal que a aplicagdo
r — ¢(t,z,w) seja um difeomorfismo de R ¢.s., para cada t € [0,0).

Assim temos uma familia de difeomorfismos a um parametro ¢,(w) : x — ¢(t, z,w) para
t € [0,00). Claramente Xo(w) € a identidade e X(0yw) o Xy(w) = Xyys(w) para quase todo

Ww.

Demonstra¢io. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada no trabalho de
(IKEDA; WATANABE, 2014) p.251. O

Para o caso de uma variedade M em geral a solugao ¢ pode ser considerada

como uma familia de fungoes ¢, : © — @(t, z,w).

Teorema 2.4. O fluxo ¢(t,z,w) tem uma modificacao, que € denotada por ¢(t,x,w)
novamente, tal que a aplicag¢ao ¢i(w) : x — ¢(t, z,w) é C* no sentido que v — f(P(t, x,w))
¢ C® para todo f: M — R e todot € [0,00), q.s.. Além disso, para cada x € M et € [0,00),

a diferencial ¢.(t, z,w) da aplicagio v — ¢(t, x,w);
Gu(t, 2, w) : To(M) — Ty (M),
é um isomorfismo q.s. sobre o conjunto {w;d(t,z,w) € M}.
Demonstragio. Ver (IKEDA; WATANABE, 2014) p.267. m

Observacao 2.5. Neste trabalho vamos assumir que a equagdo diferencial estocdstica

dé = Y Xi(&) 0 dB] + Xo(&)dt

i=1

§o = .

admite fluxo solugcdo para todo t = 0.
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Seja B; o movimento Browniano em R" definido com respeito ao espaco de
probabilidade (W', F,P). Denotamos Bs(w) = w(s) e construimos uma aproximacao
ao processo By no intervalo [0, ¢] utilizando partigoes de [0, ] e interpolagao linear. A
construgao ¢ bem conhecida.

Dado w € W', seja {t;}}_, uma partigao de [0,¢] e definimos

am(s) = max{t; : s > t;}
Bm(s) = min{t; : s < t;}.
Consideramos

ﬁms(s_) amofi)(s) (B2 ()~ Bloio)- (2.2)

. 5/
Bg,m - Bam(s) +

Seja ¢y (w) (ver (MALLIAVIN, (1998)) p.206) a solucao da equacao diferencial dada por

ddrm(w) = Z; Xi(Gr.m(w))dB; . (w) + Xo(¢rm(w))dt s

¢0,m (CU) = Id

Dada uma subvariedade N € S(M), escrevemos Ny, = ¢pm(N).

A seguir enunciamos o resultado principal desta secao, o teorema de aproximacao
de Wong-Sakai, o qual é um resultado muito importante da andlise estocastica e sera de
utilidade nos proximos capitulos, sua prova pode ser encontrada nos trabalhos de (ver
(WONG; ZAKAI 1969), (MALLIAVIN, (1998)), (KUNITA, 1997)). A grosso modo o
resultado diz que podemos aproximar a solugdo da equacao diferencial estocdstica (2.1)
pelo resultado da (2.3).

Teorema 2.5. Suponha que X;, 0 < i < r, sao campos vetoriais suaves em M com
derivadas limitadas de todas as ordens. Seja {t;}7", uma particio de [0,t] que se torna
um refinamento quando m — . Seja (W', F,P) um espago Wiener r-dimensional com
medida Wiener, e para w € ), seja ¢rm, o fluvo em S(M) definido como a solugio do
sistema de EDO’s dada por (2.3). Entdo, ¢i.m(x) converge uniformemente para ¢ (x)
P-quase sempre, assim como todas as derivadas em x em cada subconjunto compacto de
[0,t] x M. Além disso, escrevendo ¢ () = lim Grm(x), temos que ¢; resolve o sistema
(2.1). Isto é,

dgr = Y Xi(¢n) o dB] + Xo(oy)dt
i=1
oo = Id, q.s.,

onde (B}, B?,...,B}) é o movimento Browniano r-dimensional.
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2.4 Acdo do fluxo estocastico no fibrado tangente

Dado o fluxo estocéstico ¢ : Ryg x M x €2 — M o fluxo solugdo da EDE 2.1,
por ser este um fluxo de difeomorfismos, podemos construir um novo processo no espaco

tangente v; como segue: dado v € T, M definimos
Ut = q;(?% (fL’, U)7w> = d¢(t7 J},(,U)‘ v = th*(l',W)U.
Escrevemos, por simplicidade,

U = PV Ryg x Q — T4, M.

Seguindo o trabalho de (ELWORTHY, 1988), podemos ver que, de fato, o pro-
cesso vy € solugao de uma equacao diferencial estocédstica sobre T'M. Para isto, comegamos

lembrando uma propriedade da derivada covariante.

Considere os intervalos I e J de R e um mapa C' por partes u: I x J — M,

existem campos de vetores % e i sobre U (isto é a derivada com respeito a primeira e
S

segunda variavel respectivamente). Tomando coordenadas normais centradas em um ponto
u(s,t) temos que
Dou D du
=27 (2.4)
ot ds  0s ot
Se& : M x€Q — M, t>0,éum fluxo suave associado ao campo vetorial Y, v e T, M,

escolhemos o : [-1,1] > M com ¢(0) = z e ¢'(0) = v. Entao

b= 6 = ~6(0(s), 45

Portanto, por (2.4) temos que

D D o
%'Ut = &%&(U(S))
D o
= %a&(d(s))
D
= %Y(&(U(S))%
isto é, H
a0 = VY (o (5)))
Consequentemente,
D? D
ﬁvt = a(VY(/UO)
=V%Y0ww>+VY(Zw)

= VY (Y, ) + V,» Y,
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onde
VY (v,w) = V,V,Y — Vy,uY-

Com isto, podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser achada no
livro de (ELWORTHY, 1988).

Teorema 2.6. Considere o fluzo estocdstico & associado d equagio (2.1) e o processo
vy = & 1 Q0 — T, M,
entdo v; satisfaz a EDE

Duv, = VXo(v)dt + ). VXi(v;) 0 dB;.
k=1

Também no trabalho de (ELWORTHY, 1988) podemos encontrar uma férmula

de It para v, que é a seguinte: se 0 : TM — R é uma funcao C'” temos que
t m t
d d 4
dt + J —0,.(05"(r, vg))
0 ];) o dr

Oy, (V) = 0,(v) + f —0,.(65°(r,vs)) odB!
moootog .
=0,(v —0,,(05"(r, vs
0+ 3 || G005

r=0

o dr

B!

r=0

1/ d? )
—1-2( d 0..(6S (1, vs))

2
= dr

[ [50e 68700

0

G

r=0

onde S'(t,z) é o fluxo do campo vetorial X; sobre M e

§S'(t,v) = dS'(t, z)v,

¢é o fluxo de D
acSS(t,v) = VY (6S(t,v)) = VisewY-

A prova disto pode ser achada na proposicao 9E de (ELWORTHY, 1982).

. ~ 2 .
Para uso posterior vamos encontrar uma equagao para 0(v;) = |v;|” seguindo
as contas do livro de (ELWORTHY, 1988). Para isto, comegamos utilizando a férmula

acima e calculando
d 2 d
Z 88t 0) = — (05 (t,v), 85(t, v)
= 2(88(t,v), VY (85(t,v)))
= 2(05(t,v), Vssn)Y ),

d2

d
73 10S(t, ) = 2:(05(t,0), VisanY)

=2 <v63(t,v)}/a v&S’(t,U)Y> + <5S(t7 U)a VY(VY((SS(ta U)))>

+(8S(t,v), V(Y. 6S(t, v))>} .
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Assim utilizando isto com a EDE (2.1) temos que
dg(vi, v)e, = 2[9(Vo Xo, v)e ] dt +2 ) [9(Vy, X, v1)e,] 0 dBj
u 1w d
= 2[g(V, Xo, ve)g Jdt + QE[Q(VmXu w)eldB; + 5 ZZ: 219V X, vi)g Jdt

= 2[g(V, Xo, v)eJdt +2 Y [g(V, Xy, v0)e, 1B + Z{g(vthi, V., X:)

=1

+ (v, Vv, x.Xi) + g(v, V2X(X, Ut))}dt-

2.5 Teorema de Girsanov

Finalizamos o capitulo com outro resultado que sera de utilidade nas contas
de nosso trabalho: O Teorema de Girsanov. Este teorema descreve como a dinamica de
processos estocasticos muda quando a medida original é alterada para uma medida de
probabilidade equivalente.

Primeiramente consideramos 7' > 0 e b(-,-) : [0,7] x R" — R", o(-,-) :

[0,T] x R® — R™™ fun¢des mensuravel satisfazendo
b(t,z)| + |o(t,z)| < C(1 + |z]); zeR™, tel0,T],
para alguma constante C, (onde |o|* = Z |o5;1%) e tal que
b(t,2) — b(t, )| + |o(t,2) — o(t,y)| < D]z — gl zyeR e [0,T],

para alguma constante D. Denotamos por ]-"t,.ﬁ(m) a o-algebra gerada por {Bs; s < t},
Bs é um movimento Browniano m-dimensional e Wy a classe de processos u(t,w) € R
satisfazendo algumas condigoes ver (OKSENDAL, 2003) p.35.

Definimos . .
1
M, = exp (—f u(s,w)dBs — 2[ u2(s,w)ds>; t<T,
0 0
tal que
dQ(w) = My (w)dP(w) sobre }-}m)‘
e

t
B, := f u(s,w)ds + By; t<T,
0

Finalmente formulamos o teorema de Girsanov.

Teorema 2.7 (Teorema de Girsanov). Seja X(t) = X*(t) e R" e Y(t) = Y*(t) e R" um

processo de difusao de Ito e um processo de Ito respectivamente da forma

dX, = b(X,)dt + o(X,)dBy; t<T, X(0)=u,
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dY, = [y(t,w) + b(Yy)]dt + o(Y)dBy; ¢t <T, Y(0) =z,

onde as fungoes b : R™ — R" e o : R" — R™™ satisfazem as condigoes dadas no inicio da

secdo e y(t,w) € Wy, © € R". Suponha que eziste um processo u(t,w) € Wy} tal que
o(Yo)u(t,w) = v(t, w),

e assuma que u(t,w) satisfaz a condi¢io de Novikov

E[exp <; Lt uz(s,w)ds)]< 0.

Defina M;, Q e B, como acima. Entio
dY; = b(Y;)dt + o(Y;)dB,.
Portanto a Q-lei de Y*(t) é a mesma que a P-lei de X*(t), t < T, isto é Ep| X;] = Eq[Y:].

Demonstragio. Ver (OKSENDAL, 2003) p.158. O
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3 Formula de Ito para Acoes de Fluxos Esto-

casticos em Variedades de Fréchet

Neste capitulo, vamos construir uma férmula de It6 para um funcional definido
no espago de Fréchet S(M) e para um processo estocastico dado pela a¢ao do grupo de
difeomorfismos sobre algum espaco ou variedade de Fréchet. As contas seguem de perto as
ideias apresentadas no trabalho de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) sendo adaptadas

ao ambiente em que estamos trabalhando.

Seja ¢, a solucao da equacgao diferencial estocastica no sentido Stratonovich,

dada por

r
dey = > Xi(¢y) 0 dB] + Xo(o)dt
i=1 (3.1)
oo = 1d, q.s.,

onde X;,0 < i < r sdo campos vetoriais C* em M com derivadas limitadas de toda
ordem, e que satisfazem a condigao de Lipschitz. Entao, as trajetérias de um ponto, ¢4 (),
representam os caminhos de um processo de difusao com valores em M. Logo a solucao ¢,
define entao um processo a valores no grupo de difeomorfismos de M. Este processo atua

pela restricao na variedade de Frechet S(M), como vimos nos capitulos anteriores.

Definimos o processo estocastico correspondente a acao induzida pela com-
posigao sobre S(M) por N; = ¢,(N), onde N é uma subvariedade compacta. E vemos

que:

a) N, é adaptado a filtragao Fi;
b) Ni(w) :[0,00) x S(M) — S(M), é continua P-quase sempre em t;
c) No(w) = N, P-quase sempre.

Definigao 3.1. (variagdo aceitdvel) Assuma que H: S(M) — R é suave. Dizemos
que H admite uma varia¢ao aceitavel ¢; se para cada N € S(M), e todoi, 0 <i<r, a
covariagdo quadrdtica (processo de suporte) de DH(N,)(X;) e o movimento Browniano B
(isto é, [DH(N)(X;), B'] ) existe.

Observacao 3.1. A definicao anterior é fundamental para poder definir a integral de Ito,

pois vai permitir que [DH (N)(X;), B'] exista e possa ser integrado.

Para este caso temos o seguinte teorema que generaliza de certa forma a integral

estocastica para um caso particular de espacos de Fréchet.
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Teorema 3.1. Suponha que ¢, é um fluro estocdstico de difeomorfismos satisfazendo a
equagdo (3.1) onde X;, 0 < i < r sdo campos vetoriais suaves em M com derivada limitada
de toda ordem, e que satisfazem a condicdo de Lipschitz. Assuma que By = (BL, B2,..., B")
¢ o movimento Browniano em R" definido em um espago de probabilidade (Q, F,P). Se
H: S(M) — R é um funcional de classe C* o qual admite uma variacio aceitdvel ¢,
(Definicio 3.1). Considere Ny = ¢(N) com N € S(M). Seja 0! o fluro associado a X" e

definimos

d i
DH(NS)(Xz) = d7,0 pZOH(np(NS))v
ver (1.2). Entao,
H(N,)— H(N) = i Jt DH (N,)(X;) odB. + ft DH (N,)(Xo)ds, (3.2)

P-quase sempre, onde as integrais que ocorrem na soma sdo de tipo Stratonovich.

No artigo de (KINATEDER; MCDONALD, 2002) encontramos o caso em que
a variedade de Fréchet é dada pelo conjunto dos dominios suaves em R". Neste trabalho
generalizamos para o caso de subvariedades compactas quaisquer. Para provar este Teorema
vamos utilizar as ideias de (WONG; ZAKALI, 1969) feitas no capitulo anterior e os seguintes

lemas.

Lema 3.1. Suponha que {t;}7", € uma particio de [0,T] que se torna um refinamento
quando m — 0. Assuma que ¢p,, € a solugao do sistema (2.3) e que ¢ € a solugio do
sistema (3.1). Seja N € S(M) e H um funcional suave. Entdo,

H(64(N)) = lim H(@y,(N)) P-quase sempre.

Demonstracao. Seja N uma subvariedade compacta fixa. Pelo Teorema 2.5 temos que

|Ot.m(x) — de(x)] = 0, q.s.

uniformemente para (¢,z) € [0,7] x N. Assim, para m grande, temos que existe V, )
vizinhanca tubular de ¢;(IN) tal que ¢ ,,,(IN) < Vi, (). Logo, por (1.3), existem funcoes
fin’ f2m7 ey f]”\?fl € Ow(¢t(N>) tal que

Grm () = exp, (fI"(Y) X1 (y) + - + [N (W) Xn(y)),

onde y = (¢ m(x)) e ™ é a projegao ao longo das fibras normais. Como ¢y, () converge
uniformemente para ¢(z) = expy,(,)0, entdo obtemos que f;" — 0 para todoi=1,...,N
na topologia do espago de Fréchet C*(¢:(N)). Portanto, ¢,,,(N) converge a ¢;(N) na
topologia de S(M). Visto que H é suave temos

H(¢:(N)) = lim H(¢rm(N)) P-quase sempre,

m—00

como queriamos mostrar. O
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Pelo visto acima utilizando a equagao (1.6), para H suave, w € W' e todo m,

obtemos

T t t
W) = HOV) = 35 [ DN (0B, + [ DH(N) (X0 (33)
i=170 0
Assim, para provar o Teorema 3.1, precisamos aplicar o Lema 3.1 no lado esquerdo da

igualdade (3.3) e, em seguida, analisar o lado direito de (3.3).

Vamos agora determinar as condi¢oes para que os funcionais nas integrais no
lado direito de (3.3) sejam bem comportados. Para isso, consideramos H : S(M) — R um

funcional suave e denotamos
Fi(Ny) = DH(N;)(X;). (3.4)

O processo a valores reais F;(IN;) definido no espago de probabilidade (€2, F,P) é continuo,
Fi-adaptado e
T
| [ IR 0P < 0|~ 1
0
portanto, integrais de Ité do movimento Browniano para os processos dados por (3.4)

estao bem definidos.

Agora vamos estudar a convergéncia do primeiro termo no lado direito de (3.3)

para obter o caso especial r = 1 do Teorema 3.1 no caso de integrandos bem comportados.

Lema 3.2. Seja {t;}7L, uma partigio de [0,t] que se torna um refinamento quando m — <.
Assuma que ¢y é o fluzo estocdstico satisfazendo a equagdo (3.1) para o caso especial de
r=1eque H: S(M) —> R é um funcional suave que admite uma varia¢io aceitdvel ¢.
Para w e W, suponha que ¢p,m(w) € o fluzo suave obtido como uma solugio da equagio

(2.3), no caso especial de v = 1. Entdo, quase sempre,

t t 1 t
i, | DH (N ) (X0)dB = | DHN)(X0)B, + 5 [ DN (X0)ds.
"% Jo 0 0

onde DH(Ny)(X1) € dado pela expressio (1.2).

Demonstragdo. Fixamos uma particio {t;}7L, de [0,t] e seja B, definido pela expressao
(2.2). Para o caso r = 1, vamos considerar ¢, a solu¢do da equacdo (2.3) e ¢; o fluxo
estocastico satisfazendo a equacdo (3.1). Seja 1! o fluxo associado ao campo vetorial X, e

escrevernos

F(Ns) = p H(n,(Ny)).

p=0
Provaremos o resultado para o caso em que H(Nj) é limitada para todo 0 < s <t, g.s.. O

caso geral segue da aplicacdo do Teorema da Convergéncia Limitada a afirmacao do Lema
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3.2, considerando o processo @ = @minis,1,}, onde T, = inf{s > 0: F'(N) > n}.

Pela definicao de F' e dado que B;,, ¢ linear por partes, obtemos

t m t;
J DH (Ng)(X1)dBgm = ZJ F(Nyn)dBg .
0 j=1vtj-1
m t;
= J F(Ny,_, m)dBgm
t,

Agora, vemos

Btj_l,m =

onde

.
Il

—_
NS
|

—

+
INgE
T

j=1vtj-1

= ZF(NtJ lm)[Btj m
j=1
m tj

+) J [F(N,.)
j=1vtj-1

= Z F(thfl)[Bt] m Btjfl,m]
j=1
+ Z[F<Nty—1 m) F<th—1>] I:Bt] m Btj—l,m]
j=1
m ot
+ Z J [F<N3 m) F(thfl m)]st,m
j=1 tj—1

tj — an(ty)

J

tj—1 — am(tjo1)
B (tj—1) — am(tj—1

Bam(tjfl) +

im = Bam tj + [B m tj - Bam tj ]7
(t5) 6m<tj)_04m(t‘) Bm (t5) (t5)

) I:B/Bm(tjfl) - Bam(tjfl)]7

an(ty) =tj, am(tji-1) =ti-1, Bm(ty) =tz e Bu(ti-1) =t

Desta forma, temos

ti —1t
Btj m Btj + ‘] _J ‘[Btj+1
tiv1 — 1
Btj7
ti_1 ti_1
— B,
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Assim,

f t DH (Ny)(X1)dBg = i F(Ny; )[Bi, — By, 4]

F 2PNy ) = PN, DNBy = Byl (35)
+ i J;.j [F(N&m) - F(th—hm)]st,m

Analisemos o primeiro termo do lado direito de (3.5). Para isso assumimos F'(V;) como
sendo um semimartingale com o fim de definir a integral Stratonovich do movimento
Browniano, temos pela defini¢ao da integral no sentido It6 que
m t
tin, 33PN, (B, - By ] = [ FON)B. (3.6)
Portanto, obtemos uma expressao para o primeiro termo do lado direito de (3.5). Agora

mostramos que o segundo termo do lado direito da equacdo (3.5) converge a 0 em L.

Escrevemos

i (Niyom) — F(N,_[By, — By ] = i[F(NtMm - PO [ T (9108,

I
%

Z th 1,m _F(th 1)]]@] 1t]( )dBS

yran,,

S )

onde m
Z Nt] 1m - F(th—l)]I(tj—lvtj](‘S)'

Lembramos que F'(Ny) foi assumida como sendo limitada, entdo temos que

|F(Ny,m) = F(N,)|

é adaptado, limitado, continuo e converge a 0 uniformemente q.s.. Logo pela Isometria de

[t6 e Teorema de Fubini temos que

t 2 t
lim E( f Ysmst> = lim E(f (Ysm)2ds>
m—0 0 m—00 0

¢
— lim | E|Y™fds

m—00

= 0.

(3.7)

Para analisar o terceiro termo do lado direito da equagao (3.5) temos que, ¢, ¢ suave em

s com m fixo. Assim, ¢ ,,,(N) é uma curva suave em N passando através da subvariedade
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N. Dado que F' é suave por hipétese, entao para m e N fixos a fungao G(r) = F(¢m(N))

¢ uma funcao suave da variavel real r. Pelo Teorema do Valor Médio, existe § = 6(m,w)

tal que, q.s.,
d

F(Ngm) — F<thf1,m> = (s — Zfjfl)dip p:OF<¢p7m<N9,m))

= (5= - DF M) | Gum(Nan)

d
= (S — tj_l)DF(N@m) lﬂ' <X1(N9,m>dp p:OBp,m + X()(N@,m))]
w—@anmmwwﬁi By + DF(Ny)(Xo)]
=<s—a4nDFuwmxxow_iF;B@—za4]+DFuwmxxwL

(3.8)

onde 7 ¢ a projecao normal a variedade N, e dado que t,_y < p <t; e

d d p— am(p)
2ol Bem = Bau.p Bs,.(p) — Bau,
dp p=0 " dp p=0 (p) 6m(p) - am(p)[ : (p) (p)]
d p—tia
=— (By B, — B,
dp p:O( ti—1 + tj — tj_l[ t; t]_l])
1
=—— [B, — B, .|
tj _ tj*l[ tj t]*l]

Desta forma o terceiro termo do lado direito da igualdade (3.5) pode ser expressado da

seguinte forma

1=
h

<.

[F(Nsm) _F(Nt] 1m)]stm

<.
Il
—_

I
NgE

t; 1
( (s = t;-1) [DF (N m)(Xl)ﬁ[Btj — By, ]+ DF(Npm)(Xo)]dBsm
t] 1 J J—

<.
Il
—_
&

t t.
[ ]DF(NGm)(Xl)ijl[Btj — By, ,1dBsm

Jtj1 - tj 1

I

<
Il
_

rti

+
AngE

ID)F(NQm)(Xo)(S — tj_l)dB&m.

j=1vti-1
Portanto,
UL s—ti_
Z J — F(Ny, , m)]dBym = ZJ DF(Ngw)(X1)——%[By, — By, ,|dBsm
tj—1 j=1Ytj-1 tj —tj
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Agora, como DF(Ny,,,)(Xo) é quase sempre limitada, concluimos que

lim )" J t DF(Np)(Xo)(s — t; 1)dBom = 0 5. (3.10)

m—00 4

Agora reescrevendo o primeiro termo do lado direito da equagao (3.9) como

if DF(Nem>(X1)tt“[B — By, ,]dBsm

jltjl _tjl

J DF(Ny, ) (X))~ “[B, — By, l]sterZf [DF(Ngpm)(X7)

ti—1

£ —tj :
t,

- ]D)F<th717m)(X1)]ﬁ[Btj - Btj71]dBS7ma
J

(3.11)

e utilizando a expressao (2.2) vemos que

s — am($)

Bm( ) — am(s)

Bsm = Ba,, [Bgm(s) - Bam(s)], i1 <s<ty,
com

ap(s) =max{t; : s >t;} =t;4
Bm(s) = min{t; : s < t;} =1,

logo, obtemos que,

S —ti_
BS,m = Btjfl + 7]1[31‘/]‘ - Btj71]7
tj - t]’,1
de onde
Btj — Btj_l
dBs,, = —+————ds.
tj — tj—l

Assim, usando a estrutura linear por partes de B, ,, e integrando vemos que a equagao
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(3.11) tem a seguinte forma

m tj —ti B, — B, )2 mo rtj
Z DF(Ny, ) (X1) J (; tj ! ) (B, = B + J [DF (Ngm)(X1)
et Lo\t —ti-1) (L —t-1) =y
t,
- DF(Nt] 1 m)<X1)]t tj . [B Bt ]stm
— 1
m ] s —t._ m ot
= Y DF(Ny,_, ) (X1)(By, — Btj_l)Qf S ds + ) f [DF (Ngm)(X1)
j=1 tj,1 (t] - t.j_l) j=1 tj,1
t.
—DF (N, m)(Xl)]#[Btj — By, ,]dBs
—t
1 m m tj
=35 Z DF(th71:m>(X1)[Btj - Btj—1]2 + Z [DF<N9,m>(X1>
2j:1 j=1t-1
S — tj—l
- DF(th—hm)(Xl)]i[Btj - Btj—l]dB&m
tj — tj—l

Z Nt] 1 Xl)[Btj Btj—1]2

l\D\»—t

i DE Nt o Xl) DN(NtJ‘ﬂ)(Xl)][Btj B Btj—1]2

LA s—ti_
+Y, f []D)F Now)(X1) — DF(thlm)(Xl)]ttjl[Btj — B, ]dB,n.
j=1 g -1

Reescrevemos a expressao (3.11) como

m

| R0

j=1

5 ZDF Ney )(X0)[By, = By, J?

ﬁ[Bt] Btj_l]st,m

1 ’7; (3.12)
Y Z[]DF(Nt -1 m)(Xl) DF(th—1)(X1)][Btj - Btj—1]2

2 (Y s—t;i_
#2| DF M) (1) = DFON, ) (X0)]7 =224 (B, — By B
t J -1
Ja que DF(Ny,_,)(X1) é cadlag e adaptado, vemos que o primeiro termo da expressao

(3.12) converge a

1 t
: L DF(N,)(X,)ds.

Além disso, |DF (N ) (X1) — DF(Ns)(X1)| converge a zero uniformemente quase sempre,
o que implica que o segundo termo do lado direito da expressao (3.12) converge a zero em

L'

d
Lembramos que DF(N)(X;) = a OF(U;(NS)). Resta apenas analisar o
p:
terceiro termo da expressao (3.12). Observamos que pela mesma anélise feito para encontrar
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a expressao (3.12) temos que

—ti_
i /1 [Bt]' - Btj_l]dBS,m

[DF(Ngm)(X1) —DF(th_l,m)(Xl)]ﬁ
i —ti—1

ti—1

(3.13)

2 Z[DF(NG m)(Xl) - ]D)F<th—1,m)(X1>](Btj - Btj—1)2

7j=1

<;S‘jp[\DF<Ne,m)(X1> DF(Nyy_m)(X1)|] DIC)

J=1
Observemos que

. 2
lim Zl(Btj — By, )" =1t qgs.
j=

Além disso, como H é um funcional de classe C?, entdo
[DF(Ngm)(X1) = DF(Ny,_, ) (X1)| = 0, qs.,

uniformemente. Colocando todo o visto acima na expressao (3.12), obtemos que

t; 1 ("
lim ZJ DF(Np)(X1)——2=L[B, — By, ,|dBym = J DE(N,)(X1)ds q.s.
t] 1 0

m—00 t — t] 1 J = ’ 2

(3.14)

Agora a prova do Lema segue das expressoes (3.5), (3.6), (3.7), (3.9), (3.10) e (3.14).

Portanto,

t t 1 [t
lim | DH(Nsu,)(X1)dBsm = f F(N;)dBs + QJ DF(N;)(X;)ds
0

m—00
0

- [maevexs, + L [ BE0) 00

0
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4 Calculo das Variacoes para Hipersuperficies

e Curvas

Neste capitulo, utilizaremos a férmula de It6 dada no capitulo 3 para obter
estimativas do funcional energia e o funcional volume para os processos Ny = ¢;(N) como
no capitulo anterior. Para isso primeiro estudamos curvas fechadas ou compactas que sao
as subvariedades de dimensao 1 e depois estudamos o caso de subvariedades compactas
de uma variedade Riemanniana de dimensao finita n > 1. Finalmente estudamos o caso
particular em que os campos que dirigem a equacao estocastica sao conformalmente Killing.
As referéncias principais utilizadas neste capitulo sao (OKSENDAL, 2003), (ELWORTHY,
1988), (KUO, 2006) (ABRAHAM; MARSDEN; RATIU, 2012), (TOPPING, 2006), (LEE,
2013).

4.1 Variacoes da Energia e Comprimento de Arco

Consideramos, como feito anteriormente, uma variedade diferenciavel M e uma

equagao diferencial estocastica em M da forma
dr, = Xo(z,)dt + Y X;(x;) o dB;, (4.1)

onde X, X1,. .., X,, sdo campos vetoriais suaves e B}, . .., B{" sdo movimentos Brownianos
independentes definidos sobre um espago de probabilidade filtrado (2, F, F, P).

Assumimos que os campos vetoriais satisfazem
1
Xo + izszXZ =0,
i
e que para toda forma bilinear A, € T, M temos

tr(A), = Z A(X;, Xi)a

Denotamos por ¢; : M — M o fluxo estocéstico associado & equagao (4.1) e por ¢ :
T, M — Ty, )M a diferencial de ¢, no ponto x. Além disso, pelo visto no capitulo 2, o
processo estocastico

v = Gpav 1 Q= Ty M,

satisfaz a E.D.E.

Duv, = VXo(v)dt + Y VX;i(v;) 0 dBj.

i=1



Capitulo 4. Cadlculo das Variagoes para Hipersuperficies e Curvas 50

Dada uma curva fechada 7 : [0, 1] — M, seja 75 uma variagao estocastica de + definida
por

73=¢so7:[0,1]—>M,

a qual também é uma curva fechada dado que ¢; é um difeomorfismo para cada t. Queremos

determinar o comportamento do comprimento de arco da curva 7, isto é,

MM=JH@M@@,

0

e de forma similar o comportamento do funcional energia dado por

aw=fEmm@Ww

0

Observamos que

0s71(8) = (ddr)(s)0s(5)
= (¢t*)7(s)8s7(s)'

Portanto temos que estudar como se comporta

<(d¢t)xva (d¢t)xw>m = <¢t*U, ¢t*w>m.
Dados dois vetores v, w € T, M considere os processos sobre T'M
Vg = Prat, Wy = Pz Ww.
Teorema 4.1. Com as condigoes acima temos que

dg(ve, wy)q, = Z(ﬁxig) (v, W), d By + Zg(VDtXi, Vi Xi)zdt — Ric(vg, wy) 4, dt,

(2

ou, equivalentemente

(@} 9)(v,w) = Y &} (Lx,g) (v, w)dB} + Y 61 g(Vu Xy, Vi X;)dt — ¢ Ric(v, w)dt

Demonstragio. Lembrando o feito no capitulo 2 temos o seguinte: Se S(t,x) é o fluxo de
Y, entao 0S(t,v) = DS(t,z)(v) denota o fluxo de

D
595t v) = VY(05(t,v)) = VaswuY.

Disso,
jtg((SS(t,v),éS(t,w)) = g(VY(0S(t,v)),05(t,w)) + g(0S(t,v), VY (0.S(t, w)))
= g(V(;g(m)Y, 5S(t, w)) + g((;S(t, U), v(SS(t,w)Y)7
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L g(65(1,0).85(0,0)) = S [0(Tss00)Y: (0 )) + 9(3S(1,0). Tasr¥)]
= g(VY(8S(t,v)), VY (8S(t,w)))
+ g(6S(t,w), VY (VY (5S(t,v)))) + g(dS(t,w), VY (Y, 55(t,v)))
+ g(VY (0S(t,w)), VY (6S(t,v)))
+ g(0S(t,v), VY (VY (6S(t,w)))) + g(6S(t,v), VZY (Y, 8S5(t,w))),
onde

VY (v,w) = V,Vy,Y — Vy,uY.
Utilizando isto junto com a EDE (4.1) temos que

dg(vta wt)xt
= [g(Vtho, wt)l“t + g(vtv thXO)It]dt + Z[g<vthi7 wt)l‘t + g(vt, thXi)xt] o dBZ

= [g(vtho, wt)xt + g(Ut, thXO)a:t]dt + Z[g(vthia wt)a:t + g(vt, thXz)xt]dBZ
+12i[ (Vo X W) g, + 9(01, Vi, Xi ), |t
2 - dt g Ut iy Wi Tt g (%) we<>1 )T
= [g(vthm wt)zt + g(vh thXO):ct]dt + Z[g(vthi; wt)% + g(Ut, thXi)wz]dBti
1
+ 5 Z{g(vthia thXi)mt + g(vta vthXiXi) + Q(Ut, VQXZ(XH wt))

+ 9(V, X5, Vi, Xi) + g(wr, Vv, x, X5) + g(wy, V2X;( X5, v)) bt
Como
VEXi(Xi, wi) = Vx, Vi, Xi = Vg w X
VQXi(Xi7Ut) = Vx, VX — vaithi,
entao

dg(ve, W),
= [g(vszOa wt)a:t + g(vt, thXO):vt]dt + Z[g(vthia wt)a:t + g(Ut, thXz>xt]dBZ

+ ;Z{g(VUtXi, Vi Xi)z, + 9(Vv, x,Xi + VX,V Xi — Vv o, Xis W)z, bt

+ ;Z{g(vthia Vi Xi)z, + 9V, x,Xi + Vi, Vi, Xi = Vv, Xiy Vi), bt

= [9(V, Xo, W)z, + g(v1, Vi, Xo) s, Jdt + Z[Q(Vthi, We)a, + 901, Vir, Xi), JdB;
+ ;Z{g(vthi, Ve Xi)ze + 9V, Vo Xi + Vi xi1 X, W), bt

1
+ 5 Z{g(vthu thXi)xt + g(inthXi + V[wt,Xi]Xia Ut)xt}dt-
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Utilizando a defini¢ao da curvatura
R(u,v,w, 2) = g(V.V,w = V,V,w — Vi qw, 2),
e somando e subtraindo na equacao acima
;Z[g(vvtvxi){i, we) + §(V, Vi, Xiy v0) | dt,
temos que

dg(vh wt)l't
= [Q(VthO, wt)xt + g(vta thXO)xt]dt + Z[g(vthza wt)zt + g(vta thXz):L‘t]dBZ

+ 9V, X0, Vi Xy dt + Y R(Xy, 04, X, wy) g, dt

1
+ 5 Z[g<vvthiXi7 wt) + g(thinXiv Ut)]mtdt‘

Utilizando a defini¢do da derivada de Lie
(Lxg)(v,w) = g(V, X, w) + g(v, Vo X),
temos

dg(vh wt) = (‘CXog) (Uta wt)xtdt + E(EXZQ) (Ut> wt)ﬂﬁtde + Z g(vthi? thXi)xtdt

+ 2 R(X;, vy, X, wy) g, dt + ; ;(mei 9) (g, wy)p, dt

= (Lixor1s, vy, x)9) (Ve We)a,dE + Z(ﬁxig)(% wy)e, dBj

+ 31 9(V0, X, Vi Xi)rydt + DT R(X, v, Xy wy) g, dt

= Y (Lx,9) (W, )2, dBy + . g(V, Xi, Vi, Xi)a, dt — Ric(vy, wy), dt.

Portanto

d(¢7g) = >, 0} (Lx,9)dB; + > 6rg(V,uXi, Vi X;)dt — ¢ Ric(v, w)dt.

m
Podemos, simplificar o resultado do teorema como segue
Corolario 4.1. Se v; = (D¢y),v para v e T, M, z = g(v, V), € up = UtH entao temos
U
a sequinte formula
1 & ,
d\/’?t = 5 2((‘6)(19) (ut> ut)xt)\/’?tdBZ
=1 (4.2)

1 m
+ 2[ - RiC(Ut, ut)xt + Z <g <VutXi; P(Ut)ivuth) )]ﬂdt,

=1 Tt

onde a projecio P, 1V, Xi = Vi, Xi — g(V, Xi, ug)uy.
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Demonstracao. Sabemos do Teorema 4.1 que

m

dg(ve, wy) = Z(Cxig)(vt, wt)xtdB,f + Zg(VUtXi, Vo Xi)z, dt — Ric(vg, wy) g, dt,

para vy, = (D¢y)v € wy = (D¢y),W com v,w € T, M. Assim para z; = g(vy, )z, €

Up = U obtemos
ol
— N t i v v 2
dz‘*‘é((“fg)(u T T ) >‘”” 4B, *Z <VwX“VwX)m o]
. Ut Ut 2
—RlC(,) [ve|” dt 4.3
fol Toel ), 1 (4:3)

Z ((Lx,9)(us, up), ) 2d By + (Z |V, X H Ric(ut,ut)mt)ztdt.

Agora aplicamos a férmula de [t6 1-dimensional para o processo estocastico z; = g(vy, vy)

e para a funcao f(z) = vz

dy/z = (Lx,9) (i, ur)w,)21d B + (Z IV, X5, — Ric(ug, w), )tht]

i=1

m

fL_l

Z( Lx,9) (s, up) g, )2 27 dt

= 5 Z((ﬁxig)(uta ut)fﬂt)\/;tdBZ

+
N | —

| ictuns e+ 33 (1960, = (Exg)ue ), )|

i=1

Finalmente observamos que se |w| = 1 entéo

X = F(Exg),0))? = 9(Tu X TX0) = 39T Xew) + o009, |

1 2

= (VX VX)) — (VX w)?
= g(VwX’w vsz) —4g (Vin, g(VwX“ 'lU)lU)

=9 (vin7 Vsz - g(vsz, 'U))’U,))

= g(VwXZ, prvin) = 0.
Portanto

A7 = ;Z((ﬁxig)(% W) )y/Fd ]

1 m
+ 2[ - Ric(ut, ut)xt + Z <g <VutXi, P(ut)ivuth) )]@dt

i=1
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Adaptando ideias apresentadas no trabalho de (ELWORTHY; ROSENBERG,

1996) e utilizando o Teorema de Girsanov chegamos as seguintes estimativas.

Corolario 4.2. Temos as sequintes estimativas para o funcional energia e comprimento

de arco

1. Se existem constantes a; e ay tais que

a; < (Z IV X2 — Ric(u, u)m) <az, Qs

i=1

Yue T, M, |u| =1, Yx e M, entio
E(v0)e™ < E(n) < E(ro)e™.

Portanto )
tli_)rg) n In (E(y)) € [ar,az].

2. Se existem constantes by e by tais que

1 m
bl < 2[ - R’iC(U, u):}c + 2 (g<vqua P(u)ivqu)x):| < b27 q.S.,
i=1

Vue T, M, |u| =1, Ve e M, entao
L(0)e™ < L) < L(y0)e™".

Portanto )
lim = In (L£(y:)) € [b1, ba].

t—oo t

Demonstracao. Consideremos as equacoes

m

dr, = Z aixtde + osxdt,

(2

m

dy; = ZaiytdBZ + <0t + (at)2) yydt.
Seja
~ . . t .
u; = (a;,...,a), Bl =B —I—f aids,
0

e a medida de probabilidade dQ = M,dPP, onde
i Lo [ i
M; = exp ( —Zi:asst — 2;f0(a5) ds)7

entdo pelo Teorema de Girsanov (ver pag 158 de (WKSENDAL, 2003)) garante que y; é

solugao de

dy, = Z ayd B + oyt
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e satisfaz
EJP’[%] = EQ[%] = EP[Mtyt]'

Por outro lado, pela féormula de It6 temos que

yﬁwwm<ifadg—xj damp(p%+gmym9
= 2 exp (ZJ a'dB! + - ZJ ds) exp (f asds)
:mﬂglwp(ﬁaﬂﬁ,

Ep[z:] = Egly]

t
= Ep [xOMtMt_l exp (J asds)]
t 0
= xoEp [ exp ( J Usds) ] )
0

Agora por simplicidade assumimos que

assim

k<o, <K, gq.s,

de modo que

zoeM < Bpla,] < zoe”.

Analisando o primeiro caso em relagdo a equagoes (4.2) e (4.3) e utilizando o feito acima
obtemos

20e™" < E[z] < zpe™,

isto é equivalente a ter
ool * e < Elg(ve, vr)] < [wo]* ™,

finalmente integramos para obter

E(r0)e™" < E(m) < E(v0)e™".
De igual forma temos a estimativa para o comprimento de arco. O

Corolario 4.3. Se M € uma variedade com curvatura seccional nao positiva entdo temos,

em média, um nao decaimento em energia. Mais precisamente, temos

E(0) < E(n) < E(0)e™,

portanto

lim © In (€(7)) € [0, &].

t—oo t

onde k € uma constante.
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Demonstracao. Nas condigoes acima e utilizando o Teorema 4.1 para o caso das curvas

com () (5) € Ty, (M temos que

= %’Yt

Ey) = j E|v,(s)|%ds

0

_ L "EJuo(s)[ds + E(; L t Lt(ﬁxig)(vr(s)a v (s))dBids)
) L t L BV, ) Xi|2drds L t L B (Ric(o (5), vy (5))drds
- [t as+ ) [ 81 aris - [ |78t ),

Dado que as curvaturas seccionais de M sao nao positivas entao temos que —Ric(v,(s), v.(s))

¢ nao negativo, logo

t t t t
ZJ J EWMS)Xi?drds—f J E(Ric(v,(s), v,(s)))drds > 0,
— Jo Jo 0 Jo

e, portanto,
E(70) < E(m).

Finalmente, se consideramos

—sup  sup <2]Vin2—Ric(U,v)>,

xeM veTy M,|v|=1

i
entao

E[[lv(s)]*] < Elluo(s)|* + L KE[v.(s)[]dr,

e assim pelo lema de Gronwall temos que
E[[[ve(s)|*] < E[[wo(s)]*]e™.

Portanto
E(e) < E(0)e™.

4.2 Variacdes de Area para Hipersuperficies

Na se¢ao anterior vimos estimativas para os funcionais energia e comprimento
de arco. Agora, vamos estudar estimativas para o funcional volume que é a generalizacao
natural do funcional comprimento de arco para variedades com dimensao n > 2. Para isso,
precisamos calcular a primeira e segunda variagdo do volume para o caso de superficies.

Seja (M, h) uma variedade Riemanniana e N uma subvariedade compacta de M munida da
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métrica induzida que denotamos por g. Seja ¢; : M — M um fluxo de difeomorfismos sobre
M. Para cada t temos subvariedades compactas sem fronteira N; = ¢;(N). Denotamos

por g; a métrica induzida por M sobre N, para cada t, isto ¢, dados u,v € T, N; entao

Gi(u,v)y = h(u,v),.

A métrica g; induz sobre N, uma forma volume que denotamos por w;. Denotamos de
1 = wp a forma volume induzida sobre N. Para cada t, a variedade N, estd munida da
métrica g, que induz uma conexdo V' que ¢ a conexdo de Levi-Civita em N;. Seja V a

conexao de Levi-Civita em M induzida por h, entao
Bi(X,Y) = VxY - V&Y,

é a segunda forma fundamental da superficie. Observamos que B,(X,Y), € T,N;- < T, M.

O vetor curvatura media é definido como sendo o trago de By, isto é
Ht(m) = Z Bt(eia 6i)a,’7
i

para uma base ortonormal {e;} de T, N;.

Definimos os seguintes operadores sobre N, a partir de uma base ortonormal

{e1,...,e,} como acima. Dado um campo vetorial X em M sejam

a) |VX[* = Zh(veiXﬁeiX),

b) A'(X) = D A(X, Biles, ) e [A(X)F = Y (X, Biler ;)

Y] Y]

¢) Rict(X) =) R(X,e;, X, ¢e).

A forma volume w; nos permite calcular o volume da superficie pela férmula

vol(N,) — th wr JN o

Lema 4.1. Com as hipdteses acima temos que, para cada t, valem as sequintes formulas
(0e9t)z(u,v) = Lxh(u,v),,

(02G) 2 (u,v) = L3%h(u,v),.

Demonstragio. Sabemos que N é uma subvariedade M entao ¢;|y : N — N; é difeomor-

fismo, portanto existem y € N e @,v € T, N tais que

(bt(y) = Z, D¢t<a> =u, ngt(@) = .
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Assim

gi(u,v)e = h
h
= (¢f

Qe
D¢t( ) Dﬁbt(f}))dﬁt(y)
h)(@,7)y.

Lembramos que, para todo tensor 7' ver ((ABRAHAM; MARSDEN; RATIU, 2012) pag
365) temos que

(u,
(

d ,
ZOIT = 61 LxT,

com L sendo a derivada de Lie na dire¢do do campo vetorial X. Entao

(Otgt)(u,v) = ey h)(4, D),
= (¢{ Lxh)(a, D),
= Lxh(u,v),,

(@291:) (u,v) = 0(¢; Lxh)(@, D)y
= (¢ LxLxh)(a,
= (o7 LXh)(1,0),
= L3 h(u,v),.

)y

]

O seguinte resultado é bem conhecido, apresentamos aqui sua demonstracao

para mostrar nosso método de trabalho.

Teorema 4.2. (Primeira férmula de variacao). Nas hipoteses acima temos que

Dovol(N)(X) :c;lt

vol(Ny) = — fN<H, Xu.

t=0

Demonstracdo. Seja N uma subvariedade de M, dada ¢, : M — M um fluxo de difeomor-
fismos sobre M. Para cada t seja N; = ¢;(/N) uma subvariedade compacta sem fronteira,

entao para w; a forma volume sobre N, temos o seguinte;

vol(N,) — th o — JN o

of

d
= ¢0£XWO+J Qbo wt|t O)

dwt
[ o |
NX th‘t()

Logo

r

vol(Ny) = ¢fﬁxwt

dt],_,
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Se g; ¢ uma métrica evoluindo no tempo, entao (ver por exemplo (TOPPING, 2006) prop

2.3.12)
d 1
%Wt = §t7’<at9t>wt-
Para calcular tr(d;g;) consideramos vetores ortonormais {ef, ..., e’} para g; e tais que

Viel = 0. Dessa forma vemos que
k3

tr(0igr) = Z Orgi(e;, €;)

i=1

I
[+

L

b

=
—

Q)
s
@mﬁ-
~

=2 Zn:<ve§X, 65

=23 [l X, by = (X, Voueh)]

-
Il
—

= =2 (X, Ve +2) el X, €]
i=1 =1

=2 Z<X,ve§e§ —Vie)+ 22 el X, ely.
i=1 =1

Sendo Bi(el, el) = Vel — Vel segue que

: ?
612

tr(0ug) = —2 Z<X, Bi(el,eb)) + 22 el X, el
i—1 i=1

= —2(Hy, X)+2) el(X el

i=1

= —2(Hy, X)+2) elg(Pra, X, €})

=1

= —2<Ht7 X> + QdiUNt (PTNtX).

Dvol(N)(X) = EX;L+J —

[

=2
N — N~
2 >z ?

t=0
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como ON = & e dado que Lxpu = (divX ) ver (LEE, 2013) pag 344) entao pelo Teorema

da Divergéncia temos que
J KX/L = 0, J d’iUN(PTNX>/L = 0.
N N
Portanto
Dwvol(N)(X) = —f (H, X )u.
N
O

A férmula a seguir é nossa e até onde sabemos nao aparece na literatura. Em

geral é estudada para casos particulares.

Teorema 4.3. (Sequnda formula de variagao). Nas hipdteses acima temos que

D200l (N)(X, X) = f { — Rict(X) + [VX|2 = h(Vx X, H) = 3 | Pry, V., X |2
N

=1

n 2
_ th(ei, PTNtvﬁeiXX) + [ — <H, X> + diUNt(PTNtX)] }ILL

i=1

Demonstracao. Observemos que

D*vol(N)(X, X) = d—Qvol(Nt)
-4 e %]
= [ orctea o | aren 0+fN¢t£Xd“t o

d 2
qumjcxwt +J “
=0 th t=0

como 0N = (J, temos pelo Teorema da Divergéncia que

dwt
L3 = f L =0,
JN x “dt |,
desta forma
2 dzwt
Dol (N)(X, X) = 5
N dt? |,

Para calcular a segunda derivada utilizamos as férmulas de ((TOPPING, 2006) prop. 2.3.6)

para a derivada do traco de um tensor T que varia também com relagao a t.

Cclittr( ) = —{Owgs, T) + tr(0,T).
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Assim
d2
ﬁwt = [tr((?tgt)wt]
d 1 d
d r(0egt) ]Wt + Qtr(atgt)dt ¢

B
:

1 1
<§tgt, 0tgt> + tr(é’t(ﬁtgt))]wt + itr(é’tgt) thr(ﬁtgt)wt]

5
1
2
1
2

1 1
gl Gir(@ta) + @) o

Lembramos que

E)dl(Y, Z) = h(VyX, Z) + h(Y,sz)

Entao,

[0gel* = > (egr)(eire))?

<
—_

[h(VEiX, ej) + h(ei,ver)]Q

[h(vein ej)2 + Qh(vein €j>h(ei7ver) + h<€i7ver)2]

~
—_

h(veiX, Gj)h(veiX, ej) + 2 Z h(veiX, q)h(ei,ver)

i,j=1

D= TD= 0= $De

s
—

Ve X)h(en, Vo X)

J J

=

<
Il
—_

+
(Dt
=
£}

9t(PrnVe, X, €)g:(Pra,Ve, X, €;) + 2 Z 9:(Pr, Ve, X, €j)gt(PTNtver, €i)

i,j=1

<.
—

I
=

9:(Prn, Ve, X, €)g:(Prn, Ve, X, €;)

.
—_

I +

@
Il
—

gt (pTNtVeiXa Z gt(PTNtveiXa ej)ej>

7=1

_l’_
DO
[]=

gt (61‘7 Z 9:(Pryn, Ve, X, €j>PTNtver)

j=1

—_

+
/—\

PTNtver’ Z gt(PTNtthjX7 ei)ei)

i=1

<
Il
—

[

s
Il
—

=1

+

<
Il
—_

(PTNtV X, PTNtV X).
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Assim

HatgtH2 =2 Z gt(‘PTNtveiX? PTNtveiX) + 2 Z gt <ei7 PTNtVPTNtVeiXX>

i=1 i=1

= 22 ||PTNtVeZ.XH2 + 22 Gt (61', PTNtvPTNtVeiXX)’
=1

i=1

L3h(Y,Z) = Lx(Lxh)(Y, Z)
— Lxh(Vy X, Z) + Lxh(Y, V2 X)
— X(LxM(Y, 2)) — X(Lxh(Y, Z)) + Lxh(Vy X, Z) + Lxh(Y,V 1 X)
= X(LxM(Y, Z)) = Lxn(VxY,Z) — LxW(Y,VxZ) + Lxh(Vy X, Z)
N ASS
— X(Lxh(Y, 2)) = Lxh([X, Y], Z) — Lxh(Y,[X, Z])
— Xh(Vy X, Z) + Xh(Y,V2X) — h(Vixy X, Z) — h([X, Y], V,X)
(VXL [X, Z]) — (Y, Vi X).

Note que
Xh(VyX,Z)=h(VxVyX,Z)+h(VyX,VxZ),
Xh(Y,VzX)=h(VxY,V;X)+h(Y,VxVzX).
Assim
LAY, Z) = hVxVyX,Z) + hVyX,VxZ) + h(VxY,VzX) +h(Y,VxVzX)

h v

h X,Y],VX) = h(Vy X, [X, Z]) — (Y, Vix.2X)
— WMV xVy X, Z) + h(Vy X, VxZ) + h(VxY,V2X) + h(Y,VxVX)
— W(Vixy X, Z) = W(VxY, V2 X) + h(Vy X,V X) = h(VyX,VxZ)

h

h

h

Y, szX) — h(v[)gy]X, Z) + Qh(va,sz)
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Somamos e subtraimos o termo h(VyVx X, Z) para obter

L3h(Y,Z) = h(VxVyX,Z) = h(VyVxX,Z2)+ hVyVxX,Z) = M(Vxy1 X, Z)
+2h(Vy X, V2X) + h(Y,VxV2X) — h(Y,V[x.2X)
= R(X,Y,X,Z) +2h(VyX,V2X) + h(VyVxX, Z) + h(Y,VxV2X)
— (Y, Vix,21X)
=2R(X,Y, X, Z) + 2h(Vy X,V X) + h(VyVxX,Z) + h(Y,VxVzX)
—h(Y,Vix7X) - R(X,Y, X, Z)
=2R(X,Y, X, Z) + 2h(Vy X,V X) + h(VyVx X, Z) + h(Y,VxV,X)
—h(Y,V;VxX) = h(Vix1X,Y)+h(Y,V;VxX) - R(X,Y, X, Z)
=2R(X,Y, X, Z) + 2h(Vy X,V X) + h(VyVxX,Z) + R(X,Z,X,Y)
+ 1Y, V,VxX) - R(X,Y, X, Z)
=2R(X,Y, X, Z) + 2h(Vy X,V X) + h(VyVx X, Z) + h(Y,V;VxX)
= 2R(X,Y, X, Z) + 2h(Vy X,V X) + (Lg, ) (Y, Z).

Ao considerar uma base ortonormal de N, temos
tr(0ig,) = tr(Lxh)

= 2try(R(X e, X, €7) + 2 ) |[Ve X[7 + ) (Lo, ) (ei ).

i=1 i=1

Calculamos
Z(cﬁx)(h) (6i7 ei) = 2[h<veiva7 ei) + h(eia veivX)()]
i=1 i=1
=2 (Ve VxX,e)
i=1
= 2diUNt(PTNt (W)(X)) — 2h<va, H)
Assim,

tr(02g,) = 2trn (R(X, e, X, €;)) + 22 Ve, X|? + 2divy, (Pry, (Vx X)) — 2h(Vx X, H).

i=1
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Logo
D*vol(N)(X, X) = ( e

JN t=0
( 1 9 1

= *||0t9t\| +5tr(00g) + Jtr(Gg)’
JN 4 t:O

_ {—[ 2 | Prn, Ve, X |2 + Qth (ez,PTNtVPTNtVE X)]
JN i=1 i=1
thTN X, €, X, 61)) + 2 Z HverH2 + Qdi’UNt (PTNt (VXX))

=1

—2h(VxX, H)] +i[—2<H, X)+ 2dith(PTNtX)]2}wt

t=0

= f {tT’N(R<X, €, X, 61)) + Z HVEZXHQ + dith(PTNt(vXX))
N

i=1

- U H) = VP T X = Y0 P T,

i=1 =1

)
t=0

+ [—<H, X> + diUNt (PTNtX)]Q}wt

onde utilizamos que J divy, (Pry,(Vx X)) = 0, portanto
N

D*vol(N)(X, X) = JN{trN(R(X, ei, X,€i)) + Z Ve, X|? —h(VxX, H)

i=1

— Z HPTNtveiX‘P — Z gt (6i, PTNtvPTNtVeiXX)

i=1 =1

n [ —(H,X)+ dith(PTNtX)T}wt

t=0

O

A férmula acima se reduz-se ao caso cldssico para variagoes ortogonais de
superficies minimas. O coroldrio a seguir mostra que a formula acima reduz a forma usual

em que ¢ apresentada a segunda variacao do volume na literatura.

Corolario 4.4. Nas hipdteses acima, se N é uma subvariedade minima (isto é, se H =0)
e X € TN} entdo

D*vol(N)(X, X) = JN[—RZ'C&(X) + VX = 2] A°(X)[*]dp,

para {ey,...,e,} campos ortogonais.
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Demonstragio. Se H = 0 e X € TN;-, entdo

n

tr(0ge)|i=0 = Z Orgi(es, €4)

i=1

=2 i<veiX, €i>
i=1

= —2(H,X)+2) e X, e;)

i=1
= 0.
A diferenca do feito acima, utilizamos que X € T'N;- para calcular |0,g;|?. Consideramos
uma base de campos ortonormais {ey,...,e,} tais que V.e; = 0. Portanto

B(GZ‘, ej) = Veiej,

€
h(ve¢X7 ej) = eih(Xv ej) - h(Xaveiej)
= _h(X7v€i€j - veiej)
= _h<X7 B(eia 6]‘)),
entao
l0igel* = ) (rgn) (s ;)
ij=1
= Z [h(veiX, €j) + h(@i,ver>]2
ij=1
= Y [=h(X, Bles, €5)) — h(X, Bes, €;))]
i,j=1
=4 ) h(X,B(ei ¢)))”.
ij=1
De onde
1
D200l (N)(X. X) = 5 [ [~lil? + tr(@ a0l
N
1 U —
=5 | |2t (R(X e, X, ) + 2 Ve, X[ + 2divy, (Pr, (Vx X))

N =1

—4 Zn_l h(X, B(e;, ej))2] du

J=1

- JN[—Rz'c(ﬂX) VX7~ |A°(X) P]dp,

dado que J divn, (Pry,(VxX))p = 0. O
N
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Do Teorema 4.3 podemos obter estimativas para a segunda variacao. Disto

tratam os corolarios a seguir.

Corolario 4.5. Nas condigcoes acima, temos a sequinte limitagdo para a sequnda variagdo

do volume

D*vol(N)(X, X) < f l—Ricé(X)+VX2—h(VXX, H)+(—(H, X>+dith(PTNtX))2] L.

Demonstracao. Da segunda férmula da variagdo do volume temos que,

[ 1 1 1
D2UOZ(N)(Xa X) = _5”81591&”2 + 5”(@290 + 4tT(atgt)2:|wt

t=0

1 1
3@ + 10602 o

—Ricy(X) + |VX|* - h(Vx X, H)

t=0

VAN
z =z =z

J

+ (_<H, X> + dl"UNt (PTNtX))Q]M.
0

Corolario 4.6. Nas condigcoes acima, temos a sequinte limitagdo para a sequnda variagdo
do volume

n

D200l (N)(X, X) = f [—Rz'cg(X) ~ h(VxX, H) = | Pry, Ve, X
N

i=1

— Z ge(es, PTNtheiXX)] -

i=1

Demonstracao. Dado que
DV X+ (—CH, X) + divy, (Pry,X))* 2 0,

obtemos o resultado. O

Teorema 4.4. A formula para o volume de N, é dada por

vol(N,) = vol(N J J <Hs,Xo>wsds—Z J f (Hy,, X;)wsdB:

=1

1 B
QZJJ { —Ricy (X:) + [VX|* = h(Vx, Xs, H) ZHPTNSVQXZ»HQ (4.4)

2
€, PTNSVPTNtVe-XiXi> + l - <Hs, XZ> + diUNS (PTN,gXi)] }wst.
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Demonstracao. Pela formula de 1t6 temos o seguinte

vol(Ny) = vol(N) + Jt Dwvol(Ns)(Xo)ds + Zn: Jt Dol (N,)(X;) o dB:

_ wol(N) + J Duol(V)(Xo)ds + Y J " Duol(N.)(X.)dB!

1 (1
+5 ZJ D2vol (N,)(X;, X;)ds.
i=170

Portanto aplicando primeira e segunda formula de variacdo obtemos o resultado. O

Corolario 4.7. Se VX = 0, entdo vol(N;) = vol(N) para todo t.
Demonstragio. Se VX = 0, entdo V., X = 0 para todo i, pois |[VX|* = Z Ve, X|?.

i=1
Dado que (0;g;).(el, ef) = 2h(Vee X, ef) =0, assim d;g; = 0 logo

Dvol (N)(X) = D*vol(N)(X, X) = 0,
segue-se da férmula de It6 que vol(N;) = vol(N). O

Da férmula de It6 podemos calcular o comportamento da média do vol(Ny).

Corolario 4.8. Seja M compacta e ¢y o fluro associado a EDE definida a partir dos
campos gradientes das fungoes alturas (X; = Vh;) e Xo tal que

ln
Xo+=)> Vx X, =0.
0+2i221 X;

Assumindo que as curvaturas seccionais de M sao nao positivas, entdo
E[vol(N,)] < E[vol(Ny)]e®,

e, portanto,

lim 1ln (E[vol(NVy)]) < K,

t—oo t

onde K € uma constante.

Observagao 4.1. Tal ¢; € o fluro do movimento Browniano em M wver (HSU, 2002).
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Demonstragao. Aplicamos esperanga a férmula (4.4) do funcional vol(V;) e dado que M

¢é compacta podemos limitar |VX;|| < 1. Logo pelo Corolario 4.5 temos que
t
E[vol(N;)] = vol(Ny) — Elf f (Hs, X0>wsds}
+ IE[ ZJ f { Rict(X;) + [VX|? = h(Tx, X, H) = 3 | P, T, X

i=1

2
_ Z Js (61'7 PTNSVPTNtVe-XiXi> + l — <Hs, XZ> + diUNS (PTN,SXi>] }wsds]

i—1
t 1 n t

< vol(Ny) — Elf (H,, X0>wsds} —i—ElQ ZJ f [—Rici(Xi) +|VX,|?
0 JNg i=1Y0 s

- h<szXza Hs) + (—<HS, X1> + diUNS (PTNSXi>)2]Wsd5]
0

< vol(Ny) — El J t RCA X0>wsds}
+El st[l— W(V . Xo, H.) + (div, (Prw. Xi) — <HS,X>)] ]

1 n
Agora como X, + 3 ZZ] Vx,X; = 0 entao

1S —
H,. X - h(Vx X, H,) =0.
CHy X 5 D (T X, H)
Assim

E[vol(N,)] < vol(Np) +El Z‘JJ {1+ (divy, (Pry, X;) — (Hy, X;))? }wsdzs].

Note que, para uma base ortonormal eq, ..., e, de TN,

dM)N (PTNS ) <H5,X>

M:

<V PTN XZ, €J> Z<Xl’ Ve]€]>

7j=1

<.
Il
—_

I
M:

<V§j Pry,Xi, e;) = (Xi, Vej€j>]

<.
Il
—

|
Ny

ej<PTN5X,~, ej) — {(Prn,Xi, Vi €j) — <Xi7vej€j>]

<.
Il
_

Il
M:

%@mp%&wy»w&ﬂwﬂ

<.
Il
—

Il
ingy

€j<Xia €j> — <Xz, Vejej>] .

<.
Il
_
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Agora, como X; = Vh; temos

divy, (Pry,X;) — (Hy, X;) = Z[ej<vm,ej> <Vh,,vejej>]

= Z Hessh;(ej, e;).
Pelo fato de M ser compacta temos que Hessh; é limitada (|Hessh;|| < K;). Portanto

(divw, (Pra,X;) — (Hy, X;))? <

Dessa forma obtemos que

E[vol(N,)] < vol(No) + E[; 2 L t J [ Kf]wsds]

= vol(Ny) + EB Zn; Ltu + Kf]vol(Ns)ds]

— vol(Np) + 52[1 + Kf]f E[vol(N,)]ds.

i=1 0

Utilizando o lema de Gronwall para estimar o crescimento do volume, temos

E[vol(N,)] < vol (o) exp( i e J )
— vol(Ny) eXp( Zn] LK )

n

1
Finalmente, tomando K = 5 2[1 + K?] obtemos
i-1

E[vol(Ny)] < vol(Ng)e™
[

Exemplo 4.1. Se M ¢é um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante. Sabemos
que
1

VxY = S[X,Y],

para campos invariantes X,Y . Seja entdo N < M um subgrupo de Lie compacto munido da
métrica induzida por M. Considere X1, ..., Xy uma base ortonormal de campos invariantes
tais que {X1,..., X} € T.N. Seja ¢y o fluxo associado ao campo invariante Y. Definamos
como acima, Ny = ¢4(N). Entdo para cada t temos que B = {D¢ X1, ..., D¢ X} € uma

base de T N;. Observamos que, na base B, a métrica é descrita como

(gt)ij = h(D¢: X, D¢th)-
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Sejam a;; 0s escalares tais que

[Xi, Y] = Zainj + Z,

J
com Z € T.N* < T.M. Agora se {X1,..., Xk} € uma base ortonormal entdo a;; =
h([X;, Y], X;). Além disso, como

WX Y] XG) = h(Xa [V, XGD) e [V, XG] = —[X5, Y],

seque-se que
aij = —aj; = h([X;, Y], X3),

e dai obtemos que a; = 0 para todo i. Assim temos que

Dwvol (N f Ly p —l—f %

2 JN tr(atgt)wt

t=0

Primeiro, note que para algum x = ¢y(xy) € Ny temos

0r((9t)i(2)) = Ly "Dt X, 15X) g1 (w0)
= Ly ¢y M( X, Xj)ag
= o h(Vx,Y, X})z + 01 h(X;, VXjY)xO
= ¢/ [h(Vx.Y, X))z + h(Xi, VXjY)xO]

g lh (;[Xi, Y], Xj> +h (X ;[Xj,Y]> ]
0 zo
x0 =1
= —Z a; gt l] + ajl(gt>ll< )]
Portanto,

tr(0vge) () = 0¢(g¢)ii ()

-

s
I
—

Z[Gil(gt)li(x> + aq(gr)u(2)]

S
Il
—_
~
Il
—_

] (gt>il (m)

N = = N

.M:
NgE

-
Il
_
~
Il
—

Assim obtemos a primeira formula de variacao para o volume de Ny,

ZZCM JN go il CCO)M

i=11=1

Dovol(N

l\')\r—t
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Dado que {Xy,..., Xk} € uma base ortonormal de T.N e a; = 0, entdo
1 n
Duol(N)(Y) = 5 Z a;;0ol(N) =

de onde tiramos que Dvol(N)(Y') = 0. Dessa forma temos que ¢, preserva o volume.

Exemplo 4.2. Consideremos o grupo de lie G = SL(3,R) e o subgrupo compacto Gy =
SO(3,R), seja g e go as dlgebras de lie de G e Gg, logo uma decomposi¢io de Cartan de g
¢ dada por

g=00®s  [90,00] <9, [g0,5] s

Uma base para go € dada por
0 0
Xi=|100 -1 [, Xy = 0 O
0

Os comutadores dos elementos da base sdo
[X17X2] = X37 [X37X1] = X27 [X27X3] = Xl-

Tome Y € g, entao Y =Y, + Y, onde Yy, = b1 X1 + by Xy + b3X35 seque-se que

(X0, Y] = [X1, Y, + Yi]
= [X1, Yo ] + [X1, Y]
= [X1,0: X1 + by Xo + b3 X3] + parte em s
= b1 [ X1, X1] + bo[ X1, Xo| + 03[ X1, X3] + parte em s
= by X3 — 03Xy + parte em s.
Analogamente

[Xo, Y] = b3 Xy — b1 X3 + parte em s,

[X3,Y] = —bs Xy + b1 Xy + parte em s.

Agora da nossa relagao (| X;, Y] = Zainj + parte em s) temos que
J

a1 =0, axp =0, a3 =0.

Logo pela observacgao feita para grupos de Lie obtemos que

Dvol (Go)(Y) = D*vol(Go)(Y,Y) = 0.
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4.3 Caso de campos conformalmente Killing

Nesta se¢ao veremos o comportamento da variacdo do volume para o caso em
que os campos que dirigem a equagao estocéstica (4.1) sdo conformalmente Killing. Como
antes assuma que N < M é uma subvariedade compacta e que os campos {X, ..., X, }

que dirigem a equagao que da origem ao fluxo ¢; sdo conformalmente Killing, isto é,
Lx,h = \ih,
para uma funcao );. Podemos ver que

~ dim(M)

Teorema 4.5. Nas condicoes acima, temos que

Dvol(N)(X) = nf AL,

N

D20l (N)(X, X) = g JN [X(/\) + ;n/\Q],u.

Demonstrac¢ao. Dado que

d Jd
— li—ovol (N;) = — Wyl
vl (V) = | el

Se g; ¢ uma métrica evoluindo no tempo, entao

d

1
%Wt = itr(atgt)wt-

Assim temos que

tr(0uge) = ) Grgelels €f)

i=1

I
1=
=
b
>
—
N
o

I
p
. p—
1=
>
—
)
2
D
2
SN—

Portanto ]
Dvol(N)(X) = nJ ALt
2y

Para a segunda féormula de variacao temos que

(jttr(T) _ _{agn, T + tr(&,T).
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Desta forma
d2

w13 > i
Primeiro

10e(g2)is (=)]*

I
H-MFE TM3 TM3

(ege) (€5, €)?

7 1

[Lxh(ef, €5)]°

7 1

= [Ah(ew e;))”
— A2 Z h(el,el)
2,7=1

= nA%
Agora encontramos

(0791)ij(x) = Lx(Lxh)(e}, )
= Lx(Ah)(e;, €)
= (LxN)h(ej, €5) + ALxh(e;, €})

= X(N)h(e, €}) + X*h(ef, €})
= (X(A) + A)h(ef, €)).
Portanto
tgt Z tgt zz
= DX () + W)h(el, el
i=1
=n(X(\) + >\2).
Logo,
d? [ 1 1 1
ﬁwt = _ - 5”@597%”2 + itr(é’fgt) + 4tT(atgt)2]Wt
|-t Nt (X(/\)+/\2)+l( \)?
= _ 2n 2n 1 n Wi

n 1
_|r 1 942
2X(A)+4n)\ w

1 1 1
|0ege])* + = tr (7 ge) + ~tr(Guge)* we
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Assim

2

d
ID)Q'UOZ(N)(X,X) @UOZ(Nt”t:O
d2

= 7wt’t 0

N dt?
_ n 150
—JN[QX(/\)+4n)\];L

- ;’L lX()\) + ;nAQ]u

Teorema 4.6. Se ¢; € o fluxo da equagao diferencial estocdastica (4.1) e os campos que

]

dirigem a equagdo estocdstica sdo conformalmente Killing, entdo a formula para o volume
de N, é dada por

1 1 & |
vol(Ny) = vol(N) + nf f Aowsds + QnZJ j \iwsd B,
i=170 JN;s

O NMEEE AR

Demonstracao. Pela formula de It6 temos o seguinte

¢
vol(Ny) = vol(N) + J Dwvol(Ns)(Xo)ds + ZJ Dwol (N, )odB:!
0
¢
= vol(N) + J Dwvol(Ns)(Xo)ds + ZJ Dol (N,)(X;)dB:
0

+= ZJD%oz )(X;, X;)ds.

Portanto aplicando primeira e segunda férmula de variagao para o caso em que os campos

que dirigem a equacao sao conformalmente Killing obtemos o desejado. O]
Corolario 4.9. Nas condigoes acima, se \; sao constantes para todo i, entdo
E[vol(Ny)] = E[vol(N)]e*,

onde k € uma constante.

Demonstragio. Utilizamos a férmula (4.5) para o volume de Ny
1 ! I &, [ :
vol(N;) = vol(N) + zmof vol(N,)ds + §n2 )\if J wsdB!
0 - s

n? & t
+3 ZA?J vol(N,)ds.

i 0
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Aplicando a esperanca na igualdade acima produzimos
t

E[vol(Ny)] = vol(N) + ;n)\ofo

ln)\ +712i)\2 ftE[vol(N )]|ds
0 8 i 3 o s .

= vol(N) + lQ

Utilizamos o lema de Gronwall para obter
1 n2 m t
E[vol(N;)] = vol(N)elzmot 5 E" D) o ds

Portanto )
1 n% A o
E[vol(N;)] = vol(N) exp (Zn)\ot + 5 ZZ: A7 t>,

Por fim, tomando

1 n? e Ly
k= 277,)\0+82il)\i,

obtemos o resultado.

E[vol(N,)]ds + Ziﬁ L E[vol(N,)]ds
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos a integral estocastica sobre o espaco de Fréchet das
subvariedades compactas de uma variedade diferenciavel M com respeito a processos
estocasticos induzidos neste espago por fluxos estocasticos que sao solugao de uma equagao
diferencial estocdstica. Desse modo generalizamos o resultado apresentado no artigo de
(KINATEDER; MCDONALD, 2002).

Em ressumo

e Introduzimos os conceitos bésicos da teoria de variedades de Frechét.
e Fizemos uma revisao rapida das ferramentas basicas do calculo estocastico.

e Construimos para a variedade S(M), seguindo as ideias apresentadas no trabalho de
(KINATEDER; MCDONALD, 2002), uma férmula de It6 para um funcional definido
no espaco de Fréchet S(M) e com respeito a um processo estocastico definido no
mesmo espago a partir de um fluxo de difeomorfismos associado a uma equacao

diferencial estocastica sobre a variedade M.

e Utilizamos a férmula de Itd construida para obter estimativas do funcional energia
(no caso de curvas fechadas) e o funcional volume (no caso de variedades em geral)

para os processos N; = ¢, (N).

e Estudamos o caso particular em que os campos que dirigem a equacao estocastica

sao conformalmente Killing.

O formalismo introduzido somente foi estudado, como dito acima, para um
funcional. No entanto ele pode funcionar para outro tipo de funcionais, como por exemplo
o funcional curvatura total entre outros. Por outro lado, também podemos pensar em outro
tipo de variedades de Fréchet nas quais a formula de It pode ser definida e determinada

de forma similar a feita neste trabalho.
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