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Resumo

Equacoes Generalizadas vém sendo estudadas por muitos matematicos ha varias décadas,
mas o estudo do problema com restrigcoes é bem recente. Nesta Tese, faremos uma
abordagem Quasi-Newton as Equagoes Generalizadas com Restricoes. Essa abordagem foi
feita de duas formas diferentes, primeiro o Método Quasi-Newton com Projecao Inexata,
em seguida o Método Quasi-Newton Inexato com Projecao Inexata. De inicio, provamos
os teoremas exigindo apenas uma condi¢ao para a atualizacao By e depois, para ambos

0s casos, enunciamos um novo resultado usando a atualizacdo de Broyden. Alguns testes

numéricos foram feitos.

Palavras-chave: Equacoes Generalizadas com Restri¢coes. Quasi-Newton. Projecao Ine-

xata. Broyden.



Abstract

Generalized equations have been studied by many mathematicians for several decades,
however the study of the constrained problem is quite recent. In this Thesis, we will use
the Quasi-Newton method for Constrained Generalized Equations. This approach was
developed in two different ways, firstly using the Quasi Newton Method with Inexact
Projection, secondly using the Quasi Newton Inexact Method with Inexact Projection. At
first, we proved the theorems by requiring only one condition for the Bk update, and then,

for both cases, we stated a new result using the Broyden update. Some numerical tests

were made.

Keywords: Constrained Generalized Equations. Quasi-Newton. Inexact Projection. Broy-

den.
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1 Introducao

Varias familias de problemas em otimizacao podem ser remodelados na forma
de uma Equacao Generalizada e um método que proponha solucdo pode nos trazer uma
forma padronizada para resolvermos varios desses problemas. Problemas de equilibrio,
desigualdades variacionais e problemas lineares e nao lineares de otimizagao podem ser
adaptados na forma de uma equagao generalizada, mesmo que tal reformulacao nao torne o
problema mais simples. Mostraremos em mais detalhes como essa associacdo pode ser feita
em alguns momentos do trabalho. A nossa abordagem principal, nesse trabalho, da-se sobre
o problema das Equagoes Generalizadas com Restri¢oes e buscamos uma contribuicao ao
que propos Oliveira, Ferreira e Silva em [1]. La buscou-se resolver o problema com uma
abordagem Newton e sobre outras hipdteses de regularidade que ainda serao comentadas

nas secoes posteriores. O problema em interesse é

zeC, f(z)+ F(x) 30, (1.1)

Onde f : R" — R™ é uma funcao continuamente diferenciavel, F' : R" =3 R™ é uma
aplicagdo ponto conjunto com o grafico fechado e nao vazio e C' < R™ é um conjunto

convexo fechado.

O estudo de Equacoes Generalizadas comegou por volta dos anos 1970 com
S.M. Robinson ' e naquele momento trabalhava-se o problema sem restricoes. Uma grande
contribuicdo, na época, foi feita por Josephy ? em sua tese de doutorado [2]. Em seu
trabalho, Josephy relacionou muitos exemplos e contextualizagoes foram feitas e serviram
de base para quase todos os trabalhos futuros em torno das Equacoes Generalizadas. Com
o passar do tempo muitas contribui¢oes e novas aplicagoes foram feitas, desde aplicacoes

computacionais até aplicacoes na medicina. O problema abordado era:

reR”, f(x)+ F(x) 30, (1.2)

Ao longo deste trabalho faremos varias mengoes, pelo menos dos resultados
mais relacionados, sobre a teoria desenvolvida em torno do estudo de Equagoes Generali-
zadas, principalmente no tocante a métodos Quasi-Newton e Equacoes Generalizadas com

Restricoes.

As nossas contribuic¢oes serao dividadas em dois segmentos, um deles trata-se

de uma nova abordagem ao problema trabalhado em [1] fazendo uma relagao ao que propds

Professor Emérito da Universidade de Wisconsin-Madison.
Norman H. Josephy, Orientado em seu trabalho de doutorado por M. S. Robinson.
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Artacho, Dontchev, Belyakov e Lopez em [3]. Trata-se de uma abordagem Quasi-Newton,
com projecao inexata pra resolver o problema 1.1. A saber, a abordagem no primeiro
momento é:

flzx) + Br(ye — x) + Fyg) 20 k=0,1,..., (1.3)

Muito ja foi estudado a cerca das Equagoes Generalizadas e uma parte desse
estudo como o feito em [4], [2], [5], [6] e [7] serviram de base para a abordagem Newton das
Equagoes Generalizadas. Mais estudos foram feitos, alterando propriedades das fungoes f
e F e abordagens diferentes como as propostas em [3], [8] , [9], [10], [11], [12], [13] e [14].
Estes ultimos, mesclam abordagens Newton e Quasi-Newton e apoiam-se em diversas

condicoes de regularidade diferentes das quais trataremos posteriormente.

No segundo segmento , atacamos o mesmo problema usando um método inexato
explanando a ideia proposta por Dontchev e Rockafellar em [11]. O método Quasi-Newton

Inexato proposto é descrito por:

Onde B é uma sequéncia de Matrizes e R, uma sequéncia de aplicacoes

ponto-conjunto com grafico fechado. Aqui, como no item anterior, y; é o candidato a x,1.

Nos proximos capitulos falaremos sobre os elementos desse método, bem como
todas as hipdteses de regularidade que foram exigidas para a convergéncia do algoritmo
proposto. Vale a pena salientar, também, que houve muito estudo a respeito do tema e
muitos deles, como [9], [15], [16], [17] e [18].

Neste trabalho, como ja mencionamos, trabalharemos sempre com Equagoes
Generalizadas com Restrigoes e para obter uma didatica melhor teremos um capitulo
destinado as nogodes preliminares. Neste capitulo exporemos de forma organizada os
principais resultados que servirao de base para as demonstragoes de convergéncias dos
algoritmos propostos. E ainda, trataremos de forma ampla a projecao inexata que ¢é a

ferramenta chave para trabalharmos o problema com restrigao.

No Capitulo 3, faremos uma breve retrospectiva do problema e suas abordagens
anteriores, afim de que possamos entender a importancia do que ja foi feito sobre as EGR
e conseguirmos expor quais foram nossas contribuigoes para o problema. Neste capitulo

enunciaremos e demonstraremos a convergencia de um algoritmo Quasi-Newton para a

EGR.

No Capitulo 4, assim como no anterior, faremos uma retrospectiva do que ja
foi estudado acerca dos algoritmos inexatos para as EG. Nele, também, enunciaremos e
demonstraremos a convergéncia de um algoritmo Quasi-Newton inexato para as EGR que

foram as nossas contribui¢oes para essa abordagem.
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No Capitulo 5, serd explanado aplicagoes praticas das EGR e apresentaremos o
tratamento que os problemas tiveram ao ser estudado, mesmo antes de adapta-los a uma

EGR, afim de evidenciarmos uma nova forma de abordar tais problemas.

Por fim faremos algumas consideragoes finais a respeito do trabalho e falaremos,

também, sobre algumas perspectivas futuras sobre o tema.
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2 Preliminares

Neste capitulo, apresentaros uma motivacao para o estudo das Equagoes Gene-
ralizadas e apresentaremos varios resultados tedricos que servirao de base para os demais
capitulos. Faremos uma revisao histérica do problema, passando pelo problema irres-
trito, onde alguns resultados serao apenas referenciados. Aqui explicitaremos apenas as

demonstragao dos resultados que serao utilzados nos nossos algoritmo.

2.1 Motivacao

Nesta secdo procuraremos mostrar alguns problemas em Matematica Aplicada
que podem ser reformulados na forma de uma Equagdo Generalizada (EG). Faremos aqui
abordagens tanto para o caso restrito quanto para o caso irrestrito a fim de acompanhar
a evolucao da abordagem do problema. Para comecar, olharemos para o problema de

programagao nao linear:

Min  f(x)
S.a  h(z) =0, (PNL)
g9(x) <0,

onde f : R" - R, h: R" - R™ g : R" — RP sao funcbes de classe C* e 0 Q = {z €
R”|h(z) = 0,g(z) < 0} é o conjunto vidvel.

Definigao 2.1. Dizemos que x* € Q é um minimizador local de f em Q quando existe
d >0, tal que f(z*) < f(x) para todo x € Bs(x™) n Q.

A condicao de KKT é uma condicao necessaria de otimalidade para o problema
(PNL) se alguma qualificagao de restricao é valida. Nesse trabalho ndo entraremos no
mérito das condi¢oes de qualificacao e assumiremos, sempre que nao for especificado, que
temos regularidade no ponto, ou seja, independencia linear dos gradientes das restri¢oes

ativas. Temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja x* € Q um minimizador local do problema (PNL) e suponha alguma

condi¢io de reqularidade no ponto x*. Entao existem vetores \* e u* tais que
m p
= V() = DN Vhi(a®) + Y i Vai(a®),
i=1

i=1

M’:k>07 izl)""p?
pigi(x*) =0, i=1,...,p.
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Conhecendo tal fato, podemos olhar com uma nova 6tica o PNL a fim de

associarmos a uma EG. Antes, precisamos de uma definigdo auxiliar.

Definicao 2.2. Um conjunto K < R" chama-se Cone quando

de K = tde K VteR,.

Pela definicao, se K é um cone nao vazio, necessariamente 0 € K. Abaixo,

definimos cones que sao importantes para nosso desenvolvimento.

Definigao 2.3. Sejam C' < R"™ um conjunto convexo e x* € C. O Cone Normal no ponto

x* em relacao ao conjunto C € dado por
No(2*) ={deR"|{d,x — x*) < 0 Vz e C} (2.1)

FE o Cone Dual de um cone K < R" ¢é definido por

K* = {yeR"|{y,dy<0Vde K}. (2.2)

Figura 1 — Cone Normal Figura 2 — Cone Dual

0'Q,

Nas figuras acima temos uma ilustragdo simples dos cones definidos. Aqui nao

entraremos a fundo na teoria de cones mas podemos encontrar em [28].

Exemplo 2.1. Definiremos a Lagrangiana do PNL como :
m p
i=1 i=1

e denotaremos o gradiente de L com respeito a x por V,L. Dizemos que um terno
(x*, X\, u*) é KKT se, e somente se, V,L(z*,\*, u*) =0, u* =0, g(z*) <0, {u*, g(z*)) =
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0 eh(z*) = 0. Seja K : R"xR™ xRE. Observe que seu cone dual é K* = {0}" x {0} xRE .
Definamos agora F : R" x R™ x RP — R" x R™ x R? por:

VoL(z, A 1)
F($7)‘nu) = —h(I)
—g(x)

Entao o terno (z*, \*, u*) € KKT se, e somente se, (x*, \*, u*) € solugio da EG:

0e F(x,\, ) + Ng(z, A\, ).

Antes de mostrar um problema que se remodela como um EGR, daremos mais

um exemplo de problema que se remodela como uma EG.
Exemplo 2.2. Considere o problema de complementaridade nao linear em R":
fl)=0 ,2>0, (z, f(z))=0.

Pelo exemplo anterior é equivalente a resolver :

0€ f(z) + Ng(x),

onde K = R . Olharemos agora para a equagdo abaizo:

0€ f(a*) + f'(z*)(x — 2*) + Ng(x). (2.3)

Reagrupando os vetores constantes e reorganizando de forma conveniente, temos:

a:= f(z*) = fl(x*)a* | M := f'(z¥)

e sua linearizacao pode ser reescrita como:
0€a+ Mz + Ni(x),
que € equivalente ao problema de complementaridade linear
a+Mx>0 ,2>0, (r,a+ Mz)=0.

Assim, a linearizagdo aplicada a um problema nao linear de complementaridade resulta num
problema linear de complementaridade. Logo, ao utilizar o método de Newton para resolver
um problema ndo linear de complementaridade consistira em resolver uma sequéncia de

problemas lineares de complementaridade.

Observagao 2.1. A equagio 2.3 serd aparecerd com frequéncia no nosso estudo e serd

vista em breve.
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Daremos agora um exemplo que traz a Equagao Generalizada com Restrigoes.
Mais sobre tais exemplos pode ser visto em [1], [29], [30], [31] entre outros véarios artigos
como veremos nos proximos capitulos. Vamos expor aqui o problema de desigualdade

variacional restrito (CVIP) que trata:

Exemplo 2.3. Sejam U e ) conjuntos fechados e convexos em R"™ e h : R" — R" uma

fungdo continua. O problema de desigualdade variacional restrito é definido como:

Encontrar x* € U n Q talque {(h(z*),z—2*) >0, YxeU. (2.4)

Note agora que o problema € equivalente a encontrar x* € U n Q tal que
0 € h(z*) + Ny(z*). Assim o problema pode ser abordado como uma equagio generalizada

com restricao.

2.2 Resultados Técnicos

Nesta secao apresentaremos os principais resultados tedricos a serem usados
durante toda a tese. Muitas das fundamentacoes deste tépico podem ser encontradas
com mais detalhes em [4]. Aqui estabeleceremos algumas notagoes, apresentaremos as
principais nogoes de distancia e convergéncia para aplicagdes ponto-conjunto (usadas sobre
F) e apresentaremos, também, o que chamamos de condigao de regularidade para essas
aplicagoes.

Antes de expor as principais condi¢gdes que nossa aplicacdo ponto-conjunto tera
que satisfazer, temos que fixar algumas notacoes e expor algumas defini¢bes que serao

cruciais. Antes de tudo, usaremos a notacao de bola aberta e fechada como as seguintes,

respectivamente:
Bs(x) :={y e R" : |z —y| <4}, Bs[z] :={yeR" : |z —y| < d}.

Usaremos a norma usual de matrizes definida por:

Ax
| Al := sup {””| |z € R" com x # 0}
x
desde que A € L(R",R™), que denotaremos pelo espago das transformagdes lineare de
R"™ em R™. O grafico, dominio, imagem e inversa da nossa aplicagdo ponto-conjunto F'
sao definidas seguindo o padrao usado em fungoes, fixaremos uma denotagao para cada

conjunto e mostraremos suas definicoes como as seguintes, respectivamente:
gft F:= {(z,u) e R" x R™ : ue F(zx)}
domF :={zeR" : F(z) # o}



Capitulo 2. Preliminares 20

img F:= {u e R™ : ue F(z) para algum = € R"}
F ' u):={zeR" : ue F(z)}

Para a funcao f seguiremos a notagao acima, com sua devida adaptacao e
usaremos f'(x) para representar a matriz Jacobiana de f em x. Posteriormente, neces-
sitaremos usar uma generalizacdo do teorema do ponto fixo, para isso precisaremos de

algumas defini¢oes e também de algumas nogoes de distancia que serao dadas abaixo.

Definicao 2.4. Seja f : 2 > R™ e F : Q 3 R™ com Q2 < R", a linearizacao parcial de
f+F emxeQ éaaplicagio ponto-conjunto denotada por Ly p(z, ) : Q@ 3 R™ e definida
como:

Lyvr(zay) o= fze) + [ (2:)(y — 24) + F(y). (2.5)

Definigao 2.5. Para conjuntos C' e D em R", a distancia de x a D e o excesso de C'
sobre D sdo respectivamente definidos por:
d(z, D) := inf |z — y|, e(C,D) :=supd(x, D), (2.6)
yeD zeC

Convencionalmente adotamos que d(x, D) = 4+, quando D = @, e(&, D) =0
quando D # &, e (D, D) = +w0.

De posse dessas notagoes e definigoes fixadas acima, somos capazes de definir
as condicoes de regularidade que serdo exigidas para nossa aplicagdo F', como faremos a

seguir.

Definicao 2.6. Seja Q2 < R™ um conjunto aberto e ndo vazio. Dizemos que a aplicag¢do
ponto-conjunto G : 0 3 R™ é Metricamente Regular em x € € para u € R™ quando
ue G(z), o grifico de G é localmente fechado em (Z,u), e existem constantes k =0, a > 0

e b >0 tais que B,|x] = Q e
d(x, G (u)) < k[d(u, G(x))], para todo (x,u) € B,[z] x By[u]. (2.7)

Além do mais, se a aplica¢io By[i] 3 u — G~ *(u) n B[] € ponto a ponto, entdo G é
chamado Fortemente Metricamente Reqular em T € 2 para u € R™, com as constantes

k=0,a>0eb>0 associadas.

Observacao 2.2. Se G é fortemente metricamente regular em T € €2 para u € R™ com
constantes k = 0, a > 0, e b > 0, entdo a aplicacio By[u] 3 u — G '(u) n B,[z]
¢ ponto a ponto e lipschitz continua em Bylu] com constante de Lipschitz k, isto é,
|G (u) N B,[z] — G~ (v) n Bu[z]| < K|u—v| para todo u,v € By[u]. Veja [4, Proposition
3G.1, p. 193].

Enunciaremos a seguinte proposicao que sera util na demonstracao de um dos

principais resultados do trabalho, sua demonstragao pode ser encontrada em [11].
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Proposicao 2.1. Seja ¢ > 0 e assuma que a aplicacio f + F ¢é metricamente reqular em

x para 0 com constantes A e A\( < 1. Seja u e X e considere a aplica¢cio
Xszw— Lip(u,x) = f(u) + Bu(r —u) + F(z). (2.8)

Se |B, — f'(z)| < ¢ para algum ¢ > 0 entdo para cada k > \/(1 — X(), existem nimeros

positivos a e b tais que

e (L7ip(u,y) n Balz], Llp(u,y)) < kly —o/| para todo we B,[z] e y,y € By[0].
(2.9)

Em varios trabalhos sdo usados a propriedade de Aubin para caracterizagao de
regularidade da aplicacdo ponto-conjunto para entendermos melhor falaremos um pouco a
respeito, dando sua devida relagdo com nossa caracterizacao quando possivel. Para fins
de curiosidade muitas definicbes nesse aspecto podem ser encontradas no trabalho de
Dontchev e Rockafellar [32]. Por hora traremos apenas a definicdo de aplicacdo Aubin

Continua que sera usada posteriormente.

Definicao 2.7. A aplicacao S :Y =2 X € dita ser Aubin Continua, ou ter a propriedade
de Aubin, em y para T se T € S(y) e existem X\ > 0 juntos com uma vizinhanga U de T e

V de y tais que

e(S(y) nUSW)) <My —9| para todo y,y' €V.

A mesma defini¢ao pode vista de forma equivalente como a seguir. .

Definicao 2.8. A aplicagao ponto-conjunto S : Y =3 X tem a propriedade de Aubin em T
para y € S(x) se gfrS € localmente fechado em (z,y) e para algum | > 0 existem p,0 > 0
tais que

S(z") N B,(y) © S(x) + Byjw—s)(0), (2',2) € Bs(Z) (2.10)

A figura nos ajuda a entender melhor o conjunto S(x) + Bjjy—5)(0) e isso nos
ajudara bastante a entender como se comporta, graficamente, as aplicagoes que satisfazem

a propriedade de Aubin.

De posse dessa figura, conseguimos entender como se comporta graficamente

uma aplicagdo que satisfaz a propriedade de Aubin.
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Figura 3 — O gréfico de x — S(x) + Bjjor—g|(0)

Bo(y)

Bo (y)

I

’

x X Bs(x)

|

Bs(x
*(*) Figura 5 — Nao satisfaz Au-

bin.
Figura 4 — Satisfaz Aubin.

Temos tambem a versao parcial para a propriedade de Aubin para aplicagoes de
duas variaveis. Dizemos que a aplicagdo T : P x X =3 Y é parcialmente Aubin Continua em
t para T uniformemente em p em torno de p se T € T(y, p) e existem A > 0 e vizinhancas
Udez, Vdeye @ de p tais que

e(T(p,y) nU,T(p,y")) < Ay — | para todoy,y’ €V e todop e Q.
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Observacgao 2.3. Vale a pena ressaltar, como feito em [34], que a Propriedade de Aubin,
ou ser Aubin Continua € também conhecida como Pseudo-Lipschitz. Entdo, podemos ver

algumas associacoes dessa forma na literatura.

Um resultado que associa as condigoes impostas as apligdes ponto-conjunto
em todo o texto serd anunciado abaixo, muito mais sobre essas equivaléncias podem ser

encontradas em [35] mas nao as traremos porque elas fogem do mérito do trabalho.

Teorema 2.2. Seja X eY espacos de Banach e seja F : X 3Y uma aplicacao Ponto-

Conjunto com grdfico fechado. Entao as sequintes afirmagoes sdo equivalentes

e ' € metricamente regular em (z,y) € gfr F’

o F! satisfaz a propriedade de Aubin em (z,7) € gfr F~*

Um resultado bastante importante e que é usado como principal ferramenta
para demonstracao do resultado de convergéncia do algoritmo, no proximo capitulo, é
uma generalizacao do teorema das contragoes (ou teorema do ponto fixo) para aplicagoes
ponto-conjunto. Devido sua grande importancia, mesmo nao sendo o objetivo do trabalho,
traremos sua demonstracao que segue o mesmo padrao da prova encontrada em [4,
Theorem 5E.2; p. 313] com suas devidas adaptagoes ao nosso problema e notagoes. O

resutado ¢ o seguinte:

Teorema 2.3. Sejam @ : R" =3 R" wma aplicacao ponto-conjunto e x € R"™. Suponha que
existem escalares p >0 e A € (0,1) tais que o conjunto grf® n (B,[z] x B,|z]) € fechado

e valem as sequintes condicoes:

(1) d(z, ®(7)) < p(1 = A);

(7t) e (P(p) N B,lz], ®(q)) < A|p — ¢| para todo p,q € B,|z].
Entao, ® tem um ponto fito em B,[z]. Ou seja, existe y € B,|z] tal que y € O(y).

Demonstragio. Assumindo (i), existe x1 € ®(Z) tal que d(z1,z) < p(1 — ). Procedendo,
por indugao, seja xyg = Z e suponha que existe xj41 € ®(xy) N B,[z] parak =0,1,--- ,j—1
com

d(xpyr, zg) < p(1 — N)NF

Por assumir (ii),
d(wj, ®(x;)) < e(@(wj-1) N Byz], ®(x5)) < Ad(wj,25-1) < p(1 = AN
isto implica que existe um ;1 € ®(z;) tal que

d(ijrl,l’j) < p(l — )\))\‘7
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Por desigualdade triangular
J
d(zj41,7) < Zd(xzﬂ,xz ) < p(1— Zx\’ < p.
i=0
Assim zj.1 € ®(x;) n B,[x] e o passo de inducao fica completo. Para qualquer k > m > 1

teremos entao
k—1

d(xg, ) < Z d(zir1, ;) < p(1 — Z A< pA™,

i=m
Assim, ), é uma sequencia de Cauchy e consequentemente converge para algum x € B,[Z].
Como sabemos que (xj_1,2;) € grf® n (B,[x] x B,[Z]) que é um conjunto fechado,

concluimos que x € ®(x).

]

Encerraremos esta secao apresentando resultados sobre a projecao factivel
inexata. Estes resultados serao de grande valia uma vez que trabalharemos com um
problema restrito e a cada passo do algoritmo essa factibilidade pode ser perdida. Vale
a pena ressaltar que existem outras formas de definir projecoes inexatas mas nao serao

utilizadas.

2.3 A Projecao Inexata

Existem diversas maneiras de definir uma projecao factivel inexata. Apresenta-

remos abaixo a que usaremos nos algoritmos.

Definicao 2.9. Seja C < R" um conjunto fechado e convexo, com v € C e > 0. A
aplicagao projegao factivel inexata relativa a x com tolerancia 6, denotada por Po(-,x,0) :

R" =3 C' € a aplicagao ponto-conjunto definida por:
po(yax79):{wec <y—w,z—w><9||y—xH2, VZGC}

Cada ponto w € Po(y,x,0) é chamado de uma projecao factivel inexata de y em C com

respeito a x e com erro de tolerancia 6.

A figura abaixo serve pra dar uma visao geral da atuacao da projecao factivel

inexata.

Observagao 2.4. Como C' < R™ é um conjunto convezo e fechado, [36, Proposi¢io 2.1.3,
p. 201] garante que para cada y € R" temos Po(y) € Po(y,z,6), onde Po denota a
aplicagao projecio exata. Portanto, Po(y,x,0) # @ para todo y € R" e x € C. Se
6 = 0 na Defini¢io 2.9, entio Po(y,x,0) = {Pc(y)} para todo y € R" e x € C. Usamos
Pco(y,x,0) = Po(y) em vez de Po(y,z,0) = {Pc(y)}.
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Figura 6 — Projecao Factivel Inexata

O préximo resultado é de muita importancia para o restante do trabalho e
mesmo se tratando de um resultado bastante técnico traremos sua demonstracao devido a

sua grande usabilidade no capitulo seguinte.

Lema 2.1. Sejam y,j€ R", x,2 € C, e 0 = 0. Entdo, para algum w € Pc(y,x,0), temos:
|w = Pe(7,2,0)| <y — gl + v20[y — .

Demonstragio. Para simplificar um pouco a notacao faremos w = Po (g, &,0), e tomamos
w € Pe(y,x,0). Primeiro, note que [ly — gl* = |(y — w) — (7 — @) |* + |w — @[* + 2{(y —

7) — (w —w),w — ), e isso implica que:
Jw =@ <y = g[° + 2y — w, @ — w) + 2§ — D, w — ).

Como w = Pg(y,7,0) e w € Po(y,x,0), usando a Definicao 2.9 e o fato que w,w € C,
podemos concluir que {(y — w, ® — w) < flly — z|* e (§ — @, w — W) < 0. Assim, ao
combinarmos essas trés ultimas desigualdades ganhamos |w — @|? < |ly — g||* + 20|y — z|?,

e entdo |w — 0| < |y — 7|l + V20|ly — x|, que resulta na desigualdade desejada. O

Observacao 2.5. O resultado apresentado acima é uma propriedade bdsica da projecao
factivel inexata e um resultado similar pode ser encontrado em [37, Lema 4], a titulo de

curiosidade.
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3 Convergéncia do Algoritmo

Neste capitulo usaremos o método Quasi-Newton para resolver o problema (1.1).
Aqui também estudaremos as propriedades de convergéncia local de uma sequéncia gerada
através do método. Faremos uma andlise assumindo algumas condi¢oes de regularidade,
que ja foram trabalhadas no capitulo anterior, sobre a aplicagdo ponto-conjunto f + F e
assumiremos, em alguns momentos, algumas condig¢oes sobre a f como Lipschitz continui-
dade da sua derivada f’. Como trabalharemos com um problema restrito serd necessario
nos preocuparmos com a factibilidade dos termos da sequéncia, para isso usaremos alguns
conceitos e propriedades da projecao inexata, que também foram trabalhados no capitulo

anterior.

Antes de abordar nosso problema, entenderemos as bases do nosso estudo e
o que nos levou a abordar dessa forma as Equagoes Generalizadas com Restrigdo. Antes
de tudo, revisaremos o que fez [3] no que se trata a uma abordagem Quasi-Newton as
Equacoes Generalizadas sem restricao. Os Teoremas a seguir sao de grande importancia

para o nosso estudo e, com certeza, sao de grande importancia para o estudo das EG.

Teorema 3.1. (Pertubac¢do da Regularidade Métrica) Seja (X, p) um espaco mé-
trico completo e (Y, p) um espago métrico linear com uma invariante de deslocamento
métrico. Considere uma aplicagio H : X 3'Y com grifico fechado e ponto (Z,7) € gph H

onde cada H é metricamente reqular, isto é, existem constantes positivas a,b e k tal que

d(x, H  (y)) < kd(y, H(z)) para todo (z,y) € By (F) x By(7) (3.1)

Seja pn > 0 tal que kp < 1 e seja k' > k. Entio para cada positivo o e 3 tal que

o <a/2,po+28 <be2k B <all—ku (3.2)

e para cada funcio h : X —'Y satisfazendo

p(h(2,0) < (3.3)

p(h(x), h(%)) < pp(x, @) para cada z,x € By (Z) (3.4)

a aplicagio h + H tem as sequintes propriedades: para cada y,yl € Bs(9) e cada x €
(h+ H) Yy) N Bo (&) existe 2 € (h+ H)"'(y) tal que

/

/ k
ple,x ) <
(@) < =7,

p(y,y) (3.5)
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Além disso, se a aplicagio H ¢ fortemente metricamente reqular em T para i; especi-
ficamente, a aplicagio y — H™'(y) n By (Z) € ponto a ponto e Lipschitz continua em
Bb(yN) com constante Lipschitz k, entdo para uk/,a e B como citado e alguma funcao h
satisfazendo (3.3) e (3.4),a aplicagio y —> (h+ H) ' (y) N B4(F) é uma fungdo Lipschitz
continua em Bs(j) com constante Lipschitz k' /(1 — kp).

Varias suposicoes foram feitas, no artigo citado, a respeito da regularidade de
h + H tanto para quando satisfaz a propriedade de Aubin, quanto quando é fortemente
metricamente regular. Foram, também, analisados alguns casos particulares para a funcao
h desde sua nulidade ou outros casos especificos, mas nao entraremos em detalhes. O

Teorema a seguir garante a convergéncia do algoritmo.

Teorema 3.2. Suponha que f + F seja metricamente reqular em & para 0 com constante
A. Entao, em particular, T é uma solu¢ao de (1.2). Considere o método Quasi-Newton

(3.14) e assuma que

1Bo — f'(@)]] < 1/(2)) (3.6)

Além disso, assuma que existe uma constante ¢ > 0 e uma vizinhanca U de T
tal que, para k = 0,1,..., e para cada By e cada vy, xr1 € U, 1) # Ti1, Satisfazendo

(3.14) o operador By, € escolhido de modo que
Brsr = [@I < 1Bk = [ @] + cllze — ZI + [lwers — Z]]) (3.7)

Entao existe uma vizinhanga O de T tal que para cada xy € O exista uma sequéncia {x;}
comegando em o e gerada por (3.14) que permanece em O e chega a uma solugao de (1.2)
em O apds uma quantidade finita de passos ou converge g-linearmente para T. Se além
disso f + F € fortemente metricamente reqular em T para 0 entdo para cada xo € O existe
uma unica sequéncia {xx} em O comegando em xq e gerada de acordo com (3.14), e essa

sequéncia converge q-linearmente para T.

O proximo Teorema ¢ bem semelhante ao enunciado acima, basta notar que
agora a atualizagdo By é Broyden. Explicitaremos, em breve, tal atualizagdo que por ora

serd apenas citada.

Teorema 3.3. Considere a Equagio Generalizada (1.2) na configuragao dos espagos X e
Y Hilbert com solugoes & e suponha que a aplicagio derivada f'(x) € lipschitz continua
em torno de T. Em sequida, suponha que f + F' seja metricamente reqular em I para
0 com constante . Considere o método Quasi-Newton (3.14) aplicado em (1.2) com as
atualizagoes de Broyden e com By satisfazendo (3.6). Entao existe uma vizinhanga O de &
tal que para algum xo € O e uma sequéncia {xy} comegando de xo, gerada por (3.14) que
fica em O e chega a uma solugio de (1.2) em uma quantidade finita de passos ou converge

g-linearmente para T. Se além disso f + F' € fortemente metricamente reqular em T para 0
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entdo para todo xo € O existe uma unica sequéncia {xy} em O comegando de xo e gerada

de acordo com (3.14), e esta sequéncia converge g-linearmente para T.

Observacao 3.1. Embora ndo tenhamos definidos todos os termos e expressoes, enuncia-

mos o teorema anterior de modo que sigamos a leitura do texto em ordem cronoldgica.

Antes de partir para o nosso problema, que se trata de uma abordagem Quasi-
Newton ao problema restrito, vamos mostrar como foi a abordagem Newton ao problema,
feita em [1]. Afim de que entendamos nossa base tedrica, explicitaremos o algoritmo e o
teorema de convergéncia, mas nao traremos sua demonstragao e nem os casos particulares

uma vez que eles foram bem feitos e detalhados no artigo citado.

O algoritmo abaixo é bem parecido com o que faremos e pra ficar claro suas

alteracgoes o traremos em uma estrutura parecida.

Newton-InexP method

Passo 0. Seja zg € C e {0} < [0,+0) dados, e tome k = 0.

Passo 1. Se f(zx) + F(xx) 30, entdo pare; caso contrario, compute y; € R" tal que
flan) + /(@) (ye — o) + Fyr) 2 0. (3.8)
Passo 2. Se y; € C, tome x;1 = yg; caso contrario tome algum z,,; € C' satisfazendo

Tt1 € Po (g, x, Ok) - (3.9)

Passo 3. Faga k < k + 1, e va para o Passo 1.

Teorema 3.4. Seja () < R™ um conjunto aberto, f : Q2 — R"™ continuamente diferencidvel
em 2, e ' : Q =3 R™ uma aplicacao ponto-conjunto com grifico fechado. Assuma que

C < Q é um conjunto fechado e convezo, x, € C, f(z.) + F(x4) 30, exista L > 0 tal que

[f'(@) =Wl < Llz—yl,  Vaye, (3.10)

e a aplicacdao ponto-conjunto 3y — Ly, p(z.,y) seja metricamente reqular em x, para 0,
com constantes k>0, a >0, eb > 0. Sejar:=sup{teR : Bi(x,) < Q}, {6} = [0,1/2)

2 (1-+20) 55 ) )
Ty 1= min < 7, — , Ay A= ¢, 0:=supb < —=. (3.11)
(3-v20) kL 3L ; 2
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Entao, para cada xog € C N By, (x.)\{z+}, existe uma sequéncia {x} gerada pelo algoritmo
"Newton-InexP method’ que resolve (1.1), associado ao {0} e iniciando em xg, que estd

contido em B, (x) n C e converge para x, com a sequinte taza de convergéncia:

KLz, — x|
- <|(1+ 20) 20 . k=0,1,....
(3.12)
Como consequéncia, se klim 0, = 0 entao {xy} converge para x, superlinearmente. Em
—+a0
particular, se 0, = 0 para todo k =0,1..., entdo
3kL

Hl'* _'Ik‘-i-l” < 7“x* —l’kHQ, k= Oa]-w"v (313>

e {xy} converge para x, Q-quadraticamente. Além do mais, se a aplica¢do Ly p(zy,-) €
fortemente metricamente reqular em x, para 0, entdo z, € a Unica solugio de (1.1) em
B, (z4), e cada sequéncia gerada pelo algoritmo 'Newton-InexP method’ associado a {0y}

e iniciando em xg € C N B, (z)\{z+} satisfaz (3.12) e converge para .

Os teoremas acima foram bastante importantes para a nossa contribui¢ao para
as Equagoes Generalizadas com Restrigao. Agora, ao pensarmos no que foi abordado em [3]

e [1] obtemos um método Quasi-Newton para as Equagoes Generalizadas com restrigoes.

O método Quasi-Newton que propomos e chamaremos de Quasi-Newton-InexP
para resolver a Equagdo Generalizada com restrigdo (1.1), com a projegao inexata e com

{0} < [0,4+00) e g € C' como ponto inicial é descrito formalmente como o seguinte:

Quasi-Newton-InexP

Step 0. Seja zp € C e {6;} < [0, +0) dados, tome k = 0.
Step 1. Se f(zx) + F(xy) 30, entdo pare; caso contrario, busque y; € R" tal que
f(xr) + Be(yr — 2x) + F(yr) 2 0. (3.14)
Step 2. Se y, € C, tome x541 = yg; caso contrario escolha algum z;,, € C satisfazendo
Tr+1 € Po (Yk, T, Or) - (3.15)

Step 3. Faca k — k + 1, e v4 para Step 1.
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Observemos que no momento em que zj € solu¢do do problema (1.1) nosso
método para ainda no passo 1. Caso contrario computamos y; através da inclusao (3.14).
Um fato importante é que y; pode nao pertencer ao conjunto C' e caso isso aconteca
faremos a projecao inexata sobre C' e essa projecao sera nosso proximo iterando. Se

pertencer ao conjunto ele proprio serda o préximo iterando.

A projecao usada nos exemplos é um problema de otimizacgao mlg{Hz —ul?/2},

ze
satisfazendo (yx — Tpi1,2 — Trr1) < Or|yr — 21|* para qualquer z € C. A escolha da
tolerancia 6, sera importante na demonstracao do teorema de convergéncia como veremos

em breve.

A seguir enunciaremos o principal teorema de convergéncia do método proposto
acima. Em seguida faremos sua demonstragao que segue de uma combinacao de resultados

que serao todos expostos ou referenciados quando for o caso.

Teorema 3.5. Seja (2 < R"™ um conjunto aberto, f : Q2 — R™ uma funcao definida em €2,
e F': Q=3 R™ uma aplicagdo ponto-conjunto com grafico fechado e f + F metricamente
reqular, em x, para 0, com constantes k > 0, a > 0 e b > 0. Assuma que C' < 0 € um

conjunto fechado e convero, x, € C, 0 € f(xy) + F(xy), existe € > 0 tal que
[f(u) = f(v) = f(@:)(u=v)| < efu—vl, para todo u,v € Ba(x). (3.16)
Considere o método Quasi-Newton-InexP com 0, = 0 e assuma que
5i= By~ F'lan)] < 5 (3.17)
T 0 * 2/{/- .

Além do mais, assumimos que existem uma constante ¢ > 0 e uma vizinhanca U de T
tal que, para k = 0,1,---, e para cada By, e cada xy,yr € U, x) # Yy, todos satisfazendo

(3.14), o operador By,1 € escolhido

|Brsr = f'(@)| < [1Br = [/ ()| + clzn — 2ol + lyp — za])- (3.18)

Entao, existe uma vizinhanga U de x,, tal que para cada xog € C nU\{z,}, existe uma
sequencia {xy} gerada pelo algoritmo Quasi-Newton-Inexp que resolve (1.1), associado a

{01} e iniciando em xq, que estd contido em C' nU e converge linearmente para ..

Para demonstrarmos este teorema, precisaremos antes de alguns lemas técnicos,

que serao expostos a seguir, comecando por:

Lema 3.1. Se 0 >0, v € C n B, (z)\{z+} ey e ®,(y), vale que:

|2e —w| < (1 +V20)|xy —y| + V20)|zs — x|,  Yw e Po(y,z,0).
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Demonstra¢io. Tome w € Po(y, x,6). Entao, aplicando o Lema 2.1 com § = z, e T = x4,

temos:

|Po (s, 24, 0) —w| < Jzw — yl| + V20 (2o — 2| + |z — y])
= (1+V20)|zy — y|| + V20|z, — .

Com isso, podemos demonstrar o Teorema.

Demonstracao. Para mostrarmos o resultado, usaremos indugao em n com o propésito de

mostrar que

(vt 2m)

1—y
1—5(6+f§€‘y)

Para isso, faremos algumas suposi¢oes que serao necesséarias para obtencao de tal resultado.

|zs — Tnia | < | (14 +/26,) + /20, | |2 — 20l < Y|2w — 4]

Seja 0 < v < 1. Fazemos a pequeno suficiente e k' > & tal que Bz (z4) € Bq(xy),

lil<€+6+12fav> 1- /20,

< : (3.19)
1_/{<6+12_%> 1‘1‘\/26”
e
/ K €+ 0+ 2
7 = max [(1 + «/ZHO)M + «/290] | (T +4/26,,) < 1_7> +4/20, | ¢ -
1~ #d 1n (64 22
(3.20)

Seja zg € C' N B, (z4)\{z+} e n = 0, onde

e b b(1—7)
Ty i= Min {a’ €+20" 2[(1 —7)(e +0) + 2cal } |

Considere a seguinte aplicagao

Oy (y) i= Lysr (2, f(24) — f(x0) — Boly — w0) + f/(2:)(y — 24)) "

Segue da definicao de ®,, que

d(@s, Py (24)) = A4, Lysr (24, f(24) = f(20) = Bo(ws —20)) 7).
Usando (3.29), (3.30) e 7, obtemos que
[f(z:) = fx0) = Bo(ws — xo)| < [[f(we) = flwo) = [/ () (s — o) +

|/(+) = Boll s — o

< (e40)|ze — x| <0
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Entao usando a Defini¢do 2.6 e levando em conta que 0 € Ly p(z4, x4) obtemos

A Beg(22) < Wd(F() — F(z0) — Bols — 20), Lo p(a, )
< WIF(a) — f(z0) - Bofza — w0)]
< WIF(a) — Fa) — () e — 2] + K F () — Bollle — o]
< Wle+ 0w — o) = TEROE =00l ) sy o1 ),

1 —krd

onde
k(e 4 0)|xe — 2o
1— ko '

Agora tomamos p, q € B,[z,]. Levando em conta (3.19) e que |z, — x| < 74, podemos

verificar que p < r,. Assim, para s = p ou s = ¢ obtemos que

[f () = f(x0) = Bols — o) + f'(w)(s — )| < [f () = f(20) = f'(wa) (w4 — 30|
+f (@) (e — o) = f'(2a) (T — 5) = Bo(s — o) < (€+26) s — x| <.

Uma vez que e(@, ®,,(¢q)) = 0, podemos assumir sem perda de generalidade que ®,,(p) N
B,|z.] # @ para todo p € B,[z,]. Seja z € @, (p) N By|z.]. Entdo, pela Definigao 2.6 com

T=x,u=0,20=2u= f(zs)— f(xo) — Bo(qg—z0) + [ (2:) (¢ — x), e G = Ly p(s,-),
temos

d(z, Pry(q)) < rd (f(24) = f(w0) = Bolq — x0) + ['(2:)(q = 24), Lyir(as, 2)).

Uma vez que z € ®,,(p) isto implica que f(z4) — f(xo) — Bo(p — x0) + f'(2:)(p — ) €

Lyir(xy, 2), usando a definigdo de distancia dada em (2.6), obtemos

d(f(we) = f(w0) = Bolg = wo) + f'(2:)(q = 24), Lyip(z4,2)) < [[Bo— ()]0 — 0.

Assim, combinando as duas tltimas desigualdades podemos concluir que

d(z, ©4,(q)) < £[[Bo = f'(2:)](p — a)ll-

Tomando o supremo com respeito a z € ®, (p) N B,[x,] na dltima desigualdade e usando

a definigdo de excesso (2.6), temos

€ (Pay(p) N Balwa], () < 5 [ Bo = f' ()] (0 = )] -

Como p < 74 < a, temos e(q):ro (p) A Bp[x*]a @, (Q>> < €<q)l"0 (p) a Ba[I*], (I)ro(Q)>‘ Assim,

da ltima desigualdade, (3.30) e das propriedades de norma, obtemos

€ (Pay(p) N Byls], P2y (q)) < 5[ Bo = ()| Ip — all < 6]p — gl

Como k6 < 1, por (3.30), podemos aplicar o Teorema 2.3 com ® = &, , T = x4, e A = K
para concluir que existe yo € ®,,(yo) tal que

k' (e + 9)
1 — ko

lyo — 2] < |20 = 4]
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Se yo € C, entao tome x; = yp € C N Bz, 1r,). Caso contrario, se yy ¢ C' entdo tome
x1 € Po(yo, o, 00). Aplicando o Lema 3.1 com w = x1, y = yg, £ = x¢ € 6 = 6y, obtemos

depois de algumas manipulacoes
|21 =z < (14 /260)[2s — yol| + v/ 260]zs — 2o
K'(e+ 9
< [(1 + 4/ 2(90)1(_1%5) + A/ 26‘0] H.f* — .T()” < "}/”.170 — QT*H

Uma vez que v < 1, é verdade que 1 € C'n B(zy,r,). Por indugdo, suponha que existe um

numero inteiro n > 1, pontos yy, -+ ,Yn € T1,- -+ , Ty COM Yy, € B(T4,74) € 2y € CN B, (24),
e ainda
lyic1 — x4l < Y|wios — 2] for i=1,--- n, (3.21)
|x; — o] < v|zimy — 2| for i=1,--- n. (3.22)

Definamos a aplicacao
@5, (2) 1= Ly (s f(22) = Flan) = Balz = 20) + [(@a)(z = 2)) "
Segue da definicao de ., que
A4, s, (24)) = (s, Ly (w0, f(22) = f(20) = Bl = 2)) 7).

Agora mostraremos que | f(xy) — f(x,) — Bn(zs — )| < b. Primeiramente, usando a

desigualdade triangular temos
[f(@s) = f@n) = Balze — )| < | f(zs) = f(za) = f@)(ze — )| (3.23)
(@) = Bullzs — @n
< ews — @] + [ f(z) = Bull|ws — 2] (3.24)

Por outro lado, depois de simples manipulagoes obtemos de (3.18)

[f (@) = Bal < 1 (@4) = Buoall + clllwn—1 = @l + g1 — 2:])
< | f/ (@) = Bocal + el n-2 — 2| + |yn—2 — 2.)
te(|@n-1 = ol + [Yn-1 — @)
' n—1 n
< |f'(zs) = Bol + ¢ (Z | = @l + D Iyt — x*H) :
k=0 k=1

Combinando (3.21) e (3.22), a ultima desigualdade transforma-se em
n—1 n
[f(2a) = Bul < [f'(w4) = Bol + ¢ (Z = + D Jynr — x*”)
k=0 k=1

n
< 0+ 202 Ve lzo — 24|
k=0

2cry <6+ 2ca .
1=~ 1=~

N

0+ (3.25)
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Assim, temos de (3.23), (3.25) e da condigao em r, que

11(e) = flon) = Bl )] < (e a4 25 ) <

Por usar a Definicao 2.6 e levar em conta que 0 € Ly, p(z,x,) obtemos

A2y, Py, (7)) < Kd(f(2s) = f(20) = Bu(2s — 20), Ly (s, 24))
< K f(2e) = f(zn) — By — )
< Kf(xe) = fzn) = fla) (@ — z) | + &1 (20) = Ball| s — 22
< <e Toq ffav) .

p{l —k (5+ 126“7)] ,

onde
o <6+(5—|— ff‘;) |2 — 24|
p= 2
1—,<;(5+1f;)

Agora tomamos p,q € B;[z,]. Levando em conta a segunda desigualdade em (3.20) e

|xs — ,| < 74, podemos verificar que p < r,. Assim, nao fica dificil verificar que para
v=pouv=qtemos |f(z.) = f(zn) = Bu(v — ) + f'(2:) (v — )| <.

Como e(@, ®,,(q)) = 0, podemos assumir que ®, (p) N By[x.] # @ para todo p € Bs[x.].
Seja y € ®, (p) N By|r]. Entdo, pela Defini¢gdo 2.6 com z = z,, u = 0, =, = y,
u= f(xs) = f(xn) — Bulqg — xn) + f(2:)(q — 24), e G = Ly p(xs,-), temos

d(y, ©.,(q)) < Kd (f(2s) = f(2n) = Bulq —20) + [ (2:)(q — 24), Lyyr(zs,y))-

Uma vez que y € B, (p), isto implica que f(z,) — f(2n) — Balp — 22) + /()0 — 1) €
Lyir(xy,y). Usando a defini¢do de distancia dada em (2.6), obtemos

d(f(zs) = f(xn) = Bulg = n) + [(2:)(q = 4), Lysp(2e,y)) < [[Bn = f'(2:)](p = )] -

Assim, combinando as duas tultimas desigualdades podemos concluir que

d(y, o, (q)) < K[[Bn — f(2:)](p — @) -

Tomando o supremo com respeito a z € ®, (p) N By[z,] na tltima desigualdade e usando

a definicao de excesso dada em (2.6), temos

e (®a,(p) N Balz], @, (q)) < 6 [[Bn — f'(x:)[(p = g)|.

Como p < ry < a, Temos e(®,, (p) N Bjlzx], D1, (q)) < e(Py, (p) N Balzs], Py, (q)). Assim,

da ultima desigualdade e algumas propriedades da norma, obtemos

(@0, 0) 0 Bl 00, (0) < k1B~ el = al < (54 2 ) ol
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2ca

-

Por (3.19) temos & (6 + 7 ) < 1, entdao podemos aplicar o Teorema 2.3 com & = &, ,

2ca
-7

T=a4,eN=r ((5 + 1 > para concluir que existe y,, € O, (y,) e

Iil(€+5+ 20“)

1—y

Iy 2] < 2
(o =)

1=y

|2s = 2l

Se y, € C, entdo tomamos x,,1 = y, € C N B(x4, ). Caso contrario, se y, ¢ C entao
tomamos Z,+1 € Po(Yn, Tn,0n). Aplicando o Lema 3.1 com w = 41, Y = Yp, T = T, €

0 = 6, obtemos

2
/<a’<6+5~|— gj)
>+

e isso conclui a nossa demonstragao. O]

|zs — Tppa | < | (14 +/26,)

200 | |24 — 2n| < v|7e — 240

1—n(5+3z

3.1 Convergéncia para a atualizacao de Broyden

O Teorema 3.5 demonstrado acima, prova a convergéncia do algoritmo dando
uma condicao de deterioracao limitada para By mas, até o momento, nao fazemos nenhuma
alusdo a como tomaremos essa sequéncias de matrizes. Nesta secdo consideraremos a

atualizacao de Broyden definida por:

(21 — Bisk){ Sk, )
EAR

onde z := f(yx) — f(x1) e sg := yp — . Usualmente, By é tomado como f(xg).

Biy1 = By +

(3.26)

Consideramos (-, -y o produto escalar usual de R". Antes de enunciar o resultado
relacionado ao Teorema utilizando a atualizacao de Broyden, serd necessario enunciar

alguns resultados técnicos.

Lema 3.2. Seja Ae L(X,Y), onde X eY sao espagos de Hilbert. Se x € X\{0}, entao

(x, YAx

=]

0, if dimX =1;
= (3.27)

J4-
IA|l, if dimX > 1.

A prova do Lema, por ser muito técnica, sera omitida mas pode ser encontrada
em [3].
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Proposicao 3.1. Suponha que a derivada Fréchet da fungdo f € lipschitz continua com
constante L em uma vizinhan¢a U de um ponto x,. Dada By € L(X,Y) e xy,yr € U, com

Yr # Tk, Se Bryq € definida como (3.26), entdo

|Besr = f'(@) | < [Br = /(2] + 5 (Hyk Tl + s — 2]). (3.28)
Demonstragio. Como assumimos,
|f'(w) = f'(v)| < Lju—v|| paratodo wu,veUl.

Se yg, x € U, xp # yp € Byy1 for definida como (3.26). Entao

Bisr — f'(zs) = Bp— f'(z.) + (2 — Brsk){Sk, )

skl
— B f(aa) — (Bi = f'(@e))si)Csr, ) (20 = f1(@s)50)C5s )
* ’ Jskll? e '

Assim,

| Brar = f(z)| < | Br = f'(w) —

(Bi — f'(+))sk) {5k, >H 2k = f'(s) sk
sk e

Pelo Lema 3.2,

(Be — f'(4))51k) Sk

sk ?

HBk ) - >H < 1B — F(@).

Utilizando o Teorema do Valor Médio, obtemos

2k = f' () sk

l

1) — Flx) — Fa)sil
fo [F/ (e + ts — ) (35 — ) — f’(m*)sk]dtH

N

s f 1 (e + e — 7)) — £ ()t

N

1
L\SkHL (1 =t)zx — x| + thyr — za])dt
L
= SlselClyn =zl + o = z4])

que conclui a demonstracao.

]

Agora podemos usar o Teorema 3.5, combinado com os resultados acima, e

enunciar o seguinte resultado:
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Teorema 3.6. Se () < R" um conjunto aberto, f : Q2 — R™ wma funcdao definida em (2,
e F': Q=3 R™ uma aplicagdo ponto-conjunto com grafico fechado e f + F metricamente
reqular, em x, para 0, com constantes k > 0, a > 0 e b > 0. Assuma que C' < 2 € um

conjunto fechado e convero, x, € C, 0 € f(xy) + F(xy), existe € > 0 tal que
[f(u) = f(v) = f(@:)(u—v)| < efu—vl, para todo u,v € Ba(x). (3.29)

Suponha que a derivada Fréchet da funcao f é Lipschitz continua com constante L em

uma vizinhangca U de um ponto ., ou seja,
If (w) = f'(v)| < L|u—v|  para todo wu,veU.

Considere o método Quasi-Newton-InexP com 6, = 0 e assuma que

1
§:=|By— f(zs)] < 7 (3.30)
Além do mais, assumimos que existem uma constante ¢ > 0 e uma vizinhanca U de x
tal que, para k =0,1,---, e para cada By, e cada xi,yr € U, x) # yp, todos satisfazendo

(3.14), o operador By, € escolhido tal que

(21 — Brsg){sk; -

el

Bk+1 = Bk + (331)
onde z = f(yx) — f(zr) € Sk := yr — x. Entdo, existe uma vizinhanca U de x,, tal
que para cada o € C' nU\{x,}, existe uma sequéncia {xy} gerada pelo algoritmo Quasi-
Newton-Inexp que resolve (1.1), associado a {0y} e iniciando em xq, que estd contido em

C nU e converge linearmente para ..
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4 Algoritmo inexato

Ao mostrar a convergéncia do algoritmo do capitulo anterior, pensamos ime-
diatamente em ver, se na pratica, o algoritmo funcionaria bem. Mas o primeiro ponto é
pensar que a exatidao do algoritmo anterior possa ser um impasse para a maquina que
sempre trabalha com tolerancias. Pensando nisso e fazendo adaptacoes e contribui¢oes
para o trabalho [11], proporemos nesse capitulo um algoritmo inexato para resolver o

problema (1.1).

Para entender melhor o que fizemos, vamos relembrar o Método de Newton
Inexato para resolver Equagbes Generalizadas que foi introduzido por Dembo, Eisenstat e
Steihaug em [15].Tal método consiste em resolver aproximadamente a equagao f(x) = 0
para X =Y = R da seguinte maneira: Dados uma sequéncia de escalares positivos 7y e

iniciando em um ponto xy o iterando (k + 1) é escolhido para satisfazer a condigao
[f (@) + f/ (@) (wreer — 2| < ol f ()| (4.1)

Seguindo a teoria desenvolvida em [16] e ajustando ao que fez [15] podemos

reescrever a equacao acima como
(f(zr) + f(2p)(Trs1 — 2k)) O Boy @) (0) # & (4.2)

E o que foi investigado, no final, foi o uso do método de Newton Inexato para

Equacgoes Generalizadas da seguinte forma

(f([Ek) + f/(l‘k)(l‘k_H — ZL’k) + F({L‘k+1)) N Rk($k7$k+1) # 5, k= 0,1,..., (43)

E seguindo o que viemos fazendo até agora, sem esquecer que estamos traba-
lhando com o problema com restri¢gdes, propomos o método Quasi-Newton Inexato descrito

por:

(f(zx) + B(yx — 1) + F(yr)) 0 Be(zn, yr) # O, k=0,1,..., (4.4)

onde {By} é uma sequéncia de matrizes e Ry(xy,y) é uma sequéncia de aplicagdes ponto-
conjunto com grafico fechado. Para ilustrar a flexibilidade desses critérios de inexatidao,
observamos que quando F' ¢ a aplicagdo nula, 7 ¢ uma sequéncia de escalares positivos e
Ry (2, yi) := By f(2)(0), é recuperada uma instancia do método Quasi-Newton inexato

estudado por [15] para solucionar equagoes. Também, se Ry(x, yx) = {—rr(xx)} onde {ry}
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é uma sequéncia de fungoes que representa a inexatidao, nosso método proposto coincide

com uma instancia do método Quasi-Newton inexato estudado por [17].

Analogamente ao capitulo anterior, propomos um algoritmo formal para o

Método Quasi-Newton Inexaro com Projecao Inexata que é dado a seguir.

IQNM-InexP Method

Step 0. Seja xp € C e {0} < [0, +0) dados, e tome k = 0.

Step 1. Se f(zx) + F(xx) 30, entdo pare; caso contrario, compute y; € R" tal que
(f(zk) + Br(yr — z) + F(yx)) 0 Ri(@p, y) # . (4.5)
Step 2. Se y, € C, tome 1 = yg; caso contrario escolha algum x,,, € C satisfazendo

Tpy1 € PC (yk, Tk, Qk) . (46)

Step 3. Faca k — k + 1, e va para o Step 1.

Como no capitulo anterior, analisaremos aqui a sequéncia gerada pelo algoritmo.
Aqui, também, usaremos uma ideia analoga para mostrar sua convergéncia mas, como
tratamos com inexatidao, em vez do Teorema das Contracoes, ou Teorema do Ponto Fixo
Generalizado usaremos o Teorema da Coincidéncia, o qual enunciaremos a seguir e também

pode ser encontrado em [4].

Teorema 4.1. Sejam X e Y dois espacos métricos e considere as aplicacoes ponto-conjunto
P XBY el':YZX. SexeX eyeY esejamc, k e pu escalares positivos tais que
pr < 1. Suponha que um dos conjuntos gph ® N (B [z]x B./,[y]) e gphT'n (B, [y] x Be[x])
¢ fechado enquanto o outro é completo, ou ambos os conjuntos gph (®oI') N (B.[z] x B.[z])
e gph (I'o®) N (Be/u[y] x Beyuly]) sao completos. Também, suponha que valham as sequintes

condicoes:

(1) d(y, (7)) < c(1 = rp)/(2p);
(ii) d(z,1'(y)) < (1 = Kp)/2;

(iii) e (®(p) N Beyulyl, @(q)) < pp(p, q) para todo p,q € B.[z] tais que p(p,q) < (1 —
Ki)/ 1



Capitulo 4. Algoritmo inezxato 40

(w) e(T(p) n B[z],T'(q)) < kp(p,q) para todo p,q € B[yl tais que p(p, q) < (1 — kp)

Entio existem & € B.[x] e § € Beu|y] tais que § € ®(Z) e & € I'(§). Se a aplicagio
B[z] 3 2 — ®(x) n Beuly] e Bepuly] 2 y — T'(y) n Belz] sao ponto a ponto, entio os

pontos & e § sao tunicos em B[] e By,|y], respectivamente.

Aplicando o Teorema 4.1 e outros resultados trabalhados nos capitulos an-
teriores, podemos enunciar um resultado de convergéncia para a sequéncia gerada pelo

algoritmo acima.

Teorema 4.2. Seja A e p duas constantes positivas tais que A\ < 1. Suponha que a
aplicacio f + F é metricamente regular em T para O com constante \. Considere o método

IQNM-InexP com 6, uma sequéncia de numeros reais nao crescente e assuma que
A 1 _
0:=supbp <5, [Bo— (@] <1/(2A). (4.7)

Além disso, assuma que existe wma constante positiva . e uma vizinhanca U de T tal
que , para k = 0,1,---, e para cada By, e cada xy,yx, € U, xp, # yi, satisfazendo (4.4), o

operador By,1 € escolhido de maneira que
| Br1 = f/(@)| < [|Be — f/(@)] + elllzw — 2] + |yr — Z]). (4.8)

Também, suponha que para cada k = 0,1,--- | a aplicagio (u,z) — Ry(u,x) é parcialmente
Aubin Continua com respeito a x em T para 0 uniformemente em u em torno de T com
constante p. E ainda, suponha que existam escalares positivos v < (1 — Au)/2p e 5 tais

que
d(0, Rg(u,z)) < y|u—z| para todo we Bs(z) etodo k=0,1,---. (4.9)

Entao existe uma vizinhanga O de T tal que, para cada ponto inicial xq € O existe uma
sequéncia {xy} gerada pelo método IQNM-InexP, que estd contida em O e que converge

q—linearmente para .

1—+/20
Demonstragio. Tome t € | 0, ———= | tal que 0 <y < t(1 — Au)/2u e seja
1+ V20
0 :=|Bo — f(2)].

Sejam a e b constantes em ( 2.9) e que elas satisfazem
e (Re(u,x) n Bp[0], Ri(u,z")) < plx — 2’| para todo  w,z,z’ € B,[Z]. (4.10)

Uma vez que f é estritamente diferencidavel em z, podemos tomar a tao pequeno, se

necessario, a fim de que

|f(z) = f(z) = f'(z)(x — z)| < €|z — Z|, para todo x € B,[z], (4.11)
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(5 L P ) A<, (4.12)

1 —t
para algum real positivo € e #;, := [(1 + 4/ 20;)t + 29k], para todo k > 0. Nao é dificil

ver que 0 < t, <ty < 1. Também, podemos escolher uma constante positiva x tal que

A o
1-a(o+2e)

2ua t(1 — kp)
) = . 4.13
€+0+ T < P (4.13)

R >

ey <t(l —ru)/2u. Em seguida, aplicaremos a Proposi¢ao 2.1. Supomos que
Gi(z) = f(2) + f(Z)(x — T) + F(x), (4.14)
para x € X. Também, considere a fun¢ao
9(wo, ) = f(z0) + Bo(x — w0) — f(2) — f(Z)(z — 7).

Fixe r, > 0 satisfazendo

e < Min < a,

1—to

<5+5+ QM),ﬁ,bu ) (4.15)

Denote O := B, [Z] e escolha algum z, € O tal que zy # z. O préximo passo é verificar

-1

as condi¢oes do Teorema 4.1 com ®(x) = Ro(zo,z), I' = G,

y:=0ec:=t|zg— x| .

Entao, utilizando que zy € B, [Z], r« < a, e que (€ + 0)r, < b obtemos de (4.25) que

1f(z) = f(xo) = Bo(z —zo)| < [[f(Z) = f(xo) — f'(2)(Z — xo)| + lf"(Z) = Bol|z — x0)

< (e+0)ry <.

Uma vez que 0 € f(Z) + F(Z) temos

—f(i’) + f(&lo) + Bg(f — 130) € Lf+F($0, Lf) N Bb[O] (416)

Entéo, como k > w e A\d = A\|By — f'(Z)|| < 1, podemos aplicar a Proposi¢ao2.1 com

u=:x9, C:=0,y:=—f(Z)+ f(xg) + Bo(T — ), y := 0, e a =: r, para concluir que

e (Lf+F(x0, —f(@) + f(zmo) + Bo(Z — 20)) ™" n B, [Z], Ls+r (0, 0)’1) <
k| — f(Z) + f(xo) + Bo(Z — x0)|.

Agora, usamos a defini¢do de excesso em (2.6) e (4.16) para obter

d(, Lyp(20,0)7") < K = f(2) + f(z0) + Bo(@ — 20)]-
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Depois de algumas manipulagdes e usando (4.13), (4.25) e (4.11), a desigualdade acima

implica em

A(@, Ly r(20,0)™) < K| — f(@) + f(ao) + Bolz — o)
< wlf(@) - flao) = F(@)@ —20)| + Kl () — Byl — 0)]
< k(e+0)||x — xo
_ =Tl =)

2 2
Por outro lado, como ||zg — z| < 7. < 3, t€ (0,1), \u <1 ey < (1 —ru)/(2u) obtemos
de (4.27) que

t(1— kp) c(l — Kp)

(0, Ro(i0, 7)) <l — 7] < ”

(4.17)

|z — 2| =

Assim, as condigoes (i) e (i) do Teorema 4.1 sdo satisfeitas. Agora, uma vez que xq € B, [7],
obtemos que ¢ < 7, < a e ¢/p < b. Assim, temos B./,[0] < By[0] e B.[z] < B,[z]. Dessa

forma, para qualquer x,z’ € B,[Z] a condigdo (4.10) nos d4
e (Ro(zo, z) N Beyu[0], Ro(20, ")) < e (Ro(wo, z) N By[0], Ro(zo,2')) < pl|lz — o,
ou seja,a condicao (iii) do Teorema 4.1 é satisfeita. Além do mais, de (2.9) concluimos que

e (Lyyr(zo, )" 0 Be[z], Lyyr(wo,2")™") < e (Lyyr(o, )" 0 Bulz], Lpyr(zo,2)7")

< Kz =2

para todo z, 2" € B./,[0] < B,[0]. Ou seja, a condigao (iv) do Teorema 4.1 vale.
Portanto, podemos aplicar o Teorema 4.1 obtendo que existe yo € B[] e v1 € B.,[0] tais

que yo € Ly p(wo,v1) " e vy € Ro(wo,y0), ou seja,

v1 € Lyip(2o,Y0) N Ro(2o,y0) = (f(xo) + Bo(yo — o) + F(y0)) N Ro(wo,y0). (4.18)

Além do mais, o Teorema 4.1 implica que ||yo — Z|| < t||zg — Z|. A inclusao (4.18) valida o
fato de yo satisfazer (4.4) para k = 0. Em particular, desde que t < 1, yo € O = B, [7].
Se yo € C' N B.[z] entdo tome x; = 1. Caso contrario, tome z; € Pco(yo, xo,0y). Assim,

usando o Lema 3.1 com w = x1, y = 4o, * = x¢ e 0 = Oy, obtemos:

|z — 2| < (1+4/200)|7 — yoll + /2607 — 0]
= [(1 + 290)t + 200]“.% — .1'0” = l?oH.To — i’H
Como ty < 1, 7, € C n B.[z].

Por indugdo, supomos que existe um natural k£ > 1 e pontos z1, s, -+ ,x, € B, [Z] n C e

Y1, Y2, -+ 5 Yk € By, 7], todos eles satisfazendo

lyi—r =2 < tljr — 2, Vi=12,.. .k (4.19)
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|z; — Z| <oy — |, Vji=1,2,.. .k (4.20)

Sem perda de generalidade, assumimos que y;_1 # z;_1 # Z. Observe que, como x, € B, [Z]
e ry < [, podemos repetir o mesmo argumento de (4.17) com x, substituindo por .

Assim, obtemos
4(0, By(zp, 7)) < LR (4.21)
24
Ao aplicar a Proposicao 2.1 no passo de indugdo, primeiramente precisamos mostrar
que | By — f'(z)| < ¢ para algum escalar positivo ¢ tal que (A < 1. Ao combinar (4.8),

(4.20),(4.19) e usando que g € B,,|[Z], temos
[f'(@) = Bel < () = Be—all + ellwn-1 — 2] + llye—r — 7))

k
< [F(®) = Bol + LZ(H%’ =z +y; —7[)

j=1
k

|£(@) = Boll + ¢ 3l — @ + tla; — &)

Jj=1

N

k

O+ (L4t Y oy — 2

7=0

0 ¢]
8+ 20 Y B —
j=0

N

N

2ia
1—1%

A

0+

ou seja, para todo k > 1
2ia

1—1y

A estimativa acima combinada com (4.11) implica em

|f'(®) = Bel <0+ (4.22)

| = F(@) + flax) + Belzw =) < | = f(2) + flaw) + f1(2) (& — )|
+£'(%) — Bill|7 —

_ 2ua N
< €|l — x| + (5—1— ~ ) |z — |

1— 1,

2ua
< +0+ = <b.
(6 1t0) "

Assim, —f(Z) + f(zx) + Bi(zx — ) € By[0] N Gy, (Z). Em particular, z € G,/ (—f(z) +
f(zg) + Bg(zr — Z)). Entdo, usando (4.22), (4.12), (4.13) e a tltima desigualdade, podemos

aplicar a Proposicao 2.1 para obter
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Com isso as condigoes (i) e (i7) do Teorema 4.1 sao satisfeitas com u = x. Agora, sabendo
que zy, € B, [Z], ¢ = t|zx — Z| e por (4.15), obtemos ¢ < 1, < a e ¢/u < b, assim (4.10)
implica na validade da condigao (7iz) . Além disso, de (2.9) concluimos que a condicao (iv)
do Teorema 4.1 vale para a aplicagao I' = G;jl com j = k. Assim, as condi¢oes do Teorema
4.1 sao validas com ¢ = t||z — z|. Por isso, segue que existem y, € B.[x] e vp41 € By, [0]

tais que yi, € G, (Vg11) € vp1 € Ri(k, yi), ou seja,

Vks1 € Gy (Ur) 0 Bi(wr, yk) = (f(vn) + Be(ye — 1) + F(yr)) 0 Re(zr,ye).  (4.23)

Além do mais, o Teorema 4.1 implica que |y, — Z|| < t|zr — Z||. A inclusdo (4.23) implica
que yi satisfaz (4.4) para todo k = 0. Desde que t <1, y, € O = B, [Z].

Novamente, se y;, € C' n B.[Z] escolha zx,1 = yy.

Caso contrario, tome xj11 € Ponp,z](Yks Tk, Oi). Dessa forma, usando o Lema 3.1 com

W= Tri1, Y = Y, T = X} € 0 = O, obtemos:

|2pr1 — 2] < [(1+V/200)t + /20, |7 — 2| < E|2n — 2. (4.24)

Como ¢ < 1 entdo x441 € O = B, [Z] o que conclui a demonstracio. O

Da mesma forma como fizemos no capitulo anterior, pensamos imediatamente
em quem poderia ser essa atualizacao Bj, e de forma andloga, percebemos que a atualizacao

de Broyden poderia ser adaptada de forma semelhante.

Entao, de posse do Teorema 4.2 e da Proposicao 3.1 podemos pensar em um

teorema analogo ao Teorema 3.6, mas para o caso inexato. Assim temos:

Teorema 4.3. Seja A e p duas constantes positivas tais que A\ < 1. Suponha que a
aplicacio f + F € metricamente reqular em T para O com constante \. Considere o método

IQNM-InexP com 0, uma sequéncia de nimeros reais nao crescente e assuma que
A 1
0 :=supb < 3 |Bo — f'(x)] < 1/(2X). (4.25)

Suponha que para k = 0,1,---, e para cada By e cada xy,yr € U, x # yg, satisfazendo
(4.4), teremos a derivada Fréchet da funcao f lipschitz continua com constante L em uma

vizinhanca U de um ponto x, , ou seja ,

If (w) — f'(v)| < L|u—v|  para todo wu,veU.
Dessa forma, podemos tomar

(21 — Brsg){sk; -

Biy1:= By + 5
sl

(4.26)

onde zy, = f(yx) — f(zx) € Sk := yp — xx. Também, suponha que para cada k =0,1,---, a

aplicagio (u, ) — Ry(u,x) € parcialmente Aubin Continua com respeito a x em T para 0
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uniformemente em u em torno de T com constante p. E ainda, suponha que eziste escalares

positivos v < (1 — ) /2u e B tais que
d(0, Rg(u,z)) < v|u—2z| para todo we Bg(z) etodo k=0,1,---. (4.27)

Entao existe uma vizinhanga O de x tal que, para cada ponto inicial xg € O existe uma
sequéncia {xy} gerada pelo método IQNM-InexP , que estd contida em O e que converge

q—linearmente para T.
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5 Aplicacoes e Testes Numéricos

Este capitulo sera dividido em duas secoes. Na primeira, falaremos sobre
algumas aplicagoes do problema. Essas aplicacoes foram fundamentais para instigar a
abordagem a esse problema restrito que teve uma grande abordagem em [1]. Vamos separar
as aplicacoes analisadas nesse capitulo e tentar mostrar sua importancia na medida do

alcance deste trabalho.

Na segunda parte, faremos alguns testes em problemas de pequeno porte,
seguindo [3], mas incluindo a restrigdo ao problema. A falta de referéncias numéricas na

literatura a cerca desse problema dificulta ainda mais esse tipo de abordagem.

5.1 Aplicacoes

5.1.1 Desigualdade Variacional com Restricao

Em terapia de radiagdo de intensidade modulada (IMRT), feixes de radiagao
penetrante sao direcionados a lesao tumoral de fontes externas, ver [38]. Um multileaf
colimador (MLC) é usado para dividir cada feixe em muitos beamlets com controle
individual intensidades. Existem dois aspectos principais da teleterapia por radiacao que
requerem modelagem computacional. O primeiro é o calculo da dose de radiagao absorvida
no tecido irradiado com base em uma determinada distribuicao de intensidades de feixe.
Este calculo de dose é um problema avancado . O segundo aspecto é o problema inverso
do primeiro: encontrar uma distribuigdo de intensidades de radiagdo (mapa de intensidade
de radiac@o) entregues por todos os feixes, o que resultaria em uma distribuigao de dose
clinicamente aceitével (ou seja, de modo que a dose para cada tecido estaria dentro dos
limites superior e inferior desejados, que sao prescritos com base no diagnoéstico médico,

conhecimento e experiéncia).

Para ter valor pratico, no entanto, este mapa de intensidade de radiacao deve ser
implementavel, de uma forma clinicamente aceitavel, na maquina de tratamento disponivel.
Portanto, além dos parametros fisicos e biolégicos do objeto irradiado, as informagoes
relevantes sobre as capacidades e especificagoes do tratamento disponivel da maquina (ou
seja, fonte de radiagdo) deve ser levado em consideragao. O conceito de dose uniforme
equivalente (EUD) foi introduzido em estudos recentes para descrever distribuigoes de
dose com maior relevancia clinica. EUD é definido para tumores como a dose equivalente
biologica que, se administrada uniformemente, levara a mesma morte celular no volume

tumoral como a distribuicao real ndo uniforme da dose.

Este assunto foi amplamente estudado em [31], onde foi proposto um algoritmo
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de otimizacdo que minimiza uma funcao de proximidade ponderada que mede a soma
dos quadrados das distancias aos conjuntos de restrigoes, dentre outros problemas. Ainda
nesse trabalho foram apresentados resultados computacionais que demonstram a validade
do modelo e o poder do esquema algoritmico proposto. A jungao desse trabalho a [39]
mediante algumas adaptacoes do estudo do método dos extragradientes feito em [40],

foram a base para o estudo dos CVIP feito em [29].

O Problema de Desigualdade Variacional com Restri¢oes, que ja mencionamos
em (5.1), foi bem abordado em [29], onde foi denominado "Constrained Variational
Inequality Problem"ou, simplesmente, "CVIP". O problema de desigualdade variacional

restrito, com as devidadas adptacoes ao nosso caso, é definido como:

Encontrar x* e U n Q talque {(f(z*),x —x*) >0, Vo eU. (5.1)

Considerando f : R" — R" é uma func¢ao continua e U e ) sdo conjuntos nao vazios,
fechados e convexos em R". Nas se¢oes anteriores mostramos como abordar o problema
via Equacao Generalizada com Restricao e agora vamos expor a forma em que o problema
foi abordado anteriormente. Para a garantir a convergéncia do Teorema, as condigoes

seguintes sdo necessarias:
Condicao 1 f é mondétona em U.
Condicao 2 f ¢ Lipschitz Continua em R"™ com constante x > 0.

Condicao 3 Q n SOL(U, f) # &.

Seja { A}y < [a,b] para algum a,b € (0,—) e seja {ax}ry < [c,d] para algum ¢, d €
K

(0,1). Entao o algoritmo seguinte gera duas sequencias que convergem para um ponto

2e€Qn SOL(U, f), como garante o Teorema exposto solo em seguida.

CVIP Algorithm

Inicializacdo Escolha um ponto inicial arbritario z° € R™.

Passo Iterativo. Dado um iterado z*, compute:
y* = Py(a® = M\ f(2h)), (5.2)
Construir o semi espaco T, cujo hiperplano delimitador suporta U em y*,

Ty, = {w e R*{(a" = A f(27)) — ¥ w — ) < 0} (5-3)
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E entao, calcule o préximo iterando por:

2" = apa® 4+ (1 — ag) Po(Pr (2" = Mo f (y"))) (5.4)

Observagao 5.1. O algoritmo acima, embora ndo use a teoria desenvolvida neste trabalho,
assemelha-se bastante ao algoritmo proposto no capitulo anterior e por isso enunciamos

aqui.

Teorema 5.1. Seja f : R" — R", e sejam U e § conjuntos nao vazios, fechados e
converos de R". Assuma que as condigcoes 1-3 mencionadas acima sao vdlidas e sejam
{zi}ilo e {yrtizy duas sequencias geradas pelo CVIP Algorith com {\¢} ey < [a,b] para
algum a,b € (0, E> e {antily < le,d] para algum c,d € (0,1). Entao {xx}r—y € {Ur}ieo

convergem para o mesmo ponto z € QN SOL(U, f) e

. k
z = kh—rgzlo PQQSOL(UJ)(.T ) (55)

A demonstracao desse Teorema foge ao objetivo desse trabalho, mas esta feita
em detalhes em [29]. Esse problema, assim definido, foi relacionado, na época, a outros

trabalhos com em [41, p.288] e [42] mas nao entraremos em detalhes.

5.1.2 Desigualdade Variacional Split

A cléssica Desigualdade Variacional, como estd em [43] (1963) e [44] (1964), foi
bastante usada para o estudo de programacao matematica, economia de rede, pesquisa de
transporte e ciéncias regionais. Nas tltimas décadas, a teoria e os algoritmos numéricos

para desigualdades variacionais foram estudados extensivamente.

Nesta secao trabalharemos com a recém-introduzida desigualdade variacional
"split"em [29], que consiste em duas desigualdedes variacionais com uma restrigao linear
de ligagao. O "SVI", como chamaremos ’split variational inequality’, pode ser visualizado
como uma generalizagdo de uma desigualdade variacional, que é principalmente motivada
para tratar uma gama de problemas reais mundiais decorrentes da recuperacao de sinal
e processamento de imagem, como o bem estudado (conjunto miltiplo) problema de
viabilidade ’split’ [45] [31] [46] [47] [48] [49] [50] [51] [52] [53] [54] , o problema de viabilidade
convexa [55] [56] [57] [58] [59] , as solugbes comuns para desigualdades variacionais [60]
[61] [62] [63], a minimizacao 'split’ (separdvel) e problemas de ’split’ zero [64] [65] [66] [67]

[68] [69] e outras aplicagoes, como pode ser visto também em [30].

Técnicas “splits” foram empregadas em diversas areas. Por exemplo, na tema-

tica tratamento da terapia de radiacao modulada por intensidade (IMRT) [38] [70], um
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“multileaf collimator” é usado para dividir cada feixe em muitos beamlets com controle
individual de intensidades. A dose de radiacdo entao precisa ser otimizada, dada a distri-
buicao de intensidades de feixe de luz e, inversamente, a distribui¢ao de intensidades de
radiacao entregues a todos os beamlets sao necessarios para serem otimizados dentro de
uma determinada dose clinicamente aceitével de distribui¢ao (a dose para cada tecido deve
estar dentro do desejado superior e inferior, limites prescritos com base no diagndstico
médico, conhecimento e experiéncia). Um modelo matemético para o IMRT é a chamada
viabilidade “split” de conjuntos multiplos problema [47] que pode ser resolvido por uma
abordagem de desigualdade variacional que é, em voltas, um caso especial de uma desigual-
dade variacional “split”. Abaixo, enunciaremos tal problemas com as devidas adaptacoes

a0 1NOSSO caso.

Seja U < R" e (2 =« R™ conjuntos nao vazios , fechados e convexos, e A : R" —
R™ um operador linear. Dadas funcoes f : R* — R" e g : R™ — R™, 0 SVIP ? ¢ formulado

como: Encontrar um ponto x, € U tal que
(f(@s), 2 —24) 2 0, Vzel,
e tal que o ponto y, = Az, € () satisfaz

(g(Ys),y — ysy = 0, VyeQ.

Obeserve agora, como feito em [1] e em [29] podemos tomar R™ := R" x R™ D := U x
eVi:={w=(zr,y) e R"™ : Az =y} o SVIP é equivalente ao CVIP:

Encontrar w, € DNV tal que (h(wy),w —wy) =0, Vwe D, (5.6)

onde w = (x,y) e h : R" — R™ sao definidos por h(z,y) := (f(z),g(y)). E dessa forma o
problema foi resolvido seguindo o algoritmo mencionado na se¢ao anterior, diferentemente
do que propomos no Exemplo (2.3). Uma abordagem bem diferente foi explorada em [30],

mas foge muito ao objetivo do nosso trabalho.

5.2 Testes Numéricos

O Algoritmo foi implementado em Matlab(c) R2016b, usando precisao dupla, sob

o sistema GNU /Linux Ubuntu 20.04. Por simplicidade, supomos 2 = R". A fim de escrever

a inclusdo z € F(x), supomos que o conjunto F'(z) é definido por equagdes/inequagoes,
digamos,

F(zx)={zeR"™ | h(z,z) =0, g(z,z) <0}, (5.7)

de modo que
ze F(z) < h(z,z) =0, g(z,z) <0.

3 SVIP do inglés Split Variational Inequality Problem.
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Com isso, determinar uma solugao y, do subproblema f(xy) + Bi(y — xx) + F(y) 3 0

equivale a encontrar y, € R" e z;, € R™ tais que

z = —[f(@g) + Be(yr — )], h(yr,2z1) =0, g(yr, 21) < 0.

As expressoes acima serao satisfeitas se (yg, zx) for solugdo do problema

min L+ [£(0) + Buly - 2] 59
h(y,z) =0, (5.9)
9(y,z) <0 (5.10)

com valor funcional nulo. Este problema pode ser resolvido, em tese, por algoritmos
usuais de programacao nao linear. Nos testes, foi utilizado o método de pontos interiores
implementado na rotina fmincon, com os seguintes parametros: tolerancia para otimalidade

107% e niimero maximo de iteracoes 1000; gradientes das h;’s e g;’s sao fornecidos.

Por sua vez, verificar a validade da equagao generalizada f(xy) + F'(xy) 3 0

(passo 1) equivale a testar se

h(zy, —f(zx)) =0, g(zr, —f(7x)) <O.

Assim, utilizamos a seguinte medida aproximada como critério de parada do algoritmo:

e, = max{|[A(zr, —f(2x) oo, | g(@n, = f(2a))+ [0} < 1075

Note que z; € C' por construcao.

O iterando x,1 do passo de projegao (passo 2), isto é, aquele que satisfaz
Try1 € P(yk, xx, 0y), é obtido resolvendo o problema convexo relativo a projecao exata de

yr sobre C' (equivalente a tomar 6 = 0)
1 2
min §Hx—yk|\ xeC. (5.11)

Novamente, utilizamos o método de pontos interiores do Matlab presente da rotina
fmincon. Na tentativa de refletir a inexatidao permitida na teoria, fixamos a precisdao para
otimalidade no método em 63, onde 6y = 1072 e 0, = max{0,9 - 0;_,,107%}, k > 1. Esta
escolha é puramente empirica, nao ha relagdo aparente com a teoria; uma possivel escolha

com embasamento tedrico pode ser investigada, especialmente tendo em vista o Lema 2.1 .

No algoritmo, é requerido que xg € C. Caso o ponto inicial xy fornecido nao

pertenca a C, atualizamos zq <— Pg(xg).



Capitulo 5. Aplicagées e Testes Numéricos 51

5.2.1 Problemal
Inspirados em [3], consideramos f : R? — R? F : R?* = R? e C dados por

flar, ) = (327 — 227,0),
{—xl,xl} X {O}, T = 0

Pl wz) = { 7 x {0}, z; <0’
C =R x[1/2,1]

As solugoes sao da equagao generalizada f(z) + F(z) 3 0 restrita a x € C sao (0,z3) e
(1,5(]2), X9 € [1/2, 1]

Existem diferentes maneiras de escrever F'(x) como em (5.7). Cada uma delas
afeta a resolucdo do problema de forma distinta. Neste caso, fazemos F'(z) = {z € R? |

2 — 1 = 0}.

A Tabela 1 mostra a execugao tomando zy = (0,7;0). Rodamos o algoritmo

para diferentes pontos iniciais, todos convergem para a solugao (0; max{0,5;yo}).

iter e er/ex—1
1 6.975990e—01

3.075904e—01 4.409272e—01

4.694257e—02 1.526139e—01

1.808056e—04 3.851635e—03

2.367476e—10 1.309404e—06

O~ W N

Tabela 1 — Resolugdao do Problema 1

Embora a analise da tabela acima nos sugira, ou pelo menos nos instigue a
pensar numa convergéncia superlinear, o teorema de convergéncia mostra que pelo menos

convergéncia linear temos.

5.2.2 Problema 2

Modificamos o problema anterior impondo uma maior relacao entre as variaveis

T1 € To:

[z, 22) = (3af — 227, —3122),

F(zy,x9) 2{

C =R x[0,2].

{—z1, 21} x {1 =21}, 21 =0
@ X {0}, r < 0 ’

As solugdo sdo (0, 73), 72 € [0,2], e (1,0). Aqui, F(z) = {z e R? | 2§ —2, =0, 20 = 1 —1,}.
Curiosamente, o algoritmo é atraido para a solucao (0, 1) para diferentes pontos iniciais,
inclusive partindo da solucao (0,0) (evidentemente, isso depende da implementagio). A

Tabela 2 ilustra a execugao para zg = (0,9;0,5).
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iter

€k

€k/€k71

O O U= W

Tabela 2 — Resolucao do Problema 2

5.2.3 Problema 3

5.785110e—01
5.344404e—01
2.963137e—01
1.049330e—01
3.895669e—02
6.432412e—04
6.269612¢—06
2.101206e—09

9.238207e—01
5.544372¢—01
3.541282e—01
3.712529e—01
1.651170e—02
9.746906e—03
3.351413e—04

Consideramos o problema de dois niveis

min ¢(, )

(z,y)e D

y € argmin g(z, y)

Yy<c— Xz,

onde x € R", y € R™ e ¢ € RP. Supomos D % ¢ convexo e fechado, e ¢(z, ) uma funcao

convexa e de classe C! para todo z.

Computar um ponto viavel deste problema pode ser dificil, pois, além de y ser

minimizador do problema inferior, estas variaveis estao presentes nas restrigoes (x,y) € D

do problema superior. Uma das formas de lidar com problemas deste tipo é reescrever o

problema do nivel inferior sob suas condi¢oes KKT:

Vya(z,y) + YA =0
A=0
(X +Yy—c)fA=0
Yy<c— Xux.

Note que estas condigoes sao suficientes para otimalidade pois estamos supondo que o

problema da minimizacao de ¢(z,-) é convexo. Definindo

F(z,y,\) = {0}? x Ng(A;) x --- x Nr(Ap)

f(xvyaA) = ( va(fE,y) _Yt/\ ) XJZ+Yy—C)
C=(Dn{(z,y)| Xz+Yy<c}) xR,
um ponto (z,y) é viavel para o problema de dois niveis se, e somente se, existir A tal que

0e f(z,y, \) + F(z,y, ), (z,y,A\) e C.
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Observamos que a equacgao generalizada acima nao envolve inequacoes; elas ficam a cargo

do passo de projecao.

Para ilustrarmos o funcionamento do algoritmo, consideramos o problema

particular com

afy) = 5lel? + Lyl

2 1 11 -1
X = , Y = , €= ,
-1 2 11 -1

D={(z,y) eR* |2y + 72+ 1y +y2 < 1}

Em geral, o algoritmo apresenta comportamento bem diverso quando variamos o ponto de
partida, convergindo a pontos diferentes. Observamos que, de fato, o problema de dois
niveis admite varios pontos vidveis: podemos pensar o minimizador do nivel inferior como
uma funcao y(z), que depende de x; assim, para cada z teremos um par viavel (z,y(z)) a
depender, é claro, da existéncia de um multiplicador de Lagrange A(z). Partindo do ponto
(20, Yo, Ao) = (0,5;0;0;1;0,1;0), o algoritmo obtém

o* = (—0,4231 ; —0.2694 ), y* =(0,0578; 0,0579 ), A* = ( 0,0561 ; 0,0018 )

(nimeros arrendondados na 4* casa decimal), cujo residuo KKT do problema do nivel

inferior é aproximadamente 2,82 - 107". A Tabela 3 traz a execucio do algoritmo.
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iter

€k

€k/€k—1

N O N I N T N I N T N N R e O e e R e e
TR NN RO 0T U R WNEFRO®©®PATO TR WD =

Tabela 3 — Resolucao do Problema 3

5.285721e—01
7.818909e—02
2.928575e—02
8.903280e—03
8.555339¢—03
9.162587e—03
9.458863e—03
9.841317e—03
7.568209¢—03
7.309003e—03
7.506857¢—03
4.989917e—03
2.197578e—04
1.499476e—05
1.945861e—03
9.971884e—05
1.766916e—05
1.619592e—03
1.854440e—03
1.321907e—03
1.387525e—03
1.607281e—03
1.274481e—03
1.325508e—03
6.816113e—04
7.024004e—04
2.823618e—07

1.479251e—01
3.745503e—01
3.040141e—01
9.609199e—01
1.070979e+-00
1.032335e+00
1.040433e+00
7.690240e—01
9.657506e—01
1.027070e+-00
6.647145e—01
4.404038¢—02
6.823312e—02
1.297694e+-02
5.124665e—02
1.771898e—01
9.166212¢+01
1.145004e+-00
7.128334e—01
1.049639e+-00
1.158380e+00
7.929424e—01
1.040037e+-00
0.142265e—01
1.030500e+-00
4.019955e—04
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6 Consideracoes Finais

Neste trabalho buscamos contribuir um pouco no que se trata de Equacoes
Generalizadas com Restri¢oes, aqui além de acompanhar todo o esforco ja praticado
a respeito,fizemos uma abordagem Quasi-Newton para o problema. Provamos alguns
teoremas que garantem a convergéncia das sequéncias geradas pelos algoritmos propostos,
sob certas condicoes de regularidade da aplicacao ponto-conjunto, bem como alguma
propriedade sobre a atualizagdo da matriz de aproximacao da derivada. Percebemos, que
assim como no problema irrestrito, a atualizacao de Broyden era de boa utilizagao no

nosso contexto.

Fizemos, também, uma explanacao de problemas ja existentes na literatura
que tinham outra proposta de solugdo mas que podiam ser repaginados na forma do nosso

problema em questao.

Por fim, realizamos alguns testes numéricos, em problemas de pequeno porte,
afim de observar como se comportaria computacionalmente a teoria desenvolvida embora

sejam problemas dificeis de abordar.
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