UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

GILBERTO BRITO DE ALMEIDA FILHO

Propriedades de gapsets, construcao de cotas
para a quantidade de gapsets de género g e
semigrupos de Weierstrass

Campinas

2022



Gilberto Brito de Almeida Filho

Propriedades de gapsets, construcao de cotas para a
qguantidade de gapsets de género g e semigrupos de

Weierstrass

Tese apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e Computagao Cientifica da Uni-
versidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do
titulo de Doutor em Matematica.

Orientador: Saeed Tafazolian

Coorientador: Matheus Bernardini de Souza

Este trabalho corresponde a versao
final da Tese defendida pelo aluno Gil-
berto Brito de Almeida Filho e orien-
tada pelo Prof. Dr. Saeed Tafazolian.

Campinas

2022



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Almeida Filho, Gilberto Brito de, 1992-

AL64p Propriedades de gapsets, construcéo de cotas para a quantidade de
gapsets de género g e semigrupos de Weierstrass / Gilberto Brito de Almeida
Filho. — Campinas, SP : [s.n.], 2022.

Orientador: Saeed Tafazolian.

Coorientador: Matheus Bernardini de Souza.

Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacéo Cientifica.

1. Torre de corpos de funcdes. 2. Gapset. 3. Numeros de Fibonacci. 4.
Semigrupos de Weierstrass. |. Tafazolian, Saeed, 1978-. Il. Souza, Matheus
Bernardini de, 1989-. lll. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacéao Cientifica. IV. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Properties of gapsets, construction of quotas for the quantity of
gapsets of genus g and Weierstrass semigroups
Palavras-chave em inglés:

Tower of functions fields

Gapset

Fibonacci numbers

Weierstrass semigroups

Area de concentrac&o: Matematica

Titulagdo: Doutor em Matemética

Banca examinadora:

Matheus Bernardini de Souza [Coorientador]
Cicero Fernandes de Carvalho

Guilherme Chaud Tizziotti

Pietro Speziali

Wanderson Tenorio

Data de defesa: 24-02-2022

Programa de P6s-Graduacéo: Matematica

Identificag@o e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0002-5531-5531
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpq.br/4489626081186306



Tese de Doutorado defendida em 24 de fevereiro de 2022 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). MATHEUS BERNARDINI DE SOUZA

Prof(a). Dr(a). WANDERSON TENORIO

Prof(a). Dr(a). CICERO FERNANDES DE CARVALHO

Prof(a). Dr(a). GUILHERME CHAUD TI1ZZIOTTI

Prof(a). Dr(a). PIETRO SPEZIALI

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de P6s-Graduacéo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacéo Cientifica.



Dedico este trabalho primeiramente a Deus, pois sem ele eu nao teria capacidade para

desenvolver este trabalho. A minha familia e esposa pela forca e compreensao.



Agradecimentos

Minha absoluta gratidao ao soberano e eterno Deus, por acender em mim o
desejo em estudar matematica e a vontade de ser professor e pesquisador, pela forga e
entendimento a cada passo, por me guardar todos esses anos longe de casa e pela forca de

acreditar que era capaz de conquistar essa jornada.

Agradeco a minha mae e minhas irmas, por apoiarem minhas escolhas, por
compreenderam a necessidade de minha auséncia durante essa empreitada e pela forca

necessaria para que eu pudesse conquistar mais essa trajetoria.

Agradego imensamente a minha esposa e sua familia pelo apoio e for¢ga durante

essa caminhada, os quais me deram suporte sempre que precisei.

Agradego aos professores e funcionarios do IMECC e do PMA da Uem os quais
contribuiram de forma indireta ou direta para minha formacao profissional, académica e

pessoal, durante o tempo que tive o prazer de participar de cada um destes programas.

Um agradecimento especial aos amigos que se foram antes e durante desse

tempo dificil em que nos encontramos provocado pela Covid-19.

Agradeco aos membros da banca Dr. Cicero Fernandes de Carvalho , Dr.
Guilherme Chaud Tizziotti, Dr. Pietro Speziali e Dr. Wanderson Tenorio por aceitarem

participar desta banca. E uma honra ter este trabalho corrigido pelos senhores.

Agradeco, aos meus orientadores, Dr. Saeed Tafazolian por todo o apoio e
acolhimento que me foi prestado, a luz dos acontecimentos que se sucederam durante esta
pandemia. Com ele tive a oportunidade de crescer profissionalmente e conhecer melhor o
universo das curvas maximais e torre de fungoes. Ao Dr. Matheus Bernardini por todo apoio
e ajuda nesta empreitada, com quem pude crescer profissionalmente, gragas as iniimeras
reunioes, mesmo que por video chamada. E em especial, ao professor dr. Fernando Torres
que tive a oportunidade de conhecer desde do inicio do doutorado e que me acompanhou

durante os primeiros anos dessa jornada.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



“FE nao vos conformeis com este século,

mas transformai-vos pela renovacao da vossa mente,
para que experimenteis qual seja a boa, agraddvel e
perfeita vontade de Deus.

(Biblia Sagrada, Romanos 12: 2)



Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é investigar propriedades de gapsets e a torre de fungoes sobre a
2 +1
Z;
segundo capitulo, buscamos estudar gapsets k-esparsos puros de género g satisfazendo a

equacio 7 = . Nossos principais resultados foram divididos em trés capitulos. No
desigualdade 2¢g < 3k. Vemos que este tipo de gapset satisfaz propriedades interessantes,
como por exemplo, um controle sobre a quantidade de saltos de tamanho k. No Capitulo
trés, construimos novas cotas superior e inferior para a quantidade de gapsets de género
g. Para isso, identificamos gapsets com cobrimentos de tabuleiros e generalizamos as
nocoes de conjunto de Apéry e vetor de Kunz de um semigrupo numérico para gapsets

e m-extensoes. No Capitulo quatro, exploramos a torre de corpos de fungoes dada pela
xi+1

2.73'1' ’
em P;. Neste capitulo calculamos divisores que serao fundamentais para o processo de

equacio 7 = com ¢ = 1. O objetivo principal é exibir fun¢oes com pélos somente
encontrar fungées com divisor de pdlos da forma nP;, onde n é um gerador minimal
do semigrupo de Weierstrass H;. Desta forma, este trabalho contribui para um melhor
entendimento dos gapsets tanto usando a propriedade de k-esparso puro quanto usando
propriedades mais gerais, e ainda estende a compreensao sobre a torre de corpos de fungoes

2

i +1
2 7

Ty = a qual ¢é interessante para construir codigos geométricos.
21,’2'

Palavras-chave: Gapset; Fibonacci; semigrupo de Weierstrass; torre de corpos de fungoes.



Abstract

The aim of this work is to investigate properties of gapsets and the function tower on

2
x; +1
the equation =7, = ’2 . Our main results were divided into three chapters. In the
x.
second chapter, we seek to study pure k-sparse gapsets of genus ¢ satisfying the inequality

2g < 3k. We see that this type of gapset satisfies interesting properties, as for example,
a control over the amount of jumps of size k. In Chapter three, we create a new upper
bound and lower bound for the number of gapsets of genus g. For this, we identify gapsets
with a tiling of a g-board and generalize the notions of Apéry set and Kunz vector of a

numerical semigroups to gapsets and m-extensions. In Chapter four, we explore the tower

2
x; +1
——— where the main objective is to

of functions fields given by the equation x? =
display functions with poles only in P; . In this Chaptelr, we calculate divisors that will be
fundamental to the process of finding functions which pole divisor has the form nP;, where
n is a minimal generator of the Weierstrass semigroup H;. Thus, this work contributes
to a better understanding of gapsets both using the pure k-sparse property and using

more general properties, and also extends the understanding of the tower of function fields
2
xi +1

under the equation x? = which is interesting to make geometric codes.

)

Keywords: Gapset; Fibonacci; Weierstrass semigroup; tower of function fields.
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Introducao

Vamos apresentar dois dos principais conceitos que serao abordados neste
trabalho, semigrupos numéricos e gapsets. Um semigrupo numérico S é um subconjunto
de Ny contendo o zero, fechado em relacgao a adi¢ao usual, tal que G(5) := Ny\ S, chamado
de conjunto de lacunas de .S, ¢ finito. Um gapset é um conjunto finito G < N que satisfaz
a seguinte propriedade: seja z € G e escreva z = x + y, com x e y € N; entdo z € G ou
y € G. Este conceito foi formalmente introduzido em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b).
Portanto, um gapset nada mais é do que o conjunto de lacunas de algum semigrupo
numérico. Vamos denotar o conjunto de todos os gapsets de género g por I'(g) e o conjunto
de todos os semigrupos numéricos por S(g). Seguindo a literatura ja existente, vamos

denotar por n, a cardinalidade do conjunto S(g). Segue imediatamente que n, = #I'(g).

O valor de n, para g < 50 foi calculado e pode ser encontrado em (BRAS-
AMOROS, 2008). Essa sequéncia esta registrada como A007323 em OEIS e, listamos seus
primeiros termos a seguir: 1, 1, 2, 4, 7, 12, 23, 39. Em posse desses valores, foi observado
alguns padroes interessantes para n,. Abaixo exibimos a conjectura de trés propriedades

para n, feitas por Bras-Amords.

Ng—1 + Ng—2

Conjectura 0.1.  7) lim = 1.
g—® ng
i) lim =, onde ¢ denota o numero de ouro.

Um problema decorrente do item iii) da Conjectura 0.1 acima é saber se a

seguinte desigualdade
Ng = Ng—1 (1)

é satisfeita para cada g = 1. A Desigualdade (1) é conhecida como versao fraca do item

i71) da Conjectura 0.1 e tem sido objeto de estudo de diversos matematicos.

A seguir, vamos comentar sobre alguns destes trabalhos. Utilizando semigrupos

numéricos com género e numero de ordinarizacao fixados é possivel mostrar que

g
4]
Ng = Z Ng,r
r=0
onde n,, ¢ a quantidade de semigrupos numéricos com género ¢g e nimero de ordinarizagao

, . +
r. Com essa aboradgem é possivel mostrar que n, < nyy4q para r > {g2| — 14 (g = 87).

Esse resultados podem ser encontrados em (BRAS-AMOROS, 2008).
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Outra abordagem sobre a Conjectura 0.1 que pode ser feita é através de
semigrupos numéricos com género fixado e com profundidade menor ou igual a 3 (para a
defini¢do de profundidade veja Secao 3 do Capitulo 1). Definindo ¢, como o nimero de
semigrupos numéricos S com género ¢ tais que F(S) < 3m(S) é possivel provar resultados
interessantes, como por exemplo, que o nimero de semigrupos numéricos S com género g
tal que F'(S) < 2m(S) é exatamente F,,; (o nimero de Fibonacci de ordem g + 1). Esse
abordagem foi realizada em (ZHAO, 2010), onde foi conjecturado que
Conjectura 0.2. glg%yig!] = 1.

Posteriormente, foi provado que os itens i) e ii) da Conjectura 0.1 eram de fato
verdadeiros. Tais demonstragoes podem ser encontrada em (ZHAI, 2013), onde também é
provado a Conjectura 0.2 de Zhao a qual garante que para um g suficientemente grande,
a quantidade de semigrupos numéricos de genero g e profundidade no maximo trés é
praticamente igual a quantidade de semigrupos numéricos de género g. Ficando em aberto,
até o presente momento, tanto a verificagdo do item izi) da Conjectura 0.1 quanto a validade
da Desigualdade (1). Uma outra abordagem possivel para o estudo da Desigualdade (1) é
fixar o género e a multiplicidade do semigrupo numérico. Fixando estes dois parametros

podemos escrever

g+1

ng = Z N(m,g), (2)

onde N(m,g) é o nimero de semigrupos numéricos de género g e multiplicidade m.
Usando a Igualdade (2) juntamente com a condi¢ao 2¢g < 3m é possivel mostrar que
N(m,g) = N(m—1,9—1)+ N(m — 1,9 — 2), a demonstracao deste e demais resultados
é encontrada em (KAPLAN, 2012). Para mais exemplos de abordagens que buscaram
descrever o valor exato de n,, podemos citar o estudo onde ¢é fixado o género g e a
quantidade de lacunas pares, a qual é denotada por v, de um semigrupo numérico. Esta
analise ¢ interessante, pois ¢ inspirada na relagao entre o estudo de curvas algébricas e

semigrupos numéricos. Fixando g e v, podemos reescrever n, como

+(9), (3)

onde N,(g) é a quantidade de semigrupos com género g e 7 lacunas pares. A Igualdade
(3) permite notar certos comportamentos sobre uma familia de semigrupos, i.e., podemos
mostrar que a cardinalidade de semigrupos numéricos satisfaz N, (g) = N,(37), quando

g = 3v. A demonstragao deste e demais resultados sobre esta abordagem sao encontrados
em (BERNARDINI; TORRES, 2017).

Outros trabalhos exibiram cotas para o valor de n, usando diversas técnicas.

Podemos citar, por exemplo, o uso de multi-conjuntos e arvore de semigrupos para provar
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que 2F, < n, < 1+3-2973 para todo g = 3 (onde (F,) é a sequéncia de Fibonacci). Este
tépico é encontrado em (BRAS-AMORGS, 2009) .

Ainda, utilizando coeficientes de fungoes geradoras explicitas, é possivel mostrar
que a, < ny < ¢, tal estudo é realizado em (ELIZALDE, 2010). Outros trabalhos como em
(O’DORNEY, 2013) que utilizou descendentes fortes e em (BLANCO; ROSALES, 2011)
que estudou semigrupos numéricos com género e nimero de Frobenius fixados, podem
servir como referéncia para estudos na busca de entender n,. Um excelente material sobre

alguns estudos citados acima pode ser encontrado em (KAPLAN, 2017).

Recentemente, a nocao de gapsets foi utilizada para o estudo da sequencia n,.
A motivagao dessa abordagem é provavelmente devida ao trabalho realizado em (ZHAI,
2013), que garante que a partir de um género suficientemente grande a maioria dos gapsets
com condutor ¢ e multiplicidade m satisfazem a condic¢ao ¢ < 3m. Denotando por n’g a
cardinalidade de todos os gapsets de género g satisfazendo a condigao ¢ < 3m ( este fato
pode ser ajustado via defini¢ao precisa de limite, utilizando adequadamente a definigao
precisa de limite). Diversos resultados interessantes foram obtidos por Eliahou e Fromentin
utilizando a nocao de gapsets, entre eles podemos citar a validade de uma propriedade
similar ao item 3) da Conjectura 0.1, onde eles obtiveram sob a condi¢ao ¢ < 3m. Estes
resultados podem ser encontrados em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b) e (ELIAHOU;
FROMENTIN, 2020a).

Além de abordar o estudo da sequéncia (ny) via gapsets iremos usar no Capitulo
2 o conceito gapsets k-esparsos puros (a defini¢do de k-esparso puro pode ser encontrada na
Secao 2 do Capitulo 2). O estudo de semigrupos numéricos via propriedade da diferencas
entre lacunas consecutivas foi primeiro utilizado na tese de doutorado (VILLANUEVA,
2008), onde foi introduzido o estudo de semigrupos numéricos cuja distancia maxima
entre duas lacunas consecutivas é 2, tais semigrupos eram chamados fracamente Arf.
Posteriormente, esses semigrupos numéricos viriam a ser chamados de semigrupos esparsos
no artigo (MUNUERA; TORRES; VILLANUEVA, 2009). Semigrupos esparsos surgem da
generalizagdo da condi¢do de um dado semigrupo numérico ser Arf ( mais informagoes
sobre semigrupos Arf veja (CAMPILLO; MARTIN; MUNUERA, 2000), (ROSALES;
GARCIA-SANCHEZ, 2009) e (ROSALES et al., 2004)). Atualmente, a definicdo de um
semigrupo esparso foi generalizada para semigrupo k-esparso (e também k-esparso puro),
para consultar tais generalizacoes veja (TIZZIOTTI; VILLANUEVA, 2016).

Algumas das aplicagoes mais interessantes de semigrupos numéricos, estd na
sua co-relacdo com a geometria algébrica no estudo de curvas algébricas e Semigrupos
de Weierstrass. Mais explicitamente, dado um semigrupo numérico H, queremos saber
se existe uma curva X e algum ponto P € X tais que H = H(P), onde H(P) é o
semigrupo de Weierstrass de X em P (veja essa definicdo na subsegdo 1.4). Se a resposta

for positiva, dizemos que o semigrupo numérico H é um semigrupo de Weierstrass. Um
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fato importante sobre esta pergunta é que nem sempre um semigrupo numérico é um
semigrupo Weierstrass. Esta problematica foi introduzida em 1890 por Hurwitz. Apos
quase 80 anos de estudos, foi observada uma condi¢ao necessaria para que um semigrupo
numérico fosse de Weierstrass. Tal condi¢ao é chamada de condi¢do de Buchweitz e pode
ser encontrado um breve comentario em (FILHO; TAFAZOLIAN, 2021). Essa condigao é
ideal para verificarmos que semigrupo numérico H nao é Weierstrass. Mais especificamente,
um dos primeiros exemplos que mostram que nem todo semigrupo numérico ¢ Weierstrass
é o semigrupo H cujo conjunto de lacunas é G(H) = {1,2,...,11,12,19,21, 24, 25}.

Diversos trabalhos realizaram estudos interessantes para tentar responder a
pergunta se um semigrupo numérico é Weierstrass ou nao. Por exemplo, podemos citar os

seguintes artigos (OLIVEIRA, 1991), (KOMEDA, 2013) e (TORRES, 1994).

Vale ressaltar a aplicacao da propriedade de um semigrupo ser esparso no
estudo de semigrupos de Weierstrass: do ponto de vista geométrico, semigrupos numéricos
esparsos estao intimamente relacionados com semigrupos de Weierstrass que surgem de uma
cobrimento duplo de curvas algébricas. Alguns trabalhos evidenciam este fato, por exemplo,
¢é possivel observar que a estrutura aritmética esta fortemente influenciada pela paridade
do ntimero de Frobenius, para mais detalhes veja (TIZZIOTTI; VILLANUEVA, 2019).
Além disso, em (VELOSO; CONTIERO; MOREIRA, 2014), foi estudado a estrutura de
semigrupos esparsos e sua aplicacao para semigrupos de Weierstrass, onde procuraram uma
classificacao e uma cota superior para o género de semigrupos esparsos. Ainda, provaram
que, se o género de um o semigrupo esparso é grande o suficiente, entdo as tltimas lacunas
sao espacadas por 2. Este resultado é provado independentemente da paridade do niimero
de Frobenius. Além disso, classificam alguns semigrupos esparsos com poucos saltos tnicos

ou com grande nimero de Frobenius.

Finalmente, vamos descrever os principais topicos e resultados deste trabalho.
Primeiramente, o leitor notara que este trabalho foi divido em quatro capitulos, os quais

tratam de diferentes temas. Abaixo, encontram-se um breve resumo dos capitulos.

No Capitulo 1, introduzimos os principais conceitos e resultados da literatura
para o desenvolvimento deste trabalho. Por exemplo, apresentamos as defini¢oes e proprie-
dades sobre divisores em corpo de fungoes algébricas, bem como o importante Teorema de
Riemann-Roch e o Teorema das lacunas de Weierstrass. Apresentamos também a nocao
de semigrupos numéricos e gapsets, onde discutimos a utilizacao e importancia destas
duas nomenclaturas. Finalmente, para o propdsito do Capitulo 4, abordamos os principais
topicos sobre extensoes de corpos de fungoes. Para uma leitura mais completa, o leitor
pode consultar os textos (STICHTENOTH, 1993), (MARTINEZ-MORO; MUNUERA;
RUANO, 2008), (DEURING, 1973) e (FILHO; TAFAZOLIAN, 2021).

No Capitulo 2, apresentamos resultados com o proposito de contar gapsets via

género e tamanho maximo entre a diferenca de duas lacunas consecutivas. Encontramos
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cotas para o parametro k (de k-esparso) relacionadas ao género, multiplicidade e condutor
de um gapset. Este capitulo é baseado em resultados obtidos no trabalho (BERNARDINT;
FILHO, 2022).

Neste capitulo, usaremos a condicao 2g < 3k para obter os principais resultados
do capitulo. Notamos que gapsets satisfazendo essa condicao sao "bem comportados”, isto
é, veremos que a familia de gapsets que satisfaz essa condigdo possuem um tnico salto de

tamanho k. Abaixo exibimos os principais resultados do Capitulo 2.

Teorema 2.48. Sejam g e k inteiros ndo negativos, de modo que 2g < 3k. Entdo a
aplicacao ¢ : Gp(g9) = Grr1(g + 1), G — ©(G) = ¢(G) € bijetiva.

Corolario 2.49. Dado g um inteiro nao negativo, seja k tal que 2g = 3k. Entao #Gy(g) =
#Grin(g +n), para todo n € N.

Em particular, usando o Corolario 2.49 encontramos uma nova sequéncia, a
qual denotamos por (w(g)). Listamos essa sequéncia em OEIS, nomeada por A348619,
cujos primeiros termos sao 1, 2, 5, 12, 30, 70 e 167. Além disso, obtemos explicitamente os

gapsets que entram na contagem dos nimeros 1, 2, 5 e 12 dessa sequéncia.

No Capitulo 3, vamos abordar o estudo de gapsets usando cobrimentos de
tabuleiros de uma linha por n colunas. Pela literatura, sabemos que tais cobrimentos estao
diretamente ligados ao nimero de Fibonacci k—generalizado, denotado por Fg“). Da teoria
de semigrupos numeéricos, sabemos que o conjunto de Apéry e o vetor de Kunz estao
intimamente ligados aos geradores do semigrupo numérico. Neste capitulo trazemos as
nomenclaturas de conjunto de Apéry e vetor de Kunz para gapsets, além de generalizar tais
conceitos para m—extensoes. Tal fato indica que o conjunto de Apéry e o vetor de Kunz
nao decorrem da propriedade do semigrupo numeérico ser fechado em relacao a adigao, mas
de uma propriedade mais geral. Munidos dessa generalizagao construimos uma bijecao
entre m—extensoes e o conjunto de cobrimentos de um tabuleiro. A seguir apresentamos

os principais resultados do Capitulo 3.

Para o proximo teorema, utilizamos a aplicagao o. Tal aplicagdo associa uma
m—extensao (através do seu pseudo vetor de Kunz) a um cobrimento de tabuleiro. Essa

construcao ¢ detalhada na Secao 3.2.

Teorema 3.20. Seja o : A(g) — C(g9), A — o(A) = Kunz(A) o mapa descrito acima.

Entao o é uma bijegdo.

Corolario 3.32. A quantidade de gapsets de género g (e também os gapsets de profundidade

menor ou igual @ 3) € limitado inferiormente por

2= g

onde A =0, se g# 4 mod 6 e A\ =1 caso contrario.
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Corolario 3.57. Seja g = 1. Temos que

(E3) +6
nggFg[rl] +{g3 J+#T*F(g7q7m 4)

2
onde q € {E)g—kl,g].

Finalmente, no Capitulo 4 estudamos a torre de corpos de fungoes dada pela

relacdo de recorréncia

2
9 r; +1
. == . 4

Sabemos que codigos algébricos geométricos sao definidos por meio de espagos de
Riemann-Roch de divisores em corpos de fungoes sobre corpos finitos. Uma das aplicagoes
deste fato, ocorre na teoria da codificacao, onde se faz necessaria uma descri¢ao explicita
das bases de tais espacos. O problema de computar essas bases é dificil e é abordado,
por exemplo, nos artigos (MAHARAJ, 2005), (HU; MAHARAJ, 2008) e (PELLIKAAN;
STICHTENOTH; TORRES, 1998). Em (NOSEDA; OLIVEIRA; QUOOS, 2011) é dado
um algoritmo para calcular bases desses espacos e ainda exibem semigrupos de Weierstrass

sobre uma torre dada pela Equagao (4).

O trabalho realizado neste capitulo, se destaca por usar métodos algébricos para
exibir as funcoes com divisor de polos da forma nP, para todos os n's que sao geradores
minimais de H(P), para isso exibimos férmulas para alguns divisores em qualquer nivel

da torre. Os principais resultados do Capitulo 4.
Teorema 4.1. (1) Em M, div(y;) = Ry + S1 — P; — Q1;

(2) Em M;, para i =2k > 2

dﬂ)(yz) = ZZ lDZ 1 Z — Z 22j—1D]€_1+j(i),

j=1
com deg(D;(i) = 27" para j = 1,....,k—1 edeg(Dy_1.,(i)) = 2" para j = 1, ..., k;

(8) Em M;, para i =2k + 1 > 3,
k k=1
div(y;) = 27 Dy ( Z Z 2% Dy5(4),
=1 =1
com deg(D;(i)) = 27*! para j = 1,....k e deg(Dyy;(i)) = 27 para j = 1,..., k.
Proposicao 4.6. (1) Em Mj, div(z3) = Q3 + R3 + S3 — 3Ps;

(2) Em My, dZU(Z4) =Ry + S, + D1(4) — 3P — 3@4,’
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(3) Em Ms, div(zs) = Dy(5) + Da(5) — 3Dy (5);
(4) Em Ms, div(z5) = Dy(6) + 2D5(6) — 3D,(6) — 3Dy (6);
(5) Em My, div(z7) = D3(7) + ADy(7) — 3(Dop(7) + Dy (7) + Do(7));
(6) Em Mg, div(zg) = 2D4(8) 4+ 8D5(8) — 3(D1(8) + Do(8) + D3(8) + Ss + Rs + Qs + Ps);
(7) Seja i = 2k = 10. Em M,

div(z) = 27" Di_4(i) + 27°D;_3(i) — 3 (Doo(i) - I;Zi D;(i) + ijQQJ'—le_Hj(z‘)> :

(8) Seja i =2k+1=9. Em M,

div(z;) = 27" D;_4(i) + 27" D;_3(i) — 3 <Doo(i) + 2 D;(i) + 2 2% Dy (z’)) :

Jj=1 J=1
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1 Conceitos Basicos

Um corpo de fungdes sobre um corpo K é uma extensao algébrica e finita sobre
o corpo de fungdes racionais K (z). Este tipo de extensao de corpos ocorre naturalmente
em varios ramos da mateméatica como, por exemplo, na Teoria dos Nuimeros e Geometria
Algébrica.

Em Geometria Algébrica estamos interessados nas propriedades geométricas
de uma curva algébrica C' = {(a, ) € K?| f(a, 3) = 0}, onde f(X,Y) é um polinomio
irredutivel em duas varidveis sobre um corpo algebricamente fechado K. Acontece que
o corpo K(C) de fungdes racionais em C' (que é um corpo de fungao algébrica sobre
K) contém uma grande quantidade de informagoes sobre a geometria da curva C. Este
aspecto da Teoria de corpos de fungoes algébricas é apresentado em varios livros sobre
Geometria Algébrica, como por exemplo, (STICHTENOTH, 1993), (HARTSHORNE;,
1977) e (SHAFAREVICH, 1994).

1.1 Divisores

Neste capitulo veremos o Teorema de Riemann—Roch e algumas de suas apli-
cacoes. Um dos objetivos deste capitulo é utilizar este teorema para relacionar curvas e

semigrupos numéricos.

Vamos denotar por Pr o conjunto de todos os lugares do corpo de fungoes
F/K.

Definigao 1.1. O grupo de divisores de F'/K € definido como o grupo abeliano livre gerado
pelos lugares F/K e é denotado por div(F). Os elementos deste grupo sio chamados de

divisores de F'.

Mais especificamente, os divisores sao somas formais

D = inszZ
i=1

onde np, € Z e P, € Pp.

Os ntimeros np, sao chamados de coeficientes do divisor D. Para aqueles n;s

que nao sao nulos, definimos o suporte do divisor D como

Supp(D) = {P € Pg| np # 0}

Um divisor da forma D = P com P € P é dito divisor primo.
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Ressaltamos algumas propriedades do grupo div(F'). Dados dois divisores

D= Z npP e D = Z mpP temos que
PEPF PEPF

1. A somade D e D' é da forma:

D+ D = Z (np +mp)P

PEPF

2. O divisor D é nulo se cada np =0

Ainda podemos estabelecer uma ordenacao parcial no grupo div(F'). Dados dois divisores

D = Z npPeD = Z mpP dizemos que
PG]P’F PE]P’F

D < D' < np <mp para todo P € Pp.

Se ainda tivermos que D # D’ escrevemos que D < D',

Quando cada np = 0 dizemos que D é um Divisor efetivo. Dado um divisor D = Z npP

PE]P’F
podemos definir a aplicagdo vp(D) = np para cada P € Pr. Em termos desta aplicagdo

podemos reescrever

Supp(D) = {P € Pp[ vp(D) #0} e D= > vp(D)P

PeSupp(D)

Definicao 1.2. O grau de um divisor D = 2 npP é definido como
PE]PF

deg(D) = Y vp(D) deg(P)

PePp

Vemos que a aplicagao deg : div(F') — Z dada por deg(D) é um homomorfismo.

Exemplo 1.3. Seja F/K um corpo de fungoes. Dados Q, P € Pp dois lugares com grau
um. Podemos definir os sequintes divisores: Dy = 2P, Dy = 20Q) e D3 = TP + Q). Para

exemplificar as definicoes acima temos:

a) Dy + Dy = 2P + 200Q);

b) Dy + D3 =9P + Q;

c) Dy nao é compardvel com Dy, D3 = Dy;

d) vp(D3) =7, vg(D3) =1, e vp(D3) = 0 para todo lugar P" # P, Q.

e) deg(D;) = 2, deg(D3y) = 20 e deg(D3) = 8.
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Como sabemos, cada 0 # z € F' possui um numero finito de polos e zeros. Entao
vamos denotar por Z := {P € Pp|vp(z) > 0} e N := {P € Pr|vp(z) < 0} o conjuntos de
zeros e polos de z respectivamente, logo tanto Z quanto N sao conjuntos finitos. Isto da

sentido a proxima defini¢ao.

Definigao 1.4. Seja 0 # z € F'. Definimos entdo

1. divg(z) := Z vp(2)P, o divisor de zeros de z. O niumero vp(z) é chamado ordem

PeZ
do zero P;

2. divy(z) = Z —wvp(2)P, o divisor de polos de z. O nimero vp(z) é chamado ordem

PeN
do polo P;

3. div(z) := divg(z) — dive(z), o divisor principal de z.

Observamos que os divisores de zeros e polos sao ambos divisores efetivos e que

o divisor principal pode ser escrito da forma

div(z) = )| vp(2)P. (1.1)

PGIPF

Definicao 1.5. O conjunto dos divisores
Princ(F) := {div(2)| 0 # z € G}

¢ um subgrupo de div(F') e é chamado de grupo dos divisores principais de F.

Dizemos que dois divisores D, D’ € div(F) sdo equivalentes e escrevemos
D ~ D' se existe 0 # z € F tal que D = D" + div(z).

Defini¢ao 1.6. Dado D € div(F), definimos o espago de Riemann—Roch associado a D

como
L(D):={ze F| div(z) = —D} u {0}
Escrevendo o divisor D = Z a; P; — Z b;Q; com a;,b; > 0, podemos destacar

i=1 j=1
algumas propriedades imediatas: para cada z € L(D)

e 2 possui zeros de ordem maior ou igual a b; em @);;
e 2 possui polos somente em cada P;, com ordem menor ou igual a a;.

Lema 1.7. Seja D € div(F). Entao

(a) z€ L(D) < vp(z) = —vp(D) para cada P € Pp.
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(b) L(D) # {0} < existe Ae div(D) tal que A>0e A~ D.
Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

Seja D € div(F'). Um fato sobre £(D) ele é um espago vetorial sobre K. Com
efeito, tomando w, z € L(D) e A € K temos pela propriedades de valorizacao que para
cada P € Pp

vp(w + z) = min{vp(w),vp(z)} = —vp(D)

vp(Aw) = vp(w) = —vp(D).
Com isso, devemos verificar que este espago vetorial tem ou nao dimensao finita sobre K.
Mas antes de verificarmos este fato, veremos a relacao entre esses espagos quando estes
estdao associados & divisores equivalentes. Sejam dois divisores equivalentes D e D', isto é,
D = D'+ (2), entao L(D) e L(D") sao isomorfos. Para verificar este fato, basta observar
que a aplicagao

¥ L(D) — L(D)

T —> T2
é um isomorfismo.

Proposigao 1.8. Sejam D, D' € div(F).

a) L(0) = K.

b) L(D) = {0} quando D < 0.

L(D)
L(D)

c) Se D < D', entio L(D) = L(D') e dimg( ) < deg(D' — D).
d) L(D) tem dimensao finita. Se ainda tivermos deg(D) = 0 entdo

dimg (L(D)) < deg(D) + 1.
e) Se D ~ D' entio dimy(L(D)) = dimg(L(D"))

Demonstragio. a ) A inclusdo K < £(0) é imediata. Agora, dado 0 # z € £(0) temos
que vp(z) = 0 para cada P € Supp(P), isto implica que z nao tem polos, isto é,
z € K. Portanto, K = L(0).

b ) Seja D um divisor com D < 0. suponha que existe 0 # z € L(D) tal que vp(z) >

—D > 0 isto implica que z nao tem polos, mas possui pelo menos um zero. Absurdo!



Capitulo 1. Conceitos Bdsicos 26

¢ ) Sejam D e D' dois divisores tais que D < D'. Primeiro vamos mostrar que £(D) <
L(D'). Com efeito, seja z € L(D) entdo (z) = —D, como D < D' temos que
div(z) = —D > —D'. Portanto, z € L(D'). Para verificar a segunda afirmagao
observamos que D' = D + P, + --- + P, onde P, € Pr e r > 0. Segue da primeira

parte que

L(D + Py)
L(D)

onde P é um lugar. Como vp é sobrejetora, entao podemos escolher u € F' tal que
vp(u) = vp(D') = vp(D) + 1.

Dado z € L(D') temos que vp(z) = vp(D') = —vp(u), isto é, vp(zu) = 0. Definindo

Portanto, basta mostrar que dimg ( ) < 1. Suponha que D' = D + P,

(@) .
a aplicacao f : L(D') — ?P dada por f(z) = zu + P. E facil ver que esta aplicacao
tem kernel igual & £(D) e portanto induz uma aplica¢ao injetiva entre K-espagos

vetoriais, ou seja,

D/
dimp £D) < dimg (Fp) = deg(P) = deg(D') — deg(D).
L(D)
d ) Seja D um divisor. Se deg(D) < 0 ja vimos que possui dimensao finita. Supo-
nha que deg(D) = m > 0 entdo pelo item anterior temos que dimg(L(D)) =
L(D)

. L(D) < '
dme(£(0)>+1 m+1

e ) Suponha que D = D' + (z) para algum z € F. Defina a aplicagao ¢ : L(D") — L(D)
dada por ¢(x) = xz é um homomorfismo de K-espagos vetoriais com inversa é dada
por ¥ (y) = yz . Portanto, dimg(L(D)) = dimy(L(D")).

]

Pelo item d) vemos que £(D) possui dimensao finita sobre K. Este fato é tao
importante que gera trabalhos académicos onde se busca exibir uma base para o espago de
Riemann—Roch £(D). Por outro lado, a utilizagao da base de um espago de Riemann—Roch
pode ajudar a caracterizar certos tipos de curvas. Este fato torna importante sermos

capazes de calcular a dimensao de um dado divisor.
Definicao 1.9. Para cada D € div(F) definimos a dimensao do divisor D como (D) :=
dimg (L(D)).

Nos préximos resultados iremos nos preparar para sermos capazes de efetuar o
calculo da dimensao de um divisor D.

Teorema 1.10. Seja 0 # z € F. Entao

degy(2) = degy,(z) = [F: K(2)]. (1.2)
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»

Demonstragio. Escrevamos m = [F : K(z)] e D = divg(z) = —vp,(2)P;, onde
i=1
Py, ..., Ps sao todos os polos de z. Entao
deg(D va Ddeg(P) < [F: K(2)].

Basta mostrarmos que a desigualdade contraria também ¢é satisfeita. Escolhamos
uma base fi,..., f, de F/K(z) e um divisor D’ tal que D" > 0 e (f;) = —D’, para

1=1,...,m. Entao temos que

(kD + D') = m(k + 1), para todo k = 0. (1.3)

Escrevendo d' = deg(D'), obtemos que

n(k+1) <l(kD+ D') <deg((kD+ D")+) +1=deg(kD+ D') + 1 =
kdeg(D) + deg(D') + 1 = kdeg(D) +d" + 1.

Logo m(k + 1) < kdeg(D) + d + 1 = k(deg(D) —n) = n —d — 1, para cada
ke N.

Note que o lado direito da ultima desigualdade nao depende de k, portanto
deg(D) = n. Desse modo, provamos que deg,(z) = [F : K(z)]. Como (2)g = (27w,
podemos concluir que deg,(z) = deg.. () = [F: K(zY)] = [F: K(2)].

Vamos provar (1.3). Para isso, basta mostrarmos que os elementos 2’ f;, com
0<i<kel<j<n, pertencem ao espaco L(kD + D') e sdo linearmente independentes

sobre K, pois isso nos dé que {(kD + D') = dim(L(kD + D')) > n(k + 1).

De fato, div(z') = i div(z) = i dive(2) —i dive (2) = —idivg(2) = —kdive(2) =
—kD, pois i < k, e div(f;) = —D’, para todo j = 1,...,n. Daf, div(z"f;) = div(z") +
div(f;) = —kD — D', ou seja, 2'f; € L(kD + D).

m k
Ainda, se ZZGU”Z f; = 0, com a;; € K, temos que Z (Z aijz’) fi =0,

j=1li= 7j=1 \:i=1
donde Z a;j2" = 0, para todo j = 1,...,m. Como 2z ¢ um elemento transcendente sobre
i=1
K, temos que a;; = 0, para todos i = 1,...,k, 7 =1,...,m. Isso mostra que os elementos

2" f; sao linearmente independentes sobre K.

Como deg(z) = deg, () temos que todo divisor principal tem grau nulo.
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Corolario 1.11. Sejam D, D’ € div(F) e z € F.
a) Se D ~0< D = (z2) para algum z € F.
a) Se D = D'+ (z2), entdo deg(D) = deg(D’).
b) Se deg(D) =0, entdo D € principal < (D) = 1.
Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

Proposigao 1.12. Existe uma constante A € Z tal que para cada divisor D € div(F') vale

a sequinte desiqualdade:
deg(D) — ¢(D) < .
Demonstragio. Veja em (STICHTENOTH, 1993). O
Definig¢ao 1.13. Definimos o género de F/K como
g(F) :== maz {deg(D) + 1 — £(D)| D e div(F)} (1.4)
Corolario 1.14. g(F) e N.

Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

1.2 O Teorema de Riemann—Roch

Defini¢ao 1.15. Seja F//K um corpo de fungoes de género g. Um divisor W € Pg é dito
candnico, se L(W) =g e deg(W) = 2g — 2.

Teorema 1.16 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor canénico do corpo

de fungoes F/K de género g. Para qualquer divisor D € div(F') temos
(D) =deg(D)+1—g+ (W — D). (1.5)

Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

Proposigao 1.17. Sejam F/K um corpo de fungoes de género g e D um divisor tal que
deg(D) = 2g — 1. Entao {(D) = deg(D) + 1 —g.

Demonstragio. Basta notar que deg(WW — D) < (29 —2) — (29 — 1) < 0, onde W é um

divisor canonico de F'. O

No proximo resultado, caracterizamos todos os divisores canonicos.
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Proposigao 1.18. Seja F/K um corpo de fungéoes de género g. Um divisor D é canénico
se, e somente se, deg(D) =29 —2 e l(D) = g.

Demonstracao. A ida desta afirmacao ja foi verificada. Agora seja D um divisor tal que
deg(D) =29 —2 e {(D) = g. Como

(W —D)+1—g=deg(D)+ (W -D)+1-g=>g,

onde concluimos que ¢(W —D) > 1. Portanto, deg(W —D) = 0 e como vimos anteriormente

estes dois divisores sao equivalentes. O

Definigao 1.19. Seja P € Pr. Um inteiro a = 0 é chamado de nao lacuna de P se existe

um elemento x € F tal que divy,(z) = aP. Caso contrario a é chamado de lacuna de P.

Proposicao 1.20. Sejam F/K um corpo de fungoes de género g e P € Pr. Entdo cada
a = 2g ¢ um nao lacuna de F. Em outras palavras existe x € F' com divisor de polos

dive(z) = aP.

Demonstra¢io. Dado um inteiro a = 2¢, consideramos o divisor D = aP, entao deg((a —

1)P) = (a — 1)deg(P) = 2g — 1. Segue da Proposi¢ao 1.18 que ¢((a — 1)P) = (a —
1)deg(P) + 1 —g e ¢(aP) = adeg(P) + 1 — g, ou seja, {((a — 1)P) < £(aP). Assim,
L((a —1)P) < L(aP). Em outras palavras, cada elementos = de £(aP) que nao esta em
L((a — 1)P) satisfaz dive,(x) = aP.

]

Esta proposigdo mostra que dado F'/K um corpo de fungdes de género g (ou
uma curva plana de género ¢) todo natural n > 2¢ é um nao lacuna de F isto é, os
numeros 2g,2g + 1,2g + 2, ..., sao sempre nao lacunas. Percebemos que para um corpo de
fungdes (ou uma curva) de género ¢ existirao um nimero finito de niimeros que sao lacunas
e estes se encontram abaixo de 2g — 1. Este fato aguca nossa intui¢do para a possibilidade

do surgimento de um novo objeto (isto ficard mais claro nos préximos resultados).

Teorema 1.21 (Teorema das lacunas de Weierstrass). Suponha que F/K possui género
g >0 e P um lugar de grau um. Entao existe exatamente g lacunas i; < --- < i, de P.

Temos ainda que,
n=1 e 1i,<29—1
Demonstracao. Temos a seguinte caracterizacao das lacunas:

a é lacuna de P se, e s6 se, L((a —1)P) = L(aP).
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Olhando para a sequéncia de espacos vetoriais

K =L(0)c L(P)c L(2P) < ---L((2g —1)P)

E lembrando que dim£(0) = 1, dimL((2g—1)P) = ge dimL(iP) < dimL((i—

1)P) + 1, para todo i. Juntando essas informagdes podemos concluir o teorema. O

1.3 Semigrupos numéricos e gapsets

Antes de apresentarmos a defini¢do de semigrupo de Weierstrass precisamos da

seguinte definigao.

Definigao 1.22. Seja S < Ny. Dizemos que S é um Semigrupo numérico se:

1. 0e S.
2. x+yelS, para x,yeS.

3. G(S) :=No\S € finito.

Os elementos de G(S) sao chamados de lacunas de S e os elementos de S sao
chamados de ndo lacunas. A cardinalidade de G(S) é chamada de género de S. Sobre
semigrupos numéricos existem outros elementos importantes que valem a pena serem

destacadas.

Definigao 1.23. Seja S um semigrupo numérico. A sequir definimos alguns invariantes:

1. A Multiplicidade de um semigrupo numérico S é o menor elemento nao nulo de S,

i.e., min{x € S| x # 0}. Denotamos por m(S).

2. O ntmero de Frobenius de um semigrupo numérico S # Ny é o maior inteiro nao
negativo que nao estda em S, i.e., max{G(S)}. Denotamos por F(S). No caso em

que S = Ny, convencionamos F(S) = —1.

3. O condutor de um semigrupo numérico S é definido c(S) = F(S) + 1;

el

4. A profundidade do semigrupo numérico € definido como q(S) = [

Exemplo 1.24. S = Ny é um semigrupo numérico com género zero. Além disso, € o unico

semigrupo o qual possui género nulo.

Proposicao 1.25. Se S é um semigrupo numérico com género g = 1 e multiplicidade m,
entao
2<m<g+ 1L (1.6)
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Demonstragio. Se m = g + 2, temos que [1,g+ 1] € G(5) e #G(S) = g + 1, o que nao
pode acontecer. Assim m < g + 1. Por outro lado, como G(S) # &, entdo 1 € G(S) e
m = 2. ]

Exemplo 1.26. Se S tem género g e multiplicidade igual a 2, entao
S =1{0,2,4,6,...,29 —2,29,29 + 1,...}.

Este semigrupo é chamado de semigrupo Hipereliptico.

Notamos que se S tem género g = 1, entdo [2g,0) < S. Com efeito, no intervalo
[1,2¢] existem, pelo menos, g nao lacunas by, ...,b,. Se existe z > 2¢ sendo uma lacuna,
entdo x # x — b; € G(S) para cada i = 1,...,g. Portanto, existiriam pelo menos g + 1

lacunas, o que é um absurdo. O caso em que g = 0 ¢é trivial.

O préximo resultado nos fala sobre a relacao entre o condutor e o género de

um semigrupo numeérico.

Proposicao 1.27. Se S é um semigrupo numérico nao vazio de género g e condutor c,

entdo g+ 1 < c < 2g.

Demonstragio. Se ¢ < g, entdo G(S) < [1,9 — 1] e #G(S) < g — 1, portanto ndo ocorre.

Assim, ¢ = g + 1. Por outro lado, temos pela observagao acima que ¢ < 2g. O

Definicao 1.28. Dados nq,no,...,n, € N relativamente primos, o conjunto
{ny,na,...,ney:={ang + -+ a.n.| com ay,...,a, € No}

é um semigrupo numérico. O semigrupo {ny,na,...,n.» € chamado de semigrupo gerado

POT Ny, Moy ...y Ny

Todo semigrupo numérico possui um conjunto finito de geradores, para mais
detalhes ver (ROSALES; GARCIA-SANCHEZ, 2009). Além disso, dentro do conjunto de
geradores de um semigrupo numérico S podemos extrair o menor conjunto que gera S.

Este conjunto "menor", chamamos de conjunto minimal de geradores de S.

Exemplo 1.29. Seja S =<2,3). Como 2 é coprimo com 3 temos que S € um semigrupo
numérico com S = {0,2,3,4,5,6,7,...} e G(S) = {1}

A proposicao a seguir serd muito ttil no Capitulo 4 e permite calcular facilmente

o género de um semigrupo numérico gerado por dois elementos.

Proposicao 1.30. Seja S := {a,by um semigrupo numérico gerado por a e b com
mdc{a, b} = 1. Entao
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0 g(s) = C0=D

b) F(S)=(a—1)(b-1).
Demonstragio. Veja (ROSALES; GARCIA-SANCHEZ, 2009). O

O seguinte teorema permite identificar o conjunto minimal de geradores entre

dois semigrupos numéricos.

Teorema 1.31. Sejam S’ e S dois semigrupos numéricos. Entao

a) S+S"'={m+n|meSeneS} semigrupo numérico.

b) Se o é um conjunto de geradores de S e 8 é um conjunto de geradores de S', entdo

a U B é um conjunto de geradores de S + S'.
Demonstragio. Veja (ROSALES; GARCIA-SANCHEZ, 2009). O

Eliahou e Fromentin introduziram a noc¢ao formal de gapset, visando estudar,
de forma independente de semigrupos numéricos, problematicas provenientes da teoria de

semigrupos numéricos. Esta nova abordagem se mostrou vantajosa e mais detalhes podem
ser vistos em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b).

Definicao 1.32. Seja G = N um conjunto finito. Dizemos que G € um gapset se dado

zeG eescreva z=x+y comx,y €N entioxr e G ouyeG.

Pensar em termos de gapsets em vez de semigrupos numéricos pode trazer
beneficios. De fato, como mostraremos neste trabalho, os conjuntos de lacunas podem ser
manipulados e transformados de maneiras que nao sao tao claramente expressaveis no
nivel dos semigrupos numéricos. Agora transferimos algumas terminologias de semigrupos

numéricos para conjuntos de lacunas.

1) A multiplicidade de G é m(G) := min{xr € N\G};
2) o género de G ¢é g(G) := #G,
3) o numero de Frobenius é F(G) := mazx{G}se G # J. Se G = &, F(G) = -1 ;

4) o condutor de G é ¢(G) := F(G) + 1;

5) a profundidade de G é ¢(G) := L;((GG)J
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Verifica-se que um gapset nada mais é que o conjunto de lacunas de um

semigrupo numérico e vice versa.

Neste trabalho, usaremos a nomenclatura de gapsets quando estivermos usando
propriedades de lacunas de um semigrupo numérico. Caso contrario, utilizaremos a no-

menclatura de semigrupos numéricos.
A seguir, vamos listar alguns resultados e conceitos referentes a gapsets.

Seja G um gapset com multiplicidade m. Vamos denotar Gy = [1,m — 1] e

para cada ¢ = 0,
Gi=Gnlim+1, (i+1)m — 1], para todo i = 0. (1.7)
Note que G; n G = & para i # j.

Lembramos que dado ye Ne X c Ntemos que y+ X ={y+z |z € X}. A
seguir apresentamos um resultado 1til para o desenvolvimento dos Capitulo 2 e 3 deste
trabalho.

Lema 1.33. Seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade q. Entdo
GZG()UGlU...UGqfl, (18)

onde G; foi definido em (1.7).

Demonstracao. Como G nmN = ¢, segue que G é uniao disjunta de G; para ¢ = 0. Seja
¢ o condutor de G. Entdo G < [1,¢ — 1]. Uma vez que (¢ — 1)m < ¢ < gm, por defini¢ao
de ¢, segue que G; = & parai > q. Seja f =c—1,como feGe f = (¢g—1)m+ 1 temos
que f € Gy4_;1. Resta mostrar que G;1; < m + G, para @ > 0. Com efeito, seja z € G;41.
Como Giyp < [(1 + 1)m+ 1, (i +2) — 1] segue que x —m € [im + 1, (i + 1)m + 1] e uma

vez que x — m € G concluimos que z € m + G;.

O

Seja G um gapset. A particio candnica de G é a particio G = GouGruU. .. UG
dada por (1.8).

1.4 Semigrupos de Weierstrass

Seja X'r uma curva plana, projetiva, irredutivel e considere um ponto P € Xf.
Considere L(mP) o conjunto de fungdes racionais com polos somente em P, onde m € Ny.
Construimos o conjunto U = U L(mP).

m=0
Lembramos a seguinte caracterizagao

l(mP)={4((m—1)P)+1seesése feU comuvp(f)=—m.
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Definimos o seguinte conjunto

Hp(P) = {-vp(f)| fe U}, (1.9)
onde U* := U\{0}.

Teorema 1.34. O conjunto Hp(P) é um semigrupo numérico de género g.

Demonstra¢io. Se m,n € Hp(P) entao existem f, g€ A tais que vp(f) = —m e vp(g) =
—n. Se m = 2g — 1, temos pelo Teorema de Riemann—Roch que {(mP) =m + 1 — g onde
g € o género da curva. Por outro lado, temos por resultados anteriores que m € Hp(P)
para todo m > 2g. Isto mostra que ¢(mP) = {((m — 1)P) somente para g valores de m.
Logo, #G(HF(P)) = g. O

Definigcao 1.35. Um semigrupo numérico S é dito ser um semigrupo de Weierstrass se

existe uma curva Xp e um ponto P € Xp tais que S = Hp(P).

No exemplo a seguir calcularemos o semigrupo de Weierstrass da curva Her-
mitiana. O semigrupo desta curva tem sua importancia devido a caracterizar a familia
de semigrupos gerados por dois elementos como sendo todos Weierstrass. Neste exemplo

utilizamos propriedades de curvas para obter o semigrupo.

Exemplo 1.36. Seja q poténcia de um primo, H, : X Y17 Y 77 sobre Fg2. Sabemos
que Py, = (0:1:0) € o dnico ponto no infinito (com Z = 0) da curva H,.

~|

Como a reta tangente a curva Hermitiana em Py, é —Z, temos que t = ¢ parametro

local em P.
XY

Observamos que AN sao fungoes requlares fora de Py. Calculando a valorizagao, temos:

A Z A A Y
o 9l — (S 2 ZypZy=g+1 )= —(g+1).

A Y

(G = () = kDo) = —ala +1) = op, () = a

Logo, q,q + 1 € Hy (Py). Portanto, o semigrupo gerado por q,q+1 (< q,q+ 1 >) estd
contido em Hy, (Py). Utilizando a formula para género de wm semigrupo gerado por dois

elementos, temos que
qlqg —1
9(<q,q+1>)= ( 5 >.

Conclusdo:

Hy,(Po) =< q,q+1>.
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1.5 Extensoes Algébricas de Corpos de Funcoes

Seja F'/K um corpo de fungoes de uma varidvel sobre o corpo de constantes K
e vamos considerar F'/K’ um corpo de fungoes de uma varidvel sobre o corpo de constantes

K’ tal que F' < I’ é uma extensao algébrica e K < K'.

Nesta secao vamos considerar que K é um corpo perfeito e vamos considerar

que F' e F' estdo ambos sobre um mesmo corpo algebricamente fechado.

Defini¢ao 1.37. Um corpo de fungoes F'/K' é chamado de extensdo algébrica de F/K

se ' F' como extensio algébrica e K < K'.

1. F'/K'" é chamada de extensao de corpos constante se F' = FK', isto é, F' é o corpo

compdsito de F' e K.

2. F'/K' é chamada de extensao finita se [F' : F] < .

Podemos observar a definicao no diagrama abaixo.
/
F

K

K'/F
N

Sobre a definicdo acima observamos através do diagrama e de propriedades
do grau de transcendéncia que K'/K é uma extensao algébrica. Verificamos ainda que
Fn K'= K. Com efeito, se 7 € F n K’ , temos que z € F e x é algébrico sobre K, pois
x € K. Como K é algebricamente fechado em F', temos que x € K, o que mostra que
FnK cK.

Exemplo 1.38. Tomemos K = K' =F,, F = K(x) como o corpo de de fungées racionais
e F' = K(z,y) com y? = 29%" + 2.

Sobre a definicao anterior, podemos construir novos objetos. Suponha que
K = F, um corpo com ¢ elementos. Considere corpos de fungoes F;/K com i > 0

satisfazendo

1) F; & F;;1, para todo ¢ > 0.
2) F;,1/F; é finita e separdvel.

3) lim g(F;) = .

1—00
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A sequéncia acima é chamada de torre de fungoes. Sabemos que niimero N (F) de lugares IF-

racionais de um corpo de funcoes F' é limitado superiormente por ¢+1+2g,/¢. Em (IHARA,

-1
1981), foi observado que sob a condigdo g > \/a(\/g), temos N(F) < ¢+ 1+ 29,/q.

Escrevendo

Ny(g) := mazx{N(F)| F é um corpo de fungoes de género g sobre F,}

Nq(g)

e A(q) := limsup T, em (VLADUT; D, 1983) foi provado a seguinte cota:

Alg) < +q—1,

conhecida como cota de Drinfeld-Vladut. Em (TSFASMAN; VLADUTX; ZINK, 1982) foi
construido uma sequéncia infinita de cédigos geométricos tais que A(q?) = g—1, onde foram
usados uma sequencia infinita de corpos de fungoes, veja (GARCIA; STICHTENOTH,
1995) e (GARCIA; STICHTENOTH, 1996) . Tais resultados levaram ao estudo mais
profundo desses objetos. A seguir, apresentamos alguns exemplos de torres de de corpos

de fungoes sobre IFy:

TF: i =a(r; +b)" +c¢ (1.10)

Fi 2= — 1.11

1 xl+1 T +1 ( )
x?+1

Fo Ty = 7 (1.12)

Em (1.10) a,b,ce F;, com ab™ + ¢ = 0 e mdc(m, q) = 1, esta torre é chamada Torre de
Fermat. Em (1.11) precisamos que 2 { ¢. Mais informacoes sobre estas torres, o leitor podera
consultar (GARCIA; STICHTENOTH; RUCK, 2003) e (GARCIA; STICHTENOTH, 2003).
Voltaremos a torre (1.12) no Capitulo 4.

Lema 1.39. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Entao F'/K' é uma extensdo
finita de F/K se, e sé se, K'/K ¢ finita.

Demonstragio. Veja em (STICHTENOTH, 1993). O

Defini¢ao 1.40. Seja F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K. Um lugar Q € Pp é
dito uma extensao (ou estd sobre) de P € Pr quando P < Q. Quando Q estd sobre P
denotamos Q|P.

Esté defini¢do levanta trés pontos. Primeiro ponto é se para cada lugar em P
existe uma extensao. O segundo ponto é se a quantidade de lugares sobre um dado lugar
em P € Pp. E finalmente o terceiro ponto é se dado um lugar Q em F” existe algum lugar

P em F tal que Q|P. Vamos responder estes pontos ao longo dessa sessao.
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Teorema 1.41. Seja F'/K' uma extensio de algébrica de F/K. Considere P € Pp,

Q € Ppr, Op e Op. Sio equivalentes as sequintes afirmacoes:

a) QIP;
b) Op (e OQ

c¢) Existe e € Z tal que e = 1 e vg(z) = evp(z), Vz € F.
Demonstragio. Veja em (STICHTENOTH, 1993). n

Observamos que se Q[P entao pelo item c¢) do teorema anterior temos que
P=0QnFeOp=0gn F. Desta forma, existe uma imersao de Fp em I dada pela
seguinte aplicagao

5. O O
' 0
r+Pr—ax+Q

Entéao definimos o grau relativo f(Q|P) := [Fg : Fp] (que pode ser finito ou infinito.)

O inteiro e do Teorema 1.41 é chamado indice de ramifica¢ao de ) sobre P
e é denotado por e(Q|P) := e. Quando e(Q|P) > 1 dizemos que Q|P se ramifica e se

e(Q|P) = 1 dizemos que Q|P se nao se ramifica.

Seja F'/K' uma extensao de algébrica de F//K. Se Fy/K; é uma extensdo de

algébrica de F'/K' e Q1 € Pr, uma extensao de ) entao

e(Q1|P) = e(@1]Q)e(Q|P) (1.13)
f(@Q:|P) = [(@i|Q)f(QIP). (1.14)

Com efeito, como vp/(x) = e(P'|P).vp(x), para cada x € F, e vp (2) = e(P|P)vp/(2),
para todo z € F' | temos que vp, () = e(P|P")e(P'|P)vp(z), para todo x € F, donde
e(Py|P) = e(P|P)e(P'|P). A segunda igualdade segue de forma analoga.

Proposigao 1.42. Seja F'/K' uma extensdio de algébrica de F /K. Considere P € Pp,

Q € Pr com Q uma extensdio de P. Entio f(Q|P) < w se, e somente se, [F' : F] < .

Demonstragio. Consideremos as inclusoes K < Fp < Fp e K ¢ K' < Fp, donde
[Fp: K| <we[Fp : K']l <. Entao, segue que [Fp : Fp] < 0 < [K': K] < 0. Dessa
forma, [Fp : Fp] <o < [F': F] < . O

Lema 1.43. Dado um lugar Q em Pp existe exatamente um lugar P € Pr tal que Q|P.

Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O]
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Lema 1.44. Seja F'/K' uma extensio de algébrica de F/K. Todo lugar P em Pr possui

um nimero finito e nao nulo de extensoes em F'/K'.

Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

Lema 1.45. Seja F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K e z € F' elemento transcen-
dente sobre K. Entio [K'(z) : K(z)] = [K': K].

Demonstragio. Ver (STICHTENOTH, 1993). O

Teorema 1.46 (Equacido Fundamental). Sejam F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K,
PePreQy,...,Qm lugares em F' tais que Q;|P para cada i =1,...,m. Entdo

i (QilP) fi(Q:|P) = [F': F]. (1.15)

Demonstra¢io. Tomando x € F tal que P seja o unico zero de x em F/K. Seja s =
vp(x) > 0. Entao pelo Lema 1.44 os lugares @1, ...,Q,, € Pr sdo exatamente os zeros
de z em F'/K' uma vez que vg, = e(Q;|P)s > 0. Calculando o grau de /K (z) de duas

formas diferentes obteremos o resultado desejado. Com efeito,

[F': K(2)] =[F: K'(2)][K'(x) : K(2)]

=<ZUQ1 ) deg Ql)[ : K]
:(Zevp Q K'][K/:K])
=vp(r) (i ei[Fé)i : Fp|[Fp : K])

s deg(P) (i f) .

i=1

Por outro lado [F'K(z)] = [F': F][F : K(x)] = [F' : F]sdeg(P), pois divg(z) = sP. [

Seja G : X — Y um morfismo nao constante de curvas projetivas nao singulares
definidas sobre um corpo K. Entao K(Y') é visto como subcorpo de K(X) en := [K(X) :
K(Y)] < o0. O indice de ramificagao é definido da seguinte forma: dado p e X e ¢ := f(p).
Seja t € O,(Y) um parametro local do anel de valorizagao de ¢ em K(Y'). Considere v, a

valorizacao discreta associada a p. O indice de ramificacao é e(p) := v,(t).

Definigao 1.47. Sejam F'/K' uma extensio de algébrica de F/K com [F' : F| < o,
PePremeN.
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1. P é totalmente ramificado em F'/F se existe um lugar Q € P com Q|P e e(Q|P) =
[F': F] .

2. P se decompoe completamente em F'/F se existem exatamente m lugares distintos
Q € Pp com Q) sobre P.
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2 Gapset k—esparso puro

Neste capitulo, trazemos alguns resultados familiares da teoria de semigrupos
numéricos para a teoria de gapsets. No capitulo anterior, fizemos uma breve discussao

sobre a relacdo entre as duas nomenclaturas.

Aqui, vamos abordar o estudo da sequéncia n, (a quantidade de gapsets de

género g) ser crescente para todo g, usando a linguagem de gapsets. Para mais detalhes

veja (BERNARDINI; FILHO, 2022).

Sabemos da teoria de semigrupos numéricos diversas relacoes entre seus para-
metros, como por exemplo, o género, a multiplicidade, o condutor e o ntimero de Frobenius.
Dado um gapset, podemos olhar para a distancia entre dois elementos consecutivos, neste
sentido, um gapset k-esparso puro é um gapset cuja maior distdncia observada é k (a
definigdo precisa é encontrada na Secao 2 do Capitulo 2). Neste capitulo, obtemos relagoes
entre o pardmetro k ( de k-esparso) com alguns dos invariantes ja conhecidos. Além disso,

obtemos alguns resultados sobre gapsets k—esparsos puros.

Vamos denotar por Gi(g) o conjunto de todos os gapset k—esparso puro G' de
género g. Observamos que sob a condi¢ao 2g < 3k, estes apresentam um bom comporta-
mento. Usando estes resultados juntamente com a hipétese 2g < 3k obtemos os principais

resultados deste Capitulo, que listamos a seguir.

Teorema 2.48. Sejam g e k inteiros nao negativos, de modo que 2g < 3k. Entao a
aplicagao ¢ : G(g9) = Grr1(g+ 1), G — ©(G) = ¢(G) € bijetiva.

A funcao ¢ atua num dado gapset transladando de uma unidade os elementos
do gapset entre 1 e a maior salto (¢,) e de duas unidades os demais elementos. Mais

detalhes desta aplicagdo, bem como propriedades, podem ser encontrados na Sec¢ao 2.3.

Coroléario 2.49. Dado g um inteiro nao negativo, seja k tal que 2g = 3k. Entio #Gr(g) =
#Grin(g +n), para todo n € N.

Corolario 2.50. Seja g € N. Tem-se ng < ngy1 se, e somente se,

B ]
D1 #G(g) < D) #G(g+ 1),
k=2 k=2

2.1 Alguns resultados basicos

Lembremos que um gapset é um conjunto finito G < N que satisfaz a seguinte

propriedade: seja z € G e escreva z = x +y, com z e y € N; entdao x € G ou y € G.
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Esse conceito foi formalmente introduzido em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b). Nesta
secao vamos introduzir alguns resultados basicos sobre gapsets. Ao longo deste capitulo,

denotamos [a,b] :={x €Z :a <z <b}ela, o) :={reZ: x> a}, para inteiros a e b.

O proéximo resultado nos fornece informacgoes sobre cada elemento de um gapset
e pode ser encontrado em (OLIVEIRA, 1991).

Proposigao 2.1 ((OLIVEIRA, 1991)). Seja G = {{; < ly < --- < {y} um gapset com
género g. Entio j < {; <2j — 1, para todo j € [1.g].

Demonstracio. Se {; < j para algum j, entao ¢; < 1, isto gera uma contradi¢ao. Por

. /-
outro lado, seja j € [1,g]. Se ¢; é par, entdo = € G e para cada ( € [1, 2 — 1], existe pelo

menos um elemento de G em {/,¢; — ¢}. Existem j elementos de G em [1,¢,], incluindo
/.

5] e l;, assim j = ({;/2 —1) + 2 e obtemos ¢; < 2j —2 < 2j — 1. Se {; é impar, entao

;i —1
para cada £ € [1, -2 ], existe pelo menos um elemento de G em {/,¢; — ¢}. Portanto,
0. —
existem j elementos de G em [1,¢;], incluindo ¢;, logo j = -2 + 1 e concluimos que

Vale destacar que alguns trabalhos denotam o nimero de Frobenius ¢, por
F', e portanto a Proposigao 2.1 garante que g < F' < 2g — 1. Outra forma de obter essa
desigualdade ¢ utilizar a Proposicao 1.27, onde concluimos que dado um gapset nao vazio
de género g e nimero de Frobenius F', entao g < F < 2g — 1. Juntando os resultados
das Proposicoes 1.25 e 1.27, obtemos uma relagao entre a profundidade e o género de um

gapset.

Corolario 2.2. Dado um gapset G ndo vazio, com género g e profundidade q, entdo

I1<g<y.

Demonstragio. Aplicando as Proposigoes 1.25 e 1.27, obtemos que

o9t e 29

g+l - m_>2 7

Assim, 1 < ¢ <g. O
A seguir, apresentamos trés exemplos classicos. Em particular, os Exemplos 2.4

e 2.5 confirmam que as cotas apresentadas nas Proposi¢oes 1.25, 2.1, 1.27 e no Corolario

2.2 sao atingidos.

Exemplo 2.3. O gapset trivial G = & tem género 0, multiplicidade 0, condutor 0 e
profundidade 0. E o dnico gapset com profundidade 0.

Ainda, podemos exibir outro gapset com a propriedade de ser o tnico com

profundidade 1.
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Exemplo 2.4. Seja g € N. O gapset [1, g] tem género g, multiplicidade g + 1, condutor
g+ 1 e profundidade 1. Nao ha outro gapset com profundidade 1. Seguindo a terminologia
usada nas principais referéncias de semigrupos numéricos, esses gapsets sao chamados de

gapset ordinarios.

Exemplo 2.5. Seja g € N. O gapset G = (2N+1)n[1,2g—1] tem género g, multiplicidade
2, condutor 2g e profundidade q(G) = g. Nao hd outros gapsets com profundidade g. De
fato, seja G' outro gapset de mesmo género, com q(G') = g e multiplicidade m = 3 (note

c 2
que m = 2 entio G = G'). Entao, — < 3¢ assim — < Eg < g. Portanto, q(G') < g.
m m

Terminamos esta se¢do com o seguinte resultado.

Proposicao 2.6. Seja G = {{; <l < ... </{,} um gapset com multiplicidade m e género
g. Entio [am + {; + 1,am + {;41 — 1] n G = J para todo a € Ny e todo j € [1,9 — 1].

Demonstragio. Seja a € Ng e j € [1,g—1]. Se b € [am + {; + 1,am + {;41 — 1], entdo
b=am+{;+c, comce|l,l; —{; —1]. Un vez que am ¢ G e {; + ¢ ¢ G, concluimos
que b ¢ G. O

2.2 Gapsets k-esparsos puros

Vamos adotar a notacao proveniente da teoria de semigrupos numéricos.

Definicao 2.7. Um gapset G é chamado de k-esparso quando a diferenca entre dois
elementos consecutivos é no mdximo k, em outras palavras, {; 1 —¥; < k, para cada l; € G.
Além disso, se existem dois elementos {;, {; 1 € G tais que Ui 1 — l; = k dizemos que G €

um gapset k-esparso puro.

Vamos denotar a familia de todos os gapsets k-esparsos puros por Gy e familia
de todos os gapsets k-esparsos por Gr. Segue imediatamente a seguinte relagdo entre essas

familias G, g} e (jk - Q~k+1.

No decorrer deste capitulo vamos evidenciar as lacunas onde ocorre o maior

salto por negrito da seguinte forma G = {1, 3, 5}.

Observagao 2.8. Vamos fixar a sequinte convengao: & € um gapset 0-esparso e {1} é um
gapset 1-esparso. Ainda vale ressaltar a notacao: se G é um gapset k-esparso puro com
género g = 2, entdo podemos escrever G = {{; < ly < -+ <l < Uloy1 = lo+k <--- <},

onde o = max{i : l;1 — {; = k}.

A seguir apresentamos alguns exemplos.
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Exemplo 2.9. Seja G = {{; < {5 < ... < l;} um gapset 1-esparso puro. Note que

liy1 — Ui =1, para todo i. Assim, G = {1,2,...,g} € um gapset ordindrio.

Exemplo 2.10. Seja G = {{; =1 <l =3 < ... < {l, = 29 — 1} um gapset 2-esparso
puro. Note que ;1 — U; = 2, para todo i. Dizemos que G = {1,3,...,29 — 1} € o gapset

hipereliptico de género g.

E importante observar que nem todo gapset 2-esparso puro € hipereliptico. Com

efeito, o gapset G = {1,2,3,5,6,7,9,11,13} € 2-esparso puro, mas nao € hipereliptico.

Exemplo 2.11. Seja G = {1,2,3,5,6,9,10,13,17} um gapset 4-esparso puro. De fato,

como by — Ly =4 € a maior diferenca obtida seque que k = 4. Note que « = g —1 = 8.

A seguir vamos obter alguns resultados relacionando o tamanho do maior salto

com alguns outros invariantes: género, multiplicidade e condutor.

Proposicao 2.12. Seja G um gapset k-esparso puro com multiplicidade m. Entdo k < m.

Demonstracao. Sejam l; e {;,1 € G tais que ;11 — ¢; = k. Se k > m, entao ¢; + 1,¢; +
2. bi+mé¢ G (li+m < ). Existe a € Z tal que £; + 1 < 4,1 —am < 4; + m.
Note que G 3 4;11 = (bix1 —am) + am. Mas l;;1 —am ¢ G e am ¢ G, o que leva a uma

contradicao. O

Proposicao 2.13. Seja G um gapset esparso puro com multiplicidade m, género g e

F(GQ) =29 —t, para algum t € [1,9 — 1]. Entao m <t + 1.

Demonstragdo. Sabemos que a quantidade de lacunas consecutivas com diferenca de uma
unidade é exatamente ¢t —1 (ver (TIZZIOTTI; VILLANUEVA, 2019)). Como [1,m—1] < G

temos que imediatamente que m <t + 1. ]

Em particular, a proposi¢cao anterior, mostra que para gapsets esparsos puros
quando ¢, estd proximo de 2¢ entao a multiplicidade é pequena. Percebemos que isto
condiz com os resultados obtidos em (VELOSO; CONTIERO; MOREIRA, 2014).

Exemplo 2.14. O gapset G = {1,2,--- ,g— 3,9 — 1,9,29 — 2} tem multiplicidade m =
k = g — 2. Portanto, a desigualdade da Proposicao 2.12 é otima.

Observando a Proposicao 2.12 junto com a Proposi¢ao 1.25 notamos que um
gapset k-esparso puro com género g satisfaz k < g + 1. Mas podemos obter um resultado

melhor na préxima proposicao.

Proposicao 2.15. Se G é um gapset k-esparso puro com género g, entio k < g.
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Demonstracao. Sejam f; e ¢;,1 € G tais que £;,1 — {; = k. Se k > g + 1, entao ¢; +
L6+2,...,0+g € [1,29g — 2] n (Z\G) (note que ¢; + g < lir1 < {y). Assim, #G <
(29 —2—9g)+1=g—1, 0 que é uma contradigao. O

=
<

Exemplo 2.16. O gapset G = {1,2,--- ,g—1,2g9 — 1} tem multiplicidade g = k. Portanto,
a desigualdade da Proposicao 2.15 é otima. Além, disso, veremos que este € o unico gapset

satisfazendo essa condigdo.

O préximo resultado melhora a cota inferior dado na Proposicao 1.27.

Proposicao 2.17. Seja G um gapset k-esparso puro com o condutor ¢ e o género g. Entao
g+k<ec.

Demonstragao. Suponha que g + k > c. Escrevendo G = {{1 < ly < -+ < ly < lyy1 =
lo +k < --- < {,}, concluimos que ¢, < g + k — 2. Por outro lado, temos que I = [{, +
Lloy1—1]nG =, #I =k—1eG < [1,g+k—2]. Assim, #G < (9+k—2)—(k—1) = g—1,

o que é uma contradicao. O

Exemplo 2.18. O gapset ordindrio com género g tem multiplicidade g+ 1, condutor g+ 1
e k = 1. O gapset hipereliptico com género g tem multiplicidade 2, condutor 2g e k = 2.
Observe que eles ndao atingem o mdzximo k em relacao a multiplicidade e ao género. Mas

temos que o gapset ordindrio atinge a cota g + k = c.

Observacao 2.19. Note que podemos usar a Proposicao 2.17 para obter
29— (r+1) <,

onde G é um gapset (g — r)-esparso puro. Com efeito, suponha que £, < g+ k — 2.
Seja biyy — 4 = k entao I = [b; + 1,0; +k—1] < S e #1 = k — 1, por outro lado,
Icll)cl,g+k—2]e#[l,g+k—2] =g+ k—2 eportanto em [1,g + k — 2| deve

ter g lacunas e k — 2 nao lacunas, i.e., k—1<k—2=1<0, absurdo!

Observacao 2.20. Se G = {{; < /ly < ... </l,} é um gapset k-esparso puro com género
g tal que l;11 — U; = k, entao k < i + 1. Isso seque de Proposicao 2.1, uma vez que
k=Vi1—4;<2i+1—i=i+1.

A seguir vamos analisar dois exemplos a fim de observar a relacao entre ¢, e ¢,

de um gapset de género g.

Exemplo 2.21. Considere o gapset G = {1,2,3,4,6,7,8,12,13}. Observamos que g(G) =
9, m(G) =5, k=4ea="7 Comol, =10; =8 el, =1ly =13 temos que {7 + m =
845 =13 = /ly.
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Exemplo 2.22. Considere o gapset G = {1,2,3,5,7,9,11,13,15}. Observamos que g(G) =
9, m(G)=4,k=2ceca=_8. Comol, =0y =13 e ly =15 temos que lg + m =13 +4 =
17 > 15 = (.

Observando os exemplos anteriores percebemos uma possivel relagao entre £,
e l4. O préximo resultado ¢ importante para as provas dos principais resultados deste
trabalho. Ele confirma que o nimero de Frobenius de um gapset nao pode ser grande o

suficiente, com relagao ao seu elemento /.

Proposicao 2.23. Seja G = {{; <ly < - - <ly <lop1 =Llo+k <--- <L} um gapset

k-esparso puro com género g e multiplicidade m. Entdao £, < {, + m.

Demonstragio. Vamos supor que £, > {, + m e considerar 7 o menor indice tal que
(., > £, + m. Pela Proposicao 2.6, concluimos que ¢, > {,,1 +m e assim ¢, — {,_1 > k.
Uma vez que GG é um gapset k-esparso puro, temos ¢, —f,_1 = k. Note que r = a+ 1. Com
efeito, sabemos que ¢; < ¢, < £, + m, para todo j € [1, a]. Pela definicao de «, sabemos
que « é o maior indice de tal forma que ¢;;1 — {; = k e entdo r < o + 1. Assim, a tUnica
possibilidade é r = a + 1. No entanto ¢, = ¢, + k < {,, + m e obtemos uma contradi¢ao.

Portanto, £, < £, + m. n

Como consequéncia, obtemos informagoes sobre onde o elemento ¢, pode estar.
Para isso, vamos fazer o uso da profundidade do gapset observando as possibilidades. Na
verdade, mesmo para gapset, com profundidades grandes, nao ha muitas possibilidades
para alocar {, em algum G;, onde G = Gy U G; U --- U G4_;. Tal escrita é chamada

particdo canoénica de G.

Corolario 2.24. Considere G = {{; < ly < -+ < ly < loy1 = lo+k < - < L;} um
gapset k-esparso puro com o género g e considere sua parti¢ao canonica GouGi1U---UG .

Entao um dos sequintes itens ocorre:

(1) eou goﬁ-l € G(q—2
(2) éou Eoz+1 € Gq—l

(3) éa € Gq_g e £a+1 € Gq—l

Demonstragio. Pela Proposicao 2.23, concluimos que ¢, € G,_o ou ¢, € G,_1, pois
ly € G4_1. Para o primeiro caso, ambas as possibilidades podem ocorrer: ¢, € Gy_o
ou loi1 € Gyg_q. Para o segundo caso, devemos ter ¢,;1 € G,_1 onde concluimos o

resultado. O

Exemplo 2.25. Os trés casos obtidos no Coroldrio 2.24 podem ocorrer. Para um inteiro

m = 3, exibimos 0s sequintes exemplos:
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1)){l,....om=1,m+ 1,2m - 1.2m+ 1} =[I,m—1]u{m+1,2m—1} v {2m + 1}
possui ¢ =3, bo =m+1€ Gy ely1 =2m—1€ Gy

2){1,....om—1,m + 1,2m - 1} = [1,m — 1] u {m + 1,2m — 1} possui ¢ = 2,
@azm—i—leGl e€a+1=2m—1eG1;

3){l,...om—1,m + 1,2m + 1} = [I,m—1]u {m+ 1} U {2m + 1} possui q¢ = 3,
€a=m+1€G1 e€a+1:2m+leG2.

A seguir apresentamos uma generalizacao de resultados encontrados em (MU-
NUERA; TORRES; VILLANUEVA, 2009). Tais resultados foram obtidos para semigrupos

2-esparso puro e aqui trazemos esses resultados para k-esparso puro

Proposicao 2.26. Seja G um gapset k—esparso puro com £, = 2g — M. Entdo,

(1) b;=ki— M —g(k—2), parai =1,...,g;

Y

(2) sel; =ki— M — g(k—2) temos que {; = kj — M — g(k —2) para j =1i,..., 9.

Demonstragio. (1) €, —ly,_1 <k (note que k =k-(g—(9—1)) e {y_1 — {45 < k logo
by — Ly < 2k. Como ¢; —l;_1 < kely =29 — M segue que {, — {; < k(g —1) =
U= ki—M—g(k—2).

(2) Se l; = ki— M — g(k—2) temos que £;1 —{; < klogo liyq < k(i+1)—M —g(k—2).
Pelo resultado anterior k(i + 1) = M — g(k —2) < ;i1 < k(i + 1) — M — g(k — 2),
ie., liy1 = k(i +1) — M — g(k — 2). Portanto, para j = 1, ..., g, segue que {; =
kj— M —g(k —2).

]

A seguir, vamos focar em gapsets k—esparso puros com género g que satisfazem
a condicao 2g < 3k. Como veremos, estes gapsets satisfazem propriedades interessantes e

desempenham um papel importante no desenvolvimento deste trabalho.

Proposicao 2.27. Seja G um gapset k-esparso puro com género g e profundidade q. Se
2g < 3k, entao q < 3.

2
—gec<2g,temosq=[—]<f=3. ]
3 m

Demonstracio. Como m = k >
Observacio 2.28. E importante notar que o gapset {1,2,3,4, 6, 9,11} possui profundidade
3, género 7 ek = 3. Neste caso 2g > 3k. Portanto, concluimos que a reciproca da Proposicao

2.27 nao ¢ verdadeira.
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Na proxima proposicao vamos mostrar que se um gapset é tal que 2g < 3k,
entao a quantidade de saltos de tamanho k é igual a 1, em outras palavras, o conjunto
{i:0; —¢;_1 =k} possui um tnico elemento « para g = 4. Para g < 3, veremos que existe
um unico gapset que nao satisfaz essa propriedade. A critério de informacao, tal gapset
¢é hipereliptico. Porém, a existéncia deste gapset nao gera um problema, uma vez que
estamos interessados em gapsets com género grandes e para géneros menores que trés a

quantidade de gapsets é facilmente contada.

Proposicao 2.29. Seja G um gapset k-esparso puro com género g tal que 2g < 3k. Entao,
hd um tnico i € [1,g9 — 1] tal que l;y1 — {; = k, exceto para G = {1, 3, 5}.

Demonstracao. Vamos separar em trés casos, k =g, k =g —1 e k < g — 2. Utilizaremos
a Proposicao 2.12. Se k = g, entdao m = g ou g + 1 (lembre que m = g + 1 é o gapset
ordinario). Para m = g a unica possibilidade é {1,---,¢g—1} U {2¢g — 1} e possui um tnico

salto para cada g > 2.

Sek =g—1,entdio m = g — 1,9 ou g + 1. Para m = ¢g + 1 novamente
temos o gapset ordinario. Para m = ¢ caimos no caso anterior. Para m = g — 1 temos
[1,9 — 2] U {a,b} com a < b. Temos duas possibilidades: quando a — (¢ —2) =k =g —1
temos a = 2g + 1, absurdo. Quandob—a=k=g—1temosb=a+ (g—1)=2g—1e
portanto b = 2g — 1, consequentemente a = g. Assim, G = {1,--- ,g — 2, 9,29 — 1}. Neste
caso, temos necessariamente que g > 3. Se g >3 temosk=g—1>2eg— (g —2) = 2,
i.e., temos um tnico salto de tamanho k. Para g = 3 temos G = {1,3,5} e este é o tnico

gapset o qual a propriedade falha.

Suponha k < g — 2, se vi(S) = 2 entdo existem 14, j tais que ¢;,1 — ¢; = k e
lisy1—U; =k, ouseja, {;+1,...,0;i+k—1el;+1,...,0; + kK —1 sao elementos distintos de
G. Portanto, 2(k —1)=(k—1)+ (k—1) <g—1 ([1,29 — 1] tem ¢ lacunas e g — 1 nao
lacunas), logo 2k —2+k < g+k—1<g+g—3 (pois k < g—2). Assim 3k < 29— 1 < 2g,
absurdo. O]

A seguir, apresentamos uma segunda prova da proposicao anterior, mais sucinta,

a qual podemos usar o pacote numericlasgps do software GAP como auxilio.

Observacgao 2.30. Suponha que existam i # j tais que i1 — U; = L — {; = k. Entdo
byl +2 k+(9g—3)-1=2k+g—2=> 439—i—g—2=739g/3— > 2g, se g = 6. Pela
Proposicio 2.1, o que gera uma contradicao. Os casos g < 5 podem ser feitos usando o
software GAP.

O pacote numericlasgps do software GAP pode ser consultado em (DELGADO;
CARCIA-SANCHEZ, 2016).
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A Proposicao 2.29, permite que observemos um “bom” comportamento que
gapsets onde 2g < 3k em relacdo ao nimero de saltos de tamanho k. Porém, perdemos a
observacao deste comportamento quando 2g > 3k. Neste caso, ainda podemos encontrar
exemplos de gapsets com um tnico salto de tamanho k e também exemplos de gapsets
com mais de um salto de tamanho k. Tal comentario fica explicito com a observacao a

seguir.

Observacgao 2.31. Se 2g > 3k, entdo é possivel ter um unico v tal que ;11 —¥C; = k e ainda
ter mais de um indice que satisfaca essa propriedade. Por exemplo, se G1 = {1,2,3,5, 6},
entio k(G1) =5 —3 =2 e2g(Gq) = 10 > 3k(G;) = 6; se Gy € o gapset hipereliptico com
género g = 4, entao 2g(Gy) = 8 > 3k(G1) = 6 e cada par de elementos consecutivos de G

tem distancia 2.

Para o préoximo resultado, consideramos um gapset k-esparso puro G com o
género g tal que 2g < 3k e usamos o ultimo resultado sobre a unicidade de um par de
elementos com a maior distancia k. Se ¢(G) = 3 e Gy U G7 U G é a particao candnica de

G, entao o Corolario 2.24 garante que ¢, € Gy ou ¢, € Gs.

Proposicao 2.32. Sejam g > 1 e k inteiros positivos tais que 29 < 3k e considere
G={l <ly<...<Uly<Ulop1 =Vls+k<..<Ul} um gapset k-esparso puro com

multiplicidade m. Entdo ¢, < 2m — 1.

Demonstracao. Usando a hipotese 2g < 3k concluimos que a profundidade do gapset G é
no maximo 3. Suponha que ¢, > 2m + 1. Pela Proposi¢ao 2.12, temos (1 = {, + k =
2m + 1+ k = 3k + 1. Assim, {,1 = 29 + 1, 0 que gera um absurdo. O

A seguir, constatamos que a hipotese 2g < 3k é essencial para garantirmos
que ¢, < 2m — 1. No mesmo exemplo, conseguimos ver que a hipdtese 2g < 3k nao é

equivalente ao gapset possuir profundidade 3.

Exemplo 2.33. A proposicio anterior nao é verdadeira mo caso geral, mesmo para
profundidade no mdximo 3. Por exemplo, o gapset G = {1,2,3,4,6,7,9, 11, 14} possui
lo=11>9=2m—1 eq(G) = 3.

Observacgao 2.34. A Proposicio 2.32 dd informacoes sobre £, mas ndo sobre £y, 1. Por
exemplo, se G = {1,2,...,10,12, 21,23}, entdo lny1 < 2m — 1; se G = {1,2, 4, 7}, entdo

£a+1 > 2m — 1.

2.3 Identificando gapsets com m-sets

Nesta secao, introduziremos a definicado do mapa ¢ que desempenhara um

papel fundamental no restante deste capitulo, ainda aproveitaremos para discutir quais
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propriedades o conjunto imagem ¢(G) possui, quando G é um gapset k-esparso puro de
género. Nosso objetivo é garantir que ¢(G) seja um gapset (k + 1)-esparso puro com o

género g + 1. Assim, procuramos hipéteses que o garantam este fato.

Eliahou e Fromentin introduziram a nocao de m-extensao, para m € N, mais
detalhes em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b).

Definigao 2.35. Uma m-extensao A < N é um conjunto finito contendo [1,m — 1] que
admite uma particio A = Agu Ay U -+ U Ay, para algum t € Ny, onde Ag = [1,m —1] e

Aig1 € m+ A; para todo 1.

Em particular, se A é uma m-extensao, entao A n mN = ¢J. Para nossa

abordagem, lidamos com conjuntos mais gerais e os definimos a seguir.

Definigao 2.36. Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um conjunto finito M < N ¢é
um m-set, se [l,m—1]c M e M nmN = (.

Seja ¢ = F'+ 1, onde F' o maior elemento de um m-set M, definimos a
profundidade de M como [E] Em particular, uma m-extensao é um m-set. Além disso,
estendemos a nogao de partigéo candnica para m-sets da seguinte forma: se M é um m-set,
M=Myv---uM,,onde M; = M n [im+, (i + 1)m — 1] para cada i é dita a particao
canonica de M. Tal generalizacao, parece natural, pois como veremos a imagem de gapsets
(com profundidade menor ou igual a 3) por ¢ possuem esta caracteristica. A nomenclatura
m-set ¢é inspirada no fato de estes conjuntos sao “sets” com a propriedade M N mN = 7,

mas esta propriedade nao é forte o suficiente para que sejam m-extensoes.

Denotamos por My (g) o conjunto de todos os m-sets com g elementos com
m = 2, tal que a distdncia maxima entre dois elementos consecutivos (com respeito a
ordenagao natural) é k e estd em [1,2g — 1]. Em alguns casos, também lidamos com
subconjuntos de [1,2g — 1] sem nenhuma propriedade especifica. Vamos denotar por Ci(g)
o conjunto de todos os conjuntos que possuem g elementos e tal que a distancia maxima

entre dois elementos consecutivos (em relagdo a ordem natural) é k. Observamos que

Gr(9) © Mi(g) < Ci(g).

Observagao 2.37. Considere C = [I,m — 1] u[m+ 1,2m], A = [I,m — 1] u [m +
Im+2lu2m+ 1,2m + 3] e G = [1,m — 1] u {2m — 4}. Entdo, C € Ci(g), mas
C ¢ My(9),Gk(g) pois 2m € C. De forma andloga, temos A € Ci(g), My(g) mas A ¢ Gi(g),
pois [m + 1,m + 2] D [2m + 1,2m + 3] — m. Finalmente, como G é um gapset temos
G € Ci(g), Mi(9) € Gr(g)-

Sejam ¢ e k inteiros nao negativos. Definimos a aplicacao ¢ : Gi(g) — Ci11(g9+1),

da seguinte forma: se G = {1 =01 < ly <--- </ly <loy1 =l; + k < --- < {,}, entdo
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G o(G)={l=Vly<2=0+1<lo+]1 < - <ly+1l<lyp1+2<--- <Lly+2}, (2.1)
onde «v :=max{i: ;11 — {; = k}.
Vamos convencionar que, ¢(F) = {1} e ¢({1}) = {1, 3}.

Seja G = Gy u Gy U --- U Gy a particao candnica de G. Observamos que a
aplicagao ¢ leva Gy em Gy U {m}, fazendo uma translagdo de uma unidade nos elementos

de G maiores que m + 1 até /,, e transladando de duas unidades os demais elementos de G.

Teorema 2.38. A aplica¢io ¢ estd bem definida e € injetiva. Além disso, se G € Gi(g)

possui multiplicidade m, entdo

(1) se q(G) =1, entdo ¢(G) € um gapset de profundidade 2;
(2) se q(G) =2, entdo ¢(G) é um (m + 1)-set de profundidade 2;

(3) se q(G) = 3, entdao ¢(G) € um (m + 1)-set de profundidade 3, com exce¢io para os

casos em que2m + 1€ G e l, = 2m + 1.

Demonstragao. Inicialmente vamos verificar que ¢(G) € Cxy1(g + 1). Com efeito, vemos
facilmente que a distdncia maxima entre dois elementos consecutivos em ¢(G) é (loy1 +
2) — (ly+1) = k+ 1 e existem g + 1 elementos em ¢(G). Como ¢, < 2g — 1, entao
ly+2<29+1e¢(G)c[L,2(9+1)—1].

Agora, vamos provar que ¢ é injetiva. Sejam G; = {a1 < as < ... < a4, <
Uay+1 = Goy +k < ... <agt e Go = {by <by < ... <bp <bgyt1 =ba, +k<...<
by} € Gi(g) tais que ¢(G1) = ¢(G2), onde oy = max{i : a;41 — a; = k} e ap = max{i :
b;+1 —b; = k}. Basta provar que aj = ay. Suponha por absurdo que a; # g, sem perda de
generalidade, podemos supor que a; < as. Entao a,, = b, para todon € [1, 1] u[as+1, g]
€ Uay+2 = by, +1. Como, k = boyi1—bay = Gay+1— (Gay +1), temos que k+1 = aqy11—Gay,

o que é um absurdo. Portanto, a; = as e G7 = Go.
Para verificar as demais conclusoes, vamos proceder da seguinte forma:

Se ¢ = 1, entdo G é o gapset ordinario de género g e, ¢(G) = [1,g] U {g + 2} é

um gapset com profundidade 2.

Resta resolver os casos ¢ = 2 e ¢ = 3. Para ambos casos vamos verificar algumas
condicoes. Seja G = {1l =01 <ly < - <ly <lop1 =ly+k <--- <l;} com m(G) =m;
em particular, [1,m — 1] € G e m ¢ G implica que [1,m] € ¢(G) e m + 1 ¢ ¢(G).

Se ¢ = 2, entao m + 1 < ¢, < 2m — 1 e o maior elemento de ¢(G), {, + 2, é tal
que (m+1)+1<m+3<{l,+2<2m+1=2(m+1)—1. Assim, 2(m+1) ¢ ¢(G), o
que garante que ¢(G) is a (m + 1)-set com profundidade 2.
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Se ¢ = 3, entdo 2m+ 1 < ¢, < 3m —1 e o maior elemento de ¢(G), ¢, + 2, é tal
que2(m+1)+1=2m+3</(,+2<3m+1<3(m+1)—1. Assim, 3(m+1) ¢ ¢(G). Se
2m+1¢ G, entdo 2m +2¢ ¢(G),jAque2me2m+1¢ G.Se2m+1e€ G e l, <2m+ 1,
entdo 2m + 2 ¢ G, pois o correspondente de 2m + 1 em ¢(G) é 2m + 3. Portanto, 2m + 2
e3m+3¢ Ge¢(G)éum (m+ 1)-set com profundidade 3.

]

Observacao 2.39. Em geral, a imagem de ¢ ndo é um m-set. Considere o gapset
G1 = {1,2,3,4,6,7,9,11,14}, logo G possui profundidade 3 e sua imagem ¢(Gy) =
{1,2,3,4,5,7,8, 10,12,16} nao é um 6-set. Ja o gapset Gy = {1,2,4,5,7,10} possui
profundidade 4 e sua imagem ¢(Gs) = {1,2,3,5,6,8,12} ndo é um 4-set.

A seguir, vemos novamente como a condicao 2g < 3k garante um propriedade

interessante aos gapsets.

Corolario 2.40. Se G € Gi(g) possui multiplicidade m e 2g < 3k , entao ¢(G) € um
(m 4+ 1)-set.

Demonstracao. A Proposicao 2.27 garante que a profundidade de G é no méaximo 3.
Os casos de profundidade 1 ou 2 seguem de (1) e (2) do Teorema 2.38. Se ¢ = 3, entdo
Proposicao 2.23 assegura que £, < 2m—1 e usando o item (3) do Teorema 2.38 completamos

a prova. ]

Um fato importante de observar é que a aplicagao ¢ é diferente da aplicagao
usada por Eliahou e Fromentin em seus trabalhos. Para isso, vamos relembrar a defini¢ao

usada por eles.

Eliahou e Fromentin trabalharam com uma aplicacao o e para um gapset GG
sua parti¢do candnica Gy U G U Gy, mais detalhes sobre esta aplicagao veja (ELIAHOU;
FROMENTIN, 2020b). Tal aplicacao é definida como o(G) = (Gou{m})u(G1+1)u(G2+2).
Em particular, o(G) é sempre um gapset, se sua profundidade é no méaximo 3. Note que
g(c(G)) = g(G) + 1. Vale notar que a aplicagao ¢ considerada neste trabalho é diferente
da aplicagdo o. Por exemplo, considere o gapset G = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,19,21},
entdao ¢(G) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,21} u {23} e 0(G) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
12,20} U {23}, dessa forma o # ¢. Mais especificamente, podemos generalizar este exemplo.
No caso geral, considere g = 12. Se G = [1,9 — 3] u {g — 1,29 — 5} U {29 — 3}, entdo
¢(G) = [Lg—2lu{g29 -3t v{2g—1} e 0o(G) = [1,g —2] U {g.29 — 4} L {29 — 1}.
Com isso, trabalhamos nao somente com uma aplicagdo nova, mas também conseguimos

resultados bastantes interessantes com tal aplicagao.

Agora focaremos nossa atengao em gapsets k-esparsos puros com género g e

profundidade 2 e 3 (uma vez que para ¢ = 1 estd completamente determinado). Vamos
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denotar por Gi(g,2) := {G € Gi(9) : ¢(G) = 2} e Gr(g,3) := {G € Gi(9) : ¢(G) = 3} a
familia de gapsets k-esparsos puros com género g e profundidade 2 e 3, respectivamente.
O Teorema 2.38 garante que gapsets com multiplicidade m e profundidade no maximo
3 sao mapeados por ¢ em um (m + 1)-set com profundidade no maximo 3, exceto para
o caso de conjuntos de lacunas GG com profundidade 3, onde 2m + 1€ G e ¢, = 2m + 1.

Agora iremos procurar condi¢oes que garantam que tais (m + 1)-sets sejam gapsets.

No préximo resultado, encontramos uma condi¢ao para que um m-set seja um

gapset.

Lema 2.41. Seja G um m-set. Se G < [1,2m—1], entdio G é um gapset com multiplicidade

m e profundidade no mdzrimo 2.

Demonstracio. Seja z € G, suponha sem perda de generalidade que z = 4+ y, com = < y.
Uma vez que z < 2m — 1, temos que z < m — 1. Portanto, x € G e isso completa a prova

deste lema. O

Munidos do lema anterior, podemos provar que gapsets com profundidade no

maximo 2 sao mapeados via aplicacao ¢ em gapsets de profundidade no maximo 2.

Vamos denotar por ¢ := ¢|g, (4,2) a restricao da aplicagao ¢ a familia de gapsets
k-esparsos puros com género g e profundidade 2. Como é possivel constatar a seguir, para

gapsets com profundidade 2, ndo precisamos impor a condi¢ao 2g < 3k.

Teorema 2.42. Sejam g e k inteiros ndo negativos. Entao, Im(¢s) < Gri1(g + 1,2).

Demonstragio. Considere G' € Im(¢9), vamos mostrar que G’ é um gapset (k + 1)-esparso
puro com género g + 1 e profundidade 2. Note que existe G € Gi(g) tal que ¢o(G) = G'.
Denotando m(G) = m e observando que ¢(G) = 2, obtemos pelo Teorema 2.38 que G
é um (m + 1)-set com profundidade 2. Pelo Lema 2.41, podemos concluir que G’ é um
gapset e G' € Gr11(g9 + 1,2), uma vez que G' < [1,2(m + 1) — 1]. O

Observacao 2.43. A aplicagdo ¢o € injetiva, mas nao é sobrejetiva. Para ver que ela ndo
¢ sobrejetiva, considere o gapset [1,g] U {g+2} € Gry1(g+1,2). Note que [1,g] u{g+2} ¢
&2(Gr(g + 1,2)). Em particular, #G(g,2) < #Gri1(g + 1,2).

Exemplo 2.44. A Tabela 1 ilustra como ¢o age.

A seguir, apresentamos um resultado semelhante ao Teorema 2.42 com uma
condicao adicional. Nesse caso, vemos a necessidade de impor que condigao 2g < 3k seja

satisfeita, para que m-sets sejam gapsets com profundidade 3.

Como antes, vamos denotar por @3 := ¢|g,(4,3) a restricao da aplicacao ¢ a

familia de gapsets k-esparso puros com género g e profundidade 3.
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9 =9(G) G $2(G)
2 {1,3} {1,2,5}

3 {1,2,5} {1,2,3, 7}

(1.2,4) | {1,23.6]

4 {1,2,3,7} {1,2,3,4,9}

{1,2,3,6} | {1,2,3,4,8}

{1,2,3,5} {1,2,3,4, 7}

{1,2,4,5} {1,2,3,6,7}

Tabela 1 — Alguns exemplos do Teorema 2.42.

Teorema 2.45. Sejam g e k inteiros ndo negativos tais que 2g < 3k. Entao Im(¢3) <
Gr1(g +1,3).

Demonstragio. Seja G = {{; < ly < -+ <Ly <loy1 =lo+k <--- <l;} €Gilg,3), com
m(G) = m. Pelo Corolario 2.40, ¢(G) é um (m + 1)-set que pertence a My,1(g + 1, 3).
Basta provar que ¢3(G) é um gapset. Considere a partigdo canoénica de ¢(G), a saber

o v Gl UG, Dado z € ¢(G) escrevemos z = = + y, com = < y. Vamos dividir a

demonstragdo em trés casos, quando z € Gy, G ou G:

1) se z € G = [1,m]. Neste caso, ambos x e y € Gj,.

2) se z € G S [m+2,2m + 1]. Neste caso, 2x < x +y = 2z < 2m + 1. Portanto, x < m

ez e Gy.

3) se z € Gy < [2m +3,3m + 1]. Afirmamos que se z < m ouy = 2m + 1, entdo x € Gy,

=
O primeiro caso é trivial e o segundo implica que 3m +1 > 2> x4+ 2m + 1 e nés
obtemos x < m. Portanto, resta mostrar que se z,y € [m + 1,2m], com = < y, entéo

rouyeG).

e Considere £,,1 < 2m — 1. Neste caso, afirmamos que y — 1 < /.. Na verdade, se
y = ly+2,entdo z = (m+1)+(ly+2) = lu+m~+3. Assim, G 3 2—2 > {,+m+1,0
que é uma contradiz a Proposicao 2.23. Assim, ambos z —ley—1 </, e
podemos escrever z —2 = (z — 1) + (y — 1). Como z — 2 € G e G é um gapset,

nés podemos concluir que x — 1 ouy — 1 € G e assim x € ¢(G) ou y € ¢(G).

e Considere (,y1 = 2m + 1. Usaremos a hipotese 2g < 3k neste caso. Pela
Proposi¢ao 2.32, temos que ¢, < 2m — 1 e assim {, + 1 € G}. Portanto,
z2>2/lyi1+2 Nestecaso, t <y<2m</lyp1eG3z—2=(x—-1)+ (y—1).
Uma vez que G é um gapset, entdo z — 1 ou y — 1 € G. Portanto, x € ¢(G) ou

y € ¢(QG) e isto conclui a demonstragao.
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Observagao 2.46. Em geral, ¢(G) nao é um gapset, mesmo se a profundidade de G for 3 e
&(G) for um m-set. Considere o gapset G = {1,...,9,12,13, 14,17,18,23,28}, logo G tem
profundidade 3, multiplicidade 10 e sua imagem ¢(G) = {1,...,10,13,14, 15,18, 19, 24, 30}
¢ um 11-set, mas nao é um gapset. Existem alguns exemplos, como G = {1,2,4,5,7} tal

que ¢(G) = {1,2,3,5,6,9} é também um gapset, mesmo quando 2g > 3k.

Exemplo 2.47. A Tabela 2 mostra como ¢3 age.

G $3(G)
{1,3,5} {1,2,4,7}
1,2,4,7} {1,2,3,5,9}

{1,2,3,5,9} {1,2,3,4,6,11}
{1,2,3,4,6,11} | {1,2,3,4,5,7,13}
{1,2,3,5,6,10} | {1,2,3,4,6,7,12}
{1,2,3,5,7,11} | {1,2,3,4,6,8,13}
{1,2,3,6,7,11} | {1,2,3,4,7,8,13}

Tabela 2 — Alguns exemplos da aplicacao ¢3 para género 3, 4, 5 e 6

2.4 Sobre a cardinalidade de Gi(g), para 2g < 3k

Nesta se¢ao, apresentamos o principal resultado deste trabalho. Aqui exibiremos

uma relagao entre Gi.(g) e Gry1(g + 1).

Teorema 2.48. Sejam g e k inteiros nao negativos, de modo que 2g < 3k. Entdo a
aplicacao ¢ : Gi(g9) = Grr1(g + 1), G — ©(G) = ¢(G) € bijetiva.

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, observe que a hipdtese 2g < 3k implica que Gi(g) tem
apenas gapsets ¢, {1} e gapsets com profundidade 2 ou 3. O Teorema 2.38 garante que ¢
¢ injetiva; Os Teoremas 2.42 e 2.45 garantem que ¢ estd bem definida. Portanto, s6 temos

que provar que ¢ ¢é sobrejetiva.

Seja G € Gri1(g + 1) tal que 2g < 3k. Se G = {1}, entdao G’ = ¢J ¢ tal que
#(G') = G e se G = {1,3}, entao G' = {1} é tal que ¢(G') = G. Portanto, podemos

assumir que G tem género g + 1 > 3.

Escreva G = {{; <ly </l <- - <ly <loy1 =lo+k+1<...</ly1} e seja
m a multiplicidade. Como 2¢g < 3k entao 2(g + 1) < 3k + 2 < 3(k + 1). Em particular, G
tem profundidade de no méximo 3 e, portanto, ¢,4.1 < 3m — 1. Note que a Proposigao 2.29
garante que « é o unico indice tal que lo41 — o =k +1 ({1,3,5} ¢ Gry1(g + 1)). Vamos
mostrar que G' = {{o —1 <l3—1 < - <ly—1<ly1—2<...<ly1—2}€Gi(g) e
satisfaz p(G') = G.



Capitulo 2. Gapset k—esparso puro 55

7

Naturalmente, #G’ = ¢ e a distAncia mdxima entre os elementos de G’ é

(los1 —2) — (by — 1) = k. Agora vamos provar que G’ é um (m — 1)-set:

e m—1¢G’

Como ¢; = j,Vj € [1,m — 1], entdo G' 5 ¢; — 1 = j — 1,Vj € [2,m — 1]; também
temos que /4, = m + 1. Estudamos dois casos, como segue: (1) se £, = m + 2,
entao £, — 1 > {,, — 2 = m. Neste caso, obtemos que m — 1 ¢ G’; (2) suponha que
lm, = m+ 1. Se existe j € [m, g] tal que €;41 —¢; = 2, entdo G’ 3 {,, — 1 = m e assim
m — 1 ¢ G'. Caso contrario, podemos escrever {; = j + 1,Vj € [m, g] e a distancia
maxima entre os elementos consecutivos de G é k + 1 = 2, que nao pode ocorrer
(2g > 3). Portanto, m — 1 ¢ G'.

e 2(m—-1)¢ G
Suponha que 2m — 2 € G'. Neste caso, poderiamos ter 2m € G ou 2m — 1€ G. O
primeiro caso nao ocorre, porque m ¢ a multiplicidade de GG. No segundo caso, temos
2m —1 < {, (caso contrério, o elemento correspondente seria (2m —1) —2 = 2m — 3).
Pela Proposicao 2.32, temos que ¢, = 2m — 1. Portanto, 441 = o + (kK + 1) =
2m—14+k+1>2(k+1)+k =3k+2 > 2(g9+1), o que é uma contradigao. Portanto,
2m —2¢ G'.

e 3(m—-1)¢ &
J& sabemos que {;,1 < 3m — 1 e, portanto, o maior elemento de G’ é tal que
lg11 — 2 < 3m — 3. Portanto, s6 temos que mostrar que ¢,.; # 3m — 1 o que implica
que {441 — 2 < 3m — 4. Suponha que ¢, = 3m — 1. Neste caso, temos 2m —1e€ G e
podemos ter £, < 2m—1 ou ¥, = 2m—1. O primeiro caso implica que £, < 2m—1.
De fato, usando a Proposicao 2.6, denotamos por ¢, e ¢,,1 o0 maior elemento de G
que é menor ou igual a ¢, + m e pelo menor elemento de G que é maior ou igual a
lo11 + m, respectivamente. Nesse caso, £,.1 — ¢, = k, o que é uma contradicao, de
acordo com a Proposigao 2.29 (note que G # {1,3,5}). No segundo caso, obtemos
lbos1=lo+(k+1)=2m—-14+k+1=22k+1)+k=3k+2=2(g+1),0queé

uma contradi¢ao. Portanto, 3m — 3 ¢ G'.

Portanto, podemos escrever G' = G U G} U G5, com G, = [1,m — 2], G| =
[m,2m — 3] e G}, < [2m — 1,3m — 4]. Agora provamos que G’ é um gapset. Seja z € G’ e
escreva 2 = +y, com z,y € N e x < y. Temos
o Se z € Gy, entao x e y € Gy,

e Se ze G, entdo z < 2m — 3 e 2z < 2m — 3. Logo, z € Gy,

o Sejaze Gy Sex<m—2 entdo x € Gy. Sey =2m — 1, entdo x <m—3ex e Gy,

Portanto, basta considerar =,y € [m, 2m — 3]. Note que £, < 2m —2 (se {, = 2m —1,
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entdo 2m — 2 € G', o que nao ocorre). Em particular, £, —1 <2m—3e 2 = l41 — 2.
Assim z = ¢, — 2, para algum ¢ € [a+ 1, g+ 1]. Afirmamos que y < ¢,. Caso contrario,
z=x+y =m+/{, e isso implica que ¢, > ¢, + m, o que é uma contradicao de
acordo com o Proposicao 2.23. Portanto, x <y < {,. Escrevendo ¢, —2 = z = x + y,
ie,ly=(x+1)+ (y+1) eusando que G é um gapset, concluimos que z + 1 € G or
y + 1€ G. Portanto, z € G' ouy € G'.

]

Corolario 2.49. Sejam g e k inteiros ndo negativos tais que 2g = 3k. Entao #G(g) =
#Grn(g +n), para todo n € N.

Demonstragio. Prosseguimos por induc¢do em n. O Teorema 2.48 assegura que #Gy(g) =
#Gr11(g+1), uma vez que 2g = 3k. Note que 2(g+j) < 3(k+7), para todo j € Ny e podemos
aplicar o Teorema 2.48 novamente: a aplicacao Gy4;(9+J) = Gr+j+1(g+7+1),G — ¢(G)

é bijetiva, que completa a prova. O

g
Pela Proposigao 2.15, podemos escrever n, = Z #Gk(g). Segue imediatamente
k=0

do Corolario 2.49 o seguinte resultado.

Corolario 2.50. Seja g € N. ny, < ngy1 se, e somente se,

E 122)

93—1J
Z #Gr(g) < Z #Gu(g +1)
k=2 =2

A seguir, vamos calcular os primeiros valores da sequéncia wy(g) := #Gk(9),
com k > [23gj, mais especificamente, vamos exibir os gapsets k-esparsos puros para
k=g,9g—1,9—2¢eg—3. A demonstragoes para exibir cada gapset sao muito longas e
portanto deixamos para consulta no Apéndice A. O leitor interessado em consultar tais
calculos, ird notar que os métodos para exibir estes gapsets sao distintos entre si, isto se
deve ao fato, que os calculos de todos os gapsets que exibimos abaixo foram realizados
de duas maneiras distintas. Portanto, para que o leitor perceba tais nuances, deixamos
algumas demonstracoes fixando a multiplicidade do gapset e outras fixamos o niimero de

Frobenius do gapset.
Teorema 2.51. Os gapsets k-esparsos puros de género g comk =g —3,9—2,9— 1,9,

sao0:

a) Se k = g, temos que wg(g) = 1 e para cada g = 1 temos os sequintes gapsets

k-esparsos puros de género g: G = [1,g — 1] u {2¢9 — 1}
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b) Sek =g—1, temos que wy_1(g9) = 2 e para cada g = 3 temos os sequintes gapsets

k-esparsos puros de género g: G = [1,9—2]u{g,29g—1} e G =[1,9—1] U {29 — 2}

c) Sek =g—2, temos que wg_Q(g) =5 e para cada g = 6 temos os sequintes gapsets
k-esparsos puros de género g: G = [1,9—1]u{2¢—3}, G = [1,9—2]u{29—4,29—3},
G=[l,9-2lu{g+1,29g—1},G=[l,g—3]u{g—1,9,29 -2}, G=[1,9—3] U
{9—1,9g+1,2g—1} eG=[1l,9—3]u{g,g+1,29g—1}

d) Se k = g — 3, temos que wy_3(g) = 12 e para cada g = 9 temos os sequintes
gapsets k-esparsos puros de género g: G = [1,g —4|u{g—1,9+ 1,9 + 2,29 — 1},
G=[lLg—4v{gg+1lg+229-1}, G=[l,g—4]uilg—29,9+229—1},
G=[lLg—-4uv{g—2,9-1g+229—1}, G=[l,g—4]u{g—1.9,9,29 — 2},
G=[l,9-4uv{9—2,9—1,9,29—-2}, G=[l,g—1]u{2g—4} eG=[1l,9g—2] U
{29 — 5,29 — 4}.

Terminamos esta secao apresentando a Tabela 3, que ilustra nossos resultados.

Os ntimeros em vermelho representam onde primeiro surge os valores da sequéncia wg(g).



Capitulo

2. Gapset k—esparso puro

o8

kOl 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 141516171819 n,
9

0 |1 1
1 1 1
2 11 2
3 12 1 4
4 13 2 1 7
b} 15 3 2 1 12
6 17 7 5 2 1 23
7 110 12 8 5 2 1 39
8 115 18 17 8 &5 2 1 67
9 120 31 28 18 12 5 2 1 118
10 127 51 49 34 22 12 5 2 1 204
11 138 78 87 57 40 22 12 5 2 1 343
12 151 125 147 100 76 42 30 12 5 2 1 2992
13 170 195 237 177 134 83 54 30 12 5 2 1 1001
14 195 297 399 309 239 150 99 54 30 12 5 2 1 1693
15 1128 457 654 530 422 259 183 103 70 30 12 5 2 1 2857
16 1172 705 1061 902 723 452 336 199 135 70 30 12 5 2 1 4806
17 123010741717 1513 1248 811 590 363 243135 70 30 125 2 1 8045
18 13091621 27772535 2148 1411 1037 646 444251167 70 3012 5 2 1  |13467
19 1413 2448 4464 4232 3636 2434 1810 1124 804 480 331167703012 5 2 1 (22464

Tabela 3 — Alguns valores de #G(g)
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3 Gapsets e cobrimentos de tabuleiros

A sequéncia de Fibonacci (F,,) é dada pela relagao de recorréncia
Fn = Fn—l + Fn—?a

para todo n > 2 com valores iniciais Fyp = 0 e F; = 1. Existem algumas generaliza¢oes
desta sequéncia bem conhecidas e neste trabalho lidamos com a sequéncia de Fibonacci
k—generalizada, a saber (F¥)), onde k > 2 e n > —k + 2. A relacdo de recorréncia é

(k)

k
dada por F¥) — ZFl(k) e os valores iniciais sao dados por ng) =1lelF;” =0, para
1=1

ie[—k+2,0].

Seja g um numero inteiro positivo. Um g-tabuleiro é um retangulo 1 x g com
1 linha e g colunas (veja Figura 1). Um cobrimento de um g-tabuleiro é uma sequéncia
(B1, Ba, ..., Bn), onde [; é um nimero inteiro positivo e ZB, = ¢g. Podemos imaginar
que um elemento f; dessa sequéncia pode ser identificado como um retangulo 1 x 3; e
podemos preencher o g-tabuleiro, colocando retangulos 1 x 51,1 x f,...,1 x 3, lado a
lado. Denotaremos o conjunto de todos os cobrimentos de g-tabuleiro por C(g), o conjunto
de cobrimentos de um g-tabuleiro com pecas de tamanho 1 x 1,1 x 2,...,1 x k por C(g, k)
e um cobrimento por €. E possivel verificar que o nimero de Fibonacci k—generalizado de

ordem g + 1 é dado por

FY, = #C(g, k), (3.1)

veja o Teorema 3.4. Vamos denotar #C(g, k) = fg(k).

Figura 1 — g-tabuleiro

Dado um g-tabuleiro, vamos denotar por f, o nimero de cobrimentos de um
g-tabuleiro com pecas de tamanhos 1 x 1 ou 1 x 2, com g = 0 e fy = 1. Os primeiros

termos dessa sequéncia sao: fi =1, fo =2, fs=3e f1 =5.

Neste capitulo, vamos usar a nogao de cobrimento de um g-tabuleiro para repre-
sentar gapsets de género g. Para encontrar essa relagao, iremos, na Secao 3.2, generalizar a

nocao de vetor de Kunz para m—extensoes. Esta generalizacao mostra que o vetor de Kunz
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nao provém da propriedade do semigrupo numérico ser fechado em relacao a adicao. Além
disso, a nocao de vetor de Kunz para m-extensodes nao so6 reduz muitos dos calculos como
também é parte central na construcao de uma bijecao entre m-extensoes e cobrimentos.
Tal bije¢do, permite que identifiquemos gapsets com cobrimentos de tabuleiros. Munidos
dessa identificacao, seremos capazes de construir uma cota inferior para os ntimeros ny e
n’g, isto é, para a quantidade de gapsets de género g e a quantidade de gapsets de género g

e profundidade ¢ < 3, respectivamente.

Coroléario 3.32. A quantidade de gapsets de género g (e também os gapsets de profundidade

menor ou igual a 3) € limitado inferiormente por

2252 g

onde A =0, se g# 4 mod 6 e A\ =1 caso contrario.

Além disso, usando os resultados de (KARAKAS, 2017) obtemos resultados
interessantes sobre o nimero de gapsets com género e profundidade fixados. Para isso,
considere T F(g,q,m = 4) o conjunto de todos os gapsets de género g, multiplicidade 4 e

profundidade q.

Corolario 3.57. Seja g > 1. Temos que

q%) . |g+6
Ng < FgE—l] + \!%| +#T‘F(g7q7m:4)7

2
onde q € [5g—|—1,g].

Para este capitulo, iremos fixar as seguintes notacoes: sejam g e ¢ inteiros
nao negativos, denotamos por F(g,q) := {G € I'(g) : ¢(G) = ¢} o conjunto de todos os
gapsets de género ¢ e profundidade ¢, e F(g,q) := {G € T'(g) : ¢(G) < ¢} o conjunto
de todos os gapsets de género g e profundidade no méaximo ¢. Ainda, denotamos por
F(g,q, m = 3) o conjunto de todos os gapsets de género g e profundidade ¢ e multiplicidade
3, e F(g,q,m = 4) o conjunto de todos os gapsets de género g e profundidade ¢ e
multiplicidade 4.

3.1 Resultados basicos

Comecgamos esta se¢do com alguns exemplos.

Exemplo 3.1. Considere o gapset G = {1,2,3,4,5,6,9,10,17}. Esse gapset é um 7-
esparso puro com multiplicidade 7, género 9 e profundidade 3. Podemos calcular sua

particao canonica Gy = [1,6], G; = {9,10} e Gy = {17}.
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Exemplo 3.2. Considere o gapset G = {1,2,4,5,7,8,10,13,16}. Esse gapset é um 3-
esparso puro com multiplicidade 3, género 9 e profundidade 6. Podemos calcular seu vetor
de Kunz (3,11,19) (veja a defini¢ao de vetor de Kunz na Segio 3.2).

A seguir, enunciamos um resultado classico da teoria dos niimeros.

Teorema 3.3. A sequéncia (f,) satisfaz

fn+1 = fnfl + fn7

para todo n = 1. Em particular, f, = F, 1.

Demonstracio. Por defini¢ao, existem f, 1 coberturas para um (n + 1)-tabuleiro. Porém,
elas podem ser divididas em dois tipos: primeiro existe um retangulo 1 x 1 na primeira
posicao e neste caso, temos um n-tabuleiro e portanto f, coberturas. Segundo, existe uma
pega 1 x 2 na posicao (1,2) e portanto temos um (n — 1)-tabuleiro e assim f,,_; coberturas.
Segue que f,+1 = fn_1 + fn- Finalmente, vemos que f, e F,,;; satisfazem a mesma relacao

de recorréncia e possuem valores iniciais iguais, portanto temos a igualdade. O

De forma similar, provamos o préximo resultado.
Teorema 3.4. A sequéncia (f%)) satisfaz
fr(Ll—Ci-)l = qu,k—)l + £,
para todo n = 1. Em particular, f F;’?l

O resultado a seguir pode ser provado utilizando indugao.

Proposicao 3.5. Seja F,, o numero de Fibonacci de ordem n. As sequintes igualdades

sao verdadeiras:

1) Z Fy = Fy, 1y — 1.
2) Zn:FQi—1 = Fy,.
izl

Fippo—1
3)21?31 3“ .

n F n
4) 2 Fai = =5
=0

F3n+4 —1

5) Z Fs.0 = 5
i=0
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O proéximo resultado garante que cada m -extensao com no maximo 2 é um

gapset.

Proposigao 3.6. Seja G < [1,2m — 1| nZ, com [I,m —1]nZ < G em ¢ G. Entao G é

um gapset com multiplicidade m e profundidade no madximo 2.

Demonstragio. B claro que [1,m —1] € G. Seja z € G e escreva z = © + y, com z <

Y
Como z < 2m — 1, entdao x < m — 1. Portanto, x € G e a prova esta completa. ]
Lema 3.7. Seja g > 2 um inteiro. Entdo F(g =22 para todo i € [2,g + 1].

Demonstracao. Prosseguimos por inducao em ¢. Note que Fég) = Fgg) =1 = 2° Seja
i—1

€ [2,9 + 1] e assuma que Fg-g) = 2772 para todo j € [2,i — 1]. Entdo, Fgg) = Fg-g) =
7=1

T+14+2+--- 4273 =272 O

)

Como consequéncia deste lema, temos que F(g 7, = 297! ¢ obtemos uma férmula

para o nimero de cobrimentos de g-tabuleiros como segue.

Proposicdo 3.8. #C(g) =297

Demonstragio. Seja € um cobrimento em C(g). Entao € pode ter partes 1x1,1x2,...,1xg
(nao precisa ter todos eles). Da Igualdade (3.1), #C(g) = g +1 A férmula fornecida no

Lema 3.7 conclui a prova. O

3.2 O vetor de Kunz para m-extensoes

Nesta secao, apresentamos o conjunto Apéry e o vetor de Kunz de um gapset
(. Esta defini¢ao surge de forma natural, quando consideramos o semigrupo numérico
No\G. Podemos estender esses conceitos e introduzir o conjunto Apéry e o vetor de Kunz

de uma m-extensao (veja novamente a Defini¢do 2.35).

Seja G um gapset com multiplicidade m e considere o semigrupo numérico
S := Np\G. Lembre que o conjunto Apéry de S em m ¢é definido como Ap(S) =
{wo, w1, ..., wWp_1}, onde w; = min{s € S : s =i (mod m)}, para i € [0,m — 1]. Ob-
serve que wy = 0 e escreva w; = mk; + 1. O vetor de Kunz de S em m ¢é dado por
Kunz(S) = (ky,ka, ..., ky_1). Portanto, é possivel considerar o conjunto Apéry de G
em m ¢ o vetor de Kunz de G em m dados por Ap(G) := Ap(No\G) e Kunz(G) :=
Kunz(No\G), respectivamente. Observe que os elementos w; podem ser definidos como
w; :=m+max{g e G:g=1i (mod m)}. Dessa forma, temos uma caracterizacao de Ap(G)

e Kunz(G) depende exclusivamente do gapset G.
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Vamos estender esses conceitos e definir o conjunto Apéry e o vetor de Kunz
para uma m-extensao. Sejam m > 2 um inteiro positivo e A uma m-extensao. O pseudo-
conjunto Apéry de A (em m) é Ap(A)P := Ap(No\A) = {wo, w1, ..., wpn_1}, onde w; :=
m+ max{a € A:a=1i (mod m)}. Observe que w; estd bem definido para cada i, uma vez
que A é um subconjunto finito de Nese A = AguA;u---UA,,_1 tem-se A;1 < A; + m.
Escrevendo w; = mk; + i, para i € [1,m — 1], dizemos que Kunz(A)" = (k1, ko, ..., km_1)
é o pseudo vetor de Kunz de A. No caso em que a m-extensao A é um gapset, temos
Ap(A)? é denotado simplesmente por Ap(A) e Kunz(A)? é denotado simplesmente por
Kunz(A). A escolha de usar o termo pseudo tem o propésito de evitar possiveis confusoes
entre as definigdes. Outros termos foram considerados (por exemplo, fraco e quase), mas

este pareceu o mais apropriado.

Exemplo 3.9. Considere o gapset G = {1,2,3,4,6,7,11,12}. Temos que wy = 5+maz{g €
Gl g=1 (mod 5)} =5+ 11 =16, wy =5+ max{ge G| g=2 (mod 5)} =5+ 12 = 17,
w3 =5+ mar{g € G| g =3 (mod5)} =5+8 =13 ewy =5+ max{ge G| g =14
(mod 5)} =5+ 4 =9. Assim, Ap(G) = {16,17,13,9} ¢ Kunz(G) = (3,3,1).

O exemplo anterior calculamos o conjunto de Apéry e o vetor de Kunz associado
a um gapset. No exemplo a seguir, calculamos o pseudo vetor de Kunz associado a uma

m-~extensao.

Exemplo 3.10. Considere o conjunto A = {1,2,3,4,6,7,8,12,13,18} (podemos ver que
A é uma 5-extensio que ndo € um gapset). Entdo, temos que w; = 5+ maz{s € A| s =
1 (mod5)} =5+6 =11, wy = 5+ max{s € A s = 2 (mod 5)} = 5 + 12 = 17,
wy =5+ mazr{s € Al s =3 (mod 5)} =5+ 18 =23 ewy =5+ mazx{s € Al s =4
(mod 5)} =544 =9. Assim, Ap(A)? = {16,17,13,9} e Kunz(A)"? = (2,3,4,1).

Lema 3.11. Seja A uma m-extensao com «; := #{ke€ A: k=1 (mod m)}. Entio A é

determinado exclusivamente pelo vetor (aq, ..., 0pm_1).

Demonstragio. Seja A = Agu Ay U...u Ay uma m-extensao. Para i € [1,m — 1], considere
os nimeros «; := #{k€ A: k=1 (mod m)}. Vamos mostrar que (a1 + 1,..., 1 + 1)
é o pseudo vetor de Kunz de A. De fato, suponha que para algum j € [1,m — 1] exista
(:=xm+j¢ Acom 0 < z < a; — 1. Portanto, ¢ ¢ A, para algum s. Pela condigao
Asi1 < Ag+m temos que £ +m = (x + 1)m + j ¢ Agiq e assim £ + bm ¢ A, para cada

r = s. Concluimos que v = o; — 1.
Assim, (aq, ..., 1) € 0 vetor de B := Ng\A, ou seja, B é determinado por

(a1, ..., a4y —1). Portanto, A é determinado exclusivamente por vetor. O

Proposicao 3.12. Seja A uma m-extensio, com Kunz(A)? = (ki,ka, ..., knm_1). Entdo
An{neN:n=i (mod m)}={i,i +m,...,i+ (k; — 1)m}.
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Demonstragao. Pela maximalidade de w; = mk; + i, concluimos que mx +i ¢ A, se x > k;.
Por outro lado, temos que w; —m = m(k; — 1) + i € A; portanto m(k; — £) +1i € A, para
¢ € [0,k; — 1]. O resultado resulta diretamente do fato de que A pode ser escrito como
A=Ayu A u...U A, para algum t € Ny, onde Ag = [1,m — 1] e A;11 € m + A; para
todo i. O

Corolario 3.13. Seja A uma m-extensao, com Kunz(A)P = (ki ko, ..., km-1). Entdo
ki =H#{ae A:a=1i (mod m)}, para todo i € [1,m — 1].

Demonstragio. Pela Proposicao 3.12, An{neN:n =1 (mod m)} possui k; elementos e

o resultado segue. O]
Corolario 3.14. Seja A uma m-extensao, com Kunz(A)P = (ki, ko, ..., km—1). Entdo o
m—1

género de A € Z k;.

=1

m—1
Demonstragio. Sabemos que #A = Z #(An{neN:n=1i (mod m)}). Pelo Corolario
i=1
3.13, o resultado segue. O
Exemplo 3.15. Considere o gapset G = {1,2,3,6,7,11}. Podemos verificar facilmente que
seu vetor de Kunz é (ki, ko, ks) = (1,2,3). Vemos que ki, ks € k3 satisfazem as sequintes
desigualdades: 2k, = ko, ki + ko = k3, ko + k3 +1 > k1 e 2k + 1 = k.

Pelo exemplo anterior vemos que os elementos do vetor de Kunz de um gapset
(ou semigrupos numéricos) satisfazem um certo sistema de inequagoes. De fato, esta
propriedade pode ser verificada e o seguinte sistema de desigualdades é apresentado a
seguir. Este sistema estd intimamente ligado ao conjunto minimal de geradores de um

semigrupo numérico e carrega informagoes importantes.

X, >1, Vie{l,..,m—1};
0, 1<i<j<m-1i+j<m-—1; (3.2)
I<i<j<m-—1i+j>m.

Para mais informagoes sobre esse sistema, veja (ROSALES et al., 2002).

Observagao 3.16. Seja A uma m-extensao nao vazia com Kunz(A)P = (ki, ko, ..., km-1).
Assim k; = 1 para todo i. Em outras palavras, dado (ay,as,. .., an_1) € N '(g) (aqui
N™"! denota o produto cartesiano de N m — 1 wezes), se algum a; = 0, temos que

(ay,a9,...,a,_1) nao estd associado a nenhuma m-extensdo.

A seguir, mostraremos que um cobrimento g-tabuleiro com retangulos de

tamanhos 1 x 31,1 x fa,...,1 x 3, estd associado a um gapset se satisfizer o sistema (3.2).
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Observacao 3.17. Buscamos trazer informagoes da teoria combinaria sobre a quantidade
de cobrimento de tabuleiros para a teoria de gapsets. Desta forma, as generalizacoes de
pseudo vetor de Kunz e pseudo conjunto de Apéry feitas no inicio desta secao permitem que
tais propriedades sejam transportadas da teoria combinatoria para a teoria de gapsets. Seja
¢ uma cobertura de um g-tabuleiro com pecas de tamanhos 1 X aq, 1 X ag, ..., 1 X Q1.

Entao € estd associado a um gapset se, e somente se, (v, s, ..., 1) Satisfaz o Sistema

Vamos denotar por N"(g) := {(ay,...,a,) € N"| g = Zai} e o conjunto de
i=1
todas as m-extensdes com o género g por A,,(g).

Lema 3.18. Hd uma bijecio entre A,,(g) e N"1(g).

m—1
Demonstragdo. Seja (ay,...,am-1) € N"7(g), entdo g = Z a;. Definindo o conjunto
i=1
m—1
A= U {i,m +1i,...,(a; — 1)m + i}, segue-se que A é uma m-extensdao. Agora, dada
i=1

uma m-extensao A, podemos escrever seus elementos via congruéncia médulo m, i.e.,
m—1

A= U {i,m +1,...,(k; — 1)m + i}. Obtemos imediatamente do Corolario 3.14 que
i=1

KunZ(A)p = (k17k2a"'7km—1) eNm_l(g)‘ =

3.3 lIdentificando gapsets com cobrimento de tabuleiros

Nesta secao, estamos interessados em identificar uma m-extensao de género
g com um cobrimento de um g-tabuleiro, i.e., um retdngulo 1 x g (1 linha e g colunas),
onde g é um numero inteiro positivo. Em particular, esta identificagdo permite relacionar
um gapset de género g com um cobrimento de um g-tabuleiro. Nesta secao, denotaremos
o conjunto de todas as m-extensoes de género g por A,,(g) e o conjunto de todos os

cobrimentos de um g-tabuleiro por C(g).

Seja A uma m-extensao com Kunz(A)? = (ki, ks, ..., kyn_1). Observe que o
m—1

género de A é dado por Z k;. Identificamos a m-extensao A com o cobrimento do g¢-
i=1
tabuleiro como segue: a primeira parte do tabuleiro é coberto por uma peca de tamanho

1 x k1, a segunda parte por uma pega de tamanho 1 x ks e assim por diante, até (m—1)-ésima

parte por uma peca de tamanho 1 x k,,_;. [lustramos com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.19. Seja A = {1,2,4,7,10}. Observe que A é uma 3-extensao, a qual nao é
um gapset (5+5=10€ A, mas 5 ¢ A). Neste caso, Kunz(A)’ = (4,1) e A € identificado

com o vetor (4,1) cujo cobrimento € ilustrado pela Figura 2 a sequir.
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Figura 2 — Cobrimento de uma m-extensao que nao é gapset

Agora provamos que esta construcao induz uma bijecao entre o conjunto de

m-extensoes com género g e o conjunto de cobrimentos de g-tabuleiros.

Teorema 3.20. Seja o : A(g) — C(g9), A — o(A) = Kunz(A)’ o mapa descrito acima.

Entao o é uma bijecao.

Demonstracao. O Corolario 3.14 garante que o esta bem definido. Primeiro, provamos que

o é injetivo. Sejam A uma m-extensao e A" uma m/-extensao tal que (ky, ko, ..., kn_1) =
Kunz(AP = Kunz(A")? = (ki,ky, ...,k ;). Portanto, m = m’ e k; = ki, para todos
i. Assim, A e A’ tém exatamente os mesmos eleme}lltos e A = A" Agora provamos que
o é sobrejetora. Seja (c1,¢a,...,¢,) € C(g). Entao 2 ¢; = g. Devemos construir uma m
-extensao A tal que Kunzl(A)p = (c1,C9,...,Cpn) pari;lalgum m. Observe que m =n+ 1 e
temos que tomar A = WO {i,m+1i,...,(c; — 1)m + i}. A construgao garante que A seja
uma extensao de m. - O]

O teorema anterior, permite notar que a cardinalidade de A(g) pode ser

facilmente calculada.

Proposicdo 3.21. A cardinalidade de A(g) é exatamente 297

Demonstragio. A bijegao o indica que a cardinalidade de A(g) coincide com a cardinalidade

de C(g), que é 297! pela Proposicio 3.8. ]

Agora lidamos com o mapa o restrito a I'(g) e apresentamos dois resultados. O
primeiro envolve o nimero de gapsets de género g e profundidade no maximo 2, a saber
II'(g,q < 2)|. Foi provado por Zhao (ZHAO, 2010) usando uma abordagem envolvendo
semigrupos numéricos e uma identidade envolvendo os nimeros de Fibonacci e coeficientes
binomiais. Eliahou e Fromentin (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020a) provaram que as
sequéncias (|I'(g,¢ < 2)|) e (Fy41) satisfazem a mesma relacao de recorréncia com as

mesmas condig¢oes iniciais . Aqui damos uma terceira prova para esse fato.

Proposicao 3.22. O nimero de gapsets de género g e ¢ <2 € Fyyq.

Demonstragio. Considere o mapa o restrito a ['(g,q < 2). S6 temos que determinar a

imagem desta aplicagdo. Afirmamos que coincide com o conjunto C(g,2). De fato, todo
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gapset com género g e profundidade de no maximo 2 é identificado com um cobrimento em
C(g,2). Além disso, se € é um cobrimento em C(g, 2), entao representa uma m-extensao
com profundidade no maximo 2. Pela Proposicao 3.6, esta m-extensao é uma parti¢ao
candnica e esta associada a um gapset. Portanto, a pré-imagem de € é um gapset com
género g e profundidade no méximo 2. Portanto, ha uma bijegao entre I'(g,q < 2) e C(g,2)

e o resultado segue. O]

Como consequéncia da construcao de o, sabemos que a imagem de uma m-
extensdao com género g e profundidade ¢ é um cobrimento em C(g,q) . Em particular,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.23. O numero de gapsets com género g e profundidade no mdximo k
k)

satisfaz |I'(g,q < k)| < Fy ;.
Demonstracio. Todo gapset com género g e profundidade no maximo £ tem imagem sob
o mapa o sendo um cobrimento em C(g, k). Portanto, o mapa o restrito a I'(g, ¢ < k) tem

como imagem um subconjunto de C(g, k). Da Igualdade (3.1) o resultado segue. O

Como consequéncia imediata da Proposicao 3.23, obtém-se um limite superior

para ng.

Corolario 3.24. Seja n, o nimero de gapsets com o género g. Entao ng < 29-1,
Demonstragio. O nimero n, pode ser definido como n, = {G € I'(g) : ¢(G) < g}.
Portanto, ela coincide com a cardinalidade de |I'(g, ¢ < g)|. Da Proposigao 3.23, obtemos

o resultado. O

Eliahu e Fromentin em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b) estabeleceram a
relagao entre m-filtragoes e m-extensoes. A seguir usamos essa relacao a fim de mostrar que
o pseudo vetor de Kunz de uma m—extensao também pode ser calculado via m-filtracao
associada. Porém, antes veremos como uma cobertura de um g-tabuleiro e uma m-filtragao

se relacionam.

Definicao 3.25. Seja G um gapset de multiplicidade m, profundidade q e particao canonica
G=Gyu- UGy A gapset m-filtragio F' de G € dada por F' = (Fy, ..., Fy_1), onde

F;, = G; —im para cada i.

No exemplo a seguir, exploramos essa defini¢cdo, bem como apresentamos uma

notacao util para gapset m-filtracao.

Exemplo 3.26. Seja g = 4. Neste exemplo, os conjuntos G; sdo gapsets e o conjunto A é
uma 2-extensdo que ndao é um gapset. O elemento F; € a filtragem de gapset associada ao

gapset G; e a m-particao F ¢ associada ¢ m-extensio A.
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Figura 3 — Identificacao m-filtragdes com cobrimentos

Quando lidamos com m-filtragoes, podemos calcular os nimeros «; da seguinte

maneira.

Proposicao 3.27. Seja F' = (Fy, Fi, ..., F,_1) a m-filtragdo associada a m-extensio A
com profundidade q e Kunz(A)P = (a1, ..., Qn_1). Entao, a; = #{k € [0,q— 1] :i € F}}.

Demonstragio. Vamos denotar 3; :== #{k € [0,q — 1] :i € F},}. Como A = Ayu...UA,
é a m-extensao associada a F', temos que im+ F; = A; para cada i. Observe que #F; = #A;,
entao pela Proposicao 3.12 «; < 5; para cada 7. Se temos «; < (3; entdo pela propriedade
de m-extensao (A;41 < m + A;) obtemos que (o + 1)m + i € A,, 41 que é um absurdo.
Portanto, «; = f3;. O

Exemplo 3.28. Considere a 5-extensao A = {1,2,3,4, 7,8,9,12,13}, entdo a 5 -filtra¢io
associada é F = Fy u Fy v Fy = (1234)(234)(23) com q = 3. Observe, por exemplo,

que ay = 3 = #{k € [0,2]| 2 € Fx} = B2. Os outros casos sequem de forma similar,
a=1=p,a3=3=p3eas=2=p

Quando identificamos uma m-extensao de género g com um cobrimento de um

g-tabuleiro, podemos obter alguns dos invariantes da seguinte maneira

o O género da m-extensao é o tamanho do tabuleiro.
o A multiplicidade m da m-extensao é o nimero de pecas mais um.

« A profundidade da m-extensdo é o tamanho da maior parte, ou seja, max{ a; : i €
[1,m — 1]}. Em outras palavras, a profundidade de um gapset é exatamente o maior

valor que aparece nas coordenadas do vetor de Kunz do gapset.

3.4 Construindo gapsets via cobrimento de tabuleiros

Nesta secao vamos exibir varios cobrimentos de um g-tabuleiro com pecas de
tamanho 1 x 1, 1 x 2 e 1 x 3 com o propésito de uma cota inferior para n; e para n,. Para
isso, vamos fazer uso do sistema (3.2) para descobrir quais cobrimentos retornam um gapset.
Mais precisamente, vamos exibir quais cobrimentos retornam gapsets de profundidade até

3.
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Antes do resultado geral, vamos estudar alguns casos particulares. Esse trabalho

¢é necessario, uma vez que permite calcular a quantidade dessas coberturas.

A seguir, mostramos o caso onde ocorre a maior quantidade de gapsets usando

essa técnica.

Teorema 3.29. Sejamn =0, k = 1 em = 1 inteiros tais que n+k < m—1. Considere &7
um cobrimento de um g-tabuleiro da sequinte forma: nas primeiras posigcoes posicionamos
n pecas de tamanho 1 x 2, nas posicoes subsequentes posicionamos k pecas de tamanho 1 x 3
e nas demais posigoes posicionamos pecas de tamanho 1 x 1 e 1 x 2. Entdo a m—eztensao

associada € um gapset.

Demonstragio. Sabemos que €7 estd associado a uma m-extensao A com Kunz(A)?P = (ay,
.ty Q7). Vamos mostrar que «;’s satisfazem o Sistema (3.2). Para exibimos na tabela

abaixo, todas as possibilidades de valores para a;;; e o; + ¢, quando 1 < ¢+ j <m — 1.

) 7 o QO F QG Qg
[1,7] [1,7] 2 2 4 [{1,2,3}
[1,7] [n+1,k+n] 2 3 5 |{1,2,3}
[n+ 1,k +n| [n+ 1,k +n] 3 3 6 |{1,2,3}
[1,7n] [k+n+1m—1] 2 [{1,2} {3,4} |{1,2,3}
[n+1L,k+n] |[k+n+1,m—1] 3 |{1,2} {4,5} |{1,2,3}
e+n+lm—1)[k+n+1,m—1|{L2[{L2H{2.3,4} {1,2}

Tabela 4 — Casos considerados

Os demais casos seguem de forma similar ao da tabela acima.

O

Observagao 3.30. Destacamos que o resultado acima pode ser provado utilizando outras
propriedades de gapsets. A saber, sejam n = 0 e k > 1 tais que n + k < m — 1. Seja
G c [1,3m—1] tal quem,2m ¢ G, [I1,m—1] < G, Gn[m+1,2m—1] 2 [m+1,m+n+k]
eGn[2m+1,3m—1] =[2m+n+1,2m +n + k|. Verifica-se que G é um gapset com
multiplicidade m e profundidade no maximo 3, o qual possui as mesmas propriedades do

teorema anterior.

Vamos denotar o cobrimento construido no teorema anterior por €7 , ie., €7
¢ um cobrimento de um g-tabuleiro onde nas primeiras posi¢oes posicionamos n pecgas de
tamanho 1 x 2, nas posigoes subsequentes posicionamos k£ pecas de tamanho 1 x 3 e nas

demais posi¢oes posicionamos pecas de tamanho 1 x 1 e 1 x 2.

Teorema 3.31. Seja v, 1(9) a quantidade de cobrimentos do tipo &), . Entdo

F, -1
o= | B 19



Capitulo 3. Gapsets e cobrimentos de tabuleiros 70

onde
1, seg = 4 mod 6

0, se g% 4 mod 6.

A\ =

Demonstracdo. Sejam n e k inteiros. Entao, como se trata de uma soma finita, temos que

2 Fg+1—3k—2n = Z (2 Fg+1—3k—2n> .
n,k k n

Para um k£ > 1 fixado, temos que
ZF9+1—3]€—2H = Fg+1—3k; + Fg—1—3k —|— . e —|— Fa’
n

onde a =1se g+ 1—3k éimpar ea =0 se g+ 1— 3k é par. Usando as formulas do

Proposicao 3.5, concluimos que
Z Fyi13p—2n=Fgioar — ¢,
n

ondee =0seg+1—3kéimparee=1se g+ 1— 3k é par.

Agora,vamos calcular Z F,. o 3; — €. Note que
i

Z Forose=Fg1+F;, 4+ +F
n

ondeb=4seg= 2mod3,b=2seg= 0mod3eb=3seg= 1mod 3. Usando as

formulas do Proposicao 3.5, obtemos

F,.1—90
ZF9+2—3I§:%’
k
onde d =4seg= 2mod3,b=1se g#* 2mod 3. Como

Ze={keN| 3k<geg+1—3k:par}=[%J+/\,
k
onde A=0,se g% 4mod6e\=1,se g= 4 mod 6. Portanto,
F 1—]_ g
I/m,k(g) :;Fg+23k_€: {9+2| - ng - A
O

Notamos que a quantidade de cobrimentos de um g-tabuleiro do tipo Qlfn’k
depende apenas do género. Portanto, denotaremos v, (g), por v(g). Um célculo similar,

nos leva a ver o nimero v(g) como uma soma de numeros de Fibonacci, tal soma é

F | Fy_o
{QQH”J + Z { 92 2 J, onde F; = 0 para todo j < 0. A seguir destacamos valores iniciais
i=1

para n fixado.
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&)

(1) Para n =0, temos vy = _ 92+3_ ;
(2) Paran = 1, temos vy, = F92_2 ;
(3) Para n = 2, temos vy, = F5’2_4 :
(4) Para n = 3, temos vz, = F926 ’

Corolério 3.32. A quantidade de gapsets de género g (e também os gapsets de profundidade

menor ou igual @ 3) € limitado inferiormente por

2252 g

onde A =0, se g%= 4 mod 6 e A\ =1 caso contrdrio.

Exemplo 3.33. Considere o sequinte cobrimento de um 9-tabuleiro: 1 x 1, 1 x 3, 1 x 3 e
1 x 2. Esta cobertura dd origem d 5-extensao A com Kunz(A)? = (1,3,3,2). Note que A
nao é um gapset pois ay =1 e ay +ap = 2 mas ag = a1 = 3, onde nao ocorre oy + oy =
ay. De fato, usando Kunz(A)P = (1,3,3,2), vemos que A = {1,2,3,4,7,8,9,12,13} ¢
No\A = {0,5,6,10,11, 12,14, ...}. Este exemplo mostra que uma generaliza¢io imediata do

Teorema 3.29 nao é tao simples e que nem toda cobertura com pecas de tamanhos 1 x 1,

1 x2 el x3 estd associada a um gapset. Podemos ver a representacdo na figura abaizo.

Figura 4 — Um cobrimento nao associado a um gapset
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Vemos que v(g) é também uma cota inferior para n;. A seguir, comparamos
os primeiros valores de v(g) com as demais cotas. Na tabela a seguir, na segunda coluna
exibimos a cota obtida em (BRAS-AMOROS, 2008), ja na quarta coluna exibimos a cota
obtida em (ELIAHOU; FROMENTIN, 2020b).

g [2F,|v(g)ng, 1 +ny o ny | ng

0] 011 * 1 1

1) * ] 1 * 1 1
212 | 2 2 2 2

31 4| 4 3 4 | 4
416 | 6 6 6 | 7
5110 11 10 11 | 12
6|16 | 18 17 20 | 23
7126 | 30 31 33 | 39
8142 |49 53 o7 | 67
9168 81 90 99 | 118
10{110{ 131 156 168 | 204
111178|214 267 287 | 343
12/288| 347 455 487 | 592
13/466| 563 e 82411001
14/754| 912 1311 1395|1693

Tabela 5 — A cota v(g)

3.5 Parametrizando gapsets com género e profundidade fixados

Nesta secao, vamos usar o género e a profundidade de um gapset para obter
uma cota superior para o nimero de gapsets de género g. Vamos observar que gapsets
com profundidade grandes possuem multiplicidade pequena e usaremos este fato para
nao somente calcular estas quantidades, mas também para explicitar cada um desses
gapsets. Percebemos que para certos intervalos de ¢ temos controle sobre a multiplicidade

de um gapset. Por esse motivo, iremos estudar os trés primeiros intervalos, a saber

- ]2 g g 29 29 -
sao: H 3 J +1, lQ”’ [{2J +1, { 3 H e H 3 J + 1,g]. Essas quantidades somadas a

Proposicao 3.23 irao dar origem a cota superior a qual estamos interessados.

Como vimos anteriormente, a profundidade de um gapset de género g pertence
ao intervalo [1, g]. Nesta segao vamos dividir este intervalo a fim de obter mais informagoes
sobre gapsets. Sabemos que o tnico gapset com profundidade g é o semigrupo hipereliptico
e o0 unico gapset com profundidade 1 é o gapset ordindrio. Assim, podemos sem perda de

generalidade estudar o intervalo [2, g — 1]. De fato, a Proposigao 3.35 garante que podemos

diminuir consideravelmente este intervalo.
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Comecamos observando que para um gapset G' de multiplicidade m e condutor
¢, podemos escrever ¢ = mb+ ¢, com b € Nece {0,2,3,....,m — 1}. Denotando por
(k1, ...y km—1) o vetor de Kunz de G, temos que a maior coordenada, denotada por k', é

dada por

Proposigao 3.34. (KARAKAS, 2017) Seja G um gapset com multiplicidade 3, condutor
¢ =3b+¢ e vetor de Kunz (ki, ko, k3), onde b e N.

N

b
a) Sec =0, entao N\G = (3,3k; + 1,3b + 2), onde [2} <k <b.

b.

N

b
b) Sec =2, entao N\G = (3,3b+ 4,3ks + 2), onde [2} < ko

acertei aqui A seguir vamos estudar o comportamento entre o género, profun-

didade e multiplicidade de um gapset.

Proposicao 3.35. Seja G um gapset com género g, profundidade q e multiplicidade m = 3.

2
Entao q < [5}

c 2
Demonstracao. Seja ¢ o condutor de G. Como ¢ < 2g e m > 3, obtemos que — < ?g eo
m

resultado segue. O

2
Corolario 3.36. Seja g = 6. Entio #F(g,q) = 0, para todo q € H?ﬂ +1,9— 1]

Demonstragao. Pela Proposicao 3.35, nao ha gapset com multiplicidade maior que 2 com
profundidade situada no intervalo mencionado. Os exemplos 2.3, 2.4 e 2.5 completam a

prova. 0

2
Logo, podemos nos concentrar no intervalo [2, [BQH

Proposicao 3.37. Seja G um gapset com género g = 4, profundidade q e multiplicidade

m. Se q € “‘g] +1, [?H, entdo m = 3.

Demonstracdo. Ja sabemos que se m = 1, entdo ¢ = 0 e se m = 2, entdo ¢ = g. Se m > 4,

2 2
entao < < 9 _ g. Assim, ¢ < [Q] Portanto, se g € [g] +1, il entao m = 3. [
m 4 2 2 2 3
119 2g
Agora, queremos calcular #F (g, q), para g€ I = 3 +1, S| Da Propo-

sicao 3.37, os gapsets com género g, profundidade ¢ € I tém multiplicidade 3.
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2
Proposigao 3.38. Seja g =5 e g=2 (mod 3). Entdo #]_—< [ 39}) 0.

Demonstracao. Segue da Proposicao 3.35 e Exemplo 2.5. O]

Nos resultados a seguir, vamos supor que g = 5.

2 +1
Proposicao 3.39. Se g é impar e q € Hg} +1, 92], entao
0, se ¢ < g] -1
#‘F(.% q,m 3) = g+1
2, se q= 5

+1
Demonstracao. Observe que ¢q € Hf)g} +1, g] . Pela Proposicao 3.34 temos que
c=3bouc=3b+ 2 para alguns be N e

+1 1
1) Suponha ¢ = 3b, entdo ko = b = q. Se ¢ = J , entao ky = J 5 e é possivel pela

1 —1 1
Proposigao 3.34. Se ¢ < % 1= a5 g = ki 4k entio by > T2 ; > b,

entao este caso nao ocorre.

+1 -1
2) Suponha ¢ = 3b+2, entdo ky =b+1=qgeb=q—1.Seq = J ,entéokgzg e
-1 +1
é possivel pela Proposicao 3.34. Se ¢ < como g = ki + ko assim ky = gT > b,
entao este caso nao ocorre.
O

De forma similar, obtemos o proximo resultado.

2
Proposicao 3.40. Se g é par e q € H{)g} +1, g], entao

0, seq<[3] -1

, Se€ q 5
#‘F(g>Q7 3) = g

1, se g = B

2
Demonstracio. Observe que q € H 5ﬂ +1, 2] Pela Proposicao 3.34 temos ¢ = 3b ou

c=3b+ 2, para alguns be N e g = ky + ks.
1) Suponha ¢ = 3b, entdo ko = b = q. Se ¢ = g, entao k; = g e ¢ possivel pela

Proposicao 3.34. Se ¢ < g — 1 as g = k1 + ko entao ky > % + 1 > b, entdo este caso

nao ocorre.
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Q

2) Suponha ¢ = 3b+2,entdo ky =b+1=qgeb=g—1.Seq = %, entao ky = 5 > b e nao

¢ possivel pela Proposicao 3.34. Se ¢ < = —1 como g = ky + ky entao ky > g +1>0,

N |

entao este caso nao ocorre.

Teorema 3.41. Sejam g e q inteiros positivos. Entao

rO, seq>29+2
3
1 seq=29+1
7 +13 2
#F(9,q,m =3) = 1 2, 5692 <q\§g
g
1 - <
, € q g]
0 < =.
(0, seq <3

Demonstragio. Usando as técnicas de Eliahou e Fromentin (ELIAHOU; FROMENTIN,
2020a), para gapsets de multiplicidade 3, obtemos
e (12)"(1)° com0<s<r+ler=1,;
e (12)"(2)° com0<s<rerz=l.
Observe que se (12)"(2)° é um gapset, entdo (12)"(1)° também é um gapset.
Por outro lado, se (12)"(1)® ndo é um gapset, entdao (12)"(2)° ndo é um gapset.

Em ambos os casos, o género do gapset é dado por 2r + s e a profundidade do

gapset é dada por r + s. Portanto, para um gapset com género g e profundidade ¢, (r, s)

satisfaca o sistema

2r + s = g
r + s = q.
Assim,
(r,s) =(9—a.2¢ — g). (3.3)

Agora, vamos verificar os demais casos.
29 + 2 )
Se g = —5 Neste caso, temos que g = 2 mod 3. Seja G com gapset com

2 2 1 4
g+ g+l _g+4 _

género ¢, profundidade ¢q = e multiplicidade 3. Entao, r + 1 = 5

s
o que é uma contradi¢ado. Entao ambos (12)"(1)* e (12)"(2)® nao sao gapsets.

2g+1
Se g = )

. Neste caso, temos que g = 1 mod 3. Seja G com gapset com

1 +1
e multiplicidade 3. Entao, r + 1 = 97 5 Se

género g, profundidade ¢ = 5
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r =1, 1ie., g =4, entao (12)"(2)° é um gapset. No entanto, (12)"(2)® ndo é gapset, pois
g—2 g+1
=2 2L — —3
3 3

r

2 2
Se g < g < g Considere GG um gapset de género g, profundidade ¢ € [g, gg] e
multiplicidade 3. Vamos mostrar que (12)"(1)° e (12)"(2)® sao gapsets. Com efeito, ambos
29
?.
Os demais itens segue imediatamente das Proposi¢oes 3.39 e 3.40. O]

sao gapsets se, e somente se, 0 < 2¢ — g < g — q + 1 e isto ocorre quando g <q <

A seguir, vemos que gapsets de género g e multiplicidade maior que 3 devem

ter profundidade no maximo a metade de g.

Proposicao 3.42. Seja G um gapset com género g, profundidade q e multiplicidade m > 4.
. g
Entao q < [51

Demonstracao. Seja ¢ o condutor de G. Como ¢ < 2g e m > 4, obtemos

resultado segue. O]

Proposigao 3.43. Seja G um gapset com género g = 9, profundidade q e multiplicidade

29 g 8
m. Se q € H5} +1, [2”, entdo m € {3,4}.

Demonstracao. Ja sabemos que se m = 1, entdo ¢ = 0 e se m = 2, entdo ¢ = g. Se m = 5,

2 2 2
entdo — < 9 Assim, ¢ < =45 Portanto, se ¢q € = +1, [g] , entao m = 3 ou
m 5) 5} 5} 2

m = 4.

]

2
Agora vamos calcular a quantidade de gapsets quando ¢ € H;ﬂ +1, B”
Observe que, neste caso, a multiplicidade m é 3 ou 4. No entanto, este calculo ja foi

executado para m = 3 nas Proposi¢oes 3.39 e 3.40.

Proposigao 3.44. (KARAKAS, 2017) Seja G um gapset com multiplicidade 4, condutor
4b e vetor de Kunz (ky, ko, k3). Entao ks =b e (k1,ks) € Ag U By, onde

Ag = {(t,u)| Fi’j <t < B} —1, b—t <u <2t}

By = {(t,u) m <t<b b—t<u<b\{(b0)

Proposigao 3.45. (KARAKAS, 2017) Seja G um gapset com multiplicidade 4, condutor
4b + 2 e vetor de Kunz (ki, ko, ks). Entao ky = b+ 1 e (ko,k3) € Ay U By, onde

Az = {(t )] [bgﬂ <u< V;ﬂ—l, b—u<t<2u+l}

By = {(t,u)| P;ﬂ Su<b b—u<t<b}\{(0,b)}
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Proposigao 3.46. (KARAKAS, 2017) Seja G um gapset com multiplicidade 4, condutor
4b + 3 e vetor de Kunz (ky, ks, k3). Entdo ko = b+ 1 e (kyi, k3) € Az, onde

Seja G um gapset do género g, multiplicidade 4 e condutor ¢, entao Kunz(G)=
(k1, ko, k3) e ¢ = 4b + i para alguns i € {0,2,3} e b € N. Observamos que pelos resultados
obtidos em (KARAKAS, 2017), temos que ¢ = k;, para algum i, e portanto k; = g —q — k.
Nos resultados a seguir, vamos determinaremos para quais k; a tripla (kq, ko, k3) retorna
um gapset. Mais precisamente, iremos usar as Proposicoes 3.44, 3.45 e 3.46 para explicitar

a quantidade de gapsets de género g multiplicidade 4 e profundidade gq..

As demonstracoes dos resultados a seguir sao exaustivos e os deixamos no
Apéndice B.
, . ) , 29 g+1
Lema 3.47. Seja G um gapset de género g impar, profundidade qe || —=| +1,=——| e

) 2
Kunz(G) = (ky, ko, k3). Se ¢ = 4b, entio ks =b=q e

+1
(1) se q= g?, entao G nao existe.

2 -1 +1+4+2 —1-2
(2) se q € Hf)g —|—1,92], entao ki € Hg 5 ﬂ’[g 1 ﬂ—l] ou ki €
—1-2 —1-2 —1 2
Hg 1 ﬂ,g 5 7ﬁ],0nder=0,...,g2—[5‘(]}—1.
Demonstracao. Veja Lema B.1. O]
: . ) , 29 g+1
Lema 3.48. Seja G um gapset de género g impar, profundidade q € = +1, 5 2

Kunz(G) = (k1, ko, k3). Sec=4b+ 2, entao k1 =b+1=gq e

_9tl g=31 [9=3 9-3| 91
(1) Se q= 5 ,entaokgeH c },[ : }—1] oukgeH 1 }, 5 —1].

2 -1 —1+2 —5-2
(2) Se q € 5g}+1’g2]’ entdo ks € Hg 6+ r}’[g 1 ﬂ—l] ou kg €
—5-2 —-3-2 —1 2
J 4 ’g T,onderzO,...,L— il —-1.
4 2 2 5
Note que se g < 15 b) ndo ocorre.
Demonstracao. Veja Lema B.2. O]
: . ) , 29 g+1
Lema 3.49. Seja G um gapset de género g impar, profundidade q € = +1, 5 €

Kunz(G) = (k1, ko, k3). Sec =4b+ 3, entao ks =b+1=gq e
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+1
(1) seq="2

2 —1 —1-2 1+2 —3-2
(2) sequ“ﬂ%—l,g],entdokleHg ﬂ,g+ - r_[g TH,

, entdo G ndo existe.

5 2 4 2 4
-1 2
onderzo,...,L— il —1.
2 5
Demonstracao. Veja Lema B.3. O

Juntando os resultados obtidos nos Lemas 3.47, 3.48 e 3.49, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 3.50. Seja G um gapset de género g impar. Entdo,

(1)

g+1
quando ¢ = ——.

2
(2)

3g+3—2r
#F(g.qm = 1) =

(] P )

2 —1 -1 2
quando q € ”g} + 1,9], onde r = O,...,L — [g} —1.

5 2 2 5

Seja #T F(g,q, m = 4) a quantidade de gapsets de género g (g = 40), multipli-
cidade 4 e profundidade ¢, isto é, Z#}"(g, qgm=4)=H#TF(g,q,m =4).
q

Corolario 3.51. Seja g € N impar. Entio, #T F(g,q, m = 4) é exatamente

(2D 40 D e 2D

A1 —a) = 2,

1)

quando g =1 mod 12.
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2)

5 (5 D () 50 D e [2)

quando g = 3 mod 12.

3)
(- [ () 2 (- BN (2 - 7))
—(2-0b)(s+1)— 3[)(52_[)),

quando g =5 mod 12.

e B e D )

AL —a) - = -4,

quando g =7 mod 12.

e B e e B

—(2—b)s— =3,

quando g =9 mod 12.

6)
- (D (50) - O [D ([
—2-0b)(s+1)— 3[)(52_6)

quando g = 11 mod 12.

onde a = 2 e b sao inteiros positivos, com a tal que
3a + 2, fazemos A = 1

g—3 |2

—— — | = | = {3(a+1), fazemos \ = 2
3(a+ 1)+ 1, fazemos A = 3.

e b € tal que

— 2
923—[5‘ﬂ=3b+scom0<8<3-
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2
Lema 3.52. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € H} + 1,] e
Kunz(G) = (ky, ko, k3). Se ¢ = 4b, entio ks =b=q e

(1) seq=g, entao kq € H%-‘,[%]—l] ou ki € H%‘,%—l]

2 -2 242 —2-2
(2) se q € Hg}—kl,gZ], entdo ky € Hg+ 6+ T})[g 1 ﬂ—l] ou ky €

—-2-2 —2-2 -2 2
Hg ﬂ,g T], onderzo,...,L— [g} —1.

4 2 2 )

Demonstracao. Veja Lema B.6. O]

Lema 3.53. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € H} + 1,] e
Kunz(GQ) = (ki, ko, k3). Sec=4b+2, entaoky =b+1=q e

0 seam By [ 552 [54] 1] o [[254] 452].

e [3]1552) me [52] [22)

—6—-2 —4 -2
kigeHg i ﬂ,g 5 T],onderz(),. {59}

Demonstracao. Veja Lema B.7. O]

2
Lema 3.54. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € Hg} + 1,51 e
29

Kunz(G) = (ki, ko, k3). Sec=4b+3, entao ks =b+1=q eseqe ”w +1, g], entdo

5
(1) k1 e UZ] ,g— [TH quando q = g

(2) k€ Hg QT} g—|—2+27’ [9_4_2TH, quando q € HQQN +1, 9;2], onde

4 5
=0,...
r=0., 00 M

Demonstracao. Veja Lema B.8. O

Juntando os resultados obtidos nos Lemas 3.52, 3.53 e 3.54, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 3.55. Se g € par, entdo
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(1)
N (R HE EE R
_ {29;3J’
quando q = g
(2)
#F(g,q,m =4) = W

g+24+2r g+ 2r g—4—2r g—2r
G 6 }Jr[ 6 | 4 S ’
2 —2 ~-2 2

Corolario 3.56. Seja g € N par. Entao, #T F(g,q,m = 4) € exatamente

(R G BN 1R

—2b(5 — 3b) — (1 — 2b)Ag — (2 — 2b)A1 — (—2b)Ag — (1 — 2b)Ag — (—2b)Ag — (—2b)As,

1)

quando g =0 mod 12.

2)
DG S - DR
—2b(8 — 3b) — (3 — 2b)Ag — (1 — 2b)As — (2 — 2b)Ag — (1 — 2b) A3 — (2 — 2b) Ay —
(—2b)Xs,

quando g = 2 mod 12.

5)
) () - - 1B -1
S6b(2— b) — (1 — 26)Xo — (2 — 20)A1 — (1 — 2b)Aa — (1 — 2b)A5 — (—2b)Au
(1—2b)As,

quando g = 4 mod 12.
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4)

2B () (- F) (- 13 )
—2B(2 — 3b) — (1 — 2b)Ag — (—20)A1 — (—2b)Ag — (=1 — 2b) A3 — (—2b)Aa—
(—2 — 2b)s,

quando g = 6 mod 12.

5)
(1R ) - (- IR (-1
—2B(7 — 3B) — (2 — 2b)Ao — (2 — 26)A; — (1 — 2b)Ao — (2 — 2b) A5 — (—2b)As—
(1—2b)xs,

quando g = 8 mod 12.

6)
(1R ) 2 (- R - [F)
—6b(3 —b) — (3 — 2b)Ag — (2 — 2b) A1 — (3 — 2b) A — (1 — 2b) A3 — (2 — 2b) Ay—
(1= 2b)As,

quando g = 10 mod 12.

—4 2
onde b é um inteiro positivo tal que g — { J

5} =6b+ s com0<s<bel tal que

1,para 1 < s
A =
0, para © > s.

Corolario 3.57. Seja g = 40. Temos que

(&) +6
ng < F‘g{i-l-| + {gg| +#T‘F(g7q7m = 4)7

2
onde q € {59 +1,g].
Demonstragdo. Seja G um gapset com género g, profundidade g e multiplicidade m. Se m =
1 temos g = 0. Se m = 2 temos um unico gapset de género g. Se m = 3, entao a quantidade
de gapsets de género g com multiplicidade 3 é dado por Z #F(g,q,m = 3) =2A+ B,
q
g+1 2¢g

onde A é a cardinalidade de [3, 3] e B a cardinalidade Z n {

g 2g+1

=, . Portanto,
N
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Z#F (g,q,m = 3) = {g;—GJ A quantidade de gapsets de género g, profundidade
q

2
qE [5“(] + 1, g] e multiplicidade m = 4 ¢ dada por Z #F(g,q,m = 4) e foi calculada nos
q
resultados acima via congruéncia de g médulo 12.

]

Na tabela a seguir apresentamos os primeiros valores para #F(g,q,m = 4)

quando r varia entre 0 e 2. Vemos que para g < 40 tem-se r > 2. Portanto, fixamos g > 40.
-2 —-2-2 -2 2
Lembramos da escrita de ¢ = gT —r= %, comr =0,..., gT _ 59} _1do

Lema 3.52. Aproveitamos ainda para apresentar a seguir a Tabela 7, a qual exibe a relagao

entre gapsets com género e profundidade fixados.
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r
0]1|2]| Total
g
15 111010 11
16 |12/ 01]0 12
17 |13] 0|0 13
18 121010 12
19 |14/ 010 14
20 |14/ 00 14
21 15|00 15
22 15|00 15
23 (171010 17
24 11710 (0 17
25 |18]17( 0 35
26 (17010 17
27 {19/19] 0 38
28 1201010 20
29 |21120( 0| 41
30 ]20{20] 0| 40
31 (2212110 43
32 (2212110 43
33 23]23] 0| 46
34 123]23] 0| 46
35 [25|24|23| 72
36 25(23] 0| 48
37 126(25]25| 76
38  125(26] 0 51
39 |27(27]26| 80
40 28(26]26| 80

Tabela 6 — Alguns valores de #F(g,q,m = 4)
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qu 2 3 4 5 6 78 910111213141516 171819 n,
g

0 1 1
1 1 1
2 1 1 2
3 1 2 1 4
4 1 4 1 1 7
5 1 7 3 0 1 12
6 1 12 7 2 0 1 23
7 120 12 4 1 0 1 39
8 1 33 23 7 2 0 01 67
9 154 4 11 5 2 0 0 1 118
10 18 7 24 8 2 1001 204
11 1143 143 37 11 5 2 0 0 0 1 343
12 1232 254 71 19 10 2 2 0 0 0 1 992
13 1376 447 124 33 10 6 2 1 0 0 0 1 1001
14 1609 785 209 57 16 11 2 2 0 0 0 0 1 1693
15 1986 1364 353 104 26 11 7 2 2 0 0 0 0 1 2857
16 11596 2357 612 158 48 16122 2 1 0 0 0 0 1 4806
17 12583 4052 1028254 79 2313 7 2 2 0 0 0 0 O 1 8045
18 14180 6935 1739409132371314 2 2 2 0 0 0 0 0 1 13467
19 16764 11828 2895 670195632014 8 2 2 1 0 0 0 0 0 122464

Tabela 7 — Alguns valores da quantidade de gapsets com género g e profundidade q
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4 Sobre semigrupos de Weierstrass em uma

torre de corpos de funcoes

O estudo sobre diversos tipos de torre de corpos de fungoes foi abordado inici-
almente em (GARCIA; STICHTENOTH, 2003). A motivagao deste estudo é proveniente

da teoria de equacoes sobre corpos finitos, no formato
y* = f(x) médulo niimero primo,

onde f(x) é uma funcado racional com coeficientes inteiros.

Assumindo um resultado analogo da hipotese de Riemann para a funcao zeta
que ele introduziu, E. Artin conjecturou um limite superior para o nimero de solugoes
para tais congruéncias. A solugao geral dessa conjectura foi dada por A. Weil (o caso
eliptico foi resolvido antes por H. Hasse), e pode ser enunciada da seguinte maneira: Seja
F um corpo de fungoes sobre o corpo finito F,, com ¢ elementos e denotamos N(F) o

nimero de lugares [F -racionais. O célebre Teorema de A. Weil afirma que a desigualdade
N(F) <q+1+2g./q,

é vélida, onde g é género de F. Tal resultado pode ser encontrado em (WEIL, 1948).
O objeto de estudo deste capitulo é estudar a torre de corpos de fungoes sob a
equagao
s rr+1

T (4.1)

A torre sobre essa equagao atinge a cota de Drinfeld-Vladut. Diversos outros autores
realizaram estudos sobre a equagao (4.1). Um desses trabalhos foi realizado em (NOSEDA;
OLIVEIRA; QUOOS, 2011) onde estudam sobre a torre da equagao (4.1) , nos quais focam
em exibir uma base para o espaco de Riemann-Roch associado a um lugar. Com o auxilio
computacional, foram exibidos os primeiros elementos dos semigrupos de Weierstrass para

os primeiros niveis desta torre.

Seja F = F,2 o corpo finito de cardinalidade p? com p um primo fmpar. Seja
T := (M;| i € N) a torre do corpo de fungoes M;|F definido por M; := F(x;), e para i > 1

7 +1
23%'

My, = Mi(x;41) onde a7, =y; = (4.2)

Esta torre foi introduzida por Garcia e Stichtenoth como um exemplo de torre assintotica-
mente 6tima sobre F, para mais detalhes veja (GARCIA; STICHTENOTH; RUCK, 2003)
e (GARCIA; STICHTENOTH, 2003) .
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Para cada inteiro positivo ¢, existe apenas um lugar P; (resp. Q;, R;,S;) de M;
sobre P, := o (resp. Q1 := 0, Ry := a, S; := —a com a® = —1). Segundo a Proposicio
5,3 em (GARCIA; STICHTENOTH, 2003) . Em particular, os lugares P;, Q;, R; e S; sdo

F— racionais.

Vamos calcular elementos do semigrupo Weierstrass H; := H;(P;) em P, e um
conjunto de fungdes definidoras, isto é, vamos exibir fungoes (e seus respectivos divisores)

cujo divisor de pélos é da forma nP;, para i € {1,2,3,4,5,6,7,8}.

4.1 Resultados auxiliares

Seja g; o género de M;, para cada ¢ > 1. Para ¢ > 2, a extensao dos corpos de
funcao M;|M;_; é um recobrimento duplo; assim, a férmula do género Riemann-Hurwitz

aplicada neste caso é
29@ — 2= 2(29171 — 2) + 7rieq, (43)

onde 7;_1 é o nimero de lugares em M;_; que se ramificam em M;|M;_; (lembre-se de que
char(F) # 2). Esses lugares sdo precisamente aqueles no suporte do divisor de y;_; em
M;_1 cuja ordem é impar (ver, por exemplo, [(STICHTENOTH, 1993), I11.7.3]).

Ao longo deste capitulo, usaremos a seguinte notacao:

« Para uma fungao racional f, o simbolo div(f) (resp. divy(f), dive(f)) representa o

divisor (resp. o divisor de zeros, o divisor de pélos) de f;
o Definimos Dy (i) = P, + Q; + S; + R;;

o Para 1 < j < i, definimos D;(i) como o divisor em M; definido como a soma de

lugares dois a dois distintos no suporte de divy(x; + 1);

o Para 1 < j < i, definimos E;(i) como o divisor em M; definido como a soma de

lugares dois a dois distintos no suporte de divy(z; — 1);

. . Tig+1
o Para i > 3, seja z; ;== ————. Observe que zf = 4x; 1%;_9.
T

Teorema 4.1. (1) Em M, div(y;) = Ry +S1 — P — Q1.

(2) Para i =2k =2, em M; temos o divisor

k—1 k—1
din(ys) = 27 Disy (i) — Do) = 3, Dy0) — 3 27 Dy (0),
j=1 j=1

com deg(D;(i) = 2 para j =1,....,k—1 edeg(Dy_14;(1)) = 2" para j =1, ..., k.
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(3) Parai=2k+ 1= 3, em M; temos o divisor

k k—1
i) = 27D (1) = Dafi) = 3 D10~ 3,2 Dics )

com deg(D;(i)) = 27*" para j = 1,....,k e deg(Dyy;(i)) = 27 para j = 1,..., k.

Demonstragdo. Temos que div(z,) = Q1 — P e div(z] +1) = Ry + S, — 2P, em M,. Entdo
div(y;) = Ry +S1 — Q1 — Py, isto mostra (1). Para provar (2) e (3) vamos utilizar indugao

em ¢. Em M;, com i > 2, temos que
div(y;) = 2dive(z;—1 + 1) — dive(z;) — dive (), (4.4)

(.TZ‘ + 1)2 '

. 2
pois x; = 5
Ti—1

e Se i = 2, entdo pelo item (1) temos que os lugares Pj,Qq, Ry e S; em M sdo os
unicos lugares que ramificam em Ms|M;, portanto div(zy + 1) = D1(2) — 2P, com
deg(D;(2)) = 2. Como z3 = i, temos do item anterior que div(zy) = Ry+So—Qo— Py
e entdo por (4.4) temos div(y;) = 2D1(2) — D (2).

e O caso geral sera divido em dois: quando ¢ é par e quando ¢ ¢ impar. Note que os
lugares no suporte de D (i) e os lugares no suporte de D;(i), com j = 1,....k — 1,

sdo os unicos lugares em M; que ramificam em M;,{|M;. Por outro lado, como

x;(P) = —1 é totalmente ramificado na extensao M;|F(x;) e assim em M; temos que
divy(z;) = 271 D;(i) com deg(D;(i)) = 1. Portanto, em M;,; o divisor de zeros de

divo(.ﬂji) = 27'_1D1(Z + 1),
com deg(D;(i + 1)) = 2.

Sei =2k >2épar,entao i + 1 = 2k + 1 > 3 é impar. Suponha por hipotese de
indugao

k—1

div(y;) = 2" D; (i) Z (i) = 2297 Dy 4(i)

j=1

em M;. Vamos mostrar que vale para i + 1. De fato, como 7 11 = Y; temos que

k-1
2div(ziy1) = 277Dy (i + 1) — 2Dy (i + 1) Z 2D;(i+1) = > 2% Dy (i + 1)
j=1
em M;, 1, com deg(D;(i+1)) = 27 paraj = 1,....k—1 e deg(Dy_1,;(i+1)) = 2827
para j = 1,..., k. Em particular,

k—1 k—1
div(ziy1) = 272D 1(i+1) = Dyp(i + 1) — Y, Dj(i + 1) — Z 252Dy 14 4(i + 1).

1 j=1

<.
Il
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Usando (4.4) temos que

k—1 k—1
div(yis1) = 2Di(i+1) = Do(i+1) = Y Dj(i+1) = ¥ 297 Dy_y (i + 1)
j=1 j=1
272D, 1 (i + 1).
e portanto
‘ k k=1
div(yis1) = 2'Di(i + 1) = Do (i + 1) = X" Dj(i+ 1) = Y 2% Dyyj(i + 1),
j=1 j=1

onde deg(D;(i + 1)) = 27! para j = 1,....k e deg(Dy;(i + 1)) = 2"7*7 para
j=1,...,k+1. Seié impar, entdo i + 1 é par. A prova deste caso é similar ao caso

anterior.

: i—1
2'—3-272 +1, -2 :
Corolario 4.2. g; = , . se 1 '6 mpar.
2'—2-22+1, se 1 ¢ par.
Demonstragio. E claro que g; = 0. Seja i > 2, entdo pela equacdo (4.3) temos que
i1
29— 2= 2'(291 — 2) + Y, 27" ;.
j=1

j+3

.,y 1 .
Pelo Teorema 4.1, obtemos que r; = 22 se j é impar e r; = 227! ge j é par. Dessas

observacoes, o resultado segue.

]

Pelo teorema anterior, podemos exibir a seguinte tabela mostrando a variacao
do grau dos primeiros D}s em cada extensao. Na Tabela 8, indicamos n* (n € N) o primeiro

nivel em que o grau do divisor estaciona.

deg(D1)|deg(Dy)|deg(Ds)|deg(Dy) |deg(Ds)
M1 0 0 0 0
My|2 1 0 0 0
M;|4* 2 1 0 0
My|4 4 2 1 0
Ms|4 8* 4 2 1
Me|4 8 8 4 2
M4 8 16* 8 4
M;g|4 8 16 16 8

Tabela 8 — O grau dos divisores D; a D5 em alguns niveis da torre.

A Tabela 5 serd muito util quando estivermos calculando os semigrupos H;,

com?=1,2..8.
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Proposicao 4.3. (1) Em M, div(z,) = Q1 — Py;
(2) Em M,, div(zy) = Ry + Sy — Py — Qo;
(3) Em M3, dZU(ZEg) = D1(3) — Doo(3)7

(4) Em M;, com i =2k > 4,

k—1 k—2
d’LU(iL’Z) = 2i73Di,2(’i) — DOO<Z) — DJ<Z) — Z 22j71Dk71+j(Z’);
j=1 j=1
(5) Em M;, com i =2k +1 =5,
k k=2
div(z;) = 2772 D;_o( Z ) = > 2% D)

Demonstragio. Os itens (1) e (2) seguem da prova do Teorema 4.1. Para verificar os

demais itens vamos usar z7,; = y; (em M;;;) e o Teorema 4.1.

(3) Como 73 = ys, temos que 2div(x3) = 2D;(3) — 2D (3). Portanto, div(zs) = D;(3) —
Dy (3).

(4) Sei = 2k, entdoi—1 = 2(k—1)+1. Como x7 = y;_1, temos que 2div(x;) = div(y;_1)

e pelo item (2) do Teorema 4.1 que

k—2
2div(az;) = 2072D;_y(i) — 2Dy (i) — 2 Z Dj;(i) = > 2% Dy_14(i)
=1
Portanto,
— k=2
div(z;) = 2773 D;_s( Z ) = > 297 Dy1(d).
j=1 j=1

(5) Sei=2k+1, entdo i — 1 = 2k. Como 27 = y;_1, temos que 2div(x;) = div(y;_1) e
pelo item (3) do Teorema 4.1 que

k—1
2div(z;) = div(yi_1) = 2 2D; (i) — 2Dy (i) — 2 Z Dj(i) = > 27 Dy_y4(d).
j=1
Portanto,
k k—2 '
div(z;) = 272 D;_s( 2 - Z 2% Dy y4(1)
j=1 j=1
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Usando o Teorema 4.1, podemos exibir alguns outros divisores que serao muito
uteis na proxima se¢ao, secao esta que é dedicada a calcular os divisores de fungdes com

divisor de pdélos da forma nF;, onde n é um gerador minimal de H;.

1. Em M5, div(zs) = 4D5(5) — (D1(5) + D2(5) + S5 + Rs + Q5 + Ps).

2. Em Mg, div(ze) = 8D4(6) — (D1(6) + D2(6) + 2D3(6) + S + Re + Q¢ + Bs).

3. Em My, div(z7) = 16D5(7) — (D1(7) 4+ Da(7) + 2D3(7) + 4Dy(7) + S7 + Ry + Q7 + Px).
4. Bm Mg, div(zs) = 32Dg(8) — (D1 (8) + D5(8) + D3(8) + 2Dy4(8) + 8D5(8) + Ss + R +

Qs + P).

Com o préximo resultado, calculamos o div(z;) em qualquer extensao. Este

resultado sera muito 1til na proxima segao.

Corolario 4.4. Seja I um nimero natural.

(1) Em My, div(z,) = 2"71(Q; — Pp);
(2) Seja I = 2. Em My, div(xy) = 2""2(R; + St — Pr — Qp);
(8) Seja I = 3. Em My, div(xs) = 2"3(Dy(I) — Dy(I));

(4) Seja I = 5. Em My, div(zy) = 2'7*(Dy(1)— Do (I)—Dy(I)); aqui temos deg(Dy(I)) =
4 e deg(Ds(I)) =8

(5) Sejami =2k+1=25el >1itaisquel—i=2h—1oul—i=2hcomh=1,....k—1.

Em My temos

k+h—1
div(z;) = 27°Di_(I) — 2" (Do (I) + | D Z 9% Dy i (1

7j=1

Se I —i = 2h—1, entdo deg(D;(I)) = 2! para j = 1,....k+h—1, e deg(Dy,;(I)) =
2k+2h=J7 para j = h, ...,k — 1; caso contrdrio se I —1i = 2h, entio deg(D;(I)) = 27*!

para j = 1,...k + h, e deg(Dyy; (1)) = 2529t parq j = h+1,...,k — 1.

(6) Sejami=2k>6el >itaisquel —i=2h—1oul—i=2hcomh=1,..k—2.

Em M; temos
‘ ‘ k+h—1 k—2 ‘
div(x;) = 273D, _o(I) — 277 (Do (1) + Z D;(I)) — Z 251Dy (1).
j=1 j=h+1

Se I —i = 2h, entio deg(D;(I)) = 27" paraj =1,...k+h—1, e deg(Dy_1.,(I)) =
ok F2M 1= parg §j = h+1, ..., k—1; caso contrdrio se [ —i = 2h—1, entdo deg(D](I))
2 para j =1,....k+h—1, edeg(Dy_1;(I)) = 2" para j = h+1,.... k —
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(7) Sejam i =3 e I = 2i — 3. Entao em M,

din(e) = 27 (Ducall) — Do(1) = 3, D(1)),

onde deg(D;(I)) = 2/ para j =1,...,i — 2.

Demonstragio. Os itens (1), (2) e (3) seguem da proposigao anterior e da Tabela 5.

(4)

Como 75 = y3, temos que pelo Teorema 4.1 que 2div(xy) = div(ys) = 2D,(4) —
2D1(4) — 2Dy (4) em M,. Portanto, div(zy) = Do(4) — D1(4) — Dp(4) em My. Dado
I = 5, utilizando a Tabela 5 concluimos que div(z,) = 2/7*(Dy(I) — D1(I) — Dy (1)).

Este item segue do seguinte fato: em M; temos que o divisor da fungao z; é escrito

como

div(z;) = 273Dy 5 (i) — Do (i) — Z D;(i) — 2 2% Dy ().

J

Vamos analisar o grau de cada D;(i) com j = 1,...,2k — 2 em cada extensao M;.

e Se I —i = 2hentdo I = 2(h + k) + 1, defina ¥’ = k + h — 1. Entdo pelo
Teorema 4.1 item (3) segue que deg(D;(I)) = 2'*' para j < kK =k + h e

deg(Dyinyj(I)) = 28173 fagendo t = h — j obtemos que deg(Dyi¢(I)) =
ok+2h+1-t

o Sel—i=2h—1entdao I = 2(h+k), defina ¥’ = k+h. Entao pelo Teorema 4.1 (2)
temos que deg(D;(I)) = 27! para j < k' —=1=k+h—1edeg(Dyynsj1(I)) =
2F+h 4173 fazendo t = h + 1 — j obtemos que deg(Dy (1)) = 282,

k
Portanto, em M; temos que D (i) + sz(i) se transforma em 2/7%(D. (i) +
=1

k
Z D;(7)). Agora, para Djy,; com 1 < j < h temos pelo Teorema 4.1 que em M,
i=1

k—2
a t-ésima posicao da soma Z 22jDk+j(i) é dada por 2% Dj;,(i) e em Moty 41
j=1
temos que deg(Dys(2(k +t) + 1) = 2%+ (¢ a partir deste ponto o grau do
divisor nao cresce mais) logo em M; temos t-ésima parcela da soma é dada por

222092 Dy (1) = 22" Dy (I) e isso s6 ocorre quando t = 1,..., h — 1. Portanto,

div(z;) = 272Dy (1) — 2D (1) + 2_ D;(I)) — 2 2D, (D).

Os itens (6) e (7) seguem pelo mesmo argumento.
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Proposicao 4.5. Em M;., temos que

(1) Em My, div(z; — 1) = Dy(2) + E5(2) — 2P;

(2) Em Ms, div(zs — 1) = A(D3(3) + E5(3)) — A(Ps + Q3);

(3) Em My, div(zs — 1) = 8(Dy(4) + E4(4)) — 4(Py + Q4 + Ry + Sy);

(1) Em Ms, div(zs — 1) = 8(Ds(5) + Es(5)) — 2(Ps + Qs + Rs + S5 + D1(5));

(5) Em M, para i =2k >4,

k
div(z; —1) = 27 (Dis1(i+ 1) + Eipa (i + 1)) — 2(Dog (i + 1) + Y Dy(i + 1))
j=1
k=3
= D, 2D+ 1)
j=1
(6) Em M; 1 parai =2k +1>=5,
A k
div(zr; —1) = 27 (Disi(i+ 1) + Bia (i + 1)) = 2(Dog (i + 1) + Y Dy(i + 1))
j=1
k=2
- 22]Dk+j(i + 1)-
j=1
~ ~ 2 (xz - 1)2 . ~
Demonstra¢io. Vamos usar a relacao x; ; — 1 = BT v— para ¢ > 1. Entao,
Ty

(1) Usando a Igualdade (4.5) temos que 2div(z; —1) = div(xe — 1) +div(ze + 1) + div(zy).
Segue da Proposicao 4.3 que div(ze +1) = 2D5(2) — (P2 + Q2) e div(zy) = 2Q2 —2D5.
Como div(zy — 1) = 2E5(2) — (P2 + @2) temos que

2diV($1 - 1) = 2D2(2) + 2E2(2) — 2<P2 + Qz) + 2@2 - 2P2
— 2Dy(2) + 2E5(2) — 4Py,
assim div(zy — 1) = D9(2) + E»(2) — 2P,. Os itens (2), (3) e (4) seguem de forma

similar.

(5) Suponha que i = 2k, entdo i + 1 = 2k + 1. Pelo Teorema 4.1 e Proposicao 4.3 temos

que

diV(.Z‘Z'+1 - 1) + diV((L’iJ,_l + ].) = 21(DH_1(Z + ].) + Ei_;,_l(i + ].))
k k—3
—2(D(i+ 1)+ > Dy(i + 1) + Y 29Dy (i +1)) — 272D, (i + 1))

Jj=1 Jj=1
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€
‘ k—1
div(w;) = 27D a(i + 1) = 2(Da (i + 1) + Y Dj(i + 1)) — 2Dy,
j=1
k—2 ‘
=297 Dy (i + 1)
j=2

Somando as igualdades acima e usando a Igualdade (4.5), obtemos

k
div(z; —1) = 27 D (i +1) + Epa (i + 1)) = 2(Do(i + 1) + . Dy + 1))
j=1
k—3 '
— > 29Dy i+ 1)
j=1

(6) Suponha que i = 2k + 1, entdo i + 1 = 2(k + 1). Pelo Teorema 4.1 e Proposicao 4.3

temos que

div(zig — 1) + div(zieg +1) = 24D (i + 1) + B (i + 1)) — 2(Doo (i + 1)
k k—2
+ DD+ 1)+ Y29 Dy (i + 1)) — 270Dy (i + 1)
=1 =1

Jj=

€
' k k—2 '
div(w;) = 27°D;5(i + 1) = 2(Do (i + 1) + >, Dy(i + 1)) = > 29Dy (i + 1)
j=1 j=2

Somando as igualdades acima e usando a Igualdade (4.5), obtemos

k
div(z; —1) = 27 (Dia(i + 1) + Eipa (i + 1)) = 2(Do (i + 1) + > D;(i + 1))
j=1
k—2 '
— 2% Dy (i + 1)
j=1

]

No préximo resultado, calculamos o divisor da funcao z; em M;, para i > 3.
Proposicao 4.6. (1) Em Mj, div(z3) = Q3 + R3 + S3 — 3Ps;
(2) Em My, div(zy) = Ry + Sy + D1(4) — 3P, — 3Q4;
(3) Em Ms, div(zs) = D1(5) + Da(5) — 3D (5);
(4) Em Ms, div(z6) = D2(6) + 2D3(6) — 3D (6) — 3D1(6);

(5) Em Mz, div(z7) = D3(7) + 4Dy (7) — 3(Dw(7) + D1(7) + Do(7));
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(6) Em My, div(zg) = 2D4(8) + 8D5(8) — 3(D1(8) + D2(8) + D3(8) + Ss + Rs + Qs + Ps);
(7) Seja i =2k = 10. Em M;,
' . k—1 k=4
diU(Zi> = 2177DZ‘_4(Z') + 2175Di_3(7:> - 3 (DOO(Z) - 2 Dj (l) + Z 22j71Dk_1+j (’L)) )
j=1 j=1
(8) Seja i =2k+1=9. Em M,
‘ A k k=4
div(z) = 277 D;_4(i) + 2% D;_5(i) — 3 (Doo(i) + > D)+ ). 22ﬂpk+j(¢)> .
j=1 j=1
Demonstracao. Relembramos que zf = 4x; ox;_1, para i = 3. Entao em M, temos
2div(z;) = div(x;—y) + div(z;_2). (4.6)

(1) Usando a igualdade (4.6) temos que 2div(z3) = div(z;) + div(xs) = (4Q3 — 4P;) +

(2R3 + 255 —20Q5 — 2P3), entao diV(Zg) = R3+ S35+ Q3 — 3P5.

(2) Usando novamente a igualdade (4.6) temos que 2div(z4) = div(xs) + div(zz) =
(ARy + 4S54 — 4Q4 — APy) + 2D1(4) — (2Ry + 254 + 2Q4 + 2Py), entao div(zy) =
Di(4) + Ry + Sy — 3Q4 — 3P.

(3) Em Ms, temos 2div(zs) = div(xs) + div(zy) = 4D1(4) — (4R5 + 4S5 + 4Q5 + 4P5) +
2D2(5) - 2D1(5) - 2R5 - 255 — 2@5 — 2P5, entao

diV(Zg,) = D2(5) + D1(5) — 3(R5 + 55+ Q5 + P5).

(4) Em Mg, temos 2div(zg) = div(z4) + div(zs) = [4D2(6) —4D1(6) — 4(Re + Sg + Q¢ +
Ps)] + [4D5(6) — 2(D1(6) + D5(6) + S + Rs + Qs + Fs)], entao

diV(26) = 2D3(6) + D2(6> - 3(D1(6) + 56 + R(j + QG + PG)

(5) Em Mz, temos 2div(z7) = div(zs) + div(ze) = [4D5(7) — 4(D1(7) + Do(7) + S7 +
Re + Q7 + Pr)| + [8D4(7) — (2D1(7) + 2D5(7) + 2D5(7) + 2(S7 + R7 + Q7 + P1))],

entao

div(z7) = 4Dy(7) + D3(7) — 3(D1(7) + Do(7) + S7 + Ry + Q7 + Pr).

(6) Em Mg, temos 2div(zs) = div(xg) +div(zr) = [8D4(8) — (4D1(8)+4D2(8) +4D3(8) +
4(Ss + Rs + Qs + Fy))] + [16D5(8) — (2D1(8) 4+ 2D4(8) + 2D5(8) + 4D4(8) + 2Ss +
2Rs + 2Qg + 2F3)], entdo

div(zg) = 8D5(8) + 2D4(8) — 3(D1(8) + Da(8) + D5(8) + Ss + Rs + Qs + Fy).
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(7) Sei =2k >10,entdaoi —1=2(k—1)+1ei—2=2(k—1). Em M;, temos por
2div(z;) = div(x;—1) + div(x;_2) e pelos itens (4) e (5) da Proposigao 4.3 temos que

k—1 k—3
2div(z) = 27°Diy(i) — 4Dy (i) — 4> Dy(i) — Y 29 Dy_o (i) + 27 Di3(i)
j=1 j=2
k—1 k—; ’
— 2D,(i) =2 ) Dy(i) = Y 29 Dy 1y4(i)
Jj=1 Jj=1
= 270D, 4(i) + 27Dy 3(i
k—1 k—3 k—3
— 6| Do(i) + D Di(i) + Y 2% Dyay (i) + Y2 Dk_lﬂ(z)]
7j=1 7j=2 7j=1

k—1 k—4
= 279D, 4(i) + 27D, 3(i) — 6 | Do(i) + ¥, D;(i) + 2229‘Dk_1+j(z')]
+ 2253 Do 4 (4),

como 2k —4 =i—4 e 2(k—3) =i— 6, temos que 22(k=3) Dy 4(1) = 275D _4(4).

Assim,
' ' k—1 k—4 '
div(z;) = 27 D;_4(i) + 27" Di_3(i) — 3(Dop (i) — > Dy(i) + > 277" Dy_145(4)).
j=1 j=1

(8) Sei =2k+1=9, entaoi—1=2kei—2=2Fk—1)+ 1. Em M;, temos por
2div(z;) = div(x;—1) + div(x;_2) e pelos itens (4) e (5) da Proposigao 4.3 temos que

k—1
2div(z) = 2%‘*501-,4(@')—41700(@)—420] 22 Dy_14,(i) +274D;_3(4)

- —QZD 2223 'Dp_145(4)

]:

_ 2z 5DZ 4( ) 21 4192 3( )

— 6| Dy(i) + Z D;(i) + Z_j 22 Dy (0) + 2 22jDk_1+j(¢)]

Jj=2 J=1

= 277D, y(i) + 2D (i) — [Dw@')+2Dj<i>+222jpk+j<i>]

+ 22675 Dy _a(d),

como 2k —5 =i —6 e 2k —3 = i — 4, temos que 22*75 Dy, _4(i) = 27D, _4(i). Assim,

div(z;) = 27"D;_4(i) + 2°°D;_3(i) — 3 (Doo(i) + Z D;(i) + 2 22jDk+j(z')> :

j=1 j=1

O proximo corolario calculamos o produto das fungoes z;, com 7 impar.
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Corolario 4.7. Sejai =2k +1>=5. Em M;,

k k k—2
div (H z2j+1> = Qi+ Ri+ S+ >, Dj(i) + > 29Dy (i) — (27 = )P

J=1 J=1 J=1

Demonstracao. Vamos provar novamente por indugao sobre i. Se ¢ = 5, entdo pela
Proposi¢do 4.6 temos que em Mj, div(zs) = Di(5) + D2(5) — 3Dy(5) e div(zs) =
4(@5 + R5 + 55 - 3P5) Entao

diV(Zng;) = Q5 + R5 + 55 + D1<5) + D2(5) - 15P5

Se i = 7, vamos supor que o resultado é valido para i — 2 = 2(k — 1) + 1. Entéo, em M; »

temos pela hipotese de indugao
k—1 k—1 ‘

div (H z2j+1> Qicz+ Ria+ Sia+ Y, Dj(i —2) + Z 2% Dy (i —2) — (273 — 1) Py,
j=1 j=1 7j=1

Pela Proposicao 4.3 temos que

k—1 k—1 k—3
div (1_[ Z2j+1) = 4(@2 + Rl + SZ;Q + 2 DJ(Z)) + 2 22jDk+j(7;) — 4(22'73 — 1)Pz

J=1 J=1 J=1

Agora, usando a Proposi¢cao 4.6 obtemos que

k k k—2
div (H ZQJ-H) = Qi+ Ri+ S+ ), Dj(i) + > 29Dy (i) — (27 = )P
j=1 J=1 J=1

Proposicao 4.8. Seja i = 2k = 6. Em M,

div(U;) = Qi + R; + S; + Z D, (i) + Z 29D 145 (0) + 270 B (i) — (277 — 1) P,

J=1 7j=1
( 2
—1
73:1(% ), se 1 =0,
232526 ) 1)
Ty + 1)(x; — )
onde U; = < (1 G , se 1=28,
252728 ba
T,_7+ 1 -1 . 294
(i + )(2f_ — DI, zg+1)’ w i>10.
\ Zi—3%i—1%i

1
Demonstragao. e Se i = 06, entdo pela Proposicao 4.6 div(z—) =3(Dx(6) + D1(6)) —
6

1
D4(6)—2D3(6) e pelo coroldrio anterior temos que div(——) = 30Ps—2(Q5+ Rs+ S5+
RYA
D1 (5) + Dy(5)) em Mg. Note que div(zy —1)2(D3(6) + E3(6)) — 16(Fs + Q). De fato,
—1)2
(w2 = 17 em Mj temos div(ze — 1) = 2(D3(3) + E3(3)) — 2(Ps + @Q3).

como 73 — 1 =
2[[‘2
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Logo em Mg, div(ze — 1) = 2(D3(6) + E5(6)) — 16(FPs + Q). Ainda, usando que
div(ze + 1) = 2D5(2) — (P, + Q2) em M,. Concluimos que

2
~1
dw(xlisz)) = Qo + Ro + Ss + D1(6) + Do(6) + 2E5(6) — 31P.
34546

e Se i =2k > 8, temos da Proposicao 4.6 que

div (1> =3 (Doo(l) + 2 D;(1) + 2 22j1Dk_1+j(i)) —9TD, (i) — 275Dy (4).

“i =1 j

Segue da Proposicao 4.5 que em M;_3

div(zig—1) = 27°D; 3(i —3) + 2" °E;_3(i — 3) — 2 <Doo(i —3)+ kjp,(i — 3))

hea
- 227 Dy, _545(i — 3)
)

J
como em M;_4

k—3 k—4
div(zig +1) = 27°D;_4(i —4) = Do (i = 4) = > Dj(i —4) = > 297 Dy_5,5(i — 4)
j=1

j=1

temos que M;_3

div(z? , —1) = 27°D; 4(i —3) +27°D;_3(i — 3) + 2 °E;_3(i — 3)
k—4

— 4 (Doo(z' —3)+ kiDj(z’ - 3)) — > 29 Dy5y5(i — 3)

J

Usando a tabela anterior, obtemos que em Mg
div(a2 — 1) = 8(Da(8) + Ds(8) + E5(8)) — 32(D(8) + Dy (8)) (4.7)
€ em A4i0

div(z2 — 1) = 32(Dg(10) + D7(10) + E7(10)) — (Do (8) + D1 (8) + Do(10) + Ds(10))

(4.8)
Agora, usando a Proposicio 4.6, em My
div <251z7) _ 30D,,(8) — 2(Dy(8) + Da(8) + Ds(8)) — 4D4(8), (4.9)
em M,
div (;@) — 30(D.(10) + D1 (10) + Da(10)) — 2(Ds(10) + D4 (10)) (4.10)

— 4D5(10) — 16D4(10),
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em M12

div (Z i ) — 30(Dy(12) + D1(12) + Dy(12) + D3(12) + Dy(12))  (4.11)
— 2D5(12) — 4D4(12) — 16D+(12) — 64Dg(12),

e para ¢ > 14 temos, em M;
1
div ( )
Ri—1%i—3

Por outro lado, temos pela Proposicao 4.8 que

0 (Doo(z') - Z D;(i) + Z 22J'—1Dk_1+j(z')> (4.12)

(272D, 7(i) + 271D, (i) + 278Dy _5(i) + 270 Dy_4(i)).

k—4
div((zi—7 + 1) | [ 22541) = 27°D;_2(i) — 27 ' P, (4.13)
j=1
Juntando todos essas informagoes, a proposicao segue. O

Proposicao 4.9. (1) Sejai =2k = 4. Em M;,

k—1 k—2
din( xlnzgj (272 41)Q;+ Ri + S; +ZD )+ Y297 Dy (i) — (322 = 1) P;
Jj= J=1

(2) Parai > 6,

k k—1
div (ZL‘l.l’QZL‘g HZQj) = (2i_4 + 1)(@1 + Rz + Sz + Dl(l)) + Z D](Z)
j=2

j=3
k—2
+ 2223 "Dy 14;(i) — (15 - 274 = 1) P,

=1

Demonstracao. Vamos denotar L; := H 29, onde i = 2k.
j=2

(1) Por indugao sobre i, temos que

L4 = T124 = 8(@4 - P4) + (R4 + S4 + D1(4) - 3P4 — 3@4)
= 5@4 + R4+ S4+ D1(4) —11P,

Suponha que seja valido para t < i — 1. Entdo notando que i — 2 = 2(k — 1) temos que

k—2 k—3
div(z1Lia) = 4274+ 1)Q; + 4Ry + S; + Y Dj(i)) + > 27 Dy (i)
j=1 j=1

—4(3-2* —1)P,
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pois pelo Corolario 4.4 temos que div(x;) = 271(Q; — P;), em M;. Vamos provar que vale

para ¢ = 2k. De fato, usando Proposicao 4.6 temos que

div(z;) = 27" D;_4(3) + 2°D;_3(i) — 3 (D (i) + Z_]Dj(i) + 2221'—1Dk_1+j(¢)>

j=1 j=1
Portanto,
' k—2
div(ziLi) = 427+ 1)Qi + 4(R; + S+ Y. Dj(i))
j=1
k-3 ‘
+ 22D () — 4327~ 1)F)
j=1

+ 27Dy 4(i) + 27°D; (i) — 3Dy, +ZD +Z22J 'Dy_145(3)
J=1

= (274 1)Qi+ R+ 5+ 277D, 4()+2 “"Di(i)
k—
+ Z Dj(i) + 2°Dyy + [2°Dg + 2° Dy + .o+ 2287971 Dy,

1
221D 5] = 3[Dpy + 2Dy + 23Dpyy + ... + 2255 1Dy
+ 226D-1lpy - (3-272 - 1)P,

k—1 k—2
= 272+ 1)Q;+ R + Si + Z D, (i) + Z 257Dy 14 5(0) — (3-272 = 1) P,

j=1 j=1

(2) Segue da Corolério 4.4 que div(ws) = 2" 2(R; +S; — P, — Q) e div(ws) = 27%(Dy (i) —
T

Dy (7)). Multiplicando o item anterior por

3
temos
Z4

k
div T1T2X3 HZQj

j=3

k—1
(271 + 1)(Qi + Ri + Si + Di(0) + Y. Dy(i)
j=2
k—2 ) .
4 Z 22]71Dk71+j(i) _ (15 . 27,74 _ I)R
j=1

]

O corolario a seguir, calculamos o divisor de fungoes especificas com ordem de

pélo impar em P;.

Corolario 4.10. Para i =2k +1 =5, seja
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( 2
-1
(21 ) se 1 =25,
2425 > 4
—$1I2($3 — ), se 1=17,
Z4ReRT7
UZ‘ = < 1 2 1
(21 (2 + 1) (5 )’ I —
262829 3
i—7+1 2_ -1 L i
et Vet - OGS ) o,
\ Ri—3%i—1%i
Em Mi7
(1) sei =25,

div(Us) = 9Qs + Rs + S5 + D1 (5) + E»(5) — (3-2° = 1)P5, and

d'l"U(Z4U5) = 3(@5 + R5 + S5 + D1(5)) + E2(5> — (15 -2 — 1)P5,

com deg(F»(5)) = 8.
' k k=3
(2) sei = T, entio div(U;) = (272 + 1)Qs + Ry + S; + Z D;(i) + Z 2% Dy y i (i) +
j=1
27°E; (i) — (3-272 = 1)P e

div(zU;) = Q7+ 1)(Q; + Ry + S; + D1(4)) + zk] D, (i) + kf?ﬂ'pkﬂ(z‘)

Jj=2 Jj=1

+ 27°E; 5(i) — (1527 — 1) P

Demonstragio. (1) Como div(zy + 1) = 4D;(5) — 165 e div(zy — 1) = Dy(5) + Eq(5) —
16 P5 em Ms, temos que div(x: —1) = 4D;(5) + Do(5) + Ea(5) —32P5. Pela Proposicio
4.6 temos que
(21— 1)
245

le(U5) = div ( > = 9@5 + Rs + S5 + D1(5) + E2(5) — (3 .23 — 1)P5

pOiS diV(Z4Z5) = [2(R5 + 55 + D1 (5)) - 6P5 - 6@5] + [Dl (5) + D2(5> - 3(55 + R5 +
Q5 + P5)] = 3D1(5) + D2(5) — (S5 + R5) — 9(@5 + P5) Além diSSO,
diV(Z4U5) = dwv (((E%Z_ 1)> = 3(@5 + R5 + 85 + D1(5)) + E2(5) - (15 -2 — 1)P5,
5

(2) Em My, div(zs +1) = 4D3(7) — 16D (7) e div(zs — 1) = 4D4(7) +4E4(7) — 16Dy (5),
logo div(23 — 1) = 4D3(7) +4D4(7) + 4E4(7) — 32D (7). Pelas Proposices 4.3 e 4.6
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temos que

2
-1
div(Uy) = div(22@ =1y
Z4R6R7

32(S7 + Ry + Q7) — 96 P+

AD3(7) +4Dy(7) + 4E4(7) — 32(S7 + R7 + Q7 + Pr)+

[—=8(S7 + Ry) — 8Dy (7) + 24(Q7 + Pr)]+

[—2Dy(7) — 2D5(7) + 6(S7 + R7 + Q7 + Pr) + 6D (7)]+
[—D3(7) — 4Dy(7) + 3(D1(7) + Do(7) + S7 + R7 + Q7 + P;)] =
33Q7 + S7 + Ry + D1(7) + Da(7) + D3(7) + 4E4(7) — 95P;.

Como div(zy) = 2*(Ry + S7 + D1(7)) — 3 - 2*(P; + Q7) temos

div(z4Uz) = 2°(Ry + Sy + D1(7)) — 3- 2(Pr + Qq)+
33Q7 + S7+ Ry + D1(7) + Da(7) + D3(7) + 4E4(7) — 95P; =
9(Q7 + Sy + Ry + Dy(7)) + Dy(7) + Ds(7) + 4E4(7) — 119P;

« Sei = 9 temos pela Proposicio 4.3 e Corolério 4.4 em My, que div(z;) = 28(Qg — Py),
div(zy + 1) = 32D5(9) — 128(Qg + Py) e div(zi — 1) = 2*(D5(9) + Ds(9) + Es(9)) —
32(Dw(9) + D1(9) + D2(9)). Por outro lado, temos pela Proposi¢ao 4.6 temos
div(z) = 8(D2(9) + D3(9)) — 3 - 2°(D(9) + D1(9)), div(zg) = 2D4(9) + 2°D5(9) —
6(Dw(9) + D1(9) + Dy(9) + D3(9)) e div(zg) = 22D5(9) + 2*Dg(9) — 3(Dy(9) +
D1(9) + D2(9) + D3(9) + D4(9)).

Portanto,

zy(z +1)(22 - 1)

)= (2" + 1)Q¢ + Ry + Sy + D1(9)
262829

div(Uyg) = div(
+  Do(9) + D3(9) + Dy(9) + 22D5(9) + 2*E5(9) — (3-2" — 1) P,.

Como div(zy) = 2°(Rg + Sg + D1(9)) — 3 - 2°(Py + Qy) temos

div(z4Uy) = 2°(Rg + Sy + D1(9)) — 3 - 2°(Py + Q)
+ (2" + 1)Qg + Rg + So + D1(9) + Dy(9) + D3(9)
+ Dy(9) +22D5(9) + 2*E3(9) — (32" — 1) Py
= (2° + 1)(Qo + Ry + So + D1(9)) + Do(9) + D3(9)
+ Dy(9) +22D5(9) + 2 Eg(9) — (15 - 2° — 1) P,

o Para i = 11, temos pela Proposigao 4.3 e Coroldrio 4.4 em My, que div(z;) =
21°(Q1 — Ppy), div(zg + 1) = 32D4(11) — 128(D1(11) + D (11)) e div(z2 — 1) =
64(D7(11) + Ds(11) + Es(11)) — 32(Do(11) + Dy(11) + Do(11) + D3(11) + Dy(11)).
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Por outro lado, temos pela Proposigao 4.6 que div(zy) = 128(Ryy + S11 + D1(11)) —
384(Q11+Pp1), div(zg) = 8D4(11)+8Ds(11) —24(Doy (11)+ Dy (11)+ Do (11) + D5 (11)),
div(z19) = 8Dg(11) + 32D7(11) — 6(Dw(11) + D1(11) + Do(11) + D3(11) + Dy(11) +
Ds(11)) e div(z11) = 16D7(11) +64Dg(11) — 3(Dop(11) + Dy (11) + Da(11) + D5(11) +
Da(11) + Ds(11) + 4Dg(11)).

Portanto,

div(Thy) = div(PLT T D@ = D2y

28210711
(2 + 1)Qq1 + Riy + Sii + D1(11) 4+ Dy(11) + D3(11) + Dy(11) + Ds(11)

+4Dg(11) + 16D7(11) + 64Fg(11) — (3-27 — 1) P,

Como diV(Z4) = 28(R11 + 511 + Dl(ll)) -3 28(P11 + QH) temos

div(z,Up1) = 2"(Ryy + S11 4+ Di(11)) — 3 - 27(Py + Quy)

+(27 4+ 1)Q11 + Riy + S11 + Di(11) 4+ Do(11) + D5(11) + Dy(11) + Ds(11)
+4Dg(11) + 16D(11) + 64Fg(11) — (3-2° = 1) Py =

(27 + 1)(Q11 + Rix + Siy + Di(11)) + Do(11) + D3(11) + Dy(11) + D5(11)
+4Dg(11) + 16D(11) + 64Fg(11) — (15 - 27 — 1) Py

o Para i > 13, temos da Proposicao 4.6 temos em M;, que

div(zi_1) = 28Dy 5(i)+2"°D;_4(1)—3 < ) +2 Z D, (i) + Z 257Dy (i )) :

J=1

k—1 k—5

div(zi_3) = 271D, _7(i)+2"7%D;_¢(i)—3 <8Doo(z') +8 Y D;(i) + Y297 Dy_ay; (i))
=1 i=2

€

div(z;) = 27" D;_4(i) + 27°°D;_5(i) — 3 (Doo(i) + ij(z') + Z 22J‘Dk+j(¢)> .

Portanto,
div(zi_32i121) = 277D, 7(i) + 277D _6(i) + 27 D;_5(i) (4.14)
+270D; 4 (i) + 277Dy (i) + 2P Dy_3(3)

-3 (Doo(i) + i D;(i) + ki 2% Diy (i) )

k—4
( +22D +2221 "Dy_144(i )

Jj=

( +82D +ZQQJ Dy 2+j()>:

7j=1
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= 2D, 3(1) + 3 - 27" D;_4(i)

(25+1 ZD 22k 12Dk_(>*22k 10Dk_()*2k SD% 4()
k 7 k—5 4
—3Dy(i) — 3 Z 2% Dy (i) — 3 Z 297 Dy_145(i) = 3 297 Dyp (i),
Jj= j= j=2

Sei =2k+1entdo i —1 =2k ei—3 = 2(k—1). Pelas Proposicoes 4.3, 4.5 e

Corolario 4.4 temos em M;, que

div(z? , — 1) =2"°D;_4(i) + 27°D;_3(i) + 2" E;_3(i)—
k—1 k—4 '
2° <Doo(z') + Z D; (@)) —2 Z 2% Dy 4(1)
j=1 j=2

Como ¢ — 7 = 2(k — 3) temos em M;, que

k=3 k k—5
div(ey | [ 22) = 27[(27240) Qi+ Ri+Si+ > D (i)]+ Y 29 Dy () -27(3-27° = 1) P,
j=2 Jj=1 Jj=5
(§
k k—5 )
div(z; 7 +1) = 27D, 7(i) = 27(Dos (i) + Y D;(i)) = D 2" Dy_ay(0).
j=1 j=5
Entao
k—3
div((xq | | 22)(zizr + (2?2, —1)) = (4.15)
j=2

27°(Di-a(i) + Di-s(i) + Ei-s(i)) + (27)Qs

(D) + 3, D30) ~2 3, 2 Dacais(i) = (3 2P

O resultado segue somando as equagoes (4.14) e (4.15).

k k—3
div(U;) = (272 + 1)Q; + Ri+ Si + Y, D) + Y. 2 Dy (i) + 27 Ei3(i)

j=1 j=1

—(3-272-1)P,.

Como div(zy) = 27*(Ry; + Si1 + Dy(11)) — 3-274(Pyy + Q11) temos

k k—3
div(zU;) = (27 + 1)(Qi + Ri + S; + D1 (i) + Z D;(i) + Z 2% Dy (i) + 2P By _3(4)
j=2 j=1

—(15-2""* — 1) P,

]
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Observacao 4.11. Seja i um inteiro positivo. Por inducdo sobre v, em M; a sequinte

formula seque facilmente.

(1) sei=2k+1=>3,

7 k k—1
div(] [2;) = Qi+ Ri+ Si+ Y Dj(i) + Y. 29 Dys(i) — (2 = )P (4.16)
j=1 j=1 j=1

(2) sei=2k>2,

% k—1 k—1
div(] [2;) = Qi+ Ri+ Si+ > Di(i) + Y29 Dy_yyj(i) = (2P = )P (4.17)
j=1 j=1 =1

J

Corolario 4.12. Seja i = 2k > 4. Em M; temos:

(1) para i =4,
d’l:’l)(l'12'4) = 5@4 + R4 + S4 + D1(4) — (24 — 5)P4,

(2) para i =6,

div(x1x2x3z6) = 5(@6 + R6 + 56 + D1(6)) + D2(6) + 2D3(6) - (26 - 5)P6,

(3) para i =2k =8,

i—3 k—1 k—4
div((] [z5)z) = 5(Qi + Ry + S; + Y, Dj(i) + > 297 Dy_15(0)) + 27" Di_a(d)
j=1 j=1 J=1

+277°D; 3(i) — (2 = 5) P,

Demonstragio. (1) Em My, pelas Proposigoes 4.6 e 4.4 temos que div(zy) = Ry + Sy +
D1<4) - 3P4 - 3@4 € le(Il) = 8(@4 — P4> Entao diV(ZL’124) = 5@4 + R4 + S4 +
Di(4) — (2* = 5)P,.

(2) Em Mg, pelas Proposigoes 4.6 ¢ 4.4 temos div(zs) = D2(6)+2D3(6)—3Dy(6)—3D;(6),
diV(l’l) = 25(Q6—P6), le(l’Q) = 24(R6+S6_P6_Q6) (§ le(l’g) = 23<D1(6)—Doo(6))

assim

diV([ElfL’gfL’gZﬁ) = 5(@6 + RG + Sﬁ + D1(6)) + D2(6> + 2D3(6) - (26 - 5)P6

(3) Note que i —3 = 2(k —2) + 1. Em M;, pela Proposicao 4.6 e Equagao (4.16) temos

que

div(z;) = 27"D;_4(i) + 2" °D;_3(i) — 3 (Doo(i) - Z D, (i) + 2 251Dy (i))

Jj=1
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e
i—3 k—2 k=3 '
div([ [2;) = 2°(Qi + Ri+ Si + > Di(0)) + Y 29 Dyays(i) — (2" = 1) P,
j=1 j=1 j=1
entao
i—3 k-1 k=4 '
dZU((H LEj)ZZ') = 5(@1 + RZ + Sz + Z Dj (Z) + Z 22J71Dk,1+j (Z)) + 2177Di,4(i)
j=1 j=1 j=1

+ 279D 3(i) — (2° = 5)P,.

4.2 Semigrupos de Weierstrass

Nesta secao, vamos usar os divisores calculados na secao anterior para encontrar
uma funcao F, tal que divy,(F,) = nP;, para cada i € {1,2,3,4,5,6,7,8}. Vamos usar
propriedades de semigrupos numéricos, bem como de semigrupos de Weierstrass para
encontrar as fungoes associadas aos geradores minimais. Tais geradores serao indicados
nas tabelas subsequentes. Vamos denotar por ¢; o condutor do semigrupo de Weierstrass
H; em P;. A seguir, vamos calcular Hs, ..., Hg. Observamos que H; = Ny, uma vez que

g1 = 0. Um fato muito importante sobre tais semigrupos ¢é fato de serem relacionados via
Hiy

recobrimento de duplo de curvas, isto é, H; = , para cada i. Portanto, para cada

x € H; temos que 2z € H; ;.

42.1 Calculando H,

Aqui vamos determinar o semigrupo de Weierstrass H,. Do Corolario 4.2

temos que gy = 1 e assim

Hy =(2,3)

(sabemos que s6 existe um tnico semigrupo numérico com género um). Os divisores de
fungoes as quais o divisor de pélos é da forma nP,, onde n é um gerador minimal de H,

sao apresentados a seguir.

Ordem de Pdlo em P, | divisor da func¢ao correspondente
2 le(.fl) = 2@2 — 2P2
3 diV(ZE1I2> = QQ + RQ + SQ - 3P2

Tabela 9 — Os divisores de Hs.
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4.2.2 Calculando Hj

Para determinar o semigrupo de Weierstrass H; vamos mostrar que 3,4 €
Hj3. Com efeito, do Corolario 4.2 temos que g3 = 3. Pela Proposicao 4.6 (1) temos 3 € Hj
e pelo caso anterior 4 € Hy. Pela Proposigao 1.30 item a) temos que o semigrupo numérico

gerado por 3 e 4 possui género 3. Portanto,
Hjz = {3,4).

Os divisores de fungoes as quais o divisor de polos é da forma nPs3, onde n é um gerador

minimal de H3 sao apresentados a seguir.

Ordem de Pdlo em Pj | divisor da func¢ao correspondente
3 diV(Zg) = Qg + R3 + Sg - 3P3
4 le(ZEl) = 4Q3 — 4P3

Tabela 10 — Os divisores de Hs.

4.2.3 Calculando H,

O semigrupo de Weierstrass H,, como veremos, sera gerado por 6,8,11 e
15. De fato, usando o Corolario 4.2 temos que g4 = 9. Pelo caso anterior, obtemos que

6,8 € H, geram as nao lacunas pares. Da Proposicao 4.6, item (2), temos que
diV(Z4) = R4 + 54 + D1 (4) — 3P4 — 3@4

Como z; = 41,79, obtemos que 11,15 € H,. Um calculo rapido, mostra que o semigrupo

numérico (6,8, 11, 15) possui género 9. Portanto,
H, = (6,8,11,15).

Os divisores de fungoes as quais o divisor de polos é da forma nPj, onde n é um gerador

minimal de H, sao apresentados a seguir.

Ordem de Polo em P, divisor da fung¢ao
6 diV(Zg) = 2@4 + 2R4 + 254 - 6P4
8 le([El) = 8@4 - 8P4
11 diV(ZL‘124) = 5@4 + Ry + Sy + D1(4) —11P,
15 diV({E1£U22’4) = Q4+ 5Rs+ 5S4+ D; (4) —15P,

Tabela 11 — Os divisores de Hy.
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4.2.4 Calculando Hj

Para determinar o semigrupo de Weierstrass H; usaremos o caso anterior e
definiremos fungdes que auxiliarao os calculos de alguns divisores. Comecamos observando
que pelo Corolario 4.2 temos g5 = 21. Pelo caso anterior temos que 12, 16,22 € H5 geram

os pélos de ordem pares.

Vamos procurar por nao lacunas impares em Hs N [1,42]. Pelo Corolario 4.7,
div(z425) = Qs + Rs + S5 + D1(5) + Da(5) — 15P;5
de modo que
{15+ 2n| ne Hy, n <12 = ¢, — 2} = {15,27, 31,37, 39}

é um conjunto de nao lacunas impares em Hs N [1,42]. Pela Proposi¢ao 4.6, item (3),

podemos calcular

div (1) _3D,.(5) — Dy(5) — Da(5).

25

(1
Vamos ajustar o divisor div [ — | de forma que o tinico pélo seja Ps. Comecamos removendo
Z5

o divisor D;(5), para isso usaremos a fungao div(z; + 1) = Dy(1) — P, em M;, logo em

M3, temos div(zy + 1) = 4D;(5) — 16 P5. Agora, para remover o divisor Dy(5) faremos uso

da funcao div(z; — 1) = Dy(5) + E5(5) — 16P5 em Ms, com deg(F»(5)) = 8. Com efeito,
2 (z — 1)

como x5 — 1 = T, em M, segue que div(zy; — 1) = Dy(2) + Ey(2) — 2P,. Assim,
Z1

2

dw(@) =3(Qs + Rs + S5 + Dy(5)) + Fy(5) — 29P;

Z5

e consequentemente 41 = 29 4+ 12 € H;. A seguir, observamos que em M3, pela Proposigao
4.6 )
div () = 6P5 + 6@5 — 2R5 — 285 — 2D1(5)

24

de modo que

21
div (1’1 ) = 9@5 + Rs + S5 + D1(5> + E2(5) — 23F5.

2475

Em seguida, explicitamos os geradores minimais de Hy. Sabemos que 2g5 = 42 e, como
43—12=31=15+16,45—-12=33¢ H5,47—12=35=12+23,49—12 = 37 = 15+ 22,
51 — 12 =39 =15+ 2-12, 53 — 12 = 41 = 12 + 29 temos que esses sao os geradores

minimais de Hs. Portanto,
Hs = (12,15,16,22,23,29).

Na tabela a seguir, os divisores de fungoes as quais o divisor de polos ¢ da forma nFPs,

onde n é um gerador minimal de Hj5 sao apresentados.
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Ordem de Pélo em P; divisor da func¢ao correspondente
12 diV(Zg) = 4(@5 + R5 + 55) - 12P5
15 diV(ZgZ5> = Q5 + R5 + 55 + D1(5) + D2(5) - 15P5
16 le(l’l) = 16@5 - ]_6P5
22 div(xlz4) = 10Q5 + 2R5 + 255 + 2D1(5) — 22PF;
2
-1
23 div( :c; ) =9Qs + Ry + S5+ Di(5) + Ex(5) — 23P,
, A%
—1
29 div(xlz ) = 3Qs + 3Rs + 355 + 3D (5) + Es(5) — 20P
5

Tabela 12 — Os divisores de Hj.

425 Calculando H

Do Corolario 4.2 obtemos que o género do semigrupo de Weierstrass Hg
é g¢ = 49 e procuramos nao lacunas em Hg N [1,98]. Pelo caso anterior, sabemos que
24,30, 32,44, 46,58 € Hg geram os nao lacunas pares. Entao precisamos encontrar as nao

lacunas impares.

Pela Proposicao 4.6, item (4),

div <1> _ 3(Do(6) + D1 (6)) — Da(6) — 2D5(6).

26

%6
o divisor Dy(6), para isso usaremos a funcao div(zao+1), onde div(za+1) = 2D9(2) —(PQ)2)
em Ms. Logo, em Mg, div(xe + 1) = 4D5(6) — 16(Ps + Q). Agora, para o divisor Ds(6),
(2 — 1)

. . (1 : )
Vamos ajustar o divisor div ( de forma que o tinico pélo seja Fs. Comegamos removendo

vamos considerar o seguinte divisor div(zy — 1). Uma vez que 23 — 1 = em Ms,

2512'2

teremos que div(zy — 1) = 2(D3(3) + E5(3)) — 2(P; + @Q3). Entao em Mg, div(zs — 1) =

2(D3(6) + E3(6)) — 16(FPs + Qg). Portanto,

1(23 — 1)
R3%5%6

Assim, {31 + 2n| ne Hs, n < 32 =c5 — 2} = {31,55,61,63,75,77,79,85,87,89,91, 93,95}

¢ um conjunto de 13 nao lacunas em Hg N [1,98].

div( ) = Qs + R + Sg + D1(6) + D2(6) + 2E3(6) — 31F.

A seguir consideramos a partir da Proposi¢ao 4.6 item (4) que
div(zg) = D2(6) + D3(6) — 3(Dy(6) + D1(6)).
Assim, da tabela do caso anterior, temos
div(z12426) = 17Q6 + Rg + Sg + D1(6) + Do(6) + 2D3(6) — 47Fs

e assim 71 = 47 + 24 € Hg. Agora, pela Proposigao 4.3 item (3) e Corolario 4.4 itens (1) e

(2) teremos em M;

diV(iIZ’lﬂfgﬂfg) = Qg + Rg + Sg + D1 (3) — 7P3
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Logo, em Mg,
diV(leZEng) = 8(@6 + R6 + 56) + 8D1(6) - 56P6

e portanto
diV(Q?ll'Qﬂng@) = 5(@6 + RG + S@‘) + 5D1 (6) + D2(6) + 2D3(6) — 59P6

Assim, 83 = 59 + 24 € Hg. Até agora, obtivemos 17 nao lacunas impares em Hg N [1, 98],

sao elas:
31,47,55,59,61,63,71,75,77,79,83,85,87,89,91, 93, 95.

Vamos denotar F, uma funcao cujo divisor de pélos é da forma nFs. A seguir

21
observamos que 77 = 31+46 = 47+30. Dos calculos anteriores, temos que F3; = $1($27)
R3%5%6
21
F30 = 2325, Fyg = M e Fy; = x12426. Entao
Z4R5
x3(xe — 1) x;—1
F3 = Fy7, Fyg = ————F3,
T 4+ D+ 1) T T T Ay 1)
e assim ( I )
T3\ T2 — L){(T1 —
F31Fy = Fy7 Fy.
T 16(e + 1) (g + D+ 1) T
Portanto,

20173 + 20973 + x1To + 1 + 22 + 1

FyFay — 16F5 Fy =
47530 31746 (21 + 1)(zs + 1)(23 + 1)

FyrF3y.

Veremos a seguir que esta observacao serd util quando estivermos calculando H; e Hg.

Mas antes disso, vamos a mais uma observacao.

Notamos que 105 = 31 + 74 = 47 + 58. Agora, usando as funcgoes F31, Fy7, Fsg

definidas acima, obtemos que Fr; = x1232425, vemos que

(.Il — 1)133
2(131 + 1)(1’3 + 1)

Fy Fry = FyrFrs.

Assim
2.1'3 + 21 + 1

(x1+ 1)(x3+ 1)

FyrFsg — 2F31Fpy = FyrFss.

Em seguida, calculamos o divisor das fungoes
2I1ZE3+2[EQCL’3+ZL’1CL’2+ZL‘1+J]2+1 6 W= Wia — 2173+I1+1
(z1 + 1) (2 + 1) (23 + 1) ’ B+ (s + 1)
(4.18)

Z = Z1923 =

Afirmagao 4.13. Em Mg, temos que o divisor da funcio z definida em (4.18) ¢é
div(z) = 8P + X(6) — 2D4(6) — D3(6), (4.19)

onde X(6) é um divisor de grau 16 cujo suporte é disjunto de Do, (6), D1(6), D2(6) e
D3(6).
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Demonstracao. Com efeito, temos que
div((xy + 1)(z2 + 1)(z5 + 1)) = 8Dy (6) + 4D4(6) + 4D5(6) — (56 Ps + 24Q¢ + 8Rs + 856),

em M. Seja Z := 2x1x3 + 2To%3 + 1122 + 1 + T2 + 1. E facil verificar que divg(Z) =
48 Ps +24Q + 8 Rg + 8Sg e para completar o célculo do divisor div(z), precisaremos calcular
dZ’Uo(Z)

Observamos que os divisores D1 (3), Da(3) e D3(3) sdo subconjuntos de divy(Z)
em Mj. Para P € D;(3), queremos calcular vp(Z) em Mj. Escreva Z — (zq + 1)(z2 + 1) =

2(x1 + z2)z3. Entao

4 2
72— 2wy + 1)y + 1)Z + (a1 + 1) | (22 + 1) — W 0,
142

e usando propriedades de valorizagao vemos que vp(Z) = 1 (observe que (x9 + 1)(P) # 0).
Assim, vp(Z) = 8 em Mg. Agora, para P € Ds(3) queremos calcular vp(Z) em Mj.
Escrevendo

Z = (xo+1)(z1 + 1) + 2a3[(z2+ 1) + (x1 — 1)],

temos vp(Z) = 1 em Ms, pois div(zy — 1) = Do(3) + E2(3) — 4P;. Entdo vp(Z) = 2 em

Ms. Finalmente, seja P € D3(3) e escrevendo
Z =2(xy + x9)(x3+ 1) + (21 — 1)(29 — 1).

Notando que 2(z1 + x2)(P) # 0, vp(x; — 1) = 1 e vp(xg — 1) = 2 entdo vp(Z) = 3 em M.

Assim, vp(Z) = 3 em Mg também. Portanto,
div(Z) = 8Dy (6) + 2D5(6) + 3D5(6) + £(6) — 48P — 24Q — SR — 855,

onde X(6) é o divisor dito acima (degy(Z) = 32 + 16 + 24 + deg(X(6)) = 88), e portanto a

férmula para div(z) segue. O
Afirmacgao 4.14. Em Mg, temos que o divisor da fun¢io w definida em (4.18) é
div(w) = 8P + A(6) — 3D3(6), (4.20)

onde A(6) é um divisor de grau 16 cujo suporte é disjunto de Dy (6), D1(6) e D3(6).

Demonstracao. Para ver isso, comeg¢amos com o denominador de w, onde temos que
diV((l‘l + 1)(1’3 + 1)) = 8DOO(6) + 4D3(6> — 40P6 — 8(@6 + Rﬁ + Sﬁ)

Seja W o numerador de w. E ficil ver que dive (W) = 32P; + 8(Qg + Rg + Sg) em Mg e
que os divisores D;(3) e D3(3) estdo no suporte de divy(WW) em M;. Vamos calcular vp(w)
para P € D;(3). Seja P € D1(3) e escreva W — (1 + 1) = 2x3. Assim,

1
W2 — 2(1’1 + 1)W + (l‘l + 1)2 |:- :| =0,
T1T2
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e assim temos que vp(W) =1 em Ms, isto é, vp(W) = 8 em Mg. Vamos calcular vp(w)
para P € D3(3). Seja P € D3(3), como

W:2<l’3+1)+(l’1—1>,

e divg(zg + 1) = 4D3(3), divg(z1 — 1) = Do(3) + E2(3) = D2(3) + E3(3) + D3(3) obtemos
vp(W) =1em M3 e vp(W) =1 em Mg também. Portanto,

div(W) = 8D, (6) 4+ D3(6) + A(6) — 32P5 — 8(Q¢ + Rs + Ss),

com A(6) como desejado (deg(divg(W) = 32 + 8 4+ deg(A(6)) = 56), e a férmula para
div(w) segue. O

Proposicao 4.15. As demais nao lacunas impares em Hg 0 [1,98] sao 53,59, 81 e 97.

Demonstracio. Agora podemos fazer os tltimos calculos. Usando os divisores das fungoes

z e w obtemos

1) diV(ZF47F30) = 19@6 + 3R6 + 356 + 3D1 (6) + D2(6) + D3(6) + 2(6) - 69P6,
i) div(zFs9Fs0) = 7(Qs + Re + S + D1(6)) + Do(6) + D3(6) + X(6) — 81F%;

i) div(wFssFir) = 23Qs + T(Re + Ss + D1(6)) + D(6) + Es(6) + A(6) — 97Ps, no ltimo
calculo usamos o fato de que Ey(6) = E3(3) + D3(6);

2
: ry—1 :
iv) Tomando Fys = ! , observamos que Fxg = z4F4. Motivados por este fato, vamos
R4%5
. . wEyrFye ~
considerar a fungao Ent
Ty

€

div (U)F‘”F‘*G> =3(Qs + Rs + Sg + D1(6)) + Do(6) + E5(6) + A(6) — 53 F.

Finalmente, temos que
Hg = (24,30, 31, 32,44, 46,47, 53, 58,59, 69, 81 ).

Explicitamos os geradores minimais de forma similar ao caso anterior. Os
divisores de fungoes as quais o divisor de polos ¢ da forma nFgs, onde n é um gerador
minimal de Hg sao apresentados a seguir.. Aqui, z e w denotam as func¢oes das Afirmagoes

4.13 e 4.14, e F s fungdes cujo divisor de pdlos ¢ da forma n/Ps.
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Ordem
de
Polo divisor da func¢ao correspondente
em
Fs
24 diV(Zg) = 8(@6 + R6 + 56) — 24P6
30 diV(ZgZ5) = 2(@6 + R(; + SG + D1(6)) + 2D2<6) - 30P6
21
31 div (%) — Qg + Ro + Ss + D1 (6) + Do(6) + 2E5(6) — 31P;
32526

32 le(iL’l) = 32@6 — 32P6

21
46 div <I; . ) = 18Qs + 2(Rg + S + D1(6)) + E5(6) — 465

425
47 diV(ZL‘12’4Zﬁ) = 17@6 + RG + S@ + D1 (6) + D2(6) + 2D3(6) — 47P6

Fy F,
53 div “’;746) = 3(Qs + Re + Si + D1(6)) + D2(6) + E5(6) + A(6) — 53Ps

x? —11
58 div 1Z ) — 6(Qg + Rg + Sg + D1(6)) + E5(6) — 58P
5

59 diV(Z’ﬂEQl’gZ@,) = 5(@6 + R6 + Sﬁ) + 5D1( ) + DQ(G) + 2D3( ) — 59P6
69 div(zFy7 F30) = 19Q6 + 3Rs + 356 + 3D1(6) + D2(6) + D5(6) + X(6) — 69F5
81 diV(ZF59F30) = 7(@6 + Rﬁ + SG + D1<6)) + D2(6) + D3(6> + Z(G) - 81P6

Tabela 13 — Os divisores de H.

426 Calculando Hy

Para calcular explicitamente o semigrupo de Weierstrass H; vamos prosse-
guir de forma similar aos casos anteriores. Novamente pelo Corolario 4.2, obtemos g; = 105,
entdo vamos procurar as nao lacunas impares em H7 N [1,210]. Pelo caso anterior, sabemos
que 48,60, 62,64, 88,92,94,106, 116, 118,138,162 € H; geram as nao lacunas pares. Segue
do Corolario 4.7 que

diV(ZgZ5Z7) = Q7 + Ry + 57+ D1(7) + D2(7) + Dg(?) + 4D4(7) — 63F;.

Entdao, usando a fungdo z3z5z7 encontramos 25 elementos pertencentes a H; n [1,210],
a saber, {63 + 2n| n € Hg, n < 72 = ¢¢ — 2} = {63,111,123,125,127,151, 155, 157,
159,169,171,173,175,179, 181, 183, 185, 187, 189, 191, 199, 201, 203, 205, 207}.

1
) em M. Pela Proposicao 4.6 (5) temos

Agora considere div (
27

div (Zl) — 3(Do(7) + Dy(7) + Ds(7)) — Dy(7) — ADs(7).

1
Vamos ajustar o divisor da fun¢ao div () para que o Unico lugar no suporte
27

do divisor de polos seja P;. Comegamos removendo o divisor D3(7), para isso vamos
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usar a fungao xz + 1 cujo divisor é div(zsz + 1) = 4D3(3) — Dy (3) em M;. Entao em
My, div(zs + 1) = 4D3(7) — 16D (7). Para o divisor D4(7) vamos considerar div(zz — 1).
Pela Proposigao 4.5 em My, segue que div(zs — 1) = 4D,(7) + 4E4(7) — 16D (7) (com
deg(E4(7) = 8). Assim, em My, div(z; — 1) = 4D3(7) + 4D4(7) + 4E4(7) — 32D, (7), e

portanto
(x5 —1)
27

= 3(D1(7) + Do(7) + D3(7)) + 4E4(7) — 29D (7).
Observamos em My, os seguintes divisores

div <21> = 24(137 + Q7) — 8(R7 + S; + D1(7)) e
4

div( (1) — 6(Doy(7) + Dy(7)) — 2Ds(7) — 2D4(7).

<6
Portanto, usando a fungao (z123), com div(z12z2) = 32(Q7 + Ry + S7) — 96P; em My,

obtemos que

21

div <W> = 33Q7 + Ry + Sy + Dy(7) + Do(7) + Dy(7) + 4E4(7) — 95P.
44647

Assim 143 = 95 + 48 € H; n [1,210].

Uma vez que
diV(Z4) = 8<R7 + 57 + D1<7)) — 24<P7 + Q7),

concluimos que

2
div <WC2Z<Z31>> — 9(Qr + Ry + Sr + Dy(7)) + Do(7) + Dy(7) + 4E4(7) — 119P;;
6<7

logo 167 = 119 + 48 € H; n [1, 210].
Afirmacgao 4.16. H; n [1,210] contém as sequintes nao lacunas impares:

{63,95,103,107,109, 111,115,117, 119, 121, 123, 125,127, 135, 139, 141,
149,151} A {153 + 2n| n = 1,2, ..., 28}.

Demonstragio. Pelos cdlculos acima, basta mostrar que {103,107,109, 117,115,121, 135,
139,141, 147,149, 153,161, 163, 165, 177,193, 195,197,209} < H.

Vamos denotar por F,, fun¢des com divisor de pdlos da forma nP;. A seguir,
vamos verificar que 107,139,163 € H;. Com efeito, seja z a funcao definida na Afirmagao

4.13, em M7 temos que

div(z) = 16P; + (7) — 4Do(T) — Ds(7).

2
. T1ZTo(xs — 1
Assnn, tomando F63 = Z3Z5%7, FGO = Z3%5, F95 = # e F119 = F95Z4, obtemos:

ZARGRT
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div(zFgsFe0) = 5(Q7 + Ry + S7 + D1(7)) + D2(7) + 4D4(7) + X(7) — 107,
div(zFosFg0) = 37Q7 + 5(R7 4+ S7 + D1(7)) + Do(7) + 4E4(7) + X(7) — 1397, e

diV(ZFHgFG()) = 13(@7 + R7 + S7 + D1(7)) + DQ(?) + 4E4(7) + 2(7) - 163P7

Em particular, 195 = 107 + 88 € H;. Como Fgg = x124 entdo encontramos

diV(ZFﬁgFﬁoFgg) = 45@7 + 13(R7 + 57 + D1(7)) + DQ(?) + 4D4(7) + 2(7) - 195P7

Dando continuidade, vamos verificar que 141, 165 € H;. Seja w a funcgao

definida na Afirmacao 4.14. Portanto, em M, temos que

div(w) = 16 P; + A(7) — 3D3(7).
Entao, tomando as fungoes Fg3 = 232527 € Fogy = 112426 obtemos:

div(wF63F94) = 35@7 + 3(R7 + S7 + D1(7) + Dg(?)) + 4D4(7) + A(?) - 141P7,

diV('LUZ4F63F94) = 11(@7 + R7 + S7 + D1(7)) + 3D2(7> + 4D4(7> + A(?) — 165P7

Agora, motivamos pela influéncia das func¢oes z e w nos calculos, vamos consi-

derar as seguintes fungoes.

- 21‘23174 + 2£E3(L'4 + T3 + T + X3 + 1 - 21‘4 + T9 + 1
Z= e W= . (4.21)
(ZL’Q + 1)(x3 + 1)(1‘4 + 1) (I’z + 1)([L’4 + 1)

Podemos calcular os divisores dessas fungoes, argumentando da mesma forma como fizemos
nas Afirmacoes 4.13 e 4.14.

Afirmacao 4.17.

div(3) 1= 8(Q7 + Pr) + X(7) — 2D3(7) — 2D4(7) (4.22)

div() = 8(Q7 + Pr) + A(7) — 6D4(7), (4.23)

onde X(7) (resp. A(7)) é um divisor in My de grau 32 com suporte disjunto de Doy(7), Dy(7),
D2<7>7 D3(7)7 D4(7> (resp. DOO(7>7 D4(7))

Munidos dessas fungoes, vamos calcular as seguintes nao lacunas impares:

109,117, 147, 149, 161, 193,177, 197, 209 € H7. Sejam F63 = Z3Z5%7, FGO = Z3%5, Fg4 =

xy(23 —1) 2?2 —1
———— Fn =

Z3%5%6 Z425

T124%26, Foo = e Fliss = zx124262325. Entao
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div(wFgFes) = 11Q7 + 3(R7 + S7+ D1(7) + Do(7)) + D3(7) + 2E4(7) + A(7) — 117 P,

diV(ZFGQFgg) = 45@7 + 5(R7 + S7 + D1<7)) + DQ(?) + Dg(?) + 2D4(7) + 2E3(7) +

3 (7) — 147P;,
div(ZFs3Fos) = 43Q7 + 3(R7 + Sz + Dy (7) + Do(7)) + D3(7) + 2Dy (7) + £(7) — 149P;,
div(ZF3Fiss) = 47Q7 + T(Ry + S7+ D1(7)) + 3D (7) + 2D4(7) + X(7) + £(7) — 193 P,

div (0 FyoFg2Fe3) = 15Q7+T(Ry+S74 D1(7)+ Do(7)) + D3 (7) +2E4(7)+ A(7)—177P;

[§
div(z FgoFsaFgs) = 15Q7+T7(Ry+S74+D1 (7)) +3Dy(7)+2E4(7)+ A(7)+2(7)—161P5.

wlysFos
€

Afirmamos que 109 € H;. Com efeito, considere . Usando a fun¢ao w obtemos

div <WF94F95

x

) =3(Q7 + R7 + S7+ D1(7) + Do(7)) + 4E4(7) + A(7) — 109P5.

Em particular, 197 = 149 + 48 € H; e 209 = 149 + 60 € H;. Agora, resta mostrar que
103,115,121, 135,153 € H7. Do Corolario 4.4 temos que

div(zg) = 8D4(7) — 2(Do + D1(7) + Do(7) + D3(7)),
e olhando para a funcao Zxg obtemos

div (2z6) = [8(Pr+ Q1) + X(7) — 2(Dy(7) + D3(7))]
+ [8D4(7) — 2(Dw, + D1(7) 4+ Do(7) + D5(7))]
6(Pr + Q) + 3(7) 4+ 6D4(7) — 2(D1(7) + Do(7)) — 4D5(7) — 2(R7 + S7).

Portanto,
div(Zz6 Fio9) = 9Q7 + Ry + S7 + %(7) + A(7) 4+ 2D4(7) + D1(7) + Dy(7) + 8E5(7) — 103 P;.

No ultimo cédlculo, usamos o fato de que Ey = D3(7) + 2E3(7) — Dy(7) em M;. A seguir,

considere as fungoes Fiy7, Flag € F17 calculadas acima. Entao

F
div (F’M?) = 2<P7 + Q7 + R7 + 87 + D1(7)) + 2E3(7) — 2D2(7),
149

e assim

div <F117?‘") = 13Q7+5(Ry+S74 Dy (7)) + Dy (7) + D3 (7) +2( E3(7)+ E4 (7)) + A—115P.

149

Pela Proposicao 4.6 item (4) temos

div (216) — 6(Dop(7) + D (7)) — 2D5(7) — 2D4(7)),
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e usando as fungoes Fg3 e Fgq = (21 — 1) com div(zy — 1) = Do(7) + D3(7) + E3(7) — 64P;

temos

div (Fﬁ3F64> — 7(Qs + Ry + S + Dy(7)) + 4Ds(T) + Es(T) — 121Ps.

26

Agora, para achar a nao lacuna 135 vamos usar as fungées Fo3, Fior € Fi39. Observando

que

[37Q7 + 5(R7 4+ S7 + D1(7)) + Da(7) + 4E4(7) + X(7) — 139F%]

Q
~.
N
VRS
Eﬁ‘:q
S w
q | ©
~
|

— [6Q7 + 5(Ry + S7 + D1(7)) + Do(7) + 4Dy(7) + 3(7) — 107 ;]
= 32Q7; +4E4(7) — 4D4(7) — 32P;.

Obtemos que

F ~
div (Fmg;”) = 41Q7 + Ry + S7 + Dy(7) + Dy(7) + 8E4(7) + A(7) + X(7) — 135P;.
107

Finalmente, para verificar que 153 € H, vamos considerar Fiig, Fi21 € Fis5. Como

div (2;}) = [9(Q7 + Ry + S7 + Dy(7)) + Dy(7) + D3(7) + 4E4(7) — 119P]
— [7(Q7 + Ry + S7 + Dy(7)) + 4D4(7) + E5(7) — 121P%]
= 2(Pr+ Q7+ R+ S74+ D1(7)) + Da(7) + D3(7) + 4E4(7)
— 4Dy(7) — E5(7).

(usamos o fato de que Fy(7) = D3 + E3). Como

diV(F155) = diV<F63F92) = 37Q7+5<R7+S7+D1)+D2+D3 +4D4+E2—155P7

Portanto,

F
div (F155F“9> =39Q7 + T(Ry + S7+ D1(7)) 4+ 2D5(7) + 3D5(7) + 4E4(7) — 153P;.

121

]

H; = (48,60, 62, 63, 64, 88, 92,94, 95, 103, 106, 107,109, 115, 116,117,118, 119,
121,135, 138,139, 141, 147, 149, 153, 161, 162, 193).

Pelos anteriores, calculamos todos os geradores de minimais de H7, de forma
semelhante ao caso anterior. Listamos abaixo as ordens de pélos que geram H; juntamente
com as fungoes F),. Aqui z,w, Z e W sao as fungoes definidas nas afirmacoes 4.13,4.14, e

F,, uma fungao cujo divisor de pélos ¢ da forma nP;.
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Ordem
de
Pélo divisor da funcao correspondente
em
Py
48 le(Zg) = 16(@7 + R; + S7) 48 P;
60 le(2325) = 4(@7 + R7 + S7 + D1(7)) + 4D2(7) - 60P7
1
62 dw(xlixz - )y 2(Qr + By + Sy + Di(7) + Da(7)) + 2E5(T) — 62P;
32526
63 V(2325Z7) 7 + R7 + S7 + D1(7) + D2(7) + D3(7) + 4D4(7) — 63P7
64 V(l’l) = 64@7 — 64P7
88 V(ZL‘12’4) = 40@7 + 8(R7 + 57) + 8D, (7) — 88F;
-1
92 div(TL ") = 36Qq + 4(Ry + Sy + Di(7)) + Eo(7) — 92P;
94 le((L’lZ426)2— 34@7 + 2(R7 + S7 + D1 (7)) + 2D2(7> + 2D3(7> - 94P7
1
95 dw(“”lf”’;(i)) — 33Qq+ Ry + Sy + Dy (7) + D(7) + D3 (7) + 4E4(7) — 95
42627
103 le(ZIﬁFlog) = 9@7 + R7 + 57 + 2(7) + A(7) + 2D4(7> + D1<7) + D2(7> +

8L5(7) — 103P;
Fy- F
106 div(%) = 6(Q7 + Ry + S+ D1(7)) + 2Do(7) + E5(7) + A(7) — 106 P
107 diV(ZFﬁg%ﬁo) = 5(@7 + R+ 57+ Dl( )) + Dg(?) + 4D4(7) + 2(7) — 107F5
Fy, F
109 diﬂ%) — 3(Qr + Ry + Sy + Dy(7) + Ds(7)) + 4E4(7) + A(7) — 109P;
115 dw(Fm#) = 13Q7+5(Rr+S7+D1(7) + Do(7) + D3 (7) +2(E5(7) + E4(7))

149
+A — 115P;

2
-1
H6 1 qiv(™L—2) = 12(Qq + Ry + Sy + Dy(7)) + Eo(7) — 1167

<5
117 div(wFsa Fg3) = 11Q7 + 3(Ry + S7 + D1(7) + Do(7)) + Ds(7) + 2E4(7)
+A(7) - 117P;
118 diV($1I2I326) = 10(@7 + R7 + 57) + 10D1(7) + 2D2(7) + 2D3(7)
8P

—118P;

div <x1m2(m§ - 1)) — 9(Qy + Ry + Sy + Dy(7)) + Do(7) + D3(7) + 4E5(7) —
119 - 7 7 7 1 2 3 3
Z6R7
119P,

Tabela 14 — Os divisores de H.
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Ordem
de
Pélo divisor da funcao correspondente

em
Py

F63F64

121 div(
2’6

) = 7(Q7 + Ry + S7 + Dy(7)) + 4Dy(7) + Es(7) — 121P;

135 | div(Fis F”’*’) = 41Q7+ Ry+S7+ D1 (7)+ Do(7)+8Ef(T) + A(7)+3(7)—135P;
107

(
138 div(2Fy: Fo) = 38Q7 + 6R7 4+ 6S7 + 6D1(7) 4+ 2D5(7) + D3(7) + X(7) — 138 P;
139 div(zFosFso) = 37Q7 + 5(R7 + Sy + D1(7)) + Do(7) + 4E(7) + X(7) — 139P;
141 div(wFg3Fos) = 35Q7 + 3(Ry + Sz + D1(7) + Do(7)) + 4D4(7) + A(7)
—141P;
147 div(ZFgaFo2) = 45Q7+5(R7+ S7+ D1(7)) + Do(7) + D3(7) + 2D, (7) + 2E3(7)
+3(7) — 147P;
149 div(2FssFpy) = 43Q7 + 3(R7 + S7 + D1(7) + Do(7)) + D3(7) + 2D4(7) + £(7)
—149P;
153 d1v(F155§) Fiat) = 39Q= + T(Rs + Ss + Dy(7)) + 2D5(7) + 3D5(7)

121
+AE,(7) — 153D,

161 div (2 Fgo Fia Fe3) = 15Q7 + T(Ry + Sy + D1 (7)) + 3Do(7) + 2E4(7) + A(7)
+3(7) — 161P;

162 div(zFsoFs) = 14(Q7 + Ry + Sy + D1(7)) + 2Do(7) + Ds(7) + 2(7)
—162P;

193 div(ZFg3Fiss) = 47Q7 4+ T(R7 + Sz + Dy(7)) + 3Do(7) + 2D4(7) + A(7)
+3(7) — 193P;

Tabela 15 — Os divisores de Hr.

4.2.7 Calculando Hg

Finalmente, vamos calcular o semigrupo de Weierstrass Hg. Primeiramente,
usamos novamente o Corolario 4.2 e obtemos que gg = 225. A seguir, vamos encontrar
as ndo lacunas em Hg N [1,450]. Pelo caso anterior temos que 96,120, 124, 126, 128, 176,
184,188, 190, 206, 212, 214,218, 230,232, 234,236,238, 242,270, 276,278, 282,294, 298,
306, 322, 324,386 € Hg geram as nao lacunas pares. Logo, basta encontrarmos as nao

lacunas impares neste intervalo. Pela Proposicao 4.8 temos

. ((wl F1E2- 1)

R5RTZ8

) = Qg+ Rg+Ss+D1(8)+ Dy(8) + D3(8) +2D4(8) +8F5(8) — 127 ;.
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Pela Proposicao 4.9 item (1) temos
diV(ZE124ZGZg) = 65Q8 + Rg + Sg + D1(8) + D2(8> + D3<8) + 2D4<8) + 8D5<8) - ]_9].P8
Portanto,

{127,195} + {0,96, 120, 124, 126, 128, 176, 184, 188, 190, 192, 206, 212, 214, 216, 218, 220,
222,224, 230, 234, 236, 238, 242, 270, 276, 278, 282, 294, 298, 306, 322, 324, 286} =
(127,191,223, 247, 251, 253, 255, 287, 303, 311, 315, 317, 319, 333, 339, 341, 343, 345, 347,
349,351, 357, 361, 363, 365, 367, 369, 375, 379, 381, 383, 397, 403, 405, 407, 409, 411, 413,
415,421,425, 427, 429, 433, 449} < Hs.

Proposigao 4.18. Em Hg n [1,450] temos as sequintes ndao lacunas:

{213,215, 221, 223, 231, 235, 237, 239, 243, 245, 247, 249, 251, 253, 255, 263, 269, 271, 277,
279,283, 285, 287,291,293} U {295 + 2j| j = 0, ..., 77}

Demonstragao. Vamos denotar por F;, funcoes as quais possuem divisor de pdlos da forma

nPy. Pela Proposicao 4.9 temos que

diV(FQgg) = 17(@8 + Rs + Sg + D1 (8)) + D2(8) + D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8) - 239P8

Exibiremos algumas fungoes (e seus respectivos divisores) que serao utilizadas
no calculo dos demais elementos de Hg. Primeiro, vamos ver alguns divisores que sao dados

através de Fo7:

div(FiarFos) = 33(Qs + Rs + Sg) + D1(8) + D2(8) + D3(8) + 2D4(8) + 8E5(8) — 223 P,
div(FiarFia0) = 9(Qs + Rs + Ss + D1(8) + Dy(8)) 4+ D3(8) + 2D4(8) + 8F5(8) — 247Ps,
div(FiorFi04) = 5(Qs + Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + D3(8) 4+ 2D4(8) + 2E3(8) + 8E5(8)
— 251 P,
div(FigrFiag) = 3(Qs + Rs + Ss + D1(8) + Dy(8) + D5(8)) + 6D4(8) + 8F5(8) — 253 P,
div(Fio7Fiog) = Qs + Rs + Ss + D1(8) + 9D5(8) 4 3Ds5(8) + 2D4(8) + 2E5(8) + 8F5(8)
— 250 F;,
div(Fior Fiss?) = 85Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D5(8)) + D3(8) 4+ 8E5(8) + X(8) — 299 Pk,
div(FiarFi76) = 81Qs + 17(Rg + Ss + D1(8)) + D2(8) + D3(8) 4+ 2D4(8) + 8E5(8) — 303 F%,
div(Fio7Figs) = 73Qs + 9(Rs + Ss + D1(8)) + D2(8) + D3(8) + 2D4(8) + 8E5(8) + E»(8)
+ 2F5(8) — 31155,
div(Fio7Figs) = 69Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D2(8) + D3(8)) + 2D4(8) + 8E5(8) — 315F%,
div(FlorFles) = 65(Qs + Rs + Sg) + D1(8) + Dy(8) + Ds(8) + 2D4(8) + 8E5(8) — 319,
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div(Fior Faos) = 19Qs + 3(Rs + Ss + D1(8) + Da(8)) + D3(8) + 4D4(8) + 8E5(8) + 8E3(8)
+ A(8) + X'(8) — 333P;,

div(Fia7Fara) = 13(Qg + Rg + Sg + Dy1(8)) + 5Dy(8) + D3(8) + 2D4(8) + E3(8) + 8E5(8)
+ A(8) — 339P;, e

div(FiarFora) = 11(Qs + Rg + Sz + D1(8)) + 3Da(8) + D3(8) + 6D4(8) + 8E5(8) + %(8)
— 341P;.

e a seguir alguns que sao dados através da fungao Fig;:

div(Fio1 Fos) = 97Qs + 33(Rs + Ss) + D1(8) + Dy(8) + Ds(8) + 2D4(8) + 8D5(8) — 287PF%,

div(Fi91 Fla0) = 73Qs + 9(Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8) — 311 P,

div(Fig91 Fla4) = 69Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8) + 2E5(8)
— 315K

div(Fio1 Fia6) = 67Qs + 3(Rg + Ss + D1(8) + D2(8) + D3(8)) + 6D4(8) 4+ 8D5(8) — 317F%,

div(Fio1Fias) = 193Qs + Rs + Ss + D1(8) + Do(8) + D5(8) + 2D4(8) + 8D5(8) — 3195%.

Além desses divisores, podemos ainda calcular exibir as seguintes funcgoes:

div(Foss) = (z12278(73 + 1)2525) = Qs + Rg + Sg + D1(8) + D2(8) + D3(8) + 2D4(8)
+ 8Ds5(8) + 32D4(8) — 255Ps

div(Fs35) = FagolFos = 49(Qs + Rs + Sg) + 17D1(8) + Do(8) + D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8)
— 335F%.

Vamos calcular os divisores das fungoes z, w, Z e w definidas em 4.13, 4.14 ¢
4.17 em Msy.

div(z) = 32FPs + X(8) — 8D, (8) — 2D3(8)

le(w) = 325 + A(S) — 6D3(8)
div(Z) = 16(Ps + Qg) + %(8) — 4D3(8) — 2D4(8)
div(@) = 16(Ps + Qs) + A(8) — 6D4(8).

Motivados pelas fungoes acima, vamos considerar as seguintes fungoes:

_ 2x5w3 + 205m4 + 2304 + 23 + x4 + 1
(xg + 1)(xg + 1) (x5 + 1)
_ 2o5t+ a3+ 1
(x5 + 1) (z3+ 1)

(4.24)

as quais tem seus divisores exibidos na proxima afirmacao.
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Afirmacao 4.19. Em Mg os divisores dessas fungoes sao

div(z) = 8D.. + 5(8) — 4D4(8) — 4D5(8) (4.25)
div(w) = 8Dy + A(8) — 12D5(8),
onde ¥(8) é um divisor em Mg de grau 64, cujo suporte é disjunto de D (8), D1(8), Da(8),

D3(8), Dy(8) e D5(8) (A(8) é um divisor em Mg de grau 64, cujo suporte é disjunto de
Dy (8) e D5(8)).

O célculo dos divisores da Afirmacao 4.19 segue de forma similar aos calculos

realizados nas Afirmacoes 4.13 e 4.14.

Munidos dos divisores listados acima, vamos exibir as seguintes nao lacunas
231, 235, 237, 301, 309, 325 e 327 € Hs.

Tomando as fungoes Flog = 232527 € Fhoo = z§z5z7 encontramos as seguintes
nao lacunas 231,235, 237,245, 301, 327 e 309 em Hsg.

div(F2szs7i0) = 25Qs + 9(Rs + Ss) + 3(D1(8) + Da(8) + D3(8)) + 4D5(8) + £(8) + A(8)
— 231P,

1 2z
div r122(z3 + 1)w325252
(33’6 + 1)

+ 2(8) — 235P,

div(Fys3) = 19Qg + 3(Rg + S + D1(8) + Do(8) + D3(8)) + 8E5(8) + A(8) — 237F,

div(Fa70) = 83Qs + 3(Rs + Ss + D1(8) + Dy(8) + Ds(8)) + 8D5(8) + A(8) — 301P%,

div(Fia6F191Z) = 75Qs + 11(Rs + Ss) + 3(D1(8) + Do(8) + D3(8)) + 2D4(8) + 4D5(8)
+ 3(8) — 309P,

div(Fyuq0) = 27Qs + 11(Rs + Ss + D1(8)) + 3D5(8) + D3(8) + 8E5(8) + L(8) + A(8)
— 325 F,

div(Fags Flog2sZ) = 57Qg + 41(Rg + Sg) + D1(8) + Do(8) + D3(8) + 4D5(8) + X(8)
+ A(8) —327P;s e

div(Fho32527Z) = 11(Qs + Rg + Sg) + 3(D1(8) + D2(8) + D3(8)) 4+ 2D4(8) + 8D5(8)
+ %(8) — 245 F%.

) = 21Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D5(8)) + D3(8) + 8D5(8)

A seguir exibimos divisores para as nao lacunas 251 e 287 (ja exibidos ante-

riormente essas nao lacunas, mas associadas a outras fungoes) utilizando novas fungoes.
Fass 311
Para isso, vamos usar as fungoes: Foy; = ——, Fyer = —— e seus respectivos divisores sao
z Z5

apresentados a seguir.

div(Fys;) = 5Qs + 5(Rs + Sg) + 5(D1(8) + Do(8)) + 5D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8) — 251 F,
div(Fyg;) = 97Qs + 33(Rs + Ss) + D1(8) + Do(8) + D5(8) + 2D4(8) + 8D5(8) — 287F.
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Utilizando as fungoes F3g1, Foss, Fog, Fo3a, Foso, Fase € Fhse € notando que

Fsso F:
div <z7250250) = 2D,(8) + 2D, (8) + 4D4(8) — 2(D5(8) + D3(8)) e
F252 F256

Fyso F

W\ 26215 — %= | = 2(8) — w(8) + D1

di ( 20 250) 8D,(8) — 4(Dy(8) + D1(8))
F252F256

concluimos que

div(F30124260) = TQs + 9(Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + 3D5(8) + 8D5(8)
+ A(8) + A(8) — 329F%;,
div (F235F96) = 53@8 + 37(R8 + Sg) + 5(D1 (8) + D2<8)) + D3(8)

+ 8D5(8) +X(8) — 331P e

Foso
div (z7250250F245) — 13(Qs + Rs + S5) + 5D1(8) + Dy(8) + D3(8) + 6D4(8)
F252 F256

+ 4Ds(8) + X(8) — 243 P,

Fyso F.
div (262725(];5()]7239) = 13(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + 9D5(8) + D3(8) + 2D4(8)
252 L7256

+ 8D5(8) — 243P%.

A seguir vamos definir fung¢oes de maneira pontual a fim de encontrar fungoes associadas

as nao lacunas restantes. Com esse propoésito, vamos considerar inicialmente a funcao
Trlg . _ C g ,

A = ! cujo divisor é
Te + 1

div(A;) = Rg + S + D1(8) + Dy(8) + D3(8) + 8D5(8) — A(8) — 15(Ps + Qs).
Assim, obtemos 249 € Hg, uma vez que

div(A; Foza) = T(Qs + Rs + Ss + D1(8) + Ds(8)) + 3D3(8) + 8D5(8) + 2E4(8) — 249P%.

De forma similar, encontramos as seguintes nao lacunas 283,297,305 € Hsg.
F:
Para isso, definimos a fungao A, := % a qual tem como divisor div(Ay) = 6(P + Q +

_ 237
R+ S)+4D5 + 3 — 8F5. Assim,

div(Fy034s) = 87Qg + 23(Rg + Sg) + 17D1(8) + Dy(8) + D3(8) + 2D4(8) + 4D5(8) + X(8)
—297F%.

De forma andloga, temos que

div <F311§231> = T79Qs + 15(Rs + Ss) + 11D1(8) + 3(D2(8) + D3(8)) + 2D4(8) + 4D5(8)

237
+ F5(8) + S(8) — 305D,
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F.
div (;05F287) — 101Qs + 37(Rs + Ss) + 9D1(8) + Dy(8) 4+ D3(8) + 2D4(8) + 8D5(8)
309

+ E5(8) — 283Fs €

F
div (F231F299) — 91Qs + 11(Rs + Ss) + 7(D1(8) + D5(8)) + 3Ds5(8) + 4D5(8)
237

+3(8) — 293P%.

. . < Fs17_
Para encontrarmos a nao lacuna 271, vamos utilizar a fun¢ao Az := ——% com

divisor div(As) = 2D4(8) — 16(Qs + Ps) — 4(D1(8) + Da(8)). Logo, .

div(Az ' Fagr) = 113Qg + 33(Rg + Sg) + 5(D1(8) + Dy(8)) + D3(8) + 8D5(8) — 271 ;.

Aqui, para encontrar as nao lacunas 215,269, 277,279, 285 e 291 € Hg iremos

F: F: F
dispor das seguintes funcgoes Ay := ﬂzgzwxg(% +1)7h Ay = L P —_
" . Foso Fas: Fiss
Ay = 220 6 Ag = B g quais possuem os seguintes divisores div(Ay) := 76Qs +

F238 F176

[§ d1V<A6) = 4E4(8) — 2(D00<8) + D1(8) + DQ(S) + D3(8)) Entéo,
21 _
div <232F231) = 9(Qs + Rg + Sg) + 3(D1(8) + D5(8))D3(8) + 4D5(8) + X(8) — 215 F%,
div(AyFs39) = 93Qs + 13(Rs + Ss) + 17D1(8) + D2(8) + 5D3(8) + 8D5(8) 4+ 2E4(8)
— 291 F%,
div(FouAs ") = 11(Qs + Rs + Sg + D1(8) + Do(8)) + 3D3(8) + 8D5(8) + 2E,(8) — 277F,
div(Fyr7Ag) = 9(Qs + Rs + Ss + D1(8) + Dy(8)) + D3(8) + 8D5(8) + 6F4(8) — 279 F%,
div(Forr A7) = 19Qs + 3(Rg + Sg + D1(8)) + 11D5(8) + 3D3(8) + 8D5(8) + E3(8) + A
— 269P8 €
diV(F277A8) = 3(@8 + Rg + Sg + D1(8)) + 11D2(8) + 3D3(8) + 8D5(8) + 2E2(8) - 285P8

F
As nao lacunas 221 e 213 sao obtidas através das fungoes Ag := %m% e Ay =

231
Fazi—. \—1(Faza\—1 -3
Fezzg) " (F) T wsay Ts2g : .
as quais permitem obter:

28(1’6 + 1) Tg + 1

div(AgFyi5) = 3(Qs + Rg + Sg) + 3(D1(8) + Do(8)) + D3(8) + 8D5(8) + 2E,4(8) — 221 F,
div(Fy19410) = 11(Qs + Rs + Ss) + 2D1(8) + 5D(8) + E3(8) + 8E5(8) + D3(8) + A(8)
— 213P;.

Para mostrar que 295,297, 305,307,313, 321, 323, 325, 329, 353,385 € Hg vamos listar



Capitulo 4. Sobre semigrupos de Weierstrass em uma torre de corpos de fungoes 125

divisores de fungbes ainda nao exibidos. Esses divisores estao listados a seguir.

div(FiorFas) = 19Qs + 3(Rs + Ss + D1(8) 4+ D(8)) + D3(8) + 4D4(8) + 8E5(8);
+8E5(8) + A(8) + X(8) — 333P%;

div(FiorFass) = 25(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + Dy(8)) 4+ D3(8) + 2D4(8) + E»(8)
+ 8F5(8) — 359P;

div(FlorFoge) = 21(Qs + Rg + Ss + D1(8)) + 5D2(8) + 5D3(8) + 2D4(8)
+ 8E5(8) — 363Ps;

div(Fasr Fias) = 19Qs + 3(Rs + Ss + D1(8)) + 9D5(8) + 5D5(8) + A(8) + E5(8)
+ 8F5(8) — 365Ps;

div(FausFiag) = 15(Qs + Rs + Ss) + 7TD1(8) + 3D5(8) + 3D3(8) 4+ 10D4(8) + 4D5(8)
+ 3(8) — 369P;

div(Fior FiaoFios) = 9(Qs + Rg + Ss) + 9D1(8) 4 17D5(8) + 2D5(8) + 2D,4(8) + 8E5(8)
+ F5(8) — 375P;
div(FiorFos0) = 7(Qs + Rs + Ss) + 7D1(8) + 7D5(8) + 3D3(8) + 6D4(8) + 8FE5(8)
+ 2E5(8) — 377P%s;
div(FiarFosa) = 5(Qs + Rs + Ss + D1(8) + D2(8) + D3(8)) + 10D4(8) + 8E5(8) — 379F5 e
div(Fags Fiao) = 33(Qs + Rs + Ss) 4 33D1(8) 4+ 11D5(8) + D3(8) + 2D,(8) + 8D5(8)
— 383 F%.

F120

A partir desses divisores, vamos considerar as seguintes fungoes: Ay = T Agy =
124

-1
F
('273:51) Ze Ay = FQGQﬂ para obtermos as nao lacunas 329, 325 e 323 como se
365

div(Ag1 Fis3) = 23Qs + T(Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + D3(8) + 4D4(8) + 6E5(8) + 8E5(8)
+ A(8) + I(8) — 329P;

div(A3, F33) = 27Qg + 11(Rg + Sg + D1(8) + D(8)) + D3(8) + 4D4(8) + 4E3(8) + 8E5(8)
+ A(8) + £(8) — 325P; e

div(A3, Fis3) = 31Qg + 15(Rg + Ss + D1(8) + D3(8)) 4 Ds(8) + 4D4(8) + 8F5(8)
+ A(8) + £(8) — 323P%.

F!
Notamos ainda que usando as fungoes Floq = 8D5(8)+2D5(8)+ E3(8)—128FPg e Agy := F1’28
128

a qual possui divisor div(Ag) = 2(Ps + Qs + Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) +4D4(8) — E5(8) —

6D5(8), podemos obter de forma diferente a nao lacuna 323.

AgyFip5 = 29Qg + 13(Rs + Sg + D1(8)) + 5D4(8) + D3(8) + 8D4(8) + 3F5(8) + 8F5(8)
+ A(8) + £(8) — 323P%.
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Para as nio lacunas 353 e 263" usaremos novamente as funcoes Asy e Ass. Desta forma,

obtemos

div(F363A92) = 31Qg + 15(Rg + Sg) + 21D1(8) + 5D5(8) + 3D3(8) + 4D4(8) + 8F5(8)
+2(8) — 353P; e
diV(A23F365) = 25(@8 + Rg + Sg + D1 (8)) + 3D2<8) + D3(8) + 8D5(8) + 2D4(8)

— 263 F.
F F F
Para finalizar, vamos utilizar as seguintes funcoes Ags := 353~, Agg i= ﬁ, Aoy = ﬂ,
P e F3632 Fia6 F379
Aog 1= &, Agg 1= S L F505 para determinar as ultimas nao lacunas, a saber, 297, 295,

188 Fyrs
305, 307, 385, 321 e 313. Entao

div(AgeFag1) = 87Qs + T(Rs + Ss) + 17D1(8) + D2(8) + 7D3(8) + 4D4(8)
+ 8D, (8) — 207P:

F
div (F297Fl24) — 89Qs + 9(Rgs + Ss) + 19D (8) + 3D45(8) + 5D5(8)

126
+ 8D5(8) — 295P8,

div (Fior FissAsr) = 79Qg + 15(Rg + Sg) + 7D1(8) + 3Dy(8) + 3D5(8) + 2D4(8)
+4D5(8) + X(8) — 305P;

div(F305A428) = 7T7Qs + 13(Rs + Ss) + 5D1(8) + D2o(8) 4+ D3(8) + 2D4(8)
+4D5(8) + 4E,4(8) + X(8) — 307Fs;

div(F3g3A429) = 31(Qs + Rs + Ss) + 31D1(8) + Do(8) + 2D3(8) + 6D4(8)
+ 8D5(8) + F5(8) — 385F;

div(F3p3459) = 31Qg + 16(Rg + Sg + D1(8)) + 15D5(8) + 4D4(8) + 2E5(8)
+8E5(8) + A(8) + 2(8) — 321Ps e

div (Fi%) = 71Qs + T(Rs + Ss) + 7D1(8) + 3D5(8) + 3D3(8) + 6D4(8)

+8D5(8) — 313P%.
O

A prova novamente, se concentra em encontrar fungoes cujos divisor de polos é
da forma nPg, para todo n que é um gerador minimal de Hg. Aqui, as fungbes z, w, Z, w,
Z e w denotam as fungoes das Afirmagoes 4.13, 4.14, 4.17 e 4.19. A seguir, apresentamos

uma tabela contendo todos esses divisores.

L Foi usado que Es = 2D3 + E5 em 263
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Ordem
de
Pélo divisor da funcao correspondente
e1m
Py
96 div(zs) = 32(Qs + Rs + Ss) — 96 P
120 le(2325) = 8(@8 + Rg + Sg + D1(8)) + 8D2(8> — 120P8
1
3%~5%6
126 le(ZgZ5Z7) = 2(@8 + Rg + 58 + D1 (8) + D2<8) + D3(8)) + 4D4(8) - 126P8
1 -1
((9[;1 + 1) (e )) = Qs+ Rs + Ss + D1(8) + Da(8) + D3(8) +2D4(8) +
127 252728
8E5(8) — 127P;
176 dlv(xlz4) — 80Qs + 16(Rs + Ss + D1(8)) — 176 Py
—1
184 le( s ) = 72@8 + 8(R8 + Sg + D1(8)) + EQ(S) — 1845
4<5
188 le((L'124Z6) = 68@8 + 4(R8 + Sg + D1 (8)) + 4D2(8> + 4D3(8> - 188P8
1
190 div(mj(j?’z)) — 66Qs + 2(Rs + Ss + D1(8) + D(8) + Ds(8)) + 4E4(8)
4<~6~7
—190F%
191 diV(x1Z4ZGZg) = 65Qs + Rg + Sg + D, (8) + D2(8) + D3(8) + 2D4(8)
+8D5(8) — 191 P4
206 div(Zz6Fi09) = 18Qs + 2(Rs + Ss + D1(8) + Da(8)) + L(8) 4+ A(8) + 2D4(8)
+8F5(8) — 206 P;
Fy F,
212 | div <“’943746) — 12(Qs+ Rs+ S5+ D1 (8)) +4D,(8) + E3(8) + A(8) —212P;
1
213 div(Fy12A10) = 11(Qg + Rg +Sg) +2D1(8) + 5D4(8) + E3(8) + 8 E5(8) + D3(8)
+A(8) — 213P;
214 | div(zFs3Fs0) = 10(Qs + Rg + Sg + D1(8)) +2D5(8) +4D,(8) + X(8) — 214 P
. 218
yio | i (SgpFan) = 9Qut Ra+ 50) + 3(DA(E) + DaS)DA(S) + ADK(S) +
(8) — 215P
. whoyFys
1
091 div(AgFy5) = 3(Qs + Rs + Ss) + 3(D1(8) + D4(8)) + Ds(8) + 8D5(8) +
2E4(8) — 221 P;
F
230 div <F117F147) = 26Qs + 10(Rs + Ss + D1(8)) + 2D5(8) + 2D5(8) + E5(8)
149
+2E,(8) + A — 230P;
231 div(Flh2s7w) = 25Qs + 9(Rg + Sg) + 3(D1(8) + Do(8) + D3(8))

+4D5(8) + 2(8) + A(8) — 23174
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Ordem
de
Pélo divisor da funcao correspondente
e1m
I
71
232 div <‘”1 ) = 24(Qg + Rg + Ss + D1 (8)) + E»(8) — 23255
<5
234 qu(wFGQFﬁg) = 22@8 + 6(R8 + Sg + D1(8) + D2(8)) + 2D3(8) + 2E4(8) +
A(8) — 234P;
1 2z
235 | div <“”1x2(“& ++ )1‘”')825282) — 21Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D(8)) + Ds(8)
6
+8D5(8) + (8) — 235 P
236 diV(ZLjIQ.I'gZG) = 20(@8 + Rg + Sg + D1 (8)) + 4D2(8) + 4D3(8) - 236P8
div(Fys30) = 19Qs + 3(Rs + Ss + D1(8) + Do (8) + D5(8)) + 8E5(8) + A(8) —
237
237
2 1
238 div <xl$2:vj)) = 18(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + 2D5(8) + 2D3(8)
6<7
+4E,(8) — 238P;
+8D;5(8) — 239P;
Fs3F
242 | div 6264) — 14(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + 4D4(8) + F3(8) — 242P;
6
Fos F
243 div z7250250F245> = 13(Qs+ Rs+Ss) +5D1 (8)+ Do(8) + D3(8) +6D4(8)
Fasa Fase
+4D5(8) + T(8) — 243 P
245 div(Faz25272) = 11(Qs + Rs + Ss) + 3(D1(8) + D2(8) + D3(8)) + 2D4(8)
+8D5(8) + 2(8) — 245D
249 div(A; Fy3y) = 7(Qs + Rs + Sz + D1(8) + D2(8)) + 3D3(8) + 8D5(8)
+2E,4(8) — 249P;.
F.
263 div(F%g%) — 25(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + 3D5(8) + D3(8) + 8D5(8)
365
+2D4(8) — 263P;
269 div(FyrrAz) = 19Qs + 3(Rs + Ss + D1(8)) + 11D5(8) + 3D5(8) + 8D5(8)
+F5(8) + A — 269P
F
270 div <F103F139> = 82Qs + 2(Rs + Ss + D1(8) + Do(8)) + 8E4(8) + A(8)
107
+3(8) — 270P;
271 div(A; ! Fogr) = 113Qs + 33(Rs + Sg) + 5(D1(8) + Do(8)) + D3(8)
+8D5(8) — 271 P4
276 diV(ZF47F30) = 76@8 + 12(R8 + Sg + D1(8)) + 4D2(8) + 2D3(8>

+(8) — 2765
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Ordem

de

Polo divisor da funcao correspondente

e1m

I

277 div(FoupAz') = 11(Qs + Rs + Ss + D1(8) + Do(8)) + 3D3(8) + 8D5(8)
+2E,4(8) — 277P

278 div(zFosFeo) = 74Qs + 10(Rs + Ss + D1(8)) + 2D(8) + 4E4(8)
+%(8) — 278P;

279 div(FyrrAg) = 9(Qg + Rg + Sg + D1(8) + Dy(8)) + D3(8) + 8D5(8)
+6E4(8) — 279P;

282 div(wFg3Fys) = 7T0Qs + 6(Rg + Ss + D1(8) + D2(8)) +4D4(8) + A(8) — 2825

083 div ?23217’287) = 101Qs +37(Rs +Ss) +9D1(8) + D2 (8) + D3(8) +2D4(8) +
8D5(8) + E5(8) — 283Ps

285 div(Fyr7Ag) = 3(Qs + Rs + Ss + D1(8)) + 11D4(8) + 3D5(8) + 8D5(8)
+2F5(8) — 285P;

291 div(A4Fas9) = 93Qs + 13(Rs + Ss) + 17D1(8) + Do(8) + 5D5(8)
+8D5(8) — 291 Py

203 | div <§22F299> 010y + 11(Rs + Ss) + 7(Dy(8) + Da(8)) + 3D5(8) + 4Ds(8)
+3(8) — 293K

204 div(ZFs2Fo2) = 90Qs + 10(Rg + Sg + D1(8)) + 2D2(8) + 2D3(8) + 2D4(8) +
2F5(8) + X(8) — 294 F5

205 div <F297222) — 89Qs +9(Rs+Ss) +19D; (8) +3D5(8) +5D3(8) +8D5(8) —
295 P

507 div(AgeFa91) = 87Qs + T(Rg + Sg) + 17D1(8) + D4(8) + 7TD3(8) + 4D4(8) +
8D5(8) — 297 Py

298 div(ZFg3F94) = 86Qs + 6(Rs + Ss + D1(8) + D2(8)) + 2D3(8) + 2D4(8)
+3(8) — 298P;

299 div(Fior Fiss?) = 85Qs + 5(Rs + Ss + D1(8) + D5(8)) + Ds(8) + 8F5(8)
+3(8) — 299 P4

301 div(F317w) = 83Qs + 3(Rs + Ss + D1(8) + D2(8) + D3(8)) + 8D5(8)
+A(8) — 301P;

s | <F311§§j;) — 7904+ 15(Ry+ Ss) + D1 (8) +3D(8) +3D5(8) +2D4(8) +

4D5(8)

+33(8) — 305P;
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Ordem
de
Pélo divisor da funcao correspondente
em
B
F,
306 div(F155#) = 78Qs + 14(Rs + Ss + D1(8)) + 4D5(8) + 6D5(8)
121
+4F,(8) — 306P;
307 diV(F305A28> = 77@8 + 13(R8 + Sg) + 5D1(8) + D2(8> + D3(8> + 2D4<8) +
4D5(8) + 4E,4(8)
+3(8) — 307F
F.
013 div <3°5> = 71Qs + 7(Rs + Ss) + 7D1(8) + 3D5(8) + 3D5(8) + 6D4(8) +
8D5(8) — 313P;
991 div(Fi3A5 ) = 31Qs + 16(Rs + Ss + D1(8)) + 15D5(8) + 4D4(8) + 2E5(8) +
8L5(8) + A(8)
+%(8) — 3215
322 diV(ZUNJFﬁoF(;QFﬁg) = BOQS + 14(R8 + Sg + Dy (8)) + 6D2(8) + 2E4(8) + A(8)
+3(8) — 322P
393 div(A3; Fis3) = 29Qs + 13(Rs + Ss + D1(8)) + 5D5(8) + D3(8) + 8D4(8) +
3E5(8) + 8E5(8) + A(8)
+3(8) — 3235%.
324 diV(ZF59F30) = 28(@8 + Rg + Ss + D1 (8)) + 4D2(8) + 2D3(8)
+3(8) — 324 P
395 d.iV(F}gzulﬂ)~ = 27@8 + 11(R8 +Sg+ D, (8) +D2(8)) +D3(8) —|—4D4(8) —|—4E3(8) +
8E5(8) + A(8)
+3(8) — 325P%
399 diV(F3012’4267I)) = 2?1@8 + 7(R8 + Sg + D1(8) + D2(8)) + D3(8) + 4D4(8) +
6E5(8) + 8F5(8) + A(8)
+3(8) — 329
diV(F363A22> = 31@8 + 15(R8 + Sg) + 21D1<8) + 5D2(8) + 3D3(8) + 4D4(8) +
353
8E5(8)
+3(8) — 353P;
385 div(Fss3As) = 31(Qs+ Rs+Sg)+31D1(8)+ Dy(8)+2D3(8)+6D4(8) +8D5(8)
+E3(8) — 385P%
386 div(ZFg3Fiss) = 94Qs + 14(Rgs + Ss + D1(8)) + 6D5(8) + 2D4(8) + A(8)

+33(8) — 386P;

Tabela 16 — Os divisores de Hg.
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APENDICE A - Caélculo dos termos iniciais

da sequéncia wi.(g)

Nos resultados que seguem iremos utilizar a Proposicao 2.17 e a Proposicao
2.12 para obter as seguintes desigualdades: para um gapset k-esparso puro de género g,
multiplicidade m e nimero de Frobenius ¢, temos que k <m < g+ 1ely > 29— (r+1),
escrevendo k = g — r. Note que o caso m = g + 1 pode ser desprezado, uma vez que neste
caso temos apenas o semigrupo ordinério e k = 1. Nos resultados a seguir, iremos usar as
Proposigoes 3.44, 3.45 e 3.46.

Proposicao A.1. Seja G um gapset g—esparso puro, entio G = [1,9 — 1] u {29 — 1}.

Demonstragio. Como g = k < m < g, entdo m = g. Assim, G = [1,9 — 1] U {a} com

a—(g—1) =g. Portanto, a = 2g — 1.
O

Pelo resultado acima, vemos que existe um tnico gapset g-esparso puro de

género ¢, para todo g > 1. Note que g = 0 implica G = (.

Corolario A.2. w,(g) = 1, para todo g.

A seguir, vamos calcular todos os gapsets (g — 1)-esparsos puros de género g,

com g > 3. Para isso, vamos separar o nimero de Frobenius em casos.

Proposigao A.3. Seja G um gapset (g — 1)—esparso puro de género g, com ¢y = 2g — 1.
Entao G = [1,9 — 2] u {g,29 — 1}.

Demonstracao. Note que g —1 < m < g.

1) Sem = g, entdo G = [1,g — 1] U {a}. Assim, a = 2g — 2 0 que gera uma contradicao.

2) Sem=g—1,entdo G = [1,9g—2]u{a,2g—1}.Se2g—1—a=g—1,entdoa =g
eG=[1,9—2lu{g,2g—1}.Sea—(9—2) =g—1,entdoa =29 — 3, dai g e

g—1¢Gely, =g+ g—1, esse caso nao ocorre.

]

Proposicao A.4. Seja G um gapset (g — 1)—esparso puro género g, com {, = 29 — 2.
Entao G = [1,9 — 1] u {2¢ — 2}.
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Demonstra¢io. Quando m = g entdo G = [1,9 — 1] U {a}, logo a = 2g — 2. Quando
m=g—1G=[1,9—2]uf{a<29g—2}se29g—2—a=g—1entdo a =g— 1 absurdo. se
a—(g—2)=g—lentdoa=29—3,daig—1¢Gel;=g—1+g—1, este caso nao

ocorre. n

Note que para existir um gapset (¢ — 1)—esparso puro satisfazendo 2¢g < 3k,

isto é, 3(g — 1) = 3k = 2g ¢é necessario que g > 3.

Corolario A.5. w,_1(g) = 2, para todo g = 3.

Nos préximos resultados vamos explicitar cada gapset (g — 2)—esparso puro
com género g. Para isso, vamos adotar uma forma diferente para exibi-los, de forma que o
leitor perceba que tais calculos podem ser feitos de maneiras distintas e portanto agora
vamos dividir em casos pela multiplicidade do gapset. Lembramos que pelas Proposi¢oes

2.12 e 2.17 temos neste caso me {g — 2,9 — 1,9} e {;, € {29 — 3,29 — 2,29 — 1}.
Proposicdo A.6. Seja G um gapset (g — 2)—esparso puro com m = g, entio G =
[1,9—1]u {29 -3}

Demonstra¢io. Como m = g, entdo G = [1,9 — 1] U {a}. Logo a — (¢ — 1) = g — 2, isto §é,
a = 2g — 3. Portanto, G = [1,¢9 — 1] u {2¢9 — 3}. O

Proposicao A.7. Seja G um gapset (g — 2)—esparso puro com m = g — 1, entio G =

Demonstragio. Como m = g — 1, entdo G = [1,g9 — 2] U {a, b}, com a < b. Assim, temos

duas possibilidades: b —a =g —2oua—(g—2) =g — 2.

1) Sea—(g—2)=9g—2,entdaoa =29g—4e2g—3<b<29—1,como2g—2=
(g—1)+(g—1),29—1=9g+(9g—1)eg—1,9 ¢ G. Entao b = 2g — 1. Portanto,
G=[1,9—2]u{2g —4,2g — 3} é o gapset desejado.

2) Seb—a = g—2entdo entdo b = a+g—2 = 2g—2 pois a = g. Como 2m = 2g—2 entdo
b=2g—1lea=b—k=(29g—1)—(9—2) = g+1 portanto G = [1,g—2]u{g+1,2¢g—1}

nao ¢ um gapset.

]

Proposicao A.8. Seja G um gapset (g — 2)—esparso puro com m = g — 2, entdo as

sequintes possibilidades ocorrem

(1) G = [179_3] U{g_lag729_2}:

(2) G=[l,g—3]lu{g,g+1,29g—1} e
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(3) G=[l,g—3lu{g—1,9g+ 1,29 —1}.

Demonstragio. Como m = g — 2 entdao G = [1,¢9 — 3] u {a,b,d}, com a < b < d. Temos

trés possibilidades: d —b=9g—2, b—a=g—2oua—(g—3) =g — 2.

1)

(g — 2)-esparsos puros de género g satisfazendo 3k

Sea—(g—3)=g—2,entdoa =2g—5e29—3 <b<d—1, mas para g > 6 temos
que g — 2,9 — 1,9 ¢ G. Logo, 29 — 4,29 — 3,29 — 2,29 — 1 ¢ (G portanto este caso

nao ocorre, pois nao existem possibilidades para b.

Seb—a=g—2entaob=a+9g—2>29g—3poisa>=>qg—1. Sea > g+1,
entdao b = 2g — 1, o que gera absurdo, pois teriamos d > 2g. Logo a € {g — 1, g}.
Sea =g, temos que b =29 —2ed=29g—1. Como (g9 —2)+(g+1) =29g—1
e g+ (g—2) =29 — 2 segue que esse caso nao ocorre. Se a = g — 1, temos que
b=29—3.Como (g—2)+(g+1)=29g—1eg+ (9g—2)=2g— 2, assim esse caso

também nao ocorre.

Sed—b=9g—-2=d=b+g—2>29g+9g—2=2g9g—2, pois b > g. Assim,
de{2g—2,2g — 1}.

Sed = 29— 2, temos que b = 2g—2—-g+2 =gea = g—1. Logo, G =
[1,g—3]u{g—149,29—2}

Sed =29g—1temos que b =29g—1—-9g+2=g+1eac{g—1,4g} Para
a = g temos que G = [1,9 — 3] u {g,9 + 1,29 — 1}. Para a = g — 1 temos que
G=[1l,9-3]u{g—1,9+1,2g—1}.

]

Note que 3(g —2) = 3k = 2¢g, logo g > 6 e para g < 6 nio existe gapsets
2

g.

A\

Corolario A.9. w,_5(g) = 5, para todo g = 6.

Para gapsets (g — 3)-esparso puros de género g, temos que g —3 < m < g e

29 — 4 < {,. Nos resultados a seguir podemos supor que g > 9 pelo Corolario 2.49.

Proposicao A.10. Seja G um gapset (g — 3)—esparso puro de género g com {y, = 2g — 1,

entao as sequintes possibilidades podem ocorrem

(1)
(2)
(3)

G:[1,9—4]U{g—l,g+17g+2,29—1},
G=|[l,9—4]u{g,9g+1,9+2,29—1};

G = [17g_4] U{g—Q,g,g-l-Q,QQ—l};
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(4) G:[179_4]U{g_2a9_1>g+272g_1}'

Demonstragio. Seja m := m(G). Observamos que G é simétrico e portanto ¢, —x ¢ G

para todo x € G. Como g — 3 < m < g, vamos dividir em 4 casos:

1) Se m = g, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 1} U {a}, para algum ntimero

natural a = m. Logo a = 2g — 1, mas a — (g — 1) # k o que gera um absurdo.

2) Sem =g—1,entdo a — (g —2) = k ou {, —a = k. Para {;, — a = k temos que
a=g+2eassimg,g—1¢ G absurdo. Para a — (g —2) = k temos que a = 2g —5 e
para g > 5 g,9 — 1 ¢ G absurdo.

3) Se m = g—2, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g —3} u{a,b,d}, onde a, b e d
sdo nimeros naturais com a = m e a < b < d. Segue imediatamente que d = 2g — 1.
Sed— b=k, entao b = g + 2 e pela propriedade de ser simétrico temos g —3 ¢ G
o que é uma contradigdo. Se b —a = k, entdo que b = (¢ — 1) + (9 — 3) = 29 — 4
e que necessariamente temos a € {g — 1, g}. Para a = g obtemos b = 2g — 3, onde
g—2,9g—1¢ Gcom (g —1)+ (g —2) = b contradigdo. Para a = g — 1 obtemos
b =2g—4, onde 2m = b contradi¢do. Se a — (g — 3) = k, entdo a = 2g — 6, mas para
g > 6 temos que g,g —1¢ Ge g+ (g—1) =/, absurdo.

4) Se m = g — 3, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 4} U {a,b,d, h}, onde a, b,
d e h sao nimeros naturais com a = m e a < b < d < h. Segue imediatamente que
h=2g—1.

Se h—d =k, entdo d = g+ 2 e portanto b € {g — 1,9,9g + 1}. Para b = g + 1
temos a € {g — 1,9}, ie., G = {1,2,....,9g—4} u{g— 1,9+ 1,9+ 2,29 — 1} e
G={1,2,...,9g—4}u{g9,9+ 1,9+ 2,29 —1}. Para b= g temos a € {g — 1,9 — 2},
no caso em que a = g — 1 teremos g —2,9+1¢ Gonde (¢ —2)+ (g +1) =,
contradi¢ao. Para a = g — 2 obtemos G = {1,2,....g —4} U {9 — 2,9,9 + 2,29 — 1}.
Parab=g—1temosa=9g—2eG={1,2,...,9g—4}u{g—2,9—1,9+2,29g—1}. Se
d—b=k,entdo ¢ = 2g — 6. Como a € {g — 1, g}, temos para ambos os casos temos
queb=g+2ed=1{; absurdo. Seb—a =k, entao b > (¢ —3) + (g —2) = 29 — 5.
Logo b€ {29 — 3,29 — 4,29 — 5} e necessariamente temos a € {g —1,¢g}. Sea =g —1
ou g temos que g + 2 ¢ G e assim g + 2 + m = {, contradigao. Se a — (g — 4) = k,
entdo a = 29 — 7, mas para g > 7 temos que g < 29 — 7 e portanto, g — 1 ¢ G e
g+ (g—1)={,, absurdo.

]

Proposicao A.11. Seja G um gapset (g — 3)—esparso puro com £, = 2g — 2, entdo uma

das sequintes possibilidades podem ocorrer
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(1) G=1[1,9—4]ui{g—1,9,9,29 —2};

Demonstragio. Seja m := m(G). Como g — 3 < m < g, vamos dividir em 4 casos:

)

Se m = g, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 1} U {a}, para algum nimero

natural a = m. Logo a = 2g — 2, mas a — (g — 1) = g — 1 absurdo.
Se m = g — 1, entao 2m = ¢, absurdo.

Se m = g — 2, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g —3} U {a,b,d}, onde a, be d
sao numeros naturais com a = m e a < b < d. Segue imediatamente que d = 2g — 2.
Sed—b==Fk entaob =g+ 1ea=g—1. Logo g,9g —2 ¢ G o que gera uma
contradi¢ao. Se b —a = k, entao observando que b = (g — 1) + (¢ — 3) = 29 — 4 temos
queb=2g9g—4ea=g—1.Logo g,9g—2 ¢ G o que gera uma contradicao. Finalmente,
se a — (9 —3) = k, entdo a = 2g — 6, mas para g > 6 temos que g,g —2 ¢ G e
g+ (g —2)={,, absurdo.

Se m = g — 3, entao o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 4} U {a,b,d, h}, onde a, b,
d e h sao nimeros naturais com a = m e a < b < d < h. Segue imediatamente que
d=2g—2.8e h—d =k, entdo d = g+ 1 e portanto b € {g — 1, g}. Para b = g temos
a=g—1leG={1,2,..,9—4}u{g—1,9,9,2g—2}. Parab=g—1 temos a = g —2
eG={1,2,..,9—4}u{9—2,9—1,9,2g —2}. Sed — b =k, entdo d > 2g — 4. Para
d=2g—4temosqueb=g—lea=g—2masg+1¢Ge(g+1)+(9—3)=¢,
contradi¢ao. Para d = 2g —3 temos que b = gea =g—1mas g+ 1 ¢ G e
(9g+1)+(9—3) ={, contradicdo. Se b—a =k, entdo b > (¢ —3) + (¢ —2) = 29 — 5.
Logo b e {29 —3,2g—4,2g —5}, em qualquer um destes casos temos uma contradigao.
Sea—(g—4) =k, entdo a = 2g — 7, mas para g > 6 temos que g — 1 <29 —Te
portanto, g — 1 ¢ G e 2(g — 1) = ¢, absurdo.

Proposicdo A.12. Seja G um gapset (g — 3)—esparso puro com {y = 29 — 3, entao

(1) G = [179_ 2] Y {9729_3};

(2) G =1[1,9—2]u{2g—5,29 — 3},

(3) G = [179_3] U{g_lag729_3};

(4) G = [179_4] U{g_Qag_Lgan_B}'

Demonstragio. Seja m :=m(G). Como g — 3 < m < g, vamos dividir em 3 casos:



APENDICE A. Calculo dos termos iniciais da sequéncia wy(g) 141

)

Se m = g, entao o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 1} U {a}, para algum nimero
natural a = m. Logo a = 29 — 3, mas para g > 2 temos que g — 1,9 —2 ¢ G e
(9g—1)+ (g —2) = {,, absurdo.

Se m = g — 1, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,9 — 2} U {a,b}, onde a e b
sao numeros naturais com a = m e a < b. Segue imediatamente que b = 2g — 3. Se
b—a=kentdoa=geG={1,2,...,9—2}u{g,29—3}. Sea— (g —2) = k e assim
a = 2g — 5. Desta forma, G = {1,2,....,g — 2} U {29 — 5,29 — 3}.

Se m = g—2, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 3} u {a,b,d}, onde a, b e d
sdo nimeros naturais com a = m e a < b < d. Segue imediatamente que d = 2g — 3.
Sed—b=k,entaiob=gea=g—1,ie,G={1,2,...,9—3}u{g—1,9,29 —3}. Se
b—a =k, entdo observando que b = (g — 1) + (¢ — 3) = 2¢g — 4 temos que b = 2¢g — 4
ea=g—1.Logo, g—2¢ G e 2(g — 2_b contradigao. Finalmente, se a — (g — 3) = k,
entdo a = 2g — 6, mas para g > 5 temos que g —1,9g—2¢ Ge (¢g—1)+ (9—2) = £,

absurdo.

Se m = g — 3, entao o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 4} U {a, b,d, h}, onde q,
b, d e h sao nimeros naturais com a > m e a < b < d < h. Segue imediatamente
que h =29g—3.Seh—d=Fk entaiod =geb=9g—1,a =g9g—2 ie., G =
{1,2,....,9—4}u{9—2,9—1,9,2g—3}. Sed—b=Fk,entaod =2g—4eb=g— 1.
Assima =g—2eg¢ G onde {; = g+ (9 —3 = m) absurdo. Se b — a = k, entao
b=>(g—3)+(g—2)=>29—5,logob=29g—5ed=29g—4ea=g—2. Mas,
para g > 5 temos que g ¢ G e £, = g + (g — 3) absurdo. Se a — (g — 4) = k, entdo
a=29—T7,b=29g—6ed=29—>5; mas para g > 6 temos que g —1 <2g—Te
portanto, g —2,9 —1¢ Ge (g —1)+ (g9 —2) = {,, absurdo.

Proposigao A.13. Seja G um gapset (g — 3)—esparso puro com {, = 2g — 4, entdo

(1) G=[1,9—1]u {29 —4};

(2) G=1[1,9g—2]u{2g—5,2g—4}.

Demonstragio. Seja m := m(G). Como g — 3 < m < g, vamos dividir em 4 casos:

1)

2)

Se m = g, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 1} U {a}, para algum nimero

natural a > m. Pela propriedade de k-esparso temos que a = 2g — 4.

Se m = g — 1, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,9 — 2} U {a,b}, onde a e b
sao numeros naturais com a = m e a < b. Segue imediatamente que b = 2g — 4. Se
b—a =k, entdo a = g — 1 absurdo. Logo, a — (g — 2) = k e assim a = 2g — 5. Desta
forma, G = {1,2,....,g — 2} U {2¢9 — 5,29 — 4}.
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3) Se m = g—2, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g —3} u{a,b,d}, onde a, b e d
sao nimeros naturais com a = m e a < b < d. Segue imediatamente que d = 2g — 4.

Este nao ocorre, uma vez que teriamos 2m = ;.

4) Se m = g — 3, entdo o gapset é da forma G = {1,2,...,g — 4} U {a,b,d, h}, onde a, b,
d e h sao nimeros naturais com a = m e a < b < d < h. Segue imediatamente que
h=2g—4.Se h—d =k, entdao d = g — 1 absurdo. Se d — b = k, entaod > 2g — 4,
absurdo. Seb—a=kentaob>g—2+9g—3=29—5,logob=29g—5,d=29—4
ea =g—2 Mas para g > 5 g ¢ G e portanto ¢, = g + (¢ — 3) absurdo. Se
a—(g—4) =k, entdoa =29 —7,b=29—6ed=2g— 5 mas para g > 5 temos
que g —2 < 2g — 7 e portanto, g — 2 ¢ G e 2(g — 2) = {,, absurdo.

Finalmente, o temos que

Corolario A.14. w,_3(g) = 12, para todo g = 9.
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APENDICE B — Demonstracdes de

resultados da Secao 3.5

2
Lema B.1. Seja G um gapset de género g impar, profundidade q € H;ﬂ +1,

Kunz(GQ) = (ki, k2, k). Se ¢ = 4b, entdo ks =b=q e

g+1]
72 e

+1
(1) seq= J , entdo G nao existe.

2 -1 1+2 —1-2
(2) se q € Hg}—#l,gQ], entdo ky € Hg+ 6+ T},[g 1 ﬂ—l] ou ky €

—1-2 —1-2 —1 2
Hg 1 ﬂ,g 5 T],onderzO,...,QQ—[g}—l.

Demonstracao. Suponha ¢ = 4b, entao ks = b = q. Se ¢ = g , entao

1 1 —1
]ﬁeHQ‘f’ }’[9"’ }_1]ek2:g_k1—k3:92—k1<b—k:1eestecasonéo

6 4
+1 —1
ocorre (ambos os casos Ay, By). Se ¢ < gT 1=

, entao (]{71,]{32) € AO ou BQ.

—1 —1-2 -1 2
Vamos escrever q = g? —r = %, para r = O,...,g? — Eg — 1. Vamos

dividir em dois casos, o primeiro quando (ky, k2) € Ag e o segundo quando (ky, k2) € By.

—1-2 —1-2
No primeiro caso, ki € Hg 5 ﬂ , [g ﬂ — 1], isto é,

—1-2 , , —1-2 —1-2 +14+2
b = Ffﬂﬂ ondej:o,...,[W}_l_[W} oy = IFLEA

+1+2 —1-2
k1. Como ko < 2k se, e semente se, % < 3( %

142 —1-2 S —
[W}—[gq@?pomamo, /ﬂeHw i ﬂ’[g ﬂ_l]

+ j) se, e semente se,

6 6 6 4

—1-2 —1-2 —1-2
No segundo caso, k; € Hg 1 ﬂ 79 5 T]yjsto 6 ky = {9476}_#

g—1—2r g—1—2r 1 g+1+4+2r
J— e -
2 4 ? 2
g+1+2r_k1<g—1—2r
2 2
g—1—2rw g—1-—2r

— k1. Como ky < b se, e

jonde j =0,..,

. g—1—2r ,
semente se, equivalentemente 2r +1 — [ ~———| < j ,

4
g—1—2ﬂ

4 2

isto é, ky € H
4

],pOiSQT-I—lg[

Lema B.2. Seja G um gapset de género g impar, profundidade q € HE)} +1, ] e
Kunz(GQ) = (ki, ko, k). Sec=4b+ 2, entaoky =b+1=q e
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_g+1 g—3| |9—-3]| _ g—3 g9g-1_
[ el B LS RN

2 —1 —14+2 —5—2
(2) sequE)g}—l—l,gQ],entdokgeHg 6+ ﬂ’[g 54 ﬂ—l] ou ks €

g—5—2r| g—3—2r g—1 2¢
=0,.,.——|=|—-1.
H 1 }, 5 ,onder =0,..., 5 3

Nota, se g < 15 b) nao ocorrem gapsets.

+1
Demonstragao. Suponha ¢ = 4b+ 2, entao ky = b+ 1 = ¢q. Se ¢ = gT’ entao k3 €

-3 -3 -3 -1 —1
HQG }7[94 }—1]011]?3‘5[[94 }792]6]?229—7451—/?3:92—kszb—ks.

-3 -3
Mas se k3 = b entao ks = 0, que nao pode ocorrer. Portanto, k3 € ”g } ; [g } B 1]

6 4

-3 —1 1 -1
ou k3 € HQZLLQQ—I] Se ¢ < %—1 = gT’ entdo (ko,k3) € Ay ou

-1 —1-2 —1 2
B>. Vamos escrever ¢ = g2 —r = g7 para r = 0, ... g—> _ [g} 1.

Entéo,,bzq—l=T—r—1=feb—1=7.Nopri—

—5-2 —5—-2 —5—-2
meiro caso, k3 € Hg ﬂ , {g ﬂ — 1], isto é, k3 = [gﬂ + 7 onde

6
i=0 [9—5—27‘} | g—5—2r ek_g+1+2r
=U,... f -1 —-—|— 9 = —

— k3. Como ky < 2k3 +1 <

g—1+2r
6

gricar grica o fg=5-2
2 2 6

o5 o]

A < j,isto é, kg € H

+7)+1 <

6
[[g—5—2 —-3-2 —-5-2 —3-2
[g ﬂ’g T], isto é, kg = [gﬂ + 7, onde j = ,...,u—

4 2 2

g = ek2:M_k3.00m0k2<b@u—k3<g7r©
4 2 2 2
—5-2 —5-2 —5-2
W} < j. Note que 2r+2 > [g - ﬂ > - LR

g—5—2ﬂ g—3—2r]

2r+2 < ks < 2r+2—[

g—13
10

r>

]

que é um absurdo. Portanto, k3 € H 1 5

2 +1
Lema B.3. Seja G um gapset de género g impar, profundidade q € H;} + 1, g] e

2
Kunz(G) = (k1, ko, k3). Se c =4b+ 3 entdo ks =b+1=q e

+1
(1) Se q = gT’ entdo ki nao ocorre.

2 -1 —1-2 142 —3-2
(2) SequEﬂ—kl,gZ],entdokleHg ﬂ’g—i— * r_[g 3 TH,

4 2 4
—1 2
07’Ld€7’=0,...,g—[gw—1.

2 )
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2 +1
Demonstracao. Note que g € Hgﬂ +1, 92] . Pelas Proposicoes 3.44, 3.45 e 3.46 temos

que ¢ = 4b, ¢ = 4b+ 2 ou ¢ = 4b + 3, para algum b € N e g = ky + ky + k3. Suponha
1 —1 1 1
c:4b+3,entéiok:2:b+1:q.Seq:g; ,entaob:792 .kle”g+ },“ ]

4 2
+1 +1 +1 -1
istoé,klz[gll}—i—jcomjzo,...,gz —[94 Wekgzg—kl—kg,:gQ—kl.
—1 —1 -1 +1
Note que k3 < [Z}’pmsgg < [94 }4—[‘(]4} e pela Proposicao 3.46 este caso
nao OCorre.
+1 -1 -1 —1-2
SeqégT—lzgT.VamosescreverQZQT—r:%,
-1 2 -1 -3-2
pararz(),...,gi— nl —1.Entéo,b=q—1:gi—r—1=u.
2 5 2 2
—1-2 —-1-2 —1-2
ComokleHg 1 T}’g 5 T] temosque/ﬁ:[g 1 ﬂ—i—j onde j =
—1-2r —1-2r +14+2r .
O,...,g 5 _[g 1 ekgz%—kl.A551m,
+1+2 -3-2 —1-2
[g—1-2
W}<j,istoé,k1>2r+2
b (g—3—2r] g+1+2r g—1—2r . _g+1+2r
e || <k < —k — < —F -
2| ST 4 2 L 4 TJ 2
[g—3—2 1+2 —3-2 —1-2
g47"}©+j<9+2+7’_[9 1 ﬂ—[g 1 ﬂ,istoé,k:lg
g+1+2r [g—3—2r]
2 4 ‘
—1-2 1+2 —3-2
Portanto,kleHg 1 TLQ—F;—T_F] 1 TH 0

Juntando os resultados obtidos nos Lemas 3.47, 3.48 e 3.49, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario B.4. Se g é impar, entao

+1
(1) seq="2

, entao

2 —1
(2) seqe Hgﬂ + 1,92], entdo
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3g +3—2r
#F(g.q.m = 1) = e

(e e o)

—1 2
onde r = 0,...,gT — [g} —1.

Demonstracao. Segue imediatamente dos Lemas B.1, B.2 e B.3. O]

Corolario B.5. A quantidade de gapsets de género g = 5 impar, multiplicidade 4 e

profundidade q € Hiﬂ —1, g;rl] ¢ exatamente
1)
o (5[ () s (- [ (- [3)

quando g =1 mod 12.

(5 D ()0 D 2 [2)

quando g = 3 mod 12.

3)
B (D ) [N (3 [4)
—(2=b)(s+1)— 3b(52_b>’

quando g = 5 mod 12.

B (D) = G R O )

AL —a) - SR g,

4)

quando g =7 mod 12.
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5)
e (D (502 D (7 )
—( _b)s—3b<52_ b _ ;
quando g = 9 mod 12.
6)
S (e D) = (BN O )
_(z_b)(s+1)—3b(52_b),

quando g = 11 mod 12.

Onde a = 2 e b sdo inteiros positivos, com a tal que
3a + 2, fazemos \ =1
-3
g - [g} =14 3(a+1), fazemos A\ = 2
3(a+1)+1, fazemos A =3

— 2
923—{59}23b+scom0<8<3.

eb ¢ tal que

Demonstracio. Como g é impar, temos que g — 3, g — 1 e g + 1 sao pares. Vamos dividir
em casos: g = 12a + 1, 12a + 3, 12a + 5, 12a + 7, 12a + 9 e 12a + 11.

—(1+r) g—1—2r g—1 —r
1 =12 1: ) = [*L
) g =12+ } 2 1 i Tl
—1+2 — —
g T f} g+1—|—27’ -9 L + rl . Portanto, a soma
6 3 6 3

S P P P

pode ser reescrita como

S S [P B[]

r

Uma vez que nao depende de r, queremos calcular os termos em que r aparece,

isto é, queremos determinar

S5 5] 5

Fazendo, r = 6u, 6u + 1, 6u + 2, 6u + 3, 6u + 4, 6u + 5. Temos os sub-casos:
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) W:?[?}:?[g]:ge[ir r
b) _(1;’") =_12_T7[_2T]=1;T,[;]=r§2e[1;ﬂ—r"§2
(—(+r)] _ —r [—r -r |r+1 r 147 r+1

o [P T [ e S
o[22 e -

e) _(12“%:—27’[—27“}:—27“[;]:1“;2 [1—1:7"}:7«;-2
e e e e e 2

Escrevendo r = 3u + j, com j € 0,1, 2, notamos que nos casos c), d) e e) os valores
sao exatamente —u e nos demais casos os valores obtidos sao —u — 1. Logo, obtemos

uma sequéncia da forma (0,0,—1,—1,—1,—2, -2, -2, ...) fazendo u variar. Munidos
b—2
desta informagao, podemos escrever a soma (B.1) como Z 3(—u) + (1 —a)A, onde

u=0

3a + 2, fazemos A = 1
-3 2
QT - [59} =4 3(a+ 1), fazemos A = 2
3(a+1) + 1, fazemos A\ = 3.

Juntando essa informacao com o Corolario B.4 a férmula segue.

g—3—2r g—3 [—7‘] g—1-—2r g—3 1—r
— 12a + 3 - - _
g =t 1 i a2l 1 PR R &
g—1+2r —g_3+ 1+7r g+1+2r —g_6+ r+2
6 G 3 |° 6 G 3|

Zng—i—zﬂ+Pg—i—zﬂ+[2g—é+2ﬂ+[2g+é+zrb

pode ser reescrita como

2(5gg15+[—ﬂ+[1;ﬂ%zgrh[%rb

Uma vez que nao depende de r, queremos calcular os termos em que r

aparece, isto é, queremos determinar

Z([?M[?MF?%F?D (B.2)

Fazendo, r = 6u, 6u + 1, 6u + 2, 6u + 3, 6u + 4, 6u + 5. Temos os sub-casos:

1—r 2—r [—r —-r (247 3+r 1+r r
S e 2’[7]:7’ s |~ 3 ¢ 3 |37t
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b) _1—7"_:1—7“ I [2—#7“}:7“—1—26[1—#7”}:7”—#2
2 2 12 2 3 3 3 3
[1—r] 2—7 [—r]  —r [2+7] r+4 L+7r] r+1
C>2_2’2_2’[3w 36[3}_3'
Q) _1—r_:1—7’ (—r]_l-r [2—1—7”}:7”4—36[14—7”}:7”—!—3
2 2 12 2 3 3 3 3
[1—7r] 2—7r [—r7 —r [2+7r r+2 1+r r+2
2 e e 2:2’[3 }_ 3 6[3 }: 3
f _1—7“_:1—7“ I [2+T}:T+4e[l+r}:r+l
2 2 12 2 3 3 3 3

Escrevendo r = 3u + j, com j € 0,1,2, notamos que nos casos b), ¢) e d) os valores
sao exatamente 2 — u e nos demais casos os valores obtidos sao 1 — u. Logo, obtemos

uma sequéncia da forma (3,2,2,2,1,1,1,1,0,0,0, ...) fazendo u variar.Munidos desta

b—1
informacao, podemos escrever a soma (B.2) como 3 + Z 3(2—u) + s(2—0)A, onde
u=0
9—3 |29

il bl 3b+ s com 0 < s < 3. Juntando essa informagao com o Corolério

B.4 a férmula segue.

Os demais casos 3), 4), 5) e 6) seguem de cédlculos similares. O

Lema B.6. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € H} + 1,] e
Kunz(G) = (k1, ko, ks). Se ¢ = 4b, entdo ks =b=q e

(1) seq—g, entdo k; € H%w,[ﬂ —1] ou ky € Hﬂ,g—l]
-2 2+ 2 —2-2
(Q)SGQGH } ],entdolﬁEHg—i—;—r ’{g 1 ﬂ—l] ou ki €
g—2—2 2—2 -2 2
. ) : ,Onder:(),...,L_ 911
4 2 2 5
g g g
Demonstracao. Suponha ¢ = 4b, entao k3 = b = q. Se ¢ = 5 entdo k; € Hf],[z] —1] e
kzzg—k1—k3=§—k1,entéo (k1,k2) € Ag ou By.
c k<2 e S <3(|E]+)e0<;
e hh<bed _n<doo<h
2 2
Portanto, estes casos ocorrem. Se ¢ < g— 1 = J 5 vamos escrever ¢ = 9= 5
g—2—2r g—2

r="—F5 ., paar = O,...,T — [} — 1. entao (ky,ke) € Ay ou By. No
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—2-9 -2-2 —2-2
i oo, < Hg } | [g } _1], isto &, ky = [gw T+

6 4 6
—2-2 —2-2 242
ondej = O,..., % —-1- ge% e kz = % —kl. Como kfg <
242 —2-2 242 —2-2
le(@W < 3( QGTW +j) < [g-% 6+ ﬂ — [g 5 ﬂ < 7, portanto

NEEEE

929 g—2-2 9.9
No segundo caso, k; € ”g ﬂ i 7’]’ isto 6, ky = [gﬂ n

4 2 4
—2-2 —2-2 +2+2

j onde j = 0,..,7 . T4 . "ok = Qggéiggi-ky Como ky < b =

2+2 —2-2 —2-2 —2-2
gretar +T—k1<79 T@2r+1< g7 +je2r+1-— g2 <

2 2 4 4

) , g—2-=2r| g—2—-2r
t k . O]

, isto é, 16” 1 }, 5

2
Lema B.7. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € ”g} + l,g] e

5 2
Kunz(GQ) = (ki, ko, k3). Sec=4b+2, entaoky =b+1=q e

1 seam 8y [[452] 54 ] e [[254] 452].

(2) seqe l[i?}—+1 92;2],6nhﬂ)k36 l[g_gzr} [9 6 — 2r} ]

—6—2 —4 -2
ks € Hg 1 ﬂ,g 5 T], onder =0, ..., [59}
-2

Demonstracao. Suponha ¢ = 4b+ 2, entao ki = b+ 1 =¢q. Se ¢ = g, entdo b = gT’

4 47 [g—4
b—1=g2J3eHg },P }—@ekfzg—h—kyzg—@=b+1—@.

6 4

qg—2

e Para Ay: Como ky < 2k3 +1 < < 3ks+1 <= k3 > [6} Assim, k3 €

g—2| [g—4
—1].
|51
g—4| g—2
o Para By: k z -
oty [[154] 252
1 0.

N |

]ekQ g —ky = b+1—hy. Note que ki = b+1—(5) =

-2
Portanto estes casos ocorrem (ambos casos Ay, By). Se ¢ < I 1= gT, entao (ko, k3) €

-2 —-2-2 -2 2

Ay ou By. Vamos escreverq—gT—r— %,pararzo,...,gT— [59} — 1.
—2 —4—-2

Entao, b = q—l—gi—r—l—ue ——
2 2 2
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—6—2 —6—2
No primeiro caso, k3 € Hg ﬂ , [g ﬂ — 1], isto é,

6 4
g—6—2r , , g—6—2r g—6—2r g+2+2r
- (=== —0,., | L ——2 1[I 22 L
ks [ 5 }+]ondej 0, ,[ 1 5 e ko 5
2+2 2
ks, Como ky < 2ks +1 < 27277 31 411 o [“6 ’W < ks, isto &, kg €

=] =)

—6-2r] g—4-2 _6-9
No segundo caso, k3 € ”g ﬂ i 7’]’ isto 6, ks = [gﬂ n

4 2 4
—4 -2 —6—2 +2+4+2

jonde j =0,..,7 5 7“—-[9 - 7} e ky = 244??445__k3 Como ky < b <
+24+2 —4-2 —6—2
gzir—kgé%@2r+3<k3.N0teque2r+3> W}?
—6—2 —18 —6—2 —4—-2
“,<:)r>g10.Portanto,k:3€”g 1 ﬂ,g 5 r]' [
L , . , 29 g
ema B.8. Seja G um gapset de género g par, profundidade q € = + 1,5 e

2
Kunz(G) = (ky, ko, k3). Sec =4b+3, entao ks =b+1=q e Seqe Hf)g} + 1,‘3}, entdo

) we |[9].9 232 |, qwando g - &

-2 2+2 —4—-2 2 -2
(2) k?1€Hg ﬂ,g+ - T—[g rH,quandoqu‘q}le,gQ],onde

4 2 4 5
g9—2 |2
:0 —_— — J—
r=0., 252 |%]
i B —_— B g 91 9
Demonstragcao. Suponha ¢ = 4b + 3, entdao ky = b+ 1 = q. Seq-§,entao kleHZw,E]
g b g9-—2| _y9g g |9-—2
ks=9g—q—ki==—k.C —| <k — <z -k By <= —|=——|.
e3961121011002 3©[4}21@12[4}
91 9 |92
Portanto, k [—w,—— — .
s b [[2].2[252]]
-2 -2 —2-2
Seqég—lzg .Vamosescreverkz=b+1=q=gT—r=%,
—2 2 -2 —4 -2
para r = 0, ,97— udl —1.Entéo,b=q—1=gi—r—1=u.
2 5 2 2
-2 -2 -2
Como k; € Hg 1 ﬂ’g 5 r] temos que k; = [g 1 ﬂ + 7 onde j =
—2-2 —2 2+2
0,..,9 5 7“_[947” ek‘gz%—kl.Assim,
+2 —2-2
.« ky<b 572T—m<3—3—lk:m+3<m.
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. é <k3©k1<g+2+zr— g—4—27“'
2 2 4
-2 242 —4—-2
Portanto,kleHgllﬂ,g+2+r—[g 1 TH O

Juntando os resultados obtidos nos Lemas B.6, B.7 e B.8, obtemos o seguinte
resultado.

Corolario B.9. Se g € par, entao

(1)
== ([l |57+ )
_ {29; SJ |
quando q = g,
(2)
#F(g,q,m =4) = 39+22_2r

(e ),

2 -2 -2 2
onde q € HBQW —1—1,92], onde r = O,...,g? — [59} —1.

Demonstracio. Segue imediatamente dos Lemas 3.52, 3.53 e 3.54 O]

Corolario B.10. A quantidade de gapsets de género g par, multiplicidade 4 e profundidade

ge [Pﬂ —1, g] ¢ ezatamente
1)
2D G ) (- ED 1R
—2b(5 — 3b) — (1 — 2) Ao — (2 — 20)A1 — (—2b)As — (1 — 2b)As — (—2b)As — (—2b)As,
quando g = 0 mod 12.
2)

2 (1) () s (- R (- 13 )
“2b(8 — 3b) — (3 — 2b)Ao — (1 — 2b)A1 — (2 — 2b)Aa — (1 — 2b)Ag — (2 — 2b)As—
(—=20) A5,

quando g = 2 mod 12.
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3)
2 - () (- E) (- 13 )
—6b(2 — b) — (1 — 26)Xg — (2 — 20)A; — (1 — 2b)As — (1 — 20)A5 — (—2b)As—
(1— 2b))s,
quando g = 4 mod 12.
4)
() () -2 (- 1) (- 1R
—2B(2 — 3b) — (1 — 2b)Ag — (—2b)A; — (—2b)Ag — (=1 — 20)A5 — (—2b)Ay—
(=2 — 2b)Xs,
quando g = 6 mod 12.
5)
2 EDC5T) S (- RD R
—2b(7 — 3B) — (2 — 2b)Ao — (2 — 26)A; — (1 — 2b)Ag — (2 — 2b) A3 — (—2b)As—
(1— 2b)Xs,
quando g = 8 mod 12.
6)

(D () (- D (57 F)
—6b(3 — b) — (3 — 2b)Ag — (2 — 2b)A; — (3 — 20)As — (1 — 2b) A3 — (2 — 2b)Ag—

(1 — 2b)\s,

quando g = 10 mod 12.

—4 2
Onde b é um inteiro positivo tal que g 5~ {;ﬂ =6b+s com0<s<6 el tal que

1, para i < s
A =
0, para © > s.

Demonstracao. Como g é par, temos que g — 4, e g + 2 sdo pares. Vamos dividir em casos:
g =12a, 12a + 2, 12a + 4, 12a + 6, 12a + 8 e 12a + 10.
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o=t [ e [ ) [ e
ez o
6 3

=5 . Fazendo, r = 6u, 6u + 1, 6u + 2, 6u + 3, 6u + 4,

6u + 5. Temos os sub-casos:

r—7] —r Ir T 1+7r r
|l =— (2] =L =—+1.
) 5= 5151 36[3} 37"
r

f) —rp _1-r [T]_T—Fl +r|  r+1
2 |~ 2 v l3l” “I737 |7 3

Escrevendo r = 6u + j, com j € 0,1,2,3,4,5, notamos que a soma Za, com

o F1e i) []

nao segue o mesmo padrao que no caso g impar. Porém, podemos escrever o como

b—1 b—1 b—1 b—1 b—1 -
DI =2u)+ Y2 —2u)+ Y (—2u) + > (1—2u) + 2 Z —2u) + B, (B.3)
u=0 u=0 u=0 u=0 u=0 u=0
, o o g—4 2g
onde b é um inteiro positivo tal que 5 5|~ 6b+scom0 < s <6e

B = (1—2b)Ag + (2= 2b)A1 + (—26)Ag + (1 — 2b) A3 + (—20)As + (—2b)As. Calculando
os somatorios de (B.3) obtemos 2b(5 — 3b). Reunindo essas informagoes juntamente

com o Corolario B.9 item (1) a férmula segue.

_9 2 [1- 42 2 [-1-
2) g = 12a + 2: |7 ﬂ:g +[ ﬂ,[g ﬂ:g +[ ﬂ,

4 4 2 4 4 2
2 -2 1 242 -2 2
grar) _ g + I e gretor)_ g + rr . Fazendo, r = 6u,
6 6 3 6 6 3
6u + 1, 6u + 2, 6u + 3, 6u + 4, 6u + 5. Temos os sub-casos:
(1 -7 2—r [-1—7] —r [247r 3+ 1+ r
a) = , = — = e =—-+1
2 2 2 2 3 3 3 3
b) [1—r] 1—7 [-1—r] 1—7 [2+7] r+2 [14+7] 7r+2
o |~ 2| 2 | T 2 s T s s | T s
>_1—7’__2—r [ —1—7r] —r [2+r] r+4 [1+7] r+1
YNV T 22 | T2 s | T s Y s | s
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(1 —1r 1—r — 1—r [247r r+3 1+7r r+3
O A R W S 214 SRS Y s
2 2 1 2 3 3 3 3
>_1—7“_ 2—r [—-1—7r —r [2+7r r+2 [1+r r+2
e — = — = e = )
2 2 7’ 2 2’ 3 3 3 3
f _1—r__1—r [ —1 — 7 o l=r [24r] r+4d L+r] r+1
2 | T 2| 2 |T 2|3 | 3 °| 3| 3"

Escrevendo r = 6u + j, com j € 0,1,2,3,4,5, notamos que a soma Za, com

. F;ﬂ N [—124} J%M F;ﬂ

nao segue o mesmo padrao que no caso g impar. Porém, podemos escrever o como

b—1 b—1 b—1 b—1 b—1 -
DI(B=2u)+ > (2-2u)+ Y (2—2u)+ Y (1—2u)+ Z (2—2u) 2 —2u)+ 3, (B.4)
u=0 u=0 u=0 u=0 u=0 u=0
, o o g—4 2g
onde b é um inteiro positivo tal que |5 - 6b+scom0<s<6e

B = (3— 20X + (2 — 20)A1 + (2 — 26)As + (1 — 26)A5 + (2 — 2b)As + (—20))s.
Calculando os somatorios de (B.4) obtemos 2b(8 — 3b). Reunindo essas informagoes

juntamente com o Corolario B.9 item (1) a férmula segue.

Os demais itens seguem de forma similar, aproveitando os calculos ja realizados no itens
a) a f) dos casos 1) e 2). O
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