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Resumo

Neste trabalho, estudamos versoes rotacionadas de reticulados com diversidade maxima,
que possuem maximas distancias produtos minimas, pois, tais versoes “Otimas” sao uteis
para codificagdo visando a transmissao em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh.
Efetuamos rotagoes de reticulados bidimensionais e tridimensionais a partir da algebra dos
complexos e da dlgebra dos quatérnios. Encontramos versdes “6timas” rotacionadas do Z2,
73, FCC e conectamos essas com as ja conhecidas, obtidas via teoria algébrica dos niimeros
e assim foi possivel descrever geometricamente tais reticulados algébricos. Em relacao aos
reticulados bidimensionais, estudamos também versoes “Otimas” rotacionadas de uma
familia de reticulados bem arredondados, de uma familia de reticulados construida via
corpos quadraticos e de uma familia de reticulados ortogonais. A partir da exponenciagao
de matrizes, construimos versoes “proximas” de reticulados algébricos com dimensoes
superiores a 3, que possuem diversidade maxima e boas distancias produtos. Definimos
tor¢ao generalizada de um reticulado qualquer e verificamos que tal versao torcida preserva
distancia produto de reticulados com diversidade maxima. Encontramos versoes torcidas de
reticulados que possuem “boas” densidades, ja que estas podem ser tteis simultaneamente

a canais do tipo Rayleigh e a canais gaussianos.

Palavras-chave: Reticulados, diversidade maxima, distancia produto, rotagdes por com-

plexos e por quatérnios, tor¢ao generalizada.



Abstract

In this work we have studied rotated versions of lattices with maximum diversity which
have maximum product distance. Such “optimal” versions are usefull for encoding in
transmissions over Rayleigh fading channels. Two-dimensional and three-dimensional
lattice rotations from the complex and quaternion algebras are considered and we have
found “optimal” rotated versions of Z?, Z*, FCC connecting those with previously known
obtained via algebraic theory of numbers in order to describe geometrically such algebraic
lattices. Regarding two-dimensional lattices, we also have studied “optimal” rotated
versions of a family of well-rounded lattices, a family of lattices constructed via quadratic
fields and a family of orthogonal lattices. From matrix exponentiation “close” versions of
algebraic lattices with dimensions greater then 3, which have maximum diversity and good
product distances, have been built. We have defined generalized torsion of a lattice and
verified that such twisted version preserves the product distance of lattices with maximum
diversity. Twisted versions of lattices that have “good” densities have been derived since
“good” densities have been derived since those can be useful simultaneously for Rayleigh

and Gaussian channels.

Keywords: Lattices, maximum diversity, product distance, rotations by complex and

quaternion numbers, generalized torsion
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Introducao

Reticulados sao conjuntos discretos de pontos no espaco euclidiano n-dimensional
que sao descritos por todas as combinacoes lineares inteiras de vetores linearmente in-
dependentes fixados. Conforme podemos ver em [13] os reticulados sdo estudados por
matematicos por suas simetrias dentre outras propriedades, estudados por engenheiros
elétricos e da computacao, por suas aplicagoes em comunicagoes, codificagao e teoria da

informagao, bem como em criptografia.

Em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh (mediante Segao 2.2) sao
consideradas constelacoes de sinais n-dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de
um reticulado A < R". Visando minimizar a probabilidade de erro na decodificagao de
uma palavra-cdédigo devemos encontrar reticulados com diversidade maxima (mediante
Definigao 51) e maxima distdncia produto minima. Conforme podemos ver em [32] e em
[23], essas constelagoes de sinais podem ser obtidas a partir de rotagoes de reticulados
conhecidos. Nessas referéncias sao consideradas rotagoes do Z" para alguns valores de n e

de reticulados mais densos em diversas dimensoes.

Construgoes de reticulados rotacionados com diversidade méxima e boas dis-
tancias produtos geralmente sdo feitas via teoria algébrica dos nimeros. A partir do
homomorfismo canoénico e do homomorfismo torcido (mediante Definigoes 50 e 53) tais
reticulados sao construidos e suas distancias produtos sao calculadas via estruturas algé-
bricas. Em [3], [22], [23], [32] e [37] encontram-se construgoes de reticulados rotacionados

nesse formato.

Neste trabalho, construimos de maneira alternativa versoes rotacionadas de
reticulados com diversidade maxima e sobre certas condi¢oes calculamos suas distancias
produtos’ ou limitantes destas, escrevemos as proposicoes obtidas a partir das distancias
produtos normalizadas (calculadas a partir dos volumes dos reticulados) e das distancias
produtos relativas (calculadas a partir das normas minimas dos reticulados). Rotagoes
de reticulados bidimensionais e tridimensionais foram feitas a partir da &algebra dos
complexos e da dlgebra dos quatérnios, respectivamente. A vantagem dessa abordagem é
que podemos descrever geometricamente® tais reticulados, o que em geral pode ser dificil
no caso dos reticulados algébricos. Sendo assim, alguns reticulados algébricos apresentados
neste trabalho sdo descritos geometricamente, uma vez que foram conectados com nossas

construcoes.

L A “distancia produto” serd infima, minima, relativa ou normalizada (mediante Definigoes 54, 57 e 58).

Em cada contexto especifico, tal distancia estd devidamente explicitada.
Por “descrever geometricamente” queremos dizer que podemos descrever geometricamente a rotagao
e/ou a reflexdo que geram os reticulados com diversidade maxima.

2



Introducao 16

Encontramos também limitantes para distancias produtos de reticulados que
estao “proximos” as nossas versoes rotacionadas e a alguns reticulados algébricos. Isso
foi possivel (nas dimensdes 2 e 3) a partir de “perturbagoes” dos dngulos 6timos das
rotacoes. Para dimensoes 5 e 8 utilizamos exponenciacao de matrizes anti-simétricas
“proximas” da matriz nula para encontrarmos “perturbagoes” de reticulados algébricos.
Verificamos numericamente e apresentamos justificativas analiticas para o fato de que se
tomarmos uma colecao de reticulados com diversidade maxima que estao “préximos” a
um dado reticulado, entao as distancias produtos convergem para distancia produto deste
reticulado. A partir da exponenciacao de matrizes também construimos as mesmas versoes

rotacionadas obtidas via algebra dos quatérnios.

Em canais de ruido branco gaussiano (mediante Segao 2.1) também séo con-
sideradas constelagoes de sinais n-dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de um
reticulado A < R". Conforme podemos ver em [11] e em [13], para minimizarmos a
probabilidade de erro de decodificacdo devemos maximizar as densidades® dos reticulados
considerados. Assim, se um reticulado possuir boa distancia produto e boa densidade, o
mesmo pode ser 1til a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e a canais gaussianos

simultaneamente.

Neste trabalho, fixado um reticulado, obtivemos um outro reticulado com a
mesma distancia produto minima e com uma densidade de empacotamento maior do que o
original. A técnica utilizada foi a partir de um novo conceito, a saber, o conceito de torgdo
generalizada. Esse conceito teve por motivagao os homomorfismos canénico e torcido que
estao relacionados aos reticulados algébricos. Portanto, a torcao generalizada pode ser

aplicada a um reticulado qualquer, ou seja, nao necessariamente algébrico.
Na sequéncia descrevemos o contetido desenvolvido neste trabalho.

No Capitulo 1, cujo titulo é Preliminares, apresentamos conceitos e resultados

essenciais para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos modelos de sistemas de transmissao em canais
de ruido branco gaussiano e em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e suas
relagoes com reticulados densos e com reticulados que possuam boas distancias produtos,

respectivamente. Em seguida, apresentamos um resumo da teoria de reticulados.

No Capitulo 3, apresentamos conceitos basicos da teoria algébrica dos ntimeros
e a construcao de reticulados algébricos a partir do homomorfismo canénico e do homo-
morfismo torcido. Sao construidas as versoes rotacionadas da familia de reticulados via
corpos quadraticos e as ja conhecidas versoes rotacionadas do Z" (n = 2,3,5,8) e do D,
(n = 3,5,8), em que sdo explicitadas as distdncias produtos desses reticulados. Conforme

podemos ver em [40], para tais valores de n, as versoes rotacionadas do Z" tém as maiores

3 Sempre que escrevemos apenas “densidade”, nos referimos & densidade de empacotamento.
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distancias produtos conhecidas.

No Capitulo 4, comecam as nossas contribui¢oes com o foco inicial em re-
ticulados bidimensionais. Construimos uma versiao rotacionada do Z?* na Proposicao 1
e demonstramos que esta possui a maior distancia produto possivel. Na Proposi¢ao 2
descrevemos os reticulados bem arredondados e nas Proposicao 3 e 4 mostramos que o Z>
¢ um reticulado bem arredondado com maior distancia produto normalizada e relativa res-
pectivamente. Nas Proposicoes 5 a 12 descrevemos as classes de reticulados que compoem
a familia dos reticulados quadraticos, onde exibimos, sob certas condi¢oes, suas distancias
produtos normalizadas e relativas. Na Proposicao 13 demonstramos que nao ha reticulado
ortogonal com distancia normalizada superior & da versdo rotacionada “6tima” do Z? e
na Proposicao 14 demonstramos que nao hé reticulado ortogonal com distancia relativa
superior & de uma versdo rotacionada “6tima” de uma classe de reticulados A(V/1), em
que [ é um numero inteiro maior que um que nao é um quadrado perfeito e, finalmente,

na Proposi¢ao 15, exibimos a distancia normalizada de tal classe de reticulados.

No Capitulo 5, sdo apresentadas as contribuigoes referentes a reticulados
tridimensionais, especificamente o Z* e o FCC. Construimos versoes rotacionadas desses
reticulados nas Proposigoes 16, 17 e 18 e demonstramos que estas possuem as maiores
distancias produtos possiveis quando consideramos as rotacées em torno da reta com vetor
diretor (1,1, 1).

No Capitulo 6, é apresentada uma anélise das distancias produtos de versoes
“préximas” dos reticulados algébricos com dimensoes superiores a 3, especificamente o Z/"
eo D, paran =5 en = 8. Essas versoes ou “perturbacoes” dos reticulados algébricos sao
obtidas a partir de exponenciais de matrizes anti-simétricas préximas da matriz nula. Esta
analise é justificada e generalizada a partir dos Corolarios da Proposicao 19, de onde decorre
que se X é uma matriz anti-simétrica “préxima” da matriz nula, entdo o reticulado A(e <)
tem distdncias produtos (normalizada e relativa) “préximas” das distancias produtos de
Ap, desde que estes tenham diversidade méxima (mediante Observagao 33). As Proposigoes

20, 21 e 22 sao versoes alternativas das Proposicoes do Capitulo 5.

No Capitulo 7, apresentamos o conceito de tor¢ao generalizada para um re-
ticulado qualquer (conforme Defini¢oes 62 e 63). Nas Proposigoes 23 e 24 encontramos,
sob certas condigoes, as distancias produtos (normalizada e relativa) de uma classe de
reticulados A(a), classe esta que é uma generalizagao doutra classe de reticulados quadra-
ticos construida no Capitulo 4. Na Proposicao 25, conectamos por meio de uma torgao
generalizada um reticulado desta classe A(a) com a versdo rotacionada “6tima” do Z=.
Apesar de nao ter sido possivel construir uma torcao mais densa da versao “6tima” rota-
cionada do Z?, mostramos na Proposicio 26 que existem versoes torcidas desta versao
“Otima” com distancias produtos relativas superiores a da versao construida na Proposicao

1. Construimos versoes torcidas mais densas de outros reticulados bidimensionais, sendo
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que um deles é um “quase hexagonal”, a saber, o reticulado tor;ss7/107(rot./4(A(V3))) da
Tabela 9. Na Secao 7.2 construimos versoes torcidas mais densas das versoes rotacionadas

“Otimas” do Z", para n = 3,5, 8 finalizando assim este capitulo.

No Capitulo 8, apresentamos nossas consideracoes finais e perspectivas futuras

em relacao a este trabalho.



19

1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados considerados essenciais para
o desenvolvimento dos demais capitulos. Na primeira se¢ao introduzimos conceitos bésicos
da algebra como grupos, anéis e corpos. Na segunda e terceira se¢oes apresentamos os

conceitos de espagos vetoriais e modulos.

Na quarta secao mostramos como efetuar rotacoes em R? e em R? via complexos
C e via quatérnios H respectivamente. Alguns resultados referentes as equagoes diofantinas
do segundo grau sao apresentados na quinta secao; finalizamos este capitulo com um

pequeno resumo referente as fungoes de varias variaveis reais.

As referéncias utilizadas foram: [6], [7], [12], [15], [18], [20], [24], [25], [27], [28],
[30], [33], [34], [35] e [42]

1.1 Grupos, Anéis e Corpos

Nesta secao, apresentamos os conceitos de grupos, anéis, corpos e ideais, bem

como alguns exemplos e resultados importantes envolvendo tais conceitos.

Definicao 1 (Grupo). Seja G um conjunto ndo vazio munido com uma operagdo interna
(que denotamos aditivamente)
GxG—G
(a,b) > a+b
O par (G, +) é denominado grupo se as sequintes condigoes se verificam:
(1) A operagio é associativa, isto €, a+ (b+c) = (a+b)+ ¢ para todo a,b,c € G.
(2) Existe um elemento neutro 0 € G, tal que 0+ a = a + 0 para todo a € G.

(3) Para todo a € G, existe um inverso be G tal que a +b=>b+a = 0.

Por simplicidade dizemos que G é um grupo, mas isso pressupoe pela definicao
anterior que nos referimos ao par (G, +). O grupo G é dito abeliano (ou comutativo) se
a+b=>b+ a para todo a,b € G, isto é, a operacao interna é comutativa. Observamos que

o par (R",+) é um grupo abeliano, em que + denota a operagao de soma usual no R".

Sejam a, b € Z.. Dizemos que a = b (mod m) se m dividir a —b. A classe residual

de um elemento a de Z, médulo m, é o conjunto @ = {x € Z : x = a (mod m)}.
Dados a,b € Z, definimos @ + b = a + b. Conforme podemos ver em [15], o
conjunto Z,, = {0,1,...,m — 1} é um grupo que é designado como grupo aditivo das classes

residuais modulo m.
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Definigao 2 (Subgrupo). Seja (G,+) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se (H,~+) é um grupo, em que + € a operagao interna

herdada de G.

Definicao 3 (Anel). Seja A um conjunto nao vazio munido com duas operagoes internas

denotadas por + e -
AxA— A e AxA-—>A

(a,b) > a+b (a,b) > a-b
A terna (A, +,-) é um anel se as sequintes condigoes se verificam:
(1) (A, +) é um grupo abeliano.
(2) A operagio - é associativa, isto é, a-(b-c) = (a-b) - ¢ para todo a,b,c € A.

(8) A operagio - € distributiva sobre +, isto €, a-(b+¢) = a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-cpara todo a,b,c e A.

Caso exista 1 € A tal que 1-a = a -1 para todo a, dizemos que A é um anel

com unidade.

Por simplicidade dizemos que A é um anel, mas isso pressupoe pela definicao
anterior que nos referimos a terna (A, +, ). Um subanel de A é um subconjunto B < A
que também é um anel com as mesmas operacoes internas herdadas de A. O anel A é dito

comutativo se a - b = b - a para todo a,b e A, isto é, a operagao interna - é comutativa.

Definicao 4. Um elemento a € A € invertivel para a operagdo - se existir be A tal que
a-b=>b-a=1. O conjunto dos elementos de A que sao invertiveis ¢ denominado conjunto

das unidades de A, e é denotado por A*.

Das Definigoes 3 e 4 seguem que o terno (7, +, ) é um anel e que Z* = {—1, 1}.

Definigao 5 (Corpo). Seja IK um conjunto nao vazio. Dizemos que KK é um corpo se ele

for um anel comutativo, com unidade, tal que K* = IK\{0}.

a
O conjunto Q = {5 ca,beZ, b# O} ¢ um corpo. Esse é o corpo das fragoes
de Z.. Observamos ainda que o conjunto dos niimeros reais R e o conjunto dos nimeros

complexos C = {a +bi:a,beR,i= \/—1} também sao exemplos conhecidos de corpos.
Sejam A um anel e  uma varidvel. Um polindémio p(z) com coeficientes em A
n
na variavel z é uma expressao da forma p(z) = Z a;x' = ag+ a1x + ... + a,x", em que n
i=0

é um inteiro nao negativo e os a,s sao elementos em A.

O conjunto de todos os polindmios na varidvel x com coeficientes em A sera

denotado por A[z]. Observamos que A < A[z].
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Se p(x) = Z a;x', q(z) = Z bz’ € A[r], definem-se as operacdes de adicio e
i—0 =0
multiplicagdo em A[x] como segue:

max{n,m}

p(x) +aq(@) = D, (ai+b)a',

=0

n+m

p(z) -q(x) = Z ¢;ix', onde ¢; = Z a; - bi_j.
1=0 j=0

Observamos que essas operacoes, quando restritas a A, coincidem com a adigdo e multipli-

cacao em A.
Teorema 1 ([20]). As operagoes de adi¢io e multiplicagao em A[zx] o tornam um anel.

Definigao 6 (Homomorfismo de Anéis). Se A e B sao anéis, um homomorfismo de anéis

¢ uma aplicacio ¢ : A — B que para todo a,be A satisfaz:
(1) pla+b) = p(a) + (b);
(2) pla-b) = p(a) - p(b).

Definicao 7 (Ideal). Um ideal T de um anel comutativo A é um subgrupo aditivo de A

que € estavel sobre a multiplicacio por A, ie, aZ < I para todo a € A.

Definicao 8 (Ideal Principal). Um ideal Z de A € principal se é da forma T =(z) = A =
{xy :ye A}, x e T.

Observamos que se A = Z, entao nZ é um ideal principal de Z, para todo

neZz.

1.2 Espacos Vetoriais

Nesta se¢ao, apresentamos o conceito de espagos vetoriais, norma e isomorfismo

de espacos vetoriais.

Definicao 9 (Espago Vetorial). Sejam dados um corpo K, cujos elementos sao chamados
escalares, e um conjunto V, cujos elementos sao chamados vetores. Dizemos que V € um

espaco vetorial sobre IK, ou um K-espaco vetorial, se existirem uma operacdo de adicao em

\%
+:VxV >V

(v,w) > v+w
e uma multiplicacao dos elementos de V' por escalares,

K xV >V
(A v) > AV
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possuindo as sequintes propriedades:

(1) A adigio é associativa, isto é, u + (v + w) = (u+ v) + w para todo

u,v,wel.
(2) A adi¢io é comutativa, isto é, u+ v = v + u para todo u,v € V.

(8) Ezisténcia de elemento neutro: existe um elemento 0 em V tal que u+0 = u

para todo u eV,

(4) Existéncia de elemento inverso: dado um elemento u € V, existe um elemento

—u, chamado simétrico de u, tal que u + (—u) = 0.
(5) Dados \,pe K eueV, vale A+ p)-u=X-u+pu-u.
(6) Dados \e K eu,veV, vale \- (u+v)=X-u+\-v.
(7) Dados \,pe K eueV, vale (A-p)-u=X-(u-u).

(8) Para todoue€V, 1-u=u, em que 1 é a unidade de K.

Exemplos de espacgos vetoriais candnicos sao o R-espaco vetorial R" e o C-
espaco vetorial C". Esses sdo casos particulares do K-espago vetorial K", em que K é um

corpo arbitrario.

Um subespago de um espaco vetorial V' sobre um corpo K ¢ um conjunto W < V'
que também é um IK-espaco vetorial sob as mesmas operacoes que tornam V' um K-espago
vetorial. Observamos que {(x,0) : z € R} é um subespaco do espaco vetorial R? sobre o

corpo R.

Os exemplos dados acima sao exemplos de espagos vetoriais com dimensao
finita'. Um exemplo de um espaco vetorial com dimenséo infinita é o IK-espaco vetorial

Defini¢ao 10 (Norma). Uma norma em um espago vetorial V' sobre um corpo K é uma
aplicagao || - || : V — K satisfazendo:

(1) Dado u eV, vale ||u|| =0 e |jul| =0< u=0.

(2) Dados A € K eu eV, vale ||A-ul| = |\ -]|u]l.

(3) Dados u,v €V, vale ||u+ v|| < ||u|| + ||v|| (desigualdade triangular).

Definigao 11 (Isomorfismo de Espagos Vetoriais). Dados os espagos vetoriais V e W
sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicacio f : 'V — W é um isomorfismo, se as

condigoes a sequir forem satisfeitas:

(1) f é uma bijegao.

1 Um espaco vetorial tem dimensio finita quando possui uma base dada por um conjunto com cardinali-

nade finita. A cardinalidade desse conjunto, que é invariante com a mudanca de base, é definida como
a dimensdo do espaco.
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(2) Dados u,v eV, vale f(u+v) = f(u) + f(v).
(3) Dados A€ K eu eV, vale f(A-u) = \- f(u).

Nas condig¢oes da Defini¢do 11, quando tal aplicacdo f existe, dizemos que V e

W sao isomorfos.

Um exemplo de espago vetorial bastante usado nesse trabalho é o conjunto das
matrizes m x n reais que designamos por M,,«,(R). Uma vez que os conjuntos M,,y,(R)
e R™*" sao isomorfos, representamos, por uma questao de simplicidade, o conjunto das

matrizes m x n reais por R™*".
Exemplos importantes de matrizes: Seja A € R"*",

(1) dizemos que A é simétrica quando A" = A, em que A’ é a transposta da

matriz A;
(2) dizemos que A é anti-simétrica quando A" = —A;
3) dizemos que A é ortogonal quando A'A = AA' = I, em que I,, € R"™*" é a
9
matriz identidade de ordem n;

(4) dizemos que A é definida positiva quando dado 0 # x € R", temos x' Ax > 0.

O conceito de autovalor e autovetor de uma matriz é apresentado na Definicao
12. Os autovalores e autovetores de uma matriz podem ser tteis na andlise geométrica das

propriedades de determinados objetos.

Definicao 12. Seja A € R™", dizemos que A € C é um autovalor de A associado ao

aotovetor v € C" de A se Av = \wv.

Um importante exemplo de norma matricial (mediante Defini¢ao 10) é a norma

de Frobenius que definimos a seguir.

Definicao 13 (Norma de Frobenius). A norma de Frobenius de uma matriz A € R™ " é

dada por

m n
DD gl

i=1j=1

Al = [lAllr =

1.3 Moddulos

Nesta secao, apresentamos os conceitos de moédulo, submodulo, Z-modulo

finitamente gerado, independéncia linear sobre Z e Z-base.

Definigao 14 (Mé6dulo). Seja A um anel comutativo e G um grupo abeliano munido de
uma aplica¢io ¢ : A x G — G, definida como ¢(a, g) = ag. Dizemos que G é um A-mdédulo

Se
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(1) ¢(a,g + h) = ¢(a, g) + ¢(a, h), para todo a € A e para todo g, h € G.
(2) ¢
(3) ¢
(4) ¢

Defini¢ao 15 (Submédulo). Um subgrupo H do A-mddulo G é chamado A-submddulo de
G se para todo a € A e h € H temos ah € H.

a+b,g)=o¢(a,qg) + ¢(b,g), para todo a,be A e para todo g € G.

ab, g) = a(¢(b, g)), para todo a,b e A e para todo g € G.

(
(
(
(1,

g) = g, para todo g € G.

A nocao de A-médulo é uma generalizacao de K-espaco vetorial, em que K é

uIn Corpo.

Um Z-médulo nada mais é que um grupo abeliano G (escrito aditivamente), e
consequentemente, dado um grupo abeliano G (escrito aditivamente) podemos transformé-lo
em um Z-mdédulo, definindo 0g = 0,1g = g (g € G) em que indutivamente (z+1)g = zg+g
(2€Z,2z>0)e(—2)g=—29 (2€Z,z>0).

Defini¢cdo 16 (Z-moédulo Finitamente Gerado). Um grupo abeliano G € finitamente
gerado como Zi-mddulo, se existem g; € G (i =1,2,....,n) tal que todo g € G € escrito como
g= Zzigi (zi € Z.). Os elementos g; (i =1,2,...,n) sdo denominados geradores de G e o

i—1
conjunto {g;}1_, gera G.

Definicao 17 (Independéncia Linear sobre Z). Dizemos que os elementos g; (i = 1,2,....,n)

em um grupo abeliano G sdao linearmente independentes (LI) se qualquer equagao Z 2:9; =0
i=1

(zi € Z)) implica z; = 0, para todo i = 1,2, ...,n

Definicao 18 (Z-base). Um conjunto {g;};_, de geradores de um grupo abeliano G cujos

elementos g; (i =1,2,...,n) sio linearmente independentes (sobre Z.) é chamado uma base

(ou Z-base para énfase) de G.

Se gie G (i =1,2,...,n) formam uma Z-base para G, entao todo g € G tem

uma Unica representacao g = Z 2i9; (z; € Z)). Um Z-médulo com uma base de n elementos
i=1
¢ denominado Z-mddulo livre de posto n.

1.4 Rotacbes por Complexos e por Quatérnios

Sabemos da algebra linear que rotacoes no R" sao efetuadas a partir de produtos
de uma matriz ortogonal por vetores (matrizes-coluna do R™). No caso em que n =2 e
n = 3 podemos, alternativamente, efetuar essas rotagoes via algebra dos complexos C e via

algebra dos quatérnios H, respectivamente. Esse procedimento sera descrito nessa segao.
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Definicao 19 (K-algebra). Uma dlgebra sobre um corpo IK (ou uma K-dlgebra) é um

espagco vetorial A sobre IK munido de um produto bilinear, isto €,

AxA—- A
(a,b) —a-b

em que,
(1) a operagao - € distributiva d esquerda sobre +, isto é, a-(b+c) = a-b+a-c;
(2) a operagio - € distributiva da direita sobre +, isto é, (a+b)-c=a-c+b-c;

(8) dados A € K e a,b € A, seque-se que (A-a)-b=a-(A-b)=X-(a-b)

(compatibilidade da multiplicacao por escalar com relagio a multiplicacao de vetores).

Por simplicidade, denotamos o produto sem o uso do simbolo -, ou seja, apenas
justapondo os termos. Uma K-algebra é chamada associativa (respectivamente comuta-
tiva, respectivamente com unidade) se a lei do produto é associativa (respectivamente,
comutativa, respectivamente, tem um elemento unidade 14, tal que 14a = al s para todo
aeA)

O anel de polinémios K[z] é uma K-dlgebra comutativa, associativa e com

unidade.

Definigao 20 (Algebra de Divisio). Uma K-dlgebra A é dita de divisio se A é um anel

de divisao (isto é, todo elemento nao nulo de A € invertivel).

Defini¢do 21 (Algebra Normada). Uma K-dlgebra A é dita normada se o K-espago

vetorial A é munido de uma norma || -|| que satisfaz ||abl|| = ||a|| ||b||, para todo a,b € A.

O conjunto dos numeros complexos C é uma R-dlgebra de divisao que é

associativa, comutativa, com unidade e normada.
Relembramos a seguir alguns conceitos relativos ao niimeros complexos.

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di dois nimeros complexos arbitrarios. A adicao
e multiplicagio em C sdo dadas, respectivamente, por z + w = (a + ¢) + (b + d)i e

zw = (ac — bd) + (ad + be)i. O conjugado do complexo z = a + bi é dado por Z = a — bi.

Geometricamente representamos um numero complexo z = a + bi pelo vetor
(a,b) € R?; visto que a aplicacdo f : C — R? dada por f(a+bi) = (a,b) é um homomorfismo
bijetor de anéis (mediante Definicdo 6), em que a adicio em R? é usual e a multiplicacio

é dada por (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Para cada z = a + bi # 0, define-se # como argumento de z, que é o angulo
orientado no sentido anti-horario determinado pelo semi-eixo positivo das abcissas e o

vetor 62), 0 <6 < 2m. A norma de z que é o comprimento do segmento Oz ¢ definida por
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N(z2) = |z| = Va2 + b2. Se N(z) = 1, dizemos que z é um complezo unitdrio. Observamos
que o dngulo € é tal que cos(f) = a/N(z), sen(d) = b/N(z), 0 = arctan(b/a) se a # 0
e desta forma z pode ser reescrito como z = N(z)[cos(d) + isen(f)] = N(z)e? que é a
chamada forma polar de z. Observamos que um nimero complexo z # 0 fica completamente

determinado pela sua norma e argumento.

Sejam z,w € C. As propriedades, a seguir, sao validas:

O resultado, a seguir, estabelece como efetuar rotacoes em R? via complexos.

Teorema 2 ([12]). Seja u um nimero complexo unitario de argumento 0, ou seja, u =
cos(f) + isen(f); 0 < 0 < 2m. Entao a aplicagio f: C — C dada por f(z) = uz estabelece

uma rotacao anti-hordria de angulo 6 do vetor Oz.

Figura 1 — Rotacao via Complexos

1)

Apresentamos, agora, alguns conceitos relativos aos quatérnios cujo con-
junto designamos por H. Os quatérnios, conforme vemos em [12] e [24], foram descobertos
por William Rowan Hamilton em outubro de 1843. Eles compoem uma R-algebra de

divisdo que é associativa, com unidade e normada.

O conjunto de quatérnions (quatérnios de Hamilton), com as duas operagoes
de adigao e multiplicacao, formam um anel de divisdo nao comutativo. Essa denominacao
enfatiza que o produto de quatérnios, em geral, nao é comutativo, e também que o inverso

multiplicativo existe, como de costume, para cada elemento diferente de zero no conjunto.

Em resumo: O conjunto de quatérnios sob as operacoes de adi¢do e multiplicacao

satisfaz todos os axiomas de um corpo, exceto para a lei comutativa da multiplicacao.

Um quatérnio é um ntimero da forma q = qo+ q17 + g2 + g3k em que qo, q1, G2, q3
sao numeros reais e 1, J, k sao unidades simbolicas satisfazendo os produtos registrados na
Tabela 1.
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j
j
i1 k[
il lx 1]
k[ k|5 [-i]-1

Tabela 1 — Produto das unidades simbdlicas em H

O conjunto dos quatérnios de Hamilton é definido por:
H={q=q0+qi+qj+ak:q q, ¢ q0gcR;i* =5 =k =ijk=-1}

Existe uma correspondéncia biunivica entre H e R* que associa cada quatérnio
q = qo+ qui + q2j + sk € H ao vetor (qo, q1, g2, ¢3) € R*. Isso decorre do fato de H ser um

espago vetorial sobre R de dimensao 4 com base {1, 1, j, k}.
Dado ¢ = qo + q17 + q25 + g3k, denotamos qy a parte escalar de q e a parte

vetorial de g serd definida como q = ¢17 + g2 + ¢3k, assim temos ¢ = qy + q.

Um quatérnio g imagindrio puro é aquele em que gy = 0. O conjunto dos
quatérnios imaginarios puros serd designado por S(H). A aplicacio f : S(H) — R? dada
por f(qii + ¢ + @zk) = (q1,q2,q3) é um isomorfismo de espagos vetoriais (mediante
Definicio 11), logo, do ponto de vista da Algebra Linear, S(H) e R? sdo isomorfos, isto
é, S(H) ~ R®. Assim, dado um quatérnio ¢ = gy + g, segue que sua parte vetorial
q = qii + ¢j + qsk € S(H) ¢é identificada com o vetor (q1, ¢o, ¢3) € R*, onde escrevemos
i=1i=(1,0,0),j =j=(0,1,0) e k =k = (0,0,1).

A soma de dois quatérnios p = py + p1i + pej + psk =po+Peq=qo+ qi +
@27 + g3k = qo + q ¢ dada por

p+q=(po+q)+ P+ q)i+ (p2+q)j+ (p3s+ ¢k

e seu produto é dado por

Pq = (Pogo—p1¢1 —P2G2—P3q3) + (Poq1 +P190+P2q3—P3G2)i+ (Pog2—Pp193+P2Go+p3q1) j + (Pogs
+D1g2 — p2qi + P3qo)k,
ou na forma compacta
Pg =Ppogo — P-4+ pod + P + P X q, (1.1)

em que p-q e p X q representam o produto escalar e o produto vetorial de p e q em R3,

respectivamente.

O conjugado e a norma de um quatérnio ¢ = qo + 12 + ¢ + g3k = @ + q
sdo dados, respectivamente, por § = qo — q1i — @2j — qsk = ¢ —q e N(q) = |q| =
V@ +at+ 3+ a3 =+ lal*
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Sejam p,q € H. As propriedades a seguir sao validas:

(
2)p+q=7+7
(3) Pg = G p;

(4) [N(@)]? = qq

Se N(q) = 1, dizemos que ¢ é um quatérnio unitdrio. Observamos ainda que se
q# 0, entdo ¢ ' =G/N(q)*.

Dado o quatérnio ¢ = gy + q # 0 com norma N(q), vamos associar a este
o angulo 6 tal que cos(f) = qo/N(q) e sen(f) = |q|/N(gq). Observamos que 6 estd bem
definido pois —1 < cos(f) < 1, 0 < sen(d) < 1, cos?(6) + sen?(f) = 1 e existe um tinico 6,
0 < 6 < 7 que satisfaz estas condigoes. Admitindo q # 0 (0 < 6 < ), podemos reescrever
q como q = qo + (q/|q|)|q| e escrevendo ¢ = q/|q| que é um imagindrio puro unitédrio
temos: ¢ = N(q) cos(#) + N(gq)sen(6)g, ou ainda:

q = N(q)[cos(0) + G sen(6)]

que é a forma polar de q.

Finalizamos esta secao exibindo o resultado a seguir, que estabelece como

efetuar rotacoes em R? via quatérnios.

Teorema 3 ([18]). Seja p = cos(6) + p sen(d); 0 < § < 7, um quatérnio unitdrio, em que

P € um imagindrio puro unitdirio. A funcio f:H — H dada por f(q) = pgp™" € tal que
(1) a restricao fIS(H) : S(H) — S(H) estd bem definida;

(2) quando consideramos S(H) ~ R*, f representa uma rotacio de angulo 20

em torno de p.

Figura 2 — Rotagao via Quatérnios (mediante [24] )
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Observamos que nos termos da proposigao anterior e a partir da Eq. (1.1)

fla) = pap~' =pgp = (po +P)(0+ a)(po — P) = [(po + P)(0 + )] (po — P)

= [-p-a+ (poq+p xaq)](po—p)

= (p-Q)p+pia+2p(p xq)— (P xq) xp (1.2)
= (oo~ [P)a+2(p-a)p +2po(p x q) (1.3)
= (2p0 —Da+2(p-q)p + 2po(p x q), (1.4)

em que usamos (p x q) - p = 0 em (1.2) e para encontrarmos (1.3) usamos a identidade

vetorial de Lagrange*. O célculo de f(p) pode ser feito a partir de (1.3) ou (1.4).

1.5 Equacoes Diofantinas do Segundo Grau

Nesta secao, apresentamos uma pequena discussao referente as equagoes dio-

fantinas

v? —ly* =k, (1.5)
em que [ é um numero natural que nao é um quadrado perfeito e k£ um inteiro nao nulo
qualquer.

Se x = u e y = v sdo inteiros que satisfazem a Eq. (1.5) dizemos, por simplici-
dade, que u + vV1 é uma solucdo desta. Duas solucdes u + vV1 e v’ + v'V/1 sdo iguais se
u=1'ev=1.A primeira solucdo é maior que a segunda se u + vv1 > u' + v'/1I.

A equacao

o —ly* =1, (1.6)

é chamada equagdo de Pell, embora segundo [30] seja injustificada tal nomenclatura uma

vez que Pell ndo fez nenhuma contribuicao independente a teoria desta equagao.

Teorema 4 ([30]). Sel é um nimero natural que nao é um quadrado perfeito, entio existe

pelo menos um par de nimeros naturais xo e yo que satisfazem a Eq. (1.0).

Dentre todas as solucdes z + yvI da Eq. (1.6) existe uma solu¢do minima
T1+ Y Vi , em que x; e y; tém os seus valores minimos (positivos). Essa solu¢ao é chamada

solugdo fundamental.

Teorema 5 ([30]). Sel é um niumero natural que ndo é um quadrado perfeito, entao a
Eq. (1.6) tem infinitas solugoes x + y\ﬁ Todas as solugoes com x ey positivos sao obtidas

pela formula

Tp + yn\/i = (z1 + yl\/i)”,

A identidade vetorial de Lagrange nos diz que dados a, b, ¢ € R? vale que ax (bxc¢) = (a-c)b—(a-b)c.

2
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em que xy + ylel ¢ a solugcao fundamental, n é um nimero natural qualquer e

n n n—2k, 2kk
T, = x1 + E x ",
1 o ( ok > 1 N
n n—2k+1, 2k—17k—1
Y E ( 2% — 1 > 1 1

k=1

Quando [ é dado, a solugdo fundamental da Eq. (1.6) pode ser encontrada por

inspecao. Na expressao
1+ 1y? (1.7)

atribuimos y = 1,2, 3,4..., até que esta se torne um quadrado perfeito.

Consideremos agora a Eq. (1.5). Suponhamos que ela seja soltuvel e que u + vVl
seja uma de suas solucdes. Se = + yv/I1 é uma solucdo qualquer da Eq. (1.6), entdo
(u+ V1) (z + yV1) = ux + vyl + (uy + vz)VI é também solucao da Eq. (1.5) que é dita

solugio associada & u + vV/1.

O conjunto de todas as solugoes associadas entre si forma uma classe de solugoes

da Eq. (1.5). Segue do Teorema 5 que toda classe tem uma infinidade de solugoes.

Podemos ver em [30] que a condi¢do necesséria e suficiente para que duas

solucoes u + vWleu +v'VIda Eq. (1.5) pertencam & mesma classe é que os nimeros
wa — o'l vwo—w
e sejam inteiros.

k k

Observamos que se K é uma classe de solugoes u; + vi\[l, 1 =1,2,3,..., da

Eq. (1.5) entao u; — vi\/l, 1 =1,2,3,..., também constitui uma classe de solugoes desta
equacao que serd chamada classe conjugada de K e denotada por K. Dizemos ainda que

K ¢é ambigua quando K = K.

Dentre todas as solucdes u + vv/1 de uma classe K vamos escolher a solucao
U + le/i em que v; seja o menor valor nao negativo de v que ocorre em K. Se K nao
é ambigua, entao segundo [30], o nlimero u; é univocamente determinado pois a solugao
—uy + v1V1 pertence a classe conjugada K. Se K é ambigua obtemos um u; univocamente
determinado ao tomarmos u; = 0. A solugao u; + Ul\ﬁ encontrada deste modo é dita

solucao fundamental da classe K.

Teorema 6 ([30]). Se u; + vV € a solugio fundamental da classe K da Eq. (1.5) e
z1 + 1Vl € a solugio fundamental da Eq. (1.6), temos as desigualdades:

n
0< v € —————/n, 1.8
S eV (18)
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desde que k =n onden >0 ou as desiqualdades:

Y1
O<v < —2 /n, 1.10
AN 1)«f (1.10)
1
0 < Juy| < §($1 — )n, (1.11)

desde que k = —n onde n > 0.

Observagao 1. Segundo [30] a Eq. (1.5) tem um nimero finito de classes de solugoes
e as solucoes fundamentais de todas as classes podem ser encontradas apos um nimero
finito de tentativas por meio das desigualdades (1.8) e (1.9) ou das desigualdades (1.10) e
(1.11). A equagio nao terd solugio alguma quando nao tem solugio que satisfaca essas

desigualdades.

Exemplo 1. Considere as equagoes
r? — 3y* = +2.
Fazendo | = 3 em (1.7) vemos que a solugdo fundamental da equagdo

v =3y =1

1
€ 2 + /3. Substituindo x1 = 2 e y; = 1 na desigualdade (1.8) temos 0 < v; < —=.

V3

Como ndo existe solucio de x* — 3y2 =2 em que y = v; = 0, seque que esta equacao
¢ insolivel. Por outro lado, as desigualdades (1.10) e (1.11) resultam em 0 < v; <1 e
0 < |uy| < 1, portanto 1 + V3 € a solugio fundamental da dnica classe de solucoes da

equagio ¥ — 3y? = —2.
Exemplo 2. Considere as equagoes
z? — 15y% = +2.
Fazendo | = 15 em (1.7) vemos que a solugao fundamental da equagao

2 —15y° =1

1
¢ 4 + /15, Substituindo x1 = 4 e y; = 1 na desigualdade (1.8) temos 0 < v; < —.

V5

Como ndo existe solucio de x*> — 15y*> = 2 em que y = v; = 0, seque que esta equacdo

¢ insolivel. Por outro lado a desigualdade (1.10) resulta em 0 < v; < 7 € como nao

existe vy inteiro que satisfaca a ltima desigualdade, seque que a equagio x* — 15y* = —2

também € insoluvel.



Capitulo 1. Preliminares 32

1.6 Funcdes de Varias Variaveis Reais

Nesta secao, apresentamos conceitos basicos da topologia no espago euclidiano,
bem como o conceito de continuidade. Finalizamos com alguns resultados importantes

referentes as fungoes continuas.

Definicao 22 (Bola Aberta). Uma bola aberta de centro num ponto a € R"™ e raio e > 0 é

o conjunto B"(a;e) = {x € R": ||x — a|| < €}.

Definigao 23 (Ponto de Acumulagao). Seja X < R". Um ponto a € R™ é dito ponto de

acumulagdo do conjunto X se para todo € > 0, existir x € X tal que 0 < ||x — a|| < e.

Definigao 24 (Ponto Isolado e Conjunto Discreto). Se a € X < R" nao é ponto de
acumulacdo de X, entao serd um ponto isolado de X. Isso ocorrerd se existir um € > 0
tal que B"(a;e) n X = {a}. Quando todo ponto a € X € isolado, dizemos que X é um

conjunto discreto.

Teorema 7 ( [27]). Dados X < R" e a € R", as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(1) a é ponto de acumulag¢io de X;
(2) Existe uma sequéncia de pontos X, € X, com limx, = a e x; # a para todo k € IN;
(3) Toda bola aberta de centro a contém wma infinidade de pontos de X.

Defini¢ao 25 (Fungao Continua). Seja X < R™ e f: X — R". Dizemos que f é continua
no ponto a € X quando para toda bola aberta B’ de centro f(a) em R™ existe uma bola
aberta B de centro a em R™ tal que f(B n X) < B'. Se f é continua em todos os pontos

do conjunto X, dizemos que f é continua.

Teorema 8 ( [27]). A composta de aplicagoes continuas é continua.

Seja a um ponto isolado de X < R™, conforme podemos ver em [27], toda
aplicacao f : X — R" é continua em a. Por outro lado, se a é um ponto de acumulagao

de X < R", segue que f é continua no ponto a se, e somente se, lin%l f(x) = f(a).

Teorema 9 ( [27]). Sejam f e g aplicagoes tais que a composta f o g estd bem definida.

Se lim f(x) =b e g é continua em b, entio }l(lg}ig(f(x)) = g(b).
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2 Reticulados e Aplicacoes em Problemas na

Area de Comunicacao

Apresentamos aqui modelos de sistemas de transmissao em canais de ruido
branco gaussiano e em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e suas relagdes com o
uso de reticulados densos e reticulados rotacionados que possuem maior distancia produto
minima possivel. Em seguida, apresentamos um resumo da teoria de reticulados: definimos
reticulados e seus principais parametros, bem como reticulados importantes em diversas

aplicagoes. As referéncias utilizadas foram: [9], [11], [13], [26] e [32].

2.1 Canais com Ruido Branco Gaussiano

Conforme pode ser visto em [11] um sistema tipico para transmissao de dados
é mostrado na Figura 3. As mensagens sdo produzidas por uma fonte de informagao (um
computador, por exemplo) e o codificador da fonte converte as mensagens em formato
digital. Essas mensagens, por sua vez, devem ser transmitidas ao destino por meio de um
canal de transmissdo de dados. Por conta do ruido presente no canal, o que é recebido (ou

recuperado) pode ser diferente do que foi transmitido.

Figura 3 — Diagrama de blocos de transmissao de dados ou sistema de armazenamento
conforme Subse¢ao 1.1 do Capitulo 3 de [11]

FONTE DE [ MENSAGEM | CODIFICADOR CODIFICADOR | g
INFORMAGAO DA FONTE DE CANAL
RUIDO —»— CANAL
DECODIFICADOR DECODIFICADOR
DESTINO DA FONTE DECANAL | &

Para que as mensagens sejam transmitidas de forma confiavel, eficiente e com
baixo custo, procura-se para o sistema de comunicacao descrito na Figura 3 um conjunto
de sinais especiais denominado c6digo que permite a identificacao dos sinais mesmo com a
presenca de ruido. O codificador de canal substitui a saida do codificador da fonte por um
dos sinais do c6digo que é entdo transmitido pelo canal (ou armazenado no dispositivo de
gravacao). O decodificador de canal reverte este processo tomando o sinal recebido (ou
recuperado) e fazendo uma estimativa (esperangosamente correta) do sinal de cédigo; o

decodificador da fonte entao converte essa informacao de volta para a mensagem original.
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Um modelo idealizado para o canal da Figura 3 é o de ruido branco gaussiano.
O ruido branco é um sinal discreto cujas amostras sao dadas por uma sequéncia de variaveis
aleatérias independentes com média zero e variancia finita. Em particular, se cada amostra
tem uma distribui¢ao normal com média zero, o sinal, conforme podemos ver em [10], é

chamado ruido branco gaussiano.

Na transmissao de um vetor x pertencente a um conjunto discreto de pontos

S < R" sobre um canal de ruido gaussiano aditivo, o sinal recebido y tem a forma
y=Xx+n

onde n é um vetor aleatorio cujas componentes sao variaveis aleatérias gaussianas in-
dependentes com média 0 e varidncia o®. Conforme podemos ver em [13], o problema
de codificagdo do canal gaussiano consiste em descobrir (decodificar) x a partir de y,
apesar da presenca do ruido n. A fim de que nao seja desperdicada muita poténcia na
transmissao de x, todos os pontos de S deverdo estar dentro de uma esfera de raio vVnP,
onde P define uma restricao de poténcia média. Suponhamos que S seja um subconjunto
de um reticulado A e que todos os pontos x sao igualmente provaveis de serem enviados.
Denotando por P,(S) a probabilidade de erro de se decodificar um ponto X # x quando x

é enviado temos, segundo [13], que

KleiAQ/n‘S‘—Q/n

P.(S) < 5

onde k é o kissing number' de A e A = A(A) é a densidade de empacotamento de A.
Portanto, para um nimero fixo de pontos, o objetivo de minimizar a probabilidade de erro

pode ser alcancado maximizando a densidade de empacotamento do reticulado subjacente.

2.2 Canais com Desvanecimento do tipo Rayleigh

Em comunicagdes sem fio (wireless communications) o desvanecimento (fading)
conforme pode ser visto em [39] é o desvio da atenuagao que um sinal de telecomunicagao
de frequéncia modulada pelo portador experimenta sob certos meios de propagacao. O
desvanecimento pode variar de acordo com o tempo, posicao geografica ou frequéncia de
radio, e é frequentemente definido como um processo estocastico. O desenvolvimento acele-
rado no uso de comunicagao “wireless” levaram os tedricos da comunicagao a trabalharem

em canais com desvanecimento.

Novos métodos de projetos de codigos foram desenvolvidos para melhorar o
baixo desempenho dos sistemas de transmissao sem fio. Tais cddigos sao construidos como

conjunto de sinais de reticulados n-dimensionais (ou constelagoes) com determinadas

O kissing number de um reticulado é o nimero de bolas do empacotamento que tocam uma bola fixa,
que coincide com o ntimero de vetores do reticulado que tém norma minima nao nula.
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propriedades geométricas. A maior parte do ganho de codificagdo é obtido pela introducao
da diversidade de modulagao (ou diversidade de espago de sinais) no conjunto de sinais,
que resulta em eficiéncia na largura de banda. Foi percebido que uma diversidade de alta
modulagao pode ser obtida a partir de uma rotagao particular a uma constelagao de sinal
de forma que dois pontos distintos dessa constelacio obtivessem distincia de Hamming®

maxima.

Em geral, canais com desvanecimento do tipo Rayleigh sao canais cujos modelos
assumem que a magnitude de um sinal que passou através de um meio podera variar
aleatoriamente ou mesmo desaparecer. Consideramos os canais de desvanecimento plano
de Rayleigh independente e admitimos que a informagao do estado do canal é perfeita e
esta disponivel no receptor, além do fato de que nenhuma interferéncia entre simbolos esta

presente.

A partir de constelagdes de sinais n-dimensionais S esculpidas no conjunto de
pontos do reticulado A = {x € R" : x = Mu}, em que u é um vetor de coordenadas inteiras
e M é a matriz geradora do reticulado, obtemos, conforme o modelo do sistema descrito na
Figura 4, o ponto decodificado X e o vetor de componentes inteiras correspondente G, no
qual os bits decodificados podem ser extraidos. Neste caso, r = & = X + n, onde a em R"
é tal que «; sdo variaveis aleatorias Rayleigh reais independentes com segundo momento
unitario (i.e. E[a?] = 1), n é tal que n; sdo varidveis aleatérias Gaussianas com média
zero e varidncia Ny/2 e r sdo as amostras de sinal recebidas. A operagdo = representa o

produto componente a componente, ou seja, (« = x); = a;x;.

Figura 4 — Modelo do sistema conforme Subsegao 2.2 de [32]

Info | Mapeador | U |Reticulado| X
—P .
Bits | de Bits Enc. M

I :

Desmapeador| X, U [ Detec¢do de | T
de Bits Max. Veros.

v

(e

Conforme podemos ver em [8] e em [9] a estimativa da probabilidade de erro

da palavra-cédigo P.(S) do sistema de transmissao descrito é dada por

2 Sejam x = (21,22, ...,Zn) € Y = (Y1,Y2, .-, Yn ), definimos a distancia de Hamming entre x e y como

dn(x,y) = [{#;2; # yi}| onde |C] representa a cardinalidade do conjunto C.
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em que

1 4N, 1 (4N,)!
Py <5 [T ot = il
T FY; (1‘1 - yl) dp (X7 Y)
em que P(x — y) é a probabilidade de erro aos pares e dz(f) (x,y) ¢ a l-distancia produto

de x a y, quando esses dois pontos diferem em [ componentes, isto é,

l _
d;(;)(X»Y) = n |2 — vl
Ti#Yi
Observamos que para uma dada constelagao, o “pior caso” ira ocorrer quando

a [-distancia produto for minima, pois temos um aumento na probabilidade de erro.

Com o objetivo de reduzir a estimativa da probabilidade de erro da palavra-
c6digo P.(S) do sistema de transmissdo, em nosso trabalho investigamos reticulados
rotacionados em que a distancia produto minima seja a maior possivel. Naturalmente,
decorre da seg¢ao anterior que dentre tais reticulados, os que sao mais densos podem ser

utilizados também nos canais de transmissao do tipo gaussiano.

2.3  Reticulados

Um reticulado em R"™ é um conjunto de vetores que é composto por todas as
combinagoes lineares inteiras de vetores linearmente independentes (LI) fixados. Neste

trabalho, adotamos a forma coluna para um vetor em R".

Definicao 26 (Reticulado). Sejam by, ba, ..., b, vetores LI em R™. Um reticulado A < R"™
com base {by,bs,...,b,,} € definido por

m

A= Z uzbz UuU; € /R
i=1

O inteiro m € dito posto de \; se m=n dizemos que A tem posto completo.

Defini¢ao 27 (Matriz Geradora). Uma matriz geradora para um reticulado A é uma

matriz n X m formada pelas colunas dos vetores que formam uma base deste, isto é€,
B = [by by ... by,].
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Um vetor x € R" esta em A se, e somente se, suas coordenadas z;, 1 = 1,2, ..., n,

sao0 escritas como segue:

1 Uy
= [bl b, ... bm] y ULy ooy U € Z,

Tn U,
assim podemos escrever A = {x = Bue R" : ue Z"}.

Definicao 28 (Reticulado Ortogonal). Um reticulado A < R™ € dito ortogonal se A possui

uma base de vetores ortogonais.

Exemplo 3. O reticulado hipercibico 7" é definido como 7" = {(x1,xs,...,x,) : T; €
Z, i =1,2,...,n}. Una base para 7" é a base canonica do R", {ey,...,e,}, onde e; =
(0,...,1,...,0) € o vetor com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais. Dessa forma seque
da Definicio 28 que Z" é ortogonal. Particularmente, para n = 2, temos o reticulado 7.*
que geometricamente representa o conjunto de pares ordenados do plano cujas coordenadas

sao inteiras.

Exemplo 4. O reticulado D,, é definido como

n
Dy, = {(x17x27 '-')xn) ez": sz é par}.
i=1

Uma base para D,, é dada por {vy,...,v,}, em que vi = (2,0,0,...,0), vo = (1, 1,0, ...,0),
vy = (1,0,1,0,...,0),....,v, = (1,0,...,0,0,1). Particularmente, para n = 3, temos o
reticulado D3 que é conhecido como FCC, cuja sigla do inglés é Face-Centered Cubic,

devido a geometria dos vetores da base deste reticulado.

Uma matriz U = [u;;] de ordem n é dita unimodular se u;; € Z e det(U) = £1.

/

1 , /
Observamos, que neste caso, U™ = [u”] ¢ tal que Uj; € Z.

Teorema 10 ([13]). Duas matrizes B ¢ B geram o mesmo reticulado se, e somente se,

existe wma matriz unimodular U tal que B = BU.

Definicdo 29 (Matriz de Gram). Dada uma matriz geradora B para um reticulado A,

definimos sua matriz de Gram por G = B'B.

A matriz de Gram G é simétrica definida positiva, além disso, ela nao é tnica,
uma vez que um reticulado tem infinitas matrizes geradoras (consegéncia imediata do
Teorema 10). Por outro lado, se G; e G5 sdo matrizes de Gram arbitrarias do reticulado

A, segue também do Teorema 10 que det G; = det G5. Isso motiva a defini¢ao a seguir.

Definigao 30 (Determinante e Volume de um Reticulado). Seja G uma matriz de Gram

de um reticulado A. O determinante de A é dado por det(A) = det(G) e seu volume por

V(A) = \/det(A).
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Exemplo 5. Seque da defini¢io anterior que det(Z") = V(Z") = 1, det(D,,) = 4 e que
V(D,) = 2.

Defini¢ao 31 (Norma Minima de um Reticulado). A norma minima corresponde ao

minimo entre todas as normas euclidianas dos vetores nao-nulos do reticulado A, isto ¢,

p = min ||x||, em que ||x|| = 1/{x,x).

0£x€eEA

Dizemos que o conjunto de vetores {by,...,b;} © A é primitivo se ele pode ser
estendido a uma base de A, isto é, se existe {b;;1, ..., b} tal que {by,...;b;;b;y1, ..., by}

é uma base de A.

Defini¢ao 32 (Base Minkowski-Reduzida). Uma base {by,...,b,,} para um reticulado

n-dimensional A € dita Minkowski-reduzida se:
(1) by € um vetor de norma minima em A.

(2) Para todo i =1,....,m — 1, b;y1 € um vetor de menor norma em A tal que

{by,...,b;, b1} € primitivo.

Observacdo 2. No caso especifico em que A < R?, vemos em [36] que se {by, by} ¢é uma

bi,b 1
base de A tal que (b1, b1y < (bs,bs) e |§b17b2i| < Y entdo {by,bo} é Minkowski-reduzida
1, M1

e i =||by|| é a norma minima de A.

O Algoritmo 1, a seguir, fornece o procedimento para o calculo da base
Minkowski-reduzida e da norma minima de um reticulado bidimensional. Ele foi ob-
tido a partir do que foi desenvolvido na Segao 1.2.1 de [36]. Usamos a notagao [x]| para

denotar o inteiro mais préximo de x.

Algoritmo 1: Calculo da base Minkowski-reduzida de um reticulado

bidimensional

1. Entrada: base {by, bs};

2. Ordenar base: Se (b1, b1y > (bs, bs), entdo by < by e by < by, caso contrario,
b1 <—b1 €b2<—b2;

| (b1, by) |
3. Calcular t = —————;
<b17 b1>

1
4. Enquanto t > 2 faca

<b17b2>:|
4.1 by < by — [ —|by;
2 2 |:<b17b1> 1

4.2. Ordenar nova base: repetir etapa 2;

4.3. Calcular novo t : repetir etapa 3;

5. Saida: Base Minkowski-reduzida {by, by}. Norma minima p = /{(by, by).
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Nas condigoes da Definigdo 31, tomemos € = /2 que é o maior valor pelo
qual a translacao das bolas B"(0; u/2) = {x € R" : ||x|| < 11/2} centradas nos pontos do

reticulado A sdo disjuntas. Desta forma /2 serd designado o raio de empacotamento de A.

Defini¢ao 33 (Densidade de Empacotamento). A densidade de empacotamento de A é

definida como
) - VO 02)

Conforme podemos ver em [13] temos que V(B"((0;p)) = p"V(B"((0;1)) e

que

71.71/2

(n/2)"

2nr(n=U2((n —1)/2)!
n!

Exemplo 6 (Reticulado Hexagonal). O reticulado A < R* com base {(1,0), (1/2,+/3/2)}

¢ chamado de reticulado hexagonal. Esse reticulado possui seis vetores de norma minima

se n par

V(B(1)) =

, se n impar

w =1, cujas extremidades sao vértices de um hexdgono com centro na origem. Observamos
que a densidade de empacotamento do reticulado hexagonal € dada por
A(N) = m/vV12 ~ 0.9069. Conforme podemos ver em [13], este reticulado tem a maior

densidade de empacotamento dentre todos os reticulados de dimensao 2.
Defini¢ao 34 (Densidade de Centro). A densidade de centro de A € definida como

AN ()
W= Vo)~ vy

A densidade de centro fornece um modo de comparar reticulados da mesma

dimensao.

Exemplo 7. Seque das definicoes anteriores que se Ay = Z" e Ay = D, entdo as
normas minimas destes reticulados sio dadas respectivamente por py = 1 e po = /2.
Suas densidades de centro sao dadas, respectivamente, por 6(A1) = V(B"(0;1))/2" e
6(Ag) =27371

A seguir, definimos reticulados equivalentes que sao reticulados obtidos por

rotacao, reflexdo ou escalonamento do reticulado original.

Definigao 35 (Reticulados Equivalentes). Dois reticulados A1, Ay = R"™ sao equivalentes
se existirem uma matriz ortogonal Q, um numero real ¢ # 0, matrizes geradoras By, e Bo

para A1 e Ay, respectivamente, de modo que By = cQ)Bs.
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Escrevemos Ay ~ Ay para dois reticulados equivalentes. Em particular, nas
condigoes da Defini¢ao 35, dizemos que A; e Ay sdo congruentes desde que || = 1.

Observamos que reticulados congruentes possuem as mesmas matrizes de Gram.

Exemplo 8. A familia de reticulados A(t) = {(ky cos(t) — kasen(t), kysen(t) + ko cos(t)) :

ki, ky € Z;0 <t < 7/2} é formada por reticulados que sdo congruentes ao reticulado 7.

O Teorema 11 expressa uma forma alternativa de caracterizar um reticulado

em R" a partir das Definigoes 2 e 24.

Teorema 11 ([29]). Um subconjunto A = R" € um reticulado se, e somente se, é um

subgrupo aditivo discreto de R".

Defini¢do 36 (Sub-Reticulado). Sejam A e A’ reticulados tais que A" = A. Dizemos que

A é um sub-reticulado de A.

Um subconjunto de um reticulado ¢ um sub-reticulado, se e somente se, for

um subgrupo aditivo.

Seja A € R"™ um reticulado de posto completo com matriz geradora B e seja
M uma matriz de ordem n com elementos inteiros. Conforme podemos ver em [13] se
det M # 0, entdo BM ¢ uma matriz geradora de um sub-reticulado de posto completo A’
de A. Reciprocamente, qualquer matriz geradora de um sub-reticulado de posto completo

A’ de A pode ser escrita como BM para alguma matriz M com coeficientes inteiros.

Dos Exemplos 3 e 4 e do que foi exposto no paragrafo anterior, segue que D,, é

um sub-reticulado de Z".
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3 Reticulados Algébricos

Apresentamos conceitos basicos da teoria algébrica dos niimeros, destacando
os principais teoremas para construcao de reticulados algébricos, a saber, o homomorfismo
candnico e o homomorfismo torcido. Exibimos a familia de reticulados via corpos qua-
draticos e determinamos suas distancias produtos no caso em que o corpo quadratico é
totalmente real. Posteriormente, exibimos versoes rotacionadas de reticulados importantes
via extensoes finitas de corpos algébricos. Estamos particularmente interessados nas ja
conhecidas versdes rotacionadas do 7%, 73,7°,78, FCC, D5 e Dg sendo que as quatro
primeiras versoes apresentam as maiores distancias produtos conhecida na literatura,
conforme exibido em [40]. As referéncias utilizadas foram: [3], [22], [32], [33], [35], [37] e
[40].

3.1 Teoria Algébrica dos Ndmeros

A construgao de um reticulado algébrico esta relacionada ao conceito de nimero
algébrico e a uma extensao finita do corpo dos racionais, conceitos que serao vistos nesta

secao.

Definigao 37 (Extensao de um Corpo). Sejam K e I dois corpos. Se K € L, dizemos

que I € uma extensio do corpo K e denotamos por L/K.

Se IL/IK é extensao de um corpo, entdo I também é uma K-algebra comutativa,

associativa e com unidade (mediante Definigao 19).

Observamos que R/Q e que C/Q sdo exemplos de extensoes de corpos.

Definicao 38 (Extensao Finita de um Corpo). Seja L/K uma extensao de um corpo. A
dimensdo de 1. como espaco vetorial sobre IK é chamada o grau de I sobre K e denotada
por [ : K]. Se [L : K] ¢é finito, dizemos que L. é uma extensao finita de K.

Observamos que R/Q e que C/Q nao sdo extensoes finitas.

Dizemos que um d € Z é livre de quadrados se d nao é divisivel por um quadrado
de um primo. Observamos que 5 é livre de quadrados, assim como 6 e 7, por outro lado, 8

e 9 nao o sao.

Seja 1 # d € 7 livre de quadrados e Q(\/&) a menor extensao de @ contendo o
elemento v/d. Conforme podemos ver em [35] o conjunto Q(v/d) é dado por Q(vVd) = {a +
Wd : a,be Q}, além disso, tal conjunto é uma extensao finita de Q, onde [Q(Vd) : Q] = 2.
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Daqui em diante, quando nos referirmos a Q(\/g), estamos admitindo que 1 # d € Z e que

d ¢ livre de quadrados.

Definigao 39 (Corpo de Numeros). Uma extensdo finita de Q é denominada corpo de

numeros.

Definigao 40 (Algébrico e Transcendente). Seja L/K e seja a € L. Se existir q € K|x]
tal que q(a) = 0, com q # 0, dizemos que « é algébrico sobre IK, caso contrdrio o serd

transcendente sobre K.

Conforme podemos ver em [35], se a é algébrico sobre K, entao existe um tnico
polinémio monico (com coeficiente do termo de maior grau 1) p, € K[z] de grau minimo

tal que p,(a) = 0. Neste caso, p, é chamado polindmio minimo de « sobre K.

Observamos que Q(\/&) é um corpo de niimeros, o = V/d é algébrico sobre Q e

2% — d é o polindmio minimo de a = v/d sobre Q.

Um corpo quadrdtico é um corpo de numeros KK de grau 2 sobre Q). Do que foi
exposto, segue que Q(\/g) é um corpo quadratico. Ademais, pode-se provar que (mediante

[35]) todo corpo quadrético é precisamente da forma Q(\/&)

Definicao 41 (Extensao Algébrica e Numero algébrico). Se todos os elementos de IK sdo
algébricos sobre Q, dizemos que IK é uma extensao algébrica de Q. Os elementos algébricos

sobre Q serdo denominados numeros algébricos.

Observamos que qualquer & = a + bv/d com a,b € Q é uma raiz do polinémio
pa(z) = 2% — 2az + a® — b*d com coeficientes racionais. Dessa forma, segue que Q(v/d) é

uma extensao algébrica sobre Q.

Teorema 12 ([35]). Se IK é um corpo de nimeros, entao K = Q(6) para algum nimero

algébrico 0 € K.

O nimero 6 nas condigoes do Teorema 12 serd chamado de elemento primitivo.

Definicdo 42 (Inteiro Algébrico). Seja K um corpo de nimeros. Dizemos que o € K €

um inteiro algébrico, se € uma raiz de um polindomio monico com coeficientes em 7.

Observamos que v/d é um elemento primitivo e um inteiro algébrico de Q(v/d).

Teorema 13 ([35]). Os inteiros algébricos formam um subanel de K.

O Teorema 13 motiva a defini¢ao a seguir.

Definicao 43 (Anel de Inteiros). O conjunto de inteiros algébricos de um corpo de nimeros

K é denominado anel de inteiros de IK e denotado por Ok.
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Teorema 14 ([35]). O anel de inteiros de Q(\/g) ¢ dado por:
(i) Ox = Z|Vd], se d # 1 (mod 4)
1++d
2

(Z'i)(’)]K=Z[ ],sedzl(m0d4)

Teorema 15 ([35]). Se K é um corpo de nimeros, entio IKX = Q(0) para algum inteiro

algébrico 0 € Ok.

Do que foi exposto concluimos que sempre podemos encontrar um elemento
primitivo que é um inteiro algébrico. Consequentemente, o polinémio minimo py(z) tem

coeficientes em Z.

O anel de inteiros Ok é de fundamental importancia para construgao de
reticulados algébricos. Dessa forma, vamos caracteriza-lo de maneira mais precisa, isto é,

como um Z-mdédulo (mediante Segao 1.3 ).

Teorema 16 ([35]). Seja K um corpo de nimeros de grau n. O anel de inteiros Ok forma

um Zi-modulo livre de posto n.

Definicao 44 (Base Integral). Seja {w;}i—, uma base do Z-mddulo Ok. Dizemos que

{wi}l, € uma base integral de K.

Exemplo 9. Observamos do Teorema 14 e da Definicdo 44 que 0s conjuntos {1,\/@ e

{1 1++/d
D)

} sio bases integrais do corpo de nimeros K = Q(Vd) quando d # 1 (mod 4)

ed=1 (mod 4), respectivamente.

Defini¢ao 45 (Q—homomorfismo). Sejam K/Q e L/Q duas extensoes de corpos. Cha-
mamos ¢ : IK — I um Q—homomorfismo se ¢ € um homomorfismo de anéis que satisfaz

v(a) = a para todo a € Q, isto é, ¢ fiza Q.

Vemos na Definicdo 46 como um corpo de nimeros K pode ser representado a

partir de uma imersao em C.

Definigao 46 (Mergulho). Um Q—homomorfismo injetor é chamado um mergulho de K

em C.

Os préximos resultados sao de fundamental importancia para a construcao de

reticulados algébricos.

Teorema 17 ([35]). Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n sobre Q. Existem
exatamente n mergulhos de I em C: 0; : K — C,i = 1,...,n definidos por 0;(0) = 0;, em

que 0; sdo os zeros distintos em C do polinomio minimo de 6 sobre Q.
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Definicao 47 (Conjugado, Norma e Traco). Seja x € IK. Os elementos o;(x) (i =1,....,n)
sao chamados os conjugados de x e

N(z) = ﬁai(:v), Tr(z) = anai(:zr)

i=1

sao chamados, respectivamente, a norma e o traco de x.

Teorema 18 ([35]). Para qualquer x € K, temos N(z),Tr(x) € Q. Se x € Ok, temos
N(zx), Tr(x) € Z.

Exemplo 10. Sejo x € Q(Vd), ou seja, x* = a + bVd (a,b € Q). Como jd exposto
anteriormente, o polindomio minimo de 6 = Vd é 2 —d, logo pelo Teorema 17 os mergulhos
sio o1(Vd) = Vd e 03(Vd) = —Vd. Da Definigio 47, temos: N(z) = oy(z)oy(z) =
(a +bVd)(a — bVd) = a®> — b*d e Tr(z) = 01(x) + 09(x) = (a + bVd) + (a — bVd) = 2a.

Definicao 48 (Discriminante). Seja {w;}} ; uma base integral de K. O discriminante de

K ¢ definido como dg = det|o;(w;)i;_,]%.

Pode ser mostrado (mediante [33]) que o discriminante independe da escolha

da base.

Teorema 19 ([35]). O discriminante dx de um corpo de nimeros pertence a Z.

Para fixar as ideias, exibimos a prova do préximo teorema.

Teorema 20 ([35]). (a) Se d # 1 (mod 4), entio Q(Vd) tem discriminante 4d. (b) Se
d=1 (mod 4), entdo Q(Vd) tem discriminante d.

Demonstracao. Da Definicao 48 e pelo Exemplo 9, temos:

(a)

B n() o(va) 1" 1 ova ]
T N | R P ERR |
(b)

1+ +d
0'1(1) g1 2 1
di = | det ) = | det 2 = d.

os(1) o (1 +2*/3
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3.2 Construcao de Reticulados Algébricos

Nesta secao, fazemos a construgao de reticulados algébricos. O que sera apre-
sentado aqui difere da bibliografia citada apenas na forma de como escrevemos a matriz
de um reticulado, isto é, adotamos a forma coluna para um vetor, em harmonia com o que

foi apresentado no Capitulo 2 deste trabalho.

Defini¢ao 49 (Assinatura). Sejam K um corpo de nimeros de graun, o; (i =1,...,n)
os n mergulhos de I em C. Seja r1 o numero de mergulhos com imagem em R, e 2r9
o numero de mergulhos com imagem em C de modo que ri + 2ry = n. O par (ry,rs) €
denominado assinatura de IK. Se ro = 0 temos um corpo de niumeros algébricos totalmente

real. Se r1 = 0 temos um corpo de numeros algébricos totalmente complexo.

Definigao 50 (Homomorfismo Candnico). Vamos ordenar os ois de modo que para
todo x € K, o;(x) e R, 1 < i <1 e 0j,(z) € 0 complezo conjugado de o;(x) para
ri+1<7<r+ry. A aplicagio o : K — R"™ x C definida por

o(x) = (o1(x),...,00, (x), 00, 41(T), ..., Opy 1y (x)) € R™ x C™

é chamada de homomorfismo canonico. Se identificarmos R™ x C™ com R", o homomor-

fismo candnico pode ser reescrito como
o(x) = (o1(x),...,00 (x), Rop 11(2), SO0 41(2), ooy ROpy 41y (2), SOy 4y (7)) € R™
onde R e S denotam as partes real e imagindria respectivamente’.

A construcao de um reticulado algébrico é feita a partir do proximo teorema.

Teorema 21 ([35]). Seja IX um corpo de nimeros com uma base integral {w;}i_,. Osn
vetores v; = o(w;) € R™ sao linearmente independentes, de modo que definem um reticulado
de posto completo A = A(Ok) = 0(Ok).

Da Definigao 27, temos que o reticulado A = o(Ok) pode ser expresso por meio

de sua matriz geradora B que é dada explicitamente por:

LA parte real e a parte imagindria de um complexo z = a + bi sio dadas respectivamente por Rz = a e

Sz = b.
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o1(wr) o1(wa) o1(wn)
Ory (wl) Ory (WQ) e Ory (wn)
%O-TlJrl(wl) §RU7"1+1(("}2) e §R0-7"1Jr1(("jn) (3 1)
%Urlﬂ(wl) SCT7~1+1(WQ) T go—rlJrl(wn)
ROy iry(W1) ROpy iy (W2) -+ ROy iy (wn)
SOy 4 (Wl) S0y 4 (WQ) SRRRN o, (Wn)

onde os vetores v; = o(w;) sdo as colunas de B.

Teorema 22 ([33]). Seja K um corpo de nimeros e dk o discriminante de K. O volume
do reticulado A = A(Ok) = 0(Ok) € dado por

V(A) = [det(B)| = 27"+/|dx] (3-2)

onde B é matriz dada em (3.1). Consequentemente,

det(A) = 2722 |dk|.

Do que foi exposto na Secao 2.2 deste trabalho, formalizamos a Defini¢ao 51.

Defini¢ao 51 (Diversidade). Um reticulado A tem diversidade L < mn se L é o nimero
mdzximo tal que qualquer vetor 0 #y € A tenha pelo menos L coordenadas diferentes de

zero.
Teorema 23 ([9]). Reticulados algébricos possuem diversidade L = 1y + 5.

Teorema 24 ([32]). Reticulados algébricos construidos sobre corpos de nimeros totalmente

reais tem diversidade mdxima L = n.

Demonstracio. A prova é uma consequéncia imediata do Teorema 23. Uma vez que

(r1,72) = (n,0), temos que L =71y + 15 =n+0 = n. O

Reticulados algébricos construidos sobre corpos de niimeros totalmente reais

terdo matriz geradora (mediante (3.1)) dada por:

al(wl) 01(@2) al(wn)

oo(w1) oo(wa) -+ oa(wy)

(3.3)

on(w1) on(wa) -+ on(wn)
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Exemplo 11 (Reticulados via Corpos Quadraticos). Considere a familia de reticulados
algébricos A = A(Ok) = 0(Ok), onde K = Q(Vd). Essa familia pode ser dividida em quatro
classes de reticulados. Observamos que se d > 0 seque do Exemplo 10 que 01(\/@ —d
e 02(\/@ = —\/g, logo pelo Teorema 2/, seque que A tem diversidade mdxima, portanto,

temos as classes Ay e Ay a sequir:

(a) Se d#£ 1 (mod 4), seque de (3.3) que Ay = Ay(d) tem matriz geradora dada

por

e aWa) | |1 Vd
b= [ 03(1) os(Vd) ] - [ 1 —Vd ] o0

Neste caso, calculando o volume do reticulado pela formula (3.2), ou pelo cdlculo
direto do determinante da dltima matriz temos V(Ay) = |det B| = 2V/d.

(b) Sed =1 (mod 4), seque de (3.3), que Ay = Ao(d) tem matriz geradora
dada por

S

_l’_

s (1) 01(1+2\/3) E
o>(1) UQ(HQ*/E)

Neste caso, o volume do reticulado é dado por V(M) = | det B| = V/d.

B:

S

1

Observamos que se d < 0, seque do Fxemplo 10, que 01(\/&) =1Vlie 02(\@) =
—iVl, onde d = —I, portanto a assinatura de X é dada por (ry,r9) = (0,1). Logo, pelo
Teorema 23, seque que A tem diversidade L = 1, portanto, temos as classes A3 e Ay a

Sequir:

(c) Se =l # 1 (mod 4), seque de (3.1), que Ay = As(l) tem matriz geradora
dada por

| Re(@) RV | |10
b= [ Sor(1) Sor(iv7) ] - [ 0 Vi ] (36)

Neste caso, o volume do reticulado é dado por V(A3) = |det B| = V.

(d) Se =l =1 (mod 4), seque de (3.1), que Ay = Ay(l) tem matriz geradora
dada por
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Neste caso, o volume do reticulado é dado por V(A4) = |det B] = V1/2.

Até o momento temos construido reticulados algébricos a partir do anel de
inteiros Ok de um corpo de nimeros K. Segundo o Teorema 16, Ok é um Z-mobdulo livre
de posto n. Por outro lado, existem outros subconjuntos de Ok que também tém esta
estrutura de Z-médulo livre de posto n (mediante [35]). Esses sao os ideais de Ok e sobre

eles também construimos reticulados algébricos.

Teorema 25 ([35]). Todo ideal T #{0} de Ok tem Z-base {v;}i-,, em que n € o grau de
K.

Segundo [32], os Teoremas 21 e 23 podem ser estendidos quando substituimos
uma base de Ok por uma base de um ideal Z < Ok, e ainda, um reticulado algébrico
A’ construido a partir de Z € Ok fornece um subreticulado (mediante Definigao 36) A

construido de O.

Reticulado ideal sera definido a seguir. No que segue, IK é um corpo de ntimeros

totalmente real de grau n, {0;}7_; denotam os n mergulhos de K em R.

Definigao 52 (Reticulado Ideal). Um reticulado ideal é um reticulado A = (Z,q,) em que
Z< Ok éumideal de Ok € qo : I X T — Q, qo(z,y) = Tr(azy), para todo x,y € I, em

que o € IK € totalmente positivo (ie, o;(a)) > 0 para todo i = 1,...,n).

Definig¢ao 53 (Homomorfismo Torcido). Seja Z um ideal de Ok. O homomorfismo torcido
¢ dado por o, : IK — R" tal que o,(x) = (Varo1(x),...;\/anon(x)), em que o € K é

totalmente positivo e a; = o;(a), i = 1,...,n.

Seja {w;}, uma Z-base do reticulado ideal A = 0,(Z) conforme as Definigoes

52 e 53. A matriz geradora de A é dada por:

Vvaoi(w) yaoi(wy) - yao(w)

B Vaaoa(w1)  agoa(wy) oo Jaaoa(w,)

Vanon (W) Vanon(ws) <+ yano,(w)
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Observamos que B = [b;;], em que b;; = y/a;0;(w;), logo sua correspondente

matriz de Gram serd G = B'B = [g;;], em que

9ij = Zbkibkj

= Golwi,w;). (3.9)

Do que foi exposto na Secao 2.2 deste trabalho, formalizamos a Defini¢ao 54.

Definicao 54 (Distancia Produto fnﬁma). Seja A € R"™ um reticulado de posto completo

com diversidade mdzima, ie, L = n. A distdncia produto infima® de A € definida como

dyime(A) = inf d(0,x) = inf H|$Z

0#xeA P 0#£xeN -

Teorema 26 ([32]). Seja Z um ideal principal de Ok e A = (Z,q,) um reticulado. A

distancia produto minima de A é

det(A)
dg

dp,min (A) =

Apresentamos, a seguir, a construcao ciclotomica que permitiu encontrar versoes
rotacionadas do reticulado Z" com maior distancia produto minima conhecida na literatura,

conforme podemos ver em [40].

A construcao ciclotémica nos permitird obter um reticulado equivalente (medi-

ante Definigdo 35) ao reticulado Z" para n = (p — 1)/2, onde p = 5 é um primo.

Defini¢ao 55 (Corpo Ciclotdémico). Um corpo ciclotomico é um corpo de nimeros

K = Q((n) gerado pela m-ésima raiz da unidade ¢, = ™™,

Defini¢ao 56 (Subcorpo Real Maximal ). Seja K = Q((, + Cil) um subcorpo de Q((,)
gerado por G, + (' = 2cos(2m/p), em que p = 5 é um nimero primo. Uma vez que
[Q(¢) : K] =2 e K € totalmente real, ele serd chamado o subcorpo real mazimal de um

corpo ciclotomico.

Em relagio ao subcorpo real maximal temos: [Q(¢, +¢, ') : Q] = (p—1)/2 ¢
ainda
p—3
d]K = p7, (310)

Especificamente, poderiamos definir distancia produto minima, isto é, substituindo o inf onde houver
por min . Utilizamos a distdncia produto minima quando hé certeza que o minimo é alcancado.

2
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conforme pode ser visto em [38].

Conforme vemos em [41], o anel de inteiros Ok de K = Q((, + ¢, ') tem uma

base integral
{ej=¢+ ¢ 7)o (3.11)

e os n mergulhos de KK em C dados por
, , 2rkyj
or(ej) = C;f] + Cp_kj = 2cos <7rp‘7) (3.12)

Teorema 27 ([32]). Seja K = Q(¢,+(, ). Entio A = (Ok, ;qa), onde v = (1-G,)(1-¢, )

e go(z,y) = Tr(azy), € equivalente ao reticulado Z.".

Na demonstragdo do Teorema 27 que é feita em detalhes em [32] verifica-se
que em relagdo a base {¢j}7_;, onde ¢;, = ey, € = ¢; + ¢, e ¢; é dado em (3.11), tem-se
1
que —qq(e;, €)) é a matriz identidade de ordem n. Dessa forma, escrevendo R = [r;], onde
1
rij = ——=+/;0i(€}), tem-se por (3.9) que R é ortogonal, portanto, ¢ uma matriz geradora
p
do reticulado 7" em uma versao rotacionada.

Observamos que R pode ser escrita da forma

1
R=—DXT (3.13)
P

onde D, e T sdao matrizes quadradas de ordem n tais que D = diag(y/aq, ..., /@),
X = [oy], 05 = 0i(e;) e T' = [t;5],

1, se i>7
tij = o
0, se <.

Teorema 28 ([32]). Seja K = Q(¢, + (). A distancia produto minima do reticulado
1 _ .
A = (O, ];qa), em que a = (1= G)(1— () e qalz,y) = Tr(axy), é

n—1

dp,min (A) = piT .

Demonstragio. A prova é imediata, basta ver que det(A) = 1, usar o Teorema 26 e a
igualdade (3.10). O

A seguir, apresentamos construgoes explicitas resultantes do Teorema 28 e que

serao usadas no decorrer do trabalho.

Exemplo 12. Para encontrarmos uma matriz geradora R da versdo rotacionada do 72,
temos que considerar o corpo de nimeros I = Q((5 + §5_1). Observamos que as matrizes

D,¥ e T, conforme a igualdade (3.13), sio dadas por:
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[ Jai 0 ] [ /2 = 2cos (21/5) 0 ]
D = = Y
0 oo 0 \/2 — 2cos (47/5)

E _ [ 0'1(61) 0'1(62)

0'2(61) 0'2(62)

| 2cos(27/5) 2cos (4m/5)
| 2cos(47/5) 2cos (87/5) |

10
11|

T:

Logo, temos que

1 —0.525731 —0.850651
R=—_DST = . (3.14)
V5 —0.850651  0.525731
Do Teorema 28, temos que dp min(Z?) = i
’ p,min \/5

Exemplo 13. Para encontrarmos a matriz geradora R da versio rotacionada do 72,
temos que considerar o corpo de nimeros K = Q(¢; + ¢, ). Observamos que as matrizes
D,¥ eT conforme (3.13) sao dadas por:

Var 0 0 \/2 — 2cos (21/7) 0 0
D= 0 +a 0 |= 0 \/2 — 2cos (47/7) 0 ,
0 0 az 0 0 A/2 — 2cos (67/7)
o1(er) o1(ea) o1(es) 2cos (2m/7)  2cos(4m/T)  2cos (67/7)
Y= | o9(e1) o2(ea) oales) | = | 2cos(4n/7) 2cos(87/7) 2cos(127/7) |,
os(e1) os(ea) os(es) 2cos (6m/7) 2cos (127/7) 2cos (187/7)
1 00
T'=1110
1 11
Logo, temos que
) —0.327985 —0.736976 —0.591009
R = WDZT = | —0.591009 —0.327985 0.736976 . (3.15)

—0.736976  0.591009 —0.327985

1
Do Teorema 28, temos que dp min(Z°) = =

Exemplo 14. Para encontrarmos wma matriz geradora R da versio rotacionada do 7°,

temos que considerar o corpo de nimeros K = Q(Cy1 + (;'). As matrizes D,Y e T sdo
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encontradas de modo andlogo ao que foi feito nos Exemplos 12 e 13, logo de (3.13) temos

que

[ —0.169891 —0.455734 —0.596885 —0.548529 —0.326019
—0.326019 —0.596885 —0.169891  0.455734  0.548529
R= | —0.455734 —0.326019  0.548529  0.169891 —0.596885 | . (3.16)
—0.548529  0.169891  0.326019 —0.596885  0.455734
| —0.596885  0.548529 —0.455734  0.326019 —0.169891

Do Teorema 28, temos que dp7min(Z5) =1z

Exemplo 15. Para encontrarmos wma matriz geradora R da versio rotacionada do 7.2,
temos que considerar o corpo de nimeros K = Q(Ci7 + (7'). As matrizes D,Y e T sdo
encontradas de modo andlogo ao que foi feito nos Exemplos 12 e 13, logo de (3.13), temos

que R € dada por

[ —0.0891316 —0.255357  —0.387095  —0.466554 —0.483002 —0.434218 —0.32679 —0.175228
—0.175228 —0.434218  —0.466554  —0.255357 0.0891316 0.387095 0.483002 0.32679
—0.255357 —0.483002  —0.175228 0.32679 0.466554 0.0891316 —0.387095 —0.434218

—0.32679 —0.387095 0.255357 0.434218 —0.175228 —0.466554 0.0891316 0.483002
—0.387095 —0.175228 0.483002 —0.0891316 —0.434218 0.32679 0.255357 —0.466554
—0.434218 0.0891316 0.32679  —0.483002 0.255357 0.175228 —0.466554 0.387095
—0.466554 0.32679 —0.0891316  —0.175228 0.387095 —0.483002 0.434218 —0.255357
—0.483002 0.466554  —0.434218 0.387095  —0.32679 0.255357 —0.175228  0.0891316

1
Do Teorema 28, temos que dpmin(Z°) = T

Segundo podemos ver em [22] a construcao de reticulados algébricos via ho-
momorfismo torcido pode ser feita em um Z-moédulo livre de posto n qualquer, ou seja,
nao necessariamente ¢é preciso tomarmos um ideal de Ok. Dessa forma, a Defini¢do 53
continua valida para um Z-modulo livre I € Ok ao invés de um ideal Z < Ok. Sendo
assim, tomando « totalmente positivo (mediante Definicao 52) e {w;}? ; uma Z-base de I,
temos que o, (I) é um reticulado com matriz geradora dada por (3.8), que ainda, segundo

[22] possui diversidade maxima.

Teorema 29 ([22]). Seja I um Z—mddulo de posto n e A = (I,q,) um reticulado. A

distancia produto minima de A é

dp.min(A) = A/ N(a) min [N(y)].

0#yel

Para o proximo resultado consideramos o reticulado que denotamos por

A = —0,(0k) cuja matriz geradora R é dada por (3.13). Desta forma, ainda temos
p

n=(p—1)/2, onde p =5 é um primo. Uma versao andloga ao Teorema 30 é encontrado

em [22] e aqui enunciamos com uma Z-base diferente para I, uma vez que consideramos a

base do D,, dada no Exemplo 4.
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Teorema 30 ([22]). Considere o Z-médulo I < Ok com Z-base

n n n
{fl =2Zei,f2 =61+2Zei,f3 =€1+€2+226i,...,fn =e1+es+...+en 1+ 26,
=1 =2 =3
(3.17)

em que e; € dado conforme em (3.11). Temos que o reticulado —o,(I), em que

a=(1-¢)1—=¢ ") éum D, rotacionado.

Demonstracio. Aplicando a matriz de rotagdo R a matriz E geradora do reticulado D,

(mediante Exemplo 4), temos que

1 00
X X oi(er) - oi(en) 110 00
RE = \TDETEZTD : : L E
p p
on(er) - onlen) 111 -1
1 11
1 [ e test o ten) o oulen)
= —D : : E
VP
_an(el—i—ez—i—...—i—en) e op(en)
or(fr) oi(fe) - ou(fa)
— LD : : - :

_Un(fl) On(fZ) Un(fn)

1
Assim, observamos que a matriz geradora para o reticulado —o,(I) é dada por

p
SR ]
10
001 --00
RE=R| . | (3.18)
0 0
000 -0 1]

Como (RE)'(RE) = E'E que é uma matriz de Gram do reticulado D,,, temos que o

reticulado —o,(I) é um D,, rotacionado. O
p

Teorema 31 ([22]). Seja I < Ok o Z-mdédulo com Z-base dada por (3.17), em que e; é
1

descrito como em (3.11). Temos que o reticulado A = TJQ(I), onde o = (1—¢,)(1-¢71),
p

tem distancia produto minima dada por

n—1

dp,min (A) = pr .



Capitulo 3. Reticulados Algébricos 54

Demonstragao. Vemos em [22] que N(«) = p e que |N(ey)| = 1; portanto, pelo Teorema 29,
temos que dp min0a () = A/ N(c) min |[N(y)| = 4/p, pois Or;rélinl IN(y)|=1e fi—fo=e1 €.
yE

0#yel
Assim,

1 1 1 n—1
dpmin(A) = dpmin <\/23%(I)> = de,min (0a(1)) = (\fip)”\/ﬁ =p

[]

A fim de compararmos reticulados em uma mesma dimensao no que se refere a

distancia produto, é necessario que se faca mais duas defini¢oes.

Definicao 57 (Distdncia Produto Infima Relativa). Seja p a norma minima de um

reticulado A. A distancia produto infima relativa de A, denotada por d,,a(A) € a distincia

. 1
produto infima® do reticulado escalado —A.
i

Defini¢do 58 (Distdncia Produto Infima Normalizada). A distancia produto infima

normalizada de um reticulado A, denotada por dpnorm(A), € a distancia produto infima’

1
da versao escalada ———=A\, ou seja, dpnorm () = ———=d, int(A).

X/ det(A) det(A)
Nos trabalhos mais recentes tém-se usado a distancia produto minima normali-

zada ao invés da relativa, como podemos observar em [23] e em [37].

Observagao 3. Uma vez que a norma minima do Z." é p =1 e que det(Z") = 1, seque

que dp,min(Zn) = dp,rol(Zn) = dp,norm(Zn)-

Exemplo 16 (Distancia Produto de Reticulados via Corpos Quadréticos Totalmente Reais).
Considere a familia de reticulados algébricos A = AN(Ok) = 0(Ok), onde K = Q(v/d) com
d > 0, discutida no Fxemplo 11. Neste caso, IK é totalmente real e tomando o = 1 vemos
que o homormofismo torcido é candnico (mediante Defini¢oes 50 e 53) de modo que o
Teorema 26 pode ser aplicado neste caso para o cilculo da distancia produto minima. Dessa

forma temos:

(a) Se d # 1 (mod 4), entio {vi = (1,1),vy = (Vd,—Vd)} é uma base de
Ay de modo que sua norma minima é p = ||vi|| = V2 (mediante Observagio 2). Das

Definicoes 57 e 58, temos que

1 1 1
dp,rel(Al) = Edp,min(Al) = (\/5)2 -1 = 5
e ; (A ) B ;d (A ) _ 1 1— 1
R N e W R

Se considerarmos aqui a “distancia produto minima”, naturalmente teremos a definicdo de distancia
produto minima relativa.

Se considerarmos aqui a “distancia produto minima”, naturalmente teremos a definicdo de distancia
produto minima normalizada.
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(b) Sed=1 (mod 4) entio {vi = (1,1),vs = (1 + vVd)/2, (1 —Vd)/2)} é uma
base de Ny de modo que sua norma minima é p = ||vi|| = V2 (mediante Observagio 2).

Das Definicoes 57 e 58 temos que

1 1 1
A) = —dymin(Ag) = ==
dp,rel( 2) /1/2 dp,mln( 2) (\/5)2 2
‘ 1 1 1
d norm Ay) = d min Ay) = 1= .
D, ( 2) V(Ag) D, ( 2) \/a \/&

Finalizamos essa se¢cdo com as construgoes, decorrentes do Teorema 30, das

versoes rotacionadas dos reticulados D3 (FCC), D5 e Dg exibindo suas distancias produtos.

Exemplo 17. Para encontrarmos uma matriz geradora F' da versao rotacionada do FCC,
podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n =3 e R é a matriz do Exemplo
13. Temos:

—0.327985 —0.736976 —0.591009
F = RE=| —0.591009 —0.327985  0.736976
—0.736976  0.591009 —0.327985

—0.655971 —1.06496 —0.918994
= ~1.18202 —0.918994  0.145967 (3.19)
~1.47395 —0.145967 —1.06496

oS O N
[ R G
=

1
Do Teorema 31, temos que dpmin(FCC) = = Das Definigoes (57) e (58),

temos:

da(FCC) = La reoy— —= .11

p,rel = ,U3 p,min = (\/?)3 7 = 7\/2*3
e
1 1 1 1
dnormF :7dminF = 35 = 7.
panorm (FCC) V(FCce)™ (FCC) 2 7 14

Exemplo 18. Para encontrarmos uma matriz geradora F' da versdo rotacionada do Ds,
podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n =5 e R é a matriz do Exemplo
14. Temos:

[ —0.339782  —0.625625 —0.766776 —0.71842 —0.49591
—0.652037  —0.922903 —0.49591  0.129715 0.22251
F =1 —-0.911468 —0.781753 0.0927946 —0.285843 —1.05262 (3.20)
—1.09706 —0.378638 —0.22251 —1.14541 —0.0927946
—1.19377 —0.0483561 —1.05262 —0.270866 —0.766776

1
Do Teorema 31, temos que dy min(D5) = ek Das Definigoes (57) e (58), temos:

1 1 1

(V25 112 12125

1
dp7rel(D5) = Edpg’nin(DB) =
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1

dp,norm(DE)) = mdp,min(Df)) =

| —

1 1

2 112 242°

Exemplo 19. Para encontrarmos uma matriz geradora F' da versdo rotacionada do Dy,
podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n = 8 e R é a matriz do Exemplo
15. Temos que F' € dada por:

[ —0.178263  —0.344489  —0.476227 —0.555686  —0.572134 —0.52335 —0.415922 —0.26436
—0.350456  —0.609446  —0.641782  —0.430585 —0.0860963 0.211867 0.307774 0.151562
—0.510714  —0.738359  —0.430585 0.0714333 0.211197  —0.166225 —0.642452  —0.689575
—0.653581  —0.713886 —0.0714333 0.107428  —0.502018  —0.793344 —0.237659 0.156212

—0.77419  —0.562323 0.0959068  —0.476227 —0.821313 —0.0603048 —0.131738  —0.853649

—0.868436  —0.345086  —0.107428 —0.91722  —0.178861 —0.25899 —0.900772 —0.0471228
—0.933108  —0.139764  —0.555686  —0.641782 —0.0794588  —0.949556 —0.032336  —0.721911
| —0.966004 —0.0164481 —0.91722 —0.0959068  —0.809792  —0.227645  —0.65823 —0.39387

1
Do Teorema 31, temos que dymin(Ds) = —. Das Definicoes (57) e (58),

1772
temos: 1 1 1 1
dp.rei(Ds) = Edp,min(Déi) - (V2)8 17772 T 7228
€

1

dp,norm(DS) = mdp,min(DS) =

1 1

1
2 1772 T 2. 17
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4 Reticulados Rotacionados via Complexos

Neste capitulo, apresentamos as primeiras contribuicoes deste trabalho que sao

referentes a reticulados bidimensionais.

Construimos, via ntimeros complexos, as versdes rotacionadas do reticulado Z?2
e determinamos qual tem a maior distdncia produto minima. Mostramos que o reticulado
algébrico descrito no Capitulo 3 que tem a mesma densidade é uma reflexao especifica da
rotacao “6tima”; o que possibilita uma descrigdo geométrica do reticulado algébrico, o que

nao ¢ feito nas referéncias citadas nas construgoes algébricas.

Estudamos, a partir dos complexos, uma familia de reticulados bem arredonda-
dos, uma familia de reticulados quadraticos apresentada no Capitulo 3 e uma familia de
reticulados ortogonais. Sob certas condig¢oes exibimos as distancias produtos de algumas

classes de reticulados dessas familias.

O programa usado para os calculos simbdlicos e plotagem dos graficos foi o

Wolfram Mathematica em sua versao 12.3 [43].

4.1 Reticulados Congruentes em R>

Nesta secio, iremos estudar os reticulados congruentes a um reticulado A < R2.

Da Defini¢ao 35 decorre que se A; e As sdo reticulados congruentes com matrizes
geradoras dadas por B; e B, respectivamente, entao existe uma matriz ortogonal () tal
que B; = QB,. Em [18] vemos que toda matriz ortogonal em R? ¢ de uma das formas

R [ cos (f) —sen () cos(f) sen (0) ]

ou R =
sen (0)  cos (6) sen (f) — cos (6)

em que a primeira representa uma rotacao do plano em torno da origem de angulo 6 e a

segunda uma reflexdo através de uma reta que passa pela origem e faz um angulo de 6/2

0 1 a b
o[ 1 ]es-[ 2] "

observamos que um reticulado A ¢ R? com matriz geradora dada por B e o reticulado

com o eixo das abscissas.

Escrevendo

A com matriz geradora dada por SB tém a mesma norma minima e a mesma distancia

produto minima que sdo dadas por

p=f= min +/(aky + bk)? + (cky + dky)?

(kl 7k2)7é(070)
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dp,min(A) = dp,min(A) = (kl,]gl)lil(o,o) |(CL]{31 + bk?g)(Ck?l + dk2)|7
em que (ki, ko) € 72. Assim, os reticulados A e A tém também as mesmas distancias

produtos minimas relativas e a mesmas distancias produtos minimas normalizadas.

Por outro lado,

SR — oS (g — 9) —sen (g — 6’) L

sen (g — 9) oS (g — 9)

em que L representa uma rotagao do plano em torno da origem de angulo 7/2 — 6.

Dessa forma, se uma matriz M gera um reticulado bidimensional com diversi-
dade méxima, entao os reticulados gerados por R'M e S(R'M) tém as mesmas distancia
produtos (minimas, relativas ou normalizadas). Como SR'M = LM, segue que os reticu-
lados gerados por R'M e LM tém as mesmas distancias produtos minimas (relativas ou

normalizadas). Registramos este resultado na Observagao 4 a seguir.

Observagao 4. Seja Ay um reticulado bidimensional com diversidade mdxima gerado
pela matriz M. Uma reflexdo de Ay através de uma reta que passa pela origem e faz um
angulo de 0/2 com o eizo das abscissas e uma rotagio de Ay de dngulo w/2 — 6 em torno
da origem geram reticulados com as mesmas distancias produtos minimas (relativas ou
normalizadas). Assim, o estudo em termos de distincia produto de todos os reticulados

congruentes a Ay se reduz ao estudo de todas as rotagoes de Nyy.

Nos termos da Observacao 4, se Ay, = 7?2, encontramos um resultado ainda

mais especifico. Com efeito, ao observarmos que

Rg_ cos (9 — g) —sen (9 — z)

sen (9 — g) cos (9 — 72TZ>

concluimos que uma reflexdo do Z? pode também ser descrita por meio de uma rotacao,
uma vez que S é unimodular (mediante Teorema 10). Registramos este resultado na

Observagao 5 a seguir.

Observacao 5. Uma reflexdo do 72 através de uma reta que passa pela origem e faz
um dngulo de 0/2 com o eivo das abscissas e uma rotagio de Z* de dngulo 0 — /2 em
torno da origem geram reticulados idénticos. Assim, um estudo de todos os reticulados

congruentes a Z* se reduz ao estudo de todas as suas rotagoes.
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4.2 Versdes Rotacionadas por Complexos do Reticulado Z*

Nesta secao, mostramos que a maior distancia produto minima conhecida de
uma versdo rotacionada do reticulado Z? é, de fato, a maior possivel. Seguem os resultados

referentes as versoes rotacionadas deste reticulado.

Proposicio 1. A mdzima distincia produto minima normalizada para wm reticulado 7.
rotacionado é —.

NG
Demonstragdo. Como Z* = {(k1, ks) : ki, ks € Z}, tomando uma rotacao de angulo ¢, pelo

Teorema 2 temos que
(cos(t) + isen(t)) (k1 + iks) = (k1 cos(t) — kasen(t)) + i(kysen(t) + ko cos(t)).

Dessa forma, designando por Rot(Z?,t) a familia de reticulados obtida por esta rotacio
temos: Rot(Z?,t) = {(k; cos(t) — kosen(t), kysen(t) + kycos(t)) : ki, ky € Z;0 < t < 7/2}
(trata-se da familia de reticulados do Exemplo 8). Levando em conta a simetria de Z?
podemos tomar 0 < t < 7/4. Observamos que neste intervalo devem ser considerados
apenas os valores de t tais que tg(t) ¢ Q, de modo que tenhamos uma familia de reticulados
com diversidade méaxima. O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em
Rot(Z?,t) é

2
F(ki ko, t) = Sen2( D (k2 k2) + kyky cos(21)] (4.2)

Observemos que para um ¢ qualquer em 0 < t < 7/4 podemos estabelecer os
limitantes superiores F'(1,0,t) = sen(2t)/2 e F(1,1,t) = cos(2t) para o valor minimo desse
produto F. Quando consideramos a fun¢ao a(t) = min(F'(1,0,t), F'(1,1,%)) que também é

um limitante superior, concluimos que o maior valor para esse limitante ocorre quando
sen(2t)

2

é tal que tg(2c) = 2, pois neste intervalo «(t) =

= cos(2t) < tg(2t) = 2. De fato, a fungao a(t) é crescente em (0,c), em que ¢
sen(2t)
2

m
outro lado, a(t) é decrescente em (c, Z) , pois neste intervalo a(t) = cos(2t) é uma fungio

¢ uma funcao crescente. Por

decrescente. Dessa forma, concluimos que ¢t = ¢, onde ¢ é tal que tg(2c) = 2 é um méximo

global para «a(t). Ver Figuras 5 e 6.

Vamos definir a aplicagdo f(kq, ko) = F(kq, ks, ¢), em que ¢ é tal que tg(2¢) = 2,
assim, f(ky, ko) = cos(2¢)|ki — k3 + kiks| = cos(2¢)|g(k1, k2)|, em que g(ky, ko) = k2 — k3 +

k1ks. Observamos que o minimo de f ocorre no minimo de |g|.

Afirmagao: g(ky, ko) = 0 < ky = ky = 0, portanto, min |g(ky, k)| = 1, se
(/{51, ]{52) #* (0,0)

Com efeito, considerando k% + kyk; — k3 = 0 como uma equagio quadritica na

—ko +/5lk
variavel ki, temos k; = 2_2M, ou ainda, 2k; + ks = ++/5|k;|. Como devemos ter
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Figura 5 — Limitantes ~ F(1,0,t) e Figura 6 — Limitante «(t) (Z* rotacio-
F(1,1,t) (Z?* rotacionado) nado)

0.4+
0.8

0.3
0.6

0.2
0.4

02f 01r

I I I | I I I |
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

ki, ko € 7., entao k; = ko = 0. Portanto, temos g(1,0) = 1, por exemplo, e o valor minimo

de f serd atingido em cos(2c), em que ¢ é tal que tg(2c) = 2.

Finalmente, concluimos que a méaxima distancia produto minima normalizada
para um reticulado em Rot(Z?,t) é dpnorm(Z?) = cos(2c), em que ¢ é tal que tg(2c) = 2.
Por outro lado, tg(2c) = 2 < sen(2c) = 2cos(2¢). Como sen?(2c) + cos*(2¢c) = 1, temos

4cos?(2c) + cos*(2¢) = 1 e uma vez que 0 < ¢ < 7/4, temos cos(2c) = —=. Assim,

NG
1

dp,norm(ZQ) = \/5

[]

Figura 7 — O angulo 6timo de rotacdo do reticulado Z? é o associado & diagonal de um
retangulo aureo

1+V5
2

Observagao 6. Em relagdo ao angulo otimo ¢ na demonstracao da Proposicio 1, ou seja,
¢ tal que tg(2c) = 2, uma curiosidade é que 1/tg(c) resulta no conhecido nimero de ouro.
Assim, ¢ = 1/tg(c) = (1 4+ /5)/2. Conforme podemos ver em [5], Euclides determinou o
valor de ¢ como a “divisao de um segmento em média e extrema razao”, ou seja, como a
divisao de um segmento em duas partes distintas com tal propriedade: o quociente entre o
segmento inteiro e a parte maior € igual ao quociente do segmento maior pelo segmento
menor. Geometricamente, temos entdo, que o angulo ¢ é o dado pela diagonal de um
retangulo dureo (mediante Figura 7), que € tal que ao retirarmos um quadrado obtemos

um retangulo semelhante ao original (Ez. bandeira do Brasil).
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Corolario 1. Seja A(t) a familia de reticulados

A(t) = Rot(Z?t)
= {(kycos(t) — kosen(t), kisen(t) + ko cos(t)) : ki, ko € Z;0 < t < mw/4}. (4.3)

1
O reticulado A = A (2 arctan(Z)) ¢ a versio rotacionada de Z* com diversidade md-

zima que apresenta mdzima distincia produto minima normalizada. Tomando (ky, ks) =

(—1@ + /5K £ 4
)

ko |, onde 5k3 + 4 = k* para k, ki, ky € Z., encontramos as condigdes

para que 0s pontos do reticulado A alcancem essa mdazrima distincia produto minima

normalizada.

Demonstracao. Da demonstragao da Proposicao 1, segue que o reticulado “6timo” ¢é
1
A = A(t) para t satisfazendo tg(2t) = 2, logo A = A <2 arctan(?)) . Observamos que

os pontos de A em que a maxima distancia produto minima normalizada é alcancada

sd0 os pontos para os quais (ki, k) € Z* minimizam |g(k1, k)|, onde (k1, k2) # (0,0), ou

(—k:2 + +/5k% + 4 k2>

seja, pela demonstracao da Proposigao 1 devemos ter (ky, ko) = 5

Dessa forma, quando temos 5k3 + 4 = k?, para k, ki, ky € Z, o minimo em |g(ky, ko)| é
alcancado. De fato, se k% é par, entdo k3 é par, pois caso contrario existiria s € Z tal que
Sky £4=5(2s+1) £ 4 =2(55£2+2) + 1 0 que é uma contradicdo. Analogamente, se
k* é fmpar, temos que k3 é fmpar. Usando os conhecidos resultados: n* par = n par e
n? impar = n impar para n € Z, temos que se 5k3 +4 = k*, para algum k € Z, entdo para
(k1, ko) = —ha £ 25k% - 4, ky | € Z? encontramos os pontos de A em que a maxima

distancia produto minima normalizada ¢ alcancada. O]

A matriz geradora do reticulado A do Coroléario 1 é dada por

1 1
cos §arctan(2) —sen 2arctan(2))

Q=

0.850651 —0.525731
0.525731  0.850651

1 1 -
sen §arctan(2) cos 5arctan(2)

Corolario 2. Sejam A e A as versdes rotacionadas do reticulado Z* via niimeros complezos
e via corpo ciclotomico K = Q((s + 1) ([32]), cujas matrizes sdo dadas, respectivamente,
por (4.4) e (3.14). Os reticulados A e A sdo distintos, além disso, A é obtido por wma
reflexdo em torno da reta © =y do reticulado A. Ou ainda, o reticulado A é uma rotagdo
de 7* de dngulo —c em torno da origem, onde ¢ é o dngulo “dtimo” da matriz de rotagdo

1
(4.4), ou seja, ¢ = 5 arctan(2).

Demonstragio. Como Q'R nao é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados
A e A sdo distintos. Escrevendo a = 0.525731 e b = 0.850651, segue que as matrizes de A e
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’R:[—a —b].
-b a

Observamos que ) e R sao as mesmas matrizes a menos de permutacao de

A sdao dadas, respectivamente, por

b —a
Q:[a b

elementos e troca de sinais e ainda, —[bSR = @), onde 5 é a matriz identidade de ordem

2e
01
10|

Como a matriz —I, nao altera o reticulado e S representa uma reflexdo em

torno da reta y = x, segue que A é obtido por uma reflexdo em torno dessa reta do

R(—S):[_bajj],

como a matriz do segundo membro da ultima igualdade representa uma rotagao de angulo

reticulado A. Observamos que

—c em torno da origem e —S é unimodular, concluimos a prova. O

A distancia produto minima encontrada no reticulado do Coroléario 3, esta
presente em [40], quando consideramos n = 2 e construcoes de reticulados algébricos a

partir dos Teoremas 27 e 28.

T
Corolario 3. O reticulado obtido através de uma rotagio do 72 com dngulo t = 3 POSSUL

1
distancia produto normalizada ——.

2¢/2
Demonstracao. Para provarmos este resultado, suponha que nos termos da demonstracao
da Proposicao 1, para um ¢t qualquer em 0 < ¢ < 7/4 estabelegcamos os limitantes superiores
F(1,0,t) = ;sen(%) e F(2,-1,t) = ‘2sen(2t) —2 cos(2t)‘ para o valor minimo do produto
F. Quando consideramos a fungao 5(t) = min(F'(1,0,t), F(2,—1,t)), que também é um
limitante superior, concluimos que um maximo local para este limitante ocorrera na menor

1
solucao da equacao Esen(%) =

3
isen(%) -2 COS(2t)‘ , ou seja, na primeira das intersegoes
entre os graficos de F'(1,0,t) e F(2,—1,t). Ver Figuras 8 e 9.

T
Da tultima igualdade, temos que t = 3 é a solugao procurada. Definimos a

. - 7T .
aplicagao fi(ki, ke) = F(ki, ko, §)7 ou seja, fi(ki, ke) = (K1, ko)|, onde g1 (K1, ko) =

1
ﬁ'gl
k2 4 2k ky — k; Observamos que o minimo de f; ocorre no minimo de |g|.

Afirmagao: g1(k1,ke) = 0 < ky = ke = 0, portanto, min |g;(k1, k2)| = 1, se

(k’l, k‘z) #* (O, 0)
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Figura 8 — Limitantes ~ F(1,0,t) e Figura 9 — Limitante ((t) (Z? rotacio-
F(2,—1,t) (Z* rotacionado) nado)

2.0 0.5
0.4r-
0.3

0.2

0.5r

I I I I I I I |
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Com efeito, considerando k? 4 2k ky — k2 = 0 como uma equacio quadrética
na variavel ki, temos k; = —ky + \/§|k2|, ou ainda, ki + ko = i\f?|k2|. Como devemos ter
ki, ko € 7., entdo k; = ko = 0. Portanto, temos g(1,0) = 1, por exemplo, e o valor minimo

de f serd atingido em ——=. Finalmente, concluimos que a distancia produto minima para

24/2
T
o reticulado que é obtido através de uma rotacio do reticulado Z?* com angulo t = 3

s s 1
W F(1,0,-) = F(2,-1,-) = ——
serd £(1,0.5) = F(2, -1, 3) 2

reticulado serd dp,norm(ZQ) = O

=5

Observacao 7. Reunindo os limitantes superiores apresentados na demonstragdo do

, ou ainda, a distancia produto normalizada desse

Coroldrio 3 e na demonstragdo da Proposicio 1, podemos definir a aplicacao
v(t) = min (F(1,0,t), F(1,1,¢), F(2,-1,1))

que também é um limitante superior. O valor mdximo global de v(t) também ocorre em
t= 3 arctan (2) corroborando com os resultados encontrados na Proposi¢io 1 e no Coroldrio
1, pois para este valor de t encontramos a mdxima distancia produto minima normalizada

1
. Ver Figuras 10 e 11.

v

para um reticulado em Rot(Z?,t), a saber,

Figura 10 — Limitantes F(1,0,1),
F(1,1,t) e F(2,—-1,t) (Z? Figura 11 — Limitante () (Z* rotacio-
rotacionado) nado)
20F
04f
1.5F
0.3
1.0¢
T 0.2f

I I | I I I |
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8




Capitulo 4. Reticulados Rotacionados via Complexos 64

Agora, vamos analisar o que ocorre com as distancias produto dos reticu-
lados A(t) dado por (4.3), quando ¢ é tomado em uma perturbacao do dngulo étimo
tmax = 5 arctan(2), ou seja, quando tomamos t = t,. + € para € arbitrariamente pequeno.
Para estes valores de ¢ escrevemos

dp,norm(A(t)) = inf F(kla k?at)a

= in
(kler)i(Oro)
onde F' ¢é a funcdo dada por (4.2).

Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezoito equagoes F'(ki,ka,tmax + €) = 0, onde € = ilTV para ¢ = 1,2,...,9, nas
varidveis inteiras k1 e ko com a restrigao |k, ko| < 10000, encontramos sempre a solugao
k1 = ko = 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de seguranca, que nestes casos
os reticulados A(tpax + €) tém diversidade maxima. Em segundo lugar, minimizamos as
fungoes F'(ki, ko, tmax + €) nas varidveis inteiras kq, ko quando consideramos a restri¢ao
1 <k} +k3 <107 ' Dessa forma, encontramos limitantes para as distincias produtos

destes reticulados. Estes resultados estao sistematizados na Tabela 2.

i [ dymorm (At + 1/10)) | doymorm (A (fuaax — 1/107))
1 < 0.260604 < 0.0503628

2 < 0.317441 < 0.107264

3 < 0.434244 < 0.413224

4 < 0.445917 < 0.443815

5 < 0.447084 < 0.446874

§ < 0.447201 < 0.44718

7 < 0.447212 < 0.44721

8 < 0.447213 < 0.447213

9 < 0.447214 < 0.447214

Tabela 2 — Distancia produto normalizada de A(tuyax + €), onde A(t) é dada por Rot(Z?, t)

Observacao 8. Em relagdo aos resultados que constam na Tabela 2, a menos que o
minimo seja encontrado fora da coroa circular 1 < ki + k3 < 10°, podemos afirmar que
o valor encontrado é de fato a distancia produto do reticulado associado com a precisdo
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distancia
produto do reticulado A(tmayx £ 1/10%) associado é “préwimo” de —=. Essa andlise foi a

V2

motivacao para o Coroldrio 4 a sequir.

Corolario 4. Seja A(t) a familia de reticulados dada por (4.3) .O reticulado

A (; arctan(2) + e)

Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados nao se alteraram para j = 2, 3,4, 5, 6.

1
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tem diversidade mazrima, desde que

zm — arctan(2) — cos(2e + arctan(2)) + 1
e . 4.5
<" 2 (2€27) ¢ sen(2e + arctan(2)) 7O (45)
Temos, ainda, que se F' € a aplica¢io dada por(4.2), entdo
1

inf li Fkakatmax+ :dnormZ2 -
(k1,klzr)l¢(0,0) " (ky, Kz €) = dpnorm(Z7) 7

1
Demonstragdo. Observamos que para A (2 arctan(2) + e) ter diversidade méaxima, deve-

mos ter

1
F (kl, ko, 5 arctan(2) + e) =0k =k =0. (4.6)

1
Dessa forma, vamos analisar a equagao F (k:l, ko, 3 arctan(2) + e) = 0, ou seja,

sen(a)k? + 2k, cos(a)k; — kisen(a) = 0, onde a = 2¢ + arctan(2). Resolvendo a pentiltima
—cos(a) £ 1
sen(«) ) ’
zm — arctan(2)
5 ;
temos F' (kl, ko, ; arctan(2) + e) = kykqcos(zm) + ;(kf — k3)sen(zm) = tkiky e neste

igualdade como uma equagao quadratica na variavel ki, temos ky = ko (

desde que a # zm (2 € Z). Por outro lado, se a = zm, ou seja, se € =

1
caso, A 5 arctan(2) + € ] nao tem diversidade maxima. Uma vez que k; e ko sdo inteiros,

segue que (4.6) sera verdade, se e somente se, (4.5) for verdade. Por outro lado, escrevendo

1
tmaz = 5 arctan(2), segue da continuidade de F' (k1 ko, tiasr + €) que

III’%F (kb k27 tmax + E)
= F(kla katmax)
1
= |k1ko cos(arctan(2)) + 5(/{:% — k3)sen(arctan(2)) (4.7)

by + 2 — K2

1
v

Tomando o inf, temos:

1
by 2 — K2 =

7

1
inf  lim F (ki, ko, tes + €) = inf — |k
(k1,k2)#(0,0) €=0 (kK ) (kl,kzﬁ(o,o)\/B‘ !

O

Observagao 9. Todos os reticulados A(tmax +€) da Tabela 2 possuem diversidade mdzima,
pois € = £1/10°, (i = 1,2, ...,15) satisfazem as condigoes dadas em (4.5).
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Observacao 10. Considere os valores de € “proximos de zero”, para 0$ quais

1
A (2 arctan(2) + e>

tenha diversidade mdxima. Da Proposicao 1, temos que

1 1
dp,norm (A (2 arctan(Z) + 6)) < %7

por outro lado, o Coroldario J nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade

NG

pode tornar-se arbitrariamente proximo de , desde que tomemos € suficientemente

proximo de zero.

Observagao 11. Observamos que qualquer reticulado A(t) dado por (4.3) tem norma mi-
nima e determinante iguais a 1. Dessa forma, todos os resultados desta se¢do permanegerdo

inalterados se considerarmos a distancia produto relativa ao invés da normalizada.

4.3 Estudo da Familia de Reticulados Bem Arredondados do R? a

partir de Rotacoes por Complexos

Nesta secao, definimos reticulados bem arredondados e um estudo sobre a
distancia produto de uma familia especifica de tais reticulados é feito. As referéncias
utilizadas foram: [2], [14], [17], [31] e [36].

Para definirmos reticulados bem arredondados, lancamos mao do conceito de
norma minima (mediante Definigao 31). Os reticulados bem arredondados sdo designados

por WR por conta da abreviacao inglesa well-rounded.

Definicao 59 (Reticulados Bem Arredondados). Sejam n = 2 um inteiro e A < R™ um
reticulado de posto completo. Sejam p a norma minima de A e S o conjunto de vetores
minimos de A\, o seja, S = {x € A : ||x|| = p}. Dizemos que A é um reticulado bem
arredondado (WR) se S gera o R".

Observagao 12. Da Definicio 59, seque que reticulados bem arredondados sao reticulados

de posto completo que possuem uma base formada por vetores de norma minima.

Exemplo 20. Os reticulados 72 e hezagonal vistos nos Exemplos 3 e 6 sdo reticulados bem
arredondados. Observamos que os seus conjuntos de vetores minimos sao dados, respectiva-
mente, por Sy = {(1,0),(0,1), (—1,0), (0,—1)} e So = {(1,0), (1/2,+/3/2), (=1/2,v/3/2), (-1,
0), (—1/2, =V3/2), (1/2, —V/3/2)}.

Definigao 60 (Quase Ortogonalidade). Uma cole¢io ordenada de vetores linearmente

independentes {X1,...,x;} < R", 2 < k < n, é chamada quase ortogonal se para cada
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1 <i <k, o dangulo entre x; e o subespago do R"™ gerado por x1,...,X;_1 estd no intervalo
[7/3,27/3]. Em outras palavras, essa condi¢io significa que para cada 1 < i < k,
X3y 1
il Iyl 27

para todo y pertencente ao subespago gerado por Xi,...,X;_1.

Segundo [17], o Teorema 32, a seguir, foi demonstrado por Gauss para o caso

particular n = 2.

Teorema 32 ([31]). Suponha que uma base ordenada {X1, ..., Xy} de um reticulado A < R"

de posto 1 < k < n seja quase ortogonal. Entdo essa base contém um vetor minimo de A.

Observacao 13. Em relacao ao Teorema 32, temos: se k = n e todos os vetores Xq, ..., X,
tém a mesma norma, seque da Observagio 12, que A é WR. Neste caso, {x1,...,X,} serd

chamada de base minimal de A.

Observagao 14. Seja B = {v, vy}, onde ||vi|| = ||[va||, uma base do reticulado A = R>.

Decorre da Segio 1.2 de [36] que se B é minimal, entao B € quase ortogonal.

A proposicao, a seguir, descreve o conjunto de todos os reticulados bem arre-

dondados em R2.

Proposicao 2. Os reticulados bem arredondados em R? com vetores de norma p sdio

dados pelo conjunto

Aa, p,t) =
{11(ko cos(a + t) + ki cos(t)), u(kesen(a + t) + kisen(t))) : (a, ki1, ko, t) € D}, (4.8)
onde D = [r/3,7/2] x Z x 7 x |0, 27]

Demonstragio. Seja A = R? com base B = {v{, vy}, onde ||[v1]| = ||[v2]|. Segue do Teorema
32, das Observagoes 13 e 14 que A é WR se, e somente se, B é quase ortogonal. Dessa forma,
os reticulados em R? com base B; = {(u,0), uu(cos(a),sen(a))}, sdo bem arredondados se,
e somente se, 7/3 < a < 27/3. Observamos que para tais reticulados é sempre possivel
escolher uma base cujo dngulo entre os vetores desta estd no intervalo [7/3,7/2]. Com
efeito, caso tenhamos 7/2 < a < 27/3, podemos entao tomar a base By = {(1,0), pu(cos(m +
a),sen(m+a))}, uma vez que B; e By geram o mesmo reticulado. Dessa forma, consideramos
os reticulados bem arredondados em R? com base By, onde 7/3 < a < /2. Observamos
que se considerarmos todas as rotagoes de angulo ¢ destes tltimos reticulados, ou seja, todas
as rotagoes de angulo t de {k1(u,0) + ka(pcos(a), usen(a)) : ki, ke € Z,7/3 < a < w/2},
descrevemos todos os reticulados bem arredondados em R? com vetores de norma minima

1. Sendo assim, do Teorema 2, temos

(cos(t) + isen(t))((k1p + kopucos(a)) + ikausen(a)) = (u(ky cos(t) + ko cos(t + a))+
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+ip(kisen(t) + kosen(t + a)),

onde consideramos 0 < t < 27, de onde segue o resultado. O]

Pra analisarmos a distancia produto normalizada da classe de reticulados bem
arredondados A(a, ) com base {(u,0), u(cos(a),sen(a))}, onde p > 0e 7/3 < a < 7/2,
devemos considerar o conjunto A(a, p,t) dado por (4.8). Tomando o valor absoluto do
produto de coordenadas de um ponto em A(a, u,t) e dividindo-o pelo volume de um

reticulado qualquer desse conjunto cujo valor é p*sen(a), definimos a funcio?
1 2 Lo
F(a, kq, ko, t) = cossec(a) isen(%)/{:1 + kosen(a + 2t)ky + §k2sen(2(a +t). (4.9)

Uma vez que F'(a, ky, ko, t) = F(a, ki, ko, t + 7/2) é suficiente que tomemos a variagao de ¢

no intervalo 0 < ¢t < 7/2, logo o dominio de F' serd dado por
D = [n/3,7/2] x Z x Z x [0,7/2]. (4.10)

Sendo assim, o supremo da distancia produto infima normalizada para um reticulado
A(a, p), sera dada por dpnorm(A(@, @) = sup — inf  F(a,ky, ko, t), onde 0 < t < 7/2,

t  (k1,k2)#(0,0)
k?l, k?g e 7.

Do que foi exposto no pardgrafo anterior, se fizermos @ = 7/3 e u = 1, segue
que o reticulado A(7/3,1) encontrado serd o hexagonal (mediante Exemplo 6). Em [23]
foi demonstrado que a maxima distancia produto minima relativa (mediante Definigao
57) do hexagonal é 1/4. Uma vez que a norma minima do hexagonal é u = 1, segue que
esse resultado coincide com a maxima distancia produto minima deste reticulado. Assim,
para encontrarmos a maxima distancia produto minima normalizada, basta dividirmos o

ultimo resultado pelo volume do hexagonal. Portanto,

1
24/3°

Fazendo, agora, @ = 7/2 e u = 1, segue que A(1/2,1) = Z* e conforme demonstrado na
1
V5

Dessa forma, para a classe de reticulados bem arredondados A(a, 1) conhecemos

dpnorm (hexagonal) = dj, norm (A(7/3,1)) = (4.11)

Proposigao 1, temos dp norm (A(7/2,1)) =

a maxima distancia produto minima normalizada dos reticulados A(7/3,1) e A(7/2,1),
ou seja, quando a assume os valores extremos do intervalo [7/3,7/2]. Para alguns valores
de a tomados no interior deste intervalo, a saber a € A = {137/36 < 77/18 < 57/12 <
47/9 < 177/36}, encontramos cotas superiores para as distancias produtos dos reticulados

correspondentes. Para cada a € A, essas cotas superiores foram encontradas a partir do

2 Observamos que essa funcio independe do valor da norma, .
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valor de t = tyax que maximiza o limitante®

a(t) = min(F(a,1,0,t), F(a,0,1,t), F(a,1,—-1,t), F(a,1,2,t), F(a,2,1,t),
F(a,3,-5,t), F(a,5,—3,1)).

Em cada um desses casos verificamos que Iknlkn (a, k1, k2, tmax) < @(tmax), quando tomamos
1,R2

ki, ky € Z tais que 1 < ki + k3 < 10" * (i inteiro positivo suficientemente grande), de onde
concluimos que dp norm(A(@), 1) < a(tmax). Estes resultados estao sistematizados na Tabela
3.

a_ | dpnorm(A(a), 1)
/3 — 0.288675
137/36 | < 0.31738
/18 || < 0.328734
5r/12 | < 0.327415
4r/9 || < 0.346285
177/36 | < 0.394708
/2 = 0.447214

Tabela 3 — Distancia produto normalizada da classe de reticulados bem arredondados

Aa, 1)

A seguir, temos a Proposicao 3, que nos da a classe de reticulados bem arre-

dondados do R? com maior distancia produto normalizada.

Proposicao 3. Se A(a, i) € a classe de reticulados bem arredondados com base {(u,0),
p(cos(a),sen(a))}, onde pp >0, 7/3 < a < 7/2, e dpnorm(A(a, 1)) = Sup dp norm (Ala, p, 1)),
¢
onde N(a, u,t) dado por (4.8) é o conjunto das rotagoes de A(a, i), entao
1
V5

Demonstracao. Observamos que o supremo da distancia produto infima normalizada de

Hl(?,X[dpmorm(A(a, ,u))] = dp,norm(A(Tr/Z :U’)) =

uma versao rotacionada de A(a, u1), onde a é um valor fixo no intervalo [7/3,7/2] é dado

POr dpnorm (A(@, 1)) = sup dpnorm(A(@, p1,t)) = sup  inf  F(a,ky, ko, t), onde F' é a
t ’ t (ki,k2)#(0,0)

fungao dada em (4.9) que estabelece o valor absoluto do produto das coordenadas de

um ponto em A(a, i, t) dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto.

Uma vez que F(a,ky, ko t) = F(a, ki, ko, t + 7m/2), é suficiente que tomemos a variagao

3 Este limitante foi considerado apés diversos testes na tentativa de encontrarmos limitantes “melhores”

que B(t) = min(F(a, 1,0,t), F(a,0,1,t), F(a,1,—1,t)) para refinarmos as cotas superiores da distancia
produto.

4 Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados néo se alteraram para i = 2, 3,4, 5, 6.
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de ¢, no intervalo 0 < ¢t < 7/2, logo o dominio de F' serd dado por (4.10). Sendo
assim, consideremos a aplicagdo w : [7/3,7/2] - R dada por w(a) = dpnom(A(a, 1)) =

S inf  Fl(a.k:.ko.t). Temos:
1%p(161716121)1;,&(()70) (CL, 1, K2, ) m

inf  F(a, ky, ko, t
PP (k1 k)£ (0.0) (@ b ks )

sup(min(F'(a, 1,0,t), F(a,0,1,t), F(a,—1,1,t)))
t

w(a)

VAN

< megx(min(F(a, 1,0,t), F(a,0,1,t), F(a,—1,1,1))).

Observamos que podemos definir a aplicacdo « : [7/3,7/2] x [0,7/2] — R dada por
a(a,t) = min(F(a,1,0,t), F(a,0,1,t), F(a,—1,1,t)) (4.12)

e como « é continua, segue que ela tem méaximo global. Assim justificamos o uso do max
e min ao invés de sup e inf nas desigualdades anteriores.

Afirmacio: O maximo global de a é 1/v/5, ou seja, mqﬁx(min(F(OL7 1,0,t), F(a,0,
1,t),F(a,1,-1,1))) = 1/V5.

Com efeito, observamos que das Figuras 12 e 13, para encontrarmos o maximo
global de a devemos analisar as interse¢des F'(a,1,0,t) = F(a,0,1,t), F(a,1,0,t) =

F(a,-1,1,t) e F(a,0,1,t) = F(a,0,1,t). Fazemos isso considerando trés casos a seguir.

Figura 13 — Limitantes F(a,1,0,t),
F(a,0, 1,t) e F(a,—1,1,t)
Figura 12 — Limitante a(a,t) (WR)

Caso 1: Andlise da igualdade F'(a,1,0,t) = F(a,0,1,t). Observamos que esta igual-
dade equivale a [sen(2t)| = |sen(2a + 2t)|, de onde temos sen(2t) = sen(2a + 2t) ou
sen(2t) = —sen(2a + 2t). Da primeira equagao sen(2t) = sen(2a + 2t), segue que
2a + 2t = 2t + 2kw ou 2a + 2t = (7w — 2t) + 2knw, onde k € Z. Logo, a = kmw ou
t=(1+2%)" -2

il
4 2
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Como devemos ter 7/3 < a < 7/2, segue que a solugdo a = km deve ser des-
considerada e como 0 < t < m/2, segue da solugdo t = (1 + 2]{)% = g que
2k —1
( 5 )7‘[‘ <a< (1+ 21{:)z logo devemos considerar k£ = 0, de onde temos
T ‘a

t = 13 Da Figura 14, concluimos que a fungao oy : [7/3,7/2] — R dada por

T a T a T a
= i F<717 77_7)7F<7 a177_7>7F(7_1a177_7>> < ita-
a;(a) mln( a, 1,0 13 a,0 173 a 19 é estrita
mente decrescente.

Figura 14 — «4(a) (WR)

T T T
Portanto, o maximo global de « ocorre em a = 3 de onde concluimos que (g, E)

T Por outro lado, da

1
3’ 12) V3

segunda equagao do Caso 1, a saber sen(2t) = —sen(2a + 2t), segue que 2a + 2t =
—2t+2km ou 2a+2t = (m+2t)+2km, onde k € Z. Logo, t = k‘g—g oua = (1—1—2/{)%

¢ um ponto critico de v e por sua vez temos « (

Como devemos ter 0 < ¢t < 7/2, segue da solugdo t = kg _¢ que (k—1)r <a <

: ) o

a
logo devemos considerar k = 1, de onde temos t = g — 5 Como « ( a,
Como devemos ter 7/3 < a < 7/2, segue da solugdo a = (1 + Zk) que devemos

M\@

™
7’ . 7’ . ~ 7’ . . 2
6bvio que o maximo global de a nao sera atingido neste caso.

. ) T
considerar k£ = 0 e assim, a = 5

Da Figura 15, concluimos que a fungdo ay : [0,7/2] — R dada por as(t) =

min (F (g,l,o,t) ,F(g,o,l,t) ,F(g,l,—l,t)) — min([sen(t) cos(¢)], | cos(2¢)|)

possui dois extremantes que sao solugoes da equagao |sen(t) cos(t)| = |cos(2t)],

quando consideramos 0 < t < 7/2. Logo, temos que ¢t = §arctan(2) et =

1
g —3 arctan(2) sao pontos de maximo global de as.

1 1
Concluimos que (;T, 5 arctan(Q)) e (W T_- arctan(2)> sdo pontos criticos de «

22 2
1 1
T arctan(Z)) =

¢ w1 tan(2) s
€ Ppor sua vez temos & { —, — arctan =l =, — — = —.
P 29 22 2 NG
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Figura 15 — as(t) (WR)

04}
0.3F
02}

0.1F

L L L
0.5 1.0 1.5

Caso 2: Anélise da iguldade F'(a,1,0,t) = F(a,—1,1,t). Observamos que esta igual-

1 1 1
dade equivale a §|Sen(2t)| = isen(Qt) + §Sen(2a + 2t) —sen(a + 2t)|, de onde te-

1 1
mos sen(a + 2t) = §sen(2a + 2t) ou sen(2t) = sen(a + 2t) — §Sen(2a + 2t).

Da primeira equacdo sen(a + 2t) = 55611(2@ + 2t), temos
1 1
sen(2t) (2 cos(2a) — cos(a ) = cos(2t) (sen(a) - 2sen(2a)> . Suponha que

1
cos(2t) (2 cos(2a) — cos(a ) # 0, logo temos:

t =ts(a) = 5 arctan (QSen( a) - Sen(za)) LT

cos(2a) — 2 cos(a) 2
Da Figura 16, concluimos que a funcdo a3z : [n/3,7/2] — R dada por
az(a) = min(F(a, 1,0,t3(a)), F(a,0,1,t5(a)), F(a,—1,1,t3(a))) é estritamente cres-
cente. Portanto, o méaximo global de a3 ocorre em a = g e como t3 5) =

T 1 ™ 1
5 §arctan(2), segue que (2, 575 arctan(Q)) ¢ ponto critico de a. Observa-
mos que este ponto ja fora encontrado anteriormente.

Figura 16 — a3(a) (WR)

045
0.40-

0351
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1
Suponha, agora, que cos(2t) (2 cos(2a)—cos(a)) = 0, ou seja, t = % ou

1-+3
2

1
a = arccos ( ) > g Substituindo t = % em sen(2t) (2 cos(2a) — cos(a)) =

1 1
cos(2t) { sen(a) — 28611(2@)) , temos 5 cos(2a) — cos(a) = 0, ou seja, t = % implica
em a = arccos (_2) , € portanto, tal valor nao deve ser considerado. Por outro
1
lado, da segunda equacao do Caso 2, a saber sen(2t) = sen(a + 2t) — isen(2a + 2t),

femos sen(2t) (1 _ cos(a) + ;cos(Qa)> R (sen(a) _ ;sen(2a)) . Suponha

1
que cos(2t) (1 — cos(a) + 3 cos(2a)) # 0, logo temos:

1 2sen(a) — sen(2a)
t = ty(a) = = arctan .
2 2 + cos(2a) — 2 cos(a)
Da Figura 17, concluimos que a funcdo a4 : [7/3,7/2] — R dada por

ay(a) = min(F(a,1,0,t4(a)), F(a,0,1,t4(a)), Fa,—1,1,t4(a))) é estritamente cres-

cente.

Figura 17 — a4(a) (WR)

04r
03r
0.2r

0.1F

7r T 1
Portanto, o maximo global de a4 ocorre em a = — e como 4 (5) = —arctan(2),

T 1 , "
segue que (2, 3 arctan(Q)) é ponto critico de a.

Observamos que este ponto ja fora encontrado anteriormente. Suponha agora que
1 N 1

cos(2t) | 1 — cos(a) + 5 cos(2a) | = 0. Como a equagao 1 — cos(a) + 5 cos(2a) =
T T

0 nao tem solucao, segue que t = 1 Observamos que t = 1 nao deve

ser considerado, pois se o substituirmos em sen(2t) <1 — cos(a) + 2COS(26L)> =

cos(2a) = 0.

N | —

cos(2t) (sen(a) - ;sen(Za))  temos 1 — cos(a) +
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Caso 3: Andlise da iguldade F'(a,0,1,t) = F(a,—1,1,t). Observamos que esta igual-
1 1
58611(215) + Esen(Za + 2t) — sen(a + 2t)

1
dade equivale a §|sen(2a +2t)| = , de onde

1 1
temos §sen(2t) = sen(a + 2t) ou isen(%) = sen(a + 2t) — sen(2a + 2t). Da primeira
1 1
equagao 58611(215) = sen(a + 2t), temos sen(2t) (2 = Cos(a)) = cos(2t)sen(a). Supo-

1
nha que cos(2t) (2 — cos(a)) # 0, logo temos:

f— ts(a) ;arctan (28@11(@) |

1 —2cos(a)

Da Figura 18, concluimos que a funcao a5 : (7/3,7/2] — R dada por as(a) =
min(F(a, 1,0,t5(a)), F(a,0,1,t5(a)), F(a,—1,1,t5(a))) é estritamente crescente. Por-

(. T T
tanto, o maximo global de a5 ocorre em a = 5 © como ts (5) =3 arctan(2), segue

T 1
que (2, 3 arctan(2)> é ponto critico de a. Observamos que este ponto ja fora en-

contrado anteriormente.

Figura 18 — a5(a) (WR)

045
040
0.35

0.30

4
1 1
t= % em sen(2t) (2 — cos(a)) = cos(2t)sen(a) temos 3~ cos(a) = 0. Substituindo

1
Suponha, agora, que cos(2t) <2 — cos(a)> = (0, ouseja, t = T oua = g Substituindo

1
agora a = g em sen(2t) (2 = Cos(a)) = cos(2t)sen(a) temos cos(2t) = 0.

Portant (7r 7T) ' to critico d ¢ (W W) !
ortan O, -, € um ponto Critico de &« € por sua vez temos « -, = —F.
377 p P 3'4) " 23

1
Por outro lado, da segunda equagao do Caso 3, a saber —sen(2t) = sen(a + 2t) —
1
sen(2a + 2t), temos sen(2t) (2 — cos(a) + cos(2a)) = cos(2t)(sen(a) — sen(2a)).

1
Suponha que cos(2t) <2 — cos(a) + cos(2a)> # 0, logo temos:
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1 ( 2sen(a) — 2sen(2a) >+727

t=1 = —arct
(@) R cos(a) + 2 cos(2a)
Da Figura 19, concluimos que a fungao a4 : [7/3,7/2] — R dada por ag(a) =
min(F(a, 1,0,ts(a)), F(a,0,1,ts(a)), F(a,—1,1,ts(a))) é estritamente crescente. Por-

1
tanto o maximo global de ag ocorre em a = g e como tg (g) = g —3 arctan(2),

™ 1 , "
segue que (2, 5 3 arctan(2)> ¢ um ponto critico de a. Observamos que este ponto
ja fora encontrado anteriormente.

Figura 19 — ag(a) (WR)

1
Suponha, agora, que cos(2t) (2 — cos(a) + cos(2a)) = 0, ou seja, t = % oua =

1+4/5

arccos ( — 4\F) ¢ [g, g} . Observamos que t = Z nao deve ser considerado, pois
1

se o substituirmos em sen(2t) (2 — cos(a) + cos(2a)) = cos(2t)(sen(a) — sen(2a)),

1 J_r4\/5)'

1
temos 3~ cos(a) + cos(2a) = 0 cuja solugdo é a = arccos (

m 1
Finalmente, ap6s analisarmos os Casos 1, 2 e 3, concluimos que (2, 5 arctan(Z))
™ 1 - , . . ~
e 53 3 arctan(2) | sdo os tnicos extremantes globais de «, o que prova a afirmagcao
: 1 s 1 T,
anterior. Portanto, w(a) < —= e como w (—) = ——, segue que a = — é extremante global
5 2 V5 2

de w, o que completa a demonstracgao. O]
Observacao 15. Como na demonstracao da Proposicao 3, levamos em consideragdo o
conjunto de reticulados dado pela Proposicao 2, seque que nao hd reticulado bem arredondado
em R? com distancia produto normalizada superior a de um reticulado da classe A(7/2, 1),

e ainda, cada reticulado pertencente a esta classe (em particular o Z*) tem distincia

produto normalizada dada por %

Observagao 16. Do que foi exposto no desfecho da demonstracio da Proposicao 3, seque

1
que o0s reticulados A <72r7 1, 5 arctan(2)> e A (;T, 1, T

1
575 arctan(2)> s@o versoes rotacio-
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1
nadas do Z? com mdzima distancia produto minima normalizada % Estes reticulados

tém suas matrizes dadas por (4.4) e (4.13), respectivamente.

1 1
cos [ = — = arctan(2) | —sen <7T — = arctan(2))
L 2 2 2 2
T 1 T 1
sen | — — — arctan(2) cos | — — = arctan(2)
2 2 2 2

[ 0.525731 —0.850651

= (4.13)
| 0.850651  0.525731

Tom
~1,-
2772
numeros complexos cuja matriz é dada, respectivamente, por (4.13) e seja Ay a versao

Corolario 5. Seja Ay = A< = 2arctan(2)) a versio rotacionada do 7 via

rotacionada do 7 via corpo ciclotomico K = Q((s + (51 (/32]) cuja matriz é dada por
(3.14). Os reticulados Ny e Ny sdo idénticos.

Demonstracdo. Como L™ 'R é unimodular, segue do Teorema 10 que A; e A, sdo idénticos.
Na verdade, escrevendo a = 0.525731 e b = 0.850651, temos

onde

é unimodular. O

A Proposicao 3 pode ser reescrita em termos da distancia produto relativa.
Observamos que para garantirmos tal resultado devemos tomar o valor absoluto do produto
de coordenadas de um ponto em A(a, i, t) e dividirmos o resultado por p?, assim temos a
funcao

G(a, ki, ko, t) = sen(a)F(a, kq, ko, 1),

em que GG tem o mesmo dominio de F' cuja lei é dada por (4.9). Na demonstracao da Propo-

sicao 3, a aplicac@o w seria dada por w(a) = dya(A(a, 1)) =sup  inf  G(a, ki, ko, t)
t (k1,k2)#(0,0)
de onde teriamos

_ inf  G(a, ky, koot
wi@) = sup ol oo Gl kke D)

< m%x(min(G(a, 1,0,t),G(a,0,1,t),G(a,—1,1,1))).
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Definindo a aplicacao  : [r/3,7/2] x [0,7/2] — R dada por

p(a,t) = min(G(a, 1,0,t), G(a,0,1,t), G(a,—1,1,1)), (4.14)
1 1
ia, Bla,t) = )t t =1 = —.
ou seja, B(a,t) = sen(a)a(a,t), temos max B(a,t) < maxsen(a) max ala,t) NN
Portanto, w(a) < — @ ! T ¢ extremant
ortanto, w(a) < —= e como w (=) = —=, segue que a = — é extremante
V5 2 V5 sued 2

global de w. Com isso, temos a Proposi¢ao 4 que é dada a seguir.

Proposigao 4. Se A(a, ) € a classe de reticulados bem arredondados com base {(u,0),
p(cos(a) sen(@)}, onde > 0, 7/3 < 0 < 772, € dyea(Mat, 1) = supdyea(Mat 1. 1)
onde N(a, p,t) dado por (4.8) é o conjunto das rotagoes de A(a, p), entao

mx{dpa (A, )] = dy(Mr/2. 1) = =

A partir das aplicagdes a(a,t) dada por (4.12) e (a,t) dada por (4.14) en-

contramos cotas superiores para as distancias produtos dos reticulados A(a, 1), onde a
o 3100 T
¢ um ponto qualquer da particao P = {a =a(i) = § + @Z} do intervalo [g, 5] :
=0
Essas cotas superiores foram encontradas maximizando as 101 aplicagoes a(a(i),t) e 101
. . . ™ .
aplicacoes (a(i),t), quando ¢ é tomado no intervalo [O, 5] . Numericamente, percebemos
que em ambos os casos (quando consideramos a(a,t) e quando consideramos (3(a,t)) a
T
menor cota superior foi alcangada no reticulado hexagonal, ou seja, quando a = — e essa
cota é exatamente sua distancia produto (normalizada ou relativa). Diante do exposto,

finalizamos essa se¢ao com as Conjecturas 1 e 2.

Conjectura 1. Se A(a,p) € a classe de reticulados bem arredondados com base {(i,0),

p(cos(a),sen(a))}, em que pp > 0, 7/3 < a < /2, e dpnorm(A(a, 1)) = sup dp norm (A(a, i1, t)),
t

em que AN(a, i, t) dado por (4.8) é o conjunto das rotagoes de A(a, u), entdo

0 (0 1)1 = (A 7/3,1)) = -7

Conjectura 2. Se A(a, p) é a classe de reticulados bem arredondados com base {(u,0),
M(COS( ),sen( ))}7 onde p > 0, 7T/3 S a < 7T/2’ € dpJel(A( ’M)) = Sli-pdp,rel( (CL Ky ))7
onde N(a, u,t) dado por (4.8) é o conjunto das rotagoes de A(a, i), entao

1

min[d e (A(a, 1))] = dyra(A(7/3, 1)) = 7

4.4 Estudo da Familia de Reticulados via Corpos Quadraticos a

partir de Rotacoes por Complexos

Nesta secao, estudamos a familia de reticulados via corpos quadraticos a partir

de rotagoes por complexos. Como foi observado no Exemplo 11, trata-se da familia de
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reticulados A = A(Ok) = 0(Ok), em que K = Q(\/&) (1 # d € Z livre de quadrados),
dividida nas classes A} = A;(d), em que 0 < d # 1 (mod 4), Ay = Ay(d), em que 0 < d =1
(mod 4), A3 = A3(1), em que [ > 0 ¢é tal que =l # 1 (mod 4) e Ay = Ay(1), em que [ >0
é tal que — = 1 (mod 4). Do Exemplo 11, vemos que os reticulados Z> e hexagonal

pertencem as classes A3 e Ay, respectivamente.

Foi observado no Exemplo 16, que os reticulados das classes A; e Ay tém

diversidade méaxima e suas distdncias produtos normalizadas sao dadas por d norm (A1) =

1
d norm A .
2\/* € Gy, ( 2) \/g

alteradas quando consideramos os conjuntos de todas as rotagoes de A; e As.

Mostramos nas Proposigoes 5 e 6 que essas distancias nao serao

Proposigao 5. Se 0 < d # 1 (mod 4) € livre de quadrados e A1(d) € a classe de reticulados

via corpos quadrdticos cuja matriz geradora € dada por (3.4), entdo a mdzima distincia
1

NG

Demonstragio. Como Aq(d) = {(k; + oV d, by — kg\/g) . k1, ko € 7}, tomando uma rotagao

de angulo t, temos pelo Teorema 2 que:

produto minima normalizada para um reticulado Ay (d) rotacionado € dy norm(A1(d)) =

(cos(t) + isen(t)) (k1 + koVd + i(ky — koVd)) = ko(Vdsen(t) + Vd cos(t)) + ki (cos(t)
—sen(t)) + i(ky(Vdsen(t) — Vid cos(t)) + ki (sen(t) + cos(t))).

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotacio é Ay(d,t) = {(ko(vdsen(t)+
Vidcos(t)) + ky(cos(t) — sen(t)), ko (Vidsen(t) — Vid cos(t)) + ki(sen(t) + cos(t))) : ky, ks €
Z;0 <t < 27}, O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em A;(d, t)

dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto é

F(d, ky, ko, t) — dk3) cos(2t) + 2v/dk; kasen(2t)] .

vl

Como F (al7 ki, ko, t + g) = F(d, ky, ko, t) , podemos tomar a variagdo de ¢ no intervalo

T
[O, 5] , logo tomando o sup neste intervalo temos:

dp,norm (Al (d)) = Sl}p dp,norm (AI (da t)) =

, | cos(2t)] 1
S f  F(d,ky, ko,t) <supF(d,1,0,t) =s = :
WP (k1 k)2 (00) (d: K, ) < sup F( ) = sup Wd  2v/d

Por outro lado, F (d, ki, k2,0) = F (d, k1, ko, g)

1

= R —dk =0k =k =
W/d

0, ¢ ainda, dy o (Ar(d,0)) =  inf  F(d k1 ks 0) = —— o d (A(df))—

, € alnda, dpnorm{A1\a, = (k:l,klgl)lyé(o,o) y V1, 2, - 2\/& € Opnorm 1 ’2 -

T 1

inf F(d,k k ,f) -

(k1 b (0,0) D) T oV

Portanto, dyors(A(d)) = dynor(A1(d,0)) = e (A (4. 7)) = 10
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Proposicao 6. Se 0 < d # 1 € livre de quadrados, d = 1 (mod 4) e Ay(d) € a classe
de reticulados via corpos quadrdticos cuja matriz geradora € dada por (3.5), entdo a

maxima distancia produto minima normalizada para um reticulado Ao(d) rotacionado é

dp,norm(A2(d)) = !

L

Demonstragio. Como Ay(d) = {(ky + ko(1 + Vd)/2,ky + ko(1 — Vd)/2) : ki, ky € 7},

tomando uma rotagao de angulo ¢, temos pelo Teorema 2 que:

(cos(t) + isen(t))(ky + ka(1 +Vd)/2 + i(ky + kao(1 — Vd)/2)) = (ko/2)(Vd + 1) cos(t)
—(1 — Vd)sen(t)) + ki (cos(t) — sen(t) + i((ko/2)(Vd + 1)sen(t) + (1 — V/d) cos(t))

+ky (sen(t) + cos(t))

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotacio é Ao(d, t) = {((k2/2)((Vd +
1) cos(t) — (1 — Vd)sen(t)) + ki (cos(t) — sen(t), (ka/2)((Vd + 1)sen(t) + (1 — Vd) cos(t)) +
ki(sen(t) + cos(t)) : ki, ko € Z;0 < t < 27}. O valor absoluto do produto de coordenadas

de um ponto em Ay (d, t) dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto é

F(d, ki, ks, t) cos(2t) (—(d — 1)k3 + 4k? + dkiks) + 2v/dks (2K + ko)sen(2t)| .

- vl

Como F (d, ki, ko, t + g) = F(d, ky, ko, t) , podemos tomar a variagao de ¢ no intervalo

T
[0, 5] , logo tomando o sup neste intervalo, temos:

dp,norm (A2 (d)) = Slip dp,norm (AQ (d7 t)) =

i F P | cos(2t)] 1
f d7k7k7t < d’170’t — IS —
" sl 00 () " ( ) e Vd Vd

s 1
Por outro lado, F (d, k1, ks, zF(d,k,k,—)z—zlkk—d—lkz 452 =
or outro lado, F'(d,kq,k2,0) 1 k2, 5 4\/a|12 ( VK5 + 4k7|

L|k1 (_1im> = ky (—11@) ondeSZd_le
Nz 2 2 ’ 4

Z. Como 0 < d # 1 é livre de quadrados, segue que F (d, kq,ko,0) = F (d, kq, ko, g) =
Ok =k =0.

k2_8k3+k%| =0< ]{?1 = k?g

Dessa forma, temos que dpnorm(A2(d,0)) = (kl,kir)l;fé(op)F (d, k1, ko,0) =
1

™ T
d norm (A (d, *>) = inf F (d, k y k ; *) = —.
" A7 2 (k1 £2)%(0.0) D) Vd

T 1
Portanto, dp,norm(A2(d)) = dp,norm(AQ(da O)) = dp,norm (AQ (d7 5)) = ﬁ []

Foi observado, no Exemplo 11, que os reticulados das classes A3 e A4 nao tém

Sl
¥
@

diversidade maxima. Dessa forma, a Proposicao 7 estabelece a maxima distancia produto

minima quando consideramos o conjuntos de todas as rotagoes de A3 e se as equacoes
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diofantinas x? — ly* = +2 (mediante Secdo 1.5) nao tiverem solucio, a Proposicao 8
estabelece a maxima distancia produto minima quando consideramos o conjunto de todas

as rotacgoes de Ay.

Proposicao 7. Seja | > 0 livre de quadrados tal que —l # 1 (mod 4). Se A3(l) é a
classe de reticulados via corpos quadrdticos cuja matriz geradora é dada por (3.6), entdo a

maxima distancia produto minima normalizada para um reticulado As(l) rotacionado é

- 1/v/5, se 1=1
dp,norm(AS(l)) - { 1/(2\/5)’ se 1 >1

Demonstragio. Como As(l) = {(k1, koV1) : ky, ks € Z}, tomando uma rotacao de angulo

t, temos pelo Teorema 2 que:
(cos(t) + isen(t))(ky + ikoV1) = ky cos(t) — koV/Isen(t) + i(kysen(t) + kov/1cos(t)).

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotagao é As(l,t) = {(k; cos(t) —
koVIsen(t), kysen(t) + kovicos(t)) : ki, ko € Z;0 < t < 27}. O valor absoluto do produto
de coordenadas de um ponto em A3(l,t) dividido pelo volume de um reticulado qualquer

desse conjunto é

1|1
F(l, ky, ko, t) = 7 5sen(2t) (k7 — K21) + kiko/1 cos(2t)].

Observamos, que se | = 1, entdo Az(l) = A3(1) = Z* e F(1,ky, ko, t) trata-se da funcio
1
NG

Como F (l, ky, ko, t + g) = F (I, k1, ko, t), podemos tomar a varia¢ao de t no

(4.2), dessa forma segue, da Proposicao 1, que dp norm(A3(1)) =

T
intervalo [O, 5} , logo tomando o sup neste intervalo temos:

dp,norm(A3(l)) = Sl;p dp,norm(AS(lu t)) =

_ |sen(2t)| 1
S f  F(l,ky, ko, t) <sup F(l,1,0,t) =s = .
UP o it ) T K R t) < sup F( N T

T 1
Por outro lado, se [ > 1, t F(l,k:,k,—)z—k:Q—lkz:O by =
or outro lado, se | > emos 1 ke, o 2\/Z|1 5 <k

. d . T 1
ky = 0,e alnda, dp,norm (A3 (l, Z)) = (k1,k121)17£(0,0) F (l, k?l, k?g, Z) = m

T 1
Portanto, d norm(A3(1)) = dpnorm (Ag (l, Z>) = T\ﬁ desde que [ > 1. O

Proposigao 8. Seja | > 0 livre de quadrados tal que —l =1 (mod 4) e que as equagoes
diofantinas x* — ly* = +2 ndo tenham solugdo. Se Ay(1) € a classe de reticulados via corpos

quadrdticos cuja matriz geradora é dada por (3.7), entdo a mdxima distincia produto
1

T

minima normalizada para um reticulado A4(1) rotacionado € dy norm(As(l)) =
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Demonstragio. Como Ay(l) = {(ky + ka/2, kaV1/2) : k1, ky € Z}, tomando uma rotacio de

angulo t, temos pelo Teorema 2 que:

(cos(t) + isen(t)) (ki + ko/2 + ikoV/1/2) = ky cos(t) + ka(cos(t)/2 — Visen(t)/2) +
+i(kysen(t) + ko (VI cos(t)/2 + sen(t)/2)).

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotagao é Ay(l,t) = {(k;1 cos(t) +
ka(cos(t)/2 — Visen(t)/2), kysen(t) + ka(V1cos(t)/2 + sen(t)/2)) : ky, ky € Z;0 < t < 27}
O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em A4(l, t) dividido pelo volume

de um reticulado qualquer desse conjunto é

F(l, ky, ko, t) sen(2t) ((2k1 + ko)? — k21) + 2koV1(2ky + ko) cos(2t)| . (4.15)

il

Como F (l, ki, ko, t + g) = F (I, k1, ko, t), podemos tomar a varia¢ao de t no intervalo

s .
[0, 5] , logo tomando o sup neste intervalo temos:
dp,norm(A4(l)) = Slip dp,norm(AéL(l; t)) =

2t 1
sup inf  F(l, ki, ko, t) < sup F(1,1,0,1) = sup [sen(2)] _

t (k1,k2)#(0,0) ’ t ’ t \/Z N W

m 1 -1+
7) = i@ k) Kl = 0= ky —k2(2).

Como [ é diferente de 1 e livre de quadrados, segue que F’ (l, k1, ks, %) =0<k =k =0.

(4.16)

Por outro lado, F (l,k;l,k;g,

Pondo [ = 4s — 1, onde 0 < s € Z, temos (2k; + kp)* — k3l = 2(2k} + 2k1 ko —
2sk2 4+ k3) que é par, logo ‘(21{:1 + ky)? k:QZ‘ # 1e ‘(21{:1 + ky)? k:%l‘ # 3 quaisquer

que sejam os inteiros ki e ko. A equacao ‘(2/@ + ky)? k%l‘ = 2 ¢é equivalente a k; =

—ky £ /K3l £ 2
( 2= 5 S ) , logo ela tera solucdo desde que k3l + 2 seja um quadrado perfeito,
uma vez que ky e k3l + 2 tém a mesma paridade.
Dessa forma, se k‘%l + 2 nao for um quadrado perfeito, ou de igual modo, se

™
as equacoes diofantinas z* — ly* = +2 ndo tiverem solucio temos dp norm <A4 (l, —)) =

4

s 1 1 1
inf F(l,k,k,—)z— inf  |(2ky + ko)? — k2| = 4= .
(k1 o3) £(0.0) b2y /] (o des) (0.0) (21 + ) 2l W1 VI
1
Portanto, d, norm(A4(1)) = dpnorm (A4 (l, %)) = \72 desde que 2 — ly? = +2
nao tenham solucao. O

Exemplo 21. Embora —3 = 1 (mod 4), a equacio diofantina x* — 3y* = —2 € solivel
(mediante Exemplo 1), logo | = 3 nao satisfaz as hipdteses da Proposicao 8. Por outro

lado, Ay(3) € o reticulado hexagonal cuja distancia produto normalizada foi determinada

na Segdo 4.3 (mediante 4.11). Temos dp norm(A4(3)) = 3
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Exemplo 22. Uma vez que —15 =1 (mod 4) e as equagdes diofantinas x* — 15y* = +2
1
V15

Conjectura 3. Seja [ > 0 livre de quadrados tal que —l =1 (mod 4). Ezistem infinitos

sao insoliveis (mediante Exemplo 2), seque da Proposicio 8 que dpnorm(A4(15)) =

valores de 1 para os quais x> — ly* = +2 ndo tém solucdo.

Observacao 17. Caso a Conjectura 3 seja verdadeira, seque da Proposicio 8 que existem
infinitos reticulados A4(l) para os quais temos dy norm(Aa(l)) = NGk

Consideramos, agora, os reticulados A4(l), em que [ = 7,11,19,23, 31,43, 47,51,
59 e 67. Estes sao os menores valores para os quais [ > 0 ¢ livre de quadrados, —( =1

2 2

(mod 4) e pelo menos uma das equagbes diofantinas z° — ly® = £2 admite solugao

(essa tultima afirmagao pode ser verificada a partir do Teorema 6). A partir da aplicagao

99
F(l, k1, ko, t) dada por (4.15) encontramos t na particio P = {t = t(i) = 17T928} do
i=0

intervalo [0, z} para o qual tenhamos o maior limitante da distancia produto do reticulado
A4(1,t). Para isso, procedemos do seguinte modo: Para cada valor de [, minimizamos as
100 fungoes F(I, k1, k2, t(i)) nas varidveis inteiras k1, ko quando consideramos a restrigao
1 < ki + ki <10° e tomamos o maior valor dentre estes resultados. Observamos que essa
é uma estimativa da maxima distancia produto minima normalizada do reticulado A4(7)

rotacionado. Estes resultados estao sistematizados na Tabela 4.

1 tmax dp7n0rm(A4(l; tmax)) 1/\/l

7 | 387/198 < 0.351169 0.377964
11 || 407/198 < 0.287914 0.301511
19 || 497/198 < 0.229387 0.229416
23 || 487/198 < 0.208278 0.208514
31 || 497 /198 < 0.179583 0.179605
43 || 497 /198 < 0.152479 0.152499
A7 || 487 /198 < 0.1457 0.145865
51 || 477/198 < 0.139588 0.140028
59 || 497/198 < 0.130173 0.130189
67 || 497/198 < 0.122154 0.122169

Tabela 4 — Distancia produto normalizada da classe de reticulados quadraticos Ay (1, tmax)
como estimativa da dpnorm(A4(l))

1
Observacao 18. A quarta coluna da Tabela j nos traz o valor de W, que conforme
podemos ver em (4.16) é um limitante para mdzima distincia produto minima normalizada
do reticulado A4(l) rotacionado. Observamos que estes valores sao razoavelmente “préximos”

as estimativas encontradas na terceira coluna desta Tabela.
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A Proposicao 8, o Exemplo 21 e a Observagdo 18 nos motivam a Conjectura 4

a seguir.

Conjectura 4. Seja | > 0 livre de quadrados tal que —l = 1 (mod 4). Se A4(l) € a
classe de reticulados via corpos quadrdticos cuja matriz geradora é dada por (5.7), entao a
mdxima distancia produto minima normalizada para um reticulado Ay(l) rotacionado é

ity = { VO

Toda discussao feita nessa se¢ao sobre a dtica da distancia normalizada, poderia

ser feita para distancia relativa.

Para mostrarmos, por exemplo, que com as hipoteses da Proposicao 5, temos
dpre(M1(d)) = ;, observamos primeiramente no Exemplo 16 que a norma minima de A;(d)
é 11 = /2, logo segue que a norma minima de qualquer reticulado de A;(d,t) (definido na
demonstragao da Proposi¢ao 5) também vale p = V2. Dai segue que o valor absoluto do

produto de coordenadas de um ponto em A;(d,t) dividido por p? é

Fi(d, k1, ko, t) = ‘(kf — dk2) cos(2t) + 2v/dkykysen(21)|

N | —

Usando na demonstragdo da Proposicao 5 a aplicacao Fi(d, ki, ko, t) ao invés da aplicagao

F(d, k1, ko, t) concluimos a prova.

A norma minima do reticulado As(d) que também é encontrada no Exemplo
16, vale ;1 = v/2 e as normas minimas dos reticulados As(l) e A4(l) valem p = 1 (mediante

Observagao 2).

De posse destes resultados concluimos de maneira analoga ao que foi feito
para o reticulado A;(d) que admitindo as hipéteses das Proposigoes 6, 7 e 8, temos
1
dprer(A2(d)) = dpra(As(l)) = dpra(As(l)) = 3 sendo que para o reticulado A3(l) devemos

ter [ > 1.

Tais resultados sao registrados nas Proposicoes 9, 10, 11 e 12.

Proposi¢ao 9. Se 0 < d # 1 (mod 4) € livre de quadrados e A1(d) é a classe de reticulados

via corpos quadrdticos cuja matriz geradora € dada por (3.4), entao a mdxima distincia

1
produto minima relativa para um reticulado Ai(d) rotacionado é dy a(A1(d)) = 3

Proposicao 10. Se 0 < d # 1 ¢ livre de quadrados, d =1 (mod 4) e Ay(d) € a classe de
reticulados via corpos quadrdticos cuja matriz geradora € dada por (3.5), entao a mdxima

1
distancia produto minima relativa para um reticulado Ao(d) rotacionado é dy e (Aa(d)) = 3

Proposicao 11. Seja | > 0 livre de quadrados tal que —l # 1 (mod 4). Se Az(l) €

a classe de reticulados via corpos quadrdticos cuja matriz geradora é dada por (3.6),
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entio a mdxima distincia produto minima relativa para um reticulado As(l) rotacionado é

1/vV5, se 1=1
d”’rel(Ag(l)):{ /1/2 se 1> 1

Proposigao 12. Seja | > 0 livre de quadrados tal que —l =1 (mod 4) e que as equagoes
diofantinas x* —ly* = +2 ndo tenham solugdo. Se Ay(1) € a classe de reticulados via corpos

quadrdticos cuja matriz geradora é dada por (3.7), entdo a mdxima distincia produto

1
minima relativa para um reticulado A4(1) rotacionado é d,,re(As(l)) = 5

45 Estudo da Familia de Reticulados Ortogonais do R? a partir

de RotacGes por Complexos

Nesta se¢ao, estudamos a familia de reticulados ortogonais (mediante Definigao

28) do R? a partir de rotacdes por complexos.

Em primeiro lugar, observemos que se A; é um reticulado de diversidade

A:[a b] (4.17)

maxima cuja matriz geradora é

c d

e Ay é um reticulado cuja matriz geradora é

B:[a/m b/m], (4.18)
c¢/m d/m

em que m # 0, entdo dado (ki, k2) € Z2, temos:

dp,norm(AQ) - (k1,lgl)1¢n(070) |det(B)|
. |(aky + bo)(cki + dhs)|
N = dpnorm (A1). 419
(k1 k2) (0.0 | det(A)| pnorm (A1) (4.19)

Consideramos os reticulados ortogonais A(a) cuja base é {(1,0),(0,a)}, com a # 0. A fim

de encontrarmos todas as rotagoes de angulo ¢ de A(a), vemos do Teorema 2 que
(cos(t) + isen(t)) (k1 + iaks) = kq cos(t) — akosen(t) + i(aky cos(t) + kisen(t)).
Assim, a familia de tais rotacoes é
A(a,t) = {(k1 cos(t) — akasen(t), aky cos(t) + kisen(t)) : (a, ki, ko, t) € D}, (4.20)
onde D =R — {0} x Z x Z x [0, 27].

Observamos que uma matriz geradora de A(a,t) é dada por

[ cos(t) —asen(t) ] |

sen(t) acos(t)
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Por outro lado, podemos tomar por A; (mediante a igualdade (4.17)) um
reticulado ortogonal de diversidade méxima com base {uy, us}, onde ||u;|| = ||us||, e por
Ay (mediante a igualdade (4.18)) o reticulado com base {vy, vy}, onde v; = u;/||uy|, de

modo que a igualdade (4.19) seja valida. Observamos, ainda, que uma matriz geradora de

Ay é
(v ]

| Vi
\Z )
V24

mostremos que existem a e ¢ tais que
cos(t) —asen(t) | | vii vz
sen(t) acos(t) vy vy |

Com efeito, uma vez que v; tenha norma unitaria e seja ortogonal a vs

. . V12 V22 5
certamente existem a e t tais que cos(t) = vy, sen(t) = vy e a = —— = —.
V21 V11

Pondo

Supondo |a] > 1, temos |via] > |va| € |vaz| > |v11], de onde temos vi, + vy >
v3) +v3; 0 que é uma contradigio ja que ||vy|| = ||v2][, logo |a] < 1. Assim, conclufmos que
o reticulado Ay pertence ao conjunto A(a,t), onde 0 < |a| < 1. Uma vez que (0, —a) € A(a),

restringimos a ao intervalo 0 < a < 1. Do que foi exposto temos a Observagao 19 a seguir.

Observagao 19. Sejam Ay um reticulado ortogonal com base {uy, s}, em que ||uy|| = ||us|
e A(a,t) o conjunto dado por (4.20). Existe Ay € A(a,t), em que 0 < a < 1 tal que
dp,norm(Al) = dp,norm(AQ)-

A seguir, temos a Proposicao 13, que nos da o reticulado ortogonal com méaxima

distancia produto minima normalizada.

Proposicao 13. Se A(a) € a classe de reticulados ortogonais com base {(1,0), (0,a)},
em que 0 < a <1, € dpnorm(A(a)) = sup dpnorm(A(a, t)), onde A(a,t) dado por (4.20) € o
' 1

75

Demonstragio. Observamos que o volume de A(a) é a, dessa forma tomando o valor

conjunto das rotagoes de A(a), entdo mgx[dpmrm(A(a))] = dpnorm(A(1)) =

absoluto do produto de coordenadas de um ponto em A(a,t) e dividindo-o pelo volume de

um reticulado qualquer desse conjunto, temos a aplicacao

Fla, ki, ko, 1) = |aky ko cos(2t) + (k1 — ak;)(kl + aks) cos(t)sen(t)|. (4.21)

Uma vez que F(a, ky, ko, t) = F(a, ki, ko, t + 7/2) é suficiente que tomemos a variagio de ¢
no intervalo 0 < ¢ < 7/2, logo o dominio de F serd dado por D' = (0,1] x Z x Z x [0, 7/2].

5

Como A, tem diversidade méxima os v;;’s sdo todos nao nulos.
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Observamos que o supremo da distancia produto infima normalizada de uma ver-

sao rotacionada de A(a), onde a é um valor fixo no intervalo (0, 1] é¢ dado por d norm(A(@)) =
SUp dpnorm (A(@,t)) =sup  inf  F(a, ky, ko, t). Sendo assim, consideramos a aplicagao
t t (k1,k2)#(0,0)

:(0,1] - R dad = dp norm (A = inf  F(a, ki, ko, t). T :
w: (0,1] ada por w(a) = dpnorm(A(a)) sgp(khkg)l#(o’o) (a, ki, ks, t). Temos

inf Fla, ki, ko t
sup b o) (a, ki, ko, t)

< sup(min(F(a,O,l,t),F(a,—l,1,t)))
t

w(a)

< sup(min(F(a,0,1,t), F(a,—1,1,1))).

a,t

Observamos que podemos definir as aplicagoes oy : (0, 1] x [0,7/2] — R dada por
Oél((l, t) = min(F(aa 07 17 t)a F(&> _17 17 t))

e ay:[0,1] x [0,7/2] — R dada por

ai(a,t), se a#0
a2(a7t):{ : ()) se a=0

e uma vez que

a;p(a,t) = min (|a cos(t)sen(t)],

(1 — a®) cos(t)sen(t) — acos(2t) D ,

segue que s é continua, e portanto, tem maximo global.

Afirmacao: sup(min(F(a,0,1,t), F(a,—1,1,t))) = 1/+/5.

a,lt

Figura 21 — Limitantes

Figura 20 — as(a,t) (Reticulados Orto- F(a,0,1,1), F(a,—1,1,1)
gonais)

(Reticulados Ortogonais)

0.0

== //T\\
T

~

~_ 05
\\\

- - ~—
>
F\‘ = 0.4
//// 0.3

0.1
0.0

’,__—

X
Vy.
XSS

Uma vez que max @ = MAxX &, para provarmos a afirmacao anterior é suficiente
a, a,

mostrarmos que o maximo global de ay é 1/ V5. Das Figuras 20 e 21, concluimos que
para encontrarmos o maximo global de as devemos analisar a intersecao F'(a,0,1,t) =
F(a,—1,1,t).
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Observamos que a igualdade F(a,0,1,t) = F(a,—1,1,t) equivale a |a cos(t)

1—a? — 2
sen(t)| = (1 = @) cos(t)sen(t) — a cos(2t) , de onde temos
a

(1 — a?) cos(t)sen(t) — a cos(2t).

tasen(t) cos(t) =

Da tiltima igualdade, temos sen(2t) = 2a cos(2t) ou (1—2a?)sen(2t) = 2a cos(2t).
Supondo cos(2t) # 0 na equagao sen(2t) = 2a cos(2t), temos tg(2t) = 2a, de onde temos

1
t=ti(a) = 5 arctan(2a). A aplicagdo g : [0,1] — R dada por asi(a) = as(a,ti(a)) ¢é tal
2

a 1
ue api(a) = ————= e seu maximo global ocorre em a = 1. Portanto { 1, = arctan(2
que azi(a) = Tt s ( 2 ( ))
, .\ 1 1
é ponto critico de ap e por sua vez temos ap | 1, 3 arctan(2) | = 7 Supondo cos(2t) = 0

na equagao sen(2t) = 2acos(2t), temos sen(2t) = cos(2t) = 0, que é claramente uma

contradicao.
Supondo cos(2t)(1 — 2a) # 0 na equacdo (1 — 2a?)sen(2t) = 2a cos(2t), temos

1 2
tg(2t) = de onde temos t = ty(a) = §arctan (1_C;a2 + g A aplicagao

e
1—2a%

2
a1 [0,1] — {1/v2} — R dada por ass(a) = as(a,t2(a)) é tal que an(a) = \/szﬁ ¢

s
seu maximo global ocorre em a = 1. Portanto, (1, 575 arctan(2) | é um ponto critico

1 1
de ap e por sua vez temos ay (1, g b arctan(Q)) = —.

V5

Supondo cos(2t)(1 — 2a*) = 0 na equacdo (1 — 2a?)sen(2t) = 2a cos(2t), temos

L Lo Lo
V274 v2'4

s
a=—=<1t= T Portanto, (

V2
L

242

¢é ponto critico de ay e por sua vez as (

1 1
Concluimos que (1, 3 arctan(2)) e (1, g —3 arctan(2)) sdo os Unicos extre-
1

mantes globais de as, 0 que prova a afirmagdo anterior. Portanto w(a) < % e como
1
w (1) = —, segue que a = 1 é extremante global de w, o que completa a demonstra¢ao. [

V5

Observacao 20. Do que foi exposto na Observagio 19 e na Proposi¢io 13, podemos

concluir que ndo hd reticulado ortogonal A < R? com distincia produto normalizada

superior a da versio rotacionada do Z* dada pela Proposicio 1, ou seja, ndo existe A com
distancia produto normalizada superior a —.
V5

Antes de exibirmos a “versao da Proposicao 13” referente a distancia produto

relativa, observemos que se a norma minima do reticulado A; (cuja matriz geradora é

(4.17)) for py = p, entdo a norma minima do reticulado A, (cuja matriz geradora é (4.18))
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Com efeito, dado (ky, kq) € Z?, temos:

. a b 2 c d 2
[y = min —k1+ —ky ] + | —ki+ —ko
(k1,k2)#(0,0) m m m m

1 , X
= Tl 0 /(aky + bko)2 + (cky + dks)? = I (4.22)

serd, [l =

N
i

Da igualdade (4.22), decorre que

[CCy

A — : m m

pra(A2) (k1 i) £(0,0) ( )
|

— dyra(Ar). (4.23)

= min

i
|(aky + bka)(cky + dks)
(k1,k2)#(0,0) ,UQ

Observamos que podemos tomar por A; (mediante a igualdade (4.17)) um
reticulado ortogonal de diversidade méxima com base {uy, us}, onde ||u;|| < ||us|| e por Ag
(mediante a igualdade (4.18)) o reticulado com base {vy, vo}, onde v; = u;/||u;|, de modo
que a igualdade (4.23) seja vélida. E ainda, de maneira andloga ao argumento apresentado
no inicio dessa secao que levou a Observacao 19, podemos concluir que o reticulado A,
pertence ao conjunto A(a,t), onde |a| = 1. Uma vez que (0, —a) € A(a), restringimos a ao

intervalo a > 1. Do que foi exposto temos a Observagao 21 a seguir.

Observagao 21. Sejam Ay um reticulado ortogonal com base {uy,uz}, em que ||u;|| <
lluz|| e Ala,t) o conjunto dado por (4.20). Existe Ay € A(a,t), em que a = 1 tal que
dp,rel(Al) = dp,rel(AQ)-

A seguir, temos a Proposicao 14 que nos da uma classe de reticulados ortogonais

com maxima distancia produto minima relativa.

Proposicao 14. Se A(a) € a classe de reticulados ortogonais com base {(1,0),(0,a)},
onde a = 1, e dy,ea(A(a)) = supd, a(Aa,t)), onde Ala,t) dado por (4.20) é o conjunto
¢

1
das rotagoes de A(a), entdio mgx[dpvrel(A(a))] = dp,a(A(VD)) = 3 onde a =1 el éum

inteiro maior que 1 que nao € um quadrado perfeito.

Demonstragio. Observamos que a norma minima de A(a) é 1, dessa forma, tomando o

valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em A(a,t), temos a aplicagdo
G(a, k1, ko, t) = |akika cos(2t) + (k1 — aka) (k1 + akq) cos(t)sen(t)).

Uma vez que G(a, k1, ko, t) = G(a, ki, ko, t + 7/2) é suficiente que tomemos a varia¢ao

de ¢ no intervalo 0 < t < 7/2, logo o dominio de G serd dado por D = [1,00) x Z x
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Z x |0,7/2]. Consideramos a aplicagdo w : [1,00) — R dada por w(a) = dp,a(A(a)) =
inf  G(a, ky, ko, t). T :
T (k1,k12r)l¢(0,0) (@, k1, bz, 7). Temos

: |sen(2t)] 1
w(a) = su inf  Gl(a, ki, ko, t) <supG(a,1,0,t) =sup ——= = —.
( ) tp (k1,k2)#(0,0) ( 12 ) tp ( ) tp 2 2

1
Por outro lado, G (a,k‘l,kg, 2) = §|kf —ad’k3| = 0 < |ki| = alky|. Pondo a* =1 > 1,

onde [ € Z nao é quadrado perfeito, temos G (a, k1, ko, g) =0< ki = ks =0, e ainda,

dp rel (A (\/Z, E)) = ( mf(o,o)G (\/Z, k1, ko, Z) — inf );V{/’f . lk§| _ 1

4 kik2)# 4 (k1,k2)#(0,0 2
Portanto,
1
(VD) = dyoa(AVD) = supdyoa (M@, 1) = dpoa (A (VI.T)) = 5 (424)
t

de onde segue que a = V1, onde 1 < [ € Z nédo é um quadrado perfeito, é extremante

global de w, o que completa a demonstragao.

]

Observagao 22. Do que foi exposto na Observagcio 21 e na Proposicio 14, podemos
concluir que ndo hd reticulado ortogonal em R? com distincia produto relativa superior a

s
de um reticulado da classe A (\ﬁ, Z)’ ou seja, ndo existe reticulado ortogonal em R* com

distancia produto relativa superior a —. Observamos, ainda, que o reticulado quadrdtico As
do Exemplo 11 pertence da classe A(a) e como podemos ver nas Proposicoes 7 e 11, uma

7
rotacdo de 1 deste reticulado possui diversidade mdxima com distancia produto relativa
tqual a —.
Juara g

Proposicao 15. Seja | um inteiro maior que 1 que nao é um quadrado perfeito. Se A(\fl)
¢ a classe de reticulados ortogonais com base {(1,0),(0,V1)}, entio a mdzima distincia

produto minima normalizada para um reticulado A(V1) rotacionado é dpporm(A(V1)) =
1

2Vl
Demonstracao. Observamos que

dp,norm(A(\/l)) = sup dpmrm(A(\/l, t)) =sup  inf F(\/l, ki, ko t) <
t t (k1,k2)#(0,0)

2| 1
< sup F(VI,1,0.4) < sup PO _ T
sup F( A N Y/

onde A(a,t) e F sado dados por (4.20) e (4.21), respectivamente. Por outro lado, como
a norma minima de A(\[l) ¢ 1, segue da igualdade (4.24), que dp min (A (\ﬂ, z)) =

4
1
dp rel (A (\/l, %)) =3 de onde segue que

e (4 (455)) = o (1 (1.5) = 1
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Portanto dI,’norm(A(\/l)) = sgp dp,norm(A(\/l, t)) = dpnorm (A (\/l, z)) = i

Conjectura 5. Ndo eziste reticulado A = R? com distancia produto normalizada superior
1

%.
1

Conjectura 6. Ndao existe reticulado A = R* com distincia produto relativa superior a 3

a

Finalizamos este capitulo com a Observacao 23 a seguir.

Observacao 23. Decorre da Secao 4.1, em especial das Observagoes 4 e 5, que todas as
proposicoes deste capitulo podem ser escritas em termos do conjunto de reticulados congru-
entes ao invés do conjunto das rotagoes consideradas. A Proposicio 1, por exemplo, poderia

ser reescrita da sequinte maneira: “A mdxima distancia produto minima normalizada para

»

um reticulado congruente a 7> é —.
g \/5
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5 Reticulados Rotacionados via Quatérnios

Neste capitulo, construimos via quatérnios versoes rotacionadas de Z> e FCC.
Para estas, encontramos as mesmas distancias produtos dos reticulados algébricos apresen-
tados no Capitulo 3, relacionando-os geometricamente com tais versoes rotacionadas ao
descrevé-las a partir de reflexdes e rotagoes especificas dos reticulados algébricos. Essa
serd uma forma de descrever geometricamente os reticulados algébricos, o que nao é feito

nas construgoes apresentadas no Capitulo 3 e nem nas referéncias citadas neste.

O programa usado para os cédlculos simbdlicos e plotagem dos graficos foi o

Wolfram Mathematica em sua versao 12.3 [43].

5.1 \Versoes Rotacionadas por Quatérnios do Reticulado 73

Nesta secao, mostramos que a maior distancia produto minima conhecida de
uma versao rotacionada do reticulado Z? é de fato a maior possivel quando consideramos

versoes rotacionadas deste reticulado em torno da reta com vetor diretor dado por (1,1,1).

O motivo para considerarmos rotacoes do reticulado Z* em torno desta reta é
que (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) sdo vetores da base deste reticulado equidistantes a esta e

por isso temos uma simetria em relagao ao reticulado.

Proposi¢do 16. Seja Rot(Z*,(1,1,1)) o conjunto de todas as rotacées possiveis do re-

ticulado 7> em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1). A mdzima distancia produto

. 1
minima normalizada para um reticulado em Rot(Z?,(1,1,1)) é =
Demonstragio. Como Z* = {(ki, ko, ks) : ki, ko, ks € Z}, se tomarmos uma rotacio

de angulo 2t em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1), ou seja, considerando
1 1 1
LIS
RVE RV
(1) + i+ —j =k ) sen(t) ) - (kui + ko + ksk)
cos —i+—j+ —=k]sen - (kqd .
\/g \/g.] \/g 1 2J 3
1 1 1

cos(t) — | —=i+ —=j + —=k | sen(t = Ai+ Bj + Ck,

( W (x/ﬁ V3 \/g)n()) !

k, pelo Teorema 3, temos:

em que
1
A = (ks + ko + ks + (2k1 — kz — ks) cos(2t) — V3(ks — ks)sen(2t)),
1
B = 2 (ky + ks + ky — (kn — 2Ky + ks) cos(2t) + V3(ky — ks)sen(21)),

1
C = g(k‘l + ka4 ks — (k1 + k2 — 2k3) cos(2t) — V3(ky — ka)sen(2t)).
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Dessa forma, temos que Rot(Z?, (1,1,1)) é o conjunto das ternas ordenadas (4, B, C) com
A, B e C descritos pelas igualdades acima, onde k1, ko, k3 € Z e 0 < t < w. Levando em
conta a simetria do vetor (1,1,1) em relacio ao Z*, podemos tomar 0 < ¢t < 7/6. O valor

absoluto do produto das coordenadas de um ponto em Rot(Z?, (1,1, 1)) é:

F(k1, ko, ks, t) = |[ABC| = |1/27(— (k1 + kg + k3)(2k] — 5k1ky + 2k3 — 5(ky + ko)ks +
+2k’?2)) + (k’l + k’g — 2k3)(2k71 — k’g — ]{?3)(]{31 — 2]{32 + k’g) COS(Gt) — 3\/§(k'1 — k’g)(k’l — ]{?3)
(ko — k3)sen(6t))]. (5.1)

Observamos que, para um t qualquer em 0 < ¢t < 7/6, podemos estabelecer os
limitantes superiores F'(1,0,0,t) = 217|—2~|—2 cos(6t)| = 217(2—2 cos(6t)) e F(—1,1,0,t) =
2|sen(6t)|  2sen(6t)

3v3 33

Quando consideramos a fungdo a(t) = min (F(1,0,0,t), F(—1,1,0,t)) que

também é um limitante superior, concluimos que o maior valor para esse limitante ocorre

1 2sen(6t)
do ——(2 — 2cos(6t)) =
quando 27( cos(6t)) 373

satisfacam a tltima igualdade fagamos sen(6t) = a e cos(6t) = b. Logo, devemos ter

para o valor minimo desse produto F.

. De fato, para encontrarmos os valores de t que

ad+b=1e (2 — 2b). Substituindo a tltima equagao na peniltima, temos

—_— = —
3v3 27 3
14b> — b — 13 = 0, onde encontramos b = 1 e b = 1 Logo, temos (a,b) = (0,1) e

(a.b) = (@ 13 —13

1 . :
—). Dessa forma, temos ¢ = — arccos ) & aue consideramos a
restrigao 0 < t < 7/6.

14 14

. , 1 —13 :
Observamos que a funcao «(t) é crescente em | 0, 5 arccos , pois neste

14
intervalo a(t) = —(2 — 2cos(6t)) que é uma funcao crescente. Por outro lado, a(t) é
1 —13\ = . , 2sen(6t) ,
decrescente em | — arccos | —— |, — ] , pois neste intervalo a(t) = ———= que é uma
6 14 )76 3v3

1 —13
fungao decrescente. Dessa forma, concluimos que ¢ = — arccos ( ) ¢ um maximo global

6 14
de «(t). Ver Figuras 22 e 23.

1 —13
Vamos definir a aplicacao f(ky, ko, k3) = F (k‘l, ko, ks, g arccos (14>> , ou
. 1

seja, f(ki, ka, k) = ?|9(k1, ka, k3)|, onde gk, ko, ks) = ki — kiks — 2kik3 + k3 — 2kiks —
kikoks — k:gk;g - k1k§ — 2k2k§ + kg Observamos que o minimo de f ocorre no minimo de
lg].

Afirmacao: g(ky, ko, k3) = 0 < kg = ko = k3 = 0, portanto, min |g(k, ko, k3)| =
1 se considerarmos (k1, ko, k3) # (0,0,0).

Com efeito, como ky, ks € ks sao pares ou impares, temos 2° = 8 possibilidades

distintas:
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Figura 22 — Limitantes

04+
0.3F
0.2F

0.1

F(1,0,0,t) e
F(-1,1,0,t) (Z* rotacio-

nado) nado)

0.10
0.08
0.06
0.04

0.02

I | | | | L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 23 — Limitante a(t) (Z* rotacio-

0.5

Caso 1: todos impares (1 possibilidade); Caso 2: dois impares (3 possibilidades);

Caso 3: um impar (3 possibilidades); Caso 4: nenhum impar, ou seja, todos pares (1

possibilidade).

Em relagdo aos Casos 1, 2 e 3, vamos mostrar que g(ki, ks, k3) serd impar,

portanto g(ki, ks, k3) = 0 ndo pode ser verdade.

Caso 1: Escrevendo k; = 2w; + 1, onde w; € Z, para i = 1,2,3, temos: g(2w; +
1, 2wy 4+ 1,2ws + 1) = 1 4 2(—4 — Tw; + 4w? — Twy — 14w wy — dwiwy — Swiws +
4w§’ — Tws — 14wiws — 8w%w3 — ldwyws — dwwows — 4w§w3 — 4w1w§ — 8w2w§ + 4w§’)

que é impar.

Caso 2: Escrevendo k; = 2wy + 1,ky = 2wy + 1, k3 = 2w;s, onde w; € Z, para
i =1,2,3, temos: g(2w; + 1,2wy + 1,2w3) = 1+ 2(—=1 — wy + 4w? + 4w? — 2w, —
12w wy — 4w%w2 + 2w§ — 8w1w§ + 4w§ — 4w — 10w ws — 8w%w3 — bwows — 4w wows —

2 2 2 2 3 L ¢
dwiws — 6w; — dwyws — 8wew; + 4wy) que é impar.

Escrevendo k1 = 2wy + 1, ks = 2wy, k3 = 2ws+ 1, onde w; € Z, para i = 1,2, 3, temos:

92wy + 1,2ws, 2ws + 1) = 1 4+ 2(—1 — 2wy + 2w? + 4w? — 4wy — 6wy wy — dwiw, —
6w§ — 8w1w§ + 4w§ — w3 — 12w wz — 8w%w3 — 10wows — 4w wows — 4w§w3 + 4w§ —

2 2 3 .
dwyw; — 8wows + 4ws) que é impar.

Escrevendo k1 = 2wy, ks = 2wy + 1, k3 = 2wz + 1, onde w; € Z, para i = 1, 2, 3, temos:

92wy, 2wy + 1,2ws + 1) = 1+ 2(—1 — 4w; — 6w? + 4w? — wy — 10w wy — dwiwy +
4wy — Swyw; + dws — 2ws — 6wy ws — Swiws — 12wows — 4w wows — 4wiws + 2w3 —

2 2 3 x
dwyws — 8wows + 4ws) que é impar.

Caso 3: Escrevendo ki = 2wy + 1, ko = 2ws, k3 = 2ws, onde w; € Z, para i = 1,2, 3,
temos: g(2w; + 1, 2ws, 2ws) = 1+ 2(3w; + 6w; + 4w] — we — dwywy — 4wiwy — 4w} —
8w1w§ + 4w3 — 2ws — Swyws — 8wfw3 — 2wows — 4w waws — 4w§w3 — 2w§ — 4w1w?2, —

8wowj + 4w3) que é fmpar.
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Escrevendo ki = 2wy, ky = 2wq + 1, k3 = 2ws, onde w; € Z, para i = 1,2, 3, temos:
2wy, 2wy +1,2ws) = 14+2(—2w; —2w? +4w? 4 3wy — 8w wy — 4wiwy + 6ws — Swiws +
4aws — w3 — 2w w3 — Swiws — dwyws — 4w wyws — dwsws — 4w; — 4w w3 — Swows + 4w )

que é impar.

Escrevendo k; = 2wy, ky = 2ws, k3 = 2wz + 1, onde w; € Z, para i = 1,2, 3, temos:
92wy, 2wy, 2wy +1) = 1+ 2(—w; —4w? + 4w — 2wy — 2w wy — 4w wy — 2w3 — Sw w3 +
4w§’ + 3wz — 4w ws— 811}%11}3 — 8wows — 4w wetg — 4w§w3 + 6w§ — 4w1w§ — 8w2w§ + 4wg’)

que é impar.

Finalmente, em relacao ao Caso 4, vamos mostrar que g(kq, ko, k3) = 0 nao

pode ser verdade se considerarmos (k1, ko, k3) # (0,0, 0).

Caso 4: Escrevendo ki = 2wy, ky = 2ws, ks = 2ws, onde w; € Z, para ¢ = 1,2, 3,
temos g(ki, ko, k3) = 0 < 8g(wy, we, w3) = 0 < g(wy, ws, ws) = 0. De igual modo,
como wy, wy € ws SA0 pares ou impares temos 2° = 8§ possibilidades, que conforme
anteriormente estao descritas nos quatros casos mencionados. Os primeiros trés casos
resultardo em g(wy, wy, w3) impar, portanto, a igualdade g(wy, wy, w3) = 0 ndo poderd
ser verdadeira. Se ocorrer o quarto caso, escrevemos wy = 2y;, Wy = 2z, W3 = 2y3, O

que resulta, como antes, em ¢(y, ¥, y3) = 0.

Dai prosseguimos da mesma forma, pois como y;,ys € y3 sdo pares ou impares
temos as mesmas 2° = 8 possibilidades que podem ser descritas nos mesmos quatro
casos. Os trés primeiros irdo resultar em g(yi, y2, y3) impar, portanto, a igualdade
9(y1,Y2,y3) = 0 nao serd verdadeira. Ocorrendo o quarto caso, somos conduzidos a

uma nova igualdade da forma g(x1, zo, x3) = 0 e prosseguimos como antes.

Observamos que, apés uma quantidade finita de etapas, temos uma igualdade
g(z1, 22, 23) = 0, onde ao menos um dos termos zy, z9, 23 serd impar, mas isso é
uma contradigdo, pois dos trés primeiros casos que descrevemos, ¢(z1, 29, 23) sera
impar, portanto, g(z1, 22,23) = 0 nao poderd ser verdadeiro. Assim a igualdade

g(k1, ko, k3) = 0 s6 é verdadeira para k; = ky = k3 = 0.

1
Portanto, temos ¢g(1,0,0) = 1, por exemplo, e o valor minimo de f serd —. Em
outras palavras, concluimos que a mdzima distancia produto minima normalizada para

um reticulado em Rot(Z?, (1,1,1)) serd igual ao limitante superior:

1 —13 1 —13 1
F (1,0,0, éarccos (14>) =F (—1, 1,0, 6arccos (14)) ==

ou ainda, a madzrima distancia produto minima normalizada para um reticulado em
Rot(Z?, (1,1, 1)) sera:

1

dp,norm(Z3) =
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A matriz do reticulado cuja distancia produto minima é dada pela Proposicao
16 é

0.736976  —0.327985  0.591009
Q= 0.591009  0.736976  —0.327985 (5.2)
—0.327985 0.591009  0.736976

As distancias produtos minimas encontradas nos reticulados do Coroléario 6
estao presentes em [40] quando consideramos n = 3, sendo que a tltima delas consta

também em [4].

Corolario 6. Os reticulados obtidos por meio de uma rotacdo do reticulado Z* com

. 2r 1 1 . ) p
angulos o e garccos 5 em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1), possuem
1 1

distancias produtos minimas normalizadas 9 e 3 respectivamente.

Demonstracao. Para provarmos este resultado, suponha que nos termos da demonstracao

da Proposicao 16, para 0 <t < %, estabelecamos os limitantes superiores F'(1,0,0,t) =
1 1 1
2—7| — 2+ 2cos(6t)| = 2—7(2 —2cos(6t)) e F(—1,1,1,t) = E|11 + 16 cos(6t)|, para o valor
minimo do produto F.

Quando consideramos a fungao B(t) = min (F(1,0,0,t), F(—1,1,1,t)) que
também é um limitante superior, concluimos que um méaximo local para 5(t) e um vértice

1
no grafico de 4(t) ocorrerao quando E(Z — 2cos(6t)) = E|11 + 16 cos(6t)], ou seja, nas
intersegoes entre os graficos de F'(1,0,0,t) e F(—1,1,1,t). Ver Figuras 24 e 25.

Figura 24 — Limitantes F'(1,0,0,t) e

F(=1,1,1,t) (Z® rotacio- Figura 25 — Limitante (3(t) (Z* rotacio-
nado) nado)

0.15
0.10

0.05

— P S S U RN S N
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Para encontrarmos os valores de ¢ (0 <t< %) que satisfacam a tltima igual-
13

dade, facamos cos(6t) = a. Logo, devemos ter 2 — 2a = |11 + 16a| < a = —5ie=—15
1 —13
Dessa forma, temos t = g et = 6 arccos <14 . Observamos que o ultimo valor de ¢

¢ o mesmo encontrado na Proposicao 16, que neste caso, trata-se apenas de um vértice
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do grafico de (t), desta forma vamos considerar o primeiro valor de ¢ que é um maximo

local desta funcao.
Definimos a aplicagao fi(ki, ke, k3) = F (kl, ko, k3, g) , ou seja, fi(k1, ke, k3)
1
= §|91(k1; k2, k3)|, onde g (k1, k2, k3) = k:f + k;’ - 3k%k3 - 3k2k32, + k;’ — 3kika(ky + ks3).

Observamos que o minimo de f; ocorre no minimo de |g;|.

Como na afirmagao da Proposi¢ao 16, aqui temos ¢y (kq, ko, k3) = 0 < ky =
ke = ks = 0, portanto, min |g; (k1, ko, k3)| = 1 se considerarmos (ky, ko, k3) # (0,0,0). A

demonstragao ¢ inteiramente analoga a anterior.

1
Portanto, o valor minimo de f; sera 9 Concluimos que a distancia produto
minima para o reticulado que é obtido através de uma rotacdo do reticulado Z* com

2
angulo 2t = T em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1) serd F (1,0,0, g) =

T 1
F (—1, 1,1, §) = —, ou ainda, a distancia produto minima normalizada deste reticulado

sera dp)norm(Zg) = §

Suponhamos que nos termos da demonstracao da Proposicao 16, para 0 <
2|sen(6t)|  2sen(6t) .

3v3 3v3

1
F(-1,1,1,t) = 2—7|11 + 16 cos(6t)| para o valor minimo do produto F.

T
t < i estabelecamos os limitantes superiores F'(—1,1,0,t) =

Quando consideramos a func¢ao v(t) = min (F(—1,1,0,t), F(—1,1,1,t)) que

também é um limitante superior, concluimos que um méaximo local para (t) e um vértice

2 6t 1
no gréfico de y(t) ocorrerao quando s;;)n\/(g) = ﬁ|11 + 16 cos(6t)|, ou seja, nas intersegoes

entre os graficos de F(—1,1,0,t) e F(—1,1,1,¢). O méximo global de v(t) ocorre em
t = % que nao é um ponto de intersegio entre os graficos de F'(—1,1,0,t) e F(—1,1,1,t).
Ver Figuras 26 e 27.

Figura 26 — Limitantes F(—1,1,0,t) e
F(—1,1,1,t) (Z* rotacio- Figura 27 — Limitante (t) (Z* rotacio-
nado) nado)
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0.2

04F
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0
Para encontrarmos os valores de ¢ (0 <t< 6) que satisfacam a penultima

2
igualdade facamos sen(6t) = a e cos(6t) = b. Logo, devemos ter a*> +b*> = 1 e —=a =

3v/3
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+3\/§ 13) .

1
7 |11+16b|. Das duas dltimas igualdades anteriores encontramos (a, b) = (

— 14 14

15v/3 1 1 -1 1 —13
—([+=¥X" _ ). D f - - - - - 7.
(a,b) (_ 26 26) essa forma, temos ¢ 6arccos (26) et 6arccos< 11 )

Observamos que o ultimo valor de ¢ ¢ o mesmo encontrado na Proposi¢ao 16 e é um

maximo local de (t). Vamos considerar o primeiro valor de ¢, que é um vértice do grafico
de ~(t).

1 -1
Definimos a aplicacao fo(ky, ko, k3) = F (kl, ko, ks, g arccos (26)) , ou seja,

folki, ko, ks) = 113|g2(k1, ko, k3)|, em que go(ky, ko, k3) = k2 + kiky — 4k k5 + ki — 4k% ks —
Tkikoks + k% ks + kq k:§ — 4k2k:§ + k;’ Observamos que o minimo de f; ocorre no minimo de
|g2.

Como na afirmagao da Proposicao 16, aqui temos go(kq, ko, k3) = 0 < ky =
ke = ks = 0, portanto, min |go(k1, ko, k3)| = 1 se considerarmos (ky, ks, k3) # (0,0,0). A

demonstragao também é inteiramente andloga.

1
Portanto, o valor minimo de f5 sera 3 Finalmente, concluimos que a distancia

produto minima para o reticulado que é obtido por meio de uma rotacao do reticulado

1 1
7? com angulo 2t = garccos ~% em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1)
1 -1 1 -1 1

sera F <—1,1,0,6arccos (26)) = F (—1,1,1,6arccos <26>> = ou ainda, a
distancia produto minima normalizada deste reticulado sera dp,norm(Zs) =33 O
Figura 28 — Limitantes

F(1,0,0,t), F(—=1,1,0,t) e

F(=1,1,1,t) (Z® rotacio- Figura 29 — Limitante 6(¢) (Z® rotacio-

nado) nado)
1or 0.14f

sl 012}

0.10[
0.6

0.08+
0.4 0.06 -
0.04+
0.2+
< 0.02F
‘

: I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Observacgao 24. Reunindo todos os limitantes superiores apresentados na demonstragdo

do Corolario 6 e na demonstracio da Proposicao 16, podemos definir a aplicacao

5(t) = min (F(17 O? 07 t)? F(_17 17 07 t)? F(_17 17 17 t))
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que também é um limitante superior. O mdximo global de 6(t) também ocorre em t =

1 —13
—arccos | —— | corroborando com o resultado encontrado na Proposicao 16, pois para

6 14

este valor de t encontramos a mdxima distancia produto minima normalizada para um
1
reticulado em Rot(Z?,(1,1,1)), a saber, = Ver Figuras 28 e 29.

Corolério 7. Sejam A e A as versées rotacionadas do reticulado Z° via quatérnios e via
corpo ciclotomico K = Q(¢r + G 1) ([32]) cujas matrizes sdo dadas, respectivamente, por
(5.2) e (3.15). Os reticulados A e A sio distintos, além disso, A ¢ obtido por meio de uma
rota¢io anti-hordria de w/2 em torno do eixo Oy, sequida de uma reflexao em torno do

plano y = 0 do reticulado A.

Demonstrag¢io. Como Q'R nio é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados
A e A sdo distintos. Escrevendo a = 0.327985, b = 0.591009 e ¢ = 0.736976, segue que as

matrizes de A e A sdo dadas, respectivamente, por

—a b —a —c¢ b
Q= b —a |, R=]| =b —a c
—a c —c b —a

Observamos que ) e R sao as mesmas matrizes a menos de permutacao de

elementos e troca de sinais e ainda,

S2S1RU = Q, (5.3)
onde
cos(m/2) 0 —sen(n/2) 1 0 0 1 0 0
S = 0 1 0 Se=10 -1 0|, U=]0 0 -1
sen(m/2) 0 cos(m/2) 0 0 1 0 -1 0

Como a matriz U nao altera o reticulado por ser unimodular (mediante Teorema
10), S representa uma rotacao anti-horaria de 7/2 em torno do eixo Oy e Sy representa

uma reflexdo em torno do plano y = 0, segue o resultado. O

Agora, vamos analisar o que ocorre com as distancias produto dos reticulados

A(t) = Rot(Z*,(1,1,1)) (mediante demonstracio da Proposi¢io 16), quando ¢ é tomado

- A Lo 1 —13 .
em uma perturbacao do angulo 6timo .« = 6 arccos | — - |, ou seja, quando tomamos

t = tmax 1+ € para € arbitrariamente pequeno. Para estes valores de t, escrevemos

dpnorm (A(t)) = F(ky, kg, ks, t),

inf
(k1,k2,k3)#(0,0,0)

onde F ¢ a fungao dada por (5.1).
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Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezesseis equagoes F'(ki, ko, k3, tmax + €) = 0, em que € = ill()i’ para ¢ = 1,2,...,8, nas
variaveis inteiras ki, ks e ks, com a restrigao |kq, ko, k3| < 1000, encontramos sempre a
solucao k; = ko = k3 = 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de seguranca, que nesses
casos os reticulados A(tmax + €) tém diversidade maxima. Em segundo lugar, minimizamos
as fungoes F(ky, ks, ks, tmax + €) nas varidveis inteiras kq, ko, k3 quando consideramos a
restrigio 1 < ki + k3 + k3 < 107 . Dessa forma, encontramos limitantes para as distancias

produtos destes reticulados. Tais resultados estao sistematizados na Tabela 5.

i || dpmorm (A(tmax + 1/10Y) || dpnorm (A(fmax — 1/10%))
1 < 0.0480955 < 0.0774436
2 < 0.0477441 < 0.0294264
3 < 0.0854395 < 0.124189
4 < 0.137102 < 0.140993
5 < 0.142281 < 0.142671
6 < 0.1428 < 0.142839
7 < 0.142851 < 0.142855
8 < 0.142857 < 0.142857

Tabela 5 — Distancia produto normalizada de A(tn.x + €), onde A(t) é dada por
Rot(Z°, (1,1,1))

Observacao 25. Em relagio aos resultados que constam na Tabela 5, a menos que o
minimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 < ki + ki + k3 < 10°, podemos afirmar
que o valor encontrado € de fato a distancia produto do reticulado associado com a precisdo
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distancia
produto do reticulado A(tmax £ 1/10%) associado é “prézimo” de = FEssa andlise foi a

motivacao para o Coroldrio 8 a sequir.

Corolario 8. Se F' € a aplicag¢ao dada por (5.1), entdo

1
inf lim F' (kq, ks, k3, tomaz —dy o (Z3) = =
(k17k27lig7é(0,0,0) 61—1/)16 ( 1, 2, 73, + 6) P, ( ) 7

—13
Demonstracao. Escrevendo t,,4, = 6 arccos (14) , temos da continuidade de
F(kla kQa k37 tmax + 6) que

L Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados nao se alteraram para j = 2, 3,4, 5, 6.
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limn F (v, Ko, ks, tas + €)

= Fky, ka, k3, )

= [1/27(—(ky + ko + ks3)(2k? — Skyky + 2k3 — 5(ky + ko)ks + 2k3) + (ky + ko — 2ks)
(2ky — kg — ks) (k1 — 2Ky + ks3) cos(arccos (—13/14)) — 3v/3(ky — ka) (k1 — ks) (ks —
ks)sen(arccos (—13/14)))|.

- ;Vﬁ — K2y — 2y k2 + kD — 22k — kikoks — K2k — koK — 2kok2 + K|

Tomando o inf temos:

(k17k2,é5£ﬁ(0,0,0) lli% F (kl’ Ko, k3, tmaz + E)

1 3 2 2 3 2 2 2 2 3
(kl,kz,li;g;é(o,o,o) 7|]€1 k?lk'g 2]{?11{?2 + k2 2]{51]€3 /{?1]{32]{33 ]{52]{53 k1k3 2]€2[€3 + k'3|

1

-

Observagao 26. Consideremos os valores de € “prorimos de zero”, para os quais

1 —13
A= -
(6arccos( 11 ) —i—e)

tenha diversidade mdxima. Da Proposicao 16, temos que

1 —-13 1
— - < —
dp norm (A (6 arccos ( 11 > + e)) <

por outro lado, o Coroldrio 8 nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade pode
tornar-se arbitrariamente proximo de - desde que tomemos € suficientemente proximo de

PAAOR

Observagio 27. Observamos que qualquer reticulado do conjunto Rot(Z?3,(1,1,1)) (me-
diante Proposicao 16) tem norma minima e determinante iguais a 1. Dessa forma, todos
os resultados desta secao permanecerdo inalterados se considerarmos a distancia produto

relativa ao invés da normalizada.

5.2 Versoes Rotacionadas por Quatérnios do Reticulado FCC

Apresentamos, a seguir, os resultados referentes as versoes rotacionadas do
reticulado FCC.
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Na Proposicao 17, consideramos rotacoes do reticulado FCC em torno da reta
cujo vetor diretor é (1,1,1), pois uma vez que (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) sdo vetores de
norma minima de FCC, (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2) sdo vetores de FCC, ja que 27Z° < FCC,
temos a simetria do vetor (1,1,1) em relagdo ao FCC. Pela complexidade dos cédlculos
e pela limitagdo do programa Wolfram Mathematica, tornou-se inviavel considerarmos
rotacoes do reticulado FCC em torno de uma reta cujo vetor diretor é equidistante aos

vetores da base deste reticulado.

Proposicao 17. Seja Rot(FCC,(1,1,1)) o conjunto de todas as rotagoes possiveis do
reticulado FCC em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1). A mdzima distancia produto
minima normalizada para um reticulado em Rot(FCC, (1,1,1)) é 7

Demonstragio. Como FCC = {(2k; + kg + k3, ko, k3) : k1, ko, k3 € Z}, se tomarmos uma

rotagdo de angulo 2t em torno da reta cujo vetor diretor é (1, 1,1), ou seja, considerando

1
i+ —j+ —=k, pelo Teorema 3, temos:

LAV G
1, 1, 1 . .
(cos(t) + (\/31 + %J + \/§k> sen(t)) (21 + ko + k3)i + koj + ksk)-

(Cos(t) _ (Mlgl + \}gj + \}gk) sen(t)) _ Ai+ Bj+ Ck.

em que

1
A= g(Q(kl + kg + k) + (4ky + ko + ks) cos (2t) + V/3(—ky + k3)sen(2t)),

(2k1 + ko)sen(2t)
\/g )
C = kycos’t + Se3nt(—2\/§(2k1 + kg)cost + (4(ky + k2) + ks)sent).

1
B = kycos®t + §(4k1 + ko + 4ks3)sen’t +

Dessa forma, temos que Rot(FCC, (1,1,1)) é o conjunto das ternas ordenadas
(A, B,C) com A, B e C descritos pelas igualdades acima, onde kq, ko, ks € Z e 0 <t < .
Levando em conta a simetria do vetor (1, 1,1) em relagdo ao FCC, podemos tomar 0 < ¢t <
7/6. O valor absoluto do produto das coordenadas de um ponto em Rot(FCC, (1,1, 1)) é:

F(ky, ko, ks, t) = |ABC| = [(1/27) (=2(ky + kg + k3)(8k3 — 2ky (kg + k3) — k3 — 11koks
—kig) - 3\/5(2]@1 + ]{72)(2161 + ]{33)(1{32 — k3)sen(6t) + COS(6t) (2(1{51 + ]{32) - ]{33)(41{31 + kg
k) (21 — ko + 2k3)). (5.4)

Observamos que para um ¢ qualquer em 0 < t < 7/6 podemos estabelecer os
limitantes superiores F'(—1,1,1,¢) = 217|2—2cos(6t)| = 217(2—2cos(6t)) e F(—1,1,0,t) =
2|sen(6t)|  2sen(6t)

3v3 33

para o valor minimo desse produto F.
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Quando consideramos a funcdo «(t) = min (F(—-1,1,1,¢), F(—1,1,0,t)) que
também é um limitante superior, concluimos que o maior valor para esse limitante ocorre

1 —13
emt = 6 arccos <14) , J& que se trata da mesma func¢ao «(t) definida na demonstragao
da Proposigao 16. Ver Figuras 22 (que agora representa F(—1,1,1,t) e F(—1,1,0,¢) ) e

23.

1 —13
Vamos definir a aplicacao f(ky, kg, k3) = F <k‘1, ko, ks, g arccos (14>> , ou

. 1
seja, f(ki, ko, ks) = ?|g(k1,k2,k3)|, onde g(ki, ko, k3) = 4k (2ks + k3) + 8k — 2k (k3 +
koks + 2k3) — bkaks — ki — 6kok3 — k3. Observamos que o mfnimo de f ocorre no minimo

de [g].

Afirmacao: g(ky, ko, k3) = 0 < ky = ko = k3 = 0, portanto, min |g(k, ko, k3)| =
1 se considerarmos (ky, k2, k3) # (0,0,0).

Com efeito, como kq, ks € ks sao pares ou impares, temos 2° = 8 possibilidades

distintas:

Caso 1: todos eles impares (1 possibilidade); Caso 2: dois deles impares (3
possibilidades); Caso 3: um deles impar (3 possibilidades); Caso 4: nenhum deles impar,

ou seja, todos eles pares (1 possibilidade).

Em relagao aos Casos 1 e 2 vamos mostrar que g(ky, k2, k3) serd impar, portanto,

g(k1, k2, k3) = 0 nao pode ser verdade.

Caso 1: Escrevendo k; = 2w; + 1, onde w; € Z, para i = 1,2, 3, temos: g(2w; +
1,2wy + 1,2ws + 1) = 2(32wiwy + 16wiws + 32w + 72w — Swiws— Swywyws +
20w wy — 16w1w§ — 4dwyws + 40w, — QOwgwg — 4w§’ — QOwg — 24w2w§ — 48wowsz —

17wy — 4w3 — 26w; — 26wz — 1) + 1 que é fmpar.

Caso 2: Escrevendo k; = 2wy + 1,ky = 2wy + 1, k3 = 2ws, onde w; € Z, para
i =1,2,3, temos: g(2w; + 1,2w, + 1, 2ws) = 2(32w?w, + 16wiws + 32w + 64w —
8w1w§ — 8wiwaws + 24wiwy — 16w1w§ + 12wws + 38w, — 20w§w3 — 4w§ — 10w§ —

24wyw}; — 24waws + wy — 4ws — 20w; — 3wy + 6) + 1 que é fmpar.

Escrevendo k1 = 2wy + 1,ky = 2wq, k3 = 2wz + 1, onde w; € Z, para i = 1,2, 3,
temos: g(2w; + 1,2ws, 2ws + 1) = 2(32wwy + 16wiws + 32w + 56w? — Sww? —
Suwiwows + 28w we — 16w1w§ + 28w, — 20w§w3 — 4w§ — 14w§ — 24w2w§ — 28wowz —

4wi — 14w3 — Twz + 3) + 1 que é fmpar.

Escrevendo ky = 2wy, ky = 2wy + 1, k3 = 2ws + 1, onde w; € Z, para i = 1,2,3,
temos: g(2wy, 2wy + 1,2ws + 1) = 2(32wiwy + 16wiws + 32w} + 24w? — Swiw; —
Swiwows — 12w wy — 16w1w§ — 20w wg — 8wy — 20w§w3 — 4w§’ — 16w§ — 24w2w§ —

44wyws — 19wy — 4w — 18w3 — 20ws — 7) + 1 que é fmpar.
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Dividimos o Caso 3 em dois subcasos. No primeiro, consideramos g(k, ks,
k3), quando ki é impar, ky e k3 sdo pares. No segundo, considerando as outras duas
possibilidades, temos, assim como nos Casos 1 e 2 que g(k1, ko, k3) é impar, portanto,

g(k1, k2, k3) = 0 nao pode ser verdade.

Caso 3.1: Escrevendo ki = 2wy + 1, ky = 2wo, k3 = 2ws, onde w; € Z, para it = 1,2, 3,
temos: g(2w; + 1, 2wy, 2ws) = 8(8wiwy + dwiws + 8w} + 12w] — 2w w; — 2w waws +
Swiwy — 4w1w§ + dwiws + 6w, — 5w§w3 — wg — wg — 6w2w§ — wows3 + 2wy — wg’ —

2w3 + ws + 1) que é par.

Observamos que g(2wy + 1, 2wy, 2w3) = 0 < h{w, wy, w3) = 0, onde h(wy, we, w3) =
8wfw2 + 4w%w3 + 8w? + 12w% — Zwlwg — 2wiwows + wywy — 4w1w§ + 4wy ws + 6wy —

5w§w3 — wg’ — w% — 6w2w§ — Wows + 2wy — wg’ — ng + wsz + 1.

Por outro lado, mostramos que h(wy, wy, w3) é impar, quaisquer que sejam os inteiros
wy, wp € ws, 0 que nos leva uma contradi¢do, logo g(2w; + 1, 2ws, 2ws) # 0.
Com efeito, considerando a paridade de wy, wy e w3 temos as 8 possibilidades a seguir

para o valor de h.

Possibilidade 1: h(2y, + 1,2y + 1,2ys + 1) = 2(32y3ys + 16y3ys + 3297 + 96y7 —

81195 — 8y1v2ys + 36y1y2 — 16193 + 4y1ys + 82y — 20yays — dys — 22y3 — 24yyys —
50yay3 — 10ys — 4ys — 30y3 — 26ys + 14) + 1 que é fmpar.

Possibilidade 2: h(2y, + 1,2y + 1, 2y3) = 2(32y7ys + 1637y + 3217 + 88yi — Sy1ys —
8y192ys + 40y1y2 — 16y193 + 20y1y3 + 7611 — 20y5ys — 4ys — 1245 — 24y0y3 — 2612y3 +
9o — 4y — 24y3 + y3 + 20) + 1 que é impar.

Possibilidade 3: h(2y; + 1,2ys, 2ys + 1) = 2(32y%ys + 1632ys + 327 + 80yF — Sy1y3 —
8y1y2ys + 44y1y2 — 16y1y3 + 8y1ys + 62y1 — 20y3ys — dys — 16y5 — 24ysy; — 30y2ys +
9o — dys — 18y3 — 6ys + 14) + 1 que é impar.

Possibilidade 4: h(2y1, 2y2 + 1,2ys + 1) = 2(32y7ys + 1637y + 3217 + 48y] — Sy1y5 —
8y1y2ys + 4y1y2 — 16193 — 120193 + 10y — 2033 — 4y3 — 18y5 — 24ysy3 — 46yays —
20y, — 4ys — 22y3 — 24y — 7) + 1 que é fmpar.

Possibilidade 5: h(2y1 + 1, 2y2,2ys) = 2(32y2ys + 16y3ys + 3297 + 72y7 — Sy1y2 —
8y1y2ys + 48y1y2 — 163195 + 2413 + 5dyr — 20y3ys — 4y — 6ys — 24y2u3 — 6yays +
18y, — 4ys — 1293 + 9y3 + 13) + 1 que é fmpar.

Possibilidade 6: h(2y1, 2ys + 1,2y3) = 2(32ytys + 16yiys + 32y° + 40yF — Sy1y5 —
8y1y2ys + Byrye — 16y113 + dy1ys + 12y1 — 20y5ys — 4ys — 8ys — 24ysy; — 22yoys —
3ys — 4ys — 16y5 — 5y3) + 1 que é fmpar.
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Possibilidade 7: h(2y1, 2ys,2ys + 1) = 2(32y7ys + 16yiys + 32y° + 327 — Sy1y5 —
8y1y2ys + 12y192 — 163193 — 8y1ys + 6y1 — 20y5ys — dys — 125 — 24yy3 — 26y2y3 —
5o — 4ys — 10y3 — 6y — 1) + 1 que é impar.

Possibilidade 8: h(2y1, 2y2, 2y3) = 2(32y2ys + 16y3ys + 32u5 + 24y% — Sy1y2 — Sy1yays +
16y1y2— 16y1y3+8y1y3+6y1 — 2005 y3 —4ys — 25 — 24y — 2yoys +2y2 — 4y —4y3 +ys) +1
que é fmpar.

Caso 3.2: Escrevendo ki = 2wy, ko = 2ws + 1, k3 = 2ws, onde w; € Z, para 1 = 1,2, 3,
temos: g(2wy, 2wy + 1, 2ws3) = 2(32wwy + 16w ws + 32w; + 16w — 8wy ws — 8w waws —
Swiwy — 16w1w§ — 4dwyws — 2wy, — 20w§w3 — 4w§’ — 6w§ — 24w2w§ — 20wowsz — 3wy —

4ws — 12w; — 5wz — 1) + 1 que é fmpar.

Escrevendo ki = 2wy, ky = 2wo, k3 = 2w3 + 1, onde w; € Z, para i = 1,2, 3, temos:
92wy, 2w, 2ws + 1) = 2(32wiw, + 16wiws + 32w; + Swi — Swyw); — Swiwaws —
4w wy — 16w1w§ — 16wws — 4w, — 2Ow§w3 — 4w§’ — 10w§ — 24w2w§ — 24wyws — 6wy —

4w — 6w; — 3w — 1) + 1 que é fmpar.

Caso 4: Finalmente, g(ki,ko,k3) = 0 ndo pode ser verdade se considerarmos
(K1, ka2, k3) # (0,0,0). O argumento é exatamente o mesmo apresentado no Caso 4 da
demonstragao da Proposicao 16. Assim, a igualdade g(ky, ko, k3) = 0 s6 é verdadeira

para k1 = ko = kg = 0.

1

Portanto, temos ¢g(0,—1,0) = 1, por exemplo, e o valor minimo de f serd =
Dessa forma, como o volume do reticulado FCC é V(FCC') = 2, concluimos que a mdzima
distancia produto minima normalizada para um reticulado em Rot(FCC, (1,1,1)) serd

igual:

1 1 —13
dpnorm(FCC) = ——F (—1, 1,1, 6 arccos (

viFea i)
))

1 13
- - r(-1,1,0- =
V(FCC) ( o ’6arccos( 14

1

2

O

A matriz do reticulado cuja distancia produto minima é dada pela Proposicao
17 ¢é C = QFE, onde @ ¢é dada por (5.2) e a matriz E é dada no Exemplo 17, logo

1.47395  0.408991 1.32799
C=QF= 1.18202  1.32799 0.263024 | . (5.5)
—0.655971 0.263024 0.408991
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Poderiamos ter enunciado, na Proposicao 17, a distancia produto relativa ao

invés da normalizada do reticulado FCC. Para encontrarmos tal distancia bastaria, no

1 —13
final da demonstracao desta Proposicao, termos dividido F (—1, 1,1, 6 arccos (14))
pelo cubo do vetor de norma minima do FCC, assim teriamos:

1 1 ~13
dp,rel(FCC) = EF (—1, 1,1, éarccos (14))

1 1 -1
= —3F —1,1,0, = arccos —3
7 6 14

11
(V2P T T2

Essa é a maior distancia produto minima relativa conhecida do FCC conforme podemos

ver em [23]. Com isso, temos a Proposigao 18 que é dada a seguir.

Proposicao 18. Seja Rot(FCC,(1,1,1)) o conjunto de todas as rotagoes possiveis do

reticulado FCC em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1). A mdzima distincia produto

1
74/23°

Corolario 9. Sejam A e A as versées rotacionadas do reticulado FCC via quatérnios e

minima relativa para um reticulado em Rot(FCC, (1,1,1)) é

via corpo ciclotomico K = Q(¢r + (1) ([22]) cujas matrizes sdo dadas, respectivamente,
por (5.5) e (3.19). Os reticulados A e A sio distintos; além disso, A € obtido por meio de
uma rotagao anti-hordria de w/2 em torno do eixo Oy, sequida de uma reflexio em torno

do plano y = 0 do reticulado A.

Demonstragio. Como C~'F néo é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados

A e A sao distintos. Da igualdade (5.3), temos:

S9S1RU Q<
SyS\REE™'U QFEE ' <
S,S1(RE)(E'UE) QF <
SoS1FU C,
em que
1
U=FE'UE = 0 -1
-1 0

¢ unimodular.

Como C' e F sao as matrizes dos reticulados A e A, respectivamente, da

demonstragao do Coroldrio 7, Sy representa uma rotagao anti-hordria de 7/2 em torno do

eixo Oy e S5 representa uma reflexdo em torno do plano y = 0, segue o resultado. O
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Agora, vamos analisar o que ocorre com as distancias produto dos reticulados
A(t) = Rot(FCC, (1,1,1)) (mediante demonstragdo da Proposigao 17), quando ¢ é tomado

. R " —13
em uma perturbacao do angulo 6timo ¢, = 6 arccos =V
t = tmax + €, para € arbitrariamente pequeno. Para estes valores de t escrevemos

, ou seja, quando tomamos

1

dpnorm (A1) = 7=

inf Pk, ko, ks, t
V(FCC) (kl,kg,lig?g(o’o’o) ( 1, 2, K3, )’

onde F' ¢é a funcao dada por (5.4).

Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezoito equagoes F'(ki, ko, ks, tmax + €) = 0, onde € = +-—, para ¢ = 1,2,..,9 nas
varidveis inteiras ky, ko e k3 com a restricao |k, ko, k3| < 1000, encontramos sempre a
solugdo k1 = ko = k3 = 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de seguranca, que nestes
casos os reticulados A(tmax + €) tém diversidade maxima. Em segundo lugar minimizamos
as fungoes F(ky, ko, ks, tmax + €) nas varidveis inteiras ky, ko, k3 quando consideramos a
restricio 1 < kI + k3 + k3 < 107 2. Dessa forma, encontramos limitantes para as distancias

produtos destes reticulados. Estes resultados estao sistematizados na Tabela 6.

i T dymorm (A + 1/10)) | o norm (A(fmas — 1/107))
1 < 0.0240478 < 0.0227706

2 < 0.0508436 < 0.00851187

3 < 0.0692184 < 0.052903

4 < 0.071206 < 0.0694692

5 < 0.0714063 < 0.0712316

6 < 0.0714263 < 0.0714089

7 < 0.0714283 < 0.0714266

8 < 0.0714285 < 0.0714284

9 < 0.0714286 < 0.0714286

Tabela 6 — Distancia produto normalizada de A(tmax + €), onde A(t) é dada por
Rot(FCC, (1,1, 1))

Observacao 28. Em relagio aos resultados que constam na Tabela 6, a menos que o
minimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 < ki + ki + k3 < 10°, podemos afirmar
que o valor encontrado € de fato a distancia produto do reticulado associado com a precisao
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distancia
produto do reticulado A(tmax £ 1/10%) associado é “prézimo” de 7R Essa andlise foi a
motivacao para o Coroldrio 10 a sequir, cuja demonstracdo é andloga a demonstragdo do

Corolario 8.

2 Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados néo se alteraram para j = 2, 3,4, 5, 6.
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Corolario 10. Se F' ¢ a aplicagio dada por (5.4), entao

1 1
- inf lim F' (ky, ko, k3, tinas =d, porm(FCC) = —.
V(FCC) (kl,kg,kl;?);e(o,o,o) ) (K1, b, s, +e) pnorm ) 11

Observacao 29. Consideremos os valores de € “proximos de zero”, para os quais

1 —13
A (6 arccos (14) + e)

tenha diversidade mdxima. Da Proposicao 17, temos que

1 —13 1
— - < I
dp norm (A (6 arccos ( 11 ) + e)) e

por outro lado, o Coroldrio 10 nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade
pode tornar-se arbitrariamente prorimo de 7L desde que tomemos € suficientemente

proximo de zero.

Finalizamos essa secao com a Observacao 30 a seguir.

Observagao 30. A construcao de reticulados algébricos feita no Capitulo 3, explorada na
Segao 4.2 e neste capitulo foi via corpos ciclotomicos construidos em R™ paran = (p—1)/2,

onde p =5 € um primo. De um modo geral, se A € gerado pela matriz

+1

+1
- RU, (5.6)

+1

onde R é a matriz geradora de um reticulado algébrico com diversidade maxima A e U é
unimodular, entao A tem diversidade mazrima, além disso, as distancias produtos em A e

A sao iguais. De fato, escrevendo

onde vt designa a i-ésima linha de R, y = Rx, com x # 0, a distancia produto de A serd

n n

dada por d,(A) = é”) 0,y) = H |lyi| = n rix|. Uma vez que U é unimodular, temos que
i=1 i=1

para o cdlculo da distancia produto de A basta que consideremos apenas as duas matrizes

da esquerda de (5.6). Por outro lado, o produto da matriz a esquerda de R por R em (5.6)

apenas inverte a ordem (a menos de sinal) das linhas de R, logo como o reticulado gerado
n

por R tem diversidade mdzima, seque que dy(A) = d,(A) = n rix| > 0.
i=1
Observamos, ainda, que as matrizes de A nos Coroldrios 2, 7 e 9 sao da forma

(5.6). No Coroldrio 7, por exemplo, a matriz a esquerda de R e a unimodular U em (5.6)
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sao dadas, respectivamente, por:
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6 Os reticulados A(eXB)

Na primeira se¢ao, deste capitulo, definimos e apresentamos alguns resultados
referentes as matrizes exponenciais. As referéncias utilizadas foram: [1], [19], [21], [27] e
[28].

Na segunda secao, foi feita uma anélise das distancias produtos de perturbacoes
das versoes rotacionadas do Z°, Ds, Z® e Ds que foram construidas no Capitulo 3 e por fim
exibimos resultados gerais, considerando perturbagoes de um reticulado com diversidade

maxima Ag, em que B é uma matriz geradora do mesmo.

Na terceira e tltima secdo, construimos as mesmas versoes rotacionadas do Z*
e do FCC encontradas no Capitulo 5. Essas construcgoes sao obtidas a partir de rotacoes

do Z? e do FCC via exponenciais de matrizes anti-simétricas.

O programa usado para os calculos simbdlicos foi o Wolfram Mathematica em

sua versao 12.3 [43].

6.1 A Matriz Exponencial

O conceito de matriz exponencial é uma generalizacao da série de Taylor

0
= Z x € R. Em [1], vemos que para toda matriz X € R™*", a série de matrizes
k

Z o converge. [sso nos motiva a Definigao 61.
Definicdo 61 (Matriz Exponencial). Dada a matriz A € R™*", definimos a matriz

exponencial e como sendo

=I+A+—+—+.+—+.

Af Az A3 AF
1 k! 2t 3! k!

Q)
b
I
i M8

Segue imediatamente da Definicdo 61, que ¢ = I. Se A e B comutam, ou seja,

AB = BA, vemos em [21] que e8 = ¢4eB.

Seja X € R™™, vemos em [27], que a aplicacdo exp : X > e* é continua.

A

Temos, ainda que, se A é anti-simétrica, entao e” é ortogonal. Com efeito, uma

(At)k B Ak
vez que i = F

e = (e)!. Por outro lado, como A e —A comutam, decorre da tltima igualdade que

(e (et = (e (e ?) = ¢ = I. De modo andlogo, concluimos que (e?)!(e) = I.

) , para todo k inteiro nao-negativo, segue da Defini¢ao 61, que



Capitulo 6. Os reticulados A.x p) 110

Estes resultados referentes as matrizes exponenciais sao suficientes para o que

sera desenvolvido no restante deste capitulo.

6.2 Os Reticulados A x gy como Perturbagdes do Reticulado Ap

Nesta secao, a partir de um reticulado Ag com diversidade maxima gerado pela
matriz B, analisamos a distancia produto do reticulado A(.x gy, em que X ¢é uma matriz
anti-simétrica “proxima” da matriz nula, entdao o motivo para usarmos tais reticulados é
que se X ¢é uma matriz anti-simétrica qualquer a norma euclidiana é preservada, ou seja,
dado x € R temos ||e* Bx|| = ||Bx||. Assim os reticulados Ap e Axp) tém a mesma

norma minima e também tém o mesmo volume, uma vez que e é ortogonal.

Em primeiro lugar analisamos as perturbacoes das versdes rotacionadas do Z° e
do Ds cujas matrizes geradoras R e F' sdo dadas por (3.16) e (3.20) respectivamente. Para
tal, vamos considerar as familias de reticulados Axpy € Aexp), ou seja, os reticulados
que possuem matrizes geradoras dadas por eXR e e*F, onde X é uma matriz 5 x 5
anti-simétrica “préxima” da matriz nula. Para estabelecermos de forma mais precisa a
relacdo de proximidade entre matrizes consideramos a norma de Frobenius. A partir da
Definicao 13, dizemos que uma matriz A tende para a matriz nula, se e somente se, a
norma de Frobenius desta tende para zero, ou seja, A — 0 < ||A|| — 0.

Na nossa anélise das perturbacoes da versdes rotacionadas do Z° e do Dj
k
©
um inteiro positivo “grande”. Assim, ||X||* = (20)1072* — 0, quando k — oo; portanto,

X — 0. Considerando a aplicacio f : R**® x Z° — R dada por

tomamos matrizes X (k) = [x;;’] anti-simétricas tais que J:Ef) =107% (i < j), onde k ¢é

5
F(X,2) = ] Ixtal,

em que X! ¢é a i-ésima linha da matriz X, segue que se Aexygy € Aexn py tém diversidade

maxima, entao

dp,norm(A(eX(k)R)) = dp,inf(A(eX(k)R)) = ;gg f(eX(k)Ra Z) (61)

1 L,
dp,norm(A(eX(k')F)) = )dp,inf(A(eX(k)F)) = 5 ;2% f(eX(k)Fa Z)> (62)

V(D,
uma vez que |det(eXR)| = 1, |det(e® F)| = V(D,), pois F' = RE e as matrizes R e e*
sao ortogonais.
1
Dessa forma, minimizamos as funcdes f(eX® R, z) e §f(eX(k)F, z), em que
k =1,2,...,10, na varidavel z quando consideramos a restricio 1 < ||z||> < 10" '. Tais

resultados estao sistematizados na Tabela 7.
1

Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados nao se alteraram para r = 2,3, 4,5, 6.
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k | dpnorm(Aexwp)) | dpnorm(Aexwr))
1 || <4.34085 x 107° || < 5.70284 x 107°
2 || <2.62652 x 1071 || < 2.30043 x 1077
3 || <2.25437 x 1073 || < 1.33931 x 10~*
4 | £6.56336 x 1073 || < 3.55589 x 1073
5 || <8.0943 x 1072 || < 4.07466 x 1073
6 || < 824745 x 1073 || < 4.12648 x 1073
7 [ < 826276 x 1073 || < 4.13166 x 1073
8 || < 826434 x 1073 || < 4.13217 x 1073
9 || < 8.26445 x 1073 || < 4.13222 x 1073
10 || < 8.26446 x 1073 || < 4.13223 x 107°

Tabela 7 — Perturbacdes de versdes rotacionadas do Z° e do Dj

Observacao 31. Em relacdo aos resultados que constam na Tabela 7, a menos que o
minimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 < ||z||* < 10°, podemos afirmar que o
valor encontrado €, de fato, a distancia produto do reticulado associado com a precisao
apresentada. Caso tal reticulado ndo tenha diversidade mdxima, o minimo a ser encontrado
obviamente serd zero. Percebemos numericamente que quando k € “grande”, os limitantes

das distancias produtos dos reticulados A.xw gy € Nexwpy associados sao “prézimos” de

1

dp,norm(ZE)) =57 € dp,norm(DS) =

= respectivamente.
121 p

1

219"

Ainda em relagao a Tabela 7, percebemos que os limitantes das distancias
produtos dos reticulados A(eX(k) R) € A(eX(k) P quando k cresce, aproximam-se de 1/121 e
1/242, sempre por valores menores a eles. Isso parece nos indicar que as versoes rotacionadas
do Z° e do D5 que podem ser representadas por Aeory € Aoy sdo reticulados “6timos” de
modo que suas distancias produtos parecem ser pontos de maximos locais das fungoes que
calculam as distancias produtos dos reticulados perturbados. Isso nos motiva a Conjectura
7.

Conjectura 7. Seja X uma matriz anti-simétrica 5 x 5, Nxpy € Aexpy reticulados de
diversidades mdzimas com matrizes geradoras dadas por eXR e eXF, em que R e F sdo
as matrizes geradoras das versées rotacionadas do Z° e do Ds dadas por (3.16) e (3.20),

respectivamente. Temos:

(1) A aplicagio X +— dpnorm(Aexg)) tem mdzimo local dado por

1

dp,norm(A(eoR)) = dp,norm(Zs) = ﬁ
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(2) A aplicagio X > dpnorm(A(ex ) tem mdximo local dado por

1

dp.norm (A0 ) = dpnorm(Ds) = 242

Agora, vamos as perturbacoes das versoes rotacionadas do Z® e do Dy cujas
matrizes geradoras R e F' sao dadas nos Exemplos 15 e 19 respectivamente. Para tal, vamos

considerar as familias de reticulados Ai.xg) € Axpy, onde X é uma matriz 8 x 8 anti-

simétrica “préxima” da matriz nula. Tomamos as matrizes X (k) = [x&f)
que :cl(f) = 107% (i < j), onde k é um inteiro positivo “grande”. Assim, || X|* = (56)10 2% —

] anti-simétricas tais

0, quando k — oo; portanto, X — 0. Considerando a aplicacdo f : R®*® x Z® — R dada
por

8

f(X,2) = [ Ixlz,

i=1

(6.3)

segue que valem as igualdades (6.1) e (6.2) desde que A¢exw gy € Aexm py tenham diversidade
maxima.
1
Dessa forma, minimizamos as funcoes f(eX® R, z) e if(ex(k)F, z), onde k =
1,2, ..., 10, na varidvel z quando consideramos a restricdo 1 < ||z||* < 10" . Estes resultados

estao sistematizados na Tabela 8.

k | dpnorm(Aexoor)) | dpnorm(Aexoop))
1 | <9.06862 x 1077 || < 2.27287 x 107"
2 | < 1.87049 x 1077 || < 2.36278 x 10"
3 [ <5.50933 x 1077 || < 1.18847 x 107°
4 [ < 1.59811 x 107° || < 5.21592 x 107°
5 || <3.34653 x 107 || < 2.17172 x 107
6 || <4.7776 x 107° || < 2.43867 x 107"
7 || < 4.92071 x 107° || < 2.46534 x 107°
8 | < 4.93502 x 107° || < 2.46801 x 107>
9 || < 4.93645 x 107° || < 2.46828 x 10"
10 || < 4.93659 x 107° || < 2.4683 x 10~

Tabela 8 — Perturbacoes de versoes rotacionadas do Z® e do Dy

Observacao 32. Em relagcio aos resultados que constam na Tabela 8, a menos que o
minimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 < ||z||* < 10°, podemos afirmar que o
valor encontrado é de fato a distancia produto do reticulado associado com a precisao
apresentada. Caso tal reticulado nao tenha diversidade mdxima, o minimo a ser encontrado

obviamente sera zero. Percebemos, numericamente, que quando k é “grande”, o limitantes

2 Verificamos numericamente que os valores minimos encontrados néo se alteraram para r = 2, 3,4, 5, 6.



Capitulo 6. Os reticulados A.x p) 113

das distancias produtos dos reticulados A(ex(k)R) e A(eX(k)F) associados sao “proximos” de

1
dp,norm(Z8) € dp,norm(DS)

1772 respectivamente.

1

21772

Ainda, em relagao a Tabela 8, percebemos que os limitantes das distancias
produtos dos reticulados A .xw gy € Axw gy, quando k cresce, aproximam-se de 1/ 177/
el/(2- 177/ %) sempre por valores menores a eles. Isso parece nos indicar que as versoes
rotacionadas do Z® e do Dg que podem ser representadas por Aor) e Aoy sao reticulados
“Otimos” de modo que suas distancias produtos parecem ser pontos de maximos locais das
fungoes que calculam as distancias produtos dos reticulados perturbados. Isso nos motiva

a Conjectura 8.

Conjectura 8. Seja X uma matriz anti-simétrica 8 x 8, A.xg) e Axpy reticulados de
diversidades mdzimas com matrizes geradoras dadas por e R e eXF, onde R e F sdo as
matrizes geradoras das versoes rotacionadas do Z® e do Dg encontradas nos Exemplos 15

e 19, respectivamente. Temos:

(1) A aplicagio X > dynorm(A(exr)) tem mdximo local dado por

1
177/2 '

dp,norm (A(eOR)) dp HOHH(ZS) =

(2) A aplicagio X + dpnorm(A(ex ) tem mdximo local dado por

1

dp,norm (A(eOF)) dp7norm(-D8) 9. 177/2

A andlise das perturbacoes das versoes rotacionadas dos reticulados Z°, Ds,

78 ¢ Dy foi a motivacdo para a Proposicao 19, os Corolarios 11 e 12.

Proposicao 19. Sejam Ag um reticulado de diversidade mdxima com matriz geradora B
ef {XeR"™:X"=—-X}xZ"— R a aplicacio dada por

n

f(X7 Z) = H |X§Z|7 (64)

i=1

em que X. é a i-ésima linha da matriz X. Temos:

inf lim f(e*B,2z) = dym(AB).

z#0 X —0
Demonstracao. Segue do Teorema 7, que a matriz nula 0 € R™"*" é um ponto de acumulagao
do conjunto {X € R™*" : X* = — X}, pois dada uma sequéncia de matrizes anti-simétricas

(k)

distintas Xy = [z (k)] onde max r;;” — 0 quando k — oo, segue que

|| X4 = ZEmJ < n?[max P> — 0,

1=1j=
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donde X;, — 0. Como as aplicacoes f e X — eX B sdo continuas, segue dos Teoremas 8 e
9, que
lim f(eXB,7) = f(lim (X B,2)) = f(c"B.2) = f(B,7),

X—-0 X—0
dai, segue que

inf lim0 f(e*B,z) = iI;(f)f(B,z) = dpint(AB).

z#0 X —

]

Corolario 11. Sejam Ag um reticulado de diversidade mdzima com matriz geradora B e
f dada por (6.4). Temos:

1
inf lim f(e*B,2) = dpa(Ap).
(ming.,ezn ||eX Bzl|)" ;I;OXILHOf(e ,2) = dpra(AB)

Demonstragio. Dividindo igg )1(11% f(e*B,z) = d,m(Ap) por

(,min ||eXBz||)" — (,min ||Bz||)"

0£zeZ™ 0#£zeZ™

segue o resultado. O]

Corolario 12. Sejam A um reticulado de diversidade mazxima com matriz geradora B e

[ dada por (6.4). Temos:

. . X B
V(A(exB)) ;gg )1(1£n>0f(€ B’Z) - dp,norm(AB).

Demonstragio. Dividindo igg )l(imof(eXB, z) = dpint(Ap) por V(Aexp)) = V(Ap), segue

o resultado. O

Finalizamos essa se¢cao com a Observacao 33 a seguir.

Observacao 33. Se X ~ 0 ¢ uma matriz anti-simétrica de modo que o reticulado A(effB)
tenha diversidade mazxima, seque dos Coroldrios 11 e 12, que dp,rel(A(effB)) ~ dpra(AB) €
dpmrm(A(exB)) ~ dpnorm(AB). Observamos que este ultimo resultado é uma generalizagdo

dos resultados apresentados nas Observacoes 31 e 32.

6.3 Os Reticulados A(,x 5y como Versdes Rotacionadas dos Reticu-

lados Z> e FCC

Considerando a matriz anti-simétrica X = X (t) dada por
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analisamos os reticulados A x) e A(ex(t) g), em que FE é a matriz do FCC encontrada no
Exemplo 17. Estes reticulados sao rotacoes do Z> e FCC, a partir das quais construimos

versdes alternativas das Proposicoes 16, 17 e 18. Com efeito, como e () ¢ dada por
sen (V3t) 1 1 sen(\3t) 1 1
5oos (Vat) + ——g g (V) 1y g e (Va) + g
sen (\/gt . 1 2 . 1 sen (\/?;t) 1 .
\/(5\[ )—cos (\/gt) +§ (\/g);os (\/gt) +§ —T—gcos (\/gt) + =
sen (/3t 1 1 sen (V3¢ 1 1 2 1
—5 Tz (VB)ry 5 g (Vi) +g 508 (Vat) + 3
e uma vez que para t € R temos
1 1
KO 1 =11 ,
1 1

segue que a matriz eX® possui autovalor 1 associado ao autovetor (1,1,1) (mediante
Definicio 12). Por outro lado (1,0, —1) néo é autovetor de eX®| logo, o conjunto A x
descreve versdes rotacionadas do Z* em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1). Por
outro lado, como vimos que Rot(Z?, (1,1,1)), descrito na Proposicdo 16 é o conjunto de
todas as rotacdes possiveis do Z* em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1, 1), segue que
se existir ¢ = t; de tal forma que A_x(,) represente o “reticulado 6timo” encontrado na

1
Proposicao 16, este tera a distdncia produto minima normalizada dada por -

Do que foi exposto no paragrafo anterior, admitamos que a matriz do reticulado

A xup) seja Q = [gi;] dada por (5.2). Da demonstragdo da Proposicdo 16 temos que
1 1 13
i1 = 3 (1 + 2cos (3 arccos (—))) ~ (0.736976. Logo, temos a equacgao

14
2 1 1 1 13
3 coS (\/gt) + 373 (1 + 2cos <3 arccos <—14)>>
41
S arccos + 27k
cuja solugao é t = 3 \(f ) T , k € Z. Da tultima igualdade, vemos que se
tomarmos
P farccos( }i)
— t1 = \/g )
temos e*(1) = (, logo A x@;) € o “reticulado 6timo” da Proposigao 16, cuja matriz eXt)

¢ dada por (5.2).

De igual modo, o conjunto Axwg) descreve versdes rotacionadas do FCC
em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1) e como Rot(FCC, (1,1,1)), descrito nas
Proposigoes 17 e 18, é o conjunto de todas as rotagdes possiveis do FCC em torno da reta
cujo vetor diretor ¢ (1,1, 1), segue que A x()py ¢ 0 “reticulado 6timo” das Proposigdes 17

e 18, cuja matriz eX E ¢ dada por (5.5).

As Proposigoes 20, 21 e 22, a seguir, sao versoes alternativas das Proposicoes
16, 17 e 18.
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Proposigio 20. Seja A xw o conjunto dos reticulados gerados por X onde X(t) éa
matriz dada por (6.5). A mdzima distancia produto minima normalizada para um reticulado

1
em Aox € dpporm(Z°) = =
Proposigao 21. Sejam A xwpgy o conjunto dos reticulados gerados por eXWE, onde

X(t) € a matriz dada por (6.5) e E € a matriz do FCC encontrada no Exemplo 17.

s

A mazima distancia produto minima normalizada para um reticulado em N xwpg) €

1
dp,norm(FCQ = T4

14
Proposigao 22. Sejam Axw gy o conjunto dos reticulados gerados por XOE, onde X(t)

¢ a matriz dada por (6.5) e E é a matriz do FCC encontrada no Exemplo 17. A mdzima
1

723

distancia produto minima relativa para um reticulado em A(ex(t)E) é dp,rel(FC'O) =
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7 Torcao Generalizada

Neste capitulo definimos tor¢ao generalizada, apresentamos algumas proprie-
dades referentes a este novo conceito e construimos versoes torcidas de reticulados em

dimensoes 2, 3, 5 e 8.

Vemos que os reticulados torcidos preservam, por exemplo, distancia produto
minima. Observamos que nos casos estudados (com excecdo do Z?) foi possivel aumentar a
norma minima, e consequentemente, a densidade de empacotamento de reticulados torcidos.
A motivagao para encontrarmos reticulados mais densos preservando uma boa distancia
produto minima é que estes podem ser tteis simultaneamente para canais gaussianos e

com desvanecimento do tipo Rayleigh, como vimos nas Secoes 2.1 e 2.1.

7.1 Torcao Generalizada em Reticulados Bidimensionais
Tendo por motiva¢ao os homomorfismos canonico e torcido (mediante Defini¢oes
50 e 53), definimos, nesta secdo, tor¢io generalizada em reticulados A < R?.

De (3.3) decorre que um reticulado algébrico bidimensional construido sobre

um corpo de nimeros totalmente real terda matriz geradora dada por

[ 0'1(&)1) 0'1(&)2) ]

02(w1) 0'2((,()2)

e de (3.8) decorre que um reticulado ideal bidimensional terd matriz geradora dada por

[ Vaiou(w) Vaio(es) ] |
Vasoa(w1) /o (ws)

Do Teorema 26 e da Definicdo 58, decorrem que esses reticulados tém distancias
1

Vi

Pensando em termos mais gerais, temos que se A; é um reticulado de diversidade

=[]

e dados m # 0 e Ay um reticulado cuja matriz geradora é

B:[ma mb ]’
c/m d/m

produtos normalizadas dadas por

maxima cuja matriz geradora é
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entao estes reticulados tém as mesmas distancias produtos minimas. Com efeito, dado
(ky, ko) € Z2, temos:

: Ck?l dk‘g
bpmin(Ba) = 10D | (ks - mbke) (m - m)‘
= (k17]g1)1¢n(070) |((lk’1 + bk’Q)(Ck’l + dk?g)| = dp,min(Al)- (7‘1>

Observamos, ainda, que como V(A1) = V(Ay), segue que

dp,norm (Al) = dp,norm (AQ) (72)

Temos, entao, a motivacao para a Definicao 62, a seguir.

Definicao 62 (Torgao Generalizada). Sejam 0 = m e R e A um reticulado bidimensional
que possui uma matriz geradora A. Uma m-tor¢io generalizada do reticulado A € o

reticulado tor,,(A) com matriz geradora

" ]

Observacao 34. Segue, da Defini¢ao 62, que V (tor,,(A)) = V(A), e ainda, se A tem
diversidade maxima, entao temos das igualdades (7.1) e (7.2) que tor,,(A) preserva a

distancia produto minima e a distancia produto normalizada de A.

Exemplo 23. Seque da Proposicio 1, da Definicio 62 e da Observacao 34, que qualquer
reticulado da familia de reticulados tor,,(L(Z?)), em que L(Z?) é a versio rotacionada

“6tima” do Z* com matriz geradora dada por (4.4), possui distancia produto normalizada

1
%.

dada por

Vamos, agora, considerar a classe de reticulados A(a) = R? cuja matriz geradora

¢é dada por

(7.3)

S DN =

1
0
em que 0 # a € R. Trata-se de uma generaliza¢ao da classe de reticulados A4 cuja matriz

[
geradora é dada por (3.7). Observamos que A(a) = A4, desde que a = \2/, onde -l =1
(mod 4).

Proposicao 23. Seja A(a) a classe de reticulados cuja matriz geradora € dada por (7.3).
Se a = £+/4z + 1/2, onde z é um inteiro positivo e 4z+1 nao é um quadrado perfeito, entdo

a mdzima distincia produto minima normalizada para um reticulado A(a) rotacionado é

1 1
Apnorm(Ma)) = 5000 = 5T
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Demonstragio. Como A(a) = {(k1 + ko/2,aks) : ki, ko € Z}, tomando uma rotacao de
angulo t, temos pelo Teorema 2 que:

(cos(t) +isen(t)) (k1 + ko/2 + iaks) = ko (cos(t)/2 — asen(t)) + ki cos(t) +

+i(ko (acos(t) + sen(t)/2) + kisen(t)).
Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotagao é A(a,t) = {(ka(cos(t)/2 —
asen(t)) + ki cos(t), ka(acos(t) + sen(t)/2) + kisen(t)) : ki, ko € Z;0 < t < 27}. O valor

absoluto do produto de coordenadas de um ponto em A(a,t) dividido pelo volume de um

reticulado qualquer desse conjunto é

1
F(a,ky, ko, t) = ‘801(4ak2(2k:1 + ko) cos(2t) + (2k1 — 2aky + ko) (2ky + 2aky + ko)sen(2t))| .

Como F (a, ki, ko, t + g) = F(a, ky, ks, t) , podemos tomar a variagdo de ¢ no intervalo

T
[0, 5] ; tomando-se o sup neste intervalo temos:

dp,norm(A(a)) = Slip dp,norm(A(au t)) =

: sen(2t) 1
< - —
i <k1,klzr>l£<o,0> Fla, by ko, t) < " Fla,1,0,0) "1 24 ‘ 2lal’
T 1 2 2y7.2 ks
Por outro lado, F' (a, kq, ko, Z> = 8—(4]@’1 + 4dkiky + (1 —4a°)k3)| =0 < ky = 5(—1 +
a

2|al). Tomando a ¢ Q, temos F' (a, ki1, ko, %) =0k =ky=0.

Dessa forma, pondo a = +4/42 + 1/2, em que z é um inteiro positivo e 4z + 1

T T
50 & drado perfeito, t dnrm(A(,—»: inf F(,k:,k;,—)z
nao € um qua rado per €10 €1M0S PO a 4 (kl,kl;il#(oﬁ) a 1 2 4

1 1
inf | (4k7 + dk1ky — 42K3)| = —.
(k1,k121)1¢(0,0) Sa( L Ak — dzky) 2|al
Portanto, dyuomm(A(0)) = dyors (A (0.7 ) ) ! ! 0
ortanto norm a)) = norm a, — = = .
TP P 4 2la]  V4z+1

1
Para mostrarmos que com as hipéteses da Proposicao 23 temos d, o1 (A(a)) = =

b

\)

observemos primeiramente que a norma minima de A(a) é p =1 (mediante Observagao 2),
logo segue que a norma minima de qualquer reticulado de A(a,t) (definido na demonstragao
da Proposi¢ao 23) também vale u = 1. Dai, segue que o valor absoluto do produto de

coordenadas de um ponto em A(a,t) dividido por p* é
1
G(a, ki, ks, t) = §(4ak2(2k1 + ko) cos(2t) + (2ky — 2aks + ko) (2k1 + 2aks + ko)sen(2t))|.

Usando na demostragao da Proposicao 23 a aplicagao G(a, k1, ks, t) ao invés da aplicagao

F(a, ki, ko, t) concluimos a prova. Esse resultado é registrado na Proposicao 24, a seguir.
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Proposicao 24. Seja A(a) a classe de reticulados cuja matriz geradora € dada por (7.3).
Se a = +v/4z + 1/2, em que z é um inteiro positivo e 4z + 1 ndo é um quadrado perfeito,

entdo a mdzima distincia produto minima relativa para um reticulado A(a) rotacionado é
1

o (A(@) = 5

A Proposicao 25, a seguir, iguala por meio de uma torgdo generalizada um
reticulado equivalente (mediante Definigdo 35) a um reticulado da classe A(a), cuja matriz
geradora é dada por (7.3), com a versdo rotacionada “6tima” do Z?* cuja matriz geradora
¢é dada por (4.4).

Proposicao 25. Se A(a) representa a classe de reticulados cuja matriz geradora é dada

por (7.3) e L(Z*) é a versio rotacionada do Z* com matriz geradora dada por (4.4),

2
7 A (\ég) ¢ uma m-tor¢ao de L(Z?), em que

7
entao a rotagdo anti-hordria de 1 de

VE—1

m = 5
. . ~ ~ . L. T _ 2 V5
Demonstracio. Definindo A pela rotagao anti-horaria de 1 do reticulado % A -
- ~ 1
temos V(A) = 1 = V(L(Z?) e dpnorm(A) = % = dp,norm(E(ZQ) (mediante igualdades

(4.17), (4.18), (4.19) e mediante Proposigao 23).

Como A (?) = {(kl + k;, ?kg) tki, ko € Z} , tomando uma rotacao de

2 5
angulo T de ,/—= A £ , temos pelo Teorema 2, que:
4 V5 2

(cos (5) +isen (5)) ) 5 (4 2+ 90) = ot (532 - )

(ke ()0,

- 1 1 y 1 1 y
Dessa forma, A = {(%kl + (2\% — \f) ko, —=ki + ( + \@) k:2> c ke, ko € Z} ,

portanto, tem matriz geradora dada por

1 1 V5
525 2
11 5 (7.4)
V5295 0 2
1 —
segue das relagoes sen (g) = c20s(:)3)7

1
Uma vez que arctan(2) = arccos | —
b @ (ﬁ)
(

1
cos (f) = 1+ cos(z) e da igualdade (4.4) que tor,,(£(Z?)) tem matriz geradora dada

2 2
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por

JO VB 5 im
V245 V2v/5 ' (7.5)
J65-1) Ve

V2v/5m V2v/5m

Vb —1
2
prova. [

As matrizes dadas por (7.4) e (7.5) s@o iguais desde que m = , 0 que conclui a

O valor de m na Proposicao 25 é tal que m* = (5 + (5 ' (mediante Exemplo 12).
T . T T
Nao ¢ dificil verificarmos este resultado. De fato, escrevendo = = cos (5) e y = sen <g) ,

2
sen (;) = 2sen (%) cos (%) = 2y, (7.6)
oS ) 2 cos? (Z) —1=22"-1 (7.7)
) 5 ’ :
sen 21 = sen — 21 = sen 31 = sen il + 21
5) TE) T 5 )"\ 75
= sen (E) cos 2 + sen 2 cos (E) (7.8)
- 5 5 5 5/° '

Levando em conta as igualdades (7.6) e (7.7), vemos que a igualdade (7.8) se reduz a

temos:

sen (2;) = y(22% — 1) + 22y(z) = 42°y — y. (7.9)

Das igualdades (7.6) e (7.9), temos 2zy = 42%y — y e como y # 0, segue que 2z = 4z* — 1,

1+45
4

de onde encontramos r = . Por outro lado, da igualdade (3.12), temos:

s+ G5t =2cos (257T) : (7.10)

2
1
Finalmente, temos das igualdades (7.7) e (7.10), que (s + (5 = 2 [2 ( +4\/5) — 1] =
V51
2

= m?. Registramos este fato na Observacao 35, a seguir.

Observacio 35. No Exemplo 12 encontramos a versdo rotacionada do 72 via o corpo

K = Q(m?), onde m ¢ dado pela Proposicio 25.
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Consideramos os reticulados tor,,(L£(Z?)), ver Exemplo 23, onde m = m(i)
108
1
foi tomado na particao P = {m =m(i) = 1207} do intervalo [107, 10] . A partir do
i=1
s : o 2 .
Algoritimo 1, verificamos que nao existe ¢ tal que fi,;) < % OU fhy(i) > 1, onde fip,) €

a norma minima do reticulado tor,,(£(Z?)).
Na Proposicio 26 encontramos reticulados da familia tor,, (£(Z?)) com norma
. 2 . . , C
minima p = 4 /| —=. As simulag¢oes que nos levaram ao resultado do paragrafo anterior sao

V5

motivagoes para Conjectura 9.

Proposigdo 26. Se L(Z?) é a versdo rotacionada do Z* com matriz geradora dada por

V5 —1 Vi +1
5 oum = + 5

(4.4), entdo os reticulados tor,,(L(Z?)), em que m = +

tém distancia produto minima relativa 1/2.

Demonstragdo. Da igualdade (7.5), segue que uma base de tor,,(£(Z?)) é dada por

A (L+VB)m 4/ (V5 1) V5 —1m A/ (1++5)
Vavs Ve | T\ TR vadEe

Definindo a aplica¢ao f; : R — {0} — R dada por fi(m) = {(vi(m),vi(m)), ou seja,

(1+\/5)m2 VE—1
24/5 +2\/3m2’

Vi (m)

fi(m) =
temos que

(1+v5) . V5-1
~———Fef= N

f1(m)—am —i—ﬂ onde oo =

et NG (7.11)

Afirmacao 1: f; tem maximo global em m = ii/g, ou seja, em m =
a

V-1

+
2

2
Com efeito, Observamos que fij(m) = 2am — —55 Resolvendo a equacao
m

65

f1(m) = 0 encontramos os pontos criticos m = +4’ é Por outro lado, f{(m) = 2« iy

Q
, n 4 /8 ~
dai f; (i ) = 8a > 0, o que prova a afirmacao 1.
Q@

V5 -1

Para os valores de m = £4/ ————, temos as bases

bl (S0 o
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e (i) () o

Da Observagao 2 segue que as bases (7.12) e (7.13) sao Minkowski-reduzida, portanto,

cada uma tem a mesma norma minima

V5 —1 2
p= fi|l* 5 = /{v1, Vi) = \/g

V=1
2

Dessa forma, os reticulados tor,,(£(Z?)), onde m = + , tém distancias produtos

minimas relativas iguais dadas por

d, rar(tor,(L(Z2))) = ;de,mm(torm(c(zm) _ % _ ; (7.14)

Definindo, agora, a aplicacao f : R — {0} — R dada por fo(m) = (va(m),va(m)), ou seja,

(w1445
f2(m)_ 2\/5 +2\/5m2’

temos que fo(m) = fm* + %, onde « e § sao dados pela igualdade (7.11).
m

a
Afirmacao 2: f; tem maximo global em m = ii/;, ou seja, em m =

V541

t
2

Com efeito, se trocarmos « por 3 e  por a na aplicacao f; dada pela igualdade
«
(7.11) esta se torna f,. Como 8 > 0, concluimos da afirmacao 1, que m = ii/; ¢ maximo

global de f5, o que prova a afirmacao 2.

V541
2

b (SR G} o

e () e o)l o

Aplicando o Algoritmo 1 nas bases (7.15) e (7.16) segue que as bases Minkowski-reduzidas

Para os valores de m = + , temos as bases

encontradas sao da forma {vs,vi} e {—vy, —vi}, respectivamente, ou seja, ha apenas
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uma reordenacao dos vetores em cada uma delas. Portanto, cada uma dessas novas bases

Minkowski-reduzida tém a mesma norma minima

V5 +1 2
w= 02 ) = Vs =

V5+1
2

Dessa forma, os reticulados tor,,(£(Z?)), em que m = + , tém distancias produtos

minima relativa iguais dadas por (7.14). O

Observacao 36. Observamos que um dos valores de m encontrados na Proposi¢cio 26
coincide com o da Proposicao 25. Observamos, ainda, que os reticulados torcidos da Pro-
posicao 20 apresentam distancia produto minima relativa superior a da versdo rotacionada

“6tima” do Z* com matriz geradora dada por (4.4).

Conjectura 9. Se L(Z?) é a versio rotacionada do Z* com matriz geradora dada por (4.4)

2
e I € a norma minima de um reticulado da familia tor,,(L(Z?)), entdo 7 < fm < 1

Apresentamos, agora, um estudo da torcao de dois reticulados encontrados no
Capitulo 4, visando aumentar a densidade das versoes torcidas dos mesmos. O primeiro

é o reticulado quadratico Ay(5) (mediante Exemplo 11), cuja distdncia normalizada é

1 . - . . . .
—= (mediante Proposigao 6) e o segundo é a versao rotacionada “6tima” do reticulado

V5

1
ortogonal A(v/3), cuja distdncia normalizada é —= (mediante Proposicao 15).

2v/3
Do que foi exposto, no pardgrafo anterior, vemos que o reticulado Ay(5) tem
a mesma distancia normalizada de £(Z?) que é a versdo rotacionada do Z* com matriz
geradora dada por (4.4). Por outro lado, Ay(5) tem norma minima v/2 (mediante Observacao

I
2), portanto, sua densidade de empacotamento é A(Ag(5)) = —. Esta por sua vez é “bem

v/ 20
m

inferior” & densidade de empacotamento de £(Z?) cujo valor é A(L(Z?)) = A(Z?) = Ve

Conseguimos construir uma versao torcida de As(5) que é “melhor” que o
préprio A2(5) no sentido que tal versao tem densidade de empacotamento “bem préxima”
da densidade do £(Z?*). Para isso, vemos primeiramente, que um reticulado da familia

tor,,(A2(5)) tem uma base dada por

o )i (091525

Consideramos os reticulados torp,)(A2(5)), onde m = m(i) foi tomado na
.y 108
i

1
partigdo P = {m =m(i) = 107 do intervalo [107, 10] . O céalculo da norma minima
i=1

Hm(s) foi feito a partir do Algoritimo 1, onde verificamos que Mm@y < 1.49535, para todo ¢ =
1,2,..,10%. Um valor m(i) para o qual encontramos fi,,; = 1.49535 foi m(i) = 141069/10".
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Dessa forma, temos que o reticulado tory41069/107(A2(5)) tem a densidade “mais
préxima” da densidade de £(Z?), a saber A(L(Z?)) = A(Z*) ~ 0.785398. Portanto, a

“melhor” versao torcida encontrada do Ay(5) (que é a mais densa) tem densidade dada por

. ﬂ%41069/1077r - 14953527T
IV

Isso nos d4 um ganho de aproximadamente 11.80 % na densidade.

A(tori41069/107(A2(5))) ~ (.785397.

Consideramos, agora, a versao rotacionada “6tima” do reticulado ortogo-

nal A(\/g) que segundo a Proposi¢do 15, trata-se de uma rotagao de % deste. De-

signamos essa versio “6tima” por rot,,(A(v3)) que tém a mesma distincia norma-
lizada da versdo rotacionada “6tima” do reticulado hexagonal (mediante igualdade
(4.11)). Por outro lado, A(v/3) tem norma minima 1 (mediante Observacao 2), portanto,

A(rot,(A(V3))) = A(A(V3)) = \/% Esta densidade é por sua vez “bem inferior” a

densidade de empacotamento do hexagonal que vale T (mediante Exemplo 6).

V12

Conseguimos construir uma versio torcida de rot, s (A(v/3)) que é “melhor” que
0 préprio rot,4(A(v/3)) no sentido que tal versao tem densidade de empacotamento “bem
proxima” da densidade do hexagonal. Para isso, vemos primeiramente que um reticulado
da familia tor,, (rot,/4(A(v/3))) tem uma base dada por

Consideramos os reticulados t0r,,(;(rot.4(A(v/3))), onde m = m(i) foi tomado
.y 108
1
na particio P = {m =m(i) = 180} do intervalo ll(ﬂ’ 10] . O célculo da norma
j=1
minima fi,,;) foi feito a partir do Algoritimo 1, onde verificamos que fi,,,(;y < 1.41421, para

todo i = 1,2,..,10%. Um valor m(i) para o qual encontramos 1.41421 foi m(i) = 1387/10".

Dessa forma temos que o reticulado tor;ssy/107 (10t /4(A(v/3))) tem a densidade
“mais préxima” da densidade do hexagonal a saber A(hexagonal) ~ 0.9069. Portanto, a
“melhor” verso torcida encontrada do rot,(A(v/3)) (que é a mais densa) tem densidade
dada por
 Missrporm 1414217

A(tor1387/107(rotﬂ/4(A(\/§)))) ~uB S a3

Isso nos d4 um ganho de aproximadamente 99.99 % na densidade.

~ (0.906892.

Finalizamos, esta se¢ao, com a Tabela 9, onde registramos as densidades dos

reticulados estudados aqui bem como as de suas “melhores” versoes torcidas encontradas.
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A A(A) M A(A)

L£(7?) 0.785398 - _

As(5) 0.702481 tor141069/107(A2(5)) 0.785397
rot,/4(A(v/3)) || 0.453450 | torissy g7 (rot,4(A(v3))) || 0.906892

Tabela 9 — Densidade de A = R? e densidade da melhor versao torcida encontrada

7.2 Torcdo Generalizada em Reticulados n—dimensionais (n > 2)

Nesta secao, estendemos o conceito de tor¢ao generalizada apresentada na se¢ao
anterior. Exibimos versoes torcidas mais densas dos reticulados Z3, Z° e Z® que preservam

as distancias produtos minimas encontradas na Segao 3.2.

O algoritmo usado para o calculo da norma minima dos reticulados estudados
nessa se¢ao foi proposto por U. Fincke e M. Pohst conforme podemos ver em [16]. Neste

algoritmo, a norma minima é calculada a partir da matriz de Gram do reticulado.

Procedendo de modo anédlogo a secao anterior, temos que se A; é um reticulado

de diversidade maxima cuja matriz geradora ¢é

,ky) € 77", temos:
dp,min(AZ) =

min

n n n 1
Z miay;k; Z Mmaag;k;... Z My—1Gn—1ik; Z ————yik;
(k1,...,kn)#(0,...,0) |4 P i o M ma. My

1

=

n
= min

Cbuki
(k1,....kn)#(0,...,0) |4

=1

=

n
Q2 ki

n

Z Ap—1iKi Z apik;| = dp,min(Al)'
1 i=1

1 %

a1; Qa2 Q1n
21 A22 Q2
A= ,
An1  Ap2 Ann
dados (my,mg, ..., ;1) com m; # 0,4 =1,2,....n — 1 e Ay um reticulado cuja matriz
geradora ¢é
miay miai2 miQin
maodQsay maoQag maQon
B = ,
mMp—10p-11 Mp—10n-12 Mp—10n—1n
1 1 1
an1 an2 Ann
| TM1.Ma... MMy 1 mq.Mo... My 1 mq.Mo... MMy —1 i

entao esses reticulados tém as mesmas distancias produtos minimas. Com efeito, dado

(k1. ko, ...

(7.17)
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Observamos, ainda, que como V' (A;) = V(Ay), segue que

dp,norm (AI) = dp,norm (A2) (718)

Temos, entdo, a motivacao para Defini¢ao 63, a seguir.

Defini¢do 63 (Torcio Generalizada). Sejam (my,ma,...,m,_1) € R™™ m; # 0, i =

1,2,...n—1eAcR" (n>2)um reticulado que possui uma matriz geradora A. Uma

(m1,ma, ...,my_1)-torcio generalizada do reticulado A € o reticulado tOT(m, my,...mn_1)(A)
com matriz geradora
o ;
mao
B = A (7.19)

mi.ma.. Mp—1 |

Observacao 37. Seque, da Defini¢ao 63, que V (tor,,(A)) = V(A), e ainda, se A tem
diversidade mdzima, entao temos das igualdades (7.17) e (7.18), que tor,,(A) preserva a

distancia produto minima e a distancia produto normalizada de A.

Exemplo 24. Seja L(Z") a versao rotacionada “étima” do 7, em que para n = 3,5
as matrizes geradoras sio dadas por (5.2), (3.16) e para n = 8 a malriz geradora é
encontrada no FExremplo 15. Seque da Proposicao 16, dos Exemplos 1/ e 15, da Defini-
¢io 65 e da Observagio 37, que as familias tOr(m, my)(L(Z*)), $0T(my mamsms) (L(Z7)) e

-----

zadas de L(Z%), L(Z°) e L(ZP), ou seja, qualquer reticulado da familia tor(m, m,)(L(Z?))

tem distancia = qualquer reticulado da familia 10T (1, my myme) (L(Z°)) tem distancia e

vvvvv 177/2'

Consideramos os reticulados tor(,, (i)ma(in)) (L(Z%)), ver Exemplo 24, onde
50

. - 50
(mq(i1), ma(iz)) foi tomado no subconjunto P = {ml(il) = ;B} X {mg(ig) = Z)}

11=1 i9=1
2

5 . . -
. Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados sao

207 2
dadas por G = G(my(i1), ms(i2)), em que G = B'B, B é dada por (7.19) e A é a matriz
Q dada por (5.2). Verificamos que fi(m, (i,),ma(i2)) < 1.01992, para todo iy = 1,2,..,50 e

do quadrado

iy = 1,2,..,50. Um ponto (1m1(71), m2(i2)) para o qual encontramos fi(m, (i,),ms(iz)) = 1.01992
foi (ml(il), m2(22)) = (7/4, 41/20) .

Dessa forma, temos que o reticulado tor(z/a,41/20)(L£(Z%)) é mais denso que o

73, cuja densidade é 0.5236 e tem a maior densidade dentre todas as versdes torcidas
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consideradas; tal densidade é dada por

B M?7/4,41/20)7T N 1.0199237

~ (0.555513.
6 6

A(tor(7/4,41/20) (L(Z?)))

Isso nos d4 um ganho de aproximadamente 6.1 % na densidade.

Consideramos, agora, 0s reticulados tOT (n, (i1)ma(is)ms (i) ma(ia)) (L(Z°) ), ver Exem-

plo 24, em que (my(i1), mo(iz), m3(iz), m4(is)) foi tomado no subconjunto

CNT NT S NT S NT
. ? . 1 . ? . 7
P = {Tm(@l) = 5} X {m2(22) = ;} X {m3(23) = ;} X {m4(z4) = ;}
i1=1 io=1 i3=1 i4=1

4
do hipercubo [3, 3| Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados sao dadas
por G = G(my(i1), ma(ia), ms(iz), ma(is)), em que G = B'B, B é dada por (7.19) e A
¢ a matriz R dada por (3.16). Verificamos que L, (i,),ma(i)ms (is),ma(ia)) < 1.09221, para
todo i; = 1,2,..,7, onde 7 = 1,2,3,4. Um ponto (m4(i1), ma(i2), ms(i3), ma(i4)) para o
qual encontramos fi(m. (i, )ma(is)ms(is)ma(ia)) = 1.09221 foi (my(i1), ma (i), ms(is), ma(is)) =
(5/3,7/3,2,1).

Temos que o reticulado tor(s/z 7/3.2.1)(L£(Z°)) é mais denso que o Z° cuja densi-
dade é 0.164493 e tem a maior densidade dentre todas as versdes torcidas consideradas,

essa densidade por sua vez é dada por

111?5/3,7/3,2,1)772 ~ 1.09221572

~ (0.2 .
50 50 0.255673

A(tor(ss,7/321) (L(Z7))) =
Isso nos d4 um ganho de aproximadamente 55.43 % na densidade.

.....

Exemplo 24, onde (my(i1), mo(iz2), ..., m7(i7)) foi tomado no subconjunto

.73 .\ 3 -\ 3
. (4 . 1 . 1
P = {ml(zl) = 21} X {mg(lg) = 22} X . X {m7(27) = 27}
i1=1 i2=1 ir=1

7
do hipercubo [2, 5| Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados sao dadas
por G = G(my(i1), ma(iz), ...,mz(i7)), em que G = B'B, B é dada por (7.19) e A é a

matriz R do Exemplo 15. Verificamos que fim, (i1),ma(iz),...ms(i)) < 1.1315, para todo i; =

1,2,3, onde j =1,2,...,7. Um ponto (mq(i1), ms(is), ..., mz(i7)) para o qual encontramos
[(ma (i1)ma(in),..oomn (7)) = 1.1315 foi (ma(in), ma(iz), ..., mz(iz)) = (1/2,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2).

Dessa forma, temos que o reticulado tor(/o,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2) (L(Z®)) é mais denso
que o Z® cuja densidade é 0.0158543 e tem a maior densidade dentre todas as versoes
torcidas consideradas; tal densidade é dada por

B 111?1/2,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2)7T4 N 1.131587%

A(tOlf(1/2,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2) (ﬁ(ZS))) = 2841 = 2841 ~ 0.0425967.




Capitulo 7. Tor¢ao Generalizada 129

LZYALZYY A= torg(L(Z") AN [T M [ AQM)
41
n=3 0.5236 vV = 1, 20 0.5555 || FCC || 0.7450
5 7
n=> 0.1645 vV = <3, 37 2, 1> 0.2557 || D5 | 0.4653
1 3,131
= .01 =11 = = = .042 E 2

n =3 0.0159 A (2, ' ,2,2,2> 0.0426 s | 0.2537

Tabela 10 — Densidade de £(Z") < R" (n > 2) e densidade da melhor versao torcida

encontrada

Isso nos d4 um ganho de aproximadamente 168.67 % na densidade.

Na Tabela 10, registramos as densidades dos reticulados estudados nessa secao
bem como as de suas “melhores” versoes torcidas encontradas. Nas duas tltimas colunas
temos os reticulados com maior densidade conhecida em cada dimensao e suas respectivas

densidades.



130

8 Consideracoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho, construimos versoes rotacionadas “6timas” de reticulados com
diversidade méxima, exibindo suas distancias produtos ou limitantes para estas (Capitulos
4, 5 e Secao 6.3). Construimos versoes “perturbadas” de reticulados “6timos”, exibindo
limitantes para suas distdncias produtos (Segoes 4.2, 6.2 e Capitulo 5). Construimos,
finalmente, versoes torcidas de reticulados “6timos” e exibimos suas normas minimas e
densidades (Capitulo 7).

Além das conjecturas enunciadas ao longo do trabalho para as quais pretende-
mos provar ou encontrar contra-exemplos, algumas perspectivas futuras de pesquisa que

temos para a extensao dos resultados apresentados incluem:

e encontrar versoes rotacionadas “6timas” do Z* e do FCC que tenham as
maiores distancias produtos possiveis quando consideramos quaisquer rotagoes destes

reticulados;

e encontrar versoes rotacionadas “6timas” dos reticulados Z” e E;' com diver-

sidade maxima e boas distancias produtos a partir da algebra dos octonios;

e “melhorar”, se possivel, os resultados referentes as perturbagoes de reticulados

“Otimos”, escrevendo-os apenas em termos das distancias produtos;

e encontrar as condi¢oes para que tenhamos as melhores versoes torcidas dos

reticulados considerados neste trabalho;

e encontrar boas versoes torcidas de outros reticulados com dimensoes superiores
aos que aqui foram estudados e as condigoes para que tenhamos as melhores versoes torcidas

destes.

! O E; ¢ o reticulado mais denso em dimensao 7 conhecido, conforme podemos ver em [13]
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