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Resumo
Neste trabalho, estudamos versões rotacionadas de reticulados com diversidade máxima,
que possuem máximas distâncias produtos mínimas, pois, tais versões “ótimas” são úteis
para codificação visando a transmissão em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh.
Efetuamos rotações de reticulados bidimensionais e tridimensionais a partir da álgebra dos
complexos e da álgebra dos quatérnios. Encontramos versões “ótimas” rotacionadas do Z2,

Z3, FCC e conectamos essas com as já conhecidas, obtidas via teoria algébrica dos números
e assim foi possível descrever geometricamente tais reticulados algébricos. Em relação aos
reticulados bidimensionais, estudamos também versões “ótimas” rotacionadas de uma
família de reticulados bem arredondados, de uma família de reticulados construída via
corpos quadráticos e de uma família de reticulados ortogonais. A partir da exponenciação
de matrizes, construímos versões “próximas” de reticulados algébricos com dimensões
superiores a 3, que possuem diversidade máxima e boas distâncias produtos. Definimos
torção generalizada de um reticulado qualquer e verificamos que tal versão torcida preserva
distância produto de reticulados com diversidade máxima. Encontramos versões torcidas de
reticulados que possuem “boas” densidades, já que estas podem ser úteis simultaneamente
a canais do tipo Rayleigh e a canais gaussianos.

Palavras-chave: Reticulados, diversidade máxima, distância produto, rotações por com-
plexos e por quatérnios, torção generalizada.



Abstract
In this work we have studied rotated versions of lattices with maximum diversity which
have maximum product distance. Such “optimal” versions are usefull for encoding in
transmissions over Rayleigh fading channels. Two-dimensional and three-dimensional
lattice rotations from the complex and quaternion algebras are considered and we have
found “optimal” rotated versions of Z2, Z3, FCC connecting those with previously known
obtained via algebraic theory of numbers in order to describe geometrically such algebraic
lattices. Regarding two-dimensional lattices, we also have studied “optimal” rotated
versions of a family of well-rounded lattices, a family of lattices constructed via quadratic
fields and a family of orthogonal lattices. From matrix exponentiation “close” versions of
algebraic lattices with dimensions greater then 3, which have maximum diversity and good
product distances, have been built. We have defined generalized torsion of a lattice and
verified that such twisted version preserves the product distance of lattices with maximum
diversity. Twisted versions of lattices that have “good” densities have been derived since
“good” densities have been derived since those can be useful simultaneously for Rayleigh
and Gaussian channels.

Keywords: Lattices, maximum diversity, product distance, rotations by complex and
quaternion numbers, generalized torsion
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Introdução

Reticulados são conjuntos discretos de pontos no espaço euclidiano n-dimensional
que são descritos por todas as combinações lineares inteiras de vetores linearmente in-
dependentes fixados. Conforme podemos ver em [13] os reticulados são estudados por
matemáticos por suas simetrias dentre outras propriedades, estudados por engenheiros
elétricos e da computação, por suas aplicações em comunicações, codificação e teoria da
informação, bem como em criptografia.

Em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh (mediante Seção 2.2) são
consideradas constelações de sinais n-dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de
um reticulado Λ � Rn. Visando minimizar a probabilidade de erro na decodificação de
uma palavra-código devemos encontrar reticulados com diversidade máxima (mediante
Definição 51) e máxima distância produto mínima. Conforme podemos ver em [32] e em
[23], essas constelações de sinais podem ser obtidas a partir de rotações de reticulados
conhecidos. Nessas referências são consideradas rotações do Zn para alguns valores de n e
de reticulados mais densos em diversas dimensões.

Construções de reticulados rotacionados com diversidade máxima e boas dis-
tâncias produtos geralmente são feitas via teoria algébrica dos números. A partir do
homomorfismo canônico e do homomorfismo torcido (mediante Definições 50 e 53) tais
reticulados são construídos e suas distâncias produtos são calculadas via estruturas algé-
bricas. Em [3], [22], [23], [32] e [37] encontram-se construções de reticulados rotacionados
nesse formato.

Neste trabalho, construímos de maneira alternativa versões rotacionadas de
reticulados com diversidade máxima e sobre certas condições calculamos suas distâncias
produtos1 ou limitantes destas, escrevemos as proposições obtidas a partir das distâncias
produtos normalizadas (calculadas a partir dos volumes dos reticulados) e das distâncias
produtos relativas (calculadas a partir das normas mínimas dos reticulados). Rotações
de reticulados bidimensionais e tridimensionais foram feitas a partir da álgebra dos
complexos e da álgebra dos quatérnios, respectivamente. A vantagem dessa abordagem é
que podemos descrever geometricamente2 tais reticulados, o que em geral pode ser difícil
no caso dos reticulados algébricos. Sendo assim, alguns reticulados algébricos apresentados
neste trabalho são descritos geometricamente, uma vez que foram conectados com nossas
construções.
1 A “distância produto” será ínfima, mínima, relativa ou normalizada (mediante Definições 54, 57 e 58).

Em cada contexto específico, tal distância está devidamente explicitada.
2 Por “descrever geometricamente” queremos dizer que podemos descrever geometricamente a rotação

e/ou a reflexão que geram os reticulados com diversidade máxima.
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Encontramos também limitantes para distâncias produtos de reticulados que
estão “próximos” às nossas versões rotacionadas e a alguns reticulados algébricos. Isso
foi possível (nas dimensões 2 e 3) a partir de “perturbações” dos ângulos ótimos das
rotações. Para dimensões 5 e 8 utilizamos exponenciação de matrizes anti-simétricas
“próximas” da matriz nula para encontrarmos “perturbações” de reticulados algébricos.
Verificamos numericamente e apresentamos justificativas analíticas para o fato de que se
tomarmos uma coleção de reticulados com diversidade máxima que estão “próximos” a
um dado reticulado, então as distâncias produtos convergem para distância produto deste
reticulado. A partir da exponenciação de matrizes também construímos as mesmas versões
rotacionadas obtidas via álgebra dos quatérnios.

Em canais de ruído branco gaussiano (mediante Seção 2.1) também são con-
sideradas constelações de sinais n-dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de um
reticulado Λ � Rn. Conforme podemos ver em [11] e em [13], para minimizarmos a
probabilidade de erro de decodificação devemos maximizar as densidades3 dos reticulados
considerados. Assim, se um reticulado possuir boa distância produto e boa densidade, o
mesmo pode ser útil a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e a canais gaussianos
simultaneamente.

Neste trabalho, fixado um reticulado, obtivemos um outro reticulado com a
mesma distância produto mínima e com uma densidade de empacotamento maior do que o
original. A técnica utilizada foi a partir de um novo conceito, a saber, o conceito de torção
generalizada. Esse conceito teve por motivação os homomorfismos canônico e torcido que
estão relacionados aos reticulados algébricos. Portanto, a torção generalizada pôde ser
aplicada a um reticulado qualquer, ou seja, não necessariamente algébrico.

Na sequência descrevemos o conteúdo desenvolvido neste trabalho.

No Capítulo 1, cujo título é Preliminares, apresentamos conceitos e resultados
essenciais para o desenvolvimento do trabalho.

No Capítulo 2, apresentamos modelos de sistemas de transmissão em canais
de ruído branco gaussiano e em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e suas
relações com reticulados densos e com reticulados que possuam boas distâncias produtos,
respectivamente. Em seguida, apresentamos um resumo da teoria de reticulados.

No Capítulo 3, apresentamos conceitos básicos da teoria algébrica dos números
e a construção de reticulados algébricos a partir do homomorfismo canônico e do homo-
morfismo torcido. São construídas as versões rotacionadas da família de reticulados via
corpos quadráticos e as já conhecidas versões rotacionadas do Zn (n � 2, 3, 5, 8) e do Dn

(n � 3, 5, 8), em que são explicitadas as distâncias produtos desses reticulados. Conforme
podemos ver em [40], para tais valores de n, as versões rotacionadas do Zn têm as maiores
3 Sempre que escrevemos apenas “densidade”, nos referimos à densidade de empacotamento.
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distâncias produtos conhecidas.

No Capítulo 4, começam as nossas contribuições com o foco inicial em re-
ticulados bidimensionais. Construímos uma versão rotacionada do Z2 na Proposição 1
e demonstramos que esta possui a maior distância produto possível. Na Proposição 2
descrevemos os reticulados bem arredondados e nas Proposição 3 e 4 mostramos que o Z2

é um reticulado bem arredondado com maior distância produto normalizada e relativa res-
pectivamente. Nas Proposições 5 a 12 descrevemos as classes de reticulados que compõem
a família dos reticulados quadráticos, onde exibimos, sob certas condições, suas distâncias
produtos normalizadas e relativas. Na Proposição 13 demonstramos que não há reticulado
ortogonal com distância normalizada superior à da versão rotacionada “ótima” do Z2 e
na Proposição 14 demonstramos que não há reticulado ortogonal com distância relativa
superior à de uma versão rotacionada “ótima” de uma classe de reticulados Λp

?
lq, em

que l é um número inteiro maior que um que não é um quadrado perfeito e, finalmente,
na Proposição 15, exibimos a distância normalizada de tal classe de reticulados.

No Capítulo 5, são apresentadas as contribuições referentes a reticulados
tridimensionais, especificamente o Z3 e o FCC. Construímos versões rotacionadas desses
reticulados nas Proposições 16, 17 e 18 e demonstramos que estas possuem as maiores
distâncias produtos possíveis quando consideramos as rotações em torno da reta com vetor
diretor p1, 1, 1q.

No Capítulo 6, é apresentada uma análise das distâncias produtos de versões
“próximas” dos reticulados algébricos com dimensões superiores a 3, especificamente o Zn

e o Dn para n � 5 e n � 8. Essas versões ou “perturbações” dos reticulados algébricos são
obtidas a partir de exponenciais de matrizes anti-simétricas próximas da matriz nula. Esta
análise é justificada e generalizada a partir dos Corolários da Proposição 19, de onde decorre
que se X̃ é uma matriz anti-simétrica “próxima” da matriz nula, então o reticulado ΛpeX̃Bq

tem distâncias produtos (normalizada e relativa) “próximas” das distâncias produtos de
ΛB, desde que estes tenham diversidade máxima (mediante Observação 33). As Proposições
20, 21 e 22 são versões alternativas das Proposições do Capítulo 5.

No Capítulo 7, apresentamos o conceito de torção generalizada para um re-
ticulado qualquer (conforme Definições 62 e 63). Nas Proposições 23 e 24 encontramos,
sob certas condições, as distâncias produtos (normalizada e relativa) de uma classe de
reticulados Λpaq, classe esta que é uma generalização doutra classe de reticulados quadrá-
ticos construída no Capítulo 4. Na Proposição 25, conectamos por meio de uma torção
generalizada um reticulado desta classe Λpaq com a versão rotacionada “ótima” do Z2.

Apesar de não ter sido possível construir uma torção mais densa da versão “ótima” rota-
cionada do Z2, mostramos na Proposição 26 que existem versões torcidas desta versão
“ótima” com distâncias produtos relativas superiores à da versão construída na Proposição
1. Construímos versões torcidas mais densas de outros reticulados bidimensionais, sendo
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que um deles é um “quase hexagonal”, a saber, o reticulado tor1387{107protπ{4pΛp
?

3qqq da
Tabela 9. Na Seção 7.2 construímos versões torcidas mais densas das versões rotacionadas
“ótimas” do Zn, para n � 3, 5, 8 finalizando assim este capítulo.

No Capítulo 8, apresentamos nossas considerações finais e perspectivas futuras
em relação a este trabalho.
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1 Preliminares

Neste capítulo apresentamos conceitos e resultados considerados essenciais para
o desenvolvimento dos demais capítulos. Na primeira seção introduzimos conceitos básicos
da álgebra como grupos, anéis e corpos. Na segunda e terceira seções apresentamos os
conceitos de espaços vetoriais e módulos.

Na quarta seção mostramos como efetuar rotações em R2 e em R3 via complexos
C e via quatérnios H respectivamente. Alguns resultados referentes às equações diofantinas
do segundo grau são apresentados na quinta seção; finalizamos este capítulo com um
pequeno resumo referente às funções de várias variáveis reais.

As referências utilizadas foram: [6], [7], [12], [15], [18], [20], [24], [25], [27], [28],
[30], [33], [34], [35] e [42]

1.1 Grupos, Anéis e Corpos
Nesta seção, apresentamos os conceitos de grupos, anéis, corpos e ideais, bem

como alguns exemplos e resultados importantes envolvendo tais conceitos.

Definição 1 (Grupo). Seja G um conjunto não vazio munido com uma operação interna
(que denotamos aditivamente)

G � G Ñ G
pa, bq Ñ a� b

O par pG,�q é denominado grupo se as seguintes condições se verificam:

(1) A operação é associativa, isto é, a�pb�cq � pa�bq�c para todo a, b, c P G.

(2) Existe um elemento neutro 0 P G, tal que 0� a � a� 0 para todo a P G.

(3) Para todo a P G, existe um inverso b P G tal que a� b � b� a � 0.

Por simplicidade dizemos que G é um grupo, mas isso pressupõe pela definição
anterior que nos referimos ao par pG,�q. O grupo G é dito abeliano (ou comutativo) se
a� b � b� a para todo a, b P G, isto é, a operação interna é comutativa. Observamos que
o par pRn,�q é um grupo abeliano, em que � denota a operação de soma usual no Rn.

Sejam a, b P Z. Dizemos que a � b (mod m) se m dividir a�b. A classe residual
de um elemento a de Z, módulo m, é o conjunto a � tx P Z : x � a pmod mqu.

Dados a, b P Z, definimos a � b � a� b. Conforme podemos ver em [15], o
conjunto Zm � t0, 1, ...,m� 1u é um grupo que é designado como grupo aditivo das classes
residuais módulo m.
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Definição 2 (Subgrupo). Seja pG,�q um grupo e H um subconjunto não vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se pH,�q é um grupo, em que � é a operação interna
herdada de G.

Definição 3 (Anel). Seja A um conjunto não vazio munido com duas operações internas
denotadas por � e �

A� AÑ A e A� AÑ A

pa, bq Ñ a� b pa, bq Ñ a � b
A terna pA,�, �q é um anel se as seguintes condições se verificam:

(1) pA,�q é um grupo abeliano.

(2) A operação � é associativa, isto é, a � pb � cq � pa � bq � c para todo a, b, c P A.
(3) A operação � é distributiva sobre �, isto é, a � pb � cq � a � b � a � c,

pa� bq � c � a � c� b � c para todo a, b, c P A.

Caso exista 1 P A tal que 1 � a � a � 1 para todo a, dizemos que A é um anel
com unidade.

Por simplicidade dizemos que A é um anel, mas isso pressupõe pela definição
anterior que nos referimos à terna pA,�, �q. Um subanel de A é um subconjunto B � A

que também é um anel com as mesmas operações internas herdadas de A. O anel A é dito
comutativo se a � b � b � a para todo a, b P A, isto é, a operação interna � é comutativa.

Definição 4. Um elemento a P A é invertível para a operação � se existir b P A tal que
a � b � b � a � 1. O conjunto dos elementos de A que são invertíveis é denominado conjunto
das unidades de A, e é denotado por A�.

Das Definições 3 e 4 seguem que o terno pZ,�, �q é um anel e que Z� � t�1, 1u.

Definição 5 (Corpo). Seja K um conjunto não vazio. Dizemos que K é um corpo se ele
for um anel comutativo, com unidade, tal que K� � Kzt0u.

O conjunto Q �
!a
b

: a, b P Z, b � 0
)
é um corpo. Esse é o corpo das frações

de Z. Observamos ainda que o conjunto dos números reais R e o conjunto dos números
complexos C �  

a� bi : a, b P R, i � ?�1
(
também são exemplos conhecidos de corpos.

Sejam A um anel e x uma variável. Um polinômio ppxq com coeficientes em A

na variável x é uma expressão da forma ppxq �
ņ

i�0
aix

i � a0 � a1x� ...� anx
n, em que n

é um inteiro não negativo e os a1is são elementos em A.

O conjunto de todos os polinômios na variável x com coeficientes em A será
denotado por Arxs. Observamos que A � Arxs.
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Se ppxq �
ņ

i�0
aix

i, qpxq �
m̧

j�0
bjx

j P Arxs, definem-se as operações de adição e

multiplicação em Arxs como segue:

ppxq � qpxq �
maxtn,mu¸

i�0
pai � biqxi,

ppxq � qpxq �
n�m̧

i�0
cix

i, onde ci �
i̧

j�0
aj � bi�j.

Observamos que essas operações, quando restritas a A, coincidem com a adição e multipli-
cação em A.

Teorema 1 ([20]). As operações de adição e multiplicação em Arxs o tornam um anel.

Definição 6 (Homomorfismo de Anéis). Se A e B são anéis, um homomorfismo de anéis
é uma aplicação ϕ : AÑ B que para todo a, b P A satisfaz:

(1) ϕpa� bq � ϕpaq � ϕpbq;
(2) ϕpa � bq � ϕpaq � ϕpbq.

Definição 7 (Ideal). Um ideal I de um anel comutativo A é um subgrupo aditivo de A
que é estável sobre a multiplicação por A, ie, aI � I para todo a P A.

Definição 8 (Ideal Principal). Um ideal I de A é principal se é da forma I �pxq � xA �
txy : y P Au, x P I.

Observamos que se A � Z, então nZ é um ideal principal de Z, para todo
n P Z.

1.2 Espaços Vetoriais
Nesta seção, apresentamos o conceito de espaços vetoriais, norma e isomorfismo

de espaços vetoriais.

Definição 9 (Espaço Vetorial). Sejam dados um corpo K, cujos elementos são chamados
escalares, e um conjunto V, cujos elementos são chamados vetores. Dizemos que V é um
espaço vetorial sobre K, ou um K-espaço vetorial, se existirem uma operação de adição em
V

� : V � V Ñ V

pv,wq Ñ v�w
e uma multiplicação dos elementos de V por escalares,

� : K� V Ñ V

pλ,vq Ñ λ � v
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possuindo as seguintes propriedades:

(1) A adição é associativa, isto é, u � pv � wq � pu � vq � w para todo
u,v,w P V.

(2) A adição é comutativa, isto é, u� v � v� u para todo u,v P V.
(3) Existência de elemento neutro: existe um elemento 0 em V tal que u�0 � u

para todo u P V.
(4) Existência de elemento inverso: dado um elemento u P V, existe um elemento

�u, chamado simétrico de u, tal que u� p�uq � 0.

(5) Dados λ, µ P K e u P V, vale pλ� µq � u � λ � u� µ � u.
(6) Dados λ P K e u,v P V, vale λ � pu� vq � λ � u� λ � v.
(7) Dados λ, µ P K e u P V, vale pλ � µq � u � λ � pµ � uq.
(8) Para todo u P V, 1 � u � u, em que 1 é a unidade de K.

Exemplos de espaços vetoriais canônicos são o R-espaço vetorial Rn e o C-
espaço vetorial Cn. Esses são casos particulares do K-espaço vetorial Kn, em que K é um
corpo arbitrário.

Um subespaço de um espaço vetorial V sobre um corpo K é um conjuntoW � V

que também é um K-espaço vetorial sob as mesmas operações que tornam V um K-espaço
vetorial. Observamos que tpx, 0q : x P Ru é um subespaço do espaço vetorial R2 sobre o
corpo R.

Os exemplos dados acima são exemplos de espaços vetoriais com dimensão
finita1. Um exemplo de um espaço vetorial com dimensão infinita é o K-espaço vetorial
Krxs.

Definição 10 (Norma). Uma norma em um espaço vetorial V sobre um corpo K é uma
aplicação || � || : V Ñ K satisfazendo:

(1) Dado u P V, vale ||u|| ¥ 0 e ||u|| � 0 ô u � 0.

(2) Dados λ P K e u P V, vale ||λ � u|| � |λ| � ||u||.
(3) Dados u,v P V, vale ||u� v|| ¤ ||u|| � ||v|| (desigualdade triangular).

Definição 11 (Isomorfismo de Espaços Vetoriais). Dados os espaços vetoriais V e W
sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicação f : V Ñ W é um isomorfismo, se as
condições a seguir forem satisfeitas:

(1) f é uma bijeção.
1 Um espaço vetorial tem dimensão finita quando possui uma base dada por um conjunto com cardinali-

nade finita. A cardinalidade desse conjunto, que é invariante com a mudança de base, é definida como
a dimensão do espaço.
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(2) Dados u,v P V, vale fpu� vq � fpuq � fpvq.
(3) Dados λ P K e u P V, vale fpλ � uq � λ � fpuq.

Nas condições da Definição 11, quando tal aplicação f existe, dizemos que V e
W são isomorfos.

Um exemplo de espaço vetorial bastante usado nesse trabalho é o conjunto das
matrizes m� n reais que designamos por Mm�npRq. Uma vez que os conjuntos Mm�npRq
e Rm�n são isomorfos, representamos, por uma questão de simplicidade, o conjunto das
matrizes m� n reais por Rm�n.

Exemplos importantes de matrizes: Seja A P Rn�n,

(1) dizemos que A é simétrica quando At � A, em que At é a transposta da
matriz A;

(2) dizemos que A é anti-simétrica quando At � �A;

(3) dizemos que A é ortogonal quando AtA � AAt � In, em que In P Rn�n é a
matriz identidade de ordem n;

(4) dizemos que A é definida positiva quando dado 0 � x P Rn, temos xtAx ¡ 0.

O conceito de autovalor e autovetor de uma matriz é apresentado na Definição
12. Os autovalores e autovetores de uma matriz podem ser úteis na análise geométrica das
propriedades de determinados objetos.

Definição 12. Seja A P Rn�n, dizemos que λ P C é um autovalor de A associado ao
aotovetor v P Cn de A se Av � λv.

Um importante exemplo de norma matricial (mediante Definição 10) é a norma
de Frobenius que definimos a seguir.

Definição 13 (Norma de Frobenius). A norma de Frobenius de uma matriz A P Rm�n é
dada por

||A|| � ||A||F �
gffe m̧

i�1

ņ

j�1
|aij|2.

1.3 Módulos
Nesta seção, apresentamos os conceitos de módulo, submódulo, Z-módulo

finitamente gerado, independência linear sobre Z e Z-base.

Definição 14 (Módulo). Seja A um anel comutativo e G um grupo abeliano munido de
uma aplicação φ : A� G Ñ G, definida como φpa, gq � ag. Dizemos que G é um A-módulo
se
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(1) φpa, g � hq � φpa, gq � φpa, hq, para todo a P A e para todo g, h P G.

(2) φpa� b, gq � φpa, gq � φpb, gq, para todo a, b P A e para todo g P G.

(3) φpab, gq � apφpb, gqq, para todo a, b P A e para todo g P G.

(4) φp1, gq � g, para todo g P G.

Definição 15 (Submódulo). Um subgrupo H do A-módulo G é chamado A-submódulo de
G se para todo a P A e h P H temos ah P H.

A noção de A-módulo é uma generalização de K-espaço vetorial, em que K é
um corpo.

Um Z-módulo nada mais é que um grupo abeliano G (escrito aditivamente), e
consequentemente, dado um grupo abeliano G (escrito aditivamente) podemos transformá-lo
em um Z-módulo, definindo 0g � 0, 1g � g (g P G) em que indutivamente pz�1qg � zg�g
(z P Z, z ¡ 0) e p�zqg � �zg (z P Z, z ¡ 0).

Definição 16 (Z-módulo Finitamente Gerado). Um grupo abeliano G é finitamente
gerado como Z-módulo, se existem gi P G (i � 1, 2, ..., n) tal que todo g P G é escrito como

g �
ņ

i�1
zigi (zi P Z). Os elementos gi (i � 1, 2, ..., n) são denominados geradores de G e o

conjunto tgiuni�1 gera G.

Definição 17 (Independência Linear sobre Z). Dizemos que os elementos gi (i � 1, 2, ..., n)

em um grupo abeliano G são linearmente independentes (LI) se qualquer equação
ņ

i�1
zigi � 0

(zi P Z) implica zi � 0, para todo i � 1, 2, ..., n.

Definição 18 (Z-base). Um conjunto tgiuni�1 de geradores de um grupo abeliano G cujos
elementos gi (i � 1, 2, ..., n) são linearmente independentes (sobre Z) é chamado uma base
(ou Z-base para ênfase) de G.

Se gi P G (i � 1, 2, ..., n) formam uma Z-base para G, então todo g P G tem

uma única representação g �
ņ

i�1
zigi (zi P Z). Um Z-módulo com uma base de n elementos

é denominado Z-módulo livre de posto n.

1.4 Rotações por Complexos e por Quatérnios
Sabemos da álgebra linear que rotações no Rn são efetuadas a partir de produtos

de uma matriz ortogonal por vetores (matrizes-coluna do Rn). No caso em que n � 2 e
n � 3 podemos, alternativamente, efetuar essas rotações via álgebra dos complexos C e via
álgebra dos quatérnios H, respectivamente. Esse procedimento será descrito nessa seção.
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Definição 19 (K-álgebra). Uma álgebra sobre um corpo K (ou uma K-álgebra) é um
espaço vetorial A sobre K munido de um produto bilinear, isto é,

A� AÑ A

pa,bq Ñ a � b
em que,

(1) a operação � é distributiva à esquerda sobre �, isto é, a � pb�cq � a �b�a �c;

(2) a operação � é distributiva à direita sobre �, isto é, pa�bq � c � a � c�b � c;

(3) dados λ P K e a,b P A, segue-se que pλ � aq � b � a � pλ � bq � λ � pa � bq
(compatibilidade da multiplicação por escalar com relação à multiplicação de vetores).

Por simplicidade, denotamos o produto sem o uso do símbolo �, ou seja, apenas
justapondo os termos. Uma K-álgebra é chamada associativa (respectivamente comuta-
tiva, respectivamente com unidade) se a lei do produto é associativa (respectivamente,
comutativa, respectivamente, tem um elemento unidade 1A, tal que 1Aa � a1A para todo
a P A.)

O anel de polinômios Krxs é uma K-álgebra comutativa, associativa e com
unidade.

Definição 20 (Álgebra de Divisão). Uma K-álgebra A é dita de divisão se A é um anel
de divisão (isto é, todo elemento não nulo de A é invertível).

Definição 21 (Álgebra Normada). Uma K-álgebra A é dita normada se o K-espaço
vetorial A é munido de uma norma || � || que satisfaz ||ab|| � ||a|| ||b||, para todo a,b P A.

O conjunto dos números complexos C é uma R-álgebra de divisão que é
associativa, comutativa, com unidade e normada.

Relembramos a seguir alguns conceitos relativos ao números complexos.

Sejam z � a � bi e w � c � di dois números complexos arbitrários. A adição
e multiplicação em C são dadas, respectivamente, por z � w � pa � cq � pb � dqi e
zw � pac� bdq � pad� bcqi. O conjugado do complexo z � a� bi é dado por z � a� bi.

Geometricamente representamos um número complexo z � a� bi pelo vetor
pa, bq P R2; visto que a aplicação f : CÑ R2 dada por fpa�biq � pa, bq é um homomorfismo
bijetor de anéis (mediante Definição 6), em que a adição em R2 é usual e a multiplicação
é dada por pa, bqpc, dq � pac� bd, ad� bcq.

Para cada z � a � bi � 0, define-se θ como argumento de z, que é o ângulo
orientado no sentido anti-horário determinado pelo semi-eixo positivo das abcissas e o
vetor ÝÑOz, 0 ¤ θ   2π. A norma de z que é o comprimento do segmento Oz é definida por
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Npzq � |z| �
?
a2 � b2. Se Npzq � 1, dizemos que z é um complexo unitário. Observamos

que o ângulo θ é tal que cospθq � a{Npzq, senpθq � b{Npzq, θ � arctanpb{aq se a � 0
e desta forma z pode ser reescrito como z � Npzqrcospθq � isenpθqs � Npzqeiθ que é a
chamada forma polar de z. Observamos que um número complexo z � 0 fica completamente
determinado pela sua norma e argumento.

Sejam z, w P C. As propriedades, a seguir, são válidas:

(1) Npzwq � NpzqNpwq;
(2) z � w � z � w;

(3) zw � z w;

(4) rNpzqs2 � zz.

O resultado, a seguir, estabelece como efetuar rotações em R2 via complexos.

Teorema 2 ([12]). Seja u um número complexo unitário de argumento θ, ou seja, u �
cospθq � isenpθq; 0 ¤ θ   2π. Então a aplicação f : CÑ C dada por fpzq � uz estabelece
uma rotação anti-horária de ângulo θ do vetor ÝÑOz.

Figura 1 – Rotação via Complexos

z

f(z)

O

θ

Apresentamos, agora, alguns conceitos relativos aos quatérnios cujo con-
junto designamos por H. Os quatérnios, conforme vemos em [12] e [24], foram descobertos
por William Rowan Hamilton em outubro de 1843. Eles compõem uma R-álgebra de
divisão que é associativa, com unidade e normada.

O conjunto de quatérnions (quatérnios de Hamilton), com as duas operações
de adição e multiplicação, formam um anel de divisão não comutativo. Essa denominação
enfatiza que o produto de quatérnios, em geral, não é comutativo, e também que o inverso
multiplicativo existe, como de costume, para cada elemento diferente de zero no conjunto.

Em resumo: O conjunto de quatérnios sob as operações de adição e multiplicação
satisfaz todos os axiomas de um corpo, exceto para a lei comutativa da multiplicação.

Um quatérnio é um número da forma q � q0�q1i�q2j�q3k em que q0, q1, q2, q3

são números reais e i, j, k são unidades simbólicas satisfazendo os produtos registrados na
Tabela 1.
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� 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k -j
j j -k -1 i
k k j -i -1

Tabela 1 – Produto das unidades simbólicas em H

O conjunto dos quatérnios de Hamilton é definido por:

H � tq � q0 � q1i� q2j � q3k : q0, q1, q2, q3 P R; i2 � j2 � k2 � ijk � �1u

Existe uma correspondência biunívica entre H e R4 que associa cada quatérnio
q � q0 � q1i� q2j � q3k P H ao vetor pq0, q1, q2, q3q P R4. Isso decorre do fato de H ser um
espaço vetorial sobre R de dimensão 4 com base t1, i, j, ku.

Dado q � q0 � q1i � q2j � q3k, denotamos q0 a parte escalar de q e a parte
vetorial de q será definida como q � q1i� q2j � q3k, assim temos q � q0 � q.

Um quatérnio q imaginário puro é aquele em que q0 � 0. O conjunto dos
quatérnios imaginários puros será designado por =pHq. A aplicação f : =pHq Ñ R3 dada
por fpq1i � q2j � q3kq � pq1, q2, q3q é um isomorfismo de espaços vetoriais (mediante
Definição 11), logo, do ponto de vista da Álgebra Linear, =pHq e R3 são isomorfos, isto
é, =pHq � R3. Assim, dado um quatérnio q � q0 � q, segue que sua parte vetorial
q � q1i � q2j � q3k P =pHq é identificada com o vetor pq1, q2, q3q P R3, onde escrevemos
i � i � p1, 0, 0q, j � j � p0, 1, 0q e k � k � p0, 0, 1q.

A soma de dois quatérnios p � p0 � p1i� p2j � p3k � p0 � p e q � q0 � q1i�
q2j � q3k � q0 � q é dada por

p� q � pp0 � q0q � pp1 � q1qi� pp2 � q2qj � pp3 � q3qk
e seu produto é dado por

pq � pp0q0�p1q1�p2q2�p3q3q�pp0q1�p1q0�p2q3�p3q2qi�pp0q2�p1q3�p2q0�p3q1qj�pp0q3

�p1q2 � p2q1 � p3q0qk,
ou na forma compacta

pq � p0q0 � p � q � p0q � q0p� p� q, (1.1)

em que p � q e p� q representam o produto escalar e o produto vetorial de p e q em R3,

respectivamente.

O conjugado e a norma de um quatérnio q � q0 � q1i � q2j � q3k � q0 � q
são dados, respectivamente, por q � q0 � q1i � q2j � q3k � q0 � q e Npqq � |q| �a
q2

0 � q2
1 � q2

2 � q2
3 �

a
q2

0 � |q|2.
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Sejam p, q P H. As propriedades a seguir são válidas:

(1) Nppqq � NppqNpqq;
(2) p� q � p� q;

(3) pq � q p;

(4) rNpqqs2 � qq.

Se Npqq � 1, dizemos que q é um quatérnio unitário. Observamos ainda que se
q � 0, então q�1 � q{Npqq2.

Dado o quatérnio q � q0 � q � 0 com norma Npqq, vamos associar a este
o ângulo θ tal que cospθq � q0{Npqq e senpθq � |q|{Npqq. Observamos que θ está bem
definido pois �1 ¤ cospθq ¤ 1, 0 ¤ senpθq ¤ 1, cos2pθq � sen2pθq � 1 e existe um único θ,
0 ¤ θ ¤ π que satisfaz estas condições. Admitindo q � 0 (0   θ   π), podemos reescrever
q como q � q0 � pq{|q|q|q| e escrevendo q̂ � q{|q| que é um imaginário puro unitário
temos: q � Npqq cospθq �Npqqsenpθqq̂, ou ainda:

q � Npqqrcospθq � q̂ senpθqs

que é a forma polar de q.

Finalizamos esta seção exibindo o resultado a seguir, que estabelece como
efetuar rotações em R3 via quatérnios.

Teorema 3 ([18]). Seja p � cospθq � p̂ senpθq; 0   θ   π, um quatérnio unitário, em que
p̂ é um imaginário puro unitário. A função f : HÑ H dada por fpqq � pqp�1 é tal que

(1) a restrição f |=pHq : =pHq Ñ =pHq está bem definida;

(2) quando consideramos =pHq � R3, f representa uma rotação de ângulo 2θ
em torno de p̂.

Figura 2 – Rotação via Quatérnios (mediante [24] )

f(q)

2θ

p q

O
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Observamos que nos termos da proposição anterior e a partir da Eq. (1.1)
temos:

fpqq � pqp�1 � pqp � pp0 � pqp0� qqpp0 � pq � rpp0 � pqp0� qqspp0 � pq
� r�p � q � pp0q � p� qqspp0 � pq
� pp � qqp� p2

0q � 2p0pp� qq � pp� qq � p (1.2)

� pp2
0 � |p|2qq � 2pp � qqp� 2p0pp� qq (1.3)

� p2p2
0 � 1qq � 2pp � qqp� 2p0pp� qq, (1.4)

em que usamos pp� qq � p � 0 em (1.2) e para encontrarmos (1.3) usamos a identidade
vetorial de Lagrange2. O cálculo de fppq pode ser feito a partir de (1.3) ou (1.4).

1.5 Equações Diofantinas do Segundo Grau
Nesta seção, apresentamos uma pequena discussão referente às equações dio-

fantinas

x2 � ly2 � k, (1.5)

em que l é um número natural que não é um quadrado perfeito e k um inteiro não nulo
qualquer.

Se x � u e y � v são inteiros que satisfazem à Eq. (1.5) dizemos, por simplici-
dade, que u� v

?
l é uma solução desta. Duas soluções u� v

?
l e u1 � v1

?
l são iguais se

u � u1 e v � v1. A primeira solução é maior que a segunda se u� v
?
l ¡ u1 � v1

?
l.

A equação

x2 � ly2 � 1, (1.6)

é chamada equação de Pell, embora segundo [30] seja injustificada tal nomenclatura uma
vez que Pell não fez nenhuma contribuição independente à teoria desta equação.

Teorema 4 ([30]). Se l é um número natural que não é um quadrado perfeito, então existe
pelo menos um par de números naturais x0 e y0 que satisfazem à Eq. (1.6).

Dentre todas as soluções x � y
?
l da Eq. (1.6) existe uma solução mínima

x1� y1
?
l, em que x1 e y1 têm os seus valores mínimos (positivos). Essa solução é chamada

solução fundamental.

Teorema 5 ([30]). Se l é um número natural que não é um quadrado perfeito, então a
Eq. (1.6) tem infinitas soluções x� y

?
l. Todas as soluções com x e y positivos são obtidas

pela fórmula

xn � yn
?
l � px1 � y1

?
lqn,

2 A identidade vetorial de Lagrange nos diz que dados a,b, c P R3 vale que a�pb�cq � pa �cqb�pa �bqc.
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em que x1 � y1
?
l é a solução fundamental, n é um número natural qualquer e

xn � xn1 �
¸
k�1

�
n

2k

�
xn�2k

1 y2k
1 l

k,

yn �
¸
k�1

�
n

2k � 1

�
xn�2k�1

1 y2k�1
1 lk�1.

Quando l é dado, a solução fundamental da Eq. (1.6) pode ser encontrada por
inspeção. Na expressão

1� ly2 (1.7)

atribuímos y � 1, 2, 3, 4..., até que esta se torne um quadrado perfeito.

Consideremos agora a Eq. (1.5). Suponhamos que ela seja solúvel e que u� v
?
l

seja uma de suas soluções. Se x � y
?
l é uma solução qualquer da Eq. (1.6), então

pu� v
?
lqpx� y

?
lq � ux� vyl � puy � vxq

?
l é também solução da Eq. (1.5) que é dita

solução associada à u� v
?
l.

O conjunto de todas as soluções associadas entre si forma uma classe de soluções
da Eq. (1.5). Segue do Teorema 5 que toda classe tem uma infinidade de soluções.

Podemos ver em [30] que a condição necessária e suficiente para que duas
soluções u � v

?
l e u1 � v1

?
l da Eq. (1.5) pertençam à mesma classe é que os números

uu1 � vv1l

k
e u

1v � uv1

k
sejam inteiros.

Observamos que se K é uma classe de soluções ui � vi
?
l, i � 1, 2, 3, ..., da

Eq. (1.5) então ui � vi
?
l, i � 1, 2, 3, ..., também constitui uma classe de soluções desta

equação que será chamada classe conjugada de K e denotada por K. Dizemos ainda que
K é ambígua quando K � K.

Dentre todas as soluções u� v
?
l de uma classe K vamos escolher a solução

u1 � v1
?
l em que v1 seja o menor valor não negativo de v que ocorre em K. Se K não

é ambígua, então segundo [30], o número u1 é univocamente determinado pois a solução
�u1 � v1

?
l pertence à classe conjugada K. Se K é ambígua obtemos um u1 univocamente

determinado ao tomarmos u1 ¥ 0. A solução u1 � v1
?
l encontrada deste modo é dita

solução fundamental da classe K.

Teorema 6 ([30]). Se u1 � v1
?
l é a solução fundamental da classe K da Eq. (1.5) e

x1 � y1
?
l é a solução fundamental da Eq. (1.6), temos as desigualdades:

0 ¤ v1 ¤ y1a
2px1 � 1q

?
n, (1.8)

0   |u1| ¤
c

1
2px1 � 1qn, (1.9)
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desde que k � n onde n ¡ 0 ou as desigualdades:

0   v1 ¤ y1a
2px1 � 1q

?
n, (1.10)

0 ¤ |u1| ¤
c

1
2px1 � 1qn, (1.11)

desde que k � �n onde n ¡ 0.

Observação 1. Segundo [30] a Eq. (1.5) tem um número finito de classes de soluções
e as soluções fundamentais de todas as classes podem ser encontradas após um número
finito de tentativas por meio das desigualdades (1.8) e (1.9) ou das desigualdades (1.10) e
(1.11). A equação não terá solução alguma quando não tem solução que satisfaça essas
desigualdades.

Exemplo 1. Considere as equações

x2 � 3y2 � �2.

Fazendo l � 3 em (1.7) vemos que a solução fundamental da equação

x2 � 3y2 � 1

é 2 �
?

3. Substituindo x1 � 2 e y1 � 1 na desigualdade (1.8) temos 0 ¤ v1 ¤ 1?
3
.

Como não existe solução de x2 � 3y2 � 2 em que y � v1 � 0, segue que esta equação
é insolúvel. Por outro lado, as desigualdades (1.10) e (1.11) resultam em 0   v1 ¤ 1 e
0   |u1| ¤ 1, portanto 1 �

?
3 é a solução fundamental da única classe de soluções da

equação x2 � 3y2 � �2.

Exemplo 2. Considere as equações

x2 � 15y2 � �2.

Fazendo l � 15 em (1.7) vemos que a solução fundamental da equação

x2 � 15y2 � 1

é 4 �
?

15. Substituindo x1 � 4 e y1 � 1 na desigualdade (1.8) temos 0 ¤ v1 ¤ 1?
5
.

Como não existe solução de x2 � 15y2 � 2 em que y � v1 � 0, segue que esta equação
é insolúvel. Por outro lado a desigualdade (1.10) resulta em 0   v1 ¤ 1?

3
e como não

existe v1 inteiro que satisfaça a última desigualdade, segue que a equação x2 � 15y2 � �2
também é insolúvel.
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1.6 Funções de Várias Variáveis Reais
Nesta seção, apresentamos conceitos básicos da topologia no espaço euclidiano,

bem como o conceito de continuidade. Finalizamos com alguns resultados importantes
referentes às funções contínuas.

Definição 22 (Bola Aberta). Uma bola aberta de centro num ponto a P Rn e raio ε ¡ 0 é
o conjunto Bnpa; εq � tx P Rn : ||x � a||   εu.

Definição 23 (Ponto de Acumulação). Seja X � Rn. Um ponto a P Rn é dito ponto de
acumulação do conjunto X se para todo ε ¡ 0, existir x P X tal que 0   ||x � a||   ε.

Definição 24 (Ponto Isolado e Conjunto Discreto). Se a P X � Rn não é ponto de
acumulação de X, então será um ponto isolado de X. Isso ocorrerá se existir um ε ¡ 0
tal que Bnpa; εq X X � tau. Quando todo ponto a P X é isolado, dizemos que X é um
conjunto discreto.

Teorema 7 ( [27]). Dados X � Rn e a P Rn, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) a é ponto de acumulação de X;

(2) Existe uma sequência de pontos xk P X, com lim xk � a e xk � a para todo k P N;

(3) Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Definição 25 (Função Contínua). Seja X � Rm e f : X Ñ Rn. Dizemos que f é contínua
no ponto a P X quando para toda bola aberta B1 de centro fpaq em Rn existe uma bola
aberta B de centro a em Rm tal que fpB XXq � B1. Se f é contínua em todos os pontos
do conjunto X, dizemos que f é contínua.

Teorema 8 ( [27]). A composta de aplicações contínuas é contínua.

Seja a um ponto isolado de X � Rm, conforme podemos ver em [27], toda
aplicação f : X Ñ Rn é contínua em a. Por outro lado, se a é um ponto de acumulação
de X � Rn, segue que f é contínua no ponto a se, e somente se, lim

xÑa
fpxq � fpaq.

Teorema 9 ( [27]). Sejam f e g aplicações tais que a composta f � g está bem definida.
Se lim

xÑa
fpxq � b e g é contínua em b, então lim

xÑa
gpfpxqq � gpbq.
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2 Reticulados e Aplicações em Problemas na
Área de Comunicação

Apresentamos aqui modelos de sistemas de transmissão em canais de ruído
branco gaussiano e em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e suas relações com o
uso de reticulados densos e reticulados rotacionados que possuem maior distância produto
mínima possível. Em seguida, apresentamos um resumo da teoria de reticulados: definimos
reticulados e seus principais parâmetros, bem como reticulados importantes em diversas
aplicações. As referências utilizadas foram: [9], [11], [13], [26] e [32].

2.1 Canais com Ruído Branco Gaussiano
Conforme pode ser visto em [11] um sistema típico para transmissão de dados

é mostrado na Figura 3. As mensagens são produzidas por uma fonte de informação (um
computador, por exemplo) e o codificador da fonte converte as mensagens em formato
digital. Essas mensagens, por sua vez, devem ser transmitidas ao destino por meio de um
canal de transmissão de dados. Por conta do ruído presente no canal, o que é recebido (ou
recuperado) pode ser diferente do que foi transmitido.

Figura 3 – Diagrama de blocos de transmissão de dados ou sistema de armazenamento
conforme Subseção 1.1 do Capítulo 3 de [11]

FONTE DE
INFORMAÇÃO

MENSAGEM CODIFICADOR
DA FONTE

CODIFICADOR
DE CANAL

DESTINO
DECODIFICADOR

DA FONTE
DECODIFICADOR

DE CANAL

CANALRUÍDO

Para que as mensagens sejam transmitidas de forma confiável, eficiente e com
baixo custo, procura-se para o sistema de comunicação descrito na Figura 3 um conjunto
de sinais especiais denominado código que permite a identificação dos sinais mesmo com a
presença de ruído. O codificador de canal substitui a saída do codificador da fonte por um
dos sinais do código que é então transmitido pelo canal (ou armazenado no dispositivo de
gravação). O decodificador de canal reverte este processo tomando o sinal recebido (ou
recuperado) e fazendo uma estimativa (esperançosamente correta) do sinal de código; o
decodificador da fonte então converte essa informação de volta para a mensagem original.
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Um modelo idealizado para o canal da Figura 3 é o de ruído branco gaussiano.
O ruído branco é um sinal discreto cujas amostras são dadas por uma sequência de variáveis
aleatórias independentes com média zero e variância finita. Em particular, se cada amostra
tem uma distribuição normal com média zero, o sinal, conforme podemos ver em [10], é
chamado ruído branco gaussiano.

Na transmissão de um vetor x pertencente a um conjunto discreto de pontos
S � Rn sobre um canal de ruído gaussiano aditivo, o sinal recebido y tem a forma

y � x � n

onde n é um vetor aleatório cujas componentes são variáveis aleatórias gaussianas in-
dependentes com média 0 e variância σ2. Conforme podemos ver em [13], o problema
de codificação do canal gaussiano consiste em descobrir (decodificar) x a partir de y,
apesar da presença do ruído n. A fim de que não seja desperdiçada muita potência na
transmissão de x, todos os pontos de S deverão estar dentro de uma esfera de raio

?
nP ,

onde P define uma restrição de potência média. Suponhamos que S seja um subconjunto
de um reticulado Λ e que todos os pontos x são igualmente prováveis de serem enviados.
Denotando por PepSq a probabilidade de erro de se decodificar um ponto x̂ � x quando x
é enviado temos, segundo [13], que

PepSq ¤ κe�∆2{n|S|�2{n

2

onde κ é o kissing number1 de Λ e ∆ � ∆pΛq é a densidade de empacotamento de Λ.
Portanto, para um número fixo de pontos, o objetivo de minimizar a probabilidade de erro
pode ser alcançado maximizando a densidade de empacotamento do reticulado subjacente.

2.2 Canais com Desvanecimento do tipo Rayleigh
Em comunicações sem fio (wireless communications) o desvanecimento (fading)

conforme pode ser visto em [39] é o desvio da atenuação que um sinal de telecomunicação
de frequência modulada pelo portador experimenta sob certos meios de propagação. O
desvanecimento pode variar de acordo com o tempo, posição geográfica ou frequência de
rádio, e é frequentemente definido como um processo estocástico. O desenvolvimento acele-
rado no uso de comunicação “wireless” levaram os teóricos da comunicação a trabalharem
em canais com desvanecimento.

Novos métodos de projetos de códigos foram desenvolvidos para melhorar o
baixo desempenho dos sistemas de transmissão sem fio. Tais códigos são construídos como
conjunto de sinais de reticulados n-dimensionais (ou constelações) com determinadas
1 O kissing number de um reticulado é o número de bolas do empacotamento que tocam uma bola fixa,

que coincide com o número de vetores do reticulado que têm norma mínima não nula.
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propriedades geométricas. A maior parte do ganho de codificação é obtido pela introdução
da diversidade de modulação (ou diversidade de espaço de sinais) no conjunto de sinais,
que resulta em eficiência na largura de banda. Foi percebido que uma diversidade de alta
modulação pode ser obtida a partir de uma rotação particular a uma constelação de sinal
de forma que dois pontos distintos dessa constelação obtivessem distância de Hamming2

máxima.

Em geral, canais com desvanecimento do tipo Rayleigh são canais cujos modelos
assumem que a magnitude de um sinal que passou através de um meio poderá variar
aleatoriamente ou mesmo desaparecer. Consideramos os canais de desvanecimento plano
de Rayleigh independente e admitimos que a informação do estado do canal é perfeita e
está disponível no receptor, além do fato de que nenhuma interferência entre símbolos está
presente.

A partir de constelações de sinais n-dimensionais S esculpidas no conjunto de
pontos do reticulado Λ � tx P Rn : x �Muu, em que u é um vetor de coordenadas inteiras
e M é a matriz geradora do reticulado, obtemos, conforme o modelo do sistema descrito na
Figura 4, o ponto decodificado x̂ e o vetor de componentes inteiras correspondente û, no
qual os bits decodificados podem ser extraídos. Neste caso, r � α � x � n, onde α em Rn

é tal que αi são variáveis aleatórias Rayleigh reais independentes com segundo momento
unitário (i.e. Erα2

i s � 1), n é tal que ni são variáveis aleatórias Gaussianas com média
zero e variância N0{2 e r são as amostras de sinal recebidas. A operação � representa o
produto componente a componente, ou seja, pα � xqi � αixi.

Figura 4 – Modelo do sistema conforme Subseção 2.2 de [32]
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Conforme podemos ver em [8] e em [9] a estimativa da probabilidade de erro
da palavra-código PepSq do sistema de transmissão descrito é dada por
2 Sejam x � px1, x2, ..., xnq e y � py1, y2, ..., ynq, definimos a distância de Hamming entre x e y como

dhpx,yq � |ti;xi � yiu| onde |C| representa a cardinalidade do conjunto C.
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PepSq ¤ PepΛq ¤
¸
y�x

P px Ñ yq

em que

P px Ñ yq ¤ 1
2
¹
xi�yi

4N0

pxi � yiq2 �
1
2

p4N0ql
d
plq
p px,yq2

em que P px Ñ yq é a probabilidade de erro aos pares e dplqp px,yq é a l-distância produto
de x a y, quando esses dois pontos diferem em l componentes, isto é,

dplqp px,yq �
¹
xi�yi

|xi � yi|.

Observamos que para uma dada constelação, o “pior caso” irá ocorrer quando
a l-distância produto for mínima, pois temos um aumento na probabilidade de erro.

Com o objetivo de reduzir a estimativa da probabilidade de erro da palavra-
código PepSq do sistema de transmissão, em nosso trabalho investigamos reticulados
rotacionados em que a distância produto mínima seja a maior possível. Naturalmente,
decorre da seção anterior que dentre tais reticulados, os que são mais densos podem ser
utilizados também nos canais de transmissão do tipo gaussiano.

2.3 Reticulados
Um reticulado em Rn é um conjunto de vetores que é composto por todas as

combinações lineares inteiras de vetores linearmente independentes (LI) fixados. Neste
trabalho, adotamos a forma coluna para um vetor em Rn.

Definição 26 (Reticulado). Sejam b1,b2, ...,bm vetores LI em Rn. Um reticulado Λ � Rn

com base tb1,b2, ...,bmu é definido por

Λ �
#

m̧

i�1
uibi : ui P Z

+
.

O inteiro m é dito posto de Λ; se m=n dizemos que Λ tem posto completo.

Definição 27 (Matriz Geradora). Uma matriz geradora para um reticulado Λ é uma
matriz n � m formada pelas colunas dos vetores que formam uma base deste, isto é,
B � rb1 b2 ... bms.
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Um vetor x P Rn está em Λ se, e somente se, suas coordenadas xi, i � 1, 2, ..., n,
são escritas como segue:�

��
x1

...

xn

�
�� � rb1 b2 ... bms

�
��

u1

...

um

�
�� , u1, ..., um P Z,

assim podemos escrever Λ � tx � Bu P Rn : u P Znu.

Definição 28 (Reticulado Ortogonal). Um reticulado Λ � Rn é dito ortogonal se Λ possui
uma base de vetores ortogonais.

Exemplo 3. O reticulado hipercúbico Zn é definido como Zn � tpx1, x2, ..., xnq : xi P
Z, i � 1, 2, ..., nu. Uma base para Zn é a base canônica do Rn, te1, ..., enu, onde ei �
p0, ..., 1, ..., 0q é o vetor com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais. Dessa forma segue
da Definição 28 que Zn é ortogonal. Particularmente, para n � 2, temos o reticulado Z2

que geometricamente representa o conjunto de pares ordenados do plano cujas coordenadas
são inteiras.

Exemplo 4. O reticulado Dn é definido como

Dn � tpx1, x2, ..., xnq P Zn :
ņ

i�1
xi é paru.

Uma base para Dn é dada por tv1, ...,vnu, em que v1 � p2, 0, 0, ..., 0q, v2 � p1, 1, 0, ..., 0q,
v3 � p1, 0, 1, 0, ..., 0q, ...,vn � p1, 0, ..., 0, 0, 1q. Particularmente, para n � 3, temos o
reticulado D3 que é conhecido como FCC, cuja sigla do inglês é Face-Centered Cubic,
devido a geometria dos vetores da base deste reticulado.

Uma matriz U � ruijs de ordem n é dita unimodular se uij P Z e detpUq � �1.
Observamos, que neste caso, U�1 � ru1ijs é tal que u1ij P Z.

Teorema 10 ([13]). Duas matrizes B e B geram o mesmo reticulado se, e somente se,
existe uma matriz unimodular U tal que B � BU.

Definição 29 (Matriz de Gram). Dada uma matriz geradora B para um reticulado Λ,
definimos sua matriz de Gram por G � BtB.

A matriz de Gram G é simétrica definida positiva, além disso, ela não é única,
uma vez que um reticulado tem infinitas matrizes geradoras (conseqência imediata do
Teorema 10). Por outro lado, se G1 e G2 são matrizes de Gram arbitrárias do reticulado
Λ, segue também do Teorema 10 que detG1 � detG2. Isso motiva a definição a seguir.

Definição 30 (Determinante e Volume de um Reticulado). Seja G uma matriz de Gram
de um reticulado Λ. O determinante de Λ é dado por detpΛq � detpGq e seu volume por
V pΛq �

a
detpΛq.
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Exemplo 5. Segue da definição anterior que detpZnq � V pZnq � 1, detpDnq � 4 e que
V pDnq � 2.

Definição 31 (Norma Mínima de um Reticulado). A norma mínima corresponde ao
mínimo entre todas as normas euclidianas dos vetores não-nulos do reticulado Λ, isto é,
µ � min

0�xPΛ
||x||, em que ||x|| �

a
xx,xy.

Dizemos que o conjunto de vetores tb1, ...,biu � Λ é primitivo se ele pode ser
estendido a uma base de Λ, isto é, se existe tbi�1, ...,bmu tal que tb1, ...,bi,bi�1, ...,bmu
é uma base de Λ.

Definição 32 (Base Minkowski-Reduzida). Uma base tb1, ...,bmu para um reticulado
n-dimensional Λ é dita Minkowski-reduzida se:

(1) b1 é um vetor de norma mínima em Λ.

(2) Para todo i � 1, ...,m� 1, bi�1 é um vetor de menor norma em Λ tal que
tb1, ...,bi,bi�1u é primitivo.

Observação 2. No caso específico em que Λ � R2, vemos em [36] que se tb1,b2u é uma

base de Λ tal que xb1,b1y ¤ xb2,b2y e | xb1,b2y |
xb1,b1y ¤ 1

2 , então tb1,b2u é Minkowski-reduzida

e µ � ||b1|| é a norma mínima de Λ.

O Algoritmo 1, a seguir, fornece o procedimento para o cálculo da base
Minkowski-reduzida e da norma mínima de um reticulado bidimensional. Ele foi ob-
tido a partir do que foi desenvolvido na Seção 1.2.1 de [36]. Usamos a notação rxs para
denotar o inteiro mais próximo de x.

Algoritmo 1: Cálculo da base Minkowski-reduzida de um reticulado
bidimensional
1. Entrada: base tb1,b2u;
2. Ordenar base: Se xb1,b1y ¡ xb2,b2y , então b1 Ð b2 e b2 Ð b1, caso contrário,
b1 Ð b1 e b2 Ð b2;

3. Calcular t � | xb1,b2y |
xb1,b1y ;

4. Enquanto t ¡ 1
2 faça

4.1 b2 Ð b2 �
�xb1,b2y
xb1,b1y

�
b1;

4.2. Ordenar nova base: repetir etapa 2;
4.3. Calcular novo t : repetir etapa 3;

5. Saída: Base Minkowski-reduzida tb1,b2u. Norma mínima µ �
a
xb1,b1y.
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Nas condições da Definição 31, tomemos ε � µ{2 que é o maior valor pelo
qual a translação das bolas Bnp0;µ{2q � tx P Rn : ||x||   µ{2u centradas nos pontos do
reticulado Λ são disjuntas. Desta forma µ{2 será designado o raio de empacotamento de Λ.

Definição 33 (Densidade de Empacotamento). A densidade de empacotamento de Λ é
definida como

∆pΛq � V pBnpp0;µ{2qq
V pΛq .

Conforme podemos ver em [13] temos que V pBnpp0; ρqq � ρnV pBnpp0; 1qq e
que

V pBnp1qq �

$''''&
''''%

πn{2

pn{2q! , se n par

2nπpn�1q{2ppn� 1q{2q!
n! , se n ímpar

Exemplo 6 (Reticulado Hexagonal). O reticulado Λ � R2 com base tp1, 0q, p1{2,
?

3{2qu
é chamado de reticulado hexagonal. Esse reticulado possui seis vetores de norma mínima
µ � 1, cujas extremidades são vértices de um hexágono com centro na origem. Observamos
que a densidade de empacotamento do reticulado hexagonal é dada por
∆pΛq � π{

?
12 � 0.9069. Conforme podemos ver em [13], este reticulado tem a maior

densidade de empacotamento dentre todos os reticulados de dimensão 2.

Definição 34 (Densidade de Centro). A densidade de centro de Λ é definida como

δpΛq � ∆pΛq
V pBnp0; 1qq �

pµ{2qn
V pΛq .

A densidade de centro fornece um modo de comparar reticulados da mesma
dimensão.

Exemplo 7. Segue das definições anteriores que se Λ1 � Zn e Λ2 � Dn, então as
normas mínimas destes reticulados são dadas respectivamente por µ1 � 1 e µ2 �

?
2.

Suas densidades de centro são dadas, respectivamente, por δpΛ1q � V pBnp0; 1qq{2n e
δpΛ2q � 2�n

2 �1.

A seguir, definimos reticulados equivalentes que são reticulados obtidos por
rotação, reflexão ou escalonamento do reticulado original.

Definição 35 (Reticulados Equivalentes). Dois reticulados Λ1,Λ2 � Rn são equivalentes
se existirem uma matriz ortogonal Q, um número real c � 0, matrizes geradoras B1 e B2

para Λ1 e Λ2, respectivamente, de modo que B1 � cQB2.
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Escrevemos Λ1 � Λ2 para dois reticulados equivalentes. Em particular, nas
condições da Definição 35, dizemos que Λ1 e Λ2 são congruentes desde que |c| � 1.
Observamos que reticulados congruentes possuem as mesmas matrizes de Gram.

Exemplo 8. A família de reticulados Λptq � tpk1 cosptq � k2senptq, k1senptq � k2 cosptqq :
k1, k2 P Z; 0   t   π{2u é formada por reticulados que são congruentes ao reticulado Z2.

O Teorema 11 expressa uma forma alternativa de caracterizar um reticulado
em Rn a partir das Definições 2 e 24.

Teorema 11 ([29]). Um subconjunto Λ � Rn é um reticulado se, e somente se, é um
subgrupo aditivo discreto de Rn.

Definição 36 (Sub-Reticulado). Sejam Λ e Λ1 reticulados tais que Λ1 � Λ. Dizemos que
Λ1 é um sub-reticulado de Λ.

Um subconjunto de um reticulado é um sub-reticulado, se e somente se, for
um subgrupo aditivo.

Seja Λ � Rn um reticulado de posto completo com matriz geradora B e seja
M uma matriz de ordem n com elementos inteiros. Conforme podemos ver em [13] se
detM � 0, então BM é uma matriz geradora de um sub-reticulado de posto completo Λ1

de Λ. Reciprocamente, qualquer matriz geradora de um sub-reticulado de posto completo
Λ1 de Λ pode ser escrita como BM para alguma matriz M com coeficientes inteiros.

Dos Exemplos 3 e 4 e do que foi exposto no parágrafo anterior, segue que Dn é
um sub-reticulado de Zn.
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3 Reticulados Algébricos

Apresentamos conceitos básicos da teoria algébrica dos números, destacando
os principais teoremas para construção de reticulados algébricos, a saber, o homomorfismo
canônico e o homomorfismo torcido. Exibimos a família de reticulados via corpos qua-
dráticos e determinamos suas distâncias produtos no caso em que o corpo quadrático é
totalmente real. Posteriormente, exibimos versões rotacionadas de reticulados importantes
via extensões finitas de corpos algébricos. Estamos particularmente interessados nas já
conhecidas versões rotacionadas do Z2,Z3,Z5,Z8, FCC, D5 e D8 sendo que as quatro
primeiras versões apresentam as maiores distâncias produtos conhecida na literatura,
conforme exibido em [40]. As referências utilizadas foram: [3], [22], [32], [33], [35], [37] e
[40].

3.1 Teoria Algébrica dos Números
A construção de um reticulado algébrico está relacionada ao conceito de número

algébrico e a uma extensão finita do corpo dos racionais, conceitos que serão vistos nesta
seção.

Definição 37 (Extensão de um Corpo). Sejam K e L dois corpos. Se K � L, dizemos
que L é uma extensão do corpo K e denotamos por L{K.

Se L{K é extensão de um corpo, então L também é uma K-álgebra comutativa,
associativa e com unidade (mediante Definição 19).

Observamos que R{Q e que C{Q são exemplos de extensões de corpos.

Definição 38 (Extensão Finita de um Corpo). Seja L{K uma extensão de um corpo. A
dimensão de L como espaço vetorial sobre K é chamada o grau de L sobre K e denotada
por rL : Ks. Se rL : Ks é finito, dizemos que L é uma extensão finita de K.

Observamos que R{Q e que C{Q não são extensões finitas.

Dizemos que um d P Z é livre de quadrados se d não é divisível por um quadrado
de um primo. Observamos que 5 é livre de quadrados, assim como 6 e 7, por outro lado, 8
e 9 não o são.

Seja 1 � d P Z livre de quadrados e Qp
?
dq a menor extensão de Q contendo o

elemento
?
d. Conforme podemos ver em [35] o conjunto Qp

?
dq é dado por Qp

?
dq � ta�

b
?
d : a, b P Qu, além disso, tal conjunto é uma extensão finita de Q, onde rQp

?
dq : Qs � 2.
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Daqui em diante, quando nos referirmos a Qp
?
dq, estamos admitindo que 1 � d P Z e que

d é livre de quadrados.

Definição 39 (Corpo de Números). Uma extensão finita de Q é denominada corpo de
números.

Definição 40 (Algébrico e Transcendente). Seja L{K e seja α P L. Se existir q P Krxs
tal que qpαq � 0, com q � 0, dizemos que α é algébrico sobre K, caso contrário α será
transcendente sobre K.

Conforme podemos ver em [35], se α é algébrico sobre K, então existe um único
polinômio mônico (com coeficiente do termo de maior grau 1) pα P Krxs de grau mínimo
tal que pαpαq � 0. Neste caso, pα é chamado polinômio mínimo de α sobre K.

Observamos que Qp
?
dq é um corpo de números, α �

?
d é algébrico sobre Q e

x2 � d é o polinômio mínimo de α �
?
d sobre Q.

Um corpo quadrático é um corpo de números K de grau 2 sobre Q. Do que foi
exposto, segue que Qp

?
dq é um corpo quadrático. Ademais, pode-se provar que (mediante

[35]) todo corpo quadrático é precisamente da forma Qp
?
dq.

Definição 41 (Extensão Algébrica e Número algébrico). Se todos os elementos de K são
algébricos sobre Q, dizemos que K é uma extensão algébrica de Q. Os elementos algébricos
sobre Q serão denominados números algébricos.

Observamos que qualquer α � a� b
?
d com a, b P Q é uma raiz do polinômio

pαpxq � x2 � 2ax� a2 � b2d com coeficientes racionais. Dessa forma, segue que Qp
?
dq é

uma extensão algébrica sobre Q.

Teorema 12 ([35]). Se K é um corpo de números, então K � Qpθq para algum número
algébrico θ P K.

O número θ nas condições do Teorema 12 será chamado de elemento primitivo.

Definição 42 (Inteiro Algébrico). Seja K um corpo de números. Dizemos que α P K é
um inteiro algébrico, se é uma raiz de um polinômio mônico com coeficientes em Z.

Observamos que
?
d é um elemento primitivo e um inteiro algébrico de Qp

?
dq.

Teorema 13 ([35]). Os inteiros algébricos formam um subanel de K.

O Teorema 13 motiva a definição a seguir.

Definição 43 (Anel de Inteiros). O conjunto de inteiros algébricos de um corpo de números
K é denominado anel de inteiros de K e denotado por OK.
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Teorema 14 ([35]). O anel de inteiros de Qp
?
dq é dado por:

(i) OK � Zr
?
ds, se d � 1 (mod 4)

(ii) OK � Z
�

1�?
d

2

�
, se d � 1 (mod 4)

Teorema 15 ([35]). Se K é um corpo de números, então K � Qpθq para algum inteiro
algébrico θ P OK.

Do que foi exposto concluímos que sempre podemos encontrar um elemento
primitivo que é um inteiro algébrico. Consequentemente, o polinômio mínimo pθpxq tem
coeficientes em Z.

O anel de inteiros OK é de fundamental importância para construção de
reticulados algébricos. Dessa forma, vamos caracterizá-lo de maneira mais precisa, isto é,
como um Z-módulo (mediante Seção 1.3 ).

Teorema 16 ([35]). Seja K um corpo de números de grau n. O anel de inteiros OK forma
um Z-módulo livre de posto n.

Definição 44 (Base Integral). Seja tωiuni�1 uma base do Z-módulo OK. Dizemos que
tωiuni�1 é uma base integral de K.

Exemplo 9. Observamos do Teorema 14 e da Definição 44 que os conjuntos t1,
?
du e"

1, 1�?
d

2

*
são bases integrais do corpo de números K � Qp

?
dq quando d � 1 (mod 4)

e d � 1 (mod 4), respectivamente.

Definição 45 (Q�homomorfismo). Sejam K{Q e L{Q duas extensões de corpos. Cha-
mamos ϕ : KÑ L um Q�homomorfismo se ϕ é um homomorfismo de anéis que satisfaz
ϕpaq � a para todo a P Q, isto é, ϕ fixa Q.

Vemos na Definição 46 como um corpo de números K pode ser representado a
partir de uma imersão em C.

Definição 46 (Mergulho). Um Q�homomorfismo injetor é chamado um mergulho de K
em C.

Os próximos resultados são de fundamental importância para a construção de
reticulados algébricos.

Teorema 17 ([35]). Seja K � Qpθq um corpo de números de grau n sobre Q. Existem
exatamente n mergulhos de K em C : σi : KÑ C, i � 1, ..., n definidos por σipθq � θi, em
que θi são os zeros distintos em C do polinômio mínimo de θ sobre Q.
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Definição 47 (Conjugado, Norma e Traço). Seja x P K. Os elementos σipxq (i � 1, ..., n)
são chamados os conjugados de x e

Npxq �
n¹
i�1

σipxq, T rpxq �
ņ

i�1
σipxq

são chamados, respectivamente, a norma e o traço de x.

Teorema 18 ([35]). Para qualquer x P K, temos Npxq, T rpxq P Q. Se x P OK, temos
Npxq, T rpxq P Z.

Exemplo 10. Seja x P Qp
?
dq, ou seja, x � a � b

?
d (a, b P Q). Como já exposto

anteriormente, o polinômio mínimo de θ �
?
d é x2�d, logo pelo Teorema 17 os mergulhos

são σ1p
?
dq �

?
d e σ2p

?
dq � �

?
d. Da Definição 47, temos: Npxq � σ1pxqσ2pxq �

pa� b
?
dqpa� b

?
dq � a2 � b2d e Trpxq � σ1pxq � σ2pxq � pa� b

?
dq � pa� b

?
dq � 2a.

Definição 48 (Discriminante). Seja tωiuni�1 uma base integral de K. O discriminante de
K é definido como dK � detrσipωjqni,j�1s2.

Pode ser mostrado (mediante [33]) que o discriminante independe da escolha
da base.

Teorema 19 ([35]). O discriminante dK de um corpo de números pertence a Z.

Para fixar as ideias, exibimos a prova do próximo teorema.

Teorema 20 ([35]). (a) Se d � 1 (mod 4), então Qp
?
dq tem discriminante 4d. (b) Se

d � 1 (mod 4), então Qp
?
dq tem discriminante d.

Demonstração. Da Definição 48 e pelo Exemplo 9, temos:

(a)

dK �
�

det
�
σ1p1q σ1p

?
dq

σ2p1q σ2p
?
dq

��2

�
�

det
�

1
?
d

1 �
?
d

��2

� 4d.

(b)

dK �

�
���det

�
���
σ1p1q σ1

�
1�?

d

2




σ2p1q σ2

�
1�?

d

2



�
���
�
���

2

�

�
��det

�
�� 1 1�?

d

2
1 1�?

d

2

�
��
�
��

2

� d.
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3.2 Construção de Reticulados Algébricos
Nesta seção, fazemos a construção de reticulados algébricos. O que será apre-

sentado aqui difere da bibliografia citada apenas na forma de como escrevemos a matriz
de um reticulado, isto é, adotamos a forma coluna para um vetor, em harmonia com o que
foi apresentado no Capítulo 2 deste trabalho.

Definição 49 (Assinatura). Sejam K um corpo de números de grau n, σi (i � 1, ..., n)
os n mergulhos de K em C. Seja r1 o número de mergulhos com imagem em R, e 2r2

o número de mergulhos com imagem em C de modo que r1 � 2r2 � n. O par pr1, r2q é
denominado assinatura de K. Se r2 � 0 temos um corpo de números algébricos totalmente
real. Se r1 � 0 temos um corpo de números algébricos totalmente complexo.

Definição 50 (Homomorfismo Canônico). Vamos ordenar os σ1is de modo que para
todo x P K, σipxq P R, 1 ¤ i ¤ r1 e σj�r2pxq é o complexo conjugado de σjpxq para
r1 � 1 ¤ j ¤ r1 � r2. A aplicação σ : KÑ Rr1 � Cr2 definida por

σpxq � pσ1pxq, ..., σr1pxq, σr1�1pxq, ..., σr1�r2pxqq P Rr1 � Cr2

é chamada de homomorfismo canônico. Se identificarmos Rr1 � Cr2 com Rn, o homomor-
fismo canônico pode ser reescrito como

σpxq � pσ1pxq, ..., σr1pxq,<σr1�1pxq,=σr1�1pxq, ...,<σr1�r2pxq,=σr1�r2pxqq P Rn

onde < e = denotam as partes real e imaginária respectivamente1.

A construção de um reticulado algébrico é feita a partir do próximo teorema.

Teorema 21 ([35]). Seja K um corpo de números com uma base integral tωiuni�1. Os n
vetores vi � σpωiq P Rn são linearmente independentes, de modo que definem um reticulado
de posto completo Λ � ΛpOKq � σpOKq.

Da Definição 27, temos que o reticulado Λ � σpOKq pode ser expresso por meio
de sua matriz geradora B que é dada explicitamente por:
1 A parte real e a parte imaginária de um complexo z � a� bi são dadas respectivamente por <z � a e

=z � b.



Capítulo 3. Reticulados Algébricos 46

�
����������������

σ1pω1q σ1pω2q � � � σ1pωnq
... ... . . . ...

σr1pω1q σr1pω2q � � � σr1pωnq
<σr1�1pω1q <σr1�1pω2q � � � <σr1�1pωnq
=σr1�1pω1q =σr1�1pω2q � � � =σr1�1pωnq

... ... . . . ...
<σr1�r2pω1q <σr1�r2pω2q � � � <σr1�r2pωnq
=σr1�r2pω1q =σr1�r2pω2q � � � =σr1�r2pωnq

�
����������������

(3.1)

onde os vetores vi � σpωiq são as colunas de B.

Teorema 22 ([33]). Seja K um corpo de números e dK o discriminante de K. O volume
do reticulado Λ � ΛpOKq � σpOKq é dado por

V pΛq � | detpBq| � 2�r2
a
|dK| (3.2)

onde B é matriz dada em (3.1). Consequentemente,

detpΛq � 2�2r2 |dK|.

Do que foi exposto na Seção 2.2 deste trabalho, formalizamos a Definição 51.

Definição 51 (Diversidade). Um reticulado Λ tem diversidade L ¤ n se L é o número
máximo tal que qualquer vetor 0 � y P Λ tenha pelo menos L coordenadas diferentes de
zero.

Teorema 23 ([9]). Reticulados algébricos possuem diversidade L � r1 � r2.

Teorema 24 ([32]). Reticulados algébricos construídos sobre corpos de números totalmente
reais tem diversidade máxima L � n.

Demonstração. A prova é uma consequência imediata do Teorema 23. Uma vez que
pr1, r2q � pn, 0q, temos que L � r1 � r2 � n� 0 � n.

Reticulados algébricos construídos sobre corpos de números totalmente reais
terão matriz geradora (mediante (3.1)) dada por:

�
�����
σ1pω1q σ1pω2q � � � σ1pωnq
σ2pω1q σ2pω2q � � � σ2pωnq

... ... . . . ...
σnpω1q σnpω2q � � � σnpωnq

�
����� (3.3)
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Exemplo 11 (Reticulados via Corpos Quadráticos). Considere a família de reticulados
algébricos Λ � ΛpOKq � σpOKq, onde K � Qp

?
dq. Essa família pode ser dividida em quatro

classes de reticulados. Observamos que se d ¡ 0 segue do Exemplo 10 que σ1p
?
dq �

?
d

e σ2p
?
dq � �

?
d, logo pelo Teorema 24, segue que Λ tem diversidade máxima, portanto,

temos as classes Λ1 e Λ2 a seguir:

(a) Se d � 1 (mod 4), segue de (3.3) que Λ1 � Λ1pdq tem matriz geradora dada
por

B �
�
σ1p1q σ1p

?
dq

σ2p1q σ2p
?
dq

�
�
�

1
?
d

1 �
?
d

�
. (3.4)

Neste caso, calculando o volume do reticulado pela fórmula (3.2), ou pelo cálculo
direto do determinante da última matriz temos V pΛ1q � | detB| � 2

?
d.

(b) Se d � 1 (mod 4), segue de (3.3), que Λ2 � Λ2pdq tem matriz geradora
dada por

B �

�
���
σ1p1q σ1

�
1�?

d

2




σ2p1q σ2

�
1�?

d

2



�
��� �

�
�� 1 1�?

d

2
1 1�?

d

2

�
�� . (3.5)

Neste caso, o volume do reticulado é dado por V pΛ2q � | detB| �
?
d.

Observamos que se d   0, segue do Exemplo 10, que σ1p
?
dq � i

?
l e σ2p

?
dq �

�i
?
l, onde d � �l, portanto a assinatura de K é dada por pr1, r2q � p0, 1q. Logo, pelo

Teorema 23, segue que Λ tem diversidade L � 1, portanto, temos as classes Λ3 e Λ4 a
seguir:

(c) Se �l � 1 (mod 4), segue de (3.1), que Λ3 � Λ3plq tem matriz geradora
dada por

B �
�

<σ1p1q <σ1pi
?
lq

=σ1p1q =σ1pi
?
lq

�
�
�

1 0
0

?
l

�
. (3.6)

Neste caso, o volume do reticulado é dado por V pΛ3q � | detB| �
?
l.

(d) Se �l � 1 (mod 4), segue de (3.1), que Λ4 � Λ4plq tem matriz geradora
dada por
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B �

�
���

<σ1p1q <σ1

�
1� i

?
l

2




=σ1p1q =σ1

�
1� i

?
l

2



�
��� �

�
�� 1 1

2
0

?
l

2

�
�� . (3.7)

Neste caso, o volume do reticulado é dado por V pΛ4q � | detB| �
?
l{2.

Até o momento temos construído reticulados algébricos a partir do anel de
inteiros OK de um corpo de números K. Segundo o Teorema 16, OK é um Z-módulo livre
de posto n. Por outro lado, existem outros subconjuntos de OK que também têm esta
estrutura de Z-módulo livre de posto n (mediante [35]). Esses são os ideais de OK e sobre
eles também construímos reticulados algébricos.

Teorema 25 ([35]). Todo ideal I �t0u de OK tem Z-base tviuni�1, em que n é o grau de
K.

Segundo [32], os Teoremas 21 e 23 podem ser estendidos quando substituímos
uma base de OK por uma base de um ideal I � OK, e ainda, um reticulado algébrico
Λ1 construído a partir de I � OK fornece um subreticulado (mediante Definição 36) Λ
construído de OK.

Reticulado ideal será definido a seguir. No que segue, K é um corpo de números
totalmente real de grau n, tσiuni�1 denotam os n mergulhos de K em R.

Definição 52 (Reticulado Ideal). Um reticulado ideal é um reticulado Λ � pI, qαq em que
I � OK é um ideal de OK e qα : I � I Ñ Q, qαpx, yq � Trpαxyq, para todo x, y P I, em
que α P K é totalmente positivo (ie, σipαq ¡ 0 para todo i � 1, ..., n).

Definição 53 (Homomorfismo Torcido). Seja I um ideal de OK. O homomorfismo torcido
é dado por σα : K Ñ Rn tal que σαpxq � p?α1σ1pxq, ...,?αnσnpxqq, em que α P K é
totalmente positivo e αi � σipαq, i � 1, ..., n.

Seja tωiuni�1 uma Z-base do reticulado ideal Λ � σαpIq conforme as Definições
52 e 53. A matriz geradora de Λ é dada por:

B �

�
�����

?
α1σ1pω1q ?

α1σ1pω2q � � � ?
α1σ1pωnq?

α2σ2pω1q ?
α2σ2pω2q � � � ?

α2σ2pωnq
... ... . . . ...?

αnσnpω1q ?
αnσnpω2q � � � ?

αnσnpωnq

�
����� . (3.8)
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Observamos que B � rbijs, em que bij � ?
αiσipωjq, logo sua correspondente

matriz de Gram será G � BtB � rgijs, em que

gij �
ņ

k�1
bkibkj

�
ņ

k�1

?
αkσkpωiq?αkσkpωjq

�
ņ

k�1
σkpαωiωjq

� qαpωi, ωjq. (3.9)

Do que foi exposto na Seção 2.2 deste trabalho, formalizamos a Definição 54.

Definição 54 (Distância Produto Ínfima). Seja Λ � Rn um reticulado de posto completo
com diversidade máxima, ie, L � n. A distância produto ínfima2 de Λ é definida como

dp,infpΛq � inf
0�xPΛ

dpnqp p0,xq � inf
0�xPΛ

n¹
i�1

|xi|.

Teorema 26 ([32]). Seja I um ideal principal de OK e Λ � pI, qαq um reticulado. A
distância produto mínima de Λ é

dp,minpΛq �
d

detpΛq
dK

.

Apresentamos, a seguir, a construção ciclotômica que permitiu encontrar versões
rotacionadas do reticulado Zn com maior distância produto mínima conhecida na literatura,
conforme podemos ver em [40].

A construção ciclotômica nos permitirá obter um reticulado equivalente (medi-
ante Definição 35) ao reticulado Zn para n � pp� 1q{2, onde p ¥ 5 é um primo.

Definição 55 (Corpo Ciclotômico). Um corpo ciclotômico é um corpo de números
K � Qpζmq gerado pela m-ésima raiz da unidade ζm � e2iπ{m.

Definição 56 (Subcorpo Real Maximal ). Seja K � Qpζp � ζ�1
p q um subcorpo de Qpζpq

gerado por ζp � ζ�1
p � 2 cosp2π{pq, em que p ¥ 5 é um número primo. Uma vez que

rQpζpq : Ks � 2 e K é totalmente real, ele será chamado o subcorpo real maximal de um
corpo ciclotômico.

Em relação ao subcorpo real maximal temos: rQpζp � ζ�1
p q : Qs � pp� 1q{2 e

ainda
dK � p

p�3
2 , (3.10)

2 Especificamente, poderíamos definir distância produto mínima, isto é, substituindo o inf onde houver
por min . Utilizamos a distância produto mínima quando há certeza que o mínimo é alcançado.
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conforme pode ser visto em [38].

Conforme vemos em [41], o anel de inteiros OK de K � Qpζp � ζ�1
p q tem uma

base integral
tej � ζjp � ζ�jp unj�1 (3.11)

e os n mergulhos de K em C dados por

σkpejq � ζkjp � ζ�kjp � 2 cos
�

2πkj
p



(3.12)

Teorema 27 ([32]). Seja K � Qpζp�ζ�1
p q. Então Λ � pOK,

1
p
qαq, onde α � p1�ζpqp1�ζ�1

p q
e qαpx, yq � Trpαxyq, é equivalente ao reticulado Zn.

Na demonstração do Teorema 27 que é feita em detalhes em [32] verifica-se
que em relação à base te1junj�1, onde e1n � en, e

1
j � ej � e1j�1 e ej é dado em (3.11), tem-se

que 1
p
qαpe1i, e1jq é a matriz identidade de ordem n. Dessa forma, escrevendo R � rrijs, onde

rij � 1?
p

?
αiσipe1jq, tem-se por (3.9) que R é ortogonal, portanto, é uma matriz geradora

do reticulado Zn em uma versão rotacionada.

Observamos que R pode ser escrita da forma

R � 1?
p
DΣT (3.13)

onde D,Σ e T são matrizes quadradas de ordem n tais que D � diagp?α1, ...,
?
αnq,

Σ � rσijs, σij � σipejq e T � rtijs,

tij �
#

1, se i ¥ j

0, se i   j.

Teorema 28 ([32]). Seja K � Qpζp � ζ�1
p q. A distância produto mínima do reticulado

Λ � pOK,
1
p
qαq, em que α � p1� ζpqp1� ζ�1

p q e qαpx, yq � Trpαxyq, é

dp,minpΛq � p�
n�1

2 .

Demonstração. A prova é imediata, basta ver que detpΛq � 1, usar o Teorema 26 e a
igualdade (3.10).

A seguir, apresentamos construções explícitas resultantes do Teorema 28 e que
serão usadas no decorrer do trabalho.

Exemplo 12. Para encontrarmos uma matriz geradora R da versão rotacionada do Z2,

temos que considerar o corpo de números K � Qpζ5 � ζ�1
5 q. Observamos que as matrizes

D,Σ e T, conforme a igualdade (3.13), são dadas por:
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D �
� ?

α1 0
0 ?

α2

�
�
� a

2� 2 cos p2π{5q 0
0

a
2� 2 cos p4π{5q

�
,

Σ �
�
σ1pe1q σ1pe2q
σ2pe1q σ2pe2q

�
�
�

2 cos p2π{5q 2 cos p4π{5q
2 cos p4π{5q 2 cos p8π{5q

�
,

T �
�

1 0
1 1

�
.

Logo, temos que

R � 1?
5
DΣT �

�
�0.525731 �0.850651
�0.850651 0.525731

�
. (3.14)

Do Teorema 28, temos que dp,minpZ2q � 1?
5
.

Exemplo 13. Para encontrarmos a matriz geradora R da versão rotacionada do Z3,

temos que considerar o corpo de números K � Qpζ7 � ζ�1
7 q. Observamos que as matrizes

D,Σ e T conforme (3.13) são dadas por:

D �

�
��
?
α1 0 0
0

?
α2 0

0 0
?
α3

�
�� �

�
��
a

2� 2 cos p2π{7q 0 0
0

a
2� 2 cos p4π{7q 0

0 0
a

2� 2 cos p6π{7q

�
�� ,

Σ �

�
��
σ1pe1q σ1pe2q σ1pe3q
σ2pe1q σ2pe2q σ2pe3q
σ3pe1q σ3pe2q σ3pe3q

�
�� �

�
��

2 cos p2π{7q 2 cos p4π{7q 2 cos p6π{7q
2 cos p4π{7q 2 cos p8π{7q 2 cos p12π{7q
2 cos p6π{7q 2 cos p12π{7q 2 cos p18π{7q

�
�� ,

T �

�
��

1 0 0
1 1 0
1 1 1

�
�� .

Logo, temos que

R � 1?
7
DΣT �

�
��
�0.327985 �0.736976 �0.591009
�0.591009 �0.327985 0.736976
�0.736976 0.591009 �0.327985

�
�� . (3.15)

Do Teorema 28, temos que dp,minpZ3q � 1
7 .

Exemplo 14. Para encontrarmos uma matriz geradora R da versão rotacionada do Z5,

temos que considerar o corpo de números K � Qpζ11 � ζ�1
11 q. As matrizes D,Σ e T são
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encontradas de modo análogo ao que foi feito nos Exemplos 12 e 13, logo de (3.13) temos
que

R �

�
�������

�0.169891 �0.455734 �0.596885 �0.548529 �0.326019
�0.326019 �0.596885 �0.169891 0.455734 0.548529
�0.455734 �0.326019 0.548529 0.169891 �0.596885
�0.548529 0.169891 0.326019 �0.596885 0.455734
�0.596885 0.548529 �0.455734 0.326019 �0.169891

�
�������
. (3.16)

Do Teorema 28, temos que dp,minpZ5q � 1
112 .

Exemplo 15. Para encontrarmos uma matriz geradora R da versão rotacionada do Z8,

temos que considerar o corpo de números K � Qpζ17 � ζ�1
17 q. As matrizes D,Σ e T são

encontradas de modo análogo ao que foi feito nos Exemplos 12 e 13, logo de (3.13), temos
que R é dada por

�
�������������

�0.0891316 �0.255357 �0.387095 �0.466554 �0.483002 �0.434218 �0.32679 �0.175228
�0.175228 �0.434218 �0.466554 �0.255357 0.0891316 0.387095 0.483002 0.32679
�0.255357 �0.483002 �0.175228 0.32679 0.466554 0.0891316 �0.387095 �0.434218
�0.32679 �0.387095 0.255357 0.434218 �0.175228 �0.466554 0.0891316 0.483002
�0.387095 �0.175228 0.483002 �0.0891316 �0.434218 0.32679 0.255357 �0.466554
�0.434218 0.0891316 0.32679 �0.483002 0.255357 0.175228 �0.466554 0.387095
�0.466554 0.32679 �0.0891316 �0.175228 0.387095 �0.483002 0.434218 �0.255357
�0.483002 0.466554 �0.434218 0.387095 �0.32679 0.255357 �0.175228 0.0891316

�
�������������

.

Do Teorema 28, temos que dp,minpZ8q � 1
177{2 .

Segundo podemos ver em [22] a construção de reticulados algébricos via ho-
momorfismo torcido pode ser feita em um Z-módulo livre de posto n qualquer, ou seja,
não necessariamente é preciso tomarmos um ideal de OK. Dessa forma, a Definição 53
continua válida para um Z-módulo livre I � OK ao invés de um ideal I � OK. Sendo
assim, tomando α totalmente positivo (mediante Definição 52) e tωiuni�1 uma Z-base de I,
temos que σαpIq é um reticulado com matriz geradora dada por (3.8), que ainda, segundo
[22] possui diversidade máxima.

Teorema 29 ([22]). Seja I um Z�módulo de posto n e Λ � pI, qαq um reticulado. A
distância produto mínima de Λ é

dp,minpΛq �
a
Npαq min

0�yPI
|Npyq|.

Para o próximo resultado consideramos o reticulado que denotamos por
Λ � 1?

p
σαpOKq cuja matriz geradora R é dada por (3.13). Desta forma, ainda temos

n � pp� 1q{2, onde p ¥ 5 é um primo. Uma versão análoga ao Teorema 30 é encontrado
em [22] e aqui enunciamos com uma Z-base diferente para I, uma vez que consideramos a
base do Dn dada no Exemplo 4.
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Teorema 30 ([22]). Considere o Z-módulo I � OK com Z-base#
f1 � 2

ņ

i�1
ei, f2 � e1 � 2

ņ

i�2
ei, f3 � e1 � e2 � 2

ņ

i�3
ei, ..., fn � e1 � e2 � ...� en�1 � 2en

+

(3.17)

em que ei é dado conforme em (3.11). Temos que o reticulado 1?
p
σαpIq, em que

α � p1� ζpqp1� ζ�1
p q é um Dn rotacionado.

Demonstração. Aplicando a matriz de rotação R à matriz E geradora do reticulado Dn

(mediante Exemplo 4), temos que

RE � 1?
p
DΣTE � 1?

p
D

�
���
σ1pe1q � � � σ1penq

... . . . ...
σnpe1q � � � σnpenq

�
���

�
��������

1 0 0 � � � 0 0
1 1 0 � � � 0 0
... ... ... . . . ... ...
1 1 1 � � � 1 0
1 1 1 � � � 1 1

�
��������
E

� 1?
p
D

�
���
σ1pe1 � e2 � ...� enq � � � σ1penq

... . . . ...
σnpe1 � e2 � ...� enq � � � σnpenq

�
���E

� 1?
p
D

�
���
σ1pf1q σ1pf2q � � � σ1pfnq

... ... . . . ...
σnpf1q σnpf2q � � � σnpfnq

�
��� .

Assim, observamos que a matriz geradora para o reticulado 1?
p
σαpIq é dada por

RE � R

�
����������

2 1 1 � � � 1 1
0 1 0 � � � 0 0
0 0 1 � � � 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 � � � 1 0
0 0 0 � � � 0 1

�
����������
. (3.18)

Como pREqtpREq � EtE que é uma matriz de Gram do reticulado Dn, temos que o
reticulado 1?

p
σαpIq é um Dn rotacionado.

Teorema 31 ([22]). Seja I � OK o Z-módulo com Z-base dada por (3.17), em que ei é
descrito como em (3.11). Temos que o reticulado Λ � 1?

p
σαpIq, onde α � p1�ζpqp1�ζ�1

p q,
tem distância produto mínima dada por

dp,minpΛq � p�
n�1

2 .
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Demonstração. Vemos em [22] que Npαq � p e que |Npe1q| � 1; portanto, pelo Teorema 29,
temos que dp,minσαpIq �

a
Npαq min

0�yPI
|Npyq| � ?

p, pois min
0�yPI

|Npyq| ¥ 1 e f1�f2 � e1 P I.
Assim,

dp,minpΛq � dp,min

�
1?
p
σαpIq



� 1
p?pqndp,min pσαpIqq � 1

p?pqn
?
p � p�

n�1
2 .

A fim de compararmos reticulados em uma mesma dimensão no que se refere à
distância produto, é necessário que se faça mais duas definições.

Definição 57 (Distância Produto Ínfima Relativa). Seja µ a norma mínima de um
reticulado Λ. A distância produto ínfima relativa de Λ, denotada por dp,relpΛq é a distância
produto ínfima3 do reticulado escalado 1

µ
Λ.

Definição 58 (Distância Produto Ínfima Normalizada). A distância produto ínfima
normalizada de um reticulado Λ, denotada por dp,normpΛq, é a distância produto ínfima4

da versão escalada 1
2n
a

detpΛqΛ, ou seja, dp,normpΛq � 1a
detpΛqdp,infpΛq.

Nos trabalhos mais recentes têm-se usado a distância produto mínima normali-
zada ao invés da relativa, como podemos observar em [23] e em [37].

Observação 3. Uma vez que a norma mínima do Zn é µ � 1 e que detpZnq � 1, segue
que dp,minpZnq � dp,relpZnq � dp,normpZnq.

Exemplo 16 (Distância Produto de Reticulados via Corpos Quadráticos Totalmente Reais).
Considere a família de reticulados algébricos Λ � ΛpOKq � σpOKq, onde K � Qp

?
dq com

d ¡ 0, discutida no Exemplo 11. Neste caso, K é totalmente real e tomando α � 1 vemos
que o homormofismo torcido é canônico (mediante Definições 50 e 53) de modo que o
Teorema 26 pode ser aplicado neste caso para o cálculo da distância produto mínima. Dessa
forma temos:

(a) Se d � 1 (mod 4), então tv1 � p1, 1q,v2 � p
?
d,�

?
dqu é uma base de

Λ1 de modo que sua norma mínima é µ � ||v1|| �
?

2 (mediante Observação 2). Das
Definições 57 e 58, temos que

dp,relpΛ1q � 1
µ2dp,minpΛ1q � 1

p?2q2 � 1 �
1
2

e
dp,normpΛ1q � 1

V pΛ1qdp,minpΛ1q � 1
2
?
d
� 1 � 1

2
?
d
.

3 Se considerarmos aqui a “distância produto mínima”, naturalmente teremos a definição de distância
produto mínima relativa.

4 Se considerarmos aqui a “distância produto mínima”, naturalmente teremos a definição de distância
produto mínima normalizada.
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(b) Se d � 1 (mod 4) então tv1 � p1, 1q,v2 � pp1�
?
dq{2, p1�

?
dq{2qu é uma

base de Λ2 de modo que sua norma mínima é µ � ||v1|| �
?

2 (mediante Observação 2).
Das Definições 57 e 58 temos que

dp,relpΛ2q � 1
µ2dp,minpΛ2q � 1

p?2q2 � 1 �
1
2

e
dp,normpΛ2q � 1

V pΛ2qdp,minpΛ2q � 1?
d
� 1 � 1?

d
.

Finalizamos essa seção com as construções, decorrentes do Teorema 30, das
versões rotacionadas dos reticulados D3 (FCC), D5 e D8 exibindo suas distâncias produtos.

Exemplo 17. Para encontrarmos uma matriz geradora F da versão rotacionada do FCC,
podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n � 3 e R é a matriz do Exemplo
13. Temos:

F � RE �

�
��
�0.327985 �0.736976 �0.591009
�0.591009 �0.327985 0.736976
�0.736976 0.591009 �0.327985

�
��
�
��

2 1 1
0 1 0
0 0 1

�
��

�

�
��
�0.655971 �1.06496 �0.918994
�1.18202 �0.918994 0.145967
�1.47395 �0.145967 �1.06496

�
�� (3.19)

Do Teorema 31, temos que dp,minpFCCq � 1
7 . Das Definições (57) e (58),

temos:
dp,relpFCCq � 1

µ3dp,minpFCCq � 1
p?2q3 �

1
7 �

1
7
?

23

e
dp,normpFCCq � 1

V pFCCqdp,minpFCCq � 1
2 �

1
7 �

1
14 .

Exemplo 18. Para encontrarmos uma matriz geradora F da versão rotacionada do D5,

podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n � 5 e R é a matriz do Exemplo
14. Temos:

F �

�
�������

�0.339782 �0.625625 �0.766776 �0.71842 �0.49591
�0.652037 �0.922903 �0.49591 0.129715 0.22251
�0.911468 �0.781753 0.0927946 �0.285843 �1.05262
�1.09706 �0.378638 �0.22251 �1.14541 �0.0927946
�1.19377 �0.0483561 �1.05262 �0.270866 �0.766776

�
�������

(3.20)

Do Teorema 31, temos que dp,minpD5q � 1
112 . Das Definições (57) e (58), temos:

dp,relpD5q � 1
µ5dp,minpD5q � 1

p?2q5 �
1

112 �
1

121
?

25
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e
dp,normpD5q � 1

V pD5qdp,minpD5q � 1
2 �

1
112 �

1
242 .

Exemplo 19. Para encontrarmos uma matriz geradora F da versão rotacionada do D8,
podemos efetuar o produto RE (mediante (3.18)), onde n � 8 e R é a matriz do Exemplo
15. Temos que F é dada por:
�
�������������

�0.178263 �0.344489 �0.476227 �0.555686 �0.572134 �0.52335 �0.415922 �0.26436
�0.350456 �0.609446 �0.641782 �0.430585 �0.0860963 0.211867 0.307774 0.151562
�0.510714 �0.738359 �0.430585 0.0714333 0.211197 �0.166225 �0.642452 �0.689575
�0.653581 �0.713886 �0.0714333 0.107428 �0.502018 �0.793344 �0.237659 0.156212
�0.77419 �0.562323 0.0959068 �0.476227 �0.821313 �0.0603048 �0.131738 �0.853649
�0.868436 �0.345086 �0.107428 �0.91722 �0.178861 �0.25899 �0.900772 �0.0471228
�0.933108 �0.139764 �0.555686 �0.641782 �0.0794588 �0.949556 �0.032336 �0.721911
�0.966004 �0.0164481 �0.91722 �0.0959068 �0.809792 �0.227645 �0.65823 �0.39387

�
�������������

Do Teorema 31, temos que dp,minpD8q � 1
177{2 . Das Definições (57) e (58),

temos:
dp,relpD8q � 1

µ8dp,minpD8q � 1
p?2q8 �

1
177{2 �

1
177{2 � 24

e
dp,normpD8q � 1

V pD8qdp,minpD8q � 1
2 �

1
177{2 �

1
2 � 177{2 .
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4 Reticulados Rotacionados via Complexos

Neste capítulo, apresentamos as primeiras contribuições deste trabalho que são
referentes a reticulados bidimensionais.

Construímos, via números complexos, as versões rotacionadas do reticulado Z2

e determinamos qual tem a maior distância produto mínima. Mostramos que o reticulado
algébrico descrito no Capítulo 3 que tem a mesma densidade é uma reflexão específica da
rotação “ótima”, o que possibilita uma descrição geométrica do reticulado algébrico, o que
não é feito nas referências citadas nas construções algébricas.

Estudamos, a partir dos complexos, uma família de reticulados bem arredonda-
dos, uma família de reticulados quadráticos apresentada no Capítulo 3 e uma família de
reticulados ortogonais. Sob certas condições exibimos as distâncias produtos de algumas
classes de reticulados dessas famílias.

O programa usado para os cálculos simbólicos e plotagem dos gráficos foi o
Wolfram Mathematica em sua versão 12.3 [43].

4.1 Reticulados Congruentes em R2

Nesta seção, iremos estudar os reticulados congruentes a um reticulado Λ � R2.

Da Definição 35 decorre que se Λ1 e Λ2 são reticulados congruentes com matrizes
geradoras dadas por B1 e B2, respectivamente, então existe uma matriz ortogonal Q tal
que B1 � QB2. Em [18] vemos que toda matriz ortogonal em R2 é de uma das formas

R �
�

cos pθq �sen pθq
sen pθq cos pθq

�
ou R1 �

�
cos pθq sen pθq
sen pθq � cos pθq

�
,

em que a primeira representa uma rotação do plano em torno da origem de ângulo θ e a
segunda uma reflexão através de uma reta que passa pela origem e faz um ângulo de θ{2
com o eixo das abscissas.

Escrevendo

S �
�

0 1
1 0

�
e B �

�
a b

c d

�
, (4.1)

observamos que um reticulado Λ � R2 com matriz geradora dada por B e o reticulado
Λ̃ com matriz geradora dada por SB têm a mesma norma mínima e a mesma distância
produto mínima que são dadas por

µ � µ̃ � min
pk1,k2q�p0,0q

a
pak1 � bk2q2 � pck1 � dk2q2
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e
dp,minpΛq � dp,minpΛ̃q � min

pk1,k2q�p0,0q
|pak1 � bk2qpck1 � dk2q|,

em que pk1, k2q P Z2. Assim, os reticulados Λ e Λ̃ têm também as mesmas distâncias
produtos mínimas relativas e a mesmas distâncias produtos mínimas normalizadas.

Por outro lado,

SR1 �
�
� cos

�π
2 � θ

	
�sen

�π
2 � θ

	
sen

�π
2 � θ

	
cos

�π
2 � θ

	
�
� � L,

em que L representa uma rotação do plano em torno da origem de ângulo π{2� θ.

Dessa forma, se uma matriz M gera um reticulado bidimensional com diversi-
dade máxima, então os reticulados gerados por R1M e SpR1Mq têm as mesmas distância
produtos (mínimas, relativas ou normalizadas). Como SR1M � LM, segue que os reticu-
lados gerados por R1M e LM têm as mesmas distâncias produtos mínimas (relativas ou
normalizadas). Registramos este resultado na Observação 4 a seguir.

Observação 4. Seja ΛM um reticulado bidimensional com diversidade máxima gerado
pela matriz M. Uma reflexão de ΛM através de uma reta que passa pela origem e faz um
ângulo de θ{2 com o eixo das abscissas e uma rotação de ΛM de ângulo π{2� θ em torno
da origem geram reticulados com as mesmas distâncias produtos mínimas (relativas ou
normalizadas). Assim, o estudo em termos de distância produto de todos os reticulados
congruentes a ΛM se reduz ao estudo de todas as rotações de ΛM .

Nos termos da Observação 4, se ΛM � Z2, encontramos um resultado ainda
mais específico. Com efeito, ao observarmos que

R1S �
�
� cos

�
θ � π

2

	
�sen

�
θ � π

2

	
sen

�
θ � π

2

	
cos

�
θ � π

2

	
�
�

concluímos que uma reflexão do Z2 pode também ser descrita por meio de uma rotação,
uma vez que S é unimodular (mediante Teorema 10). Registramos este resultado na
Observação 5 a seguir.

Observação 5. Uma reflexão do Z2 através de uma reta que passa pela origem e faz
um ângulo de θ{2 com o eixo das abscissas e uma rotação de Z2 de ângulo θ � π{2 em
torno da origem geram reticulados idênticos. Assim, um estudo de todos os reticulados
congruentes a Z2 se reduz ao estudo de todas as suas rotações.
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4.2 Versões Rotacionadas por Complexos do Reticulado Z2

Nesta seção, mostramos que a maior distância produto mínima conhecida de
uma versão rotacionada do reticulado Z2 é, de fato, a maior possível. Seguem os resultados
referentes às versões rotacionadas deste reticulado.

Proposição 1. A máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado Z2

rotacionado é 1?
5
.

Demonstração. Como Z2 � tpk1, k2q : k1, k2 P Zu, tomando uma rotação de ângulo t, pelo
Teorema 2 temos que

pcosptq � isenptqqpk1 � ik2q � pk1 cosptq � k2senptqq � ipk1senptq � k2 cosptqq.
Dessa forma, designando por RotpZ2, tq a família de reticulados obtida por esta rotação
temos: RotpZ2, tq � tpk1 cosptq � k2senptq, k1senptq � k2 cosptqq : k1, k2 P Z; 0   t   π{2u
(trata-se da família de reticulados do Exemplo 8). Levando em conta a simetria de Z2

podemos tomar 0   t   π{4. Observamos que neste intervalo devem ser considerados
apenas os valores de t tais que tgptq R Q, de modo que tenhamos uma família de reticulados
com diversidade máxima. O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em
RotpZ2, tq é

F pk1, k2, tq �
����senp2tq

2 pk2
1 � k2

2q � k1k2 cosp2tq
���� . (4.2)

Observemos que para um t qualquer em 0   t   π{4 podemos estabelecer os
limitantes superiores F p1, 0, tq � senp2tq{2 e F p1, 1, tq � cosp2tq para o valor mínimo desse
produto F. Quando consideramos a função αptq � minpF p1, 0, tq, F p1, 1, tqq que também é
um limitante superior, concluímos que o maior valor para esse limitante ocorre quando
senp2tq

2 � cosp2tq ô tgp2tq � 2. De fato, a função αptq é crescente em p0, cq , em que c

é tal que tgp2cq � 2, pois neste intervalo αptq � senp2tq
2 é uma função crescente. Por

outro lado, αptq é decrescente em
�
c,
π

4

	
, pois neste intervalo αptq � cosp2tq é uma função

decrescente. Dessa forma, concluímos que t � c, onde c é tal que tgp2cq � 2 é um máximo
global para αptq. Ver Figuras 5 e 6.

Vamos definir a aplicação fpk1, k2q � F pk1, k2, cq, em que c é tal que tgp2cq � 2,
assim, fpk1, k2q � cosp2cq|k2

1 �k2
2 �k1k2| � cosp2cq|gpk1, k2q|, em que gpk1, k2q � k2

1 �k2
2 �

k1k2. Observamos que o mínimo de f ocorre no mínimo de |g|.
Afirmação: gpk1, k2q � 0 ô k1 � k2 � 0, portanto, min |gpk1, k2q| � 1, se

pk1, k2q � p0, 0q.
Com efeito, considerando k2

1 � k2k1 � k2
2 � 0 como uma equação quadrática na

variável k1, temos k1 � �k2 �
?

5|k2|
2 , ou ainda, 2k1 � k2 � �

?
5|k2|. Como devemos ter
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Figura 5 – Limitantes F p1, 0, tq e
F p1, 1, tq (Z2 rotacionado)
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Figura 6 – Limitante αptq (Z2 rotacio-
nado)
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k1, k2 P Z, então k1 � k2 � 0. Portanto, temos gp1, 0q � 1, por exemplo, e o valor mínimo
de f será atingido em cosp2cq, em que c é tal que tgp2cq � 2.

Finalmente, concluímos que a máxima distância produto mínima normalizada
para um reticulado em RotpZ2, tq é dp,normpZ2q � cosp2cq, em que c é tal que tgp2cq � 2.
Por outro lado, tgp2cq � 2 ô senp2cq � 2 cosp2cq. Como sen2p2cq � cos2p2cq � 1, temos
4 cos2p2cq � cos2p2cq � 1 e uma vez que 0   c   π{4, temos cosp2cq � 1?

5
. Assim,

dp,normpZ2q � 1?
5
.

Figura 7 – O ângulo ótimo de rotação do reticulado Z2 é o associado à diagonal de um
retângulo áureo

c

1

1

1+  5
2

Observação 6. Em relação ao ângulo ótimo c na demonstração da Proposição 1, ou seja,
c tal que tgp2cq � 2, uma curiosidade é que 1{tgpcq resulta no conhecido número de ouro.
Assim, φ � 1{tgpcq � p1�

?
5q{2. Conforme podemos ver em [5], Euclides determinou o

valor de φ como a “divisão de um segmento em média e extrema razão”, ou seja, como a
divisão de um segmento em duas partes distintas com tal propriedade: o quociente entre o
segmento inteiro e a parte maior é igual ao quociente do segmento maior pelo segmento
menor. Geometricamente, temos então, que o ângulo c é o dado pela diagonal de um
retângulo áureo (mediante Figura 7), que é tal que ao retirarmos um quadrado obtemos
um retângulo semelhante ao original (Ex. bandeira do Brasil).
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Corolário 1. Seja Λptq a família de reticulados

Λptq � RotpZ2, tq
� tpk1 cosptq � k2senptq, k1senptq � k2 cosptqq : k1, k2 P Z; 0   t   π{4u. (4.3)

O reticulado Λ � Λ
�

1
2 arctanp2q



é a versão rotacionada de Z2 com diversidade má-

xima que apresenta máxima distância produto mínima normalizada. Tomando pk1, k2q ��
�k2 �

a
5k2

2 � 4
2 , k2

�
, onde 5k2

2 � 4 � k2 para k, k1, k2 P Z, encontramos as condições

para que os pontos do reticulado Λ alcancem essa máxima distância produto mínima
normalizada.

Demonstração. Da demonstração da Proposição 1, segue que o reticulado “ótimo” é
Λ � Λptq para t satisfazendo tgp2tq � 2, logo Λ � Λ

�
1
2 arctanp2q



. Observamos que

os pontos de Λ em que a máxima distância produto mínima normalizada é alcançada
são os pontos para os quais pk1, k2q P Z2 minimizam |gpk1, k2q|, onde pk1, k2q � p0, 0q, ou
seja, pela demonstração da Proposição 1 devemos ter pk1, k2q �

�
�k2 �

a
5k2

2 � 4
2 , k2

�
.

Dessa forma, quando temos 5k2
2 � 4 � k2, para k, k1, k2 P Z, o mínimo em |gpk1, k2q| é

alcançado. De fato, se k2 é par, então k2
2 é par, pois caso contrário existiria s P Z tal que

5k2
2 � 4 � 5p2s� 1q � 4 � 2p5s� 2� 2q � 1 o que é uma contradição. Analogamente, se

k2 é ímpar, temos que k2
2 é ímpar. Usando os conhecidos resultados: n2 par ñ n par e

n2 ímparñ n ímpar para n P Z, temos que se 5k2
2 � 4 � k2, para algum k P Z, então para

pk1, k2q �
�
�k2 �

a
5k2

2 � 4
2 , k2

�
P Z2 encontramos os pontos de Λ em que a máxima

distância produto mínima normalizada é alcançada.

A matriz geradora do reticulado Λ do Corolário 1 é dada por

Q �

�
���

cos
�

1
2 arctanp2q



�sen

�
1
2 arctanp2q




sen
�

1
2 arctanp2q



cos

�
1
2 arctanp2q



�
��� �

�
0.850651 �0.525731
0.525731 0.850651

�
(4.4)

Corolário 2. Sejam Λ e Λ̃ as versões rotacionadas do reticulado Z2 via números complexos
e via corpo ciclotômico K � Qpζ5 � ζ�1

5 q ([32]), cujas matrizes são dadas, respectivamente,
por (4.4) e (3.14). Os reticulados Λ e Λ̃ são distintos, além disso, Λ é obtido por uma
reflexão em torno da reta x � y do reticulado Λ̃. Ou ainda, o reticulado Λ̃ é uma rotação
de Z2 de ângulo �c em torno da origem, onde c é o ângulo “ótimo” da matriz de rotação
(4.4), ou seja, c � 1

2 arctanp2q.

Demonstração. Como Q�1R não é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados
Λ e Λ̃ são distintos. Escrevendo a � 0.525731 e b � 0.850651, segue que as matrizes de Λ e
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Λ̃ são dadas, respectivamente, por

Q �
�
b �a
a b

�
, R �

�
�a �b
�b a

�
.

Observamos que Q e R são as mesmas matrizes a menos de permutação de
elementos e troca de sinais e ainda, �I2SR � Q, onde I2 é a matriz identidade de ordem
2 e

S �
�

0 1
1 0

�
.

Como a matriz �I2 não altera o reticulado e S representa uma reflexão em
torno da reta y � x, segue que Λ é obtido por uma reflexão em torno dessa reta do
reticulado Λ̃. Observamos que

Rp�Sq �
�

b a

�a b

�
,

como a matriz do segundo membro da última igualdade representa uma rotação de ângulo
�c em torno da origem e �S é unimodular, concluímos a prova.

A distância produto mínima encontrada no reticulado do Corolário 3, está
presente em [40], quando consideramos n � 2 e construções de reticulados algébricos a
partir dos Teoremas 27 e 28.

Corolário 3. O reticulado obtido através de uma rotação do Z2 com ângulo t � π

8 , possui

distância produto normalizada 1
2
?

2
.

Demonstração. Para provarmos este resultado, suponha que nos termos da demonstração
da Proposição 1, para um t qualquer em 0   t   π{4 estabeleçamos os limitantes superiores

F p1, 0, tq � 1
2senp2tq e F p2,�1, tq �

����32senp2tq � 2 cosp2tq
���� para o valor mínimo do produto

F. Quando consideramos a função βptq � minpF p1, 0, tq, F p2,�1, tqq, que também é um
limitante superior, concluímos que um máximo local para este limitante ocorrerá na menor
solução da equação 1

2senp2tq �
����32senp2tq � 2 cosp2tq

���� , ou seja, na primeira das interseções

entre os gráficos de F p1, 0, tq e F p2,�1, tq. Ver Figuras 8 e 9.

Da última igualdade, temos que t � π

8 é a solução procurada. Definimos a

aplicação f1pk1, k2q � F pk1, k2,
π

8 q, ou seja, f1pk1, k2q � 1
2
?

2
|g1pk1, k2q|, onde g1pk1, k2q �

k2
1 � 2k1k2 � k2

2. Observamos que o mínimo de f1 ocorre no mínimo de |g1|.
Afirmação: g1pk1, k2q � 0 ô k1 � k2 � 0, portanto, min |g1pk1, k2q| � 1, se

pk1, k2q � p0, 0q.



Capítulo 4. Reticulados Rotacionados via Complexos 63

Figura 8 – Limitantes F p1, 0, tq e
F p2,�1, tq (Z2 rotacionado)
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Figura 9 – Limitante βptq (Z2 rotacio-
nado)
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Com efeito, considerando k2
1 � 2k1k2 � k2

2 � 0 como uma equação quadrática
na variável k1, temos k1 � �k2 �

?
2|k2|, ou ainda, k1 � k2 � �

?
2|k2|. Como devemos ter

k1, k2 P Z, então k1 � k2 � 0. Portanto, temos gp1, 0q � 1, por exemplo, e o valor mínimo
de f será atingido em 1

2
?

2
. Finalmente, concluímos que a distância produto mínima para

o reticulado que é obtido através de uma rotação do reticulado Z2 com ângulo t � π

8
será F p1, 0, π8 q � F p2,�1, π8 q �

1
2
?

2
, ou ainda, a distância produto normalizada desse

reticulado será dp,normpZ2q � 1
2
?

2
.

Observação 7. Reunindo os limitantes superiores apresentados na demonstração do
Corolário 3 e na demonstração da Proposição 1, podemos definir a aplicação

γptq � min pF p1, 0, tq, F p1, 1, tq, F p2,�1, tqq

que também é um limitante superior. O valor máximo global de γptq também ocorre em
t � 1

2 arctan p2q corroborando com os resultados encontrados na Proposição 1 e no Corolário
1, pois para este valor de t encontramos a máxima distância produto mínima normalizada
para um reticulado em RotpZ2, tq, a saber, 1?

5
. Ver Figuras 10 e 11.

Figura 10 – Limitantes F p1, 0, tq,
F p1, 1, tq e F p2,�1, tq (Z2

rotacionado)
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Figura 11 – Limitante γptq (Z2 rotacio-
nado)
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Agora, vamos analisar o que ocorre com as distâncias produto dos reticu-
lados Λptq dado por (4.3), quando t é tomado em uma perturbação do ângulo ótimo
tmax � 1

2 arctanp2q, ou seja, quando tomamos t � tmax � ε para ε arbitrariamente pequeno.
Para estes valores de t escrevemos

dp,normpΛptqq � inf
pk1,k2q�p0,0q

F pk1, k2, tq,

onde F é a função dada por (4.2).

Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezoito equações F pk1, k2, tmax � εq � 0, onde ε � � 1

10i para i � 1, 2, ..., 9, nas
variáveis inteiras k1 e k2 com a restrição |k1, k2| ¤ 10000, encontramos sempre a solução
k1 � k2 � 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de segurança, que nestes casos
os reticulados Λptmax � εq têm diversidade máxima. Em segundo lugar, minimizamos as
funções F pk1, k2, tmax � εq nas variáveis inteiras k1, k2 quando consideramos a restrição
1 ¤ k2

1 � k2
2 ¤ 10j 1. Dessa forma, encontramos limitantes para as distâncias produtos

destes reticulados. Estes resultados estão sistematizados na Tabela 2.

i dp,normpΛptmax � 1{10iqq dp,normpΛptmax � 1{10iqq
1 ¤ 0.260604 ¤ 0.0503628
2 ¤ 0.317441 ¤ 0.107264
3 ¤ 0.434244 ¤ 0.413224
4 ¤ 0.445917 ¤ 0.443815
5 ¤ 0.447084 ¤ 0.446874
6 ¤ 0.447201 ¤ 0.44718
7 ¤ 0.447212 ¤ 0.44721
8 ¤ 0.447213 ¤ 0.447213
9 ¤ 0.447214 ¤ 0.447214

Tabela 2 – Distância produto normalizada de Λptmax � εq, onde Λptq é dada por RotpZ2, tq

Observação 8. Em relação aos resultados que constam na Tabela 2, a menos que o
mínimo seja encontrado fora da coroa circular 1 ¤ k2

1 � k2
2 ¤ 106, podemos afirmar que

o valor encontrado é de fato a distância produto do reticulado associado com a precisão
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distância
produto do reticulado Λptmax � 1{10iq associado é “próximo” de 1?

2
. Essa análise foi a

motivação para o Corolário 4 a seguir.

Corolário 4. Seja Λptq a família de reticulados dada por (4.3) .O reticulado

Λ
�

1
2 arctanp2q � ε



1 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para j � 2, 3, 4, 5, 6.
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tem diversidade máxima, desde que

ε � zπ � arctanp2q
2 pz P Zq e � cosp2ε� arctanp2qq � 1

senp2ε� arctanp2qq R Q. (4.5)

Temos, ainda, que se F é a aplicação dada por(4.2), então

inf
pk1,k2q�p0,0q

lim
εÑ0

F pk1, k2, tmax � εq � dp,normpZ2q � 1?
5
.

Demonstração. Observamos que para Λ
�

1
2 arctanp2q � ε



ter diversidade máxima, deve-

mos ter

F

�
k1, k2,

1
2 arctanp2q � ε



� 0 ô k1 � k2 � 0. (4.6)

Dessa forma, vamos analisar a equação F
�
k1, k2,

1
2 arctanp2q � ε



� 0, ou seja,

senpαqk2
1 � 2k2 cospαqk1 � k2

2senpαq � 0, onde α � 2ε� arctanp2q. Resolvendo a penúltima

igualdade como uma equação quadrática na variável k1, temos k1 � k2

�� cospαq � 1
senpαq



,

desde que α � zπ (z P Z). Por outro lado, se α � zπ, ou seja, se ε � zπ � arctanp2q
2 ,

temos F
�
k1, k2,

1
2 arctanp2q � ε



� k1k2 cospzπq � 1

2pk
2
1 � k2

2qsenpzπq � �k1k2 e neste

caso, Λ
�

1
2 arctanp2q � ε



não tem diversidade máxima. Uma vez que k1 e k2 são inteiros,

segue que (4.6) será verdade, se e somente se, (4.5) for verdade. Por outro lado, escrevendo
tmax � 1

2 arctanp2q, segue da continuidade de F pk1, k2, tmax � εq que

lim
εÑ0

F pk1, k2, tmax � εq
� F pk1, k2, tmaxq
�

����k1k2 cosparctanp2qq � 1
2pk

2
1 � k2

2qsenparctanp2qq
���� (4.7)

� 1?
5
��k1k2 � k2

1 � k2
2
�� .

Tomando o inf, temos:

inf
pk1,k2q�p0,0q

lim
εÑ0

F pk1, k2, tmax � εq � inf
pk1,k2q�p0,0q

1?
5
��k1k2 � k2

1 � k2
2
�� � 1?

5
.

Observação 9. Todos os reticulados Λptmax� εq da Tabela 2 possuem diversidade máxima,
pois ε � �1{10i, (i � 1, 2, ..., 15) satisfazem as condições dadas em (4.5).
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Observação 10. Considere os valores de ε “próximos de zero”, para os quais

Λ
�

1
2 arctanp2q � ε




tenha diversidade máxima. Da Proposição 1, temos que

dp,norm

�
Λ
�

1
2 arctanp2q � ε




¤ 1?

5
,

por outro lado, o Corolário 4 nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade
pode tornar-se arbitrariamente próximo de 1?

5
, desde que tomemos ε suficientemente

próximo de zero.

Observação 11. Observamos que qualquer reticulado Λptq dado por (4.3) tem norma mí-
nima e determinante iguais a 1. Dessa forma, todos os resultados desta seção permaneçerão
inalterados se considerarmos a distância produto relativa ao invés da normalizada.

4.3 Estudo da Família de Reticulados Bem Arredondados do R2 a
partir de Rotações por Complexos

Nesta seção, definimos reticulados bem arredondados e um estudo sobre a
distância produto de uma família específica de tais reticulados é feito. As referências
utilizadas foram: [2], [14], [17], [31] e [36].

Para definirmos reticulados bem arredondados, lançamos mão do conceito de
norma mínima (mediante Definição 31). Os reticulados bem arredondados são designados
por WR por conta da abreviação inglesa well-rounded.

Definição 59 (Reticulados Bem Arredondados). Sejam n ¥ 2 um inteiro e Λ � Rn um
reticulado de posto completo. Sejam µ a norma mínima de Λ e S o conjunto de vetores
mínimos de Λ, o seja, S � tx P Λ : ||x|| � µu. Dizemos que Λ é um reticulado bem
arredondado (WR) se S gera o Rn.

Observação 12. Da Definição 59, segue que reticulados bem arredondados são reticulados
de posto completo que possuem uma base formada por vetores de norma mínima.

Exemplo 20. Os reticulados Z2 e hexagonal vistos nos Exemplos 3 e 6 são reticulados bem
arredondados. Observamos que os seus conjuntos de vetores mínimos são dados, respectiva-
mente, por S1 � tp1, 0q, p0, 1q, p�1, 0q, p0,�1qu e S2 � tp1, 0q, p1{2,

?
3{2q, p�1{2,

?
3{2q, p�1,

0q, p�1{2,�
?

3{2q, p1{2,�
?

3{2qu.

Definição 60 (Quase Ortogonalidade). Uma coleção ordenada de vetores linearmente
independentes tx1, ...,xku � Rn, 2 ¤ k ¤ n, é chamada quase ortogonal se para cada
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1   i ¤ k, o ângulo entre xi e o subespaço do Rn gerado por x1, ...,xi�1 está no intervalo
rπ{3, 2π{3s. Em outras palavras, essa condição significa que para cada 1   i ¤ k,

|xtiy|
||xi|| ||y|| ¤

1
2 ,

para todo y pertencente ao subespaço gerado por x1, ...,xi�1.

Segundo [17], o Teorema 32, a seguir, foi demonstrado por Gauss para o caso
particular n � 2.

Teorema 32 ([31]). Suponha que uma base ordenada tx1, ...,xku de um reticulado Λ � Rn

de posto 1   k ¤ n seja quase ortogonal. Então essa base contém um vetor mínimo de Λ.

Observação 13. Em relação ao Teorema 32, temos: se k � n e todos os vetores x1, ...,xn
têm a mesma norma, segue da Observação 12, que Λ é WR. Neste caso, tx1, ...,xnu será
chamada de base minimal de Λ.

Observação 14. Seja B � tv1,v2u, onde ||v1|| � ||v2||, uma base do reticulado Λ � R2.

Decorre da Seção 1.2 de [36] que se B é minimal, então B é quase ortogonal.

A proposição, a seguir, descreve o conjunto de todos os reticulados bem arre-
dondados em R2.

Proposição 2. Os reticulados bem arredondados em R2 com vetores de norma µ são
dados pelo conjunto

Λpa, µ, tq �
tµpk2 cospa� tq � k1 cosptqq, µpk2senpa� tq � k1senptqqq : pa, k1, k2, tq P Du , (4.8)
onde D � rπ{3, π{2s � Z� Z� r0, 2πs

Demonstração. Seja Λ � R2 com base B � tv1,v2u, onde ||v1|| � ||v2||. Segue do Teorema
32, das Observações 13 e 14 que Λ é WR se, e somente se, B é quase ortogonal. Dessa forma,
os reticulados em R2 com base B1 � tpµ, 0q, µpcospaq, senpaqqu, são bem arredondados se,
e somente se, π{3 ¤ a ¤ 2π{3. Observamos que para tais reticulados é sempre possível
escolher uma base cujo ângulo entre os vetores desta está no intervalo rπ{3, π{2s. Com
efeito, caso tenhamos π{2   a ¤ 2π{3, podemos então tomar a base B2 � tpµ, 0q, µpcospπ�
aq, senpπ�aqqu, uma vez que B1 e B2 geram o mesmo reticulado. Dessa forma, consideramos
os reticulados bem arredondados em R2 com base B1, onde π{3 ¤ a ¤ π{2. Observamos
que se considerarmos todas as rotações de ângulo t destes últimos reticulados, ou seja, todas
as rotações de ângulo t de tk1pµ, 0q � k2pµ cospaq, µsenpaqq : k1, k2 P Z, π{3 ¤ a ¤ π{2u,
descrevemos todos os reticulados bem arredondados em R2 com vetores de norma mínima
µ. Sendo assim, do Teorema 2, temos

pcosptq � isenptqqppk1µ� k2µ cospaqq � ik2µsenpaqq � pµpk1 cosptq � k2 cospt� aqq�
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�iµpk1senptq � k2senpt� aqq,
onde consideramos 0 ¤ t ¤ 2π, de onde segue o resultado.

Pra analisarmos a distância produto normalizada da classe de reticulados bem
arredondados Λpa, µq com base tpµ, 0q, µpcospaq, senpaqqu, onde µ ¡ 0 e π{3 ¤ a ¤ π{2,
devemos considerar o conjunto Λpa, µ, tq dado por (4.8). Tomando o valor absoluto do
produto de coordenadas de um ponto em Λpa, µ, tq e dividindo-o pelo volume de um
reticulado qualquer desse conjunto cujo valor é µ2senpaq, definimos a função2

F pa, k1, k2, tq � cossecpaq
����12senp2tqk2

1 � k2senpa� 2tqk1 � 1
2k

2
2senp2pa� tqq

���� . (4.9)

Uma vez que F pa, k1, k2, tq � F pa, k1, k2, t� π{2q é suficiente que tomemos a variação de t
no intervalo 0 ¤ t ¤ π{2, logo o domínio de F será dado por

D � rπ{3, π{2s � Z� Z� r0, π{2s. (4.10)

Sendo assim, o supremo da distância produto ínfima normalizada para um reticulado
Λpã, µq, será dada por dp,normpΛpã, µqq � sup

t
inf

pk1,k2q�p0,0q
F pã, k1, k2, tq, onde 0 ¤ t ¤ π{2,

k1, k2 P Z.
Do que foi exposto no parágrafo anterior, se fizermos ã � π{3 e µ � 1, segue

que o reticulado Λpπ{3, 1q encontrado será o hexagonal (mediante Exemplo 6). Em [23]
foi demonstrado que a máxima distância produto mínima relativa (mediante Definição
57) do hexagonal é 1{4. Uma vez que a norma mínima do hexagonal é µ � 1, segue que
esse resultado coincide com a máxima distância produto mínima deste reticulado. Assim,
para encontrarmos a máxima distância produto mínima normalizada, basta dividirmos o
último resultado pelo volume do hexagonal. Portanto,

dp,normphexagonalq � dp,normpΛpπ{3, 1qq � 1
2
?

3
. (4.11)

Fazendo, agora, ã � π{2 e µ � 1, segue que Λpπ{2, 1q � Z2 e conforme demonstrado na
Proposição 1, temos dp,normpΛpπ{2, 1qq � 1?

5
.

Dessa forma, para a classe de reticulados bem arredondados Λpa, 1q conhecemos
a máxima distância produto mínima normalizada dos reticulados Λpπ{3, 1q e Λpπ{2, 1q,
ou seja, quando a assume os valores extremos do intervalo rπ{3, π{2s. Para alguns valores
de a tomados no interior deste intervalo, a saber a P A � t13π{36   7π{18   5π{12  
4π{9   17π{36u, encontramos cotas superiores para as distâncias produtos dos reticulados
correspondentes. Para cada a P A, essas cotas superiores foram encontradas a partir do
2 Observamos que essa função independe do valor da norma µ.
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valor de t � tmax que maximiza o limitante3

αptq � minpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0, 1, tq, F pa, 1,�1, tq, F pa, 1, 2, tq, F pa, 2, 1, tq,
F pa, 3,�5, tq, F pa, 5,�3, tqq.

Em cada um desses casos verificamos que min
k1,k2

F pa, k1, k2, tmaxq   αptmaxq, quando tomamos

k1, k2 P Z tais que 1 ¤ k2
1 � k2

2 ¤ 10i 4 (i inteiro positivo suficientemente grande), de onde
concluímos que dp,normpΛpaq, 1q ¤ αptmaxq. Estes resultados estão sistematizados na Tabela
3.

a dp,normpΛpaq, 1q
π{3 = 0.288675

13π{36 ¤ 0.31738
7π{18 ¤ 0.328734
5π{12 ¤ 0.327415
4π{9 ¤ 0.346285

17π{36 ¤ 0.394708
π{2 = 0.447214

Tabela 3 – Distância produto normalizada da classe de reticulados bem arredondados
Λpa, 1q

A seguir, temos a Proposição 3, que nos dá a classe de reticulados bem arre-
dondados do R2 com maior distância produto normalizada.

Proposição 3. Se Λpa, µq é a classe de reticulados bem arredondados com base tpµ, 0q,
µpcospaq, senpaqqu, onde µ ¡ 0, π{3 ¤ a ¤ π{2, e dp,normpΛpa, µqq � sup

t
dp,normpΛpa, µ, tqq,

onde Λpa, µ, tq dado por (4.8) é o conjunto das rotações de Λpa, µq, então

max
a
rdp,normpΛpa, µqqs � dp,normpΛpπ{2, µqq � 1?

5
.

Demonstração. Observamos que o supremo da distância produto ínfima normalizada de
uma versão rotacionada de Λpã, µq, onde ã é um valor fixo no intervalo rπ{3, π{2s é dado
por dp,normpΛpã, µqq � sup

t
dp,normpΛpã, µ, tqq � sup

t
inf

pk1,k2q�p0,0q
F pã, k1, k2, tq, onde F é a

função dada em (4.9) que estabelece o valor absoluto do produto das coordenadas de
um ponto em Λpa, µ, tq dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto.
Uma vez que F pa, k1, k2, tq � F pa, k1, k2, t � π{2q, é suficiente que tomemos a variação
3 Este limitante foi considerado após diversos testes na tentativa de encontrarmos limitantes “melhores”

que βptq � minpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0, 1, tq, F pa, 1,�1, tqq para refinarmos as cotas superiores da distância
produto.

4 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para i � 2, 3, 4, 5, 6.
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de t, no intervalo 0 ¤ t ¤ π{2, logo o domínio de F será dado por (4.10). Sendo
assim, consideremos a aplicação ω : rπ{3, π{2s Ñ R dada por ωpaq � dp,normpΛpa, µqq �
sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pa, k1, k2, tq. Temos:

ωpaq � sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pa, k1, k2, tq
¤ sup

t
pminpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqqq

¤ max
a,t

pminpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqqq.

Observamos que podemos definir a aplicação α : rπ{3, π{2s � r0, π{2s Ñ R dada por

αpa, tq � minpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqq (4.12)

e como α é contínua, segue que ela tem máximo global. Assim justificamos o uso do max
e min ao invés de sup e inf nas desigualdades anteriores.

Afirmação: O máximo global de α é 1{
?

5, ou seja, max
a,t

pminpF pa, 1, 0, tq, F pa, 0,
1, tq, F pa, 1,�1, tqqq � 1{

?
5.

Com efeito, observamos que das Figuras 12 e 13, para encontrarmos o máximo
global de α devemos analisar as interseções F pa, 1, 0, tq � F pa, 0, 1, tq, F pa, 1, 0, tq �
F pa,�1, 1, tq e F pa, 0, 1, tq � F pa, 0, 1, tq. Fazemos isso considerando três casos a seguir.

Figura 12 – Limitante αpa, tq (WR)

Figura 13 – Limitantes F pa, 1, 0, tq,
F pa, 0, 1, tq e F pa,�1, 1, tq
(WR)

Caso 1: Análise da igualdade F pa, 1, 0, tq � F pa, 0, 1, tq. Observamos que esta igual-
dade equivale a |senp2tq| � |senp2a� 2tq|, de onde temos senp2tq � senp2a� 2tq ou
senp2tq � �senp2a � 2tq. Da primeira equação senp2tq � senp2a � 2tq, segue que
2a � 2t � 2t � 2kπ ou 2a � 2t � pπ � 2tq � 2kπ, onde k P Z. Logo, a � kπ ou
t � p1� 2kqπ4 �

a

2 .
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Como devemos ter π{3 ¤ a ¤ π{2, segue que a solução a � kπ deve ser des-
considerada e como 0 ¤ t ¤ π{2, segue da solução t � p1 � 2kqπ4 � a

2 que�
2k � 1

2



π ¤ a ¤ p1 � 2kqπ2 , logo devemos considerar k � 0, de onde temos

t � π

4 � a

2 . Da Figura 14, concluímos que a função α1 : rπ{3, π{2s Ñ R dada por

α1paq � min
�
F
�
a, 1, 0, π4 �

a

2

	
, F

�
a, 0, 1, π4 �

a

2

	
, F

�
a,�1, 1, π4 �

a

2

		
é estrita-

mente decrescente.

Figura 14 – α1paq (WR)
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Portanto, o máximo global de α1 ocorre em a � π

3 , de onde concluímos que
�π

3 ,
π

12

	
é um ponto crítico de α e por sua vez temos α

�π
3 ,

π

12

	
� 1

2
?

3
. Por outro lado, da

segunda equação do Caso 1, a saber senp2tq � �senp2a� 2tq, segue que 2a� 2t �
�2t�2kπ ou 2a�2t � pπ�2tq�2kπ, onde k P Z. Logo, t � k

π

2�
a

2 ou a � p1�2kqπ2 .

Como devemos ter 0 ¤ t ¤ π{2, segue da solução t � k
π

2 �
a

2 que pk� 1qπ ¤ a ¤ kπ,

logo devemos considerar k � 1, de onde temos t � π

2 �
a

2 . Como α
�
a,
π

2 �
a

2

	
� 0 é

óbvio que o máximo global de α não será atingido neste caso.

Como devemos ter π{3 ¤ a ¤ π{2, segue da solução a � p1 � 2kqπ2 que devemos

considerar k � 0 e assim, a � π

2 .

Da Figura 15, concluímos que a função α2 : r0, π{2s Ñ R dada por α2ptq �
min

�
F
�π

2 , 1, 0, t
	
, F

�π
2 , 0, 1, t

	
, F

�π
2 , 1,�1, t

		
� minp|senptq cosptq|, | cosp2tq|q

possui dois extremantes que são soluções da equação |senptq cosptq| � | cosp2tq|,
quando consideramos 0 ¤ t ¤ π{2. Logo, temos que t � 1

2 arctanp2q e t �
π

2 �
1
2 arctanp2q são pontos de máximo global de α2.

Concluímos que
�
π

2 ,
1
2 arctanp2q



e
�
π

2 ,
π

2 �
1
2 arctanp2q



são pontos críticos de α

e por sua vez temos α
�
π

2 ,
1
2 arctanp2q



� α

�
π

2 ,
π

2 �
1
2 arctanp2q



� 1?

5
.
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Figura 15 – α2ptq (WR)
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Caso 2: Análise da iguldade F pa, 1, 0, tq � F pa,�1, 1, tq. Observamos que esta igual-

dade equivale a 1
2 |senp2tq| �

����12senp2tq � 1
2senp2a� 2tq � senpa� 2tq

���� , de onde te-

mos senpa� 2tq � 1
2senp2a� 2tq ou senp2tq � senpa� 2tq � 1

2senp2a� 2tq.

Da primeira equação senpa � 2tq � 1
2senp2a � 2tq, temos

senp2tq
�

1
2 cosp2aq � cospaq



� cosp2tq

�
senpaq � 1

2senp2aq


. Suponha que

cosp2tq
�

1
2 cosp2aq � cospaq



� 0, logo temos:

t � t3paq � 1
2 arctan

�
2senpaq � senp2aq
cosp2aq � 2 cospaq



� π

2 .

Da Figura 16, concluímos que a função α3 : rπ{3, π{2s Ñ R dada por
α3paq � minpF pa, 1, 0, t3paqq, F pa, 0, 1, t3paqq, F pa,�1, 1, t3paqqq é estritamente cres-
cente. Portanto, o máximo global de α3 ocorre em a � π

2 e como t3

�π
2

	
�

π

2 � 1
2 arctanp2q, segue que

�
π

2 ,
π

2 �
1
2 arctanp2q



é ponto crítico de α. Observa-

mos que este ponto ja fora encontrado anteriormente.

Figura 16 – α3paq (WR)
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Suponha, agora, que cosp2tq
�

1
2 cosp2aq � cospaq



� 0, ou seja, t � π

4 ou

a � arccos
�

1�?
3

2



¡ π

2 . Substituindo t �
π

4 em senp2tq
�

1
2 cosp2aq � cospaq



�

cosp2tq
�

senpaq � 1
2senp2aq



, temos 1

2 cosp2aq � cospaq � 0, ou seja, t � π

4 implica

em a � arccos
�

1�?
3

2



, e portanto, tal valor não deve ser considerado. Por outro

lado, da segunda equação do Caso 2, a saber senp2tq � senpa� 2tq � 1
2senp2a� 2tq,

temos senp2tq
�

1� cospaq � 1
2 cosp2aq



� cosp2tq

�
senpaq � 1

2senp2aq


. Suponha

que cosp2tq
�

1� cospaq � 1
2 cosp2aq



� 0, logo temos:

t � t4paq � 1
2 arctan

�
2senpaq � senp2aq

2� cosp2aq � 2 cospaq


.

Da Figura 17, concluímos que a função α4 : rπ{3, π{2s Ñ R dada por
α4paq � minpF pa, 1, 0, t4paqq, F pa, 0, 1, t4paqq, F pa,�1, 1, t4paqqq é estritamente cres-
cente.

Figura 17 – α4paq (WR)

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0.1

0.2

0.3

0.4

Portanto, o máximo global de α4 ocorre em a � π

2 e como t4
�π

2

	
� 1

2 arctanp2q,

segue que
�
π

2 ,
1
2 arctanp2q



é ponto crítico de α.

Observamos que este ponto ja fora encontrado anteriormente. Suponha agora que
cosp2tq

�
1� cospaq � 1

2 cosp2aq


� 0. Como a equação 1 � cospaq � 1

2 cosp2aq �
0 não tem solução, segue que t � π

4 . Observamos que t � π

4 não deve

ser considerado, pois se o substituirmos em senp2tq
�

1� cospaq � 1
2 cosp2aq



�

cosp2tq
�

senpaq � 1
2senp2aq



, temos 1� cospaq � 1

2 cosp2aq � 0.
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Caso 3: Análise da iguldade F pa, 0, 1, tq � F pa,�1, 1, tq. Observamos que esta igual-

dade equivale a 1
2 |senp2a� 2tq| �

����12senp2tq � 1
2senp2a� 2tq � senpa� 2tq

���� , de onde

temos 1
2senp2tq � senpa� 2tq ou 1

2senp2tq � senpa� 2tq � senp2a� 2tq. Da primeira

equação 1
2senp2tq � senpa� 2tq, temos senp2tq

�
1
2 � cospaq



� cosp2tqsenpaq. Supo-

nha que cosp2tq
�

1
2 � cospaq



� 0, logo temos:

t � t5paq � 1
2 arctan

�
2senpaq

1� 2 cospaq


.

Da Figura 18, concluímos que a função α5 : pπ{3, π{2s Ñ R dada por α5paq �
minpF pa, 1, 0, t5paqq, F pa, 0, 1, t5paqq, F pa,�1, 1, t5paqqq é estritamente crescente. Por-
tanto, o máximo global de α5 ocorre em a � π

2 e como t5
�π

2

	
� 1

2 arctanp2q, segue

que
�
π

2 ,
1
2 arctanp2q



é ponto crítico de α. Observamos que este ponto já fora en-

contrado anteriormente.

Figura 18 – α5paq (WR)

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0.30

0.35

0.40

0.45

Suponha, agora, que cosp2tq
�

1
2 � cospaq



� 0, ou seja, t � π

4 ou a � π

3 . Substituindo

t � π

4 em senp2tq
�

1
2 � cospaq



� cosp2tqsenpaq temos 1

2 � cospaq � 0. Substituindo

agora a � π

3 em senp2tq
�

1
2 � cospaq



� cosp2tqsenpaq temos cosp2tq � 0.

Portanto,
�π

3 ,
π

4

	
é um ponto crítico de α e por sua vez temos α

�π
3 ,
π

4

	
� 1

2
?

3
.

Por outro lado, da segunda equação do Caso 3, a saber 1
2senp2tq � senpa � 2tq �

senp2a � 2tq, temos senp2tq
�

1
2 � cospaq � cosp2aq



� cosp2tqpsenpaq � senp2aqq.

Suponha que cosp2tq
�

1
2 � cospaq � cosp2aq



� 0, logo temos:
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t � t6paq � 1
2 arctan

�
2senpaq � 2senp2aq

1� 2 cospaq � 2 cosp2aq


� π

2 .

Da Figura 19, concluímos que a função α6 : rπ{3, π{2s Ñ R dada por α6paq �
minpF pa, 1, 0, t6paqq, F pa, 0, 1, t6paqq, F pa,�1, 1, t6paqqq é estritamente crescente. Por-
tanto o máximo global de α6 ocorre em a � π

2 e como t6
�π

2

	
� π

2 � 1
2 arctanp2q,

segue que
�
π

2 ,
π

2 �
1
2 arctanp2q



é um ponto crítico de α. Observamos que este ponto

ja fora encontrado anteriormente.

Figura 19 – α6paq (WR)

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0.1

0.2

0.3

0.4

Suponha, agora, que cosp2tq
�

1
2 � cospaq � cosp2aq



� 0, ou seja, t � π

4 ou a �

arccos
�

1�?
5

4



R
�π

3 ,
π

2

�
. Observamos que t � π

4 não deve ser considerado, pois

se o substituirmos em senp2tq
�

1
2 � cospaq � cosp2aq



� cosp2tqpsenpaq � senp2aqq,

temos 1
2 � cospaq � cosp2aq � 0 cuja solução é a � arccos

�
1�?

5
4



.

Finalmente, após analisarmos os Casos 1, 2 e 3, concluímos que
�
π

2 ,
1
2 arctanp2q




e
�
π

2 ,
π

2 �
1
2 arctanp2q



são os únicos extremantes globais de α, o que prova a afirmação

anterior. Portanto, ωpaq ¤ 1?
5
e como ω

�π
2

	
� 1?

5
, segue que a � π

2 é extremante global
de ω, o que completa a demonstração.

Observação 15. Como na demonstração da Proposição 3, levamos em consideração o
conjunto de reticulados dado pela Proposição 2, segue que não há reticulado bem arredondado
em R2 com distância produto normalizada superior a de um reticulado da classe Λpπ{2, µq,
e ainda, cada reticulado pertencente a esta classe (em particular o Z2) tem distância
produto normalizada dada por 1?

5
.

Observação 16. Do que foi exposto no desfecho da demonstração da Proposição 3, segue

que os reticulados Λ
�
π

2 , 1,
1
2 arctanp2q



e Λ

�
π

2 , 1,
π

2 �
1
2 arctanp2q



são versões rotacio-
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nadas do Z2 com máxima distância produto mínima normalizada 1?
5
. Estes reticulados

têm suas matrizes dadas por (4.4) e (4.13), respectivamente.

L �

�
���

cos
�
π

2 �
1
2 arctanp2q



�sen

�
π

2 �
1
2 arctanp2q




sen
�
π

2 �
1
2 arctanp2q



cos

�
π

2 �
1
2 arctanp2q



�
���

�
�

0.525731 �0.850651
0.850651 0.525731

�
(4.13)

Corolário 5. Seja Λ1 � Λ
�
π

2 , 1,
π

2 �
1
2 arctanp2q



a versão rotacionada do Z2 via

números complexos cuja matriz é dada, respectivamente, por (4.13) e seja Λ2 a versão
rotacionada do Z2 via corpo ciclotômico K � Qpζ5 � ζ�1

5 q ([32]) cuja matriz é dada por
(3.14). Os reticulados Λ1 e Λ2 são idênticos.

Demonstração. Como L�1R é unimodular, segue do Teorema 10 que Λ1 e Λ2 são idênticos.
Na verdade, escrevendo a � 0.525731 e b � 0.850651, temos

R �
�
�a �b
�b a

�
� LS1 �

�
a �b
b a

�
S1,

onde

S1 �
�
�1 0
0 1

�

é unimodular.

A Proposição 3 pode ser reescrita em termos da distância produto relativa.
Observamos que para garantirmos tal resultado devemos tomar o valor absoluto do produto
de coordenadas de um ponto em Λpa, µ, tq e dividirmos o resultado por µ2, assim temos a
função

Gpa, k1, k2, tq � senpaqF pa, k1, k2, tq,
em que G tem o mesmo domínio de F cuja lei é dada por (4.9). Na demonstração da Propo-
sição 3, a aplicação ω seria dada por ωpaq � dp,relpΛpa, µqq � sup

t
inf

pk1,k2q�p0,0q
Gpa, k1, k2, tq

de onde teríamos

ωpaq � sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

Gpa, k1, k2, tq
¤ max

a,t
pminpGpa, 1, 0, tq, Gpa, 0, 1, tq, Gpa,�1, 1, tqqq.
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Definindo a aplicação β : rπ{3, π{2s � r0, π{2s Ñ R dada por

βpa, tq � minpGpa, 1, 0, tq, Gpa, 0, 1, tq, Gpa,�1, 1, tqq, (4.14)

ou seja, βpa, tq � senpaqαpa, tq, temos max
a,t

βpa, tq ¤ max
a

senpaqmax
a,t

αpa, tq � 1 1?
5
� 1?

5
.

Portanto, ωpaq ¤ 1?
5
e como ω

�π
2

	
� 1?

5
, segue que a � π

2 é extremante
global de ω. Com isso, temos a Proposição 4 que é dada a seguir.

Proposição 4. Se Λpa, µq é a classe de reticulados bem arredondados com base tpµ, 0q,
µpcospaq, senpaqqu, onde µ ¡ 0, π{3 ¤ a ¤ π{2, e dp,relpΛpa, µqq � sup

t
dp,relpΛpa, µ, tqq,

onde Λpa, µ, tq dado por (4.8) é o conjunto das rotações de Λpa, µq, então

max
a
rdp,relpΛpa, µqqs � dp,relpΛpπ{2, µqq � 1?

5
.

A partir das aplicações αpa, tq dada por (4.12) e βpa, tq dada por (4.14) en-
contramos cotas superiores para as distâncias produtos dos reticulados Λpa, 1q, onde a
é um ponto qualquer da partição P �

!
a � apiq � π

3 �
π

600i
)100

i�0
do intervalo

�π
3 ,
π

2

�
.

Essas cotas superiores foram encontradas maximizando as 101 aplicações αpapiq, tq e 101
aplicações βpapiq, tq, quando t é tomado no intervalo

�
0, π2

�
. Numericamente, percebemos

que em ambos os casos (quando consideramos αpa, tq e quando consideramos βpa, tq) a
menor cota superior foi alcançada no reticulado hexagonal, ou seja, quando a � π

3 e essa
cota é exatamente sua distância produto (normalizada ou relativa). Diante do exposto,
finalizamos essa seção com as Conjecturas 1 e 2.

Conjectura 1. Se Λpa, µq é a classe de reticulados bem arredondados com base tpµ, 0q,
µpcospaq, senpaqqu, em que µ ¡ 0, π{3 ¤ a ¤ π{2, e dp,normpΛpa, µqq � sup

t
dp,normpΛpa, µ, tqq,

em que Λpa, µ, tq dado por (4.8) é o conjunto das rotações de Λpa, µq, então

min
a
rdp,normpΛpa, µqqs � dp,normpΛpπ{3, µqq � 1

2
?

3
.

Conjectura 2. Se Λpa, µq é a classe de reticulados bem arredondados com base tpµ, 0q,
µpcospaq, senpaqqu, onde µ ¡ 0, π{3 ¤ a ¤ π{2, e dp,relpΛpa, µqq � sup

t
dp,relpΛpa, µ, tqq,

onde Λpa, µ, tq dado por (4.8) é o conjunto das rotações de Λpa, µq, então

min
a
rdp,relpΛpa, µqqs � dp,relpΛpπ{3, µqq � 1

4 .

4.4 Estudo da Família de Reticulados via Corpos Quadráticos a
partir de Rotações por Complexos

Nesta seção, estudamos a família de reticulados via corpos quadráticos a partir
de rotações por complexos. Como foi observado no Exemplo 11, trata-se da família de



Capítulo 4. Reticulados Rotacionados via Complexos 78

reticulados Λ � ΛpOKq � σpOKq, em que K � Qp
?
dq (1 � d P Z livre de quadrados),

dividida nas classes Λ1 � Λ1pdq, em que 0   d � 1 (mod 4), Λ2 � Λ2pdq, em que 0   d � 1
(mod 4), Λ3 � Λ3plq, em que l ¡ 0 é tal que �l � 1 (mod 4) e Λ4 � Λ4plq, em que l ¡ 0
é tal que �l � 1 (mod 4). Do Exemplo 11, vemos que os reticulados Z2 e hexagonal
pertencem às classes Λ3 e Λ4, respectivamente.

Foi observado no Exemplo 16, que os reticulados das classes Λ1 e Λ2 têm
diversidade máxima e suas distâncias produtos normalizadas são dadas por dp,normpΛ1q �

1
2
?
d
e dp,normpΛ2q � 1?

d
. Mostramos nas Proposições 5 e 6 que essas distâncias não serão

alteradas quando consideramos os conjuntos de todas as rotações de Λ1 e Λ2.

Proposição 5. Se 0   d � 1 (mod 4) é livre de quadrados e Λ1pdq é a classe de reticulados
via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.4), então a máxima distância
produto mínima normalizada para um reticulado Λ1pdq rotacionado é dp,normpΛ1pdqq � 1

2
?
d
.

Demonstração. Como Λ1pdq � tpk1�k2
?
d, k1�k2

?
dq : k1, k2 P Zu, tomando uma rotação

de ângulo t, temos pelo Teorema 2 que:

pcosptq � isenptqqpk1 � k2
?
d� ipk1 � k2

?
dqq � k2p

?
dsenptq �

?
d cosptqq � k1pcosptq

�senptqq � ipk2p
?
dsenptq �

?
d cosptqq � k1psenptq � cosptqqq.

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotação é Λ1pd, tq � tpk2p
?
dsenptq�?

d cosptqq � k1pcosptq � senptqq, k2p
?
dsenptq �

?
d cosptqq � k1psenptq � cosptqqq : k1, k2 P

Z; 0 ¤ t   2πu. O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em Λ1pd, tq
dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto é

F pd, k1, k2, tq � 1
2
?
d

����k2
1 � dk2

2
�

cosp2tq � 2
?
dk1k2senp2tq

��� .
Como F

�
d, k1, k2, t� π

2

	
� F pd, k1, k2, tq , podemos tomar a variação de t no intervalo�

0, π2

�
, logo tomando o sup neste intervalo temos:

dp,normpΛ1pdqq � sup
t
dp,normpΛ1pd, tqq �

sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pd, k1, k2, tq ¤ sup
t
F pd, 1, 0, tq � sup

t

| cosp2tq|
2
?
d

� 1
2
?
d
.

Por outro lado, F pd, k1, k2, 0q � F
�
d, k1, k2,

π

2

	
� 1

2
?
d
|k2

1 � dk2
2| � 0 ô k1 � k2 �

0, e ainda, dp,normpΛ1pd, 0qq � inf
pk1,k2q�p0,0q

F pd, k1, k2, 0q � 1
2
?
d

e dp,norm

�
Λ1

�
d,
π

2

		
�

inf
pk1,k2q�p0,0q

F
�
d, k1, k2,

π

2

	
� 1

2
?
d
.

Portanto, dp,normpΛ1pdqq � dp,normpΛ1pd, 0qq � dp,norm

�
Λ1

�
d,
π

2

		
� 1

2
?
d
.
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Proposição 6. Se 0   d � 1 é livre de quadrados, d � 1 (mod 4) e Λ2pdq é a classe
de reticulados via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.5), então a
máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado Λ2pdq rotacionado é
dp,normpΛ2pdqq � 1?

d
.

Demonstração. Como Λ2pdq � tpk1 � k2p1 �
?
dq{2, k1 � k2p1 �

?
dq{2q : k1, k2 P Zu,

tomando uma rotação de ângulo t, temos pelo Teorema 2 que:

pcosptq � isenptqqpk1 � k2p1�
?
dq{2� ipk1 � k2p1�

?
dq{2qq � pk2{2qpp

?
d� 1q cosptq

�p1�
?
dqsenptqq � k1pcosptq � senptq � ippk2{2qpp

?
d� 1qsenptq � p1�

?
dq cosptqq

�k1psenptq � cosptqq

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotação é Λ2pd, tq � tppk2{2qpp
?
d�

1q cosptq � p1�
?
dqsenptqq � k1pcosptq � senptq, pk2{2qpp

?
d� 1qsenptq � p1�

?
dq cosptqq �

k1psenptq � cosptqq : k1, k2 P Z; 0 ¤ t   2πu. O valor absoluto do produto de coordenadas
de um ponto em Λ2pd, tq dividido pelo volume de um reticulado qualquer desse conjunto é

F pd, k1, k2, tq � 1
4
?
d

���cosp2tq ��pd� 1qk2
2 � 4k2

1 � 4k1k2
�� 2

?
dk2p2k1 � k2qsenp2tq

��� .
Como F

�
d, k1, k2, t� π

2

	
� F pd, k1, k2, tq , podemos tomar a variação de t no intervalo�

0, π2

�
, logo tomando o sup neste intervalo, temos:

dp,normpΛ2pdqq � sup
t
dp,normpΛ2pd, tqq �

sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pd, k1, k2, tq ¤ sup
t
F pd, 1, 0, tq � sup

t

| cosp2tq|?
d

� 1?
d
.

Por outro lado, F pd, k1, k2, 0q � F
�
d, k1, k2,

π

2

	
� 1

4
?
d
|4k1k2 � pd � 1qk2

2 � 4k2
1| �

1?
d
|k1k2�sk2

2�k2
1| � 0 ô k1 � k2

��1�?
1� 4s

2



� k2

��1�?
d

2



, onde s � d� 1

4 P

Z. Como 0   d � 1 é livre de quadrados, segue que F pd, k1, k2, 0q � F
�
d, k1, k2,

π

2

	
�

0 ô k1 � k2 � 0.

Dessa forma, temos que dp,normpΛ2pd, 0qq � inf
pk1,k2q�p0,0q

F pd, k1, k2, 0q � 1?
d
e

dp,norm

�
Λ2

�
d,
π

2

		
� inf

pk1,k2q�p0,0q
F
�
d, k1, k2,

π

2

	
� 1?

d
.

Portanto, dp,normpΛ2pdqq � dp,normpΛ2pd, 0qq � dp,norm

�
Λ2

�
d,
π

2

		
� 1?

d
.

Foi observado, no Exemplo 11, que os reticulados das classes Λ3 e Λ4 não têm
diversidade máxima. Dessa forma, a Proposição 7 estabelece a máxima distância produto
mínima quando consideramos o conjuntos de todas as rotações de Λ3 e se as equações
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diofantinas x2 � ly2 � �2 (mediante Seção 1.5) não tiverem solução, a Proposição 8
estabelece a máxima distância produto mínima quando consideramos o conjunto de todas
as rotações de Λ4.

Proposição 7. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4). Se Λ3plq é a
classe de reticulados via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.6), então a
máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado Λ3plq rotacionado é

dp,normpΛ3plqq �
#

1{
?

5, se l � 1
1{p2

?
lq, se l ¡ 1

Demonstração. Como Λ3plq � tpk1, k2
?
lq : k1, k2 P Zu, tomando uma rotação de ângulo

t, temos pelo Teorema 2 que:

pcosptq � isenptqqpk1 � ik2
?
lq � k1 cosptq � k2

?
lsenptq � ipk1senptq � k2

?
l cosptqq.

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotação é Λ3pl, tq � tpk1 cosptq �
k2
?
lsenptq, k1senptq � k2

?
l cosptqq : k1, k2 P Z; 0 ¤ t   2πu. O valor absoluto do produto

de coordenadas de um ponto em Λ3pl, tq dividido pelo volume de um reticulado qualquer
desse conjunto é

F pl, k1, k2, tq � 1?
l

����12senp2tq �k2
1 � k2

2l
�� k1k2

?
l cosp2tq

���� .
Observamos, que se l � 1, então Λ3plq � Λ3p1q � Z2 e F p1, k1, k2, tq trata-se da função
(4.2), dessa forma segue, da Proposição 1, que dp,normpΛ3p1qq � 1?

5
.

Como F
�
l, k1, k2, t� π

2

	
� F pl, k1, k2, tq , podemos tomar a variação de t no

intervalo
�
0, π2

�
, logo tomando o sup neste intervalo temos:

dp,normpΛ3plqq � sup
t
dp,normpΛ3pl, tqq �

sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pl, k1, k2, tq ¤ sup
t
F pl, 1, 0, tq � sup

t

|senp2tq|
2
?
l

� 1
2
?
l
.

Por outro lado, se l ¡ 1, temos F
�
l, k1, k2,

π

4

	
� 1

2
?
l
|k2

1 � lk2
2| � 0 ô k1 �

k2 � 0, e ainda, dp,norm

�
Λ3

�
l,
π

4

		
� inf

pk1,k2q�p0,0q
F
�
l, k1, k2,

π

4

	
� 1

2
?
l
.

Portanto, dp,normpΛ3plqq � dp,norm

�
Λ3

�
l,
π

4

		
� 1

2
?
l
desde que l ¡ 1.

Proposição 8. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4) e que as equações
diofantinas x2� ly2 � �2 não tenham solução. Se Λ4plq é a classe de reticulados via corpos
quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.7), então a máxima distância produto
mínima normalizada para um reticulado Λ4plq rotacionado é dp,normpΛ4plqq � 1?

l
.
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Demonstração. Como Λ4plq � tpk1 � k2{2, k2
?
l{2q : k1, k2 P Zu, tomando uma rotação de

ângulo t, temos pelo Teorema 2 que:

pcosptq � isenptqqpk1 � k2{2� ik2
?
l{2q � k1 cosptq � k2pcosptq{2�

?
lsenptq{2q �

�ipk1senptq � k2p
?
l cosptq{2� senptq{2qq.

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotação é Λ4pl, tq � tpk1 cosptq �
k2pcosptq{2 �

?
lsenptq{2q, k1senptq � k2p

?
l cosptq{2 � senptq{2qq : k1, k2 P Z; 0 ¤ t   2πu.

O valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em Λ4pl, tq dividido pelo volume
de um reticulado qualquer desse conjunto é

F pl, k1, k2, tq � 1
4
?
l

���senp2tq �p2k1 � k2q2 � k2
2l
�� 2k2

?
lp2k1 � k2q cosp2tq

��� . (4.15)

Como F
�
l, k1, k2, t� π

2

	
� F pl, k1, k2, tq , podemos tomar a variação de t no intervalo�

0, π2

�
, logo tomando o sup neste intervalo temos:

dp,normpΛ4plqq � sup
t
dp,normpΛ4pl, tqq �

sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pl, k1, k2, tq ¤ sup
t
F pl, 1, 0, tq � sup

t

|senp2tq|?
l

� 1?
l
. (4.16)

Por outro lado, F
�
l, k1, k2,

π

4

	
� 1

4
?
l

��p2k1 � k2q2 � k2
2l
�� � 0 ô k1 � k2

��1�?
l

2



.

Como l é diferente de 1 e livre de quadrados, segue que F
�
l, k1, k2,

π

4

	
� 0 ô k1 � k2 � 0.

Pondo l � 4s� 1, onde 0   s P Z, temos p2k1 � k2q2 � k2
2l � 2p2k2

1 � 2k1k2 �
2sk2

2 � k2
2q que é par, logo

��p2k1 � k2q2 � k2
2l
�� � 1 e

��p2k1 � k2q2 � k2
2l
�� � 3 quaisquer

que sejam os inteiros k1 e k2. A equação
��p2k1 � k2q2 � k2

2l
�� � 2 é equivalente a k1 ��

�k2 �
a
k2

2l � 2
2

�
, logo ela terá solução desde que k2

2l � 2 seja um quadrado perfeito,

uma vez que k2 e k2
2l � 2 têm a mesma paridade.

Dessa forma, se k2
2l � 2 não for um quadrado perfeito, ou de igual modo, se

as equações diofantinas x2 � ly2 � �2 não tiverem solução temos dp,norm

�
Λ4

�
l,
π

4

		
�

inf
pk1,k2q�p0,0q

F
�
l, k1, k2,

π

4

	
� 1

4
?
l

inf
pk1,k2q�p0,0q

��p2k1 � k2q2 � k2
2l
�� � 1

4
?
l
4 � 1?

l
.

Portanto, dp,normpΛ4plqq � dp,norm

�
Λ4

�
l,
π

4

		
� 1?

l
desde que x2 � ly2 � �2

não tenham solução.

Exemplo 21. Embora �3 � 1 (mod 4), a equação diofantina x2 � 3y2 � �2 é solúvel
(mediante Exemplo 1), logo l � 3 não satisfaz as hipóteses da Proposição 8. Por outro
lado, Λ4p3q é o reticulado hexagonal cuja distância produto normalizada foi determinada
na Seção 4.3 (mediante 4.11). Temos dp,normpΛ4p3qq � 1

2
?

3
.
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Exemplo 22. Uma vez que �15 � 1 (mod 4) e as equações diofantinas x2 � 15y2 � �2
são insolúveis (mediante Exemplo 2), segue da Proposição 8 que dp,normpΛ4p15qq � 1?

15
.

Conjectura 3. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4). Existem infinitos
valores de l para os quais x2 � ly2 � �2 não têm solução.

Observação 17. Caso a Conjectura 3 seja verdadeira, segue da Proposição 8 que existem
infinitos reticulados Λ4plq para os quais temos dp,normpΛ4plqq � 1?

l
.

Consideramos, agora, os reticulados Λ4plq, em que l � 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 51,
59 e 67. Estes são os menores valores para os quais l ¡ 0 é livre de quadrados, �l � 1
(mod 4) e pelo menos uma das equações diofantinas x2 � ly2 � �2 admite solução
(essa última afirmação pode ser verificada a partir do Teorema 6). A partir da aplicação

F pl, k1, k2, tq dada por (4.15) encontramos t na partição P �
"
t � tpiq � πi

198

*99

i�0
do

intervalo
�
0, π2

�
para o qual tenhamos o maior limitante da distância produto do reticulado

Λ4pl, tq. Para isso, procedemos do seguinte modo: Para cada valor de l, minimizamos as
100 funções F pl, k1, k2, tpiqq nas variáveis inteiras k1, k2 quando consideramos a restrição
1 ¤ k2

1 � k2
2 ¤ 106 e tomamos o maior valor dentre estes resultados. Observamos que essa

é uma estimativa da máxima distância produto mínima normalizada do reticulado Λ4plq
rotacionado. Estes resultados estão sistematizados na Tabela 4.

l tmax dp,normpΛ4pl, tmaxqq 1{
?
l

7 38π{198 ¤ 0.351169 0.377964
11 40π{198 ¤ 0.287914 0.301511
19 49π{198 ¤ 0.229387 0.229416
23 48π{198 ¤ 0.208278 0.208514
31 49π{198 ¤ 0.179583 0.179605
43 49π{198 ¤ 0.152479 0.152499
47 48π{198 ¤ 0.1457 0.145865
51 47π{198 ¤ 0.139588 0.140028
59 49π{198 ¤ 0.130173 0.130189
67 49π{198 ¤ 0.122154 0.122169

Tabela 4 – Distância produto normalizada da classe de reticulados quadráticos Λ4pl, tmaxq
como estimativa da dp,normpΛ4plqq

Observação 18. A quarta coluna da Tabela 4 nos traz o valor de 1?
l
, que conforme

podemos ver em (4.16) é um limitante para máxima distância produto mínima normalizada
do reticulado Λ4plq rotacionado. Observamos que estes valores são razoavelmente “próximos”
às estimativas encontradas na terceira coluna desta Tabela.
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A Proposição 8, o Exemplo 21 e a Observação 18 nos motivam à Conjectura 4
a seguir.

Conjectura 4. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4). Se Λ4plq é a
classe de reticulados via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.7), então a
máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado Λ4plq rotacionado é

dp,normpΛ4plqq �
#

1{p2
?

3q, se l � 3
1{
?
l, se l ¡ 3

Toda discussão feita nessa seção sobre a ótica da distância normalizada, poderia
ser feita para distância relativa.

Para mostrarmos, por exemplo, que com as hipóteses da Proposição 5, temos
dp,relpΛ1pdqq � 1

2 , observamos primeiramente no Exemplo 16 que a norma mínima de Λ1pdq
é µ �

?
2, logo segue que a norma mínima de qualquer reticulado de Λ1pd, tq (definido na

demonstração da Proposição 5) também vale µ �
?

2. Daí segue que o valor absoluto do
produto de coordenadas de um ponto em Λ1pd, tq dividido por µ2 é

F1pd, k1, k2, tq � 1
2

����k2
1 � dk2

2
�

cosp2tq � 2
?
dk1k2senp2tq

��� .
Usando na demonstração da Proposição 5 a aplicação F1pd, k1, k2, tq ao invés da aplicação
F pd, k1, k2, tq concluímos a prova.

A norma mínima do reticulado Λ2pdq que também é encontrada no Exemplo
16, vale µ �

?
2 e as normas mínimas dos reticulados Λ3plq e Λ4plq valem µ � 1 (mediante

Observação 2).

De posse destes resultados concluímos de maneira análoga ao que foi feito
para o reticulado Λ1pdq que admitindo as hipóteses das Proposições 6, 7 e 8, temos
dp,relpΛ2pdqq � dp,relpΛ3plqq � dp,relpΛ4plqq � 1

2 , sendo que para o reticulado Λ3plq devemos
ter l ¡ 1.

Tais resultados são registrados nas Proposições 9, 10, 11 e 12.

Proposição 9. Se 0   d � 1 (mod 4) é livre de quadrados e Λ1pdq é a classe de reticulados
via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.4), então a máxima distância
produto mínima relativa para um reticulado Λ1pdq rotacionado é dp,relpΛ1pdqq � 1

2 .

Proposição 10. Se 0   d � 1 é livre de quadrados, d � 1 (mod 4) e Λ2pdq é a classe de
reticulados via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.5), então a máxima
distância produto mínima relativa para um reticulado Λ2pdq rotacionado é dp,relpΛ2pdqq � 1

2 .

Proposição 11. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4). Se Λ3plq é
a classe de reticulados via corpos quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.6),
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então a máxima distância produto mínima relativa para um reticulado Λ3plq rotacionado é

dp,relpΛ3plqq �
#

1{
?

5, se l � 1
1{2, se l ¡ 1

Proposição 12. Seja l ¡ 0 livre de quadrados tal que �l � 1 (mod 4) e que as equações
diofantinas x2� ly2 � �2 não tenham solução. Se Λ4plq é a classe de reticulados via corpos
quadráticos cuja matriz geradora é dada por (3.7), então a máxima distância produto
mínima relativa para um reticulado Λ4plq rotacionado é dp,relpΛ4plqq � 1

2 .

4.5 Estudo da Família de Reticulados Ortogonais do R2 a partir
de Rotações por Complexos

Nesta seção, estudamos a família de reticulados ortogonais (mediante Definição
28) do R2 a partir de rotações por complexos.

Em primeiro lugar, observemos que se Λ1 é um reticulado de diversidade
máxima cuja matriz geradora é

A �
�
a b

c d

�
(4.17)

e Λ2 é um reticulado cuja matriz geradora é

B �
�
a{m b{m
c{m d{m

�
, (4.18)

em que m � 0, então dado pk1, k2q P Z2, temos:

dp,normpΛ2q � min
pk1,k2q�p0,0q

���ak1
m
� bk2

m

� �
ck1
m
� dk2

m

���
| detpBq|

� min
pk1,k2q�p0,0q

|pak1 � bk2qpck1 � dk2q|
| detpAq| � dp,normpΛ1q. (4.19)

Consideramos os reticulados ortogonais Λpaq cuja base é tp1, 0q, p0, aqu, com a � 0. A fim
de encontrarmos todas as rotações de ângulo t de Λpaq, vemos do Teorema 2 que

pcosptq � isenptqqpk1 � iak2q � k1 cosptq � ak2senptq � ipak2 cosptq � k1senptqq.

Assim, a família de tais rotações é

Λpa, tq � tpk1 cosptq � ak2senptq, ak2 cosptq � k1senptqq : pa, k1, k2, tq P Du ,(4.20)
onde D � R� t0u � Z� Z� r0, 2πs.

Observamos que uma matriz geradora de Λpa, tq é dada por�
cosptq �asenptq
senptq a cosptq

�
.
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Por outro lado, podemos tomar por Λ1 (mediante a igualdade (4.17)) um
reticulado ortogonal de diversidade máxima com base tu1,u2u, onde ||u1|| ¥ ||u2||, e por
Λ2 (mediante a igualdade (4.18)) o reticulado com base tv1,v2u, onde vi � ui{||u1|, de
modo que a igualdade (4.19) seja válida. Observamos, ainda, que uma matriz geradora de
Λ2 é �

v1 v2

�
.

Pondo

vi �
�
v1i

v2i

�
,

mostremos que existem a e t tais que�
cosptq �asenptq
senptq a cosptq

�
�
�
v11 v12

v21 v22

�
.

Com efeito, uma vez que v1 tenha norma unitária e seja ortogonal a v2

certamente existem a e t tais que cosptq � v11, senptq � v21 e a � �v12

v21
� v22

v11
.5

Supondo |a| ¡ 1, temos |v12| ¡ |v21| e |v22| ¡ |v11|, de onde temos v2
12 � v2

22 ¡
v2

11� v2
21 o que é uma contradição já que ||v1|| ¥ ||v2||, logo |a| ¤ 1. Assim, concluímos que

o reticulado Λ2 pertence ao conjunto Λpa, tq, onde 0   |a| ¤ 1. Uma vez que p0,�aq P Λpaq,
restringimos a ao intervalo 0   a ¤ 1. Do que foi exposto temos a Observação 19 a seguir.

Observação 19. Sejam Λ1 um reticulado ortogonal com base tu1,u2u, em que ||u1|| ¥ ||u2||
e Λpa, tq o conjunto dado por (4.20). Existe Λ2 P Λpa, tq, em que 0   a ¤ 1 tal que
dp,normpΛ1q � dp,normpΛ2q.

A seguir, temos a Proposição 13, que nos dá o reticulado ortogonal com máxima
distância produto mínima normalizada.

Proposição 13. Se Λpaq é a classe de reticulados ortogonais com base tp1, 0q, p0, aqu,
em que 0   a ¤ 1, e dp,normpΛpaqq � sup

t
dp,normpΛpa, tqq, onde Λpa, tq dado por (4.20) é o

conjunto das rotações de Λpaq, então max
a
rdp,normpΛpaqqs � dp,normpΛp1qq � 1?

5
.

Demonstração. Observamos que o volume de Λpaq é a, dessa forma tomando o valor
absoluto do produto de coordenadas de um ponto em Λpa, tq e dividindo-o pelo volume de
um reticulado qualquer desse conjunto, temos a aplicação

F pa, k1, k2, tq � |ak1k2 cosp2tq � pk1 � ak2qpk1 � ak2q cosptqsenptq|
a

. (4.21)

Uma vez que F pa, k1, k2, tq � F pa, k1, k2, t� π{2q é suficiente que tomemos a variação de t
no intervalo 0 ¤ t ¤ π{2, logo o domínio de F será dado por D1 � p0, 1s�Z�Z�r0, π{2s.
5 Como Λ2 tem diversidade máxima os vij ’s são todos não nulos.
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Observamos que o supremo da distância produto ínfima normalizada de uma ver-
são rotacionada de Λpãq, onde ã é um valor fixo no intervalo p0, 1s é dado por dp,normpΛpãqq �
sup
t
dp,normpΛpã, tqq � sup

t
inf

pk1,k2q�p0,0q
F pã, k1, k2, tq. Sendo assim, consideramos a aplicação

ω : p0, 1s Ñ R dada por ωpaq � dp,normpΛpaqq � sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pa, k1, k2, tq. Temos:

ωpaq � sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pa, k1, k2, tq
¤ sup

t
pminpF pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqqq

¤ sup
a,t
pminpF pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqqq.

Observamos que podemos definir as aplicações α1 : p0, 1s � r0, π{2s Ñ R dada por

α1pa, tq � minpF pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqq

e α2 : r0, 1s � r0, π{2s Ñ R dada por

α2pa, tq �
#
α1pa, tq, se a � 0

0, se a � 0

e uma vez que

α1pa, tq � min
�
|a cosptqsenptq|,

����p1� a2q cosptqsenptq � a cosp2tq
a

����


,

segue que α2 é contínua, e portanto, tem máximo global.

Afirmação: sup
a,t
pminpF pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tqqq � 1{

?
5.

Figura 20 – α2pa, tq (Reticulados Orto-
gonais)

Figura 21 – Limitantes
F pa, 0, 1, tq, F pa,�1, 1, tq
(Reticulados Ortogonais)

Uma vez que max
a,t

α2 � max
a,t

α1, para provarmos a afirmação anterior é suficiente

mostrarmos que o máximo global de α2 é 1{
?

5. Das Figuras 20 e 21, concluímos que
para encontrarmos o máximo global de α2 devemos analisar a interseção F pa, 0, 1, tq �
F pa,�1, 1, tq.
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Observamos que a igualdade F pa, 0, 1, tq � F pa,�1, 1, tq equivale a |a cosptq
senptq| �

����p1� a2q cosptqsenptq � a cosp2tq
a

���� , de onde temos

�asenptq cosptq � p1� a2q cosptqsenptq � a cosp2tq
a

.

Da última igualdade, temos senp2tq � 2a cosp2tq ou p1�2a2qsenp2tq � 2a cosp2tq.
Supondo cosp2tq � 0 na equação senp2tq � 2a cosp2tq, temos tgp2tq � 2a, de onde temos
t � t1paq � 1

2 arctanp2aq. A aplicação α21 : r0, 1s Ñ R dada por α21paq � α2pa, t1paqq é tal

que α21paq � a2
?

4a2 � 1
e seu máximo global ocorre em a � 1. Portanto

�
1, 1

2 arctanp2q



é ponto crítico de α2 e por sua vez temos α2

�
1, 1

2 arctanp2q


� 1?

5
. Supondo cosp2tq � 0

na equação senp2tq � 2a cosp2tq, temos senp2tq � cosp2tq � 0, que é claramente uma
contradição.

Supondo cosp2tqp1� 2a2q � 0 na equação p1� 2a2qsenp2tq � 2a cosp2tq, temos

tgp2tq � 2a
1� 2a2 , de onde temos t � t2paq � 1

2 arctan
�

2a
1� 2a2



� π

2 . A aplicação

α22 : r0, 1s � t1{
?

2u Ñ R dada por α22paq � α2pa, t2paqq é tal que α22paq � a2
?

4a2 � 1
e

seu máximo global ocorre em a � 1. Portanto,
�

1, π2 �
1
2 arctanp2q



é um ponto crítico

de α2 e por sua vez temos α2

�
1, π2 �

1
2 arctanp2q



� 1?

5
.

Supondo cosp2tqp1� 2a2q � 0 na equação p1� 2a2qsenp2tq � 2a cosp2tq, temos

a � 1?
2
ô t � π

4 . Portanto,
�

1?
2
,
π

4



é ponto crítico de α2 e por sua vez α2

�
1?
2
,
π

4



�

1
2
?

2
.

Concluímos que
�

1, 1
2 arctanp2q



e
�

1, π2 �
1
2 arctanp2q



são os únicos extre-

mantes globais de α2, o que prova a afirmação anterior. Portanto ωpaq ¤ 1?
5
e como

ω p1q � 1?
5
, segue que a � 1 é extremante global de ω, o que completa a demonstração.

Observação 20. Do que foi exposto na Observação 19 e na Proposição 13, podemos
concluir que não há reticulado ortogonal Λ � R2 com distância produto normalizada
superior a da versão rotacionada do Z2 dada pela Proposição 1, ou seja, não existe Λ com
distância produto normalizada superior a 1?

5
.

Antes de exibirmos a “versão da Proposição 13” referente a distância produto
relativa, observemos que se a norma mínima do reticulado Λ1 (cuja matriz geradora é
(4.17)) for µ1 � µ, então a norma mínima do reticulado Λ2 (cuja matriz geradora é (4.18))
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será µ2 � µ

|m| . Com efeito, dado pk1, k2q P Z2, temos:

µ2 � min
pk1,k2q�p0,0q

d�
a

m
k1 � b

m
k2


2

�
�
c

m
k1 � d

m
k2


2

� 1
|m| min

pk1,k2q�p0,0q

a
pak1 � bk2q2 � pck1 � dk2q2 � 1

|m|µ. (4.22)

Da igualdade (4.22), decorre que

dp,relpΛ2q � min
pk1,k2q�p0,0q

���ak1
m
� bk2

m

� �
ck1
m
� dk2

m

����
µ
|µ|

	2

� min
pk1,k2q�p0,0q

|pak1 � bk2qpck1 � dk2q|
µ2 � dp,relpΛ1q. (4.23)

Observamos que podemos tomar por Λ1 (mediante a igualdade (4.17)) um
reticulado ortogonal de diversidade máxima com base tu1,u2u, onde ||u1|| ¤ ||u2|| e por Λ2

(mediante a igualdade (4.18)) o reticulado com base tv1,v2u, onde vi � ui{||u1|, de modo
que a igualdade (4.23) seja válida. E ainda, de maneira análoga ao argumento apresentado
no início dessa seção que levou à Observação 19, podemos concluir que o reticulado Λ2

pertence ao conjunto Λpa, tq, onde |a| ¥ 1. Uma vez que p0,�aq P Λpaq, restringimos a ao
intervalo a ¥ 1. Do que foi exposto temos a Observação 21 a seguir.

Observação 21. Sejam Λ1 um reticulado ortogonal com base tu1,u2u, em que ||u1|| ¤
||u2|| e Λpa, tq o conjunto dado por (4.20). Existe Λ2 P Λpa, tq, em que a ¥ 1 tal que
dp,relpΛ1q � dp,relpΛ2q.

A seguir, temos a Proposição 14 que nos dá uma classe de reticulados ortogonais
com máxima distância produto mínima relativa.

Proposição 14. Se Λpaq é a classe de reticulados ortogonais com base tp1, 0q, p0, aqu,
onde a ¥ 1, e dp,relpΛpaqq � sup

t
dp,relpΛpa, tqq, onde Λpa, tq dado por (4.20) é o conjunto

das rotações de Λpaq, então max
a
rdp,relpΛpaqqs � dp,relpΛp

?
lqq � 1

2 , onde a �
?
l e l é um

inteiro maior que 1 que não é um quadrado perfeito.

Demonstração. Observamos que a norma mínima de Λpaq é 1, dessa forma, tomando o
valor absoluto do produto de coordenadas de um ponto em Λpa, tq, temos a aplicação

Gpa, k1, k2, tq � |ak1k2 cosp2tq � pk1 � ak2qpk1 � ak2q cosptqsenptq|.

Uma vez que Gpa, k1, k2, tq � Gpa, k1, k2, t � π{2q é suficiente que tomemos a variação
de t no intervalo 0 ¤ t ¤ π{2, logo o domínio de G será dado por D̃ � r1,8q � Z �
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Z � r0, π{2s. Consideramos a aplicação ω : r1,8q Ñ R dada por ωpaq � dp,relpΛpaqq �
sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

Gpa, k1, k2, tq. Temos:

ωpaq � sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

Gpa, k1, k2, tq ¤ sup
t
Gpa, 1, 0, tq � sup

t

|senp2tq|
2 � 1

2 .

Por outro lado, G
�
a, k1, k2,

π

4

	
� 1

2 |k
2
1 � a2k2

2| � 0 ô |k1| � a|k2|. Pondo a2 � l ¡ 1,

onde l P Z não é quadrado perfeito, temos G
�
a, k1, k2,

π

4

	
� 0 ô k1 � k2 � 0, e ainda,

dp,rel

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� inf

pk1,k2q�p0,0q
G
�?

l, k1, k2,
π

4

	
� inf

pk1,k2q�p0,0q

1
2 |k

2
1 � lk2

2| �
1
2 .

Portanto,

ωp
?
lq � dp,relpΛp

?
lqq � sup

t
dp,relpΛpa, tqq � dp,rel

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� 1

2 (4.24)

de onde segue que a �
?
l, onde 1   l P Z não é um quadrado perfeito, é extremante

global de ω, o que completa a demonstração.

Observação 22. Do que foi exposto na Observação 21 e na Proposição 14, podemos
concluir que não há reticulado ortogonal em R2 com distância produto relativa superior a
de um reticulado da classe Λ

�?
l,
π

4

	
, ou seja, não existe reticulado ortogonal em R2 com

distância produto relativa superior a 1
2 . Observamos, ainda, que o reticulado quadrático Λ3

do Exemplo 11 pertence à classe Λpaq e como podemos ver nas Proposições 7 e 11, uma
rotação de π4 deste reticulado possui diversidade máxima com distância produto relativa

igual a 1
2 .

Proposição 15. Seja l um inteiro maior que 1 que não é um quadrado perfeito. Se Λp
?
lq

é a classe de reticulados ortogonais com base tp1, 0q, p0,
?
lqu, então a máxima distância

produto mínima normalizada para um reticulado Λp
?
lq rotacionado é dp,normpΛp

?
lqq �

1
2
?
l
.

Demonstração. Observamos que

dp,normpΛp
?
lqq � sup

t
dp,normpΛp

?
l, tqq � sup

t
inf

pk1,k2q�p0,0q
F p
?
l, k1, k2, tq ¤

¤ sup
t
F p
?
l, 1, 0, tq ¤ sup

t

|senp2tq|
2
?
l

� 1
2
?
l
,

onde Λpa, tq e F são dados por (4.20) e (4.21), respectivamente. Por outro lado, como
a norma mínima de Λp

?
lq é 1, segue da igualdade (4.24), que dp,min

�
Λ
�?

l,
π

4

		
�

dp,rel

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� 1

2 de onde segue que

dp,norm

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� 1
V pΛp?lqqdp,min

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� 1

2
?
l
.
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Portanto dp,normpΛp
?
lqq � sup

t
dp,normpΛp

?
l, tqq � dp,norm

�
Λ
�?

l,
π

4

		
� 1

2
?
l
.

Conjectura 5. Não existe reticulado Λ � R2 com distância produto normalizada superior
a 1?

5
.

Conjectura 6. Não existe reticulado Λ � R2 com distância produto relativa superior a 1
2 .

Finalizamos este capítulo com a Observação 23 a seguir.

Observação 23. Decorre da Seção 4.1, em especial das Observações 4 e 5, que todas as
proposições deste capítulo podem ser escritas em termos do conjunto de reticulados congru-
entes ao invés do conjunto das rotações consideradas. A Proposição 1, por exemplo, poderia
ser reescrita da seguinte maneira: “A máxima distância produto mínima normalizada para
um reticulado congruente a Z2 é 1?

5
.”
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5 Reticulados Rotacionados via Quatérnios

Neste capítulo, construímos via quatérnios versões rotacionadas de Z3 e FCC.
Para estas, encontramos as mesmas distâncias produtos dos reticulados algébricos apresen-
tados no Capítulo 3, relacionando-os geometricamente com tais versões rotacionadas ao
descrevê-las a partir de reflexões e rotações específicas dos reticulados algébricos. Essa
será uma forma de descrever geometricamente os reticulados algébricos, o que não é feito
nas construções apresentadas no Capítulo 3 e nem nas referências citadas neste.

O programa usado para os cálculos simbólicos e plotagem dos gráficos foi o
Wolfram Mathematica em sua versão 12.3 [43].

5.1 Versões Rotacionadas por Quatérnios do Reticulado Z3

Nesta seção, mostramos que a maior distância produto mínima conhecida de
uma versão rotacionada do reticulado Z3 é de fato a maior possível quando consideramos
versões rotacionadas deste reticulado em torno da reta com vetor diretor dado por p1, 1, 1q.

O motivo para considerarmos rotações do reticulado Z3 em torno desta reta é
que p1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1q são vetores da base deste reticulado equidistantes a esta e
por isso temos uma simetria em relação ao reticulado.

Proposição 16. Seja RotpZ3, p1, 1, 1qq o conjunto de todas as rotações possíveis do re-
ticulado Z3 em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q. A máxima distância produto
mínima normalizada para um reticulado em RotpZ3, p1, 1, 1qq é 1

7 .

Demonstração. Como Z3 � tpk1, k2, k3q : k1, k2, k3 P Zu, se tomarmos uma rotação
de ângulo 2t em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, ou seja, considerando
p̂ � 1?

3
i� 1?

3
j� 1?

3
k, pelo Teorema 3, temos:

�
cosptq �

�
1?
3
i� 1?

3
j� 1?

3
k



senptq


� pk1i� k2j� k3kq ��

cosptq �
�

1?
3
i� 1?

3
j� 1?

3
k



senptq



� Ai�Bj� Ck,

em que

A � 1
3pk1 � k2 � k3 � p2k1 � k2 � k3q cosp2tq �

?
3pk2 � k3qsenp2tqq,

B � 1
3pk1 � k2 � k3 � pk1 � 2k2 � k3q cosp2tq �

?
3pk1 � k3qsenp2tqq,

C � 1
3pk1 � k2 � k3 � pk1 � k2 � 2k3q cosp2tq �

?
3pk1 � k2qsenp2tqq.
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Dessa forma, temos que RotpZ3, p1, 1, 1qq é o conjunto das ternas ordenadas pA,B,Cq com
A,B e C descritos pelas igualdades acima, onde k1, k2, k3 P Z e 0   t   π. Levando em
conta a simetria do vetor p1, 1, 1q em relação ao Z3, podemos tomar 0   t   π{6. O valor
absoluto do produto das coordenadas de um ponto em RotpZ3, p1, 1, 1qq é:

F pk1, k2, k3, tq � |ABC| � |1{27p�pk1 � k2 � k3qp2k2
1 � 5k1k2 � 2k2

2 � 5pk1 � k2qk3 �
�2k2

3q � pk1 � k2 � 2k3qp2k1 � k2 � k3qpk1 � 2k2 � k3q cosp6tq � 3
?

3pk1 � k2qpk1 � k3q
pk2 � k3qsenp6tqq|. (5.1)

Observamos que, para um t qualquer em 0   t   π{6, podemos estabelecer os
limitantes superiores F p1, 0, 0, tq � 1

27 |�2�2 cosp6tq| � 1
27p2�2 cosp6tqq e F p�1, 1, 0, tq �

2|senp6tq|
3
?

3
� 2senp6tq

3
?

3
para o valor mínimo desse produto F.

Quando consideramos a função αptq � min pF p1, 0, 0, tq, F p�1, 1, 0, tqq que
também é um limitante superior, concluímos que o maior valor para esse limitante ocorre
quando 1

27p2 � 2 cosp6tqq � 2senp6tq
3
?

3
. De fato, para encontrarmos os valores de t que

satisfaçam a última igualdade façamos senp6tq � a e cosp6tq � b. Logo, devemos ter
a2 � b2 � 1 e 2

3
?

3
a � 1

27p2 � 2bq. Substituindo a última equação na penúltima, temos

14b2 � b � 13 � 0, onde encontramos b � 1 e b � �13
14 . Logo, temos pa, bq � p0, 1q e

pa, bq � p3
?

3
14 ,�13

14q. Dessa forma, temos t � 1
6 arccos

��13
14



já que consideramos a

restrição 0   t   π{6.

Observamos que a função αptq é crescente em
�

0, 1
6 arccos

��13
14




, pois neste

intervalo αptq � 1
27p2 � 2 cosp6tqq que é uma função crescente. Por outro lado, αptq é

decrescente em
�

1
6 arccos

��13
14



,
π

6



, pois neste intervalo αptq � 2senp6tq

3
?

3
que é uma

função decrescente. Dessa forma, concluímos que t � 1
6 arccos

��13
14



é um máximo global

de αptq. Ver Figuras 22 e 23.

Vamos definir a aplicação fpk1, k2, k3q � F

�
k1, k2, k3,

1
6 arccos

��13
14




, ou

seja, fpk1, k2, k3q � 1
7 |gpk1, k2, k3q|, onde gpk1, k2, k3q � k3

1 � k2
1k2 � 2k1k

2
2 � k3

2 � 2k2
1k3 �

k1k2k3 � k2
2k3 � k1k

2
3 � 2k2k

2
3 � k3

3. Observamos que o mínimo de f ocorre no mínimo de
|g|.

Afirmação: gpk1, k2, k3q � 0 ô k1 � k2 � k3 � 0, portanto, min |gpk1, k2, k3q| �
1 se considerarmos pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q.

Com efeito, como k1, k2 e k3 são pares ou ímpares, temos 23 � 8 possibilidades
distintas:
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Figura 22 – Limitantes F p1, 0, 0, tq e
F p�1, 1, 0, tq (Z3 rotacio-
nado)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.2

0.3

0.4

Figura 23 – Limitante αptq (Z3 rotacio-
nado)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Caso 1: todos ímpares (1 possibilidade); Caso 2: dois ímpares (3 possibilidades);
Caso 3: um ímpar (3 possibilidades); Caso 4: nenhum ímpar, ou seja, todos pares (1
possibilidade).

Em relação aos Casos 1, 2 e 3, vamos mostrar que gpk1, k2, k3q será ímpar,
portanto gpk1, k2, k3q � 0 não pode ser verdade.

Caso 1: Escrevendo ki � 2wi � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos: gp2w1 �
1, 2w2 � 1, 2w3 � 1q � 1 � 2p�4 � 7w1 � 4w3

1 � 7w2 � 14w1w2 � 4w2
1w2 � 8w1w

2
2 �

4w3
2 � 7w3� 14w1w3� 8w2

1w3� 14w2w3� 4w1w2w3� 4w2
2w3� 4w1w

2
3 � 8w2w

2
3 � 4w3

3q
que é ímpar.

Caso 2: Escrevendo k1 � 2w1 � 1, k2 � 2w2 � 1, k3 � 2w3, onde wi P Z, para
i � 1, 2, 3, temos: gp2w1 � 1, 2w2 � 1, 2w3q � 1 � 2p�1 � w1 � 4w2

1 � 4w3
1 � 2w2 �

12w1w2�4w2
1w2�2w2

2�8w1w
2
2�4w3

2�4w3�10w1w3�8w2
1w3�6w2w3�4w1w2w3�

4w2
2w3 � 6w2

3 � 4w1w
2
3 � 8w2w

2
3 � 4w3

3q que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1�1, k2 � 2w2, k3 � 2w3�1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos:
gp2w1 � 1, 2w2, 2w3 � 1q � 1� 2p�1� 2w1 � 2w2

1 � 4w3
1 � 4w2 � 6w1w2 � 4w2

1w2 �
6w2

2 � 8w1w
2
2 � 4w3

2 �w3 � 12w1w3 � 8w2
1w3 � 10w2w3 � 4w1w2w3 � 4w2

2w3 � 4w2
3 �

4w1w
2
3 � 8w2w

2
3 � 4w3

3q que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2�1, k3 � 2w3�1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos:
gp2w1, 2w2 � 1, 2w3 � 1q � 1� 2p�1� 4w1 � 6w2

1 � 4w3
1 � w2 � 10w1w2 � 4w2

1w2 �
4w2

2 � 8w1w
2
2 � 4w3

2 � 2w3 � 6w1w3 � 8w2
1w3 � 12w2w3 � 4w1w2w3 � 4w2

2w3 � 2w2
3 �

4w1w
2
3 � 8w2w

2
3 � 4w3

3q que é ímpar.

Caso 3: Escrevendo k1 � 2w1 � 1, k2 � 2w2, k3 � 2w3, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos: gp2w1� 1, 2w2, 2w3q � 1� 2p3w1� 6w2

1 � 4w3
1 �w2� 4w1w2� 4w2

1w2� 4w2
2 �

8w1w
2
2 � 4w3

2 � 2w3 � 8w1w3 � 8w2
1w3 � 2w2w3 � 4w1w2w3 � 4w2

2w3 � 2w2
3 � 4w1w

2
3 �

8w2w
2
3 � 4w3

3q que é ímpar.
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Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2 � 1, k3 � 2w3, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos:
gp2w1, 2w2�1, 2w3q � 1�2p�2w1�2w2

1�4w3
1�3w2�8w1w2�4w2

1w2�6w2
2�8w1w

2
2�

4w3
2�w3�2w1w3�8w2

1w3�4w2w3�4w1w2w3�4w2
2w3�4w2

3�4w1w
2
3�8w2w

2
3�4w3

3q
que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2, k3 � 2w3 � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos:
gp2w1, 2w2, 2w3�1q � 1�2p�w1�4w2

1�4w3
1�2w2�2w1w2�4w2

1w2�2w2
2�8w1w

2
2�

4w3
2�3w3�4w1w3�8w2

1w3�8w2w3�4w1w2w3�4w2
2w3�6w2

3�4w1w
2
3�8w2w

2
3�4w3

3q
que é ímpar.

Finalmente, em relação ao Caso 4, vamos mostrar que gpk1, k2, k3q � 0 não
pode ser verdade se considerarmos pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q.

Caso 4: Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2, k3 � 2w3, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos gpk1, k2, k3q � 0 ô 8gpw1, w2, w3q � 0 ô gpw1, w2, w3q � 0. De igual modo,
como w1, w2 e w3 são pares ou ímpares temos 23 � 8 possibilidades, que conforme
anteriormente estão descritas nos quatros casos mencionados. Os primeiros três casos
resultarão em gpw1, w2, w3q ímpar, portanto, a igualdade gpw1, w2, w3q � 0 não poderá
ser verdadeira. Se ocorrer o quarto caso, escrevemos w1 � 2y1, w2 � 2y2, w3 � 2y3, o
que resulta, como antes, em gpy1, y2, y3q � 0.

Daí prosseguimos da mesma forma, pois como y1, y2 e y3 são pares ou ímpares
temos as mesmas 23 � 8 possibilidades que podem ser descritas nos mesmos quatro
casos. Os três primeiros irão resultar em gpy1, y2, y3q ímpar, portanto, a igualdade
gpy1, y2, y3q � 0 não será verdadeira. Ocorrendo o quarto caso, somos conduzidos a
uma nova igualdade da forma gpx1, x2, x3q � 0 e prosseguimos como antes.

Observamos que, após uma quantidade finita de etapas, temos uma igualdade
gpz1, z2, z3q � 0, onde ao menos um dos termos z1, z2, z3 será ímpar, mas isso é
uma contradição, pois dos três primeiros casos que descrevemos, gpz1, z2, z3q será
ímpar, portanto, gpz1, z2, z3q � 0 não poderá ser verdadeiro. Assim a igualdade
gpk1, k2, k3q � 0 só é verdadeira para k1 � k2 � k3 � 0.

Portanto, temos gp1, 0, 0q � 1, por exemplo, e o valor mínimo de f será 1
7 . Em

outras palavras, concluímos que a máxima distância produto mínima normalizada para
um reticulado em RotpZ3, p1, 1, 1qq será igual ao limitante superior:

F

�
1, 0, 0, 1

6 arccos
��13

14




� F

�
�1, 1, 0, 1

6 arccos
��13

14




� 1

7 ,

ou ainda, a máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado em
RotpZ3, p1, 1, 1qq será:

dp,normpZ3q � 1
7 .
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A matriz do reticulado cuja distância produto mínima é dada pela Proposição
16 é

Q �

�
��

0.736976 �0.327985 0.591009
0.591009 0.736976 �0.327985
�0.327985 0.591009 0.736976

�
�� (5.2)

As distâncias produtos mínimas encontradas nos reticulados do Corolário 6
estão presentes em [40] quando consideramos n � 3, sendo que a última delas consta
também em [4].

Corolário 6. Os reticulados obtidos por meio de uma rotação do reticulado Z3 com

ângulos 2π
9 e 1

3 arccos
�
� 1

26



em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, possuem

distâncias produtos mínimas normalizadas 1
9 e 1

13 , respectivamente.

Demonstração. Para provarmos este resultado, suponha que nos termos da demonstração
da Proposição 16, para 0   t   π

6 , estabeleçamos os limitantes superiores F p1, 0, 0, tq �
1
27 | � 2� 2 cosp6tq| � 1

27p2� 2 cosp6tqq e F p�1, 1, 1, tq � 1
27 |11� 16 cosp6tq|, para o valor

mínimo do produto F.

Quando consideramos a função βptq � min pF p1, 0, 0, tq, F p�1, 1, 1, tqq que
também é um limitante superior, concluímos que um máximo local para βptq e um vértice
no gráfico de βptq ocorrerão quando 1

27p2� 2 cosp6tqq � 1
27 |11� 16 cosp6tq|, ou seja, nas

interseções entre os gráficos de F p1, 0, 0, tq e F p�1, 1, 1, tq. Ver Figuras 24 e 25.

Figura 24 – Limitantes F p1, 0, 0, tq e
F p�1, 1, 1, tq (Z3 rotacio-
nado)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 25 – Limitante βptq (Z3 rotacio-
nado)
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Para encontrarmos os valores de t
�

0   t   π

6

	
que satisfaçam a última igual-

dade, façamos cosp6tq � a. Logo, devemos ter 2 � 2a � |11 � 16a| ô a � �1
2; a � �13

14 .

Dessa forma, temos t � π

9 e t � 1
6 arccos

��13
14



. Observamos que o último valor de t

é o mesmo encontrado na Proposição 16, que neste caso, trata-se apenas de um vértice
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do gráfico de βptq, desta forma vamos considerar o primeiro valor de t que é um máximo
local desta função.

Definimos a aplicação f1pk1, k2, k3q � F
�
k1, k2, k3,

π

9

	
, ou seja, f1pk1, k2, k3q

� 1
9 |g1pk1, k2, k3q|, onde g1pk1, k2, k3q � k3

1 � k3
2 � 3k2

1k3 � 3k2k
2
3 � k3

3 � 3k1k2pk2 � k3q.
Observamos que o mínimo de f1 ocorre no mínimo de |g1|.

Como na afirmação da Proposição 16, aqui temos g1pk1, k2, k3q � 0 ô k1 �
k2 � k3 � 0, portanto, min |g1pk1, k2, k3q| � 1 se considerarmos pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q. A
demonstração é inteiramente análoga à anterior.

Portanto, o valor mínimo de f1 será 1
9 . Concluímos que a distância produto

mínima para o reticulado que é obtido através de uma rotação do reticulado Z3 com
ângulo 2t � 2π

9 em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q será F
�

1, 0, 0, π9

	
�

F
�
�1, 1, 1, π9

	
� 1

9 , ou ainda, a distância produto mínima normalizada deste reticulado

será dp,normpZ3q � 1
9 .

Suponhamos que nos termos da demonstração da Proposição 16, para 0  
t   π

6 , estabeleçamos os limitantes superiores F p�1, 1, 0, tq � 2|senp6tq|
3
?

3
� 2senp6tq

3
?

3
e

F p�1, 1, 1, tq � 1
27 |11� 16 cosp6tq| para o valor mínimo do produto F.

Quando consideramos a função γptq � min pF p�1, 1, 0, tq, F p�1, 1, 1, tqq que
também é um limitante superior, concluímos que um máximo local para γptq e um vértice

no gráfico de γptq ocorrerão quando 2senp6tq
3
?

3
� 1

27 |11�16 cosp6tq|, ou seja, nas interseções
entre os gráficos de F p�1, 1, 0, tq e F p�1, 1, 1, tq. O máximo global de γptq ocorre em
t � π

12 que não é um ponto de interseção entre os gráficos de F p�1, 1, 0, tq e F p�1, 1, 1, tq.
Ver Figuras 26 e 27.

Figura 26 – Limitantes F p�1, 1, 0, tq e
F p�1, 1, 1, tq (Z3 rotacio-
nado)
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0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 27 – Limitante γptq (Z3 rotacio-
nado)
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Para encontrarmos os valores de t
�

0   t   π

6

	
que satisfaçam a penúltima

igualdade façamos senp6tq � a e cosp6tq � b. Logo, devemos ter a2 � b2 � 1 e 2
3
?

3
a �
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1
27 |11�16b|. Das duas últimas igualdades anteriores encontramos pa, bq �

�
�3

?
3

14 ,�13
14



e

pa, bq �
�
�15

?
3

26 ,� 1
26



. Dessa forma, temos t � 1

6 arccos
��1

26



e t � 1

6 arccos
��13

14



.

Observamos que o último valor de t é o mesmo encontrado na Proposição 16 e é um
máximo local de γptq. Vamos considerar o primeiro valor de t, que é um vértice do gráfico
de γptq.

Definimos a aplicação f2pk1, k2, k3q � F

�
k1, k2, k3,

1
6 arccos

��1
26




, ou seja,

f2pk1, k2, k3q � 1
13 |g2pk1, k2, k3q|, em que g2pk1, k2, k3q � k3

1 � k2
1k2 � 4k1k

2
2 � k3

2 � 4k2
1k3 �

7k1k2k3 � k2
2k3 � k1k

2
3 � 4k2k

2
3 � k3

3. Observamos que o mínimo de f2 ocorre no mínimo de
|g2|.

Como na afirmação da Proposição 16, aqui temos g2pk1, k2, k3q � 0 ô k1 �
k2 � k3 � 0, portanto, min |g2pk1, k2, k3q| � 1 se considerarmos pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q. A
demonstração também é inteiramente análoga.

Portanto, o valor mínimo de f2 será 1
13 . Finalmente, concluímos que a distância

produto mínima para o reticulado que é obtido por meio de uma rotação do reticulado
Z3 com ângulo 2t � 1

3 arccos
�
� 1

26



em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q

será F

�
�1, 1, 0, 1

6 arccos
��1

26




� F

�
�1, 1, 1, 1

6 arccos
��1

26




� 1

13 , ou ainda, a

distância produto mínima normalizada deste reticulado será dp,normpZ3q � 1
13 .

Figura 28 – Limitantes
F p1, 0, 0, tq, F p�1, 1, 0, tq e
F p�1, 1, 1, tq (Z3 rotacio-
nado)
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Figura 29 – Limitante δptq (Z3 rotacio-
nado)
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Observação 24. Reunindo todos os limitantes superiores apresentados na demonstração
do Corolário 6 e na demonstração da Proposição 16, podemos definir a aplicação

δptq � min pF p1, 0, 0, tq, F p�1, 1, 0, tq, F p�1, 1, 1, tqq
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que também é um limitante superior. O máximo global de δptq também ocorre em t �
1
6 arccos

��13
14



corroborando com o resultado encontrado na Proposição 16, pois para

este valor de t encontramos a máxima distância produto mínima normalizada para um
reticulado em RotpZ3, p1, 1, 1qq, a saber, 1

7 . Ver Figuras 28 e 29.

Corolário 7. Sejam Λ e Λ̃ as versões rotacionadas do reticulado Z3 via quatérnios e via
corpo ciclotômico K � Qpζ7 � ζ�1

7 q ([32]) cujas matrizes são dadas, respectivamente, por
(5.2) e (3.15). Os reticulados Λ e Λ̃ são distintos, além disso, Λ é obtido por meio de uma
rotação anti-horária de π{2 em torno do eixo Oy, seguida de uma reflexão em torno do
plano y � 0 do reticulado Λ̃.

Demonstração. Como Q�1R não é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados
Λ e Λ̃ são distintos. Escrevendo a � 0.327985, b � 0.591009 e c � 0.736976, segue que as
matrizes de Λ e Λ̃ são dadas, respectivamente, por

Q �

�
��

c �a b

b c �a
�a b c

�
�� , R �

�
��
�a �c �b
�b �a c

�c b �a

�
�� .

Observamos que Q e R são as mesmas matrizes a menos de permutação de
elementos e troca de sinais e ainda,

S2S1RU � Q, (5.3)

onde

S1 �

�
��

cospπ{2q 0 �senpπ{2q
0 1 0

senpπ{2q 0 cospπ{2q

�
�� , S2 �

�
��

1 0 0
0 �1 0
0 0 1

�
�� , U �

�
��

1 0 0
0 0 �1
0 �1 0

�
�� .

Como a matriz U não altera o reticulado por ser unimodular (mediante Teorema
10), S1 representa uma rotação anti-horária de π{2 em torno do eixo Oy e S2 representa
uma reflexão em torno do plano y � 0, segue o resultado.

Agora, vamos analisar o que ocorre com as distâncias produto dos reticulados
Λptq � RotpZ3, p1, 1, 1qq (mediante demonstração da Proposição 16), quando t é tomado

em uma perturbação do ângulo ótimo tmax � 1
6 arccos

��13
14



, ou seja, quando tomamos

t � tmax � ε para ε arbitrariamente pequeno. Para estes valores de t, escrevemos

dp,normpΛptqq � inf
pk1,k2,k3q�p0,0,0q

F pk1, k2, k3, tq,

onde F é a função dada por (5.1).
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Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezesseis equações F pk1, k2, k3, tmax � εq � 0, em que ε � � 1

10i , para i � 1, 2, ..., 8, nas
variáveis inteiras k1, k2 e k3, com a restrição |k1, k2, k3| ¤ 1000, encontramos sempre a
solução k1 � k2 � k3 � 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de segurança, que nesses
casos os reticulados Λptmax � εq têm diversidade máxima. Em segundo lugar, minimizamos
as funções F pk1, k2, k3, tmax � εq nas variáveis inteiras k1, k2, k3 quando consideramos a
restrição 1 ¤ k2

1 � k2
2 � k2

3 ¤ 10j 1. Dessa forma, encontramos limitantes para as distâncias
produtos destes reticulados. Tais resultados estão sistematizados na Tabela 5.

i dp,normpΛptmax � 1{10iqq dp,normpΛptmax � 1{10iqq
1 ¤ 0.0480955 ¤ 0.0774436
2 ¤ 0.0477441 ¤ 0.0294264
3 ¤ 0.0854395 ¤ 0.124189
4 ¤ 0.137102 ¤ 0.140993
5 ¤ 0.142281 ¤ 0.142671
6 ¤ 0.1428 ¤ 0.142839
7 ¤ 0.142851 ¤ 0.142855
8 ¤ 0.142857 ¤ 0.142857

Tabela 5 – Distância produto normalizada de Λptmax � εq, onde Λptq é dada por
RotpZ3, p1, 1, 1qq

Observação 25. Em relação aos resultados que constam na Tabela 5, a menos que o
mínimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 ¤ k2

1 � k2
2 � k2

3 ¤ 106, podemos afirmar
que o valor encontrado é de fato a distância produto do reticulado associado com a precisão
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distância
produto do reticulado Λptmax � 1{10iq associado é “próximo” de 1

7 . Essa análise foi a
motivação para o Corolário 8 a seguir.

Corolário 8. Se F é a aplicação dada por (5.1), então

inf
pk1,k2,k3q�p0,0,0q

lim
εÑ0

F pk1, k2, k3, tmax � εq � dp,normpZ3q � 1
7 .

Demonstração. Escrevendo tmax � 1
6 arccos

��13
14



, temos da continuidade de

F pk1, k2, k3, tmax � εq que
1 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para j � 2, 3, 4, 5, 6.
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lim
εÑ0

F pk1, k2, k3, tmax � εq
� F pk1, k2, k3, tmaxq
� |1{27p�pk1 � k2 � k3qp2k2

1 � 5k1k2 � 2k2
2 � 5pk1 � k2qk3 � 2k2

3q � pk1 � k2 � 2k3q
p2k1 � k2 � k3qpk1 � 2k2 � k3q cosparccos p�13{14qq � 3

?
3pk1 � k2qpk1 � k3qpk2 �

k3qsenparccos p�13{14qqq|.
� 1

7 |k
3
1 � k2

1k2 � 2k1k
2
2 � k3

2 � 2k2
1k3 � k1k2k3 � k2

2k3 � k1k
2
3 � 2k2k

2
3 � k3

3|

Tomando o inf temos:

inf
pk1,k2,k3q�p0,0,0q

lim
εÑ0

F pk1, k2, k3, tmax � εq

� inf
pk1,k2,k3q�p0,0,0q

1
7 |k

3
1 � k2

1k2 � 2k1k
2
2 � k3

2 � 2k2
1k3 � k1k2k3 � k2

2k3 � k1k
2
3 � 2k2k

2
3 � k3

3|

� 1
7 .

Observação 26. Consideremos os valores de ε “próximos de zero”, para os quais

Λ
�

1
6 arccos

��13
14



� ε




tenha diversidade máxima. Da Proposição 16, temos que

dp,norm

�
Λ
�

1
6 arccos
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14



� ε




¤ 1

7 ,

por outro lado, o Corolário 8 nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade pode
tornar-se arbitrariamente próximo de 1

7 , desde que tomemos ε suficientemente próximo de
zero.

Observação 27. Observamos que qualquer reticulado do conjunto RotpZ3, p1, 1, 1qq (me-
diante Proposição 16) tem norma mínima e determinante iguais a 1. Dessa forma, todos
os resultados desta seção permaneçerão inalterados se considerarmos a distância produto
relativa ao invés da normalizada.

5.2 Versões Rotacionadas por Quatérnios do Reticulado FCC
Apresentamos, a seguir, os resultados referentes às versões rotacionadas do

reticulado FCC.
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Na Proposição 17, consideramos rotações do reticulado FCC em torno da reta
cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, pois uma vez que p1, 1, 0q, p1, 0, 1q, p0, 1, 1q são vetores de
norma mínima de FCC, p2, 0, 0q, p0, 2, 0q, p0, 0, 2q são vetores de FCC, já que 2Z3 � FCC,
temos a simetria do vetor p1, 1, 1q em relação ao FCC. Pela complexidade dos cálculos
e pela limitação do programa Wolfram Mathematica, tornou-se inviável considerarmos
rotações do reticulado FCC em torno de uma reta cujo vetor diretor é equidistante aos
vetores da base deste reticulado.

Proposição 17. Seja RotpFCC, p1, 1, 1qq o conjunto de todas as rotações possíveis do
reticulado FCC em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q. A máxima distância produto
mínima normalizada para um reticulado em RotpFCC, p1, 1, 1qq é 1

14 .

Demonstração. Como FCC � tp2k1 � k2 � k3, k2, k3q : k1, k2, k3 P Zu, se tomarmos uma
rotação de ângulo 2t em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, ou seja, considerando
p̂ � 1?

3
i� 1?

3
j� 1?

3
k, pelo Teorema 3, temos:

�
cosptq �

�
1?
3
i� 1?

3
j� 1?

3
k



senptq


� pp2k1 � k2 � k3qi� k2j� k3kq�

�
cosptq �

�
1?
3
i� 1?

3
j� 1?

3
k



senptq



� Ai�Bj� Ck,

em que

A � 1
3p2pk1 � k2 � k3q � p4k1 � k2 � k3q cos p2tq �

?
3p�k2 � k3qsenp2tqq,

B � k2 cos2 t� 1
3p4k1 � k2 � 4k3qsen2t� p2k1 � k2qsenp2tq?

3
,

C � k3 cos2 t� sent
3 p�2

?
3p2k1 � k3q cos t� p4pk1 � k2q � k3qsentq.

Dessa forma, temos que RotpFCC, p1, 1, 1qq é o conjunto das ternas ordenadas
pA,B,Cq com A,B e C descritos pelas igualdades acima, onde k1, k2, k3 P Z e 0   t   π.

Levando em conta a simetria do vetor p1, 1, 1q em relação ao FCC, podemos tomar 0   t  
π{6. O valor absoluto do produto das coordenadas de um ponto em RotpFCC, p1, 1, 1qq é:

F pk1, k2, k3, tq � |ABC| � |p1{27q p�2pk1 � k2 � k3qp8k2
1 � 2k1pk2 � k3q � k2

2 � 11k2k3

�k2
3q � 3

?
3p2k1 � k2qp2k1 � k3qpk2 � k3qsenp6tq � cosp6tqp2pk1 � k2q � k3qp4k1 � k2

�k3qp2k1 � k2 � 2k3qq|. (5.4)

Observamos que para um t qualquer em 0   t   π{6 podemos estabelecer os
limitantes superiores F p�1, 1, 1, tq � 1

27 |2�2 cosp6tq| � 1
27p2�2 cosp6tqq e F p�1, 1, 0, tq �

2|senp6tq|
3
?

3
� 2senp6tq

3
?

3
para o valor mínimo desse produto F.
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Quando consideramos a função αptq � min pF p�1, 1, 1, tq, F p�1, 1, 0, tqq que
também é um limitante superior, concluímos que o maior valor para esse limitante ocorre
em t � 1

6 arccos
��13

14



, já que se trata da mesma função αptq definida na demonstração

da Proposição 16. Ver Figuras 22 (que agora representa F p�1, 1, 1, tq e F p�1, 1, 0, tq ) e
23.

Vamos definir a aplicação fpk1, k2, k3q � F

�
k1, k2, k3,

1
6 arccos
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, ou

seja, fpk1, k2, k3q � 1
7 |gpk1, k2, k3q|, onde gpk1, k2, k3q � 4k2

1p2k2 � k3q � 8k3
1 � 2k1pk2

2 �
k2k3 � 2k2

3q � 5k2
2k3 � k3

2 � 6k2k
2
3 � k3

3. Observamos que o mínimo de f ocorre no mínimo
de |g|.

Afirmação: gpk1, k2, k3q � 0 ô k1 � k2 � k3 � 0, portanto, min |gpk1, k2, k3q| �
1 se considerarmos pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q.

Com efeito, como k1, k2 e k3 são pares ou ímpares, temos 23 � 8 possibilidades
distintas:

Caso 1: todos eles ímpares (1 possibilidade); Caso 2: dois deles ímpares (3
possibilidades); Caso 3: um deles ímpar (3 possibilidades); Caso 4: nenhum deles ímpar,
ou seja, todos eles pares (1 possibilidade).

Em relação aos Casos 1 e 2 vamos mostrar que gpk1, k2, k3q será ímpar, portanto,
gpk1, k2, k3q � 0 não pode ser verdade.

Caso 1: Escrevendo ki � 2wi � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos: gp2w1 �
1, 2w2 � 1, 2w3 � 1q � 2p32w2

1w2 � 16w2
1w3 � 32w3

1 � 72w2
1 � 8w1w

2
2� 8w1w2w3 �

20w1w2 � 16w1w
2
3 � 4w1w3 � 40w1 � 20w2

2w3 � 4w3
2 � 20w2

2 � 24w2w
2
3 � 48w2w3 �

17w2 � 4w3
3 � 26w2

3 � 26w3 � 1q � 1 que é ímpar.

Caso 2: Escrevendo k1 � 2w1 � 1, k2 � 2w2 � 1, k3 � 2w3, onde wi P Z, para
i � 1, 2, 3, temos: gp2w1 � 1, 2w2 � 1, 2w3q � 2p32w2

1w2 � 16w2
1w3 � 32w3

1 � 64w2
1 �

8w1w
2
2 � 8w1w2w3 � 24w1w2 � 16w1w

2
3 � 12w1w3 � 38w1 � 20w2

2w3 � 4w3
2 � 10w2

2 �
24w2w

2
3 � 24w2w3 � w2 � 4w3

3 � 20w2
3 � 3w3 � 6q � 1 que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1 � 1, k2 � 2w2, k3 � 2w3 � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos: gp2w1 � 1, 2w2, 2w3 � 1q � 2p32w2

1w2 � 16w2
1w3 � 32w3

1 � 56w2
1 � 8w1w

2
2 �

8w1w2w3 � 28w1w2 � 16w1w
2
3 � 28w1 � 20w2

2w3 � 4w3
2 � 14w2

2 � 24w2w
2
3 � 28w2w3 �

4w3
3 � 14w2

3 � 7w3 � 3q � 1 que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2 � 1, k3 � 2w3 � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos: gp2w1, 2w2 � 1, 2w3 � 1q � 2p32w2

1w2 � 16w2
1w3 � 32w3

1 � 24w2
1 � 8w1w

2
2 �

8w1w2w3 � 12w1w2 � 16w1w
2
3 � 20w1w3 � 8w1 � 20w2

2w3 � 4w3
2 � 16w2

2 � 24w2w
2
3 �

44w2w3 � 19w2 � 4w3
3 � 18w2

3 � 20w3 � 7q � 1 que é ímpar.
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Dividimos o Caso 3 em dois subcasos. No primeiro, consideramos gpk1, k2,

k3q, quando k1 é ímpar, k2 e k3 são pares. No segundo, considerando as outras duas
possibilidades, temos, assim como nos Casos 1 e 2 que gpk1, k2, k3q é ímpar, portanto,
gpk1, k2, k3q � 0 não pode ser verdade.

Caso 3.1: Escrevendo k1 � 2w1� 1, k2 � 2w2, k3 � 2w3, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos: gp2w1� 1, 2w2, 2w3q � 8p8w2

1w2� 4w2
1w3� 8w3

1 � 12w2
1 � 2w1w

2
2 � 2w1w2w3�

8w1w2 � 4w1w
2
3 � 4w1w3 � 6w1 � 5w2

2w3 � w3
2 � w2

2 � 6w2w
2
3 � w2w3 � 2w2 � w3

3 �
2w2

3 � w3 � 1q que é par.

Observamos que gp2w1 � 1, 2w2, 2w3q � 0 ô hpw1, w2, w3q � 0, onde hpw1, w2, w3q �
8w2

1w2� 4w2
1w3� 8w3

1 � 12w2
1 � 2w1w

2
2 � 2w1w2w3� 8w1w2� 4w1w

2
3 � 4w1w3� 6w1�

5w2
2w3 � w3

2 � w2
2 � 6w2w

2
3 � w2w3 � 2w2 � w3

3 � 2w2
3 � w3 � 1.

Por outro lado, mostramos que hpw1, w2, w3q é ímpar, quaisquer que sejam os inteiros
w1, w2 e w3, o que nos leva uma contradição, logo gp2w1 � 1, 2w2, 2w3q � 0.
Com efeito, considerando a paridade de w1, w2 e w3 temos as 8 possibilidades a seguir
para o valor de h.

Possibilidade 1: hp2y1 � 1, 2y2 � 1, 2y3 � 1q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 96y2

1 �
8y1y

2
2 � 8y1y2y3 � 36y1y2 � 16y1y

2
3 � 4y1y3 � 82y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 22y2

2 � 24y2y
2
3 �

50y2y3 � 10y2 � 4y3
3 � 30y2

3 � 26y3 � 14q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 2: hp2y1 � 1, 2y2 � 1, 2y3q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 88y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 40y1y2 � 16y1y
2
3 � 20y1y3 � 76y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 12y2

2 � 24y2y
2
3 � 26y2y3 �

9y2 � 4y3
3 � 24y2

3 � y3 � 20q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 3: hp2y1 � 1, 2y2, 2y3 � 1q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 80y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 44y1y2 � 16y1y
2
3 � 8y1y3 � 62y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 16y2

2 � 24y2y
2
3 � 30y2y3 �

9y2 � 4y3
3 � 18y2

3 � 6y3 � 14q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 4: hp2y1, 2y2 � 1, 2y3 � 1q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 48y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 4y1y2 � 16y1y
2
3 � 12y1y3 � 10y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 18y2

2 � 24y2y
2
3 � 46y2y3 �

20y2 � 4y3
3 � 22y2

3 � 24y3 � 7q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 5: hp2y1 � 1, 2y2, 2y3q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 72y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 48y1y2 � 16y1y
2
3 � 24y1y3 � 54y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 6y2

2 � 24y2y
2
3 � 6y2y3 �

18y2 � 4y3
3 � 12y2

3 � 9y3 � 13q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 6: hp2y1, 2y2 � 1, 2y3q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 40y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 8y1y2 � 16y1y
2
3 � 4y1y3 � 12y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 8y2

2 � 24y2y
2
3 � 22y2y3 �

3y2 � 4y3
3 � 16y2

3 � 5y3q � 1 que é ímpar.
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Possibilidade 7: hp2y1, 2y2, 2y3 � 1q � 2p32y2
1y2 � 16y2

1y3 � 32y3
1 � 32y2

1 � 8y1y
2
2 �

8y1y2y3 � 12y1y2 � 16y1y
2
3 � 8y1y3 � 6y1 � 20y2

2y3 � 4y3
2 � 12y2

2 � 24y2y
2
3 � 26y2y3 �

5y2 � 4y3
3 � 10y2

3 � 6y3 � 1q � 1 que é ímpar.

Possibilidade 8: hp2y1, 2y2, 2y3q � 2p32y2
1y2�16y2

1y3�32y3
1�24y2

1�8y1y
2
2�8y1y2y3�

16y1y2�16y1y
2
3�8y1y3�6y1�20y2

2y3�4y3
2�2y2

2�24y2y
2
3�2y2y3�2y2�4y3

3�4y2
3�y3q�1

que é ímpar.

Caso 3.2: Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2� 1, k3 � 2w3, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3,
temos: gp2w1, 2w2�1, 2w3q � 2p32w2

1w2�16w2
1w3�32w3

1�16w2
1�8w1w

2
2�8w1w2w3�

8w1w2 � 16w1w
2
3 � 4w1w3 � 2w1 � 20w2

2w3 � 4w3
2 � 6w2

2 � 24w2w
2
3 � 20w2w3 � 3w2 �

4w3
3 � 12w2

3 � 5w3 � 1q � 1 que é ímpar.

Escrevendo k1 � 2w1, k2 � 2w2, k3 � 2w3 � 1, onde wi P Z, para i � 1, 2, 3, temos:
gp2w1, 2w2, 2w3 � 1q � 2p32w2

1w2 � 16w2
1w3 � 32w3

1 � 8w2
1 � 8w1w

2
2 � 8w1w2w3 �

4w1w2�16w1w
2
3�16w1w3�4w1�20w2

2w3�4w3
2�10w2

2�24w2w
2
3�24w2w3�6w2�

4w3
3 � 6w2

3 � 3w3 � 1q � 1 que é ímpar.

Caso 4: Finalmente, gpk1, k2, k3q � 0 não pode ser verdade se considerarmos
pk1, k2, k3q � p0, 0, 0q. O argumento é exatamente o mesmo apresentado no Caso 4 da
demonstração da Proposição 16. Assim, a igualdade gpk1, k2, k3q � 0 só é verdadeira
para k1 � k2 � k3 � 0.

Portanto, temos gp0,�1, 0q � 1, por exemplo, e o valor mínimo de f será 1
7 .

Dessa forma, como o volume do reticulado FCC é V pFCCq � 2, concluímos que a máxima
distância produto mínima normalizada para um reticulado em RotpFCC, p1, 1, 1qq será
igual:

dp,normpFCCq � 1
V pFCCqF

�
�1, 1, 1, 1

6 arccos
��13

14





� 1
V pFCCqF

�
�1, 1, 0, 1

6 arccos
��13

14





� 1
2 �

1
7 �

1
14 .

A matriz do reticulado cuja distância produto mínima é dada pela Proposição
17 é C � QE, onde Q é dada por (5.2) e a matriz E é dada no Exemplo 17, logo

C � QE �

�
��

1.47395 0.408991 1.32799
1.18202 1.32799 0.263024
�0.655971 0.263024 0.408991

�
�� . (5.5)
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Poderíamos ter enunciado, na Proposição 17, a distância produto relativa ao
invés da normalizada do reticulado FCC. Para encontrarmos tal distância bastaria, no
final da demonstração desta Proposição, termos dividido F

�
�1, 1, 1, 1

6 arccos
��13

14




pelo cubo do vetor de norma mínima do FCC, assim teríamos:

dp,relpFCCq � 1
µ3F

�
�1, 1, 1, 1

6 arccos
��13

14





� 1
µ3F

�
�1, 1, 0, 1

6 arccos
��13

14





� 1
p?2q3 �

1
7 �

1
7
?

23
.

Essa é a maior distância produto mínima relativa conhecida do FCC conforme podemos
ver em [23]. Com isso, temos a Proposição 18 que é dada a seguir.

Proposição 18. Seja RotpFCC, p1, 1, 1qq o conjunto de todas as rotações possíveis do
reticulado FCC em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q. A máxima distância produto
mínima relativa para um reticulado em RotpFCC, p1, 1, 1qq é 1

7
?

23
.

Corolário 9. Sejam Λ e Λ̃ as versões rotacionadas do reticulado FCC via quatérnios e
via corpo ciclotômico K � Qpζ7 � ζ�1

7 q ([22]) cujas matrizes são dadas, respectivamente,
por (5.5) e (3.19). Os reticulados Λ e Λ̃ são distintos; além disso, Λ é obtido por meio de
uma rotação anti-horária de π{2 em torno do eixo Oy, seguida de uma reflexão em torno
do plano y � 0 do reticulado Λ̃.

Demonstração. Como C�1F não é unimodular, segue do Teorema 10, que os reticulados
Λ e Λ̃ são distintos. Da igualdade (5.3), temos:

S2S1RU � Qô
S2S1REE

�1U � QEE�1 ô
S2S1pREqpE�1UEq � QE ô

S2S1FŪ � C,

em que

Ū � E�1UE �

�
��

1 1 1
0 0 �1
0 �1 0

�
��

é unimodular.

Como C e F são as matrizes dos reticulados Λ e Λ̃, respectivamente, da
demonstração do Corolário 7, S1 representa uma rotação anti-horária de π{2 em torno do
eixo Oy e S2 representa uma reflexão em torno do plano y � 0, segue o resultado.
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Agora, vamos analisar o que ocorre com as distâncias produto dos reticulados
Λptq � RotpFCC, p1, 1, 1qq (mediante demonstração da Proposição 17), quando t é tomado

em uma perturbação do ângulo ótimo tmax � 1
6 arccos

��13
14



, ou seja, quando tomamos

t � tmax � ε, para ε arbitrariamente pequeno. Para estes valores de t escrevemos

dp,normpΛptqq � 1
V pFCCq inf

pk1,k2,k3q�p0,0,0q
F pk1, k2, k3, tq,

onde F é a função dada por (5.4).

Abordamos, inicialmente, o problema em uma perspectiva numérica. Resolvendo
as dezoito equações F pk1, k2, k3, tmax � εq � 0, onde ε � � 1

10i , para i � 1, 2, ..., 9, nas
variáveis inteiras k1, k2 e k3 com a restrição |k1, k2, k3| ¤ 1000, encontramos sempre a
solução k1 � k2 � k3 � 0. Isso nos permite admitir, com certo grau de segurança, que nestes
casos os reticulados Λptmax � εq têm diversidade máxima. Em segundo lugar minimizamos
as funções F pk1, k2, k3, tmax � εq nas variáveis inteiras k1, k2, k3 quando consideramos a
restrição 1 ¤ k2

1 � k2
2 � k2

3 ¤ 10j 2. Dessa forma, encontramos limitantes para as distâncias
produtos destes reticulados. Estes resultados estão sistematizados na Tabela 6.

i dp,normpΛptmax � 1{10iqq dp,normpΛptmax � 1{10iqq
1 ¤ 0.0240478 ¤ 0.0227706
2 ¤ 0.0508436 ¤ 0.00851187
3 ¤ 0.0692184 ¤ 0.052903
4 ¤ 0.071206 ¤ 0.0694692
5 ¤ 0.0714063 ¤ 0.0712316
6 ¤ 0.0714263 ¤ 0.0714089
7 ¤ 0.0714283 ¤ 0.0714266
8 ¤ 0.0714285 ¤ 0.0714284
9 ¤ 0.0714286 ¤ 0.0714286

Tabela 6 – Distância produto normalizada de Λptmax � εq, onde Λptq é dada por
RotpFCC, p1, 1, 1qq

Observação 28. Em relação aos resultados que constam na Tabela 6, a menos que o
mínimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 ¤ k2

1 � k2
2 � k2

3 ¤ 106, podemos afirmar
que o valor encontrado é de fato a distância produto do reticulado associado com a precisão
apresentada. Percebemos numericamente que quando i é “grande”, o limitante da distância
produto do reticulado Λptmax � 1{10iq associado é “próximo” de 1

14 . Essa análise foi a
motivação para o Corolário 10 a seguir, cuja demonstração é análoga a demonstração do
Corolário 8.
2 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para j � 2, 3, 4, 5, 6.
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Corolário 10. Se F é a aplicação dada por (5.4), então

1
V pFCCq inf

pk1,k2,k3q�p0,0,0q
lim
εÑ0

F pk1, k2, k3, tmax � εq � dp,normpFCCq � 1
14 .

Observação 29. Consideremos os valores de ε “próximos de zero”, para os quais

Λ
�

1
6 arccos

��13
14



� ε




tenha diversidade máxima. Da Proposição 17, temos que

dp,norm

�
Λ
�

1
6 arccos

��13
14



� ε




¤ 1

14 ,

por outro lado, o Corolário 10 nos permite concluir que o lado esquerdo da desigualdade
pode tornar-se arbitrariamente próximo de 1

14 , desde que tomemos ε suficientemente
próximo de zero.

Finalizamos essa seção com a Observação 30 a seguir.

Observação 30. A construção de reticulados algébricos feita no Capítulo 3, explorada na
Seção 4.2 e neste capítulo foi via corpos ciclotômicos construídos em Rn para n � pp�1q{2,
onde p ¥ 5 é um primo. De um modo geral, se Λ é gerado pela matriz�

�����
�1

�1
� � �

�1

�
�����RU, (5.6)

onde R é a matriz geradora de um reticulado algébrico com diversidade máxima Λ̃ e U é
unimodular, então Λ tem diversidade máxima, além disso, as distâncias produtos em Λ e
Λ̃ são iguais. De fato, escrevendo

R �

�
��

rt1
...

rtn

�
��

onde rti designa a i-ésima linha de R, y � Rx, com x � 0, a distância produto de Λ̃ será

dada por dppΛ̃q � dpnqp p0,yq �
n¹
i�1

|yi| �
n¹
i�1

|rtix|. Uma vez que U é unimodular, temos que

para o cálculo da distância produto de Λ basta que consideremos apenas as duas matrizes
à esquerda de (5.6). Por outro lado, o produto da matriz à esquerda de R por R em (5.6)
apenas inverte a ordem (a menos de sinal) das linhas de R, logo como o reticulado gerado

por R tem diversidade máxima, segue que dppΛq � dppΛ̃q �
n¹
i�1

|rtix| ¡ 0.

Observamos, ainda, que as matrizes de Λ nos Corolários 2, 7 e 9 são da forma
(5.6). No Corolário 7, por exemplo, a matriz à esquerda de R e a unimodular U em (5.6)
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são dadas, respectivamente, por:�
��

�1
�1

1

�
�� e U �

�
��

1 0 0
0 0 �1
0 �1 0

�
�� .
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6 Os reticulados ΛpeXBq

Na primeira seção, deste capítulo, definimos e apresentamos alguns resultados
referentes às matrizes exponenciais. As referências utilizadas foram: [1], [19], [21], [27] e
[28].

Na segunda seção, foi feita uma análise das distâncias produtos de perturbações
das versões rotacionadas do Z5, D5, Z

8 e D8 que foram construídas no Capítulo 3 e por fim
exibimos resultados gerais, considerando perturbações de um reticulado com diversidade
máxima ΛB, em que B é uma matriz geradora do mesmo.

Na terceira e última seção, construímos as mesmas versões rotacionadas do Z3

e do FCC encontradas no Capítulo 5. Essas construções são obtidas a partir de rotações
do Z3 e do FCC via exponenciais de matrizes anti-simétricas.

O programa usado para os cálculos simbólicos foi o Wolfram Mathematica em
sua versão 12.3 [43].

6.1 A Matriz Exponencial
O conceito de matriz exponencial é uma generalização da série de Taylor

ex �
8̧

k�0

xk

k! , x P R. Em [1], vemos que para toda matriz X P Rm�n, a série de matrizes
8̧

k�0

Xk

k! converge. Isso nos motiva à Definição 61.

Definição 61 (Matriz Exponencial). Dada a matriz A P Rm�n, definimos a matriz
exponencial eA como sendo

eA �
8̧

k�0

Ak

k! � I � A� A2

2! �
A3

3! � ...� Ak

k! � ...

Segue imediatamente da Definição 61, que e0 � I. Se A e B comutam, ou seja,
AB � BA, vemos em [21] que eA�B � eAeB.

Seja X P Rn�n, vemos em [27], que a aplicação exp : X ÞÑ eX é contínua.

Temos, ainda que, se A é anti-simétrica, então eA é ortogonal. Com efeito, uma

vez que pA
tqk
k! �

�
Ak

k!


t

, para todo k inteiro não-negativo, segue da Definição 61, que

epA
tq � peAqt. Por outro lado, como A e �A comutam, decorre da última igualdade que

peAqpeAqt � peAqpe�Aq � e0 � I. De modo análogo, concluímos que peAqtpeAq � I.
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Estes resultados referentes às matrizes exponenciais são suficientes para o que
será desenvolvido no restante deste capítulo.

6.2 Os Reticulados ΛpeXBq como Perturbações do Reticulado ΛB

Nesta seção, a partir de um reticulado ΛB com diversidade máxima gerado pela
matriz B, analisamos a distância produto do reticulado ΛpeXBq, em que X é uma matriz
anti-simétrica “próxima” da matriz nula, então o motivo para usarmos tais reticulados é
que se X é uma matriz anti-simétrica qualquer a norma euclidiana é preservada, ou seja,
dado x P Rn temos ||eXBx|| � ||Bx||. Assim os reticulados ΛB e ΛpeXBq têm a mesma
norma mínima e também têm o mesmo volume, uma vez que eX é ortogonal.

Em primeiro lugar analisamos as perturbações das versões rotacionadas do Z5 e
do D5 cujas matrizes geradoras R e F são dadas por (3.16) e (3.20) respectivamente. Para
tal, vamos considerar as famílias de reticulados ΛpeXRq e ΛpeXF q, ou seja, os reticulados
que possuem matrizes geradoras dadas por eXR e eXF, onde X é uma matriz 5 � 5
anti-simétrica “próxima” da matriz nula. Para estabelecermos de forma mais precisa a
relação de proximidade entre matrizes consideramos a norma de Frobenius. A partir da
Definição 13, dizemos que uma matriz A tende para a matriz nula, se e somente se, a
norma de Frobenius desta tende para zero, ou seja, AÑ 0 ô ||A|| Ñ 0.

Na nossa análise das perturbações da versões rotacionadas do Z5 e do D5

tomamos matrizes Xpkq � rxpkqij s anti-simétricas tais que xpkqij � 10�k (i   j), onde k é
um inteiro positivo “grande”. Assim, ||X||2 � p20q10�2k Ñ 0, quando k Ñ 8; portanto,
X Ñ 0. Considerando a aplicação f : R5�5 � Z5 Ñ R dada por

fpX, zq �
5¹
i�1

|xtiz|,

em que xti é a i-ésima linha da matriz X, segue que se ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q têm diversidade
máxima, então

dp,normpΛpeXpkqRqq � dp,infpΛpeXpkqRqq � inf
z�0

fpeXpkqR, zq (6.1)

e

dp,normpΛpeXpkqF qq �
1

V pDnqdp,infpΛpeXpkqF qq �
1
2 inf

z�0
fpeXpkqF, zq, (6.2)

uma vez que | detpeXRq| � 1, | detpeXF q| � V pDnq, pois F � RE e as matrizes R e eX

são ortogonais.

Dessa forma, minimizamos as funções fpeXpkqR, zq e 1
2fpe

XpkqF, zq, em que
k � 1, 2, ..., 10, na variável z quando consideramos a restrição 1 ¤ ||z||2 ¤ 10r 1. Tais
resultados estão sistematizados na Tabela 7.
1 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para r � 2, 3, 4, 5, 6.
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k dp,normpΛpeXpkqRqq dp,normpΛpeXpkqF qq
1 ¤ 4.34085 � 10�5 ¤ 5.70284 � 10�6

2 ¤ 2.62652 � 10�4 ¤ 2.30043 � 10�4

3 ¤ 2.25437 � 10�3 ¤ 1.33931 � 10�4

4 ¤ 6.56336 � 10�3 ¤ 3.55589 � 10�3

5 ¤ 8.0943 � 10�3 ¤ 4.07466 � 10�3

6 ¤ 8.24745 � 10�3 ¤ 4.12648 � 10�3

7 ¤ 8.26276 � 10�3 ¤ 4.13166 � 10�3

8 ¤ 8.26434 � 10�3 ¤ 4.13217 � 10�3

9 ¤ 8.26445 � 10�3 ¤ 4.13222 � 10�3

10 ¤ 8.26446 � 10�3 ¤ 4.13223 � 10�3

Tabela 7 – Perturbações de versões rotacionadas do Z5 e do D5

Observação 31. Em relação aos resultados que constam na Tabela 7, a menos que o
mínimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 ¤ ||z||2 ¤ 106, podemos afirmar que o
valor encontrado é, de fato, a distância produto do reticulado associado com a precisão
apresentada. Caso tal reticulado não tenha diversidade máxima, o mínimo a ser encontrado
obviamente será zero. Percebemos numericamente que quando k é “grande”, os limitantes
das distâncias produtos dos reticulados ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q associados são “próximos” de

dp,normpZ5q � 1
121 e dp,normpD5q � 1

242 , respectivamente.

Ainda em relação a Tabela 7, percebemos que os limitantes das distâncias
produtos dos reticulados ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q, quando k cresce, aproximam-se de 1{121 e
1{242, sempre por valores menores a eles. Isso parece nos indicar que as versões rotacionadas
do Z5 e do D5 que podem ser representadas por Λpe0Rq e Λpe0F q são reticulados “ótimos” de
modo que suas distâncias produtos parecem ser pontos de máximos locais das funções que
calculam as distâncias produtos dos reticulados perturbados. Isso nos motiva à Conjectura
7.

Conjectura 7. Seja X uma matriz anti-simétrica 5� 5, ΛpeXRq e ΛpeXF q reticulados de
diversidades máximas com matrizes geradoras dadas por eXR e eXF, em que R e F são
as matrizes geradoras das versões rotacionadas do Z5 e do D5 dadas por (3.16) e (3.20),
respectivamente. Temos:

(1) A aplicação X ÞÑ dp,normpΛpeXRqq tem máximo local dado por

dp,normpΛpe0Rqq � dp,normpZ5q � 1
121 .
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(2) A aplicação X ÞÑ dp,normpΛpeXF qq tem máximo local dado por

dp,normpΛpe0F qq � dp,normpD5q � 1
242 .

Agora, vamos às perturbações das versões rotacionadas do Z8 e do D8 cujas
matrizes geradoras R e F são dadas nos Exemplos 15 e 19 respectivamente. Para tal, vamos
considerar as famílias de reticulados ΛpeXRq e ΛpeXF q, onde X é uma matriz 8 � 8 anti-
simétrica “próxima” da matriz nula. Tomamos as matrizesXpkq � rxpkqij s anti-simétricas tais
que xpkqij � 10�k (i   j), onde k é um inteiro positivo “grande”. Assim, ||X||2 � p56q10�2k Ñ
0, quando k Ñ 8; portanto, X Ñ 0. Considerando a aplicação f : R8�8 � Z8 Ñ R dada
por

fpX, zq �
8¹
i�1

|xtiz|, (6.3)

segue que valem as igualdades (6.1) e (6.2) desde que ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q tenham diversidade
máxima.

Dessa forma, minimizamos as funções fpeXpkqR, zq e 1
2fpe

XpkqF, zq, onde k �
1, 2, ..., 10, na variável z quando consideramos a restrição 1 ¤ ||z||2 ¤ 10r 2. Estes resultados
estão sistematizados na Tabela 8.

k dp,normpΛpeXpkqRqq dp,normpΛpeXpkqF qq
1 ¤ 9.06862 � 10�9 ¤ 2.27287 � 10�9

2 ¤ 1.87049 � 10�7 ¤ 2.36278 � 10�7

3 ¤ 5.50933 � 10�7 ¤ 1.18847 � 10�6

4 ¤ 1.59811 � 10�5 ¤ 5.21592 � 10�6

5 ¤ 3.34653 � 10�5 ¤ 2.17172 � 10�5

6 ¤ 4.7776 � 10�5 ¤ 2.43867 � 10�5

7 ¤ 4.92071 � 10�5 ¤ 2.46534 � 10�5

8 ¤ 4.93502 � 10�5 ¤ 2.46801 � 10�5

9 ¤ 4.93645 � 10�5 ¤ 2.46828 � 10�5

10 ¤ 4.93659 � 10�5 ¤ 2.4683 � 10�5

Tabela 8 – Perturbações de versões rotacionadas do Z8 e do D8

Observação 32. Em relação aos resultados que constam na Tabela 8, a menos que o
mínimo seja encontrado fora da coroa esférica 1 ¤ ||z||2 ¤ 106, podemos afirmar que o
valor encontrado é de fato a distância produto do reticulado associado com a precisão
apresentada. Caso tal reticulado não tenha diversidade máxima, o mínimo a ser encontrado
obviamente será zero. Percebemos, numericamente, que quando k é “grande”, o limitantes
2 Verificamos numericamente que os valores mínimos encontrados não se alteraram para r � 2, 3, 4, 5, 6.
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das distâncias produtos dos reticulados ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q associados são “próximos” de

dp,normpZ8q � 1
177{2 e dp,normpD8q � 1

2 � 177{2 , respectivamente.

Ainda, em relação a Tabela 8, percebemos que os limitantes das distâncias
produtos dos reticulados ΛpeXpkqRq e ΛpeXpkqF q, quando k cresce, aproximam-se de 1{177{2

e 1{p2 � 177{2q sempre por valores menores a eles. Isso parece nos indicar que as versões
rotacionadas do Z8 e do D8 que podem ser representadas por Λpe0Rq e Λpe0F q são reticulados
“ótimos” de modo que suas distâncias produtos parecem ser pontos de máximos locais das
funções que calculam as distâncias produtos dos reticulados perturbados. Isso nos motiva
à Conjectura 8.

Conjectura 8. Seja X uma matriz anti-simétrica 8� 8, ΛpeXRq e ΛpeXF q reticulados de
diversidades máximas com matrizes geradoras dadas por eXR e eXF, onde R e F são as
matrizes geradoras das versões rotacionadas do Z8 e do D8 encontradas nos Exemplos 15
e 19, respectivamente. Temos:

(1) A aplicação X ÞÑ dp,normpΛpeXRqq tem máximo local dado por

dp,normpΛpe0Rqq � dp,normpZ8q � 1
177{2 .

(2) A aplicação X ÞÑ dp,normpΛpeXF qq tem máximo local dado por

dp,normpΛpe0F qq � dp,normpD8q � 1
2 � 177{2 .

A análise das perturbações das versões rotacionadas dos reticulados Z5, D5,

Z8 e D8 foi a motivação para a Proposição 19, os Corolários 11 e 12.

Proposição 19. Sejam ΛB um reticulado de diversidade máxima com matriz geradora B
e f : tX P Rn�n : X t � �Xu � Zn Ñ R a aplicação dada por

fpX, zq �
n¹
i�1

|xtiz|, (6.4)

em que xti é a i-ésima linha da matriz X. Temos:

inf
z�0

lim
XÑ0

fpeXB, zq � dp,infpΛBq.

Demonstração. Segue do Teorema 7, que a matriz nula 0 P Rn�n é um ponto de acumulação
do conjunto tX P Rn�n : X t � �Xu, pois dada uma sequência de matrizes anti-simétricas
distintas Xk � rxpkqij s, onde max xpkqij Ñ 0 quando k Ñ 8, segue que

||Xk||2 �
ņ

i�1

ņ

j�1
|xpkqij |2 ¤ n2|max xpkqij |2 Ñ 0,
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donde Xk Ñ 0. Como as aplicações f e X ÞÑ eXB são contínuas, segue dos Teoremas 8 e
9, que

lim
XÑ0

fpeXB, zq � fp lim
XÑ0

peXB, zqq � fpe0B, zq � fpB, zq,
daí, segue que

inf
z�0

lim
XÑ0

fpeXB, zq � inf
z�0

fpB, zq � dp,infpΛBq.

Corolário 11. Sejam ΛB um reticulado de diversidade máxima com matriz geradora B e
f dada por (6.4). Temos:

1
pmin0�zPZn ||eXBz||qn inf

z�0
lim
XÑ0

fpeXB, zq � dp,relpΛBq.

Demonstração. Dividindo inf
z�0

lim
XÑ0

fpeXB, zq � dp,infpΛBq por
�

min
0�zPZn

||eXBz||
	n

�
�

min
0�zPZn

||Bz||
	n

segue o resultado.

Corolário 12. Sejam ΛB um reticulado de diversidade máxima com matriz geradora B e
f dada por (6.4). Temos:

1
V pΛpeXBqq

inf
z�0

lim
XÑ0

fpeXB, zq � dp,normpΛBq.

Demonstração. Dividindo inf
z�0

lim
XÑ0

fpeXB, zq � dp,infpΛBq por V pΛpeXBqq � V pΛBq, segue
o resultado.

Finalizamos essa seção com a Observação 33 a seguir.

Observação 33. Se X̃ � 0 é uma matriz anti-simétrica de modo que o reticulado ΛpeX̃Bq

tenha diversidade máxima, segue dos Corolários 11 e 12, que dp,relpΛpeX̃Bqq � dp,relpΛBq e
dp,normpΛpeX̃Bqq � dp,normpΛBq. Observamos que este último resultado é uma generalização
dos resultados apresentados nas Observações 31 e 32.

6.3 Os Reticulados ΛpeXBq como Versões Rotacionadas dos Reticu-
lados Z3 e FCC

Considerando a matriz anti-simétrica X � Xptq dada por�
��

0 �t t

t 0 �t
�t t 0

�
�� ; t P R, (6.5)
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analisamos os reticulados ΛeXptq e ΛpeXptqEq, em que E é a matriz do FCC encontrada no
Exemplo 17. Estes reticulados são rotações do Z3 e FCC, a partir das quais construímos
versões alternativas das Proposições 16, 17 e 18. Com efeito, como eXptq é dada por
�
�������

2
3 cos

�?
3t
	
� 1

3 � sen
�?

3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3
sen

�?
3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3
sen

�?
3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3
2
3 cos

�?
3t
	
� 1

3 � sen
�?

3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3

� sen
�?

3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3
sen

�?
3t
�

?
3

� 1
3 cos

�?
3t
	
� 1

3
2
3 cos

�?
3t
	
� 1

3

�
�������

e uma vez que para t P R temos

eXptq

�
��

1
1
1

�
�� �

�
��

1
1
1

�
�� ,

segue que a matriz eXptq possui autovalor 1 associado ao autovetor p1, 1, 1q (mediante
Definição 12). Por outro lado p1, 0,�1q não é autovetor de eXptq, logo, o conjunto ΛeXptq

descreve versões rotacionadas do Z3 em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q. Por
outro lado, como vimos que RotpZ3, p1, 1, 1qq, descrito na Proposição 16 é o conjunto de
todas as rotações possíveis do Z3 em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, segue que
se existir t � t1 de tal forma que ΛeXpt1q represente o “reticulado ótimo” encontrado na
Proposição 16, este terá a distância produto mínima normalizada dada por 1

7 .

Do que foi exposto no parágrafo anterior, admitamos que a matriz do reticulado
ΛeXpt1q seja Q � rqijs dada por (5.2). Da demonstração da Proposição 16 temos que

q11 � 1
3

�
1� 2 cos

�
1
3 arccos

�
�13

14





� 0.736976. Logo, temos a equação

2
3 cos

�?
3t
	
� 1

3 �
1
3

�
1� 2 cos

�
1
3 arccos

�
�13

14






cuja solução é t � �1
3 arccos

��13
14

�� 2πk?
3

, k P Z. Da última igualdade, vemos que se
tomarmos

t � t1 �
1
3 arccos

��13
14

�
?

3
,

temos eXpt1q � Q, logo ΛeXpt1q é o “reticulado ótimo” da Proposição 16, cuja matriz eXpt1q

é dada por (5.2).

De igual modo, o conjunto ΛpeXptqEq descreve versões rotacionadas do FCC
em torno da reta cujo vetor diretor é p1, 1, 1q e como RotpFCC, p1, 1, 1qq, descrito nas
Proposições 17 e 18, é o conjunto de todas as rotações possíveis do FCC em torno da reta
cujo vetor diretor é p1, 1, 1q, segue que ΛpeXpt1qEq é o “reticulado ótimo” das Proposições 17
e 18, cuja matriz eXpt1qE é dada por (5.5).

As Proposições 20, 21 e 22, a seguir, são versões alternativas das Proposições
16, 17 e 18.
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Proposição 20. Seja ΛeXptq o conjunto dos reticulados gerados por eXptq, onde Xptq é a
matriz dada por (6.5). A máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado
em ΛeXptq é dp,normpZ3q � 1

7 .

Proposição 21. Sejam ΛpeXptqEq o conjunto dos reticulados gerados por eXptqE, onde
Xptq é a matriz dada por (6.5) e E é a matriz do FCC encontrada no Exemplo 17.
A máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado em ΛpeXptqEq é

dp,normpFCCq � 1
14 .

Proposição 22. Sejam ΛpeXptqEq o conjunto dos reticulados gerados por eXptqE, onde Xptq
é a matriz dada por (6.5) e E é a matriz do FCC encontrada no Exemplo 17. A máxima
distância produto mínima relativa para um reticulado em ΛpeXptqEq é dp,relpFCCq � 1

7
?

23
.
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7 Torção Generalizada

Neste capítulo definimos torção generalizada, apresentamos algumas proprie-
dades referentes a este novo conceito e construímos versões torcidas de reticulados em
dimensões 2, 3, 5 e 8.

Vemos que os reticulados torcidos preservam, por exemplo, distância produto
mínima. Observamos que nos casos estudados (com exceção do Z2) foi possível aumentar a
norma mínima, e consequentemente, a densidade de empacotamento de reticulados torcidos.
A motivação para encontrarmos reticulados mais densos preservando uma boa distância
produto mínima é que estes podem ser úteis simultaneamente para canais gaussianos e
com desvanecimento do tipo Rayleigh, como vimos nas Seções 2.1 e 2.1.

7.1 Torção Generalizada em Reticulados Bidimensionais
Tendo por motivação os homomorfismos canônico e torcido (mediante Definições

50 e 53), definimos, nesta seção, torção generalizada em reticulados Λ � R2.

De (3.3) decorre que um reticulado algébrico bidimensional construído sobre
um corpo de números totalmente real terá matriz geradora dada por�

σ1pω1q σ1pω2q
σ2pω1q σ2pω2q

�

e de (3.8) decorre que um reticulado ideal bidimensional terá matriz geradora dada por� ?
α1σ1pω1q ?

α1σ1pω2q?
α2σ2pω1q ?

α2σ2pω2q

�
.

Do Teorema 26 e da Definição 58, decorrem que esses reticulados têm distâncias
produtos normalizadas dadas por 1?

dK
.

Pensando em termos mais gerais, temos que se Λ1 é um reticulado de diversidade
máxima cuja matriz geradora é

A �
�
a b

c d

�

e dados m � 0 e Λ2 um reticulado cuja matriz geradora é

B �
�
ma mb

c{m d{m

�
,
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então estes reticulados têm as mesmas distâncias produtos mínimas. Com efeito, dado
pk1, k2q P Z2, temos:

dp,minpΛ2q � min
pk1,k2q�p0,0q

����pmak1 �mbk2q
�
ck1

m
� dk2

m


����
� min

pk1,k2q�p0,0q
|pak1 � bk2qpck1 � dk2q| � dp,minpΛ1q. (7.1)

Observamos, ainda, que como V pΛ1q � V pΛ2q, segue que

dp,normpΛ1q � dp,normpΛ2q. (7.2)

Temos, então, a motivação para a Definição 62, a seguir.

Definição 62 (Torção Generalizada). Sejam 0 � m P R e Λ um reticulado bidimensional
que possui uma matriz geradora A. Uma m-torção generalizada do reticulado Λ é o
reticulado tormpΛq com matriz geradora�

m

1{m

�
A.

Observação 34. Segue, da Definição 62, que V ptormpΛqq � V pΛq, e ainda, se Λ tem
diversidade máxima, então temos das igualdades (7.1) e (7.2) que tormpΛq preserva a
distância produto mínima e a distância produto normalizada de Λ.

Exemplo 23. Segue da Proposição 1, da Definição 62 e da Observação 34, que qualquer
reticulado da família de reticulados tormpLpZ2qq, em que LpZ2q é a versão rotacionada
“ótima” do Z2 com matriz geradora dada por (4.4), possui distância produto normalizada
dada por 1?

5
.

Vamos, agora, considerar a classe de reticulados Λpaq � R2 cuja matriz geradora
é dada por �

� 1 1
2

0 a

�
� , (7.3)

em que 0 � a P R. Trata-se de uma generalização da classe de reticulados Λ4 cuja matriz

geradora é dada por (3.7). Observamos que Λpaq � Λ4, desde que a �
?
l

2 , onde �l � 1
(mod 4).

Proposição 23. Seja Λpaq a classe de reticulados cuja matriz geradora é dada por (7.3).
Se a � �?4z � 1{2, onde z é um inteiro positivo e 4z�1 não é um quadrado perfeito, então
a máxima distância produto mínima normalizada para um reticulado Λpaq rotacionado é
dp,normpΛpaqq � 1

2|a| �
1?

4z � 1
.
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Demonstração. Como Λpaq � tpk1 � k2{2, ak2q : k1, k2 P Zu, tomando uma rotação de
ângulo t, temos pelo Teorema 2 que:

pcosptq � isenptqqpk1 � k2{2� iak2q � k2 pcosptq{2� asenptqq � k1 cosptq �
�ipk2 pa cosptq � senptq{2q � k1senptqq.

Dessa forma, o conjunto de reticulados obtido por essa rotação é Λpa, tq � tpk2pcosptq{2�
asenptqq � k1 cosptq, k2pa cosptq � senptq{2q � k1senptqq : k1, k2 P Z; 0 ¤ t   2πu. O valor
absoluto do produto de coordenadas de um ponto em Λpa, tq dividido pelo volume de um
reticulado qualquer desse conjunto é

F pa, k1, k2, tq �
���� 1
8ap4ak2p2k1 � k2q cosp2tq � p2k1 � 2ak2 � k2qp2k1 � 2ak2 � k2qsenp2tqq

���� .
Como F

�
a, k1, k2, t� π

2

	
� F pa, k1, k2, tq , podemos tomar a variação de t no intervalo�

0, π2

�
; tomando-se o sup neste intervalo temos:

dp,normpΛpaqq � sup
t
dp,normpΛpa, tqq �

sup
t

inf
pk1,k2q�p0,0q

F pa, k1, k2, tq ¤ sup
t
F pa, 1, 0, tq � sup

t

����senp2tq
2a

���� � 1
2|a| .

Por outro lado, F
�
a, k1, k2,

π

4

	
�

���� 1
8ap4k

2
1 � 4k1k2 � p1� 4a2qk2

2q
���� � 0 ô k1 � k2

2 p�1 �

2|a|q. Tomando a R Q, temos F
�
a, k1, k2,

π

4

	
� 0 ô k1 � k2 � 0.

Dessa forma, pondo a � �?4z � 1{2, em que z é um inteiro positivo e 4z � 1
não é um quadrado perfeito, temos dp,norm

�
Λ
�
a,
π

4

		
� inf

pk1,k2q�p0,0q
F
�
a, k1, k2,

π

4

	
�

inf
pk1,k2q�p0,0q

���� 1
8ap4k

2
1 � 4k1k2 � 4zk2

2q
���� � 1

2|a| .

Portanto, dp,normpΛpaqq � dp,norm

�
Λ
�
a,
π

4

		
� 1

2|a| �
1?

4z � 1
.

Para mostrarmos que com as hipóteses da Proposição 23 temos dp,relpΛpaqq � 1
2 ,

observemos primeiramente que a norma mínima de Λpaq é µ � 1 (mediante Observação 2),
logo segue que a norma mínima de qualquer reticulado de Λpa, tq (definido na demonstração
da Proposição 23) também vale µ � 1. Daí, segue que o valor absoluto do produto de
coordenadas de um ponto em Λpa, tq dividido por µ2 é

Gpa, k1, k2, tq �
����18p4ak2p2k1 � k2q cosp2tq � p2k1 � 2ak2 � k2qp2k1 � 2ak2 � k2qsenp2tqq

���� .
Usando na demostração da Proposição 23 a aplicação Gpa, k1, k2, tq ao invés da aplicação
F pa, k1, k2, tq concluímos a prova. Esse resultado é registrado na Proposição 24, a seguir.
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Proposição 24. Seja Λpaq a classe de reticulados cuja matriz geradora é dada por (7.3).
Se a � �?4z � 1{2, em que z é um inteiro positivo e 4z � 1 não é um quadrado perfeito,
então a máxima distância produto mínima relativa para um reticulado Λpaq rotacionado é
dp,relpΛpaqq � 1

2 .

A Proposição 25, a seguir, iguala por meio de uma torção generalizada um
reticulado equivalente (mediante Definição 35) a um reticulado da classe Λpaq, cuja matriz
geradora é dada por (7.3), com a versão rotacionada “ótima” do Z2 cuja matriz geradora
é dada por (4.4).

Proposição 25. Se Λpaq representa a classe de reticulados cuja matriz geradora é dada
por (7.3) e LpZ2q é a versão rotacionada do Z2 com matriz geradora dada por (4.4),

então a rotação anti-horária de π4 de
c

2?
5

Λ
�?

5
2



é uma m-torção de LpZ2q, em que

m �
d?

5� 1
2 .

Demonstração. Definindo Λ̃ pela rotação anti-horária de π4 do reticulado
c

2?
5

Λ
�?

5
2



,

temos V pΛ̃q � 1 � V pLpZ2q e dp,normpΛ̃q � 1?
5
� dp,normpLpZ2q (mediante igualdades

(4.17), (4.18), (4.19) e mediante Proposição 23).

Como Λ
�?

5
2



�
"�

k1 � k2

2 ,
?

5
2 k2



: k1, k2 P Z

*
, tomando uma rotação de

ângulo π4 de
c

2?
5

Λ
�?

5
2



, temos pelo Teorema 2, que:

�
cos

�π
4

	
� isen

�π
4

		c 2?
5

�
k1 � k2

2 � i

?
5

2 k2



� 1

4
?

5
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�
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2
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�i
�

1
4
?

5
k1 �

�
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2



k2



.

Dessa forma, Λ̃ �
"�

1
4
?

5
k1 �

�
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2



k2,

1
4
?

5
k1 �

�
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2



k2



: k1, k2 P Z

*
,

portanto, tem matriz geradora dada por

�
���

1
4
?

5
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2

1
4
?

5
1

2 4
?

5
�

4
?

5
2

�
��� . (7.4)

Uma vez que arctanp2q � arccos
�

1?
5



, segue das relações sen

�x
2

	
�

c
1� cospxq

2 ,

cos
�x

2

	
�
c

1� cospxq
2 e da igualdade (4.4) que tormpLpZ2qq tem matriz geradora dada
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por �
�����

b�
1�?

5
�
m

?
2 4
?

5
�
a?

5� 1m?
2 4
?

5b�?
5� 1

�
?

2 4
?

5m

b�
1�?

5
�

?
2 4
?

5m

�
����� . (7.5)

As matrizes dadas por (7.4) e (7.5) são iguais desde que m �
d?

5� 1
2 , o que conclui a

prova.

O valor de m na Proposição 25 é tal que m2 � ζ5� ζ�1
5 (mediante Exemplo 12).

Não é difícil verificarmos este resultado. De fato, escrevendo x � cos
�π

5

	
e y � sen

�π
5

	
,

temos:

sen
�

2π
5



� 2sen

�π
5

	
cos

�π
5

	
� 2xy, (7.6)

cos
�

2π
5



� 2 cos2

�π
5

	
� 1 � 2x2 � 1, (7.7)

sen
�

2π
5



� sen

�
π � 2π

5



� sen

�
3π
5



� sen

�
π

5 �
2π
5




� sen
�π

5

	
cos

�
2π
5



� sen

�
2π
5



cos

�π
5

	
. (7.8)

Levando em conta as igualdades (7.6) e (7.7), vemos que a igualdade (7.8) se reduz a

sen
�

2π
5



� yp2x2 � 1q � 2xypxq � 4x2y � y. (7.9)

Das igualdades (7.6) e (7.9), temos 2xy � 4x2y � y e como y � 0, segue que 2x � 4x2 � 1,

de onde encontramos x � 1�?
5

4 . Por outro lado, da igualdade (3.12), temos:

ζ5 � ζ�1
5 � 2 cos

�
2π
5



. (7.10)

Finalmente, temos das igualdades (7.7) e (7.10), que ζ5 � ζ�1
5 � 2

�
2
�

1�?
5

4


2

� 1
�
�

?
5� 1
2 � m2. Registramos este fato na Observação 35, a seguir.

Observação 35. No Exemplo 12 encontramos a versão rotacionada do Z2 via o corpo
K � Qpm2q, onde m é dado pela Proposição 25.
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Consideramos os reticulados tormpiqpLpZ2qq, ver Exemplo 23, onde m � mpiq
foi tomado na partição P �

"
m � mpiq � i

107

*108

i�1
do intervalo

�
1

107 , 10
�
. A partir do

Algorítimo 1, verificamos que não existe i tal que µmpiq  
c

2?
5
ou µmpiq ¡ 1, onde µmpiq é

a norma mínima do reticulado tormpiqpLpZ2qq.
Na Proposição 26 encontramos reticulados da família tormpLpZ2qq com norma

mínima µ �
c

2?
5
. As simulações que nos levaram ao resultado do parágrafo anterior são

motivações para Conjectura 9.

Proposição 26. Se LpZ2q é a versão rotacionada do Z2 com matriz geradora dada por

(4.4), então os reticulados tormpLpZ2qq, em que m � �
d?

5� 1
2 ou m � �

d?
5� 1
2

têm distância produto mínima relativa 1{2.

Demonstração. Da igualdade (7.5), segue que uma base de tormpLpZ2qq é dada por$&
%v1pmq �

�
�
b�

1�?
5
�
m

?
2 4
?

5
,

b�?
5� 1

�
?

2 4
?

5m

�

,v2pmq �

�
��

a?
5� 1m?
2 4
?

5
,

b�
1�?

5
�

?
2 4
?

5m

�


,.
- .

Definindo a aplicação f1 : R� t0u Ñ R dada por f1pmq � xv1pmq,v1pmqy , ou seja,

f1pmq �
�
1�?

5
�
m2

2
?

5
�
?

5� 1
2
?

5m2 ,

temos que

f1pmq � αm2 � β

m2 , onde α �
�
1�?

5
�

2
?

5
e β �

?
5� 1
2
?

5
. (7.11)

Afirmação 1: f1 tem máximo global em m � � 4

c
β

α
, ou seja, em m �

�
d?

5� 1
2 .

Com efeito, Observamos que f 11pmq � 2αm � 2β
m3 . Resolvendo a equação

f 11pmq � 0 encontramos os pontos críticos m � � 4

c
β

α
. Por outro lado, f21 pmq � 2α� 6β

m4 ,

daí f21

�
� 4

c
β

α

�
� 8α ¡ 0, o que prova a afirmação 1.

Para os valores de m � �
d?

5� 1
2 , temos as bases

"
v1 �

�
1

4
?

5
,

1
4
?

5



,v2 �

�
�
?

5� 1
2 4
?

5
,
1�?

5
2 4
?

5


*
(7.12)



Capítulo 7. Torção Generalizada 123

e "
�v1 �

�
� 1

4
?

5
,� 1

4
?

5



,�v2 �

�?
5� 1
2 4
?

5
,�1�?

5
2 4
?

5


*
. (7.13)

Da Observação 2 segue que as bases (7.12) e (7.13) são Minkowski-reduzida, portanto,
cada uma tem a mesma norma mínima

µ �

gfffef1

�
��

d?
5� 1
2

�

�

a
xv1,v1y �

c
2?
5
.

Dessa forma, os reticulados tormpLpZ2qq, onde m � �
d?

5� 1
2 , têm distâncias produtos

mínimas relativas iguais dadas por

dp,relptormpLpZ2qqq � 1
µ2dp,minptormpLpZ2qqq � 1{?5

2{?5
� 1

2 . (7.14)

Definindo, agora, a aplicação f2 : R�t0u Ñ R dada por f2pmq � xv2pmq,v2pmqy , ou seja,

f2pmq �
�?

5� 1
�
m2

2
?

5
� 1�?

5
2
?

5m2 ,

temos que f2pmq � βm2 � α

m2 , onde α e β são dados pela igualdade (7.11).

Afirmação 2: f2 tem máximo global em m � � 4

c
α

β
, ou seja, em m �

�
d?

5� 1
2 .

Com efeito, se trocarmos α por β e β por α na aplicação f1 dada pela igualdade
(7.11) esta se torna f2. Como β ¡ 0, concluímos da afirmação 1, que m � � 4

c
α

β
é máximo

global de f2, o que prova a afirmação 2.

Para os valores de m � �
d?

5� 1
2 , temos as bases

"
v1 �

�
1�?

5
2 4
?

5
,

?
5� 1
2 4
?

5



,v2 �

�
� 1

4
?

5
,

1
4
?

5


*
(7.15)

e "
�v1 �

�
�1�?

5
2 4
?

5
,�

?
5� 1
2 4
?

5



,�v2 �

�
1

4
?

5
,� 1

4
?

5


*
(7.16)

Aplicando o Algoritmo 1 nas bases (7.15) e (7.16) segue que as bases Minkowski-reduzidas
encontradas são da forma tv2,v1u e t�v2,�v1u, respectivamente, ou seja, há apenas
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uma reordenação dos vetores em cada uma delas. Portanto, cada uma dessas novas bases
Minkowski-reduzida têm a mesma norma mínima

µ �

gfffef2

�
��

d?
5� 1
2

�

�

a
xv2,v2y �

c
2?
5
.

Dessa forma, os reticulados tormpLpZ2qq, em quem � �
d?

5� 1
2 , têm distâncias produtos

mínima relativa iguais dadas por (7.14).

Observação 36. Observamos que um dos valores de m encontrados na Proposição 26
coincide com o da Proposição 25. Observamos, ainda, que os reticulados torcidos da Pro-
posição 26 apresentam distância produto mínima relativa superior a da versão rotacionada
“ótima” do Z2 com matriz geradora dada por (4.4).

Conjectura 9. Se LpZ2q é a versão rotacionada do Z2 com matriz geradora dada por (4.4)

e µm é a norma mínima de um reticulado da família tormpLpZ2qq, então
c

2?
5
¤ µm ¤ 1.

Apresentamos, agora, um estudo da torção de dois reticulados encontrados no
Capítulo 4, visando aumentar a densidade das versões torcidas dos mesmos. O primeiro
é o reticulado quadrático Λ2p5q (mediante Exemplo 11), cuja distância normalizada é
1?
5
(mediante Proposição 6) e o segundo é a versão rotacionada “ótima” do reticulado

ortogonal Λp
?

3q, cuja distância normalizada é 1
2
?

3
(mediante Proposição 15).

Do que foi exposto, no parágrafo anterior, vemos que o reticulado Λ2p5q tem
a mesma distância normalizada de LpZ2q que é a versão rotacionada do Z2 com matriz
geradora dada por (4.4). Por outro lado, Λ2p5q tem norma mínima

?
2 (mediante Observação

2), portanto, sua densidade de empacotamento é ∆pΛ2p5qq � π?
20
. Esta por sua vez é “bem

inferior” à densidade de empacotamento de LpZ2q cujo valor é ∆pLpZ2qq � ∆pZ2q � π

4 .

Conseguimos construir uma versão torcida de Λ2p5q que é “melhor” que o
próprio Λ2p5q no sentido que tal versão tem densidade de empacotamento “bem próxima”
da densidade do LpZ2q. Para isso, vemos primeiramente, que um reticulado da família
tormpΛ2p5qq tem uma base dada por"

v1pmq �
�
m,

1
m



,v2pmq �

�
1
2

�
1�

?
5
	
m,

1�?
5

2m


*
.

Consideramos os reticulados tormpiqpΛ2p5qq, onde m � mpiq foi tomado na

partição P �
"
m � mpiq � i

107

*108

i�1
do intervalo

�
1

107 , 10
�
. O cálculo da norma mínima

µmpiq foi feito a partir do Algorítimo 1, onde verificamos que µmpiq ¤ 1.49535, para todo i �
1, 2, .., 108. Um valor mpiq para o qual encontramos µmpiq � 1.49535 foi mpiq � 141069{107.
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Dessa forma, temos que o reticulado tor141069{107pΛ2p5qq tem a densidade “mais
próxima” da densidade de LpZ2q, a saber ∆pLpZ2qq � ∆pZ2q � 0.785398. Portanto, a
“melhor” versão torcida encontrada do Λ2p5q (que é a mais densa) tem densidade dada por

∆ptor141069{107pΛ2p5qqq �
µ2

141069{107π

4
?

5
� 1.495352π

4
?

5
� 0.785397.

Isso nos dá um ganho de aproximadamente 11.80 % na densidade.

Consideramos, agora, a versão rotacionada “ótima” do reticulado ortogo-
nal Λp

?
3q que segundo a Proposição 15, trata-se de uma rotação de π

4 deste. De-
signamos essa versão “ótima” por rotπ{4pΛp

?
3qq que têm a mesma distância norma-

lizada da versão rotacionada “ótima” do reticulado hexagonal (mediante igualdade
(4.11)). Por outro lado, Λp

?
3q tem norma mínima 1 (mediante Observação 2), portanto,

∆protπ{4pΛp
?

3qqq � ∆pΛp
?

3qq � π?
48
. Esta densidade é por sua vez “bem inferior” a

densidade de empacotamento do hexagonal que vale π?
12

(mediante Exemplo 6).

Conseguimos construir uma versão torcida de rotπ{4pΛp
?

3qq que é “melhor” que
o próprio rotπ{4pΛp

?
3qq no sentido que tal versão tem densidade de empacotamento “bem

próxima” da densidade do hexagonal. Para isso, vemos primeiramente que um reticulado
da família tormprotπ{4pΛp

?
3qqq tem uma base dada por

$&
%v1pmq �

�
m?

2
,

1?
2m



,v2pmq �

�
��

c
3
2m,

b
3
2

m

�


,.
- .

Consideramos os reticulados tormpiqprotπ{4pΛp
?

3qqq, onde m � mpiq foi tomado

na partição P �
"
m � mpiq � i

100

*108

i�1
do intervalo

�
1

107 , 10
�
. O cálculo da norma

mínima µmpiq foi feito a partir do Algorítimo 1, onde verificamos que µmpiq ¤ 1.41421, para
todo i � 1, 2, .., 108. Um valor mpiq para o qual encontramos 1.41421 foi mpiq � 1387{107.

Dessa forma temos que o reticulado tor1387{107protπ{4pΛp
?

3qqq tem a densidade
“mais próxima” da densidade do hexagonal a saber ∆phexagonalq � 0.9069. Portanto, a
“melhor” versão torcida encontrada do rotπ{4pΛp

?
3qq (que é a mais densa) tem densidade

dada por

∆ptor1387{107protπ{4pΛp
?

3qqqq � µ2
1387{107π

4
?

3
� 1.414212π

4
?

3
� 0.906892.

Isso nos dá um ganho de aproximadamente 99.99 % na densidade.

Finalizamos, esta seção, com a Tabela 9, onde registramos as densidades dos
reticulados estudados aqui bem como as de suas “melhores” versões torcidas encontradas.
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Λ ∆pΛq M ∆pΛq
LpZ2q 0.785398 - -
Λ2p5q 0.702481 tor141069{107pΛ2p5qq 0.785397

rotπ{4pΛp
?

3qq 0.453450 tor1387{107protπ{4pΛp
?

3qqq 0.906892
Tabela 9 – Densidade de Λ � R2 e densidade da melhor versão torcida encontrada

7.2 Torção Generalizada em Reticulados n�dimensionais (n ¡ 2)
Nesta seção, estendemos o conceito de torção generalizada apresentada na seção

anterior. Exibimos versões torcidas mais densas dos reticulados Z3, Z5 e Z8 que preservam
as distâncias produtos mínimas encontradas na Seção 3.2.

O algoritmo usado para o cálculo da norma mínima dos reticulados estudados
nessa seção foi proposto por U. Fincke e M. Pohst conforme podemos ver em [16]. Neste
algoritmo, a norma mínima é calculada a partir da matriz de Gram do reticulado.

Procedendo de modo análogo a seção anterior, temos que se Λ1 é um reticulado
de diversidade máxima cuja matriz geradora é

A �

�
�����
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
... ... . . . ...
an1 an2 � � � ann

�
����� ,

dados pm1,m2, ...,mn�1q com mi � 0, i � 1, 2, ..., n � 1 e Λ2 um reticulado cuja matriz
geradora é

B �

�
���������

m1a11 m1a12 � � � m1a1n

m2a21 m2a22 � � � m2a2n
... ... . . . ...

mn�1an�11 mn�1an�12 � � � mn�1an�1n
1

m1.m2...mn�1
an1

1
m1.m2...mn�1

an2 � � � 1
m1.m2...mn�1

ann

�
���������
,

então esses reticulados têm as mesmas distâncias produtos mínimas. Com efeito, dado
pk1, k2, ..., knq P Zn, temos:

dp,minpΛ2q �

min
pk1,...,knq�p0,...,0q

�����
ņ

i�1
m1a1iki

ņ

i�1
m2a2iki...

ņ

i�1
mn�1an�1iki

ņ

i�1

1
m1.m2...mn�1

aniki

�����
� min

pk1,...,knq�p0,...,0q

�����
ņ

i�1
a1iki

ņ

i�1
a2iki...

ņ

i�1
an�1iki

ņ

i�1
aniki

����� � dp,minpΛ1q. (7.17)
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Observamos, ainda, que como V pΛ1q � V pΛ2q, segue que

dp,normpΛ1q � dp,normpΛ2q. (7.18)

Temos, então, a motivação para Definição 63, a seguir.

Definição 63 (Torção Generalizada). Sejam pm1,m2, ...,mn�1q P Rn�1, mi � 0, i �
1, 2, ..., n � 1 e Λ � Rn (n ¡ 2) um reticulado que possui uma matriz geradora A. Uma
pm1,m2, ...,mn�1q-torção generalizada do reticulado Λ é o reticulado torpm1,m2,...,mn�1qpΛq
com matriz geradora

B �

�
���������

m1

m2
. . .

mn�1
1

m1.m2...mn�1

�
���������
A (7.19)

Observação 37. Segue, da Definição 63, que V ptormpΛqq � V pΛq, e ainda, se Λ tem
diversidade máxima, então temos das igualdades (7.17) e (7.18), que tormpΛq preserva a
distância produto mínima e a distância produto normalizada de Λ.

Exemplo 24. Seja LpZnq a versão rotacionada “ótima” do Zn, em que para n � 3, 5
as matrizes geradoras são dadas por (5.2), (3.16) e para n � 8 a matriz geradora é
encontrada no Exemplo 15. Segue da Proposição 16, dos Exemplos 14 e 15, da Defini-
ção 63 e da Observação 37, que as famílias torpm1,m2qpLpZ3qq, torpm1,m2,m3,m4qpLpZ5qq e
torpm1,m2,...,m7qpLpZ8qq definem reticulados que preservam as distâncias produtos normali-
zadas de LpZ3q, LpZ5q e LpZ8q, ou seja, qualquer reticulado da família torpm1,m2qpLpZ3qq
tem distância 1

7 , qualquer reticulado da família torpm1,m2,m3,m4qpLpZ5qq tem distância 1
112

e qualquer reticulado da família torpm1,m2,...,m7qpLpZ8qq tem distância 1
177{2 .

Consideramos os reticulados torpm1pi1q,m2pi2qqpLpZ3qq, ver Exemplo 24, onde

pm1pi1q,m2pi2qq foi tomado no subconjunto P �
"
m1pi1q � i1

20

*50

i1�1
�
"
m2pi2q � i2

20

*50

i2�1

do quadrado
�

1
20 ,

5
2

�2

. Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados são

dadas por G � Gpm1pi1q,m2pi2qq, em que G � BtB, B é dada por (7.19) e A é a matriz
Q dada por (5.2). Verificamos que µpm1pi1q,m2pi2qq ¤ 1.01992, para todo i1 � 1, 2, .., 50 e
i2 � 1, 2, .., 50. Um ponto pm1pi1q,m2pi2qq para o qual encontramos µpm1pi1q,m2pi2qq � 1.01992
foi pm1pi1q,m2pi2qq � p7{4, 41{20q .

Dessa forma, temos que o reticulado torp7{4,41{20qpLpZ3qq é mais denso que o
Z3, cuja densidade é 0.5236 e tem a maior densidade dentre todas as versões torcidas
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consideradas; tal densidade é dada por

∆ptorp7{4,41{20qpLpZ3qqq � µ3
p7{4,41{20qπ

6 � 1.019923π

6 � 0.555513.

Isso nos dá um ganho de aproximadamente 6.1 % na densidade.

Consideramos, agora, os reticulados torpm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qqpLpZ5qq, ver Exem-
plo 24, em que pm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq foi tomado no subconjunto

P �
"
m1pi1q � i1

3

*7

i1�1
�
"
m2pi2q � i2

3

*7

i2�1
�
"
m3pi3q � i3

3

*7

i3�1
�
"
m4pi4q � i4

3

*7

i4�1

do hipercubo
�

1
3 ,

7
3

�4

. Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados são dadas

por G � Gpm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq, em que G � BtB, B é dada por (7.19) e A
é a matriz R dada por (3.16). Verificamos que µpm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq ¤ 1.09221, para
todo ij � 1, 2, .., 7, onde j � 1, 2, 3, 4. Um ponto pm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq para o
qual encontramos µpm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq � 1.09221 foi pm1pi1q,m2pi2q,m3pi3q,m4pi4qq �
p5{3, 7{3, 2, 1q .

Temos que o reticulado torp5{3,7{3,2,1qpLpZ5qq é mais denso que o Z5 cuja densi-
dade é 0.164493 e tem a maior densidade dentre todas as versões torcidas consideradas,
essa densidade por sua vez é dada por

∆ptorp5{3,7{3,2,1qpLpZ5qqq � µ5
p5{3,7{3,2,1qπ

2

60 � 1.092215π2

60 � 0.255673.

Isso nos dá um ganho de aproximadamente 55.43 % na densidade.

Finalmente, consideramos os reticulados torpm1pi1q,m2pi2q,...,m7pi7qqpLpZ8qq, ver
Exemplo 24, onde pm1pi1q,m2pi2q, ...,m7pi7qq foi tomado no subconjunto

P �
"
m1pi1q � i1

2

*3

i1�1
�
"
m2pi2q � i2

2

*3

i2�1
� ...�

"
m7pi7q � i7

2

*3

i7�1

do hipercubo
�

1
2 ,

3
2

�7

. Observamos que as matrizes de Gram desses reticulados são dadas

por G � Gpm1pi1q,m2pi2q, ...,m7pi7qq, em que G � BtB, B é dada por (7.19) e A é a
matriz R do Exemplo 15. Verificamos que µpm1pi1q,m2pi2q,...,m7pi7qq ¤ 1.1315, para todo ij �
1, 2, 3, onde j � 1, 2, ..., 7. Um ponto pm1pi1q,m2pi2q, ...,m7pi7qq para o qual encontramos
µpm1pi1q,m2pi2q,...,m7pi7qq � 1.1315 foi pm1pi1q,m2pi2q, ...,m7pi7qq � p1{2, 1, 3{2, 1, 1{2, 3{2, 1{2q .

Dessa forma, temos que o reticulado torp1{2,1,3{2,1,1{2,3{2,1{2qpLpZ8qq é mais denso
que o Z8 cuja densidade é 0.0158543 e tem a maior densidade dentre todas as versões
torcidas consideradas; tal densidade é dada por

∆ptorp1{2,1,3{2,1,1{2,3{2,1{2qpLpZ8qqq � µ8
p1{2,1,3{2,1,1{2,3{2,1{2qπ

4

284! � 1.13158π4

284! � 0.0425967.
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LpZnq ∆pLpZnqq Λ � torvpLpZnqq ∆pΛq M ∆pMq
n � 3 0.5236 v �

�
7
4 ,

41
20



0.5555 FCC 0.7450

n � 5 0.1645 v �
�

5
3 ,

7
3 , 2, 1



0.2557 D5 0.4653

n � 8 0.0159 v �
�

1
2 , 1,

3
2 , 1,

1
2 ,

3
2 ,

1
2



0.0426 E8 0.2537

Tabela 10 – Densidade de LpZnq � Rn (n ¡ 2) e densidade da melhor versão torcida
encontrada

Isso nos dá um ganho de aproximadamente 168.67 % na densidade.

Na Tabela 10, registramos as densidades dos reticulados estudados nessa seção
bem como as de suas “melhores” versões torcidas encontradas. Nas duas últimas colunas
temos os reticulados com maior densidade conhecida em cada dimensão e suas respectivas
densidades.
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8 Considerações Finais e Perspectivas

Neste trabalho, construímos versões rotacionadas “ótimas” de reticulados com
diversidade máxima, exibindo suas distâncias produtos ou limitantes para estas (Capítulos
4, 5 e Seção 6.3). Construímos versões “perturbadas” de reticulados “ótimos”, exibindo
limitantes para suas distâncias produtos (Seções 4.2, 6.2 e Capítulo 5). Construímos,
finalmente, versões torcidas de reticulados “ótimos” e exibimos suas normas mínimas e
densidades (Capítulo 7).

Além das conjecturas enunciadas ao longo do trabalho para as quais pretende-
mos provar ou encontrar contra-exemplos, algumas perspectivas futuras de pesquisa que
temos para a extensão dos resultados apresentados incluem:


 encontrar versões rotacionadas “ótimas” do Z3 e do FCC que tenham as
maiores distâncias produtos possíveis quando consideramos quaisquer rotações destes
reticulados;


 encontrar versões rotacionadas “ótimas” dos reticulados Z7 e E7
1 com diver-

sidade máxima e boas distâncias produtos a partir da álgebra dos octônios;


 “melhorar”, se possível, os resultados referentes às perturbações de reticulados
“ótimos”, escrevendo-os apenas em termos das distâncias produtos;


 encontrar as condições para que tenhamos as melhores versões torcidas dos
reticulados considerados neste trabalho;


 encontrar boas versões torcidas de outros reticulados com dimensões superiores
aos que aqui foram estudados e as condições para que tenhamos as melhores versões torcidas
destes.

1 O E7 é o reticulado mais denso em dimensão 7 conhecido, conforme podemos ver em [13]
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