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RESUMO

Garcez, Gisele Lucas. Otimização topológica evolucionária de estruturas com base em tensões

e incluindo cargas dependentes. 2021. 128p. Tese de Doutorado. Faculdade de Engenharia

Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Nos últimos anos, o retorno à aplicação dos critérios de tensão na otimização topológica de

estruturas tem sido uma tendência da comunidade científica. Entretanto, as cargas dependentes

de projeto ainda não foram muito exploradas utilizando critérios de tensão. Essencialmente, no

contexto de otimização topológica, cargas dependentes são aquelas que podem variar em inten-

sidade, direção ou ponto de aplicação ao longo da otimização, devido à mudanças na topologia.

De acordo com a sua natureza, as cargas dependentes podem ser classificadas como cargas de

superfície e cargas de corpo.

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma proposta para otimização topológica

de estruturas sujeitas à cargas dependentes de projeto baseado em um critério de tensão, uti-

lizando o método evolucionário bi-direcional de otimização estrutural (BESO). A proposta é

baseada na minimização da norma-P das tensões de von Mises com restrição de volume. Na

implementação da proposta, uma análise consistente da sensibilidade incluindo cargas depen-

dentes foi desenvolvida através do método adjunto.

Uma série de testes foram realizados para explorar e validar o método, através de exemplos

numéricos, abordando os casos clássicos da literatura nos quais seja possível observar a con-

centração de tensões. Comparações entre as análises sujeitas a cargas dependentes, utilizando a

solução tradicional de minimização da compliance e a minimização da norma-P das tensões de

von Mises, mostrou que o método é uma forma efetiva de reduzir o valor da máxima tensão de

von Mises nas estruturas.

Palavras–chave: Otimização Estrutural, Tensão de von Mises, Norma-P, Carga dependente,

Peso próprio.



ABSTRACT

Garcez, Gisele Lucas. Stress-based structural topology optimization for design-dependent lo-

ads problems using the BESO method. 2021. 128p. Thesis (PhD). School of Mechanical

Engineering, University of Campinas, Campinas, Brazil.

Stress is one of the main criteria for structural designs and the development of reliable algo-

rithms considering design-dependent loads has become important in several engineering pro-

jects. Essentially, design-dependent loads in topological optimization are those that can vary

in intensity, direction and location during the optimization process. According to their nature,

design-dependent loads can be classified into two categories: surface loads and body loads.

This work aims to propose an approach for stress-based topology optimization of continuous

elastic bi-dimensional structures under design-dependent loads using the Bi-directional Evo-

lutionary Structural Optimization (BESO) method. The topology optimization is developed

through the minimization of P-norm von Mises stress while the volume constraint is satisfied.

To implement the algorithm, a consistent sensitivity analysis including design-dependent loads

has been developed by the adjoint method.

A series of benchmark tests have been performed to explore and validate the method through

several numerical examples. Comparison between traditional compliance minimization and P-

norm of von Mises stress minimization analyses, including design-dependent loads, shows that

the method is an effective way to reduce the maximum von Mises stress value.

Keywords: Structural Optimization, von Mises stress, P-Norm, design-dependent loads, self-

weight.
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1 INTRODUÇÃO

Os três principais tipos de Otimização Estrutural são: a otimização paramétrica ou

dimensional, a otimização de forma e a otimização topológica. A otimização Paramétrica ou

Dimensional é utilizada para obter dimensões específicas do componente de forma otimizada,

como: o diâmetro de um furo, a espessura das nervuras da asa de uma aeronave ou outras

dimensões específicas de modo que cumpra sua função estrutural. A otimização de forma

permite modificar os contornos dos segmentos, é utilizada quando já temos as características

pré-definidas do componente e desejamos realizar um ajuste, mas sem alterar as características

principais (como o número de furos). A otimização topológica permite retirar e por material e é

bastante utilizada na fase de anteprojeto, especialmente na concepção de um projeto conceitual,

quando a solução nem sempre é intuitiva porque permite, dentro de um domínio fixo, a alteração

dos contornos e da distribuição de material.

Os elementos de um problema de otimização são as variáveis de projeto, a função

objetivo e as restrições. As variáveis de projeto são os parâmetros que definem o sistema. Essas

variáveis podem ser contínuas ou discretas. As variáveis contínuas podem assumir qualquer

valor dentro de um intervalo, enquanto as discretas assumem somente valores isolados. A fun-

ção objetivo é uma função, ou uma função de rias várias funções, que é utilizada para medir o

desempenho. As restrições são exigências de qualquer natureza, que o projeto deve satisfazer,

podendo ser restrições de igualdade ou de desigualdade. Os parâmetros que podem ser utili-

zados como medidas de desempenho da estrutura são por exemplo uma componente do tensor

de tensões, a rigidez, os deslocamentos, o peso etc. E eles podem fazer tanto o papel de restri-

ções como o de funções objetivo. Então o problema de otimização pode ser formulado como a

minimização ou maximização de uma função objetivo sujeita a alguma ou algumas restrições.

No processo de otimização, pode-se escolher algum parâmetro de desempenho como função

objetivo e selecionar outros como restrições.

As primeiras investigações em otimização estrutural foram realizadas há mais de

cem anos e a data exata do início da otimização estrutural não pode ser determinada com pre-

cisão. Atualmente, dois artigos são considerados como pioneiros em otimização estrutural:

(Maxwell, 1870) e (Michell, 1904). A maioria dos trabalhos citam (Michell, 1904) como sendo

o primeiro em otimização topológica, mas de acordo com (Logo; Ismail, 2020) que compilaram
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os 150 anos de otimização topológica, o primeiro artigo foi apresentado por (Maxwell, 1870).

De acordo com (Logo; Ismail, 2020), isso pode ser verificado através do primeiro parágrafo do

artigo de (Michell, 1904) indicando que o estudo resulta da extensão do trabalho apresentado

por (Maxwell, 1870), publicado 34 anos antes. Em relação as quatro últimas décadas, diversos

trabalhos apresentando a história da otimização estrutural foram publicados, entre outros, por

(Rozvany et al., 1982a), (Sigmund; Kurt, 2013), (Deaton; Grandhi, 2014), (Zargham et al.,

2016) e (Logo; Ismail, 2020).

O primeiro procedimento numérico em elementos finitos aplicado a otimização to-

pológica foi elaborado por (Rossow; Taylor, 1973). A origem das técnicas de solução numérica,

provendo o necessário embasamento matemático para uma solução efetiva em otimização to-

pológica, foi apresentada em (Berke; Khot, 1974). Porém o maior desenvolvimento, iniciou no

final da década de 80, com o trabalho de (Bendsoe; Kikuchi, 1988). O trabalho de (Bendsoe;

Sigmund, 1999) apresentou um significativo avanço através da introdução de uma função de

densidade contínua para a variável de projeto, onde os domínios de alta densidade definem a

forma e para as densidades intermediárias os parâmetros do material são obtidos através de uma

lei de interpolação. Desde então a otimização topológica tem sido usada como uma estratégia

de otimização estrutural e diversos métodos alternativos vem sendo desenvolvidos.

Alguns exemplos de métodos de otimização topológica são: os métodos baseados

em densidade (Bendsoe, 1989; Zhou; Rozvany, 1991; Mlejnek, 1992); os métodos baseados na

derivada topológica (Sokolowski; Zochowski, 1999), o método bolha (Eschenauer et al., 1994);

o método level-set (Allaire et al., 2002; Zhen et al., 2008; Sethian; Wiegmann, 2000; Wang et

al., 2003; Xia; Shi, 2016); o método do campo de fase (Bourdin; Chambolle, 2003) e os métodos

evolucionários: ESO (Evolutionary Structural Optimization) (Xie; Steven, 1993; Xie; Steven,

1997; Querin et al., 1998) e a versão bidirecional, conhecida como BESO (Bi-directional Evo-

lutionary Structural Optimization) (Yang et al., 1999; Querin et al., 2000; Huang; Xie, 2007).

Outro importante avanço foi apresentado por (Rozvany, 2000) que desenvolveu

o modelo de interpolação de material denominado Solid Isotropic Material with Penalization

(SIMP). Em 2001, Sigmund publicou um código em linguagem MATLAB para otimização to-

pológica baseado na interpolação de material SIMP, utilizando os critérios de otimalidade para

minimização da compliance sujeita a restrição de volume (Sigmund, 2001).
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1.1 Métodos evolucionários de otimização estrutural

Um importante ramo da otimização topológica são os métodos evolucionários de

otimização estrutural. Inicialmente o método evolucionário foi desenvolvido na versão unidire-

cional, denominada ESO (Xie; Steven, 1993), o método é baseado no conceito da remoção de

materiais nas regiões onde o valor das tensões é menor. O método usa um modelo mecânico

discretizado por um método numérico do tipo elementos finitos, e para cada elemento, define-se

uma variável de projeto que pode ser entendida como uma pseudo-densidade.

No método ESO, o nível de tensão do elemento é obtido comparando a tensão de

von Mises de cada elemento, com uma tensão crítica prescrita, ou com a tensão máxima da es-

trutura. Uma razão de rejeição, RR, é definida e os elementos com tensão de von Mises abaixo

do valor da tensão máxima de von Mises multiplicada por RR são removidos do modelo. O

ciclo de análise utilizando o método dos elementos finitos é repetido, usando a mesma razão de

rejeição, até que todos os elementos abaixo da tensão previamente escolhida, sejam removidos.

A razão de rejeição é então acrescida de outra parcela, denominada razão de evolução, ER, de

tal forma que RRk+1 = RRk + ER, onde k é o número da iteração. O processo é repetido

até que um critério de parada seja atendido, como por exemplo, que todas as tensões estejam

abaixo de uma porcentagem do valor da tensão máxima.

Como a proposta inicial do método evolucionário de otimização topológica, ESO, é

baseada no conceito da remoção de material, excluindo elementos do modelo desenvolvido para

análise utilizando o método dos elementos finitos, o método ESO original é conhecido por ser

um método hard-kill, isso significa que a variável de projeto binária define os elementos vazios

como 0 e os elementos sólidos como 1. O primeiro livro sobre o método ESO foi publicado por

(Xie; Steven, 1997). O método ESO tem sido utilizado em diversas aplicações em engenharia,

sendo que um resumo das primeiras aplicações foi apresentado por (Steven et al., 2000). Como

complemento ao algoritmo original do ESO, (Querin et al., 2000) propuseram um método cha-

mado de ESO aditivo (AESO). O método é baseado na adição gradual de material nas regiões

onde as tensões são elevadas. Ambos os métodos ESO e AESO são unidirecionais, ou retiram

ou acrescentam material.

Os primeiros estudos no sentido de tornar o método evolucionário de otimização

estrutural em um método bidirecional (que permite adicionar e retirar material), foram desen-

volvidos por (Yang et al., 1999) e (Rozvany et al., 2004). O trabalho conduzido por (Yang et

al., 1999), com a otimização topológica baseada na rigidez, propõe calcular a sensibilidade dos
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elementos vazios através da extrapolação linear do campo dos deslocamentos, após a análise

por elementos finitos. A sensibilidade do elemento quantifica a variação da função objetivo em

relação à uma variável de projeto. Na otimização topológica baseada na rigidez, a sensibili-

dade é calculada de acordo com a proposta de (Chu et al., 1996), como sendo proporcional a

variação da compliance, ou a energia de deformação, devido à remoção ou adição de um ele-

mento. Esse método foi posteriormente estendido a estruturas tridimensionais (Young et al.,

1999). Em 2004, Rozvany et al apresentaram uma significativa modificação no algoritmo ESO,

também no intuito de tornar o método bidirecional (Rozvany et al., 2004), conhecido como

SERA (Sequential Element Rejection and Admission).

Uma das deficiências das propostas iniciais do método BESO é ser dependente da

discretização da malha. De acordo com (Sigmund; Petersson, 1998), essa deficiência é comum

à maioria dos métodos de otimização topológica, não apenas ao BESO. Outro problema é que,

inicialmente, os métodos ESO/BESO podiam conduzir para uma solução não convergente (a

solução pode piorar em relação a função objetivo), gerar uma topologia com descontinuidade

da estrutura (quebra), ou problemas do tipo tabuleiro de xadrez (checkerboard). Por isso, optou-

se por adotar critérios de parada definidos em termos de um volume objetivo e não da função

objetivo. Checkerboard refere-se ao problema da formação de regiões com alternância entre

elementos sólidos e vazios, gerando uma topologia que se assemelha a um tabuleiro de xadrez.

A figura 1.1 ilustra um problema de checkerboard.

Baseado em técnicas utilizadas em processamento de imagem, (Sigmund; Peters-

son, 1998) sugeriram a utilização de um filtro numérico, fazendo com que a sensibilidade de

cada elemento seja calculada através da média ponderada da sensibilidade do próprio elemento

e dos elementos ao redor.

No intuito de corrigir as principais deficiências do método BESO, como garantir a

existência da solução, evitar checkerboard e tornar a topologia independente da malha, (Hu-

ang; Xie, 2007) desenvolveram um método evolucionário bidirecional de otimização estrutural

convergente e independente da malha inicial. Para reduzir os problemas de checkerboard e a

dependência da malha, a sensibilidade é inicialmente suavizada através de um esquema de filtro

numérico. Suavizando a sensibilidade e utilizando uma média histórica, é possível estabilizar o

procedimento de otimização.

O método evolucionário de otimização estrutural (ESO), inicialmente proposto por

(Xie; Steven, 1993) foi baseado em critérios de tensão, através da gradual remoção dos elemen-



25

Figura 1.1 – Exemplo do problema de checkerboard.

tos com tensões menores. Entretanto, as pesquisas iniciais na versão bidirecional do método

evolucionário de otimização estrutural (BESO) foram desenvolvidas utilizando critérios de ri-

gidez (Yang et al., 1999).

Recentemente o método BESO foi estendido à minimização da norma-P das ten-

sões de von Mises por (Xia et al., 2018) e (Nabaki et al., 2019). Apesar das cargas dependentes

terem sido objeto de estudo anterior em BESO, tais pesquisas apenas abordam a minimização

da compliance, ou seja, utilizam critérios de rigidez. Outro trabalho recente desenvolvido utili-

zando o método BESO foi apresentado por (Zhou et al., 2021), utilizando a normalização das

sensibilidades, aplicado à dinâmica estrutural, esta técnica também foi aplicada no presente tra-

balho no intuito de contribuir com a estabilização do processo de otimização. Mais detalhes

sobre o método BESO e diversas aplicações podem ser encontrados no livro de (Huang; Xie,

2010).

O foco do presente trabalho é apresentar uma proposta de otimização topológica

baseada na minimização da norma-P das tensões de von Mises desenvolvida para permitir a

inclusão de cargas dependentes de projeto.
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1.2 Cargas dependentes

De forma geral, cargas dependentes são aquelas que podem variar em intensidade

direção ou ponto de aplicação, em função da variação da geometria da estrutura. Como exemplo

de cargas dependentes em estruturas da construção civil é possível destacar as cargas devido ao

vento, a neve em telhados e o peso próprio. Em estruturas mecânicas destacam-se as cargas

internas em carcaças de bombas, containers de pressão e devido ao escoamento de fluidos em

dutos e turbinas. Em engenharia aeronáutica destaca-se o escoamento externo ao redor da

superfície das asas, empenagens e fuselagem.

Do ponto de vista da otimização topológica, carga dependente de projeto é aquela

que pode mudar de ponto de aplicação, direção ou intensidade com a evolução da topologia ao

longo do processo iterativo de otimização. A maioria dos estudos em otimização topológica

são focados na otimização de estruturas nas quais a carga permanece fixa durante o processo de

otimização, porém muitos problemas de engenharia envolvem cargas dependente de projeto.

De acordo com a origem, as cargas dependentes podem ser classificadas como: de

corpo e de pressão. Neste trabalho as cargas dependentes são apresentadas de acordo com a ori-

gem, seguindo uma ordem cronológica interna ao item, que representa o histórico da evolução

das cargas dependentes para cada tipo de carregamento.

1.2.1 Forças de corpo

Em alguns casos de otimização estrutural, o peso próprio representa uma parcela

bastante significativa das cargas, principalmente nas aplicações em engenharia civil. O peso

próprio também é significativo no controle do peso de estruturas internas em engenharia ae-

ronáutica. A partir da década de 70 diversos trabalhos têm sido desenvolvidos no intuito de

contemplar as cargas de corpo.

Em 1977, Rozvany apresentou as primeiras discussões acrescentando a combinação

das cargas aplicadas com as cargas devido ao peso próprio (Rozvany, 1977). Em 1980, (Roz-

vany et al., 1980) publicaram a modificação do trabalho desenvolvido por Rozvany e Prager

de otimização de superfícies curvas (modeladas com a interseção de arcos em duas direções)

possibilitando a combinação das cargas externas com a carga devido ao peso próprio. (Kariha-

loo; Kanagasundaram, 1987) apresentaram uma proposta para o cálculo de vigas estaticamente

indeterminadas sujeitas a cargas concentradas e cargas devido ao peso próprio. (Turteltaub;

Washabaugh, 1999) apresentaram o primeiro trabalho combinando peso próprio e força centrí-
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fuga, o método foi desenvolvido através da maximização a rigidez levando em conta as forças de

corpo variáveis, sem restrições em relação às frequências naturais. (Park et al., 2003) apresen-

taram um estudo de otimização topológica de uma lente de uma câmera multi-espectral para uso

espacial, a câmera tem um funcionamento semelhante a um telescópio e a otimização considera

cargas devido ao peso próprio.

O trabalho de (Yang et al., 2005), além de abordar a otimização de estruturas sujei-

tas à cargas de superfície, também aborda a otimização de estruturas sujeitas à cargas de corpo

devido ao peso próprio. (Bruyneel; Duysinx, 2005) apresentaram uma proposta de otimiza-

ção topológica incluindo carga dependente devido ao peso próprio, utilizando Gradient-Based

Method of Moving Asymptotes (GBMMA). (Ansola et al., 2006) apresentaram uma modificação

no método ESO para incluir as cargas devido ao peso próprio. (Gao et al., 2008) apresentaram a

otimização topológica considerando o problema de condução de calor, incluindo carga térmica

dependente, utilizando o metódo BESO. Em 2011, Huang e Xie apresentaram a minimização

da compliance incluindo carga dependente devido ao peso próprio utilizando o método BESO

(Huang; Xie, 2011).

1.2.2 Forças de superfície

(Hammer; Olhoff, 2000) apresentaram estruturas sujeitas a pressão estática, as quais

sofrem alterações tanto na direção quanto na intensidade, ao longo do processo de otimização.

A otimização é baseada na minimização da compliance com restrição de volume, utilizando a

interpolação de material SIMP, as forças são aplicadas ao longo do contorno da superfície.

No trabalho de (Chen; Kikuchi, 2001) é utilizada uma carga térmica fictícia para

representar a pressão exercida pelo fluído em um sólido. O domínio de projeto é composto

por três fases (sólido, vazio e fluido hidrostático). A otimização é realizada utilizando SLP

(sequential linear programming) e interpolação de material SIMP. (Bourdin; Chambolle, 2003)

apresentaram forças de pressão na interface com estruturas sólidas, através da minimização da

compliance, calculada considerando o trabalho total das pressões e das forças internas.

O trabalho de (Fuchs; Shemesh, 2004) aborda as particularidades encontradas na

simulação de estruturas sujeitas a pressão exercida pela água, o estudo aborda a localização da

fronteira e sugere uma transição suave para o valor do módulo de elasticidade, na interface entre

o sólido e a água, para reduzir instabilidades numéricas. Em 2004, Du e Olhoff publicaram

dois trabalhos com estruturas sujeitas a cargas dependentes, o primeiro aborda estruturas 2D
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(Du; Olhoff, 2004a) e o segundo aborda estruturas 3D (Du; Olhoff, 2004b), o método adota

minimização da compliance em uma algoritmo baseado em uma técnica de isolinha modificada,

utilizado para gerar a superfície carregada que permanece na fronteira durante a evolução da

topologia.

Nesse contexto vale relembrar que o trabalho de (Yang et al., 2005) além de abordar

a otimização de estruturas sujeitas à cargas de corpo devido ao peso próprio, também aborda

estruturas sujeitas à cargas de superfície. (Sigmund; Clausen, 2007) utilizaram uma formulação

mista deslocamento/pressão definindo a fase dos vazios como sendo um fluido hidrostático,

transferindo as cargas de pressão através do fluido, sem a necessidade de parametrização das

cargas de superfície, os exemplos envolvem estruturas 2D e 3D, o trabalho apresenta também

uma extensão para três fases (sólido, vazio e fluido), e utiliza a interpolação de material RAMP

(Rational Approximation of Material Properties).

(Bruggi; Cinquini, 2009) apresentaram uma formulação para o problema de otimi-

zação incluindo cargas devido à pressão utilizando MMA (method of moving asymptotes), o

método é baseado na aplicação de restrições nas pressões para evitar topologias com cavidades

preenchidas por fluidos. Trabalhos envolvendo a interação fluido estrutura também foram de-

senvolvidos por: (Emmendoerfer-Jr.; Fancello, 2014) que abordaram a otimização topológica

incluindo carga dependente devido a pressão, através da minimização de volume com restrição

em tensão, utilizando Level set; (Picelli et al., 2015) que apresentaram a otimização topológica

incluindo carga dependente devido a pressão por contato com um fluido, sendo o domínio es-

trutural modelado através das equações da elasticidade e o domínio fluido modelado através da

equação de Laplace e (Picelli et al., 2017) que apresentaram a otimização estrutural sujeita a

cargas dependentes devido a pressão aplicada à módulos flutuantes submersos.

1.2.2.1 Forças transmissíveis

As cargas transmissíveis podem ser consideradas uma particularização das cargas

de superfície. Uma força transmissível é uma força que se altera à medida que o contorno

da estrutura é modificado, seguindo a sua linha de ação. Um exemplo bastante representativo

deste tipo de carga é a força exercida pela neve em telhados. A formulação da otimização é

semelhante à formulação padrão do procedimento de otimização topológica, com a adição da

condição de transmissibilidade da força.

(Rozvany; Prager, 1979) apresentaram a otimização de superfícies curvas, nas quais
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a superfície é substituída por um sistema denso de interseção de arcos em duas direções prescri-

tas; nesse estudo, a malha varia com a topologia, mas a magnitude da carga permanece a mesma.

Em 1982 foi apresentada uma nova classe de estruturas otimizadas, denominadas estrutruras de

Prager (Prager-structures), em homenagem ao professor Prager que iniciou o projeto e faleceu

inesperadamente (Rozvany et al., 1982b). Uma estrutura de Prager deve satisfazer os seguintes

critérios de projeto: todos os componentes da estrutura têm a mesma tensão, que é constante ao

longo do sistema. O peso estrutural total é minimizado em relação ao layout do componente,

bem como o local das forças externas deve permanecer constante ao longo da sua linha de ação.

Em 1993, Rozvany e Wang desenvolveram um método utilizando o conceito de es-

truturas de Prager, para qualquer sistema de cargas verticais, cujo estudo incluiu também alguns

exemplos de aplicação do método (Rozvany; Wang, 1983). Também em 1983, o procedimento

de otimização estático-cinemático foi estendido para cargas não paralelas (Wang; Rozvany,

1983) e o procedimento para forças verticais foi modificado, para levar em conta o efeito da

carga devido ao peso próprio. Em 2000, Fuchs e Moses apresentaram a proposta de otimização

topológica utilizando cargas transmissíveis (Fuchs; Moses, 2000), combinado com o método de

interpolação de material SIMP.

1.3 Otimização estrutural baseada em critérios de tensão

Os três principais desafios da otimização estrutural baseada nos critérios de tensão

são: a natureza local das tensões que resulta em um grande número de restrições; o problema

de singularidade que aparece nos métodos baseados em densidade, resultando no aparecimento

de regiões degeneradas, onde os elementos com baixa densidade e tensões elevadas não podem

ser removidos pelo algoritmo, convergindo em ótimos locais; e o comportamento não linear

das tensões em relação às variáveis de projeto. A singularidade pode ser resolvida através de

métodos de relaxamento, fazendo com que a tensão e a densidade decresçam simultaneamente.

A natureza local das tensões pode ser resolvida transformando a tensão nos elementos em uma

medida global, utilizando uma função de agregação, como a função Kreisselmeier–Steinhauser

(KS) investigada por (Yang; Chen, 1996) ou a norma-P sugerida por (Duysinx; Sigmund, 1998).

Ao aumentar o valor da ordem da norma (expoente P), a norma tende ao valor máximo do

conjunto, portanto minimizar a norma-P das tensões de von Mises, tende a minimizar o valor da

máxima tensão de von Mises da estrutura. Para aumentar o valor do expoente P (Kiyono et al.,

2016) apresentou uma solução para a minimização das tensões com uma formulação utilizado
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múltiplos valores para o expoente da norma. O comportamento não linear das tensões ocorre em

locais onde os níveis de tensão são muito sensíveis as variações da topologia durante o processo

de otimização, como por exemplo os cantos vivos. É preciso destacar que a não linearidade

citada é a não linearidade das tensões em relação às variáveis de projeto. Para minimizar esse

problema alguns autores aplicam um filtro adicional para suavizar a topologia ao longo das

iterações (Le et al., 2010) e (Xia et al., 2018).

Diversos trabalhos baseados na restrição das tensões tem sido propostos como (Gui-

lherme; Fonseca, 2007), (París et al., 2009), (París et al., 2010), (Luo et al., 2013), (Moon;

Yoon, 2013), (Luo et al., 2014). (Le et al., 2010) apresentou uma medida global/regional

combinada com um sistema adaptativo para controlar o nível de tensões local, utilizando infor-

mações das últimas iterações. (Holmberg et al., 2013) desenvolveu um método para lidar com o

número elevado de restrições, onde os pontos de avaliação da tensões são separados em grupos

de acordo com o nível de tensão. (Emmendoerfer-Jr.; Fancello, 2014) apresentou a minimização

do volume com restrição de tensão, incluindo cargas dependentes devido à pressão, utilizando

level set. (Svärd, 2015) apresentou uma proposta para elevar a acurácia do cálculo das tensões,

na qual uma técnica de relaxação das tensões conhecida como qp, combinada com a norma-P

foi utilizada para formular o problema de otimização baseado em restrição de tensão. (Verbart

et al., 2017) apresentou uma proposta unificando a agregação com a relaxação, incluindo um

estudo sobre os parâmetros de agregação, as funções de agregação avaliadas foram lower bound

KS-function e P-mean function. (Picelli et al., 2018) resolveu o problema utilizando tanto a mi-

nimização das tensões quanto a restrição das tensões, através de uma aproximação sequencial

linear utilizando level set. (Blachowski et al., 2020) apresentou a otimização topológica de

estruturas elastoplásticas sujeitas a restrição das tensões.

Trabalhos baseados em critérios de tensão incluindo cargas dependentes, foram

apresentados apenas utilizando outros métodos: (Lee et al., 2012) resolveu o problema através

da restrição das tensões com minimização da massa utilizando SNOPT (sequential quadratic

programming optimizer) e (Emmendoerfer-Jr. et al., 2019) propôs um método utilizando le-

vel set, ambas propostas são baseada na minimização do volume com restrição das tensões;

(Senhora et al., 2020) apresentou a otimização topológica utilizando um método baseado em

densidade, o método Lagrangiano Aumentado (AL), uma técnica numérica que foi utilizada

para resolver problemas de otimização com restrição, sendo a proposta focada na minimização

da massa com restrição de tensão, tratando a tensão como uma quantidade local.
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Em relação aos métodos evolucinários, a versão unidirecional, o método ESO, foi

inicialmente desenvolvido utilizando critérios de tensão, por (Xie; Steven, 1993), gradualmente

removendo os elementos com valores menores de tensão. Entretanto os primeros trabalhos uti-

lizando a versão bidirecinal foram focados no critério de rigidez, (Yang et al., 1999), devido

ao comportamento local das tensões. Apenas recentemente o método BESO foi estendido aos

critérios de tensão (Xia et al., 2018) e (Nabaki et al., 2019), minimizando a norma-P das tensões

de von Mises. Também utilizando BESO, alguns autores propuseram a combinação das mini-

mizações da compliance com a minimização das tensões, sendo que o trabalho desenvolvido

por (Zhao et al., 2019) é focado na tensão de von Mises e o trabalho desenvolvido por (Chen et

al., 2020) é focado na tensão principal.

1.4 Objetivos

A contribuição original deste trabalho é o desenvolvimento de uma proposta de oti-

mização estrutural topológica utilizando um método discreto, baseado em um critério de tensão

e incluindo cargas dependentes, dois desafios no campo da otimização estrutural. A proposta

foi implementada utilizando a linguagem de programação MatLab incluindo: a discretização da

malha, a definição das condições de contorno, a análise por elementos finitos e o algoritmo de

otimização estrutural (BESO).

A definição clara da variável de projeto é característica dos métodos level set e

BESO, estes dois métodos produzem uma representação binária da estrutura (sólido e vazio).

Uma vantagem dos métodos binários é evitar o problema de singularidade, que pode ocorrer

quando elementos com baixa densidade e elevada tensão não podem ser removidos pelo algo-

ritmo de otimização ao utilizar um método baseado em densidade.

A proposta é baseada na minimização da norma-P das tensões de von Mises com

restrição de volume, de estruturas sujeitas à cargas dependentes. A norma-P foi utilizada como

função de agregação, primeiramente, porque a função objetivo precisa ser uma função diferen-

ciável. Outro motivo para utilizar a norma-P é que ao aumentar o valor do expoente P, a norma

tende ao valor máximo do conjunto, no caso a máxima tensão de von Mises. Portanto ao au-

mentar o valor do expoente P, minimizar a norma-P das tensões de von Mises tende a minimizar

o valor da máxima tensão de von Mises da estrutura.

Como as cargas variam ao longo do processo de otimização, o termo devido a de-

rivada das forças aplicadas em relação à variável de projeto não é nulo. Portanto, uma análise
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consistente da sensibilidade incluindo o termo devido à carga dependente foi desenvolvida atra-

vés do método adjunto, para as cargas de corpo e para as cargas de superfície. As cargas

transmissíveis não foram analisadas por serem consideradas, em termos de desenvolvimento do

algoritmo e formulação matemática, apenas uma particularização das cargas de superfície.

Ao considerar as cargas dependentes, dois principais desafios são introduzidos. Um

está relacionado à localização da carga que varia ao longo da otimização e, no caso das cargas

de superfície, varia também em termos de direção. O outro ocorre apenas no caso de cargas de

superfície e está relacionado à sensibilidade dos elementos carregados de algumas estruturas,

fazendo com que, nas regiões onde o deslocamento é elevado, os elementos carregados sejam

constantemente removidos ao longo das primeiras iterações, comprometendo o processo de

otimização. Para solucionar este problema, foi adotado o uso de dois números de sensibilidade,

calculados e utilizados separadamente nos critérios de adição e remoção de elementos.

Para melhorar a implementação e resolver os desafios relacionados ao desenvolvi-

mento de um método baseado em um critério de tensão, foram avaliadas diversas soluções: o

uso de clusters, que consiste em calcular a função de agregação separando a estrutura em re-

giões de acordo com o nível de tensão; a utilização de um filtro de suavização da topologia ao

longo das iterações; a normalização da sensibilidade; e a média histórica das sensibilidades.

A significativa contribuição de incluir a normalização da sensibilidade, que não

havia sido aplicada anteriormente em um método baseado em critério de tensões, foi aplicada

para reduzir as diferenças entre as sensibilidades calculadas em cada iteração. Associada a

média histórica, a normalização das sensibilidades reduz oscilações numéricas melhorando a

convergência.

De forma geral o objetivo do trabalho é desenvolver, implementar e validar uma me-

todologia de otimização estrutural topológica, inicialmente modelada utilizando o método dos

elementos finitos e posteriormente otimizada usando o método evolucionário bidirecional adap-

tado para o critério de tensão, incluindo cargas dependentes de projeto. Os objetivos específicos

deste trabalho são:

• Implementar o modelo em elementos finitos considerando que o material da estrutura tem

um comportamento mecânico elástico linear, isotrópico e homogêneo;

• Implementar o método de otimização estrutural BESO adaptado ao critério de tensão;
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• Propor, implementar e validar uma metodologia de otimização estrutural incluindo cargas

dependentes;

• Desenvolver um método consistente de análise de sensibilidade utilizando o método ad-

junto;

• Utilizar a estratégia de normalização das sensibilidades associada a média histórica.

O trabalho é organizado em sete capítulos: O primeiro capítulo apresenta a intro-

dução com a contextualização do problema. O segundo apresenta o método BESO baseado no

critério de rigidez com carga fixa. O terceiro apresenta a aplicação do método BESO baseado

em um critério de tensão com carga fixa. O quarto capítulo apresenta a implementação e a va-

lidação do método BESO baseado no critério de rigidez com carga dependente devido ao peso

próprio. O capítulo cinco apresenta o desenvolvimento da proposta de minimização da norma-

P das tensões de von Mises incluindo carga dependente devido ao peso próprio. O capítulo

seis apresenta o desenvolvimento da proposta de minimização da norma-P das tensões de von

Mises incluindo carga dependente devido a pressão. Finalmente, o capítulo sete apresenta as

conclusões.
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2 MINIMIZAÇÃO DA COMPLIANCE COM CARGA FIXA

Este capítulo apresenta o método de simulação computacional utilizado na otimi-

zação topológica, apresentando de forma sucinta a análise estrutural utilizando o método dos

elementos finitos e posteriormente apresentando a otimização estrutural topológica baseada no

critério de rigidez, utilizando o método BESO.

O método BESO baseado em critério de rigidez com restrição de volume é também

conhecido como BESO compliance. Trata-se de um procedimento clássico que será utilizado

como padrão de comparação nos exemplos que serão apresentados nos próximos capítulos.

Mais detalhes do procedimento BESO (como o esquema de filtro, critério de remoção/adição

de elementos e cálculo da sensibilidade) podem ser encontrados em (Huang; Xie, 2007).

2.1 Método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos é amplamente utilizado em simulações computa-

cionais para realizar análises estruturais. A análise baseia-se na discretização da estrutura em

subestruturas, sendo que cada uma dessas subestruturas é denominada elemento finito e possui

comportamento conhecido, sendo o comportamento do todo considerado como a superposição

das subestruturas. Cada elemento finito tem um número de pontos, conhecido como nós, sendo

apenas considerados explicitamente os deslocamentos generalizados nesses nós. Os desloca-

mentos nos demais pontos do elemento finito podem ser obtidos por interpolação dos desloca-

mentos dos nós, com base no esquema de interpolação adotado. O conjunto dos elementos e

nós é denominado malha.

Existem diversos componentes tridimensionais que podem ser simplificados utili-

zando modelos bidimensionais. Nesse trabalho o modelo bidimensional é discretizado em uma

malha quadrangular de quatro nós por elemento. Os coeficientes em estado plano de tensão

das matrizes e vetores dos elementos, obtidos para a aproximação do modelo bidimensional,

são calculados utilizando o procedimento de integração numérica. A quadratura de Gauss é es-

tendida para as funções de integração com duas variáveis, inicialmente considerando a função

f (ξ, η) definida em um elemento quadrangular no sistema de coordenadas local, no intervalo

fechado de [1,−1].

A formulação por elementos isoparamétricos facilita o mapeamento do domínio es-



35

trutural, pois permite a utilização de elementos irregulares (Cook et al., 2002). As funções de

forma do elemento isoparamétrico quadrilateral com quatro nós, nas coordenadas isoparamétri-

cas, são das por:

N1 =
1

4
(1− ξ − η + ξη) (2.1a)

N2 =
1

4
(1 + ξ − η − ξη) (2.1b)

N3 =
1

4
(1 + ξ + η + ξη) (2.1c)

N4 =
1

4
(1− ξ + η − ξη) (2.1d)

A figura 2.1 apresenta o sistema de coordenadas local do elemento isoparamétrico

quadrilateral com quatro nós.

Figura 2.1 – Sistema de coordenadas local e construção do tensor das funções de forma.

Substituindo os valores dos pontos de Gauss nas variáveis ξ e η e aplicando os

pesos de interpolação, Wξ e Wη, obtemos a matriz de rigidez do elemento de quatro nós.

A matriz das funções de forma pode ser apresentada na forma matricial:

N =

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

 (2.2)
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Sendo a matriz Jacobiana dada por:

J =

− (1− η) (1− η) (1 + η) − (1 + η)

− (1− ξ) − (1 + ξ) (1 + ξ) (1− ξ)




x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4 y4


(2.3)

sendo xj e yj (j = 1, 2, 3, 4) as coordenadas dos j nós de cada elemento.

A matriz deformação deslocamento, Bi, pode ser calculada como a matriz das de-

rivada das funções de forma, que para o caso do problema de elasticidade plana pode ser obtido

derivando-se cada função de interpolação em relação a ξ e η. Portanto, a matriz deformação

deslocamento, Bi, para o caso do problema de elasticidade plana, pode ser escrita da seguinte

forma:

Bi(1,2,3,4) =


a (Ni,ξ )− b (Ni,η ) 0

0 c (Ni,η )− d (Ni,ξ )

c (Ni,η )− d (Ni,ξ ) d (Ni,ξ )− d (Ni,η )

 (2.4)

Sendo os coeficientes:

a =
1

4
[ y1 (ξ − 1) + y2 (−1− ξ) + y3 (1 + ξ) + y4 (1− ξ)]

b =
1

4
[ y1 (η − 1) + y2 (1− η) + y3 (1 + η) + y4 (−1− η)]

c =
1

4
[x1 (η − 1) + x2 (1− η) + x3 (1 + η) + x4 (−1− η)]

d =
1

4
[x1 (ξ − 1) + x2 (−1− ξ) + x3 (1 + ξ) + x4 (1− ξ)]

(2.5)

A matriz de rigidez de um elemento finito isoparamétrico quadrangular de 4 nós é

calculada utilizando a integral:

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
BT

i DiBi det [J ] dξ dη (2.6)

sendo que Di e Bi são respectivamente a matriz constitutiva e a matriz deformação deslo-

camento (matriz das derivada das funções de forma) do elemento e J é a matriz Jacobiana

associada a área do elemento.
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O estado plano de tensão assume que as tensões normais e de cisalhamento, na

direção perpendicular ao plano são nulas. No presente trabalho são consideradas as principais

hipóteses a seguir:

• A estrutura possui as dimensões fora do plano muito menores que as dimensões dentro

do plano. Adotando-se o plano xy como referência para a modelagem, a dimensão na

direção z corresponde a espessura do corpo que é considerada muito menor que as demais

dimensões.

• A estrutura possui carregamento somente no plano médio xy;

• O material da estrutura tem um comportamento mecânico elástico linear, isotrópico e

homogêneo, portanto a lei de Hooke é considerada válida.

Então, considerando estado plano de tensões, a matriz constitutiva é dada por:

Di =
E

(1− ν2)


1 ν 0

ν 1 0

0 0
(1− ν)

2

 (2.7)

sendo ν o coeficiente de Poisson e E o módulo de elasticidade.

A formulação isoparamétrica é uma transformação de um elemento real em um

elemento de referência. Aplicando a quadratura de Gauss para resolver a integral apresentada

na equação 2.6, determina-se a matriz de rigidez do elemento:

Ke =
1∑
−1

1∑
−1

BT
i DiBi det [J ] wξ wη (2.8)

As coordenadas e ponderações dos pontos de integração são apresentados na ta-

bela 2.1.

Tabela 2.1 – Coordenadas e ponderações dos pontos de integração.

ξ1 ξ2 wξ

-0.577350269189626 0.577350269189626 1

η1 η2 wη

-0.577350269189626 0.577350269189626 1
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Depois de determinar a matriz de rigidez do elemento, a matriz de rigidez global,

K, é montada de acordo as condições de compatibilidade cinemática e equilíbrio entre os ele-

mentos. Também de acordo com os graus de liberdade, é montado o vetor global das forças

aplicadas, f .

A equação do equilíbrio estático é dada por:

Ku = f (2.9)

Aplicando as condições de contorno e resolvendo-se o sistema linear, é possível

calcular o vetor global dos deslocamentos, u.

Mais detalhes sobre o método dos elementos finitos podem ser encontrados nas

publicações (Cook et al., 2002) e (Bittencourt, 2010).

2.2 Método BESO baseado em critério de rigidez

O código BESO baseado em critério de rigidez segue a estrutura básica apresentada

no trabalho de (Huang; Xie, 2007). Sendo que a função objetivo C∗ é calculada como a energia

de deformação:

C∗ =
1

2
fT u (2.10)

Quando o elemento i é removido da estrutura, a matriz de rigidez é transformada:

∆K = K∗−K = −Ki (2.11)

sendo K∗ a matriz de rigidez resultante depois que o elemento é removido e Ki a matriz de

rigidez do elemento i.

Assumindo que a remoção do elemento não tem efeito na carga aplicada f e va-

riando os dois lados da equação de equilíbrio estático, a variação do vetor dos deslocamentos

pode ser expressa na forma:

∆u = −K−1 ∆Ku (2.12)

Das equações 2.10 e 2.12 é possível obter a variação da função objetivo:

∆C =
1

2
fT ∆u = −1

2
fT K−1∆Ku =

1

2
uTi Ki ui (2.13)

Então a sensibilidade do elemento i pode ser definida como:

αi =
1

2
uTi Ki ui (2.14)
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sendo que ui é o vetor dos deslocamentos do elemento i eKi é a matriz de rigidez do elemento

i.

A equação 2.13 representa a variação na compliance, como resultado da remoção do

elemento i. Uma alternativa para minimizar a compliance, que equivale a maximizar a rigidez

por meio da remoção de elementos, é eliminar os elementos com os menores valores de αi,

uma vez que causa um aumento menor em C do que eliminar elementos com αi maiores. A

sensibilidade de todos os elementos são então calculadas e os elementos são ordenados pelo

valor da sensibilidade do maior para o menor.

2.2.1 Processo de adição/remoção de elementos

A máxima razão de admissão, ARmax, é um valor introduzido para garantir que

não serão acrescentados muitos elementos a cada iteração. O elemento sólido é removido se:

αi ≤ αthdel e o elemento vazio é adicionado se: αi > αthadd. Sendo αthdel e αthadd os limites de

remoção e adição de elementos que são determinados de acordo com os passos seguintes:

1. αthdel e αthadd são igualados a αth, onde αth pode ser calculado através do volume da iteração

seguinte (Vk+1).

2. A razão de admissão AR pode ser calculada para cada iteração como o quociente entre

o número de elementos adicionados e o número total de elementos. Se AR ≤ ARmax o

procedimento segue para o próximo passo.

3. O αthadd é obtido ordenando-se o número de sensibilidade dos elementos vazios. O nú-

mero de elementos a ser transformados de vazios para sólidos é calculado como o ARmax

multiplicado pelo número total de elementos;

4. Então, αthadd é calculado como sendo a sensibilidade do elemento ordenado imediatamente

abaixo do último elemento adicionado;

5. αthdel é então calculado de forma que o volume removido seja igual a Vk − Vk+1 +Nadd,

sendo que Nadd é o volume de elementos adicionados.

2.2.2 Formulação do método BESO aplicado à minimização da compliance

O problema de otimização estrutural topológica aplicado à minimização da com-

pliance consiste em minimizar a energia de deformação sujeita a uma restrição de volume,
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considerando as forças que atuam na estrutura. Portanto, o problema consiste em:

Minimizar : C∗ =
1

2
fT u; (2.15)

Sujeito a : V ∗ −
n∑
i=1

Vi xi = 0; (2.16)

Ku = f (2.17)

sendo : xi = xmin ou 1. (2.18)

sendo que C∗ é a energia de deformação (que é também proporcional ao valor da compliance da

estrutura), n é o número de elementos,K é a matriz de rigidez global, f eu são respectivamente

os vetores das forças externas e dos deslocamentos. Vi é o volume do elemento V ∗ é o volume

estrutural prescrito (volume final da estrutura) e a variável de projeto binária, xi, representa a

pseudo-densidade do elemento.

2.2.3 Análise da sensibilidade aplicada à minimização da compliance utilizando a interpola-

ção SIMP

O método BESO desenvolvido por (Huang; Xie, 2007), que utiliza o modelo de

interpolação de material SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) é utilizado para

resolver o problema apresentado nas equações (2.15 a 2.18).

De acordo com este modelo de interpolação de material, o módulo de Young pena-

lizado é expresso por:

E(xi) = E0 x
q
i (2.19)

sendo E0 o módulo de Young dos elementos sólidos e q o fator de penalização do modelo de

interpolação de material e xi a variável de projeto, que originalmente é contínua para o modelo

SIMP, sendo considerados apenas os valores limites na aplicação do algoritmo BESO.

Na versão hard kill, o valor 0 é utilizado para representar os elementos vazios e o

valor 1 é utilizado para representar os elementos sólidos. Na versão soft kill, geralmente o valor

xmin = 0.001 é utilizado para representar os elementos vazios e o valor de 1 é utilizado para

representar os elementos sólidos.

Para um problema de elasticidade linear, bi ou tridimensional, a matriz de rigidez

global, K, pode ser expressa através do procedimento de montagem, que é representado pelo

símbolo do somatório,
∑

, utilizando a matriz de rigidez dos elementos e a variável de projeto:

K =
N∑
i=1

xqi K0 (2.20)
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sendo que K0 é a matriz de rigidez do elemento sólido, xi é a variável de projeto e q é o fator

de penalização do modelo de interpolação de material, considerando que a malha é formada por

elementos iguais, ou seja, o valor deK0 é constante em toda a malha.

Nos métodos ESO e BESO, a estrutura é otimizada utilizando variáveis de projeto

discretas, isso quer dizer que a variável de projeto assume somente dois valores. Desta forma,

a sensibilidade utilizada no método BESO pode ser definida para cada elemento de acordo com

a versão hard kill ou soft kill.

Para o caso hard kill temos:

αi =
1

2

(
uTi K0ui

)
quando xi = 1;

αi = 0 quando xi = 0.

(2.21)

Para o caso soft kill temos:

αi =
1

2

(
uTi K0ui

)
quando xi = 1;

αi =
xmin

(q−1)

2

(
uTi K0ui

)
quando xi = xmin.

(2.22)

2.2.4 Esquema de filtro numérico de suavização da sensibilidade

O filtro numérico de suavização da sensibilidade é aplicado para melhorar a conver-

gência (garantir que a solução melhore em relação a função objetivo), para gerar uma topologia

sem descontinuidade da estrutura (quebra) e evitar a formação de regiões com alternância en-

tre elementos sólidos e vazios (checkerboard). O filtro, conforme apresentado no trabalho de

(Huang; Xie, 2007), consiste em calcular a sensibilidade de cada elemento através da média

ponderada da sensibilidade do próprio elemento e dos elementos ao redor.

Antes de aplicar o esquema de filtro numérico, a sensibilidade nodal, αnj , é obtida

através da sensibilidade calculada para cada elemento, αei . Portanto, a sensibilidade nodal, αnj ,

é obtida considerando a influência da sensibilidade dos elementos conectados ao nó, j, sendo

calculada por:

αnj =

∑M
i=1Ai α

e
i∑M

i=1Ai
(2.23)
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sendo que M é o número de elementos conectados ao nó j e Ai é a área do elemento i.

A sensibilidade nodal é então convertida na sensibilidade do elemento suavizada.

O comprimento de escala, chamado raio mínimo do filtro (rmin), cujo centro localiza-se no

centroide do elemento i, identifica os nós que irão influenciar a sensibilidade do elemento i.

Para facilitar o entendimento do raio do filtro, a figura 2.2 apresenta os nós localizados no

interior do subdomínio.

Figura 2.2 – Nós localizados no interior do subdomínio Ωi.

A sensibilidade do elemento i é obtida através da expressão:

αi =

∑kn
j=1w (rij)α

n
j∑k

j=1 w (rij)
(2.24)

O filtro possui um fator de escala denominado rmin que identifica os nós que irão

influenciar a sensibilidade do elemento e kn é o número de nós pertencentes ao subdomínio Ωi.

O fator de peso, w(rij), indica que o número de sensibilidade do elemento tem maior influência

na sensibilidade nodal quando o elemento é mais próximo ao nó. O fator de peso é definido

como:

w(rij) = max(0, rmin − rij) (j = 1, 2, ..., kn) (2.25)

sendo que rij é a distância entre o centro do elemento i e o nó j.

2.2.5 Estabilização do processo de evolução

Utilizando o esquema de filtro anteriormente descrito, similar ao sugerido por (Sig-

mund; Petersson, 1998), tanto a função objetivo quanto a topologia podem apresentar dificulda-

des de convergência. Para melhorar a convergência, (Huang; Xie, 2007) propuseram suavizar a

sensibilidade através da média histórica:

αi =
1

2
(αi,k + αi,k−1) (2.26)
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sendo k a iteração corrente e na primeira iteração αi,k = αi.

O volume da iteração seguinte é calculado como:

Vk+1 = Vk + (1− ER) (k = 1, 2, 3...) (2.27)

sendo ER a razão de evolução.

Considerando que os elementos têm tamanhos iguais, uma vez que o volume pres-

crito é alcançado, o volume da estrutura é mantido constante para as próximas iterações.

2.2.6 Critério de parada aplicado à minimização da compliance

O ciclo de análise em elementos finitos e de remoção/adição de elementos prossegue

até que o volume objetivo seja atingido e o seguinte critério de parada seja satisfeito:

erroglobal =

∑N
i=1(Ck−i+1 − Ck−N−i+1)∑N

i=1(Ck−i+1)
≤ τ (2.28)

sendo que τ é a precisão do critério de parada (o parâmetro de convergência) e N é o número de

iterações. Usualmente utiliza-se N = 5, o que significa que a variação da compliance é avaliada

para as últimas 10 iterações.

O algoritmo de otimização pode ser resumido através dos seguintes passos:

1. Discretização do domínio de projeto em elementos finitos e seleção das condições de

contorno;

2. Definição dos parâmetros BESO: Razão de evolução, ER; Máxima razão de admissão,

ARmax; Fração do volume inicial, Vfrac; Raio do filtro, rmin; Fator de penalização do

modelo de interpolação de material, q; Número de iterações utilizado no cálculo do erro,

N ; Precisão do critério de parada, τ ;

3. Análise por elementos finitos;

4. Cálculo da sensibilidade de acordo com a equação 2.22. Utilizando o filtro de sensibi-

lidade e através da média histórica, a sensibilidade é recalculada e posteriormente orde-

nada.

5. Determinação do volume objetivo para a próxima iteração;

6. Adição e remoção de elementos;
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7. Reinicialização da variável de projeto e atualização da topologia;

8. Os passos de 2 a 7 são repetidos até que a restrição de volume seja satisfeita e o critério

de parada apresentado na equação 2.28 seja satisfeito.

Os algoritmos de otimização (BESO) e de análise utilizando o método de elementos

finitos foram programados em MATLAB.
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3 MINIMIZAÇÃO DA NORMA-P DAS TENSÕES DE VON MISES

COM CARGA FIXA

O capítulo 3 apresenta o método BESO baseado em critério de tensão, através da

minimização das tensões com restrição de volume. O objetivo geral da minimização das tensões

é encontrar a melhor distribuição de material entre os elementos, reduzindo a concentração de

tensões e reduzir da máxima tensão de von Mises da estrutura. Como a máxima tensão pode

mudar de local ao longo das iterações, utiliza-se a norma-P das tensões como uma função de

agregação para transformar a tensão nos elementos em uma medida global do nível de tensões

(Duysinx; Sigmund, 1998).

3.1 Utilização do método adjunto na solução do problema de otimização topológica ba-

seado no critério de tensões

Em geral, o processo de otimização consiste em otimizar uma função objetivo se-

lecionando as variáveis de projeto que produzem um determinado resultado desejado. Em oti-

mização topológica, o número de parâmetros representados pela variável de projeto chegar a

milhares, dependendo do número de elementos usados no modelo. Frequentemente, o processo

de otimização envolve a obtenção de informações não apenas da função objetivo, mas também

da derivada da função objetivo em relação a variável ou variáveis de projeto.

A derivada da função objetivo é extremamente útil uma vez que fornece uma medida

da sensibilidade da resposta aos parâmetros da variável de projeto. O método adjunto é uma

forma eficiente de resolver a derivada da função objetivo, usualmente, a um custo comparável

com o de resolver o sistema apenas uma vez. Portanto resolver o problema adjunto não é mais

difícil do que resolver o próprio problema.

Nesse trabalho, a análise da sensibilidade é calculada através do método adjunto,

sendo que a derivada da função objetivo é obtida através da regra da cadeia e o vetor dos multi-

plicadores de Lagrange é obtido resolvendo o sistema adjunto.
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3.2 Formulação do problema de otimização baseado no critério de tensões

A otimização topológica baseada no critério de tensão é desenvolvida através da

minimização da norma-P das tensões de von Mises com restrição de volume, que consiste em:

Minimizar : σPN =

(
n∑
i=1

(σvmi )P
) 1
P

(3.1a)

Sujeito a : V ∗ −
n∑
i=1

Vi xi = 0, (3.1b)

Ku = f (3.1c)

sendo : xi = xmin ou 1. (3.1d)

sendo que σPN é função de agregação (norma-P das tensões de von Mises), P é a ordem da

norma, conforme o expoente P aumenta, o valor da norma aproxima-se do valor da tensão

máxima e n é o número de elementos. Vi é o volume do elemento e V ∗ é o volume prescrito

(volume final da estrutura). A variável de projeto binária, xi, representa a pseudo-densidade

do elemento. K é a matriz de rigidez global, f e u são os vetores das forças externas e dos

deslocamentos.

Nesse trabalho, o valor xmin = 0, 001 é utilizado para representar os elementos

vazios e o valor de 1 é utilizado para representar os elementos sólidos.

O módulo de Young penalizado é expresso por:

E(xi) = E0 x
q
i (3.2)

sendo queE0 é o módulo de Young dos elementos sólidos e q é o fator de penalização do modelo

de interpolação de material.

A matriz de rigidez global,K, pode ser expressa através do procedimento de mon-

tagem, utilizando a matriz de rigidez dos elementos e a variável de projeto:

K =
Ni∑
i=1

xqiK0 (3.3)

sendo queK0 é a matriz de rigidez do elemento sólido.
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Para evitar o uso do subscrito i , que denota o elemento, os componentes do vetor de

tensões são escritos na forma: σxx, σyy, τxy. As componentes de tensão são calculadas utilizando

o método dos elementos finitos, como:

σi = DiBiui = {σxx, σyy, τxy}T (3.4)

sendo que Di e Bi são respectivamente a matriz constitutiva e a matriz deformação desloca-

mento do elemento.

A tensão de von Mises para o caso 2D, que é calculada no centroide dos elementos,

é:

σvmi =
√(

σ2
xx − σxx σyy + σ2

yy + 3τ 2xy
)

(3.5)

Assumindo a hipótese de que os problemas que serão abordados, podem ser repre-

sentados através do estado plano de tensões e que o material é um sólido isotrópico representado

através do modelo de penalização SIMP, a matriz constitutiva é:

Di =
E0 x

q
i

(1− ν2)


1 ν 0

ν 1 0

0 0 (1− ν)/2

 (3.6)

3.2.1 Análise da sensibilidade da norma-P das tensões de von Mises

A variação da norma-P das tensões em relação a variável de projeto xi é obtida

através da regra da cadeia:

∂σPN

∂xi
=
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
∂σi

∂xi
(3.7)

O primeiro termo do lado direito da equação 3.7 é a derivada da norma-P em relação

a tensão de von Mises e pode ser calculado como:

∂σPN

∂σvmi
=

(
Ni∑
i=1

(σvmi )P
)(

1
P
−1

) (
(σvmi )(P−1)

)
(3.8)

O segundo termo do lado direito da equação 3.7 é a derivada da tensão de von Mises

em relação as três componentes de tensão do caso 2D:(
∂σvmi
∂σxx

)
=

1

2σvmi
(2σxx − σyy) (3.9)(

∂σvmi
∂σyy

)
=

1

2σvmi
(2σyy − σxx) (3.10)(

∂σvmi
∂τxy

)
=

3

σvmi
τxy (3.11)
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O terceiro termo do lado direito da equação 3.7 é derivada do vetor de tensões

(equação 3.4) em relação a variável de projeto xi:

∂σi
∂xi

=
∂Di

∂xi
Biu+DiBi

∂u

∂xi
(3.12)

No cálculo da sensibilidade, este trabalho adota o mesmo esquema de interpolação

utilizado por (Xia et al., 2018). Nesse esquema de interpolação de material, a matriz consti-

tutiva, Di, torna-se constante em relação a variável de projeto xi. Relembrando que as com-

ponentes de tensão utilizadas no cálculo das tensões de von Mises e respectiva norma-P são

calculadas de acordo com a equação 3.4.

A matriz tensão-deformação,Bi, é a derivada das funções de forma e independe da

variável de projeto xi. Portanto o terceiro termo da equação 3.7 torna-se:

∂σi

∂xi
= D0Bi

∂u

∂xi
(3.13)

ondeD0 é a matriz constitutiva do elemento sólido.

Quando a carga é fixa a derivada das forças aplicadas é nula. Portanto derivando a

equação do equilíbrio estático em relação a variável de projeto, temos:

0 =
∂K

∂xi
u+K

∂u

∂xi
(3.14)

Isolando o termo devido ao deslocamento
∂u

∂xi
= −K−1

(
∂K

∂xi
u

)
, a derivada da norma-P das

tensões de von Mises em relação à variável de projeto torna-se:

∂σPN

∂xi
=

(
∂σPN

∂σvmi

)(
∂σvmi
∂σi

)T [
−D0BiK

−1
(
∂K

∂xi
u

)]
(3.15)

Definindo a variável adjunta como:

λT =
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
D0BiK

−1 (3.16)

Então a derivada da norma-P das tensões de von Mises em relação a variável de

projeto pode ser reescrita como:

∂σPN

∂xi
= −λT

(
∂K

∂xi
u

)
(3.17)

O vetor adjunto é obtido resolvendo o sistema adjunto:

Kλ =
∂σPN

∂σvmi
Bi

T D0
T

(
∂σvmi
∂σi

)
(3.18)
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sendo que a pseudo-carga, no lado direito da equação 3.18, é montada de forma semelhante ao

vetor de força, calculado na análise por elementos finitos.

A sensibilidade é obtida como sendo o negativo da derivada da norma-P em relação

à variável de projeto:

αi = −
[
∂σPN

∂xi

]
=

[
λT

(
∂K

∂xi
u

)]
(3.19)

O filtro numérico utilizado na minimização da norma-P das tensões de von Mises é

o mesmo filtro utilizado na minimização da compliance, apresentado no item 2.2.4.

O ciclo de análise em elementos finitos e de remoção/adição de elementos prosegue

até que o volume objetivo seja atingido e o seguinte critério de parada seja satisfeito:

erroglobal =

∑N
i=1(σmax,k−i+1 − σmax,k−N−i+1)∑N

i=1(σmax,k−i+1)
≤ τ (3.20)

sendo erroglobal o critério de parada da otimização estrutural, σmax a máxima tensão de von

Mises, τ o Parâmetro de convergência e N o número de iterações. Usualmente utiliza-se N =

5, o que significa que a variação da sensibilidade é avaliada para as últimas 10 iterações.

3.3 Processo de otimização utilizado na minimização da norma-P das tensões de von

Mises

O procedimento de iteração do método evolucionário bidirecional inicia pela discre-

tização do domínio de projeto, utilizando o método de elementos finitos. Em seguida, definem-

se os parâmetros BESO:

1. Volume objetivo, como uma fração do volume inicial (Vfrac);

2. Razão de Evolução (ER);

3. Máxima razão de admissão (ARmax);

4. Raio do filtro (rmin);

5. Fator de penalização do modelo de interpolação de material (q);

6. Ordem da norma (P );
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7. Valor mínimo atribuído à variável de projeto (xmin);

8. Número de iterações utilizado no cálculo do erro (N);

9. Precisão do critério de parada (τ).

Na sequência inicia-se o processo de otimização propriamente dito, com a análise

em elementos finitos para o cálculo das tensões, deformações e deslocamentos. Calcula-se a

sensibilidade de cada elemento. Aplica-se o filtro numérico e calcula-se a sensibilidade como

média histórica entre as iterações atual e a última iteração, conforme apresentado no item 2.2.5.

Determina-se o volume da próxima iteração Vk+1 = Vk + (1 − ER). Se o volume

calculado para a próxima iteração for menor do que a fração do volume inicial (Vfrac), o pro-

cesso continua até que seja atingido o volume final desejado. Uma vez que o volume final é

alcançado, o volume permanece constante.

A variável de projeto é reinicializada, os elementos são então ordenados de acordo

com o valor da sensibilidade do maior para o menor. Calcula-se a razão de admissão da iteração,

AR, que é definida como o número de elementos a ser adicionado, dividido pelo número total

de elementos do modelo. O ARmax é introduzido para garantir que não serão acrescentados

muitos elementos em cada iteração.

O ciclo de análise por elementos finitos, a adição e remoção de material continua

até que o volume objetivo seja alcançado e o processo do critério de parada seja satisfeito, em

função do valor da precisão, τ , previamente escolhido.

3.4 Minimização da norma-P das tensões de von Mises da viga em balanço

A viga em balanço será o exemplo utilizado como validação da proposta de imple-

mentação da minimização das tensões. A geometria, o carregamento e as condições de restrição

da viga em balanço são apresentados na figura 3.1. A carga fixa F é de 1500 N. As proprieda-

des do material são: Módulo de Young, E = 210 GPa; coeficiente de Poisson, ν = 0,3 e massa

específica, ρ = 7870 kg/m3. O Modelo em elementos finitos é composto de 5000 elementos,

dispostos em uma malha de 100× 50 elementos quadrados com quatro nós e de lados iguais.

Os resultados utilizados na validação da proposta de minimização da norma-P das

tensões de von Mises utilizando o exemplo da viga em balanço são os resultados obtidos por

(Nabaki et al., 2019). Como os resultados da implementação da minimização da norma-P das

tensões de von Mises serão comparados com os resultados obtidos por Nabaki et al., em todas
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as análises apresentadas neste item, os seis elementos onde a carga é aplicada foram eliminados

da plotagem, assim como nas figuras apresentadas no trabalho de Nabaki et al. em 2019.

Figura 3.1 – Ilustração da viga em balanço.

A Tabela 3.1 apresenta os parâmetros BESO utilizados na implementação da viga

em balanço.

Tabela 3.1 – Parâmetros BESO utilizados na validação da implementação da minimização da
norma-P das tensões de von Mises.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 30, 40 e 50 %
ER Razão de evolução 2 %
rmin Raio do filtro 2 mm
ARmax Máxima razão de admissão 0,5 %

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 3 -
P Ordem da norma (expoente P) 4 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -

τ Precisão do critério de parada para Vfrac = 30 % 0,1 %
τ Precisão do critério de parada para Vfrac = 40 % 0,01 %
τ Precisão do critério de parada para Vfrac = 50 % 0,01 %

É preciso destacar que o valor do parâmetro de convergência e da ordem da norma

não foram especificados no trabalho de (Nabaki et al., 2019).

A Tabela 3.2 apresenta um resumo dos resultados obtidos para dois casos de otimi-

zação da viga em balanço: minimização de compliance e minimização da norma-P das tensões

de von Mises. Os valores de σmax, que é a máxima tensão de von Mises, obtidos na minimi-

zação da norma-P das tensões de von Mises são comparados com os obtidos na minimização
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da compliance no intuito de verificar a eficiência do método de minimização das tensões em

reduzir o valor da tensão máxima, sendo portanto τσ, a diferença percentual entre as tensões de

von Mises.

Tabela 3.2 – Viga em balanço - Comparação entre a minimização da compliance e a minimiza-
ção da norma-P das tensões de von Mises.

Criterio Vfrac (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 30 510,719 -
Tensão P4 30 394,179 -22.8

Compliance 40 431,152 -
Tensão P4 40 339,125 -21.3

Compliance 50 413,371 -
Tensão P4 50 311,245 -24.7

Comparando os valores é possível observar que na minimização da norma-P das

tensões de von Mises o valor da tensão máxima é menor do que o valor obtido na minimização

da compliance, para todas as frações volumétricas, confirmando a eficiência do método em

reduzir o valor da tensão máxima.

A figura 3.2 apresenta a comparação entre as topologias obtidas na implementa-

ção dos dois casos de otimização: minimização da compliance e minimização da norma-P das

tensões de von Mises. O mapa de cores apresentado são os valores das tensões de von Mises

calculadas no centroide dos elementos.
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(a) Minimização da compliance. (b) Minimização da norma-P das tensões de von Mi-
ses.

Figura 3.2 – Comparação entre a minimização da compliance e minimização da norma-P das
tensões de von Mises.

Observando a figura 3.2 é possível notar que as topologias obtidas através da mini-

mização da norma-P das tensões de von Mises geram uma melhor distribuição das tensões ao

longo da viga, permitindo um melhor aproveitamento do material.

A figura 3.3 apresenta a comparação entre os resultados obtidos por Nabaki et al. e a

implementação realizada no presente estudo, utilizando como exemplo a viga em balanço. Con-

forme mencionado anteriormente, para efeitos de comparação, os seis elementos onde a carga

é aplicada foram eliminados da plotagem, assim como nas figuras apresentadas no trabalho de

Nabaki et al. em 2019.
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(a) Resultados (Nabaki et al., 2019). (b) Resultados da implementação.

Figura 3.3 – Minimização da norma-P das tensões de von Mises: comparação com resultados
da literatura.

Através dos resultados apresentados na figura 3.3 é possível verificar uma boa corre-

lação tanto em relação às topologias quanto em relação ao valor das tensões obtidas. É possível

observar também que a proposta de implementação da minimização da norma-P das tensões

de von Mises utilizando o método BESO é eficiente em distribuir as tensões na estrutura e

consequentemente reduzir o valor da tensão máxima.
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4 MINIMIZAÇÃO DA COMPLIANCE COM CARGA DEPENDENTE

DEVIDO AO PESO PRÓPRIO

O capítulo 4 apresenta a minimização da compliance incluindo carga dependente

devido ao peso próprio, implementado de acordo com a proposta de (Huang; Xie, 2011).

4.1 Método BESO incluindo carga dependente devido ao peso próprio aplicado a mini-

mização da compliance

O problema consiste em minimizar a função objetivo C∗ sujeita a uma restrição de

volume, considerando as forças que atuam na estrutura:

Minimizar : C∗ =
1

2
fT u; (4.1)

Sujeito a : V ∗ −
n∑
i=1

Vi xi = 0; (4.2)

f = Ku (4.3)

sendo : xi = xmin ou 1. (4.4)

sendo C∗ a energia de deformação, n é o número de elementos, Vi é o volume do elemento,

V ∗ é o volume estrutural prescrito (volume final da estrutura). A variável de projeto binária,

xi, representa a pseudo-densidade do elemento, sendo o valor mínimo que denota os elementos

vazios xmin igual a 0,001. K é a matriz de rigidez global, f e u são os vetores das forças

externas e dos deslocamentos.

Neste problema, o vetor das forças aplicadas, f , inclui a carga dependente devido à

gravidade. O método adjunto é utilizado para determinar a sensibilidade e os vetores de força,

introduzindo um multiplicador de Lagrange, λ.

4.1.1 Análise da sensibilidade na minimização da compliance com carga dependente devido

ao peso próprio

A função objetivo modificada pode ser expressa como:

C =
1

2
fT u+ λT (f −Ku) (4.5)
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A derivada da função objetivo modificada é:

dC

dxi
=

1

2

∂fT

∂xi
u+

1

2
fT

∂u

∂xi
+ λT

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u−K ∂u

∂xi

)
(4.6)

A equação (4.6) pode ser reescrita de forma a separar o termo desconhecido
∂u

∂xi
,

que representa a variação do vetor deslocamento em relação à variável de projeto xi.

Então:

dC

dxi
=

1

2

∂fT

∂xi
(u+ 2λ) +

(
1

2
fT − λTK

)
∂u

∂xi
− λT ∂K

∂xi
u (4.7)

Analisando o segundo termo da equação (4.7):
(

1

2
fT − λTK

)
∂u

∂xi
, para eliminar

o termo desconhecido
∂u

∂xi
, igualamos

1

2
fT = λTK e da equação de equilíbrio f = Ku temos

que u = K−1 f . Portanto: λ =
1

2
u.

Substituindo na equação (4.7) obtemos a derivada da função objetivo:

dC

dxi
=
∂fT

∂xi
u− 1

2
uT ∂K

∂xi
u (4.8)

Considerando o esquema de interpolação utilizado por (Huang; Xie, 2011), que é

uma adaptação do esquema de interpolação de material proposto por (Stolpe; Svanberg, 2001),

a massa específica e o módulo de Young do modelo de interpolação de material são expressos

por:

ρi = xi ρ0 (4.9)

Ei =
xi

1 + q (1− xi)
E0 (4.10)

sendo que ρ0 e E0 são a massa específica e o módulo de Young dos elementos sólidos e q é o

fator de penalização do modelo de interpolação de material.

A análise de sensibilidade indica que o comportamento monotônico da função ob-

jetivo depende do valor do fator de penalização do modelo de interpolação de material, q. (Hu-

ang; Xie, 2011) observaram que utilizando um fator de penalização maior do que 3 (que é o

valor usual para q), o comportamento monotônico da função objetiva é enfraquecido. Por esse
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motivo, optou-se por utilizar o mesmo fator de interpolação de material utilizado nas análises

apresentadas por (Huang; Xie, 2011), ou seja, q = 5.

Considerando uma malha para análise em elementos finitos quadrangular, de quatro

nós por elemento, o vetor de carga nodal equivalente do elemento devido ao peso próprio,

assumindo que a gravidade é constante e está alinhada com a direção vertical, é obtido através

da seguinte expressão:

fi = Vi ρi gf = Vi xi ρ0 g

{
0,−1

4
,0,−1

4
,0,−1

4
,0,−1

4

}T

(4.11)

sendo: Vi o volume do elemento, ρi a massa específica do elemento apresentada na equação 4.9

e g a aceleração da gravidade. Portanto fi é a carga nodal equivalente devido ao peso próprio,

distribuída nos graus de liberdade correspondentes à direção vertical.

Assumindo que a derivada das forças externas do elemento afeta apenas a carga

dependente da variação da topologia devido ao peso próprio, a variação das forças externas

torna-se:

∂f

∂xi
= Vi ρ0 g f

T
(4.12)

A variação da rigidez em relação a variável de projeto é:

∂K

∂xi
=
{(1) [1 + q (1− xi)]} − {xi [0 + (q′ (1− xi)) + (−1) (q)]}

[1 + q(1− xi)]2
K0

∂K

∂xi
=

[1 + q(1− xi)]− [(xi)(−q)]
[1 + q(1− xi)]2

K0

A segunda parcela da sensibilidade da função objetivo, associada à energia de de-

formação total passa a ser:

1

2

{
1 + q

[1 + q (1− xi)]2

}
uT

i K0 ui (4.13)

Portanto a derivada da função objetivo em relação a variável de projeto torna-se:

∂C

∂xi
= Vi ρ0 g f

T
ui −

{
1 + q

2 [1 + q (1− xi)]2

}
uT

i K0 ui (4.14)
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Tabela 4.1 – Parâmetros BESO utilizados na validação da implementação minimização da com-
pliance com peso próprio.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 50 %.
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 2 %
rmin Raio do filtro 0,3 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 5 -
xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -

N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada 0,1 %

A sensibilidade pode ser definida para elementos sólidos e elementos vazios como:

αi =
1

(q + 1)

∂C

∂xi
=



− Vi ρ0 g
(q + 1)

f
T
ui +

1

2
uT

i K0 ui, x = 1;

− Vi ρ0 g
(q + 1)

f
T
ui +

1

2 [1 + q (1− xi)]2
uT

i K0 ui, x = xmin.

(4.15)

A Tabela 4.1 apresenta os parâmetros BESO utilizados na minimização da compli-

ance com peso proprio da viga biapoiada.

Na minimização da compliance incluindo o peso próprio, a sensibilidade pode as-

sumir tanto valores positivos quanto negativos. Portanto o sinal pode mudar, fazendo com que

a sensibilidade tenha um comportamento não monotônico. O valor do fator de penalização

do modelo de interpolação de material adotado na presente análise é o mesmo adotado nos

exemplos apresentados no trabalho de (Huang; Xie, 2011), porque de acordo com (Huang; Xie,

2011), ao aumentar o valor do fator de penalização do modelo de interpolação de material o

comportamento não monotônico da sensibilidade é enfraquecido, tanto que, quando o fator de

penalização do material tende ao infinito, o comportamento não monotônico desaparece.

O filtro numérico utilizado na minimização da compliance com peso próprio é o

mesmo filtro utilizado na minimização da compliance com carga fixa apresentado no item 2.2.4.

O procedimento de convergência utilizado na minimização da compliance incluindo peso pró-

prio é o mesmo utilizado na minimização da compliance com carga fixa apresentado no item

2.2.6.
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A figura 4.1 apresenta as dimensões e condições de contorno da viga biapoiada.

Figura 4.1 – Dimensões e condições de contorno da viga biapoiada.

As propriedades do material são: módulo de elasticidade de 200 GPa, coeficiente

de Poisson de 0,3 e massa específica de 78 kg/m3. Embora a massa especifica do aço seja 7800

kg/m3, foi mantida a massa específica de 78 kg/m3 utilizada por (Huang; Xie, 2011), visando a

comparação dos resultados.

4.1.2 Resultados da implementação do método BESO incluindo carga dependente devido ao

peso próprio

A figura 4.2 apresenta os resultados dos casos com peso próprio obtidos por (Huang;

Xie, 2011) apresentando as topologias para diferentes condições de carregamento, sendo que

C∗ é a energia de deformação da estrutura (que equivale a metade do valor da compliance).

A figura 4.3 apresenta a evolução da função objetivo com a fração volumétrica do

caso de carregamento que considera apenas o peso próprio do trabalho publicado por (Huang;

Xie, 2011).
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Figura 4.2 – Topologias para diferentes condições de carregamento obtidas por (Huang; Xie,
2011): (a) com peso próprio e F = 100 % do peso próprio (C∗ = 0,282 Nm); (b)
com peso próprio e F = 50% do peso próprio (C∗ = 0,131 Nm) ; (c) com peso
próprio e F = 10% do peso próprio (C∗ = 0,048 Nm); and (d) apenas peso próprio
(C∗ = 0,034 Nm).

Figura 4.3 – Compliance e Fração volumétrica do caso (d) apenas peso próprio C∗ = 0,034 Nm
- (Huang; Xie, 2011).
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A figura 4.4 apresenta as topologias para diferentes condições de carregamento ob-

tidos através da implementação realizada neste trabalho que está de acordo com a proposta de

(Huang; Xie, 2011), utilizando o método BESO com minimização da compliance incluindo

carga dependente devido ao peso próprio, conforme apresentado no item 4.1. C∗ é a energia de

deformação da estrutura (que equivale a metade do valor da compliance).

Figura 4.4 – Topologias para diferentes condições de carregamento obtidas na implementação
da minimização das tensões com carga fixa: (a) com peso próprio e F = 100 % do
peso próprio (C∗ = 0,287 Nm); (b) com peso próprio e F = 50% do peso próprio
(C∗ = 0,131 Nm); (c) com peso próprio e F = 10% do peso próprio (C∗ = 0,048
Nm); and (d) apenas peso próprio (C∗ = 0,033 Nm).
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A figura 4.5 apresenta a evolução da função objetivo com a fração volumétrica

obtida através da implementação do caso de carregamento considerando apenas o peso próprio,

que corresponde a topologia do caso (d).

Figura 4.5 – Implementação: Compliance e Fração volumétrica do caso (d) apenas peso próprio
C∗ = 0,033 Nm.

Através dos resultados é possível notar que as topologias dependem da razão entre

a carga fixa e o peso próprio, o mesmo comportamento foi observado no trabalho de (Huang;

Xie, 2007). É possível observar também que as barras centrais estão associadas à aplicação da

carga fixa, portanto vão reduzindo conforme a carga fixa decresce, o que faz sentido do ponto

de vista estrutural.

É possível também observar uma boa correlação entre as topologias apresentadas

no trabalho de (Huang; Xie, 2007) (figura 4.2) e a implementação apresentada neste trabalho

(figura 4.4). Os resultados obtidos validam a implementação da minimização da compliance

com carga dependente devido ao peso próprio.
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5 MINIMIZAÇÃO DA NORMA-P DAS TENSÕES DE VON MISES

COM CARGA DEPENDENTE DEVIDO AO PESO PRÓPRIO

O objetivo final da otimização topológica baseada em critérios de tensão é encontrar

a melhor distribuição dos elementos sólidos de forma a reduzir a concentração de tensões, com a

consequente redução da tensão máxima da estrutura. Para lidar com o comportamento local das

tensões, é adotada a norma-P das tensões de von Mises, agregando a tensão nos elementos em

uma medida única que represente o nível de tensão global da estrutura. A tensão de von Mises é

calculada através do método dos elementos finitos (FEM) considerando as cargas dependentes

devido ao peso próprio. Na interpolação de material, uma função polinomial é utilizada para o

módulo de Young e uma função linear é utilizada para a massa específica.

O problema de otimização estrutural topológica consiste em minimizar a norma P

das tensões de von Mises sujeita a uma restrição de volume. Como o objetivo é reduzir o nível

de tensões da estrutura, a avaliação numérica apresenta exemplos clássicos da literatura nos

quais seja possível observar a concentração de tensões, no intuito de verificar a distribuição da

tensão ao longo da estrutura e a redução no valor da máxima tensão de von Mises. Os três

exemplos analisados são: o Perfil-L, a viga biapoiada com entalhe e a viga em balanço.

O Perfil-L foi escolhido devido à concentração de tensões no canto vivo. A viga

biapoiada com entalhe foi escolhida devido à concentração de tensões causada pelo entalhe.

A viga em balanço foi escolhida devido à concentração de tensões causada pelas condições de

contorno. Como a proposta é avaliar a importância de considerar o peso próprio na minimização

da norma-P das tensões de von Mises, no capítulo 5 todos os exemplos avaliados incluem a carga

devido ao peso próprio.

5.1 Processo de otimização utilizado na minimização da norma-P das tensões de von

Mises

O procedimento de iteração do método evolucionário bidirecional inicia pela discre-

tização do domínio de projeto, utilizando o método de elementos finitos. Em seguida, definem-

se os parâmetros BESO:

1. Volume objetivo, como uma fração do volume inicial (Vfrac);

2. Razão de Evolução (ER);
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3. Máxima razão de admissão (ARmax);

4. Raio do filtro (rmin);

5. Fator de penalização do modelo de interpolação de material (q);

6. Ordem da norma (P );

7. Valor mínimo atribuído à variável de projeto (xmin);

8. Número de iterações utilizado no cálculo do erro (N);

9. Precisão do critério de parada (τ).

Na sequência inicia-se o processo de otimização propriamente dito, com a análise

em elementos finitos para o cálculo das tensões, deformações e deslocamentos. Calcula-se a

sensibilidade de cada elemento, aplica-se o filtro numérico e as técnicas de normalização das

sensibilidades e do cálculo da média histórica entre a iteração atual e a última iteração.

Determina-se o volume da próxima iteração Vk+1 = Vk + (1−ER) que é regulado

através do parâmetro ER, que é a razão de evolução, o qual controla a porcentagem de volume

da iteração seguinte. Se o volume calculado para a próxima iteração for menor do que a fração

do volume inicial (Vfrac), o processo continua até que seja atingido o volume final desejado.

Uma vez que o volume final é alcançado, o volume permanece constante.

A variável de projeto é reinicializada e os elementos são então ordenados de acordo

com o valor da sensibilidade do maior para o menor. Calcula-se a razão de admissão da itera-

ção, AR, que é definida como o número de elementos a ser adicionado, dividido pelo número

total de elementos do modelo. O parâmetro ARmax é introduzido para garantir que não serão

acrescentados muitos elementos em cada iteração. O ciclo de análise por elementos finitos e a

adição e remoção de material continuam até que o volume objetivo seja alcançado e o processo

do critério de parada seja satisfeito, em função do valor da precisão do critério de parada, τ ,

previamente escolhido.

5.1.1 Filtro de sensibilidade

O filtro numérico de suavização da sensibilidade é aplicado para melhorar a conver-

gência (garantir que a solução melhore em relação a função objetivo), para gerar uma topologia

sem descontinuidade da estrutura (quebra) e evitar a formação de regiões com alternância entre
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elementos sólidos e vazios (checkerboard). O filtro consiste em calcular a sensibilidade de cada

elemento através da média ponderada da sensibilidade do próprio elemento e dos elementos ao

redor.

Antes de aplicar o esquema de filtro numérico, a sensibilidade nodal, αnj , é obtida

através da sensibilidade calculada para cada elemento, αei . Portanto, a sensibilidade nodal, αnj ,

é obtida considerando a influência da sensibilidade dos elementos conectados ao nó, j, sendo

calculada como:

αnj =

∑M
i=1Ai α

e
i∑M

i=1Ai
(5.1)

sendo que M é o número de elementos conectados ao nó j e Ai é a área do elemento i.

A sensibilidade nodal é então convertida na sensibilidade do elemento suavizada.

O comprimento de escala, chamado raio mínimo do filtro (rmin), cujo centro localiza-se no

centroide do elemento i, identifica os nós que irão influenciar a sensibilidade do elemento i.

A sensibilidade do elemento i é obtida através da expressão:

αi =

∑kn
j=1w (rij)α

n
j∑k

j=1 w (rij)
(5.2)

O fator de peso, w(rij), determina se o número de sensibilidade do elemento tem

maior ou menor influência na sensibilidade nodal. O fator de peso é definido como:

w(rij) = max(0, rmin − rij) (j = 1, 2, ..., kn) (5.3)

sendo que rij é a distância entre o centro do elemento i e o nó j.

Utilizando o esquema de filtro anteriormente descrito, similar ao sugerido por (Sig-

mund; Petersson, 1998), tanto a função objetivo quanto a topologia podem apresentar dificul-

dades de convergência. Para melhorar a convergência, duas estratégias são adotadas, a norma-

lização das sensibilidades e a média histórica.

A normalização das sensibilidades segue a proposta (Zhou et al., 2021), a qual

utiliza o método de escala Min-Max:

N (αi) =
αi − (αimin)

(αimax)− (αimin)
(5.4)

sendo que N (αi) é o vetor das sensibilidades normalizado. αi é o vetor inicial das sensibilida-

des e αimax e αimin são respectivamente os valores máximos e mínimos.
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As sensibilidades são então calculadas como a média das iterações atual e última:

αi =
1

2
(αi,k + αi,k−1) (5.5)

onde k e k − 1 são respectivamente a iteração atual e a iteração anterior.

O volume da próxima iteração é calculado como:

Vk+1 = max {V ∗, Vk(1− ER)} (5.6)

ondeER é a razão de evolução responsável por controlar a porcentagem de volume que aumenta

ou decresce o volume da iteração Vk.

5.1.2 Processo de adição/remoção de elementos

ARmax é a máxima razão de admissão, um valor introduzido para garantir que não

serão acrescentados muitos elementos a cada iteração. O elemento sólido é removido se: αi ≤

αthdel e o elemento vazio é adicionado se: αi > αthadd. Sendo αthdel e αthadd os limites de remoção e

adição de elementos que são determinados de acordo com:

1. αthdel e αthadd são igualados a αth, onde αth pode ser calculado através do volume da iteração

seguinte (Vk+1).

2. A razão de admissão AR pode ser calculada para cada iteração como o quociente entre

o número de elementos adicionados e o número total de elementos. Se AR ≤ ARmax o

procedimento segue para o próximo passo.

3. O αthadd é obtido ordenando-se o número de sensibilidade dos elementos vazios. O nú-

mero de elementos a ser transformados de vazios para sólidos é calculado como o ARmax

multiplicado pelo número total de elementos;

4. Então, αthadd é calculado como sendo a sensibilidade do elemento ordenado imediatamente

abaixo do último elemento adicionado;

5. αthdel é então calculado de forma que o volume removido seja igual a Vk − Vk+1 +Nadd,

sendo que Nadd é o volume de elementos adicionados.

O ciclo de análise em elementos finitos e de remoção/adição de elementos prossegue

até que o volume objetivo seja atingido e o critério de parada seja satisfeito.
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Na minimização da norma-P das tensões de von Mises o critério de parada é calcu-

lado em função da máxima tensão de von Mises:

erroglobal =

∑N
i=1(σmax,k−i+1 − σmax,k−N−i+1)∑N

i=1(σmax,k−i+1)
≤ τ (5.7)

sendo que σmax é a máxima tensão de von Mises, τ é a precisão do critério de parada e N é o

número de iterações. Nesta análise utiliza-se N = 5.

5.2 Formulação do método BESO aplicado à minimização da norma-P das tensões de

von Mises incluindo carga dependente devido ao peso próprio

A otimização topológica baseada no critério de tensão é desenvolvida através da

minimização da norma P das tensões de von Mises com restrição de volume. O problema é

formulado como:

Minimizar : σPN =

(
n∑
i=1

(σvmi )P
) 1
P

(5.8a)

Sujeito a : V ∗ −
n∑
i=1

Vi xi = 0, (5.8b)

Ku = f (5.8c)

sendo : xi = xmin ou 1. (5.8d)

sendo que σPN é função de agregação (norma-P das tensões de von Mises), P é a ordem da

norma, conforme o expoente P aumenta, o valor da norma aproxima-se do valor da tensão

máxima e n é o número de elementos. Vi é o volume do elemento e V ∗ é o volume prescrito

(volume final da estrutura). A variável de projeto binária, xi, representa a pseudo-densidade do

elemento, sendo o valor mínimo que denota os elementos vazios xmin igual a 0,001. Os vetores

das forças externas e dos deslocamentos são respectivamente f e u e a matriz de rigidez global

éK.

Considerando o esquema de interpolação utilizado por (Huang; Xie, 2011), que é

uma adaptação do esquema de interpolação de material proposto por (Stolpe; Svanberg, 2001),
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a massa específica e o módulo de Young do modelo de interpolação de material são expressos

por:

ρi = xi ρ0 (5.9)

Ei = xqi E0 (5.10)

sendo que ρ0 é a massa específica dos elementos sólidos,E0 é o módulo de Young dos elementos

sólidos e q é o fator de penalização do modelo de interpolação de material. Assume-se que o

coeficiente de Poisson independe da variável de projeto.

A matriz de rigidez global,K, pode ser expressa através do procedimento de mon-

tagem, utilizando a matriz de rigidez dos elementos e a variável de projeto:

K =
Ni∑
i=1

xqiK0 (5.11)

sendo queK0 é a matriz de rigidez do elemento sólido.

Para evitar o uso repetitivo do subscrito i que denota o elemento, as componentes

do vetor de tensões podem ser escritas como: σxx, σyy, τxy. O vetor das componentes de tensão

no elemento é calculado utilizando o método dos elementos finitos:

σi = DiBiui = {σxx, σyy, τxy}T (5.12)

sendo que Di e Bi são respectivamente a matriz constitutiva e a matriz deformação desloca-

mento. ui é o vetor dos deslocamentos do elemento i.

A tensão de von Mises para o caso 2D é obtida através das componentes de tensão

{σxx, σyy, τxy}, segundo a expressão:

σvmi =
(
σ2
xx − σxx σyy + σ2

yy + 3 τ 2xy
)0.5 (5.13)

As tensões são calculadas no centroide dos elementos.

5.2.1 Análise da sensibilidade

Por ser uma das principais contribuições do presente trabalho, a análise da sensibi-

lidade é novamente apresentada passo a passo, para destacar o desenvolvimento de uma análise
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consistente da sensibilidade aplicada à minimização da norma-P das tensões de von Mises in-

cluindo as cargas dependentes.

A derivada da Norma-P das tensões em relação à variável de projeto xi é obtida

através da regra da cadeia:

∂σPN

∂xi
=
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
∂σi
∂xi

(5.14)

O primeiro termo do lado direito da equação 5.14 é a derivada da norma P em

relação à tensão de von Mises, calculado como:

∂σPN

∂σvmi
=

(
Ni∑
i=1

(σvmi )P
)(

1
P
−1

) (
(σvmi )(P−1)

)
(5.15)

O segundo termo do lado direito da equação 5.14 é a derivada da tensão de von

Mises em relação às três componentes de tensão do caso 2D:

(
∂σvmi
∂σxx

)
=

1

2σvmi
(2σxx − σyy) (5.16)(

∂σvmi
∂σyy

)
=

1

2σvmi
(2σyy − σxx) (5.17)(

∂σvmi
∂τxy

)
=

3

σvmi
τxy (5.18)

E o terceiro termo do lado direito da equação 5.14 é a variação do vetor das compo-

nentes de tensão (equação 5.12) em relação a variável de projeto xi. Na análise da sensibilidade,

é adotada a mesma interpolação de material utilizada por (Xia et al., 2018), na qual a matriz

constitutiva,Di é constante em relação a variável de projeto xi.

Derivando o equilíbrio estático temos:

∂f

∂xi
=
∂K

∂xi
u+K

∂u

∂xi
(5.19)

Como as cargas variam ao longo do processo de otimização, o termo devido a de-

rivada das forças aplicadas em relação a variável de projeto não é nulo. Uma das novidades

apresentadas neste trabalho é o desenvolvimento de uma análise consistente da sensibilidade

incluindo o termo devido à carga dependente, utilizando o método adjunto. Então isolando o

termo devido à variação do deslocamento:

∂u

∂xi
= K−1

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u

)
(5.20)
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A equação 5.14 passa a ser:

∂σPN

∂xi
=

(
∂σPN

∂σvmi

)(
∂σvmi
∂σi

)T [
D0BiK

−1
(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u

)]
(5.21)

Definindo a variável adjunta como:

λ =
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
D0BiK

−1 (5.22)

Utilizando a variável adjunta anteriormente definida, a variação da norma-P das

tensões de von Mises em relação a variável de projeto pode ser escrita na forma:

∂σPN

∂xi
= λ

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u

)
(5.23)

E o sistema adjunto pode ser resolvido por elementos finitos:

Kλ =
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
BiD0 (5.24)

sendo que o lado direito da equação 5.24 é montado em analogia ao vetor de força calculado na

análise por elementos finitos.

No método BESO a sensibilidade pode ser calculada como o negativo da derivada

da norma-P das tensões. Então a sensibilidade, considerando as cargas dependentes, passa a

ser:

α = −
[
∂σPN

∂xi

]
= −

[
λ

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u

)]
(5.25)

5.2.2 Desenvolvimento do termo devido à carga dependente

Considerando uma malha para análise em elementos finitos quadrangular, de quatro

nós por elemento, o vetor de carga nodal equivalente do elemento devido ao peso próprio,

assumindo que a gravidade é constante e está alinhada com a direção vertical, é obtido através

da seguinte expressão:

fi = Vi ρi gf = Vi xi ρ0 g

{
0,−1

4
,0,−1

4
,0,−1

4
,0,−1

4

}T

(5.26)

sendo que Vi e ρi são o volume e a massa específica do elemento i, g é a aceleração da gravidade

e f é a carga devido ao peso próprio distribuída nos graus de liberdade correspondentes a

direção vertical.
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Considerando que a variação de um elemento afeta apenas as cargas dependentes

devido ao peso próprio, temos:

∂fi
∂xi

= Vi ρ0 g f
T

(5.27)

A derivada da matriz de rigidez global em relação a variável de projeto xi pode ser

obtida diferenciando a matriz de rigidez do elemento,Ki, em relação a variável de projeto xi:

∂Ki

∂xi
= q x

(q−1)
i K0 (5.28)

sendo queKi é a matriz de rigidez do elemento i eK0 é a matriz de rigidez do elemento sólido.

Portanto a sensibilidade do elemento pode ser calculada como:

αi = −λi

[
Vi ρ0 g f

T −
(
q x

(q−1)
i K0 ui

)]
(5.29)

sendo λi o vetor da variável adjunta do elemento i calculado resolvendo o sistema adjunto

apresentado na equação 5.24.

Relembrando que para garantir a convergência duas técnicas foram utilizadas, a

normalização da sensibilidades e a média histórica das últimas iterações.

5.3 Perfil-L: minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo carga depen-

dente devido ao peso próprio

O primeiro exemplo analisado é o Perfil-L, um exemplo clássico utilizado na oti-

mização estrutural baseada em critérios de tensão, devido à concentração de tensões causada

pelo canto vivo. Os dois principais objetivos do exemplo são: avaliar a eficiência do método

de minimização da norma-P das tensões de von Mises em reduzir o valor da tensão máxima e

avaliar a influência da ordem da norma (expoente P). O valor positivo de P é a ordem da norma,

aumentando o valor do expoente, a Norma-P tende ao valor da tensão máxima. Então, mini-

mizar a norma tende a minimizar o valor da tensão máxima. Como observado por (Verbart et

al., 2017), valores elevados da ordem da norma podem levar a instabilidades numéricas dificul-

tando a convergência, isso ocorre especialmente em locais de concentração de tensões como os

cantos vivos. Por esse motivo duas técnicas foram utilizadas para reduzir os efeitos causados

pelo aumento no valor da ordem da norma, a normalização da sensibilidade, para reduzir as di-

ferenças abruptas entre as tensões de um elemento para outro e o uso de um filtro para suavizar

a topologia. Diversos valores para a ordem da norma foram testados no intuito de avaliar as



72

topologias resultantes e encontrar o máximo valor possível para a ordem da norma no exemplo

do Perfil-L.

A figura 5.1 apresenta a geometria e as condições de contorno do Perfil-L, a es-

pessura do perfil é 1 mm. O carregamento aplicado é uma combinação do peso próprio e de

uma carga fixa de F = -1,9527 kN que corresponde a 100 % do peso próprio do volume inicial

da estrutura. A carga fixa é dividida e aplicada na face superior de três elementos, para evitar

concentração de tensões causadas pela aplicação da carga fixa.

O modelo é composto por uma malha de 25600 elementos quadrangulares, de lados

iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades do material são: módulo de elasticidade

de 210 GPa, coeficiente de Poisson de 0,3 e massa específica de 7800 kg/m3.

Figura 5.1 – Dimensões e condições de contorno do Perfil-L.

Os parâmetros do método BESO utilizados na análise do Perfil-L aplicados tanto na

minimização da compliance quanto na minimização da norma-P das tensões de von Mises são

apresentados na Tabela 5.1.



73

Tabela 5.1 – Parâmetros BESO utilizados na implementação do Perfil-L sujeito à carga devido
ao peso próprio.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 40 %
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 0,3 %
rmin Raio do filtro 0,006 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 4 -
P Ordem da norma (expoente P) de 4 a 7 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada 0,01 %

Para demonstrar os efeitos de incluir o peso próprio foi desenvolvida uma análise

inicial, apresentada na figura 5.2, comparando as topologias considerando e não considerando

o peso próprio.

(a) Topologia sem peso próprio. (b) Topologia considerando o peso próprio.

Figura 5.2 – Perfil-L: Topologias sem considerar o peso próprio e considerando o peso próprio
minimização da norma-P das tensões de von Mises com P = 6.

É possível observar que considerar o peso próprio altera a topologia final, confir-

mando a importância do desenvolvimento de algoritmos considerando as cargas dependentes

devido ao peso próprio.

A figura 5.3 apresenta os resultados da minimização da compliance e da minimi-

zação da norma-P das tensões de von Mises para P = 6, ambas análises considerando o peso

próprio.
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(a) Minimização da compliance. (b) minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 6.

(c) Tensão von Mises - minimização da
compliance.

(d) Tensão von Mises - minimização da
norma-P das tensões de von Mises P =
6.

Figura 5.3 – Perfil-L - Resultados da minimização da compliance e da minimização da norma-P
das tensões de von Mises com P = 6.

A figura 5.4 apresenta a evolução das funções objetivo utilizando o método de mi-

nimização da compliance e minimização da norma-P das tensões de von Mises para P = 6.

(a) Compliance e fração volumétrica. (b) Norma P e fração volumétrica.

Figura 5.4 – Perfil-L - Evolução das funções objetivo obtidas através da minimização da com-
pliance e da minimização da norma-P das tensões de von Mises com P = 6.

Aumentando o valor da ordem da norma (expoente P) a topologia final é significati-

vamente modificada, por esse motivo a função objetivo apresenta um comportamento diferente
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da minimização da compliance. Observando a figura 5.4 (b) é possível notar alguns picos se-

guidos de uma redução no valor da Norma-P.

A figura 5.5 apresenta a evolução da função objetivo destacando as topologias antes

e depois dos picos.

Figura 5.5 – Análise dos picos na evolução da função objetivo.

Na minimização da norma-P das tensões de von Mises, com o aumento do valor

da ordem da norma, as topologias são bastante modificadas ao longo das iterações para reduzir

o valor das tensões e os picos denotam as modificações mais significativas na topologia. Por

exemplo, o primeiro ponto de máximo, que ocorre na iteração 8, refere-se a modificação mais

significativa no início do processo de otimização, isso pode ser observado nas três topologias à

esquerda (na figura 5.5), sendo que o ponto de máximo denota o surgimento de uma porção de

material que foi posteriormente eliminada na iteração 9. Nas iterações 30 e 45, os picos repre-

sentam a quebra das barras destacadas nas topologias acima e abaixo do gráfico apresentado na

figura 5.5. O pico que ocorre na iteração 56 é devido a uma modificação menos significativa,

apresentada nas topologias à direita do gráfico.

Conforme já foi discutido, aumentando o valor da ordem da norma (expoente P), a



76

norma tende ao valor máximo do conjunto, então minimizar a norma das tensões tende a mini-

mizar a tensão máxima da estrutura. Porém existe uma valor máximo para o expoente da norma,

depois do qual a otimização não converge. O Perfil-L foi escolhido para analisar a influência

do expoente da norma devido à concentração de tensões no canto vivo, porque para eliminar

o canto vivo é necessário aumentar o expoente. No intuito de contribuir para a estabilização

do processo e tornar possível um aumento extra no valor de P, foram investigadas algumas al-

ternativas, como por exemplo separar a estrutura em grupos e aplicar diferentes valores para

ordem da norma. Outra alternativa estudada foi a normalização das sensibilidades. Nesse tra-

balho optou-se por utilizar a normalização das sensibilidades, por ser suficiente para aumentar

o valor do expoente da norma eliminando o canto vivo, ser de fácil implementação e não gerar

um aumento significativo no tempo de processamento.

A figura 5.6 apresenta os resultados da minimização da norma-P das tensões de von

Mises com peso próprio, utilizando P = 7, comparando os resultados obtidos sem a normali-

zação das sensibilidade com os resultados obtidos utilizando a estratégia de normalização das

sensibilidades.

(a) Topologia sem normalização. (b) Topologia com normalização.

(c) Tensão de von Mises sem normali-
zação.

(d) Tensão de von Mises com normali-
zação.

Figura 5.6 – Perfil-L minimização da norma-P das tensões de von Mises com e sem a normali-
zação das sensibilidades (P = 7).
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É possível observar que a normalização das sensibilidades permitiu eliminar o canto

vivo. Entretanto, ao aumentar o expoente da norma, as topologias geradas já não possuem

mais contornos suaves. Para suavizar a topologia final é possível aplicar um filtro de pós-

processamento.

A figura 5.7 apresenta um exemplo do uso de um filtro de pós-processamento, uti-

lizado para suavizar os contornos com o objetivo de facilitar a manufatura. O filtro consiste

em primeiramente localizar os elementos do contorno, através da seleção dos elementos cujos

vizinhos são vazios e posteriormente eliminar os elementos do contorno com tensões baixas,

suavizando a estrutura final, para gerar um contorno que facilite a manufatura.

(a) Topologia P = 7. (b) Topologia P = 7 após o filtro.

(c) von Mises P = 7. (d) von Mises P = 7 após o filtro.

Figura 5.7 – Exemplo de aplicação de um filtro de pós processamento (P = 7).

O aumento no valor de P é utilizado para aproximar a função objetivo do valor da

tensão máxima, reduzindo as tensões através de alterações na topologia. A figura 5.8 apresenta

as topologias obtidas na minimização da compliance e na minimização da norma-P das tensões

de von Mises para vários valores do expoente da norma.

Em geral, aumentar o valor do expoente da norma causa também um aumento no

valor da compliance, quando comparado ao valor obtido na otimização tradicional (minimiza-

ção da compliance), ou seja, tende a reduzir a rigidez global da estrutura. Por esse motivo, para

todos os exemplos, além do valor das tensões, é apresentado o valor da compliance, para não
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Figura 5.8 – Topologias para diversos valores do expoente da norma.

perder o foco de que o método permite reduzir o valor da máxima tensão de von Mises, mas a

rigidez da estrutura é um parâmetro que precisa ser verificado na maioria dos projetos. Uma das

vantagens do método é permitir a escolha do expoente da norma, que pode ser utilizado como

uma solução de compromisso entre a máxima tensão de von Mises e a rigidez da estrutura.

A Tabela 5.2 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação do Perfil-

L comparando dois critérios diferentes: minimização da norma-P das tensões de von Mises e

minimização da compliance, sendo que C é a compliance que pode ser definida como a medida

inversa da rigidez global da estrutura (flexibilidade média), τc é a diferença percentual entre

o valor da compliance obtida através do critério de rigidez (minimização da compliance) e

do critério de tensões (minimização da norma-P das tensões de von Mises) e τσ é a diferença

percentual entre as tensões de von Mises.

Tabela 5.2 – Perfil-L sujeito à carga devido ao peso próprio - Comparação entre a minimização
da compliance e a minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Criterio C (N m) τc (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 2,162 ×10−6 - 1,339 -
Tensões P4 2,117 ×10−6 -2,1 1,125 -16,0
Tensões P5 2,147 ×10−6 -0,7 1,001 -25,2
Tensões P6 2,377 ×10−6 9,9 0,949 -29,1
Tensões P7 2,287 ×10−6 5,8 0,962 -28,1
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É possível observar que com o aumento do expoente da norma, o valor da tensão

máxima diminui. Isso ocorre porque quando o expoente P tende ao infinito a norma tende ao

valor máximo do conjunto, no caso a máxima tensão de von Mises. Conforme o expoente da

norma aumenta, minimizar a norma-P das tensões de von Mises tende a minimizar o valor da

tensão máxima. Entretanto ao aumentar o valor do expoente de P = 6 para P = 7 o valor da

máxima tensão de von Mises não se alterou muito; isso ocorreu porque com P = 6 e P = 7

a máxima tensão de von Mises migrou para o ponto de aplicação da carga fixa. É possível

observar também que a minimização da norma-P das tensões de von Mises utilizando P = 7

permitiu eliminar completamente o canto vivo.

Em todos os casos de carregamento a minimização da norma-P das tensões de von

Mises reduz o valor da tensão máxima em relação a minimização da compliance. Então, a

minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo a carga dependente devido ao

peso próprio é eficiente em minimizar a função objetivo reduzindo o valor da tensão máxima.

A Tabela 5.2 mostra que o valor de P pode ser selecionado para reduzir as tensões

controlando o valor da flexibilidade, de acordo com os requisitos de cada projeto. Portanto, uma

das vantagens do método é permitir um equilíbrio entre as tensões e a flexibilidade para cada

problema de engenharia.

5.4 Viga biapoiada com entalhe: minimização da norma-P das tensões de von Mises

incluindo carga dependente devido ao peso próprio

A viga biapoiada é um caso clássico utilizado nas análises de peso próprio e o

entalhe induz a concentração de tensões necessária para avaliar a variação da tensão máxima.

A figura 5.9 apresenta a geometria e as condições de contorno da viga biapoiada

com entalhe, o exemplo consiste em uma viga com duas cargas fixas equidistantes das bordas e

com um entalhe no centro da viga.
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Figura 5.9 – Dimensões e condições de contorno da viga biapoiada com entalhe.

O principal objetivo do exemplo é avaliar a influência da relação entre a carga fixa

e o peso próprio da estrutura, no intuito de comparar as topologias finais e a redução no valor

da tensão máxima. Portanto, três condições de carregamento são avaliadas:

1. Condição de carregamento 1: combina o peso próprio da viga com duas cargas fixas de

-3825,90 kN cada simetricamente aplicadas, cujo somatório corresponde a 100 % do peso

próprio do volume inicial da estrutura. O somatório da carga fixa aplicada é de -7651,80

kN.

2. Condição de carregamento 2: combina o peso próprio da viga com duas cargas fixas de

-1147,77 kN cada simetricamente aplicadas, cujo somatório corresponde a 30 % do peso

próprio do volume inicial da estrutura. Portanto, a carga fixa total aplicada e de -2295,54

kN.

3. Condição de carregamento 3: apenas peso próprio.

Para reduzir a concentração de tensões nos apoios e ser possível observar concen-

tração de tensões no entalhe, a restrição aplicada foi distribuída nos primeiros 20 cm das bordas,

de acordo com a malha adotada, nos três primeiros nós de cada lado da viga. Sendo que apenas

o primeiro nó do lado esquerdo possui restrição nas duas direções.

O modelo é composto por uma malha de 200 × 50 elementos quadrangulares, de

lados iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades do material são: módulo de elasti-

cidade de 200 GPa, coeficiente de Poisson de 0.3 e massa específica de 7800 kg/m3. Os parâ-

metros do método BESO utilizados na análise da viga biapoiada com entalhe são apresentados

na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3 – Parâmetros BESO utilizados na implementação da viga biapoiada com entalhe su-
jeita à carga devido ao peso próprio.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 60 %
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 2 %
rmin Raio do filtro 0,3 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 5 -
P Ordem da norma (expoente P) 4 e 5 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada 0,01 %

A figura 5.10 apresenta os resultados da condição de carregamento 1 utilizando P =

4 e P = 5.

(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 4.

(b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5.

(c) Tensão von Mises P = 4 . (d) Tensão von Mises P = 5 .

Figura 5.10 – Viga biapoiada com entalhe: minimização da norma-P das tensões de von Mises
(Condição de carregamento 1: Peso Próprio e duas cargas fixas cujo somatório
corresponde a 100% do peso próprio inicial).
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A figura 5.11 apresenta os resultados da condição de carregamento 2 utilizando P =

4 e P = 5.

(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 4.

(b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5.

(c) Tensão von Mises P = 4. (d) Tensão von Mises P = 5.

Figura 5.11 – Viga biapoiada com entalhe: minimização da norma-P das tensões de von Mises
(Condição de carregamento 2: Peso Próprio e duas cargas fixas cujo somatório
corresponde a 30% do peso próprio inicial).

Os resultados mostram uma distribuição mais homogênea das tensões com o au-

mento do valor do expoente da norma, para os dois casos de carregamento.

A condição de carregamento 3 apresenta a viga biapoiada com entalhe sujeita ape-

nas ao peso próprio. Quando o carregamento é composto apenas pelo peso próprio é necessário

o uso de uma interpolação de material alternativa. De acordo com (Bruyneel; Duysinx, 2005),

quando a interpolação de material tradicional é aplicada a sensibilidade incluindo as cargas de-

pendentes, o termo devido ao peso próprio tende ao infinito em regiões de baixa densidade.

Por isso no caso de carregamento sujeito apenas ao peso próprio, foi adotado o esquema de

interpolação de material sugerido (Huang; Xie, 2011).

Utilizando o esquema de interpolação de material sugerido por (Huang; Xie, 2011)

o módulo de Young é calculado como:

Ei =
xi

[1 + q (1− xi)]2
E0 (5.30)
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E a massa específica é calculada como:

ρi = xi ρ0 (5.31)

Portanto, a sensibilidade dos elementos, quando só o peso próprio é aplicado torna-

se:

αi =



[
− Vi ρ0 g

(q + 1)
λi f

T
+ λiK0 ui

]
, x = 1;

[
− Vi ρ0 g

(q + 1)
λi f

T
+

1

[1 + q (1− xi)]2
λiK0 ui

]
, x = xmin.

(5.32)

A figura 5.12 apresenta os resultados da condição de carregamento 3, sujeita apenas

ao peso próprio utilizando P = 4 e P = 5, calculada através da equação 5.32.

(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 4.

(b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5.

(c) Tensão von Mises P = 4. (d) Tensão von Mises P = 5.

Figura 5.12 – Viga biapoiada com entalhe: minimização da norma-P das tensões de von Mises
(Condição de carregamento 3: Somente peso próprio).

A respeito da interpolação de material ser utilizada apenas quando o carregamento

é composto somente pelo peso próprio, essa interpolação só foi adotada nesse caso porque para

os outros casos de carregamento foi observado que a interpolação de material tradicional gera

topologias mais suaves e reduz mais o valor da tensão máxima.
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A Tabela 5.4 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação da viga bia-

poiada com entalhe comparando dois critérios diferentes: minimização da norma-P das tensões

de von Mises e minimização da compliance, sendo τc a diferença percentual entre o valor da

compliance obtida através do critério de rigidez (minimização da compliance) e do critério de

tensões (minimização da norma-P das tensões de von Mises) e τσ a diferença percentual entre

as tensões de von Mises.

Tabela 5.4 – Viga biapoiada com entalhe sujeita à carga devido ao peso próprio - Comparação
entre a minimização da compliance e a minimização da norma-P das tensões de
von Mises.

Critério Carga fixa C (N m) τc (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 100% do peso próprio inicial 6,080×103 - 40,496 -
Tensão P4 100% do peso próprio inicial 6,409×103 5,4 31,707 -21,7
Tensão P5 100% do peso próprio inicial 7,109×103 16,9 25,900 -36,0

Compliance 30% do peso próprio inicial 1,610 ×103 - 20,983 -
Tensão P4 30% do peso próprio inicial 1,792×103 11,3 17,055 -18,7
Tensão P5 30% do peso próprio inicial 2,049×103 27,3 14,116 -32,7

Compliance apenas peso próprio 545,547 - 12,062 -
Tensão P4 apenas peso próprio 688,768 26,3 10,336 -14,3
Tensão P5 apenas peso próprio 778,087 42,6 8,746 -27,5

A redução no valor da tensão de von Mises é maior conforme a carga fixa aumenta,

entretanto é possível observar que o valor da tensão máxima reduz em relação a minimização

da compliance para todos os casos de carregamento.

A otimização topológica baseada em critérios de tensão utilizando a Norma P como

parâmetro de agregação permite o aumento do valor do expoente da norma para reduzir o valor

da tensão máxima. Relembrando que isso aumenta o valor da compliance quando comparada a

obtida na minimização da compliance. Em aplicações práticas uma das vantagens do método é

utilizar o expoente da norma como uma decisão de engenharia, de acordo com os requisitos do

projeto.

Os problemas envolvendo minimização da compliance mostraram diferenças sig-

nificativas nas topologias otimizadas ao considerar o peso próprio em comparação com a sim-

plificação de aplicar o mesmo nível de carga através de uma carga fixa. Por esse motivo uma

análise adicional foi desenvolvida para verificar os resultados obtidos utilizando a minimização

da norma-P das tensões de von Mises. Para manter o mesmo nível de carregamento a soma das

cargas fixas é de 100% do peso final da estrutura.
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A figura 5.13 apresenta a viga simplesmente apoiada com um entalhe pré-existente

utilizando o critério de minimização da norma-P das tensões de von Mises com P = 4, com-

parando os resultados entre uma carga fixa equivalente aplicada em dois nós equidistantes das

bordas e considerando apenas o peso próprio da estrutura.

(a) Topologia com carga fixa. (b) Topologia com carga dependente devido ao peso
próprio.

(c) Tensão de von Mises com carga fixa. (d) Tensão de von Mises com carga dependente de-
vido ao peso próprio.

Figura 5.13 – Viga biapoiada com entalhe: comparação entre carga fixa e carga dependente
devido ao peso próprio.

Pode ser observado através da figura 5.13 que considerar o peso próprio na mini-

mização da norma-P das tensões de von Mises altera a topologia final, provando a importância

de desenvolver algoritmos que considerem as cargas dependentes devido ao peso próprio. A

minimização da norma-P das tensões de von Mises com peso próprio gerou uma topologia mais

suave e permitiu reduzir a tensão máxima de 14,70 MPa para 10,37 MPa.
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5.5 Viga em balanço: minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo carga

dependente devido ao peso próprio

O principal objetivo do exemplo é avaliar a influência da variação do volume final,

Vfrac, na topologia e na distribuição das tensões. Portanto, três volumes são analisados: 30%,

40% e 50% do volume inicial.

As dimensões e as condições de contorno da viga em balanço são apresentados

na figura 5.14 e a espessura da viga é 1 mm. A geometria escolhida é a mesma utilizada na

minimização da norma-P das tensões de von Mises com carga fixa apresentada por (Nabaki et

al., 2019).

O carregamento é uma combinação do peso próprio da estrutura com uma carga fixa

F que corresponde a 100% do valor do peso próprio inicial da estrutura F = −1, 5441 N e a

carga fixa foi dividida e aplicada em seis elementos.

Figura 5.14 – Dimensões e condições de contorno da viga em balanço.

O modelo é composto por 5000 elementos, dispostos em uma malha de 100 × 50

elementos quadrangulares, de lados iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades

do material são: módulo de elasticidade de 210 GPa, coeficiente de Poisson de 0,3 e massa

específica de 7870 kg/m3, que correspondem ao aço carbono 1018.

A Tabela 5.5 apresenta os parâmetros BESO utilizados na implementação da viga

em balanço.
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Tabela 5.5 – Parâmetros BESO utilizados na implementação da viga em balanço sujeita à carga
devido ao peso próprio.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 30, 40 e 50 %
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 5 %
rmin Raio do filtro 0,002 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 3 -
P Ordem da norma (expoente P) 4 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada 0,01 %

Para demonstrar os efeitos de incluir o peso próprio, a figura 5.15 apresenta a com-

paração entre a minimização da norma-P das tensões de von Mises da viga em balanço com e

sem considerar o peso próprio. Nessa análise foi utilizado P = 4, a carga fixa é igual a F = 100%

do peso inicial e a fração volumétrica é 40% do volume inicial da estrutura.

(a) Viga em balanço sem considerar o peso próprio da
estrutura.

(b) Viga em balanço considerando o peso próprio da
estrutura.

Figura 5.15 – Comparação entre os resultados da viga em balanço com e sem considerar o peso
próprio da estrutura.

Na análise da viga em balaço também é possível observar que considerar o peso

próprio altera a topologia final da estrutura.
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5.5.1 Viga em balanço: Volume final igual a 30% do volume inicial

A figura 5.16 apresenta as topologias obtidas através da minimização da compliance

e da minimização da norma-P das tensões de von Mises para uma restrição de volume de 30%

do volume inicial.

(a) Topologia: Minimização da compliance. (b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises.

(c) Tensão von Mises: minimização da compliance. (d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises.

Figura 5.16 – Viga em balanço Vfrac = 30%.

Para um volume final igual a 30%, na minimização da norma-P das tensões de von

Mises é possível notar um aumento na espessura das barras no lado direito da estrutura e uma

redução de material no centro.
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A figura 5.17 apresenta as evoluções das funções objetivo. O carregamento é uma

combinação entre o peso próprio e uma carga fixa que corresponde a F = 100% do peso próprio

inicial.

(a) Compliance e fração volumétrica. (b) Norma-P e fração volumétrica.

Figura 5.17 – Viga em balanço: evolução das funções objetivo Vfrac = 30%.

Para o volume final de 30% a evolução das funções objetivo apresentam um com-

portamento semelhante, embora seja possível notar mais picos na minimização da norma-P das

tensões de von Mises, na tentativa de alterar a topologia.
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5.5.2 Viga em balanço: Volume final igual a 40% do volume inicial

A figura 5.18 apresenta os resultados da minimização da compliance e da minimi-

zação da norma-P das tensões de von Mises, para uma restrição de volume de 40% do volume

inicial.

(a) Topologia: Minimização da compliance. (b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises.

(c) Tensão von Mises: minimização da compliance. (d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises.

Figura 5.18 – Viga em balanço Vfrac = 40%.

Comparando as soluções da minimização da compliance e da minimização da norma-

P das tensões de von Mises, observa-se que as diferenças na topologia aumentam conforme o

volume final aumenta.
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A figura 5.19 apresenta as evoluções das funções objetivo. O carregamento é uma

combinação entre o peso próprio e uma carga fixa que corresponde a F = 100% do peso próprio

inicial.

(a) Compliance e fração volumétrica. (b) Norma-P e fração volumétrica.

Figura 5.19 – Viga em balanço: evolução das funções objetivo Vfrac = 40%.

Observando a figura 5.19 é possível notar que na minimização da norma-P das ten-

sões de von Mises a evolução da função objetivo apresenta três picos que representam modi-

ficações significativas na topologia como a quebra de barras. Isso ocorre porque uma fração

volumétrica maior permite que a topologia seja bastante modificada para reduzir o valor da

tensão máxima.

5.5.3 Viga em balanço: Volume final igual a 50% do volume inicial

A figura 5.20 apresenta os resultados da minimização da compliance e da minimi-

zação da norma-P das tensões de von Mises, para uma restrição de volume de 50% do volume

inicial.
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(a) Topologia: Minimização da compliance. (b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises.

(c) Tensão von Mises: minimização da compliance. (d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises.

Figura 5.20 – Viga em balanço Vfrac = 50%.

Os resultados obtidos para um volume final de 50% confirmam que as diferenças na

topologia aumentam conforme o volume final aumenta.

A figura 5.21 apresenta as evoluções das funções objetivo. O carregamento é uma

combinação entre o peso próprio e uma carga fixa que corresponde a F = 100% do peso próprio

inicial.
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(a) Compliance e fração volumétrica. (b) Norma-P e fração volumétrica.

Figura 5.21 – Viga em balanço: evolução das funções objetivo Vfrac = 50%.

Para um fração volumétrica de 50% é possível notar que na minimização da norma-

P das tensões de von Mises a evolução da função objetivo também apresenta picos significativos,

porque a topologia foi bastante modificada.

A Tabela 5.6 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação da viga

em balanço utilizando a minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo o peso

próprio. Sendo τc a diferença percentual entre o valor da compliance obtida através do critério

de rigidez (minimização da compliance) e do critério de tensões (minimização da norma-P das

tensões de von Mises) e τσ a diferença percentual entre as tensões de von Mises.

Tabela 5.6 – Viga em balanço sujeita à carga devido ao peso próprio - Comparação entre a
minimização da compliance e a minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Criterio Vfrac (%) C (N m) τc (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 30 5,559 ×10−7 - 0,519 -
Tensão P4 30 5,669 ×10−7 2,0 0,430 -17,1

Compliance 40 4,283 ×10−7 - 0,461 -
Tensão P4 40 4,361×10−7 1,8 0,341 -26,0

Compliance 50 3,521×10−7 - 0,381 -
Tensão P4 50 3,599×10−7 2,2 0,313 -17,8

É possível observar que na minimização da norma-P das tensões de von Mises o

valor da tensão máxima é menor do que o valor da tensão máxima obtido na minimização da

compliance para todas as frações volumétricas, confirmando a eficiência do método. É possível

observar também que as topologias obtidas através da minimização da norma-P das tensões de
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von Mises geram uma melhor distribuição das tensões ao longo da viga, permitindo um melhor

aproveitamento do material.

De acordo com (Nabaki et al., 2019) a princípio qualquer valor poderia ser utilizado

para o expoente da norma, mas na prática um valor entre 4 e 5 mostrou-se apropriado para a

maioria dos problemas. Na viga em balanço o máximo valor possível para o expoente da norma

foi 4, mas mesmo com esse valor, foi possível obter uma redução significativa no valor da tensão

máxima.

5.6 Comentários gerais sobre a minimização da norma-P das tensões de von Mises in-

cluindo peso próprio

Considerando que a tensão é um dos principais critérios utilizados no dimensiona-

mento estrutural e a carga devido ao peso próprio pode ser significativa em diversos problemas

de engenharia, o desenvolvimento de algoritmos combinando carga dependente devido ao peso

próprio e a minimização da norma-P das tensões de von Mises tem se mostrado importante.

Foi desenvolvida uma análise para explorar a necessidade de desenvolver uma me-

todologia específica para considerar o peso próprio. O exemplo adotado foi a biapoiada com

entalhe. Dois casos de carregamento foram comparados, a viga carregada apenas com o peso

próprio e a viga carregada com duas cargas fixas simetricamente espaçadas cujo valor somado

equivale ao peso próprio da estrutura. A diferença nas topologias comprova a necessidade de

desenvolver metodologias capazes de considerar as cargas dependentes devido ao peso próprio.

Os exemplos abordados nos itens 5.3, 5.4 e 5.5 representam os casos clássicos de

concentração de tensões apresentados na literatura. Portanto, foram desenvolvidos diversos

testes com exemplos representativos para verificar e explorar a proposta e em todos os casos, o

nível de tensões foi significativamente reduzido. O exemplo abordado no item 5.3 apresenta o

Perfil-L e avalia a influência do fator P da norma. O exemplo abordado no item 5.4 apresenta

a viga biapoiada com entalhe e avalia a variação na combinação de carregamento (carga fixa e

peso próprio) e o exemplo abordado no item 5.5 apresenta a viga em balanço e avalia a variação

da fração volumétrica.

Observou-se que os valores do expoente da norma adotados foram suficientes para

limitar o nível de tensões e que em problemas práticos, o valor do expoente da norma pode ser

utilizado como uma decisão de engenharia, de acordo com os requisitos de cada projeto.
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6 MINIMIZAÇÃO DA NORMA-P DAS TENSÕES DE VON MISES

COM CARGA DEPENDENTE DEVIDO À PRESSÃO

A tensão é um dos principais critérios do projeto estrutural e as cargas de superfície

estão presentes em diversas aplicações aeronáuticas, aeroespaciais e mecânicas. Os três prin-

cipais desafios da otimização estrutural baseada nos critérios de tensão são: a natureza local

das tensões que resulta em um grande número de restrições, a singularidade que faz com que

os elementos com baixa densidade e tensões elevadas não sejam removidos pelo algoritmo e

a não linearidade em relação ao valor das tensões. Para solucionar o problema relacionado ao

grande número de restrições, foi utilizada a Norma-P como função de agregação, transformando

a tensão nos elementos em uma medida global. O problema de singularidade foi naturalmente

resolvido por se tratar de um método discreto. O comportamento não linear das tensões foi

reduzido utilizando a normalização das sensibilidades, que permitiu o uso de um valor maior

para a ordem da norma (expoente P) suavizando o canto vivo.

Ao considerar as cargas de superfície outros dois desafios são introduzidos, um

está relacionado a variação das cargas em termos de ponto de aplicação e direção, o outro está

relacionado a sensibilidade dos elementos carregados.

Como as cargas dependentes podem variar em intensidade, local e direção, um dos

principais desafios relacionados à implementação das cargas de superfície é a localização no

contorno. A figura 6.1 apresenta uma ilustração da distribuição das cargas nas faces dos ele-

mentos com a evolução da topologia.
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Figura 6.1 – Ilustração das cargas de superfície durante o processo de otimização.

Para resolver esse desafio além do vetor da variável de projeto, que identifica se o

elemento é solido ou vazio, foi criado um outro vetor que identifica se o elemento pertence ao

contorno de aplicação de carga. A direção da carga é obtida em função dos elementos vazios

vizinhos aos elementos carregados.

Adicionalmente, o termo de carga introduz desafios no critério de remoção dos

elementos carregados, porque algumas condições de contorno fazem com que os elementos

carregados sejam constantemente removidos nas primeiras iterações (nas regiões onde o deslo-

camento é elevado) comprometendo o processo de otimização.

A figura 6.1 apresenta a remoção dos elementos carregados nas primeiras iterações,

comprometendo o processo de otimização da viga biapoiada.

Em 2005, Yang et al. apresentaram um trabalho incluindo cargas de superfície na

minimização da compliance, no qual os autores propuseram o cálculo de dois números de sensi-

bilidade ordenados e usados separadamente para os critérios de adição e remoção de elementos,

um incluindo o termo devido à carga dependente e o outro sem considerar o termo de carga. A

mesma solução foi utilizada no presente trabalho.
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Figura 6.2 – Sensibilidade utilizando um único critério para adição e remoção de elementos
(Viga biapoiada).

6.1 Proposta de minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo carga de-

pendente devido a pressão

O problema pode ser formulado como:

Minimizar : σPN =

(
n∑
i=1

(σvmi )P
) 1
P

(6.1a)

Sujeito a : V ∗ −
n∑
i=1

Vi xi = 0, (6.1b)

Ku = f (6.1c)

sendo : xi = xmin ou 1. (6.1d)

sendo que σPN é função de agregação (norma-P das tensões de von Mises), P é a ordem da

norma e n é o número de elementos. Vi é o volume do elemento e V ∗ é o volume prescrito

(volume final da estrutura). A variável de projeto binária, xi, representa a pseudo-densidade

do elemento, sendo o valor mínimo que denota os elementos vazios, xmin, igual a 0,001. Os

vetores das forças externas e dos deslocamentos são respectivamente f e u e a matriz de rigidez

global éK.
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6.1.1 Análise da sensibilidade

Relembrando que, na minimização da norma-P das tensões de von Mises, a sensi-

bilidade é obtida através da derivada da função objetivo, que no caso é a norma-P das tensões

de von Mises, em relação a variável de projeto xi e é obtida através da regra da cadeia:

∂σPN

∂xi
=
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
∂σi
∂xi

(6.2)

O desenvolvimento dos três termos que compõem a variação da norma-P das tensões

de von Mises em relação a variável de projeto é semelhante ao apresentado no item 5.2.1.

No caso das cargas de superfície, o critério de adição e remoção de elementos é feito

utilizando dois números de sensibilidade. O primeiro é obtido sem considerar o termo devido à

carga de superfície, portanto:

αi = −
[
∂σPN

∂xi

]
=

[
λi

(
∂K

∂xi
u

)]
(6.3)

sendo que λi é o vetor da variável adjunta do elemento i .

O segundo número de sensibilidade é obtido considerando o termo carga de super-

fície, portanto:

αi = −
[
∂σPN

∂xi

]
= −

[
λi

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
u

)]
(6.4)

Definindo a variável adjunta como:

λ =
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
D0BiK

−1 (6.5)

Obtida utilizando o método de elementos finitos para resolver o sistema:

Kλ =
∂σPN

∂σvmi

(
∂σvmi
∂σi

)T
BiD0 (6.6)

sendo que o lado direito da equação 6.6 é montado de forma semelhante ao vetor de carga

calculado na análise por elementos finitos.
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6.1.2 Obtenção do termo de carga

A variação no vetor de carga do elemento devido à aplicação da carga de superfície

é calculado como:

∂fi
∂xi

=
1

2
q0Af

T
(6.7)

sendo que f é o vetor localizador que identifica os graus de liberdade onde a carga é aplicada, A

é a área da superfície e q0 é a magnitude da carga. Sendo que a orientação (positiva ou negativa)

das componentes do vetor localizador segue a mesma orientação do vetor de força global da

análise por elementos finitos.

No intuito de verificar se um elemento removido deve retornar, quando um elemento

carregado é removido, o vetor localizador é calculado como a variação da carga de superfície

causada pela remoção do elemento carregado. Portanto, o vetor localizador dos elementos que

foram retirados na última iteração torna-se:

f = ∆f = {f(ite) − f(ite−1)} (6.8)

sendo que f(ite) e f(ite−1) são respectivamente o vetor localizador da iteração atual e da iteração

anterior.

A figura 6.3 apresenta uma ilustração do cálculo de ∆f , quando o elemento só-

lido Si é removido tornando-se o elemento vazio Vi. Para a condição de carregamento apre-

sentada na figura 6.3, o vetor localizador do elemento removido Vi torna-se f = ∆f =

{−1,−1, 1,−1, 1, 1,−1, 1}.
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Figura 6.3 – Ilustração do cálculo de ∆f .

6.1.3 Critério de remoção e adição de elementos

O presente trabalho adota a mesma estratégia utilizada por (Yang et al., 2005) ba-

seada no cálculo de dois números de sensibilidade utilizando as equações 6.3 and 6.4.

A adição ou remoção de elementos não afeta o vetor de carga dos elementos não

carregados. Portanto, a sensibilidade dos elementos não carregados é calculada sem o termo

devido à carga dependente, utilizando a equação 6.3.

Para os elementos carregados, duas sensibilidades são calculadas, uma conside-

rando o termo devido à carga dependente (utilizando a equação 6.4) e outra sem considerar a

carga dependente (utilizando a equação 6.3).

As duas sensibilidades são calculadas e ordenadas separadamente. A sensibilidade

ordenada sem incluir o termo de carga (equação 6.3) é utilizada no critério de remoção e a sen-

sibilidade ordenada incluindo o termo de carga (equação 6.4) é utilizada no critério de adição.

Se um elemento é elegível para remoção (utilizando a equação 6.3) mas é também elegível para

adição (utilizando a equação 6.4) é adotada a operação de adição, esta seleção também está de

acordo com o trabalho de (Yang et al., 2005).
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6.1.4 Procedimentos utilizados no método BESO na minimização da norma-P das tensões de

von Mises

O filtro numérico utilizado na minimização da norma-P das tensões de von Mises

incluindo carga dependente é o mesmo utilizado na minimização das tensões co carga depen-

dente devido ao peso próprio.

Para estabilizar o processo, duas estratégias são aplicadas, a normalização das sen-

sibilidades e o cálculo da média histórica. A normalização segue a proposta de (Zhou et al.,

2021), no qual o método de escala Mínimo-Máximo é utilizado para normalizar as sensibilida-

des:

N (αi) =
αi − (αimin)

(αimax)− (αimin)
(6.9)

sendo que N (αi) é o vetor das sensibilidades normalizado. αi é o vetor inicial das sensibilida-

des e αimax e αimin são respectivamente os valores máximos e mínimos.

Posteriormente é calculada a média histórica, utilizando a informação da iteração

atual e da última iteração:

αi =
1

2
(αi,k + αi,k−1) (6.10)

sendo que k e k − 1 são respectivamente a iteração atual e última iteração.

Como a adição e remoção de elementos é realizada utilizando critérios diferentes,

sendo que quando o elemento é elegível para adição e remoção é adotada a operação de adição,

o volume da iteração atual, Vk, é verificado antes do cálculo do volume da próxima iteração. O

volume da próxima iteração é calculado como:

Vk+1 = max {V ∗, Vk(1− ER)} (6.11)

sendo que Vk+1 é o volume da próxima iteração e ER é a razão de evolução, responsável por

controlar a porcentagem de volume entre as iterações.

Na minimização da norma-P das tensões de von Mises o critério de parada é calcu-

lado em função da máxima tensão de von Mises:

erroglobal =

∑N
i=1(σmax,k−i+1 − σmax,k−N−i+1)∑N

i=1(σmax,k−i+1)
≤ τ (6.12)
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sendo que N é o número de iterações utilizado no cálculo do erro, σmax é a máxima tensão de

von Mises e τ é a precisão do critério de parada do algoritmo. A análise por elementos finitos e

o processo de adição e remoção de elementos é repetida, até que o critério de convergência seja

alcançado.

6.2 Viga biapoiada: minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo carga

dependente devido à pressão

O primeiro exemplo é a viga biapoiada sujeita a carga de pressão distribuída. Os

objetivos principais do exemplo são: comparar a carga de pressão dependente com uma carga

de pressão fixa de mesma intensidade e avaliar a proposta de normalização das sensibilidades.

O exemplo também verifica a evolução da topologia com o aumento do expoente da norma,

para isso diversos valores de P foram testados.

A viga biapoiada apresenta inicialmente uma carga de pressão de q0 = 8× 106 N/m2

uniformemente distribuída aplicada na face superior da viga, com a evolução da otimização a

carga é distribuída ao longo das faces dos elementos carregados. Para reduzir a concentração de

tensões nos apoios, a restrição é aplicada nos três primeiros nós de cada lado da viga, sendo que

apenas o primeiro nó do lado esquerdo é fixo. A figura 6.4 apresenta a geometria e as condições

de contorno da viga biapoiada sujeita a carga de superfície, a espessura da viga é 1 m.

Figura 6.4 – Ilustração da viga biapoiada sujeita a carga de superfície.

O modelo é composto por uma malha de 200 × 50 elementos quadrangulares, de

lados iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades do material são: módulo de elasti-

cidade de 210 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3.
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Os parâmetros do método BESO utilizados na análise da viga biapoiada sujeita a

carga de superfície são apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 – Parâmetros BESO utilizados na implementação da viga biapoiada sujeita a carga
de superfície.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 50 %
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 2 %
rmin Raio do filtro 0,3 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 5 -
P Ordem da norma (expoente P) 4 a 7 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada até P = 5 0,1 %
τ Precisão do critério de parada P = 6 e P = 7 0,01 %

A figura 6.5 apresenta a aplicação da carga de pressão fixa e da carga de pressão

dependente para P = 4.

(a) Aplicação da carga fixa. (b) Aplicação da carga dependente.

Figura 6.5 – Viga biapoiada: aplicação das cargas fixa e dependente com P = 4.

A figura 6.6 apresenta a comparação entre as topologias obtidas considerando a

carga de pressão dependente e a carga de pressão fixa de mesma magnitude, para P = 4 .

(a) Topologia da carga fixa. (b) Topologia da carga dependente.

(c) Tensão von Mises carga fixa. (d) Tensão von Mises carga dependente.

Figura 6.6 – Comparação entre as cargas de pressão fixa e dependente P = 4.
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Através da diferença nas topologias apresentadas na figura 6.6 é possível verificar a

importância de desenvolver algoritmos considerando as cargas dependentes.

A segunda análise apresenta a avaliação da estratégia de normalização das sensibili-

dades. A figura 6.7 apresenta os resultados obtidos com e sem a normalização das sensibilidades

para P = 6.

(a) Topologia sem normalização. (b) Topologia com normalização.

(c) Tensão von Mises sem normalização. (d) Tensão von Mises com normalização.

Figura 6.7 – Comparação entre as topologias com e sem utilizar o processo de normalização
das sensibilidades para P = 6.

Observando a figura 6.7 é possível verificar que a normalização das tensões gerou

uma topologia mais suave.

A figura 6.8 apresenta os resultados da minimização da compliance utilizando a

técnica de normalização das sensibilidades para a posterior comparação dos resultados com a

minimização da norma-P das tensões de von Mises.

(a) Topologia: minimização da compliance. (b) Tensão de von Mises: minimização da
norma-P das tensões de von Mises.

Figura 6.8 – Viga biapoiada: minimização da compliance e minimização da norma-P das ten-
sões de von Mises com carga de pressão.

A figura 6.9 apresenta os resultados obtidos através da minimização da norma-P das

tensões de von Mises para P = 5 e P = 6.
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(a) Topologia: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 5.

(b) Tensão von Mises: minimização da norma-
P das tensões de von Mises P = 5.

(c) Topologia: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 6.

(d) Tensão von Mises: minimização da norma-
P das tensões de von Mises P = 6.

Figura 6.9 – Viga biapoiada - minimização da norma-P das tensões de von Mises com carga de
pressão para P = 5 e P = 6.

A tabela 6.2 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação da viga bia-

poiada com carga de pressão comparando dois critérios: minimização da norma-P das tensões

de von Mises e minimização da compliance. Sendo C a compliance, τc a diferença percentual

entre o valor da compliance obtida através do critério de rigidez (minimização da compliance)

e do critério de tensões (minimização da norma-P das tensões de von Mises) e σmax a máxima

tensão de von Mises e τσ é a diferença percentual entre as tensões de von Mises.

Tabela 6.2 – Viga biapoiada sujeita à carga de pressão - Comparação entre a minimização da
compliance e a minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Critério C (Nm) τc (%) σmax (MPa) τσ

Compliance 1,449 ×106 - 366,27 -

Tensão P4 1,478 ×106 2,0 331,41 -9,5
Tensão P5 1,607 ×106 10,9 311,01 -15,1
Tensão P6 1,742 ×106 20,2 297,00 -18,9

A normalização das sensibilidades contribuiu para a estabilização do processo de

otimização permitindo o aumento do valor do expoente da norma gerando topologias mais sua-

ves até o valor de P = 6, reduzindo a tensão máxima em até 18,9 %.

A normalização das tensões também permitiu o uso do valor 7 para o expoente da

norma. A figura 6.10 apresenta os resultados obtidos através da minimização da norma-P das

tensões de von Mises para P = 7.
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(a) Topologia: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 7.

(b) Tensão von Mises: minimização da norma-
P das tensões de von Mises P = 7.

(c) Norma-P e fração volumétrica.

Figura 6.10 – Viga biapoiada: minimização da norma-P das tensões de von Mises com carga de
pressão para P = 7.

A Tabela 6.3 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação da viga

biapoiada para a minimização da compliance e para a minimização da norma-P das tensões de

von Mises com P = 6 e P = 7.

Tabela 6.3 – Resultados da viga biapoiada sujeita a carga de pressão para P = 6 e P = 7.

Critério C (Nm) τc (%) σmax (MPa) τσ

Compliance 1,449 ×106 - 366,27 -
Tensão P6 1,742 ×106 20,2 297,00 -18,9
Tensão P7 2,154 ×106 48,7 290,69 -20,6

A figura 6.10 mostra que é possível o uso do valor 7 para o expoente da norma,

entretanto como pode ser observado para P = 6 a topologia é mais suave. Comparando os

resultados com P = 6 e P = 7 a redução na tensão máxima varia de 18,9 % para 20,6 e a

flexibilidade aumenta de 20,2% para 48,7%. Esse comportamento foi observado também por

(Nabaki et al., 2019) e (Le et al., 2010) os quais concluíram que a princípio qualquer valor

pode ser utilizado para o expoente da norma, entretanto ao aumentar o valor de P muitos ótimos

locais podem ser introduzidos, convergindo para um ótimo local com uma redução pequena na
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tensão máxima e um aumento grande na flexibilidade. Portanto, pode ser observado que P = 6

mostrou-se mais apropriado para o caso da viga biapoiada sujeita a carga de pressão.

6.3 Problema do pistão: minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo

carga dependente devido à pressão

O segundo exemplo é o problema do pistão, um caso clássico de carga de pressão;

o exemplo é semelhante ao explorado por (Lee et al., 2012). O principal objetivo do exemplo é

avaliar a eficiência em reduzir as tensões, mesmo quando a concentração de tensões é causada

exclusivamente pela restrição de fixação na base do pistão. O exemplo também verifica a pos-

sibilidade do uso de números decimais para o valor do expoente da norma. Para avaliar o uso

de números decimais, três valores foram testados: P = 3,5; P = 4,5 e P = 5,5. Para avaliar a

estabilidade da solução, foram testados também três valores para a fração volumétrica.

A figura 6.11 apresenta o problema do pistão. Inicialmente é aplicada uma carga

uniformemente distribuída na face superior do pistão, com a evolução da otimização, a carga

é distribuída ao longo das faces dos elementos carregados. A pressão aplicada é q0 = 1 ×

106 N/m2. Para reduzir a concentração de tensões devido às condições de contorno, o apoio é

distribuído nos cinco nós centrais.

Figura 6.11 – Ilustração do Problema do pistão sujeito a carga de superfície.

O modelo é composto por uma malha de 300 × 100 elementos quadrangulares,

de lados iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades do material são: módulo de

elasticidade de 200 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3.
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A Tabela 6.4 apresenta os parâmetros do método BESO para o exemplo do Pistão,

utilizados na minimização da norma-P das tensões de von Mises e na minimização da compli-

ance.

Tabela 6.4 – Parâmetros BESO utilizados no exemplo do Pistão sujeito a carga de superfície.

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Vfrac Fração do volume inicial 30 %
ER Razão de evolução 2,5 %

ARmax Máxima razão de admissão 2,5 %
rmin Raio do filtro 0,08 m

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 5 -
P Ordem da norma (expoente P) 3,5 a 5,69 -

xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001 -
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5 -
τ Precisão do critério de parada 0,1 %

As figuras 6.12 e 6.13 apresentam respectivamente a aplicação das cargas e a com-

paração entre a minimização da compliance e a minimização da norma-P das tensões de von

Mises para P = 3,5.

(a) Aplicação da carga: minimização da compliance. (b) Aplicação da carga: minimização da das tensões
P = 3,5.

Figura 6.12 – Problema do Pistão - aplicação da carga para P = 3,5.
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(a) Topologia: minimização da compliance. (b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 3,5.

(c) Tensão von Mises: minimização da compliance. (d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 3,5.

(e) Compliance e fração volumétrica. (f) Norma-P e fração volumétrica.

Figura 6.13 – Problema do Pistão - resultados da minimização da compliance e da minimização
da norma-P das tensões de von Mises para P = 3,5.

A figura 6.14 apresenta o problema do pistão aplicando a minimização da norma-P

das tensões de von Mises para P = 4,5 e P = 5,5.
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(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 4,5.

(b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5,5.

(c) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 4,5.

(d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 5,5.

Figura 6.14 – Problema do Pistão - resultados da minimização da norma-P das tensões de von
Mises para P = 4,5 e P = 5,5.

Os resultados demonstram que números decimais também podem ser utilizados para

a ordem na norma (expoente P).

A Tabela 6.5 apresenta os resultados da análise do problema do pistão comparando

os critérios de minimização da norma-P das tensões de von Mises e minimização da compliance.

Sendo τc a diferença percentual entre o valor da compliance obtida através do critério de rigidez

(minimização da compliance) e do critério de tensões (minimização da norma-P das tensões de

von Mises) e τσ a diferença percentual entre as tensões de von Mises.
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Tabela 6.5 – Pistão sujeito à carga de pressão - Comparação entre a minimização da compliance
e a minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Critério C (Nm) τc (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 896,929 - 72,219 -
Tensão P = 3,5 903,540 0,7 69,710 -3,5
Tensão P = 4,5 949,864 5,8 66,494 -7,9
Tensão P = 5,5 972,227 8,3 60,830 -15,8

Como esperado, aumentando o valor de P a tensão máxima reduz e a compliance

aumenta. A adoção de valores decimais permitiu elevar o expoente da norma até o valor de

5.5 alcançando uma redução ainda maior no valor da tensão máxima. A redução no valor da

tensão máxima obtida no problema do pistão é menor do que a observada no exemplo da viga

biapoiada, devido à restrição na base do pistão. Entretanto, as topologias apresentam resulta-

dos significativos, como o apresentado na figura 6.14 (d), mostrando que estruturas menores e

com barras laterais mais espessas também são uma solução na obtenção de uma estrutura mais

resistente.

No problema do pistão, o máximo valor inteiro para a ordem da norma com o qual

a otimização converge é cinco. No intuito de avaliar o máximo valor com duas casas decimais

para a ordem da norma e a evolução da topologias ao elevar o valor do expoente, a figura 6.15

apresenta os resultados para P = 5.65 e P = 5.69. O último valor, com duas casas decimais, para

o qual a otimização converge é P = 5.69.
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(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5,65.

(b) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises P = 5,69.

(c) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 5,65.

(d) Tensão von Mises: minimização da norma-P das
tensões de von Mises P = 5,69.

Figura 6.15 – Problema do Pistão - resultados da minimização da norma-P das tensões de von
Mises para P = 5,65 e P = 5,69.

A figura 6.15 confirma a tendência de gerar topologias reduzindo o número de bar-

ras, aumentando a espessura das mesmas, como uma solução para reduzir o valor da tensão

máxima.

Para verificar a convergência do método foi desenvolvida uma análise variando a

fração volumétrica, parâmetro que determina o volume final da estrutura. A figura 6.16 apre-

senta as topologias obtidas variando a fração volumétrica, utilizando P = 4,5.

A Tabela 6.6 apresenta os valores da máxima tensão de von Mises para as três

frações volumétricas avaliadas, sendo σmax a máxima tensão de von Mises.
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(a) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises Vfrac = 30.

(b) Tensão von Mises: minimização da das tensões
Vfrac = 30.

(c) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises Vfrac = 25.

(d) Tensão von Mises: minimização da das tensões
Vfrac = 25.

(e) Topologia: minimização da norma-P das tensões
de von Mises Vfrac = 20.

(f) Tensão von Mises: minimização da das tensões
Vfrac = 20.

Figura 6.16 – Problema do pistão comparando três frações volumétricas (P = 4,5).

Tabela 6.6 – Resultados do problema do pistão para três frações volumétricas.

Fração volumétrica σmax (MPa)

30 % 66,14

25 % 66,44

20 % 66,15



114

Os resultados mostram que foi possível reduzir o volume estrutural em até 20% do

volume inicial da estrutura, mantendo os níveis de tensão obtidos com 30% do volume inicial.

O nível de tensão permanece o mesmo porque embora a espessura das barras diminua com a

redução da fração volumétrica, a tensão máxima está localizada no apoio central.

6.4 Perfil-L: minimização da norma-P das tensões de von Mises incluindo carga depen-

dente devido à pressão

O terceiro exemplo selecionado é o Perfil-L, um exemplo clássico de minimização

da norma-P das tensões de von Mises devido ao canto vivo. O principal objetivo do exemplo é

investigar se a estratégia de normalização das tensões é eficiente em eliminar o canto vivo.

A condição de carregamento é a combinação de uma carga fixa vertical e uma

pressão distribuída aplicada no lado direito do Perfil-L, as cargas são: q0 = −5 × 105 N/m2

e F = −400 N. As dimensões e as condições de contorno do Perfil-L são apresentados na

figura 6.17, a espessura do perfil é 1 mm.

Figura 6.17 – Ilustração do Perfil-L sujeito a carga de superfície.

O modelo é composto por uma malha de 25600 elementos quadrangulares, de lados

iguais, com quatro nós por elemento. As propriedades do material são: Módulo de elastici-

dade de 200 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3. O exemplo é resolvido para duas soluções:

minimização da compliance e minimização da norma-P das tensões de von Mises.



115

A Tabela 6.7 apresenta os parâmetros do método BESO utilizados na análise do

perfil-L sujeito à combinação de uma carga fixa com uma carga de superfície, utilizado nas

soluções de minimização da compliance e minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Tabela 6.7 – Parâmetros BESO utilizados na implementação do Perfil-L sujeito à carga de su-
perfície.

Parâmetro Descrição Valor

Vfrac Fração do volume inicial 40 %
ER Razão de evolução 2 %

ARmax Máxima razão de admissão 2 %

rmin Raio do filtro 0,006 m
xmin Valor mínimo da variável de projeto 0,001

q Fator de penalização do modelo de interpolação de material 4
P Ordem da norma (expoente P) 5 a 7
N Número de iterações utilizado no cálculo do erro 5
τ Precisão do critério de parada 0,01 %

A figura 6.18 apresenta a comparação entre a minimização da compliance e a mini-

mização da norma-P das tensões de von Mises do Perfil-L para P = 6. As figuras 6.18(e) and

6.18(f) apresentam a evolução das funções objetivo.
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(a) Topologia: minimização da Compliance. (b) Topologia: minimização da norma-P das
tensões de von Mises.

(c) Tensão von Mises: minimização da Com-
pliance.

(d) Tensão von Mises: minimização da norma-
P das tensões de von Mises.

(e) Compliance e fração volumétrica. (f) Norma-P e fração volumétrica

Figura 6.18 – Perfil-L sujeito a carga de superfície - minimização da compliance e minimização
da norma-P das tensões de von Mises com P = 6.
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A figura 6.18 mostra que a minimização da norma-P das tensões de von Mises com

P = 6 modifica a topologia, para minimizar a Norma-P e reduzir as tensões. Portanto, as funções

objetivo tem um comportamento diferente.

Aumentando a ordem da norma os locais de concentração de tensão variam muito

de uma iteração para outra. Por esse motivo, alguns autores utilizam técnicas para lidar com

o problema; um exemplo são os filtros de topologia ao longo das iterações como os utilizados

nos trabalhos de (Xia et al., 2018) e (Le et al., 2010), que também têm a função de suavizar a

topologia final.

A figura 6.19 apresenta em vermelho a aplicação da carga dependente para o exem-

plo do Perfil-L para P = 7.

Figura 6.19 – Elementos carregados na análise do Perfil-L (P = 7).

O presente trabalho utiliza a técnica de normalização de sensibilidades com a função

de contribuir para a estabilização do processo de otimização e permitir alcançar valores de P

maiores; o processo permitiu utilizar P = 7.

Adicionalmente, um filtro de pós-processamento, para suavizar a topologia final, foi

aplicado ao Perfil-L na análise utilizando P = 7. A figura 6.20 apresenta as topologias do Perfil-

L na minimização da norma-P das tensões de von Mises sujeito a carga dependente devido à

pressão, antes e depois do uso do filtro de pós-processamento.
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(a) Topologia original. (b) Topologia depois do pós-processado.

(c) Tensão de von Mises. (d) Tensão de von Mises depois do pós- pro-
cessado.

Figura 6.20 – Perfil-L sujeito a carga de superfície antes e depois do pós processamento P = 7.

A Tabela 6.8 apresenta um resumo dos resultados obtidos na simulação do Perfil-L

sujeito a carga de superfície comparando a minimização da norma-P das tensões de von Mises

com a minimização da compliance. Sendo que τc é a diferença percentual entre o valor da

compliance obtida através do critério de rigidez (minimização da compliance) e do critério de

tensões (minimização da norma-P das tensões de von Mises) e τσ é a diferença percentual entre

as tensões de von Mises.
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Tabela 6.8 – Perfil-L sujeito à carga de pressão - Comparação entre a minimização da compli-
ance e a minimização da norma-P das tensões de von Mises.

Critério C (Nm) τc (%) σmax (MPa) τσ (%)

Compliance 0,168 - 244,088 -
Tensões P = 5 0,154 -8,6 190,161 -22,1
Tensões P = 6 0,166 -1,3 191,179 -21,7
Tensões P = 7 0,169 0,6 189,180 -22,5

Os resultados mostram que o método de minimização da norma-P das tensões de

von Mises é eficiente em reduzir o valor da tensão máxima. A normalização da sensibilidade

permitiu o uso do expoente P = 7, tornando possível a eliminação do canto vivo. Para obter uma

topologia final mais suave, foi implementado um filtro de pós-processamento.

O filtro consiste primeiramente em localizar os elementos do contorno, através da

seleção dos elementos cujos vizinhos são vazios. Posteriormente, o filtro elimina os elemen-

tos do contorno com tensões baixas, suavizando a estrutura final, para gerar um contorno que

facilite a manufatura.

A minimização da norma-P das tensões de von Mises distribuiu as tensões na região

próxima ao canto vivo alterando o local da tensão máxima, do canto vivo para o local onde a

carga fixa é aplicada. Por esse motivo, o valor da tensão máxima quase não sofreu alteração de P

= 5 para P = 7. A minimização da norma-P das tensões de von Mises com P = 7 eliminou o canto

vivo, com uma redução de 22% na tensão máxima em relação a minimização da compliance.
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7 CONCLUSÕES GERAIS

As cargas de superfície devido à pressão são parte integrante da maioria dos pro-

jetos em engenharia aeronáutica, aeroespacial e mecânica. As cargas de corpo devido ao peso

próprio são o principal carregamento em estruturas de grande porte na engenharia civil, como

edifícios, pontes e viadutos. Portanto, o desenvolvimento de métodos contemplando as cargas

dependentes sempre foi de grande interesse na otimização estrutural. Associado ao fato dos cri-

térios de tensão serem um dos principais requisitos dos projetos estruturais, o desenvolvimento

de propostas combinando critérios de tensão com cargas dependentes tornou-se um importante

ramo da otimização topológica.

O foco principal do trabalho foi desenvolver a proposta de considerar as cargas

dependentes para um critério de tensão, através de uma análise consistente utilizando o método

adjunto. Ao longo do desenvolvimento, foram investigadas estratégias de melhorias, capazes

de ampliar a capacidade do método de minimização da norma-P das tensões de von Mises, para

reduzir o valor da tensão máxima e lidar com cantos vivos.

Seis exemplos numéricos clássicos foram investigados para validar a convergência

do algoritmo e a eficiência do método. Os resultados mostram que a minimização da norma-

P das tensões de von Mises incluindo carga dependente é eficiente em minimizar a função

objetivo, reduzindo o valor da tensão máxima em todos os exemplos analisados.

Através da análise da viga biapoiada, com e sem entalhe, foi possível observar que

a normalização das sensibilidades contribuiu para a estabilização do processo de otimização

permitindo o aumento do valor do expoente da norma gerando topologias mais suaves e com

uma melhor distribuição das tensões. No Perfil-L os resultados mostram que a normalização da

sensibilidade tornou possível a eliminação do canto vivo para os dois tipos de carga dependente

(carga de corpo e carga de superfície) também permitindo uma melhor distribuição das tensões

ao longo da estrutura.

O problema do pistão e a viga em balanço mostraram que o método é eficiente em

reduzir o valor da tensão máxima até mesmo quando a concentração de tensão é causada apenas

pela restrição. Na viga em balanço é possível observar também que o método permite uma

melhor distribuição da tensão ao longo da viga.

A recente investigação do uso de números decimais para o valor do expoente da
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norma e a normalização da sensibilidade permitiu explorar valores para a ordem da norma

maiores do que os apresentados nos trabalhos iniciais em minimização da norma-P das tensões

de von Mises com carga fixa utilizando o método BESO.

O estudo demonstrou que o valor máximo para a ordem da norma pode variar de um

exemplo para outro. Também é possível concluir que uma das vantagens do método é permitir a

utilização da ordem da norma como uma solução de compromisso entre a tensão máxima obtida

e a flexibilidade, de acordo com os requisitos de cada projeto.

7.1 Sugestões para trabalhos futuros

• Desenvolver uma proposta utilizando o método BESO baseada na minimização de vo-

lume com restrição de tensão (inverter a função objetivo com a restrição).

• Associar o BESO aplicado a minimização da norma-P das tensões de von Mises a um

software comercial de elementos finitos, estendendo a geração de malha e análise estru-

tural à geometrias mais complexas.

• Aplicar a proposta de minimização da norma-P das tensões de von Mises em diferentes

problemas envolvendo cargas dependentes, como por exemplo análises térmicas.

• Implementar a metodologia apresentada utilizando uma linguagem de programação que

permita o processamento de uma malha mais refinada.

• Implementar a metodologia apresentada utilizando uma linguagem de programação que

permita o processamento de uma malha com mais graus de liberdade, para a análise de

estruturas 3D.
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