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Resumo

Esta tese é dedicada ao estudo de conjuntos de invariantes separadores minimais da algebra
de invariantes de matrizes nilpotentes 3 x 3, bem como da algebra de semi-invariantes de
matrizes 2x 2. Baseados em conjuntos geradores destas algebras, construimos explicitamente
conjuntos separadores minimais para a algebra de invariantes de matrizes nilpotentes
O(n,m) para o caso n = m = 3, como também estabelecemos limitagoes para o grau
méximo de qualquer conjunto separador minimal da algebra O(n,m), quando n = 3 e
d > 3. Além disso, obtivemos uma descricdo de um conjunto separador minimal para a
algebra de semi-invariantes de matrizes Sz 2)(m,p, q), quaisquer que sejam m,p,q € N

nao todos nulos.

Palavras-chave: teoria dos invariantes, invariantes de matrizes, semi-invariantes de

matrizes, invariantes separadores.



Abstract

This thesis is dedicated to the study of minimal separating invariant sets of the nilpotent
matrix invariant algebras 3 x 3, as well as the matrix semi-invariant algebra 2 x 2. Based
on generator sets of these algebras, we explicitly construct minimal separating sets for
the invariant algebra of nilpotent matrices O(n, m) for the case n = m = 3, as well as
establishing limitations for the degree maximum of any separating minimal set of the
algebra O(n,m), when n = 3 and d > 3. Furthermore, we obtain a description of a
minimal separating set for the algebra of semi-invariant matrices S1(22y(m, p, q), whatever

m, p,q € N not all zeros.

Keywords: invariant theory, matrix invariants, semi-invariants, separating invariants.
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Introducao

A teoria dos invariantes é um ramo da mateméatica com uma longa tradicao, o
qual existem registros datados de pelo menos cento e vinte anos atras, conforme pode ser
visto em trabalhos de alguns nomes como Cayley, Gordan, Jacobi e Sylvester. Embora
inicialmente o objetivo desta teoria tenha sido estudar expressoes algébricas que nao variam
(ou variam de maneira determinada) ap6s a aplicagdo de transformagoes lineares nao
degeneradas de variaveis, ao longo do tempo a gama de problemas, e técnicas utilizadas
nas suas resolucoes, referentes a esta teoria vém se expandindo e atualmente a teoria dos
invariantes, de forma mais geral, estuda a acdo de grupos algébricos sobre variedades
algébricas. Esta expansao ocasionou uma contribuicao muitua entra a teoria dos invariantes
e outros ramos da matematica como geometria, algebra comutativa, combinatoria, teoria
das representacoes e etc. Além de diversos resultados nas areas citadas, também é possivel
encontrar aplicacoes da teoria dos invariantes em areas fora da matematica como fisica,

engenharia e teoria dos grafos.

Desde seu inicio, um dos problemas que norteou o estudo da teoria dos invarian-
tes ¢ estudar algebras concretas de invariantes, e obter uma descrigao explicita de conjuntos
geradores destas algebras, bem como estabelecer relagoes entre os invariantes pertencentes
a esses conjuntos geradores. Uma outra questdao interessante sobre essa tematica diz
respeito a finitude desses conjuntos de geradores. Diversos matematicos dedicaram-se a
esses problemas, e um dos resultados mais gerais nesse sentido deve-se a Hilbert (para
uma demonstra¢ao mais moderna deste teorema indicamos ver [15]), o qual garante que
a algebra de invariantes de uma variedade afim, sob a agao de um grupo redutivo G, é
finitamente gerada. Contudo, vale a pena destacar que este resultado nao é valido para o
caso geral em que G é um grupo algébrico qualquer, conforme comprova o contraexemplo
estabelecido por Nagata em 1959 (vide [34]). Para exemplos de algumas descrigoes de
conjuntos geradores de dlgebras invariantes indicamos as referéncias [6], [25] [4], [31]. Um
outro ponto a esse respeito, é que embora possamos obter diversos resultados uma vez
conhecido um conjunto gerador de uma algebra de invariantes, tal conjunto gerador pode
ser bastante grande, dificil de descrever explicitamente, ou até mesmo infinito (no caso
de grupos nao redutivos). Portanto, surge a pergunta natural: um conjunto menor de

invariantes pode ser suficiente para atingir as mesmas (ou semelhantes) propriedades?

Em 2002, Derksen e Kemper (vide [15]) introduziram a nogao de invariantes
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separadores como um conceito "mais fraco" que o conceito de geradores de invariantes
uma vez que é de facil observacao que todo conjunto gerador é naturalmente um conjunto
separador, embora a reciproca nem sempre seja valida. Portanto, temos um interesse
especial nos casos quando algum conjunto separador de invariantes nao gera a algebra de
invariantes. Além disso, existem varios resultados semelhantes aos obtidos para geradores
de invariantes nos quais é suficiente considerar apenas conjuntos separadores, a titulo de
exemplo: mesmo que um grupo G nao seja redutivo, se ele age por automorfismos em
uma variedade afim, entao existe um subconjunto separador finito contido na algebra de
invariantes F[#H] (veja [15]). Assim, de modo geral, em certas situagoes podemos encontrar
conjuntos de invariantes separadores finitos, mesmo quando nao um existe um conjunto

gerador finito para a algebra de invariantes.

Um outro problema oriundo da finitude de certos conjuntos geradores (ou
separadores, respectivamente) de uma algebra de invariantes F[H]® consiste em obter
limitagoes, ou o valor exato quando possivel, para o menor inteiro D tal que o conjunto
de todos os invariantes homogéneos de F[H]® com grau < D é um conjunto gerador
(conjunto separador, respectivamente), o qual é denotado por B(F[H]%) (Buep(F[H]%),
respectivamente). Este problema foi vastamente estudado e existem diversos resultados
nessa linha obtidos para &algebras especificas, como exemplos indicamos os resultados
apresentados em [10], [19], [21], [22] e [12].

m m : . s .
Denotemos por M, (N, respectivamente), a soma direta de m cépias do
espago das matrizes n; X ny sobre F (da variedade afim N das matrizes nilpotentes n x n,
respectivamente). Consideremos agora as seguintes algebras de invariantes de matrizes, as

quais serao de suma importancia nesta tese:

e S(n,m) = F[M™]™ a 4lgebra de invariantes de matrizes, onde GL(n) age em

M diagonalmente pela conjugacao;

o O(n,m) = FIN™ 9L 3 dlgebra de invariantes de matrizes nilpotentes, onde GL(n)

age em N diagonalmente pela conjugagao;

o R(n,m) = F[M™)SEm*SLM) o dlgebra de invariantes de matrizes, com respeito a
acao diagonal bilateral de SL(n) x SL(n) em M,".

o Slinisnyy(m,p,q) = FIM,. & MP & MZ]° a dlgebra de semi-invariantes de

n1 Xn9

matrizes com respeito a agao diagonal do grupo G = SL(ny) x SL(ng).
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Nesta tese iremos descrever um conjunto minimal de geradores e obter um
conjunto separador minimal para a dlgebra de invariantes O(3, 3), bem como iremos mostrar
que sendo m > 2 entao S(O(3,m)) = Fsep(O(3,m)) = 6, onde IF é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero, o que sera o resultado principal do Capitulo 2 (ver Teorema
2.2.15). Além disso, obteremos a descri¢ao de um conjunto separador minimal para a
algebra de semi-invariantes SIiax2)(m, p, ), onde F é um corpo algebricamente fechado de
caracteristica diferente de 2, o que, junto com noc¢oes e conceitos preliminares necessarios
para esta descri¢ao, ird compor o Capitulo 3 (vide Teorema 3.4.17). Os resultados do
Capitulo 2 foram publicados na revista Linear Algebra and Its Applications sob o titulo

"Separating invariants of three nilpotent 3 x 3 matrices'([10]).
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados e conceitos basicos que se farao
necessarios para o desenvolvimento deste estudo. Trabalharemos as nogoes de variedades
afins, grupos algébricos redutivos, e finalizaremos abordando invariantes e invariantes
separadores de matrizes. Além disso também estabeleceremos algumas terminologias e
notagoes, as quais utilizaremos nos capitulos seguintes. No intuito de evitar repeticdes, F
ira sempre denotar um corpo e todos as algebras, bem como os espacos vetoriais, serao

considerados sobre IF.

1.1 Variedades afins

Ao longo desta se¢ao iremos considerar F um corpo algebricamente fechado
e denotaremos por F" o espaco vetorial n-dimensional e por Flzy,--- ,z,| o anel dos

polindmios nas varidveis comutativas xq, - , T,,.

Definicao 1.1.1. Um subconjunto H C F" é dito uma variedade afim se existe um

conjunto de polindémios S C Flzy,--- , xz,], tal que

H=V(S)={(v1, -+ ,v,) €EF" | f(v, - ,0v,) =0, V f(x1,--+ ,2,) € S}.

Recordemos que sendo S C TFxy,---,x,] e J o ideal gerado por S em

Flxy, -+, ], definimos o ideal radical de J, denotado por V'J, como sendo
VI = {f € Flxy,--- ,z,] | ff € J, para algum p € N}.

Nestas condigoes, é de facil verificacao que se ‘H é uma variedade afim tal que H = V(.5),

entdo H = V(VJ).

Defini¢do 1.1.2. Sejam H = V(S) uma variedade afim e I = v/.J, o ideal radical de J,
onde J denota o ideal gerado por S em F[zy,--- ,x,]. Entdo, o anel de coordenadas de H

é o anel quociente
]F[xla to 7mn]

F[H] = :

Observemos que, como uma consequéncia do teorema dos zeros de Hilbert

(Hilbert’s Nullstellensatz), podemos identificar o anel de coordenadas F[H] como um
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subconjunto do anel das funcoes de H em F, o qual denotaremos por F*. Assim, os
elementos de F[H] sdo chamados de fungoes regulares em H. Fazemos uso deste conceito
para estabelecer a noc¢ao de morfismos entre variedades afim, conforme pode ser visto na

definicao a seguir.

Definigao 1.1.3. Sejam H e V variedades afins. Um mapa ¢ : H — V é dito um morfismo
se a imagem do mapa induzido ¢* : F[V] — F*, dado por ¢*(f) = f o ¢, ¢ um subconjunto
de F[H].

Para finalizarmos esta secao, definiremos uma topologia de Zariski para uma
variedade afim H, bem como estabelecer o conceito de uma variedade afim irredutivel. Para
tal observemos que, conforme pode ser visto em [38], tomando as variedades afins de F"
como os conjuntos fechados, temos uma topologia de Zariski. Logo, qualquer subconjunto
de F", em particular qualquer variedade afim, herda a topologia de Zariski definida acima.

E assim, temos estabelecida uma topologia de Zariski para qualquer variedade afim H.

Por fim, temos a definigdo seguir.

Definicao 1.1.4. Uma variedade afim nao-vazia é chamada irredutivel quando nao pode
ser escrita como a uniao de dois subconjuntos préprios fechados e nao-vazios. Caso contrario,

tal variedade é dita redutivel.

1.2 Grupos algébricos lineares

Ao longo desta secao iremos considerar F um corpo algebricamente fechado.

Definicao 1.2.1. Um grupo algébrico linear é uma variedade afim G munida de um
elemento unidade e € G e morfismos, chamados de multiplicagdo e inversao respectivamente,
m:GxG— Gei:G— G, os quais satisfazem os axiomas de grupo, ou seja,

(a) m(g,e) =m(e, g) = g, para todo g € G;

(b) m(g,i(g)) = m(i(g),g) = e, para todo g € G;

(¢) m(g,m(g1,g2)) = m(m(g,91), g2), para todos g, g1, g2 € G.

Frequentemente, escreveremos simplesmente gg; e g_l, para denotar m(g, g;) e

i(g), respectivamente.
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Em outras palavras um grupo algébrico linear é uma variedade afim G que
possui uma estrutura de grupo tal que a multiplicacdo e a inversao de elementos em G sao

morfismos de variedades afins.

Exemplo 1.2.2. O grupo linear geral GL,, ¢ um grupo algébrico linear. Ademais, qualquer
subgrupo G < GL,, que é um fechado na topologia de Zariski de GL,,, é também um grupo
algébrico linear. Na verdade, conforme pode ser visto em [15, Exemplo A.1.2], todo grupo
algébrico linear é isomorfo a algum subgrupo de GL,, o qual é fechado na topologia de

Zariski. Este fato, justifica a terminologia grupo algébrico linear.

Definig¢ao 1.2.3. Seja H uma variedade afim. Uma acao regular de um grupo algébrico
linear G em H é um morfismo de variedades afins p : G x H — H, que satisfaz os axiomas

de acao, isto é,

(a) p(e,v) =wv, para todo v € H;

(b) ulg, g1, v)) = p(m(g, g1),v), para todos g, g1 € G e v € H.

Quando nao houver riscos de confusao, denotaremos p(g, v) simplesmente por
g - v. Além disso, quando G age regularmente em H, diremos simplesmente que H é uma

(G-variedade.

Em termos mais praticos, dizemos que um grupo linear algébrico G age regu-

larmente na variedade afim H, quando a agdo de G em H é dada por um morfismo.

Definicao 1.2.4. Uma representacao de GG é um espago vetorial de dimensao finita H,
munido de um morfismo de grupos p : G — GL(H). Além disso, dizemos que uma

representacao H é racional, quando G age regularmente em H.

Se H ¢ uma representacao racional de G, dizemos simplesmente que H é um

G-moédulo.

Atrelada a definicao de representacao racional, temos a definicao de grupos

linearmente redutivos apresentada a seguir.

Definig¢ao 1.2.5. Um grupo algébrico linear é chamado de linearmente redutivo se para

cada representagao racional H e cada v € HE/{0}, existe uma funcio linear invariante
f € (HNC, tal que f(v) # 0.

Exemplo 1.2.6. Exemplos classicos de grupos linearmente redutivos sao os grupos GL,,,

SL,, grupos finitos e etc.
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1.3 Algebras de Invariantes

Nesta secao apresentaremos a construgao da algebra de invariantes de matrizes
e algumas de suas propriedades basicas. Além disso, construiremos a algebra de invariantes

da variedade afim das matrizes nilpotentes.

Inicialmente, definiremos a dlgebra de invariantes de forma mais geral. Para
tal, consideremos um espaco vetorial de dimensao finita H e um grupo linear G < GL(H).
E um fato conhecido que H é um G-médulo com respeito a acao dada por: g - h = g(h),
para todos g € G e h € H. Assim, podemos estender a acao de G sobre H para a agado de
G sobre o anel de coordenadas F[H] da seguinte maneira natural: (g - f)(h) = f(g~'h),
para todos g € G, f € F[H] e h € H. Entao, temos a seguinte definigao.

Definicao 1.3.1. Consideremos H um espago vetorial de dimensao finita e um grupo
linear G < GL(H). A algebra de invariantes de H, com respeito a agao do grupo G, é o

conjunto:

FH)“ ={f €FH]|g-f=[ YVgeG}

ou seja,

F[H|“ = {f € F[H]| f(g-h) = f(h), Vg € G, h € H}.

Vejamos agora exemplos mais concretos desta estrutura.

Exemplo 1.3.2. Sejam n > 1, m > 1 e M," a soma direta de m cépias do espaco das
matrizes n X n sobre F. Considerando a ac¢ao diagonal por conjugacao do grupo linear

geral GL,, dada por:
g-A=(gAg ", ..., gAng "), para todos g € GL, e A= (Ay,..., Ay,) € M™,

temos que M, é um GL,-mddulo. Assim, podemos considerar a algebra de invariantes de

matrizes F[M™]“"" a qual serd denotada por S(n,m), definida por:

F[M;)%F = S(n,m) = {f € FIM"]| f(g- A) = f(4), Vg € GL,, A€ M;"}.

Buscaremos agora descrever mais concretamente os elementos de S(n, m). Dada
uma matriz A, denotaremos por A;; a (i, j)—ésima entrada de A. E um fato conhecido

que qualquer elemento do anel de coordenadas de M,"

FIM"] = Flzi(k) |1 <i,j <n,1 <k <m]
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pode ser considerado como a funcao polinomial z;;(k) : M;" — T, a qual associa
(Ay,...,A;) ao elemento (Ay);;. Sibirskii em [25] e Procesi em [6], estabeleceram que a
algebra de invariantes S(n, m) é gerada por tr(X;, - -- X; ), onde X}, denota a matriz gené-
rica (z;;(k))1<ij<n de ordem n. Observemos que sobre um corpo infinito de caracteristica

positiva um conjuto gerador para S(n,m) foi descrito por Donkin em [37].

Exemplo 1.3.3. Denotemos por N, a variedade afim de todas as matrizes nilpotentes nxn,
isto ¢, A € M, pertence a N, se, e somente se, tivermos tr(A4) = tr(A?) = --- = tr(A") = 0,
ou equivalentemente, A" = 0. Sabe-se que N* é uma variedade irredutivel. De forma
andloga ao caso das matrizes n x n, o anel de coordenadas F[(N")], de N* € M", é gerado
por y;;(k) para 1 <i,5 <nel <k <m,onde y;;(k) : V' — F associa (A4i,...,4,,) ao

elemento (Ay);;-

Consideremos agora J = J,, ,, 0 ideal de todas as fung¢oes polinomiais f € F[M]"]
que sao zero em N". Entdo, observemos que tr(X}) € J para todos 1 < k, s < n, uma
vez que tr(A) = tr(A4%) = -+ = tr(A") = 0. Logo, temos

FINST=FIM/ T e gi(k) = wi(k) + J.

n

A dlgebra O(n,m) = FIN™]" de invariantes de matrizes nilpotentes é definida da
mesma forma que S(n,m). Além disso, considerando ¢ : J — F[M"] a inclusdo e

U F[M"] — FIN"] a projegdo candnica, uma vez que
0— J -5 FM™ -L FIN™] — 0

é uma sequéncia exata curta, entao

0 — JGLn 2, S(n,m) = O(n,m) — 0
é também uma sequéncia exata curta, pois GL,, é um grupo linearmente redutivo. Portanto,
concluimos que a algebra O(n,m) é gerada por tr(Y;, ---Y;.), onde Yy, = (vi;(k))1<ij<n €
a matriz nilpotente genérica de ordem n. Obviamente, tr(Y;’) = 0 para qualquer s > 0

and Y, = 0. Observe que no caso m = 1, temos O(n, 1) = F.

Exemplo 1.3.4. De modo anélogo ao feito no Exemplo 1.3.2, iremos considerar o grupo
especial linear SL, e a agao diagonal bilateral do grupo SL(n) x SL(n) em M,", isto é,
para g1,92 € SL(n) e A € M", temos

(917 92) A= (91A192_1> cee ,glAmgz_l)-
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Portanto, podemos ver M;" como um SL,, x SL,-moédulo e consequentemente podemos

[A4:qSLnxSLn

definir a algebra de invariantes F , a qual denotaremos por R(n,m).

Um conjunto gerador minimal para R(2,m) foi obtido por Domokos e Drensky
(vide [27] e [28]) para charF # 2, e por Lopatin (veja [4]) para o caso geral. Um conjunto
gerador minimal para R(3,3) foi descrito por Domokos e Drensky em [26] e [31]. E de
conhecimento geral que a algebra R(n,2) é polinomial com n + 1 geradores algebricamente

independentes de mesmo grau n (veja [31] para maiores detalhes).

1.4 Invariantes Separadores

Nesta se¢ao abordaremos o conceito de invariantes separadores. Este conceito
foi estabelecido em 2002 por Derksen e Kemper (vide [15]), e como veremos a seguir, de
certa maneira este conceito é "mais fraco"que o conceito de conjuntos geradores da algebra

de invariantes. Iniciaremos com as seguintes defini¢des:

Definicdo 1.4.1. Dado um subconjunto S de F[H]“, dizemos que elementos u, v de H sio
separados por S se existe um invariante f € S com f(u) # f(v). Além disso, se u,v € ‘H

sdo separados por F[H]%, entdo simplesmente dizemos que eles sio separados.

Definigao 1.4.2. Um subconjunto S C F[H]“ do anel de invariantes é chamado separador

se para cada par de elementos separados u,v de H, tivermos que u, v sao separados por S.

Observemos que ¢é de verificacao imediata que qualquer conjunto gerador da
algebra de invariantes F[’H]G ¢ também um conjunto separador, por isso o conceito de
conjunto separadores de invariantes é considerado "mais fraco" que o conceito de geradores
da algebra de invariantes. Contudo, vale destacar que nem sempre a reciproca é valida,

assim temos interesse especial nos casos em que esses conjuntos sao distintos.

Um outro ponto de interesse no estudo de invariantes separadores consiste
em determinar conjuntos separadores minimais, com respeito a relagdo de ordem dada
pela inclusao, os quais chamaremos simplesmente de conjuntos separadores minimais.
Exemplos de conjuntos separadores minimais, para algebras de invariantes particulares,
foram contruidos em [23, 32, 11, 5, 14, 35, 10].

Notemos agora que uma vez conhecido um conjunto gerador de uma algebra de
invariantes, teoricamente podemos reduzir de forma conveniente este conjunto até obter
um conjunto separador minimal desta algebra. Contudo, na pratica esta redugao pode ser

bastante ardua, uma vez que sendo .S um conjunto gerador da algebra de invariantes IF[H]G,
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para mostrarmos que um elemento fy € S pertence a um conjunto separador minimal,
obtido a partir de .S, é necessario encontrar elementos u, v € H tais que fo(u) # fo(v), mas
f(u) = f(v) para todo f € S\{fo}. Portanto, ao aplicar esta técnica, um fator de extrema
importancia é a cardinalidade do conjunto gerador S. Entretanto, existem resultados que

permitem limitar essa cardinalidade. Para conjuntos geradores temos o classico teorema
devido a Hilbert:

Teorema 1.4.3. Sejam H uma variedade afim e G um grupo redutivo. Entao, a dlgebra

de invariantes F[H]C ¢é finitamente gerada.

Para um conjunto separador de invariantes, temos um resultado ainda mais

geral, o qual pode ser encontrado em [15, Teorema 2.4.8].

Teorema 1.4.4. Sejam H uma variedade afim e G um grupo agindo em F[H] por auto-
morfismos, isto é, G C Aut(H). Entdo, existe um conjunto separador finito S C F[H]®.

Observemos que uma vez que os grupos GL, e SL, x SL, sao redutivos,
entdo as algebras de invariantes S(n,m), O(n,m) e R(n,m) apresentadas nos Exemplos
1.3.2, 1.3.3 e 1.3.4, respectivamente, possuem conjuntos geradores (e consequentemente

separadores) finitos.

Uma vez, sob determinadas circunstancias, garantida a existéncia de conjuntos
geradores (ou separadores) finitos para uma algebra de invariantes F[H] podemos nos
indagar a respeito de uma limitacao para o grau dos elementos desse conjunto. Neste

sentido, consideremos a defini¢do a seguir.

Definigdo 1.4.5. Denotemos por B(F[H]) (Beep(F[H]), respectivamente) o menor inteiro
D tal que o conjunto de todos os invariantes homogéneos de F[H]® com grau < D é um

conjunto gerador (conjunto separador, respectivamente).

Notemos que S(F[H]%) é o grau méximo dos elementos de qualquer conjunto

gerador minimal de F[H].

Para a algebra S(n, m) Derksen e Makam em [19] estabeleceram as limitagoes
B(S(n,m)) < (m+ 1)n* e Bup(S(n,m)) < n® onde F é um corpo algebricamente fechado
arbitrario. A segunda limitacao foi melhorada em [22], onde obtiveram s, (S(n,m)) <
4n®logy(n) + 12n* — 4n. Ademais, foi mostrado em [22] que Buep(S(n,m)) < 4nlogy(n) +

12n — 4 para um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.



Capitulo 1. Preliminares 20

Para a algebra R(n,m) varias limitagoes foram obtidas para S(R(n,m)) e
Bsep(R(n,m)), a titulo de exemplos listamos as seguintes:
e B(R(3,m)) <309 quando charF = 0 (veja Proposigao 1.13 em [17]);
e 3(R(n,m)) >n*onde m >n? e F = C (vide Teorema 1.15 de [17]);
e 3(R(n,m)) < mn*(n — 1) no caso em que n > 2 (veja Teorema 1.5 em [21]);

e B(R(n,m)) < n® para charF = 0 ou charF > 2n® + n? (vide Teoremas 1.5 e 1.6
de [21]);

e 3(R(n,m)) <n" quando charF > n® (veja Proposicio 1.8 de [21]);
® Bip(R(n,m)) < n® (vide Coroldrio 1.12 em [19]);
o Bip(R(n,m)) < 4n*logy(n) + 14n* — 4n® (pelo Corolario 1.19 de [22]);

e Bup(R,n,m)) < 4n’logy(n) + 14n® — 4n? onde charF = 0 (vide Corolario 1.19
em [22]).
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2 Invariantes separadores de matrizes nilpo-
tentes 3 X 3.

No decorrer deste capitulo todos os espagos vetoriais, algebras, e médulos serao
considerados sobre um corpo algebricamente fechado [ de caracteristica zero a menos
que especifiquemos o contrario. Além disso, por uma algebra sempre nos referimos a uma
algebra associativa com unidade. Teremos como objetivo principal deste capitulo obter
um conjunto separador minimal para a algebra O(3,3) (veja Teorema 2.2.15), resultado
este que foi publicado na revista Linear Algebra and Its Applications (vide [10]). Contudo,
iniciaremos considerando alguns casos particulares, bem como alguns resultados auxiliares

que irao nos ajudar nesse objetivo.

2.1 As algebras O(2,m) e O(3,2)

Nesta se¢ao iremos apresentar a descricao de um conjunto minimal de geradores
que também é um conjunto separador minimal para as algebras O(2,m) e O(3,2) (vide
Proposigoes 2.1.4 e 2.1.5). Contudo, antes de passar a essa descrigao fixemos algumas

notacoes que serao adotadas ao longo desta tese.

Iremos denotar a matriz identidade por F, e por E;; denotaremos a matriz tal
que a (7, j)-entrada é igual a um e o resto das entradas sao iguais a zero. Além disso, iremos

adotar as seguintes notacoes para matrizes nilpotentes 3 x 3 : J; = E5 e Jo = Ei5 + FEos.
Seja F um corpo infinito de caracteristica arbitraria. Kaygorodov, Lopatin e
Popov em [23] descreveram o seguinte conjunto separador minimal de S(2,m):

tr(X7), 1 <i<m; tr(Xy, - X;,), k€{1,2,3}, 1 <idyp < - < i <. (2.1)

Além disso, conforme é possivel observar em [7, 29], o conjunto dado em (2.1) gera a
algebra S(2,m) se, e somente se, a caracteristica de I é diferente de 2 ou m < 3. Portanto,
uma vez fixado que char F = 0, temos que o conjunto dado em (2.1) é um conjunto gerador

minimal para a dlgebra S(2,m).

Consideremos agora o conjunto Ss,, € O(2,m) dado por:

Som ={tr(V;Y)), 1 <i<j<m; tr(Y;V;Vp), 1 <i<j<k<m}
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e as observagoes a seguir.
Lema 2.1.1. O conjunto Sz, € um conjunto gerador, e consequentemente separador, da

dlgebra O(2,m).

Demonstrag¢io. De fato, uma vez que o conjunto dado em (2.1) é um conjunto gerador
minimal para a algebra S(2,m), e o homomorfismo ¥ descrito no Exemplo 1.3.3 é sobre-
jetivo, temos que a imagem do conjunto (2.1) serd um conjundo gerador para O(2,m).

Assim, a afirmagao segue do fato que S, ,, coincide com a imagem de (2.1) por 0. n
Lema 2.1.2. Supondo m = 2, temos que S 2\{tr(Y1Ys)} ndo é um conjunto separador de
0(2,2).

Demonstragio. Basta considerar A = (Eyy, E13) B = (Ei2, Ey) elementos de N, e notar
que tr(A;As) # tr(ByBa). O
Lema 2.1.3. Seja m = 3. Entao, Sy3\{tr(Y1Y2Y3)} ndo é um conjunto separador de
0(2,3).

Demonstra¢io. Com efeito, considerando A = (E19, —F21,C) e B = (E12,C, —Ey) ele-
mentos de N, onde C' = Ey; + E15 — Ea — FEyy, segue que, tr(A;A;) = tr(B;B;) para
todos 1 <1i < j <3, mas tr(A; Ay A3) # tr(B1B2Bs). O

Observemos agora que unindo os lemas anteriores, podemos concluir a seguinte
proposicao.
Proposicao 2.1.4. O conjunto

Som ={tr(V}Y;), 1 <i<j<m; tr(Y;Y;Y), 1 <i<j<k<m}

¢ um conjuto gerador minimal, bem como um conjunto separador minimal para a dlgebra

de invariantes O(2,m).

Consideremos agora o caso da algebra O(3,2). De forma semelhante a Proposi-

¢ao 2.1.4, temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.1.5. O conjunto
Sa2 = {tr(Y1Y2), tr(YY2), tr(V1Yy), tr(YYS), tr(Y7YS YY)}

¢ um conjunto gerador minimal, bem como um conjunto separador minimal, para a dlgebra
de invariantes O(3,2).
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Demonstragio. De fato, para concluirmos que S35 é um conjunto gerador de O(3,2), basta
observar que Sz coincide com a imagem, via o homomorfismo sobrejetivo \i/, do conjunto
gerador minimal de S(3,2) descrito por Lopatin (veja Teorema 1 de [2]). Segue dai, que

S39 € um conjunto separador.

Afim de finalizarmos a demonstracao, ¢ suficiente mostrar que Ss 2 ¢ um conjunto
separador minimal, ou seja, para qualquer f € S35 devemos mostrar que S3o\{f} nao é
separador. Para tal, devemos construir A = (A4;, A3) e B = (By, By) de Nj tais que para
qualquer h € S3\{f} teremos h(A) = h(B), mas f(A) # f(B).

Sendo f = tI‘()/l)/Q), tomemos A1 = Bl = JQ, A2 = E32, (§ B2 = Elg.

Para f = tr(Y;?Y3), o qual por semelhanca nos permite obter um exemplo para
f =tr(Y1Y}), basta considerar A; = By = Jy,

0 0 00
Ay=11 0 =1 |, e By= 1 00
0 -1 10
Quando f = tr(Y2Yy), tomemos A; = B; = Js,
-2 1 00 2
As=|2 0 1|, eB=]|00 -1
0 0

Por fim, para f = tr(Y2Y}Y1Y,), consideramos A, = By = Js,

010 00 -1
As=10 0 0|, e Bo=|[0 0 1
1 10 1 1 0

]

Antes de apresentarmos o corolario que ird encerrar esta secao, destacamos que

a sobrejetividade do homomorfismo ¥ nos permite concluir as seguintes desigualdades
B(O(n,m)) < B(S(n,m)) e Bup(On,m)) < Puep(S(n,m)).
Assim, da Proposicao 2.1.5, temos o resultado a seguir.

Corolario 2.1.6. Assuma que m > 2. Entdo,
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(a) Bsep(S(3,m)) =6, onde o corpo F ndo necessariamente é algebricamente fechado;
(b) 6(0(3771)) = /Bsep(o(ga TL)) = 6.

Demonstrag¢io. Conforme pode ser visto em [1, Teorema 2], sobre um corpo arbitréario
de caracteristica zero a algebra S(3,m) é gerada por invariantes homogéneos de grau
menor ou igual a 6. Logo, feep(S(3,m)) <6 e feep(O(3,m)) < B(O(3,m)) < 6. Portanto,

a conclusao da demonstragao segue da Proposicao 2.1.5. O]

Observemos que uma das conclusoes do corolario anterior nos diz que vale
Bsep(S(3,m)) = 6. Este fato nos garante que embora as limitagoes para Ssep(S(n, m)) sejam
bastante gerais, para casos particulares, como no caso de S(3,m), elas nao sao limitagoes
ideais, o que sugere que talvez seja possivel obter limitagoes mais precisas, além de destacar

a importancia de obter essas limita¢oes exatas para algebras de invariantes fixadas.

2.2 A élgebra O(3,3)

Nesta secao iremos apresentar um dos principais resultados obtidos nesta tese,
o qual consiste em descrever explicitamente um conjunto minimal de geradores, bem como

um conjunto separador minimal, para a algebra O(3,3) (ver Teorema 2.2.15).

Iniciaremos definindo alguns conjuntos que serao necessarios para as formulagoes

que seguirao nesta se¢do. Denotaremos por Ss 3 0 seguinte subconjunto da algebra O(3, 3):
tr(Y;Y;), tr(Y?Y;), tr(Y;Y?), tr(Y2Y}), tr(Y?YY;Y;) com 1 <i < j < 3,
t(V1YaV3), tr(Y;Y3Y3)
tr(Y;?Y;Yy) com {i, j, k} = {1,2, 3},
r(VPYaY1Y3), tr(Y7V1YaYs), tr(Ys'Y1YaYa).

Ademais, definiremos P33 = S35 P35, onde P35 C O(3,3) é o conjunto a seguir:
W(YPYPY), tr(Y2YPYYL) com (i, k) = {1,2,3), r(Y2VPYP),
Observemos que |S3 3] = 26 e |Ps 3| = 39.
A respeito desses conjuntos temos a seguinte observagao.

Observagao 2.2.1. Aplicando o homomorfismo sobrejetivo, dado no Exemplo 1.3.3, ¥ a0
conjunto gerador minimal de S(3,3), descrito do Teorema 1 de [2], podemos concluir que

P55 é um conjunto gerador para a algebra O(3, 3).
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No intuito de mostrar que o conjunto P33 ¢ um conjunto gerador minimal para

a algebra O(3,3), recordemos os fatos a seguir.

Assumamos que A é S(n,m) ou O(n, m). Para um monémio f € A denotemos
por deg f seu grau e por mdeg f seu multigrau, isto é, mdeg f = (¢1,...,t,), onde t; é
o grau total do mondmio f in x;;(k), 1 < 4,5 < n, edegf =t; + -+ t,. Entdo as
algebras S(n,m) e O(n, m) possuem uma N-graduacio pelo grau e uma N¢-graduacio pelo
multigrau, onde N denota o conjunto de inteiros nao negativos. Ademais, dizemos que um
multigrau (¢4, ..., t,) ¢ menor que o multigrau (rq,...,r,) se t; < r; para todos i e t; < 7;
para algum j. Além disso, dizemos que um invariante N-homogéneo f € A é decomponivel
e escrevemos f = 0 se f é um polindémio nos invariantes N-homogéneos de A de grau
estritamente menor. Se f nao é decomponivel, entao dizemos que f é indecomponivel, e
escrevemos f # 0. No caso em que f — h = 0 escrevemos f = h. Obviamente, se f =0
para f € S(n,m), entdo W(f) =0 em O(n,m).

Acerca destes conceitos temos os seguintes lemas:

Lema 2.2.2. Para qualquer f € S35 o conjunto Ps3\{f} nao é separador para O(3,3).

Em particular, qualquer subconjunto proprio de Ss3 nao é um conjunto separador para

0(3,3).

Demonstragao. Inicialmente, notemos que se f depende das entradas de apenas duas
matrizes da lista Yi, Y5, Y3, entao o lema segue do fato que S32 ¢ um conjunto separador

minimal para O(3,2) (veja a Proposicao 2.1.5).

Construiremos A = (A;, Ay, A3) e B = (By, By, Bs) de N3 tais que para
qualquer h € Py\{f} teremos h(A) = h(B), mas f(A) # f(B).

Para f = tr(Y;Y5Y3), consideramos A = (Es1, E1o+Fss, Faz) e B = (0, Fya, Fa).

Para f = tr(Y?Y2Ys) tomemos A = (Ey + FEsp, Eio, Ey3) e B = (B3 +
E217E127J2)-

Por fim, sendo f = tr(Y;?Y2Y1Y3) basta tomarmos A = (Ey + Esg, E13, E3) e
B = (Ess + Es1, Erg, En3).

Obviamente, dada a simetria entre os elementos de S35 de mesmo multigrau,

temos que os casos considerados de f € S35, implicam todos os casos possiveis. O

Lema 2.2.3. Os elementos a sequir sao indecomponiveis em O(3,3):

(a) o1 tr(Y2Y2Ys) +an tr(Y7Y2Ys) para quaisquer oy, ay € F, onde oy ou ap é ndo nulo;
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(b) tr(YYyY1Y3);

(¢) tr(YPY5'YS).

Demonstracao. Por simplicidade de notacao, denotaremos

0 -1 -1 0 0 0
C=10 1 1 e D=10 1 1
1 0 -1 0 -1 -1

(a) Assumamos que o item (a) ndo é valido. Visto que a édlgebra O(3,3) admite uma
N?-graduagio dada pelo multigrau e é gerada por P33 (veja a Observagio 2.2.1), sem
perda de generalidade podemos assumir que existem ay # 0, ag, 31, ..., B4 de F tais que
oy tr(A2AZA3) + ap tr(A3ATA3) = By tr(A Ay As) tr( A1 Ag) + B tr( A1 Az Ay) tr( A Ay)
+ B3 tr(ATAy) tr(AgAs) + Batr(A3A)) tr(A; As)
para todas Ay, Ay, A3 de N3. Consequentemente, considerando as ternas (Ja, Faz+ E31, F13)

e (Ja, C, Ey1) obtemos respectivamente f3 = 0 e a; = 0, o que é uma contradicao.

(b) Suponhamos que o item (b) seja falso. Como no item (a), existem elementos
a1, o, ag, By, B, B3, v € F tais que
tr(AZAZA; Az) = agtr(ATAS)tr( A Az) +agtr(AT Ay Az)tr(A; Ag) +astr( A2 Az Ay tr(A; Ay)

+ Brtr( AT A tr( Ay Ag As) + Batr( AT Ao ) tr( Ay A3 Ag) + Batr( A5 A1 ) tr( A2 As)
+ytr(AAy)? tr(A; As)

para todas ternas (Aj, Ag, A3) € ./\/'3? . Consequentemente, considerando respectivamente

as ternas (Jo, E31 + Eso, Foy — E3a), (J2, E31 + Esa, Es2), (Jo, C, Es2), (J2, C, E31 + Es39) €

(Jo, C, B9y — E39), obtemos ag =0, v =0, By = a1 + 1, ag = 1, f; = 0, respectivamente.

Entao, tomando

1 1 0 0 -1 1
A= -1 -1 1 |,A4=1 0 0|,
0O 0 0 1 0 0
e Az = E, iremos concluir que 0 = —1, um absurdo.
(c) Supondo o item (c) falso, como em (a), existem vy, ..., a4, 51, ..., B, 7 € F tais que
tI‘(A%A%A%) :(IltI'(AQAQAg)tI‘(AQAg)—f-OZQtI'(AQAg,AQ)tI'(AQAg)+Oé3tI‘(A2A Ag)tl‘(A Ag)
+ Oé4tI'(A2A3 )tr(AlAg) +oz5tr(A§A1A2)tr(A1A2) +Oé6tI'(A§A2A1>tI'(A1A2)
+ Bltr(A A2A3) + 621}1‘(141142143) tr(AlAgAQ) + ﬂgtr(AlAgAQ)Q

+ 54)61'(14%42) tI'(AgAQ) + 55t1'(A%A3) tI‘(A%Ag) + BGtI'(A%Al) tI'(AgAl)
+ 7tr(A1A2) tI'(AlA3> tI‘(AQAg)
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para todas as ternas (Aj, Ay, A3) € /\/'33 Assim, avaliando a igualdade anterior nas ternas
(J2, Baz + Es1, E31), (J2, a1, Bag + E31), e (Ja2, D, E31 + E3z) obteremos 8 = 0, 3 = 0,
e o = —v, respectivamente. Considerando agora, todas as permutagoes de entradas na
terna (Jo, D + E31, E32) podemos concluir oy = - -+ = ag = —7. Analogamente, tomando
todas as permutagoes de entradas na terna (Jo, Jo, Eog + E31) teremos 5y = 5 = B = 7.
Considerando agora a terna (J2, C, E9; + E33) obteremos v = 0. Por fim, tomando Ay = Ja,
Az = Eo + E3, e

-1

1

0

Alz

= O O
= o O

deveriamos ter 0 = —1, o que ¢ uma contradicao. O

Lema 2.2.4. Seja A uma das dlgebras S(n,m) ou O(n,m). Assumamos que P = P, U Py

gera a dlgebra A e que Py, P, C A satisfazem as sequintes condigoes:

(a) P\{f} nao é um conjunto separador para A qualquer que seja f € Py;

(b) Qualquer combinacao linear ndo trivial de elementos fi,..., fm € Py de mesmo

multigrau é indecomponivel em A.
Entao, P é um conjunto gerador minimal para A.

Demonstrag¢io. Se P nao é um conjunto gerador minimal para A, entao existe f € P
tal que P\{f} é ainda um conjunto gerador para A. Mas a condigdo (a) implica que
f nao pertence a P; e a condicao (b) assegura que f nao pertence a P, o que é uma

contradicao. O]

Fazendo uso dos lemas anteriores temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.5. O conjunto P33 € um conjunto gerador minimal para a dlgebra de

invariantes O(3,3).

Demonstragao. Basta observar que a Observagao 2.2.1 e os Lemas 2.2.2 e 2.2.3 implicam
que P33 = S33 U Py, satisfaz as condigoes (a) e (b) do Lema 2.2.4, para P, = S33 e

P, = P§73, as quais implicam que P33 é um conjunto gerador minimal para O(3,3). O

Nossos esforcos agora irao se concentrar em mostrar que o conjunto Ss3 é um

conjunto separador minimal para a algebra O(3,3). Vale salientar que a minimalidade
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segue imediatamente do Lema 2.2.2, entao para obtermos este resultado resta mostrar que

S35 € um conjunto separador, e teremos entdao o teorema.

Teorema 2.2.6. O conjunto Ss3 é um conjunto separador minimal para a dlgebra de

invariantes O(3,3).

Conforme comentado acima, para demonstrar o Teorema 2.2.6 é suficiente

provar o lema a seguir.

Lema 2.2.7. Sejam A = (Ay, As, A3) e B = (By, By, Bs) pertencentes a N o0s quais nao

sao separados por Ss3. Entdo, A e B ndo sao separados por Ps 3.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.1.5 podemos supor que
A; # 0 ou B; # 0 para todos 1 <7 < 3. (2.2)

Como F é algebricamente fechado aplicando a agao de G L3 no par (A, B), considerando as
notacoes comentadas no inicio da Secao 2.1, podemos assumir que ocorre um dos seguintes

Casos:

(1) Ay =Jy e By = Jy;
(2) Ay =Jye By = Jy;
(3) Ay =Jye By =0;
(4) Ay =Jy e By = J;
(5) Ay =Jy e By = Ji;
(6) Ay =J e B =0;
(7) Ay =0e By = Jy;

(8) Alz()eBl:Jl.

Ademais, renomeando A e B se necessario, podemos diminuir o nimero de casos, para os

casos seguintes:

(a) Ay =Jy e By = Jy;

(b) Al :JQ eBlle;
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(C) A1:J28B1:O;
(d) AlzjleBlle;

(e) AlzjleBlzo.

Portanto, os Lemas 2.2.10, 2.2.11, 2.2.12, 2.2.13 e 2.2.14, a seguir, finalizam a demonstracao.
m

Antes de passarmos as demonstracoes dos Lemas 2.2.10, 2.2.11, 2.2.12, 2.2.13

e 2.2.14, iremos apresentar dois lemas que descrevem formas candnicas para simplificar as
possibilidades para os elementos A e B de Nj.

Lema 2.2.8. Consideremos Ay = Jo e Ay € Ni. Entdo, existe g € GL3 tal que gA1g~ " =
Ay e gAsg™! € uma das sequintes matrizes:

0 o asg
(1) Wi=10 0 as |;
0

0
0 0 O
(4) WIV = ay Qs Qg com ay4, as 7é O;
0 ag —das
0 [¢5) as
(5) Wy =1 0 as ag com ay # 0.

a7 ag —as

Demonstragio. (1) Suponhamos que A, é uma matriz triangular superior. Como A € N,

os elementos da diagonal principal sdo zeros. Assim, tomando g = F concluimos a
demonstracao de (1).
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No resto da demonstracio iremos considerar a seguinte g € GLs com gA;g~ ' =

Ay, onde ¢g; # 0:

g1 92 g3 ay a asg
g=1 0 g ¢ eAy=1| as as as
0 o ar asg ag
—g1a
(2) Suponhamos que a4 = a; = 0 e ag # 0. Tomando g, = ‘Zl e gy = —(ag +
8
2
ayas — a
M)& obtemos
as as
*
glagt =10 0 =«
0 ag *
A condigdo Ay € Nj assegura a afirmagao (2).
(3) Suponhamos agora a; = ag = 0 e ay # 0. Escolhendo g, = —zﬂh e gs = %(a% + agag +
4 4
ai(as — ag)) teremos
0 % x*
glog =] as * 0
0 0 =
Logo, segue de Ay € N3 a parte (3).
(4) Assumamos que a7 = 0 e a4, ag # 0. Considerando gy = —iﬂh e g3 = (a;a5 — ag)%
4 4 8

iremos obter
0 0 =«

gA2g ™ = | as x =
0 ag *
A afirmacio (4) segue de Ay € N.

2

—gia a
(5) Por fim, supondo a7 # 0 e tomando go = g1t g3 = (=2 — al)@, teremos
(04 ay ay
0 % =x*
gl = 0 x =«
ary * %
Assim, uma vez que Ay € N3, temos (5). O

Lema 2.2.9. Sejam A; = J, e Ay € N3. Entio, existe g € GLg tal que gA1g™" = A, e

gAsg™ " ¢ uma das matrizes a sequir:
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0 a9 as
(1) ‘/I - 0 0 Qg )
0
0 as
2) Vi=| 0 a5 —a? |;
1 —dads
aq a9 —a%
(3) Vin=1| 0 —a1 ag ;
0 0

ay as as
(4) Viv=1| as 0 0 com ay # 0.

a7 ag —aq

Demonstrag¢io. (1) Suponhamos que A, é uma matriz triangular superior. A condicao

Ay € N3 conclui a demonstragiao da parte (1).

No resto da demonstracdo iremos considerar a seguinte g € G L3 com gA; g~ " =
Ay, onde g1, g9 # 0:

g1 92 g3 ap Qz a3
g = 0 g1 0 e A2 = as as Qg
0 0 g ar ag Qg

1
(2) Suponhamos que a4 = a; =0 e ag # 0. Tomando g; = 1, g3 = —((a1 — a5)gs — as) €

1 “
g9 = — obtemos
as
* 0 %
gAsg =10 x x
0 1 =x
Assim, a afirmagao da parte (2) segue da condi¢ao Ay € Ns.
(3) Suponhamos agora ay = 0 e a; # 0. Tomando g, = M, g3 = N g9 = @, teremos
ar ar ar

*
*

gAsg~" =

—_ O %
S %
o ¥
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A condigao As € N3 conclui a afirmagao (3).

(4) Por fim suponhamos a4 # 0. Considerando go = 99 g3 = 9691 btemos
ay ay
X ok %
gAsg = as 0 0
* Xk ok
A conclusdo da demonstracao segue da condicdo Ay € Ns. O]

Nos Lemas 2.2.10, 2.2.11, 2.2.12, 2.2.13, 2.2.14, a seguir, iremos considerar
A = (Ay, Ay, A3) e B = (By, By, Bs) de N com certas matrizes A; e B;. Além disso,

consideraremos as matrizes A;, B;, onde 7 = 2, 3, como segue:

Qi1 G2 Q43 bii bz bis
A= ay a; ag e Bi=| by bis bg
Q7 Q8 Q49 biz big big

Por simplicidade, denotaremos por T;, ;. aigualdade f(A) = f(B) para f = tr(Y;, --- Y;,)
e por 0;(X) o [-ésimo coeficiente do polindmio caracteristico de uma matriz X . Diremos
que podemos expressar a variavel ¢ € {a;;,b;; |1 =2,3,1<j <9} de T}, ., se Ty, i

puder ser reescrito como c¢f = h, onde f,h sdo polindmios em varidveis comutativas

{ai;,bi;}, as quais ndo contém c, e f # 0.

Diremos que a matriz A € N3 tem tipo Vi,..., Viv, Wi, ..., Wy, respectiva-
mente, se A é igual a matriz correspondente do Lema 2.2.9 ou Lema 2.2.8. Nas demonstra-
¢oes dos Lemas 2.2.10, 2.2.11, 2.2.12; a seguir, diremos que o tipo do par (Ay, By) é (K, R)
para alguns simbolos K, R pertencentes ao conjunto de simbolos {Vi, ..., Viy, Wy, ..., Wy}

se

e o tipo de Ay é K e os elementos de A, sao o resultado das substituicoes a; — as;,

onde 1 <17 <9, na matriz correspondente do Lema 2.2.9 ou Lema 2.2.8.

e o tipo de By é L e os elementos de By sao o resultado das substituicoes a; — bo;,

onde 1 <17 <9, na matriz correspondente do Lema 2.2.9 ou Lema 2.2.8.

Passemos agora as formulagoes e demonstracoes dos Lemas 2.2.10, 2.2.11,
2.2.12,2.2.13 e 2.2.14.

Lema 2.2.10. Consideremos A = (Jy, Ay, A3) e B = (Jo, Bo, Bs) de N3 0s quais ndo sdo

separados por Sss3. Entdo, A e B nao sao separados por Ps 3.
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Demonstragio. Pelo Lema 2.2.8, podemos assumir que Ay e By tém um dos seguintes

tipos: Wi, ..., Wy. A igualdade 1715 implica by; = aor.

Suponhamos as; # 0. Entao, o par (As, By) tem tipo (Wy, Wy). Consequen-
temente, considerando Tio e Ti13 obtemos bog = asg e byy = agy, respectivamente. Assim,
como agy # 0, pelas igualdades T2, Th12212, Th132 € Thi1213 teremos bos = ass, bas = as9,
bsg = asg and bzy = agy, respectivamente. Além disso fazendo uso das igualdades 773,
Too1, Thio3, tr(Az) — tr(Bs) = 0, 09(Az) — 09(Ba) = 0, Ti23, Ti32 € Tos, podemos concluir
que bsg = ags, bag = age, 31 = a3, bgs = ass, baz = ag3, bza = asa, bzg = aze € bsz = ass,
respectivamente. Portanto, A = B, e o resultado ¢ imediato.

Suponhamos agora as; = 0. Entao, a igualdade 7o implica bog = a9y + aog — baoy.
Logo, de Ti100 devemos ter agy — boy = 0 or asg — boy = 0. Dividiremos a demonstracao em

dois casos.

1. Seja byy # asy. Entao, devemos ter boy = aog € bog = agy. Essas restrigdes mostram que as
tnicas possibilidades para o tipo do par (As, By) sao (Wi, Winr), (Wi, W) e (Wi, Wiy).

Obviamente, é suficiente considerar apenas a primeira e ultima possibilidades.

1.1. Assumamos que o tipo de (Ag, Bsy) seja (Wi, Wip). Uma vez que agg # 0, considerando
Th13, Th123, T1132, T13 € Th1213 obtemos bsy = asy, azs = 0, bzg = 0, bgy = azs € azy = 0,
respectivamente. Portanto, A, B nao sdo separados por Ps3\S33 e temos o resultado para

este caso.

1.2. Assumamos agora que o tipo de (Ag, Bs) é (Wiy, Wiy). Dali, teremos agy # 0 e agg # 0.
As igualdades T113 (§ T112212 1mphcam que 637 = aszy € CL24CL28(CL24 - agg) = O, O que é uma

contradicao.

2. Seja byy = agy. Logo, devemos ter bog = aog. E facil ver que nessas condigoes existem
apenas 4 possibilidades para o tipo do par (A, Bs), a saber (Wr, Wr), (Wi, W), (Wi, Win)
e (Wi, Wiy).

2.1. Assumamos que o tipo de (Ag, By) é (Wi, W1). Consequentemente, considerando as
igualdades tI‘(A3) = O, tI'(Bg) = O, T13 (S T113 obtemos 39 =— —Aag1 — 4ss, bgg = —bgl - b35,

bss = as4 + ass — b3y, € b3y = ag7, respectivamente.

Supondo azy # 0 a partir das igualdades T1a3, T132, 11133, 153, podemos concluir

que byg = agg, baz = ag, aszs = ((a34 - b34)(a38 - b34) + CL37535)/CL37, bz = ((a22 - a26)<a34 -
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bss) + aszasr)/asy, respectivamente. Além disso, de 113313, 1331 podemos expressar bsy e

bss, respectivamente. Logo, A, B nao sao separados por Ps 3 e temos o resultado.

Consideremos az; = 0. Supondo agq — b3y # 0 a igualdade 77133 implica bgy = ags.
Se asy = 0, é imediato que A, B ndo sao separados por P 3\Ss 3. Por outro lado, se asy # 0,

entao 7113313 implica ags = 0 e também teremos A, B nao separados por Ps3\Ss 3.

Finalmente, sejam as; = 0 e azy — b3y = 0. Se azy = 0 ou azg = 0, o resultado é
imediato. Por outro lado, se as4 e ass sao diferentes de zero, entdo considerando 73315 €

T3301 obtemos bag = aog € bay = ass, respectivamente. Donde A, B nao sao separados por

PS,S\SS,S‘

2.2. Assumamos que o tipo de (As, By) é (Wi, Wip). Uma vez que asg # 0, considerando
as igualdades T113, T123, T1327 tI‘(A3) — tI‘(Bg) = 0, T1123 (§ T13 obtemos b37 = dgsy, b35 = dss,

b39 = Qa39, b31 = a3q, b34 = Q34, bgg = asg, respectivamente.

Supondo asy 7é Oe aplicando T113313, T331 (S T23 podemos ver que b32 = asag,

bss = ase € bag = agg, respectivamente. Logo, A, B nao sao separados por Ps3\Ss 3.

Agora suponhamos az; = 0. Segue de Ths que bsg = azg. Se azy = 0, entdo
A, B nao sao separados por Ps3. Por outro lado se ags # 0, entao segue das igualdades
09(A3) — 09(B3) = 0 e Theg que bzs = agy € baz = asg, respectivamente. Portanto, A, B nao

sao separados por Ps 3.

2.3. Suponhamos que o tipo de (Ag, By) é (Wi, Winp). Dai, uma vez que agy # 0, consi-
derando as igualdades T113, T123, T132, tI‘(Ag) - tI‘(Bg) = 0, T1132 € T13 obtemos b37 = asy,

b31 = asi, b35 = Qa3ss, b39 = Qa39, bgg — asg € b34 = Q34, respectivamente.

Assumindo a3y # 0 e aplicando as igualdades Ti13313, To3, T331 € 02(As) —
02(B3) =0 podemos ver que b32 = a32, b23 = 93, b36 — d3e © 633 = 33, respectivamente.

Logo, A, B nao sao separados por Fs 3.

Agora assumamos que az; = 0. Segue de Ths que b3s = ass. Se azg = 0, entao
A e B nao sao separados por Ps3. Por outro lado, se ass # 0, entao considerando as
igualdades 09(A3) — 02(B3) = 0 e Tyeg obteremos bsg = asg € bag = ao3, respectivamente.

Decorre dai que A, B ndo sao separados por Pj33\S;3 3.

2.4. Assumamos que o tipo de (Ag, Bs) é (Wiy, Wiy). Como agy # 0 e asg # 0, segue das
igualdades T113, 7137 tI‘(Ag) = O, tI‘(Bg) = O, T221, O'Q(Ag) — O'Q(BQ) = O, T1123, O'Q(AQ) = O,
Th913, To231, Thaz € T3 que bzy = asy, bsg = azq+asg—0bss, azg = —asi —ass, bgg = —bg1 —bss,

2 _
bas = ags, bag = age, b3 = aga, ags = —%5/&28, bsg = age + azs(a35 - 535)/6128, bsa =
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aso+ag5(asy —bs1)/ass, bss = ass+asa(as; —bs1)/ass € bsg = ass —|—a24a§5(631 _QSI)/(GQAL(lgS)a

respectivamente.

Se b3; = a3y teremos A = B e o resultado torna-se 6bvio. Assim, podemos supor
b31 7& asy. Das igualdades T1133 e T331, podemos concluir que as7 = Oe asg = CL34—(124(134/CL28,

respectivamente.

Se ags = agy, entao T3y implica que agy(as; — bsy) = 0, o que é um absurdo.
Assim considerando asg # ag4 € as igualdades Tho1o3 € Thozs teremos ass = 0 e azg = 0,

respectivamente. Segue de

T530 — azoT130 = 028(a32 - Gsﬁ)(a31 - b31) =0

que ags = agzy. Consequentemente, aplicando as igualdades T3312 € 02(A3) — 02(B3) =
0 podemos ver que ass = —(as; + bz + az(bsy — as)/ass) e a3, = b3,. Portanto,
b3y = —a3; # 0 e a igualdade det(A3) = 0 implica aggazi(azs — asg) = 0, uma con-
tradicao. n

Lema 2.2.11. Consideremos A = (Jy, Ay, A3) e B = (Jy1, B, B3) em N3 o0s quais ndo

sao separados por Ss3. Entdo, A, B nao sio separados por Ps .

Demonstragdo. Pelos Lemas 2.2.8 e 2.2.9, podemos assumir que Ay e By tém um dos seguin-
tes tipos: Wy, ..., Wy and V,. .., Viy, respectivamente. Igualdades 715 € T13 implicam

que agy = agy = 0.

1. Suponhamos aqg # 0. Entao, as igualdades 17195 € Tio implicam que agy = 0 e boy = aog,
respectivamente. Portanto, o tipo de (A, By) é (Wi, Viv). Consequentemente, considerando
as igualdades Ti193, Th3, Tho1, Thas, 02(A2) — 02(B2) = 0, tr(As) = 0, tr(Bs) = 0, Tise €
Ty obtemos asy = 0, bzy = ass, by = 0, by1 = ass, byy = —basbay/ass, asy = —az — ass,
b3g = —ags —bss, b3s = —az; —ass —527536/&28 e by = (&28(136 — barbsz — bagbse —b23b37)/a28+

asgbasbor/ ags, respectivamente.

Se beg # 0 aplicando as igualdades det(Bz) = 0, Theg e Tha13 concluimos que

bes = bs3 = bszs = 0. Logo, A, B nao sao separados por Ps 3.

Seja bog = 0. Observemos que se byg = 0, entdo A, B nao sao separados por
P33\ S53. Assim, podemos assumir que beg # 0. Dai, a partir de T3 e Thes obtemos
b37 = a38b27/a28 e bgg = (a35b27 + 2b27b35)/a28 + b§7636/a§8, respectivamente. Portanto, A,

B nao sao separados por P 3.
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2. Agora suponhamos ass = 0. A igualdade T75 implica que boy = ag4. Essas restrigoes
mostram que as unicas possibilidades para o tipo do par (As, By) sdo (W1, V1), (Wi, Vir),
(WI, VIH) € (WIII> VIV)-

2.1. Assumamos que o tipo de (Asg, B) é (W1, V7). Considerando as igualdades T}3, tr(As) =
0 e tr(Bs) = 0 obtemos bsy = agq+ass, azg = —as; —ass € bzg = —bz; — bss, respectivamente.
Se azy = 0, a igualdade Ti93 implica que bygbs; = 0. Por outro lado, se agq # 0, aplicando
Th133 e Tho3 obtemos ags = 0 e bygbsy = 0, respectivamente. Logo, A e B nao sao separados

por P53\ S35 em ambos os casos.

2.2. Suponhamos que o tipo de (Ay, Bs) é (W, Vi1). Consequentemente, considerando
as igualdades T3, tr(As) = 0 e tr(Bs) = 0 teremos byy = agq + ags, az9 = —agz; — ags €

bsg = —bsy — bss, respectivamente.

Seja azy # 0. Segue de T133 € T331 que agg = 0 € b3z = az; +ass —bs; —536537/@34,
respectivamente. Assim, supondo bys # 0, a igualdade Tio3 implica que asgy = bosbzr. Por
outro lado, se bys = 0, a igualdade The3 implica que byg3 = 0. Portanto, A e B nao sao

separados por Ps3\S33 em ambos 0s casos.

Seja agqy = 0. Se bas # 0, segue de Tio3 que asg = bosbs7. Por outro lado, supondo
bos = 0, a igualdade Tho3 implica que aggbos = 0. Em ambos os caso temos A e B nao sao

separados por P53\ Ss 3.

2.3. Assumamos que o tipo de (As, Bs) é (Wi, Vinr). Considerando as igualdades Thoq,
det(Bg) = O, T132, T1133 e T3321 obtemos que b26, bgl, b36, as34a3s, b33b34 sao iguais a Zero.

Logo, A e B nao sao separados por Ps3\S33.

2.4. Suponhamos que o tipo de (As, By) é (Wi, Viv). Uma vez que asgy # 0, considerando
as igualdades T221, T1132, T13, T123, UQ(AQ) — UQ(BQ) = O, tI'(Ag) = 0, (§ tI'(B3) = 0 temos
bo1 = 0, asg = 0, b3y = azq, b31 = azy, by = —b23b27/a24, azg = —a3] —ass, € bgg = —az; —bss,

respectivamente.

Se beg # 0, entao segue das igualdades det(Bsy) = 0, Theg € Tha13 que bog = byz =
bss = 0, donde A, B nao sao separados por Ps3\S3 3. Assim, podemos assumir que byg = 0.
Se byg = 0 ¢é imediato que A e B nao sao separados por Ps3\S33. Por outro lado, se
bos # 0 as igualdades Thog1, T3z, Thes implicam que bgy = asgbar/agy, bss = ags — barbsg/asy
e bys = (azibor + 2assbor)/asy — b3-bsg/a3,, respectivamente. Portanto, A e B nao sio

separados por Ps3\Ss 3. H
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Lema 2.2.12. Sejam A = (Ja, Ay, A3) e B = (0, By, Bs) em N os quais ndo sdo separados

por Ss3. Entdo, A e B nao sio separados por Ps 3.

Demonstracio. Pelo Lema 2.2.8, podemos assumir que A, tem um dos tipos a seguir:
Wi, ..., Wy. Considerando as igualdades 1712, T12 € T1190 temos que agy = 0, aog = —aoy
e asy = 0, respectivamente. Dai, o tipo de A, é W;. Consequentemtente, aplicando as
igualdades Ti3, T113 € Ti133 teremos asg = —asy, azy = 0, azq = 0, respectivamente. Donde

segue que A e B nao sao separados por P53\S3 3. O

Lema 2.2.13. Consideremos A = (J1, Ay, A3) e B = (J1, By, B3) em N3, os quais nao

sao separados por Ss3. Entdo, A e B ndo sao separados por P 3.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.9, podemos assumir que As e By tém um dos seguintes tipos:
Wi, ..., Viv. A igualdade Ti5 implica que byy = as4, portanto podemos ver que as tinicas
possibilidades para o tipo de (As, By) sao (Vi, V1), (Vi, Vi), (Vi, Vi), (Vir, Vir), (Vir, Vi),
(Virr, Vin) e (Viv, Viv). Ademais, considerando as igualdades Ty, tr(A3) =0, e tr(B3) =0

obtemos que b3y = as4, a3g = —az; — ass, € bgg = —bz; — bss.

1. Assumamos que o tipo de (Asg, Bs) é (V1,V]). Notemos que se byg = 0, a igualdade T7a3
implica que asg = 0 ou az; = 0 e em ambos os casos teremos A e B nao sao separados
por P;3\S53. Por outro lado, se byg # 0 considerando as igualdades Toz e T3 obtemos
b3s = (a22a34 + ag3aszy + ageass — azsbay — 523537)/ by € b3r = a26a37/ beg, Tespectivamente.
Além disso, se azs = 0 ou azy = 0, entdao A e B nao sao separados por P53\S;3. Logo,
podemos assumir que aqg, azy 7 0. Dali, segue das igualdades Tho3 € T331, que boy = ago €
aze = agq(—agz; — ass + by + bss)/asr + agease/bag. Portanto, A e B ndo sdo separados por
Ps3\S33.

2. Suponhamos que o tipo de (As, Bs) é (V1, Vi1). Inicialmente, iremos assumir as; # 0.
Entao, considerando as igualdades T33; e Tia3 teremos ags = (ass(—az — ass + by + bss) +
bsebsr)/agr, ase = bos(ass — basbsr)/asz, respectivamente. Dai, a igualdade Tpe3 implica que

b23 — a22b25 =0 ou as4 — b25b37 = 0, e portanto A (S E nao sao separados por P3,3\53’3.

Por outro lado, seja az; = 0. Se byg = 0, entdo A e B nao sao separados por
P53\ S;33. Além disso, se beg # 0, entdo a igualdade Thes implica agy = bosbsy € também

teremos que A e B ndo sao separados por P53\S;3 3.

3. Assumamos que o tipo de (Ag, By) é (Vi, Viir). Considerando as igualdades Thoq,
det(By) = 0, e T30, obtemos byg = by; = bgg = 0. Assim, segue de Tia3 € T3391 que
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aseazr = 0 e agsbszz = 0, respectivamente. Logo, concluimos que A e B nao sao separados

por P3,3\Sg,3.

4. Suponhamos agora que o tipo de (As, By) é (Vi1, Vi1). Segue da igualdade Ths que

bss = ase + ags(as + 2ass) — a§5a38 + aggasr — bas(bs + 2b3s) — bogbsy + b§5b38-

Assumindo que ags # 0, a igualdade T7o3 implica que asz; = (agsasq + bos(—aszs +
bosbsr))/azs, € Thoz acarreta agsbog — agsbas = 0 ou —asy + bysbzy = 0. Além disso, se
—ag4 + basbsr = 0, entdo, podemos assumir A e B nao sao separados por Ps3\Ss3.Por
outro lado, se —asy + basbsy # 0, entdo byz = agzbos/ass € podemos expressar ass pela
igualdade T3312. Assim, uma vez que T330031 = (ao3bos(asy — basbsr)/ass)Ta31, podemos

concluir que A e B nao sao separados por P53\S;3 3.

Agora assumamos que ags = 0. Se agqy = bos = 0, entdo A e B nao sao separados
por P;3\S33. Em contrapartida, se agqy # 0 e bys = 0, entdo segue de Thoz e Ts31 que
bosg = ag3 € az1 = (asa(—ass + ba1 + bss) + (asz — bsr)(—ase + azsbsr))/ass. Logo, também
concluiremos que A e B nio sdo separados por P 3\S5 3. Finalmente, se bys # 0, entao T'a3
assegura que agy = bosbsr e Thog implica ass = 0 ou bg; = 0. Dai, A e B nao sao separados
por P3,3\53,3-

5. Suponhamos que o tipo de (Ag, By) is (Vi1, Viir). Considerando as igualdades Tho1,
det(Bg) = 0, [§ T132 obtemos b26 = bgl = b36 = 0. Assim, T332231 = (&310{34 “+ asgass +
a36a37)T223 + a34bggT3321. LOgO, as igualdades T223 (S T3321 1mphcam que A e B nao sao

separados por Ps3\Ss 3.

6. Assumamos que o tipo de (As, Bs) é (Vimr, Vinr). Segue das igualdades Tho; e Ti3z que

bag = aog € b3g = as1as4 + aze — assbser, respectivamente.

Consideremos ags = 0. Entao, aplicando as igualdades det(As) = 0, det(Bs) = 0,
e Ty3 teremos as; = by = 0 € bz = azz+a9sazy —azsbas. Dai, se agy = 0, entdo A e B nao sao
separados por Ps 3\ S3 3. Em contrapartida, se asy # 0, as igualdades T33; e T3391 asseguram
que bgs = (az1aza+aza(ass —bs1)+ass(asy —bsr))/ass € azo = (—az1azs+az b+ asebst) /asy,
respectivamente. Por fim, T3 implica que azg = 0 ou az; — b3; = 0. Em ambos os casos

temos que A e B nao sao separados por Ps3\ S5 3.

Agora suponhamos que agg # 0. Aplicando as igualdades det(Ay) = det(By) = 0,
Ti23, Th213, To231, € T3 obtemos agy = a§1/(126, by = 531/@26, b3y = (—a21a34 + azabyy +
a26a37)/a26> bss = ((a21 _b21)(a36_a34b21) +a26a35)/a26a b3y = (a21a34(a21 —b2l)+a26(a31 -

ag1a37 + az7ba1))/asze € byg = (a§1a34 + a91ba1 (ase — asabor) + 631 (—ase+assboy) — aél(azaam +
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azabar) + asrass(asi — ass + azrbar) + ase(ass — asibar + assbar — bs) + asgass)/asg, respec-
tivamente. Se a3y # 0, entao pelas igualdades T3312 e Tho3 podemos expressar bss e bss.
Portanto, A e B nao sao separados por Ps3. Logo, podemos assumir que azy = 0. Das
igualdades Tho193 € To93 podemos expressar bsz e bzs. Consequentemente, A e B nao sao

separados por Ps s.

7. Por fim, suponhamos que o tipo de (As, Bs) é (Viv, Viv). Uma vez que agqy # O,
analisando as igualdades Tho1, T123, 02(As) = 0, 02(By) = 0, T30, € T3 podemos concluir
que byy = agi, b3y = azy, axp = (—a§1 — G23027)/G24, by = (—a§1 — bagbar)/ans, bss =
(2736 + a24035 — barbsg) [ans € b3y = (—a23a27a34 — A21A27a36 + Azabosbor + a5,az2 + Az barbss +

2 .
a4(agrass + agsase + aazasy — barbss — bagbsg — bagbsr))/as,, respectivamente.

7.1. Consideremos as3 # 0. Pelas igualdades det(As) = 0 e Tueg teremos que
Qo8 = (a§’1 + a21a23a27)/(a23ag4) € agr = (a23a27a34 — a34ba3bay + a24b23b37)/(a23a24).

Suponhamos by3 = 0. Assim, a igualdade det(B;) = 0 implica que ay; = 0,
e podemos expressar asg da igualdade Tha3. Se bog = 0, entao A e B nao sao separados
por P53\ Ss 5. Por outro lado, se bag # 0, entao as igualdades Tho13 € Thaie3 nos permitem

concluir que bsg = b33 = 0, e portanto A, B nao sao separados por Pj 3.

Supondo agora boz # 0. Pela igualdade det(Bs) = 0 teremos by = (a3, +
a21b93b97) /(a24ba3). Se az; = 0 podemos expressar bsg pela igualdade T3 e veremos
T339931 = (—24a07(a31+2035) — 57036 +a3,a38) (23 /aza) Ts31. Logo, A e B nio sio separados
por P;3\Ss3. Por outro lado, se as; # 0, entao as igualdades Tho13, Tho123 implicam que
bss = asebaz/ass, b3z = aszzbes/ass € que podemos expressar bsg por Th3. Portanto, A e B

nao sao separados por Fs 3.

7.2. Por fim, seja as; = 0. A igualdade det(Ay) = 0 implica que ay; = 0.

Seja byg # 0. Uma vez que agy # 0, considerando as igualdades det(Bs) = 0,
Tre31 obteremos que bog = 0, by = agsbor/ag4, e dai podemos expressar bsg por Thes. Se
ass = 0, entdo A e B nao sdo separados por P53\ S;3 3. Assim, podemos assumir que asg # 0.

Segue de Thai3 € Tho13 que ass = aszs = 0, e portanto A e B nao sao separados por P 3.

Por outro lado, seja by = 0. Se bag # 0, entao segue das igualdades Too3 € Tho13
que bsz = aggass/bog € bsg = asgass/bag, respectivamente. Logo, A e B nao sao separados
por P;3\ S5 3. Assim, podemos assumir que byg = 0. E facil ver que se asg = 0, entdo Ae B
nao sao separados por Ps3\Ss3. Sendo ass # 0, entdo as igualdades Tha3 € Thoyz implicam

que a3 = age = 0, e portanto A e B nao sao separados por P;3\Ss 3. n
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Lema 2.2.14. Consideremos A = (J1, As, A3) e B = (0, By, Bs) em N3 o0s quais ndo sdo

separados por Sss. Entdo, A e B nao sio separados por Ps .

Demonstragio. Pelo Lema 2.2.9, podemos assumir que As; tem um dos seguintes tipo:
Vi, ..., Viv. As igualdades 115 e T}3 implicam que agy = as4 = 0. Entdo, segue da igualdade

Tho1 que asg = 0 ou agy = 0.

Suponhamos asg = 0 e asy # 0. Logo, o tipo de Ay é Viy1. A igualdade Ti35 nos

mostra que ags = 0. Assim, A e B nao sao separados por Ps3\Ss 3.

Consideremos as7 = 0. Logo, o tipo de Ay é V; ou Vj;. Em ambos os casos da

igualdade temos asgasy = 0. Portanto, A e B nao sdo separados por Pj3\S5 3. O

Os resultados obtidos nesta secao foram publicados na revista Linear Algebra
and Its Applications sob o titulo "Separating invariants of three nilpotent 3 x 3 matri-
ces" (vide [10]), cujo principal resultado pode ser sintetizado, como a jun¢ao dos Teoremas

2.2.5 e 2.2.6, no teorema a seguir.

Teorema 2.2.15. Suponhamos que n =d = 3 e que F € um corpo algebricamente fechado

de caracteristica zero. Entado,

(a) Ps3 é um conjunto gerador minimal para a dlgebra de invariantes O(3,3).

(b) Ss3 € um conjunto separador minimal para a dlgebra de invariantes O(3,3);
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3 Semi-invariantes separadores de matrizes
2 X 2

Todos os espacos vetoriais serdo considerados sobre um corpo infinito F de
caracteristica charF > 0, a menos que especifiquemos o contrario. Este capitulo sera
dedicado a aprensentar a construcao da algebra de semi-invariantes S1(m, p, q), a qual sera
definida a seguir (veja Exemplo 3.1.1), bem como a obtengao de um conjunto separador
minimal da mesma (vide Teorema 3.4.17). Iniciaremos, apresentando esta construgao, bem

como uma série de defini¢oes e resultados auxiliares.

3.1 Semi-invariantes de Matrizes

Nesta secao iremos apresentar a construcao da algebra de semi-invariantes de
matrizes e algumas de suas propriedades basicas. Destacaremos que esta algebra generaliza

as algebras S(n,m) e R(n,m) apresentadas nos Exemplos 1.3.2 e 1.3.4, respectivamente.

Exemplo 3.1.1. Sejam p, ¢, m > 0 nao todos nulos. O grupo G = SL(ny) x SL(ns) age

diagonalmente em
H= %Q(m>p7 q) = (Mnlxnz)m @ (Mnl)p ©® (Mm)q

COomo segue:

"

(91,92) - A= (914195, 1 Amgs i ALgr i Agr g2 Al gyt g2 Algy )

para g; € SL(ny), g2 € SL(ny), e A= (Ay,... Ap; AL, .., A AT AY) de H.

Entéo, para n = (ny,ns), a dlgebra de semi-invariantes de matrizes é a dlgebra
de invariantes dada por:

SI,(m,p,q) = F[H]°

E de facil verificacdo que R(n,m) = S1inny(m,0,0). Além disso, da Observacao 3.1.2 a
seguir, podemos concluir que S(n,m) = Sl n)(0,m,0) ~ Sl (0,0, m). Assim, de fato
a algebra de semi-invariantes de matrizes generaliza as algebras S(n,m) e R(n,m). Além
disso, uma vez que SL(ny) x SL(ng) é um grupo redutivo, temos que a algebra S1,(m, p, q)

possui um conjunto gerador, e consequentemente separador, finito.
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Antes dos préximmos resultado, fixemos a seguinte notacdo. Dada A uma

matriz 2 x 2 sobre um anel comutativo, definimos

0 1
A*=—JATJ, onde J= .
-1 0

Notemos que AA* = det(A)FE, onde E representa a matriz identidade 2 x 2.

Observagao 3.1.2. O mapa linear ¢ : H(m, p,q) — H(m, q,p) definido por
(g, Ay ooy A Ay AL AT AT s (AL A AL AL A AL AL
induz o isomorfismo de édlgebras de invariantes (* : SI(m,q,p) — SI(m,p,q), uma vez que

t((91,92) - A) = (g2, 91) - L(A) para todo par (g1,92) € G.

O anel de coordenadas F[H] da variedade afim H é o anel polinomial livremente

gerado por
ok (i€ [, j € [na), k€ m)), b (i,j€m], kelp)), =5 (@i.j€na kelq),

onde para todo s € N, temos [s] = {1,2,--- ,s}. Assim, os elementos de F[#] podem ser

interpretados como fungoes polinomiais de H em F da seguinte maneira:
k k k
r5(A) = (A)ig,  y(A) = (A, 2i5(4) = (AL,

onde (A);; denota a (i, j)-ésima entrada da matriz A.

Denotaremos por

k k k
X = (xij)ie[n1]7j6[n2]’ Y, = (yij)i,je[nﬂ’ e Zp= (Zij>i7j€[n2]

as matrizes genéricas ny X ng, Ny X Ny € Ng X Ng, respectivamente.

Para um mondémio ¢ € F[H] denotamos por mdegc seu multigrau, isto é,

mdege = d = (dy,...,dn;dy,...,d,;dj, ... dy), onde dy (d, e dy, respectivamente) é o
k

A k () k
grau total do monomio ¢ em xy; (y;; e 2,

dlgebra ST,(m,p,q) possui uma N™*P*%graduagao dada pelos multigraus.

respectivamente) para todos 7, j. Obviamente, a

Em particular, para n; = ny = 2 escreveremos SI(m,p,q) para a algebra

S1(22y(m,p,q) e denotaremos por H(m,p, q) a variedade afim H 9 (m,p, q).

Uma vez apresentada a algebra SI(m,p,q), concentraremos nossos esforgos
em determinar um conjunto separador minimal para esta algebra. Contudo, antes de
passarmos a este estudo, iremos estabelecer alguns conceitos e resultados que irao nos

auxiliar na obtencao de tal conjunto.
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3.2 Equivaléncias

Ao longo desta se¢ao iremos assumir que F é um corpo arbitrario (possivelmente
finito) e G um grupo arbitrario. Nosso objetivo aqui sera estabelecer o conceito de
polarizagao de um invariante, bem como estabelecer algumas relagées de equivaléncias.
Iniciaremos este estudo com o caso de um espago vetorial, e em seguida iremos generalizar

estes conceitos para o caso de multiplos espagos.

3.2.1 O caso de um unico espaco

Sejam V e W G-moédulos de dimensao finita sobre F, com bases fixadas e
denotemos dimV = ny, dimW = ny. Dado v € V), escrevemos (v); para a i-ésima
coordenada de v com respeito a base fixada de V, e analogamente definimos (w); para
w € W. Para m > 1, a agdo diagonal de G no H = W & V"™ é definida por g - v =
(g -v0,9v1,...,9 " Uy) para todos g € G, v = (v, V1,...,Vy) € H com vy € W e

Vi, Um € V.

O anel de coordenadas F[WW @ V™| ¢ o anel polinomial livremente gerado por
zi (k€ [m], i € [m]) ey; (j € [n2]) de W V™)™, onde aii(v) = (v)i € y;(v) = (o),
para cada v € W @ V™. Para um monémio ¢ € F[W & V™| denotemos por mdeg ¢ seu
multigrau, isto é, mdeg ¢ = (do, d1, ..., d,,), onde para k € [m] temos que dj é o grau total
do monoémio ¢ em zy; (i € [nq]), e dy é o grau total de ¢ em y;, (j € [n2]). Obviamente,

Nm+1

a algebra FWV @ V™|¢ admite uma N-graduacio pelo grau e uma -graduagao pelo

multigrau.
Consideremos a nocao classica de polarizagao de um invariante, dada em [24].
Definigao 3.2.1 (Polarizacao Polfn). Sejam [ > 1 e ay, indeterminadas comutativas para

todos k € [m] e r € [l]. Consideremos o homomorfismo de F-algebras ® : F)V & V™| —
FIW @ Va1, ...,y dado por:

]
O(zg,;) = ;ak,r:ﬂm (k€ [m], © € [n4]),

o(y) = u (j € [na).

Entdo, para f € F)W@®V™] existe um subconjunto P = Pol! (f) € FW @ V'] de elementos

nao nulos, tais que

o(f) =Y a*™h,

hepP
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onde {a®™} sdo mondmios, dois a dois diferentes, em {ay,}. Em outras palavras, Pol’, (f)
é o conjunto de todos os coeficiente ndo nulos de ®(f), considerados como polinémios nas

indeterminadas {ay,, }.

A préxima observagao encontra-se provada na Segao 1 de [24].

Observagao 3.2.2. Suponhamos que as condig¢oes da Defini¢ao 3.2.1 sdo satisfeitas. Entao,

(a) Dado ay, para todos k € [m] e r € [l], consideremos o homomorfismo de F-dlgebras
p: Flays, ..., amg] — F, dado por p(ag,) = o, A composicao d = pod éo
homomorfismo @ : F)W @& V™| — F[W @ V']. Entéo, para cada v € W & V', temos

$(Hw) = ( S Y am,rm) _ Y ath),  (31)

A(

onde o tltimo somatério é tomado sobre todos h € Pol' (f) e a®™ significa pu(a®™).

(b) Se f ¢ N-homogéneo, entio cada h € Pol’ (f) é também N-homogéneo com deg(f) =
deg(h). Além disso, se f e N™"-homogéneo, entdo cada h € Pol’ (f) e N'*L

homogéneo.

(c) Se f € F]W @ V™|, entdo Pol. (f) c FW & V'°.

No exemplo a seguir iremos usar a Defini¢do 3.2.1 para construir a polarizagao

no caso de [ ser infinito ou finito.

Exemplo 3.2.3. Consideremos a algebra de invariantes S(n,1) = F[(M,)]“L™ isto é,
W =0,V =M, eG= GL(n). Para F[(M,)"] = Flz},|i,j € [n], k € [I]], seja X}, =

(xfj)ie[nL jen) @ Matriz genérica n x n. Denotemos os coeficientes do polindmio caracteristico
n

de uma matriz X de ordem n por 0;(X), onde i € [n], ou seja, det (X +AE) = > A" o;(X).
i=0
Assim, 0¢(X) =1, 01(X) = tr(X), e 0,(X) = det(X). Entao,

1. Pol, (tr(X1)) = {tr(X)),...,tr(X;)}, uma vez que para m = 1, temos
(I)(tl"(Xl)) = tl“(CLUXl + -+ CLUX1> = a1 tI‘(Xl) + -+ ay tI‘(Xl).

2. POlll(O'Q(Xl)) = {O'Q(Xl), .. ,O'Q(Xl),tl'(XZ’) tI‘(XJ> - tI‘(XzXJ> | 1 S 1< j S l}, visto

que se m = 1, teremos
(I)<02(X1)) = 02(a11X1 + -+ CLUX[) =

a%lOg(X1> + -+ CL%ZO'Q(XZ) -+ Z ah»alj (tl"(Xl) tI'(XJ) — tI'(XZX])) .

1<i<j<l
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3. Poll (tr(X?)) = {tr(X1),...,tr(X;),2tr(X;X;) |1 < i < j < I}, pois caso m = 1,
obtemos
@(tr(X%)) = tr((aHXl 4+ 4+ CLUXZ)Z) =

af tr(X7) + - ai (X)) + Y ana2tr(X.X;).

1<i<j<l

Em particular, se char F = 2, entdo tr(X;X;) ndo pertence a Pol! (tr(X?)).

4. Poly(tr(X?X,)) consiste em tr(X?), tr(X?2X;) com i # j, tr((X; X, + X;X;) X}) com

i < j<k,ondei,jk € [l], uma vez que para m = 2, temos

<I>(tr(X12X2)) = tr((alle + -+ aqu)Q(alel +---+ a?le))-
9. POlé(tl"(Xng) + tI‘(XQX3)) = {tI‘(XZXj) + tI‘(XJXk) | i,j, ke [l]}

Suponhamos que I € V é um vetor G-invariante, ou seja, g - I = I para todo

g € G. Definindo o mapa linear
U, Wae V™ = Wao V™ por Ur(v) = (v, v1,. .., Um, ).
Entao, obtemos o homomorfismo de dlgebras
U FW e V™Y S FW e V™ e onde Ui(f)(v) = f(Vr(v)).

Definigdo 3.2.4. Sejam A uma F-algebra, S € Ae F : A — 2 um mapa de A na familia

de todos os subconjuntos de A. Dizemos que S é fechado a geradores com respeito a I, se

F(S) = U F(s)

seS

estd contido na F-algebra com unidade, algg{S}, gerada por S.

Introduzamos as equivaléncias a seguir, no conjunto de pares de elementos de
W e V)2

Definicdo 3.2.5 (Equivaléncias). Sejam (v,v’), (u,u') pertencentes ao espaco (W @ V™)?
e I € V um vetor G-invariante. Entao,
lin

o (v,0) = (u,u) se, e somente se, vg = ug, vy = ug, €

/ ! ! U 2
spang(vy @ VY, ..., Uy B v)) = spang(u; S ul, ... Uy Du,) em V7
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(u,u) se, e 86 se, existem gy, go € G tais que g1 - v = u;

g ~ (u,u) se, e s6 se, para todo k € [m] existe ay € F tal que

[ ]
—~
<
I

uk@u%zvk@v,’ﬂ—l—ak(l@f),

o (v,7) ~ (u,u) se, e somente se, o par (u,u’) pode ser obtido a partir de (v,v'),

como o resultado de aplicagoes das equivaléncias definidas acima.

E facil ver que todas as relacoes em (W @ V™)? dadas na Definicdao 3.2.1 sdo realmente
relaces de equivaléncia. O caso parcial no qual I =0e S = FW @ V™|, abordado no

teorema a seguir, foi obtido por Domokos em [30, Lemma 2.1].

Teorema 3.2.6. Sejam I € V um vetor G-invariante e S C F]W & V™% um conjunto

fechado a geradores com respeito a

(a) a polariza¢io Pol’", ou seja, Pol(S) C algp(S);

m?’

(b) a composigio W o Pol™™  isto ¢, W% o Pol™™(S) C algg(9).

Entdo, para todo os pares (v,v'), (u,u) de (W @ V™)* com (v,v') = (u,u) as sequintes

condicoes sao equivalentes:

e v, v sdo separados por S;

e u,u’ sdo separados por S.

Demonstragcio. Obviamente, a afirmacao do teorema é valida se considerarmos a equiva-
~ . G A R T . ~ -
léncia ~ ao invés da equivaléncia ~. Assim, a conclusao do teorema segue das Afirmacoes

1 e 2 a seguir.

~ .1 . qa . lin
Afirmagdo 1. O resultado do teorema é valido para a equivaléncia =.

- . lin,, , RV
Suponhamos que v, v’ nao sao separados por S. Como “X” 6 uma equivaléncia,
para finalizar a demonstracao da Afirmacao 1, é suficiente mostrar que u, % nao sao
separados por S.
l
Seja uy Duj, = > ay, (v, ®v)) para todo k € [m], onde ., € F. Pela parte (a)

r=1
da Observacao 3.2.2, para cada f € S temos

fw) =3 a*Phw) e fl)=>3 a*Ph),
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onde ambos somatdérios sao tomados sobre todos os elementos h € Pol(f). Uma vez que
Pol™(f) C algp(S), teremos h(v) = h(v') para todo h € Pol?(f). Portanto, u, v’ nao sao

separados por S, donde segue o resultado.

I
Afirmagdo 2. O resultado do teorema é valido para a equivaléncia =.

~ I, , . Al .
Suponhamos que v, v’ nao sao separados por S. Como “~” é uma equivaléncia,
para completar esta demonstracao é suficiente mostrar que u, v’ niao siao separados por S.
Seja ug & up, = vy ® vy, + (I & I) para todo k € [m], onde oy € F.

Segue da parte (a) da Observacao 3.2.2 que, para cada f € S temos

Zoﬁl'“ h(Vr(v)) e fl(u 2@11"' h(¥; (v ))

onde ambos somatérios sdo tomados sobre todos os elementos h € Pol” ! (f) com ¢®® =
a‘fll -a’m ‘m aflmﬂ af,’;me para alguns 01,...,0m,&1,...,&n > 0 (veja Definigao 3.2.1
para os detalhes). Uma vez que h(¥;(v)) = (¥} o h)(v), h(¥;(v')) = (¥ o h)(2), e
Ui o h € algp(S), temos h(V;(v)) = h(¥;(v')). Logo, u,u’ ndo sao separados por S, como

queriamos demonstrar. O

3.2.2 O caso de miltiplos espacos

Nesta secao iremos estender as defini¢gdes e o teorema da Secao 3.2.1 para o

caso em que H = V" @& --- @ V", para G-mbédulos de dimensao finita Vi, ...,V sobre
F com dimensoes dimV; = nq,...,dim Vs = n,, onde a acao de G em H é diagonal e
my,...,mg > 1. Dado um elemento v € H, escrevemos v = (Q(l), ceey (8)) para v® =
(vgk), ce mk) e V" com 1 <k <s. A préxima definigao foi dada em [24, pagina 559].
Definicao 3.2.7 (Polarizagao para o caso de multiplos espagos). Para [;,...,l; > 1 a
polarizagao

Pollyl FVM @ @ V] 5 FV @ & VY]
é a composicio de polarizagoes Pol%, o- - -oPoll;M, onde Polls : FIW, @ V"] — FW, @V
para W, =V & - & ViE] @ V,fol -@® V' para todo 1 < k < s.

De modo andlogo ao feito na secdo anterior, temos as seguintes relagoes de

equivaléncia.

Definigao 3.2.8 (Equivaléncias). Suponhamos que (v,v'), (u,u’) pertencem a (V"' &
oV el=(I,...,I,) €EVI®--- @&V, é um vetor G-invariante. Entao
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) 2 (u, 1) se, e 56 se, (v®) /*)) 2 (u®, /™) para todos 1 < k < s;

[ ]
—~
1<
I

a , . .
~ (u,u) se, e 86 se, existem g1, go € G tais que g1 v =wue go - V' = u;

Q~

Iy
o (v,0) = (u,u) se, e s6se, (L) VR (u® w/' M) para todo 1 <k < s

o (v,v) ~ (u,u) se, e s6 se, o par (u,u') pode ser obtido a partir de (v,v") como o

resultado de aplicagoes das equivaléncias definidas acima.

E possivel mostrar que todas as relagoes em (V" @ --- @ V™)? dadas na Definicdo 3.2.8

sao de fato relagoes de equivaléncia.

O corolario abaixo segue imediatamente do Teorema 3.2.6:

Corolario 3.2.9. Suponhamos que I € V1 & --- @ Vs é um vetor G-invariante e que o

subconjunto S C F[V™ @ --- @ V™| ¢ fechado a geradores com respeito a

(CL) a polarizacao Polmi,...,ms .

yeeyMes 7

+1,....ms+1

yeees Mg

(b) a composigio ¥ o---o W oPol !

Entdo, para todos os pares (v,v'), (u,u') de (V" @ --- @ V™)? com (v,v) = (u,u') as

condigoes a sequir sao equivalentes:

e v, v sdo separados por S;

e u,u’ sdo separados por S.

3.3 Geradores da algebra SI(m,p,q)

Nesta secao iremos apresentar uma descrigao de um conjunto gerador para a

algebra S1(m,p,q). Entretanto, antes desta descri¢ao fixemos as seguintes notagoes.

Iremos denotar por My C SI(m,p,q) o conjunto:
det(X7),...,det(X,,),det(Y7),...,det(Y},),det(Zy), ..., det(Z,)

e por My C SI(m,p,q) o seguinte conjunto:

(a) tr(Y;, -+ Y ),onder >0el<ip < - <i. <p;
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(b) tr(Zj,---Zj,),coms>0el<j; <--- < js <

(c) tr(Ys, - Y;, - Xy  Z5, -+ Z;, - X)), parar,s >0, 1<k<m,1<i <---<i.<p,e
I<n<--<js<gq

(d) tr(Ys, --- Y5, - Xy, - Zj, -+ Zj, - Xpy - Xy Xy, ), onde 7,8 > 0,6 > 0,1 < by <
e <k <m 1< <<, <p,el < << gy < q.

Consideremos M; o conjunto que consiste dos semi-invariantes de Ms, os quais

satisfazem as seguintes condi¢bes adicionais, respectivamente:

(a) r < 3;
(b) s <3;
(c) r,8 <2
(d) t <2; ademais, se t = 1, entdo r,s < 2; se t = 2, entdao r = s = 0.
Temos a seguinte descri¢do de um conjunto gerador para SI(m,p,q), dada por
Lopatin em [4].

Proposigao 3.3.1. [4, Lema 8.6] Um conjunto gerador minimal para SI(m,p,q) é dado

por:

e MyU My, secharF # 2;

e MyU M, se char[F = 2.

Conforme comentado anteriormente, nosso principal interesse é obter uma
descrigdo de um conjunto separador minimal para SI(m,p,q) (veja Teorema 3.4.17). Vale
destacar que os casos parciais onde m = p = 0, bem como p = ¢ = 0, foram considerados

anteriormente e temos as caracterizacoes a seguir.
Proposicao 3.3.2. [23, Teorema 1.1] Seja F um corpo infinito. Entao, o conjunto

tr(Y;),det(Y;), 1<i<p,
tr(Y;,Y,), 1<i<ip<p,

tr(Y;,Y5,Yi,), 1< <ipy<iz<p.

¢ um conjunto separador minimal para S(2,p) = S1(0,p,0).
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Proposigao 3.3.3. [32, Teorema 6.1] Seja F um corpo algebricamente fechado. Entdo o
conjunto
det(Xy), ..., det(X,,),
tr( Xy, X3,), 1<k <ky<m,
tr( X, X5, Xis X)), 1<k <<k <m.

¢ um conjunto separador minimal para R(2,m) = SI1(m,0,0).

Na formulagao da Proposi¢ao 3.3.3 o conjunto separador minimal para R(2,m)
de [32] é reescrito em termos dos geradores da Proposigao 3.3.1. A equivaléncia das duas
formulacoes segue do Lema 3.3.4, o qual sera exposto a seguir, junto com o Lema 4.2
de [32] (ou, equivalentemente, das partes (C'), (D') do Lema 4.1 de [4]).

Antes da formulagao do Lema 3.3.4, observemos que denotando por X,Y, X;,Y;
(2 > 1) matrizes 2 x 2 arbitrarias sobre uma F-dlgebra comutativa com unidade. Temos
A" (X)) =X, (XY)" =YY" X" tr(X") = tr(X), e ainda det(X™) = det(X). Além disso,

observemos também que vale

tr(XY™) = tr(X*Y) = tr(X) tr(Y) — tr(XY). (3.2)

Recordemos agora algumas definigdes dadas em [32]. O elemento (X|Y) é
definido como o coeficiente de a5 em det(aX + BY) para todos «, 5 € F. Para t > 2,
A1y, B, ..., B €F el <i<tdenotaremos por )Z (37;, respectivamente) a matriz
2t x 2t dividida em ¢ x ¢ blocos de tamanho 2 x 2, onde o tinico bloco néo nulo é o; X; (5;Y;,
respectivamente) na posigao (i,7) ((¢,7+ 1) para i <t e (t,1) para i = t, respectivamente).

Por defini¢ao, £(X7, ..., Xy, Y1, ..., Y;) é o coeficiente de ay -+ - a1 - - - B no determinante

det(X) + -+ X, + Y +--- + V). (3.3)

Lema 3.3.4. Temos

(o) (X]Y) = tr(XY™),

() &(X1,..., X, Y1,....Y) = (=) tr(X;Y - XY,

Demonstragio. A parte (a) segue imediatamente da férmula (3.2).

Consequentemente, aplicando (3.2), nao é dificil ver que tr(X;Y;--- XJY;) é
igual a
t
Yoo D> CU)T(X) o w(X) (XY X Y - XY - XY, (34)

r=01<i1 << <t
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onde no ultimo produto de matrizes nao temos X; , ..., X; . Observemos que os unicos

produtos nao nulo de matrizes Xl, e ,)A(;, }71, e ,fft sao
X, X;, X,Y;, YiXip, Y paral <i<t,

onde )EH (f/tﬂ, respectivamente) significa X, ()71, respectivamente). Assim, aplicando
a férmula de Amitsur (vide [36]) a (3.3) e usando (3.4), concluimos a demonstracao da
parte (b). O

3.4 Construcdo de um conjunto separador minimal para S1(m, p, q)

Nesta secao iremos construir um conjunto separador minimal para a algebra

SI(m,p,q). Neste intuito, consideremos o conjunto a seguir.

Para todos 4,11, 12,13 € [pl, J, J1, 72,73 € [q], k, k1, ..., ks € [m] denotemos por

Mgep, 0 seguinte conjunto:

det(Xy), det(Y7), det( Z;)
tr(Y;, - Y;,), tr(Z;, - Z;,) para 1<r,s<3 4 <--<ip, j1 << Js
tr(Xlek ) com  ky < ko
tr(YXklZ X,Q) onde ki <k

tr(Y;, Yo, Xu Z,;X3), tr(YiXyZ;, Z;,X;)  para iy <, j1 < Jo,
tr(Y;Xlek ) tI‘(XkIZ XkQ) com ki < ks
(}/zly;nglXZ ) tI‘(Xkl ng onde le < ig, jl < jg, k’l < kQ

)
tr(Xlekszst4) para ki < --- < ky.

Nosso objetivo serd mostrar que Mj,, ¢ um conjunto separador minimal para
SI(m,p,q). Para tal, iremos consider a separabilidade e minimalidade desse conjunto nas

subsecoes a seguir.

3.4.1 Separabilidade de M,

Nesta secao iremos considerar F um corpo algebricamente fechado. A relagao
de equivaléncia & sobre o conjunto de pares de elementos de H(m, p, q) é definida como
um caso parcial da Defini¢do 3.2.8 para s = 3, V; = Vo = V3 = My, e [ = (0,E, E).
Escrevemos A ~ B para A, B de H(m,p,q) se (A, A) = (B, B). As equivaléncias ~ =~ G, ~
sobre H(m, p, q)* e as equivaléncias 133, mGJ, L sobre H(m,p, q) sdo definidas analogamente.
Por uma questao de completude, iremos explicitamente definir essas equivaléncias para

(A, B), (C,D) do H(m,p,q)*:
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o (A,B) R (C,D) se, e s6 se,
spangp{ (A, Bi) |1 < k < m}
spang{ (A}, B)) |1 < i <p}
spang{ (A}, B})[1 < j < ¢}
* (4,B) & (C,D) se, e s6 se, 1A =

SL(2) x SL(2):
e (A, B) ~ (C, D) se, e s6 se,

para cadal < i < p existe 5; € F
para cada 1 < j < q existe y; € F

Lema 3.4.1. O subconjunto My, de SI(m,

com respeito a:

m,p,q .

(a) a polarizagdo Pol b4,

(b) a composi¢io V7, o W}, o U]

m,p,q

Demonstragio. (a) Pela definigdo de polarizacao, Pol

det(X%), det(Ys), det( ;)

spang{(C, Di) |1 < k < m},
spang{(C, D) |1 <i < p},
spang{(C}, D) |1 < j < q};

C e g2B = D, para algum gi,go de G =

tal que (C},D;) =
tal que (CY,Dj) =

(A}, BY) + Bi(I, I),
(A;/7 B;/) + 7]([27 IQ)

= F[H(m,p,q)| € fechado a geradores,

P, q)

o Polm-i-l ,p+1, Q-‘rl

m7p7q

m,p,q(Msep) € o0 seguinte conjunto:

tr(Y;, --- Vi), tr(Z, ---Z;,) para 1 <r <min{3,p}, 1 <s <min{3, ¢}
tr(YXkZ Xk)
tr(Y;,Y; XkZ X;) onde p>2
tr(V; X125, Z;, X)) com g > 2
tr(XlekQ) para m > 2
tr(YViXe, X, ), tr(Xi, Z;X;,) onde m >2
tr(Y; Xy, Z;X;,) com  m >2
tr(mYkaleQ) para p>2, m>2
tr(Xy, 2, 2, X;,) onde ¢q>2, m2>2
tr(XlekQstX;4) com m >4,
onde i,i1,...,i5s € [pl, 4,J1,---,Js € [q], k,k1,..., ks € [m]. Notemos que para cada

matrizes A, B, C, de ordem 2, temos AA* = det(A)FE,

tr(A?B) = tr(A) tr(B)

— det(A) tr(B),
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tr(BAC) = —tr(ABC) + tr(A) tr(BC) + tr(B) tr(AC) + (tr(AB) — tr(A) tr(B)) tr(C).
Essas férmulas implicam que o conjunto Poll"P¢(M.,) estd contido na dlgebra gerada por

m3p7q
Miep-

(b) Para obter o conjunto W7y, o ¥}, o Ujo Polm}zlq’p TLatl faremos as substituicoes a seguir

no conjunto Pol;"PI(M.,) da parte (a):

p—)p+1, q—>q+1, }/erl—}E, Zq+1—>E.

Logo, a conclusdo da demonstragao é feito como em (a). ]

De forma similar ao feito no capitulo anterior, buscaremos estabelecer for-
mas mais simples para os pares de elementos de H(m, p, q). Consideremos agora alguns

resultados auxiliares que irdao nos auxiliar na obtencao dessas formas.

Se para cada elemento A € S de um conjunto S C Mays tivermos det(A) = 0,
entao escreveremos simplesmente det(.S) = 0. Nos resultados a seguir o simbolo * representa

qualquer elemento de .

Lema 3.4.2. Para cada A = (A}, A}) € H(0,2,0) temos

() ()

Demonstragcio. Obviamente, A A (B1, By) para

0 = 0 =

Se 1 = 0, entdo temos o resultado. Suponhamos entao que fB; # 0. Caso By = 0,
basta aplicar (B, Bs) S (B2, By) para completar a demonstragao. Caso contréario, temos
(B1, Bs) & (B1 — (61/B2)Ba, Bs), donde segue o resultado. O

Lema 3.4.3. Para cada A = (A1, As) e B = (By, Bs) de H(2,0,0) satisfazendo (Ay, As) =

(By, Bs), as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) det(spang(A;, Asg)) = 0;
(b) det(spang(By, By)) = 0;

(c) det(A;) = det(Ay) =0 e tr(A4;45) = 0.
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Demonstragio. A féormula de Amitsur [36] para matrizes 2 x 2 unida a férmula dada

em( 3.2) implica que para cada aq,ay € F, temos
det(a Ay + anAy) = af det(A;) + a3 det(As) + ayag tr(A; 43). (3.5)

Logo, as condigbes (a) e (c¢) sdo equivalentes.

Suponhamos vilida a condi¢ao (c). Sejam B; = a3 A; + @Ay e By = A
para oy, ay € F. Aplicando a férmula (3.5) e a igualdade tr(A;A3) = 2det(As), obtemos
det(B;) = det(By) = 0 e tr(B1B;) = agtr(A14]) + astr(A2A5) = 0. Repetindo este

raciocinio, concluimos que (¢) implica (b). Temos entao o resultado. O

A préxima observagao segue da equivaléncia entre as condigoes (a) e (c) do
Lema 3.4.3.
Observagao 3.4.4. Para cada A = (A, As) e B = (B, Bs) de H(2,0,0), com f(A) =
f(B) para todo f € {det(X;), det(X3), tr(X;X;)}, as condi¢des a seguir sdo equivalentes:
(a) det(spang(A;, As)) = 0;
(b) det(spang(Bi, Bs)) = 0;

(c) det(A;) = det(Ay) =0 e tr(A;43) =0.

Por fim, temos

Lema 3.4.5. Para cada A = (E11, As) € B = (E11, Bs) elementos de H(2,0,0), tais que
det(spang(E11, A2)) = det(spang(FE11, B2)) = 0, temos

lin

(4B (B,C), (B, D) para Cz(i Z) 6 D=<: Z)

com det(C) = det(D) = 0.

. lin 0 =*
Demonstra¢io. Observemos que (A, B) =~ ((E11,C), (F11, D)), para C = ( ) e
* C

D = i 2 . O Lema 3.4.3 assegura que det(C') = det(D) = 0 e ainda tr(E,C*) =
*

tr(E11D*) = 0. Entao, segue da férmula (3.2) que ¢ = d = 0.

U

De posse desses resultados passemos agora a obtencao das formas candnicas

desejadas.
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Proposicao 3.4.6. Seja F um corpo algebricamente fechado e suponhamos que C, D de

H(2,2,1) satisfazem as sequintes condigoes:

(a) det(spang(Cy, Cs)) = det(spang(Dq, D)) = 0;

(b) spang(Ch, C2) # 0 e spang(D1, Dy) # 0.

Entao, (C,D) ~ (A, B) para algum par A, B de H(2,2,1) satisfazendo

0 = 0 0 = 0 =
I A — E 9 9 9 ; )
I 4 H x 0 * 0 * %k (* *))
* % * % * ok * ok
(II) ﬁ = E117 ) ) ;
* 0 * % * ok * %

com det(As) = det(Bs) = 0.
Demonstra¢io. Uma vez que ((Cy,Cy), (D1, D2)) ~ ((Cy,CY), (D2, Dy)) em H(2,0,0),

aplicando a condicao (b), podemos assumir que ocorre um dos seguintes casos:

1. Cl#OeDl#O,

2. Cl#O,ngo,Dlz(),eDg%O.

Observemos que podemos reduzir o caso 2 para o caso 1, considerando a equivaléncia
lin

((C1,Cy), (D1, Dq)) = ((Cy + Cq,Cy), (D1 + D2, Ds)) = ((C1, Cs), (D2, Ds)) em H(2,0,0).

Notemos que apds a redugao as condicoes (a) e (b) continuam validas.

Como C} # 0 e det(Cy) = 0, obtemos que C £ aBy, em H(1,0,0) para algum
a € F nao-nulo. Para g = diag(a™', ) de SL(2), temos (g,1) - aE1; = E1; em H(1,0,0).
De modo andlogo, considerando Dy, obtemos ((Cy, Cs), (D1, Ds)) S ((Ey1, Ca), (E11, D2))
em #(2,0,0)?. Pelo Lema 3.4.3, temos det(spang(E;1,Cs)) = det(spang(E1;, Dy)) = 0.
Em outras palavras, podemos assumir que C; = D; = Ej;. A forma requirida para
((C1,Cy), (D1, Dy)) de H(2,0,0)?, segue do Lema 3.4.5.

Aplicando o Lema 3.4.2 a (C1,C5) € H(0,2,0), podemos assumir que mddulo
lin, I .
a equivaléncia ~ o par (C},Cy) pertence ao conjunto

) o)
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. P e a1 . . s s
Obviamente, médulo a equivaléncia &, podemos assumir que a matriz Cy é igual a
0 =
* ok

Proposicao 3.4.7. Seja F um corpo algebricamente fechado. Suponhamos que C, D de

O

H(2,2,1) satisfacam as sequintes condigoes:
(a) f(C)= f(D) para todo f € {det(Xy), det(Xy3), tr(X1X3)};
(b) det(spang(C1,Cy)) # 0.

Entao, mdédulo permutagoes de C e D, temos que (C, D) =~ (A, B) para elementos A, B de
H(2,2,1) satisfazendo

M oa= (B a;"7F) 0*;<0*)),
* 0 * % * ok

an B — E. By ¥ % | ¥ % ; (* *))
* % * % * %

com o par (As, By) pertencente a lista:

(1) (Erg, Erz);
(2) (Ehr2,0);

(3) (aEy1, aEyy) para algum o € F.

Demonstragio. A condigao (b) implica que o determinante de alguma combinagao linear
lin

de C; e (5 é diferente de zero. Portanto, médulo a equivaléncia ~, podemos supor que

det(Cy) # 0. Logo, det(D;) # 0. Notemos que a férmula 3.5 implica que as condigbes (a)

e (b) continuam validas.

Moédulo a equivaléncia g, podemos assumir que C; = Dy = E. Observemos
que para cada g = (g,g) € G, com g € SL(2), temos g - (E,Cy) = (E,gCy g "). Portanto,
modulo a equivaléncia g, podemos supor que ambas as matrizes Cy e Dy estdo na forma
normal de Jordan com os mesmos autovalores (veja condicao (a)). Médulo permutagoes

de C e D, obtemos que (Cy, Dy) é um dos seguintes pares:
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o (aF + Ei9,aF + Eyy), para o € T,
e («E+ FEp3,aF), com «a € F;

o (B + BBy, aF + fEy), onde a # 3 from F.

. qa_ . lin . .
Usando a equivaléncia =, podemos reduzir estes casos aos casos (1), (2), (3), respectiva-

mente, da formulagdo da proposicao.

Além disso, podemos obter a forma requirida para (C7,Cy; CY) € H(0,2,1),
exatamente da mesma maneira que no ultimo pardgrafo da demonstracao da Proposi-
¢ao 3.4.6. ]

Proposicao 3.4.8. Seja IF um corpo algebricamente fechado. Suponhamos que os elementos

C,D de H(2,2,1), satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) det(spang(Cy,Cy)) =0 e spang(C, Cy) # 0;

(b) Dy = Dy = 0.

Entao, (C,D) ~ (A, B) para elementos A, B de H(2,2,1) satisfazendo

0 * 0
vae (e (0[R20 ()
me- (o (2 () (20)

com det(As) = 0.

* )

*

* * )
* * *

*
*

Demonstragio. A forma requirida para o par (C,Cs) € H(2,0,0), bem como para o par
(C1,C5:CY) € H(0,2,1), é obtida exatamente da mesma maneira como na demonstragao
de Proposicao 3.4.6. O]

Vejamos agora a seguinte observacao, a qual nos permite refinar ainda mais as

formas canonicas obtidas nas proposi¢oes anteriores.

Observagao 3.4.9. Suponhamos que A, B € H(2,2,1) satisfazem as condigoes (I) e (II)
da Proposigao 3.4.6 ou 3.4.7 ou 3.4.8. Se para algum par da lista

(AlaBl>7 (AQaBQ)v (A,17B1)7 (A/27Bé)7 (A,1/7Bi/) (36)
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. - - , . ~ . lin
tivermos uma das entradas seguramente nao nula, entao médulo a equivaléncia =~ podemos

assumir que esta entrada ¢é igual a 1 (e A, B continuam satisfazendo as condigoes (I) e (II)).

Esta observagao pode ser aplicada apenas uma vez a cada um dos pares da lista (3.6).

Consideremos agora as seguintes notagoes. Como os elementos de M, (veja
Segao 3.1) sao unicamente determinados pelos indices i = (i1,...,%,), j = (J1,---,Js),
k= (ki,..., k) withr,s > 0and [ > 0, escreveremos 6;5(@ para o elemento correspondente
de M. A saber, B

o 0t =Yy oYy, ) and 0, = t0(Z), -+ Z5),

o (ilir (k) — tr<Yi1 Y X Zj1 - st . X;)7

]17"'7j8

o 9“’7,3: (klv SRR k2t) = trO/h o '}/;"r ’ Xkl ’ Zjl e st ’ X]:Q o 'XthleZQt>‘

Dados A, B € H(m,p,q), escreveremos @%(E) para a equagao Qﬁ(k)(A) - Qi(k)(ﬁ) nas
entradas de A, B.

Por fim, temos a seguinte proposicao, a qual garante a separabilidade de M.

Proposigao 3.4.10. Seja F um corpo algebricamente fechado. Suponhamos que elementos
A, B € H(2,2,1) nao sao separados por Mse,, onde m =p =2 e g = 1. Entao, A, B ndo
sao separados por h = tr(Y1Ye X121 X;).

Demonstragio. Suponhamos que h(A) # h(B). Notemos que a condigao (a) da Propo-
sigao 3.4.7 é valida para A, B. Se det(spang(A;, As)) # 0, entdo a condigao da Proposi-
¢ao 3.4.7 é satisfeita para A, B. Do contrério, det(spang(A;, As)) = det(spang(By, By)) = 0,
pela Observagao 3.4.4. Caso A; = Ay = By = By = 0, devemos ter h(A) = h(B) =0, o
que é uma contradi¢do. Portanto, é facil ver que ou a condigao da Proposicao 3.4.6 ou
a condi¢ado da Proposicao 3.4.8 é valida para A, B. Pelo Lema 3.4.1, podemos aplicar o
Corolério 3.2.9 a equivaléncia ~ sobre H(2,2,1). Logo, aplicando as Proposi¢oes 3.4.6,
3.4.7, 3.4.8, respectivamente, podemos assumir que A, B satisfazem as condigoes (I) e
(IT) da Proposicao 3.4.6, 3.4.7, 3.4.8, respectivamente. Assim, aplicando os Lemas 3.4.11,

3.4.12, 3.4.13 (veja a seguir), respectivamente, obtemos uma contradigao. ]

Lema 3.4.11. Suponhamos que A e B satisfazem as condigoes (1) e (II) da Proposi-
¢ao 3.4.6, bem como as condig¢oes da Proposi¢io 3.4.10. Entao, h(A) = h(B).
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Demonstra¢io. Uma vez que A e B satisfazem as condigoes (/) e (/1) da Proposigao 3.4.6,
considerando as equagdes ©', ©% e O, temos b, = —b,, ab, = b, + b, e a}, = b}, + b,

respectivamente.

Suponhamos que a}; # 0, aplicando a Observagao 3.4.9 a (A}, B}) podemos
assumir que a}; = 1. Entdo, pelas equacdes ©'?, det(4)) — det(B) =0, ©1(1) e ©'(1,2),
obtemos ayy = —(aya; — byl — bigby — iobly +b11054), ayy = (b11)° + b1y, afy = bisbi,
e age = bypl);, respectivamente. Agora consideremos b}, # 0, novamente aplicando a
Observagao 3.4.9 a (A, BY) podemos assumir que b}, = 1. Logo, de det(A}) — det(BY),
0%(1) e ©4(1,2), concluimos by = asb,5 + b),b],, bhs = ahsbls e bys = agsbl,. Portanto,
01%(1,2) = —(dbgb); — bh;)O1(1,2), e uma vez que A, B ndo sdo separados por M,
devemos ter h(A) = h(B). Por outro lado, suponhamos b7}, = 0. Neste caso, se by = 0
ou b} = 0 obviamente temos h(A) = h(B). Assim, podemos considerar by, b|; # 0, e
consequentemente de ©1(1,2) and ©%(1,2), concluimos que b}; = by; = 0, donde segue

hA) = h(B).

Suponhamos agora aj; = 0. Neste caso, notemos que se b}, = 0, entdo devemos
ter ©17%(1,2) = a)yah301(1,2) + b7,02(1,2), dai uma vez que A, B nio sio separados por
Msep, devemos ter h(A) = h(B). Logo, podemos assumir que b, # 0, e particularmente
b/, = 1. Considerando as equacdes O1(1), det(A}) —det(B]) = 0, ©%(1) e ©1(1,2), obtemos
Vi = 0, 1,0, byy = ahsally e byy = agzal,, respectivamente. Assim, s¢ a3 = 0, entdo
h(A) = h(B). Por outro lado, se a3 # 0, entdo obtemos ©;%(1,2) = %@i(l). Portanto,
como A, B nao sao separados por Mg, devemos ter h(A) = h(B). * ]

Lema 3.4.12. Suponhamos que A e B satisfazem as condicoes (1) e (II) da Proposi-
¢ao 3.4.7, bem como as condi¢oes da Proposi¢io 3.4.10. Entao, h(A) = h(B).

Demonstra¢io. Uma vez que A e B satisfazem as condigoes (1) e (/1) da Proposigao 3.4.7,

temos que o par (As, By) é um dos pares da lista:

(1) (Ere, Er2);
(2) (E12, 0);

(3) (aE11,aFEyy), para algum o € F.

Assim, analizaremos cada caso separadamente.
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1. Suponhamos que o par (As, By) é igual a (Ey, E15). Entdo, das igualdades ©', ©% ¢ 0,
obtemos by, = —b,, ab, = by, + b, e a}, = b, + b],. Além disso, de ©'(1,2), ©6%(1,2) e

. /Y /Y "o an .
©1(1,2), podemos concluir ajy = bj5, ay; = byy € aj; = by, respectivamente.

Consideremos bY; # 0, aplicando a Observacao 3.4.9 a (A, BY), podemos
assumir que b7, = 1. Dai, aplicando as igualdades ©71(1,2) e ©3(1,2), obtemos b}, = b)3b},
e by, = bysb),. Ademais, pelas equacdes ©1(1) e ©%(1), podemos expressar a), € aby,
respectivamente. Notemos que se bj; = 0, entdao h(A) = h(B), donde segue o resultado.

b/ b//
Por outro lado, supondo b} # 0, devemos ter ©17(1,2) = 2213 (det(A}) — det(B})). Logo,

/

uma vez que A e B nao sdo separados por M, concluimos que h(A) = h(B).

Consideremos agora b3 = 0. Neste caso, a igualdade det(A) — det(By) = 0,
implica b}, = 0 ou b, = 0. Se b}, = 0, entao temos h(A) = h(B). Por outro lado, se b}, # 0
e b, = 0, das equagoes O71(1,2) e ©%(1,2), obtemos byz = by = 0, portanto também

teremos h(A) = h(B), o que conlcui a demosntragao.

2. Suponhamos que o par (As, By) é igual a (E12,0). Neste caso, considerando a igualdade
©1(1,2), concluimos que af; = 0, donde segue h(A) = h(B).

3. Por fim, suponhamos que o par (As, Bs) é igual a (aFE41, aEq1). Notemos que se o = 0,
entdao h(A) = h(B) e temos o resultado. Assim, podemos assumir « # 0. Considerando as
igualdades ©', ©% e Oy, obtemos b}, = —b,,, ah, = by, +bh, e a}, = b, +b],, respectivamente.
Além disso, das equacdes ©'(1,2), ©%*(1,2) e ©,(1,2), concluimos V), = b, = b}, = 0.
Portanto, temos ©7%(1,2) = b”,0%%(1,2). Logo, uma vez que A, B nio sio separados por
Mjep, segue que h(A) = h(B). O

Lema 3.4.13. Suponhamos que A e B satisfazem as condigoes (I) e (II) da Proposi-
¢ao 3.4.8, bem como as condigdées da Proposicao 3.4.10. Entao, h(A) = h(B).

Demonstra¢io. Uma vez que A e B satisfazem as condigoes (I) e (II) da Proposigao 3.4.8,
concluimos que ©7%(1,2) = —agsa},0%(1). Portanto,uma vez que A e B néo sio separados
por Mg, obtemos h(A) = h(B). O

3.4.2 Minimalidade de My,

Conforme comentamos na Se¢ao 1.3, determinar se um conjunto separador é

ou nao minimal pode ser uma tarefa bastante ardua. Assim, antes de mostrarmos que



Capitulo 3. Semi-invariantes separadores de matrizes 2 X 2 61

M, ¢ um conjunto separador minimal para SI(m,p, q), iremos considerar o conceito de

suporte de um invariante, bem como algumas de suas propriedades.

Suponhamos que H = H, & - - - & H,,, ¢ uma decomposi¢do de um G-mddulo

sobre F. Entdo, o suporte de um elemento a = (ay, ..., a,,) de H, é definido como sendo

supp(a) = (01, - ., ) para
5i _ O, if a; = 0
]_, if a; 7é 0

A decomposigdo de H induz a N™-gradugido em F[H| dada pelos multigraus. Definimos o

suporte de um elemento N-homogéneo f € F[H] de multigrau mdeg f = d, como sendo

supp(f) = (01, .-, ) para
5 _{ 0, if d; =0

A ordem parcial em N induz a ordem parcial no conjunto de todos os possiveis
suportes {0,1}™. Na observacio a seguir niao é necessario requerir que F[H]” seja N™-

graduado pelo multigrau.

Observagao 3.4.14. Sejam a € H e f € F[H] um elemento N"-homogéneo com supp(a) #
supp(f). Entao, temos f(a) = 0.

Observagio 3.4.15. Seja M um subconjunto N™-homogéneo de F[H]® e f € M. Entao,

M\{f} nado é um conjunto separador se existem a,b de H tais que

(a) fla) # f(b);

(b) para cada h € M\{f} com supp(h) < supp(f) tivermos h(a) = h(b).

Demonstragio. Denotemos supp(f) = d e definamos a’ € H por a, = 0 caso §; = 0 e
a; = a; se §; = 1. Entdo, supp(a’) < d e h(a') = h(a) para cada h € M with supp(h) < 4.
Definamos também o’ de maneira similar a a’. Substituindo @’ por a e b’ por b no enunciado
da observacao, podemos assumir que supp(a) < ¢ e supp(b) < 4. Logo, o resultado segue
da Observacao 3.4.14. O]

Consideremos agora a proposi¢ao a seguir, a qual nos permite garantir a

minimalidade do conjunto M.

Proposicao 3.4.16. Qualquer subconjunto proprio de Mse, ndo é um conjunto separador

para SI(m,p,q).
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Demonstracao. Seja f um elemento de Mge,. Pela observacao 3.4.15, para mostrar que
Mep\{f} néo é um conjunto separador para SI(m,p,q) é suficiente construir A e B de

H(m, p,q) tais que

(a) f(4) # f(B);

(b) para h € My, temos h(A) = h(B), onde My é definido como o conjuntos de todos
h € Miep\{f} com supp(h) < supp(f).

Se f pertence a S1(0,p,0) ou SI(0,0,q), entdo a Proposicao 3.3.2 implica que
Msep\{f} néo é separador.

Por simetria, sem perda de generalidade podemos assumir que f é um dos

elementos da seguinte lista:
det(X1), 6(1,2) =tr(X1X3), 0(1,2,3,4) = tr(X, X5 X3X}),
01(1) = tr(V1 X1 Z,X7), 01%(1) = tr(VYa X1 21 X7), 05,(1) = tr(Y1 X1 Z, 2, X7),
0'(1,2) = tr(V1 X1 X3), 60'2(1,2) = tr(V1Y, X, X3),
01(1,2) = tr(X12,X3), 612(1,2) = tr( X, 21 Z,X3),
0:(1,2) = tr (V1 X1 2, X3),

onde estamos utilizando as notac¢oes da Secao 3.3. Observemos que para valores pequenos
de m, p, ¢, nao precisamos considerar certos elementos da lista dada acima, por exemplo,

se m < 4, entdo nao consideramos 0(1,2,3,4), etc.

Suponhamos que um elemento f da lista acima satisfaz a condi¢ao que

supp(f) = (1,...,1,0,...,0;1,...,1,0,...,0;1,...,1,0,...,0)
—— —— N——
d d/ d//

para algum d = (d,d’,d") € N®. Entdo, construimos
A: (Al,...,Ad,o,...,O;All,...,A;/,O,...,O;AY,...,AZ//,O,...,O),
B=(By,...,B40,...,0;By,...,By,0,...,0;B{,...,By,0,...,0)

satisfazendo as condigdes (a) e (b) como segue:

e se f =det(X;), entdo d = (1,0,0) e tomamos

1 0
A= e By =0;
1 (01) 1
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e se f=10(1,2), temos d = (2,0,0) e basta considerar

01
A1:<0 1), AQZE e BlzBQZO,

e para f =0(1,2,3,4), entdao d = (4,0,0) e consideramos

01 -1 1
Ai=B =B, Ay=B, = , Ay =B, Ay = 7
1 1 2 2(11) 3 224(11)

10 0 1
B; = , By = ;

e para f = 6;(1), temos d = (1,1,1) e tomamos

Ay =By =FEp, Ay =A]=Ey, B, =B/ =0

e se f = 01%(1), teremos d = (1,2, 1) e basta tomar
Ay = By, A} = By, Ay = By, A] = —Ea,
Bl = E217 B{ = E127 Bé = E227 Bil = El2-
e se f=0"(1,2), temos d = (2,1,0) e consideramos

Ay =By = En, Ay =0, By = Eys, A/1 = Bi = Ey;

e para f = 0'*(1,2), temos d = (2,2,0) e tomamos

Ay =B = En, Ay = By = E, Ay = B = By, Ay = By, By = Eu;
e para f = 01(1,2), entdo d = (2,1, 1) e basta considerar

01
A1:Bl=E11,A2=E217B2:—E11+E21,A/1=B{: ( L1 ) ,A’l/:Bi’:Elz.

Para m = p = ¢ = 2 o isomorfismo ¢* introduzido na Observacgao 3.1.2 manda

det(X1), det(Xy), 6%, 0;, 9%(1), 9%(2), 0%(1,2), 0;(1,2), respectivamente, para

det(X5), det(Xy), 6;, 02, 65(2), 64(2), 6:(1,2), 63(1,2), respectivamente,
para todos i = (i1,...,4,), j = (J1,-..,Js) com 0 < r, s < 2. Portanto, podemos reduzir os
casos em que f é um dos elementos 601,(1), 61(1,2), 612(1,2), 01,(1,2), para os casos ja

considerados acima. Segue entao o resultado. O
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Portanto, unindo as Proposicoes 3.3.1, 3.4.10 e 3.4.16, temos o teorema a seguir:

Teorema 3.4.17. Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente
de dois e m,p,q > 0 nao todos nulos. Entao, o conjunto Mg, € um conjunto separador

minimal para SI1(m,p,q).
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