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A matemática é a única linguagem que temos em comum com a natureza.
(Stephan Hawking)

A física é complicada demais para ser deixada para os físicos.
(David Hilbert)

Os buracos negros são os únicos lugares do universo onde
a teoria da relatividade mostra todo o seu poder e sua glória.

(Freeman Dyson)

Adquiri um respeito enorme pela matemática, cujos aspectos mais sutis
até agora considerei, em minha ignorância, apenas um luxo.

(Albert Einstein)



Resumo

Os buracos negros são objetos astrofísicos oriundos de processos gravitacionais intensos e
que, muitas vezes, estão presentes em fenômenos envolvendo energias extremas. O objetivo
deste trabalho é explorar as principais propriedades dos buracos negros e sua relação com
o processo de acreção, que constitui um dos mecanismos mais eficientes de conversão de
matéria em energia. Apresentamos a fonte de energia e a dinâmica interna das estrelas, sua
evolução e a formação dos objetos compactos. Investigamos os aspectos gerais dos buracos
negros a partir da mecânica newtoniana e da relatividade geral, bem como estudamos o
comportamento de uma partícula orbitando um buraco negro de Schwarzschild e de Kerr.
Depois descrevemos o processo de acreção com simetria esférica e em discos, explorando
suas características e relações com os núcleos ativos de galáxias (AGNs) e com os jatos.
Através de nossos modelos estimamos as luminosidades nos discos de acreção em buracos
negros estelares e em supermassivos, bem como a potência dos jatos, e comparamos
os resultados com os dados observacionais. Os resultados apontam que o fenômeno da
acreção consegue produzir a energia necessária para explicar a luminosidade dos AGNs e
a potência dos jatos, com exceção dos picos mais energéticos, desde que os buracos negros
tenham matéria disponível e suficiente para acretar.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Buracos Negros. Acreção. AGNs. Jatos.



Abstract

Black holes are astrophysical objects arising from intense gravitational processes that are
often present in phenomena involving extreme energies. The objective of this work is
to explore the main properties of black holes and their relationship with the accretion
process, which is one of the most efficient mechanisms for converting matter into energy.
We present the energy source and internal dynamics of stars, their evolution and the
formation of compact objects. We investigate the general aspects of black holes from
Newtonian mechanics and general relativity, as well as study the behavior of a particle
orbiting a Schwarzschild and Kerr black hole. We then describe the accretion process
with spherical symmetry and in disks, exploring their characteristics and relationships
with active nuclei of galaxies (AGNs) and with jets. Through our models we estimate
the luminosities in stellar and supermassive black holes, as well as the power of the jets,
and compare the results with observational data. The results show that the accretion
phenomenon is able to produce the energy necessary to explain the luminosity of the
AGNs and the power of the jets, with the exception of the more energetic peaks, as long
as the black holes have sufficient material available to accrete.

Keywords: General Relativity. Black Holes. Accretion. AGNs. Jets.
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Introdução

As forças gravitacionais extremas que atuam nas proximidades de um buraco
negro (BN) fornecem uma oportunidade única para estudar as propriedades do fenômeno
de acreção. Este trabalho tem como objetivo apresentar as principais características
dos BNs e sua participação no processo de acreção, que consiste na transformação da
energia potencial gravitacional em energia eletromagnética. É uma revisão bibliográfica do
assunto, onde abordamos os aspectos teóricos e comparamos com os dados observacionais
recentes.

Ao estudar as propriedades dos BNs objetivamos descrever as geodésicas no seu
entorno, com o intuito de estimar os valores máximos do rendimento no processo de
acreção. Após isso apresentamos as principais descobertas e contribuições no estudo da
acreção em BNs, enfatizando as energias máximas envolvidas nos processos. O trabalho
utiliza uma linguagem matemática não-tensorial e o seu desenvolvimento é detalhado,
podendo servir como um texto introdutório ao tema para professores e alunos de graduação
nas áreas de Física, Matemática e Astronomia.

No capítulo 1 descrevemos a dinâmica e a evolução estelar, enfatizando o análogo
newtoniano de um BN. Na sequência analisamos as possíveis trajetórias de partículas em
torno de um BN, pelo problema da força central.

Uma abordagem dos BNs do ponto de vista da teoria da relatividade geral é
realizada no capítulo 2, onde discutimos as soluções de Schwarzschild e de Kerr, bem
como estudamos as suas geodésicas. É importante conhecer e descrever as órbitas das
partículas ao redor de um BN pois a matéria acretada seguirá essas trajetórias. Além
disso apresentamos alguns dados atuais sobre a detecção e propriedades dos BNs.

A acreção consiste no acúmulo de matéria em um objeto astronômico massivo, por
sua atuação gravitacional nas redondezas. Os planetas, as estrelas, as galáxias, etc., são
formados através dele. Neste trabalho nos restringiremos em estimar as energias irradiadas
enquanto a matéria é atraída e espirala em torno de BNs. No capítulo 3 descrevemos a
acreção com simetria esférica e no capítulo 4 abordamos a acreção em discos. A acreção
esférica é um modelo mais simples mas, como a maioria dos BNs possui momento angular,
é concebível que, se existir matéria nas redondezas, eles estejam envolvidos por discos, o
qual se aquece devido à viscosidade e emite radiação.

No capítulo 5 exploramos os núcleos de galáxias ativas (AGNs), onde um BN
supermassivo acreta gás e estrelas do núcleo da galáxia, emitindo altas luminosidades.
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Descrevemos também como são formados os jatos, que consistem na ejeção de matéria
pelo eixo de simetria, através da interação do campo magnético nos discos de acreção com
as partículas carregadas nele presentes. Fizemos estimativas da luminosidade dos AGNs
e da potência dos jatos, comparando-os com dados observacionais.
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Capítulo 1

Evolução Estelar e Buracos Negros
Newtonianos

As estrelas apresentam um ciclo de vida e uma dinâmica complexa para a pro-
dução de energia. Um dos possíveis destinos de uma estrela é se transformar num buraco
negro (BN). Neste capítulo descreveremos como as estrelas produzem energia, como elas
evoluem e morrem. Os destinos finais das estrelas apresentam caroços compactos, entre
os quais os chamados BNs. Apresentaremos como surgiu a ideia desse objeto e quais as
órbitas newtonianas de uma partícula orbitando um BN.

1.1 Fonte de Energia Estelar

O que faz com que o Sol brilhe? Como as estrelas produzem a energia? No
século XVII determinou-se a distância entre a Terra e o Sol, possibilitando o cálculo da
sua luminosidade com precisão. No século XIX os cientistas já sabiam que a energia que
mantinha o Sol ativo não era oriunda da combustão de material fóssil, pois ela poderia
fazer isso por apenas poucos milhares de anos.

1.1.1 Energia Gravitacional

Em 1854 o físico alemão Hermann Helmholtz propôs que a energia luminosa do
Sol tinha origem gravitacional. Quando o gás que o compunha caia em direção ao seu
centro, a energia potencial gravitacional era transformada em energia térmica, irradiando
para o espaço [1].

Quando a energia potencial gravitacional 𝑈 diminui, devido à contração, aumenta
a energia cinética das partículas dentro da estrela, ou seja, aumenta a sua energia interna
𝐸𝑖. A energia total 𝐸 é dada por 𝐸 = 𝑈 + 𝐸𝑖. De acordo com o teorema do Virial,
aplicado a gases perfeitos, a energia total é a metade da energia potencial gravitacional,
𝑈 + 𝐸𝑖 = 𝑈/2, de onde vem 𝐸𝑖 = −𝑈/2. Dessa forma, quando a estrela se contrai,
metade da energia é usada para aumentar a sua temperatura e a outra parte é liberada
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na forma de radiação 𝐸rad. A energia a ser irradiada é oriunda da diminuição da sua
energia gravitacional, de modo que

𝐸rad = −𝑈

2 . (1.1)

Para uma estrela de massa 𝑀 e raio 𝑅, 𝑈 ∼ −𝐺𝑀2/𝑅 e a energia máxima que pode ser
irradiada é

𝐸rad ∼ 𝐺𝑀2

2𝑅
, (1.2)

onde 𝐺 é a constante gravitacional. O valor de 𝐸rad do Sol é ∼ 1048 erg, sendo que
1 J = 1 × 107 erg [1, 2].

A produção de energia através da contração gravitacional foi uma explicação
satisfatória para a época. No entanto, descobriu-se posteriormente que a idade da Terra
era bem maior do que o tempo que o Sol poderia ter permanecido ativo com a mesma
luminosidade, estimado em cerca de 30 milhões de anos. Isso significava que o estoque de
energia seria insuficiente. No século XX descartou-se essa fonte energética e descobriu-se
a fusão nuclear [1].

Mesmo não sendo a fonte energética principal das estrelas, a energia resultante
da contração gravitacional é um processo importante na formação estelar, quando ainda
não ocorre a fusão nuclear [2].

1.1.2 Fusão Nuclear

Em 1920 o astrofísico inglês Arthur Eddington especulou que a energia das estrelas
era de origem subatômica. Ele considerou o que é hoje a fusão nuclear de átomos de
Hidrogênio (H) em Hélio (He). Eddington propôs também o aniquilamento do próton
com o elétron como fonte de energia, mas sabemos que esse último processo não ocorre
[2].

A fusão nuclear era viável do ponto de vista energético, mas classicamente a
repulsão elétrica entre os dois íons de H tornava isso impossível na temperatura do centro
do Sol. Somente na década de 1930 a fusão nuclear foi aceita como processo gerador de
energia nas estrelas. Em 1938 Hans Bethe e, independentemente, Carl F. von Weizsächer,
explicaram os diferentes ciclos de fusão nas estrelas, sendo que, no centro do Sol, a fusão
era possível devido ao fenômeno quântico do tunelamento. O ciclo dominante no Sol é
o próton-próton, representado pela equação 4 1

1H −→ 4
2He + 2𝑒+ + 2𝜈𝑒 + 𝛾, onde quatro

átomos de 1H se fundem e produzem um átomo de 4He mais um pósitron, um antineutrino
do elétron e um fóton [3, 4, 1].

O H é o elemento mais abundante do universo e apresenta-se majoritariamente na
forma de plasma. As estrelas passam a maior parte de suas vidas na sequência principal,
convertendo H em He. Dependendo da massa, a estrela pode alcançar temperaturas
maiores, sintetizando elementos mais pesados. Estrelas mais pesadas possuem uma vida
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mais breve que as mais leves, pois queimam mais rapidamente o seu combustível nuclear
[2].

Sabe-se atualmente que, a cada segundo o Sol transforma 600 milhões de tonela-
das de H em He e, destas, quatro milhões de toneladas são convertidas em radiação. O
potencial total do Sol é de 2 × 1052 erg e, queimando nesse ritmo, poderá brilhar durante
100 bilhões de anos [1].

1.1.3 Luminosidade

O fluxo de energia 𝐻 de uma estrela é dado por 𝐻 = 𝜎𝑇 4, onde 𝜎 é a constante
de Stephan-Boltzmann e 𝑇 é a sua temperatura efetiva. A temperatura efetiva é a tem-
peratura de um corpo negro que emite a mesma quantidade de energia eletromagnética
por unidade de área e por unidade de tempo que a estrela [2, 4].

A luminosidade 𝐿𝑟 é a quantidade de energia irradiada por unidade de tempo em
todas as direções. Para uma estrela esférica de raio 𝑅, o valor de 𝐿 é dado por

𝐿𝑟 = 𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 4𝜋𝑅2𝜎𝑇 4. (1.3)

Quanto maior é a luminosidade de uma estrela, mais ela pressiona os gases para fora e
maior é o seu raio1. Consequentemente, menor é a força da gravidade superficial e menor
é a pressão atmosférica. Próxima ao equilíbrio termodinâmico uma estrela irradia como
um corpo negro e sua luminosidade é dada pela eq. (1.3) [1, 2, 4].

1.2 Dinâmica Interna de uma Estrela

As condições de equilíbrio interno de uma estrela dependem da distribuição de
massa, da pressão do gás, da produção e do transporte de energia. Essas condições são
regidas por equações diferenciais, as quais serão descritas a seguir.

1.2.1 Equilíbrio Hidrostático

Uma das condições para a estrela ser estável é ela estar em equilíbrio hidrostático:
a resultante das forças atuando num elemento de volume no seu interior deve ser nula. A
força da gravidade puxa a massa estelar para o seu centro e a pressão do gás contrabalança
essa força, empurrando para fora [2, 3].

Considere um elemento de volume cilíndrico de seção transversal 𝑑𝐴 e compri-
mento 𝑑𝑟, a uma distância 𝑟 do centro de uma estrela de massa 𝑀 . A força de pressão

1Estima-se que os raios das estrelas variem entre 10−2𝑅⊙ e 10+3𝑅⊙, e suas luminosidades entre
10−4𝐿⊙ e 10+6𝐿⊙, onde 𝑅⊙ = 6,9634 × 108 m é o raio e 𝐿⊙ = 3,8 × 1033 erg/s a luminosidade do Sol,
respectivamente [2].
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𝑑𝐹𝑃 sobre esse elemento é a diferença entre as forças de pressão nas paredes interna e
externa, de acordo com a relação

𝑑𝐹𝑃 = −𝑑𝑃

𝑑𝑟
𝑑𝐴𝑑𝑟, (1.4)

onde 𝑃 é a pressão. O sinal negativo está presente porque a força aponta para o centro da
estrela. Sendo 𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝐴𝑑𝑟 a massa desse elemento de volume, onde 𝜌 é a sua densidade,
a força gravitacional sobre ele é dada por

𝑑𝐹𝑔 = −𝐺𝑀

𝑟2 𝜌𝑑𝐴𝑑𝑟, (1.5)

onde 𝐺 é a constante gravitacional. Igualando as duas forças (eqs. 1.4 e 1.5), obtêm-se a
equação do equilíbrio hidrostático

𝑑𝑃

𝑑𝑟
= −𝜌(𝑟)𝐺𝑀

𝑟2 , (1.6)

que é válida para uma distribuição esférica simétrica de matéria não relativística. A
pressão num ponto localizado a uma distância 𝑟 do centro é dada por [2, 4, 3]

𝑃 (𝑟) = −𝐺𝑀
∫︁ 𝑅

0

𝜌(𝑟)
𝑟2 𝑑𝑟. (1.7)

1.2.2 Equilíbrio Térmico

Toda a energia produzida pela estrela é carregada para a superfície e irradiada
para o exterior. A equação da conservação da energia representa a quantidade de energia
liberada pela estrela por unidade de área e tempo,

𝑑𝐿𝑟

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜀𝜌(𝑟), (1.8)

onde 𝜀 é o coeficiente de produção de energia, ou seja, a energia liberada por processos
nucleares por unidade de massa [3].

No interior da estrela a perda de energia na superfície por radiação 𝐿 é com-
pensada pela liberação de energia por processos nucleares. Nas fases normais, onde as
mudanças do fluxo de energia 𝐿𝑟 são lentas, a energia total pode ser calculada a partir
da eq. (1.8) como [2]

𝐿𝑟 = 4𝜋𝜀
∫︁ 𝑅

0
𝜌(𝑟)𝑟2 𝑑𝑟. (1.9)

As estrelas tentam manter a estabilidade através da fusão nuclear. A pressão
exercida pelo gás e pela radiação contrabalança a força gravitacional.

1.2.3 Transporte Radiativo

O fluxo de energia é determinado pelos mecanismos de transporte (condução,
convecção ou radiação), sendo causado, principalmente pelo gradiente de temperatura.
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Seja 𝐾 o coeficiente de absorção de energia por unidade de massa. O termo 𝐾𝜌𝑑𝑙

é a opacidade, ou seja, a fração de energia do feixe absorvida ao atravessar a distância
𝑑𝑙. Considere 𝐼(𝑟, 𝜃) a intensidade da radiação, energia por unidade de área e tempo, e
por unidade de ângulo sólido Ω a uma distância 𝑟 do centro da estrela e em uma direção
inclinada de um ângulo 𝜃 do raio vetor. Sendo 𝑗 a energia total por unidade de massa e
tempo, tem-se que a equação básica do transporte radioativo é [2]

𝜕𝐼

𝜕𝑟
cos 𝜃 − 𝜕𝐼

𝜕𝜃

sin 𝜃

𝑟
+ 𝐼𝐾𝜌 − 𝑗𝜌

4𝜋
= 0. (1.10)

O fluxo é a energia por unidade de área e por unidade de tempo em todas as
direções, sendo definido por

𝐻(𝑟) =
∫︁

𝐼 cos 𝜃 𝑑Ω. (1.11)

Seja 𝐻 a quantidade de energia cruzando a área 𝑑𝐴, por unidade de tempo e
numa direção 𝜃, em um segundo a radiação ocupará um volume de 𝑐 cm3, onde 𝑐 é a
velocidade da luz. Tem-se, então, que a densidade de energia é dada por

𝑢(𝑟) = 𝐻𝑑𝐴𝑑𝑙

𝑐 cos 𝜃𝑑𝐴𝑑𝑙
= 1

𝑐

∫︁
𝐼 𝑑Ω. (1.12)

A energia que cruza a área 𝑑𝐴 num intervalo de tempo 𝑑𝑡 é 𝐼 cos 𝜃𝑑Ω𝑑𝑡. Sendo
o número de fótons obtido pela energia total dividida pela energia de cada fóton, e o
momento de cada fóton dado por 𝑝 = ℎ𝜈/𝑐, a pressão exercida sobre a área normal na
direção cos 𝜃 é dada por

𝑃𝑟(𝑟) = 𝐼 cos 𝜃𝑑𝐴′𝑑Ω𝑑𝑡

ℎ𝜈

ℎ𝜈

𝑐

cos 𝜃𝑑𝐴

𝑑𝐴
= 1

𝑐

∫︁
𝐼 cos2 𝜃 𝑑Ω, (1.13)

onde 𝑑𝐴′ e 𝑑𝑡 são unitários, ℎ é a constante de Planck e 𝜈 a frequência da radiação.
A partir da equação de transporte radiativo (1.10) e das relações (1.11), (1.12) e

(1.13), encontram-se que
𝑃𝑟 = 1

3𝑢 = 1
3𝜎𝑇 4 (1.14)

e
𝐻𝑟 = −4𝜎𝑐

3
𝑇 3

𝐾𝜌

𝑑𝑇

𝑑𝑟
. (1.15)

Sendo a luminosidade dada por (a partir de 1.3)

𝐿𝑟 = 4𝜋𝑟2𝐻𝑟, (1.16)

substituindo a eq. (1.16) na eq. (1.15) obtém-se a equação básica de equilibrio radiativo
[2]

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= − 3𝐾𝜌𝐿𝑟

16𝜋𝜎𝑐𝑟2𝑇 3 . (1.17)
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1.2.4 Limite de Eddington

A Luminosidade de Eddington ou Limite de Eddington é um conceito formulado
em 1926 por Arthur Eddington e corresponde à luminosidade máxima teórica emitida por
uma estrela em equilíbrio. O desenvolvimento a seguir será baseado nas referências [4, 2].

Considere uma partícula carregada na superfície de uma estrela sujeita a ação da
gravidade e do fluxo radiativo. A partícula ficará ligada à estrela somente se a força gravi-
tacional for maior que a força radiativa. Se a radiação fosse mais intensa que esse limite,
ela superaria a força da gravidade, ejetaria a matéria para o espaço e desestabilizaria a
estrela. Na igualdade entre essas forças tem-se a maior luminosidade possível.

Nos interiores estelares a pressão da radiação é importante somente quando a
temperatura é bastante alta, pois ocorre a ionização total dos átomos. Para estrelas de
grande massa a pressão de radiação é muito superior à pressão do gás: 𝑃rad ≫ 𝑃gás.

No equilíbrio, a pressão da radiação é igual à pressão do gás devido à força da
gravidade local. Sendo 𝑔 a aceleração da gravidade local dada por 𝑔 = 𝐺𝑀/𝑟2, onde 𝑟 é
a distância do centro da estrela de massa 𝑀 , pela equação do equilíbrio hidrostático (1.6)
vem que

𝑑𝑃𝑟

𝑑𝑟
= −𝜌(𝑟)𝑔(𝑟). (1.18)

O equilíbrio radiativo é dado pela eq. (1.17) e a pressão da radiação pela eq. (1.14).
Derivando a eq. (1.14) em relação a 𝑟 (sendo 𝑇 dependente de 𝑟) e levando em (1.17),
vem que

𝐿𝑟 = −4𝜋𝑐𝑟2

𝐾𝜌

𝑑𝑃𝑟

𝑑𝑟
. (1.19)

Para altas temperaturas a opacidade é dominada pelo espalhamento de elétrons.
Desse modo, substituímos 𝐾 por 𝜅𝑇 , sendo esta, para o hidrogênio ionizado, dada por
𝜅𝑇 = 𝜎𝑇 /𝑚𝑝, onde 𝜎𝑇 é a seção de choque de Thomson (6,7 × 10−29 m2) e 𝑚𝑝 a massa
do próton. Levando a eq. (1.18) na eq. (1.19) obtêm-se a luminosidade de Eddington,
que representa a maior luminosidade que uma estrela de massa 𝑀 pode emitir e estar em
equilíbrio:

𝐿Edd = 4𝜋𝐺𝑀𝑚𝑝𝑐

𝜎𝑇

. (1.20)

Em relação à massa do Sol, uma estrela de massa 𝑀 possui 𝐿Edd dada por2

𝐿Edd = 1,26 × 1031
(︃

𝑀

𝑀⊙

)︃
J/s = 1,26 × 1038

(︃
𝑀

𝑀⊙

)︃
erg/s. (1.21)

Uma luminosidade 𝐿𝑟 > 𝐿Edd é chamada de Super-Eddington e está associada a
eventos transitórios de ejeção de matéria, como nas supernovas.

2A massa 𝑀 de uma estrela ou objeto astronômico, será dada em função da massa do Sol 𝑀⊙, sendo
𝑀⊙ = 1,9887973 × 1030 kg [2].
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1.3 Evolução Estelar

As estrelas nascem a partir de uma nuvem de gás e poeira. As flutuações de
densidade produzirão centros de atração gravitacional, gerando aglomerados de matéria
e, sob certas circunstâncias, estrelas. Após formadas, o destino das estrelas depende
basicamente de suas massas e se são isoladas ou não. Se a estrela estiver isolada, sua
evolução depende apenas de sua massa. No entanto, se ela fizer parte de um sistema
binário3 ou múltiplo, sua evolução depende tanto de sua massa quanto da separação entre
os astros constituintes do sistema e de suas massas.

Nesta seção serão enfatizados os chamados objetos compactos, que são resíduos de
estrelas em que a densidade da matéria é muito maior que a matéria ordinária (comum).
Como exemplo podem-se citar as anãs brancas, as estrelas de nêutrons e os BNs. O estudo
da física desses objetos tem se tornado uma área de fronteira da física nas últimas décadas
[5].

1.3.1 Anãs Marrons

Se a massa do aglomerado gasoso for 𝑀 < 0,08 𝑀⊙ não se forma uma estrela, ou
seja, não consegue-se iniciar o processo de fusão do H. Essas protoestrelas são denominadas
anãs-marrons, brilham muito fracamente e são difíceis de serem detectadas. O limite
mínimo de uma anã-marrom é cerca de 0,015 𝑀⊙ [3, 2].

1.3.2 Anãs Brancas

Se a massa 𝑀 da estrela for 𝑀 < 0,8 𝑀⊙, ela consegue fundir apenas o H e
termina a sua vida como uma anã branca de He. Se 0,8 𝑀⊙ < 𝑀 < 10 𝑀⊙ ela torna-se
gigante, supergigante e ejeta a maior parte da massa, formando uma nebulosa planetária.
O caroço restante resfria e se contrai, transformando-se numa anã branca de carbono ou
oxigênio. A contração da anã branca segue até ocorrer a repulsão de degenerescência dos
elétrons4. Apesar de não existirem mais reações nucleares no seu centro, as anãs brancas
continuam emitindo radiação, sendo que esta vem da energia acumulada nas reações de
fusão do passado (energia fóssil). Estes objetos vão esfriando lentamente, transformando-
se numa anã negra5 [2].

A maioria das estrelas existentes no universo é de baixa massa, de modo que a
grande parte se transformará em anãs brancas. O raio de uma anã branca é de cerca
de 10.000 km e sua massa é menor que 1,4 𝑀⊙, sendo este valor denominado limite de
Chandrashekar. Sua densidade é cerca de 1 milhão de vezes maior que a densidade do
Sol [2].

3Um sistema binário é formado por duas estrelas que orbitam uma ao redor da outra.
4Num estado degenerado todos os elétrons ocupam os níveis mais baixos de energia. Sendo férmions,

os elétrons respeitam o Princípio de Exclusão de Pauli.
5O tempo para uma anã branca se transformar numa anã negra é da ordem da idade do universo.
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A primeira anã-branca descoberta foi Sirius B, companheira de Sirius, em 1862.
Sua alta densidade foi confirmada em 1925 através da análise do espectro eletromagnético,
resultante do efeito Doppler gravitacional [2, 3].

1.3.3 Estrelas de Nêutrons

As estrelas de nêutrons foram concebidas pelo físico russo Lev Landau na década
de 1930 e detectadas em 1967 sob a forma de pulsares. Se 10 𝑀⊙ < 𝑀 < 25 𝑀⊙, após
sair da sequência principal a estrela torna-se gigante, supergigante, ejeta a maior parte da
matéria numa explosão de supernova e o caroço restante torna-se uma estrela de nêutrons
[4, 2, 3].

Durante o colapso do caroço a pressão gravitacional faz com que os elétrons
se combinem com os prótons, formando nêutrons. Com isso os núcleos desaparecem e
ocorre a neutronização da matéria. A pressão que equilibra a força gravitacional deve-se
à pressão de degenerescência dos nêutrons. O limite superior para a massa de uma estrela
de nêutrons é de 3 𝑀⊙, sendo este o chamado Limite Causal [4].

As estrelas de nêutrons possuem raios de poucos quilômetros e densidade da
ordem do núcleo atômico (1014 g/cm3), o que equivale a um valor 10 trilhões de vezes
maior que a densidade do Sol. Elas não possuem massa única, pois depende se a estrela
está isolada ou participa de um sistema binário, se acreta ou não material. As massas das
estrelas de nêutrons situam-se, em sua maioria, entre 1,3 𝑀⊙ e 1,8 𝑀⊙ e possuem raio de
cerca de 10 km [1].

Os pulsares são estrelas de nêutrons que emitem pulsos de radiação eletromagné-
tica, especialmente na faixa de ondas de rádio. Devido a existência de um intenso campo
magnético, à medida que gira ele induz um campo elétrico na sua superfície, arrancando
partículas carregadas (especialmente elétrons), as quais são aceleradas e acabam emitindo
radiação sincrotron em um feixe estreito, direcionada pelos cones dos polos. Se, durante
o giro o eixo do campo magnético ficar na nossa linha de visada, veremos um pulso de
radiação eletromagnética, como um farol. Os pulsares perdem energia ao rotacionarem
e se transformam em estrelas de nêutrons normais. As estrelas de nêutrons apresentam
baixa luminosidade no visível e algumas delas giram a mais de 700 Hz [3, 5].

1.3.4 Buracos Negros

E se o caroço restante da explosão da supernova tiver uma massa maior que
3 𝑀⊙? Neste caso ele colapsa de modo a formar um BN. Isso acontece se a massa 𝑀 da
estrela inicial for 25 𝑀⊙ < 𝑀 < 120 𝑀⊙. Modelos computacionais teóricos apontam um
limite de massa para as estrelas em cerca de 120 𝑀⊙. Estrelas com massa 𝑀 > 120 𝑀⊙

ejetam parte da massa logo no início de sua vida devido à pressão da radiação, evoluindo
posteriormente como uma estrela de menor massa. No entanto, algumas estrelas massivas
observadas possuem massa em torno de 150 𝑀⊙, o que obrigará uma revisão dos modelos
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teóricos [3, 2].
O BN é um objeto astrofísico que não emite radiação eletromagnética, pois, devido

à sua alta compacidade, nem a luz consegue escapar do seu interior. Apesar de inicialmente
exótico, ele é caracterizado apenas por três grandezas físicas: massa 𝑀 , carga elétrica 𝑄

e momento angular 𝐽 .

1.3.5 Tipos de Buracos Negros

Quanto às suas massas podem-se classificar os BNs da seguinte forma: estelares,
intermediários, supermassivos e primordiais [6, 7, 2].

∙ Estelares: São oriundos de estrelas de alta massa após passarem pelo estágio evolu-
tivo, como descrito anteriormente, e apresentam massas entre 3 e 25 𝑀⊙.

∙ Intermediários: Possuem massas entre 102 e 103 𝑀⊙ e tenham sido formados pela
fusão de estrelas ou de BNs estelares. Os primeiros BNs dessa categoria foram
dectados em 2019 no LIGO (Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory
ou Observatório de Ondas Gravitacionais por Interferômetro Laser) [8].

∙ Supermassivos: Encontram-se no centro da maioria, se não de todas, as galáxias e
possuem massas entre 106 e 1010 𝑀⊙. Não se sabe ao certo como se formam, podendo
ser oriundos da fusão de BNs menores ou do colapso de uma nuvem gigante de gás.

∙ Primordiais: Foram formados nos primeiros instantes do universo, devido a alta
densidade de matéria presente. Teriam massas entre 10−8 kg e 105 𝑀⊙.

Atualmente há um conhecimento maior sobre os BNs estelares e os supermassivos,
e poucos dados sobre os intermediários e os primordiais, não sabendo exatamente se estes
últimos existem ou não.

1.4 Buraco Negro Newtoniano

O primeiro registro do conceito de BN deve-se ao inglês John Michell em 1783,
quando percebeu que, se a densidade de um corpo fosse grande o suficiente, nem a luz
conseguiria escapar. Chamou tais objetos de estrelas negras ou estrelas escuras. Em 1795
o matemático francês Pierre-Simon Laplace analisou este problema e chegou à mesma
conclusão que Michell [4, 9, 10, 6].

1.4.1 Velocidade de Escape

Considere um corpo de massa 𝑚 localizado inicialmente sobre a superfície de um
planeta de massa 𝑀 e raio 𝑅 e suponha que esse corpo seja arremessado radialmente para
fora do planeta com velocidade inicial 𝑣0. Desprezando as forças de resistência tem-se que
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a energia total 𝐸 do corpo é conservada durante o movimento, sendo dada pela soma da
energia cinética 𝑇 com a energia potencial gravitacional6 𝑈 ,

𝐸 = 𝑚𝑣2

2 − 𝐺𝑀𝑚

𝑟
, (1.22)

onde 𝑣 é a velocidade do corpo em certo instante, 𝑟 é a altura em relação à superfície
do planeta e 𝐺 é a constante gravitacional. O valor de 𝑇 é máximo no momento do
lançamento e diminui à medida que o corpo ganha altura. O valor de 𝑈 é mínimo na
superfície do planeta (𝑟 = 𝑅) e aumenta à medida que se afasta do mesmo (por isso o
sinal negativo), tendo valor máximo 𝑈 = 0 quando 𝑟 → ∞.

Se a velocidade 𝑣0 com que o corpo é lançado radialmente a partir de 𝑟 = 𝑅

é tal que 𝐸 < 0, significa que 𝑇 < 𝑈 , a energia cinética inicial não consegue vencer o
potencial de atração, o corpo subirá até uma altura máxima e retornará à superfície. Se a
velocidade 𝑣0 tem valor tal que 𝐸 > 0, significa que 𝑇 > 𝑈 e o corpo não retornará mais
à superfície do planeta.

A velocidade mínima com que o corpo deve ser lançado para permitir que ele
se livre completamente da atração gravitacional do planeta é a velocidade de escape 𝑣𝑒,
obtida fazendo 𝑣 = 𝑣𝑒, 𝐸 = 0 e 𝑟 = 𝑅 na eq. (1.22), de onde vem que

𝑣𝑒 =
√︃

2𝐺𝑀

𝑅
. (1.23)

Percebe-se que 𝑣𝑒 depende apenas da massa 𝑀 e do raio 𝑅 do planeta ou do corpo celeste.
A velocidade de escape da Terra é 11,2 km/s, da Lua é 2,38 km/s e do Sol é 617 km/s.

1.4.2 Raio do Buraco Negro

Se o objeto for bastante massivo, nem a luz consegue escapar. Fazendo 𝑣 → 𝑐 na
eq. (1.23), encontra-se a distância ao centro do corpo para a qual nada consegue escapar
para o infinito

𝑅 = 2𝐺𝑀

𝑐2 . (1.24)

Os BNs são objetos extremamente densos. Para exemplificar, suponhamos que o
Sol se torne um BN. De acordo com a eq. (1.24) o seu horizonte de eventos teria um raio
de 3 km, muito menor que os quase 7 × 105 km atuais. Para a Terra se tornar um BN, sua
massa teria que ser compactada numa esfera com 8,9 mm.

1.5 Partículas Orbitando um Buraco Negro

Nesta seção será analisado o movimento de uma partícula ao redor de um corpo
central, no nosso caso, um BN, baseado nas referências [11, 12, 13, 14].

6Usaremos 𝑈 para representar a energia potencial gravitacional e 𝑉 para o potencial gravitacional,
sendo que estes se relacionam por 𝑉 = 𝑈/𝑚.
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1.5.1 Problema de Força Central

O movimento sob uma força central é um sistema formado por dois corpos que
sofrem uma força ao longo da linha que conecta os centros dos corpos, cujo módulo é
apenas função da distância entre a partícula e o centro F = 𝐹 (𝑟)r̂. São exemplos de força
central a força gravitacional e a força elétrica.

Considere um BN de massa 𝑀 e uma partícula pontual de massa 𝑚 ao seu redor,
cujas posições num referencial inercial são r1 e r2, respectivamente. Sendo r = r1 − r2

a posição relativa entre eles e 𝑟 o módulo da distância (𝑟 = |r|), a energia potencial
gravitacional 𝑈(𝑟) do sistema é 𝑈(𝑟) = −𝐺𝑀𝑚/𝑟, onde 𝐺 é a constante gravitacional.

A função Lagrangiana ℒ de um sistema é a diferença entre a energia cinética e a
potencial ℒ = 𝑇 − 𝑈 , de modo que

ℒ = 1
2
(︁
𝑀 ṙ2

1 + 𝑚ṙ2
2

)︁
− 𝑈(𝑟). (1.25)

O sistema formado por duas partículas requer 6 coordenadas, sendo 3 para cada
vetor r1 e r2. Usando as coordenadas do centro de massa (CM) e a massa reduzida, redu-
zimos o problema para a análise do movimento de uma partícula. Sendo R as coordenadas
do CM,

R = 𝑀r1 + 𝑚r2

𝑀 + 𝑚
, (1.26)

pode-se expressar a energia cinética 𝑇 do sistema como

𝑇 = 1
2

(︂
(𝑀 + 𝑚)Ṙ2 + 𝑀𝑚

𝑀 + 𝑚
ṙ2
)︂

. (1.27)

A partir de (1.26) tem-se

r1 = R + 𝑚

𝑀 + 𝑚
r e r2 = R − 𝑀

𝑀 + 𝑚
r, (1.28)

e usando a massa reduzida
𝜇 = 𝑀𝑚

𝑀 + 𝑚
, (1.29)

escreve-se a eq. (1.27) como

𝑇 = 1
2(𝑀 + 𝑚)Ṙ2 + 1

2𝜇ṙ2. (1.30)

A eq. (1.30) mostra que a energia cinética do sistema é a energia de duas partículas
imaginárias, uma de massa 𝑀 + 𝑚 movendo-se com a velocidade do CM e outra com
massa 𝜇 movendo-se com a velocidade da posição relativa r.

Usando as eqs. (1.28) para obter a Lagrangiana, tem-se

ℒ = 1
2(𝑀 + 𝑚)Ṙ2 + 1

2𝜇ṙ2 − 𝑈(𝑟). (1.31)

Pode-se repartir a Lagrangiana em duas partes

ℒ = 1
2(𝑀 + 𝑚)Ṙ2 +

(︂1
2𝜇ṙ2 − 𝑈(𝑟)

)︂
= ℒCM + ℒrel, (1.32)
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de modo a poder analisar o movimento separado de R e r. Na eq. (1.32) percebe-se que
ℒ independe de R e da equação de Lagrange vem que (𝑀 + 𝑚)R̈ = 0 ou Ṙ = constante.
A coordenada R do centro de massa é denominada cíclica, pois ℒCM tem a forma da
Lagrangiana de uma partícula livre de massa 𝑀 +𝑚 e posição R. A equação Lagrangiana
para ℒrel é 𝜇r̈ = −∇𝑈(r). Sendo Ṙ = constante escolhe-se um referencial no qual o centro
de massa está em repouso. Dessa forma, no referencial do CM,

ℒ = ℒrel = 1
2𝜇ṙ2 − 𝑈(𝑟). (1.33)

O momento angular total L de um sistema de duas partículas é dado por

L = r1 × p1 + r2 × p2 = 𝑚1r1 × ṙ1 + 𝑚2r2 × ṙ2. (1.34)

No referencial do CM, R = 0, de modo que as eqs. (1.28) se reduzem a

r1 = 𝑚

𝑀 + 𝑚
r e r2 = − 𝑀

𝑀 + 𝑚
r. (1.35)

Levando (1.35) em (1.34) e usando (1.29) vem que

L = r × 𝜇ṙ. (1.36)

Sendo que L é conservado, a direção do vetor r × ṙ é constante, o que significa que o
movimento completo do sistema permanece no plano.

Na sequência escreve-se a Lagrangiana (1.33) em coordenadas polares 𝑟 e 𝜃:

ℒ = 1
2𝜇

(︁
ṙ2 + 𝑟2𝜃2

)︁
− 𝑈(𝑟). (1.37)

A equação de Euler-Lagrange para 𝜃 é

𝜇𝑟2𝜃 = 𝐿 = constante. (1.38)

Sendo que 𝐿 (componente 𝑙𝑧 de L) é constante, a equação de Euler-Lagrange para 𝑟 é

𝜇𝑟𝜃2 − 𝑑𝑈

𝑑𝑟
= 𝜇r̈. (1.39)

Num intervalo de tempo 𝑑𝑡 o vetor r varre uma área 𝑑𝐴 = (1/2)𝑟2𝑑𝜃. Derivando
em relação ao tempo verifica-se que a velocidade vetorial areal é constante

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 𝐿

2𝜇
= constante, (1.40)

que é a Segunda Lei de Kepler [15].
Sendo a força centrífuga (fictícia) 𝐹cf dada por

𝐹cf = 𝜇𝑟𝜃2, (1.41)

reescreve-se a eq. (1.39) como
𝜇r̈ = −𝑑𝑈

𝑑𝑟
+ 𝐹cf, (1.42)
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que é semelhante a Segunda Lei de Newton para um corpo de massa 𝜇 na posição r sujeita
a uma força central mais a força centrífuga para fora. Relacionando (1.38) com (1.41)
escrevemos 𝐹𝑐𝑓 como 𝐹cf = 𝐿2/𝜇𝑟3. Sendo 𝑈cf a energia potencial centrífuga pode-se
escrever 𝐹cf = −𝑑𝑈cf/𝑑𝑟, donde obtêm-se

𝑈cf(𝑟) = 𝐿2

2𝜇𝑟2 . (1.43)

Considerando a eq. (1.43), pode-se escrever a equação radial (1.42) como

𝜇r̈ = − 𝑑

𝑑𝑟
[𝑈(𝑟) + 𝑈cf(𝑟)] . (1.44)

Sendo a energia potencial efetiva 𝑈ef = 𝑈(𝑟) + 𝑈cf, ou

𝑈ef = 𝑈(𝑟) + 𝐿2

2𝜇𝑟2 , (1.45)

obtêm-se 𝜇r̈ = −𝑑𝑈ef(𝑟)/𝑑𝑟, ou

𝜇r̈ = 𝐹 (𝑟) + 𝐿2

𝜇𝑟3 . (1.46)

De acordo com a eq. (1.46), o movimento radial da partícula é o mesmo que seria se a
partícula estivesse se movendo a uma dimensão com a energia potencial 𝑈ef.

1.5.2 Equação de Órbita

Utilizando a regra da cadeia 𝑑

𝑑𝑡
= 𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑

𝑑𝜃
, a partir de (1.38) e fazendo a mudança

de variável 𝑢 = 1/𝑟, obtém-se
𝑑

𝑑𝑡
= 𝐿𝑢2

𝜇

𝑑

𝑑𝜃
. (1.47)

Objetivando escrever a eq. (1.46) em função de 𝜃, tem-se

r̈ = −𝐿2𝑢2

𝜇2
𝑑2𝑢

𝑑𝜃2 . (1.48)

Substituindo (1.48) em (1.39) obtém-se a equação diferencial na variável 𝑢(𝜃)

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2 = −𝑢 − 𝜇

𝐿2𝑢2 𝐹 (𝑟). (1.49)

A seguir será resolvida a eq. (1.49), com o objetivo de encontrar as possíveis
órbitas. Sendo que a força 𝐹 é do tipo inverso do quadrado, pode-se escrevê-la como
𝐹 (𝑟) = −𝛾/𝑟2, onde 𝛾 = 𝐺𝑀𝑚 = constante. Sendo 𝑢 = 1/𝑟, vem que 𝐹 (𝑟) = −𝛾𝑢2, de
modo que (1.49) fica

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2 = −𝑢 + 𝛾𝜇

𝐿2 , (1.50)

sendo esta conhecida como Equação de Binet. Fazendo a substituição

𝑤(𝜃) = 𝑢(𝜃) − 𝛾𝜇

𝐿2 , (1.51)
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a eq. (1.50) se reduz à equação diferencial de segunda ordem

𝑑2𝑤

𝑑𝜃2 + 𝑤 = 0, (1.52)

cuja solução geral é 𝑤(𝜃) = 𝐴 cos(𝜃 − 𝛿), onde 𝐴 é uma constante positiva e 𝛿 a constante
de fase. Fazendo 𝛿 = 0, tem-se

𝑤(𝜃) = 𝐴 cos 𝜃. (1.53)

Levando (1.53) em (1.51) obtém-se a solução geral para 𝑢(𝜃):

𝑢(𝜃) = 𝛾𝑢

𝐿2 + 𝐴 cos 𝜃. (1.54)

Introduzindo a constante positiva 𝜖 = 𝐴𝐿2/𝛾𝜇, a eq. (1.54) fica

𝑢(𝜃) = 𝛾𝜇

𝐿2 (1 + 𝜖 cos 𝜃) . (1.55)

Fazendo
𝛼 = 𝐿2

𝛾𝜇
, (1.56)

a eq. (1.55) é escrita como
𝑟(𝜃) = 𝛼

1 + 𝜖 cos 𝜃
, (1.57)

que é a equação de uma seção cônica com um foco na origem. As seções cônicas são
formadas pela interação entre um plano e um cone e representam todas as possíveis órbitas
de um corpo se movendo num potencial inversamente proporcional à distância, como uma
partícula orbitando um planeta ou um BN. Dependendo da excentricidade classificam-se
as órbitas de acordo com as diferentes seções cônicas, como será apresentado adiante.

1.5.3 Conservação da Energia

A energia total do sistema é dada por

𝐸 = 1
2𝜇𝑟̇2 + 𝐿2

2𝜇𝑟2 + 𝑈(𝑟). (1.58)

Fazendo 𝑑𝐸/𝑑𝑡 = 0 verificamos que 𝐸 é constante, ou seja, a energia é conservada.
Resolvendo a eq. (1.58) para 𝑟̇ = 𝑑𝑟/𝑑𝑡, tem-se

𝑑𝑟

𝑑𝑡
=
√︃

2
𝜇

[𝐸 − 𝑈(𝑟)] − 𝐿2

2𝜇𝑟2 . (1.59)

Integrando (1.59), vem que

𝑡 =
∫︁ 1√︁

(2/𝜇)[𝐸 − 𝑈(𝑟) − 𝐿2/(2𝜇𝑟2)]
𝑑𝑟 + 𝐶, (1.60)

onde 𝐶 é uma constante.
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Substituindo 𝜃 = 𝐿/𝜇𝑟2 (eq. 1.38) e sendo

𝑑𝜃 = 𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑟
𝑑𝑟 = 𝜃

𝑟̇
𝑑𝑟, (1.61)

a partir da eq. (1.59) obtêm-se

𝜃(𝑟) =
∫︁ 𝐿/𝑟2√︁

2𝜇[𝐸 − 𝑈(𝑟) − 𝐿2/2𝜇𝑟2]
𝑑𝑟 + 𝐶. (1.62)

As eqs. (1.59) e (1.62) fornecem a solução geral do problema de força central,
sendo que a primeira determina implicitamente a distância 𝑟 da massa 𝜇 ao centro em
função do tempo, pois 𝜃 varia com o tempo de acordo com (1.38), e a segunda define
a relação entre 𝑟 e 𝜃, ou seja, a equação da trajetória. As soluções destas equações
são difíceis de obter, existindo de forma exata apenas para algumas situações específicas
[16, 17].

Na sequência serão obtidas as energias potenciais de um sistema que contém uma
partícula de massa 𝑚 movendo-se no campo gravitacional de um BN. A energia potencial
total efetiva do sistema é dada pela eq. (1.45)

𝑈ef(𝑟) = −𝛾

𝑟
+ 𝐿2

2𝜇𝑟2 (1.63)

que é a soma da energia potencial real 𝑈(𝑟) com a energia potencial centrífuga 𝑈cf. Quando
𝑟 é grande, 𝑈(𝑟) é dominante e 𝑈ef é negativa; quando 𝑟 é pequeno, 𝑈cf é dominante, e
quando 𝑟 é próximo de zero, 𝑈ef é positivo. Isso está representado na fig. (1.1), a qual
contém o gráfico de 𝑈ef em função da distância 𝑟 e duas linhas pontilhadas representando
as energias 𝐸 positivas e negativas [18].

Figura 1.1: Energia 𝑈ef em função da distância para uma partícula [11, 18].

Quando a partícula está longe do BN, a aceleração r̈ é para dentro da trajetória,
buscando a aproximação; quando a partícula se aproxima do BN, r̈ é para fora, tendendo
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ao afastamento. Se 𝐿 = 0, a partícula está se movendo na direção radial e colidirá com o
BN.

A partir da eq. (1.63), fazendo 𝑑𝑈ef/𝑑𝑟 = 0, encontra-se o ponto crítico, valor de
𝑟 para o qual 𝑈ef é mínimo7:

𝑟𝑐 = 𝐿2

𝛾𝜇
. (1.64)

Chama-se 𝑟𝑐 porque, quando 𝑈ef é mínimo, a órbita é circular [18]. Levando (1.64) em
(1.63) obtêm-se a energia potencial efetiva mínima

𝑈efmin = −𝛾2𝜇

2𝐿2 . (1.65)

Calculando a derivada segunda da energia potencial no ponto, encontra-se

𝑑2𝑈ef

𝑑𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟𝑐

= 𝛾4𝜇4

𝐿6 > 0, (1.66)

confirmando que 𝑟𝑐 é um ponto de mínimo.
Na equação da energia total da partícula orbitando o BN (eq. 1.58), o primeiro

termo do segundo membro corresponde à energia cinética e os outros dois correspondem
à energia potencial efetiva, de modo que ela pode ser escrita como

𝐸 = 1
2𝜇ṙ2 + 𝑈ef(𝑟). (1.67)

Sendo que 𝜇ṙ2/2 ≥ 0, tem-se que 𝐸 ≥ 𝑈ef(𝑟), de modo que o movimento da
partícula está restrito às regiões em que a energia total é maior que a energia potencial
efetiva. Se 𝐸 > 0 a partícula pode se mover para qualquer lugar acima da linha, mas não
no interior do ponto de retorno (𝑟min), para o qual

𝐸 = 𝑈ef(𝑟min). (1.68)

Se a partícula inicialmente está se movendo em direção ao BN, ela continuará até alcançar
𝑟min e depois se moverá para fora, indo para o infinito. Neste caso existe uma órbita aberta
ou ilimitada [16, 19].

Se a partícula tiver 𝐸 < 0 ela se moverá entre os pontos 𝑟min e 𝑟max. Isso significa
que, se ela estiver se afastando do BN ela continuará até alcançar 𝑟max e depois voltará
até o ponto 𝑟min, persistindo o movimento nessa órbita limitada. Uma órbita é chamada
limitada se a distância da partícula ao centro de força é constante (órbita circular) ou está
compreendida entre dois valores extremos (𝑟min < 𝑟 < 𝑟max). Uma órbita limitada não
precisa ser fechada, de modo que a partícula pode se mover indefinidamente num anel sem
que a trajetória seja fechada. Segundo o Teorema de Bertrand, provado por J. Bertrand
em 1873, os únicos potenciais centrais para os quais todas as órbitas são fechadas são
referentes aos quais a força é inversamente proporcional ao quadrado da distância ou que
obedece a lei de Hook [19].

7Esse ponto também poderia ser de máximo, mas neste caso é ponto de mínimo.
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Quando 𝐸 = 𝑈ef, a velocidade ṙ se anula, designando um ponto de inflexão (ou
ponto de retorno), uma vez que 𝜃 ̸= 0, e o vetor ṙ passa de acelerado para retardado, ou
vice-versa [17, 15].

1.5.4 Órbitas de Kepler

O tipo de órbita descrita por (1.57) depende da constante positiva 𝜖, e pode ser
limitada ou ilimitada.

Sendo que −1 ≤ cos 𝜃 ≤ +1, se 𝜖 < 1, 𝑟(𝜃) é limitado para todo 𝜃. Se 𝜖 > 1,
𝑟(𝜃) → ∞ para algum ângulo 𝜃. Para 𝜖 < 1 o valor de 𝑟(𝜃) oscila entre o periélio (𝜃 = 0),
onde, de acordo com a eq. (1.57),

𝑟min = 𝛼

1 + 𝜖
= 𝑎(1 − 𝜖), (1.69)

e o afélio (𝜃 = 𝜋),
𝑟max = 𝛼

1 − 𝜖
= 𝑎(1 + 𝜖). (1.70)

A função 𝑟(𝜃) (eq. 1.57) é periódica com período 2𝜋, de modo que a órbita se fecha após
um ciclo [20].

A órbita gerada por essas expressões é uma elipse. Em coordenadas cartesianas
esta é descrita pela equação

(𝑥 + 𝑑)2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1, (1.71)

onde 𝑎 é o semieixo maior (sobre o eixo 𝑥), 𝑏 o semieixo menor (sobre o eixo 𝑦) e 𝑑 é a
distância do centro para um dos focos da elipse, onde se encontra um dos corpos (BN).
Os valores de 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são dados também por

𝑎 = 𝛼

1 − 𝜖2 , 𝑏 = 𝛼√
1 − 𝜖2

, e 𝑑 = 𝑎𝜖. (1.72)

A partir das relações em (1.72) encontra-se que

𝑏

𝑎
=

√
1 − 𝜖2, (1.73)

onde 𝜖 é a excentricidade da elipse, cujo valor é 0 < 𝜖 < 1. Se 𝜖 = 0, 𝑎 = 𝑏 e tem-se um
círculo; se 𝜖 → 1, (𝑏/𝑎) → 0 e a elipse é alongada e muito fina. A partir das eqs. (1.69) e
(1.70) pode-se escrever a excentricidade como

𝜖 = 𝑟max − 𝑟min

𝑟max + 𝑟min
. (1.74)

As relações descritas anteriormente representam a Primeira Lei de Kepler, se-
gundo a qual a órbita descrita por um corpo movendo-se em torno do outro é uma elipse,
sendo que o segundo corpo localiza-se num dos focos.

A partir das eqs. (1.68) e (1.63) tem-se que a energia da partícula é

𝐸 = − 𝛾

𝑟min
+ 𝐿2

2𝜇𝑟2
min

. (1.75)
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Sendo 𝑟min dado por (1.69) e usando (1.56), encontra-se

𝐸 = 𝛾2𝜇

2𝐿2 (𝜖2 − 1). (1.76)

O tempo que uma partícula de massa 𝑚 leva para completar uma volta em torno
de um corpo de massa 𝑀 , numa órbita fechada com semi-eixo maior 𝑎, é o período 𝜏 , o
qual é dado pela Terceira Lei de Kepler, que será deduzida a seguir.

A partir da Segunda Lei de Kepler (eq. 1.40) será determinado o tempo que um
corpo numa órbita limitada leva para completar uma revolução em torno de um corpo
central. Sendo 𝐴 = 𝜋𝑎𝑏 a área de uma elipse, o período vem da integração da equação
anterior ∫︁

𝑑(𝜋𝑎𝑏) =
∫︁ 𝐿

2𝜇
𝑑𝜏, (1.77)

de modo a obter
𝜏 = 2𝜋𝑎𝑏𝜇

𝐿
. (1.78)

Elevando ao quadrado ambos os membros de (1.78), considerando as eqs. (1.72) e (1.73)
e a relação (1.56), obtêm-se 𝜏 = 4𝜋2𝑎3𝜇/𝛾. Sendo 𝛾 = 𝐺𝑀𝑚 e 𝜇 = 𝑀𝑚/(𝑀 + 𝑚), vem
que

𝜏 2 = 4𝜋𝑎3

𝐺(𝑀 + 𝑚) . (1.79)

Se 𝑀 ≫ 𝑚 a eq. (1.79) se reduz a [15]

𝜏 2 =
(︂ 4𝜋

𝐺𝑀

)︂
𝑎3. (1.80)

Analisando a eq. (1.76) constata-se que: se 𝐸 < 0, 𝜖 < 1; se 𝐸 > 0, 𝜖 > 1. A
órbita de menor energia possível corresponde a uma órbita circular com 𝜖 = 0.

De acordo com a eq. (1.57), a fronteira entre as órbitas limitadas e as ilimitadas
surge quando 𝐸 = 0 ou 𝜖 = 1. Com 𝜖 = 1, se 𝜃 → ±𝜋, cos 𝜃 → −1 e 𝑟(𝜃) → ∞.
Neste caso a órbita é ilimitada e seu tipo é uma parábola, que na forma cartesiana é
escrita como 𝑦2 = 𝛼2 − 2𝛼𝑥. Se 𝜖 > 0 ou 𝐸 > 0, o denominador da eq. (1.57) se anula
quando 𝜖 cos(𝜃max) = −1. Dessa forma, 𝑟(𝜃) → ∞ quando 𝜃 → ±𝜃max, estando a órbita,
com formato de hipérbole, confinada entre os ângulos −𝜃max < 𝜃 < 𝜃max. A equação da
hipérbole em coordenadas cartesianas com eixo sob o eixo 𝑥 é

(𝑥 + 𝑑)2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1. (1.81)

Na fig. (1.2) tem-se a representação das diferentes órbitas de uma partícula em
movimento em torno de um corpo central, as quais dependem da energia e da excentrici-
dade.
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Hipérbole

Elipse

Parábola

Circunferência

Figura 1.2: Órbitas de uma partícula em movimento em torno de um corpo central [11].

Uma síntese da classificação e das características das trajetórias de Kepler está
descrita na tab. (1.1).

Tabela 1.1: Características das órbitas de Kepler [14, 20, 15].
Excentricidade Energia Aberta/Fechada Tipo de Órbita

𝜖 = 0 𝐸 = −𝛾2𝜇/2𝑙2 Fechada Circunferência
0 < 𝜖 < 1 −𝛾2𝜇/2𝑙2 < 𝐸 < 0 Fechada Elipse

𝜖 = 1 𝐸 = 0 Aberta Parábola
𝜖 > 1 𝐸 > 0 Aberta Hipérbole

Ao estudar o fenômeno da acreção o interesse maior será nas órbitas fechadas,
em especial as circulares, pois elas formarão os discos de acreção.
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Capítulo 2

Buracos Negros Relativísticos

Uma das previsões mais intrigantes da Teoria da Relatividade Geral (TRG) é a
existência dos buracos negros (BNs). Um BN é uma região do espaço-tempo onde o campo
gravitacional é tão forte que nenhuma informação (matéria ou energia) consegue escapar.
Apesar de terem concepção newtoniana (estrelas escuras), os BNs são descritos pela TRG,
sendo que possuem ao menos um horizonte de eventos, uma espécie de superfície que
delimita um volume cujos pontos não estão conectados com o exterior.

Neste capítulo apresentaremos os aspectos iniciais da TRG, descrevendo as prin-
cipais características dos BNs e explorando as geodésicas de partículas no entorno dos
BNs de Schwarzschild e de Kerr.

2.1 Introdução à Relatividade Geral

A seguir será feita uma breve introdução à Relatividade Geral (RG), baseada nas
referências [21, 22, 23, 24, 25].

A RG foi publicada em 1916 pelo físico alemão Albert Einstein, a qual foi elabo-
rada entre 1912 e 1915 com a ajuda do seu amigo, o matemático suíço Marcel Grossmann.
Foram publicados quatro artigos no final de 1915 ([26, 27, 28, 29]) e um artigo em março
de 1916 ([30]). Na mesma época, e de maneira independente, o matemático David Hilbert
chegou aos mesmos resultados de Einstein.

Na teoria newtoniana da gravitação os corpos interagem por ação à distância,
de maneira instantânea. Na RG a atração gravitacional ocorre devido à geometria do
espaço-tempo, sendo este plano somente na ausência de matéria-energia. A matéria-
energia deforma o espaço-tempo, tornando-o curvo; o espaço-tempo age sobre a matéria,
encurvando seus movimentos. Dessa forma, a força gravitacional é a consequência da
curvatura da geometria do espaço-tempo provocada pela presença de matéria-energia.

Na TRG surgem as hoje conhecidas equações de campo de Einstein, que são um
conjunto de equações diferenciais parciais não-lineares. Em notação tensorial elas são
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escritas como
𝑅𝜇𝜈 − 1

2𝑔𝜇𝜈𝑅 = −8𝜋𝐺

𝑐4 𝑇𝜇𝜈 , (2.1)

onde 𝑅𝜇𝜈 é o tensor de Ricci, 𝑅 é o escalar de Ricci, 𝑔𝜇𝜈 é o tensor métrico, 𝑇𝜇𝜈 é o tensor
energia-momento, 𝐺 é a constante gravitacional e 𝑐 é a velocidade da luz. O tensor 𝑅𝜇𝜈

está relacionado à curvatura do espaço-tempo e o tensor 𝑇𝜇𝜈 representa o conteúdo de
matéria-energia do universo.

A interação gravitacional na TRG não é mediada por um potencial, como na
gravitação newtoniana, mas pelas propriedades geométricas do espaço-tempo, as quais
são descritas pelo tensor métrico 𝑔𝜇𝜈 . No espaço-tempo a distância é determinada pelo
elemento de linha 𝑑𝑠, que está relacionado ao tensor métrico ou métrica por

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈 , (2.2)

onde a soma é realizada sobre os termos com índices repetidos.
As componentes cartesianas do tensor métrico no espaço quadridimensional plano

de Minkowski, em coordenadas retangulares, são 𝑔𝜇𝜈 = diag(−𝑐2, +1, +1, +1), de modo
que

𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2. (2.3)

Em coordenadas polares esféricas as componentes de 𝑔𝜇𝜈 para o mesmo espaço são 𝑔𝜇𝜈 =
diag(−𝑐2, +1, +𝑟2, +𝑟2 sin2 𝜃), e o elemento de linha é escrito como1

𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2). (2.4)

Em coordenadas retangulares o elemento de linha relacionado à métrica euclidiana (espaço
tridimensional) é 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2.

A métrica fornece a medida, ou seja, o comprimento dos vetores, possibilitando
a descrição matemática do espaço-tempo. Neste trabalho será usada, por convenção, a
seguinte assinatura da métrica quadrimensional: [−, +, +, +].

As equações de campo de Einstein são muito complicadas e ele mesmo acreditava
que não existiriam soluções exatas para elas. No entanto, rapidamente o astrônomo
alemão Schwarzschild encontrou a primeira delas em 1916.

2.2 Tipos de Buracos Negros

Os BNs são conhecidos como soluções do vácuo das equações de campo de Eins-
tein, ou seja, soluções de pura gravitação. O BN isolado mais geral que pode existir,
segundo a Relatividade Geral (RG), é caracterizado por apenas três parâmetros: massa
𝑀 , carga elétrica 𝑄 e momento angular 𝐽 [31, 23, 25, 24].

1Por convenção, 𝜑 será o ângulo que a projeção de r no plano 𝑥𝑦 faz com o eixo 𝑥 e 𝜃 o ângulo que
ele faz em relação ao eixo 𝑧.
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A matéria no interior do BN perde todas as suas características iniciais, restando
apenas essas três propriedades. Não existe nenhum outro adereço que possa identificar um
BN isolado. Dois BNs que possuem esses mesmos parâmetros são indistinguíveis. Dessa
forma, os BNs estacionários são classificados como:

∙ Buraco Negro de Schwarzschild: possui apenas massa 𝑀 .

∙ Buraco Negro de Reissner-Nordström: possui massa 𝑀 e carga elétrica 𝑄.

∙ Buraco Negro de Kerr: possui massa 𝑀 e momento angular 𝐽 .

∙ Buraco Negro de Kerr-Newman: possui massa 𝑀 , momento angular 𝐽 e carga
elétrica 𝑄.

A seguir será descrito sobre cada um deles, com mais detalhes os BNs de Schwarzs-
child e de Kerr.

2.3 Buraco Negro de Schwarzschild

2.3.1 Histórico

A primeira solução exata para as equações de campo de Einstein foi obtida em
1916 pelo físico e astrônomo alemão Karl Schwarzschild. Em fevereiro do referido ano foi
publicado nos Anais da Academia Real de Ciências da Prússia um artigo intitulado “Sobre
o campo gravitacional de uma massa pontual de acordo com a teoria de Einstein”, corres-
pondente a uma apresentação oral feita por Albert Einstein no mês anterior, contendo um
resultado obtido por Karl Schwarzschild [32]. Neste trabalho Schwarzschild apresentou
a solução exata das equações de Einstein que corresponderia ao campo gravitacional de
uma massa pontual situada no vácuo [33].

Karl Schwarzchild era um importante astrônomo e físico alemão. Com o início
da Primeira Guerra Mundial em 1914, Schwarzchild se apresentou voluntariamente para
servir ao exército de seu país, trabalhando como oficial de meteorologia e de artilharia.
Em meados de 1915, quando lutava na frente russa, Schwarzchild desenvolveu os trabalhos
que originaram seus dois artigos sobre relatividade [33].

Além do primeiro artigo já citado anteriormente, houve um segundo intitulado
“Sobre o campo gravitacional de uma distribuição esférica e homogênea de matéria”, no
qual aparece, pela primeira vez, a quantidade 𝑟𝑆, que passaria a ser chamada de raio
de Schwarzschild [34]. Durante a campanha russa, Schwarzschild contraiu uma doença
chamada pênfigo, incurável na época, o que provocou sua morte em maio de 1916, com
42 anos de idade [33].

É importante lembrar que o físico e matemático holandês Johannes Droste obteve
a mesma solução de Schwarzschild, quase que de maneira simultânea a este. Seu trabalho
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contém exatamente a solução de Schwarzschild e foi apresentado pelo seu orientador Hen-
drik Lorentz na Academia Holandesa de Ciências em maio de 1916. Em vários aspectos
o trabalho de Droste é mais completo e profundo que o de Schwarzschild. No entanto, o
mesmo caiu no completo esquecimento. Isso deve-se ao fato de Schwarzschild já ser um
cientista respeitado na época, bem como o seu trabalho ter sido comunicado por Einstein
na academia de maior prestígio na época e citado no seu artigo final da Relatividade Geral
[33].

2.3.2 A Métrica de Schwarzschild

Na sequência será apresentado a primeira solução exata das equações de campo
de Einstein obtida por Schwarzschild, de acordo com [31, 23, 35, 10, 24].

O elemento de linha da solução de pura gravitação de Schwarzschild, em coorde-
nadas espaço-temporais esféricas (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑), é dado por

𝑑𝑠2 = −
(︂

1 − 2𝐺𝑀

𝑐2𝑟

)︂
𝑐2𝑑𝑡2 +

(︂
1 − 2𝐺𝑀

𝑐2𝑟

)︂−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2), (2.5)

onde 𝐺 é a constante de gravitação universal, 𝑀 a massa do astro e 𝑐 a velocidade da
luz. Sendo 𝑑Ω2 = 𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2 o elemento de ângulo sólido, a eq. (2.5) pode ser escrita
como

𝑑𝑠2 = −
(︂

1 − 2𝐺𝑀

𝑐2𝑟

)︂
𝑐2𝑑𝑡2 +

(︂
1 − 2𝐺𝑀

𝑐2𝑟

)︂−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω2. (2.6)

Como forma de simplificar a notação, na RG é costume usar a massa geométrica
𝑚 no lugar da massa 𝑀 , sendo estas relacionadas por 𝑚 = 𝐺𝑀/𝑐2. Se 𝐺 = 𝑐 = 1, 𝑚 é
adimensional. Com 𝐺 e 𝑐 em unidades usuais, 𝑚 tem unidades de distância. A eq. (2.5)
passa a ser escrita como

𝑑𝑠2 = −
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 +

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2), (2.7)

e está definida nos seguintes intervalos: −∞ < 𝑡 < +∞, 2𝑚 < 𝑟 < +∞, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 e
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋. Dessa forma, as componentes do tensor métrico de Schwarzschild são

𝑔𝜇𝜈 = diag
[︃
−
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
, +

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
, +𝑟2, +𝑟2 sin2 𝜃

]︃
. (2.8)

Analisando (2.5) percebe-se que, se 𝑀 → 0 ou 𝑟 → ∞, a métrica recai na métrica
de Minkowski (espaço plano e sem massa) (eq. 2.4).

A solução de Schwarzschild ou a geometria de Schwarzschild descreve o campo
gravitacional externo a um corpo esfericamente simétrico e estático de massa 𝑚. Isso
corresponde à descrição de um BN de massa 𝑚 em repouso no vácuo. A interpretação
completa e correta da solução de Schwarzschild ocorreu apenas na década de 1920 e levou,
anos mais tarde, ao estudo mais aprofundado e à descoberta dos BNs.



38

2.3.3 Singularidade e Horizonte de Eventos

A seguir serão explorados temas relacionados à singularidade e ao horizonte de
eventos de um BN, baseado nas referências [24, 23, 33, 6, 21].

Na Fig.(2.1) tem-se uma representação esquemática da formação de um BN. O
tempo está representado na direção vertical. Enquanto a matéria colapsa, o seu tamanho
diminui até constituir a singularidade (linha no espaço-tempo). É criado também o ho-
rizonte de eventos, uma espécie de superfície onde nenhuma informação emitida no seu
interior consegue ultrapassá-lo.

Figura 2.1: Formação de um buraco negro. Baseado em [36].

Analisando a métrica de Schwarzschild (2.7) percebe-se que ela possui duas sin-
gularidades: uma em 𝑟 = 0 e outra em 𝑟 = 𝑟𝑆. A primeira singularidade é real, mas a
segunda desaparece com uma escolha adequada de coordenadas (não é singularidade fí-
sica). A singularidade 𝑟 = 0 não tem a interpretação de um ponto no espaço, pois dentro
do horizonte de eventos 𝑟 comporta-se como uma coordenada temporal. O raio 𝑟 = 𝑟𝑆 é
denominado raio de Schwarzschild,

𝑟𝑆 = 2𝑚 = 2𝐺𝑀

𝑐2 . (2.9)

Em termos da massa solar 𝑀⊙ ele pode ser escrito como

𝑟𝑆 ≃ 3
(︃

𝑀

𝑀⊙

)︃
km. (2.10)

O astrônomo inglês Eddington foi um dos primeiros a questionar a natureza da
singularidade presente para 𝑟 = 𝑟𝑆 na solução (2.7). Na RG 𝑟 = 𝑟𝑆 não corresponde a um
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ponto no espaço, como no caso newtoniano, mas a uma esfera delimitada pelo horizonte
de eventos, cuja área é

𝐴 = 4𝜋𝑟2
𝑆 = 16𝜋𝐺2𝑀2

𝑐4 = 16𝜋𝑚2. (2.11)

Perceba que a área do BN é proporcional ao quadrado de sua massa.
A densidade de um BN é dada por 𝜌 = 𝑀/(4𝜋𝑟3/3). Sendo 𝑟 o raio de Schwarzs-

child (eq. 2.9),

𝜌 = 3𝑐6

32𝜋𝐺3
1

𝑀2 , (2.12)

demonstrando que a densidade é inversamente proporcional ao quadrado da massa do
BN. Isso significa que BN massivos tendem a ser menos densos.

Na década de 1930 o astrofísico indiano Chandrasekhar estudou o colapso gravi-
tacional, concluindo que este processo era inevitável para estrelas de grande massa. Na
década de 1960 os físicos soviéticos V. Belinsky, I. Khalatnikov e E. Lifshitz mostraram
que o colapso estelar geralmente é oscilatório, e a estrela é compactada de forma não
homogênea, até seu volume ser reduzido a zero [37, 9].

A região definida por 𝑟 = 𝑟𝑆 = 2𝑚 é uma fronteira sem volta entre a região
exterior 𝑟 > 2𝑚 e a interior 0 < 𝑟 < 2𝑚. Toda a informação da região 0 < 𝑟 < 2𝑚 é
desconectada causalmente para um observador externo.

De maneira geral, qualquer corpo pode formar um BN se for obrigado a entrar
no seu raio de Schwarzschild (𝑟𝑆). Isso significa que, qualquer distribuição de matéria,
em qualquer escala, pode virar um BN, desde que toda ela caiba dentro do seu 𝑟𝑆 [9].

O raio 𝑟𝑆 caracteriza uma região limite denominada horizonte de eventos, a partir
da qual nada consegue escapar. Todo corpo que for comprimido num raio menor do que o
𝑟𝑆, vai colapsar na singularidade. O horizonte de eventos não possui nenhuma estrutura
física, ou seja, não existe nenhuma superfície de matéria nesse local, exceto no momento
em que a matéria em queda cruza essa região em direção à singularidade. O termo
horizonte de eventos foi formulado pelo físico Wolfgang Rindler na década de 1950 [38].

Em 1965 o físico-matemático inglês Roger Penrose verificou que a singularidade é
uma propriedade presente em todos os BNs. Em 1969 Penrose introduziu a “Conjectura
do Censor Cósmico” ou “Censura Cósmica”, segundo a qual toda singularidade oriunda
de um colapso gravitacional fica escondida no interior de um horizonte de eventos (não
existem singularidades nuas) [37, 38].

Imagine uma partícula luminosa que se move em direção ao BN e um observador,
localizado numa região afastada, que a acompanha. Para o observador a partícula nunca
alcança o horizonte de eventos, bem como a luz por ela emitida tende para o vermelho
(desvio gravitacional para o vermelho), ficando menos brilhante até se tornar invisível, à
medida que a partícula se aproxima do horizonte de eventos. Seja 𝑑𝜏 o tempo próprio
medido por uma partícula parada em uma distância 𝑟 fixa próxima a um BN e 𝑑𝑡 o tempo



40

medido pelo observador localizado numa distância infinita. A relação entre eles é

𝑑𝜏(𝑟) =
√︃

1 − 2𝑚

𝑟
𝑑𝑡, (2.13)

o que mostra que 𝑑𝜏(𝑟) < 𝑑𝑡. O observador próximo mede um tempo menor que o
observador distante. Do ponto de vista da partícula, ela atinge, sim, o horizonte de
eventos, pois este é uma singularidade de coordenadas e não uma singularidade física.

Na fig. (2.2) tem-se a aparência de cones de luz em coordenadas de Schwarzschild
próximas à superfície do horizonte de eventos (𝑟 = 2𝑚), onde as linhas dos cones represen-
tam o caminho radial da luz emanando de certos eventos. Os cones de luz naturalmente
dividem o espaço-tempo em passado e futuro. Pontos no interior do cone representam
eventos tipo tempo (movimento com velocidade menor que a da luz); pontos fora do cone
assinalam eventos tipo espaço; pontos sobre a linha do cone são denominados tipo luz e
representam o movimento de um feixe de luz.

Figura 2.2: Cones de luz em coordenadas de Schwarzschild próximos ao horizonte de eventos
[6, 24].

Considerando a geodésica radial de um raio de luz ao encontro de um BN, tem-se
que 𝜃 e 𝜑 são constantes. Sendo 𝑑𝑠2 = 𝑑𝜃 = 𝑑𝜑 = 0, a partir de (2.7) tem-se

−
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 +

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
𝑑𝑟2 = 0, (2.14)

de onde vem
𝑑𝑡

𝑑𝑟
= ±

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
. (2.15)

Os sinais + e − referem-se a raios de luz saindo e entrando, respectivamente. Perceba que
(𝑑𝑡/𝑑𝑟) → ±∞ quando 𝑟 → 2𝑚. Isso sugere que nenhuma partícula alcançaria a linha
𝑟 = 2𝑚 num valor finito de tempo2. Como afirmado anteriormente, essa singularidade
pode ser removida por uma mudança de coordenadas. O horizonte de eventos não está
localizado no espaço, mas é uma fronteira no espaço-tempo.

2Esse tempo é o medido por observadores distantes. O observador em queda livre cai num tempo
(próprio) finito.
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2.3.4 Geodésicas na Métrica de Schwarzschild

Na RG descreve-se o caminho seguido por uma partícula em uma geometria
específica, sendo o resultado da ação da massa e da energia. Esse caminho é chamado
geodésica e representa a trajetória da partícula no espaço-tempo curvo. Nesta subseção
serão discutidas as geodésicas de uma partícula na métrica de Schwarzschild, baseando-se
em [22, 35, 39, 25, 10].

Se um objeto não está sujeito a nenhuma força além da gravitacional, seu movi-
mento é geodésico, ou seja, sua trajetória descreve uma geodésica. Vamos considerar a
geodésica entre dois pontos. O problema consiste em encontrar a curva que satisfaça o
princípio variacional de Hamilton 𝛿

∫︁
𝑑𝑠 = 0. Sendo 𝑑𝑠 dado pela eq. (2.2), tem-se

𝛿
∫︁

|𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈 |1/2= 𝛿
∫︁ 𝜆2

𝜆1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑔𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒
1/2

𝑑𝜆, (2.16)

em que 𝜆 é um parâmetro usado para descrever a curva. Sendo 𝑥̇𝜇 = 𝑑𝑥𝜇/𝑑𝜆, escreve-se
a eq. (2.16) como

𝛿
∫︁

|𝑔𝜇𝜈 𝑥̇𝜇𝑥̇𝜈 |1/2𝑑𝜆 = 𝛿
∫︁

ℒ(𝑥̇𝜇𝑥̇𝜈)𝑑𝜆 = 0. (2.17)

Em (2.17) introduziu-se a Lagrangiana ℒ associada a uma partícula, a qual é
definida por

ℒ = |𝑔𝜇𝜈 𝑥̇𝜇𝑥̇𝜈 |1/2, (2.18)

onde 𝑔𝜇𝜈 é a métrica do espaço-tempo e o ponto indica a derivada em relação ao parâmetro
𝜆.

A solução 𝑥𝜇 = 𝑥𝜇(𝜆) é obtida através das equações de Euler-Lagrange

𝜕ℒ
𝜕𝑥𝜇

− 𝑑

𝑑𝜆

(︃
𝜕ℒ
𝜕𝑥̇𝜇

)︃
= 0. (2.19)

A Lagrangiana da métrica de Schwarzschild é dada por

ℒ2 =
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡2 −

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
𝑟̇2 − 𝑟2𝜃2 − 𝑟2 sin2 𝜃𝜑̇2. (2.20)

A simetria esférica da solução de Schwarzschild possibilita escolher 𝜃 = 𝜋/2, restringindo
a geodésica da partícula ao plano equatorial. Dessa forma, é possível escrever (2.20) como

ℒ2 =
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡2 −

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
𝑟̇2 − 𝑟2𝜑̇2. (2.21)

Em relação à coordenada 𝑟, a equação de Euler-Lagrange é

−2𝑚

𝑟2 𝑡2 − 2𝑚

𝑟2

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂−2
𝑟̇2 + 2𝑟𝜑̇2 − 𝑑

𝑑𝜆

[︃
2
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂−1
𝑟̇

]︃
= 0. (2.22)

Para uma órbita circular, 𝑟̇ = 0. Assumindo 𝑑𝜆 = 𝑑𝜏 , a eq. (2.22) torna-se

𝑚

𝑟2

(︃
𝑑𝑡

𝑑𝜏

)︃2

= 𝑟

(︃
𝑑𝜑

𝑑𝜏

)︃2

. (2.23)
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Isolando 𝑑𝑡 e integrando de 0 a 2𝜋 encontra-se o período 𝑇 ,

𝑇 2 = 4𝜋2

𝐺𝑀
𝑟3, (2.24)

que é a versão relativística da Terceira Lei de Kepler para órbitas circulares.
A partir da Lagrangiana (eq. 2.21) obtêm-se as equações de Euler-Lagrange para

as variáveis 𝜃, 𝜑 e 𝑡, respectivamente:

𝑟2 sin 𝜃𝜑̇2 − 𝑑

𝑑𝜆
(𝑟2𝜃) = 0,

𝑑

𝑑𝜆
(𝑟2 sin2 𝜃𝜑̇) = 0,

𝑑

𝑑𝜆

[︂(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡
]︂

= 0. (2.25)

Sendo 𝜃 = 𝜋/2, o que implica, 𝜃 = 0, das equações anteriores vem que

𝑟2𝜑̇2 = 0, 𝑟2𝜑̇ = constante,
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡 = constante. (2.26)

Chamando 𝐿̃ = 𝐿/𝑀 o momento angular por unidade de massa e 𝐸̃ = 𝐸/𝑀 a energia
por unidade de massa de repouso, a partir das eqs. (2.26) vem que

𝐿̃ = 𝑟2 𝑑𝜑

𝑑𝜏
(2.27)

e
𝐸̃ =

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑑𝑡

𝑑𝜏
. (2.28)

A grandeza 𝐸̃ pode ser interpretada como a energia por unidade de massa que uma
partícula possui em movimento geodésico.

Se 𝜆 ∝ 𝜏 , a Lagrangiana ℒ é sempre constante, permitindo um modo mais direto
de resolver as equações do movimento do que integrar as equações da geodésica. Ela é
escrita como

ℒ = |𝑔𝜇𝜈 𝑥̇𝜇𝑥̇𝜈 |1/2= 𝜅, (2.29)

onde

𝜅 =

⎧⎪⎨⎪⎩+1, geodésicas tipo tempo (partículas massivas);
0, geodésicas tipo luz ou nulas (fótons).

(2.30)

Nas geodésicas tipo tempo a parte espacial é inferior à parte temporal e as partí-
culas movem-se com velocidades menores que a velocidade da luz no vácuo. Nas geodésicas
tipo luz ou nulas as partículas (neste caso os fótons) se movem na velocidade da luz. Nas
geodésicas tipo espaço o movimento ocorre com velocidade maior que a velocidade da luz.
Nesse momento o interesse será nas geodésicas tipo tempo e nas geodésicas nulas.

Sendo a Lagrangiana dada por (2.21), em termos de 𝐿̃ (eq. 2.27) e 𝐸̃ (eq. 2.28)
ela pode ser escrita como

ℒ2 = 𝐸̃2

1 − 2𝑚/𝑟
− 𝑟̇2

1 − 2𝑚/𝑟
− 𝐿̃2

𝑟2 = 𝜅. (2.31)

Com esta equação pode-se determinar as geodésicas de partículas massivas e de fótons na
métrica de Schwarzschild.
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A partir da eq. (2.31) vem que(︃
𝑑𝑟

𝑑𝜏

)︃2

= 𝐸̃2 −
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂(︃
𝜅 + 𝐿̃2

𝑟2

)︃
. (2.32)

Esta é uma equação diferencial de primeira ordem para 𝑟(𝜏), cuja solução fornece a
geodésica ao longo da qual a partícula se moverá.

A eq. (2.31) pode ser reescrita como

𝐸̃2 − 𝜅

2 = 𝑟̇2

2 − 𝜅𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2

2𝑟2 − 𝑚𝐿̃2

𝑟3 , (2.33)

onde
𝐸ef = 𝐸̃2 − 𝜅

2 (2.34)

e
𝑉ef(𝑟) = −𝜅𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2

2𝑟2 − 𝑚𝐿̃2

𝑟3 (2.35)

são a energia e o potencial efetivos, respectivamente.
Relacionando (2.34) e (2.35) com (2.33) vem

𝐸ef(𝑟) = 1
2 𝑟̇2 + 𝑉ef, (2.36)

A partir da eq. (2.35) os potenciais efetivos para fótons e para partículas massivas
assumem as respectivas formas:

𝑉ef(𝑟) = 𝐿̃2

2𝑟

(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂
, (2.37)

𝑉ef(𝑟) = 1
2

[︃(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂(︃
1 + 𝐿̃2

𝑟2

)︃
− 1

]︃
. (2.38)

Um ponto importante a ser destacado é que, na TRG o potencial efetivo para os
fótons não é nulo, diferentemente da mecânica newtoniana. Isso significa que a gravidade
interfere no movimento da radiação.

2.3.5 Geodésicas Tipo Tempo

O formato da geodésica descrita por uma partícula depende da sua energia 𝐸 e do
seu momento angular 𝐿, como será descrito a seguir, podendo ser capturada ou refletida
pela barreira de potencial do BN [23, 10, 24, 31, 22].

Partículas com 𝐸̃ ≥ 1 oriundas do infinito (𝑟 = ∞) são refletidas no entorno do
BN e retornam para o infinito. Partículas com 𝐸̃ < 1 movem-se em órbitas ao redor do
BN.

Para partículas massivas (𝜅 = +1), a eq. (2.32) fica(︃
𝑑𝑟

𝑑𝜏

)︃2

= 𝐸̃2 −
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂(︃
1 + 𝐿̃2

𝑟2

)︃
. (2.39)
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A velocidade radial é nula quando (𝑑𝑟/𝑑𝜏) = 0, ou

𝐸̃2 =
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂(︃
1 + 𝐿̃2

𝑟2

)︃
, (2.40)

o que significa que tem-se um ponto de retorno. Desenvolvendo,

(1 − 𝐸̃2)𝑟3 − 2𝑚𝑟2 + 𝐿̃2𝑟 − 2𝑚𝐿̃2 = 0. (2.41)

A forma da geodésica depende do tipo de raízes desta equação. Vamos encontrar
como a geodésica evolui com o tempo ou com o ângulo 𝜑. A partir da eq. (2.27) vem

𝑑𝜑

𝑑𝜏
= 𝐿̃

𝑟2 . (2.42)

Juntamente com a relação(︃
𝑑𝑟

𝑑𝜑

)︃2

=
(︃

𝑑𝑟

𝑑𝜏

)︃2 (︃
𝑑𝜏

𝑑𝜑

)︃2

, (2.43)

escreve-se a eq. (2.39) como(︃
𝑑𝑟

𝑑𝜑

)︃2

= (𝐸̃2 − 1) 𝑟4

𝐿̃2
+ 2𝑚𝑟3

𝐿̃2
− 𝑟2 + 2𝑚𝑟. (2.44)

Fazendo a substituição de variáveis, 𝑢 = 1/𝑟, obtém-se a equação diferencial de primeira
ordem (︃

𝑑𝑢

𝑑𝜑

)︃2

= 2𝑚𝑢3 − 𝑢2 + 2𝑚𝑢

𝐿̃2
+ 𝐸̃2 − 1

𝐿̃2
, (2.45)

cuja solução determina a órbita da partícula de teste. As eqs. (2.44) e (2.45) são refor-
mulações da eq. (2.41). Se (𝑑𝑟/𝑑𝜏) = 0, então (𝑑𝑟/𝑑𝜑) = (𝑑𝑢/𝑑𝜑) = 0.

Geodésica Radial

Uma partícula descreve uma geodésica radial quando o seu momento angular é
nulo. Fazendo 𝐿̃ = 0 na eq. (2.39) vem que [10, 24, 31](︃

𝑑𝑟

𝑑𝜏

)︃2

= 𝐸̃2 −
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
. (2.46)

Considerando uma partícula inicialmente em repouso no infinito. Sua energia é 𝐸̃ = 1,
porque o espaço-tempo é plano no infinito. Essa partícula se moverá da posição inicial
𝑟 = ∞ até uma distância de maior aproximação 𝑟 = 𝑟0 do BN. Tem-se, então que

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= −

√︃
2𝑚

𝑟
. (2.47)

Usa-se o sinal negativo porque a velocidade radial é negativa. Integrando obtém-se

𝑟(𝜏) =
(︂3

2

)︂2/3
(2𝑚)1/3(𝜏* − 𝜏)2/3, (2.48)
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onde 𝜏* é uma constante de integração definida quando 𝑟 = 0. Conclui-se que o tempo
próprio da partícula para cruzar 𝑟 = 2𝑚 é finito.

A partir das eqs. (2.28) e (2.47) encontra-se que o tempo medido por um obser-
vador externo é dado por

𝑡 = − 𝐸̃√
2𝑚

∫︁ 𝑟

𝑟0

𝑟′1/2

1 − 2𝑚/𝑟′ 𝑑𝑟′. (2.49)

Analisando a eq. (2.49) constata-se que, quando 𝑟 → 2𝑚 = 𝑟𝑆, a integral tende para
o infinito, significando que 𝑡 → ∞. Comparando as equações dos tempos (2.48 e 2.49)
verificamos que a partícula marca um tempo próprio finito para se mover de um ponto 𝑟0

até 𝑟𝑆, enquanto para um observador externo, situado longe do BN, o tempo é infinito.

Órbitas Fechadas

Agora serão abordadas as geodésicas de partículas com momento angular não
nulo (𝐿̃ ̸= 0), com base nas referências [40, 41, 35, 21, 25, 42].

Uma partícula descreve uma órbita fechada se possuir energia 𝐸̃ tal que 𝐸̃2 < 1.
Se essa condição for satisfeita, há três diferentes raízes da eq. (2.39). A análise de todas
elas é trabalhosa, de modo que serão descritas apenas as órbitas circulares, que são as de
interesse no momento.

Analisando, agora, o potencial para partículas massivas. Sendo 𝜅 = −1 e fazendo
𝜕𝑉ef/𝜕𝑟 = 0 encontra-se o ponto crítico da eq. (2.38), donde vem

𝑚𝑟2 − 𝐿̃2𝑟 + 3𝑚𝐿̃2 = 0, (2.50)

cuja solução é

𝑟 = 𝐿̃2 ±
√︁

𝐿̃4 − 12𝑚2𝐿̃4

2𝑚
= 𝐿̃2

2𝑚

⎛⎝1 ±
√︃

1 − 12𝑚2

𝐿̃2

⎞⎠ . (2.51)

A seguir serão analisadas em detalhes as possíveis soluções de (2.51), as quais fornecerão
as órbitas circulares.

∙ Se 𝐿̃ <
√

12𝑚 = 2
√

3𝑚, não há um extremo de potencial efetivo e não existem
órbitas circulares. Isso significa que qualquer partícula com 𝐿̃ < 2

√
3𝑚 que estiver

se aproximando do BN, seguirá na órbita de captura, cairá diretamente sobre o
horizonte de eventos (𝑟 = 2𝑚) e posteriormente alcançará a sua singularidade (𝑟 =
0).

Na fig. (2.3) tem-se um gráfico de 𝑉ef em função de 𝑟 para 𝐿̃ < 2
√

3𝑚. Nele percebe-
se que não há nenhum ponto crítico, reforçando as características do movimento
descritas anteriormente.
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Figura 2.3: Potencial efetivo em função da distância para 𝐿̃ < 2
√

3𝑚. Baseado em [40, 21].

∙ Se 𝐿̃ = 2
√

3𝑚, vem que 𝑟 = 6𝑚, de modo que existe apenas uma órbita circular,
cujo raio é

𝑟𝑐 = 6𝑚 = 3𝑟𝑆. (2.52)

Verificando a estabilidade dessa órbita calcula-se a derivada segunda de 𝑉ef (2.38)
em 𝑟𝑐,

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟𝑐=6𝑚

= 0, (2.53)

e conclui-se que a mesma não é instável e nem estável, sendo chamada de marginal-
mente estável. O valor 𝑟𝑐 = 𝑟𝐼 = 6𝑚 é o raio limite de órbitas estáveis, denominado
ISCO (Innermost Stable Circular Orbit, ou órbita circular estável mais interna).

∙ Se 𝐿̃ > 2
√

3𝑚, há um raio mínimo (𝑟−) para o potencial máximo e um raio máximo
(𝑟+) para o potencial mínimo. A fig. (2.4) apresenta um gráfico de 𝑉ef em função
de 𝑟 para 𝐿̃ > 2

√
3𝑚. Nele percebe-se a existência de dois pontos críticos, 𝑟− e 𝑟+,

e a seguir serão encontrados os valores mínimos desses raios.

Figura 2.4: Potencial efetivo em função da distância para 𝐿̃ > 2
√

3𝑚. Baseado em [40, 21].
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A partir da relação (2.51) obtém-se

𝑟+(min) = lim
𝐿̃→2

√
3𝑚

⎡⎣ 𝐿̃2

2𝑚

⎛⎝1 +
√︃

1 − 12𝑚2

𝐿̃2

⎞⎠⎤⎦ = 6𝑚, (2.54)

que é o raio da ISCO obtido anteriormente.

Trabalhando inicialmente um pouco o limite, vem também que

𝑟−(min) = lim
𝐿̃→∞

⎡⎣ 𝐿̃2

2𝑚

⎛⎝1 −
√︃

1 − 12𝑚2

𝐿̃2

⎞⎠⎛⎝1 +
√︁

1 + 12𝑚2/𝐿̃2

1 +
√︁

1 + 12𝑚2/𝐿̃2

⎞⎠⎤⎦ =

lim
𝐿̃→∞

⎛⎝ 6𝑚

1 +
√︁

1 − 12𝑚2/𝐿̃2

⎞⎠ = 3𝑚. (2.55)

Se 𝐿̃ → ∞, então, a partir de (2.51), 𝑟 = 𝐿̃2/𝑚. Perceba que esta é a mesma relação
newtoniana para o raio da órbita circular de uma partícula com momento angular
por unidade de massa, ou seja, 𝐿̃ = 𝑟𝑣. Escrevendo em unidades convencionais, no
limite newtoniano

𝑟 = 𝑟2𝑣2

𝐺𝑀
, (2.56)

donde vem

𝑣 =
√︃

𝐺𝑀

𝑟
. (2.57)

Analisando a estabilidade da órbita em 𝑟−(min), encontra-se

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟−=3𝑚

= − 1
27𝑚2

(︃
𝐿̃2

3𝑚2 + 2
)︃

< 0, (2.58)

o que mostra que 𝑟−(min) é um ponto de máximo e a órbita é instável.

Portanto, conclui-se que as órbitas são:

∙ Estáveis para 𝑟 > 6𝑚;

∙ Instáveis para 3𝑚 < 𝑟 < 6𝑚.

Estando em órbita uma partícula emitirá radiação gravitacional, desviando-se
levemente do movimento geodésico. Situada inicialmente numa órbita circular 𝑟𝑐 ≫ 𝑚

(com 𝐸̃ < 1), lentamente ela espiralará para um raio menor, devido a perda de energia
por radiação, se aproximando do raio orbital 𝑟𝐼 = 6𝑚. Assim que a partícula atravessa o
𝑟𝐼 , rapidamente cairá no horizonte de eventos [9].

Na fig. (2.5) tem-se um gráfico do potencial efetivo relativístico (linha contínua)
e o newtoniano (linha pontilhada) para uma partícula em função da distância. Observe
a diferença entre os mesmos quando 𝑟 → 0. No caso newtoniano (Eq. 1.63) a barreira
centrífuga sempre domina com 𝑉ef → ∞. Neste caso não há 𝑟− e uma partícula não pode
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cair em direção a 𝑟 = 0 com 𝐿̃ ̸= 0. Na geometria relativística de Schwarzschild (Eq.
2.38), 𝑉ef → −∞ quando 𝑟 → 0 e, mesmo com 𝐿̃ ̸= 0, a partícula pode cair em direção à
singularidade.

Figura 2.5: Potenciais efetivos relativístico (linha contínua) e newtoniano (linha pontilhada)
em função da distância. Baseado em [39, 25].

Perceba que o potencial efetivo relativístico de Schwarzschild é semelhante ao
potencial efetivo newtoniano, diferindo apenas o último termo. Para grandes valores de 𝑟

o potencial efetivo relativístico é aproximadamente igual ao potencial efetivo newtoniano.
Para valores pequenos de 𝑟 o termo ∼ 1/𝑟3 torna-se relevante e leva à diferença entre eles.

Órbitas Abertas

As órbitas de uma partícula são abertas se ela possui uma energia tal que 𝐸̃2 > 1
[40, 41]. Nesse momento não temos interesse nessas órbitas, de modo que não iremos
explorá-las.

2.3.6 Geodésicas Tipo Luz

Na sequência serão analisadas as geodésicas circulares do tipo luz, que são as
geodésicas descritas pelos fótons. Ao longo de uma trajetória de um raio de luz, 𝑑𝑠2 = 0,
de modo que não se pode usar o tempo próprio como parâmetro [21, 31, 40].

Se um fóton, oriundo do infinito, deslocar-se em direção ao BN numa trajetória
não radial, ele seguirá uma trajetória curvilínea. Se a energia do fóton for suficiente para
vencer a barreira de potencial, ele avançará em direção ao horizonte de eventos, sendo
capturado pelo BN. Caso contrário, ele será refletido e escapará para longe.

A fig. (2.6) apresenta um gráfico do potencial efetivo para fótons, em função da
distância. Sendo 𝜅 = 0 e fazendo (𝜕𝑉ef/𝜕𝑟) = 0, a partir da eq. (2.37) vem

−𝐿̃2𝑟 + 3𝑚𝐿̃2 = 0, (2.59)
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cuja solução é
𝑟𝑐 = 3𝑚 = 3

2𝑟𝑆. (2.60)

Figura 2.6: Potencial efetivo para a órbita de fótons. Baseado em [40, 21, 31].

Calculando a derivada segunda de (2.37) em 𝑟 = 3𝑚 encontra-se

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=3𝑚

= −𝐿̃2

(3𝑚)4 < 0, (2.61)

o que significa que 𝑟 = 3𝑚 é um ponto de máximo, cujo valor do potencial efetivo é

𝑉ef(3𝑚) = 𝐿̃2

54𝑚2 . (2.62)

A órbita para fótons existe apenas para 𝑟 = 3𝑚 e é instável. Uma pequena perturbação
é suficiente para desfazer a órbita.

Pela equação do potencial efetivo (2.34), tem-se que 𝐸̃2 = 2𝐸ef + 𝜅. Sendo 𝜅 = 0
e 𝐸efmax = 𝑉efmax , a partir de (2.62) vem

𝐸̃2
max = 𝐿̃2

27𝑚2 . (2.63)

Dessa forma, pode-se concluir que:

∙ Se 𝐸̃2 > 𝐿̃2/(27𝑚2), os fótons que se aproximam do BN descreverão uma geodésica
espiral que tende para a órbita circular com 𝑟 = 3𝑚. Essa órbita é instável e os
fótons serão capturados pelo horizonte de eventos (𝑟 = 2𝑚) ou escaparão para o
infinito se estiverem direcionados para fora.

∙ Se 𝐸̃2 < 𝐿̃2/(27𝑚2), os fótons que se aproximam da região 𝑟 > 3𝑚 serão defletidos,
porque há um ponto de retorno.
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2.3.7 Força de Maré e Raio de Roche

A força de maré é provocada pela força gravitacional diferencial, sendo esta a
diferença entre as forças gravitacionais exercidas em duas partículas vizinhas por um outro
corpo, mais distante. Essa força tende a separar as duas partículas e, se elas constituem
um mesmo corpo, a força diferencial tende a alongá-lo ou até rompê-lo. A seguir este
fenômeno será descrito brevemente [2, 9, 3].

Considere um corpo de teste de massa 𝑚0 a uma distância 𝑟 de um corpo de
massa 𝑀 , sendo este último o que provoca a maré. Derivando a lei da gravitação universal
𝐹 = −𝐺𝑀𝑚0/𝑟2, obtém-se

𝑑𝐹 = 2𝐺𝑀𝑚0

𝑟3 𝑑𝑟, (2.64)

onde 𝑑𝑟 é a distância entre dois pontos no corpo de teste.
Uma consequência da força de maré é que o corpo de teste não pode chegar muito

próximo do corpo de massa 𝑀 sem se romper. A distância mínima do centro do corpo
gerador da maré que o corpo de teste pode chegar sem se tornar instável é chamado de
limite ou raio de Roche, em homenagem ao astrônomo francês Edouard Roche. A seguir
será calculado esse limite para um corpo de teste sólido.

Considere duas partículas de massas iguais a 𝑚0 se tocando (fazem parte de
um mesmo objeto), separadas por uma distância 𝑑𝑟. A força gravitacional entre essas
partículas é

𝐹𝑔 = 𝐺𝑚0𝑚0

(𝑑𝑟)2 . (2.65)

A partir de (2.64) tem-se que a força de maré que um corpo de massa 𝑀 , localizado a
uma distância 𝑑 do corpo de teste, exerce sobre este é

𝐹𝑚 = 2𝐺𝑀𝑚0𝑑𝑟

𝑑3 . (2.66)

Para as duas partículas permanecerem juntas, a força gravitacional deve contra-
balançar a força de maré. Igualando as relações (2.65) e (2.66),

𝑑 = 3

√︃
2𝑀

𝑚0
. (2.67)

Escrevendo as massas dos dois corpos em função de suas densidades, 𝑀 = (4/3)𝜋𝑅3𝜌𝑀 e
𝑚0 = (4/3)𝜋(𝑑𝑟/2)3𝜌𝑚, onde 𝑅 é o raio e 𝜌𝑀 é a densidade do corpo gerador da força de
maré e 𝜌𝑚0 é a densidade do corpo de teste, encontra-se o limite de Roche

𝑑 = 2,52 3

√︃
𝜌𝑀

𝜌𝑚0

𝑅. (2.68)

Quando o corpo de teste não é sólido, mas um fluído, o coeficiente da eq. (2.68) é 2,44.
Para corpos esferoidais sólidos mantidos coesos por forças de tensão intrínsecas, o valor
do coeficiente é 1,38 [2].
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Como exemplo pode-se citar o caso da Terra e da Lua. A Lua tem uma órbita
estável em torno da Terra com um raio de cerca de 384.000 km. Ela se romperia ao se
aproximar da Terra numa distância menor que 7.527 km [2].

Ao se aproximar de um BN, um corpo de densidade 𝜌𝑐 é desintegrado pelas forças
de maré a uma distância denominada raio de Roche

𝑅Roche = 𝑟𝑆
3

√︃
𝜌𝐵𝑁

𝜌𝑐

, (2.69)

onde 𝑟𝑆 é o raio de Schwarzschild e 𝜌𝐵𝑁 é a densidade do BN.
Um conceito equivocado é de que um BN suga a matéria ao seu redor. Isto

somente acontece se a matéria chegar a uma distância menor do que o seu 𝑅Roche. No
entanto, tudo que vai ao seu encontro fica retido em seu interior.

A atração gravitacional sentida por um observador situado em 𝑟 > 𝑟𝑆 é a mesma
que seria sentida se, ao invés do BN, tivesse um outro objeto qualquer com a mesma
massa 𝑀 . O limite de Roche delimita o volume em torno de um astro no qual a matéria
está ligada gravitacionalmente a ele.

2.3.8 Rendimento no Processo de Acreção

Um gás no disco de acreção num corpo central massivo distribui-se em órbitas
circulares ao redor do objeto compacto. No entanto, devido à viscosidade e à turbulência,
o gás perde momento angular e move-se para o interior, perdendo energia potencial gra-
vitacional e aquecendo, emitindo radiação. A seguir será estimada a eficiência energética
desse processo para uma partícula [31, 6, 25].

Seja 𝐸̃ a energia por unidade de massa medida de uma partícula no infinito
(𝐸̃∞ = 1). A energia de ligação de uma órbita do BN é a diferença entre a energia por
unidade de massa da partícula em repouso no infinito e a energia da partícula por unidade
de massa movendo-se nessa órbita (𝐸̃), ou seja,

𝜂 = 1 − 𝐸̃. (2.70)

Esse é o rendimento energético que pode ser liberado em processos gravitacionais, como
na acreção.

A valor máximo da energia liberada por uma partícula corresponde ao movimento
da mesma do infinito para a ISCO. A partir da eq. (2.33) tem-se que a energia de uma
partícula (𝜅 = +1) em movimento circular (𝑟̇ = 0) é

𝐸̃2 = −2𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2

𝑟2 − 2𝑚𝐿̃2

𝑟3 + 1. (2.71)

Sendo 𝑟 = 𝑟𝐼 = 6𝑚 e 𝐿̃ = 2
√

3𝑚, obtêm-se 𝐸̃ = 2
√

2/3 e

𝜂 = 1 − 2
√

2
3 ≃ 0,057 = 5,7%, (2.72)

que é a eficiência máxima da radiação emitida no disco de acreção num BN de Schwarzs-
child. Esse valor é cerca de 10 superior ao rendimento existente em processos nucleares.
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2.4 Buraco Negro de Reissner-Nordströn

A solução de Reissner-Nordströn é também uma solução das equações de campo
de Einstein e foi desenvolvida pelos físicos Gunnar Nordströn e Hans Reissner. Ela des-
creve o campo gravitacional de um corpo esférico estático de massa 𝑀 carregado eletrica-
mente com carga elétrica 𝑄. A seguir será exposta resumidamente essa solução, baseado
em [33, 10, 24, 31, 23].

No universo a matéria apresenta-se predominantemente neutra eletricamente, ou
seja, composta por cargas elétricas positivas e negativas em iguais quantidades. Dessa
forma, não se acredita que existam BNs com carga elétrica considerável, pois a matéria
que o originou muito provavelmente era neutra.

Do ponto de vista matemático existe a possibilidade de um BN carregado eletri-
camente, cuja métrica é

𝑑𝑠2 = −
(︃

1 − 2𝑚

𝑟
+ 𝑄2

𝑟2

)︃
𝑑𝑡2 +

(︃
1 − 2𝑚

𝑟
+ 𝑄2

𝑟2

)︃−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2). (2.73)

Se 𝑄 = 0 a métrica de Reissner-Nordströn (2.73) torna-se a métrica de Schwarzschild
(2.7).

Entre as suas características, um BN de Reissner-Nordströn possui dois horizontes
de eventos, os quais são dados por

𝑟± = 𝑚 ±
√︁

𝑚2 − 𝑄2. (2.74)

A carga elétrica de um BN pode ser estimada pela sua interação com átomos ionizados.
No entanto, até o momento não se conhece nenhum BN carregado eletricamente.

Se 𝑚2 − 𝑄2 < 0 ou 𝑚 < |𝑄|, então não existem horizontes de eventos e a
singularidade está desprotegida, sendo chamada singularidade nua. De acordo com a
Conjectura do Censor Cósmico, idealizada pelo físico-matemático inglês Roger Penrose,
toda singularidade é envolvida por um horizonte de eventos.

2.5 Buraco Negro de Kerr

2.5.1 Histórico

A solução de Kerr foi desenvolvida em 1963 pelo matemático neozelandês Roy
Patrick Kerr [43], descreve um BN com rotação e constitui uma solução das equações de
campo de Einstein. As geodésicas da geometria de Kerr foram calculadas primeiramente
pelo físico australiano Brandon Carter em 1973 [37, 5, 5, 9].

A rotação de uma estrela se opõem parcialmente ao colapso gravitacional, de
modo que ela pode conter mais massa do que seria o caso se a mesma não tivesse rotação.
Para estrelas que giram rapidamente, existe um limite superior absoluto na rotação estável
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definido pela frequência de Kepler, Ω𝑘 =
√︁

𝐺𝑀/𝑅3, que é a frequência máxima que a
estrela pode ter antes que comece a perder massa na região do equador.

Como a rotação deve ser comum na matéria que colapsa para formar um BN,
devido à conservação do momento angular é provável que a maioria dos BNs apresentem
rotação. Os BNs com rotação ou momento angular intrínseco (spin) são descritos pela
solução de Kerr, a qual depende, além da massa 𝑀 , do momento angular 𝐽 .

A solução de Kerr é mais trabalhosa que a de Schwarzschild, o que torna a
estrutura de um BN com rotação mais complexa do que o BN estático. É importante
ressaltar que a solução de Kerr foi obtida quase 50 anos após a solução de Schwarzschild

2.5.2 A Métrica de Kerr

A seguir será apresentada a métrica de Kerr e exploradaa as principais proprie-
dades dos BNs providos de momento angular, com base nas referências [25, 24, 10].

A métrica de Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist para um BN de massa 𝑚

que gira na direção 𝜑 e possui momento angular 𝐽 é

𝑑𝑠2 = −
(︃

1 − 2𝑚𝑟

𝜌

)︃
𝑑𝑡2 −

(︃
4𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝜌

)︃
𝑑𝑡𝑑𝜑 + 𝜌

Δ𝑑𝑟2

+ 𝜌𝑑𝜃2 +
(︃

𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜌

)︃
sin2 𝜃𝑑𝜑2, (2.75)

onde os termos 𝑎, 𝜌 e Δ são definidos, respectivamente, por

𝑎 = 𝐽

𝑚
, (2.76)

𝜌 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, (2.77)

Δ = 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2. (2.78)

As coordenadas de Boyer-Lindquist relacionam-se com as coordenadas cartesianas como⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝑎 sin 𝜃 sin 𝜑,

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 − 𝑎 sin 𝜃 cos 𝜑

𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 + 𝑎2 sin2 𝜃.

(2.79)

O termo 𝑎 é um parâmetro definido por (2.76) que relaciona o momento angular
com a massa do BN. Seus valores estão situados no intervalo 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑚. Se 𝑎 = 0,
𝐽 = 0 e a métrica de Kerr (2.75) reduz-se à métrica de Schwarzschild (2.7) (BN estático).
Se 𝑎 = 𝑚, tem-se 𝐽 = 𝑚2, e neste caso o BN é chamado BN de Kerr extremo, onde
o horizonte de eventos está girando na velocidade da luz. Praticamente todos os BNs
possuem 𝑎 ̸= 0, sendo os lentos com 𝑎 = 0,3−0,4 e os considerados rápidos com 𝑎 > 0,95.
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De acordo com algumas observações, os BNs supermassivos com 𝑀 < 3 × 107 𝑀⊙ giram
com 𝑎 > 0,9 e os com 𝑀 > 8 × 107 𝑀⊙ giram de forma mais moderada. As rotações dos
BNs são estudadas a partir da análise do efeito Doppler do espectro de raios X emitidos
pela parte interna do disco de acreção, o qual fornece informações sobre a estrutura do
disco e, consequentemente, sobre o seu momento angular [44].

2.5.3 Singularidade, Horizonte de Eventos e Ergosfera

Na sequência serão descritas a singularidade, os horizontes de eventos e a ergosfera
de um BN de Kerr, com base em [25, 24, 38, 37, 31].

Analisando a eq. (2.75) percebe-se que a singularidade ocorre quando Σ = 0
(2.77) ou 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃 = 0, que se verifica, para 𝑎 ̸= 0, quando 𝑟 = 0 ou cos 𝜃 = 0.
Sendo 𝑧 o eixo de rotação do BN (𝑧 = 0), a partir de (2.79) vem que 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2, o
que corresponde a um anel de raio 𝑎 situado no plano equatorial 𝑧 = 0. Percebe-se que,
diferentemente de um BN de Schwarzschild onde a singularidade é uma linha, num BN
de Kerr a singularidade está diluída em um anel fino em torno do centro. Quanto maior
a velocidade angular do BN, maior é o anel da singularidade.

Na fig.(2.7) tem-se uma ilustração do BN de Kerr, na qual aparece a singularidade,
os horizontes de eventos, as superfícies 𝑆± e a ergosfera.

Figura 2.7: Buraco negro de Kerr [31].

O horizonte de eventos está situado no ponto onde o termo 𝑑𝑟2 da eq. (2.75)
muda de sinal, e isso ocorre quando Δ = 0. Resolvendo a eq. (2.78), 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 = 0,
encontra-se dois horizontes de eventos, os quais são dados por

𝑟± = 𝑚 ±
√

𝑚2 − 𝑎2. (2.80)
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O caso de interesse físico da relação (2.83) é para 𝑚2 − 𝑎2 > 0. O horizonte de
eventos externo é descrito por 𝑟+ e o interno por 𝑟−, sendo este último chamado horizonte
de Cauchy. O horizonte descrito por 𝑟+ é semelhante ao de Schwarzschild.

Analisando os dois extremos de rotação para o BN de Kerr:

∙ Para 𝑎 → 0, 𝑟+ → 2𝑚 e 𝑟− → 0 (não existe), o que representa um BN de Schwarzs-
child.

∙ Para 𝑎 → 𝑚, 𝑟+ = 𝑟− → 𝑚, de modo que os dois horizontes se sobrepõem.

Constata-se que o horizonte de eventos de um BN de Kerr continua sendo uma
superfície esférica mas é menor que o horizonte de eventos de um BN Schwarzschild. O
horizonte de eventos é uma superfície tipo luz (nula) que limita a região na qual, se algo
cair, é impossível retornar.

Considere um fóton orbitando o plano equatorial de um BN. Sendo 𝑑𝑠2 = 0,
𝑑𝑟 = 𝑑𝜃 = 0 e 𝜃 = 𝜋/2, a eq. (2.75) fica

−
(︃

1 − 2𝑚𝑟

𝜌

)︃
𝑑𝑡2 −

(︃
4𝑚𝑟𝑎

𝜌

)︃
𝑑𝑡𝑑𝜑 +

(︃
𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑟𝑎2

𝜌

)︃
𝑑𝜑2 = 0. (2.81)

Dividindo a equação por 𝑑𝑡2 e sendo 𝜑̇ = 𝑑𝜑/𝑑𝑡, vem que

−
(︃

1 − 2𝑚𝑟

𝜌

)︃
−
(︃

4𝑚𝑟𝑎

𝜌

)︃
𝜑̇ +

(︃
𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑟𝑎2

𝜌

)︃
𝜑̇2 = 0. (2.82)

Escolhendo os coeficientes ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴 =
(︃

𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑟𝑎2

𝜌

)︃
,

𝐵 = −4𝑚𝑟𝑎

𝜌
,

𝐶 = −
(︃

1 − 2𝑚𝑟

𝜌

)︃
.

(2.83)

escreve-se (2.82) como uma equação algébrica quadrática 𝐴𝜑̇2 +𝐵𝜑̇+𝐶 = 0, cuja solução
é

𝜑̇ = −𝐵 ±
√

𝐵2 − 4𝐴𝐶

2𝐴
. (2.84)

Um fóton permanece estacionário ao redor de um BN quando 𝑟̇ = 𝜃 = 𝜑̇ = 0. A
partir da eq. (2.84) percebe-se que 𝜑̇ = 0 quando 𝐶 = 0 na raiz positiva. Sendo 𝐶 dado
por (2.83) e 𝜌 dado por (2.77), fazendo 𝐶 = 0 encontra-se 𝑟2 − 2𝑚𝑟 = 0, cuja solução
fornece o raio da superfície estacionária externa no equador,

𝑟𝑆+ = 2𝑚. (2.85)

A superfície 𝑆+ envolve completamente o horizonte de eventos externo (𝑟+), tocando-o nos
polos (𝑟𝑆+ ≥ 𝑟+). A região em forma de toroide entre o horizonte de eventos externo (𝑟+) e
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a superfície 𝑆+ é chamada de ergoregião ou ergosfera (𝑟+ < 𝑟 < 𝑟𝑆+). A ergosfera arrasta
o espaço-tempo ao seu redor, obrigando tudo a girar no mesmo sentido do BN, inclusive a
luz. Nessa região nada pode permanecer estático, com respeito a observadores distantes,
pois o sistema de referência é arrastado. Portanto, um fóton permanecerá estacionário
somente sobre a ergosfera. Uma partícula massiva ou um fóton que entra na ergoregião
pode escapar dela ou cair no BN, dependendo da velocidade e do ângulo de incidência.

De acordo com o Processo de Penrose, idealizado pelo físico Roger Penrose, as
partículas podem extrair energia de um BN em rotação. Suponha que uma partícula
entre na ergosfera e seja dividida em duas, de modo que uma cai no horizonte de eventos
externo e a outra escape para o infinito. A partícula que escapou pode ter mais energia
que a partícula capturada, sendo essa energia oriunda da diminuição do momento angular
do BN. Como consequência, o BN diminui sua rotação [40].

2.5.4 Geodésicas ao Redor de um Buraco Negro de Kerr

Na sequência serão analisadas as geodésicas no BN de Kerr, em especial as órbitas
circulares [25, 31].

Considere a Lagrangiana de uma partícula movendo-se no plano equatorial (𝜃 =
𝜋/2 e 𝜃 = 0):

ℒ = −
(︂

1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡2 − 4𝑚𝑎

𝑟
𝑡𝜑̇ + 𝑟2

Δ 𝑟̇2 +
(︃

𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑎2

𝑟

)︃
𝜑̇2. (2.86)

As equações de Euler-Lagrange para as variáveis 𝑡 e 𝜑 são,(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝑡 + 2𝑚𝑎

𝑟
𝜑̇ = 𝐸̃, −2𝑚𝑎

𝑟
𝑡 +

(︃
𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑎2

𝑟

)︃
𝜑̇ = 𝐿̃, (2.87)

onde 𝐸̃ é a energia por unidade de massa e 𝐿̃ o momento angular por unidade de massa
da partícula. Resolvendo para 𝑡 e 𝜑̇, encontra-se

𝑡 = 1
Δ

[︃(︃
𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑎2

𝑟

)︃
𝐸̃ − 2𝑚𝑎𝐿̃

𝑟

]︃
(2.88)

e
𝜑̇ = 1

Δ

[︃(︂
1 − 2𝑚

𝑟

)︂
𝐿̃ + 2𝑚𝑎𝐸̃

𝑟

]︃
. (2.89)

A expressão que determina as geodésicas das partículas massivas e dos fótons na
métrica de Kerr é

𝐸̃2 − 𝜅

2 = 1
2 𝑟̇2 + 𝑉ef, (2.90)

onde
𝐸̃2 − 𝜅

2 = 𝐸ef, (2.91)

é a energia efetiva e

𝑉ef(𝑟, 𝐸̃, 𝐿̃) = −𝜅𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2 − 𝑎2(𝐸̃2 − 𝜅)

2𝑟2 − 𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2

𝑟3 (2.92)
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o potencial efetivo.
Para partículas massivas (𝜅 = +1) a eq. (2.92) fica

𝑉ef(𝑟, 𝐸̃, 𝐿̃) = −𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2 − 𝑎2(𝐸̃2 − 1)

2𝑟2 − 𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2

𝑟3 . (2.93)

Para fótons (𝜅 = 0):

𝑉ef(𝑟, 𝐸̃, 𝐿̃) = 𝐿̃2 − 𝑎2𝐸̃2

2𝑟2 − 𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2

𝑟3 . (2.94)

A solução de Kerr não admite geodésicas radiais. Devido ao arrastamento do
espaço-tempo provocado pela rotação do BN, as geodésicas são necessariamente curvas.

Órbitas Circulares de Partículas

A obtenção de uma expressão algébrica para o raio das órbitas circulares na
solução de Kerr é mais complexa que no caso de Schwarzschild, pois o potencial efetivo
depende também de 𝐸̃.

Para uma órbita circular estável de raio 𝑟 = 𝑟𝑐 (𝑟̇ = 0), a partir de (2.90) e (2.91)
tem-se 𝐸ef = 𝑉ef, ou

𝐸̃2 − 1
2 = −𝑚

𝑟
+ 𝐿̃2 − 𝑎2(𝐸̃2 − 1)

2𝑟2 − 𝑀𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2

𝑟3 . (2.95)

Fazendo a substituição de variáveis, 𝑢 = 1/𝑟, escreve-se as eqs. (2.93) e (2.95)
como

𝑉ef(𝑢, 𝐸̃, 𝐿̃) = −𝑚𝑢 +
[︃

𝐿̃2 − 𝑎2(𝐸̃2 − 1)
2

]︃
𝑢2 − 𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2𝑢3 (2.96)

e
−2𝑚𝑢 + [𝐿̃2 − 𝑎2(𝐸̃2 − 1)]𝑢2 − 2𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2𝑢3 = 𝐸̃2 − 1. (2.97)

Introduzindo a variável 𝑥 = 𝐿̃ − 𝑎𝐸̃, escreve-se (2.96) e (2.97) como

3𝑚𝑥2𝑢2 − (𝑥2 + 2𝑎𝑥𝐸̃ + 𝑎2)𝑢 + 𝑚 = 0 (2.98)

e
2𝑚𝑢 + (𝑥2 + 2𝑎𝑥𝐸̃ + 𝑎2)𝑢2 − 2𝑚𝑥2𝑢3 = 𝐸̃ − 1. (2.99)

Somando a eq. (2.99) com a eq. (2.98) multiplicada por 𝑢,

𝐸̃2 = 2𝑚𝑥2𝑢3 − 𝑚𝑢 + 1. (2.100)

Rearranjando a eq. (2.99) vem que

2𝑎𝑥𝐸̃𝑢 = 𝑥2𝑢(3𝑚𝑢 − 1) − (𝑎2𝑢 − 𝑀). (2.101)

Eliminando 𝐸̃ entre as eqs. (2.100) e (2.101) obtém-se a equação quadrática para 𝑥2:

𝑢2[(3𝑚𝑢 − 1)2 − 4𝑎2𝑚𝑢3]𝑥4−
2𝑢[(3𝑚𝑢 − 1)(𝑎2𝑢 − 𝑀) − 2𝑢𝑎2(𝑚𝑢 − 1)]𝑥2 + (𝑎2𝑢 − 𝑚)2 = 0, (2.102)
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cuja solução é, considerando apenas o sinal negativo

𝑥 = − (𝑎
√

𝑢 ±
√

𝑚)√︁
𝑢(1 − 3𝑚𝑢 ∓ 2𝑎

√
𝑚𝑢3)

. (2.103)

Inserindo (2.104) em (2.100), encontra-se que, para uma órbita circular estável,

𝐸̃ = 1 − 2𝑚𝑢 ∓ 𝑎
√

𝑚𝑢3√︁
1 − 3𝑚𝑢 ∓ 2𝑎

√
𝑚𝑢3

. (2.104)

Sendo que 𝐿̃ = 𝑥 + 𝑎𝐸̃, a partir de (2.104) obtém-se

𝐿̃ = ∓
√

𝑚(1 + 𝑎2𝑢2 ± 2𝑎
√

𝑚𝑢3

√
𝑢
√︁

1 − 3𝑚𝑢 ∓ 2𝑎
√

𝑚𝑢3
. (2.105)

O raio 𝑟 = 𝑟𝑐 de uma órbita circular é encontrado fazendo 𝜕𝑉ef/𝜕𝑟 = 0. Consi-
derando uma estabilidade marginal da órbita, é necessário que

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟𝑐

= 0. (2.106)

Vem que
𝜕2𝑉ef

𝜕𝑟2 = 𝜕2𝑉ef

𝜕𝑢2

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︃2

+ 𝜕𝑉ef

𝜕𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 = 𝑢3
(︃

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑢2 + 2𝜕𝑉ef

𝜕𝑢

)︃
= 0. (2.107)

Sendo que 𝜕𝑉ef/𝜕𝑢 = 0, tem-se que 𝜕2𝑉ef/𝜕𝑢2 = 0,

𝜕2𝑉ef

𝜕𝑢2 = 6𝑚(𝐿̃ − 𝑎𝐸̃)2𝑢 − [𝐿̃ − 𝑎2(𝐸̃2 − 1)], (2.108)

donde vem
𝑢 = 𝑥2 + 2𝑎𝑥𝐸̃ + 𝑎2

6𝑚𝑥2 . (2.109)

Levando (2.104) em (2.109),

1 − 3𝑎2𝑢2 − 6𝑚𝑢 ∓ 8𝑎
√

𝑚𝑢3 = 0. (2.110)

Substituindo 𝑢 por 𝑟, 𝑢 = 1/𝑟, vem

𝑟2
𝑐 − 6𝑚𝑟𝑐 − 3𝑎2 ∓ 8𝑎

√
𝑚𝑟𝑐 = 0. (2.111)

O sinal − corresponde a uma órbita contrária à rotação do BN e o sinal + corresponde a
uma órbita no mesmo sentido de rotação.

Analisando, agora, as órbitas circulares limites para o BN de Kerr:

∙ Se 𝑎 = 0, a eq. (2.111) fica 𝑟2
𝑐 − 6𝑚𝑟 = 0, donde vem

𝑟𝑐 = 6𝑚, (2.112)

que é o 𝑟𝐼 para o BN de Schwarzschild.
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∙ Se 𝑎 = 𝑚, para uma órbita no mesmo sentido de rotação do BN,

𝑟2
𝑐 − 6𝑚𝑟𝑐 − 3𝑚2 − 8𝑚

√
𝑚𝑟𝑐 = 0, (2.113)

cuja solução é (por inspeção direta)

𝑟𝑐 = 𝑚. (2.114)

Se a órbita tiver o sentido oposto de rotação,

𝑟2
𝑐 − 6𝑚𝑟𝑐 − 3𝑚2 + 8𝑚

√
𝑚𝑟𝑐 = 0, (2.115)

cuja solução é
𝑟𝑐 = 9𝑚. (2.116)

Para uma partícula em órbita no mesmo sentido do BN, os valores de 𝐸̃ e 𝐿̃ são

𝐸̃ = 1√
3

e 𝐿̃ = 2𝑚√
3

. (2.117)

Fazendo a derivada segunda do potencial efetivo (2.93) em 𝑟𝑐 = 𝑚 encontra-se
(2.106), o que mostra que 𝑟𝐼 = 𝑚 é um ponto de inflexão, e que esta órbita circular no
plano equatorial de um BN de Kerr é marginalmente estável.

No BN de Kerr, o raio da ISCO depende do valor de 𝑎, de modo que

𝑚 ≤ 𝑟𝐼 ≤ 6𝑚. (2.118)

2.5.5 Rendimento no Processo de Acreção

A existência da ISCO tem importantes consequências na astrofísica. A matéria
que cai no BN espirala através do disco de acreção para o 𝑟𝐼 , mergulhando no BN e
aumentando o seu momento angular 𝐽 . Esse aumento faz com que 𝐽 fique próximo do
extremo 𝐽 = 𝑚2. Estando próximo de 𝐽 = 𝑚2, o BN começa a apresentar fenômenos
astrofísicos altamente energéticos, como a ejeção de matéria, a produção de raios X, entre
outros [40, 31, 25].

Seja 𝐸̃ a energia por unidade de massa medida de uma partícula numa determi-
nada órbita. A energia de ligação da partícula na órbita é 1 − 𝐸̃, sendo esta a energia que
pode ser liberada no processo de acreção.

O valor máximo da energia liberada corresponde a um BN com 𝑎 = 𝑚. Sendo
𝐸 = 1/

√
3, encontra-se que o valor limite do rendimento energético que pode ser liberado

por uma partícula durante a transição de uma órbita aberta para a órbita circular estável
mais interna (𝑟𝐼 = 𝑚) é

𝜂 = 1 − 1√
3

≃ 0,42 = 42%. (2.119)

O processo de acreção em objetos compactos é responsável pelos fenômenos mais energé-
ticos conhecidos no universo.
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2.6 Buraco Negro de Kerr-Newman

A solução de Kerr-Newman descreve um BN em rotação e com carga elétrica.
Partindo da solução de Kerr, foi generalizada pelo matemático Erza Newman [23, 38].

Para um BN de massa 𝑚, momento angular 𝐽 e carga elétrica 𝑄 que gira na
direção 𝜑, a métrica de Kerr-Newman é

𝑑𝑠2 = −
(︃

1 − 2𝑚𝑟

𝜌

)︃
𝑑𝑡2 −

(︃
4𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝜌

)︃
𝑑𝑡𝑑𝜑 + 𝜌

Δ𝑑𝑟2

+ 𝜌𝑑𝜃2 +
(︃

𝑟2 + 𝑎2 + 2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜌

)︃
sin2 𝜃𝑑𝜑2, (2.120)

onde os termos 𝑎, 𝜌 e Δ são definidos, respectivamente por

𝑎 = 𝐽

𝑚
, 𝜌 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, Δ = 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝑄2. (2.121)

O BN de Kerr-Newman é um elipsoide com uma singularidade em forma de um
toroide, horizontes de eventos dados por

𝑟± = 𝑚 −
√︁

𝑚2 − 𝑎2 − 𝑄2, (2.122)

e superfície 𝑆+ que envolve a ergosfera dada por,

𝑟𝑆+ = 𝑚 +
√︁

𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃 − 𝑄2. (2.123)

Devido à velocidade rotacional do BN e ao fato deste ser eletricamente carregado,
um intenso campo magnético é gerado, criando um fluxo intenso de matéria que, devido
a sua interação violenta, gera e emite fótons de raios gama.

2.7 O Renascimento dos Buracos Negros

Em 1939 os físicos norte-americanos Julius Oppenheimer e Hartland Snyder pu-
blicaram um trabalho no qual constataram que estrelas massivas colapsariam totalmente
sob a influência do seu próprio campo gravitacional, originando objetos frios e negros,
incapazes de emitir radiação eletromagnética [37]. Esta ideia ainda primitiva de BN não
foi bem aceita e a maioria dos físicos não acreditava que pudesse existir objetos com as
características citadas. O próprio Albert Einstein publicou um trabalho no mesmo ano
no qual afirmava que o colapso gravitacional não resultaria na formação de um BN [33].

Em 1958 o físico David Finkelstein publicou um trabalho no qual interpretou a
esfera de raio 𝑟𝑆 como uma espécie de membrana unidirecional que apenas permitiria o
cruzamento de trajetórias físicas, partículas e fótons, de fora para dentro. Essa esfera
funcionaria como uma fronteira entre duas regiões, sendo a externa completamente desco-
nectada da interna. Surgia, então, o conceito de horizonte de eventos, que de fato é o que
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distingue e define um BN. A partir de então, alguns grupos de físicos passam a estudar
mais intensamente estes misteriosos objetos [33].

O entusiasmo pelos BNs aumentou na década de 1960 com a descoberta dos
quasares e das estrelas de nêutrons. O termo Buraco Negro foi cunhado inicialmente pela
jornalista Ann E. Ewing, que ouvira num congresso científico, e amplamente divulgado a
partir de 1967 pelo físico norte-americano John Wheeler, através do artigo Our Universe:
The Known and the unknown (Nosso Universo: o conhecido e o desconhecido), publicado
no American Scholar e no American Scientist em 1968 [33, 45]. Nas décadas seguintes a
pesquisa nesse assunto se intensificou e atualmente constitui uma das fronteiras da ciência.

2.8 Evidências e Detecção de Buracos Negros

2.8.1 Introdução

No discurso ao receber o Prêmio Nobel de Física em 1983, o físico indiano Subrah-
manyan Chandrasekhar afirmou que os BNs são os objetos macroscópicos mais perfeitos
e mais simples que existem no universo [37]. No entanto, apesar de suas notáveis carac-
terísticas, suas detecções e observações são bastantes difíceis.

O número de BNs existentes no universo é imenso. O número de BNs estelares
na Via Láctea, por exemplo, é de cerca de 1 × 108. Estima-se também que existam nela
cerca de 3 × 1011 de estrelas, e que no universo existam centenas de bilhões de galáxias
[46].

Em 1971 o satélite Uhuru detectou a primeira fonte de raios X associada a um
BN: Cygnus X-1. Este foi o primeiro candidato a BN, está situado a cerca de 6 mil
anos-luz da Terra e possui massa de cerca de 20 𝑀⊙ [38]. Cygnus X-1 é uma fonte na
constelação do Cisne que emite raios X em escalas de tempo de milissegundos, indicando
que o disco de acreção em torno de um BN estelar tem dimensões da ordem do diâmetro
da Terra. Pelas velocidades calculadas a partir do efeito Doppler observado no espectro
da estrela, concluiu-se que ela faz parte de um sistema binário e que sua companheira é
um BN [10].

No centro da Via Láctea existe um BN supermassivo denominado Sagitário A*,
com massa de 4 × 106 𝑀⊙. Mapeando-se as órbitas de algumas estrelas na região do céu
denominada Sagitário A, constatou-se que as mesmas orbitam ao redor de algum objeto
supermassivo que, pelas dimensões e pelo conhecimento atual, só pode ser um BN. Quando
BNs supermassivos acretam intensamente matéria, eles formam os chamados quasares, que
são os objetos mais brilhantes do universo, chegando a ter uma luminosidade 103 vezes
maior que uma galáxia inteira.

Umas das principais características de um BN é a existência do seu horizonte de
eventos. No entanto, certos trabalhos científicos apontam que é impossível ter uma prova
direta da sua existência. Não é possível observar diretamente um BN porque ele não emite
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radiação eletromagnética [9]. Quanto à radiação de Hawking, ela é de baixa intensidade
para ser detectada atualmente. No entanto, se ela existir, há grande expectativa de que
seja detectada nos próximos anos com a nova geração de telescópios.

O que deseja-se obter é a imagem das redondezas do horizonte de eventos. Em
especial, espera-se obter um círculo luminoso ao redor de uma esfera negra, o que seria a
sombra do BN. O BN captura os raios de luz que nele caem, de modo que ele projeta uma
sombra sobre os gases que estão acretando ao seu redor. No entanto, a região ao redor
da sombra é suplementada por outras ondas de luz oriundas de trás do BN. O efeito da
lente gravitacional curva fortemente os raios de luz, de modo que o material atrás do BN
contribui com a luz em torno da região escura. Os BNs visíveis são apenas os que acretam
matéria. A maioria deles são inativos e permanecem ocultos [47].

Entre as formas de detecção há a análise do movimento de estrelas ao seu redor,
devido à interação gravitacional, o estudo dos discos de acreção e a detecção e análise de
ondas gravitacionais. Comentaremos brevemente sobre cada um deles.

2.8.2 Interação Gravitacional

Os BN podem ser observados de maneira indireta, através da interação gravita-
cional com os outros corpos. No entanto, o pequeno tamanho e a grande massa de um
BN (comparados a outros astros), gera um intenso campo gravitacional, tornando possí-
vel movimentos extremamente rápidos. Por exemplo, o período de uma órbita num BN
estelar pode ser menor que 1 𝜇s (microssegundo) [47].

Um dos modos de detectar um candidato a BN estelar é procurá-lo em sistemas
binários onde uma das estrelas é invisível. Através do estudo da deflexão da órbita da
estrela visível pode-se determinar a massa do objeto invisível, comparando o resultado
com a massa de um BN. A única maneira que a massa de um BN pode ser medida é se
ele estiver num sistema binário.

Os BN supermassivos podem ser estudados analisando o movimento de várias
estrelas ao seu redor, de maneira semelhante ao sistema binário. Estes BNs produzem
também o fenômeno das lentes gravitacionais, que é a deflexão da luz oriunda de galáxias
distantes que, ao passar nas proximidades do BN, acompanham a curvatura do espaço-
tempo.

2.8.3 Disco de Acreção

Um indício de que o sistema possa conter um BN é a presença de um disco de
acreção, que se forma pela captura de matéria dos seus arredores. A matéria se movimenta
em direção ao BN em trajetórias espirais, formando o disco. A fricção das partículas de
matéria no disco provoca o seu aquecimento até altas temperaturas, provocando a emissão
de raios X, cujos fótons fogem antes de entrarem no horizonte de eventos. Os raios X
são também oriundos de outras fontes, de modo que devem ter algumas características
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próprias para serem originários dos discos de acreção de BN. Na acreção ocorre a seguinte
transformação de energia:

Potencial Gravitacional ⇒ Cinética ⇒ Térmica ⇒ Radiação.

O disco de acreção produz também o efeito Doppler da radiação. Se o disco
estiver inclinado em relação ao observador, este verá um lado do disco se aproximar e o
outro se afastar com a mesma velocidade, que é da ordem de milhares de km/s para um
disco de acreção de um BN. Dessa forma, a radiação que é emitida de um lado possui
um comprimento de onda menor que a emitida no outro lado. O comprimento de onda
de uma fonte de radiação que se movimenta com velocidade 𝑣 em relação ao observador
é deslocado de um valor dado por

Δ𝜆

𝜆
= 𝑣

𝑐
cos 𝜃

(︃
1

1 − 𝑣2/𝑐2

)︃
, (2.124)

onde 𝜃 é o ângulo entre o vetor velocidade e a linha de visada e 𝑐 a velocidade da luz [2].
Além de radiação eletromagnética pode-se também observar os jatos espiralados

de partículas com velocidades na ordem da velocidade da luz, emitidos em sentidos opostos
nos polos, perpendiculares ao plano do disco. Esses jatos se estendem por distâncias de
até 105 anos-luz [38].

2.8.4 Ondas Gravitacionais

As ondas gravitacionais são ondulações no espaço-tempo previstas pela TRG e
detectadas recentemente. Essas ondas se propagam na velocidade da luz e possuem baixa
intensidade, o que dificulta a sua detecção.

O primeiro sinal de uma onda gravitacional (evento GW150914) foi detectado no
LIGO (Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory ou Observatório de Ondas
Gravitacionais por Interferômetro Laser) em setembro de 2015, e o resultado divulgado
em fevereiro de 2016. O sinal registrado por dois detectores condiz com o previsto teori-
camente como oriundo da colisão de dois BNs, com massas de 36 M⊙ e 29 M⊙, originando
um BN de 62 M⊙. A diferença de massa (3 M⊙) foi convertida em radiação gravitacional,
que se propagou no espaço [48].

O objetivo no futuro é usar as ondas gravitacionais como uma nova astronomia.
Em vez de observar o universo captando e analisando a radiação eletromagnética, como
é feito atualmente, pode-se estudá-lo detectando e analisando as ondas gravitacionais.
Sendo que os BNs não emitem radiação eletromagnética, seria uma forma interessante
estudá-los através das ondas gravitacionais.

2.8.5 Imagem Direta

A primeira imagem direta de um BN (sombra) foi divulgada em abril de 2019,
após cerca de 2 anos de tratamento de dados de fotografias obtidas por radiotelescópios.
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Trata-se de um BN supermassivo localizado no centro da galáxia Messier 87, denominado
M87*, distante 53×106 de anos-luz e com massa de cerca de 6,5×109 M⊙. Não se trata de
uma fotografia, mas de uma imagem criada por algoritmos computacionais baseados em
modelos matemático e em fotografias obtidas por radiotelescópios do projeto EHT (Event
Horizont Telescope ou Telescópio do Horizonte de Eventos) no comprimento de onda de
1,3 mm. A imagem do M87* (fig.2.8) e suas análises foram publicadas em 6 artigos da
revista The Astrophysical Journal Letters [49, 50, 51, 52, 53, 54].

Figura 2.8: Sombra do BN M87* [49].

O EHT é formado por 8 radiotelescópios localizados em diferentes locais do pla-
neta e capturam simultaneamente os dados de uma região de interesse, simulando um
radiotelescópio virtual gigante do tamanho da Terra. O objetivo inicial do EHT é foto-
grafar e estudar 2 BNs supermassivos: o Sagitarius A*, localizado no centro da Via Láctea,
a 25,6 × 103 anos-luz, e o M87*. Apesar de estar mais próximo de nós, Sagitarius A* tem
massa de 4,3 × 106 M⊙, cerca de 1.500 vezes menor que M87*, sendo mais difícil captar a
sua imagem3. De acordo com observações na última década, em diferentes comprimentos
de onda, Sagitarius A* é um dos BNs supermassivos de menor luminosidade conhecidos.
A luminosidade máxima dos picos é cerca de 8 a 9 ordens de grandeza abaixo da 𝐿Edd

para um BN com massa equivalente, além de ser altamente variável. As últimas obser-
vações apontam para uma luminosidade maior sem precedente no espectro próximo ao
infravermelho, e podem ser decorrentes de alterações do fluxo de acreção, como resultado
da passagem próxima de alguma estrela [55, 56].

O que se observa na imagem da fig.(2.8) é a sombra de um BN imerso num disco
de gás incandescente de plasma (disco de acreção). A luz é mais intensa num lado porque

3Quanto maior a massa do BN maior o seu horizonte de eventos, o que produz uma sombra maior.
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o BN está em rotação e, ao girar, arrasta os raios de luz consigo. A imagem observada
está de acordo com os modelos matemáticos de um BN de Kerr com 𝑎 = 0,94 [52, 53, 54].

Devido ao desvio da luz produzido pelo próprio BN (efeito de lente gravitacional),
os radiotelescópios da EHT medem um diâmetro para a sombra maior que o diâmetro da
esfera de fótons, sendo um pouco maior que o dobro do diâmetro do horizonte de eventos
para o M87*. Além disso, num BN de Kerr a sombra produzida sofre uma deformação
na circularidade, sendo de 10% neste caso específico.

No início do ano de 2021 foram publicados 2 novos trabalhos ([57, 58]) que, além
de diversas outras informações, apresentam uma nova imagem de M87*, em luz polarizada,
a qual revela a estrutura do campo magnético localizado na borda do horizonte de eventos
(fig.2.9). É possível ver os campos magnéticos no disco de acreção que repelem o plasma,
ajudando-o a resistir à força da gravidade.

Figura 2.9: Sombra do BN M87* em luz polarizada [58].

Cerca de 10% da matéria do disco de acreção de um BN acaba sendo ejetada,
na forma de vento e em jatos, e o campo magnético tem um papel fundamental neste
mecanismo. No M87* a taxa de acreção foi estimada em (3 − 20) × 10−4 M⊙/ano, a
intensidade do campo magnético em (1 − 30) G, a temperatura eletrônica na ordem de
(1 − 12) × 1010 K e a densidade média na ordem de 10(4−7)/cm3 [57, 58].

Os BNs supermassivos existem no centro da maioria das galáxias ou até mesmo
em todas. Em algumas delas eles estão ativos, o que significa que estão emitindo radiação
devido à acreção de matéria. Se não tem matéria envolta do BN para alimentá-lo, ele está
silencioso. Sagitarius A* tem uma taxa de acreção de matéria bem menor que M87*.
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Capítulo 3

Modelo de um Gás e Acreção
Esférica

Neste capítulo calcularemos a energia que pode ser extraída através da acreção e
citaremos as pesquisas pioneiras relacionadas a este fenômeno. A seguir abordaremos as
principais grandezas envolvidas no modelo de um gás acretado, o qual será utilizado para
estudar o processo de acreção esférica.

3.1 Acreção

A palavra “Acreção” ou “Acresção” vem do latim Accrescentia, e significa a aglo-
meração de elementos materiais. Na astrofísica este processo é responsável pela formação
de grande parte da estrutura no universo e consiste na captura e acumulação de matéria
que se incorpora ou aglutina ao redor de um corpo central já formado, como planetas,
estrelas, buracos negros (BNs) e galáxias em formação [45, 59, 60].

Os primeiros estudos sobre este tema iniciaram no final da década de 1930 e se
intensificaram após a década de 1960. O interesse ocorreu devido à tentativa de explicar
fenômenos altamente energéticos, como os quasares, os surtos de raios gama e os jatos de
partículas.

3.1.1 Definição

A acreção pode ser considerado como o processo astrofísico mais eficiente na
conversão de matéria em energia. Como exemplo de rendimentos máximos, podemos
citar: Fissão nuclear do 235U: 0,1%; Fusão nuclear entre 2H e 3H: 0,37%; Conjunto de
reações de fusão nuclear do Sol: 0,7%; Acreção num BN de Schwarzschild: 5,7%; Acreção
num BN de Kerr: 42%; Aniquilamento matéria-antimatéria: 100%.

Ao comparar os rendimentos da acreção num BN de Kerr com o da fusão entre
2H e 3H constata-se que o primeiro pode ser superior a uma centena de vezes a fusão
nuclear do hidrogênio [61, 62]. Além disso, em vários tipos de sistemas binários próximos
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a extração da energia potencial gravitacional da matéria acretada é a principal fonte de
energia [63, 64].

De uma maneira simples, será estimada a ordem de grandeza dessa energia. Para
um corpo de massa 𝑀 e raio 𝑅* a energia potencial gravitacional liberada Δ𝐸ac pelo
acréscimo de uma massa 𝑀ac em sua superfície, por unidade de massa acretada, é

Δ𝐸ac

𝑀ac
= 𝐺𝑀

𝑅*
, (3.1)

onde 𝐺 é a constante gravitacional. Percebe-se que a densidade de energia liberada
depende da relação 𝑀/𝑅*, ou seja, quanto mais compacto o objeto, maior a eficiência na
liberação de energia. Dessa maneira, a acreção de matéria é um mecanismo poderoso para
produção de radiação de alta energia em objetos compactos, como estrelas de nêutrons e
BNs [63, 64].

É importante salientar que a eq. (3.1) corresponde ao caso ideal onde toda a
energia potencial gravitacional é convertida em radiação. Na realidade, a energia liberada
é uma fração desse valor. Por isso introduz-se o rendimento 𝜂, de modo que

Δ𝐸ac

𝑀ac
= 𝜂𝐺𝑀

𝑅*
. (3.2)

O valor máximo de 𝜂 é cerca de 0,42 para um BN de Kerr em rotação máxima (como foi
demonstrado no capítulo 2), e pode ser inferior aos valores de fusão nuclear, dependendo
das condições em que a acreção ocorre.

O problema da acreção é complexo, sendo bem descrito apenas em casos ideali-
zados, como, por exemplo, um fluxo estacionário de material acretante, numa geometria
esférica ou em formato de disco. Neste trabalho serão explorados alguns aspectos de
acreção em BNs.

Para uma relação fixa 𝑀/𝑅*, a luminosidade de um sistema de acreção depende
da taxa 𝑀̇ac = 𝑀̇ = 𝑑𝑀/𝑑𝑡 em que a matéria é acretada:

𝐿ac = 𝜂𝐺𝑀𝑀̇

𝑅*
. (3.3)

A máxima luminosidade emitida por uma estrela em equilíbrio hidrostático é conhecida
como luminosidade de Eddington ou limite de Eddington e implica um limite de 𝑀̇ ,
quando toda a energia cinética é transformada em radiação [63, 65].

A partir da relação (1.21) estimaremos alguns valores para 𝐿Edd. Um BN com
𝑀 = 15 𝑀⊙, por exemplo, possui 𝐿Edd = 2,0 × 1039 erg/s, enquanto um BN supermassivo
com 𝑀 = 109𝑀⊙, possui 𝐿Edd = 1,3 × 1047 erg/s. Por comparação, a luminosidade do
Sol é 𝐿⊙ = 3,8 × 1033 erg/s, e uma galáxia com 1011 estrela semelhantes ao Sol, possui
𝐿 ∼ 4 × 1044 erg/s.

A taxa de acreção pode variar ao longo do tempo, dependendo principalmente
da quantidade de matéria disponível. Quando esta é abundante, a acreção ocorre à taxa
próxima ao 𝐿Edd.
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3.1.2 Pesquisas Pioneiras

O primeiro estudo sobre a acreção de matéria foi realizado em 1939 por Fred Hoyle
e Raymond Lyttleton, através do artigo The Effect of Interstellar Matter on Climatic
Variation (O Efeito da Matéria Interestelar na Variação Climática) [66]. A proposta
do artigo foi descrever e analisar mudanças climáticas que tenham ocorrido no planeta
Terra, sendo as causas terrestres ou astronômicas. A influência do Sol no clima terrestre
é evidente e uma mudança na sua luminosidade certamente produziria efeitos no clima
da Terra. Dessa forma, estudaram a alteração da luminosidade de uma estrela causada
pela matéria que seria por ela acretada ao mover-se no meio interestelar. O mecanismo
que levaria ao aumento da energia solar seria a captura de parte da nuvem, de modo
que a energia gravitacional seria transformada em energia cinética e em energia radiante.
Cálculos de acreção de matéria pelo Sol mostraram ser pequenos os efeitos na alteração
de radiação para causar mudanças climáticas na Terra.

Em 1941 Hoyle e Lyttleton publicaram um segundo trabalho intitulado On The
Accretion Theory of Stellar Evolution (Sobre a Teoria de Acreção de Evolução Estelar)
[67]. Neste artigo deduziram a relação da taxa de adição de massa por uma estrela (𝑀̇)
num processo de acreção de gás hidrogênio (sem pressão), sendo esta dada por

𝑀̇ = 4𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
𝑣3 , (3.4)

onde 𝑀 a massa da estrela, 𝜌(∞) a densidade do gás que cerca a estrela (densidade a
uma grande distância) e 𝑣 a velocidade relativa da estrela em relação à nuvem de gás.

No ano seguinte Hoyle e Lyttleton publicaram On the Internal Constitution of the
Stars (Sobre a Constituição Interna de Estrelas) [68], no qual investigaram a estrutura
estelar, relacionando a sua composição, o seu raio, a sua massa e sua luminosidade.
Obtiveram importantes relações envolvendo as condições de equilíbrio de uma estrela,
como a relação de luminosidade e raio, massa, pressão, temperatura, massa atômica dos
elementos constituintes, entre outros. Apesar de não estudar a acreção neste artigo, ele
foi muito importante para os trabalhos posteriores.

Em 1944 foi publicado o artigo On the Mechanism of Accretion by Stars (Sobre
o Mecanismo de Acreção por Estrelas), por Hermann Bondi e Hoyle [69], no qual in-
vestigaram a acreção de matéria interestelar (hidrogênio) por uma estrela, baseados nos
trabalhos anteriores de Hoyle e Lyttleton [66, 67, 68]. Inicialmente demonstraram que a
taxa de acreção 𝑀̇ deve satisfazer a desigualdade [70]

2𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
𝑣3 < 𝑀̇ <

4𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
𝑣3 . (3.5)

O valor exato depende das condições prévias, mas mostraram que, para um estado esta-
cionário a taxa de acreção tende para o valor

𝑀̇ = 2,5𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
𝑣3 . (3.6)
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Um dos mais importantes trabalhos sobre o fenômeno de acreção foi publicado
por Bondi em 1952, intitulado On spherically Symmetrical Accretion (Sobre a Acreção
com Simetria Esférica) [71], no qual estudou o processo de acreção esférica, calculando a
taxa de acreção e obtendo as soluções analíticas para o escoamento do fluído. Neste caso
o movimento do gás é esfericamente simétrico e constante, o aumento da massa da estrela
é ignorado e o campo de força gravitacional permanece inalterado [72].

Nos trabalhos anteriores os efeitos da pressão da nuvem do gás foram descon-
siderados, pois as dificuldades matemáticas são muito maiores quando se considera os
efeitos dinâmicos e de pressão. Além disso, supôs-se também que todo o calor gerado
seria irradiado rapidamente para longe, de modo que a temperatura do gás sempre seria
baixa. Bondi calculou a taxa de acreção numa estrela em repouso em relação a uma
nuvem infinita de gás, incluindo os efeitos de pressão [71, 59, 70, 65], obtendo

𝑀̇ = 2𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
𝑐3

𝑠

, (3.7)

onde 𝑐𝑠 é a velocidade do som na nuvem de gás. Se existir uma velocidade relativa 𝑣 entre
a estrela e a nuvem de gás, a expressão (3.7) fica

𝑀̇ = 2𝜋𝐺2𝑀2𝜌(∞)
(𝑣2 + 𝑐2

𝑠)3/2 . (3.8)

O termo (𝑣2 + 𝑐2
𝑠)1/2 é a raiz quadrada média da velocidade das partículas do gás em

relação ao objeto central. Posteriormente outros cientistas corrigiram a relação (3.8),
substituindo o fator numérico 2 por 4.

A partir da década de 1950 importantes trabalhos sobre a acreção foram cons-
truídos. De acordo com [59], de 1939 a 2002 foram publicados cerca de 260 importantes
trabalhos sobre o tema acreção de matéria. Inicialmente estudou-se os processos de acre-
ção em sistemas binários1, com estrelas comuns, e posteriormente os processos em objetos
compactos. Os estudos se intensificaram com a descoberta dos quasares e a solução de
Kerr no início da década de 1960. Os quasares (quasi-stelar radio sources ou fontes de
rádio quase estelar) são objetos extremamente brilhantes2 e foram descobertos em com-
primentos de onda de rádio. Quando os astrônomos analisaram essas fontes em outros
comprimentos de onda, observaram que tinham características estelares. O que intrigava
os pesquisadores era a densidade energética dos quasares, sendo que um deles emitia mais
radiação que uma galáxia inteira com 1011 de estrelas. Sendo que a fusão nuclear era
insuficiente para explicar o poder energético dos mesmos, as primeiras explicações sobre
a fonte energética dos quasares convergiam como sendo de origem gravitacional [59].

Em 1964 E. Salpeter explicou a luminosidade dos quasares como oriunda da acre-
ção de matéria em objetos massivos compactos, que posteriormente foram denominados

1Procura-se um sistema binário porque, para um objeto isolado, a taxa de acreção a partir do meio
interestelar é muito baixa [59].

2Os quasares têm luminosidade da ordem de 1044−47 ergs/s. [59]
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BNs por J. Wheeler. A luminosidade calculada por ele foi da ordem de 1047 ergs/s, estando
de acordo com as observações [59]. Atualmente acredita-se que a energia dos quasares
resulte da acreção de matéria em BNs supermassivos localizados no núcleo de galáxias
ativas [73].

Nas décadas de 1960 e 1970 os físicos russos N. Shakura e R. Sunyaev estudaram
os discos de acreção keplerianos e Y. Zeldovich e P. Guseynov supuseram que, em vários
sistemas binários, um dos componentes era um BN [59, 74, 75]. Em 1972 J. Pringle e M.
Rees analisaram pela primeira vez a natureza da radiação oriunda de um disco de acreção
ao redor de um BN [59]. Nos anos seguintes, através de vários trabalhos publicados, S.
Shapiro e colaboradores investigaram diversas propriedades do processo de acreção em
BNs [76, 77, 78].

Na década de 1980 tentou-se explicar os fenômenos observados através de modelos
teóricos e a partir da década de 1990 buscou-se unificar os diferentes modelos de discos
de acreção, cada qual criado para explicar propriedades específicas. A partir de então,
objetiva-se unificar os modelos, obtendo uma solução geral [59].

3.1.3 O Espectro

A seguir estimaremos a ordem de grandeza de propriedades dos fótons de radiação
eletromagnética emitidos durante o processo de acreção [63].

Para uma luminosidade de acreção 𝐿ac oriunda de uma fonte de raio 𝑅*, define-se
a temperatura da radiação do corpo negro 𝑇𝑏 como a temperatura que a fonte teria para
irradiar o espectro do corpo negro. Sendo 𝐿 = 𝐸/(4𝜋𝑅2

*) e 𝐻 = 𝜎𝑇 4, tem-se

𝑇𝑏 =
(︃

𝐿ac

4𝜋𝑅2
*𝜎

)︃1/4

. (3.9)

Seja o espectro contínuo da radiação emitida por uma temperatura 𝑇rad associada
a energia de um fóton, tem-se 3𝑘𝑇rad/2 = ℎ𝑓 , ou

𝑇rad = 2ℎ𝑓

3𝑘
. (3.10)

Seja 𝑇𝑡 a temperatura que o material acretado alcançaria se sua energia potencial
fosse transformada totalmente em energia térmica. Para cada par próton-elétron acretado
a energia potencial liberada é ≃ 𝐺𝑀𝑚𝑝/𝑅* e a energia térmica associada é igual a 3𝑘𝑇 .
Vem, então que

𝑇𝑡 = 𝐺𝑀𝑚𝑝

3𝑘𝑅*
. (3.11)

Se o fluxo de acreção for opticamente grosso, a radiação atinge o equilíbrio térmico
com o material acretado e 𝑇rad ∼ 𝑇𝑏. Se a energia de acreção é convertida diretamente
em radiação (material fino), 𝑇rad ∼ 𝑇𝑡. Com isso pode-se supor que

𝑇𝑏 . 𝑇rad . 𝑇𝑡. (3.12)
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A partir das eqs. (3.9) a (3.11) estima-se que, para um BN estelar leve com
𝑀 = 3 𝑀⊙, 𝐿ac ∼ 𝐿Edd ∼ 1038 erg/s, por exemplo, a temperatura da radiação (em Kelvin)
fica compreendida 𝑇rad ∼ 107−12 K, de modo que as energias dos fótons da radiação emitida
ficam no intervalo

1 keV . 𝐸 . 50 MeV, (3.13)

que corresponde à faixa de raios X. Se for um BN supermassivo com 𝑀 = 109 𝑀⊙,
𝐿ac ∼ 𝐿Edd ∼ 1047 erg/s, a temperatura da radiação (em Kelvin) fica compreendida
𝑇rad ∼ 105−13 K, de modo que as energias dos fótons estão no intervalo

1 eV . 𝐸 . 1 GeV, (3.14)

que corresponde a faixa do espectro que inicia na luz visível e vai até os raios X de altíssima
energia.

3.2 Dinâmica dos Gases

Toda matéria é acretada na forma gasosa, de modo que as partículas constituintes
interagem diretamente por colisões. Por isso, elaboraremos um modelo simples de um gás,
baseado em [63, 71, 62].

3.2.1 Introdução

Uma partícula de um gás percorre, em média, uma certa distância, o livre ca-
minho médio 𝜆, antes de colidir e alterar o seu estado de movimento. Se o gás for
aproximadamente uniforme nessa escala de comprimento, o efeito das colisões é aleatório
e as velocidades das partículas distribuem-se ao redor de uma velocidade média, que é a
velocidade v do gás. As partículas seguem a distribuição de Maxwell-Boltzmann e podem
ser descritas pela temperatura 𝑇 . Sendo que estamos interessados em escalas de compri-
mento 𝐿 ≫ 𝜆, podemos considerar o gás como um fluído, tendo velocidade v, temperatura
𝑇 e densidade 𝜌 em cada ponto.

3.2.2 Leis de Conservação

Na sequência serão descritas as leis de conservação dos gases, as quais, juntamente
com a equação de estado e com as condições de contorno, descrevem a dinâmica do gás.

Sendo um gás com velocidade v, temperatura 𝑇 e densidade 𝜌, definidos em fun-
ção da posição r e do tempo 𝑡, a conservação da massa é dada pela equação da continuidade

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌v) = 0. (3.15)
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As diferenças de pressão no gases produzem forças que alteram o momento. A
conservação do momento para cada elemento do gás é dada pela equação de Euler

𝜌
𝜕v
𝜕𝑡

+ 𝜌(v · ∇)v = −∇𝑃 + f , (3.16)

onde f é a força externa por unidade de volume. Um exemplo de força externa seria a
exercida pela gravidade, de modo que f = −𝜌g, sendo g a aceleração da gravidade local.
O termo 𝜌(v · ∇)v representa a convecção do momento através do fluído por gradientes
de velocidade.

A Lei dos Gases Perfeitos fornece a pressão em cada ponto do gás e pode ser
escrita como

𝑃 = 𝜌𝑘𝑇

𝜇𝑚𝐻

, (3.17)

onde 𝑘 é a constante de Boltzmann, 𝑚𝐻 ∼ 𝑚𝑝 (massa do hidrogênio é da mesma ordem
da massa do próton) e 𝜇 é o peso molecular médio, que é amassa média por partícula de
gás medida em unidades de 𝑚𝐻 .

O peso molecular médio 𝜇 de um gás é dada por

𝜇 =
∑︀

𝑖 𝑛𝑖𝐴𝑖∑︀
𝑛𝑖 + 𝑛𝑒

, (3.18)

onde 𝑛𝑖 é a densidade de átomos do tipo 𝑖, cuja massa molecular é 𝐴𝑖, e 𝑛𝑒 é a densidade
numérica de elétrons. Para um gás neutro, 𝑛𝑒 → 0, e

𝜇 =
∑︀

𝑖 𝑛𝑖𝐴𝑖∑︀
𝑛𝑖

. (3.19)

Para um gás completamente ionizado, 𝑛𝑒 → ∑︀
𝑖 𝑛𝑖𝑍𝑖, onde 𝑍𝑖 é o número atômico, de

modo que o peso molecular é dado por [79]

𝜇 =
∑︀

𝑖 𝑛𝑖𝐴𝑖∑︀
𝑛𝑖(1 + 𝑍𝑖)

. (3.20)

Para o hidrogênio neutro tem-se que 𝜇 = 1, e para o hidrogênio totalmente ionizado,
𝜇 = 1/2. Para uma mistura de gases, 1/2 < 𝜇 < 1, dependendo do grau de ionização.

Um elemento de gás possui uma energia cinética por unidade de volume 𝜌𝑣2/2 e
uma energia térmica por unidade de volume de 𝜌𝜀, onde 𝜀 é a energia interna por unidade
de massa, a qual depende apenas da temperatura 𝑇 do gás. Portanto, uma partícula
monoatômica movendo-se livremente possui energia 3𝑘𝑇/2, de modo que

𝜀 = 3
2

𝑘𝑇

𝜇𝑚𝐻

. (3.21)

Os gases cósmicos não são totalmente monoatômicos e o grau de liberdade não é exata-
mente 3, mas a expressão (3.21) é uma boa aproximação. A equação da energia para o
gás é

𝜕

𝜕𝑡

(︂1
2𝜌𝑣2 + 𝜌𝜀

)︂
+ ∇ ·

[︂(︂1
2𝜌𝑣2 + 𝜌𝜀 + 𝑃

)︂
v
]︂

= f · v − ∇ · Frad − ∇ · q. (3.22)
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O fluxo radiativo é calculado por Frad =
∫︁∫︁

n𝐼𝜈(n, r)𝑑𝜈𝑑Ω, onde 𝐼𝜈 é a intensidade da
radiação no ponto r e na direção n, integrada na frequência 𝜈 e no ângulo sólido Ω. O
termo ∇ · Frad é a taxa com a qual a energia radiante está sendo perdida ou recebida,
por unidade de volume. Se o gás é opticamente fino, de modo que, após ser produzida,
a radiação escapa livremente, a perda de energia por volume é −∇ · Frad = −4𝜋

∫︁
𝑗𝜈𝑑𝜈,

onde 𝑗𝜈 é a emissividade do gás. Para um gás quente irradiando livremente, o valor é
aproximadamente constante Frad = 𝜌2𝑇 1/2.

O último termo da eq. (3.22) é o divergente do fluxo de condutividade do ca-
lor q, o qual mede a taxa na qual os movimentos aleatórios, em especial dos elétrons,
transportam a energia térmica no gás e atenuam as diferenças de temperatura. Quando
as diferenças de temperatura são pequenas esse termo pode ser omitido da equação da
energia.

As eqs. (3.15) a (3.22) fornecem uma descrição geral de um gás em condições
apropriadas. A seguir serão discutidas algumas situações específicas e extraídas algumas
informações úteis.

3.2.3 Processos Adiabáticos e Isotérmicos

Consideramos inicialmente que o fluxo de gás é regular (constante), de modo que
as derivadas temporais são nulas e que não há perdas de calor e nem condução térmica.
Dessa forma, as eqs. (3.15), (3.16) e (3.22) podem ser escritas como:

∇ · (𝜌v) = 0, (3.23)

𝜌(v · ∇)v = −∇𝑃 + f , (3.24)

∇ ·
[︂(︂1

2𝜌𝑣2 + 𝜌𝜀 + 𝑃
)︂

v
]︂

= f · v. (3.25)

Substituindo a eq. (3.23) em (3.24) obtém-se

𝜌v · ∇
(︃

1
2𝑣2 + 𝜀 + 𝑃

𝜌

)︃
= f · v. (3.26)

Multiplicando a eq. (3.24) por v:

f · v = 𝜌v(v · ∇)v + v · ∇𝑃. (3.27)

Igualando as eqs. (3.24) e (3.27), e simplificando, vem que

v ·
[︃
∇𝜀 + 𝑃∇

(︃
1
𝜌

)︃]︃
= 0. (3.28)

A eq. (3.28) significa que, se seguirmos uma pequena distância ao longo de v em uma
linha de fluxo do gás, os incrementos 𝑑𝜀 e 𝑑(1/𝜌) em 𝜀 e 1/𝜌, respectivamente, devem
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estar relacionados como
𝑑𝜀 + 𝑃𝑑

(︃
1
𝜌

)︃
= 0. (3.29)

A partir da relação (3.21):
𝑑𝜀 = 3

2
𝑘

𝜇𝑚𝐻

𝑑𝑇. (3.30)

Relacionando (3.30) com (3.29) e sendo 𝑃 dado pela eq.(3.17):
3
2𝑑𝑇 + 𝜌𝑇𝑑

(︃
1
𝜌

)︃
= 0. (3.31)

Integrando (3.31) vem que 𝜌−1𝑇 3/2 = 𝐾, onde 𝐾 é uma constante, ou

𝑃𝜌−5/3 = 𝐾. (3.32)

A relação (3.32) descreve um fluxo adiabático ao longo de uma linha de transformação e,
em muitos casos pode ser generalizado para todo o gás. Se o gás não fosse monoatômico o
coeficiente em (3.21) seria diferente de 3/2 e em (3.32) seria obtido um expoente diferente
para 𝜌, de modo que

𝑃𝜌−𝛾 = 𝐾, (3.33)

onde 𝛾 é o chamado índice adiabático, que relaciona os calores específicos a pressão cons-
tante e a volume constante: 𝛾 = 𝐶𝑃 /𝐶𝑉 .

Consideramos agora soluções para um gás em situação de equilíbrio. Se v = 0,
das eqs. (3.23), (3.24) e (3.25) apenas a relação ∇𝑃 = f precisa ser satisfeita, juntamente
com a eq. (3.17).

Suponha que a solução possui funções 𝑃 e 𝜌, bem como 𝑃0 e 𝜌0 definidos num
ponto. Suponha que pequenas perturbações atuam sobre o gás, de modo que 𝑃 = 𝑃0 +𝑃 ′,
𝜌 = 𝜌0 +𝜌′ e v = v′, de modo que pode-se omitir termos de ordem mais elevada. No lugar
da eq. (3.22) assume-se que as perturbações são adiabáticas e/ou isotérmicas. A partir
da relação (3.33) e sendo 𝐾 = constante, tem-se

𝑃 + 𝑃 ′ = 𝐾(𝜌 + 𝜌′)𝛾, (3.34)

onde 𝛾 = 5/3 para uma transformação adiabática e 𝛾 = 1 para uma transformação
isotérmica.

Linearizando as eqs. da continuidade (3.15) e de Euler (3.16) e usando ∇𝑃0 = f ,

𝜕𝜌′

𝜕𝑡
+ 𝜌0∇ · v′ = 0, (3.35)

𝜕v′

𝜕𝑡
+ 1

𝜌0
∇𝑃 ′ = 0. (3.36)

Da eq. (3.34) percebe-se que, para uma aproximação em primeira ordem, 𝑃 é função
apenas de 𝜌, ∇𝑃 ′ = (𝑑𝑃/𝑑𝜌)0∇𝜌′ ou (𝑑𝑃/𝑑𝜌)0 = 𝑑𝑃0/𝑑𝜌0, de modo que pode-se escrever
(3.36) como

𝜕v′

𝜕𝑡
+ 1

𝜌0

(︃
𝑑𝑃

𝑑𝜌

)︃
0

∇𝜌′ = 0. (3.37)
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Sendo a velocidade do som 𝑐𝑠 definida por

𝑐𝑠 =
(︃

𝑑𝑃

𝑑𝜌

)︃1/2

0
, (3.38)

relacionando as eqs. (3.35) e (3.37) obtêm-se

𝜕2𝜌′

𝜕𝑡2 = 𝑐2
𝑠∇2𝜌′, (3.39)

que é a equação de uma onda propagando-se com velocidade 𝑐𝑠. Isso mostra que pequenas
perturbações sobre o gás em equilíbrio hidrostático se propagam com velocidade 𝑐𝑠. Além
disso, o valor de 𝑐𝑠 limita a rapidez com a qual o gás responde às mudanças de pressão.

Utilizando as eqs. (3.34) e (3.38) em (3.17) obtêm-se as velocidades do som para
processos adiabático (𝑐ad

𝑠 ) e isotérmico (𝑐is
𝑠 ):

𝑐ad
𝑠 =

(︃
5𝑃

3𝜌

)︃1/2

=
(︃

5𝑘𝑇

3𝜇𝑚𝐻

)︃1/2

, (3.40)

𝑐is
𝑠 =

(︃
𝑃

𝜌

)︃1/2

=
(︃

𝑘𝑇

𝜇𝑚𝐻

)︃1/2

. (3.41)

3.3 Acreção Esférica

A acreção com simetria esférica é de grande importância teórica, pois apresenta
alguns conceitos de aplicação ampla, possibilitando entender sistemas mais complexos de
acreção. Esta seção será desenvolvida baseando-se nas referências [63, 65, 62, 59, 74, 72].

3.3.1 Introdução

Neste modelo de acreção considera-se um gás composto de hidrogênio movendo-se
em direção ao objeto central, neste caso, um BN newtoniano de massa 𝑀 . O BN não
possui rotação, a nuvem de gás é isenta de momento angular e de campos magnéticos
(ou são desprezíveis), fazendo com que o fluxo de acreção seja esfericamente simétrico.
Assume-se também que o gás está em repouso no infinito, onde sua densidade é 𝜌(∞),
sua pressão é 𝑃 (∞) e a velocidade do som é 𝑐𝑠(∞).

Uma característica da acreção em BN, que difere da acreção numa estrela, é que
o primeiro impõe uma regularidade próximo ao raio de Schwarzschild (𝑟𝑆). Numa estrela,
com superfície dura, a taxa de acreção depende fortemente das condições próximas a ela.

3.3.2 Fluxo de Gás

Na descrição do fluxo de gás serão utilizadas coordenadas polares esféricas (𝑟, 𝜃, 𝜑),
com origem no centro do BN. Na simetria esférica as variáveis do fluído são independen-
tes de 𝜃 e 𝜑 e a velocidade possui apenas a componente radial: v = 𝑣𝑟. Considerando
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um fluxo constante, a partir da equação da continuidade (3.15) obtém-se a eq.(3.23).
Utilizando o divergente em coordenadas polares esféricas

∇ · F = 1
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝐹𝑟) + 1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝐹𝜃) + 1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐹𝜑

𝜕𝜑
(3.42)

vem que
1
𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2𝜌𝑣) = 0. (3.43)

Integrando (3.43), obtém-se
𝑟2𝜌𝑣 = 𝐶, (3.44)

onde 𝐶 é uma constante.
O termo 𝜌(−𝑣) é o fluxo de material para a estrela. Coloca-se o sinal negativo

pois ele está direcionado para o interior. Multiplicando a eq. (3.44) por 4𝜋, de modo a
ter a área da esfera, e sendo 𝑀̇ a taxa de acreção constante, tem-se

4𝜋𝑟2𝜌𝑣 = −𝑀̇. (3.45)

O termo f na equação de Euler (3.16) é a força externa, que neste caso é a força
gravitacional por unidade de volume. No modelo com simetria esférica ele tem apenas a
componente radial: 𝑓𝑟 = −𝐺𝑀𝜌/𝑟2. Sendo o gradiente de uma função 𝐹 em coordenadas
esféricas

∇𝐹 = 𝜕𝐹

𝜕𝑟
𝑟 + 1

𝑟

𝜕𝐹

𝜕𝜃
𝜃 + 1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐹

𝜕𝜑
𝜑, (3.46)

e o divergente dado pela eq. (3.42), obtém-se

𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑟
+ 1

𝜌

𝑑𝑃

𝑑𝑟
+ 𝐺𝑀

𝑟2 = 0. (3.47)

Escrevendo a eq. (3.33) da forma

𝑃 = 𝐾𝜌𝛾, (3.48)

é possível tratar de forma simultânea um processo de acreção adiabático (𝛾 ≃ 5/3) e
isotérmico (𝛾 ≃ 1). Será considerado o caso em que 1 < 𝛾 < 5/3, pois os extremos não
são totalmente satisfeitos.

A temperatura do gás é dada pela Lei Geral dos Gases (eq. 3.17)

𝑇 = 𝜇𝑚𝐻𝑃

𝜌𝑘
, (3.49)

com 𝑃 e 𝜌 medidas em determinado ponto.
A partir da variação da pressão, presente na eq. (3.47) tem-se

𝑑𝑃

𝑑𝑟
= 𝑑𝑃

𝑑𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑟
. (3.50)

A partir da relação (3.38) vem que

𝑑𝑃

𝑑𝑟
= 𝑐2

𝑠

𝑑𝜌

𝑑𝑟
, (3.51)
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e a eq. (3.52) fica

𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑟
+ 𝑐2

𝑠

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑟
+ 𝐺𝑀

𝑟2 = 0. (3.52)

Manipulando algebricamente a eq. (3.43), pode-se escrevê-la como

1
𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑟
= − 1

𝑣𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
(𝑣𝑟2). (3.53)

Relacionando (3.53) em (3.52) obtém-se

1
2

(︃
1 − 𝑐2

𝑠

𝑣2

)︃
𝑑

𝑑𝑟
𝑣2 = −𝐺𝑀

𝑟2

(︃
1 − 2𝑐2

𝑠𝑟

𝐺𝑀

)︃
. (3.54)

Escrevendo a expressão desta forma, é possível encontrar as suas soluções, classificá-las e
escolher as que são de interesse.

3.3.3 Possíveis Soluções

A seguir será analisada, em detalhes, a eq. (3.54). Para grandes distâncias,
o termo entre parêntesis no segundo membro é negativo, pois 𝑐2

𝑠 se aproxima de um
valor finito 𝑐2

𝑠(∞) e 𝑟 aumenta consideravelmente. Consequentemente, o segundo membro
ficaria positivo. No primeiro membro a derivada deve ser negativa, pois o gás acelera
à medida que se aproxima do BN (𝑟 diminui). Portanto, para 𝑟 grande, a solução é
verdadeira somente se o escoamento do gás for subsônico:

𝑣2 < 𝑐2
𝑠, para 𝑟 grande. (3.55)

Ao se aproximar do BN, 𝑟 diminui e o termo entre parêntesis no segundo membro da eq.
(3.54) aumenta. Este torna-se nulo num raio 𝑟0 dado por

𝑟0 = 𝐺𝑀

2𝑐2
𝑠(𝑟0)

, (3.56)

onde 𝑐𝑠(𝑟0) é o valor de 𝑐𝑠 na distância 𝑟0 do centro do BN. O valor de 𝑟0 é algumas ordens
de grandeza maior que o raio do BN.

Analisando novamente os sinais dos termos da eq. (3.54) pode-se constatar que,
para 𝑟 pequeno, próximo ao BN, o fluxo de gás deve ser supersônico:

𝑣2 > 𝑐2
𝑠, para 𝑟 pequeno. (3.57)

A existência do ponto 𝑟0 é muito importante para analisar o processo de acreção.
Fazendo 𝑟 = 𝑟0, a eq. (3.54) fica (︃

1 − 𝑐2
𝑠

𝑣2

)︃
𝑑

𝑑𝑟
𝑣2 = 0. (3.58)

A igualdade é verdadeira somente se

𝑣2 = 𝑐2
𝑠 (3.59)
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ou
𝑑

𝑑𝑟
𝑣2 = 0. (3.60)

A condição 𝑣2 = 𝑐2
𝑠 em 𝑟 = 𝑟0 é chamada condição de ponto sônico.

Na fig. (3.1) tem-se o gráfico de 𝑣2(𝑟)/𝑐2
𝑠(𝑟) em função de 𝑟/𝑟0 para um fluxo de

gás adiabático num campo gravitacional com simetria esférica, considerando 𝛾 = 4/3. A
partir dele constata-se que as soluções da eq. (3.54) são divididas em 6 famílias, obtidas
analisando o comportamento a partir de 𝑟0.

Figura 3.1: 𝑣2(𝑟)/𝑐2
𝑠(𝑟) em função de 𝑟/𝑟0 para um fluxo de gás adiabático [63].

Tipo 1: 𝑣2(𝑟0) = 𝑐2
𝑠(𝑟0), 𝑣2 → 0 quando 𝑟 → ∞. Se 𝑣2 < 𝑐2

𝑠, 𝑟 > 𝑟0; se 𝑣2 > 𝑐2
𝑠, 𝑟 < 𝑟0.

Tipo 2: 𝑣2(𝑟0) = 𝑐2
𝑠(𝑟0), 𝑣2 → 0 quando 𝑟 → 0. Se 𝑣2 > 𝑐2

𝑠, 𝑟 > 𝑟0; se 𝑣2 < 𝑐2
𝑠, 𝑟 > 𝑟0.

Tipo 3: 𝑣2(𝑟0) < 𝑐2
𝑠(𝑟0) em todos os lugares, então 𝑑𝑣2/𝑑𝑟 = 0 em 𝑟0.

Tipo 4: 𝑣2(𝑟0) > 𝑐2
𝑠(𝑟0) em todos os lugares, então 𝑑𝑣2/𝑑𝑟 = 0 em 𝑟0.

Tipo 5: 𝑑(𝑣2)/𝑑𝑟 = ∞ em 𝑣2 = 𝑐2
𝑠(𝑟0), então 𝑟 > 𝑟0 sempre.

Tipo 6: 𝑑(𝑣2)/𝑑𝑟 = ∞ em 𝑣2 = 𝑐2
𝑠(𝑟0), então 𝑟 < 𝑟0 sempre.

As soluções 1 e 2 são chamadas transônicas e fazem uma divisão entre o fluxo
subsônico e o supersônico. Entre as soluções a única de interesse é a Tipo 1, pois possui
características condizentes com a realidade. As soluções 2 e 4 devem ser excluídas pois os
valores de 𝑣 são supersônicos para 𝑟 grande, e a solução 3 não deve ser considerada por 𝑣

ser subsônico para 𝑟 pequeno; isso contraria as relações (3.55) e (3.57). As soluções tipo
5 e 6 possuem valores duplos.
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Integrando a eq. (3.47), tem-se

𝑣2

2 +
∫︁ 1

𝜌
𝑑𝑃 − 𝐺𝑀

𝑟
= 𝐾2, (3.61)

em que 𝐾2 é constante.
Derivando a relação (3.48),

𝑑𝑃

𝑑𝜌
= 𝛾𝐾𝜌𝛾−1, (3.62)

substituindo na eq. (3.61) e integrando, vem que

𝑣2

2 + 𝛾𝐾

𝛾 − 1𝜌𝛾−1 − 𝐺𝑀

𝑟
= 𝐾2. (3.63)

Utilizando as relações (3.33) e (3.41), tem-se

𝛾𝐾𝜌𝛾−1 = 𝑐2
𝑠, (3.64)

e a eq. (3.63) fica
𝑣2

2 + 𝑐2
𝑠

𝛾 − 1 − 𝐺𝑀

𝑟
= 𝐾2, (3.65)

sendo esta conhecida como equação de Bernoulli.

3.3.4 Taxa de Acreção

Na solução Tipo 1 tem-se que 𝑣2 → 0 quando 𝑟 → ∞, então a constante em
(3.65) deve ser

𝐾2 = 𝑐2
𝑠(∞)
𝛾 − 1 , (3.66)

onde 𝑐𝑠(∞) é a velocidade do som no gás num ponto distante do BN.
No ponto sônico, 𝑣2(𝑟0) = 𝑐2

𝑠(𝑟0) quando 𝑟 = 𝑟0. Utilizando as eqs. (3.56) e
(3.60), obtém-se da equação de Bernoulli:

𝑐𝑠(𝑟0) = 𝑐𝑠(∞)
(︂5 − 3𝛾

2

)︂−1/2
(3.67)

Sendo 𝑟 = 𝑟0, 𝜌 = 𝜌(𝑟0) e 𝑣 = −𝑐𝑠(𝑟0), pode-se escrever o fluxo de gás para o BN (eq.
3.45) como

𝑀̇ = 4𝜋𝑟2
0𝜌(𝑟0)𝑐𝑠(𝑟0). (3.68)

A partir de (3.64), 𝑐2
𝑠 ∝ 𝜌𝛾−1. Relacionando (3.67) e (3.68), obtém-se o fluxo de

gás para o BN:

𝑀̇ = 𝜋𝐺2𝑀2 𝜌(∞)
𝑐3

𝑠(∞)

(︂5 − 3𝛾

2

)︂ 3𝛾−5
2(𝛾−1)

. (3.69)

Perceba que a taxa de acreção 𝑀̇ não depende de 𝑟. Seja 𝜒 o termo numérico na eq.
(3.69):

𝜒(𝛾) =
(︂5 − 3𝛾

2

)︂ 3𝛾−5
2(𝛾−1)

. (3.70)
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O mesmo é igual a 1 quando 𝛾 = 5/3 e aproximadamente igual a 4,5 quando 𝛾 = 1:

1 ≤ 𝛾 ≤ 5/3 −→ 4,5 & 𝜒 ≥ 1. (3.71)

Dessa forma pode-se escrever (3.69) como

𝑀̇ = 𝜋𝜒𝐺2𝑀2 𝜌(∞)
𝑐3

𝑠(∞) . (3.72)

Considerando 𝛾 = 1,4 como um valor típico no meio interestelar, tem-se que
𝜒 = 2,5; considerando também 𝜌(∞) = 10−21 kg/m3 e 𝑐𝑠(∞) = 104 m/s, pode-se escrever
𝑀̇ (eq. 3.72), com 𝑀 em função de 𝑀⊙, como

𝑀̇ = 1,38 × 106
(︃

𝑀

𝑀⊙

)︃2

kg/s. (3.73)

Ao se mover para 𝑟 menores, mais próximo ao BN, a velocidade −𝑣 do fluxo de
gás aumenta, até atingir 𝑐𝑠(∞). Sendo que 𝑐𝑠(𝑟) não excede 𝑐𝑠(∞), o único termo na eq.
(3.65) capaz de equilibrar esse aumento é a energia potencial gravitacional. Isso passa a
ocorrer aproximadamente a partir do raio de acreção ou raio de Bondi

𝑟ac = 2𝐺𝑀

𝑐2
𝑠(∞) . (3.74)

Para valores de 𝑟 < 𝑟ac, 𝜌(𝑟) e 𝑐𝑠(𝑟) aumentam. Com isso, a temperatura e a emissão
de radiação também aumentam, e o gás esfria. Em 𝑟 = 𝑟ac o gás entra em queda livre.
Sendo 𝑣 ≫ 𝑐𝑠 (velocidade supersônica), da eq. (3.65) vem que a velocidade de queda livre
é

𝑣2
queda ≃ 2𝐺𝑀

𝑟
. (3.75)

O raio de acreção estima a influência do BN sobre a matéria ao seu redor, de
modo que este exerce influência significativa somente na região de raio 𝑟ac. Em termos de
𝑟ac pode-se escrever a eq. (3.72) como

𝑀̇ = 1
4𝜋𝜒𝑟2

ac𝑐𝑠(∞)𝜌(∞). (3.76)

A taxa de acreção no sistema esférico geralmente tem um rendimento pequeno.
Isso ocorre porque o tempo de difusão da radiação para o exterior é muito maior do que
o tempo de queda livre e ela fica aprisionada no fluxo. Em 1973 Shapiro verificou que a
eficiência de um BN de massa solar acretando no meio interestelar é de 𝜂 ∼ 10−10 − 10−9.
Para altas taxas de fluxo de matéria acretada o valor aumenta até 10−4 [76].

Seja 𝑀̇Edd a taxa de acreção de Eddington, de forma que 𝑀̇Edd = 𝐿Edd/𝑐2. Si-
mulações para 1 ≪ (𝑀̇/𝑀̇Edd) ≤ 300 mostram que a eficiência da acreção 𝜂 situa-se no
intervalo 10−6 ≤ 𝜂 ≤ 10−2 [65].
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3.3.5 Estimativas para Taxas e Luminosidades de Acreção

Suponhamos um BN estelar de pequena massa, com 𝑀 = 5 𝑀⊙, por exemplo.
Tendo gás disponível nas suas redondezas, a partir da eq.(3.73) obtém-se uma taxa de
acreção de3

𝑀̇ ∼ 108 kg/s ∼ 10−15 M⊙/ano. (3.77)

Seja 𝐿ac = 𝜂𝑀̇𝑐2 a luminosidade emitida num processo de acreção, no qual o gás
é acretado numa taxa 𝑀̇ . Considerando 𝜂 = 0,057 como o valor máximo do rendimento
para o BN de Schwarzschild, a partir de (3.77) tem-se que a luminosidade máxima é

𝐿ac(max) ∼ 1030 erg/s. (3.78)

Essa luminosidade corresponde a uma fração de luminosidade solar, 𝐿 ≃ 4,7 × 10−4𝐿⊙, e
é bem inferior a luminosidade de Eddinton, 𝐿Edd ∼ 1039 erg/s.

Considerando, agora, um BN supermassivo com 𝑀 = 4 × 106 𝑀⊙, semelhante ao
Sagitário A*. Os valores de 𝑀̇ e 𝐿ac(max) correspondentes seriam:

𝑀̇ ∼ 1019 kg/s ∼ 10−5 M⊙/ano, (3.79)

𝐿ac(max) ∼ 1042 erg/s, (3.80)

os quais são valores mais interessantes, sendo poucas ordens de grandeza mais baixos
que sua luminosidade de Eddington, 𝐿Edd ∼ 1045 erg/s. O valor de 𝐿ac(max) é maior que
a luminosidade máxima de Sagitário A* (𝐿 ∼ 1036 erg/s) [55], mas fica bem abaixo da
luminosidade de BN supermassivos com grande atividade.

31 kg/s ≃ 1,59 × 10−23 𝑀⊙/ano.
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Capítulo 4

Discos de Acreção

Os discos de acreção são estruturas gasosas em rotação em torno de um corpo
central, que pode ser uma estrela ou um buraco negro (BN). Ao fluir para este corpo o
gás tem um momento angular que impede que ele atinja diretamente o objeto e acaba
formando um disco. Neste capítulo descreveremos a formação e a estrutura dos discos de
acreção, especialmente em torno de BNs.

4.1 Pesquisas Pioneiras

Os discos de acreção são poderosas fábricas de energia no universo [80]. A teoria
de acreção em discos foi formulada primeiramente pelos físicos V. Shvartsman, J. Pringle,
M. Rees, N. Shakura e R. Sunyaev no início da década de 1970, através dos trabalhos
[81, 82, 83, 74, 84, 85], e foi aprimorada por outros nos anos seguintes. Um entendimento
mais profundo dos mecanismos físicos que governam os discos de acreção foi adquerido
somente nas últimas décadas.

A descrição mais ampla das propriedades nas proximidades de um BN envolve
o uso da teoria da relatividade geral, o que é algo bastante complexo. Porém, a física
do disco de acreção é governada por processos hidrodinâmicos e eletromagnéticos, e pode
ser descrita de maneira aproximada usando a física newtoniana, mesmo que os fluxos de
matéria na parte interna do disco apresentem efeitos relativísticos [7].

4.2 Sistemas Binários e Formação do Disco

A maioria das estrelas no universo encontra-se em sistemas duplos ou múlti-
plos, estando associadas entre si pela atração gravitacional. Em algum momento durante
sua evolução, ocorre a transferência de massa entre seus componentes. O estudo desses
sistemas, em especial o sistema binário, permite determinar uma série de informações
sobre os componentes, como a massa, o raio e a temperatura. Nesta seção descreveremos
como ocorre a formação do disco de acreção num sistema binário, baseado nas referências
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[86, 63, 64, 87, 3].
Num sistema binário os dois corpos giram ao redor de um centro de massa descre-

vendo órbitas elípticas, de acordo com as leis de Kepler. A velocidade angular do sistema
é Ω = (𝐺𝑀𝑏/𝑎3)1/2, onde 𝑀𝑏 = 𝑀1 + 𝑀2 é a soma da massa dos corpos e 𝑎 a distância
entre eles.

O momento angular total 𝐽𝑏 do binário é

𝐽𝑏 = (𝑀1𝑎
2
1 + 𝑀2𝑎

2
2)Ω, (4.1)

onde 𝑎1 e 𝑎2 são as distâncias das respectivas massas 𝑀1 e 𝑀2 ao centro de massa, onde
𝑎1 = (𝑀2/𝑀𝑏)𝑎 e 𝑎2 = (𝑀1/𝑀𝑏)𝑎.

A eq. (4.1) pode ser escrita como

𝐽𝑏 = 𝑀1𝑀2

(︂
𝐺𝑎

𝑀𝑏

)︂1/2
. (4.2)

Assumindo que a massa perdida por uma estrela é acretada por outra, tem-se que 𝑀̇1 +
𝑀̇2 = 0. Aplicando ln em (4.2) e derivando em relação ao tempo, vem que

𝑎̇

𝑎
= 2𝐽

𝐽
− 2𝑀̇2

𝑀2

(︂
1 − 𝑀2

𝑀1

)︂
. (4.3)

A transferência de massa conservativa é caracterizada pela massa e o momento angular
total constante. Perceba em (4.3) que, se 𝑀̇2 < 0, 𝑎̇ > 0, o binário expande-se e a
transferência de massa ocorre do menos massivo para o mais massivo. Consequentemente,
a massa remanescente em 𝑀2 move-se para uma órbita mais externa para conservar 𝐽 . A
transferência de massa continuará se a estrela se expandir ou se o binário perder momento
angular.

Existe um ponto sobre a linha reta que une os centros dos dois corpos no qual o
potencial gravitacional é mínimo. Nesse ponto, denominado ponto de Lagrange, a força
resultante dos efeitos de rotação e atração das massas 𝑀1 e 𝑀2 é nula. Denomina-se
lóbulo de Roche a superfície equipotencial tridimensional envoltória em torno de cada
corpo, que inclui o ponto de Lagrange, onde a matéria está gravitacionalmente ligado a
ele. Quando os gases da estrela 𝑀1, por exemplo, atravessam o ponto de Lagrange e
penetram no lobo de Roche da outra estrela (𝑀2), eles são atraídos por esta, formando
um disco de acreção [65].

Sistemas binários nos quais uma anã branca acreta massa de uma estrela com-
panheira do sistema binário são conhecidos como variáveis cataclísmicas e são bastante
comuns nas galáxias. É importante estudar o fenômeno de acreção em sistemas binários
porque o processo ocorre de maneira isolada. Nas variáveis cataclísmicas podem ocor-
rer erupções causadas pela fusão do hidrogênio quando ele incide na superfície da anã
branca, o campo magnético forma colunas de acreção do gás e há também surtos de raios
X, podendo a radiação ser emitida no limite de Eddington ou acima dele [61, 4].
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Considere um sistema binário formado por um BN e por uma estrela. Ao passar
pelo lóbulo de Roche, o gás da estrela segue em direção ao BN. Mas, como possui momento
angular, ele não cai diretamente no BN, passando a mover-se em órbitas quase circulares
ao seu redor. Estando numa circunferência de raio 𝑅, uma partícula possui uma velocidade
angular Kepleriana dada por [62]

Ω𝑘(𝑅) =
(︂

𝐺𝑀

𝑅3

)︂1/2
, (4.4)

onde 𝐺 é a constante gravitacional e 𝑀 a massa do BN. Discos que seguem essa velocidade
são chamados Keplerianos. Inicialmente as trajetórias das partículas podem estar em
planos diferentes, mas as colisões entre elas as forçam a descreverem um mesmo plano.
As órbitas circulares são as órbitas de menor energia para um dado valor de momento
angular.

Devido às colisões e atritos entre as partículas, a maior parte do gás perde mo-
mento angular e espirala em direção ao BN, movendo-se em órbitas com 𝑅 cada vez menor.
Para perder momento angular, existem processos no disco que convertem a energia ciné-
tica em calor e exercem torques sobre o gás acretado, fazendo com que uma parte deste
mova-se para a parte externa e transporte o momento angular. Isso forma um disco de
acreção ao redor do BN, cuja estrutura e espectro de radiação emitido depende, além da
taxa de acreção, das condições externas ao disco. Ao passar pelo raio interno do disco o
gás mergulha no BN, conservando a energia e o momento angular [74, 44].

Os discos de acreção têm dimensões de alguns milissegundos-luz para os BNs
estelares e alguns dias-luz para os BNs supermassivos, variando de 105 a 106 vezes o
tamanho do BN. De maneira geral, a massa de gás no disco é pequena quando comparada
com o BN, de modo que podemos desprezar a sua autogravidade. A temperatura do disco
varia de 107 K próximo ao BN até 103 K na parte externa do disco.

Na fig. (4.1) há uma representação artística do sistema binário Cygnus X-1,
formado por um BN com 𝑀 = 21,2 𝑀⊙ e uma estrela supergigante azul com 𝑀 ≃ 40 𝑀⊙.
Nele o BN acreta matéria da estrela, formando o disco de acreção e um par de jatos [88].
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Figura 4.1: Concepção artística do sistema binário Cygnus X-1 [89].

4.3 Torques Viscosos

Os efeitos das tensões viscosas levam ao aquecimento da matéria no disco de
acreção, com a posterior emissão de energia térmica [80]. Nesta seção será descrito como
o torque, oriundo dessas tensões, age no disco de acreção (baseado em [63]).

A matéria presente no disco consiste de gás ou plasma, formado principalmente
por prótons e elétrons. A viscosidade deste gás permite que o momento angular seja
transferido para o exterior e que a matéria, aos poucos, mova-se em direção ao centro. O
disco de acreção é um eficiente mecanismo para extrair energia da matéria e convertê-la
em radiação. A velocidade angular Kepleriana Ω𝑘 implica a existência de uma rotação
diferencial, isto é, o material num raio vizinho move-se com diferente velocidade angular.
Os elementos do fluído nas linhas de corrente vizinha passarão um pelo outro, gerando as
tensões de viscosidade chamadas viscosidade de cisalhamento.

Num modelo simples, planos de fluídos deslizam paralelos um ao outro e as coli-
sões entre as partículas são relativamente pouco frequentes. Durante o movimento livre
entre as colisões, as partículas se movem sob os efeitos da força de maré e da pseudo-força
de Coriolis, descrevendo uma elipse na direção radial. As colisões entre as partículas ten-
dem a circularizar a distribuição de velocidade, criando partículas com desvios maiores
que a média, as quais tendem a se mover para fora, transportando o momento angular.
As partículas com menores velocidades se moverão para dentro.

Num sistema de coordenadas polares cilíndricas (𝑅, 𝜑, 𝑧), considere o plano do
disco situado em 𝑧 = 0 (fig. 4.2). Supondo um disco fino, onde a sua espessura 𝐻 é muito
menor que o seu raio 𝑅, o escoamento do gás ocorre próximo ao plano orbital do disco, de
modo que pode-se considerá-lo como um sistema bidimensional. O gás acretado se move
em órbitas quase-circulares com velocidade angular kepleriana (eq. 4.4) e velocidade
azimutal ou orbital 𝑣𝜑 = 𝑅Ω𝑘(𝑅) em torno do BN de massa 𝑀 e raio 𝑟𝑆. Ele também
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possui uma velocidade radial 𝑣𝑅, de pequeno valor. Para distâncias 𝑅 ≫ 𝑟𝑆, o disco de
acreção será kepleriano. Para 𝑅 ∼ 𝑟𝑆 a velocidade azimutal 𝑣𝜑 desvia-se dos valores de
Kepler até que em 𝑅 = 𝑟𝑆 a matéria é removida de sua órbita e pouco tempo depois
ultrapassa o horizonte de eventos.

Figura 4.2: Esquema de um disco de acreção situado em 𝑧 = 0. Modificado de [90].

Um parâmetro importante na caracterização do disco é a sua densidade superficial
Σ(𝑅, 𝑡), que é uma função do raio 𝑅 e do tempo 𝑡, tal que Σ(𝑅, 𝑡) = 𝑚disco/𝐴disco, onde
𝑚 e 𝐴 são a massa e a área do disco, respectivamente. Sendo 𝜌 a densidade volumétrica
e 𝐻 a espessura do disco, tem-se

Σ(𝑅, 𝑡) =
∫︁ +𝑧

−𝑧
𝜌(𝑅, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑧, (4.5)

onde 𝐻 = 2𝑧. Se o disco for fino, onde 𝜌 praticamente não varia com 𝑧,

Σ(𝑅, 𝑡) = 𝜌(𝑅, 𝑡)𝐻(𝑅, 𝑡). (4.6)

Considerando os anéis com formato circulares, o torque total Γ exercido pelo anel
externo sobre o interno é expresso como

Γ(𝑅) = 2𝜋𝑅𝜈Σ𝑅2Ω′, (4.7)

onde Ω é a velocidade angular, Ω′ = 𝑑Ω/𝑑𝑟 e 𝜈 a viscosidade. Se a rotação do disco for
rígida, Ω′ = 0 e Γ = 0. Se Ω(𝑅) diminui para fora, Γ(𝑅) é negativo, os anéis internos
perdem momento angular para os externos e o gás entra em espiral.

Considere um torque resultante sobre um anel de gás situado entre 𝑅 e 𝑅 + 𝑑𝑅.
Tem-se

Γ(𝑅 + 𝑑𝑅) − Γ(𝑅) = 𝜕Γ
𝜕𝑅

𝑑𝑅, (4.8)
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o qual atua no sentido da velocidade angular. A partir desta vem que

Ω 𝜕Γ
𝜕𝑅

𝑑𝑅 =
[︃

𝜕

𝜕𝑅
(ΓΩ) − ΓΩ′

]︃
𝑑𝑅. (4.9)

O termo 𝜕(ΓΩ)𝑑𝑅/𝜕𝑅 é a taxa de convecção de energia rotacional através do gás pelos
torques e o termo −ΓΩ′𝑑𝑅 representa a taxa de perda de energia mecânica para o gás,
a qual é convertida em energia interna. Os torques viscosos causam a dissipação viscosa
dentro do gás a uma taxa ΓΩ′𝑑𝑅 por anel com raio 𝑑𝑅. Essa energia será irradiada pelas
faces do disco.

Sendo 4𝜋𝑅𝑑𝑅 a área plana de cada anel, a taxa de irradiação por unidade de
área, 𝐷(𝑅), será

𝐷(𝑅) = ΓΩ′

4𝜋𝑅
. (4.10)

Utilizando (4.7), 𝐷(𝑅) é escrito como

𝐷(𝑅) = 1
2𝜈Σ(𝑅Ω′)2. (4.11)

Com Ω′ dado a partir de (4.4),

Ω′
𝑘(𝑅) =

(︂
𝐺𝑀

𝑅5

)︂1/2
, (4.12)

vem que
𝐷(𝑅) = 9𝜈Σ𝐺𝑀

8𝑅3 , (4.13)

o que mostra que a taxa de irradiação é proporcional à viscosidade e à densidade do disco.

4.4 Conservação da Massa e do Momento Angular

O momento angular do gás no disco é removido por tensões viscosas e trans-
portado para fora, permitindo que o gás espirale em direção ao BN, convertendo sua
energia gravitacional em radiação. A seguir vamos equacionar a conservação da massa e
do momento angular no disco de acreção [63, 7, 62, 74].

Um anel do disco situado entre 𝑅 e 𝑅+Δ𝑅 possui massa total 𝑚anel = 2𝜋𝑅Δ𝑅Σ.
O fluxo de matéria entre dois anéis vizinhos é dado pela diferença de massa entre eles:

𝜕

𝜕𝑡
(2𝜋𝑅Δ𝑅Σ) = 𝑣𝑅(𝑅, 𝑡)2𝜋𝑅Σ(𝑅, 𝑡) − 𝑣𝑅(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡)2𝜋(𝑅 + Δ𝑅)Σ(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡), (4.14)

𝜕

𝜕𝑡
(2𝜋𝑅Δ𝑅Σ) =

− 2𝜋Δ𝑅

[︃
𝑣𝑅(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡)(𝑅 + Δ𝑅)Σ(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡) − 𝑣𝑅(𝑅, 𝑡)𝑅Σ(𝑅, 𝑡)

Δ𝑅

]︃
, (4.15)
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donde, de forma aproximada, vem

𝜕

𝜕𝑡
(2𝜋𝑅Δ𝑅Σ) ≃ −2𝜋Δ𝑅

𝜕

𝜕𝑅
(𝑅Σ𝑣𝑅). (4.16)

Se Δ𝑅 → 0 obtém-se a equação da conservação da massa

𝑅
𝜕Σ
𝜕𝑡

+ 𝜕

𝜕𝑅
(𝑅Σ𝑣𝑅) = 0. (4.17)

Um anel do disco situado entre 𝑅 e 𝑅 + Δ𝑅 possui momento angular 𝐿anel =
2𝜋𝑅Δ𝑅Σ𝑅2Ω. Incluindo a eq. (4.7) e seguindo o procedimento semelhante à conservação
da massa (eq. 4.14), vem:

𝜕

𝜕𝑡
(2𝜋𝑅Δ𝑅Σ𝑅2Ω) = 𝑣𝑅(𝑅, 𝑡)2𝜋𝑅Σ(𝑅, 𝑡)𝑅2Ω(𝑅)−

𝑣𝑅(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡)2𝜋(𝑅 + Δ𝑅)Σ(𝑅 + Δ𝑅, 𝑡)(𝑅 + Δ𝑅)2Ω(𝑅 + Δ𝑅) + 𝜕Γ
𝜕𝑅

Δ𝑅, (4.18)

𝜕

𝜕𝑡
(2𝜋𝑅Δ𝑅Σ𝑅2Ω) ≃ −2𝜋Δ𝑅

𝜕

𝜕𝑅
(𝑅Σ𝑣𝑅𝑅2Ω) + 𝜕Γ

𝜕𝑅
Δ𝑅. (4.19)

No limite Δ𝑅 → 0,

𝑅
𝜕

𝜕𝑡
(Σ𝑅2Ω) + 𝜕

𝜕𝑅
(𝑅Σ𝑣𝑅𝑅2Ω) = 1

2𝜋

𝜕Γ
𝜕𝑅

. (4.20)

Considerando 𝜕Ω/𝜕𝑡 = 0 e utilizando a eq. (4.17), escreve-se (4.20) como

𝑅Σ𝑣𝑅(𝑅2Ω)′ = 1
2𝜋

𝜕Γ
𝜕𝑅

. (4.21)

Levando (4.17) em (4.21) elimina-se a velocidade radial 𝑣𝑅, obtendo:

𝑅
𝜕Σ
𝜕𝑡

= − 𝜕

𝜕𝑅

[︃
1

2𝜋(𝑅2Ω)′
𝜕Γ
𝜕𝑅

]︃
. (4.22)

Utilizando as eqs. (4.4) e (4.7), a eq. (4.22) fica

𝜕Σ
𝜕𝑡

= 3
𝑅

𝜕

𝜕𝑅

[︃
𝑅1/2 𝜕

𝜕𝑅
(𝜈Σ𝑅1/2)

]︃
, (4.23)

a qual governa a evolução temporal da densidade superficial de um disco kepleriano.
A partir de (4.23) e usando (4.7) e (4.21), escreve-se a velocidade radial 𝑣𝑅 como

𝑣𝑅 = − 3
Σ𝑅1/2

𝜕

𝜕𝑅
(𝜈Σ𝑅1/2). (4.24)

A eq. (4.23) é linear em Σ se 𝜈 for independe de Σ. Sua solução de é

Σ(𝑥, 𝜏) = 𝑚

𝜋𝑅2
0
𝜏−1𝑥−1/4 exp

[︃
−(1 + 𝑥2)

𝜏

]︃
𝐽
(︂2𝑥

𝜏

)︂
, (4.25)

onde 𝐽(𝑧) é a função de Bessel modificada, 𝑥 = 𝑅/𝑅0, 𝜏 = 12𝜈𝑡/𝑅2
0 e 𝑚 a massa do anel

localizado em 𝑅 = 𝑅0. Na exponencial de (4.25) faz-se (1+𝑥2)𝜏−1 ∼ 𝑥2𝜏−1 ∼ 1, de modo
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a obter que a viscosidade tem o efeito de fazer com que o gás se espalhe num anel de raio
𝑅 numa escala de tempo denominada tempo viscoso, tal que

𝑡visc ∼ 𝑅2

𝜈
, (4.26)

em cada raio 𝑅. Sendo que 𝜏 ∼ 𝑡/𝑡visc(𝑅0), da eq. (4.24) vem

𝑣𝑅 ∼ 𝜈

𝑅
, (4.27)

de modo que a eq. (4.26) pode ser escrita como

𝑡visc ∼ 𝑅

𝑣𝑅

. (4.28)

O 𝑡visc é a escala de tempo de deriva viscosa ou radial, e fornece o tempo para um anel
do disco se mover uma distância radial 𝑅.

A partir de (4.24) e (4.25) encontra-se também que

𝑣𝑅 ∼ 3𝜈

𝑅0

(︂ 1
4𝑥

+ 2𝑥

𝜏
− 2

𝜏

)︂
> 0, 2𝑥 ≫ 𝜏, (4.29)

𝑣𝑅 ∼ − 3𝜈

𝑅0

(︂ 1
2𝑥

− 2𝑥

𝜏

)︂
< 0, 2𝑥 ≪ 𝜏, (4.30)

mostrando que uma parte da matéria se move para fora, levando o momento angular,
enquanto as partes internas movem-se em direção ao centro. Do total da massa, a maior
parte é acretada e apenas uma pequena fração é levada para fora.

4.5 Viscosidade

Um dos grandes problemas da teoria dos discos de acreção é descrever a viscosi-
dade do material que o compõe, responsável pelo torque que remove o momento angular
para a parte externa. A viscosidade determina a escala de tempo de evolução do disco e
há uma incerteza na ordem de grandeza da sua intensidade [63, 86, 74, 62].

A natureza da viscosidade nos discos de acreção é pouco conhecida. Ela não
pode ser de origem molecular porque é muito baixa para explicar os fenômenos de acreção
observados. A viscosidade molecular consiste no atrito entre as camadas adjacentes de
um fluído, e certamente está presente nos discos, pois eles apresentam rotação diferencial,
mas seu valor é pequeno para produzir efeitos significativos. Como os discos são formados
por plasmas e o fluxo deste gera campos magnéticos, provavelmente a viscosidade deva-se
a turbulência magnetoidrodinâmica (MHD) e a instabilidade magneto-rotacional (MRI).

A determinação ou escolha do parâmetro de viscosidade é um dos problemas mais
difíceis no disco de acreção [87]. Considera-se que a viscosidade é oriunda de um fluído
turbulento que forma redemoinhos, que dissipam energia. Dessa forma, a viscosidade dos
redemoinhos turbulentos 𝜈red é

𝜈red ∼ 𝑣red𝑙red (4.31)
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onde 𝑣red é a velocidade e 𝑙red o tamanho dos redemoinhos, respectivamente. Se 𝑣red > 𝑐𝑠,
onde 𝑐𝑠 é a velocidade do som no meio, a turbulência se dissipa rapidamente e, por isso,
espera-se que 𝑣red < 𝑐𝑠.

Em 1973 Shakura e Sunyaev propuseram a prescrição 𝛼, onde as partículas do
disco movem-se em órbitas circulares com pequena componente radial na direção central,
devido à viscosidade do disco. Sendo que, se 𝑙red < 𝐻, onde 𝐻 é a altura do disco, tem-se
que

𝜈 = 𝛼𝑐𝑠𝐻 (4.32)

com 𝛼 . 1. Com a prescrição 𝛼 pode-se comparar as viscosidades de diferentes discos,
mas não se esclarece a natureza do problema.

Nos discos de acreção finos, onde o resfriamento radioativo remove a energia de
forma eficiente, estima-se que 0,1 < 𝛼 < 0,4. Nos discos, em geral, comparando teoria e
dados observacionais, acredita-se que 𝛼 ∼ 0,1.

4.6 Tipos de Discos

Podemos classificar os discos de acreção quanto à sua geometria, sua profundidade
óptica e à sua taxa de suprimento de massa (taxa de acreção).

4.6.1 Geometria

Quanto à sua geometria, os discos podem ser classificados em finos ou grossos.
Nos discos finos a sua espessura 𝐻 é muito menor que seu raio 𝑅, 𝐻 ≪ 𝑅. Nos discos
grossos, a espessura e o raio são da mesma ordem, 𝐻 ∼ 𝑅, de modo que se assemelham
com um toroide [62].

4.6.2 Profundidade Óptica

A profundidade óptica ou opacidade está relacionada à atenuação da intensidade
da radiação ao passar por um material. Sendo 𝜏 o coeficiente de opacidade de um disco,

𝜏 = 𝜌𝐻𝜅𝑅 = Σ𝜅𝑅, (4.33)

onde 𝜌 é a densidade volumétrica e 𝜅𝑅 a opacidade de Rosseland1. Discos opacos ou
opticamente espessos possuem 𝜏 ≫ 1 e não são muito quentes. Discos transparentes ou
opticamente finos possuem 𝜏 ≪ 1, temperaturas relativamente altas e densidades baixas
[62].

Se a energia do disco é dissipada num tempo menor que o necessário para o
gás fluir para o BN, o gás esfria rapidamente e forma-se um disco de acreção fino, cuja

1Para um gás ionizado com 𝑇 & 104 K, a principal opacidade de espalhamento deve-se aos elétrons.
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espessura é de até 3% do raio. Se o gás não conseguir irradiar facilmente, forma-se um
disco quente e grosso, cuja espessura chega a cerca de 20% do seu raio [60, 80].

Se 𝜏 ≫ 1 em direção perpendicular ao plano do disco, os fótons são absorvidos
e espalhados muitas vezes antes de saírem do disco e pode-se considerar a existência de
um equilíbrio térmico no local. Isso sugere a temperatura igual para elétrons e íons no
plasma [80].

4.6.3 Taxa de Suprimento de Massa

Existe um limite para 𝑀̇ na qual um objeto compacto pode acumular matéria,
o que conduz à taxa de acreção de Eddington, que produz a luminosidade de Edington:
𝑀̇Edd → 𝐿Edd. Quanto à taxa de suprimento de massa, os discos podem ser sub-Eddington
(𝑀̇ < 𝑀̇Edd) ou super-Eddington (𝑀̇ > 𝑀̇Edd). Os discos de acreção possuem tensões
que podem neutralizar a pressão de radiação, de forma que, em algumas situações, eles
podem irradiar em luminosidade super-Eddington (𝐿̇ > 𝐿̇Edd) [63].

Para baixas taxas de acreção (𝑀̇ < 10−2𝑀̇Edd) acredita-se que o fluxo é opti-
camente fino e radiativamente eficiente. Dessa forma, a energia que era dissipada pela
turbulência permanece agora como energia interna e é advectada. O disco aquece até
tornar-se geometricamente espesso. A condição radiativamente eficiente, quando toda a
energia produzida é irradiada, ocorre quando 𝑀̇ < 0,3𝑀̇Edd, levando naturalmente a um
disco geometricamente fino e opticamente espesso [63, 44].

4.7 Discos Finos

Nesta seção descreveremos o modelo de disco fino de acreção em torno de um BN,
baseando-se nas referências [86, 72, 87, 65, 85, 62]. Em relação aos modelos de discos, o
disco fino é o mais simples e constitui o modelo padrão.

Supôs-se que o disco está situado no plano 𝑥𝑦, tendo o eixo 𝑧 perpendicular e
passando pelo seu centro. Considerando-se também que (𝐻/𝑅) ≪ 1 ∼ 10(−3)−(−2) e 𝑣𝑅 ≪
𝑣𝜑 e usa-se a mecânica newtoniana para descrevê-lo. As equações de fluxo bidimensionais
podem ser desacopladas nas direções radial e vertical, simplificando a descrição.

4.7.1 Discos Finos Estáveis

Nos discos finos estáveis ou estacionário, o fluxo de gás é axialmente simétrico,
de modo que suas propriedades não dependem do ângulo azimutal 𝜑, mas apenas de 𝑅.
Comparando as velocidades no eixo 𝑧, a radial e a azimutal, tem-se

𝑣𝑧 ≪ 𝑣𝑅 ≪ 𝑣𝜑. (4.34)

As mudanças na estrutura do disco ocorrem na escala do tempo viscoso (𝑡𝑣𝑖𝑠𝑐).
Para estudar os discos estáveis considera-se 𝜕/𝜕𝑡 = 0 nas equações da conservação de
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massa e de momento angular. A partir da eq. (4.17),

𝜕

𝜕𝑅
(𝑅Σ𝑣𝑅) = 0, (4.35)

donde vem
𝑅Σ𝑣𝑅 = 𝐶, (4.36)

onde 𝐶 é uma constante. Sendo 𝑀̇ a taxa de acreção de massa e 𝑣𝑅 < 0, a entrada de
massa em cada ponto do disco é dada por

𝑀̇ = −2𝜋𝑅Σ𝑣𝑅. (4.37)

Considerando a condição de estabilidade no disco, a partir da eq. (4.20) obtém-se

𝑅Σ𝑣𝑅𝑅2Ω = Γ
2𝜋

+ 𝐶2

2𝜋
, (4.38)

onde 𝐶2 também é uma constante e o termo em que ela aparece foi colocado proposital-
mente para simplificação posterior. Utilizando a eq. (4.7), que expressa o torque geral,
vem

−𝜈ΣΩ′ = Σ(−𝑣𝑅)Ω + 𝐶

2𝜋𝑅3 . (4.39)

Supondo que o disco se estende até uma distância 𝑅* do BN, numa situação real
tem-se que Ω(𝑅*) < Ω𝐾(𝑅*), ou seja, a estrutura gira mais devagar que sua velocidade
Kepleriana. Dessa forma, a velocidade angular do disco permanece Kepleriana, aumen-
tando para dentro, até começar a diminuir para um valor Ω* = Ω(𝑅*), numa camada
limite. Existe um raio 𝑅 = 𝑅* + 𝑏 no qual Ω′ = 0. Na realidade, 𝑏 ≪ 𝑅* e o valor de Ω
está muito próximo do valor kepleriano no ponto onde Ω′ = 0:

Ω(𝑅* + 𝑏) ≃
(︃

𝐺𝑀

𝑅3
*

)︃1/2

. (4.40)

Dessa forma, levando (4.37) em (4.39) encontra-se o valor de 𝐶:

𝐶 = −𝑀̇(𝐺𝑀𝑅*)1/2. (4.41)

Substituindo (4.41) em (4.39) e simplificando, vem

𝜈Σ = 𝑀̇

3𝜋

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.42)

Esta expressão é válida apenas quando o valor de 𝐶 for dado por (4.41). Isso não ocorre,
por exemplo, quando existe um campo magnético bastante forte que controla o fluxo de
gás no disco de modo que 𝑣𝜑 > 𝑣𝜑𝑘

.
Considerando Ω = Ω𝑘 na eq. (4.11), obtém-se que a taxa de dissipação viscosa

por unidade de área do disco é

𝐷(𝑅) = 9
8

𝜈

Σ𝐺𝑀𝑅3. (4.43)
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Substituindo a eq. (4.42) em (4.43),

𝐷(𝑅) = 3𝐺𝑀𝑀̇

8𝜋𝑅3

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
, (4.44)

o que mostra que o fluxo radiativo nas faces de um disco fino e estável é independente da
viscosidade. E isso é muito importante porque pouco se conhece sobre a viscosidade do
material que forma o disco.

A luminosidade produzida entre os raios 𝑅1 e 𝑅2 do disco de acreção é dada por

𝐿(𝑅1, 𝑅2) = 2
∫︁ 𝑅2

𝑅1
𝐷(𝑅)2𝜋𝑅𝑑𝑅, (4.45)

onde o fator 2 deve-se às duas faces do disco. Relacionando (4.44) com (4.45) e integrando,

𝐿(𝑅1, 𝑅2) = 3
2𝐺𝑀𝑀̇

⎡⎣− 1
𝑅2

+ 2
3

(︃
𝑅*

𝑅3
2

)︃1/2

+ 1
𝑅1

− 2
3

(︃
𝑅*

𝑅3
1

)︃1/2
⎤⎦ . (4.46)

Fazendo 𝑅1 = 𝑅* (raio interno do disco) e 𝑅2 → ∞, vem que a luminosidade total do
disco é

𝐿disco = 𝐺𝑀𝑀̇

2𝑅*
(4.47)

Sendo 𝐿ac a luminosidade de acreção dada por

𝐿ac = 𝐺𝑀𝑀̇

𝑅*
, (4.48)

vem que
𝐿disco = 1

2𝐿ac. (4.49)

A relação (4.49) significa que apenas metade da energia é emitida na transição do gás
até a borda interna do disco, limitada pelo raio de ISCO (𝑟𝐼 = 𝑅*). A outra metade é
armazenada na forma de energia cinética do BN.

Na direção vertical do disco não há fluxo de gases, de modo que, numa situação de
equilíbrio hidrostático, onde a pressão da radiação é equilibrada pela atração gravitacional,
deve-se ter (componente 𝑧 da equação de Euler):

1
𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 𝜕

𝜕𝑧

[︃
𝐺𝑀

(𝑅2 + 𝑧2)1/2

]︃
. (4.50)

Para um disco fino (𝑧 ≪ 𝐻), a eq. (4.50) se reduz à

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= −𝜌

𝐺𝑀𝑧

𝑅3 = −𝜌Ω2
𝑘𝑧. (4.51)

Considerando 𝑧 ∼ 𝐻,
𝜕𝑃

𝜕𝑧
∼ 𝑃

𝐻
. (4.52)

Sendo 𝑐2
𝑠 = 𝛾𝑃/𝜌, escreve-se a eq. (4.51) como

𝐻 ≃ 𝑐𝑠

(︂
𝑅

𝐺𝑀

)︂1/2
𝑅, (4.53)
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de modo que 𝑐𝑠 deve ser

𝑐𝑠 ≪
(︂

𝐺𝑀

𝑅

)︂1/2
, (4.54)

o que mostra que a velocidade angular local kepleriana (4.4) deve ser altamente supersô-
nica.

A componente radial da equação de Euler é

𝑣𝑅
𝜕𝑣𝑅

𝜕𝑅
−

𝑣2
𝜑

𝑅
+ 1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑅
+ 𝐺𝑀

𝑅

2
= 0. (4.55)

Na eq. (4.55) negligencia-se o termo da pressão ao compará-lo com o termo gravitacional,
pois 𝑃 ∼ 𝜌𝑐2

𝑠 e, então,
1
𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑅
∼ 1

𝑅
𝑐2

𝑠 ≪ 𝐺𝑀2

𝑅
. (4.56)

Usando as eqs. (4.37) e (4.42), a partir de (4.55) vem

𝑣𝑅 = − 3𝜈

2𝑅

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃−1

. (4.57)

Para qualquer valor da viscosidade, 𝑣𝑅 é altamente subsônico, sendo 𝑣𝑅 ∼ 𝜈/𝑅.
De acordo com a prescrição 𝛼 (eq. 4.32),

𝑣𝑅 ∼ 𝛼𝑐𝑠𝐻

𝑅
≪ 𝑐𝑠. (4.58)

Levando em consideração a relação (4.54), a partir da eq. (4.55) vem que

𝑣𝜑 ≃
(︂

𝐺𝑀

𝑅

)︂1/2
, (4.59)

o que mostra que a velocidade azimutal 𝑣𝜑 é altamente supersônica.
Definindo ℳ = 𝑣𝜑/𝑐𝑠 como o número de Mach, reescreve-se as eqs. (4.53) e

(4.58) como
𝐻 ∼ ℳ−1𝑅, (4.60)

𝑣𝑅 ∼ 𝛼ℳ−1𝑐𝑠. (4.61)

A pressão 𝑃 no disco é a soma da pressão do gás e da radiação

𝑃 = 𝜌𝑘𝑇𝑐

𝜇𝑚𝑝

+ 4𝜎𝑇 4
𝑐

3𝑐
, (4.62)

onde 𝜌 é a densidade volumétrica do gás, 𝜎 é a constante de Stephan-Boltzmann, 𝑇𝑐 é a
temperatura no centro do disco (𝑧 = 0), 𝑘 é a constante de Boltzmann, 𝑐 é a velocidade
da luz, 𝑚𝑝 é a massa do próton e 𝜇 é o peso molecular médio. Geralmente a pressão do
gás é maior que a da radiação, exceto nas bordas internas do disco onde a temperatura é
mais alta.



95

Sendo o disco fino, o fluxo de energia radiante através da superfície 𝑧 = constante
é dado por

𝐹 (𝑧) = −16𝜌𝑇 3

3𝜅𝑅𝜌

𝜕𝑇

𝜕𝑧
, (4.63)

onde 𝜅𝑅 é a opacidade de Rosseland. O disco é opticamente espesso de modo que o
coeficiente de opacidade (4.33) é 𝜏 ≫ 1. Se 𝜏 . 1 a radiação escapa diretamente do disco.

4.7.2 Conservação da Energia do Gás

Sendo 𝑄+ e 𝑄− as taxas de aquecimento e resfriamento por unidade de volume,
respectivamente, a conservação de energia do gás pode ser escrita como

𝑄adv = 𝑄+ − 𝑄−, (4.64)

onde 𝑄adv é a taxa de advecção radiativa, ou a energia térmica que permanece no gás.
No modelo padrão de disco de acreção fino o gás tem alta eficiência radiativa, de

modo que
𝑄+ ≃ 𝑄− ≫ 𝑄adv. (4.65)

Nesse caso, 𝑀̇ & 𝑀̇crit. A energia gerada por dissipação viscosa no escoamento é irradiada
localmente e a advecção de energia é desprezível. Dessa forma, o disco é geometricamente
fino e opticamente espesso. Os discos finos são as fontes de radiação mais eficientes do
universo. As temperaturas típicas do gás são da ordem de 103−5 K nos BNs supermassivos.

Existem também os discos que possuem baixa eficiência radiativa, nas quais a
maior parte da energia térmica produzida por dissipação viscosa não é irradiada, perma-
necendo no gás, de modo que

𝑄adv ≃ 𝑄+ ≫ 𝑄−, (4.66)

com 𝑀̇ . 𝑀̇crit. Nesse caso o gás é opticamente fino e tênue e não é capaz de irradiar de
forma eficiente. Sendo 𝐻 ∼ 𝑅, a velocidade 𝑣𝑅 é maior que no disco fino.

Sendo 𝑄+ a taxa volumétrica de produção de energia por dissipação viscosa,
tem-se que

𝑄+ = 𝜕𝐹

𝜕𝑧
. (4.67)

Integrando, vem
𝐹 (𝐻) − 𝐹 (0) =

∫︁ 𝐻

0
𝑄+(𝑧)𝑑𝑧, (4.68)

que é a taxa de dissipação total através da metade da estrutura vertical por unidade de
área frontal ou, de acordo com a eq. (4.44),

𝐷(𝑅) =
∫︁ 𝐻

0
𝑄+(𝑧)𝑑𝑧. (4.69)

A partir das eqs. (4.63) e (4.44),

𝐹 (𝑧) ∼
(︂4𝜎

3𝜏

)︂
𝑇 4(𝑧). (4.70)
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Se a temperatura central excede a temperatura da superfície, o suficiente para que 𝑇 4
𝑐 ≫

𝑇 4(𝐻), a partir de (4.68) e (4.69) vem que

𝐷(𝑅) =
(︂4𝜎

3𝜏

)︂
𝑇 4

𝑐 . (4.71)

4.7.3 Equações e Soluções do Modelo Padrão

As equações que descrevem um disco de acreção fino foram propostas inicialmente
por Shakura e Sunyaev, e Novikov e Thorne em 1973, para valores de 𝑀 e 𝑀̇ fixos
[62, 74, 86]. São as seguintes:

𝜌 = Σ
𝐻

. (4.72a)

𝐻 = 𝑐𝑠𝑅
3/2

(𝐺𝑀)1/2 . (4.72b)

𝑐𝑠 = 𝑃

𝜌
. (4.72c)

𝑃 = 𝜌𝑘𝑇𝑐

𝜇𝑚𝑝

+ 4𝜎𝑇 4
𝑐

3𝑐
. (4.72d)

4𝜎𝑇 4
𝑐

3𝜏
= 3𝐺𝑀𝑀̇

8𝜋𝑅3

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.72e)

𝜏 = Σ𝜅𝑅(𝜌, 𝑇𝑐). (4.72f)

𝜈Σ = 𝑀̇

3𝜋

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.72g)

𝜈 = 𝜈(𝜌, 𝑇𝑐, Σ, 𝛼). (4.72h)

Suas soluções são dadas em função dos seguintes parâmetros: 𝑓 4 = 1−(𝑅*/𝑅)1/2,
𝑅10 = (𝑅/1010) cm, 𝑚1 = 𝑀/𝑀⊙, 𝑀16 = 𝑀̇/1016 g/s, 𝜇 = 0,615 (valor mais adequado
para os gases cósmicos) e 𝑓 = [1 − (𝑅*/𝑅)1/2]1/4.

Σ =5,2𝛼−4/5𝑀̇
7/10
16 𝑚

1/4
1 𝑅

−3/4
10 𝑓 14/5 g/cm2.

𝐻 =1,7 × 108𝛼−1/10𝑀̇
3/20
16 𝑚

−3/8
1 𝑅

9/8
10 𝑓 3/5 cm.

𝜌 =3,1 × 10−8𝛼−7/10𝑀̇
11/20
16 𝑚

5/8
1 𝑅

−15/8
10 𝑓 14/5 g/cm3.

𝑇𝑐 =1,4 × 104𝛼−1/5𝑀̇
3/10
16 𝑚

1/4
1 𝑅

−3/4
10 𝑓 6/5 K. (4.73)

𝜏 =190𝛼−4/5𝑀̇
1/5
16 𝑓 4/5.

𝜈 =1,8 × 1014𝛼4/5𝑀̇
3/10
16 𝑚

−1/4
1 𝑅

3/4
10 𝑓 6/5 cm2/s.

𝑣𝑅 =2,7 × 104𝛼4/5𝑀̇
3/10
16 𝑚

−1/4
1 𝑅

−1/4
10 𝑓−14/5 cm/s.
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Ainda não se sabe ao certo como 𝛼 depende de 𝑀 , 𝑅 e 𝑀̇ , não sendo obtido das
equações (4.73). Apesar destas serem soluções exatas das eqs. (4.72), elas não refletem
rigorosamente a realidade, sendo apenas uma aproximação.

Combinando as eqs. (4.72c), (4.72d) e (4.72e) e omitindo a pressão no gás, vem
que

𝑐2
𝑠 = 3𝐺𝑀𝑀̇𝜏

8𝜋𝑅3𝜌𝑐

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.74)

Sendo que a opacidade deve-se ao espalhamento de elétrons, das eqs. (4.72a) e
(4.72f) vem

𝜏 = Σ𝜅𝑅 ≃ 𝜌𝐻𝜎𝑇

𝑚𝑝

. (4.75)

A partir de (4.75) e (4.72b) escreve-se a espessura do disco (4.74) como

𝐻 ≃ 3𝜎𝑀̇

8𝜋𝑚𝑝𝑐

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.76)

Sendo que a luminosidade de Eddington é dada por (1.20) e a luminosidade de
acreção

𝐿ac = 2𝜂𝐺𝑀𝑀̇

𝑅*
, (4.77)

e sendo 𝐿ac = 2𝐿disco, vem que a taxa crítica de acreção que fornecerá 𝐿Edd no disco é

𝑀̇crit = 𝐿Edd𝑅*

2𝜂𝐺𝑀
. (4.78)

Substituindo 𝐿Edd em (4.78):
𝑀̇crit = 2𝜋𝑚𝑝𝑐𝑅*

𝜂𝜎𝑇

. (4.79)

Relacionando (4.79) com (4.76):

𝐻 ≃ 3𝑅*𝑀̇

4𝜂𝑀̇crit

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃
. (4.80)

Pela análise da eq. (4.80) percebe-se que, quando 𝑀̇ → 𝑀̇crit, o formato do disco deixa
de ser fino perto do centro, tendendo para um formato esférico nas partes internas.

4.7.4 Escalas de Tempo

Anteriormente discutimos sobre discos finos e estáveis. Agora exploraremos rapi-
damente alguns aspectos de discos finos dependentes do tempo, bem como as escalas de
tempo relacionadas [63, 7].

A escala de tempo em que a matéria se difunde no disco através dos torques
viscosos é dada a partir de (4.28)

𝑡visc ∼ 𝑅

𝑣𝑅

. (4.81)
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A escala de tempo dinâmica é definida como

𝑡𝜑 ∼ 𝑅

𝑣𝜑

, (4.82)

que é o tempo no qual a força de pressão se ajusta às forças gravitacionais e centrífugas
(tempo para o disco atingir o equilíbrio). O tempo dinâmico está relacionado com o
período orbital 𝑇 como

𝑡𝜑 = Ω−1
𝑘 = 𝑇

2𝜋
. (4.83)

A comparação entre essas duas últimas escalas de tempo resulta em

𝑡visc

𝑡𝜑

∼ 𝑣𝜑

𝑣𝑅

≫ 1. (4.84)

Através de alguns dados numéricos constata-se que a escala de tempo viscoso é muito
grande, na ordem de 1017 anos para um BN supermassivo. Isso mostra que a viscosidade
devido às colisões não é eficiente como principal fonte de movimentos turbulentos. A
turbulência no gás é possivelmente causada pela presença de campos magnéticos que
agem no anéis do disco.

Desvios do equilíbrio hidrostático na direção vertical 𝑧 são ajustados na escala de
tempo

𝑡𝑧 = 𝐻

𝑐𝑠

. (4.85)

De acordo com a relação (4.60) tem-se que

𝑡𝑧 ∼ 𝑅

ℳ𝑐𝑠

= 𝑅

𝑣𝜑

. (4.86)

A partir de (4.82) vem que
𝑡𝑧 ∼ 𝑡𝜑. (4.87)

Consideremos, agora, a escala de tempo térmica, 𝑡term, que fornece o tempo para
o reajuste do equilíbrio térmico, ou seja, o tempo no qual a taxa de dissipação é alterada.
Ela é definida como a quantidade de calor (energia térmica) por unidade de área do disco
dividido pela taxa de dissipação por unidade de área do disco

𝑡term = calor/área
taxa dissipada/área . (4.88)

Seja a quantidade de calor por unidade de massa dada pela eq. (3.21)

𝑄

𝑚
= 3

2
𝑘𝑇

𝜇𝑚𝑝

. (4.89)

Sendo Σ a densidade de área, tem-se que a quantidade de calor por unidade de área é

𝑄

𝐴
= 3

2
Σ𝑘𝑇

𝜇𝑚𝑝

. (4.90)
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Utilizando a relação (3.17) e sendo 𝑐2
𝑠 = 𝑃/𝛾, constata-se que

𝑄

𝐴
∼ Σ𝑐2

𝑠, (4.91)

onde 𝑐𝑠 é a velocidade do som.
A taxa de calor dissipada por unidade de área do disco é 𝐷(𝑅) dada por (4.11).

Dessa forma pode-se expressar a eq. (4.88) como

𝑡term ∼ Σ𝑐2
𝑠

𝜈Σ(𝑅Ω′)2/2 , (4.92)

onde Ω′ é expresso pela eq. (4.12). Pode-se escrever (4.88) como

𝑡term ∼ 𝑅2𝑐2
𝑠

𝑣2
𝜑𝜈

. (4.93)

Sendo ℳ = 𝑣𝜑/𝑐𝑠 e utilizando a relação (4.26),

𝑡term ∼ ℳ−2𝑡visc. (4.94)

A partir da relação (4.26) e utilizando (4.32), (4.60) e (4.82),

𝑡visc ∼ 𝛼−1ℳ2𝑡𝜑. (4.95)

Comparando 𝑡𝜑, 𝑡𝑧, 𝑡term e 𝑡visc, tem-se que

𝑡𝜑 ∼ 𝑡𝑧 ∼ 𝛼𝑡term ∼ 𝛼
(︂

𝐻

𝑅

)︂2
𝑡visc. (4.96)

Assumindo que 𝛼 . 1,
𝑡𝜑 ∼ 𝑡𝑧 . 𝑡term ≪ 𝑡visc. (4.97)

Numericamente estes tempos são obtidos a partir das equações de Shakura-Sunyaev, sendo
que 𝑡𝜑 e 𝑡𝑧 são da ordem de minutos e 𝑡visc da ordem de semanas [63].

4.8 Espectro

No processo de acreção a energia gravitacional é transformada em calor e irradiada
na superfície do disco na forma de radiação eletromagnética. O disco comporta-se como
um corpo negro que irradia com uma temperatura efetiva dada por [74, 44]

𝐷(𝑟) = 𝜎𝑇 4(𝑅). (4.98)

Sendo 𝐷(𝑟) dado pela eq. (4.44), pode-se expressar a temperatura como

𝑇 (𝑅) =
[︃

3𝐺𝑀𝑀̇

8𝜋𝑅3𝜎

[︃
1 −

(︂
𝑅*

𝑅

)︂1/2]︃]︃1/4

, (4.99)
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A estrutura e o espectro da radiação emitida pelo disco dependem principalmente
da taxa de acreção de matéria. Se 𝑀̇ = (0,1−3)×10−8 𝑀⊙/ano, são gerados raios X com
energia ∼ 1 − 10 keV e 𝐿 ∼ 1037−38 erg/s. Se o fluxo de matéria diminuir, a temperatura
efetiva da radiação e a luminosidade cairão. Se 𝑀̇ = 10−12 𝑀⊙/ano, 𝐿 ∼ 1034 erg/s, e são
gerados raios ultravioleta e visíveis com energia ∼ 101−4 eV. Quando 𝑀̇ > 10−9 𝑀⊙/ano,
a luminosidade óptica do disco excederá o valor solar.

A luminosidade no visível é produzida principalmente pela reirradiação dos fótons
de raios X e de ultravioleta que são oriundos das regiões internas de alta temperatura para
as regiões externas. Emissão em raios X é proeminente na parte mais quente e mais interna
do disco, enquanto que a emissão no ultravioleta e óptico domina nas partes mais externas
e frias.

4.9 Estimativas de Luminosidades de Acreção

Nesta seção faremos algumas estimativas das luminosidades produzidas em discos
de acreção, com base nas referências [87, 72, 60, 74, 91].

A eficiência com a qual o gás irradia é influenciada pela geometria e pela dinâmica
do disco de acreção. Já foi mostrado anteriormente que o rendimento máximo da acreção
é de 0,057 num BN com 𝑎 = 0 (BN de Schwarzschild) e 0,42 num BN com 𝑎 = 𝑚 (BN de
Kerr extremo). A eficiência de acreção num BN de Schwarzschild geralmente é bem baixa,
podendo ser um pouco maior quando o gás for um plasma magnetizado. As estrelas de
nêutrons são um pouco mais eficientes que os BNs de Schwarzschild ao acretar material,
pois elas possuem uma superfície dura e toda a energia potencial pode ser convertida
em radiação, e não apenas a energia de ligação orbital. Uma estrela de nêutrons com
𝑀 = 1 𝑀⊙ e 𝑟𝑆 = 10 km, por exemplo, possui um rendimento máximo de 0,19.

Em 1974 Kip Thorme mostrou que a rotação máxima para um BN era de 𝑎 =
0,998𝑚, devido à aborção de fótons quentes do disco, que produz uma espécie de contra-
torque2. Descontando a captura de radiação do BN constata-se que esse limite corresponde
à eficiência máxima de cerca de 30% na conversão de massa em radiação [92, 93].

Num BN de Kerr, o raio do seu horizonte de eventos (𝑟𝐻), que define o tamanho
do BN, fica compreendido no intervalo

𝐺𝑀

𝑐2 ≤ 𝑟𝐻 ≤ 2𝐺𝑀

𝑐2 , (4.100)

dependendo do seu momento angular. O raio da órbita circular estável mais interna (raio
de ISCO - 𝑟𝐼) localiza-se em

𝐺𝑀

𝑐2 ≤ 𝑟𝐼 ≤ 6𝐺𝑀

𝑐2 . (4.101)

Na região do equador a ergosfera (raio 𝑟𝑆+) fica localizada entre o horizonte de eventos e
2Esse valor não é consenso entre os cientistas, e alguns apontam que o limite pode ser maior.
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𝑟𝑆 = 2𝐺𝑀/𝑐2:
𝑟𝐻 ≤ 𝑟𝑆+ ≤ 2𝐺𝑀

𝑐2 . (4.102)

Isso significa que, para um BN com rotações elevadas a parte interna do disco de acreção,
limitado por 𝑟𝐼 , fica no interior da ergosfera.

Considere um BN de Schwarzschild. Sendo 𝑅* = 𝑟𝐼 = 6𝐺𝑀/𝑐2, a partir da eq.
(4.47) vem que

𝐿disco = 1
12𝑀̇𝑐2 ≃ 0,083𝑀̇𝑐2. (4.103)

Percebe-se que o rendimento newtoniano (0,083) é um pouco maior que o valor máximo
relativístico (0,057) calculado no capítulo 2.

Suponha um BN Schwarzschild de massa estelar: 𝑀 = 5 𝑀⊙. Considerando
𝑅* = 𝑟𝐼 = 6𝐺𝑀/𝑐2 e 𝜂 = 0,05, a partir da eq. (4.79) tem-se que a taxa máxima com a
qual ele pode acretar é

𝑀̇crit ∼ 1017 kg/s ∼ 10−6 𝑀⊙/ano. (4.104)

Com isso, obtém-se que a luminosidade máxima de acreção é

𝐿ac ∼ 1038 erg/s. (4.105)

Seja um BN de Kerr com 𝑀 = 20 𝑀⊙, de baixa rotação. Considerando 𝑅* =
𝑟𝐼 = 5𝐺𝑀/𝑐2 e 𝜂 = 0,1, a taxa de acreção crítica é

𝑀̇crit ∼ 1016 kg/s ∼ 10−7 𝑀⊙/ano, (4.106)

o que leva a uma luminosidade de acreção máxima também de

𝐿ac ∼ 1038 erg/s. (4.107)

Suponha, agora, um BN de Kerr de massa estelar 𝑀 = 25 𝑀⊙, com rotação
extrema. Considerando 𝑅* = 𝑟𝐼 = 𝐺𝑀/𝑐2 e 𝜂 = 0,3, a taxa de acreção crítica é

𝑀̇crit ∼ 1014 kg/s ∼ 10−8 𝑀⊙/ano. (4.108)

A luminosidade de acreção máxima é

𝐿ac ∼ 1037 erg/s. (4.109)

No capítulo 5 serão estimadas as luminosidades de acreção em BNs supermassivos,
comparando os valores obtidos com dados observacionais.
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Capítulo 5

Núcleos Ativos de Galáxias e Jatos

Neste capítulo serão abordados alguns fenômenos relacionados aos discos de acre-
ção, em especial os núcleos galácticos ativos e a formação de jatos.

5.1 Núcleos Galácticos Ativos

Os Núcleos Ativos de Galáxias ou Núcleos Galácticos Ativos, AGN do inglês Ac-
tive Galactic Nuclei, são núcleos de galáxias que emitem imensas quantidades de energia,
que não pode ser explicada como sendo gerada unicamente nas estrelas presentes. Mas
qual a origem dessa enorme quantidade de energia? Atualmente acredita-se que a energia
emitida por um AGN é gerada a partir da transformação da energia potencial gravita-
cional em radiação, da matéria que é acretada em um buraco negro (BN) supermassivo
através de um disco de acreção. As galáxias que possuem esses núcleos são chamadas de
galáxias ativas [94, 2].

Os primeiros AGNs ativos foram descobertos ainda em 1943 por Carl Seyfert em
galáxias espirais com núcleos luminosos pequenos. Esses núcleos são caracterizados por
um contínuo não estelar e linhas de emissão altamente ionizadas [63, 2].

Os AGNs ficam ativos durante um curto tempo, quando comparado ao tempo de
vida da galáxia. Um AGN que libera 1054 erg de energia, por exemplo, consome 5×106 𝑀⊙

em 107 anos, o que equivale a 0,05 𝑀⊙/ano [95].
As galáxias ativas compreendem cerca de 10% de todas as galáxias, e incluem

as galáxias Seyfert, as radiogaláxias, os objetos BL Lacertae, os LINERS e os quasares
[2]. Neste capítulo será mais comentado sobre os quasares e as radiogaláxias. Apesar de
possuírem características diferentes, sendo divididas em grupos, possivelmente todos os
tipos de galáxias ativas são a consequência do fenômeno da acreção num BN supermassivo
presente no seu centro.
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5.1.1 Quasares

Os quasares são exemplos de AGNs de alta luminosidade. Quasar é a abreviação
de quasi-stellar object ou objeto quase estelar, e corresponde a um AGN de tamanho
maior que uma estrela mas menor que uma galáxia. Inicialmente os quasares referiam-se a
objetos estelares que emitiam intensamente ondas de rádio, mas posteriormente observou-
se que eles emitem radiação em todo o espectro eletromagnético. Além disso, constatou-se
que a maioria dos quasares não emitem ou são fracos emissores de rádio, sendo que apenas
10% deles são fortes emissores [95, 94, 2].

O primeiro quasar foi descoberto em 1963 por Maarten Schmidt. Através da aná-
lise espectral da radiação emitida, cujas raias eram bastante deslocadas para o vermelho,
pode-se estimar as distâncias das fontes, bem como as luminosidades por elas emitidas.
O resultado apontava para uma luminosidade equivalente a centenas de galáxias, não po-
dendo ser oriundo das reações de fusão nuclear estelares. A explosão de uma supernova
até poderia gerar essa luminosidade, mas não de maneira contínua por longos períodos de
tempo [96, 63].

As luminosidades típicas dos quasares são cerca de 100 vezes maiores do que as
galáxias mais luminosas [94]. Eles possuem dimensões menores que 1 pc (parsec1), o que
corresponde a um volume 1012 vezes menor que o volume de uma galáxia normal. Os
quasares ativos liberam cerca de 1060−61 erg de energia em 108 anos. Por comparação, o
Sol liberará 1051 erg em 1010 anos [95].

Os primeiros trabalhos a proporem que a energia dos quasares era oriunda do
processo de acreção em BNs supermassivos localizados no centro de galáxias, foram de-
senvolvidos a partir de 1964, por Edwin Salpeter [97], Yakov B. Zel’dovich e I. D. Novikov
[98], e por D. Lynden-Bell [99]. Pode-se dizer que as evidências da existência dos BNs
supermassivos, com 𝑀 = 106−10 𝑀⊙, ocorreu através da descoberta dos quasares.

Os BNs supermassivos são observados no centro da maioria das galáxias, e possi-
velmente estão presentes em todas. A galáxia que o contém torna-se ativa quando existe
material (gás e estrelas) ao seu redor para ser acretado. Isso pode ocorrer em certos in-
tervalos de tempo da sua existência. Quando o alimento acaba, os núcleos se apagam e a
galáxia torna-se normal (inativa) [100, 65].

Os quasares possuem um fluxo energético variável no tempo em diferentes com-
primentos de onda, com luminosidades superiores a 1046 erg/s e fótons com energias que
vão de 1 𝜇eV até 1 GeV. A produção de energia em um quasar depende da massa do
BN, da taxa de acreção e da eficiência energética. Uma luminosidade entre 1046−47 erg/s
requer um BN com 𝑀 = 109 𝑀⊙ acretando algumas poucas massas solares por ano [101].

A matéria acumulada pelo BN supermassivo do quasar geralmente está disponível
numa distância ∼ pc da galáxia hospedeira [7]. A quantidade total de matéria acumulada
durante a vida útil do quasar é semelhante à do BN. A massa 𝑀 de um quasar, que
basicamente corresponde à massa do BN central, pode ser estimada a partir da dissipação

11 pc = 3,26 anos-luz = 3,086 × 1016 m.
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energética total do quasar durante toda a sua vida, a qual é dada por

𝑀 = 𝐿Δ𝑡

𝜂𝑐2 , (5.1)

onde 𝜂 é a eficiência da conversão da matéria em energia e 𝑐 é a velocidade da luz. Se a
fonte tem uma luminosidade 𝐿 que irradiou durante um tempo Δ𝑡, então uma quantidade
de massa 𝑀 se acumulou em algum local. Considerando 𝜂 ∼ 0,1, 𝐿 ∼ 1047 erg/s e Δ𝑡 ∼
107 anos-luz, encontra-se 𝑀 ∼ 108 𝑀⊙ [63]. Acretando matéria na taxa de acreção de
Eddington, os BNs crescem exponencialmente dobrando sua massa a cada 107 anos. Para
atingir uma massa de 109 𝑀⊙, um BN deve acretar matéria no mínimo por 1 × 109 anos
[73].

Os valores do tempo Δ𝑡 são obtidos a partir dos lóbulos de radiogaláxias. Sendo
𝐷 a distância entre os lóbulos, tem-se que Δ𝑡 > 𝐷/𝑐. A radiogaláxia Cygnus A, por
exemplo, possui uma separação entre os lóbulos de 80 kpc, donde vem Δ𝑡 ∼ 4 × 107 anos
e 𝑀 ∼ 108 𝑀⊙ [63].

Grandes variações na radiação emitida por um quasar não podem ocorrer num
tempo menor que a passagem de luz pelo disco de acreção: 𝑡 ≥ 𝑅/𝑐. Sendo 𝑅 = 𝑅𝑆 =
2𝐺𝑀/𝑐2, tem-se que [63]

𝑡 ≥ 2𝐺𝑀

𝑐3 ≃ 1 × 10−5
(︃

𝑀

𝑀⊙

)︃
s. (5.2)

5.1.2 Energia e Eficiência na Acreção

Os AGNs apresentam 𝐿 ∼ 1038−48 erg/s, irradiada de um volume cerca de ∼ 1030

vezes menor que o da galáxia que os abriga. Os valores de 𝐿 são até ∼ 104 vezes maior
que a luminosidade de uma galáxia típica [60].

A produção de energia num AGN depende principalmente da taxa de matéria
acretada e da eficiência no processo. Quasares de alta luminosidade com 𝐿 ∼ 1046−47 erg/s,
por exemplo, requerem um BN com 𝑀 ∼ 109 𝑀⊙ e taxas de acreção de 𝑀̇ ∼ (1 −
100) 𝑀⊙/ano [7, 63].

A eficiência radiativa 𝜂 de um AGN é estimada a partir da massa total acretada
e a radiação emitida por unidade de volume no universo integrado ao longo do tempo.
Ela é determinada por

𝜂 = 𝐿

𝑀̇𝑐2
, (5.3)

onde 𝐿 é a luminosidade emitida, 𝑀̇ a taxa de acreção e 𝑐 a velocidade da luz no vácuo.
De maneira geral, a eficiência é maior nos quasares mais ativos do que nos menos ativos.
Nos quasares com BNs que giram rapidamente, a eficiência é de no mínimo ∼ 0,15 e nos
que giram lentamente é de ∼ 0,06 [102].

Há uma incerteza na determinação da eficiência de acreção, e isso deve-se, princi-
palmente, à imprecisão na taxa de acreção, bem como no conhecimento da massa do BN
central. Mesmo assim, o valor de 𝜂 é relevante, o que evita a necessidade de altas taxas
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de acreção. Porém, ainda existe o problema da origem do material a ser acretado, o qual
deve também ter uma viscosidade mínima para poder migrar para o BN [63].

Considere uma região com um raio ∼ 10 pc no centro de uma galáxia. Supondo
um número de 109 estrelas nessa região, numa situação normal de evolução todas elas
liberam em média ∼ 10−2 𝑀⊙/ano. A perda de massa do Sol, por exemplo, é de 10−2 𝑀⊙

ao longo de sua vida, sendo 10−14 𝑀⊙/ano. Estrelas massivas com 𝑀 > 20 𝑀⊙ podem
perder de 10−7 a 10−5 𝑀⊙/ano durante apenas um período de suas vidas [103, 63].

Algumas possíveis peculiaridades envolvidas no processo podem aumentar a taxa
de captura de gás pelo BN, como órbitas de estrelas que passassem próximas de BN e
fossem desintegradas (rasgadas) pela força de maré, liberando massa mais rapidamente.
Porém, à medida que a massa do BN aumenta (acima de ∼ 108 𝑀⊙), as forças de maré
não conseguem mais despedaçar a estrela [63].

Alguns modelos mostram que o disco de acreção não pode fornecer constante-
mente o combustível necessário, uma vez que levaria muito tempo para ser acretado. O
gás presente no meio interestelar, fora do núcleo galáctico, levaria muito tempo para fluir
para a região interna e alimentar o disco de acreção. Isso talvez pudesse ocorrer se existis-
sem campos magnéticos de grandes escalas que atuassem sobre o gás e otimizassem o seu
transporte. Além disso, discos de acreção finos tendem a ser gravitacionalmente instáveis
em grandes raios e tendem a se despedaçar [63].

A seguir serão estimadas as taxas de acreção e as energias liberadas em BNs
supermassivos. Considere um BN com 𝑀 = 1 × 106 𝑀⊙, girando lentamente. Supondo
que o raio da órbita interna do disco 𝑅* é 𝑟𝐼 = 5𝐺𝑀/𝑐2 e 𝜂 = 0,15, a taxa de acreção
crítica é dada a partir da eq. (4.79):

𝑀̇crit ≃ 2,3 × 1021 kg/s ≃ 3,7 × 10−2 𝑀⊙/ano, (5.4)

de modo que o disco pode produzir uma luminosidade máxima de

𝐿ac ≃ 1041 erg/s. (5.5)

Suponha, agora, um BN com 𝑀 = 6 × 1010 𝑀⊙, semelhante aos maiores já de-
tectados. Considerando que 𝑅* = 𝑟𝐼 = 5𝐺𝑀/𝑐2 e 𝜂 = 0,15, a taxa de acreção crítica é

𝑀̇crit ≃ 1,4 × 1026 kg/s ≃ 2,2 × 103 𝑀⊙/ano. (5.6)

A luminosidade máxima que pode ser produzida pelo disco é

𝐿ac ≃ 1049 erg/s. (5.7)

A primeira imagem direta da sombra de um BN foi obtida do M87*, um BN
supermassivo com massa estimada em 6,5 × 109 𝑀⊙ e parâmetro de rotação 𝑎 ≃ 0,94,
localizado no centro da galáxia Messier 87. O disco de acreção tem um diâmetro máximo
de 0,39 anos-luz e o raio do seu horizonte de eventos é 0,0019 anos-luz. A luminosidade
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observada do núcleo da galáxia é ∼ 1040 erg/s e a potência dos seus jatos situa-se entre
1042 e 1043 erg/s. A taxa de acreção é ∼ 0,1 𝑀⊙/ano e adota-se uma eficiência radiativa2

de 0,1 [104, 49, 57]. Considerando 𝜂 = 0,1, 𝑅* = 𝑟𝐼 = 2𝐺𝑀/𝑐2 e 𝑀 = 6,5 × 109 𝑀⊙,
tem-se que a taxa máxima com a qual ele pode acretar é

𝑀̇crit ≃ 9,0 × 1024 kg/s ≃ 143 𝑀⊙/ano. (5.8)

A luminosidade correspondente a essa taxa de acreção é

𝐿ac ≃ 8 × 1047 erg/s, (5.9)

que é um valor bem superior ao observado. Sendo o valor observado 𝐿 ∼ 1040 erg/s, então
a taxa de acreção pode ser menor, da ordem de

𝑀̇ ≃ 1,1 × 1017 kg/s ≃ 1,8 × 10−6 𝑀⊙/ano. (5.10)

Segundo os últimos estudos a taxa de acreção é um pouco maior que este último valor,
ficando em, (3 − 20) × 10−4 𝑀⊙/ano. Essa diferença de massa acretada está relacionada
à energia dos jatos produzidos [58].

5.1.3 Surtos de Raios Gama

Entre os fenômenos de extrema energia fazem parte os surtos ou explosões de raios
gama (GRBs de Gamma Ray Bursts), que são as explosões mais luminosas do universo,
onde há liberação de energia da ordem de 1053 erg/s na forma de raios gama, durante
algumas dezenas de segundos. Após os raios gama são emitidos também raios X, radiação
visível e ondas de rádio. Os GRBs foram descobertos em 1967 por satélites militares norte-
americanos que tinham como objetivo detectar radiação X e gama oriundas de possíveis
explosões nucleares realizadas pela URSS (União das Repúblicas Socialistas Soviéticas).
Os GRBs ocorriam de forma aleatória no espaço e no tempo, indicando que eram de
origem extragaláctica [7, 2, 3].

A duração dos GRBs é de 0,1 a 1000 s, e a radiação emitida possui energia entre
0,1 e 100 MeV, com fluxo entre 0,01 e 100 fótons/cm2.s. Alguns GRBs emitem, em 10 s,
a mesma quantidade de energia que o Sol emitirá ao longo de 10 bilhões de anos em que
ficará na sequência principal [7].

Os modelos atuais mais aceitos quanto à origem dos GRBs consistem: no processo
de formação de um BN de massa estelar, onde os raios gama seriam oriundos do disco de
acreção em alta rotação; na colisão entre BNs, entre um BN e uma estrela de nêutrons
ou entre duas estrelas de nêutrons; na explosão de estrelas massivas [9, 3]. Porém, há
necessidade de melhor compreender os mecanismos que desencadeiam a sua produção.

2Rejeitou-se modelos com rendimento superior a 0,2 [53].
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5.2 Jatos

Em muitos AGNs são também produzidos jatos de partículas, cujos comprimentos
são ∼ kpc ou ∼ Mpc. Acredita-se que os mesmos são formados pela torção das linhas
de campo magnético no disco de acreção, que colima o fluxo de partículas de plasma ao
longo do eixo de rotação.

Os jatos de partículas são observados em vários sistemas astrofísicos, como nos
AGNs e em sistemas binários formados por estrelas de nêutrons e BNs. Eles carregam
momento, massa, energia e campo magnético para longe de sua origem. Os jatos de
BNs em binários de raios X são os chamados jatos de microquasar, se estendendo a uma
distância ∼ 1 pc [105].

5.2.1 Formação

À medida que espirala na direção do horizonte de eventos do BN, o plasma é
comprimido num volume menor no disco de acreção, o que aumenta a sua pressão. Isso
faz com que o plasma se expanda, criando uma região em forma de um toroide. Quando
o plasma se movimenta em direção ao BN, sua temperatura aumenta para milhões de
graus, elevando ainda mais a pressão e fazendo com que sejam produzidos dois jatos que
são expelidos para fora do plano do disco [2, 63].

Um esquema das regiões internas ao redor de um BN supermassivo num AGN
está presentado na fig. (5.1). Grandes quantidades de energia são liberadas no disco de
acreção e parte dela é injetada na coroa onde, por meio da ação das linhas de campos
magnéticos, superaquece as partículas. A corona produz intensa radiação X e pode formar
jatos de partículas, que são oriundos da região central do disco.

Figura 5.1: Esquema de um disco de acreção ao redor do BN supermassivo em um AGN com
a formação de um jato de partículas [90].
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O campo magnético do disco cria um campo elétrico perpendicular a ele. As
linhas do campo magnético giram com o disco e o plasma é acelerado ao longo das linhas
acima do disco. As linhas do campo magnético enrolam-se em torno do eixo de rotação,
criando um canal estreito por onde o plasma passa, formando um feixe colimado. Esses
jatos estendem-se no espaço por até milhares de anos-luz [2, 63, 95].

Análises observacionais apontam que os jatos são formados dominantemente por
um plasma de elétrons e pósitrons, apesar de não ser descartado que sejam formados
por elétrons e prótons. Tais partículas são aceleradas, pelos campos elétricos, na direção
perpendicular ao disco, podendo alcançar velocidades relativísticas [106, 95].

Ao espiralarem ao redor das linhas do campo magnético criado pelo próprio jato,
as partículas aceleradas emitem radiação síncrotron. O espectro da radiação emitida não
é térmico (radiação de corpo negro), pois as partículas que produzem a radiação não se
encontram em equilíbrio térmico com a vizinhança [63].

5.2.2 Características do Plasma

Para estudar alguns fenômenos envolvidos nos processo de acreção é necessário
descrever a matéria como um plasma, e não apenas como um gás. A maior parte da
matéria do universo é formada por plasma. O gás interestelar é constituído em sua
maioria por hidrogênio neutro, porém, próximo às estrelas e BNs com disco de acreção,
o hidrogênio é ionizado pela radiação emitida, formando um plasma. A seguir serão
descritas brevemente as principais características do plasma, baseado em [63, 107, 108].

Um plasma é formado por uma mistura de um gás de elétrons e um gás de íons,
cujas partículas possuem massas 𝑚𝑒 e 𝑚𝑖, respectivamente. Os elétrons e íons interagem
eletromagneticamente e a intensidade da força é proporcional a 1/𝑟2, sendo 𝑟 é a distância
entre eles.

O plasma é um bom condutor de eletricidade e de calor e seu estudo é mais
complexo do que de um gás monoatômico. Isso deve-se a vários fatores, entre os quais
a diferença significativa de massa entre os constituintes e ao fato que eles podem ter
diferentes temperaturas. Além disso, as forças elétricas são de maior alcance, em relação
às partículas colidindo num gás e, sendo formado por partículas carregadas eletricamente,
o plasma também gera campos elétricos e magnéticos e sofre forças eletromagnéticas.

A dinâmica das partículas num plasma é governada pelos campos internos, devido
ao movimento das partículas, e pela aplicação dos campos externos. A teoria cinética uti-
liza aproximações estatísticas para equacionar a distribuição de cada espécie de partículas
que forma o plasma. O modelo magnetohidrodinâmico (MHD) considera o plasma como
um fluído condutor onde a identificação de cada partícula é desprezível, sendo estudado
como um todo a partir das equações da MHD, que inclui as propriedades hidrodinâmicas
e eletromagnéticas.

Um plasma é um gás ionizado que tem um número grande o suficiente de par-
tículas carregadas para blindar eletrostaticamente a si mesmo, numa pequena distância
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comparada com outros comprimentos de interesse físico. Ele tende a manter a mesma
densidade de íons e elétrons, e um pequeno desequilíbrio de cargas elétricas produz forças
que tendem a restaurar a neutralidade. Mesmo um gás em que somente 1% das partículas
estejam ionizadas, pode apresentar as características de um plasma.

Todos os plasmas estão sujeitos a pequenas perturbações, de natureza térmica
e/ou eletromagnética de modo a oscilar numa frequência fundamental chamada frequência
de plasma. Para calcular essas frequências considera-se um plasma uniforme com um
pequeno excesso de elétrons em algumas regiões pequenas.

Os íons tem uma carga média 𝑍𝑒 que é ≃ 𝑒 pois 𝑍 geralmente é pequeno. Sejam
as densidades do número de íons e elétrons

𝑁𝑖 ≃ 𝑁0 𝑁𝑒 = 𝑁0 + 𝑁1(v, 𝑡) (5.11)

com 𝑁1 ≪ 𝑁0 e 𝑁1 = 0 fora da pequena região. O excesso de carga 𝑁1 origina um campo
elétrico E tal que

∇ · E = − 1
𝜀0

𝑁1𝑒. (5.12)

Este campo elétrico movimenta as partículas do plasma e, sendo 𝑚𝑖 ≫ 𝑚𝑒, os elétrons
movem-se muito mais rapidamente que os íons. Os elétrons movem-se como um fluído
com velocidade v𝑒(r, 𝑡), sendo que |v𝑒|∝ 𝑁𝑒. A equação de Euler (3.16) para o movimento
dos elétrons é

𝑚𝑒
𝜕v𝑒

𝜕𝑡
= −𝑒E. (5.13)

O termo (v𝑒 · ∇)v𝑒 foi omitido porque 𝑁1 é pequeno. A densidade de força é −𝑁𝑒E e a
densidade de massa 𝑁𝑒𝑚𝑒.

A conservação da carga transportada pelos elétrons exige que

𝜕𝑁𝑒

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝑁𝑒v𝑒) = 0. (5.14)

A partir da eq.(5.11) tem-se
𝜕𝑁1

𝜕𝑡
+ 𝑁0∇ · v𝑒 = 0, (5.15)

pois 𝜕𝑁0/𝜕𝑡 = 0 e ∇ · (𝑁1v𝑒) é desprezível.
Tomando o divergente da eq. (5.13) e a derivada temporal da eq. (5.15):

𝜕

𝜕𝑡
(∇ · v𝑒) = 𝑒

𝑚𝑒

∇ · E, (5.16)

1
𝑁0

𝜕2𝑁1

𝜕𝑡2 + 𝜕

𝜕𝑡
(∇ · v𝑒) = 0. (5.17)

Subtraindo a eq. (5.16) da eq.(eq4.2plasma) e considerando (5.12), vem que

𝜕2𝑁1

𝜕𝑡2 − 𝑁0𝑒
2

𝑚𝑒𝜀0
𝑁1 = 0, (5.18)
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de modo que o desequilíbrio de carga 𝑁1 oscila com uma frequência

𝜔𝑝 =
(︃

𝑁0𝑒
2

𝜀0𝑚𝑒

)︃1/2

, (5.19)

cujo valor numérico é 𝜔𝑝 = 5,7 × 104𝑁
1/2
0 rad/s ou 𝜈𝑝 = 9,0 × 103 𝑁

1/2
0 Hz. Um plasma que

possui 𝜈𝑝 é opaco à radiação eletromagnética de frequência 𝜈 < 𝜈𝑝 ou 𝜔 < 𝜔𝑝.
O campo elétrico gerado pelo desequilíbrio de carga é limitado pelo efeito do fluxo

de elétrons a um alcance denominado comprimento de Debye

𝜆𝐷 ≃
(︃

𝜀0𝑘𝑇𝑒

𝑁0𝑒2

)︃1/2

, (5.20)

cujo valor numérico é cerca de 𝜆𝐷 ≃ 7(𝑇𝑒/𝑁0)1/2 cm. O comprimento de Debye é a distân-
cia na qual o plasma tende a blindar os campos elétricos e fornece a escala de comprimento
de alcance para as interações elétricas no meio. Um gás ionizado será considerado plasma
se 𝜆𝐷 for pequeno comparado com outras dimensões físicas de interesse.

É conveniente definir a esfera de Debye como uma esfera dentro do plasma com
raio igual a 𝜆𝐷. Cada carga no plasma interage coletivamente apenas com as cargas que
se encontram dentro de sua esfera de Debye. O efeito da blindagem é o resultado do
comportamento coletivo das partículas dentro de uma esfera de Debye. Entre os critérios
para a definição do plasma, o número de partículas envolvidas na oscilação deve ser grande
e suas grandezas não devem variar em comprimentos 𝐿 menores que 𝜆𝐷. Para isso,

𝐿 ≫ 𝜆𝐷, 𝑁𝑒𝜆
3
𝐷 ≫ 1. (5.21)

As interações elétricas (colisões) entre as partículas do plasma envolvem a acele-
ração de partículas, e a consequente emissão de radiação eletromagnética. No entanto, a
perda de energia nas colisões é baixa, de modo que pode-se considerar as colisões como
elásticas.

As partículas constituintes do plasma estão em constante movimento térmico
e, através de processos de transporte, tendem a equilibrar o momento e a energia. O
momento associado a um fluxo de plasma está localizado quase que totalmente nos íons,
por causa da sua maior massa. Outro tipo de transporte existente é a condução térmica.
A quantidade de energia térmica presente nos íons e nos elétrons é a mesma, mas estes
últimos movem-se mais rápidos e dominam o transporte.

5.2.3 Campos Magnéticos

Os campos magnéticos são importantes e promissores para a produção de jatos
porque são abundantes nos plasmas astrofísicos. Geralmente os astros presentes nos pro-
cessos de acreção apresentam campos magnéticos intensos, e estes, ao interagirem com o
plasma, produzem uma série de efeitos. A presença de correntes elétricas num plasma em
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movimento altera o campo magnético, enquanto o campo eletromagnético atua sobre as
cargas para produzir correntes.

Nos últimos anos houve um retorno do interesse em estudar campos magnéticos
próximos aos BNs, principalmente pela sua relação com a produção e o acionamento
dos jatos. Atualmente é quase um consenso que a matéria é impulsionada no disco de
acreção pela turbulência magnetohidrodinâmica e pela instabilidade magnetorotacional.
[7, 63, 109]. Até porque nem todos os discos de acreção em BN emitem jatos. Por isso,
acredita-se que a existência deles deve-se à presença de um alto fluxo magnético no disco,
que obstrui parcialmente a queda do plasma no horizonte de eventos e desencadeia a
formação dos jatos [110].

Modelos sugerem que os discos geometricamente espessos sejam ideais para su-
portar intensos campos magnéticos e produzir os jatos relativísticos. Porém, a forma
como eles interagem com o campo gravitacional do BN e geram os fluxos colimados de
partículas, é algo que deve ser melhor compreendido [44].

O campo magnético B é governado pelas equações de Maxwell

∇ · B = 0, (5.22)

∇ × B = 𝜇0J, (5.23)

onde 𝜇0 é a constante de permeabilidade magnética. Na eq. (5.23) foi desprezado o
termo da corrente de deslocamento. Sendo J a densidade de corrente e 𝜎 a condutividade
elétrica,

J = 𝜎(E + v × B). (5.24)

Tomando o rotacional de (5.24) e utilizando (5.23),

∇ × (∇ × B) = 𝜇0𝜎∇ × E + 𝜇0𝜎∇ × (v × B). (5.25)

Utilizando a identidade vetorial no lado esquerdo de (5.25),

∇ × (∇ × B) = −∇2B − ∇(∇ · B), (5.26)

e considerando (5.22), bem como sendo

∇ × E = −𝜕B
𝜕𝑡

, (5.27)

tem-se que
𝜕B
𝜕𝑡

= ∇ × (v × B) + 1
𝜇0𝜎

∇2B. (5.28)

Na eq. (5.28) percebe-se que a taxa de variação temporal de B é gerada pela difusão e
pela convecção de B. Numa escala de comprimento 𝐿 pequena pode-se desconsiderar a
difusão (último termo) se a condutividade 𝜎 for suficientemente grande.
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Nos processos astrofísicos pode-se considerar a condutividade infinita, permitindo
uma simplificação das equações. Fazendo 𝜎 → ∞, a partir de (5.24) conclui-se que

E + v × B = 0, (5.29)

o qual é chamado condição magnetohidrodinâmica ideal. Da eq. (5.29) obtém-se a de-
generação E · B = 0. A alta condutividade tem como consequência o congelamento das
linhas de fluxo magnético dentro do plasma, como será demonstrado a seguir.

A partir da relação de condutividade infinita (5.29) vem

E = −v × B. (5.30)

Relacionando com a lei de indução de Faraday (eq. 5.27) obtém-se

𝜕B
𝜕𝑡

= ∇ × (v × B). (5.31)

A integração da componente normal da variação temporal de B sobre uma superfície fixa
𝑆 é expressa como ∫︁

𝑆

𝜕B
𝜕𝑡

· 𝑑a = 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑆

B · 𝑑a =
∫︁

𝑆
∇ × (v × B) · 𝑑a. (5.32)

O teorema de Stokes para um campo vetorial F é∫︁
𝑆
(∇ × F) · 𝑑a =

∮︁
𝐶

F · 𝑑l, (5.33)

onde 𝐶 é uma curva fechada que delimita a superfície 𝑆.
Aplicando (5.33) em (5.32) e sendo o fluxo magnético Φ𝐵 dado por

Φ𝐵 =
∫︁

𝑆
B · 𝑑a, (5.34)

tem-se que
𝑑Φ𝐵

𝑑𝑡
=
∮︁

𝐶
(v × B) · 𝑑l =

∮︁
𝐶

B · (𝑑l × v). (5.35)

A integral
∮︀

𝐶 𝑑l × v pode ser considerada o aumento da área, por unidade de tempo, da
superfície limitada por 𝐶, de modo que a última integral em (5.35) é o fluxo magnético
associado a esta área aumentada. A eq. (5.35) mostra que a variação temporal do fluxo
magnético através de 𝐶 é a mesma que seria calculada geometricamente considerando que
todas as linhas de fluxo se movem junto com o fluído. Dessa forma, conclui-se que as linhas
de campo magnético estão congeladas no interior do plasma perfeitamente condutor.

A densidade de força magnética é definida por

f𝐵 = J × B. (5.36)

Relacionando (5.23) e (5.36) vem

f𝐵 = 1
𝜇0

(∇ × B) × B. (5.37)
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Utilizando a identidade

∇(a · b) = (b · ∇)a + b × (∇ × a) + (a · ∇)b + a × (∇ × b), (5.38)

tem-se
∇(𝐵2) = 2(B · ∇)B + 2B × (∇ × B), (5.39)

donde vem
(∇ × B) × B = −∇

(︂1
2𝐵2

)︂
+ (B · ∇)B. (5.40)

Dessa forma, a eq. (5.37) fica

f𝐵 = −∇
(︃

𝐵2

2𝜇0

)︃
+ 1

𝜇0
(B · ∇)B. (5.41)

A quantidade entre parêntesis, que é a densidade de energia magnética, faz o papel da
pressão magnética

𝑃𝐵 = 𝐵2

2𝜇0
. (5.42)

O termo −∇𝑃𝐵 fornece parte da força magnética e o último termo da eq. (5.41) é
importante somente em casos especiais.

Analisando a ordem de magnitude da equação de Euler (3.16) constata-se que a
pressão contrária (devido à inércia), a pressão do gás e a pressão magnética são

𝜌𝑣2 ∼ 𝜌𝑐2
𝑠 ∼ 𝐵2

2𝜇0
, (5.43)

onde 𝜌 é a densidade volumétrica, 𝑣 é a velocidade do gás e 𝑐𝑠 é a velocidade do som no
meio. Se a pressão magnética for dominante, a velocidade do fluído é determinada pelo
campo magnético. Se a pressão contrária for maior, então o campo magnético é arrastado
pelo fluído. No caso intermediário tem-se

𝜌𝑣2 ≪ 𝐵2

2𝜇0
≪ 𝜌𝑐2

𝑠. (5.44)

Nessa situação, o campo magnético move o fluído mas é confinado pela pressão do gás.
Igualando as densidades de energia cinética e magnética obtém-se a velocidade de Alfvén,
que é a velocidade com que os distúrbios magnéticos se propagam no plasma,

𝑣𝐴 = 𝐵

(𝜇0𝜌)1/2 . (5.45)

Uma partícula carregada presente num campo magnético uniforme espirala em
torno de B com uma frequência angular

Ω = 𝑞𝐵

𝑚
, (5.46)

conhecida como frequência de Larmor. O raio da espiral, denominado raio de Larmor, é

𝑟𝐿 = 𝑣⊥

Ω , (5.47)



114

onde 𝑣⊥ é a componente da velocidade da partícula ortogonal a B.
Considerando que a partícula possui 1 grau de liberdade, a velocidade 𝑣⊥ é dada

a partir de (1/2)𝑚𝑣2
⊥ = (1/2)𝑘𝑇 , donde vem

𝑣⊥ =
(︃

𝑘𝑇

𝑚

)︃1/2

, (5.48)

onde 𝑘 é a constante de Boltzmann, 𝑇 é a temperatura e 𝑚 é a massa da partícula. A
partir de (5.46) e (5.48), obtém-se 𝑟𝐿 como

𝑟𝐿 = (𝑚𝑘𝑇 )1/2

𝑞𝐵
. (5.49)

O valor de 𝑟𝐿 limita a distância que uma partícula pode se movimentar no plasma numa
direção ortogonal a B.

A galáxia M87 foi observada por H. Curtis em 1918 que observou um raio reto
curioso, aparentemente conectado com o núcleo por uma linha tênue de matéria. Esse
raio é um jato que se estende por milhares de quilômetros, podendo ser observado em
vários comprimentos de onda. A potência dos jatos foi estimada em 1042−45 erg/s [49].
Na Fig.(5.2) tem-se o núcleo da galáxia M87, numa imagem registrada pelo Telescópio
Espacial Hubble. Os lóbulos são alimentados por dois jatos relativísticos emitidos em
direções opostas pelo núcleo, os quais estendem-se por cerca de 6 mil anos-luz e tem uma
luminosidade óptica de 1041 erg/s. A radiação síncrotron do jato, que vão das ondas de
rádio até os raios X, sugere a presença de um disco de acreção magnetizado formado por
plasma composto por elétrons relativísticos e por íons não-relativísticos. A radiação X do
jato tem uma luminosidade cerca de 50 vezes maior que no óptico [49, 7, 95].

Figura 5.2: Jato emitido pelo BN supermassivo da galáxia M87 [111].
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Alguns cientistas defendem que o campo magnético perto de um BN é fraco,
fazendo com que a extração de sua energia seja insignificante. Por outro lado, supondo
que o campo magnético seja fraco mas esteja quase que congelado no plasma e que o fluxo
seja fortemente cortado dentro de um raio de estabilidade, haverá amplificação do campo
a valores bem altos em relação à pressão térmica. Dessa forma, esses campos podem ser
eficientes em extrair a energia rotacional do BN e/ou criar um fluxo de energia e momento
angular para as partes externas do disco de acreção [7].

O campo magnético nas proximidades de um BN pode ser escrito em termos da
taxa de acreção 𝑀̇ como

𝐵2 = 2𝑀̇

𝑟2 (5.50)

onde 𝑟 é o raio do BN. A estrutura das linhas de campo magnético são formadas por linhas
abertas e fechadas (fig. 5.3). As linhas de fluxo abertas emanam do horizonte de eventos
ou do disco e se estendem até o infinito, e as fechadas conectam o horizonte com o disco
de acreção. O ângulo de abertura 𝜃max separa as linhas de campo abertas e fechadas em
cada hemisfério. As linhas abertas emanam do horizonte pra 0 < 𝜃 < 𝜃max, e as fechadas
conectam o horizonte ao disco entre 𝜃max e o plano equatorial [112].

Figura 5.3: Estrutura de linhas de campo magnético num BN [112].

Simulações mostram que, nos jatos acionados magneticamente, as linhas de campo
podem ser conectadas ao disco sem tocar no horizonte de eventos. Isso faz com que ocorra
dissipação de energia e transferência de momento angular do disco para o jato. O jato é
formado extraindo energia e momento angular do disco. A perda de matéria pelos jatos
é

𝑞jato = 𝑀̇jato

𝑀̇
, (5.51)

onde 𝑀̇jato é a taxa de fluxo que escoa para o jato e 𝑀̇ a taxa de acreção do BN [112].
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A rotação diferencial do plasma orbital faz com que as linhas de campo magnético
radial atuem como um dínamo que gera um campo magnético poloidal B𝑃 . Este produz
um fluxo de Poynting, que é o jato [112]. Em BNs de Kerr, os discos de acreção se
estendem dentro da ergosfera, fazendo com que a matéria seja torcida. Na interação com
os campos magnéticos, originam-se os jatos. Observa-se uma correlação entre a velocidade
angular do disco e as velocidades dos seus jatos [101, 60].

Considere inicialmente o movimento de cargas elétricas individuais sob a ação da
gravidade e de campos magnéticos. O movimento de um gás ionizado é governado pela
equação de Euler (3.16). A densidade de força vem da eq. (5.13), sendo dada por

f = −𝜌g + 𝑞E + j × B, (5.52)

onde 𝑞 é a densidade de carga elétrica [63].
As condições relevantes parecem ser o caso magnetostático, onde os campos mag-

néticos equilibram a gravidade, e a situação livre de forças, onde as cargas elétricas na
magnetosfera são consideradas móveis para atuarem como fontes de campo. A condição
livre de forças implica [63]

𝑞E + j × B = 0 (5.53)

Assume-se que existem grandes forças de campo que dominam os outros termos
da densidade de força. A condição livre de força requer uma densidade de carga 𝑞 ̸= 0,
desde que

𝑞E = −j × B ̸= 0. (5.54)

A neutralidade geral pode ser mantida se existirem regiões de carga líquida oposta. O
campo magnetostático é importante na determinação da estrutura de um disco de acreção
magnetizado e a condição de força livre é apropriada para o modelo Blandford-Znajek,
como será descrito adiante [63].

5.2.4 Disco, Campo Magnético e Jatos

A maioria dos modelos propostos para explicar os jatos relativísticos invocam a
presença de campos magnéticos. No disco estes campos possibilitam que o plasma escape
ao longo das linhas de campo, podendo ser acelerado e originando um jato relativístico
[112, 109].

As partes internas do disco de acreção são forçadas a se alinhar com a rotação do
BN. Dessa forma, os jatos produzidos podem estar alinhados com o momento angular. A
escala de tempo para o alinhamento do disco com o BN depende diretamente do tempo
para o disco transferir o momento angular na direção radial, sendo dado por

𝑡𝑅 ∼ 𝑅2

𝜈
, (5.55)

onde 𝜈 é a viscosidade e 𝑅 o raio do disco. A distorção provocada pelo disco propaga-se
na mesma escala de tempo [113].
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Há uma correlação entre as densidades de fluxos de ondas de rádio e raios X duros.
Embora as variações no raio interno aparentemente não causem flutuações na potência
do jato, há evidências do acoplamento entre o jato e o disco. As observações também
mostram que há uma correlação entre o fluxo de matéria no disco e a sua temperatura
com a densidade do fluxo de ondas de rádio emitidas. Constata-se também que não existe
uma correlação entre o raio interno e a densidade do fluxo das ondas de rádio emitidas,
bem como que a potência do jato não é modulada pelas mudanças no raio interno do disco
de acreção. É possível que as variações na taxa de acreção de massa afetem principalmente
a temperatura e o fluxo de gás no disco, mas não o seu raio interno [109].

Os dados sugerem que a produção do jato está ligada à ionização do disco. Uma
explicação simples é que as linhas de campo magnético poloidal são mais facilmente anco-
radas na superfície de um disco altamente ionizado do que num disco de baixa ionização.
A taxa de acreção está correlacionada com o fluxo de ondas de rádio, e isso pode indicar
um acoplamento simples entre a primeira e a potência do jato [109]. A relação entre
a potência do jato emitido e a luminosidade do núcleo em ondas de rádio, baseada em
observações e análise de alguns AGNs, é

𝑃jato ∼ 1,6 × 1036
(︂

𝐿radio

1030

)︂0,81
erg/s. (5.56)

No estado suave (sem excitação) não observa-se jatos de ondas de rádio no núcleo. A
diminuição da potência do jato principal pode ser responsável pela diminuição do fluxo
das ondas de rádio no núcleo [64].

Os jatos binários de raios X dos BNs são revelados principalmente pela detecção
de ondas de rádio. Ocorre também emissão de outras frequências do espectro, como os
raios X, mas que se tornam difíceis de distinguir da emitida pelo processo de acreção [64].

5.2.5 Radiogaláxias

As radiogaláxias são galáxias que possuem uma intensa emissão em rádio, com
𝐿 ∼ 1040−45 erg/s. Quando observadas no óptico geralmente elas têm a aparência de
uma galáxia elíptica. Porém, quando observadas em rádio, apresentam uma estrutura
dupla com dois lóbulos emissores [2]. Muitas das radiogaláxias possuem lóbulos e a quase
totalidade delas possui jatos. Os lóbulos são alimentados continuamente pelos jatos de
partículas que canalizam a energia do centro do disco de acreção [96, 95].

Cygnus X-1 é uma das radiofontes mais intensas localizada na constelação de
Cisne. Como já foi comentado no capítulo 4, Cygnus X-1 é formado por um BN com
𝑀 = 21,2 𝑀⊙ e uma estrela supergigante com 𝑀 ≃ 40 𝑀⊙, que alimenta o disco de
acreção. Através de observações constatou-se que o BN possui uma rotação extrema, a
relação entre a espessura do disco e o seu raio é 𝐻/𝑅 < 0,03 e a luminosidade emitida é
𝐿 = 1,2 × 1037 erg/s, o que equivale a 𝐿 = 6 × 10−3𝐿Edd [109, 88].

As fontes de radio estendidas consistem num par de lóbulos separados em uma
galáxia elíptica. No caso de Cygnus X-1, seus lóbulos encontram-se a 50 kpc de distância
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da galáxia central e possuem cerca de 17 kpc de diâmetros. Sua emissão em rádio é de
1045 erg/s [95].

Para manter a emissão de rádio nos lóbulos, é necessário a existência dos jatos
relativísticos. Nestes, as partículas carregadas emitem radiação ao serem aceleradas em
torno das linhas de campo magnético. A emissão de radiação síncrotron ocorre desde as
ondas de rádio até os raios X e gama, sendo detectadas principalmente nas de primeiro
tipo [101].

Uma importante fonte de raios X de alta energia é a galáxia ativa Cygnus A,
presente na fig. (5.4). Esta imagem incorpora a visualização em diversos comprimentos
de onda, registrados por diferentes telescópios. Cygnus A é a radiogaláxia mais potente,
próxima à Terra, encontra-se a cerca de 600 milhões de anos-luz de distância e seus lóbulos
estendem-se ao longo de um eixo por quase 300.000 anos-luz, alimentados por jatos de
partículas relativísticas oriundos do BN central. Os pontos quentes provavelmente marcam
as extremidades dos jatos, impactando o material frio e denso circundante [114].

Figura 5.4: Imagem de Cynus A [114].

O BN de Cygnus A possui 𝑀 ≃ 2,5 × 109 𝑀⊙ e seus jatos são impulsionados
eletromagneticamente até uma distância ∼ 103−4 𝑟𝑆 [115]. As fontes de rádio de Cygnus
A requerem uma energia mínima de 1059 erg e um campo magnético de 5 × 10−5 G. Isso
produz um tempo de vida de 𝑡rad = 107 anos e uma luminosidade 𝐿 ∼ 5 × 1044 erg/s [63].

A fig. (5.5) representa a geometria cônica de um jato, onde 𝐵‖ é o campo mag-
nético paralelo e 𝐵⊥ é o campo magnético perpendicular. Próximo ao núcleo o campo
magnético é predominantemente paralelo ao eixo do jato (𝐵‖) e, à medida que se afasta,
tende a ser ortogonal ao eixo (𝐵⊥) [63].
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Figura 5.5: Geometria cônica de um jato [63].

A conservação do fluxo magnético a uma distância 𝑅 da origem implica que

Φ𝐵 = 𝜋𝑅2𝐵‖ = 𝐶1, (5.57)

onde 𝐶1 é uma constante. Sendo 𝐵⊥ a componente do campo magnético que circunda o
eixo, tem-se

Φ𝐵 =
∮︁

𝐵⊥ 𝑑𝑙 = 2𝜋𝑅𝐵⊥ = 𝐶2, (5.58)

onde 𝑙 é o comprimento da circunferência e 𝐶2 uma constante. Comparando as duas
expressões anteriores constata-se que 𝐵‖ cai mais rapidamente que 𝐵⊥. Dessa forma,
grandes distâncias, 𝐵⊥ é dominante [63].

Na atualidade existem muitas dúvidas sobre a produção, constituição e acelera-
mento dos jatos. Entre elas está a existência da assimetria em algumas ocasiões, onde os
jatos são vistos em apenas um dos lados do núcleo. Além disso, alguns jatos observados
não são retos e outros parecem se curvar sobre si mesmo, de modo que eles não poderiam
ser confinados por campos magnéticos gerados por correntes nos jatos. Outra questão
está relacionada ao problema do confinamento, pois, segundo estimativas de intensidade
e pressão do campo magnético, de temperatura e densidade de partículas em núcleos de
galáxias, os valores não seriam suficientes para confinar os jatos [63, 115].

5.2.6 Energia Eletromagnética

Se um BN de Kerr é rodeado por um campo magnético, pode ocorrer um aco-
plamento do material do disco em rotação com as linhas de campo magnético, podendo
originar uma estrutura helicoidal do campo, cuja componente toroidal colimaria o fluxo
e originaria o jato. Em 1977 os astrofísicos Roger Blandford e Roman Znajek elabora-
ram um modelo de extração de energia a partir da rotação de um BN rodeado por um
disco de acreção magnetizado. Denominado processo ou mecanismo de Blandford-Znajek,
atualmente é a descrição preferida para a formação dos jatos astrofísicos. Nele, as linhas
de campo magnético, juntamente com as correntes do plasma no disco, induzem uma
diferença de potencial. Se a intensidade do campo magnético for forte o suficiente ele
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desencadeia a produção elétrons-pósitrons no vácuo da magnetosfera, que são colimados
ao longo do eixo de rotação [116].

Nas últimas décadas o mecanismo de Blandford-Znajek vem sendo considerado o
principal mecanismo para produção de jatos em AGNs e também responsável pelos surtos
de raios gama [112, 117]. A potência de um BN em rotação é dada por

𝑃𝐵𝑍 ≃ 1
32Ω2

𝐵𝐵2
𝐵𝑁𝑟2

𝐵𝑁𝑎*𝑐 (5.59)

onde 𝑟𝐵𝑁 é o raio do horizonte de eventos, Ω𝐵 é a velocidade angular das linhas de campo
magnético, Ω𝐵𝑁 é a velocidade angular do BN, 𝑎* é o parâmetro de rotação adimensional
(0 ≤ 𝑎* ≤ 1), 𝐵𝐵𝑁 é a intensidade do campo magnético e 𝑐 é a velocidade da luz. O
termo Ω2

𝐵 é dado por

Ω2
𝐵 = Ω𝐵(Ω𝐵𝑁 − Ω𝐵)

Ω2
𝐵𝑁

. (5.60)

A eficiência máxima do mecanismo Blandford-Znajek implica que no horizonte de eventos
do BN Ω𝐵(𝑟𝐵𝑁) = Ω𝐵𝑁/2 [7, 116].

A seguir será construído um modelo de extração de energia eletrodinâmica de
um disco de acreção num campo gravitacional newtoniano, baseado em [63]. A descrição
do mecanismo Blandford-Znajek utiliza a teoria da relatividade geral, e também leva em
consideração a energia de rotação do BN. No nosso modelo, apenas será estimado a energia
eletromagnética que estaria presente num disco de acreção.

Considere um campo de correntes movendo-se em círculos no plano 𝑧 = 0. O
campo magnético será estável, sendo 𝐵𝜑 = 0, 𝐵𝑅 ̸= 0 e 𝐵𝑧 ̸= 0. Se a corrente elétrica na
superfície do disco diminuir rapidamente com o aumento do raio 𝑅, será formado um loop
circular de corrente e o campo magnético será aproximadamente dipolar, com as linhas
de campo se abrindo perto do eixo. Se a intensidade da corrente cair mais lentamente
com o aumento do raio 𝑅, os loops em raios maiores dominam. No eixo 𝑧 pode-se esperar
que as linhas de campo se dobrem em sua direção.

Supondo, agora, um disco de acreção magnetizado. A densidade de energia mag-
nética do disco deve ser pequena em comparação as densidades de energia térmica e
cinética de rotação. Espera-se também que o disco seja totalmente ionizado e tenha alta
condutividade elétrica, de forma que o campo magnético move-se em conjunto com o
material do disco.

Sejam B𝑇 e B𝑃 os campos magnéticos toroidal e poloidal, e E𝑇 e E𝑃 os campos
elétricos toroidal e poloidal, respectivamente. Sendo B = B𝑇 + B𝑃 , tem-se que B𝑇 =
(0, 𝐵𝜑, 0) e B𝑃 = (𝐵𝑅, 0, 𝐵𝑧) = B − B𝑇 . O campo elétrico é representado como E =
E𝑇 + E𝑃 . Sendo o modelo estacionário, as grandezas presentes são independentes do
tempo.

O fluxo magnético Φ𝐵 através de uma superfície que atravessa um círculo no
eixo de simetria não depende do tempo e, pela lei de Faraday 𝜀 = −𝑑Φ𝐵/𝑑𝑡, a força
eletromotriz é nula. Dessa forma, vem que E𝑇 = 0 e, consequentemente, E = E𝑃 .



121

Sendo que 𝐵𝜑 independe de 𝜑, tem-se que

∇ · B𝑇 = 0. (5.61)

Sendo que ∇ · B = 0, vem que
∇ · B𝑃 = 0. (5.62)

Isso significa que pode-se considerar as linhas de campo separadamente nas componentes
poloidais e toroidais. As linhas de campo B𝑃 podem ser consideradas por exemplo, como
agindo juntamente com o material do disco. A velocidade angular Ω𝐵 é constante em uma
linha de campo. Condições suficientes para campos estacionários simétricos axialmente
são a condição magnetohidrodinâmica (eq. 5.29) e a condição livre de força

𝑞E + J × B = 0. (5.63)

Essa última condição significa que uma carga girando no disco não experimenta uma
força, permanecendo em repouso nele com o passar do tempo. Isso faz com que o campo
elétrico no sistema rotativo desapareça: E′ = 0. Sendo Ω𝐵 a velocidade angular da linha
de campo, de modo que Ω𝐵 = (0, 0, Ω𝐵), tem-se que

E′ = E𝑃 + (Ω × R) × B = 0, (5.64)

donde vem
E𝑃 = −(Ω × R) × B𝑝. (5.65)

Sendo ∇×E𝑃 = 0 (consequência da independência de tempo de B) e considerando (5.62),
vem que

B𝑃 · ∇Ω𝐵 = 0. (5.66)

Isso mostra que Ω𝐵 não se altera ao longo das linhas de campo poloidais, possibilitando
uma solução estacionária.

As linhas de força magnéticas são aproximadamente congeladas no material do
disco. Mas este congelamento não pode ser exato, pois não haveria torque no disco e
nenhuma extração de energia. Uma pequena velocidade relativa é necessário. Isso ocorre
porque o campo está presente em material onde existe forças acima do plano do disco.

Na fig. (5.6) estão representados os fluxos de corrente em superfícies magnéticas
no disco de acreção em torno de um BN. Ao longo de uma linha de campo poloidal Ω é
constante, bem como independente de 𝜑 por simetria. Essas linhas formam as chamadas
superfícies magnéticas. Se essa superfície for um círculo centrado no eixo 𝑧, devido ao fato
de ∇ · B = 0, o fluxo magnético Φ𝐵 independe da superfície e é constante nas superfícies
magnéticas.
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Figura 5.6: Fluxos de corrente em superfícies magnéticas no disco de acreção em torno de um
BN [63].

Considere uma superfície magnética e 𝑧 ≥ 0 limitada por um círculo de raio 𝑅

no disco. Uma corrente 𝐼 deve fluir no interior de qualquer superfície para gerar B𝑇 ̸= 0,
fornecendo um fluxo energético não-nulo. De acordo com a lei de Ampère aplicada num
círculo centrado no eixo 𝑧, a intensidade de B𝑇 produzida por 𝐼 é

𝐵𝑇 = 𝜇0𝐼

2𝜋𝑅
. (5.67)

Considere agora duas superfícies magnéticas adjacentes delimitadas por círculos de raios 𝑅

e 𝑅+𝑑𝑅 no disco, e sejam 𝐼 e 𝐼 +𝑑𝐼 as correntes fluindo para o interior dessas superfícies.
Para evitar o acúmulo de carga, deve haver uma corrente radial 𝐼 fluindo entre as duas
superfícies e um retorno da corrente na região de aceleração. Isso é possível porque essas
regiões não estão livres de forças de modo que a corrente não seja obrigada a fluir ao
longo das superfícies magnéticas. Dessa forma, há uma dissipação de energia na região de
aceleração que representa a energia transmitida do disco. Na região intermediária, livre
de força, não há dissipação de energia.

A energia eletromagnética que flui através da região livre de força para a região
de aceleração é dada pelo vetor de Poynting, que representa a densidade direcional do
fluxo de energia, 𝐿/𝐴:

S = 1
𝜇0

E × B = 1
𝜇0

E𝑃 × B𝑇 , (5.68)

pois E𝑇 e B𝑃 são nulos. Sendo E𝑃 dado pela eq. (5.65) a intensidade de S é

𝑆 ∼ 1
𝜇0

𝑅Ω𝐵𝑃 𝐵𝑇 . (5.69)

B𝑃 e B𝑇 são determinados nas regiões não livres de forças.
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Assume-se que perto da região de aceleração as partículas movem-se para cima,
junto com as linhas de campo, paralelas a B𝑃 + B𝑇 , com velocidades da ordem de 𝑐, e
uma velocidade circular 𝑣𝜑 = 𝑅Ω paralela com B𝑇 .

Através de um diagrama de velocidades relativas tem-se

𝐵𝑃

𝐵𝑇

∼ (𝑐2 − 𝑅2Ω2)1/2

𝑅Ω ∼ 𝑐

𝑅Ω , (5.70)

de modo que pode-se escrever 𝐵𝑇 como

𝐵𝑇 ∼ 𝑅Ω
𝑐

𝐵𝑃 . (5.71)

Dessa forma a eq. (5.69) fica

𝑆 ∼ 1
𝜇0

𝑅2Ω2

𝑐
𝐵2

𝑃 . (5.72)

Sendo B𝑃 = B − B𝑇 e B𝑃 > B𝑇 , vem 𝐵𝑃 ≃ 𝐵, de modo que

𝑆 ∼ 1
𝜇0𝑐

𝑅2Ω2𝐵2. (5.73)

A potência eletromagnética máxima que pode ser extraída do disco é dada por3

𝑃elet ∼
∫︁ 𝑅

0
𝑆 · 2𝜋𝑅′𝑑𝑅′. (5.74)

Sendo 𝑆 dado por (5.73),

𝑃elet ∼ 2𝜋Ω2𝐵2

𝜇0𝑐

∫︁ 𝑅

0
𝑅′2𝑅′𝑑𝑅′ = 𝜋Ω2𝐵2𝑅4

2𝜇0𝑐
. (5.75)

Sendo 𝑅 ∼ 𝑟𝑆 = 2𝐺𝑀/𝑐2 e Ω = (𝐺𝑀/𝑅3)1/2, a potência máxima será

𝑃elet ∼ 𝜋𝐺2

𝜇0𝑐3 𝐵2𝑀2, (5.76)

ou
𝑃elet ∼ 10−39𝐵2𝑀2 J/s ∼ 10−32𝐵2𝑀2 erg/s. (5.77)

Sendo a massa 𝑀 do BN dada em função da massa do Sol 𝑀⊙ e a intensidade
do campo magnético 𝐵 dada em gauss (G), onde 1 G = 10−4 T, tem-se

𝑃elet ∼ 1029
(︂

𝐵

104

)︂2 (︃ 𝑀

𝑀⊙

)︃2

erg/s. (5.78)

A seguir serão feitas algumas estimativas da potência eletromagnética em alguns
BNs supermassivos, considerando os campos magnéticos situados no intervalo 10−1 G .

𝐵 . 105 G. Se 𝑀 = 106 𝑀⊙,
𝑃elet ∼ 1031−43 erg/s. (5.79)

3Sendo a área do disco 𝐴 = 𝜋𝑅2, tem-se que 𝑑𝐴/𝑑𝑅 = 2𝜋𝑅, donde vem 𝐴 =
∫︀

2𝜋𝑅𝑑𝑅.
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Para 𝑀 = 108 𝑀⊙,
𝑃elet ∼ 1035−47 erg/s. (5.80)

Sendo 𝑀 = 1010 𝑀⊙,
𝑃elet ∼ 1039−51 erg/s. (5.81)

No caso do BN supermassivo em M87*, com 𝑀 = 6,5 × 109 𝑀⊙, a taxa de
acreção estimada é (3 − 20) × 10−4 𝑀⊙/ano, a densidade de partículas 𝑁𝑒 ∼ 104−7/cm3, a
intensidade do campo magnético 𝐵 ∼ (1 − 30) G e a temperatura dos elétrons do plasma
em 𝑇𝑒 ∼ (1 − 12) × 1010 K. A potência do jato emitido foi estimada em [57]

𝑃jato ∼ 1042−43 erg/s. (5.82)

De acordo com o nosso modelo (eq. 5.78), utilizando 𝐵 ∼ 10 G, tem-se que a potência
eletromagnética máxima que pode ser liberada pelo disco de acreção ao redor desse BN é

𝑃elet ∼ 1043 erg/s, (5.83)

tendo a mesma ordem de grandeza.
O mecanismo de Blandford-Znajek também funciona para BNs estelares. Dessa

forma, será usado o modelo simplificado desenvolvido anteriormente para estimar a energia
eletromagnética máxima para um BN estelar com 𝑀 = 10 𝑀⊙, por exemplo. Para campos
magnéticos situados no intervalo 10−1 G . 𝐵 . 105 G,

𝑃elet ∼ 1021−33 erg/s, (5.84)

o que corresponde a um valor pequeno.
Analisando, agora, o caso de um BN pertencendo a um sistema binário juntamente

com uma estrela de nêutrons do tipo magnetar. Um magnetar possui alta intensidade de
campo magnético, chegando até ∼ 1015 G, bem como apresenta forte emissão de raios X e
gama [118]. Esse tipo de sistema binário pode ser um poderoso mecanismo de geração de
energia, produzindo luminosidades com picos de até 1057 erg/s, cujo valor é comparável às
explosões mais energéticas de raios gama. Suponha que um BN com 𝑀 = 20 𝑀⊙ acrete o
material da estrela. Considerando um intervalo mais elevado para os campos magnéticos,
como 106 G . 𝐵 . 1015 G, vem que

𝑃elet ∼ 1036−54 erg/s, (5.85)

cuja potência corresponde aos surtos de raios gama, porém, inferior aos picos mais ener-
géticos.
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Considerações Finais

Neste trabalho estudamos o fenômeno da acreção em buracos negros (BNs), es-
timando as energias envolvidas. Quanto a sua massa 𝑀 , os BNs são classificados, prin-
cipalmente, em estelares e supermassivos. Os estelares são formados a partir de estrelas
com 𝑀 > 25 𝑀⊙ e possuem 𝑀 ≃ (3 − 25) 𝑀⊙. Os BNs supermassivos estão presentes
possivelmente no centro de todas as galáxias e possuem 𝑀 ≃ 106−10 𝑀⊙, sendo formados
possivelmente por fusão de BNs estelares e pela agregação de material estelar.

Primeiramente fizemos uma descrição newtoniana de um BN, analisamos o movi-
mento de uma partícula ao seu redor e encontramos que ela pode descrever uma circunfe-
rência, uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole. O nosso interesse esteve nas órbitas
fechadas, em especial à circunferência, que ocorre quando a energia potencial do conjunto
é mínima.

No capítulo 2 abordamos os BNs a partir da teoria da relatividade geral. Inde-
pendentemente de como foram formados, todos os BNs são caracterizados por apenas 3
parâmetros: massa 𝑀 , carga elétrica 𝑄 e momento angular 𝐽 . Um BN com massa 𝑀 e
que não rotaciona é chamado BN de Schwarzschild. Ele possui uma singularidade, onde
está concentrada toda a sua massa, e um horizonte de eventos de raio 𝑟𝑆 = 2𝐺𝑀/𝑐2, que
representa a superfície fronteira do BN, a partir da qual tudo o que passar não conseguirá
retornar. Analisando a trajetória de partículas massivas ao seu redor, se a trajetória for
aberta a partícula poderá ou não ser capturada pelo BN, dependendo de como nele incide.
Estudando as órbitas fechadas, encontramos o raio da órbita circular estável mais interna
(ISCO), 𝑟𝐼 = 6𝐺𝑀/𝑐2. Uma partícula com órbita 𝑟 < 𝑟𝐼 necessariamente acabará por
atingir o horizonte de eventos.

Um BN que possui massa 𝑀 e momento angular 𝐽 é denominado BN de de Kerr.
Sua estrutura é mais complexa que o de Schwarzschild, apresentando uma singularidade
na forma de anel, um horizonte de eventos cujo raio depende do seu momento angular,
sendo menor quanto mais rapidamente girar, e uma ergosfera, região externa ao horizonte
de eventos que força a matéria e a radiação que estiverem presentes a girar com ele. A
sua ISCO possui valor que também depende do momento angular, sendo igual ou menor
que o BN de Schwarzschild, (𝐺𝑀/𝑐2) ≤ 𝑟𝐼 ≤ (6𝐺𝑀/𝑐2).

Uma partícula em órbita num BN possui uma energia de ligação gravitacional
e, ao se mover do infinito para a ISCO, a partícula pode liberar essa energia na forma
de radiação. Isso corresponde a um valor máximo de 0,057 no BN de Schwarzschild e
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0,42 num BN de Kerr. Tais valores são muito importantes pois limitam superiormente o
rendimento nos processos de acreção.

Os estudos dos BNs se intensificaram muito nas últimas décadas. Além dos
diversos indícios indiretos de suas existências, a detecção de ondas gravitacionais oriundas
de fusões de BNs, bem como as imagens diretas do disco de acreção num BN supermassivo,
vem comprovando as teorias científicas e dando um grande impulso nas pesquisas nessa
área.

Após apresentar algumas características de um gás astrofísico, no capítulo 3 de-
talhamos o modelo de acreção esférica, obtendo expressões para a taxa de acreção em
BNs bem como fizemos algumas estimativas de luminosidades máximas produzidas para
BNs de Schwarzschild. Para um BN com 𝑀 = 5 𝑀⊙, a sua taxa de acreção encontrada foi
∼ 10−15 𝑀⊙/ano, sendo capaz de produzir uma luminosidade máxima ∼ 1030 erg/s. Um
BN supermassivo com 𝑀 = 4 × 106 𝑀⊙ consegue acretar ∼ 10−5 𝑀⊙/ano, sendo capaz
de produzir ∼ 1042 erg/s, o que é um valor maior que o observado para alguns BNs dessa
massa, mas bem abaixo de outros de maior atividade.

No capítulo 4 fizemos uma descrição dos discos de acreção, que são estruturas
gasosas ao redor de um objeto central. Sendo que a maioria dos BNs e os outros corpos ce-
lestes possuem rotação, a matéria que deles se aproximam forma um disco, onde ela perde
momento angular devido à viscosidade e migra para o BN. As tensões produzidas pela
viscosidade no disco aumentam a sua temperatura, produzindo ondas eletromagnéticas
que são irradiadas para o espaço, compondo a luminosidade total. Através de um modelo
de disco fino e estável, que constitui o modelo padrão, demonstramos que a luminosidade
emitida pelo disco é a metade da luminosidade de acreção, sendo que a outra parte acaba
sendo armazenada na forma de energia cinética do BN. A seguir estimamos a energia
liberada por BNs estelares com diferentes rotações e rendimentos. Num BN de Schwarzs-
child com 𝑀 = 5 𝑀⊙ e 𝜂 = 0,05, a luminosidade máxima de acreção é ∼ 1038 erg/s. Para
um BN de Kerr com 𝑀 = 20 𝑀⊙, com baixa rotação e 𝜂 = 0,1, a luminosidade máxima
por ele produzida é ∼ 1038 erg/s. Um BN com rotação extrema, 𝑀 = 25 𝑀⊙ e 𝜂 = 0,3,
consegue produzir ∼ 1037 erg/s. Portanto, um BN estelar acretando na taxa máxima pode
produzir no máximo uma luminosidade ∼ 1038 erg/s.

Os núcleos ativos de galáxias (AGNs) foram descobertas na década de 1940 e
melhor estudados a partir da década de 1960. Acredita-se que sejam formados por um
BN supermassivo localizado em seus centros, acretando material que esteja na sua redon-
deza. Quando ativos possuem 𝐿 ∼ 1038−48 erg/s. No capítulo 5 exploramos os AGNs e
a formação dos jatos, nos detendo nas energias envolvidas. Segundo estimativas, um BN
com 𝑀 = 1 × 106 𝑀⊙ girando lentamente consegue produzir até 1041 erg/s, enquanto um
BN com 𝑀 = 6 × 1010 𝑀⊙, um dos maiores já detectados, produz até 1049 erg/s. Tais
valores possuem a mesma ordem de grandeza dos divulgados pelos últimos estudos, como
o do BN M87*.

Em muitos AGNs, estrelas de nêutrons e em binários com BNs, também estão pre-



127

sentes os jatos, formados por elétrons e pósitrons, que são lançados no espaço até distâncias
de milhares de anos-luz. Os jatos são produzidos pela interação do campo magnético com
o plasma do disco, canalizando parte dele ao redor do eixo de rotação e acelerando-o até
velocidades relativísticas. Nesse trabalho elaboramos um modelo para estimar a potência
eletromagnética de um disco de acreção. Para BNs com 𝑀 ≃ (6 − 10) 𝑀⊙, o valor en-
contrado foi 𝑃 ∼ 1031−51 erg/s, dependendo da intensidade do campo magnético no disco,
que variou entre 10(−1)−5 G. Se toda essa potência for transmitida para o jato, consegue-
se chegar aos valores da maioria dos jatos observados, como os emitidos por M87*. No
entanto, não consegue-se gerar as potências dos jatos mais energéticos e dos surtos de
raios gama, que atingem até 1057 erg/s. Para isso, a intensidade do campo magnético
no disco de acreção ao redor dos BNs deve ser maior do que as estimadas atualmente.
Campos magnéticos da ordem de até 1015 G estão presentes em alguns tipos de estrelas
de nêutrons. Dessa forma, jatos e surtos de raios gama com energia extrema poderiam
ser produzidos quando um BN supermassivo acretasse estrelas com essas características.

Concluímos que alguns elementos da Relatividade Geral dos BNs conseguem re-
produzir matemática e aproximadamente o fenômeno da acreção, a luminosidade dos
AGNs e a potência dos jatos, com exceção dos picos mais energéticos, desde que os BNs
tenham matéria disponível e suficiente para acretar.
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