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“Todos 0s nossos sonhos podem se tornar realidade
se tivermos a coragem de persequi-los.”
(Walt Disney)



Resumo

Nesta tese, sao obtidas condi¢oes necessarias de otimalidade de primeira e segunda ordem
para problemas de controle 6timo discreto com restri¢goes mistas de igualdade e desigualdade
usando as abordagens do formalismo de Dubovitskii-Milyutin e da teoria dada por Ben-
Tal e Zowe. Sob condigoes de regularidade do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido e
Ben-Tal-Zowe relaxado sao obtidas condigoes nao degeneradas. Além disso, condigoes
nao degeneradas para certos problemas particulares foram também obtidas por meio de
uma outra abordagem. Essencialmente, esta abordagem diferente consiste em descartar
restrigoes redundantes (mistas e de contorno) e, fazendo uso do Teorema da Fungao
Implicita, embutir as restri¢bes restantes na dinamica e na fun¢ao objetivo do problema.
Com os problemas trabalhados, estas condi¢oes podem ser vistas como uma generalizacao

das condigoes ja obtidas em trabalhos recentes.

Palavras-chave: Problemas de Controle Otimo Discreto. Restricoes Mistas. Condicoes

nao Degeneradas. Principio do Maximo Discreto.



Abstract

In this thesis, first and second order necessary optimality conditions are obtained for
discrete optimal control problems with mixed equality and inequality constraints using the
approaches of the Dubovitskii-Milyutin formalism and the theory given by Ben-Tal and
Zowe. Under regularity conditions of the extended Mangasarian—Fromovitz and relaxed
Ben-Tal-Zowe types, non-degenerate conditions are obtained. Furthermore, non-degenerate
conditions for certain particular problems were also obtained through a different approach.
Essentially, this other approach consists in discarding redundant constraints (both mixed
and boundary) and, by making use of the Implicit Function Theorem, embed the remaining
constraints in the dynamics and in the objective function of the problem. With the problems
worked out, these conditions can be seen as a generalization of the conditions already

obtained in recent works.

Keywords: Discrete Optimal Control Problems. Mixed Constraints. Non-Degenerate

Conditions. Discrete Maximum Principle.
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Introducao

Problemas de controle 6timo discreto (ou problemas de controle étimo com
tempo discreto) aparecem no estudo da simulagao de sistemas préaticos controlados onde
as mudancas no estado e no controle podem acontecer em periodos de tempo. Estes
tipos de problemas tem grande importancia do ponto de vista pratico, pois podem ser
aplicados na economia, engenharia, pesquisa operacional, e em diversas outras areas
(ver [1], [2], [3], [4], [5]). Assim, do ponto de vista pratico, o estudo de problemas de
controle 6timo discreto (COD) é muito importante. Entretanto, do ponto de vista tedrico,
pode-se pensar a priori que eles nao sao muito relevantes, pois constituem um caso
particular dos problemas de programacao matematica. Ainda que os problemas COD
possam ser reduzidos a um problema de programacao matemaética, eles tem caracteristicas
préprias (a dindmica, os periodos de tempo). Assim, é razodvel esperar que as condigoes de
otimalidade também sejam formuladas de maneira particular. Por exemplo, as condigoes de
otimalidade sdo expressas por meio da funcdo Hamiltoniana; enquanto que em problemas
de programacao nao-linear, as condi¢oes necessarias de otimalidade sao expressas por
meio da funcao Lagrangeana. No contexto de problemas de controle 6timo em tempo
continuo, uma ferramenta importante no desenvolvimento das condigoes necessarias de
otimalidade é o Principio do Méximo de Pontryagin (ver [6]). Foram feitas muitas provas

com a finalidade de estender este principio para o caso discreto (ver [7], [8], [9], [10], [11]).

Em 1959, Rozonoer foi o primeiro a provar uma versao discreta do Principio do
Maximo de Pontryagim, ele trabalhou um problema COD no qual tanto a fungao objetivo
como o sistema discreto sao lineares (ver [7]). Butkovski em 1963, deu um exemplo onde o
principio do maximo discreto nao se cumpre, neste exemplo foi considerado a dindmica nao
linear (ver [8]). Em 1964, Jordan e Polak consideraram um problema COD com restrigoes
de estado inicial e final em forma separada e restri¢coes de controle abstratas. Nesse artigo
foram obtidas condigdes necessarias de otimalidade de primeira ordem, demonstraram que
as técnicas usadas na construcao do principio do maximo podem ser usadas para obter
uma condigao de tipo maximo local ou estacionariedade (ver [12]). No mesmo ano, Halkin
prova o principio do maximo discreto sob hipétese de convexidade no controle (ver [11]).
Em 1966, Gabasov obteve condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem na
forma do principio do quase-méximo para tempo discreto (ver [10]). Em 1970, Canon,
Cullum e Polak, usaram ferramentas de programagao matematica e obtiveram condigoes

necessarias de otimalidade de primeira ordem (ver [9]).

Em 1975, Magnanti acrescentou restricoes de estado para cada periodo ao
problema dado em [12], obtendo assim condigoes necessarias de otimalidade de primeira

ordem. Estas condi¢oes foram obtidas usando resultados da programacao nao linear sob a
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hipétese de posto completo nas restri¢oes de estado (ver [13]).

Em 1978, Boltyanskii, um dos autores do principio do maximo em tempo
continuo, foi quem apresentou em [2] um estudo mais minucioso da teoria de controle
otimo discreto para diferentes tipos de problemas. Os problemas COD também podem
ser obtidos por meio de uma discretizacdo de problemas de controle 6timo continuo
(ver [9], [14]). Sob a hipétese de que a fungao objetivo é convexa em relagao as varidveis de
controle, foram estabelecidas condi¢oes de otimalidade necessarias de primeira ordem para
problemas COD com restrigdes de controle descritas por conjuntos (restri¢oes abstratas)
(ver [14]).

Em 1983, Nahorski, Ravn e Vidal apresentaram o principio do maximo para
problemas COD néo lineares com restri¢goes abstratas no controle utilizando a abordagem

do limite superior (ver [15]).

Em 1993, Wright implementou algoritmos para problemas COD com restrigoes
mistas por periodo e restricoes de estado final, ambas de desigualdade, utilizando o método

de pontos interiores (ver [16]).

Em 2002, Hilscher e Zeidan trabalharam problemas COD com restri¢coes de
contorno de igualdade, e empregando uma condicao de regularidade de posto completo,

obtiveram condigoes necessarias e suficientes de segunda ordem (ver [17]).

Em 2008, Marinkovic obteve condigoes necessarias de otimalidade necessarias
de primeira e segunda ordem para problemas de controle 6timo discreto com restrigoes de
igualdade e desigualdade no controle e nas restrigoes de contorno (ver [18]), este resultado
foi generalizado em [19]. Em 2015, Toan, Ansari e Yao obtiveram condigbes necessarias
de segunda ordem para problemas COD com fungao objetivo nao convexa e restri¢oes de
controle abstratas (ver [20]). Toan e Thuy acrescentaram restrigdes mistas sem considerar
restricoes de controle abstratas ao problema, estes resultados foram aplicados nos casos
onde a dinamica do problema é linear; usando uma condicao de regularidade tipo MFCQ
obtiveram condigbes necessarias de segunda ordem (ver [21]). Ainda citamos [12], onde os
autores chegaram a conclusao de que as condi¢des necessarias dos problemas COD nao
lineares estao relacionadas com as condi¢oes do principio do maximo de Pontryagin para
problemas de controle 6timo continuo da seguinte maneira: as condi¢oes de transversalidade
permanecem idénticas, enquanto a exigéncia de um maximo global da fun¢ado Hamiltoniana

se torna uma condi¢ao de maximo local ou de estacionariedade.

Na literatura foram tratados problemas COD sob a hipotese de regularidade do
tipo independéncia linear (ver [9], [13]). Em [20], [21], [22] e [23], pode-se encontrar o caso
em que as hipéteses de regularidade sao tipo Abadie ou MFCQ), onde foram consideradas

restrigoes mistas por periodo e restrigoes de estado e controle de forma separada.

Levando em consideracao os trabalhos feitos até agora surgiu o interesse de
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estudar as condigoes de otimalidade necessarias de primeira e segunda ordem para diferentes
tipos de problemas COD com restri¢goes mistas, os quais podem ser aplicados por exemplo

em problemas de planejamento de producao (ver [3]).

O principal objetivo desta tese é apresentar o Principio do Maximo Discreto

para os seguintes tipos de problemas COD:

(a) Problemas COD com restri¢oes mistas gerais:

N

Minimizar Fo(z,u) = Z Vi (T, u) + v (Tn)
k=0
sujeito a w1 = fr(zk,ug), k=0,...,N,
b(x,u) =0, (Py)

g(z,u) <0
(p(:C 37N+1) 0,
(

P(z0, Tn11) <0,
e alguns casos particulares.

(b) Problemas COD com restri¢oes mistas gerais ¢ abstratas:

N
Minimizar Fy(z,u) = Z V(T u) + Ynp1(Tn41)
k=0
sujeito a g1 = fr(zk,ug), k=0,...,N,
b(x,u) =0,
(Pa)
g(z,u) <0,

<P(550737N+1) =0,
d(xo, xn41) <O,
ukeUk, kZZO,...,N.

O principio do méximo discreto para problemas do tipo (P;) e (P4) serdao obtidos via
formalismo de Dubovitskii-Milyutin. Este formalismo foi dado no final de 1962 por Dubo-
vitskii e Milyutin, o qual fornece condi¢oes necessarias de otimalidade na forma de uma
equagao definida na linguagem da analise funcional. Para obter condi¢bes ndo degeneradas,
sera utilizada a condigao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz estendido, a qual foi
definida em [24] para problemas de programagao nao-linear, mas que ainda nao tinha sido
considerada no contexto de cotrole 6timo discreto. Além disso, para o problema (P;), serao
obtidas condicoes de otimalidade de primeira e segunda ordem usando adaptacoes da teoria
que foi desenvolvida em [25], que pode ser vista como uma generalizagdo do formalismo
de Dubovitskii-Milyutin. Neste caso, as condi¢oes nao-degeneradas foram estabelecidas
usando uma adaptagao da condigao de regularidade dada em [25], que chamamos condi¢ao
de Ben-Tal e Zowe relaxada. Convém ressaltar que esta condi¢ao ainda nao havia sido

tratada na literatura de problemas COD. No entanto, para problemas de controle 6timo
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discreto com restrigdes mistas por periodo, os quais sao um caso particular do problema
(P4), o Principio do Maximo Discreto serd provado usando uma abordagem alternativa,
ja trabalhada em problemas de controle 6timo em tempo continuo (ver [26], [27], [28]
e [29]). Esta abordagem diferente consiste em descartar restrigdes redundantes (mistas e de
contorno) e, fazendo uso do Teorema da Funcao Implicita, embutir as restri¢oes restantes
na dindmica e na fungao objetivo do problema. As condigbes nao degeneradas serao obtidas
sob uma condi¢ao de qualificacdo que envolve somente as restrigbes mistas por periodo e
restri¢coes de estado inicial ao passo que as condigoes de Mangasarian-Fromovitz estendida

e de Ben-Tal e Zowe relaxada envolvem também a dindmica do sistema de controle.
Esta tese esta dividida em trés capitulos:

No Capitulo 1, serdo apresentados alguns conceitos de programagcao nao linear.
Em seguida, serd estudado o formalismo de Dubovitskii-Milyutin e finalmente serao
apresentados adaptagdes da teoria trabalhada em [25], os quais serdo de primordial

importancia no desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3.

No Capitulo 2, apresentamos os problemas COD, os quais sao problemas de
otimizacao com um tipo de estrutura particular. Em seguida, serd dado o Principio do
Méaximo Discreto para o problema (P;). Além disso, usando a condi¢ao de regularidade de
Mangasarian-Fromovitz estendido (que pressupde posto constante para as restrigoes de
igualdade e a existéncia de um elemento no ntcleo da matriz jacobiana da aplicagao que
associa todas as restrigoes de igualdade, tal que o produto interno desse elemento com
o gradiente de cada restrigdo de desigualdade ativa é estritamente nao negativa), serao
obtidas condi¢oes necessarias de primeira ordem nao degeneradas. Apresentaremos um
exemplo ilustrativo. Depois, estudamos alguns casos particulares do problema (P;). No que
segue, obteremos o Principio do Méximo Discreto para o problema (Py), e usando uma
condi¢ao do tipo Mangasarian-Fromovitz estendido, obtemos as condi¢oes nao degeneradas
de primeira ordem. Por tltimo, os casos particulares do problema (P4) serao discutidos
utilizando uma abordagem alternativa, sob a qual a condi¢cdo de posto constate sera
utilizada apenas nas restri¢oes mistas e de contorno de modo a obter condig¢oes necessarias

nao degeneradas de primeira ordem. Em seguida sera dado um exemplo ilustrativo.

No Capitulo 3, apresentaremos condigoes de primeira e segunda ordem para o
problema (P;), as quais serdo obtidas usando a generalizagao do formalismo de Dubovitskii-
Milyutin dada no Capitulo 1, que é uma adaptacao da teoria que foi trabalhada em [25].
Por meio de resultados de programacao nao linear, apresentaremos condi¢oes necessarias
de otimalidade de segunda ordem para os casos particulares do problema (Py), os quais sdo,
problemas de controle 6timo discreto com restricdoes mistas por periodo tanto de igualdade
como desigualdade sob a hipotese de independéncia linear no controle, e problemas com

restrigoes mistas por periodo de igualdade sob uma condi¢ao do tipo posto constante.
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1 Preliminares

O proposito deste capitulo é apresentar fundamentos tedricos da programacao
nao linear, do formalismo de Dubovitskii-Milyutin e sua generalizagao. Os quais serao

fundamentais no desenvolvimento dos proximos capitulos.

1.1 Condicoes de Qualificacdo para Problemas de Programacao

nao Linear

Consideremos o seguinte problema de programacao nao linear

Minimizar  Fy(z)
sujeito a  Fg(z) =0, (PNL)
FI(:E) < 07

onde Fy : R" - R, Fg = (Fp,...,F?) : R" - R™ F; = (F},...,F}) : R" - R sdo
fungdes de classe C* e definimos o conjunto factivel como = {r € R" : Fg(z) =

Definicdo 1.1. Seja x* € Q. Uma restricio de desigualdade FJ,j € {1,...,1}, é dita ativa
em x* se FJ(z*) = 0. Caso F}(z*) <0, dizemos que F} é inativa em x*. Denotemos por
Ip,(z*) o conjunto de indices das restrigoes de desigualdade ativas em um ponto x* € (2,
isto €,

Ip (%) = {j e {1,....1} : Fi(z¥) = 0}.

Definicao 1.2. Dizemos que x* € Q0 é um minimizador local de Fy em ), se existe uma

vizinhanga V' de x*, tal que Fy(x™) < Fo(z) para todo x € V n .

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sdo condigbes necessérias de
otimalidade para o problema de programagao nao linear se alguma condicao de qualificacao
é satisfeita. Uma condicao de qualificacdo é uma propriedade das restrigoes do problema
de programacao nao linear para que serve para garantir que um minimizador local satisfaz

as condi¢oes KKT neste ponto.

Teorema 1.1. (Karush-Kuhn-Tucker) Seja x* € Q um minimizador local do problema de

Programagao Nao Linear (PNL) e suponha que alguma condicao de qualificacao (CQ) é
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satisfeita. Entdo existem vetores \* € R™ e p* € R! tais que

m

l
—VEy(a*) = YN VEL(x*) + > piVF] (%),

i=1 i=1
M;>Oa J=1...1
=0

quI](:I:*) , J=1,...,L

Demonstragao: Ver [30].

A condicao de qualificacao mais conhecida na literatura é a independéncia

linear dos gradientes das restricoes de igualdade e das restrigoes ativas no ponto.

Definigao 1.3. [30] Dizemos que a condi¢io de qualificacio de independéncia linear
(LICQ) € satisfeita em um ponto x* € ) se

(VEL (")}, U {VF;<$*)}j€[FI<w*> é LI

Esta condicao de qualificagdo garante a existéncia e unicidade dos multiplica-

dores de Lagrange.

Defini¢ao 1.4. [30] Dizemos que a condigao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ) ¢ satisfeita em um ponto x* € Q quando os {V Fy(z*)}™ sdo linearmente inde-

pendentes e existe um vetor d € R" tal que
VFL(z*)'d=0 e VF/(z*)'d<0
para todo i = {1,...,m} e j € I, (z¥).
Ainda que um minimizador local satisfaca a condicao de MFCQ, ndao podemos
garantir a unicidade dos multiplicadores de Lagrange (ver [31]). Outro fato importante é

que condicdo de MFCQ néo se verifica quando as restricoes de igualdade Fi(z) = 0 so

substituidas por duas restricoes de desigualdade, isto é, Fi(z) <0 e —FL(z) < 0.

Definicao 1.5. [32] Dizemos que a condi¢ao de posto constante (CRCQ) vale em x*
se existe uma vizinhanga V' de x* tal que para todo K < {1,...,m}, e J < I, (z%), o

conjunto dos vetores gradientes
{VFp(2)}ier v {VE] (2)}jes

permanece com o posto constante em V.

Isto significa que z* satisfaz a condicdo de posto constante se o posto de qualquer
subconjunto dos gradientes das restri¢coes de igualdade e desigualdade ativas nao muda

em uma vizinhanca V' de z*. E interessante observar que a MFCQ nao é satisfeita para
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restricoes do tipo Fj(z) < 0 e —Fj(x) < 0, mas sim pode-se cumprir a condi¢do de posto
constante. A versao de CRCQ relaxada foi dada em [33] e nesse trabalho foi provado que é
uma condicao de qualificacdo (ver Definigao 1.6). O lema a seguir serd de grande utilidade
quando estudarmos o problema de controle 6timo discreto com restricoes mistas para cada

periodo. Especificamente, serd utilizado para eliminar restri¢oes redundantes.

Lema 1.1. Sejam f, fi,---,f; : D € R" — R fungoes continuamente diferencidveis,
x € D e D um conjunto aberto. Assumimos que V fi(x),---,V f,(x) sao linearmente
independentes e que V f(y) é uma combinagio linear de V fi(y),- -,V f,(y) para todo
y e D. Em particular,

q
Vi(z) =Y MV filz). (1.1)

i=1
Entao, existem Dy < RY, uma vizinhanga aberta de (fi(z), -, f,(z)), e uma fungao

©: Dy > R, peC'(Dy), tais que, para todo y € D, temos que (f1(y), -, f,(y)) € Dy €

fW) =o(fiy), - fo(y)).

Além disso, para todoi=1,--- q,

A =

ajz (Fi(@)s-- -, fo(2). (1.2)

0

Demonstracao: Ver [34], Lema 1.4.2.
Observacao 1.1. No Lema 1.1, se f, f1,..., fq sdo de classe C*, entio ¢ € de classe C*.

Definigao 1.6. [35] Dizemos que um ponto x* € § satisfaz a condi¢io de qualificagdo
de posto constante relarada (RCRCQ) se existe uma vizinhanga V' de x* tal que, para
qualquer subconjunto de indices J < I(x*), a familia de vetores gradientes {V Fp(x)}™, U

{VF}(x)}jes tem o mesmo posto em todos os pontos x na vizinhanga V de x*.

A seguir enunciamos o Teorema da Funcao Implicita o qual serd utilizado neste

capitulo.

Teorema 1.2. Seja f = (f1,...,fa) : U — R™ de classe C* no aberto U < R™™.

Suponhamos que no ponto p = (a,b), com f(p) = ¢, a matrizn x n

Ofi
[3%

(p)](i,jzl,...,n)

seja inversivel. Entdo existem Z < U, aberto contendo p, V < R™, aberto contendo a, e

£:V — R" de classe C*, com &(a) = p, tais que f(x,£(x)) = ¢, para todo x € V. Além

disso, &' (x) = [Z‘;(z)]l : Zi(z)



Capitulo 1. Preliminares 20

Demonstracao: Ver [36], pag. 490.

Por tdltimo, enunciamos o Teorema de Alternativa de Motzkin, o qual sera

usado no Capitulo 2 e 3.

Teorema 1.3. (Teorema de Alternativa de Motzkin) Para quaisquer matrizes A; €
R™>*™ 4 = 0,1,2, Ay # 0, um, e somente um, dos sequintes dois sistemas possui so-
lucdo:

Agr >0, Ajx=0, Ayxr>0, zeR"
ou
Agy’ + ALyt + Agy® =0,
",y y%) € (RTO\{0} x R™ x RY?).

Demonstracao: Ver [37], Teorema 3.3.1 .

1.2 Cones Duais

A seguir vamos dar algumas definicoes de cones e cones duais que serao
importantes no Formalismo de Dubovitskii-Milyutin (D-M). Consideremos Y um espago

vetorial topoldgico.

Definicao 1.7. Seja K um subconjunto de Y . Dizemos que K é um cone com vértice na

ortgem se para cada d € K tem-se que Ad € K para todo X\ = 0.

Observacgao 1.2.

e O interior, o fecho e o envoltorio convexo (co) de K também sao cones.
e Um cone que é um conjunto convexo é chamado de cone convexo.

Definicao 1.8. Seja K um cone em Y com vértice na origem. O cone dual K* < Y* ¢
definido por
K*={leY :l(z) 20 para todo z e K},

ou seja, K* € definido como o conjunto de todos os funcionais lineares continuos nao
negativos em K, onde Y* € o dual topoldgico do espaco Y. Note que K* é um cone convero

com vértice na origem.

Observacao 1.3. As sequintes afirmacoes sdo satisfeitas:

e Para qualquer conjunto de indices I, temos

) 0

el el
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onde os K; €'Y, i€ I, sao cones com vértice na origem em Y.
(Ver Lema 5.4,Girsanov [38]).

e Dados Ky, Ky cones com vértice na origem em Y. Se K; c Ky, entio K; < K

(Ver Lema 5.5, Girsanov [38]).

o K** = co(K), onde o ltimo conjunto é o fecho fraco do envoltdrio convexo e
K™ ={xe E:l(x) =0 para todo | € K*}.

(Ver Lema 5.6, Girsanov [38]).

Sabemos que a seguinte igualdade sempre se cumpre (ver [38], pag. 34):

co| JK?) = DK,

el el

onde para i € I, K; sao cones convexos, Z K} denota o conjunto de todas as somas finitas
el
fi,+...+ fi., fi, € KI i, € I, e I denota um conjunto arbitrario de indices. Pode-se notar
T

que
%
(ﬂm):Zm. (1.3)
el el
Uma questao importante é sob que condigoes se cumpre a igualdade em (1.3). Os seguintes

resultados sdo dados em [38], onde foi provado sob que hipéteses a igualdade é satisfeita
em (1.3).

Lema 1.2. Sejam K;,i € I, cones convexos, fechados fracamente. Entao

() oo

iel iel

ou seja, cone dual da intersecao € o fecho fraco®™ do envoltério convexo da soma dos cones

duais.

Demonstraciao: Ver [38], Lema 5.8.

Corolario 1.1. Se os cones K;,i € I, sao convezos fechados fracamente e 2 K} € fechado
€A
fracamente, entao

*
(ﬂm):Zm.
iel iel
Lema 1.3. Se K ¢ um cone convexo com vértice na origem e A um subespaco tal que
KnA# @, entio

(KnA)*=K"+L"
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Demonstracao: Ver [38], Lema 5.9.

Lema 1.4. Se K;,..., K, sdo cones convexos abertos tais que ﬂ K; # &, entao
i=1

() £
i=1 i=1

Demonstracao: Ver [38], Lema 5.10.

Teorema 1.4. Se K é um subespaco de Y. Entdo

K*={leY*:l(x) =0 para todo x € K}.

Demonstracao: Ver [38], Teorema 10.1.

Teorema 1.5. Sejam
leY* Ky ={x:l(z) =0}, Ky ={z:l(z) = 0}, K3 = {z : [(x) > 0}.
Entao,

Y* =0,

Kf={\,—-0o< A<}, Ky ={\,0< A< w0}, K=
r={ s = }3{[{;7[#0‘

Demonstracio: Ver [38], Teorema 10.2.

A seguir apresentamos um resultado fundamental para obter condi¢oes neces-

sarias via formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

Lema 1.5. Sejam Qq,...,Qni1 cones convexros com vértice em 0, onde os QQ; sao abertos
N+1
para todo i = 0,...,N. Entdo ﬂ Qi = J se, e somente se, existem funcionais lineares

=0
lieQf,i=0,...,N+1, ndo todos nulos, tais que lo + 11 + ...+ Iy41 = 0.

Demonstragao: Ver [38], Lema 5.11.

1.3 Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Nesta secao apresentamos a teoria desenvolvida por Dubovitskii-Milyutin, que
serd uma das ferramentas usadas para obter o Principio do Maximo Discreto. O Formalismo
de Dubovitskii- Milyutin fornece condi¢bes necessarias de otimalidade para o seguinte

problema de otimizagao:

Minimizar Fy(x)
. (P)
sujeitoa ze @ NV,



Capitulo 1. Preliminares 23

onde Fy: X — R, X é um espaco de Banach, V' é uma vizinhanca da solucao 6tima, e
I+1

Q = ﬂ Qi, onde Q;, para i = 1,...,[, tem interior ndo vazio e sdo conjuntos dados pelas
i=1
restrigoes de desigualdade, );,; tem interior vazio e é dado por um sistema de restri¢oes

de igualdade.

Observacgao 1.4. Nosso interesse nesta tese € trabalhar com problemas do tipo (P), mas na
teoria geral X pode ndo ser um espago de Banach, basta ser um espaco vetorial topoldgico,
e 0s (QQ; podem nao ser dados por sistemas de igualdade e de desigualdade, podem ser
restrigoes abstratas. Além disso, como este formalismo fornece condicoes necessdrias na
forma de uma equacdo definida na linguagem da andlise funcional, isto permite abordar

diversos problemas utilizando o Formalismo de Dubovitskii- Milyutin.

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes, que serao utilizados para
a obtengao das condigoes necessérias de primeira ordem para o problema (P) por meio do

Formalismo de Dubovitskii-Milyutin (ou simplesmente Formalismo de D-M).

Definicao 1.9. [38] Dizemos que d € X é uma diregio de descida do funcional Fy : X — R
no ponto x* € X, se existern um escalar € > 0, uma vizinhanca V' do vetor d e um nimero

a = a(Fy,z*,d),a <0, tais que, para todo 0 < € < €* e qualquer d €'V,

Fo(z* + ed) < Fy(z*) + ea. (1.4)

Denotamos por D(Fp, z*) o conjunto de todas as diregoes de descida do funcional Fj no
ponto z*. Note que D(Fp,z*) é um cone aberto com vértice na origem 0. Dizemos que o
funcional Fj é regularmente de descida se suas direcoes de descida no ponto z* formam

um conjunto convexo, isto é, D(Fy,x*) é convexo.

Definicao 1.10. [38] Sejam X um espago normado e Fy: X — R uma fung¢do. Dizemos
que Fy € Fréchet diferencidvel em x* € X se existe uma aplicagao linear continua, denotada
por VEy(z*), tal que

Fyo(x) = Fo(x™) + VEFy(2™)(x — 2%) + r(z — %),
onder(x—x*) = o(|x—x|), o que significa que r(z—z*)/|z—z*|| — 0 quando ||z—z*|| — 0.

Teorema 1.6. Se Fyy é Frechet diferencidvel em z* e VFy(x™) é ndo nulo, entao D(Fy,x™)

¢ um cone aberto convezo e D(Fy,x*) = {d : VFy(z*)"d < 0}.

Demonstracao: Ver [38], Teorema 7.5.

Denotamos os conjuntos das restrigoes de igualdade e desigualdade por Qg e

()1, respetivamente.
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Definicao 1.11. [38] Seja Q; < X, com int Qr # . Dizemos que d € X é uma diregio
factivel em relagao ao conjunto Q; mo ponto x* € Q; se existe uma vizinhanga U do vetor

d e um escalar € > 0 tais que, para todo € € (0,€*) e todo d e U, x* + ed € Q.

Denotamos por V(Qr,z*) ao conjunto das diregoes factiveis em relagdo ao

conjunto ; no ponto x*.

Observacgao 1.5.
e Sex*eint Qq entio V (Qr,z*) = X.

e Se Q; ¢ determinado por um funcional Fy : X — R, isto é, Q; = {r e X : Fi(x) <
0, 7=1,...,1}, entdo o cone das diregoes de descida de Fy sempre estd contido no
cone das diregoes factiveis. (Ver [38], Lema 8.1)

e SeQr={reX:Fl(z)<0,j=1,...,1} édeterminado por funcionais F} : X — R,
j=1,---,1, que sio diferencidveis em x* e VFI](:E*) # 0, entdo o cone factivel a
Q1 no ponto x* € Fr (Qr) coincide com a interse¢ao dos cones de direcoes de descida

de FI, j=1,...,1, no ponto x* € Fr (Qy), isto ¢,
V(Qr,z*) ={ve X : VFI(z*)v < 0,j € Ip,(z%)}, (1.5)

onde Iy, (z*) = {j € {1,...,1} : F}(z*) = 0} € o conjunto das restrigées ativas de Fj.
Além disso, por (1.5), seque que V (Qr, ") é aberto e convezo.
(Ver [38], Coroldrio do Teorema 8.1)

e SeQy,...,Qr sio subconjuntos de X tais que x* € Qp,, para j = 1,...,1, entdo

l l
V(Qr,,2%) =V (ﬂ @Ij,x*> :
=1 j=1

J

(Ver [38], Lema 5.10)
!
Para obter uma condigao suficiente para garantir que V' (ﬂ Qj, m*) # (J, precisamos
j=1

da seguinte definicao.

Teorema 1.7. Se () é um conjunto convezxo, entio o cone das diregoes factiveis V(Q, z™)

no ponto x* € dado por

V(Q,z%)={ve X :v=ca(r—21"), veint(Q),a> 0}

Demonstracao: Ver [39], Teorema 2.16.



Capitulo 1. Preliminares 25

Definicao 1.12. [38] Seja Qp < X. Dizemos que um vetor v e X é uma dire¢ao tangente
a Qg no ponto x* se existem € > 0 e uma fungio r : (0,€*) — X tais que para todo
e€ (0,€) temos

¥ +ev+r(e)eQ, |r(e)| = ole).
Denotaremos ao conjunto das dire¢oes tangente a @ g no ponto z* por T(Qg, x*). Dizemos

ue o conjunto Qi é regular no ponto z* se o cone T(Qg, x*) é convexo.
)

Observacao 1.6. Da definicio de diregio tangente podemos observar que:

e T(Qp,x*) € um cone com vértice em 0. No entanto, este cone, em geral, nao é

fechado nem aberto.
e Sew € uma diregio factivel, entao v € uma direcao tangente. A reciproca € falsa.

Observagao 1.7. Em geral, se Q1,Qs,...,Q, sao subconjuntos de X tais que z* € Q;,

para todo i = 1,...,n, entao
ﬂT(Qi,iU*) o> T (ﬂ Qnﬂ?*) :
i=1 i=1

A seguir apresentamos um teorema importante que caracteriza o cone das

dire¢des tangentes quando o posto é completo.

Teorema 1.8. (Teorema de Lyusternik) Sejam X, Y dois espagos de Banach, U uma
vizinhanga do ponto x* € X e F : U — Y um operador Fréchet diferencidvel. Suponha que
F ¢ reqular em x*, isto é,

ImVF(z*) =Y,

e que sua derivada € continua em x*. Entao, o cone tangente do conjunto
Qp={reU: F(z) = F(z")}
no ponto x* coincide com o nicleo do operador VF(x*),
T(Qp,x*) = NuVF(x").

Além disso, existem uma vizinhanca U' < U do ponto x*, um nimero K > 0, e uma

aplicacdo x : U — X tal que

F(0+ x(0)) = F(z%),
IxO)] < K[[F(0) - F(z7)]

para todo 6 € U'.
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Demonstracao: Ver [14], pag. 30.

Normalmente para caracterizar o cone das dire¢oes tangentes (T(Qg,z™))
¢é usado o Teorema de Lyusternik que pede uma condicao de regularidade tipo posto
completo, neste trabalho vamos usar a condi¢ao de regularidade tipo posto constante para
caracterizar o cone tangente. A seguir provaremos uma proposicao que serd de grande

utilidade na construcao do cone tangente.

Proposigao 1.1. Se VFg(x) tem o mesmo posto em uma vizinhanga de z* € Qg(zr) :=
{r e R": Fg(x) = 0}, entao

(i) T(Qp,z*) = NuV Fp(z*).

(ii) Para qualquer d € NuV Fg(x™) existe um nimero € > 0 e uma fungao continuamente

diferencidvel r(€) tal que

lim@ =0, 7(0)=0, Fg(@*+ed+r()) =0, ec|[—€c €]

e—0 €
Demonstracgao:
(i) T(Qg,x*) € NuVFg(x*)
Seja d € T(Qg,z"). Entao existem €¢* > 0 e uma fungao r : (0,€*) — R" tais que

para qualquer € € (0,€*), z* + ed + r(€) € Qg, onde |r(e)| = o(e). Assim, para cada

i€ {l,2,...,m}, temos
Fi(z* +ed +7(e)) =0, ee (0,€%).
Como F},, para cada i € {1,2,...,m}, é continuamente diferencidvel, entdo
Fi(z* +ed +1(e)) = Fi(z*) + VFE(x*)T(ed +7(€)) + o(ed + r(€)).
Pelo fato que z*,z2* + ed + r(€) € Qg, temos que
EVF};;(x*)Td + VFL(z*) (r(€)) + o(ed + 7(¢)) = 0. (1.6)
[r(e)]

Temos que lim =0e lim o(ed + r(e)) = 0, este ultimo acontece pois

_oled+r(e) o oed +r(e)) iy
i I Jear e led Tl
i 24 r@) 1O
e—0+ |ed + (€| €
_ gy Oled (e )) m [d+ r(e )H7

—0t |ed +1(e)| e
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e |ed +r(e)| < e[|d| + | rie )H] — 0" quando € — 07, de onde

lim o(ed + r(e)) ) o(ed + r(e))

_ im d| = 0. 1.7
e—0t € Hed+7‘(e)H~>0+ HEd"‘T( )H H H ( )

Logo, pelas equagoes (1.6) e (1.7) obtemos
VFL(z*)'d = 0.
Assim, concluimos que T(Qg, x*) € NuV Fg(x*).

ii) Provaremos que NuVFg(z*) € T(Qg,x"). Seja d € NuV Fg(z*), entdao VFg(z*)d =
0. Definimos a seguinte funcao F': R x R" — R™ dada por:

F(e,r) = (Fp(a* +ed+71), Fa(z* +ed+7),..., FR(z* + ed + 1))

e consideremos o sistema

F(e,r) =0,
isto é,
Fiz* +ed+71) = 0,
Fi(z*+ed+71) = 0,
: (1.8)
Fp-la*+ed+r) = 0,
FR(z*+ed+r) = 0.

Logo, F'(0,0) =0 e V,F(0,0) = VFg(z*). Suponhamos que VFg(z*) tem posto p,

entdo V,.F(0,0) tem posto p. A seguir analisamos os seguintes casos.

Caso 1: Se p = m, entao aplicando o Teorema 1.2, temos que existem constantes ¢* > 0,

B > 0 e vizinhancas Bex de € = 0 e Bz de r = 0 tais que

(a) r(0) = 0;

(b) F(e,r(€)) = 0 para todo € € Bex;

(c) 7(0) = (V,F(0,0))"'V.F(0,0).

Temos que V. F(0,0) = VFg(z*)d = 0, pois d € Nu(VFg(z*)). Logo,
(0) = 0 = lim 9 ="0)

e—0 €

Assim, obtemos
lim @ = 0. (1.9)

e—0 €

Portanto, dos itens (a)-(b) e da equacdo (1.9) obtemos o resultado desejado.
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Caso 2:

Se p < m, entdo para cada (¢,7) € V, V uma vizinhanca de (0,0), temos que
V,F(e,r) = [V, Fp(z* +ed+7) ... V. Fp(z*+ed+7)]" tem posto p, pois
pela hipdétese o posto é o mesmo em uma vizinhanga do ponto z*. Pelo Lema
1.1 temos que p funcdes de {Fj, -, Fp'} (sem perda de generalidade podemos
supor que Fg,---,FP) sdao independentes e as outras funcdes dependem de

FL, .-+, FF em uma vizinhanca V de x*. Isto é, para todo x €V,
Fngk(x) = (bk(F]%(ﬂ?), T >F§(x))7 k= 17 <o, M =P, (110)

onde ¢, k=1,...,m — p, sao fungoes continuamente diferencidveis. Logo, no

sistema (1.8) temos que

Fi(z* +ed+7) = 0,
Fh(z* +ed+1) = 0, (1.11)
o1 (Fi(z* +ed+71), - | Fh(z* +ed+71)) =0,
(ﬁm_p(Fé(x* +ed+r), - FR(z*+ed+71))=0.

Note que ¢p(Fp(x*),...,Fh(z*)) = 0, k = 1,---,m — p, de modo que
¢r(0,---,0) =0,k =1,--- ,m — p. Suponhamos sem perda de generalidade
que [VFg(z* +ed +7), ... VFE(z* + ed + 1)]" tem posto p em relagio as

primeiras p coordenadas. Definimos a funcio F : R x R"? x R? — R? dada por

Fle,r1,m9) = (Fp(af+edy+ro, 25 +edy+11), . .., Fo(zf +edy +rq, 75 +edy+11)),

onde z* = (27,23), d = (d1,d3), x1,d, € RP e x9,dy € R"7P.

Logo, F(0,0,0) = 0 e V,,F(0,0,0) = [V, Fi(zt,z3) ... V., Fo(zt o))"
tem posto p. Entao pelo Teorema 1.2, existem escalares a; > 0, ap > 0,
vizinhangas B, ,B,, de (¢,71), 79, respectivamente, e uma funcao diferencidvel
7: B, — B,, tais que

(i) 7(0,0) = 0;

(ii) F(e,ri,7(e,r1)) =0 para cada (e,r1) € By,;
(iii) V7(0,0) = (V,,F(0,0,0)) "V () F(0,0,0).

7(e,0) temos que 7(0) = lirgl+ e =10 _ V.7(0,0).
€— €
Por (iii) e como V.F(0,0) = VFg(2*)d, d € NuV Fg(z*), temos que 7 (0) = 0.

Entao,

Considerando 7(¢) =

F(e,0,7(e)) = (Fé(xf+ed1+f(e),x§+ed2), oo, FR(x+edi+7(e), x5 +edy)) =0,

ou seja,
Fi(x* + ed + (7(¢),0)) =0, i=1,...,p. (1.12)
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Além disso, pela equagao (1.10), para € > 0 suficientemente pequeno e para

cada k =1,...,m — p, temos

FPR (2% 4 ed + (7(€),0) = op(Fh(z* + ed + (7(€),0)), . . .,

FE(z* + ed + (7(€),0))) (1.13)

Logo, pelas equagoes (1.12) e (1.13) temos que a fungao r(e) = (7(¢€), 0) satisfaz

r(e)

o sistema (1.8) e —= — 0 quando € — 0. [
€

Seja (Q um conjunto em um espaco vetorial topologico X, zg € Q, V(Q, o) o
cone das diregoes factiveis para  em zy e T(Q, zo) o cone das diregoes tangentes para @)
em xy. Acontece que, em alguns casos, os duais desses cones coincidem com o conjunto de

funcionais lineares que sdo suportes para ) no ponto g, Q+*, com Q* = {f e X*: f(x) >
f(zo) para todo x € Q}.

Teorema 1.9. Seja Q um conjunto convexo e fechado, se x* € Q, entao
Além disso, se int(Q) # &, entdo,

Demonstracao: Ver [38], Teorema 8.2.

Definicao 1.13. [37] Sejam @ € R"™ um conjunto convexo e z* € Q. O cone normal (cone

de diregoes normais) no ponto x* em relagdo ao conjunto @) é dado por:

No(z*) ={deR": (v —2*)Td <0, VreQ}.

O teorema a seguir sera usado para obter o Principio do Maximo para problemas

de controle 6timo com tempo discreto.

Teorema 1.10. (Dubovitskii-Milyutin) Suponha que o funcional Fy assume um minimo
I+1

local em @) = ﬂ Q; no ponto x* € Q. Suponha ainda que Fy € reqular de descida em x*,
i=1
com diregoes de descida no cone D(Fy,x*), as restrigoes de desigualdade Q;, i = 1,... 1,

sao requlares em x* com diregoes factiveis no cone V(Q;, "), a restrigio de igualdade
Qi+1 também é reqular em =™, com diregoes tangentes no cone T(Q.1,x*). Entdao existem
funcionais lineares continuos — xo € D(Fo,z*)*, xi € V(Q;,x™)*, i=1,...,1 e

Xi+1 € T(Quy1,x™)*, nao todos nulos, que satisfazem a equagao de Euler-Lagrange

Z xi = 0.
i=0
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Ideia da demonstragao. Para provar o teorema, primeiro mostra-se que se z* é mi-
nimizador local do problema, entdao nao existe uma direcao de descida que seja factivel
e tangente (ou seja, D(Fp, z*) N ( o V(Qi,x*)> NT(Qui1,2") = ). Esta afirmagio
¢é valida, basta considerar uma direcao de descida que seja factivel e tangente, e pelas
defini¢oes dos cones factiveis, tangente e de descida, podemos obter um ponto proximo
de z* que fornece um valor para a fungdo objetivo menor que f(z*), o que contradiz
a hipotese que z* seja minimizador do problema. Logo, o Lema 1.5 pode ser aplicado,

obtendo o resultado desejado. Para maiores detalhes ver Teorema 6.1 de [38].

Observacao 1.8. Nas condigcoes do teorema anterior temos 0s sequintes resultados:

e Uma condigcao suficiente para assequrar xo # 0 € que exista ao menos uma dire¢ao

factivel e uma direcao tangente, isto €,

41

ﬂ Qi # J.
i=1

De fato, suponhamos que xo = 0. Pela equacao de Euler- Lagrange temos que
0+1 0+1
Xo + in = 0, entao in =0, onde 0s x; € QF,i =1,...,0+ 1, ndo todos nulos.
i=1 i=1
+1 41
Logo, pelo Lema 1.5, temos que ﬂ Qi = . Isto contradiz a hipdtese que ﬂ Qi # J.

i=1 i=1

A conclusao € valida para qualquer x;, 1 =1,..., 0+ 1.
0+1
e A condicao ﬂ Q; = & € uma condicio necessdria para que o ponto x* seja uma
i=0
solugdo otima de f ainda que os cones Q;, i =1,...,0+1, sejam ndo convexos. Além

disso, uma condigcdo necessdria e suficiente para se obter a equagao de Fuler-Lagrange
{+1

é que 0s cones sejam converos, isto €, x* é um ponto minimo entdao ﬂ Q= see
i=0
somente se se cumpre a equacao de Fuler-Lagrange.

1.4 Generalizacoes do Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Nesta se¢io apresentamos algumas adaptagoes dos resultados estudados em [25].

Consideremos o seguinte problema de otimizacao:

Minimizar Fy(x)
sujeito a  Fr(x) <0, (P)
FE(QZ‘) = O)

onde Fy : X — R, X é um espaco de Banach, F; : X — R, Fjz : X — R™. Consideremos
Qp ={xeR": Fg(x) =0} e Q; = {x e R": Fi(z) < 0}.
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Observagao 1.9. Nosso interesse nesta tese é trabalhar com problemas do tipo (P), mas
na teoria geral (descrita em Ben-Tal e Zowe [25]) X pode ndo ser um espago de Banach,
basta ser um espago vetorial topoldgico, e as restricoes podem mao ser por sistemas de

iqualdade e de desigualdade, podem ser restricoes abstratas.

As seguintes definigbes s@o necessarias para apresentar um importante teorema

que sera usado para as condigoes de segunda ordem.

Definicao 1.14. [25] Seja d € X. Dizemos que d é uma diregio de quasi-decrescimento
da fungdo objetivo Fy no ponto x € X, se para qualquer u > 0 existe algum nimero real
€* >0 tal que

Fo(x +ed) < Fo(z) +eu, 0<e <€,

O conjunto de todas as direcoes de quasi-decrescimento em x € denotado por D, (z).

Definigao 1.15. [25] Dizemos que d é uma dire¢io quasi-factivel ao conjunto Q; no

ponto v € X, se para cada v € int(RY) existe um niimero real €* tal que
Filx+€'d) <ev 0<e<e™.
O conjunto de todas as direcoes quasi-factiveis em x é denotado por D, (z).

Definicao 1.16. [25] Dizemos que z € X é uma dire¢io de descida de seqgunda ordem de
Fy em x* em relacao ao vetor d € X, se existem u > 0, uma vizinhanga U de z e algum

nimero real €* > 0 tais que
Fo(r* + ed + €2) < Fy(z*) — u para todo ze U e 0 <e <€, (1.14)

Denotaremos ao conjunto de todas as diregoes de descida de sequnda ordem como

D?*(Fy, x*,d). Dizemos que Fy é d-reqular em x* se D*(Fy,z*,d) é ndo vazio e convezo.

Definicao 1.17. [25] Dizemos que z € X é uma dire¢ao factivel de sequnda ordem de Q)
em z* em relagdo ao vetor d € X se existem v € int(RY), uma vizinhanca U de z e um

numero real € > 0, tais que
Frla* +ed+€2) + €0 <0  para todo zZelU e 0<e<e®. (1.15)

O conjunto de todas as direcoes factiveis de sequnda ordem serd denotado por V(Qr, x*, d).

Dizemos que Fy é d-regular se V*(Qr,x*,d) é ndo vazio e convezo.

Definigdo 1.18. [25] Uma fungio r(-) : (0,0) — X ¢ uma curva de ordem o(€") e serd

denotada por r(€) ~ o(€"), se ewiste um mimero real €, > 0 tal que

lim —= =0 para 0<e<e.
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Definicao 1.19. [25] Um vetor z € X é chamado uma direcao tangente de sequnda ordem
ao conjunto Qg em x* em relacao a um vetor d € X se existe um numero real € > 0 e

uma curva r(e) ~ o(e?) tais que
*

Fe(z* +ed+e2+7(e) =0 para 0<e<e.

O conjunto de todas as diregoes tangentes de sequnda ordem é denotado por T*(Qg,x*,d).

Dizemos que Fg é d-regular se T*(Qg,x*,d) é ndo vazio e convexo.

Observacao 1.10. Das definigcoes acima pode-se ver que:

D*(Fy,x*,d) e V*(Qr, x*,d) sdo abertos.

o D(Fy,x*) = D*(Fy,x*,0), onde D(Fy,z*) € o cone de direcdes de descida.
e V(Qr,2*) = V*(Qr,x*,0), sendo V(Qr,x*) o cone das diregoes factiveis.
e T(Qp,z*) = T*(Qg,z*,0), com T(Qg,z*) o cone das direcées tangentes.

D*(Fy,z*,d) = X, para d € D(Fy,z*), e V*(Qr,2*,d) = X, quando d € V(Q;, x*).

Definigao 1.20. [25] Seja S < X. O funcional suporte a S, denotado por §*(-|S), definido

no dual topoldgico X* de X com valores na reta estendida R v {£+oo0} é dado como:

0*(x*|S) =supz*z, z*e X"

zeS

Se S =, entdo, por convengdo, §*(:|S) = —o0. O dominio efetivo de §*(:|S) € denotado
por A(S), isto é,
A(S) = {z* € X" : §*(2*|5) < 0}.

Note que, 0*(-|S) é uma fung¢io conveza, fechada e positivamente homogénea.

O cone polar de S, denotado por ST, é definido como
St={z*e X" :2"r >0 paratodo €S}
Entao, se S é um cone,
A(S) = —-ST,

0, se z* € A(S),
0" (2%|5) =

00, em outros casos.

Teorema 1.11. Seja x* um ponto étimo para o problema (P). Entdo para cada d satisfa-

zendo

d e Dry(X*) [\ Dr,(X*) () T(Qp, 2%),
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em que Fy, F; e Fg sao d-requlares, existem funcionais lineares continuos em X :
Ig, € N(D*(Fy,x*,d)), g, € NV*(Fp,2%,d)), lp, € N(T*(Fg, 2%, d)), (1.16)
nao todos nulos, que satisfazem a equacao de Fuler-Langrange
lp, +lp, +1lp, =0 (1.17)
e a desiqualdade de Legendre

5* (L, | D(Fy, 2%, d)) + 6* (L, [V2(Fy, 2%, d)) + 6* (Ipy | T?(Fpy 2*,d)) < 0. (L.18)

Demonstracao: Ver Ben-Tal e Zowe [25], Teorema 2.1.

Lema 1.6. Seja Sy, ...,S,, Shy1 subconjuntos convexos nao vazios de X, onde Sy, ..., S,
sao abertos. Entao
n+1
ﬂ S’L = @7
i=1
se e somente se, existem x} € A(S;), i =1,...,n+ 1, nao todos nulos, tais que
i +ay+--+an, =0, (1.19)
0*(27|S1) + 0% (a5]52) + - - - 4+ 0% (2} 1]Sn41) < 0. (1.20)
Demonstragao: Ver [25], Lema 3.2.
n+1
Observagao 1.11. Se ﬂ S; # J, entao xi # 0 no Lema 1.6.
. n+1 3
De fato, suponhamos que x7 = 0. Seja x € ﬂ S;, definamos S; = S;—x parai = 2,...,n+1.
i=2

Entdo, 0 € S;, assim, 6*(z}|S;) = 0 para todo i = 2,...,n + 1. Agora z; # 0 para ao
menos um j < mn (pois caso contrdrio xy = --- =z =0 e pela equagdo (1.19) temos que
—Tpp1 = Ty + -+ T entdo x,1 = 0, isto contradiz o fato do Lema 1.6 que diz que
x¥,...,xk, | sdo ndo todos nulos). Como S; é aberto e 0 € S;, entdo 0 € intS;. Assim,
5*(1’;‘-‘|§j) > 0. Portanto,

n+1 n+1 n+1

D1o*(@rlS) = D 6% (xf]S) + Y atw
=1 i=1 i=1

n+1
Mas, pela equagio (1.19) temos que Z xfx = 0. Assim,
i=1

n+1 n+1

D10%(5]Si) = > 0% (xF]Si) > 0.
1=1 i=1

Isto contradiz a equagio (1.20).
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Lema 1.7. Sejam X, U espacos de Banach, A : X — U um operador linear com imagem

Im(A) e seja S um subconjunto convero nao vazio de U. Definimos
A'S :={re X :Are S}

e suponhamos z* € A(A™1S). Se alguma das sequintes condicoes for vdlida

e Im(A) nintS # I;

e A € aberto;

entao,
§*(z*|A7LS) = min{6* (u*|S) : 2* = u* o A,u* € A(5)}.
Demonstracao: Ver [25], Lema 3.4.

Proposicao 1.2. Sejam Fy, Fr fungoes duas vezes Fréchet diferencidveis. Se x*,d € R",

entao:
(i) Se VFy(z*)"d <0,
DX(Fy,2*,d) — {z € R" : VEy(z*)z + ;VQFO(J:*)(CZ, d) < 0}.
(ii) Se Fi(z*) <0 e Fy(z*,d) <0,
V2(Qp 2", d) = {2 € R : VFy(a*)2 + ;V2F1(x*)(d, d) < 0}.

Demonstragao: Ver [25], Proposicao 6.2.

Observacao 1.12. Dos itens (i) — (ii) pode ser visto que os conjuntos D*(Fy,xz*,d) e

V3(Qr,z*,d) sdo converos.

Observacao 1.13. A caracterizacio do conjunto T*(Qg,x*,d) para o caso em que Fg
esta definida em um espago de Banach X pode ser encontrada em [25]. Na Proposi¢io 1.3
abaizo, tal caracterizacao serd feita para o caso particular em que Fg estd definida entre

espacos de dimensao finita.

A seguir mostraremos que sob a hipdtese de posto constante nos gradientes

das restrigoes de igualdade a Proposigao 7.2 em [25] se cumpre.

Proposicao 1.3. Seja uma aplicacio Fg : R" — R™ que € duas vezes diferencidvel em
uma vizinhanga Vi de um ponto x* com Fg(z*) = 0. Suponha que existe uma vizinhanga

Vo Vi de x* tal que VFg(x) tem posto constante para cada x € V. Entao

T(Qp.a*) = {deR": VFy(z*)d - 0}, (1.21)
T2(Qp. 2% d) — {zeR”:VFE(x*)z+;VQFE(:U*)(d,d):O}, de T(Qp %) (1.22)
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Demonstragao: A igualdade (1.21) segue da Proposicao 1.3. A seguir mostraremos a

igualdade (1.22). Primeiro mostraremos que
1
T*(Qp,z*,d) c {ze R" : VFg(z*)z + §V2FE(x*)(d, d) =0}, de T(Qg,z*).

Sejam d € NuV Fg(2*) e z € T*(Qp, v*,d). Entdo VFg(2*)d = 0 e existem €* > 0 e uma

curva 7(€) ~ o(€?) tais que
Fp(z* +ed+ez+71(e) =0, 0<e<er,
Pela expansao de Taylor, para ¢ = 1,...,m, temos que
Fi(z* +ed+ 2 +71(e)) = Fi(z*) + VFL(x*) (ed + 22 + 7r(e))

+;(ed + 2 4+ 71(€)) ' V2EL(2*) (ed + €22 + 7(€)) + 0;(€2),

onde hH(l) 04(26) = 0. Logo, pelo fato que Fg(z* + ed + €’z + 7(¢)) = 0, Fg(z*) = 0 e
e—0 €

VEL(z*)'d =0, i=1,...,m, obtemos

0 = EVFL(*) 2+ VL") Tr(e) + g[dTWFg(x*)(ed bzt 7"(6))]
T T2 i 2 1 T2 i (. 2 (2
+5 % VFg(a*)(ed + €z + r(e)) | + ) r(e) VFg(a*)(ed + € 2z + r(e)) | + 0i(€7).
Arranjando termos, temos
0 = EVEL(*) 2+ VEL(2*)Tr(e) + §€2dTv2F,g( )d+ 5 Sd"VAFL(2%)z
1 - 1 . 1 4 1 ,
+§edTV2Fﬁ3(:U*)r(e) + §e3zTV2Fﬁ;(x*)d + §€4ZTV2FZE(x*)Z + iezvazF}E(x*)r(e)
1 , 1 . 1 .
+§er(e)TV2F}5($*)d + 5627“(6)TV2F}5(:B*)Z + ir(e)TVQF]g(a:*)r(e) + 0;(€%).
Dividindo por €2, resulta

: 1 , 1 .
0 = VFL(a*) 2+ VFE(x*)T@ + deVQFg(x*)d + §edTv2F,g(x*)z

€2

1 - 1 1 . 1 )
—|—edTV2F}3(x*)T£2) +oez ez V2FL(2*)d + §e2zTV2F§(x*)z + 262ZTV2F§(x*):(§)
) 2 1 2T<) 2 1 T2 i r(e) 0@(62)

—e—~% Ft Ft el Fi(x*
+2 VeFL(2%)d + = 5¢ o2 VFR(x™)z + 27"(6) VFy(x )—62 - a2

Aplicando limite quando € — 0%, obtemos
7 % 1 Tx72 i %
Isto acontece para cada i = 1, ..., m. Portanto,

T2(Qp.a*d) < {z € R" : VFp(a*)z + ;VQFE(:U*)(d, d) — 0}.
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Agora mostraremos a segunda inclusao, ou seja,

{zeR": VEu(") + ;VQFE(x*)(d, d) = 0} < T2(Qp,a*.d), deT(Qpa*).

1
Sejam z € R" e d € T(Qp,x*) tais que VFg(z*)z + §V2FE(x*)(d, d) = 0. Definimos a
funcdo Fg : R x R®™ — R™ dada por:

Fple,r) = (Fa(z* +ed+ 2 +7), ..., FR(z* + ed + €22 +1)).

Consideremos o sistema

Fg(e,r) =0,
isto é,
Fi(z* +ed+ez+71) = 0,
(1.23)
Fr(z* +ed+ez+71) = 0.

Temos que F(0,0) = 0 e V,Fp(0,0) = VFp(r*) onde Fp(r) = (Fg(x),..., Fi(z)).

Por hipétese existe uma vizinhanca V5 de z* tal que V Fg(x) tem posto p para cada x € V5.
Entao, existe uma vizinhanca de U de (0,0) tal que V,Fg(e,r) tem posto p para cada
(e,7) € U.

Caso 1: Se p = m, ou seja, VFg(z*) é sobrejetiva, entao aplicando o Teorema 1.8 (Teorema
de Ljusternik), temos que existem uma vizinhanca V' < V5, do ponto z*, um nimero

K > 0, e uma aplicacao x : V' — X tais que

Fg(0 +x(0)) = Fp(a™),
IXO)] < K|[Fg(0) — Fe(z")],

para todo 6 € V'. Consideremos €* > 0 suficientemente pequeno tal que
0=a*+ed+ezeV', 0<e<e.
Definindo 7(€) := x(2* + ed + €22), como Fg(0 + x(0)) = Fp(z*), obtemos
Fp(z* +ed+ez2+71(e) =0, 0<e<er,
r(€)

Falta mostrar que —= — 0. Como |x(0)|| < K|Fg(0) — Fe(z*)|, temos
€

Il < KZHFZ Fiy(2™)]

) 1 ‘
— KZ IVEL(z*)" (ed + €22) + E(Ed + 22)TVAFL(2%) (ed + €22) + 05(€) |
i=1
= K |eVFLa)Td+ EVEL )z + @d VA EL(at)d + L ATV Fy ()2
i=1

1 1 ,
+oe 3 IVAEFL(2*) d + 564ZTV2F§(33*)Z + 0;(€)].



Capitulo 1. Preliminares 37

Levando em conta que d € T(Qp,z*) = NuVFg(z*) e dividindo por €2, temos

HTS)’ < K Y IVF(") 2 + Sd VA F(e)d + sed  VAFL(e)z + se2 P Fi(e™)d +
=1

1 4 :
5622TV2FZE($*)Z + 06(26) I.

Aplicando limite quando € — 0", obtemos

e =0
Portanto, temos que F(z* +ed+e*2+7(€)) = 0 com li%l+ @ =0.Isto é, z € T*(Qp, x*,d).
€— €

Caso 2: Se p < m. Entao, para cada (e,r) € Uy, onde U; é uma vizinhanga apropriada de

(0,0), tem-se que
V,Fgle,r) = [V Fi(z* + ed + €22) - -V, F(z* + ed + €22)]"

tem posto p, pois pela hipotese o posto é o mesmo em uma vizinhanca do ponto x*. Pelo
Lema 1.1, temos que p funcdes dentre {F}, ..., Fi'} sdo linearmente independentes e as
outras funcoes dependem destas p funcoes em uma vizinhanca V3 < V5 de 2*. Sem perda
de generalidade podemos supor que Fg. ..., F% sdo linearmente independentes. Entéo,

para cada x € V3, temos

F§+k($) = & (Fi(),...,Fi(z)), k=1....,m—p,

onde ®;, k=1,...,m — p, sdo funcdes de classe C*. Logo, no sistema (1.23) temos
Fi(z* +ed+ez+71) = 0,
Fh(z* +ed+ez+71) = 0
O (Fh(r* +ed+Ez+71),..., Fh(z* +ed+ 2 +71)) = 0 (1.24)
D, p(Fp(z* +ed+Ez+71),. .  Fh(z* +ed+ 2 +7)) = 0.

Note que (1.24) implica em ®,(0,...,0) =0, k=1,...,m — p. Como a seguinte matriz
[VFi(z* +ed+ 2 +71) - VFR(x* + ed + €22 +7)]"

tem posto p, possui uma submatriz nao singular p x p. Assim, podemos supor sem perda
de generalidade que essa submatriz é formada pelas p primeiras linhas e as primeiras p
colunas.

Definimos Fj : R x R? x R™? — R? dada por

A

FE(G,T’l,Tz) = 6(1'? + Gdl + 6221 + 7'1,513'; + €d2 + 6222 + 7”2),
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onde 6(%) = (Fé(x),,Fg(a:)), Tt = (1131,.232), d = (dl>d2)> z = (21722)7 ro= (7"1,7“2),
x1,dy, 21,1 € RP, x9,do, 29,79 € R™7P. Logo, para cada ¢ = 1,...,p, derivando FfE em

relacao a €,ry, o, temos

Vgﬁg(e,rl,rg) = VBZ(QS* +ed+ ez +r) (d+2e2), i=1,...,p, (1.25)

Ve Fgle,r,m) = Va,b(z* +ed+éz+7), (1.26)
Vi File,r,m) = Vab(z* +ed+ ez +1). (1.27)

Como d € NuV Fg(z*), segue que Vb'(z*)" (d) = 0. Entao, aplicando o ponto (0,0, 0) nas
equagoes (1.25) — (1.27) segue que

V. EL(0,0,0) = 0, i=1,...,p, (1.28)
V. F5(0,0,0) = V. b(z*), (1.29)
V., Fp(0,0,0) = V,,b(z*). (1.30)

Note que temos Fg(0,0,0) = 0 e V,, F5(0,0,0) = V,,b(z*). Entdo, pelo Teorema 1.2,
existem escalares a; > 0 e ag > 0, vizinhangas B,, e B,, de (0,0) e 0, respectivamente, e

uma fungao duas vezes diferenciavel 7 : B,, — B,, tais que

1. #(0,0) = 0,
2. EFp(e, 7(e,13), ) = 0 para cada (e,75) € By, ,

3. V#(0,0) = [V,, F(0,0,0)] 'V, F5(0,0,0) = [0 [vnﬁE(o,0,0)]*1VT2FE(0,0,0)].

Consideremos 7(¢) = 7(¢,0). Note que 7(¢) € RP. Pela expansao de Taylor temos que

7i(e) = 7:(0) + er(0) + —77(0) + o0;(e), €L0+ = = 0, i=1,...,p,
ou seja,
7i(€,0) = 7:(0,0) + V#:(0,0) " (¢,0) + ;(e, 0)"V*#:(0,0)(€,0) + 0;(€),
onde el_i)r(% Oie(;) = 0. Como 7#(0,0) = 0 e V.#(0,0) = 0, entdo

1
fZ(E) = §€2V367/“\¢<O, O) + Oi(E), 1= 1, N B

Afirmamos que V2 7;(0,0) = 0 (a prova serd feita a seguir na Observacao 1.14). Entéo,

=0.

Portanto,



Capitulo 1. Preliminares 39

Além disso, no item 2 acima, considerando e suficientemente pequeno temos
0 = Fgle,7(€,0),0)
— (e, 7(e),0)
= (Fi(z,* +edy + 2 + 7€), 20* +edy + € 2), ...,
FP(x1* + edy + €221 + 7(€), 2™ + edy + €223)),
ou seja,
Fi(z* +ed+ 22 + (7(€),0)) =0, i=1,...,p.
Logo, em (1.24), para cada k = 1,...,m — p, temos
FER (2" 4 ed + €2 4 (7(€),0) = Op(Fh(z* + edy + 221 + 7€), 22" + edy + 223), ...,
FP(z1* + edy + €21 + 7€), 20* + edy + €23))
= &,(0,...,0) =0.

Assim, a funcao r(e) = (7(¢), 0) satisfaz a seguintes condigoes
Fe(z*+ed+e2+7()=0 e lim —2 =0.
Portanto, temos que z € T?(Qg, z*, d). [ |
Observacgao 1.14. A sequir vamos demonstrar a afirmagdao Vij(o, 0) = 0. Temos
File,(e,r2),m3) = bi(21* + edy + €21 + 7(€,72), 2™ + edy + 25 + 13),
onde b(z) = (FL(z),..., Fb(z)). Derivando em relagio a € temos
Veﬁé(e, P(e,re),re) = Vrlgi(xl* +edy + 21+ 7(e,m2), 10" + edy + 29 + TQ)TI:dl + 2e2;
+V 7 (e, TQ):|
FVo b (21 + edy + 21 + Pe,m9), 0™ + edy + 25 +72)
[dg + 2622].
Logo, no ponto (0,0,0) temos
VeFp(0,0,0) = Vo,b'(2*) dy + Vi,bi(2*) dy + Vi, b (2%) TV.7(0,0).
Como 0 = Vb (2*)Td = Vb (2*) T dy + V,b' (%) "dy e V7(0,0) = 0, temos
V.Fi(0,0,0) = 0.
A seguir vamos determinar Vzeﬁg. Como Fg(e,7(e,13),72) = 0 para cada (e,73) € Ba,,
0 = Vieﬁ’é(e,f(e,m),rg)
= [V B )l + 265 + Vi(erra)) + Vi, (g, ) (o + QEZQ)]T

1,21

(dy + 2ez1 + Vef(e, 7)) + Vo, b (wr, ws) T (22, + V?’j(e, T9))

A

. . T
+[v2 B (wr, ws) (dy + 2e21 + V(e 79)) + V2. B (wi,ws)(ds + 2522)]

x2,T1 2,72

(dg + 2622) + 2vx25i(w17 w?)T227
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onde (w1, wy) = (2% + edy + €221 + (e, 71), 25 + edy + €220 + 13). Logo, aplicando no ponto
(0,0,0) obtemos
V2, F(0,0,0)) — [v2 bi(2*)(dy + V.(0,0)) + V2

x1,21 1,22

+V, b (%) T (221 + V2,7(0,0)) +
v

r2,T1

()] (dr + 9.7(0,0))

b (z*)(dy + V.7(0,0)) + V2

2,22

~. T ~.
b@(x*)dQ] dy + 2V, b (1) 2.

Como V.7(0,0) = 0, temos

A A~ N T A

Vi Fi(0,0,0) = [Vfcwlbl(x*)dl + Vilmbl(z‘*)dg] dy + Vo, 0'(2*) T (221 + V2 #(0,0))
N T A~

2l @) | o+ 2V () 2

— A V2 b (a¥)dy 4 dJ Vg, 2,0 (2%)dy + 2V, b (2%) T2 +

+] 92, ., 5@y + 7

Vo, 0 (2*)TV2,7(0,0)) +d{ V2, , b (a%)dy + d3 V2, , b (%) dy +
IV 4, b (%) " 29

= dIV2 b (@%)dy + dy Vo o b (0% dy + d] V2, B () dsy +
dy V2, 0 (2%)dy + 2V, b (2%) T2y + 2V, b (as) T 2o +

Vo, b (2*) V2 #(0,0))
A"V (2*)d + 2V (%) 2 + V,, b (2*) V2,7(0,0)
~. 1 ~. ~.
- Q[Vb’(x*)z 4 5dTvW(gc*)d] + Vabi(2%) T2 7(0,0).

a 1 a
Sabemos que Vb(z™)z + §Vzb(x*)(d, d) =0, deT(Qg,z*). Assim, obtemos

Vo, b'(z*) V2 7(0,0) =0, i=1,...,p.

Logo,
Vo, b(z*) V2 7(0,0) = 0.

Sabemos que Vg, b(x*) € ndo singular. Portanto, V2 .7(0,0) = 0.
Assim, concluimos o que queriamos mostrar. [ |
Observacao 1.15. Podemos notar que:
e De (1.22) temos que T*(Qp, x*,d) é convexo. Além disso,
) VEL(2*) 2 , d"V2FE(2*)"d
VFp(z*)z + §V2FE(x*)(d, d) = : +3 : ,
VFpR(z*) 2 d"V2Fp(z*)"d

n 2
onde d'V?Fr(z*)'d = Z Z d EA(a:*)dZ-dj, T=1,...,m.
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A seguinte observacdo mostra que a caracterizacao de T?(Qg, z*,d) pode ser
reduzida em funcao das primeiras p fungoes de Fg, onde p é o posto de VFg(z), para

cada x € V5, sendo V5 uma vizinhanca de z*.

Observacao 1.16.
) 1 .
T%(Qp,x*,d) = {z e R" : VFé(x*)z+§V2F]§(az*)(d, d) =0, i=1,...,p}, de T(Qg,z").

Vamos supor que existe uma vizinhanca U de z* tal que {VFi(x),...,VFI(z)} tem
posto constante para todo x € U. Pelo Lema 1.1, temos que p fungoes de {Fg, ..., Fp'}
sao linearmente independentes e as outras funcoes dependem destas p fungoes em uma
vizinhanga Uy < U de x*. Sem perda de generalidade podemos supor que Fi. ..., F% sdo

linearmente independentes. Entdo, para cada x € Uy, temos
FPR(z) = Op(Fh(x),. .., Fh(z), k=1...,m—p, (1.31)
onde &y, k=1,...,m —p, sio funcoes de classe C*. Logo, considerando
b(x) = (Fi(x), ..., Fp(@))
e derivando a equagao (1.31) temos

VEPR (%) = Vb(z*) V®;(b(z*)),

V2EET (%) = vzs(x*)Tv2q>i(zS(x*))vzs(x*)+Zaq’f’(zs(x*))v%j(x*).

Como b(z*) = 0, resulta

VEPH(2*) = Vb(z*) V®;(0), (1.32)

V2FPM (%) = vz%(x*fv%i(())vz;(x*wza@?(?)(x*))v%f(x*). (1.33)

Fazendo o produto interno entre z e a equagdao (1.32), temos
VEF (2*) 2 = VO,(0)T Vb(z*)z. (1.34)

Agora, da equagao (1.33), obtemos

d"V2FE (2*)d = (Vb(x*)d) V20 (0)Vb(z*)d + Zp] ‘9@? (b(z*))d V2V (2*)d.  (1.35)

j=1 ;s
Como VFg(z*)d = 0 e VFg(x*) = [Vb(z*)T VFE ' (2*) .. VER*)]" seque que
Vl;(x*)d = 0. Assim, na equagao (1.35) seque
T2 pp+if, * paq)iA* TT277 (%
d"VPFR (a*)d = ) ——(b(x*))d" VD (2*)d. (1.36)
= 0y;
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Isto equivale a
d"V2FEY (2*)d = V,;(0)TV2b(z*)(d, d). (1.37)

Consideremos
O ={zeR": VFL(z*)z + ;dTVQFg(x*)d =0, 1,...,m}, deT(Qg,z*%),
Qy={zeR": VFu(z*)z + ;dTVQFg(x*)d =0, 1,...,p}, deT(Qg,z").
Vamos mostrar que € = 9

e () < Oy € trivial.

L4 QQCQI.

Seja z € Qq, entao
. 1 .
VFL(z*)z + idTV2Fg(x*)d =0, 1,...,p, deT(Qgz").

. 1 ,
Falta mostrar que VFR™ (x*)2 + idTVQFgﬂ(x*)d =0, i=1,....m—p, deT(Qg,z").
Pelas equagoes (1.34) e (1.37) obtemos

, 1 . R 1.
VER T (2%)2 + 5CFV2F§“(:U*)CZ = Vo,;(0)"[Vb(z*)z + 5v%(g;*)(d, d)],
a 1_.-
e como Vb(x*)z + §V26(x*)(d, d) =0, temos

, 1 A
VFE ™ (2%)2 + §dTV2F§+’(m*)d =0.
Portanto, Qs < Q. Concluimos que 21 = .
Proposicao 1.4. Sejam Fy : R" - R, F; : R" - R?, F : R" — R™, funcoes duas vezes

diferencidaveis. Sejam x,d € R".

1. Suponhamos que VFy(x)'d < 0 e D*(Fy, x,d) # &. Entdo, paralp, € A(D?*(Fy, x,d)),
existe algum & = 0 tal que
r, = EVF(2), VFy(2)'d =0,
1
§* (g, | D*(Fy, z,d)) = —§§dTV2F0(x)d.

2. Suponhamos que Fi(z) <0, VFy(x)d <0 e D*(F1,x,d) # &. Entdo para lp, €
AV3(Qr,x,d)) existe algum p e (RE) tal que

g, = 0 VE(z), p VE(x)d=0, pFi(x)=0, j=1,....p,
1
& (g, |[VA(Qr, z,d)) = —guTVQFI(x)(d, d).
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3. Suponhamos que {NFi(y),...,VFm(y)} tem posto constante para cada y € U, para
alguma vizinhanga U de x. Se Fg(x) =0 e VFg(x)d = 0, entdo, para
lp, € MT*(Qp, x,d)), existe algum \ € (R™)* tal que

ZFE = )\TVFE(QZ),
1
6*<ZFE|T2(QE7 Z, d)) = _iATV2FE(x)<d7 d)

Demonstracao: A prova dos itens 1 e 2 é feita da mesma forma que na Proposicao 8.2
em [25]. A seguir mostraremos o item 3. Por hipdtese temos que {VFg(z),..., VER(z)}
tem posto constante para todo x € U, suponhamos sem perda de generalidade que
{(VFL(7),...,VF.(r)} é um conjunto maximal linearmente independente. Definimos a
funcdo Fp : R® — R? dada por Fig(z) = (Fi(x),..., F(z)). Podemos notar que Fg(z) é
sobrejetiva. Entdo, considerando A = VFg(z), S = —;)\TV2FE(x)(d, deA'S={ze

” N 1 N
R"™ : VFg(x)z € S}, ou seja, VFg(z)z + §V2FE(x)(d, d) = 0. Entao, pela Proposic¢ao 1.3

e aplicando o Lema 1.7 temos

. 1
lpy = N VEFp(z) e 0*(lp,|T*(Qp,r,d) = —§ATV2FE(x)(d, d).
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2 Condicoes Necessarias de Otimalidade de
Primeira Ordem para Problemas de Con-

trole Otimo Discreto

Neste capitulo, primeiramente apresentaremos alguns conceitos basicos do
controle 6timo discreto. Depois, serao obtidas condigoes necessarias de otimalidade de
primeira ordem para o problema de controle 6timo discreto com restrigoes mistas gerais
(ou seja, restrigdes que envolvam todas as varidveis de estado e controle). Tais condigoes
necessarias serao obtidas por meio do formalismo de Dubovitskii-Milyutin. Isto é, o
problema de controle 6timo discreto com restrigoes gerais serda formulado no formato
adequado para a aplicagdo do formalismo, caracterizaremos os cones de descida, tangente,
factivel e seus duais. Usaremos uma condi¢ao de regularidade com a finalidade de obter
condi¢Oes necessarias de primeira ordem nao degeneradas. As condigoes de otimalidade
encontradas podem ser vistas como uma versao do Principio do Maximo Discreto. Em
seguida, adicionaremos ao problema anterior restricoes abstratas e novamente, com base
no formalismo de Dubovitskii-Milyutin obteremos as condi¢oes de otimalidade. Por tltimo,
discutiremos os problemas de controle 6timo discreto com restri¢oes mistas por periodo
e restrigoes abstratas no controle. Neste caso, as condi¢oes necessarias de otimalidade
de primeira ordem serao obtidas por meio de uma abordagem alternativa, em que as
restrigoes de igualdade sao embutidas na dinamica e as restrigoes de desigualdade sao
transformadas em restri¢coes de igualdade através da inclusao de variaveis de folga nao-
negativas. A utilizacao desta segunda abordagem possibilita o uso de uma condicao de
regularidade menos restritiva (em comparagao com a primeira que se baseia no formalismo

via formalismo de D-M).

2.1 Problema de Controle Otimo Discreto

A seguir vamos definir alguns conceitos basicos que serao usados nos problemas

de Controle Otimo discreto.

Neste trabalho, denotaremos os estagios ou periodos de tempo por k, os quais
geralmente se iniciam no tempo k = 0. A variavel de estado num periodo é uma variavel
n-dimensional que é representada por zy = (z,...,2}), e © = (29, 21,...,7n41) é cha-
mado de trajetoria. A variavel de controle é uma varidvel m-dimensional representada por

up = (up, ..., u}") eu = (ug,uy,...,ux) éo controle associado & trajetéria correspondente.
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O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

N

Minimizar Fy(z,u) = > e(zn, up) + Ong1(2n41)
k=0
sujeito a Try1 = fe(xg,ug), k=0,... N, (2.1)

(x,u) € A, (2.2)

onde Y : R"xR"™ >R, k=0,...,N, Yy :R" >R, fr: R"xR™" ->R" k=0,...,N,
A c RPNVHDImNED © A equacio (2.1) é o sistema dinamico e estabelece as relacdes de
mudanca dinamica das variaveis de estado segundo os valores dados nas variaveis de
controle, isto é, estabelece a dindmica das varidveis de estado. Na equagao (2.2) A pode
ser representado por restrigoes mistas gerais (isto é, restri¢des do tipo b(x,u)), restrigdes
de contorno (ou seja, restrigdes do tipo p(xg, zn11)) ou restri¢des abstratas de controle, e

serd especificado oportunamente.

Neste problema vamos considerar N € N um ntmero fixo. Podemos ter a
mesma duragio para cada estagio (periodo) de tempo k ou diferente duragio para estagios
(periodos) diferentes. Por exemplo, em modelos de fornecimento de energia de longo alcance,
o horizonte de planejamento pode ser de 100 anos, o que forma um horizonte de 10 periodos
com cinco periodos iguais a 6 anos, trés periodos iguais a 10 anos e dois periodos iguais a
20 anos.

Definiremos, no que segue, o conceito de processo 6timo local para o problema COD.

Definicdo 2.1. Um processo factivel é um par (z,u) que satisfaz as restrigoes (2.1) e
(2.2) do problema COD. Além disso, dizemos que (x*,u*) é um processo étimo local do
problema COD se for factivel e existe € > 0 tal que

N N
Z (g, uk) + Uns1(Th) Z (@k, k) + ¥n+1(@N41),

para todo processo factivel (x,u) que satisfaz
ey —xp| <€, k=0,...,N+1, e Jur—u;|<e k=0,...,N,

onde | || € qualqguer norma em R, ¢ = n, m.

A seguir apresentamos um exemplo de uma aplicacao de problema de COD o

qual pode ser encontrado em [2].

Exemplo 2.1. Uma fazenda tem um rebanho de gado. A cada ano, parte do rebanho é
comercializada para carne e o restante é mantido na fazenda para reproducio. O lucro
da venda do gado ao frigorifico € expresso como uma fungio p(x), onde x é o nimero
de gado vendido (a func¢io ¢(x) pode, por exemplo, ter o formato mostrado na Figura 1:

entregas de carne maiores que a quantidade especificada d exigem um preco mais alto).
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o(x)

Figura 1 — Lucro da venda do gado ao frigorifico.

O numero de bovinos remanescentes na fazenda para reproducao aumenta em um fator de
a (onde a > 1) no ano sequinte (até o inicio da comercializagio). Como a fazenda pode
obter o lucro maximo por um periodo de N anos, se as quantidades minimas anuais de

carne comercializada forem iguais a (7.

Seja xy o numero inicial de gado na fazenda e xy € o niumero de gado restante na
fazenda até o final do ano k (k=1,2,...,N). O nimero de bovinos vendidos como carne
bovina durante o ano k éuy, k =1,2,..., N. Durante o ano (k—1), o nimero de gado igual
a xi_1 foi mantido na fazenda para reprodugao. Consequentemente, durante o ano (antes
da comercializa¢do) o niumero de bovinos na fazenda serd axy_i, desse nimero, uy serd
comercializado para carne bovina, enquanto o restante, ou seja, aT,_1 — Uy, permanecerd

na fazenda para procriar até o final do ano k. Portanto,
Tp=QTp_1 — U, k=12,...,N.

O lucro da fazenda em N anos serd

T = plw) +pluz) + -+ plun) = Y p(uy).

Levando em consideragdo as entregas contratadas, impomos ao parametro de controle uy,
as sequintes restrigoes:
up =06, k=1,2,..., N.

Além disso, devido a natureza do problema, a coordenada de fase x (ou seja, o nimero de

bovinos mantidos para reprodugdo) nao € negativa:
=0, k=1,2,...,N.

Portanto, mazximizar o lucro de uma fazenda de gado durante um periodo de N anos pode

ser formulado da sequinte forma:
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N
Mazximizar Fy(u) = Z o(ug)
k=1
sujeito a T = Qg1 —ug, k=1,...,N,

o = C,

u, = [, k=1,...,N,

T = 07143:1,...,]\7.

2.2 Condicoes Necessarias de Primeira Ordem para Problemas de

Controle Otimo Discreto com Restricdes Mistas Gerais

Nesta secao apresentaremos condi¢oes necessarias de otimalidade de primeira
ordem para problemas de controle 6timo discreto com restrigoes mistas gerais, tais condigoes

podem ser entendidas como uma versao discreta do Principio do Maximo.

Consideremos o seguinte problema de controle discreto com restrigoes mistas

gerais:
N
Minimizar 2 U (@h, up) + Yngr(Tyg1)
k=0
sujeito a w1 = fr(ap,ug), k=0,...,N,
¢(x0, Tn41) = 0, (F1)

b(xo, 1, .y TN11, U, -, Uy ) = 0,

9(To, 1, ooy TN 11, Ug,y ooy Uy ) < 0,

d(z0, zn11) <0,
onde 9, : R" x R"™ - R, fi : R" x R™ — R", para todo £k =0,...,N, ¥y;1 : R" - R,
b : R'VHD o RMVED o R : RT x R* — R'#, g @ RPVE) x RMVHD R,

¢ :R" x R" - R"? sao fungoes continuamente diferencidveis em relacao a x e u.

Consideremos os seguintes conjuntos de indices:
o Ly(x* u*)={je{l,... 14} : ¢ (a* u*) =0},
o L(z*u*)={jef{l,....r,}: ¢ (a* u*) =0}

Observagao 2.1. Quando nao houver perigo de confusdo, vamos denotar I, em vez de

Iy(z*,u*) e I, em vez de 1,(x*, u™).

O conjunto dos processos factiveis do problema (P;) serd denotado por:

Q=QrnQr,
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onde Qg e @y sao conjuntos com interior vazio e interior nao vazio, respectivamente, os

quais sao definidos por:

Qr = {(x,u) e R"NV+2) o Rm(N+1) . Tpi1 = [r(xp,ug), k=0,...,N; @(xg,zn11) = 0;

b(xg, ..., TNy1, U, -, uyn) = 0¢,
o = (Nei)N(Newn):
Jely j€ly
com
7= (w,u) e RMVFD 5 RMNTD - g (20, oy 1) < O}, je Iy
%2 = {(z,u) e R*WVHD 5 RMNVHY - 0d (g0 N1, Ug, s Uy) < O}, j €1y

Podemos reescrever o problema (P;) como o seguinte problema de Programagao Nao

Linear
minimizar Fy(z,u)
sujeito a  Fp(z,u) =0, (Py)
Fr(z,u) <0,
onde

o Fy: RN+ o RMINFD R ¢ definida por
N
Fy(z,u) = ) (e, w) + Onr (Tn4);
k=0

o Fp: RMNVH2) o rNHD _, RrNH2) o R R™ ¢ dada por

FE(:E,U) - (FEo(xvu)>FE1(x7u>’ R FEN(‘I7U)7FEN+1(I7U)’ FEN+2(I7U))’

com
Fg, (z,u) = Tpy1 — fru(og,ug), k=0,...,N,
ng(x,u) = T — filzr,ur), k=0,...,N, i=1,...,n,
Fpy,(z,u) = (@0, Tn+1),
FéNﬂ(x,u) = ¢z, xN41), 1=1,... Ty,
Fpy,,(z,u) = bz, u),
F]f;N+2(:1:,u) = b(z,u), i=1,...,m;

o Fy:RMWVH2) o RMINFD _, R76 x R™ é determinada por

Fr(x,u) = (Fr(z,u), F(z,u)),
com
Fr(z,u) = ¢(xo,n11),
Fljl(:c,u) = ¢(vo,Tn41), J=1,...,74,
Fr(z,u) = g(z,u),
F}Q(x,u) = J(zu), j=1,...,7,
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Dado que as fungoes coordenadas do problema (P;) sdo continuamente diferenciaveis, segue

que a fungao objetivo Fy e as aplicacoes Fg, F; também sao continuamente diferenciaveis.

Seja (x*,u™) um processo factivel, a derivada de ¢ em (z*,u*) definida como
Vip(z*,u*) - RMV+D 5 RMVHD R 6 dada, para cada (s,t) € RMYVF2) RNV -,

seguinte forma

N
Vip(z* Z Vo, Uk (xf, up) s, + Vuk¢k($kjuk)tk) VxNH?/}NH(x}kVH)SNH-
k=0

Sendo Fg(z,u) = (Fg,(x,u), Fg (2,u),..., Fgy(r,u), Fgy,,(x,u), Fg,,,(z,u)), temos

Ao I 0 0 --- 0 0 By 0 0 --- 0 0

o A I 0 -+ 0 0 0o B, 0 -+ 0 0

0O 0 Ay I --- 0 0 0 0 By --- 0 0
VEg(z* u*) = : : U : : : DT : : )

o 0 0 0 --- Ay I o 0 0 --- 0 By

Ve 0 0 0 -+ 0 @up,, O 0 O -+ 0 0

boy by bay O oo by bani, bug buy buy o buy o buy
onde

o Ay =—-Vg frulap,up) e R™", By ==V, felzg,up) e RV k=0,--,N;

_ * * To XN _ ® ok To XN,
° Spl‘o - vio@(x07$N+1) € R ¢ ’ SOxN_H - va+1§0($07xN+1) € R ¢ )

o by, =V, bla*,u)eR"™ k=0,....N+1, b, =V,>blz*u")eR>>™
k=0,...,N;

e [ e R™" é a matriz identidade.

Observagao 2.2. Pode se notar que a matriz jacobiana [V Fg, (x*,u*) - - VFg, (2%, u")]
tem posto n(N + 1).

Seja VEg(x*, u*) : R*V+2 5 RmWV+D _, RrV+D o R7e 3 derivada de Fip em (2%, u*), a

qual é definida por

VFg(z*,u*)(s,t) = (VFgy (2", u*)(s,t), VFg (2%, u")(s,t),..., VFg, (2%, u")(s, 1)),

com
VEg (x*u*)(s,t) = Sgr1— (Vo fu(@h, up)se + Va, fe(xi, up)ty), para k =0,..., N,
VFENH (:L’ U )( ) = on@(l’ﬁa x}kVJrl)SO + V$N+190(x37x7\7+1)51\7+17
VFgy,, (@ u*)(s,t) = Vub(x™ u*)so + Vg, b(x*,u*)s1 + -+ + Vo, b(x™, u*)sni1

+ V(@™ u* )ty + Vi, b(a*, u)ty + -+ - 4+ Vi bz, u*)ty.
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A derivada de F; em (z*,u*), VE;(z*, u*) : R*V+2 « RMNVFTD  R™ » R™, ¢ dada por

VE(z*,u*)(s,t) = (VE (z*,u*) (s, t), VFL (2%, u")(s, 1)),

onde
VFh(x*7u*>(S’t) = v$0¢(x37x*N+1>50 + V$N+1¢(J;87$7V+1)SN+17
VF, (2", u*)(s,t) = Vg™, u*)so+ Va,g(z®,u*)sy + -+ Vi, 9™, u)snia

+Vuog(@*,u* )ty + Vi, g(z*,u)ty + -+ + Vi g(z®, u*)ty.

2.2.1 Condicao de regularidade para problemas de controle 6timo discreto

com restricoes mistas gerais

A seguir introduziremos um conceito de regularidade que sera utilizado no

decorrer da secao.
Definicao 2.2. Seja (z*,u*) um processo factivel de (Py), dizemos que (z*,u™) é um

processo reqular do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido se:

1. Existe uma vizinhanga V' de (x*,u*) tal que VFg(z,u) tem o mesmo posto para cada

(x,u) e V.
2. Euxiste (s,t) € NuV Fg(x*,u™) tal que
Vg (z*,u*) (s,t) <0, jel, (2.3)
ongbj(mé‘,m}k\,ﬂ)Tso + V$N+1¢j(:p§,m;‘v+1)TsN+1 <0, jely, (2.4)
onde s = (Soy- .-, SN+1), t = (to, .-, tNn).

Observacao 2.3. Note que, o item 2 da Definicio 2.2 assequra que

ngi(xg‘,x}kvﬂ) #0, jel,, ng(x*,u*) #0, jel,.

Para obter condigoes necessarias de primeira ordem para o problema (P;)
usando o formalismo de Dubovitskii-Milyutin precisamos determinar, no processo 6timo
(x*,u™), os cones das diregoes de descida da fungao objetivo (D(Fp, (z*,u*))), das diregoes
tangentes a Qg (T(Qp, (x*,u¥))) e das diregoes factiveis a Q; (V(Qr, (z*,u™))), juntamente
com seus cones duais denotados por D(Fy, (z*,u*))*, T(Qg, (x*,u*))* e V(Qr, (x*,u*))*.

Os quais serao determinados a seguir.
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2.2.2  Construcdo do cone de descida D(Fp, (z*,u")) e seu dual

O conjunto D(Fp, (x*,u*)) é um cone aberto com vértice na origem, gerado
pelas dire¢oes de descida de Fy em (z*,u*). Como Fy é diferenciavel em (z*,u*), se
VEy(z*,u*) # 0, entdo pelo Teorema 1.6. o cone de descida é definido por

D(Fy, (z*,u*)) = {(s,t) € R*V+D « RN+ - g B (2% u*) (s, 1) < 0}
N

= {(s,1) e R*N¥D o ROV NG (g, uf) s
k=0

+v“kwk(x;:7 UZ)Ttk> + V$N+1wN+1(I7V+1)TSN+1 < 0} (25)
Pelo Teorema 1.5, seu cone dual é dado por

D(Fy, (a*,u*))* = {loe (R"M x RV 2o (s,1) = —EVFy(a*,u*)(s, 1), > 0}
N
{ZO c (Rn(N+2) % Rm(]\/-‘rl))* : lo(S,t) _ _§.< Z(vzk¢k(x27UZ)Tsk

k=0

+Vuk¢k(37;:a UZ)Ttk> + V$N+1¢N+1(xﬂ;\/+1)TSN+1>7 f = 0} (26>

2.2.3 Construcdo do cone factivel V(Qy, (z*,u")) e seu dual

Nesta subsegdao, vamos determinar o cone factivel V(Qy, (z*,u*)), para isso,
precisamos construir os cones factiveis de V(Qy,, (z*,u*)) e V(Qp,, (¥, u*)). Suponhamos
que Vg’ (z* u*) # 0, para todo j € I, e V¢’ (z*,u*) # 0, para todo j € I,. Com estas
suposigoes, aplicamos a Observacao 1.5 para determinar os cones factiveis V(Qy,, (z*, u™))

e V(Qmn, (z%,u")). Assim

V(le (IE*7 u*)) = V(Qh ($*, u*)) ﬂ V(szv (I*7 u*)>7 (27)
onde
(QII7 r* U ﬂ V [27 ))7
j€ly
V(Qn: (z*,u*) = [ V(Q1,, (2",u")),
Jj€lg
com
V(@i (e ) = {(s.) eRID X RUOUD T, 5w 0, ) sy
Vo (38, 0) Tsnin < 0}, G e L, (2:8)

V( ]I'Q,(a:*,u*)) = {(s t) e R"VF2) o« RMINHD 1 ¢ g I(a*,u*)"s
Vg (@t )T < 0, } jel, (2.9)

Os cones V( ]}1, (z*,u*) para todo j € I, e V( ]1'2 (x*,u*) para todo j € I, foram obtidos
usando o item 3 da Observagao 1.5. Agora aplicando o Teorema 1.5 temos que

V(Qu, (@ w) = (V@ ) = X VIQ), (o™ u),

j61¢ ]€I¢
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com

V(QJI.N (x*7U*>>* = {l] (Rn (N+2) X Rm (N+1) ) l] (8 t) -n ( m0¢ (I(]axNJrl) 50 +
Va8 (@5 25e0) Tswan)s o > 0}, je L.

Assim, se I € V(Qy,, (x*,u*))*, dado (s,t) € V(Qr,, (z*,u*)), temos

1) = 2, bs,1)

j€I¢

= 2 1 (Vaut @ 250) 50+ Vi 1 (0, 010) v )

j€[¢

onde 77 =0, je I Analogamente, para V(Qp,, (z*,u*)), se Iy € V(Qp,, (z*,u*))* segue

que

Ih(s,t) = Y B(st)

Jj€lg

= Z — (Vmgj(x*,u*)Ts + ngj(x*,u*)Tt>, W =0, jel,

J€lg
Logo, se V(Qy, (z*,u*)) # &, podemos aplicar o Lema 1.4 na equagdo (2.7). Assim, se
lo e V(Qq, (z%,u"))*, dado (s,t) € V(Qy,, (z*,u")), temos

12(87t> = 2 _77j (vxo¢j(x87x7\f+1)—r80 + VIN+1¢j<xS’x7V+1)TSN+1)

j€I¢

+ ), m <V g’ (", u") S+Vugj(x*,U*)Tt). (2.10)

Jj€ly

2.2.4 Construcdo do cone tangente T(Qg, (", u")) e seu dual

Por hipétese para cada k = 0,..., N + 2, Fj, é continuamente diferencidvel.

Entao, segue que Fg é continuamente diferenciavel, ou seja,
V (e, u) (s, 1) = <VFEO(:(;*, W) (s,0), ... Vg, (2 u")(s, z)) (2.11)

é continuo e diferenciavel. Suponhamos que VFg(z*, u*) satisfaz a condi¢ao de posto

constante, entao pela Proposicao 1.1, temos

T(Qp, (z*,u*)) = NuVFg(z*, u*). (2.12)

Para determinar o cone dual de T(Qg, (*, u*)), vamos considerar o operador W : RMN+2) 5

Rm(NJrl) N Rn(N+1)+m;+rb’ definido por
V_V(Sa t) = (V_VO(S7 t)a V_VI(S7 t) T WN+2(57 t))a

onde
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° Wk(‘S?t) = Sk+1 — (vlkfk(x;:’u;:)sk + vﬂkfk(:l:z’uz)tk)a k= 07 . 7N7

° WN+1(37 t) = ongp(l’&xj‘v_i_l)s() + VZ'NJrl(p(xS’ x7V+1>3N+17

o Wiia(s,t) = Vpb(z*, u*)s + V,b(x*, u*)t.

Note que W é linear e continuo para todo k = 0,..., N, e por (2.12), temos

T(Qg, (v*,u*)) = NulV. (2.13)
Logo,

T(Qg, (z*,u*))" = (NuW)".
Seja W* : (R™ NH)“‘P””) (RMV+2) Rm(N“))* o operador adjunto de W, sabemos
que ImW* = (NuW) = (NuW)*, onde a ultima igualdade segue aplicando o Teorema
1.4. na equagao (2.13). Assim, para todo [; € <T(QE, (x*,u*))) , existe
B N) € (RNt o Ry e R p = (5 py,y) € RV,
e R™, tal que I, = W*(—p, —, — ). Logo,
Zl<87 t) = <W*<—T), -, _>\)7 (87 t>> = <(_Tj7 -, _/\)7 W(S7 t)>

= Z<_pk+17 Wk(sa t)> + <_7> WN+1(S7 t)> + <_)‘7 WN+2<S7 t)>

= Z<_pk+l7 Sk+1 — (vxkfk(x;:) UZ)Sk‘ + vukfk(xZa UZ)tk)>
k=0
+{=, Vaeo(x®,u*)so + Ve, 0@ u*)syi) + (=X, Vb(z™, u*)(s,t)).
Portanto,

FQuer )y = e 0 Ry

N
Zl(sv t) = 2<ﬁk+17 vzkfk(x;:7 UZ)Sk + vukfk(x27 U;:)tk - 8k+1>
k=0

+<_77 vﬂvo(p(x*a U’*)SO + V$N+1(p(x*7 U*)SN+1>
=\, Vb(z*, u) (s, t)>}. (2.14)

2.2.5 CondicGes necessarias de otimalidade de primeira ordem

Nesta subsecao apresentamos condigoes necessarias de primeira ordem para o
problema (P;), as quais sdo uma versao discreta do Principio do Maximo. Tais condigoes

sao obtidas via formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

Definimos a fun¢ao Hamiltoniana associada ao problema (P;) por
N

Hy, : RMVH2) o RrNVFD o RVHD) o R x R™ x R™ —> R, k = 0,..., N, definida por

Hy(,u,p, &0, 1) = Py fu(on, ) — Ep(y, up) Z)\b vou) = > pig;(,w).
=1
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O seguinte teorema é um dos resultados importantes deste capitulo, pois é uma versao
discreta do principio do méaximo fraco. Além disso, as condi¢oes de primeira ordem
obtidas sdo mais gerais que na literatura (ver por exemplo [20], [21], [23], [40], [41]) pois
consideramos o problema (P;) o qual é um problema de controle 6timo discreto com

restrigoes que envolvem todos os estados e controles.

Teorema 2.1. (Principio do Mdximo Fraco Discreto) Seja (x*,u*) um processo 6timo
local de (Py). Entio, existe (p,&,\, 7, 1,n) € R*WHD 5 R x R™ x R™ x R" x R™, ndo
todos nulos, € = 0, ¢/ = 0, i = 1,...,rg, W =075 = 1,...,1¢, tais que as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(i) Equagdo adjunta:

Pbr = kaHk(x*7U*7p7£a A)M)7 k= ]-a s 7N'

(ii)) Condigdo de transversalidade:

T

To ¢
VIOHo(l'*,U*,p,f,)\,,U) = Z,}/szogpl<x6“,x7\7+l) + anv$0¢j<x87m}kv+l)7

i=1 7j=1

Ty Tg
PNy = _[2 )‘vazvﬂb(z*v U*) + Z /J’JVIN+1g](x*7 U*)
i=1 j=1
Vo @ (8 Wh10) + D0 Vs, 6528 ) |
i=1 j=1

Vo On i (TR

+

(iii) Condigcdo de estacionaridade:
Vu Hi(x* u* p, & A p) =0, k=0,...,N.
(iv) Condig¢do de complementaridade:
Wl (x*u*) =0, j=1,...,1,
W (x*,u*) =0, j=1,...,74

Demonstragao: Seja (z*,u*) um processo 6timo local de (P;). Para provar este teorema

vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: Se a derivada da fungao objetivo for nula (ou seja, VFy(z*, u™) = 0), considerando

E=1,p=0,A=0,v=0,u=0,n=0, as condigdes (i) — (iv) do teorema sdo satisfeitas.

Caso 2: Se a derivada da funcao objetivo nao for nula (ou seja, VFo(x*,u*) # 0) e (2, u™)

nao é um processo regular, temos dois sub-casos:



Capitulo 2. Condigées Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Otimo Discreto 55

e Caso 2.1: Suponhamos que o item 1 da Defini¢do 2.2 nao é satisfeito. Conside-
remos que o posto (VFE(x*,u*)> = p. Entao, para toda vizinhanca V de (z*,u*)
existe (z,u) € V tal que posto(VFg(z,u)) > p. Deste modo, existe uma sequéncia

(27, u") — (¥, u”) tal que

T—00

posto(VFg(x*, u*)) < posto(VFg(z™,u")).

Consideremos I, como o subconjunto de indices dos vetores linhas que sao linearmente
independentes de VFg(z™,u"), assim |I;| > posto(VFg(z*,u")). Seja C' o conjunto
de indices das componentes da funcao Fg, ou seja,
C = {ki:k=0,...,N; i=1,....,n}uf{ki:k=N+1; i=1,...,r,} U
{ki  k=N+2; i=1,...,r}.
Sabemos que C' é finito, assim o ndmero total de subconjuntos é 2!°! e como I, = C,

entdo existe um subconjunto .# < N, tal que I, = I para todo T € .#, para um
certo I com |I| > posto(V Fg(x*, u*)). Como |[I| < n(N + 1) +r, + e

1] < n(N + 1) + 7y, + 1, = dim ImV F(z*, u*) + dim ImV Fg(2*, u*)*,

entao,

Im(V Fg(z*,u*))* # {0}.
Como NuV Fg(z*,u*)" = Im(VFg(z*, u*))*, entao existe (I1,1y,13) # (0,0,0) tal

que VEg(z*,u*)" (I1,ly,13) =0 com I, € RMNHD 1, e R™, I3 € R™. Lembremos que

Ao I 0 ... O 0 By, 0 0 ... O
0o A I ... 0 0 0O By 0 ... 0
0 0 Ay ... 0 0 0 0 By ... 0
VFg(x* u*) = : :

0 0 0 ... Ay 1 0O 0 0 ... By
Yy 0 0 .. 0 @, O 0 0 ... 0

beo bay bay oo bay ban. bug buy buy oo Duy

onde Ay = —V,, fe(xg,ux) € RV k = 0,...,N, I € R"™" é a matriz identi-

dade; By = =V, fe(xp, ux) € R™™ k= 0,...,N; b, = V, b(z,u) e R**" k =
0,....,N+1;by, = Vy, b(z,u) e R""*™ £k =0,...,N; @ = Vyo(x0, xn11) € R
Pryig = V$N+1<p(x70 ) xN-H) e R,

Assim, considerando & = 0, p = Iy, v = I, A = I3, 7 = 0, u = 0, as condigdes

(1) — (iv) sao satisfeitas.

e Caso 2.2: Suponhamos que na Definicao 2.2. o item 1 se cumpre mas o item 2 nao

se cumpre. Entao, pelo item 1 e pela Proposicao 1.1, temos que

NuVFg(z* u*) = T(Qg, (z*,u")).
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Assim, o seguinte sistema

VFg(z*,u*)(s,t) = 0,
VG(z*,u*)(s,t) < 0

ng (LU*, U*>|jelg
v¢] ($*7 U*) |j€]¢

que existem (I, ly, I3, Iy, I5) € RPMVFD 5 R™ x R™ x R'F X ]R'ﬁ', tais que

onde VG(z*,u*) =

] nao possui solugao. Pelo Teorema 1.3, temos

VEg(z*, u*) (I, 1y, Is) + VG(x*,u*) " (I4,15) = 0.

Assim, considerando £ =0, p =11, v = ls, A = 3,

=

li, para j € I,
0, paraje{l,...,rs}\ly,

= lg, para j € I,
0, paraje{l,...,rs}\Is,

as condigoes (i) — (iv) do teorema sdo satisfeitas.

Caso 3: Agora consideremos o caso em que VFy(z*,u*) # 0 e (z*,u*) é um processo
regular do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido, ou seja, (z*, u*) satisfaz a Definigao 2.2.
Note que, o cone das direcoes de descida, cone das dire¢oes factiveis, o cone das dire¢oes

tangentes com seus respectivos cones duais, sao dados da seguinte forma:

o Como Fy(x*,u™) é continuamente diferenciavel e VFy(z*, u™) é ndo nulo, entao por

(2.5), temos que

D(Fy, (z*,u*)) = {(s,t) € R"M*2 5 RMWV+D - By (2%, u*)(s, ) < 0}
N

= {(5,1) e R"NF 5 RN NG (s, up) s
k=0

+ Vo k(T uf) ") + Vg Une1(@nen) Tsye < 0.
O dual segue de (2.6), ou seja,

D(Fy, (2, ")) = {lo & (RN x R™VED) (s, ) = —EVFyp(a”,u")(s,1), € > 0

_ {ZO c (Rn(N+2) « Rm(N+1))* .

N
lo(s,t) = =& > (Va i, uf) s + Ve (g, uf) ")

k=0

_§VIN+1¢N+1($N+1)TSN+1, = 0}.
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« O cone das diregoes factiveis foi determinado por (2.7) o qual é da seguinte forma

V(Qu () = [ (V@) @ )| )| V@ @ u)].

Jjely j€ly

onde V( 117( u*)) e V( ]2,( *,u*)) foram determinados pelas equagoes (2.8) e
(2.9), respectlvamente. Tais cones sdo dados por:

— para cada j € I,

V(Qf, (2, u*)) = {(s,1) e RV RV 9, o (2, 230 41) s

+Vch+1¢j(ff6kaw7v+1)T3N+1 <0},
— para cada j € I,
V(Q),, (x*,u*)) = {(s,t) e RPN+ o RMIVHD -7 g7 (2%, u*) Ts
+Vug (2, u*) Tt < 0}, g€ I(x*, u").
Por (2.10), temos que o dual ¢ dado como

V(Qr (@™ u)* = 3 =1 (Vaod (28,05 1) T80 + Va6 a8, 010) T

jEI¢

+ 3 = (Vag (@, w) s + Vgl (o7, 0) ).

jel,
« O cone tangente a Qg foi determinado por (2.12), o qual é da seguinte forma:
T(Qg, (x*,u*)) = NuVFg(z*, u").
Seu dual segue de (2.14), ou seja,

T(Qp, (x*,u*))* = {Zl c (RH(NH) % Rm(N+1))*

N
Ii(s,t) = Y Pirt, Vo ful@h, up) sk + Vi, fr(@h, wfte — k1)

k=0
+<_'77 vzow(x*’ U’*)SO + VIN+190(‘T*7 U*)SN+1>

(=X, Vb(z*, ut) (s, t)}}.

Pela convexidade dos cones, o Teorema 1.10 pode ser aplicado. Assim, temos que existem
lo € D(Fo, (z*,u*))*, l1 € T(QE, (z*,u*))* e ly € V(Qy, (x*,u*))*, ndo todos identicamente
nulos, tais que

lo+1i+15=0.

Para cada (s,t) € R"™*2) x RMNV+D temos

lo(S,t) + ll(S,t) + lQ(S,t) =0. (215)
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Dado que Iy € D(Fy, (z*,u*))*, l; € T(QE, (z*,u*))* e ly € V(Qy, (x*,u™))*, substituindo

na equagao (2.15), obtemos

N N
—€[(Vantol@h, 1), 50> + YVt uf) s + Y (Vg tn(ai, uf), te)
k=1 k=0

N
F 1 (@) swen) |+ D rts Vo Sl wf)se + Vo fell, w)ti = spin)
k=0

(=7, Vaop (2%, 0%) 50 + Vo (2%, 0%)sn 1) + (=4, Vb(a®, u¥) (s, 1))

j T
£ = (Vo (0,25 0) 50 + Vi @ (0, 25 0) T
jEI¢

+ Z (V g’ (™, u¥) 3+Vugj(m*,u*)Tt> =0.

Jj€ly

Considerando n; = 0 para j ¢ I4 e u; = 0 para j ¢ I,, obtemos

N N
—£ [<v$0¢0(l‘8, u8)7 80> + Z<mG¢k($z7 UZ% 8k> + Z<Vw€¢k<xz’ UZ)v tk‘>
k=1 k=0

N
+(Van i Uns1(2N,1), 3N+1>] + Z<Pk+1, Vo fr(@is wi) sk + YV, fi(zi, up)te — skt1)
=0

+{(=7, Vaeo(x®,u*)so + Vay 0@, u*)sn1) + (A, Vb(x™, u*)(s,t))
+<_na v$0¢<$3, x}k\/+1)80 + V$N+1¢(Iga x7v+1)3N+1>

Logo, desenvolvendo cada produto interno, e pelas propriedades de operadores adjuntos,

segue que

_f |:<v$02/}0(x07u0 SO> + : <kaz/1k xlmuk 8k> + E <vukwk xku uk) tk>
k=0
N

(Vv (@) sN+1>] + (p1, Vo o, 4550y + (=1, 51) + D (=Pret, sks1)
k=1

N N
+ Z<pk+17 V:kak(xz; UZ)8k> + 2<pk+17 vukfk:('rz? UZ)tk> + <_)\7 vxob(aj*a U‘*)SO>

k=1 k=0

N
(=AY Vi b(a®, u%)sk) + (=X, Vg b(a* u*)sy ) + (=X, D Vi ba™, u)te)
k=1 k=0

+<_/’L7 vmgg('x*u U*)SO> + <—,LL, Z mGg(ﬂf*, U*>8k> + <—,LL, va+1g(l’*, U’*)SN+1>
k=1

N
+<_:u> Z Vukg(x*a u*)tk> + <_77 vzogp(xz):’ xﬂ]<\7+1)80> + <_77 VINH QD(LUS, xﬂ1<\7+1)8N+1>
k=0

+<_777 VZOgb(ZES, I7V+1>50> + <_777 V$N+1¢(IS7 x}k\/+1)sN+1> = 0.
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Rearranjando termos, obtemos

§<Vx0¢0(£€>5, ug)v 50> - <p17 onfO(mgﬂ u§)50> + </\7 Vfbob(x*v u*)50>
+<,u7 vxog(z*a U*)SO> + <77 vxo@('r(’;? $7V+1)80> + <777 vx0¢($87 x}kv+1)50>

N N N
+¢ Z<ka¢k($z7 up), Sk) + Z@k, Sk) — Z<pk+1, Vo fr(@), ug) si)
k=1 k=1 k=1

N N
+<)‘7 Z Vrkb(‘r*ﬂ u*)5k> + <:U’7 Z Vwkg($*7 u*)5k> + £<V$N+1¢N+1(I7\7+1>7 5N+1>
k=1 k=1

+<pN+1, SN+1> + </\, V$N+1b(x*’ u*)sN+1> + <M, VxN+1g($*, u*)sN+1>
+<’77 VENH 90<‘T37 xT\/’+1)3N+1> + <777 V$N+l¢(x37 x}kV+1>SN+1>
N

N N
k=0 k=0 k=0

N
+<M7 Z kag(x*7 u*)tk> =0.

k=0

Em continuacao, agrupamos em relacao a Sg, Sg, Sn+1, to, tx € tn,
<5on¢o(3737 US) - vxof0<x8> US)Tpl + Vzob(x*a U*)T)\ + vxog(x*a U*)TNJ

N
+VCE0§0($S= x?\/+1>—r7 + vzo(b(xgv x}kVJrl)Tn? 50> + kz [<£v$k¢k (17:7 u;:)

=1
+pk - Vﬂckfk(xzv UZ)Tpk—&-l + kab(l’*, u*>T/\ + vxkg(:p*’ U’*)T/La 3k>]
+<pN+1 + ngN+1¢N+1<x7V+1) + Vﬂ?NHb(x*v U*>T/\ + vx]}v\fﬂg(w*v U*)TM
+V90N+190(x§7 x7V+1)T'7 + V$N+1¢(x87 x7V+1)T777 5N+1> + ;<§vuk¢k(l‘27 u;:)
—Vu, fr(x), u;:)TpkH + Vo, b(x™, u*)T)\ + V. 9(x", u*)T/;,Otk> = 0.

(2.16)

A igualdade (2.16) se cumpre para todo (s,t) € R"V*2 x R™WN+D Em particular, se
(s,t) = (s,0), obtemos

&V ot (@5, ) — Vo fo(@5, ug) 'p1 + Vaeb(a®,u™) 'A + Vg (2™, u”) e

N
+Vao(g, x;‘VJrl)T,y + Vi, (0, SUTVH)T?% so) + Z<§vzk¢k(x27 u)

* *\ T * #\ T bl * *\ T (217)
+pk _vxkfk:(xkauk) Prk+1 +kab(l’ , U ) )\+ vxkg($ , U ) 1y Sk>

+<pN+1 + SVIN+1¢N+1(J;7V+1) + V$N+1b(x*7 u*>T/\ + VINHg(CU*? u*)TM
+V$N+1(p(x§> x}kVJrl)T’y + va.H(b(xg? $7\7+1)T7h SN+1> = 0

Consideremos M = [My M, --- Mysy]es=1[sy s1 --- syi1] onde

My = EVbo(xh, ul) — Vo folmd, ud) T pr + Ve b(z*, u*) T + Vo g(a* u*) T p +
Vo o5, Th1) 7 + Va5, €hi1) ',
My = &V p(af, ui) + pr — Vi fol@h, uf) ' prar + Vo b(z*, u*) T A +
Ve g(x* u*) 'y, parak=1,...,N,
Myii = pyy1+ foN+1¢N+1($TV+1) + VxN+1b($*a U*>T)\ + VxN+19($*a U*)TM

T T
+V$N+1¢<x§7 x7V+1> Y + VINH ¢($3, xﬂ;\f—i-l) n.
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,entao M = 0, ou seja, M =0, k=0,..., N+ 1.

Logo, Ms = 0 para todo s € R*V+2)

Isto significa que
Vao@(@5, @h1) 7 + Vo 0(@5,21) 0 = Vi folag, ug) o1 — EVagtho g, ug)
—Vaob(x*, u*) '\ — V, g(z*,u*) Ty,

P = Vitkfk‘(x;:a UZ)Tpk-‘rl - gvkak‘<$;:-7 uz> - vxkb('r*? U*)T)\
Va9 u*) ', parak=1,... N,
PN+1 = _£V$N+1wN+1(x}kV+1> - V$N+1b(x*7 U*>T>‘ - V$N+1g(x*7 U*>TN

_va+1 90<x87 x7V+1)T7 - VZNH qb(xS? x7V+1)T77‘

Portanto, a equacao adjunta e a condicao de transversalidade sao satisfeitas.

De maneira andloga, considerando agora (s,t) = (0,%) na igualdade (2.16), obtemos

N
D V(@ 1) = Vg Sl uf) 'pren + Vi (o u*) A+ Vo g(a*,u®) sty = 0.
k=0

Consideremos M = [My M, --- Mylet=1[tg t1 --- ty]', onde
My, = V(2 uf) = Vg fe(@h, uf) " prer + Vi b(a*, u*)TA
+Vo, 9(z* u*) 'y, parak=0,...,N.

Temos que Mt = 0 para todo t € R™™W*D_ Entao M = 0, ou seja, My = 0 para
k =0,...,N. Isto significa que, para k =0,..., N,

Vukfk(x,’:,uZ)TpkH — &V, W (Th, uy) — Vukb(:v*,u*)T)\ - Vukg(:v*,u*)Tu =0.

Portanto, a condicao de estacionariedade é satisfeita.

A condicao de complementaridade segue pelo fato que

=0, je{l .o\ p e i/ =0, jefl...m\ly.
|

Pode-se notar na demostragdo do Teorema 2.1 que se (z*,u*) é um processo
regular de tipo Mangasarian-Fromovitz estendido, entdo o multiplicador associado a funcao

objetivo é nao nulo. Assim, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1. Seja (x*,u*) um processo 6timo local do problema (Py) satisfazendo a

Defini¢io 2.2. Entao, as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.1 sdo cumpridas com & > 0.

Demonstragao: Se VFy(z*,u*) = 0 segue pelo caso (1) da prova do Teorema 2.1 que
€ > 0. Se VEy(z*,u*) # 0, da Definicio 2.2 temos que existe (s,t) € R*N+2) x RmN+1)
tal que VFg(x*,u*)(s,t) =0 e VFi(x*,u*)(s,t) <0, ou seja,

T(Qp, (z*,u*)) (\V(Qr, (z*,u")) # @.
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Entao, pela Observacgao 1.8, temos que [y # 0, isto é,
EVEy(z*,u*) # 0.

Como £ = 0 e VEy(z*,u*) # 0, segue que £ > 0. B A seguir, apresentamos um exemplo

de processo regular de tipo Mangasarian-Fromovitz estendido.

Exemplo 2.2.

Minimizar (xél))2 + (ng))2 + (uél))2 + (u((f))2 + (ugl))Q + (UgQ))Q

sujeito a :1:51) = xél) + uél),
o = o +ol?,
) = o) )
oD = o al?,

o 4 2@ 0,

) 4 af?) =0
xE)Q) + xgl) + u[()2) + u§2) =0,
T

onde xy, = (a:,(gl),x,(f)) eR?* k=0,1,2, e u,= (u,(gl),u,(f)) eR?*® k=01

Pode-se notar que (z*,u*) = (0,0) é um processo dtimo. Mostraremos que a

Definicao 2.2 é satisfeita. Temos que VFg(x,u) é dada por

~1 0 1 00 0 ~10 0 0
0 ~1 0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 —10 1 0 0 0 —1
1 0 0 0 1 0 0 0 0
2" +27) 0 0 02 +28) 0 0 o0
0 11 0 0 0 1 0

E facil ver que esta matriz tem posto constante 6 em wma vizinhanca do processo factivel
(0,0). Além disso,
NuV Fg(0,0) = span{vy, va, v, v4},

onde v, = (—1,1,-1,1,-1,1,0,0,0,0)", vy = (0,-1,0,0,0,0,0,1,0,0)",

v3 = (0,0,0,0,1,0,0,0,1,0)", v, = (0,-1,0,-1,0,0,0,0,0,1)".

Por outro lado, temos que VF7(0,0) = (0,1,0,—1,—-1,0,0,—1, —1,0). Assim, considerando
z = vy + v3, seque que z € NuV Fg(0,0) e

VE(0,0)'z=—-4<0.
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Logo, a Definicio 2.2 ¢ satisfeita. Entdo, pelo Coroldrio 2.1, existem p € R*, v € R?,
ANeR, peR e >0, tais que as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.1 sdao satisfeitas. Em

particular, podemos considerar p =0, = 1,A=0,v=(0 1)" ep=0.

Note que na Definicao 2.2 o item 1 verifica a condi¢ao de posto constante em
todo o conjunto que envolve as restricoes de igualdade. Assim, se este item for substituido
por cada subconjunto que envolve as restri¢oes de igualdade, ele tem o mesmo posto em

um vizinhanga de (z*,u*), as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.1 sdo satisfeitas.

Definigao 2.3. Seja (x*,u™) um processo factivel de (Py). Dizemos que (z*,u*) é um

processo reqular do tipo posto constante-Mangasarian—Fromovitz (PC-MF) se:

1. Existe uma vizinhanga V' de (z*,u*) tal que todo subconjunto de

{VFéo(x,u), o, VFg (2,u),.. .,VFP%N(:E,u), ., VIE (z,u),

VFL  (x,u),...,VE

Eni1

(z,u), VF} a:,u),...,VFgfwz(:c,u)}

N+1( N+2(

tem posto constante para cada (x,u) em V.

2. Euxiste (s,t) € NuV Fg(z*,u") tal que

Vgl (@*,u*) (s,t) <0, jel,, (2.18)
Vzo(bj(:c*,u*)Tso + VINH(bj(:c*,u*)TsNH <0, jely, (2.19)
onde s = (Sp,...,8n+1), t = (to,...,tn).

Assim, temos o seguinte corolario.

Coroléario 2.2. Se (z*,u*) é uma solugao 6tima do problema (Py) satisfazendo a Defini¢io

2.3, entdo as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.1 sio cumpridas com & > 0.

Observacgao 2.4. Podemos ver que a Definicao 2.3 implica a Definicao 2.2. Por isso a

demonstragcio do Coroldario 2.2 € trivial.

As condigbes necessarias de otimalidade de primeira ordem obtidas no Teorema
2.1 estao em funcao da Hamiltoniana e esta depende de todos os estados e controles 6timos
em cada periodo, isto acontece, pelo fato que as restrigoes mistas sao dadas de forma
geral. Além disso, as condi¢oes nao degeneradas, foram obtidas usando uma defini¢ao
de regularidade que envolve a dindmica. Uma pergunta interessante é: Com a estrutura
do problema de controle 6timo discreto podemos obter condi¢ées nao degeneradas por
periodo (isto é, a fun¢ao Hamiltoniana dependa de cada estado e controle por periodo),
considerando uma definicao de processo regular somente sob as restrigoes sem envolver a

dindmica explicitamente? Os seguintes corolarios respondem esta pergunta.
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Consideremos o problema de controle 6timo discreto com restrigbes mistas por

periodo, de igualdade e desigualdade

N
Minimizar Z Ur(Th, ug) + Vv (Tng1)

k=0
sujeito a w41 = fe(ag,uk), k=0,... N,

p(x9) = 0, (P2)

bk(xk,uk) = O, k= 0,...,N,

gk(xk,uk) < O, k= O,...,N,

¢(z0) <0,
onde by : R" x R™ — R"™, g, : R" x R" - R'%, k =0,...,N, o : R" - R~
¢ : R" - R™, e as outras fungoes sao definidas como no problema (P;). Definamos os

seguintes conjuntos de indices:

L@t u?) = {ie{l . rg b gnlat up) =0},

Ip(x*,u*) = {je{l,...,rs}:o(x5) =0}.

Observagao 2.5. Sem perda de generalidade, possivelmente rearranjando indices, supo-

nhamos que os conjuntos das restricoes ativas é dado por:

ng = {17"‘7|ng|}7 k=0,...,N;
L= {L.... |5

Consideremos as seguintes hipoteses:

S1: O conjunto {Vgpl(xg‘), o, Ve (), Vol (xh), . .. ,V¢|I_¢|(.CES>} é linearmente inde-

pendente.
Sy . Para cada k =0,..., N, a seguinte matriz
| Vbt ut) o Vb (e ut) Vagh(ahut) o Vag™ (o}, )|

tem posto completo.

Lema 2.1. Se (z*,u*) é um processo factivel de (Py) e valem as hipdteses Sy e Sz, entdo

(x*,u*) € um processo reqular do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido.

Demonstragao: De fato, o problema (P,) pode ser reescrito como o seguinte problema

de Programacao Nao Linear:

minimizar  Fy(x, u)
sujeito a Fg(z,u) =0, (Py)
FI(J;7 U) < 07

onde
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o Fy: RN+ o RMINFD R ¢ definida por

N
Fo(z,u) = Z Ur(@r, up) + Y1 (Tn41);
k=0

. Fy: Rn(NJrQ) % Rm(NJrl) N Rn(NJrZ)Jrrw « R(Tb0+...+rbN) é dada por

— A

FE(.%',U) = (FE<$7U); FE(.%',U)>,

com
Fp(z,u) = (FEO(x,u),FEI(x,u),...,FENH(JU,U)),
Fg, (z,u) Try1 — fru(xg,ug), k=0,...,N,
ng(x,u) = zh — filok,wr), k=0,...,N, i=1,...,n,
Fg (z,u) = @(x), k=N +1,
Fijk(x,u) = ' (mo), k=N +1, i=1,...,7;
e
Fp(z,u) = (Fg(x,u), Fp (x,u),. .., Fgy(z,u)),
FEk(x,u) = bp(zg,ug), k=0,...,N,

ﬁ]’;k(w,u) = bi(zp,up), k=0,...,N, i=1,...1;

com
File) = ofz)
I](ZE,U) = ¢j<x0)7 J = ]-7 7|I¢|a
(§

F[(.CE,’LL) = (F[O(JZ,U),FII(.T,U),...,F[N(x,u»,
Fr (z,u) = gg(zg,ux), k=0,...,N,
Fi (x,u) = gilzrur), k=0,...,N, j=1,...,]L,]

Mostraremos que (z*,u*) é um processo regular do tipo Mangasarian—-Fromovitz estendido:

o VFg(z,u) tem posto constante.

De fato, pelas hipdteses S7 e Sy, temos que

Nu(VFg(z,u))" = {0}.
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Assim, posto(VFg(z,u)) = n(N + 1) + ro+(ry, + ... + 15, )) para cada (z,u) €'V,

onde V' é uma vizinhanga de (z*,u*). Isto acontece pois,

Ao I 0 0 -~ 0 0 By 0 0 0
0 A I 0 0 0 B 0 0
0 0 A, I 0 0 0 By --- 0
0 0 0 0 Ay I 0 0 0 0 By
VEg(a*u*) =] ¢, 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o [,
Co 0 0 0 0 0Cy 0 O 0 0
0 C, 0 0 0 0 0 C; O 0 0
0 0 C, 0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 Cyv 00 0 0 0 Cx
onde

— Ay = =V, filef, up) e R, By = =V, fi(ag,up) e R™™, k=0, N;
— Pay = Vaop(zg) € R
— I e M™" é a matriz identidade;
= Cp = [V b, up) - Va by (o uf)] T
Cr = [V bi(xh, uf) - Vi b (o, uf)]", k=0,...,N.
Portanto, a condic¢ao (i) da Defini¢ao 2.2 é satisfeita.

« Existe (s,t) € NuVEFg(z*, u") tal que

Vo d (z5) 50 < 0, jely, (2.20)
Voo (x5, uf) s, + Vi @ (25, uf) ', < 0, jel,, k=0,...,N, (221

onde s = (Sg,...,8n41), t = (to,. ., tN).

Isto segue do fato que o seguinte sistema

QQ'z = v,
onde

Y

_ Q- V EFg(x*,u*)  R(HB)x (n(N+2)+m(N+1))
V Er(x*, u*)

N N
oz=n(N+1)+7“¢+Z7”bk, 6:|I¢|+Z’19k‘;
k=0 k=0

— ze RYA.
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— v = (v,v3) e R* x R’ com

N
vio= 0, izl,...,n(N—i—l)—an—l—Zrbk,
k=0

N
v = —1, j=1,...,|[¢|+2‘[gk‘)’
k=0

tem solucdo tnica, pois QR é nao singular. Assim, existe (s,t) € R*V+2) x Rm(V+1)

da forma (s,t) = Q" z, tal que
VFg(x* u*)(s,t) = 0,
Vo(xy)sy < 0,
Vo g (wF,uf) s, + Vi, ¢ (v, uf) 't <0, jel,, k=0,...,N.
Logo, a condigao (iz) da Definigao 2.2 é satisfeita.

Seja Hk . ]Rn(N+2) % Rm(N+1) « Rn(NJrl) % R x R(Tb0+'“+rbk) « R(r90+...+7‘gk) SR
a fungao Hamiltoniana associada ao problema (P;), definida por
Hi(@,u,0,& M 1) = Doy fu(@n, ur) — Ek (@, ) — N b (wn, wn) — g g (e, wie),

para cada k =0,...,N.

O seguinte resultado é uma consequéncia direta do Corolario 2.1. Porém, as
condicOes necessarias de otimalidade nao degeneradas de primeira ordem sao obtidas sob

as hipoteses S; e S5, as quais sao condigdes que nao envolvem a dindmica explicitamente.

Coroléario 2.3. Seja (x*,u™) um processo étimo local de (Py). Suponhamos que a hipdteses
Sy e Sy sio satisfeitas. Entdo, existem £ € R, pe R"WHD ~ e R™ pneR™, A\ € R,
kE=0,....N, uyp e Rk =0,...,N, com & > 0, tais que as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:
(i) Equagdo adjunta:
P = v$ka(ZE*,U*,p,£,>\,/L>, kzla"‘7N7

isto €,
b = mGfk(wz, UZ)Tpk+1 - §mG¢k($k, Uk)
~Va be(zi, uf) " A\ — Vo, gr(@h, ul) T, E=1,...,N.

(ii) Condigdo de transversalidade:

Vx()(p('r;;)—r’}/ + Vmoqb(xak)—rn = VxOHO(x*7u*7p7£7 )\7 M)?



Capitulo 2. Condigées Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Otimo Discreto 67

ou seja,
VxOQO(ZL‘;)T’}/ + onCb(l"E)k)T?? = vx0f0($3a US)Tpl - fvxo%(fﬁg, US)T

—Vaobo(zh, ui) " Xo — Vg golw, ul) " 1o,

pn+1 = —EV N1 (Th41)-
(iii) Condigdao de estacionariedade:
Vu Hi(x* u*,p, &, A u) =0, k=0,...,N,
isto significa que, para cada k =0,..., N, temos

V(@ ) pror — EVu V(@ ug) — Vi@, i) "Mk — Vi, gi(2h, ug) " = 0.

(iv) Condig¢do de folga e de ndo-negatividade:

7”%: Oa]:
j:

> Ty E=0,..., N,
=0

hgl(zk uf) = 0 L,..
¢ (zf) =0, ; 1,...,7.

Demonstragao: Como (z*,u*) é um processo étimo do problema (P,) satisfazendo as
hipé6teses Sy e Sy, entao pelo Lema 2.1 temos que (z*,u*) é um processo regular do tipo
Mangasarian—Fromovitz estendido. Portanto, o Corolario 2.3 é consequéncia direta do
Corolario 2.1. |

No Corolario 2.3 foram obtidas condi¢oes nao degeneradas sob a independéncia
linear dos gradientes das restri¢coes mistas em relacao ao controle. Continuaremos tra-
balhando somente com as restricoes mistas de igualdade mas sob a condigao de posto
constante nas derivadas parciais com relacao ao controle. Neste caso vamos considerar o

seguinte problema de controle 6timo discreto:

N
minimizar Y Yy (zx, ) + Uns1 (Tng)
k=0
sujeito a  xg1 = fr(zk,ug), k=0,..., N, (Ps)
bk(xk,uk) = 0, k= O,...,N,
@(IO) = 07

onde as funcées sao definidas como no problema (P,). Seja (z*, u*) € R*WV+2 x RMN+D,

consideremos a hipdtese:

Ss : Existe um escalar p > 0 e uma vizinhanca B, de x tais que a matriz

[Vel@o) - Vo)

tem posto constante para todo g € B,.



Capitulo 2. Condigées Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Otimo Discreto 68

Definigao 2.4. Seja posto(V,, bi(x},ur)) = ag, k= 0,...,N. A condicao de posto cons-
tante no processo (x*,u*) é satisfeita se existem o, > 0, k =0,..., N, e uma submatriz

contendo oy, linhas de YV, bp(xy,uy), isto é,
Tp = [V b (2, uf) - Vi b (h, ui)] T, (i, ia b € {1,000, ),
tais que

(a) det(TT)) # 0.

(b) ANV (2, up)} U{V (21, up)}2E,, tem posto constante igual a oy, para cada (Ty, ug) €
Bs., je{l, ..., \{i1,- -+ 0a, }-

Lema 2.2. Seja (x*,u™) um processo factivel de (Ps). Se a hipdtese Sy e a condi¢io de
posto constante no processo (x*,u™) sao satisfeitas, entao (x*,u*) é um processo reqular

do tipo Mangasarian—Fromouvitz estendido.

Demonstracao: Reescrevemos o problema (P3) como:

minimizar  Fy(z,u) _

sujeito a Fg(z,u) =0,

onde

o Fy: R+ o RMINFD _, R ¢ dada por
N
FO(IL‘,U) = Z wk(‘rk’uk) + wN—i-l(l‘N—H);
k=0

. Fy: Rn(NJrZ) « Rm(NJrl) N Rn(NJrZ)er, « R(Tb0+...+rbN) é definida como

FE(JI,U) = (FE<$,U), FE(Q',?u))?

com
FE(x,u) = (FEO(x,u),FEI(x,u),...,]*:’ENH(x,u)),
Fg (z,u) = xp1 — frulog,ug), k=0,...,N,
Z%k(a:,u) = :L'Zﬂ—f,i(a:k,uk), k=0,....,.N, i=1,...,n,
Fg (z,u) = @(xg), k=N +1,
F}Ek(x,u) = ¢(mo), k=N+1, i= L., Ty
e
Fp(z,u) = (Fg(x,u), Fp (z,u),. .., Fgy(z,u)),
FEk(m,u) = bp(xp,u), E=0,...,N,

FL(wou) = Bi(epw), k=0,...,N, i=1.. 7.



Capitulo 2. Condigées Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Otimo Discreto 69

Mostraremos que o processo factivel (z*,u™) do problema (P;) é um processo regular do
tipo Mangasarian—Fromovitz estendido.

Segue diretamente da hipdtese S3, da Definicao 2.4 e da estrutura de V Fg(z*, u*), que é

dada por
Ao I 0 0 0 By 0 0 0
0 A I O 0 0 By O 0
0 0 Ay I 0 0 0 B 0 0
0O 0 0 0 Ay T 0 0 0 0 By
VFg(@*,u*) = v, 0 0 0 0O 0 0 0 O 0 0
Co 0 0 0 0 0C 0 0 0 0
0 C; 0 0 00 0 C 0 0 0
0 0 Cy 0 0 0 0 0 C 0 0
0 0 00 - Cy OO 0 0 -~ 0 Cy
onde Ay, Ay, By, By, Ozos Cks Ci, k=0,...,N, sao as mesmas como na prova do Lema 2.1.

A fungao Hamiltoniana associada ao problema (P3) é denotada como:
Hy, : RPWVH2) o RmNVFD o RPVHD o R x R +++70n) 5 R, definida por

Hy (2, u, 0,6, A) = proy fo(mn, ur) — Ebp(n, ug) — AL bp(wp,ug), k=0,...,N.

O seguinte resultado mostra que o Teorema 2.3 para o caso particular de restricdes mistas

por periodo de igualdade permanece valido sob a hipdtese de posto constante no controle.

Corolario 2.4. Seja (x*,u™) um processo étimo local de (Ps). Suponhamos que a hipdtese
S3 e a condigao de posto constante no processo (x*,u*) sao satisfeitas. Entdo, existem
£ eR, pe R yeRY nelR"% \eR"%, k=0,....,N, comé& >0, tais que as

sequintes condigcoes sao satisfeitas:
(i) Equagdo adjunta:

pr = Vg Hi(z*,u*,p,&N), k=1,...,N.

(ii) Condigdo de transversalidade:

vmogp(gjg)—r")/ = onHO(m*a U*apa 67 )‘)7

PN+1 = _§V¢N+1(x*N+1>‘
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(iii) Condigcdo de estacionariedade:

Vo Hi(x* u*,p, &, ) =0, k=0,...,N.

Demonstracdo: Como (z*,u*) é um processo 6timo do problema (Pj) satisfazendo a
hipétese S3 e a Defini¢ao 2.4, entdo pelo Lema 2.2 temos que (z*,u*) satisfaz a Defini¢do

2.2. Portanto, é consequéncia direta do Corolario 2.1. |

O Corolario 2.4 é muito importante pois podemos trabalhar com quantidade
grandes de restrigoes mistas e de contorno sem importarmos pela redundancia, pois elas

podem ser colocadas em funcao de um conjunto de fungoes linearmente independentes.

A seguir apresentaremos alguns problemas de controle 6timos discreto onde as

hipdteses S1, 59,55 e a condigdo tipo posto constante se cumprem.
Exemplo 2.3. O sequinte problema satisfaz as hipdteses Si e Ss.

Minimizar ) +a” + (ug)* + (u?)? + (i) + ()
sujeito o ai = (a)* + (ug), ot = (a?)? + (u?)?,
o) = @) + @), 2 = @7+ @),

o)+ () + g =0,

0

(1))2 + ugl) _

(z

N N B e}
(@) + (u)? + uf? <0,
T,

P - P =, o) - <0

onde x), = (xfcl),xk YeR? k=0,1,2, ¢ up= (u,(cl),uk yeR? k =0,1. Pode-se notar

que (x*,u*) = (0,0) é um processo dtimo. Temos

b (o, o) = 2 + () + u®; B (e, u) = (2592 + u?,
(2)

2 2 1
g (@0, uo) = 28 + 2 + ul + (W§? ghar,w) = @) + (W)? + ul,
1 1 2
o (o) = 28 — (@)% ¢ (wo) = 2l — 2.

Entao,
Vb (70, u0) = (2u VDT Vb (a, ug) = (1,007,
Vo0 (0, ) = 02%61 Vg (@1, ur) = @¢”Ui
Vao#! (20) = (1, =22),  Vauo' (z0,u0) = (1,-1)7.

Assim, temos que
(a) {Ve©'(0), V40" (0)} sdo linearmente independentes.
(b) {Vubs(T0,u0), V9o (0,0)} sdo linearmente independentes.

(¢) {Vu,01(0,0), V4, 91(0,0)} sdo linearmente independentes.
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Assim, de (a) temos que a hipdtese Sy é satisfeita e de (c) — (d) seque que a hipitese Sy é

satisfeita. Portanto, as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.3 sdo satisfeitas.

Exemplo 2.4. O seguinte exemplo verifica a condigcdo de posto constante e Ss.

Minimizar (1) + 3:(() )+ (u(()l))Z + (U(()Q))2 + (Ugl))Q + (ng))Q
sujeito a :cgl) = (x(() ))2 + (u(()l))z, 2P = (x(()2))2 + (u(()z))2,
) = @ 5”)2 + ("), 28 = (
A P =0, )+ o~
<x§”> + u& '=0, @)+ () =0,
e+ w +u®)2 =0, 2 4 ul +u® 0

()+xé)—0, (x ()+:v((]2)) =0,

onde xy = (xg),ack yeR? k=0,1,2, e u, = (u,(cl),uk )eR?* k =0,1. Pode-se notar

que (z*,u*) = (0,0) é um processo dtimo. Temos

b (20, up) = 2§ + é% bR (20, u0) = (8 + ul?)?,

b () = (@) + Y, B, w) = (@) + (ui))?,

b?(:vl,ul)::cQ —|—(u § ), b4(:z; ul)—xg)—l—ug)—i—ug),
2

o (o) = 25 + (2), P (xo) = (a8 + 22,

Entao,
Voot (0, ug) = (0,1)T, Vb2 (0, ug) = <,< P ud)T,
Vulbl(xlv ) = ( ) vuob (xlvul) ( u )
Vo b3 (1, u >=<2u§1+u§2>> 2" + ul))T, Vb, w) = (1,1)7,

Vao#' (20) = (1,1)T Vao?(0) = <2<xé”+xé”>,2< Mz

Logo, temos

(a) {Ve©'(0), Vao0?(0)} tem posto 1 para todo xo em uma vizinhanga de x;

b) {Vu bt (o, uo), Vb2 (z0, ug)} tem posto 1 para todo (zo,u) em uma vizinhanca de
( 0“0 00

(0,0);
(c) {Vu,bi(21,u1), Vi, b3 (21, 11), Vi, b3 (21, 11), Vi, b} (21, 11)} tem posto 2 para todo

(o, ug) em uma vizinhanga de (0,0).

Logo, de (a) seque que a hipdtese Ss € satisfeita, e a Definicao 2.4 € satisfeita de (b)-(c).

Portanto, as condigoes (i)-(1v) do Teorema 2.4 sdo satisfeitas.

Na seguinte secao adicionaremos ao problema (P;) restrigdes abstratas de

controle, e serao obtidas condigoes de otimalidade para este tipo de problemas.
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2.3 Condicoes Necessarias de Primeira Ordem para Problemas de
Controle Otimo Discreto com Restricdes Mistas e Abstratas no

Controle

Nesta secao, obteremos condigdes necessarias de primeira ordem para o seguinte

problema de controle 6timo discreto:

N
Minimizar Z Vk(@k, up) + Un+1(TN41)
k=0
sujeito a w1 = fr(ag,ug), k=0,...,N,
¢(z0, rn41) = 0, (Pa)
b(xg, T1, ooy TN 41, U, ooy Uy ) = 0, 4
9(xo, T1,y ooy TN 11, Uy oy Uy ) < 0,
(w0, rn41) <O,
uk.eUk, kZO,...,N,
onde Uy é um conjunto convexo, fechado com interior nao vazio, para cada k =0,..., N.

As demais fungoes sdo definidas como no problema (F;).

O conjunto dos processos factiveis do problema (P4) serd denotado por:

Q=QrnQrnQa,
onde Qg e Q; sdo definidos como no problema (P,) e
Qs = {(IL’,U) e RMN+2) o pm(N+L) ., U k=0,... ,N},

com U =Uy x - x Uy.

Consideremos o seguinte problema que localmente é equivalente ao problema

(Pa) por:
minimizar Fy(z, u) _

- P
sujeito a  (z,u) e @ NV, (Fa)

onde V' é uma vizinhanga de (z*,u*).

2.3.1 Condicdo de regularidade para problemas de controle étimo discreto

com restricoes mistas e restricoes abstratas

Introduziremos um conceito de regularidade para problemas do tipo (Py4), que

sera utilizado no decorrer da secao.

Definicao 2.5. Seja (z*,u™) um processo factivel de (Py), dizemos que (z*,u*) € um

processo reqular do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido para o problema (Pa) se:
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1. Eziste uma vizinhanga V' de (x*,u*) tal que V Fg(x,u) tem o mesmo posto para cada
(x,u) e V.

2. Eziste (s,t) € NuV Fg(z*,u*) com t = a(u —u*), ueint(U), a > 0, tal que
Vg (¥, u*) (s,1) <0, jel, (2.22)
Vao® (25,23 41) 80+ Vay 1@ (25, 28 41) "svan <0, j € Iy, (2.23)

onde s = (S, .-, SN+1), t = (to, .-, tNn).

Note que, D(Fy, (z*,u*)), V(Qr, (x*,u")) e T(Qg, (x*,u*)), com seus respecti-

vos duais foram determinados nas subsecoes 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4, respectivamente.

A seguir caracterizamos o cone factivel V(Qa4, (z*,u")) e seu dual.

2.3.2  Construcdo do cone factivel V(Q 4, (z*,u")) e seu dual

Pelo Teorema 1.7, temos que
V(Qa, (z%,u%)) = {(x,u) € R*V+D « RPVHD -4y — o (u — u*), (z,u) € int(Qa)}. (2.24)
Logo, pelo Teorema 1.9, segue que

V(Qa, (a*,u*))* = {la e (R"HD x RV 2 1y (5,1) = (0,1,(1)),
l, € (RN o [ (u*) < l(u), ue U}. (2.25)

2.3.3 Condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem

Nesta subsecao apresentamos condicoes necessarias de otimalidade de primeira
ordem para o problema (P,), usamos o formalismo de Dubovitskii-Milyutin para obter

tais condicoes.

Definimos a funcao Hamiltoniana para cada periodo k£ = 0, ..., N, associada

ao problema (Py) por
Hy s RPV+2) o N+ o REVHD S R x R™ x R™ —> R, k = 0,..., N, definida por

b Tg
Hy(w,u,p, &M, 1) = Py fu(wn, u) — by (g, up) — Z Aibi(z,u) — Z 13 9; (@, w).
i=1 j=1
O seguinte teorema pode ser visto como uma generalizacdo do Teorema 2.1 pois sao

acrescentadas restrigdes abstratas no controle ao problema (P;).

Teorema 2.2. Seja (x*,u™) um processo 6timo local de (Py). Entao, existe (p, &, \, 7y, i, n) €
RV« R x R™ x R™ x R™ x R™, ndo todos nulos, € =0, i/ >0,i=1,... rg, 7 =0,

J=1,...,1y, tais que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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(i) Equagdo adjunta:

Pr = VIka(x*7U*7p7€7 A?H)? k=1,...,N.

(it) Condigdo de transversalidade:

Te T'¢
VCEOHO(x*7 U*>p75> /\nu) = Zﬂyszowl(w&x?\fﬁ-l) + Z n]vIOW(xS7$7V+1)7
i=1 7j=1

Tb g
PN+1 = — [ Z )‘ZVZ’NHb(x*v U*) + Z “JVJCNHQJ (x*v U*)
i=1 j=1
T$

Tp
+ Z /VZVOENH 901(‘7:37 I#;\Url) + Z nJVJUNH qu(‘fg? xTVJrl)]

=1 j=1

_SVxN+177Z)N+1('I}kV+1)'

(iii) Condicao de estacionariedade:

0e -V, Hi(z", u*,p, &, \, ) + Ny, (uz), k=0,...,N.

(iv) Condig¢do de complementaridade:
:ujgj(x*au>k) = 07 ] = 17 ceey Ty,
W (x*,u*) =0, j=1,...,74

Demonstragdo: Seja (z*,u™) um processo 6timo local de (Py4). Para provar este teorema

vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: Se a derivada da fungao objetivo for nula (ou seja, VFy(z*, u™) = 0), considerando

E=1,p=0,A=0,7v=0, u=0,n=0, as condigoes (i) — (iv) do teorema sao satisfeitas.

Caso 2: Se a derivada da fungdo objetivo nao for nula (ou seja, VFy(z*, u*) # 0) e (x*, u™)

nao é um processo regular, temos os seguintes sub-casos.

o Caso 2.1: Suponhamos que o item 1 da Definicdo 2.5 nao ¢é satisfeito. Pelo Caso
2.1 da prova do Teorema 2.1, considerando os mesmos &, pxi1, 7Y, A\, i, 7, como em tal

caso, temos que, as condigdes (1) — (iv) sdo satisfeitas.

o Caso 2.2: Suponhamos que na Defini¢ao 2.5. o item 1 se cumpre mas para todo
(s,t) € NuVFg(x*,u*), mas nao existe t = a(u—u*), u e int(U), tal que ao menos
(2.22) ou (2.23) nao sao satisfeitas, entdao pelo Caso 2.2 do Teorema 2.1 as condigoes

(1) — (iv) sao satisfeitas.

Caso 3: Agora consideremos o caso em que V Fy(z*, u*) # 0 e (z*, u*) é um processo regular

do tipo Mangasarian-Fromovitz estendido para o problema (Pj4), ou seja, (z*,u") satisfaz
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a Definigdo 2.5. Pela convexidade de D(Fy, (z*,u*)), V(Qy, (z*,u")), T(QE, (z*,u*)), e
V(Qa, (z*,u™)) que foram determinados nas subsegoes 2.2.2 - 2.2.4 e 2.3.2, o Teorema 1.10

pode ser aplicado. Assim, temos que existem Iy € D(Fy, (z*,u*))*, [ € T(Qg, (x*,u*))*,

lo e V(Qr, (z%,u”))* ela € V(Qa, (z*,u*)*, ndo todos identicamente nulos, tais que
lo+li+1la+14=0.
Para cada (s,t) € R*™+2 x R™MV+D “temos
lo(s,t) + 1i(s,t) + la(s,t) + la(s,t) = 0. (2.26)

Entao,

la(s,t) = —=lo(s,t) — l1(s,t) — la(s, 1).
Logo, por (2.25) segue que

(0,1u(t)) = =lo(s, ) — li(s,1) = l2(s, 1),
com [, (u*) < 1,(u) para todo u € U. Por (2.16), obtemos
(0,0u(t) = {EVano(ag,ug) = Vao fo(@g, up) 1 + Vab(a™,u*) A + Vi, g(a*,u™) "

N
Vo (15, 1) 1Y + Vo (s w3ci0) T 50) + L€V (s )

k=1
+Dr — Va:kfk(x27 uZ>Tpk+l + Vzkb(a:*, U*)T/\ + Vzkg($*, U*)Tﬂa Sk>]

+<pN+1 + §V$N+11/)N+1("L‘}k\/+l> + VxNHb(l‘*v u*)T/\ + V$N+1g(m*7 u*)TM

N

+Van @@, 1) Y+ Van 0(h, 25 ) 0y sva) + D EV (i, uf)
k=0

—Vu, fr(x), uZ)TpkH + Vo, b(x™, u*) "N+ V. 9(z*, w*) ). (2.27)

As condigoes (i), (i7) e (iv) sdo obtidas da mesma forma que no Caso 2.3 do Teorema 2.1.

Por outro lado, para (s,t) = (0,t) em (2.27), temos que

N
ZU(t) = Z<fvuk¢k($Z>uz) - Vukfk(xZ>uZ)Tpk+l + kab(x*7 U*)T)‘
k=0

+ Vo g(z* u*) Tty

N

Note que [, (t) = — Z<Vuka(x*,u*,p,f, A, 1), ty. Como Iy, (u) = I, (u*) para todo u € U,
k=0

em particular para w = (ug, ..., uj_;, Uk, Ujyq,---,UN), Uk € U, k€ {0,..., N}, segue que

vuka(‘r*u U*apa 57 )\7 :U’) € NUk (UZ)a ou Sejau
0e —Vuka(I*,u*,p,f, /\uu) + NUk(U’Z)

Portanto, as condigoes (i) — (iv) sao satisfeitas.
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Corolario 2.5. Se (z*,u*) € uma processo dtimo local do problema (Pa) satisfazendo a

Definicao 2.5. Entao, as condigoes (i) — (iv) do Teorema 2.2 sao cumpridas com & > 0.

Demonstraciao: Se VIEy(z*,u*) = 0, entdo, pelo Caso 1 da prova do Teorema 2.2 temos
que £ > 0. Suponhamos que VFy(z*,u*) # 0. Entao, pela Defini¢ao 2.5 existe (s,t) €
RMVHD o RNV ta] que VFg(a*, u*)(s,t) = 0, VF(z*, u*)(s,t) <0 et = alu— u*),

u € int(U), isto é,
T(@Qu, (x*,u") [ YV(Qr, (%, u")) [V (Qa, (a*,u%)) # &.
Entao, pela Observagao 1.8 temos que [y # 0, ou seja,
EVEy(z*,u*) # 0.

Dado que £ = 0 e VFy(z*, u*) # 0, entdo, £ > 0. [ |

2.4 Condicoes Necessarias de Primeira Ordem para Problemas de
Controle Otimo Discreto com Restricdes Mistas por Periodo e

Restricoes Abstratas de Controle: Uma Abordagem Alternativa

Nesta secao, vamos obter condi¢oes necessarias de primeira ordem para proble-
mas COD com restri¢goes mistas por periodo de igualdade e desigualdade usando o método
aplicado em [26] - [29]. Primeiro serdo obtidas condigoes necessarias nao degeneradas de
primeira ordem para um problema do tipo (P4), onde serdao consideradas apenas a dindmica
e as restricoes abstratas de controle. Estas condicoes de otimalidade serao obtidas sem
nenhuma hipétese de regularidade. Depois, adicionando ao problema anterior as restrigoes
de estado inicial e sob a hipotese de posto constante nos gradientes destas restrigoes
obtemos condig¢oes necessarias nao degeneradas de primeira ordem. Seguidamente, neste
ultimo problema serao adicionadas as restrigoes mistas por periodo de igualdade e sob
a hipotese de posto constante tanto dos gradientes das restrigoes do estado inicial como
os gradientes em relagao ao controle das restricoes mistas por periodo, as condi¢oes nao
degeneradas de otimalidade sao verificadas. Finalmente, obtemos condigoes de otimalidade
para um problema de controle 6timo discreto com restrigoes abstratas de controle, de
estado inicial, mistas de igualdade e desigualdade, sob a mesmas hipéteses do problema

anterior.
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2.4.1 Condicoes necessarias de primeira ordem para problemas de controle

6timo discreto com restricoes abstratas de controle

Nesta subsecao, obteremos condi¢oes necessarias de otimalidade de primeira

ordem para o seguinte problema:

N
Minimizar Z Vk(@k, up) + Un+1(TN41)
. k=0 (Pa,)
sujeito a w1 = fr(ap,uk), k=0,...,N,

ukeUk, k’ZO,...,N,

onde U é um conjunto convexo, fechado com interior nao vazio para cada k£ =0,..., N.

As demais fungoes sao definidas como no problema (F;).

Definimos a fun¢ao Hamiltoniana associada ao problema (Pj4,) como

Hy, : RMWVH2) o RrNV+D) o RVHD) R 5 R, k=0, ..., N, definida por

Hi(z,u,p,€) = phoy fr(zn, ur) — Epl(ar, uy).

No seguinte resultado, condigdes nao-degeneradas de otimalidade para o problema (Py,)

sao obtidas sem nenhuma hipétese de regularidade.
Corolario 2.6. Seja (x*,u*) um processo étimo local de (Pya,). Entao, existe (p,§) €
R« R, com & >0, tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Equagdo adjunta:

e = Vg, Hy(z*,u*,p, &), k=1,...,N.

(ii) Condigdo de transversalidade:

onHO(x*a U*apa 6) = 07

PN+1 = _fv1N+1wN+1(x}k\7+l)'

(iii) Condigao de estacionariedade:
Oe _kaHk<‘r*7U*7p7 f) + NUk(“Z)? k=0,...,N,

onde Ny, (u}) € o cone normal ao conjunto Uy no ponto uj.

Demonstracgio: A existéncia de p e R+ ¢ ¢ > 0, ndo todos nulos, satisfazendo as
condigoes (i) — (7i1), segue do Teorema 2.2. Agora para mostrar que £ > 0, suponhamos
que ¢ = 0, entao da equacgdo adjunta e da condi¢ao de transversalidade temos que
pr =0, k=1,...,N + 1, isto contradiz o fato que (p,§) € R+ » R nao sao todos

nulos. Portanto, & > 0.
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2.4.2 Condicoes necessarias de primeira ordem para problemas de controle
6timo discreto com restricGes abstratas de controle e restricGes de

estado inicial

Consideremos o seguinte problema:

N

Minimizar Z Ur(Tr, u) + Ynp1(Tng1)
k=0

sujeito a w1 = fr(ag,ux), k=0,..., N, (Pa,)
‘10(:50) =0,

uk.eUk, kZO,...,N,

onde ¢ : R" — R'# é uma func¢ao continuamente diferenciavel. As demais fungoes sao

definidas como no problema (Py).

Lembramos a hipdtese Ss:

Sy : Existe um escalar p > 0 e uma vizinhanca B, de z{ tais que a matriz

V' (a0) - V()]
tem posto constante para todo g € B,.

Neste caso, a fungdo Hamiltoniana associada ao problema (Py,) coincide com

a funcdo Hamiltoniana associada ao problema (Py,), ou seja, é dada por:

Hk;(xauvpa f) = p.;gr-l-lfk('xk)uk) - §¢k(xk’uk)’ k= 07 .. 'aN'

Teorema 2.3. Seja (x*,u*) um processo dtimo local de (Pa,). Suponha que a hipdtese
Sy ¢ satisfeita. Entdo, existe (€,p,7) € R x RMV*D 5 R ¢ > 0, tal que as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
(i) Equagdo adjunta:

pr = Vo, He(x*,u*,p, &), k=1,...,N.
(ii) Condicdo de transversalidade:

VJJOHO<J;*7 U*apa g) = vw(x?)‘)—rrya

PN+1 = —§V¢N+1 <$7\/+1)~

(iii) Condigdo de estacionariedade:

0e =V, Hi(z* u*,p,&) + Ny, (u*), k=0,...,N.
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Demonstracao: Como (z*,u*) é um processo 6timo local de (P,,) entao existe € > 0

tal que
N

N
Z R(@s ug) + Un (T 4) 2 (ks u) + Y1 (TN+1)

para todo processo factivel (z,u) com

ey —xp| <€, k=0,...,.N+1, e |ux—ui|<e k=0,...,N.
Passo 1: (Colocando restri¢cdoes redundantes em fung¢io de um conjunto line-
armente independente de restrigdes) Da hipétese S; e considerando p; = min{p, €}
temos que V(zg) tem posto constante, digamos 71, para todo xy € B,,. Sem perda de
generalidade podemos supor que os primeiros r; gradientes sao linearmente independentes
(Vi(zo), ..., Vo, (20)). Logo, para cada 7 =r; +1,...,7r,, V. (z9) é uma combinagao
linear de V1 (o), ..., Ve, (x9) para todo xg € B,,. Além disso, para cada i = 1,...,7,,
@i(zo) sao continuamente diferenciaveis para todo xy € B,,. Aplicando o Lema 1.1 temos
que existem py > 0, p3 > 0, vizinhancas B,,, B,, de (¢1(x5), ..., ¢r (25)) € i, respectiva-
mente, e fungoes continuamente diferenciaveis <I>Z~ : B,, — R tais que, para todo z¢ € B,,

temos que (Spl(x())? ey Prg (x(])) € sz €
Or4i(20) = Pi(01(20), ..., or (70)), 1=1,...,1p —11. (2.28)

Logo, para cada zg € B,,, obtemos

90(1‘0) = (901(:[0)7 vy Pry ($0), (I)l((pl(xo)v ceey Py (930)), )
Dy, v, (1(0); - - -5 ori (20))), (2.29)

onde py = min{py, p3}. Além disso, para cada i = 1,--- ,7, — ry, temos

Ci(pr(25), - or (25)) = privi(ag) = 0,

de modo que,
®,;(0,---,0)=0. (2.30)

Passo 2: (Restri¢oes de igualdade englobadas por uma fungao implicita) Defina-

mos as seguintes fungoes b : R" — R por:

b(xo) = (1(20), - - r (20)),
ex:R"xR" — R"™ como:

X(wo,y) = b(af + 2o + CTy),

onde C" = [Vyi(zg) -+ Ver(a3)].
Podemos ver que x(0,0) = b(z) = (o1(zf), ... .on (x)) = 0 e V,x(0,0) = CC" é ndo

singular. Entao, aplicando o Teorema da Funcao Implicita (Teorema 1.2), temos que
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existem escalares ¢ > 0,0 > 0, vizinhancas B, de 0 € R", By de 0 € R™ e uma funcao

d : B, — By tais que

d(0) =0,
X(xg,d(x)) = 0, para z € By,
Vd(0) = —[COT7'Vb(x}).

Escolhemos o7 > 0 e 6; > 0 satisfazendo

o1 <min{py,c}, 61 < min{6, %}, o1+ |Cl61 <e.

Sem perda de generalidade, vamos considerar a fun¢ao implicita d : B,, — By,.

Passo 3 (Problema auxiliar) Seja dado o seguinte problema auxiliar:

N

minimizar o(zo + CTd(zo — ), uo) + Z V(T u) + Ung1(Tn41)
k=1

sujeito a1 = fo(xo + CTd(zo — 28, up),
T+1 = fk(xlmuk)a k= 17"'7N7
UkGUk, kZO,...,N,

(x — 2", u—u") € By,.
Mostraremos que (z*,u*) é um processo 6timo local de (Py,).
i) Mostraremos que (z*,u*) é um processo factivel de (P.,).
Dado que (z*,u™) é um processo 6timo de (Py,), entao

$Z+1 = fk‘(xzvulﬂ;% k = Oa"'7N7

up€Up, k=0,... N.
Como d(0) = 0, segue que

z} = folzf + CTd(0), ug),
i = fu(zi,uy), k=1,...,N,

ukEUk, kzO,,N

Assim, (z*,u*) é um processo factivel de (Py,).

(2.31)
(2.32)
(2.33)

(2.34)

ii) Agora mostraremos que (z*,u*) é um processo 6timo local de (P,,). Suponhamos

que existe um processo factivel (Z, %) com

Hi’o—l‘g” < 09, 0<O'2<O'17
|Zp — 2| < 09, 0<o09 <oy, k=1,...,N+1,

iy —up| < e, 0<e <€ k=1,..., N,

(2.35)
(2.36)
(2.37)
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tais que

N
o(&o + CTd(& — xf),u0) + Y k(Fh, W) + Y1 (Ensn)
il

N

< D (e uf) + dna(ah). (238)
k=0

Como (Z,@) é um processo factivel do problema (P,,), entdo

i’l = fo(i’o + CTd(fi‘O — l'>0k>,7j0)7
Tpe1 = fu(@p,ag), E=1,... N,
U € Uk, k= 1,...,N.
Consideremos
Fo = o + CTd(Fo — xf),
T =T, k=1,...,N+ 1.
Por (2.34) e (2.35), temos que
|20 —aill = |0 — x5 + Cg d(Fo — x5)|
|20 — af| + |CTd(0 — 7))

o1+ |CT |ld(zo — 25)]

€,

N

A A

de (2.36), segue que
|2 — zf|| = |2 — 2}l <€, k=1,...,N+1,
e por tltimo de (2.37) temos
iy —uj| <€, k=1,...,N.

Pela propria definicao dos estados 2, k=0,..., N + 1, a estrutura da dinamica

do problema (P,,) é satisfeita, ou seja,
i‘k+1:fk~(i‘k,ak>, k:O,...7N.

De (2.29), (2.32) e (2.35), a condigdo de contorno ¢(Zg) = 0 ¢é satisfeita, pois
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Zo € By, € By, €

p(20) = @(To+ CTd(To — 7))
= (1@ + CTd(F0 — 23)), . .-, r, (To + CTd(Zo — z5)))
= (b(Zo + CTd(Zg — x)), 1 (b(Zo + CTd(Fo — 7)), ...,
Cp iy (b(E0 + CTd(T0 — 7))

= (b(aft + g — 2 + CTd(Tg — x8)), @1 (b(xf + T — 2 + CTd(Zo — x3)),
@y (b + o — 2 + Cd(To — 27))))

= (X( — x5, d(Zo — 7)), ©1(x(To — 25, d(To — 7)),
Oy (X (T0 — 25, d(Z0 — 77))))

= 0.

A dltima igualdade segue das equagoes (2.30) e (2.32). Assim, (£, %) é um processo

factivel de (Py,) e
N

N
Z Ve(Bk, Ur) + Y1 (Bv41) Z (@hs i) + Une1 (T,
k=0 k=0

contradizendo o fato que (z*,u*) é um processo 6timo local de (Pa,). Portanto,

(z*,u*) é um processo 6timo local de (Py,).

Passo 4:(Condig¢oes necessarias ndo degeneradas de primeira ordem) Considere-

mos a seguinte funcao Hamiltoniana para cada periodo:

Hk(Q?,U/,p, é) = p—errlfk(‘rk?uk) B éwk(xkauk>7 k= 17 . '7N7

Ho(x,u,p, &) = p] folwo + CTd(xg — x%), up)
— &g (o + CTd(zg — 5), Uo)-

Assim, para k = 1,..., N, temos que
Ve Hi(z,u,p,€) = Vo, frl@r, ur) " prir — EVa (g, ur), (2.39)
Vo Hi(z,u,p,€) = Vi fil@n, ) pror — EVun(@n, ug). (2.40)

Para k£ = 0, obtemos

Vo Ho(z,u,p,€) = (I +CTVd(zo — 25)) [Vao fol(xo + CTd(xg — ), uo) 'p1

—fvx0¢0(<$o + CTd(xo — [L'E)k), Uo)], (241)
Vuolffo(%%]% §) = Vuofo((ffo + CTd(xo - CES))“O)Tpl -
EV woWo((zo + CTd(20 — 28), ug). (2.42)

Definindo Ho(x,u,p, &) = p] folwo, ug) — Eo(zo, up), derivando Hy em relacio a xq e ug
m (¥, u*, p, &), substituindo em (2.41) e (2.42), respectivamente, obtemos
onﬁfo(x*, U*>p7 5) = (I + CTVCZ(O))TvaHO(QZ*, U*apa f) (243)
vuoﬁO(x*alL*apag) = VUQHO(x*7U*7p7€>' (244)
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Vamos aplicar o Corolario 2.6 ao problema (Py,). Como (z*,u*) é um processo 6timo
local de (Py,), entdo, existe (&,p) € R x R™N+D € > 0, tal que as seguintes condicoes sao

satisfeitas:

(i) Equacao adjunta

e = Vg Hi(e*,u*,p, &), k=1,...,N. (2.45)

(ii) Condigao de transversalidade

v$0ﬁ0($*7U*7p7 5) = 07 (246)

1 = —EVUN 11 (TR ) (2.47)

(ili) Condigao de estacionariedade

0e -V, Hi(z*,u*,p,&) + Ny, (uy), k=1,...,N, (2.48)

0€ —V Ho(x*, u*,p, &) + Ny, (ud). (2.49)

A Equacao adjunta do problema original é a mesma do problema auxiliar e é dada pela

equagao (2.45). Substituindo a equagdo (2.43) em (2.46), obtemos

Vo Ho(z*,u*, p, &) + Vd(0)' CV,, Ho(x*, u*,p, &) = 0.
Logo, por (2.33) e considerando

v = ((CCT) POV 4 Ho(x*, u*,p, £),0) € R™ x R~

obtemos,

VaoHo(2*,u*,p,§) = Vip(ag) . (2.50)
Portanto, a condi¢ao de transversalidade é dada pelas equagoes (2.47) e (2.50). Por ultimo,
pelas equagoes (2.40), (2.44), (2.48) e (2.49), temos a condic¢ao de estacionariedade, ou

seja,
0e -V, Hp(z*,u*,p,&) + Ny, (u;), k=0,...,N.

Assim, fica provado o teorema. [ |

Observagido 2.6. No Passo 3 do problema auziliar (Py,), ndo caracterizamos o cone
factivel de B, em (z* — x*,u* — u*), pois (0,0) € int(B,,), entao V(By,, (x*, u*)) =

RMNV*2) 5 R™WNHY o seja, qualquer direcio é factivel.
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2.4.3 Condicoes necessérias de otimalidade de primeira ordem para proble-
mas de controle 6timo discreto com restricoes abstratas de controle e

restricoes de estado inicial e mistas por periodo de igualdade

A seguir consideremos o seguinte problema de controle 6timo discreto:

N
minimizar Z Ur(Tr, u) + Ynp1(Tng1)
k=0
sujeito a  xg11 = fr(zk,ug), k=0,..., N,
(PA3)
bk(:vk,uk) = 0, k= O,...,N,
90<J70) =0,
ukEUk, kZO,...,N,
onde by : R" x R™ — R, k = 0,...,N, e as demais funcoes sdo definidas como no

problema (Py,). Consideremos a fungdo Hamiltoniana associado ao problema (Py,) por
Hy, - RMWVH2) o RmNVFD o RVHD o R x R +++70n) 5 R, definida por

Hy (2, u, 0,6, ) = proy fo(mn, ur) — Ebp(zn, ug) — AL bp(wp,ug), k=0,...,N.

O teorema a seguir é um dos resultados importantes deste capitulo, pois sdo obtidas
condigoes nao degeneradas, considerando condigoes de qualificacao nas restrigoes mistas e

de contorno sem envolver a dinamica.

Teorema 2.4. Seja (z*,u*) um processo dtimo local de (Pa,). Suponhamos que a hipdtese
S3 e a condigao de posto constante no processo (x*,u*) sao satisfeitas. Entao, existem
EeR, pe RMNHD yeR™“, A\peR"% k=0,...,N, com& >0, tais que as sequintes

condigcoes sao satisfeitas:
(i) Equacgdo adjunta:

e = Vg Hi(e*,u*,p,&N), k=1,...,N.

(ii) Condigdo de transversalidade:

VCUOSO(IS)TV = onHO('I*ﬂ U*vpa 57 >\)a

PN+1 = _6V¢N+1(x}kv+1>'

(iii) Condig¢dao de estacionariedade:

0e =V, Hy(z*,u*,p, &, N) + Ny, (u), k=0,...,N.



Capitulo 2. Condigées Necessdrias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Otimo Discreto 85

Demonstragao: Sabendo que (z*,u*) é um processo 6timo local de (Py,), entao, existe

e > 0 tal que

N

N
2 k(@i ug) + v (@i 2 (g, ug) + Yni1(TN41)
k=0 k=0

para todo processo factivel (z,u) que satisfaz

|y —af| <€, k=0,..., N+1, e |up—uil|<e, k=0,...,N.
Consideremos § = min{e, o, k=1,..., N}. Pela condigao (i) da Definigao 2.4, temos que

para cada k = 0,..., N, o conjunto
(Vabi (et ud), - Vbt

¢ linearmente independente, onde {iy, ..., i, } € {1,...,7,}. Sem perda de generalidade,

possivelmente rearranjando indices, suponhamos que

{vubllf(xzv UZ)a e 7vubak (IZ7 UZ)}

é linearmente independente. Assim,

(Vb up), - Vb )} (2.51)

¢ um conjunto linearmente independente.
Passo 1: (Colocando restri¢oes redundantes em fungdo de um conjunto de
funcgGes linearmente independentes) Por (2.51) e da condigao (i) da Defini¢ao 2.4,

temos, para cada k =0, ..., N,

Qg
. o
Vb (zg, ug) = ZCQVbZ(Ik,Uk), Te =+ 1,...,7,.

i=1
Temos que by, k = 0,...,N, sdo continuamente diferencidveis para todo (xy,u) € Bj.
Entdo, aplicando o Lema 1.1 para cada 7, temos que existem escalares 6., 07, vizinhancas
de Bj, Bs: de (b,lc(x}:, up)y .., bk (xy, uZ)) e (z7, uy), respectivamente, e fungoes continu-
amente diferencidveis ®% Bgi — R, tais que <b,£(ack, Uk)y - U (z, uk)> € Bgi para todo

(Tp, ug) € Bjz, satisfazendo

bzkﬂ(wk,wc) = (I);g(bilg(xk, up), - b (e, ug)), i=1,000m, — o (2.52)

k

Por conseguinte, para cada i = 1,...,7,, — aj, obtemos

@ (bh(ag u), - Bt ) ) = 0.

Assim,

1(0,...,0)=0, i=1,...,1, — . (2.53)
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Da mesma forma este passo é repetido para k = 0,..., N.
Passo 2: (Restrigoes de igualdade englobadas por uma fungao implicita)

Definamos as seguintes fung¢oes yi : R” x R™ x R" — R"* dadas por

X ( Tk, Uk, 25) = <b,£($z +ap,uf Fup+ D), D ag, uf g + D,Izk)>, (2.54)
onde D, = [Vub,lc(xz, up) - Vb (x, u,’:)], k=0,...,N. Note que

1:(0,0,0) = (Bh(ai,ub), .. Bt (w uf) ) = 0

e V.. xx(0,0,0) = DD, é nao singular, pois Dj tem posto completo, k = 0,..., N.
Aplicando o Teorema da Funcao Implicita, temos que existem escalares S,i > 0, 3,3 > 0,
vizinhancas BS; de 0 e R**™™, BS% de 0 € R™ e uma funcao dj, : BS,@ — BS]%, k=0,...,N,

tais que

d,(0,0) = 0, (2.55)
Xk (Tk, ug, dp(zr, ug)) = 0, para (xy,uy) € Bgi’ (2.56)
Vdi(0,0) = —[Dx D} ] 'V, 0. X5 (0,0, 0). (2.57)

Escolhemos ¢ > 0 e 3 > 0 satisfazendo
6 < min{&e/lgé, k=0,...,N},
B < min{e/2,6%, k=0,...,N}, (2.58)
S+ ||Dy|B <€ k=0,...,N.

Sem perda de generalidade, vamos considerar as fungoes implicitas dy : By — Bj.

Passo 3: (Problema auxiliar) Consideremos o seguinte problema de controle 6timo

discreto: N
minimizar Z Up(@h, ur) + Uns1(Tni1)
k=0
sujeito a Tet1 = fk(l’k, Uk), k= O, . ,N, (15 )
A
90<x0) =0, ’
ukeUk, ]{‘ZO,...,N,
(x —x*,u—u*) e By,
onde

. ¢k($k,uk> = ¢k($k,uk + D;dk(l’k — xz,uk — UZ))7 k= 0, e N,

. fk(xk, uk) = fk(xk,uk + D,;rdk(dik — (IZZZ, U — UZ)), k= 0, ceey N

Mostraremos que (z*,u*) é um processo 6timo local de (Py,). Vemos claramente que

(x*,u*) é um processo factivel de (Pa,). Suponhamos que existem um escalar €; com
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€1 < 6 = min{J, 5,09, 62, k=0,...,N} e um processo factivel (z,u) com
|Zp —2f| <€, k=0,...,N+1, (2.59)
|ug —up| < e, k=1,...,N, (2.60)
tais que
N N
k(Tk, W) + Yne1(Ty) Z (ks up) + Yne1(Thg)- (2.61)
k:O k=0

Dado que (Z,u) é factivel para (P,,), se cumprem

Frr1 = fu(Tn,@n), k=0,..., N, (2.62)

o(20) = 0. (263

i€ U k=0,.. N, (2.64)

(z — 2%, u—u*) € B;. (2.65)

Consideremos @iy, = g + D, di(Z,— 2}, i —uf), k=0,...,N.Por (2.58) e (2.60), obtemos
lae — il =l + Dy di(@ — ity wn — i) — ui

< @ — wi| + 1D |di(Tr — 2, e — i)

<e k=0,... N (2.66)
Por (2.56) e (2.65), para cada k =0,..., N, temos

0= Xk(fk — $;:, ’l_Lk; — Uz, dk({fk — SBZ,l_Lk — UZ))
= <b}c($z + xp — $Z, u}: + up — u: + D]Idk(fl_:k — .TZ,’I_L]C — uz)), Ceey
bt (af + B — il + G — il + D du(Ee — 2, — ).
Assim, resulta que
bi (T, d) =0, i=1,...,04, k=0,...,N. (2.67)

Logo, por (2.52), temos

b (T, ) = B (b,g(:zk, ), - - b (s, ak))
=0, i=1,...,r, —oy, k=0,...,N. (2.68)

Por conseguinte, das equagoes (2.62) — (2.68) segue que (Z, %) é um processo factivel de
(Pa,). Assim, das equagoes (2.59) — (2.61) e (2.66), temos uma contradi¢do ao fato de que
(x*,u*) é um processo 6timo local de (Pga,). Portanto (x*,u*) é um processo étimo local
do problema (Pa,).

Passo 4:(Condigoes necessarias nao degeneradas de primeira ordem) Agora
vamos obter condicoes necessérias de primeira ordem para o problema (Py,). Para isso

aplicaremos o Teorema 2.3 no problema (Py,).
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Consideremos para cada periodo k = 0,..., N, a seguinte funcado Hamiltoniana

associada ao problema auxiliar: Hj, : R"V+2) x R™VHD o RPMNFD « R — R definida por

Hy(z,u,p,€) = ppoyfulwn, e + D di(ae — 25, up — 27))
—él/Jk(ZL‘k, Ug + D];rdk(l’k — JIZ, U — J]Z)) (269)

Antes de obter condicoes necessarias de otimalidade para o problema (Py,), vamos derivar

a funcao hamiltoniana em relagdo a xp e uy :
Vo Hie(@,u,0,8) = Vo fu(@p, up + D di(ze — 23, u, — 7)) " prsa
—EV o (@, wp + Dy dyy(zh — T, up — )
Voo iz — xf, up — 25) T Dy,
( — VYV fi(@r, ue + Dy di(zr, — zf, u — ) P
+EV o (g, up, + D di (g, — 5, up — x,’:))),
_ T
Vo Hi(z,u,p, &) = (I + D) Vo, di(z), — 5, up — :L'Z))
[Vukfk(ﬂﬂk, ue + Dy di(xy, — 2, we — 23)) Pt
— &V u Uk (Th, up, + DY di (g, — 2, up — x,’:))]
De (2.57), temos
-1 T
Vo dil0,0) = = (DeDf) [ Vabh(at uf), -, Vo b ). |
-1 T
V., di(0,0) = — (DkD,j) [vukb,i(xz, ), Vi b (2, uz)] .
Aplicando no processo 6timo (z7, uy), obtemos:
kaHk(l'*7 U*7p7 5) = kafk(m;:7 uz)—l—pk-l-l - §V$k¢k(x27 UZ)
-1
- [vxkb;(xz, W), Vi b (a, u;:)] (ka,j) Dy
[vukfk xlwuk pk+1 - gvukwk('x27u2)]7
VUkH (m u*,p, & (I [Vukbk xkv uk;) ’Vukbgk (*rzvuZ)] [Dle;r]_le>
[V it ) i — €V uf) |

Definindo A, = (DyD;,) "' Dy, (Vukfk(xz, ul) 'prir — EVa (75, uZ)) € R* | temos

mGﬁk<$*,u*,p, 5) = kafk<xz,UZ)Tpk+1 - gvkak(ﬁz,UZ)

ag
i=1
vuka<$*, U*7p7 é—) = vukfk<x27 UZ)Tpk-&-l - gvukwk(‘rZa UZ)
Qg
=S N Vbia ). @)

=1
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Consideremos
Ap = ()‘1167"‘7)\71;%)7 ;c = _i:’ L= 17"'>ak7 )‘%Iﬁ_i = 07 P = 17--'7rbk — qk-
Logo, nas equagoes (2.70) e (2.71) temos

Vzkﬁk<x*7U*7p7 5) = Va:kfk@Z,UZ)TpkH - gvkak(x27ul>:)

vuka<$*, U’*Jp7 5) = vukfk(x27 UZ)Tpk-&-l - gvukwk('x27 UZ)

A seguir, obtemos condi¢oes necesséarias de primeira ordem para o problema (PA3). Como a
hipétese Sy é satisfeita e (2*, u*) é um processo 6timo do problema (Py,), podemos aplicar
o Teorema 2.3 ao problema auxiliar (Py,). Entéo, existem (£,p,7) € R x R"W+D x R,

¢ > 0, tais que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) Equacao adjunta:
pr = Vo, Hi(z* u*,p, &), k=1,...,N. (2.74)

(ii) Condigao de transversalidade:

Vo Ho(z*,u*, p, &) = V(i) T, (2.75)

P = —EVUN (T ) (2.76)

(iii) Condigao de estacionariedade:

0e Vo, Hp(z*, u*,p, &) + Ny, (uf), k=0,...,N. (2.77)
Substituindo a equagao (2.72) em (2.74) e (2.75), obtemos

Pk = kafk(IZ,UZ)TpkH - §ka¢k($zau;:)

~Vabe(xhuf) N\, E=1,...,N, (2.78)
VQO(‘TE)X‘)T’Y = vl’ofo(xz)k’uz]k)Tpl - §Vm¢o($57uf§)
~Vaobo(zd, ui) " Ao (2.79)

Agora, substituindo a equagao (2.73) em (2.77), temos que

0 € _(vukfk(x27 UZ)Tpk—i-l - fvukwk(x;:» U:) - VUkbk(x27 UZ)T)‘k)
+Ny, (up), k=0,...,N. (2.80)
Portanto, da equacao (2.78) temos a condicao (i), das equagoes (2.76) e (2.79) obtemos a
condicao (i7), e da equagao (2.80) temos a condicao (#47). Assim, o teorema fica provado.
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2.4.4 Condicdes necessarias de otimalidade de primeira ordem para problemas
de controle 6timo discreto com restricoes abstratas de controle, de

estado inicial e mistas por periodo de igualdade e desigualdade

No problema a seguir, vamos obter condi¢oes de otimalidade nao degeneradas.
Estas condigoes serdao obtidas da seguinte forma: primeiro estendemos a dimensao das
restricoes de desigualdade completando com zeros até chegar a dimensao da maior restrigao
de desigualdade, depois a estas restri¢coes serdao adicionadas variaveis de controle auxiliares,
obtendo assim um problema do tipo (Pa,) e aplicando o Teorema 2.4, obtemos tais

condicoes. Vale ressaltar que nao foi imposta hipdtese alguma nas restri¢oes de desigualdade.

Consideremos o seguinte problema de controle 6timo discreto:

N

minimizar Z Ur(@h, up) + Vv (Tn41)
k=0
sujeito a  xpy1 = fre(rg,ug), k=0,..., N,
bk($k7uk):07 ]{?:O,...,N, (PA4)
gk(mk,uk) < O, k= 0,...,N,
(p([Eo) =0,

ukeUk, kZO,...,N.

Lembrando, o conjunto das restri¢coes ativas é dado por:

[gk = {j € {17"'7r9k} : gi(*fZ?uZ) = 0}'

Sem perda de generalidade, podemos supor que I, = {1,...,|l,|}. Definimos a funcao

¢l

Hamiltoniana associada ao problema (P4,) por:

H, : Rn(N+2) % Rm(N+1) « Rn(N-i—l) %« R x R(rbo-i-...-i-rbN) « R(Tg0+---+TgN) — R dada, por

Hi(z,u,p, &\, 1) = ppryy fo(@e, ) — Edp(n, ) — Agbi(zn, ) — 1 g (e, wi),
para cada k =0,...,N.

Teorema 2.5. Seja (z*,u*) um processo dtimo local de (Pga,). Suponhamos que a hipdtese
Ss e a Definicio 2.4 sio satisfeitas. Entdo, existem & € R, pe R"WHD 4 e R )\, € R™,
kE=0,....,N, uyp e Ro% k =0,...,N, com & > 0, tais que as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:
(i) Equagdo adjunta:
Pk = va:ka(x*7U*7p7£7)\7:u)7 k= ]-a s 7Na
isto €,
Pk = Va fiul@h, uf) " prer — EVa (@, up)
_vxkbk(xz7 U;:)T)\k - Vl‘kgk<'r27 UZ)TMIm k = 17 e 7N'
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(ii) Condigdo de transversalidade:

VIOQD(xS)T/y = VJUOHO(‘T*v u*7pa 57 Av lu)a

ou seja,

Voo (@§) Ty = Vo folah, ug) o1 — EVagtho(a, ul) T
—onbo($$7 US)T)\O - ongo(fl?é, Ué)TMm

PN+1 = —§V¢N+1(9C}k\/+1)-

(iii) Condig¢do de estacionariedade:

0e _Vuka(x*aU'*vpag))\mu) + NUk(uZ)a k= 07 .. 'aN7

isto significa que, para cada k = 0,..., N, temos
0 € ~(Vufilh, i) 'Proer — EVu (e, up) — V(o u) " M — Vi gu(2i, ui) ")
+NUk (uZ)

(iv) Condig¢do de folga e de ndo-negatividade:
phal(xiul) =0, 4l =0, j=0,... 1, k=0,... N.

Demonstragdo: Sabendo que (z*,u™) é um processo 6timo local de (Pa,), entao, existe

e > 0 tal que
N N

2 V(g ug) + v (Th) Z (k, uk) + Y1 (TN+1)

k=0 )
para todo processo factivel (z,u) que satisfaz
o —xp| <€, k=0,...,N+1, Huk—uZH<e, k=0,...,N.
Seja k € {0,...,N} tal que |I, | = max{|], k| k = 0,...,N}. Assim, para cada k =
0,...,N, definimos a seguinte fungao g : R" x R™ — ]R' gfc‘, dada por
gi<xk7uk)a se j € Iy,
0, se j¢ 1,

Para demonstrar o teorema vamos considerar os seguintes passos:

Passo 1: (Problema auxiliar) Consideremos o seguinte problema de controle 6timo

discreto:
N
minimizar Z Vk(@k, ur) + Un+1(Ty41)
k=0
sujeito a g1 = fr(zk,ug), k=0,..., N,

be(zk,ux) =0, k=0,...,N, .
Gr(Tg,ug) + 2, =0, k=0,...,N,
¢(x0) =0,

aeRM ko0, N,
up € Uy, k=0,...,N.
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Mostraremos que ((z*,u*), z*) é um processo 6timo de Py, , onde 27 = 0, je {1,..., [y, I},
k=0,...,N.

(i) Claramente ((z*,u*),2*) é um processo factivel de (Pg,).

(ii) ((«*,u*),z*) é um processo 6timo de (Py,).
Demonstragao por absurdo, suponhamos que ((z*,u*), 2*) ndo é um processo 6timo
de (Py,), isto é, existem € > 0 com 0 < € < € e um processo factivel ((z, ), z) de

(Pya,) tais que
N N
Z (Zk, ) + Yn41(Tn+1) Z (@hs up) + Une1 (T,

com ||((z,u), 2) — ((z*,u*), 2*)|| < & Como ((Z,u), Z) é um processo factivel de (P.,),

entao

Trp1 = fu(@r, k), k=0,...,N, (2.81)
be(ZTg,ug) =0, k=0,..., N, (2.82)
Ge(Zroug) + 2, = 0, k=0,...,N, (2.83)
¢(zo) = 0, (2.84)
s (2.85)
(2.86)

ZkER

U € Uk, ]CIO,...,N.
De (2.83) e (2.85), segue que

G(Tp, ) = =2, <0, k=0,...,N, jel,. (2.87)

=0, k=0,....,N, j¢I,

Além disso, pela continuidade de g/ (podemos diminuir € se necessario), temos que
g (T, tx) <0, k=0,...,N, je{l,...,r5 \ . (2.88)

Portanto, de (2.81), (2.82), (2.84) e (2.86) — (2.88), temos que (Z,u) é um processo

factivel de (Py,) com

N N
Z (Zk, ) + Yn+1(TN+1) Z (@hs ) + Yne1(Th)-

Isto contradiz o fato que (z*,u*) é um processo 6timo local de (P4,). Concluimos

assim que ((z*,u*), 2*) é um processo 6timo de (Py,).
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Passo 2: Vamos verificar que as restricoes de estado inicial do problema (Py,) satisfazem
a hipotese Sy e as restricdes mistas de igualdade do problema (Py,) satisfazem a Definicio
2.4.

Do enunciado do teorema, S3 é satisfeita. Considerando

A

bi(xk, g, 2i) = (bg(xn, ug), gr(@r, ur) + 2x),
entao

V.2 Ek((xkauk);zk) = _
o Vo Ok (@r, ug) 1

Da matriz anterior podemos notar que as ultimas ry, linhas sao linearmente independentes

em relagdo a qualquer linha e qualquer processo factivel ((xy,uy), zx). Assim, para k =
0,..., N, para que a restricao Bk(xk, uk, zx) satisfaga a Definicdo 2.4 é suficiente que a
Definicao 2.4 seja satisfeita em by (xy, ug). Isto segue diretamente da hipétese.

Passo 3: (CondigGes necessarias de otimalidade de primeira ordem) A fungao

Hamiltoniana do problema (Py,) ¢ definida como:
H,, : RPVH2) o RmV+1) o RUg [((NF1) o pr(N+1) o R o« Rvo T F7on )+ o (NFD) R ¢ dada

por:
Hk(x7u7 z,p,§, 5\) = fk(xk,uk)TpkH - fi/fk(il%uk) - Bk(xk,uk72k)T5\k-

Aplicando o Teorema 2.4 no problema (Py,), temos que existem ¢ € R, p € R*™+D ~ ¢ R,

3\1@ eR%, k=0,...,N, com ¢ > 0, tais que as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) Equacao adjunta:

Pr = kafk(xzaUZ)TpkH - §ka¢k(xk7uk)
Vo, bzt uf) A, k=1,...,N. (2.89)

(ii) Condigao de transversalidade:

Vaop(x8) 17 = Voo folag, ug) o1 = Vgt (af, ug) " = Vaobo(ag, ug) Ao, (2.90)

PN+ = —EVUN L (Th,)- (2.91)
(iii) Condicao de estacionariedade:
(0,0) € —(Vu fult, u) Tpar — €V, n(w, 1) — Vabild up) A,
~ Vil ) A) + Nog (u) % R k—0,. . N (292
Dado que Z;k(a:k,uk, zk) = (br(xg, ur), gr(Tr, ug) + 21) € R”’kﬂ[gk‘, k=0,...,N, e conside-
rando A, = (Mg, i) € R”’kﬂ]gfc‘, k=0,...,N, por (2.89) temos

pi = Vi fe(@h, ul) "peer — EV o 0n (@, ur)
—kabk(l’z, U;:)T)\k - kagk@fz, uz)T[Lk, k= 17 Ce ,N. (293)
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De (2.90) resulta

Vm(p(l‘g)—r’y = vﬂ?ofo(‘rgaug)—rpl - fvﬂlol/}()(xg?ug)—r
—onb()(l’g, UE)k)T)‘O - ongo(l‘g, Uf)k)Tﬂo- (294)

Dado que, para cada k = 0,..., N, temos
gi(‘rkauk) = gi(:pkhuk)? l<y< |ng|’ e gk(‘rk?uk) =0, |ng| +l<y< |]g,;|7
definindo iy, = (p, i) € RIoxl x Rl Vol 1 — 0 N, em (2.93) e (2.94), segue que

Pe = Vo, i@, ug) proa — EVa n(ar, we)
~Vabe(@h uf) e — Ve, gr (i, uf) T, k=1,...,N,  (2.95)
Ve (@5)' 7 = Vao folxg, ug) "1 — EVaetho (a5, ug) '
~Vaobo(@h, ud) " No — Vaogo(zh, ul)  pio. (2.96)

Por (2.92) e lembrando que a varidvel de controle para cada periodo neste caso é

(ug, z1), k=0,..., N, segue que

0 € —(Vufrleh, uf) ' prs1 — EVu e (), uf)
~Vaubr (@5, i) "Mk = Vi e (a0, uf) ") + Nu (ui), k=0,..., N, (2.97)
0=jd+wl, wieR_, k=0,...,N, j=1,...,|I] (2.98)

Tomando em consideragdo como foi definido gy e fig, em (2.97), segue que

0e _(vukfk(xZ7 UZ)TPkH - Evukwk(*x; UZ)
Vb, w) "N = Vg g (e, wi) ") + Nug(ug), k=0,..., N (2.99)

Da forma que foi definido jix, k=0,...,N, e como |I, | < |[, [, k=0,...,N, em (2.98),
temos que

(=0, k=0,....N, j=1,...,|I

oe

Além disso, considerando ), = 0,5 € {1,...,7y, }\L,,, resulta

bz uf) =0, uh =0, 5=0,...,74, k=0,...,N. (2.100)

Portanto, de (2.91), (2.95), (2.96),(2.99) e (2.100) as condigoes do teorema sao satisfeitas.
]

No préximo capitulo serao obtidas condi¢oes necesséarias de segunda ordem para
problemas de controle discreto tanto para restricoes mistas gerais como para restrigoes

mistas por periodo.
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3 Condicoes Necessarias de Otimalidade de
Segunda Ordem para Problemas de Con-

trole Otimo Discreto

Neste capitulo estudaremos condi¢oes necessarias de otimalidade de segunda
ordem para os problemas de controle 6timo discreto com restri¢oes mistas do tipo (P;) —
(P,). Primeiramente, obteremos condigoes necessarias de primeira e segunda ordem para
o problema (P;) segundo a teoria desenvolvida em [25], para isso determinaremos os
conjuntos de diregdes de descida de segunda ordem (D?(Fy, (z*,u*), (s,t))), de direcdes
factiveis de segunda ordem (VZ*(Qy, (z*,u*),(s,t))), de direcoes tangentes de segunda
ordem (T*(Qg, (z*,u*), (s,t))), e seus respectivos funcionais suporte, com base no Teorema
1.11 tais condigoes serao obtidas. Além disso, usaremos uma condicao de regularidade a
qual, serd utilizada na obtencao das condi¢oes necessarias nao degeneradas. Por tltimo,
serao obtidas condi¢oes necessarias de segunda ordem para os problemas (Py) — (Py), por

meio de um problema auxiliar e a Proposicao 1.1. Além disso, serd dado um exemplo.

3.1 Condicoes Necessarias de Otimalidade de Segunda Ordem para
Problemas de Controle Otimo Discreto com Restricdes Mistas

Gerais

Nesta secao vamos obter condigoes necessarias de segunda ordem para o pro-
blema (Py). Estas condigoes serdo obtidas usando os conjuntos de diregoes de descida,
factiveis e tangentes, todos de segunda ordem, os quais foram estabelecidos nas Defini¢oes
1.16, 1.17 e 1.19, respectivamente, e sera aplicado o Teorema 1.11. Para assegurar que
o multiplicador associado a funcao objetivo seja nao nulo, sera utilizada uma condicao
de regularidade envolvendo a dindmica, restricbes mistas gerais e restrigoes de contorno,

tanto de igualdade como de desigualdade.

Antes de determinar os conjuntos de segunda ordem, vamos relembrar algumas
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notagoes que foram usadas no Capitulo 2 para o problema (P):

N
Minimizar Z V(g ug) + Ynia(Tngr)

k=0
sujeito a w1 = fr(ag,ug), k=0,..., N,

(0, n41) = 0, (F1)

b(xg, T1, ooy TN 41, U, oy Uy ) = 0,
g(l’ L1y -eey xN+17u0>"'7uN> < 07
(

d(xo, xn11) < 0.

Todas as fungoes sao duas vezes continuamente diferencidaveis em relacao a = e u.

O conjunto dos processos factiveis do problema (P;) foi denotado por:

Q=QrnQr,
onde

 Qp= {(x,u) e RMVH2) 5 RMNVAD gy = fu(@g, ug), k=0,..., N,

(,0(.’130,1'N+1) = O, b([Eo,. ey UN41,UQy - - ,UN> = O},
<= (Ne)N(Nex). com
Je€ly Jj€ly
I, = {je{l,...,r¢}:¢j(x*,u*):O};
I, = {je{l,...,r,}: ¢ (z"% u*) =0}
7= 1 (w,u) e RMTD S RMNVED - g (30, w1y 41) < 0}, J € Iy;
7= 1 (w,u) e RMVFD 5 RMNVED g (g, v, g, e UN) < O}, jel,

O problema (P;) foi reescrito da seguinte maneira:

Minimizar Fo(x,u)
sujeito a  Fg(z,u) =0, (Pr)
F](l‘, u) < 07

o Fp(z,u) = (Fg,(x,u), Fg,(x,u),..., Fgy(z,u), Fg, ., (z,u), Fg,,(z,u)),

Fg (z,u) = x4 — feleg,ug), E=0,...,N,

ngk(x,u) 2o — filzk,u), k=0,...,N, i=1,...n,
Fpy,, (7, u) ©(T0, Tn11),

F,f;NH(a:,u) = ¢ (T, TN41), i=1,...,7y,

Fgy,,(x,u) = b(x,u),

FENH(x,u) = bi(x,u), i=1,...,1;
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® F[(fL’,U) = (FI1(x>u)7F12($’u))>

Fr(z,u) = ¢(wo,rn41),

Fljl(a:,u) = ¢ (xo,xN41), J= 1,...,7,
Ffz(xﬂu) = g(v,u),

Fi(z,u) = ¢'(z,u), j=1,...,7

Consideremos ainda os seguintes conjuntos de indices:

« Dado (s,t) € R®™™*2 x R™V+D ta] que
V"E0¢j<x37x7\7+1)—|—80 + V$N+1¢j($g7 x}kV+1>TSN+1 < Oa ] € ]dh
definimos

Jo((@*u*), (s,1)) = {j€ly: Vo (a5, 25 11) " 50

+V$N+1¢j(xgv x#]<\7+1)T5N+1 = 0};

« Dado (s,t) € R"M*2 5 RN+ 4] que

N+1 ' N '
Z Vo, o (2%, u*) sp, + Z Vo o (2%, u*) T, <0, jel,
k=0 k=0
definimos
N+1 .
Jo((a*,u*), (s,t)) = {jely: Y] Vad (a%,u") sy
k=0

N
+ Z Vo, & (%, u*) Tt = 0}.
k=0

Observagao 3.1. Quando ndo houver perigo de confusio, vamos denotar J,((z*,u™), (s,t))

por Jy e J,((z*,u*), (s,t)) por J,.

A seguir, vamos caracterizar os conjuntos D?*(Fy, (z*,u*), (s,t)), VA(Qr, (x*,u*), (s,1)),

D*(Qg, (z*,u*), (s,1)) e seus respectivos funcionais suportes.

3.1.1 Caracterizacio de D?(Fy, (x*,u*), (s,t)) e 6* (g, | D*(Fy, (z*,u*), (s,1)))
Consideremos que D*(Fy, (z*,u*), (s,t)) # & e suponhamos que a seguinte

condicao ¢ satisfeita:

N
> [Vzki/}k(xz,UZ)TSk + Vukwk($z7UZ)Ttk] + Vv (eni) sy < 0.
k=0
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Entao, pela Proposicao 1.2, temos

D*(Fy, (x*,u*), (s,t)) = {(U%U) c RMN+2) o R(N+1)

N

1
:E: 2 [ ‘7ik,$k@b (xZuth)sk +’t7_s7ikuk@b CEZ71LZ)tk
k=0

1
25] V2, L, n (i)t | + S5k VAN (@) sy

+ Z [ kak xlmuk) Wg + Vuk¢k($z,uZ)Tvk]

FVNaeyi) o <0}, (3.1)

Além disso, pela Proposicio 1.4, temos que, para lp, € A(D?*(Fy, (2*,u*), (s,1))), existe
algum £ > 0, tal que

N

Iry(s, )= S[ka1/)k(9iz, up) s + Vi, Vi, UZ)Ttk] +EVYN(Tng) v, (3.2)
k=0
e
L&
5*(ZF0’D2(F07 (ZE'*, U*)v (87 t))) = _55[ Z ( Tvik ka ((L’Z7 UZ)Sk + tk Vik u,ﬂb (IZ, UZ)tk
k=0

+25] V2, Unaf, b))

+5L+1V2¢N+1($7\7+1)3N+1]~ (3.3)

3.1.2 Caracterizacio de V2(Qy, (z*,u*), (s,1)) e 0* (I, |[VA(Qr, (z*,u*), (5,1)))

Suponhamos que VZ(Qp, (v*,u*), (s,t)) # &, e as seguintes condigoes sao
satisfeitas:
¢j($§a$7\r+1) < 0, ] € ]dﬂ ongz5j(:136k,:ﬁv+1)T30 + vﬂﬁzvﬂgbj(mg:x}k\Hl)TsN-&-l < 0> ] € I(i);
N+1 N
¢ (z*,u*) <0, jel,, Z Vo, o (x*,u*) sp, + Z V.o (2%, u*) Tt <0, jel,.
k=0

Entao, pela Proposicao 1.2, resulta

Vz(QIa (:L‘*, U*)7 (57 t)) = V2(Q117 (x*a U*)’ <37 t)) ﬂ VQ(sza (x*’ U*)7 (57 t))> (3'4)

onde

VAQy,, (z*,u*), (s, 1) = ﬂ {(wﬂ)) c RMN+2) o g(N+1)

jEI¢

1 V2 j (% T v2 J (% %

2 xo, $0¢]<x07'/1"N+1)80 + 8N+1 .’EN+1,.’EN+1¢ ('IO?'IN+1)SN+1
T 2 j j T

+28N+1va+1,xo¢]<x8> x}kVJrl)SO] + vﬂ?o(b] ($S, I;‘VJrl) Wo

+VIN+1¢j<x37 x}kV+1)T'LUN+1 < O},
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e

VAQp,, (2, u*), (s, 1)) = ﬂ {(w, v) € RMN+2)  RrN+1) .

Jely

1 Tx72 , J( % , % & J(ak o kT

S0V @ ) (s, ) + ) | Vo (@0 T
k=0

+ i Vukgj(f“, u*)Tvk] < 0}.

k=0

Além disso, pela Proposicao 1.4, temos que, para I, € A(V(Qr, (x*,u*), (s,1))), existem

W =0, jel,e 7 =0, jely, tais que

N+1 N
lp, (s,t) Z I [Z Ve, g (2%, u*) sp, + Z Vukg’(a:*,u*)Ttk}
jely k=0
3 [vxmf’(wz,xnﬂfso Vo) ] (35)
j€I¢
5*(ZF1|V2(Q17 (:L'*,U*), (5 t = _780 [ Z njvio ) x07xN+l)]50
]€I¢
SN+1[ 2 njviN+1,xN+1¢j(xS7 x}kV+1>:|SN+1
]€I¢
_80 [ Z Tl]vio,xN+1 (‘T07 xN+1):|8N+1
j€I¢
1
—5 s,t) []; wWN2g (x* u )}(s,t). (3.6)

Observacao 3.2. Sabemos que os conjuntos V*(Qy,, (x*,u*), (s,1)) e VH(Qp,, (x*,u*), (s,1))
sdo convezos e ndo vazios. Assim, o conjunto V(Qr, (z*,u*), (s,t)) é também convero e

nao vazio.

3.1.3 Caracterizacio de T%(Qp, (z*,u*), (s,1)) e 6*(Ig, | T*(QE, (z*,u*), (5,1)))

Consideremos T?(Qg, (z*,u*), (s,t)) # & e suponhamos que VFg(z,u) tem
posto constante para cada (x,u) € U, onde U é uma vizinhanca de (z*,u*), Fp(z*,u*) =0

e (s,t) = (s0,...,8n+1,10,--.,tN) satisfaz as seguintes condigoes:

Sk+1 = kafk(xZau;:)Sk + vukfk(x27u2)tka k= 07 .- aNa

N+1 N
0= 2 Ve, b (2%, u*) sy + 2 Vo b (@ u*) by, i=1,...,1;
k=0 k=0

% * -
0= V' (9507 $N+1)30 + va+190<w07$N+1)SN+17 t=1,...,7,.
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Entao, pela Proposicao 1.3, temos
Qe (2, %), (5,1)) = { (w,0) € RIVH2) x RV
1 .
0= 5[ Tvik xkfk(xkv uy)sy + 25y, Vik ukfk<xZ,UZ)tk

HIV2, o i ub )t = wnn + Vo fiag, uf) T
AV fr@iuf) o, i=1,...,n, k=0,...,N;
1 ) .
0= —(s,8)" V2 (z*,u*)(s,t) + Vb (z*, u*) " (w,v), i=1,...,1

2
0= ; [ vzo wowi(%’ TN 41)S0 + SN+1va+1,xN+1‘P'($(’)‘> $7V+1)3N+1]
+SN+1VCCN+1 20 ®' (25, T 1180 + Vo' (25, Thi1) W
FVoan @ (@8, 2 ) TN, 0= 1,...,@}. (3.7)

Além disso, pela Proposicio 1.4, temos que, para lr, € A(T*(Qg, (z*,u*), (s,1))), existem
preR" k=1,..., N+1, AeR"™ ~e R tais que

N - N+1
lFE S, t = Z (kafk xk,uk)sk + Vukfk(xk>uk)tk> Pk+1 + Z Skpk
k= k=1
N+1 N A -
+< 2 Vg, b (2", u* s + 2 Vukb’@*,u*)Ttk) A
k=0 k=0
.
+< 20" (25, T3 11)50 +Vmw+1¢($07IN+1)3N+1> 7, (3.8)
N 1 n '
8" (Ui | T*( Qi (2%, 07), (,8)) = 5[sz(Z Pha V2, xkfmz,uk)) ‘

] (ipkﬂvuk i) )i
T(Z NV (@, ) ) (s, )

5[5 (Zv V2, a0 (55 201) ) S0

+283(:Ziwxow (o5, @ )swen)

+sNH(27vmwso(xz,:cz';H))sNH]. (3.9)
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3.1.4 Condicao de regularidade do tipo Ben-Tal—Zowe relaxada

Definimos o cone critico associado ao problema (P;) por:

L(Q, (l‘*,u )) {( ) n(N+2) Rm(NJrl) .

N N
2 Vo, Uk xmuk) Sk + 2 Vukwk(xk, Uk) ty + ¢N+1($N+1>T5N+17
py k=0

k1 = Ve frl@h, uf)s, + Vukf,i(xz,uZ)tk, k=0,....,N,i=1,...,n
N+1

O—vakbx u* sk—i—zvukbx W, i=1,...,7;
k=0 k=0

N+1 N
0> Z Vo o (2%, u*) sy, + Z Vo o (2%, u*) ty, jely

k=0 k=0
0= Vx0@1($3,$}kv+1>80 + VIN+1SDZ(x>Ok7:C7V+1)SN+17 L= 17 sy T

0= VJBOW(‘rS? x}k\/+1)50 + V$N+1¢j(x§> xTVJrl)SNJrh JE [¢>}
Consideremos a seguinte condicao de regularidade.

Definigao 3.1. Seja (x*,u™) um processo factivel. Dizemos que (x*,u*) é um processo

reqular do tipo Ben-Tal—Zowe relazado se:

(i) Eziste uma vizinhanga V' de (x*,u™) tal que VFg(x,u) tem o mesmo posto para cada

(x,u) e V.

(ii) Para cada vetor (s,t) € L(Q, (z*,u")), existe um vetor (w,v) € R*V+2 x Rm®N+1),

(w,v) # (0,0), satisfazendo

0= sy V2, Jilwh,up)sk + 6L Ve, fu(wh, ui)te + 250 V2, r(ek, ug)
—wi oy + Vi, fi(x}, uf) wp + Vo, fi(@b,uf) oy, i=1,...,n, k=0,...,N;
0 = (s,t) V2 (2%, u*)(s,t) + Vb (2*, u*) (w,v), i=1,...,7;

0> (s,t) V2 (z*,u*)(s,t) + Vg’ (2*,u*) " (w,v), je Jo((z*,u™)(s,1));

_ 2 L (% *
0= on 2 O (xh, w8 1)s0 + 5N+1va+1,xN+190 (x5, Tni1)SN+1
2 * T
+25 Vioani ¥ (xvaNH)SNH + Vo' (5’7075’;N+1) Wo

T .
FVan ¥ (%ax}k\fﬂ) Wnyt, ©=1,...,7;
9 .
O > vxg,ng('rO’ xN+1)SO + SN+1VIEN+1,(EN+1¢](I§7 $7V+1)8N+1
2 T
+2S v:co $N+1¢](:E07 mN+1)SN+1 + vxogb](xmx}k\/’-i-l) Wo

+va+l¢ ($0>$7V+1)TwN+lv ] € J¢(($*,u*), (S,t)).

Observacao 3.3. Na Definicio 3.1 o item (ii) assequra que VZ(Qr, (z*,u*), (s,1)) # .



Capitulo 3. Condi¢des Necessdrias de Otimalidade de Sequnda Ordem para Problemas de Controle Otimo
Discreto 102

3.1.5 CondicGes necesséarias de otimalidade de primeira e segunda ordem

Lembrando que a fungao Hamiltoniana associada ao problema (P;) é dada por:
Hy, : RMVH2) o gV o RrVHD S R x R™ x R™ — R definida como:

Hk(x,u,p, 57 >\7 /'L) = p;cl——i-lfk(xku uk) - &Dk(xk;a uk) - )\Tb(x7 U) - MTQ(I',U), k= 07 SR N.

A seguir enunciamos um dos teoremas mais importantes deste capitulo.

Teorema 3.1. Sejam (x*,u*) um processo étimo local de problema (Py), com L(Q, (z*,u*))
# {0} e (s,t) = (S0,---,SN+1,t0,---,tn) € L(Q, (z*,u*)). Entio existem £ € R, p €
RV v e R, A e R, p e R, neR? com &€=>0, 4 >0, j = 1,...,7g,
77j =0, g=1,...,1r4, tais que

(i) Equacdo adjunta:

Pr = kaHk(lU*,u*,p,f, )\,,LL), k= 17 s 7N'
(ii) Condigdo de transversalidade:

T T
vmoHO(x*7U*7p7€7)\7lu’) = ZWZVlospz(xZJF’xTVJrl) + Z njv$0¢]<x37x7v+l)7

i=1 j=1

Ty Tg
pN+1 = _[ZAZVxN+IbZ(x*’u*) + Z/’LJV‘TN-%—lg](x*’U/*

~—

+ Zv Ve 86, 580) + DV 8, 23010

7=1
_gva+1w<xN+l) .

(iii) Condigdo de estacionariedade:

Vo Hi (2%, u*,p, &, A\, n) =0, k=0,...,N.

iv) Condi¢cdo de complementaridade:
(iv)
ujgj(x*7u*>:07 j:17"'7rg7
Wl (z5,u*) =0, j=1,...,74
(v) Condicao de segunda ordem de nao negatividade:
_Z [ zkkak(x*7U*7p7€7>\7u)8k+t vukuk (x*,u*,p,f,)\,,u)tk]

N

Z [2Sk 2k uka(x*’u*,p’€7>\,,U,)tk — Z Vikm Hk<x*,u*7p7€7)\,,u)37-]

k=0 T=0

k#T
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N N
E30 D) [PV @ p E X )t + VR, H( 0 6 )
k=0 r -0
k#T
N
+2 Z Vazck TN41 k(x*7 U*ap> 5? )‘7 #)$N+1 + tk: Vzk a:N+1Hk(x*> U*,p, 6, )‘7 N)3N+1}
k:OW T
0| D31, g W) + 20V @ () |0
i=1w j=1 .
50| DTV ©(0 Than) + 2R @ ()
i=1 j=1

Tg
+€vm1\]+1 LL’N+1¢('IN+1 + Z)\Z TN+1TN+1 (I*,u*) + Z/"L]viN+1,$N+1g (I*’u*)]sN-‘rl
=1 j=

"¢
+25] [27 Vo © (8h0) + 21V () |51 2 0.
j=1

Demonstracao: Seja (z*,u*) um processo 6timo local de (Py) e (s,t) € L(, (z*, u™)).
Para provar este teorema vamos considerar os seguintes casos:
Caso 1: Se D*(Fy, (z*,u*),(s,t)) = &. Entdo, para todo (w,v) € R"W+2 » RN+,

temos

N
Z [ka% o, uf) Twy + Vuklbk(ffz,uZ)Tvk] + Vi (zng) ' wn

+2[ 2 r(ah )y + SLV2, L n(a, ubt + 112, L e, ) sk

HVE, 0l Ut | + 5% Vb (0 ). (3.10)

Em particular, para (w,v) que satisfaz
N

Z [mGwk(xz,uZ)ka + Vukibk(xz,uZ)Tvk] + Von 1 (hy ) Twn g <0, (3.11)
k=0

temos que
N
0 < D |SIVE, o telah ut)s + 5[V, Unlak, wb )t + V2, (o sy
k=0

HIVE, el Ut | + 5% V2w (2o, (3.12)
Além disso,
Vo be(ziuf) = 0, k=0,...,N,
VuUr(xp,uy) = 0, k=0,...,N, (3.13)
Vini(ry) = 0.

De fato, considerando a(w,v), em que a > 0 e (w, v) satisfazendo (3.11) com desigualdade

estrita, substituindo na equacao (3.10) e fazendo o« — o0, temos

0 < —oo,
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o que é absurdo.

Portanto, tomando £ =1, p=0,7y=0, A =0, u =0, n = 0, temos
Hy(z,u,p, &\, 1) = =g (zg, ug), k=0,...,N.
Logo, por (3.13), obtemos

Vo Hi (2%, u*, py1, A\, ) =0, k=0,...,N,
vuka(I*vllj’*?karla)\?/l’) = 07 k= OJ s 7N'

Assim, as condigoes (i) — (iv) do teorema sao satisfeitas. Por outro lado, a condigao (v)

segue da equagdo (3.12). Portanto, todas as condigdes do teorema sdo satisfeitas.

Caso 2: Este caso serd dividido em dois sub-casos:

« Caso 2.1 Suponhamos que a condigao (i) da Defini¢ao 3.1 nao é satisfeita, ou seja,

nao existe uma vizinhanga V' de (x*,u*) tal que VFg(x,u) tem o mesmo posto para

cada (z,u) € V. Entdo, a prova das condigdes (i) — (iv) se reduz ao Caso 2.1 da

prova do Teorema 2.1. Assim, existem p € R"™V+2 X e R™, 5 € R™*, tais que

VEFg(z*,u*)" (p,7,A) = 0.

Isto é,
Vo fo(0,10) ' P1 + Vo0, Tn41) 'Y + Vaob(z,u) A = 0
Pk — YV fu(@r, ug)  Pryr + Ve, b(z,u) A =0, k=1,... N,
VS (@, ) Prgr + Ve bz, u) '\ =0, k=0,...,N.

Logo, considerando (&,p,v, A, it,n) = (0,5,7,X,0,0), as condi¢bes (i) — (iv) sdo

satisfeitas. Seja (s,t) € L(Q, (z*,u*)). Para mostrar a condigao (v), basta fazer o

produto interno entre y e z, onde:

y = 4,9.9),

y = (Yo,9,---,Yn),

Ui = (yz,...,yf) i=1,...,N

?]zj = ( Io’mofj(xo,uo)so + 25 vio uofj(%auo)to
tTViouofJ(xo,uo)to) i=1,...,N, j=1,...,n,

g o= @9,

7= (s, )TV (a*, u)(s,t), j=1,....1,

] (@07,

¥y o= ngxo,xoSOj(xo,%NH)So + QSJV:CO,INHSOj(iUo,$N+1)$N+1

T i
+8n11Vaniana @ (Lo, TN11)SN 11,
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z = (z,%,%),
z (20, 21, -+ -, 2N),
Z o= pl, i=0,...,N, j=1,...,n,
o= (3,...,3"),
Fo= N, j=1,...,m,
z (31,...,2"%)

Assim, temos os seguintes casos:
— Se o resultado desse produto é maior do que ou igual a zero, entdo a condigao
(v) é satisfeita considerando (&,p, v, A, 1, n) = (0,5,7, A, 0,0).

— Se o resultado desse produto é menor que zero, entao a condi¢ao (v) é satisfeita
considerando <§7p7 7> Aa M, 77) = (07 _ﬁa _7}/7 _5\7 07 O) Note que as COIldi(;(N)eS

(1) — (iv) continuam sendo satisfeitas apds esta re-defini¢do dos multiplicadores.

« Caso 2.2 Suponhamos que na Definigao 3.1 a condigao (i) é satisfeita mas a condigao
(1) ndo é satisfeita. Como a condigdo (i) da Definigdo 3.1 é cumprida, entao pela

Proposicao 1.3, obtemos
T(Qgp, (z*,u*)) = Nu(VFg(z*,u”)). (3.14)
Além disso, para todo (s,t) € T(Qg,x"), temos que

T*(Qp, (¢*,u*), (s,1)) = {z e R*VFDNVED - g F (2% u*) 2
+;V2FE(x*,u*)((s,t), (5.6) =0} (3.15)
De (3.14), se (s,t) € T(Qg, (z*,u")), entdo

(
0 = IEOSOZ(x $N+1) SO+V$N+1(pi($;7x}kv+l)—r51\7+la L= 17---7T<p7
%

0 Vo' (a*, u*) " (s,t), i=1,...,m

Sk+1 = V:Ekfk :CZ’ )Sk + vukfk(zzau;:)tka k= 07 ce 7N7
*
0>

Além disso, se (w,v) € T*(Qg, (z*,u*), (s,t)) por (3.15), obtemos

0 = s, Vi, o fel@hs ui)sk + ¢ Vo Sl uidte + 6 Vo, o fi(@h ui)s +

Tk, Tk
Ve w STk uf )t — Wi + Vo [k, uf) Twe + Vi, fi(zk, uf) Tog,
1=1,...,n, k=0,...,N; (3.16)
0 = sg V20 zo P ($0a$N+1)30 + 8o Vio anp1 P (mg>x7V+1)SN+1

! * *
+5N+1Va:N+1,a;090 (x07$N+1)50 + SN+1VxN+1,xN+190 (20, Tn11)SN+1
T , _
+VI090 <$0,I’N+1) w0+vCL‘N+190 (xOVIN—',-l) WN+1, © = 17"'7T507 (317)

0 = (s,t) V2 (z*,u*)(s,t) + Vb (2, u*) (w,v), i=1,...,7. (3.18)
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Por outro lado, dado que a condigao (i7) da Defini¢do 3.1 nao é satisfeita, entao nao
existe (w,v) € R*™W+2 » R™N+D gatisfazendo (3.16)-(3.18), tal que

0o > (s,t)TVQQj(x*,u*)(s,t) + ng(x*,u*)T(w,v), jeJ,

Ty72 ] T 2 ]
O > SO vxo,x0¢](x37x7\7+1)80 + SN+1va+1,xN+1¢J(:C3’x}kV+1)SN+1

T2 j T 2 j
+58p vxo,xN+1¢](x8<7 5ETV+1)3N+1 + SN+1va:N+1,a:0¢] (g, x7v+1)50

+v$o¢j(x87$7\f+1)—rw0 + V:DN+1¢j(xSa I7V+1>TUJN+17 J € Jy,
para algum (s,t) € L(Q, (z*,u*)). Isto implica que existe algum j € Jy ou
j € Jy, tal que para todo (w,v) € R*"V*2) x R"W+D gatisfazendo (3.16)-(3.18),

temos
0< (s,t)TVng(a:*7u*)(s,t) + ng(:v*, u*) " (w,v) (3.19)
ou
0 < 5V a0® (8, 25150 + Skt Vg an @ (38, T4 41) 5841
50 V2o o ® (T8, T3 )sv i1 + 581 Vi o (T8, )0
+ Voo (25, 1) w0 + Vay & (25, 0 11) 0 (3.20)

Note que na equagao (3.19) nao podemos ter ng(a:*,u*)T(w,v) < 0 para todo
(w,v) € R*V+2 5 RPV+D - Agsim | considerando em particular (w,v) = (s,t) €

T(Qg, (z*,u*)), temos que pelo menos um dos seguintes sistemas nao possui solugao:

= —Wgy1 + Vo, fe(@r, up)wi + Vo, fe(ap,up)vg, i=1,...,n, k=0,...,N;
= onSOi(kaa x}kV+1>w0 + VJENH‘pi(xgax}kV-H)wN—&-h 1= 17 < Tl
Vo (a*, u*) (w,v), i=1,...,1;

> Vgl (2*,u) (w,v);

o o o o
I

ou,

= —wit1 + Vo, fr(ap, up)w, + Vo, fe(xg,uf)vg, i=1,....n, k=0,...,N;
= Vﬂco(pi(w;v x}k\ul)wo + V$N+190i(x37x7\7+1)w1\7+17 1= 17 <oy Ty
= Vb(z*, u*)(w,v), i=1,...,1;

~ —I— T
> V$O¢J(ZE3,I*N+1> wo + V$N+1¢J(J;g7$}k\7+1) WN+1-

o o o O

Logo, pelo Teorema 1.3, temos que existe (1, ls,l3,14) € RV« R™ x R™ x R,

tal que
VFE(Z‘*,U*)T(ll, Iy, l3) + 1,(Vg’ (z*,u*)) = 0,

ou existe (Iy,ls,13,105) € R"YVHD  R™ x R™ x R, tal que

VFg(z*,u*)T (I, by, I3) + 15(V (x5, 2%, ,)) = 0.
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Assim, considerando £ =0, p=l1,y=1l, A=1Il3;n=0¢e

l47 para ja
Hj = . A
0, paraje{l,...,rs}\J,

Ou7€:O7p:l177:l27A:l?nlu:()e

) L, paraj,
i 0, paraje{l,...,rs}\J.

As condigoes (i) — (iv) do teorema sdo satisfeitas. Podemos ver que a condigao (v) é
satisfeita, multiplicando cada coordenada de l; com a equagao (3.16), de [y com a
equagao (3.17), de I3 com a equacao (3.18) e Iy com a equagao (3.19) ou [; com a

equagao (3.20). Logo, somando os resultados obtemos a condigao (v) do teorema.

Caso 3: Neste caso, vamos supor que vale a condigdo de regularidade dada na Defini-
cdo 3.1, dado (s,t) € L(Q, (z*,u*)), vamos considerar que D?*(Fy, (z*,u*), (s,t)) # &,
V2(Fy, (2*,u*), (s,t)) # & (esta ultima segue da condicdo (i7) da Definicio 3.1) e
V Fg(z,u) tem posto constante para cada (x,u) € V, onde V' é uma vizinhanca de (z*, u*).
Assim, D?*(Fy, (2%, u*), (s,1)), VZ(Qr, (z*,u*), (5,1)) e T*(Qp, (v*,u*), (s,t)) sdo convexos
e foram determinados pelas equagoes (3.1), (3.4) e (3.7), respectivamente. Entao, aplicando
o Teorema 1.11, existem lp, € A(D*(Fy, (x*,u*), (s,1))), lr, € AV*(Qy, (z*,u*), (5,1)))
elp, € NT*(Qpg, (x*,u*), (s,1))), ndo todos nulos, que satisfazem a equacdo de Euler-
Lagrange

lpy, +lp +1lp, =0 (3.21)

e a desigualdade de Legendre
0 > 0"(If| D*(Fy, (2%, u"), (5,1))) + 0" (I [VH(Qr, (2%,u7), (s, 1)))
+6" (14 |T*(Qp, (2%, u¥), (5,1))). (3.22)
Assim, para todo (s,t) € R*™+2) x R™MNV+Y py equacao (3.21), temos
lp, (8,t) + lp, (s, t) + iy (s,t) = 0.

Logo, considerando as equagoes (3.2), (3.5) e (3.8), de maneira andloga ao que foi feito no
Caso 3 na prova do Teorema 2.1, temos as condigoes (i) — (iv) do teorema.

Mostraremos a condigao (v). Das equagoes (3.3), (3.6), (3.9) e (3.22) temos

N
0 < 5[2 < AV e k(@ ug)se + 6 Vo Ue(@h up )t + 281 Vo, Uk (x}ﬁ,uZ)tk>
k=0

||
+SN+1V VN1 (Th4) SN+1} Z [ 5,t) Vg (a* *)(s,t)]

¢
Z [ 330 zo (%, $N+1)30 + 3N+1va+1 $N+1¢ (75, $7V+1)SN+1
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N
+2s, Vio xN+1¢ ($079‘?N+1)5N+1] Z [ Zpk-i-l( Ty, xkfk(xkvukz)sk
+Z’Y [ o, wOSO ($07$N+1)50 + SN+1va+1 xN+190'(5U>0k>5177V+1)5N+1

2 * *
+25 Vi 2 (mo, :EN_H)SN_H].

Logo, considerando p/ = 0, j ¢ I, W =0,7j¢ I4, e rearranjando termos, obtemos

n

gﬂ[ Zpkﬂ( V2 St se) + (5 VE, L o))
B () + 5 (9 )
+Z[ me(tl ukukfk(xkjuk)tk)%(tl ukukwk(x;:,u;)tk)+
DR CAPUERE D WAL WIERS)
+i2[ Zpkﬂ( zkukfkm,uk)tk)w( V2w r(at u) ) +
+2x

(5192, . (" u)te ) + Zu( 2 0 0t ) |

+i[ i [;AZ( 2 b u)s,) + Zu( Wg(x*m*)sT)H

DD R CLNCEINA RS WA CL IR
L

—I—[i/\i (tzVikﬁuTbi(x*,u*)tT) +i (tTVQku ¢ (z* *)tT>”

—I—Qi [SAZ< Vik wNHb(x*,u SN+1) Z,u < mkyl'NJrl j(m*,u*)sNH)

+ A (t;crvik,xNJrlb (ZE*,U SN-‘rl) Zlu (tTvik wN+1gj(‘T*7U*)8N+1):|
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[27 on 17080 $0,$N+1 + anvio Io xO"IN—i-l)]SO

7 * * 72 j * *
+SN+1|:Z/7 VZ‘N+1,1‘N+1(10 (x07xN+1) + 277 VIN+1,IN+1¢]<I‘O7$N+1)
iml

Tg
+€VIN+1 IN+1w<xN+1 + 2 )\Z xN+1 TN+1 (:U*, U/*> + Z /’Ljvi]\]+1,x]\]+1g (‘CC*7 u*>:|SN+1
j=1

i=1
Ty T
T * % I\ 72 Gk ok
+280 [Z/y vzo $N+1 (x07xN+1) + 2 n V$0,$N+1¢ (xO’xN+1):|SN+1'
i=1 j=1

Assim, temos que

N
- Z [ vik :pka(x*7 U*7p7 g) /\7 ,LL)Sk + tTvik uka(I*7 U*7p7 57 )‘7 :u)tk:l

k=0
N N
- Z I:QSkv?ﬂk uka(x*7U*7p7§7)‘7:u)tk - Z Vik mTHk(I*,U*,p,é, )\7/’1/)87':|
k=0 7=0
k#T1
N N
02 2V Hela  p N 0+ VR H (0, )t |

k
N
+2 2[ Vik TN41 k(x*au*ap7£7 )\,M)SN+1+th3k xN+1Hk<$*,u*,p,f, A?N)SNJrl]

k=0
T
+50 7'V ok ok )+ IV2 @ (xk k) s
0 zo,20P \L0> N+1 77 0,20 0 TN+1) |50
i=1 j=1
Ty T
+sh V2 ok, xh ) + Iv? ¢ (kv ,)
N+1 eni1eni1 P L0 TNl T Vaniieni 0> ¥N+1
i=1 Jj=1

Tg
+£V$N+1 $N+1w($N+1 + Z)\Z TN+1TN+1 (m*’u*) + ZM]V§N+1737N+19 (I*’u*)]sN-‘rl
i=1 j=

T¢
+230 [Z’y VCIZ(),CCN+1 (flﬁ'g, x?\f—i—l) + Z U]Vio xN+1¢]<x87$7\7+1)]3N+1 = 0.

j=1
Portanto, a condic¢ao (v) é satisfeita.

Na demostragao do Teorema 3.1 podemos notar que se a Definicdo 3.1 é
cumprida, por conseguinte o multiplicador associado a funcao objetivo é nao nulo. Portanto,

temos o seguinte corolério.

Corolario 3.1. Seja (z*,u*) um processo étimo local do problema (Py) satisfazendo a

Defini¢io 3.1. Entao, as condigoes (i) — (v) do Teorema 3.1 se cumprem com & > 0.

Demonstracao: Se VFy(z*, u*) = 0 segue pelo caso (1) da prova do Teorema 3.1 que
C 0 ) gue p p q
€ > 0. Se VEy(z*,u*) # 0, da Definicio 3.1 temos que existe (s,t) € R*N+2)  RmN+1)
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tal que
T*(Qp, (v, u*), (5,6) [ |V2(Qr, (2*,u"), (s, 1)) # .

Entao, pela Observacao 1.11 temos que [, # 0, ou seja,
EVFy(x*,u*) #0.

Dado que £ = 0 e VFy(z*,u*) # 0, temos que & > 0. [ |

A seguir, apresentamos um exemplo de processo regular do tipo Ben-Tal—Zowe

relaxado.

Exemplo 3.1.

Minimizar (2072 + (222 + (") + @®?)? + @D)? + (W?)?

sujeito a argl) = x(()l) + u(()l), a:f) = x(()Q) + u(()2),

xgl) = xgl) + ugl), xg) = x?) + u§2),
:c((f) + a:gl) + u((f)
:c(()l) +2% =0, (x(()l) + x§2))2 =0,

—(=")? = (@) = (@) = (@) = (287)? = (=22)? = (uf")? - (uf?)?

—(@W")? — (@) <o,

+ uf) =0,

onde xy = (xg),x,(f)) eR* k=0,1,2, e u= (ug),u,(f)) eR?* k=0,1.

Pode-se notar que (z*,u*) = (0,0) é um processo dtimo. Mostraremos que a

Definicao 3.1 € satisfeita. Temos que

~1 0 1 0 0 0 ~10 0 0
0 ~1 0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0
VFe(z,u) = 0 0 0 —10 1 0 0 0 —1
1 0 0 0 1 0 0 0 0

2z +27) 0 0 02 +28) 0 0 o0

0 11 0 0 0 1 0

tem posto constante 6 em uma vizinhanga do processo factivel (0,0), V2 Fh(z,u) =0, i=
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1,...,6, ¢

VQF];(:B, u) =

S O O N O O O O N
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S O O N O O O O N
S O O O O o o o o

S O O O O O O o O O
O O O O O O O o O O
O O O O O O O o o O
O O O O O O o o o o

(@]
o
(@)
(a]
(a]
(@)

Logo, a condi¢io (i) da Defini¢ao 3.1 € satisfeita. Além disso,
NuV Fg(0,0) = span{vy, vg, v3, 4}
onde
= (-1 ~1,1,0,0,0,0)T,
— (0, - ‘1 00000,1,0 0)7,
vy = (0,0 0, 0,1,0 0,0,1,0)7,
vy = (0,-1,0,-1,0,0,0,0,0,1)7.

Por outro lado, temos que
VEF(z,u) = (—2x), —2x5, —221, —227, —215, —215, —2uy, —2ug, —2uy, —2u7).
Logo,
VF;(0,0) = 0,
V2F(0,0) = —2I.

Assim, considerando z = vy + v3, seque que z € NuV Fg(0,0) e

1 . .
5(s,t)Tv?F,g(o,0)(3,15)+VF,33(0,0)Z =0, i=1,...,7,

1 . 4
5(s,f)Tv?F;(o,O)(s,t)+VF,23(0,0),Z < 0,

para todo (s,t) € L(Q,(0,0)), onde L(Q, (0,0)) € dado por:

(
LQ.0.0) = {(5) RO xR s) — o) ), o o 42 ) 0 )
s = s 4+t 0=sP 4+ s+ P 44?0 =s + s ’

sendo (s,t) = (s(()l), s(()z), 551), 552), sél), 552) tg ),tg ),t(l) ) Assim, a Definicio 3.1 é satis-
feita. Entdo, pelo Coroldrio 3.1 existem p e R, ~ e Rz, AeR, u>=0e& >0, tais que as

condigoes (i) — (v) sdo satisfeitas.

Observagao 3.4. Pode-se notar que o Fxemplo 3.1 satisfaz a Definicao 3.1 mas a Defini¢io
2.2 nao € satisfeita, isto seque do fato que VFr(0,0) = 0.
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3.2 Condicoes de Segunda Ordem para Problemas de Controle

Otimo Discreto com Restricdes Mistas por Periodo

Nesta secao apresentamos condigoes necessarias de segunda ordem para proble-

mas do tipo (P,), os quais sdo problemas com restrigoes mistas por periodo. Relembrando

que o problema (P,) é dado da seguinte forma:

N
Minimizar g (2, ) + Yy (Tx41)
k=0
sujeito a w41 = fr(xp,uk), E=0,..., N,
b;;(xk,uk)—o, k=0,...,N, i=1,...,m,, (Py)
(:ck,uk) 0, kzO,...,N, j=1,...,7’gk,
O (x0) =0, i=1,...,7,,
gbj(xO) 0 j - 1a Te,
e a funcao Hamiltoniana
Hk . Rn(JrZ) % Rm(N+1) « Rn(NJrl) % R x R(Tb0+---+7'bN) % R(T90+---+TQN) SR
¢é definida por:
Hy(z,u,p, &0, 1) = proafu(wn, ) — Edp(xy, wp)
_)\l—crbk(mlﬂuk) - H—krgk(xkvuk)a k= 07 R N.
Consideremos o seguinte conjunto de diregoes criticas:
C(ac*,u*) _ {(S,t) c Rn(N+2) « Rm(N+1) .
i1 = Ve fi(xi,up) sp + Vo filziuf) t, i=1,...,n, k=0,...,N,

0= Vb (x5, uf)sp + Vabi(xf, uf)te, i=1,....,1, k=0,...,
VoG (@, uf) s + Vg (v, uf) e, jel,, k=0,...,N,

0= Vo' (zo) 50, i=1,... Ty,

0 = Vi (20)s0, j € qu}

onde
* ng:]gk($*7u*) = {j € {17""T9k} : gi(xzvu;:) = 0}’

o Iy =1Is(a*u")={je{l,....,rs}: ¢ (x}) = 0}.

N

Y

Definigao 3.2. Dizemos que (x*,u*) é um MP-processo do problema (Ps) se (x*,u*) é

um processo factivel que satisfaz as condicoes do principio do mdximo discreto para o

problema (P»), dadas no Coroldrio 2.3. Se o multiplicador associado a fun¢do objetivo é

nao nulo dizemos que (z*,u*) é MP-processo ndao degenerado do problema (Pz).
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Antes de enunciar o teorema que traz as condigoes necessarias de segunda ordem vamos

mostrar a proposicao a seguir:
Proposicao 3.1. Sejam (x*,u*) um MP-processo nao degenerado do problema (Py) e
(s,t) € C(z*,u*). Entao,

N
2 [ vzkwk xkvuk) + tk Ukwk(x]t?u?;)] + SL+1va+1(xN+1> = 0.

Demonstragao: Como (z*,u*) é um MP-processo do problema (F), entdo existem
EeR, peRWH) ~veR™ neR% A\ eR®%, k=0,...,N, up € R"%_ k=0,...,N,
com & > 0, tais que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

Equacao adjunta:

P = vmkfk(x27 UZ)TpkH - 5mG¢k($k, Uk)
Vo be(zi, uf) " A\ — Vo, gr(@h, ul) T, E=1,...,N.

Condicao de transversalidade:

Voo (x5) Ty + Vaod(h) 'n = Vo fol@h, uf) 'p1 — EVagtolah, uf) T
—onbo($6k7 Ug)T)\o - Vx090($37 u{’)‘)T,uo,

P = —EVUN (T )
Condicao de estacionariedade: Para cada k = 0,..., N, temos
Vukfk(xzv UZ)Tpk+1 - fvu;ﬂ/’k(xzv U’Z) - Vukbk(ﬂﬁza UZ)T)VC - vukgk(xzv UZ)T,U/R = 0.

Condicao de folga e de nao-negatividade:

phgl(xiuf) =0, =0, j=1,...,ry, k=0,...,N,
e (xg) =0, o/ =0, j=1,...,7

Fazendo o produto interno da equacao adjunta com s, para cada k = 0,..., N, obtemos
stpe = i (Vaulat u) o) — €1 Vavnad u) )
=i (Vaulaf, ) ") = s (Ve gn(at ud) T ).

Logo, somando todas as equagoes de k = 0,..., N, temos

Solne = 3] (57 (Ve il ut) i) = & (5] Vaytn(at, uf)
k=1

k=1

=t (Vauilat up) ) = o1 (Vogelat, ud) ) | (3:23)
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Analogamente, fazendo o produto interno de cada equagao da condicao de estacionariedade

com t; para cada k =0,..., N, temos
0 = ¢ (Vuefulet, uh) Tprer ) = (6 Vu (et )

] (Vuebi(at ut) M) = 4 (Vuegn(at, u) T ).

Dai, somando todas as equagoes, obtemos
N

0 = Y | Vurdilwt ui) st — €V tn(at,up)
k=0
Vbt uE) A = Vg, ) e (3.24)

Agora, do produto interno de sg e syy1 com as equagoes da condi¢ao de transversalidade

do estado inicial e estado final, respectivamente, temos
sq (Viplad) "y + Volas) n) = s (Vaoolwh, ud) o1 ) = € (0 Vautho(a, uf) )

— 50 (Vaabo(wh, 1) X0 ) = 50 (Vaugo(w, u) 1o, (3.25)

3L+1PN+1 = —53L+1V¢N+1($7\/+1)- (3.26)
Logo, somamos as equagoes (3.23)-(3.26), obtemos
N+1 N
Yostoe = O [st (Vau i@t ud) prin) = (5] Va ot ui) )
k=1 k=1

—s] (ka be(z, UZ)T)\k> — 5 (kagk(l’z, U;:)T,Uk)]

b [ (Vi ) i) — € (6P intat o)

k=0
—ty, <vukbk T, Uy, T>\k) t;( w9 (T, up) ,Uk)]
+5§< z0.fo (255 ug Tp1> f( mﬂﬁo(%ﬂo))
—50 (Vzobo (x5, ug T/\O)
(5T Vewa(e) — (Ve)so) 7~ (Vo)s) n

Rearranjando termos, temos

T( 2090 CCO?“O) MO)

N+1 N

Sstoe = 3 (Vi u)si + Vo filot ub)te) pien
k=1 k=0
fZ (51 Vatin (o ) + 1] Vil ug) )
N
Z (mGbk(xk,uk)sk + Vukbk(xk,uk)tk) Y

N T
Z ( o Ik (5, Uk ) sk + Vukgk(%auk)tk) Fok

~E5hna Von (i) — (Vel)s) 7~ (Vol)se) n
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Se (s,t) = (S0, -+, SNn+1,t0,---,tn) € Cx™,u™), resulta que
N+1 N N
Siston = O [shapea] = D5 Vartnlat, u) + (] Vi unat, )|
k=1 k=0 k=0
—£8M1V1ﬂw+1(m+1)-
Portanto, para todo (s,t) = (Sg,...,Sn11,t0,---,tn) € C(x*, u™), segue que

Z [Sk Ve U (, uf) + £, Vo, Vi, UZ)] + 5y Vnii(zng1) = 0.

Obtendo, assim o resultado desejado. |

Lembremos as hipéteses S; e Sy do Corolario 2.3:

S1: O conjunto {V(pl(x’g), o Ve (), Vol (ah), ... v¢'f¢|(x;';)} é linearmente inde-

pendente.

Sy : Para cada k =0,..., N, a seguinte matriz
[Vt - VP oud) Vgt - Vgl g
tem posto completo.

Teorema 3.2. Seja (z*,u*) um processo dtimo local de (Py), e suponhamos que Sy e
Sy sdo satisfeitas. Entao, existem £ e R, p € RV yeR™ A eR"%, k=0,...,N,

pp € Rk =0,... N, neR" com& >0, tais que as sequinte condicoes sao satisfeitas:
(i) Equacgdo adjunta:

Pk = Vo, He(x* u*,p, &\, ), k=1,...,N.

(ii) Condigdo de transversalidade:

Vo Ho(z*, 0¥, p, &\, 1) = V(i) Ty + Vo(zg) T,
Py = —EVY(zy ).

(iii) Condig¢dao de estacionariedade:
Vo Hi(x* u*,p, &\ n) =0, k=0,...,N.
(iv) Condig¢do de folga e ndo negatividade:

gl (xiul) =0, pd =0, j=1,... .1y, k=0,...,N,
W (af) =0, ¥ 20, j=1,....r,
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(v) Condigcdo de segunda ordem de ndo negatividade:
o
Z’y Vioao® (@5)s0] + D117 [59 Vi, 0y (25)50]
=1 N
+¢ [SNJrlv?cNH,mNHwN-H(ITV+1)SN+1] — Y SV He(x 0 p, €A )i
k=0

_Zt—rvuk uka z* , U 7p7£ A :u k _22 Tk uka(l’*,U*,p,g,A“U)tk =0

k=0
para todo (s,t) = (So,...,SN+1,t0,---,tn) € C(z*,u™), ou seja,

Te

Z |: o, 3;090 xO 80] Z 77 aco T (x;)so]

=1

+ |:SN+1V:EN+1,:EN+11/}N+1('rN+1)SN+1:|
N n
= 2| 2rhn (V2 ot b)) = (Vi mtn(at i)
bO ' Tgy )

=S (SEVE b k) = Dl (51 V2 gl s |
i=1 i=1
N n . !

D Dk (T V% i 90080 — STVl 1)
rbk

_Z)‘Z(tk u ukbz T, up, tk) Z/%(tg u, ukgk(xlwuk)tk)]
-1

—iz[zpm( xk,ukfmz,uz)tk)—s( T2, nlal, ub)te)
k=0 i

i=1
Tbk
i1
para todo (s,t) = (Sg, -, SN+1,t0,---5IN) € C(:C*, u®).

Demonstragio: A prova das condigoes (i) — (iv) segue do Coroldrio 2.3, resta mostrar a
condigao (v). Note que as condigoes (i) — (iv) valem com £ > 0, de modo que (z*,u*) é
um MP-processo nao degenerado.

Consideremos as seguintes fungoes:
o Fp:RMWVF2) o grNHD _ RrVHD o R 5 R4l definido por
Fp(z,u) = <:13} — fo(zo,uo),s -, 2t — f3(xo,u0), - -+, Ty — fr(@N,uN), - -,
T = Fiu(an, un), 0 (w0), - @7 (20), 61 o) -, 0l (o))
o g :RVWVHD L RPVHD R x L ox RN x Rl x oo0 RVovl, dado por
Fglz,u) = (b(l](xo, ), - - -5 by (2o, ug), - -, DN (TN, un), - - DAY (2, un),

gé(xo,uo),...,gg 0'(%,“0),~~-,gzlv(xNyuN)a-‘-,g‘NgN|($N>UN)>-



Capitulo 3. Condi¢des Necessdrias de Otimalidade de Sequnda Ordem para Problemas de Controle Otimo
Discreto 117

As restrigoes inativas serao desconsideradas, pois da continuidade temos a factibilidade

em alguma vizinhanca do processo 6timo. Assim, definimos o seguinte conjunto factivel

Q = {(xau):karl:fk(xkauk)? k:07"'7N7 @l<$0)20, Z':O,...,’I”QO,
¢j(x0)=0, jZO,...,|I¢|, bZ(xk,uk)=0, ]CZO,...,N, ’iZO,...,Tbk,
gi(xk,uk)z(), k=0,...,N, 7=0,...,[1,[}

Deste modo, o conjunto factivel () é representado da seguinte forma:
Q = {(z,u) : Fp(z,u) = 0},
onde Fg(z,u) = (Fg(z,u), Fg(x,u)). Pela hipétese S; temos que o conjunto
{vet@i)..... Ve @ U {vo'@i)..... vollap)}

¢ linearmente independente. Entao,

{Vﬁ’}ﬂ(x*,u*)} (3.27)

i=1,..,n(N+2)+ry+|Is]

é linearmente independente. Pela hipdtese S, segue que, para cada k,
{Vuditun} U{Vudi@tun} (3.28)

é um conjunto linearmente independente. Temos que VFg(z*,u*) é dada por:

Ay I 0 -~ 0 0 By 0 0

0O A I -~ 0 0 0 By 0

0 0 0 Ay I 0 0 0 0 0 By

0y 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0

¢z 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0

Co 0 0 0o 0C, 0 0 0 0 0
V Faet 0 ¢ 0 0 0 0 C 0 0 0 0

Bl u") = 0 Cy 00 0 0 Cy 0 0o o |

0O 0 0 - Cy 0 0 0 0 0 Cy

Dy 0 0 0 Dy O 0 0 0

0 Dy 0 0 0 Dy 0 0 0

0 0 Dy 0 0 Dy 0 0

0O 0 0 Dy 0 0 0 0 0 0 Dy

onde
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o Ay = vff?kfk(x;:»uZ)v By, = Vkak(xzau;:)a k=0,...,N,

¢ Py = [Vmogpl( *) "'7V$0§0W(x3)]—r7
¢:Jc :[ x0¢( ) "‘>vm0¢|l¢|(x8)]T7

¢ C’f = [vﬂfkbllf(xz’uZ) ’ vxkbkbk( k,uk)]T, k= 0 ..,N,
e = [V bh(xful) - Vo b (x5, ud)]T, k=0,...,N,

o Dy = [V (2}, up) "kagkg":(xz,u,’:)]T, k=0,... N,
Dy = [V (@, 1) -+ Vg™ (af, )], k=10,...,N.

Logo, de (3.27), (3.28) e da estrutura de VFg(x*, u*), temos que VFg(x*, u*) tem posto
completo. Isto implica que VFg(z*, u*) tem posto constante. Entao, pela Proposicao 1.1,
temos que

T(Q, (x*,u*)) = Nu(VFg(x*, u*)).
Além disso, para qualquer (s,t) € T(Q, (z*,u")), existem um nimero €* > 0 e uma funcao

continuamente diferencidvel r = (7, 7), tais que

(™, u*) + €e(s,t) + (r(€),7(e)) € Q, 0 <e <€, (r0),7(0)) =0, hI(I)lJr (T(E);T(E)) =0.
Denotaremos 0(e) = (z*,u*) + e(s,t) + (7(€),7(e)) € RV *+2) x R™WV+D ¢om
9(6) = (éo(E), e ,éN+1(6), 90(6), N ,éN(E)).
Consideremos o seguinte problema de otimizagao (P, ):
minimizar (e 2 U ( 9k (€)) + ¢N+1(9N+1( ) (Prus)

sujeito a O<e<e.

Temos que O(e) é um processo factivel de (P) para todo 0 < € < €* e (z*,u*) é um
processo 6timo de (P,). Entao, € = 0 é um minimizador local de (P,,;). Pela expansao de

Taylor, temos

U(e) = ¥(0) + eP'(0) + ;EQ\IJ”(O) + o(e), lim o) _ 0.

e—0 52

Assim, para 0 < € < €* (diminuimos €*, se necessario), obtemos
N

() = W(0) = ¢ 3 (Vertlat uf) T0L(0) + V() T,(0))
k=0
Th e[ (5 2 ]
Vo vt (@h) O (0)] + 2[2 (.0)" 72, ., vn(at, uf) B (0)
k=0

+20,(0)' V2, dn (2, 1), (0) + 6,(0) V2, ukwk(SEZ,UZ)ézﬁ;(O))
+9N+1( ) ViNH en i UN+1 (TN 1) 9§v+1 + Z < s k(@ up) T 07(0)

FV el a) B(0)) + vm+l¢N+1<x;z+1>Tes'm<o>] +0(0) 2 0.
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Logo, para 0 < € < €*, temos que

(e) = W(0) = ¢ 3 (Veutalat, ul) (s + 74(0)) + Vo e, ) (b + 74(0)

k=0
Vo U1 (@) (i1 + Ty (0))
2 N

+% [ > ((sk +73.(0)) TV o k(e uf) (sk + 7,(0))

k=0
+2(sp, + 7(0))TV2, L Unl(ay, up) (b, + 74(0))

e+ 74(0) T2, ek, ) (b + 74(0)))

+(sn41 + Ty 1(0) V2L v N (@h 1) (sver + Py g1 (0))

N

3 (Ve ) TF0) + V(o uf) T7(0))
k=0

Ve @) T 00|+ 0f6) > 0,

Como (s,1)  C(a*, ) = Nu(VFy (e u)), lim (T

=0, e (7(0),7(0)) =0,
segue da Proposicao 3.1 que

62 N
S [ . (5092, nlah s + 28] V2, (ot wi)t + £1V2, L (o i)t ) +
k=0
N
3N+1V§m+1 ot ON+1(Th41)SN41 + Z <Vzk¢k($2>uk)T 7:(0) + VukW(xkauk)ng(o))

k=0
+va+1wN+1<x7VH>Tr7M<o>] +o(e) 0.

Dividindo por €2, tomando o limite quando € — 07, e multiplicando por 2¢ > 0, obtemos

M=

f( AV s Ue(@h ) se + 25, Ve U@, up)te + 6 Vi, i@, UZW)
N

(551 V2w U1 @R )snan ) + D) (Ve ) T7(0)

k=0

B
Il
o

V0 (0, 00) TU0)) + €V a1 (05 ) e (0) > 0. (3.29)

Por outro lado, para 0 < € < €*,  6(e) = ((¢),0(¢)) € Q, por conseguinte,

iipkﬂ(ezm Ji(0ule). 01(0)) + i%x(b@ 0u(€), Bil€)) +

o
— .
Sl

—

gk‘ Ty |I¢|

33 (600, 0(0)) + YA Gal) + X W Bul(e) =0, 0= e< e

j=1 i=1 j=1

=

o
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Logo, derivando duas vezes, obtemos

R0 = 303 0 (B4(0) — 0092, 000, 0D L)

G4, OO, O )hl) — 20TV, FiBu(e),Bul) (e
R AR N AN O AC R ACI I ACACRACI A
N |ng|
OO ACIAC) B WA AT (CRORACIAC
OO V2, 0 9L O0(0), 0u()Bile) + 201,(€) V2, ,, g (Bu(e), Bu())Fh(c))

[Zo]

+ZW Vioao? (00(€)o(€) + D1 0(€) V2, 1y (B(€)) By ()
j=1

Y, (vxkf,:xék(e), 00()01(6) + T Fi(01(0), B4())T8(6))

IR CAAENAEI (RS NACKONABIAC)
N gl
+ 2 PGSR ACINACRA M ICRACINAT)
T ol
27 Vo' (00(€) G5 () + 3,1 Vo (Bul€) G5 (6) =0, 0<e<e.  (330)

Como 0(€) = (x*,u*) + €(s,t) + (7(€),7(€)), temos

N

R'(e —ZZpkH(m €) = (si + 74(0)) V2, o, Fi(Ok(€), Ox(e)) (51 + 74(0))

k=
—(te + 7,(0) V2 fe(Or(€), O () (t + 7(0))

— (s + 7,(0)) 'V2, o Fi(On(e), Ou(e)) (T + 7”‘2(0))>

£ 30 2 A (s + T4 (0) T2, L B0(6), Bele)) (s + T (0))
b+ 7(0)) TV, 4, B(0u(€),Bul€)) (1 + 74(0))

+2(sp + 75(0) TV, L, b1 (0 (€). u(e)) (B + %(0))>
N g

4 Z S b (51 + 70))T V2, 4, g (0k(0),0() (51 + 73,(0))

k=0 j=1
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+(te + 74(0) V2, 1, 9t Ok (€), O (€)) (b + 74(0))
#2(s + 74(0) 2, ,, g (Bu(€), Bu(€)) (b + 74(0)))

30750+ 76(0) V2, 1y (Bo(€)) (50 + 7(0)
# 20+ 40V 28 B 30+ 7(0)
ZZ”] Pt (Vi O0(€), 0u(0) TT() + Vo Fi(0u(€), Bu(€) 7))

+2§]Ak(vmkbz<ek<e>,ek<e>> () + Vi bOle), Ou(e)) 7€)

k=01i=1
N |ng|
#2020 (Ve g (01(6), 01() ) + Vgl (Bu(e), Bu)) 7))
k=0 j=1
T gl
+Zviv$0g0i(§g(e))ng(e) + Z Vo ® (00(€)T05(e) =0, 0<e<e*.  (3.31)

Para € = 0 e como (7(0),7(0)) = 0, segue que

N n
R'(0) = ), Z Phir (fzil Vs e O4(0), 0(0)) s — LV, Fi(01(0), B1(0) )
k=0i=1
N Tby _ B
5V Fe OO, DO+ 3 YN (5] VBB (0), B (0)) s
k=01i=
L2, D 00(0), Bi(0))t + 2512, ,, BL(0(0), Be(0))t4
N |ng‘ _ R B B
+ 0 (5 V2 w90 (0k(0), 0 (0))s + 81 V2, g4 (0k(0), 6(0))ti
k=0 j=1

+25{ V2, . 90(0x(0),6(0) tk) + Z 7’50 Vg 20 ®' (60(0)) 50

- Zl 1750 V2, 208 (60(0))50 izp (Ve £ (8e(0),0(0))T7(0)
V. £1(04(0), 6(0)) T7(0)) +éixz(vxkbz<ék<o>,ék<0>ff;;<o>
+V.,54(01(0), 0:(0))T7(0) ) + ili 41, (V20 92(6:(0), 81(0)) T77.(0) +
V. 1(0:(0), 0:(0) T (0)) + V'V (60(0)) 74 0)

1]

+ Z V2@ (05(0))T70(0) = 0, 0 <e < €. (3.32)

Jj=
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Somando as equagoes (3.29) e (3.32), arranjando as segundas derivadas e considerando

,uk, =0, j¢l,, 7 =0, j¢ f¢, obtemos
N
2¢ |SEV2 o (kw250 V2, L, (i + V2, e, uf) |

+€<8N+1VZ‘N+1,xN+1wN+1(xN+1 SN+1> Z Epk-‘rl( Sk: vxk wkfk‘(x;:‘?uZ)Sk

k=01i=1
V2, S u )t = 28] V2, SR )
N Tbop
#2052 bk w)sn + V2, L Vi, u)t + 25] V2, B (e u) )
N0 ng;} )
+ Z Z 147 <3 o I (Tl UR)SE + Vik w Ik (T, u ) + 284 Vzk ukgkz(xkv “k)tk)
k Oj 1

+Z’YZSTV§Q zo ¥ (33'0 So + Z Ui STvio I0¢] SIZ'O SO N Z [ mkfk xk,uk) Ph1

j :

T
_évwkwk(m;:?uz> - Vavkbk‘(x;:?uZ)T/\k - v$kgk?(xk’ uk) Hie — pkz] fk(o)
N
= 2| Vel ) P = €9 w) — Ve, uf) A
k=0

-
—Vukgk(xz,UZ)Tuk] 7%(0)
T
+|:pN+1 + §va+1¢N+1($7v+1)] f?(/ﬂ(o) - [onfO(xgv uEl;)Tpl - gvmow()(‘rgu US)
T
ol ) Ao — Vgl 15) o~ Viola) T — Vela) ] 7(0) 0.

Pelas condigoes (i) — (i4i) do teorema, obtemos

"¢

i”[ 0 Vaozo® (x§)80]+2 [ IV2 L (x )T50]+

j=1

5[5N+1VxN+1,xNH¢N+1 (37ﬂ1<v+1)3N+1]

—Z[p,m SLV2, Sl ) se) = €1 V2, o el uf)si)

k=0
NIV, bt u)si) = (5092, L, bl s |
N
-2 [p,m (V2 o P )) = E(ETV2, e, ub )
NIV, et ) — i GTV, oe(at )]
N
-3 [plﬂ (V2 o Fulat ut)si) — €T V2, o tn(a u)ss)

k=0
ALV, bt ui)se) = (1192, L, an(at u)si) | = 0.

Assim, fica demonstrado o teorema.

No Teorema 3.2, obtivemos condig¢oes necessarias de otimalidade de segunda

ordem nao degeneradas, sob a hipdtese de que os gradientes em relacao ao controle
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das restricoes mistas tanto de igualdade como desigualdade ativas, sejam linearmente
independentes. Agora, vamos obter estas condigoes sob a hipdtese de posto constante.

Trabalharemos com o problema (P3).

Relembrando o problema (P;), a hipdtese S3, a Definicao 2.4, e a fungao

Hamiltoniana associada a este problema que foram definidas na Secao 2.2:

N
minimizar Y ¢ (zk, we) + Uy (Tn41)
k=0
sujeito a  xpr1 = fe(rg,ug), k=0,..., N, (P)
bk.(xk.,uk.) = 0, k= O,...,N,
o(xo) = 0.

Ss : Existe um escalar p > 0 e uma vizinhanca B, de x; tais que a matriz

V! (@) - V()|

tem posto constante para todo zg € B,.

Definigao 3.3. Seja posto(V,, br(x},ur)) = ag, k= 0,...,N. A condi¢cio de posto cons-
tante no processo (x*,u*) é satisfeita se existem o, > 0, k =0,..., N, e uma submatriz

contendo «y, linhas de V,, bp(xy, uy), isto é,
Ty = [V b (xF, uf) - - Vukbﬁ:’“ (zf,u)]", i1, iag ) € {1, 70, ),
tais que
(a) det(TT)) # 0.
(b) {VUL (2, ug)} U{VT (21, up)}2E,, tem posto constante iqual a oy, para cada (Ty, ug) €
Bs,, je{l, ... rp, \{i1, ... 00}

A funcado Hamiltoniana Hy : R" x R™ x R" x R x R™ — R é definida por

Hi(2h, W, Prr1, € k) = Pt fr(Trs ug) — En(n, ug) — AL b (zp, up), k=0,...,N.
Neste caso o conjunto de diregoes criticas é dado por:
C(ZL‘*,U*) _ {(S,t) c Rn(N+2) « Rm(N+1) :
sho1 =V filxi,up) sp + Vo filzuf) ty, i=1,...,n, k=0,...,N,
0=V, bi(zf,uf)sp + Vbi(xh,uf)te, i=1,...,m,, k=0,...,N,
0= Vo' (zo) 50, i=1,... ,rw}.

O seguinte resultado mostra que o Teorema 3.2, para o caso particular de restrigoes mistas

por periodo de igualdade, permanece valido sob a hipotese de posto constante.



Capitulo 3. Condi¢des Necessdrias de Otimalidade de Sequnda Ordem para Problemas de Controle Otimo
124

Discreto

Corolario 3.2. Seja (z*,u™) um processo étimo local de (P3). Suponhamos que a hipétese
Ss e a Definicio 3.3 sio satisfeitas. Entdo, existem £ € R, p € R"WHD ~ c R )\, €

R  k=0,...,N, com & >0, tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(i) Equagdo adjunta:

pe = Ve Hi(zp v, pee1, 6 M), E=1,...,N,
ou seja, para cada k =1,..., N, temos que

o = Vo fe(@hul) prss — EVa Uk(Tr, uk) — Vi bi(@f, uf) T Ak

(ii)) Condigdo de transversalidade:
ongp(x(ﬂ;)—r'y = VIOHO('T*7U*ap17€7>\O)7
isto €,

Vaop(@5)' v = Vaofolag,ug) v — EVagtho(ag, ug) " — Vaebo(ag, ug) Ao,

PN+1 = _évz/}NH(x}kVH)'
(iii) Condigcdo de estacionariedade:
Vo Hi(xh, ug, per1, €, ) =0, k=0,..., N,
isto significa que, para cada k =0, ..., N, temos

Vukfk(-l"Z, UZ)TpkH - SVUkwk(:ﬂZ, uy) — vukbk(-TZa UZ)T)\k = 0.
(iv) Condicdo de segunda ordem de ndo negatividade:

Zry xo,mo@i(IS)SO] + é- I:SL+1ViN+1,$N+1¢N+1(I7V+1)SN+1:|
N

- Z S vmk,wk xlm u27pk+17 57 )‘k)sk - Z t;vuk,uka(l’Z, ult?pk+17 57 Ak)tk
k=0

—2 2 S—krV1k,Uka(xl>:7 uZ7pk+17 57 )\k:)tk = O;
k=0



Capitulo 3. Condi¢des Necessdrias de Otimalidade de Sequnda Ordem para Problemas de Controle Otimo
Discreto 125

para todo (s,t) = (So,...,SN+1,t0,.-.,tn) € C(x*,u"), ou seja,

T

Do [0V, s @50 | + €[5 Voo v (@R )snn |

=
n

1

i [Zp?gﬂ(s;vik,xkf;(xz,u;:)sk) - 5( Iv2 Ikwk(mz,uZ)sk)
k=0 =1
k

b
=DM (T V2 bt ) sk)] Z[me (152, o i u) 1)
k=

i=1
f( Vik ukwk(xkvuk tk) < uk ukbl Ty, Uk)tk)]
N =
23 [ Yiphn (stik,ukf,iuz, ub)t) = (51 V2, (et uty)
0 =1
—2/\z ( o ukb”‘ (xZ,uZ)tkﬂ >0
para todo (s,t) = (So,...,Sn+1,t0,---,tn) € C(x*, u™).

Demonstracao: Podemos mostrar este resultado usando o Corolario 2.4 e fazendo o
mesmo raciocinio da prova do Teorema 3.2. Porém, vamos demonstrar de uma forma

alternativa.

Sabendo que (z*,u™) é um processo étimo local de (Ps3), entdao, existe € > 0 tal

que
N N

Z Uk, uk) + Yna(Th ) 2 (k, u) + Y1 (TN+1)

k=0 =0
para todo processo factivel (z,u) que satisfaz

o —xp| <€, k=0,...,N+1, e |upr—u;| <e, k=0,...,N.
Consideremos 6 = min{e, 8, k = 1,...,N}. Pela Definicdo 3.3, temos que para cada
k=0,...,N, a matriz

[Vukbllc<xk7uk) c Vbt (mk,uk)] (3.33)

tem posto constante oy, para todo (z, ux) € Bs. Sem perda de generalidade, possivelmente

rearranjando indices, suponhamos que o conjunto

{Vukbi(xk, U,k), s ,Vukbak (ilfk;, U,k)}

¢ linearmente independente para todo (xy,ux) € By, onde ay < 13, Logo,

{Vb,lﬁ(:z:k,m), e ,ng’“(a:k,uk)} (3.34)

é um conjunto linearmente independente para todo (xy, uy) € B;. Analogamente, definamos

5 = min{%, p}. Pela hipotese S3 segue que

[V (o) o V()]
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tem posto constante r para todo xy € B,. Sem perda de generalidade, podemos supor que

o conjunto

{Vgpl(xo), o ,V(p’"(xo)} (3.35)

¢ linearmente independente para todo zy € Bj.
Passo 1: (Colocando algumas restrigoes em funcdo de um conjunto de fungoes

linearmente independentes) Pela Defini¢ao 3.3, temos, para cada k,..., N,

g
Vb;’“(a:k,uk) = ZcZVbZ(xk,uk), T = Q + 1, vy Ty

i=1
Temos que by, k = 0,..., N, sdo continuamente diferenciaveis para todo (xy,u;) € Bj.
Entao, aplicando o Lema 1.1 para cada 7; temos que existem escalares 5}, 5_,2, vizinhancas
de Bj1, Bs: de (b,lﬁ(:v,’:, up), ..., bpk(ay, u,’i)) e (27, uy), respectivamente, e fungoes continu-
amente diferencidveis @ : Bs — R, tais que <b,1€(xk, ug), -, et (xy, uk)> € Bj1 para todo

(k, uk) € Bjz, tais que
b (g, ug) = OL(b (g, ug), - 0 (2, ur)), i=1,...,7m, — g (3.36)
Por conseguinte, para cada i = 1,...,7,, — oy, obtemos

@ (bR (a ), - b () ) = 0,

isto é,

®L(0,...,0)=0, i=1,...,1 — . (3.37)

k

Da mesma forma este passo é repetido para k =0,..., N.

Analogamente, por (3.35), segue que
Z V' (o), T=r+1,...,7,.

Sabemos que ¢', i =1,... , T, a0 continuamente diferencidveis para todo x¢ € B;.
Logo, pelo Lema 1.1, exitem o7 > 0, 0o > 0, vizinhangas B,,, B,, de (cpl(xg), ce gpr(x(“;))
e x%, respectivamente, e fungdes continuamente diferencidveis W' : B,, — R tais que

(0" (25), -, 9" (x5)) € Boy,
Ot (29) = U (gpl(aro), . ,gpr(xo)), i=1,...,r,—1, (3.38)

para todo g € B,,. Assim, para cada i = 1,...,7r,—7, temos que W' (o' (zf), ..., ¢"(z5)) =

0, de modo que,
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Passo 2: (Problema auxiliar)

Seja dado o seguinte problema de controle 6timo discreto:
N

minimizar Z Vr(@k, k) + Vv (@n+1)
k=0
sujeito a  xpyq = fe(ag,uk), k=0,... N, (Ps)

bi(vg,up) =0, k=0,...,N, i=1,..., 4,
O'(xg) =0, i=1,...,m

Mostraremos que (z*,u*) é um processo 6timo local de (P3). Vemos claramente que

(z*,u*) é um processo factivel de (P3). Suponhamos que existem um escalar €; com

€1 < 6 = min{o, 5,09, 62, k=0,...,N} e um processo factivel (z, %) com
|2 — x| < €, k=0,...,N+1, (3.40)
|lar, —ufll < €, k=1,...,N, (3.41)
tais que
N N
D Uk(E ) + Unaa (Enen) < Y vel(ag, up) + Yner (@h). (3.42)
k=0 k=0

Dado que (Z,u) é factivel para (Ps), se cumpre

'fk-‘rl = fk(‘%k7ﬂk>7 k= 07 s 7N7 (343)
bi(Tr,ux) =0, k=0,...,N, i=1,...,a, (3.44)
O (To) =0, i=1,...,m (3.45)

Como (T — xj, ur, — uy) € B, por (3.36)-(3.37) e (3.44), temos que
byt (T, uy) = @ (bi(fk, Ug), . .., b (T, ak)),
= 0, k=0,....N, i=1,...,1, — a. (3.46)
Além disso, por (3.38)-(3.39) e (3.45),

" (w0) = W (! (@), ¢ (20)).
=0,i=1,...,r, — 1. (3.47)

Por conseguinte, das equagoes (3.43)-(3.47) segue que (T, u) é um processo factivel de (P).
Assim, das equagoes (3.40)-(3.42), temos uma contradigdo ao fato de que (z*,u*) é um
processo 6timo local de (Ps). Portanto (z*,u*) é um processo 6timo local do problema (Ps).
Como o problema auxiliar (Ps) satisfaz as hipoteses Sy, So, e (z*,u*) é um processo 6timo
local deste problema, aplicando o Teorema 3.2 ao problema (P), as condicdes (i)-(iv) do
teorema sao satisfeitas considerando
=0, k=0,...,N, i=ap+1,...,1,
V=0, i=r+1,...,1,.

Assim, fica provado o teorema.
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4 Conclusoes

Nesta tese, apresentamos as condi¢oes necessarias de primeira e segunda ordens
nao degeneradas para problemas de controle 6timo discreto. Iniciamos nossa tese com
o estudo do formalismo de Dubovitskii-Milyutin, no qual assumimos uma condi¢ao de
regularidade do tipo Mangasarian—Fromovitz estendido que foi dada em [24] e por meio
do formalismo, obtemos condigdes necessarias de primeira ordem nao degeneradas para
problemas de controle 6timo discreto com restrigdes mistas gerais. Apos isso, aproveitando
a estrutura da dindmica obtemos condigoes necessarias de otimalidade nao degeneradas
para problema de controle 6timo discreto com restrigoes mistas por periodo, usando
condigoes de regularidade somente nas restricoes mistas de cada periodo junto com as
restri¢oes de contorno. Também por meio do formalismo obtemos condi¢bes necessarias
de otimalidade para problema de controle 6timo discreto com restricoes mistas gerais e
abstratas no controle, e por meio de uma abordagem alternativa logramos obter condigoes
necessarias de otimalidade para problemas de controle 6timo discreto com restrigoes mistas

por periodo.

Apresentamos também, uma segunda condicao de regularidade do tipo Ben-
Tal—Zowe, a qual foi chamada de Condicao de Ben-Tal—Zowe relaxada e finalmente
adaptando a teoria desenvolvida em [25] obtemos condigbes de primeira e segunda ordem

para problemas de controle 6timo discreto com restrigbes mistas gerais.

Por 1ltimo, obtemos condi¢oes necessarias de otimalidade de segunda ordem
para problemas de controle 6timo com restrigoes mistas por periodo, sob a condigao de
regularidade de independéncia linear no controle. Além disso, foram obtidas estas condi¢oes
para problemas de controle 6timo discreto com restrigoes mistas por periodo e de contorno,
ambas de igualdade, sob a condicdo de posto constante no controle para as restrigoes

mistas e no estado para as de contorno.

Concluindo, podemos ressaltar que com este trabalho, obtivemos contribuig¢oes
importantes para o estudo da teoria de controle discreto tanto para problemas com

restrigcoes mistas gerais como para restrigoes mistas por periodo.
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5 Trabalhos futuros

Com base nos resultados obtidos nesta tese, acreditamos que podemos desen-

volver os seguintes trabalhos:

« Condicao de qualificacao do tipo dependéncia linear positiva constante
relaxada (RCPLD), posto constante do subespago componente (CRSC),
entre outras: Consideramos que, sob adaptagoes da condi¢cao de RCPLD ou outras
de programagao nao linear (ver [35], [42], [43]), podemos obter condigdes necessarias
de otimalidade nao degeneradas para problemas particulares do tipo (P4) por meio

da abordagem alternativa dada no Capitulo 2.

« Condigoes de qualificagao sequenciais e de segunda ordem: Cremos que
podem ser adaptadas as condigoes de qualificacdo sequenciais (ver [44], [45]) para
problemas de controle 6timo discreto com restrigoes mistas por periodo, obtendo
assim condic¢oes que satisfazem aproximadamente o principio do maximo discreto,

além das condig¢oes de segunda ordem.

« Problemas de controle 6timo discreto multiobjetivo: Em [22], [46], foram
estudados problemas de controle 6timo discreto multiobjetivos, onde foi usada uma
técnica de escalarizacao. Aparentemente, por meio da técnica citada, nossos resultados

podem ser estendidos para problemas multiobjetivos.

« Problemas de controle 6timo discreto com atrasos: Problemas de controle
6timo discreto com atrasos foram estudados em diversos artigos (ver [47], [48], [49]).
Analisamos que os resultados obtidos nesta tese podem ser estendidos para este tipo

de problemas.
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