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“Todos os nossos sonhos podem se tornar realidade
se tivermos a coragem de persegui-los.”

(Walt Disney)



Resumo
Nesta tese, são obtidas condições necessárias de otimalidade de primeira e segunda ordem
para problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas de igualdade e desigualdade
usando as abordagens do formalismo de Dubovitskii-Milyutin e da teoria dada por Ben-
Tal e Zowe. Sob condições de regularidade do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido e
Ben-Tal-Zowe relaxado são obtidas condições não degeneradas. Além disso, condições
não degeneradas para certos problemas particulares foram também obtidas por meio de
uma outra abordagem. Essencialmente, esta abordagem diferente consiste em descartar
restrições redundantes (mistas e de contorno) e, fazendo uso do Teorema da Função
Implícita, embutir as restrições restantes na dinâmica e na função objetivo do problema.
Com os problemas trabalhados, estas condições podem ser vistas como uma generalização
das condições já obtidas em trabalhos recentes.

Palavras-chave: Problemas de Controle Ótimo Discreto. Restrições Mistas. Condições
não Degeneradas. Princípio do Máximo Discreto.



Abstract
In this thesis, first and second order necessary optimality conditions are obtained for
discrete optimal control problems with mixed equality and inequality constraints using the
approaches of the Dubovitskii-Milyutin formalism and the theory given by Ben-Tal and
Zowe. Under regularity conditions of the extended Mangasarian–Fromovitz and relaxed
Ben-Tal-Zowe types, non-degenerate conditions are obtained. Furthermore, non-degenerate
conditions for certain particular problems were also obtained through a different approach.
Essentially, this other approach consists in discarding redundant constraints (both mixed
and boundary) and, by making use of the Implicit Function Theorem, embed the remaining
constraints in the dynamics and in the objective function of the problem. With the problems
worked out, these conditions can be seen as a generalization of the conditions already
obtained in recent works.

Keywords: Discrete Optimal Control Problems. Mixed Constraints. Non-Degenerate
Conditions. Discrete Maximum Principle.



Lista de símbolos

R Conjunto dos números reais.

Rn Espaço vetorial n-dimensional sobre o conjunto dos números reais.

Rn
` Octante não negativo do Rn.

∇hpx, uq Matriz Jacobiana de h no ponto px, uq.

∇xhpx, uq Matriz Jacobiana parcial de h no ponto px, uq com relação à variável x.

Im h Imagem da aplicação h.

Nu h Núcleo da aplicação h.

int Q Interior do conjunto Q.

Fr Q Fronteira do conjunto Q.

– Isomorfismo canônico entre espaços.

I Matriz identidade.

|A| Representa o número de elementos do conjunto finito A.

C˚ Representa o cone dual do conjunto C.

copAq Representa o envoltório convexo do conjunto A.

DpF0, px
˚, u˚

qq Conjunto de direções de descida do funcional F0 a partir do processo
px˚, u˚

q.

V pQI , px
˚, u˚

qq Conjunto de direções factíveis em relação ao conjunto QI no processo
px˚, u˚

q.

T pQE, px
˚, u˚

qq Conjunto de direções tangentes a QE no processo px˚, u˚
q.

D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq Conjunto de direções de descida de segunda ordem de F0 no

processo px˚, u˚
q em relação ao vetor ps, tq.

V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq Conjunto de direções factíveis de segunda ordem de QI no processo

px˚, u˚
q em relação ao vetor ps, tq.

V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq Conjunto de direções tangentes de segunda ordem de QE no

processo px˚, u˚
q em relação ao vetor ps, tq.



δ˚
p¨|Sq Função suporte ao conjunto S.

ΛpSq Domínio efetivo de δ˚
p¨|Sq.
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Introdução

Problemas de controle ótimo discreto (ou problemas de controle ótimo com
tempo discreto) aparecem no estudo da simulação de sistemas práticos controlados onde
as mudanças no estado e no controle podem acontecer em períodos de tempo. Estes
tipos de problemas tem grande importância do ponto de vista prático, pois podem ser
aplicados na economia, engenharia, pesquisa operacional, e em diversas outras áreas
(ver [1], [2], [3], [4], [5]). Assim, do ponto de vista prático, o estudo de problemas de
controle ótimo discreto (COD) é muito importante. Entretanto, do ponto de vista teórico,
pode-se pensar a priori que eles não são muito relevantes, pois constituem um caso
particular dos problemas de programação matemática. Ainda que os problemas COD
possam ser reduzidos a um problema de programação matemática, eles tem características
próprias (a dinâmica, os períodos de tempo). Assim, é razoável esperar que as condições de
otimalidade também sejam formuladas de maneira particular. Por exemplo, as condições de
otimalidade são expressas por meio da função Hamiltoniana; enquanto que em problemas
de programação não-linear, as condições necessárias de otimalidade são expressas por
meio da função Lagrangeana. No contexto de problemas de controle ótimo em tempo
contínuo, uma ferramenta importante no desenvolvimento das condições necessárias de
otimalidade é o Princípio do Máximo de Pontryagin (ver [6]). Foram feitas muitas provas
com a finalidade de estender este princípio para o caso discreto (ver [7], [8], [9], [10], [11]).

Em 1959, Rozonoer foi o primeiro a provar uma versão discreta do Princípio do
Máximo de Pontryagim, ele trabalhou um problema COD no qual tanto a função objetivo
como o sistema discreto são lineares (ver [7]). Butkovski em 1963, deu um exemplo onde o
princípio do máximo discreto não se cumpre, neste exemplo foi considerado a dinâmica não
linear (ver [8]). Em 1964, Jordan e Polak consideraram um problema COD com restrições
de estado inicial e final em forma separada e restrições de controle abstratas. Nesse artigo
foram obtidas condições necessárias de otimalidade de primeira ordem, demonstraram que
as técnicas usadas na construção do princípio do máximo podem ser usadas para obter
uma condição de tipo máximo local ou estacionariedade (ver [12]). No mesmo ano, Halkin
prova o princípio do máximo discreto sob hipótese de convexidade no controle (ver [11]).
Em 1966, Gabasov obteve condições necessárias de otimalidade de primeira ordem na
forma do princípio do quase-máximo para tempo discreto (ver [10]). Em 1970, Canon,
Cullum e Polak, usaram ferramentas de programação matemática e obtiveram condições
necessárias de otimalidade de primeira ordem (ver [9]).

Em 1975, Magnanti acrescentou restrições de estado para cada período ao
problema dado em [12], obtendo assim condições necessárias de otimalidade de primeira
ordem. Estas condições foram obtidas usando resultados da programação não linear sob a
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hipótese de posto completo nas restrições de estado (ver [13]).

Em 1978, Boltyanskii, um dos autores do princípio do máximo em tempo
contínuo, foi quem apresentou em [2] um estudo mais minucioso da teoria de controle
ótimo discreto para diferentes tipos de problemas. Os problemas COD também podem
ser obtidos por meio de uma discretização de problemas de controle ótimo contínuo
(ver [9], [14]). Sob a hipótese de que a função objetivo é convexa em relação às variáveis de
controle, foram estabelecidas condições de otimalidade necessárias de primeira ordem para
problemas COD com restrições de controle descritas por conjuntos (restrições abstratas)
(ver [14]).

Em 1983, Nahorski, Ravn e Vidal apresentaram o princípio do máximo para
problemas COD não lineares com restrições abstratas no controle utilizando a abordagem
do limite superior (ver [15]).

Em 1993, Wright implementou algoritmos para problemas COD com restrições
mistas por período e restrições de estado final, ambas de desigualdade, utilizando o método
de pontos interiores (ver [16]).

Em 2002, Hilscher e Zeidan trabalharam problemas COD com restrições de
contorno de igualdade, e empregando uma condição de regularidade de posto completo,
obtiveram condições necessárias e suficientes de segunda ordem (ver [17]).

Em 2008, Marinkovíc obteve condições necessárias de otimalidade necessárias
de primeira e segunda ordem para problemas de controle ótimo discreto com restrições de
igualdade e desigualdade no controle e nas restrições de contorno (ver [18]), este resultado
foi generalizado em [19]. Em 2015, Toan, Ansari e Yao obtiveram condições necessárias
de segunda ordem para problemas COD com função objetivo não convexa e restrições de
controle abstratas (ver [20]). Toan e Thuy acrescentaram restrições mistas sem considerar
restrições de controle abstratas ao problema, estes resultados foram aplicados nos casos
onde a dinâmica do problema é linear; usando uma condição de regularidade tipo MFCQ
obtiveram condições necessárias de segunda ordem (ver [21]). Ainda citamos [12], onde os
autores chegaram à conclusão de que as condições necessárias dos problemas COD não
lineares estão relacionadas com as condições do princípio do máximo de Pontryagin para
problemas de controle ótimo contínuo da seguinte maneira: as condições de transversalidade
permanecem idênticas, enquanto a exigência de um máximo global da função Hamiltoniana
se torna uma condição de máximo local ou de estacionariedade.

Na literatura foram tratados problemas COD sob a hipótese de regularidade do
tipo independência linear (ver [9], [13]). Em [20], [21], [22] e [23], pode-se encontrar o caso
em que as hipóteses de regularidade são tipo Abadie ou MFCQ, onde foram consideradas
restrições mistas por período e restrições de estado e controle de forma separada.

Levando em consideração os trabalhos feitos até agora surgiu o interesse de
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estudar as condições de otimalidade necessárias de primeira e segunda ordem para diferentes
tipos de problemas COD com restrições mistas, os quais podem ser aplicados por exemplo
em problemas de planejamento de produção (ver [3]).

O principal objetivo desta tese é apresentar o Princípio do Máximo Discreto
para os seguintes tipos de problemas COD:

(a) Problemas COD com restrições mistas gerais:

Minimizar F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bpx, uq “ 0,
gpx, uq ď 0,
φpx0, xN`1q “ 0,
ϕpx0, xN`1q ď 0,

pP1q

e alguns casos particulares.

(b) Problemas COD com restrições mistas gerais e abstratas:

Minimizar F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bpx, uq “ 0,
gpx, uq ď 0,
φpx0, xN`1q “ 0,
ϕpx0, xN`1q ď 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N.

pPAq

O princípio do máximo discreto para problemas do tipo pP1q e pPAq serão obtidos via
formalismo de Dubovitskii-Milyutin. Este formalismo foi dado no final de 1962 por Dubo-
vitskii e Milyutin, o qual fornece condições necessárias de otimalidade na forma de uma
equação definida na linguagem da análise funcional. Para obter condições não degeneradas,
será utilizada a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz estendido, a qual foi
definida em [24] para problemas de programação não-linear, mas que ainda não tinha sido
considerada no contexto de cotrole ótimo discreto. Além disso, para o problema pP1q, serão
obtidas condições de otimalidade de primeira e segunda ordem usando adaptações da teoria
que foi desenvolvida em [25], que pode ser vista como uma generalização do formalismo
de Dubovitskii-Milyutin. Neste caso, as condições não-degeneradas foram estabelecidas
usando uma adaptação da condição de regularidade dada em [25], que chamamos condição
de Ben-Tal e Zowe relaxada. Convém ressaltar que esta condição ainda não havia sido
tratada na literatura de problemas COD. No entanto, para problemas de controle ótimo
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discreto com restrições mistas por período, os quais são um caso particular do problema
pPAq, o Princípio do Máximo Discreto será provado usando uma abordagem alternativa,
já trabalhada em problemas de controle ótimo em tempo contínuo (ver [26], [27], [28]
e [29]). Esta abordagem diferente consiste em descartar restrições redundantes (mistas e de
contorno) e, fazendo uso do Teorema da Função Implícita, embutir as restrições restantes
na dinâmica e na função objetivo do problema. As condições não degeneradas serão obtidas
sob uma condição de qualificação que envolve somente as restrições mistas por período e
restrições de estado inicial ao passo que as condições de Mangasarian-Fromovitz estendida
e de Ben-Tal e Zowe relaxada envolvem também a dinâmica do sistema de controle.

Esta tese está dividida em três capítulos:

No Capítulo 1, serão apresentados alguns conceitos de programação não linear.
Em seguida, será estudado o formalismo de Dubovitskii-Milyutin e finalmente serão
apresentados adaptações da teoria trabalhada em [25], os quais serão de primordial
importância no desenvolvimento dos Capítulos 2 e 3.

No Capítulo 2, apresentamos os problemas COD, os quais são problemas de
otimização com um tipo de estrutura particular. Em seguida, será dado o Princípio do
Máximo Discreto para o problema pP1q. Além disso, usando a condição de regularidade de
Mangasarian-Fromovitz estendido (que pressupõe posto constante para as restrições de
igualdade e a existência de um elemento no núcleo da matriz jacobiana da aplicação que
associa todas as restrições de igualdade, tal que o produto interno desse elemento com
o gradiente de cada restrição de desigualdade ativa é estritamente não negativa), serão
obtidas condições necessárias de primeira ordem não degeneradas. Apresentaremos um
exemplo ilustrativo. Depois, estudamos alguns casos particulares do problema pP1q. No que
segue, obteremos o Princípio do Máximo Discreto para o problema pPAq, e usando uma
condição do tipo Mangasarian-Fromovitz estendido, obtemos as condições não degeneradas
de primeira ordem. Por último, os casos particulares do problema pPAq serão discutidos
utilizando uma abordagem alternativa, sob a qual a condição de posto constate será
utilizada apenas nas restrições mistas e de contorno de modo a obter condições necessárias
não degeneradas de primeira ordem. Em seguida será dado um exemplo ilustrativo.

No Capítulo 3, apresentaremos condições de primeira e segunda ordem para o
problema pP1q, as quais serão obtidas usando a generalização do formalismo de Dubovitskii-
Milyutin dada no Capítulo 1, que é uma adaptação da teoria que foi trabalhada em [25].
Por meio de resultados de programação não linear, apresentaremos condições necessárias
de otimalidade de segunda ordem para os casos particulares do problema pP1q, os quais são,
problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas por período tanto de igualdade
como desigualdade sob a hipótese de independência linear no controle, e problemas com
restrições mistas por período de igualdade sob uma condição do tipo posto constante.
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1 Preliminares

O propósito deste capítulo é apresentar fundamentos teóricos da programação
não linear, do formalismo de Dubovitskii-Milyutin e sua generalização. Os quais serão
fundamentais no desenvolvimento dos próximos capítulos.

1.1 Condições de Qualificação para Problemas de Programação
não Linear

Consideremos o seguinte problema de programação não linear

Minimizar F0pxq

sujeito a FEpxq “ 0,
FIpxq ď 0,

pPNLq

onde F0 : Rn
Ñ R, FE “ pF 1

E, . . . , F
m
E q : Rn

Ñ Rm, FI “ pF 1
I , . . . , F

l
Iq : Rn

Ñ Rl são
funções de classe C2 e definimos o conjunto factível como Ω “ tx P Rn : FEpxq “

0, FIpxq ď 0u.

Definição 1.1. Seja x˚
P Ω. Uma restrição de desigualdade F j

I , j P t1, . . . , lu, é dita ativa
em x˚ se F j

I px˚
q “ 0. Caso F j

I px˚
q ă 0, dizemos que F j

I é inativa em x˚. Denotemos por
IFI

px˚
q o conjunto de índices das restrições de desigualdade ativas em um ponto x˚

P Ω,
isto é,

IFI
px˚

q “ tj P t1, . . . , lu : F j
I px˚

q “ 0u.

Definição 1.2. Dizemos que x˚
P Ω é um minimizador local de F0 em Ω, se existe uma

vizinhança V de x˚, tal que F0px˚
q ď F0pxq para todo x P V X Ω.

As condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) são condições necessárias de
otimalidade para o problema de programação não linear se alguma condição de qualificação
é satisfeita. Uma condição de qualificação é uma propriedade das restrições do problema
de programação não linear para que serve para garantir que um minimizador local satisfaz
as condições KKT neste ponto.

Teorema 1.1. (Karush-Kuhn-Tucker) Seja x˚
P Ω um minimizador local do problema de

Programação Não Linear (PNL) e suponha que alguma condição de qualificação (CQ) é
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satisfeita. Então existem vetores λ˚
P Rm e µ˚

P Rl tais que

´∇F0px˚
q “

m
ÿ

i“1
λ˚

i ∇F i
Epx˚

q `

l
ÿ

i“1
µ˚

j ∇F j
I px˚

q,

µ˚
j ě 0, j “ 1, . . . , l,

µ˚
jF

j
I px˚

q “ 0, j “ 1, . . . , l.

Demonstração: Ver [30].

A condição de qualificação mais conhecida na literatura é a independência
linear dos gradientes das restrições de igualdade e das restrições ativas no ponto.

Definição 1.3. [30] Dizemos que a condição de qualificação de independência linear
(LICQ) é satisfeita em um ponto x˚

P Ω se

t∇F i
Epx˚

qu
m
i“1 Y t∇F j

I px˚
qujPIFI px˚q

é LI.

Esta condição de qualificação garante a existência e unicidade dos multiplica-
dores de Lagrange.

Definição 1.4. [30] Dizemos que a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ) é satisfeita em um ponto x˚

P Ω quando os t∇F i
Epx˚

qu
m
i“1são linearmente inde-

pendentes e existe um vetor d P Rn tal que

∇F i
Epx˚

q
Jd “ 0 e ∇F j

I px˚
q

Jd ă 0

para todo i “ t1, . . . ,mu e j P IFI
px˚

q.

Ainda que um minimizador local satisfaça a condição de MFCQ, não podemos
garantir a unicidade dos multiplicadores de Lagrange (ver [31]). Outro fato importante é
que condição de MFCQ não se verifica quando as restrições de igualdade F i

Epxq “ 0 são
substituídas por duas restrições de desigualdade, isto é, F i

Epxq ď 0 e ´F i
Epxq ď 0.

Definição 1.5. [32] Dizemos que a condição de posto constante (CRCQ) vale em x˚

se existe uma vizinhança V de x˚ tal que para todo K Ă t1, . . . ,mu, e J Ă IFI
px˚

q, o
conjunto dos vetores gradientes

t∇F i
EpxquiPK Y t∇F j

I pxqujPJ

permanece com o posto constante em V .

Isto significa que x˚ satisfaz a condição de posto constante se o posto de qualquer
subconjunto dos gradientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas não muda
em uma vizinhança V de x˚. É interessante observar que a MFCQ não é satisfeita para
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restrições do tipo F i
Epxq ď 0 e ´F i

Epxq ď 0, mas sim pode-se cumprir a condição de posto
constante. A versão de CRCQ relaxada foi dada em [33] e nesse trabalho foi provado que é
uma condição de qualificação (ver Definição 1.6). O lema a seguir será de grande utilidade
quando estudarmos o problema de controle ótimo discreto com restrições mistas para cada
período. Especificamente, será utilizado para eliminar restrições redundantes.

Lema 1.1. Sejam f, f1, ¨ ¨ ¨ , fq : D Ă Rn
Ñ R funções continuamente diferenciáveis,

x P D e D um conjunto aberto. Assumimos que ∇f1pxq, ¨ ¨ ¨ ,∇fqpxq são linearmente
independentes e que ∇fpyq é uma combinação linear de ∇f1pyq, ¨ ¨ ¨ ,∇fqpyq para todo
y P D. Em particular,

∇fpxq “

q
ÿ

i“1
λi∇fipxq. (1.1)

Então, existem D2 Ă Rq, uma vizinhança aberta de pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fqpxqq, e uma função
φ : D2 Ñ R, φ P C1

pD2q, tais que, para todo y P D, temos que pf1pyq, ¨ ¨ ¨ , fqpyqq P D2 e

fpyq “ φpf1pyq, ¨ ¨ ¨ , fqpyqq.

Além disso, para todo i “ 1, ¨ ¨ ¨ , q,

λi “
Bφ

Bui

pf1pxq, ¨ ¨ ¨ , fqpxqq. (1.2)

Demonstração: Ver [34], Lema 1.4.2.

Observação 1.1. No Lema 1.1, se f, f1, . . . , fq são de classe Ck, então φ é de classe Ck.

Definição 1.6. [35] Dizemos que um ponto x˚
P Ω satisfaz a condição de qualificação

de posto constante relaxada (RCRCQ) se existe uma vizinhança V de x˚ tal que, para
qualquer subconjunto de índices J Ă Ipx˚

q, a família de vetores gradientes t∇F i
Epxqu

m
i“1 Y

t∇F j
I pxqujPJ tem o mesmo posto em todos os pontos x na vizinhança V de x˚.

A seguir enunciamos o Teorema da Função Implícita o qual será utilizado neste
capítulo.

Teorema 1.2. Seja f “ pf1, . . . , fnq : U Ñ Rn de classe Ck no aberto U Ă Rm`n.

Suponhamos que no ponto p “ pa, bq, com fppq “ c, a matriz n ˆ n

”

Bfi

Byj

ppq

ı

pi, j “ 1, . . . , nq

seja inversível. Então existem Z Ă U, aberto contendo p, V Ă Rm, aberto contendo a, e
ξ : V Ñ Rn de classe Ck, com ξpaq “ p, tais que fpx, ξpxqq “ c, para todo x P V. Além
disso, ξ1

pxq “

”

Bf

By
pzq

ı´1
¨

Bf

Bx
pzq.
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Demonstração: Ver [36], pag. 490.

Por último, enunciamos o Teorema de Alternativa de Motzkin, o qual será
usado no Capítulo 2 e 3.

Teorema 1.3. (Teorema de Alternativa de Motzkin) Para quaisquer matrizes Ai P

Rmiˆn, i “ 0, 1, 2, A0 ‰ 0, um, e somente um, dos seguintes dois sistemas possui so-
lução:

A0x ą 0, A1x “ 0, A2x ě 0, x P Rn,

ou

AJ
0 y

0
` AJ

1 y
1

` AJ
2 y

2
“ 0,

py0, y1, y2
q P pRm0

` zt0u ˆ Rm1 ˆ Rm2
` q.

Demonstração: Ver [37], Teorema 3.3.1 .

1.2 Cones Duais
A seguir vamos dar algumas definições de cones e cones duais que serão

importantes no Formalismo de Dubovitskii-Milyutin (D-M). Consideremos Y um espaço
vetorial topológico.

Definição 1.7. Seja K um subconjunto de Y . Dizemos que K é um cone com vértice na
origem se para cada d P K tem-se que λd P K para todo λ ě 0.

Observação 1.2.

• O interior, o fecho e o envoltório convexo (co) de K também são cones.

• Um cone que é um conjunto convexo é chamado de cone convexo.

Definição 1.8. Seja K um cone em Y com vértice na origem. O cone dual K˚
Ă Y˚ é

definido por
K˚

“ tl P Y˚ : lpxq ě 0 para todo x P Ku,

ou seja, K˚ é definido como o conjunto de todos os funcionais lineares contínuos não
negativos em K, onde Y˚ é o dual topológico do espaço Y . Note que K˚ é um cone convexo
com vértice na origem.

Observação 1.3. As seguintes afirmações são satisfeitas:

• Para qualquer conjunto de índices I, temos
˜

ď

iPI

Ki

¸˚

“
č

iPI

K˚
i
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onde os Ki Ă Y, i P I, são cones com vértice na origem em Y.
(Ver Lema 5.4,Girsanov [38]).

• Dados K1, K2 cones com vértice na origem em Y. Se K1 Ă K2, então K˚
2 Ă K˚

1

(Ver Lema 5.5, Girsanov [38]).

• K˚˚
“ copKq, onde o último conjunto é o fecho fraco do envoltório convexo e

K˚˚
“ tx P E : lpxq ě 0 para todo l P K˚

u.

(Ver Lema 5.6, Girsanov [38]).

Sabemos que a seguinte igualdade sempre se cumpre (ver [38], pag. 34):

cop
ď

iPI

K˚
i q “

ÿ

iPI

K˚
i ,

onde para i P I, Ki são cones convexos,
ÿ

iPI

K˚
i denota o conjunto de todas as somas finitas

fi1 ` . . .` fin , fiτ P K˚
iτ
, iτ P I, e I denota um conjunto arbitrário de índices. Pode-se notar

que
˜

č

iPI

Ki

¸˚

Ą
ÿ

iPI

K˚
i . (1.3)

Uma questão importante é sob que condições se cumpre a igualdade em (1.3). Os seguintes
resultados são dados em [38], onde foi provado sob que hipóteses a igualdade é satisfeita
em (1.3).

Lema 1.2. Sejam Ki, i P I, cones convexos, fechados fracamente. Então
˜

č

iPI

Ki

¸˚

“ cop
ÿ

iPI

K˚
i q,

ou seja, cone dual da interseção é o fecho fraco˚ do envoltório convexo da soma dos cones
duais.

Demonstração: Ver [38], Lema 5.8.

Corolário 1.1. Se os cones Ki, i P I, são convexos fechados fracamente e
ÿ

iPA

K˚
i é fechado

fracamente, então
˜

č

iPI

Ki

¸˚

“
ÿ

iPI

K˚
i .

Lema 1.3. Se K é um cone convexo com vértice na origem e A um subespaço tal que
K X A ‰ H, então

pK X Aq
˚

“ K˚
` L˚.
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Demonstração: Ver [38], Lema 5.9.

Lema 1.4. Se K1, . . . , Kn são cones convexos abertos tais que
n

č

i“1
Ki ‰ H, então

˜

n
č

i“1
Ki

¸˚

“

n
ÿ

i“1
K˚

i .

Demonstração: Ver [38], Lema 5.10.

Teorema 1.4. Se K é um subespaço de Y . Então

K˚
“ tl P Y ˚ : lpxq “ 0 para todo x P Ku.

Demonstração: Ver [38], Teorema 10.1.

Teorema 1.5. Sejam

l P Y ˚, K1 “ tx : lpxq “ 0u, K2 “ tx : lpxq ě 0u, K3 “ tx : lpxq ą 0u.

Então,

K˚
1 “ tλl,´8 ă λ ă 8u, K˚

2 “ tλl, 0 ď λ ď 8u, K˚
3 “

#

Y ˚, l “ 0,
K˚

2 , l ‰ 0.

Demonstração: Ver [38], Teorema 10.2.

A seguir apresentamos um resultado fundamental para obter condições neces-
sárias via formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

Lema 1.5. Sejam Q0, . . . , QN`1 cones convexos com vértice em 0, onde os Qi são abertos

para todo i “ 0, . . . , N . Então
N`1
č

i“0
Qi “ H se, e somente se, existem funcionais lineares

li P Q˚
i , i “ 0, . . . , N ` 1, não todos nulos, tais que l0 ` l1 ` . . . ` lN`1 “ 0.

Demonstração: Ver [38], Lema 5.11.

1.3 Formalismo de Dubovitskii-Milyutin
Nesta seção apresentamos a teoria desenvolvida por Dubovitskii-Milyutin, que

será uma das ferramentas usadas para obter o Princípio do Máximo Discreto. O Formalismo
de Dubovitskii- Milyutin fornece condições necessárias de otimalidade para o seguinte
problema de otimização:

Minimizar F0pxq

sujeito a x P Q X V,
pP q
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onde F0 : X Ñ R, X é um espaço de Banach, V é uma vizinhança da solução ótima, e

Q “

l`1
č

i“1
Qi, onde Qi, para i “ 1, . . . , l, tem interior não vazio e são conjuntos dados pelas

restrições de desigualdade, Ql`1 tem interior vazio e é dado por um sistema de restrições
de igualdade.

Observação 1.4. Nosso interesse nesta tese é trabalhar com problemas do tipo (P), mas na
teoria geral X pode não ser um espaço de Banach, basta ser um espaço vetorial topológico,
e os Qi podem não ser dados por sistemas de igualdade e de desigualdade, podem ser
restrições abstratas. Além disso, como este formalismo fornece condições necessárias na
forma de uma equação definida na linguagem da análise funcional, isto permite abordar
diversos problemas utilizando o Formalismo de Dubovitskii- Milyutin.

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes, que serão utilizados para
a obtenção das condições necessárias de primeira ordem para o problema pP q por meio do
Formalismo de Dubovitskii-Milyutin (ou simplesmente Formalismo de D-M).

Definição 1.9. [38] Dizemos que d P X é uma direção de descida do funcional F0 : X Ñ R
no ponto x˚

P X, se existem um escalar ϵ˚
ą 0, uma vizinhança V do vetor d e um número

α “ αpF0, x
˚, dq, α ă 0, tais que, para todo 0 ă ϵ ă ϵ˚ e qualquer d P V,

F0px˚
` ϵdq ď F0px˚

q ` ϵα. (1.4)

Denotamos por DpF0, x
˚
q o conjunto de todas as direções de descida do funcional F0 no

ponto x˚. Note que DpF0, x
˚
q é um cone aberto com vértice na origem 0. Dizemos que o

funcional F0 é regularmente de descida se suas direções de descida no ponto x˚ formam
um conjunto convexo, isto é, DpF0, x

˚
q é convexo.

Definição 1.10. [38] Sejam X um espaço normado e F0 : X Ñ R uma função. Dizemos
que F0 é Fréchet diferenciável em x˚

P X se existe uma aplicação linear contínua, denotada
por ∇F0px˚

q, tal que

F0pxq “ F0px˚
q ` ∇F0px˚

qpx ´ x˚
q ` rpx ´ x˚

q,

onde rpx´x˚
q “ op}x´x˚

}q, o que significa que rpx´x˚
q{}x´x˚

} Ñ 0 quando }x´x˚
} Ñ 0.

Teorema 1.6. Se F0 é Frechet diferenciável em x˚ e ∇F0px˚
q é não nulo, então DpF0, x

˚
q

é um cone aberto convexo e DpF0, x
˚
q “ td : ∇F0px˚

q
Jd ă 0u.

Demonstração: Ver [38], Teorema 7.5.

Denotamos os conjuntos das restrições de igualdade e desigualdade por QE e
QI , respetivamente.
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Definição 1.11. [38] Seja QI Ă X, com int QI ‰ H. Dizemos que d P X é uma direção
factível em relação ao conjunto QI no ponto x˚

P QI se existe uma vizinhança U do vetor
d e um escalar ϵ˚

ą 0 tais que, para todo ϵ P p0, ϵ˚
q e todo d P U , x˚

` ϵd P QI .

Denotamos por V pQI , x
˚
q ao conjunto das direções factíveis em relação ao

conjunto QI no ponto x˚.

Observação 1.5.

• Se x˚
P int QI então V pQI , x

˚
q “ X.

• Se QI é determinado por um funcional FI : X Ñ Rl, isto é, QI “ tx P X : F j
I pxq ď

0, j “ 1, . . . , lu, então o cone das direções de descida de FI sempre está contido no
cone das direções factíveis. (Ver [38], Lema 8.1)

• Se QI “ tx P X : F j
I pxq ď 0, j “ 1, . . . , lu é determinado por funcionais F j

I : X Ñ R,
j “ 1, ¨ ¨ ¨ , l, que são diferenciáveis em x˚ e ∇F j

I px˚
q ‰ 0, então o cone factível a

QI no ponto x˚
P Fr pQIq coincide com a interseção dos cones de direções de descida

de F j
I , j “ 1, . . . , l, no ponto x˚

P Fr pQIq, isto é,

V pQI , x
˚
q “ tv P X : ∇F j

I px˚
qv ă 0, j P IFI

px˚
qu, (1.5)

onde IFI
px˚

q “ tj P t1, . . . , lu : F j
I px˚

q “ 0u é o conjunto das restrições ativas de FI .
Além disso, por (1.5), segue que V pQI , x

˚
q é aberto e convexo.

(Ver [38], Corolário do Teorema 8.1)

• Se QI1 , . . . , QIl
são subconjuntos de X tais que x˚

P QIj
, para j “ 1, . . . , l, então

l
č

j“1
V pQIj

, x˚
q “ V

˜

l
č

j“1
QIj

, x˚

¸

.

(Ver [38], Lema 5.10)

Para obter uma condição suficiente para garantir que V
˜

l
č

j“1
Qj, x

˚

¸

‰ H, precisamos

da seguinte definição.

Teorema 1.7. Se Q é um conjunto convexo, então o cone das direções factíveis V pQ, x˚
q

no ponto x˚ é dado por

V pQ, x˚
q “ tv P X : v “ αpx ´ x˚

q, x P intpQq, α ą 0u.

Demonstração: Ver [39], Teorema 2.16.
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Definição 1.12. [38] Seja QE Ă X. Dizemos que um vetor v P X é uma direção tangente
a QE no ponto x˚ se existem ϵ˚

ą 0 e uma função r : p0, ϵ˚
q Ñ X tais que para todo

ϵ P p0, ϵ˚
q temos

x˚
` ϵv ` rpϵq P Q, }rpϵq} “ opϵq.

Denotaremos ao conjunto das direções tangente a QE no ponto x˚ por T pQE, x
˚
q. Dizemos

que o conjunto QE é regular no ponto x˚ se o cone T pQE, x
˚
q é convexo.

Observação 1.6. Da definição de direção tangente podemos observar que:

• T pQE, x
˚
q é um cone com vértice em 0. No entanto, este cone, em geral, não é

fechado nem aberto.

• Se v é uma direção factível, então v é uma direção tangente. A recíproca é falsa.

Observação 1.7. Em geral, se Q1, Q2, . . . , Qn são subconjuntos de X tais que x˚
P Qi,

para todo i “ 1, . . . , n, então

n
č

i“1
T pQi, x

˚
q Ą T

˜

n
č

i“1
Qi, x

˚

¸

.

A seguir apresentamos um teorema importante que caracteriza o cone das
direções tangentes quando o posto é completo.

Teorema 1.8. (Teorema de Lyusternik) Sejam X, Y dois espaços de Banach, U uma
vizinhança do ponto x˚

P X e F : U Ñ Y um operador Fréchet diferenciável. Suponha que
F é regular em x˚, isto é,

Im∇F px˚
q “ Y,

e que sua derivada é contínua em x˚. Então, o cone tangente do conjunto

QE “ tx P U : F pxq “ F px˚
qu

no ponto x˚ coincide com o núcleo do operador ∇F px˚
q,

T pQE, x
˚
q “ Nu∇F px˚

q.

Além disso, existem uma vizinhança U 1
Ă U do ponto x˚, um número K ą 0, e uma

aplicação χ : U 1
Ñ X tal que

F pθ ` χpθqq “ F px˚
q,

}χpθq} ď K}F pθq ´ F px˚
q}

para todo θ P U 1.
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Demonstração: Ver [14], pag. 30.

Normalmente para caracterizar o cone das direções tangentes pT pQE, x
˚
qq

é usado o Teorema de Lyusternik que pede uma condição de regularidade tipo posto
completo, neste trabalho vamos usar a condição de regularidade tipo posto constante para
caracterizar o cone tangente. A seguir provaremos uma proposição que será de grande
utilidade na construção do cone tangente.

Proposição 1.1. Se ∇FEpxq tem o mesmo posto em uma vizinhança de x˚
P QEpxq :“

tx P Rn : FEpxq “ 0u, então

(i) T pQE, x
˚
q “ Nu∇FEpx˚

q.

(ii) Para qualquer d P Nu∇FEpx˚
q existe um número ϵ˚

ą 0 e uma função continuamente
diferenciável rpϵq tal que

lim
ϵÑ0

rpϵq

ϵ
“ 0, rp0q “ 0, FEpx˚

` ϵd ` rpϵqq “ 0, ϵ P r´ϵ˚, ϵ˚
s.

Demonstração:

(i) T pQE, x
˚
q Ă Nu∇FEpx˚

q

Seja d P T pQE, x
˚
q. Então existem ϵ˚

ą 0 e uma função r : p0, ϵ˚
q Ñ Rn tais que

para qualquer ϵ P p0, ϵ˚
q, x˚

` ϵd ` rpϵq P QE, onde }rpϵq} “ opϵq. Assim, para cada
i P t1, 2, . . . ,mu, temos

F i
Epx˚

` ϵd ` rpϵqq “ 0, ϵ P p0, ϵ˚
q.

Como F i
E, para cada i P t1, 2, . . . ,mu, é continuamente diferenciável, então

F i
Epx˚

` ϵd ` rpϵqq “ F i
Epx˚

q ` ∇F i
Epx˚

q
J

pϵd ` rpϵqq ` opϵd ` rpϵqq.

Pelo fato que x˚, x˚
` ϵd ` rpϵq P QE, temos que

ϵ∇F i
Epx˚

q
J
d ` ∇F i

Epx˚
q

J
prpϵqq ` opϵd ` rpϵqq “ 0. (1.6)

Temos que lim
ϵÑ0`

}rpϵq}

ϵ
“ 0 e lim

ϵÑ0`
opϵd ` rpϵqq “ 0, este último acontece pois

lim
ϵÑ0`

opϵd ` rpϵqq

ϵ
“ lim

ϵÑ0`

opϵd ` rpϵqq

ϵ}ϵd ` rpϵq}
.}ϵd ` rpϵq}

“ lim
ϵÑ0`

opϵd ` rpϵqq

}ϵd ` rpϵq}
.}d `

rpϵq

ϵ
}

“ lim
ϵÑ0`

opϵd ` rpϵqq

}ϵd ` rpϵq}
. lim

ϵÑ0`
}d `

rpϵq

ϵ
},
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e }ϵd ` rpϵq} ď ϵr}d} ` }
rpϵq

ϵ
}s Ñ 0` quando ϵ Ñ 0`, de onde

lim
ϵÑ0`

opϵd ` rpϵqq

ϵ
“ lim

}ϵd`rpϵq}Ñ0`

opϵd ` rpϵqq

}ϵd ` rpϵq}
.}d} “ 0. (1.7)

Logo, pelas equações (1.6) e (1.7) obtemos

∇F i
Epx˚

q
J
d “ 0.

Assim, concluímos que T pQE, x
˚
q Ă Nu∇FEpx˚

q.

ii) Provaremos que Nu∇FEpx˚
q Ă T pQE, x

˚
q. Seja d P Nu∇FEpx˚

q, então ∇FEpx˚
qd “

0. Definimos a seguinte função F : R ˆ Rn
Ñ Rm dada por:

F pϵ, rq “ pF 1
Epx˚

` ϵd ` rq, F 2
Epx˚

` ϵd ` rq, . . . , Fm
E px˚

` ϵd ` rqq

e consideremos o sistema
F pϵ, rq “ 0,

isto é,

F 1
Epx˚

` ϵd ` rq “ 0,
F 2

Epx˚
` ϵd ` rq “ 0,

... ... ... (1.8)
Fm´1

E px˚
` ϵd ` rq “ 0,

Fm
E px˚

` ϵd ` rq “ 0.

Logo, F p0, 0q “ 0 e ∇rF p0, 0q “ ∇FEpx˚
q. Suponhamos que ∇FEpx˚

q tem posto p,
então ∇rF p0, 0q tem posto p. A seguir analisamos os seguintes casos.

Caso 1: Se p “ m, então aplicando o Teorema 1.2, temos que existem constantes ϵ˚
ą 0,

β ą 0 e vizinhanças Bϵ˚ de ϵ “ 0 e Bβ de r “ 0 tais que

(a) rp0q “ 0;
(b) F pϵ, rpϵqq “ 0 para todo ϵ P Bϵ˚ ;
(c) r1

p0q “ p∇rF p0, 0qq
´1∇ϵF p0, 0q.

Temos que ∇ϵF p0, 0q “ ∇FEpx˚
qd “ 0, pois d P Nup∇FEpx˚

qq. Logo,

r1
p0q “ 0 “ lim

ϵÑ0

rpϵq ´ rp0q

ϵ
.

Assim, obtemos
lim
ϵÑ0

rpϵq

ϵ
“ 0. (1.9)

Portanto, dos itens paq-pbq e da equação (1.9) obtemos o resultado desejado.
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Caso 2: Se p ă m, então para cada pϵ, rq P V , V uma vizinhança de p0, 0q, temos que
∇rF pϵ, rq “ r∇rF

1
Epx˚

` ϵd` rq . . . ∇rF
m
E px˚

` ϵd` rqs
J tem posto p, pois

pela hipótese o posto é o mesmo em uma vizinhança do ponto x˚. Pelo Lema
1.1 temos que p funções de tF 1

E, ¨ ¨ ¨ , Fm
E u (sem perda de generalidade podemos

supor que F 1
E, ¨ ¨ ¨ , F p

E) são independentes e as outras funções dependem de
F 1

E, ¨ ¨ ¨ , F p
E em uma vizinhança V de x˚. Isto é, para todo x P V,

F p`k
E pxq “ ϕkpF 1

Epxq, ¨ ¨ ¨ , F p
Epxqq, k “ 1, . . . ,m ´ p, (1.10)

onde ϕk, k “ 1, . . . ,m ´ p, são funções continuamente diferenciáveis. Logo, no
sistema (1.8) temos que

F 1
Epx˚

` ϵd ` rq “ 0,
... ... ...

F p
Epx˚

` ϵd ` rq “ 0, (1.11)
ϕ1pF 1

Epx˚
` ϵd ` rq, ¨ ¨ ¨ , F p

Epx˚
` ϵd ` rqq “ 0,

... ... ...
ϕm´ppF 1

Epx˚
` ϵd ` rq, ¨ ¨ ¨ , F p

Epx˚
` ϵd ` rqq “ 0.

Note que ϕkpF 1
Epx˚

q, . . . , F p
Epx˚

qq “ 0, k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m ´ p, de modo que
ϕkp0, ¨ ¨ ¨ , 0q “ 0, k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m ´ p. Suponhamos sem perda de generalidade
que r∇F 1

Epx˚
` ϵd ` rq, . . . ∇F p

Epx˚
` ϵd ` rqs

J tem posto p em relação as
primeiras p coordenadas. Definimos a função F : RˆRn´p

ˆRp
Ñ Rp dada por

F pϵ, r1, r2q “ pF 1
Epx˚

1 `ϵd1`r2, x
˚
2 `ϵd2`r1q, . . . , F p

Epx˚
1 `ϵd1`r2, x

˚
2 `ϵd2`r1qq,

onde x˚
“ px˚

1 , x
˚
2q, d “ pd1, d2q, x1, d1 P Rp e x2, d2 P Rn´p.

Logo, F p0, 0, 0q “ 0 e ∇r2F p0, 0, 0q “ r∇x1F
1
Epx˚

1 , x
˚
2q . . . ∇x1F

p
Epx˚

1 , x
˚
2qs

J

tem posto p. Então pelo Teorema 1.2, existem escalares α1 ą 0, α2 ą 0,
vizinhanças Bα1 ,Bα2 de pϵ, r1q, r2, respectivamente, e uma função diferenciável
r : Bα1 Ñ Bα2 tais que

(i) rp0, 0q “ 0;
(ii) F pϵ, r1, rpϵ, r1qq “ 0 para cada pϵ, r1q P Bα1 ;
(iii) ∇rp0, 0q “ p∇r2F p0, 0, 0qq

´1∇pϵ,r1qF p0, 0, 0q.

Considerando r̃pϵq “ rpϵ, 0q temos que r̃1
p0q “ lim

ϵÑ0`

r̃pϵq ´ r̃p0q

ϵ
“ ∇ϵrp0, 0q.

Por (iii) e como ∇ϵF p0, 0q “ ∇FEpx˚
qd, d P Nu∇FEpx˚

q, temos que r̃1
p0q “ 0.

Então,

F pϵ, 0, r̃pϵqq “ pF 1
Epx˚

1`ϵd1`r̃pϵq, x˚
2`ϵd2q, . . . , F p

Epx˚
1`ϵd1`r̃pϵq, x˚

2`ϵd2qq “ 0,

ou seja,
F i

Epx˚
` ϵd ` pr̃pϵq, 0qq “ 0, i “ 1, . . . , p. (1.12)
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Além disso, pela equação (1.10), para ϵ ą 0 suficientemente pequeno e para
cada k “ 1, . . . ,m ´ p, temos

F p`k
E px˚

` ϵd ` pr̃pϵq, 0qq “ ϕkpF 1
Epx˚

` ϵd ` pr̃pϵq, 0qq, . . . ,

F p
Epx˚

` ϵd ` pr̃pϵq, 0qqq. (1.13)

Logo, pelas equações (1.12) e (1.13) temos que a função rpϵq “ pr̃pϵq, 0q satisfaz

o sistema (1.8) e rpϵq
ϵ

Ñ 0 quando ϵ Ñ 0. ■

Seja Q um conjunto em um espaço vetorial topológico X, x0 P Q, V pQ, x0q o
cone das direções factíveis para Q em x0 e T pQ, x0q o cone das direções tangentes para Q
em x0. Acontece que, em alguns casos, os duais desses cones coincidem com o conjunto de
funcionais lineares que são suportes para Q no ponto x0, Q˚, com Q˚

“ tf P X˚ : fpxq ě

fpx0q para todo x P Qu.

Teorema 1.9. Seja Q um conjunto convexo e fechado, se x˚
P Q, então

T pQ, x˚
q

˚
“ Q˚.

Além disso, se intpQq ‰ H, então,

V pQ, x˚
q

˚
“ Q˚.

Demonstração: Ver [38], Teorema 8.2.

Definição 1.13. [37] Sejam Q P Rn um conjunto convexo e x˚
P Q. O cone normal (cone

de direções normais) no ponto x˚ em relação ao conjunto Q é dado por:

NQpx˚
q “ td P Rn : px ´ x˚

q
Jd ď 0, @x P Qu.

O teorema a seguir será usado para obter o Princípio do Máximo para problemas
de controle ótimo com tempo discreto.

Teorema 1.10. (Dubovitskii-Milyutin) Suponha que o funcional F0 assume um mínimo

local em Q “

l`1
č

i“1
Qi no ponto x˚

P Q. Suponha ainda que F0 é regular de descida em x˚,

com direções de descida no cone DpF0, x
˚
q, as restrições de desigualdade Qi, i “ 1, . . . , l,

são regulares em x˚ com direções factíveis no cone V pQi, x
˚
q, a restrição de igualdade

Ql`1 também é regular em x˚, com direções tangentes no cone T pQl`1, x
˚
q. Então existem

funcionais lineares contínuos χ0 P DpF0, x
˚
q

˚, χi P V pQi, x
˚
q

˚, i “ 1, . . . , l e
χl`1 P T pQl`1, x

˚
q

˚, não todos nulos, que satisfazem a equação de Euler-Lagrange

l`1
ÿ

i“0
χi “ 0.
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Ideia da demonstração. Para provar o teorema, primeiro mostra-se que se x˚ é mi-
nimizador local do problema, então não existe uma direção de descida que seja factível
e tangente (ou seja, DpF0, x

˚
q X

´

X
ℓ
i“1 V pQi, x

˚
q

¯

X T pQℓ`1, x
˚
q “ H). Esta afirmação

é válida, basta considerar uma direção de descida que seja factível e tangente, e pelas
definições dos cones factíveis, tangente e de descida, podemos obter um ponto próximo
de x˚ que fornece um valor para a função objetivo menor que fpx˚

q, o que contradiz
a hipótese que x˚ seja minimizador do problema. Logo, o Lema 1.5 pode ser aplicado,
obtendo o resultado desejado. Para maiores detalhes ver Teorema 6.1 de [38].

Observação 1.8. Nas condições do teorema anterior temos os seguintes resultados:

• Uma condição suficiente para assegurar χ0 ‰ 0 é que exista ao menos uma direção
factível e uma direção tangente, isto é,

ℓ`1
č

i“1
Qi ‰ H.

De fato, suponhamos que χ0 “ 0. Pela equação de Euler- Lagrange temos que

χ0 `

ℓ`1
ÿ

i“1
χi “ 0, então

ℓ`1
ÿ

i“1
χi “ 0, onde os χi P Q˚

i , i “ 1, . . . , ℓ ` 1, não todos nulos.

Logo, pelo Lema 1.5, temos que
ℓ`1
č

i“1
Qi “ H. Isto contradiz a hipótese que

ℓ`1
č

i“1
Qi ‰ H.

A conclusão é válida para qualquer χi, i “ 1, . . . , ℓ ` 1.

• A condição
ℓ`1
č

i“0
Qi “ H é uma condição necessária para que o ponto x˚ seja uma

solução ótima de f ainda que os cones Qi, i “ 1, . . . , ℓ`1, sejam não convexos. Além
disso, uma condição necessária e suficiente para se obter a equação de Euler-Lagrange

é que os cones sejam convexos, isto é, x˚ é um ponto mínimo então
ℓ`1
č

i“0
Qi “ H se e

somente se se cumpre a equação de Euler-Lagrange.

1.4 Generalizações do Formalismo de Dubovitskii-Milyutin
Nesta seção apresentamos algumas adaptações dos resultados estudados em [25].

Consideremos o seguinte problema de otimização:

Minimizar F0pxq

sujeito a FIpxq ď 0,
FEpxq “ 0,

pP q

onde F0 : X Ñ R, X é um espaço de Banach, FI : X Ñ Rℓ, FE : X Ñ Rm. Consideremos
QE “ tx P Rn : FEpxq “ 0u e QI “ tx P Rn : FIpxq ď 0u.
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Observação 1.9. Nosso interesse nesta tese é trabalhar com problemas do tipo (P), mas
na teoria geral (descrita em Ben-Tal e Zowe [25]) X pode não ser um espaço de Banach,
basta ser um espaço vetorial topológico, e as restrições podem não ser por sistemas de
igualdade e de desigualdade, podem ser restrições abstratas.

As seguintes definições são necessárias para apresentar um importante teorema
que será usado para as condições de segunda ordem.

Definição 1.14. [25] Seja d P X. Dizemos que d é uma direção de quasi-decrescimento
da função objetivo F0 no ponto x P X, se para qualquer u ą 0 existe algum número real
ϵ˚

ą 0 tal que
F0px ` ϵdq ď F0pxq ` ϵu, 0 ă ϵ ď ϵ˚.

O conjunto de todas as direções de quasi-decrescimento em x é denotado por DF0pxq.

Definição 1.15. [25] Dizemos que d é uma direção quasi-factível ao conjunto QI no
ponto x P X, se para cada v P intpRℓ

`q existe um número real ϵ˚ tal que

FIpx ` ϵ˚dq ď ϵv 0 ă ϵ ď ϵ˚.

O conjunto de todas as direções quasi-factíveis em x é denotado por DFI
pxq.

Definição 1.16. [25] Dizemos que z P X é uma direção de descida de segunda ordem de
F0 em x˚ em relação ao vetor d P X, se existem u ą 0, uma vizinhança U de z e algum
número real ϵ˚

ą 0 tais que

F0px˚
` ϵd ` ϵ2z̄q ď F0px˚

q ´ ϵ2u para todo z̄ P U e 0 ă ϵ ď ϵ˚. (1.14)

Denotaremos ao conjunto de todas as direções de descida de segunda ordem como
D2

pF0, x
˚, dq. Dizemos que F0 é d-regular em x˚ se D2

pF0, x
˚, dq é não vazio e convexo.

Definição 1.17. [25] Dizemos que z P X é uma direção factível de segunda ordem de QI

em x˚ em relação ao vetor d P X se existem v P intpRℓ
`q, uma vizinhança U de z e um

número real ϵ˚
ą 0, tais que

FIpx˚
` ϵd ` ϵ2z̄q ` ϵ2v ď 0 para todo z̄ P U e 0 ă ϵ ă ϵ˚. (1.15)

O conjunto de todas as direções factíveis de segunda ordem será denotado por V 2
pQI , x

˚, dq.

Dizemos que FI é d-regular se V 2
pQI , x

˚, dq é não vazio e convexo.

Definição 1.18. [25] Uma função rp¨q : p0,8q Ñ X é uma curva de ordem opϵk
q e será

denotada por rpϵq „ opϵk
q, se existe um número real ϵ1 ą 0 tal que

lim
ϵÑ0`

rpϵq

ϵk
“ 0 para 0 ă ϵ ď ϵ1.
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Definição 1.19. [25] Um vetor z P X é chamado uma direção tangente de segunda ordem
ao conjunto QE em x˚ em relação a um vetor d P X se existe um numero real ϵ˚

ą 0 e
uma curva rpϵq „ opϵ2

q tais que

FEpx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ 0 para 0 ă ϵ ď ϵ˚.

O conjunto de todas as direções tangentes de segunda ordem é denotado por T 2
pQE, x

˚, dq.
Dizemos que FE é d-regular se T 2

pQE, x
˚, dq é não vazio e convexo.

Observação 1.10. Das definições acima pode-se ver que:

• D2
pF0, x

˚, dq e V 2
pQI , x

˚, dq são abertos.

• DpF0, x
˚
q “ D2

pF0, x
˚, 0q, onde DpF0, x

˚
q é o cone de direções de descida.

• V pQI , x
˚
q “ V 2

pQI , x
˚, 0q, sendo V pQI , x

˚
q o cone das direções factíveis.

• T pQE, x
˚
q “ T 2

pQE, x
˚, 0q, com T pQE, x

˚
q o cone das direções tangentes.

• D2
pF0, x

˚, dq “ X, para d P DpF0, x
˚
q, e V 2

pQI , x
˚, dq “ X, quando d P V pQI , x

˚
q.

Definição 1.20. [25] Seja S Ă X. O funcional suporte a S, denotado por δ˚
p¨|Sq, definido

no dual topológico X˚ de X com valores na reta estendida R Y t˘8u é dado como:

δ˚
px˚

|Sq “ sup
xPS

x˚x, x˚
P X˚.

Se S “ H, então, por convenção, δ˚
p¨|Sq “ ´8. O domínio efetivo de δ˚

p¨|Sq é denotado
por ΛpSq, isto é,

ΛpSq “ tx˚
P X˚ : δ˚

px˚
|Sq ă 8u.

Note que, δ˚
p¨|Sq é uma função convexa, fechada e positivamente homogênea.

O cone polar de S, denotado por S`, é definido como

S`
“ tx˚

P X˚ : x˚x ě 0 para todo x P Su.

Então, se S é um cone,

ΛpSq “ ´S`,

δ˚
px˚

|Sq “

#

0, se x˚
P ΛpSq,

8, em outros casos.

Teorema 1.11. Seja x˚ um ponto ótimo para o problema pP q. Então para cada d satisfa-
zendo

d P DF0pX˚
q

č

DFI
pX˚

q
č

T pQE, x
˚
q,
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em que F0, FI e FE são d-regulares, existem funcionais lineares contínuos em X:

lF0 P ΛpD2
pF0, x

˚, dqq, lFI
P ΛpV 2

pFI , x
˚, dqq, lFE

P ΛpT 2
pFE, x

˚, dqq, (1.16)

não todos nulos, que satisfazem a equação de Euler-Langrange

lF0 ` lFI
` lFE

“ 0 (1.17)

e a desigualdade de Legendre

δ˚
plF0 |D2

pF0, x
˚, dqq ` δ˚

plFI
|V 2

pFI , x
˚, dqq ` δ˚

plFE
|T 2

pFE, x
˚, dqq ď 0. (1.18)

Demonstração: Ver Ben-Tal e Zowe [25], Teorema 2.1.

Lema 1.6. Seja S1, . . . , Sn, Sn`1 subconjuntos convexos não vazios de X, onde S1, . . . , Sn

são abertos. Então
n`1
č

i“1
Si “ H,

se e somente se, existem x˚
i P ΛpSiq, i “ 1, . . . , n ` 1, não todos nulos, tais que

x˚
1 ` x˚

2 ` ¨ ¨ ¨ ` x˚
n`1 “ 0, (1.19)

δ˚
px˚

1 |S1q ` δ˚
px˚

2 |S2q ` ¨ ¨ ¨ ` δ˚
px˚

n`1|Sn`1q ď 0. (1.20)

Demonstração: Ver [25], Lema 3.2.

Observação 1.11. Se
n`1
č

i“2
Si ‰ H, então x˚

1 ‰ 0 no Lema 1.6.

De fato, suponhamos que x˚
1 “ 0. Seja x P

n`1
č

i“2
Si, definamos S̄i “ Si´x para i “ 2, . . . , n`1.

Então, 0 P S̄i, assim, δ˚
px˚

i |S̄iq ě 0 para todo i “ 2, . . . , n ` 1. Agora x˚
j ‰ 0 para ao

menos um j ď n (pois caso contrário x˚
2 “ ¨ ¨ ¨ “ x˚

n “ 0 e pela equação (1.19) temos que
´xn`1 “ x˚

2 ` ¨ ¨ ¨ ` x˚
n então xn`1 “ 0, isto contradiz o fato do Lema 1.6 que diz que

x˚
1 , . . . , x

˚
n`1 são não todos nulos). Como Sj é aberto e 0 P S̄j, então 0 P intS̄j. Assim,

δ˚
px˚

j |S̄jq ą 0. Portanto,

n`1
ÿ

i“1
δ˚

px˚
i |Siq “

n`1
ÿ

i“1
δ˚

px˚
i |S̄iq `

n`1
ÿ

i“1
x˚

i x.

Mas, pela equação (1.19) temos que
n`1
ÿ

i“1
x˚

i x “ 0. Assim,

n`1
ÿ

i“1
δ˚

px˚
i |Siq “

n`1
ÿ

i“1
δ˚

px˚
i |S̄iq ą 0.

Isto contradiz a equação (1.20).
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Lema 1.7. Sejam X,U espaços de Banach, A : X Ñ U um operador linear com imagem
ImpAq e seja S um subconjunto convexo não vazio de U . Definimos

A´1S :“ tx P X : Ax P Su

e suponhamos x˚
P ΛpA´1Sq. Se alguma das seguintes condições for válida

• ImpAq X intS ‰ H;

• A é aberto;

então,
δ˚

px˚
|A´1Sq “ mintδ˚

pu˚
|Sq : x˚

“ u˚
˝ A, u˚

P ΛpSqu.

Demonstração: Ver [25], Lema 3.4.

Proposição 1.2. Sejam F0, FI funções duas vezes Fréchet diferenciáveis. Se x˚, d P Rn,

então:

(i) Se ∇F0px˚
q

Jd ď 0,

D2
pF0, x

˚, dq “ tz P Rn : ∇F0px˚
qz `

1
2∇2F0px˚

qpd, dq ă 0u.

(ii) Se FIpx˚
q ď 0 e F 1

Ipx˚, dq ď 0,

V 2
pQI , x

˚, dq “ tz P Rn : ∇FIpx˚
qz `

1
2∇2FIpx˚

qpd, dq ă 0u.

Demonstração: Ver [25], Proposição 6.2.

Observação 1.12. Dos itens piq ´ piiq pode ser visto que os conjuntos D2
pF0, x

˚, dq e
V 2

pQI , x
˚, dq são convexos.

Observação 1.13. A caracterização do conjunto T 2
pQE, x

˚, dq para o caso em que FE

esta definida em um espaço de Banach X pode ser encontrada em [25]. Na Proposição 1.3
abaixo, tal caracterização será feita para o caso particular em que FE está definida entre
espaços de dimensão finita.

A seguir mostraremos que sob a hipótese de posto constante nos gradientes
das restrições de igualdade a Proposição 7.2 em [25] se cumpre.

Proposição 1.3. Seja uma aplicação FE : Rn
Ñ Rm que é duas vezes diferenciável em

uma vizinhança V1 de um ponto x˚ com FEpx˚
q “ 0. Suponha que existe uma vizinhança

V2 Ă V1 de x˚ tal que ∇FEpxq tem posto constante para cada x P V2. Então

T pQE, x
˚
q “ td P Rn : ∇FEpx˚

qd “ 0u, (1.21)

T 2
pQE, x

˚, dq “ tz P Rn : ∇FEpx˚
qz `

1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “ 0u, d P T pQE, x
˚
q. (1.22)
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Demonstração: A igualdade (1.21) segue da Proposição 1.3. A seguir mostraremos a
igualdade (1.22). Primeiro mostraremos que

T 2
pQE, x

˚, dq Ă tz P Rn : ∇FEpx˚
qz `

1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “ 0u, d P T pQE, x
˚
q.

Sejam d P Nu∇FEpx˚
q e z P T 2

pQE, x
˚, dq. Então ∇FEpx˚

qd “ 0 e existem ϵ˚
ą 0 e uma

curva rpϵq „ opϵ2
q tais que

FEpx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ 0, 0 ď ϵ ď ϵ˚.

Pela expansão de Taylor, para i “ 1, . . . ,m, temos que

F i
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ F i
Epx˚

q ` ∇F i
Epx˚

q
J

pϵd ` ϵ2z ` rpϵqq

`
1
2pϵd ` ϵ2z ` rpϵqq

J∇2F i
Epx˚

qpϵd ` ϵ2z ` rpϵqq ` oipϵ
2
q,

onde lim
ϵÑ0

oipϵq

ϵ2 “ 0. Logo, pelo fato que FEpx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ 0, FEpx˚

q “ 0 e
∇F i

Epx˚
q

Jd “ 0, i “ 1, . . . ,m, obtemos

0 “ ϵ2∇F i
Epx˚

q
Jz ` ∇F i

Epx˚
q

Jrpϵq `
ϵ

2

”

dJ∇2F i
Epx˚

qpϵd ` ϵ2z ` rpϵqq

ı

`
ϵ2

2

”

zJ∇2F i
Epx˚

qpϵd ` ϵ2z ` rpϵqq

ı

`
1
2

”

rpϵqJ∇2F i
Epx˚

qpϵd ` ϵ2z ` rpϵqq

ı

` oipϵ
2
q.

Arranjando termos, temos

0 “ ϵ2∇F i
Epx˚

q
Jz ` ∇F i

Epx˚
q

Jrpϵq `
1
2ϵ

2dJ∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

3dJ∇2F i
Epx˚

qz

`
1
2ϵd

J∇2F i
Epx˚

qrpϵq `
1
2ϵ

3zJ∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

4zJ∇2F i
Epx˚

qz `
1
2ϵ

2zJ∇2F i
Epx˚

qrpϵq

`
1
2ϵrpϵq

J∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

2rpϵqJ∇2F i
Epx˚

qz `
1
2rpϵq

J∇2F i
Epx˚

qrpϵq ` oipϵ
2
q.

Dividindo por ϵ2, resulta

0 “ ∇F i
Epx˚

q
Jz ` ∇FEpx˚

q
J rpϵq

ϵ2 `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵd

J∇2F i
Epx˚

qz

`
1
2ϵd

J∇2F i
Epx˚

q
rpϵq

ϵ2 `
1
2ϵz

J∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

2zJ∇2F i
Epx˚

qz `
1
2ϵ

2zJ∇2F i
Epx˚

q
rpϵq

ϵ2

`
1
2ϵ
rpϵq

ϵ2

J

∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

2 rpϵq

ϵ2

J

∇2F i
Epx˚

qz `
1
2rpϵq

J∇2F i
Epx˚

q
rpϵq

ϵ2 `
oipϵ

2q

ϵ2 .

Aplicando limite quando ϵ Ñ 0`, obtemos

0 “ ∇F i
Epx˚

qz `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd.

Isto acontece para cada i “ 1, . . . ,m. Portanto,

T 2
pQE, x

˚, dq Ă tz P Rn : ∇FEpx˚
qz `

1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “ 0u.
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Agora mostraremos a segunda inclusão, ou seja,

tz P Rn : ∇FEpx˚
qz `

1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “ 0u Ă T 2
pQE, x

˚, dq, d P T pQE, x
˚
q.

Sejam z P Rn e d P T pQE, x
˚
q tais que ∇FEpx˚

qz `
1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “ 0. Definimos a
função F̄E : R ˆ Rn

Ñ Rm dada por:

F̄Epϵ, rq “ pF 1
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq, . . . , Fm
E px˚

` ϵd ` ϵ2z ` rqq.

Consideremos o sistema
F̄Epϵ, rq “ 0,

isto é,

F 1
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq “ 0,
... ... ... (1.23)

Fm
E px˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq “ 0.

Temos que F̄Ep0, 0q “ 0 e ∇rF̄Ep0, 0q “ ∇FEpx˚
q onde FEpxq “ pF 1

Epxq, . . . , Fm
E pxqq.

Por hipótese existe uma vizinhança V2 de x˚ tal que ∇FEpxq tem posto p para cada x P V2.

Então, existe uma vizinhança de U de p0, 0q tal que ∇rF̄Epϵ, rq tem posto p para cada
pϵ, rq P U.

Caso 1: Se p “ m, ou seja, ∇FEpx˚
q é sobrejetiva, então aplicando o Teorema 1.8 (Teorema

de Ljusternik), temos que existem uma vizinhança V 1
Ă V2 do ponto x˚, um número

K ą 0, e uma aplicação χ : V 1
Ñ X tais que

FEpθ ` χpθqq “ FEpx˚
q,

}χpθq} ď K}FEpθq ´ FEpx˚
q},

para todo θ P V 1. Consideremos ϵ˚
ą 0 suficientemente pequeno tal que

θ “ x˚
` ϵd ` ϵ2z P V 1, 0 ď ϵ ď ϵ˚.

Definindo rpϵq :“ χpx˚
` ϵd ` ϵ2zq, como FEpθ ` χpθqq “ FEpx˚

q, obtemos

FEpx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ 0, 0 ď ϵ ď ϵ˚.

Falta mostrar que rpϵq
ϵ2 Ñ 0. Como }χpθq} ď K}FEpθq ´ FEpx˚

q}, temos

}rpϵq} ď K
m
ÿ

i“1
}F i

Epθq ´ F i
Epx˚

q}

“ K
m
ÿ

i“1
}∇F i

Epx˚
q

J
pϵd ` ϵ2zq `

1
2pϵd ` ϵ2zq

J∇2F i
Epx˚

qpϵd ` ϵ2zq ` oipϵq}

“ K
m
ÿ

i“1
}ϵ∇F i

Epx˚
q

Jd ` ϵ2∇F i
Epx˚

qz `
1
2ϵ

2dJ∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵ

3dJ∇2F i
Epx˚

qz

`
1
2ϵ

3zJ∇2F i
Epx˚

q
Jd `

1
2ϵ

4zJ∇2F i
Epx˚

qz ` oipϵq}.
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Levando em conta que d P T pQE, x
˚
q “ Nu ∇FEpx˚

q e dividindo por ϵ2, temos
›

›

›

rpϵq

ϵ2

›

›

›
ď K

m
ÿ

i“1
}∇F i

Epx˚
q

Jz `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd `
1
2ϵd

J∇2F i
Epx˚

qz `
1
2ϵz

J∇2F i
Epx˚

qd `

1
2ϵ

2zJ∇2F i
Epx˚

qz `
oipϵq

ϵ2 }.

Aplicando limite quando ϵ Ñ 0`, obtemos

lim
ϵÑ0`

rpϵq

ϵ2 “ 0.

Portanto, temos que F px˚
`ϵd`ϵ2z`rpϵqq “ 0 com lim

ϵÑ0`

rpϵq

ϵ2 “ 0. Isto é, z P T 2
pQE, x

˚, dq.

Caso 2: Se p ă m. Então, para cada pϵ, rq P U1, onde U1 é uma vizinhança apropriada de
p0, 0q, tem-se que

∇rF̄Epϵ, rq “ r∇rF
1
Epx˚

` ϵd ` ϵ2zq ¨ ¨ ¨ ∇rF
m
E px˚

` ϵd ` ϵ2zqs
J

tem posto p, pois pela hipótese o posto é o mesmo em uma vizinhança do ponto x˚. Pelo
Lema 1.1, temos que p funções dentre tF 1

E, . . . , F
m
E u são linearmente independentes e as

outras funções dependem destas p funções em uma vizinhança V3 Ă V2 de x˚. Sem perda
de generalidade podemos supor que F 1

E, . . . , F
p
E são linearmente independentes. Então,

para cada x P V3, temos

F p`k
E pxq “ ΦkpF 1

Epxq, . . . , F p
Epxqq, k “ 1 . . . ,m ´ p,

onde Φk, k “ 1, . . . ,m ´ p, são funções de classe C2. Logo, no sistema (1.23) temos

F 1
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq “ 0,
... ... ...

F p
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq “ 0
Φ1pF 1

Epx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rq, . . . , F p

Epx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rqq “ 0 (1.24)

... ... ...
Φm´ppF 1

Epx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rq, . . . , F p

Epx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rqq “ 0.

Note que p1.24q implica em Φkp0, . . . , 0q “ 0, k “ 1, . . . ,m ´ p. Como a seguinte matriz

r∇F 1
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq ¨ ¨ ¨ ∇F p
Epx˚

` ϵd ` ϵ2z ` rqs
J

tem posto p, possui uma submatriz não singular p ˆ p. Assim, podemos supor sem perda
de generalidade que essa submatriz é formada pelas p primeiras linhas e as primeiras p
colunas.
Definimos F̂E : R ˆ Rp

ˆ Rm´p
Ñ Rp dada por

F̂Epϵ, r1, r2q “ b̂px˚
1 ` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r1, x

˚
2 ` ϵd2 ` ϵ2z2 ` r2q,
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onde b̂pxq “ pF 1
Epxq, . . . , F p

Epxqq, x˚
“ px1, x2q, d “ pd1, d2q, z “ pz1, z2q, r “ pr1, r2q,

x1, d1, z1, r1 P Rp, x2, d2, z2, r2 P Rm´p. Logo, para cada i “ 1, . . . , p, derivando F̂ i
E em

relação a ϵ, r1, r2, temos

∇ϵF̂
i
Epϵ, r1, r2q “ ∇b̂i

px˚
` ϵd ` ϵ2z ` rqJ

pd ` 2ϵzq, i “ 1, . . . , p, (1.25)
∇r1F̂Epϵ, r1, r2q “ ∇x1 b̂px

˚
` ϵd ` ϵ2z ` rq, (1.26)

∇r2F̂Epϵ, r1, r2q “ ∇x2 b̂px
˚

` ϵd ` ϵ2z ` rq. (1.27)

Como d P Nu∇FEpx˚
q, segue que ∇bi

px˚
q

J
pdq “ 0. Então, aplicando o ponto p0, 0, 0q nas

equações p1.25q ´ p1.27q segue que

∇ϵF̂
i
Ep0, 0, 0q “ 0, i “ 1, . . . , p, (1.28)

∇r1F̂Ep0, 0, 0q “ ∇x1 b̂px
˚
q, (1.29)

∇r2F̂Ep0, 0, 0q “ ∇x2 b̂px
˚
q. (1.30)

Note que temos F̂Ep0, 0, 0q “ 0 e ∇r1F̂Ep0, 0, 0q “ ∇x1 b̂px
˚
q. Então, pelo Teorema 1.2,

existem escalares α1 ą 0 e α2 ą 0, vizinhanças Bα1 e Bα2 de p0, 0q e 0, respectivamente, e
uma função duas vezes diferenciável r̂ : Bα1 Ñ Bα2 tais que

1. r̂p0, 0q “ 0,

2. F̂Epϵ, r̂pϵ, r2q, r2q “ 0 para cada pϵ, r2q P Bα1 ,

3. ∇r̂p0, 0q “ r∇r1F̂Ep0, 0, 0qs
´1∇ϵ,r2F̂Ep0, 0, 0q “

”

0 r∇r1F̂Ep0, 0, 0qs
´1∇r2F̂Ep0, 0, 0q

ı

.

Consideremos r̃pϵq “ r̂pϵ, 0q. Note que r̃pϵq P Rp. Pela expansão de Taylor temos que

r̃ipϵq “ r̃ip0q ` ϵr̃1
ip0q `

ϵ2

2 r̃
2
i p0q ` oipϵq, lim

ϵÑ0`

oipϵq

ϵ2 “ 0, i “ 1, . . . , p,

ou seja,

r̂ipϵ, 0q “ r̂ip0, 0q ` ∇r̂ip0, 0q
J

pϵ, 0q `
1
2pϵ, 0q

J∇2r̂ip0, 0qpϵ, 0q ` oipϵq,

onde lim
ϵÑ0`

oipϵq

ϵ2 “ 0. Como r̂p0, 0q “ 0 e ∇ϵr̂p0, 0q “ 0, então

r̃ipϵq “
1
2ϵ

2∇2
ϵ,ϵr̂ip0, 0q ` oipϵq, i “ 1, . . . , p.

Afirmamos que ∇2
ϵ,ϵr̂ip0, 0q “ 0 (a prova será feita a seguir na Observação 1.14). Então,

r̃pϵq “ opϵq, lim
ϵÑ0`

opϵq

ϵ2 “ 0.

Portanto,
lim

ϵÑ0`

r̃pϵq

ϵ2 “ 0.
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Além disso, no item 2 acima, considerando ϵ suficientemente pequeno temos

0 “ F̂Epϵ, r̂pϵ, 0q, 0q

“ F̂Epϵ, r̃pϵq, 0q

“ pF 1
Epx1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̃pϵq, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2q, . . . ,

F p
Epx1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̃pϵq, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2qq,

ou seja,
F i

Epx˚
` ϵd ` ϵ2z ` pr̃pϵq, 0qq “ 0, i “ 1, . . . , p.

Logo, em (1.24), para cada k “ 1, . . . ,m ´ p, temos

F p`k
E px˚

` ϵd ` ϵ2z ` pr̃pϵq, 0qq “ ΦkpF 1
Epx1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̃pϵq, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2q, . . . ,

F p
Epx1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̃pϵq, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2qq

“ Φkp0, . . . , 0q “ 0.

Assim, a função rpϵq “ pr̃pϵq, 0q satisfaz a seguintes condições

FEpx˚
` ϵd ` ϵ2z ` rpϵqq “ 0 e lim

ϵÑ0`

rpϵq

ϵ2 “ 0.

Portanto, temos que z P T 2
pQE, x

˚, dq. ■

Observação 1.14. A seguir vamos demonstrar a afirmação ∇2
ϵ,ϵr̂p0, 0q “ 0. Temos

F̂ i
Epϵ, r̂pϵ, r2q, r2q “ b̂i

px1
˚

` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̂pϵ, r2q, x2
˚

` ϵd2 ` ϵ2z2 ` r2q,

onde b̂pxq “ pF 1
Epxq, . . . , F p

Epxqq. Derivando em relação a ϵ temos

∇ϵF̂
i
Epϵ, r̂pϵ, r2q, r2q “ ∇x1 b̂

i
px1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̂pϵ, r2q, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2 ` r2q

J
”

d1 ` 2ϵz1

`∇ϵr̂pϵ, r2q

ı

`∇x2 b̂
i
px1

˚
` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̂pϵ, r2q, x2

˚
` ϵd2 ` ϵ2z2 ` r2q

J

”

d2 ` 2ϵz2

ı

.

Logo, no ponto p0, 0, 0q temos

∇ϵF̂
i
Ep0, 0, 0q “ ∇x1 b̂

i
px˚

q
Jd1 ` ∇x2 b̂

i
px˚

q
Jd2 ` ∇x1 b̂

i
px˚

q
J∇ϵr̂p0, 0q.

Como 0 “ ∇b̂i
px˚

q
Jd “ ∇x1 b̂

i
px˚

q
Jd1 ` ∇x2 b̂

i
px˚

q
Jd2 e ∇ϵr̂p0, 0q “ 0, temos

∇ϵF̂
i
Ep0, 0, 0q “ 0.

A seguir vamos determinar ∇2
ϵ,ϵF̂E. Como F̂Epϵ, r̂pϵ, r2q, r2q “ 0 para cada pϵ, r2q P Bα1 ,

0 “ ∇2
ϵ,ϵF̂

i
Epϵ, r̂pϵ, r2q, r2q

“

”

∇2
x1,x1 b̂

i
pw1, w2qpd1 ` 2ϵz1 ` ∇ϵr̂pϵ, r2qq ` ∇x1,x2 b̂

i
pw1, w2qpd2 ` 2ϵz2q

ıJ

pd1 ` 2ϵz1 ` ∇ϵr̂pϵ, r2qq ` ∇x1 b̂
i
pw1, w2q

J
p2z1 ` ∇2

ϵ,ϵr̂pϵ, r2qq

`

”

∇2
x2,x1 b̂

i
pw1, w2qpd1 ` 2ϵz1 ` ∇ϵr̂pϵ, r2qq ` ∇2

x2,x2 b̂
i
pw1, w2qpd2 ` 2ϵz2q

ıJ

pd2 ` 2ϵz2q ` 2∇x2 b̂
i
pw1, w2q

Jz2,
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onde pw1, w2q “ px˚
1 ` ϵd1 ` ϵ2z1 ` r̄pϵ, r1q, x˚

2 ` ϵd2 ` ϵ2z2 ` r2q. Logo, aplicando no ponto
p0, 0, 0q obtemos

∇2
ϵ,ϵF̂

i
Ep0, 0, 0qq “

”

∇2
x1,x1 b̂

i
px˚

qpd1 ` ∇ϵr̂p0, 0qq ` ∇2
x1,x2 b̂

i
px˚

qd2

ıJ

pd1 ` ∇ϵr̂p0, 0qq

`∇x1 b̂
i
px˚

q
J

p2z1 ` ∇2
ϵ,ϵr̂p0, 0qq `

”

∇2
x2,x1 b̂

i
px˚

qpd1 ` ∇ϵr̄p0, 0qq ` ∇2
x2,x2 b̂

i
px˚

qd2

ıJ

d2 ` 2∇x2 b̂
i
px˚q

Jz2.

Como ∇ϵr̂p0, 0q “ 0, temos

∇2
ϵ,ϵF̂

i
Ep0, 0, 0qq “

”

∇2
x1,x1 b̂

i
px˚

qd1 ` ∇2
x1,x2 b̂

i
px˚

qd2

ıJ

d1 ` ∇x1 b̂
i
px˚

q
J

p2z1 ` ∇2
ϵ,ϵr̂p0, 0qq

`

”

∇2
x2,x1 b̂

i
px˚

qd1 ` ∇2
x2,x2 b̂

i
px˚

qd2

ıJ

d2 ` 2∇x2 b̂
i
px˚q

Jz2

“ dJ
1 ∇2

x1,x1 b̂
i
px˚

qd1 ` dJ
2 ∇x1,x2 b̂

i
px˚

qd1 ` 2∇x1 b̂
i
px˚

q
Jz1 `

∇x1 b̂
i
px˚

q
J∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0qq ` dJ
1 ∇2

x2,x1 b̂
i
px˚

qd2 ` dJ
2 ∇2

x2,x2 b̂
i
px˚

qd2 `

2∇x2 b̂
i
px˚q

Jz2

“ dJ
1 ∇2

x1,x1 b̂
i
px˚

qd1 ` dJ
2 ∇x1,x2 b̂

i
px˚

qd1 ` dJ
1 ∇2

x2,x1 b̂
i
px˚

qd2 `

dJ
2 ∇2

x2,x2 b̂
i
px˚

qd2 ` 2∇x1 b̂
i
px˚

q
Jz1 ` 2∇x2 b̂

i
px˚q

Jz2 `

∇x1 b̂
i
px˚

q
J∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0qq

“ dJ∇2b̂i
px˚

qd ` 2∇b̂i
px˚

qz ` ∇x1 b̂
i
px˚

q
J∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0q

“ 2
”

∇b̂i
px˚

qz `
1
2d

J∇2b̂i
px˚

qd
ı

` ∇x1 b̂
i
px˚

q
J∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0q.

Sabemos que ∇b̂px˚
qz `

1
2∇2b̂px˚

qpd, dq “ 0, d P T pQE, x
˚
q. Assim, obtemos

∇x1 b̂
i
px˚

q
J∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0q “ 0, i “ 1, . . . , p.

Logo,

∇x1 b̂px
˚
q∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0q “ 0.

Sabemos que ∇x1 b̂px
˚
q é não singular. Portanto, ∇2

ϵ,ϵr̂p0, 0q “ 0.
Assim, concluímos o que queríamos mostrar. ■

Observação 1.15. Podemos notar que:

• De (1.22) temos que T 2
pQE, x

˚, dq é convexo. Além disso,

∇FEpx˚
qz `

1
2∇2FEpx˚

qpd, dq “

¨

˚

˚

˝

∇F 1
Epx˚

q
Jz

...
∇Fm

E px˚
q

Jz

˛

‹

‹

‚

`
1
2

¨

˚

˚

˝

dJ∇2F 1
Epx˚

q
Jd

...
dJ∇2Fm

E px˚
q

Jd

˛

‹

‹

‚

,

onde dJ∇2F τ
Epx˚

q
Jd “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

B2F τ
E

BxiBxj

px˚
qdidj, τ “ 1, . . . ,m.
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A seguinte observação mostra que a caracterização de T 2
pQE, x

˚, dq pode ser
reduzida em função das primeiras p funções de FE, onde p é o posto de ∇FEpxq, para
cada x P V2, sendo V2 uma vizinhança de x˚.

Observação 1.16.

T 2
pQE, x

˚, dq “ tz P Rn : ∇F i
Epx˚

qz`
1
2∇2F i

Epx˚
qpd, dq “ 0, i “ 1, . . . , pu, d P T pQE, x

˚
q.

Vamos supor que existe uma vizinhança U de x˚ tal que t∇F 1
Epxq, . . . ,∇Fm

E pxqu tem
posto constante para todo x P U . Pelo Lema 1.1, temos que p funções de tF 1

E, . . . , F
m
E u

são linearmente independentes e as outras funções dependem destas p funções em uma
vizinhança U1 Ă U de x˚. Sem perda de generalidade podemos supor que F 1

E, . . . , F
p
E são

linearmente independentes. Então, para cada x P U1, temos

F p`k
E pxq “ ΦkpF 1

Epxq, . . . , F p
Epxqq, k “ 1 . . . ,m ´ p, (1.31)

onde Φk, k “ 1, . . . ,m ´ p, são funções de classe C2. Logo, considerando

b̂pxq “ pF 1
Epxq, . . . , F p

Epxqq

e derivando a equação p1.31q temos

∇F p`i
E px˚

q “ ∇b̂px˚
q

J∇Φipb̂px
˚
qq,

∇2F p`i
E px˚

q “ ∇b̂px˚
q

J∇2Φipb̂px
˚
qq∇b̂px˚

q `

p
ÿ

j“1

BΦi

Byj

pb̂px˚
qq∇2b̂j

px˚
q.

Como b̂px˚
q “ 0, resulta

∇F p`i
E px˚

q “ ∇b̂px˚
q

J∇Φip0q, (1.32)

∇2F p`i
E px˚

q “ ∇b̂px˚
q

J∇2Φip0q∇b̂px˚
q `

p
ÿ

j“1

BΦi

Byj

pb̂px˚
qq∇2b̂j

px˚
q. (1.33)

Fazendo o produto interno entre z e a equação p1.32q, temos

∇F p`i
E px˚

q
Jz “ ∇Φip0q

J∇b̂px˚
qz. (1.34)

Agora, da equação p1.33q, obtemos

dJ∇2F p`i
E px˚

qd “ p∇b̂px˚
qdq

J∇2Φip0q∇b̂px˚
qd `

p
ÿ

j“1

BΦi

Byj

pb̂px˚
qqdJ∇2b̂j

px˚
qd. (1.35)

Como ∇FEpx˚
qd “ 0 e ∇FEpx˚

q “ r∇b̂px˚
q

J ∇F p`1
E px˚

q ¨ ¨ ¨ ∇Fm
E px˚

qs
J segue que

∇b̂px˚
qd “ 0. Assim, na equação p1.35q segue

dJ∇2F p`i
E px˚

qd “

p
ÿ

j“1

BΦi

Byj

pb̂px˚
qqdJ∇2b̂j

px˚
qd. (1.36)
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Isto equivale a
dJ∇2F p`i

E px˚
qd “ ∇Φip0q

J∇2b̂px˚
qpd, dq. (1.37)

Consideremos

Ω1 “ tz P Rn : ∇F i
Epx˚

qz `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd “ 0, 1, . . . ,mu, d P T pQE, x
˚
q,

Ω2 “ tz P Rn : ∇F i
Epx˚

qz `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd “ 0, 1, . . . , pu, d P T pQE, x
˚
q.

Vamos mostrar que Ω1 “ Ω2

• Ω1 Ă Ω2 é trivial.

• Ω2 Ă Ω1.
Seja z P Ω2, então

∇F i
Epx˚

qz `
1
2d

J∇2F i
Epx˚

qd “ 0, 1, . . . , p, d P T pQE, x
˚
q.

Falta mostrar que ∇F p`i
E px˚

qz `
1
2d

J∇2F p`i
E px˚

qd “ 0, i “ 1, . . . ,m ´ p, d P T pQE, x
˚
q.

Pelas equações p1.34q e p1.37q obtemos

∇F p`i
E px˚

qz `
1
2d

J∇2F p`i
E px˚

qd “ ∇Φip0q
J

r∇b̂px˚
qz `

1
2∇2b̂px˚

qpd, dqs,

e como ∇b̂px˚
qz `

1
2∇2b̂px˚

qpd, dq “ 0, temos

∇F p`i
E px˚

qz `
1
2d

J∇2F p`i
E px˚

qd “ 0.

Portanto, Ω2 Ă Ω1. Concluímos que Ω1 “ Ω2.

Proposição 1.4. Sejam F0 : Rn
Ñ R, FI : Rn

Ñ Rp, FE : Rn
Ñ Rm, funções duas vezes

diferenciáveis. Sejam x, d P Rn.

1. Suponhamos que ∇F0pxq
Jd ď 0 e D2

pF0, x, dq ‰ H. Então, para lF0 P ΛpD2
pF0, x, dqq,

existe algum ξ ě 0 tal que

lF0 “ ξ∇F0pxq, ξ∇F0pxq
Jd “ 0,

δ˚
plF0 |D2

pF0, x, dqq “ ´
1
2ξd

J∇2F0pxqd.

2. Suponhamos que FIpxq ď 0, ∇FIpxqd ď 0 e D2
pFI , x, dq ‰ H. Então para lFI

P

ΛpV 2
pQI , x, dqq existe algum µ P pRp

`q tal que

lFI
“ µJ∇FIpxq, µJ∇FIpxqd “ 0, µjF

j
I pxq “ 0, j “ 1, . . . , p,

δ˚
plFI

|V 2
pQI , x, dqq “ ´

1
2µ

J∇2FIpxqpd, dq.
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3. Suponhamos que t∇F 1
Epyq, . . . ,∇Fm

E pyqu tem posto constante para cada y P U , para
alguma vizinhança U de x. Se FEpxq “ 0 e ∇FEpxqd “ 0, então, para
lFE

P ΛpT 2
pQE, x, dqq, existe algum λ P pRm

q
˚ tal que

lFE
“ λJ∇FEpxq,

δ˚
plFE

|T 2
pQE, x, dqq “ ´

1
2λ

J∇2FEpxqpd, dq.

Demonstração: A prova dos itens 1 e 2 é feita da mesma forma que na Proposição 8.2
em [25]. A seguir mostraremos o item 3. Por hipótese temos que t∇F 1

Epxq, . . . ,∇Fm
E pxqu

tem posto constante para todo x P U , suponhamos sem perda de generalidade que
t∇F 1

Epxq, . . . ,∇F p
Epxqu é um conjunto maximal linearmente independente. Definimos a

função F̂E : Rn
Ñ Rp dada por F̂Epxq “ pF 1

Epxq, . . . , F p
Epxqq. Podemos notar que F̂Epxq é

sobrejetiva. Então, considerando A “ ∇F̂Epxq, S “ ´
1
2λ

J∇2F̂Epxqpd, dq e A´1S “ tz P

Rn : ∇F̂Epxqz P Su, ou seja, ∇F̂Epxqz `
1
2∇2F̂Epxqpd, dq “ 0. Então, pela Proposição 1.3

e aplicando o Lema 1.7 temos

lFE
“ λJ∇F̂Epxq e δ˚

plFE
|T 2

pQE, x, dqq “ ´
1
2λ

J∇2FEpxqpd, dq.

■
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2 Condições Necessárias de Otimalidade de
Primeira Ordem para Problemas de Con-
trole Ótimo Discreto

Neste capítulo, primeiramente apresentaremos alguns conceitos básicos do
controle ótimo discreto. Depois, serão obtidas condições necessárias de otimalidade de
primeira ordem para o problema de controle ótimo discreto com restrições mistas gerais
(ou seja, restrições que envolvam todas as variáveis de estado e controle). Tais condições
necessárias serão obtidas por meio do formalismo de Dubovitskii-Milyutin. Isto é, o
problema de controle ótimo discreto com restrições gerais será formulado no formato
adequado para a aplicação do formalismo, caracterizaremos os cones de descida, tangente,
factível e seus duais. Usaremos uma condição de regularidade com a finalidade de obter
condições necessárias de primeira ordem não degeneradas. As condições de otimalidade
encontradas podem ser vistas como uma versão do Princípio do Máximo Discreto. Em
seguida, adicionaremos ao problema anterior restrições abstratas e novamente, com base
no formalismo de Dubovitskii-Milyutin obteremos as condições de otimalidade. Por último,
discutiremos os problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas por período
e restrições abstratas no controle. Neste caso, as condições necessárias de otimalidade
de primeira ordem serão obtidas por meio de uma abordagem alternativa, em que as
restrições de igualdade são embutidas na dinâmica e as restrições de desigualdade são
transformadas em restrições de igualdade através da inclusão de variáveis de folga não-
negativas. A utilização desta segunda abordagem possibilita o uso de uma condição de
regularidade menos restritiva (em comparação com a primeira que se baseia no formalismo
via formalismo de D-M).

2.1 Problema de Controle Ótimo Discreto
A seguir vamos definir alguns conceitos básicos que serão usados nos problemas

de Controle Ótimo discreto.

Neste trabalho, denotaremos os estágios ou períodos de tempo por k, os quais
geralmente se iniciam no tempo k “ 0. A variável de estado num período é uma variável
n-dimensional que é representada por xk “ px1

k, . . . , x
n
kq, e x “ px0, x1, . . . , xN`1q é cha-

mado de trajetória. A variável de controle é uma variável m-dimensional representada por
uk “ pu1

k, . . . , u
m
k q e u “ pu0, u1, . . . , uN q é o controle associado à trajetória correspondente.
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O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Minimizar F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, (2.1)
px, uq P ∆, (2.2)

onde ψk : Rn
ˆRm

Ñ R, k “ 0, . . . , N, ψN`1 : Rn
Ñ R, fk : Rn

ˆRm
Ñ Rn, k “ 0, . . . , N,

∆ Ă RnpN`2q`mpN`1q. A equação (2.1) é o sistema dinâmico e estabelece as relações de
mudança dinâmica das variáveis de estado segundo os valores dados nas variáveis de
controle, isto é, estabelece a dinâmica das variáveis de estado. Na equação (2.2) ∆ pode
ser representado por restrições mistas gerais (isto é, restrições do tipo bpx, uq), restrições
de contorno (ou seja, restrições do tipo φpx0, xN`1q) ou restrições abstratas de controle, e
será especificado oportunamente.

Neste problema vamos considerar N P N um número fixo. Podemos ter a
mesma duração para cada estágio (período) de tempo k ou diferente duração para estágios
(períodos) diferentes. Por exemplo, em modelos de fornecimento de energia de longo alcance,
o horizonte de planejamento pode ser de 100 anos, o que forma um horizonte de 10 períodos
com cinco períodos iguais a 6 anos, três períodos iguais a 10 anos e dois períodos iguais a
20 anos.
Definiremos, no que segue, o conceito de processo ótimo local para o problema COD.

Definição 2.1. Um processo factível é um par px, uq que satisfaz as restrições (2.1) e
(2.2) do problema COD. Além disso, dizemos que px˚, u˚

q é um processo ótimo local do
problema COD se for factível e existe ϵ ą 0 tal que

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q ď

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q,

para todo processo factível px, uq que satisfaz

}xk ´ x˚
k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N ` 1, e }uk ´ u˚

k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N,

onde } ¨ } é qualquer norma em Rq, q “ n,m.

A seguir apresentamos um exemplo de uma aplicação de problema de COD o
qual pode ser encontrado em [2].

Exemplo 2.1. Uma fazenda tem um rebanho de gado. A cada ano, parte do rebanho é
comercializada para carne e o restante é mantido na fazenda para reprodução. O lucro
da venda do gado ao frigorífico é expresso como uma função φpxq, onde x é o número
de gado vendido (a função φpxq pode, por exemplo, ter o formato mostrado na Figura 1:
entregas de carne maiores que a quantidade especificada d exigem um preço mais alto).
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Figura 1 – Lucro da venda do gado ao frigorífico.

O número de bovinos remanescentes na fazenda para reprodução aumenta em um fator de
α (onde α ą 1) no ano seguinte (até o início da comercialização). Como a fazenda pode
obter o lucro máximo por um período de N anos, se as quantidades mínimas anuais de
carne comercializada forem iguais a β?.

Seja x0 o número inicial de gado na fazenda e xk é o número de gado restante na
fazenda até o final do ano k pk “ 1, 2, . . . , Nq. O número de bovinos vendidos como carne
bovina durante o ano k é uk, k “ 1, 2, . . . , N . Durante o ano pk´1q, o número de gado igual
a xk´1 foi mantido na fazenda para reprodução. Consequentemente, durante o ano (antes
da comercialização) o número de bovinos na fazenda será αxk´1, desse número, uk será
comercializado para carne bovina, enquanto o restante, ou seja, αxk´1 ´ uk, permanecerá
na fazenda para procriar até o final do ano k. Portanto,

xk “ αxk´1 ´ uk, k “ 1, 2, . . . , N.

O lucro da fazenda em N anos será

J “ φpu1q ` φpu2q ` ¨ ¨ ¨ ` φpuN q “

N
ÿ

n“1
φpukq.

Levando em consideração as entregas contratadas, impomos ao parâmetro de controle uk

as seguintes restrições:
uk ě β, k “ 1, 2, . . . , N.

Além disso, devido à natureza do problema, a coordenada de fase x (ou seja, o número de
bovinos mantidos para reprodução) não é negativa:

xk ě 0, k “ 1, 2, . . . , N.

Portanto, maximizar o lucro de uma fazenda de gado durante um período de N anos pode
ser formulado da seguinte forma:
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Maximizar F0puq “

N
ÿ

k“1
φpukq

sujeito a xk “ αxk´1 ´ uk, k “ 1, . . . , N,
x0 “ c,

uk ě β, k “ 1, . . . , N,
xk ě 0, k “ 1, . . . , N.

2.2 Condições Necessárias de Primeira Ordem para Problemas de
Controle Ótimo Discreto com Restrições Mistas Gerais

Nesta seção apresentaremos condições necessárias de otimalidade de primeira
ordem para problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas gerais, tais condições
podem ser entendidas como uma versão discreta do Princípio do Máximo.

Consideremos o seguinte problema de controle discreto com restrições mistas
gerais:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0, xN`1q “ 0,
bpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q “ 0,
gpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q ď 0,
ϕpx0, xN`1q ď 0,

pP1q

onde ψk : Rn
ˆ Rm

Ñ R, fk : Rn
ˆ Rm

Ñ Rn, para todo k “ 0, . . . , N , ψN`1 : Rn
Ñ R,

b : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrb , φ : Rn
ˆ Rn

Ñ Rrφ , g : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrg ,

ϕ : Rn
ˆ Rn

Ñ Rrϕ , são funções continuamente diferenciáveis em relação a x e u.

Consideremos os seguintes conjuntos de índices:

• Iϕpx˚, u˚
q “ tj P t1, . . . , rϕu : ϕj

px˚, u˚
q “ 0u,

• Igpx˚, u˚
q “ tj P t1, . . . , rgu : gj

px˚, u˚
q “ 0u.

Observação 2.1. Quando não houver perigo de confusão, vamos denotar Iϕ em vez de
Iϕpx˚, u˚

q e Ig em vez de Igpx˚, u˚
q.

O conjunto dos processos factíveis do problema pP1q será denotado por:

Q “ QE X QI ,
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onde QE e QI são conjuntos com interior vazio e interior não vazio, respectivamente, os
quais são definidos por:

QE “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N ; φpx0, xN`1q “ 0;

bpx0, . . . , xN`1, u0, . . . , uN q “ 0
)

,

QI “

´

č

jPIϕ

Qj
I1

¯

č

´

č

jPIg

Qj
I2

¯

;

com

Qj
I1 “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ϕj

px0, xN`1q ď 0
)

, j P Iϕ;

Qj
I2 “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : gj

px0, ..., xN`1, u0, ..., uN q ď 0
)

, j P Ig.

Podemos reescrever o problema pP1q como o seguinte problema de Programação Não
Linear

minimizar F0px, uq

sujeito a FEpx, uq “ 0,
FIpx, uq ď 0,

pP̄1q

onde

• F0 : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ R é definida por

F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q;

• FE : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ RnpN`2q
ˆ Rrφ ˆ Rrb é dada por

FEpx, uq “ pFE0px, uq, FE1px, uq, . . . , FEN
px, uq, FEN`1px, uq, FEN`2px, uqq,

com
FEk

px, uq “ xk`1 ´ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
F i

Ek
px, uq “ xi

k`1 ´ f i
kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , n,

FEN`1px, uq “ φpx0, xN`1q,

F i
EN`1

px, uq “ φi
px0, xN`1q, i “ 1, . . . , rφ,

FEN`2px, uq “ bpx, uq,

F i
EN`2

px, uq “ bi
px, uq, i “ 1, . . . , rb;

• FI : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrϕ ˆ Rrg é determinada por

FIpx, uq “ pFI1px, uq, FI2px, uqq,

com
FI1px, uq “ ϕpx0, xN`1q,

F j
I1px, uq “ ϕj

px0, xN`1q, j “ 1, . . . , rϕ,

FI2px, uq “ gpx, uq,

F j
I2px, uq “ gj

px, uq, j “ 1, . . . , rg.
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Dado que as funções coordenadas do problema pP1q são continuamente diferenciáveis, segue
que a função objetivo F0 e as aplicações FE, FI também são continuamente diferenciáveis.

Seja px˚, u˚
q um processo factível, a derivada de ψ em px˚, u˚

q definida como
∇ψpx˚, u˚

q : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ R é dada, para cada ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q, da

seguinte forma

∇ψpx˚, u˚
qps, tq “

N
ÿ

k“0
p∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtkq ` ∇xN`1ψN`1px˚

N`1qsN`1.

Sendo FEpx, uq “ pFE0px, uq, FE1px, uq, . . . , FEN
px, uq, FEN`1px, uq, FEN`2px, uqq, temos

∇FEpx˚, u˚
q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 I 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 B0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 A1 I 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 B1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 A2 I ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 B2 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ AN I 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 BN

φx0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 φxN`1 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
bx0 bx1 bx2 0 ¨ ¨ ¨ bxN

bxN`1 bu0 bu1 bu2 ¨ ¨ ¨ buN´1 buN

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

onde

• Ak “ ´∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq P Rnˆn, Bk “ ´∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq P Rnˆm, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , N ;

• φx0 “ ∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q P Rrφˆn, φxN`1 “ ∇xN`1φpx˚

0 , x
˚
N`1q P Rrφˆn;

• bxk
“ ∇xk

bpx˚, u˚
q P Rrbˆn, k “ 0, . . . , N ` 1, buk

“ ∇uk
bpx˚, u˚

q P Rrbˆm,
k “ 0, . . . , N ;

• I P Rnˆn é a matriz identidade.

Observação 2.2. Pode se notar que a matriz jacobiana r∇FE0px˚, u˚
q ¨ ¨ ¨ ∇FEN

px˚, u˚
qs

tem posto npN ` 1q.

Seja ∇FEpx˚, u˚
q : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
Ñ RnpN`1q

ˆ Rrφ a derivada de FE em px˚, u˚
q, a

qual é definida por

∇FEpx˚, u˚
qps, tq “ p∇FE0px˚, u˚

qps, tq,∇FE1px˚, u˚
qps, tq, . . . ,∇FEN`2px˚, u˚

qps, tqq,

com

∇FEk
px˚, u˚

qps, tq “ sk`1 ´ p∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtkq, para k “ 0, . . . , N,

∇FEN`1px˚, u˚
qps, tq “ ∇x0φpx˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇xN`1φpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1,

∇FEN`2px˚, u˚
qps, tq “ ∇x0bpx

˚, u˚
qs0 ` ∇x1bpx

˚, u˚
qs1 ` ¨ ¨ ¨ ` ∇xN`1bpx

˚, u˚
qsN`1

`∇u0bpx
˚, u˚

qt0 ` ∇u1bpx
˚, u˚

qt1 ` ¨ ¨ ¨ ` ∇uN
bpx˚, u˚

qtN .
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A derivada de FI em px˚, u˚
q, ∇FIpx˚, u˚

q : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrg ˆ Rrϕ , é dada por

∇FIpx˚, u˚
qps, tq “ p∇FI1px˚, u˚

qps, tq,∇FI2px˚, u˚
qps, tqq,

onde

∇FI1px˚, u˚
qps, tq “ ∇x0ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇xN`1ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1,

∇FI2px˚, u˚
qps, tq “ ∇x0gpx˚, u˚

qs0 ` ∇x1gpx˚, u˚
qs1 ` ¨ ¨ ¨ ` ∇xN`1gpx˚, u˚

qsN`1

`∇u0gpx˚, u˚
qt0 ` ∇u1gpx˚, u˚

qt1 ` ¨ ¨ ¨ ` ∇uN
gpx˚, u˚

qtN .

2.2.1 Condição de regularidade para problemas de controle ótimo discreto
com restrições mistas gerais

A seguir introduziremos um conceito de regularidade que será utilizado no
decorrer da seção.

Definição 2.2. Seja px˚, u˚
q um processo factível de pP1q, dizemos que px˚, u˚

q é um
processo regular do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido se:

1. Existe uma vizinhança V de px˚, u˚
q tal que ∇FEpx, uq tem o mesmo posto para cada

px, uq P V .

2. Existe ps, tq P Nu∇FEpx˚, u˚
q tal que

∇gj
px˚, u˚

q
J

ps, tq ă 0, j P Ig, (2.3)
∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ă 0, j P Iϕ, (2.4)

onde s “ ps0, . . . , sN`1q, t “ pt0, . . . , tN q.

Observação 2.3. Note que, o item 2 da Definição 2.2 assegura que

∇ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1q ‰ 0, j P Iϕ, ∇gj

px˚, u˚
q ‰ 0, j P Ig.

Para obter condições necessárias de primeira ordem para o problema pP1q

usando o formalismo de Dubovitskii-Milyutin precisamos determinar, no processo ótimo
px˚, u˚

q, os cones das direções de descida da função objetivo pDpF0, px
˚, u˚

qqq, das direções
tangentes a QE pT pQE, px

˚, u˚
qqq e das direções factíveis a QI pV pQI , px

˚, u˚
qqq, juntamente

com seus cones duais denotados por DpF0, px
˚, u˚

qq
˚, T pQE, px

˚, u˚
qq

˚ e V pQI , px
˚, u˚

qq
˚.

Os quais serão determinados a seguir.
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2.2.2 Construção do cone de descida DpF0, px
˚, u˚

qq e seu dual

O conjunto DpF0, px
˚, u˚

qq é um cone aberto com vértice na origem, gerado
pelas direções de descida de F0 em px˚, u˚

q. Como F0 é diferenciável em px˚, u˚
q, se

∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, então pelo Teorema 1.6. o cone de descida é definido por

DpF0, px
˚, u˚

qq “ tps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ∇F0px˚, u˚

qps, tq ă 0u

“ tps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

N
ÿ

k“0
p∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jsk

`∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtkq ` ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

JsN`1 ă 0u. (2.5)

Pelo Teorema 1.5, seu cone dual é dado por

DpF0, px
˚, u˚

qq
˚

“ tl0 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ : l0ps, tq “ ´ξ∇F0px˚, u˚

qps, tq, ξ ě 0u

“ tl0 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ : l0ps, tq “ ´ξ

´
N
ÿ

k“0
p∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jsk

`∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtkq ` ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

JsN`1

¯

, ξ ě 0u. (2.6)

2.2.3 Construção do cone factível V pQI , px
˚, u˚

qq e seu dual

Nesta subseção, vamos determinar o cone factível V pQI , px
˚, u˚

qq, para isso,
precisamos construir os cones factíveis de V pQI1 , px

˚, u˚
qq e V pQI2 , px

˚, u˚
qq. Suponhamos

que ∇gj
px˚, u˚

q ‰ 0, para todo j P Ig e ∇ϕj
px˚, u˚

q ‰ 0, para todo j P Iϕ. Com estas
suposições, aplicamos a Observação 1.5 para determinar os cones factíveis V pQI1 , px

˚, u˚
qq

e V pQI2 , px
˚, u˚

qq. Assim

V pQI , px
˚, u˚

qq “ V pQI1px˚, u˚
qq

č

V pQI2 , px
˚, u˚

qq, (2.7)

onde
V pQI1 , px

˚, u˚
qq “

č

jPIϕ

V pQj
I2 , px

˚, u˚
qq,

V pQI2 , px
˚, u˚

qq “
č

jPIg

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq,

com

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0

`∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ă 0
)

, j P Iϕ, (2.8)

V pQj
I2 , px

˚, u˚
qq “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ∇xg

j
px˚, u˚

q
Js

`∇ug
j
px˚, u˚

q
Jt ă 0,

)

, j P Ig. (2.9)

Os cones V pQj
I1 , px

˚, u˚
q para todo j P Iϕ e V pQj

I2px˚, u˚
q para todo j P Ig foram obtidos

usando o item 3 da Observação 1.5. Agora aplicando o Teorema 1.5 temos que

V pQI1 , px
˚, u˚

q
˚

“

´

č

jPIϕ

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq

¯˚

“
ÿ

jPIϕ

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq

˚,
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com

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq

˚
“

!

l
j

2 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ : lj2ps, tq “ ´ηj

p∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 `

∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1q, ηj
ě 0

)

, j P Iϕ.

Assim, se l2 P V pQI1 , px
˚, u˚

qq
˚, dado ps, tq P V pQI1 , px

˚, u˚
qq, temos

l2ps, tq “
ÿ

jPIϕ

l
j

2ps, tq

“
ÿ

jPIϕ

´ηj
´

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1

¯

,

onde ηj
ě 0, j P Iϕ. Analogamente, para V pQI2 , px

˚, u˚
qq, se l̃2 P V pQI2 , px

˚, u˚
qq

˚ segue
que

l̃2ps, tq “
ÿ

jPIg

l̃j2ps, tq

“
ÿ

jPIg

´µj
´

∇xg
j
px˚, u˚

q
Js ` ∇xg

j
px˚, u˚

q
Jt

¯

, µj
ě 0, j P Ig.

Logo, se V pQI , px
˚, u˚

qq ‰ H, podemos aplicar o Lema 1.4 na equação (2.7). Assim, se
l2 P V pQI , px

˚, u˚
qq

˚, dado ps, tq P V pQI1 , px
˚, u˚

qq, temos

l2ps, tq “
ÿ

jPIϕ

´ηj
´

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1

¯

`
ÿ

jPIg

´µj
´

∇xg
j
px˚, u˚

q
Js ` ∇ug

j
px˚, u˚

q
Jt

¯

. (2.10)

2.2.4 Construção do cone tangente T pQE, px
˚, u˚

qq e seu dual

Por hipótese para cada k “ 0, . . . , N ` 2, FEk
é continuamente diferenciável.

Então, segue que FE é continuamente diferenciável, ou seja,

∇FEpx˚, u˚
qps, tq “

´

∇FE0px˚, u˚
qps, tq, . . . ,∇FEN`2px˚, u˚

qps, tq
¯

(2.11)

é contínuo e diferenciável. Suponhamos que ∇FEpx˚, u˚
q satisfaz a condição de posto

constante, então pela Proposição 1.1, temos

T pQE, px
˚, u˚

qq “ Nu∇FEpx˚, u˚
q. (2.12)

Para determinar o cone dual de T pQE, px
˚, u˚

qq, vamos considerar o operador W̄ : RnpN`2q
ˆ

RmpN`1q
Ñ RnpN`1q`rφ`rb , definido por

W̄ ps, tq “ pW̄0ps, tq, W̄1ps, tq . . . , W̄N`2ps, tqq,

onde
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• W̄kps, tq “ sk`1 ´ p∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtkq, k “ 0, . . . , N,

• W̄N`1ps, tq “ ∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1qs0 ` ∇xN`1φpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1,

• W̄N`2ps, tq “ ∇xbpx
˚, u˚

qs ` ∇ubpx
˚, u˚

qt.

Note que W̄ é linear e contínuo para todo k “ 0, . . . , N, e por p2.12q, temos

T pQE, px
˚, u˚

qq “ NuW̄ . (2.13)

Logo,
T pQE, px

˚, u˚
qq

˚
“ pNuW̄ q

˚
.

Seja W̄ ˚ : pRnpN`1q`rφ`rbq
˚

Ñ pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ o operador adjunto de W̄ , sabemos

que ImW̄ ˚
“ pNuW̄ q

K
“ pNuW̄ q

˚, onde a última igualdade segue aplicando o Teorema
1.4. na equação (2.13). Assim, para todo l1 P

´

T pQE, px
˚, u˚

qq

¯˚

, existe
pp, γ, λq P pRnpN`1q`rφ`rbq

˚
– RnpN`1q`rφ`rb , γ P Rrφ , p “ pp1, . . . , pN`1q P RnpN`1q,

λ P Rrb , tal que l1 “ W̄ ˚
p´p,´γ,´λq. Logo,

l1ps, tq “ xW̄ ˚
p´p,´γ,´λq, ps, tqy “ xp´p,´γ,´λq, W̄ ps, tqy

“

N
ÿ

k“0
x´pk`1, W̄kps, tqy ` x´γ, W̄N`1ps, tqy ` x´λ, W̄N`2ps, tqy

“

N
ÿ

k“0
x´pk`1, sk`1 ´ p∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtkqy

`x´γ,∇x0φpx˚, u˚
qs0 ` ∇xN`1φpx˚, u˚

qsN`1y ` x´λ,∇bpx˚, u˚
qps, tqy.

Portanto,

T pQE, px
˚, u˚

qq
˚

“

!

l1 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ :

l1ps, tq “

N
ÿ

k“0
xp̄k`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk ´ sk`1y

`x´γ,∇x0φpx˚, u˚
qs0 ` ∇xN`1φpx˚, u˚

qsN`1y

`x´λ,∇bpx˚, u˚
qps, tqy

)

. (2.14)

2.2.5 Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem

Nesta subseção apresentamos condições necessárias de primeira ordem para o
problema pP1q, as quais são uma versão discreta do Princípio do Máximo. Tais condições
são obtidas via formalismo de Dubovitskii-Milyutin.

Definimos a função Hamiltoniana associada ao problema pP1q por
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rrb ˆ Rrg Ñ R, k “ 0, . . . , N, definida por

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´

rb
ÿ

i“1
λibipx, uq ´

rg
ÿ

j“1
µjgjpx, uq.
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O seguinte teorema é um dos resultados importantes deste capítulo, pois é uma versão
discreta do princípio do máximo fraco. Além disso, as condições de primeira ordem
obtidas são mais gerais que na literatura (ver por exemplo [20], [21], [23], [40], [41]) pois
consideramos o problema pP1q o qual é um problema de controle ótimo discreto com
restrições que envolvem todos os estados e controles.

Teorema 2.1. (Princípio do Máximo Fraco Discreto) Seja px˚, u˚
q um processo ótimo

local de pP1q. Então, existe pp, ξ, λ, γ, µ, ηq P RnpN`1q
ˆ R ˆ Rrb ˆ Rrφ ˆ Rrg ˆ Rrϕ, não

todos nulos, ξ ě 0, µj
ě 0, i “ 1, . . . , rg, ηj

ě 0, j “ 1, . . . , rϕ, tais que as seguintes
condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq “

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q,

pN`1 “ ´

”

rb
ÿ

i“1
λi∇xN`1bpx

˚, u˚
q `

rg
ÿ

j“1
µj∇xN`1g

j
px˚, u˚

q

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇xN`1ϕjpx˚

0 , x
˚
N`1q

ı

´ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q.

(iii) Condição de estacionaridade:

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N.

(iv) Condição de complementaridade:

µjgj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rg,

ηjϕj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rϕ.

Demonstração: Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP1q. Para provar este teorema

vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: Se a derivada da função objetivo for nula (ou seja, ∇F0px˚, u˚
q “ 0), considerando

ξ “ 1, p “ 0, λ “ 0, γ “ 0, µ “ 0, η “ 0, as condições piq ´ pivq do teorema são satisfeitas.

Caso 2: Se a derivada da função objetivo não for nula (ou seja, ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0) e px˚, u˚

q

não é um processo regular, temos dois sub-casos:
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• Caso 2.1: Suponhamos que o item 1 da Definição 2.2 não é satisfeito. Conside-
remos que o posto

´

∇FEpx˚, u˚
q

¯

“ p. Então, para toda vizinhança V de px˚, u˚
q

existe px, uq P V tal que postop∇FEpx, uqq ą p. Deste modo, existe uma sequência
pxτ , uτ

q ÝÝÝÑ
τÑ8

px˚, u˚
q tal que

postop∇FEpx˚, u˚
qq ă postop∇FEpxτ , uτ

qq.

Consideremos Iτ como o subconjunto de índices dos vetores linhas que são linearmente
independentes de ∇FEpxτ , uτ

q, assim |Iτ | ą postop∇FEpx˚, u˚
qq. Seja C o conjunto

de índices das componentes da função FE, ou seja,

C “ tki : k “ 0, . . . , N ; i “ 1, . . . , nu Y tki : k “ N ` 1; i “ 1, . . . , rφu Y

tki : k “ N ` 2; i “ 1, . . . , rbu.

Sabemos que C é finito, assim o número total de subconjuntos é 2|C| e como Iτ Ă C,
então existe um subconjunto M Ă N, tal que Iτ “ Ī para todo τ P M , para um
certo Ī com |Ī| ą postop∇FEpx˚, u˚

qq. Como |Ī| ď npN ` 1q ` rφ ` rb e

|Ī| ď npN ` 1q ` rφ ` rb “ dim Im∇FEpx˚, u˚
q ` dim Im∇FEpx˚, u˚

q
K,

então,
Imp∇FEpx˚, u˚

qq
K

‰ t0u.

Como Nu∇FEpx˚, u˚
q

J
“ Imp∇FEpx˚, u˚

qq
K, então existe pl1, l2, l3q ‰ p0, 0, 0q tal

que ∇FEpx˚, u˚
q

J
pl1, l2, l3q “ 0 com l1 P RnpN`1q, l2 P Rrφ , l3 P Rrb . Lembremos que

∇FEpx˚, u˚
q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 I 0 . . . 0 0 B0 0 0 . . . 0
0 A1 I . . . 0 0 0 B1 0 . . . 0
0 0 A2 . . . 0 0 0 0 B2 . . . 0
... ...
0 0 0 . . . AN I 0 0 0 . . . BN

φx0 0 0 . . . 0 φxN`1 0 0 0 . . . 0
bx0 bx1 bx2 . . . bxN

bxN`1 bu0 bu1 bu2 . . . buN

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

onde Ak “ ´∇xk
fkpxk, ukq P Rnˆn, k “ 0, . . . , N , I P Rnˆn é a matriz identi-

dade; Bk “ ´∇uk
fkpxk, ukq P Rnˆm, k “ 0, . . . , N ; bxk

“ ∇xk
bpx, uq P Rrbˆn, k “

0, . . . , N`1; buk
“ ∇uk

bpx, uq P Rrbˆm, k “ 0, . . . , N ; φx0 “ ∇x0φpx0, xN`1q P Rrφˆn,
φxN`1 “ ∇xN`1φpx,0 , xN`1q P Rrφˆn.
Assim, considerando ξ “ 0, p “ l1, γ “ l2, λ “ l3, η “ 0, µ “ 0, as condições
piq ´ pivq são satisfeitas.

• Caso 2.2: Suponhamos que na Definição 2.2. o item 1 se cumpre mas o item 2 não
se cumpre. Então, pelo item 1 e pela Proposição 1.1, temos que

Nu ∇FEpx˚, u˚
q “ T pQE, px

˚, u˚
qq.
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Assim, o seguinte sistema

∇FEpx˚, u˚
qps, tq “ 0,

∇Gpx˚, u˚
qps, tq ă 0,

onde ∇Gpx˚, u˚
q “

«

∇gj
px˚, u˚

q|jPIg

∇ϕj
px˚, u˚

q|jPIϕ

ff

não possui solução. Pelo Teorema 1.3, temos

que existem pl1, l2, l3, l4, l5q P RnpN`1q
ˆ Rrb ˆ Rrφ ˆ R|Ig |

` ˆ R|Iϕ|

` , tais que

∇FEpx˚, u˚
q

J
pl1, l2, l3q ` ∇Gpx˚, u˚

q
J

pl4, l5q “ 0.

Assim, considerando ξ “ 0, p “ l1, γ “ l2, λ “ l3,

µj
“

#

lj4, para j P Ig,

0, para j P t1, . . . , rguzIg,

ηj
“

#

lj5, para j P Iϕ,

0, para j P t1, . . . , rϕuzIϕ,

as condições piq ´ pivq do teorema são satisfeitas.

Caso 3: Agora consideremos o caso em que ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0 e px˚, u˚

q é um processo
regular do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido, ou seja, px˚, u˚

q satisfaz a Definição 2.2.
Note que, o cone das direções de descida, cone das direções factíveis, o cone das direções
tangentes com seus respectivos cones duais, são dados da seguinte forma:

• Como F0px˚, u˚
q é continuamente diferenciável e ∇F0px˚, u˚

q é não nulo, então por
p2.5q, temos que

DpF0, px
˚, u˚

qq “ tps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ∇F0px˚, u˚

qps, tq ă 0u

“ tps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

N
ÿ

k“0
p∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jsk

`∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtkq ` ∇xN`1ψN`1pxN`1q
JsN`1 ă 0u.

O dual segue de p2.6q, ou seja,

DpF0, px
˚, u˚

qq
˚

“

!

l0 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ : l0ps, tq “ ´ξ∇F0px˚, u˚

qps, tq, ξ ě 0
)

“

!

l0 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ :

l0ps, tq “ ´ξ
N
ÿ

k“0
p∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jsk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtkq

´ξ∇xN`1ψN`1pxN`1q
JsN`1, ξ ě 0

)

.
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• O cone das direções factíveis foi determinado por (2.7) o qual é da seguinte forma

V pQI , px
˚, u˚

qq “

”

č

jPIϕ

V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq

ı

č

”

č

jPIg

V pQj
I2 , px

˚, u˚
qq

ı

,

onde V pQj
I1 , px

˚, u˚
qq e V pQj

I2 , px
˚, u˚

qq foram determinados pelas equações p2.8q e
p2.9q, respectivamente. Tais cones são dados por:

– para cada j P Iϕ,

V pQj
I , px

˚, u˚
qq “ tps, tq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q : ∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0

`∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ă 0u,

– para cada j P Ig,

V pQj
I2 , px

˚, u˚
qq “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ∇xg

j
px˚, u˚

q
Js

`∇ug
j
px˚, u˚

q
Jt ă 0

)

, j P Igpx˚, u˚
q.

Por p2.10q, temos que o dual é dado como

V pQI , px
˚, u˚

qq
˚

“
ÿ

jPIϕ

´ηj
´

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1

¯

`
ÿ

jPIg

´µj
´

∇xg
j
px˚, u˚

q
Js ` ∇ug

j
px˚, u˚

q
Jt

¯

.

• O cone tangente a QE foi determinado por p2.12q, o qual é da seguinte forma:

T pQE, px
˚, u˚

qq “ Nu∇FEpx˚, u˚
q.

Seu dual segue de p2.14q, ou seja,

T pQE, px
˚, u˚

qq
˚

“

!

l1 P pRnpN`2q
ˆ RmpN`1q

q
˚ :

l1ps, tq “

N
ÿ

k“0
xp̄k`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk ´ sk`1y

`x´γ,∇x0φpx˚, u˚
qs0 ` ∇xN`1φpx˚, u˚

qsN`1y

`x´λ,∇bpx˚, u˚
qps, tqy

)

.

Pela convexidade dos cones, o Teorema 1.10 pode ser aplicado. Assim, temos que existem
l0 P DpF0, px

˚, u˚
qq

˚, l1 P T pQE, px
˚, u˚

qq
˚ e l2 P V pQI , px

˚, u˚
qq

˚, não todos identicamente
nulos, tais que

l0 ` l1 ` l2 “ 0.

Para cada ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q, temos

l0ps, tq ` l1ps, tq ` l2ps, tq “ 0. (2.15)
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Dado que l0 P DpF0, px
˚, u˚

qq
˚, l1 P T pQE, px

˚, u˚
qq

˚ e l2 P V pQI , px
˚, u˚

qq
˚, substituindo

na equação (2.15), obtemos

´ξ
”

x∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q, s0y `

N
ÿ

k“1
x∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, sky `

N
ÿ

k“0
x∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, tky

`xψN`1px˚
N`1q, sN`1y

ı

`

N
ÿ

k“0
xpk`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk ´ sk`1y

`x´γ,∇x0φpx˚, u˚
qs0 ` ∇xN`1φpx˚, u˚

qsN`1y ` x´λ,∇bpx˚, u˚
qps, tqy

`
ÿ

jPIϕ

´ηj
´

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1

¯

`
ÿ

jPIg

´µj
´

∇xg
j
px˚, u˚

q
Js ` ∇ug

j
px˚, u˚

q
Jt

¯

“ 0.

Considerando ηj “ 0 para j R Iϕ e µj “ 0 para j R Ig, obtemos

´ξ
”

x∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q, s0y `

N
ÿ

k“1
x∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, sky `

N
ÿ

k“0
x∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, tky

`x∇xN`1ψN`1px˚
N`1q, sN`1y

ı

`

N
ÿ

k“0
xpk`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk ´ sk`1y

`x´γ,∇x0φpx˚, u˚
qs0 ` ∇xN`1φpx˚, u˚

qsN`1y ` x´λ,∇bpx˚, u˚
qps, tqy

`x´η,∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1qs0 ` ∇xN`1ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1y

`x´µ,∇xgpx˚, u˚
qs ` ∇ugpx˚, u˚

qty “ 0.

Logo, desenvolvendo cada produto interno, e pelas propriedades de operadores adjuntos,
segue que

´ξ
”

x∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q, s0y `

N
ÿ

k“1
x∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, sky `

N
ÿ

k“0
x∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, tky

`x∇xN`1ψN`1px˚
N`1q, sN`1y

ı

` xp1,∇x0f0px˚
0 , u

˚
0qs0y ` x´p1, s1y `

N
ÿ

k“1
x´pk`1, sk`1y

`

N
ÿ

k“1
xpk`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsky `

N
ÿ

k“0
xpk`1,∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtky ` x´λ,∇x0bpx

˚, u˚
qs0y

`x´λ,
N
ÿ

k“1
∇xk

bpx˚, u˚
qsky ` x´λ,∇xN`1bpx

˚, u˚
qsN`1y ` x´λ,

N
ÿ

k“0
∇uk

bpx˚, u˚
qtky

`x´µ,∇x0gpx˚, u˚
qs0y ` x´µ,

N
ÿ

k“1
∇xk

gpx˚, u˚
qsky ` x´µ,∇xN`1gpx˚, u˚

qsN`1y

`x´µ,
N
ÿ

k“0
∇uk

gpx˚, u˚
qtky ` x´γ,∇x0φpx˚

0 , x
˚
N`1qs0y ` x´γ,∇xN`1φpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1y

`x´η,∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1qs0y ` x´η,∇xN`1ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1y “ 0.
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Rearranjando termos, obtemos

ξx∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q, s0y ´ xp1,∇x0f0px˚

0 , u
˚
0qs0y ` xλ,∇x0bpx

˚, u˚
qs0y

`xµ,∇x0gpx˚, u˚
qs0y ` xγ,∇x0φpx˚

0 , x
˚
N`1qs0y ` xη,∇x0ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qs0y

`ξ
N
ÿ

k“1
x∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq, sky `

N
ÿ

k“1
xpk, sky ´

N
ÿ

k“1
xpk`1,∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kqsky

`xλ,
N
ÿ

k“1
∇xk

bpx˚, u˚
qsky ` xµ,

N
ÿ

k“1
∇xk

gpx˚, u˚
qsky ` ξx∇xN`1ψN`1px˚

N`1q, sN`1y

`xpN`1, sN`1y ` xλ,∇xN`1bpx
˚, u˚

qsN`1y ` xµ,∇xN`1gpx˚, u˚
qsN`1y

`xγ,∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1qsN`1y ` xη,∇xN`1ϕpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1y

`ξ
N
ÿ

k“0
∇uk

xψkpx˚
k, u

˚
kq, tky ´

N
ÿ

k“0
xpk`1,∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtky ` xλ,

N
ÿ

k“0
∇uk

bpx˚, u˚
qtky

`xµ,
N
ÿ

k“0
∇uk

gpx˚, u˚
qtky “ 0.

Em continuação, agrupamos em relação a s0, sk, sN`1, t0, tk e tN ,

xξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q ´ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ` ∇x0bpx
˚, u˚

q
Jλ ` ∇x0gpx˚, u˚

q
Jµ

`∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, s0y `

N
ÿ

k“1
rxξ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

`pk ´ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ` ∇xk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇xk

gpx˚, u˚
q

Jµ, skys

`xpN`1 ` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q ` ∇xN`1bpx

˚, u˚
q

Jλ ` ∇xN`1gpx˚, u˚
q

Jµ

`∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇xN`1ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, sN`1y `

N
ÿ

k“0
xξ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

´∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ` ∇uk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇uk

gpx˚, u˚
q

Jµ, tky “ 0.

(2.16)

A igualdade (2.16) se cumpre para todo ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q. Em particular, se

ps, tq “ ps, 0q, obtemos

xξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q ´ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ` ∇x0bpx
˚, u˚

q
Jλ ` ∇x0gpx˚, u˚

q
Jµ

`∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, s0y `

N
ÿ

k“1
xξ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

`pk ´ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ` ∇xk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇xk

gpx˚, u˚
q

Jµ, sky

`xpN`1 ` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q ` ∇xN`1bpx

˚, u˚
q

Jλ ` ∇xN`1gpx˚, u˚
q

Jµ

`∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇xN`1ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, sN`1y “ 0.

(2.17)

Consideremos M “ rM0 M1 ¨ ¨ ¨ MN`1s e s “ rs0 s1 ¨ ¨ ¨ sN`1s
J onde

M0 “ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q ´ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ` ∇x0bpx
˚, u˚

q
Jλ ` ∇x0gpx˚, u˚

q
Jµ `

∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη,

Mk “ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` pk ´ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ` ∇xk
bpx˚, u˚

q
Jλ `

∇xk
gpx˚, u˚

q
Jµ, para k “ 1, . . . , N,

MN`1 “ pN`1 ` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q ` ∇xN`1bpx

˚, u˚
q

Jλ ` ∇xN`1gpx˚, u˚
q

Jµ

`∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇xN`1ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη.
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Logo, Ms “ 0 para todo s P RnpN`2q, então M “ 0, ou seja, Mk “ 0, k “ 0, . . . , N ` 1.
Isto significa que

∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη “ ∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

´∇x0bpx
˚, u˚

q
Jλ ´ ∇x0gpx˚, u˚

q
Jµ,

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇xk

bpx˚, u˚
q

Jλ

´∇xk
gpx˚, u˚

q
Jµ, para k “ 1, . . . , N,

pN`1 “ ´ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q ´ ∇xN`1bpx

˚, u˚
q

Jλ ´ ∇xN`1gpx˚, u˚
q

Jµ

´∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ´ ∇xN`1ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη.

Portanto, a equação adjunta e a condição de transversalidade são satisfeitas.
De maneira análoga, considerando agora ps, tq “ p0, tq na igualdade (2.16), obtemos

N
ÿ

k“0
xξ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ´ ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ` ∇uk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇uk

gpx˚, u˚
q

Jµ, tky “ 0.

Consideremos M̃ “ rM̃0 M̃1 ¨ ¨ ¨ M̃N s e t “ rt0 t1 ¨ ¨ ¨ tN s
J, onde

M̃k “ ξ∇uk
ψkp x˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ` ∇uk
bpx˚, u˚

q
Jλ

`∇uk
gpx˚, u˚

q
Jµ, para k “ 0, . . . , N.

Temos que M̃t “ 0 para todo t P RmpN`1q. Então M̃ “ 0, ou seja, M̃k “ 0 para
k “ 0, . . . , N . Isto significa que, para k “ 0, . . . , N ,

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bpx˚, u˚
q

Jλ ´ ∇uk
gpx˚, u˚

q
Jµ “ 0.

Portanto, a condição de estacionariedade é satisfeita.
A condição de complementaridade segue pelo fato que

ηj
“ 0, j P t1, . . . , rϕuzIϕ e µj

“ 0, j P t1, . . . , rguzIg.

■

Pode-se notar na demostração do Teorema 2.1 que se px˚, u˚
q é um processo

regular de tipo Mangasarian-Fromovitz estendido, então o multiplicador associado à função
objetivo é não nulo. Assim, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local do problema pP1q satisfazendo a

Definição 2.2. Então, as condições piq ´ pivq do Teorema 2.1 são cumpridas com ξ ą 0.

Demonstração: Se ∇F0px˚, u˚
q “ 0 segue pelo caso (1) da prova do Teorema 2.1 que

ξ ą 0. Se ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, da Definição 2.2 temos que existe ps, tq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q

tal que ∇FEpx˚, u˚
qps, tq “ 0 e ∇FIpx˚, u˚

qps, tq ă 0, ou seja,

T pQE, px
˚, u˚

qq
č

V pQI , px
˚, u˚

qq ‰ H.
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Então, pela Observação 1.8, temos que l0 ‰ 0, isto é,

ξ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0.

Como ξ ě 0 e ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, segue que ξ ą 0. ■ A seguir, apresentamos um exemplo

de processo regular de tipo Mangasarian-Fromovitz estendido.

Exemplo 2.2.

Minimizar px
p1q

0 q
2

` px
p2q

0 q
2

` pu
p1q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2

sujeito a x
p1q

1 “ x
p1q

0 ` u
p1q

0 ,

x
p2q

1 “ x
p2q

0 ` u
p2q

0 ,

x
p1q

2 “ x
p1q

1 ` u
p1q

1 ,

x
p2q

2 “ x
p2q

1 ` u
p2q

1 ,

x
p1q

0 ` x
p2q

2 “ 0,
px

p1q

0 ` x
p2q

2 q
2

“ 0,
x

p2q

0 ` x
p1q

1 ` u
p2q

0 ` u
p2q

1 “ 0,
x

p2q

0 ´ x
p2q

1 ´ x
p1q

2 ´ u
p2q

0 ´ u
p1q

1 ď 0,

onde xk “ px
p1q

k , x
p2q

k q P R2, k “ 0, 1, 2, e uk “ pu
p1q

k , u
p2q

k q P R2, k “ 0, 1.

Pode-se notar que px˚, u˚
q “ p0, 0q é um processo ótimo. Mostraremos que a

Definição 2.2 é satisfeita. Temos que ∇FEpx, uq é dada por

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 1 0 0 0 ´1 0 0 0
0 ´1 0 1 0 0 0 ´1 0 0
0 0 ´1 0 1 0 0 0 ´1 0
0 0 0 ´1 0 1 0 0 0 ´1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2px
p1q

0 ` x
p2q

2 q 0 0 0 0 2px
p1q

0 ` x
p2q

2 q 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

É fácil ver que esta matriz tem posto constante 6 em uma vizinhança do processo factível
p0, 0q. Além disso,

Nu∇FEp0, 0q “ spantv1, v2, v3, v4u,

onde v1 “ p´1, 1,´1, 1,´1, 1, 0, 0, 0, 0q
J, v2 “ p0,´1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0q

J,

v3 “ p0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0q
J, v4 “ p0,´1, 0,´1, 0, 0, 0, 0, 0, 1q

J.

Por outro lado, temos que ∇FIp0, 0q “ p0, 1, 0,´1,´1, 0, 0,´1,´1, 0q. Assim, considerando
z “ v2 ` v3, segue que z P Nu∇FEp0, 0q e

∇FIp0, 0q
Jz “ ´4 ă 0.
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Logo, a Definição 2.2 é satisfeita. Então, pelo Corolário 2.1, existem p P R4, γ P R2,

λ P R, µ P R e ξ ą 0, tais que as condições piq ´ pivq do Teorema 2.1 são satisfeitas. Em
particular, podemos considerar p “ 0, ξ “ 1, λ “ 0, γ “ p0 1q

J e µ “ 0.

Note que na Definição 2.2 o item 1 verifica a condição de posto constante em
todo o conjunto que envolve as restrições de igualdade. Assim, se este item for substituído
por cada subconjunto que envolve as restrições de igualdade, ele tem o mesmo posto em
um vizinhança de px˚, u˚

q, as condições piq ´ pivq do Teorema 2.1 são satisfeitas.

Definição 2.3. Seja px˚, u˚
q um processo factível de pP1q. Dizemos que px˚, u˚

q é um
processo regular do tipo posto constante-Mangasarian–Fromovitz (PC–MF) se:

1. Existe uma vizinhança V de px˚, u˚
q tal que todo subconjunto de

!

∇F 1
E0px, uq, . . . ,∇F n

E0px, uq, . . . ,∇F 1
EN

px, uq, . . . ,∇F n
EN

px, uq,

∇F 1
EN`1

px, uq, . . . ,∇F rb
EN`1

px, uq,∇F 1
EN`2

px, uq, . . . ,∇F rφ

EN`2
px, uq

)

tem posto constante para cada px, uq em V.

2. Existe ps, tq P Nu∇FEpx˚, u˚
q tal que

∇gj
px˚, u˚

q
J

ps, tq ă 0, j P Ig, (2.18)
∇x0ϕ

j
px˚, u˚

q
Js0 ` ∇xN`1ϕ

j
px˚, u˚

q
JsN`1 ă 0, j P Iϕ, (2.19)

onde s “ ps0, . . . , sN`1q, t “ pt0, . . . , tN q.

Assim, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2. Se px˚, u˚
q é uma solução ótima do problema pP1q satisfazendo a Definição

2.3, então as condições piq ´ pivq do Teorema 2.1 são cumpridas com ξ ą 0.

Observação 2.4. Podemos ver que a Definição 2.3 implica a Definição 2.2. Por isso a
demonstração do Corolário 2.2 é trivial.

As condições necessárias de otimalidade de primeira ordem obtidas no Teorema
2.1 estão em função da Hamiltoniana e esta depende de todos os estados e controles ótimos
em cada período, isto acontece, pelo fato que as restrições mistas são dadas de forma
geral. Além disso, as condições não degeneradas, foram obtidas usando uma definição
de regularidade que envolve a dinâmica. Uma pergunta interessante é: Com a estrutura
do problema de controle ótimo discreto podemos obter condições não degeneradas por
período (isto é, a função Hamiltoniana dependa de cada estado e controle por período),
considerando uma definição de processo regular somente sob as restrições sem envolver a
dinâmica explicitamente? Os seguintes corolários respondem esta pergunta.
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Consideremos o problema de controle ótimo discreto com restrições mistas por
período, de igualdade e desigualdade

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
gkpxk, ukq ď 0, k “ 0, . . . , N,
ϕpx0q ď 0,

pP2q

onde bk : Rn
ˆ Rm

Ñ Rrbk , gk : Rn
ˆ Rm

Ñ Rrgk , k “ 0, . . . , N, φ : Rn
Ñ Rrφ

ϕ : Rn
Ñ Rrϕ , e as outras funções são definidas como no problema pP1q. Definamos os

seguintes conjuntos de índices:
Igk

px˚, u˚
q “

!

j P t1, . . . , rgk
u : gkpx˚

k, u
˚
kq “ 0

)

,

Īϕpx˚, u˚
q “ tj P t1, . . . , rϕu : ϕpx˚

0q “ 0u.

Observação 2.5. Sem perda de generalidade, possivelmente rearranjando índices, supo-
nhamos que os conjuntos das restrições ativas é dado por:

Igk
“ t1, . . . , |Igk

|u, k “ 0, . . . , N ;
Īϕ “ t1, . . . , |Īϕ|u.

Consideremos as seguintes hipóteses:

S1: O conjunto
!

∇φ1
px˚

0q, . . . ,∇φrφ̂px˚
0q,∇ϕ1

px˚
0q, . . . ,∇ϕ|Īϕ|

px˚
0q

)

é linearmente inde-
pendente.

S2 : Para cada k “ 0, . . . , N, a seguinte matriz
”

∇ub
1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇ub

rbk
k px˚

k, u
˚
kq ∇ug

1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇ug

|Igk
|

k px˚
k, u

˚
kq

ı

tem posto completo.

Lema 2.1. Se px˚, u˚
q é um processo factível de pP2q e valem as hipóteses S1 e S2, então

px˚, u˚
q é um processo regular do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido.

Demonstração: De fato, o problema pP2q pode ser reescrito como o seguinte problema
de Programação Não Linear:

minimizar F0px, uq

sujeito a FEpx, uq “ 0,
FIpx, uq ď 0,

pP̄2q

onde
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• F0 : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ R é definida por

F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q;

• FE : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ RnpN`2q`rφ ˆ Rprb0 `...`rbN
q é dada por

FEpx, uq “ pF̄Epx, uq, F̂Epx, uqq,

com
F̄Epx, uq “ pF̄E0px, uq, F̄E1px, uq, . . . , F̄EN`1px, uqq,

F̄Ek
px, uq “ xk`1 ´ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F̄ i
Ek

px, uq “ xi
k`1 ´ f i

kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , n,
F̄Ek

px, uq “ φpx0q, k “ N ` 1,
F̄ i

Ek
px, uq “ φi

px0q, k “ N ` 1, i “ 1, . . . , rφ;
e

F̂Epx, uq “ pF̂E0px, uq, F̂E1px, uq, . . . , F̂EN
px, uqq,

F̂Ek
px, uq “ bkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F̂ i
Ek

px, uq “ bi
kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , rbk

;

• FI : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrϕ ˆ Rprg0 `...`rgk
q é determinada por:

FIpx, uq “ pF̄Ipx, uq, F̂Ipx, uqq

com
F̄Ipx, uq “ ϕpx0q,

F̄ j
I px, uq “ ϕj

px0q, j “ 1, . . . , |Īϕ|;
e

F̂Ipx, uq “ pF̂I0px, uq, F̂I1px, uq, . . . , F̂IN
px, uqq,

F̂Ik
px, uq “ gkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F̂ j
Ik

px, uq “ gj
kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, j “ 1, . . . , |Igk

|.

Mostraremos que px˚, u˚
q é um processo regular do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido:

• ∇FEpx, uq tem posto constante.
De fato, pelas hipóteses S1 e S2, temos que

Nup∇FEpx, uqq
J

“ t0u.
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Assim, posto(∇FEpx, uqq “ npN ` 1q ` rφ+prb0 ` . . . ` rbN
q) para cada px, uq P V,

onde V é uma vizinhança de px˚, u˚
q. Isto acontece pois,

∇FEpx˚, u˚
q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 I 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 B0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 A1 I 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 B1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 A2 I ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 B2 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ AN I 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 BN

φx0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
C0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 C̄0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 C1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 C̄1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 C2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 C̄2 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ CN 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 C̄N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

onde
– Ak “ ´∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq P Rnˆn, Bk “ ´∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq P Rnˆm, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , N ;

– φx0 “ ∇x0φpx˚
0q P Rrφˆn;

– I P Mnˆn é a matriz identidade;

– Ck “ r∇xk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇xk

b
rbk
k px˚

k, u
˚
kqs

J,

C̄k “ r∇uk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇uk

b
rbk
k px˚

k, u
˚
kqs

J, k “ 0, . . . , N.

Portanto, a condição piq da Definição 2.2 é satisfeita.

• Existe ps, tq P Nu∇FEpx˚, u˚
q tal que

∇x0ϕ
j
px˚

0q
Js0 ă 0, j P Īϕ, (2.20)

∇xk
gj

px˚
k, u

˚
kq

Jsk ` ∇uk
gj

px˚
k, u

˚
kq

Jtk ă 0, j P Igk
, k “ 0, . . . , N, (2.21)

onde s “ ps0, . . . , sN`1q, t “ pt0, . . . , tN q.

Isto segue do fato que o seguinte sistema

QQJz “ v,

onde

– Q “

ˆ

∇FEpx˚, u˚q

∇FIpx˚, u˚q

˙

P Rpα`βqˆpnpN`2q`mpN`1qq,

α “ npN ` 1q ` rφ `

N
ÿ

k“0
rbk
, β “ |Īϕ| `

N
ÿ

k“0
|Igk

|;

– z P Rα`β;
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– v “ pv1, v2q P Rα
ˆ Rβ, com

vi
1 “ 0, i “ 1, . . . , npN ` 1q ` rφ `

N
ÿ

k“0
rbk
,

vj
2 “ ´1, j “ 1, . . . , |Īϕ| `

N
ÿ

k“0
|Igk

|q,

tem solução única, pois QQJ é não singular. Assim, existe ps, tq P RnpN`2q
ˆRmpN`1q

da forma ps, tq “ QJz, tal que

∇FEpx˚, u˚
qps, tq “ 0,

∇ϕpx˚
0qs0 ă 0,

∇xk
gj

px˚
k, u

˚
kq

Jsk ` ∇uk
gj

px˚
k, u

˚
kq

Jtk ă 0, j P Igk
, k “ 0, . . . , N.

Logo, a condição piiq da Definição 2.2 é satisfeita.

■

Seja Hk : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

ˆ RnpN`1q
ˆ R ˆ Rprb0 `...`rbk

q
ˆ Rprg0 `...`rgk

q
Ñ R

a função Hamiltoniana associada ao problema pP2q, definida por

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJ

k bkpxk, ukq ´ µJ
k gkpxk, ukq,

para cada k “ 0, . . . , N.

O seguinte resultado é uma consequência direta do Corolário 2.1. Porém, as
condições necessárias de otimalidade não degeneradas de primeira ordem são obtidas sob
as hipóteses S1 e S2, as quais são condições que não envolvem a dinâmica explicitamente.

Corolário 2.3. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP2q. Suponhamos que a hipóteses

S1 e S2 são satisfeitas. Então, existem ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , η P Rrϕ , λk P Rrbk ,

k “ 0, . . . , N, µk P Rrgk , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as seguintes condições são
satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N,

isto é,
pk “ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0q

Jη “ ∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq,
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ou seja,
∇x0φpx˚

0q
Jγ ` ∇x0ϕpx˚

0q
Jη “ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N,

isto significa que, para cada k “ 0, . . . , N, temos

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk ´ ∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk “ 0.

(iv) Condição de folga e de não-negatividade:

µj
kg

j
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0, µj

k ě 0, j “ 1, . . . , rgk
, k “ 0, . . . , N,

ηjϕj
px˚

0q “ 0, ηj
ě 0, j “ 1, . . . , rϕ.

Demonstração: Como px˚, u˚
q é um processo ótimo do problema pP2q satisfazendo as

hipóteses S1 e S2, então pelo Lema 2.1 temos que px˚, u˚
q é um processo regular do tipo

Mangasarian–Fromovitz estendido. Portanto, o Corolário 2.3 é consequência direta do
Corolário 2.1. ■

No Corolário 2.3 foram obtidas condições não degeneradas sob a independência
linear dos gradientes das restrições mistas em relação ao controle. Continuaremos tra-
balhando somente com as restrições mistas de igualdade mas sob a condição de posto
constante nas derivadas parciais com relação ao controle. Neste caso vamos considerar o
seguinte problema de controle ótimo discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxn`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,

pP3q

onde as funções são definidas como no problema pP2q. Seja px˚, u˚
q P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q,

consideremos a hipótese:

S3 : Existe um escalar ρ ą 0 e uma vizinhança Bρ de x˚
0 tais que a matriz

”

∇φ1
px0q ¨ ¨ ¨ ∇φrφpx0q

ı

tem posto constante para todo x0 P Bρ.
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Definição 2.4. Seja postop∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kqq “ αk, k “ 0, . . . , N. A condição de posto cons-

tante no processo px˚, u˚
q é satisfeita se existem δk ą 0, k “ 0, . . . , N, e uma submatriz

contendo αk linhas de ∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq, isto é,

Γk “ r∇uk
bi1

k px˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇uk

b
iαk
k px˚

k, u
˚
kqs

J, ti1, . . . , iαk
u P t1, . . . , rbk

u,

tais que

(a) detpΓkΓJ
k q ‰ 0.

(b) t∇bj
kpxk, ukquYt∇biτ

k pxk, ukqu
αk
τ“1, tem posto constante igual a αk para cada pxk, ukq P

Bδk
, j P t1, . . . , rbk

uzti1, . . . , iαk
u.

Lema 2.2. Seja px˚, u˚
q um processo factível de pP3q. Se a hipótese S3 e a condição de

posto constante no processo px˚, u˚
q são satisfeitas, então px˚, u˚

q é um processo regular
do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido.

Demonstração: Reescrevemos o problema pP3q como:

minimizar F0px, uq

sujeito a FEpx, uq “ 0,
pP̄3q

onde

• F0 : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ R é dada por

F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q;

• FE : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ RnpN`2q`rφ ˆ Rprb0 `...`rbN
q é definida como

FEpx, uq “ pF̄Epx, uq, F̂Epx, uqq,

com
F̄Epx, uq “ pF̄E0px, uq, F̄E1px, uq, . . . , F̄EN`1px, uqq,

F̄Ek
px, uq “ xk`1 ´ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F̄ i
Ek

px, uq “ xi
k`1 ´ f i

kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , n,
F̄Ek

px, uq “ φpx0q, k “ N ` 1,
F̄ i

Ek
px, uq “ φi

px0q, k “ N ` 1, i “ 1, . . . , rφ;
e

F̂Epx, uq “ pF̂E0px, uq, F̂E1px, uq, . . . , F̂EN
px, uqq,

F̂Ek
px, uq “ bkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F̂ i
Ek

px, uq “ bi
kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , rbk

.
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Mostraremos que o processo factível px˚, u˚
q do problema pP3q é um processo regular do

tipo Mangasarian–Fromovitz estendido.
Segue diretamente da hipótese S3, da Definição 2.4 e da estrutura de ∇FEpx˚, u˚

q, que é
dada por

∇FEpx˚, u˚
q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 I 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 B0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 A1 I 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 B1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 A2 I ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 B2 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ AN I 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 BN

φx0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
C0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 C̄0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 C1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 C̄1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 C2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 C̄2 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ CN 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 C̄N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

onde Ak, Āk, Bk, B̄k, φx0 , Ck, C̄k, k “ 0, . . . , N, são as mesmas como na prova do Lema 2.1.

■

A função Hamiltoniana associada ao problema pP3q é denotada como:
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rprb0 `...`rbN
q

Ñ R, definida por

Hkpx, u, p, ξ, λq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJ

k bkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

O seguinte resultado mostra que o Teorema 2.3 para o caso particular de restrições mistas
por período de igualdade permanece válido sob a hipótese de posto constante no controle.

Corolário 2.4. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP3q. Suponhamos que a hipótese

S3 e a condição de posto constante no processo px˚, u˚
q são satisfeitas. Então, existem

ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , η P Rrϕ , λk P Rrbk , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as
seguintes condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λq,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.
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(iii) Condição de estacionariedade:

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λq “ 0, k “ 0, . . . , N.

Demonstração: Como px˚, u˚
q é um processo ótimo do problema pP3q satisfazendo a

hipótese S3 e a Definição 2.4, então pelo Lema 2.2 temos que px˚, u˚
q satisfaz a Definição

2.2. Portanto, é consequência direta do Corolário 2.1. ■

O Corolário 2.4 é muito importante pois podemos trabalhar com quantidade
grandes de restrições mistas e de contorno sem importarmos pela redundância, pois elas
podem ser colocadas em função de um conjunto de funções linearmente independentes.

A seguir apresentaremos alguns problemas de controle ótimos discreto onde as
hipóteses S1, S2, S3 e a condição tipo posto constante se cumprem.

Exemplo 2.3. O seguinte problema satisfaz as hipóteses S1 e S2.

Minimizar x
p1q

0 ` x
p2q

0 ` pu
p1q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2

sujeito a x
p1q

1 “ px
p1q

0 q
2

` pu
p1q

0 q
2, x

p2q

1 “ px
p2q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2,

x
p1q

2 “ px
p1q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2, x

p2q

2 “ px
p2q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2,

x
p1q

0 ` pu
p1q

0 q
2

` u
p2q

0 “ 0,
px

p1q

1 q
2

` u
p1q

1 “ 0,
x

p1q

0 ` x
p2q

0 ` u
p1q

0 ` pu
p2q

0 q
2

ď 0,
px

p2q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` u
p2q

1 ď 0,
x

p1q

0 ´ px
p2q

0 q
2

“ 0, xp1q

0 ´ x
p2q

0 ď 0,

onde xk “ px
p1q

k , x
p2q

k q P R2, k “ 0, 1, 2, e uk “ pu
p1q

k , u
p2q

k q P R2, k “ 0, 1. Pode-se notar
que px˚, u˚

q “ p0, 0q é um processo ótimo. Temos

b1
0px0, u0q “ x

p1q

0 ` pu
p1q

0 q
2

` u
p2q

0 ; b1
1px1, u1q “ px

p1q

1 q
2

` u
p1q

1 ,

g1
0px0, u0q “ x

p1q

0 ` x
p2q

0 ` u
p1q

0 ` pu
p2q

0 q
2; g1

1px1, u1q “ px
p2q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` u
p2q

1 ,

φ1
px0q “ x

p1q

0 ´ px
p2q

0 q
2; ϕ1

px0q “ x
p1q

0 ´ x
p2q

0 .

Então,
∇u0b

1
0px0, u0q “ p2up1q

0 , 1q
J, ∇u1b

1
1px1, u1q “ p1, 0q

J,

∇u0g
1
0px0, u0q “ p1, 2up2q

0 q
J, ∇u1g

1
1px1, u1q “ p2up1q

1 , 1q
J,

∇x0φ
1
px0q “ p1,´2xp2q

0 q
J, ∇x0ϕ

1
px0, u0q “ p1,´1q

J.

Assim, temos que

(a) t∇x0φ
1
p0q,∇x0ϕ

1
p0qu são linearmente independentes.

(b) t∇u0b
1
0px0, u0q,∇u0g

1
0p0, 0qu são linearmente independentes.

(c) t∇u1b
1
1p0, 0q,∇u1g

1
1p0, 0qu são linearmente independentes.
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Assim, de paq temos que a hipótese S1 é satisfeita e de pcq ´ pdq segue que a hipótese S2 é
satisfeita. Portanto, as condições piq ´ pivq do Teorema 2.3 são satisfeitas.

Exemplo 2.4. O seguinte exemplo verifica a condição de posto constante e S3.

Minimizar x
p1q

0 ` x
p2q

0 ` pu
p1q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2

sujeito a x
p1q

1 “ px
p1q

0 q
2

` pu
p1q

0 q
2, x

p2q

1 “ px
p2q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2,

x
p1q

2 “ px
p1q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2, x

p2q

2 “ px
p2q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2,

x
p1q

0 ` u
p2q

0 “ 0, px
p1q

0 ` u
p2q

0 q
2

“ 0,
px

p1q

1 q
2

` u
p1q

1 “ 0, px
p1q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2

“ 0,
x

p2q

1 ` pu
p1q

1 ` u
p2q

1 q
2

“ 0, xp2q

1 ` u
p1q

1 ` u
p2q

1 “ 0,
x

p1q

0 ` x
p2q

0 “ 0, px
p1q

0 ` x
p2q

0 q
2

“ 0,

onde xk “ px
p1q

k , x
p2q

k q P R2, k “ 0, 1, 2, e uk “ pu
p1q

k , u
p2q

k q P R2, k “ 0, 1. Pode-se notar
que px˚, u˚

q “ p0, 0q é um processo ótimo. Temos

b1
0px0, u0q “ x

p1q

0 ` u
p2q

0 , b2
0px0, u0q “ px

p1q

0 ` u
p2q

0 q
2,

b1
1px1, u1q “ px

p1q

1 q
2

` u
p1q

1 , b2
1px1, u1q “ px

p1q

1 q
2

` pu
p1q

1 q
2,

b3
1px1, u1q “ x

p2q

1 ` pu
p1q

1 ` u
p2q

1 q
2, b4

1px1, u1q “ x
p2q

1 ` u
p1q

1 ` u
p2q

1 ,

φ1
px0q “ x

p1q

0 ` px
p2q

0 q, φ2
px0q “ px

p1q

0 ` x
p2q

0 q
2.

Então,

∇u0b
1
0px0, u0q “ p0, 1q

J, ∇u0b
2
0px0, u0q “ p0, 2px

p1q

0 ` u
p2q

0 qq
J,

∇u1b
1
1px1, u1q “ p1, 0q

J, ∇u0b
2
1px1, u1q “ p2up1q

1 , 0q
J,

∇u1b
3
1px1, u1q “ p2pu

p1q

1 ` u
p2q

1 q, 2pu
p1q

1 ` u
p2q

1 qq
J, ∇u1b

4
1px1, u1q “ p1, 1q

J,

∇x0φ
1
px0q “ p1, 1q

J ∇x0φ
2
px0q “ p2px

p1q

0 ` x
p2q

0 q, 2px
p1q

0 ` x
p2q

0 qq
J.

Logo, temos

(a) t∇x0φ
1
p0q,∇x0φ

2
p0qu tem posto 1 para todo x0 em uma vizinhança de x˚

0 ;

(b) t∇u0b
1
0px0, u0q,∇u0b

2
0px0, u0qu tem posto 1 para todo px0, u0q em uma vizinhança de

p0, 0q;

(c) t∇u1b
1
1px1, u1q,∇u1b

2
1px1, u1q,∇u1b

3
1px1, u1q,∇u1b

4
1px1, u1qu tem posto 2 para todo

px0, u0q em uma vizinhança de p0, 0q.

Logo, de paq segue que a hipótese S3 é satisfeita, e a Definição 2.4 é satisfeita de pbq-pcq.
Portanto, as condições piq-pivq do Teorema 2.4 são satisfeitas.

Na seguinte seção adicionaremos ao problema pP1q restrições abstratas de
controle, e serão obtidas condições de otimalidade para este tipo de problemas.



Capítulo 2. Condições Necessárias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Ótimo Discreto 72

2.3 Condições Necessárias de Primeira Ordem para Problemas de
Controle Ótimo Discreto com Restrições Mistas e Abstratas no
Controle

Nesta seção, obteremos condições necessárias de primeira ordem para o seguinte
problema de controle ótimo discreto:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0, xN`1q “ 0,
bpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q “ 0,
gpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q ď 0,
ϕpx0, xN`1q ď 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,

pPAq

onde Uk é um conjunto convexo, fechado com interior não vazio, para cada k “ 0, . . . , N .
As demais funções são definidas como no problema pP1q.

O conjunto dos processos factíveis do problema pPAq será denotado por:

Q̃ “ QE X QI X QA,

onde QE e QI são definidos como no problema pP̄1q e

QA “ tpx, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : u P U, k “ 0, . . . , Nu,

com U “ U0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ UN .

Consideremos o seguinte problema que localmente é equivalente ao problema
pPAq por:

minimizar F0px, uq

sujeito a px, uq P Q̃ X V,
pP̄Aq

onde V é uma vizinhança de px˚, u˚
q.

2.3.1 Condição de regularidade para problemas de controle ótimo discreto
com restrições mistas e restrições abstratas

Introduziremos um conceito de regularidade para problemas do tipo pPAq, que
será utilizado no decorrer da seção.

Definição 2.5. Seja px˚, u˚
q um processo factível de pPAq, dizemos que px˚, u˚

q é um
processo regular do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido para o problema pPAq se:
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1. Existe uma vizinhança V de px˚, u˚
q tal que ∇FEpx, uq tem o mesmo posto para cada

px, uq P V .

2. Existe ps, tq P Nu∇FEpx˚, u˚
q com t “ αpu ´ u˚

q, u P intpUq, α ą 0, tal que

∇gj
px˚, u˚

q
J

ps, tq ă 0, j P Ig, (2.22)
∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ă 0, j P Iϕ, (2.23)

onde s “ ps0, . . . , sN`1q, t “ pt0, . . . , tN q.

Note que, DpF0, px
˚, u˚

qq, V pQI , px
˚, u˚

qq e T pQE, px
˚, u˚

qq, com seus respecti-
vos duais foram determinados nas subseções 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4, respectivamente.

A seguir caracterizamos o cone factível V pQA, px
˚, u˚

qq e seu dual.

2.3.2 Construção do cone factível V pQA, px
˚, u˚

qq e seu dual

Pelo Teorema 1.7, temos que

V pQA, px
˚, u˚

qq “ tpx, uq P RnpN`2q
ˆ RnpN`1q : u “ αpu ´ u˚

q, px, uq P intpQAqu. (2.24)

Logo, pelo Teorema 1.9, segue que

V pQA, px
˚, u˚

qq
˚

“ tlA P pRnpN`2q
ˆ RnpN`1q

q
˚ : lAps, tq “ p0, luptqq,

lu P pRnpN`1q
q

˚ e lupu˚
q ď lupuq, u P Uu. (2.25)

2.3.3 Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem

Nesta subseção apresentamos condições necessárias de otimalidade de primeira
ordem para o problema pPAq, usamos o formalismo de Dubovitskii-Milyutin para obter
tais condições.

Definimos a função Hamiltoniana para cada período k “ 0, . . . , N, associada
ao problema pPAq por
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rrb ˆ Rrg Ñ R, k “ 0, . . . , N, definida por

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´

rb
ÿ

i“1
λibipx, uq ´

rg
ÿ

j“1
µjgjpx, uq.

O seguinte teorema pode ser visto como uma generalização do Teorema 2.1 pois são
acrescentadas restrições abstratas no controle ao problema pP1q.

Teorema 2.2. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPAq. Então, existe pp, ξ, λ, γ, µ, ηq P

RnpN`1q
ˆRˆRrb ˆRrφ ˆRrg ˆRrϕ, não todos nulos, ξ ě 0, µj

ě 0, i “ 1, . . . , rg, ηj
ě 0,

j “ 1, . . . , rϕ, tais que as seguintes condições são satisfeitas:
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(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq “

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q,

pN`1 “ ´

”

rb
ÿ

i“1
λi∇xN`1bpx

˚, u˚
q `

rg
ÿ

j“1
µj∇xN`1g

j
px˚, u˚

q

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇xN`1ϕjpx˚

0 , x
˚
N`1q

ı

´ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N.

(iv) Condição de complementaridade:

µjgj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rg,

ηjϕj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rϕ.

Demonstração: Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPAq. Para provar este teorema

vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: Se a derivada da função objetivo for nula (ou seja, ∇F0px˚, u˚
q “ 0), considerando

ξ “ 1, p “ 0, λ “ 0, γ “ 0, µ “ 0, η “ 0, as condições piq ´ pivq do teorema são satisfeitas.

Caso 2: Se a derivada da função objetivo não for nula (ou seja, ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0) e px˚, u˚

q

não é um processo regular, temos os seguintes sub-casos.

• Caso 2.1: Suponhamos que o item 1 da Definição 2.5 não é satisfeito. Pelo Caso
2.1 da prova do Teorema 2.1, considerando os mesmos ξ, pk`1, γ, λ, µ, η, como em tal
caso, temos que, as condições piq ´ pivq são satisfeitas.

• Caso 2.2: Suponhamos que na Definição 2.5. o item 1 se cumpre mas para todo
ps, tq P Nu∇FEpx˚, u˚

q, mas não existe t “ αpu´u˚
q, u P intpUq, tal que ao menos

(2.22) ou (2.23) não são satisfeitas, então pelo Caso 2.2 do Teorema 2.1 as condições
piq ´ pivq são satisfeitas.

Caso 3: Agora consideremos o caso em que ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0 e px˚, u˚

q é um processo regular
do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido para o problema pPAq, ou seja, px˚, u˚

q satisfaz
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a Definição 2.5. Pela convexidade de DpF0, px
˚, u˚

qq, V pQI , px
˚, u˚

qq, T pQE, px
˚, u˚

qq, e
V pQA, px

˚, u˚
qq que foram determinados nas subseções 2.2.2 - 2.2.4 e 2.3.2, o Teorema 1.10

pode ser aplicado. Assim, temos que existem l0 P DpF0, px
˚, u˚

qq
˚, l1 P T pQE, px

˚, u˚
qq

˚,

l2 P V pQI , px
˚, u˚

qq
˚ e lA P V pQA, px

˚, u˚
q

˚, não todos identicamente nulos, tais que

l0 ` l1 ` l2 ` lA “ 0.

Para cada ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q, temos

l0ps, tq ` l1ps, tq ` l2ps, tq ` lAps, tq “ 0. (2.26)

Então,

lAps, tq “ ´l0ps, tq ´ l1ps, tq ´ l2ps, tq.

Logo, por (2.25) segue que

p0, luptqq “ ´l0ps, tq ´ l1ps, tq ´ l2ps, tq,

com lupu˚
q ď lupuq para todo u P U. Por (2.16), obtemos

p0, luptqq “ xξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q ´ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ` ∇x0bpx
˚, u˚

q
Jλ ` ∇x0gpx˚, u˚

q
Jµ

`∇x0φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, s0y `

N
ÿ

k“1
rxξ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

`pk ´ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ` ∇xk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇xk

gpx˚, u˚
q

Jµ, skys

`xpN`1 ` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q ` ∇xN`1bpx

˚, u˚
q

Jλ ` ∇xN`1gpx˚, u˚
q

Jµ

`∇xN`1φpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jγ ` ∇xN`1ϕpx˚
0 , x

˚
N`1q

Jη, sN`1y `

N
ÿ

k“0
xξ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

´∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ` ∇uk
bpx˚, u˚

q
Jλ ` ∇uk

gpx˚, u˚
q

Jµ, tky. (2.27)

As condições piq, piiq e pivq são obtidas da mesma forma que no Caso 2.3 do Teorema 2.1.
Por outro lado, para ps, tq “ p0, tq em (2.27), temos que

luptq “

N
ÿ

k“0
xξ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ´ ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ` ∇uk
bpx˚, u˚

q
Jλ

`∇uk
gpx˚, u˚

q
Jµ, tky.

Note que luptq “ ´

N
ÿ

k“0
x∇uk

Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, tky. Como lupuq ě lupu˚
q para todo u P U,

em particular para u “ pu˚
0 , . . . , u

˚
k´1, uk, u

˚
k`1, . . . , u

˚
N q, uk P Uk, k P t0, . . . , Nu, segue que

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq P NUk

pu˚
kq, ou seja,

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq ` NUk

pu˚
kq.

Portanto, as condições piq ´ pivq são satisfeitas.

■
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Corolário 2.5. Se px˚, u˚
q é uma processo ótimo local do problema pPAq satisfazendo a

Definição 2.5. Então, as condições piq ´ pivq do Teorema 2.2 são cumpridas com ξ ą 0.

Demonstração: Se ∇F0px˚, u˚
q “ 0, então, pelo Caso 1 da prova do Teorema 2.2 temos

que ξ ą 0. Suponhamos que ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0. Então, pela Definição 2.5 existe ps, tq P

RnpN`2q
ˆ RmpN`1q tal que ∇FEpx˚, u˚

qps, tq “ 0,∇FIpx˚, u˚
qps, tq ă 0 e t “ αpu ´ u˚

q,
u P intpUq, isto é,

T pQE, px
˚, u˚

qq
č

V pQI , px
˚, u˚

qq
č

V pQA, px
˚, u˚

qq ‰ H.

Então, pela Observação 1.8 temos que l0 ‰ 0, ou seja,

ξ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0.

Dado que ξ ě 0 e ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, então, ξ ą 0. ■

2.4 Condições Necessárias de Primeira Ordem para Problemas de
Controle Ótimo Discreto com Restrições Mistas por Período e
Restrições Abstratas de Controle: Uma Abordagem Alternativa

Nesta seção, vamos obter condições necessárias de primeira ordem para proble-
mas COD com restrições mistas por período de igualdade e desigualdade usando o método
aplicado em [26] - [29]. Primeiro serão obtidas condições necessárias não degeneradas de
primeira ordem para um problema do tipo pPAq, onde serão consideradas apenas a dinâmica
e as restrições abstratas de controle. Estas condições de otimalidade serão obtidas sem
nenhuma hipótese de regularidade. Depois, adicionando ao problema anterior as restrições
de estado inicial e sob a hipótese de posto constante nos gradientes destas restrições
obtemos condições necessárias não degeneradas de primeira ordem. Seguidamente, neste
último problema serão adicionadas as restrições mistas por período de igualdade e sob
a hipótese de posto constante tanto dos gradientes das restrições do estado inicial como
os gradientes em relação ao controle das restrições mistas por período, as condições não
degeneradas de otimalidade são verificadas. Finalmente, obtemos condições de otimalidade
para um problema de controle ótimo discreto com restrições abstratas de controle, de
estado inicial, mistas de igualdade e desigualdade, sob a mesmas hipóteses do problema
anterior.
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2.4.1 Condições necessárias de primeira ordem para problemas de controle
ótimo discreto com restrições abstratas de controle

Nesta subseção, obteremos condições necessárias de otimalidade de primeira
ordem para o seguinte problema:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,

pPA1q

onde Uk é um conjunto convexo, fechado com interior não vazio para cada k “ 0, . . . , N .
As demais funções são definidas como no problema pP1q.

Definimos a função Hamiltoniana associada ao problema pPA1q como
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R Ñ R, k “ 0, . . . , N, definida por

Hkpx, u, p, ξq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq.

No seguinte resultado, condições não-degeneradas de otimalidade para o problema pPA1q

são obtidas sem nenhuma hipótese de regularidade.

Corolário 2.6. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPA1q. Então, existe pp, ξq P

RnpN`1q
ˆ R, com ξ ą 0, tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξq “ 0,
pN`1 “ ´ξ∇xN`1ψN`1px˚

N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N,

onde NUk
pu˚

kq é o cone normal ao conjunto Uk no ponto u˚
k.

Demonstração: A existência de p P RnpN`1q e ξ ě 0, não todos nulos, satisfazendo as
condições piq ´ piiiq, segue do Teorema 2.2. Agora para mostrar que ξ ą 0, suponhamos
que ξ “ 0, então da equação adjunta e da condição de transversalidade temos que
pk “ 0, k “ 1, . . . , N ` 1, isto contradiz o fato que pp, ξq P RnpN`1q

ˆ R não são todos
nulos. Portanto, ξ ą 0.

■



Capítulo 2. Condições Necessárias de Otimalidade de Primeira Ordem para Problemas de Controle
Ótimo Discreto 78

2.4.2 Condições necessárias de primeira ordem para problemas de controle
ótimo discreto com restrições abstratas de controle e restrições de
estado inicial

Consideremos o seguinte problema:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,

pPA2q

onde φ : Rn
Ñ Rrφ é uma função continuamente diferenciável. As demais funções são

definidas como no problema pP1q.

Lembramos a hipótese S3:
S3 : Existe um escalar ρ ą 0 e uma vizinhança Bρ de x˚

0 tais que a matriz
”

∇φi
px0q ¨ ¨ ¨ ∇φrφpx0q

ı

tem posto constante para todo x0 P Bρ.

Neste caso, a função Hamiltoniana associada ao problema pPA2q coincide com
a função Hamiltoniana associada ao problema pPA1q, ou seja, é dada por:

Hkpx, u, p, ξq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

Teorema 2.3. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPA2q. Suponha que a hipótese

S3 é satisfeita. Então, existe pξ, p, γq P R ˆ RnpN`1q
ˆ Rrφ, ξ ą 0, tal que as seguintes

condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξq “ ∇φpx˚
0q

Jγ,

e

pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚
N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξq ` NUk

pu˚
q, k “ 0, . . . , N.
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Demonstração: Como px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pPA2q então existe ϵ ą 0

tal que
N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q ď

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

para todo processo factível px, uq com

}xk ´ x˚
k} ď ϵ, k “ 0, . . . , N ` 1, e }uk ´ u˚

k} ď ϵ, k “ 0, . . . , N .
Passo 1: (Colocando restrições redundantes em função de um conjunto line-
armente independente de restrições) Da hipótese S3 e considerando ρ1 “ mintρ, ϵu

temos que ∇φpx0q tem posto constante, digamos r1, para todo x0 P Bρ1 . Sem perda de
generalidade podemos supor que os primeiros r1 gradientes são linearmente independentes
(∇φ1px0q, . . . ,∇φr1px0q). Logo, para cada τ “ r1 ` 1, . . . , rφ, ∇φτ px0q é uma combinação
linear de ∇φ1px0q, . . . ,∇φr1px0q para todo x0 P Bρ1 . Além disso, para cada i “ 1, . . . , rφ,

φipx0q são continuamente diferenciáveis para todo x0 P Bρ1 . Aplicando o Lema 1.1 temos
que existem ρ2 ą 0, ρ3 ą 0, vizinhanças Bρ2 , Bρ3 de pφ1px˚

0q, . . . , φr1px˚
0qq e x˚

0 , respectiva-
mente, e funções continuamente diferenciáveis Φi : Bρ2 Ñ R tais que, para todo x0 P Bρ3

temos que pφ1px0q, . . . , φr1px0qq P Bρ2 e

φr1`ipx0q “ Φipφ1px0q, . . . , φr1px0qq, i “ 1, . . . , rφ ´ r1. (2.28)

Logo, para cada x0 P Bρ4 , obtemos

φpx0q “ pφ1px0q, . . . , φr1px0q,Φ1pφ1px0q, . . . , φr1px0qq, . . . ,

Φrφ´r1pφ1px0q, . . . , φr1px0qqq, (2.29)

onde ρ4 “ mintρ1, ρ3u. Além disso, para cada i “ 1, ¨ ¨ ¨ , rφ ´ r1, temos

Φipφ1px˚
0q, . . . , φr1px˚

0qq “ φr1`ipx
˚
0q “ 0,

de modo que,
Φip0, ¨ ¨ ¨ , 0q “ 0. (2.30)

Passo 2: (Restrições de igualdade englobadas por uma função implícita) Defina-
mos as seguintes funções b : Rn

Ñ Rr1 por:

bpx0q “ pφ1px0q, . . . .φr1px0qq,

e χ : Rn
ˆ Rr1 Ñ Rr1 como:

χpx0, yq “ bpx˚
0 ` x0 ` CJyq,

onde CJ
“ r∇φ1px˚

0q ¨ ¨ ¨ ∇φr1px˚
0qs.

Podemos ver que χp0, 0q “ bpx˚
0q “ pφ1px˚

0q, . . . .φr1px˚
0qq “ 0 e ∇yχp0, 0q “ CCJ é não

singular. Então, aplicando o Teorema da Função Implícita (Teorema 1.2), temos que
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existem escalares σ ą 0, θ ą 0, vizinhanças Bσ de 0 P Rn, Bθ de 0 P Rr1 e uma função
d : Bσ Ñ Bθ tais que

dp0q “ 0, (2.31)
χpx0, dpx0qq “ 0, para x0 P Bσ, (2.32)

∇dp0q “ ´rCCJ
s

´1∇bpx˚
0q. (2.33)

Escolhemos σ1 ą 0 e θ1 ą 0 satisfazendo

σ1 ă mintρ4, σu, θ1 ă mintθ,
ϵ

2u, σ1 ` }C}θ1 ă ϵ. (2.34)

Sem perda de generalidade, vamos considerar a função implícita d : Bσ1 Ñ Bθ1 .
Passo 3 (Problema auxiliar) Seja dado o seguinte problema auxiliar:

minimizar ψ0px0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0q `

N
ÿ

k“1
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a x1 “ f0px0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0q,

xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 1, . . . , N,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,
px ´ x˚, u ´ u˚

q P Bσ1 .

pP̄A2q

Mostraremos que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP̄A2q.

i) Mostraremos que px˚, u˚
q é um processo factível de pP̄A2q.

Dado que px˚, u˚
q é um processo ótimo de pPA2q, então

x˚
k`1 “ fkpx˚

k, u
˚
kq, k “ 0, . . . , N,

uk P Uk, k “ 0, . . . , N.

Como dp0q “ 0, segue que

x˚
1 “ f0px˚

0 ` CJdp0q, u˚
0q,

x˚
k`1 “ fkpx˚

k, u
˚
kq, k “ 1, . . . , N,

uk P Uk, k “ 0, . . . , N.

Assim, px˚, u˚
q é um processo factível de pP̄A2q.

ii) Agora mostraremos que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP̄A2q. Suponhamos

que existe um processo factível px̃, ũq com

}x̃0 ´ x˚
0} ă σ2, 0 ă σ2 ă σ1, (2.35)

}x̃k ´ x˚
k} ă σ2, 0 ă σ2 ă σ1, k “ 1, . . . , N ` 1, (2.36)

}ũk ´ u˚
k} ă ϵ1, 0 ă ϵ1 ă ϵ, k “ 1, . . . , N, (2.37)
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tais que

ψ0px̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0q, u0q `

N
ÿ

k“1
ψkpx̃k, ũkq ` ψN`1px̃N`1q

ă

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q. (2.38)

Como px̃, ũq é um processo factível do problema pP̄A2q, então

x̃1 “ f0px̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0q, ũ0q,

x̃k`1 “ fkpx̃k, ũkq, k “ 1, . . . , N,
ũk P Uk, k “ 1, . . . , N.

Consideremos
x̂0 “ x̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚

0q,

x̂k “ x̃k, k “ 1, . . . , N ` 1.

Por (2.34) e (2.35), temos que

}x̂0 ´ x˚
0} “ }x̃0 ´ x˚

0 ` CJ
0 dpx̃0 ´ x˚

0q}

ď }x̃0 ´ x˚
0} ` }CJdpx̃0 ´ x˚

0q}

ă σ1 ` }CJ
}}dpx̃0 ´ x˚

0q}

ă ϵ,

de (2.36), segue que

}x̂k ´ x˚
k} “ }x̃k ´ x˚

k} ă ϵ, k “ 1, . . . , N ` 1,

e por último de (2.37) temos

}ũk ´ u˚
k} ă ϵ, k “ 1, . . . , N.

Pela própria definição dos estados x̂k, k “ 0, . . . , N ` 1, a estrutura da dinâmica
do problema pP̄A2q é satisfeita, ou seja,

x̂k`1 “ fkpx̂k, ũkq, k “ 0, . . . , N.

De (2.29), (2.32) e (2.35), a condição de contorno φpx̂0q “ 0 é satisfeita, pois
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x̃0 P Bσ2 Ă Bσ1 e

φpx̂0q “ φpx̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qq

“ pφ1px̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qq, . . . , φrφpx̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚

0qqq

“ pbpx̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qq,Φ1pbpx̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚

0qq, . . . ,

Φrφ̄´r1pbpx̃0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qqqq

“ pbpx˚
0 ` x̃0 ´ x˚

0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qq,Φ1pbpx˚

0 ` x̃0 ´ x˚
0 ` CJdpx̃0 ´ x˚

0qq,

. . . ,Φrφ̄´r1pbpx˚
0 ` x̃0 ´ x˚

0 ` CJdpx̃0 ´ x˚
0qqqq

“ pχpx̃0 ´ x˚
0 , dpx̃0 ´ x˚

0qq,Φ1pχpx̃0 ´ x˚
0 , dpx̃0 ´ x˚

0qqq,

. . . ,Φrφ̄´r1pχpx̃0 ´ x˚
0 , dpx̃0 ´ x˚

0qqqq

“ 0.

A última igualdade segue das equações (2.30) e (2.32). Assim, px̂, ũq é um processo
factível de pP̄A2q e

N
ÿ

k“0
ψkpx̂k, ũkq ` ψN`1px̂N`1q ă

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q,

contradizendo o fato que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pPA2q. Portanto,

px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP̄A2q.

Passo 4:(Condições necessárias não degeneradas de primeira ordem) Considere-
mos a seguinte função Hamiltoniana para cada período:

Hkpx, u, p, ξq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq, k “ 1, . . . , N,

H̃0px, u, p, ξq “ pJ
1 f0px0 ` CJdpx0 ´ x˚

0q, u0q

´ξψ0px0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0q.

Assim, para k “ 1, . . . , N, temos que

∇xk
Hkpx, u, p, ξq “ ∇xk

fkpxk, ukq
Jpk`1 ´ ξ∇xk

ψkpxk, ukq, (2.39)
∇uk

Hkpx, u, p, ξq “ ∇uk
fkpxk, ukq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpxk, ukq. (2.40)

Para k “ 0, obtemos

∇x0H̃0px, u, p, ξq “ pI ` CJ∇dpx0 ´ x˚
0qq

J
r∇x0f0ppx0 ` CJdpx0 ´ x˚

0q, u0q
Jp1

´ξ∇x0ψ0ppx0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0qs, (2.41)

∇u0H̃0px, u, p, ξq “ ∇u0f0ppx0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0q

Jp1 ´

ξ∇u0ψ0ppx0 ` CJdpx0 ´ x˚
0q, u0q. (2.42)

Definindo H0px, u, p, ξq “ pJ
1 f0px0, u0q ´ ξψ0px0, u0q, derivando H0 em relação a x0 e u0

em px˚, u˚, p, ξq, substituindo em (2.41) e (2.42), respectivamente, obtemos

∇x0H̃0px˚, u˚, p, ξq “ pI ` CJ∇dp0qq
J∇x0H0px˚, u˚, p, ξq. (2.43)

∇u0H̃0px˚, u˚, p, ξq “ ∇u0H0px˚, u˚, p, ξq. (2.44)
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Vamos aplicar o Corolário 2.6 ao problema pP̄A2q. Como px˚, u˚
q é um processo ótimo

local de pP̄A2q, então, existe pξ, pq P R ˆ RnpN`1q, ξ ą 0, tal que as seguintes condições são
satisfeitas:

(i) Equação adjunta

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξq, k “ 1, . . . , N. (2.45)

(ii) Condição de transversalidade

∇x0H̃0px˚, u˚, p, ξq “ 0, (2.46)

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q. (2.47)

(iii) Condição de estacionariedade

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξq ` NUk

pu˚
kq, k “ 1, . . . , N, (2.48)

e
0 P ´∇u0H̃0px˚, u˚, p, ξq ` NU0pu˚

0q. (2.49)

A Equação adjunta do problema original é a mesma do problema auxiliar e é dada pela
equação (2.45). Substituindo a equação (2.43) em (2.46), obtemos

∇x0H0px˚, u˚, p, ξq ` ∇dp0q
JC∇x0H0px˚, u˚, p, ξq “ 0.

Logo, por (2.33) e considerando

γ “ ppCCJ
q

´1C∇x0H0px˚, u˚, p, ξq, 0q P Rr1 ˆ Rrφ´r1 ,

obtemos,
∇x0H0px˚, u˚, p, ξq “ ∇φpx˚

0q
Jγ. (2.50)

Portanto, a condição de transversalidade é dada pelas equações p2.47q e p2.50q. Por último,
pelas equações (2.40), (2.44), (2.48) e (2.49), temos a condição de estacionariedade, ou
seja,

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N.

Assim, fica provado o teorema. ■

Observação 2.6. No Passo 3 do problema auxiliar pP̄A2q, não caracterizamos o cone
factível de Bσ1 em px˚

´ x˚, u˚
´ u˚

q, pois p0, 0q P intpBσ1q, então V pBσ1 , px
˚, u˚

qq “

RnpN`2q
ˆ RmpN`1q, ou seja, qualquer direção é factível.
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2.4.3 Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem para proble-
mas de controle ótimo discreto com restrições abstratas de controle e
restrições de estado inicial e mistas por período de igualdade

A seguir consideremos o seguinte problema de controle ótimo discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,

pPA3q

onde bk : Rn
ˆ Rm

Ñ Rrbk , k “ 0, . . . , N, e as demais funções são definidas como no
problema pPA2q. Consideremos a função Hamiltoniana associado ao problema pPA3q por
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rprb0 `...`rbN
q

Ñ R, definida por

Hkpx, u, p, ξ, λq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJ

k bkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

O teorema a seguir é um dos resultados importantes deste capítulo, pois são obtidas
condições não degeneradas, considerando condições de qualificação nas restrições mistas e
de contorno sem envolver a dinâmica.

Teorema 2.4. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPA3q. Suponhamos que a hipótese

S3 e a condição de posto constante no processo px˚, u˚
q são satisfeitas. Então, existem

ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , λk P Rrbk , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as seguintes
condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λq,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N.
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Demonstração: Sabendo que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pPA3q, então, existe

ϵ ą 0 tal que

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q ď

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

para todo processo factível px, uq que satisfaz

}xk ´ x˚
k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N ` 1, e }uk ´ u˚

k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N .
Consideremos δ̄ “ mintϵ, δk, k “ 1, . . . , Nu. Pela condição piq da Definição 2.4, temos que
para cada k “ 0, . . . , N, o conjunto

!

∇ub
i1
k px˚

k, u
˚
kq, ¨ ¨ ¨ ,∇ub

iαk px˚
k, u

˚
kq

)

,

é linearmente independente, onde ti1, . . . , iαk
u P t1, . . . , rbk

u. Sem perda de generalidade,
possivelmente rearranjando índices, suponhamos que

!

∇ub
1
kpx˚

k, u
˚
kq, ¨ ¨ ¨ ,∇ub

αkpx˚
k, u

˚
kq

)

é linearmente independente. Assim,
!

∇b1
kpx˚

k, u
˚
kq, ¨ ¨ ¨ ,∇bαk

k px˚
k, u

˚
kq

)

(2.51)

é um conjunto linearmente independente.
Passo 1: (Colocando restrições redundantes em função de um conjunto de
funções linearmente independentes) Por p2.51q e da condição piiq da Definição 2.4,
temos, para cada k “ 0, ..., N,

∇bτk
k pxk, ukq “

αk
ÿ

i“1
ci

k∇bi
kpxk, ukq, τk “ αk ` 1, . . . , rbk

.

Temos que bk, k “ 0, . . . , N, são continuamente diferenciáveis para todo pxk, ukq P Bδ̄.

Então, aplicando o Lema 1.1 para cada τk, temos que existem escalares δ̄1
k, δ̄

2
k, vizinhanças

de Bδ̄1
k
, Bδ̄2

k
de

´

b1
kpx˚

k, u
˚
kq, . . . , bαk

k px˚
k, u

˚
kq

¯

e px˚
k, u

˚
kq, respectivamente, e funções continu-

amente diferenciáveis Φi
k : Bδ̄1

k
Ñ R, tais que

´

b1
kpxk, ukq, . . . , bαk

k pxk, ukq

¯

P Bδ̄1
k

para todo
pxk, ukq P Bδ̄2

k
, satisfazendo

bαk`i
k pxk, ukq “ Φi

kpb1
kpxk, ukq, . . . , bαk

k pxk, ukqq, i “ 1, . . . , rbk
´ αk. (2.52)

Por conseguinte, para cada i “ 1, . . . , rbk
´ αk, obtemos

Φi
k

´

b1
kpx˚

k, u
˚
kq, . . . , bαk

k px˚
k, u

˚
kq

¯

“ 0.

Assim,
Φi

kp0, . . . , 0q “ 0, i “ 1, . . . , rbk
´ αk. (2.53)
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Da mesma forma este passo é repetido para k “ 0, . . . , N.
Passo 2: (Restrições de igualdade englobadas por uma função implícita)
Definamos as seguintes funções χk : Rn

ˆ Rm
ˆ Rrαk Ñ Rrαk dadas por

χkpxk, uk, zkq “

´

b1
kpx˚

k ` xk, u
˚
k ` uk ` DJ

k zkq, . . . , bαk
k px˚

k ` xk, u
˚
k ` uk ` DJ

k zkq

¯

, (2.54)

onde DJ
k “

”

∇ub
1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇ub

αk
k px˚

k, u
˚
kq

ı

, k “ 0, . . . , N. Note que

χkp0, 0, 0q “

´

b1
kpx˚

k, u
˚
kq, . . . , bαk

k px˚
k, u

˚
kq

¯

“ 0

e ∇zk
χkp0, 0, 0q “ DkD

J
k é não singular, pois Dk tem posto completo, k “ 0, . . . , N .

Aplicando o Teorema da Função Implícita, temos que existem escalares δ̂1
k ą 0, δ̂2

k ą 0,
vizinhanças Bδ̂1

k
de 0 P Rn`m, Bδ̂2

k
de 0 P Rm e uma função dk : Bδ̂1

k
Ñ Bδ̂2

k
, k “ 0, . . . , N,

tais que

dkp0, 0q “ 0, (2.55)
χkpxk, uk, dkpxk, ukqq “ 0, para pxk, ukq P Bδ̂1

k
, (2.56)

∇dkp0, 0q “ ´rDkD
J
k s

´1∇xk,uk
χkp0, 0, 0q. (2.57)

Escolhemos δ̃ ą 0 e β̃ ą 0 satisfazendo

δ̃ ă mintδ̄, ϵ{2, δ̂1
k, k “ 0, . . . , Nu,

β̃ ă mintϵ{2, δ̂2
k, k “ 0, . . . , Nu, (2.58)

δ̃ ` }Dk}β̃ ă ϵ, k “ 0, . . . , N.

Sem perda de generalidade, vamos considerar as funções implícitas dk : Bδ̃ Ñ Bβ̃.

Passo 3: (Problema auxiliar) Consideremos o seguinte problema de controle ótimo
discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψ̄kpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ f̄kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N,
px ´ x˚, u ´ u˚

q P Bδ̃,

pP̄A3q

onde

• ψ̄kpxk, ukq “ ψkpxk, uk ` DJ
k dkpxk ´ x˚

k, uk ´ u˚
kqq, k “ 0, . . . , N,

• f̄kpxk, ukq “ fkpxk, uk ` DJ
k dkpxk ´ x˚

k, uk ´ u˚
kqq, k “ 0, . . . , N.

Mostraremos que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP̄A3q. Vemos claramente que

px˚, u˚
q é um processo factível de pP̄A3q. Suponhamos que existem um escalar ϵ1 com
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ϵ1 ă δ̃ “ mintδ̄, δ̂, σ2, δ̄
2
k, k “ 0, . . . , Nu e um processo factível px̄, ūq com

}x̄k ´ x˚
k} ă ϵ1, k “ 0, . . . , N ` 1, (2.59)

}ūk ´ u˚
k} ă ϵ1, k “ 1, . . . , N, (2.60)

tais que
N
ÿ

k“0
ψ̄kpx̄k, ūkq ` ψN`1px̄N`1q ă

N
ÿ

k“0
ψ̄kpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q. (2.61)

Dado que px̄, ūq é factível para pP̄A3q, se cumprem

x̄k`1 “ fkpx̄k, ūkq, k “ 0, . . . , N, (2.62)
φpx̄0q “ 0, (2.63)

ūk P Uk, k “ 0, . . . , N, (2.64)
px̄ ´ x˚, ū ´ u˚

q P Bδ̃. (2.65)

Consideremos ûk “ ūk `DJ
k dkpx̄k ´x˚

k, ūk ´u˚
kq, k “ 0, . . . , N. Por (2.58) e (2.60), obtemos

}ûk ´ u˚
k} “ }ūk ` DJ

k dkpx̄k ´ x˚
k, ūk ´ u˚

kq ´ u˚
k}

ă }ūk ´ u˚
k} ` }DJ

k }}dkpx̄k ´ x˚
k, ūk ´ u˚

kq}

ă ϵ, k “ 0, . . . , N. (2.66)

Por p2.56q e (2.65), para cada k “ 0, . . . , N, temos

0 “ χkpx̄k ´ x˚
k, ūk ´ u˚

k, dkpx̄k ´ x˚
k, ūk ´ u˚

kqq

“

´

b1
kpx˚

k ` x̄k ´ x˚
k, u

˚
k ` ūk ´ u˚

k ` DJ
k dkpx̄k ´ x˚

k, ūk ´ u˚
kqq, . . . ,

bαk
k px˚

k ` x̄k ´ x˚
k, u

˚
k ` ūk ´ u˚

k ` DJ
k dkpx̄k ´ x˚

k, ūk ´ u˚
kqq

¯

.

Assim, resulta que

bi
kpx̄k, ûkq “ 0, i “ 1, . . . , αk, k “ 0, . . . , N. (2.67)

Logo, por p2.52q, temos

bαk`i
k px̄k, ûkq “ Φi

k

´

b1
kpx̄k, ûkq, . . . , bαk

k px̄k, ûkq

¯

“ 0, i “ 1, . . . , rbk
´ αk, k “ 0, . . . , N. (2.68)

Por conseguinte, das equações p2.62q ´ p2.68q segue que px̄, ûq é um processo factível de
pPA3q. Assim, das equações p2.59q ´ p2.61q e (2.66), temos uma contradição ao fato de que
px˚, u˚

q é um processo ótimo local de pPA3q. Portanto px˚, u˚
q é um processo ótimo local

do problema pP̄A3q.
Passo 4:(Condições necessárias não degeneradas de primeira ordem) Agora
vamos obter condições necessárias de primeira ordem para o problema pP̄A3q. Para isso
aplicaremos o Teorema 2.3 no problema pP̄A3q.
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Consideremos para cada período k “ 0, . . . , N, a seguinte função Hamiltoniana
associada ao problema auxiliar: H̄k : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R Ñ R definida por

H̄kpx, u, p, ξq “ pJ
k`1fkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq

´ξψkpxk, uk ` DJ
k dkpxk ´ x˚

k, uk ´ x˚
kqq. (2.69)

Antes de obter condições necessárias de otimalidade para o problema pP̄A3q, vamos derivar
a função hamiltoniana em relação a xk e uk :

∇xk
H̄kpx, u, p, ξq “ ∇xk

fkpxk, uk ` DJ
k dkpxk ´ x˚

k, uk ´ x˚
kqq

Jpk`1

´ξ∇xk
ψkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq

´∇xk
dkpxk ´ x˚

k, uk ´ x˚
kq

JDk
´

´ ∇uk
fkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq
Jpk`1

`ξ∇uk
ψkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq

¯

,

∇uk
H̄kpx, u, p, ξq “

´

I ` DJ
k ∇uk

dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kq

¯J

”

∇uk
fkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq
Jpk`1

´ξ∇uk
ψkpxk, uk ` DJ

k dkpxk ´ x˚
k, uk ´ x˚

kqq

ı

.

De (2.57), temos

∇xk
dkp0, 0q “ ´

´

DkD
J
k

¯´1”

∇xk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq, . . . ,∇xk

bαk
k px˚

k, u
˚
kq,

ıJ

,

∇uk
dkp0, 0q “ ´

´

DkD
J
k

¯´1”

∇uk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq, . . . ,∇uk

bαk
k px˚

k, u
˚
kq

ıJ

.

Aplicando no processo ótimo px˚
k, u

˚
kq, obtemos:

∇xk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq “ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´

”

∇xk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq, . . . ,∇xk

bαk
k px˚

k, u
˚
kq

ı´

DkD
J
k

¯´1
Dk

”

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

ı

,

∇uk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq “

´

I ´ r∇uk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq, . . . ,∇uk

bαk
k px˚

k, u
˚
kqsrDkD

J
k s

´1Dk

¯

”

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

ı

.

Definindo λ̄k “ pDkDkq
´1Dk

´

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

¯

P Rαk , temos

∇xk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq “ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´

αk
ÿ

i“1
λ̄i

k∇xk
bi

kpx˚
k, u

˚
kq, (2.70)

∇uk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq “ ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´

αk
ÿ

i“1
λ̄i

k∇uk
bi

kpx˚
k, u

˚
kq. (2.71)
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Consideremos

λk “ pλ1
k, . . . , λ

rbk
k q, λi

k “ λ̄i
k, i “ 1, . . . , αk, λ

αk`i
k “ 0, i “ 1, . . . , rbk

´ qk.

Logo, nas equações (2.70) e (2.71) temos

∇xk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq “ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk, (2.72)
∇uk

H̄kpx˚, u˚, p, ξq “ ∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk. (2.73)

A seguir, obtemos condições necessárias de primeira ordem para o problema pP̄A3q. Como a
hipótese S4 é satisfeita e px˚, u˚

q é um processo ótimo do problema pP̄A3q, podemos aplicar
o Teorema 2.3 ao problema auxiliar pP̄A3q. Então, existem pξ, p, γq P R ˆ RnpN`1q

ˆ Rrφ ,
ξ ą 0, tais que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq, k “ 1, . . . , N. (2.74)

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H̄0px˚, u˚, p, ξq “ ∇φpx˚
0q

Jγ, (2.75)

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q. (2.76)

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
H̄kpx˚, u˚, p, ξq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N. (2.77)

Substituindo a equação (2.72) em (2.74) e (2.75), obtemos

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk, k “ 1, . . . , N, (2.78)
∇φpx˚

0q
Jγ “ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0. (2.79)

Agora, substituindo a equação (2.73) em (2.77), temos que

0 P ´p∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλkq

`NUk
pu˚

kq, k “ 0, . . . , N. (2.80)

Portanto, da equação (2.78) temos a condição piq, das equações (2.76) e (2.79) obtemos a
condição piiq, e da equação (2.80) temos a condição piiiq. Assim, o teorema fica provado.

■
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2.4.4 Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem para problemas
de controle ótimo discreto com restrições abstratas de controle, de
estado inicial e mistas por período de igualdade e desigualdade

No problema a seguir, vamos obter condições de otimalidade não degeneradas.
Estas condições serão obtidas da seguinte forma: primeiro estendemos a dimensão das
restrições de desigualdade completando com zeros até chegar à dimensão da maior restrição
de desigualdade, depois a estas restrições serão adicionadas variáveis de controle auxiliares,
obtendo assim um problema do tipo pPA3q e aplicando o Teorema 2.4, obtemos tais
condições. Vale ressaltar que não foi imposta hipótese alguma nas restrições de desigualdade.

Consideremos o seguinte problema de controle ótimo discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
gkpxk, ukq ď 0, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N.

pPA4q

Lembrando, o conjunto das restrições ativas é dado por:

Igk
“ tj P t1, . . . , rgk

u : gj
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0u.

Sem perda de generalidade, podemos supor que Igk
“ t1, . . . , |Igk

|u. Definimos a função
Hamiltoniana associada ao problema pPA4q por:
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rprb0 `...`rbN
q

ˆ Rprg0 `...`rgN
q

Ñ R dada por

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJ

k bkpxk, ukq ´ µJ
k gkpxk, ukq,

para cada k “ 0, . . . , N.

Teorema 2.5. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pPA4q. Suponhamos que a hipótese

S3 e a Definição 2.4 são satisfeitas. Então, existem ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , λk P Rrbk ,

k “ 0, . . . , N, µk P Rrgk , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as seguintes condições são
satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N,

isto é,
pk “ ∇xk

fkpx˚
k, u

˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk, k “ 1, . . . , N.
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(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq,

ou seja,
∇x0φpx˚

0q
Jγ “ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

0 P ´∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq ` NUk

pu˚
kq, k “ 0, . . . , N,

isto significa que, para cada k “ 0, . . . , N, temos

0 P ´p∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk ´ ∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµkq

`NUk
pu˚

kq.

(iv) Condição de folga e de não-negatividade:

µj
kg

j
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0, µj

k ě 0, j “ 0, . . . , rgk
, k “ 0, . . . , N.

Demonstração: Sabendo que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pPA4q, então, existe

ϵ ą 0 tal que
N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q ď

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

para todo processo factível px, uq que satisfaz

}xk ´ x˚
k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N ` 1, e }uk ´ u˚

k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N .
Seja k̂ P t0, . . . , Nu tal que |Igk̂

| “ maxt|Igk
|, k “ 0, . . . , Nu. Assim, para cada k “

0, . . . , N, definimos a seguinte função ḡk : Rn
ˆ Rm

Ñ R|Ig
k̂

|, dada por

ḡj
kpxk, ukq “

$

&

%

gj
kpxk, ukq, se j P Igk

,

0, se j R Igk
.

Para demonstrar o teorema vamos considerar os seguintes passos:
Passo 1: (Problema auxiliar) Consideremos o seguinte problema de controle ótimo
discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
ḡkpxk, ukq ` zk “ 0, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0,
zk P R

|Ig
k̂

|

` , k “ 0, . . . , N,
uk P Uk, k “ 0, . . . , N.

pP̄A4q
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Mostraremos que ppx˚, u˚
q, z˚

q é um processo ótimo de P̄A4 , onde z˚
k

j
“ 0, j P t1, . . . , |Igk̂

|u,

k “ 0, . . . , N.

(i) Claramente ppx˚, u˚
q, z˚

q é um processo factível de pP̄A4q.

(ii) ppx˚, u˚
q, z˚

q é um processo ótimo de pP̄A4q.

Demonstração por absurdo, suponhamos que ppx˚, u˚
q, z˚

q não é um processo ótimo
de pP̄A4q, isto é, existem ϵ̄ ą 0 com 0 ă ϵ̄ ă ϵ e um processo factível ppx̄, ūq, z̄q de
pP̄A4q tais que

N
ÿ

k“0
ψkpx̄k, ūkq ` ψN`1px̄N`1q ă

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q,

com }ppx̄, ūq, z̄q´ppx˚, u˚
q, z˚

q} ă ϵ̄. Como ppx̄, ūq, z̄q é um processo factível de pP̄A4q,
então

x̄k`1 “ fkpx̄k, ūkq, k “ 0, . . . , N, (2.81)
bkpx̄k, ūkq “ 0, k “ 0, . . . , N, (2.82)

ḡkpx̄k, ūkq ` z̄k “ 0, k “ 0, . . . , N, (2.83)
φpx̄0q “ 0, (2.84)

z̄k P R
|Ig

k̂
|

` , (2.85)
ūk P Uk, k “ 0, . . . , N. (2.86)

De (2.83) e (2.85), segue que

gj
kpx̄k, ūkq “ ´z̄j

k ď 0, k “ 0, . . . , N, j P Igk
. (2.87)

e
z̄j

k “ 0, k “ 0, . . . , N, j R Igk
.

Além disso, pela continuidade de gj
k (podemos diminuir ϵ̄ se necessário), temos que

gj
kpx̄k, ūkq ă 0, k “ 0, . . . , N, j P t1, . . . , rgk

uzIgk
. (2.88)

Portanto, de (2.81), (2.82), (2.84) e p2.86q ´ p2.88q, temos que px̄, ūq é um processo
factível de pP̄A4q com

N
ÿ

k“0
ψkpx̄k, ūkq ` ψN`1px̄N`1q ă

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q.

Isto contradiz o fato que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pPA4q. Concluímos

assim que ppx˚, u˚
q, z˚

q é um processo ótimo de pP̄A4q.
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Passo 2: Vamos verificar que as restrições de estado inicial do problema pP̄A4q satisfazem
a hipótese S3 e as restrições mistas de igualdade do problema pP̄A4q satisfazem a Definição
2.4.
Do enunciado do teorema, S3 é satisfeita. Considerando

b̂kpxk, uk, zkq “ pbkpxk, ukq, ḡkpxk, ukq ` zkq,

então

∇uk,zk
b̂kppxk, ukq, zkq “

«

∇uk
bkpxk, ukq 0

∇uk
ḡkpxk, ukq I

ff

.

Da matriz anterior podemos notar que as últimas rgk̂
linhas são linearmente independentes

em relação a qualquer linha e qualquer processo factível ppxk, ukq, zkq. Assim, para k “

0, . . . , N, para que a restrição b̂kpxk, uk, zkq satisfaça a Definição 2.4 é suficiente que a
Definição 2.4 seja satisfeita em bkpxk, ukq. Isto segue diretamente da hipótese.
Passo 3: (Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem) A função
Hamiltoniana do problema pP̄A4q é definida como:
Hk : RnpN`2q

ˆRmpN`1q
ˆRp|Ig

k̂
|pN`1qq

ˆRnpN`1q
ˆRˆRprb0 `...`rbN

q`p|Ig
k̂

|pN`1qq
Ñ R é dada

por:
Hkpx, u, z, p, ξ, λ̂q “ fkpxk, ukq

Jpk`1 ´ ξψkpxk, ukq ´ b̂kpxk, uk, zkq
Jλ̂k.

Aplicando o Teorema 2.4 no problema pP̄A4q, temos que existem ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ ,

λ̂k P Rrb̂k , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
b̂kpx˚

k, u
˚
kq

Jλ̂k, k “ 1, . . . , N. (2.89)

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J
´ ∇x0 b̂0px˚

0 , u
˚
0q

Jλ̂0, (2.90)

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q. (2.91)

(iii) Condição de estacionariedade:

p0, 0q P ´

´

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

b̂kpx˚
k, u

˚
kq

Jλ̂k,

´∇zk
b̂kpx˚

k, u
˚
kq

Jλ̂k

¯

` NUk
pu˚

kq ˆ R
|Ig

k̂
|

´ , k “ 0, . . . , N. (2.92)

Dado que b̂kpxk, uk, zkq “ pbkpxk, ukq, ḡkpxk, ukq ` zkq P Rrbk
`|Ig

k̂
|, k “ 0, . . . , N, e conside-

rando λ̂k “ pλk, µ̄kq P Rrbk
`|Ig

k̂
|, k “ 0, . . . , N, por (2.89) temos

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇xk
ḡkpx˚

k, u
˚
kq

Jµ̄k, k “ 1, . . . , N. (2.93)
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De (2.90) resulta

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0 ḡ0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ̄0. (2.94)

Dado que, para cada k “ 0, . . . , N, temos

ḡj
kpxk, ukq “ gj

kpxk, ukq, 1 ď j ď |Igk
|, e ḡkpxk, ukq “ 0, |Igk

| ` 1 ď j ď |Igk̂
|,

definindo µ̄k “ pµk, µ̃kq P R|Igk
|
ˆ R|Ig

k̂
|´|Igk

|, k “ 0, . . . , N, em (2.93) e (2.94), segue que

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk, k “ 1, . . . , N, (2.95)
∇x0φpx˚

0q
Jγ “ ∇x0f0px˚

0 , u
˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0. (2.96)

Por (2.92) e lembrando que a variável de controle para cada período neste caso é
puk, zkq, k “ 0, . . . , N, segue que

0 P ´p∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇uk
ḡkpx˚

k, u
˚
kq

Jµkq ` NUk
pu˚

kq, k “ 0, . . . , N, (2.97)
0 “ µ̄j

k ` wj
k, w

j
k P R´, k “ 0, . . . , N, j “ 1, . . . , |Igk̂

|. (2.98)

Tomando em consideração como foi definido ḡk e µ̄k, em (2.97), segue que

0 P ´p∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµkq ` NUk
pu˚

kq, k “ 0, . . . , N. (2.99)

Da forma que foi definido µ̄k, k “ 0, . . . , N, e como |Igk
| ď |Igk̂

|, k “ 0, . . . , N, em (2.98),
temos que

µj
k ě 0, k “ 0, . . . , N, j “ 1, . . . , |Igk

|.

Além disso, considerando µj
k “ 0, j P t1, . . . , rgk

uzIgk
, resulta

µj
kg

j
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0, µj

k ě 0, j “ 0, . . . , rgk
, k “ 0, . . . , N. (2.100)

Portanto, de (2.91), (2.95), (2.96),(2.99) e (2.100) as condições do teorema são satisfeitas.

■

No próximo capítulo serão obtidas condições necessárias de segunda ordem para
problemas de controle discreto tanto para restrições mistas gerais como para restrições
mistas por período.
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3 Condições Necessárias de Otimalidade de
Segunda Ordem para Problemas de Con-
trole Ótimo Discreto

Neste capítulo estudaremos condições necessárias de otimalidade de segunda
ordem para os problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas do tipo pP1q ´

pP4q. Primeiramente, obteremos condições necessárias de primeira e segunda ordem para
o problema pP1q segundo a teoria desenvolvida em [25], para isso determinaremos os
conjuntos de direções de descida de segunda ordem (D2

pF0, px
˚, u˚

q, ps, tqq), de direções
factíveis de segunda ordem (V 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqq), de direções tangentes de segunda
ordem (T 2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqq), e seus respectivos funcionais suporte, com base no Teorema
1.11 tais condições serão obtidas. Além disso, usaremos uma condição de regularidade a
qual, será utilizada na obtenção das condições necessárias não degeneradas. Por último,
serão obtidas condições necessárias de segunda ordem para os problemas pP2q ´ pP4q, por
meio de um problema auxiliar e a Proposição 1.1. Além disso, será dado um exemplo.

3.1 Condições Necessárias de Otimalidade de Segunda Ordem para
Problemas de Controle Ótimo Discreto com Restrições Mistas
Gerais

Nesta seção vamos obter condições necessárias de segunda ordem para o pro-
blema pP1q. Estas condições serão obtidas usando os conjuntos de direções de descida,
factíveis e tangentes, todos de segunda ordem, os quais foram estabelecidos nas Definições
1.16, 1.17 e 1.19, respectivamente, e será aplicado o Teorema 1.11. Para assegurar que
o multiplicador associado à função objetivo seja não nulo, será utilizada uma condição
de regularidade envolvendo a dinâmica, restrições mistas gerais e restrições de contorno,
tanto de igualdade como de desigualdade.

Antes de determinar os conjuntos de segunda ordem, vamos relembrar algumas
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notações que foram usadas no Capítulo 2 para o problema pP1q:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
φpx0, xN`1q “ 0,
bpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q “ 0,
gpx0, x1, ..., xN`1, u0, ..., uN q ď 0,
ϕpx0, xN`1q ď 0.

pP1q

Todas as funções são duas vezes continuamente diferenciáveis em relação a x e u.
O conjunto dos processos factíveis do problema pP1q foi denotado por:

Q “ QE X QI ,

onde

• QE “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

φpx0, xN`1q “ 0, bpx0, . . . , xN`1, u0, . . . , uN q “ 0
)

;

• QI “

´

č

jPIϕ

Qj
I1

¯

č

´

č

jPIg

Qj
I2

¯

, com

Iϕ “ tj P t1, . . . , rϕu : ϕj
px˚, u˚

q “ 0u;
Ig “ tj P t1, . . . , rgu : gj

px˚, u˚
q “ 0u;

Qj
I1 “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : ϕj

px0, xN`1q ď 0
)

, j P Iϕ;

Qj
I2 “

!

px, uq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q : gj

px0, ..., xN`1, u0, ..., uN q ď 0
)

, j P Ig.

O problema pP1q foi reescrito da seguinte maneira:

Minimizar F0px, uq

sujeito a FEpx, uq “ 0,
FIpx, uq ď 0,

pP̄1q

onde

• F0px, uq “

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q;

• FEpx, uq “ pFE0px, uq, FE1px, uq, . . . , FEN
px, uq, FEN`1px, uq, FEN`2px, uqq,

FEk
px, uq “ xk`1 ´ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,

F i
Ek

px, uq “ xi
k`1 ´ f i

kpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , n,
FEN`1px, uq “ φpx0, xN`1q,

F i
EN`1

px, uq “ φi
px0, xN`1q, i “ 1, . . . , rφ,

FEN`2px, uq “ bpx, uq,

F i
EN`2

px, uq “ bi
px, uq, i “ 1, . . . , rb;
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• FIpx, uq “ pFI1px, uq, FI2px, uqq,

FI1px, uq “ ϕpx0, xN`1q,

F j
I1px, uq “ ϕj

px0, xN`1q, j “ 1, . . . , rϕ,

FI2px, uq “ gpx, uq,

F j
I2px, uq “ gj

px, uq, j “ 1, . . . , rg.

Consideremos ainda os seguintes conjuntos de índices:

• Dado ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q tal que

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ď 0, j P Iϕ,

definimos

Jϕppx˚, u˚
q, ps, tqq “ tj P Iϕ : ∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0

`∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 “ 0u;

• Dado ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q tal que

N`1
ÿ

k“0
∇xk

gj
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jtk ď 0, j P Ig,

definimos

Jgppx˚, u˚
q, ps, tqq “ tj P Ig :

N`1
ÿ

k“0
∇xk

gj
px˚, u˚

q
Jsk

`

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jtk “ 0u.

Observação 3.1. Quando não houver perigo de confusão, vamos denotar Jϕppx˚, u˚
q, ps, tqq

por Jϕ e Jgppx˚, u˚
q, ps, tqq por Jg.

A seguir, vamos caracterizar os conjuntos D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq, V 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqq,
D2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqq e seus respectivos funcionais suportes.

3.1.1 Caracterização deD2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq e δ˚

plF0|D
2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqqq

Consideremos que D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H e suponhamos que a seguinte

condição é satisfeita:

N
ÿ

k“0

”

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jsk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtk

ı

` ∇ψN`1pxN`1q
JsN`1 ď 0.
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Então, pela Proposição 1.2, temos

D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq“

!

pw, vq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

N
ÿ

k“0

1
2

”

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

`2sJ
k ∇2

xk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

ı

`
1
2s

J
N`1∇2ψN`1px˚

N`1qsN`1

`

N
ÿ

k“0

”

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jwk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jvk

ı

`∇ψN`1pxN`1q
JwN`1 ă 0

)

. (3.1)

Além disso, pela Proposição 1.4, temos que, para lF0 P ΛpD2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqqq, existe

algum ξ ě 0, tal que

lF0ps, tq“

N
ÿ

k“0
ξ
”

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jsk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jtk

ı

` ξ∇ψN`1pxN`1q
JsN`1, (3.2)

e

δ˚
plF0 |D2

pF0, px
˚, u˚

q, ps, tqqq“´
1
2ξ

”
N
ÿ

k“0

´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

`2sJ
k ∇2

xk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`sJ
N`1∇2ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

. (3.3)

3.1.2 Caracterização de V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq e δ˚

plFI
|V 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqqq

Suponhamos que V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H, e as seguintes condições são

satisfeitas:

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1q ď 0, j P Iϕ, ∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1 ď 0, j P Iϕ;

gj
px˚, u˚

q ď 0, j P Ig,
N`1
ÿ

k“0
∇xk

gj
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jtk ď 0, j P Ig.

Então, pela Proposição 1.2, resulta

V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq “ V 2

pQI1 , px
˚, u˚

q, ps, tqq
č

V 2
pQI2 , px

˚, u˚
q, ps, tqq, (3.4)

onde

V 2
pQI1 , px

˚, u˚
q, ps, tqq “

č

jPIϕ

!

pw, vq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

1
2

”

sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`2sJ
N`1∇2

xN`1,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0

ı

` ∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0

`∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1 ă 0
)

,
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e

V 2
pQI2 , px

˚, u˚
q, ps, tqq“

č

jPIg

!

pw, vq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

1
2ps, tqJ∇2gj

px˚, u˚
qps, tq `

N`1
ÿ

k“0

”

∇xk
gj

px˚, u˚
q

Jwk

`

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jvk

ı

ă 0
)

.

Além disso, pela Proposição 1.4, temos que, para lFI
P ΛpV 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqqq, existem
µj

ě 0, j P Ig, e ηj
ě 0, j P Iϕ, tais que

lFI
ps, tq “

ÿ

jPIg

µj
”

N`1
ÿ

k“0
∇xk

gj
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jtk

ı

`
ÿ

jPIϕ

ηj
”

∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1

ı

, (3.5)

δ˚
plFI

|V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqqq “ ´

1
2s

J
0

”

ÿ

jPIϕ

ηj∇2
x0,x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

s0

´
1
2s

J
N`1

”

ÿ

jPIϕ

ηj∇2
xN`1,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

sN`1

´sJ
0

”

ÿ

jPIϕ

ηj∇2
x0,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

sN`1

´
1
2ps, tqJ

”

ÿ

jPIg

µj∇2gj
px˚, u˚

q

ı

ps, tq. (3.6)

Observação 3.2. Sabemos que os conjuntos V 2
pQI1 , px

˚, u˚
q, ps, tqq e V 2

pQI2 , px
˚, u˚

q, ps, tqq

são convexos e não vazios. Assim, o conjunto V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq é também convexo e

não vazio.

3.1.3 Caracterização de T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq e δ˚

plF0|T
2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqqq

Consideremos T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H e suponhamos que ∇FEpx, uq tem

posto constante para cada px, uq P U, onde U é uma vizinhança de px˚, u˚
q, FEpx˚, u˚

q “ 0
e ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q satisfaz as seguintes condições:

sk`1 “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk, k “ 0, . . . , N ;

0 “

N`1
ÿ

k“0
∇xk

bi
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

bi
px˚, u˚

q
Jtk, i “ 1, . . . , rb;

0 “ ∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇2

xN`1
φpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1, i “ 1, . . . , rφ.



Capítulo 3. Condições Necessárias de Otimalidade de Segunda Ordem para Problemas de Controle Ótimo
Discreto 100

Então, pela Proposição 1.3, temos

T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq“

!

pw, vq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

0 “
1
2

”

sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

`tJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

ı

´ wk`1 ` ∇xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jwk

`∇uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jvk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N ;

0 “
1
2ps, tqJ∇2bi

px˚, u˚
qps, tq ` ∇bi

px˚, u˚
q

J
pw, vq, i “ 1, . . . , rb;

0 “
1
2

”

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

φi
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

ı

`sJ
N`1∇2

xN`1,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0

`∇xN`1φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1, i “ 1, . . . , rφ

)

. (3.7)

Além disso, pela Proposição 1.4, temos que, para lFE
P ΛpT 2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqqq, existem
pk P Rn, k “ 1, . . . , N ` 1, λ P Rrb , γ P Rrφ tais que

lFE
ps, tq “ ´

N
ÿ

k“0

´

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯J

pk`1 `

N`1
ÿ

k“1
sJ

k pk

`

´
N`1
ÿ

k“0
∇xk

bi
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

bi
px˚, u˚

q
Jtk

¯J

λ

`

´

∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇xN`1φpx˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

¯J

γ, (3.8)

δ˚
plFE

|T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqqq“

N
ÿ

k“0

1
2

”

sJ
k

´
n

ÿ

i“0
pi

k`1∇2
xk,xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

¯

sk

`2tJk
´

n
ÿ

i“0
pi

k`1∇2
uk,xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

¯

sk

`tJk

´
n

ÿ

i“0
pi

k`1∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

¯

tk

ı

´
1
2ps, tqJ

´

rb
ÿ

i“1
λi∇2bi

px˚, u˚
q

¯

ps, tq

´
1
2

”

sJ
0

´

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

¯

s0

`2sJ
0

´

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1

¯

`sJ
N`1

´

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

xN`1,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q

¯

sN`1

ı

. (3.9)
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3.1.4 Condição de regularidade do tipo Ben-Tal´Zowe relaxada

Definimos o cone crítico associado ao problema pP1q por:

LpQ, px˚, u˚
qq “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

0 ě

N
ÿ

k“0
∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jtk ` ψN`1px˚
N`1q

JsN`1;

sk`1 “ ∇xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` ∇uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , n;

0 “

N`1
ÿ

k“0
∇xk

bi
px˚, u˚

qsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

bi
px˚, u˚

qtk, i “ 1, . . . , rb;

0 ě

N`1
ÿ

k“0
∇xk

gj
px˚, u˚

q
Jsk `

N
ÿ

k“0
∇uk

gj
px˚, u˚

q
Jtk, j P Ig;

0 “ ∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1, i “ 1, . . . , rφ;

0 ě ∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` ∇xN`1ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1, j P Iϕ

)

.

Consideremos a seguinte condição de regularidade.

Definição 3.1. Seja px˚, u˚
q um processo factível. Dizemos que px˚, u˚

q é um processo
regular do tipo Ben-Tal´Zowe relaxado se:

(i) Existe uma vizinhança V de px˚, u˚
q tal que ∇FEpx, uq tem o mesmo posto para cada

px, uq P V.

(ii) Para cada vetor ps, tq P LpQ, px˚, u˚
qq, existe um vetor pw, vq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q,

pw, vq ‰ p0, 0q, satisfazendo

0 “ sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

´wi
k`1 ` ∇xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

Jwk ` ∇uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jvk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N ;
0 “ ps, tqJ∇2bi

px˚, u˚
qps, tq ` ∇bi

px˚, u˚
q

J
pw, vq, i “ 1, . . . , rb;

0 ą ps, tqJ∇2gj
px˚, u˚

qps, tq ` ∇gj
px˚, u˚

q
J

pw, vq, j P Jgppx˚, u˚
qps, tqq;

0 “ sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

φi
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`2sJ
0 ∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1 ` ∇x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0

`∇xN`1φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1, i “ 1, . . . , rφ;
0 ą sJ

0 ∇2
x0,x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`2sJ
0 ∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1 ` ∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0

`∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1, j P Jϕppx˚, u˚
q, ps, tqq.

Observação 3.3. Na Definição 3.1 o item piiq assegura que V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H.
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3.1.5 Condições necessárias de otimalidade de primeira e segunda ordem

Lembrando que a função Hamiltoniana associada ao problema pP1q é dada por:
Hk : RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
ˆ RnpN`1q

ˆ R ˆ Rrb ˆ Rrg Ñ R definida como:

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJbpx, uq ´ µJgpx, uq, k “ 0, . . . , N.

A seguir enunciamos um dos teoremas mais importantes deste capítulo.

Teorema 3.1. Sejam px˚, u˚
q um processo ótimo local de problema pP1q, com LpQ, px˚, u˚

qq

‰ t0u e ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P LpQ, px˚, u˚
qq. Então existem ξ P R, p P

RnpN`1q, γ P Rrφ , λ P Rrb , µ P Rrg , η P Rrϕ , com ξ ě 0, µj
ě 0, j “ 1, . . . , rg,

ηj
ě 0, j “ 1, . . . , rϕ, tais que

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq “

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q,

pN`1 “ ´

”

rb
ÿ

i“1
λi∇xN`1b

i
px˚, u˚

q `

rg
ÿ

j“1
µj∇xN`1g

j
px˚, u˚

q

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇xN`1ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

´ξ∇xN`1ψpx˚
N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N.

(iv) Condição de complementaridade:

µjgj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rg,

ηjϕj
px˚, u˚

q “ 0, j “ 1, . . . , rϕ.

(v) Condição de segunda ordem de não negatividade:

´

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsk ` tJk ∇2

uk,uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk

ı

´

N
ÿ

k“0

”

2sJ
k ∇2

xk,uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk ´

N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

sJ
k ∇2

xk,xτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsτ

ı
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`

N
ÿ

k“0

N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

”

2sJ
k ∇2

xk,uτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtτ ` tJk ∇2

uk,uτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtτ

ı

`2
N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xN`1
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsN`1 ` tJk ∇2

uk,xN`1
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsN`1

ı

`sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

s0

`sJ
N`1

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

xN`1,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

xN`1,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

`ξ∇2
xN`1,xN`1

ψpx˚
N`1q `

rb
ÿ

i“1
λi∇2

xN`1,xN`1
bi

px˚, u˚
q `

rg
ÿ

j“1
µj∇2

xN`1,xN`1
gj

px˚, u˚
q

ı

sN`1

`2sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

ı

sN`1 ě 0.

Demonstração: Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP1q e ps, tq P LpΩ, px˚, u˚

qq.
Para provar este teorema vamos considerar os seguintes casos:
Caso 1: Se D2

pF0, px
˚, u˚

q, ps, tqq “ H. Então, para todo pw, vq P RnpN`2q
ˆ RnpN`1q,

temos

0 ď

N
ÿ

k“0

”

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jwk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jvk

ı

` ∇ψN`1pxN`1q
JwN`1

`

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk

`tJk ∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk

ı

` sJ
N`1∇2ψN`1px˚

N`1qsN`1. (3.10)

Em particular, para pw, vq que satisfaz
N
ÿ

k“0

”

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jwk ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jvk

ı

` ∇ψN`1px˚
N`1q

JwN`1 ď 0, (3.11)

temos que

0 ď

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk

`tJk ∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk

ı

` sJ
N`1∇2ψN`1px˚

N`1qsN`1. (3.12)

Além disso,

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq “ 0, k “ 0, . . . , N,

∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq “ 0, k “ 0, . . . , N, (3.13)

∇ψN`1px˚
N`1q “ 0.

De fato, considerando αpw, vq, em que α ą 0 e pw, vq satisfazendo p3.11q com desigualdade
estrita, substituindo na equação p3.10q e fazendo α Ñ 8, temos

0 ď ´8,
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o que é absurdo.
Portanto, tomando ξ “ 1, p “ 0, γ “ 0, λ “ 0, µ “ 0, η “ 0, temos

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ ´ψkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

Logo, por p3.13q, obtemos

∇xk
Hkpx˚, u˚, pk`1, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N,

∇uk
Hkpx˚, u˚, pk`1, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N.

Assim, as condições piq ´ pivq do teorema são satisfeitas. Por outro lado, a condição pvq

segue da equação p3.12q. Portanto, todas as condições do teorema são satisfeitas.
Caso 2: Este caso será dividido em dois sub-casos:

• Caso 2.1 Suponhamos que a condição piq da Definição 3.1 não é satisfeita, ou seja,
não existe uma vizinhança V de px˚, u˚

q tal que ∇FEpx, uq tem o mesmo posto para
cada px, uq P V. Então, a prova das condições piq ´ pivq se reduz ao Caso 2.1 da
prova do Teorema 2.1. Assim, existem p̄ P RnpN`2q, λ̄ P Rrb , γ̄ P Rrφ , tais que

∇FEpx˚, u˚
q

J
pp̄, γ̄, λ̄q “ 0.

Isto é,

´∇x0f0px0, u0q
Jp̄1 ` ∇x0φpx0, xN`1q

Jγ̄ ` ∇x0bpx, uq
Jλ̄ “ 0,

p̄k ´ ∇xk
fkpxk, ukq

Jp̄k`1 ` ∇xk
bpx, uq

Jλ̄ “ 0, k “ 1, . . . , N,
´∇uk

fkpxk, ukq
Jp̄k`1 ` ∇uk

bpx, uq
Jλ̄ “ 0, k “ 0, . . . , N.

Logo, considerando pξ, p, γ, λ, µ, ηq “ p0, p̄, γ̄, λ̄, 0, 0q, as condições piq ´ pivq são
satisfeitas. Seja ps, tq P LpQ, px˚, u˚

qq. Para mostrar a condição pvq, basta fazer o
produto interno entre y e z, onde:

y “ pȳ, ỹ, ŷq,

ȳ “ pȳ0, ȳ1, . . . , ȳN q,

ȳi “ pȳ1
i , . . . , ȳ

n
i q, i “ 1, . . . , N

ȳj
i “ psJ

0 ∇2
x0,x0f

j
i px˚

0 , u
˚
0qs0 ` 2sJ

0 ∇2
x0,u0f

j
i px˚

0 , u
˚
0qt0

`tJ0 ∇2
u0,u0f

j
i px˚

0 , u
˚
0qt0q, i “ 1, . . . , N, j “ 1, . . . , n,

ỹ “ pỹ1, . . . , ỹrbq,

ỹj
“ ps, tqJ∇2bj

px˚, u˚
qps, tq, j “ 1, . . . , rb,

ŷ “ pŷ1, . . . , ŷrφq,

ŷj
“ sJ

0 ∇x0,x0φ
j
px0, xN`1qs0 ` 2sJ

0 ∇x0,xN`1φ
j
px0, xN`1qsN`1

`sJ
N`1∇xN`1,xN`1φ

j
px0, xN`1qsN`1,
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z “ pz̄, z̃, ẑq,

z̄ “ pz̄0, z̄1, . . . , z̄N q,

z̄j
i “ pj

i , i “ 0, . . . , N, j “ 1, . . . , n,
z̃ “ pz̃1, . . . , z̃rbq,

z̃j
“ λj, j “ 1, . . . , rb,

ẑ “ pẑ1, . . . , ẑrφq

ẑj
“ γj, j “ 1, . . . , rφ.

Assim, temos os seguintes casos:

– Se o resultado desse produto é maior do que ou igual a zero, então a condição
pvq é satisfeita considerando pξ, p, γ, λ, µ, ηq “ p0, p̄, γ̄, λ̄, 0, 0q.

– Se o resultado desse produto é menor que zero, então a condição pvq é satisfeita
considerando pξ, p, γ, λ, µ, ηq “ p0,´p̄,´γ̄,´λ̄, 0, 0q. Note que as condições
piq ´ pivq continuam sendo satisfeitas após esta re-definição dos multiplicadores.

• Caso 2.2 Suponhamos que na Definição 3.1 a condição piq é satisfeita mas a condição
piiq não é satisfeita. Como a condição piq da Definição 3.1 é cumprida, então pela
Proposição 1.3, obtemos

T pQE, px
˚, u˚

qq “ Nup∇FEpx˚, u˚
qq. (3.14)

Além disso, para todo ps, tq P T pQE, x
˚
q, temos que

T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq “ tz P RnpN`2q`mpN`1q : ∇FEpx˚, u˚

qz

`
1
2∇2FEpx˚, u˚

qpps, tq, ps, tqq “ 0u. (3.15)

De (3.14), se ps, tq P T pQE, px
˚, u˚

qq, então

sk`1 “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk, k “ 0, . . . , N,

0 “ ∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

Js0 ` ∇xN`1φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

JsN`1, i “ 1, . . . , rφ,

0 “ ∇bi
px˚, u˚

q
J

ps, tq, i “ 1, . . . , rb.

Além disso, se pw, vq P T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq por (3.15), obtemos

0 “ sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` sJ

k ∇2
xk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk `

tJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk ´ wk`1 ` ∇xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

Jwk ` ∇uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jvk,

i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N ; (3.16)
0 “ sJ

0 ∇2
x0,x0φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

0 ∇2
x0,xN`1

φi
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`sJ
N`1∇2

xN`1,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

φi
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0 ` ∇xN`1φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1, i “ 1, . . . , rφ; (3.17)
0 “ ps, tqJ∇2bi

px˚, u˚
qps, tq ` ∇bi

px˚, u˚
q

J
pw, vq, i “ 1, . . . , rb. (3.18)
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Por outro lado, dado que a condição piiq da Definição 3.1 não é satisfeita, então não
existe pw, vq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q satisfazendo (3.16)-(3.18), tal que

0 ą ps, tqJ∇2gj
px˚, u˚

qps, tq ` ∇gj
px˚, u˚

q
J

pw, vq, j P Jg

e
0 ą sJ

0 ∇2
x0,x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`sJ
0 ∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1 ` sJ

N`1∇2
xN`1,x0ϕ

j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0

`∇x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0 ` ∇xN`1ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1, j P Jϕ,

para algum ps, tq P LpQ, px˚, u˚
qq. Isto implica que existe algum ĵ P Jg ou

j̃ P Jϕ, tal que para todo pw, vq P RnpN`2q
ˆ RnpN`1q satisfazendo (3.16)-(3.18),

temos
0 ď ps, tqJ∇2gĵ

px˚, u˚
qps, tq ` ∇gĵ

px˚, u˚
q

J
pw, vq (3.19)

ou

0 ď sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j̃
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

ϕj̃
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`sJ
0 ∇2

x0,xN`1
ϕj̃

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1 ` sJ

N`1∇2
xN`1,x0ϕ

j̃
px˚

0 , x
˚
N`1qs0

`∇x0ϕ
j̃
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0 ` ∇xN`1ϕ
j̃
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1. (3.20)

Note que na equação (3.19) não podemos ter ∇gĵ
px˚, u˚

q
J

pw, vq ă 0 para todo
pw, vq P RnpN`2q

ˆ RnpN`1q. Assim, considerando em particular pw, vq “ ps, tq P

T pQE, px
˚, u˚

qq, temos que pelo menos um dos seguintes sistemas não possui solução:

0 “ ´wk`1 ` ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqwk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqvk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N ;

0 “ ∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qw0 ` ∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1qwN`1, i “ 1, . . . , rφ;

0 “ ∇bi
px˚, u˚

qpw, vq, i “ 1, . . . , rb;
0 ą ∇gĵ

px˚, u˚
q

J
pw, vq;

ou,

0 “ ´wk`1 ` ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqwk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqvk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N ;

0 “ ∇x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qw0 ` ∇xN`1φ

i
px˚

0 , x
˚
N`1qwN`1, i “ 1, . . . , rφ;

0 “ ∇bi
px˚, u˚

qpw, vq, i “ 1, . . . , rb;
0 ą ∇x0ϕ

j̃
px˚

0 , x
˚
N`1q

Jw0 ` ∇xN`1ϕ
j̃
px˚

0 , x
˚
N`1q

JwN`1.

Logo, pelo Teorema 1.3, temos que existe pl1, l2, l3, l4q P RnpN`1q
ˆ Rrb ˆ Rrφ ˆ R`,

tal que
∇FEpx˚, u˚

q
J

pl1, l2, l3q ` l4p∇gĵ
px˚, u˚

qq “ 0,

ou existe pl1, l2, l3, l5q P RnpN`1q
ˆ Rrb ˆ Rrφ ˆ R`, tal que

∇FEpx˚, u˚
q

J
pl1, l2, l3q ` l5p∇ϕj̃

px˚
0 , x

˚
N`1qq “ 0.
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Assim, considerando ξ “ 0, p “ l1,γ “ l2, λ “ l3, η “ 0 e

µj “

#

l4, para ĵ,
0, para j P t1, . . . , rguzĵ,

ou, ξ “ 0, p “ l1,γ “ l2, λ “ l3, µ “ 0 e

ηj “

#

l4, para j̃,
0, para j P t1, . . . , rϕuzj̃.

As condições piq ´ pivq do teorema são satisfeitas. Podemos ver que a condição pvq é
satisfeita, multiplicando cada coordenada de l1 com a equação (3.16), de l2 com a
equação (3.17), de l3 com a equação (3.18) e l4 com a equação (3.19) ou l5 com a
equação (3.20). Logo, somando os resultados obtemos a condição pvq do teorema.

Caso 3: Neste caso, vamos supor que vale a condição de regularidade dada na Defini-
ção 3.1, dado ps, tq P LpQ, px˚, u˚

qq, vamos considerar que D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H,

V 2
pFI , px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H (esta última segue da condição piiq da Definição 3.1) e

∇FEpx, uq tem posto constante para cada px, uq P V, onde V é uma vizinhança de px˚, u˚
q.

Assim, D2
pF0, px

˚, u˚
q, ps, tqq, V 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqq e T 2
pQE, px

˚, u˚
q, ps, tqq são convexos

e foram determinados pelas equações p3.1q, p3.4q e p3.7q, respectivamente. Então, aplicando
o Teorema 1.11, existem lF0 P ΛpD2

pF0, px
˚, u˚

q, ps, tqqq, lFI
P ΛpV 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqqq

e lFE
P ΛpT 2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqqq, não todos nulos, que satisfazem a equação de Euler-
Lagrange

lF0 ` lFI
` lFE

“ 0 (3.21)

e a desigualdade de Legendre

0 ě δ˚
plf |D2

pF0, px
˚, u˚

q, ps, tqqq ` δ˚
plf |V 2

pQI , px
˚, u˚

q, ps, tqqq

`δ˚
plf |T 2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqqq. (3.22)

Assim, para todo ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q na equação p3.21q, temos

lF0ps, tq ` lFI
ps, tq ` lFE

ps, tq “ 0.

Logo, considerando as equações p3.2q, p3.5q e p3.8q, de maneira análoga ao que foi feito no
Caso 3 na prova do Teorema 2.1, temos as condições piq ´ pivq do teorema.
Mostraremos a condição pvq. Das equações p3.3q, p3.6q, p3.9q e p3.22q temos

0 ď ξ
”

N
ÿ

k“0

´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

`sJ
N`1∇2ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

`

|Ig |
ÿ

j“1
µj

”

ps, tqJ∇2gj
px˚, u˚

qps, tq
ı

`

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj

”

sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

ϕj
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1
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`2sJ
0 ∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1

ı

`

N
ÿ

k“0

”

´

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk

`tJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯ı

`

rb
ÿ

i“1
λi

”

ps, tqJ∇2bi
px˚, u˚

qps, tq
ı

`

rφ
ÿ

i“1
γi

”

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1qs0 ` sJ

N`1∇2
xN`1,xN`1

φi
px˚

0 , x
˚
N`1qsN`1

`2sJ
0 ∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1qsN`1

ı

.

Logo, considerando µj
“ 0, j R Ig, η

j
“ 0, j R Iϕ, e rearranjando termos, obtemos

0 ď

N
ÿ

k“0

”

´

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯

` ξ
´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk

¯

`

rb
ÿ

i“1
λi

´

sJ
k ∇2

xk,xk
bi

px˚, u˚
qsk

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

sJ
k ∇2

xk,xk
gj

px˚, u˚
qsk

¯ı

`

N
ÿ

k“0

”

´

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

tJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

` ξ
´

tJk ∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

`

`

rb
ÿ

i“1
λi

´

tJk ∇2
uk,uk

bi
px˚, u˚

qtk

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

tJk ∇2
uk,uk

gj
px˚, u˚

qtk

¯ı

`

N
ÿ

k“0
2
”

´

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

` ξ
´

sJ
k ∇2

xk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`

`

rb
ÿ

i“1
λi

´

sJ
k ∇2

xk,uk
bi

px˚, u˚
qtk

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

sJ
k ∇2

xk,uk
gj

px˚, u˚
qtk

¯ı

`

N
ÿ

k“0

„ N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

”

rb
ÿ

i“1
λi

´

sJ
k ∇2

xk,xτ
bi

px˚, u˚
qsτ

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

sJ
k ∇2

xk,uτ
gj

px˚, u˚
qsτ

¯ı

ȷ

`

N
ÿ

k“0

N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

„

2
”

rb
ÿ

i“1
λi

´

sJ
k ∇2

xk,uτ
bi

px˚, u˚
qtτ

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

sJ
k ∇2

xk,uτ
gj

px˚, u˚
qtτ

¯ı

`

”

rb
ÿ

i“1
λi

´

tJk ∇2
uk,uτ

bi
px˚, u˚

qtτ

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

tJk ∇2
uk,uτ

gj
px˚, u˚

qtτ

¯ı

ȷ

`2
N
ÿ

k“0

”

rb
ÿ

i“1
λi

´

sJ
k ∇2

xk,xN`1
bi

px˚, u˚
qsN`1

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

sJ
k ∇2

xk,xN`1
gj

px˚, u˚
qsN`1

¯

`

rb
ÿ

i“1
λi

´

tJk ∇2
uk,xN`1

bi
px˚, u˚

qsN`1

¯

`

rg
ÿ

j“1
µj

´

tJk ∇2
uk,xN`1

gj
px˚, u˚

qsN`1

¯ı
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`sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

s0

`sJ
N`1

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

xN`1,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

xN`1,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

`ξ∇2
xN`1,xN`1

ψpx˚
N`1q `

rb
ÿ

i“1
λi∇2

xN`1,xN`1
bi

px˚, u˚
q `

rg
ÿ

j“1
µj∇2

xN`1,xN`1
gj

px˚, u˚
q

ı

sN`1

`2sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

ı

sN`1.

Assim, temos que

´

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsk ` tJk ∇2

uk,uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk

ı

´

N
ÿ

k“0

”

2sJ
k ∇2

xk,uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk ´

N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

sJ
k ∇2

xk,xτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsτ

ı

`

N
ÿ

k“0

N
ÿ

τ “ 0
k ‰ τ

”

2sJ
k ∇2

xk,uτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtτ ` tJk ∇2

uk,uτ
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtτ

ı

`2
N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇2

xk,xN`1
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsN`1 ` tJk ∇2

uk,xN`1
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsN`1

ı

`sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,x0φ
i
px˚

0 , x
˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0 , x
˚
N`1q

ı

s0

`sJ
N`1

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

xN`1,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

xN`1,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

`ξ∇2
xN`1,xN`1

ψpx˚
N`1q `

rb
ÿ

i“1
λi∇2

xN`1,xN`1
bi

px˚, u˚
q `

rg
ÿ

j“1
µj∇2

xN`1,xN`1
gj

px˚, u˚
q

ı

sN`1

`2sJ
0

”

rφ
ÿ

i“1
γi∇2

x0,xN`1
φi

px˚
0 , x

˚
N`1q `

rϕ
ÿ

j“1
ηj∇2

x0,xN`1
ϕj

px˚
0 , x

˚
N`1q

ı

sN`1 ě 0.

Portanto, a condição pvq é satisfeita.

■

Na demostração do Teorema 3.1 podemos notar que se a Definição 3.1 é
cumprida, por conseguinte o multiplicador associado à função objetivo é não nulo. Portanto,
temos o seguinte corolário.

Corolário 3.1. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local do problema pP1q satisfazendo a

Definição 3.1. Então, as condições piq ´ pvq do Teorema 3.1 se cumprem com ξ ą 0.

Demonstração: Se ∇F0px˚, u˚
q “ 0 segue pelo caso (1) da prova do Teorema 3.1 que

ξ ą 0. Se ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, da Definição 3.1 temos que existe ps, tq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q
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tal que
T 2

pQE, px
˚, u˚

q, ps, tqq
č

V 2
pQI , px

˚, u˚
q, ps, tqq ‰ H.

Então, pela Observação 1.11 temos que lF0 ‰ 0, ou seja,

ξ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0.

Dado que ξ ě 0 e ∇F0px˚, u˚
q ‰ 0, temos que ξ ą 0. ■

A seguir, apresentamos um exemplo de processo regular do tipo Ben-Tal´Zowe
relaxado.

Exemplo 3.1.

Minimizar px
p1q

0 q
2

` px
p2q

0 q
2

` pu
p1q

0 q
2

` pu
p2q

0 q
2

` pu
p1q

1 q
2

` pu
p2q

1 q
2

sujeito a x
p1q

1 “ x
p1q

0 ` u
p1q

0 , x
p2q

1 “ x
p2q

0 ` u
p2q

0 ,

x
p1q

2 “ x
p1q

1 ` u
p1q

1 , x
p2q

2 “ x
p2q

1 ` u
p2q

1 ,

x
p2q

0 ` x
p1q

1 ` u
p2q

0 ` u
p2q

1 “ 0,
x

p1q

0 ` x
p2q

2 “ 0, px
p1q

0 ` x
p2q

2 q
2

“ 0,
´px

p1q

0 q
2

´ px
p2q

0 q
2

´ px
p1q

1 q
2

´ px
p2q

1 q
2

´ px
p1q

2 q
2

´ px
p2q

2 q
2

´ pu
p1q

0 q
2

´ pu
p2q

0 q
2

´pu
p1q

1 q
2

´ pu
p2q

1 q
2

ď 0,

onde xk “ px
p1q

k , x
p2q

k q P R2, k “ 0, 1, 2, e uk “ pu
p1q

k , u
p2q

k q P R2, k “ 0, 1.

Pode-se notar que px˚, u˚
q “ p0, 0q é um processo ótimo. Mostraremos que a

Definição 3.1 é satisfeita. Temos que

∇FEpx, uq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 1 0 0 0 ´1 0 0 0
0 ´1 0 1 0 0 0 ´1 0 0
0 0 ´1 0 1 0 0 0 ´1 0
0 0 0 ´1 0 1 0 0 0 ´1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2px
p1q

0 ` x
p2q

2 q 0 0 0 0 2px
p1q

0 ` x
p2q

2 q 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

tem posto constante 6 em uma vizinhança do processo factível p0, 0q, ∇2F i
Epx, uq “ 0, i “
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1, . . . , 6, e

∇2F 7
Epx, uq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Logo, a condição (i) da Definição 3.1 é satisfeita. Além disso,

Nu∇FEp0, 0q “ spantv1, v2, v3, v4u

onde
v1 “ p´1, 1,´1, 1,´1, 1, 0, 0, 0, 0q

J,

v2 “ p0,´1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0q
J,

v3 “ p0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0q
J,

v4 “ p0,´1, 0,´1, 0, 0, 0, 0, 0, 1q
J.

Por outro lado, temos que

∇FIpx, uq “ p´2x1
0,´2x2

0,´2x1
1,´2x2

1,´2x1
2,´2x2

2,´2u1
0,´2u2

0,´2u1
1,´2u2

1q.

Logo,
∇FIp0, 0q “ 0,

∇2FIp0, 0q “ ´2I.

Assim, considerando z “ v2 ` v3, segue que z P Nu∇FEp0, 0q e
1
2ps, tqJ∇2F i

Ep0, 0qps, tq ` ∇F i
Ep0, 0qz “ 0, i “ 1, . . . , 7,

1
2ps, tqJ∇2F i

I p0, 0qps, tq ` ∇F i
Ep0, 0qz ă 0,

para todo ps, tq P LpQ, p0, 0qq, onde LpQ, p0, 0qq é dado por:

LpQ, p0, 0qq “ tps, tq P R6
ˆ R4 : sp1q

1 “ s
p1q

0 ` t
p1q

0 , s
p2q

1 “ s
p2q

0 ` t
p2q

0 , s
p1q

2 “ s
p1q

1 ` t
p1q

0 ,

s
p2q

2 “ s
p2q

1 ` t
p2q

0 , 0 “ s
p2q

0 ` s
p1q

1 ` t
p2q

0 ` t
p2q

1 , 0 “ s
p1q

0 ` s
p2q

2 u
,

sendo ps, tq “ ps
p1q

0 , s
p2q

0 , s
p1q

1 , s
p2q

1 , s
p1q

2 , s
p2q

2 , t
p1q

1 , t
p2q

1 , t
p1q

2 , t
p2q

2 q. Assim, a Definição 3.1 é satis-
feita. Então, pelo Corolário 3.1 existem p P R4, γ P R2, λ P R, µ ě 0 e ξ ą 0, tais que as
condições piq ´ pvq são satisfeitas.

Observação 3.4. Pode-se notar que o Exemplo 3.1 satisfaz a Definição 3.1 mas a Definição
2.2 não é satisfeita, isto segue do fato que ∇FIp0, 0q “ 0.
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3.2 Condições de Segunda Ordem para Problemas de Controle
Ótimo Discreto com Restrições Mistas por Período

Nesta seção apresentamos condições necessárias de segunda ordem para proble-
mas do tipo pP2q, os quais são problemas com restrições mistas por período. Relembrando
que o problema pP2q é dado da seguinte forma:

Minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bi

kpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , rbk
,

gj
kpxk, ukq ď 0, k “ 0, . . . , N, j “ 1, . . . , rgk

,

φi
px0q “ 0, i “ 1, . . . , rφ,

ϕj
px0q ď 0, j “ 1, . . . , rϕ,

pP2q

e a função Hamiltoniana

Hk : Rnp`2q
ˆ RmpN`1q

ˆ RnpN`1q
ˆ R ˆ Rprb0 `¨¨¨`rbN

q
ˆ Rprg0 `¨¨¨`rgN

q
Ñ R

é definida por:

Hkpx, u, p, ξ, λ, µq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq

´λJ
k bkpxk, ukq ´ µJ

k gkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

Consideremos o seguinte conjunto de direções críticas:

Cpx˚, u˚
q “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

si
k`1 “ ∇xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

Jsk ` ∇uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jtk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N,
0 “ ∇xk

bi
kpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kqtk, i “ 1, . . . , rbk

, k “ 0, . . . , N,
0 “ ∇xk

gj
kpx˚

k, u
˚
kq

Jsk ` ∇uk
gj

kpx˚
k, u

˚
kq

Jtk, j P Igk
, k “ 0, . . . , N,

0 “ ∇x0φ
i
px0q

Js0, i “ 1, . . . , rφ,

0 “ ∇x0ϕ
j
px0qs0, j P Īϕ

)

,

onde

• Igk
“Igk

px˚, u˚
q “ tj P t1, . . . , rgk

u : gj
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0u,

• Iϕ “ Iϕpx˚, u˚
q “ tj P t1, . . . , rϕu : ϕj

px˚
0q “ 0u.

Definição 3.2. Dizemos que px˚, u˚
q é um MP-processo do problema pP2q se px˚, u˚

q é
um processo factível que satisfaz as condições do princípio do máximo discreto para o
problema pP2q, dadas no Corolário 2.3. Se o multiplicador associado a função objetivo é
não nulo dizemos que px˚, u˚

q é MP-processo não degenerado do problema pP2q.
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Antes de enunciar o teorema que traz as condições necessárias de segunda ordem vamos
mostrar a proposição a seguir:

Proposição 3.1. Sejam px˚, u˚
q um MP-processo não degenerado do problema pP2q e

ps, tq P Cpx˚, u˚
q. Então,

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ` tJk ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

ı

` sJ
N`1∇ψN`1pxN`1q “ 0.

Demonstração: Como px˚, u˚
q é um MP-processo do problema pP2q, então existem

ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , η P Rrϕ , λk P Rrbk , k “ 0, . . . , N, µk P Rrgk , k “ 0, . . . , N,
com ξ ą 0, tais que as seguintes condições são satisfeitas:
Equação adjunta:

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq

´∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk, k “ 1, . . . , N.

Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ ` ∇x0ϕpx˚
0q

Jη “ ∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.

Condição de estacionariedade: Para cada k “ 0, . . . , N, temos

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk ´ ∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk “ 0.

Condição de folga e de não-negatividade:

µj
kg

j
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0, µj

k ě 0, j “ 1, . . . , rgk
, k “ 0, . . . , N,

ηjϕj
px˚

0q “ 0, ηj
ě 0, j “ 1, . . . , rϕ.

Fazendo o produto interno da equação adjunta com sk para cada k “ 0, . . . , N, obtemos

sJ
k pk “ sJ

k

´

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

¯

´sJ
k

´

∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk

¯

´ sJ
k

´

∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

¯

.

Logo, somando todas as equações de k “ 0, . . . , N, temos

N
ÿ

k“1
sJ

k pk “

N
ÿ

k“1

”

sJ
k

´

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

¯

´sJ
k

´

∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk

¯

´ sJ
k

´

∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

¯ı

. (3.23)
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Analogamente, fazendo o produto interno de cada equação da condição de estacionariedade
com tk para cada k “ 0, . . . , N, temos

0 “ tJk

´

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

¯

´ ξ
´

tJk ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

¯

´tJk

´

∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk

¯

´ tJk

´

∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

¯

.

Daí, somando todas as equações, obtemos

0 “

N
ÿ

k“0

”

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

´∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk ´ ∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

ı

. (3.24)

Agora, do produto interno de s0 e sN`1 com as equações da condição de transversalidade
do estado inicial e estado final, respectivamente, temos

sJ
0

´

∇φpx˚
0q

Jγ ` ∇ϕpx˚
0q

Jη
¯

“ sJ
0

´

∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1

¯

´ ξ
´

sJ
0 ∇x0ψ0px˚

0 , u
˚
0q

¯

´sJ
0

´

∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0

¯

´ sJ
0

´

∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0

¯

, (3.25)

sJ
N`1pN`1 “ ´ξsJ

N`1∇ψN`1px˚
N`1q. (3.26)

Logo, somamos as equações (3.23)-(3.26), obtemos
N`1
ÿ

k“1
sJ

k pk “

N
ÿ

k“1

”

sJ
k

´

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

¯

´sJ
k

´

∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk

¯

´ sJ
k

´

∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

¯ı

`

N
ÿ

k“0

”

tJk

´

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

¯

´ ξ
´

tJk ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

¯

´tJk

´

∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq

Jλk

¯

´ tJk

´

∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

¯ı

`sJ
0

´

∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1

¯

´ ξ
´

sJ
0 ∇x0ψ0px˚

0 , u
˚
0q

¯

´sJ
0

´

∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0

¯

´ sJ
0

´

∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0

¯

´ξ
´

sJ
N`1∇ψN`1px˚

N`1q

¯

´

´

∇φpx˚
0qs0

¯J

γ ´

´

∇ϕpx˚
0qs0

¯J

η.

Rearranjando termos, temos
N`1
ÿ

k“1
sJ

k pk “

N
ÿ

k“0

´

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯J

pk`1

´

N
ÿ

k“0
ξ
´

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ` tJk ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

¯

´

N
ÿ

k“0

´

∇xk
bkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯J

λk

´

N
ÿ

k“0

´

∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

gkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯J

µk

´ξsJ
N`1∇ψN`1px˚

N`1q ´

´

∇φpx˚
0qs0

¯J

γ ´

´

∇ϕpx˚
0qs0

¯J

η.
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Se ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q, resulta que

N`1
ÿ

k“1
sJ

k pk “

N
ÿ

k“0

”

sJ
k`1pk`1

ı

´

N
ÿ

k“0
ξ
”

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ` tJk ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

ı

´ξsJ
N`1∇ψN`1pxN`1q.

Portanto, para todo ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q, segue que

N
ÿ

k“0

”

sJ
k ∇xk

ψkpx˚
k, u

˚
kq ` tJk ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

ı

` sJ
N`1∇ψN`1pxN`1q “ 0.

Obtendo, assim o resultado desejado. ■

Lembremos as hipóteses S1 e S2 do Corolário 2.3:

S1: O conjunto
!

∇φ1
px˚

0q, . . . ,∇φrφpx˚
0q,∇ϕ1

px˚
0q, . . . ,∇ϕ|Īϕ|

px˚
0q

)

é linearmente inde-
pendente.

S2 : Para cada k “ 0, . . . , N, a seguinte matriz
”

∇ub
1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇ub

rbk
k px˚

k, u
˚
kq ∇ug

1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇ug

|Igk
|

k px˚
k, u

˚
kq

ı

tem posto completo.

Teorema 3.2. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP2q, e suponhamos que S1 e

S2 são satisfeitas. Então, existem ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , λk P Rrbk , k “ 0, . . . , N,
µk P Rrgk , k “ 0, . . . , N, η P Rrϕ , com ξ ą 0, tais que as seguinte condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq, k “ 1, . . . , N.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0H0px˚, u˚, p, ξ, λ, µq “ ∇φpx˚
0q

Jγ ` ∇ϕpx˚
0q

Jη,

pN`1 “ ´ξ∇ψpx˚
N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

∇uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µq “ 0, k “ 0, . . . , N.

(iv) Condição de folga e não negatividade:

µj
kg

j
kpx˚

k, u
˚
kq “ 0, µj

k ě 0, j “ 1, . . . , rgk
, k “ 0, . . . , N,

ηjϕj
px˚

0q “ 0, ηj
ě 0, j “ 1, . . . , rϕ.
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(v) Condição de segunda ordem de não negatividade:
rφ
ÿ

i“1
γi

“

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0qs0
‰

`

rϕ
ÿ

j“1
ηj

“

sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0qs0
‰

`ξ
”

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

´

N
ÿ

k“0
sJ

k ∇2
xk,xk

Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqsk

´

N
ÿ

k“0
tJk ∇2

uk,uk
Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk ´ 2

N
ÿ

k“0
sJ

k ∇2
xk,uk

Hkpx˚, u˚, p, ξ, λ, µqtk ě 0

para todo ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q, ou seja,

rφ
ÿ

i“1
γi

”

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0qs0

ı

`

rϕ
ÿ

j“1
ηj

“

sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0qs0
‰

`ξ
”

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

´

N
ÿ

k“0

”
n

ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk

¯

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯

´

rgk
ÿ

j“1
µj

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
gj

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯ı

´

N
ÿ

k“0

”
n

ÿ

i“1
pi

k`1ptJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtkq ´ ξptJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtkq

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

tJk ∇2
uk,uk

bi
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

´

rgk
ÿ

j“1
µj

k

´

tJk ∇2
uk,uk

gj
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯ı

´

N
ÿ

k“0
2
”

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇2

xk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,uk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

´

rgk
ÿ

j“1
µj

k

´

sJ
k ∇2

xk,uk
gj

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯ı

ě 0,

para todo ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q.

Demonstração: A prova das condições piq ´ pivq segue do Corolário 2.3, resta mostrar a
condição pvq. Note que as condições piq ´ pivq valem com ξ ą 0, de modo que px˚, u˚

q é
um MP-processo não degenerado.
Consideremos as seguintes funções:

• F̄E : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ RnpN`1q
ˆ Rrφ ˆ R|Iϕ|, definido por

F̄Epx, uq “

´

x1
1 ´ f 1

0 px0, u0q, . . . , xn
1 ´ fn

0 px0, u0q, . . . , x1
N`1 ´ f 1

N pxN , uN q, . . . ,

xn
N`1 ´ fn

N pxN , uN q, φ1
px0q, . . . , φrφpx0q, ϕ1

px0q, . . . , φ|Iϕ|
px0q

¯

;

• F̂E : RnpN`2q
ˆ RmpN`1q

Ñ Rrb0 ˆ . . . ˆ RrbN ˆ R|Ig0 |
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ R|IgN

|, dado por

F̂Epx, uq “

´

b1
0px0, u0q, . . . , b

rb0
0 px0, u0q, . . . , b1

N pxN , uN q, . . . , b
rbN
N pxN , uN q,

g1
0px0, u0q, . . . , g

|Ig0 |

0 px0, u0q, . . . , g1
N pxN , uN q, . . . , g

|IgN
|

N pxN , uN q

¯

.
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As restrições inativas serão desconsideradas, pois da continuidade temos a factibilidade
em alguma vizinhança do processo ótimo. Assim, definimos o seguinte conjunto factível

Q “ tpx, uq : xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N, φi
px0q “ 0, i “ 0, . . . , rφ,

ϕj
px0q “ 0, j “ 0, . . . , |Iϕ|, bi

kpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N, i “ 0, . . . , rbk
,

gj
kpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N, j “ 0, . . . , |Igk

|u.

Deste modo, o conjunto factível Q é representado da seguinte forma:

Q “ tpx, uq : FEpx, uq “ 0u,

onde FEpx, uq “ pF̄Epx, uq, F̃Epx, uqq. Pela hipótese S1 temos que o conjunto
!

∇φ1
px˚

0q, . . . ,∇φrφpx˚
0q

)

ď

!

∇ϕ1
px˚

0q, . . . ,∇ϕ|Īϕ|
px˚

0q

)

é linearmente independente. Então,
!

∇F̄ i
Epx˚, u˚

q

)

i“1,...,npN`2q`rφ`|Īϕ|
(3.27)

é linearmente independente. Pela hipótese S2 segue que, para cada k,
!

∇uk
bi

kpx˚
k, u

˚
kq

)

i “ 1, . . . , rbk

ď

!

∇uk
gj

kpx˚
k, u

˚
kq

)

j “ 1, . . . , |Igk |

(3.28)

é um conjunto linearmente independente. Temos que ∇FEpx˚, u˚
q é dada por:

∇FEpx˚, u˚
q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A0 I 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 B0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 A1 I ¨ ¨ ¨ 0 0 0 B1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 ¨ ¨ ¨ AN I 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 BN

φx0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
ϕx0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
C0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 C̄0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 C1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 C̄1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 C2 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 C̄2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 ¨ ¨ ¨ CN 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 C̄N

D0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 D̄0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 D1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 D̄1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
0 0 D2 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 0 D̄2 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 ¨ ¨ ¨ DN 0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 D̄N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

onde
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• Ak “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq, Bk “ ∇uk

fkpx˚
k, u

˚
kq, k “ 0, . . . , N,

• φx0 “ r∇x0φ
1
px˚

0q, . . . ,∇x0φ
rφpx˚

0qs
J,

ϕx0 “ r∇x0ϕ
1
px˚

0q, . . . ,∇x0ϕ
|Iϕ|

px˚
0qs

J,

• Ck “ r∇xk
b1

kpx˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇xk

b
rbk
k px˚

k, u
˚
kqs

J, k “ 0, . . . , N,
C̄k “ r∇uk

b1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇uk

b
rbk
k px˚

k, u
˚
kqs

J, k “ 0, . . . , N,

• Dk “ r∇xk
g1

kpx˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇xk

g
|Igk

|

k px˚
k, u

˚
kqs

J, k “ 0, . . . , N,
D̄k “ r∇uk

g1
kpx˚

k, u
˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇uk

g
|Igk

|

k px˚
k, u

˚
kqs

J, k “ 0, . . . , N.

Logo, de (3.27), (3.28) e da estrutura de ∇FEpx˚, u˚
q, temos que ∇FEpx˚, u˚

q tem posto
completo. Isto implica que ∇FEpx˚, u˚

q tem posto constante. Então, pela Proposição 1.1,
temos que

T pQ, px˚, u˚
qq “ Nup∇FEpx˚, u˚

qq.

Além disso, para qualquer ps, tq P T pQ, px˚, u˚
qq, existem um número ϵ˚

ą 0 e uma função
continuamente diferenciável r “ pr̄, r̃q, tais que

px˚, u˚
q ` ϵps, tq ` pr̄pϵq, r̃pϵqq P Q, 0 ď ϵ ď ϵ˚, pr̄0q, r̃p0qq “ 0, lim

ϵÑ0`

pr̄pϵq, r̃pϵqq

ϵ
“ 0.

Denotaremos θpϵq “ px˚, u˚
q ` ϵps, tq ` pr̄pϵq, r̃pϵqq P RnpN`2q

ˆ RmpN`1q com

θpϵq “ pθ̄0pϵq, . . . , θ̄N`1pϵq, θ̃0pϵq, . . . , θ̃N pϵqq.

Consideremos o seguinte problema de otimização pPauxq:

minimizar Ψpϵq “

N
ÿ

k“0
ψkpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq ` ψN`1pθ̄N`1pϵqq

sujeito a 0 ď ϵ ă ϵ˚.

pPauxq

Temos que θpϵq é um processo factível de pP2q para todo 0 ď ϵ ă ϵ˚ e px˚, u˚
q é um

processo ótimo de pP2q. Então, ϵ “ 0 é um minimizador local de pPauxq. Pela expansão de
Taylor, temos

Ψpϵq “ Ψp0q ` ϵΨ1
p0q `

1
2ϵ

2Ψ2
p0q ` opϵq, lim

ϵÑ0

opϵq

ϵ2 “ 0.

Assim, para 0 ď ϵ ă ϵ˚ (diminuímos ϵ˚, se necessário), obtemos

Ψpϵq ´ Ψp0q “ ϵ
”

N
ÿ

k“0

´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jθ̄1
kp0q ` ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jθ̃1
kp0q

¯

`∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

Jθ̄1
N`1p0q

ı

`
ϵ2

2

„ N
ÿ

k“0

´

θ̄1
kp0q

J∇2
xk,xk

ψkpx˚
k, u

˚
kqθ̄1

kp0q

`2θ̄1
kp0q

J∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqθ̃1

kp0q ` θ̃1
kp0q

J∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqθ̃1

kp0q

¯

`θ̄1
N`1p0q

J∇2
xN`1,xN`1

ψN`1px˚
N`1qθ̄1

N`1p0q `

N
ÿ

k“0

´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jθ̄2
kp0q

`∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jθ̃2
kp0q

¯

` ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

Jθ̄2
N`1p0q

ȷ

` opϵq ě 0.
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Logo, para 0 ď ϵ ă ϵ˚, temos que

Ψpϵq ´ Ψp0q “ ϵ
”

N
ÿ

k“0

´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

J
psk ` r̄1

kp0qq ` ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

J
ptk ` r̃1

kp0q
˘

`∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

J
psN`1 ` r̄1

N`1p0qq

ı

`
ϵ2

2

„ N
ÿ

k“0

´

psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,xk

ψkpx˚
k, u

˚
kqpsk ` r̄1

kp0qq

`2psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqptk ` r̃1

kp0qq

`ptk ` r̃1
kp0qq

J∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqptk ` r̃1

kp0qq

¯

`psN`1 ` r̄1
N`1p0qq

J∇2
xN`1,xN`1

ψN`1px˚
N`1qpsN`1 ` r̄1

N`1p0qq

`

N
ÿ

k“0

´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jr̄2
kp0q ` ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jr̃2
kp0q

¯

`∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

Jr̄2
N`1p0q

ȷ

` opϵq ě 0.

Como ps, tq P Cpx˚, u˚
q “ Nup∇FEpx˚, u˚

qq, lim
ϵÑ0`

pr̄pϵq, r̃pϵqq

ϵ
“ 0, e pr̄p0q, r̃p0qq “ 0,

segue da Proposição 3.1 que

ϵ2

2

„ N
ÿ

k“0

´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1 `

N
ÿ

k“0

´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jr̄2
kp0q ` ∇uk

ψkpx˚
k, u

˚
kq

Jr̃2
kp0q

¯

`∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

Jr̄2
N`1p0q

ȷ

` opϵq ě 0.

Dividindo por ϵ2, tomando o limite quando ϵ Ñ 0`, e multiplicando por 2ξ ą 0, obtemos

N
ÿ

k“0
ξ
´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`ξ
´

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

¯

`

N
ÿ

k“0
ξ
´

∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jr̄2
kp0q

`∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq

Jr̃2
kp0q

¯

` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

Jr̄2
N`1p0q ě 0. (3.29)

Por outro lado, para 0 ď ϵ ă ϵ˚, θpϵq “ pθ̄pϵq, θ̃pϵqq P Q, por conseguinte,

Rpϵq “

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

θ̄i
k`1pϵq ´ f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵq
¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

bi
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵq

¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

gj
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵq

¯

`

rφ
ÿ

i“1
γiφi

pθ̄0pϵqq `

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηjφj

pθ̄0pϵqq “ 0, 0 ď ϵ ă ϵ˚.
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Logo, derivando duas vezes, obtemos

R2
pϵq “

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

θ̄i 2
k`1pϵq ´ θ̄1

kpϵqJ∇2
xk,xk

f i
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̄1

kpϵq

´θ̃1
kpϵqJ∇2

uk,uk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1
kpϵq ´ 2θ̄1

kpϵqJ∇2
xk,uk

f i
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1

kpϵq

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

θ̄1
kpϵqJ∇2

xk,xk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̄1
kpϵq ` θ̃1

kpϵqJ∇2
uk,uk

bi
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1

kpϵq

`2θ̄1
kpϵqJ∇2

xk,uk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1
kpϵq

¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µi

k

´

θ̄1
kpϵqJ∇2

xk,xk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̄1
kpϵq

`θ̃1
kpϵqJ∇2

uk,uk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1
kpϵq ` 2θ̄1

kpϵqJ∇2
xk,uk

gj
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqθ̃1

kpϵq
¯

`

rφ
ÿ

i“1
γiθ̄1

0pϵqJ∇2
x0,x0φ

i
pθ̄0pϵqqθ̄1

0pϵq `

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj θ̄1

0pϵqJ∇2
x0,x0ϕ

j
pθ̄0pϵqqθ̄1

0pϵq

´

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

∇xk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̄2

kpϵq ` ∇uk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̃2

kpϵq
¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

∇xk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̄2

kpϵq ` ∇uk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̃2

kpϵq
¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

∇xk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̄2

kpϵq ` ∇uk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jθ̃2

kpϵq
¯

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
pθ̄0pϵqq

Jθ̄2
0pϵq `

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
pθ̄0pϵqq

Jθ̄2
0pϵq “ 0, 0 ď ϵ ă ϵ˚. (3.30)

Como θpϵq “ px˚, u˚
q ` ϵps, tq ` pr̄pϵq, r̃pϵqq, temos

R2
pϵq “

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

r̄i 2
k pϵq ´ psk ` r̄1

kp0qq
J∇2

xk,xk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqpsk ` r̄1
kp0qq

´ptk ` r̃1
kp0qq

J∇2
uk,uk

f i
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

´psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,uk

f i
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,xk

bi
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqpsk ` r̄1

kp0qq

`ptk ` r̃1
kp0qq

J∇2
uk,uk

bi
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

`2psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,uk

bi
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,xk

gj
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqpsk ` r̄1

kp0qq
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`ptk ` r̃1
kp0qq

J∇2
uk,uk

gj
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

`2psk ` r̄1
kp0qq

J∇2
xk,uk

gj
kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqqptk ` r̃1

kp0qq

¯

`

rφ
ÿ

i“1
γi

ps0 ` r̄1
0p0qq

J∇2
x0,x0φ

i
pθ̄0pϵqqps0 ` r̄1

0p0qq

`

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj

ps0 ` r̄1
0p0qq

J∇2
x0,x0ϕ

j
pθ̄0pϵqqps0 ` r̄1

0p0qq

´

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

∇xk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̄2

kpϵq ` ∇uk
f i

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̃2

kpϵq
¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

∇xk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̄2

kpϵq ` ∇uk
bi

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̃2

kpϵq
¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

∇xk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̄2

kpϵq ` ∇uk
gj

kpθ̄kpϵq, θ̃kpϵqq
Jr̃2

kpϵq
¯

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
pθ̄0pϵqq

Jr̄2
0pϵq `

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
pθ̄0pϵqq

Jθ̄2
0pϵq “ 0, 0 ď ϵ ă ϵ˚. (3.31)

Para ϵ “ 0 e como pr̄1
p0q, r̃1

p0qq “ 0, segue que

R2
p0q “

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

r̄i 2
k`1p0q ´ sJ

k ∇2
xk,xk

f i
kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqsk ´ tJk ∇2

uk,uk
f i

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk

´sJ
k ∇2

xk,uk
f i

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk `

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
bi

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqsk

`tJk ∇2
uk,uk

bi
kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

bi
kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk

¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
gj

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqsk ` tJk ∇2
uk,uk

gj
kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk

`2sJ
k ∇2

xk,uk
gj

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qqtk

¯

`

rφ
ÿ

i“1
γisJ

0 ∇2
x0,x0φ

i
pθ̄0p0qqs0

`

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηjsJ

0 ∇2
x0,x0ϕ

j
pθ̄0p0qqs0 ´

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

∇xk
f i

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̄2

kp0q

`∇uk
f i

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̃2

kp0q

¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

∇xk
bi

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̄2

kp0q

`∇uk
bi

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̃2

kp0q

¯

`

N
ÿ

k“0

|Igk
|

ÿ

j“1
µj

k

´

∇xk
gj

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̄2

kp0q `

∇uk
gj

kpθ̄kp0q, θ̃kp0qq
Jr̃2

kp0q

¯

`

rφ
ÿ

i“1
γi∇x0φ

i
pθ̄0p0qq

Jr̄2
0p0q

`

|Iϕ|
ÿ

j“1
ηj∇x0ϕ

j
pθ̄0p0qq

Jr̄2
0p0q “ 0, 0 ď ϵ ă ϵ˚. (3.32)
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Somando as equações (3.29) e (3.32), arranjando as segundas derivadas e considerando
µj

k “ 0, j R Igk
, ηj

“ 0, j R Īϕ, obtemos
N
ÿ

k“0
ξ
”

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk ` tJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

ı

`ξ
´

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

¯

`

N
ÿ

k“0

n
ÿ

i“1
pi

k`1

´

´ sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk

´tJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk ´ 2sJ

k ∇2
xk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`

N
ÿ

k“0

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

bi
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`

N
ÿ

k“0

rgk
ÿ

j“1
µj

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
gj

kpx˚
k, u

˚
kqsk ` tJk ∇2

uk,uk
gi

kpx˚
k, u

˚
kqtk ` 2sJ

k ∇2
xk,uk

gj
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

`

rφ
ÿ

i“1
γisJ

0 ∇2
x0,x0φ

i
px˚

0qs0 `

rϕ
ÿ

j“1
ηjsJ

0 ∇2
x0,x0ϕ

j
px˚

0q
Js0 ´

N
ÿ

k“1

”

∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1

´ξ∇xk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇xk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk ´ ∇xk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk ´ pk

ıJ

r̄2
kp0q

´

N
ÿ

k“0

”

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk

´∇uk
gkpx˚

k, u
˚
kq

Jµk

ıJ

r̃2
kp0q

`

”

pN`1 ` ξ∇xN`1ψN`1px˚
N`1q

ıJ

r̄2
N`1p0q ´

”

∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

´∇x0b0px˚
0 , u

˚
0q

Jλ0 ´ ∇x0g0px˚
0 , u

˚
0q

Jµ0 ´ ∇x0φ0px˚
0q

Jγ ´ ∇x0ϕ0px˚
0q

Jη
ıJ

r̄2
0p0q ě 0.

Pelas condições piq ´ piiiq do teorema, obtemos
rφ
ÿ

i“1
ηi

”

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0qs0

ı

`

rϕ
ÿ

j“1
ηj

”

sJ
0 ∇2

x0,x0ϕ
j
px˚

0q
Js0

ı

`

ξ
”

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

´

N
ÿ

k“0

”

pJ
k`1psJ

k ∇2
xk,xk

fkpx˚
k, u

˚
kqskq ´ ξpsJ

k ∇2
xk,xk

ψkpx˚
k, u

˚
kqskq

´λJ
k psJ

k ∇2
xk,xk

bkpx˚
k, u

˚
kqskq ´ µJ

k psJ
k ∇2

xk,xk
bkpx˚

k, u
˚
kqskq

ı

´

N
ÿ

k“0

”

pJ
k`1ptJk ∇2

uk,uk
fkpx˚

k, u
˚
kqtkq ´ ξptJk ∇2

uk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtkq

´λJ
k ptJk ∇2

uk,uk
bkpx˚

k, u
˚
kqtkq ´ µJ

k ptJk ∇2
uk,uk

gkpx˚
k, u

˚
kqtkq

ı

´

N
ÿ

k“0
2
”

pJ
k`1ptJk ∇2

uk,xk
fkpx˚

k, u
˚
kqskq ´ ξptJk ∇2

uk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqskq

´λJ
k ptJk ∇2

uk,xk
bkpx˚

k, u
˚
kqskq ´ µJ

k ptJk ∇2
uk,xk

gkpx˚
k, u

˚
kqskq

ı

ě 0.

Assim, fica demonstrado o teorema.

■

No Teorema 3.2, obtivemos condições necessárias de otimalidade de segunda
ordem não degeneradas, sob a hipótese de que os gradientes em relação ao controle
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das restrições mistas tanto de igualdade como desigualdade ativas, sejam linearmente
independentes. Agora, vamos obter estas condições sob a hipótese de posto constante.
Trabalharemos com o problema pP3q.

Relembrando o problema pP3q, a hipótese S3, a Definição 2.4, e a função
Hamiltoniana associada a este problema que foram definidas na Seção 2.2:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bkpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N,
φpx0q “ 0.

pP3q

S3 : Existe um escalar ρ ą 0 e uma vizinhança Bρ de x˚
0 tais que a matriz

”

∇φ1
px0q ¨ ¨ ¨ ∇φrφpx0q

ı

tem posto constante para todo x0 P Bρ.

Definição 3.3. Seja postop∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kqq “ αk, k “ 0, . . . , N. A condição de posto cons-

tante no processo px˚, u˚
q é satisfeita se existem δk ą 0, k “ 0, . . . , N, e uma submatriz

contendo αk linhas de ∇uk
bkpx˚

k, u
˚
kq, isto é,

Γk “ r∇uk
bi1

k px˚
k, u

˚
kq ¨ ¨ ¨ ∇uk

b
iαk
k px˚

k, u
˚
kqs

J, ti1, . . . , iαk
u P t1, . . . , rbk

u,

tais que

(a) detpΓkΓJ
k q ‰ 0.

(b) t∇bj
kpxk, ukquYt∇biτ

k pxk, ukqu
αk
τ“1, tem posto constante igual a αk para cada pxk, ukq P

Bδk
, j P t1, . . . , rbk

uzti1, . . . , iαk
u.

A função Hamiltoniana Hk : Rn
ˆ Rm

ˆ Rn
ˆ R ˆ Rrbk Ñ R é definida por

Hkpxk, uk, pk`1, ξ, λkq “ pJ
k`1fkpxk, ukq ´ ξψkpxk, ukq ´ λJ

k bkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N.

Neste caso o conjunto de direções críticas é dado por:

C̄px˚, u˚
q “

!

ps, tq P RnpN`2q
ˆ RmpN`1q :

si
k`1 “ ∇xk

f i
kpx˚

k, u
˚
kq

Jsk ` ∇uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kq

Jtk, i “ 1, . . . , n, k “ 0, . . . , N,
0 “ ∇xk

bi
kpx˚

k, u
˚
kqsk ` ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kqtk, i “ 1, . . . , rbk

, k “ 0, . . . , N,
0 “ ∇x0φ

i
px0q

Js0, i “ 1, . . . , rφ

)

.

O seguinte resultado mostra que o Teorema 3.2, para o caso particular de restrições mistas
por período de igualdade, permanece válido sob a hipótese de posto constante.
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Corolário 3.2. Seja px˚, u˚
q um processo ótimo local de pP3q. Suponhamos que a hipótese

S3 e a Definição 3.3 são satisfeitas. Então, existem ξ P R, p P RnpN`1q, γ P Rrφ , λk P

Rrbk , k “ 0, . . . , N, com ξ ą 0, tais que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Equação adjunta:

pk “ ∇xk
Hkpx˚

k, u
˚
k, pk`1, ξ, λkq, k “ 1, . . . , N,

ou seja, para cada k “ 1, . . . , N, temos que

pk “ ∇xk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇xk
ψkpxk, ukq ´ ∇xk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk.

(ii) Condição de transversalidade:

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0H0px˚, u˚, p1, ξ, λ0q,

isto é,

∇x0φpx˚
0q

Jγ “ ∇x0f0px˚
0 , u

˚
0q

Jp1 ´ ξ∇x0ψ0px˚
0 , u

˚
0q

J
´ ∇x0b0px˚

0 , u
˚
0q

Jλ0,

e
pN`1 “ ´ξ∇ψN`1px˚

N`1q.

(iii) Condição de estacionariedade:

∇uk
Hkpx˚

k, u
˚
k, pk`1, ξ, λkq “ 0, k “ 0, . . . , N,

isto significa que, para cada k “ 0, . . . , N, temos

∇uk
fkpx˚

k, u
˚
kq

Jpk`1 ´ ξ∇uk
ψkpx˚

k, u
˚
kq ´ ∇uk

bkpx˚
k, u

˚
kq

Jλk “ 0.

(iv) Condição de segunda ordem de não negatividade:
rφ
ÿ

i“1
γi

“

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0qs0
‰

` ξ
”

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

´

N
ÿ

k“0
sJ

k ∇xk,xk
Hkpx˚

k, u
˚
k, pk`1, ξ, λkqsk ´

N
ÿ

k“0
tJk ∇uk,uk

Hkpx˚
k, u

˚
k, pk`1, ξ, λkqtk

´2
N
ÿ

k“0
sJ

k ∇xk,uk
Hkpx˚

k, u
˚
k, pk`1, ξ, λkqtk ě 0,
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para todo ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q, ou seja,

rφ
ÿ

i“1
ηi

”

sJ
0 ∇2

x0,x0φ
i
px˚

0qs0

ı

` ξ
”

sJ
N`1∇2

xN`1,xN`1
ψN`1px˚

N`1qsN`1

ı

´

N
ÿ

k“0

”
n

ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,xk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇2

xk,xk
ψkpx˚

k, u
˚
kqsk

¯

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,xk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqsk

¯ı

´

N
ÿ

k“0

”
n

ÿ

i“1
pi

k`1ptJk ∇2
uk,uk

f i
kpx˚

k, u
˚
kqtkq

´ξ
´

tJk ∇2
uk,uk

ψkpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

tJk ∇2
uk,uk

bi
kpx˚

k, u
˚
kqtk

¯ı

´2
N
ÿ

k“0

”
n

ÿ

i“1
pi

k`1

´

sJ
k ∇2

xk,uk
f i

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯

´ ξ
´

sJ
k ∇2

xk,uk
ψkpx˚

k, u
˚
kqtk

¯

´

rbk
ÿ

i“1
λi

k

´

sJ
k ∇2

xk,uk
bi

kpx˚
k, u

˚
kqtk

¯ı

ě 0

para todo ps, tq “ ps0, . . . , sN`1, t0, . . . , tN q P Cpx˚, u˚
q.

Demonstração: Podemos mostrar este resultado usando o Corolário 2.4 e fazendo o
mesmo raciocínio da prova do Teorema 3.2. Porém, vamos demonstrar de uma forma
alternativa.

Sabendo que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP3q, então, existe ϵ ą 0 tal

que
N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q ď

N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

para todo processo factível px, uq que satisfaz

}xk ´ x˚
k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N ` 1, e }uk ´ u˚

k} ă ϵ, k “ 0, . . . , N .
Consideremos δ̄ “ mintϵ, δk, k “ 1, . . . , Nu. Pela Definição 3.3, temos que para cada
k “ 0, . . . , N, a matriz

”

∇uk
b1

kpxk, ukq ¨ ¨ ¨ ∇uk
b

rbk
k pxk, ukq

ı

(3.33)

tem posto constante αk para todo pxk, ukq P Bδ̄. Sem perda de generalidade, possivelmente
rearranjando índices, suponhamos que o conjunto

!

∇uk
b1

kpxk, ukq, ¨ ¨ ¨ ,∇uk
bαkpxk, ukq

)

é linearmente independente para todo pxk, ukq P Bδ̄, onde αk ď rbk
. Logo,

!

∇b1
kpxk, ukq, ¨ ¨ ¨ ,∇bαk

k pxk, ukq

)

(3.34)

é um conjunto linearmente independente para todo pxk, ukq P Bδ̄. Analogamente, definamos
δ̂ “ mint

ϵ

2 , ρu. Pela hipótese S3 segue que
”

∇φ1
px0q ¨ ¨ ¨ ∇φrφpx0q

ı
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tem posto constante r para todo x0 P Bρ. Sem perda de generalidade, podemos supor que
o conjunto

!

∇φ1
px0q, ¨ ¨ ¨ ,∇φr

px0q

)

(3.35)

é linearmente independente para todo x0 P Bδ̂.

Passo 1: (Colocando algumas restrições em função de um conjunto de funções
linearmente independentes) Pela Definição 3.3, temos, para cada k, . . . , N ,

∇bτk
k pxk, ukq “

αk
ÿ

i“1
ci

k∇bi
kpxk, ukq, τk “ αk ` 1, . . . , rbk

.

Temos que bk, k “ 0, . . . , N, são continuamente diferenciáveis para todo pxk, ukq P Bδ̄.

Então, aplicando o Lema 1.1 para cada τk temos que existem escalares δ̄1
k, δ̄

2
k, vizinhanças

de Bδ̄1
k
, Bδ̄2

k
de

´

b1
kpx˚

k, u
˚
kq, . . . , bαk

k px˚
k, u

˚
kq

¯

e px˚
k, u

˚
kq, respectivamente, e funções continu-

amente diferenciáveis Φi
k : Bδ̄1

k
Ñ R, tais que

´

b1
kpxk, ukq, . . . , bαk

k pxk, ukq

¯

P Bδ̄1
k

para todo
pxk, ukq P Bδ̄2

k
, tais que

bαk`i
k pxk, ukq “ Φi

kpb1
kpxk, ukq, . . . , bαk

k pxk, ukqq, i “ 1, . . . , rbk
´ αk. (3.36)

Por conseguinte, para cada i “ 1, . . . , rbk
´ αk, obtemos

Φi
k

´

b1
kpx˚

k, u
˚
kq, . . . , bαk

k px˚
k, u

˚
kq

¯

“ 0,

isto é,
Φi

kp0, . . . , 0q “ 0, i “ 1, . . . , rbk
´ αk. (3.37)

Da mesma forma este passo é repetido para k “ 0, . . . , N.
Analogamente, por (3.35), segue que

∇φτ
px0q “

r
ÿ

i“1
c̄i∇φi

px0q, τ “ r ` 1, . . . , rφ.

Sabemos que φi, i “ 1, . . . , rφ, são continuamente diferenciáveis para todo x0 P Bδ̂.

Logo, pelo Lema 1.1, exitem σ1 ą 0, σ2 ą 0, vizinhanças Bσ1 , Bσ2 de
´

φ1
px˚

0q, . . . , φr
px˚

0q

¯

e x˚
0 , respectivamente, e funções continuamente diferenciáveis Ψi : Bσ1 Ñ R tais que

pφ1
px˚

0q, . . . , φr
px˚

0qq P Bσ1 ,

φr`i
px0q “ Ψi

´

φ1
px0q, . . . , φr

px0q

¯

, i “ 1, . . . , rφ ´ r, (3.38)

para todo x0 P Bσ2 . Assim, para cada i “ 1, . . . , rφ ´r, temos que Ψi
pφ1

px˚
0q, . . . , φr

px˚
0qq “

0, de modo que,
Ψi

p0, ¨ ¨ ¨ , 0q “ 0, i “ 1, . . . , rφ ´ r. (3.39)



Capítulo 3. Condições Necessárias de Otimalidade de Segunda Ordem para Problemas de Controle Ótimo
Discreto 127

Passo 2: (Problema auxiliar)
Seja dado o seguinte problema de controle ótimo discreto:

minimizar
N
ÿ

k“0
ψkpxk, ukq ` ψN`1pxN`1q

sujeito a xk`1 “ fkpxk, ukq, k “ 0, . . . , N,
bi

kpxk, ukq “ 0, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , αk,

φi
px0q “ 0, i “ 1, . . . , r.

pP̄3q

Mostraremos que px˚, u˚
q é um processo ótimo local de pP̄3q. Vemos claramente que

px˚, u˚
q é um processo factível de pP̄3q. Suponhamos que existem um escalar ϵ1 com

ϵ1 ă δ̃ “ mintδ̄, δ̂, σ2, δ̄
2
k, k “ 0, . . . , Nu e um processo factível px̄, ūq com

}x̄k ´ x˚
k} ă ϵ1, k “ 0, . . . , N ` 1, (3.40)

}ūk ´ u˚
k} ă ϵ1, k “ 1, . . . , N, (3.41)

tais que
N
ÿ

k“0
ψkpx̄k, ūkq ` ψN`1px̄N`1q ă

N
ÿ

k“0
ψkpx˚

k, u
˚
kq ` ψN`1px˚

N`1q. (3.42)

Dado que px̄, ūq é factível para pP̄3q, se cumpre

x̄k`1 “ fkpx̄k, ūkq, k “ 0, . . . , N, (3.43)
bi

kpx̄k, ūkq “ 0, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , αk, (3.44)
φi

px̄0q “ 0, i “ 1, . . . , r. (3.45)

Como px̄k ´ x˚
k, ūk ´ u˚

kq P Bδ̃, por (3.36)-(3.37) e (3.44), temos que

bαk`i
k px̄k, ūkq “ Φi

k

´

b1
kpx̄k, ūkq, . . . , bαk

k px̄k, ūkq

¯

,

“ 0, k “ 0, . . . , N, i “ 1, . . . , rbk
´ αk. (3.46)

Além disso, por (3.38)-(3.39) e (3.45),

φr`i
px0q “ Ψi

´

φ1
px0q, . . . , φr

px0q

¯

,

“ 0, i “ 1, . . . , rφ ´ r. (3.47)

Por conseguinte, das equações (3.43)-(3.47) segue que px̄, ūq é um processo factível de pP3q.
Assim, das equações (3.40)-(3.42), temos uma contradição ao fato de que px˚, u˚

q é um
processo ótimo local de pP3q. Portanto px˚, u˚

q é um processo ótimo local do problema pP̄3q.
Como o problema auxiliar pP̄3q satisfaz as hipóteses S1, S2, e px˚, u˚

q é um processo ótimo
local deste problema, aplicando o Teorema 3.2 ao problema pP̄3q, as condições piq-pivq do
teorema são satisfeitas considerando

λi
k “ 0, k “ 0, . . . , N, i “ αk ` 1, . . . , rbk

,

γi
“ 0, i “ r ` 1, . . . , rφ.

Assim, fica provado o teorema.

■
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4 Conclusões

Nesta tese, apresentamos as condições necessárias de primeira e segunda ordens
não degeneradas para problemas de controle ótimo discreto. Iniciamos nossa tese com
o estudo do formalismo de Dubovitskii-Milyutin, no qual assumimos uma condição de
regularidade do tipo Mangasarian–Fromovitz estendido que foi dada em [24] e por meio
do formalismo, obtemos condições necessárias de primeira ordem não degeneradas para
problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas gerais. Após isso, aproveitando
a estrutura da dinâmica obtemos condições necessárias de otimalidade não degeneradas
para problema de controle ótimo discreto com restrições mistas por período, usando
condições de regularidade somente nas restrições mistas de cada período junto com as
restrições de contorno. Também por meio do formalismo obtemos condições necessárias
de otimalidade para problema de controle ótimo discreto com restrições mistas gerais e
abstratas no controle, e por meio de uma abordagem alternativa logramos obter condições
necessárias de otimalidade para problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas
por período.

Apresentamos também, uma segunda condição de regularidade do tipo Ben-
Tal´Zowe, a qual foi chamada de Condição de Ben-Tal´Zowe relaxada e finalmente
adaptando a teoria desenvolvida em [25] obtemos condições de primeira e segunda ordem
para problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas gerais.

Por último, obtemos condições necessárias de otimalidade de segunda ordem
para problemas de controle ótimo com restrições mistas por período, sob a condição de
regularidade de independência linear no controle. Além disso, foram obtidas estas condições
para problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas por período e de contorno,
ambas de igualdade, sob a condição de posto constante no controle para as restrições
mistas e no estado para as de contorno.

Concluindo, podemos ressaltar que com este trabalho, obtivemos contribuições
importantes para o estudo da teoria de controle discreto tanto para problemas com
restrições mistas gerais como para restrições mistas por período.
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5 Trabalhos futuros

Com base nos resultados obtidos nesta tese, acreditamos que podemos desen-
volver os seguintes trabalhos:

• Condição de qualificação do tipo dependência linear positiva constante
relaxada (RCPLD), posto constante do subespaço componente (CRSC),
entre outras: Consideramos que, sob adaptações da condição de RCPLD ou outras
de programação não linear (ver [35], [42], [43]), podemos obter condições necessárias
de otimalidade não degeneradas para problemas particulares do tipo pPAq por meio
da abordagem alternativa dada no Capítulo 2.

• Condições de qualificação sequenciais e de segunda ordem: Cremos que
podem ser adaptadas as condições de qualificação sequenciais (ver [44], [45]) para
problemas de controle ótimo discreto com restrições mistas por período, obtendo
assim condições que satisfazem aproximadamente o princípio do máximo discreto,
além das condições de segunda ordem.

• Problemas de controle ótimo discreto multiobjetivo: Em [22], [46], foram
estudados problemas de controle ótimo discreto multiobjetivos, onde foi usada uma
técnica de escalarização. Aparentemente, por meio da técnica citada, nossos resultados
podem ser estendidos para problemas multiobjetivos.

• Problemas de controle ótimo discreto com atrasos: Problemas de controle
ótimo discreto com atrasos foram estudados em diversos artigos (ver [47], [48], [49]).
Analisamos que os resultados obtidos nesta tese podem ser estendidos para este tipo
de problemas.
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