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RESUMO

Este trabalho, de natureza “produto educacional”, apresenta uma obra didatica de
Matematica especificamente desenvolvida nos anos 2000 para estudantes do Ensino Médio de
um Centro Estadual de Educacdo Continuada, modalidade semi-presencial de Educacdo de
Jovens e Adultos integrante do Sistema de Educagdo do Estado de Minas Gerais. Para isto,
relata brevemente a génese desta modalidade especifica de ensino, contextualiza e apresenta as
motivacdes para producdo deste material, expde sua metodologia e, enfim, torna-o disponivel

publica e gratuitamente a todo estudante de Matematica de nivel de Ensino Médio brasileiro.

Palavras-chave: Matematica (Ensino médio) - Estudo e ensino



ABSTRACT

This work, an "educational product”, presents a didactic work on Mathematics
specifically developed in the 2000s for high school students at a State Center for Continuing
Education, a semi-attendance modality of Youth and Adult Education that is part of the
Education System of the State of Minas Gerais. For this, it briefly reports the genesis of this
specific modality of teaching, contextualizes and presents the motivations for the production of
this material, exposes its methodology and, finally, makes it available publicly and free of

charge to all high school mathematics students in Brazil.

Keywords: Mathematics (High school) - Study and teaching
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1. Apresentacao

Este trabalho se constitui de um produto educacional precedido de sua apresentagdo: um
conjunto de apostilas auto-instrutivas de Matematica do Ensino Médio desenvolvido na década
de 2000, enquanto fui professora do Centro Estadual de Educacdo Continuada — CESEC “Dr.
Tancredo de Almeida Neves” em Machado — MG, instituicdo que oferta cursos semi-
presenciais de Educacdo de Jovens e Adultos em nivel Fundamental e Medio. Para sua
apresentacdo buscou-se, tendo foco no Ensino Médio, recortar da historia da Educacdo de
Jovens e Adultos no Brasil desde seu primeiro marco legal, os principais fatos e
regulamentacdes que conduziram a criagdo dos Centros de Estudos Supletivos (CES) - e ao
estabelecimento dos Centros Estaduais de Educacdo Continuada (CESECs) em Minas Gerais,
destacando os aspectos referentes a sua metodologia e recursos didaticos. A isto soma-se breve
descricdo do historico pessoal de aprendizado escolar e exercicio profissional pregresso para
compor o quadro de motivacdes e a abordagem adotada para produgdo do material didatico em

questao.

2.  AEJAnos primeiros marcos legais da Educacao Brasileira

Embora, em sentido amplo, a Educacdo de Jovens e Adultos (EJA) no Brasil
remonte aos Jesuitas, somente em 1947, sob o governo Dutra, tornou-se politica pablica, com
a criagdo da Campanha de Educacdo de Adolescentes e Adultos (CEAA), que objetivava a
alfabetizacdo e aquisicdo dos conhecimentos correspondentes ao curso primario (equivalente
aos atuais 5 primeiros anos do Ensino Fundamental) aqueles que ndo o haviam frequentado na
idade propria. Embora sob criticas de seus fundamentos metodoldgicos e filoséficos, a
campanha perdurou até o ano de 1963 e propiciou a criacdo de infra-estrutura nos estados e
municipios para atender a este publico. Além disso, foi responsavel pela producgéo do “Primeiro
guia de leitura”, inaugurando, no pais, a producdo de material didatico dirigido a EJA.
(RIBEIRO, 2001)

Apesar dessa iniciativa, a Educagédo de Jovens e Adultos (EJA) somente passou a
integrar oficialmente a Educacdo Bésica na lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(LDB) de 1961 (Lei n° 4.024, de 20 de dezembro de 1961), quando, sob a denominagédo de
“Curso Supletivo”, visava garantir escolarizacdo aqueles que ndo a obtiveram oportunamente.

Esta mesma lei instituiu, em suas Disposi¢des Gerais e Transitorias, a possibilidade de obtencéo
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de certificado de conclusdo do Ginasial (antiga nomenclatura da escolaridade hoje equivalente
ao periodo do sexto ao nono ano do Ensino Fundamental) e do Colegial (atual Ensino Médio),
por meio de exames de “Madureza” — termo comum, a época, com significado de “proficiéncia”
- apobs estudos realizados “sem observancia de regime escolar”, a maiores de 16 e 19 anos,
respectivamente. Embora a Lei n° 4.024 tenha, adicionalmente, previsto a obrigatoriedade da
oferta ou custeio de cursos de supléncia por empresas com mais de cem funcionarios, aspectos
como finalidade, abrangéncia e organizacdo da EJA aparecem apenas na reformulacao de 1971
(Lein®5.692, de 11 de agosto 1971), quando, com a denominagédo de “Ensino Supletivo”, passa

a ter capitulo proprio.

A LDB de 1971 previa sua oferta nos estabelecimentos de ensino de 1° e 2° graus
(antigas denominacdes do periodo do 2° ao 9° anos do atual Ensino Fundamental e do Ensino
Médio, respectivamente) e delegava aos estados e Distrito Federal sua regulamentacéo e oferta
- na forma de “cursos e exames”. Destaca-se que, para ampliagdo de seu alcance, tenha se
instituido o uso de tecnologias de comunicacéo, ja preconizado no Decreto-Lei n° 236, de 28
de fevereiro de 1967, que obrigava as concessionarias de radiodifusao a transmissdo, em horario
comercial, de programas educacionais, com carga horaria semanal a ser estabelecida pelo
Conselho Nacional de Telecomunicaces. Caberia ao Conselho normalizar a carga horéria
obrigatdria semanal - limitada ao maximo de 5 horas — e demais aspectos destes programas. Em
decorréncia de tais determinacdes, foi criado, no ambito do Servi¢o Nacional de Radiodifusdo
Educativa, do Projeto Minerva. Segundo Alexandre Tavares do Nascimento Lira, em “A
legislacdo de educagdo no Brasil durante a Ditadura Militar (1964-1985): um espaco de
disputas” (LIRA, 2010, p. 171),

O projeto Minerva produzia o material a ser utilizado e cuidava da
transmissdo dos programas e as emissoras comerciais em cadeia
transmitiam o sinal. A recepc¢do organizada era feita em radiopostos
onde os estudantes acompanhavam as emissdes, sendo auxiliados pelos
fasciculos e pela supervisdo de um monitor. Na recepgéo controlada o0s
alunos acompanhavam em suas residéncias e compareciam aos postos
periodicamente.

A reforma de 1971 reconheceu a certificacdo de conclusdo dos ensinos de 1° e 2°
graus por meio de “exames supletivos” — que, na versdo de 1961, constara como disposi¢édo
transitdria - para maiores de 18 e 21 anos, respectivamente. Tais exames deveriam compreender

“a parte do curriculo resultante do nucleo comum, fixado pelo Conselho Federal de Educagao,

habilitando ao prosseguimento de estudos em carater regular” e, para aqueles que pretendiam
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apenas obter habilitagdo profissional de 2° grau, deveriam “abranger somente o minimo
estabelecido pelo mesmo Conselho.” Previu-se, ainda, que cada sistema de ensino poderia

centralizar ou delegar a aplicacdo de exames a estabelecimentos sub sua jurisdicao.

Estes aspectos da LDB de 1971, tomados em conjunto com as determinagdes do
Decreto-Lei n.° 236, pavimentaram também a criacdo, no ano de 1978 - por iniciativa da
Fundacdo Roberto Marinho em parceria com a TV Cultura — do “Telecurso 2° Grau”, um
programa de videos preparatorios aos exames de supléncia deste nivel de ensino, acompanhados
de fasciculos comercializados em bancas de jornais a precos populares. Estes videos,
denominados Teleaulas, eram exibidos nos canais da Rede Globo de Televiséo, TV Educativa
(atual Empresa Brasil de Comunicacdo (EBC)) e outros canais de TV educativos mantidos pelo
poder publico. Em 1981 o programa foi estendido ao 1° grau e, mais tarde, rebatizado de
“Telecurso 2000, passou a ser oferecido por meio de convénios com governos estaduais,
prefeituras e instituicbes publicas ou privadas também em “telessalas” — salas equipadas com
aparelhos de TV e video-cassetes onde jovens e adultos podiam assistir as teleaulas com apoio
de professores tutores* (TELECURSO).

Uma maior importancia dada & Educagdo de Jovens e Adultos na LDB de 1971 deu-
se, provavelmente, por influéncia dos acordos MEC/USAID assinados na década de 1960, que
grande impacto tiveram nas reformas educacionais brasileiras da década seguinte. Ndo é
coincidéncia que se tenha destinado a EJA, na LDB, um capitulo préprio, tendo em vista que,
no ano de 1966, o entdo presidente dos EUA, Lyndon Jonhson, houvera assinado o "Ato da
Educacao de Adultos" — emenda ao "Ato da Educacdo Elementar e Secundéria™, dedicando-lhe
um titulo exclusivo. Também nao é casual que, para ampliacdo de seu alcance, se tenha previsto
em nossa Lei 0 uso de tecnologias de comunicagéo, particularmente da televiséo, visto que nos
EUA a oferta de cursos mediados pela TV para este publico havia sido inaugurada em 1961,
quando um canal de TV da Filadélfia estreou o primeiro programa para alfabetizacdo de adultos
mediado pela TV, “Operation Alphabet”. Observa-se também que o nosso Decreto-Lei n° 236

foi assinado apenas 4 anos apos a criagdo, nos EUA, do Instructional Television Fixed Service

! Atualmente o programa se chama Telecurso e seus materiais textuais e audiovisuais
encontram-se disponiveis de forma gratuita em website proprio -
https://www.telecurso.org.br/
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(ITES) - hoje conhecido como EBS, ou Educational Broadband — que destinou 20 canais de

frequéncia de transmisséo televisiva exclusivamente para fins educacionais.

3. Os Centros de Estudos Supletivos

Um desdobramento da LDB de 1971 fundamental a criacdo dos CESECs mineiros
foi a celebracéo de convénios, a partir de 1974, entre sistemas de ensino municipais e estaduais
e 0 Departamento de Ensino Supletivo (DSU) — 6rgéo do entdo Ministério da Educacao e
Cultura para criagdo de Centros de Estudos Supletivos (CES). Conforme Boletim da
organizagao dos Centros de Estudos Supletivos enviado ao INEP (MEC, s/d, p. 2),

Os CENTROS DE ESTUDOS SUPLETIVOS se destinam a atender, de
forma mais efetiva, a adolescentes e adultos ndo atendidos pela
escolarizacdo regular, na preparagdo para cursos e exames do ensino
supletivo, mediante a utilizacdo de metodologia adequada, tendo em
vista as diferencgas individuais (...). Os Centros de Estudos Supletivos
terdo estrutura e regime proprios, ajustados as suas finalidades e ao tipo
de clientela a que se destinam.
Segundo Mafra, em “Conhecendo um centro de estudos supletivos” (MAFRA,
1980), no final da década de 1970 havia 40 CES implantados, atendendo a aproximadamente

25.000 alunos.

O Boletim listava como possiveis recursos pedagdgicos - que deveriam ser
selecionados conforme melhor adequacdo ao tipo de curso e clientela atendida: “estudos
individuais; orientacdo direta professor-aluno; consulta aos materiais de estudo; ensino através
de radio e TV, com recep¢do controlada ou ndo; ensino por correspondéncia; ensino através de
instrucdo programada (maquina ou texto); ensino através de séries metodicas; ensino através de
maodulos; e multimeios” (MEC, s/d, p. 11). O documento, infelizmente, ndo aprofundou a
descricdo de tais recursos. Entretanto, consideramos que, para melhor compreender a forma
como se organizam ainda hoje os programas de educacgédo de jovens e adultos derivados dos
CES, consideramos importante investigarmos a que se referem estas metodologias, sobretudo
aquelas cuja descricdo ndo é imediata: 0 ensino através de instru¢do programada, 0 ensino

através de séries metddicas e o ensino através de modulos:

Valente, em “Qual € a questdo? Diferentes Usos do Computador na Educagéo”,
define a instrucdo programada (IP) como a aplicacdo educacional dos conceitos

desenvolvidos pelo psicologo norte-americano B. F. Skinner, muito utilizada no Brasil nos anos
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1960 e 1970, e consiste na divisdo do contedo a ser ensinado em pequenos segmentos
sequenciais - "modulos”, logicamente encadeados e terminados individualmente por uma
questdo objetiva ou discursiva. Conforme sua resposta, o estudante é encaminhado ao préximo

modulo, a revisdo de mddulos anteriores ou mesmo ao estudo de outros moédulos (VALENTE).

Segundo Souza Jr, em “A recepcdo da instrucdo programada como abordagem da

analise do comportamento no Brasil nos anos 1960 e 19707,

A IP pode ser tomada como um processo e um produto (...). Como
processo, ela consiste no ato da organizacdo de conteddos em unidades
interligadas, que condicionam a progresséo curricular ao desempenho
apresentado pelo aprendiz em um programa de ensino. Como produto,
a IP compreende o material didatico autoinstrucional, promotor da
progressao ou da retencdo do aprendiz num dado programa, mediante a
apresentacdo de respostas “corretas” ou “incorretas”, emergentes do
contato do estudante com o material programado. Logo, o cerne da IP
€ 0 processo de ensino/aprendizagem que se estabelece a partir do ritmo
do aprendiz. A forma mais popular da IP, como produto, é o livro
autoinstrucional, destinado a circulacdo de conteudos escolares,
cientificos, técnicos e artisticos diversos. (SOUZA JR., MIRANDA e

CIRINO, 2018, p. 451)
O termo “Séries metddicas” refere-se as Séries Metddicas Ocupacionais — SMO —
método de ensino introduzido no Brasil, na década de 1920, por Roberto Mange, engenheiro e
professor suico naturalizado brasileiro, fundador e primeiro diretor do Servi¢co Nacional de
Aprendizado Industrial - SENAI. Observa-se que o método de Mange é consoante ao Viés
taylorista das reformas promovidas pelos acordos MEC/USAID. Em “Série metddica
ocupacional - SMO: O ensino profissional para o aprender fazendo”, obra editada pelo SENAI,
os autores definem-na como um “Conjunto de instrumentos pedagdgicos que organizam as
tarefas e as operacdes a serem desenvolvidas em processos de ensino e aprendizagem de uma
ocupacdo. Usualmente compde-se de quadro-programa, quadro analitico e folhas de instrucéo
individual, mais especificamente, folha de tarefa (FT), folha de operacdo (FO) e folha de
informagdo tecnologica (FIT)" (SENAI, 2015, p. 451). O método parece ter exercido forte
influéncia sobre o projeto, pois o préprio manual de Mafra, que fazia parte de um programa de
treinamento para professores dos Centros, e 0 Boletim da Organizacdo dos Centros de Estudos

Supletivos sdo apresentados de forma bastante semelhante as folhas de instrucao individual.

Maédulo Instrucional é o nivel mais especifico de um programa de aprendizado

baseado em competéncias - organizado em maddulos, clusters e componentes - desenvolvido na
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década de 1970 por Robert Lewis Arends, professor da Universidade Estadual de Nova lorque
em Buffalo para formagao de professores. Nesta organizacéo, o Mddulo Instrucional é definido
como um conjunto de atividades de aprendizagem destinadas a facilitar a realizacdo e aferigéo,
pelo aluno, de um objetivo ou conjunto de objetivos. Um conjunto de modulos inter-
relacionados e que, juntos, atendem a um objetivo especifico constituem um Cluster. Um
componente é um conjunto relacionado de Grupos de Médulos que se complementam e formam
a base para o que pode ser chamado de “cursos” em programas tradicionais (MASLA e
ARENDS, 1973).

4. Origem dos CESECs em Minas Gerais

Em Minas Gerais, o reflexo da LDB de 1971 deu-se prontamente, por meio de
Resolucgdo do Conselho Estadual da Educacdo. Soares, em A Politica Educacional para Jovens
e Adultos em Minas Gerais (1991-1996), assim o descreve, no que tange a esta modalidade:

Em Minas Gerais, o Conselho Estadual da Educacdo, através da
Resolugio 134/712 buscou fixar normas preliminares de implantac&o do
regime instituido pela Lei 5692/71. O Capitulo V é dedicado ao ensino
supletivo numa transposicdo da lei maior. Trata-se da organizacéo,
segundo as normas do Conselho, da oferta de cursos e exames
supletivos para adolescentes e adultos que ndo tivessem seguido ou
concluido, na idade propria, a escolarizacdo regular. (SOARES, 1998,
p. 2-3)

Como a LDB de 1971 dera autonomia aos sistemas estaduais para normalizarem
sua oferta de cursos supletivos, a Secretaria Estadual de Educacdo de Minas Gerais criou, em
1975, o Departamento de Ensino Supletivo (DESU) e optou por atender as necessidades de
supléncia por meio de exames de massa e pela criagdo de Unidades de Estudos Supletivos.
Assim, em 1976, as primeiras unidades foram instaladas, nos municipios de Contagem,
Divinopolis e Ipatinga e, em 1987, por meio do Decreto 26.515, foram criados 24 Centros de

Estudo Supletivos, 97 Unidades de Estudos Supletivos e 135 Postos de Estudos Supletivos

2 Resolucdo do Conselho Estadual de Educacdo de Minas Gerais, n° 134, de 08 de junho de 1971, ndo localizada.
Nota da autora.
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vinculados ao Sistema Estadual de Educagdo®, muitos deles previamente existentes como
Centros de Estudos Supletivos mantidos por convénios do MEC.

5. O CESEC “Dr. Tancredo de Almeida Neves”

A Unidade de Estudos Supletivos do municipio de Machado foi instalada aos 11 de
marco de 1987, por meio da Resolucdo SEE n° 6.126, como convénio da Prefeitura Municipal
de Machado com o Ministério da Educacdo e Cultura, passando a denominar-se, a partir do
Decreto 31.768, de 31 de agosto de 1990, Unidade de Estudos Supletivos Doutor Tancredo de
Almeida Neves. Aos 28 de novembro de 1998, por meio da Portaria 1.364, passa a integrar o

Sistema Estadual de Educacdo, tornando-se um de seus Centro de Estudos Supletivos (CESU).

A LDB de 1996 (Lei n° 9,394, de 20 de dezembro de 1996), que instituiu a
denominacdo “Educagio de Jovens e Adultos” para a modalidade, reservou-lhe uma se¢éo no
capitulo que trata da Educacdo Bésica - a qual passou a integrar, tornando-se, deste modo, ndo
apenas uma possibilidade, mas um direito. A lei, entretanto, ndo trouxe grandes mudangas em
relagdo & LDB de 1971 no que tange a organizacdo da EJA. Assim, ndo houve alteracfes
significativas na forma de organizacao dos Centros, Unidades e Postos de Estudos Supletivos.
Por outro lado, a Lei de 1996 foi redigida sob outro paradigma educacional, do qual o uso do
termo “educacdo” em substituigdo a “ensino” ¢é bastante elucidativo. Como reflexo, no ano de
2000, por meio da Resolugdo SEE n° 162, os CESUs mineiros passam a se denominar Centros

Estaduais de Educacdo Continuada ou CESECs.

A organizacdo do ensino nos CESECs, baseada nos CES da década de 1970, pouco
mudou desde entdo, devido a sua flexibilidade e demanda praticamente constante ao longo das

décadas seguintes. Em esséncia, contam um professor para cada disciplina em cada nivel de

3 “Apesar de os Centros de Ensino Supletivo terem sido previstos para funcionarem mediante convenio - Secretaria
de Estado da Educacao e Prefeitura Municipal - posteriormente, uns foram assumidos pelo Estado e outros pelo
Municipio, mediante ato de criacao. Para identificar o local onde se instalavam os cursos de suplencia,
relativamente ao volume da populacao atendida, a Secretaria passou a adotar as expressoes "Centro", "Unidade" e
"Posto”. O posto ndo constitui um estabelecimento de ensino auténomo pois e vinculado pedagogica e
administrativamente a um Centro ou a uma Unidade de Ensino Supletivo que Ihe fique mais préximo. Esses Postos
funcionam como uma extensdo do Centro para atender a demanda pouco significativa numericamente mas que
(ndo) tem no local onde reside qualquer outra forma de atendimento. Atendida toda a demanda de determinada
localidade, pode o Posto ser transferido para outro local onde a demanda.” (Parecer SEE 173, de 10 de margo de
1989) (Grafia conforme o original).
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ensino (Médio e Fundamental Il - 6° a 9° anos) que trabalha, de forma alternada, no periodo
noturno por trés ou quatro dias da semana e uma ou duas vezes por semana no periodo diurno,
de modo que a escola atende aos alunos durante todo o dia, de segunda a sexta-feira. Os alunos
“cursam” uma ou mais disciplinas de cada vez, em ordem e quantidade a sua escolha e, via de
regra ndo sdo ofertadas “aulas” no sentido tradicional do termo, uma vez que as matriculas
ocorrem durante 0 ano todo e que raramente h4 um grupo de alunos estudando o mesmo
conteddo de uma disciplina ao mesmo tempo. O estudo é essencialmente auto-instrutivo e o
professor atua como tutor e orientador, ensinando individualmente os alunos com maiores

dificuldades ou com ddvidas pontuais.

Sob este regime, o material didatico é peca fundamental e, esperava-se, receberia
especial atencdo. Quando do estabelecimento de convénios entre 0 MEC e governos para
instalacdo de CES, previu-se o desenvolvimento de materiais especificos para o programa, na
forma de “moédulos” para as diferentes disciplinas, 0 que foi efetivado por meio do Programa
do Livro Didatico-Ensino Supletivo, ou PLIDESU, criado no ano de 1977. O “Relatorio Geral
do Ministério da Educacdo e Cultura”, do ano de 1977 (BRASIL, MINISTERIO DA
EDUCAQAO E CULTURA. SECRETARIA GERAL. CODEAC), informa que 484.000
unidades de 22 titulos (ou modulos) foram distribuidos em todo o pais naquele ano, dos quais,
286.000 de ensino de Matematica. Infelizmente ndo foi possivel obter informacdo sobre a

producdo deste material nos anos seguintes e nem localizar seus exemplares.

6. Papel do material didatico no aprendizado do aluno do
CESEC

Quando ingressei, como professora de Matematica para o Ensino Médio, no
“CESEC Dr. Tancredo de Almeida Neves” em maio de 2003, encontrei pequenas apostilas,
chamadas “Modulos”, preparadas pela professora que me antecedera. Na verdade, os modulos
eram basicamente o resultado do fracionamento, em oito partes e com a subtra¢éo dos capitulos
dedicados a Geometria Analitica e ao estudo de Matrizes, do livro “Matematica”, em volume
unico para o ensino médio, de autoria de Jorge Daniel Silva e Valter dos Santos Fernandes,
pertencente a Colegdo “Horizontes”, da editora IBEP — que se intitulava “em conformidade com
os Parametros Curriculares Nacionais” e era muito adotada nos anos 2000. Eu mesma havia
trabalhado por um breve periodo no ano 2000 em uma escola técnica publica que adotava a

obra e conhecia suas principais caracteristicas — brevidade na exposi¢do do contetido e auséncia
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de exercicios desafiadores, o que dava grande liberdade ao professor e pouca “dor de cabega”
aos alunos, sobrecarregados com o curso, de formagao técnica integrada ao Ensino Médio. Eu
ja sabia, de antemdo, que esta ndo era, entretanto, uma obra adequada a auto-instrucdo e
enfrentei, de fato, grande dificuldade no atendimento aos alunos, visto que os modulos assim
elaborados ndo eram auto-suficientes e que os alunos ndo tinham acesso a outros meios para

compreender conceitos ausentes.

Entretanto, pouco tempo depois, por um processo de aquisicdo iniciado
anteriormente a meu ingresso, a escola recebeu diversos exemplares da obra de autoria de José
Ruy Giovanni, José Roberto Bonjorno e José Ruy Giovanni Jr., “Matematica Completa”,
editada pela FTD e famosa pelo rigor formal e grande abrangéncia. Conforme o “costume”,
que, ao preparar este trabalho descobri ser a forma de organizacdo do material didatico da
modalidade dos CES, preparei novos mddulos, respeitando a quantidade de moédulos (oito) e
divisdo de contetidos que encontrara anteriormente e o que percebi em seguida é que o problema
se tornara o excesso de rigor e profundidade, a quase auséncia de exercicios do tipo “treino” e

a grande quantidade de exercicios desafiadores do novo material.

7. Experiéncias profissionais pregressas ao CESEC

Sem que eu houvesse planejado, desde minha primeira formatura, em Educacéo
Artistica, havia trabalhado na Educacdo de Jovens e Adultos. Antes de chegar ao CESEC,
lecionara Artes a alunos da 5% a 62 séries de um curso supletivo presencial privado por trés anos,
na cidade de Sdo Paulo, enquanto me graduava em Matematica. Apds a segunda titulacao,
trabalhei por aproximadamente um ano em uma telessala do Telecurso 2000 em minha cidade
natal, Caconde, no interior paulista, como monitora de diversas disciplinas. Alguns anos depois,
jaresidente em Machado - Minas Gerais, trabalhei por alguns meses como professora substituta
de Matematica no projeto “A caminho da Cidadania”, de ensino supletivo de nivel Médio
presencial noturno em escolas estaduais. Durante todos estes anos trabalhara paralelamente
como professora particular, sobretudo para jovens com dificuldades com a Matemética do
Ensino Médio. Assim, sem que houvesse um planejamento prévio, carregava um bom
conhecimento do publico da EJA, da possibilidade de estudo por meios alternativos as aulas
tradicionais e das principais dificuldades enfrentadas por estudantes de Ensino Médio com

relacdo a Matematica.
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8. Experiéncia escolar pessoal e a Instru¢ao Programada

Outro fator que me dera indicativos da natureza do material didatico necessario para
sucesso de meus alunos na metodologia do CESEC foi minha experiéncia pessoal dos tempos
de colégio, quando tive um professor com uma didatica impar: ndo ministrava aulas, no sentido
tradicional do termo, mas dividia a sala em grupos de quatro alunos, estabelecia as paginas do
livro didatico que deveriam ser estudadas durante a aula e atuava como orientador, apenas
esclarecendo ddvidas pontuais. Para que tal método fosse possivel, era imperativo que o livro
didatico fosse auto-instrutivo e auto-suficiente. Tal livro existia e chamava-se “Elementos de
Matematica”, de autoria de Aida F. da Silva Munhoz e Iracema Mori Ikiezaki, em trés volumes,
editado pela Saraiva. A obra era uma reedi¢do, em formato “nao consumivel”, da colecao “MAl

- Matematica Auto Instrutivo - 2° Grau”, das mesmas autoras.

Na mesma época de publicagdo do “MAI”, foram também publicadas, pela Saraiva,
livros de Portugués, de autoria de Cloder Rivas Matos e Roberto Melo Mesquita, sob o prenome
de PAI — Processo Auto-Instrutivo: “PAI - Comunicagdo e Expressdo”, para o 1° Grau, e “PAI
— Lingua e Literatura”, para o 2° Grau. Nao foi possivel localizar documentos que pudessem
confirmar a coordenacdo entre estas publicaces e outras publicadas nas décadas de 1970 e
1980, como os “BAI — Biologia auto Instrutivo”, de autoria de Silvia Lopes, e “Matematica —
PAI — Processo Auto-Instrutivo” do Prof. Scipione di Pierro Netto e de Célia Contin Goes, por
exemplo, mas é possivel que estas publicagdes tenham parentesco com os livros didaticos de
Fisica para 0 2° Grau do projeto “FAI — Fisica Auto Instrutivo”, iniciado em 1970 por um grupo
de professores da rede publica de ensino do Estado de Sdo Paulo preocupados com a baixa
qualidade dos textos didaticos e pouca eficiéncia das aulas de Fisica. Segundo Maria Neuza
Almeida Queiroz, em “O ensino de Fisica no Brasil nas décadas de 1960 e 1970: legislacéo,
curriculo e material didatico” (QUEIROZ, 2016, p. 192):

A elaboracdo do projeto pautou-se nas novas tecnologias de ensino em
voga naquele periodo. Influéncia esta, alentada pela experiéncia da
graduacdo na USP, quando alguns dos participantes do Projeto
cursaram a disciplina Tecnologia do Ensino de Fisica, ministrada por
Claudio Z. Dib, que participou da elabora¢do do Projeto Piloto da
UNESCO. O enfoque era a insercao dos métodos e técnicas de ensinos
modernos, baseados no comportamentalismo, ainda praticamente
desconhecidas (sic) em nosso meio educacional.

A proposta do FAI, com objetivos educacionais similares aos dos outros
projetos buscava colocar o aluno no centro do processo de ensino-
aprendizagem. Para isto, apostou-se nos principios da Instrucéo
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Programada Linear, na mesma linha do projeto Piloto da UNESCO.
Propds um curso auto-instrutivo, de modo que (0) professor teria um
papel mais secundario; passaria a direcionar a aprendizagem dos alunos
em suas atuacdes ativas com o suo do material instrucional.
Par Bergvall, cientista sueco que liderou o Projeto Piloto, no Brasil, assim o
descreve, em 1964, em artigo publicado na Revista Ciéncia e Cultura, editada pela Sociedade

Brasileira para o Progresso da Ciéncia — SBPC (BERGVALL, 1964, p. 418):

Sob auspicios da UNESCO, desenvolveu-se em Sao Paulo um plano de
trabalho que foi denominado "Projeto Piloto sobre Novos Métodos e
Técnicas de Ensino de Fisica".

Os trabalhos que se realizaram de julho de 1963 a julho de 1964, visam
o0 aperfeicoamento do Ensino de Fisica por meio de métodos modernos
e novas técnicas de ensino.

A direcdo do Projeto esteve entregue a trés técnicos da UNESCO e
contou com a colaboracao de dois consultores em Instrucdo Programada
e Filmes Educativos.

N&o posso assegurar que meu professor de Matematica escolheu seu método
pedagdgico deliberadamente ou mesmo se tinha consciéncia da influéncia deste paradigma que,
advindo do Projeto Piloto, talvez tenha se estendido para os livros didaticos do tipo auto-
instrutivo de outras disciplinas, inclusive para a obra de Aida F. da Silva Munhoz e Iracema
Mori Ikiezaki. O fato é que sendo o Unico professor da disciplina do 2° Grau da escola - ainda
que sob protesto dos alunos com maiores dificuldades ou com lacunas no aprendizado anterior

do conteddo - legou a mais de uma geracgdo de seus estudantes o aprendizado de como aprender.

Quanto a colecdo das autoras, € realmente eficaz no que se propde: proporcionar ao
estudante médio, disposto a estudar, o aprendizado dos conteudos da Matematica entdo
obrigatdrios para 0 2° Grau. Seu uso, associado ao método de ensino de meu professor exerceu
enorme influéncia no modo como ensinei e estudei a Matematica pelo resto da vida. Quando,
depois de licenciada em Educacdo Artistica, decidi cursar Licenciatura em Matematica,
preparei-me para o vestibular de forma auto-instrutiva utilizando apostilas de pré-vestibular e,
para a Matematica, os velhos livros de Aida e Iracema. O mesmo se deu nas trés ocasides em
que precisei rever os conteudos da disciplina em preparacao a concursos publicos para o cargo

de professor de Educacdo Basica.

Minha experiéncia como estudante de Matematica no 2° Grau e minhas

experiéncias profissionais até entdo fizeram com que eu imediatamente me identificasse com a
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proposta e a metodologia do CESEC quando 14 ingressei como professora da disciplina para os
estudantes do Ensino Médio.

9. Planejamento de um material personalizado

O periodo em que atuei na escola foi de grande realizacdo pessoal, mas nos
primeiros anos sentia-me frustrada por ndo oferecer um material adequado a meus alunos. Sem
as facilidades da internet em banda larga e longe de acervos historicos de livros didaticos da
educacao basica, ndo pude encontrar, entre as publicacdes disponiveis, um livro que fosse
adequado ao método de estudo do CESEC: auto-instrutivo, auto-suficiente, que abordasse o
conteddo preconizado pelos Parametros Curriculares Nacionais — PCN - e estivesse adaptado
as caracteristicas dos estudantes da EJA. Estes, por sua vez, carregam grandes lacunas no
aprendizado de Matemaética do Ensino Fundamental e apresentam dificuldades de leitura e de
interpretacdo de textos longos e em linguagem formal. Além disto, ainda que motivados,
dispdem de pouco tempo livre para se dedicarem os estudos. Diante disto, decidi elaborar eu
mesma, a partir de 2005, meus proprios “moédulos” de Matematica para o Ensino Médio no
CESEC.

De inicio, tendo em vista o costume de selecdo de contelidos e organizacdo dos
maodulos, bem como a expectativa provocada nos alunos - de que cada disciplina, organizada
em quantidade de 6 a 8 modulos poderiam, em média, ser estudados e avaliados em
aproximadamente dois meses, de modo que o Ensino Fundamental ou 0 Ensino Médio poderia
ser concluido em aproximadamente um ano e meio - rearranjei-os de modo a sanar as lacunas
do aprendizado de Aritmética e Algebra elementares, abranger, na medida do possivel, o
recomendado pelos PCNs para a Matematica do Ensino Médio e manter ao maximo possivel a
organizacdao dos mddulos existentes, pois cada novo modulo seria elaborado e substituiria os
maodulos em uso gradualmente, de modo a ndo provocar a necessidade de grande adaptagdo no
“historico” do aluno®. Assim, planejei condensar os médulos iniciais antigos e introduzir dois
novos modulos para familiariza-los com as ferramentas essenciais ao estudo da variagéo de
grandezas (funcbes polinomiais e exponencial, logaritmo e sequéncias) e da Trigonometria,

pois percebera que parcela significativa dos alunos, apesar de ter concluido o Ensino

4 Em cada disciplina, o progresso de cada aluno era registrado em uma “Folha de Registro de Notas”, que
deveria conter a aprovagao e notas obtidas em cada modulo para arquivamento em seus registros escolares.
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Fundamental, apresentava, inicialmente, pouca familiaridade com os numeros inteiros,
racionais e reais e enormes dificuldades no célculo com nimeros ndo-naturais e, além disto,
geralmente apresentava pouco dominio no manejo de expressbes numéricas e algébricas

elementares.

Outra alteracdo com relacdo ao programa anterior foi com relacdo a Geometria
Euclidiana, que apresentava enorme dificuldade aos alunos, pois a historia pregressa do ensino
da Matematica na Educacdo Béasica (anos 80°s e 90°s) legara aos alunos que frequentaram a
escola naquele periodo (parte ndo desprezivel do alunado da EJA a época) uma enorme lacuna,
visto que o ensino de Geometria havia sido praticamente “banido” para as (quase nunca
alcancadas) paginas finais dos livros didaticos, devido as dificuldades trazidas pelo movimento
da Matemaética Moderna. Logo, ao escolher os topicos a serem trabalhados neste tema, restringi-
me ao essencial e ao que acreditei mais contribuir a aquisicdo das competéncias e habilidades
pretendidas: a geometria métrica, mais especificamente, o célculo de areas e volumes. Aqui
também, devido as deficiéncias mais frequentes, trabalhei, previamente, o reconhecimento das

figuras planas, a classificacdo dos sélidos geométricos e a conceituacdo de area e volume.

Havia ainda aquelas deficiéncias ndo diretamente relacionadas ao contetdo em si,
mas que dificultavam o aprendizado na area de Ciéncias e Matematica: as relativas a leitura e
interpretacdo de textos e a baixa autonomia nos estudos. Para contorna-las, procurei utilizar
uma redagdo mais proxima possivel da linguagem falada, instintivamente dando forma ao texto
segundo o que depois reconheci conceitualmente como tutorial impresso ou, no original inglés,
“tutorial in print”, assim definida por Owusu-Mensah (OWUSU-MENSAH, 2019), citando

Lockwood:

De acordo com Lockwood (1992), a ideia principal por tras do conceito
de tutorial impresso é pedir aos escritores que imaginem que eles tém
um aluno em sua companhia por varias horas e que descrevam a forma
ideal de ensino que tomaria lugar se um tdpico de sua escolha fosse
ensinado da forma mais eficaz e eficiente possivel, simplesmente
considerando o que o professor estaria fazendo e o que seria esperado
que o aluno fizesse durante esse periodo. Espera-se que isso faga com
que os escritores produzam bons tutoriais.®

® Traducdo da autora.
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Quanto & autonomia nos estudos, a propria organizacao dos CESECs favorece aos
alunos sua conquista em algum momento, de modo que mesmo aqueles alunos mais inseguros
ou dependentes do atendimento presencial, com o passar do tempo se tornam mais
independentes e auto-confiantes. Para ajuda-los neste processo, busquei oferecer, inicialmente,
exercicios predominantemente do tipo “faga como o modelo” para, gradualmente, exigir maior
compreensdo e iniciativa propria. Outros assuntos proprios do Ensino Fundamental foram

retomados sempre que eram pré-requisitos das unidades tematicas propostas.

Outra preocupacdo era introduzir os alunos, de algum modo, ao uso de aparato
tecnoldgico, como preconizado pelos PCNs. Numa época anterior aos smartphones e que
apenas poucas escolas regulares dispunham de equipamentos de informatica para uso de todos
o0s estudantes, a opcdo encontrada foi adotar o uso de calculadoras comuns e de calculadoras
cientificas mais simples — em geral sem funcdo de operacdo com fracdes — e de baixo custo,
uma vez que eu teria que adquiri-las com recursos préprios em quantidade suficiente para
empréstimo a meus alunos. Assim, seu uso foi introduzido nos mddulos e uma apostila adicional
foi elaborada a partir da traducdo e adaptacdo do manual destas calculadoras cientificas, que

normalmente s&o apresentados em inglés, para que pudessem tirar-lhes o melhor proveito.

10. Breve apresentacao do material desenvolvido

De forma geral, na elaboracdo do material aqui apresentado a abordagem de cada
tema privilegiou a compreensdo das ideias basicas de cada assunto, bem como sua
contextualizacdo em situacBes cotidianas e nos fendmenos naturais, quando possivel e
adequado. Evitei, sempre que possivel, o uso de formulas desprovidas de significado e célculos
numericos excessivamente longos ou complexos. Optei também por minimizar a apresentacdo
rigorosa de conceitos que considerei obscuros para o aluno deste nivel. Assim, por exemplo,
apresento o conceito de funcdo diretamente do estudo do plano cartesiano e a ‘defino’ como
um conjunto especial de pontos tais que “cada y é obtido a partir de um x”. Deste modo ndo
recorri ao estudo dos conjuntos, produto cartesiano, relagdes, etc. Quanto ao logaritmo, deixeli
de lado o manuseio puro e simples de expressdes logaritmicas para centrar esfor¢cos na
propriedade da “mudanca de base”, esta sim indispensavel a resolucdo de problemas, mesmo
com uso de tecnologia. No estudo da geometria espacial, privilegiei o calculo de areas de figuras
planas e de volume dos sélidos mais correntes no dia-a-dia; ficaram de fora, portanto, grande

parte dos sélidos regulares. A contagem foi abordada superficialmente, apenas no que era pré-
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requisito ao célculo de probabilidades. Como nem sempre é adequado tratar de Espacos
Amostrais e de Eventos como “combinagdes”, propus a resolucdo de problemas simples deste
tipo apenas através da aplicagdo do “Principio Fundamental da Contagem”, evitando as
conhecidas férmulas de Permutacdes, Arranjos e CombinacGes, desprovidas de sentido num
estudo superficial do assunto. Evitei, no estudo das progressfes, 0s exercicios que tém por
objetivo simplesmente o manuseio algébrico de suas férmulas, mas procurei relaciona-lo aos
sistemas de juros simples e composto. Por fim, avaliei que ndo seria viavel acrescentar ao
programa vigente a Geometria Analitica, o0 estudo de Matrizes e as fungdes exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas, sob pena de sobrecarregar e desestimular os alunos com um
prolongamento excessivo do tempo médio estimado para conclusdo de cada componente
curricular. Ademais, os contetidos incluidos o foram justamente por aparecerem com maior
frequéncia nos Exames Nacionais do Ensino Médio que, a época, permitiam certificacdo em

nivel médio mediante obtencdo de determinado aproveitamento minimo.

O material elaborado dividiu-se em oito médulos seguidos, cada um deles, de um
“pré-teste” para autoavaliacdo do aprendizado e de fichas-resumo, que originalmente eram
impressas e afixadas nas paredes da sala de atendimento como material de apoio durante o
estudo de cada mddulo.

Deste modo, creio ter organizado e selecionado os contetidos para elaborar um
material didatico buscou, como objetivo geral, fazer com que o aluno do CESEC, ao concluir
os estudos de matematica em nivel médio, tivesse conhecimento da linguagem matematica
elementar para que pudesse melhor compreender textos que fazem uso de conceitos
matematicos comuns a educacao basica, fizesse uso das ferramentas proprias a Matematica na
resolucdo de problemas cientificos deste nivel ou do cotidiano, soubesse se expressar em
situacOes que envolvessem conceitos matematicos familiares e fizessem uso de conceitos e
atitudes aprendidas no estudo do contetdo para que, melhor compreendendo 0 mundo em que
se inseriam, pudessem intervir positivamente em situacGes da vida comunitéria, politica,

econdmica, etc.

Assim, o material elaborado teve como programa final o seguinte, cujos objetivos

especificos adicionalmente, apresento:

(M6dulo 1) NUMEROS: Ao estudar os contetidos deste médulo o aluno sera capaz

de resolver opera¢fes com ndmeros naturais, inteiros, racionais e reais; aplicar regra de trés
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simples; resolver problemas que facam uso do célculo de porcentagens; resolver expressoes
numericas; utilizar os recursos disponiveis da calculadora comum e fazer corretamente

arredondamento numérico.

(Médulo 2) LINGUAGEM ALGEBRICA: Ao estudar os contetidos deste
maodulo o aluno seré capaz de reconhecer as partes componentes de uma expressao algébrica;
operar adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo de polinbmios por mondmios e resolver

equac0es polinomiais do 1° e 2° graus.

(M6dulo 3) FUNCOES POLINOMIAIS: Ao estudar os contetidos deste modulo
o0 aluno seré capaz de tracar e localizar pontos no plano cartesiano; esbocar grafico de funcao;
calcular e localizar no grafico das funces polinomiais do 1° e 2° graus seus pontos mais

significativos e resolver problemas que envolvam a aplicagdo destas funcdes algébricas.

(Mddulo 4) TRIGONOMETRIA: Ao estudar os contetidos deste médulo o aluno
sera capaz de fazer transformacédo das unidades mais comuns de medida de angulos; classificar
os tridngulos quanto as medidas de seus lados e angulos internos; aplicar o Teorema de
Pitagoras e as razdes trigonomeétricas na resolucao de triangulos retangulos; calcular os valores

trigonométricos dos angulos notaveis e aplicar estes conhecimentos na resolucéo de problemas.

(Médulo 5) LOGARITMO e EQUACAO EXPONENCIAL: Ao estudar os
conteddos deste mddulo o aluno sera capaz de fazer uso dos recursos disponiveis numa
calculadora cientifica; operar com numeros em notacdo cientifica; resolver equacGes
exponenciais dos tipos x* = b e a* = b; calcular logaritmos; operar mudanca de base do
logaritmo e aplicar estes conhecimentos na resolucédo de problemas.

(Médulo 6) GEOMETRIA ESPACIAL METRICA: Ao estudar os conte(idos
deste modulo o aluno sera capaz de reconhecer poligonos; calcular perimetros e circunferéncias;
calcular areas de figuras planas; Reconhecer e calcular volumes de prisma, cilindro, piramide,
cone e sélidos de revolugdo; fazer equivaléncia entre as medidas de capacidade e volume e

aplicar estes conhecimentos na resolugéo de problemas.

(Médulo 7) GRAFICOS, CONTAGEM e PROBABILIDADE: Ao estudar 0s
contetdos deste mddulo o aluno sera capaz de interpretar tabelas e graficos; calcular médias;

aplicar o Principio Fundamental da Contagem e calcular probabilidades.
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(Médulo 8) SEQUENCIAS e MATEMATICA FINANCEIRA: Ao estudar 0s
contetidos deste médulo o aluno sera capaz de reconhecer sequéncias; usar a calculadora para
calculo com constantes; Reconhecer progressdes aritmética e geométrica e seus
comportamentos no plano cartesiano e relaciona-las aos sistemas de juros simples e composto,

respectivamente.

(Apéndice) MANUAL DA CALCULADORA CIENTIFICA STANDARD: Ao
consultar este manual o estudante podera conhecer e operar as funcionalidades de uma
calculadora cientifica simples, de custo acessivel, mas cujo manual original normalmente é

apresentado exclusivamente em inglés.

A numeracdo dos modulos teve por objetivo apenas facilitar a referéncia para
preenchimento da “Folha de Registro de Notas” dos alunos, mas ndo constou no material
impresso em si, pois a ideia era que, para otimizar seu uso e dar maior liberdade ao aluno, a
excecao dos trés primeiros modulos, encadeados e pré-requisitos a melhor compreensdo dos

demais, ndo houvesse ordem obrigatoria no estudo dos demais maédulos.

11. Resultados obtidos e o que se sucedeu

O novo material foi substituindo os antigos médulos a medida em que cada novo
maodulo foi sendo desenvolvido, processo que se encerrou semanas antes de minha exoneracao,
a pedido, motivada pela aprovacdo em concurso em outra instituicdo, para exercicio de outra
profissdo, com melhores condicBes profissionais e salariais. Deste modo ndo pude avaliar o
impacto do uso do material completo, mas posso dizer, com base nas avaliagdes de
aprendizagem, nos comentarios dos alunos, e na observacdo de seu progresso e davidas
manifestadas, que houve aprovacdo do novo material e melhoria no aprendizado. Pude sentir,
adicionalmente, uma paulatina melhora nas condi¢fes de meu trabalho que, com os materiais
inadequados, era exaustivo e, muitas vezes, frustrante, devido a enorme quantidade de dividas
manifestadas pelos alunos e percepcdo de que muitas delas denotavam um baixo nivel de

compreensdo dos contetdos.

Deixei 0 CESEC em abril de 2007. Sucederam-me muitos professores, substituidos
anualmente, visto que o cargo, que se tornara vago, por determinacdo da Secretaria de Estado
de Planejamento e Gestdo de Minas Gerais - SEPLAG MG - ndo mais foi a concurso. Em visita

ao local para elaboragdo do presente trabalho, entrevistei o professor Fabio, de Geografia, que
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fora diretor do CESEC nos meus altimos anos como professora da escola, e a professora
Valkiria que, desde final de 2018, ocupa a vaga de Matematica do Ensino Médio de forma
efetiva, por meio de transferéncia de outra escola. Encontrei-a em sua primeira semana de
trabalho presencial apds quase dois anos de atendimento remoto devido as medidas sanitarias
de combate a pandemia de COVID-19 e ainda sem a presenca dos alunos, que retornariam na
semana seguinte. Fui informada pelo ex-diretor que meu material deixara de ser utilizado
poucos anos apds minha saida da escola, com a extensdo do Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) a Educacéo de Jovens e Adultos, em 2009, implantado na escola, de forma
imposta pela SEE, desde o ano letivo de 2010. Até entdo a escola recebia orgamento para
aquisicdo de material didatico e gozava de liberdade para escolha de obras ou impressdo de
material proprio, o que possibilitou o desenvolvimento e adocdo do material aqui apresentado
e de materiais desenvolvidos por colegas de outras disciplinas, também preocupados em ofertar
material mais adequado a seus alunos do que os livros didaticos tradicionais. Ambos queixaram-
se da obra didatica adotada desde entdo, organizada por &reas de conhecimento, em
conformidade ao Novo Ensino Médio e aos paradigmas de formacao integral do estudante, mas
inadequados a organizacao do ensino na escola, visto ambos aspectos tornam imprescindivel a
interagdo constante aluno-professor, inviavel no modelo dos CESECs. Informada do motivo de
minha entrevista, a professora Valkiria disse-me ter atuado na escola por um breve periodo anos
antes, como professora substituta e que chegou utilizar o material de minha autoria. Relatou-
me té-lo apreciado muito positivamente e que considera que seria, de fato, mais adequado aos
alunos do CESEC. Acrescentou, ainda, tendo em vista sua experiéncia recente em outros
estabelecimentos de ensino, sobretudo durante o periodo de fechamento das escolas provocado

pela pandemia, que 0 mesmo poderia ser utilizado com sucesso também em escolas regulares.

N&o foi possivel recuperar as pastas em que registrava minhas anotacGes referentes
a identificacdo e ao progresso de meus antigos alunos, nem mesmo 0s modulos impressos, que
poderiam conter anotacGes relevantes dos proprios alunos ou professores, pois 0 espago
reduzido das instalagOes da escola e as pequenas reformas por que passou ao longo dos anos
fizeram com que se aplicasse a regra de que todo material impresso, a exce¢do de documentos
dos alunos e funcionarios da escola, pode ser descartado apos 5 anos de arquivamento. Desta
forma, dado o prazo necessario para que eu pudesse obter autorizagdo para acesso a informacoes
pessoais dos alunos arquivadas na Secretaria Escolar e para que os funcionarios fizessem o
levantamento necessario, ndo conseguiria, como era meu desejo, contactar ex-alunos para

relatar um pouco de sua historia estudantil e profissional posteriores aos estudos no CESEC
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daqueles anos. Mas me recordo de alguns casos de sucesso, como o de uma senhora - que depois
se tornou uma amiga pessoal - que, tendo ingressado no CESEC para estimular o proprio filho
a completar os estudos, terminou por concluir o Ensino Médio e, em seguida, ingressou no
Servico Publico municipal, mediante aprovacdo em concurso. Houve ainda um senhor,
sexagenario, que destacou-se pela grande independéncia no estudo da Matemaética e que foi
aprovado no vestibular para o curso de Geografia na Universidade Federal de Alfenas (Unifal-
MG) pouco tempo depois de ter concluido o Ensino Médio. Recordo-me, ainda, de varios
jovens, em dificuldades para concluir o Ensino Médio regular e que, no CESEC puderam vencer

esta etapa de sua educacdo e dar prosseguimento aos estudos em nivel superior.

Apesar da ainda constante ameaca de fechamento de suas portas - conforme relato
do ex-diretor Fabio, os CESECs continuam exercendo sua vocacdo de promocao da melhoria
de vida do jovem e adulto em descompasso com a escolaridade bésica. A Resolu¢do SEE n°
2.943, de 18 de marc¢o de 2016 trouxe uma maior preocupacao com a formacéo integral de seus
alunos, o que provocou algumas mudancas pedagdgicas sem, entretanto, alterar seu carater de
semi-presencialidade, mas ampliando sua vocacdo para a utilizacdo de novas tecnologias e
metodologias, e para discussdo de temas contemporaneos e, sobretudo, dando maior relevo para
seu enorme potencial para a inclusdo da pessoa com deficiéncia ou em situacdo de
vulnerabilidade. Por ocasido desta visita a escola, conheci casualmente o pedagogo Ederson,
coordenador pedagdgico de uma casa de recuperacdo de dependentes quimicos localizada em
um municipio da regido que se encontrava na escola para retirada de material didatico e
matricula de internos do estabelecimento no qual trabalha. Apontou diversos casos de sucesso,
de ex-internos que se recuperaram da adiccao e que, tendo completado os estudos no CESEC
com ajuda da instituicdo, puderam dar prosseguimento a suas vidas, retornando ao emprego,
obtendo melhores oportunidades de trabalho ou formando-se em cursos superiores. Relatou
também, que, apesar da existéncia de escolas de EJA em municipios mais proximos a sua
instituicdo, nenhuma outra se adequava as condigdes de seus internos, mas se queixou de que,
apesar da adequacdo da organizacdo da escola, os estudantes de sua instituicdo enfrentavam
dificuldades com o material didatico em geral e ndo s6 os de Matematica. Afirmou, inclusive,
ter preparado guias proprios de estudo - contendo dicas de elaboracao dos trabalhos e resolucéo

de exercicios mais complexos - para auxiliar seus estudantes.
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12. Conclusao — A publicacao digital do material

Os relatos dos trés educadores com quem conversei em minha visita ao CESEC e o
conhecimento de que o material que eu desenvolvera havia se perdido motivaram-me a
antecipar sua disponibilizacdo publica e gratuita na internet, que estava programada para uma
etapa posterior a conclusdo desta dissertagdo/produto de mestrado.

Para cursar as disciplinas do PROFMAT e para conclusdo deste trabalho, fui
apoiada pelo meu empregador - Instituto Federal de Educacgéo, Ciéncia e Tecnologia do Sul de
Minas — IFSULDEMINAS com a concessao afastamentos parcial, por dois anos, e integral, por
trés meses, respectivamente. Tais afastamentos sdo concedidos para qualificacao de servidores
em areas de interesse da instituicdo. Deste modo, comprometi-me a disponibilizar na web, de
forma publica e gratuita, o material aqui apresentado. Espero, assim, que possa inspirar
docentes e auxiliar alunos com dificuldades em tépicos de Matematica do Ensino Médio. Desta

forma, o material a seguir encontra-se publicado na pagina web de endereco:

https://sites.qoogle.com/ifsuldeminas.edu.br/ican/matematica-em

Creio, adicionalmente, que este material sera Gtil neste momento de retorno as
atividades presenciais da maioria das escolas do pais, depois de quase dois anos de ensino
remoto, sobretudo aqueles estudantes das escolas publicas que, na sua maioria, por falta de
infra-estrutura propria e equipamento de informética para seus alunos, ndo tiveram condicdes
de ministrar aulas remotas durante o periodo, ocasionando lacunas de aprendizado que exigirdo

esforcos de todos os setores educacionais.


https://sites.google.com/ifsuldeminas.edu.br/ican/matematica-em
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15. Anexos — modulos instrucionais

As proximas paginas constituem os modulos instrucionais® objetos deste trabalho,

seguidos do manual da calculadora cientifica standard.

6 O carater mais compacto da formatagdo dos mddulos instrucionais teve por objetivo o equilibrio entre maior
clareza de exposicéo dos contelidos e menores custo de impacto ambiental de impresséo, por se tratarem de um

produto educacional que podera ser utilizado na forma digital ou impressa.
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NUMEROS

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS N
N=1{0,1,2,3,4,5..}

POTENCIACAO EM N: 34=3.33.3=81

NOMENCLATURA: g(% expoente

Base /)7
Exemplos:

3% =1 (expoente nulo (zero) = resultado igual a 1)
3! =3 (expoente unitério (um) = resultado igual a base)

3?=33=9
3¥3=333=27
3*=33.3.3=38l

3°=3.3.3.3.3=243 etc...

1) D€ o valor das poténcias, usando a calculadora, quando necessario, conforme a instru¢ao abaixo:

Para calcular, por exemplo, 7°, digite ¢ depois pressione a tecla E 8 vezes.

Depois que vocé digitou , a0 pressionar a tecla |=|pela 1* vez, vocé obtera o valor de 7.
Quando pressionar a tecla = pela 2% vez, vocé obtera o valor de 7°.
Quando pressionar a tecla = pela 3% vez, vocé obtera o valor de 7*.
Quando pressionar a tecla = pela 4% vez, vocé obtera o valor de 7°.

a)2° = f)2° = k) 2'0= p) 10° = u) 1°=
b)2' = g)2°= 7’ = q) 10° = v) 1P =
c)22= h) 27 = m) 7! = r) 10* = w) 117 =
d)2*= i)2%= n)7°= 5) 10° = x) 0% =
e)2*= 2= 0)43" = t) 10° = y) 177 =

solugdo: a)1 b)2 c)4 d)8 e)16 )32 g)64 h)128 i)256 j)512 k) 1024 1)1 m)7 n)49
o)1 p)100 @) 1000 r)10000 s)100000 t)1000000 u)l V)1 w)l x)0 y)l

2) Calcule primeiro as poténcias e depois efetue as operacdes indicadas:
Exemplo: 33-204+10'=243-1+10=252

a)2>-22+7%= 7.7 =

b) 2% 10! = g)23°.30' =
c)33+31-1027°= h) 127+ 07 =
d)2%:24= )28 +32-12=
e)3:3%2= j)3r+42=

solugdo: a)5 b)160 ¢)29 d)2 e)3 H7 30 h1 i)16 j)25
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RAIZ QUADRADA EXATA EM N

J25=5 pois 5*=25
JO=0 pois 0*=0

3) Calcule usando calculadora:

Exemplo: +v729=27 (Calculadora: 729 )

a) V169 = d) Vo= g) Vo=
b) ~/1000000= e) V1= h) +/16 =
c) ¥2025= f) V100= i) V4=

solugdo: a) 13 b)1000 c¢)45 d)0 e)1 )10 g3 hy4 )2

4) Calcule primeiro as poténcias e raizes ¢ depois efetue as operagdes indicadas:
Exemplo: ¥289.10°=17.100= 1700

a) V1+10°= ©)7°. 7. V49= e No+13=
b) 2> — 16 = d) V10000—102= ) 02+ o + /1=

solugdo: a)2 b)4 ¢c)49 d)0 el D1

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS Z
Z={..,-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3, 4,..}
|\ J N\ J
Y, LY
negativos positivos

Quando um niimero ndo tem “sinal” é porque € positivo. Assim, 3 € o mesmo que +3.

ADICAO EM Z
Sinais iguais: somamos os valores absolutos e conservamos o sinal

—4-7=-11
6+7=13

Sinais diferentes: fazemos subtracdo e tomamos o sinal do nimero de maior valor absoluto.

—4+7=3
4-7=-3

5) Calcule de acordo com as regras acima ou use a calculadora:

Exemplo: —17 + 10 =—7 (regra da adicdo para nimeros com sinais diferentes)
Calculadora : limpe o visor com a tecla e digite:E| 171410 E|

a)30-12 = e)7—-13= )—-3+3=

b)-30+12= NH7+13= )—-3-3=

c)30+12= g)—7+13= k)y3-3=

d)-30-12= h)-7-13= H3+3=

solugdo: a) 18 b)—18 )42 d)-42 e)—6 20 g6 h)—20 )0 j)—6 kO 16

Quando ha mais de duas parcelas, teriamos que aplicar a regra anterior a cada nova parcela, mas
ha uma forma melhor, que evitard que nos percamos nas somas parciais: somarmos 0s NUmeros
positivos e os negativos, separadamente e, depois, efetuarmos a adigdo dos resultados de acordo com
aregra de adigdo de nimeros com sinais diferentes.




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Numeros 39

4-6+5-10-2+3-6-12=
4+5+3-6-10-2-6-12=
%{_}\ ~ 2
L2 - 36

—24

6) Calcule de acordo com as regras acima ou use a calculadora:

a)l-2+3-4+5= H1-3+7-10+5-1=
b)—1+2-3+4-5= g —-3-4+1+2=
c)—1-2+3-4+5= h)-10+5-5-3+9=
d-1-2-3-4+5= )—3+3-4+4-5+5=
e)—10+3-5-3= HN-10+3-4+7=

solugdo: a)3 b)—=3 o)1 d)=5 e)—15 H—1 g)—4 h)—4 )0 j)—4

Cancelamento de parcelas: Como a soma de niimeros opostos é nula, podemos “cancelar” todo par
de nimeros gpostos* numa adigao.
-4+8—-6+4=  (cancelamos —4 com +4)
8—6=
2

*nimeros opostos: sio nimeros com mesmo valor absoluto e sinais diferentes.

— 3 e + 3 sdo numeros opostos

10 e — 10 s3o numeros opostos, etc.

7) Cancele os pares de nimeros opostos que houver e efetue:

a)—3+7+3-4-1+4= e)l+4-4-3=
b)1+9+3-9-3+4= )3+3-3+3=
c)—7+6-5+4-6+8= g)7-2+2-7=
d)-8+4+8= h)y1+2+3-1-2+3=

solugdo:a)6 b)5S ¢)0 d)4 e)—2 )6 g0 h)6

MULTIPLICACAO E DIVIZAO EM Z

Sinais iguais: o resultado ¢ positivo

(-=4).-7)=28

4.7=28

-12):(-3)=4

12:3=4

-12 N VA

_—32 4 observacao: Y ¢ o mesmo que (—12) :(=3)

Sinais diferentes: o resultado ¢ negativo

(—4).7=-28

4.(-7)=-28

(-12):3=-4

12:(-3)=-4

-12 L —l12

T: -4 observacao: 3 ¢ mesmo que (—12) : 3
12 12

3 =—4 observacao: 3 ¢ o mesmo que 12: (=3)

Os parénteses usados nos numeros negativos nestes casos tém apenas o objetivo de destacar as
operacdes de multiplicacdo e divisdo. Nao sdo obrigatdrios, mas evitam confusao.
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8) Efetue:
(Calculadoras comuns ndo efetuam corretamente multiplica¢do e divisdo de niimeros inteiros. Se
deseja usa-la, efetue as operagdes sem levar em consideragao os sinais e aplique a regra acima)

2) (4).3 = £)(-20): 5= )56 (-7) = Q6. (-8)=
b)4.(-3)= ) (20): (-5)=  m)(56):7- 1) (=6) . 8 =
O (4).(-3)=  h)20:5- D) (8). (9=  s)24:(-6)=
d)4.3- D) (7). (8) = 0)8. (-9)= 0 (1). 4=
)20 ) =56 |72 48
s V7 Py Yy

solugdo: a)—12 b)—12 ¢)12 d)12 e)—4 -4 g)4 h)4 )56 j)8 )-8 m)-8 n)72 0)-72 p)-8
Q48 148 s)—4 t)—4 u)-6.

POTENCIACAO EM Z

observe: =3’ =1 (0 é par)
(-3)'=-3 (1 € impar)
(=3 =(3).(-3)=9 (2 é par)
(3)* =(3).(-3).(-3) =27 (3 é impar)
(=3)* = (3).(3).(=3).(-3) =81 (4 é par)

(=3)° = (-3).(-3).(-3).(-3).(-3)=—243 (5 é impar)
(=3)0 = (=3).(=3).(=3).(=3).(=3).(=3) = 729 (6 ¢ par) etc.

Regra: (base negativa)P* = positivo
(base negativa)™* = negativo

obs.: Esta “regra” so se aplica a bases negativas.
Quando a base ¢ positiva, as poténcias sdo sempre positivas.

9) Efetue.
(Nos casos em que a base € negativa, para usar a calculadora, efetue a potenciagdo sem levar em conta
o sinal, depois aplique a regra de sinais ao resultado)

2) (2))= 0 (-2)*= k) (2)10= p)(7) =
A S A
€)= = - = m = 1) (= =
d) 27 - ) (2)" = n) (-3)* = 7 =

e) (-2)"= DE2)Y= 0) 3% = t) (-123)' =

solugdo: a)1 b)-2 c¢)4 d)-8 e)l6 )-32 g)64 h)-128 1)256 j)-512 k)1024 1)-27 m)27 n)8l
08l pl ql -7 s)7 t)-123

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS Q

FRACOES
Facamos uma pausa para recordar o que significa uma “fragdo” do tipo:

p = numerador

q — denominada

. A primeira interpretacdo foi nos apresentada ainda na escola priméria e ¢ a seguinte:

Se considerarmos a unidade (o numero 1) como sendo uma “pizza” ( ou “inteiro”), por exemplo:
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Note que o denominador (o “de baixo™) determina em quantas partes iguais ¢ dividida a
unidade (a pizza) e o numerador (o “de cima”) quantas partes se quer representar.
O numerador pode ser maior que o denominador. Veja:

-
‘ggpﬁﬁb

. A segunda interpretacdo ¢ o resultado numérico (decimal) da divisdo do numerador pelo
denominador (use a calculadora e confirme):

[ 2 I

L yi4=025
4

3

2 =3:4=075
4

2 5132 1,666...
3

O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS Q

Q={£‘peZ,qu*}
q

Q ¢ o conjunto dos niumeros que podem ser escritos na forma de fragdo positiva ou negativa.

O numero 0,4 ¢é racional, pois 0,4 = m
, L . 3
O numero 0,333... é racional, pois 0,333... = 5

6
O niimero 6 € racional, pois 6 = 1

atencao: O denominador ndo pode ser zero, pois nao existe divisao por zero.

FRACOES EQUIVALENTES
5, 62_12 i S 62_3
BEOIHESIHO que 82_16 U alnda, BEOIHESIHO dque 8:2_4

> = & & = &

Dizemos que o valor de uma fragdo nao se altera se multiplicarmos ou dividirmos o
numerador e o denominador por um mesmo nimero nao nulo.
Usaremos este fato para simplificar fragdes.
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SIMPLIFICACAO DE FRACOES

Para simplificar uma fragdo, dividimos o numerador e o denominador por um nimero que
divide ambos (um fator comum).

O meio mais facil (porém ndo o mais rapido) é dividi-los pelos nimeros da seqiiéncia de
ntimeros primos’: {2, 3, 5,7, 11, 13, ...}

252
Como exemplo simplificaremos a fragao 3—§8 :

Comegamos tentando dividir 252 e 378 por 2

252" 126

3787 189

Tentamos dividir 126 e 189 novamente por 2. Verificamos que 189 nao ¢ divisivel por dois.
Entdo passamos para o numero primo seguinte, que € o 3.

126 _42

189° 63

Dividimos 42 e 63 novamente por 3

42° 14

63 21

Como nao podemos dividir 14 novamente por 3, tentamos dividi-lo por 5, que é o proximo
nimero primo.

Nao ¢ possivel dividi-lo por 5. Passamos ao primo 7:

147 2

217 3

Como ndo ha mais primos que dividam o numerador e o denominador simultaneamente, a
simplificagdo termina.

Resumindo:

2527 126" 42° 147 :

378 189° 63° 217 |3
Observacgdes 1. S6 ¢ permitido “simplificar” o numerador e o denominador pelo mesmo niimero.

2. Antes de simplificar a fragdo, verifique se ela representa um niimero inteiro, ou seja,

verifique se o numerador pode ser dividido pelo denominador. Por exemplo:

381

——=381:127 =3
127

10) Simplifique:

a)% = e)f—§= i)%z m) 18?12=
T N E - A
93 = OoEe K- o o-
24 25 162 96
Do = Mse~ V3™ P) 5, =

solugdo: a)1/6 b)6 ¢)2/3 d)2/5 €83 N5/11 g6 hyl/6 )32 78 k)3/5 )2 m)l2 n)2/3 0)32 p4

* Numero primo ¢ um nimero natural que possui apenas dois divisores: o niimero 1 e ele préprio. O namero 7 é primo,
pois so € possivel dividi-lo por 1 e por 7. Ja o nimero 9 ndo € primo, pois pode ser dividido por 1,3 e 9.
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MENOR MULTIPLO COMUM (m.m.c.)
O menor multiplo comum de 4 e 6 é 0 menor numero (positivo) que ¢ miltiplo de 4 e de 6 a0 mesmo
tempo:

Multiplos positivos de 4 > 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, ...
Multiplos positivos de 6 = 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, ..
Multiplos comuns de 4 ¢ 6 > 12, 24, 36, 48, ...

O menor multiplo comum de 4 ¢ 6 ¢ 12. Ou seja, m.m.c.(4,6) = 12.

Do mesmo modo:  m.m.c.(10, 6, 15) =30
m.m.c.(14, 10) =70
m.m.c.(2, 3, 5, 6) =30 etc.
E claro que ha um modo mais direto de se calcular o m.m.c. de dois ou mais niimeros:

Exemplo: m.m.c. (20, 15, 25): 20,15, 25 |2
10,15, 25 |2
5,15, 25 |3
55, 25 |5
I, 1, 5 |5
I, 1, 1 2.2.3.5.5=300

m.m.c. (20, 15, 25) =300

o Comegamos dividindo 20 por 2, pois 20 ¢ divisivel por 2. Copiamos os outros niimeros (15 ,25)
o Dividimos 10 novamente por 2, pois 10 ¢ divisivel por 2. Copiamos os outros numeros (15 ,25)
o Como nio € possivel dividir mais nenhum deles (5, 15, 25) por 2, tentamos o proximo numero
primo, que € 3. O 15 ¢ divisivel por 3. Dividimos 15 por 3 e copiamos os outros numeros (5 e 25)

o Como nao ¢ possivel dividir mais nenhum dos nimeros (5, 5, 25) por 3, tentamos o préximo
numero primo, que ¢ 5. Todos podem ser divididos e teremos (1, 1, 5)

o O 5 ainda pode ser dividido novamente por 5. Efetuamos a divisao e copiamos os uns (1 e 1).

o Soé sobraram uns (1, 1, 1). Entdo o m.m.c. (20, 15, 25) é 2.2.3.5.5 =300

11) Calcule:

a) m.m.c. (4, 6) = f)mm.c. (2, 6,9) =

b) m.m.c. (4,2) = g)m.m.c. (3,4, 6)=
¢) m.m.c. (10, 6) = h) m.m.c. (3, 6,9) =
d) m.m.c. (4, 8) = 1) m.m.c. (6, 8, 10) =
e) m.m.c. (2, 5) = jymm.c. (4,5, 10)=

solugdo: a)12 b)4 ¢)30 d)8 )10 I8 g 12 h)18 i)120 j)20

ADICAO E SUBTRACAO EM Q

Primeiro reduzimos todas as fracdes a um denominador comum, depois somamos os numeradores €
conservamos o denominador.
1 1 3

2

O+ B=Q+P &

Note que poderiamos ter escolhido outro multiplo comum de 2 e 3, como 12, 18 ou 24, por
exemplo. Entretanto, escolhendo o MENOR multiplo comum, operamos com nimeros menores €
diminuimos a necessidade de simplifica¢@o do resultado da adig@o.

2
=+ R ==
&

8]

|| =&
o]

on | Lk

Por este motivo, utilizamos 0 MENOR multiplo comum (MMC) e ¢ por isto que vocé deve
ter aprendido assim:
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“far mme, divide pele de baixzo, multiplica pelo de cima” 12, 30|12
6, 15| 2

ﬁg ?b\ _ 25414 390 13 3,153
60, 20 } >

5
klz\ ol 1 2235—60
\_'/:/ .

Outro exemplo:

2 3,323, 3 10249 26 (mm.c.3, 1, 5) = 15)
3 5 3 5 15 15
12) Calcule e simplifique o resultado, quando possivel:
31 5 1 1 3 5
a) - = &) o = ) > +>-2 =
4 6 4 8 3 46
3 3 9 6 2 1 4
b) —+1+= = ———= ———t—=
)4 2 f)2 5 )3 6 9
1
C) l+§: )§+§_§: k)é E__:
10 6 2 9 6 6 8 10
B 4-2- pa-telo g3l
4 4 6 10

solugdo: a)7/12 b)13/4 ¢)23/15 d)7/4 e)11/8 33/10 ) 11/9 h)23/12 i) 1/4 j)17/18 k) 133/120 1)17/20

MULTIPLICACAO EM Q
E “direto”, ou seja, “numerador vezes numerador, denominador vezes denominador”.
2 5 10

Exemplos:

»w|

dlo e \1|

<!

CRRNN I Ny

o

W W
o

(@)Y

ERIs

W
I
I

w [N

o 7

e
G

13) Calcule e simplifique o resultado, quando possivel:

26 25 7 1
2o d Lot o
237 )35 & 519
1 9 132
b) 4.~ = o~ 25 ni32-
3 1076 3725
2 1 4 6110
—9= — == i) ——— =
© 3 D33 D537

solugdo: a)4/7 bY4/3 )6 d)5/6 e)15/4 )23 g)1/28 h)l/5 i)4/7

TECNICA DO CANCELAMENTO e SIMPLIFICACAO DE PARCELAS
Quando houver um par de fatores repetidos, sendo um deles no numerador e outro no denominador,
podemos cancela-los:

24 2

Exemplos:
P 217
6AK 6 _3
4

Yo e
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Quando houver um par de fatores, sendo um deles no numerador e outro no denominador, divisiveis
por um mesmo numero, podemos simplifica-los como simplificamos uma fragdo simples antes de
efetuar as multiplicagdes

4 7 47 27 14
Exemplos: ——=—— ==

156 1567 153 45
61011 6%10°%11 2.2.11 44
5

9 579 173 21

Note que o cancelamento ou simplificacdo de parcelas ndo s@o obrigatdrios, ou seja, se preferir,
multiplique normalmente e simplifique o resultado. A vantagem esta no fato de que, simplificando
e/ou cancelando parcelas antes da multiplicagdo, operamos com numeros menores €, portanto, os
calculos sdo mais faceis. De qualquer modo, fagca como achar melhor.

14) Efetue:

old 012 216
377 521 925
73 9 22 58 3

by -2 A n22 2

)32 DTS D570
35 16 3 41
22 = D2 P g

933 8 304 )97
211 4 810 5 1

4 2= 24 nei2 2 2o
772 845 573104

solugdo: a)4/21 b)21/16 ¢)3/8 d)11/7 €)2/15 £6/5 g2/3 h)1/10 )2/15 j)3/10 k)1/3 1)2/3

DIVISAO EM Q
Multiplique a primeira fragdo pela segunda “invertida™
25 27 14
Exemplos: .= =
37 35 15
1
2 13 155
3 2'5 23 6
5
2
12 zzlzézlzz?’zgzﬁzlg
2 2 1 1
3 31 111
7 7 67 72 14
15) Efetue:
51 1 3
e 7o = ) 3:2 =
a) 34 e) ) 1) 5
15 32 8
b)10: —= — i —= N —:4 =
5 2 2 2
2 2= —i—= k) 4:==
9 95 )43
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3 6
14 7 11
7 22

solugdo: a)20/3 b)14/3 ¢)5/16 d)3/4 e)14 D3/2 g 11/5 h)1/9

D2 )25 K6 14

POTENCIACAO E RAIZ QUADRADA EM Q
Aplique a propriedade distributiva:

5 52 25
Exemplos: | >| => =22
xemplos (3) FERS
16 _J16 _4
9 9 3

16) Calcule:

()
(-

(-

(@)

N
VR
N | W
N
o

Il

ol
(3] -

solugdo: a) 16/81 b)25/16 ¢)27/8 d)1/32 €72 103 g)1/2 h)27/125

EXPOENTE NEGATIVO

(5) -(5) -

Considere o sinal de “—
Outros exemplos: ( ) (%) =
(i
1

(-
St

(menos) como uma instrugdo para inverter a fracao.

17) Efetue:

MR S
- o

SR RS

(- -l

solugdo: a)8/27 b)4/9 ¢)2/3 d)25/16 ) 125/8 425 g 2/17 h)9 )32 j)1/9 k)1/8 1)343/27

n) 1/49 0)243 p)1/343

ofl)

n) 7%=

()

p) 77 =

m) 5




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Numeros 47

FORMA DECIMAL DE NUMEROS RACIONAIS
7
Vimos anteriormente que uma das possiveis interpretacdes da fracdo 10 por exemplo, é o

resultado da divisdo 7:10.

l=7+10=0,7
10

7
Logo, o nimero decimal 0,7 é racional, pois pode ser escrito na forma de fragdo: 0,7 = E .

18) Obtenha a forma decimal das fragdes.

13
exemplo: 5 =13+5=2,6 (use calculadora)

17 13 7 4
a5 = 9 To0~ ©) 35" & 125~
1 241 13 3
b _—= d _— = —_= h —_=

)10 ) 5 D 8 )5

solugdo: a)8,5 b)0,1 ¢)0,13 d)482 ¢)028 1,625 £ 0,032 h)0.,6

FORMA FRACIONARIA DE DECIMAIS EXATOS
O numerador e o denominador de uma fragao equivalente a um numero decimal sdo:

Numerador : escreva o nimero dado sem a virgula.
Denominador: sera 10, 100, 1000, etc. (tantos zeros quanto forem as casas depois da virgula)

Depois de escrever a fracdo desta forma simplifique-a, se possivel.

2
exemplos: 1,2= % = g (uma casa decimal depois da virgula = um zero)
107
1,07 = 100 (duas casa decimais depois da virgula = dois zeros)

12025° 2405 _ 481
1000°  200° 40

12,025= (trés casas depois da virgula = trés zeros)

etc...

19) Escreva os numeros decimais dados na forma fracionaria e simplifique, quando possivel.

2 2
204 1027 Sl (Confira = 51:25 =2,04. Correto!)

Exemplo: 204="" """ —~_
P 100> 50 25

a) 3,7 e) 974,8 0)0,215 m) 0,5
b) 0,19 f) 66,123 j) 1,08 n) 6,32
¢) 11,55 g)9,4247 k) 0,001 0) 1,44
d)0,111 h)0,0013  1)0,2 p) 0,125

solugdo: a)37/10 b)19/100 ¢)231/20 d) 111/1000 ¢)4874/5 f)66123/1000 g) 94247/10000 h) 13/10000
i)43/200 §)27/25 k) 1/1000 1)1/5 m)1/2 n)158/25 0)36/25 p)1/8

DiZIMAS PERIODICAS

21
Ao calcular o valor decimal da fragao 7 obtemos 13,4444444.

A calculadora corta uma parte do numero, porque Ky =13, 44... (as reticéncias indicam que

o algarismo 4 se repetira infinitamente).
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3 . C . .
Do mesmo modo 11 =0,2727... (as reticéncias indicam que os algarismos 2 e 7 se repetirao

infinitamente).
Numeros decimais como estes sdo chamados dizimas periodicas.
Os algarismos que se repetem sdo chamados de periodo. Assim:
o periodo da dizima periodica 13,77... é7,
o periodo da dizima periodica 0,2727... ¢ 27,
o periodo da dizima periodica 4,120120... é 120,
o periodo da dizima periodica 1,0202... ¢ 02.

20) Obtenha a forma decimal das fracdes abaixo e dé o periodo da dizima periodica obtida.

67
Exemplo: —=67:33=2,0303... eo periodo ¢ 03

33
1 13 2
_ = d —_— _—=
a3 ) 99 &) 59
142 2
b) = ) o - ) s =
9 999 999
8 113 103
g™ D59 = D 599~

solugdo: a) 0,33... periodo 3 b)0,77... periodo 7 ¢) 0,88... periodo 8 d)0,1313... periodo 13 e) 0,142142... periodo 142
f) 1,1414... periodo 14 g) 0,0202... periodo 02 h) 0,002002... periodo 002 1) 0,103103... periodo 103

FORMA FRACIONARIA DE DiZIMAS PERIODICAS

Dizimas periddicas simples:

O numerador serd o periodo e o denominador serd um nimero composto de tantos noves quantos
forem os algarismos do periodo:

0,777.... = y (o periodo ¢ 7 » 7 tem um algarismo: o denominador ¢ 9)
1
0,7171...= % (o periodo ¢ 71 » 71 tem dois algarismos: o denominador ¢ 99)
123 41 o . . . .
0,123123...= = (o periodo ¢ 123 - 123 tem trés algarismos: o denominador € 999)

999° 333

Caso o numero apresente parte inteira, separe-a da parte decimal para soma-la a fracdo equivalente a
dizima periddica, ou seja:

17 297+17 314
3,1717..=3+0,1717...= 3+ —=———=——
99 99 99

21) Reescreva os niumeros abaixo na forma fracionaria e simplifique, quando possivel:

3
Exemplos:  0,1212...= 12—3=i
99° 33
I 27+1 28
3,11..=3+0,11...=3+ —= =—
9 9 9
a)0,11... e) 0,134134... 1) 21,2121... m) 0,103103...
b) 0,33... f) 0,2020... j)3.44... n) 2,33...
c) 0,99... g) 0,0202... k) 10,66... o) 1,11...
d)0,1212... h) 1,22... 1) 1,33... p) 2,22...

solugdo: a)1/9 b)1/3 ¢)1(0,99.. éiguala1l) d)4/33 €)134/999 )20/99 ¢)2/99 h)11/9 i) 700/33
$)31/9 k)32/3 143 m)103/999 n)7/3 0)10/9 p)20/9
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FRACAO DE UMA QUANTIDADE
1
Todos sabemos que a metade (5) de 120 ¢ 60. (dividimos 120 por 2)

1
Sabemos também que um tergo (g) de 120 ¢ 40. (dividimos 120 por 3)

2
Quanto sera dois tergos (5) de 120?
E 0 mesmo que duas vezes um terco de 120, ou seja, 80. (2 x 40)

5
> O que significa, entdo, 5 de 120?

J
. — de 120 corresponde a cinco vezes um sexto de 120:
. um sexto de 120 ¢ igual a 120 + 6, ou seja, um sexto de 120 ¢ 20.
. cinco sextos de 120 ¢ igual a 5 vezes um sexto de 120, ou seja, 5 x 20 =100.

5
. Portanto g de 120 = 100.

Se considerarmos 120 como um inteiro, podemos pensar este calculo como o esquema abaixo:
5
inteire G de 120

o
S @

(120) (5 % 20 = 100}

Na pratica, fazemos o seguinte:

5 5 5.120 600
=del120 = =.120 = —— = — = 600+6 = 100
6 6 6
Outros exemplos:
3 3 3.40 120
—ded40 = - .40 = — = — = 24
5 5 5 5
3 3 3.12,50 37,5
—de 12,50 = —.12,50 = = = 4,6875
8 8 8 8
22) Calcule:
2 2 7 3
a) — de 300 = c) — de 500 = e) — de 200 = g) — de23 =
5 5 8 10
2 2 3 10
b)gde600= d)gde75= f)Ede6= h)?de12=
2 2 _ 2 120 -
Exemplo: 5 de uma hora = 3 de 60 minutos = 5.60 = ?=
1 2 3 1
1) — de uma hora = J) 7 de uma hora = k) i uma de hora = 1) 5 de uma hora =
J

solugdo: a) 120 b)240 ¢)200 d)30 ) 175 )9 g)69 h)40 i)15min j)40min k)45min 1) 30 min
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TAXA PERCENTUAL: UMA FRACAO ESPECIAL
Taxa percentual, ou porcentagem, ¢ uma representagdo especial da fragdo cujo denominador é 100.

13
Assim, 13% ¢ o mesmo que 100 e pode ser interpretado como 13 + 100 = 0,13.

Em célculos financeiros dizemos que 13% ¢ uma taxa percentual ¢ que 0,13 ¢ a mesma taxa,
na forma unitdria.
obs.: Note que o termo por cento refere-se a divisdo por cem.

e Para transformar uma taxa percentual em taxa unitéria, a dividimes por 100.
e Para transformar uma taxa unitaria em taxa percentual, a multiplicamos por 100.

24 i) Transforme as taxas percentuais em taxas unitarias.
Exemplo: 41% = 41:100 =

a) 25% e) 50% 1) 10%

b) 100% ) 1% 1) 12%

c) 120% 2) 1,2% k) 5,13%

d) 0,5% h) 1000% 1) 0,33%

solugdo: 2)0,25 b)1 ¢)1,2 d)0,005 €05 0,0l g0012 h)10 )01 j)0,12 k)0,0513 1)0,0033

24 ii) Transforme as taxas unitarias em taxas percentuais.
Exemplo: 0,13 =0,13 . 100 =

a)0,3 c) 1,3 e) 0,25

b) 0,125 d)1 f) 3,5

solugio: a)30% b)12,5% c)130% d) 100% ¢)25% f) 350%

PORCENTAGENS
Quanto ¢ 7% de 48?
7
7% de 48 € 0o mesmo que 100 de 48, ou seja:
7 7.48 . - , ..
. 7% de 48 = 100 de 48 = 100 =3,36 (na pratica: multiplique os nlimeros e divida por 100)

Se preferir usar os recursos da calculadora, digite:

J 48| X |7]| % | (nao pressione a tecla F')

25) Calcule da maneira que achar melhor:

a) 25% de 120 e) 50% de 30 i) 10% de 10,5

b) 100% de 92 f) 1% de RS 131,00 i) 12% de R$10,00

¢) 120% de R$25,00 g) 1,5% de R$32,00 k) 5,1% de R$10,00

d) 0,5% de R$1 200,00 h) 1000% de R$ 3,50 1) 0,33% de R$4300,00

solugdo: a)30 b)92 ¢)R$30,00 d)R$6,00 e)15 fHR$1,31  g)R$0.48
h) R$35,00 i)R$1,05 j)R$1,20 k)R$0,51 1)R$14,19

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS R

NUMEROS IRRACIONAIS

Além dos numeros que estudamos até aqui, existem nimeros que, ndo apresentando parte
decimal exata nem dizimas perioddicas, ndo podem ser escritos na forma de uma fracdo. Diz—se que
estes niameros sdo irracionais.

O primeiro niimero irracional descoberto foi, provavelmente, /2 . Experimente obter o valor
de /2 em sua calculadora.
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Pode—se usar este valor de+/2 fornecido pela calculadora, mas o que aparece no visor ¢ uma
aproximacio, pois, na verdade, V2 tem infinitas casas decimais que ndo se repetem de forma
periddica.

Outros niimeros irracionais: v3, /5, V6, 2 , etc.

O numero irracional mais famoso ¢ m, que se obtém dividindo o comprimento de uma
circunferéncia pelo seu diametro( m = 3,141592654...). Com auxilio de computadores, ja se calculou
o valor de ™ com mais de 50 bilhdes de casas decimais! (em 1997)

NUMEROS REAIS
O conjunto R, dos nimeros reais ¢ formado pelos nimeros racionais e os irracionais.

APROXIMACOES
2
O valor de +/2 ou 3 obtido numa calculadora comum ndo ¢ exato. Mesmo que algumas

calculadoras operem com mais digitos que os mostrados no visor, 0 que se tem ¢ uma aproximacao,
pois o numero de digitos com o qual operam ¢ limitado. O mais freqiiente (para calculadoras comuns)
¢ que operem com os digitos mostrados no visor.

As calculadoras sdo programadas para fazer aproximagdes por truncagem ou arredondamento.
Para saber que tipo de aproximacao faz a sua calculadora, calcule 2 + 3.

. 2 +3=0.6666666 — a calculadora trunca (parte, quebra) o numero.
. 2 +3=0.6666667 — a calculadora arredonda.

Tais ntimeros aproximados, quando usados em célculos seqiienciais geram resultados que
também sdo aproximados. Por exemplo, ¢ de se esperar que (2 + 3) x 3 =2, porém, o0 que obtém numa
calculadora comum ¢ 1.9999998 ou 2.0000001, conforme o método de aproximacao.

Experimente, digite: 2 III 3 3 EI

Se vocé obteve 2 ou 1,9999999 ¢ porque sua calculadora opera com mais digitos que os
mostrados no visor (calculadoras cientificas, por exemplo).

ARREDONDAMENTO

As vezes, embora tenhamos obtido um resultado com varias casas decimais na solucdo de
determinado problema, temos que apresentar o resultado com um nimero fixo de casas decimais,
menor que o obtido do calculo efetuado em calculadora. Para diminuir a quantidade de casas
decimais, fazemos arredondamento.

e Quando o primeiro algarismo a ser abandonado ¢ 0, 1, 2, 3 ou 4, conserve sem alteragdo o ltimo
algarismo que permanecera.

e Quando o primeiro algarismo a ser abandonado ¢ 5, 6, 7, 8 ou 9, aumente de uma unidade o ultimo
algarismo que permanecera.

Exemplo: Suponha que tenhamos que arredondar os numeros abaixo para que fiquem com apenas

uma casa decimal:
53,201527 passa a ser 53,2.
53,211527 passa a ser 53,2.
53,221527 passa a ser 53,2.
53,231527 passa a ser 53,2.
53,241527 passa a ser 53,2.
53,251527 passa a ser 53,3.
53,261527 passa a ser 53,3.
53,271527 passa a ser 53,3.
53,281527 passa a ser 53,3.
53,291527 passa a ser 53,3.
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Exemplo: Suponha que tenhamos que arredondar o niimero 53,201527 para que passe a apresentar:
duas casas decimais: 53,201527 = 53,20
trés casas decimais: 53,201527 = 53,202
quatro casas decimais: 53,201527 = 53,2015
cinco casas decimais: 53,201527 = 53,20153

Obs.: 1. O simbolo = significa “aproximadamente igual a”.
2. O arredondamento em Estatistica ¢ ligeiramente diferente. A regra acima ¢ a regra utilizada
pelas calculadoras (cientificas, inclusive)

26) Arredonde cada nimero para uma casa decimal (uma casa depois da virgula)
exemplos: 143=14

1,656 = 1,7
a) 2,38 = €) 234,9832 = ) 0,66... =
b) 24,65 = f) 45,09 = i)033... =
¢) 0,351 = g) 4,95 = k)3,95... =
d) 23,40 = h) 48,04002 = 1)2,2431 =

solugdo: a)2,4 b)24,7 ©)04 d)234 ¢)2350 D451 g50 h48,0 )07 )03 k)40 1)22

27) Arredonde para duas casas decimais:

a) 46,727 = €) 0,66... = i) 28,255 =
b) 123,842 = f) 0,33... = i)37,485 =
¢) 0,266 = g) 299,951 = k) 1,285 =
d) 0,4998 = h) 0,682 = 1)0,3949 =

solugdo: a)46,73 b) 123,84 ¢)027 d)0,50 ¢)0,67 1033 £)299,95 h)0,68 i)28.26 j)37.49 k)1,29 1)0,39

28) Obtenha os valores decimais das raizes quadradas e das fracdes abaixo e dé o resultado
arredondado para duas casas decimais:

exemplo: J2=141
(digite 2 . O visor mostra 1,4142135. Arredonde este valor para duas casas decimais)

2
exemplo: - =0,29

(digite 2 E| 7 E . O visor mostra 0,2857142. Arredonde para duas casas decimais)

a) 3= e) 5= i) V6 =
1 2 L3
b)gz ﬂgz J)7=
c) J111= g) V23= k) V10 =
N b 62 L8
STh ) 99= )=

solugdo: a) 1,73 1)0,33 ¢)10,54 d)0,36 ¢)2.24 00,67 g)480 h)0,63 i)245 j)043 k)3,16 1)0,89
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SIMPLIFICACAO DE RAIZES QUADRADAS
Fatore o radicando e agrupe os fatores repetidos em duplas. Desta fatoracdo, todo fator elevado
ao quadrado saira da raiz quadrada:

a8 2> 1440 2> 1296 2

|42 41 2 720 2 &3 2

‘@z 2 .2=21E 2\} 350 | 2 224 | 2
1 2 1280 2> 182 2>
TP 2n 2 ap | = 21 3)

D440 = 422222325 = 2.23.4/2.5 =12410 a5 | 3 27 | 3
e |2

V1296 = 4/222°3%3% =2.2.33=36 Vlgz2, 525 105205245202

obs.: O método acima funciona devido as seguintes propriedades operatdrias:

Jab ~ab ¢ Va=a(®)

* Somente quando a > 0. Porqué? Porque se a = -2, por exemplo, teremos \/(—2)2 =V4=2

29) Simplifique:

a) V28 = e) +/80= i) +/350=
b) J/98= f) /3969= j) V160 =
¢) Va5 = g) V/360= k) J12=
d) Va41= h) /189 = 1) J/18=

solugio: a) 2+/7 b) 72 ©) 345 d21 ¢ 45 D63 g 6/10 h) 3421 i) 5414
D410 K 2+/3 132

SOMAS ALGEBRICAS (1)

Expressdes do tipo S= 4+/3 —24/2 +7-5/2+134/3 10 podem ser simplificadas de acordo
com os critérios abaixo:
. Podemos “ajuntar” termos semelhantes, ou seja, termos com raizes de mesmo indice e mesmo
radicando. Por exemplo:

3J7 +9V7 = 3+9WT7 = 1247

K -32=(4-12=3/2

. Naéo podemos “ajuntar” termos diferentes, ou seja:

23-5V3 4632+ 42 = (2=5)3 +(6+42 =[=343 +10J2]

3T 42457 = B+57 +2 =[847 +2]

A2 422+ 32 +1-5V2 +13= (4432 +(2- SN2 +1+13= 732 + 342 +14 =732 =32 + 14

30) Simplifique, reduzindo termos com radicais iguais:

a) 24/3+7/3= e) 3v5+4—-2/5-8+5=

b) 6v2 +22-5/2 = ) 345+ 75 +2J6 —9/6 =

¢) 6v2-4v2+2V2 = 2) 113 -2V3+9v2 643 + 442 =
d) 23 -5V3+3/3-63 = h) 23/10+15V10-7/10+310-/10 =

solugdo: a) 9+/3 b 342 c)4\/§ d) —64/3 ) 2+/5—4 f) 105 —74/6
9 3/3+13v2 1) 33¥10+7410
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SOMAS ALGEBRICAS (II)
As vezes, numa soma algébrica, ha radicais aparentemente diferentes que, podendo ser
simplificados, ddo origem a parcelas com radicais semelhantes. Por exemplo:

V4542420 = observe que: /45 =+/325=34/5 45 | 3 20 | 2
3542245 = V20=+225 =25 15 | 3 10 | 2
35 +445 = 3+ 405 =[745] 5| 3 5|3
1 325 1 /225
31) Simplifique os radicais e reduza os termos semelhantes:
a) V50 +4-/18—64/2 = ) 543 ++/12-5/48 =
b) 2420 —44/45 +/125= d) =210 -5v90 + 610 -840 =
solugdo: a) 11V2 b) — —3J5 ¢ —13J3 d) — —27410
MULTIPLICACAO E DIVISAO DE RADICAIS DE MESMO INDICE
Exemplos:
e V2.5=V25=410
. f J_ V327 J_ 9
. =183
T
. 422 o
o \/;7\/7 = =J12=+223=23 (simplifique, sempre que for possivel)

e 3.5.10/7 =3.10/5.7 =30+/35 (ndo misture o que est fora com o que esta dentro da raiz)
5v122J6 52 /126 10436106
2

_ = _20
32 3 3 3

32) Efetue e simplifique o resultado, quando possivel:

a) V14:7 = f) V242 = K) V7.+/84 =
b) V3412 = g) V2~/3./6 = ) V8:42=
c) 2+/34/5 = h) 442.742 = m) V2242 =
d) @: 1) ﬁ: 1’1) @:
B 2 Ja
o V36 _ AT o) V12546 _
V2 Vo m 2J15

solugio: a)\/E b)6 c¢) 215 d)\ﬁ €e)3 N2 g6 h56 )2
D3V2 ©14Y3 D2 m2v2 m3V2 0152

POTENCIACAO DE RADICAIS
(\/gfou \/§3é 0 mesmo que \/3_3=x/ﬁ=\/%=3x/§
V2" =\16=4
(5[ =324/5" =9.5=45

33) Efetue e simplifique, quando possivel:
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a) J57 = c) J3' = e) (Zﬁ)sz g) J2° =
b) V6 = d) (V7] = f3 = by V10" =

solugio: )5 B)6 )33 )28 ¢ 16v2 1 3+/3 g 4J2 h) 100

RACIONALIZACAO

Na maioria das vezes, quocientes do tipo com raiz quadrada irracional no

3.
V2o 5
denominador, devem ser transformados em fra¢des equivalentes em que o denominador ¢ um numero
racional, sobretudo quando se trata do resultado final de um exercicio ou problema.

Observe que o valor de uma fragdo ndo se altera se multiplicarmos o numerador e o
denominador por um mesmo nimero nao nulo. Entdo, para racionalizar o denominador de
quocientes do tipo acima, “multiplicamos o numerador ¢ o denominador pela raiz quadrada que
aparece no denominador”.

3342 32 32

V2 242 2t 2

2013 204345 20435 20415
V55 3 s

8 842 8/2 82 42
5¥2 5V242 53t 52 s

obs.: Nao ha problema em apresentar resultados com raizes irracionais no numerador. No
denominador ¢ que devemos evitar. Sobretudo porque ¢ de praxe apresentar apenas a versao
racionalizada em gabaritos e opcdes de questdes de multipla escolha.

Ha outros tipos de quocientes cujo denominador pode ser racionalizado, mas este € o tipo mais
freqiiente.

=44/15 (simplifique, quando possivel)

34) Racionalize e simplifique, quando possivel:

2 == Q) = O r= D=
V3 V5 10V2 245
5 10 15 4
b) = = ) — = h) —— = K) —— =
' T ) o ) 2o )32
o 6 oL _ h 14 y V7 _
3 245 7 J6
solugdio: a)? b)% o) 243 d)g ) V10 f)% g)% h)@ i) 247
5 2 V.
D— — —
2 3 6

REGRA DE TRES SIMPLES

GRANDEZAS DIRETAMENTE E INDIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Grandeza ¢ algo que pode ser medido. Comprimento, temperatura, tempo e area sdo exemplos
de grandezas.

Grandezas diretamente proporcionais sio grandezas que crescem ou decrescem juntas na
mesma propor¢ao. Por exemplo:

Para fazer 8 cafezinhos sdo necessarias 3 colheres cheias de po. Para fazer 16 cafezinhos, é
claro, sdo necessarias 6 colheres do po.
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8 cafezinhos = 3 colheres de po
16 cafezinhos = 6 colheres de po
4 cafezinhos = 1,5 colher de p6
Observe que, se dobrarmos a quantidade de cafezinhos, temos que dobrar também a
quantidade de pd, Se reduzirmos a metade a quantidade de cafezinhos, temos que usar a metade da
quantidade de po.

GRANDEZAS INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Duas grandezas sdo inversamente proporcionais se, ao dobrarmos a primeira, a outra
grandeza se reduzir a metade; se triplicarmos a primeira, a outra se reduzia a ter¢a parte; e assim por
diante. Por exemplo:

Tenho 32 exercicios de Lingua Portuguesa para fazer. Se fizer 8 exercicios por hora, gastarei
4 horas para cumprir a tarefa. Se fizer 16 exercicios por hora, gastarei 2 horas. Se ou fizer apenas 2
exercicios por hora, gastarei 16 horas!

Quantidade de exercicios por hora quantidade de horas necessarias
8 > 4
16 > 2
2 > 16

COMO RECONHECER O TIPO DE PROPORCIONALIDADE ENTRE DUAS GRANDEZAS
Diretamente proporcionais: A razio (divisdo) entre as duas grandezas ¢ constante.
No exemplo dos cafezinhos:
8 cafezinhos = 3 colheres de po (8:3=2,66...)
16 cafezinhos > 6 colheres de p6  (16:6 =2,66...)
4 cafezinhos = 1,5 colher de po (4:1,5=2,66...)
Inversamente proporcionais: O produto (multiplicacdo) das duas grandezas ¢ constante.
Quant. de ex. por hora horas necessarias
8 > 4 (8.4=132)
16 > 2 (16.2=32)
2 > 16 (2.16 =32)

35) Em cada caso, aplique as regras acima para completar com as palavras diretamente ou
inversamente

a) Para cozinhar 1 xicara de arroz uso 2 xicaras de 4gua, para cozinhar 2 xicaras de arroz, uso 4 xicaras
de agua.

arroz (xicaras) agua (xicaras)
1 2
2 4
As quantidades de arroz e de dgua sdo grandezas proporcionais.

b) Se dirigir a 80 km/h chego a Sdo Paulo em 5 horas. Se dirigir a 100 km/h chego 14 em 4 horas.

velocidade (km/h) tempo (h)
80 5
100 4
A velocidade e o tempo gasto na viagem sdo grandezas proporcionais.

¢) Quero adquirir um terreno de 300 m?. Se sua largura for de 15 m, o comprimento devera ser de 20
m. Se a largura for de 12 m, o comprimento sera de 25 m.
largura (m) comprimento (m)
15 20
12 25
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Para mantermos a mesma area, a largura ¢ o comprimento de um terreno serdo grandezas
proporcionais.

d) Se Matilde fizer 20 faxinas, ao final do més ajuntard 400 reais. Se fizer 25 faxinas, ao final do més
tera 500 reais.

quantidade de faxinas dinheiro do més (R$)
20 400
25 500
A quantidade de dias trabalhados e o valor recebido ao final do més sdo grandezas
proporcionais.

soluco: a) diretamente b) inversamente c) inversamente d) diretamente

REGRA DE TRES SIMPLES
E uma regra pratica para resolver problemas que envolvem grandezas diretamente ou
indiretamente proporcionais.

REGRA DE TRES DIRETA

Exemplo:
Um automovel percorreu 150 km em 3 h. Em quanto tempo o automovel percorrera 450 km?
1° passo: Identificamos as grandezas envolvidas: distancia percorrida (km) e tempo (h)

2° passo: Colocamos as grandezas em duas colunas:

distancia percorrida (km) tempo (h)
150 3
450 X

3° passo: Ao lado de cada coluna colocamos setas no sentido do menor para o maior valor, apenas
para nos ajudar a verificar que as grandezas sdo diretamente proporcionais (flechas no mesmo
sentido)

distancia percorrida (km) tempo (h)
150 3
450 X l
4° passo: Escrevemos a propor¢ao no sentido das setas:
150 3
450 x

5° passo: Multiplicamos em “X” e determinamos o valor de x:

1§O 3
4 X
150 x=450.3
150 x =1350
1350

150

x=9

Resposta: O automodvel gastard 9h para percorrer os 450 km.

X
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36) Resolva como o exemplo:
exemplo: Uma costureira comprou 24 m de tecido, pagando R$ 360,00. Quanto pagaria se tivesse
comprado 16m do mesmo tecido?

medida (m) pre¢o(RS)

24 360,00l
16 X
2 0
1_% > 24 x=16.360,00
24 x =15 760,00
5760,00
X=—-"
24
x =240,00

Resposta: pagaria R$ 240,00 pelos 16 m de tecido.
a) Um automovel percorre 240 km em 3 h. Em quanto tempo o mesmo automodvel, nas mesmas
condicdes, percorreria 720 km?
b) Uma maquina produz 120 pecas em 2 h. Quantas pecas a mesma maquina produziria em 8 h?
¢) Se sdo necessarios 2 kg de café para fazer 140 cafezinhos, quantos quilos serdo necessarios para
700 cafezinhos?
d) Um automével gasta 4,5 / de alcool para percorrer 40,5 km. Quantos litros serdo necessarios para
percorrer 180 km?
¢) Uma pessoa caminha 300 m em 15 min. Nas mesmas condi¢des, quantos metros caminhara em 45
min?

solucdo: a)9h b)480pecas c)10kg d)20/ ¢)900 m

REGRA DE TRES INVERSA
Exemplo:
Oito pedreiros constroem uma casa em 60 dias. Em quanto tempo 24 pedreiros construirdo a mesma
casa?
1° passo: Identificamos as grandezas envolvidas: quantidade de pedreiros e tempo (dias)

2° passo: Colocamos as grandezas em duas colunas:

quantidade de pedreiros tempo (dias)
8 60
24 X

3° passo: Ao lado de cada coluna colocamos setas no sentido do menor para o maior valor, apenas
para nos ajudar a verificar que as grandezas sdo inversamente proporcionais (flechas no sentido
contrario)
quantidade de pedreiros tempo (dias)
8 6%
l 24 X
4° passo: Escrevemos a proporcao no sentido das setas:
8 x

2460
5° passo: Multiplicamos em “X” e determinamos o valor de x:

I

24x=8 .60
24 x =480
480
x=—— — x=20

24
Resposta: Os 24 pedreiros gastariam 20 dias para construir a casa.
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37) Resolva como o exemplo:
exemplo:Para fazer certo percurso a velocidade de 90 km/h, um automovel leva 18 min. Quanto
tempo levard para fazer o mesmo percurso a velocidade de 60 km/h?

velocidade (km/h)  tempo (min)

90 18
60 X l
6 8
3{— -> 60x=90.18
90
60x=1 620
1620
60
x=27

Resposta: A 60 km/h, levara 27 min para fazer o mesmo percurso.
a) Dez operarios fazem uma casa em 30 dias. Quantos dias demorarao 15 operarios?

b) A velocidade de 75 km/h, um automével faz uma viagem em 18 min. Qual velocidade deveria
desenvolver se pretendesse fazer esta viagem em 15 min?

¢) Uma torneira enche uma caixa d’agua em 8 h. Quantas horas levardo 4 torneiras juntas para encher
a mesma caixa?

d) Um motociclista, desenvolvendo a velocidade de 85 km/h, fez certo percurso em 6 h. Se a
velocidade fosse de 51 km/h, quanto tempo levaria para fazer o mesmo percurso?

solucdo: a)20dias b)90km/h c¢)2h d)10h

EXPRESSOES NUMERICAS
Qual € o valor da expressdo S=2+4.3?
(resposta correta : S = 14)
Quando uma expressdo numérica envolve mais de uma operagdo aritmética, ha uma ordem
que deve ser respeitada:
primeiro = poténcias e raizes
segundo 2 X e +
pordltimo > + e -

A expressdo acima deve ser resolvida assim: S=2+4.3
S=2+12  (multiplicacdo primeiro)
S =
Esta ordem s6 sera alterada quando houver simbolos de associagdo. Neste caso, resolvemos
inicialmente as operacdes entre os pares de parénteses, colchetes ou chaves conforme a ordem:

primeiro = o que esta entre parénteses ( )
segundo = 0 que esta entre colchetes [ ]
por Gltimo = o que esta entre chaves { }

Por exemplo, se na expressdo anterior desejassemos que a adi¢do fosse resolvida primeiro,
bastaria acrescentar um par de parénteses: S=2+4).3
S=6.3
5=
atencao: Calculadoras comuns no reconhecem estas regras, pois efetuam as operagdes na
ordem em que sdo digitadas. Portanto, cuidado ao utilizé-las na resolugdo de expressdes numéricas.
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38) Resolva as expressoes numéricas observando as regra de prioridade reproduzidas abaixo:
operagoes aritméticas:

simbolos de associacdo:

1°) \/_ e poténcias 1°)  parénteses ( )

2°) X e + 29 colchetes | ]

39 + e - 39 chaves { }
a)S=16-10:2 g)S=3+2° m)S=32:3
b)S=3+2.6 h)S= 4.9 n)S=8+1
c)S=4.3-2 i)S=6:2+3.4 0)S=(2.3+1)
d)S=(16-10):2 HDS=2.[(13+8):3] pS=63+1
€e)S=(3+2).6 k) S=(1+3) QS=63+1)
)S=4.(3-2) S=12+32 1) S=(3+4)

solucdo: a) 11 b)15 ¢)10 d)3
049 p)19 )24 )49

©)30 N4 gll h12 )15 j)14 k16 110 m)3 n)3

39) Resolva:
a)23.2% = i)23:24= p)2*.3*=
b)26 9 =23%5= j23-4= q(3.2.5?%=
c) 222323 = k)53:5%= r)3%.22.5%=
d)22+5+3: 1)53_3: S)(23)4=
e)2.222%= 3 £)23 4=
f)ol+2+s = m) — = 34_
g)25:23: n)35‘2= u) 24;
h)2°3= 0)(2.3)*= 3)'

V) E =

solugdo: a) 256 b)256 ¢) 1024 d) 1024 ¢)256 256 g)4 h)4 i)%ou05 j)%ou0,5 k)1 )1 m)27 n)27 o) 129
p) 1296 q)900 1)900 s)4096 t)4096 u)81/160u5,0625 v)81/16ou 5,0625

PROPRIEDADES DA POTENCIACAO
Resolvendo o exercicio anterior, vocé dever ter observado algumas regularidades, as quais
podem ser enunciadas na forma das seguintes propriedades da potenciagéo:

r r+s|

la”.a’=a 6 4

Veja: 76.74 =(7.7.7.7.7.7) . (1.7.7.7) = 7.7.7.7.7.7 . 7.7.7.7 =764 = 710

a’:asou L=grs (para a # 0)
7

Veja: 7°: 7 =—6 =—‘y\,‘7\,‘7\.j,7.7 =77=7"=7""
7R

l(@a.b)’=a’".b’]

Veja: (5.3)* =(5.3).(5.3).(5.3).(5.3)=55.55.3.333=5.3*

Veja: (79" =(7%). (676)- (7). (7 .

—_— NG - 4(3 ~ 2
=(7.7.17.7.7.7).(7.7.7.7.7.7). (71.7.7.7.7.7). (1.7.7.7.7.7)
=7 6.4 _ 7 24
40) Simplifique as poténcias, usando as regras acima:
a) 7'0.7° = ) 13%.13 = e) [(11'9% = g) 132%:13°5 =
b) 710.7°.7 = d) (11192 = f) 73.23.5%= h) 13%: 13% =

solugio: a) 7'5 b)71® ¢) 1310 d) 1120 ¢) 110 £)70° g) 132 h) 13 ¥ ou (L)Z"
13
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AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas

(cada uma das questdes a seguir tem apenas
uma alternativa correta)

1) Qual é o valor de 0" ++/100—17° +2° ?
a)l

b) 15

c) 17

d) 30

e) 107

2)Qualéovalorde —3-7+2+7-3 ?
a)—16

b)—12

c)—4

d)2

e) 12

3) Assinale a alternativa CORRETA:
a)(=4).(-2)=-

b)16:(-2)=4

c)(=2)=6

d) (-2)*=-16

e)(=3)*=9

4) Calculando e simplificando o resultado da
expressao 3 + 1% obtém-se:

6
a)—1

5) Calculando e simplificando o resultado da

. 8,105 )
expressao 3 3.—.— obtém-se:

94

)3
e) —
20

6) Efetuando e simplificando o resultado da

3
divisdo IZ:Z obtém-se:

)1
) —
12

b) —
16

)9
d) 12
e) 16

7) Assinale a alternativa CORRETA:

25 5
B
6

9) Assinale a alternativa CORRETA:

a)—8
b)—6
1
C)g
d)6
e) 8
a) E: 0,375
8
b) 32 0,66...
8
3
2-3
c) g
3
d) ==8
)8
3
— =38
e) g

3

8) Qual é o valor de 232



Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Numeros 62

10) Qual das fragdes abaixo ¢ igual a 1,25 ?
5
a —_
) 40
b 125
999
5
C —
) 4
124

d) ==
)99

50
e_
)

11) Qual das fra¢des abaixo ¢ igual a 1,33...7
1
a —
) 3
133

b) —=
)100

4
c J—
)3

g 133
99

13
e_
)9

12) Quantos minutos equivalem a % de uma

hora?

a) 0,66... minutos
b) 30 minutos

¢) 40 minutos

d) 66 minutos

¢) 90 minutos

13) Quanto é 1,5% de RS 180,00 ?
a) R$ 0,03

b) R$ 0,27

¢)R$ 2,70

d) R$ 27,00

e) R$ 270,00

14) Qual € o valor aproximado, com duas casas
decimais, de /23 ?

a) 4,00

b) 4,23

c) 4,78

d) 4,79

e) 4,80

15) Simplificando os radicais e reduzindo os
termos semelhantes da expressdo 2+/50 —~/72
obtém-se:

a) 42

b) V28

) —/2

d) —24/22

e) 4/5-26

16) Efetuando e simplificando o produto

24/124/20.34/6  obtém-se:
a) /10

b) 6+/10

c) 12410

d) 245

e) 72410

17) Efetuando a potenciagdo e simplificando o

resultado de (2\5 )3 obtém-se:
a) 6/3

b) 843

c) 18

d) 24

e) 24/3

18) Racionalizando o denominador da fracao
12
J6
J6
a) —
12
b) V2
c)2
d) 2v6
e) 12/6

e simplificando, obtém-se:
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questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os
calculos e destacando o resultado final.

19) Para embrulhar 7 caixas de papeldo,
preciso de 4,2 metros de papel. Quantos metros
de papel sdo necessarios para embrulhar 12

caixas do mesmo tipo?

20) Resolva as expressoes:

a) (1+2.3)=
b) 1+2.3* =
c) Vo+l6=
d) Vo ++/16 =

RESPOSTAS

HC 2)C  3HE 4D
7B 8C  9A  10)C
13)C  14E 15A 16)E

19) Séo necessarios 7,2 m de papel.

20) a. 49 b. 19 c.5

5)B
1Hc
17)E

d.7

6)E
12)C
18) D
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ADICAO EM Z

Sinais iguais: some os valores absolutos e

conserve o sinal: —4-7=-11
6+7=13
Sinais diferentes: faca subtracdo e tome o
sinal do nimero de maior valor absoluto.
—-4+7=3
4-7=-3

MULTIPLICACAO E DIVIZAO EM Z

Sinais iguais: o resultado € positivo
+.+=+  +:it+=+

+
—ii — =+
—.—=+ —i—=+ +

Sinais diferentes: o resultado é negativo
+.,—=— +:1-=— * .

—_ = —_ = — +

atengdo: 1. Em potenciagdo, multiplicagdo e
divisdo, use parénteses nos nimeros negativos.
2. Dois sinais consecutivos: use regra
de multiplicagdo e divisdo: —(-3)=3
2+(=7)=2-17
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NUMEROS NEGATIVOS NA POTENCIACAO

Base negativa: (base negativa)?® = positivo
(base negativa)™e" = negativo
Expoente negativo: inverter a base.

(1)3_2_1
27=12) 2° 8

B 6 -5%
5 2 2% 16

FRACOES

p — numerador
g — denominador
Atengdo: O denominador ndo pode ser zero.

SIMPLIFICACAO DE FRACOES

24 B 24:2 B 12:2 B 6:3 B % 24:12 B 2
60 60> 30° 15° 5 oW 60" 5
2 24

5 € a forma irredutivel da fragdo ¢

Atengcdo: s6 divida o nhumerador e o
denominador pelos mesmos nidmeros.
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ADICAO E SUBTRACAO DE FRACOES

“Calcule 0 m.m.c. dos denominadores para
dividi-lo pelo ‘de baixo’ e multiplicar o resultado
pelo ‘de cima™.

/ﬂﬁ ?k\ 25+14  39° 13

60, 20

o N g’
m.m.c: Em cada linha, 1230
efetue as divisdes e 515
copie os que ndo podem 315
ser divididos. Nimeros LS
primos: 2, 3, 5, 7, 11, 1, 1 A.E.E.ﬁ Al
13,17, efc... moane (12, 300 =

el 3 [N

Lh

PROPRIEDADES DA POTENCIACAO

ar aS:a r+s

al"

a”:a®ou gs=a"* (paraaz0)
(a.b)"'=a".b

(@)s=ar" s
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MULTIPLICACAO DE FRACOES

E ‘direto”, ou seja, "numerador vezes
numerador, denominador vezes denominador”.

5_10 34343412
7 1 7 17 1.7 7

Cancelamento: E permitido simplificar nume-
radores e denominadores quando possivel

45 W s 10

37147 3 ™My 21

DIVISAO DE FRACOES

Multiplique a primeira fragdo pela segunda
“invertida”

2.5 27 14
3°'7 35 15
2

obs 2 ¢ 0 mesmo que Ei
5 I 37
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NUMEROS DECIMAIS « FRACOES

Decimais exatos:

Numerador: € o nimero sem a virgula
Denominador: € 10, 100, 1000, etc. (fantos zeros
quantas sdo as casas depois da virgula)

12 6
1,2=79 5 (uma casa decimal <> um zero)
107

1,07= 7199 (duas casas <> dois zeros) etc.

Dizimas periddicas simples:
Numerador: é o periodo (o algarismo ou os
algarismos que se repetem)
Denominador: tantos noves quantos forem os

algarismos do periodo.

7
0,777....= ¢ (o periodo € 7 <> um 9)

123° 41
0,123123...= 9993 333 (periodo: 123 <> 999)

Caso o nimero apresente parte inteira:

17 _297+17 314
3,1717..=3+0,1717..= T 99~ 99 99

obs.: 0,13 & o mesmo que 0,131313...
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LINGUAGEM ALGEBRICA

EXPRESSOES ALGEBRICAS

Observe as expressdes abaixo escritas em lingua portuguesa e em simbolos:
1. Odobrodetrés. — 2.3
2. O dobro de cinco. — 2.5

3
3. O dobro de trés sétimos. — 2. 7

4, O dobro de menos dez. — 2 .(-10)
Suponhamos que agora vocé necessite escrever com simbolos a expressdo:

o O dobro de um numero.
Se vocé representar o numero com uma letra qualquer, como x, por exemplo, entdo a expressdo pode
ser escrita assim:

. 2.x (ou, simplesmente, 2x)

3
Nessa expressao, x pode ser o nimero 3, ou o nimero 5 ou - ou —10 ou qualquer outro nimero. Por

representar diferentes nimeros, x (ou a letra que tenha escolhido) é chamada varidvel da expressao.

Veja mais alguns exemplos de expressdes com variaveis:

. . X
o O quociente de dois numeros — — ou Xx:y
o O triplo de um numero — 3 .x (ou, simplesmente, 3X)
o A soma de dois com um numero — 2+Xx

, . X X

. A soma da metade de um numero com sua quinta parte —> ) + 5
. A soma de dois numeros inteiros —» x+y
o O produto de dois numeros — x.y (ou, simplesmente, xy)

Observacao: Em expressodes algébricas o sinal de multiplicagdo ( x ou . ) ¢ omitido sempre que sua
auséncia ndo prejudicar a clareza. Assim:

Xy € 0 mesmo que x.y

Xyz ¢ omesmo que Xx. y.z

7x*y € omesmo que 7.x?.y

4(x+2) éomesmoque 4.(x+2)
(x=3)x+2) éomesmoque (x—3).(x+2)

1) Escreva s6 com simbolos matematicos:

Exemplo: O dobro de um nimero @ somado com a metade do naimero b > |2a+ 5

a) Sete menos o dobro de x.

b) A raiz quadrada de x somada com o triplo de x.
¢) A soma dos quadrados de x e y.

d) O quadrado da soma de x e y.

e)Oprodutode x,y e =z

f) O quadrado de » mais o produtode 4,a ¢ c.
g) O quociente (divisdo) de x por y.

h) O quadrado de x mais o triplo de x.

X
solugdo: a) 7—2x b) \/;+3x O)xX?+y> d(x +y)? exyz NHb*+4ac g) — oux:y h)x’+3x
Y
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VALOR NUMERICO

Valor numérico de uma expressao algébrica ¢ o nimero que se obtém apds substituir as
variaveis por nimeros e efetuar as operagdes indicadas.

Exemplos:
1) Calcule o valor numérico da expressdo x> —2x+2 para x=3.

(134

Copiamos a expressdo algébrica trocando todos os  “x” por 3 e resolvemos:

X>=2x+2
32-23+2=
9-23+2=

9-6+2=[5]

resposta: O valor numérico de x> —2x +2 para x=3 ¢ 5.

2) Calcule o valor numérico da expressdo x* —2x +2 para x=-—4.
X —2x+2
(4 -2.(4)+2=
16-2(4)+2=
16+8+2=

resposta: O valor numérico de x> —2x +2 para x=-4 ¢ 26.

3) Calcule o valor numérico da expressdao x—2y+2 para x=5 e y=-8
Copiamos a expressdo algébrica trocando todos os  “x” por 5 e todos os “y” por —8.
x=2y+2
5-2.(8)+2=
5+16+2=

resposta: O valor numéricode x—2y+2 para x=5 e y=-8 ¢ 23.

Atencao: Para substituir nimeros negativos em expressdes matematicas ou em formulas de célculo
quaisquer, use parénteses, como nos exemplos acima.

2) Calcule, conforme o indicado:

a) Calcule o valor numérico da expressdo 3x+2 parax=7

b) Calcule o valor numérico da expressdo 4x—1 parax=-3

¢) Calcule o valor numérico da expressdo 3 —5x parax=-1

d) Calcule o valor numérico da expressio x*>+2 parax=6

e) Calcule o valor numérico da expressio x*+2 parax=—6

f) Calcule o valor numérico da expressdo 2x+ 3y parax=5¢ y=7
g) Calcule o valor numérico da expressio x*>+3* parax=3 e y=4

h) Calcule o valor numérico da expressdo (x+y)*> parax=3 e y=4

1) Calcule o valor numérico da expressao %— 2 parax=12

j) Calcule o valor numérico da expressao —a +2b—c para a=-1, b=2, ¢c=-3
k) Calcule o valor numérico da expressio b*—4ac para a=1, b=2, c=3

2b
1) Calcule o valor numérico da expressdo — para b=9 e ¢=3
c

m) Calcule o valor numérico da expressdo 1—2x parax= -3
n) Calcule o valor numérico da expressdo —4ab para a=2 e b=-3
o) Calcule o valor numérico da expressio b*>—4ac para a=1,b=-2, c=-3

solugdo: a)23 b)-13 ¢)8 d)38 ¢)38 N3l g25 h)49 i)l j)8 k)-8 16 m)7 n)24 0)16
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TERMOS DE UMA EXPRESSAO ALGEBRICA
Observe a expressao algébrica:

—Ix3—x?+ X -6
3

Cada “pedaco” ¢ chamado termo (ou monomio) da expressao.
Em cada termo distinguimos duas partes:

. coeficiente (0 nimero que vem antes da incdgnita ou de um produto de incognitas) e
. parte literal (a incognita ou um produto de incdgnitas)
Exemplos:
termo: —7x° 2> coeficiente = —7 parte literal = x* (pois =7x* = (=7).x%)
termo: —x2 =  coeficiente = —1 parte literal = x’ (pois —x? = (=1).x%)
X , 1 ) .oX 1
termo: 3 > coeficiente = 3 parte literal = x ( pois 3 = 3 x)
termo: 6 > coeficiente = 6 parte literal: ndo tem*

* O termo que ndo tem parte literal ¢ chamado de termo independente. Quando for conveniente
considera-se que a parte literal do termo independente ¢ x° (= 1). Assim, no exemplo acima, o
Giltimo termo pode ser considerado como 6x°.

3) D€ o coeficiente de cada mondmio:

a) Ox d)—x g) x* j)—2x*

b) —2x° e)6 h) —7x k) —x?
X 3x° .x x®

93 CAE T R B Y

1 3 1 1
solugdo: a)9 b)-2 C)Z d)-1 e)6 1)5 g1 h)y-7 i)—g )2 k-1 I)E

REDUCAO DE TERMOS SEMELHANTES

Dois termos que t€m partes literais iguais ou que nao t€m parte literal sdo denominados
termos semelhantes. Por exemplo, na expressdo 4x*—-3x2+x+2x—x*+2—-6x+7,

Sao semelhantes seguintes termos: e 43 e —x*
e x, 2x ¢ —O6x
e 2 e 7

Para reduzir os termos semelhantes de uma expressdo, adicionamos seus coeficientes e
conservamos a parte literal. Para facilitar, primeiro reordenamos a expressdo de modo a deixar juntos
os termos semelhantes e, entdo fazemos a reducao, adicionando os coeficientes:

expressao: 46 -3x*+x+2x-x*+2-6x+7=
reordenando os termos: 43 - =3x*+x +2x—6x+2+7=
adicionando os coeficientes: (44— 1) x*—3x*+(1+2-6)x+(2+7)=
expressao reduzida: | 3x°—3x*—3x+9

4) Reduza os termos semelhantes, como no exemplo:
exemplo: T+ 2x +4x% —6x —2x° =

7x = 2x3 +4x* + 2x —6x =

(7= +4x*+(2-6)x =

5x° +4x? +—dx =

5x° + 4x? — 4x
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a)x—2x+4x-3x*=Tx+1
b) X’ +x2—6x°+5x° +x*+x
)dx—x*+8—-3x+7+x

solugio: a)—5x*—2x+1 b)2x?+x ¢)—=x>+2x+15

POLINOMIOS

Polinomio ¢ toda expressdo algébrica com apenas uma incognita e cujos termos sdo todos do
tipo ax", onde os coeficientes (a) s@o niimeros racionais e os expoentes (7) sdo niimeros naturais.
Grau do polindmio ¢ o maior expoente da incognita x.

3x>~7x — polindmio do segundo grau (ou grau dois)
—x’ +4x*~4 — polindmio de grau nove
x—3 — polindmio do primeiro grau

Observacao: Para determinar o grau de um polindmio, seus termos semelhantes devem estar
reduzidos e, de preferéncia (para facilitar), devem estar em ordem. Por exemplo, o grau do polindmio
abaixo parece ser 3, mas vocé€ vera que o grau € 1. Veja:

=2 +x=3+5x —x*-3x°=

23+ 5° =33 +xr —xP+x-3=

(2+5-3)+A-1)?>+x-3=

0> +0x*+x-3=

x-3 (observe, o maior expoente de x ¢ 1. Entdo o grau do polinémio € 1)

5) Ordene os termos, reduza os termos semelhantes e dé o grau dos polinémios:
a)2x—x*+ 3% +xt+oxr+2+3

b) 7+3x° =22 + 2% = 7T+ 2x° + x°

¢) 5x* +x—9—3x%+ 3x — 2x* + 6x

d) 12x1043x° — 10x10 = 210+ x° + 7

e) x> +x+1+3x2+2x+7+9

) — 13x° + 4x* +2x% — 3x* —x*+ 3x

solugdo: a) 9x>+2x+5,grau2 b)6x3, grau3 ¢) 10x—9, grau 1
d)4x> +7,grau5 e)4x?>+3x+17,grau2 ) —11x> + 3x, grau 3

ADICAO DE POLINOMIOS
Simplesmente elimine os parénteses, ordene e reduza os termos semelhantes:
Exemplo: (F=3x2+2) + (4 +6x*—7x)=

=32 +2 — 4+ 6x—7x =
X432+ 6P —Tx+2=
| -3 +3x2—7x+2 |

6) Efetue como o exemplo anterior:
a)(Ix+5)+2x+3)=

b) Bx* = 1)+ (6x* —4) =

) (2 +5x=2)+ (x> +9x+2)=
d) (22 +3x)+(@x+5)+(x*+3)=

solugdo: a)9x+8 b)9x?—5 ¢)3x*+14x d)3x>+7x+38

SUBTRACAO DE POLINOMIOS

Para eliminar um sinal de “— que aparece antes de uma soma entre parénteses, devemos trocar
o sinal de todos os termos desta soma, por exemplo:

—(dx+ 7 =X = —dx I3 +x°
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Isto se deve ao fato de — (4x + 7x° —x?) ser o mesmo que (—1).(4x + 7x° —x?), ou seja, cada
termo ¢ multiplicado por (—1).
Observe que multiplicar um nimero por (—1) ¢ o mesmo que trocar seu sinal:
-1).-8)=8 ou (-1).(-8)=+8
(-1).8=-8 ou (-1).(+8)=-8
Entéo, para efetuar subtracdo de polindmios, basta se livrar dos parénteses observando a troca
de sinal do que esta precedido do sinal de “—, e depois ordenar e reduzir os termos semelhantes.
Exemplo:
(FP=3x2+2) — (=4 +6x*—7x)=
X =3 +2+4x° -6+ Tx =
¥+ 433 -6+ 7x+2=
| 5x° —9x2+ 7x +2 |

7) Calcule e reduza os termos semelhantes:
a)(Ix+5)—-2x+3)=

b) 3x*—1)—(6x*—4) =

) (2 +5x=2)— (x> +9x+2)=

d) (22 +3x)—(@x+5) - (x*+3)=

solugio: a)5x+2 b)-3x*+3 ¢)¥*—4x—-4 d)x*—x-8

MULTIPLICACAO DE POLINOMIOS

Uma propriedade muito importante:
Observe: 23.2°=222.22222=23*5=28

o X =xxxx . xxx. xxxxx=x*"3=x12

Propriedade: |xa xP =xa+b|

Multiplicacio de mondémios (termos de um polindmio)

Multiplique os coeficientes e multiplique a parte literal observando a propriedade acima.

o 3x2.(2x%)=3.(=2).x2.x>=—6.x?"=—6x

. 6x° . 15x=6.15.x° . x=90x "1 =90x*

. 4.2x=8

Lembre-se que, as vezes o sinal de multiplicacdo ( X ou . ) € omitido, ou seja:
3x2(—2x°) é omesmo que 3x2.(—2x%)
4(2x) ¢ o mesmo que 4 . 2x

8) Efetue:
a) 6(5x) = ¢) (2x%)(2x) =
b) 4x . 7x} = d) 10x° . (= 3x%) =

solugdo: a)30x b)28x* c¢)—4x® d)-30x®

Multiplica¢do de monémio por polinémio
Aplique propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigéo:
Exemplos:

(3Q-<(4'x/+,5) =3x -4x + 3x - 5 = 12x2 + 15x

—x2 (2 —3x +4) = —x-x2 —x-(-3x) - x4 = -x+ 3 - 4
S~
—8(3x—2x*+4)=-8.3x—8.(—2x’)—8 .4 ="24x+ 16x° - 32
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9) Calcule:
a)23x+4)= ¢) 4x(2x +5) =
b)-3(2x*—x-3)= d)—2x°(* —x+4)=

solugio: a) 6x+8 b)—6x2+3x+9 ¢)8x2+20x d)—2x* +2x3 — 8

Multiplicacio de polinémios
Exemplo: i
P S
x +3)Bx -4

w

2X - 3X +2x - (-4 +3-3x+3-(-49
6x2 — 8x + 9x — 12
6x2 + x — 12

Dispositivo pratico (outro modo de resolver a mesma multiplica¢ao):

3x — 4 3x — 4 3x - 4
X X X
+ 3 2X + 2x + 3
6x2 — 8x 6x2 — 8x 6x2 — 8x
* 9x — 12 ox — 12 T
6x2 + x — 12
10) Calcule:

a)(2x+3)@dx+1)=
b) Bx—2) (x* +4)=
) 2x-3)(x*-3)=

solugdo: a) 8x*+ 14x+3 b)3x* —2x2+12x—8 ¢)2x*—-3x2—6x+9

11) Calcule as poténcias:

exemplo: (2x =5 =(2x—5) (2x—5) = 4x> — 10x — 10x + 25 = 4x*> — 20x + 25
a)(Bx+ 1)* =

b) 2x —5)* =

c)(Bx—1)2=

solugdo: a) 9x* +6x +1 b)4x?>—20x+25 ¢)9x*—6x+ 1

12) Efetue:

a) (x +3)*= d) Bx+5)7 = g) (a+b)y= (quadrado da soma)

b) (x— 3)2 = e) 3x— 5)2 = h) (a - b)*= (quadrado da diferenca)
)x+3)(x=3)= HBx+5 Bx=5= 1)@+b)(a—>b)= (diferen¢a de quadrados)

solugio: a)x2+6x+9 b)x>—6x+9 ¢)¥*—9 d)9W?+30x+25 €)9?—30x+25 HI?-25 g)a’+ab+b?
hyai—ab + b i) ai—b

PRODUTOS NOTAVEIS

O exercicio anterior, sobretudo na forma dos trés ultimos itens, sdo chamados “produtos notaveis”,
por serem resultados muito frequentes. Vocé se deparard muitas vezes com eles, em diversos
contextos, € terminara por memoriza-los.

DIVISAO DE POLINOMIOS

Uma propriedade muito importante:

5
Observe: 2° 2% = ; :%\% =273 =22
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Propriedade: |x?:xP=x2-P]

Divisdo de mondmios
Efetue a divisdo dos coeficientes e da parte literal observando a propriedade acima
. 10x7: 2x% = (10 : 2)(x7: x*) = 5x 3 = 5x 4

. 7x5+3x4:%(x5+x4):z 5"‘:le:zx ou 7x

x
3 3 3 3
. X 13 =(6:3) (P : X)) =23 =20"=2.1=2

13) Efetue:

a) 8x: 2x = dyx?*:x=
b) 21x1%: 7x° = e)x’: 6x =
) 13x%: 7x = f) 4x* : 2x3 =

solugdo: a)4x’> b)3x’ ¢)13x/7 d)x? e)x¥6 f)2x

Divisdo de polindmio por monémio

Efetue a divisdo de cada termo do polindmio pelo mondémio divisor

. (1 8x° +21x’ )+ 3x* = (1 8x® +3x7 )+ (2 1x* +3x2)= 6x° +7x

° (4x5 —x’ +3x° )+ 2x* = (4)c5 +2x’ )— (x3 +2x? )+ (?))c2 + 2x2): 2x° - % + %

. (1202 +3x—18) ¢ (=3) = (12x% : =3) + (3x : =3) + (=18 : =3) =—4x*> —x + 6

14) Efetue:
a) (4x* —2x> + 6x) : 2x = d) (8x* + 6x—10) : (2)
b) (6x* +x) 1 x= e) (8x* —24x) : 3x =
) (12x* — 6x%) : 9x* = ) (12x* - 12) : 12 =
4x 2 4x-2 8x
solugdo: a)2x>—x+3 b)6x+1 ¢) ——— ou 3 d)4x?=3x+5 e) ?—8 Hx*-1

EQUACOES POLINOMIAIS

EQUACAO
Equacgdo € uma expressdo aberta (com incognita) envolvendo uma igualdade (um sinal de =).
Exemplos:
o 3x-6=0
. ¥-x+6=0
. Tx —3 =9x% + 6x
. 4x* —Tx =21
. 4x -8 _ 4
x+2
RAIZ DE EQUACAO

Raiz de uma equagdo ¢ um nimero que, quando substituindo a variavel (x), torna a expressao
uma sentenca verdadeira.

Por exemplo, a raiz da equagdo 3x—6=0 ¢ 2.

De fato, substituindo x por 2 naequagdo 3x— 6 =0, obtemos:

3x-6=0
32-6=0
6-6=0 > uma sentenga verdadeira!

Este ¢ um exemplo de equacdo que admite apenas uma raiz. Qualquer outro niamero diferente
de 2 que colocarmos no lugar de x, levara a uma sentencga falsa.

Por exemplo, o nimero 4 nao € raiz da equagdo 3x—6=0.

Vamos substituir x por 4:
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3x-6=0
34-6=0
12—-6=0 ¢ falso, pois 12—-6=06!

Conclusdo: para saber se um niimero ¢ ou nao ¢ raiz de uma equacao, substitua a variavel (x)
pelo numero e calcule a expressdo numérica. Se resultar numa sentenca verdadeira, entdo o nimero
¢ raiz da equacdo. Se chegarmos a um absurdo (uma sentenga falsa), € porque o nlimero néo € raiz da
equacao.

15) Substitua x pelo nimero dado em cada caso e responda:

a) O numero 2 é raiz da equagdo 7x+1=15?

b) O nimero —3 ¢ raiz da equagao 7x+1=15?
¢) O nimero 7 é raiz da equagiio x*>—8x+7=0?
d) O niimero 1 é raiz da equagdo x*>—8x+7=0?

1
¢) O niimero ) ¢ raiz da equagdo 4x—3=0?
, T, <
f) O niimero 3 raiz da equagdo 6x— 14 =07?
, T . . <
g) O nimero 3 raiz da equagdo 3x-7=07?

h) O nimero -2 é raiz da equagio x* + 5x+6=0?
i) O nimero —1 é raiz da equacdio x> +5x+6=0?
j) O nimero —3 é raiz da equagio x> +5x+6=0?

solucdo: a)sim b)ndo c¢)sim d)sim e)ndo f)sim g)sim h)sim i)ndo j)sim

EQUACAO POLINOMIAL

Uma equagdo pode ter mais de uma incognita (“letra”), mas trataremos, inicialmente apenas
daquelas com apenas um termo desconhecido.

Resolver uma equagdo ¢ encontrar sua (ou suas) raiz, se ¢ que existe. Nao ha um método
universal para resolver equagdes, mas técnicas especificas para cada tipo de equagdo. Recordaremos,
adiante, os métodos de resolugdo das equagdes polinomiais de primeiro e segundo graus.

Equacado Polinomial é, como diz o proprio nome, uma equagao cujos membros sao expressoes
polinomiais (polindmios).

MEMBROS DE UMA EQUACAO

Membros de uma equagdo sdo seus dois “lados™, a expressdo a esquerda do sinal de
chamado primeiro membro e a expressao a direita € o segundo membro. Por exemplo:

Na equagdo 3x + 6 =0, o primeiro membro ¢ 3x+ 6 e o segundo membro ¢ O.

Na equagdo 7x — 3 = 9x? + 6x, o primeiro membro é 7x —3 e o segundo, x>+ 6x.

[

¢

16) Copie e complete como o exemplo:

equagio 1° membro 2° membro

a) [3x+1=2x-3 3x+1 2x—3
b) X

Tx—1=1+2x+ 5
c) [Sx=3x+1
d) [7c+ D=0
e) | 7F+4=5

solugdo: b) 1°membro: 7x — 1, 2° membro: 1 +2x + X ¢) 1° membro: 5x, 2° membro: 3x + 1

2
d) 1° membro 7(x + 1), 2°membro: 0 e) 1°membro: 7* + 4, 2° membro: 5
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SOLUCAO DA EQUACAO POLINOMIAL DO 1° GRAU

Um minuto de sua atencao:

E comum, embora ndo recomendado, que, no ensino da resolugdo das equagdes polinomiais
do 1° grau, apenas a técnica seja abordada. Como os principios que regem esta técnica sdo simples,
pedimos a vocé, estudante, que apenas leia, com atengdo, os dois topicos abaixo. E claro que nio
resolveremos sempre as equagdes polinomiais do 1° grau pelo método apresentado a seguir, mas vocé
verd que, compreendendo o funcionamento de cada passo, terd mais facilidade para memorizar a
técnica de resolucdo destas equagdes.

PRINCIPIOS DE EQUIVALENCIA:

Equagdes que tém exatamente as mesmas raizes sdo chamadas equivalentes. Para resolver
equacdes do primeiro grau, vamos transforma-las em equacdes equivalentes mais simples. As
operacdes sobre uma equagao qualquer que a transformam em outra equagdo equivalente sio:

Somar ou subtrair a mesma quantidade aos dois membros da equacdo.

(pensando em numeros: ¢ verdade que 2 + 3 = 5. Se somarmos 10 a ambos os membros, a
expressao continua verdadeira. Veja: 2+3 + 10 =5+ 10. O mesmo acontece se subtrairmos qualquer
quantidade dos dois membros.)

Multiplicar ou dividir os dois membros por qualquer valor DIFERENTE DE ZERO

(pensando em numeros: ¢ verdade que 2 + 3 = 5. Se multiplicarmos ambos 0os membros por
10, a expressao continua verdadeira. Veja: 10(2 + 3) = 10.5. O mesmo acontece se dividirmos os dois
membros por um numero qualquer DIFERENTE DE ZERO)

COMPREENDENDO O METODO DE SOLUCAO DA EQUACAO DO PRIMEIRO GRAU
Chamamos de equacdo polinomial do primeiro grau ou, simplesmente, equagdo do primeiro
grau, equagdes que, depois de manipuladas segundo os principios de equivaléncia acima, tomam a
forma ax + b = 0. Apresentaremos alguns exemplos de como podemos resolvé-las:
1) 3x-1=14
3x—1+1=14+1 (somamos 1 aos dois membros)

3x=15

3x 15

?x = 3 (dividimos os dois membros por 3)
x=5 (pronto! A raiz, ou solugdo, é x =5)

2) 4x+T7=x-8
4x +7 -7 =x—8—7 (subtraimos 7 dos dois membros)

4x=x-15

4x—x=x—15-x  (subtraimos x dos dois membros)
3x=-15

3 15

?x = 3 (dividimos os dois membros por 3)

3) x+4=3x+10

xt4—-4=3x+10-4 (subtraimos 4 dos dois membros)

x=3x+6

x=3x=3x+6-3x (subtraimos 3x dos dois membros)
-2x=6

(-=D.(=2x) =(=1). 6 (multiplicamos os dois membros por —1)
2x=-06

(observe que multiplicar os dois membros da equagdo por —1 resulta que todos os sinais (+ e —) sdo
trocados. Assim, conseguimos fazer com que o primeiro membro fique positivo)
2x 6

2 2 (dividimos tudo por 2)

(solucionado!)
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4)  3(x+8)=2(4x-5)

3x+24=8x-10 (efetuamos as multiplicagdes para eliminarmos os parénteses)
3x+24—-24=8x—10—-24 (subtraimos 24 dos membros)
3x=8x—-34
3x—8x=8x—34—-8x (subtraimos 8x)
—5x=-34
(=D.(=5x) = (-1).(— 34) (multiplicamos por —1)
5x =34
5x 34
?x = 5 (dividimos tudo por 5)
34
y==
5
2x—4 3x+3
5) > = 5 (calculamos o m.m.c. dos denominadores: mmc(5,2) =10)
52x-4) 2(3x+3)
10 10

(transformamos os dois membros de modo a terem o mesmo denominador. A regra ¢ a mesma usada
na adigdo de fracdes: “divide pelo ‘de baixo’, multiplica pelo ‘de cima’”)
' 5(2x—4) _1\&2(3x+3)

N

(multiplicamos tudo por 10)

52x—4)=20Bx+3) (na pratica, os denominadores iguais sdo cancelados)
10x—20=6x+6 (efetuamos as multiplicacdes, para eliminarmos os parénteses)
10x—20+20=6x+ 6+ 20 (somamos 20)
10x = 6x + 26
10x — 6x = 6x + 26 — 6x (subtraimos 6x)
4x =26
4x = 26 (dividimos tudo por 4)

4 4

13 26 .. . .

X = o (a fracdo T foi simplificada como de costume)

RESOLUCAO ABREVIADA DAS EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU

Apresentamos a seguir, um conjunto de passos para a resolucdo abreviada das equagdes do
primeiro grau. Vocé deve estar se perguntando: se hd um processo mais rapido, porque nos
demoramos tanto no processo apresentado acima? O processo usado anteriormente € um pouco longo,
mas foi necessario mostra-lo para que possamos compreender porque o método abaixo funciona.
1. Se ha fracdes, calculamos o m.m.c. dos denominadores e transformamos os dois membros em
fragdes com o mesmo denominador, “dividindo pelo ‘de baixo’ e multiplicando pelo ‘de cima’”.
Cancelamos os denominadores.
2. Se ha multiplicacées a fazer, as efetuamos, para eliminar os parénteses.
3. Fazemos a seguinte separacao dos termos da equagao:

Os termos com x ficam no primeiro membro,

Os termos independentes ficam no segundo membro;

Trocando o sinal de todo termo que muda de “lado™.

4. Se, depois disso o coeficiente do termo no primeiro membro for negativo, multiplicamos
toda a equagdo por —1, ou seja, trocamos todos os sinais.
5. Se, depois disso, o coeficiente do termo no primeiro membro for diferente de 1, passamos

este coeficiente para o segundo membro, dividindo-o.

obs.: Talvez vocé tenha aprendido que todo niimero que passa de um membro para outro passa
fazendo “o contrario”, ou seja, se um nimero estd sendo somado a um membro, deve “passar”
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subtraindo e vice-versa; se um nimero estd multiplicando, deve “passar” dividindo. E mais ou menos
1SS0 mesmo.

Voltemos aos exemplos anteriores, mas agora resolvidos de modo abreviado (compare cada
exemplo com as resolugdes anteriores):

exemplo (1): 3x—1=14
3x=14+1 (“passamos” o —1 com sinal +)

3x=15

15 ey
X = 3 (“passamos” o 3 dividindo)
x=5

17) Resolva as equagdes abaixo:
a)llx+7=-6 c)5+2x=1
b)3x+1=19 d)5x+3=7

solugdo: a)—13/11 b)6 c)—2 d)4/5

exemplo (2) 4x+7=x-8

4x—x=-8-7 (“passamos” o x e o 7 com sinais trocados)
3x=-15
1 5 (13 2 . M M
X= 3 (“passamos” o 3 dividindo)
x=-5

18) Resolva as equacdes abaixo:
a)2x+11=x c)1+2x=3-5x
b)3x+1=2x d)x-1=7-2x

solugdo: a)—11 b)—-1 ¢)2/7 d)8&/3

exemplo (3) x+4=3x+10

x=3x=10-4 (“passamos” o 3x e 0 4 com sinais trocados)
—-2x=6
2x=—06 (multiplicamos tudo por —1, ou seja, trocamos todos os sinais)
-6
xX= £y (“passamos” o 2 dividindo)
x=-3
19) Resolva as equagdes abaixo:
a)x=2x+11 ¢)3-5x=1+2x
b)19=3x+1 d)7-2x=1-x

solugdo: a)—11 b)6 <¢)2/7 d)6

exemplo (4) 3(x+8)=2(4x-5)
3x+24=8x-10 (efetuamos as multiplica¢des para eliminar os parénteses)
3x—8x=—-10-24 (“passamos” 0 8x e 0 24 com sinais trocados)

Sx=-34
5x =34 (multiplicamos por —1)
X = ﬁ

(“passamos” o 5 dividindo)

5
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20) Resolva as equagdes abaixo:
a)3(x+2)—1=2(x+3)-7 ¢)S52x+7)—1=4(x-5)+9
b)S+2(x—1)=3(x+1)+2 d)4x+2)=2(x—1)+3(x+1)

solugdo: a)—6 b)—2 c¢)-152 d)7

2x—4 3x+3 _
exemplo (5) > = 5 (calculamos o m.m.c. dos denominadores: mmc(5,2) =10)
5(2x-4) 2(3x+3)
10 10

(transformamos os dois membros de modo a terem o mesmo denominador. A regra ¢ a mesma usada
na adi¢do de fra¢des: “divide pelo ‘de baixo’, multiplica pelo ‘de cima’”)

52x—4)=203x+3) (cancelamos os denominadores)
10x—20=6x+6 (efetuamos as multiplicacdes, para eliminarmos os parénteses)
10x —6x =6+ 20 (“passamos” o 6x e 0 20 com sinais trocados)
4x =26
26 R
X = e (“passamos” o 4 dividindo)
13 . ~
x= o (simplificamos a fracao)

2x 1 x—1 x+1
a) S =— Q) ="
3 2 2 3
b) T+Z=12 di=24+2
5 7 6 2 3

solugdo: a)3/4 b)35 c¢)5 d)0

22) Resolva as equagdes abaixo:

a)2x—12=0 ) 9—3x=0 D)3x+4=4
b)3x+9=0 £) 10 - 2x = 3x i) 5x+ 10 =4(2x + 3)
¢) l4x+7=0 ) 11+ 3x = 4x k) 3(x +4) =15
2 7 7-2x  dx+2
d)8x—6=12 o ) i
3 2 5 15

solugdo: a)6 b)-3 o) =12 d)94 3 H2 g1l h17/5 )0 j)-23 k1 1)19/10

SOLUCAO DA EQUACAO POLINOMIAL DO SEGUNDO GRAU

Equacdes polinomiais do segundo grau ou, simplesmente, equacdes quadraticas, sdo equacdes
do tipo ax’> + bx + ¢ = 0, com a # 0, ou equacdes que, depois de manipuladas segundo os principios
de equivaléncia, tomam esta forma.

Coeficientes da Equacio Quadritica

Convencionou-se usar as letras a, b e ¢ para designar os coeficientes dos termos da equagdo
do segundo grau, na ordem apresentada acima, ou seja: ax> + bx + ¢ = 0. O coeficiente a nio pode ser
nulo (zero), pois a equacdo deixaria de ser do segundo grau (desapareceria o termo com x?)

exemplos:

2x2+4x—16=0 > a=2,b=4, c=-16

-8 +2=0 > a=1, b=-8, c=2

—xX*+4x-5=0 > a=-1, b=4, c=-5

32 —6x=0 > a=3,b=-6, c=0
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2
2
2 60 > a=2,b=0, c=—
3 3
2x2-5=0 > a=2,b=0, c=—

23) Copie e complete com os coeficientes das equacdes polinomiais do 2° grau, conforme o exemplo:
equacdo a b c
a) [3x*=7x+8=0 3 =7 8
b) [ X} —2x+7=0
¢) |—x*+3x+1=0
d)[2x*+x-1=0
e) [ 2x*—x+3=0
) | 7> +4x=0

g) | 7x¥*—x=0
h) [—62+8=0
) [62=1=0

solugdo: b) 1,2 e 7 c)-1,3 el d)2,1e—-l e2,-1e3 H-74e0 g7-1e0 h—60e8 i)60 ¢ -1

x “em evidéncia”

Por “x em evidéncia” ¢ uma forma de fatorar um polindmio, ou seja, reescrevé-lo na forma de
uma multiplicac@o. O primeiro fator sera x e o segundo fator sera o resultado da divis@o do polindmio
por x.

Por exemplo, a fatoragio do polindmio 3x? + 6x =0, tendo x “em evidéncia” é x (3x+6)=0

(3x% +6x) 1 x
Equacido Quadratica Incompleta do tipo ax? + bx = 0. (o coeficiente ¢ é zero)
Resolvemos por meio da fatoragdo do primeiro membro, colocando x em evidéncia.
exemplo:
3x?—6x=0 (colocamos x em evidéncia)
x(3x—-6)=0 - (uma das raizes ¢ zero)*
— J 3x—6=0 (aoutraraiz vem desta equacdo, de primeiro grau)

* O resultado de uma multiplicag@o ¢ nulo (igual a zero) somente se ao menos um dos fatores for
nulo. Entdo, se x(3x —6) =0 ¢éporque x =0 ouentdo 3x — 6 = 0. Note que este tipo de equagdo
sempre tera uma raiz igual a zero.

24) Resolva as equagdes de acordo com o exemplo acima:
a) x> —2x=0 ¢)3x’—x=0
b)x*+5x=0 d)2x* +x=0

solugdo: a)0e2 b)0e—5 c¢)0e 1/3 d)0e-1/2

Equa¢io Quadratica Incompleta do tipo ax? + ¢ = 0. (o coeficiente b ¢é zero)
Resolvemos aplicando inicialmente os principios de equivaléncia usados na solug¢do da equagdo do
1° grau. Vejamos alguns exemplos:

2
g 2 _6-0
3
2x°-18 0

3 3 (reducao da equagdo a um denominador comum)
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2x*—-18=0 (cancelamento do denominadores)
2x* =18

1
x? = 18

2

2=9* 5 x=49 —)
e

* Neste ponto da resolu¢@o estamos buscando o niimero que, elevado ao quadrado, ¢ igual a 9. Este
numero ¢ a raiz quadrada de 9 positiva e a negativa, pois, tanto 3 quanto — 3, quando elevados ao

quadrado, sdo iguaisa 9 (32=9 e (-3)*>=9).

b) 2¥*-5=0

2 =5
o3
2
5 2
¥== -5 x= L L\E (racionalizando:) - X1 = £
2 2 V242 2
2
NN T I S leel¥?
2 V242 2
c) 2x2+18=0
2P =-18
1
oo 18
2
¥*=—9 — a equagdo ndo tem raiz real, pois “ndo existe” raiz quadrada de niimero
negativo.
25) Resolva:
a) x> —4=0 c)4x*—25=0
b)—x*+9=0 d)2x*+3=0

solugdo: a)2e—-2 b)3e-3 <¢)52 e —5/2 d)ndo existe raiz real

Equacdo Quadratica Completa
Resolvemos aplicando a formula de Bhaskara, que apresentaremos sem deducdo*:

Seja ax? +bx +c =0 aequacdo dada, calcule o valor de|A =b? —4ac | (delta ou discriminante).

-b+~A -b—+~A
=——exn=——7|
2a 2a
*(OBS.: Ha diversas e muito interessantes dedugdes desta formula disponiveis na web!)

As raizes da equacao serdo |xi

exemplo (1) 2x>+4x—16=0

a=?2 A =b?—4ac
b=4 A=4*—-42.,(-16)
c=-16 A=16+128
A =144
—bhtJA  —4+ 144  —4+12 4412 8
x= — — - X1 = :—:
2a 22 4 4 4
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exemplo (2) —>—-5x—6=0

a=-1 A=b*—4ac
b=-5 A= (=5) —4.(-1).(-6)
c=—6 A=25-24
A=1
-btJA —(-5)% 5+1 541 6
= \/7: (5) \/T: N = + =_=
2a 2(-1) -2 -2 -2
-1 4
> w=20-2tO
-2 =2
26) Resolva as equacdes:
a) x> —3x+2=0 c)2x* + 14x 24 =0
b) x> +x+6=0 d)3x*+9x+6=0

solugdo: a)le2 b)-2e3 c)3ed4d d)2e-1

exemplo 3) —x*+4x—-5=0

a=-1 A =b’>—4ac
b= 4 A=4>—4.(-1).(-5)
c=-5 A=16-20

A=-4 — nio existe raiz real, pois ndo poderemos calcular v—4.

27) Resolva as equagdes:
a)x>—2x+2=0 b)x*+4x-13=0

soluco: a) ndo existe raiz real b) ndo existe raiz real

exemplo(4) x*—6x+9=0

a=1 A=b>—4dac
——6 A=(=6)*—4.1.9
c=9 A=36-36
A=0
—btJA  —(-6)£J0  6+0 6+0 6
Y 2.1 2 n=—-=5=0
6-0 6
> w5

Como as raizes sdo iguais, dizemos que a equag@o tem apenas uma raiz real.

28) Resolva as equagdes:
a)x’+4x+4=0 b) -2x? +24x—-72=0

solugdo: a)-2 b)6

exemplo (5) 2x>—8x+2=0

a=?2 A =b?—4ac
b=—38 A=(=8) —4.2.2
c=2 A=64-16

A =148

o —btJA _—(-8)£48 _
2a 22
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(" 48 ndo ¢ exata. Mas podemos simplifica-la: ~N
48 |2 > J48=422223=22V3=443
24 2
12 2
6 2
3 %
~ 1 2223 _J

\H

3 043

(Observe que as duas parcelas do numerador podem ser divididas pelo denominador )

Solucdes: 243 e|2-43

29) Resolva as equagdes:
a)x’>—6x+7=0 b)2x*—4x—-8=0

solugdo: a)3 i\/i b) 1 i\/g

Sobre o melhor método de resolucao.

As formulas de Bhaskara fornecem as raizes de qualquer equagdo quadratica, completa ou
incompleta, bastando tomar os coeficientes corretamente. Os métodos de resolugdo apresentados
anteriormente para equagdes incompletas (quando o coeficiente b ou ¢ ¢ nulo) tém a vantagem de
serem mais rapidos, evitando calculos desnecessarios. Proceda como achar mais conveniente.

Exemplos para vocé comparar os métodos de resolugao:

a) (o coeficiente ¢ ¢ nulo)

solucdo abreviada solucdo pelas formulas de Bhaskara
x(4x-6)=0 >  x=[0] a=4 A=b*—4ac
> 4x-6=0 b=-6 A=(—6)—-44.0
4x=06 c=0 A=36-0=36
e bR (62436
4% |2 2a 24
616 6+6 12* |3
= — 9 = —
T T g !
6-6 0
> =00
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b) |3x*—-48=0 (o coeficiente b é nulo)

solucdo abreviada solucdo pelas formulas de Bhaskara
3x? =48 a=3 A=b%*—4ac
48
¥’ = 3 b=0 A=0%—-43.(-48)
=16 c=-48 A=576

iy 0+
x=+4/16 -> x= x= bz_\/X: 0_23576
a )

> x= x:iTM > x=
> x=

30) Reunimos algumas equagdes quadraticas para que vocé as resolva como achar melhor:

Axl+x+1=0 3> +4x+1=0
b) 9% — 16 =0 g) 2 +2=0
c)2x* +5x=0 h)y4x>—x—1=0
d)yx*+14x+49=0 )2 +x=0
e)x*+10x—25=0 ) 6x*=0

solugdo: a) ndo existe raizreal b)4/3e—4/3 c)0e-52 d)-7 e)5 f)-1/3e-1

9 VZeon2 T VT ey
8 8

QUANTIDADE DE RAIZES DA EQUACAO DO SEGUNDO GRAU.

Note, pelos exercicios que vocé resolveu até agora, que uma equacao quadratica pode ter
uma, duas ou nenhuma raiz real.

Ha uma maneira de prever quantas raizes tera uma equacdo quadratica mesmo sem resolvé-
la por completo, bastando calcular o discriminante A :

Se A>0 (positivo), a equacdo terd duas raizes reais.
Se A =0, a equacgdo terd apenas uma raiz real.

Se A <0 (negativo), a equacao nao tera nenhuma raiz real.

Este critério funciona também para as equagdes incompletas.

31) Calcule apenas o valor do discriminante A (A = b? — 4ac) e responda: Quantas raizes reais tem a
equacdo dada? (OBS.: nio calcule as raizes, calcule apenas A e responda)

x> +7x+5=0 d)—9x?+42x-49=0
b)x*—10x+25=0 e)3x*—2x—-8=0
O)x*+x+1=0 ) —6x> +8x—6=0

solucdo: a)duas b)uma c)nenhuma d)uma e)duas f)nenhuma

SOMA e PRODUTO das raizes da equag@o do segundo grau.

Suponhamos que a equagdo ax> + bx + ¢ = 0 tenha as raizes x1 e x2. Vamos verificar que
existem relagOes notaveis entre as raizes x; € xz € os coeficientes a, b e c.
. Soma das raizes (x1 +x2)

Das formulas de Bhaskara, temos que as raizes da equagio ax® + bx + ¢ = 0 sio:

N ~b+JA ( —h+JA
=— e x=—— ou X=——

X1
2a 2a 2a

] onde A =Db?*—4ac.
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Somando as raizes x| € x2, temos:
—b-JA —b+JA _ —b-JA-b+JA _ -2b _
2a 2a 2a 2a

. Produto das raizes (xi.x2)
Multiplicando-as, temos:

—b-JA —b+JA (o A)-b+vA)

X1 +tx =

b —bIA+bIA VA" _ b A

X1 .X2=

2a 2a 4 4q’ 4a®
como A =b? — 4ac, temos entio:
b -A b —(b>—dac) b*-b*+dac  4dac |c
4a 4a 4a 4a a
Resumindo:
Soma das raizes da equagao do segundo grau: x1t+tx2= ——
a
c
Produto das raizes da equagdo do segundo grau: X1.X2= —
a

32) Sem resolver a equagdo, determine a soma e o produto de suas raizes:

b -3 3
exemplo: 3x*-3x-6=0 Soma: xi +x2 = ——=—(—)=—=1

a 3 3

-6
Produto: x1.x2=£=—=—2

a 3
a)2x>—6x+4=0 ) x> +8x+15=0
b)x?+2x-15=0 d) 4x* - 8x—60=0

solugdo: a)x1tx2=3 e x1.x2=2 b)x1t=-2 ¢ x1x2=-15 c)xit2=-8 ¢ xtx2=15 d)x1tx2=2 e x1x2=-15

OBS.: Uma das utilidades de se saber o valor da soma e do produto das raizes de uma equagdo do
segundo grau ¢ conferir, depois de calcula-las, se estdo corretas.

Calculamos, anteriormente, as raizes da funcio f(x) = 2x* + 4x — 16 e obtivemos x =2 e x = — 4.
Sera que estes valores estdo corretos? Verifiquemos:

b 4
Soma das raizes: x1txn=-— - 2+(-4 = =3 > —2=-2 OK!
a

Produto das raizes: xi.x2= < - 2.(4= —16 - —8=-8 OK!
a 2
Sabemos, entdo que as raizes foram calculadas corretamente.
Nas proximas vezes que calcular as raizes de uma equacdo do segundo grau, confira a soma e
o produto para certificar-se de que o calculo foi correto. Caso a funcdo tenha apenas uma raiz,

considere-a como um par de raizes iguais.

33) Agora vocé ¢ o professor!
Um estudante resolveu as equagdes do 2° grau abaixo. Use as formulas da soma e do produto das
raizes destas equagdes para dizer, em cada caso, se cada solucdo apresentada pelo aluno esté correta
ou ndo, de acordo com os exemplos:

(I) Equagdo: x> — 10 x + 25 =0. Solucdo do aluno: x =5 (x1=5 ex2=5)

c
a=1 soma: x1+tx2= —— produto: x1.x2= —
a a
-(=10 25
=-10 5+5= ( ) 5.5=T
c=25 10=10 ok! 25=25 ok!

Resposta: A solugdo apresentada pelo aluno esta .
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(I) Equacdo —2x*> +2x—24=0. Solucdo do aluno: x; =-3 e xo =4

a=-2 soma. x1t+tx2= —— produto: x1.x2= <
a a
-2 -24
b=2 -3+4=— (-3).4=——+
-2 -2
c=-24 1=1 okl —-12=12 falso!

Resposta: A solugdo apresentada pelo aluno esta .

a) Equagdo: x> —x—6=0.  Solucdo do aluno: x;=-2 e x2=23.

b) Equacdo: 2x* — 14x=0. Solucdo do aluno: x;=0 e x2=7.

¢) Equacio: —x* —5x—4 =0. Solugdo do aluno: x; =-2 e x» =-3.
d) Equagdo: x> — 6x +9 =0. Solugdo do aluno: x =3.

e) Equacdo: —3x*>+12=0. Solugdo do aluno: x; =—-2 e x» =—3.

solugdo: a) correto  b) correto  ¢) incorreto  d) correto  e) incorreto

EQUACOES LINEARES COM DUAS INCOGNITAS
Até agora, tratamos de equagdes com apenas uma incognita. Equagdo linear com duas
incognitas: x e y é toda equacdo do tipo ax + by = ¢, com q, b, ¢ racionais, ou qualquer equagdo que,
manipulada de acordo com os principios de equivaléncia toma esta forma.
Exemplo: 2x—y =1
Suas solucdes sdo pares de valores x e y que a tornam uma expressdo numérica verdadeira.
Por exemplo:
Se x=2¢ y=3 2> 2x—-y=1
22-3=1
4-3=1 ok
Sex=—-4ey=-"9 > 2x-y=1

2(4)—-(9)=1

-8+9=1 ok
Mas,sex=2 ey=1 =2 2x—-y=1

22-1=1

4-1=1 éfalso!
Ospares (x=2,y=3) e (x=—4,y=-9) sdo solugdes da equagao 2x —y =1, mas o par (x =2,
y = 1) ndo ¢ solucdo da equagdo 2x —y = 1.

34) Em cada caso, por meio de tentativa-e-erro, encontre a0 menos um par x € y que seja solucdo da
equagdo linear dada.

Exemplo: 3x-2y=0

solugdes: (x=0,y=0); (x=2,y=3); (x=4,y=06); (x=6,y=9); etc...

a)x+y=10 b)x—y=0 c)2x—y=2

solugdo: a) sugestoes: (x =0,y =10); (x=1,y=9); (x=2, y=8); (x=3,y=7); (x=4,y=06); (x =5,y =15); etc...
b) sugestoes: (x=1,y=1); (x=2,y=2); x=3,y=3); (x=4,y=4); (x=5,y=15); (x=6,y=06); etc...
c) sugestoes: (x=2,y=2); (x=3,y=4); (x=4,y=06); (x=5,y=8); (x=6,y=10); (x =7,y = 12); etc...

SOLUCOES DA EQUACAO LINEAR COM DUAS INCOGNITAS

E provavel que vocé tenha procurado apenas numeros inteiros para resolver o exercicio
anterior, mas as solu¢des das equagdes lineares sdo niimeros reais, ou seja, podem ser positivos,
negativos, fracionarios, irracionais, ...

Usualmente cada solugao de uma equagdo linear com duas incognitas ¢ apresentada como um
par ordenado ( x , y ), ou seja, os valores de x e de y entre parénteses e separados por virgula. Note
que o 1° niimero sera sempre o valor de x e 0 2°, & o valor de y. Por este motivo diz-se par ordenado.




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Linguagem Algébrica 89

Exemplo: Sdo solugdes da equagdo 2x —y = 2:
3
(1, 0); (2, 2); (5, 1); (-1,—-4), etc...

Cada equacao linear tem uma quantidade infinita de solugdes, ou seja, existem infinitos pare
ordenados (x, ¥) que a tornam uma expressao numeérica verdadeira.

72}

35) Verifique, em cada caso, se o par ordenado dado € ou ndo € solugdo da equagdo linear dada.
Exemplo (I): O par ordenado (-1, 2) ¢ solucdo da equagdo linear x + y =17
Substituindo x por—1 e ypor2: x+y=1

-1+2=1 ok
Resposta: SIM, o par ordenado (-1, 2) € solu¢@o da equacdo linear x +y = 1.

3
Exemplo (IT): O par ordenado (5, 1) ¢ solucdo da equacdo linear 2x + y =17

i 3
Substituindo x por > e yporl: 2x+y=1

2.§+1=1
2

3+ 1=1éfalso!
- 3 .
Resposta: NAO, o par ordenado (5, lj ndo ¢ solucdo da equacdo linear 2x +y = 1.

a) O par ordenado ( 2, 3) ¢ solucdo da equagdo linear x +y =15?
b) O par ordenado (-2, 0 ) € solucdo da equacdo linear 3x —y =67
¢) O par ordenado ( 1,2 ; —1 ) é solugdo da equagdo linear 5x—y = 7?

1
d) O par ordenado [E, 5) ¢ solucdo da equacdo linear 4x +y=7?

e) O par ordenado (-2, 2 ) € solucdo da equacdo linear x +y =0?
f) O par ordenado ( 3, 3 ) € solugdo da equacao linear x +y =0?
g) O par ordenado ( 3, 3 ) € solugdo da equagdo linear x —y =07?

solucdo: a)sim b)ndo c)sim d)sim e)sim f)ndo g)sim

SISTEMAS LINEARES DE DUAS EQUACOES COM DUAS INCOGNITAS

Sistema linear de duas equacdes com duas incognitas € um par de equagdes lineares com duas
incognitas, como, por exemplo:

x+ty=17 (1)

{ 2x—y=2 (i1)

Resolver um sistema linear como este ¢ encontrar, caso exista, um par ordenado (x ,y) que seja
solugdo das duas equacdes simultaneamente (a0 mesmo tempo).

A solugdo de um sistema linear de duas equagdes ¢ um par de niimeros reais, mas o exemplo
acima foi especialmente preparado para ter apenas uma solugdo, com numeros inteiros positivos.
Vamos tentar resolve-lo no “chute”.

Algumas das solugdes da equacdo (i): x + y =7 sdo (0, 7); (1, 6); (2, 5); (3, 4); (4, 3); ...

Algumas das solucdes da equacao (ii): 2x —y =2 sdo (1, 0); (2, 2); (3, 4); (4, 6); (5, 8); ...
Observe que o par (3, 4) ¢ solucdo das duas equacgdes, logo, (3, 4) € solugdo do sistema {x +y=17

2x—y=2
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36) Verifique, em cada caso, se o par ordenado dado ¢ ou nao € solucdo do sistema linear dado:
Exemplo (I): O par ordenado (1, —2) ¢ solu¢do dos sistema linear JEJr y=-1 7?
(obs.: a equagdo 2x = 2 pode ser interpretada como 2x + 0y = 2) x =2
Substituindo x e y na 1* equagao: Substituindo x e y na 2% equagao:
x+y=-1 2x=2
1+(2)=-1 21=2 ok
1-2=-1 ok

Resposta: SIM, o par ordenado (1, —2) é solugdo do sistema dado.

Exemplo (II): O par ordenado (3, —1) € solucdo do sistema linear { 2x+3y=3 ?

x=2y=1
Substituindo x e y na 1* equagao: Substituindo x e y na 2% equagao:
2x+3y=3 x—=2y=1
23+3.(-1)=3 3-2.(-)=1
6-3=3 ok 3+2=1 ¢éfalso!

Resposta: NAO, o par ordenado (3, —1) ndo é solugio do sistema dado.

a) O par ordenado (0, 0) é solugdo do sistema { 4x+6y=0 ?

2x—y=38
b) O par ordenado (3, —2) ¢ solucdo do sistema 4x+6y=0 ?
2x—y =28
¢) O par ordenado (5, —1) ¢ solucdo do sistema { 2x = 10 ?
3x+7y=8
d) O par ordenado (5, —1) ¢ solugdo do sistema {x +y=4 ?
-3y=3
e) O par ordenado (1, —3) ¢ solucdo do sistema { 2x+y =17 ?
6x—y=9
f) O par ordenado (2, 3) ¢ solugao do sistema { 2x+y =17 ?
6x—y=9

Solugdo: a)ndo b)sim c)sim d)sim e)ndo f)sim

RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR DE DUAS EQUACOES A DUAS INCOGNITAS
E claro que sistemas ndo sdo sempre resolvidos como fizemos anteriormente, ou seja, por
meio de tentativas e erros. Ha diversos métodos para resolvé-los. Estudaremos o método da adigao.
Aplicaremos duas operagdes sobre as equagdes, de modo a transforma-las em equagdes mais
simples, que resolveremos sem dificuldade:

(1) Multiplicar os membros de uma ou das duas equagdes por um niimero real nao nulo.
(2) Somar, termo a termo as duas equagdes do sistema.

Nao pretendemos provar que as operacdes acima sao validas, isto ¢, que nio alteram a solugdo
do sistema original, mas ¢ possivel nos convencermos, por meio de um exemplo, que isto ¢ verdade:
Sabemos que o par ordenado (2, 1) é solucdo do sistema linear { 2x+y=5 (1)

3x—-2y=4 (ii))  (verifique)
a) Se multiplicarmos os dois termos da equagdo (i) por 3, por exemplo, obtemos:

3.2x+y)=3.5 > 6x+3y=15
Verifiquemos que o par ordenado (2, 1) ainda ¢ solugdo da equagdo 6x +3y =15
62+3.1=15
12+3=15 ok

Se multiplicarmos os dois termos da equacao (ii) por —2, por exemplo, obtemos:
2.3x-2y)=-2.4 > —6ox+4y=-8
Verifiquemos que o par ordenado (2, 1) ainda ¢ solucao da equagdo —6x + 4y =—8
—-62+41=-8
-12+4=-8 ok
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Entdo o sistema linear{6x +3y=15 tem a mesma solucdo do sistema {2x +y=5
—6x + 4y =-8 3x-2y=4
Dizemos que os dois sistemas sdo equivalentes.

b) Vejamos o que acontece se adicionarmos, termo a termo as equagdes do sistema {2x +y=5

2x+y=S5 3x-2y=4
Ix—2y=4 +
S5x-y=9
Observe que o par (2, 1) também ¢ solucdo desta ultima equagdo: Sx —y =9
(substituindo x e y) 5.2-1=9
10-1=9 ok
O METODO DA ADICAO

Observe como sao resolvidos os sistemas lineares abaixo, dados como exemplos:

(a) -2x+y=9

2x —4y=-24

Veja o que acontece se adicionarmos as duas equagdes: { —2x+y=9
2x—4y=-24 +
0.x—3y=-15 oumelhor:
-3y=-15

O que se obtém € uma equacdo simples, com apenas uma incognita (o “y”). Vamos resolve-la:
=3y=-15 (-1)
3y=15

15

Y73

(achamos o valor de y!)

Para descobrir o valor de x, vamos substituir o “y” por 5 na primeira equagdo do sistema linear:
(pode-se usar a segunda equacao também, o resultado sera 0 mesmo)

-2x+y=9
(Obtivemos outra equagdo com apenas uma incognita) -2x+5=9
(vamos resolvé-la) —2x=9-5
—2x=4 (-1)

2x=-+4

-4

r= —

2

Logo, a solugdo do sistema linear {— 2x+y=9 ¢ (-2,5). (verifique)

2x—4y=-24
Resumindo: [-24+y=9 —2x+5=9
2x—4y=-24+ —2x=9-5
—3y=-15 —2x=4
3y=15 2x=-4
15 -4
== r= —
Y73 2
=5 =2 solugdo: (-2,5)
(b) { x+y=-1
2x —3y=-7
Adicionando as duas equagdes: { x+y=-1
2x—3y=-7 +
3x—2y=-38

Que pena!... Obtivemos uma equacgdo com duas incognitas (x e y). Sera que o método ndo funciona?
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Vamos “arruma-las”

Multiplique a primeira equagao por —2: { x+y=-1 (-2)

2x-3y=-7
{ 2x-2y=2
2x=3y=-7
Adicionando as equacdes: 25-2y=2
2xc3y=-T7 +
—5y=-5 (agora funcionou!)
5y=5
5
Y5
y=1]
Substituindo y por 1 na primeira equagdo do sistema: x+y=-1
x+1=-1
x=-1-1

Solugdo do sistema: (=2, 1)

Resumindo;{ x+y=-1"%
2x —3y=-7 x+1=-1
28-2y=2 x =-1-1

Tre3v=7 +

solugdo: (-2, 1)

© J 3x+ty=4 (1)
2+2y=—4 (i)

Multiplicando a equagdo (i) por 2 e multiplicando a equagdo (ii) por (—3):

Ix+y=4 (.2)
2x+2y=—4 (-3)

{ 6x+2y=28
—6x—6y=12 +
—4y=20 (-1)
4y =-20
=20
YTy
=5
Substituindo y por —5 na equagdo (i):
Ix+y=4
3x+(-5)=4
3x-5=4
3x=4+5
3x=9
9
x= =
3

x=3 Solu¢io: (3,-5)
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Como resolver sistemas lineares de duas equacoes a duas incognitas:

Seja um sistema linear de duas equacdes (i) e (ii) com duas incognitas:

1. Multiplique a equacdo (i) pelo coeficiente de x da equagao (ii) e
Multiplique a equagdo (ii) pelo coeficiente de x da equacdo (i) ou por este coeficiente com o sinal
trocado, de modo a fazer com que as duas equagdes comecem com nimeros opostos.

2. Adicione as duas equagdes termo a termo e resolva a equagdo resultante para encontrar o
valor de y.
3. Substitua y pelo valor obtido em qualquer uma das equacdes do sistema linear e resolva para

encontrar o valor de x

Mais alguns exemplos

@] 2x+y=2 —6)

6x—-3y=0 (-

12x+6y=12 2x+y=2

—“12x+6y=0 + 2x+1=2
12y =12 2x=1
12 1 lucs _[1 lj
v T X 5 solugdo: >

(e) 3x+y=-9

—x+y=-1 (3) 3x+(-3)=-9
3x+y=-9 3x-3=-9
3x+3y=-3 + 3x=-9+3
4y =-12 3x=-6
-6
Y= —
3
x==2 solugdo (-2, -3)

34) Resolva os sistemas lineares de duas equacdes a duas incognitas abaixo:

a) x+2y=17 d) x—y=5 g) x+ty=1
3x-2y=-11 x+5y=-7 3x+3y=3
b) { 3x+4y=2 e) { 1x—2y=12 h) {x+y=2
x+y=1 Sx+4y=30 2x+2y=2
c) x—y=1 f) 2x+4y=1
2x+5y=16 6x—4y=3

solugdo: a)(-1,4) b)(2,-1) ¢)(3,2) d)(3,-2) e)(2,5) 1) (1/2,0) g)hainfinitas solugdes h) nio existe solugdo

NEM SEMPRE HA EXATAMENTE UMA SOLUCAO
Voceé percebeu, nos itens g € 4 do exercicio anterior que algo estranho aconteceu durante a

resolucdo. No item g: x+y=1 (.3)
3x+3y=3 (1)
3x+3y=3

—3x—-3y=-3 +
0=0 ndo leva a lugar nenhum!
O que ocorre € que as duas equacdes sdo equivalentes, ou seja, tém exatamente as mesmas
solucdes. Observe que a segunda equagdo do sistema ¢ exatamente igual ao triplo da primeira
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equacdo. E como se o sistema tivesse apenas uma equagdo. Como cada equacdo linear a duas
incognitas tem infinitas solucdes, o sistema tem infinitas solugdes.

Noitem h: [ x+y=2 (.2)
2x+2y=2 (-1)

2x+2y=4
{ 2x—=-2y=-2 +
0=2 éfalso!

Neste caso, as equagdes sao incompativeis, isto €, nao tém nenhuma solu¢do em comum. Veja
que a primeira equagao multiplicada por 2 é: 2x + 2y =|4 | e a segunda equagdo é 2x + 2y = . Nao
¢ possivel que a mesma expressdo, 2x + 2y, seja igual a 4 e igual a 2 a0 mesmo tempo. Dizemos que
o0 sistema nao tem solucao, ou ¢ impossivel.

38) Resolva os sistemas lineares de duas equacdes a duas incognitas abaixo:

a) 2x+y=1 b) 2x+y=1 c) 2x+y=1
4x+2y=2 4x+2y=3 4x+y=-5

solugdo: a) infinitas solugdes b) ndo existe solugdo c¢) (-3, 7)

AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas
(cada uma das questdes a seguir tem apenas
uma alternativa correta)

1) O valor numérico da expressdo x> + 5x para
x=-3 ¢igual a:

a) 24

b) 21

c)—6

d)6

e) 24

2) Reduzindo e ordenando os termos
semelhantes do polindmio abaixo, obtém-se:
342 —x—x+x°
a)2x*+2x+3
b) 4x
c)3x+3
dyx+3
e)x*+3

3) Qual expressao algébrica ¢ equivalente a:
2x+1)—-(x+2)+(Bx+5)?

a)4x+4

b)4x +8

c)6x+8

d)9x+3

e)Ix+4

4) Qual expressao algébrica € equivalente a:
2x% 3x +4)?

a) 6x* + 8x

b) 6x + 8x?

c) 6x* + 8

d) 6x* + 8x°

e) 6x° + 8x?

5) Qual expressao algébrica € equivalente a:
2x+1)*?2
a)4x* +4x +1

b) 4x? + 1
c)dx?—1
d)4x® —4x—1

e) dx? —4x +1

6) Qual expressdo algébrica € equivalente a:
(—6x*+ 12x%) : 3x2 2

a) —2 + 4x?

b)—2+4x

c) 4x® — 2x

d)—-2x+4

e)—2x*+4
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7) Substituindo cada valor de x na equagdo

abaixo, responda: Qual ¢ a raiz da equagao:
8x? +20x — 28 = 0?

a)x=-2

b)x=-1

c)x=0

dyx=1

e)x=2

8) A solucdo da equagdo 3x + 8 =6 ¢é:
2
a) ——

3
2
b) =
)3

9) A solucao da equagdo -7 —2x=x—1¢:
a)-3

b) 2

c)0

d)2

e)3

10) A solucdo da equagéo §+1 =—¢é:

d
2

11) Quais sdo as raizes da equacao:
—x*+36=0?

a)6e—6

b)le—6

c)0e36

d)36e-36

€) ndo existe raiz real

12) Quais sdo as raizes da equacao:
3x2—x=0?

a)le3

b)O0e3

c)lel

|
d)oe
)0e

1
-e3
e)3e

13) Quais sdo as raizes da equagdo abaixo?
¥ +4x+3=0

a)—le3

b)2e3

c)le5

d)-1e-3

e)2e-3

14) Quais sdo as raizes da equagdo abaixo?
¥ —4dx+2=0

a) 2442 e 2-42
b)1++/3 ¢ 1-43
c) —3+42 e -3-42
d1+42 e 1-42
e)—2+\/§ e —2-3

15) Quantas raizes reais tem a equacao:
4 +x—-1=0?

a) quatro

b) trés

¢) duas

d) uma

¢) nenhuma

16) A soma (x1 + x2) e o produto (x1 . x2) das
raizes da equagdo 2x* — 8x + 2 = 0 sdo,
respectivamente:

Axitxn=-4 ¢ x.x=-1

b)xi+txx=4 e xi.x=1

Oxi+tx2=-8 e x1.x2=2

d)x1+x2=3 e x1.x2=2

exi+tx=2 e x1.x=3

17) Qual dos pares ordenados ¢ solugdo da
equacao linear de duas incognitas abaixo?
3x-Ty=38

a)(5,4)

b) (5, 3)

¢)(5,2)

d) (5, 1)

e)(5,0)
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18) Qual dos pares ordenados (x , y) € solu¢ao
do sistema linear x+y=10
{ x—-y=2 7

a)(7,5)

b) (5, 5)

c) (6,4)

d) (7, 3)

e)(8,3)

questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os
calculos e destacando o resultado final.

19) Resolva a equacdo polinomial do segundo
grau: 3x2—75=0

20) Resolva o sistema linear | 2x +y =1
dx—y=-7

RESPOSTAS

HC  2)D  3)HA  4HE  35HA  6)E
7D 8A 9B  10)C 11)A 12)D
13D  14)A 15C 16B 17)D 18)C

19) xi=-5 e x2=5
20) solugdo: (-1, 3)
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EQUACOES POLINOMIAIS

[EQUACAO DO 1° GRAU

1. Se ha fragodes, calcule o mmc dos
denominadores e “divida pelo 'de baixo' e
)

multiplique pelo 'de cima™. Cancele os
denominadores iguais.

3x-4 2x-3 59210
5 > mmc(5,2) =10)
2(3x—4) _5(2x-3)
10 10

2(3x—-4)=52x-13)

2. Se ha multiplicagées a fazer,
efetue-as para eliminar os parénteses.

6x—-20=10x—-06

3. Separe os termos (frocando o sinal
de todo termo que muda de “lado"): Os
termos com x ficam no primeiro membro e
os termos independentes ficam no segundo
membro;

6x—10x=-6 120
—4x=14

4. Se o coeficiente do termo no
primeiro membro for negativo, multiplique
toda a equagdo por -1, frocando seus sinais.

4x=—14

5. Passe o coeficiente de x para o
segundo membro dividindo-o.

14
X= ——
4

7
72

|[EQUACAO DO 2° GRAU |

E do tipo: [ax’ +bx+c=0] coma=0
(¢ aquela que tem x%)

FORMULA DE BHASKARA

ax>+bx+c=0
—bEAA
x:—
2a

A=b?>—4dac

EQUACOES INCOMPLETAS

Quando b ou ¢ sdo iguais a zero, podem ser
resolvidas pelas férmulas de Bhaskara ou:

e ax?+bx=0.(c = zero)
Fatore o primeiro membro, colocando x em
evidéncia:

3x2—6x=0
x3x—-6)=0 - x1=0
3x—6=0
3x=6

6
x= —

3

x2=2

e ax’+c=0. (b= zero)
Aplique os principios de equivaléncia usados
na solu¢do da equacao do 1° grau:
2x*-18=0
2x*=18

=9 - x= \/5 2> x1=3
> x=—/9 S x=-3
QUANTIDADE DE RAIZES (ou solugdes)

A>0 (positivo) |duas raizes reais
A=0 uma raiz real
A <0 (negativo) |nenhuma raiz real

PARA CONFERIR SEUS CALCULOS:

Substitua o valor encontrado da raiz na
equagdo e verifique se os cdlculos levam a
uma expressdo verdadeira (do tipo O = 0)

. b
Soma das raizes: xi+x2= ——
a

Produto das raizes: X1.Xx2 =

Q|0
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FUNCOES POLINOMIAIS

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS e FUNCOES

(OBS.: Para resolver alguns dos exercicios deste mddulo, vocé necessitara de duas folhas de
papel quadriculado de 1cm.)

O sistema de coordenadas cartesiano consta de dois eixos (retas) perpendiculares,
geralmente:
. um horizontal, denominado eixo x ou eixo das abscissas, positivo para a direita;
. e outro vertical, denominado eixo y ou eixo das ordenadas, positivo para cima.

O ponto de intersecdo (cruzamento) dos eixos € chamado origem das coordenadas (O).

Os eixos dividem o plano em quatro regides chamadas quadrantes.

I

2°Iquadlrantel : 1I°qu5;drant:e ‘
3 0=(213)
2 F':||:3,2]|
1
4 -3 -2 -1 01 1 1 3 e
1
2
3
__3°Iquadlrante 4 Id‘:‘ql.:adrar]te__

Cada par ordenado (X, y) de nimeros reais corresponde a um unico ponto do plano e cada
ponto do plano corresponde a um unico par ordenado (x, y). Veja no exemplo acima, os pontos P =
(3,2)e Q=(2,3).

Cada ponto possui duas coordenadas: uma abscissa (x) € uma ordenada ().

No ponto P = (3, 2), a abscissa ¢ 3 e a ordenada ¢ 2.

No ponto Q = (2, 3), a abscissa ¢ 2 e a ordenada ¢ 3.

Note que a ordem x, y nas coordenadas do ponto deve ser respeitada, dai o nome de par ordenado
para (x, y). Assim, o ponto de coordenadas (3, 2) ¢ diferente do ponto de coordenadas (2, 3).

1) Recorte um quadrado de papel quadriculado de 10 cm de lado, trace um par de eixos coordenados
com origem no centro [l do papel e assinale os seguintes pontos:

A=(1,2) C=(2,3) E=(-1,-2)

B=2,1) D=@3,-1) F=(3,2)

solugdo:

Q
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2) Copie o plano cartesiano abaixo num papel quadriculado de 10 cm de lado e dé as coordenadas
dos pontos assinalados.

exemplo: G=(2,3)

/\y
8
T J*
M H
k=]

<]

-

[1%]

Ma
»

e

LA

s:lr?

solugdo: a)H=3,6) 1=(54) I=(7,7) K=(3,1) L=(6,2) M=(1,6)

Coordenadas nulas (zeros)
Quando a coordenada x ou y de um ponto € igual a zero, o ponto estd sobre os eixos:

. Os pontos do tipo (0, ?), com abscissa nula, ficam no eixo y.
. Os pontos do tipo (?, 0), com ordenada nula, ficam no eixo x.
. O ponto (0, 0) fica na origem do sistema cartesiano (ponto de cruzamento dos eixos)

3) Recorte um quadrado de papel quadriculado de 10 cm de lado, trace um par de eixos coordenados
com origem no centro [ do papel e assinale os seguintes pontos:

A=(-3,0) C=(1,0) E=(0,-3) G=(-1,0) I=(0,-2)

B=(3,0) D=(4,0) F=(0,2) H=(0, 0)

solugdo:

m

4) Complete os espacos em branco dos pares ordenados abaixo, sabendo que o valor da ordenada ()
¢ sempre o dobro do valor da abscissa (

X
A=(2,4) B=(L[_] cqo,ﬁ) p=(L,[_]) E=2,[_D
solugio: A=(-2,—4) B=(-1,-2) C=(0,0) D=(1,2) E=(2,4)

5) Recorte um quadrado de papel quadriculado de 10 cm de lado, trace um par de eixos coordenados
com origem no centro [ do papel e assinale os pontos A, B, C, D e E do exercicio anterior.
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solugdo: ,
E|
D,
+ 5 x
.
A
FUNCOES
Considere a expressdao y =3x +5.
Para cada valor de x podemos determinar o valor de y, que € o triplo de x mais 5. Assim,
parax =1 temos y=3.1+5 — y=28 (& s0 substituir x por 1)
parax=-2 temos y=3.(-2)+5 —>  y=-1 (substituindo x por —2)
e assim sucessivamente, para qualquer valor atribuido a x.
Podemos construir a tabela:
X y=3x+5 Yy (%))
-2 |y=3(2)+5=-6+5=—1|y=-1|(-2,-1)
-1 y=3.-D)+5=-3+5=21y=21](-1,2)
0 y=3.0+5=0+5=5 y=511(0,9%
1 y=3.1+5=3+5=8 y=81 (1,8
2 y=32+5=6+5=11 |y=11](2,11)
elc.
Podemos, também, fa- Y Todos estes pontos o /
zer uma representa- 14 estdo alinhados. Se 4
¢do grafica da condi- desenharmos a reta que
cdlo y=3x+5 re- passa por estes pontos /
presentando os pares . teremos a s
(x, ) por pontos de um representacdo  grafica
plano cartesiano. de todos os pares /
) ordenados  definidos :
Temos: “ por y=3x+5. /\:
A=(=2,-1) ?
B=(-1,2) 2 :
C=(0,5) ! g
D=(1,8) S ] = 3 -0 3"
E=(2,11) ' ’

Funcéo ¢ um conjunto especial de pares ordenados (x, y) onde cada y € obtido a partir de cada
X, geralmente por meio de uma expressao algébrica fornecida.

Grafico de uma funcfo ¢ o conjunto dos pontos correspondentes aos pares ordenados (x, y)
da funcgao.
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GRAFICOS DE FUNCOES

Para tragarmos o grafico de uma fun¢do, atribuimos valores para a variavel x que acharmos
convenientes. Calculamos os valores correspondentes para y e assinalamos os pontos (x, y) no plano
cartesiano. Depois tragamos uma curva (ou reta) passando pelos pontos assinalados.

Mais adiante seremos capazes de prever como sera o grafico de algumas fungdes, mesmo
antes de obter os pontos (x, y). Saberemos também tragar o grafico de certas fun¢des assinalando no
plano apenas alguns pontos mais significativos.

6) Copie e complete a tabela abaixo, calculando o valor numérico da expressdo y =2x+ 5 para cada
valor de x, conforme o exemplo.

X |y=2x+5 ANER))
2|y=2(2)+5=4+5=1]1](2,1)
—1
0
1

solucdo:

X | y=2x+5 y |y

2 | y=2(2+5=-4+5=11] (2,1

-1 | y=2(-1)+5=—2+5=3 |3 [ (=1, 3)

0 |y=20+5=0+5=5 510,95

1 |y=21+5=2+5=7 71,7

7) Recorte um quadrado de papel quadriculado de 10 cm de lado, trace um par de eixos coordenados
com origem no centro da margem inferior 2= do papel e assinale os pontos (x, y) do exercicio anterior.
8) Trace uma reta passando por todos os pontos do exercicio anterior.

solugdo dos exercicios 7 e 8:
¥

-

Ed

L e
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COMO TRACAR UM PLANO CARTESIANO NA FOLHA PAUTADA (CADERNO)

1) Reforce uma linha do 2) Trace uma reta vertical

3) Enumere as retas como

caderno e faca marcas passando sobre wuma das abaixo ¢ ndo se esquega das
espagadas em 1 cm. marcas como indicado. setas a direita e no topo.
}' 44
10
—“-..“__ 0
L oF
b ]
o :
I o2 1 0 4 2 3%
1
0 1 2 3 4 5 6 =2
-4

COMO ASSINALAR PONTOS NESTE PLANO CARTESIANO
Suponha, por exemplo, que desejamos assinalar o ponto P = (2, 8)

1) Faca um pontilhado vertical, desde a
abscissa 2 do eixo x (use régua) até a linha de
ordenada 8.

-
15

14
T

13

e

12

11

10

9

kW o g oEm o=y

8

]
-
1 =
-
L]

¥
T

.
e
i

2) Reforce, com pontilhado, o segmento desde
a ordenada 8 até a extremidade do pontilhado
anterior e faca um ponto.

¥

"

10

0
P

Y &

7 :

o 1

w T
1

) t
1

_1_ ]
]

3 1
1

) 1

- ]

q ]
H

2 1 043 2 3 ®
B |
-2

9) Trace um plano cartesiano no caderno e assinale os pontos:

A=(-6,3)
B=1(0,4)

C=(4,2)
D = (6, 0)

E=(3,-2)
F = (-4, -3)
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Solugao:

10) Para cada uma das func¢des abaixo, faga uma tabela com os valores -2, —1, 0, 1, 2 para x e com 0
valor calculado para y e trace o grafico usando folha pautada (folha de caderno):

exemplo: funcdoy=3x+5

7 O
LT ﬁ
x| p=3+5 | p |ixy) N
—2|y=3(2)+5|y=-1-2,-1) i
“1|y=3(1+5]y=2[(-1,2) W
0] y=30+5 [y=5]¢0.5 b
1| y=31+5 |y=8{(1,8) i
2| y=32+5 [y=11](2,11) T
Lo
I
3 % -1 o 1 2 3%
ik ,
a) y=2x+1 b)y=4-x

solugdo: a) pontos: (-2,-3) (-1.-1) (0,1) (1,3) (2,5) b) pontos (-2,6) (-1,5) (0,4) (1,3) (2,2)

5

I

1
V 1 2 x
4

3

Outros exemplos

Nem sempre o grafico de uma fungdo resulta numa reta. Veja os proximos exemplos:

(1)y=x*-2x-3
x | y=x—2x3 v [ | +—h ¥ !
—3 [ y=(3)P-2(3)-3=9+6-3=|12|(3,12) | i i
2| y=(2)-2(2)-3=4+4-3=|5 |(=2.5) : : :
— 1 y=(1P-2(1D-3=1+2-3=10 [ (-1,0) ; 5 !
0 [y=02-2.0-3=0+0-3= -3 1(0.-3) : - I
I |y=12-21-3-1-2-3- 41 (1,4) ; j ;o
2 |y=22-22-3=4-4-3= 3123 : : S
3 |y=3"-23-3=9-6-3= 0 3.0 : iy 7
4 [y=4-24-3=16-8-3= 5 (4.5 i LI N W N . S
5 |y=5-25-3=25-10-3=_[12[(5.12) -
P
(2)y=2" T
x y=2* y | (x%y) | —p——
0 y=2= 1| 0D | i
1 y=2"= 2 | (1L,2) | i
2 y=2= 4 | 2.4 | L
3 y=2= 8 | B8 | 1
K “ 12 3%
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11) Faca como o exercicio anterior para as fungdes:
a)y=1-x* (use x=-3,-2,-1,0,1,2¢3)
b)y=x>—2x (usex=-2,-1,0,1,2,3¢4)

c)y=25 (usex=0,2,4¢6)

solugdo: a) (-3,-8) (-2,-3) (-1, 0) (0,1) b) (-2, 8) (-1, 3) (0,0) (1,-1) c)(0,1)(2,2)(4,4) (6,8)
(1,0)(2,-3) (3,-8) 2,0)(3,3)(4,8)
¥ ¥ o re
s I /
a 5 / 8
= v / ‘
// \\ : 1
/'/ : \ -1 1 l 3 4 5 X

12) Em fisico-quimica, a lei de Boyle-Mariotte afirma que, a uma mesma temperatura, a pressao P
exercida por um gas nas paredes do recipiente € o volume V que ele ocupa sdo inversamente
proporcionais, isto €, o produto P.V se mantém constante. Esta lei pode ser expressa por PV =k

ou sz.
14

Supondo k =400, V em litros e P em atmosferas, vamos determinar a pressdo exercida pelo gas
quando ocupa um volume igual a 10, 20, 40, 50, 80 e 100 litros.

a) Copie e complete a tabela abaixo:

V(D 10 {20 [ 40|50 |80 | 100

400
P=—(at
v (atm)

40

b) Faca o grafico da Pressdo em fun¢@o do Volume do gas de acordo com o modelo:

P (atm)
— IL
1
1

%

-
W

Mo
F I -]

-
e =

oY
i

E ]

O 40 20 30 40 50 60 70 g0 90 400 V()

solucdo:
\A0) 1020|4050 |80 |100

400
P= 7 (atm) [40|20| 10| 8 | 5| 4

Plﬂltn) =

® 1 20 30 a0 50 60 70 0 90 100 ¥()




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Fungoes Polinomiais 106

13) Populacoes de seres vivos crescem segundo leis exponenciais enquanto condigdes ambientais
forem favoraveis. Suponhamos uma populagdo de certa bactéria, inicialmente com 500 individuos e
que dobra de tamanho a cada semana. Copie a tabela abaixo, completando-a e trace o grafico da
populacdo em fun¢do do tempo.

Individuos
AG000
[
0 500 13000
1 1000 420004
11000
d
10000
3 2000
4 8000
5 T000
4000
— o000 4- -4
L : Semmaras
oy 2 3 4 5
solugdo:
Lo individuos
14000 /
i
/
0 S0 18006 /
1 0 000
3 0
3| 4000 o
4 0 000
B 16000 oo
b semanas
1 4 6

14) O comprimento (/) de uma mola, em cm, em funcdo da massa (m), em g, de corpos pendurados
em sua extremidade varia de acordo com a fungao /=10 + ;n_O Copie a tabela abaixo, completando-

a e trace o grafico do comprimento da mola em fungdo da massa.

m gy |I{cm) o | )

] 10 =
100 | 12 20
200 3
300
400
500
&00

i
o

W
S

o
B

0 100 200 300 400 =00 600 ‘e (g)

solugdo:
1fem)
wefg) |1 {cw) 22
0 [0 =
100 | 12
200 | 14
300 | 16 1
400 | 18 u
500 | 20 :
go0 | 22 {7 o0 Z00 300 0 500 w0 e e
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FUNCAO CRESCENTE E FUNCAO DECRESCENTE
Observe os seguintes exemplos:

a) funcdo f(x)=2*

X\ y=2 |y(x))
0[y=2°=[1](0, 1)
1ly=2"'=|2{(1,2)
21y=2*=14|2,%
3ly=2"=8](3,98)

Observe que, quando x cresce, 0
y cresce também.
Funcdes onde isto ocorre sdo \

valor de

chamadas fun¢des crescentes.

b) funcdo f(x) =3 —x

|

homm =k
“:“'ﬁh

™

+‘

| ' IR (R R

=
L)

k.

b, fa A
_;____.4'\-

ol | - -

-2

Observe que o grafico de
uma funcdo crescente ¢ uma

linha

crescente

a

direita, ou seja, se andarmos
sobre a linha da esquerda
para a direita, estaremos

“subindo”.

X |y=3-x y (%))
—2|ly=3-(2)=3+2 |5 [(=2,5)
—1|y=3-(=D=3+1 |4 [(-1,4)
0 |y=3-0 3 1(0,3)
1 |y=3-1 2 [(1,2)
2 |y=3-2 1 [(2,1)
3 |y=3-3 0 [(3,0)

Observe que, quando x cresce, o valor de y
decresce (diminui). Fungdes onde isto ocorre

sdo chamadas funcdes decrescentes.

Observe que o grafico de uma fungdo
decrescente ¢ uma linha decrescente para a
direita, ou seja, se andarmos sobre a linha, no

sentido da esquerda para a direita, estaremos

“descendo”.

15) Observando o grafico que vocé tracou para cada uma das fungdes dos exercicios 10 a 14,

classifique-as em crescentes ou decrescentes, conforme os exemplos:

exercicio

a funcio é:

10a

crescente

10b

11a

crescente até x = 0 e decrescente a partir de x =0

11b

atéx=1e

apartirdex=1

11c¢

12

13

14

solug@o: 10b) decrescente
13) crescente  14) crescente

11b) decrescente até x = 1 e crescente a partir de x =1

11c) crescente

12) decrescente

VALOR NUMERICO — IMAGEM
Imagem de um nimero x por uma fung@o € o valor que se obtém substituindo x da fungdo
pelo niimero. E o mesmo que valor numérico de expressio algébrica..
Para representar fungdes é comum usar o simbolo f{x) (1é-se: £ de x) no lugar de y. Assim, a
funcdo y =3x + 5 também ¢ apresentada como f(x) = 3x + 5.
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Quando pede-se f(1), por exemplo, se quer a imagem de x = 1 pela funcdo f(x) =3x + 5. Na
pratica, se quer o valor numérico da expressao 3x + 5 parax = 1:

fx)=3x+5 > f(H=3.1+5 > f(1)=8.

Neste caso, a imagem de 1 pela funcdo aqui discutida € 8, ou, simplesmente, f(1) = 8.

16) Dada a fungao f(x) = 2x — 7, calcule:
a) f(0) = b) f(1) = ) f(-1)=

solugdo: a)—7 b)-5 ¢)-9

17) Calcule a imagem de 4 pela fungio f(x) =3 —x 2.

solugdo: f(4) =-13

FUNCAO POLINOMIAL DO PRIMEIRO GRAU

DEFINICAO
Fungio polinomial do 1° grau ¢é toda fungéo real do tipo f(x) =ax+b,com a=0,a€ Q,b € Q.

18) Copie a tabela abaixo, complete-a e trace o grafico da fung¢do f(x) =2x + 3

x [f(x)=2x+3 (x, )
2 | f(-2)=2.(2)+3=4+3=-1|(2,-1)
-1

0

1

2

solugdo: (-1,1)(0,3)(1,5)(2,7)

i

£

.aé.l 1 2 %

19) Faca como o exercicio anterior, para as fungdes:
a)f(x)=2-x b) f(x)=3x-1

solugdo: a) (-2,4) (-1,3)(0,2)(1,1) (2, 0) b) (2,-7) (-1,-4) (0,-1) (1, 2) (2, 5)

H

GRAFICO DA FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU

O grafico da funcdo do primeiro grau ¢ sempre uma reta.

Para determinar uma reta bastam dois pontos. Logo, para tracar o grafico de uma fungdo do
primeiro grau, ndo precisamos mais completar a tabela com muitos valores de x. Dois valores para x
jé sdo suficientes.
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20) Trace o grafico de cada uma das fungdes do primeiro grau abaixo usando para x apenas os valores
Oel.

a)f(x)=3x+5 b) f(x)=—2x—1
solugdo: a) (0, 5) (1, 8) b) (0, 1) (1,-3)
» Ar
/s

COEFICIENTES DA FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU
Os coeficientes a e b da funcao do primeiro grau dizem muito sobre o comportamento de seu
grafico.

Seja uma fungao do primeiro grau: f(x) = ax + b,
O coeficiente a ¢ chamado coeficiente angular.
O coeficiente b € chamado coeficiente linear.

Exemplos:
a)f(x)=2x+1 - a=2b=1
b) f(x)=4-x - a=-1, b=4

(¢ o mesmo que —x +4)

21) Para cada funcdo dos exercicios 18, 19 e 20, dé os coeficientes angular (a) e linear (b), diga se a
funcdo € crescente ou decrescente e, observando seu grafico, dé€ o valor de y onde a reta intersecta
(cruza) o eixo y, conforme o exemplo:

exercicio funcdo a b crescimento intersec¢do com €iXo y
18 fix)=2x+3 |2 ]| 3| crescente y=3

19a f(x)=2—-x y=

19b flx)=3x—-1 y=

20 a flx)=3x+5 y=

20b flx)=—2x-1 y=

solugdo:
9a | f(x)=2—x —1 [ 2 | decrescente

19b | f(x)=3x-1 3 | -1 | crescente
20a | f(x)=3x+5 |3 5 crescente
20b | fix)=—2x—1 | =2 | =1 | decrescente

| (o] |02
—

—_

< I=[= =
Iffmyn

Coeficiente Angular

Observe o exercicio anterior. Note que:

quando o coeficiente angular a > 0 (a positivo)— a funcdo ¢ crescente.
quando o coeficiente angular a <0 (a negativo)— a func¢do ¢ decrescente.

Entdo, basta observarmos o sinal de a para sabermos, mesmo sem tracar o grafico, se a fungdo ¢
crescente ou decrescente!

Coeficiente Linear
Observe novamente o exercicio 21. Note que:
O ponto onde a reta intersecta (cruza) o eixo y ¢ o valor do coeficiente linear b.

De fato, pois o ponto onde o grafico cruza o eixo y € o ponto onde x = 0. Ora, se a fungdo do primeiro
grau € sempre do tipo f(x) = ax + b, quando fazemos x =0, temos: f(0)=a.0+b=Db
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22) Para cada fung@o, sem tracar o grafico, descubra se serd uma reta crescente ou decrescente e dé o
valor de y onde a reta cruza o eixo y.
exemplo: f(x)=4—x > anegativo(a=-1) ¢ b=4
O grafico € uma reta decrescente que cruza eixo y em y =4
a)f(x)=3x+5 c) f(x)=—Tx+21
b) f(x)=9 —3x d) f(x) = 10x + 200

solugdo: a) reta crescente, cruza o eixo yemy=>5 b) reta decrescente, cruza o eixo yem y =9
¢) reta decrescente, cruza o eixo yem y =21 d) reta crescente, cruza o eixo y em y = 200

RAIZ DA FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU
O que é raiz de funcio
Raiz de uma fungdo ¢ o valor de x tal que f(x) =0 ou y=0. |

Sabemos que todo ponto cuja ordenada ¢ nula (y = 0) localiza-se no eixo x. Logo,

| Raiz de uma fungdo ¢ também o ponto onde o grafico cruza o eixo x. |

23) D€ o valor da raiz das fungdes polinomiais do 1° grau observando seu grafico, como o exemplo:
exemplo: f(x)=2x-2

1,
T
-2 -1 rﬂﬁ/ Q\x
% \
“>raiz da funcao:
a) f(x)=4-2x b) f(x)=2x+4 c) f(x)=3-2x
4 Y4 ¥1.
: . ) N
21W_]1N 2 1 [0 1 % .z1r“1\&zx

solugdo: a)x=2 b)x=-2 c)x=3/2

24) Observando os graficos de fungdes do primeiro grau, dé o valor do coeficiente linear (), diga se

o coeficiente angular (@) € positivo ou negativo e dé o valor da raiz de cada fungdo correspondente:
exemplo:

¥
2
\ %
Ely
respostas:  * coeficiente angular (@) negativo  (pois a reta ¢ decrescente)
* coeficiente linear b = 2 (¢ o ponto onde a reta cruza o €ixo y)

* raiz da funcdo x =3 (é o ponto onde a reta cruza o eixo x)
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a) b) c) d)
v/ N\ v
¥ y ya \\ y y
7 9
/ AN
o \\
/ AN
/ AN
// N
/ \\4 X 6 0
// 3 X \ X X
// \\ 3
/ AY
N\
AN
AN
N\

solugdo: a) a positivo; b = 6; raiz: x =—3 b) a negativo; b =9; raizz.x =4 c) a positivo; b =-3;raizzx =6
d) a negativo; b = 0; raiz: x =0.

Como calcular a raiz da funcido do primeiro grau

| Para calcularmos a raiz de uma funcao, deve-se resolver a equagao f(x) = 0. |

Por exemplo:
Seja  f(x) =4 — 3x. Para determinarmos a raiz, fazemos:

4-3x=0
-3x=-4
3x=4
4 . ~ . 4
x=§—> araiz da fungdo f(x)=4-3x ¢ x=§

Obs.: E sempre possivel conferir se chegamos ao valor correto da raiz da fungdo. Basta substituir x
pelo valor encontrado na funcdo. O resultado deve ser 0. No exemplo acima:

fi =4—3.i=4—4=0. ok
3 3

25) Calcule a raiz de cada fung@o do primeiro grau:

a)f(x)=4-x d) f(x)=20-12x g) f(x)=9-3x
b) f(x)=3x+5 e) f(x) = 3;x h) f(x) = 10x + 200
O f)=—Tx+21 ) f(x)= X;Z

solugdo: a)x=4 byx=-53 c)x=3 d)x=53 e)x=3 Hxr=-2 gx=3 h)xr=-20

26) Trace o grafico de cada uma das func¢des abaixo usando apenas o valor da raiz e do ponto de
intersecao da reta com o eixo y:

exemplo: f(x) =7 —2x

raizz. 7—-2x=0 intersecdo com eixo y: grdfico:
~2x=-7 v
2x =1 (¢ o valor de b) L8 S
7
x = —_—
2
z
B X
raiz da ﬁm?@g
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X
a)f(x)=§+1 ¢) f(x)=30-3x e)y=—6x—-30
Tx—-14
b) f(x)=2x—-4 d) f(x)=10x + 10 f)yZT
solugdo:
ig
o I 4
d ¥ 1 1 ix
i 1 —
’ EW B A
J‘: i) )
¥ = 45— ‘57;
N — I = 4
—T i 1 24 :
3 02 1 1 x -t —anf—— .
E— 5 il
a) raiz: x=-3 b) raiz: x =2 c)raiz: x=10 d) raiz: x=-1 e) raiz: x=-5 f) raiz: x=2
intersec.: y =1 intersec.: y =—4 intersec.: y =30 intersec.: y=10 intersec.: y =-30 intersec.: y =—7 (—14/2)

MOVIMENTO RETILINEO UNIFORME
Se relacionarmos a posi¢do de um corpo em velocidade constante com o fempo, obtemos uma

funcdo do 1° grau chamada fun¢do hordria dos espagos: onde:

s ¢ a posi¢ao do corpo (ou espaco).

o € a posi¢do inicial do corpo, antes de comegar a mover-se (ou espaco inicial).
v ¢ a velocidade com que o corpo se move.

t ¢ o tempo decorrido desde o inicio do movimento.

Exemplos (medidas no SI*):

s=10+2¢  posicao inicial so= 10m * ST = Sistema Internacional de Medidas:
velocidade v =2 m/s comprimento em metros
massa em quilogramas
s =—06t posicao inicial 59 =0 tempo em segundos

velocidade v=—6 m/s

Observe que nesta fungdo
s equivale ao y ou f(x)
t faz o papel de x
v ¢ o coeficiente angular a
s0 € o coeficiente linear b da funcio

obs.: Quando v ¢ positivo, o movimento ¢ chamado progressivo (para frente) e quando v € negativo,
o movimento ¢ chamado retrogrado (para tras).

27) Dadas as fung¢oes horarias abaixo, de termine o espago inicial sy, a velocidade v (SI) e
classifique o movimento em progressivo ou retrogrado:

exemplo.: s =20+ 3¢

Resposta: 5o = 20m, v =3 m/s, movimento progressivo

a)s =30-6¢ b) s =-50 + 3¢ c)s ==70—4¢ d) s =8¢ e)s=20+5¢

solug@o: a) so =30 m; v =—6 m/s; movimento retrogrado. b) so =—50 m; v =3 m/s; movimento progressivo.
¢) so =—70 m; v =—4 m/s; movimento retrogrado. d) so =0; v = 8 m/s; movimento progressivo.
e) so =20 m; v =5 m/s; movimento progressivo.
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28) Dada a fun¢do do espacgo, calcule s para t = 0 e para t = 10s, classifique 0 movimento em
progressivo ou retrégrado e trace o grafico* do espago em fungdo do tempo.
Exemplo: s =30-5¢

—fstm)

t(s) |s=30-5¢ s (m) (¢, 9) _t

0 §=30-5.0=30-0= 30 (0, 30) B
10 |s=30-5.10=30-50= -20 (10,-20) — g

O movimento ¢ retrégrado, pois v =—5 (negativo) T TR
2014

*obs.: Nao faz muito sentido falarmos de medida de tempo negativa. Portanto, tragamos apenas a
parte do grafico onde ¢ € positivo (1° e 4° quadrantes).

a)s=1t-20 c)s =2t e)s=—>5t
b)s =3¢+ 10 d)s=20-2¢ f)s=4t-40
solugdo: a) (0,-20)(10,~10); b) (0,10)(10,40); ¢) (0,0)(10,20);  d) (0,20)(10,0); ) (0,0)(10,-50); ) (0,~40)(10,0);

Mmov. progressivo. mov.progressivo. mov.progressivo. mov.retrogrado.  mov.retrogrado.  mov.progressivo.
s(m)

10 s(m)
48 ot 1) 10,
s(my o] s %
i s(m) ¥

|

(s)

s |

| | ¢

65| |

10 4s) 10 i)

FUNCAO POLINOMIAL DO SEGUNDO GRAU

DEFINICAO
E toda funcio real do tipo f(x) =ax? +bx +c,com a=0,a€ Q,b€ Q,c€ Q.

29) D€ os coeficientes a, b e ¢ das fungdes abaixo:
a)y=2x*-3x+4 ) f(x)=—12x*+7x e)y=—x*—x+1
b)y=—6x*+4 d) f(x) =3x*+2x+5 f)y=10x*+ 5x— 15

solugdo: a)a=2;b=-3;c=4 b)a=-6,b=0,c=4 c)a=-12,b=7,c=0 d)a=3,b=2,c=5 e)a=-1,b=-1,c=1
fla=10,b=5,c=-15.

GRAFICO DA FUNCAO DO SEGUNDO GRAU
O gréafico da fun¢do do segundo grau € uma curva chamada parabola.

30) Copie a tabela abaixo, completando-a e trace o grafico da fungdo f(x) = —x* + 2x

x f(x) = —x*+2x y | (%))
—2|f(-2)=— (2 +2.(2)=—4—-4|y=-8[(2,-9)
-1

AIWIN|—O




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Fungoes Polinomiais

114

solugdo:

x fix) = —x*+2x y (x,9) 1

[ f2)=— (2P +2(2)=——4—4|y=-—8](-2,-8) ] : —
1 fc) =— 12 +2.1) =—1-2 | y=-3] (-1,3) {

0| f0)==02+20=0+0=0 |y=0] (0,0) =

1| f)=—12+21=—1+2=1 |y=1] (LD p

2 | f2)=—22+22-=4+4-0 |vy=0] (2,0 i |

3| f3)=—3+23-9+6--3 |y=-3] (3-3) 5 \\

4 | f4)——4 24— _16+8=-8 |y=—8] (4.-8) ?

31) Faga como o exercicio anterior para as fungdes:
(x=-3,-2,-1,0,1,2,3)
(x :_37 _27 _1: 07 1: 29 3)

a) f(x) = x?
b) flx)=x*+1

o) f(x)=—x*-2x+3 (x=—4,-3,-2,-1,0, 1, 2)

d)y
e)y

solugdo: a) (-3,9)(—2,4)(-1,1)

=—x*+4
=2x>—4x+2

(0,0)(1,1)(2,4)(3,9)

b) (-3,10)(-2,5)(-1,2)
(0,1)(1,2)(2,5)(3,10)

(x:_35_25 _1: 05 1: 23 3)
(x:_zs _15 0, 15 29 35 4)

(use os valores indicados para x):

c) (—4,-5)(-3,0)(-2,3)
(-1,4)(0,3)(1,0)(2,-5)

d) (-3,-5)(-2,0)(-1,3)
(0,4)(1,3)(2,0)(3,-5)

e) (-2, 18)(-1, 8)(0, 2)
(1, 0)(2,2)(3,8)(4,18)

|
|
|
\
\ /
1
|
\

b w &

1 | 1 2 ax

-
1

23X

COEFICIENTES DA FUNCAO DO SEGUNDO GRAU

Concavidade da Parabola
A concavidade da parabola refere-se a posi¢ao de sua abertura:

— Abertura da pardbola para cima:

[\ — Abertura da parabola para baixo:  Concavidade voltada para baixo

Concavidade voltada para cima

32) Para cada funcdo do exercicio anterior, dé os coeficientes a, b € ¢, e, observando seu grafico,
verifique se a concavidade da parabola é para cima ou para baixo, dé o ponto onde o grafico cruza o
eixo y e dé as raizes da funcdo (pontos onde a parabola cruza o eixo x).

a)

b)

c)
d)
e)

solug
b)
)
d)

e)

fungao a concavidade b ¢ | valor de y onde a para- | raizes da fungao: valor(es) de x
bola intersecta o eixo y |onde a pardbola intersecta o eixo x.

f(x) = x* 1 | paracima | 0 | O y=0 x1=x2=0
fx)=x*+1
for)y=—x>—2x+3
y=—x>+4

=20’ —4x +2
do:
fix)=x>+1 1 p/cima 0 1 y=1 nio ha
flx)=—x*>—2x+3 -1 p/baixo -2 3 y=3 xi=3ex=1
y==x’+4 -1 p/baixo 0 4 y=4 x1=-2 ex2=2

=22 —4x+2 2 p/cima —4 2 y=2 x1=x=1
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coeficiente a

Observe o exercicio 32 e note que:
coeficiente a positivo (a > 0) — Concavidade voltada para cima
coeficiente @ negativo (a < 0) — Concavidade voltada para baixo

33) Responda, sem tragar o grafico das fungdes abaixo, se a concavidade de cada parabola sera voltada
para cima ou para baixo:

Exemplo: y=2x’-3x+4 Resolugdo: a =2 (positivo) — concavidade voltada para cima.
a)y=—6x>+4 dyy=—x’-x+1
b) f(x) = — 12x> + 7x e)y=10x*+5x—15

) f(x) =3x*+2x+5

soluco: a)para baixo b)parabaixo c)paracima d)parabaixo e) para cima

coeficiente ¢ = intersec¢fio com o eixo y
Observe novamente o exercicio 32. Note que:

| O valor de y onde a parabola intersecta (cruza) o eixo y ¢ o valor do coeficiente c.|

De fato, pois o valor de y onde o grafico cruza o eixo y € o valor de y para x = 0.
Ou seja, o ponto de intersecdo da curva com o eixo y € f(0).

Ora, se a fungio do segundo grau é sempre do tipo f(x) = ax*> + bx + ¢, calculando f(0), temos:
f(0)=2a.0?+b.0+c =a.0+b.0+c — f0)=c

34) Responda, sem tragar o grafico das fungdes, qual ¢ o valor de y no ponto de interseccdo
(cruzamento) do grafico com o eixo y:

Exemplo: y=2x>-3x+4 Resolugdo:c= 4 —>y=4
a)y=—6x>+4 dy=—x’—x+1
b) f(x) =— 12x* + 7x e)y=10x*+5x—15

) f(x) =3x* +2x+5

solugdo: a)y=4 b) y=0 c)y=5 d)yy=1 e)y=-I5

RAIZES DA FUNCAO DO SEGUNDO GRAU
Conforme vimos no estudo da fung¢do do 1° grau,

|Raiz de uma fungdo é o valorde x tal que f(x) =0 ou y=0. |

Sabemos que todo ponto cuja ordenada ¢ nula (y = 0) localiza-se no eixo x. Logo,

| Raiz de uma funcao é também o ponto onde o grafico cruza o eixo x. |

Volte ao exercicio 32 e veja a ultima coluna.

35) Observando os graficos de funcdes do segundo grau, dé o valor do coeficiente ¢, diga se o
coeficiente a € positivo ou negativo e dé o(s) valor(es) da(s) raiz(es) x1 e x> de cada funcao
correspondente: exemplo:

-5

respostas:  * coeficiente c=—5 (& o ponto onde a parabola cruza o eixo y)
* coeficiente a positivo (pois a concavidade da parabola ¢ para cima)
* raizes da funcdo: x=—5¢ x=2  (sdo os pontos onde a parabola cruza o eixo x)
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a) b) c) d) e)
z - | y f I P
’ / : : \ / w
: i
: 0 / i
y — = Y
-1 Y / f 7
i 7 ¥
= i o / i
2 \ / | x ) \

soluco: a) ¢ =-2; a positivo; raizes: —2 e 2. b) ¢ =-5; a negativo; raiz: 3. ¢) ¢ = 0; a negativo; raiz: 0.
d) ¢ = 3; a positivo; raizes: ndo ha. e) ¢ =—4; a negativo; raizes: 1 e 2.

Como calcular a raiz da fun¢io do segundo grau

Para calcularmos a raiz de uma fung¢ao, fazemos f(x) = 0. Se a funcdo ¢ do 2° grau, obtemos
uma equagdo do 2° grau que resolvemos usando o método que acharmos mais adequado.

Por exemplo, para calcular as raizes da fungio f(x) = 2x* + 4x — 16, resolvemos:

2x* +4x—16=0.

a=2

b=4 A=42—42.(-16)
c=-16 A=16+128
A= 144
—btJA| -4+ 144 —4:12 -4+12 8
x= — — - X1 = =—=
2a 22 4 4 4
—4-12 -16
> =y =T=

As raizes da fungdo f(x) =2x* + 4x — 16 sd0 x1=2ex2=—4.

36) Calcule as raizes das fungoes:
a) fx) =x*>+6x+9 b) f(x) = 2x* + 3x c) f(x) =3x* — 15x + 18 dyy=—x’-4

solugdo: a)x1 =x2=-3 b)x1=0 ex2=-3/2 c)x1=2 e x2=3 d) ndo existe raiz real.

VERTICE DA PARABOLA

O vértice V' = (xv, yv ) de uma parabola € seu ponto extremo, ou seja, se a parabola ¢ voltada
para baixo, ¢ o seu ponto mais ao alto; se a concavidade ¢ voltada para cima, o vértice ¢ o ponto mais
baixo da curva.

Observe os graficos:
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Note que a abscissa do vértice xv se encontra exatamente no ponto médio das raizes, que ¢

: e e . X, +Xx
obtido calculando sua média aritmética, ou seja, xv= %
; b o ..
Sabemos que a soma das raizes x1 +x2 = ——. Substituindo na expressio acima, temos:
a
b
4 b b1 b b

xv= _a = __:2 = _——— = —_—— _) xv=——

2 a 2 2a 2a

Para obtermos v, calculamos o valor da fun¢do para x = xy, ou seja, calculamos f(xy):

Supondo f(x) = ax?> + bx + ¢

2 2 2 2 2
W= f(xv)=f(—zij = a.(—ij +b.[—ij+c = a.b——b—+c = b——b—+c =
a

2a 2a 4a2 2a 4a 2a
:b2—2b2+4ac :—b2+4ac _ —(b2—4‘10) __A - -2
4a 4a 4a 4a ” 4a

Coordenadas do vértice V= (xv,yv) da parabola:

b A
onde xy=—— ¢ = flxy) ou ——
2a 4a

Exemplo: Calcule as coordenadas do vértice da parabola definida pela fungdo f(x) = 2x* —x + 3

a=2 A=b%*—4ac
b=-1 A=(-1?-4.23
c=3 A=1-24
A= =23
b A
v= T —— v= V= A A%
o 2a Y 4a (o)
-1 -2 1 23
xV=_Q yvz__3 V: —,—
2.2 4.2 4 8
=L _ 23
v 4 v 3
37) Calcule as coordenadas do vértice das parabolas definidas pelas funcgdes:
a) f(x) =x*>+6x+9 Q)y=x*-2x-1
b) f(x) = 2x* + 3x dyy=x*-3

solugio: a) V'=(-30) b) V= (_%_gj o) V=(1-2) d)V=(0-3)

38) Para cada uma das fung¢des abaixo:

i) Calcule as raizes,

ii) Calcule as coordenadas do vértice V = (x,, v),

iii) Obtenha o ponto de intersec¢do da pardbola com o eixo y (coeficiente ¢ ou f(0)).
iv) Complete a tabela abaixo:
X

o] Lo} o]

Rafres de fix) <]

Ey — — ¥y
0 —=fil)

v) Trace o grafico usando esta tabela.
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a) f(x)=x*—4 d) fx) =—2x* +4x -2
b) fx) =2x> —4x— 6 e)y=x>—2x+2
¢) f(x) = 2x* — 4x

lugdo:
solugdo o |

E\ L $f
1 X
Y v /
Y . ‘i\ ,ff b /

[l 2]

\ /
3, h¥ \ / jﬁ —
\ 2 7 1 <

= ] |

i —f——\— 1 *

EY

a) raizes:(-2,0)(2,0) b) rai-ges:(—l,O)(S,O) c) _raizes:(0,0)(Z,O) d) raiz:(1,0) e) raiz: nao ha
vértice: (0,—4) vértice: (1,-8) vertice: (1,-2) vértice: (1,0) vertice: (1,1)
inters. ¢/ y: (0,-4) inters. ¢/ y: (0,—6) inters. ¢/ y: (0,0) inters. ¢/ y: (0,2)  inters. ¢/ y: (0,2)

39) Suponha que o custo total C (em reais) para produzir x unidades de determinado produto seja
dado pela formula:
C =2x2-400 x + 100 000.
Nestas condi¢des, pede—se:
a) O numero de unidades (xy) para que o custo seja minimo.
b) O custo total minimo (yv) de produgao.

solugdo: a) xv = 100 unidades b) yv =80 000 reais
40) Sob certas circunstancias, o movimento de um objeto langado verticalmente para o alto obedece

alei h=20t-5¢ onde k¢ a altura, em metros, do objeto em relagdo ao ponto de langamento e ¢
¢ o tempo, em segundos, decorrido imediatamente ap6s o langamento.

a)

b) Qual ¢ a altura méxima atingida pelo objeto, antes de comecar a cair? (yv)

solug@o: a)xv=2 segundos b) yv =20 metros

41) Suponhamos uma bola de futebol chutada a velocidade de 7 m/s (ou aproximadamente 25 km/h:
um chute fraco) a um angulo de 45° com o gramado.

Sabe-se, das leis da fisica que, desprezando-se a resisténcia do ar a seu movimento, a bola
descreve um movimento que pode ser descrito, aproximadamente, pela formula: y =—0,2 x> + x
onde: x ¢ a distancia percorrida horizontalmente pela bola (em metros) e

y ¢ a altura alcangada por ela (também em metros)

a) Calcule a distancia percorrida horizontalmente pela bola até que atinja a altura maxima (xy)
b) Calcule a altura maxima que a bola atinge (calcule yv)

¢) Calcule as raizes da fungao.

d) Complete a tabela abaixo calculando os valores de y:
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x (m) y
y=—02x*+x (m)

0

1 y=-02.1°+1=-02.1+1=-02+1=0,8/08

2

3

4

5

e) Trace o grafico do movimento da bola conforme o modelo:
¥ ()

L ]
s

—b,8
—0,6
04

—A2

0 4 2 3 4 & Xxgm

f) Analise o grafico obtido e responda: o que acontece depois que a bola percorre 5 m
horizontalmente?

g) Sabendo que o tempo (em segundos) decorrido desde o langamento da bola é dado pela formula:
t= g, calcule quanto tempo dura o movimento da bola (supondo que ela retorna ao chao depois de
percorrer 5 m horizontalmente)

solugdo: a)xv=2,5metros b)yv=1,25metros c)0e5

d) e)
x(m) | yim) L
0 |0 1:3
1|08
2 |12 0.6
3 1,2 ] /J/ \\
4 |08 02
/ |
5|0 ' (T 4 ?\ X ()
f) Caino chdo g)¢=1 segundo

AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas a)P=(1,00eQ=(-3,2)
b)P=(0,1)e Q=(-2,-3)
(cada uma das questOes a seguir tem apenas o)P=(1,0eQ=(-2,-3)
uma alternativa correta) d)P=(0,1)eQ=(3,-2)

e)P=(1,1)eQ=(-2,-3)

1) Quais sdo as coordenadas do ponto P e Q?
¥
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20 30 40 50 60 70 80 90 100 L{m}

3
2) Qual ¢ o grafico da fungdo y = % ? 2 )
(sugestdo: complete a tabela abaixo) 5] I
x x+3 x, ) A \
2 - \
-3 (-3)+3 0 (=3,0) i I \
y - = = O el . \
2 2 o \\
_1 _l_|n 1Il] 20 30 40 50 60 FO 30 90 100 L(m}
1 b)
3 e imp—
- /f
a) wll
v il
b) —F

¥
. ¢)
' ]
B " IENER :; ;
—-— ] '
e o
c) #81
vl g :
a /7 32 :
o -
ERERE N P - ]
-3 j 1‘0 20 30 40 50 60 F0 §0 90 100 L{m})
d |
) , d)
Y _fcamy
AN ' ¥ ,1\
4 2 Pgd 5 E 51 .\
NI Y 564
3 " . \\
e) ]
y o
Tk ol ey
IR i e
i L PR Ly T 1Ill 20 30 40 50 60 70 80 90 100 L{m)
3 e)
so Lt ).
3) Para se calcular a drea de um terreno wl _ﬁ\\
retangular, multiplica-se a medida da largura v Il e
pela medida do comprimento. Suponha que se P \\
queira um terreno com 800 m? de 4rea. o N\
(C x L =800). o - \\
Qual é o grafico do comprimento (C) em i \
funcdo da largura (L) do terreno? Sugestdo: i e B LW R

para responder, complete a tabela abaixo: '

Lim) |10 |20 [25 [40 |50 |BO [100
Z {m) | BD
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4) Quais dos graficos representam fungdes
crescentes?

o NN
I II I v
a)lell
b) [ [llelIV
c)lelV

d) e III
e) IL 111, e IV

1
5) Dada a funcéo f(x) =x + 5 qual ¢ o valor

de f(2), f(-1) e f(%]?

a) f(2) = %,f(—l)z —% e f[%jzl
b) f(2) = % fl-l)=-- ¢ f(%j=l
¢) f(2) = %,f(—l):o e f(%]:%
d) f(2) = %,f(—l)zo e f(%le
e) f(2) = %,f(—l):o c ij= %

6) Voceé estudou e sabe que o coeficiente a da

fungao polinomial do primeiro grau do tipo
f(x)y=ax+b

determina seu crescimento / decrescimento.

Qual fungdo abaixo ¢ decrescente?

a)f(x) =3 +4x

b) f(x) =4 —3x

c)f(x)=4x-3

d) f(x)=—4+3x

e)f(x)=3x+4

7) Vocé estudou e sabe que o coeficiente b da

funcao polinomial do primeiro grau do tipo
f(x)y=ax+b

determina o ponto de intersec¢do (cruzamento)

de seu grafico com o eixo y. Qual fungdo

abaixo intersecta o eixo y em y = 47?

a)f(x)=4x+3

b) f(x) =3 —4x
c)f(x)=3x—-4
d) f(x)=4x-3

e)f(x)=3x+4

8) O grafico abaixo ¢ de uma fungio
polinomial do primeiro grau. Qual ¢é a raiz

desta funcdo?
¥

a)x=0
b)x=1
c)x=2
d)yx=3

) ndo € possivel obter o valor da raiz da fungao
a partir do grafico acima.

9) Qual ¢ a raiz da funcdo polinomial do 1°
grau f(x) =3x +2?

2
a —_—
)3

b) 2
c)6

3
d) ~3

2
e _——
) 3

A funcgdo horaria dos espagos de um corpo em
velocidade constante ¢ dada por uma férmula
dotipo s=us0+vf, onde:

s € a posicao do corpo (ou espago)

5o € a posi¢do inicial

v ¢ a velocidade do corpo

t ¢ o tempo

Para responder as questdes 10 e 11, considere

um corpo se move de acordo com a funcdo:
§=6+30¢

(Sistema Universal de Medidas)

10) E correto afirmar:

a) sua posi¢do inicial ¢ 30m, o movimento ¢é
retrogrado e a velocidade ¢ de — 6m/s

b) sua posigdo inicial ¢ 30m, o movimento ¢
progressivo e a velocidade ¢ de 6m/s

¢) sua posicdo inicial ¢ 6m, o movimento ¢é
retrogrado e a velocidade ¢ de — 30m/s

d) sua posi¢do inicial € 6m, o movimento ¢é
progressivo e a velocidade ¢ de 30m/s

e) sua posi¢ao inicial ¢ 6m, o movimento ¢
retrogrado e a velocidade ¢ de — 6m/s
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11) Qual ¢ a posi¢do do corpo quando
t=0,1s?

a)s=0
b)s=—-30m
¢)s=90m
d)s=9m
e)s=3m

12) Qual das alternativas apresenta o0s
coeficientes a, b, e ¢ da funco polinomial do
2° grau f(x) = — x> + 4x ?

a)a=—-4,b=1¢ c=4

b)a=1,b=4 ¢ c=0

a=4,b=0¢ c=—-4

d)a=1,b=0¢ c=-4

e)a=-1,b=4¢ c=0

13) Qual das alternativas apresenta as raizes de
for) = — x* + 4x?

a)—2 e 2

b)0 e 4

c)—-1lel

d)0e -4

e)0 e 1

14) O coeficiente a da fun¢do do 2° grau pode
indicar o sentido da concavidade da parabola
(se para cima ou para baixo). O coeficiente ¢
da o ponto onde a parabola intersecta o eixo
y. Assim, qual das alternativas € correta quanto
a concavidade da parabola determinada pela
fungdo f(x) = — x> + 4x e sua intersecgdo com
o0 eixo y?

a) concavidade p/ cima; y =0

b) concavidade p/ cima; y =4

¢) concavidade p/ baixo; y =—1

d) concavidade p/ cima; y =—4

e) concavidade p/ baixo; y =0

15) Com as informagdes das questdes
anteriores, qual grafico melhor representa a
funcdo f(x) =— x>+ 4x ?

a b c
)v 2 ¥ i ) ¥
2, /‘ij" / ?\
/ |
5
0 A= < :fcj:
7 =%
d) e)
iy ¥
| / ,
%
—
) N

16) O grafico de uma funcdo polinomial do 2°
grau do tipo f(x) = ax’> + bx + ¢ ¢ dado:

v
[ 1-2

4]

L

A respeito dos coeficientes a e ¢ ¢ das raizes
da funcéo ¢ correto afirmar:

a) a ¢ positivo; ¢ =—4; as raizes sdo 1 e 2.

b) a é negativo; ¢ = 1; as raizes sdo —4 e 2.

¢) a € positivo; ¢ = 2; as raizes sdo 4 ¢ 1

d) a é negativo; ¢ =—4; as raizes sdo 1 e 2.

e) a € negativo; ¢ =—4; nao existe raiz real.

17) Suponha que o custo total C (em reais)
para produzir x unidades de determinado
produto seja dado pela formula:

C =2x2-400 x + 100 000.

O numero de unidades (xv) para que o custo
seja minimo e o custo total minimo (yv) de
producdo sdo, respectivamente:

a)Xy = 75unid. e yy= 38 750 reais.

b) xy = 100 unid. e yy= 40 000 reais.

¢) Xy = 75unid. e yy =35 000 reais.

d) xy = 100 unid. e yv= 80 000 reais.

e) Xy = 150 unid. e yv= 75 000 reais.

18) Suponhamos uma bola de futebol chutada
a velocidade de 10 m/s (ou aproximadamente
36 km/h: um chute fraco) a um angulo de 45°
com o gramado. Sabe-se das leis da fisica que,
desprezando-se a resisténcia do ar a seu
movimento, a bola descreve um movimento
que pode ser descrito, aproximadamente, pela
formula: y==0,1x>+x

onde: x ¢ a distancia  percorrida
horizontalmente pela bola (em metros) e y € a
altura alcangada por ela (também em metros).
Note que a formula acima ¢ uma fung¢ao do 2°
grau. Uma das raizes desta fungdo ¢ igual a
zero e corresponde a posicao horizontal da bola
ao ser lancada (chutada). A distancia
horizontal percorrida pela bola é dada pela
outra raiz da fun¢ao. Calcule e responda: qual
¢ a distancia horizontal percorrida pela bola?
a) 0,1 metro

b) 5 metros

c¢) 8 metros

d) 10 metros

e) 6 metros
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questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os
calculos e destacando o resultado final.

19) Considere a funcao polinomial do primeiro
grau f(x) =4 — 2x:

a) Calcule sua raiz.

b) Responda: seu grafico ¢ uma reta crescente
ou decrescente?

¢) Qual ¢é o valor de y onde esta reta intersecta
0 eixo y?

d) Trace seu grafico destacando a raiz e o ponto
de intersec¢do com o €ixo y.

20) Considere a funcao polinomial do segundo
grau f(x) = x> — 2x — 3:

a) Calcule suas raizes.

b) Responda: seu grafico ¢ uma parabola cuja
concavidade ¢ voltada para cima ou para
baixo?

¢) Qual ¢ o valor de y onde esta pardbola
intersecta o eixo y?

d) Calcule as coordenadas do vértice
V = (xv, Jv).

e) Trace seu gréafico destacando as raizes, o
ponto e intersec¢do com o eixo y e o vértice.

RESPOSTAS

DD 2)A  3)D  4HC S5A 6B
7E 8D 9E 100D 1)D 12)E
13)B  14E 15A 16D 17)D 18)D

19) ayx=2
b) reta decrescente

intersecgdo com eixo y
b——————

20) a)yx1=—1 ex2=3
b) concavidade voltada para cima
c)y=-3
dDxv=1 w=—4 > V=(1,4)
e)

¥
Y 2 /
1
raiz, Jraiz
3 2 P ) 2z B ax
. Y
interseccan’y 5
comeixoy [
~ veértice
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PRODUTOS NOTAVEIS

Conhecemos no modulo de Linguagem Algébrica.
Vamos memorizar!

(x+y)?=x%?+2xy+y? (Quadrado da soma)
(x—y)?=x2-2xy+y? (1 da diferenca)
(x+y)x—y)=x2—y? (Diferenca de L's)

PLANO CARTESIANO

- @ Meca as divisoes do
lo 1 2 3 4 5 6 7. eixo Ox com REGUA.

e Os pontos do tipo (0, ?) ficam no eixo Oy.

e Os pontos do tipo (?, 0) ficam no eixo Ox

e O ponto (0, O) fica na origem do sistema
cartesiano (ponto de cruzamento dos eixos)
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FUNCOES POLINOMIAIS

IFUNCAO DO 1° GRAU| | FUNCAO DO 2° GRAU |
fx)=ax+b foxy=ax’> +bx+c

RAIZES

Raiz de uma fungdo € o valor de x tal que f(x)=0 ou y=0.
Raiz de uma fungdo € também o ponto onde o grdfico cruza o eixo Ox.

A raiz da fungdo € a solugdo da equagdo A raiz da fungdo € a solugdo da equagdo
f(x)=ax+b=0 f(x)=ax’+bx+c=0
COEFICIENTES
e Coeficiente Angular (a) e Coeficiente a
a>0 (a positivo)— fungdo crescente o a>0 (a positivo)—> concav. p/ cima \J
a <0 (a negativo)—> fung. decrescente a <0 (a negativo)— concav. p/ baixo N
AN

[ O ponto onde o gréfico da funcdo intersecta (cruza) o eixo Oy é o valor de £(0) |
(pois os pontos sobre o eixo Oy sdo da forma (0, ?))

e Coeficiente Linear (b) e Coeficiente c
E o ponto onde a reta intersecta o eixo E o ponto onde a reta intersecta o eixo Oy.
Oy. fx)=ax’ +bx+c— f(0)=a.0°+b.0+c=c
Se f(x) =ax b, entdo f(0)=a.0+b=b. VERTICE DA PARABOLA ¥ (xv,)v)
b A
v= T v = f(xv i
o 2a Y () ou 4a
GRAFICO (o que observar)
E uma RETA E uma PARABOLA
1. A raiz da fungdo € o ponto onde a reta 1. As RAIZES da fungdo sdo os pontos
intersecta o eixo Ox. onde a pardbola intersecta o eixo Ox.
2. O coeficiente angular (a) determina o 2. O coeficiente a determina a concavi-
crescimento da reta. dade da pardbola.
3. O coef. linear (b) determina o ponto 3. O coeficiente ¢ determina o ponto onde
onde a reta intersecta o eixo Oy. a pardbola intersecta o eixo Oy.
Exemplo: f(x)=7—2x 4. Calcule as coordenadas assinale o
\\ v vértice da pardbola.
o Ty Exemplo: f(x{ - 2xy2 —4x—6 )
3 I
— Reiz - |- | 0| Raiz| [Raiz
2 X[(¥ _1'\ i $ X
0| 7|« 80} Raizes— 1| 0 | ]
ou h T=13]0
\ Hy—s | 11]-8 (—yv\ ;
Sy 01610y} /
ol \ JII
7
N2 X 64C /
\\ -8 Vazry o)
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TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO
ANGULOS

Angulo é a medida da abertura de um par de semi-retas de mesma origem:

VN

Costuma-se destacar um angulo com um arco ’V“ Quando a medida do angulo ¢ de 90°
(noventa graus), dizemos que o angulo ¢ reto ¢ o assinalamos com um quadradinho ol

O instrumento usado para medir angulos € o transferidor, e, geralmente, sua escala ¢ dada em
graus. Por exemplo, o angulo abaixo mede 30°:

L
R Jo {lm
o \\\\ ;QzLi —— %

Hé4 uma outra escala usada para medir um angulo, que o associa a medida do arco
correspondente numa circunferéncia de raio unitario centrada em seu vértice. A unidade, neste caso,
¢ o radiano (abrevia-se rad). A medida equivalente a 180° ¢ & rad (leia: pi radianos).

O simbolo mw ¢ uma letra grega e representa um numero irracional cujo valor ¢
aproximadamente 3,14.

O texto acima ¢ meramente informativo. Por ora o que nos interessa ¢ saber converter graus
em radianos e vice-versa.

Usaremos as seguintes proporgoes: (a)  rad = 180° ou

(b) 2 rad = 360°
Como converter radianos em graus e vice-versa:
Fazemos estass conversdes por meio da ‘“regra de trés”, pois as medidas sdo diretamente
proporcionais!

3
Exemplo: Conversao de Tﬁ rad em graus:

iy 3 =z 3-180
- == —=4=3.180— 1= —— — =135
% 180 4 180 # A e
Lembre-se que rad (ou “radianos”) e ° (ou “graus’) sdo unidades de medida de angulos. Deste
modo, lembre-se de apresentar o resultado na unidade de medida correta. Vocé calculou o
equivamente em graus de um angulo fornecido em radianos!

Assim,
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1) Converta em graus:
a) 2 vad c) 2 vad e) 2 vad
6 2 4

b)%”md d)%rad D%rad

solugdo: a)30° b)120° ¢)90° d)150° e)45° f)60°

Outro exemplo:
Converta 40° em radianos.
40 40:2[!

- = P — T — T = g7zraa’ ou 2—”md
T 180 C T 18020 9 9

A1

2) Converta em radianos:
a) 90° c) 36° e) 72°
b) 16° d) 30° f) 45°

solugdo: a)m/2 rad b)4n/45 rad c)n/5 rad d)n/6 rad e)2n/5 rad f)n/4 rad

TRIANGULOS
Triangulos sdo poligonos com trés lados (ou trés angulos):

(;’) (b} () (d) (&)

(i) Podemos classifica-los quanto a medida de seus lados:
(a) tridngulo eqiiilatero (trés lados congruentes™®)
(b) triangulo isosceles (dois lados congruentes, ao menos**)
(c) tridangulo escaleno (trés lados de medidas diferentes)
observacoes:
* “Congruente” significa “tem a mesma medida”. A palavra “congruente” € equivalente, na
geometria, ao “igual a” (=).
** Observe que um tridngulo equilatero ¢ também isosceles!
**% O par de tracinhos assinalados nos lados dos triangulos (a) e (b) indicam quais sdo os lados de
mesma medida (congruentes)

(ii) Podemos classifica-los, também, quanto a medida de seus dngulos internos:
(d) triangulo acutangulo (seus trés angulos internos sao agudos, isto ¢, medem menos de 90°)
(e) tridngulo obtusangulo (um de seus angulos internos € obtuso, isto ¢, mede mais de 90°)
(f) tridingulo retangulo (um de seus angulos € reto, ou seja, mede exatamente 90°)

O texto acima também ¢ de carater informativo. Nao se preocupe em memoriza-lo. Nosso
interesse estara centrado nos tridngulos retangulos.
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SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM TRIANGULO
Admita, sem prova, que “a soma dos dngulos internos de um tridngulo ¢ 180°”.

[ x +y+z=180°

Este fato nos sera util adiante.
Exemplo: Calcule a medida x do angulo interno do tridngulo dado:

.l
w
x
4

resolugao: 86° +25°+ x=180°
111°+x=180°
x=180°—111°
x=]69°

3) Calcule x:
a) c)

<
a0
<X
7] A xh
b) d) (a marca ol equivale a 90°)

6@ x
4ne .
]

solugdo: a)20° b)80° c¢)65° d)60°

TEOREMA DE PITAGORAS
tridngulo retangulo
Os lados do tridngulo retangulo recebem denominagdo propria:
O lado maior (que ¢ oposto ao angulo reto) denomina-se HIPOTENUSA.
Os outros dois lados (que, juntos, formam o angulo reto) sao chamados CATETOS.

hipotenusa
cateto 2 P cateto cateto
hipotensa cateto Cateto

hipotenusa

olaea

O Teorema de Pitagoras
“O quadrado da medida da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos”

hipotenusa

> b a*=h*+ ¢

./

* catetos
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Exemplos
(I) Usando o Teorema de Pitagoras, calcule a medida x no triangulo retangulo:
> hipotenusa: x x*=152+20?
15 2 catetos: 15 ¢ 20 x2=225+400
xX* =625

X X = \/625

(i) Calcule x:
6 2= F2 4 42 o .
: hipoterusa: x =R *+/52 ndo € raiz exata (verifique
4 catetos 4 B 6 x2 =59 em calculadora), simplificamos,
X x= 5% = 721 fatorando‘ 52 e agrupand? i)s
- fatores primos de 2 em 2. Entéo, “o
27013 que estd ao quadrado sai da raiz
T quadrada”, lembra?

4) Usando o Teorema de Pitagoras, calcule x nos tridngulos abaixo:
6

x 5 : * 4 IJ 4
8
a) b) c) d)
solucdo: a) 13 b)6 \/E c)4 \/g d) 10

5) Calcule a medida da hipotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetos medem 7 cm e 9 cm.

solugdo: 130 em

6) Calcule a medida da hipotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetos medem S m e 15 m.

solugdo: 5\/17 m

7) Usando o Teorema de Pitagoras, calcule x nos tridngulos abaixo:

exemplo:
2+/2 :
2=T+(2.2)
5 =49+ 2.2
% x=49+4.2
a=49+3
= 5?
x= > (nao ¢ possivel simplificar J57. Verifique)
2
3
x
a) c)

solugdo: a) \/7 b)3 ¢ 3[
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8) Calcule x:

5

solugdo: x=4

Identifique a hipotenusa!
O erro mais comum, ao aplicar o Teorema de Pitagoras é colocar a incognita (x) no “lugar errado™.
Identifique a hipotenusa. E a medida da hipotenusa que ocupa o primeiro membro da formula
a=hr+c
hipotenusa

9) Usando o Teorema de Pitagoras, calcule x nos tridngulos abaixo:

exemplo:
9 152 =02 + 3
225 =81 +x2
x —X*=81-225
15 —Xt=—144 (z-1)
Xt = 144
X =144
=12 x
9
: 10
4 X - 2 12 & : 16 A
12 SF e x 5
5 8 20
a) b) c) d) e) f)

solugdo: a) 347 b)3 ©12 d) 445 e) 12 f)5\/§

Para responder as questoes 10 e 11, observe a figura abaixo:

E_1
® %
(ol
L
2\
10) a) Calcule x no triangulo retangulo @

b) Calcule y no tridngulo retangulo
c¢) Calcule z no triangulo retangulo

solugdo: a)x=\/§ b)y=\/§ c)z:\/ZZZ

11)  a) O que vocé observa de especial na série (x, y, z) ?
b) Se desenharmos mais um triangulo @, a direita do triangulo @, quem sera o proximo
numero da série (x, y, z)?

solucdo: a) Sdo raizes quadradas de numeros naturais consecutivos. b) Sera \/g .
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12) Calcule a, b, ¢, d, e, f.

T
\L ALY

solugdo: a:\/z b:\/g c:\/ZZZ d:\/_ e:\/_ f:\/_

13) Calcule a diagonal de um retdngulo de lados medindo 40m e 30m

1 30m

40m
solugdo: d=50m

14) Calcule a diagonal de um retdngulo de lados medindo 4cm e 5 cm

solugdo: v41cm

15) Calcule a diagonal de um quadrado de 6cm de lado.
solugdo: 6\/_ cm

16) Calcule a altura de um tridngulo equilatero (seus trés lados tém a mesma medida) com 12 cm de

lado.

12em 4 12cm

Gem Gem
—12cm———

solugdo: h = 6\/7 cm

17) Calcule a medida do lado de um quadrado cuja diagonal mede 3m

im X
32
solugdo: x= ——m
RELACOES TRIGONOMETRICAS
Considere o triangulo retangulo abaixo:
CATETO CATETO
X F
" HIPOTENUSA '

As relacgdes (formulas) trigonométricas que usaremos adiante sdo sempre relacionadas a um
dos angulos agudos do tridngulo retdngulo (acima, assinalados com x e y). Daremos um “sobrenome”

a cada um dos catetos, que dependera do angulo agudo em questao.
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Se olharmos o tridngulo retdngulo acima, desde o ponto de vista do angulo x, temos o seguinte:

cateto ADJACENTE cateto OPOSTO
ao ingulo x ao dngulo x
2 = >
T HiPOTENUSA '

O cateto adjacente ao angulo x € o cateto que fica junto do angulo x (adjacente significa junto,
vizinho). O cateto oposto ao angulo x é o cateto que fica a frente do angulo x.

Se, no entanto, olharmos o mesmo tridngulo retdngulo do ponto de vista do angulo y, a
denominagdo dos catetos ¢ trocada:

cateto OPOSTO cateto ADJACENTE
ao dngulo y ao dngulo y

T HIPOTENUSA ' &55

As relagdes trigonométricas fundamentais sdo as seguintes:

seno de x = medida do cateto oposto ao angulo x
medida da hipotenusa
cosseno de x = medida do cateto adjacente ao angulo x
medida da hipotenusa
tangente de x = medida do cateto oposto ao dngulo x
medida do cateto adjacente ao angulo x

Do mesmo modo:

seno de y = medida do cateto oposto ao angulo y
medida da hipotenusa
cosseno de y = medida do cateto adjacente ao angulo y
medida da hipotenusa
tangente de y = medida do cateto oposto ao adngulo y
medida do cateto adjacente ao angulo y

Note que as féormulas acima sdo as mesmas, para x ou para y. Entdo podemos escrevé-las de
forma mais simples:

seno de x = cateto oposto ou sen x = cat op
hipotenusa hip
cosseno de x = cateto adjacente ou cos x = cat adj
hipotenusa hip
tangente de x = cateto oposto ou tg x = cat op
cateto adjacente cat adj

Exemplo: Dado o tridngulo retdngulo abaixo, calcule:

& 39
15
O _]r'II
36
a) sen x, cos x, tg x b) sen y, cos y, tg y.
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resolucdo:
a) Do ponto de vista do angulo x, temos:

hipotenusa

39

cateto adjacente 13

Y
1

36

cateto oposto

b) do ponto de vista do angulo y, temos:

hipotenusza

39

36‘&5&

cateto adjacente

cateto oposto 15

senx = cat op =363 > senx=12
hip 399 13
cosx=catadj=153 >  cosx=5
hip 392 13
tgx=catop=363 > tgx=12
catadj 154 5
seny=catop= 153 > seny=5
hip 393 13
cosy=catadj=36° >  cosy=12
hip 399 13
tgy=catop=153 > tgy=_5
catadj 363 12

(observe que os valores de sen € cos de x e y se repetem, mas sdo trocados, e que as tfg de x e y sdo

inversas)

18) Dado o tridngulo retdngulo abaixo, calcule:

16

X

12
F

T

a) sen x, cos X, tg x
4

T

b) sen y, cos y, tg y.

solugéo: a)senx=%’cosx=—atgx=% b)seny=§acosy=§a tgy=i

5

5 3

SENO, COSSENO E TANGENTE DOS ANGULOS “NOTAVEIS”

Ha alguns angulos cujas relagdes trigonométricas sao facilmente calculadas e, por este motivo, sdo

chamados “angulos notaveis™: 30°, 45° ¢ 60°.
Comecemos com o Angulo de medida 45°:

Suponha um quadrado cujos lados tenham

medida igual a 1:
1

1
Tragcando uma diagonal, podemos dividi-lo em
dois triangulos retdngulos congruentes
(iguais):

1

;
[ 4575
459

k0
450 o

Note que os angulos agudos medem 45°
(metade do angulo reto: 90°)
Escolhamos um dos tridngulos, apenas:

4

|
Podemos calcular a medida da hipotenusa (x)
aplicando o Teor. de Pitagoras:

P=12+1 =
X¥=1+1 2
x?=2

Entdo, obtemos: x = V2
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Escolhendo um dos angulos agudos como referéncia:

sen45° cat op —L
hip 2
cos45°= cat.ad]:L
ip 2
tg 45°= catop._ 1 _
catadj 1

V2 V2

’ -> sen45°=—

N2 2

~2 = Q 2> cos45°= Q

V22 2
> tg 45°=1

hipotenusa

19) Agora vocé vai calcular seno, cosseno e tangente de 30° e 60°:
Comecamos com um tridngulo equilatero cujos lados medem 2. Sabemos que a soma dos angulos
internos de um tridngulo ¢ 180°. Como os trés angulos deste tridngulo sdo iguais, a medida de cada
um sera igual a 180°+ 3 =60°:

Escolhendo um dos tridngulos retangulos:

60°
1

a) calcule x, aplicando o Teorema de Pitdgoras.
b) Calcule seno, cosseno e tangente do angulo de 30°.
c¢) Calcule seno, cosseno e tangente do angulo de 60°.

solugao: a)x=/3 b) sen30°:%’ cos30°=§’ tg30°=g

V3

c) sen60°=7: cos60°=

%,tg60"=x/§
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20) Copie e complete a tabela abaixo com os resultados do exercicio anterior:

Relagdes Trigonométricas
Angulos Notaveis
dangulo sen cos g
solucio:
30° dngda en cas fi:d
2 ! 3 3
36 = At Alics
45° V2 V2 1 - 2 :
2 2 45° ? g 1
0 o -3 1 3

APLICACOES das RELACOES TRIGONOMETRICAS

No exemplo anterior e no exercicio 19, obtivemos os valores exatos de seno, cosseno e
tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°.

Nem sempre € tdo simples obter estes valores para outro dngulos. Quando precisamos destes
valores para outros angulos, como por exemplo, seno de 49°, consultamos uma tabela trigonométrica
(como a que vocé pode ver na ultima pégi1na desta apostila) ou usamos calculadora cientifica

(digitando o nimero 49 e pressionando () ). O que obtemos, de qualquer modo, ¢ um valor
aproximado.
Exemplo: Calcule a medida x no tridngulo retangulo abaixo:

)

28°

L8

X
Resolucio: Note que ndo ha como aplicar o Teorema de Pitagoras, pois temos apenas a medida de
um dos lados do tridngulo. Usaremos uma das relagdes trigonométricas.
Dé nome, do ponto de vista do angulo fornecido, aos lados do tridngulo retangulo que estao
envolvidos no problema:
catete oposto

6
28°
x L £
hipotenusa
Verifique qual da trés relagdes (formulas) trigonométricas usa apenas os lados que vocé
i . . . cat op
escreveu no triangulo. Neste exemplo, a formula correta ¢ seno, pois sen x = “in
p
~ cato
Entdo escreva: sen28°= _p .
hip

Substitua tudo (O valor aproximado de sen 28° pode ser obtido na tabela trigonométrica ou na
calculadora cientifica, e os valores do cateto oposto e da hipotenusa sdo os do tridngulo)
cat op

hip
0,4695=

Continuando: sen28°=

= |




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Trigonometria no Tridngulo 137

Resolva:

04695_6 5 04695x=6 > x=—"
1 x 0,4695

Como usamos um valor aproximado de sen 28° com duas casas decimais, daremos a solugao
também com duas casas decimais:

x=6+0,4695>  x=[12,78]

CONFIGURACAO da CALCULADORA CIENTIFICA
Antes de usa-la para obter os valores trigonométricos, precisamos ajusta-la para:
. Operar com medi%e&g’de angulos em GRAUS:

Pressione a tecla , uma, duas ou mais vezes, até visualizar a sigla “DEG” no visor.
. Apresentar os valores trigonométricos e resultados com quatro casas decimais (a calculadora
arredonda para voce¢):

TAB
Pressione (2nF) 4.

TAB
OBS.: Para retornar ao modo “normal” (ponto decimal flutuante), pressione RND

TECLAS DE FUNCOES TRIGOMETRICAS

Veja como obter, por exemplo:  sen 35° > digite 35 @ (= 0,5736)
cos 40° > digite 40 (=0,7660)
tg 17° > digite 17 (= 0,3057)

21) Calcule x nos tridangulos retangulos abaixo (d€ solu¢des com aproximagao de duas casas decimais)

12 - e
32 x 20° * 10 58t et
% 4 4 X &
- 3 5 _ 64° i - i
(a) (b) (c) (d) (e) ®

a

solugdo: a) 5,66 b)437 ¢)546 d)9,12 €)530 f) 26,81

PROBLEMAS ENVOLVENDO ANGULOS NOTAVEIS (30°, 45°, 60°)

Quando uma situacdo envolve um triangulo retdngulo com algum angulo agudo igual a 30°, 45° ou
60°, normalmente exige-se o uso de valores trigonométricos exatos (os do exercicio 20), pois supoe-
se que, sendo possivel obté-los sem grande dificuldade, todo estudante de Matematica deva sabé-los
“de cor”.
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Exemplo: Calcule x nos tridngulos retdngulos abaixo (use valores trigonométricos exatos):

a)
> C_at'Et'C' cateto
300 gffé -
Vamos usar 71g(30°), pois  tgx = cat. op. :
cat. adj.
12 . o
g 30°= <2 9. X=— V3 (racionalizagdo)
cat. adj. J3 A3
X =T\/_ (simplificagdo)
J_ 3x=12 x=43
b)
hipotenmsa
4”@ — 41J'I§

60° gi)ﬁ 60°
X

cateto adjacente

05 60°— cat adj _ ﬂ

x
hip 2
v =23
2 4\/7 /
2= 43

22) Calcule x nos tridngulos retangulos abaixo (use valores trigonométricos exatos: tabela do
exercicio 20):

< 60°
450 8 x
\ - i VAR 2 h
10 . 132 x\} 30 : i
45
(a) (b) (c) (d) (e) (H (@
solugdo: a) 10\/5 b) 26 c).8\/§ d) \/g e) 16:/3 )2 g)8\/§

D

APLICACOES
Sdo muitas as aplicagdes das relagdes trigonométricas. Os proximos exercicios sdo uma pequena
amostra destas aplicacdes.
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23) Um observador, distante 50m da base de um prédio, v€ o ponto mais alto do prédio sob um angulo
imaginario de 20°, em relagéo a horizontal. Determine a altura do prédio.

og
x(OO
Oog

solugdo: 18,20 m

24) Um avido levanta voo sob um angulo constante de 30°, em relacdo a pista. Quando percorrer, em
linha reta, 5000 m, qual sera a altura atingida pelo avido?

5ooomf%7}j’7

& X
-
-

300

solugdo: 2500 m

25) Quando o sol esta a 65° acima do horizonte, qual ¢ o comprimento da sombra projetada no solo
por um edificio de 27 m de altura?

Ao

solugdo: 12,59 m

26) Para calcular a largura de um rio, sem atravessa-lo procedi do seguinte modo: numa parte do
percurso do rio ndo muito sinuosa, procurei um ponto onde pudesse avistar um ipé amarelo, na outra
margem, numa dire¢@o perpendicular as margens. A partir deste ponto andei, ainda margeando o rio,
uma distidncia de 10 metros em linha reta. Neste ponto pude enxergar o ipé segundo um angulo de
30° com a margem em que me encontrava. Calcule a largura do rio.

solugdo: 1043 m
3

27) Um caminhdo sobe uma rampa inclinada de 10° em relacdo ao plano horizontal. Se a rampa tem
30m de comprimento, a quantos metros o caminhdo se eleva, verticalmente, apds percorrer toda a
rampa?

solugdo: 5,21 m
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AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas
(cada uma das questdes a seguir tem apenas
uma alternativa correta)

1) Sabendo que © rad = 180°, qual ¢ o valor,

. 2z
em graus, equivalente a EY rad ?

a) 30°
b) 45°
¢) 60°
d) 120°
e) 270°

2) Sabendo que 1° = lig—orad , qual ¢é o valor,

em radianos, equivalente a 36° ?
a) 36 nt rad
b) 10 7 rad

c) 3—”rad
2

d) 7 vad
36

e) Z rad
5

3) Sabendo que “a soma dos dngulos internos
de um tridngulo ¢ igual a 180°”, qual ¢ a
medida do angulo x ?

a) x = 22°
b) x=93°
¢) x =109°
d)x = 158°
e) x = 338°

4) A medida da diagonal de um retangulo
cujos lados medem 16m e 12m ¢é:

a) 20

b) 28

c) 56

d)2+/5
e) 27

5) Aplicando o Teorema de Pitdgoras, qual € o

valor de x?
X
4

8
a) 2 NE)
b) 12
c)4 NG
d) 80
¢) ndo ¢ possivel calcular

6) Aplicando o Teorema de Pitagoras, qual € o
valor de x?
245

a) 6

b) 6+/5
c) J14
d) /5

e) 11

7) Aplicando o Teorema de Pitagoras, qual € o

valor de x?
X

o
26

a) 2/194
b) 36
¢) 16

d) 443

e) 24

8) Aplicando o Teorema de Pitdgoras, qual € o
valor de x?

12

a)4

b) 4+/5
c) 413
d) 80

e) 208
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9) A altura /& do triangulo eqiiilatero cujos
lados medem 4 cm é:

/1N

a) 4 cm
b)  4y2cm
c) 4+/3 cm
d  2Bem
e) 8 cm

Para responder as questdes 10 a 12, considere
o triangulo retangulo abaixo:

12

13

10) Qual é o valor de sen x?

a)ysenx = —
12
b)sen x = —
13
13
c)senx = —
5
d) sen x = 12
13
e)sen x = 12
5

11) Qual ¢ o valor de cos x?
5
a) Cos X = —
12
b) cos x = >
13
13
c)cosx = —
5

d) cos x = 12
13

12
e)cosx = —
5

12) Qual ¢ o valor de tg x?

a)t x=i
8 12
b) tgx = >

13

8 5
12

dt =
)igx =13
8 5

13) Qual € o valor de x ?
X

a) 0,10
b) 4,86
c) 5,04
d) 7,25
e) 10,08

14) Qual € o valor de x?

3
30°
x
a) 6
3
b) 2
) 2

15) Um observador, distante 15m da base de
um prédio, vé o ponto mais alto do prédio sob
um angulo imaginario de 53°, em relagdo a
horizontal. Qual ¢ a altura do prédio?

0O
0O
==
 53°
l+=1 Sm =~
a) 9,03 m
b) 11,30 m
c) 11,98 m
d) 18,78 m
e) 19,91 m
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16) Qual ¢é o valor de x?

3

ag° \

a)4

b) 43

c) 83
843

)5

16V3
e) V2
3

17) Quando o sol esta a 57° acima do horizonte,
qual serd o comprimento da sombra de uma
arvore de 5 m de altura?

5m

a)3,25m
b) 4,19 m
) 5,96 m
d) 7,70 m
e) 9,18 m

18) Qual é o comprimento da escada?

¥ 2m
50° %
a) 1,53 m
b) 1,29 m
¢)2,38m
d) 2,61 m
e)3,11m

questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os
calculos e destacando o resultado final.

19) Calcule x, aplicando o Teorema de
Pitagoras:

12

20) Para calcular a largura de um rio, sem
atravessa-lo, procedi do seguinte modo: numa
parte do percurso do rio ndo muito sinuosa,
procurei um ponto onde pudesse avistar um ipé
amarelo, na outra margem, numa direcdo
perpendicular as margens. A partir deste ponto
andei, ainda margeando o rio, uma distancia de
10 metros em linha reta. Neste ponto pude
enxergar o ipé segundo um angulo de 50° com
a margem em que me encontrava. Calcule a
largura do rio.

X
S
10 m
RESPOSTAS

DD  2)E  3)HA  4HA  5HC  6)A
7E 8B 9D 10)B 1)D 12)A
13)C 14)E 15E 16)E 17)A 18)D

19) x= 65

20) x=11,92m
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TABELAS TRIGONOMETRICAS

o

SENO

cos

T6

SENO

cos

T6

O 0 N O O »h W N -

BSOS, D A D WWWWWWW W W NN NN NN NN NN R s e e e e, e
A W NV m O OV 0 N O O B WN Bk O OV O NO O A WN =m O O 0N O O b W N = O

»
[§)]

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
05736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947
0,7071

0,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877
0,9848
0,9816
0,9781
09744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193
0,7071

0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
05317
0,5543
05774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657
1,0000

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
09744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
1,0000

0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
05878
05736
0,5592
0,5446
05299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175
0,0000

1,0355
1,0724

1,1106
1,1504

1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
15399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
19626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
71154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

ANGULOS NOTAVEIS

30° | 45° | 60°
seno 1 \/5 \/g
2 1 |2
cosseno \/§ \/5 1
2| 2| 2
tangente | [3 1 ﬁ
3

FORMULAS

Equivaléncia entre medidas de dngulos:
n rad = 180°

1°= " pad

Soma dos dngulos internos do tridngulo

x+y+z=180°

Teorema de Pitdgoras
"0 quadrado da medida da hipotenusa é igual a
soma dos quadrados das medidas dos catetos”

hipotermsa
) b a2 =h?+ ¢2

L] catetos

Relagdes Trigonométricas

cateto ADJACENTE
ao dngulo x

éﬁﬁ x

T HIPOTENUSA

cateto OPOSTO
ao dngulo x

seno de x = cateto oposto senx = cat op
Ry e ou o
hipotenusa hip
cosseno de x = cateto adjacente ou |cosx =catadj
hipotenusa hip
tangente de x = cateto oposto ou | tgx =catop
cateto adjacente cat ad]
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LOGARITMO E EQUACAO EXPONENCIAL

A CALCULADORA CIENTIiFICA

Pela complexidade do calculo exponencial e logaritmico e por acreditarmos ser mais
proveitoso empenhar nossos esfor¢os (e nosso tempo tao curto) na investigacdo de algumas de suas
inimeras aplicagdes, faremos uso das calculadoras cientificas. Aprenderemos a opera-las
gradualmente, a medida que os célculos forem necessarios.

145

As instrucdes relativas a sua operagdo, neste Fry i S Sl SR ol i
texto, referem-se ao que chamaremos de calculadora E EEEEEEEEEBE
cientifica standard, por falta de termo melhor. Sao (onc) B
calculadoras cientificas de baixo custo, geralmente DRG) m
fabricadas na Asia, vendidas no comércio informal. achyp s oost e
Nio tém a fungdo fracdo (tecla aP/c) e servem @
apenas para calculos numéricos e estatisticos para (st (3 (eat (o) (o)
uma variavel, ndo sendo programaveis, nem =i B C &j
graficas. O visor tem apenas uma linha numérica, SBIN (X Zx?
que suporta até 10 digitos, com opg¢do de notagao [ 7 ][ 8 N 9 ] - W—
cientifica, ponto decimal flutuante ou fixo. Uma oot | s o
linha superior (ou inferior) exibe o sistema de [ 4 H 5 H 6 }@ @}
medida de angulos, de numeracdo, etc. Ao efetuar x| oamn o
calculos com mais de uma operacdo, respeita a [ 1 H 2 N 3 }@ @J
maioria das regras de prioridade e dispde de teclas e ==
de parénteses. Seu aspecto ¢ semelhante ao esquema [ 0 J { +/ J [ g ] m —
ao lado: AND

Para assegurar a durabilidade de sua calculadora, ndo toque em sua parte interna, evite
pancadas e ndo pressione suas teclas com muita for¢a. Temperaturas extremas (abaixo de 0°C ou
acima de 40°C) e umidade excessiva podem afetar sua funcionalidade. Nunca use fluidos volateis
como tinner, benzina, etc. para limpa-la. Cuide especialmente para ndo danifica-la pela pressdo
causada por carrega-la no bolso de tras.

Se sua calculadora cientifica ¢ diferente da nossa, investigue-a. O modo de operagdo e
recursos disponiveis variam de acordo com o modelo e marca de fabricagdo. Mas, em geral, as
teclas ndo mudam muito e, as vezes, apenas a ordem em que as teclas devem ser pressionadas ¢
diferente. Se mesmo assim ficar em duvida, consulte o manual de instrugdes ou peca ajuda ao
professor.

Se vocé pretende adquirir uma calculadora cientifica, vale a pena gastar um pouco mais e
investir numa que opere com fragdes (deve ter a tecla [aP/c]).

NOTACAO CIENTIFICA

Os cientistas geralmente trabalham com niimeros muito grandes ou nimeros muito
pequenos. Para simplificar a escrita e o calculo com esses numeros, eles usam um produto em que
um dos fatores ¢ uma poténcia inteira de 10 ¢ o outro € um numero entre 1 ¢ 10 (incluindo o 1).

NUMEROS MUITO GRANDES
A distancia média da Terra ao Sol é de cerca de 150 000 000 000 metros.

Em notagdo cientifica:
virgula

1150 000 000 000 =

11
11 casasg 135 10
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Outros exemplos:
virgula

_ 7
13 400 O(E— 1,34.10

7 casas
wirgula

9@1 700=9.517 . 10°

5 casas—

1) Escreva em notagao cientifica:
a) 1200 000 =

b) 715 400 000 =

¢) 6 574 000 000 000 =

d) 74 =

e)1320=

solugdo: a) 1,2.10° b)7,154.10% ¢)6,574.10™2 d)74.10 €)1,320.10

2) Escreva em notacdo normal (por extenso):

exemplo:
5
421 .10 =421 000
5 casas
a)1,4.10° =
b)2.10*=
) 1,2345.10° =
d)7,1.10=

solugdo: a) 1400 b)20000 c) 1234500 d)71

NUMEROS MUITO PEQUENOS
Um glébulo vermelho do sangue humano tem 0,0000075 m de didmetro.

Em notac¢do cientifica:
wirgula

0,0000075 =17.5.10°

& casas
OBS.: A virgula fica & direita do primeiro algarismo significativo (primeiro algarismo

diferente de zero)

Outros exemplos:
virgula

0,0314=3,14. 107

2 casas

0,006/=6.107

3 casag

3) Escreva em notagdo cientifica:
a) 0,00123 =

b) 0,3 =

c) 0,0000043 =

d) 0,0009432 =

solugdo: a)1,23.10° b)3.107 ¢)4,3.10° d)9.432.10*
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4) Escreva em notacdo normal (por extenso):
exemplo:

6,12 .10 = 0,00006]12

5 casas

a)1,32.10% =
b) 1,127 . 10° =
¢)3,4.10°=
d)8.10"=

solugdo: a) 0,000132 b) 0,000001127 ¢) 0,0000000034 d) 0,8

USANDO A CALCULADORA CIENTIFICA

T A
Para introduzir nimeros em notagao 01ent1ﬁca usamos a tecla

1,5. 10" —  digite 1.5 - 11 Vocévera: 1.5 11
75.10° > digite 75 @5 6 (%] Vocsvera: 7.5 —06

+ . .
(A tecla inverte o sinal do ntimero digitado ou do ntimero mostrado no visor)

Podemos digitar um nimero por extenso e visualizd-lo em notacdo cientifica ou vice-versa
TAB

usando a tecla [ F=E).

2%

Introduza o ntimero 7,5 . 1075, pressione a tecla @ e observe o visor.
TAB TAB

Pressione a tecla L.F=E) e observe o visor. Pressione novamente.

Podemos também efetuar calculos com niimeros em notacao cientifica.
Vamos efetuar a seguinte operag:ao (1,32.10%) x (7 012.107%)=9,25584 . 107

Digite: 1,32 @ g 7,012 @) 13 [ E] .

(O resultado ¢ apresentado por extenso. Para vé-lo em notagdo cientifica, pressione )

5) Efetue, usando calculadora cientifica. D€ a solu¢do também em notagdo cientifica, pressionando
TAB

atecla depois do calculo, quando necessario)
a)4,73.10*x2.102 =

b)

84.10° _
7.10°*

€)3,12.10%+4,1.10° =
d)7.105-1.103 =
€)3,2.103x2,1.10'°+7,42.10"2=

f)

9,6.10*
4.10°

-3.107=

solugdo: 2)9,46.10> b)12.10 ¢)4,1000003.10° d)-9,3.10% e)7,462.10" f)—6.103

POTENCIACAP NA CALCULADORA CIENTIFICA

g
Usa-se a tecla .
Recordando:
EXp OENTE

W=(2.22.22=3D)

base

Para o calculo de poténcias o procedimento € o seguinte:
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7 g =
(valor da base) () (valor do expoente) @

exemplo:

%

W g
7 > 7 ] 9@ (7° =40 353 607)

-

6) Calcule, com auxilio da calculadora cientifica:
a) 19° = b) 19% = ) 1977 = d) 1978 = e) 197 =

solugdio: a)2476 099 b)5,7065816 . 10% ¢)2,9108999 . 10° d) 5,5307098 .10 ) erro!!!

DE NOVO, NOTACAO CIENTIFICA

Quando o valor absoluto do resultado de um calculo é maior que 9 999 999 999, ndo ¢é possivel,
para a calculadora, exibi-lo em notagdo normal, pois qualquer niimero maior que 9 999 999 999
ultrapassa as 10 casas disponiveis no visor. Neste caso, os resultados sdo automaticamente exibidos
em notacdo cientifica, como vocé deve ter observado nos itens (b), (c) e (d) do exercicio anterior.

OVERFLOW!
Ao tentar calcular 197°, a calculadora acusou um erro (mostrou uma letra E). Nio significa que seja

impossivel calcular 197°, porém o resultado ultrapassa a capacidade da calculadora, que opera com
numeros até 9’9999999 . 1099 (1979 — 1,0508349 . 10101 - o expoente tem mais de dois digitOS)

7) Calcule:
a) 0,36 = b) 0,37 = ) 0,38 = d)0,3'*= ¢)03%= £) 0,310 =

solugdo: a) 0,000000004 b) 0,000000001 c¢) 3,8742048 . 1010 d) 1,4555783 . 10%  ¢) 1,4993987 .10°° 1) 0

NOTACAO CIENT{FICA

Quando o valor absoluto do resultado de um calculo € menor que 0,000000001 a {inica maneira de
exibi-lo é por meio de notacdo cientifica. Foi o que ocorreu nos itens (c), (d) e (e) do exercicio
anterior. (Lembre-se que, mesmo que a calculadora exiba o resultado em notag@o normal, voc€ pode

TAB
visualiza-lo em notagdo cientifica, pressionando a tecla ).

8) Calcule novamente as poténcias abaixo e exiba-as em notacdo cientifica, pressionando a

TAB
tecla(FF) depois de cada calculo:
a) 0,3 b) 0,3"7

solugdo: a)4,3046721.10° b) 1,2914016 . 107

APROXIMACOES AUTOMATICAS

O valor exato de 0,3'7 ¢ 0,00000000129140163 mas a calculadora é obrigada a cortar algarismos
apos o 8° algarismo significativo, se o modo de exibigdo for notagdo cientifica.

Se o modo de exibi¢do ¢ o normal, o valor é aproximado para 10 casas, ¢ sera exibido como
0,000000001.

NULO

Quando o valor absoluto de um resultado é menor que 1 . 10, ndo é possivel exibi-lo no visor da
calculadora, que considera-o, entdo, como sendo nulo (igual a zero). Foi o que ocorreu quando vocé
calculou 0,3'%°.

O valor de 0,3'° ¢ aproximadamente 4,4981962 . 107100 > o expoente tem mais de dois digitos
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NUMEROS NEGATIVOS

+ . . , PO . .
A tecla inverte o sinal do numero exibido no visor. Assim, para calcular, por exemplo:
=

8

W g
. (-3)" digite 3 7 @ (=3)" ==2187
%5 g -
. 43 digite 4 3 @4‘3=0,015625

9) Calcule:
a) (10,3)% = b) (4)° = ¢) (-30)*= d) (0,2) =

solugdo: a) 0,009425959 b) 4096 c¢)0,000001234 d) 125

EXPOENTES DECIMAIS
Podem ser introduzidos normalmente:
Exemplo:
7 g =

302= > digite 3 O 0,2 (=) (3°2 = 1,24573094)
EXPOENTES FRACIONARIOS . :
Use as teclas de associagdo (parénteses): e (),
Exemplo: abre parénteses fecha parénteses

SBIN %%

3 - B 3 n_Zx i

814= ... >  digite 81 3 @ 4 @(814=27)

Y

a calculadora “entende” que o expoente ¢é o resultado de 3 : 4
10) Calcule:
2 2

a) 10%° = b) 83 = c) 256%1% = d) 20°=

solugdo: a)3,16227766 b)4 )2 d) 1,945887718

EQUACAO EXPONENCIAL DO TIPO x“ =b
incognita: x real ndo negativo, x # 1
dado: areal,a#0
dado: b real ndo negativo, b # 1
E comum dizer que, para resolver uma equacio, deve-se procurar “isolar” a incégnita (x) no
1° membro (& esquerda do sinal de “="), passando todos os numeros para o 2° membro (2 direita),
em operagdo oposta (o que estd somando “passa’ subtraindo, o que esta multiplicando “passa”
dividindo, etc.).
Isto, até certo ponto, ¢ verdade, e ¢ de acordo com este “principio” que resolveremos as
equagdes do tipo x* =Db.
Exemplo(1): P INDICE DA RAIZ (quando o indice é 2, normalmente nio usamos escrevé-lo e
dizemos: raiz quadrada)
x? =256 > x= %256 » rapicanpo
ou melhor,
=256 >  x=+256
Note que o oposto da exponenciacdo ¢ a radiciagcdo, ou seja, o contrario de elevar ao
quadrado ¢ extrair a raiz quadrada.
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¢
TECLA

Para calcular v256, o procedimento ¢ idéntico ao da calculadora comum:

e
x=4/256 > digite 256 (Entdo, a soluc¢io da equacio x> = 256 é x = 16)

Exemplo (2): _A¥ “Extrair araiz cibica” ¢ o contrario de “elevar a0 cubo”

x> =3375 > x= 33375

TECLA (segunda funcao. Do Inglés: second function)

Algumas teclas da calculadora cientifica servem para duas ou até trés funcdes. Pressione
antes da tecla para a qual deseja-se ativar a segunda Eungéo (indicada acima de cada tecla).

C
A fung@o “raiz cubica ¢ segunda fung¢fo da tecla .
Para calcular 3/3375:
e

33375 = > 3375 (A solugio da equagdo x> = 3375 é x = 15)

obs.: Em algumas calculadoras, a tecla de segunda funcéo ¢é

11) Resolva, como o modelo:

Exemplo: x*=1331 > x= %1331 =11
a) x2 =17424 b) x* =27 c) x2=1,5625 d)x*=3,375

solugdo: a)x=132 b)x=3 c)x=1,25 d)x=1,5

X/
W g

TECLA (¥
w B

Quando o indice da raiz ¢ diferente de 2 ou 3, usa-se a segunda funcdo da tecla , que é ’i/; .

w,
Exemplo: para calcular Y128, digite: 128 )7 E]

12) Resolva, como o modelo:

Exemplo: x'°=1024 > x=Y1024 > x=2
% g -
(calculadora: 1024 ) 10 @)
a) x* =28561 b)x*=1,728 c) x> =243 dx*=12

solugdo: a)x=13 b)x=12 c)x=3 d)x=1,861209718

RESULTADOS APROXIMADOS e TABULACAO
Normalmente, ndo ha necessidade de apresentar todas as casas decimais exibidas no visor.

Ao calcular V12, o resultado obtido serd 1,861209718. Adotaremos uma aproximag¢do de duas
casas decimais. Entdo, escreveremos: 2= 1,86.
(O simbolo = significa “aproximadamente igual a”. O valor 1,861209718 também ¢é uma

aproximagdo, pois V12 é um numero irracional, ou seja, ndo pode ser escrito com dizima exata
nem periddica.)

TECLA de TABULACAO
Se vocé desejar que a calculadora lhe dé o resultado j& aproximado para duas casas
TAB
decimais, pressione:
ativa a fungdo TAB quantidade desejada de casas decimais

TAB
Para retornar ao modo normal (ponto decimal flutuante), pressione: RND
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13) Efetue e dé o resultado com aproximacao de duas casas decimais (configure sua calculadora:

TAB
2],
2
2)09*= b 10°% = ¢)33= d) 4B =

solugdo: a) 0,66 b)3,16 ¢)2,08 d)1,32

14) Ha 4 meses Jodo entrou no “cheque especial”, devendo R$500,00 e ndo movimentou mais a sua
conta bancaria. Hoje seu saldo devedor é de R$786,76! Qual serd a taxa de juro cobrada
mensalmente pelo banco?

Vamos pensar um pouco:

Seja x a taxa unitaria de juro mensal cobrada pelo banco. A cada més a divida foi multiplicada por
(1 +x), ou seja, 100% mais a taxa de juro:

inicio: 500,00

1°més: 500,00 . (1 +x)

2°més: 500,00 . (1 +x). (1 +x)

3°més: 500,00. (1 +x).(1+x).(1+x)

4°més: 500,00 . (1 +x).(1+x).(1+x).(1+x)

Ou seja, passados 4 meses, a formula de célculo da divida ¢ 500,00 . (1 + x)4.

Entdo: 500,00 . (1 +x)*=786,76

(1 42yt = 13676
500,00
(1 +x)*=1,57

(1+x)=4/1,57
a) calcule #/1,57.

b) subtraia 1 do resultado.
¢) multiplique por 100.
Vocé obteve a taxa mensal de juro cobrada pelo banco.

solugdo: a) 1,12 b) 0,12 c) 12% ao més.

EQUACOES EXPONENCIAIS DO TIPO a*=b
incognita: x natural
[dado: a real positivo, a # IJ
dado: b real positivo

Resolveremos, inicialmente, por “tentativa”.
Exemplo: Resolva, sabendo que x ¢ um numero natural, a equagdo 2* = 512.

Efetuando poténcias de 2, descobrimos* que 2° = 512.
Logo, a solugdo da equagdo 2* =512 ¢

*CALCULO REPETITIVO (potenciagdo)

<

Limpe o Visor_,%lg calculadora: (VO
Digite @o/

Pressione @ (o resultado é 2% = 4)

Pressione @ novamentg (o resultado é 2% = 8)

Continue pressionando @ e contando o expoente, ou seja, para chegar até 512, digitou-se:
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% % %

E2EEE3EEEE)

2) @ (®) (16) (32) (64) (128)(256) (512)

4 4 4 4

22 2 2 2°
Deste modo sabemos que o exEoente de2talque2*=512¢09

+0CT 2

I

I e
I e
I e
ke
I e

(atencdo: quando pressionar @ pela primeira vez, o expoente ja € 2)

15) Resolva, como o modelo:
3*=59049
calculadora:

@&,

3) O @) (59049
PO S i
32 33 34 3 10

resposta: x = 10, pois 3'° = 59049.
7 g =
Certifique-se do resultado, calculando 3! (3 10 @)

a) 7° = 16807
b) 5% = 15625

i)

(ajuste sua calculadora para exibir nimeros sem aproximagao: (F8) Lenp
c) (1,2)*=2,48832
d) (0,5)" =0,00390625
e)3 =20

solugdo: a)x=5 b)x=6 c)x=5 d)x=8 e)Como assim?

LOGARITMO

Na equagdo 2* = 512, que resolvemos anteriormente, o valor de x ¢ chamado de logaritmo de
512 na base 2. Entdo, logaritmo é 0 mesmo que expoente.
Escreve-se: ¢ logaritmando

27=512 1%2512=x
base \logaritmo
Leia: “2elevado a x igual a 512” é equivalente a “o logaritmo de 512 na base 2 ¢ igual a x”

Pense assim: “O logaritmo de 512 na base 2 é o expoente de 2 para obter 512”
Quando x € um niimero natural, podemos calcular logaritmos como os exemplos abaixo:

Exemplo (1): Calcule log> 16 (ou: calcule o logaritmo de 16 na base 2)
Escreva:log; 16 =x — 2=16

+0cT %

(Use a calculadora: 2
Resposta: log2 16 =4

II&'

%

] > x=4)

Exemplo (2): Calcule log 15 7,59375
Escreva: log1,57,59375 = x == 1,5 =17,59375

+0CT

(Calculadora: 5 . @ @ etc. > X

Resposta: logis7,59375=15

5
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16) Calcule os logaritmos como os exemplos anteriores:
a) log 21024 =

b) log 3 81 =

c¢) log 70,2401 =

d) log 10 100000 =

e)log320=

Solugdo: a) 10 b)4 c)4 d)5 e)Como assim?

LOGARITMO DECIMAL
Vocé deve ter notado que a base de um logaritmo pode assumir uma infinidade de valores.
No entanto, as calculadoras cientificas operam apenas com logaritmos decimais (base igual a 10) e
logaritmos neperianos (base igual a e = 2,72 = niimero de Euler)
Na escrita dos logaritmos decimais omite-se a base (10). Por exemplo:
log 100 ¢ o mesmo que log 10 100
Na escrita dos logaritmos neperianos, usa-se /n no lugar de log e também omite-se a base:
In 12 é 0 mesmo que log . 12
Exemplo: Calcule:
a) log 1000 =

10"
(calculadora: pressione 1000 )
resposta: log 1000 =3
b) log 0,01 =
10*

(calculadora: pressione 0,01 )
resposta: log 0,01 =2
c)log7=

10" ¢
(calculadora: 7 )

resposta: log 7 = 0,8451 (valor aproximado)

17) Use a calculadora cientifica para obter: (Quando o logaritmo ndo for exato, dé respostas com

TAB
aproximagoes de 4 casas decimais. Configure a calculadora: @)
a)log 3= b)log 100= c¢)log300= d)log0,1= e)logl3=

Solugdo: a) 0,4771 b)2 ¢)2,4771 d)—1 ¢)1,1139

MUDANCA DE BASE

Os logaritmos foram inventados devido a necessidade de tornar multiplicacdes, divisdes e
potenciagdes mais rapidas, num tempo em que “nem se sonhava” com a invengdo desta maravilha
que ¢ a calculadora de bolso. Por este motivo t€ém propriedades muito curiosas, no entanto, para
nos, que temos acesso a calculadoras cientificas, a propriedade que usaremos (e aceitaremos sem
prova) ¢ a seguinte:

log. b
O valor de x pode ser qualquer nimero real positivo e diferente de 1. Vocé vera que esta
propriedade dos logaritmos nos permitira calcular o valor de logaritmos com base qualquer.
Fazendo x = 10, podemos escrevé-la assim:

Leia: “O logaritmo de a na base b ¢ igual ao logaritmo decimal de a dividido pelo logaritmo
decimal de b”.
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Para exemplificar, vamos calcular o logaritmo do exercicio 16e, que ndo conseguimos
resolver apenas com os recursos de que dispinhamos entéo.
exerc. 16 e) resolva logs 20

faca:  log, 20:1;’g230 =[2,7268
0g
10* ¢ S 0" =
DIGITE: 20 (+)3 (=]

18) Calcule, como o exemplo anterior:
a)log20,5= b)loge3= c)logoo110= d)logioo 1000= e)log721 =

solugdo: a)—-1 b)0,5 ¢)-0,5 d)1,5 e)1,5646

NOVAMENTE, EQUACOES EXPONENCIAIS DO TIPO a*=b
Mas agora:

incognita: x real
[dado: a real positivo, a # IJ
dado: b real positivo
Vamos resolver a equagdo do exercicio 15¢, que também ndo conseguimos resolver apenas
com os recursos de que dispunhamos na ocasiao:
exerc. 15 e) resolva 3*=20
escreva: 3*=20 <= log3;20=x
e, depois, prossiga como o exercicio anterior:

log, 20=12829 5 7263
log3

resposta:
10" e 10" %
(DIGITE: 20 (eg) [+ 5 Coaf @)

19) Resolva, como o modelo:
Exemplo: 7°=19 <= log719=x
log19 _} 5131
log7
resposta: x = 1,5131
a) 102* =40 b) 15°=20 c) 125*=5 d) 0,55 =4

log7 19 =

solugdo: ) 0,7976 b)1,1062 ¢)0,3333 d)-2

LEI DO RESFRIAMENTO, DE NEWTON!

Suponha um objeto aquecido, colocado num meio mais frio (ar ou agua, por exemplo) cuja
grande massa faz com que a temperatura desse meio permanega constante sem ser afetada pela
presenca de um objeto mais quente.

A Lei do Resfriamento de Newton afirma que, nessas condigoes, a diferenca de temperatura
entre o objeto e 0 meio varia, em fungdo do tempo, exponencialmente, ou seja:

At = Ao-at onde:

t = tempo

A = (temperatura do corpo apds o tempo f) menos (temperatura ambiente)
Ao > (temperatura inicial do corpo) menos (temperatura ambiente)

o (“alfa”) > wvalor constante a ser definido em cada situag@o.

! Esta e as demais aplicagdes do logaritmo foram retiradas do interessantissimo livro:
LIMA, E. L. (1991). Logaritmos. Rio de Janeiro: SBM.
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20) Num certo dia, a temperatura ambiente ¢ de 30°C. A agua que fervia numa panela, cinco
minutos depois de apagada a chama, tem agora a temperatura de 65°C. Quanto tempo,
cronometrado a partir do momento em que a chama foi apagada, a dgua atingird a temperatura de
38°C? (Admita que a fervura da agua se dé a 100°C).
1* parte: Determinagdo da constante o

temperatura ambiente: 30°C

temperatura da dgua apds 5 min.: 65°C

temperatura inicial da agua: 100°C

¢t =5 minutos

A: =temp. ap6s 5 min — temp. ambiente > A =65°C-30°C Ar=35°C

Ao = temp. inicial — temp. ambiente > Ag=100°C -30°C Ap=70°C
o=7?
Aplicando a formula de Newton: A, =A .o’
35=70.0°
700 =35
W=
70
o’ =0,5

a=13/05

a =0,8706 (aproximadamente)

7 g -
(confirme: 0,5 5 @)
2% parte: determinac@o do tempo necessario para o resfriamento até 38°C.
t=7?
temperatura ambiente: 30°C
temperatura da dgua apds ? min.: 38°C
temperatura inicial da agua: 100°C
A; = temp. ap6s ? min — temp. ambiente > A =38°C-30°C A =8°C

Ao = temp. inicial — temp. ambiente > Ao =100°C -30°C Ap=70°C
oa="?
Aplicando a formula de Newton: A, =A .a'
8 =70.0,8706'
70.0,8706' =8
0,8706" = 3
70

0,8706' = 0,1143 (aproximadamente)
0,8706'=0,1143 <« |log 0s7060,1143 =t|
Calcule o valor de ¢ = log 08706 0,1143, como vocé fez no exercicio 18.

solugdo: ¢= 15, ou seja, a 4gua atingira 38°C aproximadamente 15 minutos depois de apagada a chama.

21) Um homem saudavel tem a temperatura de 36,5°C. Quando cessam os sinais vitais, 0 corpo
esfria até atingir a temperatura ambiente, de acordo com a lei do resfriamento. Se um cadaver ¢é
encontrado a tempo de ndo ter “esfriado” totalmente, ¢ possivel determinar ha quantas horas
ocorreu a morte, usando um célculo semelhante ao anterior. E o que faz um médico legista nesta
situacdo. Suponha que numa noite cuja temperatura era constante, de 20°C, um cadaver ¢
encontrado e que imediatamente o médico da policia toma sua temperatura, de 34,8°C. Uma hora
mais tarde, o médico toma novamente a temperatura do cadaver e obtém 34,1°C. Quanto tempo
havia se passado até que o corpo fosse descoberto e o0 médico tivesse tomado a primeira medida de
temperatura?

1* parte: Determinag@o da constante o
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t=1 hora

temperatura ambiente: 20°C

temperatura do corpo 1 hora apos a 1* medigdo: 34,1°C

temperatura do corpo na primeira medic¢ao: 34,8°C

As=temp. ap6s 1 hora — temp. ambiente > Ar=34,1°C-20°C A;=14,1°C
Ao = temp. primeira medi¢ao — temp. ambiente > Ao =34,8°C —20°C Ao = 14,8°C

oa="?
Aplicando a formula de Newton: A, = A, .o’

141=148.a'

14,8 . o= 14,1
14,1

o= —
14,8

o =0,9527

27 parte: determinagdo do tempo decorrido entre a morte da pessoa e a primeira medicdo da
temperatura do cadaver.
=7
temperatura ambiente: 20°C
temperatura inicial do corpo: 36,5°C
temperatura do corpo na primeira medicao: 34,8°C
A; = temp. primeira medigdo — temp. ambiente = A, =34,8°C —20°C A,=14,8°C
Ao = temp. inicial — temp. ambiente > Ag=36,5°C-20°C Ap=16,5°C
o =0,9527
Aplicando a formula de Newton: A, =A .a'
14,8=16,5.0,9527"
16,5.0,9527' = 14,8
14,8
16,5
0,9527"=0,8970 (aproximadamente)
0,9527'=0,8970 < |log 09570,8970 =1]
Calcule o valor de ¢ = log 09527 0,8970, como vocé fez no exercicio 18.

0,9527" =

+0.MS
solug@o: O resultado deve ser 2,2433 horas. Para transformar este valor em horas,minutos segundos, pressione . Os
seis primeiros algarismos do visor sdo 2.1435. Este niimero significa 2h 14min 35s. Pode-se dizer que a pessoa havia falecido
aproximadamente 2 horas e 15 minutos antes da chegada do médico.

DESINTEGRACAO RADIOATIVA - METODO DO C'* (Carbono 14)

Uma situacdo analoga ao resfriamento dos corpos ¢ a desintegragdo dos atomos de uma
substancia radioativa (como o radio, uranio ou o C'*, por exemplo).

Tais substancias possuem uma tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo particulas e
transformando-se em outra substancia ndo radioativa. Assim, com o passar do tempo, a quantidade
de substancia original diminui, a0 mesmo tempo em que aumenta a massa da substincia ndo
radioativa.

A diminuicdo da massa da substancia radioativa ocorre exponencialmente em fungdo do
tempo, ou seja:

Mi=Mo.x! ou |ox'= onde:

M é a massa da substancia radioativa em func¢ao do tempo
Mo ¢ a massa inicial da substancia radioativa e
& ¢ uma constante a ser definida a partir de um nimero chamado meia-vida da substancia.
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A meia-vida de uma substancia radioativa ¢ o tempo necessario para que se desintegre a
metade da massa de um corpo formado por aquela substincia, ou seja, € o tempo necessario para

t

que =0,5. Veja os exemplos:
0
Substéincia meia-vida
poldnio 218 2min45s
polonio 214 1,64 x 10 * segundos
radio 226 1620 anos
radio 228 6,7 anos
radio 223 11,68 dias
radio 224 3,64 dias

Os diversos is6topos do uranio tém meia-vida da ordem de 10° anos!

Método do Carbono 14

O C'* ¢ um isotopo radioativo do carbono, formado na atmosfera devido ao bombardeio da
Terra pelos raios cosmicos. Através dos tempos, sua quantidade tem se mantido constante, porque
sua produgdo é compensada por sua desintegracio. Os seres vivos absorvem e perdem C'* de modo
que, em cada espécie, a taxa de C'* também se mantém constante. (O carbono 14 ¢é criado nos
vegetais durante o processo da fotossintese e absorvido pelos animais através da ingestdo, direta, ou
indireta, de vegetais.) Quando o ser morre, a absor¢do cessa, mas o C'* nele existente continua a
desintegrar-se. Este fato pode ser usado para determinar a idade de um f6ssil ou de um objeto muito
antigo feito de madeira.

A meia-vida do C'* é de 5570 anos.

Vamos determinar o valor de o para os casos de datagdo pelo método do C'*:

t=15570

M‘ :0,5 o t= Mt

MO MO
aS0=05
o= 55700’5

Os valores envolvidos neste método sdo muito proximos de 1. Observe que, se sua
calculadora esta programada para exibir apenas 4 casas decimais, o valor numérico de *%J0,5 sera

TAB

pressionando as teclas RND .

Adotaremos o valor com 9 casas decimais, ou seja: |0c =0,999875564 |

0,9999. Configure sua calculadora ?ara exibir nimeros decimais normalmente (ponto flutuante)

22) Num castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira que muitos afirmavam ser a
famosa Tavola Redonda do Rei Arthur, soberano que viveu no século V, ou seja, a verdadeira
“Tavola Redonda” deveria ter aproximadamente 1500 anos.

Por meio de um contador Géiser (instrumento que mede radioatividade) constatou-se que a massa
de C'* hoje existente na madeira da mesa é 0,894 vezes a massa de C'* que existe num pedaco de

madeira viva com o mesmo peso da mesa, ou seja —- = 0,894,
0

o =0,999875564

=1
M, — 0,804 o= e
M M

0 0

0,999875564"'=0,894 <= t=1log 0999875564 0,894
Calcule o valor de ¢ como o exercicio 18 e responda: Quantos anos tem a mesa analisada? Pode ser
esta mesa a “Tévola Redonda™?

soluc@o: #=900 anos. A idade da mesa ¢ 900 anos, logo ndo pode ser a “Tavola Redonda”, que teria 1500 anos.
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23) Na caverna de Lascaux, na Franca, famosa pelas notaveis pinturas feitas em suas paredes por
homens pré-historicos, foram encontrados pedagos de carvéo vegetal, nos quais a radioatividade do
C'* era 0,145 vezes a radioatividade encontrada normalmente num pedaco de carvio feito hoje, ou

seja, % = 0,145. Calcule a idade do carvao encontrado na caverna e dé uma estimativa para a
0
época em que as pinturas foram feitas. Use o = 0,999875564
o =0,999875564
t=7?

M M

L =0,145 oxt=—
0 0
0,999875564"'=0,145 <= t=1log 0999875564 0,145
Calcule ¢, como no exercicio 18.

<

solugdo: A idade do carvdo ¢ de aproximadamente 15 500 anos.

CRESCIMENTO POPULACIONAL
Verifica-se que o crescimento de grandes populacdes de seres vivos se da de maneira exponencial:

Nt = No.« !, onde:

Nt é o nimero de individuos em fun¢ao do tempo

No € o nimero inicial de individuos da populacdo
o ¢ uma constante definida pela propor¢do de nascimentos e obitos com relagdo a populagéo total.
A taxa de crescimento populacional mundial vem caindo desde a década de 1970. Atualmente
(2005) esta taxa ¢ de aproximadamente 1,34% ao ano. Neste caso, o valorde a ¢ 1 + 1,34%, ou

seja: ou = 1+ 1,34 > o=1,0134.

24) Suponha que a taxa de crescimento populacional mundial ¢ de 1,34% (o = 1,0134) ao ano. Hoje
(2005) a populacao mundial é de 6,5 bilhdes de habitantes. Se esta taxa se mantiver constante, daqui
a quantos anos a populacdo mundial atingira a marca de 7 bilhdes de habitantes?

Nt:7

No=16,5

a=1,0134

t="7 N =No.&x*
7=6,5.1,0134
6,5.1,0134'=7
101341 = L

6,5

1,0134'=1,0769 = t=log1,01341,0769
Calcule ¢ como no exercicio 18 e responda a questio proposta.

soluc@o: Daqui a aproximadamente 5,6 (em 2010) anos a populagdo devera atingir a marca de 7 bilhdes de habitantes.
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AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas

(cada uma das questOes a seguir tem apenas

uma alternativa correta)

1) A representacdo cientifica do ntmero

417 320 000 &:
a)4,1732 . 108
b) 41,732 . 10°
c) 417,32 . 108
d)41732. 10
€)4,1732. 1078

2) A representagdo por extenso do numero

3,21.107%¢:
a) 0,00321
b) 0,0321

c) 0,321

d) 3,21

e) 32,1

3) Oresultadode 3,1.10*—1,4.10° ¢&:
a)1,7. 10!

b)3,114. 10"

¢)2.96 . 104

d)3,114.107

¢)4,5. 107

4) O resultado de 4,17.1073x 1,2.1072 é:

a) 5,004

b) 5,004 . 10~
¢) 5,004 . 107
d) 5,004 . 10°

e) 5,004 . 10°

5) Qual ¢ o valor de 23% ?
a) 1495

b)6,5 . 1023

¢) 4.9774534 . 10
d)2.3.10%

¢) 3.2531893 . 10%

6) Qual ¢ o valor de 0,5%!° ?
a)0,5. 10215

b) 1075

c) 14,6628783

d) 2,15 . 105

e) 1,8991135.107%

7) Qual é o valor de 0,31!' em notacdo
cientifica?

a) 2,5408476 . 10°°

b) 0,00254

¢)3.41

d) 31 . 10°

o 1,1.10%

8) Qual é o valor de 276 ?
a) 64

b) 0,015625

c)4

)12

¢)—36

9) Qual ¢ o valor de 10%!2 ?
a)1. 1012

b)1,2. 10"

c) 1,318256739

412

e) 6,1917364 . 1071°

3
10) Qual é o valor de 1287 ?
a) 8
b) 54,85714286
c) 299 593,1429
d) 1,28 . 10*7
e)3,7.10'%8

11) Qual é a solugdo da equacio:
x° =2,048383 2

a) x =0,682794333

b)x=1,27

c)x=1,431217314

d) x =2,048383

e) x = 8,594754749

12) Qual ¢ a solugdo da equacao
x*=1,377?

a) x =0,228333333

b) x =1,053869319

c)x=2,571353

d) x =3,698227413

e)x=28,22
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13) Qual ¢ o valor de 1,3° com aproximacio
de duas casas decimais?

a) 4,82

b) 4,83

c) 4,84

d) 4,85

e) 4,86

14) Configure novamente sua calculadora

L
para “ponto flutuante™: RND, ©

responda: Qual ¢ a solugdo da equacao:

2¥=5127

a)x=38

b)x=9

c)x=10

d)yx=11

e)x=12

15) Qual ¢ o valor de log 512 ?
a)x=28§

b)x=9

c)x=10

dyx=11

e)x=12

16) Qual ¢ o valor de log 23, com
aproximagdo de quatro casas decimais ?

a) 1,3616

b) 1,3617

c) 1,3618

d) 1,3619

e) 1,3620

17) Qual ¢ o valor de log 3 1594323, com
aproximagdo de quatro casas decimais ?

a) 0,4775

b) 2,0675

c) 13,0000

d) 116,8222

e) 159,4323

18) Qual ¢ a solucdo da equagdo
16*=27

a) x=0,2500

b)x=0,3010

c)x=1,2041

d) x =256,0000

e) x =65 536,0000

questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os
calculos e destacando o resultado final.

19) Ha 3 meses Sebastido entrou no “cheque
especial”’, devendo R$600,00 e ndo
movimentou mais a sua conta bancaria. Hoje
seu saldo devedor é de R$855,44! Qual sera a
taxa de juro cobrada mensalmente pelo
banco?

Vamos pensar um pouco:

Seja x a taxa unitaria de juro mensal cobrada
pelo banco. A cada més a divida foi
multiplicada por (1 + x), ou seja, 100% mais a
taxa de juro:

inicio: 600,00

1° més: 600,00 . (1 +x)

2°més: 600,00 . (1 +x).(1+x)

3°meés: 600,00 . (1 +x).(1+x).(1+x)

Ou seja, passados 3 meses, a formula de
calculo da divida é 600,00 . (1 +x)’.

Entdo: 600,00 . (1 + x)* = 855,44

(1 +x)3 = w
600,00
(1+x)°=143

(1+x)=3/143

a) ajuste sua calculadora para exibir duas
TAB

casas decimais ( @)e calcule

31,43

b) subtraia 1 do resultado.

c¢) multiplique por 100.

d) Qual ¢ a taxa mensal de juro cobrada pelo
banco?

20) Configure novamente sua calculadora
TAB

para “ponto flutuante” @

Sabe-se que a diminui¢do da massa da
substancia radioativa ocorre exponencialmen-
te em func¢do do tempo, ou seja.

M
M=Mo.&x' ou |oXt'="—L| onde:
M,
M: é a massa da substancia radioativa em
funcao do tempo

Mo é a massa inicial da substancia radioativa

o ¢ uma constante a ser definida a partir de

um nimero chamado meia-vida da substancia.

O Estroncio 90 (Sr°) é uma substancia
radioativa que resulta de explosdes nucleares
na atmosfera. Sua meia-vida ¢ de 28 anos.
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Vamos determinar o:

a="?

t=28anos ¢

M, =0,5 x'= M,

MO MO
o?*=0,5
o= 20,5

o =0,975548642

Suponha que uma éarea cultivada esteja
contaminada por Estroncio 90 em nivel 4
vezes maior do que aquele suportavel pelo
corpo humano. Quanto tempo deve passar-se
até que essa area possa ser utilizada para
plantio de alimentos?

o =0,975548642 =7

L =0,25 o=

1 M,
4

M,
MO 0
0,975548642' = 0,25

—
t =1og 0975548642 0,25

Calcule ¢ e responda a questdo.

RESPOSTAS

HA 2)A 3)C 4)B S)E 6)E

7 A 8)B 9)C 100A 11)B 12)B
13) B 14)B 15B 16)B 17)C 18)A
19) 12,55% ao més (aproximadamente 12,5% ao més)

20) 56 anos



Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Logaritmo e Equag¢do Exponencial 162

| LOGARITMO E EQUACAO EXPONENCIAL

NOTACAO CIENTIFICA|

virgula wirgula
. 11 0,0000075 =17,5.10°
1|50 00&95950 000 1.5.10 WT
| EQUACOEs |
|Do1’ipox“=b| ‘Doﬂpoa"=b(oux=logab)|

incégnita: x real ndo negativo, x # 1
dado: areal,az0

dado: b real ndo negativo, b z 1

x2=256 > x= 256 > x=16
T c

calc: 256
x3=3375 2> x=13/3375 > x=15
¢

calc:| 3375

x =128 > x= V128 5 x:-2
Ll B 3

calc: 128 7 E]

incégnita:  x natural
dado: areal positivo,az 1
dado: b real positivo

a*=b < log,b=x (ou x=log,Db)

Mud. de base:log, b = log, b

(para kreal>0ez 1)

log, a
Convengdo: logio b escreve-se logb
Logo, podemos escrever: log, b = log b
log a

| Exemplos de equagdes do tipo a* = b|

Quando x é inteiro positivo
(Quando vale a pena tentar
mentalmente ou por tentativa)

resolver

Quando x ndo & um inteiro positivo
(Ou quando ndo ¢ conveniente calcular o
valor de x por outro método)

2x = b12 (ou x = log ; 512)
(A incdgnita pode ser um inteiro positivo.)
Tentemos:

cac| @[ 2 ][ X [=][=] | are 512
8 vézes (+1=9)
Logo, 2°=512 > x=9 (log,512=9)

10© = 10000 (ou x = log 10000)
(Facil!)
10*=10000 > x=4 (log 10000 = 4)

10 = 25

10* ¢
calc:| 2D
101%7° = 25

(ou x = log 25)

(ou seja, log 25 =1,3979)
> x=13979

2% =570 (ou x = log ; 570)
(Como calculadoras normalmente ndo t€m a
fungdo logz, mudaremos a base do logaritmo)

X = log,570= log 570
log 2
W g SBIN 0 %
cate|570 (s (£ 5 (osf (=]

(ou seja, log-570 = 9,1548)
2°1% =570 > x=9,1548
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GEOMETRIA ESPACIAL METRICA

POLIGONOS
Poligonos sao figuras planas fechadas, constituidas por segmentos de reta.* Alguns poligonos
recebem nomes especiais de acordo com seu numero de lados.

poligono com 3 lados = tridangulo

poligono com 4 lados >  quadrilatero

poligono com 5 lados - pentagono

poligono com 6 lados > hexagono

etc.

Estudaremos, a seguir, alguns poligonos convexos, que sdo poligonos com a propriedade
segundo a qual todo segmento tragado de qualquer ponto de um lado até um ponto qualquer de outro
lado (e que ndo seja ele, mesmo um lado) fica inteiramente contido em seu interior.

* (Considerando-se dois ou mais segmentos colineares consecutivos como um segmento Unico.)

TRIANGULOS
(a) Os triangulos podem ser classificados quanto a medida de seus lados:

AYA

triangulo eqiiilatero triangulo isésceles tridngulo escaleno
(os trés lados sdo (a0 menos dois lados (os trés lados tém medidas diferentes)
congruentes™) sdo congruentes)

* Congruente significa: “tem a mesma medida”. Congruente ¢ o “igual” da geometria.

(b) Os triangulos podem ser classificados, também, quanto a medida de seus angulos internos:

tridngulo acutiangulo triangulo retangulo tridngulo obtusingulo
(os trés angulos internos sdo (hé& um angulo reto (90°)) (ha um angulo obtuso, ou
agudos, isto ¢, medem (sempre assinalado com 1) seja, um angulo com

menos de 90°) medida ¢ maior que 90°)
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QUADRILATEROS

Podem ser classificados quanto a ocorréncia de paralelismo ou congruéncia entre os lados e quanto a

ocorréncia de angulo reto (90°):

TRAPEZIO
(ha apenas um par de lados paralelos)

N
\\

ol

trapézio isosceles trapézio retangulo
(os lados nao-paralelos sdo congruentes) (ha dois angulos retos)

N\

PARALELOGRAMO
(ha dois pares de lados paralelos)

N

H =
=] m [+]

~

LOSANGO RETANGULO
(os quatro lados sdo congruentes) (os quatro angulos internos sdo retos)
- 4
hd
C— o
[+] " [#]
QUADRADO

(os quatro lados sdo congruentes e os quatro angulos internos sao retos)
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CIRCUNFERENCIA

E o conjunto dos pontos de um plano que estio a uma distancia constante de um ponto fixo.

— diﬁ.metro —

OBS.: diametro = 2 X raio

1) Associe a coluna da direita a da esquerda:

Exemplo: 1D.

(1) ( A) Triangulo retangulo escaleno
(2) h ( B) Triangulo retangulo isosceles
(3) ﬁ ( C) Triangulo obtusangulo escaleno
(4)  ——" (D) Triangulo eqiiilatero
(5) m ( E) Triangulo acutangulo isosceles
(6) ; ( F) Triangulo obtusangulo isosceles

[T
(7)k ( G ) Circunferéncia
(8) B ( H) Paralelogramo

!
(9) B — o (1) Trapézio retangulo

(10) O (J) Retangulo

(1D éﬂi} ( K) Trapézio isosceles
(12) a (L) Quadrado

(13)-;' e (M) Losango

solugio: 1D, 2A, 3E, 4C, 5F, 6B, 71, 8K, 9J, 10G, 11M, 12H, 13L.

PERIMETRO
Perimetro de um poligono ¢ a soma das medidas de todos os seus lados.

2) Calcule o perimetro dos poligonos abaixo:
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Exemplo:
3im
1m 1m
3m Perimetro=1+3 + 1 +3 =[8 m]|
a) b) 9)
4 lom
2 o 4 cm 3kmy Y 2 bom 5 L
5 cm 3 kem 12
d) e) f)
2
1 OBS. oslades tém a
mesma medida 1 1 DB oz lados tém a
0,5 T T2 mesma medida
P 3 cm

solugdo: a)12cm b)14km ¢)30 d)6 e)l8cm f)20cm

3) Qual ¢ o perimetro de um quadrado de 7 m de lado?

solugdo: 28 m

4) D€ o perimetro de um triangulo eqiiilatero de 3,4 cm de lado.

solugdo: 10,2 cm

5) a) Use a régua flexivel para medir o raio (r) da circunferéncia e o comprimento (C) da
circunferéncia abaixo:

circunferéncia €= ----cm

raio r= ----cm

b) Efetue: C+(2.7r)

soluc@o: a) As medidas de C e » podem variar caso a xerocOpia reduza ou aumente o original, b) entretanto, C+(2.r) = 3,14.
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

O resultado da divisdo da medida da circunferéncia (C) pelo dobro do raio (») serda sempre
aproximadamente igual a 3,14. Tente repetir a atividade do exercicio anterior com circunferéncias
maiores ou menores para se convencer.

Na verdade, caso pudéssemos obter medidas exatas, C = (2. r) =3,141593...

Este nimero é chamado numero © (pi — letra do alfabeto grego) e ha matematicos que se
dedicam a calcular a maior quantidade possivel de casas decimais deste niimero irracional. Em 1999
obteve-se o valor de ® com mais de 51 bilhdes de casas decimais! Mas ndo se assuste, normalmente
usamos as aproximacdes w = 3,14 ou t = 3,1416.

Se C+ (2. r)=m, obtemos uma féormula de calculo para o comprimento da circunferéncia:

C=m.(2.r) ,oumelhor,

exemplo: Calcule o comprimento da circunferéncia de raio igual a 4cm.

solugdo: C=2nr
C=2mn4
C=8ncm

(Assim mesmo. Normalmente ndo substituimos m pelo seu valor aproximado, a ndo ser que o
enunciado do exercicio peca para fazer isto ou se desejamos saber o valor aproximado)

6) Calcule o comprimento da circunferéncia, dada a medida de seu raio:
a)r=20m b)r=7cm ¢c)r=6

solugdo: a)40rm b)l4ncm c)12x

CONCEITO DE AREA
Medir uma superficie significa compara-la com uma outra superficie tomada como unidade e
estabelecer quantas vezes a unidade cabe na superficie que se quer medir.
A medida mais comum para comercializagdo de terrenos em area urbana para construgao
residencial é de 12 metros de frente por 25 metros de comprimento:
12m 1 m? = um quadrado de 1 m de lado.

Observe que, quadriculando o terreno

de Ilmem 1 m, poderemgs “contar” 300 m?.
I

25m

25m

Estabelece-se uma medida padrdo neste caso:

o metro quadrado (m>):
11m
1m
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E claro que ndo vamos contar os quadradinhos um a um, pois basta multiplicar: 12 colunas
por 25 quadradinhos em cada coluna: 12 x 25 = 300 quadradinhos, ou 300 m?.
Do mesmo modo, ao dizer que o retingulo abaixo tem 12 cm? de 4rea, significa que nele

cabem 12 quadradinhos com 1 cm de lado:
1 2
e o \

Tp \ 1 em

1cm

4 em

7) Desprezando-se a espessura das paredes,dé a area de cada parte da construgdo de acordo com a

planta:
15m

01 Q2

a) Quarto QI
b) Quarto Q2
g ¢) Quarto Q3
3 d) Quarto Q4
e) Sala S
f) Cozinha C
Q3 Q4 c g) Banheiro B1
h) Banheiro B2
i) Area total construida
j) Area total do terreno

bd__l—'
— L

20m

solugdo: a) 16m> b) 13m? c¢) 12m? d) 12m?> e)
12 m?
)20 m? g) 6m> h) 6m?> i) 103m?> j) 300m>

AREA DE QUADRILATEROS
Retangulo:
[+] ” 0 area = base x altura

+ B (altura)

ou A=>bh

area = base x altura

A=bh ou

>
Il

o

=g

/ & (altura) / % / ;}x(altura)
, =

B (base) bibase)
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Quadrado:
o] t 0 area = lado x lado
+ * 7 (lado]l A= lad02 ou A= 12
[+] H [+]
z{lade)
Losango:

d (diagonal menor) A= Dd
2
A
D (diagonal maiot)

Ag=Dd
Agg =2.As 2
Trapézio:
b (base tenor)
: Ao (B+b)h
i (altura) - 7
B (baze mator)
e D
i h 5
:ﬁbﬁ‘—) = // = ‘ A~—=(B+b).h ~ (B+b).h
(paralelogramo) / N Aar=2.A~ 2
8) Calcule a area dos quadrilateros:
a) b) c)
O — =
o L [] : . 1 L2
+ +2m / 10 cmi/
I } F: [+] " [+]
15 cm 3km
e) f)
2,3m 4 cm

[o] .
15m \ / 3 o
[+ :

6.7 m & o
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g) h) )
[+ f 0 lllcrn
¢

a ol 2210 Ci1 3m
[+] o [+] }
Wem: TS Nlerpeeng Tm
i) k)
& H & 15m
__Sk_[n I = 3Um
:Gm
(=] i [+] ; 1. [
10 km 201m 10m

solugdo: a) 12m? b)150cm? ¢)9km?> d)24m?> e)6,75m? f)15cm?
g)100cm> h)30cm? i)21m? j)50km? k) 105m?> m)300m?

AREA DE TRIANGULOS
Tridngulo retiangulo:

B|(catets) A=

Bcateto)

: — A= 20t
\_ (retingulo) A@ =2 A/_\ 2

9) Calcule a area dos tridngulos dados:

a) b) c)

6 m Scm 10 m
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d) e) f)
30 km

20 ke Lom [/m

510 Cin
ol
30 cm

solugio: a) 15m? b)7,5cm?> ¢)50m?> d)300km? e)150cm? f) 1,28 m?
<

AREA DO CIRCULO

Observe a seqiiéncia abaixo. Suponha que um circulo inicialmente seja dividido em duas metades e,
em seguida, cada metade seja “fatiada” como um queijo. Colocando-se lado a lado estas “fatias”,
como mostra o desenho abaixo, obtemos uma figura muito proxima de um paralelogramo.

{paralelogramo)

TF
{metade da circunferéncia =27 # + 2)

circunferéncia = 2t
Quanto mais finas estas “fatias”, mais a figura se aproximara de um paralelogramo, como a direita.
Este paralelogramo tera base igual a metade da medida da circunferéncia e altura igual ao raio da
circunferéncia. A area do circulo serd igual a area do paralelogramo:

AO=A7=nrr=nr? — AD =rn#?

Exemplo: Calcule a area de um circulo cujo raio mede 3 m.
A =nr?

A =n.3?

A=n9-> A=9m’

10) Calcule a area dos circulos:
b)

10m 15 cm

oy

solugdo: a) 100r m? b) 2251 cm?
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NOCAO DE VOLUME
Medir o volume de um so6lido é compara-lo com um outro sélido dado como unidade de
medida e estabelecer quantas vezes esta unidade cabe no solido.

Uma caixinha de leite “longa vida” ¢ um bloco retangular cujas medidas internas sdo
aproximadamente 20 cm por 10 cm por 5 cm:

10 cm
Scm //
S
/
Considere um cubinho de 1 cm de lado como este:
Esta sera a nossa medida padrdo para o calculo do volume. A
chamaremos de centimetro cubico € o volume da caixa sera a
20 cm quantidade de centimetros cubicos que “cabem” nela.
L
e
g/
// ™ cada "fatia" = 10 x 5 cubinhos
7
P
(T
rd
P
rd
S

20 "fatiag"

Total = 10 x 5 x 20 cubinhos
Volume = 1000 ¢cm3

|/

Observe que ao calcular a quantidade de centimetros cubicos de cada “fatia”, estamos
calculando a area da face superior da caixinha. Chamamos esta face superior do bloco retangular (que
¢ idéntica a face inferior) de base. Deste modo, podemos dizer que o volume de um bloco retangular
¢ igual ao produto da drea da base pela sua altura, ou: V = Apase X altura.
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11) Calcule o volume contando quantos centimetros cubicos ( (P ) ha em cada bloco retangular:

a) b) 0)

solugdo: a)6cm’ b) 12cm® c¢)36 cm?

PRINCIPIO DE CAVALIERI

Faca a seguinte experiéncia: tome um ou dois magos de cartas de baralho empilhadas. Incline
o “monte”. Curve-o como a ilustracdo abaixo, a direita. O que acontece com o volume de papel?
Nada! Quero dizer, ndo importa se as cartas estdo empilhadas de modo “reto”, inclinadas ou “tortas”,
as cartas sdo as mesmas, logo, o volume de papel do qual sdo fabricadas ¢ o mesmo. Observe que a
altura do “monte” também n#o se altera.

Ha um fato matematico, conhecido como “Principio de Cavalieri”, do qual deriva o seguinte:
“Se dois solidos sdo tais que: sempre ocorre de as faces resultantes do corte de ambos a uma mesma
altura serem idénticas, entdo o volume dos dois sélidos é o0 mesmo”

=

L

PRISMAS E CILINDRO

Prismas sdo sélidos geométricos formados por duas “bases” poligonais idénticas e paralelas e
faces laterais quadrangulares planas, como se vé abaixo. Cilindro ¢ o s6lido formado por dois circulos
também idénticos e paralelos, unidos por uma infinidade de segmentos paralelos. A distancia entre
os planos das faces ¢ a altura do sélido.

A nomenclatura dos prismas deriva do nome de suas bases poligonais. Assim, se a base do
prisma € um pentagono, dizemos que € um prisma pentagonal, se a base ¢ um quadrilatero, dizemos
que o prisma ¢ quadrangular, etc. Informamos ainda se o prisma ¢ reto ou obliquo (inclinado):

prisma prisma
pentagonal pentagonal cilindro cilindro
reto obliquo reto obliquo
1
1
i ]
i :
i ' planos
 altura : paralelos
: altura
! ;
A :
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VOLUME DO PRISMA E VOLUME DO CILINDRO

Vimos que o calculo do volume de um bloco retangular, como a caixa de leite tipo “longa
vida” pode ser entendido como o produto da drea da base pela altura da caixa. Podemos concluir
também, do texto acima, que se a caixa for inclinada (obliqua), ainda assim a formula V = Apgse X
altura continuara valendo.

Na verdade, a formula V = Apyse X altura continua valendo mesmo que as medidas do bloco
ndo sejam inteiras, ¢ até mesmo quando a base ndo ¢ quadrangular (Isto pode ser demonstrado, mas
ndo o faremos).

Entdo, o volume dos prismas e do cilindro ¢ dado pela férmula:

V = Apase X altura
ou:

| V=Ape X H | onde H ¢ a altura do prisma ou do cilindro

Podemos dizer, ainda, que o bloco retangular ¢ um caso particular de um prisma reto com base
retangular.

Exemplo 1: Calcule o volume do prisma quadrangular reto abaixo:
Resolucao:

/ EASE:
' Calculo da area da base (retangulo)

E Jem A=ph

] o A=4x3=12cm?

Abase = 12 cm?

H=I= 11 cm
: Calculo do volume do prisma:
j_________ V = Apase - H

5 V=12x11

V=132 cm’

Exemplo 2: Calcule o volume do prisma triangular obliquo abaixo:
Resolucao:
Célculo da area da base (tridngulo)

[+ 2 2

Avpase =3 cm?
Célculo do volume do prisma:
V = Apase . H

V=3x7 >

Exemplo 3: Calcule o volume do cilindro reto abaixo:

~  t=5m Resolucio:

Mo =l Calculo da area da base (circulo)
A = nr?

A=nx5=nx25

Abase = 251 m?

H=1%m
Calculo do volume do cilindro:
V = Apase . H

R V=25t x15

D [=ssmw]
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12) Calcule o volume dos prismas e cilindros abaixo:

a) b)
: ,/-_\\
i B ASE (paralelogramo)
o
) 8 m
d)
ﬁéfﬁ]ﬁ%:SEEuadra-da):
[T ]
i gl o
H=%8m 5m
e) f)

BASE: BASE (trapézio):
A 2m
[+]
fcm 1m
H=7cm| ol
3m
g) h)

BASE (losango):

; 35cm

solugdo: a) 160m* b)24m’ ¢)864xm’ d)I18m?® €)63cm® ) 152m? g)35cm® h)54xcm?

CASOS PARTICULARES
Bloco Retangular  (prisma reto de base retangular ou “caixa de sapato™)

T o G

BASE .
Area da base Volume
e b A=a.b V =Abase . H
A=ab V =ab.c
i@
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Cubo
ﬂASE Area da base Volume
l A:ZZ V:Abase.H
i V=21
z I
i
13) Calcule o volume dos blocos retangulares e cubos:
a) b) c) d)
1,5m 3om
’ 1cm
2 cm
3com
1.5m 2.5 cm 3com
1,5m 4 tm 4.6 cm 3cm

solugdo: a)3,375m?® b)12cm® ¢)23cm® d)27 cm?

PIRAMIDES E CONE

Piramides sdo solidos geométricos formados por uma base poligonal e faces laterais
triangulares que se encontram no vértice da piramide. O cone tem base circular e a face lateral é a
unido dos infinitos segmentos cujas extremidades sdo a circunferéncia da base e o vértice do cone. A
distancia entre o vértice e o plano da base ¢ a altura da piramide ou do cone.

A nomenclatura das piramides deriva do nome de sua base poligonal. Assim, se a base da
piramide ¢ um pentagono, dizemos que ¢ uma pirdmide pentagonal, se a base ¢ um quadrilatero,
dizemos que a piramide ¢ quadrangular, etc. Informamos ainda se a pirdmide € reta ou obliqua
(inclinada):

pirdmide pirimide
quadrangular guadrangular cone cone
reta obliqua reto obliquo

] [ i
el

VOLUME DA PIRAMIDE E VOLUME DO CONE

O volume da pirdmide ou o volume do cone ¢ igual a terca parte do produto da area de sua
base por sua altura, ou seja:

V — Abm‘e X H
3

Esta formula ¢ valida mesmo se a pirdmide ou o cone forem obliquos.

onde H ¢ a altura da piramide* ou do cone.

*Ha videos, disponiveis na web, demonstrando esta formula. Vale a pena conferir!
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Exemplo 1: Calcule o volume da pirdmide:

Resolucao:
Célculo da area da base (tridngulo)

bh 53 15
Apgse = — = — =—

2 2 2
Calculo do volume:
15 15.8

V = Abase'H — ?8 — 2

3 3 3

Resolucao:

Calculo da area da base (circulo)
Abase =mr> =7 . 4> =16 m cm?
Calculo do volume:

A H 16rx.
y = A _ 1676

3 3

15

Apase = — cm
2

2

BASE
[2] BASE
2 om 4m
[+ [#]
& cm 2m
o
&m
e)
s BEASE (losango):

: 4 5m

£.21m

solugdo: a) 16cm® b) —m? ¢) 15tem® d)20cm’® ¢€)37,2cm® f) — wem?
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VOLUME DA ESFERA
Admitiremos* que o volume de uma esfera ¢ dado pela formula:

3 onde r € o raio da esfera

Exemplo: Calcule o volume de uma esfera de 6 cm de raio.

resolucio:
r=6cm
4 77 476 4r216° 4n72

V="7F— > v= =472z > | V=2887 cm’ |

3 3:3
*Ha videos muito interessantes, disponiveis na web, demonstrando esta formula!

17) Calcule o volume de uma esfera com 7 cm de raio.

1372

—7T
3

3

solugdo: = cm’.

18) O Diametro da Terra é de aproximadamente 13 Mm (megametros — 1 Mm = 1000 km). Calcule
o volume da Terra em Mm?.
2197

solugdo: O volume da Terra é aproximadamente igual a 7T Mm?.

APLICACOES
Sdo muitas as aplicagdes do céalculo de volumes. Os proximos exercicios sdo uma pequena amostra
destas aplicacdes.

19) Uma folha de papel retangular, de dimensdes 15 cm por 10 cm, teve quatro quadrados de 2 cm

de lado recortados nos quatro cantos do papel, conforme a figura abaixo:
2 cm 2 cm

e Rl |

: a) Calcule a area da folha antes de ter seus quatro
7 SRk e e e : : cantos recortados.

L10em ) Calcule a area do papel apos os cortes.
: : ¢) Imagine a caixa, sem tampa, que sera formada
TR TP r depois de dobrar a folha nas linhas pontilhadas e
2 om) calcule seu volume. (Se tiver dificuldade de
“enxergar” a caixa, recorte uma folha de papel
15 cm conforme o desenho ao lado ¢ monte.)

solugdo: a) 150 cm? b) 134 cm? c¢) 132 cm?

20) A piramide de Quéops, no Egito, tem por base um quadrado de
aproximadamente 233 m de lado e altura aproximadamente igual a
148 m. Calcule seu volume.

solugdo: A solugdo encontrada ¢ 2 678 257,3 m’, no entanto, como as medidas
fornecidas sdo aproximadas, podemos dar a resposta com um valor aproximado:
2 700 000 m? ou 2,7 milhdes de metros cubicos.
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21) P

a) Quantos cubinhos iguais a este: @ devem ser empilhados para
formar o bloco retangular ao lado?

b) Bolinhas de isopor foram coladas para formar o sé6lido ao lado:
Quantas bolinhas foram usadas?

solugdo: a) 160 cubinhos b) 210 bolinhas

22) Gramatura € o peso, em gramas, de 1m? de uma folha de papel.
Exemplos:  Sulfite comum: 75 g/m?

Cartolina escolar: 180 g/m?

Papel cartdo: 400 g/m?
a) Calcule a drea (em m?) de uma folha de sulfite tipo A4, cujas dimensdes sdo 0,210m por 0,297m.

Ac?

b) Determine o “peso” da folha de sulfite. Sugestdo: complete a “regra de trés” abaixo:

peso (g) area (m?)
75 1
x -

¢) Qual é o “peso” de uma resma (500 folhas) de papel sulfite A4?

d) Calcule o peso de uma folha de formulario continuo com gramatura 52g/m?
sabendo que suas dimensdes sdo 0,24m por 0,28m (ignore os furinhos laterais da
folha)

e) Calcule o peso liquido de uma caixa de papel continuo com 3000 folhas.

solugdo: ) 0,06237m?> b)4,67775¢g c¢)2338,875 g (aproximadamente 2,350 kg) d) 3,4944 ¢
e) 10483,2 g (aproximadamente 10,5 kg)

000000 0RO 00 0 20 O 200
LR R R R - R R R )

23) Um aparelho esterilizador de ar Sterilair ¢ eficiente para, no maximo, 20 m® de ar. Estes aparelhos
sdo muito usados em museus, pois impedem a proliferacdo de microorganismos que poderiam
danificar os objetos expostos. Quantos aparelhos seriam necessarios, no minimo, para manter puro o
ar de um saldo de 2,80 m de altura, por 4 m de largura e 7 m de comprimento?

solugdo: 4 aparelhos

SOLIDO DE REVOLUCAO
Soélido de revolugao € o sélido obtido pela rotacao de uma figura plana qualquer em torno de

um eixo. Exemplos:

‘\__f::’ i ®
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24) Associe corretamente as figuras aos solidos de revolug@o correspondentes:

a( ) b( ) c( ) d( ) el )

solugdo: a(3) b(5) c(1) d2) e)

25) Calcule o volume do cilindro e do cone resultantes da rotacao das figuras abaixo em torno de seu
eixo:

4,cm 4.cm

' 3cm ' 3cm
solugdo: a)36mcm® b) 121 cm?

FIQUE ATENTO!
As formulas que usamos para o calculo do volume de...
prismas e cilindros: V= Apuse * altura

A, xaltura

pirAmides e cones: V=< 3

funcionam mesmo se a base ndo for poligonal ou circular, desde que a area da base seja fornecida ou
possa ser calculada.

exemplo (1): Calcule o volume do sélido abaixo, sabendo que a area da base mede 27 cm?.
V = Apase X altura
V=27.9

Q cm
V=243 cm’
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exemplo (2): Calcule o volume do sélido abaixo, sabendo que a 4rea da base mede 12,45 m?, e a
altura, 2 m:

- 4,,.. xaltura
3
o 1245x2 249
3 3
V=249:3
Vy=83m’

26) Calcule o volume de uma piramide com 8 m de altura, cuja base tem 10 m? de area.

80
3

solugdo: V=

27) Calcule o volume da caixinha abaixo, sabendo que a drea da base mede 220 cm?:
5 cm

solugdo: V'=1100 cm?

MEDIDAS DE CAPACIDADE
Litro: Um litro é, por definicdo, a capacidade de um cubo com 10 cm de arestas internas:

10 cm _ O volume deste cubo é: ¥'=10° =1000 cm?
= 1 litro
Logo, [ 1000 cm® = 1 Jitro |
10 cm
10 cm
et . ., 1 litro
Mililitro: Um mililitro é a milésima parte de um litro, isto é: Iml= 1000
. 1000 cm’
Substituindo 1 /itro por 1000 cm?, temos: = W: 1 cm?®

Logo,

Quilolitro (1000 litros): O cubo abaixo foi construido empilhando-se 1000 cubos com 10 cm de
aresta, ou seja, cubos com capacidade igual a 1 litro:

10 % 10 cm 1 metro

g// 10 x10 cm 1 metro

10 x10 cm 1 litro 1 metro

Entdo, a capacidade de um cubo de 1 metro de aresta ¢ 1000 /itros.

Ou seja: | 1 m® = 1000 litros |
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RESUMO
1 cm
-> lem®=1ml
1 cm
1 cm
10 ¢cm
> 1000 cm® =1 litro
10 cm
10 cm
lm
= 1m3=1000 litros (ou 1 quilolitro)
1m
1m

28) As dimensodes internas aproximadas de uma lata cilindrica de 6leo de cozinha sao:
raio da base =4 cm
altura= 18 cm

a) Calcule o volume, em cm® (substitua & por 3,14).

b) D¢ a capacidade da lata em m/.

solugdo: a) 904,32 cm? (aproximadamente 900 cm?)  b) 904,32 ml (aproximadamente 900 ml)

29) As dimensoes internas de uma caixa de leite longa-vida (UHT) s@o aproximadamente: 6,3 cm;
16,6 cm; 9,6 cm. Calcule seu volume em cm?® e dé sua capacidade em ml.

solugdo: 1003,968 ml (aproximadamente 1000m/, ou seja, um litro)

30) Uma piscina tem 1,80m de profundidade, 14m de largura e 20m de comprimento. Calcule seu
volume em m® e responda: Quantos litros de 4gua sio necessarios para enche-la completamente?

solugdo: a) 504 mil litros

31) Calcule a capacidade, em litros, de uma caixa d’agua retangular de dimensées 1,2m por Im por
0,7m.

solugdo: 840 litros

32) Dado o tonel cilindrico de aguardente abaixo, responda:

L H=4m a) Qual é o seu volume, em m>?
! i b) Substitua & por 3,14 ¢ dé o volume aproximado do tonel.
: ia=laom ¢) Use o valor aproximado, obtido em (b) para dar a capacidade

’ : (em litros) do tonel.

solugdo: a) 6,257 m? b) 19,625 m? c¢) 19 625 litros
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33) O reservatorio de tinta de uma caneta esferografica ¢ um cilindro de diametro interno igual a 0,2
cm e 10 cm de altura.

a) Calcule seu volume em cm? (lembre-se que o raio » é a metade do didmetro)

b) Substitua & por 3,14 ¢ dé€ o volume aproximado do reservatdrio de tinta.

¢) Use o valor aproximado, obtido em (b) para dar a capacidade (em m/) do reservatorio de tinta.

solugdo: a)0,lrcm’? b) 0,314 cm’® ¢) 0,314 m/
34) Um reservatorio de combustivel de um posto automotivo ¢ um cilindro de raio igual a 1,5m e 6m
de altura. Calcule seu volume em m?, substitua 7 por 3,14 e dé sua capacidade em litros.

solugdo: 42 390 litros
35) Uma “casquinha” de sorvete é um cone como o desenho abaixo:

a) Calcule seu volume em cm?.

b) Substitua « por 3,14 e dé o volume aproximado.

c) Use o valor aproximado, obtido em (b) para dar a capacidade (em m/) da
“casquinha” de sorvete.

solugdo: a)30mrcm® b)942cm® ¢) 94,2 ml

36) Uma bola de basquete tem 30 cm de diametro (lembre-se: raio = didmetro + 2)
a) Calcule seu volume em cm?.
b) Substitua « por 3,14 e dé o volume aproximado.

c¢) Use o valor aproximado, obtido em (b) para dar a capacidade (em m/) da bola de basquete.

solugdo: a) 4500 tcm® b) 14 130 cm® ¢) 14 130 ml ou 14,130 litros.

37) Uma bola de sorvete tem 3 cm de raio. Calcule seu volume em cm?, substitua © por 3,14 e
responda: Quantos m/ de sorvete tem essas “bola”?

solugdo: 113,04 m/

AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas 2) O perimetro do poligono abaixo € igual a:
(cada uma das questdes a seguir tem apenas 7m
uma alternativa correta) dm
am
1) Qual é o nome da figura geométrica abaixo? 10m
a)3m
b)4m
c)6m
d) 10 m
e)24m
H 3) Qual ¢ o comprimento de uma
a) Triangulo escaleno circunferéncia com 3 m de raio?
b) Tridngulo isosceles a)3m
¢) Tridngulo retangulo b) 6 m
d) Triangulo eqiiilatero c)Sm
e) Tridngulo especial d)3nm

e)6mTm
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4) Se cada quadradinho tem 1 cm? de 4rea, qual

¢ a area da figura colorida de cinza?

a) 25 cm?
b) 32 cm?
¢) 46 cm?
d) 50 cm?
e) 54 cm?

5) Qual ¢ a area do quadrilatero abaixo?

Tm
0
am
-
9m
a) 19 m?
b) 21 m?
) 24 m?
d) 27 m?
e) 63 m?

6) Qual ¢ a area do tridngulo abaixo?

1,8 cm
3 om
a) 1,8 cm?
b) 2,7 cm?
¢) 3 cm?
d) 4,8 cm?
e) 5,3 cm?

7) Qual ¢ a area do circulo abaixo?

1.2 cm

a) 1,2 cm?

b) 1,44 cm?
¢) 1,2 mcm?
d) 2,4 cm?
e) 1,44 m cm?

8) O volume de cada cubinho como este: @ ¢
igual a 1 cm®. Qual é o volume do bloco
retangular abaixo?

A E A

a) 6 cm®

b) 10 cm?
c) 12 cm?
d) 24 cm®
e) 48 cm’®

9) Qual é o volume do prisma abaixo?

3m

a) 8,2 cm’

b) 12,4 cm®
c) 8,2 cm?
d) 12,4 cm’
e) 24,8 w cm?



Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Geometria Espacial Métrica 186

11) Qual é o volume do cubo abaixo?

2 cm
2 cm
2 cm
a) 16 cm®
b) 12 cm’
c) 8 cm’
d) 6 cm?
e) 4 cm®

12) Qual é o volume da piramide abaixo?

EASE

dm 2

a) 60 m?
b) 20 m?
¢) 12 m?
d) 10 m®
e) 4 m’

13) Qual é o volume do cone abaixo?

a) 48 cm®

b) 14 © cm?
c) 48 mcm’
d) 96 m cm®
e) 288 m cm’

14) Qual ¢ o volume de uma esfera de 2 cm de

raio?
8 3

a) — cm

) 3

b) 2w cm?

¢) 8z cm’
3

d) 32 cm’

3
e) 32 cm?

15) Qual ¢ o volume do sélido resultante da
rotagdo da figura abaixo em torno de seu eixo,
conforme indicado?

Sl
6?::111 i
V4 em

a) 10 cm?
b) 12 cm?
¢) 24 mcm?®
d) 32 cm?
e) 96 m cm’

16) Sabe-se que a area da base do s6lido abaixo
mede 12 cm?. Qual é seu volume?

.
[t sampe 2]
10 cin
i
e
a) 12 cm?
b) 22 cm?
¢) 10 © cm?
d) 12 cm?
e) 120 cm?

17) Uma piscina de lona plastica, para
criangas, tem as seguintes dimensoes:

1 m de comprimento
0,8 m de largura
0,5 m de profundidade

Sabendo que 1 m® = 1000 litros, responda:
Quantos litros de agua s@o necessarios para
enche-la completamente?

a) 4 000 litros
b) 2 300 litros
¢) 400 litros
d) 40 litros

e) 2,3 litros
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18) O reservatorio de tinta de uma caneta
esferografica ¢ um cilindro de diametro interno
igual a 0,4 cm e 10 cm de altura. Calcule seu
volume em c¢cm® (lembre-se que o raio r ¢ a
metade do didmetro), substitua @ por 3,14 e
responda: Qual ¢ a capacidade (em m/) deste
reservatorio de tinta?

a) 0,4 ml
b) 1,256 ml
c) 3,14 ml
d) 4 ml

e) 10 ml

questoes dissertativas
Resolva cada questdo abaixo de forma
completa e organizada, escrevendo todos os

calculos e destacando o resultado final.

19) Calcule a area de cada uma das figuras:

a)
+] t ]
+2cm

[+] H [+]

4 cm
b)
A

4 cm
9)
3cm

3|:=m

20) Bolinhas de isopor foram coladas para
formar o solido abaixo: Quantas bolinhas
foram usadas?

RESPOSTAS

DD  2)E  3)E  4C 5C 6B
7E 8§D 9E 100E 11)C 12)D
13)D 14D 15D 16)E 17)C 18)B
19) a) 8cm? b)6cm? ¢)9ncm? d) 6 cm?

20) 210 bolinhas
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FIGURAS PLANAS Circunferéncia
Retdngulo raio (comprimento)
g ' z
dE 1 & (altura)
- i Circulo (drea)

B (base)
drea = base x altura

| VOLUME DOs sOLIDOS GEOMETRICOS |

Paralelogramo: Prismas e Cilindro
i ‘ e
e (altura), S /@ e
. ] 4 planos
» (1; ) o 3 R /’/ almfai altura Ealtura —
ase 1 A : :
drea = base x altura e[ K o i (o B /
Quadrado: volume = drea da base x altura do sdlido
IR ]
* + I (lado)
Pirdmides e Cone
ol ] 3] E
I (lada) ;
drea = lado "ao quadrado” A=z|? )

i ] ; :
i AR
Losango: AN S E‘""

volume = drea da base x altura do sélido + 3

d (diagenal menot) V= Abase—xH
3
D (diagonal maior) Esfera
A= D.d
S 2 - 4 7 p°
Trapézio: = 3
b (base menot)
ik(altura) A = (B -;b)h r é o raio da esfera
B (base maior)
" R EQUIVALENCIA
Triangulo retangulo VOLUME < CAPACIDADE
1 ecm > 1emi=1ml
k| cateto) b.h
Az —= 1cm
S 2 1 cm
bicateto) —
10 cm
Tridngulo qualquer: > 1000 cm® =1 litro
10 cm
b 10 cm
Az — —
2 1m .
> 1m3=1000 litros
1m (ou 1 guilolitro)

b (baze) lm
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1] 1 2 J L | h i i 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réemua’ dentro da apostla de Geomeiria Bepacial Mairica.

0 1 2 3 L | L] [i] i L] a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réoua” dentro da apostila de Geometria BEspacial Méirica.

1] 1 2 3 L | h i i ] 9 110 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réemua’ dentro da apostla de Geomeiria Bepacial Mairica.

0 1 2 3 L | L] [i] i L] a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réoua” dentro da apostila de Geometria BEspacial Méirica.

] 1 2 3 4 L] 6 7 8 a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 M 22 23 24 25
Conserve esta "réoua’ dentro da apostla de Geomeiria Bspacial Méirica.

1] 1 2 3 L | h i i ] 9 110 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réemua’ dentro da apostla de Geomeiria Bepacial Mairica.

0 1 2 3 L | L] [i] i L] a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réoua” dentro da apostila de Geometria BEspacial Méirica.

1] 1 2 3 L | h i i ] 9 110 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Conserve esta "réemua’ dentro da apostla de Geomeiria Bepacial Mairica.
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GRAFICOS,

CONTAGEM E PROBABILIDADE

TABELAS E GRAFICOS
Num baile, perguntou-se a quantidade de filhos de cada casal presente. As respostas obtidas foram
listadas abaixo:

casal

e A S

Adriano e Patricia
Alexandre e Maria Clara
Antonio e Benedita
Clayton e Samira

Daniel e Claudete
Deivis e Roberta

Denis e Ana Paula
Donizete e Rita

Edvaldo e Rose

. Elyelson e Julienne

. Fabio e Fernanda

. José Carlos ¢ Ana Lucia
. José Nilceu e Lucianne
. Julio e Monica

. Leandro e Paula

. Lucas e Alessandra

. Luis Carlos e Clara

. Luiz Roberto e Eliana

. Mateus ¢ Rosana

. Maximiano e Raissa

. Natal e Mariana

. Nelson e Marineide

. Rodrigo e Marcela

. Sérgio e Neusa

. Tarciso e Silvia

. Tassio ¢ Andréia

. Tiago e Marlene

. Valdeir e Ana Maria

MEDIA
Para calcular a média de filhos dos casais, somamos todos os filhos de todos os casais e dividimos
essa soma pela quantidade de casais pesquisados (os 28 casais presentes no baile)

quantidade de filhos
3

N AANWONNDWWRNDNERL DN, WD~ WO~ O WN -~

1) Some os filhos de todos os casais e divida por 28 para obter a média de filhos por casal deste baile
(aproxime o resultado para duas casas decimais)

solugdo: 2,21 filhos

2) Quantos casais t€ém mais filhos que esta média?

solugdo: 11 casais

3) Quantos casais t€ém menos filhos que a média?

solugdo: 17 casais
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TABELA DE FREQUENCIA

Embora mais completa, uma lista como apresentada acima dificulta a obtencdo de dados importantes
sobre o grupo, como vocé deve ter notado nos dois exercicios anteriores.

4) Conte quantos casais ndo t€m filhos, quantos tém apenas um filho, quantos t€ém dois filhos, etc. e
complete a tabela abaixo:

TABELA DE FREQUENCIA solugio:
Quantidade FREQUENCIA Quzntfifligde PR%QEECI;‘TCIA _
de filhos | (quantidade de casais) delt OS (quantida ; £ casais)
0 3 1 5
1 2 ]
] 7
2 4 3
3 5 0
4 Observe que o 3 1
5 total deve ser total 28
6 de 28 casais
total

CALCULO DA MEDIA A PARTIR DE UMA TABELA DE FREQUENCIA

Se tivéssemos apenas a TABELA DE FREQUENCIA que vocé completou no exercicio anterior po-
deriamos também obter a média de filhos dos casais, do modo a seguir:

Quanti- | FREQUEN-
dade CIA
de filhos | (quantidade de
casais)
0 3 — (3 casais com “0 filho”) =3 x0= 0
1 5 — (5 casais com 1 filho) —» 5x 1= 5
2 9 — (9 casais com 2 filhos) — 9 x 2= 18
3 7 — (7 casais com 3 filhos) —» 7x 3= 21
4 3 — (3 casais com 4 filhos) > 3 x 4= 12
5 0 — (0 casal com 5 filhos) > 0x5= 0
6 1 — (1 casal com 6 filhos) —» 1 x 6= 6
total 28 casais soma: | 62  fi-
lhos

média = 62 filhos + 28 casais = 2,21 filhos por casal

5) a) Calcule a nota média obtida por uma turma do colégio em uma avaliagdo de Matematica, a
partir da tabela de freqiiéncia abaixo:

Nota | FREQUENCIA | b) Quantos alunos superaram a media da turma?
2 1

¢) Se a nota minima para aprovagao € 5, quantos alunos foram aprovados?

solucdo: a) 6,2 pontos
b) 16 alunos
c) 30 alunos

O[R[N |- W
N [(Q| Q| Q[ |~
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6) a) Calcule a média de pontos obtida numa prova objetiva de conhecimentos gerais por candidatos
ao cargo de auxiliar de escritorio da prefeitura de Juquieté.

Nota | FREQUENCIA | b) Qual é a nota mais freqiiente?

2 1

7 2 ¢) Se anota minima para aprovagao ¢ 15 pontos, quantos candidatos foram

10 7 aprovados?

11 24

12 26

13 20 lugdo: a) 12,33 pont
solugao: a 5 pontos

15 16 b) 12 pontos

17 3 ¢) 20 candidatos

20 1

GRAFICO DE BARRAS

Veja como ficam os dados da Tabela de Freqiiéncia da quantidade de filhos por casal do baile arru-
mados num grafico de barras:

Frequéncia

—_

W h OO N 00O O

Quantidade de filhos por casal
participante do baile

JIIII =
0 1 2 3 4 5

6
Quantidade de filhos

7) Observando o grafico acima, responda: Qual ¢ a quantidade de filhos mais freqiiente?

solugdo: 2 filhos

8) Construa o grafico de colunas relativo a tabela do exercicio 5, conforme o modelo:

_ Nota obtida pela turma na avaliagdo de Matematica

solugdo:

Frequencia
O = k3 W s h @m0

Frequéncia
[ A R S -
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CALCULO DA MEDIA A PARTIR DO GRAFICO DE BARRAS

E possivel calcular a média a partir do grafico de barras. Observe como ¢ feito usando ainda o exem-
plo da pesquisa realizada entre os casais do baile:

soma = 28 casals

9 casas

7 casals

5 casals

m

|
3 casas
3 casals

[N
1 casal
|

0 casal

o

¢ o jo+— (SOTY ¢ U0 STESED ) «— w

9 =Q x [ — (SOY[J QUICT TeSED [)e— mH

C =] xC «— (OU[ [ Wrod STESED () ¢— —
Fl=f »x g« [(SOU[Y { W00 SIESED ) e— &
0 =G x(+« [(SOY[JCUWod [ESEI[)«—

0 =0 = e [ OUIFQ, Wod STEfed ) e— o
Bl=7 x § « (SOY[F 7 WOD STEFT §) e— 12

Iz

—
LU

soma = 62 filhos

9) Perguntou-se aos alunos de uma sala de aula a quantidade de irméos. As informagdes foram orga-
nizadas no grafico abaixo:

Quantidade de irmaos dos alunos

7 4

4 4

i

1] I

1 4

0 4 T T T T T -:\
0 1 2 3 4

Irmdos

Calcule a quantidade média de ir-
maos dos alunos desta sala.

Frequéncia
oM

solugdo: 1,32 irmaos
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10) (ENEM 1998) Uma pesquisa de opinido foi realizada para avaliar os niveis de audiéncia de al-
guns canais de televisdo, entre 20h e 21h, durante uma determinada noite. Os resultados obtidos es-
tao representados no grafico de barras ao

lado: 100

a0

O numero de residéncias atingidas nessa
pesquisa foi aproximadamente de:

(A) 100 o0

(B) 135

40

(C) 150

M® de residéncias

(D) 200 20 1+ —

(E) 220

A percentagem de entrevistados que declara- TvA TvB ™G TvD  Nenhum
ram estar assistindo a TvB ¢ aproximada- canal
mente igual a:

(A) 15%

(B) 20%

(©) 22%

(D) 27%

(E) 30% solugdo: D, A

TAXA PERCENTUAL «> FREQUENCIA RELATIVA

No exercicio 4 vocé construiu uma tabela de freqiiéncia do niumero de filhos dos casais pre-
sentes no baile. Considere os casais que tém, por exemplo, 3 filhos.

A quantidade de casais que tém 3 filhos, isto ¢, 7 chamaremos freqiiéncia absoluta.

A taxa percentual dos casais que tém 3 filhos, relativamente a quantidade total de participantes
da pesquisa ¢ chamada freqiiéncia relativa. Para calculé-la, dividimos a quantidade de casais que
tém 3 filhos pela quantidade total de casais, depois multiplicamos o resultado por 100:

Freqiiéncia relativa dos casais com 3 filhos = __quantidade de casais com 3 filhos  x 100
quantidade total de casais pesquisados

ou seja: freqiiéncia relativa = % x100 = 25%

Assim, podemos acrescentar aquela tabela uma coluna com a freqiiéncia relativa em cada caso
(aproximagdes sdo quase sempre necessarias)

TABELA DE FREQUENCIA

Quantidade | FREQUENCIA | FREQUENCIA
de filhos | ABSOLUTA | RELATIVA

0 3 10,71% (3 +28 x100)

1 5 17,86% (5 +28x100) A soma das frequéncias re-
2 9 32,14% (9 +28 x 100) lativas deve ser sempre igual
3 7 25,00% (7 28 x 100) a 100%. Pequenas diferen-
4 3 10,71% 3+28x10 ¢as podem ocorrer devido as
5 0

6 1

0.00% (0+2 aproximagoes
3,57% 100)
=

total 28 100%
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11) Complete a tabela de freqiiéncias das notas obtidas por uma turma do colégio em uma avaliacao

de Matematica (aproxime para duas casas decimais):

Nota | FREQUENCIA | FREQUENCIA
ABSOLUTA RELATIVA
2 1 2.86% solugdo:
3 1 Mota | FREQUENCIA | FREQUENCIA
ABSOLUTA | RELATIVA
4 3 2 1 2 56%
5 7 3 1 286%
4 3 857 %
6 7 5 7 20,00%
7 7 [3 7 20,00%
8 7 7 7 20,00%
3 7 20,00%
9 2 9 2 571%
total 35 total 35 100%

12) Observe o grafico da questdo 9 e, a partir dele, complete a tabela de freqiiéncias absoluta e rela-

tiva, conforme o modelo:

irmdos | FREQUENCIA | FREQUENCIA
ABSOLUTA RELATIVA solugo:
0 irmfos | FREQUENCIA | FREQUENCTA
ABSOLUTA | RELATIVA
1 0 7 25 00%
2 1 i 39.29%
3 z B 21 43%
2 3 3 10.71%
4 i 0,00%
5 5 1 357%
total total 26 100,00%
13) (ENEM 2005) A escolaridade e
dos jogadores de futebol nos gran- Total: 112 jogadores
des centros ¢ maior do que se ima- 54
gina, como mostra a pesquisa | %0
abaixo, realizada com os jogadores | 40
. > 14 16 14 14
profissionais dos quatro principais | gp
clubes de futebol do Rio de Janeiro. 0
De acordo Co_m esses dados, o per- Fundamental  Fundamental Médio Médio Supenor
centual dos jogadores dos quatro incompleto incompleto incompleta
clubes que concluiram o Ensino
Médio é de aproximadamente: (O Glabo, 24/7/2005.)
(A) 14;%’- Dica: Os estudantes que chegam
(B) 48 f" ao Ensino Superior também tém
(©) 54%. o Ensino Médio completo.
(D) 60%.
0. solugdo: D
E) 68%
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GRAFICO DE BARRAS COM FREQUENCIA RELATIVA
E construido da mesma forma que os anteriores. Como exemplo, apresentamos o grafico de freqiién-
cia relativa da pesquisa da quantidade de filhos dos casais participantes do baile:

Quantldade FREQUENCIA Quantidade de filhos por casal
de filhos RELATIVA participante do baile
0 10,71%
1 17,86% 50.00% 1
2 32,14% g 2000%
3 25,00% 5 20.00%
4 10,71% g 2000%
5 0,00% g 100
6 3,57% g 10071
total 100% 0%
0,00% -

0 1 2 3 4 5 6
Quantidade de filhos

14) Construa o grafico de barras da freqiiéncia relativa da quantidade de irmaos dos alunos baseando-
se na tabela que vocé construiu no exercicio 12. solugio:

45,00% - Quantidade de irm&aos dos alunos
40,00%
g 35,00%
| 30,00%
E 25,00%
E 20,00% A
15,00%
- 10,00%
5,00% 1
0,00% +

0 1 2 3 4 3
Immidos
CALCULO DA MEDIA A PARTIR DE GRAFICO COM FREQUENCIA RELATIVA
Calculamos do mesmo modo como fizemos no caso do grafico de freqiiéncia absoluta. A diferenca ¢
que a soma das freqiiéncias relativas ¢ sempre 100% (ou proxima de 100%).
Como exemplo, calcularemos novamente a quantidade média de filhos dos participantes do baile:
soma = 100%
.
40 po% - = .
35 0% - .
30 00% — =
i =
25 00% m
20 00% +— § & =
1500% +— =
= == 3]
1000% = o —
° DD% _I I 8 : B
000% A —= /|
a 1 2 3 4 5 B
i i l l l 1 l
= s 8 OR 3 £ o
= 3 = b= = = =
e X X e P x %
= — [ o) e n .
1] I 1l 1l 1l 1l I
‘g .,: “% :Gm] “% ug )
) [ea] [ Ll (=) Lo o
(=3} [=a] (=] = =
L. > J
b
soma = 2214
média =221,4 + 100 =2,21
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15) (ENEM 1999) Um sistema de radar é programado para registrar automaticamente a velocidade
de todos os veiculos trafegando por uma avenida, onde passam em média 300 veiculos por hora,
sendo 55 km/h a maxima velocidade permitida. Um levantamento estatistico dos registros do radar
permitiu a elaboracgdo da distribuicao percentual de veiculos de acordo com sua velocidade aproxi-

mada. A5 10

A velocidade média dos veiculos que tra- __ 40

fegam nessa avenida ¢ de: = %E’ )

(A) 35 km/h 8 %g 7

(B) 44 km/h 2 15 ]

(C) 55 km/h S 104

(D) 76 km/h 2

(E) 85 km/h solugdo: B 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Velocidade (km/h)

GRAFICO DE SETORES CIRCULARES
Outra maneira de apresentar dados de uma pesquisa ¢ por meio de um grafico circular, tipo “pizza”.
Por exemplo: uma pesquisa sobre a preferéncia musical de 50 pessoas numa festa:

Preferéncia musical dos convidados a festa

B sertanejo
@ rock

O MPB

O outros

Vejamos como construir um grafico deste tipo, tendo como exemplo a pesquisa da quantidade
de filhos por casal do baile:

Inicialmente precisamos do célculo da freqiiéncia relativa dos dados. Ja fizemos isto em um
exemplo anterior:

Filhos | FREQUENCIA | FREQUENCIA | Depois calculamos o “tamanho” de cada fatia, ou seja, a me-
0 ABSO?’LUTA RELATI:/A dida do angulo central de cada setor, por meio da “regra de
i 5 13;; ;" trés”, considerando que 360° equivalem a 100% (ou, se prefe-
220 rir, multiplicar a frequéncia relativa por 360° + 100, que ¢ a

g 2 32,14% medida do angulo de uma unidade percentual!).

25,00% A :
4 3 10.71 0/: Por exemplo, para calcular o angulo central x do setor que in-
3 0 0,00% dicara a quantidade de casais que nao tém filhos:

6 1 3,57% _»__10,71% — 7 = 360° - 10, %1 — x=39°

total |28 100% 360°  100% - 100
(ou: x = 10,71 x 360° + 100 = 39°)

Note que: 1) Aproximagdes sdo quase sempre necessarias.

2) O grafico de pizza ndo ¢ adequado quando temos dados com frequéncia muito
baixa — pois o angulo central ¢ muito estreito, dificultando sua visualizagao.
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Deste modo, obtemos o seguinte:

Quantidade | FREQUENCIA | FREQUENCIA | ANGULO
de filhos | ABSOLUTA | RELATIVA | CENTRAL

0 3 10,71% 39°

1 5 17,86% 64°

2 9 32,14% 116°

3 7 25,00% 90°

4 3 10,71% 39°

5 0 0,00% 0°

6 1 3,57% 13°

total 28 100% 360°

Agora, tragamos uma circunferéncia e um raio

para servir de referéncia:

Primeiro assinalamos (com auxilio de um
transferidor) a abertura do setor que representa

os casais sem filhos, ou seja, 39°.

i il

Retiramos o transferidor:

(= 10,71 x 360° + 100)
(= 17,86 x 360° + 100)
(= 32,14 x 360° + 100)
(= 25,00 x 360° + 100)
(=10,71 x 360° + 100)
(=0,00 x 360° = 100)

(= 3,57 x 360° + 100)

=

observe que a soma deve
ser igual a 360°

|

Pronto, a primeira divisao esta feita:

fico:
Quantidade ge casais por himero defilhos

L 3
L2 2]

¥ semfilhos
% 1 filho

# 2 filhos

H 3 filhos

#® 4 filhos

W 5 filhos

% 6 filhos

Tracamos uma semi-reta desde o centro da cir-
cunferéncia até a marca dos 39°:

Procedemos do mesmo modo para tragar os se-
tores que representam os casais com um filho,
dois filhos, etc. Depois colorimos cada area,
fazemos uma legenda e damos o titulo ao gra-
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16) Calcule o angulo central de cada setor do grafico circular das notas obtidas por uma turma do
colégio em uma avaliacdo de Matematica (aproxime para duas casas decimais):

Nota | FREQUENCIA | FREQUENCIA | SETOR
ABSOLUTA RELATIVA | CIRCULAR .
solugdo:
2 1 2,86% 10° Tota | FREQUENCIA | FREQUENCIA | SETOR
3 1 2,86% ABSOLUTA | RELATIVA | CIRCULAR
4 3 8,57% 2 1 286% 10°
3 1 256% 10°
Bl 7 20,00% 4 3 857% 31°
6 7 20,00% 5 7 20,00% 7
7 7 20,00% 6 7 20,00% 720
7 7 20,00% [
8 7 20,00% 8 7 20,00% 7
9 2 5,71% 9 2 571% 21°
total 35 100,00% total 35 100,00% 360°

17) (ENEM 2005) Moradores de trés cidades, aqui chamadas de X, Y e Z, foram indagados quanto
aos tipos de polui¢do que mais afligiam as suas areas urbanas. Nos graficos abaixo estdo representa-

das as porcentagens de reclamagdes sobre cada tipo de polui¢do ambiental.
Y

A7 Lixo

I Poluigio do ar

[ | Esgoto aberto
L%, Dejetos toxicos
B Poluigiio sonora

13%

Considerando a queixa principal dos cidaddos de cada cidade, a primeira medida de combate
a poluicao em cada uma delas seria, respectivamente:

X Y Y4
(A) | Manejamento de lixo Esgotamento sanitario Controle emissdo de gases
(B) | Controle de despejo industrial | Manejamento de lixo Controle emissao de gases
(C) | Manejamento de lixo Esgotamento sanitario Controle de despejo industrial
(D) | Controle emissdo de gases Controle de despejo industrial | Esgotamento sanitario
(E) | Controle de despejo industrial | Manejamento de lixo Esgotamento sanitario
solugdo: E

DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS AGRUPADA EM CLASSES
Nem sempre os resultados possiveis de uma pesquisa se resume a um pequeno conjunto de
numeros inteiros como, por exemplo, quantidade de filhos, notas obtidas numa prova objetiva, etc.
Se pesquisarmos a estatura de um grupo de pessoas podemos obter um conjunto muito grande de

resultados diferentes.
Suponhamos que um exame biométrico feito numa turma de 8* série tenha obtido os seguin-
tes dados com relacdo a estatura dos alunos:

2 alunos com 138 cm.
2 alunos com 139 cm.
3 alunos com 141 cm.
2 alunos com 143 cm.
5 alunos com 145 cm.
3 alunos com 148 cm.
5 alunos com 150 cm.

6 alunos com 153 cm.
4 alunos com 155 cm.
8 alunos com 159 cm.
4 alunos com 162 cm.
5 alunos com 165 cm.
2 alunos com 167 cm.
1 alunos com 169 cm.
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O grafico de barras relativo a esta lista ¢ muito trabalhoso para ser desenhado. Além disso, pelo ex-

cesso de informagdes, € pouco esclarecedor. Veja so:

Frequéncia

N W » 01 O N 0 ©

Estatura dos alunos da 82 série

o =
1 1

138 139 141 143 145 148 150 153 155 159 162 165 167 169

Estatura, em cm

Em situa¢des como esta usamos agrupar os dados em classes.

Vamos agrupar as estaturas em intervalos de 5 cm, a comegar com a estatura de 135 cm:

Classes de | Freqiiéncia
estatura
135 ——140 4
140 —— 145 5
145 —— 150 8
150 —— 155 11
155 —— 160 12
160 —— 165 4
165+—170 8

(=2 alunos com 138 cm + 2 alunos com 139 cm)
(=3 alunos com 141 cm + 2 alunos com 143 c¢m)
(=5 alunos com 145 cm + 3 alunos com 148 cm)
(=5 alunos com 150 cm + 6 alunos com 153 cm)
(=4 alunos com 155 cm + 8 alunos com 159 cm)
(=4 alunos com 162 cm)

(=5 alunos com 165 + 2 alunos com 167 cm + 1 aluno com 169 cm)

O simbolo 155 +—— 160 indica que neste intervalo estdo incluidos os alunos de estatura maior ou
igual a 155 cm até aqueles cuja estatura ¢ menor que 160 cm.

18) Um teste de inteligéncia foi aplicado a 100 alunos e o rol * das notas obtidas foi :

* rol € um conjunto de dados estatisticos em ordem crescente. A ordenagdo dos dados facilita o

60 |62 |63 | 63| 64| 66| 67| 67| 68| 70
70 (71|72 | 72| 72| 73| 73| 73| 73| 73
74 |74 |74 | 75| 75| 76| 76| 76| 76| 78
78|78 |78| 78| 78| 79| 80| 81| 81| 81
81[81|82| 82| 82| 82| 83| 83| 83| 83
83|83 |84 | 84| 84| 8| 8| 8 | 8| 85
86 |86 |86 | 86| 8| 8 | 86| 87| 87| 88
88189 |89| 90| 90| 90| 91| 92| 92| 92
92193194 | 94| 95| 95| 95| 96| 96| 98
98 198 | 98 | 101 | 102 | 103 | 103 | 103 | 105 | 108

agrupamento em classes, como vocé vera neste exercicio.

Complete a tabela de freqiiéncia agrupada em classes com intervalo de 5 pontos (diz-se também: de

amplitude igual a 5 pontos)
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Classes Freqiiéncia
60 — 65 5 solugdo:
65—70 Classes Frequéncia
50— 65 5
0—75 €5 — 70 4
75— 80 T ™
80 — 85 75— 80 13
85+—90 80— 85 19
85— 90 18
90 — 95 e o
100 —— 105 100 — 105 5
105 —110 105 — 110 2
HISTOGRAMA

O “grafico de barras” de uma distribuicdo de dados agrupados em classes ¢ chamado histograma.
Voltemos ao exemplo anterior, da estatura dos alunos:

Classes de | Freqiiéncia
estatura
135 —— 140 4
140 —— 145 5
145 —— 150 8
150 — 155
155 —— 160
160 — 165
165+—170 8
O histograma destes dados € o seguinte:
14 Estatura dos alunos
12
10
E
B 6
4 -
2 -
|:| .

134 140 144 140 144 160 164 170

Estatura emcm

19) Construa o histograma referente aos dados do exercicio 18, conforme o modelo:
Quoeciente de Inteligéneia
04
18 <
solucdo

:II i Quociente de Inteligéncia

12

10
a

Frequéncia

L= S L

G0 B5 YO 75 B0 85 80 95 100 105 110 T80 65 70 75 E0 85 90 95 100 105 110
Q. alL
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CALCULO DA MEDIA DE DADOS AGRUPADOS EM CLASSES

Vamos calcular a média das estaturas dos alunos a partir do histograma.
Primeiro, € necessario calcular o ponto médio de cada classe.
O ponto médio de uma classe ¢ igual a média aritmética das extremidades, ou seja, para cal-

cular o ponto médio da classe 135 —— 140, faga: 135; 140 = 2;5 =137,5.

14 Estatura dos alunos

12
10

Frequéncia

g
G
4 -
7 4

135 140 145 140 144 160 165 170

g S S
s = s

2 g 2 8 3 g B
5 = =4 =1 =1 =4 =1
o < o 2 2 < 2
5 & 5 5 B & B
o o
= = 22 e e = e
o = = o o 2 o
I I I Il I I I
— —
0 = I o o & =
LLh = Lh = h = n
ol I L S C RERCY VR )
—_ — — it ke — i
i~ P Lh n o Al 1
= n &= ol = n =
I I I I Il I I
&2 £ o2 i8] [ b L
S | [ RS R ) B=T 0 L E N
Lh Lh Lh h Lh h h
I I I I I Il I
— el —_— Lo
L &= = s > o =
=l fxs =l X < ey <
h e h in in h in

O célculo da média ¢ executado do mesmo modo como fizemos para os graficos de barras:

soma = 52 alunos

A

12

He
He

Frequéncia

135 140 145 140 155 160 165 170

a0 M3 X ® a4
Lh i Lh in in = i
x " * b * = »
s Lh [e's} — = +a 2]
—
I Il 1l Il Il
-1 — I I <h —
a — — — = Lh (W3]
= 3= oo 3 % = I
n = 3 = =
[
L v A
soma = 8000

Média = 8000 + 52 =| 153,85 cm
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Adverténcia: o calculo da média obtido desta forma, a partir de dados agrupados em classes ou a
partir do histograma, difere um pouco da média real, calculada a partir dos dados sem agrupamento.
No entanto, muitas vezes ndo se tem acesso aos dados em si, e apenas o calculo desta média aproxi-
mada ¢ possivel. Além disso, quanto menor os intervalos de classe, melhor esta aproximacao, que, de
qualquer modo, ¢ uma aproximagio razoavelmente boa da média real.

20) calcule o Quociente de Inteligéncia médio a partir do histograma obtido no exercicio 19.

solugdo: média = 83,70

POLIGONO DE FREQUENCIA

Ligando os pontos médios da extremidade superior de cada barra o histograma obtemos o poligono

de freqiiéncia.
14 7
12
1a

Estatura dos alunes

Frequéncia
o

D -
130 135 140 145 160 155 160 165 170 175
Estatura, em cim

Acrescente mais um intervalo de classe a esquerda e a direita do histograma, assinale os pontos mé-
dios do topo de todos os intervalos e trace a linha poligonal com inicio no ponto médio do primeiro
intervalo de classe e término no ponto médio do ultimo.

21) Trace o poligono de freqiiéncia sobre o histograma do exercicio 20.

1 - Quociente de Inteligéncia

18
16
14 7
12 1
10 4
g
5 -
4 A
2

Frequéncia

0
55 B0 B 70 75 B0 85 90 95 100 105 10 115
solugio: al.

GRAFICOS DIVERSOS
Ha muitas outras maneiras de se representar dados graficamente, mas em geral sdo apenas variagdes
dos graficos que estudamos anteriormente. Resolva os exercicios a seguir.
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22) No desenho vocé vé o grafico que relaciona a quantidade de gasolina no tanque de um automével

durante uma viagem.
Gasolina

[Litros)
a0 L
—

45

40
35 e

30 e
25
20 ™

15 \

10 Pty

T

20 40 a0 50 100 130 140 160 130 200 220 240 260 280 300  Distincia (ki)
a) Qual ¢, aproximadamente, a capacidade do tanque deste automovel?
b) Quantos litros de combustivel havia no tanque quando teve inicio a viagem?
¢) Depois de quantos quilémetros o motorista parou para encher o tanque pela primeira vez?
d) Qual a maior distancia percorrida pelo automével na viagem sem parada para abastecimento?
e) De quantos quilometros foi a viagem completa?

solugdo: a)50/ b)15/ c)depoisde80km d)160km e)300km

23) “Teste feito por uma associacdo de defesa do consumidor (Pro Teste) com seis tipos de shakes
vendidos como substitutos de uma ou duas refei¢des mostrou que os produtos sdo desbalanceados
quando comparados com as quantidades de nutrientes de uma refei¢do equilibrada. (...) ‘Nenhum
deles segue um balanco energético de uma refeicao que supra as necessidades de uma pessoa, mesmo
em dieta’, explica Alessandra Macedo, coordenadora da area técnica da Pro Teste.

‘Eles trazem uma quantidade as vezes grande de carboidratos, para dar mais sabor, o que vai contra
o emagrecimento (...)°, afirma a nutricionista Daniela Silveira, pesquisadora da Universidade Federal
de Sdo Paulo (Unifesp). ‘A pessoa emagrece enquanto toma. Assim que parar, engorda de novo.’
Segundo ela, mesmo para quem esta em dieta, a propor¢ao da piramide alimentar ndo deve ser modi-
ficada, ou a pessoa podera ter problema de intestino, colesterol, se sentir fraca ou perder massa mus-
cular. ‘Precisamos de cerca de 55% de carboidratos, 15% de proteinas ¢ 30% de gordura. Em uma
dieta, restringimos as quantidades, mas mantemos a proporgdo’”’

ANALISE NUTRICIONAL

W carboidratos @ proteinas O gorduras

Balango Diet
Ideal Herbalife Slim Fast Diet Way Bio Slim In Natura Shake
68
62 61 67
55 43
4340 ,
30 8 5 7 o 6
5 7 4
0 6 6

(extraido do Jornal “O Estado de Sdo Paulo” de 23/01/2006).
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a) De acordo com o texto, nenhum dos shakes acima apresenta proporcdo ideal entre carboidratos,
proteinas e gorduras. Alguma marca de shake ao menos se aproxima da proporg¢ao ideal? Justifique.

sugestdo: As marcas Diet Way e In Natura sdo as mais proximas do ideal, no que se refere aos carboidratos. A marca Diet Way ¢ a que
mais se aproxima do ideal no que se refere as proteinas; e a marca In natura ¢ a mais proxima do ideal, quando consideramos a propor¢ao
de gorduras. Logo, nenhuma marca apresenta um balanc¢o proximo do ideal. O problema ¢ que, ao aumentar a propor¢do de um dos
nutrientes, automaticamente se diminui a proporgao dos outros dois.

24) “Quadris finos e cintura bem-cuidada parecem ser a melhor protecdo contra ataques cardiacos, de
acordo com um estudo publicado ontem na revista cientifica britdnica The Lancet. Segundo os pes-
quisadores, a proporcao entre a circunferéncia do quadril e a medida da cintura ¢ o melhor prognostico
para risco de ataque cardiaco, mais do que o Indice de Massa Corporal (IMC), calculado pelo peso
dividido pela altura ao quadrado. ‘Esse estudo mostra que medir a proporg¢do cintura0-quadril é trés
vezes mais eficaz para prever o risco cardiaco que a tradicional medida do IMC. esta evidéncia sera
a melhor maneira de identificar pessoas com risco e ajudar a evitar um ataque cardiaco’, disse o
médico Charmaine Grifiths, da British Heart Foundation, que ndo estd envolvido na pesquisa. O n-
dice de Massa Corporal é baseado no peso e na altura (IMC = peso =+ altura?). Nao leva em conta
quanto a pessoa ¢ musculosa ou onde se encontra a gordura, disse Arya Sharma, professor de medi-
cina da Mc-Master University e co-autor do estudo. um atleta e um viciado em televisdo podem ter
classificagdes de IMC similares, observou.”

Como calcular

cintura , . Indices médios

———— =1indice Quant is bai Ih
quadril uanto mais baixo, melhor
a gordura do abdome produz os horménios que

podem causar diabete, pressao alta ¢ aumento

de lipidios no sangue. Ameérica do Sul — (0,34
Criente Méd;ln — 0,93 Ideal
Peso Altura .L":'LE[']J:E. — D,5'2 Para
(kg) (metro) _ 0,91 et
América do Norte — 0,90 «———
Sudeste asiatico — (0,89
Cintura China — g,gg Ideal
; : para
Quadril 0.36 e i
085 ———

(extraido do Jornal “O Estado de Sdo Paulo” de 05/11/2005).

a) Em qual continente moram as pessoas com menor risco de ataque cardiaco? Formule uma hipotese
para este fato.

b) Um homem com 98 cm de cintura e 105 cm de quadril estd abaixo ou acima do indice considerado
ideal para homens?

¢) A modelo Gisele Bundchen, com 61 cm de cintura e 89 cm de quadril esta abaixo ou acima do
indice considerado ideal para mulheres?

d) E vocé?

solug@o: a) Na China, provavelmente devido a alimentagdo dos chineses, com alto consumo de peixes ¢ baixo consumo de carnes
vermelhas. b)acima c) abaixo, muito abaixo, ¢ logico!  d) meca e responda.
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25) A GERIATRIA NO BRASIL

O numero de especialistas em terceira idade
cresceu, mas ainda é pequeno diante do contin-
gente de idosos do Pais.

ANO  GERIATRAS IDOSOS
1991 89 10,2 milhoes
2005 600 16,2 milhoes

1 geriatra para:

De acordo com as informacdes ao lado, res-
ponda: Comparativamente ao ano de 1995, em
2005 ficou mais facil ou mais dificil para um
idoso encontrar um médico especializado?

solugdo: Ficou mais facil, pois a propor¢ao entre o nimero de
médicos geriatras e a populagdo de idosos aumentou. No en-
tanto, o texto destaca que a quantidade de médicos especiali-

27 mil

1dosos

2005

1991
(Extraido do jornal “O Estado de Sdo Paulo”, de 11/12/2005)

26) “Ciéncia ajuda empresas aéreas a acelerar o embarque de passageiros”

Varios anos atras, Menkes van den Briel, um engenheiro industrial na Universidade do Arizona,

zados no atendimento de idosos ainda ¢ baixa.

se deparou com um “problema ndo linear com termos cubicos e quadraticos na fungdo objetiva”.

Em outras palavras, ele queria livrar os passageiros
dos empurrdes e cotoveladas na hora de entrar no avido.

A pesquisa de Van den Briel resultou em um sistema
inovador de embarque na América West Airlines cha-
mado “pirdmide invertida”. (...)

Anthony V. Mulé, diretor de servico ao cliente da
América West, diz que o sistema, introduzido em 2003,
ajudou a reduzir o tempo de embarque em pelo menos
dois minutos. “E um grande exemplo de como a ciéncia
ajuda a melhorar a eficiéncia e o servigo ao cliente”, diz.

(...) As empresas aéreas sempre buscam novas manei-
ras de economizar. O tempo de embarque ¢ uma das mui-
tas variaveis que determinam a rapidez com que elas con-
seguem fazer os avides dar meia volta e subir aos céus
outra vez. Outras incluem o manejo das bagagens e o
abastecimento. Cada minuto extra que o avido permanece
em terra significa menos lucro. “Isso pode representar de-
zenas de milhdes de ddlares”, diz Andrew Miller, presi-
dente do Centro para a Aviagdo da Asia e do Pacifico,
uma consultoria de aviagdo com sede em Sydney, Aus-
tralia.

(extraido de “O Estado de Sdo Paulo de 04/11/2005)

Uma agéncia de viajem separou seus turistas, num voo internacional pela empresa “América West”,
em 4 grupos, de acordo com os assentos que ocupariam no avido: Grupo 1: Corredor, parte da frente

da aeronave.
Grupo 2: Janela, parte dos fundos.
Grupo 3: Janela, parte da frente.
Grupo 4: Corredor, parte dos fundos.

Nova
ordem

O gistema da pirfmdde
ivertida da América
West embatrca
pritheito os
passageitos com
agsento de janelana
patte de trds do avido

ordem de embargue

4 BECDE
/ %,
pritneiro Altirec

&

Qual serd a ordem de embarque dos quatro grupos?

solugdo: 2,3,4,1
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DIAGRAMA DE ARVORE

Suponha que vocé tenha arrumado uma mala para viagem com 3 calgas (preta, jeans e clara), 4 cami-
setas (branca, beije, cinza e preta) e 2 jaquetas (preta ou jeans). De quantos modos diferentes vocé
podera se vestir usando calga, camiseta e jaqueta?

Se vocé escolher primeiro uma calca, depois uma camiseta e, por ultimo, uma jaqueta, todas as ma-
neiras diferentes de se vestir podem ser esquematizadas graficamente como um “diagrama de arvore™:

e,

£ ﬂ‘.\
\‘J’,.-’f% £
[
Ly .

De acordo com este diagrama, ha 24 maneiras diferentes de se vestir com as pecas da mala.
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Observe que, para responder a pergunta anterior, poderiamos simplesmente ter multiplicado:
3 x4 x 2 =24 maneiras diferentes de se vestir.

Este fato ¢ devido ao fato de que, para cada uma das 3 calcas escolhidas vocé ainda tera 4
camisetas para escolher, e cada combinagdo de calga-e-camiseta podera ser usada com uma das 2
jaquetas disponiveis.

Outro exemplo:

Suponha que um jogo exija o uso de dois dados: um branco e um cinza, de modo que tirar
“trés” no dado branco e “dois” no dado cinza tenha significado diferente de tirar “dois” no dado
branco e “trés” no dado cinza.

Ao langar os dados, quantos serdo os resultados possiveis?

Diagrama de arvore:

-
5
//@0

TOTAL: 6 x 6 = 36 resultados possiveis.
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27) Uma turma de danca de saldo ¢ formada pelas garotas: Angélica, Bruna, Carla e Daniela e pelos
garotos Edson e Fabiano. Fagca um “diagrama de arvore” e responda: De quantas maneiras diferentes
pode-se formar um casal de dancarinos?

solucdo: 8 maneiras diferentes

PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (OU PRINCIPIO MUILTIPLICATIVO)

Se um acontecimento ¢ composto de vdrias etapas sucessivas, uma independente da outra,
entdo o numero de possibilidades de ocorréncia de todas as etapas ¢ igual ao produto das quantidades
de modos de ocorréncia de cada etapa.

Este principio ¢ conseqiiéncia direta do “diagrama de arvore”, como vocé pode observar nos
exemplos e exercicio anteriores.

Podemos responder a questdes semelhantes a situacdo a seguir sem necessidade do diagrama
de arvore, apenas multiplicando as quantidades de possibilidades de cada etapa:

EXEMPLO: Numa eleig@o para a diretoria de um clube, quatro pessoas se candidataram a
presidéncia, sete pessoas a secretaria e trés, a tesouraria. Se as candidaturas sdo totalmente indepen-
dentes, quantos sdo os possiveis resultados desta eleicao?

SOLUCAO:

Presidéncia Secretaria  Tesouraria
4 7 3

ope¢oes opg¢oes opg¢oes

TOTAL =4 x 7 x 3 = 84 resultados possiveis.

28) Uma fabrica produz camisetas com a possibilidade de o cliente escolher a cor do colarinho
(azul ou branco), das mangas (amarela, verde ou azul) e do “corpo” (verde, amarela, azul ou
branca). Quantas sdo as maneiras diferentes de se confeccionar uma camiseta?

solugdo: 24 maneiras diferentes.

29) Um restaurante oferece 2 tipos de salada, 4 opcdes de carne, sempre acompanhados de arroz,
feijdo e uma sobremesa escolhida entre 6 doces disponiveis. De quantas maneiras diferentes pode-se
fazer uma refei¢do com salada, carne, arroz-com-feijao e sobremesa?

solugdo: 48 maneiras diferentes.

30) No sistema de emplacamento de carros em vigor, uma placa ¢ formada por 3 letras seguidas de
4 algarismos. Se as letras podem ser escolhidas entre as 26 letras do alfabeto estendido, e os algaris-
mos podem ser quaisquer de 0 a 9, responda: Quantas placas diferentes sdo possiveis?

solugdo: 175 760 000 placas possiveis.
31) Para ir da cidade A até a cidade C, é necessario passar pela cidade B. Se ha quatro estradas li-

gando A a B e trés estradas ligando B a C, de quantos modos diferentes pode-se fazer a viagem de
A até C?

solucdo: 12 modos.

ANAGRAMAS

Um anagrama ¢ uma “palavra” formada pela transposicéio das letras de outra palavra. Por
exemplo, o titulo de uma das obras mais célebres do escritor José de Alencar, IRACEMA, ¢ um
anagrama da palavra AMERICA.
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Nem sempre a “palavra” formada tera sentido. Por exemplo: MRAEICA, AEIAMRC, ACI-
REMA, etc. também sdo anagramas da palavra AMERICA.

Vamos, abaixo, investigar a quantidade de anagramas da palavra AMOR, por meio de um
diagrama de arvore:

primeira segunda terceira ultima anagrama
letra letra letra letra formado

M = AMOR
AMRO
AOMR
AORM
ARMO
AROM
MAOR
MARO
MOAR
MORA
MRAO
MROA
OAMR
OARM
OMAR
OMRA
ORAM
ORMA
RAMO
RAOM
RMAO
RMOA
ROAM
= ROMA

O £ » =™ Z » ®m O » ®™ O

E>O0OP> 02> AP RIOPRAPROO0OZRZIFAO
>ZTP>OZO0OPZIPREZAPOPRORNZIOZTRAOR
I

TOTAL: 24 anagramas.

32) Faca um “diagrama de arvore” como o anterior para escrever todos os anagramas da palavra COR.

solug@o: Sao possiveis 6 anagramas: COR, CRO, OCR, ORC, ROC, RCO.

PERMUTACOES

Os anagramas de uma palavra sio chamados PERMUTACOES das letras desta palavra. Ge-
neralizando: PERMUTACOES sio as possiveis reordenagdes de um certo conjunto de elementos.

A quantidade de permutagdes possiveis de uma certa quantidade de letras, algarismos, objetos,
etc. pode ser calculada segundo o principio multiplicativo.

Por exemplo: Quantos sdo os anagramas da palavra AMOR?

1% letra 27 letra 3% letra 4? letra
4 possibilidades: 3 possibilidades ape- | 2 possibilidades, pois | 1 possibilidade so,
A, M, OouR. nas, pois uma letra ja | duas letras ja foram | pois s6 restou uma le-
foi usada na primeira | usadas. tra.
posicao.

Principio multiplicativo: TOTAL= 4 x 3 x 2 x 1 = 24 anagramas.
33) Quantos sdo os anagramas de cada palavra abaixo?
a) ECO
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b) MESA
c) LAPIS
d) ESTUDO

solugdo: a)6 b)24 ¢)120 d) 720

34) Quantos niumeros podemos formar permutando todos os algarismos do nimero 1234?

solugdo: 24 numeros.

ARRANJOS SIMPLES

Agora desejamos formar “arranjos”, ou “palavras”, com apenas quatro letras da palavra ES-
TUDAR, sem usar letras repetidas. Por exemplo: ESTU, TUED, EAUT, etc.

Pelo principio multiplicativo:

1% letra 27 letra 3% letra 4? letra
7 possibilidades: 6 possibilidades ape- | 5 possibilidades, pois | 4 possibilidades, pois
E,S, T,U,D, AouR. |nas, pois uma letra ja | duas letras j& foram | s6 restaram quatro le-
foi usada na primeira | usadas. tras para escolher.
posicdo.

TOTAL= 7 x 6 x 5 x 4 = 840 anagramas.

Situagdes como esta, em que queremos formar agrupamentos ordenados de apenas uma parte de um
conjunto maior, sdo chamadas de ARRANJOS. No exemplo acima, calculamos quantos ARRANJOS
de 7 letras, tomadas 4 a 4, sdo possiveis.

36) Com os algarismos de 1 a 9:

a) Quantos niimeros de 2 algarismos distintos podemos formar?
b) Quantos niimeros de 3 algarismos distintos podemos formar?
¢) Quantos niimeros de 4 algarismos distintos podemos formar?
d) Quantos numeros de 5 algarismos distintos podemos formar?
e) Quantos numeros de 6 algarismos distintos podemos formar?

solugdo: a)72 b)504 ¢)3024 d) 15120 ) 60480

37) Numa corrida de cavalos, concorrem 15 duplas cavalo-cavaleiro. De quantos modos diferentes
podemos formar um pareo com 1°, 2° e 3° colocados?

solugdo: 2730 pareos possiveis.

38) Um estudante tem 6 lapis de cores diferentes. De quantas maneiras ele podera pintar os estados
da Regido Sudeste do Brasil (Sao Paulo, Rio de Janeiro, Espirito Santo e Minas Gerais), cada um de
uma cor?

solugdo: 360

39) Para a eleicdo do corpo dirigente de uma empresa candidataram-se 8 pessoas. De quantas manei-
ras poderao ser escolhidos presidente e vice-presidente?

solugdo: 56

40) Uma pesquisa deseja saber a ordem de preferéncia dos trés maiores idolos do esporte no Brasil.

Quantas respostas diferentes sdo possiveis, se a cada entrevistado ¢ apresentada uma lista de 20 es-
portistas?

solugdo: 6840
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41) Com 8 bandeiras diferentes, quantos arranjos verticais de 3 bandeiras se podem fazer?

solugdo: 336

PRO BABILIDADE

Suponha um paciente muitissimo debilitado pela idade avancada e pela doenga e que necessite
passar por uma cirurgia muito delicada. O médico sugere ndo submete-lo a este procedimento, pois a
probabilidade de obito ¢ elevadissima.

Muitas questdes éticas podem ser levantadas neste caso, mas o que queremos ¢ chamar a aten-
¢do a afirmagdo: “a probabilidade de 6bito é elevadissima”, ou seja, € muito provavel que o paciente
ndo resista e morra durante a cirurgia.

Todos temos uma nocgdo intuitiva do que € probabilidade. Por exemplo: quando um estudo
afirma que um novo medicamento ¢ eficaz em 70% dos casos , significa, a grosso modo, que, de cada
100 pessoas que o tomarem, 70 sentirdo melhora.

Vocé sabia que a probabilidade de acertar na Mega-Sena com um jogo simples ¢ de um em
50 063 860? O calculo ¢ o seguinte: ha 50 063 860 maneiras diferentes de assinalar seis nimeros na
cartela da Mega-Sena (que tem os numeros de 1 a 60) e s6 uma dessas maneiras tem os seis numeros
sorteados. A probabilidade ¢ baixissima, mas como a quantidade de apostadores ¢ enorme, quase toda
rodada tem algum ganhador.

42) Se vocé jogar uma moeda de um real para cima, o que vocé acha mais provavel: Que ela caia “em
pé”: 'Y/, ou “deitada”: 0
solugdo: Deitada.

43) Atirando um parafuso ao alto, o que ¢ mais provavel: que ele caia “em pé” ou “deitado”?

([
solugdo: Depende do parafuso. Ele pode ser assim: % ou assim: (CKKW(\((KR. o

EXPERIMENTO ALEATORIO
Consideramos experimentos aleatorios os fendmenos que apresentam resultados imprevisiveis
quando repetidos, mesmo que as condigdes sejam semelhantes.
Exemplos:  a) Lancar uma moeda e observar a face voltada para cima.

b) Retirar uma carta de um baralho com 52 cartas e observar o seu naipe.

¢) Retirar uma bola de uma urna contendo 4 bolas brancas e¢ 5 bolas vermelhas e ob-
servar sua cor.

ESPACO AMOSTRAL

Espago amostral ¢ o conjunto de todos os resultados possiveis de ocorrer num experimento
aleatorio. Esse conjunto serd indicado pela letra S. A quantidade de elementos do espaco amostral
sera simbolizada por n(S).

Exemplos:

a) Quando se langa uma moeda e se observa a face voltada para cima, se cara (c) ou coroa (k),
o espago amostral ¢: S={c,k} e n(S)=2.

b) Quando se langam duas moedas ¢ se observam as faces voltadas para cima, se cara (c) ou
coroa (k), o espago amostral ¢ S = {(c, ¢); (¢, k); (k, ¢); (k, k)} e n(S)=4.

d) Quando se langa um dado e se observa o nimero da face voltada para cima, o espago amos-
tralé S={1,2,3,4,5,6} e n(S)=6.

¢) Quando se langam dois dados, um branco e um cinza, e se observam os niumeros das faces
voltadas para cima, convém construir uma tabela para representar o espaco amostral S:
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S A 5 B e R I

(1, 1) (L,2) (L,3) (L,4) (1,5 (1,6)
2, 2,2 2,3) 2,49 (2,5 (2,06)
3,1 3,2 3,3 3,49 3,5 3,0
41 42 43 44 4.5 @0
G, (5,2) (5,3) (5,4) (5,5 (5,6)
6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Observe que o espago amostral S é formado por todos os pares ordenados da tabela e n(S) = 36.

44)  a) Copie e complete a descri¢cdo do espaco amostral S do lancamento consecutivo de trés mo-
edas, observando suas faces voltadas para cima, se cara (c) ou coroa (k):
S={(c,c,0);(cc,k);..}

b) Quanto é n(S)?

solugdo: a) S = {(c,c,c); (c,c.k); (c.k,c); (k,c,c); (c.k.k); (k,c.k); (kk,c); (k,k,k)} b)n(S)=38

45)  a) Suponha um saco contendo uma bola branca, uma azul e uma vermelha. Continue a descri-
¢do do espago amostral S da retirada de duas bolas consecutivamente e com reposi¢ao, ou seja, retira-
se uma bola do saco, observa-se sua cor e devolve-se a bola ao saco. A seguir, outra bola ¢ retirada e
também devolvida ao saco, depois de ter sua cor observada.

S = {(branca, branca); (branca, azul); (branca, vermelha); (azul, branca); ...}

b) Qual ¢ o valor de n(S)?

solucdo: a) S = {(branca, branca); (branca, azul); (branca, vermelha); (azul, branca); (azul, azul): (azul, vermelha); (vermelha, branca):
(vermelha, azul); (vermelha, vermelha)} b)n(S)=9

46) a) Considere o mesmo saco do exercicio anterior, mas agora descreva o espago amostral S da
retirada de duas bolas consecutivas sem reposicao, ou seja, uma bola ¢ retirada e depois outra, sem
que a primeira seja devolvida ao saco.

b) Qual ¢ o valor de n(S)?

solugdo: S = {(branca, azul): (branca, vermelha); (azul, branca); (azul, vermelha); (vermelha, branca); (vermelha, azul)} b) n(S) =06

EVENTO

Evento (E) ¢ qualquer subconjunto de um espago amostral S. A quantidade de elementos do
evento E ¢ simbolizado por n(E).

Muitas vezes um evento pode ser caracterizado por restrigdes ao espaco amostral. Para dis-
tinguir os varios eventos de um espago amostral S, nomeamos E1, Ea, Es, Ea4, etc...

Exemplos:

a) No lancamento de duas moedas:
Espaco amostral:
S={(c, 0 (c. ks ks Kk} > nlS)=4
Evento 1: ocorrem faces iguais
Ei={(c,c); (k, k)} > n(Ey) =2
Evento 2: ocorre “cara” pelo menos uma vez
Ex={(c,¢); (¢, k); (k,c)} = n(E2) =3
etc.

b) Considere o lancamento de dois dados de cores diferentes:
Este espaco amostral foi construido anteriormente, na pagina 25. Sabemos também que n(S) = 36.
Evento 1: ocorrem nimeros iguais
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Er={(1, 1);(2,2); 3, 3); (4, 4); (5, 5); (6, 6)} 2> nE)=6
Evento 2: o primeiro numero € igual a metade do segundo

E2={(1,2); (2,4); (3, 6)} 2>  nEy)=3
Etc.

47) Considere o langcamento de duas moedas, como estudado nos exemplos anteriores. Descreva e dé
o nimero de elementos dos eventos abaixo:

a) Evento 1: Ocorréncia de uma cara e uma coroa.

b) Evento 2: N#o ocorre “coroa”.

solugdo: a) E1 = {(c, k); (k,c)},n(E1))=2 b)E2={(c,c)},n(E2)=1

48) Considere o langamento de dois dados de cores diferentes. Descreva e dé o nimero de elementos
dos eventos:

a) Evento 1: ocorrer somente nlimeros maiores que 4.

b) Evento 2: ocorrer nimeros cuja soma seja igual a 7.

¢) Evento 3: ocorrer nimeros cuja diferenca seja igual a 1.

solugdo: a) Ei = {(5, 5); (5, 6); (6, 5); (6; 6)}, n(E1) =4  b)E2={(1, 6); (2, 5); (3,4); (4, 3); (5,2); (6, 1)}, n(E2) = 6
©) Bs={(1,2); (2, 3); 3, 4); (4, 5); (5, 6); (2, 1); (3, 2); (4, 3); (5, 4); (6, 5)}, n(E3) = 10

49) Considere o espaco amostral da retirada, com reposi¢ao, de duas bolinhas de um saco contendo
trés bolhinhas: uma branca, uma azul e uma vermelha.

a) Descreva o evento: ocorrer cores iguais.

b) Dé o valor de n(E).

solugdo: a) E = {(branca, branca); (azul, azul); (vermelha, vermelha)} b) n(E) =3

50) Um casal planeja ter trés filhos. considere F = crianga do sexo feminino e M = crianca do sexo
masculino.

a) Complete o espago amostral S = {(F, F, F); (F, F, M); ...}

b)n(S)=7?

¢) Descreva e dé o nimero de elementos do evento E; : as trés criangas do mesmo sexo.

d) Descreva e dé€ o numero de elementos do evento E2 : pelo menos uma das criangas é do sexo
masculino.

e) Descreva e dé o niimero de elementos do evento Es3 : duas meninas € um menino.

solugdo: a) S = {(F,F,F); (F,F,M); (F.M,F); (M,F,F); (FM,M); (M,F.M); M,M,F); M,M,M)} b)n(S)=8
¢) E1 = {(F,F.F); M,M,M)}, n(E1) =2 d) Ez = {(F,F,.M); (F,M,F); (M,F,F); (F,M,M); (M,F,M); (M,M,F); M,M,M)},
n(E2) =7 e)E; = {(F,F,.M); (F.M,F); (M,F.,F)},n(E3) =3

PROBABILIDADE

Considerando um espaco amostral S, ndo vazio e equiprovavel, ou seja, todos os elementos
tém a mesma “chance” de acontecer e considerando também um evento E, a probabilidade de ocorrer
o evento E ¢ P(E), dado pela formula:

P(E)= nigi ,onde: n(E) ¢é a quantidade de elementos de E,
n

n(S) ¢ a quantidade de elementos de S.
Obs.: 0 < PE) <1
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Exemplos:
a) No lancamento de duas moedas, qual ¢ a probabilidade de se obter uma cara (c) e uma coroa (k)?
solugdo: S = {(c,c); (c,k); (k,c); (k,k)} n(S)=4
E={(c.k); (k)} n(E) =2
P(E):@ > P(E)zgzl ou 50%
n(S) 4 2

(para transformar % em 50%, faca: 1 +2 x 100)

b) Qual ¢ a probabilidade de se obter nimeros cuja soma ¢ igual a 7 no langamento de dois dados?

solugdo: S ja foi descrito na pagina 25 > n(S) =36
E={(1, 6); (2, 5); (3, 4); (4,3); (5, 2); (6, )} 2> nE)=6
n(E)

P(E)= > P(E)= % = % ou aproximadamente 16,67%

n(s)
(para transformar é em 16,67%, faca: 1+ 6 x 100)

51) Considere o lancamento de duas moedas. D€ a probabilidade da ocorréncia dos eventos abaixo:
a) P(E1): Probabilidade da ocorréncia de uma cara e uma coroa.
b) P(E»): Probabilidade de ndo ocorrer “coroa”.

solugdo: a)P(E1)=1/2 ou 50% b)P(E2)=1/4 ou 25%

52) Considere o lancamento de dois dados de cores diferentes. D€ a probabilidade da ocorréncia dos
eventos abaixo:

a) Evento 1: ocorrer somente nlimeros maiores que 4.

b) Evento 2: ocorrer nimeros cuja soma seja igual a 7.

c¢) Evento 3: ocorrer nimeros cuja diferenca seja igual a 1.

solugdo: a) P(E1) =1/9 ou aproximadamente 11,11%  b) P(E2) = 1/6 ou aproximadamente 16,67%
¢) P(Es) = 5/18 ou aproximadamente 27,78%

53) Considere o espago amostral da retirada, com reposicao, de duas bolinhas de um saco contendo
trés bolhinhas: uma branca, uma azul e uma vermelha. D€ a probabilidade de ocorrer cores iguais.

solugdo: P(E) =1/3 ou aproximadamente 33.33%

54) Um casal planeja ter trés filhos. Considere F = crianga do sexo feminino e M = crianga do sexo
masculino.Dé a probabilidade de ocorrer:

a) Trés criangas do mesmo sexo.

b) Pelo menos uma das criangas € do sexo masculino.

¢) Duas meninas € um menino.

solugdo: a) P(E)=1/40u25% b)P(E)="7/8 0u87,5% c)P(E)=3/8 ou37,5%

55) Uma urna contém 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Escolhe-se ao acaso uma bolinha e observa-
se o seu numero. determine a probabilidade de ocorrer os seguintes eventos:

a) O numero escolhido ¢ par.

b) O numero escolhido é maior que 15.

¢) O ntimero escolhido ¢ multiplo de 5.

d) O namero escolhido é primo.

solugdo: a) 1/2 ou 50% b) 1/4 ou25% ¢) 1/50u20% d)2/5 ou 40%
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Observe que, para o calculo de probabilidade, o que realmente interessa € o “tamanho” dos conjuntos
S e E, representados por n(S) e n(E). Muitas vezes a construgdo desses conjuntos ¢ muito trabalhosa,
ou até mesmo impossivel, mas o calculo do seu “tamanho” é simples.

(Usando o termo correto: o “tamanho” de um conjunto é denominado cardinalidade)

Exemplo 1: Calcule a probabilidade de, no lancamento de trés dados, obter trés nimeros iguais.
Cdlculo de n(S): Usando o principio multiplicativo:

1° dado 2° dado 3°dado
6 possibilidades: | 6 possibilidades: | 6 possibilidades:
1,2,3,4,50u6.|1,2,3,4,50u6.|1,2,3,4,50ub.

Total: 6 x 6 x 6 =216 possibilidades, ao todo.
Logo, n(S) =216

Evento: E = {(1,1,1); (2,2,2); ...; (6,6,6), ou seja, n(E) = 6

Cdlculo de P(E):
P(E) = n(E) = o = — ou aproximadamente 2,78%
n(S) 216 36

Exemplo 2: Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6 formam-se numeros de trés algarismos distintos
(diferentes, sem repeticdo). Qual € a probabilidade de, sorteando um desses nimeros ao acaso obter
um nimero comegado por 1 e terminado por 67

Cdlculo de n(S): Usando o principio multiplicativo:

Centena Dezena Unidade
6 possibilidades 5 possibilidades apenas, | 4 possibilidades, pois dois
pois ndo podemos repetir o | algarismos ja foram usa-
algarismo usado na casa dos.
das centenas

Total: 6 x 5 x 4 =120 ntimeros
Logo, n(S) =120

Evento: E = {126, 136, 146, 156}, ouseja, n(E)=4

Cdlculo de P(E):
P(E)= () = 4 = i ou aproximadamente 3,33 %
n(S) 120 30

Exemplo 3: Certo programa consiste de um ponto vermelho se acendendo rapidamente em lugares
aleatorios na tela de um computador. Pressionando a tecla o ponto vermelho para. A tela do
computador, cujas dimensdes sdo 28 cm por 21 cm, € toda preta, com um retdngulo cinza de 10,5 cm
por 16 cm no canto inferior esquerdo, conforme a figura:

Qual ¢ a probabilidade de, pressionando a tecla , 0
ponto vermelho parar dentro do retdngulo cinza?
Resolucao:
n(S) ¢ a area total da tela do computador, ou seja:
21 cm n(S) =28 x 21 = 588 cm?
n(E) é a area do retangulo cinza, ou seja: n(E) = 10,5

28 cm

10,5 cm x 16 cm = 168 cm?.
Entao,
E) 1 2
e P(E)= n(k) = 168 _ ou aproximadamente 28,57%

n(S) 588 7
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Exemplo 4: O grafico abaixo da o numero de irméos de cada crianga de uma pré-escola:

Quantidade de irmdos dos alunos

12 4
11
10
9
g
(] 7 A
&5 5
g s
[C 4
Rk
2- I
1 4
0 4 T T T T T -:\
0 1 2 3 4 =

Irmidos
Sorteando uma crianga, qual € a probabilidade de ela ter apenas um irmao?

n(S) é o numero total de criangas.
Observando o grafico:n(S)=7+11+6+3+0+ 1= 28 criangas

n(E) é a quantidade de criangas que tém apenas um irmao.
Observando o grafico: n(E) = 11 criancas

E) 11
n(E) 11 ou aproximadamente 39,29%
n(S) 28

P(E) =

56) De um baralho de 52 cartas retira-se ao acaso uma das cartas. determine a probabilidade de que
a carta sorteada seja:

a) um ds.

b) um carta do naipe de copas.

¢) uma dama de ouros.

solucdo: a) 1/13 b)1/4 c¢) 1/52

57) Langando ao alto 4 moedas, qual € a chance de se obter apenas cara, ou seja: (c, c, ¢, ¢)?

solugdo: 1/16

58) Uma caixa contém cartdes com todos os anagramas da palavra ROMA. Qual ¢ a probabilidade
de, sorteando-se um cartdo ao acaso, que este reproduza uma das palavras: AMOR, ROMA, RAMO
ou MORA?

solugdo: 1/6

59) Numa sala de aula perguntou-se aos alunos MATERIA QUANTIDADE DE ALUNOS

qual a matéria preferida de cada um. As respos- Portugués 8
tas estdo representadas na tabela ao lado: Historia 2
Geografia 3

Escolhendo-se ao acaso um aluno, qual ¢ a pro- Artes 4
babilidade d’e.que a matéria que ele mais gosta Biologia 6
seja Matematica? Quimica 2
Matematica 3

Fisica 2
solugdo: 3/40 Educacdo Fisica 10
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ALGUNS CASOS PARTICULARES
Considere novamente o espago amostral do langcamento simultdneo de dois dados. Analisaremos al-
guns casos particulares através de exemplos:

Evento certo: ¢ o evento que possui os mesmos elementos do espago amostral (E = S).
Exemplo: E= a soma dos resultados dos dois dados é menor que 13.
Como a soma dos resultados dos dois dados pode ser, no maximo igual a 12, entdo, em qual-
quer langamento a soma dos resultados sera menor que 13. Logo, E =S.
n(S) =36 en(E) = 36.
E) 36
Entdo P(E) = nE) _36_
n(S) 36
|A probabilidade do evento certo é igual a 1 |

1 ou 100%

Evento impossivel: ¢ um conjunto vazio, ou seja, n(E) =0
Exemplo: E = o numero do primeiro dado ¢ igual a 7.

Como ¢ impossivel ocorrer o0 nimero 7 num dado, entio E={ } ouE=@.
n(S)=36 e n(E)=0
Entao P(E) ="E) = O _ g ou0%

n(S) 36

|A probabilidade do evento impossivel é igual a 0|

Eventos complementares: Sao dois conjuntos resultantes da parti¢do do conjunto do espago amos-

tral, ou seja, se E ¢ um evento qualquer, o complementar de E, simbolizado por £ ¢ o conjunto de
todos os elementos do espago amostral que ndo estdo em E.
Exemplo: E = ocorrer numeros iguais nos dois dados.

logo, E =nao ocorrer nimeros iguais nos dois dados.

E={(1, 1); (2,2); 3, 3); (4. 4); (5, 5); (6, 6)}

£=1{(1,2);(1,3); (1,4); (1, 5); (1, 6); (2, 1); (2, 3); (2, 4); (2, 5); (2, 6); (3, 1); (3, 2);
(3,4); (3, 5); (3, 6); (4, 1); (4, 2); (4, 3); (4, 5); (4, 6); (5, 1); (5, 2); (5, 3); (5: 4);
(5, 6); (6, 1); (6, 2); (6, 3); (6, 4); (6, 5)}

n(E) =6 n(E)=30

p(E)z_”(E) _6_1. 16.67% P(E’):@zﬂzé ou 83,33%
n(S) 36 6 n(s) 36 6

Observe que P(E) + P(E)Z 1.

De fato, 1o I 6,
6 6 6 6

|A soma das probabilidades de dois eventos complementares é igual a 1 |

Algumas vezes ¢ muito mais fécil calcular a probabilidade de um evento calculando primeiro
a probabilidade de seu complementar. Por exemplo:

Um casal planeja ter 5 filhos. Qual é a probabilidade de pelo menos um dos bebés ser do sexo
masculino?

Observe a dificuldade de construir o conjunto S. Felizmente necessitamos apenas saber a
quantidade de elementos de S, ou seja, precisamos calcular n(S):
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Usando o “principio multiplicativo™:

1° bebé 2° bebé 3° bebé 4° bebé 5° bebé

2 possibilidades: | 2 possibilidades: | 2 possibilidades: | 2 possibilidades: | 2 possibilidades:
menino ou me- | menino ou me- | menino ou me- | menino ou me- | menino ou me-
nina nina nina nina nina

Total: 2 x 2 x 2 x 2 x 2 =32 possibilidades.

Logo, n(S) = 32.

Outra dificuldade ¢ construir o evento E = ocorréncia de, pelo menos, um menino. Entretanto, o com-
plementar de E, ou seja £ = todos os bebés serem do sexo feminino, ¢ muito simples, pois
E = {(menina, menina, menina, menina, menina)}. Temos entdo n( £ ) =1 ¢ o calculo da probabi-

lidade de £ ¢ o seguinte:

P(E)= mE) 1oy 3105%
n(S) 32

Sabemos que “a soma das probabilidade de dois eventos complementares € igual a 17, ou seja:
P(E) + P(E)=1

Substituindo P(E) pelo seu valor, 3%: P(E) + 31—2 =1

temos: P(E)= 1—i = 32-1 = 31 ou 96,875%
32 32 32

60) Retirando uma bolinha de um saco contendo 100 bolinhas numeradas de 1 a 100, qual é a proba-
bilidade de:

a) obter um nimero multiplo de 10?

b) obter um niimero que nao seja multiplo de 10?

¢) obter um niimero comeg¢ado com o algarismo 2?

d) obter um nimero que ndo comece com o algarismo 2?

e) obter o nimero 977

f) ndo obter o namero 97?

g) obter um numero maior que 100?

h) obter um numero menor que 134?

solugdo: a) 1/10 b)9/10 ¢) 11/100 d)89/100 ) 1/100 £)99/100 )0 h)1
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AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas b)
N . Nota obtida na avaliagdo de Matematica
(cada uma das questdes a seguir tem apenas 2 -
uma alternativa correta) 20

18
16
14
12

Para responder as questdes 1 a 4, considere a
tabela abaixo, das notas obtidas pelos alunos
do 2° ano do Ensino Médio de uma escola pu-
blica, numa avaliacdo de Matematica:

Frequéncia
N
ON DO OO
1 1 l 1 1

Freqiiéncia 0 1 2 Nota 3 4 5
Nota | vantidade
obtida | 4 c)
de alunos)
0 2 Nota obtida na avaliagdo de Matematica
1 3 2
2 8 18
3 20 16
4 12 g 14
5 5 <§ 12
10
TOTAL 50 g 5
[
6
4
. 7 ys . 2
1) Qual ¢ a nota média obtida pelos alunos? 0
a)0,3 0 1 2 Nota 3 4 5
b) 3,04 d)
¢) 3,33
d) 8 Nota obtida na avaliacdo de Matematica
22 q
e) 20 20
18
, , 16 -
2) Qual ¢ o grafico de barras que corresponde S 44
corretamente aos dados da tabela? & 121
T 10
L 8-
a) 6
4 -
Nota obtida na avaliagdo de Matematica 2 4
22 - 0
20 0 1 2 Nota 3 4 5
18
16
. ©)
5 14
S 12 Nota obtida na avaliagdo de Matematica
§- 10 22 4
i

2 Nota 3

OoON MO
L
o
N
N
(4,1
Frequéncia
A A A A AN
ON PO ODONDMOO OO
) I IR N B

0 1 2 Nota 3 4 5
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3) Qual ¢ a freqiiéncia relativa da nota 4? e)
a) 4% 5 2 3
N :
b) 8% B nota=0
c) 12% -
d) 24% E nota = 1
e) 50% 12 Onota=2
Hnota=3
4) Qual ¢ o grafico de setores que corresponde & nota=4
corretamente aos dados da tabela? mnota=5
a) S
5 2 3 20
; B = - -
nota =0 Para responder as questdes 5 e 6 considere as
& nota = 1 notas obtidas pelos concorrentes de um con-
O nota = 2 curso publico para professor, organizadas em
B nota=3 rol:
& nota = 4 40 [42 [45 |46 |46 |47 |47 |48 |49 |51
51 |51 |53 |54 |54 |54 |55 |57 (59 |60
Mmnota=5
60 |62 |67 |68 |69 |70 |73 |75 |78 |79
5) Qual ¢ a tabela correta correspondente a fre-
qiiéncia absoluta para as notas agrupadas em
intervalos de classe de amplitude 10?
B nota=0 a)
12 nota = 1 freqiiéncia
Cnota = 2 nota absoluta
40 |— 50 9
Hnota=3 50 |— 60 12
& nota = 4 60 |—170 5
70 |— 80 4
Emnota=5
b)
freqliéncia
nota absoluta
40 |— 50 9
50 |—— 60 10
_ 60 |— 70 6
B nota=0 70 |— 80 5
nota =1
¢)
Onota=2 freqiiéncia
o nota = 3 nota absoluta
40 |— 50 8
: B nota=4 50 |—— 60 12
o > mnota=5 60 |—70 6
a5 70 |— 80 4
12 d)
d) freqiiéncia
5 nota absoluta
40 |— 50 8
3 B nota=0 50 |— 60 13
_ 60 |—— 70 5
" 20 Enota=1 70 — 80 4
Onota=2 e)
B nota=3 freqiiéncia
& nota = 4 nota absoluta
nota = 40 |— 50 )
2 Emnota=5 50 |—— 60 12
60 |— 70 5
70 |— 80 5
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6) Qual ¢é o histograma que melhor correspon-
dente a tabela da questdo anterior?

a)
9 -
8
o 7
.E 6
L5
% 4
ic 4
2
1
0
40 a0 &0 0 a0
Pontuagao
b)
i
o
5
=
o
2
('8
Pontuagio
c)
uc
o
5
=
o
2
'8
Pontuagio
d)
i
o
3
=
o
2
L

Pontuagio

e)
10 1

8

Frequéncia

40 20 G0 70 alll
Pontuagio

7) Perguntou-se a idade (em anos completos)
das criangas que brincavam num parque deter-
minada tarde e os dados obtidos estdo repre-
sentados no grafico abaixo:

—_

ONP OO

Frequéncia

4 5 6 7 8
Idade
Qual ¢ a média das idades das criangas do par-
que?
a) 1,5 anos
b) 5,6 anos
¢) 6 anos
d) 8 anos
e) 20 anos

8) O histograma abaixo refere-se a um teste de
durabilidade das pilhas de um certo fabricante:

-1
1

Frequéncia
O =MW B mom
]

2 4 & 8 10 12 14

Dias
Qual ¢ a duracdo média das pilhas?
a) 5 dias
b) 6 dias
¢) 6,5 dias
d) 7,8 dias
e) 8,4 dias
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9) Uma fabrica produz camisetas com a pos-
sibilidade de o cliente escolher a cor do cola-
rinho (azul ou branco), das mangas (amarela,
verde ou azul) e do “corpo” (verde, amarela,
azul ou branca). Quantas s3o as maneiras di-
ferentes de se confeccionar uma camiseta?
a)9

b) 24

c) 36

d) 234

e) 432

10) De quantas maneiras diferentes posso co-
locar 6 criancas em fila?

a)6

b) 36

c) 201

d) 366

e) 720

11) Com os algarismos de 1 a 9 quantos nime-
ros de 4 algarismos distintos posso formar?
a) 30

b) 256

c) 3024

d) 6789

e) 9876

12) Qual ¢ o conjunto Espago Amostral (S) do
lancamento de duas moedas, sendo ¢ = coroa
e k =cara?

a) S={c, k}

b) S={(k, k); (c; ¢)}

¢) S={(k, c); (c, k)}

d) S = {(c, ¢); (¢, k); (k, ¢); (k, k)}

e) S={(c, k, ¢); (k, c, c); (c, c, k)}

13) Qual dos conjuntos abaixo descreve o
Evento E: nao ocorre cara, sendo ¢ = coroa ¢ k
= cara?

a) E = {(c, k); (k, ¢): (k, k)}

b) E={(c, k); (k, ©)}

¢) E={(c,k);
d) E={(k, o)}
e) E={(c,0)}

14) Qual ¢ a probabilidade de nfao ocorrer
cara?

a) P(E) = i
3

b) P(E) = 2

¢)P(E)=1

d)3

e) 4

Para resolver as questoes 15 a 17 considere
uma urna contendo cartdes com cada um dos
anagramas da palavra PROVA.

15) Qual ¢ a probabilidade de, ao sortear um
cartdo, que nele esteja escrito uma das pala-
vras: VAPOR ou PAVOR?

-1
a) P(E) =

-1
b) P(E) = -

_1
¢) P(E)= 5
d) P(E) = 120

e) Nao ¢ possivel calcular.

16) Qual ¢ a proba~bilidade de, ao sortear um
cartdo, que nele NAO esteja escrito nenhuma
das palavras: VAPOR ou PAVOR?

A P(E)= 2

Ey= 22
b)P(E)=
c)P(E)=Z—(9)
d)P(E) =120

e) Nao ¢é possivel calcular.

17) Qual ¢é a probabilidade de tirar um cartio
com a palavra CONSTITUICAQ?
a)0

1
b) —
)3
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18) Considere o mesmo grafico da questio 7,
sobre as idades das criangas que freqiientavam
um parque, determinada tarde, reproduzido
abaixo:

—_

ONPM OO

Frequéncia

4 5 6 7 8
Idade
Qual ¢ a probabilidade de, sorteando uma cri-

anca ao acaso, que ela tenha 6 anos?
a)l

questdes dissertativas
Resolva cada questdo abaixo de forma com-
pleta e organizada, escrevendo todos os calcu-
los e destacando o resultado final.

19) O grafico abaixo representa a quantia arre-
cadada, em milhdes de dolares, na exportagado
de café em um ano, em um certo pais:

450
400

350 — n.
300 / 11

250
150
100

50 -
0 El

@ T T8 P e

L1
[
| et

Milhiies de ddlares

a) Em quais meses a exportacdo de café rendeu
menos de 100 milhdes de dolares?

b) Em quais meses ultrapassou 200 milhdes de
dolares?

c) Entre maio e setembro as exportacdes au-
mentaram ou diminuiram?

d) Em que més a exportacdo atingiu o nivel
maximo?

e) Em que més a exportagdo atingiu o nivel mi-
nimo?

20) Considere o experimento onde se langa um
dado e observa-se o numero da face voltada
para cima.

a) Descreva o conjunto Espaco Amostral S.

b) Descreva o Evento E: obter numero par.

¢) Qual é o valor de n(S)?

d) Qual ¢ o valor de n(E)?

¢) Qual é a probabilidade de, lancando um
dado, obter nimero par?

RESPOSTAS

DB 2)E  3)D 4E 5B 6D
7B 8§D 9B  10)E 11)C 12)D
13)E  14A 15A 16C 17)A 18)B

19) a) De junho a outubro e dezembro
b) De janeiro a maio ¢ novembro
c) As exportagdes diminuiram
d) Maximo: em abril.
¢) Minimo: em setembro.

20) a)S=1{1,2,3,4,5,6}
b)E={2,4, 6}
c)n(S)=6
d)yn(E)=3

¢) P(E) = % ou 50%
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GRAFICOS, CONTAGEM E PROBABILIDADE

‘ Dados cujas frequéncias sdo apresentadas individualmente ‘

Dados brutos Tabela frequéncias (absoluta e relativa)

Casal  Ndmero de filhos Nimero | Freq. Absoluta | Freq. Relativa

1 Adriano e Patricia 3 de filhos | N° de casais %o (3 + 28 x 100)

2 Alexandre e M® Clara| 1 0 3. 10.71-"7

3 Antdnio e Benedita | 2 1 5 TT77717,86

4 Clayton e Samira 3 2 9 3214

3 7 25,00 ,,«'

27 Tiago e Marlene 6 4 3 10,71 Jreq.refativa =

28 Valdeir e Ana Maria | 2 5 0 0,00 |__freq.abs 4,

28 Quant. Soma 62 6 1 ] /',3,57 soma Jreq. abs
dados valores total 28 ._--- 100

| Célculo da Média, quando as frequéncias dos dados séo apresentadas individualmente |

Dados Brutos: Frequéncias Absolutas: Frequéncias Relativas:
2 - Soma valores 2 = Soma (valor x freq. abs)

= M = soma (valor x freq.rel)
quant. dados soma das freq.abs

‘ Dados agrupados em classes de frequéncia\

Dados brutos Tabela frequéncias (absoluta e relativa)

Aluno(a) Altura aprox, em cm Pto. médio Classes Altura | Freq. Abs. | Freq. Rel.

1 Luis André 138,3 /,/’drci classe >~ (em cm) alunos %

2 M<Clara 1385 1375 135+—140 4 7,69

3 Fabiana 139,0 425 140 —145 5 9,62

4 Larissa 139,3 447 5 145,44 150 8 15,38

152577150 — 155 11 21,15

27 Renato 167 4 1575 155 +—160 12 23,08

28 Fernando 1695 1625 160 +— 165 4 7,69

28 Quant. Soma 62 1675 165 +—170 8 15,38
dados valores Total 52 100

| Célculo da Média, quando os dados estdio agrupados em classes |

Dados Brutos: Frequéncias Absolutas: Frequéncias Relativas:

37 = Soma valores 3 = Soma (pto. médio classe x freq. abs) M = soma (pto. médio classe x freq. rel)

B quant. dados soma das freq. abs
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‘ Representagdes grdficas mais comuns para varidveis discretas ‘

Grdficos de Barra Grdéfico de "Pizza"

Quantidade de casais por numero de filhos

Numero de Filhos por Casal Numero de Filhos por Casal
B0 32,10% 10 4 osem filhos
30,00% > a1 fiho
25,00% 8 7 82 filhos
25,00% 7
s 5, 03 filhos
% 20,00% 17,86% § . 5 84 filhos
B 1071% £ 3 9 fihos
10,00% 1 ] 3 06 filhos
5,00% 357% f L ,
1
0.00% e 0 i ! Célculo do @ngulo de cada “fatia" |
0 1 2 3 4 5 [} 0 1 2 3 4 5 6 I ~ . . o 1
fihos fihos 1 frequéncia relativa x 360 |
_________________________ 1
\Represenfagaes grdficas mais comuns para varidveis conﬁnuas\
Histograma Poligono de Frequéncia
14 q Estatura dos alunos 14

Estatura dos aluhos

Frequéncia
w
Frequéncia

135 140 145 150 185 16D 165 170 130 135 140 145 180 156 160 165 170 175
Estatura, emcm Estatura, em cm

Principio Fundamental da Contagem (ou Principio Multiplicativo)
Se um acontecimento é composto de vdrias etapas sucessivas, uma independente da outra, entdo
o nlmero de possibilidades de ocorréncia de todas as etapas € igual ao produto das quantidades
de modos de ocorréncia de cada etapa.

I, “agd OA

Calgas Camisetas Jaquetas
3 opgoes 4 opgoes 2 opgoes
3x4x2=24 diferentes maneiras possiveis de se vestir

| Probabilidade ‘

Considerando um espago amostral S, ndo vazio e equiprovdvel, ou seja, em que todos os elemen-
tos tém a mesma "chance" de acontecer, e considerando também um evento E, a probabilidade
de ocorrer o evento E é P(E), dado pela formula:

P(E) = n(E) em que: n(E) € a quantidade de elementos de E,
~n(S) n(S) é a quantidade de elementos de S.
0 < PE) <1

A probabilidade do evento certo é igual a 1 (ou 100%)
A probabilidade do evento impossivel é igual a O
A soma das probabilidades de dois eventos complementares ¢ igual a 1 (ou 100%)
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SEQUENCIAS E MATEMATICA FINANCEIRA

SEQUENCIAS
Sédo séries de nimeros, objetos, desenhos, etc..., que obedecem a certa regra, ordem ou padrao.
Exemplos:
Seqiiéncia dos dias da semana: (segunda-feira; terca-feira; quarta-feira; quinta-feira; sexta-feira;
sédbado; domingo).
Seqiiéncia dos niimeros pares: (0, 2, 4, 6, 8, 10, ...)
Seqiiéncia dos numeros primos: (2, 3, 5,7, 11, 13, 17, ...)
etc...

1) Copie e complete, acrescentando trés termos as seqii€ncias numéricas abaixo:
ay(1,3,5,7,9, ., y o)

b)(0,3,6, 9,12, , s o)

c)(10,11,12,13, , | s o)

d) (20, 18, 16, 14, , s oe)

e)(2,4,8,16, , s oer)

(@3,9,27,81, , y )

g) (512,256,128,64, , | s oer)

h)(2,6,18,54, , s er)

1) lalal’l; s 5 geee
248

i) (10,100, 1 000, 10000, , ., ...

solugdo: a)11,13,15 b) 15,18, 21 ¢)14,15,16 d)12,10,8 e)32,64,128 f)243,729,2187 g)32,16,8
h) 162, 486, 1458 1) 1/16, 1/32, 1/64  j) 100 000, 1 000 000, 10 000 000

TERMOS DE UMA SEQUENCIA
Em uma seqiiéncia, o primeiro termo ¢ indicado por a;, o segundo termo ¢ indicado por a2, o
terceiro por a; e assim por diante. Por exemplo, na seqiiéncia dos multiplos positivos de 3:
(3,6,9,12,15, 18, ...)

ar=3 > o primeiro termo ¢ igual a 3

2="6 > o segundo termo ¢ igual a 6

a3=9 > o terceiro termo ¢ igual a 9

as=12 > o0 quarto termo ¢ igual a 12, etc...
LEI DE FORMACAO

Frequentemente os termos de uma seqiiéncia numérica podem ser definidos por uma férmula ou
regra, chamada lei de formacao.
A seqliéncia anterior, dos multiplos positivos de 3, pode ser representada pela formula a, = 3n.
Observe que, para obter o 1° termo, basta substituir todos os “n” por 1; para obter o 2° termo,
substituir os “n” por 2, assim por diante, ou seja:
Lei de formagdo: an,=3n
a;=3.1=3 (o primeiro termo ¢ 3)
a=32=6 (o segundo termo € 6)
a3=33=9 (o terceiro termo ¢ 9)
a3=3.4=12 (o quarto termo ¢ 12) etc...
seqiiéncia: (3, 6,9, 12, ...)
obs.: Os “trés pontos” (...) indicam que a seqiiéncia é infinita. A quantidade de termos que escre-
vemos numa seqiiéncia infinita deve dar uma idéia de como ¢ formada. Normalmente, uns 3 ou 4
termos sdo suficientes.
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Outros exemplos:
Lei de formacdo: a,=23-2n

a;=23-2.1=23-2=21 = ar =21
a=23-22=23-4=19 > a=19
a3=23-23=23-6=17 > a3 =17
a=23-24=23-8=15 > as=15
as=23-25=23-10=13 > as=13
ac=23-2.6=...
seqiiéncia: (21, 19, 17, 15, 13, ...)
Lei de formacao: a,=2"
31221:2 9 a1—2
a=22=4 > a=4
a3=2>=8 > a3 =38
au=2*=16 > au=16
as = ...
seqiiéncia: (2, 4, 8, 16, ...)
Lei de formagdo: an= 27.(%}
1Y 1
ar=27|=| =27-=9 > a;=9
3 3
1y 1
a=27-| =27.—=3 > a=3
3 9
(1Y) 1
aa=27|=-| =27.—=1 > az=1
3 27
4
1
a4=27.l =27.i=l a4 ==
3 81 3 3

seqiiéncia: (9, 3,1, %, )

2) Determine os cinco primeiros termos das seqiiéncias abaixo, dadas as suas leis de formagao:
a)an=2n

b) an=2n-1
¢) ap =n?
d) an= 3
n
e) a, = 10"

> >

solugao: a)(2,4,6,8,10,..) b)(1,3,5,7,9,..) ¢)(1,4,9,16,25,.) d) (3, 9 9 81 &)
2

e) (10, 100, 1 000, 10 000, 100 000, ...)

PROGRESSAO ARITMETICA

Uma seqiiéncia numérica na qual cada termo, a partir do segundo ¢ obtido acrescentando um
numero constante ao termo anterior ¢ chamada Progressdo Aritmética, usualmente abreviada por
P.A. Exemplos: as seqiiéncias abaixo sdo progressoes aritméticas:
*(1,5,9,13,17,21,25,..) (sempre se soma 4 ao termo anterior)
*(+4,-2,0,2,4,6,8,..) (sempre se soma 2 ao termo anterior)
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*(10,7,4,1,-2,-5,-8, ...) (sempre se soma —3 ao termo anterior)
*(1,2,3,4,5,6,7,8,..) (sempre se soma 1 ao termo anterior)

1
*[1 ,3 ,2 ,é 3 ,Z 4 ,% ,J (sempre se soma; ao termo anterior)

2 2 2
*(3; 3,2; 3,4; 3,6; 3.8; 4;..) (sempre se soma 0,2 ao termo anterior)
*(6; 5,5, 5; 4,5, 4, 3,5;..) (sempre se soma —0,5 ao termo anterior)

RAZAO DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

O valor constante somado a cada termo numa progressao aritmética para se obter o termo seguinte ¢

chamado razao da progressdo aritmética e ¢ simbolizado pela letra 7.

Exemplos:

Na progressdo aritmética (1, 5,9, 13, 17, 21, 25, ...) arazdo é r = 4.

Na progressao aritmética (—4,-2,0,2,4, 6,8, ...) arazdo é r =2.

Na progressao aritmética (10, 7,4, 1,-2,-5, -8, ...) arazdo é r=-3

Na progressao aritmética (1,2, 3,4,5,6,7,8,...)arazdo ér=1

Na progressdo aritmética [l ,é 2 ,é 3 ,Z 4 ,2 ,} arazdo ér= l
2 2 2 2

Na progressao aritmética (3; 3,2; 3,4; 3,6; 3,8; 4;...)arazdao ér=20,2.

Na progressdo aritmética (6; 5,5; 5; 4,5; 4; 3,5;...) arazdo é r=-0,5.

[\S)

COMO CALCULAR A RAZAO r DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA
Escolha dois termos consecutivos da progressdo aritmética e subtraia o primeiro do segundo.
Exemplos:

*Para calcular a razao r da progressdo aritmética (1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, ...)
faca: 5-1=4 < r=4

ou 9-5=4 < r=4

ou 13-9=4 < r=4

ou 17-13=4 <& r=4 etc..

*Para calcular a razdo r da progressao aritmética {1 ,% 2 ,% 3 ,% 4 ,g ,j

3 3-2 1 1
faga: ——-l=—-=— < r=_
2 22 2
ou 2—§=ﬂ=l < r=l
2 2 2 2

ou é—2=ﬂ=l < r=l etc...
2 2 2 2

*Para calcular a razao r da progressao aritmética (10, 7,4, 1,-2,-5,-8, ...)
faga: 7-10=-3 <& r=-3

ou 4—-7=-3 < r=-3

ou 1-4=-3 < r=-3

ou 2-1=-3 & r=-3

ou 5—(2)=-5+2=-3 < r=-3 etc...

Note que r ndo varia, ou seja, em cada progressao aritmética, r € sempre o mesmo, independente do
par de termos consecutivos utilizados para seu calculo, por este motivo a razdo r ¢ chamada cons-
tante.




Topicos essenciais de Matematica para o Ensino Médio — Sequéncias e Matemdtica Financeira 232

3) Calcule a razdo das progressdes aritméticas abaixo:
a) (10, 13,16, 19, ...)

b)(11,7,3,-1,..)

c)(-11,-5,1,7,..)

d) (-3,-10,-17,-24, ...)

1 13 23 11
e) U R R
2 6 6 2

o (17 49 47 15
276 76 277

solugdo: a)r=3 b)yr=—4 c)r=6 d)yr=-7 e r=53 Hr=-1/3

USANDO A CALCULADORA COMUM PARA OBTER OS TERMOS DE UMA PROGRES-
SAO ARITMETICA

Quando os termos sdo numeros inteiros ou decimais, podemos calcula-los com uma calculadora
comum. Veja os exemplos a seguir:

obs.: Antes de iniciar qualquer calculo, lembre-se de pressionar a tecla .

(a) Para calcular os termos da Progressdo Aritmética (2, 7, 12, ...):
i) Calcule a razdo r:
r=7-2 - r=>5
ii) Calcule os termos a partlr do se |élrndo termo:

digite: E IEI IEI IEI IEI

1 1
a r az a3 a4 as a6 a7 etc...
(2) M a2 A7 22 @7 (32

(b) Para calcular os termos da Progressao Aritmética (13,7, 1, ...):
i) Calcule a razdo r:
r=7-13 -> r=—6
ii) Calcule os termos a partlr do se |élundo termo:

digite: E E E IEI E

l ! l 1 s S
ai r az as a4 as a6 a7 etc...
(13) 7M@) 5 1) 17 (=23)

(¢) Para calcular os termos da Progressao Aritmética (-1, 4,7, ...):
i) Calcule a razdo r:
r=—4-(-1)=-4+1 > r=-3
ii) Calcule os termos a partlr do se iundo termo:

digite: |Z| E E E EI E EI

l ! } 1 } } l
al r a as a4 as a6 a7 etc...
D -4 7 (10) (=13) (-16) (-19)

(d) Para calcular os termos da Progressao Aritmética (4,8; 3,3; 1,8;...):
i) Calcule a razdo r:
=33-48 > r=—15
11) Calcule os termos a partlr do se |éTndo termo:

digite: m E E E EI E
l ! ! ! ! !

a r az as a4 as a6 a7 etc...
4,8) 3,3) (1,8) (0,3) (-1,2) (-2,7) (4.,2)
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4) Calcule a razdo r e dé o décimo terceiro termo (a;3) de cada progressdo aritmética abaixo:
a) (7,23, 39, ..)

b) (3, 133, 263, ..)

c) (47,3; 50,6; 53,9;...)

d) (39, 35, 31, ...)

e) (-100,-93, -86, ...)

f) (-11,-13,-15, ...)

solugdo: a)aiz =199 b)aiz=1563 c)ai3=86,9 d)aiz=-9 e)aiz=-16 f)aiz=-35

5) Calcule o centésimo termo da progressao aritmética (13, 20, 27, ...)

TERMO GERAL DA PROGRESSAO ARITMETICA

Vimos que o uso da calculadora facilita muito o célculo dos termos de uma progressdo aritméti-
ca, mas se torna dificil calcular um termo muito distante (o centésimo termo, por exemplo, como no
exercicio anterior), pois precisamos calcular cada um dos termos entre o primeiro termo e este. No
exercicio anterior, ao pressionarmos a tecla E noventa e nove vezes, calculamos cada um dos ter-
mos az, as, a4, até chegarmos ao centésimo termo.

Desenvolveremos a seguir uma FORMULA que nos possibilite calcular qualquer termo de uma
progressao aritmética de forma direta.

Voltemos a progressao aritmética do exercicio anterior (13, 20, 27,...).

a;=13 (o primeiro termo)

r=17 (faga 20 — 13 ou 27 —20)
Observe:

a) = 13

w=a1+7 2 a=13+7 > a=13+1.7

a=a+7 2> a=13+7+7, > a3=13+27
2.7

u=az+7 > a4=i3+\7+377+7, 2> a=13+37

a4
as=aa+7 2 as=13+J+7+7+7 > as=13+47

4.7
as

as=as+7 D> a=13+7+7+7+7+7 > as=13+57
H—J
57

etc... =100—1

Observe que, para calcular aigo, o calculo serd o seguinte: ajpo=13+99.7 > aio0 = 706
a1 r

Entdo, ¢ verdade que aioo =ai + (100 -1).r
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Generalizando ainda mais, temos a formula do termo geral da progressiio aritmética:

la,=a; +(n—1). 7|

Para calcular qualquer termo da progressdo aritmética (13, 20, 27, ...) substituimos

ai=13 e r=7 em a,=13+m-1).7
an=13+7n-7
Obtemos uma expressdo que ¢ o termo geral da progressdo aritmética (13, 20, 27, ...):
an=6+"7n
Para calcular, por exemplo, o septuagésimo oitavo termo, substituimos n por 78:
ag=6+7.78
a;g =6+ 546
arg = 552
6) Calcule o qliinquagésimo sétimo termo das progressoes aritméticas:
a)a, =13 —-"7n b)a, =4n-2 c)an=%—l d)a,=1023-3n

solugdo: a)as7=-386 b)as7;=226 c)as7=189 d)as;=2852

7) Escreva o termo geral das progressdes aritméticas abaixo:
Exemplo 1: (3, 11, 19, 27, ...)
ar=3 r=11-3=8
Substituindoem a,=a;+(n—1).r > an=3+m-1).8
apa=3+8n-8

Solucgao: ap,=8n->5
Exemplo 2: 1 ,Z ,E youe
2 °6 6
1 7 1 7-3 4 2
ar= — y=———=—=—=—
2 6 2 6 6 3
1 2
Substituindoem a,=ai+m-1).r > an=E+(n—l).§
1 2n-2
an__+
2 3
3+4n—-4
an =
6
4n—-1
Solucgao: ap = n6

Exemplo 3: (1,-3,-7, ...)
ar=1 r=-3-1=-+4
Substituindoem a,=a;+(n—1).r > an=1+mn-1).(-4)
an=1-4n+4

Solucgao: apn=5-—4n
a) (10, 13, 16, ...) c) [3 ? % ,] e)(2,4,6,8,..)

b) (% % | ] d) (10,9, 8, ...) f)(1,3,5,7,...)
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solugo: a)an=7+3n b)an=2""1 oya=117" gya=11-n ea=2n fHa=2n-1
5 4

8) Usando as expressdes do termo geral que vocé obteve no exercicio anterior, calcule o vigésimo
termo de cada uma das progressdes aritméticas.

solugdo: a)ax =67 b)axw=39/5 c)an=31/4 d)aw=-9 e)aw=40 f)an=39

PROGRESSAO GEOMETRICA

Uma seqiiéncia tal que cada termo, a partir do segundo termo ¢ obtido multiplicando o termo
anterior por um numero constante ¢ chamada Progressdo Geométrica, usualmente abreviada por
P.G. Exemplo: as seqiiéncias abaixo sdo progressdes geométricas:

* (3,6, 12,24, 48, 96, ...) (multiplica-se sempre por 2)
* (=10, -30,-90, =270, ...) (multiplica-se sempre por 3)
1
* (512, 256, 128, 64, 32, ...) (multiplica-se sempre por > (ou divide-se por 2))
5 25 125 625 i 5
* S sy .. multiplica-se sempre por —
3°79 27 781 ] (multip pre por 3)
*(1,-2,4,-8,16,-32, ...) (multiplica-se sempre por —2)
16 -32 64 -2
*112 -8 ,— ,—— ,— ... multiplica-se sempre por —
379 727 J (multip pre por —57)

RAZAO DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA

O valor constante pelo qual multiplicamos cada termo para obter o termo seguinte ¢ chamado razao
da progressdo geométrica e ¢ simbolizado por ¢.

Exemplos:

Na progressao geométrica (3, 6, 12, 24, 48, 96, ...) arazdo ¢ ¢ = 2.
Na progressdo geométrica (—10, =30, —90, —270, ...) arazdo ¢ g = 3.

1
Na progressdo geométrica (512, 256, 128, 64, 32, ...) arazdo é g = 3

~ Y 5 25 125 625 ., 5
Na progressdo geométrica | 1 ,— ,— ,— ,—— ,...| arazdo éq= —.
39 27 81 3
Na progressao geométrica (1, -2, 4, -8, 16, 32, ...) arazdo é g = 2.
_ -2
Na progressao geométrica | 12 ,—8 ,E ,ﬁ ,ﬂ ,..| arazdo éq = —.
3 9 27 3

COMO CALCULAR A RAZAO ¢ DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA
Escolha dois termos consecutivos da progressdo aritmética e divida o segundo pelo primeiro.
Exemplos:

*Para calcular a razdo ¢ da progressdo geométrica (3, 6, 12, 24, ...)

faca: g=2 < q=2
J
12
ou E:Z < q=2
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ou ﬁ:2 < qg=2 etc...
12
*Para calcular a razdo g da progressdo geométrica (512, 256, 128, 64, ...)
256 1 |
faca: ——=— < ==
TP =3
128 1 1
ou —=— q= =
256 2 2
64 1 1
ou ——=— q==
128 2 2

*Para calcular a razdo g da progressao geométrica [1 ,% ,é 125 625 ,J

9 ’27 8l
5
Py 5
faca: %zg < q=§
25
9 253 5 5
ou —=2—=— == <« = -
Y5 795 3
3
125
27 125 9 5 3
ou 4L """ == < = — etc...
25 T 2725 3 =3
9
*Para calcular a razdo g da progressdo geométrica [12 ,—8 ,? ’_T?)Z ,g—: ,J
-8 2
faca: E=—§ <« q=—§
16
By 2
ou — =E.—l=—g < q=—=
-8 3 8 3 3
-32
9 -32 3 2 B
0 = —=—= < =—— etc...
Y16 T 9 16 3 =73
3

constante.

Note que g ndo varia, ou seja, em cada progressao geométrica, ¢ € sempre o mesmo, independente
do par de termos consecutivos utilizados para seu calculo, por este motivo a razdo g é chamada

9) Calcule a razdo das progressdes geométricas abaixo:
a) (0,7; 1,4; 2,8; 5,6; 11,2;..)

b) (3, -15, 75,375, ...)

c) (—7,-28,-112,-448, ...)

d) (1024, 512, 256, 128, ...)

e) (128,192, 288, ...)

solugdo: a)g=2 b)g=-5 c)g=4 d)g=12 e)g=312 f)g=-3/2
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USANDO A CALCULADORA COMUM PARA OBTER OS TERMOS DE UMA PROGRES-
SAO GEOMETRICA

Quando os termos sdo nimeros inteiros ou decimais positivos, podemos calcula-los com uma calcu-
ladora comum. Veja os exemplos a seguir:

obs.: Antes de iniciar qualquer calculo, lembre-se de pressionar a tecla m

(a) Para calcular os termos da Progressao Geométrica (3, 6, 12, ...)
i) Calcule a razdo ¢:
6
q= 3 =2 > q=2

ii) Calcule os termos a partlr do se |éTndo termo

digite: . >< |lE| IlEI |lE|

q a1 az a3 a4 as a6 a7 etc...

3 © d2) (24 @) (96 (192)

NOTE QUE, ao contrario do céalculo da progressdo aritmética, para calcular os termos da progres-
sdo geométrica, digitamos primeiro a razido ¢, pressionamos a tecla e depois introduzimos o
primeiro termo ai.

(b) Para calcular os termos da Progressao Geométrica (5; 0,5; 0,05; 0,005; ...)
i) Calcule a razio ¢q:
q=05+5=0,1 > qg=0,1
ii) Calcule os termos a partlr do segundo termo:
digite: 0,1 >< E E E E|
1 ! 1 1 }

q a1 az as a4 as a6 etc...
(%) (0,5)  (0,05) (0,005) (0,0005)(0,00005)

10) Calcule a razdo e dé o 9° termo de cada progressdo geométrica abaixo:

a)(1,2,4,..)

b) (-2, 6,18, ...)
¢) (0,3;-3; 30;...)
d)(-2,-4,-8,..)

e) (7,35, 175, ...)

solugdo: a)256 b)—13122 ¢)30000000 d)—512 e)2 734375

TERMO GERAL DA PROGRESSAO GEOMETRICA

Vamos desenvolver uma formula que nos permita calcular qualquer termo de uma progressao
geométrica sem a necessidade de calcular os termos intermediarios, a semelhanca da formula do
termo geral da progressao aritmética.

Seja, por exemplo a progressdo geométrica (2, 6, 18, ...)

a =2 (o primeiro termo)

q=3 (faga6+2 ou 18+ 6)
Observe:

a;=2

w=a;x3 > a=2x3 > a=2.3!

a=ax3 > az= 2x3x3 > a3=2.32
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as

as=a3x3 > a= 2x3x3Xx3, > xu=2.3°
3

a4
—
as=asx3 > as= 2x3x3x3x3 > as=2.3"
34
as
‘. A\ Y
ag=asx3 > as= 2x3x3x3x3x3 > a=2.3
35
etc...
m9—1
Observe que, para calcular ag, o calculo serd o seguinte: a9 =2 . 33 > a=13122

ar g

Entiio, é verdade que a9 = a;. ¢~V
Generalizando ainda mais, temos a formula do termo geral da progressio geométrica:

[=ar g

Para calcular qualquer termo da progressdo geométrica (2, 6, 18, ...) substituimos
ai=2¢eq=3 em an=aj.q"" "V
Obtemos uma expressdo que ¢ o termo geral da progressdo geométrica (2, 6, 18, ...):
an=2.30-D
Para calcular, por exemplo, o septuagésimo oitavo termo, substituimos n por 78:
azg=2.37D
ag=2.3"
(Quando o termo resulta num nimero muito grande, deixamos o resultado na forma acima, sem
efetuar os célculos mesmo. O ntiimero 2 . 3”7 tera 38 algarismos!)

11) Calcule o 7° termo de cada progressdo geométrica abaixo:

a)a,=3.2"""1
b) an=—3.27"
c)an=3.(=2)""!
d) an = 3. (2"
e)an=5""

3 n-1
f)an 2(2)
g)a,=2317"""1

solugdo: a) 192 b)—192 ¢)192 d)-192 ¢) 15625 f)729/32 ¢)317°
12) Escreva o termo geral das progressdes geométricas abaixo:

Exemplo 1: (3, 6, 12, ...)

6
ar = 3 = — :2
3
Substituindoem a,=ai. ¢""”
Solucao: a,=3 .20 1

1
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Exemplo 2: (-2, 6,18, ...)

6
-2 g=—=-3
a 9=
Substituindo em ay=a;. ¢ "'
Solugio: an=-2.(3)""!
Exemplo 3: (40, 20, 10, ...)
20 1
—40  g==—
“ 720 2
Substituindoem a,=aj. g """
n—1
Soluc¢do: ap = 40. [%)
a)(1,2,4,..)
b) (3, =30, 300, ...)
¢) (<2, —4,-8, ..)

1
o1 1]
1
e) (—E, 1, -2, )

n—1
solugdo: a)an= 2""! b)a= 3.(-10)""' c)an=-2.2""! dya.= 3(1)
3

_ 1 4
e an=__ (_2Y
()
13) Usando as expressdes do termo geral que vocé obteve no exercicio anterior, calcule o décimo
termo de cada uma das progressdes geométricas.

solugio: a)ai=512 b)aw=3.(=10)° c)aw=—1024 d))ano=_1 ou 1

e)aio =256
3* 6561

COMPORTAMENTO NO PLANO CARTESIANO

PROGRESSAO ARITMETICA
2n ro grau f(x) = 3 + 2x, cujo

Considere a progressdo arit- 13 * grafico sabidamente ¢ uma

mética cujo termo geral é P . reta:
apn=3+2n: ~ .

n| an=3+2n (n, an) i ? L
l|ag=3+2.1=5 (1,5) 7 . s
2|a=3+2.2=7 (2,7) i ; 14
3|as=3+2.3=9 |(3,9) il -
4 las=3+2.4=11 [(4,11) v
5las=3+2.5=13 |(5,13) ¥

Se a cada n fizermos corres- 1 2 3 4 5'n 5

Observe a semelhanca do
termo geral da progressao
aritmética a, = 3 +2n com a -
funcao polinomial do primei- 1 9 3 4 & x

ponder o valor de a, num grafico
cartesiano, obtemos:

A diferencga entre o termo geral a, =3 +2n e a fungdo f(x) = 3 + 2x é que a variavel n da progres-
sdo ¢ restrita aos numeros inteiros positivos, ao passo que a variavel x das fungdes, normalmente, ¢
um nimero real.
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14) Calcule os cinco primeiros termos das progressdes aritméticas abaixo e assinale os pontos
(n, an) num plano cartesiano:

aI’I
Exemplo: an=3n-9 6 .
5 '
4 ;
3 .
n|lan=3.n-9 (n, an) 2 T
1[ai=3.1-9=-6 [(1,-6) ! —
2 a=3.2-9=-3 |(2,-3) ] 1 2 8 4 Sn
3]/a3=3.3-9=0 (3,0) g -
4 a4=3.4-9=3 (4,3) py
5/as=3.5-9=6 (5,6) 54—
6 '
a)an=4-2n
b)a,=7+n
c)an=4n-6
d)a,=3—-n
solugdo: a) b) c) d)
a ay,
n a, a,
ol 12 : 3 : o
0 — ; ! = 12 : L
) I I [ " 11 : S T W
2 s : : 10 . - :
iy i 9 =
4 . 7 g
5 E 7
6 a B .
o 2 a :
2 ;
T > -
T T 22 4 5n 1 —
ST {2434 &n
21—
PROGRESSAO GEOMETRICA (Parag>0eq# 1)
aI'I
Considere a progressdo geométrica ol !
cujo termo geral & 221
— n—1. 211
=32""" = .
n|an=3.2"""! (n, an) | I
1 aj=32""1=3 (1,3) L ——
2 |a=32"1=6 (2,6) 154
3laz=32""=12 [(3,12) i
4 |a=32"1=24 (4,24) 2 e
M
Se a cada n fizermos corresponder o 134._,_
valor de a, num gréfico cartesiano, obte- ?{:4%5 :
mos o grafico (1). T
G —
Observe a semelhanga do termo geral Z;;—-—-—
da progressao geomeitrlfca an = 3. 2“‘1 om %: — - L SEmE R
= . X - — H H ] i ! ! ]
a funcdo exponencial f(x) = 3.2~ !, cujo 0_1_—0—-——.—}1 it 0_1__._.__._}1 s

grafico € o grafico (2).
grafico (1) grafico (2)
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Aqui também, a diferenca entre o termo geral a,=3.2""! e a fungdo f(x) = 3.2~ ! ¢ que a variavel
n da progressdo ¢ restrita aos nimeros inteiros positivos, ao passo que a variavel x das fungdes,
normalmente, ¢ um ntimero real.

15) Calcule os quatro primeiros termos das progressdes geométricas abaixo e assinale os pontos
(n, an) num plano cartesiano:

a)a, =2"
1 n-1
b)a,= 8| =
2
c)ag=—2"""!
d)ap =31
solugdo: a) b) c) d)
a, a, a, k]
16 0 2t
15 H H— a2 3 G I ——
14 : : 2 - B
13 : 54— 4 — s D —
12 : = 4 — s
11 : Y —— 5 1 ;
10 : . 6 [ E——
9 : P8 N S L -7 L
8 i o : ' 19—
7 1 1.2 3 4 °n 16—
61 17—
] o}————
et ot
3 e R
[} S CIS S S S B
T o
e . "N
41 2 3 4 n 10—
o
H—
T
f———
Tt
g
R
2"5—:—1*
—&——"r——
[ S S
0_1, 1 2 3 4°n

SISTEMAS DE JURO

Quando aplicamos certa quantia no mercado financeiro, quando tomamos dinheiro emprestado,
usamos o “cheque especial” ou adiamos o pagamento das mensalidades do cartio de crédito, o valor
inicial da aplicacdo financeira, do empréstimo, etc., chamado CAPITAL, ¢ acrescido de uma quan-
tia chamada JURO, calculada de acordo com a TAXA de juro, o SISTEMA de juro (simples ou
composto) e 0 PRAZO decorrido entre a aplicacdo e o resgate ou entre o empenho da divida e seu

pagamento.
A quantia investida mais o rendimento ou a divida mais o juro ¢ chamada MONTANTE.
Resumindo: C=Capital (quantia inicial da aplicagdo ou da divida)

J=Juro (pagamento feito pelo uso do dinheiro emprestado ou aplicado)
M =Montante > M=C+]
O mercado financeiro opera segundo dois sistemas de juro:
JURO SIMPLES = o juro ou rendimento é sempre o mesmo, ¢ ¢ calculado sobre o Capital.
JURO COMPOSTO - o juro ¢ calculado sobre o Montante anterior.

TAXAS DE JURO

Taxa de juro é uma fracdo do Capital ou do Montante e esta sempre relacionada com uma unida-
de de tempo (dia, més, trimestre, semestre, ano, etc.)

A taxa de juro pode ser apresentada na forma percentual ou unitaria:

Taxa percentual, ou porcentagem, ¢ uma representacao especial da fracdo cujo denominador ¢

13
100. Assim, 13% € o mesmo que 100 e pode ser interpretado como 13 + 100 = 0,13.

13% ¢é uma taxa percentual ¢ 0,13 é a mesma taxa, na forma unitdria.
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obs.: Note que o termo por cento refere-se a divisdo por cem.

e Para transformar uma taxa percentual em taxa unitaria, a dividimos por 100.
e Para transformar uma taxa unitaria em taxa percentual, a multiplicamos por 100.

16) Transforme as taxas percentuais em taxas unitarias.
Exemplo: 41% = 41:100 =

a) 25% e) 50% i) 10%
b) 100% f) 1% i) 12%
¢) 120% 2) 1,2% k) 5,13%

d) 0,5% h) 1000% 1) 0,33%
solugio: 2)0,25 b)1 ¢)1,2 d)0,005 €05 0,01 g0012 h)10 i)0,1 j)0,12 k)0,0513 10,0033

17) Transforme as taxas unitarias em taxas percentuais.
Exemplo: 0,13 =0,13 . 100 =

a)0,3 c) 1,3 e) 0,25

b) 0,125 d)1 ) 3,5

solugdo: a)30% b)12,5% c)130% d) 100% €)25% f)350%

PORCENTAGENS
Quanto ¢ 7% de 48?

7
7% de 48 ¢ o mesmo que 100 de 48, ou seja:

7
° 7%de48=mde48=0,07><48 =336

Se preferir usar os recursos da calculadora, digite:
e 48| X |7| % | (mao pressione a tecla |?|)

18) Calcule da maneira que achar melhor:

a) 25% de 120 e) 50% de 30 i) 10% de 10,5

b) 100% de 92 f) 1% de RS 131,00 i) 12% de R$10,00

¢) 120% de R$25,00 g) 1,5% de R$32,00 k) 5,1% de R$10,00

d) 0,5% de R$1 200,00 h) 1000% de R$ 3,50 1) 0,33% de R$4300,00

solugdo: a)30 b)92 ¢)R$30,00 d)R$6,00 e)15 fHR$L3I g)R$0,48
h) R$35,00 i)R$1,05 j)R$1,20 k)R$0,51 1)RS$14,19

JURO SIMPLES
Neste sistema, o juro € calculado somente sobre o capital, ndo variando ao longo do tempo.

Seja J =juro
C = capital
M=C+]

i = taxa de juro (na forma unitdria) relacionada com uma unidade de tempo: dia,
semana, més, bimestre, trimestre, ano, etc.
n = prazo (quantidade de dias, semanas, meses, bimestres, trimestres, anos, etc.)

IMPORTANTE: a taxa i e o prazo n devem estar na mesma unidade de tempo, ou seja, se a taxa
for mensal, o prazo deve ser dado em meses, se a taxa for anual, o prazo sera contado em anos, etc.)

JURO: O Juro em cada periodo (cada dia, semana, més, bimestre, etc., ¢ calculado segundo a
taxa de juro sobre o capital, ousejaC .1
Ao final de n periodos ( n dias, n semanas, n meses, n bimestres, etc.) o juro sera:

Jh=C.i.n
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MONTANTE:

My=C+C.i.n (%)
Colocando C em evidéncia, obtemos a formula de calculo do Montante no sistema de juro simples:

[Ma=C (1+i.n)]

* QObserve a semelhanga da formula Mp,=C+C.i.n com a formula do termo geral da
progressdo aritmética a,=a;+(n—1).r

Veja que C € o termo inicial de uma progressdo aritmética cuja razao € igual a C.i

A diferenca € que o primeiro termo no caso do calculo financeiro € Mo. No caso das progressoes,
comegamos por n = 1.

Vejamos um exemplo numérico:

Exemplo: Suponha um capital de R§ 1 000,00 tomado emprestado no sistema de juro simples
a taxa mensal de 10%:

C =1 000,00
1=10% = 0,1 (a0 més)
n (meses) > Mn,=C(1+i.n)
Mn=1000(1+0,1.n)
Prazo Mx=1000(1+0,1.n) M. (RS)

Inicio (n = 0) Mo=1000(1+0,1.0)=1000(1+0)=1000 | Mo=1000,00
1 més (n=1) M;=1000(1+0,1.1)=1000(1+0,1)=1100 | M; =1 100,00
2meses(n1=2) |M>=1000(1+0,1.2)=1000(1+02)=1200 | M,=1 200,00
3meses(n=3) |M3;=1000(1+0,1.3)=1000(1+0,3)=1300 | Ms=1 300,00
4meses(n=4) | Ms=1000(1+0,1.4)=1000(1+04)=1400 | Ms=1400,00
S5meses(n=5) |Ms=1000(1+0,1.5=1000(1+0,5=1500 | Ms=1 500,00
6meses(N=6) | Me=1000(1+0,1.6)=1000(1+0,6)=1600 | Ms=1 600,00
etc...

Observe que a seqiiéncia (1 000, 1 100, 1 200, 1 300, 1 400, 1 500, 1 600...) € uma progressao arit-
mética.

OUTROS EXEMPLOS
i. Calcule os juros simples produzidos pela aplicagdo de R$ 3 600,00 a taxa de 1,25% ao més, du-
rante 6 meses.

Jh=7? Jo=C.in

C=3600 Je=3600.0,0125.6
1=1,25% =0,0125 (a0 més) J6e=270

n = 6 meses

Resposta: R$ 270,00

ii. Qual o capital que produziu R$ 300,00 a 20% ao trimestre durante 3 trimestres no sistema de juro

simples?
Jh =300 Jh=C.in
Cc=2? 300=C.0,2.3
1=20% = 0,2 (ao trimestre) 300=0,6.C
n = 3 trimestres 0,6.C=300

C=300+0,6=500
Resposta: R$ 500,00
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iii. Determine o prazo tal que a aplicagdo de R$ 12 000,00 a taxa de 0,2% mensais renda Juro sim-
ples de R$ 240,00.

Jn =240 Jo=C.in

C=12000 240=12000.0,002 .n
1=0,2% = 0,002 (a0 més) 240=24 .n

n = ? meses 24 .n=240

n=240+24=10
Resposta: 10 meses.

iv. Qual ¢ a taxa mensal que aplicada ao capital de R$ 20 000,00 no sistema de juro simples em 36
meses rende R$ 36 000,00?

Jo=36 000 Jo=C.in

C=20000 36 000=20000.1.36
1=7? (a0 més) 36 000 =720 000 .1

n = 36 meses 720 000 .1=36 000

1=36 000 + 720 000 = 0,05
Resposta: 0,05 (ou 5%) ao més.

v. Que montante o capital de R$ 5 000,00, aplicado no sistema de juro simples a taxa de 0,12% dia-
ria atinge em 20 dias?

M, =? Ma=C(l+i.n)
C=5000 Ma =5 000 ( 1 +0,0012 . 20)
i=0,12%=0,0012 (ao dia) M. =5 000 ( 1 +0,024)

n =20 dias M, =5000.1,024=5 120

Resposta: R§ 5 120,00.

19) Depositei em um banco R$ 300,00 a 0,25% ao més durante 6 meses no sistema de juro simples.
Qual foi o juro que recebi?

solugdo: R$ 4,50

20) Qual o capital que a 1% ao bimestre rende R$ 2 500,00 em 4 bimestres?

solugdo: R$ 62 500,00

21) Durante quanto tempo devo aplicar, no sistema de juro simples, um capital de R$ 40 000,00 a
20% ao ano para obter uma importancia de juros igual ao capital aplicado?

solugdo: 5 anos

22) A que taxa foi emprestado o capital de R$ 15 000,00 no sistema de juro simples para render R$
1 800,00 em 3 anos?

solugdo: 4% ao ano.

23) Qual o montante produzido por R$ 4 000,00 em 4 meses a taxa de 1% ao més?

solucdo: R$ 4 160,00

24) Qual foi o capital que aplicado no sistema de juro simples por 6 meses a taxa de 1,5% ao més
produziu o montante de R$ 915 600,00?

solugdo: R$ 840 000,00
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JURO COMPOSTO
Neste sistema, o juro ¢ calculado sobre 0 MONTANTE, variando ao longo do tempo:
Inicialmente: Mo=C
ao final do 1° periodo: Mi=C+C.i=C(l+1i)
ao final do 2° periodo: Mz =M +Myi=M(1 +i)=C (1+i)(1+i) = C(1+i)*
ao final do 3° periodo: M3 =M, + Ma.i = My(1 +i) = C (1+)(1+)(1+) = C(1+i)*
ao final do 4° periodo: Ms =M; + Ms.i = Ms(1 +1) = C (1+)(1+)(1+)(1+i) = C(1+)*
ao final do 5° periodo: Ms = My + Ma.i = M3(1 +1i) = C (1+)(1+)(1+)(1+)(1+) = C(1+)°
etc...
Generalizando: | M,=C(l+ i)n|
tal que: M, = montante ao final de n periodos
C = capital

i = taxa de juro (na forma unitaria) relacionada com uma unidade de tempo: dia,
semana, més, bimestre, trimestre, ano, etc.
n = prazo (quantidade de dias, semanas, meses, bimestres, trimestres, anos, etc.)

IMPORTANTE: a taxa i ¢ o prazo n devem estar na mesma unidade de tempo, ou seja, se a taxa
for mensal, o prazo deve ser dado em meses, se a taxa for anual, o prazo serd contado em anos, etc.)

JURO: O Juro sera a diferenca entre o Montante ¢ o capital:

* QObserve a semelhanga da formula M, =C (1 +1)" com a féormula do termo geral da progressdao
geométrica an=aj.q" .

Veja que C ¢ o termo inicial de uma progressdo geométrica cuja razdo € igual a (1 + 1)

A diferenga é que o primeiro termo no caso do calculo financeiro ¢ Mo. No caso das progressoes,
comecamos por n = 1.

Vejamos um exemplo numeérico:

Exemplo: Suponha um capital de R$ 1 000,00 tomado emprestado no sistema de juro composto
a taxa mensal de 10%:

C=1000,00
i=10% = 0,1 (a0 més)
n (meses) > M,=C (1 +1)"
Mn=1000(1+0,1)"
M, =1 000 (1,1)"
Prazo M, =1 000 (1,1)" M (RS)
Inicio (n =0) Mo =1000 (1,1)°=1000.1=1 000 Mo =1 000,00
Imés(n=1) Mi=1000(1,1)' =1000.1,1=1100 M;: =1 100,00
2meses(n=2) |M>=1000(1,1>=1000.121=1210 Mz =1 210,00
3meses(n=3) |M;=1000(1,1)*=1000.1,331=1331 M; =1 331,00
4meses(n=4) | Ms=1000(1,1)°=1000.1,4641=1464,1 My =1 464,10
S5meses(n=5) | Ms=1000(1,1)*=1000.1,61051=1610,51 Ms=1 610,51
6meses(n=6) | Ms=1000(1,1)’=1000.1,771561 =1771,56 | Me=1771,56
ete...

Observe que a seqiiéncia (1000,00; 1100,00; 1210,00; 1331,00; 1464,10; ...) ¢ uma progressao
geométrica.
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COMPARACAO ENTRE OS SISTEMAS DE JURO SIMPLES E COMPOSTO:

Na introdug@o ao sistema de juro simples e de
juro composto, calculamos o montante resultante
a cada més do capital de R$ 1 000,00 aplicado a

Observe que, a mesma taxa, o crescimento do
montante mais acelerado no sistema de juro
composto. Graficamente:

taxa mensal de 10%, em cada caso: R$ 1 p
2800 Juro composto
Prazo M, em RS M, em RS 2600 3 s
(meses) (juro simples) | (juro composto) s E Ve
Inicio (n = 0) Mo =1 000,00 | Mo=1 000,00 d
Imés(n=1) | M, =1100,00 | M, =1100,00 2200 P
2meses (n=2) | M, =1200,00 | M,=1210,00 2000 4 e
3meses (n=3) | M3=1300,00 | M3=1 331,00 1200 _ // juro simples
4 meses (n=4) | My=1400,00 | My=1464,10 ] e
5 meses (1= 35) | Ms =1 500,00 | Ms=1610,51 1600 3 s
6 meses (n=6) | Mg=1600,00 | Me=1 771,56 1400 B
etc... etc... 1200 3
] meses
000G 1 3 3 4 5 6 7 8 9 1011
OUTROS EXEMPLOS:

i. Aplicando R$ 5 000,00 a juros compostos, a 8% ao més durante 2 meses, qual o valor do montan-
te e dos juros adquiridos?

C=5000,00 Mn=C (1 +1)"

1=8% = 0,08 ao més M2 =5 000 (1 + 0,08)*

n =2 meses M2 =5 000 . (1,08)

Mn=? M;=5000.1,1664

h=7 M; =5 832,00
Jh=My-C

J» =15 832,00 -5 000,00 = 832,00
Solugdo: M2 =R$ 5 832,00 e J.=832,00

ii. Qual o capital que, aplicado a juros compostos a taxa de 3% ao més produz em 5 meses 0 mon-
tante de R$ 231,857

Cc=2 M, =C (1 +i)
i=3%=0,03 a0 més 231,85=C (1 +0,03)°
n=>5s 231,85 =C (1,03)°

M, = 231,85 231,85=C. 1,159274

C.1,159274=231,85
C=231,85+1,159274
C=200,00

Solugdo: C =R$ 200,00

iii. A que taxa devo aplicar um capital de R$ 80 000 no sistema de juros compostos para que em
dois meses o montante seja de R$ 96 800,007

C =80 000 M, =C (1 +i)
i =7 a0 més 96 800 = 80 000 (1 + i)?
n=2 80 000 (1 + )% = 96 800
M, = 96 800 (1 +1)? =96 800 + 80 000

(1+i)2=1.21

1+i= 4121

1+i=1,1

i=1,1-1

i=0,1

Solugdo: i =0,1 ou 10% ao més.
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25) Aplicando R$ 8 000,00 a juros compostos, a 10 % ao més durante 4 meses, qual o valor do
montante e dos juros adquiridos?

solu¢do: Ms=R$11712,80 ¢ J4+=R$3 712,80

26) Qual o capital que, aplicado a juros compostos a taxa de 8,5 % ao més produz em 3 meses o
montante de R$ 231,85?

solugdo: C=RS$ 181,52

27) A que taxa devo aplicar um capital de R$ 16 000 no sistema de juros compostos para que em
dois anos o montante seja de R$ 20 250,007

solugdo: i= 0,125 ou 12,5% ao ano.

LUCRO

Lucro (L) ¢ a diferenca entre o valor da venda (V) ¢ o custo (C) de uma mercadoria:

O custo geralmente € o valor pago por uma mercadoria que sera vendida por um preco maior.

O calculo do lucro ¢ feito de acordo com uma taxa de lucro sobre o custo da mercadoria (iL/c)
ou sobre o valor de venda (iLv)

Lucro sobre o custo:
tal que L =lucro
C = custo
iL/c = taxa (unitaria) de lucro sobre o custo
Lucro sobre a venda:
tal que L = lucro
V = valor da venda
iL/v = taxa (unitaria) de lucro sobre a venda
Exemplo:
a) Calcule o lucro da negociacdo de uma mercadoria adquirida por R$22,00 que serd vendida
com 60% de lucro sobre o custo.
b) Qual sera o valor de venda deste produto?
¢) Qual seria a taxa de lucro sobre a venda (iLv)?

a) L=2? L=C.iLc

C=22,00 L=22.06

iLic=60% = 0,6 L=13,20 solugdo: L=RS$ 13,20
b) L=13,20 L=V-C

V=2 13,20 =V —22,00

C=22,00 V —-22,00=13,20

V =13,20+22,00=3520 solugdo: V=RS$ 35,20

c) L=13,20 L=V.iwv

V =35.20 13,20 =35,20 . iy

v =" 35,20 . ipv =13,20

iy =13,20 + 35,20 =0,375 solugdo: i,v =0,375 ou 37,5%

28) Uma mercadoria, adquirida por R$ 1 200,00 foi vendida por R$ 1 800,00.
a) Qual foi o lucro?
b) Qual foi a taxa de lucro sobre o custo?
¢) Qual foi a taxa de lucro sobre a venda?

solugdo: a) L =R$ 600,00 b)ic=50% c)iuv=33,33%
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DESCONTO

Desconto (D) ¢ a diferenga entre o valor de custo (C) e da venda (V) de uma mercadoria:

O custo, neste caso, € o preco normal de uma mercadoria que, promocionalmente, serd vendida
pOr um prego menor.

O calculo do desconto ¢ feito de acordo com uma taxa de desconto sobre o custo da mercadoria
(in/c) ou sobre o valor de venda (ip/v)

Desconto sobre o custo:
tal que D = desconto
C = custo (preco normal)
iL/c = taxa (unitaria) de lucro sobre o custo
Desconto sobre a venda:
tal que D = desconto
V = valor da venda
iL/v = taxa (unitaria) de lucro sobre a venda
Exemplo:
a) Calcule o desconto sobre uma mercadoria cujo prego normal é R$22,00 a taxa de 15% de des-
conto sobre o custo.
b) Qual sera o valor de venda deste produto?
¢) Qual seria a taxa de desconto sobre a venda (ip/v)?

a) D=7 D=C.ipc

C=22,00 D=22.0,15

ic=15%=0,15 D=3,30 solu¢do: L =RS$ 3,30
b) D= 13,20 D=C-V

V=2 3,30=22,00—-V

C=22,00 V=2200-3,30=18,70  solugdo: V=R$ 18,70
¢) D=3,30 D=V .ipv

VvV =18,70 3,30=18,70 . ip/v

ipv="7 18,70 . ipv = 3,30

ipv = 3,30 + 18,70 = 0,1765 solugdo: ipv =0,1765 ou 17,65%

29) Uma mercadoria anunciada por R$ 1 800,00 foi vendida por R$ 1 200,00.
a) Qual foi o desconto?
b) Qual foi a taxa de desconto sobre o custo?
¢) Qual foi a taxa de desconto sobre a venda?

solu¢do: a) L=R$ 600,00 b)ipc=33,33% c¢)iLv=50%
30) Uma loja adquire uma mercadoria ao custo de R$ 100,00 e a vende, normalmente, com a taxa
de lucro sobre o custo de 40%. Numa promogao, a loja deu desconto de 30% sobre o preco normal

da mercadoria. Qual ¢ o valor da venda durante a promogfo? Qual serd o “lucro” da loja, sobre esta
mercadoria, durante a promogao?

solugdo: A mercadoria sera vendida por RS 98,00, com um prejuizo de R$ 2,00.
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AVALIACAO SIMULADA (PRE-TESTE)

questdes objetivas
(cada uma das questdes a seguir tem apenas
uma alternativa correta)

1) Quais sdo os quatro primeiros termos da

n

seqiiéncia cuja lei de formacao € a, = — ?
n

a)(1,2,3,4)
b)(2,2,2,2)
©)(2,4,6,12)

d) (2,2, %, 4)

e) (2, 4,8, 16)

2) Qual ¢ a razdo r da progressdo aritmética
abaixo?

2 13 11 31

37637 6
a)r=
b)r=
c)r=

dyr=

ERSERN -

e)r=

3) Qual ¢ o décimo quinto termo da progres-
sdo aritmética abaixo?

(83,79, 75, ...)
a) ajs = 25
b) ais =26
C) aijs = 27
d) a;s =28
e) ajs = 29

4) Qual ¢ a expressdo do termo geral da pro-
gressdo aritmética abaixo?

(3,5,7,9,..)
a)a,=2n+1
b)a,=3n-1
c)an=2n+2
d)a,=3n+2

e)an=3n+5

5) Qual ¢ o octogésimo termo da progressao
aritmética da questdo anterior?

a) aso = 80

b) ago =120
c) ago = 160
d) ago =161
e)aso =170

6) Qual ¢ a raz@o ¢ da progressdo geométrica
abaixo?
(128,-192, 288, ...)

a)g=—192
3
bg=-7
2
9q=-73
2
=3
e)qg=128

7) Qual é o décimo termo da progressao ge-
ométrica abaixo?

-1,-2,-4,..)
a)ajo =512
b) aio =256
C) ajo =128
d) ajo =-256
e)ai=-512

8) Qual ¢ a expressdo do termo geral da pro-
gressdo geométrica abaixo?
(3,15,75,..)
a)apn=5.3""!
b)a,=3.5""!
c)an=3.15""!
d)a,=15.3""!
e)an=75.3"""

9) Qual ¢ o vigésimo primeiro termo da pro-
gressao geométrica da questdo anterior?
a)ay =5.3%

b)ay =5.3%
c)ay =3.5%
d)ay =3.5%
e)ay =3.15%
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10) Qual dos graficos abaixo melhor repre-
senta a progressao aritmética (1, 3, 5, ...)?

a) b)

a a
L e —— e
ot e —
gt S —
e —— L E—
f—————— N —
S — ) E—
41— R EE—
I M
e i | St
1 L I
S o o g JENE N S
. 12 3 4°n ¢ T2 3 4
c) d)

4 a, '
w— LT ——
S — 91—
R gb—
. S T
 —— L
G e
44—t 4t
I R L S
L R R e
T T
’ 1.2 3 4n g 1 2 8 4'n

e)

an
104

9_

8_

?_
ft————
51 :
Sk E— S
7
e
[
0 12 3 4

11) Quanto é 12% de R$ 40,007
a) R$ 480,00

b) RS 48,00

¢) R$ 4,80

d) RS 0,30

&) R$ 30,00

12) Qual ¢ o juro cobrado por um empréstimo
de R$ 10 200,00 a taxa de 3% ao més no sis-
tema de juro simples pelo periodo de 12 me-
ses?

a) R$ 306,00

b) R$ 1 020,00

¢) R$ 1224,00

d) R$ 3 600,00

e) R$ 3 672,00

13) Qual ¢ o capital que, aplicado a 18% ao
ano, rende juro de R$ 18 000,00 em 5 anos no
sistema de juro simples?

a) R$ 10 000,00

b) R$ 12 000,00

c) R$ 15 000,00

d) RS 18 000,00

e) R$ 20 000,00

14) Qual sera, aproximadamente, o montan-
te de uma divida de R$ 1 200,00 a taxa de 9%
ao més no sistema de juro composto depois
de 5 meses?

a) R$ 1 300,00

b) R$ 1 425,00

¢) R$ 1 550,00

d) R$ 1 700,00

e) R$ 1 850,00

15) Qual deve ser a taxa que, aplicada a
R$ 20 000,00 no sistema de juro composto,
leve ao montante de R$ 22 050,00 depois de 2
meses?

a) 1,05%

b) 5%

c) 10,25%

d) 10,5%

e) 105%

16) Um aparelho telefonico, adquirido por
R$ 85,00 sera vendido com 60% de lucro so-
bre o custo. Qual sera o valor da venda?

a) R$ 34,00

b) R$ 51,00

c) R$ 85,00

d) R$ 136,00

e) R$ 141,67

17) A taxa de lucro sobre a venda de um pro-
duto vendido por R$ 1 200,00 ¢ de 30%. Qual
¢ o lucro desta venda?

a) R$ 360,00

b) RS 840,00

c) R$ 1 200,00

d) R$ 1 560,00

e) R$ 4 000,00
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18) Uma mercadoria cujo preco normal ¢
R$ 80,00 ¢ vendida, a vista, por R$ 75,00.
Qual ¢ a taxa de desconto sobre o custo?

a) 3,5%

b) 6,25%

c) 6,67%

d) 10,34%

e) 93,75%

questdes dissertativas

Resolva cada questdo abaixo de forma com-
pleta e organizada, escrevendo todos os calcu-
los e destacando o resultado final.

19) Dada a progressdo geométrica:
(-54,-18,-6,-2, ...)

a) Obtenha a expressdo do termo geral.

b) Calcule seu vigésimo termo.

20) Um comerciante anuncia uma mercadoria
por um preco tal que, descontados 20%, o
prego de venda seja RS 100,00. Qual deve ser
o preco anunciado?

RESPOSTAS

DD 2)B  3)C  4HA 5D 6B
7E 8B 9D 100C 11)C 12)E
13)E  14E 15B 16D 17)A 18)B

1 n-1 l 19
19) a) an= —54.(§j b)azo_—54.(§j

20) VvV =100,00 D=C-V
ipc=20%=0,2 D=C.ipc
Cc=?
D=C-100
D=C.02=02C
C-100=0,2C
C-0,2C=100
0,8 C=100

C=100+0,8=125 Resposta: R$ 125,00
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| SEQUENCIAS e MATEMATICA FINANCEIRA |

Sequéncia

Segqiiéncia: (21, 19,17,15, 13, ..)
Lei de formagdo (termo geral):
Primeiro termo (n=1)

Segundo termo (n=2)

Exemplo:

| Progressdo Aritmética |
A diferenca entre dois termos consecutivos é
constante (fixa) e igual a r.
Termo geral: an= a1 + (n-1).r
Razdor=a2-a1=a3-Q@4=..=Qn~Qn-1
Exemplo: (b,7,9,11,.)
a=5r =7-5=2
an=5+(n-120u
an=3+2n
Comportamento no Plano Cartesiano
a,=3+2n ~ f(x)=3+2x

Termo geral:

an=23-2n
a1=23-21=23-2=21 >a-=21
:=23-22=23-4=19 >a,=19 etc.

‘ Progressdo Geométrica |
O quociente entre dois termos consecu-
tivos é constante (fixo) e igual a q.
Termo geral: an=a;.q"™ Y

Razoq=az/ai=a3/a=..=an/ an-1
Exemplo: (3,6,12,24,.)
6
=3;q=—=2
a1 9= 7

Termo geral: a,=3 .20
Comportamento no Plano Cartesiano
an=3.20"0 ~ f(x)=3. 26D

N 0 ay fix)
- ’ M 241
; I B 23
i n »
5 ‘ ; e | — 21
Sl 200 20
= HIH [ | E— 19
* B 18
o P e L T 17
Z op————— 16
: L 15
L B 14
R L 13
2 2 4 &on T3 3 4 fx - i 12
~v [NE - —— 114
0 10
= - = - g
‘ Matemadtica Financeira | ° T ;
. e . 6-—7—55— &
C = Capital (valor inicial) L 5
. Sl B
M. = Montante (valor apds o tempo n) > C = Mo B :
, M
Jn = Juro (rend. apés o tempo n) > TEEEE B G
e = A
n = tempo de aplicagdo (meses, anos, etc.) 0 T S W T B

i = taxa unitdria de juro (mensal, anual, etc.)
(i e n devem estar na mesma unidade)
(tx. percentual: 15 % <= tx. unitdria: 0,15)

‘ Juro Composto |
O quociente entre dois montantes consecu-
tivos € constante, ou seja, a cada unidade
de tempo de aplicagdo, o montante anterior
¢ multiplicado (ou dividido) por uma cons-
tante i.

| Juro Simples ‘
A diferencga entre dois montantes consecu-
tivos é constante, ou seja, a cada unidade
de tempo de aplicagdo, ao montante anteri-
or é somado (ou subtraido) um valor cons-
tante e igual a C.i
MO =C Mo =C
Mi=Mo+Ciz=C+Ci=C(l+i) M1 = Mo+ Mo.i = Mo (1 +i) = C.(1+1)
Mo=Mi+Ciz=C(l+i)+Ciz=C(l+2i) Mz = Mi+ Mui = My (1+i) = C(1+i)°
Ms=Mo+Ciz=C(+2i)+Ci=C(l+3i) Ms = Mz + Mai = Mz (1+i) = C(1+i)°

[M.=C(l+in) | (Mo=c iy ]
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MANUAL DE OPERACAO DE
CALCULADORAS CIENTIFICAS STANDARD

Chamaremos assim, por falta de termo mais
adequado, as calculadoras cientificas de baixo custo,
geralmente fabricadas na China, vendidas no comércio
informal. Ndo tém a fung¢io firacdo (tecla aP/c) e servem
apenas para calculos numéricos e estatisticos para uma
variavel, ndo sendo programaveis, nem graficas. O visor
tem apenas uma linha numérica, que suporta até 10
digitos, com opg¢do de notagdo cientifica, ponto decimal
flutuante ou fixo. Uma linha superior (ou inferior) exibe
o sistema de medida de angulos, de numeracao, etc. Ao
efetuar célculos com mais de uma operagdo, respeita a
maioria das regras de prioridade e dispde de teclas de
parénteses. Seu aspecto ¢ semelhante ao esquema ao

lado:

ALGUNS CUIDADOS

:088888888

2ndF HYP DEG RAD GRAD ( ) BIMH OCT HEX CPLX STAT

58

OFF E
)
JDMS, e g 10 p e +XY  CPLX
oy e, bt Co) £ C2)
L7108 ]9 )= xmy

s0cT |8 &
L4 |5 ] 6 J[x]ru]|

SHEX | DATA cp
nnnEs
o |[+) - IFIE

=
=
=

Para assegurar a durabilidade de sua calculadora, ndo toque em sua parte interna, evite pancadas

e ndo pressione suas teclas com muita forca. Temperaturas extremas (abaixo de 0°C ou acima de

40°C) e umidade excessiva podem afetar sua funcionalidade. Nunca use fluidos volateis como tinner,

benzina, etc. para limpé-la. Cuide especialmente para ndo danificé-la pela pressdo causada por

carregé-la no bolso de tras.

Antes de calcular, certifique-se de ter pressionado a tecla e de confirmar que o visor mostra

“033
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O TECLADO
CONTROLES DE OPERACAO:
1. Tecla power/off
Quando ¢ pressionada, a calculadora desliga.
Funcdo Desligamento Automatico: Normalmente estas calculadoras desligam
automaticamente aproximadamente 8 minutos depois da ultima tecla pressionada, para
conservar as baterias.
2. (E  Tecla de ligar e limpar // tecla de modo cdlculo estatistico
(oWO)E Pressione esta tecla para ligar a calculadora. Ela estard pronta para operar.
Quando pressionada durante uma operagéo, limpa todo o calculo, exceto o conteudo
da memoria.
(O%E O modo estatistico estara ativado.
Quando a calculadora ¢ ajustada, deste modo, para calculos estatistico, o simbolo
“STAT” aparece no visor e, a0 mesmo tempo, os valores numéricos e comandos de
calculo em andarrzlento, exceto os da memoria, sdo apagados. No modo estatistico
X Ix? s c DATA  CD
as teclas , , e trabalham como n, ;, S € DATA, respectivamente.
E pressionando estas teclas imediatamente depois da tecla (), funcionam como
Zx, sz , G € CD.
3. Tecla de ativacio da 2° funcao
4. Seletor de grau, radiano, grado // Tecla de conversiao de unidade angular

DRGP
Usada para calculos trigonométricos/trigonométricos inversos e conversio de

DRGP DRGP
coordenadas, a tecla muda o modo angular: ( pressionando a tecla )

v(grau) (ralé?gn o) [.g;c?o)j

DRGP
Exemplo: pEG — GRAD: Pressione a tecla duas vezes.

* modo pEG: os valores digitados e respostas estdo em graus decimais.
* modo rap: os valores digitados e respostas estdo em radianos.
* modo Grap: os valores digitados e respostas estdo em grados

(2008 = 180° = 7 rad)
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DRGH

arc hyp

DRGH
Tem a fun¢o da tecla para converter o niumero mostrado no visor em um

numero do modo angular especificado.

Exemplo: Converter 180° em radianos:
DRGP
Pressione tantas vezes quanto necessarias, até ver pEG no visor.
DRGF

Digite 180. Pressione (6], O visor mostrara rap ¢ o valor de 180° em radianos:
3,141592654 ou seja, © rad.

Exemplo: Converter © rad em graus:
DRG}
Pressione tantas vezes quanto necessarias, até ver RAD N0 Visor.

T_A
Digite o valor de m:

DRG}
Pressione (oR6), O visor mostrard Grap ¢ o valor de 7 rad em grados: 2008
DRGK
Pressione novamente. O visor mostrara peG € o valor de © rad em graus:

180°.

5. Tecla de fungoes hiperbolicas I/ fungoes arc hyperbdlicas

sin?  cos?  tan?
6. (sn) Teclas de fungoes trigonométricas I/ fungoes trigonométricas inversas

TAB

7. Troca de formato do nimero exibido no visor // Tecla de tabulacdo

TAR

Quando um resultado de calculo é exibido no sistema de ponto decimal flutuante

TAB

ou fixo (fix), pressionando-a, o visor mostra o resultado em notagdo cientifica.
Pressionando-a novamente, o visor mostra o resultado no sistema de ponto decimal
flutuante ou fix.
Tabula (fixa) o namero de casas decimais dos resultados de calculos. (As vezes esta
funcdo é apresentada com a sigla rix). Depois destas teclas, pressione a tecla
numérica correspondente ao niimero de casas decimais desejadas.

TAB
Exemplo: duas casas decimais: @
Obs.: Para retornar ao modo de ponto decimal flutuante: Q

8. Corrige entrada // Tecla fatorial

n!
Usada para limpar um numero incorretamente digitado.

|

Calcula o fatorial do numero mostrado no visor.

Fatorialden: n!/=nn-1)m-2)..2.1

+D.MS

9. Conversao de medida de graus (horas): grau.minutos segundos <> graus decimais //

Tecla do algarismo hexadecimal D
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2D.MSy,
Converte grau.minutos segundos em graus decimais.
2D.MSy,

Converte graus decimais em grau.minutos segundos.
Obs.: 6h5minl0s ¢ representado por 6.0510. pressionando a tecla D, a
calculadora faz a conversao para graus decimais: 6.086111111
PE6 ) Tecla do algarismo hexadecimal D (ativada somente no modo de sistema de
numeracao hexadecimal)

10. () Logaritmo natural |/ antilogaritmo natural // algarismo hexadecimal £

(Un ) Usada para obter o logaritmo de base e (e =2,718281828) do numero mostrado no

visor.
& E
() Calculao antilogaritmo base e¢ do nimero mostrado no visor.
e E

() Tecla do algarismo £ (modo hexadecimal)
w* ¢
11. Logaritmo decimal |/ antilogaritmo decimal // algarismo hexadecimal F
10" ¢
Usada para obter o logaritmo decimal do nimero mostrado no visor.

10"
Usada para obter o antilogaritmo decimal do numero mostrado no visor.
10" ¢
Tecla do algarismo F' (modo hexadecimal)
= re
12. (L2 ) Tecla de entrada de parte real |/ conversdo de coordenadas.
+re
(modo complexo): E usada quando a parte real do nimero complexo ¢ digitada e quando

se quer recuperar a parte real de resultado de calculo.

@ (modo real): E usada durante a conversdo de coordenadas, quando a abscissa x das
coordenadas retangulares (x, y) ¢ digitada ou quando o modulo 7 das
coordenadas polares (7, 0) ¢ digitada. E usada também para recuperar
valores convertidos de x ou r.

=ra
(22 Converte as coordenadas retangulares em coordenadas polares.

XY
13. (Z») Tecla de entrada de parte imagindria // conversdo do coordenadas
» Xy
(2 ) (modo complexo): E usada quando a parte imaginaria do nimero complexo ¢ digitada e

quando se quer recuperar a parte imaginaria de resultado de calculo.
(ﬁ) (modo real): E usada durante a conversdo de coordenadas, quando a ordenada y das

coordenadas retangulares (x, y) ¢ digitada ou quando o argumento 6 das

coordenadas polares (r, 0) ¢ digitado. E usada também para recuperar

valores convertidos de y ou 0.
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> Xy
(L % Converte as coordenadas polares em coordenadas retangulares.
CPLX
14. Remover a direita /| Tecla de modo complexo

CPLX

Remove o tltimo algarismo digitado (usada para corrigir erros de digitag@o)

CPLX

Usada para alternar entre o modo complexo e o modo real.
=+ rg - xy

modo real — (As teclas (2 J e CeJ servem apenas para entrada das coordenadas retangulares

complexo —

(x, y) ou polares (7, 0) e para conversdo de coordenadas de um sistema para outro.)
Exemplo: conversao de retangular (\/5 , 1) para polar (2, 30°)

Bl ey m

O visor mostrara o valor do médulo 7 (r = 2).

Para visualizar o valor do argumento 6, pressione i]

(6 =30° no modo pEG)

(6=0,523598775, ou seja, m/6 radianos, no modo RAD)

(10=33,333333332 no modo GrRAD)

Exemplo: conversao de polar (2, 30°) para retangular (\/g , 1)

O modo peG deve estar selecionado. (pressione até aparecer DEG na parte
superior do visor)

Elles]EllENasic:ias

O visor mostrard o valor da abscissa x (x = V3 , ou seja, x =1,732050808)

Para visualizar o valor da ordenada y pressione &] =1

=+DEC +HEX

(O visor mostra CPLX. Neste rnod(*)éI a calculadora efetua adi¢ao , subtragdo B
, multiplicacdo e divisdo E] de niimeros complexos sempre interpretando-
os como coordenadas retangulares (¢ = a + bi). Para efetuar estes calculos com
numeros complexos na notagdo polar (¢ =r (cos 0 + i sen 0)), digite-os e converta-
os para coordenadas retangulares. Efetue os calculos e converta o resultado ao modo
polar.)
Exemplo: (1 +2i) + (3 — 4i)
=+DEC %

lchzlan FH sl el =] (=)
O visor mostrara a parte real (a = 4)

=y
Pressione (_b_) para ver a parte imagindaria (b =—2)

Exemplo: i. (1 +1i)
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s0cT %
LG X G A =)
(a=-1,b=1)
15. A Entrada do expoente de 10 // nimero m // algarismo hexadecimal 4
A Para introduzir o expoente de 10 em notacdo cientifica

A
A constante 7t ¢ introduzida (n = 3,141592654)

T_A
Tecla do algarismo 4 (modo hexadecimal)
k')
16. Tecla y* // tecla {/; // algarismo hexadecimal B

7 g
Eleva o nimero mostrado no visor a poténcia x.
g
(»* ) Extrai a raiz de ordem x do nimero mostrado no visor.

ki)
Tecla do algarismo B (modo hexadecimal)
.
17. Raiz quadrada // raiz cubica // algarismo hexadecimal C
e
Calcula a raiz quadrada do nimero exibido no visor.
.

Calcula a raiz cubica do nimero mostrado no visor.

C Tecla do algarismo C (modo hexadecimal)
18. f%] Quadrado de um nimero // Inverso
@ Calcula o quadrado do niimero exibido no visor.
&) Calcula o inverso do numero exibido.

1%

(Z2) Tecla do algarismo D (modo hexadecimal)
¢
19. abre parénteses // troca de nimero com a memdria.
T
Usada para abrir parénteses.

T
Troca o ntimero exibido com o ultimo numero armazenado na memoria. (x <> y)
n Zx
20. Fecha parénteses // tecla de calculo estatistico
n Ex
Usada para fechar parénteses.

No modo estatistico:
n Zx
Exibe a quantidade de entradas simples (n)

n_ZTx
Calcula a soma das entradas (Zx)

X Zx?

21. Memorizacao // tecla de calculo estatistico

X Zx?

Limpa a memoria e armazena o numero exibido no visor. Para limpar a memoria

¥ Zx?

pressione seguida da tecla .
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No modo estatistico:

X Zx?

_ Usada para se obter a média aritmética das entradas (X )
(2ndF) Calcula a soma dos quadrados das entradas (Zx?)
22. Recupemgao da memdria // tecla de calculo estatistico
Exibe o contetdo da memoria sem altera-la.

No modo estatistico:

s G — 2 —2
Calcula o desvio padrdo da amostra. s = \/ Z(x T) = \/ 2 -
n — —

s o] — 3 2 ~ -
Calcula o desvio padrdo da populagdo. |o = ,/ Z(x x) = ,/ 2x”
n n

DATA cD

23. Adicdo a memdria // tecla pata //tecla corrige paTa

DATA CD

+ .. , P . \ R
Usada para adicionar o nimero exibido no visor a memoria.

No modo estatistico:

DATA CD

M* | Usada para entrada de dados (pATA)

DATA CD

Usada para corrigir um dado erroneamente digitado.

24. @ - @ Teclas numéricas

=+BIN

25. Divisao // tecla de modo bindario

-BIN
Usada para divisao
+BIN
Usada para selecionar o sistema de numeragao bindrio. Converte o nimero exibido
a base 2.

Calculo repetitivo:
o Paracalcular2 +5 +5 + 5+ 5 ... digite 2 @ @@@@

26. Multiplicaciio // tecla de modo bindrio
Usada para multiplicagdo
Usada para selecionar o sistema de numeracao octal. Converte o nimero exibido a
base 8.

Calculo repetitivo:
Para calcular2 x 5x 5x 5x 5 ... digite 5. @@@@

(obs.: deve-se digitar a constante (5) primeiro)

- HEX

27. E] Subtracio // tecla de modo hexadecimal
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- HEX

Usada para subtragéo
=+HEX
Usada para selecionar o sistema de numeracao hexadecimal. Converte o nimero
exibido a base 16.

Calculo repetitivo:
=HEX

Para calcular2 - 5-5-5-5 ... digite 2 E] E] @ E] E]

-DEC

28. Multiplicacio // tecla de modo decimal
Usada para adi¢do
Usada para selecionar o sistema de numeracao decimal. Converte o nimero exibido
a base 10.

Calculo repetitivo:
Para calcular2+5+5+5+5 .. dlglteZ @@@@
29. @ Igual //tecla de porcentagem

@ Completa as quatro operagdes aritméticas (+, —, X, : ), {/; , x> e calculos com

nameros complexos
@ Usada para calculo percentual.
Exemplo: 25% de 500 — 500 . 25 (2nar) @ @ (= 125)

- BIN

Exemplo: 120 + 400 =? % »120@400@@@ (=30%)

Exemplo: cdlculo de sobretaxa
500 + (25% de 500) — 500 25 (2naF) @ E] (= 625)

Exemplo: cdlculo de desconto
+HEX

400 — (30% de 400) — 400 E] 30 (2naF) @ @ (= 280)
30. % Inversdo de sinal
31. o~ Ponto decimal // tecla de niimero randémico

=~ Ponto decimal.
@ Gera numeros randomicos uniformes de 0.000 a 0.999. (s6 possivel no sistema de

numeracao decimal)
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O VISOR

Visor completo (full):

2ndF HYP DEG RAD GRAD ( ) BIN OCT HEX CPLX STAT

:0B8HH88BBEEE

FORMATO DO VISOR

Notag@o normal: Notagdo cientifica:

- 1234561890 - 19345618 09
mantissa expoente

SIMBOLOS

- Menos: o niimero que se segue ¢ negativo

M Memoria: ha um nimero armazenado na memoria

E Erro: erro detectado ou o resultado de calculo ultrapassa a capacidade da calculadora
(overflow)

2drF 27 fungfo: a proxima tecla pressionada operara no modo “2* fung@o”

Hyp Funcdo hiperbdlica: a proxima tecla trigonométrica pressionada operard como uma fungado
hiperbolica correspondente.

pEG Graus (degree): as medidas de arco sao interpretadas e apresentadas em graus (°)

raD Radianos: as medidas de arco sdo interpretadas e apresentadas em radianos (rad)

GraD Grados: as medidas de arco sdo interpretadas e apresentadas em grados (8)

() Parénteses: um paréntese foi aberto

BIN Binario: os niimeros exibidos estdo no sistema de numeragido binario

oct Octal: os nimeros exibidos estdo no sistema de numeracdo octal

HEx Hexadecimal: os numeros exibidos estdo no sistema de numeragao hexadecimal

crx Complexo: os numeros digitados com auxilio das teclas de coordenadas e os resultados de

calculo pertencem ao conjunto dos nimeros complexos.

DATA cCD

X x? s ©
n Zx
stat Estatistica: as teclas , , e operam no modo estatistico
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SISTEMA DE EXIBICAO
Seja x um resultado de calculo.
. Se | x|<1.10™ a calculadora interpretara o nimero como nulo (zero).
e Se 1.10”< |x| <0.000000001 o niimero sera exibido apenas em notagio cientifica.
. Se 0.000000001 < | x| <9999999999 o niimero sera exibido normalmente. Neste caso,

TAB
para visualiza-lo em notagdo cientifica, pressione a tecla (F<E), Para retornar a exibigdo normal,
%

pressione novamente, ou pressione @

e Se9999999999 < | x| <9.10% o nimero ser4 exibido apenas em notagio cientifica.

o Se | x | > 9 . 10” a calculadora acusa erro por overflow (o nimero ultrapassa sua

capacidade de calculo)

Os nimeros em exibi¢cao normal, bem como a mantissa de nimeros em notacao cientifica, serdo
exibidos de acordo com a tabulacdo, ou seja, com a quantidade de casas decimais especificado por
meio das teclas seguidas da tecla numérica correspondente ao numero de casas decimais
desejado. Digitando ro- a calculadora retorna ao modo de ponto decimal flutuante.

O ultimo algarismo de numeros ou mantissas no modo tabulado ¢ arredondado segundo o
critério abaixo (note que o arredondamento ndo € estatistico):

. Se o primeiro algarismo a ser descartado ¢ 0, 1, 2, 3 ou 4, o ultimo algarismo do nimero

arredondado ¢ mantido.

. Se o primeiro algarismo a ser descartado ¢ 5, 6, 7, 8 ou 9, entdo o ultimo algarismo do

numero arredondado ¢ acrescido de uma unidade.

No modo de ponto decimal flutuante o numero ndo ¢ arredondado, ¢ simplesmente truncado.

Exemplo: Veja como a calculadora apresenta o niimero 0,55555...

=+BIN

Digite 5 E] 9 @

TAB
Ajuste a calculadora para 2 casas decimais: @
TAB
Ajuste a calculadora para 9 casas decimais: @
TAB
Ajuste a calculadora para ponto decimal flutuante: RND

Observe que no ultimo caso, embora o numero continue com 9 casas decimais, ndo ha

aproximagdo do ultimo algarismo.
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