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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao é encontrar caracterizagoes simples de conjuntos de
fungoes analiticas sobre a esfera real, esfera complexa e sobre o toro. Também estudamos
conjuntos de fungoes finitamente e infinitamente diferenciaveis sobre estes espacos. Um
outro objetivo é demonstrar a Desigualdade de Young para as esferas real e complexa.
Para realizar estes objetivos fazemos um estudo de resultados sobre harmonicos esféricos

reais e complexos.

Palavras-chave: esfera real, esfera complexa, toro, funcoes suaves, fung¢oes analiticas,

harmonicos esféricos, operadores multiplicadores.



Abstract

The main goal of this thesis is to find simple characterizations of sets of analytic functions
on the real sphere, complex sphere and the torus. We also study sets of finitely and
infinitely differentiable functions on these spaces. Another goal is to proof the Young
Inequality for the real and complex spheres. To achieve these goals we carry out a study

of results on real and complex spherical harmonics.

Keywords: real sphere, complex sphere, torus, smooth functions, analytic functions,

spherical harmonics, multiplier operators.
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Introducao

O objetivo central deste trabalho é encontrar caracterizagoes simples de con-

juntos de fungoes analiticas sobre a esfera real, esfera complexa e sobre o toro.

Teoremas que caracterizam fungdes analiticas sobre as esferas real e complexa
e sobre o toro foram demonstrados por Seeley [20] e Hashizume-Minemura-Okamoto [8],
como aplica¢ao de um resultado, nada simples, de Lions-Magenes [11], que trata de um
isomorfismo linear topoldgico, de um espaco vetorial topolégico, munido da topologia
limite indutivo de uma familia de espagos de fungoes holomorfas. Esses teoremas, para a

esfera real, foram apresentados por M. Morimoto em [12] e [13].

Nas Secoes 2.4, 3.4 e 4.2, demonstramos teoremas que nos permitem caracterizar
conjuntos de fungdes analiticas sobre a esfera real, esfera complexa e sobre o toro. O
teorema sobre o toro, demonstrado em 4.2, se encontra demonstrado em [16]. Nas se¢oes 2.4
e 3.4 também sao estudados conjuntos de fungoes finitamente diferenciaveis e infinita-
mente diferenciaveis. Os teoremas demonstrados que caracterizam fungoes infinitamente
diferencidveis sobre a esfera real podem ser encontrados em Morimoto [12, 13] e aqueles
que tratam de funcoes finitamente diferenciaveis se encontram demonstrados em Castro
[4]. Os conjuntos de fungoes infinitamente diferenciaveis e conjuntos de fungoes analiticas,

apresentados em 2.4, 3.4 e 4.2, foram estudados respectivamente em [9], [2] e [10, 21].

Um outro objetivo deste trabalho é apresentar e demonstrar a Desigualdade de
Young para o espaco euclidiano RY, para a esfera real S%, para a esfera complexa Qg e para
o toro T%. Em [5] encontramos a demonstragao para o caso de R?. A demonstracio para o
toro T? é obtida como no caso de R N&o conhecemos demonstracoes para os casos da
esfera real S e da esfera complexa ;. Quando precisamos usar essa desigualdade nesses
casos, costumamos dizer que se encontra em [5]. As demonstragoes para a esfera real e
para a esfera complexa se encontram respectivamente nas Sec¢oes 1.3 e 3.3. A Desigualdade
de Young é uma desigualdade bastante ttil quando trabalhamos com andlise harmonica

nas esferas real e complexa.

No Capitulo 1 apresentamos alguns dos resultados basicos que serao utilizados
no decorrer do trabalho. Principalmente, apresentamos os resultados basicos de integracao,
como construcao de medidas e propriedades presentes na integracao dos espagos de nosso
interesse. Apresentamos também uma demonstracao para o Teorema de Interpolagao de

Riesz, este que sera utilizado para demonstracao da Desigualdade de Young.

O segundo capitulo representa a parte central do trabalho. Apresentamos os

resultados da teoria dos espacos de Harmonicos Esféricos. Estes espacos serao essenciais
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a nossa tarefa. A grosso modo, o espaco das fungoes de quadrado integravel na esfera
pode ser decomposto como soma direta de espacos de func¢des polinomiais homogéneas e
harmonicas, que restritas a esfera sao os harmonicos esféricos. As condigoes necessarias
para suavidade e analiticidade serao obtidas em termos do decaimento destas fungoes.
Demonstraremos também alguns teoremas importantes desta teoria, como o Teorema de

Funk-Hecke e a Férmula da Adigao.

Completando nossos estudos para a esfera real, passamos no Capitulo 3 a
realizar estudos para a esfera complexa, analogos aos realizados para a esfera real. A
maior partes dos resultados sobre andlise harmodnica na esfera complexa nao se encontram
demonstrados. A Desigualdade de Young é demonstrada na Secao 3.3. Conjuntos de
fungoes finitamente e infinitamente diferenciaveis e de fungoes analiticas sao estudados na
Secao 3.4 e os resultados desta se¢ao seguem dos resultados analogos obtidos no caso da

esfera real.

No Capitulo 4 estudamos conjuntos de funcoes infinitamente diferenciaveis e
analiticas definidas sobre o toro, tendo como base a tese de doutorado de J.G. Oliveira
[16].



13

1 Preliminares

Como de costume em trabalhos deste tipo, este capitulo serve a dois propdsitos.
O primeiro é introduzir ao leitor a notagdo que sera utilizada no restante do texto,
e o segundo é apresentar alguns dos resultados basicos que serao utilizados adiante.
Demonstraremos resultados que nao forem suficientemente elementares, no sentido apenas
de que nao ¢é esperado que sejam vistos em um curso de regular de mestrado, e apenas
enunciaremos com a devida referéncia resultados que o forem, de forma a tornar o texto

util para leitores nao familiarizados com os assuntos abordados.

1.1 Notacoes

Estabelecemos algumas notagoes que serao utilizadas durante o trabalho.

1. Denotamos por N o conjunto dos nimeros inteiros positivos, e por Z, o conjunto

dos inteiros nao negativos.
2. R e C denotam os conjuntos dos ntimeros reais e complexos, respectivamente.
3. Um ponto arbitrario do espaco euclidiano R*™! serd denotado por = = (1,. .., Z441).

4. O produto interno usual em R*™ ¢ (z,9) = 2191 + - - - + Tg1Yas1, € |2 = \/(z,2) é

a norma Fuclidiana.

. d _ \d — d
5. Denotamos o produto interno em C* por (z,w) = 251 %jWj, e a norma em C® por

|2 = /(2 2);
6. S* = {z € R*™ : |z| = 1} é a esfera unitaria d-dimensional real.
7. Qg = {2z € C*: |z| = 1} é a esfera unitéria d-dimensional complexa.

8. Se X é um espago topoldgico, C'(X) denotard o espago vetorial das fung¢oes continuas
definidas em X e com valores complexos. Se X for compacto consideramos C'(X)

com a norma do supremmo.

9. Se U é um subconjunto aberto de R, C*(U) serd o espaco vetorial das funcoes k

vezes continuamente diferencidveis com valores complexos definidas em U. Definimos

C>(U) = Ny CH(U).
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1.2 Integracdo na Esfera Real

Iniciamos esta secao fixando nossas notagoes relativas a integracao.

Se (X, A, ) é um espago de medida, e p € R, 1 < p < oo, uma fungao

mensuravel f : X — C é p-integravel se

I = ([ 1) <o

Denotamos por LP(X, A, 1) o conjunto formado por todas as fungoes p-integraveis, tal
que, duas fungoes que difiram em um conjunto de medida nula sejam consideradas como
o mesmo elemento deste espago. Com essa identificagdo a funcao || - ||, passa a ser uma
norma para o espago LP(X, A, ). Estes espagos sdo Espacos de Banach. Isto é, espagos

vetoriais normados completos.

Tratamos o caso p = oo similarmente, no entanto a norma || ||« de uma fungao

mensuravel f : X — C é o supremo essencial de f, definido por

I flloc = inf{a € R: u(|f]7((e, 00])) = 0}, (1.1)

neste caso obtemos o espago de Banach L*(X, A, 1). Quando nao houver ambiguidade,

seguiremos a conven¢ao de que L ou LP(X) denota o espago LP(X, A, ).

Um caso particular, que serd de muita importancia para nés, ocorre quando
p=2. A funcio (-,-) : L*(X) x L*(X) — C definida por

(f,g)zfxfg du, (1.2)

define um produto interno em L*(X, A, du). Além disso, (f,f) = ||f|/5. Este espaco é
um Fspaco de Hilbert, isto é, um espaco de Banach em relacdo a norma advinda de um

produto interno. A demonstracao de tais fatos pode ser encontrada em [17], Capitulo 3.

Ainda relacionado aos espagos LP(X), faremos uso da bola unitaria em LP(X).

Para referéncia futura, definimos a seguir:

Definicao 1.2.1. A bola unitdria fechada em LP(X) é o conjunto U,(X) = {f € LP(X) :

I fll, < 1}. Quando nao houwver risco de ambiguidade denotaremos U,(X) por U,.

Uma outra observagao importante em relagao aos espagos L?, é que quando
trabalhamos com espacos de medida finita, vale a inclusao L" C L?, sempre que s < 7.

Este fato é consequéncia da seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.2. Se (X, A, ) é um espago de medida com p(X) < oo, sempre que
s < r wvale a inclusdo

L'(X, A, ) C L'(X, A, ).

Em particular, || flls < || f]|--



Capitulo 1. Preliminares 15

Precisaremos do seguinte resultado sobre espacos de Hilbert:

Teorema 1.2.3 ([17], Teorema 4.18). Seja {e; : i € I}, para algum conjunto de indices I,
um subconjunto ortonormal do espago de Hilbert H, com produto interno (-,-) e norma

|- |l. Sao equivalentes:

(i) {ei:i € I} é um conjunto ortonormal completo.
(ii) O conjunto de todas combinagées lineares de {e; : i € I} é denso em H.

(1ii) Vale a igualdade
>l el = [l

icl

para todo v € H.

(iv) Vale a igualdade

Z(ZE, ei)(ya 67;) = (ZE, y>7

icl
para quaisquer x,y € H.

Corolario 1.2.4. Sejam X um espaco de Hilbert e {e;}:°, um subconjunto ortonormal

completo de X. Se x € X, entdo

o0

r=> (z,€)e.

i=1

Demonstracao. Temos

k 2 k 2
z]]? = ||z — Z(%ei)@z‘ + Z(%Gi)ez‘
i1 i1
k 2 k
=z =Y (ze)es|| +D 1z e))
i=1 i=1

pois os termos a direita na primeira equacao acima sao ortogonais entre si. Logo, ao

tomarmos o limite, o teorema anterior implica o resultado. O

Definicao 1.2.5. Um Grupo Topologico é um grupo G equipado com uma topologia que

1

torna as operagoes de grupo (g,h) — gh e g — g~ continuas. Um Grupo Topolégico é

compacto, quando G € um conjunto compacto em relagdo a sua topologia.

O teorema a seguir garante que sempre possamos introduzir uma medida de
Borel, com massa total 1 (isto é, uma medida de probabilidade) e invariante pelas operagoes
de grupo em um grupo topolégico compacto. Tais medidas sdo chamadas de medidas de

Haar.
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Teorema 1.2.6 ([18], Teorema 5.14). Em todo grupo topoldgico compacto G existe uma
unica medida de Borel Reqular e de probabilidade o, invariante a esquerda, no sentido de
que

/f ) do(g /fsgda) seG, feC(q)

A medida o também € invariante a direita, isto €,

/f ) do(g /fgs )dolg), seG,feC(q)

e satisfaz a relagdo

/f ) do(g /f 1) do(g feC(G).

Definicao 1.2.7. O Grupo Ortogonal O(d,R) = O(d) € o conjunto de todas as matrizes
quadradas d-dimensionais com coeficientes em R tais que AA" = Iy, munido da operac@o

usual de produto de matrizes, onde Iy denota a matriz identidade d-dimensional.

Definicao 1.2.8. O Grupo Unitdrio U(d,C) = U(d) € o conjunto de todas as matrizes
quadradas d-dimensionais com coeficientes em C tais que AA" =1, com o produto usual

de matrizes.

Definigao 1.2.9. O Grupo Especial Ortogonal SO(d,R) = SO(d) é o subgrupo de O(d)

que consiste das matrizes com determinante iqual a 1.

Observagao 1.2.10. O grupo O(d) é um grupo compacto, pois a aplicacao

U . R" x R" & Mat(d x d,R) — Mat(d x d,R) definida por U(A) = AA" é conti-
nua, e O(d) = ¥~(I,), logo é subconjunto fechado. Além disso, também ¢ limitado, pois
O(d) ¢ B ={A € Mat(d x d,R) : ||A|]| < 1}, onde || - || denota a norma de operador.
Como normas em um espago de dimensao finita sdo equivalentes, temos que O(d) é tam-
bém limitado e portanto compacto pelo Teorema de Heine-Borel. De forma semelhante
demonstramos que SO(d) é um subgrupo fechado de O(d) e consequentemente também é

compacto.

Definicao 1.2.11. Dado um grupo G e um conjunto X wuma a¢ao de G em X é uma

aplicagio « : (g,x) — gx tal que
(i) a(l,z) =z,Vo € X,
(ii) a(h,a(g,x)) = a(gh,x),Yg,h € G,Vr € X.

Definicao 1.2.12. Para um elemento x € X, a orbita de © €é o conjunto

o(z) ={gz : g € G}. Uma agao é chamada transitiva se possuir uma unica orbita.
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Observagao 1.2.13. O Grupo SO(d + 1), quando munido da topologia induzida de
R x R4 é um grupo topolégico compacto. Além disso, ao fixarmos o polo norte

e=-eqr1 = (0,...,0,1), obtemos o subgrupo cujos elementos sao da forma

AlO
011

com A € SO(d), podemos fazer assim a identificagdo deste subgrupo com SO(d). Isto

¢, podemos olhar para SO(d) como subgrupo de SO(d + 1). Pode ser demonstrado que
SO(d + 1)/ SO(d) é homeomorfo a S?. De fato, considerando o seguinte diagrama,

SO(d + 1)

80(d +1)/80(d) ——— &

onde ¢ é a aplicacdo quociente definida por ¢(A) = ASO(d), e g é a aplicacao definida por
g(A) = Ae. Assim, f é a aplicagao induzida por g, isto é, g = f o ¢q. Pode-se facilmente
verificar que f é bijetiva, usando o fato que a acio (A,z) — Az de SO(d + 1) em S? é
transitiva. Também obtemos a continuidade da f pela propriedade universal da aplicacao
quociente. Como f é uma aplicacao fechada, sua inversa é continua. Portanto f é um

homeomorfismo.

Espacos que sao obtidos desta forma, isto é, variedades em que algum grupo G
age transitivamente, sao denominados Espacos Homogéneos. Outro exemplos de espaco

homogéneo ¢é a esfera complexa Q; = U(d)/U(d — 1).

Notacao 1.2.14. Denotaremos:

1. A medida de Lebesgue em R? por my;

2. O volume da esfera S?, obtido pela restricio da medida de Lebesgue & S? é denotado

por |S1);
3. A medida de Lebesgue normalizada em S? serd denotada por oy;
4. A medida de Haar em SO(d) por pg.

Observacgao 1.2.15. Sempre que nao houver risco de confusao, omitiremos o indice ao

denotarmos uma medida.

Um resultado bésico sobre a medida de Lebesgue em S%:
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Proposicdo 1.2.16 ([15], Teorema 1.1.4). A medida o em S é invariante por rotagoes.
Isto € para quaisquer E Borel mensurdvel e A € SO(d+ 1), 0(AE) = o(E). Além disso,
se fe LS,

| fa7) do(a) = [ f(@) do(a).

Sd
Podemos relacionar as medidas o4 e iy definidas acima da seguinte maneira:

Proposicio 1.2.17 ([15], Teorema 1.1.5). Considere f € L*(S%) e a aplicacio f definida
em SO(d + 1) por f(A) = f(Ae), onde e = egy1 € o polo norte de S. Entdo, f €
LY(SO(d+1)) e
do() = [ J(A) du(A).
L f)dotey= [ F(A) du(4)

Também podemos relacionar a medida o447 com a medida o,. Para isto,
consideremos a base canénica {e;} de R*™. Usando a ortogonalidade desta, podemos

representar um ponto w € S? como

d+1 n
w = Z(w, ej)e; = (W, ear1)ear1 + Z<W7 €;)€;
=0 =0

denotando assim, t = (w, eq41) € [—1,1] e y = w — tegy1, obtemos |y| = V1 —t2 e y é um
elemento do subespaco vetorial d-dimensional de R4™ gerado por {e1,...,eq}. Fazendo a
identificacdo deste espaco com R%, o vetor w' :=y /|y| pode ser visto como um ponto de

S? 1 e podemos reescrever a equacio acima como

w = t€d+1 + vV 1— t2w’. (13)

Podemos usar esta expressao para demonstrar a seguinte identidade:
IS4 dog(w) = [STH|(1 — #2) T dt doa_y (W), (1.4)

cuja demonstracao pode ser encontrada em [14] paginas 5-7.

1.3 A Desigualdade de Young

O objetivo dessa se¢ao é demonstrar a Desigualdade de Young. Esta desigualdade
se encontra demonstrada em [22], mas somente para o caso do espago R?. Vamos demonstrar
nesta secao que ela permanece valida no caso da esfera real. Em capitulos seguintes vamos

demonstrar essa desigualdade para a esfera complexa e para o toro.
Definigéo 1.3.1. Sejam f,g € L'(RY). A convolugio de f e g é definida como a fungdo

Frgla)= [ fl@=y)gly) dma(y).

Seque como consequéncia do Teorema de Fubini que ||f % gllv < || fllillgll1, e portanto

fxgeL'(RY).
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Demonstraremos que a Desigualdade de Young no caso euclidiano (ver Te-
orema 1.3.8) decorre de um resultado de interpolagdo de operadores, o Teorema de
Convexidade de M. Riesz. Nesta subsegao seguimos a referéncia [22]. Antes de demonstrar
o teorema de Convexidade de Riesz, enunciamos alguns lemas e defini¢des que nos ajudam

nesta tarefa.

Teorema 1.3.2 (Desigualdade Integral de Minkowski). Sejam (X, Ay, 1) e (Y, Aa, A) dois
espagos de medida o-finitos, e f uma funcao real ndo negativa mensurdvel em X x Y. Se

1 <p< oo, entao

l /. < / f@w dA(y)>p du(:v)r </ [ [ fy d,u(:v)]; IA(y).

Demonstragao. Primeiro, note que para p = 1, é o teorema de Fubini, entdo nao ha nada
a fazer. Sejam p e ¢ tais que 1 < p < oo e 1/p+1/q = 1. Considere o operador
T: (X)) — (LYX))"

h|—>Th

onde Ty(g) = /X h(z)g(x) du(z).

E resultado de Analise Funcional que 7' é uma isometria ([17], Teorema 6.16),
isto ¢
1Tl Loy = sup{|Th(g)| - g € LX), llgllq < 1} = [l

Para toda g € LY(X) e h(z) = /Y f(z,y) d\(y) temos

o] =| [, | [, £0:9) ar)|ate) o

, [ fenate) dntarin)

< [ 15wl )
= lglla [ 17 G-l dA),

pelo teorema de Fubini e pela desigualdade de Holder. Portanto

1Pllp = 1Thl[ Loy < /Y LG 9)llp dA(y)-

E isto ¢é equivalente a desigualdade enunciada. O]

Alguns casos particulares da Desigualdade de Young sao de demonstracao

simples, como o caso a seguir.
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Teorema 1.3.3. Se f € LP(RY), 1 <p < oo eg e LY(RY), entdo h = f * g ¢é bem definida
e h € LP(RY). Além disso,
1]l < Lf[lpllgl]1-

Demonstragio. O caso p < oo é aplicacao direta da Desigualdade Integral de Minkowski,
de fato
P
d:v]

1

L, f@=v)gw) dy

< L[ Liste - votor ac]

1
<| [ =wpas] [ ol ay
< (£ llpllgllz-
O caso p = 0o é mais simples, pois para qualquer = € R?
h@)l < [ 1f@=y)g()l dy
< [ fllsellglls-
Logo [[iflee < [1fllcllgllr- O

Definigao 1.3.4. Um operador T' definido em LP(X, Ay, 1), com imagem em LI(Y, A, \)

¢ de tipo (p,q) se existe uma constante k > 0 tal que

1T fllg < KILA 1o

A menor constante k para a qual esta desiqualdade vale é a norma (p,q) do operador T.

Se o operador € de tipos (po, qo), (p1,q1) podemos escrevé-lo como
T:LP(X)+ LP(X) — LY(Y) + L%(Y)
ou, quando nao houver risco de ambiguidade,
T:LPC + [P — L9+ [T,

A ideia principal por tras da demonstracao do Teorema de Convexidade de M.

Riesz é dada pelo seguinte lema:

Lema 1.3.5 (Teorema das Trés Retas). Suponha que F é uma fung¢io continua, com
valores complezos, limitada na faiza S = {x+iy € C : 0 < x <1} e analitica no interior
de S. Se |F(iy)| < ko e |F(1+1y)| < ky para todo y, entdo |F(z +iy)| < kb ™k} para todo
x+iy €S.
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Demonstracao. Primeiro, demonstramos para o casoem que kg = ky = 1e | 1|im F(z+iy) =
y|—o0

0. Neste caso, dado € = 1, existe 6 = yy > 0, tal que
yl =2y = |Flz+iy)| <1

Portanto, |F(xz 4 iy)| < 1 fora do retangulo de vértices {iyo, —iyo, 1 + iyo, 1 — iyo}. Por
outro lado, F' é analitica no interior desde retangulo e continua em todo o retangulo. Segue
entao pelo principio do médulo méaximo que o valor maximo de |F(x + iy)| ocorre na
fronteira deste retangulo e assim temos que |F(x + iy)| < 1 em todo ponto x + iy do

retangulo. Assim podemos concluir que a fungao é limitada por 1 em toda a faixa S.
No caso em que F' nao se aproxime uniformemente de zero, consideremos as
fungdes F,(z) = F(2)e®=D/" Como F ¢ limitada por hipétese, temos

lim |Fy(2)] < lim ||F||eee™?"/me@ 1/
[y|—oc0 [y|—o0

= || F oo™ D/ Lim e¥*/7
ly|—oc0

= 0.
Portanto, para todo n temos |F),(z)| < 1. Tomando agora o limite quando n — oo, obtemos
|F(z)] < 1.

Para o caso em que ko, k; sdo constantes positivas quaisquer, aplicamos o

discutido acima a uma fun¢io G(z) = F(z)/(ky *k}) e obtemos o resultado. O

Lema 1.3.6. Sejam 1 < p < 0o e q seu expoente conjugado. Se g € LY(X, A, i), entdo

loll = sup | [ 7o
Ifllp<t|/X
Demonstragio. T um resultado de dualidade, pois ||gll, = ||T,||(zs).- Para o operador
T, : LP — (LP)*, definido por f l—)/ fq du. 0
X

Teorema 1.3.7 (De Convexidade de Riesz). Suponha que um operador linear é de tipo
(pi, q;), com norma (p;,q;) = ki, i = 0,1 (ver Defini¢ao 1.3.4). Se 1/p=(1—1t)/po +t/m
el/g=(1—1t)/q +1t/q, para algum 0 <t < 1, entdao o operador T € de tipo (p,q) com

norma k, < ké_tki.

Demonstragdo. Primeiro mostramos que o teorema é valido para fungoes simples. Para
isto, estimamos ||T'f||,, quando f é simples. Pelo lema anterior, temos que se 1/¢+1/¢' =1

é valido que
7y =suw {| [T ol =1, g simplesem 2417, 40, )

pois o conjunto formado pelas funcdes simples é denso em LY (Y, Az, A).
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Segue desta observacao que para o nosso proposito, é suficiente mostrar que o
valor absoluto da integral no conjunto acima ¢ menor do que ou igual a kg 'k!| f| » para
qualquer que seja a fungao simples g com ||g||, = 1. Além disso, fica claro que podemos
assumir ||f||, = 1, pois caso nao o seja, consideramos f= /1l fllp, 0 que podemos fazer
sempre que | f]], 7 0.

Fixando notacdo, denotamos a; = 1/p;, f; = 1/q;, j = 0,1, e para z € C
definimos a(z) = (1 — 2)ag + zaq, B(z) = (1 — 2)Bo + 2061, « = 1/p, B = 1/q. Definimos

m d
também, f = ajxg, € g = Y bpXr., onde a; = |a;|e” e b, = |by|e"* sdo constantes

j=1 k=1
complexas. Assim f e g sdao funcoes simples satisfazendo as condi¢oes discutidas no

pardgrafo anterior e E; N Ey =0 para 1 < j,l<m, j#1; FyNE, =0 paral <k,n <d,
k # n.
Definimos também, quando a >0 e < 1,isto é, p<oceq>1,
fz _ Z |aj|a(2)/a€i0jXEja

Jj=1

d
g = 3 [b| B/ =B gty
k=1

F(z) = [ (T1.)g. dx

Observe que por defini¢ao de a(z) e f(z), temos F(t) = / (T'f)g dX, além
Y

disso, por linearidade do operador e da integral, obtemos
m d )
F(2) = 30 3 lag /e 17 A0 [( T ), d
j=1k=1

Também, como a soma acima é finita e cada termo do somatério é uma fungao
inteira, F' é inteira. Além disso, é de facil verificagdo que é limitada quando 0 < Re(z) < 1.

Utilizando a hipdtese e a desigualdade de Holder,

F(iy)| < [ 1(TF)llgi| dA

<N fiyllao iyl
< kO”fz‘pro”ginq{)'

Agora utilizando as defini¢oes de a(z) e 5(z), obtemos

!fiy\po _ ’f|(Re(a(iy))po)/a = |fP,

‘giy‘qé — gRe((lfﬁ(iy))qé,)/(lfﬁ) — ’g’q’
e portanto || fiyllp, = ||f||§/p0 =1le ||giy||q0 = ||g||gi/q6 = 1. Concluimos assim que |F(iy)| <

ko. De forma anéloga, concluimos que |F'(1 + iy)| < k;. Consequentemente, pelo lema das
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trés retas,

[F @) =

g dA‘ < kR

Isto conclui a demonstracao no caso em que f é uma fungao simples.

Suponhamos agora py < p; e que f € LP(X, A, i) seja nao negativa. Considere-

mos f = O+ f, onde f°, ! sdo truncamentos de f definidos por

fO(ZL‘) _ f(x) se f(x) > 1, o fl(:[;) _ f(CL’) se f(g(;) < 1’

0 se f(z) <1, 0 se f(x) > 1.

Portanto, obtemos (f°)* < f7, (f1)P* < f? e assim, f° € LP°(X, A, pn), f € LPY (X, A, ).
Se (sm,) ¢ uma sequéncia crescente de fungdes simples que converge para f, o teorema da
Al s , . , . 0 1~
convergéncia monétona garante que lim |f — smll, = 0. Além disso, se s,, e s,, sa0 0s
truncamentos de s,,, definidos analogamente aos de f, obtemos pela mesma razao que
Jim 152, — £l = Jim sk, — £, = 0. Usando o fato que o operador T' é de tipo (p;, ¢;),
obtemos entao lim 1 Ts2 — T, = Jlim |Tst, — Tf', = 0. Como convergéncia em
norma L” implica na existéncia de subsequéncias que convergem em quase todo ponto,
extraimos uma subsequéncia de (7's?)) que converge em quase todo ponto para 7T f°.
Considerando apenas os indices desta subsequéncia, extraimos uma nova subsequéncia
(Ts}nd) que converge em quase todo ponto para T'f'. Obtemos assim uma sequéncia (f;),
fa = su,., + sh,, subsequéncia de (s,,,) que converge em L” para f, ¢ dlim (Tfy)(x) =Tf(x)
—00

q.t.p. Assim, pelo lema de Fatou, obtemos
751, = | Yim (Tfa) g < Jim |TFal,
< 1 1-t1.t
< lim Ko7k [l fallp
< ko KL flp-
Se py > p1, entao temos (fO)P* < fP e (f1)P0 < fP. Assim este caso segue de forma andloga

a0 caso py < pi, ou seja, o resultado é valido para f positiva. Estendemos para f qualquer,

separando em partes reais, complexas, positivas e negativas.

Resta apenas demonstrar os casos: a =0e =1, a>0ef=1,ea=0e

B<1.Sea=0ef =1, as hipéteses implicam que (p, q) = (o, do) o1 (p,q) = (p1, ), e

nao ha nada a se fazer. Se a > 0 e § = 1, a prova acima é valida, substituindo g, por g, e

se « =0 e B < 1, basta substituir f, por f. O
Finalmente, demonstramos a Desigualdade de Young.

Teorema 1.3.8 (Desigualdade de Young para RY). Se f € LP(R?), g € L"(R%), e

(1/q) = (1/p) + (1/r) — 1, temos f x g € LY(R?) e além disso

17 # gllg < 17 1pllgll--
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Demonstragio. Consideramos o operador 1" : g — f*g. J& observamos que é um operador
de tipo (1,p) = (po, o) no Teorema 1.3.3 e é aplicagao direta da desigualdade de Holder,
que é de tipo (p’,00) = (p1,q1), onde p’ é expoente conjugado de p. Além disso, em ambos
os casos, a norma do operador é limitada por || f||,. Entdo, é consequéncia imediata do

teorema de Convexidade de Riesz que T é de tipo (r, q),

1 1—t¢ t t t
L_G=8, ¢ty t ¢
r Do b1 p p
1 1-—t¢ t 1—1¢

—_ = —|——:77

q qo q1 b

para todo 0 <t < 1. Das duas equagoes acima, obtemos

1 1-¢t 1 ¢ 1 1
7:7:7—7:74—7—1,
q p rp p p T

o que conclui a demonstracao do teorema. ]

Definigao 1.3.9. Seja K(t) uma fungao mensurdvel definida no intervalo [—1,1] e seja
K(r) = K((z,€)), » € S?, onde e = eqy; = (0,...,0,1) é o polo norte de S*. Se
K, f € LY(S%), definimos a convolugio de K e f por

K f@) = [ K({x.y)f(y) do(y).

Observacao 1.3.10. Consideremos K, K e f como na Definicdo 1.3.9. Fixado z € S
seja A € SO(d + 1) tal que z = Ae. Aplicando a Proposigao 1.2.16,

L )ldoty) = [ 1K((Ae,p)ldo(y)
= [ 1K (e, A7 y))do(y)
= [ 1K ey ldoty)
= %]

Segue pelo Teorema de Fubini que

154 < [ 1K) doa) )

= KLl

e portanto K * f € L'(S%). Se K € LP(S%), usando o Teorema 1.3.2, podemos mostrar,
como na demonstragdo do Teorema 1.3.3, que ||K * f||, < ||K]||,||f]|1. Pela demonstracao
do Teorema 1.3.8, é de facil verificagao que a Desigualdade de Young vale para a convolugao

em S¢.

Teorema 1.3.11 (Desigualdade de Young para S?). Seja K(t) como na Definigio 1.5.9
e sejam 1 < r,p,q < oo tais que (1/q) = (1/p) + (1/r) — 1. Se K € L"(S%) e f € LP(SY),
entdo K * f estd definida para quase todo x € S?, K x f € L1(S?) e

15 fllg < KT f1]p-
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Observacao 1.3.12. Uma vantagem da utilizacao da Desigualdade de Young em de-
monstragoes é que ela é valida em um contexto mais abstrato. Por exemplo, quando
trabalharmos com os espacos LP(S?), LP(€) e LP(T?), temos a Desigualdade de Young

como uma ferramenta valiosa para realizar nossos estudos nestes espacos.

1.4 Preliminares Analiticas

Teorema 1.4.1 (Teste M de Weierstrass). Seja {f,} uma sequéncia de fungoes definidas

em X . Suponha que existam constantes {M,} tais que
|fulz)| < M,, z€X, n=12...
Entdo > f, converge uniformemente em X se > M, ¢ convergente.

Teorema 1.4.2 ([5], Teorema de Aproximacao de Weierstrass). Se X é um subconjunto
compacto de R?, as restricies a X das funcoes polinomiais reais em R® formam wm conjunto
denso em C'(X,R).

Definicao 1.4.3. Um multi-indice é uma d-upla o = (aq, ..., qq) € Zi. Para um multi-

indice o, definimos sua ordem || e o fatorial !, por
d
lal => o, al=a! -y
j=1
Também, dado x € R?, definimos
e o operador diferencial

aa aa 1 aad

Oxe 9zt Oxgt

D =0% =

Sobre a simetria das derivadas parciais, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.4.4 (Teorema de Schwarz). Sejam U wm subconjunto aberto de R?. Se

f:U — R tem derivadas parciais de sequnda ordem continuas, entdo

2f %

8[EZ‘ZL‘]‘ n aZL‘]ZL‘Z
Teorema 1.4.5 ([6], Teorema 2.68). Sejam U um aberto convezvo de R e f € C*(U),
k € Z,. Entao

1
fla) = |Z<k —0"f(z0)(w — 20)" + Ri(a), x,m0 €U,
onde Ry(z) € o Resto de Taylor, dado por

1
Ri(z) = > a(‘?af(a:o +c(z —x0))(x — x9)*,  para algum c € (0,1).
la|=k+1
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Definicao 1.4.6. Sejam U um aberto de R, f € C*°(U) e xy € U. A série de Taylor de

f emxy é a série

Z ;!W‘f(xo)(a: —x0)%.

aeZd
Se existe R > 0 tal que a série de Taylor de f em xy converge para f(x) para todo x tal

que |x — x| < R, dizemos que f é analitica em xq.

Teorema 1.4.7 ([3], Proposigao 2.1, p.122). A soma de uma série de poténcias é uma

funcao analitica em seu dominio de convergéncia. Em particular, se

fl@)= 3 car®

d
a€Z+

para todo x € R tal que |z| < R, onde R > 0, entio a fungio f é analitica em todo ponto

x tal que |x| < R.

Teorema 1.4.8 (Férmula de Green). Sejam U um aberto limitado de R? e u,v fungoes
de C*(U). Entdo,

[ (001300~ viwr20)) o= [ (a1 20) - (15200 o

onde 0/0n € a derivada direcional na dire¢io do vetor normal exterior a fronteira de U.
Teorema 1.4.9 ([17], Teorema 8.8). Sejam (X, ,u) e (Y, T,\) espacos de medida
o-finitos, e seja f uma fungdo . X 7 mensurdavel em X X Y.

(i) Se 0 < f < oo, ese

o) = [ flay) ). v@) = [ fey) dul@) @e X, ye),

entdao p € . -mensurdvel, 1 € T -mensurdvel, e
Joe@) du@) = [ f@y) dax Ny = [ 6) diw).
X XxY Y
(ii) Se f tem wvalores complezos e se
#@) = [ Iflz.y) dAw) e [ () dule) < oo,
Y b
entdo f estd em L'(X xY).

(iii) Se f € LY(X xY), entdo f(x,-) € L*(Y) para quase todo v € X, f(-,y) € L*(X)
para quase todo y € Y. As fungoes ¢ e 1 sao integrdveis, e a equagao do item (i)

vale.

Lema 1.4.10 ([5], Teorema 2.4.9). Seja f € L*(R¥1) e sejam i, € R, 0 < 7y < 1y < 00.

Entao,

~/Tl§|z§r2 f(w)dz = |87 /: /§d f(rw)ridog(w)dr.
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1.5 Funcdes Analiticas na Esfera S°

Claramente, para falarmos sobre func¢oes analiticas, precisamos definir exata-
mente o que isto significa. Usamos esta se¢ao para dar sentido a este conceito no caso da

esfera.

Dizemos que uma funcio g definida em um aberto U C R4 é analitica em
um ponto z € U se sua série de Taylor (ver Definigao 1.4.6) converge para g em uma
vizinhanga do ponto z, isto €, se o limite do resto de Taylor é zero em todos os pontos desta
vizinhanga. Observe que precisamos falar de conjuntos abertos em seu dominio, para que
possamos derivar a funcdo g. Seria natural entdo, dizer que uma funcdo f definida em S¢
¢ analitica se satisfaz a mesma condicao. No entanto isto nao é possivel, pois nao sabemos
derivar sobre esferas da mesma forma que derivamos em R?. Em geometria, definirfamos a
analiticidade de tais fungoes utilizando cartas analiticas. Isto é, uma funcao f, definida
em S?, é analitica em um ponto x de seu dominio, se existe uma parametrizacio de S¢
por uma carta analitica ¢ : W C R — S? (observe que ¢ esta definida em um aberto
de um espaco euclidiano e que z € ¢(W)), tal que f o ¢, definida no aberto W c R?, é
analitica no sentido tradicional no ponto y € W, ¢(y) = x. Esta resposta nao é sempre
satisfatoria. Nao desejamos introduzir uma nova funcgao, ou familia de fungoes, toda vez
que queiramos checar se alguma propriedade é satisfeita, a nao ser que isto seja de fato
necessario. Uma outra maneira de olhar para o problema é “engordar” o conjunto em que
a funcao ¢ definida, de forma que possamos derivar a funcao como de costume. De fato
é isto que faremos. Diremos que a funcao é analitica se sua extensao radial é analitica.

Deixaremos isto mais preciso abaixo.

Definic¢do 1.5.1. Se f é uma funcio definida em S?, sua extensio radial é a fungio f,

definida por em R\ {0} por
Fo=1(5)

Definicao 1.5.2. Seja g uma funcdo definida em uma vizinhanca de S¢, definimos a

restricio de g ¢ S* como a funcdo pg, isto é,

P9 = glsd.

Definicdo 1.5.3. Uma fungio f definida em S é k vezes diferencidvel se a sua extensdo
radial f é k vezes diferencidvel em R+ \ {0}. O espago vetorial formado por estas fungoes

serd denotado por C*(SY). Além disso, para wm multi-indice «, definimos 0“f = p(0“f).

Definicao 1.5.4. Uma funcio f definida em S é denominada analitica em um ponto
z €S% se sua extensio radial f é uma funcio analitica neste ponto z. Serd analitica em
S? se f for analitica em um aberto que contenha S®. Se f for uma fungdo inteira, dizemos

que [ € inteira.
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Proposicao 1.5.5 ([4], Lema 2.7.2). Sejam r € N e {f,} uma sequéncia de funcoes de

C"(SY). Se f, converge uniformemente a f, e 0°f, converge uniformemente a g, para

todo |a| < r, entao O%f = ga.
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2 Funcoes Analiticas na Esfera Real

Neste capitulo, seguimos principalmente o livro “Analytic Functionals on the
Sphere” de M. Morimoto [13]. Enunciamos e demonstramos os resultados que serao
utilizados. As primeiras se¢oes tém muito em comum com a dissertacao de F. Oliveira
[15]. Também utilizamos alguns resultados sobre integracao e sobre o operador de Laplace-
Beltrami que podem ser encontrados no livro de Miiller [14]. Sempre que necessério, sera,

indicada a referéncia utilizada.

O teorema central do capitulo nos da condig¢oes suficientes para que uma funcao
definida na esfera seja analitica. Para chegar a este resultado serao necessarios alguns
resultados de Analise Harmonica. Enunciaremos e demonstraremos grande parte dos
resultados que serao utilizados. Dentre estes, demonstraremos o Teorema da Adi¢ao e a
Férmula de Funk-Hecke.

2.1 Harmonicos Esféricos

O objetivo desta segdo é apresentar conjuntos de funcgoes que servirao como
pegas importantes nas construgoes futuras. Os principais serao os conjuntos de Harmonicos
Esféricos. Eles serviram para que possamos decompor os espagos de fungoes estudados,

em espacos mais simples. Iniciamos esta tarefa com algumas definigoes.

Definicao 2.1.1. O operador diferencial

0? 0?
A:7_|_..._|_7
0z? ox3,

¢ o Laplaciano em R4,

Definicdo 2.1.2. Uma funcio compleza f definida em um aberto U C R ¢ dita
Harménica se f € C*(U) e
Af=0.

Observacao 2.1.3. Em algumas ocasides, utilizaremos o laplaciano em R¢ e em R4
simultaneamente. Nestes casos vamos denotar o laplaciano em R4™ por A e em R? por
A, e faremos a seguinte identificacao,

82

~ 9.2
Ox2 s

A + A

Definicao 2.1.4. Uma funcio f : R™! — C ¢ homogénea de grau k ou k-homogénea se
para todo t > 0 temos f(tz) = t"f(z).
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Definigdo 2.1.5. Definimos os conjuntos P*(R*™) e P (R por:

(i) PH(RHYY ¢ o conjunto de todos os polinémios k-homaogéneos de d + 1 wvaridveis com

valores complezxos;

(i) P (R = {H, € P*(R™™) : AH, = 0} € o conjunto dos polinomios harmonicos

k-homogéneos, ou harmonicos solidos de grau k.

Observagao 2.1.6. Utilizando a notacdo de multi-indices, podemos representar um

R**! de maneira simples

P(z)= > a,z”

|a|=k

polinémio P k-homogéneo em

R podemos escrevé-lo como z = rw, onde r € [0, 00),

Dado um ponto = €
w € S% e considerando um polinémio Hy € Pk(R*™), temos Hy(z) = Hy(rw) = r* Hy(w).
Portanto a restricio deste & esfera S? é um polinémio sobre a esfera. Inspirados nisto,

faremos a seguinte definicao:

Defini¢do 2.1.7. Dado um polinémio H) € Pk(R™), sua restrigio a esfera S* é um

harmaonico esférico. A totalidade destes é denotada por H*(S%).

Os espacos vetoriais H*(S?) serdo importantes pois mostraremos que é possivel

decompor o espaco L?(S?) como soma direta destes.

E obvio que tanto o conjunto H*(S), quanto P*(R4™) e P (R, sdo es-
pacos vetoriais de dimensao finita. Adiante iremos calcular suas dimensoes. Antes disto
demonstraremos dois lemas, o primeiro ¢ apenas um lema técnico e o segundo, nos da uma

relagao de ortogonalidade entre os espagos Hk(Sd), variando o indice k.

Lema 2.1.8. Para S, € H*(SY), temos Sp(—w) = (—1)*S(w).

Demonstracio. Como S, é a restricdo de um polinémio homogéneo & esfera S, o resultado

é claro. O

Lema 2.1.9. Para S, € H*(S?) e S; € H'(SY), com k # 1, temos
/S Si(w)Si(w) do(w) = 0. (2.1)

Demonstracio. Dados Sy e S; como no enunciado, considere os polinémios Hy, H; €
Pk (R tais que Sy, = Hy|se e Sy = Hy|ga. Observe que ao diferenciarmos estas fungoes
em relacao ao vetor normal exterior a esfera, obtemos

OH, . OH,

ﬁ(x) = g(rw) = Ir'" 1S (w),
Hy, Hy, k-1
B () = W(rw) = kr" " Sk(w).
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Além disso, como sao fungdes harmoénicas, temos com ajuda de Teorema 1.4.8 que

0= /I:cél (Hk(ac)AHl(x) - Hl(x)AHk(x)) dz

- [ (52 - o) 50 i dote

|8 /S Sk(w)Siw) (L ~ k) do(w)
e assim concluimos a demonstracao do lema. O

Teorema 2.1.10. Se M(k,d) = dim P*(R*™) e N(k,d) = dim Pk (R*™), entdo

(k + d)!

kKld
(k+d—2)1(2k +d — 1)
kl(d— 1) ’

M(k,d) =

(2.2)

N(k,d) =

(2.3)
e existe uma constante C' > 1, dependendo somente de d, tal que

k4 < M(k,d) < Ck*,  k¥' < N(k,d) < Ck*

Demonstragdo. J4 foi mencionado que um polinémio Hj, € P¥(R™) pode ser escrito de
forma simples com a notagdo de multi-indice. Também podemos o expandir como soma de
polindémios homogéneos de grau menor. Observe, dado Hj, e multi-indice 8 = (81, ..., 4, J),
obtemos
)= > bga’ =Y baxi .. :L’gdde
1Bl=k |Bl=k
Note que podemos ter j = 0,1,..., k. Denotamos ' = (xy,...,14) € R o = (B, .-, Ba)

multi-indice obtido através de 5. Entao |a| = |3] — j, e para uma escolha de constantes a,,

k
— 1,.52 i J i .02 Qg
= > bga)'ay ...de—Z:EdH( > aqatad ...xd>
|Bl=k = |o|=k—j
k

Z d+1Ak j 3}’1,...,.1'd) (24)

onde temos claramente A,_; € P*(R?). Também ¢é claro que esta expansio é tnica.

Obtemos a seguinte relagao
M(k,d)=> M(j,d—1).

Além disso, temos também M (k,0) = dim P*(R) = dim(z"*) = 1.

Mostraremos que M (k,d) é o coeficiente da expansao de uma func¢do analitica

em série de Taylor. Definindo para « € (—1,1) a fungao

hass(2) = 3 M(k, d)*
k=0
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temos que hy(x) = . e para hg,1,
—
ha(z) = Z [ZM(]ad— 1)1$k
k=0 Lj=0
=33 M(j,d—1)a*
J=0k=y
=> M(j,d—1)> 2"
J=0 k=j
s 1
j=0 -t
1
= ha(z)7—
Repetindo o argumento para hgy, ..., ho, obtemos
1
havi(x) = A= )&t

que é uma funcao analitica, com série de Taylor

< (& + d)!
harile) = 3 =g

k=0

Por comparagdo com a definigdo de hy, 1, obtemos (2.2).

Calculamos N (k, d) de forma semelhante. Considerando a expansao de Hy, €

2
Pk (R dada em (2.4) e a decomposicio do laplaciano A = (91:(2 + A,
zrq+1
62 k ) k .
0= AHy(w) = W(inlﬂAk—j(l’la cee de)> + Al(Z IfiﬂAk—j(l‘h e ,l’d)>
I‘xd—i-l j=0 =0
o2 - LI
!/
=> a2 o) Ak—j(@y, - xa) + STl AN Az, 3y)
7=0 xId-‘rl =0
k—2 . Eo
=Y G+ +2)ah Ay, .. xa) + > wh AN Ap_ (@1, .. 2q).
Jj=0 j=0

Obtemos assim,
A/Ak_j = —(j + 2)(j + 1>Ak—j—27 para j = 0, 1, 2... R k— 2.
e portanto A,_; e A determinam os A;_; para j = 2,...,k. Obtemos entao a relacao

N(k,d) = M(k,d — 1)+ M(k —1,d — 1). (2.5)
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E disto, junto a equagao (2.2), segue que

(k+d—1)! N (k+d—2)!
k'(d—1)! (k—1D(d—1)!
(k+d—2)W(k+d—1)+ (k+d—2)k

N(k,d) =

kl(d—1)!
(k+d—2)(2k+d—1)
kl(d—1)!

e assim obtemos (2.3). Resta calcular a ordem das expressoes em (2.2) e (2.3). Para a

primeira, observe que, para k > d,

I d d o
(kal)- _(k+1) ' (k +d) < (k+'d) _ l'z (C?)kd—gd]
k!d! d! d! dl =\ j
DIHEEEr ()
<= )RR < = | < Ck,
d!];] J d!j; J

para uma constante C' > 0 apropriada. De forma semelhante, para a outra expressao, e
k>d-—1,

k+d—1)(k+d—2)! (2k+d—1)(k+1)-(k+d—2)

El(d —1)! B (d—1)!
(2k +d —1)4-1
]
d—1 o ' '
g () )ewra-y

< Ok,

Podemos também verificar facilmente que as seguintes desigualdades se verificam: M (k, d) >
k% e N(k,d) > k%" para qualquer k € N. O Teorema estd demonstrado. ]

Corolario 2.1.11. A dimensdo do espagco H*(S?) é N(k,d).

Demonstracio. Observe que a aplicacao de restricao p

p: PRRTY) — HH(SY)
Hk — Hk = Sk

Sd
é bijecao linear. De fato, dados o, 3 € C, H}, H? € PX(R™1), obtemos
plaHy + BH)(w) = (aH;, + BH})(w)
= aM;(w) + HE(w)
= ap(Hy)(w) + Bp(Hy)(w)
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e portanto, p(aH} 4+ BH}) = ap(H}) + Bp(H?). E sobrejetiva por definicio de H*(S?).
Para injetividade, dados quaisquer S; = p(H}) e S; = p(H}), se S{ = S;, temos

Si(w) = SF(w), Vwe St <= Hi(w) = H}(w), Vw € ¢
— r"Hi(w) =r"H}(w), YweS% Vre|0,00)
< H}(z) = H}(v), Vo € R*

Portanto, a dimensdo do espaco vetorial H*(S%) é exatamente a mesma de Px (R, O

2.2 O Operador de Laplace-Beltrami

Nesta secao definimos o Operador de Laplace-Beltrami, e calculamos seus

autovalores e autoespagos.

Definigdo 2.2.1. Seja f uma funcio em C*(S?) e F sua extensdo radial. O operador de
Laplace-Beltrami, denotado por As, € definido por

Asf = p(A(F)). (2.6)
Lema 2.2.2. Sejam f,g € C*(S%). Entdo
L F@)2eg(w) do(w) = [ g(@)Acf(w) do(w). (27)

Demonstracio. Sejam F = f e G = §, onde f, § sdo respectivamente as extensdes radiais
de f e g. Entao é claro que F' e GG sao 0-homogéneas. Também, verifica-se facilmente que

AF e AG sao (-2)-homogéneas, pois por aplicacao direta da regra da cadeia, obtemos

0 10 0? 1 0
Ftz) = -2 F(tx). i 9 F(tz) = =
. (tzx) [ o, (tx). Repetindo o processo, 922 (tzx) 2 9,

segue pois o laplaciano é combinacao linear das derivadas parciais de F'.

F(tx), a afirmagao

Pelo Teorema 1.4.8, integrando sobre A = {x € R*™ : 1 < ||z|| < 2} obtemos

OF oG ;
/A (G(x)AF(m) - F(m)AG(x)) dr = /8 ) <G(m)ar(x) - F(:zc)ar(x)> 1S do(z) = 0
pois a—F = % = 0. Além disso, pelo Lema 1.4.10 temos que
or or

/A (G(m)AF(:p) —F(x)AG(x)) dr
- / /S - (G(m)AF(rw} . F(m)AG(m)>rd|de do (w)dr
:/12 pd=2 dr/ <g(w)ASf(w) —f(w)Agg(w)>|Sd] do(w)

[22111;1 /Sd (9(W)A8f(w) _f(W)ASg(w)> do(w).

Comparando as duas equagoes, segue o resultado. O
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Lema 2.2.3. Seja F uma func¢io k-homogénea de classe C* e seja f a restrigio de F d

esfera S?. Entdo temos F(z) = r*f(w), = rw, |z| =7, e
AF(z) = k(k+d— )2 f(w) + 7 2 Ag f(w). (2.8)

Demonstragio. Consideremos as funcoes definidas por h(z) = |z e f(z) = f(z/|z]),

z # 0. E facil verificar que
AF = A(hf) = hAf +2(Vh,Vf) + fAh. (2.9)

Calculando as derivadas parciais de h, obtemos

oh 0’h

o = ko, k—2 e =k k—2 E(k —2 2 k—4

g, (©) = kaslal" %, (@) = klal " 4kl — 2)aflel
consequentemente

Vh(z) = kr* 2z, Ah(z) = k(d + k — 1)r* 2.
Além disso, como f é 0-homogénea, e Af é (—2)-homogénea, temos
Af(x) =r2Af(w) =72 Asf(w),

Por definicao de f , as superficies de nivel f ~!(c) sdo unides retas que passam pela origem.
O gradiente é ortogonal a estas superficies. Em particular, dado z € R? se considerarmos
¢ = f(z), obtemos (z, Vf(z)) = 0. Logo

(Vh(z),Vf(x)) = (kr¥ 22, V f(2)) = kr* (2, V f(z)) = 0.
Impondo estas condigbes a equagao (2.9),

AF(z) = h(x)Af(x) + f(x)Ah()
=k(k+d—1)r"2f(w) +r"2Asf(w)

concluindo assim a demonstracao do lema. O

Teorema 2.2.4. H*(S?) € o auto espago do operador Ag associado ao autovalor —k(k +
d—1), isto ¢, se S, € H*(S), temos

AsSp = —k(k +d — 1)S. (2.10)

Demonstracio. Por definicao de H*, S, = H

o com H € Pk (R, Portanto, AH =0 e

assim o resultado segue ao aplicar o Lema 2.2.3 em H. O
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A fim de decompor Pk(RdH) em subespacos ortogonais, precisamos definir
um produto interno (-, -) neste espago vetorial. Para esta tarefa, é conveniente utilizar a
notacao de multi-indices feita na Definicao 1.4.3. Com isto em mente, quaisquer polindémios

P,Q € P*(R™) podem ser escritos na forma

P(z) =Y a.z®, Qz)= Y bya°, (2.11)

la|=k |a|=k

para alguma escolha de constantes a,, b,. Também podemos definir para cada polindmio
P € P*(R¥), o seguinte operador diferencial
P(D)= > a,D". (2.12)
la|=k
Em particular, se P(z) = 27+ - -+27,, = |z|* temos P(D) = A. Feitas estas consideragdes,

definimos a seguir a o produto inteiro que nos dara a decomposicao desejada.

<< ’ >> : Pk(Rd+1) % 'Pk(Rd+1) -5 C
(P,Q) — (P.Q) = P(D)Q = >_ alagba.

laf=k

Proposicao 2.2.5. A aplicacio (-,-) é um produto interno em P*(R*).

Demonstrag¢ao. Como a soma € finita, claramente temos a linearidade na primeira coorde-

nada. Também é ébvio que (P, Q) = (Q, P), e (cP, Q) = c¢(P, Q) qualquer que seja a
constante c¢. Além disso,

(P,P)= 3" alla* >0,
|| =k

o que também deixa claro que se anula apelas quando P = 0. O

Lema 2.2.6. O Laplaciano, quando visto como aplicacio definida em P*(R1Y), e imagem

em P*2(R¥Y) ¢ aplicagio sobrejetiva. Isto é
A - Pk(RdJrl) N Pk72(Rd+1>
¢ sobrejetiva.

Demonstracio. E obvio que é uma aplicacdo linear. Observe que o nicleo de A é exatamente
Pk (R4, Por Algebra Linear temos

dim PH(R™) = dim PX(R™) + dim A(P*(RT)).
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Portanto, utilizando o Teorema 2.1.10,

dim A(P*¥(R41)) = dim P¥(R4H) — dim Pk (R4HY)
= M(k,d) — N(k,d)
(k+d)!  (2k+d—1)(k+d—2)!

kld! kl(d—1)!
C (k+d-2)
(k — 2)ld!

= dim P**(R™).
Como A(PH(RH)) ¢ P*2(R1) temos o resultado. O

Lema 2.2.7. E valida a sequinte decomposicio, de acordo com a forma bilinear (- ,-),
PR = PARMY) @ ||z (RTH). (2.13)

Demonstragio. Denotamos B/ = {||z[|*Q(x) : Q € P *(R™)} = ||z|*PI*(R™*!). Va-
mos mostrar que (B7) = Pﬁ(RdH). Note que, qualquer que seja Q € B, temos
Q(z) = |z’ Q(x) = (a7 + -+ 231) D baz®, Q€ PR,
la|=k

logo

Q(D) = AQ(D).

Portanto para qualquer que seja P € Pi(]RdH) temos

(@, P)=AQ(D)P
— Q(D)AP
= (Q.AP)
= 0.

Isto é, os espacos PA (R e ||z)*PI~2(R%™!) sdo ortogonais. Para checar que de fato
¢ uma soma direta, basta verificar que a soma das dimensoes destes espacos é igual a

dimensao de P?(R*™). O que de fato ocorre, pois

G+d—212j+d—1) (j+d—2)

jl(d—1)! (7 —2)ld!
A d=N2i+d—1)d+j(j— 1) +d—2)!
N jld!
= M(j7 d)?
que conclui a demonstracao do resultado. O

Notagao 2.2.8. Para x € R, |z] denota o maior inteiro menor ou igual a .
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Teorema 2.2.9. Cada Q € P*(R™) pode ser escrito na forma

Q(z) = Qo) + l2lPQu(2) + [l 'Qa(x) + - + |z [*H Qo () (2.14)

onde Q; € Py (R, j=0,1,..., [k/2].

Demonstracio. Note que se k < 2, todo polindmio é harmoénico nao ha nada a fazer.

Assumimos entdo que k > 2. Consideremos entdao Q € P*(R%*!). Pelo lema anterior,
Q(x) = Qo(x) + [|z][*Ro(w), Qo € PA(R™), Ry € PF*(R™H).
Se k — 2 < 2, paramos ai. Caso contrario, consideramos
Ro(z) = Qi(z) + [[z*Ri(z), Qi € PX 2R, Ry € PFHRHH).

Neste caso, temos
Q(x) = Qo() + [[z[IPQ1(x) + [|z[|* Ra(2).

Se k—4 < 2, o processo acaba. Caso contrério, o repetimos quantas vezes forem necessarias.

Como k é um numero finito, o processo sempre tem fim. n

Um coroléario deste resultado é que o espaco de todos os polinémios sobre a
esfera S* ¢ R pode ser escrito como soma dos espacos de harménicos esféricos H*(S%).

Formalizamos esta observacao.

Definicao 2.2.10. Definimos os sequintes espagos:

(1) P(RUY) € o espaco de todos os polinémios de d + 1 varidveis.

(2) P(S?) = p(PRH)), onde p € a aplicagio de restricio sobre a esfera S, é o conjunto

de todos os polinomios na esfera.

Corolario 2.2.11. Temos que

Mazis precisamente,
k k
p(ZPj(Rd+1)> _ Y (s,
§=0 j=0

Demonstragio. Dado @ € P¥(R ), temos

Q(z) = Qo(x) + [|2[PQu(x) + 2] *Qa(x) + -+ + |22 Q 2y ()
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onde Q; € PA ¥ (R*1). Logo

k
p(Q) = p(Qo) + p(Q1) + p(Q2) + -+ + p(Qijz)) € D H/ (S,
j=0
o que demonstra uma inclusao. A inclusao no sentido contrario é consequéncia imediata

da definicio dos espacos H(S?). n

Também obtemos um resultado simples sobre polinémios harmoénicos.

Coroléario 2.2.12. Um polinémio Q € P*(R*™) ¢ harménico se e somente se para todo
R € P*2(R1) temos
) Q(w)R(w) do(w) = 0. (2.15)
S

Demonstragio. Como anteriormente, dada a decomposicio de @ € P*(R**!) de acordo

com o Teorema 2.2.9, consideramos sua restricao a esfera

QW) = Qo(w) + Q1(w) + @a(w) + -+ + Qiyz) (w)-

Tendo em mente a relacdo de ortogonalidade do Lema 2.1.9, obtemos para todo 7 =
1,...,k/2]

[k/2]
[, @R dow) = 3 [ Quw)@ ) dofe) = [ Qi) dote).

Portanto se a hipotese ¢ valida, temos

L Q@) do(w) =0 = Qj(w) =0, Vwes’,

pois [¢[?Q1(@). [¢'Qa(@), . ., [t PG () € PA2(RHY). Logo Q = Qo € PR,

Para a reciproca, considere R € P*72(R*™!),
R(z) = Ro(x) + [[2|* By () + - + |24 2 R gy oy (), R; € PA27 2 (RH).

Entao o Lema 2.1.9 implica que

[(k—2)/2]
» Qw)R(w) do(w) = Z@ g Qw)R;(w) do(w) =0,

pois p(R;) € H" 272 (S%) para j = 0,1,..., [ (k—2)/2], p(Q) € H*(ST) e k —2—2j # k
para todo j. O]
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2.3 Ndcleos de Reproducao e Teorema da Adicao

Nesta se¢ao definimos os nicleos de Reprodugao, demonstramos o teorema da
Adicao e a férmula de Funk-Hecke. Sao resultados importantes na Analise Harmonica e

serao utilizados livremente nos capitulos restantes do Trabalho.

Pelos resultados apresentados no Capitulo 1, sabemos que Lz(Sd) ¢ um Espaco
de Hilbert. Os espacos vetoriais de harménicos esféricos H*(S?) sdo subespacos vetoriais
de L*(S%), e pelo Teorema 2.1.10 e Corolario 2.1.11, sio subespacos de dimensdo N(k,d).

Além disso, para k # [, temos pela relacao de ortogonalidade do Lema 2.1.9, que
HE(ST) L HY(SY).
Fixemos agora uma base ortonormal

{Sk1,Sk2y s SkN (ki)
de H*(S%), isto é, ¢ um subconjunto de H*(S?) e vale a seguinte relagao
(Ski» Sk,;) = 0i;  (Delta de Kronecker).
Em seguida definimos o niicleo de reproducio para H*(S%).
Definicéo 2.3.1. A funcio F, definida abaizo é o Nicleo de Reprodugio para H*(S?)

FkZSd XSd—>(C
N (k,d)
(w 7') — Fk UJ 7' Z SkJ Sk,] )

Note que utilizamos uma base particular para a definicdo de Fj,. E natural
nos perguntarmos se a definicao dada é boa, isto é, se ela independe da base escolhida. O

resultado a seguir nos responde esta pergunta afirmativamente.

Lema 2.3.2. A funcdo F} definida acima nao depende da escolha de base ortonormal

{Sk,} de HF(SY).

Demonstracio. A demonstracao é essencialmente Algebra Linear. Consideremos a base

{Sk,} dada acima e uma base {7} ;} ortonormal arbitraria de H*(S%). Mostraremos que

N(k,d)

Z T’w Tk,y )

Para cada j, existem constantes ¢;; € C tais que

N (k,d)

Thj(w) = D ¢ijSri(w),

=1
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e a matriz definida por C' = (¢;;) é unitdria (isto ¢ CCt = I, pois

5j,r = (Tk,jaTk,r)

N(k,d) N(k,d)
:< Z ijShm(w), Z Cm"Sk,n(W)>
m=1 n=1

N(k,d) N(k,d)
= Z Z ijcm"(sm,n
m=1 n=1

N (k,d)

=Y o
m=1

Portanto,
N(k,d) N(k,d) [ / N(k,d) N (k,d)
S Tl = X |3 ansin@) (3 cwsinn)]
j=1 j=1 m=1 n=1
N(k,d) N(k,d) [ 7 N(k,d)
=3 3 (X o) Sin)5 )
m=1 n=1 7j=1
N(k,d) N (k,d)
= Z 5m,nSk,m(w>Sk n(T)
m=1 n=1
N (k,d)
= Z Skm (W) Skm (T)
m=1
= L'k W,T),
o que conclui a demonstracao do lema. O]

Lema 2.3.3. Para qualquer matriz ortogonal A € SO(d + 1) temos
Fi(Aw, AT) = Fi(w, ).

Demonstragio. Decorre do fato que dw é invariante por rotagoes, entao se {Si;} é uma

base ortonormal de H"*(S?), temos que {S; ;o A} também é, pois pela Proposices 1.2.16

(Stjo A, SkyoA) = /S 1 (Aw)Sa(Aw) do(w)

= /Sd Sk,j(w)sk,l(w) do(w)
= (Sk,j, Sk,l)7

portanto, o resultado segue do lema anterior. O

Lema 2.3.4. Sejam w,w’, 7,7’ pontos de S%. Sdo equivalentes:

(i) existe uma matriz A € SO(d+ 1) tal que Aw =w' e AT =17';

(i1) (w,7) = (W', 7).
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Demonstracao.
(i) = (i1) : Como A é ortogonal e det A =1, (W', 7') = Aw - AT = (det A){w, 7).

(i1) = (i) : B fato que SO(d + 1) age sobre S? transitivamente, no sentido que dados
z, 1" € S existe A € SO(d + 1) tal que Az = 2’. Portanto existe A; € SO(d + 1) tal que

Ajw = W', assim
(W) ={w,7) = (w, (ALA)T) = (Ajw, A7) = (W, A7),

Isto é, A;7 e 7/ estdao em um mesmo hiperplano H, gerado por w’. Portanto, podemos
encontrar uma rotagao As € SO(d + 1) que fixa w’' e Ay(A;7) = 7'. Para concluir, basta
considerar A = A5 A;. O

Lema 2.3.5. Para S; € H'(S?), temos
/S Sy(1)Filw,7) do(r) = 6,18 (w). (2.16)

Demonstragdo. Pelas relagoes de ortogonalidade e definigao de Fj, se j # k, a integral é

zero, e nao ha nada a fazer. Se j = k,

/Sdsk(r)Fk(w,T) do(7) = / (Z)s,“ )5l )) do(7)

N (k,d)
Z Sk;‘skz)
=1

- Sk (w),
onde a tltima igualdade decorre do fato de {S;} ser base ortonormal de H*(S%) O

Observagao 2.3.6. Sejam X um conjunto arbitrario e H um espacgo de Hilbert de fungoes
com dominio em X e imagem em R. H ¢ dito ser um Espaco de Hilbert com Nucleo de
Reprodugdo, se a aplicagdo L, : f — f(x) é continua. Neste caso, pode se demonstrar,
utilizando o Teorema de Representagao de Riesz, que para cada = € X existe uma tnica
fungdo K, em H tal que L,(f) = f(z) = (f, K;) . Isto é, podemos recuperar o valor de
f(z) utilizando o produto interno de H com K. Esta fun¢ao K, é o Nicleo de Reprodugio
de H.

O Lema anterior, portanto, somado a desigualdade de Cauchy-Schwarz, nos

garante que

| Lo (k)| = [Sk(@)] < [[Sklll[ F'(w; -)|2-

Logo, ||Lu|| < ||F(w,-)||2 < 0o, que é finita em vista do fato de S ser conjunto compacto,
e F}, combinacdo linear de polindmios restritos a S%. Isto é, a aplicacao Ly, : Sy — Sk(w) é
continua quando restrita ao espago dos Harmoénicos Esféricos. Assim, fica completamente

justificada a nomenclatura atribuida a Fj.
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Observacdo 2.3.7. E importante observar que LQ(Sd) nao é propriamente um espagco de
funcgdes, mas sim um espago de classes de equivaléncias de fun¢des. S6 em um contexto em
que identifiquemos fungoes iguais em quase todo ponto podemos falar sobre os Nicleos de

Reproducao como feito na observagao anterior.

Ainda sobre o Nticleo de Reprodugao de H*(S%),

Corolario 2.3.8. FExiste uma funcao ¢ de uma varidvel real tal que
F(w,7) = o((w, 7). (2.17)

Demonstracio. E simplesmente questdo de definir a funcdo ¢ pela equagao (2.17) e
verificar que ¢ bem definida. Entéo, se (w,7) = (W', 7'), pelo Lema 2.3.4 existe uma matriz
A€ SO(d+1) tal que Aw =w" e AT = 7', portanto pelo Lema 2.3.3

o que conclui a demonstracao. O]

Teorema 2.3.9. Fizado 7 € S¢, supomos que um polinémio k-homogéneo harménico Ly,

satisfaz as sequintes condicoes:

(1) Li(r) = 1;

(ii) se uma rotagio A € SO(d + 1) satisfaz AT = 7, entao Lp(Ax) = Li(z) para todo
r € RO

Entao L, € unicamente determinado, e temos

Li(z) = |z* Pk,d<<|i|,r>> (2.18)

onde Py 4(t) é um polinomio de uma varidvel.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, podemos considerar 7 = e4,1, pois sempre
conseguimos encontrar L, que satisfaz (i) e (ii) para eq.;. De fato, considere a matriz
B € SO(d+ 1) tal que B™'7 = e441, e defina Ly(z) = Ly(Bz). Entdo obtemos,

Li(eqs1) = Li(Begyr) = Ly(m) = 1
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e se C € SO(d + 1) satisfaz Cegy1 = €441,
Ly(Cx) = Ly(BCx)
»(BCB™'Bx)
(
(z)
pois BOCB™'t = BCey.1 = Begi1 = 7. Suponhamos que a partir de agora as hipoteses

sejam satisfeitas para Ly e 7 = egy1.

Uma observacao sobre matrizes ortogonais que fixam 7 = ey, 1. Se A = (aij) €

SO(d + 1) é matriz com esta propriedade, ela é da forma

A
011

onde A" € SO(d) (veja Observagao 1.2.13).

Também, como L é um polindémio k-homogéneo em = = (x1,...,x4:1), pode-

mos escreve-lo na forma

k
Li(z) =Y @l Poj(z1, ..., 24)
=0
onde P,_; € P*(R%). Denotando 2’ = (z,...,74) e como por hipétese L é invariante

sobre A € SO(d + 1) que fixa e4;1, temos

k
L ( ) Lk(A[E < Zmd—&-lPk —j ZadePk —j A/ /)
7=0

7=0

<:>Pk*j( ) Pk]( ) (j:O,l,...,k),

isto ¢, cada Py_; ¢ invariante por A’. Portanto, os P;_; sdo invariantes por rotagdes em
R?. Em outras palavas, sio funcdes constantes sobre esferas de R? com centro na origem.
Assim podemos escrevé-los como funcées do raio de esferas rS¢ ¢ RY, ou seja
k=i
Pk,]'(ill'/) = Ck,j|l'/‘k7j = Okfj (l’% + -+ .I'?l) 2 .
Em particular, como sao polindmios, a equacao acima implica (:_[2ue se k — 7 for impar,

+ A’ e levanto em

Ck—; = 0. Denotando A’ o Laplaciano em R? temos A =
O,
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consideracao que por hipétese L é harmonico,

52 k ) ) k
0=ALk(x) = 2<Zwil+lpk—j($17 . ,a:d)> + A (ZdePk_j(xl, . ,xd)>

aderl =0 §=0

_Z $d+1 Pk:] (Zxd-i-l Pk’J )))

d+1

35 — Dad i Pej(@) + Z )1 Oy N (|27)F77)

Il

j=0 j=0
k—2 . _ g & .
= (7 + D+ 2)2h1 Crjala’| 2 + 3 @ Opy N ("),
Jj=0 7=0
Portanto,
y . . k—j—2
Cry A (|']*7) = =(j + 1)(j + 2)Chjala’| 7 (2.19)
e também, por calculo direto
A(x?+ -+ 23)™ = 2md + dm(m — D)) (23 + -+ 23)" " (2.20)

Comparando as Equagoes (2.19) e (2.20), obtemos que as constantes estao relacionadas de

modo que
(k=g)d+k—j—=2)Crj=—(+2)(J+1)Chj o,

isto é, sabendo que Cy = Ly (1) = 1, podemos calcular todas as constantes, e determinamos
o polinémio Ly,

k
) =3 i Cpy(a + - + xi)%’
§=0
lembrando que Cj_; = 0 se k — j for impar. Para concluir o resultado, consideramos agora
um ponto w € S%, para t = w - ¢4 como feito em (1.3), podemos escrevé-lo na seguinte
forma:

w=V1-—1t +teg

onde w’ € S**. Entao, definimos Py 4(t), t € [~1, 1], por

. k—7i
Lk(w) = Z Ck_jtj(l — tQ)TJ = Pk7d(t),
0<j<k
(k—j) é par
e verificamos facilmente que (2.18) é satisfeita pra 7 = egy1.
Consideremos agora o caso geral. Sejam L; e 7 como nas hipdteses do teorema,
e sejam B € SO(d+ 1) e Ly, tais que B~'7 = ¢4y e Li(z) = Ly(Bx). Como Ly, verifica as
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hipéteses do teorema para T = eq41, a Equagao (2.18) é vélida. Entao

Lk(l') = Ek<B_IZL’)

B Bz
= ’B 1x|kpk,d<<wyed+1>>
T
= |$|kPk,d<<‘x|,B€d+1>>
= |2|* Pea =,
“\\ |7l

concluindo a demonstracao do teorema. O]

Defini¢ao 2.3.10. O polinomio Py 4 definido no Teorema 2.5.9 € o Polinomio de Legendre

de grau k e dimensao d + 1.

Observagao 2.3.11. Algumas propriedades do polindémio de Legendre podem ser deduzidas
imediatamente do resultado anterior. Note que Py 4(1) = 1. Se k é par, é uma funcao par,

e se k é impar, é uma fungao impar. Em particular, temos Py, 4(—1) = (—1).

No préximo resultado relacionamos o Polinomio de Legendre com o Nucleo de

Reproducio de H*(S?).

Teorema 2.3.12 (Teorema da Adicio). Seja {Sk;} uma base ortonormal de H*(S?) e

seja Py q o Polinomio de Legendre de grau k e dimensdo d + 1. Entao

N(k,d)
Pral(w, 7)) = M IENBENC) (2.21)

Demonstragio. Considerando uma base ortonormal dada, temos

Nk = 3 (Suis ki) = X [ Sks(w)5i(@) do(e)

donde a ultima igualdade é valida, pois Fj, ¢ invariante por rotacoes, logo constante na

esfera, e a medida o é normalizada. Para 7 fixo, seja

Ly(w) = =22 wesh
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Como Fy(-,7) é um harménico esférico de grau k, Li(z) = |z|* Ly (x/|z]), 2 € R\ {0},

¢ um polinémio k-homogéneo que satisfaz as condigoes do Teorema 2.3.9. Portanto,
Ly(w) = Pra((w, 7)),w € ST

Comparando as duas equagdes obtemos

Pra((w, 7)) =

e portanto o resultado segue. O]

Corolario 2.3.13. Os coeficientes do Polinomio de Legendre sdo reais. Isto é

Pra(t) = Pealt), te[-1,1].
Demonstragao. Diretamente do teorema anterior, para w, 7 € S,

P a((w, 7)) = Pra({w, 7)),
o que implica que os coeficientes de Py 4 sao reais. O

Corolério 2.3.14. Se {Si;} ¢ uma base ortonormal de H*, temos
N(k,d)
> Ski(@)* = N(k, d).
=1

Demonstragao. De fato, pelo Teorema 2.3.12

1
N(k, d)

N(k,d)
1= Ppa((w,w)) = > Sk (W),
=1

e assim segue o resultado do corolario. O

Algumas propriedades do Polinémio de Legendre sao enunciadas a seguir.

Proposiciao 2.3.15. Seja S, € H*(S?) e Py 4 o polinomio de Legendre de grau k e

dimensao d + 1. Temos
(i) Siw) = N(k.d) [ Prallw,m)Si(r) do(r);
(i) Pra(l)=1e—1< Pq4(t) <1 para —1 <t <1, em particular

sup |Pa((w, 7))l =1, 7€8%

wesd

(i) /S Peal(,7))? o) = g™ € 8%
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() |S(w)| < /N (K, d)|[Skll2-

Demonstragio. A propriedade (i) segue imediatamente do Lema 2.3.5, com j = k. Ja foi
estabelecido que P 4(1) = 1 na Observagao 2.3.11. Se t € [—1, 1], considere w, T € S, tais

que (w, ) = t. Temos pela desigualdade de Schwarz,

1 Nka) 2

| Pra({w, T))|? = ‘N(k:d) Z Sk,j (W) Sk,;(T)

(v f”w ) (g 35 15007)

- Pk7d<<w,w>)Pk,d(<7—7 7))
=1

)

o que conclui a demonstragao de (ii).

A propriedade (iii) segue como aplicagdo do Teorema da Adigao:

[ Pral(e,m))? do(e) = Nujd /.
N(k,d)

k’ d)? /gd Z Sk, (@) Sk (7) Sk gt (W) S o (T) do(w)

N (k,d) 2

Z Spj(W) S (7)| do(w)

1 N(kd)
N(k‘ d)2 Z Sk‘] Sk‘]( )(SkJ7Sk]>
J,3'=1
1 N (k,d)
J,3'=1
1 N(kd)S S 1
Nap 2 S0 = 553y

O item (iv) segue de (i), (iii), Lema 2.3.5, Teorema 2.3.12 e pela desigualdade

de Holder:
2

S = [N d) [, Pl m)Si) do(s)
< N(kz,df( [ Prato. ™) da(w)) 1512
— N(k, )| Skll2
O resultado de (iv) segue tomando a raiz em ambos os membros da desigualdade acima. [

Coroléario 2.3.16. Para S;, € H*(S?) temos

[Skll2 < [1Skllee < /N (K, d)[|Skl]2-
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Demonstragio. A primeira desigualdade é imediata e a segunda decorre do item (iv) da

proposicao anterior. O

Lema 2.3.17. Para uma sequéncia {Sy}ren de polindmios na esfera Sy € P*(S?), temos

lim sup {7|Sk||2 = limsup /||Sk||sos 2.22
" Py | Skll2 " Py 1Skl ( )
lim sup /k!||Sk||o = lim sup /&!| Sk || co- 2.23

A Py | Skl2 " Py | Skl ( )

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.10, existe uma constante M > 1 que depende apenas de
d tal que k%' < N(k,d) < ME*' k € N. Assim

(VE)@D/2 < QWS R/ AL(R) D2,

e como lim vk = lim ¥M = 1, segue que
k—o0 k—o00

. 2k o
klgglo \/N(k,d)=1.

Para cada inteiro positivo k seja Si € Pk(Sd). Pelo Teorema 2.2.9, podemos representar

Sk da seguinte forma,

k
Se= Y 5, S eMi(sh.

i=k—2[k/2|

Logo, pelo Corolario 2.3.16 e como ||Sk||2 > ||S}]|2, temos que

k
Sl S 1Sl
j=k—21k/2]
k
< Y JNGDIS]
j=h21k/2)
k
s( 3 N(j,d>)||sk||2
j=k21k/2]

< ([k/2] + 1)/ N(k,d)||Sk|l2
< ky/N(k, d)[|Skl]2

1Skll2 < [[Sklleo < ky/ N (K, d)[|Skl|2-

Considerando o limite calculado acima e estas desigualdades obtemos as equa-
goes (2.22) e (2.23). O

e assim obtemos
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Teorema 2.3.18 (Funk-Hecke). Seja f uma fungio mensurdvel definida em [—1,1] tal que

[ 1wl - at < oo

-1
Se Sy, € H*(S"), temos que

Lt aot) = (S [ sonaoa - 272 af s, e

Demonstragio. Demonstramos primeiro para o caso particular Si(7) = Py q({7,7)"). Para

este fim, considere a aplicacao F' definida por

Flw, ™) = /S F(@. ) Poal(r, 7)) do(r).

Podemos observar alguns fatos sobre a aplicacao F. Primeiro, como funciao de 7/, é um
elemento de H*, pois se {Sk,;} é uma base ortonormal de H*, podemos escrever F' como

combinagcao linear destas fungoes. De fato,

Flw, )= [ f(w,7)Palir, 7)) do(r)

1 N(k,d) ,
:/Sdf(<w,7>)wl ]2:1 Sk,j(r)Skyj(T)] do(7)
N(k,d) -
- ; lzv(/i, a) |, (w8507 do(r)] Si (')
N(k,d)
= Z:l ¢Sk, (7).

Além disso, como a medida em S¢ é invariante por rotacoes, podemos escrever,
F(Aw, At") = F(w,7"), VA€ SO(d+1).
F também pode ser escrita em funcao de Py 4, de fato temos
F(w, ") = F(w,w) Py a({w, 7).

Para isto, basta considerarmos a aplicagao L definida por

L(z) = r € R

onde F(w,r) = |2|*F(w,z/|z|) para 2 # 0 e F(0,0) = 0. E facil ver que L satisfaz todas
as hipGteses do Teorema 2.3.9 (com 7 = w), e portanto, obtemos L(7') = Py a({w, "))
e em seguida que F(w,7") = F(w,w)Pyqa({w,T)). Feito isto seja A € SO(d + 1) tal que
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Aw = e441. Temos pela relacao (1.4) que
F(w7w) = F(Awa AW) = <€d+17€d+1>
—/ (€at1, 7)) Pra({€ar1, 7)) doa(T)
- 5 [ S eann ) Pralleas, 7)Y dour)
_2\(d-2)/2|qd—1
|Sd|/sd1/ Pkd 1 t) |S |dtd0’d 1( )

st 2\ (d—2)/2
- / 1) Poa(t)(1 — 2) dt.

Consequentemente,

o que conclui a demonstra¢ao no caso Sg(7) = Prq({7,7)). Para o caso geral, dado
S € H*(S?), temos pela Proposicoes 2.3.15 que

Si(r) = N(k,d) /S Su(r") Pral(7, 7)) do(7'),
portanto, o teorema de Fubini garante que
L, £ m)8u(7) do(r) =
= [t T>>[N<k @) [, S )Pealir. 7)) da(f)] do()

= Nl [ 507 | [ (o) Pt dor)| o)

= N(k.d) [ Su(r") ['S‘;;'Pk,d(w,#) /ll\f(t)wk,d( )(1— )7 dt] do(7')

— ['Sr;dﬂ / 1) Pea(t)(1 — )5 dt}N(lc,d) LS Pralw, ) do(r)
[Sd 1‘/ B Pea(t)(1 — 12)5 dt]Sk( ),
4|
o que conclui a demonstracao. O

Como prometido anteriormente, iremos decompor o espago LQ(Sd) como uma

soma direta de espacos harmonicos esféricos.

Lema 2.3.19. Toda funcio continua sobre S* pode ser aprozimada uniformemente por

combinagoes lineares finitas de harmonicos esféricos.
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Demonstragio. Todo polinémio é uma soma finita de polinémios homogéneos, e pelo
Teorema 2.2.9, a restricdo de um polindmio k-homogéneo & esfera S¢ é uma soma finita de
harménicos esféricos, portanto todo elemento de P(S?) é uma soma finita de harmonicos
esféricos. Logo segue do Teorema 1.4.2 que toda funcdo continua sobre S? pode ser

aproximada uniformemente por somas finitas de harmonicos esféricos. O

Lema 2.3.20. O subespago gerado por Uyez, H¥(SY) é denso em L*(S?).

Demonstragio. Como C(S?) é denso em L*(S?) (ver [17], Teorema 3.14), este resultado
decorre de Lema 2.3.19. [

Teorema 2.3.21. L2(Sd), como espaco de Hilbert, pode ser decomposto na forma
2 Sd) _ @Hk(Sd)
k=0

Em outras palavras, dada f € L*(S), para cada k € Z, existe uma tinica f, € H*(S?) tal

que
F=>fe
=0

onde a convergéncia ocorre na topologia de L*(S). Além disso,
115 = D2 1 fell5-
k=0

Demonstragio. Para cada k € Z, seja {Sm};-vz(f’d) uma base ortonormal de H*(S%). O

conjunto
N(k,d)

U U {8k},

keZy j=1
¢ um sistema ortogonal completo pelo Teorema 1.2.3 e o Lema 2.3.20. Assim, o Corola-

rio 1.2.4 permite escrever para cada f € L*(S?),

0o N(k,d)
f Z Z f Sk,j Sk,j
k=0 j=1
Denotando f = N, d)( f,Sk.j)Sk;, obtemos a expansao em harmonicos esféricos desejada.

A segunda aﬁrmagao também decorre do Teorema 1.2.3, pois

oo N(k,d)

HfHQ_Z Z ‘ f?Sk,]

k=0 j=1
oo
2
= > lIfwllz,
k=0

completando assim a demonstracao do teorema. O]
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Observagao 2.3.22. Denominamos os elementos f; da expressao acima, os k-componentes
esféricos de f. Considerando bases ortonormais { Sy ; } de H*(S%), podemos também escrever

f em sua Ezpansdo de Fourier, isto é, na forma

0o N(k,d)

F=>03" (f 5kj)Sk-

k=0 j=1

A expansao nesta forma é possivel devido aos k-componentes esféricos sao elementos de
H*(S?). Denotamos por fk,j = (f, Sk;) os Coeficientes de Fourier de f.

Também, observe que se f € LP(S?), e 1/p+1/q = 1, a desigualdade de Holder

garante que
|, Sea)l < WSkllallfllp < oo

Portanto podemos falar da expansao de Fourier de f mesmo quando esta nao estd em L%

O que ndo temos de imediato é a convergéncia da série acima para f em LP(S).

Proposicao 2.3.23. Seja f € L*(S%). Entio o k-ésimo componente esférico de f é dado

por

£u@) = Nk, d) [ F(7)Pra((e,7)) do()

Demonstracao. Decorre imediatamente das relacoes de ortogonalidade entre os espacgos

H* e da Proposicoes 2.3.15. De fato,
Nk )P 7) ) = N5 ) [ | 3= 5 Pl )| ot

— N(k,d) Zo L, 50 Peal(w,7)) do(r)
= fk(w)7

o que conclui a demonstracao. O]

2.4 Funcdes Suaves e Analiticas em S.

Nesta secao apresentamos os resultados principais deste trabalho.

Definicao 2.4.1. Uma sequéncia {xy}rez, € de decaimento rapido se
sup{|k|’|x|;k € Z,} < 0o, para todo j > 0.

Definigao 2.4.2. Dadas duas sequéncias de nimeros reais {x} e {yx}, escreveremos

zr = O(yx) quando
sup M < 00.
keN |yk|
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Teorema 2.4.3 ([4], Teorema 2.6.4). Dados k € N e {Si;} uma base ortonormal de

H*(SY), valem as sequintes afirmagoes:

(i) Se k # 0, existe uma constante C(d) tal que

[Skj(w) < C(AET, wes”

(ii) Se a é um multi-indice e |o| +k > 0, entdo existe uma constante C(d, |al]) tal que
0[Sk s (x/2])]] < Cd, [a) k5 a1 2 e R {0},

Teorema 2.4.4. Sejam r € N, f € L'(S%), e {Skas- - SN} base ortonormal de
HE(ST). Se |(f, k)| = O™, j€{l,...,N(k,d)}, e 4r > 3(d + 1) — 2, entdo existe
uma fungdo g em C*(S), tal que g = f q.t.p, onde s = [ (4r — 3(d + 1) +2)/2].

Demonstragio. A condigao 4r > 3(d 4+ 1) — 2 implica que s > 0. Considere a série

oo N(k,d)
S (f ki) Sk, (2.25)
k=0 j=1
onde o ¢ um multi-indice tal que |a| < s. Aqui 0°Sj,; segue a convencao estabelecida na
Definigao 1.5.3.

Usando a defini¢do de s obtemos que |a| + (d —1)/2 —2r < —(d + 1). Pelo
Teorema 2.1.10, existe uma constante Cy > 1, dependendo somente de d, tal que N (k,d) <
Cg(k;d’l), e pelo Teorema 2.4.3 existe uma constante C; > 0, dependendo somente de d e
s, tal que [0%Sk ;(w)| < C1keH =172 para todo k € Zy, 1 < j < N(k,d) e w € S?. Assim,

podemos estimar a série acima da seguinte maneira,

N (k,d)

z_: (f, Skj)0*Sks(w)| < > |(f, Skj)0*Sk (W)

= 7=1
N(k,d)
< Y ETOkS

7=1
= Oy N(k, )kt —2r
S 0102kd—1k,|a\+%—2r
= O3k 2.

Portanto o Teorema 1.4.1 nos garante que a série dada em (2.25) converge
uniformemente em S¢ para uma funcio g, continua. Em particular, tomando g = go,
a Proposicdes 1.5.5 implica que g € C"(S%). Como a funcdo ¢ é continua, e a esfera é

compacta, temos g € L*(S?). Por unicidade de sua expansio em harmonicos esféricos,

segue que g = f q.t.p. O
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Teorema 2.4.5. Sejam f € C(S) e fi. o k-componente esférico harménico de f. Entdo

para qualquer m = 0,1,2,..., temos
sup{k™|| fell2; £k =10,1,2...} < o0; (2.26)
isto €, a sequéncia {|| fl|2}kez, € de decaimento rdpido.

Reciprocamente, se {fi} € uma sequéncia de esféricos harmonicos fi, € H"(S?),

e {||frllz} € de decaimento rapido, entio a fungio
o0
f=>
k=0
€ tal que a série converge uniformemente, f € C*(S%) e o k-componente esférico harménico

de f ¢ fr.

Demonstragio. Seja f € C*(S?) e considere f; o k-componente esférico de f. Dado um
m inteiro par, denotamos F' = (—Ag)m/2f. E obvio que F € C® (S%). Se denotamos por
F}. seu k-componente esférico, obtemos, utilizando a Proposig¢oes 2.3.23, Lema 2.2.2 e
Teorema 2.2.4,

Fu(@) = N(k,d) [ (~86)% f(7)Pra((w,7) do(r)
= N(k,d) [ f()(=20)% Pral(w, 7)) dor(r)
= Nk d)(k(k+d=1)% [ f()Prallw.7)) do(r)
= (k(k +d = 1)F filw),

m
2

e consequentemente, obtemos a relagao
1Filla = (k(k +d = 1)) % || filla > K™ || fel2-
Portanto, o Teorema 2.3.21 implica

E™[ fulla < [|[Flla < 00, Vk € Zy.

Caso m seja impar, consideramos m + 1, e a desigualdade acima se mantém.

Concluimos assim que a sequéncia {|| fx||2} é de decaimento répido.

Para a reciproca, observe que se a sequéncia {||fx|l2} é de decaimento ra-
pido, entao {||f|l«} também possui esta propriedade. De fato, pelo Teorema 2.1.10 e

Corolario 2.3.16, obtemos para todo m,

E™ [ filloo < K™/ N (K, d)| fel2

d—1
< E"Ck = || frll2
2m—+d—1

< CE =[xl

< 00.
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Isto nos permite demonstrar que sequéncia { f N } definida por
N
=31
k=0

é de Cauchy. De fato, tomando m = 2 e inteiros nao negativos N e M, M < N, o

decaimento rapido de {|| fx||«} garante que

Y w) = Ml < D0 [fiw)]

k=M+1
NooC
Tl B
Logo, temos que a sequéncia é de Cauchy. Além disso como cada f, € H*(S?) é continua e

a convergéncia é uniforme, temos que o limite uniforme f é uma funcao continua.

Resta mostrar que f € C*(S%) e possui a expansio em harménicos esféricos
desejada. Repetindo o argumento acima para a sequéncia {(—Ag)m/QfN}, com m par, e

como pelo Teorema 2.2.4

N

(—26)"™2 M (w) = D (k(k +d = 1)) fi(w),

k=0

obtemos que esta converge uniformemente em S¢ para uma funcéo continua g,,. Utilizando
a Proposicoes 1.5.5 observamos que (—Ag)™?f = g,, para qualquer m par, o que nos
permite concluir que f € C*(S%). O Teorema 2.3.21 garante unicidade da decomposicao,
logo fr é o k-componente esférico de f para todo k. Isto conclui a demonstracdo do

teorema.

[l
Notagio 2.4.6. Denotamos por Z* a funcdo definida em [—1, 1] por Z®)(t) = N(k, d) Py 4(t).

Observagao 2.4.7. De acordo com a Defini¢do 1.3.9, Notacao 2.4.6 e a Proposigao 2.3.23,

uma funcio f € L*(S?) pode ser escrita como
=Y 20xy.
k=0

Esta observagao simplificara o enunciado dos préximos resultados.

Defini¢do 2.4.8. Seja A = {A}rez, uma sequéncia de nimeros complexos e sejam
1 < p,q < o0. Se para todo p € LP(S?) existe uma fungio f = Ao € LI(S?) com expansdo

formal em harmonicos esféricos

Fro S MZ® s,
k=0
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tal que
[Allp,g = sup{l|A¢llq : ¢ € Up} < o0,

onde U, = {f € LP(S) : ||f|l, < 1}, dizemos que A é um operador multiplicador limitado

de LP em L? com norma [|A||,4-

Exemplo 2.4.9. Seja A = {\;}rez, uma sequéncia de niimeros reais nao negativos tal

lim sup \k/;k < 1.

Vamos mostrar que A é um operador limitado de LP(S%) em L(S%), para todo p,q €
R, 1<p,q< o0

De fato, seja A,, = sup{{“/ Mot k> n} Temos que

que

lim A, = iann:hmsup(“/)\:<b< 1

n—00 neN k—s00

para algum 0 < b < 1. Portanto existe um ny € N tal que A,, < b para n > ng e assim
MNe < B E>mg, 0<b<1.

Agora, para f € L*(SY), |f|l. =1 e w € S* temos
MeZ® 5 fw)] <MNZO ool

< A\ MK
< Cbkkdfl,

para todo k € N. Logo
IAflloe < D7 IMZ® * flloo
k=0

S i Cbkkdfl

k=0

S Cl Zk72 == CQ?

k=1

implicando que A é um operador limitado de L*(S%) em L>(S%). Se f € LP(S?) entdo
IASllg < IAflloos 171 < 11 fllps 1A lloo < Callfllr e assim segue o resultado desejado.

Teorema 2.4.10. Seja A = {\;} uma sequéncia limitada de nimeros reais nao negativos.

Seja também A o operador multiplicador em L*(S?) definido por
Af =3 NZW « £,
k=0

Se

limsup \/ A\, < 1,
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entao para todo p,qg € R, 1 < p,q < 0o, A estd bem definido como operador limitado de
LP(SY) em LY(S?), e AU, é um conjunto de funcées analiticas sobre S®. Se

lim sup \/7 =0,

k—o0

AU, é um conjunto de fungoes inteiras sobre s,

Demonstragio. Pelo Exemplo 2.4.9, A é um operador limitado de L?(S?) em L(S%). Seja

f € LP(S) e seja fi o k-componente esférico de f. Pela Observacio 2.4.7 temos que

fulw) = [ HZ9 (7)) dolr).

Seja P, o tinico polinémio harmoénico e homogéneo de grau k cuja restricao a esfera é o

harmoénico esférico fj. Considere a fungao F' definida por

para todo z € R™" onde a série converge. Observe que para w € $, F(w) = Af(w), e
portanto, se mostrarmos que F' é analitica em B(0, s) para algum s > 1, vamos poder

concluir que Af é analitica em S?.

Agora, dado z € R escrevemos v = rw, w € S% r = |z|. Aplicando o

Teorema 2.1.10 e a Proposigoes 2.3.15, obtemos

ML (z)| = [Apr” Pr(w)]
= )\ka|fk<W)|

= M N |/ 7)Peal(w, 7)) do(r)

< Mt N (k, @) || Proall ool £l
< Ar* MET| f]]-

Supomos || f|l, = 1, e assim obtemos
M Pr(z)] < MA\r® k4t = by, o€ R

Seja ¢ = lim sup {/\;. Temos por nossas hipéteses que 0 < ¢ < 1.

k—o0
Primeiro, se ¢ > 0, consideremos s tal que 1 < s < 1/c. Logo, se x € R ¢
|z| =7 < s, temos rc < sc < 1. Feito isto, obtemos

lim sup \/7 = lim sup \/_\/7

k—o0 k—o0

= rlimsup \/>

k—o00

=rc<l1.
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Portanto a série em (2.27) converge uniformemente na bola fechada B(0, s) = {z € R4 :
|z] < s}. Assim a fungdo F' definida em (2.27) pode ser representada por sua série de

Taylor ao redor de 0 para todo z tal que |z| < s, isto é,

-y ¥ *3‘“ ),

m=0a|=m

onde

MePi(z) = ) Lorr (0)z®

ol
la]=m

Utilizando Teorema 1.4.7 podemos concluir que F' é analitica em B(0, s). Como observado
anteriormente, isto implica que Af é analitica em S%.

Rd+1

De forma semelhante, se ¢ = 0, temos que para qualquer z € , com norma

r, obtemos

lim sup \/7 = lim sup \/_\/7

k—o0 k—o0

= rlimsup \/>

k—o00

= 0.

Por observacao semelhante a anterior, a Série de Taylor de F' converge uniformemente em
B(0,r) para qualquer r > 0. Isto é, o raio de convergéncia da série que define F' é infinito.
Podemos assim concluir que F é uma funcio inteira em R? e por definicdo f é inteira em
Sd

O

Exemplo 2.4.11. Considere o operador multiplicador A = {A;}rez, , onde A\, = k77 (log k)¢
parak>2 A=A =0,ev,£ €R,v>0,¢>0. Afirmamos que AU; é um conjunto de
fungdes finitamente diferencidveis sobre S?. Especificamente, para s = [(2y—3(d+1)+2)/2]
temos AU, C C*(S%).

De fato, seja g = Af, f € L*(S%), ||f|l2 < 1. Temos, levando em consideracio a
Observacio 2.3.22, e {S};} base ortonormal de H"(S?),

g=Af =3 NZ® «
k=0

=Y k7 (loghk) 2™ x f
k=2
oo N(k,d)

=33 k7(logk) (£, Sk;)Sk,-

k=2 j=1
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Temos também que

(9, Si)| = |77 (log k)~ (f, Sk.5)]
< ETN SN2l Sksll2
< | fllk™"
< Ck™7.

A afirmagao segue do Teorema 2.4.4, se v > (3d +1)/2.

Exemplo 2.4.12. Considere o operador multiplicador A = {A\;}rez,, A = e~ >0,
r > 0. Entao

(i) Quando r < 1 o conjunto AU, esta contido em C*°(S%);
(ii) Se r > 1 o conjunto AU, consiste de fungoes analiticas;

iii) Se » > 1 o conjunto AU, consiste de funcoes inteiras.
( ) ] P G

Consideremos g € AU,, g = Af, 0 <r < 1,1 < p < oco. Mostraremos que
os seus k-componentes esféricos formam uma sequéncia de decaimento rapido. Assim o

Teorema 2.4.5 garante o resultado. A fungao g pode ser descrita como

Af =S 0MZW s f =3 e ZzW £, (2.28)
k=0 k=0
Portanto,
le™™ Z®  flla < [l Z® % flu (2.29)

<e™NZW x fll
< e ™MNZ® ol f1l1
e "™ Nk, d)| fll,
Ce W g1 (2.30)

IN

IN

onde as desigualdades se justificam pelo Teorema 2.1.10. Portanto, para qualquer que seja

j S Z’-‘m

sup{ |k’ |le ™" Z®) % flly : k € Z,.} < sup{Ce " k1 ke 7.} < 0.
Isto 6 {[|e ™" Z™ x f|la}rez, 6 uma sequéncia de decaimento rapido, e pelo Teorema 2.4.5,
Af € C=(SY).

Para mostrar analiticidade, quando r > 1, invocamos o Teorema 2.4.10. Temos

que

VA = (e")VE = e < e
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e portanto,

limsup {/ A\, <e ¥ <1,

k—o0
o que demonstra nossa afirmacao.

Caso r > 1, podemos escrever r = 1 + ¢, para algum € > 0. Logo

k/)\k _ (e—'ykr)l/k _ e—'ykE

e assim

lim sup \k//\: =0,

k—o00

o resultado segue do Teorema 2.4.10.
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3 O Caso da Esfera complexa

Neste capitulo fazemos um estudo para a esfera complexa 2y, analogo ao que
foi feito nos Capitulos 1 e 2 para a esfera real S?, mas com menos detalhes. A maior parte
dos resultados aqui apresentados sobre analise harmonica na esfera complexa estao sem

demonstracao e podem ser encontrados com suas demonstrac¢oes na dissertagao [19].

Um primeiro objetivo é fazer a demonstracao da Desigualdade de Young para

a esfera complexa, resultado este que nao encontramos demonstrado na literatura.

Um segundo objetivo é fazer um estudo de fungodes suaves e analiticas na
esfera complexa €24, dando exemplos de conjuntos de fungoes finitamente diferencidveis,
infinitamente diferencidveis, analiticas e inteiras em €2;. Estes resultados seguem como
consequéncia simples dos resultados do mesmo tipo obtidos para a esfera real no Capitulo
2.

3.1 Andlise Harmonica na Esfera Complexa

Nesta secao fornecemos as notagoes, defini¢coes e resultados basicos da Anélise
Harmonica na Esfera Complexa que necessitaremos nas se¢oes seguintes. Nao demonstramos

nenhum dos resultados aqui apresentados por se acharem demonstrados em [19].

Utilizaremos a identificacio de C? com R?? dada pela aplicacdo linear U definida

da seguinte forma:
¥:C*— R™ (3.1)
(z1, .-y 2q) — (1,91, -, Tdy Ya)
onde x;, = Re(2;) e yx = Im(2;,). Com as topologias usuais de C* e R??, fica claro que ¥ é
também homeomorfismo. Esta aplicacao serd a forma com que traremos resultados do caso
real ao caso complexo. Observe que a imagem da esfera complexa 2; por ¥ é exatamente

a esfera S?~!. Isto nos permite definir uma medida em Qg, utilizando a medida ja definida

em S?¢~!. Temos portanto a seguinte definicio:

Definicao 3.1.1. A medida v = vy4 serd a medida de Borel em 4 definida por
vi(E) = 094-1(V(E)).

Observacao 3.1.2. Dada uma funcao Borel mensuravel f definida em €2; com valores

S2d_1

complexos, dizemos que ela é integravel se f o W™ é integravel na esfera , € sua

integral é dada por

/Qd f(2) dvg(z) = /SM_I Fo U (w) dosg 1 (w).
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E também importante relembrar que um resultado andlogo ao demostrado na
Observagao 1.2.13 é valido para €2y, sendo a unica diferenga o grupo considerado. Ao
invés de SO(d + 1), consideramos U(d), o grupo das matrizes unitdrias com coeficientes
complexos, isto é, as matrizes A tais que AA* = A*A =1, onde A* é a matriz adjunta a A.
Simbolicamente, temos o homeomorfismo €; = U(d)/ U(d — 1). Desta forma garantimos

resultados de integracao andlogos aos obtidos pelas Proposi¢oes 1.2.16, 1.2.17.

Definicao 3.1.3. Sejam z = (21,...,24), xr = Re(zr) e yr = Im(z,). Definimos os
o _1fo 0
8zk N 2 a’Ek 8yk ’

o 1o o
0z 2\ Oxy Ay )

Definicao 3.1.4. Dizemos que uma fungio f : Q4 — C pertence d classe C*(Qq) se

operadores diferenciais

fo U™ pertence  classe C*(S*™"), e f pertence d classe C>(Q) se fo U™ pertence d
classe O™ (S*71),

Definicao 3.1.5. Dizemos que uma funcio f : Qg — C é analitica em Qg se fo U™ for

analitica em S 1. Se fo U™t for inteira em S**~! dizemos que f € inteira em Q.

Definicao 3.1.6. Seja U C C? um conjunto aberto e f € C*(U). O Laplaciano Complexo
de f ¢é definido por
d a2f
A =4 .
(Qd)f Z 8zk8§k

k=1

A fungdio f é Harmonica se Agq) f = 0.

Seja A o laplaciano em R**. Se f € C*(U), U aberto de C?, entdo vale a
iqualdade

Apayf = (A (f o \p—l)) oW,

Definicao 3.1.7. Dados m,n € Z,, uma fungio f complexa com dominio em C? é dita

bihomogénea de bigrau (m,n) se para todo z € C* temos
fA2) = X"A"f(2), A€ C,m,ncZ,.
Definicao 3.1.8. A sequir estabelecemos algumas notagoes
(i) O conjunto de todos os polinémios com coeficientes complezos é denotado por P(C?);

(ii) P™"(C%) ¢ o conjunto de todos polinémios bihomogéneos de bigrau (m,n) em C%;

(i) P =P Q) = {f|,  f € BT
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(iv) O espago dos Harmdnicos Solidos Complexos de bigrau (m,n) é o conjunto
H"™(C*) = {f € P™"(C) : Apgf =0
(v) O espago dos Harmoénicos Esféricos Complexos de bigrau (m,n) € o conjunto

H™" =1 Q) = {f],, o f € HM(C]
Quando ndo howver risco de ambiguidade, C¢ e Qg serdo omitidos.

Todos os conjuntos definidos acima sao claramente espacos vetoriais. Tal como
no caso real (Corolario 2.1.11) temos que dim P™"(C?%) = dim P™" (), e dim H™"(C?) =
dim H™"(€);). Também é possivel decompor P(C?) e P™™(C?) em subespagcos ortogonais
de forma andloga ao Teorema 2.2.9. Estes resultados estao demonstrados na dissertagao

[19], Capitulo 2. Enunciamos aqui para referéncia futura.

Proposicio 3.1.9. E valido o sequinte isomorfismo

P(CY) = @ P (CH.

m,n>0

Proposicao 3.1.10. Temos que:

dim P (Q,) = <d+m—1> (d—l—n—l)j

m n

G = dim HP () = <m+d—1> (n—f—d—l) B <m+d—2><n+d—2>'

m n m—1 n—1
Observagdo 3.1.11. Se f € P™"(C") entdo Ag f € P17 H(CY).
Teorema 3.1.12. Vale a decomposicao
P™m(CY) = H™™(C?) @ |z[*P™ 1 1(CY).
Além, disso, P™°(C?) = H™*(C?) e P*"(C?) = H*"(CY).

Corolério 3.1.13. Se f € P(CY), entdo existem fi, fo,..., fr, onde r = min{m,n}, tais
que f; € H™7"I(C?) para todo j = 0,1,...,7 e

f(2) = fol2) + 12 fi(2) + - + [ fu(2).

3.2 Decomposicio de L*(€)

Nesta se¢ao nossa tarefa é demonstrar um resultado analogo ao Teorema 2.3.21,
isto ¢, demonstrar que o espaco L*(€4) pode ser descrito como soma direta de subespacos

de harmonicos esféricos complexos.
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Proposicdo 3.2.1. Se f € H™"(C%), entio f o ¥U~' € PR (R*).

Demonstragao. Temos

portanto,
d
foglil<x17y17"'7xd7yd> = Z <Ca5 H(x]—i_lyj)aj(‘rj_zy])ﬂ])
la|=m,|8|=n J=1
O fato de que f o ¥ é elemento de P"™(R??) decorre imediatamente desta equacio e do
fato que Apg)f = (A (f o \I/_l)) oWw O
Tal como no caso real, também ha uma relagdo de ortogonalidade entre os
espacos H"™".
Proposicido 3.2.2. Sejam f € H™"(Qy) e g € H(Qq). Se (m,n) # (k1) entdo
(f,9)=0.

Demonstragio. Primeiro, se m +n # k + [, e denotando (z1,41, ..., %4, Yq) = w,

(f.9)= [, 1)) dval2)
= Josus foWHw)go U w) doy(w)
=(foUt goU™.
Portanto o resultado segue neste caso pela Proposicdes 3.2.1 e pelo Lema 2.1.9.

Caso s =m+n=k+1, temos que f € H* 7 e g e H"*7! com j # I. Segue

diretamente do fato de f, g serem bihomogéneas, que para qualquer 6 € [0, 27)

(f.9) = [ 1()a(=) d(z)
=/ f(e?2)g(e?2) dug(z)
007 o (—i0)(5—5) (i8)1 , (i6) (5= /Q d F(2)g(2) dvg(2)
_ e2z’(j—l)(9(f7 9)

o que implica que (f,g) = 0. Isto conclui a demonstragao. O]

Teorema 3.2.3. Temos o sequinte isomorfismo:

k
HA (S = PHF(Q).

=0
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Demonstracao. Pelas relagoes de ortogonalidade, segue que a soma Z§:1 HI*=I(Qy) é
direta, portanto, junto a Proposicao 3.2.1, temos que ela é isomorfa a um subespaco de

H*(S?*1). Logo precisamos mostrar apenas que a aplicacdo linear,

k
T : P H?* 7 (Qq) — HH(S™ )

5=0
fr—fou
é bijetiva.
Como ¥, nao se anula sobre S%-1 temos que T'f = 0 apenas quando f ¢ a
funcéo identicamente nula. Logo, T é injetiva. Para sobrejetividade, seja h € HF(S*1).
Mostraremos que h = T'f para alguma f. Como toda h desta forma é restricao de algum

harmoénico solido real H, ¢ suficiente mostrar que HoW¥ = F =) F} para Fj € H7+~7(C9).

Consideremos tal H,

H(:E,y) = H(xhylv . 793dayd) = Z aagxo‘yﬁ,
|| +|B8]=k

como z; = (1/2)(z; + z;), e y; = (1/2i)(2; — Z;), podemos escrever H o ¥ como um
polinémio na forma:

HoW(z)=> > ¢u2tz".

J=0 |pul=j
lv|=k—j

Assim, se definirmos
o1 %
F; = E Cop2t'z”,

lul=3
v[=k—j

fica claro que cada F} é polinémio bihomogéneo complexo de bigrau (j, k — j). Além disso,
Fy e F}, sao harmonicos trivialmente. Para concluir o resultado, basta mostrar que Fj é

harmonico para 1 < 7 < k — 1, mas isso decorre do fato de H ser harmonico,
0= AH = A(Qd)HO\IJ

k
= ApgF)
=0
k—1
= Ayl
j=1

Como P(C%) = @ P™"(C?) e pela Observagio 3.1.11 Apg Fj € P77 1(C?), temos que
a expressao acima é combinacao linear de fungoes linearmente independentes. Logo cada

uma deve ser nula, isto é, F; € H**I(C?). O

Lema 3.2.4. O subespago gerado por U, ez, H™"(24) € denso em L*(Qq).
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Demonstragdo. De fato, o conjunto das fungdes continuas é denso em L*(€)y), e o conjunto

dos polinémios em €2; é denso neste. O resultado segue entao do Corolario 3.1.13. O]

Teorema 3.2.5. Temos

L(Q) = D H™"(Q),

mnely

isto é, se f € L*(Qq), entio existem unicos h'™™ € H™™(Qy) tais que

f= 3 b

m,ne€l4

na topologia de L*(Qq). Além disso, vale
IFIE="> [R5,

mnely
Demonstracio. Dados m, n inteiros ndo negativos e {h&”"“”), . h&ﬁ’:)} base ortonormal de
H™™(Q4),  temos  pela  Proposicio  3.2.2 e Lema 324  que
Unnez +{h§m’"’, . ,hg:’:)} é um sistema ortonormal completo para L?*(£;). Assim, se
definirmos .
h(m,n) _ Z (f’ h§m,n))h§m,n)7
=0

segue do Teorema 1.2.3, que

dm,n
_ (mvn) (mvn) _ m,n
f_ Z Z(fah] )h] - Z h( )7
m,n€eZy j=0 m,neZ4
e também,
dm,n
IF13="> S IAE™)F= > [amm)3,
mmn€Z4 j=0 m,nel4

o que conclui a demonstracao.

3.3 A Desigualdade de Young

O nosso objetivo nesta se¢ao é enunciar e demonstrar a Desigualdade de Young

no caso da esfera complexa.
Observacao 3.3.1. Denotamos por D o disco unitario
D={zeC:|z| <1}

Consideramos D munido da medida de Borel normalizada j,; definida por

palB) = = [ (1= e dez)

(0

onde d >1e (oWU,! =m,éamedida de Lebesgue em R? e Wy (x +iy) = (z,y).
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Definigdo 3.3.2. Sejam K € L'(D, uq) e f € L'(Qq). Definimos a convolugio de f com
K como sendo a funcao f* K definida para w € Qg por

frE@) = [ SR ) duz).

d
Teorema 3.3.3 ([19], Teorema 1.3.13). Para cada z € CY, existem e sdo unicamente
determinados 0 € [0,7/2), ¢ € [0,27) e Z € Q41 tais que

z = (e cosf,sen H%).
Além disso, para toda f € L'(Qq) temos
[ 1) dva(z) =
Qq
S24-3|
|S2d 1]
Proposigdo 3.3.4. Seja K € L*(D, ug). Entdo K({-,w)) € L*(Qq) para todo w € Qg e

/Qd K((z,w)) dva(z /K ) dpsa(2).

T/2 2w
/ / f(e"?cosf,sen 02) dvg_1(Z) dpsen® 30 cosd db.
Qa1

Demonstragio. Seja A € U(d) tal que w = Ae;. Segue pelo andlogo da Proposigao 1.2.16

para a esfera complexa que

/Qd K((z,0)) dug(z) = /Q K((A™ 2, 1)) dva(z) = /QdK((z,el))dyd(z).

Agora, aplicando o Teorema 3.3.3 obtemos

| K (zw)) dualz) =
Qq
S2d 3‘ w/2 2w
|SQd 1‘/ / / (€' cos ) sen® 3 0 cos O dvg_, (%) do db
Qa1

’SQd 3‘ 27r
= o 1‘// (re)(1 — )42 d¢ dr

SQd 3
— tgam [ K0 =) et
|82d 3‘ T

K(z
’SQd l‘d—l/ d:ud( )
Z/K z) dpa(z)
D
pois 7|S?73| = [S?**71|(d — 1) (ver [19], Observacao 1.3.15). O

Observacao 3.3.5. Sejam K e f como na Definicdo 3.3.2. Segue pela Proposicao 3.3.4
que

Ikl < [ 1N [, U] o)) )

= (A

e portanto f x K € L*(Qy).
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Teorema 3.3.6 (Desigualdade de Young para Q). Sejam K € LP(D, pq), f € L"(Q4q)
com1/g+1=1/p+1/r, 1 <p,q,r < oo. Entio f+ K € LI(y) e

1 Kl < ALF 1L o

Demonstragao. Sejam 1 < p < oo e r = 1. Para p < oo, pelo Teorema 1.3.2 e Proposicao
3.3.4

Ire&l< [, ([ @RGP dvd<w>)l/p dva(:)

1/p
-/ ( [ 1o dud<w>) 7)) dvaz)
I s

Para o caso p = oo essa desigualdade segue trivialmente.

Considere agora o operador T : f — f x K. Vimos acima que tal operador é

de tipo (1,p), 1 < p < oo. Aplicando a desigualdade de Holder obtemos

1 * Koo < |[K

p,udHpr’

e assim T também ¢ do tipo (p’,00). Observamos que em ambos os casos a norma do
operador ¢ limitada por || K|, ,,. Sendo assim, o resultado segue como consequéncia do

Teorema de Convexidade de Riesz (ver demonstra¢ao do Teorema 1.3.8). ]

3.4 Funcbes Suaves e Analiticas em ()

Nesta secao estudamos conjuntos de fungoes finitamente e infinitamente di-
ferenciaveis e também conjuntos de fungoes analiticas na esfera complexa €);, de forma

analoga ao que foi feito na Secdo 2.4 para a esfera real ST

Definicao 3.4.1. Dado (m,n) € Zi, denotamos a projecio ortogonal de L*()g) sobre

H™™ por Ty,

Definigao 3.4.2. Sejam «, 8 > —1. Os polinémios de Jacobi com parametro (o, ) sao
definidos como os elementos da sequéncia (Pk(o"ﬁ))keZJr tal que cada P,ﬁ“’ﬁ) € um polinomio

de grau k e vale a relagdo de ortogonalidade
1 e —
/ PO ()PP (2)(1 — 2)°(1 +2)? dz =0, sek #1,
-1
com a normalizagao

a+1)...(a+k)
k!

Py =
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Teorema 3.4.3 ([23], Teorema 4.2.2). Uma expressao para o k-ésimo polindmio de Jacobi

de parametro (a, B) é

1 & J : z—1\
P Z()Ha+6+kz+l) H(a+l)< >
K =0 =1 I=j+1 2
Definigao 3.4.4. Dados o > —1 e m,n € Z,, o polinémio no disco de bigrau (m,n) e

parametro o, denotado por Ry, . € definido para z € D por

v

1
— a2 P (2L — 1), sem > n
P(oc,m—n) 1 n

Ry (=4
a2 R (2022 — 1), sem <.
P (1)

Definigao 3.4.5. Definimos Z™™ como a fun¢do
ZmmM(t) = dp o RE2(E),  t€D.

Teorema 3.4.6 ([19], Teorema 3.2.8). Dada uma base ortonormal {hy,... hq, .} de

H™™(Qq), para quaisquer w, z € Qg, vale

dm,n

2 ((z,w)) = ; hu.(w) g (2)

m,n)

As fungoes Z ( permitem rescrevermos o Teorema 3.2.5 na seguinte forma:

Teorema 3.4.7. Seja f € L*(y,). Entdo

Z f* Z(m’"),

m,nel4
onde a série converge para f na norma de L*(Qg) € Tmnf = f * Zmn e H™™(Qyg).

Proposicio 3.4.8. Para cada k € 7, seja Z®(t) = N(k,2d — 1)Pyq_1(t) (ver Nota-

¢ao 2.4.6). Entao, para quaisquer z,w € g, temos

ZO(U(2), ¥(w)) = > Z"((z,w)).

m+n=~k

Notagao 3.4.9. Para (m,n) € Z2, denotamos |(m, n)|; = |m| + |n|.

Notacao 3.4.10. Denotamos por Hc o espago vetorial gerado por U, nez +’H(m’")(§2d) e

por Hg o espaco vetorial gerado por Ugez, +7—[’“(826[71).
Proposigao 3.4.11. Se f € C*(Qy), com expansdo em harmdnicos esféricos complexos

f _ Z h(m,n)7 h(m,n) c Hm’n(Qd),

m,n€Z4
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entao temos

sup{k?|| S h™M|y k€ Zy} < oo, para qualquer j € N.
m-+n=~k

Reciprocamente, dada uma sequéncia de harmonicos esféricos complexos
{h(m,n) . h(m,n) c Hm’n(Qd>}m,n€Z+

tal que a sequéncia {|| X,k h(m’”)\|2}kez+ ¢ de decaimento rdpido, a funcio [ =
> m.neN R ¢ de classe C™(Qq). Além disso, temos K™™ = f x Z™ para quaisquer que

sejam m,n € N.

Demonstragio. Temos que f € C™®(Qy) se e somente se fo ™! € C®(S*1). O Teo-
rema 2.4.5 garante que isto ocorre se e somente se os k-componentes esféricos harmonicos
de fo U™ formam uma sequéncia de decaimento rdpido na norma de L*(S**~1). Mas estes
componentes sio Z® (f o ¥™Y). Portanto, se ¥(z) = x, utilizando a Proposicio 3.4.8, a

Observagao 3.1.2 e o fato que ¥ é isomorfismo obtemos

295 (Fou )W) = [ Z0(wu))f o ¥ (1) dosaa(y)

- [ X 7 ) ) ante)
=Y 2 f()

k=m+n

- Z h(m,n)(z)’

k=m+n

assim

1Z8 s (fo ™= > ™.

m-+n=~k

Logo basta aplicar o Teorema 2.4.5 & sequéncia {Z(k) x(f o \Il_l)}kez+.
m
Definigao 3.4.12. Seja A = { Ay n}mnez, wma sequéncia de nimeros complexos, e sejam

1 <p,q < o0. Separa cada ¢ € LP(Qy) existe uma fungao f = Ap € LY (Qy) com expansdo

formal em harmonicos esféricos

Fro 30 Amnipx 200,

m,n€z4

tal que
[Allpq = sup{l|A¢llq : ¢ € Up} < o0,

dizemos que A € um operador multiplicador limitado de LP em L? com norma ||A|p,,-
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Proposicao 3.4.13 ([1], Proposi¢ao 2.3.3). Seja A : [0,00) — R uma fun¢do limitada
e para m,n,k € Z, sejam Ay, , = M|(m,n)|1), A = A(k). Considere os operadores
multiplicadores associados as sequéncias N* = { Ay ptmnez, € A = {Ai}rez, definidos
respectivamente sobre He e Hg. Sejam 1 < p,q < oo e suponhamos que N* seja limitado
de LP(Qq) em LY(Qy). Entao

Nf=(Afo¥™))ol, feLl(Q).

Teorema 3.4.14. Seja {\, , }mnez, uma sequéncia de nimeros reais ndo negativos e A*

o operador multiplicador sobre H¢ definido por

= Y Anapx 2 (3.2)
m,n€l
Se
limsup (Y A, OYE < (3.3)

k—oo m+n=k
entdo para todo p,q € R, 1 < p,q < 0o, A* estd bem definido como operador de LP(£2y)

em L), e A*U, € um conjunto de funcoes analiticas sobre Qq. Se

limsup () )\:m)l/k =0, (3.4)

k—oo m+n=k

AU, € um conjunto de fungoes inteiras sobre €.

Demonstragdo. Definimos A\, = 3,12k Am © A = {Mi}rez, operador multiplicador

como o do Teorema 2.4.10. Estas defini¢bes nos permitem fazer a seguinte observacao

NMe= > X, @*Z(m”

m,n€l4

=Y Y A2

k=0 k=m+n
_ Z Ak * ( Z Z(m,n)>'
k=0 k=m+n

Portanto utilizando a Proposi¢des 3.4.8, podemos estabelecer a convergéncia em norma da

série acima, utilizando a convergéncia da série
ApoT™)=Apol ™t = Z/\k * (po U™,

Logo o Teorema 2.4.10 e a forma com que definimos o operador A garantem que A*po ¥™!
é analitica quando requeremos (3.3), e inteira caso seja imposta a condigao (3.4). Pela

Defini¢ao 3.1.5 temos o resultado. O]
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Exemplo 3.4.15. Considere AV = Ponts A = AV (|(m,n)|1), onde A é a funcio
AW 2 [0, 00) — R definida por

t7(logt)¢, set>1,
0, se 0 <t <1,

AD(t) =

com v, € R, A >0, > 0. Para f € Uy(€y), utilizando a Proposigoes 3.4.13,
ADFou = A(fou ), foule s,

onde A é o operador multiplicador utilizado no Exemplo 2.4.11. Portanto a Defini¢ao 3.1.4

garante que A1 (€y) é um conjunto de fungoes finitamente diferencidveis.

Exemplo 3.4.16. Considere A?) = Ak A = AB(|(m,n)|1), onde A? é a funcéo
definida para nimeros reais positivos por A (t) = e 4,7 > 0. Como no exemplo

anterior, a Proposicoes 3.4.13 garante que
AP fou™ =AP(fol ™), foW ' eU,(s*),

onde A é o operador multiplicador definido em Exemplo 2.4.12. Portanto, também reduzimos
este ao caso real, e assim a Defini¢ao 3.1.4 garante que ASPUP(Qd) é conjunto de fungoes
infinitamente diferenciaveis se 0 < r < 1 e a Definicao 3.1.5 um conjunto de fungoes

analiticas se r > 1 e um conjunto de fungoes inteiras se r > 1.
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4 Funcoes Analiticas no Toro T

Neste capitulo damos exemplos de conjuntos de funcoes infinitamente diferencia-
veis e de fungodes analiticas no toro. Todos os resultados aqui apresentados, demonstrados
ou nao, se encontram na tese de doutorado [16]. Para outros resultados e notagoes sobre

analise no toro, indicamos a referéncia [7].

4.1 Anélise Harmonica no Toro T¢

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e alguns resultados, todos sem de-
monstracao, sobre analise harmoénica no toro. Todos esses resultados podem ser encontrados
em [16].

O toro d-dimensional T¢, d € N, é definido como sendo o grupo quociente R?/Z%,

4 com seus lados opostos identificados ou

Pode ser visto como o produto cartesiano [—m, 7]
como o produto cartesiano de d-vezes o circulo unitario S' = {e” : § € [—x,7]}. Usando
estes fatos, podemos associar a T¢ uma tnica medida de Haar normalizada, de acordo com
o Teorema 1.2.6. Tal medida serda denotada por v. Nao havera risco de confusao com a

medida definida no capitulo anterior, pois esta nao sera utilizada neste capitulo.

Os conjuntos de fungoes que estudaremos serao definidos através de operadores
multiplicadores especificos. Sendo assim, precisaremos de alguns resultados sobre da Teoria

de Fourier que daremos em seguida.

Definigio 4.1.1. Sejam f € LY(T%) e m € Z*. O m-ésimo Coeficiente de Fourier de f é

fmy = [ f@ye o dufa).

A série de Fourier de f € definida por
> et
meZ

Proposigdo 4.1.2. Se f € L'(T%),
sup |f (k) < [|f]}r-
kezd

Definicao 4.1.3. A convolugio de duas fungoes f,g € L'(T?) é definida como sendo a
fungdo

fxg(x) = / fle—ygly) dv(y), =eT?

Td
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Teorema 4.1.4 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q,r < oo tais que 1/qg+1 =
1/p+1/r e sejam f € LP(T%),g € L"(T?). Entdo f* g € LYT?) e

Hf *qu < HprHgHT

Demonstracio. A demonstracao deste resultado é obtida exatamente como a demonstracao
do Teorema 1.3.8. O

Notacgao 4.1.5. Neste capitulo denotaremos por | - |5 a norma euclidiana, e por | - | a

norma do méaximo em R?, isto é, para x = (z1,...,74) € RY,

[olo = (Joa* + - + |zal) /2

|2]0o = max{|z1],. .., |z4}-

Notacgao 4.1.6. Seja X um conjunto finito. #.X denota o niimero de elementos no conjunto
X.

Definicao 4.1.7. Para l € Z definimos
AP =k ezt |kl <1}, AP ={keZ’: |kl <}

para [ = —1

e também
0P = AP AR, i = A AT

Proposicao 4.1.8. FExistem constantes positivas C7 e Cy tal que para todo | € N

Tt < d?, df>) < Cult

A partir de agora, |- | denotard a norma | - |5 ou | - |. Se | - | denotar a norma
|- |: (i =2 oui=00) entdo escreveremos A; = Al(i) ed = dl(i).
Definicao 4.1.9. Sejam « e r reais positivos. Definimos o nicleo K por
K(z)= Y el gitka) gy e e,
kezd

Observagao 4.1.10. Seja K o niicleo da Definigao 4.1.9. Temos pela Proposicao 4.1.8 que

1Ko <> > el

n=0 k€ Ap\Ap_1

< Oy Z nd—le—a(n—l)r

n=1
[e%S)

S 03 Z nd—le—an
n=1

§C4<OO
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e assim K € L>®(T%). Para qualquer ¢ € L'(T%)
K+ o <[|K|llells

e portanto o operador 7' definido por T(p) = K * ¢ é limitado de L*(T%) em L>(T%).

4.2 Conjuntos de Funcoes Suaves e Analiticas no Toro

Nesta secao damos exemplos de conjuntos de fungoes infinitamente diferenciaveis

e de conjuntos de fungoes analiticas no toro.

Teorema 4.2.1. Seja K como na Definicio 4.1.9 e seja p € Uy. Entao K * ¢ é uma
fungao infinitamente diferencidvel. Em particular, para cada 1 < p < oo, K x U, € um

conjunto de fungoes infinitamente diferencidveis, onde K x U, = {K x ¢ : ¢ € U,}.

Demonstracao. Vamos mostrar que a série

S e (k) (ik) e (4.1)

kezd

converge uniformemente para qualquer multi-indice 5. Como |¢(k)| < ||¢|l1 < 1, aplicando

a Proposigoes 4.1.8 obtemos

>

kezd

< T emalkl g

kezd

<Y e

n=1 keAn\Aﬂ 1

<C?Z€ a(n—1)" |,3|+d 1

e~ (k) (k)"

< 03 Z efanrn|,3\+d71
< () < 0.
Logo a série dada na equacdo (4.1) converge uniformemente em T?. Consequentemente,

(K xp)(x) = > e (k) (ik) e

kezd

Temos assim que K * ¢ € C*(T?). Como cada ¢ € LP(T%) C Ly(T?), obtemos que K * U,

é um conjunto de funcdes infinitamente diferencidveis em T¢. m

Lema 4.2.2. Para p € N,

%) |
/ oot gt =
0

P+l ’
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Demonstragio. Usando o método de integragao por partes,

0 e—at o 00 o
/ e dt = [— tp] + B/ e dt = 3/ e dt.
0 @ a Jo a Jo

0
Repetindo o processo p vezes, obtemos

/Ootpe—atdt:p!/ooe—atdt: P!
0 a? Jo aptl’

O resultado principal do capitulo é enunciado abaixo.

Teorema 4.2.3. Seja K como definido na Definicio 4.1.9, com r > 1, e seja ¢ € Uy.
Entao K * ¢ é uma fungdo analitica. Consequentemente, para 1 < p < oo, K x U, € um

conjunto de funcoes analiticas em TC.

Demonstracao. Considerando a estimativa obtida na demonstracao do Teorema 4.2.1 e

aplicando o Lema 4.2.2 obtemos para um multi-indice qualquer [,

|07 5 ) oo < C1 Y e nldlat

n=1

0o
< Cl Z e—ann|ﬁ|+d—1

n=1
0o
<O / t\ﬁ|+dflefat
0

(18 +d - 1)t

=0 18]

Seja € T Vamos mostrar que a serie de Taylor de K % ¢ em z converge em uma
vizinhanga de x. Seja R,, o n-ésimo Resto de Taylor da fungao K * ¢ (ver Teorema 1.4.5).
Se |h| < 6, para algum § > 0,

1
|Rn(z + h)| < ml Z IWP|10° (K * ) ||
" Bl=n+1
4 (18] +d —1)!
S o 6n—|—1—
(n+1)! |/3§7;+1 o %anlel
B 4 1 (n+d)!
 (n+1)! Z d qdtntl

" [Bl=n+1
Gt (d+n)! (n4d)!
ottt (n + 1) (d — 1)!(n + 1)!

_ oo (n+d)\”
— Padtet i\ (n 4 1)

6n+1n2(d71)
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Observe que a igualdade (4.2) decorre do fato de que o niimero de termos na soma é (fo)

Portanto, se considerarmos § = a/e em (4.3), obtemos

2d—2

. . an
Jim [R, (2 + h)| < lim P 0.

Isto implica que se |h| < §, a Série de Taylor converge para a fungao K * ¢, isto é,

= 1 a QYo
K * (x4 h) :K*gp<x>+1€z:1k!|;kh O*(K * p)(x).
Portanto a funcdo K * ¢ é analitica em z para qualquer z € T¢. Consequentemente,
o conjunto K * U, é um conjunto de fun¢oes analiticas em T? para qualquer r > 1,

1 <p< o0 ]



79

Indice
Acdo de Grupos, 18 Multiplicadores complexos, 85
Coeficientes de Fourier, 88 Ntcleo de Reproducao, 47, 50

Convolucao no Toro, 89
Operador de Laplace-Beltrami, 40

Delta de Kronecker, 47 Operadores de Tipo (p,¢q), 23
Desigualdade Operadores Multiplicadores, 67
Integral de Minkowski, 21

Polinémio de L d 4
Desigualdade de Young olinomio de Legendre, 5

Polinémios Esféricos, 45

para {24, 81

para R?, 27 Resto de Taylor, 30

para S%, 29

para T¢, 89 Sequéncias

de Decaimento Rapido, 63
Espaco de Hilbert, 15 Sistema Ortogonal Completo, 62, 79
Espacos de Bannach, 15 Série de Fourier, 88
Espacos Homogéneos, 19 Séries de Taylor, 37
Extensao Radial, 32
Teorema

Funcao Harmonica, 34, 75 de Aproximacao de Weierstrass, 29
Funcao Homogénea, 35 de Convexidade de Riesz, 25
Férmula de Fubini, 31

de Funk-Hecke, 59 de Funk-Hecke, 58

de Taylor, 30 de Green, 30

de Schwarz, 30

de Taylor, 30
Teste M de Weirstrass, 29
Toro, 88

Transformada de Fourier no Toro, 88

Grupo Ortogonal, 18

Grupo Special Ortogonal, 18
Grupo Topoldgico, 17
Grupo Unitario, 18

Harmonicos Esféricos, 35
Harmonicos Esféricos Complexos, 75
Harmonicos Solidos Complexos, 75

Harmonicos Sélidos, 35

Laplaciano, 34

Laplaciano Complexo, 75

Medidas de Haar, 17



80

Referencias

[1] ALEANS, D. J. J., n-Larguras e Niumeros de Entropia de Conjuntos de Fungoes Suaves
sobre Esferas Complexas. Tese de Doutorado, IMECC/UNICAMP, 2019. 72

[2] ALEANS, D. J. J.; TOZONI, S. A., Estimates for n-widths of sets of smooth functions
on complex spheres, J. Complexity 64 (2021), 1-30. 11

[3] CARTAN, H., Elementary Theory of Analytic Functions of One or Several Complex
Variables. Dover Publications, New York, 1995. 26

[4] CASTRO, M. H., Diferentes Nogoes de Diferenciabilidade para Fungoes Definidas na
FEsfera. Dissertagao de Mestrado, ICMC/USP, Sao Carlos, 2007. 11, 28, 54

[5] FOLLAND, G. B., Real Analysis: Modern Techniques and their Applications. John
Wiley & Sons, 2nd ed., 1999. 11, 25, 26

[6) FOLLAND, G. B., Advanced Calculus. Pearson, 2001. 25
[7] GRAFAKOS, L., Classical Fourier Analysis. Springer, 2nd ed., 2008. 74

[8] HASHIZUME, M.; MINEMURA, K.; OKAMOTO, K., Harmonic functions on hermi-
tian hyperbolic spaces, Hiroshima Math. J. 3 (1973), 81-108. 11

9] KUSHPEL, A.; TOZONI, S. A., Entropy and widths of multiplier operators on two-point
homogeneous spaces, Constr. Approx. 35 (2012), 137-180. 11

[10] KUSHPEL, A.; STABILE, R. L. B.; TOZONL. S. A., Estimates for n-widths of sets
of smooth functions on the torus T¢ J. Approx. Theory 183 (2014), 45-71. 11

[11] LIONS, J. L.; MAGENES, E., Problémes aux limites non-homogénes, Ann. Mat.
Pura Appl. 63 (1963), 201-224. 11

[12] MORIMOTO, M., Analytic functionals on the sphere and their Fourier-Borel trans-
formations, Complex Analysis, Banach Center Publ. 11 (1983), PWN-Polish Scientific
Publishers, Warsaw, 223-350. 11

[13] MORIMOTO, M., Analytic Functionals on the Sphere. American Mathematical
Society, Translations of Mathematical Monographs 178, Providence, 1998. 11, 29

[14] MULLER, C., Analysis of Spherical Symmetries in Euclidean Spaces. Applied
Mathematical Sciences 129, Springer-Verlag, New York, 1998. 18, 29



Referéncias 81

[15] OLIVEIRA, F. M. D., Andlise Harmdnica na Esfera d-Dimensional Real. Dissertacao
de Mestrado, IMECC/UNICAMP, Campinas, 2005. 18, 29

[16] OLIVEIRA, J. G., Aprozimagoes Otimas por Splines sobre o Toro. Tese de Doutorado,
IMECC/UNICAMP, Campinas, 2020. 11, 12, 74

[17) RUDIN, W., Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, 3rd ed., New York, 1987. 14,
15, 19, 26, 52

[18] RUDIN, W., Functional Analysis. McGraw-Hill, 2nd ed., New York, 1991. 16

[19] SANTOS, C. F., Andlise Harmonica na Esfera Compleza. Dissertagdo de Mestrado,
IMECC/UNICAMP, Campinas, 2017. 62, 64, 68, 70

[20] SEELEY, R. T., Eigenfunction expansions of analytic functions, Proc. Amer. Math.
Soc. 21 (1969), 734-738. 11

[21] STABILE, R. L. B.; TOZONL S. A, Estimates for entropy numbers of sets of smooth
functions on the torus T, J. Approx. Theory 235 (2018), 92-115. 11

[22] STEIN, E.; WEISS, G., Introduction to Fourier Analysis on Fuclidean Spaces.
Mathematical Series, Princeton University Press, Princeton, 1971. 18, 19

[23] SZEGO, G., Orthogonal Polynomials. Colloquium Publications, 4th ed., American
Mathematical Society, 1975. 70



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Notações 
	Integração na Esfera Real
	A Desigualdade de Young
	Preliminares Analíticas
	Funções Analíticas na Esfera Sd

	Funções Analíticas na Esfera Real
	Harmônicos Esféricos
	O Operador de Laplace-Beltrami
	Núcleos de Reprodução e Teorema da Adição
	Funções Suaves e Analíticas em Sd.

	O Caso da Esfera complexa
	Análise Harmônica na Esfera Complexa
	Decomposição de L2(d)
	A Desigualdade de Young
	Funções Suaves e Analíticas em d

	Funções Analíticas no Toro Td
	Análise Harmônica no Toro Td
	Conjuntos de Funções Suaves e Analíticas no Toro

	Índice
	Referências

