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Resumo

O Problema de Fluxo de Poténcia Otimo pode ser aplicado ao despacho econdmico, &
analise de confiabilidade de geragao e transmissao, a analise de segurancga e a programagao
da geracao de curto prazo. Sendo assim, destacamos a importancia desse problema em
sistemas de poténcia. Além disso, as decisoes no setor energético dependem de pardame-
tros incertos presentes nos planejamentos de curto e longo prazo. Desse modo, visando
investigar se é relevante considerar a demanda incerta nesse problema, desenvolvemos uma
aproximagcao para a funcgao distribuicio e, consequentemente, aproximagoes para o valor
esperado do problema de segundo estagio. Apesar dessas simplificacoes, os testes numéricos
apresentaram resultados importantes de limitagao inferior, de limitacao superior e de
convergéncia. Além disso, propomos um modelo de Programacao Estocédstica Quadratica
de Dois Estdgios com Recurso Fixo para o Problema de Fluxo de Poténcia Otimo com
Demanda Incerta, o qual foi resolvido pelo Método Seguidor de Caminhos, que é um
Método de Pontos Interiores. As fontes de geracao de poténcia ativa consideradas foram
as usinas hidrelétricas e térmicas. Resultados numéricos obtidos nos problemas IEEE30,
IEEE118, SSE1654, SSE1732 e BRASIL indicam que seria vantajoso considerar a solugao

estocastica.

Palavras-chave: Método de Pontos Interiores, Programacao Estocastica, Fluxo de Po-

téncia Otimo.



Abstract

The optimal power flow problem can be employed to economic dispatch, reliability analysis
of generation and transmission, safety analysis and short-term generation programming.
Therefore, we highlight the importance of this problem in power systems. Moreover,
decisions made in the energy sector depend on uncertain parameters present in short and
long-term planning. Thus, in order to investigate whether it is relevant to consider the
uncertain demand in this problem, we developed an approximation for the distribution
function and, consequently, approximations for the expected value of the second stage
problem. Despite these simplifications, the numerical tests showed important results of limit
inferior, limit superior and convergence. In addition, we proposed a Two-Stage Quadratic
Stochastic Programming with Fixed Recourse model for the Optimal Power Flow Problem
with Uncertain Demand, which was solved by the Path- Following Method, an Interior-
Point Method. The considered sources of active power generation were hydroelectric and
thermal power plants. The numerical results obtained on the problems IEEE30, IEEE118,
SSE1654, SSE1732 and BRASIL indicate that it would be worthwhile to consider the

stochastic solution.

Keywords: Interior-Point Method, Stochastic Programming, Optimal Power Flow.
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Introducao

Fluxo de Poténcia Otimo (FPO) é um termo relacionado a uma classe de
problemas do sistema energético nos quais se deseja otimizar uma fungao objetivo sujeita
a um conjunto de restrigoes que representa os limites operacionais e as leis fisicas da rede
elétrica (MOMOH; EL-HAWARY; ADAPA, 1999). O FPO pode ser aplicado ao despacho
econodmico, a analise de confiabilidade de geragao e transmissao, a andlise de seguranca, ao
planejamento de expansao da geracao e transmissao, e a programacao da geracao de curto
prazo. Neste trabalho, usaremos um modelo de fluxo de redes para o Fluxo de Poténcia
Otimo em Corrente Continua (CC), o qual tem apresentado resultados satisfatorios nas
aplicagoes (OLIVEIRA; SOARES; NEPOMUCENO, 2003). As decisoes do setor energético
dependem de parametros incertos presentes nos planejamentos de curto e longo prazo; os
dados incertos, por sua vez, sao classificados como parametros técnicos e econdémicos. Os
parametros técnicos sao divididos em topologicos e operacionais. Parametros topolégicos
estao relacionados a rede de transmissao, como falhas ou interrupgoes de linhas, geradores
ou dispositivos de medicao. Parametros operacionais contemplam as decisoes referentes
a demanda ou ao valor de geragao. Parametros econdémicos sao aqueles relacionados
a indices economicos estudados na microeconomia como incerteza no fornecimento de
combustivel, custos de producao, impostos empresariais e mao de obra; ou, ainda, aqueles
estudados na macroeconomia como questoes de regulagao ou desregulacao, politicas
ambientais, crescimento econdémico, taxa de desemprego, produto interno bruto e taxas de
juros. Desse modo, a fim de tratar essas incertezas, foram desenvolvidos varios métodos
de otimizacgao, cuja principal diferenca consiste na técnica escolhida para descrever a
incerteza dos parametros de entrada. Esses métodos sao classificados como abordagem
probabilistica, possibilistica, probabilistica-possibilistica, teoria de decisdo da informagcao
do gap, otimizagao robusta e andlise intervalar (SOROUDI; AMRAEE, 2013).

Um dos primeiros trabalhos sobre programacao estocastica foi publicado em
1955 por Dantzig. Segundo o autor, a motivagdao do estudo surgiu de uma proposta de
estender os métodos de programacao linear para resolver problemas de alocacdao com
demanda incerta. Dantzig afirma que a caracteristica fundamental dos problemas sob
incerteza é que as decisoes sdo tomadas em dois ou mais estagios. Assim, as variaveis de

primeiro estagio sao as tinicas que podem ser determinadas com antecedéncia, porque as
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de segundo estégio e posteriores dependem dos eventos aleatérios (DANTZIG, 2004). Um
problema estocastico possui um vetor de variaveis de decisao = que satisfaz um conjunto
de restrigoes, um vetor aleatério £ cujo valor serd revelado apds a escolha de x e uma
fungao de avaliacao em termos do resultado observado (WETS, 1996). Em geral, resolver
problemas estocésticos aumenta a complexidade do problema, por isso eles sdo evitados na
pratica. Os parametros incertos sao substituidos por aproximacgoes ou valores esperados
e, assim, problemas mais simples sao resolvidos. Para avaliar a qualidade da solucao de
um problema estocastico, sao usadas algumas medidas. Dentre elas, destacaremos neste
trabalho o Valor da Solucao Estocéstica (V'SS), que avalia o desempenho da solugao do

modelo deterministico em relagao a solugao do problema estocéstico (BIRGE, 1982).

Os Métodos de Pontos Interiores (MPI) surgiram em 1967 com o trabalho de
Dikin (TODD, 2002). Estes métodos sao iterativos e possuem a caracteristica de percorrer o
interior da regiao factivel em busca de uma solugao 6tima. Assim, a cada iteracao, a solugao
¢ atualizada até que se atinja algum critério de parada. Em 1979, Khachiyan desenvolveu o
método dos elipsdides e demostrou que este método possui complexidade polinomial. Apesar
disso, o método dos elipsdides nao apresentou bons resultados na pratica, sendo superado
pelo Simplex na maioria das instancias (LUENBERGER; YE, 2008). Em 1984, Karmarkar
apresentou um MPI baseado em geometria projetiva e otimizacao sobre uma esfera, este
método possui complexidade polinomial e pode ser visto como um aprimoramento do
método dos elipsdides (GONDZIO, 2012; KARMARKAR, 1984). Dentre os avangos na
classe dos MPI, destacamos os métodos primal-dual. As caracteristicas destes métodos sao:
transformar o problema primal num problema de barreira equivalente, aplicar as condi¢oes
de otimalidade de primeira ordem a funcao Lagrangiana e resolver o sistema de equacoes
nao lineares pelo método de Newton. Dessa forma, esses métodos conseguem resolver
os problemas primal e dual ao mesmo tempo (KOJIMA; MIZUNO; YOSHISE, 1989;
GONDZIO, 2012; VANDERBEI, 2001). O método preditor-corretor foi apresentado em
1992. Este método é do tipo primal-dual, porém sao calculadas duas dire¢des de busca por
iteracao, a fim de obter uma direcdo resultante mais eficiente. O método preditor-corretor
possui convergéncia quadratica (MEHROTRA, 1992; YE et al., 1993). Um método com
multiplas corre¢oes de centragem apresentou resultados superiores ao método preditor-
corretor em varios problemas da Netlib', e aplicacoes da vida real, sendo capaz de reduzir
o nimero de iteragoes entre 25% e 40%, e o tempo de processamento computacional entre
20% e 30% (GONDZIO, 1996). Os bons resultados apresentados pelos MPI tém motivado
novas propostas, e implementacoes mais eficientes, usando método direto ou iterativo para
resolver o sistema linear, sendo este o passo que demanda maior esforco computacional a
cada iteracao. Os MPI sao usados na resolucao de problema linear, nao linear, convexo e

nao convexo. Na area de otimizagao da operacgao de sistemas de poténcia, os métodos de

1 Netlib é uma colecio de softwares matematicos, artigos e banco de dados.
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pontos interiores tém desempenhado papel relevante, devido ao tamanho e caracteristicas
desses problemas (QUINTANA; TORRES; MEDINA-PALOMO, 2000).

Diante desse contexto, pretendemos investigar a incerteza da demanda, que é um
parametro operacional, por meio de uma abordagem probabilistica. Assim, propomos um
modelo de programagao quadratica estocéstica de dois estagios com recurso fixo para o FPO
com demanda incerta. Desse modo, sera obtida uma aproximacgao da funcao distribuicao
por meio da andlise do histérico de consumo. Em seguida, usaremos uma aproximacao
discreta do valor esperado do problema de segundo estagio para obter aproximagoes do
problema continuo, e analisar sua convergéncia. Os métodos de pontos interiores, Seguidor
de Caminhos e Preditor-Corretor, foram escolhidos para resolugao desse problema por
apresentar bons resultados quando aplicados a sistemas de poténcia (OLIVEIRA; SOARES;
NEPOMUCENO, 2003; QUINTANA; TORRES; MEDINA-PALOMO, 2000). Por fim,
usaremos o parametro estocastico, valor da solugao estocastica, para analisar a importancia

de se considerar a incerteza da demanda no FPO.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: Capitulo 1 - Métodos de
Pontos Interiores: Programacao Linear, Método Seguidor de Caminhos, Método Preditor-
Corretor e Método Seguidor de Caminhos para Programacao Quadratica; Capitulo 2
- Programacao Estocastica: Problema Estocastico de Dois Estagios com Recurso Fixo,
Definicao do Valor da Solugao Estocastica, Definicao da aproximacao da distribuicao
de probabilidade e Aplicacoes; Capitulo 3 - Problema de Fluxo de Poténcia Otimo
com Demanda Incerta: Problema de Fluxo de Poténcia Otimo, Problema Estocdstico
Quadratico de Dois Estagios com Recurso Fixo para o FPO com Demanda Incerta e

Aplicagoes; Capitulo 4 - Conclusoes e Perspectivas Futuras.
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Capitulo 1

Método de Pontos Interiores

O Método de Pontos Interiores é um algoritmo iterativo usado para resolver
problemas de otimizacao, este possui a caracteristica de percorrer, ao longo das iteragoes,
o interior da regiao factivel. Na pratica, o algoritmo cria uma sequéncia de solu¢oes que
converge para uma solu¢ao 6tima (LUENBERGER; YE, 2008; VANDERBEI, 2001). Os
Métodos de Pontos Interiores ganharam destaque com o trabalho de Karmarkar, no qual
o autor apresentou um algoritmo capaz de resolver qualquer problema de programacao
linear (PPL), no pior caso, em tempo polinomial. Desde entdo, novos resultados foram
obtidos, destacando o bom desempenho desses métodos, e inlimeros aprimoramentos vém
ocorrendo na classe dos Métodos de Pontos Interiores e, consequentemente, surgindo novos

MPI. Neste capitulo, destacaremos os MPI: Seguidor de Caminhos e Preditor-Corretor.

1.1 Programacao Linear

A Programacao Linear é uma ferramenta importante para formular varios
problemas do cotidiano, como por exemplo o problema da dieta, de transporte, de fabricacao
e de leilao combinatoérios, entre outros. Esses modelos possuem em comum uma funcao
objetivo linear que, dependendo do problema, se deseja minimiza-la ou maximiza-la, e
um conjunto de restrigoes lineares, que envolvem igualdades, desigualdades ou ambas.
Além disso, cada Problema de Programacao Linear (PPL) possui um problema associado
a ele, chamado de problema dual, do qual decorre os teoremas da dualidade e a relacao
de complementaridade (LUENBERGER; YE, 2008). Assim, o PPL original, chamado de
problema primal, junto com seu dual conduzem as condigdes de otimalidade. Os resultados
apresentados neste capitulo sao validos para PPL em geral, e mais informagoes podem
ser obtidas em (LUENBERGER; YE, 2008; VANDERBEI, 2001; BAZARAA; JARVIS;
SHERALI, 2010; DANTZIG, 1963).

Definicao 1.1. Um problema de programagdo linear, com varidveis canalizadas, na forma
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padrao é definido por:
Minimize f(z,s) =c'x
Sujeito a Ax =b (11)

T+ S =12,

(xz,8) =0,

em que a matriz A € R™"™, m < n, possui posto completo; c,x,s € R" e b e R™ sao

vetores. Chamaremos esse PPL de problema primal.

A partir do problema (1.1), existe um problema correlacionado denominado de

problema dual, que definiremos a seguir.
Definicao 1.2. O Problema Dual é definido por

Mazimize g¢(y,z,w) =b"y —xlw
Sujeito a Ay —w+2z=c (1.2)

y livre, (z,w) = 0,
sendo os vetores z,w € R" e y e R™.

Teorema 1.3. (Dualidade)

a) Dualidade Fraca: Sejam f(x,s) e g(y, z,w) as fungoes objetivos primal e dual, respecti-
vamente. Se (x,s) € primal factivel e (y,z,w) € dual factivel, entio f(x,s) = g(y, z,w);
b) Relagao entre Ilimitacdo e Infactibilidade: Se o problema primal € ilimitado, entao o
problema dual é infactivel e vice-versa;

c¢) Dualidade Forte: Se ambos problemas primal e dual sao factiveis, entao ambos possuem

solugdes otimas e f(x,s) = g(y, z,w) (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2006).

Demonstragao: a) Suponhamos que (z,s) e (y, z,w) sejam primal e dual

factiveis, respectivamente. Assim,
flz,s) = caz=a"(ATy+2—w)

(Ax) 'y + 272 —2Tw =0Ty + 272 — w’ (2, — 5)

by —alw + 2tz + sTw (1.3)

by — 2w

g(y, z,w).

VoWV

Portanto, f(z,s) = ¢(y, z,w). Desse modo, a Dualidade Fraca estabelece uma rela¢ao de
limitagdo para ambos problemas. Assim, quando os pontos forem primal e dual factiveis, o
valor da funcdo objetivo primal sera sempre maior do que, ou igual, ao valor da funcao

objetivo dual.

b) Assumamos que o problema primal é ilimitado. Suponhamos agora que o

problema dual é factivel. Assim, g(y, z,w) = k, para algum k € R. Por outro lado, como o
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primal é ilimitado, existe uma solugao factivel (zy, sx) tal que f(zg, sx) < k = g(y, z,w).
Este resultado contradiz a Dualidade Fraca, entao concluimos que o problema dual é
infactivel. Analogamente, mostra-se que se o problema dual é ilimitado, entao o problema

primal é infactivel.

¢) Dado que o problema primal é factivel e finito, pois o dual também é
factivel, entao existe uma solugdo 6tima primal (7,s). Desse modo, mostraremos que
f(@,35) = g(y, z,w). Seja C = {(r,d,p); r = tf(7,5) — 'z, d = th— Az, p = —tw, +
r+s, t=0, >0, s> 0} um cone convexo (LUENBERGER; YE, 2008). Primeiro
mostraremos que o ponto (1,0,0) ¢ C. De fato, se d = 0, entdo Az = tb. Para t = 0,
Az = 0; e parat > 0, A(x/t) = b. Por outro lado, se p = 0, entdo x + s = tx,. Para t = 0,
s=ux=0;eparat >0, (z/t) + (s/t) = x,. Concluimos que o ponto [(x/t), (s/t)], com
t > 0, é primal factivel. Assim, se r = 1, entdo 1 = tf(%,5) — ¢’ x; para t = 0, vimos
que x = 0, e teremos entao uma contradicao 1 = 0. Por outro lado, para ¢t > 0, teremos
(1/t) = f(z,5) — ' (x/t) = 0, que contradiz o fato de f(%,3) ser a solucio Gtima do
problema primal. Portanto, o ponto (1,0,0) ¢ C.

Desde que C' seja um conjunto convexo fechado, existe um hiperplano separando

e RM*™*" o uma constante

o ponto (1,0,0) e C. Entéo, existe um vetor nao nulo (s, y, w)
c tal que

s <c=inf{sr + y'd+w"p; (r,d,p) e C}. (1.4)
Como C' é um cone, entdo ¢ = 0. Pois se existisse um ponto (r, d, p) € C tal que sr +y” d +
w’p < 0, entdo o ponto A(r,d,p), com X = 0, poderia violar a desigualdade obtida pelo
plano separador. Por outro lado, como o ponto (0,0,0) € C, devemos ter ¢ < 0. Assim,

concluimos que ¢ = 0. Como consequéncia, obteremos que s < 0, e podemos assumir que

s = —1. Desse modo, teremos:
—r+yld+uw'p =0
—[tf(@3) — c'z] + y" (tb — Ax) + w” (~twy + 2 +5) =0 (1.5)
(" —y"A+whz —t[f(7,5) —y'b+wia,] +w's =0,V (tz,s) =0

Para t = 0, entdo (¢! —y" A+ w')z +w's = 0. Como (z,s) = 0, entdo ATy —w < c
e w > 0. Portanto, a solucio (y, z,w) tal que ATy —w + z = ¢, com (z,w) = 0, é dual
factivel. Parax = 0, s = 0 et = 1, entdo f(7,5) < b’y — 2w = g(y, z,w). Pela Dualidade
Fraca, concluimos que f(Z,3) = g(y, z, w). Portanto, (y, z, w) é uma solugao 6tima do dual.

[

1.2 Meétodo Seguidor de Caminhos

O método seguidor de caminhos é um MPI do tipo primal-dual. A ideia deste
método consiste em transformar o PPL em uma familia de problemas de barreira logarit-

mica, mantendo uma relacdo com o problema original. O objetivo desta transformacao é
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usar técnicas de otimizagao nao linear para resolver PPL (LUENBERGER; YE, 2008).

Nesta secao, apresentaremos o método seguidor de caminhos e suas propriedades.

Definicao 1.4. Um ponto ¢ interior quando todas as varidveis ndo negativas sao estri-
tamente positivas. Por exemplo: Ry = {(x,s); ©; > 0es; >0, Vi=1,--- ,n} é a regido
interior do PPL. Assim, a regido interior factivel do PPL é Rjp = {(x,s); Ax =b, x+s =

Ty, ©;>0es;, >0, Vi=1,--- n}.

Definiremos abaixo o problema de barreira logaritmica, cuja ideia consiste em
retirar uma restricao de desigualdade e adicionar um termo relacionado a essa restricao a
func@o objetivo. Assim, retiramos cada restrigdo z; > 0 e adicionamos o termo —puIn(x;)
a funcao objetivo, com p > 0, que é chamada de funcao de barreira. Notamos que, se um
dado z; se aproximar de zero a funcao de barreira tendera ao infinito positivo, mas como
o problema ¢é de minimizagao, o método buscara solucoes z; > 0 ao longo das iteracoes. A
convergéncia se dard atendendo a uma tolerancia determinada, por exemplo x; > €. Para
cada pu, teremos um problema de barreira logaritmica diferente. Assim, o problema primal

estard associado a uma familia de problemas nao lineares (VANDERBEI, 2001).

Definicao 1.5. O problema de barreira logaritmica associado ao problema primal é definido

por:
n

Minimize f,(z,s) = e — ,uznlhl(%‘) - MZIH(SJ‘)

7 g 1.6
Sujeito a Ax =b (16)

T+ S = T,

tal que p é um parametro positivo.

Na verdade, p representa uma sequéncia positiva decrescente (p)keny que
converge a zero. Quando pu; se aproxima de zero, a solu¢ao do problema de barreira

logaritmica se aproxima de uma solugao étima do problema primal (VANDERBEI, 2001).

Definicao 1.6. A funcio Lagrangiana associada ao problema de barreira logaritmica é
definida por:

L(z,s,y,w) = 'z — uiln(m‘j) — piln(sj) +yl(—Az +b) +wh (v + s —x,). (1.7)

J J

Aplicando as condigoes de otimalidade de primeira ordem na funcao Lagrangi-

ana, teremos:

OL(x,s,y,w B . '
(0x-) oyt = AG )Ty +wy =0, j = 1,2, m; (1.8)
J

OL(x,s,y,w)

35, = —,us}l +w; =0, 5=1,2,...,n; (1.9)
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oL
(z,s,y,w) _ —A(, )z + b =0, 0 =1,2,..,m; (1.10)
0Yi
oL
W =48 Ty =0, =12 ..n (1.11)
J

Definindo z = uX ‘e, tal que e’ = (1,1,1,...,1), e reescrevendo as equacdes acima na

forma vetorial, obteremos as condi¢oes de otimalidade do problema de barreira logaritmica.

1.2.1 Condicdes de Otimalidade

Primal interior factivel:

Az =1
T+ s =z, (1.12)
(x,s) > 0.

Dual interior factivel:
ATy+z2—w=c

) (1.13)
y livre, (z,w) > 0.
Relacao de p-complementaridade:
XZe = pe
WSe = pe (1.14)

(x,s,w,z) >0,

onde X, S, W e Z sao matrizes diagonais cujas coordenadas correspondentes sao respecti-

vamente as coordenadas dos vetores z,s,w e z.

Teorema 1.7. Eziste uma solugdo para o problema de barreira logaritmica se, e somente

se, as regioes factiveis primal e dual tém interior nao vazio (VANDERBEI, 2001).

Demonstragao: Suponhamos que as regides factiveis tenham interior vazio.
Assim, para qualquer par (z, s) primal factivel, existe pelo menos um x; = 0 ou s; = 0,
com (j, k) € [1,n]. Logo, (z, s) nao pertence ao dominio de f,,. Portanto, nao existe solucao

para o problema de barreira logaritmica.

Suponhamos agora que as regioes factiveis primais e duais tenham interior nao
vazio. Sejam (zo, So) € (Yo, 20, W) pontos interiores primal e dual factiveis, respectivamente.

Dado um ponto primal factivel (x, s) qualquer, teremos:

vh20 + sTwy = 2" (c+wo — ATyo) + wi (x4 — )

=cle — by + wlz, (1.15)

e =alz+ sTwy + by — ngu.
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A funcao objetivo do problema de barreira logaritmica pode ser reescrita, como:

n

fu(z,s) = 2" 20 + sTwo + by — wiw, — MZIH(%‘) — pEln(sj). (1.16)

J J

Aplicando as condicoes de otimalidade de primeira ordem em f,, teremos:

Ofu(z,s)

-1 . .

(’/)7% = Z0; —Iu/x] = 07 ] = 1,2,...,71, (117)

0

) _ it 0, k= 1,2 0m (115
ask

Escrevendo na forma vetorial o ponto critico, temos: z. = uZ; ‘e e s, = uWj ‘e. Aplicando

agora as condi¢oes de otimalidade de segunda ordem em f,, teremos:

0% fu(x, ) 2
W = px;?, j =12, n; (1.19)

Afu(z,s)  Pfu(z,s)

= = ] 1,n|; 1.2
0 ful, 5) s
m = US k = 1,2, . (].21)

Assim, obtemos a matriz Hessiana de f,

uX2 0

1| Z2 0
Hfu(x,s)zl 0 52 [ 0

] = Hf.(xs.) = 2o we ] . (1.22)

Desde que p > 0, a matriz Hf,(x., s.) é positiva definida, pois, dado qualquer vetor
1

nao nulo [a;b], temos: [a; b]" H f,(z, 5)[a; b] = —(a’ Zia + b" Wb) > 0. Portanto, o ponto
U

(¢, S¢) ¢ um minimo local e também minimo global. Assim, concluimos a demonstragao

de existéncia de solucao para o problema de barreira logaritmica.

1.2.2 Direcao de Newton

A fim de determinarmos um ponto critico da funcao Lagrangiana, precisamos
resolver o sistema de equagoes nao lineares abaixo:

-

Ax =D

T+ Ss=ux,

S ATy +z—w=c (1.23)
XZe = pe

\SWe:ue.
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Resolveremos esse sistema por aproximagoes sucessivas usando o método de Newton, que
é um método iterativo para se determinar uma raiz de uma funcao. A ideia consiste de

uma aproximacgao de primeira ordem da série de Taylor,

F(n+A4n) ~ F(n) + Jr(n)An, (1.24)

tal que
F(n) + Jr(n)An = 0. (1.25)

Entao,
Jr(n)An = =F(n), (1.26)

onde An é chamada de direcio de Newton. Seja F : R — R yma funcao nao

linear, definida por

Az —b

T+ S— Ty
F(z,s,y,z,w) = | ATy+z—w—c |. (1.27)
XZe — e
SWe — e

Aplicando o método de Newton, na funcdo F', obtemos que a matriz jacobiana de F' no

A 0
I 1
Jem)=1 0 o AT 1 -1 |. (1.28)
Z 0 0 X 0
| 0 W 0 |
Definindo o vetor dos residuos r = —F(n), obtemos o seguinte sistema linear:
A 0 0 0 11 2oz ] [, ] [ b— Ax ]
I I 0 0 O As T Ty — T — S
0 0 A" I —I Ny | = mr | =] c-ATy—z+w |, (1.29)
Z 0 0 X 0 Nz T, e — X Ze
0w 0 0 S || Aw | | 7w | pe—SWe |
(
ANz =1,
Ax + As =1y
Y ATAy+ Az — Aw=r, (1.30)

ZAx + XNz =r,
| WAs +SAw = ry,.
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Para calcularmos a direcao de Newton, precisamos resolver o sistema de equagoes lineares
(1.30). Nos métodos de pontos interiores, o maior custo computacional ocorre na resolugao
de um ou mais sistemas de equacoes lineares a cada iteracao do algoritmo. Desse modo,

discutiremos a seguir trés formas de resolucao desse sistema linear obtido nos MPI.

Sistema de Karush-Kuhn-Tucker: é possivel realizar um reordenamento
das equagbes e das varidveis, do sistema linear (1.30), a fim de obtermos uma matriz em

bloco simétrica. Considere as equagoes:

ANz =1, (1.31)
Az + As =g (1.32)
ATAy+ Nz — Aw =1, (1.33)
ZAx + XAz =r, (1.34)
WAs + SAw = 1y, (1.35)
Multiplicando a equacio (1.34) por Z ', obteremos:
Ar+Z ' XNz =21, (1.36)
Reordenando a equagao (1.33), teremos:
Nz+ ATAy — Aw =1, (1.37)
Multiplicando a equagao (1.32) por —I, obteremos:
—Ax — As = —s. (1.38)
Multiplicando a equacio (1.35) por —S™!, e reordenado suas varidveis, teremos:
—Aw— STTWAs = —S"r,. (1.39)
Assim, o sistema linear pode ser reescrito por:
[ Z7'X 0 T 0 o [ a1 [ Zz7%. |
0 0 A O 0 Ay Ty
I A" 0 -I 0 Az | = Ty : (1.40)
0 0 -1 O -1 Aw —rg
|0 0 0 —I =S7'W || As | | =S |

Esse sistema de equagoes é chamado de Sistema de Karush-Kuhn-Tucker, ou simplesmente
sistema KKT. A matriz é nao-singular, simétrica e indefinida. Neste caso, usando a
fatoracao LU, que a forma computacional mais comum para resolver um sistema linear, é
possivel reduzir o niimero de operagoes de ponto flutuante de (2/3)(4n +m)?, da fatoracio
LU, para (1/3)(4n +m)?, da fatoragio LDL", onde D é uma matriz bloco diagonal 1 x 1
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ou 2 x 2, e reduzir o custo computacional da resolu¢ao do sistema KKT (TREFETHEN;
BAU, 1997; GOLUB; LOAN, 1996).

Sistema KKT reduzido: Usando o método da substituicao de variaveis,
podemos obter o sistema KKT reduzido, com dimensao n + m. A matriz desse sistema
mantém as propriedades do sistema KKT e acarreta menor custo computacional, pois

possui dimensao menor.

Desde que Az = X H(r.—ZAx), As =re—Axe AW = S r,—W(ry—Ax)].

Entéao, substituindo na equacao (1.37), obteremos:
—(STW + X ')Az + AT Ay =1y + ST (ry — Wry) — X, (1.41)

Definindo D = (S™'W + X 'Z) e, = r, + S~ (r, — Wr,) — X 1., teremos o sistema

KKT reduzido
— T A 7
b-A o] (1.42)
A 0 Ay Tz

Sistema de equagoes normais: usando o método da substituicao de variaveis,
no sistema reduzido KK T, obteremos o sistema de equacoes normais. A matriz AD AT ¢

positiva definida e de ordem m.

A fim de resolver o sistema de equagoes lineares (1.42) nas varidveis Az e Ay,

teremos que Ax = D’l(ATAy — 7). Substituindo a expressao do Az, obteremos:

ANz =1, (1.43)
AD N AT Ay —7,) =1, (1.44)
AD* AT Ay =1, + AD'7,. (1.45)

Como a matriz AD' AT ¢ positiva definida, é possivel utilizar a fatoracao de Cholesky, cuja
fatoracao realiza aproximadamente (1 /3)m3 operacoes de ponto flutuante, para resolver o
sistema de linear (1.45) (TREFETHEN; BAU, 1997).

Em particular, um fator importante a ser considerado nos sistemas de equacoes

lineares é sua esparsidade. Assim, analisaremos a relacao entre a esparsidade das matrizes
Ae AD7'AT. Como cada elemento da AD' A" é determinado por

(AD_lAT)ij = Z aikdglakj, (146)
k=1

entao essa forma é vantajosa em geral quando a matriz A nao possui colunas densas.
Vejamos dois exemplos:

Colunas esparsas:
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* *
* *
* * * *
* * *
* * * * *
* * -
* * * *
* * *
* * * *
* *
* *

Os graus de esparsidades de A e AD'A” se mantém préximos, Esp(A) = 32% e
Esp(AD7'AT) = 29%. Em geral, quando a matriz A é esparsa e nio possui colunas
densas, a matriz AD 'AT também serd esparsa.

Colunas densas:

* * % % %
* *
* * %k k%
* * *
* % % % %k k%
* * =
* * * * ok k%
* * *
* * * %k k%
* *
% *

Neste caso, o Esp(A) = 43%, mas o Esp(AD*A”) = 100%. Quando a matriz A possuir

pelo menos uma coluna densa, entdao a matriz AD ' A” seréd densa.

O uso de fatoracoes de matrizes para resolucao de sistemas lineares pode
aumentar o nimero de elementos nao nulos, comparado a matriz original A. Assim, perde-
se a esparsidade, e aumenta o uso de memoria. Explorar a esparsidade do problema é
vantajoso em geral, pois reduz o nimero de operagoes de ponto flutuante. Em problemas
pequenos, é possivel reduzir o tempo de cada iteracdo em 10 vezes e, em problemas
maiores, a redugao pode chegar a 100 vezes (OLIVEIRA, 1989). Uma abordagem que
vem se destacando na resolucao dos sistemas lineares, dos métodos de pontos interiores,
é a utilizacao de métodos iterativos. Para que esses métodos funcionem bem, é essencial
utilizar precondicionadores (TREFETHEN; BAU, 1997). Ao leitor interessado em mais
informagdes sobre esse assunto, consulte as referéncias (OLIVEIRA; SORENSEN, 2005;
OLIVEIRA, 1989).

Depois de obtermos a direcao de Newton, podemos atualizar as variaveis primais

e duais. Contudo, é necessario garantir que as variaveis continuarao no interior da regiao

k

factivel. Assim, considerando (z P gk 2R WP ) como sendo o ponto corrente da iteragao k

e a = 0, representando o tamanho do passo na dire¢do de Newton, se Am? > (, implicara



Capitulo 1. Meétodo de Pontos Interiores 26

que x?“ > (. Do contrario, quando Amf < 0, teremos:
zk
k+1 _ k k k _ k J :
it =ai tap; A >0 =>  a; < A I = 1L..,n. (1.47)
J

Assim, «, é definido por

k

. i T Ak <0

a, = 7Tmin { — AV
* J Axg? J

a, = min{a,, 1},
sendo 7 um nimero préximo de um, por exemplo 7 = 0,99995 (LUSTIG; MARSTEN;
SHANNO, 1992). Esse parametro visa atender a desigualdade estabelecida em (1.47), ao

garantir que o ponto seguinte da iteracao seja interior. Analogamente, podemos definir a,

(1.48)

a, e (y, tal que
a, = min{a,, o}, (1.49)
g = min{a,, a,}. (1.50)

Definicao 1.8. O gap de dualidade é definido por v = f(z,s) — g(y,z,w). Quando o

ponto (z,s) é primal factivel e (y, z,w) € dual factivel, entao,

v o= fl@) = gly,w) = v~ (bTy — zw)
v o= 2T (ATy+ 2z —w) - by +w(x+s)
T T T T T T (1.51)
v = (Aze)'y+rz—rvw—-by+wz+ws
v = 27z + sTw.

Definicao 1.9. O parametro de barreira p € definido por um percentual da média dos

produtos x;z; e s;w;. De modo que:

n

2 (wjzy + sjw;)

_ J=1
=9 2n

o (1.52)

(x Z+s w)
p=o(—5—

2n

e(3)

on/’

com o € (0,1).

Na prética, o método funciona bem com o ~ 0,1 (VANDERBEI, 2001). Con-

tudo, usaremos a relagao abaixo, que depende da dimensao do problema.

1
—, n < 100;
n

o= (1.53)

1
V'

n = 100.
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Reunindo as informagoes sobre o « e a dire¢do de Newton, definimos a atualizacao da

solugao, na iteragao k, por

AR S YAV N (1.54)
s" =58 4 a,AsF, (1.55)
Y = oF 4 ag ANy, (1.56)
2= 2 ag NP (1.57)
W = wk + agAwt. (1.58)

1.2.3 Propriedades:

1. A cada iteracao, as infactibilidades primal e dual sdo reduzidas por um fator 1 — «;

2. O ntmero de iteragoes do método seguidor de caminhos é O(y/nL), onde L corres-
ponde ao tamanho dos dados de entrada (MONTEIRO; ADLER, 1989).

1.2.4 Implementacao

Uma implementagao completa dos MPI verifica se existe ponto interior factivel,
se o problema é infactivel ou ilimitado, e estabelece critérios de convergéncia. Apresentamos
abaixo uma proposta de ponto interior inicial (LUSTIG; MARSTEN; SHANNO, 1992).

Definindo €3 = 1 + |c||;, teremos:

T = AT(AAT) N, (1.59)
€6 = max{—mjinxj, 100, |b|1/100}, (1.60)
) = max(z, €), (1.61)
s) = max(ey, u; — ), (1.62)
y’ = 0, (1.63)
[ ¢, ¢ < —ey,
2 = 3 €2, —€ <¢; <0, (1.64)
L ¢j + €, ¢; =0,
( —2¢j, ¢ < —€g,
w) = { —¢ite, —e <<, (1.65)
L €2, ¢j = 0.

O Método Seguidor de Caminhos converge para um ponto interior, conforme o
Teorema 1.7. Assim, no final do algoritmo, nao é fornecida, normalmente, uma solugao
basica como no Simplex. Mas, quando tal solucdo é necessaria, ¢ possivel usar uma

combinagao do MPI e Simplex, denominado Método Cross-over, a fim de atingir esse
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objetivo. O Cross-over inicia com MPI até se aproximar de uma face 6tima e por fim, usa
o Simplex para encontrar uma solugao bésica factivel nessa face (LUENBERGER; YE,
2008). Uma abordagem detalhada para determinar uma solugao bésica, a partir de uma
solugao 6tima do MPI, pode ser encontrada em (MEGIDDO, 1991; BIXBY; SALTZMAN,
1993). A convergéncia dos MPI ocorre com uma certa tolerancia predefinida, ou seja, as
condi¢oes de otimalidade de primeira ordem sao satisfeitas com erro e. Apresentamos

abaixo uma proposta de critério de convergéncia (ANDERSEN et al., 1996),

Ib— A,
L 1.66
ol +1 (1.66)

Jaw — 2 — s,
€, 1.67
el + 1 (1.67)

ATk Lk k
e — Aty z +w||1<€, (1.68)
[ +1

ENT _k kNT, .k

(@) 22+ () we (1.69)

bTyk — aTwk| + 1 -

Ao longo deste trabalho, definimos € = 107°.
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1.2.5 Resumo do Método Seguidor de Caminhos

Pseudocddigo 1 — Método Seguidor de Caminhos

1

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

Entrada: (z°,s°, 2%, w%) >0, 4%, 7 <1, 0 € (0,1)

Saida: (z,s,z,w) >0ey

inicio
para k = 0,1,2,...até convergir faga
A* = ()T F g (M) Tk
k
=0 ()
r’; =b— Ak
b =g, — 2" — s
7”; —c— ATyk — 2F L ”
b = pFe — X*Z%e
rk = uFe — SFIWre
DF = (X®)1Zk 4 (Shy -tk
@ =7+ STy = Wirk) = Xk
Dyt = (A(DH)LATY (5% + A(D) 1)
A = (DF)7NAT Dy — 7F)
AV L AV
NZF = X7k — Z Ak
Awk = STHrE — W AsF)
— xk — sk
ak = 7min —A;§ Az <0}, a’;zrmm{—A;k L Ast <O}
o = min {1,07;,(7;}
(ﬂgzrmin{—zj; Azf <0}; osz:Tmln{—szé? ;
ok = mm{l,a’;,afu}
gt = gk O/;Axk
sPT = b O/;Ask
YL = yf 1ok Ay
= 2P Lok AP
Wt = wk + ok AP
fim
fim
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1.3 Meétodo Preditor-Corretor

O método preditor-corretor foi apresentado em (MEHROTRA, 1992). Nesse
método sao calculadas duas dire¢oes de busca por iteracao, a fim de obter uma direcao
resultante mais eficiente. Este método possui convergéncia quadrética (YE et al., 1993). A
direcao resultante é composta por duas diregoes: preditora e corretora. A direcao preditora
¢ a direcao de Newton, com passo completo, que é obtida pelo Método Seguidor de
Caminhos. A direcao corretora é obtida pela adicdo de uma pertubacao, chamada de

direcao de centragem, e uma corregao nao linear, que visa compensar a aproximagao linear

da dire¢ao preditora (MEHROTRA, 1992; WRIGHT, 1997).

Dado o problema com varidveis canalizadas em (1.1) e as condigoes de otimali-
dade em (1.2.1), a dire¢do preditora, &, do método seguidor de caminhos, é obtida pela

resolucao do sistema de equacoes lineares abaixo:

( ANy = T

Ax + As =T

ATAy + Az — Aw = Ty (1.70)
ZAx + XAz = T,

| WAs + SAw = Tw,

A

onder, = —XZeer, = —SWe. Apos a resolugdo do sistema linear, se usarmos a = 1, ou

seja, o passo completo de Newton, na atualizagao da solucao, entao na iteracao seguinte

k+1 _ 0’ 7,,5-&-1 =0e Tk+1

. , = 0. Vejamos:

teremos: r

Rl — Ry &xk, ( )
s = b 4 At (1.72)
Y =yt Ayt (1.73)
= AR (1.74)

(1.75)

Wt = wh + Aw”.

PRl = h— Adft = b — A(a® + Ad®)
= b— Az* — (AALY) (1.76)
7“]; — 7’]; = 0.
rErl = g, — 2P = — (2 4 Amk) — (" + Ask)
=z, — 2" — & — (Az* + As) (1.77)

_ .k kE _
= ry—r, =0.
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Phtl = o ATkl kL ket

c— AT()" + AyP) — (25 + AZP) + (w* + Aw®)

~ ~ ~ 1.78
= c— ATyP — 2F p b — (AT AYF + AP — AwP) (1.78)
= 7’]; — 7"; =0

Por outro lado, os residuos r, e r, nao se anulam, como consequéncia da
aproximacao linear realizada no calculo da dire¢do preditora. Esses residuos serdao usados
na definigdo da dire¢do corretora. Assim, sejam AX, AS, AZ e AW matrizes diagonais

dos vetores Az, As, Az e Aw, respectivamente. Entéo,

k+1 _ _Xk+lzk+1€
= (X" 4+ AX®)(Z" + AZM)e
= —X*ZFe — (XFAZF + ZF A2k — AXFAZe (1.79)
= rf — rf — AXFAZFe
= —AX*AZFe.

r

PRl ghLppktl,
= —(S8F + ASHWF + AWHF)e
= —S*Whe — (SFAWF + WEASY) — ASEFAW e (1.80)
= rfv — 7“5} — ASFAW*e
= —AS*FAW*e.
A direcao corretora, A, serd obtida pela solucao do sistema de equacgoes lineares

abaixo, considerando a dire¢ao preditora e o ponto (z, s, y, z, w) da iteracdo corrente como

dados de entrada. Desse modo, teremos:

( Alz =0
Az +As =0
4 ATﬁy +Az—Aw=0 (1.81)
ZAx + XNz = oue — AXAZe
\ WAs + SAw = oue — ASAWe.

O termo ope é a direcdo de centragem, e os termos AXAZ e ASAW correspondem as
corregoes nao lineares. O parametro de centragem, o, esta relacionado ao progresso da
direcao preditora em relacao a fronteira da regiao factivel. A ideia se baseia em comparar
o gap de dualidade antes e depois da direcao preditora e, entdao, estimar o valor de o. Seja
vp 0 gap de dualidade da direcao preditora. O objetivo é que, se a diregao preditora for
boa, ou seja, v, < v, nao sera necessario corrigir a centragem, logo, deverfamos escolher
o ~ 0. Do contrario, se a direcao preditora for ruim, ou seja, v, ~ v, precisariamos mover

o ponto atual para préximo do caminho central, a fim de conseguir uma reducao melhor do
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gap de dualidade na iteracao seguinte; entao, deveriamos escolher o ~ 1. Apresentaremos
a seguir uma heuristica para determinar o valor de ¢ (MEHROTRA, 1992; WRIGHT,
1997). Sejam v = 27z + sTw e 7, = (z + @ A2) (2 + Wal2) + (s + 0 A8) (w + aghw),

;= @) (182)

A direcao preditora-corretora resultard da soma das dire¢oes A e A, e serd

entdo o ¢é definido por:

obtida pela resolucao do sistema de equagoes lineares (1.83), resultante da soma das

equagoes correspondentes nos sistemas lineares (1.70) e (1.81). Assim,

A(Az + Az) =1,

(Az + Ax) + (As+ ﬁs) =7,

AT Ay + Ay) + (Az + Az) — (Dw + Aw) =1, (1.83)
Z(ﬁ:v + Aw) + X(ﬁz + Az) =T,

\ W(As + As) + S(ﬁw + Aw) = Tews

onde r., =r, + oue — AXAZe e Tew = Tw + OHE — ASAZe. Como a direcao preditora-
corretora ¢ definida por A\ = A + A, o sistema linear (1.83) pode ser reescrito por
( ANx =1,
Ax + As =r,
I ATAy+ Az —Lw=r, (1.84)
ZAx + XNz =r,,
| WAs + SAW = 1e,.

Desse modo, a obtencao da direcao preditora-corretora, /A, aumenta o nimero de operacoes
de cada iteracao, comparando com outros algoritmos que calculam apenas uma direcao de
busca. No entanto, como os dois sistemas lineares sao resolvidos com a mesma matriz de
coeficientes, o custo é reduzido. O custo extra por iteragoes ¢ compensado, em geral, pela
reducdo do nimero de iteragoes (WRIGHT, 1997).

1.3.1 Propriedades

e O Método Preditor-Corretor ¢ um MPI primal-dual de segunda ordem;

o Os célculos para determinar a corre¢ao de segunda ordem e a direcao de centragem

sao combinados, tornando o algoritmo mais eficiente;
o Esse algoritmo nao exige um ponto inicial primal e dual factivel;

o O parametro de centragem ¢ calculado por uma heuristica adaptativa.
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1.3.2 Resumo do Método Preditor-Corretor

Pseudocdédigo 2 — Método Preditor-Corretor

Entrada: (2°,s°, 2% w°) >0, 9", 7 < 1,0 € (0,1)

Saida: (z,s,z,w)>0ey

1 inicio
2 para k = 0,1,2,...até convergir faga
3 Direcao preditora
4 A= (TR (M) TR k= b — Aah; o = 2, — b - S
5 r]; =c— ATyk — 2y wk; rf = —Xkae; rﬁ, = —Skae;
6 D" = (X*)7'Z8 4 (S TTWE ok =l 4 ST (i — Wrk) — Xk
7 Ay* = (A(DY)TAT) Mo + A(DF)hrf); Aat = (DF) (AT Ay — r);
8 AsP =rF — Axb AP = Xk — ZA2R); At = STHEE — W ASY);
x* sFL
9 o =min{ — =2 A:c <0 . =min{ —<—: Ash < 0;
Ak Ash
k k
27~ w
10 af, =min{ —<—: Az <04; al, =min{ — J Aw ;
Az}“ ij
11 oz]; = min {1 o o } ok = min {1 af ok 1
12 vy = (z+ O/;AI) (z+ ol Az) + (s + O/;As) (w + ol Aw);
k3 k
k_ (T \ . k_ 7.
o] o ()2
14 Direcao preditora-corretora
15 Ter =T, +OuE — AXAZ@' Tew = Tw + ope — AS&W&;
16 %ZTI;—FS_I(TCUJ—WT’S) Xtk
17 Ayt = (ADY)TTAT) g + ADR) ) Aat = (D) AT AYE - rf);
18 AsP =rk — Nab AP = XT(rR, — ZA28); AwP = STHrR, — TWASY);
— zk _ sk
19 aﬁszin{—A;k:Ax§<O}; a’;szin{—AJSk:AS?<O};
_ o _ wk
20 aszmin{—A;k:Azf<O};afuszin{—A;k:Awf<O};
J J
21 alzzmin{l,ai”;,ailg}; aszmin{l,@,%};
29 karl _ xk +akA$k‘ k+1 _ Sk —i—akASk' k+1 y +()5dAy :
23 L= 2F o ab AR T = WP+ ok AwR
24 fim

25 fim
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1.4 Programacao Quadratica

Um Problema de Programacao Quadrética (PQ) é um problema de otimizacao
cuja funcdo objetivo é quadratica e o conjunto de restricbes é linear. A PQ é uma
extensao da programagao linear. O método Simplex para programacao quadratica foi
apresentado em (WOLFE, 1959). No seu trabalho, Wolfe menciona as seguintes aplicagoes
de programacao quadratica: problema de regressao, producao eficiente, problema de
portfélio e programacgao convexa. No mesmo ano, Harry Markowitz apresentou um trabalho
de programacao quadratica sobre portfélio, o qual foi premiado 30 anos depois, em 1990,
com o prémio Nobel em Economia (VANDERBEI, 2001). Dentre outras aplica¢oes de PQ,
destacamos o Problema de Fluxo de Poténcia Otimo CC, uma abordagem via fluxo em
redes (CARVALHO; SOARES; OHISHI, 1988; COELHO; SANTOS; OLIVEIRA, 2015;
OLIVEIRA; SOARES, 2003).

Definicao 1.10. Um problema de programacao quadrdtica convexa, com varidveis canali-

zadas, na forma padrao € definido por:

Minimize f(z,s) =’z + (1/2)2" Qx
Sujeito a Ax =b (1.85)

r+s=x,

(x,s) =0,

onde Q € R™™ é uma matriz semidefinida positiva, A € R™*"™ possui posto-linha completo,
x e c sao vetores em R™ e b é um vetor em R™. Por questao de simplicidade, chamaremos

esse problema de programacao quadrdtica de problema primal.

Definicao 1.11. O problema de barreira logaritmica associado ao problema primal é

Minimize f,(z,s) = c'z + (1/2)2" Qx — uiln(xj) - uiln(sj)

7 7 1.86
Sujeito a Ax =b ( )

T+ S =Ty,
tal que p € um parametro positivo, conforme definimos em (1.9).

Definicao 1.12. A funcdo Lagrangiana associada ao problema de barreira logaritmica é

n

L(z,s,y,w) = c'z+(1/2)27Qx — uiln(xj) — uZln(sj)—k

J

(1.87)
+yT (= Az +b) + wl (z + 5 — ,).
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Aplicando as condigoes de otimalidade de primeira ordem na funcao Lagrangi-

ana, teremos:

oL (x,s,y,w , _ . .
((axy) =+ Qj, )ry —pay = AGL ) Ty +w; =0, 5 =1,2,..,n;  (1.88)
J
oL
oL@, s,yw) _ —ps; w; =0, 5=1,2,..,n;  (1.89)
aSj
oL
(x’;’y’w) — —A( )z b =0, i=1,2,...,m;  (1.90)
Yi
0L
W a8~y =0, j=1,2,.,n. (1.91)
j
Definindo z = uX e, onde e’ = (1,1, 1, ..., 1), e reescrevendo as equacdes acima na forma

vetorial, obteremos as condigoes de otimalidade para o problema (1.86).

1.4.1 Condicdes de Otimalidade

Primal interior factivel:

Az =0
T4+ s =1x, (1.92)
(x,s) > 0.

Dual interior factivel:
—Qr+ATy+z-—w=c

) (1.93)
(x,y) livres, (z,w) > 0.
Relacao de p-complementaridade:
XZe = pe
WSe = pe (1.94)

(x,s,w,z) > 0.

As matrizes X, S, W e Z sao matrizes diagonais cujas coordenadas correspondentes sao
respectivamente as coordenadas dos vetores z, s, w e z. A partir das condi¢oes de otimali-
dade e usando o Teorema da Dualidade Fraca, definiremos o problema dual. Sejam (z, s)
e (T,7,z,w) solugdes factiveis para os problemas primal e dual, respectivamente. Desse

modo, teremos:

2Tz + sTw

o
VAN

2" (c+ QT+ ATy + W) + (v, —2) W@

e+ 27QT + 'y + 2lw (1.95)
e+ (1/2)2"Qr — (by — (1/2)77 Q7 — 2 w)
f(ZL', 8) - g(y7 §7E>‘

N

Na desigualdade (1.95), usamos o fato de que (T — 2)"Q(Z — x) = 0, pois a matriz Q é
semidefinida positiva, entdo ' Qr < (1/2)z7 Q7 + (1/2)2" Qz.
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Definicao 1.13. O Problema dual € definido por:

Mazimize g(y,z,w) = —(1/2)27Qx + by — zlw

Sujeito a —Qx + ATy +z2—w =c (1.96)

(x,y) livres, (z,w) = 0.

A partir das condigoes de otimalidade, subsecao 1.4.1, definimos a funcao

F R R de modo que

Ax —b

T+ S— Ty
F(x,s,y,z,w) = | —Qr+Aly+z—w—c |. (1.97)
XZe— e
SWe — ue

Queremos encontrar, se for possivel, uma raiz da funcao F', ou seja, encontrar um ponto
(x,8,9,z,w) tal que F(z,s,y,z,w) = 0. Assim, aplicaremos o método de Newton na
funcao F, em (1.97). A direcao de Newton, An, é obtida pela resolugdo do sistema de
equagoes lineares abaixo,

Jr(n)An = —F(n) =r, (1.98)

desde que Jp(n) seja a matriz jacobiana da fungao F', no ponto n = (z,s,y,z,w), e

r e R4 geja o vetor dos residuos. Calculando a matriz jacobiana, teremos:

Jr(n)An=r (1.99)
i 0 0 0 0 |[2Ax] [ r]
I I 0 0 O As Ts
-Q 0 AT I —I Ny | =1 r, (1.100)
Z 0 0 X 0 Az T,
o w o0 0 S || Aw | | 7w
Desse modo, para obtermos a dire¢ao de Newton, é necessario resolver o sistema linear
abaixo: )
ANx =1,
Ax + As =ry
1 —QAz + ATAy+ Az —Aw=r, (1.101)

ZAx+ XNz =r,
WAs + SAw = ry,.

\
Apresentaremos agora duas maneiras de resolver o sistemas linear (1.101) e obter a direcao

de Newton.
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Sistema KKT reduzido: usando o processo de substituicao de variaveis,
podemos reduzir a dimensao do sistema original para n + m. A matriz do sistema KKT

reduzido é simétrica e indefinida.

Desde que Az = X H(r,—ZAx), As = r,— Az e Aw = S Hr,—W(r,—Az)],

entdo, substituindo esses vetores na terceira equagao de (1.101), adquirimos a equagao
—(Q+ X' Z+ ST W)Ar+ ATAy =1, + S (ry — Wry) — X 'r.. (1.102)

Definindo D = (Q + X 'Z + S™'W) eT, =1, + S (r, — Wr,) — X 'r,, obteremos:
-D AT || A Ty
e (1.103)
A 0 Ay Ty

Sistema de equacgoes normais: usando o método de substituicao de variaveis
no sistema KKT reduzido, obtemos o sistema de equagdes normais. A matriz AD AT é
positiva definida e de ordem m.
Desde que Az = D™ (AT Ay —7), substituindo esse vetor na segunda equagio de (1.103),

resulta que
ANx =r,
AD N AT Ay —7,) =1, (1.104)
AD'ATAy =r, + AD7'7,.

A matriz AD AT é positiva definida, logo, é possivel usar a fatoracdo de Cholesky, que

possui baixo custo computacional, para resolver esse sistema linear (TREFETHEN; BAU,
1997).
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1.4.2 Resumo do Método Seguidor de Caminhos para PQ

Pseudocddigo 3 — Algoritmo Seguidor de Caminhos para PQ

Entrada: (z°,s°, 2%, w%) >0, 4%, 7 <1, 0 € (0,1)

Saida: (z,s,z,w) >0ey

1 inicio
2 para k = 0,1,2,...até convergir faga
5 A= (@FYTR 4 ()T
k
|| )
5 rk =b— A"
6 b =g, — 2" — s
7 rl;:c—ATyk—zk—I—wk
8 b = pFe — X*Z%e
9 rk = uFe — SFIWre
10 DF = Q + (XK~ Zk 4 (sH)~tw*
11 rh=rh 4+ S (i, — Wrk) — X7k
12 || Ayt = (ADN) ATk - A(DR) )
13 Az* = (DML AT AP — %)
14 AV L AV
15 NZF = X7k — Z Ak
16 Awk = STHrE — W AsF)
- z* -
17 ak = 7 min —A;§ Am?<0};a’;
_ 2k _
18 a’z‘?:Tmin{—A;j]?:Azf<0};afu
19 ¥ = min {1@@ Jng}
20 " = b 4+ o At
21 sPT = sF 4 aF A
99 S = o 4 af Ay
23 = b 4 aF AP
24 Wt = wh 4+ o Aw”
25 fim

26 fim
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Capitulo 2

Programacao Estocastica de Dois

Estagios com Recurso Fixo

Um dos primeiros trabalhos sobre programacao estocastica foi publicado em
1955 por Dantzig. Segundo o autor, a motivacdo do estudo surgiu de uma proposta de
estender os métodos de programacao linear para resolver problemas de alocagdo com
demanda incerta. Dantzig afirma que a caracteristica fundamental dos problemas sob
incerteza é que as decisoes sdo tomadas em dois ou mais estagios. Assim, as variaveis de
primeiro estagio sao as tnicas que podem ser determinadas com antecedéncia, porque as
de segundo estdgio e posteriores dependem dos eventos aleatérios (DANTZIG, 2004). Um
problema de programagao estocastica possui uma variavel de decisao = que satisfaz um
conjunto de restrigoes, uma variavel aleatéria & cujo valor serda determinado apos a escolha
de z e uma funcao de avaliagdo em termos do resultado observado (WETS, 1996). Em
geral, resolver programas estocasticos aumenta a complexidade do problema, por isso, na
pratica, os parametros incertos sao substituidos por aproximagoes ou valores esperados e,
assim, problemas mais simples sdo resolvidos. Para avaliar a qualidade da solu¢ao de um
problema estocastico, sao usadas algumas medidas. Neste capitulo, destacaremos o Valor
Esperado da Informagao Perfeita (EVPI), que representa a quantidade maxima que o
tomador de decisao pagaria para obter informagoes completas sobre as futuras realizagoes
dos parametros incertos; e o Valor da Solugao Estocastica (VSS), que avalia o desempenho
da solugao do modelo deterministico em relagdo a solugao do problema estocastico (BIRGE,
1982). Apresentaremos, também, uma breve discussao sobre os programas estocasticos
de dois estdgios com recurso fixo linear e quadratico. Em seguida, analisaremos os casos
onde a variavel aleatéria é discreta e continua. E, por fim, construimos uma aproximagao
discreta da funcao distribuicdo baseada na Soma de Riemann. A partir dessa aproximacao,
realizamos testes numéricos com uma variavel aleatéria discreta e continua e também com
trés variaveis aleatorias continuas independentes, a fim de avaliar o desempenho da solucao

estocastica proposta com a literatura.
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2.1 Problema de Recurso

Inicialmente, consideremos o espago de probabilidade (€2, A, P) tal que Q é o
espacgo amostral, A é uma o-dlgebra sobre 2, e P é a medida de probabilidade. A incerteza
sera representada em termos de experimentos aleatérios denotados por w. Para cada
realizagao w os vetores q(w), h(w) e T(w) tornam-se conhecidos. Assim, reuniremos esses
dados num vetor aleatério &(w), definido por &(w)” = (g(w)T, h(w)", Ti(w), ..., Ty, (w)).

Além disso, seja E o operador valor esperado.

Definicao 2.1. O problema linear estocdstico de dois estdgios com recurso fizo € definido
por:
Minimize 'z + Ec[Q(z,¢)]
Sujeito a Ax =b (2.1)
x =0,
sendo Q(z,€) = min{q(w) y(w); Wy(w) = h(w) — T(w)z, y(w) = 0} € o valor étimo do

problema de sequndo estagio. Ou, ainda,

Minimize 'z + Eg{min[q(w)Ty(W)]}
Sujeito a Ax =b
T(w)x + Wy(w) = h(w)
(z,y(w)) =0,

(2.2)

no qualz e c e R™, Ae R™*™ phe R™, y(w) e q(w) e R™, h(w) e R™, T'(w) e R™>*™
e W e R™*"2 As matrizes A e W possuem posto linha completo. A matriz W é chamada
de matriz de recurso, como ela € fixa, neste caso, o problema estocdticos em questao recebe o
complemento recurso fixo. Denotaremos este problema estocdstico por problema de recurso,

ou simplesmente por RP.

O vetor x representa as variaveis de primeiro estagio, que correspondem ao
conjunto de decisdes que sao tomadas antes da realizagao do experimento aleatério; e o
periodo quando essas decisoes sao tomadas é chamado de primeiro estagio. O vetor y(w)
representa as variaveis de segundo estagio, ou seja, o conjunto de decisoes tomadas apds a

realizacao do experimento, sendo o periodo correspondente chamado de segundo estagio.

Definigao 2.2. O problema estocastico quadrdtico de dois estdgios com recurso fizo é
definido por:
Minimize 'z + (1/2)2" Cx + Ee{min[q(w) y(w) + (1/2)y(w)" D(w)y(w)]}
Sujeito a Axr =b
T(w)x + Wy(w) = h(w)
(z,y(w)) =0,

(2.3)

desde que as matrizes C' e D(w) sejam semidefinidas positivas.
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As defini¢oes e resultados que apresentaremos ao longo deste capitulo nao
diferem muito entre os Problemas de Recurso Linear ou Quadratico, pois os principais
resultados estao relacionados ao fato de o problema possuir funcdao objetivo convexa e

restrigoes lineares. Assim, concentraremos a discussao no problema de recurso linear.

Seja = < RY o suporte de &, ou seja, = é o menor subconjunto fechado tal
que P(Z) = 1. O conjunto factivel das restrigdes de primeiro estédgio é definido por
K, = {z; Az = b,z > 0}, este conjunto nao depende das realizagoes do vetor aleatério.

Por outro lado, para qualquer &, o conjunto factivel elementar é definido por:
K5(&) = {z; existey =0 : Wy = h(w) — T'(w)x}. (2.4)
Ou ainda, por:
K>(§) = {z; Q(,§) < o}, (2.5)
Teorema 2.3. Para um dado &, o conjunto elementar K5(§) é um poliedro convezo.
Demonstragao: Dado = € Ky(§), para £ fixo. Logo, existe y > 0 tal que
Wy = h — Tx, ou seja, h — Tz € posW, pois posW = {t; Wy = t, y = 0}. Desde que

posW é um cone convexo, existem n vetores v; tais que viT t>0,i=1,---,n. Desse modo,

obteremos o seguinte sistema linear:

h (2.6)

Portanto, x pertence ao conjunto solucao do sistema linear (2.6), entdo K3(&) é um poliedro

convexo. []

Como consequéncia deste teorema e devido a propriedade de que a intersecao
finita de poliedros convexos é um poliedro convexo, entao, quando £ for uma variavel

aleatoria discreta finita, Ky = ﬂ K5(£) é um poliedro convexo.

e=
Seja Q(z) = EQ(x,£). De modo que, denotaremos por Q(z,§) = —0, se
Q(z,€) for ilimitada inferiormente; e por Q(z,£) = +o0, se o problema de segundo
estagio for infactivel. Para completar a definicao de Q(x), usaremos a convencao de que

(+00) + (—o0) = +oo.

Considerando £ uma variavel aleatoria discreta finita, entao, para r € Ks,
Q(z,€) é finito para todo £ e definimos

Qx) = EeQ(x,€) = > prQ(x, &), (2.7)
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onde k = 1,..., N sdo as realizagoes de £ e P(&) = pg. Desse modo, o problema de recurso

pode ser reescrito como
Minimize 'z + Q(x)

. (2.8)
Sujeito a x € K1 n Ky
ou, de forma mais detalhada, por:
N
Minimize ¢’z + Z piqiT Yi
i=1
Sujeito a Az =10 (2.9)

Tix + Wy; = h;
(x,y;) =20,i=1,..,N.
Neste caso, o problema de recurso é equivalente a um PPL. A fim de escrever o problema

(2.9) como um PPL, consideremos que

Cs = (¢, P11, D242, P3gs; - - - PNGN)T (2.10)
Te = (T, 41,92, Y3, - yn)" (2.11)
bs = (b, hy, ho, hs, ..., hy)" (2.12)
[ A 0 0 0 0 |
W 0 0 0
A - n 0 W 0 0 (2.13)
5 0 0 W 0
.0 0 0 0
| Ty 0 0 0 0 W
Assim, o problema de recurso pode ser reescrito por:
Minimize ¢!z,
Sujeito a  Agxg = b (2.14)
xs = 0.

Observando a matriz de restri¢oes (2.13), percebemos que ela é esparsa. Desse modo,
conforme vimos no capitulo 1, desenvolveremos o método seguidor de caminhos para
problema de recurso (2.14), a fim de explorar a esparsidade desse problema e tornar o

algoritmo mais eficiente.

Definicao 2.4. O problema de barreira logaritmica associado ao problema primal é definido
por:

N Ny
Minimize fu(x, Y, S YN) = o+ Epz-qiTyi - uZln(wj)
i=1 J

Sujeito a Ax =1b (2.15)
Tix + Wy; = hy
(r,y;) =20,i=1,...,N,

tal que p € um pardmetro positivo, e w = (T, y1, -+ ,YN)-
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Definicao 2.5. A funcao Lagrangiana associada ao problema de barreira logaritmica é
definida por: L(x,y;, A, «;), comi=1,--- N,
N Ny,
L(z,yi, N\, o) = T + ZpiyiTq — Z In(w;) + AT (Az —b) + o (Tyx + Wy; — hy). (2.16)
=1 j=1
Aplicando as condigoes de otimalidade de primeira ordem na funcao Lagrangi-

ana, teremos:

N

Lo(z,y5, Ay o) = ¢ — pr™t + ATA + ZTiTai = 0; (2.17)
i=1

Ly, (x,yi, A o) = pig — pyi ™+ Whey = 0; (2.18)

1

definindo z = pz™' e v; = py; ', descreveremos abaixo as condicoes de otimalidade do

problema (2.15).

2.1.1 Condicoes de Otimalidade

Primal factivel:
Az =10

Tix + Wy; = h, (2.19)
(x,y;) > 0.
Dual factivel: N
— AT\ —ZTZ-TCW +z=c

i=1 2.20
—WTO&L' + v, = piq ( )

(A, «;) — livres, (z,v;) > 0.

Relacao de p-complementaridade:

XZ@l = ueq

(2.21)
YiViea = pes.

A matriz X é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdao as coordenadas do
vetor . Analogamente, foram definidas as matrizes diagonais Z, Y; e V;. Os vetores e;
e ey possuem todas as coordenadas iguais a um, tais que e; € R™ e e; € R". A funcao
F:RM™ - RM onde N, = 2ny + my + N(2ny + my), é definida por

Ax —b

Tiw + Wy, — h
N

—ATN - ZTiTozi +z—c
i=1

—Wha; + v — pig

XZey — ueq

YiVies — pey

F('rvyia)‘?a/ivzavi) = (222)
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Com o objetivo de encontrar uma raiz da funcdo F, usaremos o método de Newton:
Jpd = —F =, (2.23)

onde Jr é a matriz jacobiana de F', d é um vetor que corresponde a dire¢ao de busca e r é

o vetor dos residuos. Assim, teremos:

A 0 0 0 0 0 0 0 0 |
W 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Ty 0 w0 0 0 0 0 0
0 o A" -1 ... -T§% T 0 0
0 0o o0 -wr 0 0 I 0
Jrp = ) (2.24)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -wr 0 0 I
zZ 0 0 0 0 0 X 0 0
0 W 0 0 0 0 0 Y 0
0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 Vv 0 0 0 0 0 Yy |
Desse modo, obteremos o sistema de equacoes lineares
( Ady =1r
Tidy + Wdg; = 19
N
T T
) —ATds — ;T dy; + ds = 73 2.25)
—W7dy; + de; = 14
Zdy + Xds = 1y

Vidy; + Yids; = 16;.

\

Usaremos o método da substitui¢do para resolver o sistema linear (2.25). A partir das

equagoes Zdy + Xds = r5 e Vidy; + Y;dg; = 7¢i, teremos:
ds = X Yrs — Zdy) e dg =Y, (rei — Vidy). (2.26)
Substituindo dg; na equacdo —W7dy; + dg; = r4;, obteremos:
doi = Vi Y (=W hdy + Y Mg — 14y). (2.27)

E substituindo dy; na equacao T;d; + Wds; = 19;, teremos:

dy; = (WV,YWT)  =rgs + Tidy — WV Yi(ra — Y )] (2.28)

2
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N
Agora, substituindo dy; e ds na equagao —ATd, — Z TZ-Td4Z- + d5 = r3, obteremos:
i=1

dy = D7 (=Alds —73), (2.29)

N N
sendo D = Y T/ WV, WYWI) ' T+ X712 e T =rs— ) T/ M roi+ WV, Yi(rai—
i=1 i=1

Y, 'r6;)] — X 'rs. Por fim, substituindo d; na equacdo Ad; = 71, teremos:

ds = (AD'ATY Y (—=AD 75 — ). (2.30)

Assim, concluimos a solugao do sistema linear obtendo a direcao de busca. No final deste
capitulo, apresentaremos um resumo do Método Seguidor de Caminhos para o problema

de recurso.

Apresentaremos a seguir as condi¢oes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) para o problema de recurso.

Teorema 2.6. Para um dado &, a fungio Q(x,§) é convexa em x € Ky (BIRGE; LOU-
VEAUX, 2011).

Demonstragao: Para um dado cenario &, os dados ¢, W, h e T sao fixos,
assim, podemos definir Q(x) = min{q’y; Wy = h — Tz, y = 0}. Sejam z; e x5 vetores
distintos e ) = Azy + (1 — N)xg, com A € (0, 1), uma combinacao convexa; e suponhamos
que o problema @Q(z;) tenha solugao 6tima 77 e, analogamente, 73 seja a solucao de
Q(x2). Afirmamos que Ay + (1 — A7z é uma solugdo factivel para o problema Q(z)).
De fato, W[Agr + (1 = Mgz = \WWyr + (1 = MWy = A(h—Tz1) + (1 = A\)(h — Tas) =
h — T[Axy + (1 — N)xs] = h — Tz,. Para concluir a prova da convexidade de Q(x),
consideremos 7, uma solugao 6tima de Q(z)). Assim, Q[Az; + (1 — Nz = Q(xy) =
o< DI+ A =N = M Ma+ (1= N7z = A\Q(ry) + (1 — N)Q(w,). Portanto,

Q(x) é uma funcao convexa. []

Teorema 2.7. Sejam f : R" — R uma funcdo convexa e S um conjunto convexo nao

vazio em R". Considere o problema

Minimize f(x)

o (2.31)
Sujeito a x € 5.

O ponto T € S € uma solucao otima para este problema se, e somente se, f tiver um
subgradiente n em T tal que 0’ (x —T) = 0 para todo v € S (BAZARAA; SHERALI;
SHETTY, 2000).

Demonstragio: Suponhamos que 1’ (z — Z) = 0 para todo x € S, onde 1 é

um subgradiente de f em . Pela definicao de subgradiente de f em T, teremos

fx)= f@) +n"(z — 7). (2.32)
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Como n (z —T) = 0,Vx € S, implica-se que f(z) > f(Z),Vz € S. Assim, o valor funcional

6timo é f(7). Portanto, T é uma solugao étima para o problema.

Mostraremos agora a implicagdo restante. Seja T uma solugao 6tima para o

problema. Definimos os dois conjuntos

Ci={(x-T,y)izeR" y > f(x) - [(@)}, (2.33)
Co={(x—7,z2);x €85, 2z<0}. (2.34)

1 Afirmacao: Os conjuntos C e C5 sdo convexos e disjuntos.
Sejam p; e py em O, tal que p; = (x1 — T, y1) e y1 > f(x1) — f(T), analogamente para ps.
Dado A € (0,1), definimos py = Ap1 + (1 = N)pa = [Ax1 + (1 = N)ae — T, Ayg + (1 — N)yo| =

(xx — T,yy). Entao,

Ayr > Af(x1) = Af(T), (2.35)
1=Ny > (1= f(z2) = (1 =N f(2). (2.36)

Desde que, Ay; + (1 — A\)ya = y,, obteremos:

A+ (L=Nyz > Af(z1) + (1= A)f(z2) — f(T) (2.37)
> f[Az1+ (1= Nao] — f(T) (2.38)

= flzy) — () (2.39)

y > flzy) — f(@). (2.40)

Assim, py € C;. Portanto, C é convexo. Analogamente, podemos mostrar que Cy também
é convexo. Para mostramos que estes conjuntos nao possuem elementos em comum,
suponhamos que exista p = (¥ — Z,y) € C; n Cy. Assim, dado que p € (4, entdo y >
f(Z) — f(z); por outro lado, como p € Cy implica § < 0, entao f(z) < f(T). O que
contradiz a hipotese de que T é uma solucao 6tima. Portanto, C e (5 sdo disjuntos. Agora,
usando o teorema de separagao de conjuntos convexos, existe um vetor nao nulo (g, i) e

um escalar « tal que

nw(x—7)+py < o VeeR" y> f(z)— f(T), (2.41)
m(z—T)+pz > a, Voes, 2<0. (2.42)

2 Afirmacgao: p<0ea=0.

Sex =Tez =0, entdo a < 0. Por outro lado, se t = T e y = ¢, com € > 0, entao
pe < «. Esta desigualdade é valida para todos p < 0 e a = 0. Logo, a = 0. Contudo,
suponhamos que p = 0. Entdo, para todo z € R", ng(w —T) < 0. Seja ¥ = T + 1), entdo
[[mol[?
que p deve ser negativo, u < 0.

— . e /o~ s
=g (z* —T) < 0. Assim, 19 = 0, mas como o vetor (1, @) é ndo nulo, concluimos



Capitulo 2. Programag¢io Estocdstica de Dois FEstdagios com Recurso Fizo 47

Dividindo as desigualdades (2.41) e (2.42) por —u e definindo n = —no/p, obteremos:

(
(

T) < y, VeeR" y> f(z) - f(T); (2.43)

0 ( —
n'(x—7) = 2z VresS, 2<0. (2.44)

Seja z = 0, entao nT(x —T) = 0 para todo x € S. Queremos agora mostrar que
n é um subgradiente de f. Suponhamos que 1’ (z — Z) > f(z) — f(Z) para todo = € R".

Assim, para x = T, teremos: 0 = n’ (z — ) > f(Z) — f(T) = 0, que é um absurdo. Entdo,
flx) = f(@) + 70" (z —7T), Ve e R". (2.45)

Portanto, n é um subgradiente de f em T com a propriedade de que n’ (z — %) > 0, para
todoxz € S. [

Teorema 2.8. Suponhamos que o problema de recurso tenha um valor étimo finito. Uma

=T

solugdo T € K, é 6tima se, e somente se, existir algum A e R™, ze R™, 2'T = 0 tal que

+
—c+ AT\ +7z€09(7) (BIRGE; LOUVEAUX, 2011).

Demonstragao: Suponhamos que 7 seja uma solucao 6tima do problema
f(z) = min{c"z + Q(z); Az =b, z = 0}. A funcio Lagrangiana deste problema é dada
por: L(z, )\, 2) = c'x + Q(x) + NT(b — Az) + 27 (—x), com A e R™ e z € R™. Como L é
convexa em x € K e T é solucao 6tima, entao n = 0 ¢é subgradiente de L em Z. O conjunto
subdiferencial de L com relacio a z é dado por dL(x, )\, 2) = {c — ATX\ — z + 0Q(x)}.
Por outro lado, usando a propriedade das fung¢bdes convexas que se g = g1 + g2, onde
g1 € go sao fungbes convexas proprias, com xg € D(g1) n D(gs), € g1 continua, entao
0g(xg) = dg1(xo) + 0ga(xo) (LAI; LIN, 1988). Assim, 0 € 0L(T, A, z), ou seja, existe um
subgradiente em 0Q(T) tal que 77 = —c + AYX 4 Z. Pelas condicdes de complementaridade,

teremos: 7' z = 0. E assim, concluimos a primeira parte do teorema.

Agora suponhamos que existam A € R™ e z € R™ tais que (—c+ AT\ + 2) €
09Q(z1) e 27wy =0, com ; € K;. Como 0f (x1) = c+0Q(z1), entdo existe um subgradiente
no de f em wy, tal que g = ATA + z. Logo, ng (z — x1) = (ATN + 2)T (2 — 21) =
MN(Az — Axy) + 272 — 272y = 2"2 > 0 para todo z € k;. Portanto, pelo Teorema 2.7,

concluimos que x; é uma solugao 6tima. []

2.2 Valor da Solucdo Estocastica

Considere z(z, &) = ¢’z +Q(x, ), tal que 2 é uma solucio factivel do problema

de primeiro estagio.

Definicao 2.9. A solugio Espere e Veja (WS) corresponde ao valor esperado da solugio

otima de cada cendrio. Fssa solucao considera que a incerteza € conhecida a priori,

WS = E¢[min z(z, §)]. (2.46)
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Defini¢ao 2.10. A solugio do Problema de Recurso (RP) corresponde ao valor que
minimiza a fungdo objetivo considerando o valor esperado da solucao de sequndo estigio,
ou seja, determina a melhor solucao de primeiro estdgio considerando todos os cendrios
POSSIVELS,

RP = min Eelz(z,8)]. (2.47)

Definig¢ao 2.11. O Valor Esperado da Informagio Perfeita (EVPI) corresponde a diferenca
entre as solugoes RP e WS. Assim, o EVPI mede o valor de se conhecer o futuro antes da

tomada de decisdo,
EVPI =RP—-WS. (2.48)

Definicao 2.12. A solugao do problema de Valor Esperado (EV) considera o valor esperado
da varidvel aleatoria &. Assim, o wvalor EV representa o contexto onde a incerteza é

desprezada e se conforma com a solugdo do caso médio,
EV = min 2(x, £). (2.49)

Definicao 2.13. O Resultado FEsperado usando a solucao do problema de Valor Esperado

¢ denotado EEV, e é obtido da sequinte forma: considere T(£) a solu¢io de EV; em sequida,
resolva o problema de dois estdgios assumindo x = T(£), ou seja, para cada cendrio, apenas
as varidveis de sequndo estdgio serao otimizadas, pois as varidveis de primeiro estdgio

foram fixadas a priori; por fim, calcula-se o valor esperado da funcao objetivo,

EEV = E¢[2(7(),8)]. (2.50)

Definigao 2.14. O Valor da Solugio Estocdstica (VSS) é definido como a diferenca entre
os valores EEV e RP. Assim, o VSS determina o ganho obtido pela solucdo estocdastica ou

a perda por desconsiderar a incerteza na tomada de decisao,
VSS =FEEV — RP. (2.51)

Proposicao 2.15. Todo problema de programacao estocdstica de dois estigios satisfaz as

sequintes desigualdades:
WS < RP < EEV. (2.52)

Demonstragao: Primeiro, mostraremos que WS < RP. Dado um evento &, a

solucao 6tima é T(€), e a solugao estocastica é T. Assim,

(6.9 < 2@, (259
El:@(©). 9] < E=(@.¢) (250
Eelmin=(a, )] < min El=(a,¢) (25)

WS < RP. (2.56)
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A segunda desigualdade segue diretamente das definicoes de RP e EEV. Sabemos que
RP = min Ee[z(z,§)] < Ee[2(z(£).£)] = EEV. [

A fim de expandir nossa discussao sobre as definigoes de W.S, RP, EEV,
EV PI e VSS, apresentaremos a seguir um exemplo com o qual analisaremos a variagao

destes valores nos casos em que a variavel aleatéria seja discreta ou continua.

Exemplo 2.16. O Problema do Fazendeiro.

Um fazendeiro europeu cultiva trigo, milho e beterraba numa drea de 500 acres de terra.
Durante o inverno ele precisa decidir quanto dessa drea serd destinada ao cultivo de cada
cultura. O custo de plantacao por acre de terra de trigo, milho e beterraba sao 150, 230 e
260, respectivamente. Ele sabe que 2007 de trigo e 240T de milho sdo necessdrias para
alimentacao do seu rebanho de gado. Essas quantidades podem ser obtidas de sua plantagdao
ou compradas no mercado. Qualquer producao excedente pode ser vendida. A média do
preco de venda de trigo e milho, por tonelada, sio $ 170 e $ 150, respectivamente. Os
precos de compra sio 40% mais caros do que os de venda, devido aos custos de transportes,
armazenamento, margem de lucro do vendedor, etc. A beterraba pode ser vendida por
$ 36/T, desde que esteja dentro da cota definida pela Comissao Europeia. Qualquer
quantidade excedente desta serd vendida por $ 10/T. A cota do fazendeiro para o proximo
ano € de 6.0007. A média de rendimento por acre de trigo, milho e beterraba sdo 2,5T,
3T e 20T, respectivamente. (BIRGE; LOUVEAUX, 2011)

Uma formulagao para resolver este problema sera apresentada abaixo. Antes,
definiremos as variaveis de decisao: z;, com 7 € {1, 2, 3}, representa a quantidade de acres de
terra destinada para o trigo, milho e beterraba, nessa ordem; y;, com j € {1, 2}, corresponde
a quantidade comprada de trigo e milho, respectivamente; wy,, com k € {1, 2, 3,4}, representa,
a quantidade vendida de trigo, milho, beterraba nos precos favoravel e desfavoravel, nessa

ordem; z,, com n € {1,2,3,4,5}, sdo variaveis de folga. Assim,

Minimize f(x,y,w) = 150z + 230x5 + 260x3 + 238y, +
+210ys — 170w, — 150wy — 36w — 10wy
Sujeito a x1 + x9 + w3 + 21 = 500
2,511 +y1 —wy — 29 = 200 (2.57)
3x9 + Yo — wy — 23 = 240
—20z3 + w3 +wy + 24 =0
w3 + z5 = 6000

('Taijwk‘a zn) = 0.

Os testes computacionais apresentados ao longo deste trabalho foram realizados
em um computador com sistema operacional Debian Linux 11; dois processadores Intel
E5-2650 v3 de 2,3GHz, com 10 niicleos e 20 theads cada um; 128GB de memoria RAM; e
software MATLAB R2010a.



Capitulo 2. Programag¢io Estocdstica de Dois FEstdagios com Recurso Fizo 50

O problema (2.57) foi resolvido utilizado o Método Seguidor de Caminhos, cuja
solucao 6tima corresponde a destinar 120 acres de terra para o plantio de trigo, 80 acres
para o milho e 300 acres para a beterraba. Desse modo, seriam produzidas quantidades
de trigo e milho suficientes para a alimentagao do gado e, além disso, seriam vendidas
1007 de trigo. Com a area destinada ao plantio da beterraba, seria possivel vender toda a
producao desta cultura pelo preco favoravel. As demais variaveis sao nulas. O lucro total
seria de $ 118.600, 00.

2.3 Problema de Recurso com Variavel Aleatéria Discreta

Agora suponhamos que o rendimento percentual, «, das culturas sejam iguais
em cada colheita, e consideremos trés cenérios: r; = r,,(1—a), rendimento abaixo da média;
Ty = I'm, rendimento médio; r3 = r,, (1 + «), acima da média. O vetor de probabilidade
correspondente é p = (1/3,1/3,1/3). Desse modo, o problema de recurso é representado

por:

Minimize f(x,y,w) = 150z + 23025 + 260x3 + (1/3)(238y11 + 210y9; —
—170wq; — 150wy; — 36ws; — 10wy ) + (1/3)(238y12 + 210y90—
—170w2 — 150wqy — 36wsy — 10wys) + (1/3)(238y13 + 210ya3—
—170wq3 — 150weg — 36ws3 — 10w,3)

Sujeito a x1 + T2 + 23 + 211 = 500
2,5rx1 + Y11 — w1y — 291 = 200
3rimy + Yo1 — war — 231 = 240
—207123 4+ ws1 + W4y + 241 = 0
w3y + 251 = 6000 (2.58)

2,910my + Y12 — Wi — 222 = 200

3r0Tg + Yoo — Wa — 239 = 240

—2075x3 + w3z + Waz + 242 = 0

w3o + 252 = 6000

2,5r311 + Y13 — w1z — 223 = 200

3rawe + Yoz — woz — 233 = 240

—207r323 + w33 + Wz + 243 = 0

w33 + 253 = 6000

(z,y,w,z) = 0.

De acordo com a definicao de EEV, assumimos que a decisao sobre a divisao da terra,

varidaveis de primeiro estdgio, corresponde a solugdo do problema (2.57) referente ao

rendimento médio, ou seja, Z(£) = (120, 80, 300). Assim, para cada cendrio, o problema
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(2.57) se reduz a

Minimize f(y,w) = 114400 + 238y; + 210y, —
—170w; — 150wy — 36wz — 10wy
Sujeito a  y; —wy — 22 = 100(2 — 3r;)
Yo — wy — z3 = 240(1 — r;) (2.59)
w3 + wy + 24 = 60007,
ws + z5 = 6000
(y,w,z) =0,

com ¢ = 1,2, 3. Por outro lado, o valor WS é o valor esperado dos valores 6timos da fungao
objetivo em cada cenario, a qual considera que a incerteza é conhecida. Assim, o problema

(2.57) é resolvido com o rendimento correspondente. Logo,

Minimize f(x,y,w) = 150z + 230x5 + 260x3 + 238y, +
+210y, — 170wy — 150wy — 36w3 — 10wy
Sujeito a x1 + 2o + 23 + 21 = 500
2.51;21 + Y1 —wy — 29 = 200 (2.60)
3rixo + Ys — wo — 23 = 240
—20r;x3 + w3 +wy + 24 =0
ws + z5 = 6000

(x,y,w,z) = 0.

Considerando variagoes de rendimento entre 5% e 25%, apresentaremos os
resultados de FEV, RP, WS, EV PI e VSS na tabela abaixo.

Tabela 1 — Valores do EV PI e VSS em func¢ao do rendimento

r 5% 10% 15% 20% 25%
EEV | -1,1576 | -1,1292 | -1,1008 | -1,0724 | -1,0440
RP -1,1577 | -1,1307 | -1,1064 | -1,0839 | -1,0630
WS | -1,1853 | -1,1795 | -1,1670 | -1,1541 | -1,1398
EVPI| 0,0277 | 0,0487 | 0,0606 | 0,0702 | 0,0768
VSssS 0,0001 | 0,0015 | 0,0056 | 0,0115 | 0,0190
* Todos os valores desta tabela siao da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Tabela 1, o valor negativo decorre da mudanga do problema original, de
maximizagao, num problema equivalente de minimizagdao. Constatamos a validade da
desigualdade estocéstica, ou seja, WS < RP < EEV. Consequentemente, EV PI e V5SS
sao ambos nao negativos. Observamos ainda uma relagdo entre os valores de EV PI e

VSS com a variacao do rendimento da plantagao, pois, analisando maiores variagoes no
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rendimento, obtivemos maiores resultados de EV PI e VSS. O EV PI indica quanto o
fazendeiro poderia aumentar seu lucro se ele tivesse a sua disposi¢ao informagoes precisas
sobre o clima e rendimento futuro da colheita. Assim, ele poderia investir um percentual
desse valor para conseguir a informacao perfeita, quando possivel. O V.SS corresponde
a perda por ignorar a incerteza e resolver o problema FEV, mais simples por fixar as

variaveis de primeiro estagio, e otimizar apenas as variaveis de segundo estagio.

2.4 Problema de Recurso com Variavel Aleatéria Continua

Com o objetivo de resolver o Problema do Fazendeiro usando uma distribuicao
de probabilidade continua, assumiremos as seguintes hipé6teses: 1) As culturas possuem
distribui¢oes independentes; 2) Cada cultura possui distribuigdo uniforme no intervalo
[l;,u;]; 3) O rendimento da colheita varia de —20% a 20%. Desse modo, o valor esperado

sera calculado por:
3 3
Qx) = . EeQ(w1, &) = D Qulxn). (2.61)
k=1 k=1

Assim, o problema de segundo estagio pode ser dividido em trés problemas independentes.

Descreveremos cada um deles abaixo,

Q1(z1,&) = Minimize 238y;(§) — 170w, (§)
Sujeito a  r1(§)z1 + y1(§) — w1 (&) = 200 (2.62)
[y1(£),w1(£)] = 0.

A solugao de Q1 (x1,&) ¢ y1(§) = max{0, —r1(&)x, + 200}, que corresponde a quantidade de
trigo comprada para alimentar o gado, se for necessario; e wy (&) = max{0, r;(§)x; — 200}
é a quantidade de trigo vendida, caso a colheita supere a demanda. Assim, o valor do

problema de segundo estégio Q;(x1,&) é
Q1(z1, &) = Minimize 238 max{0, —r1(§)xy + 200} — 170 max{0, r;(§)x; — 200}. (2.63)
De acordo com a distribui¢cao uniforme, teremos:

) = 1/(u—1), serell,ul (2.64)

0, caso contrario.

Logo, como 11 () € [2, 3], isso implica que 2 < 200/z; < 3 e 200/3 < 27 < 100. Assim,

Qi(xy) = JZOO/M 238(—rxy + 200) f(r)dr — JS 170(rzy — 200) f(r)dr (2.65)

2 200/z1

Qi(z1) = 1190 =201)° _ 5(200 = 3m)7

T T

(2.66)
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Quando (&) ¢ [l1, u;], usaremos r;(§) = (I; + w;)/2. Entao, para x; < 200/3, obteremos
() =25e
Q. (21) = 5952, + A7600. (2.67)

Analogamente, para 100 < 1, teremos:
Q1 (w1) = —4252;1 + 34000. (2.68)
Reunindo as informagdes de Q; (1), obteremos:

—595z; + 47600, z; < 200/3;
(200 — 221) (200 — 3,)*
Ty Ty

— 425z, + 34000, 100 < 1.

Qi(x1) =< 119 , 200/3 < z; < 100; (2.69)

Discutiremos agora o problema de segundo estagio Qo(x2, ), definido por

Q2(2,&) = Minimize 210ys(§) — 150wy (§)
Sujeito a  72(§)xs + Y2 (&) — wo(§) = 240 (2.70)

[y2(£), w2(§)] = 0,

cuja solugdo é yo(&) = max{0, —r1(&)za + 240} e wy (&) = max{0,r2(&)xe — 240}. O valor
do problema de segundo estagio Qz(x2,&) é

Q2(22,&) = Minimize 210 max{0, —r(&)xg + 240} — 150 max{0, ro(§)zs — 240}. (2.71)

Como 15(§) € [2,4;3,6], isso implica que 2,4 < 240/x5 < 3,6 e 200/3 < x5 < 100. Ao

proceder de forma andloga ao que fizemos com Q;(x1), obteremos:

—630z5 + 50400, x5 < 200/3;

240 — 2.475)? 240 — 3. 2
X9 T2

—450x9 + 36000, 100 < 5.

Qo) = { 875 , 200/3 < x5 < 100; (2.72)

O problema de segundo estagio Q3(x3, &) é definido por

Qs(x3,&) = Minimize —36ws;(§) — 10w4(&)
Sujeito a  —r3(§)xs + ws3(§) + wy(€) <0
ws(€) < 6000
[ws(£), wa(€)] = 0.

A solugao deste problema é w3(€) = min{6000, r3(§)zs} e wy(€) = max{0, r3(&)xs — 6000}.

Assim, o valor do problema de segundo estagio Q3(x3,€) é

(2.73)

Qs(x3,&) = Minimize — 36 min{6000, r3({)xs} — 10 max{0, r3({)xs — 6000}.  (2.74)
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Sabendo que r3(§) € [16,24], isso implica que 16 < 6000/z3 < 24 e 250 < z3 < 375. Ao

proceder de forma andloga ao caso de Q;(x;), obteremos a fungdo Qsz(x3):

—720x3, 3 < 250;

(6000 — 24x3)*
8xs

—200x3 — 156000, 375 < x3.

Qs(x3) = { —720x3 + 13 , 250 < 23 < 375; (2.75)

Agora podemos reescrever o problema de recurso, como:

Minimize f((l], Y, U}) = 1501’1 + 2301’2 + 2601‘3 + Ql(l'l) + QQ(JIQ) + Qg(l’g)
Sujeito a x; + z9 + 23 < 500 (2.76)

(1,9, 23) = 0.

Aplicando as condigoes de otimalidade KK'T, teremos:

p
$1+$2+JZ3<500

5Qi($z’)
(a.Ti

<@ [ci ;0L | )\] ~0 (2.77)

&Ui
)\(l‘l + X9 + X3 — 500) =0

(220, =123,

c; + +)\>0

Resolvemos o sistema nao linear (2.77) usando o método da substitui¢ao, obtendo a
solucao x1 = 135,83, x5 = 85,07 e x3 = 279, 10, que correspondem, respectivamente, as
areas destinadas ao plantio de trigo, milho e beterraba. O valor da funcao objetivo é de
$ 111.237, 40.

2.5 Problema de Recurso com uma Distribuicao de Probabilidade

Aproximada

Na secao anterior, mostramos um exemplo em que conseguimos expressar o valor
esperado do problema de segundo estagio, Q(z), como uma funcao continua e diferenciavel
por partes. Contudo, nem sempre é possivel obter uma representagao funcional para
Q(z). Desse modo, procedimentos numéricos ou graficos podem ser usados para se obter
informagoes sobre a distribuicao de probabilidade, e a Analise Matematica é usada para
validar as aproximacoes e, quando possivel, melhorar sua eficiéncia (WETS, 1996). As
aproximacoes mais frequentes em Programacao Estocastica consistem em encontrar um
conjunto discreto com baixa cardinalidade de realizagoes (BIRGE; LOUVEAUX, 2011).
Apresentaremos nesta se¢ao uma proposta de aproximacao de distribui¢ao probabilidade

com base na motivagado geométrica e soma de Riemann.
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2.5.1 Soma de Riemann

Seja f uma fungao continua, f : [a,b] — R. Uma particdo do intervalo
[a,b] é um subconjunto finito P < [a,b], com a e b contidos em P. Dada uma partigao
P = {tg,t1,1s,...,t,}, estabelecemos que a =ty < t; <ty < ... <t, =b. Sejam m; e M,,

respectivamente, o minimo e o méximo de f no intervalo [t;_y,¢;] (LIMA, 2009).

Definimos a soma inferior de f em relacao a particao P por:
s(f.P) =Y miti — tinq). (2.78)
i=1

A ideia geométrica da soma inferior é apresentada na Figura 1.

Figura 1 — Soma inferior.

Fonte: do autor.

Na Figura 1, observamos que a area de cada retangulo, de base t; —t;_; e altura
m;, € menor ou igual que a area abaixo da funcao f no intervalo [t;_1,t;].
Analogamente, a soma superior de f em relagdo a particao P é definida por:

n

S(f.P) = Z M;(t;i — tia). (2.79)

=1

Na Figura 2, apresentamos a ideia geométrica da soma superior.
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Figura 2 — Soma superior.

Y

Fonte: do autor.

Na Figura 2, observamos que a area de cada retangulo, de base t; —t;_; e altura

M;, é maior ou igual que a area abaixo da fungao f no intervalo [t;_1,t;].

A norma de uma particao é definida por |P| = max{|t;, —t;_1]; i =1,...,n}, e
uma partigao pontilhada de P, denotada por P*, corresponde a escolhermos um ponto ¢}
em cada intervalo [¢;_1, ;] cuja imagem f(¢]) definird a altura do retdngulo neste intervalo.

Assim, definimos a soma de Riemann por:
Sr(f, P*) = Z fFE) i —tiza). (2.80)
i=1

A ideia geométrica da soma de Riemann é apresentada na Figura 3.
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Figura 3 — Soma de Riemann.

Y

Fonte: do autor.

Na Figura 2, observamos que em cada intervalo [t;_1,t;], m; < f(t7) < M;.

Portanto, como consequéncia da soma inferior, da superior e de Riemann, teremos:

para toda particao P.

Por fim, a drea da regiao limitada pela funcao f, r =a,x > 0ex =béo

numero real I,

I= lim R - o). (2.82)

|[P*|—0

quando existir o limite da equagao (2.82).

2.5.2 Teste de Shapiro-Wilk

A distribuicao normal esté presente em procedimentos estatisticos, como: teste—
t, analises de regressao linear, discriminante e variancia. Para verificar se uma variavel
aleatéria independente provém de uma populagao com distribui¢ao normal, é comum utilizar
métodos graficos, numéricos ou testes de normalidade. Dentre os testes de normalidade de
Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors e Anderson-Darling, o teste de Shapiro-Wilk
é o mais eficiente teste de normalidade (RAZALI; WAH, 2011). A estatistica W é obtida,
pela divisao do quadrado de uma combinagao linear da amostra estatistica ordenada pela
estimativa simétrica da varidncia da amostra (SHAPTRO; WILK, 1965). Desse modo, a
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estatistica W é um teste de hipdtese, cuja hipdétese nula, Hy, considera que a amostra
provém de uma distribuicao normal, e a hipotese alternativa, H;, corresponde ao caso

contrario.

Dada uma amostra aleatéria de tamanho n, digamos X = {x1,za, 23, ..., Ty},
entdo o teste de Shapiro-Wilk (SHAPIRO; WILK, 1965) serd definido da seguinte forma:

1. Defina o nivel de significancia «;
2. Ordene as observagdes obtendo uma amostra Y = {y1, Y2, Y3, - - -, Yn};

3. Calcule a soma dos quadrados dos desvios em relagao a média 7;

4. Quando n é par, ou seja, n = 2k, calcule
k
b= Z An—i+1(Yn—it1 — ¥i),
i=1
onde os valores de a,,_;;1 sao dados na Tabela 34 (Anexo A);

5. Quando n é impar, entao ag.; = 0. Assim, o calculo de b é dado por

b=an(Yn— 1)+ ...+ apr2(Yks2 — Ui,

nesta expressao, o valor de yx,1, que é a mediana da amostra, nao é considerado;
6. Calcule a estatistica do teste de Shapiro-Wilk;

b2

Wozﬁ-

7. Se W, > W, ,, entdo nao se rejeita a hipétese Hy. Do contrario, rejeita-se a hipétese
Hy.

Os valores de W, ,, sdo dados na Tabela 36 (Anexo A). Para realizar o teste de Shapiro-Wilk,
usaremos o software (R Core Team, 2020), o qual calcula W, e o p — valor associado ao
teste de hipoteses. O p —valor é a probabilidade de ocorrer um valor extremo ao observado
supondo que Hj é verdadeira. Assim, dado que p — valor baixo é evidéncia contra Hy,
entao, para concluirmos se uma dada variavel aleatéria provém de uma populacao com

distribuicao normal, verificaremos duas condigoes: W, > W, ,, e p — valor > a.
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2.5.3 Distribuicao de Probabilidade Aproximada

Seja f uma funcao densidade de probabilidade, f : R — R, e X uma variavel

aleatéria continua. Entao,

1. f(t) =0, VteR;

2. Pla< X <b) = fbf(t)dt
o) = [ sioin =

Definicao 2.17. Seja P uma restricio da distribuicio de probabilidade P ao intervalo
[a,b], ou seja, f : [a,b] — R, tal que Pty < X <t;)) = Pt < X <t;) +e A

constante € representa a n-ésima parcela do erro, definida por € = [1 — P(a < X < b)]/n.

Observamos da definicio que P(a < X < b) = 1. Se definirmos p; = P(t;_; < X < t;)
como a probabilidade de ocorréncia do intervalo [t;_1,t;], entdo, p; = p; + €. Assim,

os vetores p e P possuem uma relagdo linear positiva perfeita, ou seja, Corr(p,p) = 1
(RUPPERT; MATTESON;, 2015).

Proposicao 2.18. Sejam F' a funcdo distribuicdo da varidvel aleatoria X, tal que X €

[a,b], e P uma parti¢io de [a,b] com n pontos. Se E[¢(tmin)] = Ztimmﬁ e E¢(tmaz)] =

i=1
n

2 timaaPis ent@o E[¢(tmin)] < B[S(X)] < E[d(tmar)]-

i=1

Demonstracao: Por hipdtese, o intervalo [a, b] é o suporte da varidvel aleatéria
X, entao, o € da defini¢do anterior ¢ igual a zero e p; = p;. Assim, pela definicdo do valor
esperado, teremos:

n

E[¢p(X)] = f tdF(t Z Jt tdF (t Eimin L t AF(t) = Y timmpi-  (2.83)

i—1
Analogamente, mostra-se a outra desigualdade. Desse modo, o valor esperado E[¢(X)] é
limitado inferiormente por E[¢(tn)] € superiormente por E[¢(tmaz)]. [
2.5.3.1 Desigualdade de Jensen

Seja X uma varidvel aleatoria integravel, tal que X € (a,b) < R, com fungao
distribui¢ao F' e média finita pg. Supondo que ¢(X) : (a,b) — R seja uma fungao convexa

e integravel, entao a desigualdade de Jensen sera dada por

b
¢m@<fmwww=Ewan (2.84)
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Desse modo, ¢(jp) é um limite inferior para o valor esperado de ¢(X). Além disso, é
possivel melhorar esta aproximagao do E[¢(X)] por uma combinagiao deste limite inferior,
obtido pela desigualdade de Jensen, aplicada na decomposicao do intervalo inicial em
(a, po] e [po,b) (HUANG; ZIEMBA; BEN-TAL, 1977). Sejam ¢11, ¢12, pt11 € p12 definidos

abaixo:

10
C11 = f dF(t) > O, (285)
cia=1—1c11 > O, (286)
1 [~
M1 = — tdF(t); (2.87)
C11
1 b
€12 Jpo

Assim, definindo ¢(pg) = Jy, obteremos a seguinte desigualdade:

Jo < Ji = cuio(pn) + ceé(p2) < Elo(t)]. (2.89)
O Teorema 2.19 corresponde a uma generalizacao da desigualdade de Jensen.

Teorema 2.19. Dada uma particio P do intervalo (a,b), onde a =ty < --- < t, = b.
t;

Seja J" = 2 a;@(B;) o limite inferior generalizado de Jensen, onde o; = J dF(t) > 0,

i=1 ti—1

ti

e B =q; lf tdF'(t), i =1,--- ,n. Entdo, assumindo que a partigio com k + 1 pontos
ti—1

seja um refinamento da mesma particio com k pontos, com k =1,--- ,n—1, obteremos

Jo=J' <--- < J"< E[¢(t)] (HUANG; ZIEMBA; BEN-TAL, 1977).

2.5.3.2 Desigualdade de Edmundson-Madansky

A motivagdo geométrica da desigualdade de Edmundson-Madansky (E-M) é
obtida pelo segmento de reta M unindo os pontos extremos do intervalo [a, b], pois se ¢ é
convexa em X, X € [a,b], entao ¢(t) < M (t) para todo t € [a,b]. Seja o = E(X), entao
My é definido por:

wy = O gy B0 =9 4> s(x)). (2.90)

Assim, M, é um limite superior para o valor esperado de ¢. E possivel melhorar este
limite superior aplicando a desigualdade de E-M sobre uma parti¢do do intervalo [a,b]. O

Teorema 2.20 corresponde a uma generaliza¢ao da desigualdade (2.90).
Teorema 2.20. Sejam P wma parti¢io arbitrdaria de [a,b] e M" = Zézqﬁ o limite

superior generalizado de E-M, onde 0; = ai[(ﬁi—ti,l)/(ti—ti,l)]—I—Ozl-ﬂ[( i1 — Biv1)/(tix1—
ti t;

t)], i = 0,1,--- ,n, aiEJ dF(t) > 0, @Eai_lf tdF(t), 1 = 1,--- ,n, ap =
ti_1 ti—1
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any1 = 0. Entdo, assumindo que a particio com k+1 pontos seja um refinamento da mesma
particio com k pontos, comk = 1,--- ,n—1, obteremos My =M > --- > M" > E[¢(X)]
(HUANG; ZIEMBA; BEN-TAL, 1977).

O Teorema 2.21 retine os limites inferior e superior, respectivamente, de Jensen

e Edmundson-Madansky, a fim de obter um resultado de convergéncia.

Teorema 2.21. Sejam ¢ uma fungio convexa continua em [a,b] e E(X) finita. Entao,
E[¢p(X)] é finito e J* — E[¢p(X)] « M". Assumindo que cada subintervalo torna-se
arbitrariamente pequeno quando n tende ao infinito (HUANG; ZIEMBA; BEN-TAL,
1977).

O limite superior de Edmundson-Madansky e suas generaliza¢Ges ndo podem ser
usados quando existem varias variaveis aleatorias dependentes. Por outro lado, quando as
variaveis aleatorias sao independentes, é possivel, sim, e apresentaremos a seguir expressoes
para J" e M" propostas por (HUANG; ZIEMBA; BEN-TAL, 1977).

Sejam X1,---,X,, as varidveis aleatérias independentes, onde cada X esta

distribuida sobre o intervalo [ay, bx] com funcao distribuicio Fy e média finita p. Seja P*

)

tk
uma particio de [ag, by, tal que ay = tg <t; < -+ <tp,_1 <tn, = b, aF = f dFy(t) >
¢

k
i—1
th

0, ij = (1/(%?)] Z tdFk(t)’ L=1,-- ng, 55 = af[(ﬁf - tf—l)/(tf - t?—l)] + a§+1[<t§+1 -

6
)/ (t = )], i = 0,1, 0", onde af = ay, 4, = 0. Supondo que (X7, , Xon)
m
seja convexa limitada sobre H[ak, br], entao
k=1

Z Zm] (ﬁa’“) OB B < E[o(Xi,--, Xim)]

=1l im=l . (2.91)
H(S%kk> ¢(ti11’ Y ’thL)‘
k=1

2.5.3.3 Aplicacdo: Problema do Fazendeiro.

Retornando ao problema do Fazendeiro, discutiremos duas situagoes: 1) As trés
culturas possuem o mesmo rendimento a cada ano, ou seja, teremos uma Unica variavel
aleatéria continua; 2) As trés culturas possuem rendimentos independentes, entao, teremos

trés variaveis aleatérias continuas.
1) Uma tinica variavel aleatéria continua.

Suponhamos que o Fazendeiro possua o histérico de rendimento anual dos
ultimos trinta anos da sua plantagdo. Os dados da Tabela 2 foram criados apenas para

validar o algoritmo.



Capitulo 2. Programag¢io Estocdstica de Dois FEstdagios com Recurso Fizo 62

Tabela 2 — Percentual de rendimento anual da plantacao.

1,0824 | 0,8000 | 0,9108 | 0,8185 | 0,8389 | 1,1294

1,0779 | 0,9268 | 1,1801 | 0,8138 | 0,9755 | 0,9526

1,1062 | 1,1181 | 0,8747 | 0,9959 | 0,9782 | 1,0585

1,0837 | 1,1019 | 0,9104 | 1,0719 | 1,0620 | 0,9360

1,1376 | 0,9993 | 1,2000 | 0,9362 | 1,0341 | 0,8895
Fonte: do autor.

Seja X a amostra do percentual de rendimento anual. Aplicando o teste de
Shapiro-Wilk em X, obtemos:

W, =0,96332 e p—wvalor = 37,55%. (2.92)

Definindo o nivel de significancia o = 5% e como n = 30, o valor de referéncia do teste
de Shapiro-Wilk é Wiy 50 = 0,927. Logo, verificamos que W, > Wiy 30 € p — valor > 5%.
Portanto, nao rejeitaremos a hipétese nula de que a amostra X provém de uma populagao
com distribuicdo normal. Assim, considerando a distribuicdo normal P, construiremos a
distribuicdo aproximada P. Logo, o problema de recurso pode ser reescrito da seguinte
maneira

N

Minimize 'z + 2 Piat yi
i=1

Sujeito a Az =b (2.93)
Tix + Wy, =h
(x,y;) =0,i=1,..., N,

tal que ¢ = (150,230, 260,0)", ¢ = (238,210, —170, —150, —36, —10,0,0,0,0)", b = 500,
h = (200,240,0,6000)", p, = pi + ¢, i€ [ti, i), A=[1 1 1 1],

250 0 0
03 0 0
T, =1r , 2.94
TR 0 0 =20 0 (2.54)
00 0 0
10 -1 0 00110 00
01 0 -100 0 —10 0
W — (2.95)
000 0 11 0 0 10
00 0 0 10 0 0 01

Assim, a matriz de restrigoes A possui 14+4N linhas e 4410/ colunas, onde N corresponde
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ao numero de pontos da particio P ou ntimero de cendrios,

4 0 0 o0 0 ]
T, W 0 0 0
n 0 W 0 0
A, = oo 0w 0 (2.96)
C 0 0 0 0
| T 0 0 0 0 W |

Apresentaremos na Tabela 3 os resultados obtidos em 100 experimentos do problema
de recurso, com r; escolhido aleatoriamente. Destacaremos na tabela os valores maximo,
minimo, médio e percentual da desigualdade valida, para cada nimero de pontos da

particao.

Tabela 3 — Problema de Recurso (2.93), valor objetivo étimo com rendimento aleatério
em cada intervalo da particao.

N 3 5 10 20 30 40 50
max(RP) | -0,9673 | -1,0423 | -1,0892 | -1,1101 | -1,1154 | -1,1198 | -1,1197
mean(RP) | -1,1197 | -1,1172 | -1,1253 | -1,1230 | -1,1231 | -1,1231 | -1,1229
min(RP) | -1,2767 | -1,1946 | -1,1468 | -1,1340 | -1,1285 | -1,1269 | -1,1255

DV 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
* Os valores de max(RP), mean(RP) e min(RP) sio todos da ordem de 10°,
Fonte: do autor.

Na Tabela 3, o percentual DV corresponde a verificacao da desigualdade
estocédstica WS < RP < EEV. Observamos que o percentual DV atingiu 100% de sucesso

em todos os numeros de cenarios considerados.

Agora, testaremos valores fixos para o rendimento, como: rmin; = t;_ 1,
rmean; = (t;_1 + t;)/2 e rmax; = t;, para i = 1,--- | N. A solugdo M corresponde a
uma aproximacao do limite superior de Edmundson-Madansky. Denotaremos RP,,can
por RP, sendo essa a nossa proposta de solucao para o problema de recurso, motivada
pela soma de Riemann. Essa solucao pode ser considerada uma aproximacao do limite
inferior de Jensen. As comparagoes dos resultados da literatura com a nossa proposta

foram obtidas considerando

t;
%zf(ﬁ@wm, (2.97)
ti—1

t;
Bi = a;lj tdF (t) ~ E(r;) = rmean,. (2.98)
ti—1
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Figura 4 — Problema de Recurso (2.93), convergéncia das solu¢bes RPmin, M, RP e

RPmaz.
-1,0550 -
-1,0750 \
-1,0950 ==@==RPmin
-1,1150 __L\ == M
Al - - - - - -- -
- L ) - - | _ g o'r RP

-1,1350

=>é=RPmax
-1,1550 /
-1,1750

-1,1950

* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Figura 4, apresentamos o comportamento das opg¢oes de solucao do problema
de recurso em funcao do ntimero de cenarios. Observamos que as solugoes RPmin e
RPmax se comportaram como limites superior e inferior, respectivamente. A diferenca
RP,;, — RP,,.; diminui a medida em que N aumenta. Esta caracteristica é coerente com
a ideia da soma de Riemann usada na construcao da aproximacao da distribuicao de
probabilidade, p. Esperavamos que a solucao M fosse decrescente em funcao de N, de
acordo com os resultados tedricos, e que M > RP para todo N, mas falhou a partir de
N > 20. Acreditamos que essas falhas sejam decorrentes das aproximagoes realizadas nas
equagdes (2.97) e (2.98). Contudo, o nosso interesse é analisar a convergéncia de cada
uma das solugoes propostas em funcao do nimero de cenarios. Assim, constatamos que
as solucoes RP e M apresentaram os melhores resultados de convergéncia, ou seja, se
aproximaram da convergéncia com os menores nimeros de cenarios. Além disso, destacamos
a solucao RP que convergiu usando o menor nimero de cenario. Portanto, a solucao RP

foi escolhida como a solucao do problema de recurso.

A Tabela 4 apresenta o tempo de CPU e o nimero de iteragoes obtidos por

RP e M, na resolucao do problema de recurso, para cada nimero de cenario escolhido.
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Tabela 4 — Problema de Recurso (2.93), tempo de CPU e ntimero de iteragoes das solugoes

RP e M.

N 10 20 30 40 60 80 100
Ty (s) | 0,0199 | 0,0324 | 0,0493 | 0,0667 | 0,0879 | 0,1201 | 0,1540
Ky 13 13 14 15 14 15 15
Trp(s) | 0,0791 | 0,0880 | 0,1039 | 0,1163 | 0,1361 | 0,1679 | 0,2061
Kgp 13 12 13 13 14 14 14

Fonte: do autor.

Na Tabela 4, destacamos o tempo de CPU, menos de um segundo. Podemos
atribuir essa caracteristica ao fato de este problema possuir pequenas dimensoes. Observa-
mos, também, que o tempo de resolu¢ao aumentou de acordo com o nimero de cenarios.
Com relagdo ao nimero de iteragdes, ndo percebemos nenhuma relacdo com o nimero de

cenarios, pois a variacao foi pequena e, em geral, realizou menos de dezesseis iteragoes.

Tabela 5 — Problema de Recurso (2.93), Valor Esperado da Informagao Perfeita e Valor
da Solugao Estocastica.

N 10 20 30 40 60 80 100
EEV | -1,1143 | -1,1149 | -1,1151 | -1,1151 | -1,1151 | -1,1151 | -1,1151
RP | -1,1227 | -1,1229 | -1,1229 | -1,1229 | -1,1228 | -1,1228 | -1,1228
WS | -1,1748 | -1,1750 | -1,1750 | -1,1749 | -1,1750 | -1,1750 | -1,1750
EVPI | 0,0521 | 0,0521 | 0,0521 | 0,0521 | 0,0521 | 0,0521 | 0,0521
VSS | 0,0084 | 0,0080 | 0,0078 | 0,0078 | 0,0077 | 0,0077 | 0,0077

* Os valores desta tabela sdo todos da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Tabela 5, O EV PI = 5210, 00 $ representa o valor méximo que o fazendeiro
investiria para obter informacoes sobre a previsao do tempo ou o rendimento de sua
plantacao. Por outro lado, na auséncia de informagoes sobre o futuro, o valor da solucao
estocastica, V.SS = 770,00 $, indica o quanto ele poderd perder ao desconsiderar a

incerteza presente no rendimento de sua plantacao.
2) Trés variaveis aleatérias continuas independentes.

Suponhamos que a amostra X apresentada acima corresponda ao rendimento
do trigo nos tultimos trinta anos. Analogamente, a fim de validar o algoritmo, criamos as
Tabelas 6 e 7 para representar as amostras Y e Z, que corresponderao aos rendimentos do

milho e beterraba, respectivamente.
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Tabela 6 — Percentual de rendimento anual do milho.

1,2536 | 0,7191 | 0,8662 | 0,7277 | 0,8493 | 0,7583

1,1941 | 1,1169 | 0,8903 | 1,2701 | 0,7207 | 0,9632

0,9289 | 1,1593 | 1,2771 | 0,8121 | 0,9939 | 0,9674

1,0878 | 1,1256 | 1,1528 | 0,8656 | 1,1078 | 1,0931

0,7976 | 0,7714 | 1,2990 | 1,2758 | 0,9042 | 1,0512
Fonte: do autor

Tabela 7 — Percentual de rendimento anual da beterraba.

1,0114 | 1,0581 | 0,9796 | 1,0169 | 1,0604 | 1,0401

1,0195 | 0,9853 | 0,9704 | 1,0518 | 0,9506 | 0,9243

1,0191 | 0,9467 | 0,9793 | 1,0248 | 0,9903 | 0,9394

0,9981 | 1,0034 | 1,0122 | 0,9676 | 0,9126 | 0,9343

1,0370 | 1,0429 | 1,0421 | 0,9808 | 1,0494 | 1,0517
Fonte: do autor

Ao aplicar o teste de Shapiro-Wilk nas amostras Y e Z, obtemos:

Wy = 0,93637 e p, —valor = 7,27%; (2.99)

W,, =0,94899 e p, —valor = 15,88%. (2.100)

Definido o nivel de significAncia o« = 5% e n = 30, obteremos o valor de referéncia do teste
de Shapiro-Wilk W30 = 0,927. Assim, verificamos que W,, > Wsy.30 € p, — valor > 5%,
entao, pelo teste de Shapiro-Wilk, concluimos que a amostra Y provém de uma distribuicao
normal. De forma semelhante, concluimos que a amostra Z também provém de uma
distribuicao normal. Desse modo, as variaveis independentes X, Y e Z corresponderao
as coordenadas x1, xs e xg, respectivamente, do problema de recurso (2.93). Assim, o

problema de recurso com as trés variaveis aleatorias continuas é dado por

N
Minimize 'z + Z T?iq;‘:yi
i=1

Sujeito a Az =b (2.101)
Tix + Wy, = h
(x,y;) =0,i=1,....,N.

A diferencga, nesse caso, é o aumento na dimensao do problema, pois sendo as variaveis X,
Y e Z independentes, o problema de recurso (2.101) considera todas as possibilidades, ou

seja, N = N, N,N_; tal que N, N, e N, correspondem ao niimero de cendrios considerados
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em cada variavel aleatoria. Consequentemente, a matriz T} serd dada por

25r 0 0 0
0 3 0 0
T, = "k (2.102)
0 0 —20ry O

0 0 0 0

Desse modo, a dimensdo da matriz de restrigoes é A (1 + 4N, 4 + 10N). Decidimos
considerar o mesmo nimero de cenarios em cada variavel aleatéria. Assim, a dimensao da

matriz de restricdes serd A (1 +4N2, 4 + 10N?).

Na Tabela 8, apresentamos o tempo de CPU e o ntimero de iteragoes obtidos
na resolugdo do problema de recurso (2.101) usando os Métodos de Pontos Interiores:

Seguidor de Caminhos e Preditor-Corretor.

Tabela 8 — Problema de Recurso (2.101), Seguidor de Caminhos versus Preditor-Corretor.

N 103 | 203 30° 40° 60° 80° 1003
Tsc(s) | 3,44 | 45,23 | 307,97 | 813,09 | 5337,90 | 17804,00 —
Kso | 29 | 48 103 109 225 308 —
Tpo(s) | 4,43 | 56,92 | 179,43 | 433,68 | 2163,70 | 6929,70 | 23305,00
Kpo | 22 36 33 25 35 31 44

Fonte: do autor.

Analisando a Tabela 8, percebemos que o Método Seguidor de Caminhos foi
mais rapido nos problemas menores, com N = 10 e N = 20°. No entanto, com N = 100,
este método atingiu o limite maximo de iteracoes, K., = 400, e nao convergiu. Por
outro lado, o Método Preditor-Corretor apresentou melhor desempenho nos problemas
maiores, convergindo em menos de 60% do tempo do Método Seguidor de Caminhos. Uma
vez que o Método Preditor-Corretor convergiu em todos os casos testados, e na maiorias
das instancias convergiu mais rapido, usaremos este método para obtermos as solugoes
RPmin, M, RP e RPmazx.
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Figura 5 — Problema de Recurso (2.101), convergéncia das solugoes RPmin, M, RP e

RPmazx.
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* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Figura 5, notamos o comportamento de limite superior das solu¢oes RPmin
e M, e limite inferior da solucdo RPmax. Destacamos a solugdo RP que convergiu com
o menor nimero de cenarios. Usaremos esta solugao como referéncia para calcularmos o

EVPI eVSS.

Tabela 9 — Problema de Recurso (2.101), Valor Esperado da Informagcao Perfeita e Valor
da Solucao Estocastica.

N 107 20° 30° 40° 60° 80° 100°
EEV | -1,0981 | -1,0084 | -1,0084 | -1,0984 | -1,0984 | -1,0984 | -1,0984
RP | -1,0997 | -1,0997 | -1,0996 | -1,0996 | -1,0996 | -1,0996 | -1,0996
WS | -1,1308 | -1,1308 | -1,1308 | -1,1308 | -1,1308 | -1,1308 | -1,1308
EVPI | 0,0311 | 0,0311 | 0,0311 | 0,0312 | 0,0312 | 0,0312 | 0,0312
VSS | 0,0016 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012

* Os valores desta tabela sdo todos da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Podemos observar, na Tabela 9, que as solugoes atenderam a desigualdade

estocastica com sucesso para todos os cenarios considerados, e isso é comprovado pela
positividade de EV PI e V.SS. Nesse caso, o EVPI = 3120 $ e 0 VSS = 120 $. Estas
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informagdes podem ajudar o tomador de decisdo no momento de escolher um modelo que

considere a incerteza ou nao.

Os testes discutidos neste capitulo indicam que a aproximacao proposta para
a distribuicao de probabilidade atingiu bons resultados, pois satisfez a desigualdade
estocastica e a convergéncia da solucao. Dentre as opg¢oes para solucao estocastica: RPmin,
RPmaz, RP e M, as solugoes RPmin, RPmax e RP foram construidas a partir da ideia
de soma de Riemann, com uma escolha especifica do ponto em cada subintervalo da
particao. Em particular, percebemos que é possivel considerar a solugao RP como uma
aproximagcao do limite inferior de Jesen. Analogamente, a solugdo M é uma aproximacao do
limite superior de Edmundson-Madansky. As solucbes RP e M apresentaram os melhores
resultados de convergéncia em funcao do ntimero de cenarios. No entanto, a solucao
RP apresentou bons resultados considerando um baixo niimero de cenarios e, também,
convergiu com o menor numero de cenarios. Portanto, a solu¢ao RP foi a solugao escolhida

para o Problema de Recurso.
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2.5.4 Resumo do Método Seguidor de Caminhos para o Problema de Recurso

Pseudocddigo 4 — Método Seguidor de Caminhos para o Problema de Recurso
Entrada: (2°,1,2°v?) >0, (\°,a"), 7 <1,0€(0,1)

()

Saida: (z,y;, z,v;) > 0 e (A «;)

1 inicio
2 para k = 0,1,2,.. até convergir faga
\ i - 2 SO S (e A
i) Vi ni + Nno
4 rf=b— Az, r%:hi—Tix — Wyk
N
5 rs =c+AT)\k+ZTiTaf—zk; ko =pig + Whal —of
i=1
6 Tlg = ,u e1 — X" ZFey; 7’61 preq — YFVEe,
B X A O RS
i=1
8 3t = ZTTM [, + WVEYE (e = Vi) — X7k
i=1

o || = (DY AT AN e df = (D (AT 7
10 d4z (WV kYkWT) [ 7’22 + Tidy — W‘/z kY;k(réLz Y; TGz)]
11 ds, =V~ ky’f( Wrdy, + Y g — )
12 ds = X H(rk — Z*db); di, = YR (rk, — VEaE)

_ z* ;"
13 ozlngmin{—A; A:r; <O}; ozk szln{ A;Jz] Ayz’?<0}

= : z k - : Vi k
14 a¥ = 7min _Azf cAz7 <05 af = 7min Avif tAvi <0
15 af = min {1,af,af } ; af = min {1,0%,af }
16 A akdllc; i = yik n &kdk
17 MNFE = 2P kgl ot = ol + addi
18 = 2k pakdls oF T = of + oldl
19 fim

20 fim
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Capitulo 3

Problema de Fluxo de Poténcia

Otimo com Demanda Incerta

Fluxo de Poténcia Otimo (FPO) é um termo relacionado a uma classe de
problemas do sistema energético nos quais se deseja otimizar uma fungao objetivo sujeita
a um conjunto de restrigdes que representa limites operacionais e leis fisicas da rede
elétrica (MOMOH; EL-HAWARY; ADAPA, 1999). O FPO pode ser aplicado ao despacho
econodmico, a analise de confiabilidade de geragao e transmissao, a analise de seguranca, ao
planejamento de expansao da geracao e transmissao e a programacao da geragao de curto
prazo. Neste trabalho, usaremos um modelo de fluxo de redes para o Fluxo de Poténcia
Otimo CC, o qual tem apresentado resultados satisfatérios nas aplicacoes (OLIVEIRA;
SOARES; NEPOMUCENO, 2003). Contudo, as decisdes do setor energético dependem de
parametros incertos presentes nos planejamentos de curto e longo prazo; os dados incertos,
por sua vez, sao classificados como parametros técnicos e econémicos. Desse modo, a fim
de tratar essas incertezas, sugiram varios métodos de otimizacao, cuja principal diferenca
consiste na técnica escolhida para descrever a incerteza dos parametros de entrada. Esses
métodos sao classificados como abordagem probabilistica, possibilistica, probabilistica-
possibilistica, teoria de decisao da informacao do gap, otimizacao robusta e analise intervalar
(SOROUDI; AMRAEE, 2013). Diante desse contexto, pretendemos investigar a incerteza
da demanda, que é um parametro operacional, por meio de uma abordagem probabilistica.
Assim, propomos um modelo de programacao estocastica quadratica de dois estagios,
com recurso fixo, para o FPO com demanda incerta. Desse modo, serd obtida uma
aproximacao da funcao distribuicao por meio da andlise do histérico de consumo. Em
seguida, usaremos uma aproximacao discreta do valor esperado do problema de segundo
estagio para obter aproximacgoes do problema continuo, e analisar sua convergéncia. Os
métodos de pontos interiores, Seguidor de Caminhos e Preditor-Corretor, foram escolhidos

para resolucao desse problema por apresentar bons resultados quando aplicados a sistemas
de poténcia (OLIVEIRA; SOARES; NEPOMUCENO, 2003; QUINTANA; TORRES;
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MEDINA-PALOMO, 2000). Por fim, usaremos o parametro estocéstico, valor da solucao

estocéstica, para analisar a importancia de se considerar a incerteza da demanda no FPO.

3.1 Problema de Fluxo de Poténcia Otimo CC

O problema de fluxo de poténcia 6timo CC pode ser formulado por um modelo
de fluxo em redes cuja fungao objetivo resulta da soma de duas funcoes quadréticas
separaveis, uma func¢ao representa as perdas no sistema de transmissao, e outra funcao
corresponde aos custos de geragao das usinas termelétricas e hidrelétricas. No conjunto
de restrigoes, as leis de Kirchhoff dos nés e ramos, assim como os limites de geracao
e transmissdo, sdo considerados (CARVALHO; SOARES; OHISHI, 1988; OLIVEIRA;
SOARES; NEPOMUCENO, 2003). Assim, o FPO é dado por

Minimize g (p"Qp+clp) + %fTRf (3.1)
Sujeito a —Ep+ Af = -1 (3.2)
Xf=0 (3.3)

PSP Py (3.4)

fi<f<fu (3.5)

tal que B e «a sado escalares usados para especificar o objetivo da otimizagdao. A matriz
diagonal () € RY*Y e o vetor ¢, € RY representam os custos de geracao. A matriz diagonal
R € R™" corresponde a resisténcia das linhas de transmissdo. A matriz £ € R™*9 é
formada por colunas da matriz identidade, e cada coluna sua representa uma barra de

geracdo. As matrizes A € R™*" ¢ X e Rv-mHxn

correspondem a incidéncia e a reatancia
da rede de transmissao, respectivamente. O vetor [ € R™ denota a demanda de poténcia
ativa. Os vetores p, p; e p,, de RY, representam a geracao de poténcia ativa e seus limites
inferior e superior, respectivamente. Analogamente, os vetores f, f; e f,, de R", estao

relacionadas ao fluxo de poténcia ativa.
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3.1.1 Mudanca de Variaveis

A fim de reescrever o problema de FPO na forma padrao, definimos x = f — f;

e g=p—p. Assim,

Flp,f) = g (p"Qp + clp) + %fTRf
= g [(9+p)" Qg +m) +cl(g+p)] + %(x + )" R(z + f1)
= 5 [gTQg + (2Qp + cq)Tg] + % [xTRx + (2Rfl)Ta:] + (3.6)
+§ (P Qo+ i pi) + %sz Rf,
= g (gTQg + CTITQ) + %(:L’TRJU +cla) +k
= Flg,x) +k,
desde que ¢; = 2Qp; + ¢4, ¢ = 2Rfi e k = g ( FQp; + c:‘lppl) + %flTRfl. Além disso,

juntando as equagoes (3.2) e (3.2), obteremos

[_0E1p+[§]f:[_()l]- 3.7

_ E A —
Definindo F = [ 7 ], sendo Z € R"H1=™)X9 yma matriz nula, B = [ % ] eb= [ ],

z

(n+1-—m)

onde z € R ¢ um vetor nulo, entao a equagao (3.7) pode ser reescrita como

—Ep+ Bf =b. (3.8)

Realizando as mudangas de varidveis, teremos

—E(g+p) +B(x+ fi)=b (3.9)
—Eg +Brx=0b+ Epl — Bfl (310)
—FEg+ Bx =1, (3.11)

tal que b = b+ Ep, — Bf;. A matriz B € R®"*Y*" ¢ préxima de uma matriz quadrada.
Desse modo, a fim de obter uma matriz B invertivel e, assim, melhorar as propriedades da,
equacio (3.11) realizaremos algumas mudancas de varidveis adicionais, como: R = [R; 0],

& = [c;0], Ty = [24;0] e B = [B e,:1], sendo e, 1 um vetor candnico. Assim,

Minimize g (9"Qg+71"g) + % (z'Rz+o'7) + k

Sujeitoa —Fg+ BT =1b
g+v=g, (3.12)
THu=T7,

(9,7,v,u) = 0.

Por simplicidade, eliminaremos as barras sobre as variaveis ao longo do texto.
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3.2 Problema Quadratico Estocastico de Dois Estagios com Re-

curso Fixo para o FPO

Nesse modelo, consideramos a geracao das hidrelétricas como varidveis de
primeiro estagio, gi, enquanto a geracao das termelétricas, go;, e o fluxo de transmissao,
xj, sao variaveis de segundo estagio. O vetor de probabilidade serd denotado por a; =
(ay,a9,as3, -+ ,ay), tal que N corresponde ao niimero de cendrios. A fim de evitar confusao
com a definicdo do problema de segundo estagio, substituiremos a matriz diagonal @) e o
vetor ¢4, que representam os custos de geragao das hidrelétrica e termelétricas, por M e
Cm, Tespectivamente. A matriz E relacionada as barras de geracgdo sera substituida por F,
porque na definicdo do problema de recurso a letra E presenta o operador valor esperado.
Além disso, com o objetivo de diferenciar as variaveis de primeiro e de segundo estagio
usaremos os indices 1 e 2 nas matrizes, nos vetores e nas variaveis. De modo que, o indice

1 sera associado as informacgoes das hidrelétricas, e o indice 2 as termelétricas.

Definicao 3.1. Um problema quadrdtico estocdstico de dois estdgios com recurso fixo para

o fluxo de poténcia otimo € apresentado abaizo,

min 521 (91 Migr + cl,ugn) + EeQ(g1,€)
S5.a g1+vU1 =G (3.13)
(g1,v1) =0,
tal que o problema de sequndo estagio é dado por:
Q(g1,§) = min {522 [gQ(w)TMzgg(w) + cgmgg(w)] + % [x(w)TR:c(w) + cf(w)]}
s.a —Fig1 — Fyge(w) + Br(w) = b(w)
92(w) + v2(W) = gou
r(w) + u(w) =z,
[92(w), 2(w), v2(w), u(w)] = 0.
(3.14)

Denotaremos este problema como fluxo de poténcia 6timo com demanda incerta

ou problema de recurso. O problema (3.13) pode ser escrito como:

e} N Ba
Y (91 Migy + ¢f,,01) + Z ARy (925 Ma92; + Cm;) +
=1
a
+3 (2] Rx; + cij)]
s.a  —Figi — Fagoj + Brj = b; (3.15)
g1+ U1 = gy

25 + V25 = Gou
Tj+ Uj = Ty

(glangaxjavlaUijuj) = 0.
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Definiremos abaixo uma generalizacao para o modelo proposto para o FPO com

demanda incerta. Seja g, o veotr que representara a meta diaria das usinas hidrelétricas.

Definicao 3.2. Definimos o problema de fluxo de poténcia otimo com demanda incerta

para um planejamento de P horas por:

P N
. 611 ﬁ22
Min Z { (glelglz + Clmglz + Z a'z] gQ@]MQ.gQU + CQmQQz])

=2 j=1
Q;
+ 5 (e Ry + czxij)]} VK
P
S. a Zgu = Gn
i= (3.16)
—F1g1; — Fagaij + Baij = by
g1i + V1 = Gu
G2ij + V235 = Gou
Tij + Uij = Ty
(914> 92ij> Tij» V14, Vasj, Uij) = 0,
tal que K € uma constante resultante das mudancas de varidveis,
o [ B
Z {2 (pEiMlplli + Cipmp1z¢) +
= (3.17)

N
+Zaij

7j=1

lﬁ;z (pleMQPQZl] + CQmp2lz]) + % (fljz;RleJ)] } ’

A matriz de restrigoes do problema (3.16) possui n; = 2P[g; + N(g2 +n + 1)]
colunas e m; = g1 + P[g1 + N (g2 + 2n + 2)] linhas.

3.3 Aplicacoes:

Nos testes numéricos, definimos uma decomposicao da capacidade de geracao de
poténcia ativa da seguinte forma: 2/3 da capacidade de geragao correspondendo as usinas
hidrelétricas e o restante da capacidade de geracao as usinas termelétricas. O limite inferior
dos geradores sendo nulo para hidrelétricas e termelétricas. O limite superior do fluxo de
poténcia ativa foi definido de acordo com cada sistema de poténcia, nao ultrapassando
50% da capacidade total de geracao, e o limite inferior igual ao negativo do limite superior.
Os custos de geragao de poténcia ativa das usinas termelétricas foram considerados como

quinze vezes os custos de geracao das usinas hidrelétricas.

O vetor de probabilidade foi obtido, como definido no Capitulo 2, usando o
histérico de consumo disponibilizado pelo ONS (OPERADOR NACIONAL DO SISTEMA
ELETRICO, 2020). Escolhemos o dia 01 de outubro de 2020 como referéncia de estudo.

Em seguida, coletamos os dados de trinta dias e aplicamos o teste de normalidade, mas
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no decorrer da analise houve falhas em alguns horarios. Nesse caso, uma falha significa
que um horério da amostra nao atendeu ao critério de uma distribuicao normal. Assim,
reduzimos para 25, 20, 15, 10 e 5 dias, o tamanho da amostra até que o critério do teste
de Shapiro-Wilk fosse atendido. Diante disso, os dados do consumo energético horario do

dia 25 a 30 de setembro foram selecionados para o presente trabalho.

Tabela 10 — Percentual do consumo e teste de Shapiro-Wilk.

Hora | 26/Set | 27/Set | 28/Set | 29/Set | 30/Set | W, | p—valor
1 1,0309 | 0,9524 | 1,0282 | 1,0634 | 1,0136 | 0,9132 | 0,4870
2 | 1,0331 | 0,9586 | 1,0301 | 1,0566 | 1,0161 | 0,8890 | 0,3522
3 1,0270 | 0,9618 | 1,0377 | 1,0533 | 1,0117 | 0,9162 | 0,5056
4 1,0197 | 0,9572 | 1,0499 | 1,0501 | 1,0105 | 0,8750 | 0,2873
5 1,0145 | 0,9527 | 1,0587 | 1,0510 | 1,0111 | 0,9073 | 0,4513
6 0,9926 | 0,9407 | 1,0966 | 1,0442 | 1,0089 | 0,9937 | 0,9909
7 0,9577 | 0,9129 | 1,1739 | 1,0302 | 1,0089 | 0,9301 | 0,5970
8 100230 | 08802 | 1,2621 | 1,0278 | 1,0041 | 0,8866 | 0,3401
9 0,9053 | 0,8664 | 1,3265 | 1,0131 | 1,0136 | 0,8433 | 0,1743
10 0,9053 | 0,8653 | 1,3414 | 1,0052 | 1,0189 | 0,8425 | 0,1718
11 0,8991 | 0,8681 | 1,3448 | 0,9984 | 1,0278 | 0,8439 | 0,1760
12 0,9048 | 0,8784 | 1,3202 | 0,9970 | 1,0318 | 0,8488 | 0,1906
13 0,9107 | 0,8856 | 1,3025 | 0,9992 | 1,0323 | 0,8520 | 0,2009
14 0,8798 | 0,8832 | 1,3481 | 0,9995 | 1,0359 | 0,8285 | 0,1356
15 0,8612 | 0,8917 | 1,3542 | 1,0068 | 1,0447 | 0,8662 | 0,2513
16 0,8600 | 0,9017 | 1,3366 | 1,0113 | 1,0451 | 0,8823 | 0,3198
17 0,8774 | 0,9180 | 1,2928 | 1,0139 | 1,0414 | 0,8887 | 10,3507
18 0,9264 | 0,9393 | 1,1751 | 1,0241 | 1,0307 | 0,8896 | 0,3553
19 0,9816 | 0,9479 | 1,0852 | 1,0168 | 1,0210 | 0,9685 | 0,8654
20 0,9886 | 0,9573 | 1,0735 | 1,0138 | 1,0226 | 0,9819 | 0,9446
21 0,9814 | 0,9822 | 1,0736 | 1,0110 | 1,0312 | 0,9038 | 0,4313
22 0,9536 | 1,0004 | 1,0989 | 1,0120 | 1,0284 | 0,9581 | 0,7948
23 0,9442 | 1,0200 | 1,0903 | 1,0130 | 1,0340 | 0,9549 | 0,7721
24 0,9494 | 1,0242 | 1,0v63 | 1,0128 | 1,0383 | 0,9570 | 10,7866

Fonte: Do autor.

A estatistica do teste de Shapiro-Wilk com cinco elementos é Wse.5 = 76, 2%.
Assim, na Tabela 10, verificamos que W, > Wsy.5 € p — valor > 5%, para cada amostra
analisada. Portanto nao rejeitaremos a hipotese nula de que a amostra X;, com¢ = 1,--- 24,

provém de uma populagdao com distribuicao normal.
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Tabela 11 — Percentual do consumo, 01/10/2020.

Hora | Indice | Hora | Indice | Hora | Indice | Hora | Indice

1 0,9286 7 0,8353 13 1,0356 19 1,0838
0,8849 8 0,8973 14 1,0815 20 1,0943
0,8531 9 0,9699 15 1,1238 21 1,0869
0,8355 10 1,0087 16 1,1348 22 1,0964
0,8316 11 1,0390 17 1,1273 23 1,0760
0,8323 12 1,0456 18 1,0733 24 1,0245

Fonte: do autor.

O O = W N

Na Tabela 11, verificamos que as 4 horas da manha foi registrado o menor

consumo. Por outro lado, o maior consumo foi registrado as 3 horas da tarde.

3.3.1 IEEE30

Este problema representa uma aproximagao do Sistema de Poténcia Elétrica
Americano, no Meio-oeste dos EUA. A capacidade de geracdao é de 280 MW, com 6
geradores. Assim, definimos g; = 4 e g, = 2. Como o niimero de linhas de transmissao é
41, resulta que a matriz de restrigoes tera dimensoes A(4 + 86N, 8 + 88N).

Tabela 12 — IEEE30, otimizando a geracao ou transmissao de energia, P = 1.

Objetivo da otimizacao | RP(um)
Geracao 3,6088 - 107
Transmissao 1,3630 - 10*
Geracao e Transmissao | 4,9798 - 10
Fonte: Do autor.

Na Tabela 12, analisamos o comportamento do problema de recurso com valores
especificos para 1, 82 e a. Desse modo, a fim de minimizar os custos de geracao de energia
basta assumir a = 0 e especificar o valor de 31 e (35, nesse teste definimos ambos iguais
a um. Analogamente, com o objetivo de minimizar os custos de transmissao de energia
definimos 5; = 0 e 3 = 0 e a = 1. Por fim, realizamos o teste com essas constantes iguais

a um, que otimiza conjuntamente os custos de geracao e transmissao de energia.

Tabela 13 — IEEE30, otimizando a geragao ou transmissao de energia, P = 24.

Objetivo da otimizagao RP(um)
Geracao 1,2477 - 10°
Transmissao 4,1343 - 10°
Geracao e Transmissao 1,6629 - 10°
Geracdo e Transmissao (c/c) | 1,7113-10°

Fonte: do autor.
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Na Tabela 13, verificamos o desempenho do problema de recurso num planeja-
mento de 24 horas. Repetimos os testes especificos de otimizacao e, além disso, testamos a
possibilidade dos custos de geragdo variarem de acordo com a média de consumo (c/c).
Nesse caso, usamos a média de consumo diario como referéncia, assim, nos horarios abaixo
da média os custos [1; e [2; sao menores, o que implicard numa cobranca menor pela
geracao de energia no horério 7. Analogamente, nos horarios em que o consumo for acima
da média acarretarda num custo maior pela geracao de energia nesses horarios. Assim,
destacamos que no teste Geracao e Transmissao (¢/c) houve um aumento de 2,91% na

funcao objetivo em comparacao ao caso no qual o custo é o mesmo em todos os horarios.

Tabela 14 — IEEE30, Seguidor de Caminhos (SC) versus Preditor-Corretor (PC), planeja-
mento P = 1.

MPI SC PC
Objetivo da otimizagao K T(s)| K T(s)
Geracao 9 023 |7 0,26
Transmissao 8§ 0,23 | 6 0,23
Geragao e Transmissao 8 0,26 | 7 0,33
Geragao e Transmissao (¢/c) | 8 0,22 | 7 0,24

Fonte: do autor.

Na Tabela 14, destacamos que o método Seguidor de Caminhos resolveu o
problema de recurso mais rapido que o Preditor-Corretor na maioria dos casos testados.

Portanto, usaremos o SC nas aplicagbes com planejamento de uma hora.

Tabela 15 — IEEE30, Seguidor de Caminhos versus Preditor-Corretor, P = 24.

MPI SC PC
Objetivo da otimizagao K T(s)| K T(s)
Geragao 48 6,61 | 16 3,53
Transmissao 38 5,23 | 11 254
Geracao e Transmissao 56 7,62 | — —
Geragao e Transmissao (c/c) | 59 8,07 | 15 3,34

Fonte: do autor.

Na Tabela 15, observamos que o PC convergiu mais rapido do que o SC em trés
instancias e nao convergiu em uma instancia, pois atingiu o limite superior de iteragoes,
kmaz = 100. Desse modo, como o SC convergiu em todos os casos testados, usaremos o

método Seguidor de Caminhos nos demais testes ao longo do deste capitulo.

Definicao 3.3. A solucao do problema de recurso com o consumo averiguado no dia de
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referéncia de estudo, 01/10/2020, serd denotado por REAL. Assim, teremos:

P
min ?1 (ngMlgl + c{mgl) +

—I—% (xTRa: + cfx)

B

5 (93 Mags + c3,,92) +

s.a —FEig1 — Eygo + Bx = b*

g1 +v1 = gy (3.18)
g2 + V2 = gou
T+ U= 2y

(gl,gz,l’,Ul,UQ,U) = 07

onde b* representa o consumo do dia de referéncia de estudo.

O problema (3.18) é equivalente em termos de dimensao ao problema de recurso

com um unico cendario, ou ainda, ao FPO original.

Tabela 16 — IEEE30, nimero de iteragoes.

EV EEV RP | REAL
Hora KEV KmmEEV KmaxEEV KRP KREAL
1 16 7 7 14 16
2 16 7 7 14 13
3 16 7 7 18 13
4 16 7 7 17 8
5 16 7 7 17 8
6 16 7 7 17 13
7 16 7 7 17 11
8 16 7 7 14 12
9 16 7 8 15 16
10 16 7 8 16 16
11 16 7 8 16 16
12 16 7 8 16 17
13 16 7 8 16 16
14 17 7 8 17 14
15 16 7 8 18 14
16 14 7 9 18 14
17 14 7 8 17 14
18 17 7 8 16 14
19 14 7 7 17 14
20 14 7 7 17 14
21 14 7 7 17 14
22 14 7 8 17 14
23 15 7 7 16 14
24 16 7 7 16 16

Fonte: do autor.
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Na Tabela 16, identificamos que os ntimeros de iteragoes do problema EEV
variaram no intervalo [7,9], sendo o problema FEV o de menor dimensdo. Os problemas
EV e REAL possuem as mesmas dimensoes, e apresentaram nimeros de iteragdoes no
intervalo [8,17]. Por fim, dado que consideramos dez cenarios, o problema com maior
dimensao é o RP, e este apresentou ntimeros de iteragoes no intervalo [14, 18]. Desse modo,
houve uma pequena relagao entre o nimero de iteracoes e a dimensao dos problemas EEV,
EV, REAL e RP.

Tabela 17 — IEEE30, tempo de CPU.

EV EEV RP REAL
Hora TEv(S) TEE\/(S) TRP(S) TREAL(S)
1 0,1056 | 0,2308 | 0,1238 | 0,0104

0,0104 | 0,0499 | 0,0476 | 0,0082
3 100102 | 0,0504 | 0,0559 | 0,0083
4 | 0,0105 | 00507 | 0,0533 | 0,0056
5 0,0106 | 0,0498 | 0,0556 | 0,0055
6 0,0107 | 0,0498 | 0,0546 | 0,0088
7

8

0,0107 | 0,0475 | 0,0567 | 0,0075
0,0100 | 0,0468 | 0,0442 | 0,0076
9 | 00101 | 0,0491 | 0,0503 | 0,0101
10 | 0,0101 | 0,0484 | 0,0493 | 0,0100
11 | 0,0129 | 0,0506 | 0,0540 | 0,0099
12 | 0,0102 | 0,0477 | 0,0536 | 0,0109
13 | 0,0099 | 0,0475 | 0,0547 | 0,0100
14 | 0,0106 | 0,0485 | 0,0577 | 0,0087
15 | 0,0100 | 0,0481 | 0,0579 | 0,0087
16 | 0,0087 | 0,0475 | 0,0614 | 0,0089
17 | 0,0088 | 0,0468 | 0,0518 | 0,0088
18 | 0,0105 | 0,0477 | 0,0542 | 0,0088
19 | 0,0088 | 0,0453 | 0,0565 | 0,0088
20 | 0,0088 | 0,0455 | 0,0568 | 0,0087
21 | 0,0088 | 0,0453 | 0,0573 | 0,0088
22 | 0,0087 | 0,0458 | 0,0562 | 0,0088
23 | 0,0093 | 0,0458 | 0,0540 | 0,0088
24 | 0,0099 | 0,0465 | 0,0517 | 0,0099

Fonte: do autor.

Na Tabela 17, destacamos que o baixo tempo de resolucao apresentado em
todas as solugoes é devido a baixa dimensao do problema I EEFE30. Vale ressaltar que o
Trpy corresponde a resolucao de dez problemas de segundo estagio. Os maiores tempos
de resolucao foram apresentados pela solucado RP. As solugoes EV e RE AL apresentaram
tempos de resolugao préximos, essa caracteristica pode ser explicada porque ambos os

problemas possuem a mesma dimensao.
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Tabela 18 — IEEE30, valor da solugao estocastica por hora.

Hora VSS(um) | Hora VSS(um) | Hora VSS(um)
1 1,3449 9 09532 | 17 04671
1,2308 10 0,9121 18 0,4709
1,0894 11 0,8294 19 0,2391
0,9608 12 0,8609 20 0,0899
0,9376 13 0,9308 21 0,2730
0,9182 14 0,3321 22 0,2520
08800 | 15  0,0976 | 23  0,6179
1,0219 16 0,4957 24 1,2243
Fonte: do autor.

CO 1 O U i W I

Na Tabela 18, observamos que V.SS > 0, em todos os horarios. Assim, a
desigualdade estocastica, RP < EFEV, foi atendida com sucesso e 0,08 um < V5SS <
1,34 um. Diante disso, o baixo valor da solucao estocastica indica que a solugdo EEV

poderia ser adotada, e isso nao acarretaria em grandes perdas, nesse caso.

Figura 6 — IEEE30, valor objetivo por hora.

1,6

- m
1,2

== RP
—@—EEV
0,6 = REAL

0,8

0,4

0,2

123456 7 8 9101112131415161718192021222324

* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Figura 6, destacamos a sobreposi¢ao das solugoes EEV e RP. Isso se

justifica pelo baixo valor da solugao estocastica em cada horario.
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Tabela 19 — IEEE30, nimero de iteracoes, tempo de CPU e funcao objetivo, P = 24.

K| T(s) F(um)
EV 1497 1,3064 | 1,5525 - 10°
EEV | 7 | 0,8479 | 1,6629 - 10°
RP | 56| 11,6133 | 1,6629 - 10°
REAL | 51 | 1,3496 | 1,7206 - 10°
Fonte: do autor.

Na Tabela 19, observamos que o tempo de resolucao do problema de recurso
foi quintuplo da solucdo FEV, considerando a soma dos tempos das solugoes EV e EEV .
Comparando os nimeros de iteragoes, notamos que, em média, cada iteracao da solucao

RP demorou mais tempo, isso é consequéncia da dimensao do problema RP.

Tabela 20 — IEEE30, valor da solugao estocastica, P = 24

P | VSS(um)
24 1,8567
Fonte: do autor.

Na Tabela 20, destacamos que o valor da solucao estocastica foi positivo, mesmo
sendo baixo. Isso mostra que a proposta de solugao estocastica juntamente com o modelo

atenderam satisfatoriamente a desigualdade estocastica.

3.3.2 |EEE118

Este problema representa uma aproximacao do Sistema de Poténcia Elétrica
Americano, no Meio-oeste dos EUA. A capacidade de geracao é de 4379,10 MW, com 53
geradores. Assim, definimos g; = 38 e go = 15. Como o ntiimero de linhas de transmissao é
179, resulta que a matriz de restrigdes tera dimensdes A(38 + 375N, 76 + 390N).
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Tabela 21 — IEEE118, nimero de iteragoes.

EV EEV RP | REAL
Hora KEV KmmEEV KmaxEEV KRP KREAL
1 23 8 9 31 22
2 22 8 9 31 21
3 22 8 9 31 19
4 22 8 9 30 19
b} 22 8 9 30 18
6 21 8 9 31 18
7 21 8 9 30 18
8 22 8 10 31 21
9 23 9 13 31 22
10 23 9 12 32 23
11 23 9 13 38 23
12 23 8 13 35 24
13 23 9 13 37 23
14 24 9 14 39 26
15 25 8 17 39 28
16 25 8 17 38 27
17 25 8 15 39 27
18 24 8 10 33 26
19 26 8 9 32 28
20 26 8 9 32 28
21 26 3 9 32 28
22 27 8 9 32 27
23 25 8 9 33 28
24 24 8 9 31 24

Fonte: do autor.

Na Tabela 21, observamos que os niimeros de iteragoes da solucao RP variou

no intervalo [30, 39], sendo esta a solugao que realizou mais iteracoes. A solucao EEV foi

a que apresentou os mais baixos nimeros de iteragoes, no intervalo [8,17]. Os niimeros

iteragoes das solugoes EV e REAL foram equivalentes e variaram no intervalo [18,28].
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Tabela 22 — IEEE118, tempo de CPU.

EV EEV RP REAL
Hora TE\/(S) TEE\/(S) TRP(S) TREAL(S)
1 0,2404 | 0,5016 | 1,1070 | 0,0897

0,0631 | 0,1902 | 0,6780 | 0,0524
3 0,0530 | 0,1824 | 0,6571 0,0461
4 0,0526 | 0,1788 | 0,6290 | 0,0454
5 0,0525 | 0,1802 | 0,6294 | 0,0431
6 0,0501 | 0,1780 | 0,6539 | 0,0429
7

8

0,0502 | 0,1792 | 0,6258 | 0,0429
0,0522 | 0,1841 | 0,6474 | 0,0503
9 0,0548 | 0,1938 | 0,6494 | 0,0525
10 | 0,0548 | 0,1965 | 0,6727 | 0,0547
11 | 0,0548 | 0,1992 | 0,7933 | 0,0548
12 | 0,0547 | 0,1965 | 0,7321 0,0570
13 | 0,0549 | 0,1952 | 0,7722 | 0,0546
14 | 0,0570 | 0,2048 | 0,8225 | 0,0619
15 | 0,0601 | 0,2138 | 0,8173 | 0,0667
16 | 0,0598 | 0,2117 | 0,7956 | 0,0647
17 | 0,0595 | 0,2058 | 0,8167 | 0,0647
18 10,0572 | 0,1905 | 0,6899 | 0,0620
19 | 0,0619 | 0,1908 | 0,6698 | 0,0667
20 | 0,0618 | 0,1906 | 0,6690 | 0,0667
21 | 0,0618 | 0,1910 | 0,6693 | 0,0667
22 10,0642 | 0,1933 | 0,6713 | 0,0640
23 10,0697 | 0,1886 | 0,6910 | 0,0667
24 10,0673 | 0,1863 | 0,6499 | 0,0571

Fonte: do autor.

Na Tabela 22, percebemos que os tempos de resolucao obtidos pelas solugoes
EV e REAL foram os menores. Isso ocorreu devido a baixa dimensao desses problemas,
pois em ambos se otimiza um tnico cenario. Nesses testes, estamos considerando dez
cenarios, assim, como esperado, os maiores tempos de CPU foram observados na solugao
RP. O problema EEV é resolvido em duas etapas, considerando a solu¢ao do problema
EV a primeira etapa, entao somando os tempos de resolugao dessas solugoes percebemos

que o resultado é, ainda, menor do que tempo da solucao RP correspondente.
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Tabela 23 — TEEE118, valor da solucao estocastica por hora.

Hora VSS(um) | Hora VSS(um) | Hora VSS(um)
1 0,0300 9 1,1452 17 1,2479
2 0,0145 10 1,3984 18 0,2571
3 0,0167 11 0,9036 19 0,0473
4 0,0260 12 0,7517 20 0,0322
S 0,0320 13 0,5716 21 0,0190
6 0,0723 14 1,3603 22 0,0527
7 0,2437 15 2,1769 23 0,0392
8 0,6468 16 2,0095 24 0,0274

* 1S5S é da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Tabela 23, destacamos que o valor da solucao estocastica foi positivo em
todos os hordrios, e 1,45-10* um < V.SS < 2,17-10° um. Diante disso, o valor da solucdo

estocdstica indica que adotar a solucao RP seria vantajoso.

Figura 7 — IEEE118, valor objetivo por hora.

4 === RP
~@—EEV

=== REAL

1234567 8 9101112131415161718192021222324

* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 107.
Fonte: do autor.

Na Figura 7, observamos que nos horarios entre as 7 horas e as 17 horas o valor
da solucao estocéstica apresentou seus maiores resultados, pois notamos nesse intervalo

uma diferenca maior entre as solugoes FEV e RP.
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3.3.3 SSE1654

Este problema representa o Sistema de Poténcia Elétrica de trés regides bra-
sileira: Sul, Sudeste e Centro-Oeste. A capacidade de geracao é de 33613 MW, com 124
geradores. Assim, definimos g; = 86 e go = 38. Como o ntimero de linhas de transmissao é
2063, resulta que a matriz de restrigoes tera dimensoes A(88 + 4164N, 176 + 4200N).

Tabela 24 — SSE1654, nimero de iteracoes.

EV EEV RP | REAL
Hora KEV KmmEEV KTTLCLJJEEV KRP KREAL
1 49 22 29 75 44
2 46 21 27 65 35
3 44 17 25 61 33
4 43 15 25 59 31
5) 42 13 25 59 32
6 43 11 25 59 32
7 42 8 27 61 32
8 44 8 34 89 35
9 48 8 43 102 44
10 20 9 46 94 50
11 53 8 47 96 o4
12 o4 8 46 98 o4
13 53 8 44 93 o4
14 o4 8 47 94 95
15 o6 8 47 99 o7
16 5h) 9 47 104 o7
17 5h) 13 A7 106 o7
18 95 22 43 95 26
19 25 29 40 92 o7
20 o6 30 40 93 61
21 Hh) 30 36 92 o7
22 5} 29 40 94 o7
23 25 27 36 89 o7
24 54 26 33 86 o4

Fonte: do autor.

Na Tabela 24, observamos que os nimeros de iteracoes da solucao RP variaram
no intervalo [59,106], sendo esta solu¢do a que realizou mais interagoes. Os menores
niumeros de iteragoes foram atingidos pela solugdo EV'| e variaram no intervalo [8,47]. As
solugoes E'V e REAL apresentaram numeros de iteragdes equivalentes, dentro do intervalo
[31,61]. Em vista disso, podemos dizer que houve um aumento do nimero de iteragdes em

funcao da dimensao do problema.
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Tabela 25 — SSE1654, tempo de CPU.

EV EEV RP REAL
Hora TEv(S) TEEV(S) TRP(S) TREAL(S)
1 14,5576 | 56,2518 | 197,5995 | 12,3722
2 12,8369 | 63,0340 | 213,8896 | 9,8148
3 15,5086 | 62,1993 | 202,3206 | 11,6580
4 15,1258 | 57,7210 | 196,4190 | 10,8519
) 14,8365 | 57,4572 | 196,3564 | 11,4020
6 15,3952 | 55,5936 | 203,9374 | 11,4569
7 14,8435 | 53,0632 | 202,3955 | 11,2905
8 15,6129 | 61,2826 | 294,3677 | 12,3262
9 16,9190 | 73,1776 | 340,6776 | 15,5044
10 | 17,9312 | 75,8679 | 319,6506 | 17,8945
11 | 18,6875 | 79,8969 | 326,4332 | 19,2944
12 ] 19,2936 | 82,7557 | 329,9590 | 19,2916
13 | 18,9584 | 77,9204 | 312,0575 | 19,3051
14 1 19,1998 | 84,9372 | 320,3322 | 19,4947
15 | 20,1356 | 86,1536 | 338,4566 | 20,5268
16 | 19,3837 | 85,9027 | 343,9060 | 20,1359
17 | 19,2552 | 87,5896 | 351,2051 | 19,9777
18 | 19,2965 | 87,8850 | 320,7970 | 19,6449
19 | 19,7631 | 90,3770 | 315,6621 | 20,4482
20 | 19,7417 | 92,8681 | 318,1105 | 21,4823
21 | 19,2419 | 90,6336 | 308,9288 | 19,9569
22 119,3215 | 91,9184 | 323,7198 | 20,2771
23 | 19,6860 | 92,4648 | 302,7099 | 20,4082
24 19,4146 | 84,9533 | 292,7077 | 19,2930

Fonte: do autor.

Na Tabela 25, destacamos que os tempos de resolu¢ao da solugao RP foram

maiores do que a soma dos tempos das solugdes EV e EEV | correspondentes; e que, em

alguns casos, Tgp > 3 (Try + Tepy ).
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Tabela 26 — SSE1654, valor da solugao estocéstica por hora.

Hora VSS(um) | Hora VSS(um) | Hora VSS(um)
1 1,3847 9 0,0768 17 1,6019
1,3360 10 1,2791 18 1,0580
1,5541 11 1,1202 19 1,1013
0,9375 12 0,8762 20 1,0128
0,9067 13 1,2184 21 1,1644
08197 | 14 10665 | 22  1,0988
0,6816 15 0,8459 23 0,9938
1,8737 16 1,2176 24 1,5765

* 1S5S é da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

CO 1 O U i W I

Na Tabela 26, destacamos que o valor da solucao estocastica foi positivo em
todos os horérios, com 7,68 - 10* um < V.SS < 1,8737 - 10° um. Diante disso, o valor
da solucao estocéstica indica que adotar a solugao RP, no problema SSFE1654, seria

vantajoso.

Figura 8 — SSE1654, valor objetivo por hora.

) ATAR
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. = REAL
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1234567 8 9101112131415161718192021222324

* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 108.
Fonte: do autor.

Na Figura 8, observamos a sobreposicao das solucoes RP e EEV, que ¢

consequéncia do baixo valor proporcional do valor da solucao estocéstica.
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3.3.4 SSE1732

Este problema representa o Sistema de Poténcia Elétrica de trés regides brasi-
leira: Sul, Sudeste e Centro-Oeste. A capacidade de geracao é de 32135 MW, com 115
geradores. Assim, definimos g; = 88 e go = 27. Como o ntimero de linhas de transmissao é
2160, resulta que a matriz de restrigoes tera dimensoes A(87 + 4350N, 174 + 4378N).

Tabela 27 — SSE1732, nimero de iteracoes.

EV EEV RP | REAL
Hora KEV KmmEEV KTTLCLJJEEV KRP KREAL
1 67 27 30 121 64
2 66 25 30 120 o8
3 64 22 29 114 53
4 63 21 29 110 48
5 62 21 29 108 49
6 62 19 29 109 49
7 62 12 30 106 49
8 65 11 36 116 o8
9 67 11 41 129 66
10 67 11 41 132 67
11 68 11 41 139 68
12 68 13 41 138 68
13 68 17 41 135 68
14 69 12 42 140 73
15 72 14 41 141 75
16 72 17 41 141 75
17 72 20 42 149 75
18 69 26 40 139 72
19 73 29 39 153 75
20 72 30 39 158 75
21 73 30 39 152 75
22 73 29 39 152 75
23 72 29 39 148 74
24 68 29 36 140 69

Fonte: do autor.

Na Tabela 27, identificamos que os niimeros de itera¢oes apresentaram uma
relacdo de crescimento em func¢ido da dimensdo de cada problema. Os niimeros de iteragoes
do problema FEV variaram no intervalo [11,42]. Os problemas EV e REAL apresentaram
nimeros de iteragdes no intervalo [48,75]. Por fim, os maiores nimeros de iteragoes

ocorreram no problema RP, e variaram no intervalo [106, 158].
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Tabela 28 — SSE1732, tempo de CPU.

EV EEV RP REAL

Hora TEv(S) TEEV(S) TRP(S) TREAL(S)
1 28,1309 | 100,0066 | 472,4023 | 26,7602

2 26,8804 | 94,4789 | 461,3859 | 23,2059

3 26,3441 | 92,3360 | 446,0822 | 22,0567

4 25,9577 | 90,6392 | 433,5651 | 19,8742

) 25,9888 | 87,3283 | 420,1402 | 19,9942

6

7

8

25,0208 | 85,8525 | 426,7550 | 20,2938
24,8120 | 80,9646 | 415,8664 | 20,0029
26,2592 | 86,8176 | 443,8209 | 23,2071
9 26,9172 | 95,5853 | 495,3027 | 26,5075
10| 26,8527 | 97,0748 | 502,2004 | 26,8093
11 | 27,3081 | 101,0236 | 539,9345 | 27,4825
12| 27,2198 | 102,1251 | 529,3086 | 27,2059
13 | 27,2082 | 101,6522 | 519,4823 | 27,2092
14 | 27,5768 | 102,9466 | 538,4678 | 29,2100
15 | 29,0008 | 105,3975 | 538,8932 | 30,0110
16 | 28,8309 | 89,0314 | 526,4198 | 30,0093
17 | 22,5132 | 84,8739 | 439,6169 | 23,4384
18 ] 21,5255 | 83,0235 | 408,7351 | 22,4019
19 | 22,7659 | 87,9305 | 449,4284 | 23,3863
20 | 22,4320 | 90,1220 | 463,8329 | 23,3670
21 | 22,7238 | 89,7210 | 446,9415 | 23,3498
22 ] 22,7854 | 88,0047 | 446,7853 | 23,3502
23 | 22,4129 | 86,0370 | 434,6872 | 23,0491
24 | 21,2109 | 80,7877 | 411,4006 | 21,5055

Fonte: do autor.

Na Tabela 28, observamos que a solucao R P demorou mais tempo para convergir,
em todos os horarios. A semelhanca nos tempos de resolugao obtidos pelas solugdes EV e
REAL se justifica porque ambos possuem as mesmas dimensoes. O problema que possui
menor dimensao ¢ o EEV, mas o Tggy corresponde a soma dos tempos de resolucao de
dez problemas FEV .
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Tabela 29 — SSE1732, valor da solugao estocéstica por hora.

Hora VSS(um) | Hora VSS(um) | Hora VSS(um)
1 2,7537 9 2,7357 17 2,9682
2 1,3753 10 4,1611 18 2,6695
3 0,4805 11 3,8520 19 3,2658
4 0,5053 12 3,1742 20 1,5044
S 3,1819 13 4,2781 21 2,5714
6 2,2574 14 1,9905 22 2,1899
7 15111 | 15 34768 | 23 2,4466
8 1,5846 16 7,2626 24 2,2032

* 1S5S é da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Tabela 29, observamos que o valor da solugao estocéstica variou de 4, 80 -
10* um < VSS < 7,26 - 10° um. Claramente, a desigualdade estocéstica foi atendida com

sucesso. E além disso, o valor da solugao estocastica indica que seria lucrativo adotar a

solugao RP.
Figura 9 — SSE1732, valor objetivo por hora.
6
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1
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* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 108.
Fonte: do autor.

Na Figura 9, destacamos que as solugoes RP e EEV estao sobrepostas devido

ao baixo valor proporcional do valor da solugao estocastica.
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3.3.5 BRASIL

Este problema representa o Sistema de Poténcia Elétrica interligado do Brasil.
A capacidade de geracao é de 36827 MW, com 151 geradores. Assim, definimos g; = 80 e
go = 71. Como o nimero de linhas de transmissao é 2476, resulta que a matriz de restrigoes
terda dimensoes A(80 + 5025N, 160 + 5096 N).

Tabela 30 — BRASIL, nimero de iteragoes.

EV EEV RP | REAL
Hora KEV KmmEEV KTTLCLJJEEV KRP KREAL
1 68 33 40 94 o8
2 67 25 37 90 95
3 60 24 36 79 o1
4 o7 23 36 77 48
5 o6 21 36 77 48
6 o6 16 37 7 49
7 Hh) 15 38 80 48
8 63 14 45 96 95
9 68 12 60 110 67
10 70 16 64 119 68
11 71 15 63 119 72
12 72 14 63 122 72
13 71 12 64 118 72
14 72 14 64 125 75
15 75 15 66 128 81
16 5 14 65 129 82
17 75 18 63 128 82
18 73 30 o8 117 76
19 75 40 o2 118 82
20 76 40 o1 121 84
21 5 40 20 117 82
22 75 40 o1 119 82
23 75 38 20 115 80
24 72 37 43 104 72

Fonte: do autor.

Na Tabela 30, observamos que os nimeros de iteragoes do problema EEV
variaram no intervalo [55,76]. Os problemas EV e REAL apresentaram nimeros de
iteragoes no intervalo [48,84]. Por fim, os maiores nimeros de iteragdes ocorreram no

problema RP, e variaram no intervalo [77,129].
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Tabela 31 — BRASIL, tempo de CPU.

EV EEV RP REAL

Hora TEv(S) TEEV(S) TRP(S) TREAL(S)
1 38,9772 | 168,2774 | 487,3945 | 32,8817

2 36,0683 | 153,9576 | 471,3092 | 30,1808

3 32,2449 | 138,6944 | 406,0672 | 27,4395

4 30,7879 | 133,5540 | 399,0489 | 25,6094

) 30,7310 | 131,7309 | 402,4493 | 26,4091

6

7

8

30,7981 | 130,0086 | 403,7893 | 27,0115
30,2520 | 126,6877 | 415,5311 | 26,4060
34,6957 | 143,3899 | 498,0608 | 30,1385
9 | 37,2492 | 160,9617 | 564,9569 | 36,3420
10 | 37,8549 | 174,9308 | 618,5468 | 36,7547
11 | 40,4078 | 179,7185 | 629,8731 | 40,1137
12 | 39,9635 | 178,5604 | 648,7142 | 40,1167
13 | 39,6132 | 141,8487 | 612,6602 | 40,0329
14 | 30,8644 | 138,2293 | 506,1626 | 32,1577
15 | 32,1482 | 144,7426 | 518,8494 | 34,7480
16 | 32,1784 | 147,1158 | 522,3123 | 35,1514
17 | 32,1560 | 147,8028 | 518,6214 | 35,1573
18 | 31,3301 | 144,1276 | 474,6652 | 32,6217
19 | 32,1698 | 149,4770 | 477,9329 | 35,2538
20 | 32,5685 | 150,7518 | 490,0547 | 36,0451
21 | 32,1801 | 147,5590 | 473,7285 | 35,2935
22 | 32,1717 | 148,7819 | 481,8574 | 35,1467
23 | 32,2456 | 145,3727 | 468,9876 | 34,2998
24 | 30,7497 | 136,1505 | 419,5056 | 30,7061

Fonte: do autor.

Na Tabela 31, percebemos que os tempos de resolucao obtidos pelas solugoes
EV e REAL foram os menores, essa caracteristica era esperada devido a baixa dimensao
desses problemas. O problema RP, que considera dez cendrios, possui dimensao maior e,

consequentemente, apresentou os maiores tempos de resolucgao.
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Tabela 32 — BRASIL, valor da solucao estocastica por hora.

Hora VSS(um) | Hora VSS(um) | Hora VSS(um)
1 1,3965 9 3,5769 17 2,1723
2 1,4343 10 4,1570 18 1,0404
3 4,3714 11 4,9581 19 3,0018
4 4,4870 12 1,7517 20 2,7040
S 4,0177 13 2,0849 21 2,6874
6 4,5977 14 90,8340 22 2,9875
7 6,2346 15 3,3057 23 2,5616
8 3,4391 16 92,5294 24 1,1937

* 1S5S é da ordem de 10°.
Fonte: do autor.

Na Tabela 32, observamos que o valor da solucao estocastica foi positivo em
todos os hordrios, e isso garante a validade da desigualdade estocéstica, e que 1, 04-10% um <
VSS < 6,23-10° um. Diante disso, o valor da solucdo estocastica indica que seria lucrativo

adotar a solugdo RP.

Figura 10 — BRASIL, valor objetivo por hora.
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* Os valores do eixo vertical sdo da ordem de 108.
Fonte: do autor.

Na Figura 10, destacamos que a sobreposicao das solu¢oes RP e EEV é devido

ao baixo valor proporcional do V' S'S.
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Neste capitulo destacamos que o modelo proposto para o FPO com demanda
incerta, P = 1, atingiu a solugao 6tima em todos os casos testados. E ainda, quando
estabelecemos objetivos distintos de otimizagdo o modelo apresentou resultados coerentes.
Por exemplo: o valor 6timo de otimizar as perdas na transmissao de poténcia ativa
adicionado ao valor 6timo de otimizar os custos de geracao de poténcia ativa foi igual,
aproximadamente, ao valor 6timo de otimizar a transmissao e geracao de poténcia ativa
simultaneamente. As dimensoes do problema de FPO com demanda incerta apresenta
uma relagao de crescimento em fungao do ntimero de cenérios considerados. Essa é uma
caracteristica dos problemas estocasticos de dois estagios. Assim, motivados pela analise
realizada no capitulo 2, definimos o niimero de cenario igual a dez, em todos os casos
testados. A justificativa dessa escolha se deve ao fato que a solucao RP apresentou
resultados com trés casas decimais de precisao com dez cenarios, e que para conseguir
uma precisao maior seria necessario aumentar o nimero de cendrios, e isto acarretaria
em aumentar, ainda mais, as dimensoes do problema. Destacamos que o valor da solugao
estocastica foi positivo nos sistemas de poténcia testados, isso indica que seria lucrativo
adotar a solucao estocastica. O V'S.S apresentou o menor resultado no problema [ EE E30,
VSS = 1,34 um. E o maior V.SS ocorreu no problema IEEE118, V.SS = 2,17 - 10° um.
O valor proporcional da solucao estocastica em cada sistema de poténcia, em relagdo a
solucdo EEV, (VSS/EEV), foi: 0,0027% no I EEE30; 4,22% no IEEE118; 2,8054%
no SSE1654; 0,1848% no SSE1732; 1,093% no BRASIL. Desse modo, acreditamos
que a variacao do V' SS percebida nos testes realizados seja decorrente da estrutura
de cada sistema de poténcia. Além disso, uma generalizacdo do modelo de FPO com
demanda incerta, para um planejamento maior do que uma hora, foi apresentado e testado
no problema IEFFE30, com P = 24. O modelo apresentou resultados consistentes sob
diferentes objetivos de otimizacgao e, também, resultou no valor da solucao estocastica
positivo. Infelizmente, ndo conseguimos obter o valor 6timo desse modelo generalizado
nos demais sistemas de poténcia considerados. Portanto, resolver o problema de fluxo de

poténcia 6timo com demanda incerta, com P = 24, serd objeto de novos estudos.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Fluxo de Poténcia Otimo é um termo que corresponde a uma classe de problemas
do sistema energético que visam otimizar uma func¢ao objetivo atendendo a um conjunto
de restrigoes. Esse problema apresenta parametros incertos, classificados como técnicos
e econdmicos. Assim, ao longo deste trabalho, desenvolvemos as ferramentas necessarias
para investigar se seria importante considerar a demanda incerta no FPO. A partir disso,
optamos por uma abordagem probabilistica para conduzir nossa pesquisa. Por outro lado,
o bom desempenho dos Métodos de Pontos Interiores nas aplicagoes de FPO nos motivou
a buscar uma combinacao entre MPI e Programacao Estocastica para desenvolver nosso
estudo. Assim, propomos um Modelo de Programagao Estocastica Quadratica de Dois
Estégios com Recurso Fixo para o FPO com demanda incerta. Na verdade, nossa proposta
é uma aproximacao discreta do problema, pois, a partir do historico de consumo, aplicamos
o teste de Shapiro-Wilk e definimos uma aproximacao da funcgao distribuicao de cada
horario. Em seguida, usamos a ideia da soma de Riemann para definir uma aproximacgao
discreta para o valor esperado do problema de segundo estagio. Apesar dessas simplificacoes,
os resultados numéricos demonstraram uma relacdo de limitacao inferior, de limitacao
superior e de convergéncia, para o valor objetivo do problema de recurso. Esses resultados
foram semelhantes aos limite inferior de Jensen e superior de Edmundson-Madansky,
existentes na literatura. Além disso, a solu¢ao proposta convergiu com o menor nimero
de cenarios, sendo este um resultado importante, pois uma das dificuldades da solucao
estocastica é o niimero de cenarios considerados, o que implica no aumento da dimensao
do problema e, consequentemente, no aumento do tempo de resolucao. Destacamos que
a solucao proposta atendeu, com sucesso, a desigualdade estocastica e, assim, podemos
garantir que a solugao estocastica conduz a um resultado melhor, ou igual, do que a solugao
que despreza a incerteza. Assim, sempre que o V.SS > 0 indica que seria lucrativo adotar

a solugao estocastica.

Nas aplicacoes dos sistemas de poténcia, a capacidade de geragao das usinas

hidrelétricas foi definida como 2/3 da capacidade total de geracao, e o restante da capacidade
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de geracao para as termelétricas. O custo de geracao das termelétricas foi definido como
quinze vezes o custo das hidrelétricas, e foram considerados dez cenarios. Diante disso,
percebemos que, em geral, a solu¢ao estocastica demorou mais tempo para convergir. O
modelo proposto apresentou resultados coerentes quando comparamos diferentes objetivos
de otimizacdo. Em relagao ao periodo de planejamento de uma hora, P = 1, todos os
problemas convergiram. Por outro lado, no planejamento de vinte e quatro horas, P = 24,
apenas o problema [ FEFE30 convergiu. Destacamos que os maiores valores da solucao
estocéstica obtidos foram: no problema IEEE30 de 1,34 wm, no IEEE118 de 2,17 - 10° um,
no SSE1654 de 1,87 - 10 wm, no SSE1732 de 7,26 - 10° wm e no BRASIL de 6, 23 - 10° um.
Com isso, percebemos que o valor da solucao estocastica depende das caracteristicas de
cada sistema de poténcia. Portanto, o V.SS indica que seria vantajoso considerar a solugao

estocédstica, mesmo quando este apresenta baixo valor proporcional.

Como continuidade deste estudo pretendemos:

e Melhorar a implementacao dos métodos de pontos interiores no MATLAB, ou na

linguagem de programacao C++, a fim de reduzir o tempo de resolucao;

o Investigar o modelo proposto de FPO com demanda incerta, com P > 1, com o

objetivo de conseguir a convergéncia de problemas maiores como: IEEE118, SSE1654,

SSE1732 e BRASIL;

« Investigar outros métodos de otimizagdo para resolver o FPO com demanda incerta.
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APENDICE A

Tabela 33 — Consumo Elétrico em MWh/h
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Hora | 25/Set 26/Set 27 /Set 28 /Set 29/Set 30/Set 01/Out
1 73087,6790 | 63828,1230 | 60790,2790 | 62503,4580 | 66462,1570 | 67365,7240 | 69947,6300
2 72904,2440 | 60553,0630 | 58048,6430 | 59793,8020 | 63174,6680 | 64189,5460 | 66449,7100
3 70976,5680 | 58187,0380 | 55963,9490 | 58076,4680 | 61169,6200 | 61887,4750 | 64232,8300
4 67537,8360 | 56841,3570 | 54407,7910 | 57120,5890 | 59977,4270 | 60610,0510 | 63017,8000
5 63828,1230 | 56282,9780 | 53619,5740 | 56769,3510 | 59661,8280 | 60324,1160 | 62332,4600
6 60553,0630 | 55554,2580 | 52262,3610 | 57312,2010 | 59841,5900 | 60373,9800 | 62162,4000
7 58187,0380 | 54405,8910 | 49665,4670 | 58302,0630 | 60059,7120 | 60597,1900 | 61910,0900
8 56841,3570 | 56781,5860 | 49976,6480 | 63075,8760 | 64825,0340 | 65093,6620 | 66414,6600
9 56282,9780 | 59616,2530 | 51653,5960 | 68519,1950 | 69417,4380 | 70359,0090 | 71418,9900

10 55554,2580 | 61592,5450 | 53297,4190 | 71492,5710 | 71859,7940 | 73175,2880 | 74214,1100
11 54405,8910 | 62939,7210 | 54637,5030 | 73477,0970 | 73356,9280 | 75369,5150 | 76197,9900
12 56781,5860 | 63586,6260 | 55853,6220 | 73735,6400 | 73511,5880 | 75847,0790 | 76352,6000
13 59616,2530 | 63144,6610 | 55917,9090 | 72834,4930 | 72773,8510 | 75124,9570 | 75823,3600
14 61592,5450 | 63647,0600 | 56211,1040 | 75775,8400 | 75738,7180 | 78456,5250 | 79554,9600
15 62939,7210 | 64183,5800 | 57233,7760 | 77507,8140 | 78036,6920 | 81521,1670 | 82344,9500
16 63586,6260 | 64625,7310 | 58270,3190 | 77886,9230 | 78768,0000 | 82324,1860 | 83008,5200
17 | 63144,6610 | 65264,5380 | 59911,7950 | 77453,6140 | 78529,3070 | 81776,6100 | 82528,1800
18 63647,0600 | 66850,4930 | 62793,8310 | 73787,5910 | 75560,5870 | 77857,1350 | 78442,5300
19 64183,5800 | 73649,0000 | 69808,7950 | 75757,7210 | 77029,7420 | 78622,7500 | 79201,6400
20 64625,7310 | 74527,7580 | 71342,5220 | 76584,0900 | 77641,1340 | 79381,6300 | 80080,1600
21 65264,5380 | 71727,3580 | 70448,4970 | 75633,1030 | 76464,4800 | 78842,7820 | 79155,3200
22 66850,4930 | 69524,6970 | 69553,4220 | 76435,2160 | 77349,2060 | 79531,8970 | 80389,3000
23 73649,0000 | 67016,6410 | 68356,7160 | 74526,4900 | 75492,3970 | 78056,5110 | 79424,3200
24 74527,7580 | 64118,1800 | 65671,8100 | 70682,3090 | 71583,6380 | 74322,3630 | 76456,5500

Fonte: (OPERADOR NACIONAL DO SISTEMA ELETRICO, 2020)
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Tabela 34 — Coeficientes a;, de Shapiro - Wilk
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0,6872

0,6646

0,6431

0,6233

0,6052

0,5888

0,5739

0,0000

0,1677

0,2413
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0,0000
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0,0000
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0,0823

0,0876

0,0923
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0,1036
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0,0000
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0,0000
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0,0000
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0,0000

0,0076

Fonte: (SHAPIRO; WILK,

1965)
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Tabela 35 — Coeficientes a;, de Shapiro - Wilk

32 33 34 35 36 37 38 39 40
0,4220 | 0,4188 | 0,4156 | 0,4127 | 0,4096 | 0,4068 | 0,4040 | 0,4015 | 0,3989 | 0,3964
0,2021 | 0,2808 | 0,2876 | 0,2854 | 0,2834 | 0,2813 | 0,2794 | 0,2774 | 0,2755 | 0,2737
0,2475 | 0,2463 | 0,2451 | 0,2439 | 0,2427 | 0,2415 | 0,2403 | 0,2391 | 0,2380 | 0,2368
0,2145 | 0,2141 | 0,2137 | 0,2132 | 0,2127 | 0,2121 | 0,2116 | 0,2110 | 0,2104 | 0,2098
0,1874 | 0,1878 | 0,1880 | 0,1882 | 0,1883 | 0,1883 | 0,1883 | 0,1881 | 0,1880 | 0,1878
0,1651 | 0,1660 | 0,1667 | 0,1673 | 0,1678 | 0,1683 | 0,1686 | 0,1689 | 0,1691
0,1433 | 0,1449 | 0,1463 | 0,1475 | 0,1487 | 0,1496 | 0,1505 | 0,1513 | 0,1520 | 0,1526
0,1243 | 0,1265 | 0,1284 | 0,1301 | 0,1317 | 0,1331 | 0,1344 | 0,1356 | 0,1366 | 0,1376
0,1066 | 0,1093 | 0,1118 | 0,1140 | 0,1160 | 0,1179 | 0,1196 | 0,1211 | 0,1225 | 0,1237
0,0899 | 0,0931 | 0,0961 | 0,0988 | 0,1013 | 0,1036 | 0,1056 | 0,1075 | 0,1092 | 0,1108
0,0739 | 0,0777 | 0,0812 | 0,0844 | 0,0873 | 0,0900 | 0,0924 | 0,0947 | 0,0967 | 0,0986

=}
w
ek

—| =
D S| oo | o Ot | W No| |
o
—
>
e
—

12| 0,0585 | 0,0629 | 0,0669 | 0,0706 | 0,0739 | 0,0770 | 0,0798 | 0,0824 | 0,0848 | 0,0870
13| 0,0435 | 0,0485 | 0,0530 | 0,0572 | 0,0610 | 0,0645 | 0,0677 | 0,0706 | 0,0733 | 0,0759
14 | 0,0280 | 0,0344 | 0,0395 | 0,0441 | 0,0484 | 0,0523 | 0,0559 | 0,0592 | 0,0622 | 0,0651
15 | 0,0144 | 0,0206 | 0,0262 | 0,0314 | 0,0361 | 0,0404 | 0,0444 | 0,0481 | 0,0515 | 0,0546
16 | 0,0000 | 0,0068 | 0,0131 | 0,0187 | 0,0239 | 0,0287 | 0,0331 | 0,0372 | 0,0409 | 0,0444
17 - — 10,0000 | 0,0062 | 0,0119 | 0,0172 | 0,0220 | 0,0264 | 0,0305 | 0,0343
18 — - - — 70,0000 | 0,0057 | 0,0110 | 0,0158 | 0,0203 | 0,0244
19 - - - - - — 10,0000 | 0,0053 | 0,0101 | 0,0146
20 - - - - - — — — 10,0000 | 0,0049
i\n| 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
1 ]0,3940 | 0,3917 | 0,3894 | 0,3872 | 0,3850 | 03830 | 0,3808 | 0,3789 | 0,3770 | 0,3751
20,2719 | 0,2701 | 0,2684 | 0,2667 | 0,2651 | 0,2635 | 0,2620 | 0,2604 | 0,2589 | 0,2574
3 10,2357 | 0,2345 | 0,2334 | 0,2323 | 0,2313 | 0,2302 | 0,2291 | 0,2281 | 0,2271 | 0,2260
4 |0,2091 | 0,2085 | 0,2078 | 0,2072 | 0,2065 | 0,2058 | 0,2052 | 0,2045 | 0,2038 | 0,2032
5 | 0,1876 | 0,1874 | 0,1871 | 0,1868 | 0,1865 | 0,1862 | 0,1859 | 0,1855 | 0,1851 | 0,1847
6 | 0,1693 | 0,1694 | 0,1695 | 0,1695 | 0,1695 | 0,1695 | 0,1695 | 0,1693 | 0,1692 | 0,1691
7 | 0,1531 | 0,1535 | 0,1539 | 0,1542 | 0,1545 | 0,1548 | 0,1550 | 0,1551 | 0,1553 | 0,1554
8 |0,1384 | 0,1392 | 0,1398 | 0,1405 | 0,1410 | 0,1415 | 0,1420 | 0,1423 | 0,1427 | 0,1430
9 |0,1249 | 0,1259 | 0,1269 | 0,1278 | 0,1286 | 0,1293 | 0,1300 | 0,1306 | 0,1312 | 0,1317
10 | 0,1123 | 0,1136 | 0,1149 | 0,1160 | 0,1170 | 0,1180 | 0,1189 | 0,1197 | 0,1205 | 0,1212
11 | 0,1004 | 0,1020 | 0,1035 | 0,1049 | 0,1062 | 0,1073 | 0,1085 | 0,1095 | 0,1105 | 0,1113
12| 0,0891 | 0,0909 | 0,0927 | 0,0943 | 0,0959 | 0,0972 | 0,0986 | 0,0098 | 0,1010 | 0,1020
13| 0,0782 | 0,0804 | 0,0824 | 0,0842 | 0,0860 | 0,0876 | 0,0892 | 0,0006 | 0,0919 | 0,0932
14 | 0,0677 | 0,0701 | 0,0724 | 0,0745 | 0,0765 | 0,0783 | 0,0801 | 0,0817 | 0,0832 | 0,0846
15 | 0,0575 | 0,0602 | 0,0628 | 0,0651 | 0,0673 | 0,0694 | 0,0713 | 0,0731 | 0,0748 | 0,0764
16 | 0,0476 | 0,0506 | 0,0534 | 0,0560 | 0,0584 | 0,0607 | 0,0628 | 0,0648 | 0,0667 | 0,0685
17 | 0,0379 | 0,0411 | 0,0442 | 0,0471 | 0,0497 | 0,0522 | 0,0546 | 0,0568 | 0,0588 | 0,0608
18 | 0,0283 | 0,0318 | 0,0352 | 0,0383 | 0,0412 | 0,0439 | 0,0465 | 0,0489 | 0,0511 | 0,0532
19 | 0,0188 | 0,0227 | 0,0263 | 0,0296 | 0,0328 | 0,0357 | 0,0385 | 0,0411 | 0,0436 | 0,0459
20 | 0,0094 | 0,0136 | 0,0175 | 0,0211 | 0,0245 | 0,0277 | 0,0307 | 0,0335 | 0,0361 | 0,0386
21 | 0,0000 | 0,0045 | 0,0087 | 0,0126 | 0,0163 | 0,0197 | 0,0229 | 0,0259 | 0,0288 | 0,0314
22 - — 10,0000 | 0,0042 | 0,0081 | 0,0118 | 0,0153 | 0,0185 | 0,0215 | 0,0244
23 — — — — 70,0000 | 0,0039 | 0,0076 | 0,0111 | 0,0143 | 0,0174
24 — — — — — — 10,0000 | 0,0037 | 0,0071 | 0,0104
25 - - — — - - - — 10,0000 | 0,0035

Fonte: (SHAPIRO; WILK, 1965)
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0,01 [ 0,02 [ 0,05 | 0,10 | 0,50 | 0,90 | 0,95 | 0,98 | 0,99
0,753 | 0,756 | 0,767 | 0,789 | 0,959 | 0,998 | 0,999 | 1,000 | 1,000
0,687 | 0,707 | 0,748 | 0,792 | 0,935 | 0,087 | 0,992 | 0,996 | 0,997
0,686 | 0,715 | 0,762 | 0,806 | 0,927 | 0,979 | 0,986 | 0,991 | 0,093
0,713 | 0,743 | 0,788 | 0,826 | 0,927 | 0,974 | 0,981 | 0,986 | 0,089
0,730 | 0,760 | 0,303 | 0,838 | 0,928 | 0,972 | 0,979 | 0,985 | 0,088
0,749 | 0,778 | 0,818 | 0,851 | 0,932 | 0,972 | 0,978 | 0,984 | 0,987
0,764 | 0,791 | 0,829 | 0,859 | 0,935 | 0,972 | 0,978 | 0,984 | 0,086
0,781 | 0,806 | 0,842 | 0,869 | 0,938 | 0,972 | 0,978 | 0,983 | 0,086
0,792 | 0,817 | 0,850 | 0,876 | 0,940 | 0,973 | 0,979 | 0,984 | 0,086
0,305 | 0,828 | 0,859 | 0,883 | 0,943 | 0,973 | 0,979 | 0,984 | 0,086
0,814 | 0,837 | 0,366 | 0,889 | 0,945 | 0,974 | 0,979 | 0,984 | 0,086
0,825 | 0,846 | 0,874 | 0,895 | 0,947 | 0,975 | 0,980 | 0,984 | 0,086
0,835 | 0,855 | 0,881 | 0,001 | 0,950 | 0,975 | 0,980 | 0,984 | 0,987
0,844 | 0,863 | 0,887 | 0,006 | 0,952 | 0,076 | 0,981 | 0,985 | 0,987
0,851 | 0,869 | 0,892 | 0,010 | 0,954 | 0,977 | 0,981 | 0,985 | 0,987
0,858 | 0,874 | 0,897 | 0,014 | 0,956 | 0,978 | 0,982 | 0,986 | 0,088
0,863 | 0,879 | 0,901 | 0,017 | 0,957 | 0,978 | 0,982 | 0,986 | 0,088
0,368 | 0,884 | 0,905 | 0,920 | 0,959 | 0,979 | 0,983 | 0,986 | 0,088
0,873 | 0,888 | 0,908 | 0,023 | 0,960 | 0,980 | 0,983 | 0,987 | 0,089
0,878 | 0,892 | 0,911 | 0,026 | 0,961 | 0,980 | 0,984 | 0,987 | 0,089
0,881 | 0,895 | 0,914 | 0,028 | 0,962 | 0,981 | 0,984 | 0,987 | 0,089
0,884 | 0,898 | 0,916 | 0,030 | 0,963 | 0,981 | 0,984 | 0,987 | 0,089
0,388 | 0,001 | 0,918 | 0,031 | 0,964 | 0,981 | 0,985 | 0,988 | 0,089
0891 | 0,004 | 0,920 | 0,933 | 0,965 | 0,982 | 0,985 | 0,988 | 0,089
0,894 | 0,006 | 0,923 | 0,935 | 0,965 | 0,982 | 0,985 | 0,988 | 0,090
0,396 | 0,008 | 0,924 | 0,036 | 0,966 | 0,982 | 0,985 | 0,988 | 0,090
0,898 | 0,910 | 0,926 | 0,937 | 0,966 | 0,982 | 0,985 | 0,988 | 0,090
0,900 | 0,012 | 0,927 | 0,039 | 0,967 | 0,983 | 0,985 | 0,988 | 0,000
0,902 | 0,014 | 0,929 | 0,040 | 0,967 | 0,983 | 0,986 | 0,988 | 0,090
0,904 | 0,915 | 0,930 | 0,041 | 0,968 | 0,983 | 0,986 | 0,988 | 0,090
0,906 | 0,017 | 0,931 | 0,042 | 0,968 | 0,983 | 0,986 | 0,989 | 0,090
0,908 | 0,919 | 0,933 | 0,043 | 0,969 | 0,983 | 0,986 | 0,989 | 0,090
0,910 | 0,920 | 0,934 | 0,044 | 0,969 | 0,984 | 0,986 | 0,989 | 0,090
0,912 [ 0,922 | 0,935 | 0,045 | 0,970 | 0,984 | 0,986 | 0,989 | 0,090
0,914 | 0,924 | 0,936 | 0,046 | 0,970 | 0,984 | 0,987 | 0,989 | 0,090
0,916 | 0,925 | 0,938 | 0,047 | 0,971 | 0,984 | 0,987 | 0,989 | 0,090
0,917 | 0,927 | 0,939 | 0,048 | 0,971 | 0,984 | 0,987 | 0,989 | 0,091
0,919 | 0,928 | 0,940 | 0,049 | 0,972 | 0,985 | 0,987 | 0,989 | 0,091

Fonte: (SHAPIRO; WILK, 1965)
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Tabela 37 — Percentual de pontos do teste Shapiro - Wilk

0,01

0,02

0,05

0,10

0,50

0,90

0,95

0,98

0,99

41

0,920

0,929

0,941

0,950

0,072

0,985

0,987

0,989

0,991

42

0,922

0,930

0,942

0,951

0,972

0,985

0,987

0,989

0,991

43

0,923

0,932

0,943

0,051

0,973

0,985

0,087

0,990

0,991

44

0,924

0,933

0,944

0,952

0,973

0,985

0,987

0,990

0,991

45

0,926

0,934

0,945

0,953

0,973

0,985

0,988

0,990

0,991

46

0,027

0,935

0,945

0,953

0,074

0,985

0,988

0,990

0,991

47

0,928

0,936

0,946

0,954

0,974

0,985

0,988

0,990

0,991

48

0,929

0,937

0,947

0,954

0,974

0,985

0,988

0,990

0,991

49

0,929

0,937

0,947

0,955

0,074

0,985

0,988

0,990

0,991

50

0,930

0,938

0,947

0,955

0,974

0,985

0,988

0,990

0,991

Fonte: (SHAPIRO; WILK, 1965)
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