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RESUMO

Apresentamos neste trabalho duas propostas de unificagdo das diversas classes de operadores
multilineares entre espacos de Banach do tipo somante que sao definidos, ou caracterizados,
pela transformacao de sequéncias vetoriais e que tém sido estudadas separadamente nos
ultimos anos. Essas unificagoes abrangem classes de sequéncias variadas, somabilidade por
blocos e os casos isotropico e anisotréopico. Provamos que os casos gerais dessas unificagoes
sao ideais de Banach de operadores multilineares e mostramos, para cada uma das duas
construgdes, como recuperar as classes ja estudadas como casos particulares. Apresentamos
também aplicagoes das construcoes gerais para o estudo de teoremas de coincidéncia e

para a teoria de coeréncia de ideais.

Palavras-chave: Espacos de Banach; espacgos de sequéncias; ideais de operadores lineares e
multilineares; classes de sequéncias; coeréncia e compatibilidade; operadores absolutamente

somantes; operadores multiplo somantes.



ABSTRACT

In this work we present two approaches to unify the several classes of summing-type
multilinear operators between Banach spaces which are defined, or characterized, by the
transformation of vector-valued sequences that have been studied, each on its own, in
recent years. These unifications encompass plenty of different sequence classes, summability
by blocks and the isotropic and anistropic cases. We prove that the general cases of these
unifications are Banach ideals of multilinear operators and we show, for each of these two
constructions, how to recover the already studied classes as particular instances. We also
provide applications of these general constructions to the study of coincidence theorems

and to the theory of coherent ideals.

Keywords: Banach spaces; sequence spaces; ideals of linear and multilinear operators;
sequence classes; coherence and compatibility; absolutely summing operators; multiple

summing operators.
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Conjunto dos nimeros naturais {1,2,3,...}.

O conjunto dos niimeros reais R ou o conjunto dos niimeros comple-
xos C.

Espacos de Banach.

Norma do vetor x no espaco normado F.
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Espaco vetorial de todos os operadores d-lineares continuos entre
Eix---xEjeF.
O espago L(Ey,...,Ey; F) quando By =--- = E;:= E.

Espaco vetorial de todos os operadores lineares continuos de £ em
F.
Dual topolégico de E.

Classe formada por todos os espagos de Banach, reais ou complexos.
Espaco vetorial formado por todas as sequéncias em E.

Sequéncia canonica de escalares cuja j-ésima posicao é igual a 1 e
as demais sao iguais a 0.

Sequéncia cujo j-ésimo termo ¢é igual ao elemento x e os demais sao
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Espago vetorial formado por todas as sequéncias em E que sao
incondicionalmente p-somaveis.
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Classe de todos os operadores d-lineares e continuos que sao absolu-
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Classe de todos os operadores d-lineares e continuos que sao multiplo

(q1s---,44;D1, - - -, Pa)-sOmantes.

Classe de todos os operadores d-lineares e continuos que sao Z-
parcialmente multiplo (q; p)-somantes.

Classe de todos os operadores d-lineares e continuos de cotipo gq.

Classe de todos os operadores d-lineares e continuos que sao
(¢;p1, - - -, pa)-fracamente somantes.

Classe de todos os operadores d-lineares e continuos que sdo
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Introducao

A teoria de ideais de operadores lineares entre espacos de Banach foi proposta
por A. Pietsch em [71] para o caso linear e, pouco tempo depois, foi generalizada por
ele mesmo para o contexto multilinear em [72]. Essa drea de estudo tem se mostrado
bastante frutifera e ganhado muitas contribui¢bes nas ultimas quatro décadas (veja, por
exemplo, [1, 3, 4, 10, 14, 16, 23, 24, 25, 36, 47, 61, 76] e também os trabalhos referidos
nesses artigos). Por exemplo, uma das linhas de desenvolvimento da teoria é criar classes
de operadores multilineares cujos casos lineares sao ideais de operadores. A alta relevancia
alcangada pelo ideal dos operadores absolutamente p-somantes (veja [46]) fez com que
as generalizagoes multilineares desse ideal se tornassem alvo dos pesquisadores desde o
inicio. Dessas pesquisas resultou que o ideal dos operadores lineares absolutamente p-
somantes possui varias generalizagoes para o caso multilinear, entre elas estao os operadores
multilineares absolutamente somantes [72] e os operadores multilineares miltiplo somantes
[54]. Isso evidencia que é possivel reinterpretar um ideal de operadores lineares no contexto
multilinear em mais de uma forma. Essa multiplicidade de generaliza¢bes multilineares de

um ideal de operadores linear tem sido muito explorada nas tltimas décadas.

Nesta tese estamos interessados nas muitas classes presentes na literatura de
operadores multilineares que generalizam o ideal dos operadores absolutamente p-somantes.

A primeira dessas generalizagbes ja apareceu no artigo inaugural de Pietsch [72], em que

um operador d-linear continuo A: F; x --- X Fy — F entre espacos de Banach é dito
1

absolutamente (q; p1, - -, pg)-somante, com ¢, py,...,pq € [l,00) e = < — + -+ 4+ — se
a D1 Pa

existir uma constante C' > 0 tal que

(f:lHA(x]l-, . ,x?)”q)

para todo m € N e todas sequéncias finitas 27 € E,, j = 1,...,m, r = 1,...,d. Aqui

1

<C-I] sup (mll%(w§)lp’“> ) (1)

r=1%r€Bgx

1
q

estamos denotando por E* o dual topoldgico do espaco de Banach E e B denota sua

bola unitaria fechada.

A classe mais estudada e que conta com mais aplica¢oes talvez seja aquela
proposta por Matos em 2003 (ver [54]), introduzida também de maneira independente
em 2004 por Bombal, Villanueva e Pérez-Garcia em [19]. Diz-se que um operador d-

linear A: By X -+ x By — F é fully absolutely (q;p1, ..., pas)-summing, hoje conhecido
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como operador multiplo (¢;p, ..., ps)-somante, com q > p,, r = 1,...,d, se existir uma
constante C' > 0 tal que
1

m % d m pr
( 2 I\A(flf}p---,w?d)!\q> <C-JT suwp (ZI%(QJ?)I”’) : (2)

Jiseersda=1 r=1¢rEBpx \j=1
para todo m € N e todas sequéncias finitas z; € £, j=1,...,m,r=1,...,d.

Além do desenvolvimento e aplicacoes das duas classes descritas acima, na
literatura podemos encontrar muitas outras classes relacionadas, a maioria delas sendo dife-
rentes generalizagoes dos operadores absolutamente somantes e outras sendo generalizagoes

de outros ideais de operadores relacionados.

Nos dias atuais a teoria estd se desenvolvendo em varias diregoes, dentre as

quais destacamos as seguintes:

(i) Foi rapidamente observado que a abordagem (1) proposta por Pietsch é
equivalente ao operador A transformar sequéncias fracamente somaveis em sequéncias
absolutamente somaveis, no sentido de que para quaisquer sequéncias (z})52, € £, (E;),
r=1,...,d, tem-se (A(le-, . ,x?));il € {y(F), onde 0} (E,) e £,(F') representam, respec-
tivamente, o espago das sequéncias fracamente somantes p,-soméveis em F, e o espago
das sequéncias absolutamente g-somaveis em F. Substituindo esses espagos de sequén-
cias por outros, novas classes multilineares surgiram em varios trabalhos, muitas delas
como generalizagoes multilineares de outros ideais de operadores lineares. Por exemplo:
operadores multilineares p-dominados [34, 74]; operadores multilineares quase somantes
20, 62, 67]; operadores multilineares sequencialmente fracamente continuos [63]; operado-
res multilineares Cohen fortemente somantes [2, 36, 56]. Todos esses trabalhos levaram
Botelho e Campos a buscarem em [24] uma unificacdo de todas essas classes de operadores
multilineares inspiradas em (1) que sdo definidas, ou caracterizadas, pela transformagao

de sequéncias vetoriais.

(ii) A proposta de Matos descrita na expressao (2) aproveita do fato de ser
possivel considerar os indices ji, ..., jq de forma independente, em contraponto com a

proposta de Pietsch (1) que considera j; = --- = jg := j, ou seja, isso significa que, no
k k
1 dy||1q : 1 d Vg
lugar da soma » [[A(z},...,25)||%, considera-se a soma Y [|A(zj,,...,z5,)||". Essa
o i=1 _ =1 _
direcao se mostrou bastante proveitosa e uma grande quantidade de trabalhos tedricos e

também aplicacOes apareceram ao longo dos anos. Alguns exemplos ilustrativos sao os
trabalhos [16, 45, 57, 70].

(iii) No caso da abordagem (1), os indices nos quais a soma incide sao os
elementos da diagonal D(N%) := {(j,...,54) € N*: j, = --- = j4} de N%, enquanto que na

abordagem (2) a soma incide sobre todo o N¢. E natural entdo considerar outros conjuntos
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intermedidrios a esses dois, ou mesmo subconjuntos arbitrarios de N¢, chamados de blocos
de N%. Operadores multilineares absolutamente somantes por blocos foram considerados,
por exemplo, em [3, 6, 13, 17, 32, 81].

(iv) Por fim, tem-se estudado somas iteradas, ou mistas, no sentido de que a

k
soma » ||A(zj,, ..., x?d) | com um tinico parametro ¢ é substituida pela soma iterada
Jiyeeja=1
941 m
o] o] a4q
1 d \(|da

2| 2 Al

J1=1 Ja=1
com parametros qi,...,qq eventualmente distintos. Essa situacdo é chamada de caso

anisotrépico, enquanto que as demais sdo chamadas de casos isotrépicos. E claro que o
caso q; = - -+ = (g recupera o caso isotropico. Essa abordagem anisotrépica tem sido muito
explorada, especialmente no estudo de desigualdades classicas, tipo Bohnenblust-Hille e
Hardy-Littlewood, por exemplo. As referéncias [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 16, 61] atestam a

atividade no tema.

Deve ser mencionada também a direcdo de pesquisa na qual os operadores
absolutamente somantes sao generalizados para o contexto nao linear, tendo os teoremas de
fatoracao e de dominagdo como fio condutor. Nao entraremos em detalhes a esse respeito,
pois nao trataremos dessa direcao nesta tese. Remetemos o leitor interessado para as
referéncias [28, 33, 53, 65].

Como mostram as referéncias indicadas, cada uma das quatro dire¢oes detalha-
das acima gera muitas novas classes de operadores, e as diversas combinagoes das dire¢oes
geram muito mais ainda. O resultado é que muitas classes de operadores multilineares
do tipo somantes tém sido exploradas, cada uma separadamente, nos tltimos anos. O
objetivo central deste trabalho é oferecer um tratamento unificado que abranja cada uma
dessas classes estudadas na literatura como caso particular. E claro que esse tratamento

unificado também enseja o estudo de novas classes.

Esse objetivo central da tese foi alcancado em duas etapas. Na primeira etapa,
desenvolvida no Capitulo 2, construiremos um aparato abstrato, razoavelmente simples do
ponto de vista técnico, que unifica muitas e importantes classes estudadas na literatura,
incluindo os casos isotropico e anisotrépico, varias classes de sequéncias vetoriais e blocos
arbitrarios do N¢. A simplicidade paga um preco, e neste caso é ndo abranger algumas
das classes ja estudadas. Por causa disso, construimos um novo aparato, mais complicado
tecnicamente, no Capitulo 3 que, esse sim, abrange todas as classes ja consideradas. Nos
dois capitulos provaremos que as classes geradas sao ideais de Banach de operadores multi-
lineares, mostraremos explicitamente quais classes sao recuperadas como casos particulares
e também mostraremos que os ideais gerados gozam de boas propriedades, principalmente

relativas a coeréncia e teoremas de coincidéncia. Um capitulo final foi incluido para que



Introducao 17

o leitor seja situado em relacdo a abrangéncia das duas abordagens e as vantagens e

desvantagens de cada uma delas.

No primeiro capitulo iremos apresentar, brevemente, conceitos e resultados que
serao essenciais em todo o texto. Precisaremos de conhecimentos prévios e manipulagao
de operadores multilineares entre espacos de Banach, entender o conceito de classes de
sequéncias introduzido por Botelho e Campos em [24] e, por fim, os introduzir o conceito

alvo do nosso trabalho, que sao os ideais Banach de operadores multilineares.

Os resultados do Capitulo 2 foram publicados na referéncia [26] e os resulta-
dos do Capitulo 3 estdo submetidos para publicacao (veja arxiv.org/abs/2110.11428v2
[math.FA], 2021).
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados preliminares que serao
utilizados no decorrer do texto. Algumas defini¢oes, notagoes e proposi¢oes que serao

pouco utilizadas serao apresentadas no momento oportuno.

Usaremos a terminologia padrao e as notagdes usuais da Analise Funcional
Linear e da Teoria dos Espagos de Banach (veja, por exemplo, [35, 55]). Para a teoria de
operadores multilineares nos referimos a [48, 58] e para ideais de operadores lineares a
[44, 71].

1.1 Operadores multilineares

Nesta secao apresentaremos conceitos basicos da teoria de operadores multili-
neares e algumas de suas propriedades. Para maiores informagoes nos referimos aos livros
de Dineen [48] e Mujica [58].

Nesta secao, a menos de menc¢ao contraria, iremos considerar E, Ey, ..., E; e
F' como sendo espacos vetoriais sobre o corpo K = R ou C. Se um espago vetorial E for
também um espago normado, iremos representar a norma em E pela notagao ||-||z. Um
elemento do produto cartesiano E; X --- X E; serd representado, ao longo de todo o texto,
por (z',...,2%). A bola unitéria fechada do espaco normado E sera representada por B,
isto 6, Bp = {x € E: [|z||< 1}.

Definigao 1.1.1. Dizemos que um operador A: By X - - - X Eq — F é d-linear (multilinear)
se é linear em cada coordenada. Mais precisamente, se para cada m € {1,...,d} e vetores

fixados x, € E,, v # m, o operador
A(xl’m’xm717xm+l,m’md): E, — F

dado por
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é linear.

Os resultados apresentados a seguir sao bem conhecidos na teoria e serdao
constantemente utilizados neste trabalho. Eles serao utilizados no decorrer do texto sem

mencgao explicita.

Proposicao 1.1.2. Sejam Ey, ..., Eq e F' espacos normados e A:E; X -+ X By — F

um operador d-linear. Sao equivalentes:

1. A € continuo.
2. A € continuo na origem.

3. Existe uma constante C > 0 tal que

d
IAG . 2D r< C T ll2"|e,

r=1

para todos x' € Ey,...,z% € Ey.

4. |A||:= sup{||A(z", ..., 2| p: 2 € Bg,,r =1,...,d} < c0.

Demonstragio. Veja [79, Proposigao 2.7]. ]

Proposicao 1.1.3. Sejam E;, ..., Eq e F espacos normados e A:E; X -+ X By — F

um operador d-linear continuo. Entao

d
1A, 2 | < AL T2 |5, para todo (2, ... 2%) € By x -+ X Eq.

r=1

ET,V({L‘l,...,I'd) e by x---x Ed}

d
2. ||Al|= inf{C > 0: ||A(z",..., 2%)||r< C 1Tz
r=1

Demonstragio. Veja [79, Proposigao 2.8]. ]

Um teorema muito 1til na verificagdo da continuidade de um operador multili-
near é o Teorema do Grafico Fechado. Dados espagos normados F, ..., E; e F, dizemos

que um operador d-linear A: £y X -+ X Ey — F tem grafico fechado se
G(A) = {(:L‘l,...,xd,y):(xl,...,xd) € By XX Edey:A(xl,...,xd)}

é um subconjunto fechado em E; x --- X Ey x F, ou seja, se para quaisquer sequéncias

(27)32, € EY r =1,...,d, tais que cada (z7)32, converge para " € E, e existe um
elemento y em F tal que A(x}, . ,x?) sy, entao y = A(z!, ..., z%).

Teorema 1.1.4. Sejam E1, ..., Ey e F' espacos de Banach e A: Ey X ... X Eg — F um

operador d-linear. Se A tem grdfico fechado, entdo A é continuo.
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Demonstragao. Ver [49]. O

Denotamos por L(E1, ..., Eq F) o conjunto de todos os operadores d-lineares
continuos de F; X -+ X Eg em F e definimos, para quaisquer Ay, Ay, A € L(Ey, ..., Eqg; F)

e A um escalar, as operagoes

A1+A2iE1 X XEd—>F,
(Ap 4+ Ag) (2t ... ah) = Ay(at, . 2 + Ay(at, .. o)

M:FEi X -+ x E;— F,
(AA)(zt, .. 2% = N2 . 2.

No caso linear, isto é, d = 1, escrevemos L(F; F'), e quando F' = K denotamos
o dual topoldgico de E por E* isto é, E* = L(E;K).

Proposicao 1.1.5. Sejam Ei, ..., E; e F espacos normados.

1. L(Ey,...,Eq F) € um espago vetorial sobre K com as operacoes definidas acima.
2. A fungio A — ||A|| define uma norma em L(Ey, ..., Eq4F).

3. Se F' é um espago de Banach, entao L(E\, ..., Eq; F) é um espago de Banach munido

com a norma do item 2.

Demonstragio. Veja [79, Proposigoes 2.10 e 2.11]. O

Exemplo 1.1.6. Sejam Fj, ..., Ey, F espagos normados, ¢, € EX, r=1,...,d,eb € F.

Definimos o operador d-linear continuo

P11 Qg @b:Ey X -+ X Bg — F
(@' 2% = i (ah) - pa(z?)b.
Prova-se que
o1 ® -+ @ pa @ bl|= [|]- - - llpall-[|0]l,
(veja [79, Exemplo 2.14]).
Defini¢ao 1.1.7. O subespago vetorial de L(Fj,..., Eq4; F) gerado pelos operadores

definidos acima sera denotado por L¢(E1,. .., Ey4; F') e seus elementos serdo chamados de

operadores de tipo finito.
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1.2 Classes de sequéncias
O conceito de classes de sequéncias foi introduzido por Botelho e Campos em
[24] e serd essencial para o desenvolvimento deste trabalho.

Por BAN denotaremos a classe de todos os espagos de Banach (reais ou
complexos). Dados dois espacos vetoriais normados E e F' usaremos o simbolo E Ny
para significar que E é um subespago vetorial de F' e ||z||r< ||z| g para todo = € E. Por
EM entendemos o espaco vetorial formado por todas as sequéncias com elementos em F
munido das operagoes algébricas usuais, isto ¢, coordenada a coordenada. Para cada j € N,
por e; € K" entendemos a sequéncia canonica de escalares em que o j-ésimo termo é igual
a 1 e os demais sao iguais a 0. Para x € E, o simbolo z - ¢; € EM denotard a sequéncia

(0,...,0,2,0,...) que tem na j-ésima posicao o elemento z e as demais sao iguais a 0.

Por ¢oo(E) e {(F) denotaremos, respectivamente, os espacos de todas as

sequéncias em F que sao eventualmente nulas e limitadas, isto é,

coo(E) = {(Q?J);)il € BN : existe jo € N tal que z; = 0 para todo j > jo}

lo(E) = {(ac]);”:l € BN : sup||z;|| < oo} .
jeN
No espago o (E) consideramos a norma |[[(z;)52, [|eo= sup||z;||, que é completa se E for
jeN
um espaco de Banach.

Definigao 1.2.1. [24, Definition 2.1] Uma classe de sequéncias é uma regra X: BAN —
BAN que a cada espago de Banach F associa a um espago de Banach X (F£) formado por

sequéncias em F, com as operacoes usuais de sequéncias, tal que:
1. co(E) C X(E) < l(E) para todo E,
2. |lejllxx)= 1 para todo j € N.

A classe de sequéncias X é dita linearmente estdvel se para quaisquer E e F' espacgos de

Banach e para qualquer u € L(E; F') tem-se

(u(r;))j2, € X(F) sempre que (z;)52, € X(E).
e o operador linear induzido

W X(E) — X(F), @ ((2)52) = (ulz;)i,

é continuo com ||u||= ||lu| (veja [24, Definition 3.2]).
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Muitos exemplos de classes de sequéncias podem ser encontrados em [24, 25,
37, 76, 77]; mencionamos apenas algumas delas: para p > 1, a classe ¢,(-) das sequéncias
absolutamente p-soméaveis, a classe £, (+) das sequéncias fracamente p-somaveis, a classe co(-)
das sequéncias convergentes a 0 em norma, a classe £ (-) das sequéncias limitadas, a classe
£,(+) das sequéncias incondicionalmente p-soméveis e a classe £,(-) das sequéncias Cohen
fortemente p-soméaveis. Para exemplos de classes de sequéncias que nao sao linearmente

estaveis veja, por exemplo, [24, 50].

Neste trabalho estaremos interessados em considerar iteradas de classes de
sequéncias. Isso significa que, considerando & um ntmero natural e classes de sequéncias
Y, ..., Ys, podemos aplicar a um espaco de Banach E a classe de sequéncia Y} e retornar um
espaco de Banach Yj(FE). Neste, aplicamos a classe de sequéncia Yj,_; e obtemos o espago de
Banach Y}, _1(Yx(E)) e, sucessivamente, obtemos o espago de Banach Y7 (- -+ Y1 (Y (E)) -+ -).
Por exemplo, para p,q > 1, £,({,(E)) é o espago de todas as sequéncias (7;);2, em {,(E)

tais que
oo
Zl||xj||§q(E)< oo.
J:

Denotando, para cada j € N, ; = (7;,;)72, € E", temos (z5)721 = ((70)21)72, e

P
o0 [o@] o0 o0 E
S = S sl =3 (anj,inq) .
j=1 j=1 Jj=1

i=1
Logo,

1 (E) = {<<xj,z->;°zl>;i1 5 5 (Beul) < OO}

Jj=1

munido com a norma

V()20 e )= (i (fuxj,iuq) ) | (1)

j=1 \i=1

Quando trabalhamos com espagos do tipo Y (F) dizemos que estamos no caso
isotrépico, e quando trabalhamos com espagos do tipo Yi(-+-Yp 1 (Yi(E))--+), k > 2,

dizemos que estamos no caso anisotropico.
A proxima proposicao serd essencial no decorrer do texto.
Proposicao 1.2.2. [24, Lemma 2.4] Se X ¢é uma classe de sequéncias linearmente estdvel,

entao ||z - ej||xz)= ||z||g para todo espago de Banach E, qualquer vetor x € E e todo

natural j € N.
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1.3 Ideais de operadores multilineares

A teoria de ideais de operadores multilineares tem suas raizes no trabalho de

Pietsch [72] de 1983. A seguir apresentaremos os conceitos basicos desta teoria.

Definig¢ao 1.3.1. Um ideal de operadores d-lineares ¢ uma subclasse M, da classe de
todos os operadores d-lineares e continuos entre espagos de Banach tal que, para quaisquer

espagos de Banach Ey,..., F; e F, a componente
My(Ey,...,Eq; F):=L(Ey,...,Eg; F) N My

satisfaz:

(Ma) My(Ey,...,Eg; F) é um subespago vetorial de L(Fy, ..., Ey F) que contém os

operadores de tipo finito.

(Mb) Propriedade de ideal: se A € My(Ey,...,Eq; F), u, € L(G; E.), r=1,...,d, ¢
te L(F;H),entao to Ao (u,...,uq) € My(Gy,...,Gg; H).

Mais ainda, M, é um ideal normado de operadores d-lineares se existir uma aplicacao

Il m,: Ma — [0, 00) que satisfaz:

(M1) ||-||m, restrita a Mg(Ey, ..., Eq; F') é uma norma.
(M2) 1KY — K, T4 0 = A X, = 1
(M3) Se Ae My(Ey,....,Eg; F),u. € L(G;E),r=1,...,d,et € L(F;H), entao

At < 2] Al ag-feea |- - lfeall

Por fim, um ideal normado de operadores d-lineares é dito de Banach se todas as compo-

nentes My (FE1, ..., Eg; F') sdo completas com a norma |[|-|| -

Seja (Mg, ||[lm,)5; uma sequéncia em que cada (Mg, ||-|[rr,) ¢ um ideal

normado (de Banach) de operadores d-lineares. Entao
M= U M,
d=1

é chamado ideal normado (de Banach) de operadores multilineares ou simplesmente multi-

ideal normado (de Banach).

Proposicao 1.3.2. Sejam FE.,...,E; e F espacos de Banach. As sequintes afirmacoes

sdo sempre satisfeitas por um ideal normado de operadores d-lineares (Mg, ||-||m,):

1. ||A|I< [JAllm, para todo A € My(Ey, ..., Eq F).
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2. Para quaisquer o, € EX, r=1,...,d, eb € F tem-se

d
|1 @ ® pa @bl a,=b- T[] Iler]l-

r=1
Demonstragio. Veja [79, Proposigao 4.18|. O
Muitos exemplos de multi-ideais de Banach serao vistos nos préximos capitulos

do trabalho. Para maiores informagoes sobre multi-ideais nos referimos a [1, 21, 24, 36, 62,

63, 64, 72, 76, 78).
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Capitulo 2

A primeira construcao

Neste capitulo apresentaremos uma primeira proposta de um aparato abstrato
para unificar classes de operadores multilineares que sao somantes por blocos e definidos,
ou caracterizados, por meio de transformacoes de sequéncias. O objetivo é recuperar, em
um mesmo ambiente, muitas classes de operadores multilineares do tipo somante que tém
sido estudados separadamente na literatura. Iniciaremos com a construgao, exibiremos os
principais exemplos contidos na literatura e finalizaremos com um resultado de coincidéncia.

Todos os resultados deste capitulo foram publicados em [26].

2.1 A construcao

Dado um subconjunto N de N e uma sequéncia (r;);2, em E, o simbolo (z;);en

o0

denotard a sequéncia (y;);2; em FE cujo termo na j-ésima posicio é igual a z; caso j € N,

e 0 caso j ¢ N, isto é,
xj, se j € N,

y‘] - 7’ .
0, caso contrario.

Note que, se N = 0, entéo (z;),en é a sequéncia identicamente nula em E para

o0

qualquer sequéncia (z;)72, € EN. Além disso, é imediato verificar que se (z5)721 e (y5)721

sao sequéncias em F, entao
(2j)jen + (y))jen = (2 + y;)jen-

Nesse capitulo, d é um nimero natural fixado e um subconjunto nao vazio B

de N? sera chamado de bloco. Além disso, dados 71, ..., js_1 € N denotaremos

thm’jd_l = {.]d eN: (jlu s )jd—hjd) € B}

e observe que

o0

B- | U G da}

J1sendd—1=1 j e git-dd—1
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Proposicéo 2.1.1. Sejam X1, ..., X4, Ya,...,Yy classes de sequéncias e B C N um bloco.

As sequintes condigoes sao equivalentes para um operador d-linear A € L(Fy, ..., Eq; F):

(i) Se (x;)32, € X1(Ey), ..., (1:?);”:1 € Xy(Eq), entao

(- (At e n) ) ERCYR) )

Ja—1=1 j1=1
(i) O operador induzido
Ap: X1(By) X - X Xg(Eyg) — Yi(- - Yg(F)--)

dado por

A5 (@ )]ool,...,(x?);il):(...((A(x}l,...,x?d))jdeBh ,,,,, ) )°° |

Ja—1=1 j1=1

estda bem definido, € d-linear e continuo.

Demonstragio. A implicacdo (ii) = (i) segue apenas do fato de Ap ser bem definido. Na
outra dire¢ao, a boa defini¢cao de A p também é clara. A linearidade de A B segue diretamente
da linearidade de A e das operagoes usuais de sequéncias. Para nao sobrecarregar a notagao
faremos, apenas para ilustragdo, o caso em que d = 2 e somente na primeira coordenada. O
caso geral é totalmente andlogo. Para isso, fixada uma sequéncia (z ) °, € Xo(FEy), entao

para quaisquer sequéncias (le);il, (yj)j:1 € X1(E1) e todo escalar \ temos

Ap () + 220 @)520) = (A + 200 22)) )
(A (2}, 22 >+AA< >>J2€Bﬂ>°j1
(A (:E T jo eBJl) ( (yjﬁxjgé))jzeBh):l

(x>j°1,< 3= )+AAB(< e @)

I
:J>) A~ /=

Para mostrar a continuidade de Ag utilizaremos o Teorema do Gréfico Fechado
para operadores multilineares enunciado no Teorema 1.1.4. Para isso, considere sequéncias
7 = (27;)j2, e T" = (2)52, em X(E,), para cada r € {1,...,d} e para todo [ € N, tais
que

@,....7H) -5 @ .. 7Y em X (By) x - x Xq(Ey), (2.1)
e
Ap(@ ) (sl ) em B YaF) ). (22)
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Segue de (2.1) que T, —— 7" em X,(E,),r = 1,...,d. A condicdo X, (-) =N loo(+)
garante que convergéncia em classes de sequéncias implica em convergéncia coordenada a

! . , .
coordenada, portanto zj ; — x; para todo j € N. Como A ¢é continua,

d ! 1 d
A(asijl,...,xmd) —>A(:Uj1,...,$jd) em F (2.3)
para quaisquer ji,...,Jjq € N e, em particular, para quaisquer (ji,...,Jq) € B.

Por outro lado, como

Ap(T], .. »Tld) = AB«le,j)?ip cee (33?3)]021)
d o =
_ 1
- ( o ((A (‘Z‘l,jﬂ s 7Il,jd))jd€Bj1 ,,,,, jd_l)jd1=1 o ')j1:1 s
de (2.2) segue que
1 d > * 1 o 0o
<. o <(A (xl,]d? s 7xl7jd))jd€BJ'1 ,,,,, jdl)jd1=l e ')j X — < e (Zjl,...,jd)jdzl o '>j1=1
=
em Yi(---Yy(F)--+). Entdo para quaisquer ji, ..., js—1 € N, novamente da convergéncia
coordenada a coordenada aplicada as classes de sequéncias Y7, ..., Yy 1, segue que
!
(A (g smly,)) cpnnies = Zingd) ey em Ya(F), (2.4)

Agora iremos olhar convergéncia coordenada a coordenada em (2.4). Note que, se j; €
BItdi-1 g que equivale a (jq,...,jq4) € B, entdo a js-ésima coordenada da sequéncia

(A (xllm, ol

lv.]d))]dEle """ Jd—1
a zj,,.j,- No caso contrario, ou seja, se jg ¢ B’"74-1 entao a js-ésima coordenada de

(A (:Ell’jl, L

l?]d))]dijl 7777 Jd—1
Portanto, z;,,. ;, = 0 quando (ji,...,jq4) € B, e

é igual a A (xll’jl, e ,xffjd), para todo [ € N, e convergente

¢ igual a 0, para todo [ € N, e convergente para zj,,_j,-

!

A (x}7j17 T 7x§i’jd) —> Zjlr“:jd €1 F7 (25)
para qualquer (ji,...,jq) € B. Da unicidade do limite em F' aplicada as convergéncias
(2.3) e (2.5) obtemos que A (a:jl-l, . ,x?d) = zj,..j, bara qualquer (ji,...,jqs) € B. Por
fim, como z;, __j, = 0 quando (ji,...,Jjqs) ¢ B, entao

(o) = (o)
1 d \\>® >
= <.(A (le,...,xjd))jdijl ,,,,, jd_l-..>jl:1
:A\B(Tla' 7Td)7
o que conclui a demonstragao. O]
Definicao 2.1.2. Sejam Xi,..., Xy, Y1,...,Y; classes de sequéncias. Dizemos que um

operador A € L(Ey,...,Eqg; F) é(B; Xq,...,Xg Y1, .., Yy)-somante se valem as condigoes
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equivalentes da Proposi¢ao 2.1.1. Neste caso, definimos a norma (B; X1, ..., Xg; Y1,. .., Yy)-

somante de A por
[AllBix, .. xami . va= [[Asll-

Denotamos por Lg.x, ... x,vi...v,(E1, .., Eq; F) a classe de todos os operadores
d-lineares de Fy x -+ X Egem F que sdo (B; X1,..., X4; Y1, ..., Yy)-somantes. Além disso,

usaremos as seguintes simplificagoes:

e Lpx, . xyvi..v,(E1, ..., Eq) no caso em que F =K.

e Li.x,... xsvi..v,(“E; F) no caso em que B} = --- = E; = E.

® Lpaxy, v,(Er,...,Eq F)nocasoemque X; =--- = Xg=X.
® Lpx, xpiy(Er, ..., Eg;F)nocasoemque Y =---=Y; =Y.

Combinagoes 6bvias dessas simplificagoes também serdo utilizadas.

O proximo objetivo é provar, com o minimo de hipdteses, que

ACB;Xl,...7Xd;Y1,...,Yd = U /CB;Xl,...,Xd;Yl,...,Yd(Ela . By F)>
Eq,... Eq, F
Banach

é um ideal de Banach de operadores d-lineares. Comegamos com a primeira parte da
propriedade (Ma) da definigao 1.3.1.

Proposicao 2.1.3. Sejam Xi,..., Xy, Y, ..., Yy classes de sequéncias. Para quaisquer
espagos de Banach Ey, ..., Eg e F' o conjunto Lp.x,. x,;vi..v,(E1, ..., Eq; F) € subespago
vetorial de L(Ey, ..., Eq F).

Demonstragio. Sejam Ay, As € Lp.x,. x;wi..v,(E1, ..., Eq; F) e A um escalar. Dadas
(27)52, € Xo(Ey), r=1,...,d, como

(A + M) (D2, . (@) =

d - )
— ( .. <((A1 + )\AQ)(xglla . 7xjd))]d€BJ1 """ Jd*l) jg_1=1 >
Jd—1= si=1
d d ) )
_ ( (A A ) i) )
Ja—1= n=1
1 d j i ) OO

— ( .. ((A1($J17 ) jd))jdEle ..... Jd—1 + A (AQ(xjN ) jd))jdEle ,,,,, Jdl)jd =1 ) —

— j1:
e 1 d ) -
= ( ((Al(l’ﬁ? ) jd))jdEB” """ J"l_l)jdlzl >J'1:1+

1 d N .

+ A ( .o ((AQ(:lea 7$jd>)jd€Bj1 ,,,,, Jd_1)jd1:1 )
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— —

= (AI)B ((‘r;)(])ila cee (xj);;) + /\<A2)B ((%1)(;.;17 cee (x?);;) )
temos Ay + My € Lxy. xovrovy(Brs o By F) e (Al + Ay)s = (A1) + A(A) . O

Para verificar que os operadores de tipo finito pertencem a Lp.x, . x,vi...v,

precisaremos usar a propriedade de ideal (Mb). Por isso a provaremos primeiro.

Proposicao 2.1.4. Sejam Xy,..., X4, Y1,...,Yy classes de sequéncias, um operador d-
linear A € Lp.x,,. x;vi..v,(E1,...,Eq; F) e operadores lineares u, € L(G,; E,), r =

1,....d, ev e L(F; H).

-----

1. Se Xi,..., X4 sao linearmente estdveis, entdo

Ao (ug,...,uq) € EB;Xl,...,Xd;Yl,...,Yd(Gh o, Ga F).

2. SeY1,..., Yy sdo linearmente estdveis, entdo voA € Lp.x,  x,vi..v,(Ev, ..., Eq H).

3. Se Xq,...,Xy4,Y1,..., Yy sao linearmente estdveis, entdo

voAo (’LLl, - ,Ud) ~ ACB;XIW.’Xd;yl’m,yd(Gl, ey Gd; H) e

d

[vo Ao (uy,...,ud)llBx,.... xuvisva < 0NN Al Bixy o xavivas [T l0]]-
r=1

Demonstragdo. 1. Dadas sequéncias ()

sequéncias X, é linearmente estével e o operador u, é continuo, tem-se (u,(7;));2, € X, (E,).
Como A € Lp.x,,. x;vi..v,(E1, ..., Eq; F), entao

< <(A(u1,...,ud)(x;l,...,x?d))jdeBh ,,,,, jdfl) > =

Ja—1=1 j1=1

:(”@mm%%mww%mmm ,,,,, %Jm ”)weﬂ%”nwy»

Ja—1=1 j1=1

e}

2 € X (Gr), r=1,...,d, como a classe de

e, portanto, A(us,...,uq) € Lp.x,..x;v1,.v,(G1...., Gy F). Além disso, a igualdade

anterior mostra que

(Ao (ug, ... uq))y = Ago(@,... 0y

2. Sendo as classes de sequéncias Yi, . .., Yy linearmente estaveis e v € L(F'; H),
o operador induzido v: Yy(F') — Yy(H) estda bem definido, ¢ linear, continuo e ||v]|= [|v||.
O mesmo acontece com 02 = 0: Yy 1 (Y4(F)) — Y4 1(Y4(H)) e com seus sucessivos

operadores induzidos, até chegarmos a um operador induzido,

LY (- Yg(F) ) — V(- Ya(H) - - ),
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~d o] e _ o] e
0 (i) = ()
que é linear, continuo e ||5%|= ||097!||= - - - = ||0?||= ||v||. Assim, para quaisquer sequéncias

(27)j=1 € Xo(Ey), r=1,...,d, como A € Lp.x,,. x;vi,.vy(E1, ..., Eq; F) temos

Ap (Y=, (@D)j21) € Yi(--- Ya(F)---)

J J

e, consequentemente,

Yi(--Ya(H) ) 2000 Ap ((#))jz1, .-, (29)21)

_pd (...((A(x}l,...,x?d))jdeBn ,,,,, jd1>:1_1”')oo )
(

ji=1

oo
p o0
— < (UOA(x}l"..’xjd))jdijl ,,,,, jd71> )

Ja—1=1 j1=1

Logo, vo A € Lp.x, .. x,vi,..v,(E1, ..., Eqg; H). Além disso, conclui-se da igualdade anterior
que (vo A)y =1%o Ap.
3. Utilizando os itens 1. e 2. temos

A~

(U © A<u1= T ’Ud))ﬁ\% ((x]l)]oih B (x?ﬁil) =vo A\B({L\l? s 7U’d) ((x]l)(;ilv A (x;i)]oil) )

para quaisquer (z7)2, € X,(G,), r=1,...,d. Logo

Jj’3
v o A(u, -+, ua))llBixy,. Xy ,va = [[(V 0 Alug, -+ ug)) ]

= |50 Ap(dr, ..., dy)

d
< 0ll-1As |- Tl
r=1
d

= ol Al Bixr,xasvisyas [T el
r=1

]

Apresentaremos a seguir uma condi¢do necessaria para uma teoria nao trivial.

Proposicao 2.1.5. Sejam X1,..., Xy, Y1,..., Y, classes de sequéncias linearmente estd-
veis e Ey, ..., Eq, F espacos de Banach. Se existir A € Lp.x,.. x,vi..v,(E1, ..., Eq F)

nao nulo, entdo

(...((A}l...)\?d)jdeBh ,,,,, ) )Oo V(- Y(K) ), (2.6)

Ja—1=1 j1=1

para quaisquer sequéncias de escalares (\7)72, € X, (K), r =1,...,d.
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Demonstragio. Seja A € Lp.x,.. x,mw..v,(E1, ..., Eq; F) um operador ndo nulo. Entao
existe uma d-upla (z' ..., z%) em E; x - - x Ey tal que A(z',...,2%) # 0. Pelo Teorema de
Hahn-Banach existe um funcional 1) € F* que satisfaz ¢(A(z', ..., 2%) = || A(z', ..., z%)].
Como as classes de sequéncias Y1, ..., Y, sdo linearmente estéveis, segue do argumento uti-
lizado na demonstracao do item 2. da Proposicao 2.1.4 que, tomando sucessivos operadores
induzidos a partir de 1, o operador 9" : Yi(-- - Yy(F) ) — Yi(-- - Yy(K) - - -) dado por

P i) = (o Wi )

Ji=1 Jji=1
esta bem definido, é linear e continuo. Para cada r = 1,...,d podemos considerar os
operadores lineares e continuos u, € L(K;E,) definidos por u,(\) = Az". Como as
classes de sequéncias Xi,..., X, sao linearmente estaveis, o operador linear induzido

u,: X(K) — X(E,) estd bem definido, é linear e continuo. Pelo item 2 da Proposigao
2.1.4 segue que ¥ o Ao (uy,...,uq) € Lp.x,.. xym...v, "K;K). Entdo, para quaisquer
(AD)52, € X (K), tem-se

Yi(- Ya(K) ) 3 (Yo Ao (ur,...,uq)y (A2, ..., (AD2,) =
- {Z)\d © A\B (12\1((/\;>;il)7 s 712\61(()‘;1)]0.;1))
= g% o Ap((Nah)2y, ..., (\ah)2))

— ¢ (( (A0 X)) o) )

n=1
- ( B ((Agl‘l X Al g “‘1>a‘d1=1 ) .>j1=1
_ 1 d 1 d - i
— < .. (()\jl . )\]dHA (:L‘ gy L ) “)jdGle ..... jd1>jd1:l .. .)j1:1
_ |4 (171’ N ,a:d) - ( .. <<)\}1 e )‘?d)jdeB“ ,,,,, jdl)jd—l—l . '>j11

Como Yi(--- Yy(K)---) é um espaco vetorial e ||A(z!,...,z%)||# 0 segue que

(. i (()\}l e )\?d)jdeBh,m,jd_l)jd1:1 i, ) €Yi(--Yy(K)--).

j1=1

[]

A proposigdo acima evidencia que a condi¢do (2.6) é necessaria para que
LB.xy,. X1y, seja nao trivial. A préxima proposicdo mostrara que ela é também uma

condicao suficiente para que essa classe contenha os operadores de tipo finito.

Proposicao 2.1.6. Sejam Xi,..., X4, Y1,..., Yy classes de sequéncias linearmente es-
taveis que satisfazem a condigio (2.6). Entdo a classe Lp.x,.. x,vi..v,(Er, ..., Eq F)

contém os operadores de tipo finito.
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Demonstracio. A condigao (2.6) garante que o operador [ 4. K¢ — K, definido na condicdo
(M2) da definigdo 1.3.1, pertence a EB;Xl,.,,,Xd;y17,__,yd(dK; K). Dados ¢, € EX, r=1,...,d,
e b € F, considerando o operador linear e continuo u: K — F' definido por u(\) = Ab,

temos
P1R - @pa®@b=uol% (p1,...,04).

Pela Proposicao 2.1.4 segue que ¢1 @ -+ @ ¢4 @b € Lp.x,. . x;vi..v,(E1, ..., Eq F).
Portanto, Lp.x, . x,vi..v,(E1, ..., Eq; F) contém os operadores de tipo finito, pois é um

espaco vetorial. O

Na perspectiva das tltimas duas proposi¢oes vemos a necessidade de supormos
a condicao (2.6) para o desenvolvimento de nosso ambiente. Além disso, como ainda nao
tratamos da aplicagao ||| B.x,,..x,v1.....v,, se torna esperado também exigir a desigualdade

de normas correspondente para acompanhar a condigao (2.6).

Definicao 2.1.7. Sejam Xy, ..., X4, Y1, ..., Yy classes de sequéncias. Dizemos que
a 2d-upla (Xi,...,Xg,Y1,...,Yy) é B-compativel (ou que (B; Xy,...,Xq;Y1,...,Yy) é

compativel) se, para quaisquer (A\7)52; € X,(K), r =1,...,d, tem-se

(. » <()\j1,1 ) jd%)oo >OO € Vil Ya(K)---)

jd—lzl j1:1
(§]
(o) o0 d
|| ( o (()\Jll U )\;id)jdijl <<<<< jd—1> N e ) < H ||()‘§)§.;1||XT(K)'
Ja—1= J1=1ly; (Y (K)-) r=1

A imposigao dessa condigao de compatibilidade do tipo Holder (veja ...) garante
que a classe contenha os operadores de tipo finito. Seguindo com a verificacao que a classe

Lp.x,. x;vi..y, ¢ um ideal de Banach de operadores d-lineares, veremos na sequéncia que

a aplicagao ||| B.x;...x,m....v, € de fato uma norma neste espaco. Para isso, precisaremos

verificar a proposicao a seguir, que relaciona a norma usual de operadores com a norma

(B; Xy,...,Xg; Y1, ..., Yy)-somante.

Proposicao 2.1.8. Sejam X1,..., Xy, Y1,..., Y, classes de sequéncias linearmente estd-

veis. Para todo operador A € Lp.x,... x;vi,..v,(E1, ..., Eq; F) vale
A< 1Al Bixy .0 Xy Yo

Demonstragdo. Sejam A € Lp.x, .. x,vi..vy(E1, -, B F), (x%, ... 2 e B x--xEye
(41,---,7y) € B.Paracadar = 1,...,d, considere as sequéncias (27)52, = 2"ej € X, (E,).

Aplicando repetidas vezes a Proposicao 1.2.2, temos

HA ((x;)jozlv R (x?);’;l) HY1(~"Yd(F)'”):
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d > >
_ ( (A ) i) )
Jam =Y (- (Ya(F))-)
_ 1 d
= e ((A (xj{?..‘7xjd>>jd€Bji,m,jd1>‘ _1-.. '6]1
T =l e
= A<$1/7 ,SEC-l/> e €1 - Car
7 Jaj Ry )
_ 1 d
=]A (1:1, e ,xd) | -
Agora, como /Alg é continuo,
A (2,2 [p = 1A ()52 (#3952 v (vaee) -
d
< Azl TTNE)5 x50
r=1
R d
= [|Agll- TTlI=" - ejllx.(z0)
r=1
Prop. 1.2.2 .
= T Alsx e xayi v T 6,
r=1
donde segue a desigualdade desejada. O
Proposicao 2.1.9. Sejam X.,..., Xy, Y1,...,Y; classes de sequéncias. Para quaisquer

espagos de Banach Ey, ..., Eq e F a aplicagao ||| p.x, .. x,wr...v, define uma norma no

espago Lp.x,. . xyvi..v,(E1, ..., Eq; F).

Demonstragio. Seja A € Lp.x,. xywi..v,(E1, ..., Eq F). Por um lado, se A for identi-
camente nulo, entdo Ag também o sera; e portanto || A||g.x,...x,;vi...v,= || Asl|= 0. Por
outro, a Proposicao 2.1.8 garante que se || A||z.x,...x,;v,...v,= 0, entdo [|A]|= 0 e, sendo

assim, A é identicamente nulo.

Todos os demais axiomas de normas seguem automaticamente da linearidade

da correspondéncia A +— A p constatada na demonstracao da Proposigao 2.1.3. [

Agora podemos completar a verificagdo de que, com as hipdteses de estabilidade
linear e compatibilidade das classes de sequéncias, Lp.x,, . x,v;... v, ¢ um multi-ideal de

Banach munido com a norma ||| g.x, .. x,v1....v,-

Teorema 2.1.10. Sejam Xq,..., Xy, Y1,...,Y, classes de sequéncias linearmente estdveis
e B-compativeis. Entao Lp.x,,. x,v:,.v, € um ideal Banach de operadores d-lineares

munido da norma ||-||g.x,... x;vi...v,-
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Demonstragao. Por tudo que fizemos nas Proposicoes 2.1.3, 2.1.4, 2.1.6 e 2.1.9, resta apenas
mostrar que vale a igualdade ||]d||B§X11---7Xd§Y1,---7Yd: leque Lp.x,,. x;vi..v,(E1, ..., Eq F)

¢ completo com a norma ||-|| p.x, ... x,v1.....v,, Para quaisquer espagos de Banach Fy, ..., Ey, F'.

Para a igualdade, note que a Proposicao 2.1.8 garante que

L=< 1 B.x1,.. X095, Y
Sendo (Xi,..., X4 Y1,...,Yy) classes de sequéncias B-compativeis, entdo vale a desigual-
dade

(X)) >

Ja—1=1 j1=1

<

T

VR

V(- Yal)-+)

=

HAD7Z1 x ),

Il
—

e~

sempre que ()\;);.il € XT(K)v r= 17 B 7d7 ou Sejav ”]dHB;X1,~~,Xd;Y1,m7Yd: ||<Ial>BHS L.

Agora, sejam E1, ..., Eq, F espagos de Banach e (A4;);2, uma sequéncia de Cau-

Chy em EB;X1,~~~7Xd;Y1,m,Yd(Eh ey Ed; F) Como ||||§ ||'HB;X1,~~,Xd;Y1,~~~,Yd7 pela PI‘OpOSi(;éO

o

2.1.8, segue que (A;);2, é de Cauchy no espago de Banach L(FE,..., Ey4; F'). Existe entdo
A€ L(Ey,...,Eq F) tal que

A -5 Aem L(Ey, ... Ey F). (2.7)

. !
Devemos provar que A € Lp.x,.. x,;v1,..v,(E1, ..., Eqg; F) e que vale a convergéncia 4, —

-----

A na norma H'HB;X1,~~~,Xd;Y17~~~,Yd'

Por um lado, a correspondéncia
A€ Lpxy. xoviowa(Ery o, B F) = Ag € L(X1(Er), ..., Xa(Eq); Ya(- - Ya(F) )

¢ uma imersao isométrica. Logo, denotando por fll, p 0 operador induzido por A;, a sequén-
cia (ﬁ173)§1 ¢ uma sequéncia de Cauchy em L(X(Ey),..., Xq(Eq);Yi(---Ya(F)--+)),
que por sua vez é um espago de Banach. Podemos entdao considerar um operador S €
L(X1(E),. .., Xa(Eq);Yi(---Ya(F)--+)) que é limite de tal sequéncia, ou seja,

Ap =5 Sem LIX((EY), ..., Xg(Eg); Yi(--- Ya(F)-- ). (2.8)

Dessa forma,

(. S (CTCET ) B

em Yi(--- Yy(F)---) para quaisquer sequéncias (77)52, € X, (E,), r = 1,...,d. Denotando

S (@), -, (x;l)]o';l) = < . (Zjh..-,jd);::l " )

[e.9]

) S (e ).
Jji=1

Ja—1=1

o

Ji=1
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e aplicando a convergéncia coordenada a coordenada nas classes de sequéncias Y7, ..., Y, 1,
temos
1 d l 00
(Al (le7 e ’xjd))jdijl 7777 Jd—1 — (Zj17~~~7jd)jd:1 em }/d(F)
para quaisquer ji,...,Jq—1 € N. Mas, para todo [ € N, por definicao, se jq € B/*Jd-1,
~ - . 1 d ;. 1 d
entao a jg-ésima coordenada de (Al (le, e ,:L’jd))jdij1 ,,,,, i, €igual a A (a:jl, e ,xjd).
Aplicando mais uma vez a convergéncia coordenada a coordenada obtemos
1 d !
A (:(:jl, .. ,xjd) — 2,4, em F.

Da unicidade do limite em F' segue que zj, . j, = A(le-l, e ,x?d) sempre que jg €
BtJi-1 Por outro lado, se jg ¢ B'741 entdo a jg-ésima coordenada da sequén-

cia (4 (zj,, ... ,:c;ld))jdeBh AAAAA s

Zj,,..j. = 0 sempre que jg ¢ B’/*=1. Concluimos que

¢ nula, para todo | € N, e converge para z;, . ;,. Logo,

(Zjl,...,jd);:zl = (A(mjlp s 7x?d))jd53j1 """ Jim1
e dai
1yoo dyo ja X
S ((iCj)j:h cee (CCj)jzl) - ( h (Zjl""’jd)deI N .>j1=1
1 d h )
— (. .. ((A (le’ e 7xjd))jd€Bj1 ,,,,,, jd_l)jdlzl . >]1:1 Y
ouseja, A € Lpa, . x,v1...v,(Er, .., Eg; F). Mais ainda, Ay = S e, consequentemente,

I —

1A = Al xaviya= (A = A)pll= 1A — Agll= | ALs — S| 0.

2.2 Exemplos de classes estudadas na literatura

Nessa secao iremos recuperar muitos exemplos importantes tratados na litera-
tura como casos particulares da nossa construcao geral. Iremos dividi-la em trés partes. A
primeira serd dedicada ao caso em que o conjunto de fndices é a diagonal de N%, a segunda

ao proprio N e a terceira a um caso intermediério.

2.2.1 A diagonal

A diagonal de N?, denotada por D, é o bloco {(J1,---,Ja) € N - == ah.
Neste caso, para quaisquer jq,...,Jq-1 € N, temos
D _ Qb se = = =1,

(), caso contrario.
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Logo, dado um operador A € L(Ey,..., Eq; F) e sequéncias (27)52, em E,, r=1,...,d, é

verdade que

jd—lzl j1:1
(2.9)
2.2.1.1 Os operadores (X7, ..., X4 Y)-somantes
Os operadores (X1,..., Xy Y)-somantes, onde Xi,..., Xy e Y sdo classes de

sequéncias, foram introduzidas em 2017 por Botelho e Campos no trabalho [24]. Pretendia-
se unificar ali os exemplos de ideal de operadores d-lineares que eram definidos, ou podiam
ser caracterizados, por meio de transformacoes de sequéncias vetoriais. E importante
ressaltar que para conseguirmos resgatar os operadores (X7, ..., X4 Y)-somantes como
caso particular da abordagem construida neste capitulo serd necessario impor uma condigao
sobre as classes de sequéncias (Defini¢ao 2.2.5). Essa condi¢ao permite alcangar muitas
classes ja estudadas, mas nao a totalidade das classes obtidas em [24]. Isso serd resolvido

com a construgao a ser feita no préximo capitulo.

Defini¢ao 2.2.1. [24, Definition 3.1] Sejam Xj,..., Xy, Y classes de sequéncias. Um
operador d-linear A € L(E}, ..., Ey; F) é dito (X, ..., Xg; Y)-somante se

(A(z},....2H)>" e Y(F)

7 137 ) j=1
sempre que (z3)52, € X,(E,), 7 = 1,...,d. O conjunto de todos esses operadores é
denotado por Lx, . x,v(E1,...,Eq F), que ¢ um espago de Banach munido com a norma

dada por || Al x,.. x,;v= Hﬁ”, onde A é o seguinte operador d-linear continuo induzido por

A:

A Xi(B) % x Xag(Bg) — Y(F), A((h)2,,. .., (@H2)) = (A, ..., 2) ™

Jj=b J/j=1 7’ Vi) =17

(veja [24, Theorem 2.4]).

A condicao a ser imposta sobre as classes de sequéncias se apresenta no proximo

resultado.

Teorema 2.2.2. Sejam X1,...,X4, Y classes de sequéncias e Fn, ..., FE4 F espacos de
Banach.

1. Se existe uma classe de sequéncias Z tal que:
(y; - €j)5=1 € Y(Z(H)) = (y;)52, € Y(H) e [[(y;)5% Iy < (s - €5)52 vz,
para qualquer espaco de Banach H, entdo

1
‘CD;X1,...,Xd;Y,Z,d.Tl,Z(El’ c. ,Ed; F) — £X1,...,Xd;Y(E17 RPN Ed, F)
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2. Se existe uma classe de sequéncias Z tal que

(Y;)72 € Y(H) = (y;- ¢j)5Z1 € Y(Z(H)) e |[(y; - e5)52lly @z < 1(y5)52ly @)

para qualquer espaco de Banach H, entdo

.....

Demonstragio. 1. Sejam A € L, 3 i Yd(El, B F)e (2h)2, € Xo(E,), r=
., d. Utilizando a igualdade (2.9), temos
(A(x},...,29) e a7t ej)] ceY(Z(---Z(F)---)).

77 ’J

Aplicando a hipétese iteradamente obtemos (A(x]l, e ,xf))] € Y(F), provando que

Xy (E1, ..., Eg; F). Além disso, usando a desigualdade ||(y;)52; [y < [|(y; -

77777

ej)721llv(z(m)), novamente de forma iterada, segue que

A (@D @32y =
= (A(x},...,xf))?;l"y(zv)

IN
—
BN
—~
&w
8
U
~—
[
<
U
—

’ J:1HY<Z(---Z<F>-~->>

_ ( . ((A (le.l, . ,x;ld))jdeDn ,,,,, jd_1>jd1:1 .. ) |
A

n=l1
D ((le)jib SRR ('TJ>;.C=)1) Hy(

Y(Z(-2Z(F)-))

Z(-Z(F)-))’
donde concluimos que ||AHX1 ..... Xd;YS ||A||D;X1 ..... XY, Z,...Z-

2. Dados um operador A € Ly,
X (E.), r=1,...,d, temos

-----

xuv (B, ... Eg; F) e sequéncias (27)72, €

Aplicando a hipétese [(y;)72, € Y (H) = (y; - €;)72, € Y(Z(H))] d — 1 vezes, segue que

Y(Z( 2(F) ) 3 (A, af) o o)) 7 =
_ ( . ((A (2hoo o al)). jdl):_ll . )jl
Agora, para a desigualdade de normas, temos
HAD ()52 17"‘7(x?);ﬁl)HY(Z(---Z(F)'“) -
H ( ]1, e ’x?d))jdEDjl """ jd—l):lzl N .)ﬁ:l Y (Z(~Z(F)-)
:H (A(z),....20) e 41 g5 Hy(z( Z(F)-)
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< |[(A(, -, 2D) 2, ver)
= Az @),
Portanto, [|Allpx,...x,v.z...2< [ Al x,,.. xav- -

Para o proximo resultado, que mostra casos concretos em que vale o teorema
acima, precisaremos de dois fatos. O primeiro é uma forma muito til de calcular a norma
no espago das sequéncias fracamente p-somaveis (veja [46, p.36]). Dados um espago de

Banach E e uma sequéncia (y;)52, € £, (E), entao

: (2.10)

N
Z a;y;

J=1

1(y5)521 lew(my=sup ~ sup

NEN (a;)32,€By,.

1 1
onde p* é o conjugado de p, isto é, — + — = 1.
p p*

O segundo fato permite permutar a ordem de supremos em uma expressao no
seguinte sentido: para dois conjuntos A e B nao vazios e f : A x B — R uma funcao, é
verdade que

supsup f(x,y) = supsup f(z,y). (2.11)
r€A yeB yEB €A

Uma verificacdo deste fato pode ser encontrada em [50, Lema 2.4.10].

1 1
Definigao 2.2.3. [80, Defini¢ao 3.1.1] Sejam ¢, p1,...,pq € [1,00) tais que — < — +---+
g9 DN
1

—. Um operador A € L(E, ..., Ey; F) édito (q;p1, - - ., pa)-fracamente somante, se existir

Pa
uma constante C' > 0 tal que

d
I(AG, - 2D) 7 e C TIIED - . (2.12)
r=1
para todo m € N e quaisquer sequéncias finitas (27)", € E,, r=1,...,d.

Denotamos por Ews,(q7p1,_,,7pd)(E1, ..., Eq; F') o espago vetorial formado por to-
dos operadores A € L(F1, ..., Eqg; F) que sdo (q;p1, ..., pq)-fracamente somantes e por
| Allws,(g,p1,....p) © Infimo das constantes que satisfazem (2.12). A expressao ||-||ws,(g,p1,....pa)
define uma norma completa no espago Lus (gpi,..p0) (L1, -, Eg; F). Sendo a classe de
sequéncias £, (-) finitamente determinada para qualquer p > 1 (ver [24, Definition 2.1], por
[24, Proposition 2.4] tem-se

Lus(apwa)( B By F) = Leg ), aw ez () (Br, - Ea; F).

ot pg

Logo, temos o seguinte corolario do Teorema 2.2.2:
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1 1 1

Corolario 2.2.4. Sejam q,p1,...,pq € [1,00) tais que — < — + --- + —. Entao, para
q P1 Pd

quaisquer espacos de Banach E, ..., Eq, F, tem-se

1
(@) Loy ()t (01 (Dreots () (B - -+ By F) = L (qprepa) (B, -5 By F).

7 Py

1
(0) Lusqpryepa)(Ers - Ea; F) = Ly (), (9360 (oo (rtn () (E15 - - Eay F).

Demonstragdo. Seja (y;);=; uma sequéncia em F.

L. Se (y; - €j)52, € £, (£1(F)). Lembrando que p* denota o conjugado de p, de

. (2.10)
”(Z/j)j=1||€y(F) = sup sup
NeN (aJ) leBg N

Z aj Z/J

7j=1

<sup  sup ZH%’%HF
NeN (aj);?ileng* j=1

N
Z ajYj - €j

7j=1

= sup sup
NeN (a]) IEB[ *

01 (F)

(2.10) .
= ||(yj ) ej)j:lHKgJ(fl(F))’

concluimos que (y;)52; € £, (F) e [|(y;)52: lew ) < [1(y5 - €5)521 lew 0y (rr)) - Portanto, o resul-

tado segue da parte 1. do Teorema 2.2.2.
2. Se (y;)52, € £, (F), entdo de

N
(2.10)
Iy - e)allep ey = sup  sup |3 agy; e
NGN (aj);?iIEB[p* ]:1 Zcx;(F)
=sup sup  sup |laxyllr
NEN (a;)32,€By,, 1<k<N
(2.11)
= Sup Ssup sup HakkaF
NEN1<k<N (a;)32,€By .
=sup sup  sup |ag|||ykllF

NEN1<k<N (a5)32, €8,

= sup sup IkaIIF< sup Iak|>

NeN 1§k§N a]')?ozleng*

=sup sup ||yl
NEN 1<k<N

= 1521 lese ) < 1(w5)521 e

coneluiinos que (y;-¢,)3%; € €2 (Coo(F) @ 11(35-¢,)5% g < 11032 gy O resultado
segue da parte 2. do Teorema 2.2.2. O

Definicao 2.2.5. Uma classe de sequéncias Y é diagonalizavel em relagdo a classe de

sequéncias Z, ou simplesmente Y é Z-diagonalizavel, se para qualquer espago de Banach
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H e qualquer sequéncia (y;);2, € H N vale:

(y; - €)% € Y(Z(H)) <= (y;)721 € Y(H) e [[(y;)7Zillvan= [1(y; - €))5Zallv z0m)-

Exemplo 2.2.6. As classes de sequéncias ¢y(-), loo(+) € £,(+) sdo Z-diagonalizaveis para
qualquer classe de sequéncias linearmente estavel Z. De fato, se H ¢ um espago de Banach,
como a igualdade ||y - ;|| z¢my= ||y||z é sempre verdadeira para qualquer y € H temos, por

exemplo,

1
oo P o0
1y3)5 ey = <Z||yj|!%> = (ZH%'%HZ(H)) = (- e5)5Zi ez,
j=1 j=1

donde segue o resultado para a classe {,(-). Para as demais classes citadas vale raciocinio

andlogo.

Para ndo trivializar o espaco Lx, . x,v(Ei, ..., Eq F), em [24] é imposta a
seguinte hipdtese tipo Holder sobre as classes de sequéncias Xy, ..., Xy e Y: diz-se que
X1(K) - Xa(K) = YV(K) se

1 d\°
()\j T )\j)jzl € Y<K) (2.13)
e
. d
1 © )00
I+ A9) 2 veo < 1:[1||()‘j)j:1||XT(K)
sempre que tomamos sequéncias de escalares (A\})72, € X,(K), 7 =1,...,d. Repetindo o

argumento usado na demonstragao do Teorema 2.2.2, prova-se que essa hipdtese, no caso
em que existe uma classe de sequéncias Z tal que Y ¢é Z-diagonalizavel, é equivalente a
(D; X1,...,Xag;Y, Z, ..., Z) ser compativel. Combinando essa equivaléncia com o Teorema
2.2.2, recuperamos os casos estudados em [24] como casos particulares da nossa construcao

no caso em que Y é Z-diagonalizavel:

Corolario 2.2.7. Sejam X1, ..., X4, Y classes de sequéncias com'Y sendo Z-diagonalizdvel.

Para quaisquer espacos de Banach E1,...,E; e F' tem-se
L E EgF)=L E Eg F
X1,---,Xd;Y( Ly« dy ) - D;Xl,...,Xd;Y,Z,d.T.l,Z( Lo+ vy s )
Veremos a seguir dois exemplos concretos.

2.2.1.2 Operadores absolutamente somantes

Conforme dito na introducao, a classe estudada nesta subsecao foi a primeira
classe de operadores multilineares do tipo somante estudada na literatura e muita pesquisa

foi feita sobre essa classe.
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1 1 1
Definigao 2.2.8. Para py,...,pg,q € [1,00) com — < — +- .-+ — um operador d-linear

qa D1 Pd
A€ L(E,...,Eqg F) édito absolutamente (q;p1, . .., pq)-somante se existe uma constante

C > 0 tal que

(ZHA(m;, Hq> <CHH g 1||wpr
j=1

para qualquer natural m € N e quaisquer sequéncias finitas z; € E,, r = 1,...,d e

7=1...,m

O espaco de todos os operadores d-lineares A de F; X --- X E; em F que sao

absolutamente (g; p1, ..., pq)-somantes é denotado por  [[ (Ei,...,E4 F) e o infimo

q;P1,---,Pd
das constantes C' que satisfazem a desigualdade acima define uma norma completa neste

espaco, denotada por 7Ty, ., (-). E bem conhecido que essa defini¢io é equivalente ao
fato do operador A ser (6;“1(-), . ,K;f’d( ); €y(+))-somante e Ty, p,(A) = | Al x, ... x,v Para

todo Ae [[ (Ei,...,EsF).

No Exemplo 2.2.6 vimos que a classe de sequéncias (,(-) é Z-diagonalizédvel,
qualquer que seja a classe de sequéncias Z linearmente estavel. Logo, um operador
multilinear continuo A é absolutamente (g;pi,...,pq)-somante se, e somente se, para

qualquer classe de sequéncias linearmente estavel Z, A é

(D; 07 (1), 00 ()3 4y(+), Z, ..., Z)—somante

’p1 ? 7 Pd

e as normas correspondentes coincidem.

2.2.1.3 Operadores de cotipo ¢

Os operadores analisados nesta subsegao foram introduzidos em [23].

Definigao 2.2.9. Dado 1 < ¢ < oo, um operador A € L(E}, ..., Eg; F) tem cotipo q se

existe uma constante C' > 0 tal que, para todo m € N e todas d-uplas (x]l, e ,m?) €
Eix---xFEy, j=1,...,m,
1
I(A(zj, .., 2H) T < C HH )iz llRaace.)-
O infimo das constantes C' define uma norma no espago Cg(El, .., Eg; F) de
todos os operadores d-lineares continuos de E; X --- X E; em F que possuem cotipo gq.

Com a notagao da Defini¢ao 2.2.1 em mente, em [23, Theorem 2.6] é provado que

CUEL, ..., Eq; F) = Lrad(),...Rad()it() (Brs - - - Eg; F)
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com igualdade de normas. Dado que /,(-) é Z-diagonalizavel, para qualquer classe de

sequéncias linearmente estavel Z, pelo Corolario 2.2.7, temos
CUEL,...,Eq; F) = LpRad(),..Rad()ity(). 20z (B, - .., Eay F)

e as normas correspondentes coincidem.

2.2.2  Operadores miltiplo somantes: o bloco N?

Nessa sec@o iremos considerar o conjunto de indices como sendo o bloco N¢.

Neste caso, para quaisquer 7 ..., Jq-1 € N, temos
(Nd)jl""vjdfl — N

Logo, dado um operador A € L(Ey,. .., Eq; F) e sequéncias (z})52, em E,., r=1,...,d,

temos

(2.14)

A primeira definigdo de operador miltiplo somante surge no trabalho [54] de
M. Matos, e de forma independente e quase simultdnea, na tese de doutorado [68] de D.
Pérez-Garcia (os principais resultados da tese foram publicados em [19, 69]). Essa talvez

seja a classe de operadores multilineares somantes mais estudada na literatura.

Definigao 2.2.10. Sejam 1 < py,...,ps < ¢ < 0co. Um operador A € L(Ey,...,Eq F) é

dito maltiplo (q;p1, - . .,pa)-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

mi,...,mq % d
o lAG@G T < CTTIED .
r=1

J1yeenda=1

para quaisquer my,...,mg € N e sempre que tomamos sequéncias finitas z; € F,, para

r=1,...,degj,=1,...,m,.

Esta definicao é equivalente ao operador A satisfazer

(A(z},, ... 29 ))oo € l,(F)

Jv? Jal) ji,...ja=1

para quaisquer sequéncias (z7)72, € £, (E;), r =1,...,d.

A classe descrita acima se encaixa no caso isotropico. Estudaremos primeiro o
caso anisotropico e depois veremos que o caso isotrépico acima é recuperado como caso

particular. O caso anisotrépico definido abaixo foi estudado, por exemplo, em [3, 6, 7, 13].
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Definicao 2.2.11. Dados 1 < py,...,pa,q1,---,qq < o0 com p. < ¢, r = 1,...,d, um
operador A € L(Ey, ..., Eq; F) é maltiplo (g1, .., qa; 1, - - -, Pa)-Somante se vale a seguinte
implicagdo: (27)72, € £, (E), r =1,...,d implica que

9d—1 o

> Z(ZHA(;U]II,,:U?d)H%) < 00.

J1i=1 \ jeo=1 Ja=1

Procedendo exatamente como fizemos em (1.1) e aplicando (2.14) para este

caso especifico, obtemos

e & > 1 d \||9d "
3 Z...(ZHA(le,...,Qde)HF
j1=1 \ jo=1 Ja=1
o] q1
‘( ( ( J1? ) Jd))]d:1 j1=1 qu(“_qu(F).‘.)

q1

- H ( B <(A <x;l’ o 7x?d))jd€(Nd)jl ..... jd71> o >

Jd—1= j1=1

Cqy (+++laq (F)-+)

Concluimos entao que A é multiplo (qi, . .., qa; p1, - - -, Pa)-Somante se, e somente
se, A é (Nd;f;ul(-), o ) ()i by (+)5 - gy (+)) -somante. Mais ainda, a norma ¢ dada pela

norma do operador induzido

Aa: by, (Ex) X - X Uy (Eq) — Loy (- - Lg, (F) - -+),
n 1 d _ 1 d |\ o
Apa (@521, (25)72) = ( (Al g) '>j11’
Resgatamos assim a classe dos operadores miltiplo (g1, ..., qq; p1, - - -, Pg)-somantes como
caso particular da nossa construgao. Resta apenas verificar que a hipdtese sobre os
parametros na Definicdo 2.2.11 é equivalente a condicao de compatibilidade das classes de

sequéncias envolvidas.

Proposigao 2.2.12. Sejam p1,...,pa,q1,---,qqd € [1,00). Entdo pp, < ¢m, m=1,...,d

se, e somente se, (N% 02 (-),... 0% (-),Lg, (), ..., Lg,(+)) € compativel.
Demonstragdo. Por um lado, se (€ (+), ..., 0, (+),€g, (+), - -+ £g,(+)) € NZ-compativel, entdo
para quaisquer sequéncias (\})72, € £ (K) = £, ,r=1,...,d tem-se
1 G ~
(. .. ((/\j1 . ../\jd)jd:1>jd1:1 .. .)jFl €Ly (- 0y, (K)-+)
e

H ( y ((A}l . A?d)f-fl):lzl y .)Oo

J1=1 lgy (L, (K)-) r=1
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Em particular, considerando m € {1,..
(A7')521 € by,

Sdy, (A5 =

uma sequéncia de escalares qualquer, temos

e1, para r € {1,...

ydp\{m}, e

1

.,d, e fixados

. p Niooosegr=1re{l,....d}\{m}
Ajy Ay =
0, caso contrario.
Logo,
d
00 > [[(AT)521llpw= A7)0 ey, iy= TTINCAT)32 Nl ¢
r=1
> (X))
=t =l (ot (0
=(--- (™ .. AT >OO cep- Ml e
(00 A =1 by -ty (K)-)
()
< ( m Jd)yd:l Im=U1g,, (-Lgy (K)--)
1
oo oo oo qcflgl q::il " oo am
m d m
ol D3N UD DI DLV ARRR A L B PRTV L I
Jm=1 \ jm4+1=1 qqa=1 Jm=1
ou seja, (AT')52, € {,, . Portanto, £, C {, e, consequentemente, p,, < gp.
Por outro lado, dadas (A\})52, € £ (K) = £, C {,,r =
1y - -5 Jda—1 € N, temos
Z’)\}l...)\?d‘%l — ’)\jl . )\Eld 11“1d Z’)\ |9 < o0,
Ja=1 Ja=1
ou seja, (Aj - )\?d)jjzl € ly, e
L 00 &) qd
AL Lo ) —
H( <( Jd )]d 1 ja—1=1 )]-1:1 Cor (b (0g))
q1 gy aq
4-2 = @
= = = 1 co (a1 ) !
[0 H(/\ ./\])]dlq
J1=1 \ j2=1 Ja—1=1

j1i=1 | je2=1 Ja—1=1 \Ja=1

Zp\ |q1

J1=1

A

j2=1 Jd—

S s (iwl---

Zd=1N q4_1
qd
d |qq R
/\jdl )

ad—1
0o aq
Z |/\;ld 11|Qd 1<Z|)\ |11d)

1=1 Ja=1
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4d—2 —\ a1 1
1 1

dq—1 2 aq
— Z‘)\ ‘q1 Zl)‘ ‘tp,_ (Z |>\]d1’qd 1) (Z’)\ ‘%)
Jja=1
a1 a4
(B (S
Jji=1 Ja=1

J1=1 J2=1 Ja—1=1
= 1Ol - HADZ a0 < NN - - 1) 1, < 00,

comprovando que

( (()‘1 )\] )OO 1)00 ">OO € Ly, (- Lg,(K) - -+)
ja=1), =1 -1
e
o0 o0 d
H ( (0 --A;t)j-;;l)j L ) | < THIOG)= ey, 0
- =l (g (@)-) 7=
m
Retornando ao caso isotrépico da Defini¢ao 2.2.10, ao aplicar o caso anisotrépico
para ¢ = -+ = gq = ¢, obtemos que um operador A é multiplo (¢;ps, ..., ps)-somante
se, e somente se, A é (N; Co()s 6 );%,(-))-somante, e a normas coincidem. Assim,
recuperamos também os operadores (¢; py, . . . , pg)-Somantes como caso particular do nosso

aparato geral.

2.2.3 Caso intermediario

Nesta secao iremos abordar o caso dos operadores parcialmente somantes
introduzidos na tese de doutorado [13], e posteriormente desenvolvido em [3, 6]. Esse é
t 7 . ’ . . . ’ . d .

ambém um caso anisotropico, mas que considera um subconjunto préprio do N%, por isso

o chamamos de caso intermediario.

Dado d € N, por particao do conjunto {1,...,d} entendemos uma cole¢ao
ordenada Z = {[y, ..., I} de subconjuntos nao vazios dois a dois disjuntos de {1,...,d}
cuja unido é igual a {1,...,d}. Usaremos a notagao z * e, para denotar a d-upla cujo

r-ésimo termo ¢ igual ao elemento x e os demais sao iguais a 0.

Definicao 2.2.13. [13, Definition 5.1] Fixada uma particdo Z = {[y,..., Iz} de {1,...,d}
e dado (p,q) := (p1,...,pa,q1,---,q) € [1,00)* diz-se que um operador d-linear
A:Ey X -+ X By — F é T-parcialmente multiplo (q; p)-somante se existe uma constante
C > 0 tal que

1
q =4
k—1 i a1

0 [e’] 9k qqk 2
Z ’ (Z > <C H” g 1Hw,pr

=1 Jk=1

(Sx500)
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para quaisquer sequéncias (77)72, € () (E,), r =1,...,d.

O infimo das constantes C' que satisfazem a desigualdade acima é denotado por

T(qp)(A). O espaco de todos os operadores que sao Z-parcialmente multiplo (q; p)-somantes

k,d,T
¢é denotado por H (E1,...,Eq; F) e este é um espago de Banach munido com a norma
(@;p)
7T(q;p)(')-
k,d,T
Para todo operador A € [] (E1,...,Eq F), a definicdo implica que
(a;p)
k o =
---(A (ZZ:C;?S*&)) €Ly (- Ly (F)--) (2.15)
s=1relg je=1 =1

sempre que (z7)52, € £, (E,), 7 =1,...,d. Assim estd bem definido, ¢ d-linear e continuo
o operador induzido ﬁ(q;p): Cy (Er) X - x ) (Eq) — Ly, (- g, (F) - - +) definido por

1

A(q;p) ((x]l);ilv RN (xg);;) =1 (A <Z Z Tk er>>

s=1relg -
Jr=1 n=1

Além disso, 7(qp)(A4) = [[Agp) |-

Na definicdo acima, o conjunto de indices considerado é dado por

k
B = {ZZjS*eT:jl,...,jkGN} C N,
s=1relg
onde j, * e, significa o elemento de N? que tem j, na r-ésima coordenada e 0 nas de-
mais. Entao, se considerarmos d = 1 resgatamos os operadores lineares absolutamente
(¢; p)-somantes. Quando d = 2 e k = 1 resgatamos os operadores bilineares absoluta-
mente (g; p1, p2)-somantes. Se d = 2 e k = 2 teremos os operadores bilineares miltiplo
(q1, q2; p1, p2)-somantes. Logo, para obtermos casos intermedidrios entre os absolutamente
somantes e os multiplo somantes devemos considerar d > 3 com k # 1 e k # d, pois no
caso k = 1 recaimos nos operadores absolutamente somantes e no caso k = d recaimos nos
operadores multiplo somantes. Para facilitar a compreensao, veremos no exemplo a seguir

alguns exemplos concretos de blocos considerados nesta construcao.

Exemplo 2.2.14. Considere o caso em que d = 3 e k = 2. Entao sdo parti¢oes de {1, 2,3}
as colegoes 7, = {{1,2},{3}}, Zo = {{1,3},{2}} e Zs = {{2,3}, {1} }. Associados a essas

particoes temos, respectivamente, os blocos

2
1 s T Y - 9 9 . Y 9
* Bz {ZZJ e JlJzeN} {(]1]1]2)€N ]1]2€N}

s=1 T'GIS
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2
® Br, = {Z st * € J1,J2 € N} = {(j17j27j1) eN’ 21,02 € N} e

s=1 7’615

2

® By, = {Z > exer:ji,d € N} = {(j2,j17j1) EN’ 1, € N}-
s=1relg

A seguir mostramos dois casos em que os operadores parcialmente somantes

sao recuperados como casos particulares do nosso aparato geral.

Exemplo 2.2.15. Considere 1 < pq,p2,p3,q1,q2 < 00, a particao Z = {{1,3},{2}} de
{1,2,3} e o bloco de N dado por B = {(j1, jo, j1) : j1,j2 € N}. Entdo, neste caso, para
cada 7; € N fixado, temos

B2 = {js € N: (j1,j2,J3) € B} = {js € N: js = ji} = {1 }.
Logo, A € L(Ey, By, E5; F) & (B3 0 (+), 07 (+), 02 (+): € (), gy (+), oo () )-somante se para

?TpLN /0 Tp2 /) TP
quaisquer sequéncias (z})72, € (y (Er), (23)32, € (0 (Es) e (3)72, € 2 (Es3) tem-se

gf]l (642(£OO(F)>> 2 (((A (x;ﬂx?wx?S))jsijl,n)j _1> -
2= jlzl

_ 1 2 3 © -

— (((A (leasza$j3))j36{j1})j2:1)j1:1

o)
- () )y

o que equivale a dizer que

J11

q —_

o o.9] 3 a0 E a
oo > Z ZIHA (wjl’xh’le) "€ loo(F)
J2=

a1

o0 oo @ q2 a
_ 1 2 3 )
- Z Z HA (le7xj27xj1 F
J2=1

a

o o0 @ q2 a
_ 1 2 3
= A($j1*€1+$j2*62+1‘j1*63)F

N =

QQ> ey q91
F

-2 (00 A(Z (af, ) + > (a7, m))

Ji=1 \Jj2=1 re{1,3} re{2}
a\ =
o) 00 2 2\ o \ ¢
_ r
=X | XA X X e :
ji=1 \J2=1 s=1rel, F

Portanto, o operador induzido A p esta bem definido, é 3-linear e continuo. Consequente-

qz)q a1
F

mente

Q
N =

A <§2; S *er>

j1=1 \Jo=1 s=1rel,

5 (s
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< HABHHH

J1’

[e.e]

3333) )jgijl-JQ) .

2
]2’

] 1||wpr7

J2=1

o

)

3=, (Lgy (6o (F)))

ou seja, A é Z-parcialmente multiplo (g1, go; p1, P2, p3)-somante.

Exemplo 2.2.16. Trocando a partigdo do exemplo anterior por Z = {{1,2},{3}} e o

bloco por B = {(j1, j1, j2) : j1,j2 € N} temos

thj? = {j3 € N: (j17j27j3> S B} -

Assim, um operador A € L(Ey, Es, E3; F) é

somante se, e somente se,

(

B0y

7Pl

N, se j1 = Jjo,

(), caso contrério.

()5 6 ()5 6 ()3 £y ()5 oo (), £y (4))-

? U2

gw

7 Pps

1

00 . 5 3 o] q1 a
o0 > jlz::l ((A (37]‘1737]‘2;xjs))j3€Bj1,j2>j2:1 Eoo(fqz(F))>
= 1.2 .3)\® « "
— jlzz]- (A (le, le, xj3))j3:1 . 6]1 Zoo(zqg(F))
ol 1,2 3)\® [« g
= 3‘12:1 (A (:I;,j17le7xj3))j3:1 lgq (F)
= [ — 1.2 3] » g
= Z Z HA (‘le?le’xj?)) F

para quaisquer sequéncias (23)°2, € £ (Ey), (z3)32, € (2 (Es) e

PIDIE AL

s=1 Tels

A<2

41

1
>t12 ql

(x );’il € £, (E3), ou seja,

q2

)

F

A é Z-parcialmente multiplo (g1, go; p1, D2, p3)-somante.

Os dois ultimos exemplos mostram o caminho para que, dada uma particao

e seu respectivo bloco, consigamos recuperar como caso particular da nossa construgao

os operadores parcialmente multiplo somante com respeito a particao dada. Porém nao

conseguimos uma justificativa geral que faga esse trabalho para qualquer particao. Essa

limitagdo, de nossa parte, e também a restricao de diagonalizagdo imposta na Secao

2.2.1.1, abrem caminho para a nossa segunda proposta, a ser construida no Capitulo 3,

que superara
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2.3 Um teorema de coincidéncia

Tanto na teoria linear quanto na teoria nao linear de classes especiais de ope-
radores, os teoremas de coincidéncia é um tema central. Sao teoremas que estabelecem
condicoes, sobre os parametros ou sobre os espacos, para que todos os operadores linea-
res/multilineares pertencam a uma determinada classe especial de operadores. O primeiro
resultado de coincidéncia conhecido na teoria multilinear, conhecido como Teorema de
Defant-Voigt, afirma que toda forma multilinear, ou seja, todo operador multilinear to-
mando valores no corpo de escalares, é absolutamente (1;1, ..., 1)-somante (veja [12] ou
[30, Corollary 3.2]). Muitos outros teoremas de coincidéncia surgiram desde entao e, na
verdade, essa linha de pesquisa tem sido uma das forgas motrizes do desenvolvimento da

teoria.

O objetivo desta se¢do é mostrar que nossa abordagem pode ser usada para
obter resultados gerais de coincidéncia. Fazemos isso generalizando o caso bilinear de um

teorema da coincidéncia provado em [31] para operadores miltiplo somantes.

Continuamos denotando por BAN a classe de todos os espagos de Banach (reais
ou complexos). Dadas classes de sequéncias X e Y e um espago de Banach F', adotaremos

a seguinte terminologia:

B(X,Y,F) ={F € BAN; L(E;Y(F)) = Lxy(E;Y(F))},
C(X,Y,F) = {E € BAN; L(E; F) = Lx.(E; F)}.

O resultado a seguir mostra como coincidéncias lineares implicam em coinci-

déncias bilineares.

Teorema 2.3.1. Sejam X1, Xs,Y classes de sequéncias, B = N*, F um espaco de Banach,
E, € B(X1,Y,F) e By € C(Xs,Y, F). Entdo todo operador bilinear continuo de Ey X Es
em F é (N* X1, X5;Y,Y)-somante. Mais ainda, se evistem constantes C1,Cy > 0 tais
que [lullx,;y < Cillull e [vllxy < Collv|l para quaisquer uw € L(E;Y (F)) ev € L(Ey; F),
entdo || A|ln2.x, x,vy < C1Co||A|| para todo operador A € L(Ey, Ey; F).

Demonstragio. Sejam A € L(FEy, Eq; F), (le);il € Xi(E)) e (xjg)jil € Xy(E,). Para
x € Fy, considere o operador linear continuo

Ay By — F Aw(y) = A(x7y)

Como, por hipétese, By € C(X,,Y, F), temos L(Ey; F) = Lx,.v(Ey; F). Logo, A, €
Lx,y (Es; F) e, consequentemente, (A (23))72, € Y (F). Segue que o operador

T:E, — Y(F), T(z) = (Ay(z2))

J// =

estd bem definido e, devido a bilinearidade de A, é linear. Para concluir que 1" é continuo,

, - . iy,
considere (z;);2, uma sequéncia convergente a z em E tal que T(z;) —— w = (a1, ay, . . .)
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em Y (F). Da condi¢ao Y (F) N (oo (F) segue que convergéncia em Y (F') implica convergén-
cia coordenada a coordenada. Logo, A(z;,2%) = A, (5, AN aj,, para todo j, € N. Mas,
a continuidade de A implica em A(z;,273,) 5 Az, 23)) = A.(23)). Logo, pela unicidade
do limite, Az(xi) = aj,, para todo j; € N. Portanto,

T(2) = (A.(23)55m1 = (a5) 52 = w
e, pelo Teorema do Grafico Fechado, T' é continuo.

Da hipétese Ey € B(X1,Y, F) e da conclusao T € L(FEy;Y(F)) segue que
T € Lx,,y(Ey; Y (F)). Logo, dado que (2})32, € X1(E1), temos

(et = (1 6),)

= (A(w},));, € Y(Y(F)).

J1

Portanto A € Lp.x, x, 2y (E1, E2; F). A desigualdade de normas segue de

- [
_ H(T(z* Dol

J1=1
= [T
< T D) 52 ()
= 1T sy [1(2) 524 [l x (0)
< G-I )3 g
= Cy - sup |T(2)|lyry1(25)520 1 x(20)

TEDLE,

=Gy sup 1(Ae (=) 7, vy (@) 52 x e

Eq

=C1 - sup |4, ((#)32) vy Il @D lx e

IEBEl

< Ci sup AN )32 oy )3l

z€BE,

~

|45 ()i @is)

= C1+ sup [ Agllxoy [1(27)52 0 ) 1 (@5) 520 L xaen)

JCEBEI

< G0 sup A (@ 25521 a0 1 (25)521 | xa(22)

Ey

:CICQ' sup sup ||"4 ( )H H( )] 1||X1 Eq)° ||( )] 1||X2(E2)

mGBEl yGBE2

=C1Cy- sup sup [|A(@, )ll11(25)521 1x ) 1 (@5)52 | xae)

Z‘GBEl yEBE2

= C1Cy - [| ANl (5)52 x50 (25) 524 | o) -

Portanto, || ]l s.x,x,2v= | Az]< C1Cs - Al =
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No coroldrio a seguir, considerando X; = £)(), Xo = £;(-) e Y = £,() no
teorema acima, e também a recuperacao dos operadores miiltiplo somantes na nossa
construgao feita na Se¢do 2.2.2, recuperamos o caso bilinear do resultado [31, Theorem

2.1] e todas as suas consequéncias.

Corolario 2.3.2. Sejam p,r € [1,q] e F' um espago de Banach. Se todo operador linear
de Ey em (,(F) é absolutamente (q;r)-somante e todo operador linear de Ey em F é
absolutamente (q; p)-somante, entao todo operador bilinear de Ey x Ey em F é maltiplo

(g;r,p)- somante.
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Capitulo 3

A segunda construcao

Neste capitulo apresentaremos a segunda proposta de construcao dos operadores
multilineares somantes por blocos definidos por transformagoes de sequéncias vetoriais.
As motivagoes para esse estudo foram as limitacdes encontradas no capitulo anterior
para recuperar algumas classes de operadores ja estudados na literatura. Com o estudo

empreendido neste capitulo seremos capazes de recuperar todos os casos ja estudados.

3.1 A construcao

A partir de agora, d e k sdo niimeros naturais com 1 < k < d, (5*,...,j%) é
um elemento de N, T = {I,,..., I} é uma particio de {1,...,d}, isto é, uma colecdo de

subconjuntos de {1,...,d} dois a dois disjuntos cuja uniao é igual a {1,...,d}.

Por z - e; denotaremos a sequéncia (0,...,0,x,0,...) que possui x na j-ésima
coordenada e 0 nas demais, e por x * e; denotaremos a d-upla (0,...,0,2,0,...,0) onde o

elemento = aparece na j-ésima posicao.

Iremos dividir essa secao em duas partes. Na primeira explicaremos o que
entendemos por bloco de N¢, enquanto na segunda iremos apresentar os operadores que

sao (Bz; X1,...,Xa; Y1, ..., Yy)-somantes, onde Bz é o que denominaremos de bloco.

3.1.1 Os blocos de N*

Definig¢ao 3.1.1. Considere a particio Z = {I1,..., I3} de {1,...,d} fixada e também d

sequéncias de nimeros naturais (j;)o>,, r = 1,...,d, tais que a correspondéncia
k
k : d
(n1,...,nk) ENFs > > 5" e, €N (3.1)
s=1 ’I‘EIS

seja injetiva. A imagem dessa correspondéncia, isto é, o subconjunto de N¢ definido por

k
BI:{ZZj;s*ereNd:nl,...,nkEN} (3.2)

s=1relg
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é chamado de bloco de N associado d particio T = {I,...,1;} e as sequéncias (57)°,,
r=1,...,d.

Quando escrevermos simplesmente que B é um bloco de N¢ estard implicito
que B é um bloco de N¢ associado a alguma particio Z = {I1,...,I;} e algum conjunto
de sequéncias (j/ ), r=1,...,d.

A compreensao da construcao empreendida neste capitulo depende fortemente
k

do entendimento da expressao Z Z Jn. * € que aparece na Defini¢ao (3.1.1). Essa soma

s=1 7"6[5
finita representa um elemento (j}m, . ,jfnd) e N, onde m, = m; = n, para algum
s € {1,...,k} e sempre que n,l € I, ou seja, cada nimero natural j;, estd indexado pelo

indice m,. = n, para todo r € I,. Além disso, a exigéncia de injetividade se faz necesséria
para que cada posi¢do do bloco seja percorrida apenas uma unica vez (veja, por exemplo,
segdo 3.3). A intengao dessa abordagem nao é a verificacdo exaustiva da injetividade da
expressao (3.1). Estaremos interessados em, dado um subconjunto B de N¢, encontrar
uma particao de {1,...,d} e d sequéncias de niimeros naturais tais que B seja um bloco

de N associado & particdo e as sequéncias.

Vejamos alguns exemplos de blocos que serao essenciais para a continuidade
do trabalho e que também contribuirao para um melhor entendimento da expressao

k
SN gn ke,

s=1 TEIS

Exemplo 3.1.2. Considerando uma parti¢ao qualquer Z = {I,..., I} de {1,...,d} e as

e}

sequéncias (1), = --- = (j9) (n)s2,, a correspondéncia (3.1) tem a forma

n=1—
k k
(ni,.ooomy) ENF Y SN0 we, =3 > ngxe,
s=1relg s=1relg
= an*er+---+ an*e,.,
rely ’I’Elk

que ¢ injetiva, pois se

ke, o+ Y npke, =Y myxe. 4o+ Y my ke,

relp rely relp rely
comparando coordenada a coordenada, temos ny = my para todo r € I1,..., npy = my
para todo r € I, ou seja, (ny,...,ng) = (my,...,mg).

No caso de uma particao qualquer, o bloco
k
Br = ZZnS*eT:nl,...,nkEN
s=1relg
serd utilizado na Secao 3.2.3. Esse bloco também serd utilizado no caso de duas parti¢oes

especificas. Denotando por Z, := {{1,...,d}} a parti¢ao trivial, temos

Bz, := D(N%) = {(j,...,5) € N},
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que é a diagonal em N?. No extremo oposto, denotando por Z, := {{r}:r =1,...,d} a

particao discreta, o bloco correspondente é todo o N¢, isto é, Bz, = N,

Exemplo 3.1.3. Vejamos que, fixada uma particio Z, nem todo subconjunto B de N? é
um bloco associado a Z. Por exemplo, se a diagonal D(N?) fosse um bloco associado &
particdo Z = {{1,2},{3}}, existiriam sequéncias de nimeros naturais (j,)o>,, r = 1,2, 3,
tais que D(N?) seria um bloco associado a Z e essas sequéncias. Nesse caso, para cada
j € N existiria um tnico (n,(5),n2(j)) € N* tal que (4,7,5) = (j%l(j),jil(j),ji(j)), ou
S€Jay ny () = Jma() = Jua(i) = J Para todo j. Assim, a imagem de (n;(1), n2(2)) € N pela
correspondéncia (3.1) seria (Jn, 1y, Juy (1) Jnn(2)) = (1,1,2) ¢ D(N?).

Exemplo 3.1.4. Veremos agora que, felizmente, todo subconjunto infinito de N¢ é um

bloco no sentido da Defini¢ao 3.1.1. Vejamos, por exemplo, que para qualquer subconjunto

infinito B de N? existem sequéncias de nimeros naturais (j; )0, r = 1,...,d, tais que B
é um bloco associado & parti¢ao trivial Z; e as sequéncias (j) )2, r = 1,...,d. De fato,
sendo B infinito existe uma bijecio o: N — B e para cada (j',... ,jd) € B existe n € N

tal que (5',...,7%) = o(n). Para todos 7 € {1,...,d} e n € N, defina j” como sendo a

r-ésima coordenada de o(n). Logo, a correspondéncia (3.1) tem a forma

d
neNHijL*er:ji*eljt---—i—jff*ed:(ji,...,jg):a(n)GB,

r=1

ou seja, é a propria bijecio o. Temos dai a injetividade e Bz, = {o(n) : n € N?} = B.

Em particular, toda linha e toda coluna de N¢ sao blocos.

Formalmente, pelo exemplo acima, podemos nos restringir a particao trivial.
Nao faremos isso pois muitas vezes, como veremos, ¢ mais facil reconhecer um determinado

subconjunto de N¢ como bloco associado a uma outra particio.

O tltimo exemplo nos mostra que nem todo subconjunto infinito de N¢ pode

ser visto como um bloco associado a particao discreta.

Exemplo 3.1.5. Chamemos de B a primeira coluna em N?, isto é, B = {(4,1) : j € N}.
Pelo exposto no Exemplo 3.1.4, tomando j' = n e j2 = 1 para todo n € N, B se torna um

bloco associado & partigao Z; e as sequéncias (j,)o2,, 7 = 1,2. De fato,

BIt:{ > j;*eT:nEN}:{(ji,ji):nEN}:{(n,l):nEN}:B.
re{l1,2}

(e 9]

4, 7 =12, tais que B se torna

Por outro lado, vejamos que nao existem sequéncias ()
um bloco associado a partigao discreta Z; e as sequéncias (7)o ;. Com efeito, se existissem
tais sequéncias, entao existiria um tnico (ny,ny) tal que (J}lm jsz) = (2,1), e portanto
j}“ =2e jfm = 1. Porém, a imagem de (n;,n;) por meio da correspondéncia (3.1) é
(Jn,sde) = (2,42). Isso implica que j2 =1, o que é um absurdo pois viola a injetividade

da correspondéncia.
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A partir de agora estao fixados os naturais 1 < k < d, uma particao Z =
{I1,..., I} de {1,...,d}, sequéncias de ntimeros naturais (j,)o",, 7 = 1,...,d, satisfa-
zendo as condigoes da Definicao 3.1.1 e, consequentemente, o bloco Bz associado a essa

particao e a essas sequéncias.

3.1.2 Operadores (Bz; X1, ..., X4 Y1, ..., Y;)-somantes

As principais inspiragoes para a proxima definicdo sao os trabalhos de Aratjo
e Pellegrino [13, 14], de Alburquerque e outros [3, 11] e também na se¢do do Capitulo 2

sobre operadores parcialmente somantes.

A partir de agora, Xi,..., X4, Y1,...,Ys, com k < d, sao classes de sequéncias

fixadas.

Definigao 3.1.6. Um operador A € L(Ey,...,Ey; F) é dito (Br; X1,..., Xa; Y1,...,Y5)-

somante se
k oo o0
((A (sz}*er>) ) eYi(--Yi(F)--), (3.3)
s=1relg np=1 ny=1

para quaisquer sequéncias (27)72, € X,(E,), r=1,...,d.

Novamente, quando a particio Z é a particao trivial Z;, isto é, k = 1 e
T, ={1,...,d}, dizemos que estamos no caso isotropico. Os outros casos sdo chamados de
anisotropicos.

k
Na d-upla > > xgzs x e, € By X -+ X B4 que aparece em (3.3), para cada
s=1relg
s € {l,...,k} os elementos que estao nas coordenadas r, para r € I, estao sendo indexados

por j, e cada um destes estd indexados por n,, ou seja, os indices das coordenadas r
estao indexados pelo mesmo valor ng. Os proximos exemplos ajudam a entender melhor a
k
expressao Z Z Tl *x e, e também serao usados no decorrer do trabalho.
n
s=1relg s
Nos exemplos a seguir estamos supondo que as sequéncias (z7)32, € X,(E,),

r=1,...,d, estao dadas.

Exemplo 3.1.7. Considerando Z = {I4, ..., I} uma particao qualquer de {1,...,d} e as
d sequéncias de nimeros naturais (j))p2, =--- = (j&)32, = (n);;, a expressdo (3.3) tem

a forma
k
r o r r
ZZ%‘;S * e, = anl*er+...+ ank*erv
s=1relg rely rel

ou seja, todos os vetores que estao na coordenada r € I, estao indexados por ng, para
todos=1,... k.
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Tomemos a particao trivial Z;. Para quaisquer n e Nex) € E,, r=1,...,d,
k
r o r
S re = Y ase
s=1rel, re{l,...,d}

:J:}L*el—i—~-—|—xfl*ed
= (z1,0,...,0) +---4+(0,...,0,2%)

= (zl, ... 2.

Tomemos agora a partigdo discreta Z = Z, isto é, Z, = {I,...,14} com I, = {r},

r=1,...,d. Para quaisquer n, e Nex, € E,, r=1,...,d,

k d
ZZm%s*eT:ZZm’ﬁs*eT

s=1rel; s=1rels
— T r
= Zmnl*er—l—---jt Z+xnd*er
rel; rely
= X et YAl
re{l} re{d}

1 d
=T, ket T T, *ed

=(zL,0,...,0)+---4+(0,...,0,2%)

ni?

1 d)

= (xm,...,mnd )

Exemplo 3.1.8. Considere a particdo trivial Z; de {1,2} e as sequéncias j. =ne j2 =1

para todo n natural. Para quaisquer n € N, z), € E; e 22 € E,, temos

k
>y Tjy ke = Y. @y xen = (25, 55) = (1,,21) € By X B,

s=1rels re{1,2}

Por Ef}f“,qxd;ylmyk (E1,...,Eq; F) denotaremos a classe de todos os opera-
dores A € L(Fy,...,Ey F) que sao (Br; Xi,..., Xag; Y1, ..., Yg)-somantes. As seguintes

simplificacoes serdao adotadas:

o Efgmxd;ylwyk(El, ..., E4) no caso em que F =K.

) E)B;’f“‘de;Yl’””Yk (E;F) no caso em que By = --- = E; = E.

o EdB)I(;Yl,...,Yk(El’ ..., Eq; F) no caso em que X; = -+ = X; = X.
. Ef}f ..... Xd;ky(E17"'vEd?F) nocasoemque Yy =---=Y, =Y.

Combinagoes 6bvias dessas simplificagoes também serdo usadas.

Observacao 3.1.9. Note que, na Definicao 3.1.6, a classe E%,M’Xd;yhm’yk(El, o By F)

e}

depende da particdo tomada e das sequéncias (j,)52;, 7 = 1,...,d, uma vez que a

construgao do bloco Bz depende também de todos esses elementos. No caso isotropico,
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onde a particao tomada é a trivial, para B infinito e conforme descrito no Exemplo 3.1.4,
podemos construir as sequéncias correspondentes de niimeros naturais fixando uma bijecao
o:N — B. Neste caso, em (3.3) temos uma sequéncia cujos termos sao A(zj,, ... ,xgld)
com (J1,...,J4) € B, mas a ordem em que esses termos aparecem na sequéncia depende
de 0. Um caso em que essa dependéncia da bijecao o deixa de existir é quando a classe
de sequéncias Y é simétrica no seguinte sentido: para qualquer espaco de Banach F' e
qualquer sequéncia (y;);; em F, tem-se (y;)52, € Y (F) se, e somente se, (ys(;))i=; € Y (F)
para qualquer permutagio s:N — N e, sendo assim, |[(y;);2,[lv#)= [|(¥s¢))521 Iy ). Por
exemplo, as classes de sequéncias co(-), £,(-) e £,(-), 1 < p < 0o, sdo simétricas. A simetria

de espagos de sequéncias escalares foi tratada em [43].

Observagao 3.1.10. Ainda na Definigao 3.1.6, nos casos anisotrépicos (ou com somas
mistas, ou somas intercaladas), ou seja, onde a partigdo tomada nao é a trivial, temos
uma iteragao de classes de sequéncias, Y;(- -+ Yx(F) - - +), que surge do nimero de conjuntos
que formam a particdo escolhida. Essa iteracao, a medida que k cresce, faz com que a
manipulagao da expressao fique cada vez mais complexa. Essa complexidade ficara evidente

na Secao 3.3.2.

A préxima proposigao mostra que todo operador (Bz; X, ..., Xq; Y1, ..., Yy)-

somante induz, de maneira natural, um operador d-linear e continuo. A existéncia de tal
. . B

operador serd usada para definir uma norma na classe £ .y, vy (E1,...,Eg F) e

torna-lo um espago de Banach.

Proposicao 3.1.11. A € L(F,,...,E;; F) é (Br; Xy, ..., Xa; Y1, ..., Yy)-somante se, e
somente se, o operador induzido

~

Ap i X1 (Ep) X -+ % Xa(Eg) — Yi(-+ Yi(F) - +),

definido por

Ap, (a2, ..., (@H2,) = < . (A (; >, e)) ) ’

ng ni=1

estd bem definido, € d-linear e continuo.

Demonstragio. Uma implicagao é ébvia. Para a implicagao inversa, suponha que A seja
(Br; X1,...,Xa: Y1, ..., Yy)-somante. E claro que o operador induzido /AlBI estda bem defi-
nido. Vejamos, primeiramente, que A\BI ¢ linear na m-ésima coordenada, m € {1,...,d}.
Para isso, sejam A um escalar e (27")72; e (yj")52, sequéncias em X,,(E,,). Dado que
T =A{l,..., Iy} forma uma particao de {1,...,d}, existe t € {1,...,k} tal que m € I, e,
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sendo assim, temos

Apy ()30, ()32 + M) (@D3,) =
= Ap, (@), (@ + M (@D32)

= (A ((l'%"’)\yjm;’:f)*em_" > Th Ker > Z:c%ﬁ&))
reli—{m} s€{l,...k}—{t} rels nE=1 n1=1
. (A (x%*em+)\y;%*€m+ Z x%t*er—{— Z nggs*er))
rely—{m} se{l,...k}—{t} rels ng=1 n1=1
_ ...(A(q;%é*em—k > Thr *er + ) Zx;&*e")
reli—{m} s€{l,... k}—{t} rels
+ AA (y}?z *em+ Y Ty, *€r > 2T Mir))
rel;—{m} s€{l,...k}—{t} rels nk=1 n1=1
_ ...(A(a:?}ﬁ*eva > Tj e+ 2. Z‘r;&*e’”))
reli—{m} se{l,...k}—{t} rels nep=1 =1
ni=
+ ...()\A(y;%*em—l— Z $§;; * e, + Z ng';\*er))
rely—{m} s€{l,...k}—{t} rels nE=1 ni1=1

= ABI ((x;)]oilv ] (xgn)jih R (x?);.il) + )\ABI ((x]l)jilv LRI (ygmﬁila R (x;l);)il) )

donde concluimos que Ap, € linear na m-ésima coordenada. Como m ¢ arbitrario segue
que Ap, é d-linear.

Para mostrar a continuidade de Ap, utilizaremos o Teorema do Gréafico Fechado

para operadores multilineares (Teorema 1.1.4). Considere sequéncias 7; = (z7;)j2; e

7" = (2});2, em X(FE,) para cada r € {1,...,d} e para todo [ € N, tais que
@,z 5 @7 em X((By) x -+ x Xq(Ey), (3.4)
e
An (el @) =5 (o Coren i) em Vil YalF) o). (35)

Para cada r = 1,....d, de (3.4) temos T, — =" em X, (E,). A condicdo X, (-) EN U ()
garante que convergéncia em classes de sequéncias implica em convergéncia coorde-
nada a coordenada. Segue que zj; SN z; para todo j € N. Como A ¢é continua,
A (:L‘ll’]q, o ,xﬁjd) | (x}l, e ,x?d) em F para quaisquer j',...,j¢ € N. Em parti-

cular, como j; € N, para todo s € {1,...,k} e todo r € I,

k k
A (Z > T jr ¥ er> A (Z > Thy er) em F (3.6)

s=1relg s=1relg
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para quaisquer nq,...,n; € N. Por outro lado, como
n —1 —d\ _ 7 1 \oo d \oo
Ap, (T, ) = Ay ()52, - - (275)721)
k [e.e] o0
,
— (- (A[ S, e ,
s=1 7‘6]5 nkil n1:1
de (3.5) segue que
o0 oo
k ! . o
T
-l A Z Z Ty * er LN ("'(anv---v"k)nkzl"'>m1
s=1 7‘6]3 nk:1 'n,1:1
em Yi(--- Yy (F)---). Entao, para quaisquer nq,...,n; € N, da convergéncia coordenada a
coordenada segue que
i !
ALY Tl *er | = Zny,n, em F (3.7)

s=1rels
e da unicidade do limite em F' alinhada com as expressoes (3.6) e (3.7) concluimos que

k
., B .
ALY Y iy * € | = Zny,.n,, Para quaisquer ny, ..., ny, € N. Logo,

s=1rel;
[o¢] (o]
(o) o0 b
_ T
(. o)y ) e G EY D) I
nyi= _
1 s=1rels ni=1 ni=1
T (=1 —d
= Ap,(T",...,TY),
provando que Ap, é continuo. O

Utilizaremos a proposicao anterior para definir uma norma, que verificaremos

B : . :
ser completa, em L3 vy (E1, ..., Ey; F') por meio do operador induzido.

Definigao 3.1.12. Definimos a norma (Bz; X1, ..., Xg; Y1, ..., Y;)-somante de um opera-
dor A € Ef}f",”xdgylwyk(El, ..., Eq; F) por

|AllBxy . xavi, v = [[ A |- (3.8)
Counsiderando
ﬁfg,...,xd;yl,...,yk = U ng,...,xd;yl,...,yk(Eb By F),
E1,...,Eq, F
Banach

. . ~ 7/ 4 . . / B
o objetivo desta segao ¢, com poucas e razodveis hipoteses, mostrar que L3 vy, v,
forma um ideal de Banach de operadores d-lineares munido com a norma (3.8), ou seja,
satisfaz todas as condigbes da Definicao 1.3.1. As propriedades serao verificadas em uma

ordem conveniente.
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Proposicao 3.1.13. Para quaisquer espacos de Banach F.,...,FEq4 F, o conjunto de
operadores Egi.--7Xd;Y1,---,Yk(El> ..., Eq; F) € subespago vetorial de L(E, ..., Eq F).

Demonstragio. Sejam Ay, Ay € E)B;i.--,Xd;Yl,---7Yk(E1> .o, Byg; F) e A um escalar. Se (75)72, €
X (E,), r=1,...,d, entdo

< (Al—i—)\Ag (ZZxr *e,.))oo )OO -

ni

k k = ~
:(...<A1 (sz} *er>+/\A2<ZZx} *er>> )
s=1recl, " s=1rels "~ np=1 ni=1
k > >
:<...<A1 (ZZQ;%S*@)) ) i
s=1rels ) ne=1 ni=1
k * OO
s=1rels ‘ nip=1 ni=1

= Aup (@)oo @)30) + Map (@), (@)72) € Vil Ya(F) ).
Isso prova que (A; + A\Ap) € Efg,...,Xd;Yl,...,Yk<E17 oo By F). O

Proposigao 3.1.14. Sejam A € ﬁ%,...,xd;yl,...,yk(Ela-~~:Ed§F)7 u € L(Gy Ey), 1 =
d,eve L(F;H).

1. Se Xy,..., X4 sao linearmente estdveis, entdo
Ao (uy,...,uq) € LY xov. v (G1. . Ga; F)
2. SeYy,..., Yy sao linearmente estdveis, entdo vo A € ﬁf}i._.’Xd;Yl’...’Yk(El, . Ey; H).
3. 8e Xq,..., Xy, Y1,..., Y, sao linearmente estaveis, entao
voAo(uy,...,ug) € ,CXI’ Xy (G, Gay H) e
d
[vodo (... ua)llBrx:,. xavi, v < [0l 1Al Bzix o xama v TZHIHUTH-

Demonstragdo. 1. Para cada r € {1,...,d}, dada uma sequéncia (7});2, € X,(G,),

como X, ¢é linearmente estével e u, € L(G,; E,), tem-se (u,(2]))52, € X,(E,). Como

B
A€ Ly  xvio.yv (B ..., Eg F), segue que

Vil Ya(F) ) 34, (ma(@))2y, - (ualaf))3,) =

& o0 00
:(...(A(ZZ“T 7:2 *67‘>) ...)
s=1relg np=1 ny=1
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k oo o0
:(---(Ao(ul,...,ud)<22xgr *er>> )
s=lrels " ni=1 =1

ni

e isso prova que Ao (ug,...,uq) € ng’myxd;yl’m’yk<G1, ..., Gg; F). A igualdade anterior

também mostra que

(Ao (u,...,uq))py, = Apy o (@, ... 1d0),

onde, para cada r = 1,...,d, u,: X,,(E,) — X (F) é o operador linear induzido por u,,

isto é, U, ((:E]);ﬁl)) = (ur(xj))jil

2. Como as classes de sequéncias Y7, ..., Yy sdo linearmente estaveis e v €
L(F; H), o operador induzido v: Yi(F) — Yi(H) estd bem definido, ¢ linear, continuo e
|19]|= |lv||. O mesmo acontece com 9° := b Yio1(Ye(F)) — Yi_1(Yi(H)) e com seus suces-
sivos operadores induzidos, até chegarmos a um operador induzido %: Y (- - - Y3, (F) ---) —
Vi Yi(H) ),

(s ) = (Ol

ji=1

oo
)
ji=1
que é linear, continuo e ||0%||= ||0"7||= - -- = ||0*||= ||v||. Assim, para quaisquer sequéncias
(xg);’;’l € X.(E,),r=1,...,d, como A € E%,...,Xd;Yl,...,Yk(Elv ..., Eq; F), segue que

Apy (1)1, (@)3) € Vil Ya(F) )

e, consequentemente,

Vi Yi(H) ) 20" 0 Apy ((2)321, - ()521)

k oo o0
:<---<voA<ZZx;£‘*er>> ) .
s=1rels np=1 =1

Logo, vo A € Lﬁim’xd;yhmyk (E1, ..., Eq; H) e conclui-se da igualdade anterior que (v o
A)/éz = /l/)\k © A\BI'

3. Sendo X, ..., Xy, Y1, ..., Y linearmente estaveis, dos itens 1. e 2. segue

que

v O A O (u1, “ .. ,ud) G ‘C)B;f,...,Xd;Yh...,Yk(Gl? ceey G’d7 H)

J& para a desigualdade de normas, também do que foi provado nos itens 1 e 2,

”U oAo (uh s 7ud)HBI§X17-~7Xd§Y1r~~,Yk = ||(U oAo (ul’ cee 7ud))g1 ”

= [0 0 Ap, o (@, ..., )|

d
< 0"l Ag, |- TT 1|
r=1
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d
= vl Al Bsxy e Xasvr,eve [Tl
r=1
o que finaliza a demostra¢ao da propriedade de ideal (Mb) da Definigao 1.3.1. ]

- , . Br .

O proximo passo € verificar que a classe Ly .y, y, contém os operadores
de tipo finito. Mas, antes de conter os operadores de tipo finito, para todos E1,..., Ey e
{0}. Veremos no préximo resultado uma condigdo necessdria para que isso aconteca, no

caso em que as classes de sequéncias sao linearmente estaveis.

Proposicao 3.1.15. Sejam Xq,..., Xy, Yy, ..., Y classes de sequéncias linearmente estd-

veis e By, ..., Eq, I espacos de Banach. Se existir A € E%,...,Xd;Yl,.v.,Yk(Eb ..., Eq; F) ndo

nulo, entdo
k o0 oo
s=1relg np=1 =1

para quaisquer sequéncias de escalares (A\})72; € X,(K), r=1,...,d.

Demonstragio. Se A é um operador nao nulo na classe Ef}f’_..7xd;yl,...’yk (Ey,...,Eq F),
entdo podemos considerar um vetor (z',...,z%) € By x --- x Eg tal que A(z!, ..., z%) #0.
Pelo Teorema de Hahn-Banach existe um funcional 1) € F* que satisfaz ¢(A(z?, ..., 2%)) =
|A(z", ..., z%)||. Sendo as classes de sequéncias Y7, ..., V) linearmente estaveis, segue do ar-

gumento usado na demonstragao do item (2) da Proposigao 3.1.14 que, tomando sucessivos
operadores induzidos a partir de v, o operador ¥": Vil Ye(F) ) — Yi(- - Ye(K) - - )
dado por

0w o < A N

0 ( e Y ) oy .)jll _ < R CUCT) Ja >j11 ,
estda bem definido, é linear e continuo. Para cada r = 1,...,d, podemos considerar
os operadores lineares e continuos u, € L(K; E,) definidos por u,(A) = Az". Como as
classes de sequéncias X1, ..., X  sao linearmente estaveis, cada operador linear induzido
u, € L(X(K), X(E,)) estd bem definido, é linear e continuo. Pela propriedade de ideal
(Mb) provada na Proposicao 3.1.14, segue que po Ao (uy, ..., uy) € ‘Cfg,...,Xd;Yl,...,Yk (‘K; K).
Entdo, para quaisquer (\})72; € X, (K), tem-se

Yi(--Yi(K)--) 3 (Yo Ao (uy,... ,ud))gz ()52, (AD5)
= %o Ap, (M ((ADZ), ..., da((ADZY))
=" 0 Ap (\ah)2, ..., (Aah)2,)

j=1s j=1

k o0 oo
_ ((A(ZZA)) )
s=1rel, — .

nyi=
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k k o0 o
=1... (qu\r >¢OA<Z:1§I:$T*€T>> >

— (... (H I, |v

s=1relg

= (A(z!,... 2 )( (lepj> )

= |A(z!, ...,z ( (H 11 )\jng> ) :
s=1relg np=1 -1

Como Yi(--- Y(K)---) é um espaco vetorial e ||A(z", ..., 2%)||# 0 segue que

ng= ni=1

\_/
/—\
IS
=9
Nt
v
3 ]
I
-v
| 3

O

Agora que sabemos que a condigao (3.9) é necessaria para uma teoria nao trivial,
. . . B
vejamos que ela é suficiente para que a classe L7 .y, y, contenha os operadores de

tipo finito.

Proposicao 3.1.16. Sejam Xi,..., X4, Y1,..., Yy classes de sequéncias linearmente estd-
. . o A~ ~ BI s,
veis satisfazendo a condigdo (3.9). Entdo a classe LXT  x .y, y, contém os operadores de

tipo finito.

Demonstragio. Seja I“: K¢ — K o operador da condicio (M2). Dadas sequéncias de
escalares (A\})72; € X,(K), r=1,...,d,

k
d(ZZA%g*@)zI‘i(ZA%l*eT —i—z/\r *€T>

s=1relg rely rely
I, |- I,
rely TG]k
k
=11,
sS= TGIG
para quaisquer ny, - --,ng; € N. Da condi¢ao (3.9) segue que

( (Id <i 3 )\;n *&«)) ) ( (H 11 )‘an> ) (3.10)

ni
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pertence a Y;(--- Y3 (K) - --), provando que I? é (Br; X1,...,X4; Y1, ..., Yi)-somante.

Dados ¢, € EX,r=1,...,d,eb € F, considerando o operador linear e continuo

u: K — F definido por u(\) = A\b, temos
O1® - Rpa®@b=uolI% (p1,...,¢04).

Pela Proposigao 3.1.14 segue que 1 ®@ - ® g @b € Egi.--,Xd;Y1,-~7Yk (Er,....,Eq; F). O

resultado segue pois ﬁgf,...,xd;yl,._,yk(Ela ..., Eg; F) é espago vetorial. O

Imaginamos que, a essa altura, o leitor esteja convencido da necessidade de
supormos a condi¢ao (3.9). Como temos ainda que tratar da norma ||| gy.x,.. X1, Ve
nada mais esperado que exigir também a desigualdade de normas associada a condicao

(3.9).

Definicao 3.1.17. Sejam Xi,..., Xy, Y,..., Y, classes de sequéncias. Dizemos que a
(d + k)-upla (Xq,...,X4,Y1,...,Ys) é Br-compativel se, para quaisquer sequéncias de

escalares (\})72, € X, (K), r =1,...,d, ocorrer que

( (H H )\§£> ) eYi(- (Ya(K)--) (3.11)

s=1 T’GIS ng ny 1

(' g <H 11 A?gs) ) < l;[lH(AD?ileT(K)- (3.12)

=1
s=1rels ni=1 n1=11ly; (- (Y3 (K)---)

Em alguns casos particulares a condicao de compatibilidade soa bem familiar:

Exemplo 3.1.18. Dados ¢,p1,...,pq > 1, a Desigualdade de Holder nos diz que a
1 1 1

desigualdade — < —+- -+ — é equivalente ao fato da (n+1)-upla (¢,,(-), ..., €p,(+); €4(+))
q P1 Pa

ser N%-compativel.

Veremos mais exemplos disso mais adiante nas Proposigoes 3.2.1, 3.2.5 e 3.2.15.

Caminharemos agora no sentido de verificar as condigoes (M1) e (M2) da
Definicao 1.3.1. Para isso, precisaremos verificar que a norma usual de operadores ¢ sempre
menor ou igual a norma (Bz; Xi,..., X4 Y1, ..., Ys)-somante, propriedade que é sempre

satisfeita para um multi-ideal normado.

Na demostracao da préoxima proposicao precisaremos enxergar um vetor qual-
quer de Ey X --- X E; em termos da particio Z = {Iy,..., I} da seguinte forma: para
qualquer (z',---,2%) € E; x ... x E; observe que

k

ZZxT*er:Zxr*er+...+Zxr*e,,:(wl,...,xd). (3.13)

s=1relg rely rely
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Proposicao 3.1.19. Se X4,..., X4, Y1,..., Y, sdo classes de sequéncias linearmente es-

taveis, entdo
[AlI< [All Bzix...xasvi v

para todo operador A € ‘C)B;fp--,Xd%Yl vi(Br, .. By F).

-----

Demonstragio. Lembremos que Bz é o bloco de N associado & particio Z = {Iy,..., I}

e as sequéncias (j, )02 ,, r=1,...,d, ou seja, a aplicagao (3.1) é injetiva e
k
Br=4>_ > jr xe, €N":ng,...,ny ENp.
s=1rel;

Dado (z',...,2%) € Ey x -+ x Eq4 ndo nulo, considere as sequéncias (y})%2; € X,(E,)

definidas por

P Ca YRS
i [
0, caso contrario,
k
para todo r = 1,...,d, ou seja, (y})32, = 2" - ejr. Assim, o vetor Y > Yj. * €, possui
s=1rels °
alguma coordenada nula quando ng # 1, para algum s € {1,...,k}. Quando n; = --- =
k k

ng = 1, temos Z Z y;fg * e, = Z Z x" % e,. Dessa forma, aplicando o Lema 1.2.2

s=1relg ° s=1relg
repetidas vezes, obtemos

1 1 d

1A, ()30 WD) v =

)
(a(Eg) )

onde a tltima igualdade vem de (3.13). Consequentemente, temos

HA (xl, o ,md) HF = HﬁBz ((3/31);)117 . (yj)jil)

Yi (Vi (F)--)

d
< | Ag I TIN5l x5
r=1

d
= [|Ap |- TTll2" - el x, ()
r=1
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d
= [|Ap |- ITll2" |,
r=1

d
‘s
= | AllBzx xai, v [ l2" g
r=1
Caso (z',...,2%) seja nulo a desigualdade acima segue trivialmente. Sendo assim, como
(z',...,2%) € By x --- x Ey é arbitrério, a desigualdade almejada segue. O

Agora estamos em condigoes de mostrar que a expressao ||| s;.x,...x,;vi...v;, €

de fato uma norma em ﬁf}f’...’Xd;Yl7.“7Yk(E1, ..., Eyg; F), para quaisquer espagos de Banach
Ei,...,E;eF.

Proposicao 3.1.20. Sejam X1,..., X4, Y1,..., Y, classes de sequéncias linearmente estd-
veis e Fy, ..., Eq, F espacos de Banach. Entao a expressao (3.8) define uma norma em

Bz .
£X1,.‘.,Xd;Y1,...,Yk (Elﬂ cc 7Ed7 F)

Demonstracio. Seja A € Efg,.--,Xd;Yh---,Yk (E1,...,Eq; F). Por um lado, é claro que se A é

identicamente nulo, entao

HAHBI§X17~~~7Xd;Y17~--»YIc: 0.
Por outro lado, se ||A||g;.x,,.. x;v1....v,= 0, pela Proposicao 3.1.19 segue que |A||=0, e
portanto A = 0.

Os demais axiomas de norma seguem imediatamente da linearidade da corres-

pondéncia A — EBI. O

. . - Br , ..
Finalizamos esta se¢do provando que Ly} .y, y, ¢ um multi-ideal Banach

de operadores d-lineares, munido com a norma ||| s;.x,.. x,v1....v;-

Teorema 3.1.21. Sejam Xi,..., Xy, Y1,..., Y, classes de sequéncias linearmente estd-
. s ~ B . .
veis e Br-compativeis. Entio (L. y.v, . v, 'l Brixi,.xam,...vi) € um ideal Banach de

operadores d-lineares.

Demonstracao. Tendo em vista o que foi provado nas Proposigoes 3.1.13, 3.1.16, 3.1.14
e 3.1.20, basta apenas provar a igualdade ||]d||BZ;X17_“7Xd;y17._’yk: 1 e a completude das

componentes.

Para a igualdade, note que

L= ([T T By, Xasi i < 1

onde a primeira desigualdade vem da Proposi¢ao 3.1.19 e a segunda vem de uma combinacao
6bvia da igualdade (3.10) com a desigualdade (3.12).
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. B .
Por fim, vejamos que o espago L37 v, vy, (E1, ..., Eg F) munido com a
norma ||-||g;.x,... X1,y ¢ completo, para quaiquer Ej, ..., Ey, F. Para isso, considere

(A;);2, uma sequéncia de Cauchy em Ef}f’”.7xd;yl’...yyk(E1, ..., Ey4; F'). Pela Proposicao 3.1.19
temos ||| < |||l Bz.xy..... xym1....v; € portanto, a sequéncia (A;);2, também é de Cauchy no es-
paco de Banach L(Ey, ..., Ey4; F). Existe, entdo, um operador A € L(E}, ..., Ey; F) tal que
A -5 Aem L(Ey, ..., Eg F). Devemos mostrar que A € Ef}fwxdgylmyk(El, o, Eg F)
e que A 'y A na norma Il Br:xy.... xyvh... v, - Por um lado, da definicdo de operador

d-linear (Bz; X1, ..., X4 Y1, ..., Y))-somante sabemos que a correspondéncia

ALY viviBr .. ExF) — Ap, € LIXi(Ey), ..., Xa(Ea); Yi(- - Yi(F) )
(3.14)

é uma imersao isométrica linear. Denotando por A Bz, 0 operador induzido por A;, segue
que a sequéncia (ﬁBz,l)?; é de Cauchy no espaco L(X1(E1), ..., Xa(Ey); Yi(-+ - Ye(F)--+),
que também é um espago de Banach. Podemos entao tomar um operador d-linear S €
L(X1(E),. .., Xa(Eq); Yi(--- Yi(F)---) tal que

Ap,, — S em L(X1(Ey), ..., Xa(Eq); Ya(- - Yi(F) ). (3.15)

Dessa forma, dadas (2})72, € X,.(E;),r =1,...,d, tem-se

(. . (Al <; z; T, e)) ) 5 S ((ah2y, ... (@)

Nk ni=1

em Yi(---Yi(F)---). A condi¢ao Y;(-) < l+(+) garante que convergéncia no espago de
sequéncias Yi(+) implica em convergéncia coordenada a coordenada. Entdao, denotando
S ((m.});}ila ceey (x.(]i);il) = (' . (an,...,nk>:j€:1 .t '> < YI(‘ . Yk(F) .. ')

ni=1

e aplicando convergéncia coordenada a coordenada em Yi(-), segue que

k * >~
oo
(. .. (Al (Z Z x;h * €T>> .. ) LN < .. (menk):;:l .. ) B
s=1rels \ np=1 -1 na=l

n2

em Y(--- Y (F)---) para qualquer n; € N. Analogamente, aplicando convergéncia coorde-

nada a coordenada iteradamente obtemos

k
A (Z > g, er) L 2 (3.16)

s=1rel;

em F' para quaisquer nq,...,n; € N. Mas, por outro lado, da convergéncia A; Ly Aem
L(Ey,...,Ey F), segue que
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em F para qualquer (z',...,2%) € By x --- x E;. Em particular

k k

A (Z > af, x er> A (Z >l x eT> (3.17)
s=1relg s=1relg

em F' para todos ni,...,n; € N. Sendo o limite de sequéncias tinico em F, de (3.16) e

(3.17) concluimos que

k
— T
Zngom, = A Z Z Lhp % €
s=1 T'GIS

para todos ni,...,ni € N. Logo,

k > .
(. . (A <Z > Tir er>) . >2<il = ( . (anw-,nk)zzﬂ . )
s=1rel, np=1 ni=1

=S ((z)2y, ..., (@D)32) € Vil Yi(F) ),

ili=1

By _ e ~ ! .
donde A € L vi v (Er,...,Eq; F) e S = Ap,. Como Ap,, — S, por meio da
imersao isométrica (3.14), concluimos que A; — A na norma ||-||s;.x,...x,v1...vis O qUe

completa a demonstracao. O]

3.2 Classes ja estudadas

Nesta se¢ao mostraremos que as classes de operadores multilineares do tipo
somante, definidas ou caracterizadas por transformacao de sequéncias vetoriais, que ja foram
consideradas na literatura sao casos particulares da nossa construcao geral. Sendo assim,
todas as classes alcancadas pela construgao do capitulo anterior sao também alcancadas
aqui. Além disso, mostraremos algumas classes a mais que sao casos particulares dessa

segunda construgao e nao o sao da primeira.

3.2.1 Operadores (X1, ..., Xy Y)-somantes

Sejam X7i,..., X4, Y classes de sequéncias. Vimos na Secao 2.2.1.1 que os
operadores d-lineares (X7, ..., Xy;Y)-somantes, estudados em [24], sdo recuperados como
casos particulares do aparato construido no Capitulo 2, desde que a classe de sequéncias
Y seja Z-diagonalizavel em relagao a alguma classe de sequéncias Z. Isso nos permitiu
recuperar algumas importantes classes abrangidas pelo estudo feito em [24], mas nao o
caso geral, ou seja, algumas classes tratadas em [24] ndo foram recuperadas no Capitulo 2.
Veremos nesta subsecao que, na nova abordagem proposta neste capitulo, a hipotese de
diagonaliza¢do nao é mais necessaria e, consequentemente, todos os ideais de operadores
(X1,...,XgY)-somantes estudados em [24], que, como vimos, incluem muitos exemplos

classicos, sao casos particulares de operadores (Bz; X1,...,Xg4; Y1, ..., Yi)-somantes.
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Relembremos que um operador A € L(E}, ..., Eq; F) é dito (Xy,..., X4 Y)-
somante se (A (z,,... ,x‘i))zo:l € Y(F) sempre que (z})52, € X,.(E;), r =1,...,d. Nesse

caso, o operador induzido A: X (E;) x - -- x X(E4) — Y (F) definido por

o0

A ((%1);117 . (mf)‘;‘;l) = (A (JJ}L, . ,xz))nzl ,

é d-linear, continuo e define-se || A||x,.. x,v= ||ﬁ ||. O espago formado por esses operadores

é denotado por Lx, . x,v(E1,...,Eq4 F), que se torna um espaco de Banach com a norma
(RPN IR

Para obter uma teoria nao trivial e para garantir que essa classe contenha
os operadores de tipo finito, em [24] é imposta a seguinte condi¢ao sobre as classes de
sequéncias envolvidas: X;(K) - - - X;(K) < Y (K), o que significa dizer que (A; - -- )\?);ﬁl €

d
Y(K) e ||()\J1 e A?);";lﬂy(K)S LTI x, ) sempre que (X))52, € X,(K), r=1,...,d.
r=1

Relembremos o bloco diagonal D(N%) = {(j,...,7) : j € N}, do Exemplo 3.1.2,

que é o bloco associado & particdo trivial e as sequéncias (51)°%, = --- = (922, = (n)>>,.
Proposicao 3.2.1. Sejam Xi,..., Xy e Y classes de sequéncias linearmente estdveis.
Entao

d
Ly, xpy(Bry. o B F) = L3¢ (By,. .. Eg F)

com igualdade de mormas, para quaisquer espacos de Banach Ey, ..., Ey e F. Mais ainda,
a condi¢io X;(K)--- Xy(K) < Y (K) equivale a (d+ 1)-upla (X1,...,Xq,Y) ser D(NY)-

compativel.

Demonstrag¢io. Estamos no caso isotrépico em que k = 1 e a partigao é a trivial Z, = {I; },
onde I; = {1,...,d}. Para um dado operador A € L(E,...,Eq F), temos que A €
.CQE?‘f?Xd;Y(El, ..., Byg; F) se, e somente se, para quaisquer sequéncias (775);2, € X,(E,),
r=1,...,d,

k o0 o0
Y(F) > (A (ZZx;; *6,)) = <A< > T *er>>
s=1rels ° ni=1 re{l,...,d} ! ni=1
T‘e{l,,d} TL1:1

= (Afahn )T,

ou seja, A é um operador (Xi,..., Xy Y)-somante. Isso fornece a igualdade entre os

espagos e também a igualdade A=A p(v4), donde segue a igualdade de normas.

Para a segunda afirmacao, note que:

X1(K) -+ Xy(K) N Y (K) <= o operador 1% e EXL._,,Xd;y(Kd;K) e
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15y xy < 1= (X4,..., X4, Y) é D(N?) — compativel.

]

Uma vez recuperados os operadores (X7,..., Xy;Y)-somantes, recupera-se
automaticamente todas as classes que ja tinham sido recuperadas em [26, Section 3.1], por

exemplo:

1 1
e A classe dos operadores absolutamente (q;pi,...,pq)-somantes, — < — + -+ + —,

q b1 d
introduzida por Pietsch [72] e estudada posteriormente por varios autores (veja [64]

e suas referéncias). Na notagdo deste capitulo, essa é a classe de todos os operadores
(D(NT); 2 (4), ..., £ (-); £4(+))-somantes.

7Pl 7 7Pd

e A classe dos operadores multilineares de cotipo ¢, ¢ > 1, estudada em [23], que na notagao
deste capitulo ¢ a classe dos operadores (D(N%); Rad(-), ..., Rad(-)); £,(-))-somantes.

As duas classes acima também eram recuperadas no Capitulo 2. Por causa da
hipdtese da diagonalizacao, as duas classes abaixo nao eram recuperadas no Capitulo 2,

mas sao recuperadas agora com a construcao deste capitulo.

1 1
e A classe dos operadores d-lineares fracamente (g; p1, . . ., pg)-somantes, — < — 4+ 4+ —/

D1 Pa
estudada por vérios autores (veja, por exemplo, [18, 24, 52, 73, 80]). Essa é a classe dos
operadores (D(N%); G (4)s e 6 () 4 (+))-somantes.

7 7Pd

1 1 1
e A classe dos operadores d-lineares de tipo (pi, ..., pa), 5 — 4+ -4+ — < 1, estudada
b1 Pa
em [23]. Essa é a classe dos operadores (D(N%); £,,(+), ..., 4, (-); Rad(+))-somantes.

O motivo de nao termos recuperado essas duas ultimas classes no Capitulo 2 é

que ndo sabemos se as classes de sequéncias () e Rad(-) sdo diagonalizaveis.

3.2.2 Operadores mdltiplo (vs; X1, ..., X4)-somantes

Nesta se¢ao mostraremos que todas as classes de operadores multilineares
estudadas no trabalho de Ribeiro e Santos [76] sdo casos particulares da construcao geral
feita neste capitulo. Isso é mais uma comprovacao de que essa constru¢ao avancga em
relagdo & do capitulo anterior, pois 14 apenas algumas das classes de [76] eram recuperadas
como casos particulares. Mais precisamente, a classe dos operadores multiplo (¢; p1, . . ., pa)-
somantes, recuperada no final da Secao 2.2.2, é a Unica classe abrangida pela construcao

de [76] que ¢ alcancada no Capitulo 2.

Em [76] busca-se introduzir uma abordagem abstrata para o estudo de classes

de operadores multilineares entre espagos de Banach que sao multiplo somantes. Na nossa
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linguagem sao casos isotropicos, sem somas intercaladas, em que o bloco associado é todo
o N%. Entre os exemplos de classes de operadores que foram alcancadas na abordagem
proposta pelos autores estao os ja citados operadores multiplo (p, qi, ..., qq)-somantes
(ver [16, 22, 45, 57, 70, 31]) e também, na linguagem deles, os operadores multiplo misto
(s,q,p)-somantes e os operadores multiplo fortemente misto (s, g, p)-somantes. Para se
alcancar os objetivos 1a propostos, foi construido um ambiente abstrato, denominado
classes de d-sequéncias, que generaliza o conceito de classes de sequéncias proposto em
[24]. Para mostrar que a abordagem deste capitulo abrange o caso geral da construgao la

feita, precisamos apresentar o conceito classes de d-sequéncias.

Definigao 3.2.2. [76, Definition 2.1] Dado d € N, uma d-sequéncia em um espaco de
Banach E é uma funcio g: N — E. Escrevendo

g(§', ... jY = x;i . ja para todos gt 4% eN,

A 00
a d-sequéncia g pode ser representada por (lew.7jd)j1wjd:1.
Para a préoxima definicao, representamos por

coo(E; NY) := {(l’jl,_"’jd)(;?’_ﬂjdzl :x;1 a7 0 somente para um nimero finito de gt ,jd}

a classe das d-sequéncias em E eventualmente nulas e por

EOO(E;Nd) = {(ley,“’jd);?mjdzl :osup |z jallE< oo}

j17"'7jdeN

a classe das d-sequéncias em F limitadas. Além disso, para k', ..., k% € N, €1, N¢ —

K representa a d-sequéncia em K definida por

1, sejl=k,. .. 4=k

0, caso contrario.

Definigao 3.2.3. [76, Definition 2.2] Uma classe de d-sequéncias a valores vetoriais, ou
simplesmente classe de d-sequéncias, é uma aplicagao 7s(+; Nd) que associa cada espaco de
Banach E a um espaco de Banach 7,(E; N%) formado por d-sequéncias em E satisfazendo

as seguintes condigoes:

1. vs(F; Nd) é um subespago vetorial do espaco formado por todas as d-sequéncias em

E com as operagoes coordenada a coordenada;
2. coo( B3 NY) C 74(B;NY) < £, (B;NY) e

3. |lext,. gall,x;nay= 1 para todos k... kTeN.
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Por fim, dadas uma classe de d-sequéncias 7s(+; Nd) e classes de sequéncias
Xi,...,Xg, de acordo com [76], um operador d-linear continuo A € L(Ey,...,Eq; F) é
dito maltiplo (vs; X1, ..., Xq)-somante se

[e.e]
(A (.leq, . ,x?d))jl g €7s(F N%)

yeed
sempre que (arg)jil € X.(E.), r=1,...,d. O espago de todos esses operadores d-lineares
é denotado por L7 v, (F1,..., Eq; F). Todo operador A € LT v (Fy, ..., Eq F)
induz um operador A € L(X\(EY),..., Xa(Eq);vs(F;N%) definido por
A ((3:]1);";1, e (xj);”;l) = (A (x;l, . ,a:;-ld))oo

Jtgi=17

, o1 7 m .
que é multilinear e continuo. A norma de um operador A em L' v v (Ey,..., Eg F),
que o torna um espaco de completo, é definida como sendo a norma do operador induzido

A e é denotada por [Allzm

X1, Xg

O objetivo dessa secao é mostrar que todas essas classes de operadores multiplo
Vs, X1,....X,~Somantes de [76] sdo casos particulares das classes construidas neste capitulo.
Neste sentido, precisaremos transitar entre os conceitos de classe de sequéncias e classe de
d-sequéncias. Consideraremos o bloco B = N como no Exemplo 3.1.4, definido a partir de

uma bijecio o: N — N? Para cada n € N podemos denotar o(n) = (j!,...,5%) e assim

o

construir d sequéncias de niimeros naturais (7)o, r = 1,...,d. Essa bijecao sera fixada

até o fim desta secao.

Lema 3.2.4. Dada uma classe de d-sequéncias vs(-;N), a correspondéncia Y que a cada

espaco de Banach E faz corresponder

Y(E):={(goa(n),, € E": g € v(E;N)} | (goan), lve):= gl @z,
(3.18)

¢ uma classe de sequéncias.

Demonstracao. Seja E um espaco de Banach fixado.

(1) Y(E) é um subespago vetorial de E": Dadas (g1 0 0(n))>2, , (g2 0 0(n))>2, € Y(E) e
um escalar \, temos g1, g» € 7s(E;N%), e portanto (g; + Ag2) € v,(E; N?). Dai,

(gro0(n),Zy +Alg200(n)),2; = (91 + Ag2) 0 0(n)), 2, € Y (E),

provando que Y (E) é subespaco vetorial de E".

(2) Y(FE) é um espago normado:

(1) [[(goa(n)oZillyey= llgll1.ene> 0 e

0=1l(goam)itilly@m= gl enys= g9 =0+ (goa(n);Z, = 0.
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(i)
A (goa(n)Zy v = I((Ag) o a(n));Zy lye)
= [|Agll,, (z:na)
= |Al“llg
= |A-[(goa(n),Z; Iy

s (E;N9)

(iii)
[(gr00(n),=; + (g200(n)),Z [y = (g1 + g2) 0 a(n)); [lv(m)
= |lg1 + 92/, (m:va)
< g1l zmey g2y (e
= (g1 o0(n))r_; Iy +ll(gz0a(n),”; llv)-

(3) coo(E) C Y(E): Dada s € coo(E), existe ng € N tal que s(n) = 0 para todo n > ny.
Entdo N := {o(n) : n < ng} é finito e so 0 N — E é tal que (soo 1)(2) = 0 para
todo z ¢ N. Isso prova que

soo ' € coo(E;NY) C 7,(E;NY),

e portanto s = (soo oo € Y(E).

(4) Y(E) < loo(E): Dada (go a(n))>, € Y(E), temos g € v,(E;N%) =N (s (E;NY). Dai,
como o(N) = N,

supl|(g o o)(n)||p= supllg(a(n))lle= supllg(2)| 2= llgll¢. ()< 00

neN neN z€Nd

Segue que (goo(n)). 2, € l(E) e

(g 0 0(n))nZy e ()= 9]l e (i < N9 llrmmey= ll(g 0 0(n)) 52y v ()

(5) Para todo natural m, ||le,,||y)= 1: Defina g,,: N* — K por g(o(m)) =1 e g(z) =0
para todo z # ¢(m). Chamando o(n) = (k',..., k%), pelo terceiro axioma de classes de

d-sequéncias temos

lemlly @)= [1(g 0 a(m)nZilly e = lgll.mmy= ler .xalls. e = 1.

[ee]
J=1

(6) Y/(E) é um espago de Banach com a norma ||-[|yg): Seja (s;)52; := ((g; 0 o(n))oly)
uma sequéncia de Cauchy em Y(E). Como, para todo j € N, |[(g; o o(n))ol|lve)=
195
é espago de Banach. Existe entdo g € v,(E;N%) tal que g; —2+ g. Por definigdo, é claro

que (goo(n))y, € Y(E). De

o (B:N4), temos que (g;)72, é uma sequéncia de Cauchy emA'yS(E :N%), que por sua vez

lsj = (g 0o (M) llyvem = (g5 0 o(n));Zy = (g0 o(n))y Iy
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=|(gjeoa(n) —goa(n)), Iy
= I((g; — 9) e a(n))o; lv(e)

J
~s (E;N4) ? 07

=llgi—yg

segue que (s;)72, converge a (goo(n)),Z; em Y (E). O

A classe de sequéncias Y associada & classe de d-sequéncias 7,(-; N%) na forma

do lema anterior serd denotada por Y, .

Como é usual, para garantir que os operadores d-lineares continuos de tipo

finito pertencam a classe L X, €m [76] é imposta a seguinte condigao do tipo Holder

Vs Xl
sobre as classes de sequéncias e a classe de d-sequéncias envolvidas: dadas classes de

sequéncias X1, ..., Xy e uma classe de d-sequéncias 7,(-; N), escrevemos
ult,1
X1(K) -+ Xa(K) "5 7, (K NY)
1 00 Nl
para denotar que ()\ )\ )]17 a1 € 7s(K; NY) e

Xr(K)

TR B 1 (T

sempre que ()\T) € X, (K),r=1,...,d.

Agora estamos em condigoes de mostrar que a construgao geral de [76] é caso
particular da nossa construcao e também que a condicao de compatibilidade 14 imposta

implica na nossa condicao de compatibilidade.

Relembre que estamos fixando uma bijecio o: N — N¢ e que estamos conside-
r=1,...,d,

onde o(n) = (j!,...,5%) para todo n. Mais ainda, como Xi,..., X4 ¢ Y,, sdo classes

rando N? como o bloco associado & particao trivial e as sequéncias (57)%,

de sequéncias, podemos considerar, de acordo com a construgao deste capitulo, a classe

£X1, X, dos operadores (N% X4, ..., X, Y, )-somantes.

Proposicao 3.2.5. Sejam Xi,..., X, classes de sequéncias e 7s(+; Nd) uma classe de d-
1t,1 . A

sequéncias tais que X1(K) - X4(K) "= v,(K; N?). Entdo as (d+1)-classes de sequéncias

X1,...,Xqg eY,, sao N-compativeis e
‘CXl, X a3 Y (E17"'7Ed7 ) Lm X1, Xd(E17"'7Ed;F)

com igualdade de normas, para todos espacos de Banach Fy, ..., Ey, F.

Demonstracao. Para provar a compatibilidade, considere ()\77)?0 )

€ X, (K),r=1,....,d
Da hipétese X (K) - -+ X(K) et 7s(K; N%) segue que ()\1 ---)\ )Jof a1 € v5(K; NY).
Definindo

gINd—>K, g(jl,...,jd)zk}l"')\;ld,
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por (3.18) temos (g oo (n)),—, € Y, (K). Dai,

e}

(M x8)™ = (9 A, = (g0 0(m))i, € Vo (K),

n=1

= l(goa(n),y v, @
Y’Ys (K)

()™
= ||g||%(]K;Nd)
= o)

Ja jl,v..,jdle%(K;Nd)

< ﬁ eV

X (Er)’

o que nos permite concluir que Xi,..., Xg, Y, sao N<-compativeis.

Para a igualdade dos espagos, considere sequéncias (z7)72, € X,.(E,), r =

J/5=1
1,...,d. Por um lado, se A € ngmxd;y% (Eq, ..., Eq F) entao

(A2l a)) " evam),

n=1
e portanto existe g € v,(F;N%) tal que (g o o(n))>, = (A <$]14, . ,:v?%)) . Segue
que goo(n) = A <xj1-711, e ,:E;-lg> para todo n € N. Como ¢ é uma bijecao, para todo

(5',...,7% € N? existe um tinico natural n tal que (5',...,j%) = o(n), e portanto

A(.T;l,...,x;ld) =gooa(n)=g@ ..., 7%.

Segue que

vs(F Nd) 3 (g(jl, . 7jd));?,,,,,jd:1 = (A (lel, . vx;ld));?,...,jd:la

oque prova que A € LI v (Ei,...,Eg F).

Por outro lado, se A € L7 v (F1,..., Eq F), entdo definindo

g:Nd—>F, g(jl,...,jd):A(l’}l,...,xg-ld)a

temos g € s(F; N?). Pela construcio da classe de sequéncias Y,_,

Y(F) > (g0 0(n)iy = (90ns -+ di)) oy
= <A (:U}}L, e ,x?g>>n:1 ,

provando que A € E?{i XuiYs, (E1,...,Eq F) e estabelecendo a igualdade dos espagos.
Como g = (A (:cjl.l, . ,Oc;-ld))oo

iy @ igualdade de normas segue de

| A] 2o = |A: Xi(By) % - x Xa(Eg) — 75(F;NY)|

'YS§X1 ----- Xd
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- Sup{”A (( )] IR (‘r?);)o 1) H'Ys(F;Nd): (xr)jo'il S BXT’(E’/’)7T =1,... ,d}
= sup{|| (A (z}:, ..., wf ))31’“ Jacy e (z7)721 € Bx,(,);7 = 1,...,d}

= sup{||gll,, ey (@)} 1€BXrE, r=1,...,d}
= sup{[|(g o o(n))plslly,, ) (25)72) € Xo(Ey),r =1, d}

= sup{H ( (a: 1,...,33?%));0:1 D (27)32 € Bxo(,),T = 1,...,d}
= sup { Aya ()21, - (@D320) vy ()52 € By r =1, d}

= [|Allna;x,... x5, -

Y’Ys (F)

[]

E consequéncia imediata da proposicio anterior que todos os exemplos listados
em [76] seguem como exemplos da construgdo aqui proposta. E importante salientar
que, para reinterpretar um exemplo de operador que é multiplo (vs; Xy, ..., Xg)-somante
como sendo um operador (Nd; Xi,..., X4 Y, )-somante, é preciso determinar a classe de
sequéncias Y, associada a classe de d-sequéncias 7s(-; Nd) por meio do Lema 3.2.4. Para
exemplificar, faremos isso para cinco dos seis exemplos que se encontram em [76]. Comeca-

mos determinando as classes de sequéncias associadas a certas classes de d-sequéncias.

Exemplo 3.2.6. A classe das d-sequéncias que sao p-somaveis, 1 < p < 0o, é definida por

(,(E;N%) = {g e BN Y oG- iNIP< OO}

G id=1

para todo espago de Banach E com a norma

ngp::( > ||g<j1,...,jd>||p)p.

glgi=1

Sua classe de sequéncias associada pelo Lema 3.2.4 é dada por

Vi, (E) = {(g00(n), g € G,(E;NY)} .

Vejamos que esse espaco coincide isometricamente com o espaco das sequéncias em F

que sa0 p-somaveis, ou seja, com o espago £,(E). Por um lado, se (g o o(n)),~, € Yy (E),

entdo g € £,(E;N%), ou seja, Z lg(5, ..., i) ||P< oo. Logo, temos

j17"'7jd:1
o o
> llgoa(n)|P= ZHQ Jnr - dlP= 22 gl 5D < oo,
n=1 gi,...,54=1
o
poisasérie > |lg(4',...,5%)]|" é incondicionalmente convergente e o é uma enumeracio
Lengi=1

de N%. Dai, (go o(n))>2, € £,(E). Por outro lado, dada uma sequéncia s € £,(E), temos
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ZH )||P< 00. Como
s=so0 'oo=(soo ) oo,

para que s pertenca a Yy (E), precisamos verificar que s o ot €, (F; N%). Mas isso segue

de

o0

Z |s oo t(j',. HP—ZHSOU GGy ooy gl Hp_ZH [P < o0

Jtja=1

Segue que Yy, (E) = £,(E) e a igualdade das normas ¢ imediata.

Exemplo 3.2.7. A classe das d-sequéncias que sao fracamente p-soméveis, 1 < p < oo, é

definida por

[e.o]

E;U(E;Nd) = {g e BV S leg(Gt, ..., i) P< oo para todo ¢ € E*}
]1

7"7jd:1
para todo espago de Banach £ com a norma
) P
Igllwp= sup [ D lelgGs- gD )
PEBpx \ j1 . jd—1

A essa classe temos associada, pelo Lema 3.2.4, a classe de sequéncias
Yi(B) = {(goo(n)iZ, g € G (BN}

Vejamos que Yyu (E) = Gy (E). Se (go0(n)),Z; € Ye(mny(E), entdo g ¢ uma d-sequéncia

em €$(E;Nd), ouseja, Y. |p(g(5',...,5)|P< oo para todo ¢ € E*. Como E* é um
lengd=1

espacgo de Banach, essas séries sao incondicionalmente convergentes, logo

Slelgo o(m)l= Yleloln - SNP= 3 felalh P oo

e portanto (go a(n))y”, € (¥(E). Por outro lado, dada s € (¥(E), de s = (soo ') oo
segue que, para qualquer ¢ € E*,

[e.9]

> Je(soo (5. \p—Z\sosoa Gy dh) \p—leo n))P< oo.

Ghyengd=1
Portanto Yyu (g ne)(E) = () (E) e é claro que as normas coincidem.
Exemplo 3.2.8. A classe das d-sequéncias que sao Cohen p-somaveis, 1 < p < oo, é
definida por
[0.9]

ép<E;Nd>:{geENd: > |h<j1,...,jd>g<j1,...,jd>r<oo,vhef;zuE*;N%},

Jlngi=1
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para todo espago de Banach £ com a norma

oo

Hg||coh,p:=h sup St 390G 3

ez; (B*Ndy §1 . jd=1

Utilizando novamente a convergéncia incondicional obtemos

0, (E; N = {gEEN Z\hoa n)(goo(n))|< oo,VhGﬁZi(E*;Nd)}.

n=1

Como feito anteriormente, h € K;‘,’*(E*;Nd) se, e somente se, (hoo(n)),Z, € £.(E) e

portanto,
d - 00 w *
(N — {g € B3 Jou(g 0 0(n))] < 50, (n) e € 05 (E >}
n=1

e
lgllconp= "~ sup S rGh iGN = sup > Jen(g o a(n))].

h€Byw (e na) j1,..,jd=1 (Pn)iZr €8, (5%) n=1

P

Dessa forma, a classe de sequéncias associada é dada por
Yi,0(E) = {(g 0 0(n)iey:g € (BN }

_ {<g oo (m) g € B e 3 loulg 0 a(m))]< o0, Vlgn), € e;i(E*)} .

n=1

Vejamos que esse espago coincide com o espaco £,(E) das sequéncias Cohen fortemente

[e.9]

p—soméveis De fato, se (g o o(n))>,

€ Yy, (y(F), entdo g ¢ uma d-sequéncia tal que
Z\gon goa(n))|< oo para toda (p,),2; € £.(E"), o que é exatamente a definicdo de

g oo(n))>2, pertencer a £,(FE), ou seja, Y, y(F) C £,(F) . Por outro lado, considerada
n 1 p p() p

uma sequéncia s € {,(E) devemos exibir uma d-sequéncia g € (% (E*;N?) tal que s =

(goa(n))>,. Como s = (soo ') oo, apenas precisamos mostrar que s o o~ ' pertence a

O (B N%). Isso é verdade pois, para toda sequéncia (¢,)>, € (),

o0

Z ’@n(soa ( ’_kansoa ]ma]z)”

Jlgi=1

_kan ’<OO

Exemplo 3.2.9. A partir dos espagos de sequéncias introduzidos em [51], a classe das
sequéncias mid p-somaveis Emid(E) 1 < p < o0, foi definida em [25] da seguinte forma: uma
sequéncia (7;);2; no espago de Banach E pertence a Emld( ) se ((om(25))32 1)m L € G(ly)

para toda sequéncia (¢m)m—; € £, (), e nesse espaco define-se a norma por

1(25)521 | mia p:= sup (i i|gom(xj)|p> -

(om) =1 €Bew (m*) \m=1 j=1
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Seguindo essa linha, a classe das d-sequéncias em E que sao mid p-soméaveis é definida por

9B NY) = {geENd:i > ||¢m<g<j1,...,jd>>up<oo,v«ommeéé"(E*)}

m=1j1,.. jd=1

Cco1m a norma

=

e}

1l mia p:= sup (i > Isom(g(jl,.--,jd))l”)

Pm)m=1€Bw ) \m=1j1, jd=1

Como
Yoo > lemgGh o INIP =30 Y lem(g o o)
m=141 jd=1 m=1n=1

€

oo o o0 oo

Yo > emlsoa G G = D0 D lem(s(n) P
m=141_ jd=1 m=1n=1

para quaisquer (¢,,)0_; € (Y(E*) e s € (2(E), argumentando como nos exemplos

anteriores segue que a classe de sequéncias associada a essa classe de d-sequéncias, a qual

denotamos por Yymia coincide isometricamente com Z;“d(-).

Apresentaremos agora, como casos particulares da nossa construgao, os exemplos

concretos recuperados pela abordagem de [76].

Exemplo 3.2.10. [Operadores multiplo (p, ¢, - .., gq)-somantes] Com outra terminologia,
como visto na sec¢ao 2.2.2, um operador d-linear e continuo A: E; X --x By — F' é multiplo
(p,q1,...,qq)-somante, com q > p,, r = 1,...,d, se a d-sequéncia (A(x}l, o ,x‘jd));iwjd:l
pertence a £,(E;N%) para quaisquer sequéncias (27)32, € L (E;), r = 1,...,d, ou seja,
se A é multiplo (7s; X1, ..., Xq)-somante com v,(E; N%) = (,(E;N%) e X,(E,) = (¥ (E,),
r=1,...,d. Pela Proposicao 3.2.5 e pelo Exemplo 3.2.6, na nossa construgao essa classe

coincide com a classe dos operadores que sao (N¢; Ca(4)5 oo 0y (); () )-somantes.

Exemplo 3.2.11. [Operadores miltiplo Cohen fortemente somantes| Impulsionado pelo
sucesso dos operadores multiplos somantes, Campos [36] introduziu em 2014 a classe
dos operadores multilineares multiplo Cohen fortemente p-somantes da seguinte forma:

1 1

dados 1 < p,p* < oo com — + — =1, e Ey,..., By, F espacos de Banach, um operador
b p

A€ L(Ey,...,Eyg F) é dito miltiplo Cohen fortemente p-somante se

(A(l‘}h R ,$?¢));f7...7jd:1 € €p<F>
sempre que (75)72, € £,(E,), r =1,...,d. Em [76] essa classe é resgatada considerando

X, () =6,(), 7 =1,...,d, e 7(;N%) = £,(-;N%). Entao, pela Proposicao 3.2.5 e pelo
Exemplo 3.2.8, na nossa construcao essa classe coincide com a classe dos operadores

(N £,(), 2 0,(); £,(-) )-somantes.
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Exemplo 3.2.12. [Operadores multiplo fracamente mid (p;qi,...,qq)-somantes] De
acordo com [25], um operador linear e continuo entre espagos de Banach uw: £ — F
¢ dito fracamente mid (p; ¢)-somante, 1 < ¢ < p < oo, se (u(x;));2, € (7"(F) sempre
que (7;);2, € £7(E). Na busca de transpor esses operadores para o contexto miltiplo
somante, em [76] foi definida a classe de d-sequéncias E;ﬁd(E :N%), aqui vista no Exemplo
3.2.9. Definiu-se entdao que um operador A € L(F1, ..., Ey; F) é multiplo fracamente mid
p-somante se

(b, a) e, € G5

A RPN |

sempre que (77)52, € £)(E,), r =1,...,d (veja [76, Section 5.6]). Pela Proposicio 3.2.5 e

pelo Exemplo 3.2.9, na nossa construcao essa classe coincide com a classe dos operadores
d. pw w( \. pmid

(NG L), () 457 (+))-somantes.

Exemplo 3.2.13. [Operadores multiplo fortemente (s, ¢, p)-misto somantes|. Sejam 1 <
g <s<ooep<q.Deacordo com [76], um operador A € L(F, ..., Ey; F) é dito multiplo

fortemente (s, ¢, p)-misto somante se

(A(xh, ..., 2%)) € 0,(F;N%)

gi,...,59=1

sempre que (7)52; € ln(s,g)(Er), 7 =1,...,d. O simbolo £, ) (E) representa o espaco

de Banach de todas as sequéncias em E que sd@o misto (s, q)-soméaveis, ou seja, todas

as sequéncias (a:j);“z’l € EY tais que T = zj? para todo j € N, onde (Tj);il € Lo(g)*
1 1
@ +- = —e(23)52, € £Y(E). Denotando por £y,(s ) (-) a classe de sequéncias misto (s, )-
s(q)* s q ’
somaveis, pela Proposicao 3.2.5 e pelo Exemplo 3.2.6, na nossa construcgao os operadores

miiltiplo fortemente (s, ¢, p)-misto somantes sio exatamente os operadores (N%; Uin(s,) (+), -4

Am(s,g)(+); £p(+))-somantes.

Exemplo 3.2.14. [Operadores multiplo fortemente mid p-somantes| Para 1 < p < oo,
de acordo com [76], um operador A € L(Ey, ..., Ey; F) é dito multiplo fortemente mid

p-somante se

(A(zh,...,2%) % € 1,(F;N%)

!
J J g1,...,59=1

sempre que (27)52, € E;md(Er), r =1,...,d. Usando mais uma vez a Proposicao 3.2.5 e o
Exemplo 3.2.6, na nossa construgao essa classe coincide com a classe dos operadores que

sdo (N% (24 (.), .4 ¢4(.); £,(-))-somantes.

Para finalizar esta secao é muito importante ressaltar que, em relagao aos
casos concretos recuperados em [76], apenas o caso dos operadores multiplo (p, g1, - .., qa)-
somantes era alcancado pela abordagem proposta no capitulo anterior, o que evidencia,
mais uma vez, a maior eficicia da construcao empreendida neste capitulo, uma vez que

agora recuperamos o caso geral de [76], e portanto todos os seus casos particulares.
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3.2.3 Operadores parcialmente multiplo somantes

Na Secao 2.2.3 recuperamos alguns casos dos operadores parcialmente somantes
a partir da construgao do Capitulo 2. Relembrando rapidamente, o estudo dos operadores
parcialmente multiplo somantes foi introduzido Araijo e Albuquerque [13] e posteriormente
desenvolvido em [3, 6] e, como dito anteriormente, foi uma das motivagoes para a Definigao
3.1.6. Um dos objetivos daqueles autores era alcangar conjuntos de indices intermediarios
a diagonal D(N?) e todo o N, casos estes que j& haviam sido estudados com os nomes de
operadores absolutamente somantes e operadores multiplo somantes. No Capitulo 2, por
limitacao nossa, foi possivel verificar que os operadores parcialmente multiplo somantes
sao casos particulares da abordagem ali proposta somente para alguns casos concretos
(veja Segao 2.2.3). Veremos nesta se¢do que a abordagem proposta neste capitulo recupera,
de maneira quase que imediata, todos os operadores parcialmente multiplo somantes. Para
relembrar a definigdo de um operador A € L(E},. .., Eq; F) ser Z-parcialmente multiplo

(q; p)-somante remetemos o leitor para a Definigao 2.2.13.

O leitor deve estar atento ao fato de que esta é a terceira situagao em que

recuperamos aqui casos que nao eram recuperados no Capitulo 2.

d+k

Proposicao 3.2.15. Sejam (p, @) := (p1,...,Da, Q1 -, k) € [1,00) e L uma parti¢do

de {1,...,d}. Para quaisquer espagos de Banach E, ..., Ey, F,

kd,T

oy L B .
(H)<E1’ - B F) = L (0.t ity Ot () E1 - Bt F),
q;p

onde Br é o bloco associado a particao L e as d sequéncias de nimeros naturais (3711);";1 =

1 1
o= (D2, = (n)p2y. Além disso, a condigio — < > — para todo s € {1,...,k}
s T‘EIS r

equivale a (d+ k)-upla (€, (+), ..., €, (-); e, (), - - Lg, () ser Br-compativel.

? 7Pd

Demonstragio. Sejam Ej, ..., E; e F espagos de Banach e A € L(E1, ..., Eq; F). Temos

B
Ac ‘C[g}f('):'"veg]d(');zﬂ('):-“:éqk(')(El’ ..., Eq; F) se, e somente se,

k o0 [e.e]
fql(...éqk(F)...)B(---(A(X;ngzs*er>> ) =

ni=1
k o0 o0
:<"'<A<ZZ$;5*€T>> ) ,
s=1relg np=1 ni=1
sempre que (77);2, € €, (E,), r = 1,...,d. Mas, pela expressio (2.15), isso equivale a
k,d,T
A€ H (Eq, ..., Eq; F). Como os operadores induzidos coincidem, as normas também
(a;p)

coincidem.
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Para a segunda afirmacao, dadas sequéncias escalares ()\77);?01 € (), (K) =

by, (K) = £

Pro
)OO
S

( (ﬁrg N

nkzl

.,d,epondo Iy ={r],...,r

° } paratodo s =1,... k, temos

) m

[e.o]

n1=1 Etn ("‘Eqk (K))

d—1 — q1
00 9] k ks . 2
_ r
=2 2 I IT
ni np=1 ||s=1relg
1
q— % a1
00 00 qk 9k a5
_ r r
=2 2 |1~ J RV
ni n=1 ||rel rely
1 1
q1 a 0o 9k %
_ T T
ni ||rely Nk ||rely
[
_ r
reh ni=1llg, Telk np=1llg,
(M) | (T )
ni=1 £ ni=1 g

Aplicando a Desigualdade de Holder e as desigualdades das normas ¢, as desigualdades

e

qs rel, Dr i=1 pr

,s=1,...,

(@)

ns=1

k, sao equivalentes a

ms s
< ITIOG)E e,
i=1 B

= [T IO, , Vs =

rels

Ly

que, pelo que foi feito anteriormente, é equivalente a

1,... &

H AL) ) < ITIODE e, TTIO)D ey,
s 1relg — . rely rely
k m=11ldg, (L, (K)-)
d
= LI, -
r=1
1 1 1
Combinando tudo isso, as desigualdades — < Z — = Z
9s  yer, Pr =1 DPr;
equivalem a
o [e.9] d

)

<. . (ﬁrg A

ne=1

< TTIY)5 e,
r=1

m1=1lle,; (g, (K)-)
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para todas sequéncias escalares (\})72, € £ (K) = £, (K) = £, , r = 1,...,d, o que
corresponde a definicdo da (d + k)-upla ser (€ (+),...,€,,(-);€g (+), ..., Lq,(-)) ser Bz-
compativel. O

A préxima classe que recuperamos como caso particular de nosso estudo foi
estudada em [3, 6, 7, 13] como uma generalizagdo dos operadores multiplo (q; p1, . .., pa)-
somantes de [19, 54].

Exemplo 3.2.16. Para 1 < py,...,pa,q1,---,qq < o0 com p, < ¢, v = 1,...,d, um
operador A € L(Fy, ..., Ey; F) é multiplo (q1,...,q4;p1, - - -, Pa)-SOmante se

a1
a2

o] o) 0 aq

ni=1 \ n2=1 ng=1

4d—1

sempre que (27)72, € () (E.), r = 1,...,d. Essa classe é o caso da classe estudada na
proposicao anterior para a particao discreta. Mais precisamente, basta tomar X, = K;UT(-),
Y, =4,(),r=1,...,d, o bloco N? associado & particdo discreta Z, e as sequéncias de
nimeros naturais (1), = --- = (j9)°2, = (n)>°, para recuperar essa classe como caso

particular do nosso estudo.

No caso mais particular ainda em que ¢; = --- = ¢4 = ¢, recuperamos nova-
mente, por um caminho diferente, a célebre classe dos operadores multiplo (¢; p1, - .., pa)-
somantes, que sao aqueles operadores A € L(F, ..., Ey4; F) tais que

o0

> A, -2 )lIE< 0o

ni,...,ng=1

sempre que (z5);2, € £, (E,), r=1,...,d.

3.2.4 Operadores A-(r, p)-somantes

Veremos nesta secao que a classe de operadores multilineares recentemente
estudada, de forma independente, por Bayart, Pellegrino e Rueda [17] e Popa [75] também
é caso particular do nosso estudo. Cabe mencionar que essa classe também pode ser
recuperada pela construcao feita no Capitulo 2, e isso nao foi mencionado la pois tomamos
conhecimento dessa classe apenas apds o término daquela pesquisa. Isso evidencia grande

quantidade de trabalho nesta area de pesquisa.

Definigdo 3.2.17. Dados p,¢ > 1 e A C N um operador A € L(Ey,...,Eg;F) é
dito A-(q,p)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que para todas sequéncias
(z7)52, € G)(Er), r=1,...,d, tem-se

(§1,....3H)€EA

1
q d
< > HA(x;l,---,x?d)Hq) < C T ey (- (3.19)
r=1
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A classe dos operadores A-(g, p)-somantes de E; X - -+ X FEg em F' é denotada

por [[(Ex, ..., Eg F) e o infimo das constantes C' > 0 que satisfazem (3.19) define uma
q,p
norma nesse espaco que é denotada por 7Té\,p(~>.

No caso em que A C N? é conjunto infinito, utilizando o Exemplo 3.1.4 tomamos
uma bijegdo 0: N — A e consideramos, para cada r = 1,...,d, a sequéncia (j,)>°; na
qual j; é a r-ésima coordenada da d-upla o(n) € A. Fazendo assim, A é um bloco associado
a partigao trivial Z; e as sequéncias de nimeros naturais (j/)°°,, r = 1,...,d, e dessa
forma sera considerado na proposicao a seguir. Note que a bijecdo o esta fixada mas
a construgao independe de ¢ uma vez que a classe se sequéncias (,(-) ¢ simétrica (veja

Observagao 3.1.9).

Proposicao 3.2.18. Sejam p,q € [1,4+00) e A C N¢ infinito. Entdo

A
A )

H(El, L Eg F) = £ﬁw 0.4 é;v(~);£q(-)(E1’ o Eg F)

4.p
com igualdade de normas, para quaisquer espagos de Banach Ey, ..., FEy e F.
Demonstragio. Dadas sequéncias (27)72, € £J(E,), r = 1,...d, e um operador A €
A
[I(E:, ..., E4; F), por definicdo existe uma constante C' > 0 tal que
a,p

( > NA@), ... 2 ||q> <CHH iiilleye.)- (3.20)
(

J1yeesJd) EA

Como a série Y ||A(z]

(]1,,]d)€A
ordenacao de A, isso equivale a dizer que

T ,x;.ld)Hq ¢ incondicionalmente convergente e o ¢ uma

1

(i!lz‘l(x}%,--- Hq) <OHH 92 s (3.21)

Assim,

A
Ae[[(Br,....,ExF) < A€ L),

50 L0ty B i ),
a4,p

e, mais ainda,

WQP(A) = inf{C > 0: C satisfaz (3.20)}
= inf{C > 0 : C satisfaz (3.21)}

= HAAH: HA|’A;eg(.),f?.,zg(.);zq(~)'
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3.3 Coeréncia para baixo e resultados de coincidéncia

Coeréncia de multi-ideais e resultados de coincidéncia sao temas recorrentes
no estudo de classes de operadores multilineares (veja, por exemplo, [40, 41, 42, 62, 63,
78, 77]). Sao esses temas que relacionam multi-ideais com ideais de polindmios e com
tipos de holomorfia (veja [21, 36, 40, 42]). Além disso, ideais coerentes tém sido usados
frequentemente em dindmica linear (veja aplicacoes recentes em [38, 39, 59, 60]). Nesta

secao apresentaremos algumas aplicacoes da nossa construcao para esses temas.

Dividiremos nossas aplicagoes em duas partes e em ambas o bloco considerado,

~ ;. , d . . . .
por questoes técnicas, sera sempre N A primeira parte refere-se ao caso isotrépico, onde
a particdo tomada é a particao trivial Z;, e a segunda refere-se os caso anisotropico com a

particao tomada sendo a discreta Z.

A ideia de coeréncia tem a ver com a possibilidade de se transitar entre os
niveis de multilinearidade de um multi-ideal. Para subir o grau, multiplica-se o operador
por um funcional linear e para descer fixa-se uma variavel. Estamos interessados aqui na
coeréncia para baixo, e por isso introduzimos a seguinte notagao: o simbolo [.7.] indica

que a coordenada r nao esta envolvida. Por exemplo,
Ey X [T ]xEj=FE X+ E._1 X E.yq1 X+ X Eq.
Dado A € L(Ey,...,Ey; F), parar =1,...,d e fixado 2" € E,, define-se
Ap: By X [T X Eg — F | Ap(a',[.7],2%) = A(2', ..., 2%).
E claro que A, é (d — 1)-linear, continuo e || Ag-||< || A||-||="]|-

A coeréncia para baixo de um multi-ideal de Banach (M, ||| ) significa que
se um operador A € M(E, ..., Ey F), entdao para todos r = 1,...,d e 2" € E, é verdade
que Ayr € M(EL 7], Eq; F) e || Apr || m< || Al pm]|2"]]. Essa condicao foi primeiramente
estudada em [29] e posteriormente foi refinada, desenvolvida e aplicada, conforme mostram

as referéncias citadas acima.

3.3.1 Caso isotrépico

Ao longo desta subsecao consideraremos N¢ como sendo o bloco associado &
particao trivial Z; e as d sequéncias de ntimeros naturais (j, )02, 7 = 1,...,d, definidas por
uma bijecio o: N — N¢ como fizemos no Exemplo 3.1.4. Denotamos o(n) = (5!,...,5%)
para todo n € N. Como passaremos de operadores d-lineares para operadores (d — 1)-

lineares, precisamos entender N~! como um bloco associado & particdo trivial e a algumas

o0

sequéncias de naturais que estao relacionadas, de forma conveniente, as sequéncias (j, ), ;,

r=1,...,d. Para isso, para cada m € {1,...,d} fixado, considere o conjunto

B={(",...,j9 e N: ;™ =1}, (3.22)
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e defina

ny = min{n : o(n) € B},
ny = min{n # ny : o(n) € B},

ng =min{n :n ¢ {ny,---,nx_1} e o(n) € B}, (3.23)

Construimos assim uma sequéncia crescente (ny)re.; de niimeros naturais, pois B é infinito

¢ ¢ é uma bijecio de N em NY. Para cada m € {1,...,d}, consideremos as subsequéncias

(Jn iz de (d)oey, 7= 1,[m.], d. Vejamos que N~! § um bloco associado & particio trivial

n=1»

e a essas subsequéncias. Devemos provar que a correspondéncia

k€N (o, [m], 5n,) €N

¢ uma bijecao.

i)

ii)

A correspondéncia é injetora: dados (j}zkp [.T.”.],jffkl) e (j,l%, [.m.],jff@) tais que
1 m .d ! m .d o o m ,
(jnk17 [ . ']’]nkl) - (]nk27 [ ' ']7]nk2)7 temos ']”kl - ]nkQ para tOdO r= 17 [ . ‘]7 d Alem
disso, como o(ng,) e o(ng,) pertencem a B, por defini¢do segue que Jnp, = dny, = L

Logo,

O-<nk1> - (jrlz,k17 A 7j7(qi,k1) - (jrll,k27 A 7jgk2) = O-(nkQ)
Como o é uma bije¢do temos ng, = ng,, donde segue que ky = k.

A correspondéncia é sobrejetora, isto é, N*™' = {(j. ,[m],j¢ ) € N"": k € N}: seja

(s*, ..., t gt

(a4, ..., dam et i) = (j}W [m],jf,fk) Como o é uma bijecao, existe um tnico

e ,id) € N%~1. Devemos mostrar que existe um natural k tal que

natural 7 tal que
(', .. LT i) = o(m) = (42, ..., 59,

ou seja, 0(n) € Bei" = j, r=1,[7],d. Considere o conjunto finito N = {ny, :
k € Nen, < mn}. Se N = (), entdo ny > n para todo k > 1. Em particular,

ny >mn € {n:o(n) € B}, e portanto n; = min{n : o(n) € B} = n. Neste caso,
G [m gt ) = (s, [, ) = (8. am L am i),
e portanto ocorre o que desejamos. Se N # (), entdo chame

n; = max(N) = max{n; : k € Nen, <n}
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e vejamos que n = ng,,. Por um lado, ¢ claro que m < ng,,. Por outro, sendo

m>n,..., > ng, segue que ¢ {ny,...,ng}, ou seja,
ne{n:n¢{ny,---,nz}eo(n) € B}

Logo, m > ng,, = min{n : n ¢ {ni,---,nz} e o(n) € B}. Portanto,

Gl )= G ) = G,

mostrando que, também neste caso, ocorre o que desejamos.

Para cada m € {1,...,d}, a partir de agora consideraremos N% ¢ N1 como
blocos associados, respectivamente, as partigoes triviais {1,...,d} e {1,...,d — 1} e as
sequéncias (j, )=y, 7 =1,...,d, e (4, )ezy, 7 = 1, [m], d.

Definicao 3.3.1. Uma classe de sequéncias X é dita 0-invariante se para todo espaco de

Banach E e qualquer sequéncia (7;)32; em E tem-se

(2));21 € X(E) <= (27)52, € X(E) e [|(z))72llxm= I(27);21 | x®),

representa a sequéncia livre de zeros de (7;);2,. Isso significa que x? é a

se tal coordenada existir, ou zero caso contrario

onde (29)%2

Jj-ésima coordenada nao nula de (z;)52

j=1
(veja [27, Definition 3.1 ou, no caso de espagos de sequéncias escalares, [43]).

A maioria das classes de sequéncias consideradas nesta tese sdo 0-invariantes.

A coeréncia para baixo das classes de operadores por nés estudadas vale com

uma unica hipdtese.

Proposicao 3.3.2. Sejam X1,..., X, eY classes de sequéncias com'Y sendo 0-invariante,
1<m<d, FE,...,Ey F espacos de Banachea™ € E,,. Se A € C?(i,...,XﬁY(‘El? . Eg F),

entao

d—1
Aa'm e £I§1,[’m],Xd,Y(E17 I:m:l’Ed,F) e HA(z7” Ndil;Xl,[mLXd;YS |’AHNd;X17“‘7Xd;Y'||amH.

Demonstracio. B claro que podemos supor a™ # 0. Sejam (25)52, € Xo(E,), r=1,[m],d.

Definimos (27")72, := a™ - e; € X,,(E,,) como sendo a sequéncia cuja primeira coordenada
é a™ e as demais sdo iguais a 0. Como A € £§d1’~~-7Xd§Y(E1’ ..y Eg; F), temos
1 d
Y(F) > ANd ((l‘j);’ila ) (x])ﬁl)
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Utilizando o conjunto B definido em (3.22) e a construcao da subsequéncia (ng)pe, em
(3.23), note que:
e Para todo k € N, A’”Z’{; (le-}l, [, x?g) = Agm (x}%, [m], a:?g) pois j,» =1e x| =a™.
e Para todo n € N\{ny, : k € N}, Aw;%n (:1:]1%, [, x?g) = 0 pois j," # 1 e 2" = 0 para todo
j# L
. . 1 d o 1 d e

Assim, definindo y = (Aw;%n (o, [m], xj;.s))n:1 ez = <Aam (xj%k, [m], xjgk)>k:1,
temos que z é uma subsequéncia de y e todos os termos de y que eventualmente nao
pertencam a z sao nulos. Segue que o n-ésimo termo nao nulo de z é igual ao n-ésimo

termo nao nulo de y, ou seja, y° = 2°. Como Y é O-invariante, temos

yeY(F) <=y cY(F) <= 2" cY(F) <= 2 € Y(F)

HANd ()0 (292 Hy(F) = lyllym= 14°llym= 122y = lzlly )
. 1 m d
| (i b )

= [ A as (@0 L], G052 [

[e.9]

k=1

m
Isso prova que Agm € ,C%](T[Im] xv (E1, [™], Eg; F) e também que, tomando b = T no
1M, X g N
lugar de a™,
lAwall= s A (@) @D [,
(x7)721 € Bx,(B,)
r=1,...,d
> s A (@) @b e (@R @) [
(z7)7%1 € Bx,(5,)
r=1,["],d
1 ~ _
= s A (@ @ e e D @)
(27)521 € Bx,.(&,)
r=1,["]d
1
- sup | (Aam)as (@320, 1), (@D32) |
[T e V)
(27)521 € Bx,(&,)
r=1,["],d
(A |
la]
ou seja, [[(Aumpacs 1< [[ Al la™. Portanto,
||Aam||Nd—1;X1,[.’f%],Xd;Y: ||(Aam)§d—1 1< | Ana||-la™ || = ||A||Nd;X1,...,Xd;Y'||am||-
O
Corolario 3.3.3. Sejam X, ..., Xy classes de sequéncias e Y uma classe de sequéncias

0-invariante. Se ﬁl)w(i,...,xd;y(Eb o By F)=L(Ey,...,Eq F), entdo EI)\Z:[;],X%Y(El, [
|, Eq; F) = L(Ey, [, Eg; F) para todo m =1,...,d.
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Demonstragio. Basta mostrar que E)N(jj[;},xd;Y(El> .1, Eq; F) D L(Ey, [, Eq; F). Para
isso seja B € L(Ey,[™], Eg; F). Escolhido e fixado y € E,,\{0} com |ly|]|= 1, pelo
Teorema de Hahn-Banach existe um funcional ¢ € E? tal que ||¢||=1 ¢ ¢(y) = ||y||= 1.
Considerando o operador A € L(Ey, ..., Ey; F) definido por

Azt . 2% = B!, [m], 2% - o(a™), 2t € By, ..., 2% € Ey,

temos

Ayt [m], 2t = Azt ™y a2 = Bt [, o)

para quaisquer z° € Eg, s € {1,...,d}\{r}, ou seja, B = A,. Por hipdtese, A €

£§i,,.,,xd;y(E1, ..., E4; F) e, pela proposigao anterior, segue que
Nd—1 m .
B = A?/ S ‘CX1,[.T.”.],Xd;Y<E17 [ : ']’ Eda F)7
concluindo o argumento. O

Aplicando o corolario anterior repetidas vezes obtemos coincidéncias lineares a

partir de uma coincidéncia multilinear.

Corolario 3.3.4. Sejam X4,..., Xy, Y classes de sequéncias com'Y sendo 0-invariante.
Se £§g,,,,,Xd;Y(E17 o By F) = L(Ey,...,Eg; F), entio Lx,yv(E; F) = L(E:; F) para
todor =1,....,d.

Por I1,,(E; F) denotamos o espago dos operadores lineares absolutamente

m,d
(q,p)-somantes de £ em F. Como /,(-) é O-invariante e II (B....ExF) =
d quw%le-,Pd
EeNg;l(,)’m’e;;d(_);gq(.)(El, ..., Eq; F'), recuperamos o seguinte resultado de Pellegrino e Souza

[66] como caso particular do corolario acima.

Corolario 3.3.5. [66, Corollary 3.4] Sejam q,p1,...,pa > 1. Se E1, ..., Ey, F sdo espagos

de Banach tais que L(Ey, ..., Eg; F) = LY, Dot (ita() (B1s - ooy Egs ), entao Iy, (B F) =
W ()il (il ;

L(E,; F) para todo r =1,...,d.

3.3.2 Caso anisotrépico

Nesta secao finalizaremos o trabalho buscando resultados de coeréncia para
baixo e de coincidéncia no caso em que a partigao tomada é a discreta de {1,...,d} e o
bloco é N%, ou seja, estamos considerando N? como sendo o bloco associado & particio
discreta e as sequéncias (j1)°2, = -+ = (592, = (n)°2,. De mesma forma, estaremos

considerando N?™! como sendo o bloco associado & particdo discreta de {1,...,d—1} e as

sequéncias (j, o, = -+ = (jff‘l)iil = (n)nz1-
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Proposicao 3.3.6. Sejam Xi,..., Xy e Y classes de sequéncias, Y linearmente estd-

vel, e By, ..., Eq, F espacos de Banach. Se A € £§dl,m7xd;dy(E17 ..., Eqg F), entao A, €
d—1

LN, xyaiy(Ba,.. . EgF) e

| Aallna-1.x,. . xa-1y < [ AlInex, o xpay-]all

para qualquer a € Ey.

Demonstragio. Sejam A € £I§Z’M,Xd;dy(E1, ..., Eg; F), a um vetor fixado em F; e sequén-
cias (23)72, € Xa(Ea), ..., (¢9)2, € Xa(E4). O caso a = 0 é imediato, suponhamos entéo
a # 0. Considere a sequéncia (:le)]o‘;l :=a-e; € X1(E), onde a primeira coordenada é a e

as demais sao iguais a 0. Pela definicao de Elj\zmxd;dy(El, ..., Ey4; F) temos

d

Y Y(F) ) 2 A (@) 2y, .., (29)2)

- ( (Al - =xid)):=l . .)m:l

_ (( (A(a,a:iQ,-u,fUid))Z:l'”)OO ’0’0’07”.)

[e.9]

na=1
- (( (Aa<:ci2,...,xgd));::l...)::1,070707”_>
- < c(Aalal,, )T >°°1 e,
Como, por defini¢ao, cada coordenada da sequéncia ( .. (Aa(xiz, . 7x7dzd))z.;=1 h ‘):1'61

pertence a Y(C-lf} Y (F)---) temos que

("'(Aa(xiQ,"',Izd))oo )OO cY(y(F)--)

ng=1""" -

e como ||y - e1]|y(m= ||y||r para todo y € F, temos
[ A (@ er, @2 @) | = (- (Aalayso ot )2, ) e

na=1
2 d )Y
e ( . (Aa(wnza e 7$nd))nd:1 N .)712:1

o [ (C BN O e

para quaisquer (27)7°, € X,.(E,), r € {2,...,d}. Isso nos permite concluir que A4, €

j)j=1
£I§I(zi—l x a1y (B2, ..., Eq; F) e, aplicando essa igualdade para o vetor ﬁ, temos
v X s a
Al = swp A (@) @)
(z7)521 € Bx,(&,)
re{l,...,d}
~ a
> sup Apa (M €1, (‘7'?);0:17 RRE' (x?);;) H
(z7)721 € Bx,.(E,)

Te{27"'7d}
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1 ~
— w sup HANd (a - e, (QZ?)]O';I, e (Q:?)jil) H
(=7)721 € Bx,.(5,)
re{2,...,d}
1
= Tl sup H (Aa)fa—r (@), ., (#D)32)) H
()32, € Bx, (5,)
re{2,...,d}
A
al
e portanto
HAaHNd—1§X2,...,Xd;Y - H(Aa)l/\\ld_l HS HANd“-HaH: HAHNd;Xl,...7Xd;Y'Ha”.
O

O leitor certamente notou que trabalhamos acima fixando a primeira coordenada.

Coeréncia é uma noc¢ao normalmente aplicada para classes de polindmios homogéneos, que

estao por definicdo associados aos operadores multilineares simétricos. Veremos a seguir

que, para operadores simétricos, a coeréncia para baixo funciona fixando qualquer variavel.

Relembre que um operador d-linear A: B¢ — F é simétrico se

Al ) = A(xeDW L ao@)

para qualquer (o', ..., :cd) € E? e qualquer permutacio o dos n primeiros niimeros naturais.

Dados um operador d-linear A € L(°E;F), a € Eem € {1,...,d}, por A™

denotamos o operador (d — 1)-linear obtido fixando-se a na m-ésima coordenada, isto é,

A™ BT s B A (] 2 = A2t 2™

Corolario 3.3.7. Sejam X e Y classes de sequéncias, Y linearmente estdvel, a €
Eem € {l,...,d}. Se A € ng{';dy(dE; F) é um operador simétrico, entio Al' €

ACI(}ldl_)l(;dfly(dilE; F)e

[AG [Ina-ra-r -1y < [ Aoy -l

Demonstragio. Considere a permutacao a:{1,...,d} — {1,...,d} dada por
m ,ser=1
ar)={r—1 ,ser=2,...,m
r , ser > m.

Para todo (2',[™.],2%) € E' x ] x E% e chamando a := 2™, da simetria de A temos

A (2t [m], 2%) = Am (2t [, 2
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_ 1 2 m—1 _m _m+1 d
= Az, x. . x™m ™ ™ a?)
_ a(l) ,.a(2) a(m—1) ,.a(m) (m+1) a(d)
= Az, 2% . x L™ s, M)
1 m—2 _m—1 _m+1 d
T, E ™ ™ xY)

a,x!, [ ],:Bd)

I
S

(
(
(z™,
(
a(@', [m], 2%,

o que prova que A™ = Al. Da Proposicio 3.3.6 segue que A™ = A} € Lgiil_)l(;d—ly(dilE; F)

e
| AL | ya-1,a-1x.a-1y = HA}LHNd—l;d—IX;d—lyg | Allna.ax.ay-||a||.
m
Vejamos agora alguns resultados de coincidéncia.
Proposicao 3.3.8. Sejam Xi,..., Xy, Y classes de sequéncias, Y linearmente estdvel, e

Ey,...,Ey, F espagos de Banach. Se L(Ey, ..., Eqg F) = E)Né,...,xd;dY(Ela ..., Eq; F), entao
d—1
L(Ey,....EgF) =LY, s .a1y(Es...,EgF).

Demonstragio. Seja B € L(Es, ..., Eq; F). Podemos considerar um vetor a € F1\{0} de
norma igual a 1 e um funcional ¢ € E7 tal que ¢(a) = 1. Assim, fica bem definido o
operador A =@ ® B € L(FE,..., Eyg; F) dado por

Azt 2?2 = (M) B(2?, ... z%).

Observe que B = A,. Por hipétese, A € Elﬁ(i’...jxd;dy(El, ..., E4; F) e, pela proposicao
anterior, B = A, € E?{Z?wad;d—ly(EQ, o Eg F). O

Corolario 3.3.9. Sejam X, Y classes de sequéncias, Y linearmente estavel, e E, F' espagos
de Banach. Se L(“E; F) = EI,}];(;dY(dE; F) para algum d € N, entao L(E; F) = Lx.y(E; F).

Demonstragio. Dado u € L(E; F) podemos considerar um vetor ¢ € E\{0} e um funcional
¢ € E* tais que ¢(a) = 1. Definindo A: E¢ — F por

Al o) = p(ah) - o),

temos A € L(“E; F) = E?;;dy(dE; F). Denotando A, . = (Au)a Avaa = (Aaa)a € assim
sucessivamente, aplicando recursivamente d — 1 vezes a proposicao anterior concluimos
queu=A_ 4., € Lxy(E;F). O

Observacao 3.3.10. Se houver necessidade da coeréncia para baixo no caso anisotropico,
fixando uma coordenada que nao a primeira e para um operador multilinear nao simétrico,
acreditamos que sera necessario acrescentar alguma hipdtese adicional sobre a classe de

sequéncias Y.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

Para finalizar nosso trabalho, faremos uma analise comparativa entre a cons-
trugao dos operadores (B; Xy,..., Xy Y1, ..., Yy)-somantes, proposta no Capitulo 2, e
a dos operadores (Br; Xi,...,Xg;Y1,...,Y,)-somantes, feita no Capitulo 3, que dora-
vante passaremos a nos referir somente de “primeira construgao” e “segunda construgao”,

respectivamente.

Os elementos essenciais para a primeira construcao foram as classes de sequén-
cias Xq,..., Xy, Y1, ..., Y eobloco de indices B, que era apenas um subconjunto nao vazio
de N¢. Assim, um operador A € L(E, ..., Eg; F) é chamado de (B; X1,..., X4 Y1,...,Yy)-
somante quando satisfaz

1 d o >
(A2 )] €V YalF) )
Ja—1=1 j1=1

para quaisquer sequéncias (75)72; € X,(E,), r = 1,...,d. Por um lado, a iteragao dos
espacos de sequéncias é um elemento que dificulta um pouco a compreensao. Por outro
1 d
IR ’:Ejd))jdEle ,,,,, ., faz com que, no geral, essa
primeira construgao tenha uma notacao pouco pesada, seja de compreensao relativamente

lado, a simplicidade da sequéncia (A (;1:

simples e de manipulacao razoavelmente facil. Mesmo assim, o resultado alcangado por
essa primeira construcao é plenamente satisfatério, uma vez que recupera um grande

numero de casos previamente estudados, incluindo os casos mais trabalhados na literatura.

J& para a segunda construgao, é necessario fornecer um nimero natural 1 <

k < d, uma partigdo ordenada Z = {Iy,..., I3} de {1,...,d} e d sequéncias de nimeros
naturais (j, )02, 7 =1,...,d, para as quais a correspondéncia
k
(n1,...,n) ENF Y3 gr we,
s=1relg

seja injetiva. O bloco de indices, associado a particao Z e as d sequéncias de ntimeros

naturais, é dado por

k
Br = ZZj;s*eTENd:nl,...,nkEN

s=1relg
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e um operador A € L(FE}, ..., Eqg; F) é chamado de (Bz; X1,..., X4 Y1,.. ., Yy)-somante

se a condicao

k o0 o
(A D xe €Y Yi(F) )
s=1relg np=1 -
é satisfeita para quaisquer sequéncias (z3)52, € X,(E,), r =1,...,d.

E evidente que, nessa segunda proposta, a notacao ¢ mais pesada, a compreensao
k

é mais diffcil por causa da expressdao » Y jr e, e a manipula¢io é mais complicada pelo
s=1rels
mesmo motivo. Além disso, essa mesma expressao faz com que essa segunda construcao

seja menos intuitiva que a primeira. Todos esses aspectos sao compensados pela extrema
aplicabilidade dessa segunda construcao, que, conforme vimos, recupera todas as classes
ja estudadas, incluindo todas as classes alcangadas pela primeira e algumas classes que
por ela nao eram recuperadas. Para situar o leitor em relacao as classes recuperadas pela

segunda construgao que nao foram recuperadas na primeira, lembramos que:

1. Enquanto que na primeira construcao precisamos da hipotese da classe de sequén-
cias Y ser diagonalizdvel para recuperar os operadores operadores (X7, ..., X4 Y)-
somantes de [24], na segunda nao precisamos mais dessa hipétese. Ou seja, na segunda
construgao recuperamos o caso geral dos operadores (X, ..., Xy;Y)-somantes, en-
quanto que na primeira recuperamos apenas os casos em que Y ¢é diagonalizavel. Isso
¢ um ganho muito importante, pois ndo sabemos se muitas classes conhecidas na

literatura sao ou nao diagonalizaveis.

2. Na primeira construcao, por limitacao de nossa parte, foi possivel recuperar apenas
alguns casos concretos dos operadores parcialmente miltiplo somantes (veja [26,
Secao 3.3]), enquanto que na segunda construcao o caso geral desses operadores é
recuperado de maneira quase que imediata. Isso também é um ganho importante, pois
o desenvolvimento atual da teoria aponta para uma maior exploracao dos operadores

parcialmente somantes.

3. Entre os casos particulares dos operadores 7. x, ... x,~somantes de [76], apenas os
operadores muiltiplo somantes foram obtidos como caso particular da primeira
construgao, enquanto que a segunda recupera o caso geral, e portanto todos os seus
casos particulares. Assim, a grande generalidade dos resultados de [76], que estava

comprometida na primeira construcao, foi totalmente recuperada na segunda.

Deve ser dito também que, apesar de alcancar um niimero menor de classes, os
Y Y
resultados provados no Capitulo 2 nio sao casos particulares dos resultados do Capitulo 3,

uma vez que tratam de ambientes diferentes.
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Nossa aposta é que as duas construgoes sejam uteis no futuro, a primeira
com o atrativo da acessibilidade e a segunda com o apelo da generalidade. E importante
enfatizar que, além das classes introduzidas nos tltimos anos e que motivaram nosso estudo,
os operadores estudados na Secao 3.2.4 apareceram durante a execuc¢ao deste trabalho,
mais precisamente apods a pesquisa da primeira construcao ter sido finalizada e durante a
elaboracao da segunda. Isso mostra o quao atual é o presente trabalho e também indica
claramente que, em futuro proximo, os matematicos e as matematicas considerarao classes
de operadores multilineares do tipo somante que hoje sdo desconhecidas. Nosso proposito
¢é oferecer as duas construgoes a esses e essas colegas, cada um e cada uma escolhendo a

construcao que for mais adequada para a classe especifica que estiver sendo estudada.
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