UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

DANIELA PEREIRA MENDES PERES

Novas Tendéencias no Ensino de Calculo

Campinas

2021



Daniela Pereira Mendes Peres

Novas Tendéncias no Ensino de Calculo

Dissertagao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obtencao
do titulo de Mestra em Matematica Aplicada
e Computacional.

Orientador: Marcio Antonio de Faria Rosa

Este trabalho corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pela
aluna Daniela Pereira Mendes Peres e
orientada pelo Prof. Dr. Marcio Anto-
nio de Faria Rosa.

Campinas
2021



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Silvania Renata de Jesus Ribeiro - CRB 8/6592

Peres, Daniela Pereira Mendes, 1982-
P415n Novas tendéncias no ensino de célculo / Daniela Pereira Mendes Peres. —
Campinas, SP : [s.n.], 2021.

Orientador: Mércio Antonio de Faria Rosa.
Dissertacdo (mestrado profissional) — Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Matemaética - Estudo e ensino. 2. Equacdes diferenciais ordinarias. 3.
Equac0bes diferenciais parciais. 4. Otimizag&o. |. Rosa, Marcio Antonio de
Faria, 1959-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacgéao Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: New trends in calculus teaching
Palavras-chave em inglés:

Mathematics - Study and teaching

Ordinary differential equations

Partial differential equations

Optimization

Area de concentragdo: Matematica Aplicada e Computacional
Titulagdo: Mestra em Matematica Aplicada e Computacional
Banca examinadora:

Mércio Antonio de Faria Rosa [Orientador]

Mauricio Fabbri

Alex Itiro Shimabukuro

Data de defesa: 26-11-2021

Programa de P6s-Graduacédo: Matemética Aplicada e Computacional

Identificagéo e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0003-3811-1593
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpq.br/4820859997824724



Dissertacdo de Mestrado Profissional defendida em 26 de novembro de
2021 e aprovada pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). MARCIO ANTONIO DE FARIA ROSA

Prof(a). Dr(a). MAURICIO FABBRI

Prof(a). Dr(a). ALEX ITIRO SHIMABUKURO

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de P6s-Graduagédo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.



Este trabalho € dedicado ao Arcanjo Rafael, vindo do céu que,

mandado por Deus, aplacou com seu amor meu fogo interior.



Agradecimentos

Agradeco muito a Deus, ao meu orientador Marcio Antonio de Faria Rosa um
anjo que Deus colocou em minha vida, & minha mae Lourdes, minha inspiracao, ao meu
marido Rafael, meu grande amor e aos meus filhos Daniella Limara, que me abriu as
portas para voltar a estudar, Raphaela, Isabela e Matheus. Agradeco também aos amigos
que fiz durante o curso, Juliana Gomes Ferreira de Souza, Diego Augusto Frizo e Makson
Miller Alves Ribeiro que me ajudaram com muita paciéncia. Agradeco ainda pela excelente

revisao feita por Teresa Christina Waeny Pessoa de Mello Dias.



“E fundamental diminuir o distincia
entre o que se diz e o que se faz,

de tal forma que, num dado momento,
a tua fala seja a tua prdtica.

(Pedagogia da autonomia, Paulo Freire, p. 61)



Resumo

O objetivo desse trabalho é discutir novas tendéncias no ensino de célculo, focado na
melhoria da qualidade do ensino na area de exatas no Brasil, visando cursos de engenharia
e assemelhados. Busca uma andlise critica e comparativa entre os cursos de calculo no
Brasil e nos EUA, sugere ajustes em nosso ensino e toca na delicada questao de qual é o

objetivo dos estudantes e cursos de engenharia no Brasil de hoje.

Neste momento, em que podemos empregar softwares, a educacdo em matematica tem que
ser revista. O estudante, futuro usuario da matematica, entre outras coisas podera, tal e
qual ja fazem os médicos hoje, gerar imagens que auxiliam na resolucao e compreensao de
problemas. Para tanto, em sua educacao, devemos dar énfase ao enfoque geométrico e em

como produzir imagens interessantes para esta finalidade e como interpreta-las.

Destacamos que as EDOs devem ser ensinadas de um ponto de vista geométrico e qualita-
tivo, juntamente com uma introducao as EDPs e aos campos vetoriais. Isso aumentaria as
habilidades do futuro usuario de matematica, nao apenas para obter solugdes explicitas
a partir de um comando direto como o DSolve, mas também nas situagoes em que esse
comando nao ajuda. A interpretagdo geométrica e o conceito de campos de dire¢dao, com
imagens geradas por softwares, nos dao um bom entendimento de possiveis evolugoes do

sistema naturalmente associado a uma EDO.

Softwares tornam-se as principais ferramentas empregadas para resolver problemas mate-
maticos e devemos preparar nossos estudantes para cooperar com os softwares e nao para

substitui-los. A cooperacao nao deve ser feita passivamente, mas de forma ativa.

Apresentamos situacoes em que o usuario do software tera que evitar o comodo uso de
comandos diretos do software. Um exemplo interessante em que trabalhamos mostra
como falham os comandos diretos do mathematica RowReduce e MatrixRank, ao estudar
problemas em que aparecem matrizes com entradas algébricas. Nesse caso, com a ajuda de
matrizes elementares, a eliminacdo gaussiana passo a passo ¢ uma boa estratégia para o

usuario dos softwares.

Os recursos visuais e geométricos, empregando conjuntos de nivel e campos vetoriais,

ajudam muito o estudante de engenharia a entender e resolver problemas de otimizacao.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Calculo. EDOs. EDPs. Interpretagao Geométrica.
Conjuntos de Nivel. Campos Vetoriais e de Dire¢oes. Softwares. Eliminagao Gaussiana e

Matrizes Elementares. Algebra Linear. Otimizacéo.



Abstract

The objective of this work is to discuss new trends in the teaching of calculus, focused
on improving the quality of teaching in exact sciences area in Brazil, viewing engineering
and similar courses. It seeks a critical and comparative analysis between calculus courses
in Brazil and the US, suggests adjustments in our teaching and touches on the delicate

question of what is the purpose of students and courses of engineering in Brazil today.

At this time, when we can employ softwares, mathematics education has to be reviewed.
The student, future user of mathematics, among other things will be able to, just as
doctors already do today, generate images that help solving and understanding problems.
Therefore, in their education, we must emphasize the geometric approach and how to

produce interesting images for this purpose and how to interpret them.

We emphasize that ODEs must be taught from a geometric and qualitative point of view,
together with an introduction to PDEs and vector fields. This would increase the skills
of the future math user, not only to get explicit solutions from a direct command like

DSolve, but also in situations where this command does not help.

The geometric interpretation and the concept of direction fields with software generated
images will give us a good understanding of possible evolutions of the system naturally
associated with an ODE.

Softwares have become the main tools employed to solve mathematical problems and
we should make our students able to cooperate with the softwares and not to be their

substitutes. This cooperation way should not be a passive, but an active one.

We present situations in which the software user must avoid the comfortable employ-
ment of straight commands. An interesting example we worked on shows how the direct
mathematica commands RowReduce and MatrixRank fail when we study problems with
matrices that have algebraic entries. In this case, with the help of elementary matrices,

the step-by-step Gaussian elimination is a good strategy for the software user.

The visual and geometric features, employing level sets and vector fields, greatly help the

engineering student to understand and solve optimization problems.

Keywords: Maths Education. Calculus. ODEs. PDEs. Geometric Interpretation. Level
Sets. Vector and Direction Fields. Vector Fields. Softwares. Gaussian Elimination and

Elementary Matrices. Linear Algebra. Optimization.
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Introducao

Comecamos a discussao desse tema apds longas conversas sobre a profissao de
engenheiro no Brasil, onde trabalham os egressos do curso de engenharia e como isso afeta

direta e indiretamente nosso pais.

Detalhando nossas observacoes, vimos a necessidade de olhar para todo o curso

de engenharia e suas fragilidades.

Hoje em dia, quando a educagdo matematica pode ser aplicada com softwares,
ela precisa ser revista. Ressaltamos que os EDOs devem ser ensinados de um ponto de
vista geométrico e qualitativo, juntamente com uma introducao a EDPs e campos vetoriais.

Essa abordagem aumentaria as habilidades do futuro usuario da matematica.

As tendéncias de ensino modernas tém nos mostrado o uso de software como
um facilitador para aprender matematica. Um software é uma ferramenta poderosa que
economiza tempo e otimiza a resolucao de problemas. Sempre que ensinamos aos alunos
como resolver sistemas lineares pelo método de Gauss com um software, é¢ importante e

necessario que os alunos ja tenham aprendido o conceito de matrizes elementares.

Devido a experiéncia de meu orientador por anos dando aula de calculo para
o curso de engenharia, observamos que os problemas dos alunos com essa disciplina
influenciam todo o curso e dificultam tanto sua formacao como a aplicacao do conhecimento
no mercado de trabalho. Essa foi a principal motivagao para este trabalho: pensar que
podemos dar sugestoes para a melhoria do ensino de calculo e melhorar todo o curso de
engenharia. Além disso discutimos conceitos culturais e como eles influenciam, desde os

tempos do império até os dias de hoje essa profissao tao importante para nosso pais.
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1 Tecnologia e novas tendéncias de ensino

Novas tendéncias no ensino de calculo e a influéncia que a revolugao tecnologica

tem sobre essas novas tendéncias...

1.0.1 Um pequeno resumo da histéria do ensino de Matematica

Registros mostram o interesse pelo conhecimento matematico ha muito tempo.
(BOYER, 1974) chama a atenc¢ao para o registro de discussoes sobre como ensinar a

matematica ha milénios.

A matematica tornou-se importante pela necessidade da sociedade resolver
problemas cotidianos, entre eles o emprego do dinheiro e das moedas. Boyer comenta a
necessidade de organizacao das areas proximas ao rio Nilo, no Egito antigo, que precisavam
ser remarcadas a cada cheia, para isso necessitava-se de rudimentos de geometria, do calculo
de areas e da manipulacao de unidades de medidas para &rea e comprimento. Também

comenta a necessidade de conhecimento matematico sofisticado, para as construgoes.

No Brasil o ensino foi, por muitos anos, dominado pelos padres da Companhia de
Jesus. Em maior escala, além da alfabetizacao e do ensino religioso, lecionavam aritmética,
como comenta Ubiratan (D‘AMBROSIO, 2011).

Ele chama nossa atengao para o aspecto pratico da matematica que prevale-
ceu na época da colonia, visando construgoes e defesa. Alguns dos primeiros cursos de
matematica que se tem noticia no Brasil preparavam militares, pois eram necessarios
conhecimentos para fazerem as construgoes, fortificagoes militares, lidarem com artilharia,
enfim, para a defesa e a formacao da infraestrutura da colonia, em especial ao longo do

imenso litoral.

Na primeira metade do século XVIII aparecem os primeiros cursos para os
oficiais militares, com aulas de artilharia e fortificagoes; aparecem também os primeiros
livros didéaticos brasileiros de matematica, como comenta Ubiratan, foram impressos em

Portugal.

Com a Independéncia do Brasil, é criada a primeira universidade, a Academia
Militar a qual depois foi transformada em Escola Militar da Corte instituindo o grau
de Doutor em Ciéncias Mateméaticas. E também dessa época a criaciao de um Curso de

Ciéncias Fisicas, Matematicas e Naturais, com duragao de quatro anos.

Depois da Proclamacao da Reptblica, comega um novo periodo que, observado
do ponto de vista do ensino de matematica, colaborou pouco com inovagoes ao pais, apos

ter vivido o positivismo de Auguste Comte. Mas ainda assim Ubiratan destaca que em



Capitulo 1. Tecnologia e novas tendéncias de ensino 13

1916 Amoroso Costa fundou, no Rio de Janeiro, a Sociedade Brasileira de Ciéncias, que

em 1921 se transforma na Academia Brasileira de Ciéncias.

O inicio da mudanca dessa situacao positivista comecgou com a tese de Theodoro
Ramos, e importante destacar que em 1919 ele se transferiu para Sao Paulo e assumiu
uma catedra na Escola Politécnica, colaborando para o desenvolvimento do ensino da

matematica em Sao Paulo.

Em paralelo, até os anos 1930, muitos professores de matematica eram militares
de formacao, saidos das escolas de engenharia. Com a criagao das faculdades de filosofia,

foram entao aparecendo os primeiros licenciados aptos para o ensino da matematica.

O olhar de Ubiratan foi segundo ele, procurando destacar o quadro sociopolitico

e cultural no qual as opgoes de pesquisa e de educacao se deram.

No final da década de 1960, pesquisadores de varios paises comecaram a
questionar a qualidade e os objetivos do ensino de matematica entao vigente nas escolas. Isso
aconteceu devido as mudancas sociais e culturais que estavam fervilhando naquele periodo
e também ao desenvolvimento dos estudos sobre a aprendizagem, em especial aqueles
realizados pelo psicélogo francés Jean Piaget (1896-1980)(PIAGET, 1979) (PIAGET, 1967).
Esses questionamentos também estavam presentes no Brasil, mas como ainda aqui se vivia
sob uma ditadura militar, os resultados demoraram um pouco mais para acontecer. Com
isso, em meados da década de 1970, surgiu no mundo um novo movimento em prol de
mudancgas no ensino da matematica, a chamada Educacao Matematica, que teve no Brasil
o professor Ubiratan (D‘AMBROSIO, 2007) (1932-2021) como seu principal expoente.

Podemos citar também dois matematicos norte-americanos, Philip J. Davis
e Reuben Hersh, que escreveram em conjunto, na década de 1980, livros e artigos sobre
matematica com o objetivo de mostrar o que era “fazer matemadtica”, sua importancia
na sociedade, na histéria humana e também a sua beleza. Destacamos o item: As funcoes
descritora, preditora e prescritora da matemdatica aplicada, publicado no livro O sonho de
Descartes livro esse que visa um mundo organizado e dirigido pela matemética. E dado o

que vivemos nos dias de hoje, podemos dizer que chegamos perto disso.

Segundo Davis e Hersh, a matematica, quando aplicada a vida das pessoas, é

usada para descrever, predizer e prescrever ou ordenar.

1.0.2 O ensino de matematica

Ensinar e aprender sao desafios muito grandes para todas as areas da educagao.
A necessidade de pesquisa para a otimizagao da aprendizagem é cada vez maior e para

isso é fundamental entender como cada individuo aprende e ensina.

Este trabalho tem o objetivo de contribuir com as pesquisas sobre o ensino de
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calculo e sua qualidade nos cursos de ciéncias exatas de nivel superior. Vamos trabalhar
em duas frentes: discutindo as novas tendéncias no ensino e analisando como o calculo
vem sendo trabalhado no Brasil. Além disso, também buscamos contribuir com exemplos
de aplicacoes e atividades praticas e contextualizadas, trazendo diretrizes para ajudar na

atualizagao tecnologica da educacao.

-

E fato que vivemos em um mundo cada dia mais dindmico, onde todos tém
pressa, e no qual a dificuldade de acesso a informagoes diminui de forma acentuada. Assim,
é possivel encontrar ferramentas para otimizar o ensino de calculo. Queremos fazer isso de

forma préatica, buscando facilitar e simplificar o trabalho do professor e do aluno.

Devemos manter aqui a ideia de que os alunos nao sejam simples espectadores
que recebem informacao e esta ideia encontramos, por exemplo, no influente psicélogo

norte-americano Jerome Bruner, que nos anos de 1960 insistia:

Instruir alguém em Matemdtica ndo é fazé-lo armazenar resultados na mente. E
ensind-lo a participar do processo que torna possivel o estabelecimento do conhecimento. Ensi-
namos uma disciplina ndo para produzir pequenas livrarias ambulantes sobre o assunto, mas a
fim de levar o aluno a pensar matematicamente por si mesmo, para observar os fatos da mesma
forma que um historiador, para tomar parte no processo da conquista do conhecimento. Conhe-

cer € um processo, ndo um produto.
(BRUNNER, 1960)

A educacao infantil e o ensino fundamental sdo os segmentos educacionais
que recebem muitos estudos com sugestoes para melhorar a qualidade do ensino e da
aprendizagem de modo amplo. Isso ocorre pois, nessa fase, em que a crianga comega ter o
contato social na vida escolar, entender quais sao as suas necessidades sociais e o que a
sociedade espera dela, podem acontecer muitas situagoes de incomodo quando a crianca

nao consegue se ajustar ou desenvolver atividades comuns aos seus pares.

No caso especifico do estudo da matematica, podemos ver que o desafio é ainda
maior, pois trata-se de uma disciplina que encanta alguns alunos, que nao necessitam de
um mediador, enquanto que pode se tornar um pesadelo para outros devido a dificuldade
em compreender e aplicar os conceitos necessarios, mesmo com o estimulo, por vezes, de

excelentes professores.

O ensino de matematica tem recebido muito estudo e pesquisa, mesmo quando
muitos professores digam que é um no, pois aceitam como verdade a dificuldade da grande
maioria dos estudantes. Infelizmente é dificil fazer algo para mudar essa triste realidade, e

a dificuldade dos estudantes com a matematica se torna quase um axioma.

O htngaro Georg Polya (1887-1985), importante matematico do século XX e,

um dos criadores da Metodologia de Resolu¢ao de Problemas, recomendou, no prefacio de
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seu classico livro A arte de resolver problemas:

Se ele (o professor) preenche o tempo [...] a exercitar seus alunos em operagdes

rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes [...].

Mas se ele desafiar a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compati-
veis com os conhecimentos destes, auxiliando-os por meio de indaga¢des estimulantes, podera
incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente [...]. O problema pode ser modesto, mas se
ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus

préprios meios experimentard a tensdo e gozard o triunfo da descoberta.
(POLYA, 1978)

Podemos ver com isso que Polya defende uma mudanca na postura do professor

ao abordar a Matematica.

Atualmente no Brasil, a linha de trabalho proposta pela Educacao Matematica
tem sido um dos norteadores dos documentos oficiais que buscam orientar o ensino da
matematica basica nas escolas de ensino fundamental I e IT de todo o pais. Porém, nao
sao posturas obrigatérias, uma vez que os documentos respeitam as opcoes individuais de

trabalho de cada escola.

Nao se pode negar que um grande facilitador no ensino da matematica é um
bom professor, que goste do que faz e tenha experiéncia em abordar um mesmo assunto
de formas diferentes quando necessario. Se esse professor estiver dando aulas para alunos

com vontade de aprender teremos, com certeza, casos de sucesso na aprendizagem.

O professor de matematica tem um papel muito importante nesse processo
sendo que o foco desse profissional deve ser buscar, durante a sua formacao, o conhecimento
critico, reflexivo e colaborador, para que ele trabalhe sempre investigando a sua prépria
atuacgao. Mas ele também deve estar consciente da responsabilidade de sua func¢ao como o

mediador do conhecimento.

Em 1988, em seu Encontro Anual, realizado em Chicago, Estados Unidos,
a famosa associagao americana denominada “The National Council of Supervisors of
Mathematics” (NCSM) promoveu uma discussao sobre o assunto, e foi onde surgiu um

documento denominado “Basic mathematical skills for the 21st century”

Foi com base nesse documento, que a Associacado dos Supervisores de Mate-
matica apresentam sua posicao sobre as habilidades de base, em Matematica, que os

estudantes do século XXI deveriam possuir.

educacao posterior. Para tanto, os estudantes deverao: revelar uma perfeita compreensao
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dos conceitos e principios matematicos, raciocinar claramente e comunicar efetivamente
ideias matematicas, reconhecer aplicagbes matematicas no mundo ao seu redor e abordar
problemas matematicos com seguranca. As doze areas em que os alunos deverao apresentar
habilidades sdo: resolucao de problemas, comunicacao de ideias matematicas, raciocinio
matematico, aplicacao da Matematica a situacoes da vida cotidiana, atencao para com a
“razoabilidade” dos resultados, estimacgao, habilidades apropriadas de calculo, raciocinio

algébrico, medidas, geometria, estatistica e probabilidade.

Porém, nem sempre acontecem casos de sucesso, em que temos professores
satisfeitos com alunos interessados em aprender. E na maioria das vezes, esses alunos nao
vém para o ensino superior com essa base anteriormente descrita. Esse fato se reflete quando
observamos, por exemplo, os resultados de avaliagoes internacionais sobre a aprendizagem
em matematica, como a prova do PISA, nas quais os estudantes brsileiros ficam em posigoes

muito ruins, infelizmente.

Esses resultados servem como alerta. Devemos olhar com mais atencao para esse
cenario, desenvolver projetos que mudem radicalmente essa situacao de modo a melhorar

a aprendizagem de matematica dos nossos estudantes.

Ao olhar para o mundo da educagdo na area de matemaética, especificamente na
etapa do ensino médio, geralmente muito focado em preparar os alunos para os vestibulares
e para o Enem, as pesquisas ou sugestoes sdo escassas, 0 mesmo ocorrendo para o nivel

superior.

No ensino médio, em geral, o aluno esta vivendo sua adolescéncia, e para esta
faixa etaria é possivel encontrar uma vasta bibliografia sobre o comportamento adolescente.
Entre suas caracteristicas, de modo geral, o adolescente nao gosta de disciplina, o que
pode trazer situagoes probleméaticas para dentro do ambiente escolar, o que, obviamente,

dificulta a aprendizagem em geral, inclusive a aprendizagem de matematica.

Por estes motivos, o Ministério da Educagao do governo brasileiro tem se
empenhado ha algum tempo em resolver a questao dos contetidos do curriculo do ensino
bésico, propondo para tanto uma Base Nacional Comum Curricular, (BNCC, 2020). Assim,
de acordo com o recente documento BNCC, os objetivos do ensino de Mateméatica no

ensino médio podem ser resumidos da seguinte forma:
* Aplicar conhecimentos matemaéticos em situagdes diversas, na compreensdo das demais
ciéncias, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral;

* Expressar-se oral, escrita e graficamente, valorizando a precisao da linguagem, na comu-

nicacdo de ideias e na argumentacdo matematica;

* Compreender a Matemadtica como ciéncia, com sua linguagem prépria e estrutura l6gico-

dedutiva;
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 Estabelecer relagdes entre conceitos matematicos de um mesmo campo e entre os dife-
rentes eixos (Geometria, Grandezas e medidas, Estatistica e Probabilidade, Ntimeros e
Operacoes, Algebra e Fungdes) bem como entre a Matemadtica e outras dreas do conheci-

mento;

* Desenvolver a autoestima e a perseveranga na busca de solugdes, trabalhando coletiva-

mente, respeitando o modo de pensar dos/as colegas e aprendendo com eles/as;

* Analisar criticamente os usos da Matematica em diferentes praticas sociais e fendmenos

naturais para atuar e intervir na sociedade;

* Recorrer as tecnologias digitais para descrever e representar matematicamente situagdes

e fenomenos da realidade, em especial aqueles relacionados ao mundo do trabalho.

Quando buscamos informacoes e orientagoes sobre o aprender e o ensinar
matematica, é possivel encontrar uma abundancia de métodos e linhas de pensamento,
em sua maioria focados na educagao bésica, como ja mencionado. Ha uma variedade de

métodos que tém como objetivo ajudar o professor a tracar suas estratégias de trabalho.

Assim, a questao da interdisciplinaridade tem sido objeto de estudo de diversos
pesquisadores ao longo de varios anos. Ha, entretanto, uma linha de proposta de trabalho
que permite tratar a interdisciplinaridade muito mais como uma proposta metodolégica e
pedagogica do que como uma quebra de fronteiras entre as diferentes areas do conhecimento.
E importante que a construcio do saber escolar derive do estudo das disciplinas e que
entao se abra para abranger as correlagoes necessarias para a compreensao do mundo
que nos cerca. Dessa forma, a escola podera formar alunos conscientes de sua formacgao

académica e também de sua posicao e funcao na sociedade.

Os pesquisadores em educagao em mateméatica concentram suas forcas no ensino
béasico, pois é nessa etapa da vida escolar que aparecem os primeiros casos de dificuldades e
problemas de aprendizagem. E importante deixar claro que a educacao basica precisa cada
vez mais de pesquisas, pois um aluno que teve 6timas experiéncias ao aprender matematica

nesse periodo da vida escolar, tende a desenvolver seu raciocinio nos anos seguintes.

Mas, ao longo de todo o percurso escolar, se as dificuldades encontradas no
nivel basico nao forem detectadas, elas irdo se aprofundar e o conhecimento matematico se
tornara cada vez mais superficial. Desse modo, no inicio da vida académica, momento em
que o aluno precisa de todas as ferramentas que o estudo de matematica bésica ofereceu
ao longo de seu trajeto escolar, acontecem as maiores dificuldades, e o curso de calculo
torna-se um obstaculo para a realizacao de seu objetivo. Na verdade, a situagao ideal seria
o contrario: o aluno deveria se familiarizar com as possibilidades e situacoes que o estudo

de calculo oferece para sua vida académica.
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1.0.3 As tendéncias de ensino

No nivel da educacao bésica, os alunos que nao conseguem desenvolver habili-
dades necessarias para acompanhar as aulas de matematica, tendem a se mostrar cada
vez menos interessados nas aulas, por isso é muito importante um olhar critico e um
acompanhamento rigoroso em todo esse periodo. As dificuldades em matematica podem
se tornar um sério problema para qualquer aluno que queira fazer um curso superior da

area de exatas.

Uma das tendéncias no ensino da matematica que tem ajudado a romper essa
barreira e tem diminuido as dificuldades dos alunos com célculo no ensino superior é
a modelagem matematica: um segmento com suas raizes na Matematica Aplicada. De
forma geral, o objetivo da modelagem matematica é criar condigdes para a aquisicao
de saberes em um ambiente investigativo. O método cientifico é um dos eixos sobre o
qual a modelagem esté assentada. Observar fendmenos com o intuito de gerar duvidas e
problematizar é o ponto inicial para a construc¢ao de modelos matematicos que estabelecam

relagoes entre as grandezas observadas.

Outra tendéncia no ensino de matematica que nos chama bastante atencao e é
um dos focos do nosso trabalho é a introducao da histéria da matematica como caminho
para esclarecer a origem e a evolucao das ideias matematicas e também como motivacao

para as aulas.

Quando pensamos nas leis da natureza e na necessidade de estudar e compreen-
der o ambiente ao nosso redor, estamos investigando para considerar um niimero suficiente
de casos particulares e, a partir deles, entao, concluir uma teoria geral. Destacamos inclu-
sive, por ser mais natural a aprendizagem essa abordagem com foco na experimentacao e

na exposicao.

Para um aluno, observar situagoes de repeticoes de forma simples e intuitiva,
nao é necessario conhecimento muito sofisticado, isso é de facil entendimento. Sem contar
que os alunos em um grupo observando um mesmo experimento podem ter interacoes
fantasticas ao realizarem observacoes diferentes de uma mesma situacao. Por exemplo,
uma aula na qual esse método é aplicado a grupos diferentes de alunos para um mesmo
experimento, vai se desdobrar de formas diferentes devido as observagoes inesperadas dos
alunos. Como nao se pode prever durante a aula como serda exatamente o retorno dos
alunos sob o ponto de vista da observacao de cada um, isso torna a aula mais estimulante,

inclusive para o professor.

Acrescentaremos a essas tendéncias, a necessidade do uso da tecnologia como
ferramenta poderosissima para o ensino de calculo. No documento da BNCC (Base Nacional
Comum Curricular), que é o documento orientador da educagao bésica no Brasil, vemos

que o uso da tecnologia é citado e estimulado em diversos momentos. Logo, existe um
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estimulo oficial e documentado para que ocorra uma mudanca nas tendéncias de ensino
no pais, assim, ¢ fundamental acompanhar as pesquisas que trazem a educagao para um

mundo tecnologico.

Abordando o assunto avaliacao e citando, (CONRAD; OPENO, 2019) que
trazem estratégias de avaliacao, focando na defesa de métodos de avaliagdo mais efetivos
que contemplem o potencial da aprendizagem em espacos virtuais. Sugerem: Interacao
em FEaD, Comunidade de Investigagao, Industrializacao do Ensino, Distancia Transaci-
onal, Aprendizagem Colaborativa e Educagao de Adultos. Também abordam tipos de
estratégias, detalhando cada um dos temas: e-portfélios, didrios digitais, badges, sala de
aula invertida, blended learning, projetos, trabalhos em grupo, colaboracgao, aprendizagem

flexivel, avaliacdo auténtica, avaliacao por pares e autoavaliacao.

Um exemplo da necessidade dessa mudanca é a observacgao feita por Steven
Levitt (n. 1967), economista na Universidade de Chicago, em reportagem publicada no
The Wall Street Journal em 11 de novembro de 2020 (STEVEN, 2020). Ele escreve que
sempre acompanhou a educac¢ao dos filhos, ajudando nos deveres de casa de matematica
e que se espantou com os procedimentos repetitivos e com as poucas aplicagoes praticas
dos conceitos. Ele explica que aprender matematica é diferente de compreender dados e
chama atencao para o fato de que a matemaética ensinada nas escolas nos dias de hoje é
desatualizada e descontextualizada, e que nao contribui na preparacao dos alunos para o
mundo atual. Essas observagoes da educagao dos filhos levou o economista a criar uma
organizagao, sem fins lucrativos, para desenvolver trabalhos focando a reforma da educacao

em matematica.

Podemos citar também, um bom exemplo de atividade como uma parceria
de sucesso entre universidade e educacao basica. Nessa atividade foi feita uma analise a
partir de um projeto de extensao desenvolvido pelo professor Alex Itiro Shimabukuro da
PUC - Campinas, que deu suporte aos professores de educagao basica acompanhando no

desenvolvimento do projeto durante as aulas para alunos do ensino médio.

Esta parceria universidade e escola promoveu o uso das tecnologias digitais
de informagao e comunicac¢do - TDIC, no estudo de caso feito em maio - 2019 atrelado
ao projeto de extensao. Ao fazer uso de interdisciplinaridade baseado na BNCC que
orienta a trabalhar informética como competéncia especifica, foram discutidas no projeto
as possibilidades no uso de TDIC na escola publica: “O uso das tecnologias digitais no
processo de ensino aprendizagem de matematica”, o que permitiu a producgao de sites

desenvolvidos por alunos do ensino médio.

Esse tipo de parceria permite ao docente se colocar na zona de risco, na busca
de metodologias ativas e também permitia que os alunos trabalhem em grupos de forma
responsavel em relacao ao seu processo de ensino-aprendizagem, além do desenvolvimento

de conceitos espontaneos e as relagoes de participacdo em um ambiente de trabalho
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colaborativo.

Outro exemplo de trabalho de desenvolvimento de atividades tecnologicas é
o do fisico britdnico Conrad Wolfram (n. 1970)(WOLFRAM, 2020). Podemos citar aqui
algumas ideias do texto “O que é pensamento computacional?”, no qual ele fala com
muita clareza sobre uma ferramenta de trabalho muito poderosa para os professores: o

pensamento computacional.

O pensamento computacional é definido por ele como sendo o ato de formular

coisas com clareza suficiente para que se possa dizer a um computador como fazé-las.

Felizmente, temos, nos dias de hoje, ideias como essa proposta por Conrad
Wolfram, que nos permitem refletir sobre a necessidade de mudanca na educagio. E
necessario refletir sobre como o pensamento computacional pode ajudar na educagao, com
foco nas situagoes onde ele pode ser implementado, pois muitas disciplinas podem ser
otimizadas se o pensamento computacional for aplicado a elas e isso pode ser feito em
todos os niveis de ensino e em diversos assuntos que queiramos ensinar, principalmente
matematica. Uma das vantagens da revolucao e da evolugao tecnolégica é que para fazer uso
do pensamento computacional nao necessitamos de horas de treinamento em programacao,
é suficiente apenas exercitar o pensamento direcionado ao assunto de interesse e solicitar

ao computador que o execute.

Em seu texto, o autor também comenta sobre a linguagem Wolfram - na forma
do programa Mathematica - quando ela estava sendo usada para ensinar calculo. Ele explica
que é muito comum que os alunos tenham dificuldade em entender o conceito de fun¢ao, mas
que ao usar o Mathematica, nenhum dos alunos se confundiu com as fungoes, aprendendo
por meio do pensamento computacional, vendo-as explicita e computacionalmente na
linguagem Wolfram, em vez de ouvir sobre elas de forma indireta e abstrata como no

ensino padrao de célculo.

Ao falar sobre o uso de software na educagao, é importante citar o Geogebra
que é um software de matematica dindmica, o qual possui uma comunidade cada vez maior
de colaboradores e uma rede propria rica em contetdos. Para os alunos da educacao bésica
(o Geogebra atende todos os niveis de ensino) tem, o programa é um grande facilitador,
pois esta traduzido para o portugués e é totalmente gratuito, possibilitando o acesso de

todos uma vez que se trata de um material concreto para o ensino.

Olhando pela perspectiva dos professores, principalmente os de escolas publicas,
onde os recursos sao mais escassos, as perguntas e argumentos serao do tipo: Mas é tudo
novo! Quem vai ensinar? Como seremos preparados para essa nova abordagem? Com quais
recursos? Como sera isso? Etc. Mas, com poucos minutos de pesquisa, essas questoes podem
ser respondidas, pois temos acesso a informacgoes preciosas: existe hoje acesso gratuito

a cursos oferecidos pela empresa de Conrad Wolfram, por exemplo, eles possuem livros
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gratuitos disponiveis com exercicios direcionados ao entendimento e ao desenvolvimento

do pensamento computacional.

Quando o tema é matematica, em nossa opinido, é muito importante o incen-
tivo ao desenvolvimento do pensamento computacional, pois ha um ambiente no qual um
conceito que foi formulado pode ser transformado em algo real. Vejamos. E importante
aprender matematica exemplificando a sua aplicacao em quaisquer outras areas do conhe-
cimento. Pois bem, o pensamento computacional viabiliza infinitamente mais exemplos e

facilita o uso da matemaética.

Um dos maiores obstaculos no ensino da matematica ¢ a dificuldade de abstracao
do aluno. Pela construcao computacional do pensamento, o aluno consegue ver o que se
esta tentando fazer ele mentalmente construir, e isso ndo apenas em matematica, mas em

muitas outras areas de estudo como em historia e lingua portuguesa.

A analise que devemos fazer diante de tudo o que nos tem sido ofertado em
termos de tecnologia, leva-nos a refletir que nao devemos competir com os computadores,
pois, sao muito melhores que nds no que eles podem fazer. Por exemplo, levamos dias ou
até anos para fazer os mesmos calculos que eles conseguem fazer em segundos. Devemos
sim usa-los para facilitar nossa vida e a nds cabe fazer o que o computador nao consegue:
analisar se os dados que ele nos forneceu sao tteis para o momento e para a situacao em

questao, se tém aplicabilidade, se faz sentido o problema a ser resolvido.

Por fim, um ponto que nos chama muita atengdo sempre que pensamos em
educagao, ¢ a desigualdade social. Conseguimos elencar enormes diferengas entre nosso
pais e os paises mais desenvolvidos, o que muitas vezes nos tira a esperanca de um dia
conseguir estar melhor com relagdo a qualidade de vida. De fato, para obté-la necessitamos
da oportunidade para produzir uma educagao de qualidade, na qual aprendizagem e ensino
efetivos sao fundamentais. Solugoes existem, mas precisamos de tempo para aprender mais
sobre as novas tendéncias de ensino e sobre o pensamento computacional, para testar
e construir projetos, e com isso motivar outras pessoas e repassar esse conhecimento.
Também precisamos de computadores nas escolas, nao muito sofisticados, apenas com
conexao e um navegador da web. Comparativamente falando, precisavamos de muito mais
antigamente, pois os softwares eram caros e pesados e precisavam de méaquinas potentes

para roda-los. Hoje em dia, existem ferramentas online para esse trabalho.

E nesse momento, em 2020/21, devido a esse periodo inesperado, onde nos
deparamos com a pandemia do novo Coronavirus, causador da Covid-19, um dos setores
com maior prejuizo foi a educagao, devido a necessidade de distanciamento social e do
pouco investimento tecnologico. Escolas fecharam abruptamente sem nenhum preparo

para a educagao a distancia, apesar de esta ja estar em discussao ha anos.

Ainda dentro do texto de Wolfram, ele cita uma matéria publicada no Forum
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Mundial de Economia em Davos na Suica, de titulo “E assim que o ensino superior seré
em 5 anos?”, (WORLD, 2021) que traz uma pesquisa realizada com adultos em 29 paises
sobre qual a perspectiva que eles tém para a educac¢ao no ensino superior em um prazo de 5
anos. A maioria acredita que as mudancas e adaptagoes que surgiram durante a pandemia

vieram para ficar e que em 2025 teremos um hibrido de aprendizagem presencial e online.

O periodo que ainda vivemos da pandemia do COVID-19, for¢cou a educacgao
a construir e melhorar a base tecnologica para diminuir distancias e estreitar relagoes.
Muitos professores resistentes ao uso de certos recursos tecnolégicos se viram forcados a
aprender para trabalhar. De fato nao foi da melhor forma, mas que bom que houve esse

movimento na educacao.

Devemos dar sequéncia e incentivar esse movimento de inclusao da tecnologia
na educagao, que comegou com a necessidade quando nao havia outra forma. Desse modo,
¢ importante realizar uma reflexao sobre os pontos positivos de toda essa movimentacao

para que nao haja retrocesso nesse quesito, e sim uma evolucao.
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2 Espiando movimentos alienigenas

O ensino de cédlculo nos cursos de nivel superior também encontra dificulda-
des em outros paises, mas, com o advento da internet conseguimos acompanhar o seu

desenvolvimento e saber onde estao as tendéncias positivas de ensino.

Antigamente essa busca era complicada, pois os interessados dependiam de
congressos anuais sobre educacao e de pesquisadores que compartilhassem seus trabalhos
nesses congressos. Outra opcao eram os livros trazidos de fora por editoras especializadas,
livros esses que custavam muito caro. O resultado é que o processo de compartilhamento
de situagoes de sucesso no ensino-aprendizagem no exterior levava muito tempo para ser

conhecido pelos professores no Brasil.

Hoje em dia, com toda a revolugao tecnolégica que vivemos, podemos nos
nutrir desse conhecimento, compartilhar trabalhos de sucesso e, principalmente, observar
os colegas que conseguiram, diante de tantas dificuldades pontuadas a respeito das areas
de exatas, construir trabalhos exitosos e bem desenvolvidos sobre uma base sélida de

matematica.

-

E nesse espirito que trazemos para andlise o curso desenvolvido e aplicado
no MIT (Massachusetts Institute of Technology) (TECHNOLOGY, 2020) sediado em
Cambridge, MA, nos Estados Unidos. Além de muito sucesso internacional, com prémios
e profissionais de muito prestigio, é o local onde sao realizadas as melhores pesquisas

qualitativas e quantitativas em uma variedade enorme de cursos de engenharia.

Poderiamos fazer uma apresentacao inicial na qual discorreriamos paginas sobre
tudo o que é construido nos cursos do MIT (TECHNOLOGY, 2019), que sao bem pautados
sobre uma matematica solida, pratica, objetiva e, principalmente, muito interessante. Mas,

vamos direto ao ponto.

Todo o embasamento tedrico convergiu para uma linha de trabalho que é
desenvolvida nos seus programas de calculo. Vamos fazer uma analise matematica, porém
pedagogica de diversas aulas desse curso que é aberto para que qualquer pessoa, de

qualquer lugar do mundo, possa acessar e acompanhar o programa do MIT Open Course
(TECHNOLOGY, 2021).

A primeira aula do curso se inicia com a pergunta: O que é uma derivada?
E essa pergunta é de extrema importancia, pois, deve ser o foco inicial de um curso de
calculo, principalmente para engenheiros. Pedagogicamente, a partir dessa pergunta e com
essa proposta inicial, o aluno é motivado a se interessar, interagir e talvez compartilhar o

que ja conheca sobre derivadas, podendo dividir com os demais colegas diversos exemplos
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de aplicacoes dentro da area de interesse do aluno do curso de engenharia.

A partir dessa pergunta inicial tem-se a proposta de analisa-la sob varios
pontos de vista. A primeira abordagem é com uma interpretacdo geométrica, que sempre
¢é recomendada devido a facilidade que esse tipo de exemplo visual nos traz e, depois, uma
interpretacao fisica que aborda o mesmo conceito sob outro aspecto. Para o aluno isso é
importantissimo, pois, da a ele mais de uma opg¢ao para se apropriar de um conceito novo.
Enfatizamos que a importancia do conceito derivada se da principalmente pelo fato de ser

possivel aplica-lo em diversas areas como fisica, engenharia, economia, ciéncia politica, etc.

Ao iniciar com a interpretacao geométrica, busca-se responder como encontrar
a linha tangente para algum ponto de um grafico de alguma funcao em algum momento.
Para ilustrar, apresenta-se um desenho de uma curva com uma reta tangente a um ponto e,
em seguida, questiona-se como fazé-lo analiticamente, partindo do conceito de inclinacao
da reta (que o aluno ja conhece da educacao bésica) e aplicando esse conceito na reta que

tangencia a curva.

Essa estratégia é excelente, pois deixa o aluno confortavel com o que esta
aprendendo, ele vincula o conhecimento novo com assuntos ja vistos anteriormente na
educacao basica. Muitos estudiosos em educagao defendem que a aprendizagem se da de
modo efetivo quando vinculamos o que se esta por aprender com conceitos ja adquiridos

anteriormente. Construimos assim o conceito de derivada, através do quociente de derivacao.

Temos uma situagao de aprendizagem em que se parte de um caso particular
de uma curva e generaliza-se chegando ao conceito de derivada. Intuitivamente falando, é

de facil entendimento para o aluno.

Dando continuidade, na mesma aula toma-se um exemplo da curva 1 (hipérbole)
para ilustrar o uso da derivada, apresentando o exemplo com o desenho doxgréﬁco, mas
calculando algebricamente (o que leva a uma ativacao bilateral do cérebro). Essa ativagao
¢é extremamente importante para a aprendizagem. Vamos explanar um pouco sobre o
funcionamento do cérebro para compreender a importancia de trabalhar desta forma,
segundo Behrouz Ahmadi-Nedushan da Yazd University no Iran (AHMADI-NEDUSHAN;
2020).

Uma das linhas de pesquisa sobre o cérebro coloca que cada hemisfério do
nosso cérebro geralmente processa as informacoes de formas diferentes. Apesar de termos
tendéncias naturais para maneiras de pensar, ambos os lados do cérebro trabalham juntos no
nosso dia a dia, sendo que o lado direito é o responsével pelo visual e demanda as informagoes
intuitivas e simultaneas, visualizando primeiro a imagem inteira e depois focando nos
detalhes que sdo convenientes. Ao mesmo tempo, o lado esquerdo é o responsavel por agoes
verbais, acionando informacoes de forma escrupulosa e sequencial, observando primeiro as

pecas depois analisando para obter o todo. Assim, resumindo, podemos entao dizer que
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o lado esquerdo é analitico e verbal, e o lado direito é responsavel pela intuicao, usando

principalmente imagens no lugar de palavras.

Podemos explicar o trabalho do cérebro no dia a dia com um exemplo. Quando
vamos dar a localizagdo de um determinado lugar para alguém, podemos falar: siga em
frente por tantos metros, vire a direita em tal rua e assim por diante. O cérebro da pessoa
que esta recebendo estas informagoes, esta sendo acionado em seu lado esquerdo, porém,
quando a pessoa que recebeu estas informagoes for coloca-las em pratica, o lado direito
vai estar ilustrando mentalmente o caminho, de modo que o “vire a direita” faz com que o

cérebro lhe aponte a direita.

Dentre as habilidades dos dois lados do cérebro, podemos destacar para o lado
esquerdo algumas caracteristicas e ferramentas técnicas como, por exemplo, a estatistica
e planos de organizacao, principalmente quando pensamos em processos e em qualidade.
Para o lado direito podemos destacar habilidades como montar diagramas para resolver

situagoes complexas, formar equipes e examinar problemas.

A divisao de tarefas entre os dois lados e a abordagem para resolver problemas
depende muito do cotidiano de cada pessoa, da gama de problemas ja resolvidos e dos
padroes de pensamentos desenvolvidos pelo cérebro. Matematicamente, quando o cérebro
¢é destinado a resolver alguma atividade, se este problema é do tipo algébrico, ele requer a
conversao da representacao grafica de uma funcao para a representagao simbdlica, logo é
ativado inicialmente o lado direito e em seguida o esquerdo. Agora, as tarefas geométricas
requerem que o cérebro faca a conversao de uma representacao simbolica para um desenho
ou uma figura geométrica, de modo que inicialmente, é ativado o lado esquerdo e em
seguida o direito. E interessante ressaltar aqui que quando nos deparamos com um problema
matematico que associa a parte algébrica a parte geométrica, temos uma ativacao bilateral

do cérebro e, assim, temos maiores possibilidades de resolugao deste problema.

Retomando a analise das aulas do MIT, temos outro exemplo no contexto da

geometria: Encontrar as areas de tridngulos delimitados pelos eixos (considerando apenas

o primeiro quadrante) e pela tangente de — (contextualizando com o exemplo anterior).
x

Na sequéncia, fala-se sobre as notac¢oes usadas para derivadas, comparando a
notagao de Leibniz com a de Newton, e é acrescentado mais um exemplo f(x) = z", com
n natural. Tomando por objetivo encontrar a derivada da funcao, é finalizada a primeira

aula, concluindo que esse processo se estende para polinomios.

A partir desse conhecimento inicial, o aluno ja é capaz de aplicar o conceito
de derivada em atividades nas aulas de fisica, por exemplo, que ele geralmente tem
concomitantemente com as aulas de calculo. Vé-se claramente aqui o trabalho desenvolvido

de forma interdisciplinar, beneficiando a aprendizagem do aluno.

A taxa de variacdo como uma interpretacdo da derivada é abordada ja na
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2,

segunda aula. Ela é exemplificada pela diferenca entre velocidade média e velocidade

instantanea, como ¢é feito o calculo do GPS, entre outros exemplos.

A aula segue falando sobre limites e continuidade, alegando serem condigoes
necessarias para derivar as demais expressoes das func¢oes. Define limite a esquerda e limite
a direita, em seguida, discute continuidade e conclui a aula dando exemplos de fun¢oes

descontinuas, nao se aprofundando demasiadamente em limites.

A terceira aula se inicia com as fungoes trigonométricas, sempre fazendo uso da

geometria nas demonstracgoes. A aula é finalizada definindo a regra do produto e quociente.

Na quarta aula sao demonstradas as regras do produto, do quociente e da
cadeia, seguindo na quinta aula com a derivacao implicita e derivada de fungoes inversas.
Na sexta aula, sdo apresentadas as derivadas de fungdes exponenciais e logaritmicas e,

aproveitando as defini¢coes ja construidas para demonstrar que

1 n
lim (1 + ) = e.
n—00 n

A sétima aula se inicia calculando a derivada
d T
—x
dx
com 7 real, mostrando que a regra ja vista anteriormente se estende para qualquer expoente

real. Segue uma breve revisao, pois em sequéncia vira a avaliacao.

Até este momento, é possivel perceber que, em poucas aulas, foi apresentada
uma gama enorme de conceitos, com uma infinidade de aplicagdes. Alunos de engenharia
ja conseguem resolver diversos problemas e, neste ponto do curso, podem ter uma visao

bem clara sobre como o cédlculo é util como ferramenta para a resolu¢ao de problemas.

A oitava aula é aquela na qual é realizada uma avaliacdo. A nona aula se
inicia com a segunda unidade, que sao as aproximacoes lineares. Esse conteido é estudado
com a perspectiva de que uma taxa média de mudanca é quase o mesmo que uma taxa

infinitesimal de mudancga e utiliza derivadas para analisar o limite de algumas fungoes.

Segue na décima aula um esboco de curvas, pois as derivadas ajudam qua-
litativamente a esbocar graficos, sendo que esse apelo visual traz muita qualidade ao

curso.

A 11? aula inicia o assunto de maximos e minimos. Enfatiza a importancia das
assintotas analisando os papéis da primeira e da segunda derivadas e orienta a construcgao

da imagem da funcao mentalmente.

Na 12% aula sao apresentadas as taxas relacionadas, nas quais é muito impor-
tante analisar o que estda ou ndo mudando, muitas vezes usando a derivacao implicita para
resolver o problema. Alguns exemplos trazem duas variaveis e para resolvé-los faz-se uso

de um tipo de regra da cadeia de relacionamento.
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O método de Newton, que é uma das maiores aplicagoes do calculo, é o tema
da 13% aula. Mas esta aula se inicia retomando a aula anterior com mais alguns exemplos,
falando especificamente sobre curvas que tém propriedades especiais, nas quais ha a

necessidade de se usar a derivagao implicita sobre a restricao da equacao.

Nesta aula também se explica, com um exemplo, o método de Newton, procu-

rando pontos cada vez mais proximos da raiz de uma funcao.

O tema da 14® aula é o Teorema do Valor Médio. Esta aula se inicia retomando
a aula anterior, falando sobre a precisao do método de Newton, o qual funciona muito
bem em uma série de situagoes. Em seguida, demonstra o TVM (Teorema do Valor Médio)

e lista trés consequéncias do teorema:

1. Se f’ é positiva, f é crescente;
2. Se f' é negativa, f é decrescente;

3. Se f' =0, f é constante.

Ja na 15% aula, o tema é a antiderivada. A aula se inicia com o assunto que vai
ocupar o restante do curso que ¢ a integracdo, e também discute a notacao de diferenciais,
o que facilita o entendimento de infinitesimais. A antiderivada é discutida através de
aproximacoes lineares e da maneira como se usa a notacao diferencial. Desse modo, pode-se
conceituar a integral indefinida de uma funcao. Em seguida, a aula traz o método da
substituicao e da adivinhagdo avancgada, o que amplia a habilidade do aluno para resolver

problemas em diversos aspectos.

Na 16* aula sao apresentadas as Equagoes Diferenciais. Esta aula se inicia com
a explicacao de uma técnica para resolver equacoes diferenciais que se encaixe dentro do
que ja tem sido feito. A partir do tipo mais simples de equagao diferencial, que é a taxa
de variagdo de x em relagao a y que é igual a alguma fungao f(x), onde pode se tomar
antiderivadas, sendo que o propdsito é uma técnica para encontrar primitivas. A técnica
da substituicao tem uma pequena variagao, que é o método da adivinhacao avancada e,
durante o primeiro exemplo, é mencionado o operador de aniquilagdo e sao feitas trés

observagoes:
1. Se vocé trabalhar com operacoes nao lineares e for realizar uma divisao, em particular,
se o resultado for zero vocé perde essa solugao;
2. Entao se duas constantes sao supérfluas, sempre podem ser combinadas;

3. Uma constante aparece como aditivo, mas quando se faz uma operacao nao linear

de exponenciagao, ela se torna uma constante multiplicativa.
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Esta aula ainda discute que, em problemas aplicados, é muito comum ter mais
de uma variavel, assim, é muito importante formular qual equacao diferencial resolve este

problema.

Neste momento do curso, o aluno sobe de nivel no quesito habilidade em
resolugdo de problemas (ONUCHIC, 1999), utilizando-se das ferramentas do célculo.
Problemas muito mais legais e interessantes poderao ser vistos e analisados e, com certeza,
vao despertar a criatividade inicial necessaria para estimular um aluno do curso de
engenharia. A vantagem é que o aluno vai estar apenas no primeiro semestre da sua

graduagao e nao vai ter que esperar por anos para ver os problemas mais interessantes.
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3 Nem FHC, nem THC, mas duas vezes TFC

Quando vamos dar um curso de Calculo, como professores, temos como objetivo
principal fazer com que o aluno fique estimulado e, que ao final de cada aula, ele saia

interessado em buscar saber mais sobre o assunto.

Para o estudo dessa area da matematica, podemos partir da definicdo que
o calculo é o estudo das mudancas, mais especificamente, das taxas das mudancas de
uma quantidade variavel, isto é, é o analisar como “coisas” podem mudar. Essa maneira
simples de se olhar e definir o calculo traz facilidade para a compreensao de seus conceitos,
principalmente na possibilidade que o calculo permite de fazer previsdes dos modelos
construidos para analisar essas “mudancas”. Trabalhando dessa forma, destaca-se o olhar
do aluno para o calculo como uma ferramenta que ird ajuda-lo a trabalhar com previsoes,

consequentemente, trazemos estimulo para as aulas de calculo.

O calculo fornece para os engenheiros um controle grande sobre formas de
modelar “taxas de mudancas de uma quantidade variavel” e, a partir desses modelos, é
possivel controlar “mudancas” do mundo real. Quando o aluno consegue ter essa percepcao,
sente-se atraido por estudar célculo, direcionando seu estudo para a sua prépria necessidade,

dentro das especificidades do curso que escolheu fazer para sua profissao.

O Teorema Fundamental do Célculo, também conhecido pela sua sigla TFC,
foi desenvolvido por Isaac Newton (1642-1727) aos 16 anos, quando ele ainda era estudante
em Cambridge. Foi desse modo que ele descobriu que a aceleragao pode ser modelada
pelas leis do movimento, o que foi a pedra fulcral de uma revolugao na matematica e
deu suporte para as teorias fisicas necessarias as duas revolugoes industriais que estavam

iniciando naquele periodo.

O célculo é a estrutura que da base a Fisica, notadamente ao eletromagnetismo
e a termodindmica, que por sua vez ¢ a base da revolugao industrial. Esta envolvido em
quase todas as areas que evoluiram nos ultimos séculos dentro da Ciéncia, desde o seu
desenvolvimento. E uma ferramenta extremamente 1til para qualquer situacio que envolva,
por exemplo, lidar com movimentos e, principalmente, para fazer a andlise de quantidades

que variam ao longo do tempo.

Newton inspirou-se na cinematica, pois se torna facil entender o calculo a partir
do fato de que o deslocamento é a area assinalada sob a curva do grafico da velocidade
versus tempo. Devemos lembrar que a inspiracao para o estudo do calculo é a de analisar
mudancas ou variagoes, de modo que quando analisamos uma mudanga, naquele instante,
fazemos isso analisando pequenos intervalos de tempo, que sdo mais simples para se

observar e mais faceis para modelar.
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Muitas descobertas cientificas e conceitos fisicos tém base no calculo. Poderfamos
citar muitos momentos histéricos posteriores a descoberta do calculo que fizeram uso de
suas ferramentas e que sem as quais nao teria sido possivel a sua conclusao. Por exemplo,
na Teoria da Relatividade, que descreve como o tempo e o espago se comportam na
velocidade da luz, o calculo tem papel fundamental para dar base a esse conceito. E, apesar
de ter sido inventado ha séculos, o calculo se reinventa, pois suas aplicagdoes caminham em
conjunto com a evolugdo da Ciéncia. Um exemplo mais atual é o que ocorre em empresas
que fazem uso do calculo como ferramenta para analisar dados e modelar tendéncias; dessa

forma, sua presenca se mostra cada vez mais relevante.

Nao podemos deixar de falar também sobre areas como Economia ou Ciéncias
Sociais, cujas taxas de variagao e analises de dados como quantidades de nascimentos e
taxas de mortalidade, por exemplo, sdo muito frequentes. Os conhecimentos de calculo
se mostram importantes principalmente para previsoes nessas e outras tantas areas. Se
mencionarmos ainda o uso do calculo como ferramenta associada a computadores, a
pesquisas médicas ou a Fisica Moderna, houve uma explosdo de aplicacoes. E interessante
levar esse olhar sobre como o cédlculo é importante para os alunos de engenharia, para que
eles tenham interesse pelo curso desde o seu inicio. Na verdade, os alunos recém-chegados
do ensino médio, j4 sabem analisar diferentes “mudancas de uma quantidade variavel”!
Eles certamente ja pensaram sobre esse assunto em algum momento das suas aulas de
Fisica basica na escola, mesmo sem nunca ter ouvido falar em calculo. Eles aprendem
cinematica no ensino médio, o que é uma aplicacao direta do calculo, entao, mesmo sem
conhecer oficialmente o calculo, ja sabem bastante coisa sobre ele, pois, a maioria dos

fendmenos fisicos ao nosso redor, envolve quantidades que mudam com o tempo.

A educacao no Brasil tem o ensino médio como a ultima etapa da educagao
basica. Ao final do ensino médio, nosso estudante aprendeu conceitos que o colocam muito
perto do pensamento de Newton ao realizar esta grande descoberta. Se, dentro das aulas
introdutoérias do curso de calculo, ajudarmos nosso estudante a unir os conceitos que ja
foram anteriormente trabalhados durante o ensino médio com os conceitos iniciais do

calculo, certamente vamos economizar tempo e evitar frustragoes durante o curso.

Temos que destacar que uma parte importante desse trabalho é a reflexdao que
professores e coordenadores de cursos de calculo nas faculdades e universidades devem
fazer, devido a importancia desse curso, por ele ser parte da etapa basica de variadas

graduagoes, nao somente na area de exatas.

Os dois exemplos na anélise a seguir sao de exercicios cobrados em provas de
acesso para universidades, o que nos traz como resultado que o aluno no ensino médio ja tem
contato com conceitos que necessitam do célculo da area embaixo da curva, empregando
o conceito de integracao grafica. Porém, ele nao sabe disso e, é por este motivo que se

recomenda aproveitar melhor esse conceito ja no inicio do curso de célculo. Com otimismo
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e pequenos ajustes na grade curricular do curso de calculo que ja é aplicado no Brasil, é

perfeitamente possivel.

No curriculo de fisica do estado de Sao Paulo-2020, (FINI; MENEZES, 2012)po-
demos observar que ja no primeiro ano ¢é sugerida a aprendizagem da cinematica, iniciando
o estudo do movimento. E importante destacar que o ensino médio no Brasil tem duracéo
de trés anos, e, desde o primeiro ano, o aluno ja tem contato com conceitos pertinentes
ao calculo. Sendo este assunto trabalhado e desenvolvido durante o primeiro ano, ha
momentos em que, para resolver determinados exercicios, precisamos usar o conceito de
que a area sob a curva em um grafico da velocidade em fun¢ao do tempo corresponde ao

deslocamento.

Ainda no ensino médio, acompanham a cinemética alguns principios elementares
de dinamica, sendo um deles o conceito de que a area sob a curva em um grafico de forga

em funcao do deslocamento corresponde ao trabalho.

Para exemplificar este ultimo caso, apresentamos uma questao da prova de
vestibular da Unicamp de 2009 (COMVEST, 2020). O exercicio 5 de fisica tem o enunciado:
“O grafico ao lado mostra a forga de tragao exercida por um cavalo como funcao do
deslocamento de uma carroca. O trabalho realizado pela forca é dado pela area sob a curva
F x d. Calcule o trabalho realizado pela for¢a de tragdo do cavalo na regiao em que ela é

constante.”

No vestibular da Fuvest, prova para ingresso na USP, (FUVEST, 2019) o
exercicio 50 de fisica tem o enunciado: “As velocidades de crescimento vertical de duas
plantas A e B, de espécies diferentes, variaram, em func¢ao do tempo decorrido apés o
plantio de suas sementes, como mostra o grafico.” Juntamente com o enunciado estd um
grafico para resolver o exercicio. Basta o aluno calcular a area sob a curva de cada planta

e assim comparar as alturas.

A partir destes exemplos de exercicios retirados de provas para ingresso em
universidades podemos perceber que, no fim do ensino médio, o aluno ja emprega a
integracao grafica para obter, a partir da taxa de variacao, a quantidade acumulada e

assim resolver as questoes propostas.

Isto mostra que, antes de entrar na graduacao, o estudante utiliza, desta forma
simplificada, o TFC (Teorema Fundamental do Célculo), apesar de ainda nao té-lo estudado
na sua forma contemporanea completa, que alids nem Newton conhecia. Como foi mostrado,
ha varias semelhancas entre os exercicios de livros tipicos de calculo do primeiro ano de

faculdade com exercicios de provas que o aluno enfrenta durante o ensino médio.

Chamamos a atencao para a necessidade de realizar um “gancho”, isto é,
precisamos fazer uma conexao maior entre a matematica e a fisica estudadas no ensino

médio com o contetdo do curso inicial de calculo da graduagao. A apresentagao mais


http://www.educacao.sp.gov.br/a2sitebox/arquivos/documentos/235.pdf
http://www.comvest.unicamp.br/vest_anteriores/2009/download/comentadas/fase1.pdf
http://acervo.fuvest.br/fuvest/2000/fuv2000_1fase_prova_V.pdf
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prematura do TFC e a introducao as integrais ajudaria muito os alunos nas disciplinas que
fazem em paralelo com o curso de célculo nos primeiros semestres da graduagao. Outro
ponto interessante e que também nos chama a atencao é o curso de calculo do MIT, no
qual as integrais e o TFC tém sido dados no primeiro ter¢o do curso sendo que a parte

mais profunda de limites é deixada para o final do primeiro curso semestral de calculo.

Exemplos como esses ressaltam que devemos sempre partir da base que o aluno
ja traz consigo de sua vida escolar para entao dar sequéncia aos contetidos, principalmente
um conteudo tao importante como o calculo. A forma como se inicia um curso de calculo

certamente vai fazer diferenca na vida do aluno como universitario.

Ao associar a fase do aluno com o desenrolar histérico de como a matematica
e o calculo se desenvolveram, obtemos uma maneira leve e muito mais interessante de
trazer conceitos matematicos, o que faz muito mais sentido para quem esta aprendendo. As
vantagens de se ensinar matematica fazendo uso de seu contexto historico sao destacadas em
varios momentos por diversos autores. No livro e: a historia de um niumero do historiador
da matematica israelense Eli Maor (MAOR, 2008), temos ja no preficio feito por Skokie

[llinois, o seguinte desabafo:

“Como uma pessoa que aprendeu matemadtica em todos os niveis universitarios, es-
tou ciente da atitude negativa de muitos estudantes em relagdo a esta disciplina. Existem varios
motivos para isso, sendo um deles o modo esotérico e seco como o tema € ensinado. Temos
a propensio de sobrecarregar nossos estudantes com férmulas, defini¢des, teoremas e demons-
tracOes, mas raramente mencionamos a evolucgdo histdrica desses fatos, deixando a impressao
de que eles foram entregues a humanidade como os Dez mandamentos, por alguma autoridade

divina. A histéria da matemadtica é uma boa maneira de corrigir essa impressdo” (Maor, 2008,
p.13)

Esse comentario é muito comum, pessoas frustradas com matematica, que teriam
melhor qualidade de vida ao aprendé-la, mas, que por frustragoes acabam abandonando
seus cursos e, consequentemente, seus sonhos. Quando o olhar sobre essa dificuldade recai
nos alunos da area de exatas, e principalmente em futuros engenheiros, as perdas podem
ser imensurdveis. E uma hecatombe para o profissional da drea de engenharial A literatura
repetidamente traz esse olhar de frustracao de alunos do curso de engenharia para com
o curso de calculo. Devemos entao comecar a falar sobre como corrigir esse problema,
buscando melhorar a qualidade do curso de célculo e, consequentemente, dos profissionais

que farao uso dele.

Podemos observar com os exemplos acima, que nao estamos muito longe de
melhorar o que temos e resolver de vez essa questao. Ja existe no ensino médio a base
para estruturar um curso de calculo que seja interessante e estimulante desde o seu inicio.
Temos ainda referéncias, institutos como o MIT, que ja desenvolvem esse tipo de trabalho

com resultados fantasticos e totalmente compartilhaveis. Devemos entao fazer uso de todo
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esse material, referéncias e 6timos exemplos para nos inspirar e trabalhar para melhorar a

qualidade dos cursos de calculo no Brasil.
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4 A importancia da sinergia

Um curso de graduagao que trabalha suas varias disciplinas de forma organizada
e alinhada favorece seus estudantes em varios aspectos. O foco deve ser a eficiéncia na

aprendizagem e, consequentemente, formar cada vez mais profissionais de alta qualidade.

Um dos olhares para o curso de calculo deve ser considera-lo como uma
ferramenta importantissima para as demais disciplinas de diversos cursos da area de
exatas. Inimeras disciplinas s@o dependentes da aprendizagem efetiva do cédlculo, sendo
que este é, entao, corresponsavel pelo sucesso da aprendizagem dos alunos nas demais
disciplinas. Isto significa que sem aprender bem o calculo, nao é possivel aprender mecénica,
eletromagnetismo, resisténcia dos materiais, entre outras tantas. A conexao entre essas
disciplinas é necessaria e para isso deve-se atentar como esses contetidos sao desenvolvidos

com relagao ao calculo.

Podemos, para ilustrar, buscar livros-texto utilizados nos cursos de graduacao
em Quimica, Fisica e Engenharia. Na disciplina F 128 - Fisica Geral I , (IFGW, 2020) que
faz parte da grade dos cursos de Fisica, Engenharia, Quimica e Matematica da Unicamp,
¢é sugerido como livro-texto, Fundamentos de Fisica 1, 8 edigdo - Livros Técnicos e

Cientificos (Rio de Janeiro) dos autores Halliday e Resnick.

Seguindo um padrao de um capitulo por semana, temos ja na segunda semana
o conceito de velocidade instantanea que é definida como:
, Ax  dx
v=lim — = —
At—0 At dt
dx

Note que v = m é uma equacao separavel, pois temos, v(t)dt = dz o que implica:

xr = fv(t)dt

Ainda no capitulo 2 temos ja em uso o conceito de integral que é numericamente igual a

area de um grafico. Vejamos o exemplo a seguir:

Em um soco direto de caraté, o punho comeca em repouso na cintura ¢ ¢ movido
rapidamente para a frente até o brago ficar completamente estendido. A velocidade v(¢) do

punho esta representada na figura abaixo para o caso de um lutador experiente.

A escala vertical é definida por v, = 8,0 m/s. Qual é a distancia percorrida pelo
punho desde o inicio do golpe (a) até o instante ¢ = 50 ms e (b) até o instante em que a

velocidade do punho é méxima?


https://portal.ifi.unicamp.br/graduacao/disciplinas
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No livro citado existem 12 capitulos que sdo divididos em grupos de 4. A cada
4 capitulos (um por semana) é feita uma avaliacdo, totalizando 3 provas semestrais mais

atividades on-line que compoem uma quarta nota na plataforma Moodle®.

Mostramos acima o uso do calculo em uma atividade do curso de Fisica, o que
realga a necessidade do alinhamento, isto é, da sinergia entre as duas disciplinas. Se o aluno
conseguir vincular as duas disciplinas, obtera um ganho no seu aprendizado, sentird mais
seguranca para reforcar contetidos e vera exemplos do que esta aprendendo em calculo

aplicado a outras disciplinas.

Outra disciplina para avaliarmos: QG101 - Quimica I, (QUIMICA, 2020) que
também faz parte da grade dos cursos de graduacao em Fisica, Engenharia e Quimica da

Unicamp, onde é sugerido como livro-texto, Chemical Principles: The quest for insight de
P. Atkins & L. Jones.

Ja no capitulo 1, ha na lista de exercicios sugeridos, na qual o exercicio nimero
1.119 define que a intensidade de uma transicdo de uma particula em uma caixa é
proporcional ao quadrado da integral I(especificada em tal exercicio) e pergunta se pode

ocorrer uma transi¢ao entre os estados com nimero quantico 3 e 1.

Podemos perceber que estas disciplinas fazem uso de conceitos simples do
calculo, porém, definicbes como a apresentada neste exemplo, sdo estudadas do meio para
o final do curso de célculo 1 e, geralmente, nesse periodo a primeira prova das disciplinas
citadas ja aconteceu. O resultado da falta de alinhamento entre as disciplinas e o calculo
pode ser de muita frustragdo para os alunos, o que poderia ser evitado se houvesse didlogo
entre os cursos. E necessario que os cursos trabalhem interdisciplinarmente, o que facilitaria

enormemente as situagoes de aprendizagem para os alunos.

A relagao das disciplinas com o célculo trabalhando em parceria e o uso de
exemplos contextualizados pode facilitar muito a aprendizagem e forneceria condigoes

para os alunos acompanharem os cursos de Quimica, Fisica, Engenharia, entre outros.

Citamos como exemplos cursos dentro da Unicamp, mas, temos no Brasil um

padrao similar de trabalho dentro das universidades nas disciplinas dos cursos da area de
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exatas.

Ainda tomando a Unicamp como exemplo, vamos analisar alguns exercicios
do livro Cdlculo, volume I, de James Stewart (STEWART, 2013), Editora Cengage que
geralmente é o livro texto utilizado nos cursos de engenharia, nas universidades ptublicas e

privadas em todo o Brasil.

O gréfico da velocidade de um carro freando € mostrado. Use-o para estimar a

distancia percorrida pelo carro enquanto os freios estdo sendo aplicados.
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O gréfico da velocidade de um carro em aceleragdo a partir do repouso até uma ve-
locidade de 120 km/h em um periodo de 30 segundos € mostrado. Estime a distancia percorrida

durante esse periodo.
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A seguir, estd ilustrada a poténcia consumida na cidade de Ontério, Canadd, em 9
de dezembro de 2004 (P é medida em megawatts; € medido em horas a partir da meia-noite).
Usando o fato de que a poténcia € a taxa de variacao da energia, estime a energia usada naquele
dia.
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Ao apresentar esses exemplos, queremos mostrar que o livro texto de cédlculo
mais comumente utilizado pelas universidades dos cursos das areas de exatas, o Stewart,
contém exercicios de aplicacao de calculo em outras areas. Isto é, os exercicios apresentam
um conteido para o qual seria necessario para haver um engajamento entre as disciplinas
de forma simples e coerente. Infelizmente, muitas vezes, as aplicagdes do calculo em outras
areas é um tema deixado para a terceira parte do curso, ja passando do meio para o final
do semestre, o que acaba dificultando a aprendizagem e a sinergia entre as disciplinas dos

cursos das areas de exatas.



38

5 Exercicios de vestibulares

Neste capitulo, apresentamos uma selecao de alguns exercicios de vestibulares
que seguem a nossa linha de discussao, como por exemplo, no sentido de mostrar que o
aluno entra na universidade com uma base bem concisa para entender e construir conceitos

direcionados para o calculo.

Se o trabalho desenvolvido a partir das primeiras semanas de aula do curso de
calculo 1 retomarem essa base, a chance do aluno aprender cdlculo aumenta enormemente,
o que muda o cenario atual de tantos alunos desestimulados e, como consequéncia, tanta

reprovacao nos cursos de calculo pelo Brasil.

Seguem alguns exemplos:

1.(Fuvest-Modelo ENEM) Rosa nasceu mais alta que Leo, seu irméao gémeo.
Ela media 50 cm e ele, 48 cm. As curvas abaixo mostram as velocidades escalares de

crescimento dos irmaos durante o primeiro ano de vida dos dois.

===+ Rosa
— Leo

Assinale a opcao correta:

a) Quando completaram 1 ano, Leo estava mais alto que Rosa.

b) Quando completaram 1 ano, Rosa estava mais alta que Leo.

¢) Quando completaram 10 meses, Rosa e Leo tinham a mesma altura.
d) Durante os primeiros 2 meses de vida, Leo cresceu menos que Rosa.

e) Podemos concluir que, quando adultos, Leo estard mais alto que Rosa.

2.(Fuvest-SP) Um énibus sai de Sdo Paulo as 8 h e chega a Jaboticabal, distante
350 km da capital, as 11 h 30 min. No trecho de Jundiai a Campinas, de aproximadamente

45 km, sua velocidade é constante e igual a 90 km/h.
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a) Qual a velocidade média, em km/h, no trajeto Sdo Paulo-Jaboticabal?

b) Em quanto tempo o 6nibus cumpre o trecho Jundiai - Campinas?

3.(Fuvest-SP) Um corpo se movimenta sobre o eixo z, tendo sua posicao dada

pela seguinte funcao hordria: x = 2 + 2t — 2t*, com ¢ em segundos e = em metros.
a) Qual a velocidade escalar média entre os instantes t =0 e t = 2 s7

b) Qual a velocidade no instante t = 2 s?

4.(Fuvest-SP) Um carrinho de brinquedo, motorizado, em movimento retilineo,
entra em uma pista de comprimento L e, ao deparar com o fim da pista, para. O grafico
mostra a velocidade v do carrinho em func¢ao do tempo %, desde o instante em que entra
na pista até o momento em que para. A expressao da velocidade instantdnea, em m/s, no
intervalo de tempo 0 <t <2 s, év(t) =2 —t + 3t°

v(m/s)
12}

-12 +

E correto afirmar que o comprimento L da pista é:

a) 10 m.

5.(Fuvest-SP) A figura mostra um carro que se move da direita para a esquerda
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em movimento retilineo, com velocidade constante de médulovg = 20 m/s. Ao passar pelo
ponto A, que estd a 150 m a direita da origem, o cronémetro marca t4 = 20 s, e o carro
passa a ser freado com aceleracdo constante de médulo 1 m/s®. Para a solucdo, considere

o carro como uma particula.

150 m A

L | >x (m)

O A

A posigao do carro em t = 10,0 s era:
a) - 200 m.

b) + 200 m.

¢) + 250 m.

d) + 280 m.

e) + 350 m.

6.(Fuvest-SP) A velocidade maxima permitida em uma autoestrada ¢ de 110
km/h (aproximadamente 30 m/s) e um carro, nessa velocidade, leva 6 s para parar
completamente. Diante de um posto rodoviario, os veiculos devem trafegar no maximo a
36 km/h (10 m/s). Assim, para que os carros em velocidade maxima consigam obedecer ao
limite permitido ao passar em frente do posto, a placa referente a reducao de velocidade

devera ser colocada antes do posto a uma distancia de, pelo menos:

7.(Fuvest-SP) No desenvolvimento do sistema amortecedor de queda de um
elevador de massa m, o engenheiro projetista impoe que a mola deve se contrair de um valor
maximo d, quando o elevador cai, a partir do repouso, de uma altura A, como ilustrado na

figura abaixo.
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Para que a exigéncia do projetista seja satisfeita, a mola a ser empregada deve

ter constante elastica dada por
a) 2mg(h + d)/d*.
b) 2mg(h — d)/d>.
c) 2mgh/d*.
d) mgh/d.
e) mg/d.

Note e adote: forcas dissipativas devem ser ignoradas; a aceleragao local da

gravidade ¢ g.

8.(Unicamp-SP) A demanda por trens de alta velocidade tem crescido em
todo o mundo. Uma preocupacgao importante no projeto desses trens é o conforto dos
passageiros durante a aceleracao. Sendo assim, considere que, em uma viagem de trem de
alta velocidade, a aceleracao experimentada pelos passageiros foi limitada a @, = 0,09g,
onde g = 10 m/s? é a aceleracio da gravidade. Se o trem acelera a partir do repouso com
aceleracao constante igual a a4, a distancia minima percorrida pelo trem para atingir

uma velocidade de 1080 km/h corresponde a
a)10 km.
b)20 km.
¢)50 km.
d)100 km.

9.(Unicamp-SP-Modelo ENEM)A equagao deTorricelli é muito utilizada em
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solugodes de problemas de movimento uniformemente variado. Além de dar nome a essa
equacgao, Evangelista Torricelli (1608-1747) destacou-se também como matemaético, co-
laborou com Galileu na discussao de modelos planetarios e foi o inventor do barémetro,
havendo, inclusive, uma unidade de pressao que leva o seu nome abreviado, torr. Usando a
equagao de Torricelli, pode-se concluir que a aceleragao escalar de um ponto material, cuja

velocidade escalar varia de 8,0 m/s para 12,0 m/s apés se deslocar 20,0 m, vale, em m,/s>
a) 5,0.
b) 4,0.
c) 2,0.
d) 0,5.
e) 0,1

10.(Unicamp-SP) Uma pesquisa publicada no ano passado identifica um novo
recordista de salto em altura entre os seres vivos. Trata-se de um inseto, conhecido como

cigarrinha-da-espuma, cujo salto ¢ de 45 cm de altura.

a) Qual ¢ a velocidade vertical da cigarrinha no inicio de um salto? Utilize
g =10 m/s*.

b) O salto é devido a um impulso rdpido de 10~ 5. Calcule a aceleracdo vertical

média da cigarrinha, que suporta condi¢oes extremas, durante o impulso.

11.(Unicamp-SP) Misculos artificiais feitos de nanotubos de carbono embebidos
em cera de parafina podem suportar até duzentas vezes mais peso que um musculo natural
do mesmo tamanho. Considere uma fibra de musculo artificial de 1 mm de comprimento,
suspensa verticalmente por uma de suas extremidades e com uma massa de 50 gramas
pendurada, em repouso, em sua outra extremidade. O trabalho realizado pela fibra sobre

a massa, ao se contrair 10%, erguendo a massa até uma nova posicao de repouso, é

Se necessério, utilize g = 10 m/s

12.(Unicamp-SP) A produgao de fogo tem sido uma necessidade humana ha
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milhares de anos. O homem primitivo provavelmente obtinha fogo através da producao
de calor por atrito. Mais recentemente, faiscas elétricas geradoras de combustao sao

produzidas através do chamado efeito piezoelétrico.

a) A obtengao de fogo por atrito depende do calor liberado pela acao da forga
de atrito entre duas superficies, calor que aumenta a temperatura de um material até o
ponto em que ocorre a combustao. Considere que uma superficie se desloca 2,0 cm em
relacao a outra, exercendo uma forca normal de 3,0 N. Se o coeficiente de atrito cinético

entre as superficies vale u. = 60, qual é o trabalho da forca de atrito?

b) Num acendedor moderno, um cristal de quartzo é pressionado por uma
ponta acionada por molas. Entre as duas faces do cristal surge entao uma tensao elétrica,
cuja dependéncia em fungdo da pressao é dada pelo grafico abaixo. Se a tensao necessaria
para a ignicao é de 20 kV e a ponta atua numa area de 0,25 mm > sup > 2 mm, qual a
forca exercida pela ponta sobre o cristal?

3,0x10*

2,5x10%

2,0x10*

1,5x10*

Tenséo (V)

1,0x10°

5,0x10°

0,0
0.0 s50x10" 1,0x10* 1,5x10° 2,0x10® 2,5x10° 3,0x10°

Pressao (Nlmz)
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6 N3o substitui-las, cooperar com elas!

Os alunos estudam muito para suas provas e nos cursos de calculo existem
listas de exercicios que serao cobrados nas provas, logo essas listas determinam o que o

aluno vai estudar com mais afinco durante todo o curso.

Vejamos os tipos de exercicios sugeridos e cobrados nos cursos de calculo
desenvolvidos na Unicamp para analisar o preparo que os alunos estao tendo, o que eles

estao estudando e interpretar que tipo de formacao pretende-se dar a esses alunos.

Comecaremos tomando como referéncia um dos livros que é utilizado como
livro-texto nos cursos coordenados da Unicamp: Cdlculo volume 1 de James Stewart, 72

edigao de 2009, também em diversos cursos de engenharias de outras faculdades.

J& no capitulo 1 do livro cujo titulo é “Funcoes e modelos”, no item 2 “Modelos
matematicos: uma lista de fungdes essencias” podemos observar um fluxograma que nos
faz refletir sobre qual tipo de calculo é interessante aos estudantes, aos egressos dos cursos

de exatas, interessados em problemas reais que enfrentarao em sua vida profissional.

Formular Resalver Conclusoes Interpretar
—» # . —*
matemiticas

T Tastar

Modelo
matemético

Pensemos nas trés operacgoes que aparecem no fluxograma acima, que sao
formular, resolver e interpretar. No tempo em que vivemos hoje, o aumento da capaci-
dade das maquinas as deixam, cada dia mais competentes na operacao ‘resolver’ e que,
usualmente, envolve procedimentos repetitivos e mecanicos. Tal e qual as maquinas que
vieram substituir o esfor¢o fisico durante e apds a revolucao industrial, as maquinas de
agora estao substituindo muito do esforco intelectual nao criativo, que domina a operagao

‘resolver’.

Os cursos de calculo, nos tempos modernos, deveriam valorizar o tipo de
exercicio que envolve mais as operagoes ‘formular’ e ‘interpretar’, que incluem a montagem
do problema com escolha de variaveis e outras atividades tipicamente humanas, que exigem

criatividade e nao podem ser substituidas pelas maquinas.

Se escolhermos exercicios que apenas treinam o estudante na operagao ‘resolver’,
estaremos preparando-os para substituirem maquinas quando deveriamos prepara-los de
forma a complementar o trabalho delas, sem deixar de integrar corpo e mente. Neste
sentido, (WOLFRAM, 2019) (TED: Teaching kids real math with computers) enfatiza que

a matematica nao se resume apenas em calcular.
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Algo interessante sobre a intervencao das maquinas é que elas tendem a huma-

nizar o trabalho do humano que utiliza o calculo.

Ao contrario do que acontece, o ensino contemporaneo nao deveria estar centrado
apenas na operacao ‘resolver’, poderia focar um pouco mais na primeira operagao que é
‘formular’ e na terceira que é ‘interpretar’. Na maioria dos cursos atualmente ministrados
no Brasil dominam os exercicios que seriam facilmente resolvidos por maquinas, tipicos da

operacao ‘resolver’.

Esbogar graficos, por exemplo, desenvolve a habilidade artistica, mas nao é por
isso que devemos trabalhar s6 com esbogos manuais, uma vez que maquinas desenham
graficos com muito mais precisao e rapidez. Trabalhar apenas com o esbo¢o manual nos faz
perder um tempo que poderia ser utilizado para desenvolver outras habilidades também

necessarias.

H&a uma divisdo natural nas listas de exercicios de fim de capitulo nos livros-
texto que ja existem ha mais de 50 anos e ainda sao usados no site que acessamos da
Unicamp. Uma primeira parte com exercicios mecanicos, e uma segunda, com exercicios
que maquinas nao fazem, sendo que esses 1ltimos se subdividem em demonstragoes que sao
exercicios de formagao tedrica e exercicios de formacao pratica, que focam em montagem e
interpretacao. Esses, muitas vezes, trabalham com geometria, que os gregos classificavam
como um ramo da fisica, logo ja estao fazendo aplicagoes no mundo real, pois fazem uso
de angulos, distancias, posicao, etc,... Outros ainda fazem uso de elementos tedricos das
disciplinas que o aluno esta estudando (fisica e quimica, por exemplo), a0 mesmo tempo
em que cursa calculo, praticando a interdisciplinaridade, sem deixar a matematica isolada.
Essa pratica deixa claro para o aluno que, estando em um curso de engenharia, ele estuda
matematica para poder aplica-la em outras disciplinas, e que a Matematica esta ligada a

muitas outras areas do conhecimento, logo pode e deve ser utilizada como ferramenta.

Vamos pegar uma amostra para analisar como esta a disposicao da lista de

exercicios, e depois vamos fazer um paralelo com os que sao recomendados.

Para esta andlise optamos por observar o livro texto recomendado que é o
Stewart - 7% edicdo e vamos observar uma amostra de como estao dispostos os exercicios,

também no link <http://www2.ime.unicamp.br/~malll/exercicios-0#7a.edicao>.

Devemos lembrar que vamos observar com base em ‘formular’, ‘resolver’ e

o 9
interpretar’.
Problema Formular Modelo Resolver Conclusdes Interpretar Previsdes sobre
do mundo real > matemdtico matemdticas > o mundo real

T Testar

Processo de modelagem

Tomemos como exemplo o capitulo 3 do Stewart, que assim como os outros


http://www2.ime.unicamp.br/~ma111/exercicios-0#7a.edicao
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capitulos, comeca com uma bateria de exercicios para treino, em uma tentativa de se

mecanizar o processo, focada na operagao ‘resolver’. Ao final da pagina 164, temos:

m Exercicios

1. (a) Como € definido o nimero e? 9. glx)= 241 — 2%) 10 hlx) = (x — 2)(2x + 3)
(b) Use uma calculadora para estimar os valores dos limites

. y=x2A 12 B(y) =cy™*
. 2,7 -1 . 2.8 — 1
im——- e im——— 12 : )
a0 h A0 h 12 A(s) = o 1M,y =y — y2
com precisiio até a segunda casa decimal. O que vocé pode con- g
cluir sobre o valor de e? 15. R(a) = (Ga + 1) 16. h(t) = ¥i — 4¢*
2. (a) Esboce, & mio, o grifico da funcio f(x) = e*, prestando par-
ticular atengiio em como o grifico cruza o eixo y. Que fato lhe 1. 5(p)=Jp — p By=yx@x-1

permite fazer isso?

(b) Que tipos de fungdes sio f(x) = ¢* e g(x) = x* 7 Compare as 19 y =3¢ + :_ 20. S(R) = 4mwR?
formulas de derivagio para fe g. WM
(c) QL{laI das fungdes da parte (b) cresce mais rapidamente quando 2. hx) = Au’ + Bu® + Cu 2 y= Jx ;l— x
x ¢ grande? x*
3-32 Derive a funciio. L2 AL G
By="-—"F7—— 2. =2u + 3u
3 f(v) = 1865 1 flx) =30 Y Jx =g e
B f(x)=3x—1 6. Flx)= —4x" 25 j(x) = x4+ 2™ 2. k(r)=e +r°
. fx)=x’—-4x+6 8 f@)=14r —25 +67 21 H) =(x +x7") 28 }-‘=ae"+£+ £
v

-
2

v

Com exce¢ao dos dois primeiros exercicios que sdo bem interessantes, todos os

demais visam a operacao ‘resolver’.

Seguindo na nossa observacao, vamos até a pagina 178, onde se inicia o item

3.3, e podemos observar que os primeiros exercicios sado todos do tipo mecanico:

Exercicios
1-16 Denive.
1. flx) =3x> - 2cosx 2 f(x) = Jx senx
3 f(x) =senx + %cotgx 4 y=2secx — cossecx
5. glf) =1t cost 6. gl =4sect+tgr

1. h(f) = cossec® + e cotg® 8 y=e"(cosu + cu)

x
9 y= 2—7&1‘ 10. y = senfl cos#
sec i cos X
n fig) =—— 12.y=———
1(6) 1 + sec# ) I —senx
3. }_zzsenz TRV Il — secx
1+1¢ tg x
15, f(x) = xe® cossecx 16. y =x’senx tgx

Dentre estes exercicios recomendados pelos professores dos cursos integrados,

podemos observar que os de niimeros 5, 8 e 12 seriam facilmente resolvidos por maquinas.

Certamente alguns desses exercicios devem ser feitos pelos alunos para que se

sintam mais familiarizados com o processo de ‘resolver’. Mas o que pontuamos aqui é sobre
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o tempo que o aluno se dedica a esse tipo de exercicio devido & sua quantidade, deixando
de desenvolver suas habilidades por meio de exercicios do tipo ‘formular’ e ‘interpretar’,

que trazem muito mais sentido a sua formacao.

Seguindo em nossa analise de exercicios indicados, temos:

17. Demonstre que =% (cossec x) = —cossec x cotg x.
x
d

18. Demonstre que e (sec x) = sec x tg x.
x

d 5
19. Demonstre que = (cotg x) = —cossecx.

d

20. Demonstre, pela definigiio de derivada, que se f(x) = cos x, en-
tio f'(x) = —sen x.
21-21 Encontre uma equacio da reta tangente a curva no ponto dado.

A y=secx, (w/3.2) 2 y=e"cosx, (0,1)

B y=cosx —senx, (m—1) W y=x+tgx, (mm

Nesse trecho da lista, temos quatro exercicios de demonstragao que contempla-
riam a terceira passagem, sendo que inicialmente foi escolhido o 19 para que os alunos
tenham contato com a interpretagao. Depois, neste trecho ainda é escolhido o exercicio 24

que novamente ¢ mecanizado, pois para encontrar a reta tangente é s6 derivar.

Seguindo para o préximo trecho, temos:

25. (a) Encontre uma equaciio da reta tangente i curva y = 2x senx
no ponto (7/2, ).
(b) Tlustre a parte (a) fazendo o grifico da curva e da tangente na
mesma tela.
26. (a) Encontre uma equacio da reta tangente a curva
v = 3x + 6cos x no ponto (7/3, m + 3).
(b) ustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
21. (a) Se f{x) = sec x — x, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta para a parte (a) € razodvel fazendo
os grificos de fe f' para | x| < w/2.
28. (a) Se f(x) =e*cosx, encontre f'(x)e f"(x).
(b) Verifique que suas respostas para a parte (a) siio razodveis fa-
zendo os graficosde f. f e f".

29. Se HIB) = 8 sen . encontre H'(#) e H"(A).
30. Sef(t) = cossec t, encontre f"(7/6).
31. (a) Use a Regra do Quociente para derivar a funciio
) tgx — 1
sec x

{(b) Simplifique a expressiio para f(x) escrevendo-a em termos de
Sen X e cos X e, entiio, encontre f'(x).
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Neste trecho de exercicios, o exercicio 30 foi o escolhido para os alunos resolve-
rem. Novamente mais um exercicio que seria facilmente resolvido por uma maquina, pois

somente teriamos que fazer a segunda derivada e aplica-la no ponto.

Seguindo para o préximo trecho, temos:

19-50 Encontre a derivada dada, encontrando as primeiras derivadas
e observando o padrio que ocorre.

9 35

d
19, F(sen x) B0, F[x sen x)

Aqui temos, como recomendado, o exercicio 49, um pouco mais elaborado, que
contempla a primeira passagem. O aluno tera que pensar um pouco mais para poder

‘formular’ sua resposta.

Seguindo na andlise, temos:

5. Um semicirculo com diametro PO estd sobre um triangulo 1sds-
celes POR para formar uma regido com um formato de sorvete,
conforme mostra a figura. Se A(#) € a drea do semicirculo e B(#)

¢ a drea do tridngulo, encontre

lim A6)
=0 B(H]

Ald)

Bi#)

10 cm 10 cm

R

55. A figura mostra um arco de circulo com comprimento s € uma
corda com comprimento d, ambos subentendidos por um angulo

central #. Encontre

3 e
lim —

#—=07 d

Esses dois exercicios sao interessantes, pois envolvem mais conceitos, e sao
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aqueles nos quais os alunos ficam efetivamente mais empenhados em buscar e analisar o

que ¢é necessario para resolvé-los.

Aqui vamos analisar mais um exemplo, seguindo no livro até a pagina 223,

onde temos o inicio do item 3.9 e, neste trecho encontramos:

m Exercicios
y

Se V for o volume de um cubo com aresta de comprimento x e, & 6. O raio de uma esfera estd aumentando a uma taxa de 4 mm/s.
medida que o tempo passa. o cubo se expandir, encontre dV/dt Quio rapido o volume estd aumentando quando o didametro for 80
em termos de dx/dr. mm?
2. (a) Se A € adrea de um circulo com raio r e o circulo se expande 1. Suponhay = /2x + |, ondex e y sdo funcoes de 1.
4 medida que o tempo passa, encontre dA/dt em termos de (a) Se dx/dt = 3. encontre dy/dt quando x = 4.
dr/dt. (b) Se dy/dt = 5. encontre dx/dt quando x = 12.
(b) Suponha que petrdleo vaze por uma ruptura de um petroleiro e 8. Suponhadx® + 0y = 36, onde x e y sio funcdes de 7.

espalhe-se em um padriio circular. Se o raio do petréleo derra-
mado crescer a uma taxa constante de 1 m/s, quio répido a drea
do vazamento estd crescendo quando o raio € igual a 30 m?

(a) Se dy/dt = 3. encontre dx/dt quandox = 2 ey =3./5.
(b) Se dx/dr = 3, encontre dy /dt quando x = —2 e y =3./5.

3. Cada lado de um quadrado estd aumentado a uma taxa de 6 cm/s. 9. Se x* +y*+ 2" =0, dx/dr = 5 e dy/dt = 4. encontre dz/dt
A que taxa a drea do quadrado estd aumentando quando a drea do quando (x,y, 2) = (2,2, 1).
quadrado for 16 em?? 10. Uma particula estd se movimentando ao longo de uma hipérbole
xy = 8. Quando atinge o ponto (4, 2), a coordenada y estd de-

4. O comprimento de um retangulo estd aumentando a uma taxa de ;
crescendo a uma taxa de 3 cm/s. Quio rdpido a coordenada x do

8 cm/s e sua largura esti aumentando numa taxa de 3 cm/s.
Quando o comprimento for 20 ¢m e a largura for 10 cm, quiio ré-
pido a drea do retingulo estd aumentando?

ponto estd variando nesse momento?
11-14
(a) Quais sio as quantidades dadas no problema?
(b) Qual € a incognita?
(c) Faca um desenho da situagiio para qualquer instante .

5. Um tanque cilindrico com raio de 5 m estd sendo enchido com
dgua a uma taxa de 3 m’/min. Quio ripido a altura da dgua estd
aumentando?

Poderiamos considerar a maioria dos exercicios desse bloco como atividades
contextualizadas com o mundo real, pois podem ser problemas que encontrariamos em
nosso dia a dia. Logo, para resolvé-los o aluno teria que formular um modelo matematico
e, a partir dele teria que tirar suas conclusdes matematicas para entender qual seria sua

previsao para aquela situacao no mundo real.

Contemplando todas as passagens descritas acima, seria muito interessante que
déssemos énfase para exercicios deste tipo, porém olhando as indicagoes nesse bloco temos
somente o exercicio nimero 1, todos os outros 9 que poderiam ser explorados nao sao
referenciados, assim perdendo a oportunidade de realizar uma transposi¢ado para o mundo

real.

Para o préximo bloco de atividades, é indicado o exercicio 14, mas é importante

observar que devemos resolver os itens a até e.
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transigao.

n.

12.

13.

14.

(d) Escreva uma equacio que relacione as quantidades.
(e) Termine a resolugio do problema.

Um aviiio voa honzontalmente a uma altitude de 2 km, a 800 km/h,
e passa diretamente sobre uma estacio de radar. Encontre a taxa
segundo a qual a distancia entre o avido e a estagido aumenta
quando ele estd a 3 km além da estaciio.

Se uma bola de neve derrete de forma que a drea de sua superfi-
cie decresce a uma taxa de 1 cm*/min, encontre a taxa segundo a
qual o diametro decresce quando o didmetro € 10 cm.

Uma luz de rua € colocada no topo de um poste de 6 metros de
altura. Um homem com 2 m de altura anda, afastando-se do
poste com velocidade de 1.5 m/s ao longo de uma trajetdria reta.
Com que velocidade se move a ponta de sua sombra quando ele
estd a 10 m do poste?

Ao meio-dia, o navio A estd a 150 km a oeste do navio B. O na-
vio A estd navegando para o leste a 35 km/h e o navio B estd na-
vegando para norte a 25 km/h. Quiio ripido a distincia entre os
navios estd variando as 16h7

Vamos resolver o exercicio 14 para entender quais pontos sao importantes nesta

a) Quais sao os dados do problema?

Temos 150 km, 35 km/h, 25 km/h e 16 h

b) Qual é a incognita?

A incognita é a variacdo com o tempo da distdncia entre os navios.

¢) Fazer um desenho da situacao para qualquer instante ¢?

Para entender, tomemos:

X

Y

z

é a distancia percorrida pelo navio A em km
¢é a distancia percorrida pelo navio B em km

¢ a distancia, em km, entre os navios A e B

t é o tempo em horas

Note que z, y e z dependem de ¢

d) Vamos escrever uma equagao que relacione as incégnitas?

22 = (v +y)* + (150)*
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Lembrando que o z é a medida da hipotenusa e podemos usar o teorema de Pitagoras

para escrever a relagao.
e) Terminando a resolugao.
Para finalizar temos que considerar o fato de que:

dx dy
35 km/h e o

25 km/h
7 5 km/

d
Queremos calcular d—i quandot =16 h-12h=4h

Para calcular o valor de z para t = 4 h, temos que observar que o navio A
percorreu x = 4 - 35 = 140 e que o navio B percorreu x = 4 - 25 = 100, sendo assim
usaremos nossa equagao:

22 = (z +y)? + (150)?
2% = (140 + 100)? + (150)?
2* = (240)* + (150)*

2% = 57600 + 22500
2% = 81000

z ~ 283
Vamos pegar a nossa equacao e deriva-la em relacao a t, entao:

22 = (z +y)* + (150)*

dz de dy
temos entao:
dz  (x+vy), de dy

7= ‘wta)

Utilizando as informagoes que temos:

dz (140 + 100)

o 2

dt 283 (35 +25)
dz

— ~ bl km/h
dt m/

Finalizando os cinco itens, podemos analisar e entender as passagens e quando

fazemos os itens a, b e ¢, estamos formulando o problema.

Nos dois ultimos itens, passamos para o processo de resolucao do exercicio,
porém depois de resolver os itens temos ainda que interpretar esse resultado para entender

como este problema nos ajudaria no mundo real.

Neste bloco de exercicios temos mais alguns indicados. Vejamos:
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15. Dois carros iniciam o movimento partindo de um mesmo ponto.
Um viaja para o sul a 30 km/h e o outro viaja para o oeste a 72
km/h. A qual taxa a distancia entre os carros estd aumentando duas
horas depois?

16. Um holofote sobre o solo ilumina uma parede 12 m distante
dele. Se um homem de 2 m de altura anda do holofote em dire-
¢do a parede a uma velocidade de 1.6 m/s, quio ripido o com-
primento de sua sombra diminu sobre a parede quando ele estd
a4 mdela?

17. Um homem comeca a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um
ponto P. Cinco minutos depois uma mulher comeca a andar para
osul a 1,6 m's de um ponto 200 m a leste de P. A que taxa as pes-
soas estio se distanciando 15 min apés a mulher comegar a andar?

18. Uma quadra de beisebol € um quadrado com um lado de 90 pés
(27,432 m). Um batedor atinge a bola e corre em diregiio a pri-
meira base com uma velocidade de 24 pés/s (7,3152 m/s).

{a) A que taxa decresce sua distancia da segunda base quando ele
estd a meio caminho da primeira base?

(b) A gue taxa aumenta sua distincia da terceira base no mesmo
momento?

Nesta série, em que foi indicado o exercicio 16, todos seriam boas escolhas para
contemplarmos as passagens, enquanto que somente o 18 estaria pronto para a parte da

analise.

A partir daqui vejamos somente os indicados deste bloco, pois entendo que a

maioria contempla todas as passagens.

24. Um cocho tem 6 m de comprimento, e suas extremidades tém a
forma de triangulos 1s6sceles com 1 m de base e 50 cm de altura.
Se o cocho for preenchido com dgua a uma taxa de 1.2 m*/min,
quiio ripido o nivel da dgua estard subindo quando ela tiver 30 cm
de profundidade?
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27. Uma esteira transportadora estd descarregando cascalho a uma
taxa de 3 m*/min, constituindo uma pilha na forma de cone com
o diametro da base e altura sempre igual. Quéo ripido a altura da
pilha cresce quando estd a 3 m de altura?

33. A Leide Boyle afirma que quando uma amostra de gds estd sendo
comprimida a uma temperatura constante, a pressio P e o volume
V satisfazem a equaciio PV = C, onde C ¢ uma constante. Supo-
nha que, em um certo momento, o volume seja de 600 cm’, a pres-
siio de 150 kPa, e a pressiio cres¢a a uma taxa de 20 kPa/min. A
que taxa esta decrescendo o volume nesse instante?

3. Se dois resistores com resisténcias R e Rz estio conectados em
paralelo, como na figura, entiio a resisténcia total R, medida em
ohms (£2). € dada por

1 |

|
s e + (A=

R R, Ra
Se R e R;estio aumentando a taxas de 0.3 (Ms e 0,2 {¥s, res-
pectivamente, quio rapido R estd variando quando R, = 80 {1l e

R, = 100 Q7

Um exercicio muito importante para o desenvolvimento das passagens, por
exemplo, é o de n° 33 da série apresentada acima, que possui uma abordagem interdisci-
plinar, pois ele utiliza conceitos de termodinamica; ja o exercicio 35 utiliza conceitos de
eletricidade, sendo ambas situagoes muito importantes que estimulam o aluno a explorar
outras areas. Estes sao exemplos de atividades que saem de problemas do mundo real para
que seja feita uma previsao, sendo tteis e tendo uma finalidade e uma aplicacao pratica, o

que leva o aluno a aprender.

Vamos entao fazer uma andlise percentual da segunda passagem: sao 56 exerci-

cios dos quais 38 sa0 mecanizados, entao, temos aproximadamente 68% deles que poderiam
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ter sido resolvidos por maquinas.

Vamos também fazer o calculo da porcentagem das indicacoes feitas pelo site
da disciplina: foram recomendados no trecho deste capitulo, 9 exercicios, dos quais 5
sdo mecanizados logo aproximadamente 55% sdo exercicios que podem ser resolvidos por

maquinas.

-

E importante pontuar para as disciplinas que fazem uso do calculo como
ferramenta, que os alunos estejam em um nivel bom de compreensao dos seus conceitos e
procedimentos. Se o calculo for aplicado, de forma desconexa, nada ird fazer sentido para

o aluno, que deveria ver os assuntos de forma correlacionada.

Matematica é mais do que fazer procedimentos e aplicar técnicas de resolucao.
Para exemplificar a importancia desse olhar que é necessario para a matematica do mundo
real, podemos argumentar citando Conrad Wolfram: “No mundo real, a mateméatica nao
é necessariamente feita por matemaéticos. Ela é feita por gedlogos, engenheiro, biélogos,
todo tipo de pessoa, modelagem e simulacao”. Nessa palestra, ele enfatiza que o uso de
maquinas no ensino tem como um dos beneficios mostrar ao aluno problemas do mundo
real, de resolugao mais complexa, ja na educagao basica, mas isso nao seria um problema,
porque as maquinas dao conta disso. Para o aluno ficaria a parte de equacionar e montar
o modelo matematico (para o computador resolver), depois tirar conclusoes e trazer essas

conclusoes de volta ao mundo real.



95

7 Curso de célculo para engenheiros

O engenheiro é o profissional responsavel por avangos e crescimento no nosso
pais de forma geral. Por definicdo, é a pessoa que projeta, responsavel por construir,
melhorando a qualidade de vida da populagao. Por este motivo, como professores, devemos
levar o nosso olhar para a formacao desse profissional que pode fazer toda a diferenca no

futuro do nosso pais.

O curso de graduagao para esse profissional deve focar em todas as ramificagoes
possiveis para torna-lo mais qualificado. Com a tecnologia disponivel nos dias de hoje,
podemos estudar e comparar a formacao desses profissionais pelo mundo todo. Um dos
lugares que mais chama a atenc¢ao nesse quesito é o MIT (Instituto de Tecnologia de
Massachusetts), localizado em Cambridge, EUA. A maior parte de suas escolas sao de
engenharia, correspondendo a 70% dos cursos de graduacao do Instituto e 45% dos alunos
de pés-graduacgio, com um corpo docente que gera mais de 50% das pesquisas patrocinadas
pelo Instituto. Esta instituicao é voltada as pesquisas cientificas de base forte e inovacao

tecnoldgica, e lidera ha décadas os principais rankings universitarios pelo mundo.

Podemos citar como exemplo, o ranking QS publicado pelo site Symonds
(SYMONDS, 2019) , que se baseia em 4 componentes:

» reputagdo académica;
e reputagdao do empregador;
 citacoes de pesquisa por artigo;

e indice Hirsch.

Podemos também citar os excelentes e expressivos resultados de seus ex-alunos
e professores como, por exemplo, Richard Feynmam (1918-1988), considerado o pai da
fisica quantica, além de centenas de vencedores de competi¢cdes importantes na area de

“...educar a préxima geracao de lideres de engenharia,

tecnologia. Eles tém como missao:
criar novos conhecimentos e servir a sociedade”. E, de fato, acompanhando as atividades
direcionadas para os alunos da instituicao, podemos observar que o foco é realmente formar
lideres que se destaquem na engenharia ou em outras areas, gerando conhecimentos cujo

objetivo é trazer beneficios para a sociedade.

Podemos observar, entao, a necessidade de buscar inspiragao em instituigoes
fora do Brasil devido as dificuldades que temos em nosso pais, pois o ensino superior

brasileiro tem vivido uma de suas maiores crises. O momento exige mudanca! Mas essa
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nao deve ser uma mudanca que elimine a possibilidade de que todo e qualquer estudante

brasileiro tem de transformar sua vida e mudar sua realidade através da educacao superior.

Devemos criticar o ensino superior sempre tendo como objetivo melhora-lo,
fundamentados nas melhores opinides possiveis... Algumas das opinides a se explorar sao
as dos professores das universidades publicas que acreditam, se preocupam com educagao
e analisam as modernas tendéncias de ensino, defendem a importancia de mudar essa
homogeneizagao das disciplinas iniciais da graduacgao, onde se ensina a mesma coisa para
um engenheiro, fisico, matemético ou quimico. Esses professores sao responsaveis pelas
disciplinas da graduagao, que juntas dao forma e “constroem” o tipico engenheiro brasileiro.
A partir da opinido e experiéncia deles saem, muitas vezes, criticas construtivas de como
seria possivel melhorar os cursos de engenharia no pais. Dessa forma, sera possivel construir

um Brasil melhor.

A histéria nos mostra que toda poténcia mundial se fez com uma educagao de
qualidade, este é um fato irrefutavel. Lendo sobre a missao do MIT, que inclui servir a
sociedade, e, juntamente com as criticas dos especialistas que conhecem a realidade do
nosso ensino superior, é possivel comecar a pensar de que forma, onde e como implantar e

aplicar em nosso pais os conceitos da instituicao americana.

Uma das partes criticas dentro de um curso de engenharia é o ensino de calculo.
E isso que nos motivou a analisar e comparar o ensino de célculo no MIT com o nosso, logo
temos um bom comego para tentar construir pequenas mudancas e observar os resultados.
E, para analisar, nada melhor do que olhar profundamente o curriculo em todos seus
aspectos, como foi construido, como é trabalhado, com qual enfoque e quais sao seus

objetivos.

Um dos principais pontos que se observa no curso aberto do MIT é o destaque
dado para a necessidade das aplica¢oes dos conceitos de célculo. Observando o programa do
curso, notamos um grupo de 4 blocos com 38 aulas de 50 minutos cada uma (ja discutimos
a divisao do contetido nas aulas em um capitulo anterior e neste momento queremos

discutir esse conteido de modo mais aprofundado).

Acompanhando as aulas, vemos que elas se iniciam com o estudo de inclinagéo,
velocidade e taxa de mudanca em derivadas. Em seguida, passa brevemente por limites
e continuidade e, tem, nesse ponto, sua maior diferenca com o ensino de calculo que se
aplica geralmente no Brasil, que gasta nesse assunto boa parte do tempo do curso, algo

préximo de dois tergos da quantidade de aulas.

Seguem com limites trigonométricos e ja partem para derivadas de produtos,
quocientes, seno, cosseno e regra da cadeia. Seguindo para derivadas de ordens maiores,
diferenciagao implicita, exponencial e logaritmos, diferenciagdo logaritmica e fungoes

hiperbodlicas. Nesse momento, entao, ¢ feita uma avaliacao desse primeiro bloco de assuntos.
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Na sequéncia, trabalham com aproximagoes lineares e quadraticas, esbogo de
curva, problemas de méaximos, taxas relacionadas, método de Newton, teorema do valor
médio, desigualdades, diferenciais, anti-derivativos e, ja ao fim desse segundo bloco, entram
em equagoes diferenciais separaveis (aula 16). E muito importante observar o enfoque dado
para o momento de se introduzir esse ultimo assunto: o aluno desse curso de calculo esta
tendo, ao mesmo tempo, aulas das disciplinas de fisica e quimica e, geralmente, fazendo
iniciacao cientifica, areas de ciéncias que usam o calculo como ferramenta para a solucao

de problemas.

Olhar de forma ampla para os cursos de engenharia é um bom modo de refletir
sobre a importancia da matematica na vida do engenheiro. Talvez este seja o ponto de
partida para repensar o curso de calculo nas graduagoes no Brasil. O professor respon-
savel por essa disciplina precisa reconhecer que seus alunos tém sonhos e a matematica
pode ajudé-los a concretizar esses sonhos. Enxergar a matematica como ferramenta é

fundamental!

Como construir um curso de cdlculo para engenheiros? Para responder a essa
pergunta, existem questoes que devem ser consideradas: O aluno tem que saber filosofar
em épsilons e deltas por quase um semestre? Ou ainda resolver equacoes diferenciais
decorando dezenas de técnicas? Ou ele precisa entender de fato o significado daquela
equagao especifica em uma situagao real? Quais subdivisdbes da matematica devem ser
destacadas e como devem ser abordadas? E até que ponto sao relevantes para determinados

cursos?

Esses questionamentos sao pertinentes quando se tenta responder a uma questao
mais abrangente: Que tipo de engenheiro queremos formar? Obviamente nao se pode
caminhar por todas as subdivisoes da matematica, entao quais critérios devemos usar para

selecionar o conteudo? Por que nao analisar a futura necessidade do aluno?

Um aluno que sonha ser engenheiro, obviamente gosta da matematica ligada
a realidade. Uma aplicagao interessante que pode servir como ponte de acesso sao as
equacoes diferenciais. Através de tais equagoes podemos construir a realidade em linguagem
matematica. O futuro engenheiro que desde o comego do curso de engenharia tem contato
com essas equagoes, sai em grande vantagem. Mas, em muitos cursos no Brasil, o calculo

nao é trabalhado dessa forma.

Em 1976, foi lancado no Brasil um livro, com o titulo O fracasso da matemdtica
moderna, no qual o autor Morris Kline comenta qual é o papel que a matematica ocupa
nas escolas, uma critica naquela época ao movimento da matematica moderna, destacando
a mecanizacao da algebra, que forcava os alunos a decorar e nao aprender matematica.

Kline fala na pagina 95 do livro:

A despeito das desvantagens no uso de simbolos, os textos de matematica moderna
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preferem emprega-los generosamente. E de suspeitar que assim fazem para dar um ar de pro-
fundidade a material simples e s6brio. Encontram-se até sentencas verbais “elucidadas por ex-

pressodes simbdlicas” como se simbolos esclarecessem palavras.
(KLINE, 1976)

Vamos tomar como referéncia os cursos de engenharia da Unicamp, que estao
entre os mais concorridos do Brasil, além de estarem sempre bem colocados nos rankings
nacionais. Logo, temos uma boa amostra para analisar. Na Unicamp, os alunos dos cursos
de engenharia somente tém acesso as equacoes diferenciais no curso de calculo III. Isso
¢é lamentavel pois esses alunos precisam de ferramentas matematicas desde o primeiro
semestre para acompanhar e entender as disciplinas basicas de sua grade curricular como
fisica e quimica, além de estarem aptos a comegar sua iniciagao cientifica. Portanto, a

forma como essa abordagem ¢ feita atualmente causa uma defasagem na aprendizagem.

No cenario internacional, muitos autores de livros-texto perceberam isso ja
hé algum tempo. Edwards e Penney (EDWARDS; PENNEY, 1997)(capitulo 6, item 5)
descrevem equagoes diferenciais de primeira ordem, equagoes separaveis e curvas solucao
supondo a equagao diferencial de forma bastante geométrica. Com esse conhecimento ja é
possivel discutir o crescimento de uma populacao e a lei de Torricelli ja trabalha exercicios

interessantes, inclusive com a clepsidra.

Leithold (capitulo 5, item 3) traz a importancia de introduzir-se conceitos
qualitativos sobre as equagoOes diferenciais, partindo de exemplos simples que sao as
antiderivagoes, o que facilita o entendimento do aluno, s6 que estudadas como equagoes
diferenciais. Ele discute as equacoes diferenciais e o movimento retilineo, entrando em
equagoes diferenciais com variaveis separaveis, em caracteristicas das equacoes diferenciais
nas quais as solugoes nao se cruzam em primeira ordem, familia de func¢oes dependentes
de um ou dois parametros e sobre como determinar a equagado do movimento resolvendo

uma equacao diferencial.

Quando Stewart (capitulo 3, item 11) discute fungao hiperbdlica, ji chama a
atencao para curvas como a catenaria ou, ainda, sobre o Teorema de Pappus que trata da

area de superficies (capitulo 8, item 3).

Nos livros dos autores citados anteriormente, as equagoes diferenciais separaveis
sao apresentadas ja no calculo I. Fica clara, em suas obras, a importancia de se estudar as
equagoes diferenciais o quanto antes. Esses livros sao utilizados como livros-texto nas aulas
de célculo, porém, os capitulos sobre equacoes diferenciais e aplicagdes com o mundo real,
que agucariam a vontade do aluno de engenharia de mergulhar no mundo da matematica,

muitas vezes sdo deixados de lado e nao sdo discutidos em aula.

Como pode um engenheiro se formar sem saber o que é uma catenaria? Ou
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uma clepsidra? A catenaria é a forma adotada por uma corrente flexivel submetida
apenas ao proprio peso, uma curva importantissima para a engenharia! Podemos citar
ainda as catenoides, figuras que sao geradas pela revolucao da catendria buscando uma
superficie minima. Essas curvas e figuras despertam a curiosidade do estudante, que até
entao conhecia apenas parabolas e precisa pér a mente em atividade para perceber que a

catendria e a parabola sao curvas distintas.

O famoso sabio italiano Galileu Galilei (1564-1642) se confundiu com um
problema por muitos anos, um dos mais famosos e dificeis da historia do calculo: encontrar
a equacao que represente a catendaria. Na verdade, esse é o grafico da funcao cosseno
hiperbdlico e a curva que representa essa fun¢ao pode ser notada a qualquer instante
andando pelas ruas ao observarmos uma corrente aberta suspensa pelas suas extremidades
ou, ainda, observando pontes e arcos, pois ¢ bastante utilizada na arquitetura e engenharia
por suas propriedades fisicas. Seu uso é vantajoso, pois sua forma concentra a menor

energia potencial possivel.

O inglés Robert Hooke (1635-1703) foi o primeiro a estudar a catenéria por
volta de 1670, mas foi mais tarde que o fisico holandés Christiaan Huygens (1629-1695)
demonstrou que essa curva nao poderia ser aproximada por uma parabola. Além de
Huygens, o matematico sui¢o Jakob Bernoulli (1655-1705) e o matemaético e filésofo alemao

Gottfried Leibniz (1646-1716) contribuiram para a construgao da equagio da catenaria.

E a clepsidra? O relégio de agua mais antigo do mundo teve que passar por
um longo processo de aprimoramento para corrigir o problema da precisao da medida, o
que foi realizado em conjunto por varias mentes ao longo dos tempos. A curva clepsidra é
uma cicloide que tem importante aplicacao na engenharia. Quando invertida, é a solugao
para o problema da braquistocrona devido ao fato de buscar qual trajetéria é percorrida
no menor tempo e nao a menor distancia entre dois pontos. Certamente é um assunto que

agucaria a curiosidade de qualquer aluno de engenharia.

E falando em caminhos podemos citar também as geodésicas que buscam o
trajeto mais curto, ou ainda o mais longo, entre dois pontos, mas agora considerando o
espaco tridimensional. E importante também considerar as oscilacdes nas resolucdes de
equagoes que descrevem movimentos ondulatérios. Quando for necessario o uso de fungoes
trigonométricas, podemos incluir o uso de fungoes hiperbdlicas que, as vezes, se encaixam

melhor na solucao do problema.

Podemos também descrever facilmente como exemplo uma situagao didatica
que comega com a lei de Torricelli e que, se for organizada com zelo, incentiva o aluno a se
interessar e acompanhar todo o desenvolvimento histérico da clepsidra, chegando até o
engenheiro do século 11T a.C., o grego Filo de Bizéncio. Ao contextualizar com a histéria,
o aluno engenheiro aprende como a tecnologia evoluiu através dos tempos e a importancia

das curvas nesse desenvolvimento.
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Se o interesse dos alunos for estimulado, eles podem ir até o Shopping Iguatemi
® (GITTON, 2019), na cidade de Sao Paulo, conhecer o Relégio de Agua, uma das mais
de 30 obras de arte espalhadas pelo mundo, projetado pelo fisico e artista francés Bernard

Gitton (n. 1935) para entender um pouco da histéria da tecnologia.

Os exemplos de curvas citados anteriormente tém um contexto histérico muito
importante, e um viés didatico! As equagoes diferenciais separaveis nao requerem uma
matematica muito sofisticada para sua resolucao e sao aproveitadas por diversos autores ja
no nivel de conteido de calculo I para estimular o contato do aluno com a realidade. Esse
tipo de enfoque evita que esse aluno apenas decore métodos e faca contas sem conseguir

estabelecer uma ligagdo da matéria estudada com o mundo real.

Se dentre as respostas para a pergunta: “Que tipo de engenheiro queremos
formar?” estiver a concepc¢ao de formar um profissional para impulsionar o desenvolvimento
da tecnologia do pais, ele deve necessariamente estar vinculado com a realidade. Por isso,
ha uma motivacao muito forte de seguir as tendéncias de ensino de célculo empregadas

nos cursos do MIT.

Nos cursos tradicionais de cédlculo, antes de se ensinar integral definida e
provar o Teorema Fundamental do Calculo, normalmente ja se fala para o aluno sobre
a antiderivacao, que é inverter a operacao de derivada. Nesse momento, ao se discutir
troca de variavel, seria adequado passar para o aluno a visao de que ele esta resolvendo
uma equagao diferencial, pois é exatamente a justificativa para se fazer a troca de varidvel
na integracao. Assim, abre-se espaco para a discussao sobre propriedades e unicidade de
solucao, dando condigoes aos alunos de entenderem com mais facilidade os conceitos dentro

da fisica e da engenharia por exemplo.

No curso do MIT, antes mesmo de técnicas de integracao, eles estudam antide-
rivagao, que é a inversao da operacao da derivada e isso é equacao diferencial, depois eles
estudam integral como soma de Riemann e em seguida provam o Teorema Fundamental do
Calculo. Como as equagoes diferenciais separaveis sao as mais simples, comegam por elas,

o que traz para dentro de seu curso de calculo I, a discussao sobre equacoes diferenciais.

Ainda no curso de cédlculo do MIT, os professores aproveitam rela¢gbes muito
comuns nas equacoes diferenciais separaveis, e mostram para o aluno que ele pode construir
equagoes com z em funcao de y e também y em funcao de x através de problemas que
descrevam situacoes da realidade. O aluno entende que uma situagdo nao é melhor que a
outra, mas apenas que existe uma relagdo entre as duas e constréi um modelo que melhor
se ajuste ao problema. Desse modo, o aluno desenvolve a habilidade de construir equagoes
que se adequam as necessidades do mundo real e adquire uma formacao com foco mais

técnico.

E necessario quebrar o paradigma que existe dentro dos cursos de célculo nas
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graduacoes, em um pais onde milhares de engenheiros sao formados todo ano. Esses jovens
possuem criatividade para desenvolver de tudo nas varias areas da engenharia, mas patinam
ao estudar cdlculo usando uma matemaética refinada demais para o momento presente e,

principalmente, sem terem de fato compreendido as suas aplica¢oes fundamentais.
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8 Engenheiro pratico e tempos do império

E pertinente pontuar sobre como a engenharia se desenvolveu pelo mundo
ao longo do tempo, devido ao que observamos em nosso pais. Criticas a respeito desse
assunto devem ser vistas com bons olhos, pois nosso objetivo é analisar o curso de calculo
dentro da graduagao em engenharia para entender e poder colaborar com sugestoes para a

construcao de um curriculo voltado para atender as reais necessidades dos alunos.

Quando observamos o perfil do engenheiro formado no Brasil, percebemos
um padrao muito comum (salvo alguns...) de “doutores de terno” que nao praticam a
engenharia no sentido préprio da palavra, mas sim, vislumbram carreiras que, na melhor
das possibilidades, garantem boas posi¢oes de geréncia em grandes empresas multinacionais,
cuja fungao é pensar em qual seria a melhor estratégia para vender cada vez mais produtos

planejados e construidos fora do pais.

O caminhar da engenharia pode e deve ser observado por quem de fato quer se
tornar um engenheiro... Vamos refletir sobre aquele profissional com multi-habilidades,
com visao para a resolugao de problemas em muitas areas que, por exemplo, vai até a sua
residéncia e, durante a instalacao de algum produto novo, depara-se com um problema
real. Um imprevisto que o impede de concluir a instalacao! Ele precisa resolvé-lo e nem
sempre a informagao que consta nos manuais de instalacao cabe naquela situacao. Esse é
o engenheiro pratico! Aquele que, sem ter um diploma, resolve e adéqua o produto a sua
necessidade, aquele que se “formou” na vida com os anos de experiéncia que adquiriu por
resolver intimeras situagoes reais no dia a dia de sua profissao. Esse engenheiro pratico
acaba sendo desvalorizado em nosso pais pela sua falta de diploma, mas o fato curioso é
que, muitas vezes, um portador de diploma nao tem as mesmas habilidades adquiridas
pelo engenheiro pratico, que conquistou seu conhecimento no desempenho das tarefas
do dia a dia. Muitas vezes, esse profissional, pela pouca remuneracao e quase nenhum

reconhecimento, na primeira oportunidade, abandona a profissao.

O exemplo citado é muito comum e muitas pessoas ja tiveram contato com
esse tipo de profissional. Entao por que nao fazer a juncao dos dois tipos de engenheiros?
Podemos e devemos dar conhecimento cientifico ao engenheiro pratico e, ao mesmo tempo,
trazer para dentro do curso de engenharia situagoes como as que o engenheiro pratico
vive no seu dia a dia para, assim, proporcionar momentos em que o aluno do curso de
engenharia possa desenvolver tais habilidades, que serao muito tteis para a construgao de

sua carreira.

Seria muito interessante que os alunos do curso de engenharia percebessem, em

cada disciplina, um item a mais a ser colocado em sua “maleta de ferramentas”, maleta
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essa que ele vai carregar consigo durante toda sua carreira. Assim, ele tera confianga para
desbravar todo o tipo de situagoes, inclusive as atipicas que também sao pertinentes ao

dia a dia do trabalho de um engenheiro.

Se consultarmos a etimologia da palavra engenheiro oriunda do latim ingenium
veremos que ela significa: natureza, talento nativo, habilidade, e com isso podemos perceber
que aquele profissional sem diploma é o engenheiro de fato. Mas se comparamos e analisamos
esse profissional no contexto atual, no maximo, podemos enquadra-lo como sendo um

“etnoengenheiro”, ou seja, aquele que trabalha com a “engenharia” do dia a dia.

E necesséria essa vivéncia pratica em sala de aula nos cursos de engenharia, pois,
com toda criatividade que é propria do brasileiro, deveriamos ser a nacao das invengoes!
Porém, falta-nos uma grande quantidade de engenheiros que colocam a mao na massa,
que inventam, que fazem e que constroem. Sendo 1til pensar dessa forma, vamos levar a
“etnoengenharia” para dentro das salas de aula. Fazer a juncao desses dois mundos que,
com certeza, se complementam, resultaria em uma revolugao nos cursos de engenharia, o

que traria diversos beneficios.

O calculo é uma ferramenta fundamental dentro da “maleta”, talvez a mais
importante delas, da qual infelizmente muito poucos sabem fazer uso. E lamentavel que a

mais preciosa das ferramentas de um engenheiro esteja fora do seu alcance!

Ao conversar com alunos do curso de engenharia, sempre ouvimos que, na
opiniao deles, “se livraram do calculo”, o qual muitos afirmam nao ter utilidade em sua
vida profissional. Os alunos de engenharia que conseguem de fato enxergar o calculo
como sendo uma ferramenta e conseguem se aliar a ele, se tornam casos de sucesso, mas
geralmente bem longe do nosso pais. Muitos deles migram para paises que valorizam esse
conhecimento precioso que é o calculo e que, principalmente, abre muitas portas para
os profissionais que sabem uséd-lo. Existem algumas situagoes especificas, casos discretos
de sucesso. Esses poucos casos (pensando proporcionalmente, pela quantidade de alunos
formados anualmente), sdo muito talentosos e se destacam, sendo entdo convidados para de
fato “serem engenheiros” em outros paises, deixando a grande possibilidade de crescimento
do nosso pais. O Brasil, que poderia ser uma tao sonhada poténcia, termina por “perder
cérebros” e dar lugar ao crescimento dos paises que valorizam o conhecimento cientifico
agregado ao investimento em educacao de qualidade e oportunidade para todos. E esses
profissionais vao embora felizes, vendo uma grande oportunidade nos paises onde recebem
condigoes para que desenvolvam suas habilidades e realizem seus sonhos na engenharia.
Como professores, acompanhamos isso ano apés ano. Na verdade, em nosso Brasil, o
sin6nimo de sucesso € ir para outro pais, é senso comum que fora daqui as oportunidades
abundam e a chance de crescer profissionalmente é imensamente maior. E como podemos
fazer para mudar esse senso comum? Como mudar uma cultura de anos? Como reestruturar

todo um padrao de cursos de muitas décadas?
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Recorrer a histéria sempre pode ajudar a entender o que acontece nos dias de
hoje. Visitando o livro de Jorge Caldeira, Maud, empresario do império, percebemos que
todos a sua volta olhavam com estranheza o seu enriquecimento; naquela sociedade era

inadmissivel que alguém pudesse enriquecer apenas com o seu trabalho.

Trazendo esse fato para os dias de hoje, podemos perceber que o sucesso é
sempre associado as pessoas que ganham muito para, muitas vezes, ficarem dentro de salas
com ar-condicionado e pouco trabalho. Desde os tempos do império, o engenheiro pratico

nao era valorizado.

Retornando ao livro citado, podemos observar também que o Barao de Maua
tinha regras segundo as quais nao dava emprego a parentes e valorizava a competéncia
de seus funcionarios. Valores que sao muitos solidos em sociedades que se tornaram
verdadeiras poténcias, mas por aqui nao faziam muito sucesso na época, e cujos resquicios
atingem até hoje a nossa sociedade. E muito comum em nosso pais casos de sucesso
atrelados a sobrenomes de familias tradicionais e o habito de manter o poder e riqueza nas
mesmas familias ao longo de geragoes. As famosas perguntas: Vocé é filho de quem? Ou
ainda: Sabe com quem estd falando? Condenam nossa sociedade ha séculos, atrapalhando

profundamente o crescimento e a solidez do nosso pais.

Observando novamente o livro, podemos destacar que o Bardao de Maua esti-
mulava a libertagao dos escravos, que na verdade era quem construia a riqueza de seus
senhores. Ele trazia consigo o conhecimento e a cultura sobre a situacao absurda que
era manter pessoas escravas de outras pessoas. Além do lado negativo que certamente
podemos destacar no periodo da escravidao, o fato do Brasil ter sido um dos ultimos paises
a aboli-la atrasou demais a nossa sociedade. O modelo que se tinha de riqueza no Brasil
era de casa-grande e senzala, deixando claro que trabalho era fungao dos desafortunados,
daqueles que nasceram como escravos. Como evoluir uma sociedade que nao reestrutura
suas raizes? Esse modelo estd enraizado e, dificilmente vai mudar, se nao nos debrugarmos

sobre nossa histéria para entender e corrigir essa cultura equivocada que construimos.

Sendo assim, novamente nos perguntamos... Como mudamos? Como nos corri-
gir? Como alterar toda a sociedade de um pais com dimensoes continentais? Se formos
mais profundamente na historia, temos que a origem da palavra trabalho, vem do latim
tripalium, que era um instrumento de tortura formado por trés paus, que servia para
estripar os torturados. Podemos observar que nem mesmo a origem da palavra trabalho
nos ajuda, desde sempre associado a situacoes que, com certeza, ninguém gostaria de

passar.

Mas até quando esse conceito associado ao trabalho como algo ruim vai se
manter? Devemos decreta-lo como continuo e inalterado? Apesar de ser um conceito
histérico, outras nagdes sofreram influéncias que ressignificaram os conceitos sobre o

trabalho e, ao longo dos séculos, foram mudando a construcao de seus valores. Neste ponto,



Capitulo 8. FEngenheiro prdtico e tempos do império 65

vale ressaltar pensadores como o alemao Max Weber (1864-1920) que, em seus escritos,
destaca o valor do trabalho. O calvinismo também que teve um papel importantissimo
nessa alteracao e construcao de valores, em conjunto com as ideias de Martinho Lutero
(1483-1546), cujas publicagoes foram de grande importancia para toda a ressignificagao do
trabalho.

Retomando o livro de Caldeira e olhando com atencao o capitulo 21, “E o
imperador se curvou”, podemos perceber que na festa de inauguracao organizada com toda
a pompa para a elite local, o objetivo era enaltecer o trabalho, mas se tornou claramente
um problema no momento que Maua entregou ao imperador Dom Pedro II uma pa de
prata fazendo-o escavar a terra e despeja-la num carrinho de jacaranda incrustado de prata,
isso porque, na sociedade daquela época, trabalhar era uma tarefa dos desafortunados e
malnascidos. E o Barao ainda insistiu que muitos outros convidados importantes também
o fizessem. Quando o carrinho estava cheio, convidou o imperador para carrega-lo até a
descarga da terra e, puxando vivas ao imperador, a imperatriz, a constituicao do império
e a nagao brasileira, real¢cou o significado do gesto deixando como plateia os operarios
contratados para trabalhar na obra. “Irineu, o homem com a fé nos simbolos dos macons,
exultava: todo o poder de uma sociedade escravocrata que desprezava solenemente o
trabalho curvava humildemente a espinha ante seu valor.” Naquele momento, o que ficou
na mente de muitos dos presentes era como acabar com os devaneios tidos como perigosos

de alguém que nao sabia diferenciar o lugar de trabalhadores e dirigentes no mundo?

E é impressionante como essa influéncia se reflete nos dias de hoje, na formacao
do engenheiro no Brasil. Formamos um engenheiro que nao é um construtor, muitas vezes

¢ graduado, mas nao tem base pratica para construir.

Apesar de poder sofrer criticas por colocar uma visao romantica das coisas, é
de se acalentar quando vemos em materiais construidos em momentos de sofrimento e
decepcao, como o feito por Irineu Evangelista de Sousa em sua publicagao pos faléncia:
“Exposi¢ao do visconde de Maud aos credores de Maua & Cia. e ao piblico.” Mesmo depois
de tanta luta e tantas injusticas, conseguiu registrar frases de esperanca como “E oxala
que nas reformas que se apregoam como necessarias ao bem-estar social de nossa Patria,
nao se esquecam os que acharem na frente da governacao do Estado que TRABALHO e
INTERESSES ECONOMICOS do pais sao mais que dignos da protecido e amparo a que

tém direito.”
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9 V ERMAC - 2018 & CNMAC - 2019

No ano de 2018 tivemos a oportunidade de apresentar nosso primeiro trabalho
em um congresso regional o V-ERMAC (PERES; PERES; SOUZA, 2018), Encontro
Regional de Matematica Aplicada e Computacional na UFAL, sempre com a perspectiva
de compartilhar ideias de atividades que facilitem a aprendizagem de célculo com auxilio

da tecnologia.

O tema proposto é pertinente para alunos que iniciam o curso de calculo. A
atividade inicia falando sobre a possivel colisdo da Terra com um cometa, visto que as
consequéncias seriam catastroficas, por esse motivo a comunidade internacional rastreia
os NEO’s que sao os objetos extraterrestres proximos ao nosso planeta, que intersetam a

Orbita da Terra.

Apoés essa introdugao fez-se a proposta de uma atividade (possivel colisdo da
Terra com um cometa) de forma motivadora fazendo uso de tecnologia para alunos do
curso de calculo, usando coordenadas polares e utilizando como ferramenta principal o
software Wolfram Mathematica ilustrado com graficos. Além disso, foi feita a demonstragao
da segunda Lei de Kepler e a construcao do hoddgrafo, uma maneira diferente de pensar

sobre trajetoéria.

O que se espera de um aluno de ensino superior é que atinja um nivel matematico
avancado, o que vem a ser muito dificil, e para tanto podemos utilizar ferramentas

computacionais como facilitadoras.

Essa experiéncia trouxe motivagao a continuar buscando momentos de trocas
com profissionais da drea, sendo que no ano seguinte foi feita apresentacdo no CNMAC

(PERES, 2020).

O congresso nacional de Matemética Aplicada e Computacional (CNMAC),
que acontece anualmente, tem observado e estado atento as mudancas e cobrancas que se
fazem necessarias na area de ensino de matematica. Desse modo, tem ditado tendéncias,
nao apenas nos avangos em matematica aplicada, mas também em inovagdes como, por
exemplo, ao organizar o primeiro encontro de professores de matematica aplicada para

discutir novos rumos para o ensino.

O ensino de matematica precisa de uma atencao especial hé anos. Necessita ser
discutido, pensado e avaliado e, portanto, ¢ necessario abrir espaco para ele em congressos
e publicagoes da area. Esse evento dentro do CNMAC é um passo muito importante, pois
traz visibilidade e abertura para as discussoes, possibilitando a troca de ideias com objetivo

de ampliar essa linha de pesquisa. Como podemos melhorar os indices de aprendizagem de
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matematica sem debater o ensino de matemaética?

Estratégias de sucesso no ensino da matematica precisam ser compartilhadas
sendo que um congresso é o melhor lugar para essa discussao. Ja no primeiro dia de evento
houve uma mesa redonda tratando do tema divulgagao cientifica (MARCONI; LAKATOS,
2003) (tema nunca antes tratado no CNMAC) que destacou a necessidade e também a
dificuldade em divulgar, de forma correta, o trabalho cientifico para a comunidade nao

cientifica.

Vivemos em um momento em que todos tem acesso a informacao, mas apesar
dessa disponibilidade, o desentendimento e a desinformagao também estao crescendo. Mais
do que nunca, aprender a ler e interpretar textos, tabelas e graficos matematicos foi tao
importante. Trabalhos cientificos sdo produzidos em grande quantidade todos os dias, mas
nao chegam até a grande massa da populacao. Informacgao de qualidade e conhecimento
facilitam e otimizam a vida de qualquer pessoa, de modo que é necessario discutir formas

de como inserir esses trabalhos cientificos no cotidiano da comunidade nao cientifica.

Nesse congresso foi ainda discutido que, mesmo em algumas situagoes nas quais
essa divulgacao nao é feita da melhor forma sob o olhar cientifico, ainda assim é importante
explorar e ampliar canais de comunicagao da sociedade com a comunidade cientifica.
As redes sociais, muitas vezes criticadas pela elite académica, podem ser consideradas
excelentes aliadas para esse fim. Hoje em dia ha um fato tangivel: muitas pessoas passam
o dia “penduradas” em redes sociais, perdendo seu tempo com coisas sem utilidade. Se a
comunidade cientifica se unisse para divulgar seus trabalhos em linguagem mais acessivel,
e bombardeasse as redes sociais com informacoes 1teis para a sociedade, seria uma 6tima

maneira de comegar uma mudanca nesse sentido.

Quando pensamos nas linhas de pesquisas direcionadas ao ensino de matematica,
um dos pontos que merece destaque € o de buscar discutir conceitos de maneira simples,
agradavel e até divertida, o que eliminaria a necessidade de se chatear, aborrecer ou mesmo
ter que sofrer para aprender. Ja existem alguns trabalhos realizados nesse sentido, mas é
um movimento ainda bem discreto. E necessdrio um movimento muito maior para mudar

esse paradigma da educagdo em geral e, principalmente, da matematica.

Nessa mesma mesa redonda foram trazidos, ainda, exemplos bem-sucedidos e
outros nem tanto, mas que ainda assim merecem ser discutidos e analisados. Foi destacada
a necessidade de divulgar para toda populacdo a evolucdo dos trabalhos cientificos. E
importante que toda populacao tenha acesso ao que é produzido nas universidades susten-
tadas pelos impostos pagos por todos. Isso evita movimentos que diminuem o prestigio
das universidades. Essa necessidade foi destacada e também foi discutida a sugestao de

esforcos na divulgacao para quem esta fora dessa comunidade cientifica.

Os governos federal e estadual tém diminuido ano a ano o repasse para as uni-
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versidades publicas, embasados erroneamente na fragilidade de grande parte da populagao,
que paga pelo desenvolvimento da ciéncia através de impostos e nao tem acesso de forma
direta ao retorno do resultado das pesquisas. Devido a falta de conhecimento e cultura,
esse publico, muitas vezes, ndo entende o que obtém de forma indireta e ndo compreende o
que a ciéncia traz de contribuicao para a qualidade de vida de todos. Infelizmente, trata-se
da maioria da populacao, que de fato nao consegue usufruir desses beneficios, deixando
espaco para politicos da pior espécie que se aproveitam da fragilidade cultural da grande

maioria da sociedade para angariar votos com mentiras e promessas descabidas.

Apesar de o governo cobrar retorno por parte dos académicos de forma total-
mente indevida, devemos refletir que se houvesse uma conscientizacao e campanha nacional
focada em um relacionamento respeitoso e transparente sobre as pesquisas desenvolvidas
para com a sociedade que as mantém, nao teriamos chegado a esse ponto. O resultado
desse processo equivocado é que parece ser senso comum que a universidade publica é
um lugar onde pouco se faz e muito se gasta. Isso é fruto de anos sem dialogo, de uma
sociedade sem informacao sobre as joias que existem dentro de suas universidades, junto
a um governo com interesse em decretar o fim das universidades publicas e exterminar

qualquer chance do equilibrio social de um pais.

O CNMAC trouxe para a pauta esse assunto que se faz tao necessario, e pede
que a comunidade cientifica se mova e reaja, fazendo a diferenca inclusive com a criacao e
participacao em congressos e com a ocupacao de todos os espagos possiveis. Se o objetivo
é refletir e trazer olhares e sugestoes, sob a 6tica do meu trabalho, deixo aqui minha

reflexdo...

As vezes, por pressao do governo, ou ainda, por ndo conseguir perceber o 6bvio,
procuramos respostas até milagrosas sobre como resolver problemas. E natural em uma
comunidade que estava de certa forma acomodada, e que nao tinha cobrancas nessas

proporcoes, desesperar-se e nao olhar para o proprio umbigo.

Mas, para que haja de fato uma mudanca significativa, podemos sugerir que
cada professor que enxerga essa necessidade e que esta dentro de uma sala conduzindo
sua aula em um curso de graduacao diante de, geralmente, 50, 100, as vezes, 150 alunos,
como sao os casos de turmas em universidades ptblicas, que ele faca um /link com o mundo
real para que o aluno possa sair dessa aula com ideias, com mais vontade de aprender e,
principalmente, de fazer a diferenca na sociedade. Esse aluno, que ainda vai entrar para
o mundo cientifico (por estar iniciando sua graduagao), é a melhor opcao para fazer a
ponte entre os “mundos”. Mas antes da transformacao acontecer, antes de fazer parte
da comunidade cientifica, o aluno é uma pessoa advinda dessa sociedade leiga, da qual
falamos anteriormente, e a qual temos intencao de atingir. Se esse aluno perceber logo de
inicio a aplicabilidade dos contetidos e conceitos que estuda em seu curso de graduacao,

certamente vai compartilhar esses assuntos com sua familia e amigos, mesmo que de forma
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indireta, pois, se ele entende facilmente, ele ira falar de modo simples sobre assuntos que

agora sao parte do seu cotidiano.

Esse é um trabalho de formiguinha sim, mas um congresso nacional é um 6timo
lugar para essas formiguinhas se unirem, organizarem-se para juntas fazer a diferenga que
tanto almejamos, e esse pequeno ato ja melhoraria os resultados dessa triste realidade que

temos, por exemplo, de pessoas que acreditam que a Terra é planal

Imagine um aluno recém matriculado em um curso de engenharia, com toda a
euforia que é propria da idade, e com os sonhos que todos nés tivemos um dia quando
estdvamos no primeiro semestre de nosso curso, e ja nos primeiros meses de aula enxerga,
junto com muitos dos conceitos que aprende na teoria, a sua aplicabilidade no dia a
dia. O quanto nao usaria esse seu encantamento para divulgar seu novo conhecimento
a todos ao seu redor... Ha davidas sobre isso? Sem contar o quanto ele ficaria cada vez
mais empolgado com o curso que escolheu, diminuindo as incertezas tao comuns desse
inicio de vida académica. Quantas novas ideias surgiriam em sua cabeca direcionadas para
construgdes, projetos a desenvolver, busca por comegar uma iniciagdo cientifica dentro das
areas de real interesse. O quanto isso nao resultaria em projetos uteis para a sociedade, o
que motivaria cada vez mais manchetes de jornais e toda forma de midia. O resultado seria
uma sociedade satisfeita e orgulhosa de seu pais que, naturalmente, nao sentiria mais a
necessidade de cobrar das universidades o dinheiro ali aplicado, pois enxergaria claramente
todo o ciclo de formagao de conhecimento. Ao final do processo, teriamos o alavancamento

da ciéncia e da tecnologia, e o retorno que isso traria para o PIB do Brasil.

Uma das consequéncias mais importantes seria a reducao gradativa dos cinturdes
de pobreza que cercam os grandes centros, pois eles sao diretamente proporcionais a falta de
estudo e conhecimento, a ignorancia no sentido proprio da palavra. A falta de conhecimento
e de oportunidades é uma situagao que poderia ser mudada se conseguirmos inserir a

ciéncia, e tudo que ela produz, nos lugares que mais necessitam.

Somos um pais jovem em comparac¢ao com o resto do mundo, temos muito a
construir e aprender, entdo devemos aproveitar todo o potencial oferecido pelo nosso pais,
quer seja pela sua natureza privilegiada, quer seja pela forca e garra do povo brasileiro,

tao conhecida por todos que aqui habitam.

A inovagao ocorrida durante o CNMAC trouxe uma semana de oportunidades
de aprendizagem para professores e educadores; foram muitos conhecimentos e conceitos
compartilhados, sempre acompanhados de uma sensacao de que é possivel fazer mais. Cada
palestra, cada minicurso, cada comentario de colegas na plateia deixava claro que ha muito
trabalho pela frente, mas, felizmente, somos muitos e com vontade de trabalhar. E muito
importante ressaltar que a partir de toda essa semana proveitosa de ideias compartilhadas
e projetos divulgados, surgiram novas possibilidades de trabalhos e parcerias por todo

Brasil.
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Perceber que esse movimento esté crescendo, mesmo que de forma lenta e suave,
6 mais um motivo para animar a todos os incentivadores dessa linha de pesquisa. E fato que
a pesquisa em ensino de matematica cresce lentamente, pois sofre muito preconceito por
parte de professores e pesquisadores da area de matematica pura e muitas vezes também
do pessoal da matematica aplicada. Assim sendo, queremos pontuar como muito positiva
essa abertura ocorrida dentro do CNMAC.
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A 4area de exatas requer muita atencao quando o assunto é aprendizagem, pois
é a area do conhecimento na qual os alunos mais tém dificuldades em conectar os conceitos
estudados com a realidade. E é, exatamente, a matematica a melhor ferramenta para essa

conexao, mas poucos tém habilidade para utiliza-la de forma adequada.

A matematica é uma barreira para muitos que abandonam os estudos ao longo
do ensino fundamental, periodo em que surgem as maiores reclamacgoes e frustracoes até
para os que foram mais aplicados - ou nerds como eles sao chamados -, e conseguiram
concluir o ensino médio gostando de exatas. Esses alunos geralmente levam um choque
grande ao se deparar com as disciplinas de matematica no ensino superior; eles percebem
essas disciplinas como um obstaculo a ser ultrapassado para concluir a graduagao. O
correto seria vé-las como ferramentas para facilitar e otimizar seu trabalho tanto ao longo

da graduagao como em sua futura carreira.

Infelizmente, a apresentacao da matematica ao longo do ensino fundamental e
médio para os estudantes é, na maioria das vezes, inadequada (escolhendo uma palavra
suave para definir essa situacao!). Temos que nos conscientizar que um aluno que consegue
ultrapassar essas etapas basicas e chega a se matricular no ensino superior em um curso
da area de exatas, necessita de todo o estimulo possivel para construir um conhecimento
matematico adequado e para, principalmente, reconstruir e fundamentar todos os conceitos

que ficaram falhos durante sua formacao prévia, independente do motivo.

Devido a isso, como professores devemos gastar mais energia para melhorar a
conexao entre as disciplinas de exatas, criando situacoes para que o aluno possa conectar
os assuntos estudados e consiga melhorar significativamente sua aprendizagem. O resultado
disso é que ele podera se tornar um profissional competente. Sob esse olhar, trazemos a

tona o principal vilao das graduagoes da drea de exatas: O curso de célculo.

Vamos entao fazer alguns apontamentos sobre o curso de calculo I. Esse curso
serve de base matematica para diversos outros cursos de graduacao como Fisica, Quimica,
Estatistica, Engenharia, Matemaética, entre outros tantos. Dentro do curso chamado de
calculo I ha um assunto importantissimo, que é a introducao as equagoes diferenciais,
também a resolucdo das equacoes diferenciais mais simples, como as separaveis. Por esta
razao muitos dos textos de calculo colocam estes temas logo no inicio do curso, para que
sejam ensinados quando os alunos comecam a estudar as integrais. Ora, a resolucao de

uma integral por antiderivagao é a resolucao de uma equacao diferencial.

Como podemos ler no livro do Marcio Rosa (ROSA, 2020), essa é uma provi-

déncia importante, pois da suporte a outras disciplinas que o estudante segue em paralelo,
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como Fisica e Quimica, também abre as portas para uma quantidade enorme de informagcao
ligada ao cotidiano e a cultura humana, permitindo ao estudante entender melhor pontos
classicos que todo aluno de exatas deveria saber como as clepsidras, as catenarias, as

braquistécronas, tautocronas e muitos outros.

A equacao de Torricelli permite entender variadas questoes, desde questoes
hidréulicas e pluviométricas até a clepsidra, que por milénios, até a invencao do relogio de
péndulo por Huyghens, foi empregada pela humanidade para construir relégios. Vemos
catenarias todos os dias, uma corrente presa por dois pontos forma uma catendria, os fios
entre os postes também . ..as catenarias sao graficos de certos cossenos hiperbédlicos. A
forma da catenaria é determinada, a partir de uma equacao basica de estatica, por uma
EDO de primeira ordem separavel. A catenaria invertida aparece em construcoes desde
as mais primitivas, sdo assim os iglus e a cipula da catedral de Sao Pedro em Londres,
também o fundo da latinha de refrigerantes e os ovos, no seu extremo mais forte (bem,

sdo formas aproximadas pela revolugdo de uma catenaria).

Um bidlogo, irmao de um escritor de contos infantis, desafiou um matematico
proeminente a encontrar uma expressao analitica da curva executada por seu relogio de
bolso, se arrastado sobre uma mesa pela corrente e isto levou a descoberta e ao estudo
da tractriz. Curva que aparece em varias situagoes tecnoldgicas e cuja revolugao produz
a misteriosa pseudoesfera. A tractriz também obedece uma EDO separavel de primeira

ordem.

Quando famos ao playcenter, aquela rampa do escorregador é muitas vezes uma
braquistocrona, a forma que torna o escorregar o mais rapido possivel ...encontrar esta
silhueta foi um desafio que um vaidoso Bernoulli fez aos grandes matematicos da época.
Este desafio fez Newton, que estava bem velho, deixar por algumas horas seu empregao
na casa da moeda, varar a noite e inventar o calculo variacional. Bem, mas é possivel
resolver este problema sem calculo variacional, uma analogia feita com a forma que a
luz se move leva a uma EDO separavel. O tal Bernoulli tinha esta solu¢do na manga e
depois apresentou a solucao facil, que emprega o principio de Fermat, que diz que a luz
sempre minimiza o tempo que leva para chegar a algum lugar, e a lei de Snell, que é sua

consequeéncia.

A tautdcrona, tal qual a braquistocrona, corresponde a um cicléide invertido
lembrando que o cicléide é a curva gerada pelo movimento de um ponto, numa roda que
gira sobre o solo. Huyghens tentou utilizar as propriedades da tautdcrona para construir

um relogio de péndulo perfeito, em que o periodo nao dependeria da posi¢ao inicial.

A quem uma pessoa simples vai perguntar, sendo a um egresso de exatas, sobre

esses belos e intrigantes assuntos, ao dentista? ...ao advogado?

Além dessas EDOs que fizeram histéria, muitas EDOs de segunda ordem, dadas
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pela lei de Newton, podem ser reduzidas a EDOs de primeira ordem lineares ou separaveis,

com o emprego da conservacao de energia ou outras estratégias de reducao de ordem.

Na Unicamp, nos ultimos 23 anos, o primeiro curso de célculo, lecionado no
primeiro semestre do primeiro ano aos alunos de exatas, tem sido ensinado de forma
fixa, coordenada, com uma selegao de tépicos que praticamente nao muda e que omite os
capitulos e topicos sobre EDOs do texto empregado, talvez frente que ao argumento de
que as EDOs serao ensinadas no terceiro curso de célculo, dado no primeiro semestre do
segundo ano. Mas nao adianta chamar os bombeiros um ano depois do incéndio, pois tal
procedimento causa um descompasso entre o curso de cédlculo e os cursos de fisica, quimica

e outros da area de exatas, deixando os estudantes em dificuldades.

Uma EDO importantissima, que é redutivel a uma separavel de primeira ordem,

é a do oscilador harmonico ¥, tema central a todos estudantes de exatas, vejamos. Temos,

pela Lei de Newton, que ma = —kx, definindo wy por wg = k/m, temos
d*z
@ + wg Qi(t) =0

Multiplicando a EDO por '(t) = dz/dt temos

o' (t) 2" (t) + wia'(t) z(t) =0

O primeiro termo a esquerda, z'(t)z”(t), pode ser visto como a derivada do
que seria a energia cinética por unidade de massa, K = (1/2)v? = (1/2)(2/(t))?, pois, pela

regra da cadeia
) 5@ @7 = 5200 4"
dt) 2 2
Quanto ao segundo termo a esquerda, o fator wg 2'(t) x(t), pode ser visto como a
derivada do que seria a energia potencial eldstica por unidade de massa, U = (1/2) wj z(t)?,
pois, pela regra da cadeia
d)1 1
() 58 @OF = jud2a) 20,
Obtemos uma EDO de primeira ordem da forma dz/d¢ = 0, que integrada nos

leva a tal conservacao da energia total por unidade de massa E, que pode ser vista como

a constante de integracao,

(i) (;(x/(t))2 + wp ;(w(tW) =0,

¥ ¢ bem sabido que reducdo similar pode ser feita quando a EDO de segunda ordem independe da
varidvel independente, em particular para o caso de sistemas conservativos regidos pela lei de Newton,
quando obtemos uma separavel de primeira ordem. Aqui estamos focados num caso particular
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1 1,

(2(36'(15))2 + 5w (m(t))2) =E,

Notamos que desta equagdo, o maior valor possivel para z(t)? é 2E/w?. De-
finimos @ = V2F/wy como sendo a amplitude maxima de oscilagdo e sabemos que
—a < z(t) < a, atingindo os valores extremos apenas quando a velocidade v = z/(t) for

nula. Isolando v = 2/(t) = dz/dt temos

2
(dx) =2E—w§x2:>d—$=dt

dt \2FE — wix?

e basta integrarmos a EDO separavel de primeira ordem. Temos 2E = w2a® e portanto

dz _ wdt = d(z/a)

= m = wo dt = arcsen(z/a) = wot — o.

e obtemos que x(t) = a sen(wpt — ¢), como esperado. Podemos pensar que resolvemos
duas EDOs de primeira ordem, a primeira delas trouxe a constante de integracdo F, a

segunda trouxe a constante de integracao ¢.

Para obter a constante ¢ devemos ter a posicao num instante definido. J& para
obter a constante F, temos que saber velocidade e posicao num dado instante ...notamos
que nao precisamos saber que instante é este, mas apenas que em algum instante a

velocidade e a posi¢io eram tal e tal, pois E = (1/2)(v + wia?).

H& até uma forma de pensar que a primeira EDO que resolvemos logo acima
era uma EDO relacionando x e v, como se t houvesse sido eliminado do problema. Vamos

refazer as manobras iniciais para ver como pode ser dada esta interpretacao. Partimos de

d2
d—tf + wiz(t)=0
e comegamos por definir v = dz/dt. Entao
dv

— + wir=0

dt

Agora vamos imaginar que podemos relacionar x e v diretamente, sem influéncia
da variavel independente ¢, que nao aparece expressamente acima. Para transformar a
EDO acima numa que relacione apenas = e v, empregamos a relagao
dv  dvdz  dv
A&t  dr dt dz
obtendo assim uma EDO separavel de primeira ordem relacionando x e v,
dv 9

— v + wyx=0.

dx

Esta EDO de primeira ordem se passa num teatro muito estranho, onde o eixo

horizontal é x e o eixo vertical é v, chamado espaco de fase. Vamos resolvé-la.

vdv = —wizdr = (1/2)v* = —(1/2)wg 2* + E
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Vemos como a constante F, que interpretamos como energia total, aparece aqui
como uma constante de integracao obtida na resolu¢ao da primeira EDO, relacionando z

e v, sem referéncia a t.

A familia de solugoes no espaco de fase xv serd uma familia de elipses, cada
uma delas dada por um valor do rétulo E, sua energia. Para obter E basta sabermos
velocidade e posi¢ao ocorrendo simultaneamente, nao importa em qual instante, isto é,

basta ter um ponto do espaco de fase na tal elipse.

Um momento oportuno para ensinar a resolucao da EDO do oscilador harmonico,
seria no primeiro curso de calculo, quando os alunos estao aprendendo as integrais que
resultam em fungoes trigonométricas inversas. Isto traria grande luz, em momento oportuno,
ao estudante, aumentando a sinergia entre o curso de célculo e outros cursos na area de
exatas, além de também introduzir conceitos importantes como a conservagao de energia e
o espago de fase, aumentando a correlagao entre o curso de calculo e outros que o estudante

esta seguindo.

Vamos discutir como deveria ser um curso ideal de calculo I. Primeiramente,
deve-se trabalhar apenas com nocoes iniciais de limites, de modo que o foco desse assunto
seja suficiente para introduzir o conceito das principais derivadas de fungdes. A parte mais
sofisticada de limites serda importante somente quando houver a necessidade de trazer
conceitos como sequéncias e séries, sendo que, nesse momento o conceito de limites devera
ser retomado e aprofundado. Imediatamente, deve-se entrar em antiderivadas, pois sao
conceitos que didaticamente se conectam e com isso facilitam a aprendizagem. E, apesar
de se estar ainda no inicio do curso de calculo I, tem-se todo o subsidio necessario para
servir como porta de entrada para as equagoes diferenciais. Nesse momento, quando se
aplica o conceito de antiderivadas, é importante chamar a atencao do aluno para o fato de
que isso € uma equagao diferencial. Ao trazer para o aluno o conceito inicial de equagoes
diferenciais, abrem-se portas para muitos conceitos e aplica¢oes que o aluno ird necessitar

em outras disciplinas que caminham em paralelo com o curso de calculo 1.

Focando fortemente nesse formato de trabalho, surge um mundo de possibilida-
des para o aluno pois, pedagogicamente falando, ele comeca a fazer pontes entre diversos
contetdos em variadas disciplinas que trabalham em conjunto e de forma complementar.
Esse ponto ja foi destacado por varios autores em livros de calculo hd muitos anos; esse
enfoque é importantissimo, e nao deve ser deixado de lado. J& citamos anteriormente,
por exemplo, o autor Louis Leithold (LEITHOLD, 1994), cujo livro é muito utilizado
em cursos de calculo que, como muitos outros autores, faz esse trabalho de destacar
equacgoes diferenciais separaveis ja no calculo I. Porém, os professores que ministram o

curso, geralmente, evitam discutir essa parte do contetido.

Devemos refletir aqui que ajustar o percurso do curso de calculo parece simples,

pois ja existe muito material no mercado e, também, disponivel nas bibliotecas das
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universidades. No entanto, é necessario mudar as ementas dos cursos de calculo e discutir
internamente nas faculdades a necessidade de uma nova abordagem, um novo olhar para
essa disciplina, e destacar nos livros assuntos que otimizem a aprendizagem. A abordagem
atual dificulta a compreensao de conceitos relativamente simples e que sao deixados para
o ano subsequente, para a disciplina calculo III. Sem falar no fato de que, ao dificultar a
aprendizagem dos conceitos, muitos alunos sao reprovados em célculo I e tém que refazer o
curso, o que muitas vezes também atrasa outras disciplinas subsequentes, que tém o calculo
I como pré-requisito. Ao final, o resultado pode ser o de um atraso geral na conclusao da
graduagao! E esse é um motivo que deve ser de fundamental importancia quando pensamos

em como deve ser feita a ementa de um curso de cdlculo 1.

Falando ainda sobre as equagoes diferenciais, podemos citar como exemplo
as equagoes diferenciais de segunda ordem com coeficientes constantes, que sdo muito
utilizadas em tecnologia. Sao intimeros os exemplos de aplicacao e diversas situagoes se
encaixam nesses tipos de modelos: vibragao mecanica, ressonancia magnética, oscilador
harmonico, sistema massa-mola com e sem atrito, e muitos outros. Em razao dessa grande
aplicabilidade, é muito importante que o aluno conheca e aprenda sobre essas equacoes o
quanto antes, pois elas sao fundamentais, por exemplo, em trabalhos de iniciacao cientifica

que estimulam o aluno a desenvolver projetos durante a sua graduagao.

A equacao do oscilador harménico subamortecido, ligada a todas estas aplica-
¢oOes, pode, com uma troca de varidavel dependente, ser reduzida a equagao do oscilador
harmonico livre, que vimos anteriormente, é redutivel a uma EDO separavel de primeira
ordem. Pode-se ganhar muito ao se falar um pouco sobre o operador D, que leva uma
funcao na sua derivada, muito utilizado por Heaviside nos pimérdios do célculo. As ma-
nipulagdes com polinémios no operador D fazem um gancho entre o completamento de
quadrados, estudado com Baskara no ensino médico e a tal troca que leva a EDO do

oscilador harmonico subamortecido na do oscilador livre.

Com uma translacao, isto é, uma troca de variavel da forma r — x + k, num
polinémio de segundo grau em x, podemos completar quadrados, eliminando o termo
linear ...e obter a formula de Baskara para equagoes de segundo grau em z. H4 uma
manobra analoga com os polindémios P(D) que aparecem nas EDOs de segunda ordem
com coeficientes constantes. Pela regra de Leibnitz para a derivada do produto temos, se
z = 2(t),

De™z2) = —ve " 2+e "Dz = De™Mz=e""(D-7)(2)
.tal resultado pode ser estendido para o chamado deslocamento exponencial,
p(D)(e" z) = e p(D —7)(2),

que mostra que a troca de varidvel dependente z(t) = e 7" z(t), leva a EDO do oscilador



Capitulo 10. EDOs mais cedo, um suporte necessdario 7

harmoénico subamortecido,

d*z dz
w 275 + wj x(t) =0,

isto ¢, p(D)z = (D +7)* + w?)z = 0, onde w* = wj — 7%, na equacdo do oscilador
harménico livre para z, p(D —7)z = (D* + w?)z = 0,
d’z 9

@ + w z(t)=0

com wy trocada por w. Tal expressao sai da solu¢ao do harmonico livre e chega na solucgao
do harménico amortecido, z(t) = a e 7 sen(wt — ¢), desse modo um aluno que estd
estudando estas coisas nao fica assustado ao ver um sistema, que leva uma ‘martelada’

responder com a oscilacdo abaixo num laboratério *.

Ao trabalhar esses conceitos, de certa forma simples, que ndo requerem mate-
matica muito sofisticada, é possivel fazer diferenca no viés pedagogico, na forma como
os conteudos sao assimilados pelos alunos. Com isso, consegue-se habilitar o estudante
para desenvolver as outras disciplinas de aplicagao e trazer, de fato, significado para a

aprendizagem e conectividade entre essas disciplinas.

Mantendo a comparagao com o curso de calculo I do MIT, ja vimos que eles
também tém 45 aulas no curso e eles estudam as equagoes diferenciais ja na aula 16. No
curso do MIT, as equacgoes diferenciais sao trazidas de forma simples, discutindo o fato
de que quando se tem uma segunda ordem, simplesmente, é porque existe uma segunda
i

quanto & manipulacdo algébrica acima, que colocada como estd, seria dificil para alunos medianos, é
apenas uma proposta de trabalho, o professor que resolver empregar a troca de variavel dependente
para passar do oscilador livre ao amortecido, deve trabalhar passo a passo, para suavizar o enfoque
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derivada. Isso pode ser feito porque nesse processo sao utilizadas fungoes que os alunos ja
conhecem e sabem como encontrar suas derivadas. Chamamos a atencao para o fato de que
o curso que vem sendo dado no IMECC, Unicamp, nao é mais simples nem mais facil do
que aquele dado no MIT, em vez de ir logo as EDOs trabalha-se muito com limites, com
fungoes muito complicadas e este é um tema delicado que torna-se muito sofisticado para o
aluno que esta iniciando seus estudos, enquanto que o MIT entra em temas mais avangados,
mas com fung¢des menos complicadas, facilitando a vida do iniciante. Podemos dizer que
no IMECC trabalha-se menos com calculo propriamente dito e mais com metacélculo, isto

é, com a visao do calculo de Cauchy ...e seus epsilons e deltas, que Newton nunca viu.

Na aula citada, sao apresentados exemplos simples como exponenciais puros
(cuja derivada é a prépria fungao), fungdes seno e cosseno (derivadas ciclicas), poténcias
de n e fungodes constantes (cuja derivada é zero), isto é, exemplos que possuem derivadas
faceis. A aula ainda discute o fato de que equagoes diferenciais de terceira e de quarta
ordem sao apenas multiplicagoes de fungoes ja conhecidas. Sao destacados exemplos de
oscilagoes e onde as encontramos na natureza, e como aplicar as equagoes nas areas de
Biologia, Fisica, Mecéanica e Engenharia, fazendo relagdes entre a disciplina de célculo
com outras disciplinas do curso de engenharia. A aula é finalizada deixando claro para os
alunos que eles ja conhecem ferramentas suficientes para lidar com equacoes diferenciais
com coeficientes constantes e, consequentemente, com um mundo de possibilidades de
aplicagoes. O resultado é que, em um curto espago de tempo no curso de engenharia, em
poucas aulas do curso de céalculo, o aluno ja tem muitas ferramentas para ajuda-lo na

compreensao de variados assuntos.

Em situacao oposta a do curso do MIT, no curso de calculo I, da forma que
tradicionalmente ele é trabalhado em nosso pais, o aluno demora varios semestres para
entender o mesmo conceito — as equacoes diferenciais separaveis. Caso esse aluno esteja
desenvolvendo projetos que necessitem dessas ferramentas, ele tem que estudar sozinho,
muitas vezes sem compreender bem seu significado e aplicagoes, o que pode acarretar mais

frustragoes para a sua vida académica.

Continuando com a comparacao, na maioria dos cursos de calculo I das univer-
sidades brasileiras, se chega na aula 30 ainda discutindo limites e gastando muito tempo
no tema da axiomatizacao pelo método de Cauchy. Com isso, sacrificam-se outros assuntos
urgentes e mais necessarios, que seriam fundamentais para uma formacao sélida e um
didlogo claro entre o calculo e as outras disciplinas. Outro ponto também importante
e que deve ser salientado é que, pedagogicamente falando, o aluno de calculo I ainda
nao dispoe de maturidade intelectual suficiente, devido a sua pouca idade, para entender
axiomatizacoes e methamatematica, que ¢ a area que cuida do esclarecimento rigoroso da

matematica e da filosofia da matemaética.

Reforcamos também que no inicio do curso de calculo I, o aluno nao utiliza
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conceitos dificeis, apenas sofre para decora-los para receber boas notas nas suas avaliagoes.
De forma alguma esses conceitos se perdem em sua formacao, pois, caso o aluno sinta
necessidade, ele pode revé-los em um curso de analise, ou ainda ao final do curso de calculo
I, quando o assunto séries for estudado. Este é um tema que precisa de uma axiomatizacgao

da matemaética para ser trabalhado.

Nos cursos de céalculo que existem nas universidades em nosso pais, apenas na
terca parte final do curso acontece o inicio da discussao do contetido de derivadas e, por

essa demora, muitas ferramentas necessarias para o aluno ja se perderam.

E importante deixar claro que, de maneira geral, falamos com base nos cursos
de calculo oferecidos pelo Instituto de Mateméatica do IMECC, Unicamp, mas inferimos

de modo a generalizar, pois sabemos que esse formato é um padrao em nosso pafs.
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11 EDOs com EDPs e campos na SoftAge

Neste capitulo e nos dois préoximos daremos continuidade a discussoes sobre
melhorias que podem ser realizadas nos cursos de calculo frente as mudangas tecnolégicas
radicais por que passamos. Baseados nesses capitulos foram feitos trés trabalhos que foram

apresentados em congresso internacional, International Conference on Engineering, Science
and Technology, IConEST, Chicago, IL, USA.

Dois deles, correspondentes aos capitulos 11 e 12, foram apresentados no ano
passado, 2020, também foram selecionados e publicados como anais do congresso na revista
International Journal on Engineering, Science and Technology (ROSA; PERES; PERES,
2021), (ROSA; PERES; PERES, 2020). O terceiro, correspondente ao capitulo 13, foi

apresentado recentemente (o congresso ocorreu em Outubro).

Nessas discussoes proporemos modificagoes na apresentacao da matéria pen-
-sando no estudante que, futuro egresso da universidade, utilizara a matematica aprendida
com o emprego de softwares. Estas modificagbes na forma de apresentacao, que devem ser
enriquecidas com atividades em sala de aula, tém o objetivo de fornecer, ao usuario de

softwares, estratégias que irao melhorar sua capacidade ao emprega-los.

To6picos devem ser enfatizados ou até adicionados, modificando a forma tradicio-

-nal de apresentacao que vem sendo empregada. Neste capitulo focaremos em EDOs.

O usudrio deve ser preparado para cooperar com a maquina e assim sendo nao
basta treina-lo para substitui-la, o usuario deve agir de forma complementar, inclusive
tornando-se habilidoso naquilo que a maquina nao faz tao bem. A capacidade humana de
interpretar graficos e imagens, utilizando seu sentido mais poderoso, a visao, associado a

intuicao, ¢ um exemplo de agdo em campo onde as maquinas ainda sao limitadas.

A abordagem mais geométrica das EDOs, similar a dada em cursos mais avan-
-cados, sobre sistemas dinamicos, vai de encontro a possibilidade, aberta pelo emprego dos
softwares, de gerar imagens. Tal e qual um médico alterna entre a producao e interpretacao
de imagens e procedimentos, o usuario contemporaneo da matematica pode alternar entre
a producao e interpretagao de imagens pelos softwares e procedimentos algébricos mais

tradicionais, que também sao empoderados pelo emprego dos softwares.

Para tanto, além das EDOs serem apresentadas de um ponto de vista geométrico
e qualitativo, tal apresentacio deve ser feita com uma introducio as EDPs e aos campos
vetoriais. Esssa abordagem e o trabalho com atividades relacionadas a ela, aumenta muito

as habilidades do futuro usuario, ao empregar a matematica na era dos softwares.

Em EDOs procuramos por solugoes que sao familias de curvas ou érbitas, nas
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EDPs procuramos por solugoes que sado campos, tanto EDOs quanto EDPs podem ser

associadas a campos vetoriais que podem ser entendidos como balizadores da equacao.

Por exemplo, seja a EDP homogénea linear de primeira ordem dada por

0¢ % _

ox

entao procuramos por ¢(x,y), um campo escalar, por vezes chamado de varidvel dependente,

uma funcao das duas variaveis, x e y, que sao as variaveis independentes.

Podemos interpretar tal EDP como a declaracao de que um produto escalar é
nulo ou seja, de que o gradiente V¢ = dp/dx i + 0¢/dy j da fungdo procurada é, a menos
de pontos singulares (onde se anula), ortogonal ao campo vetorial w = a(z,y) i + b(z,y) j.
Tal campo, balizador da EDO, costumeiramente é nao nulo em quase todo o dominio onde

se trabalha.

Sabemos que V¢ também é ortogonal aos conjuntos de nivel de ¢, portanto os
conjuntos de nivel da fun¢ao procurada devem ser tangentes a w. Ora, b/a é a inclinagao
de w = ai + bj, ou o coeficiente angular da reta para a qual w é diretor, portanto w serve

de campo de diregoes para a EDO
dy _ b(x,y)

dr  a(z,y)

assim sendo, uma estratégia para resolver a tal EDP é num primeiro passo resolver esta

EDO, pois as suas solugoes sao os conjuntos de nivel da func¢ao procurada na EDP.

Do ponto de vista de quem resolve a EDP, nao basta apenas resolver a EDO,
pois nao basta conhecer os conjuntos de nivel de uma funcao para determiné-la, por
exemplo, as familias de conjuntos de nivel de duas fungdes diferentes, ¢1(z,y) =z +y e
#2(z,y) = (z + y)?, sdo as mesmas, mas ¢1 e ¢2 atribuem rétulos diferentes aos conjuntos
de nivel da familia. Percebemos que ¢1 é mais fiel ao descrever a familia de curvas como
conjuntos de nivel, pois atribui rétulos diferentes para curvas disjuntas, enquanto que
‘a nao tao fiel” ¢2 ‘da o mesmo rétulo’ a pares de curvas disjuntas. Pensando nas funcoes
como rotuladoras dos conjuntos de nivel, é natural escrever ¢2 como funcao de ¢1, isto é

#2(z,y) = g(¢1(x,y)), pondo g(z) = 2*, e ndo escrever ¢1 como funcio de ¢2.

EDOs vém com uma condicao inicial que determina uma das érbitas ou solugoes.
J4 EDPs como a mais acima devem vir com uma condi¢ao mais sofisticada, por exemplo,
uma condicao que déa o valor de ¢ ao longo de toda uma curva que corte cada um dos
conjuntos de nivel determinados pela EDP. Pode-se dar, por exemplo, os valores da funcao
procurada ao longo de uma curva que corta a familia de conjuntos de nivel transversalmente,

sem tangencia-los.

Descobrindo quais sao os conjuntos de nivel implicados pela EDP, talvez para

tanto resolvendo a EDO associada ...e sabendo como rotuld-los a partir de uma tal
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condicao inicial que dé os valores de ¢ ao longo da tal curva transversal, temos ¢ bem
determinada. Esta estratégia, de resolver uma EDO encontrando os conjuntos de nivel
da fun¢ao procurada numa EDP e em seguida aplicar uma condicao adicional para saber
qual é, dentre as fungoes que tém aqueles como conjuntos de nivel, a funcao procurada, é

o chamado método de solugdo de EDPs por fungoes caracteristicas.

Por exemplo consideramos o problema de resolver a EDP

0 0
—gy = Ay 2 —
9y§x+ x&y 0

com a condicio ¢(,t) = sen(t?), para t > 0, dando valores de ¢ ao longo de uma semi-reta.

Como dissemos, o campo w(z,y) = —9y i + 4x j pode ser visto como o campo
cujas inclina¢oes dao o campo de dire¢des da EDO
dy —4x

dx 9y
...esta EDO ¢ separavel, resolvendo-a vemos que a familia de solugdes da EDO corresponde
& familia de conjuntos de nivel de ¢1(z,y) = 9y* + 422, as solucdes podem ser descritas

implicitamente pela equacio 9y* + 42 = ¢, para varios valores de ¢t

a = ContourPlot[42? + 9y*, {z, —2.5,2.5}, {y, —2.5,2.5},

ContourShading — {LightGray, LightRed, LightGreen, LightBlue, Opacity[0.2]},
ContourLabels — {True, GridLines — Automatic, Contours — Table[3k, {k, 1, 12}]];
b = ParametricPlot[{t, t}, {t,0, 2}, PlotStyle — {Blue, Thick}|;

Show/a, b]

[=] ¥
— T T T T T T

¥ 0 comando denominado ContourPlot no mathematica desenha uma familia de conjuntos de nivel da
funcdo que aparece no seu argumento principal, outros softwares, como Maple, Octave e SciLab, tém
comandos analgos
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Ora, esta ¢1, vemos pela imagem acima, ¢é fiel ao descrever a familia de curvas, pois atribui
rétulos distintos a curvas disjuntas. Assim sendo escrevemos a func¢ao procurada da forma
o(z,y) = g(p1(x,y)), onde g é uma fungdo a determinar, que troca os rétulos dados aos
conjuntos de nivel pela fungao ¢1, encontrada acima, pelos rétulos dados aos mesmos
conjuntos de nivel pela funcao ¢, procurada no problema. Além disso percebemos que
a condicao adicional da os valores de ¢ ao longo de uma semi-reta que corta todos seus
conjuntos de nivel, permitindo que conhecamos o valor desta funcao em cada um dos tais
conjuntos de nivel ...e isto determina ¢. Para encontrar a funcao g, determinando ¢,

impomos a condicio dada,
¢(t,1) = g(p1(t, 1)) = g(9t* + 4t%) = g(13t*) = sen(t*).
Portanto g(z) = sen(z/13) e
¢(x,y) = g(¢1(z,y)) = sen((¢1(z,y))/13) = sen((9y* + 42?)/13).
Vejamos o grafico da ¢(z, y) encontrada.

Plot3D[Sin[ (422 + 9y%)/13], {z, 3.6, 3.6}, {y, —3.6, 3.6},
PlotPoints — 15, RegionFunction — Function[{z,y, 2}, 42? + 9y* < 50],
Mesh — False, PlotStyle — Opacity|[0.5]]

Os softwares, além de ajudarem com imagens que dao suporte a resolucdo dos problemas,
novamente com as imagens ajudam a fazer algo muito importante, que é apresentar seus
resultados. Deve haver continuo esforco, durante o processo de ensino, de preparar o
estudante para gerar as imagens que possam ajudar na resolucao, também interpreta-
las ...e para escolher as imagens que irao, da melhor forma, apresentar as solugoes dos

problemas. Como insistem educadores como (FREIRE, 1987) e outros, ndo devemos apenas
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transmitir informacao a estudantes e treina-los, mas prepara-los para serem criativos e
enfrentarem problemas das mais variadas formas, sem repetir uma cartilha, como se
maquinas fossem. Este enfoque geométrico onde o usuario da matematica tem que escolher
imagens que ajudam a enfrentar um problema, traz até um viés artistico a matematica,
ativando ferramentas que estao além do mundo das maquinas, como a intui¢cao humana.
O processo de ensino deve estimular o emprego da intuicao e a criatividade. Bem, mas
na linha de pensamento de Freyre, devemos ampliar o universo dos alunos a partir do
referencial deles e tal aponta para a importancia de que o softwares matematicos venham
a fazer parte do cotidiano dos alunos, hoje temos softwares gratuitos de qualidade, como
o Geogebra, que funciona em celulares ... e esta proposta torna-se cada vez mais viavel

numa escala ampla, ndo apenas restrita as institui¢cdes de ensino voltadas para a elite.

Esta relagao entre EDOs e EDPs, que tem por pivo o campo vetorial balizador,
pode ser utilizada pelo usuério de softwares, para aumentar a eficiéncia de alguns comandos,
no sentido inverso do método das caracteristicas, resolvendo uma EDP para obter a solucao
de uma EDO. Isto pelo fato de que os softwares nao lidam bem, pelo menos por enquanto,
com a estratégia pela qual, dependendo da situacdo, ao resolver uma EDO, troca-se a
procura de uma solugao da forma y = f(x) por uma solugao da EDO na forma implicita,

¢(z,y) = ¢, pois tal é muito mais simples.

Esta estratégia comecamos a empregar no inicio de estudos, ao resolver equagoes
separaveis, depois exatas ...e nao exatas com o emprego de fatores integrantes. Quando
agimos, de fato resolvemos EDPs, como estratégia para escrever uma solugao implicita de
uma EDO. Vemos = e y em pé de igualdade, como variaveis independentes e procuramos

por uma ¢(z,y) cujos conjuntos de nivel coincidem com as solugdes da EDO.

Ora, como discutimos mais acima, a partir de alguma solugao ¢(z,y) da EDP

—QyQ + 4x8—¢ =0
ox oy

escrevemos, da forma ¢(x,y) = ¢, a familia de solugdes da EDO

dy  —4x
de 9y

O comando DSolve do Mathematica resolve tanto EDOs quanto EDPs, veremos, através

de exemplos, quando é mais interessante aplica-lo a alguma EDP associada do que a EDO

que pretendemos resolver.

Um texto muito conhecido sobre aplica¢coes do Mathematica a EDOs, é aquele
escrito por Abel e Braseton (ABEL; BRASELTON, 2008a), nao encontramos la esta
estratégia, o texto trabalha mais aplicando diretamente o comando DSolve as EDOs,
encontramos alguns exemplos na pagina 49 e seguintes. Vejamos o exemplo 2.2.2.

yle]Cosle] = 4

In[1] := DSolve ly'[w] == k)
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A resposta dada pelo software é a seguinte:

Out[1] := {{y[x] > —\/ProductLog [e2 C142 Si“[x]]} : {y[x] — \/ProductLog [e2 C1+2 Sin[z]] }}

O software tenta encontrar uma solugao explicita escrevendo y, a variavel dependente,

em funcdo da independente, x. Os autores comentam que ProductLog[z] retorna o valor

principal de w que satisfaz a equagao z = w e".

Bem, aqui o software resolve um problema criando outro problema, por esta
razao os autores sugerem, alternativamente, que sejam aplicadas as técnicas tradicionais

para equagoes separaveis com a ajuda do software. Vamos seguir a sugestao.

1492

dy = Cos|z] dz,

1 2
In[2] ::f Zy dy

Out[3] := Sin[z]
Bem, devemos ter cuidado com as respostas que o software fornece. Nesse caso, o modulo

nao aparece na integral de 1/y. A solu¢ao é uma familia de curvas dada por:
y?

5t Log[|y|] = Sin[z]+ C

Ressaltamos que esta solugao implicita, que é muito melhor do que a explicita acima,

poderia ser obtida com o préprio comando DSolve, mas aplicando-o a seguinte EDP,

(1 + v?) 22 + (y Cos[z]) — = 0.

Na EDP acima, procuramos as solugoes u[x, y|, entdo u é a varidavel dependente, = e y sdo
as independentes. Tal EDP poderia ser considerada como a declaracao de que procuramos

u de modo que w e Vu = 0, ou seja, o gradiente de u é ortogonal ao campo vetorial

wlz,y] = {1 +y*,y Cos[z]}.

Portanto w, sendo ortogonal a Vu, também é tangente aos conjuntos de nivel de u. O
quociente entre w2 = y Cos[x] e wl = 1+ y* é a inclinacdo do campo vetorial w, tangente

as curvas que sao as solugoes da EDO, haja vista que
y[r] = y Cos[x]/(1 +y*) = w2/wl.

Aplicamos entao o DSolve a EDP associada
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In[4] := DSolve[(1 + y*)D[u[z,y], 7]

+ (y Cos[z])D[u[z,y],y] == 0,u[z,y], {z, y}]

Out[4] := {{u[%y] G [; (gf —Log {GZ Zl;l[x]D] }}

Podemos observar que:

o[z, y] = 1/2(y — Log[e? 5] /2] =
= 4%/2 + Logly] — Sin[z] .

Na resposta c¢; é uma funcao que troca os rétulos dados aos conjuntos de nivel,
daqueles dados pela solugao particular v, para aqueles dados por uma outra eventual
solucao u. Chamamos a atengao para a notacao pouco ortodoxa do mathematica, chamando
de ¢; a fun¢ao trocadora de rétulos e também, haja vista que o soft esquece até os modulos,
alertamos para a questao de se a solugao particular escolhida pelo software é fiel mesmo,

permitindo que as outras possiveis solu¢oes sejam escritas em funcao dela.

Bem, incluindo o médulo que o software nao considera e admitindo por enquanto
a fidelidade da particular escolhida, as solugbes da EDP sao escritas como ulx,y| =
c1[v[z,y]], onde v[z,y] = (y*/2) + Log[|y|] — Sin[z]. Bem, parece que o software fez o
inverso do processo que fizemos acima, indo da EDP para a EDO, que resolveu, encontrando
as solugdes nao na forma explicita, mas na forma implicita v[z,y] = C. Quando resolve
uma EDO para obter uma solugdo de uma EDP, aplicando o método das caracteristicas, o

software admite a forma implicita, haja vista que z e y estao em pé de igualdade.

mf5] :==v[z_,y | = y*/2+ Logly] — Sin[z];

In[6]:= sl = ContourPlot[v[z,y],{z, 0,10}, {y, 0, 10},
ContourShading — False, Contours —

Table[v[2 + k, k], {k, 1,9}], ContourStyle — Blue];

(7] = wlz_,y_] = {1+yy Cos[z]};

In[8] := gradv[z_ ,y | = Grad[v[z,y], {z, y}];

In[9] := vecs = Graphics[{{PointSize[Large|, Blue,

Thick, Point[Table[{2 + k, k}, {k, 2,4}]],

Arrow[Table[{{2 + k, k},{2 + k, k} + (0.2) w[2 + k, k]}, {k,2,4}]]},
{PointSize[Largel, Red, Thick, Arrow[Table[{{2 + k, k}, {2 + k, k}+
(0.4)gradv[2 + k, ]}, {6, 2, 4}]]1});

In[10] := Show]sl, vecs]
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Mostramos em Out[10] algumas solugoes, como na figura 2-5 que aparece no texto de
Martha e Braselton (2008, p.51), mas junto com o campo vetorial w e o gradiente da
solucao v em trés pontos. O ProductLog também aparece quando resolvemos, com o
DSolve, a EDO do exercicio 5.55, do conhecido e muito utilizado texto de Bronson, da

colegdo Schaum (BRONSON; B., 2006).

In[11] := DSolve[y'[z] == (=32*(y[x])*)/(22°y[=] + 2°(y[«])")
Out[11] :={{y[z] — —(—2)*ProductLog[—(1/2)1/e3 /z9]]*/3}

{y[z] — 2*ProductLog[—(1/2)/e31 /29]]Y3},

e
N—
S

]
{ylz] — (=1)*°2"*ProductLog[—(1/2)4/e1 /2°]]/*},
{y[z] — —(—2)*ProductLog[1/2+/e3 /29]]"/},
{y[z] — 2Y°ProductLog[1/2+/e31 /29]]/3},
{y[z] — (—=1)¥32Y3ProductLog[1/2+/e31 /29]]"/3}}

Aplicando o DSolve a uma EDP associada, obtemos simples solugao implicita da EDO,

In[12] := DSolve[(22*y +2*y*) D[u[z,y], 7] + (—=32%y?) D[u[z,y],y] == 0, u[z, y], {z, y}]

Out[12] :—{ {u[af,y] — [1/3 <y3 ~2Log [@D]} }

As EDPs e EDOs, na Unicamp, nos tltimos 23 anos tém sido lecionadas, na maioria das
vezes, no Calculo III, num sistema de cursos coordenados, que seguem, sem alteragao,
praticamente uma mesma selecao de topicos do conhecido texto de Boyce, DiPrima e Meade
(BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2017). Quanto as EDPs, o foco é na solugao por separagao
de variaveis e séries de Fourier, em detrimento do método das caracteristicas, que é mais
geométrico. Quanto as EDOs, o texto tem muito conteiido geométrico, principalmente nas
ultimas edi¢oes, quando héa sugestoes para o emprego dos computadores em exercicios,
porém a selegao de topicos tem sido mais focada em métodos de solugdo das EDOs do que

em seu estudo geométrico.
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Vamos trabalhar alguns exercicios do tal texto, primeiro um exercicio simples,
o 16 da pagina 75, este ¢ um problema simples, mas interessante para a questao da solucao

implicita, vamos coloca-lo diretamente no DSolve.

In[13] := DSolvely'[z] == —y[z]/(z — y[z]Sin[y[=]]), y[z], ]
Out[13] := Solve[z == c1/y[x] + (Sin[y[z]] — Cos[y[=]]y[x])/y[=], y[x]]
O software, ao responder com um Solve, da a solucao da forma implicita, dizendo que a

solugao y = y[z] é obtida ao isolarmos y na equacao

x = c¢1/y + (Sin[y] — Cos[yly)/y,

neste caso, em que o software assume que nao pode isolar a variavel dependente, a resposta é

muito melhor do que quando é capaz de fazé-lo e chega a uma expressao muito complicada.

Vamos a uma outra questao, que aparece na pagina 65 texto de Boyce, DiPrima
e Meade. Neste caso temos um problema de dindmica populacional, interessante nos tempos
que vivemos, o DSolve nao da uma resposta compreensivel quando aplicado a EDO ...e

também nao traz nada interessante quando aplicado a EDP naturalmente associada.

Trata-se do sistema autonomo abaixo, modelo de crescimento, onde escolhemos

valores e y(t) da a evolu¢ao de uma populagao ao longo do tempo no intervalo [0, 5].

211?; — —(1/2) y (1 —y) (1 (y/3))

Os comandos nao vao ajudar muito, mas a interpretacao geométrica e o conceito de

campo de dire¢oes, com a ajuda das imagens geradas pelo software, como em tantos
outros problemas semelhantes, nos darao um bom entendimento das possiveis evolugoes

do sistema. Aplicamos primeiro o DSolve a EDO,
In[14] := DSolvely'[z] == —(1/2)y[z](1 — y[=])(1 — (y[z]/3)), y[z], «]

_gelt . ggtbal
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Out [14] ndo é compreensivel. Aplicamos o DSolve a uma EDP associada, um bom campo
de diregoes é {1, —(1/2)y(1 —y)(1 — (y/3))}, a resposta nao é melhor.

In[15] := DSolve[(1)D[ult, y], t] + (=(1/2)y(1 — y)(1 — (y/3)))Dlult, y], y] == 0, ult,y], {t, y}]

tﬁ(,3,y\1ﬁ 1/3 \

——1]}

et/s (L3, y)1/6 173

{{u_t, a2l aciiLog:— HJL’ {u_t, | acliLog:E

V-1+y -1+y
¢ L _ (_1\13Et6(_3_y\;16y13 o B = _(_1\_13Et6(_3_y\;16y13 5
u[t, y] - cy|Log|- » jult, y] - cy|Log »
| uos| ST, g cox] )
[ [ [ (—1‘.23Et5(—3—y‘;1ﬁy13 1 [ M- ‘-z'aetﬁ(—3—3/‘.-155/1'3 1
ju[t, y] - c1|Log|- , {u[t, ¥] > ca1|Log

Finalmente vamos as técnicas tradicionais para lidar com uma EDO separavel, com ajuda

do software.

—di = dy/(1/2)y(1 - y)(1 = (y/3)),

1
i) = | o
Out[16] := — 3Log[1 — y] + Log[3 — y]| + 2Log|y].

Bem, as coisas ficam melhores. Serdao ainda melhores e mais seguras, veremos, ao empre-
garmos um enfoque geométrico ao estudo da EDO, empregando o software para fazer a
analise a partir do campo de dire¢des. Em primeiro lugar, como dy/d¢ depende apenas de

y, as iséclinas da EDO sao linhas horizontais.

Trés das iséclinas também sao solugoes, y = 0, y = 1 e y = 3, estas trés retas
horizontais dividem o teatro em que plotaremos as solugoes pois, por causa do TEU
(Teorema de Existéncia e Unicidade), as solugdes desta EDO de primeira ordem nao podem

ter pontos em comum.

In[17] := vec = StreamPlot[{1, —(1/2)y(1 — y)(1 — (y/3))},{z, 0,5}, {y,0,5}];
¢ = ContourPlot[¢, {t,0, 5}, {y, 0, 5}, ContourShading — False];

In[18] := d = ContourPlot [y, {t, 0,5}, {y, 0,5}, ContourShading — False];
In[19] := teatro = Showl|c, dJ;

I[20] := w2[z y) = {1, =(1/2)y(1 —y)(1 = (y/3))}

Out[20] := {1, —(1/2)(1 —y)(1 — y/3)y}

In[21] := u2[z y; = (1/Norm[w2[z, y]])w2[z, y];

In[22] := slope[t__ | = Graphics[{Thick, Black,

Line[Table[{{t, 0.25k} — 0.2 u2[t, 0.25k], {¢,0.25k}+

0.2 u2[t,0.25k]}, {k, 0, 18}]]}];

In[23] := Show/[teatro, vec, Table[slope[0.5 + k0.5], &, 0, 8]]
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Temos trés solugoes constantes, que tém significado especial. Além dessas, podemos dividir
a familia de solugoes por seus comportamentos qualitativos. Para condigoes iniciais entre
0 e 1, no longo prazo, a populagao se aproximara da solug¢ao constante y = 0, que é uma
solucao estavel e significa a extingdo da populacao. A solugao y = 1 é instavel, pode ser
vista como um limiar, aquém do qual a populacao ¢é extinta e além do qual, para valores
de condicao inicial entre 1 e 3, no longo prazo a populacao aumenta e se aproxima da
solugao estavel y = 3. Para condigoes iniciais acima de 3, no longo prazo, a populacao serd
reduzida e se também se aproximara da solugao estavel y = 3. Esta visao é também um
guia necessario para quem pretende trabalhar com a solucao algébrica dada por Out[16],

que escrevemos comao:.

gyl = (1-y)° B~y y* = C

Vejamos como o enfoque geométrico dé seguranca e evita erros e confusoes que decorreriam
de um enfoque puramente algébrico, pricipalmente se pretendemos encontrar solugoes
concretas. Vamos supor que queremos mostrar trés solugoes, yl, y2 e y3, passando

respectivamente pelos pontos pl = {1, 4}, p2 = {1,2} e p3 = {1,0.5}. Vamos a primeira.

mf24] : = glt_y | =

e (1-y)° B-y) y*;

In[25] : = Show[ContourPlot[g[t, y] == g[1, 4],
{t,0,5}, {y,0,5}, GridLines — Automatic,
ContourStyle — {Blue, Thick}],
Graphics[{PointSize[Large], Blue,

Thick, Point[{1,4}]}]]

Podemos ver que as solugoes sao conjuntos de nivel de g[t, y], mas, a luz do teorema de
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existéncia e unicidade para EDOs, um conjunto de nivel de g corresponde a duas solucoes

do sistema auténomo, y1 e outra solucgao.

Vamos dar uma olhada nas outras duas solugoes, y2 e y3, abaixo,

In[26] : = s2 = Show[ContourPlot[g[t, y] == ¢[1, 2], {¢,0, 5}, {v, 0, 5},
GridLines — Automatic,ContourStyle — {Blue, Thick}],
Graphics|{PointSize[Large|, Blue,Thick, Point[{1, 2}]}]];

In[27] : = Show[ContourPlot|g[t,y] == g[1,0.5], {t,0,5},{y,0, 5},
GridLines — Automatic,ContourStyle — {Red, Thick}],
Graphics[{PointSize[Large|, Red, Thick, Point[{1,0.5}]}]];

In[28] : = {%% , %}

5 ' 5

< !

3r 1 3r
{ : j
2/ 27

1F 1

_--—."'--.___
0 . 0

No intervalo em que estamos trabalhando para y, , apenas um conjunto de nivel de g

corresponde a y2, mas o conjunto de nivel correspondente a y3 também inclui outra solugao.



Capitulo 11. EDOs com EDPs e campos na SoftAge 92

Portanto, redefinimos os desenhos para y1 e y3 de forma que tenhamos apenas as solugoes

que desejamos.

In[29] : = s1 = Show|ContourPlot[g[t, y] == ¢[1,4],{t, 0,5}, {y, 3,5},
GridLines — Automatic,ContourStyle — {Blue, Thick}],
Graphics[{PointSize[Large], Blue,Thick, Point[{1, 4}]}]];

In[30] : = s3 = Show|ContourPlot[g[¢,y| == ¢[1,0.5], {¢,0, 5}, {y, 0, 3},
GridLines — Automatic,ContourStyle — {Red, Thick}],
Graphics[{PointSize[Large], Red, Thick, Point[{1,0.5}]}]];

In[31] : = Show(teatro, s1, s2, s3, Table[slope[0.5 + £0.5], {k, 0, 8}]]

T i i _ i il _ i

i e D e

Apresentamos as trés solucoes pretendidas junto com o campo de dire¢des que

acaba por incluir as solugoes constantes, como se fossem tracejadas, pois sao isoclinas.

Seria importante, na Unicamp, também em muitas outras universidades, que
se deixasse o sistema fixo, ja antigo, empregado no ensino de EDOs pelo treinamento para
a resolucao de tipos conhecidos, ao final escrevendo expressoes algébricas por vezes de
utilidade duvidosa, algo que a maquina faz muito bem ...e que se passasse a um sistema
em que os professores tentassem novos experimentos pedagogicos no ensino de EDOs e
EDPs no calculo III, procurando capacitar os estudantes para intervir exatamente onde a

maquina nao ajuda muito, se empregada de forma direta.

Toda universidade que investir no enfoque geométrico ira preparar os alunos
para enfrentar melhor os problemas com o emprego dos recursos que temos, na era em
que vivemos. Seguindo o texto de Boyce, DiPrima e Meade, muito iria se ganhar se os
alunos trabalhassem nos exercicios das novas edig¢oes que valorizam o enfoque geométrico

e o emprego de computador.

Até ganhar-se-ia em atividades nas quais os alunos simplesmente reproduzissem,

com o auxilio de softwares, ilustragoes classicas de livros. O ideal seria se cada professor
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se envolvesse no emprego de softwares e acentuasse o enfoque geométrico, criando seus

proprios exercicios.

O trabalho criativo dos docentes iria contribuir para que acompanhassemos
as mudancas decorrentes da revolugao tecnolégica. Neste momento de transi¢do, nas
universidades com quadros de docentes altamente qualificados, a liberdade de ensino
e a vontade de inovar poderiam ajudar muito na mudanca de paradigma pela qual
estamos passando. Esta mudanca de paradigma vem humanizar a matematica, pois
as maquinas cuidarao das atividades repetitivas e mecanicas, permitindo ao usuéario
colaborador complementar com sua criatividade, sua visao associada a intuicao, suas
habilidades artisticas, trazendo a cena habilidades que ainda estao além das maquinas.
A situacao é semelhante ao médico, em situagdo que uma maquina produz uma figura
perfeita utilizando ressonancia magnética, mas a sua interpretagao visual, auxiliada pela

experiéncia do médico, é algo que a maquina ainda, na maioria dos casos, nao pode fazer.
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12 Gauss e matrizes elementares na SoftAge

O método de eliminagao de Gauss tem varias aplicagoes, é estudado desde o
Ensino Médio até a Universidade. No caso do software Mathematica, ha dois comandos
diretos que ajudam a quem opera o método, o RowReduce, que leva a matriz a forma linha
reduzida e o MatrixRank, que da o seu posto, outros softwares tém comandos similares.
Bem, dependendo da aplicacao, temos que aplicar o método passo a passo e no caso
especifico do Mathematica, pelo menos por enquanto, ocorre uma pequena falha nos dois

comandos diretos que comentamos, que pode levar a enganos ao aplica-los, se a matriz

tem entradas algébricas (ROSA; PERES; PERES, 2021).

Para implementarmos o método de eliminacao de Gauss passo a passo, qualquer
que seja o software, uma estratégia muito simples é empregar as matrizes elementares,
pois todo software lida bem com produtos matriciais, também tem alguns modelos de
matriz ja implantados e isto facilita a construgao das elementares, que sao obtidas por
leves modificagoes na matriz identidade. Portanto, como pensamos em ensinar aquele que
no futuro utilizara com softwares a matematica que esta aprendendo, devemos procurar
ensinar as, e enfatizar o uso das, matrizes elementares o mais rapidamente possivel. Como
o método de eliminacao ¢ importante desde o Ensino Médio, esta mudanca de paradigma

por que passamos sugere que as matrizes elementares sejam introduzidas ja nesta fase.

O mathematica tem comandos como o Join, que junta linhas de matrizes,
o Take, que tira algumas delas. As linhas sao vetores e podem ser somadas, também
multiplicadas por escalares. O método de eliminacao de Gauss poderia ser implementado
por tais comandos e até podem ser criados comandos diretos a partir deles para fazer as
operacgoes elementares, utilizando alguma programacao. Mas seguir por esta linha seria
muito mais complicado e até invidavel para estudantes iniciantes. O ensino precoce das
matrizes elementares paga o prego deste sacrificio, pois da ao estudante mais habilidade

em aplicar o método, qualquer que seja o software.

O conhecido texto de Abel e Braseton (ABEL; BRASELTON;, 2008b) apresenta
alguns exemplos de aplicacoes diretas dos comandos RowReduce e MatrixRank nos quais
estes comandos funcionam bem, mas ha uma ilusao implicita, pois nao é dificil construir
exemplos em que este enfoque direto falha. Volta e meia esta falha ocorre no caso em que

a matriz possui entradas algébricas, levando o usuério a conclusoes erradas. Consideremos,
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para tanto, a discussao de como as solucoes do sistema linear abaixo dependem do real k.

x4+ 3y —z+4+2w =23,
Oz + 11y — 52 4+ 3w = 1,
20 =5y + 22+ 1w =0,
4 +y+ 2+ 2w = K2,
3x+y+2z+dw=0.

Entramos com a matriz ampliada do sistema. No mathematica uma matriz é uma lista de

listas, onde cada sublista é uma de suas linhas.
In[1:= a = {{1, 3, -1, 2, 3}, {0, 11, -5, 3, 1},{2, -5, 2, 1, 0}, {4, 1, 1, 2, k?},{3, 1, 2, 5, 0} };

Em seguida reapresentamos a matriz na forma tradicional e a colocamos na forma escada,

que também ¢é assim apresentada. Calculamos seu posto.

In[2]:= MatrixForm|a] In[3]:= MatrixForm|[RowReducel[a]
1 3 -1 2 3 10 0 00
0 11 -5 3 1 01000
Outi=] 2 -5 2 1 0 Out3=1 0 0 1 0 0
4 1 1 2 kK 00010
31 2 5 0 00001

In[4]: = MatrixRank]a]

Out[4]:= 5
Se o resultado estivesse correto, independentemente do valor de k o posto da ampliada
seria maior que o da restrita e o sistema seria sempre impossivel. A tltima equacao do
sistema linear associado, apds as operagoes elementares que levaram a ampliada até a
forma escada, seria 0z + 0y + 0z 4+ Ow + 0t = 1, uma contradicdo.Vamos implementar a
eliminagdo passo a passo e veremos que houve uma falha, também entenderemos como

ocorreu. Comegamos por construir as matrizes elementares.

In[5]:= vshear[i__ ,A_,j_,n_ | := Normal[SparseArray[{j,i} — A, {n,n}]] +

+ IdentityMatrix[n];

In[6]:= stretchline[i_ ,A_ ,n_ | := Normal[SparseArray[{i,i} —> A — 1, {n,n}]] +
+ IdentityMatrix[n];

In[7]:= changeline[i__,j ,n_ | := Normal[SparseArray[{{i,j} — 1,

{7,i} > 1,{i,i} > —=1,{j,7} — —1},{n,n}]] + IdentityMatrix[n];

O software ja tem implantadas a ‘matriz identidade’ e uma ‘matriz esparsa’, para a qual
definimos apenas as entradas diferentes de zero. Adicionando matrizes esparsas adequadas

a matriz identidade, construimos os trés tipos de matrizes elementares n x n, que agem a
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esquerda, através do produto matricial, em matrizes com n linhas, efetuando as operagoes
elementares em suas linhas. Seguimos com a eliminacdo passo a passo.

In[8):= a2 = vshear[l, -3, 5, 5] . vshear[1, -4, 4, 5] . vshear[l, -2, 3, 5] . a;

In[9]:= a3 = stretchline[2, -1/8, 5] . changeline[2, 5, 5] . a2;

In[10]:= a4 = vshear[2, -3, 1, 5] . vshear[2, 11, 3, 5] . vshear[2, 11, 4, 5] . vshear[2, -11, 5, 5] . a3;
In[11]:= {MatrixForm[a], MatrixForm[a2], MatrixForm[a3], MatrixForm|a4]}

-

)=
)=

1 3 -1 2 3 1 3 -1 2 3
0 11 -5 3 0 11 -5 3 1
ow[i=4|2 -5 2 1 0 | [0 -11 4 -3 -6 ,
4 1 1 2 K 0 —11 5 —6 k*2-—12
3 1 2 50 0 -8 5 —-1 -9
) 7 13 3
_ 1 Z kel _°
1 3 1 2 3 0 < < .
5 1 9
o 1 o L 9 01 -2 = 9
8 8 8 8 8 8
23 13 51
11 4 -3 -6 o0 -2 2 2=
0 : 8 8 8 (
15 37 3
0 —11 5 —6 k*—12 00 —=2 _20 ;2,72
8 8 *3
0 11 -5 3 1 15 13 91
oo — = =
8 8 8

8
In[12]:= ab = stretchline[3, R 5] . changeline[3, 5, 5] . a4;

2 1 7
In[13]:= a6 = vshear[3, §3’ 5, 5]. vshear|[3, §5, 4, 5] . vshear[3, 5/8, 2, 5] . vshear|3, - 3’ 1, 5] . ab;

15
In[14]:= a7 = stretchline[4, 3 5] . changeline[4, 5, 5] . a6;

1 13
In[15]:= a8 = vshear[4, 3, 5, 5] . vshear[4, - 1—2, 3, 5]. vshear[4, -2/3, 2, 5] . vshear[4, - — . aT;

1,5
15”]

In[16]:= {MatrixForm[a5], MatrixForm[a6], MatrixForm[a7],MatrixForm[a8]}

( 713 3
1.0 gs ?f' _;é 100 %g %%
01 -2 3 3 01 0 ; <_§
oufig= ¢ | 00 1 2 -L b0 B0
0()—§ —% H+Z 000 =3 k-11
13 166
13 74 .
100 T T 1 000 16
01 0 % <_§ 0100 Ig
00 1 %g ._?% Joo1o0 5 >
000 1 _Jgg 000 1 _igg
000 —3 k2—11 0000 k2_.§é;
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641 ) ) ) . 73
Para k = + 13 o sistema é possivel e tem apenas uma solucao: x = 16, y = 3
z =5, w = ———. Para k diferente desses valores o sistema é impossivel. Os comandos

RowReduce e MatrixRank falham pelo fato de que o mathematica, ao agir com tais
comandos, efetua, apds cada operacao elementar, uma simplificacdo, mas ao fazer as
operacgoes elementares divide por expressoes algébricas sem questionar se podem ser nulas
...e nas simplificagbes o software troca quocientes algébricos da forma x/x por 1. Por
estes motivos leva a eliminagdo passo a passo além do ponto que paramos mais acima e
divide a tltima linha por —641/13 + k?, em seguida faz a seguinte simplificacdo.
641 2
—= +k
In[17]:= Simplify | —3——
17— Simplity |
Out[17):=1
A matriz fica com 1 no ultimo elemento da tultima linha ...e o software segue com o

método, levando a matriz a identidade 5 x 5.

O procedimento passo a passo nao serve apenas para checar e contornar falhas
dos softwares, é til, as vezes necessario, em varias situacoes. O conhecido texto de
Lipschutz, da colegao Schaum (LIPSCHUTZ; LIPSON, 2004) trabalha com aplicagoes do
método de eliminagao de Gauss a problemas envolvendo espacos vetoriais e seus subespacos,
portanto as matrizes elementares ajudam o usuario de computadores a enfrenta-los. Vamos
trabalhar o problema 4.117 em Lipschutz e Lipson (2004, p.166) *.

“Considere os seguintes subespacos do R”:

U = Span[{1, -1, -1, -2, 0}, {1, -2, -2, 0, -3}, {1, -1, -2, -2, 1}]
V = Span[{1, -2, -3, 0, -2}, {1, -1, -3, 2, -4}, {1, -1, -2, 2, -5}]

(a) Encontre sistemas homogéneos definindo U e V como conjuntos solugao.
(b) Encontre uma base e a dimensao de UnW.”

Temos duas formas principais, quase que duais, para descrever um subespaco do R",

(i) conjunto solugdo de um sistema homogéneo,

(ii) espago gerado por um certo conjunto de vetores.

Para fazer somas diretas de subespacos, fica mais facil se estao definidos a partir de
geradores, pois basta juntar os geradores dos dois espacos que obtemos os geradores de

sua soma direta. Mas para fazer a interseccao de subespacos, como na questao colocada,

I esta tese advoga o enfoque concreto e pratico aos cursos de calculo, mas aqui trabalhamos em um
exemplo académico, apenas com o intuito de mostrar a eficadcia do emprego do método de Gauss com
matrizes elementares em u software, no caso o mathematica
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fica mais facil se estdo descritos como conjuntos solucao de sistemas homogéneos, pois dai
basta juntar as equagoes dos dois sistemas homogéneos que temos as equagoes do sistema

homogéneo que define a interseccao dos subespacos.

Neste problema os subespacos U e V, dos quais no segundo item do problema
¢ pedida sua interseccao, sao dados através de geradores e o texto, pedagogicamente
pede, no primeiro item, para descrever os dois subespacos como conjuntos solucao de
sistemas homogéneos. As equacoes do sistema homogéneo procurado, para um espago
dado por geradores, sdo as condigbes para que um vetor genérico, no caso {x,y, z, w, t},
seja combinacao dos tais geradores. Tais equagoes podem ser obtidas pelo método de

eliminacao.

Para tanto basta colocar os geradores como sendo as primeiras linhas de uma
matriz, e um vetor genérico {z,y, z,w,t} na tdltima linha. Entao passamos a efetuar o
método de Gauss, primeiro apenas nas linhas dos geradores, e somente numa fase final,
agimos com elas na linha do vetor genérico. Dizer que o vetor genérico ¢ combinagao linear
dos geradores, pertencendo portanto ao subespaco, é o mesmo que dizer que a ultima linha
ficara nula e isto nos fornece as equagoes que definem o subespaco como conjunto solucao
de um sistema homogéneo. Primeiro fazemos, para cada espago, a reducao apenas nas

linhas dos geradores.

In[18]:= u = RowReduce[{{1, -1, -1, -2, 0},
(1,-2,-2,0,-3}, {1, -1, -2, -2, 1}}] ;
[19]:= u2 = {u[[1]], u[[2]], u[[3]], {x, v, z, w, t}} ;
In[20]:= MatrixForm[u2]

100 —4 3

010 -2 4
Out[20]:= 001 0 _1
Xy z w ot

In[21]:= v = RowReduce[{{1, -2, -3, 0, -2},
{1,-1,-3, 2, -4}, {1,-1, -2, 2, -5}}] ;

m[22):= v2 = {v[[A]], v[[2]], v[[3]], {x, y, 2, w, t}} ;
In[23]:= MatrixForm[v2]

100 4 -9
010 2 =2
Out[23]:= 0010 -1

Xy z w t

Segue-se que U e V sdo subespacos tridimensionais de R®. No caso de cada subespaco, o
vetor genérico colocado na quarta linha é combinacao linear dos geradores que de inicio

estavam nas trés primeiras se e somente se, na continuagao com o método, a quarta linha
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tornar-se nula. Desta condicao é que sairao as equagoes que definem cada subespago como

um sistema homogéneo. Vamos seguir com o método passo a passo.

In[24]:= u3 = vshear[3,-z,4,4].vshear|2,-y,4,4].vshear[1,-x,4,4].u2;
In[25]:= MatrixForm[u3|

1 00 —4 3

010 -2 4
Out[25]:=

0 01 0 -1

0 0 0 wHidx+2y t-3x-4y+z
In[26):=MatrixForm|[Grad[{u3[[4,4]], u3[[4,5]]}, {x,y,2,w,t}]]

4 2 010
Out[26]:= (_3 4101

As equagbes que definem o subespago U com o um sistema homogéneo, vemos em Out[25],
sao w+4xr +2y = 0 et —3x — 4y + z = 0. Empregamos o operador gradiente para
obter coeficientes de combinacgoes lineares e escrever a matriz dos coeficientes do sistema

homogéneo que descreve U como subespaco do R®.

In[27]:= v3 =vshear[3,-z,4,4].vshear|2,-y,4,4].vshear[1 -x,4,4] .v2;
In[28]:= MatrixForm|v3]

1 00 4 -9
10 2 -2
Out[28]:= 01 0 »

0 0 0 w-4x-2y t+9x+2y+=z
In[29]:= MatrixForm|Grad[{v3[[4,4]], v3[[4,5]]}, {x.y,z,w,t}]]

-4 -2 01 0
Out[29]::< o 2 10 1

Obtivemos a descri¢do de U e V' como sistemas homogéneos,

X +2y+0z4+ 1w+ 0t =0, 4x-2vy4+0z+ 1w+ 0t=0,
B3x -4y +1z4+ 0w+ 1t =0, 9 +2y+1z4+ 0w+ 1t =0,

a interseccao UNV é portanto o conjunto solugao do sistema homogéneo formados pela
juncao das equagoes, convém reduzir o sistema homogéneo obtido.

In[30]:= uv = Grad[{u3[[4,4]], u3[[4,5]], v3[[4,4]], v3[[4,5]]}] ;
In[31]:= uv2 = RowReduce[uv] ;
In[32]:= {MatrixForm[uv], MatrixForm[uv2]}
4 2 010 10 15 0 1/5
Outfs2]im =3 10 1|01 =25 0 -2
-4 -2 01 0 00 0 1 0
9 2 1 01 00 0 0 0
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O posto é 3 e isto significa que UnV é um subespaco bidimensional de R°. Vamos resolver
o sistema em termos de duas variaveis livres para obter os dois geradores que servirao de
base para UnV. Vemos, da forma reduzida do sistema homogéneo, em Out[32], que z e
t podem ser as variaveis livres, isto é o mesmo que considerar z, y, w como as variaveis

procuradas.

In[33]:= Solve[uv2.{x,y,z,w,t} == {0,0,0,0}, {x,y,w}]

Out[33]::{{x—>;(—t—z),y—>2(t5+z>,w—>0}}

In[34]:= {%[[1,1,2]], %[[1,2,2]], z, %[[1,2,2]], t};
In[35]:= Transpose[Grad|[%, {t, z}] ]//MatrixForm

Out[35]:= ~1/5 2/5 0 0 1
T s 95 10 0

Empregamos novamente o gradiente para pescar coeficientes de uma combinacao linear.

Portanto, temos a seguinte base para UnV,
{{-1/5,2/5,0,0,1} , {—1/5,2/5,1,0,0}} .

Este problema ja é um pouco mais sofisticado, a sua resolugdo com o software mostra como
a tecnologia permite analisar e estudar muitos problemas que, feitos manualmente, seriam
muito complicados. Nos estudos e nos cursos em que sao estudados os espagos vetoriais,
vemos que o emprego do método de eliminagao, com o uso das matrizes elementares e

software, aumentarda muito a riqueza de exemplos e experimentos.
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13 Otimizacao Geométrica na SoftAge

O ensino de otimizagdo, maximos e minimos de fung¢oes de vérias variaveis, que
na Unicamp ocorre no segundo semestre do primeiro ano, é uma das areas em que o enfoque
geométrico e o emprego do software causa modificagbes muito grandes. Quando estudantes
entendemos as equacoes de Lagrange, e outros conceitos envolvidos, ao observarmos
familias de conjuntos de nivel de fungoes a serem otimizadas, também ajuda a observacao
de campos vetoriais como o gradiente de uma fungao etc., o emprego do software, permite,
durante o processo de ensino e aprendizado, trabalhar com muito mais exemplos, ricos em

detalhes, melhorando a compreensao que o estudante tera da matéria.

Além disso, como futuro usuario da matemadtica, o estudante, entao egresso,
empregara software e devemos prepara-lo para utiliza-los com maestria, nestes problemas
em que sua atuacao, ao resolvé-lo, pode ser muito parecida com a atuacao dos médicos,
que alternam entre a obtencao e interpretacao de imagens apropriadas e procedimentos.
Ao resolver os problemas de otimizacao o estudante pode alternar entre a producao de
imagens apropriadas e sua interpretacao com estratégias algébricas, empoderadas pelo

software.

Aqui seguimos de perto um artigo apresentado ha poucos dias da defesa desta
tese, online, em congresso internacional que ocorreu em Chicago, International Conference
on Engineering, Science and Technology, IConEST, Chicago, IL, USA. Vamos exemplificar,
inicialmente consideremos o problema simples de encontrar a menor e a maior distancia

7\ 2 2
do ponto {4, 5} a regido eliptica (g) + (Q) < 1. Para tanto entramos com os seguintes

4
comandos no Mathematica:

hla_ L,y ] = (2/5)?%+ (y/4)%

a = RegionPlot[h[x, y] < 17 {xa _77 7}7 {y> _77 7}]a

b = Graphics[{PointSize[Large] , Red , Point[{4, 5}]}];

gle_y_ 1 = (2 —4)°+ (y—5)%

¢ = ContourPlot[+/g[z, y], {z, =7, 7}, {y, =7, 7},

ContourShading — False, ContourLabels — True, Contours — 20];
gradglz_,y_ | = Grad|g[z,y], {z,y}];

d= StreamPlot[gradg[aj, y]a {'Ta _77 7}7 {y7 _77 7}]7

Show[a , b, ¢, d]

O software mostrara, como resposta aos comandos, uma superposicao da regiao a qual as
variaveis estao restritas com conjuntos de nivel e um diagrama de campo do gradiente da

funcao a ser otimizada.


https://www.2021.iconest.net
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Neste problema simples, a imagem muito ensina ao estudante, a fungao, que é continua,
atinge seu maximo e seu minimo na regiao eliptica, que é compacta. A funcao, que é
diferenciavel, ndo tem pontos onde seu gradiente se anula no interior da regidao, entao
maximo e minimo ocorrem nalgum ponto de fronteira. A fronteira é uma elipse, curva
regular e a funcao a ser minimizada tem derivadas continuas, sabemos que entdo maximo
e minimo ocorrerdao em pontos da fronteira nos quais a fronteira é tangente a alguma curva

de nivel (ou ortogonal ao gradiente) da fungao a ser minimizada.

A visdo da imagem, superpondo conjuntos de nivel e a regiao onde pretendemos
minimiza-la ajuda, neste caso, o estudante a entender melhor as equagoes de Lagrange que
afirmam a tangéncia como a proporcionalidade de dois gradientes, entre o gradiente de
uma funcao auxiliar, que serve para descrever a fronteira e o gradiente da fungdo que da o

quadrado (para simplificar) da distancia ao ponto {4,5}. Vejamos as equagdes no software.

gradh[z_,y_ | = Grad[h[z,y], {z, y}];

NSolve|{gradg[z,y] == X gradh[z, y|, bz, y| == 1}, {z, y, A}]

{{z — —4.03116,y — —2.36639, \ — 49.8067},

{x — 11.6477 — 11.0981 i,y — —9.31816 — 8.87852 i, A — 20.5 — 4.28769i},
{x — 11.6477 + 11.0981 i,y — —9.31816 + 8.87852 i, A — 20.5 + 4.28769 i},
{x — 2.95799,y — 3.22493, A — —8.80673}}

A funcao h foi escolhida de forma a descrever a fronteira da regiao eliptica, seu gradiente
Vh aponta para fora da regido, alinha-se e fica oposto a Vg respectivamente no maximo e

no minimo da func¢ao g, a ser otimizada. Os procurados maximo e minimo sao os seguintes.

{Sqrt[g[2.95799, 3.22493]], Sqrt[g[—4.03116, —2.36639]]}
{2.05831,10.8979}

O tnico ponto em que Vg se anula é {4, 5}, exterior a regiao.
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Resolver este problema de uma segunda forma é uma estratégia pedagogica que
ajuda muito o estudante entender as razoes e a demonstracao das equagoes de Lagrange,
ou seja, de que a tangéncia ocorre entre fronteira e conjuntos de nivel nos pontos de

maximo e minimo.

Nesta forma alternativa parametrizamos a fronteira da regiao por t — «(t),
espiando a fungao de uma variavel g(«a(t)), que da os valores da fungao a ser minimizada
ao longo da fronteira, vemos que seus pontos criticos ocorrem, por conta da regra vetorial
da cadeia, em onde Vg e o/ sao ortogonais, uma vez que

d
9(@) = Vgla(t)) e /() = 0,
o que explica a proporcionalidade entre Vg e Vh.

Tendo parametrizado a fronteira, como ja sabemos que o maximo e minimo

ocorrem na fronteira eliptica, assim poderiamos resolver o problema encontrando os

maximos e minimos da funcao de uma variavel g(a(t)).

Solve[And[D[g[5 Cos|[t],4 Sin[t]],t] == 0,0 <t < 27, t];
{t[1],¢[2],¢[3], t[4]} = {%[[1,1,2]], %[[2, 1, 2]],
N[Table{Sart[g[5 Cos[t[j1], 4 Sinft 1], 1 1, 2H];
ContourPlot[Sqrt[g[x, y]] == %, {z, 7,7},

{y,—7,7}, ContourStyle — {Blue, Thick}];

Show|a, b, ¢, e, %, Graphics[{PointSize[Large],

Red, Thick, Line[Table[{{4, 5}, a[t[7]]}, {4, 1,4}]],
Point[Table[a[t[]], {t, 1,4}]]}]]
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A compreensao geométrica dos problemas de otimizacao pelo estudante, também
sua habilidade em utilizar o software sao essenciais quando ele enfrenta problemas mais
complicados, nos quais simplesmente escrever equagoes como as de Lagrange e empregar

comandos diretos do software nao faria sentido ou de nada adiantaria.

Para tanto vamos considerar o problema de encontrar o o maximo e minimo de
g(z,y) = 1.8y + (z + 1.2)(x + 2.2)(x — 1.8) em uma regido inspirada por um dos casos do
folium de Kepler (GRAY, 2006). Tal regiao é dada por:

(@®+y*) (2(24+2)+y?) < day?, (£+2)°+(y+0.2)> = (0.30), (2+1.6)*+(y—0.4)* > (0.15)%.

A regido é compacta e g é continuamente diferenciavel, como Vg nunca se anula, sabemos

que encontramos maximo e minimo de g na fronteira da regiao.

glz__y =18y + (z +1.2)(z + 2.2)(z — 1.8);
waves = ContourPlot[g|z, y], {z, —3, 2}, {y, —2.5, 2.5},
ContourShading — False, ContourLabels — True,
Contours — 30];

Wiz y 1h2lzy 1} ={(x +2)° + (y +02)%
(z +1.6)% + (y — 0.4)%};

keplerfish = RegionPlot[And[(z* + y*)(x(z + 2) + 3?) < 4ay?,
h2[z,y] = (0.15)? hl[z,y] = (0.30)%],

{x,—3,2}, {y, —2.5, 2.5}, GridLines — Automatic,
PlotPoints — 100];

Show [keplerfish, ondas]
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Exceto por dois arcos de circunferéncia, a fronteira da regiao é um caso do
folium de Kepler, que pode ser escrito em coordenadas polares (GRAY, 2006) por
7(6) = cos §(4 senf? — 2), § € [0, 7], e portanto parametrizado por a(t) = r(t){cost,sent}.

r[t_ ] = Cos[t] (4(Sin[t])? — 2);

tan = NSolve[And[D[g[r[t] Cos[t], r[t] Sin[t]],t] == 0,0 <t < 7]], t];
gvec[t_| = g[r[t] Cos[t], r[t] Sin[t]];

Table[o[j] = tan[[j, 1,2]], { 1, 4}];

gvec[%]

(—4.91118, —4.34535, —6.34595, 1.61074}

keplerfolium = RegionPlot[(z* + y*)(x(z + 2) + 3*) < day?,
{z,—3,2}, {y, —2.5,2.5},

GridLines — Automatic, PlotPoints — 100];

ctans = ContourPlot[Evaluate[Table[g[x, y] == gvec|[o[j]], {j, 1,4}]],
{z,-3,2}, {y, —2.5, 2.5}, ContourStyle — Table[Blue, Thick}, {j, 1, 4}]];

Show [keplerfolium, ctans, waves]

(]
T
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=
T
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Bem, folium de Kepler nao é a fronteira da nossa regiao, mas apenas sua musa inspiradora,
encontramos quatro pontos em que ha tangéncia entre algum nivel conjunto de g e o
folium. Destes apenas aqueles que também sao pontos da fronteira da regiao que de fato

consideramos serao candidatos para maximo ou minimo.

aft_ ] = r[t]{Cos[t], Sin[t]}
{Cos[t]*(—2 + 4Sin[t]*), Cos[t]Sin[t](—2 + 4Sin[t]?)



Capitulo 13. Otimizacio Geométrica na SoftAge 106

pontos = Table[a[d[7]], {7, 1,4}]

{{0.164337,0.202814}, {0.0911569, 0.394346}, {0.237463, —0.483994}, {—1.63368, 0.426345}}
Show keplerfolium, ctans, ondas,

Graphics[{PointSize[Large], Red, Thick, Point[pontos|}]]

Show/[keplerfish, ctans, ondas,
Graphics|{PointSize[Large], Red, Thick, Point[pontos|}]]
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Encontramos o minimo de g na regiao, g ~ 4.92, como mostra a imagem e ela também
mostra que o minimo ocorre em um dos dois vértices que conectam o arco de circunferéncia
formando o olho do peixe aos trechos adjacentes do folium de Kepler. Para encontrar estes
pontos a nossa estratégia sera parametrizar a circunferéncia e submeter as coordenadas da

parametrizacao a equagao do folium.

hlt ] = (" +y*)(@(z +2) +y°) — day?) /e
{r - —1.6 + (0.15) Cos[t],y — 0.4 + (0.15) Sin[t]};
Plot[{A[t], 0}, {t, 0,27}, GridLines — Automatic]

10+

05+

=104

e do grafico vemos boas aproximacoes para 0s zeros que procuramos, podemos entao

empregar o o método de Newton para encontrar raizes.

{FindRoot[h[t], {t,0.5}], FindRoot[h[t], {t, 3.3}]};

{142} = (%[[1,1, 211, %[[2, 1, 21

Blt_]={-1.6+ (0.15) Coslt],0.4 + (0.15) Sin[t]};

{p1,p2} = {B[t1], B[t2]};

{glp1[[11], p1{[2]1], glp2([11], p2[[2]1]}

{1.49767,1.54849}

p2

{—1.74736,0.372006}
Obtemos que o méaximo de g é ~ 1,55, no canto inferior e mais a esquerda dentre os
cantos do olho do peixe de Kepler. Terminamos por fazer uma ilustracdo que mostra uma
regiao ampliada proxima ao olho do peixe, com conjuntos de nivel, para entendermos bem
em qual dos dois cantos, isto é, vértices conectando o arco de circunferéncia aos trechos

adjacentes do folium, ocorreu o maximo.

newwaves = ContourPlot[g[x, y], {z, 2.1, —1.3}, {y, —0.3,0.5},
ContourShading — False, ContourLabels — True, Contours — 30];
Show[newwaves, keplerfish, Graphics[{{PointSize[Large|, Red, Thick,
Point[p1]}, {PointSize[Large], Blue, Thick, Point[p2]}}]]
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O trabalho com este problema e outros semelhantes, junto com os estudantes,
os prepara bem para alternar entre imagens e calculos, utilizando até solucoes criativas,
como ocorreu ao procurar pelos pontos criticos e gerar imagens associadas empregando
uma fronteira que coincidia parcialmente com a correta, para com isto obter subsidios que
levaram a uma solu¢ao do problema. O emprego de imagens d4 margem a uma atividade
mais criativa por parte do usuario da matemadtica, completando o trabalho mecanico do
software, eficaz em produzir imagens e fazer manipulagoes algébricas complicadas com

segurangca.
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14 Consideracoes Finais

Esse trabalho traz apontamentos interessantes que ajudam a pensar sobre como
podemos melhorar o ensino de calculo para alunos do curso de engenharia. Poderiamos
tranquilamente direcionar essas mesmas consideragoes para outros cursos de exatas, uma
vez que o calculo é uma ferramenta fantastica, e que precisa urgentemente ser utilizada de

modo a aproveitar todo seu potencial.

Detalhando nossas obervagoes, vimos a necessidade para olhar para todo o curso
de engenharia e suas fragilidades. As tendéncias de ensino modernas tém nos mostrado
o uso de software como um facilitador para aprender matematica. Um software é uma

ferramenta poderosa que economiza tempo e otimiza a resolucao de problemas.

De fundamental importancia foi a experiéncia de meu orientador que, por
anos lecionando a disciplina de calculo, observou que os problemas dos alunos com essa
disciplina influenciam todo o curso e dificultam tanto sua formagao como a aplicacao do
conhecimento no mercado de trabalho. Esta foi a principal motiva¢ao para a realizacao
desse trabalho: pensar que podemos dar sugestoes para a melhoria do ensino de calculo
e, assim, melhorar todo o curso de engenharia e um pouco mais, discutindo conceitos

culturais e como eles influenciam.

Para tanto, analisamos as novas tendéncias no ensino e como o calculo vem
sendo trabalhado no Brasil. Contribuimos com exemplos de aplicacoes e atividades praticas

e contextualizadas, trazendo diretrizes para ajudar na atualizacao tecnolégica da educagao.

Importante o destaque para 1988 no Encontro Anual realizado em Chicago,
Estados Unidos, sobre as habilidades de base em matematica, que os estudantes do século
XXI deveriam possuir, habilidades que sao necessarias para que restem ao individuo tanto

as portas para o emprego, quanto para uma educagao posterior.

Conectando também com o recente documento da BNCC que permite tratar a
interdisciplinaridade muito mais como uma proposta metodolégica e pedagégica, em que
a escola podera formar alunos conscientes de sua formacao académica e também de sua

posicao e fungao na sociedade.

Esses conceitos precisam comecar a conversar desde a base até o inicio da vida
académica, momento em que o aluno precisa de todas as ferramentas que o estudo da
matematica basica ofereceu para que o curso de calculo nao se torne um obstaculo para a

realizagao de seu objetivo.

Surgem muitas sugestoes, como a modelagem matematica, que propde observar

fendmenos com o intuito de gerar duvidas e problematizar, sendo o ponto inicial para a
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construcao de modelos matematicos. A histéria da matematica, também é caminho para
esclarecer a origem e a evolugao das ideias investigando casos particulares e, a partir deles,

concluir uma teoria geral.

Uma parte marcante foi falar sobre o pensamento computacional, que é o ato
de formular ideias com clareza suficiente para que se possa dizer a um computador como
fazeé-las. Uma das vantagens da revolucao e da evolugdo tecnolédgica é que para fazer uso
do pensamento computacional nao necessitamos de horas de treinamento em programacao,

apenas solicitar ao computador que o execute.

Quando o tema é matemaética, ¢ muito importante o incentivo ao pensamento
computacional, pois ha um ambiente no qual um conceito que foi formulado pode ser
transformado em algo real. A analise que devemos fazer diante de tudo o que nos tem sido
ofertado em termos de tecnologia, leva-nos a refletir que nao devemos competir com os

computadores, pois, sao muito melhores que nés no que eles podem fazer.

Com toda a revolugao tecnologica que vivemos, foi importante, compartilhar
trabalhos de sucesso e, principalmente, observar os colegas que conseguiram, diante de
tantas dificuldades pontuadas a respeito das areas de exatas, construir trabalhos exitosos

e bem desenvolvidos sobre uma base sélida de matematica.

Foi nesse espirito que trouxemos para analise o curso desenvolvido e aplicado no
MIT. Em determinado momento foi possivel perceber que, em poucas aulas, foi apresentada
uma gama enorme de conceitos com uma infinitude de aplica¢des. Alunos de engenharia
conseguem resolver diversos problemas e naquele ponto do curso podem ter uma visao
bem clara sobre como o calculo é 1til como ferramenta para a resolugao de problemas.
E na linha de trabalho do MIT, o aluno vai estar apenas no primeiro semestre da sua

graduagao e nao vai ter que esperar por anos para ver os problemas mais interessantes.

O destaque para a interpretacao geométrica sempre é recomendada por eles,
devido a facilidade que esse tipo de exemplo visual traz, levando a ativacao bilateral do
cérebro.Essa ativacao é extremamente importante para a aprendizagem: o lado do cérebro
¢é analitico e verbal e o lado direito é responsavel pela intuicao, usando principalmente

imagens no lugar de palavras.

Importante retomar que o calculo é o estudo das taxas das mudangas de uma
quantidade variavel, fornece aos engenheiros um controle que permite modelar as taxas,
controlando assim mudancas do mundo real. O objetivo é que o aluno tenha essa percepcao,

senta-se atraido por estudar calculo e direcione seu estudo para sua propria necessidade.

Por exemplo, quando conectamos conceitos com a area embaixo de uma curva,
fazemos uma conexao maior entre a matemaética e a fisica estudadas no ensino médio com
o conteido do curso inicial de calculo da graduagao. Partindo sempre da base que o aluno

traz de sua vida escolar para, entao, dar sequéncia aos contetidos que serao estudados no
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curso.

Para isso foi destacada também a necessidade de desenvolver o pensar nas
operagoes: formular, resolver e interpretar pelo aumento da capacidade das maquinas, que se
tornam cada vez mais competentes na operacao resolver. Por esse motivo propomos que os
cursos de célculo devam valorizar o tipo de exercicio que envolva mais as operagoes formular
e interpretar, que incluem a montagem do problema com escolha de varidveis e outras
atividades tipicamente humanas que exigem criatividade e nao podem ser substituidas

pelas maquinas.

Relembramos que trabalhar apenas com esbo¢o manual nos faz perder um
tempo que poderia ser utilizado para desenvolver outras habilidades também necessarias.
Defendemos que alguns exercicios do tipo resolver devem ser feitos pelos alunos para se
familiarizar, porém deixando mais tempo para exercicios do tipo formular e interpretar

que trazem muito mais sentido a sua formacao.

Conseguimos observar que nos livros dos autores citados anteriormente, as
equagoes diferenciais separaveis sao apresentadas ja no céalculo I e, ficou claro em suas

obras a importancia de se estudar as equacoes diferenciais o quanto antes.

Ao contextualizar, o aluno engenheiro aprende como a tecnologia evoluiu com
o passar dos tempos e a importancia da curva nesse desenvolvimento. Os exemplos de
curvas, contextualizados, tiveram valor didatico pois possibilitaram o aluno estabelecesse
uma ligagdo da matéria estudada com o mundo real. Como poderia um engenheiro se

formar sem saber o que é uma catenaria? Ou uma clepsidra?

E necessdrio quebrar o paradigma que existe dentro dos cursos de calculo nas
graduacoes, em um pais onde milhares de engenheiros sao formados todo ano. Esses jovens
possuem criatividade para desenvolver de tudo nas varias areas da engenharia, mas patinam
ao estudar calculo usando uma matematica refinada demais para o momento presente e,

principalmente, sem terem de fato compreendido as suas aplicagoes fundamentais.

Como evoluir uma sociedade que nao reestrutura suas raizes? Esse modelo estéa
enraizado e, dificilmente vai mudar, se nao nos debrugarmos sobre nossa histéria para

entender e corrigir essa cultura equivocada que construimos.

Se esse aluno perceber logo de inicio a aplicabilidade dos contetidos e conceitos
que estuda em seu curso de graduagao, certamente vai compartilhar esses assuntos com
sua familia e amigos, mesmo que de forma indireta, pois, se ele entende facilmente, ele ira
falar de modo simples sobre assuntos que agora sao parte do seu cotidiano. Esse é nosso

objetivo.



112

Referencias

ABEL, L. M.; BRASELTON, J. P. Differential Equations with Mathematica. 4. ed. San
Diego, California: Elsevier Academic Press, 2008. Citado na pagina 84.

. Mathematica by Example. 4. ed. San Diego, California: Elsevier Academic Press,
2008. Citado na pagina 94.

AHMADI-NEDUSHAN, B. What is your opinion about right brain or Left-brain
dominance? 2020. Disponivel em: <https://www.researchgate.net/post/What_is_your
opinion__about_ right brain_ or_Left-brain _dominance>. Acesso em: 23 jul 2020.
Citado na pagina 24.

BNCC. Base Nacional Comum Curricular. 2020. Disponivel em: <http://
basenacionalcomum.mec.gov.br/>. Acesso em: 23 jul 2020. Citado na péagina 16.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B. Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems. 11. ed. Danvers, MA: John Wiley Sons, 2017. Citado na
pagina 87.

BOYER, C. B. Historia da Matemdtica: traducdo Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard
Blucher, Ed da Usp, 1974. Citado na pagina 12.

BRONSON, R.; B., C. G. Differential Equations. 3. ed. Pennsylvania, NY: McGraw-Hill
Companies, 2006. Citado na pagina 87.

BRUNNER, J. S. El proceso de la educacion. México: Uthea,, 1960. Citado na pagina 14.

COMVEST. Comissio Permanente Para os Vestibulares. 2020. Disponivel em:
<www.comvest.unicamp.br/vest__anteriores/2009/download/comentadas/fasel.pdf>.
Acesso em: 2 abr 2020. Citado na pagina 31.

CONRAD, D.;: OPENO, J. ESTRATEGIAS DE AVALIACAO PARA A APRENDIZA-
GEM ONLINE. 1. ed. Sao Paulo, SP: Artesanato Educacional, 2019. Citado na pagina
19.

D‘AMBROSIO, U. Etnomatemdtica. Brasil: Auténtica, 2007. Citado na pagina 13.

. Uma historia concisa da Matemdtica no Brasil. Brasil: Editora Vozes, 2011.
Citado na pagina 12.

EDWARDS, C. H.; PENNEY, D. E. Cdlculo com geometria analitica. Sao Paulo: Prentice
Hall Hispanoamericana, 1997. v. 1. Citado na pagina 58.

FINI, M. I.; MENEZES, L. C. Curriculo de Fisica do Estado de Sao Paulo. Sdo Paulo:
Secretaria da Educagao, 2012. Citado na pagina 31.

FREIRE, P. Pedagogia do Oprimido. 17. ed. Rio de Janeiro, RJ: Paz e Terra, 1987.
Citado na péagina 83.


https://www.researchgate.net/post/What_is_your_opinion_about_right_brain_or_Left-brain_dominance
https://www.researchgate.net/post/What_is_your_opinion_about_right_brain_or_Left-brain_dominance
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
www.comvest.unicamp.br/vest_anteriores/2009/download/comentadas/fase1.pdf

Referéncias 113

FUVEST. Fundagio Universitiria Para o Vestibular. 2019. Disponivel em:
<acervo.fuvest.br/fuvest /2000/fuv2000__1fase_prova_ V.pdf>. Acesso em: 10 fev 2019.
Citado na pagina 31.

CGITTON, B. Reldgio D‘Agua. 2019. Disponivel em: <https://iguatemi.com.br/saopaulo/
blog/conheca-o-nosso-relogio-dagua>. Acesso em: 31 jul 2019. Citado na pagina 60.

GRAY, A. . Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with Mathematica. 2.
ed. Boca Raton, FL: CRC, 2006. Citado 2 vezes nas paginas 104 e 105.

IFGW. Catdgolo da graduagao. 2020. Disponivel em: <https://portal.ifi.unicamp.br/
graduacao/disciplinas>. Acesso em: 2 mar 2020. Citado na pagina 34.

KLINE, M. O fracasso da Matemdtica Moderna. Sao Paulo, SP: IBRASA, 1976. Citado
na pagina 58.

LEITHOLD, L. O céalculo com geometria analitica. 3* edi¢do. Editora HARBRA. Sao
Paulo, v. 1, 1994. Citado na pagina 75.

LIPSCHUTZ, S.; LIPSON, M. L. Schaum’s Outline of Theory and Problems of Linear
Algebra. 3. ed. Pennsylvania, NY: The McGraw-Hill Companies, 2004. Citado na pagina
97.

MAOR, E. E: historia de un nimero. 5. ed. Rio de Janeiro: RECORD, 2008. Citado na
pagina 32.

MARCONI, M. A.; LAKATOS, E. M. E. M. Fundamentos de metodologia cientifica. 5. ed.
Sao Paulo: Atlas, 2003. Citado na pagina 67.

ONUCHIC, L. D. L. R. Ensino-aprendizagem de matemdtica através da resolucao de
problemas. In: BICUDO, M. A. V. (Org.) Pesquisa em Educagio Matemdtica: consepgoes
e perspectivas. Sao Paulo: Editora Unesp, 1999. Citado na pagina 28.

PERES, D. P. M. Tfc, esquecemos para depois aprende-lo novamente? Proceeding Series
of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1, 2020.
Disponivel em: <https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/2748/0>. Citado
na pagina 66.

PERES, D. P. M.; PERES, R.; SOUZA, J. G. F. Uma proposta de analise de orbitas
celestes com o estudo do hodégrafo. Anais do Evento, v. 1, n. 1, p. 81-83, 2018. Disponivel
em: <http://www.repositorio.ufal.br/jspui/handle/riufal /6882>. Citado na pagina 66.

PIAGET, J. Logique et connaissance scientifique. 23. ed. Paris: Encyclopédie de la pléiade
- Gallimard, 1967. Citado na pagina 13.

. O estruturalismo. 3. ed. Rio de Janeiro: Difel, 1979. Citado na pagina 13.

POLYA, G. A arte de resolver problemas. Rio de Janeiro: Interciéncia, 1978. Citado na
pagina 15.

QUIMICA, 1. de. Quimica 1. 2020. Disponivel em: <https://iqm.unicamp.br/sites/default/
files/QG101%20-%20Qu%C3%ADmica%201.pdf>. Acesso em: 2 mar 2020. Citado na
pagina 35.


acervo.fuvest.br/fuvest/2000/fuv2000_1fase_prova_V.pdf
https://iguatemi.com.br/saopaulo/blog/conheca-o-nosso-relogio-dagua
https://iguatemi.com.br/saopaulo/blog/conheca-o-nosso-relogio-dagua
https://portal.ifi.unicamp.br/graduacao/disciplinas
https://portal.ifi.unicamp.br/graduacao/disciplinas
https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/2748/0
http://www.repositorio.ufal.br/jspui/handle/riufal/6882
https://iqm.unicamp.br/sites/default/files/QG101%20-%20Qu%C3%ADmica%20I.pdf
https://iqm.unicamp.br/sites/default/files/QG101%20-%20Qu%C3%ADmica%20I.pdf

Referéncias 114

ROSA, M. A. d. F. LABORATORIOS VIRTUAIS - CALCULO, ALGEBRA E
GEOMETRIA. Campinas, SP: EDITORA UNICAMP, 2020. Citado na pagina 71.

ROSA, M. A. d. F.; PERES, R.; PERES, D. P. M. Odes together pdes and
vector fields in the softage. International Journal on Engineering, Science

and Technology (IJonEST), Chicago, v. 2, n. 2, p. 7-11, 2020. Disponivel em:
<https://www.ijonest.net /index.php/ijonest /article/view /25>. Citado na pagina 80.

. Gauss with elementary matrices in the softage. International Journal on
Engineering, Science and Technology (IJonEST), Chicago, v. 3, n. 1, p. 7-11, 2021.
Disponivel em: <https://www.ijonest.net/index.php/ijonest/article/view/26>. Citado 2
vezes nas paginas 80 e 94.

STEVEN, L. THE MOVEMENT TO MODERNIZE MATH CLASS. 2020. Disponivel em:
<https://www.wsj.com/articles/the-movement-to-modernize-math-class-116051106297?
fbclid=IwAROpdilgBWbrvugjSQaBLbhKsaOIKEY9hBRyzL4vb
wyMMMRz0fbeQO-gb6Q#comments_sector>. Acesso em: 31 dez 2020. Citado

na pagina 19.

STEWART, J. Cadlculo. 7. ed. Sao Paulo: Cengage Learning - traducao, 2013. v. 1. Citado
na pagina 36.

SYMONDS, Q. Rankings. 2019. Disponivel em: <https://www.topuniversities.com/
university-rankings/university-subject-rankings/2019/engineering-technology>. Acesso
em: 31 jul 2019. Citado na pagina 55.

TECHNOLOGY, M. 1. of. MIT Open Courseware. 2019. Disponivel em: <https:
//engineering.mit.edu/about/>. Acesso em: 10 fev 2019. Citado na pagina 23.

. MIT Open Courseware. 2020. Disponivel em: <http://www-math.mit.edu/~djk/
calculus_ beginners/chapter00/section02.html>. Acesso em: 31 mar 2020. Citado na
pagina 23.

. MIT Open Courseware. 2021. Disponivel em: <https://ocw.mit.edu/courses/
mathematics/18-01-single-variable-calculus-fall-2006 /video-lectures/>. Acesso em: 03 jan
2021. Citado na pagina 23.

WOLFRAM, C. TED: Teachingkids real math with computers. 2019. Disponivel em: <https:
//www.ted.com/talks/conrad wolfram_teaching kids real math with computers>.
Acesso em: 23 maio 2019. Citado na pagina 44.

. Como Ensinar Pensamento Computacional. 2020. Disponivel em: <https:
//writings.stephenwolfram.com/2016 /09 /how-to-teach-computational-thinking />. Acesso
em: 6 dez 2020. Citado na pagina 20.

WORLD, E. F. E assim que o ensino superior serd em 5 anos. 2021. Disponivel em: <https:
//www.weforum.org/agenda/2020/11 /higher-education-online-change-cost-covid-19>.
Acesso em: 5 jan 2021. Citado na pagina 22.


https://www.ijonest.net/index.php/ijonest/article/view/25
https://www.ijonest.net/index.php/ijonest/article/view/26
https://www.wsj.com/articles/the-movement-to-modernize-math-class-11605110629?fbclid=IwAR0pdi1gBWbrvugjSQaBLbhKsa0lKEY9hBRyzL4vb_wyMMMRz0fbeQO-g6Q#comments_sector
https://www.wsj.com/articles/the-movement-to-modernize-math-class-11605110629?fbclid=IwAR0pdi1gBWbrvugjSQaBLbhKsa0lKEY9hBRyzL4vb_wyMMMRz0fbeQO-g6Q#comments_sector
https://www.wsj.com/articles/the-movement-to-modernize-math-class-11605110629?fbclid=IwAR0pdi1gBWbrvugjSQaBLbhKsa0lKEY9hBRyzL4vb_wyMMMRz0fbeQO-g6Q#comments_sector
https://www.topuniversities.com/university-rankings/university-subject-rankings/2019/engineering-technology
https://www.topuniversities.com/university-rankings/university-subject-rankings/2019/engineering-technology
https://engineering.mit.edu/about/
https://engineering.mit.edu/about/
http://www-math.mit.edu/~djk/calculus_beginners/chapter00/section02.html
http://www-math.mit.edu/~djk/calculus_beginners/chapter00/section02.html
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-01-single-variable-calculus-fall-2006/video-lectures/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-01-single-variable-calculus-fall-2006/video-lectures/
https://www.ted.com/talks/conrad_wolfram_teaching_kids_real_math_with_computers
https://www.ted.com/talks/conrad_wolfram_teaching_kids_real_math_with_computers
https://writings.stephenwolfram.com/2016/09/how-to-teach-computational-thinking/
https://writings.stephenwolfram.com/2016/09/how-to-teach-computational-thinking/
https://www.weforum.org/agenda/2020/11/higher-education-online-change-cost-covid-19
https://www.weforum.org/agenda/2020/11/higher-education-online-change-cost-covid-19

	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Tecnologia e novas tendências de ensino
	Um pequeno resumo da história do ensino de Matemática
	O ensino de matemática
	As tendências de ensino

	Espiando movimentos alienígenas
	Nem FHC, nem THC, mas duas vezes TFC
	A importância da sinergia
	Exercícios de vestibulares
	Não substituí-las, cooperar com elas!
	Curso de cálculo para engenheiros
	Engenheiro prático e tempos do império
	V ERMAC - 2018 & CNMAC - 2019
	EDOs mais cedo, um suporte necessário
	EDOs com EDPs e campos na SoftAge
	Gauss e matrizes elementares na SoftAge
	Otimização Geométrica na SoftAge
	Considerações Finais
	Referências

