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RESUMO:

A maior parte das investigagdes no Brasil que assumem como foco o professor de e que ensina Matematica néo
se aprofunda nas especificidades do seu conhecimento para o ensino, centrando-se nas generalidades dos
processos de ensino e aprendizagem ao ndo considerar especificamente o conteldo a ser ensinado, ou ao se
centrar no papel do professor enquanto aprendiz de Matematica, desconsiderando as particularidades do ensino
desta disciplina. Assumindo-se o importante papel que o conhecimento do professor exerce no desenvolvimento
dos conhecimentos e capacidades matematicas dos alunos, esta pesquisa foca-se nas especificidades desse
conhecimento docente, encarando-as segundo a lente tedrico-analitica do Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge (MTSK), que considera a espcializacdo do conhecimento do professor, tanto na sua dimenséao
matematica quanto na dimensao pedagogica. Assim, objetiva-se, por um lado, caracterizar o conhecimento
especializado do professor, ao explorar e descrever as especificidades desse conhecimento no ambito dos
topicos de divisdo e do tema de Medida. E, por outro lado, objetiva-se mapear e descrever as relagdes que se
observam entre o conteldo do conhecimento especializado no ambito destes topicos, de modo a evidenciar
conexfes matematicas do tipo intra-conceituais e interconceituais. Dessa forma, busca-se resposta a questdo:
Que conhecimento especializado revelam professores participantes de um Programa de Formacdo
Continuada, focada nas especificidades do conhecimento do professor de e que ensina matematica, sobretudo
em relacdo a elementos estruturais e estruturantes da matematica no &mbito dos tdpicos de Medidas e de
divisdo? Para isso, adotamos uma metodologia qualitativa, do tipo estudo de caso instrumental. Dois tipos de
informagdes foram utilizadas na pesquisa, sendo o primeiro referente as produgdes (registros escritos e
comentarios orais e gestuais) dos professores para as Tarefas para Formacg&o (TpF), implementadas no contexto
de um Programa de Formacdo Continuada (PFC), na modalidade curso de Especializagdo em Matematica, em
que cada um dos sete modulos do curso (cinco encontros por mddulo) foi também oferecido como curso de
extensdo, pela Faculdade de Educacdo da Universidade Estadual de Campinas. A coleta dessas informacdes foi
feita por meio de gravagdes de &udio e de video de duas sessdes de formacdo (8 horas cada), além dos registros
escritos dos professores para as tarefas com foco no tépico de divisdo e nos topicos de Medida. A analise foi
feita a partir das transcri¢cdes das gravacGes dos encontros de formacdo, além dos registros escritos dos
professores para as tarefas. Dessa analise, emergiram descritores do conhecimento especializado do professor
relacionado aos tépicos (KoT) de divisdo e do tema de Medida, que foram apresentados nos artigos que
compdem esta tese. O segundo tipo de informacdo utilizada se relaciona com os proprios descritores do
conhecimento emergentes do contetido das produgdes dos professores. A analise do conteido desses descritores
permitiu evidenciar um conjunto de elementos estruturantes e ideias unificadoras que ddo forma a uma
arquitetura do conhecimento matematico do professor associado aos topicos de divisdo e do tema de Medida.
Nesse sentido, propusemos uma teorizagdo das conexdes matematicas associadas ao conhecimento
especializado do professor, apresentadas na forma de “pacotes de conhecimento especializado”.

Palavras-chave: Conhecimento especializado do professor de Matematica. Divisdo
(Aritmética). Grandezas e Medidas. Conexdes (Matemaéticas). Pacotes de conhecimento
especializado. Formacao de professores.



ABSTRACT:

Most of the investigations in Brazil that focus on the teacher does not consider the specifics of their knowledge
for teaching, focusing on the general aspects of the teaching and learning processes by not specifically
considering the content to be taught, or by focusing on the role of the teacher as a Mathematics learner,
disregarding the particularities of teaching this subject. Assuming the important role that teacher knowledge
plays in the development of students’ mathematical knowledge and skills, this research focuses on the
specificities of this teaching knowledge, considering them according to the theoretical and analytical lens of the
Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), which considers the specialization of the teacher's
knowledge, both in its mathematical and pedagogical dimensions. Thus, the objective is, on the one hand, to
characterize the teacher’s specialized knowledge, by exploring and describing the specifics of such knowledge
within the scope of the topics of division and Measurement. On the other hand, the objective is to map and
describe the relationships that are observed between the content of such a specialized knowledge within these
topics, in order to highlight intra-conceptual and inter-conceptual mathematical connections. Thus, it seeks to
answer the question: What specialized knowledge reveal teachers participating in a Teachers Training Program,
focused on the specifics of teacher’s knowledge, especially in relation to structural and structuring elements of
mathematics, within the topics of Measurement and division? For this, we adopted a qualitative research
methodology which is an instrumental case study type. Two types of information were used in the research, the
first one referring to the productions (written records and oral and gestural comments) of the teachers for the
Training Tasks (TT), implemented in the context of a Teachers Training Program (TTP), in a specialization
course in Mathematics, in which each of the seven modules of the course (five meetings per module) was also
offered as an extension course, by the Faculty of Education of the State University of Campinas. The data was
gathered through audio and video recordings of two training sessions (8 hours each), in addition to the teachers’
written records for the tasks focusing on the topic of division and on the topics of Measurement. The analysis
was carried out based on transcripts of the recordings of the training sessions, in addition to the teachers’ written
records for the tasks. From this analysis, descriptors of the teacher’s specialized knowledge related to the topics
(KoT) of division and the theme of Measurement emerged, and it was presented in the papers that make up this
thesis. The second type of information used is related to the descriptors of teacher’s knowledge emerging from
the content of teachers' productions. The analysis of the content of these descriptors revealed a set of structuring
elements and unifying ideas that form an architecture of the teacher's mathematical knowledge, associated with
the topic of division and the topics of Measurement. In this sense, we proposed a theorization of mathematical
connections associated with the teacher’s specialized knowledge, presented in the form of “specialized
knowledge packages”.

Keywords: Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge. Division. Measurement.
Mathematical connections. Specialized knowledge packages. Teacher Education.
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INTRODUCAO

Desde os trabalhos de Shulman e colaboradores (por exemplo, SHULMAN, 1986;
WILSON; SHULMAN; RICHERT, 1987), muitas pesquisas no ambito da Educacéo
Matematica assumem a centralidade do conhecimento do professor! (contetido, natureza e
tipo), reconhecendo o impacto desse conhecimento em sua pratica (BLOMEKE et al., 2008;
CHARALAMBOUS, 2015; HILL et al., 2008; KUNTER et al., 2013; SANTAGATA, LEE,
2021).

Ao mesmo tempo, outras diversas frentes de investigacGes se concentram em
identificar as relagdes existentes entre 0 conhecimento do professor e o desenvolvimento das
aprendizagens e capacidades matematicas dos alunos (ver por exemplo, BOYD et al., 2009;
DARLING-HAMMOND, 2000; GROSSMAN, 2010; NYE; KONSTANTOPOULOS;
HEDGES, 2004).

Esse conhecimento do professor tem implicacOes, dentre outros fatores, nos tipos de
tarefa que elabora (CHARALAMBOUS, 2010) e nos tipos (e forma) de discusséo que propde
em sala de aula (DA PONTE; QUARESMA, 2016; POLICASTRO et al., 2020;
SCHOENFELD; KILPATRICK, 2008), quando se trata de favorecer a compreensdo por
parte dos alunos daquilo que fazem (ou devem fazer) e do porqué o fazem (ou devem fazer)
a cada momento quando lidam com a matematica. Além disso, é precisamente esse
conhecimento do professor que o ajuda a atribuir significado aos comentarios, producdes,
resolucdes, conjecturas e outras formas de manifestacbes e comunicacBes matematicas
formuladas pelos alunos (DREHER; KUNTZE, 2015; FERNANDEZ; LLINARES; VALLS,
2013; JAKOBSEN; RIBEIRO; MELLONE, 2014; LEE; CROSS FRANCIS, 2018;
RIBEIRO et al., 2017), perspectivando a futura tomada de decisdes e a¢es pedagdgicas
(HILL; ROWAN; BALL, 2005; MA, 1999), no sentido de desenvolver seus conhecimentos
matematicos.

Assim, a centralidade que o conhecimento do professor exerce no ambito de sua
préatica profissional e o papel que representa nas e para as aprendizagens e resultados dos
alunos (HILL; BALL; SCHILLING, 2008), justificam as diversas frentes de investigacdo

1 Por considerarmos a natureza especializada do conhecimento do professor, nesta pesquisa nhédo
diferenciamos “professor de matematica” de “professor que ensina matematica” e, nesse sentido, sempre nos
referimos a “professor”, incluindo todos aqueles que possuem Licenciatura (em Pedagogia e/ou em
Matematica) e que desenvolvem o seu labor profissional relacionado com o ensino da matematica.
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que vém sendo desenvolvidas com maior intensidade nas Ultimas trés décadas, e que colocam
em evidéncia as dimensdes, as caracteristicas e o contetdo proprios desse conhecimento, em
particular, no caso do professor que desenvolve o seu labor profissional no ambito do ensino
da matematica (BALL; THAMES; PHELPS, 2008; BROMME, 1994; CARRILLO et al.,
2018; DAVIS; SIMMT, 2006; FENNEMA; FRANKE, 1992; GODINO et al., 2017;
ROWLAND; HUCKSTEP; THWAITES, 2005).

No Brasil, as investigaces que tém tido como objeto de estudo os conhecimentos do
professor no @mbito da Matemética vém, gradativamente, ocupando maior atengdo dos
pesquisadores na area, como mostraram Fiorentini e Crecci (2017), em uma metassintese de
pesquisas sobre conhecimentos/saberes na formacgéo continuada desses professores?. Nesse
estudo, os autores identificaram que, dentre os 858 trabalhos de pesquisa® produzidos entre
2001 e 2012, 46 teses de doutorado tinham como foco de estudo a Formagéo Continuada de
professores de e que ensinam Matematica. No entanto, dessas 46 teses, apenas 13 abordavam
0s saberes e conhecimentos profissionais fundamentando-se, em sua maioria, nos referenciais
tedricos propostos por Shulman (1986) e Tardif (2002), cujas abordagens se detém em
aspectos gerais do ensino, deixando a margem as especificidades do conhecimento do
professor. Apenas uma das pesquisas encontradas nesse rol de investigacdes considerou essas
especificidades, tendo utilizado como aporte teérico a conceitualizacdo do Mathematical
Knowledge for Teaching (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Atualmente, no ambito nacional, encontramos pesquisas com foco nas
especificidades do conhecimento do professor, ja concluidas ou em desenvolvimento, no
ambito dos grupos de pesquisa CIEspMat e TSK Group*, mas que ndo se fundamentam na
conceitualizacdo do Mathematical Knowledge for Teaching. Ainda assim, podemos

considerar que, em termos nacionais, a quantidade de pesquisas académicas do tipo teses e

2 Este estudo compds parte de um projeto maior intitulado “Mapeamento € Estado da Arte da Pesquisa
Brasileira sobre o Professor que Ensina Matematica” e teve como objetivo principal “mapear, descrever e
sistematizar as pesquisas brasileiras — produzidas no &mbito dos programas de Pds-Graduagdo stricto sensu
das areas de Educacdo e Ensino da CAPES, no periodo de 2001 a 2012 — que tiveram como foco de estudo o
Professor de e que Ensina Matematica” (FIORENTINI; CRECCI, 2017).

% Todos os trabalhos sendo teses e dissertac@es, tratando especificamente sobre o professor que ensina
matematica.

4 Grupos sediados, respectivamente, na Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), no estado de S&o
Paulo, e no Instituto Federal do Mato Grosso (IFMT), na cidade de Cuiab4, e coordenados, respectivamente,
pelos professores doutores Miguel Ribeiro e Jeferson Moriel Gomes Junior.
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dissertacbes com esse foco investigativo € ainda pouco significativa, ndo possibilitando que
os entendimentos relacionados com as especificidades do conhecimento do professor sejam
aprofundados, em termos nacionais.

Quando ampliamos® o rol de tipos de pesquisas desenvolvidas no ambito nacional,
inserindo nesse conjunto os artigos publicados e vinculados & base de dados Scielo,
confirmamos a escassez de investigagdes com foco no conhecimento do professor. Por
exemplo, quando restringimos a busca® a area tematica Educacéo e pesquisa educacional
com 0s pardmetros conhecimento do professor e matematica, obtivemos 0s seguintes
resultados: 1) quando os parametros foram inseridos sem aspas, o0 que indica que a busca ndo
retorna os resultados em que todos 0s termos aparecem exatamente como conteudo dos
textos, foram encontrados 28 trabalhos, todos artigos de periddicos, publicados entre 2002 e
2018; 2) quando os parametros foram inseridos entre aspas, somente um trabalho retornou
da busca, sendo que este ja estava considerado no rol de trabalhos elencados na busca
anterior.

Uma leitura dos 28 trabalhos, partindo-se dos resumos, palavras-chave e referéncias
bibliogréaficas utilizadas, nos permitiu confirmar que existe uma lacuna na literatura nacional
em relacdo ao conhecimento professor, ja que, apenas trés trabalhos (RIBEIRO, 2012;
SERRAZINA, 2014; TRIVILIN; RIBEIRO, 2015) consideram as especificidades do
conhecimento do professor tomando como referenciais tedricos os estudos desenvolvidos por
Ball e colaboradores (2008). Ressalta-se que, dentre esses trés trabalhos, o de Serrazina
(2014) n&o foi realizado no ambito nacional.

Num levantamento de todas as publicagdes ocorridas entre os anos de 2012 e 2018
no periodico BOLEMA’ sobre a tematica “conhecimento do professor”, utilizando os

parametros de busca com os termos “professor; professores; maestro; profesor; teacher;

® A opcéo pelo foco narrativo desse trabalho, em primeira pessoa do plural, justifica-se pela necessidade de
serem levados em conta os diferentes (e iniUmeros) momentos de discussOes realizadas nos ambitos dos
grupos de pesquisa coordenados, respectivamente, pelo orientador e coorientador dessa tese, a saber, o grupo
Conhecimento Interpretativo e Especializado do Professor de/que ensina Matematica (CIEspMat) e o grupo
Préticas Pedagdgicas em Matematica (PRAPEM), além das incontaveis horas de discussdo com os proprios
orientadores e demais colegas que colaboraram significativamente com todo o percurso trilhado ao longo
desta pesquisa.

¢ Ultima busca realizada em agosto de 2019.

7O periddico “Boletim de Educagdo Matematica” (BOLEMA) foi classificado pela fundagdo “Coordenagdo
de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior” (CAPES) com qualis A1, no ano de 2018, tanto para a
area de Educacdo quanto para a area de Ensino, duas areas centrais no contexto da Formacao de Professores.
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ensino; matematica; conhecimento; aluno”, Caldatto, Policastro e Ribeiro (2019) concluiram
que mais da metade (aproximadamente 51%) das pesquisas publicadas nesse periodico (um
total de 453 trabalhos entre artigos e resenhas) néo trata das especificidades do conhecimento
do professor para o ensino de matematica. Isso porque boa parte dessas pesquisas (38%) foca-
se nas aprendizagens dos alunos, deixando & margem o conhecimento do professor nesse
processo. A outra parcela dos trabalhos (13%), segundo a pesquisa, considera as relacdes
professor-aluno sem a presenca do contetido a ser ensinado (conhecimento pedagogico geral,
portanto) ou considera a relagdo do professor (enquanto aprendiz) com a Matematica, sem
considerar o ensino desta.

Quando ampliamos o horizonte para o campo internacional das pesquisas
relacionadas com as especificidades e particularidades que configuram as dimensdes do
conhecimento do professor, deparamo-nos com uma diversidade de perspectivas sob as quais
tal conhecimento é investigado (ver por exemplo, BALL; THAMES; PHELPS, 2008;
BAUMERT et al., 2010; CARRILLO et al., 2018; DAVIS; SIMMT, 2006; GODINO et al.,
2017; GOOS, 2008; ROWLAND; HUCKSTEP; THWAITES, 2005). Dessa forma, e
seguindo as tendéncias internacionais, fica evidente a necessidade de incrementar, no Brasil,
0 investimento em pesquisas que levem em conta também essa perspectiva de abordagem
investigativa com relacdo ao conhecimento do professor.

Nesse sentido, com esta pesquisa, pretendemos impulsionar a ampliacdo de
discussbes que envolvem as especificidades do conhecimento do professor, no contexto
brasileiro, além de fornecer elementos que podem contribuir para a melhoria da formacéo e
consequentemente da préatica letiva do professor (POTARI et al., 2013).

A seguir, passamos a apresentar 0s principais elementos nos quais nos amparamos
para a constituicdo da problematica da pesquisa, justificando, entdo, a nossa escolha pelo

foco da investigacao.

A constituicdo da problemadtica investigativa

Dentre a diversidade de conceitualiza¢des divulgadas internacionalmente acerca do
conhecimento do professor, no que se refere a natureza e as especificidades desse

conhecimento, damos destaque, particularmente, as perspectivas tedricas do Mathematical
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Knowledge for Teaching® (MKT), do Knowledge Quartet (KQ) e do Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK), formuladas, respectivamente, por Ball et al. (2008),
Rowland et al. (2005) e Carrillo et al. (2018).

Com efeito, 0 MKT é uma perspectiva que considera o conhecimento do professor
partindo de trés das sete categorias propostas por Shulman (1986)°, quais sejam, o Subject
Matter Knowledge (SMK), o Pedagogical Content Knowledge (PCK) e o Curricular
Knowledge (CK) — que se integra ao PCK —, e subdivide cada uma das duas dimensdes em
trés subdominios. Um dos elementos centrais na perspectiva do MKT se relaciona com
encarar uma dimensdo do conhecimento matematico do professor como sendo especializada,
isto ¢, como tendo uma natureza distinta do conhecimento matematico que uma pessoa
qualquer que tenha sido escolarizada possui. Isso inclui, também, aqueles profissionais que
tenham algum tipo de formac&o em um nivel matematico que se consideraria como sendo
mais “avangado” — por exemplo, um matematico puro, um engenheiro ou um fisico.

Além disso, o MKT considera que a especificidade inerente ao conhecimento
matematico do professor corresponde a “o que” e “como” ele conhece cada um dos topicos
que ira ensinar e ao modo como ele organiza, fundamenta os conceitos e estabelece relacfes
entre os topicos distribuidos ao longo do curriculo. Outro ponto central nessa perspectiva é o
fato de se considerar conhecimentos pedagogicos especificos do professor, ou seja, seus
conhecimentos sobre o ensino, a aprendizagem e o curriculo, sempre relacionados
especificamente com a matematica escolar.

Com relacdo a conceitualizacdo proposta por Rowland e colaboradores (2005), o
Knowledge Quartet (KQ), essa também tem a sua base no trabalho seminal de Shulman
(1986) ja que, assim como no MKT, esse modelo toma como ponto de partida as categorias
SMK e PCK a fim de compreender especificamente 0s aspectos relacionados com

conhecimento do professor. Assim, 0 KQ nasce da premissa de que as escolhas e a¢des do

8 Neste trabalho, optamos por ndo traduzir termos ou expressdes de lingua estrangeira que sejam conhecidos
internacionalmente, por considerarmos que as traducfes podem, em alguns casos, desvirtuar os sentidos
originais empregados pelos seus autores e empobrecer a esséncia das ideias contidas nas expressdes usadas,
como pretendidas por eles.

® No referido trabalho, sdo consideradas as categorias: Subject Matter Knowledge; Pedagogical Content
Knowledge; General Pedagogical Knowledge; Curriculum Knowledge; Knowledge of Learners and their
characteristics; Knowledge of Educational Contexts; Knowledge of Educational ends, purposes, and values,
and their philosophical and historical grounds.
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professor durante uma aula séo influenciadas pelo seu SMK e PCK. Dessa forma, a partir de
uma analise minuciosa de diversos episédios de aula, os pesquisadores descreveram como o
conhecimento do contetido (conhecimentos matematico e pedagdgico) entra em jogo numa
aula, tendo para isso identificado um conjunto de codigos. A partir de um agrupamento desses
cddigos, os autores identificaram quatro dimens@es sob as quais 0 conhecimento do professor
pode ser compreendido: foundation, transformation, connection e contingency
(ROWLAND; HUCKSTEP; THWAITES, 2005).

As conceitualizacdes do MKT e do KQ nos possibilitam compreender, por um lado,
no caso do MKT, a potencialidade de se considerar diferentes dimensfes do conhecimento
do professor de Matematica, em particular, uma delas sendo de natureza especializada. Por
outro lado, no caso do KQ, a importancia de se considerar uma perspectiva que assume
explicitamente os aspectos relacionados ao conhecimento do professor quando este se
encontra em situacdes de pratica letiva.

Embora a perspectiva tedrica do MKT seja reconhecida internacionalmente como um
modelo potente para investigar e até mesmo avaliar o conhecimento e a pratica do professor
(ROCHE; CLARKE, 2013; SANTAGATA; LEE, 2021; SCHOEN et al., 2017), em
determinados aspectos essa perspectiva apresenta algumas limitagdes (RIBEIRO, 2010;
SOSA, 2011). Para o foco do nosso estudo, consideramos que a principal dessas limitagdes
reside no fato de que se torna bastante problematico, em alguns casos, o discernimento entre
as categorias Common Content Knowledge (CCK) e Specialised Content Knoweldge (SCK),
algo que ja havia sido destacado pelos préprios autores desse modelo (BALL; THAMES;
PHELPS, 2008), e que vem sendo discutido em diferentes contextos e momentos, na Ultima
década (JAKOBSEN; THAMES; RIBEIRO, 2013; RIBEIRO; MONTEIRO; CARRILLO,
2010; VASCO et al., 2013).

Na apresentacdo da conceitualizagdo do modelo MKT, o trabalho que o professor
deve desenvolver com os alunos é considerado como sendo pautado pelo seu conhecimento
especializado e esta associado a um tipo de “descompacta¢do” da matematica, algo que ndo

seria necessario para o trabalho em que o processo de ensino® ndo esta em jogo (BALL;

10 Quando falamos dos “processos de ensino da matemética” nfio estamos nos referindo somente aos
momentos de ensino na sala de aula, mas também a todo o conjunto de reflexdes e agdes que um professor
emprega antes e depois desse momento especifico do ensino in loco. Por exemplo, quando prepara a sua aula
e quando, posteriormente, reflete sobre ela, o professor encontra-se nesse “processo de ensino da
matematica”.
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THAMES; PHELPS, 2008). Por exemplo, de acordo com essa conceitualizacdo do
conhecimento do professor, fornecer diferentes exemplos para determinadas situagdes
matematicas é parte da dimensao especializada desse conhecimento (SCK). Mas, a0 mesmo
tempo, no MKT, considera-se que saber efetuar um determinado célculo € uma atividade que
se relaciona com o conhecimento comum que é compartilhado com outros individuos
escolarizados (CCK).

Entretanto, se considerarmos uma situacdo de ensino especifica, digamos, a partir de
um problema que envolve, por exemplo, a resolu¢do de uma operacéo de diviséo envolvendo
nameros naturais, poderiamos nos questionar se é de natureza especializada (ou ndo) o
conhecimento de que essa operacdo pode ser resolvida, para além do algoritmo
tradicionalmente conhecido, efetuando-se a decomposicao do dividendo em partes, as quais
seriam divididas pelo divisor, e cujos resultados dessas divisdes deveriam ser somados, para
compor o quociente. Ou ainda, que essa divisao pode ser resolvida por meio da “distribui¢ao”
equitativa de parcelas resultantes da decomposic¢do do dividendo, em uma quantidade de
grupos corresponde ao divisor.

Assim, a questdo central é: conhecer procedimentos distintos do algoritmo
“tradicional” para a resolu¢ao de uma operagao do tipo 536 + 4 (ver Figura 1), por exemplo,
seria ou ndo um conhecimento de natureza especializada do professor, quando este se

encontra numa situagdo especifica de ensino?

Figura 1 — Duas resolugdes distintas para a operacdo 536 =+ 4 feitas por professores em

formacao

) — 4 = /} e 00 ’/ﬂ\i\“\ / '777;)\ 10 %)
= (40 0 / [ @6 | 1D 40 40 49,
s ~4 =9 o 11! 0,/ A0 ! !

f | A=
1 - A Aanl 1201 124 5
145 + 7 - A L, 139) 24| X / 12 l
Imagem 1 Imagem 2

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

Segundo a perspectiva do MKT, a resposta para essa indagagédo seria naturalmente
fornecida no sentido de negar a natureza especializada desse conhecimento, associando-0 ao
subdominio CCK.

No entanto, alternando essa perspectiva e passando a encarar como especializado para

0 professor o conhecimento desses distintos procedimentos de resolugédo da diviséo,
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poderemos esperar que ele compreenda (e assuma) que, no caso do procedimento que se
apoia na “distribuigdo” equitativa (Imagem 2 da Figura 1) das quantidades que comp&em o
dividendo em uma quantidade de grupos correspondente ao divisor, a divisdo estaria sendo
interpretada a partir de um de seus sentidos, qual seja, o de partilha equitativa (CHARLES,;
NASON, 2000; LAMON, 1996).

Jano caso do procedimento que se apoia na decomposic¢éo (ou parti¢do) do dividendo
em parcelas que, por sua vez, sdo divididas pelo divisor (Imagem 1 da Figura 1), a diviséo
poderia estar sendo interpretada a partir de outro sentido — o de medida — e, nesse caso, esse
professor poderia assumir que é possivel estabelecer uma conexao entre os tdpicos de divisdo
e 0s de medida, relacionando esse procedimento (e a verbaliza¢do que se emprega ao efetua-
lo) com aquilo que se faz (e se pensa) quando se estd efetuando uma medi¢do: uma
comparagao entre magnitudes de uma mesma grandeza, em termos da quantificagdo de uma
em funcdo da outra. Em termos mais especificos associados a este procedimento, a conexao
a ser estabelecida se ampara no entendimento de que o dividendo pode ser assumido como
uma magnitude a ser medida (o todo), que devera ser particionada, e cujas partes serdo
medidas com uma unidade que, no célculo da divisao, é representada pelo divisor. Com isso,
0 quociente da divisdo serd interpretado como a soma (ou acimulo) dos resultados obtidos
das medidas efetuadas quando se comparou e se quantificou 0 nimero de vezes que o divisor
(unidade de medida) coube em cada uma das partes nas quais foi particionado o todo a ser
medido — dividendo — (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; SQUIRE; BRYANT, 2002).

Esse tipo de conhecimento a respeito das conexdes que se pode estabelecer entre
topicos matematicos distintos é esperado — e importante para o trabalho — de um professor,
mas ndo necessariamente de um individuo qualquer que tenha passado por um processo de
escolarizacdo!!, mesmo que tenha tido contato com uma formacdo matematica de nivel
superior. Justamente por isso consideramos que, quando se pretende investigar as
particularidades do conhecimento do professor e, em casos mais especificos, quando se
pretende promover o desenvolvimento desse conhecimento em contextos de formagéo inicial

e continuada, é fundamental que se busque por outras formas de encarar o conhecimento do

11 Em um mundo ideal, todos os alunos e adultos tém o direito e a oportunidade de serem detentores deste
conhecimento. Mas, pelas especificidades do contexto em que vivemos, essa nao é a realidade e, por isso, ha
que se considera-lo um conhecimento especializado do professor para que se possa contribuir para tornar isso
realidade em algum momento no futuro.
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professor que sejam menos problematicas no sentido de estabelecer (ou enxergar) essas
diferenciac6es sugeridas pelo modelo MKT.

Carrillo, Montes, Contreras e Climent (2017), nesse sentido, contribuem para ampliar
0 entendimento a respeito dessa perspectiva de conhecimento especializado do professor,
destacando que se refere aquele conhecimento para o desenvolvimento de sua prética
profissional em contextos de ensino e de aprendizagem. Note-se que alguns elementos desse
conhecimento podem ser compartilhados com outros individuos escolarizados ou com
profissionais que lidam com a matemaética e/ou que a utilizam como instrumento — inclui,
assim, obviamente, o que no MKT seria considerado de Conhecimento Comum do Contetdo.

De fato, essa mudanca na forma de encarar as especificidades do conhecimento do
professor pressupde assumir o conhecimento desse profissional desde um ponto de vista
intrinseco (SCHEINER et al., 2017), j& que o principal fator que determina a especializacao
de seu conhecimento € justamente a disciplina que ensina. Tal perspectiva € um dos
elementos chave na conceitualizacdo da lente tedrico-analitica do Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge — MTSK (CARRILLO et al., 2018).

O MTSK é uma conceitualizacdo que assume que todo o conhecimento do professor
é especializado, tanto na dimensdo do conhecimento matematico quanto na dimenséo do
conhecimento pedagdgico. A partir dessas duas dimensdes, propde-se a exploracdo do
conteddo do conhecimento do professor, considerando-se seis subdominios do
conhecimento. Tais subdominios, por sua vez, configuram-se a partir de categorias que,
dentre outros objetivos, pretendem tornar mais explicitas as especificidades desse
conhecimento relacionadas a cada topico matematico, seu ensino e aprendizagem. Além
disso, no MTSK considera-se, em uma dimensdao do conhecimento especializado do
professor, as crencas do professor sobre a matematica e sobre o0 seu ensino e aprendizagem.

Esse modo de encarar as especificidades do conhecimento do professor e, em
particular, 0 modo como essas especificidades sdo descritas em termos do conteddo do
conhecimento do professor e associadas a cada um dos subdominios, possibilita uma visao
mais ampla e a0 mesmo tempo mais profunda da natureza e tipo desse conhecimento, em
relacdo a cada topico matematico.

Além disso, por ser uma ferramenta que possibilita examinar detalhadamente e
descrever o contetdo do conhecimento especializado do professor, 0 MTSK nos permite

compreender como o conteido desse conhecimento se relaciona e de que forma essa(s)
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relacdo(relacdes) poderd(poderdo) orientar a pratica docente. Como consequéncia dessa
potencialidade de exploracéo do conteddo do conhecimento do professor, 0o MTSK pode ser
utilizado como uma ferramenta para a conceitualizacdo de tarefas para a formacdo de
professores que tenham como objetivo explicito o desenvolvimento do conhecimento
especializado do professor (CALDATTO etal., 2019; POLICASTRO et al., 2019; RIBEIRO;
ALMEIDA; MELLONE, 2021; RIBEIRO; GIBIM; ALVES, 2021).

Essa diversidade de aspectos com que a lente tedrico-analitica do MTSK se mostra
efetiva nas diferentes abordagens e contextos relacionados com o conhecimento do professor,
quer seja para analise do conteudo desse conhecimento, ou para a conceitualizagdo de tarefas
para a formacdo com foco no desenvolvimento do conhecimento especializado, foi
determinante na nossa op¢ao por assumi-la como principal referencial tedrico e analitico para
0 desenvolvimento desta investigag&o.

Outro elemento importante no processo da escolha do referencial tedrico para o
desenvolvimento da investigacdo com foco no conhecimento do professor, relacionou-se
com o fato de que as trés perspectivas tedricas sobre o conhecimento do professor (MKT,
KQ e MTSK) consideram que as conexdes que este profissional realiza (ou pode realizar)
representam um pilar sustentador de uma estrutura organica para o ensino e a aprendizagem
matemaética dos alunos.

Por exemplo, no MKT, o conhecimento do professor relacionado com as conexdes
estd considerado a partir da categoria Horizon Content Knowledge (HCK) que, segundo 0s
autores, se refere a “uma consciéncia do professor sobre como os topicos matematicos estao
relacionados entre si ao longo de sua distribuigdo curricular” (BALL; THAMES; PHELPS,
2008, p. 403). Tal consciéncia contribui para que o professor desenvolva um trabalho
intencionalmente orientado no sentido de fundamentar a matematica com conceitos e nogoes
requeridos no desenvolvimento de conhecimentos futuros, tendo sempre em consideracao 0s
conhecimentos prévios (BALL et al., 2008).

O KQ, por sua vez, considera uma dimensao do conhecimento do professor associada
as conex0des e atribui a ela um papel crucial nas praticas desse profissional, seja para o
estabelecimento de uma coeréncia no plano de trabalho e nas diferentes tarefas elaboradas e
implementadas (ROWLAND et al., 2009), seja na atividade de atribuicdo de sentido as
producdes dos alunos como ponto de partida para ampliar e aprofundar o conhecimento

matematico dos estudantes.
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Na conceitualizagdo do MTSK, as conexdes sdo entendidas a partir de duas
perspectivas. Por um lado, consideram-se as relacdes entre construtos ou conceitos dentro de
um mesmo topico (conexdes intra-conceituais) e, por outro lado, consideram-se as relagdes
entre topicos distintos (conexdes interconceituais). Para cada uma dessas perspectivas, as
conexdes sdo tratadas como contetido do conhecimento do professor associado a distintos
subdominios, considerando-se as particularidades de serem do tipo intra ou interconceituais
(CARRILLO etal., 2018).

Note-se que nas trés conceitualizagdes do conhecimento do professor, as conexdes
séo entendidas como parte de uma dimensdo ou mesmo assumindo toda uma dimensao do
conhecimento deste profissional. Além disso, nessas conceitualizacbes, as conexdes
assumem um papel crucial na pratica do professor, ja que, de modo implicito ou explicito,
sdo consideradas essenciais no processo de ensino da matematica com foco nas estruturas*?
conceituais e procedimentais. E este foco que ajuda o professor a desenvolver nos alunos um
entendimento mais coerente e profundo da matemaética, ou como Mason (2003) referiu, um
pensamento matematico estrutural.

De fato, a ideia de que o conhecimento matematico se configura como uma grande
rede de links entre conceitos vem sendo explorada ha décadas no contexto do ensino, com a
perspectiva de que “as relacdes permeiam os fatos e proposi¢des individuais de modo que
todas as informacdes estdo conectadas a alguma rede” (HIEBERT; LEFEVRE, 1986, pp. 3—
4).

Segundo Skemp (1989), um conceito é uma representacdo mental elaborada pelos
individuos, a partir de experiéncias vividas, nas quais eles sdo capazes de identificar
elementos e propriedades comuns, e 0 processo de conceituacdo € denominado abstracéo.
Nesse sentido, “conceitos ndo representam experiéncias isoladas, mas se constituem a partir
de regularidades abstraidas destas” (SKEMP, 1989, p. 52). A caracteristica principal de um
processo de “aprendizagem inteligente” (ibidem, p. 52), nos quais as conexdes assumem um
papel fundamental, se baseia, portanto, na identificacéo dessas regularidades e similaridades,

as quais deverdo ser dispostas e organizadas dentro de uma estrutura conceitual.

12 Quando falamos de estruturas matematicas, ndo estamos nos referindo as estruturas algébricas, mas sim a
estrutura matematica que integra a forma como as redes de relagBes entre conceitos, fundamentos,
propriedades e procedimentos matematicos se dao e se organizam como elemento sustentador da matematica
—em um tipo de analogia associado a estrutura que sustenta um qualquer elemento fisico ou mesmo teorico.
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Nessa mesma dire¢cdo, Mason, Stephens e Watson (2009) apontam que esse
pensamento estrutural estd associado a um tipo de raciocinio pautado na “identificacao de
propriedades gerais que sdo instanciadas em situacdes particulares em forma de relacfes
entre elementos ou subconjuntos de elementos de um conjunto” (p. 10). Ainda que seja
importante e desejavel que os alunos sejam capazes de estabelecer conexdes
espontaneamente, ndo se pode “assumir que as conexdes serdo realizadas sem alguma
interven¢ao” (WEINBERG, 2001, p. 26) por parte do professor. Inclusive, ndo se pode
assumir que, pelo fato de os livros didaticos tratarem de alguns tépicos de forma a mostrar
que certas representacOes e procedimentos sdo similares ou mesmo correspondentes, entéo
os alunos serdo capazes de compreender sozinhos que, por tras dessas similaridades, existem
conexdes matematicas (WEINBERG, 2001).

Nesse sentido, para desenvolver o conhecimento dos alunos com foco nas estruturas
matematicas de cada um dos topicos e nas conexdes matematicas, ndo basta que o professor
relacione os topicos segundo uma organizagdo curricular proposta numa perspectiva
académica da disciplina, que € tipicamente compartimentada. Para além dessa perspectiva, é
necessario que o professor se paute em ‘“ideias centrais que determinam como o
conhecimento é gerado e organizado dentro da disciplina” (SCHMIDT; HOUANG;
COGAN, 2002, p. 9), o que implica que ele préprio conheca ampla e profundamente (MA,
1999) um conjunto de conceitos, propriedades, fundamentos e suas conexdes dentro de um
mesmo tdpico e entre tdpicos distintos, e conheca modos de evidencia-las, dando forma a
estrutura da disciplina (DE GAMBOA et al., 2020).

Com efeito, para Vale, McAndrew e Krishnan (2010), o desenvolvimento de uma
consciéncia das estruturas da matematica, do entendimento das conexdes matematicas e do
conhecimento de como organizar os tpicos numa distribuicdo curricular de modo a evidenciar
essas conexdes, deveriam ser elementos centrais nos programas de formacao de professores
que desenvolvem ou irdo desenvolver a sua pratica no &mbito do ensino da matematica. E
justamente por isso que pesquisas com foco no conhecimento do professor relacionado as
conexdes matematicas devem ser ampliadas, particularmente no caso brasileiro, em que sdo

evidentes as lacunas existentes em relagdo a essa tematica de investigagdo®.

13 Numa busca na base de dados de teses e dissertagdes da CAPES, ndo encontramos qualquer pesquisa
associada a tal tematica. No ambito internacional, no entanto, encontramos pesquisas que tém sido
desenvolvidas com foco no conhecimento do professor sobre conexdes ha pelo menos uma década, como é
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Neste ponto, cabe destacarmos algo central no desenvolvimento dessa investigacao,
que se relaciona com a clarificacdo do que se assume por conhecimento, visto que este & um
trabalho em que se pretende colocar em evidéncia o conhecimento do professor. Assumimos
a defini¢do de Schoenfeld (2010), que considera que o conhecimento de um individuo é toda
a informacdo que ele possui disponivel para resolver problemas, alcancar metas ou
desempenhar qualquer tarefa. Seguindo esta perspectiva, quando identificamos ou discutimos
0 conhecimento do professor “tal conhecimento ndo necessariamente precisa estar correto”
(SCHOENFELD, 2010, p. 25).

A definicéo apresentada por Schoenfeld (2010) vem ao encontro da perspectiva que
assumimos acerca do conhecimento mobilizado e revelado* pelo professor nos diferentes
contextos nos quais entram em jogo 0s processos de ensino e de aprendizagem. Isso porque,
embora haja linhas de investigacdo que buscam avaliar e medir o conhecimento “necessario”
ao professor para o ensino de matematica (ver por exemplo, HILL et al., 2008; HILL; CHIN,
2018; TCHOSHANOQV, 2011), no caso desta pesquisa, 0 conhecimento do professor ndo sera
medido e tampouco avaliado. Isto significa que, ao assumir a perspectiva do Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) para caracterizar o conhecimento do professor,
nos propomos a explorar, descrever e detalhar a natureza e os tipos das especificidades deste
conhecimento.

De forma mais especifica, essa caracteriza¢do se concretiza a partir da descri¢do do
contetdo do conhecimento do professor relacionado com cada um dos tépicos (o que e como
ele conhece cada tdpico) e que conexdes estabelece (ou pode vir a estabelecer) entre
conceitos, fundamentos, propriedades, representacdes e procedimentos dentro de um mesmo

topico ou entre topicos distintos, seja numa perspectiva de conectar 0s conhecimentos prévios

0 caso, por exemplo das pesquisas em nivel de doutoramento de Businskas (2008) e de Gamboa (2015),
realizadas, respectivamente, no Canad e na Espanha.

14 Nesse trabalho, assumiremos sempre as expressdes “conhecimento mobilizado e revelado” ou
“conhecimento mobilizado e manifestado”, quando fizermos referéncia ao conhecimento que o professor
efetivamente explicita, seja em forma de registro escrito ou de comentario efetuado. Isso porque, por um
lado, reconhecemos a impossibilidade de aceder a totalidade do conhecimento do professor; por outro lado,
reconhecemos, também, que aquilo que o professor revela pode ndo ser (e consideramos que quase sempre €
assim) tudo aquilo que ele mobilizou de seu conhecimento. Assim, 0 emprego dessas expressées nos parece
mais acertado para evitar possiveis interpretagdes de que podemos estar prescrevendo uma lista de tudo o que
o professor conhece ou, numa interpretacdo mais rigida, tudo aquilo que é necessario que o professor
conhega.
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e futuros dos alunos (DE GAMBOA; BADILLO; RIBEIRO, 2015) ou numa perspectiva de
relacionar esses conhecimentos, criando uma rede de links, como forma de promover o
pensamento estrutural dos alunos.

Nesse sentido, ao descrever o que e como o professor conhece particularmente em
relacdo a cada topico, se torna possivel detalhar o conteido do conhecimento do professor,
configurando-se, assim, dimensdes mais bem definidas deste conhecimento — algo que no
MKT, por exemplo, ndo se verifica. Em ultima instancia, esse detalnamento é capaz de
contribuir, por exemplo, para a elaboracdo de um mapeamento da natureza e tipo desse
conhecimento, constituindo-se a partir de descritores do conteldo do conhecimento do
professor, relacionados a cada tépico.

Por sua vez, um mapeamento desse tipo é capaz de contribuir, essencialmente, para
evidenciar trés elementos caracterizadores da natureza do conhecimento especializado do
professor: i) densidade e coesdo; ii) profundidade dos conhecimentos matematicos aplicados
e suas implicagcdes na constituicdo de um Conhecimento Pedagdgico do Conteldo; iii)
relevancia do conhecimento dos professores acerca das etapas que os alunos percorrem no
desenvolvimento do seu conhecimento relativamente a determinado tema (MUNOZ-
CATALAN; LINAN; RIBEIRO, 2017).

Com relagdo a i) densidade e coeséo como elementos caracterizadores da natureza do
conhecimento do professor, Mufioz-Catalan, Lifian e Ribeiro (2017) destacam que essas duas
propriedades se evidenciam pela variedade de elementos que constituem o contetdo do
conhecimento do professor, bem como pelas conexdes que este estabelece entre esses
elementos. Assim, consideramos que um professor mobiliza o seu conhecimento com
densidade e coesdo quando € capaz de compreender que o enredamento entre ideias,
conceitos, construtos e procedimentos forma uma composicdo de conhecimentos
fundamentais e estruturantes, que podem ser agrupados e reagrupados em “pacotes” — na
linha do knowledge package, discutido por Ma (1999) —, de acordo com as especificidades
dos contextos em que cada tépico entra em jogo no processo de ensino e de aprendizagem.

Ao mesmo tempo, com relagdo a ii) profundidade dos conhecimentos matematicos
aplicados e suas implica¢des no conhecimento pedagdgico do conteddo, podemos considerar,
na perspectiva do MTSK, em particular, as relagdes entre os subdominios da dimensdo do
conhecimento matematico com os da dimensédo do conhecimento pedagogico (ESCUDERO-
AVILA; MORA; AGUILAR-GONZALEZ, 2017).
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Nesse sentido, um professor que possui um conhecimento fundamentado em termos
de densidade e coesdo e que é capaz de mobilizar seus conhecimentos matematicos para
tomar decisdes pedagogicas informadas (HILL; ROWAN; BALL, 2005; MA, 1999), sera
capaz de criar condicOes de aprendizagem mais interconectada e integrada para seus alunos,
favorecendo suas aprendizagens futuras, algo que se relaciona com o conhecimento que esse
professor possui acerca das iii) etapas que os alunos percorrem no desenvolvimento do seu
conhecimento relativamente a determinado tema.

Assim, cabe aqui destacar que, assumir o MTSK como conceitualizagdo do
conhecimento do professor implica, necessariamente, considerar esses trés elementos
caracterizadores da natureza desse conhecimento (MUNOZ-CATALAN; LINAN:;
RIBEIRO, 2017). Particularmente, isso implica em considerar que o conhecimento do
professor € composto por diversas dimensdes, e nesta investigacao nos focamos naquelas que
se ocupam das conexdes matematicas que o professor manifesta conhecer ou que podem ser
desenvolvidas de forma intencional nos contextos de formagéo de professores.

Tais conexfes se associam, entre outros aspectos, a oportunizar situacdes de
aprendizagem que permitam aos alunos “estabelecer ou fortalecer a compreensdo das
relacOes entre ideias matematicas, conceitos, cadeias ou representacdes dentro de uma rede
mental” (ELI; MOHR-SCHROEDER; LEE, 2011). Para que essas oportunidades de
aprendizagem ofertadas aos alunos sobre a existéncia de conexdes e sobre como promové-
las sejam efetivadas, € obviamente fundamental que o proprio professor conheca e estabeleca
conexdes para si mesmo (DE GAMBOA et al., 2020) ou, em ultima instancia, que tenha seu
conhecimento a respeito delas desenvolvido nos contextos de formacéo de que participa.

Com efeito, para De Gamboa e Figueiras (2014), as conexdes estdo associadas “com
o carater inter-relacional da matematica escolar” (p. 339) e tém relagdo com as redes
estruturantes (definicdes, propriedades, representacbes) vinculadas a um conceito
matematico, que permitem “avangar no conhecimento da estrutura global” (ibidem, p. 339).
Segundo estes autores, tais conexdes poderao ser de dois tipos: (a) “extra-matematicas” e (b)
“intra-matematicas”. As conexdes extra-matematicas — tipo (a) — séo aquelas efetuadas entre
0s contetidos da matematica e situacfes da vida cotidiana, entre conteddos matematicos e
outras disciplinas curriculares ou entre conteudos matematicos e modelos elaborados a partir
de referéncias reais, como por exemplo os “modelos de deslocamento associado a aritmética

com inteiros” (ibidem, p. 341). As conexdes intra-matematica — tipo (b) —, por sua vez,
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envolvem processos e raciocinios tipicamente matematicos como generalizagdes ou
processos heuristicos de resolucdo de problemas, e correspondem, dentre outros aspectos, ao
estabelecimento de relacGes entre caracteristicas de conceitos, tipos de representacoes,
procedimentos, propriedades.

De fato, j& desde 1989 que o National Council for Teaching Mathematics no
Curriculum and evaluation standards for school mathematics (NCTM, 1989) sugere que 0
ensino da matematica seja pautado a partir desses dois tipos de conexdes matematicas. Um
conhecimento destas conexdes (“‘extra” e “intra-matematicas”) devera contribuir para que os
professores respondam aos questionamentos do tipo “por que”, “como” e “quando” (que
envolvem, entre outros, procedimentos, definicdes, propriedades, tipos de representacao,
papel dos simbolos e da linguagem formal) efetuados pelos alunos, bem como para avaliar
suas conjecturas, além de potencializar o estabelecimento de relagGes entre os diferentes
contetidos ao longo do curriculo escolar.

Embora j& exista certo consenso sobre a necessidade de aprofundar e ampliar o
conhecimento matematico dos professores, no sentido de que possam estabelecer conexdes
(por exemplo, VALE; MCANDREW; KRISHNAN, 2010; ZAZKIS; MAMOLO, 2011), ao
efetuarmos um levantamento das pesquisas que abordam essa tematica, ndo encontramos um
conjunto de resultados que nos possibilitasse obter um entendimento organizado e
consistente sobre como se da o desenvolvimento da dimensao do conhecimento do professor
relacionado as conexfes matematicas. Torna-se, assim, essencial a ampliacdo das pesquisas
que permitam aprofundar o entendimento acerca da problemaética relacionada com as
conexBes matematicas e o conhecimento do professor, permitindo explorar e melhor entender
0s tipos, naturezas e focos destas conexdes; 0s momentos e 0s contextos mais propicios para
a tomada de consciéncia por parte do professor da existéncia de conexdes matematicas e da
possibilidade de promover o conhecimento dos alunos baseado nessas conexdes; e as
possiveis implicacGes disso no desenvolvimento do conhecimento, habilidades e capacidades
matematicas dos alunos.

Com a perspectiva, portanto, de que o conhecimento do professor é especializado,
tanto no que se refere ao dominio do conhecimento matematico quanto ao conhecimento
pedagdgico, nos propusemos conduzir uma investigacdo com foco particularmente no
conhecimento desse professor relacionado aos tépicos e as estruturas matematicas, quando

estd inserido em um contexto de formacdo continuada, que tem como principal objetivo
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desenvolver esse conhecimento especializado do professor, por meio de discussdes de
Tarefas para Formacédo — TpF — (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021).

Uma vez que assumimos 0 MTSK como principal referencial tedrico-analitico para a
exploracdo do conhecimento do professor, e por ser essa uma conceitualizagdo que tem como
objetivo contribuir para que se tenha uma visdo mais ampla e mais profunda de como se
constitui e se organiza o conhecimento que o professor coloca em pratica nos mais variados
contextos (CARRILLO et al., 2018), uma implicacdo direta dessa determinacdo do
referencial tedrico se relaciona com a escolha do(s) tdpico(s) matematico(s) que nos ajudardo
a explorar e detalhar o conteldo do conhecimento do professor com foco nas conexdes
matematicas. 1sso porque, sem que se especifique(m) o(s) topico(s) matematico(s) a partir
do(s) qual(quais) sera feita tal exploracdo, corre-se o risco de se efetuar uma abordagem
generalista (e simplista), 0 que ndo se coaduna com a propria esséncia epistemoldgica de uma
conceitualizacdo tedrica que assume como ponto de partida as especificidades e
particularidades do conhecimento do professor, ou seja, o carater intrinseco da especializagdo
desse conhecimento (SCHEINER et al., 2017).

Aqui cabe, em caréater explicativo, comentar o que entendemos pelo termo “topicos
matematicos”. Em concordancia com a conceitualizagdo do MTSK, assumimos que topicos
sdo itens de contetdo no &mbito das areas do conhecimento da matemaética (temas), quais
sejam, Numeros e Operacdes; Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e
Probabilidade, definidas segundo os standards do National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2000). Cabe ressaltar que, por serem itens especificos dentro dessas
areas do conhecimento, os topicos podem variar de um pais para outro. No Brasil, atualmente,
as areas do conhecimento da matematica (temas) para 0 ensino seguem a mesma
categorizacdo assumida pelos standards do NCTM (2000) e a organizacao e distribuicdo dos
topicos a serem desenvolvidos com os alunos s&o definidos segundo 0s programas
curriculares de matemaética assumidos no ambito dos estados e municipios brasileiros, mas
sempre com base no documento oficial que orienta a elaboragdo desses curriculos, a
denominada Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018a).

Assim, nesse contexto de determinagdo dos tOpicos matematicos nos quais nos
centrariamos para o desenvolvimento da pesquisa, 0 momento profissional pelo qual passava
a autora desta pesquisa proporcionou elementos decisivos nesse processo de escolha.

Atuando como formadora de professores da Educacdo Infantil e Anos Iniciais em uma escola
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da rede privada no municipio de Campinas®®, no interior de S&o Paulo, e assumindo a
perspectiva de que a formacdo e a préatica profissionais devem permanecer em constante
dialogo, pareceu-lhe apropriado que a investigacao fosse desenvolvida com professores que
atuam nessas duas etapas escolares, ainda que 0s sujeitos participantes da investigacdo ndo
fossem necessariamente seus parceiros de trabalho na escola.

Justamente por isso, a escolha pelos topicos matematicos que estariam em foco na
investigacdo se basearam essencialmente em dois critérios: i) deveriam ser topicos que, do
ponto de vista das conexdes, permitissem explorar aquilo que se denomina por big ideas em
matematica (NCTM, 2000) e que, por isso, fossem fundamentais na constituicdo de algumas
estruturas matematicas; ii) deveriam ser topicos considerados “problematicos” do ponto de
vista do ensino e das aprendizagens nas etapas educativas da Educacdo Infantil e dos Anos
Iniciais.

Com efeito, uma big idea em matematica pode ser considerada como a proposicéo de
uma ideia que é central na fundamentagdo dos entendimentos matematicos, porque conecta
conceitos e processos (CHARLES, 2005), de modo a compor uma rede estruturante de
conhecimentos matematicos. Os tdpicos do tema de Medida e o topico de divisdo, por
exemplo, oportunizam o desenvolvimento de algumas big ideas em matematica, tais como
“comparacgdo”, “quantificagdo”, ‘“agrupamentos”, “equivaléncia”, “proporcionalidade”,
“estimac¢do”, “aproximacdo” (CHARLES, 2005), entre outras.

Além disso, do ponto de vista do ensino e das aprendizagens, os topicos de Medida e
de divisao sdo considerados “problematicos” porque, habitualmente, sdo introduzidos aos
alunos a partir de um enfoque instrumentalizador e logo sdo abordados exclusivamente a
partir de um enfoque procedimental. Por exemplo, no caso dos topicos do tema de Medida,
habitualmente os alunos sao introduzidos as ideias de medi¢cdo de comprimento, envolvendo
instrumentos e unidades de medidas ndo padronizados (SMITH; VAN DEN HEUVEL-
PANHUIZEN; TEPPO, 2011). No entanto, depois dessa introducdo, os alunos sao
apresentados as unidades de medida padronizadas, e todas as demais grandezas que
normalmente sdo tratadas nos Anos Iniciais (area, capacidade, massa, volume e tempo),
passam a ser discutidas sem que se considerem as particularidades das naturezas de cada uma

como sendo elementos cruciais para o seu entendimento (RIBEIRO; POLICASTRO, 2021;

15 Escola Comunitaria de Campinas (ECC).



36

SARAMA et al., 2011; SZILAGYI; CLEMENTS; SARAMA, 2013). Algo similar ocorre
com o tdpico de divisao, ao qual os alunos séo apresentados exclusivamente a partir da ideia
de divisdo como partilha equitativa — deixando-se de lado a ideia de divisdo como medida
—, € na sequéncia, sdo introduzidos ao algoritmo “tradicional” por meio de regras que devem
memorizar sem que tenham qualquer significado para eles (CORREA; NUNES; BRYANT,
1998; FAVERO; NEVES, 2012; RIBEIRO et al., 2018).

Considerando, portanto, o papel crucial que os tépicos do tema de Medida e o topico
da divisdo exercem no desenvolvimento das capacidades mateméticas dos alunos, e pela
problemaética associada ao seu ensino e aprendizagem, optamos por focar, nesta investigacao,
na exploracdo das especificidades e particularidades do conhecimento do professor para
compreender o que este conhece e como estrutura e organiza esse conhecimento, com relacao
aos conceitos, fundamentos, procedimentos, propriedades, tipos de representacdo, entre
outros aspectos, associados a cada um desses topicos (Conhecimento dos Topicos); e 0 seu
conhecimento acerca das (possiveis) conexdes existentes entre eles, que o permitem
explicitar o modo como tais topicos se organizam e se estruturam dentro da disciplina
(Conhecimento das Estruturas).

Dessa forma, configurou-se como nosso objeto de investigacdo o conhecimento
especializado do professor, relacionado com os elementos estruturais e estruturantes da
matematica no ambito dos tdpicos do tema de Medida e de divisao.

Uma vez determinados o foco investigativo, o tema e 0s tpicos matematicos centrais
para a investigacdo, o nosso proximo passo se deu no sentido de compreender como esses
topicos estdo considerados no &mbito dos documentos oficiais que orientam a elaboragdo dos
curriculos atualmente no Brasil. Essa op¢do nos pareceu coerente, pois se pretendemos nos
aprofundar no que se entende sobre o conhecimento do professor para o ensino desses
topicos, com foco especifico nas conexdes matematicas, consideramos pertinente buscar na
proposta de organizagdo curricular elementos que nos indicassem (implicita ou
explicitamente) como o ensino dos topicos do tema de Medida e de divisdo tém sido
considerado em termos de possibilidades de estabelecimento de conexoes.

Obviamente que essa busca nos documentos oficiais nos pareceu pertinente, também,
por assumirmos a perspectiva de que o conhecimento especializado do professor contempla
0 conhecimento curricular dos contetdos (CARRILLO et al., 2018). Ao mesmo tempo,

assumimos a premissa de que é o conhecimento matematico especializado que dara ao
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professor possibilidades de desenvolver um trabalho pedagdgico intencional (FLORES;
ESCUDERO; CARRILLO, 2013) a partir do estabelecimento de uma coeréncia em seu plano
de ensino e nas diferentes tarefas elaboradas e implementadas, tendo como um dos objetivos
0 desenvolvimento do pensamento estrutural dos alunos (MASON, 2003).

Portanto, tomamos como ponto de partida a Base Nacional Comum Curricular —
BNCC (BRASIL, 2018a) — e, também, um documento comentado da Base (BRASIL, 2018b),
que esta indicado como orientador para a redacao dos curriculos municipais em nivel federal.
Ao optar por tomar a BNCC como ponto de partida, ndo estivemos interessados em discutir
nossos proprios posicionamentos, eventualmente contrarios ou a favor do documento, bem
como da forma como este documento esta proposto e organizado. O intuito era poder discutir
algumas das dimensdes relativas ao que é esperado que o professor aborde com os alunos,
relativamente a cada um dos tdpicos, desde a Educacéo Infantil até o final dos Anos Iniciais.

Além disso, nesse levantamento buscamos compreender e explicitar como (e se) estdo
propostas nas orientacOes curriculares relagdes/conexdes entre conceitos, propriedades e

fundamentos matematicos associados a cada um dos tdpicos, e entre eles.

Os topicos do tema de Medida e de divisio nos documentos oficiais brasileiros

A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018a) aborda os topicos de Medida
na Educagdo Infantil (EI) propondo o trabalho associado ao campo experiencial “Espagos,
Tempos, Quantidades, Relacdes e Transformacdes”. O documento sugere que o trabalho
envolvendo nocgbes primitivas acerca do que é medir (comparacdes entre grandezas
mensuraveis e associacdo com um vocabulario apropriado, como maior/menor; alto/baixo) ja
deve ser iniciado desde a faixa etaria de 1 ano e 7 meses. A partir dos 4 anos, a BNCC sugere
que o trabalho com os topicos de Medida ja devera ser feito de modo mais intencional, porém
garantindo o aspecto ludico das atividades propostas, possibilitando aos alunos situagdes em
que participem de atividades de culinaria que envolvam a resolugédo de problemas envolvendo
unidades de medida (BRASIL 2018Db).

Note-se que, embora o documento destaque o papel da unidade de medida, que € um
conceito fundamental no trabalho com as Medidas, e proponha o trabalho a partir de atividades
do cotidiano, a BNCC ndo parece considerar a importancia de se discutir, nesta etapa
educativa, os principios que sustentam a atividade de medir, tais como: o que significa ter uma

unidade de medida? Para que serve esta unidade de medida? O que fazemos com ela? Como
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fazemos para medir algo usando essa unidade de medida? A unidade de medida precisa sempre
ser a mesma, sempre que vamos medir uma determinada grandeza?

Ainda considerando a El, a partir dos 4 anos, o documento comentado da Base
(BRASIL, 2018b) segue sugerindo uma proposta de trabalho que envolve instrumentos de
medicdo, porém, aparentemente, sem se preocupar com a garantia de algum rigor no
desenvolvimento conceitual relacionado com a escolha desses instrumentos, ja que propde um
trabalho em que se oportunizem “brincadeiras livres” com objetos e ferramentas de medida,
convencionais ou nao, para estabelecerem “distancia, comprimento, capacidade (litro) e massa,
usar notas e moedas” (BRASIL, 2018b, p. 51). Nota-se que a Base ndo se preocupa em sugerir
um trabalho com foco no desenvolvimento do conhecimento dos alunos relativamente as
distintas grandezas, ou seja, com relacdo aos tipos e naturezas de cada uma (comprimento,
capacidade, massa, tempo). Com efeito, resultados de pesquisa mostram que um trabalho desde
a El focado em distinguir a natureza das grandezas deve ser associado ao trabalho com os
procedimentos e respectivos instrumentos de medida adequados para medicdo dessas
grandezas, a fim de contribuir para dar sentido e significado a cada uma delas ao longo do
processo de escolarizacdo das criancas (PASSALAIGUE; MUNIER, 2015).

De toda forma, o desenvolvimento de atividades de medicdo desde a EIl possibilita a
criacdo de um vinculo direto entre a matematica e o cotidiano do aluno e propicia que os temas
matematicos estudados se tornem mais concretos e significativos, contribuindo para dar
significado ao mundo em que as criangas estdo inseridas (SILVA; BELLEMAIN; BORBA,
2016). No entanto, é fundamental que este trabalho se paute nos fundamentos da atividade de
medir (CLEMENTS; SARAMA, 2009), mesmo que alguns dos conceitos que sdo decorrentes
de uma abordagem nessa perspectiva possam ndo ser ainda profundamente explorados, como
é o caso de relacdes de equivaléncia e proporcionalidade.

Nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, os topicos do tema de Medida séo
abordados a partir da unidade tematica “Grandezas e Medidas”. No documento comentado
sobre a BNCC (BRASIL, 2018b), sugere-se que o trabalho dé énfase ao desenvolvimento da
nogdo de que para medir é necessario comparar grandezas de mesma natureza. Além disso, o
documento segue apontando a necessidade de desenvolvimento do trabalho com os principios
que sustentam a atividade de medir, abordando, inclusive, o uso de unidades de medida nao

padronizadas. Outro ponto importante sugerido pelo documento se refere a busca por
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problematizacOes de diferentes situacdes em que as medidas e a atividade de medir estejam
envolvidas.

No 1.° ano, o trabalho é sugerido a partir das experiéncias de medicao de grandezas
como massa, comprimento e capacidade. Novamente, destaca-se a referéncia que faz a BNCC
sobre as nogdes primitivas que sustentam a atividade de medir — comparar grandezas que sao
comparaveis e escolher uma unidade de medida. Ainda no 1.°ano, a Base destaca a importancia
da associacdo de termos que expressem de forma adequada tanto a grandeza que esta sendo
medida quanto a comparagdo que estd sendo feita: mais cumprido, mais curto; mais vazio,
mais cheio; mais largo, mais estreito, etc.

De toda forma, ainda que se destaque, em especial, a escolha da unidade de medida, o
papel que esta unidade representada no processo de medicao, e os procedimentos associados
ao ato de medir usando a unidade continuam ndo sendo considerados nesta etapa educativa.
Isso significa que, segundo o documento, até esta etapa educativa os alunos ainda nao deverdo
ser colocados em situacOes que lhes permitam compreender efetivamente o que € medir, como
se mede e quais sdo 0s elementos centrais presentes nos processos de medicdo (unidade de
medida e todo a ser medido), bem como o papel que cada um deles desempenha nesse
processo.

Somente a partir do 2.° ano dos Al, a Base propde um trabalho em que os principios da
atividade de medir sdo abordados de forma explicita e formal. Essa proposta de trabalho € feita
com foco maior na grandeza comprimento, explorando unidades de medida padronizadas e
nédo padronizadas (BRASIL, 2018a).

Assim mesmo, se o trabalho com as unidades de medidas e instrumentos de medigéo
ndo padronizados ja tiver sido iniciado no 1.° ano — 0 que, segundo o documento ndo é
sugerido, ficando a cargo do professor que atua com esta série a opcao sobre o foco que dara
para este trabalho —, entendemos que néo serd um problema que a discussao sobre unidades de
medida padronizadas para o comprimento seja contemplada nesta etapa educativa.
Principalmente se esse trabalho for desenvolvido de forma conectada a discussdo sobre o
sentido de numero, sobre a nogdo de contagem por agrupamentos para composi¢do de unidades
que contenham mais de um elemento (unitizing) e sobre o valor posicional dos algarismos no
sistema de numeracdo decimal (MIX; SMITH; CRESPO, 2019; ULRICH; NORTON, 2019)
—embora essa também seja uma discussao que se associa a nogdes de multiplicagéo e divisdo
(YOUNG-LOVERIDGE; BICKNELL, 2018), como abordaremos mais adiante.
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No entanto, ao explorarmos um pouco mais o documento oficial, verificamos que esta
articulacdo ndo é de modo algum sugerida pela Base e, pelo contrario, se apresenta de forma
bastante difusa no que se refere a conexdo entre algumas nogdes centrais relacionadas aos
fundamentos da atividade de medir com outros topicos que os alunos deverdo aprender. 1sso
fica bastante evidente quando verificamos a sugestdo dada pelo documento de que se
desenvolva um trabalho com o sistema monetario (para o 2.° ano), em que a proposta € a de
que se discuta a equivaléncia de valores entre moedas e cédulas: “(EF02MA20) estabelecer a
equivaléncia de valores entre moedas e cédulas do sistema monetario para resolver situacdes
do cotidiano” (BRASIL, 2018a, p.285). No entanto, a discussdo formal sobre a relacdo de
igualdade como equivaléncia esta sugerida somente para o 3.° ano, na unidade tematica de
Algebra: “(EFO3MA11) Compreender a ideia de igualdade para escrever diferentes sentencas
de adicBes ou de subtracbes de dois numeros naturais que resultem na mesma soma ou
diferenga” (BRASIL, 2018a, p. 287).

Além disso, destacamos que, para a Base, 0 estabelecimento de equivaléncia entre os
valores monetarios se da simplesmente pelo fato de se “conhecer cada uma das moedas e
cédulas, saber nomea-las e identificar como fazer as trocas” (BRASIL, 2018b, p.285).

De fato, o conhecimento e 0s processos cognitivos associados a esses procedimentos
se sustentam na nocdo de unidade e na sua relagdo com a nog¢do de quantidade (CLEMENTS;
SARAMA, 2009). Assim, quando a BNCC faz referéncia ao trabalho com as unidades do
sistema monetario sem considerar todas as suas complexidades e potencialidades de conexfes
com outros tépicos que estdo em evidéncia naquela etapa educativa ou em outras posteriores,
acaba por ndo favorecer o desenvolvimento das capacidades matematicas dos alunos, seja para
lidar com problemas e situacGes escolares, seja para lidar com situacfes do préprio cotidiano
(RIBEIRO; POLICASTRO, 2021).

E somente no 3.° ano que o papel da unidade de medida ganhara destaque nas
discuss@es dentro do topico de Medidas, a partir de habilidade que propdem a énfase na relacéo
entre o resultado de uma medida e a unidade de medida utilizada e a escolha do instrumento
mais apropriado para medigoes de determinadas grandezas: “(EFO3MAL7) Reconhecer que o
resultado de uma medida depende da unidade de medida utilizada” e “(EFO3MAL18) Escolher
a unidade de medida e o instrumento mais apropriado para medigdes de comprimento, tempo
e capacidade” (BRASIL, 2018a, p. 289).
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Entretanto, destacamos, mais uma vez, que o foco da BNCC esta nas relages de
equivaléncia entre as unidades de medida padronizadas, evidenciando uma preocupacao
utilitarista das atividades envolvendo medidas: “(EFO3MAZ20) Estimar e medir capacidade e
massa, utilizando unidades de medida ndo padronizadas e padronizadas mais usuais (litro,
mililitro, quilograma, grama e miligrama), reconhecendo-as em leitura de rétulos e
embalagens, entre outros” (ibidem, p.289)

Embora pareca um “avango” proposto pela BNCC a sugestdo de trabalho envolvendo
estimativas de comprimento nesta etapa educativa do 3.° ano, em nenhum momento o
documento menciona qual a relagdo (ou diferenca) entre estimar e medir uma determinada
grandeza (HOGAN; BREZINSKI, 2003; JORAM; SUBRAHMANYAM; GELMAN, 1998),
ainda que essa nocao de estimativa ja tenha sido mencionada no documento dentro da unidade
tematica de NUmeros, na etapa do 2.° ano, sem que se tenha feito qualquer referéncia a unidade
de Grandezas e Medidas.

O que podemos afirmar sobre 0 modo como a Base propde o trabalho com Medidas
desde a EI até ao 3.° ano dos Al é que existe uma desarticulacdo e certa incoeréncia nas
propostas de abordagem deste tdpico, deixando algumas lacunas importantes no
desenvolvimento do conhecimento dos alunos, por exemplo, como ja foi destacado, sobre o
papel da unidade de medida e dos procedimentos associados aos fundamentos da atividade de
medir, o que certamente devera ter implicagcdes no desenvolvimento de conhecimentos futuros
gue estdo conectados com essas ideias centrais.

No 4.° ano, a Base propde outro “avanc¢o” quando sugere envolver medidas de area de
figuras planas representadas em malhas quadriculadas, a partir da “contagem de quadradinhos”
ou de “metades de quadradinho” (BRASIL, 2018a, p. 293). Segundo a habilidade proposta,
esta seria uma forma de desenvolver com os alunos a nogdo de que figuras com formatos
diferentes podem ter mesma area: “(EFO4MAZ21) Medir, comparar e estimar area de figuras
planas desenhadas em malha quadriculada, pela contagem dos quadradinhos ou de metades de
quadradinho, reconhecendo que duas figuras com formatos diferentes podem ter a mesma
medida de area” (BRASIL, 2018a, p. 293).

No entanto, pelo fato de a BNCC néo ter explicitamente sugerido um trabalho com os
procedimentos de medida envolvendo a grandeza area até esse ponto, assumimos que O

documento toma como premissa que 0s alunos serdo capazes, por conta prépria, de estabelecer
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as devidas relacOes entre os procedimentos utilizados para medida de comprimento e aqueles
utilizados para medida de area.

No entanto, o trabalho com os principios que fundamentam a atividade de medir devem
ser (re)considerados sempre que uma nova grandeza for introduzida, j& que é essencial que se
discuta a natureza da grandeza que se esta medindo, muito antes de efetivamente medi-la
(PASSALAIGUE; MUNIER, 2015), particularmente no que se referem a grandezas como
massa, capacidade e tempo (BERKA, 1983). Consideramos essa como uma evidéncia de que
a BNCC ndo assume a necessidade de se estabelecer conexdes, nem mesmo dentro de um
mesmo topico matematico.

Além disso, a malha quadriculada podera ser um potente recurso pedagdgico que
contribui para conectar o topico de Medidas com o de divisdo e os de NUmeros Racionais, em
particular, no estudo de fragdes. No entanto, a proposta da Base para 0 4.° ano sobre o estudo
de divis&o e de fragdes ndo menciona qualquer tipo de relacdo com o trabalho sugerido acima.
Isso evidencia, mais uma vez, a falta de conexao entre topicos distintos na proposta curricular
da BNCC.

Para 0 5.° ano, a proposta do documento no tépico de Medidas envolve a elaboracéo e
resolucédo de problemas envolvendo diferentes grandezas (massa, area, perimetro); a discussao,
a partir de investigacOes, da existéncia (ou ndo) de uma relacdo entre &rea e perimetro de uma
figura plana e entre area e perimetro de duas figuras. Também se insere nesta etapa educativa
a discussdo com unidades de volume. Chama-nos a atencdo de que a discussao sobre medidas
de angulos esté proposta na unidade temética de Geometria, parecendo nao ter qualquer relagéo
com a unidade de Grandezas e Medidas, 0 que, mais uma vez, evidencia uma pouca
preocupacdo com o estabelecimento de conexdes entre topicos matematicos (TALLMAN;
FRANK, 2020).

Relativamente a diviséo, as no¢des fundamentais relacionadas com esse topico nao sao
abordadas explicitamente pela BNCC antes do 2.° ano dos Anos Iniciais. De acordo com o
documento, é somente neste ano desta etapa educativa que as nogdes de metade e terca parte
deverdo ser exploradas em conexdo com as nocdes de dobro e triplo, respectivamente:
“(EF02MAO08) Resolver e elaborar problemas envolvendo dobro, metade, triplo e terca parte,
com o suporte de imagens ou material manipulével, utilizando estratégias pessoais” (BRASIL,
2018a, p.283).
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Ao mesmo tempo, a Base prop6e que a exploracdo dos conceitos de metade e terca
parte seja feita numa relacdo direta com as ideias de divisao por dois e trés, respectivamente.
Aqui destacamos uma questdo relacionada a um problema conceitual importante: no
documento comentado da Base, afirma-se que a compreensédo das noc¢des de metade e terga
parte podem ser subsidiadas por um trabalho que se apoie na exploracdo de objetos que
“podem ou ndo podem ser divididos em duas ou trés partes iguais” (BRASIL, 2018b, p. 283).
No entanto, essa afirmacdo podera, equivocadamente, levar a interpretacdo de que a divisdo
por dois ou por trés pode n&o existir, em alguns casos.

De fato, isso s seria verdade se estivéssemos tratando da diviséo (sem resto) somente
no campo dos numeros naturais, em que o dividendo (objeto a ser dividido) devera ser
maultiplo do divisor (partes em que o objeto sera dividido). No 2.° ano dos Al, o trabalho com
0s nmeros e operacgdes esta estritamente focado no campo dos inteiros positivos (naturais,
portanto). Porém, ao trazer no documento a sugestdo acima, o trabalho com a divisdo
envolvendo quantidades continuas, algo que serd abordado nas etapas posteriores (a partir do
4.° ano), ndo serd devidamente fundamentado, o que certamente tera implicacdes na
compreensdo, por exemplo, dos elementos que compdem o conjunto dos ndmeros racionais.
Nesse sentido, podemos afirmar que a Base ndo se preocupa em propor um trabalho
longitudinal com a matematica, isto €, um trabalho que perspectiva as aprendizagens dos
alunos ao longo de todo o processo educativo, de forma coesa.

Ainda com relacdo ao trabalho envolvendo as no¢des de metade e terca parte, as
representacdes pictoricas assumem um lugar de destaque na proposta sugerida pela BNCC
no 2.° ano, mas sempre numa perspectiva de que tais representacdes deverdo evidenciar as
divisdes e as partes obtidas dessas divisdes (BRASIL, 2018b). No entanto, por ndo explicitar
se as representacdes pictoricas deverdo corresponder a quantidades discretas ou continuas
sendo divididas em partes, 0 documento deixa a critério do leitor o entendimento sobre esse
ponto. Como tal leitor podera ser um professor, para a nossa investigacdo esse € um ponto
extremamente relevante, uma vez que o papel que as representa¢des possuem na atribuicdo
de significado aos conceitos, bem como das relagfes entre cada um dos tipos de representacéo
(AINSWORTH; BIBBY; WOOD, 2002) correspondem a um contetido do conhecimento
especializado do professor.

A partir do 3.° ano, a sugestdo da Base € a de ampliar a discussao sobre a divisao

propondo um trabalho com divisGes com resto igual a zero e diferente de zero, entre nimeros
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naturais de até duas ordens. Neste ponto, ja se faz referéncia aos dois sentidos assumidos
para a divisdo (partilha equitativa e medida) que devem ser trabalhados com os alunos:
“(EFO3MAO08) Resolver e elaborar problemas de divisdo de um ndmero natural por outro (até
10), com resto zero e com resto diferente de zero, com os significados de reparticdo equitativa
e de medida, por meio de estratégias e registros pessoais” (BRASIL, 2018a, p. 287).

Novamente, no documento comentado da Base é possivel encontrar uma referéncia
ao trabalho com as representacGes de distintos tipos, porém, sem o estabelecimento das
devidas relagdes entre cada um dos tipos, de modo a dar significado a cada um dos sentidos
da divisdo. Além disso, o documento faz referéncia a necessidade de estabelecimento de
relacbes com a multiplicacdo e, mais uma vez, parece considerar tal relacdo como sendo
natural e ébvia, ja que ndo articula essa discussao com o topico de multiplicacdo em nenhum
outro ponto do documento.

De fato, as conexdes entre as opera¢des de multiplicacao e divisao representam papéis
cruciais no entendimento das relagfes parte-todo presentes na estrutura multiplicativa
(FOSNOT; DOLK, 2001; HULBERT et al., 2017). Exatamente por isso, sem uma
explicitacdo no documento dos tipos de conexdes existentes entre as duas operagdes, 0
trabalho nesse sentido serd deixado a critério do professor, segundo, obviamente, seus
préprios conhecimentos de cada um desses topicos e das conexdes entre eles.

Ainda no 3.° ano, o trabalho com a divisdo segue numa perspectiva que parece estar
alinhada com a ideia de ampliar a discussao que se iniciou no 2.° ano, com a habilidade que
envolvia os conceitos de metade e terca parte. No entanto, ao consultar o documento
comentado da Base, foi possivel verificar que a proposta com essa habilidade ndo esta
necessariamente em concordancia com aquilo que se comentava no mesmo documento, em
relacdo a habilidade correspondente ao 2.° ano. Isso porque, enguanto naquele comentario o
documento sugeria que o trabalho com as nogdes de metade e terca parte estavesse pautado
no entendimento de fracdo como parte-todo, com relacdo a habilidade para o0 3.° ano, a Base
considera outro sentido para a fracdo, qual seja, o de quociente: “(EFO3MAQ9) Associar 0
quociente de uma divisdo com resto zero de um nimero natural por 2, 3, 4, 5 e 10 as ideias
de metade, terca, quarta, quinta e décima partes” (BRASIL, 2018a, p. 287).

Nesse contexto, a Base sugere que se associem as fracdes a quocientes com resto zero

e que sejam apresentadas representacGes numericas em correspondéncia, tais como “12:3=4



45

e 12/3=4” (BRASIL, 2018b, p. 287)*. Embora esse ndo seja necessariamente um equivoco
conceitual, na proposta da Base, consideramos a necessidade de se tomar atencédo para o fato
de que, de uma etapa educativa para outra, ou seja, do 2.° para o0 3.° ano, a BNCC admite uma
ampliacdo na complexidade de formas de se abordar fragdes, o que ndo seria um problema
caso a intencionalidade de se propor tal complexidade fosse explicitada pelo documento.
Assim, existem algumas lacunas na forma como o documento propde o trabalho com o tépico
de divisdo e que, como veremos adiante, caso o professor ndo conheca alguns conceitos
centrais desse topico e suas conexdes com outros topicos, poderd desenvolver um trabalho
com os alunos muito mais pautado em regras de memorizacéo do que nos entendimentos dos
porqués associados a cada uma dessas regras (LAMON, 2020).

A partir do 4.° ano, a Base propde um trabalho com a divisdo que, numa primeira
andlise, parece caminhar na direcéo de discutir algumas conexdes importantes entre as quatro
operagdes e, em particular, entre a multiplicacdo e a divisdo: “(EFO4MAO04) Utilizar as
relagdes entre adi¢do e subtracdo, bem como entre multiplicacdo e divisdo, para ampliar as
estratégias de célculo” e “(EF04MAO05) Utilizar as propriedades das operagdes para
desenvolver estratégias de calculo” (BRASIL, 2018a, p. 291). Entretanto, na consulta ao
documento comentado (BRASIL, 2018b), verificou-se que a perspectiva assumida pela Base
caminha mais no sentido de desenvolvimento de um trabalho com foco na memorizagéo de
algumas regras relacionadas com estas operacfes, do que no estabelecimento de relagdes
entre fundamentos e propriedades matematicas que sustentam essas regras. Para mencionar
um exemplo, o documento sugere que a “utilizacdo” de relacdes entre a multiplicacdo e a
divisdo ¢ uma implica¢do do conhecimento de que se “axb=c(a#0eb#0)entdoc+a=
bec+b=a” (BRASIL, 2018b, p. 291).

Novamente, ndo consideramos que seja um problema que a Base proponha um
trabalno em que se discutam algumas propriedades importantes relacionadas com as
conexdes entre as operagdes. No entanto, quando o documento comenta que um trabalho com
essa perspectiva ajudard no desenvolvimento de “estratégias de calculo” e na “construgdo de
fatos basicos”, entendemos que se trata de uma proposta muito mais instrumentalizadora,

porque esta pautada em memorizacao de regras, e muito menos relacional, porque deveria se

16 Note-se que a simbologia apresentada segue exatamente a mesma apresentada no documento comentado
da Base.
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pautar em entendimentos dos porqués associados a cada um dos “fatos” que a Base chama
de “basicos”. E, nesse sentido, para a investigagdo a que nos propusemos desenvolver, essa
questdo € efetivamente relevante, porque nos aproxima mais ainda da necessidade de se
colocar luz nas especificidades do conhecimento do professor acerca das conexdes entre
topicos e mesmo dentro de um Unico tépico.

Dando continuidade na analise do documento da BNCC, quando olhamos para a
unidade temética “Algebra” no 4.° ano, encontramos, numa das habilidades propostas, algo
que podera confirmar a hipdtese de que a sugestdo do trabalho parece estar focada na
memorizacdo de regras: “(EFO4MAL3) Reconhecer, por meio de investigacoes, utilizando a
calculadora quando necessario, as relagfes inversas entre as operacfes de adicdo e de
subtracdo e de multiplicacdo e de divisdo, para aplica-las na resolu¢do de problemas”
(BRASIL, 2018a, p. 291). No comentério para esta habilidade, o olhar que se da para as
relagbes de inversibilidade entre as operacOes de divisdo e multiplicacdo ndo considera as
propriedades e fundamentos matematicos que sustentam o argumento da validade de tais
relacBes, pois segundo o documento, o reconhecimento dessas relacdes se daria apenas por
saber que “sea X b=c,coma#0eb#0,entdo,c+a=D>bec+b=a.Porexemplo,se5x6
=30, entdo, 30 +5=6 e 30 + 6 =57 (BRASIL, 2018b, p. 291).

Além disso, destacamos o fato de que essa habilidade esta proposta na unidade
tematica de Algebra, o que entendemos ser pertinente do ponto de vista dos raciocinios que
se evocam em investigacbes como as que estdo ali sugeridas, e que sdao fundamentais no
processo de aprendizagem da matematica e no desenvolvimento do conhecimento dos alunos
sobre as estruturas contidas em determinados processos matematicos (MULLIGAN;
MITCHELMORE, 2009). No entanto, pela forma como o trabalho estd sugerido pelo
documento comentado da Base, a proposta parece estar completamente desarticulada da
unidade tematica “Numeros”, onde estdo indicadas as habilidades que envolvem os topicos
das operac0es e, em particular, a divisao.

Ainda no 4.° ano destacamos uma das habilidades que refere ser uma ampliacdo do
trabalho iniciado no 3.° ano: “(EFO4MAOQ7) Resolver e elaborar problemas de divisao cujo
divisor tenha no méximo dois algarismos, envolvendo os significados de reparticdo equitativa
e de medida, utilizando estratégias diversas, como calculo por estimativa, calculo mental e
algoritmos” (BRASIL, 2018a, p. 291). No entanto, no documento comentado, a sugestao

dada pela BNCC enfatiza que tal ampliacdo “se da na ordem de grandeza dos nimeros
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envolvidos no divisor” e “nas estratégias de calcular, que agora incluem, além do célculo
mental e estimativas, o algoritmo convencional” (BRASIL, 2018b, p.291).

Essa nocdo de que a ampliacdo do trabalho iniciado no 3.° ano estara focada no
aumento da ordem de grandeza do nimero envolvido no divisor, deixa, mais uma vez,
explicita a perspectiva de uma abordagem instrumentalizadora para a aplicacao do algoritmo,
como se o procedimento de divisdo de uma quantidade por um ndmero com ordem de
grandeza 10° fosse diferente do procedimento de divisdo de uma quantidade por um niimero
com ordem de grandeza 10* ou 102 ou 10™ (com n € Z).

Além disso, a Base menciona o trabalho com o algoritmo da divisdo, mas nao faz
qualquer referéncia aos cuidados que se deve ter em relacdo ao modo como devem ser
abordados os procedimentos e representagdes (verbais e escritas) associadas ao algoritmo.

No documento comentado da BNCC, encontra-se, inclusive, um equivoco quando
este refere que a no¢do (ou imagem mental) associada a resolucdo de um problema de diviséo,
cujo sentido evocado ¢ o de medida, seria a de distribuicdo de objetos em grupos: “e para a
medida (distribuir 10 objetos em grupos de modo que cada grupo tenha 2 objetos, resulta em
5 grupos)” (BRASIL, 2018b, p. 291).

Novamente, destacamos a necessidade de se considerar os aspectos relacionados com
0s papéis que os distintos tipos de representacfes tém no processo de entendimento de um
conceito e, nesse caso em particular, associar a no¢ao de medida com o verbo “distribuir” €
um equivoco conceitual importante, que deveria ser evitado principalmente num documento
que, embora se refira ndo fazer parte da Base, serve de apoio para a redacao dos curriculos e,
principalmente, para os professores que estdo interessados em conhecer as perspectivas
tedricas por tras da elaboracdo da redacdo de cada uma das habilidades.

No 5.° ano, o tdpico de divisdo é abordado somente em contextos envolvendo
NUmeros Racionais. Particularmente no que se refere as fracfes, uma das habilidades que
envolve a nogéo de divisdo propde que se discutam as fragdes a partir dos construtos parte-
todo e quociente (embora o documento apenas refira “divisao”).

Uma das habilidades do 5.° ano que aborda explicitamente o conceito de diviséo
refere-se a resolucdo de problemas que envolvem esta operacdo com ndmeros decimais
finitos: “(EFOSMAO08) Resolver e elaborar problemas de multiplicagdo e divisdo com

nimeros naturais e com ndmeros racionais cuja representagdo decimal é finita (com
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multiplicador natural e divisor natural e diferente de zero), utilizando estratégias diversas,
como calculo por estimativa, calculo mental e algoritmos” (BRASIL, 20018a, p. 295).

Mais uma vez, destacamos que o foco da BNCC para este trabalho estd centrado nos
procedimentos de célculo, em particular no “algoritmo convencional” que, como ja visto
anteriormente, tem um trabalho proposto com base em um equivoco conceitual importante.

Ao realizar o levantamento sobre 0 modo como os topicos de Medida e de divisdo séo
abordados na BNCC, estavamos preocupados em compreender se (e como) o documento
propde um trabalho que prioriza o estabelecimento de conexdes entre conceitos, propriedades
e fundamentos, seja dentro do mesmo tépico ou entre tdpicos. De fato, constatamos que a Base
ndo deixa claro, em nenhum momento, quais conexdes podem ser estabelecidas. Por exemplo,
o trabalho com os tépicos de Medida ndo ¢é retomado de forma alguma quando a divisdo é
tratada como medida, o que seria natural em um contexto de ensino em que se busca que o
aluno entenda o que faz e porque o faz, sendo potenciado pelo estabelecimento de conexdes

entre conceitos, procedimentos e fundamentos.

Questio de pesquisa e suas subquestoes

A premissa assumida na constituicdo da problematica desta investigacao é a de que o
conhecimento do professor é especializado, tanto na dimensdo do conteddo quanto na
dimensdo pedagogica. Dentre os diversos elementos que compdem as particularidades e
especificidades desse conhecimento, enfatizamos as conexfes matematicas como elementos
centrais para uma préatica que objetiva desenvolver nos alunos uma compreensdo do tipo
relacional (SKEMP, 1989) e, consequentemente, desenvolver o seu pensamento estrutural
(MASON; STEPHENS; WATSON, 2009). Ao mesmo tempo, entendemos que é com base
nesse conhecimento das conexfes matematicas que o professor sera capaz de analisar
criticamente as orientacdes curriculares e propostas dos livros didaticos que fomentam (ou
nédo) o trabalho com foco no desenvolvimento dessa compreensao relacional dos alunos.

Como apresentado anteriormente, as orientaces para elaboragdo dos curriculos
brasileiros e, potencialmente, para a elaboracao dos livros didaticos no pais — uma vez que
estes se apoiam na BNCC para a composicdo e estruturacdo de seu conteddo — néo
evidenciam as conexdes matematicas que podem e devem ser efetuadas dentro de um mesmo
topico e tampouco entre topicos distintos, particularmente, no caso dos topicos do tema de

Medida e de divisdo. Nesse sentido, a fim de promover um ensino com foco no
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desenvolvimento de uma compreensédo relacional e do pensamento estrutural dos alunos,

cumpre ao professor um conhecimento dos elementos estruturais da matematica que

potencializam o estabelecimento das conexdes nos e entre os distintos topicos.

Diante desse cenario, delineou-se o problema de pesquisa que se apresenta por meio

da seguinte pergunta de investigacéo:

Que conhecimento especializado revelam professores participantes de um Programa
de Formacao Continuada, focada nas especificidades do conhecimento do professor
de e que ensina matematica, sobretudo em relacdo a elementos estruturais e
estruturantes da matematica, no @mbito dos tépicos de Medidas e de divisao?

A partir desta questdo, buscamos explorar, descrever e detalhar o contetdo do

conhecimento especializado do professor, no &mbito dos tdpicos de divisdo e do tema de

Medida, além de evidenciar os elementos estruturantes do contelido desse conhecimento,

para compreender os tipos e focos das conex@es matematicas que se observam a partir das

relacBes entre esses elementos. Com isso, estamos interessados em:

Identificar e descrever o conteudo de Conhecimento Especializado dos Tépicos
(KoT) no ambito da diviséo, mobilizado e revelado por professores quando discutem
e resolvem Tarefas para a Formacéo;

Identificar e descrever o conteido de Conhecimento Especializado dos Topicos
(KoT) relacionados ao tema de Medida, mobilizados e revelados por professores
quando discutem e resolvem Tarefas para a Formagéo;

Mapear e descrever as possiveis relagdes que ocorrem entre o conteudo do
conhecimento associado aos topicos de Medida e ao topico de divisdo, de modo a
evidenciar o carater estrutural e estruturante desses topicos, numa perspectiva de

“descompactagdo” desse conhecimento.

Justamente por isso, entendemos que seria necessario desmembrar a questdo principal

em sub-questdes que nos permitissem conduzir essa investigacdo de forma mais acurada.

Assim, nos propusemos a investigar:
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1) Que elementos caracterizam o conhecimento do topico de divisdo de professores
que participam de um contexto de Formacdo Continuada focada nas

especificidades do conhecimento do professor?

2) Que conhecimento do conteldo dos topicos de Medida revelam professores
participantes de um contexto de Formacgdo Continuada focada nas

especificidades do conhecimento do professor?

3) Que elementos se destacam no contetdo do conhecimento de professores
participantes de um contexto de Formagio Continuada, evidenciados pelos
descritores desse conhecimento especializado, associados aos topicos do tema de

Medida e de divisdo?

4) Que relacBes se observam entre o contetido do conhecimento especializado de
professores participantes de um contexto de Formagdo Continuada nos topicos
de diviséo e no tema de Medidas?

Considerando, portanto, essa forma de orientar a investigacao a partir de sub-questdes
vinculadas a questdo principal, e com o objetivo de um maior alcance destes resultados e
problematicas envolvidas — e possibilitando ir recebendo comentérios e feedback que
contribuam para melhorar aa qualidade da propria pesquisa que se foi desenvolvendo —,
optamos por apresentar os resultados no relatério final da tese em formato multipaper
hibrido. Denominamos dessa forma, uma vez que as discussdes e articulacdo de uma parte
dos resultados finais da tese ndo estdo apresentadas em um artigo — como habitualmente
ocorre nas teses deste tipo —, mas em uma sub-secéo do capitulo em que se apresentam as
analises e discussbes das informacbes coletadas. Dessa maneira, este trabalho esta
organizado a partir de cinco grandes secoes.

Na Introducao foram apresentadas as bases para justificar como se configuraram a
problematica investigativa, a formulacdo do problema e os objetivos da pesquisa. Nesse
sentido, além da questdo principal da pesquisa, apresentamos as quatro sub-questfes
orientadoras da investigacao.

No Capitulo 1 sdo apresentados os fundamentos tedricos da investigacdo, que se
pautam essencialmente em dois eixos, ambos conceituais. Um deles, relacionado com as
bases tedricas em que se assentam o tema e tOpico matematicos que estdo em foco nessa

investigacdo: tema de Medida e topico de divisdo. O outro relacionado com a
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conceitualizacdo do conhecimento do professor assumida para exploracdo das
especificidades e particularidades desse conhecimento no que se refere a Medida e a divisao:
a conceitualizacdo do Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK.

Com relacdo aos topicos de Medida e de divisdo, apresentamos as perspectivas
tedricas segundo as quais sdo encarados e justificamos a sua escolha com base no
reconhecimento do papel que ambos exercem nos processos de ensino e de aprendizagem da
Matemaética (FISCHBEIN et al., 1985; HAREL et al., 1994; HIEBERT, 1984; LAMON,
1996; WILKINS; NORTON, 2018), particularmente na Educacdo Infantil e nos Anos
Iniciais. Além disso, justificamos a sua inclusdo por considerar que as conexdes matematicas
existentes entre esses topicos, ao serem evidenciadas, se tornam potencialmente contributivas
para ampliar e aprofundar os entendimentos que atualmente se detém acerca do
conhecimento do professor (ASKEW, 2019; DE GAMBOA et al., 2020; ELI; MOHR-
SCHROEDER; LEE, 2011; TCHOSHANOV, 2011; TIMMERMAN, 2014; VALE;
MCANDREW; KRISHNAN, 2010) e, em dltima instancia, para promover uma
problematizacdo dos processos formativos facultados atualmente.

No caso do conhecimento do professor, essa justificativa se pauta, por um lado, na
perspectiva assumida acerca da natureza especializada desse conhecimento para a sua pratica
profissional. Por outro lado, justificamos a escolha pela conceitualizagdo do MTSK
(CARRILLO et al., 2018) com base nas suas potencialidades, tanto para modelar o
conhecimento do professor, quanto para investigar metodologica e analiticamente as
particularidades e especificidades desse conhecimento (CALDATTO et al., 2019; RIBEIRO;
CALDATTO; POLICASTRO, 2019).

O Capitulo 2 dedicamos ao detalhamento do contexto e da metodologia e nele
apresentamos a perspectiva a partir da qual pautamos essa investigacdo, buscando
caracterizar o contexto e percursos desenhados para a coleta de informacdes, além dos
procedimentos empregados no tratamento e analise dessas informacdes.

O Capitulo 3, por sua vez, esta dedicado a andlise e discussdo das informagdes
coletadas. Assim, serdo apresentados dois artigos em que se discute o conhecimento do
professor relacionado aos topicos de divisdo e de Medida. O primeiro artigo, intitulado
“Conhecimento Especializado do professor que ensina matemdtica, relacionado ao topico
de divisao” (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b), se dedica a explorar o conhecimento

matematico especializado (KoT) do professor no ambito da divisdo, a partir da identificacao
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e descrigdo do conteido do conhecimento dos topicos manifestado em um contexto de
Formagao Continuada. Nesse artigo, buscou-se responder a seguinte pergunta: Que
elementos caracterizam o conhecimento do topico de divisdo de professores que participam
de um contexto de Formag¢do Continuada? O recorte da investigagdo orientado por essa sub-
questdo nos permitiu identificar alguns elementos caracterizadores do conhecimento do
professor, no ambito do topico de divisdo, que sdo estruturantes quanto a uma arquitetura da
matematica, numa perspectiva das conexdes. Esses elementos referem-se, dentre outros
fatores: as distintas formas de se interpretar a operagao de divisdo; aos construtos dividendo,
divisor e quociente e as relacdes numéricas (natureza e tipo) que se estabelecem entre esses
construtos.

O segundo artigo, intitulado “Caracterizacdo do Conhecimento Especializado do
professor nos topicos de Medida” (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a), foi norteado pela
pergunta: Que conhecimento do contetido dos topicos de Medida revelam os professores de
e que ensinam matematica participantes de um contexto formativo?”, e se dedicou a
exploracdo do conhecimento matematico especializado do professor no @mbito dos topicos
de Medida, a partir da identificacdo e descricdo do conteddo do Conhecimento dos Topicos
(KoT) também manifestado no contexto de uma Formagdo Continuada. Com este recorte da
investigacdo, foi possivel compreender o cardter estruturante que os topicos do tema de
Medidas exercem no contetdo do conhecimento do professor.

Ainda no terceiro capitulo, com base nos resultados expressos nos dois artigos, e
atendendo ao nosso objetivo de mapear o contetdo de conhecimento do professor associado
aos topicos em foco nesta investigacdo, apresentamos em uma secéo especifica, uma proposta
de teorizacdo das conexdes matematicas, evidenciando e descrevendo as relagcdes entre 0s
contetdos de conhecimento dentro de um mesmo topico e entre 0s topicos no tema de Medida
e de divis&o.

Por fim, nas Conclus@es, apresentamos as respostas a pergunta de pesquisa, ao
mesmo tempo em que refletimos criticamente sobre o percurso e resultados desta
investigacdo, além de apontarmos perspectivas futuras para a continuidade do trabalho

investigativo com foco nas especificidades do conhecimento do professor.
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CAPITULO 1: MARCO TEORICO

Neste capitulo apresentam-se as bases tedricas que sustentam nossas argumentacdes
e sdo, portanto, orientadoras dessa investigacdo. Esta € uma investigacdo com um foco
especifico no conhecimento do professor, em relacdo a determinados tdpicos matematicos —
aqui, os tépicos no tema de Medidas e de divisao —, e este capitulo tedrico esta organizado a
partir de trés secoes.

Nas duas primeiras segdes, apresentam-se os fundamentos tedricos do tema de
Medida e do topico de divisdo, destacando os elementos centrais dos construtos e conceitos
intrinsecos a cada um deles. Além disso, incluimos nessa discussdo alguns aspectos
relacionados com as dificuldades enfrentadas tanto por alunos quanto por professores,
quando se tratam, respectivamente, das aprendizagens e do ensino do tema e do topico que
estdo em foco na investigagéo.

Na terceira secdo, apresenta-se a conceitualizacdo tedrica assumida para a exploracao
das especificidades do conhecimento do professor, e dando-se destaque ao foco nas conexdes
matematicas. Ainda nessa terceira secdo, 0s aspectos matematicos destacados nas duas
primeiras se¢Oes sdo discutidos do ponto de vista do conhecimento especializado do

professor, segundo a conceitualiza¢do assumida.

Algumas notas tedricas sobre os topicos no tema de Medida, seu ensino e

aprendizagem

O tema de Medida contempla um conjunto de conhecimentos que conectam a
Matematica ao mundo real, pois as medidas estdo associadas a atividade humana de encontrar
formas para compreender guantitativamente conceitos e atributos de natureza qualitativa.

No ambito das medidas, os elementos fundamentais da atividade de medicédo, quais
sejam, a unidade de medida e todo a ser medido, além dos processos mentais (raciocinios)
mobilizados a partir dos procedimentos de medicdo, assumem um papel preponderante nas
aprendizagens matematicas dos alunos. Isso porque tais elementos e processos favorecem o
envolvimento com no¢Ges de quantidades, notadamente no que se refere a coordenacao entre
as quantidades discretas e continuas (SMITH; VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN; TEPPO,
2011), e contribuem para o desenvolvimento de fundamentos matematicos relacionados aos

processos aritméticos, ao raciocinio proporcional, aos construtos e conceitos associados aos
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ndmeros racionais e, nas etapas de ensino mais adiantadas, a nogdo de varidveis algébricas
(SARAMA et al., 2011; SZILAGYI; CLEMENTS; SARAMA, 2013).

Os topicos de Medidas deveriam, por isso, ocupar um lugar de destaque nos curriculos
escolares, desde a Educacdo Infantil, uma vez que sdo constituidos por nocbes e conceitos
fundamentais para o desenvolvimento de ideias fulcrais na Matematica. Mais precisamente,
o “senso de medida” (STEPHAN; CLEMENTS, 2003, p. 14) deveria ser um dos focos
centrais nos processos de ensino, pois, a partir de seu desenvolvimento, os alunos podem ser
envolvidos com algumas das big ideas em Matematica (NCTM, 2000). No entanto, o trabalho
com os tépicos de Medida, especificamente na Educacdo Infantil e nos Anos Iniciais, tende
a se focar no ensino das unidades de medida padronizadas, sem explorar com a devida
atencdo os procedimentos de medicao para cada tipo de grandeza, e pouco (ou quase nada)
se exploram os conceitos subjacentes aos processos (mentais) em que se pauta a atividade de
medir (STEPHAN; CLEMENTS, 2003).

No contexto dos tdépicos de Medida, destacam-se as nog¢des de “grandeza” e
“magnitude ” que, em muitos casos, por questdes linguisticas'’, sdo tomadas como sindnimos,
mas aqui serdo devidamente diferenciadas. Assume-se que grandeza é o atributo de um objeto
ou fendbmeno fisico que pode ser quantificado por meio de um processo de medicéo, enquanto
a magnitude é assumida como sendo a variacdo quantitativa deste atributo (BERKA, 1983).

Ainda nesse contexto, outro termo que merece clarificacdo ¢ “quantidade”. Com
efeito, uma quantidade é um montante que pode ser determinado numericamente a partir de
uma contagem ou a partir de uma medicao. No primeiro caso, denominamos por “quantidade
discreta” o valor determinado e, no segundo caso, falamos em ‘“quantidade continua”
(GODINO; BATANERO; ROA, 2002). As grandezas fisicas (e.g., comprimento, area,
volume, capacidade, tempo), possuem magnitudes expressas por quantidades continuas. Mas
a cardinalidade — numero de elementos — de um conjunto, por exemplo, sera sempre expressa
por uma quantidade discreta. Dessa forma, tratamos as magnitudes como quantidades

necessariamente associadas as medidas.

17 Muitos textos utilizam o termo “magnitude” — no inglés e no espanhol, com a mesma grafia da lingua
portuguesa — para designar “medida”. Outros ainda utilizam este termo para designar “quantidade” ou, de
forma mais abrangente, “tamanho”. Entretanto, o mais comum € encontrar o uso do termo “magnitude” como
sindnimo de “grandeza”.
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Com efeito, a medigdo, na sua esséncia, caracteriza-se como uma atividade fisica e,
justamente por isso, alguns processos mentais associados a ela, na maior parte das vezes,
ficam ocultos. De um ponto de vista puramente experimental, o ato de medir esta associado
com a atribuicdo de um valor numérico a um atributo mensuravel de objetos, fendmenos ou
processos (BERKA, 1983). Este valor numérico é obtido quando se comparam magnitudes
de uma mesma grandeza e se quantifica 0 nimero de vezes que uma delas deve ser repetida
até que se consiga, por acumulacdo, obter a magnitude da outra (BERKA, 1983;
CLEMENTS; STEPHAN, 2004). Essa forma mais primitiva de se efetuar medicdes por
comparacao seguida de quantificacdo, remonta aos tempos mais antigos da histdria da
humanidade e prevalece até os dias atuais em inimeros contextos, particularmente no ambito
escolar.

Considerando, entdo, este contexto escolar, verifica-se que os alunos habitualmente
sdo introduzidos primeiro as ideias de medi¢do de comprimento, envolvendo instrumentos e
unidades de medidas ndo padronizados (SMITH; VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN;
TEPPO, 2011). No entanto, a partir dessa introducéo, os alunos sdo apresentados as unidades
de medida padronizadas de comprimento, e todas as demais grandezas que normalmente séo
tratadas nos Anos Iniciais, tais como area, capacidade, massa, volume e tempo®®, passam a
ser discutidas sem que se levem em conta as particularidades das naturezas de cada uma como
sendo elementos cruciais para o seu entendimento (SARAMA et al., 2011; SZILAGYI;
CLEMENTS; SARAMA, 2013). De fato, as criancas deveriam, desde pequenas, ser
engajadas a “desenvolverem uma teoria sobre as medidas, ao invés de simplesmente efetuar
medigdes” (LEHRER; JASLOW; CURTIS, 2003, p. 100) e a conceitualizacdo de cada uma
das grandezas, atraves da comparacdo e classificacdo, deveria introduzir esse trabalho
(PASSALAIGUE; MUNIER, 2015).

E comum, por exemplo, que a grandeza area seja explorada com criangas da Educagio
Infantil a partir de tarefas em que se propde a cobertura de uma regido retangular, utilizando
quadrados (unidades quadradas), seguindo-se com a quantificacdo (por contagem) dos
guadrados usados para essa cobertura. No entanto, alguns aspectos considerados centrais para

0 entendimento da nocdo de area ndo sdo priorizados nesse contexto de ensino. Como

18 |_evando-se em conta os curriculos brasileiros, formulados a partir da Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2018a).
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exemplo, podemos citar que o fato de que, habitualmente, os alunos néo séo levados a tomar
atencdo para a estrutura linha versus coluna (OUTHRED; MITCHELMORE, 2000;
PARNORKOQU, 2020) e tampouco sdo levados a, conscientemente, associar o valor obtido
pela contagem das unidades quadradas com a area da regido (CULLEN; BARRETT, 2019).

A massa é outro exemplo de grandeza em que normalmente as discussdes com 0s
alunos ocorrem de forma pouco potente do ponto de vista das exploraces de conceitos e
ideias essenciais para o desenvolvimento do pensamento matematico (CHEESEMAN;
MCDONOUGH; FERGUSON, 2013), tais como comparacdo e equivaléncia, duas big ideas
em Matemética (CHARLES, 2005).

Com efeito, 0s processos associados a atividade de medir estdo fundamentados em
alguns principios que foram descritos originalmente com foco na grandeza comprimento
(CLEMENTS; STEPHAN, 2004). Tais principios correspondem a:

Q) particdo — relaciona-se com a atividade mental de dividir o objeto em unidades

menores e de mesmo comprimento —, considerando aqui o caso particular de
a unidade ser menor que o objeto que se vai medir;

(i) unidade de iteracdo — corresponde a habilidade de pensar em um comprimento
como referéncia para se deslocar em todo o comprimento do objeto, de modo
a que ambas as extremidades (final e inicial) desse comprimento de referéncia
coincidam no processo de iteracdo, o que implica ndo deixar espagos entre
duas unidades subsequentes, nem sobrepor unidades adjacentes;

(iii)  transitividade — corresponde ao processo de, por meio de estimativa ou
deducdo, obter uma relacdo de igualdade ou desigualdade (superior ou
inferior) de quantidade relacionada a uma determinada grandeza e estendé-la
a outros dois ou mais objetos;

(iv)  conservacdo — associa-se a compreensdao de que qualquer movimento
(translacdo ou rotacdo) no objeto que serd/foi medido mantera os
comprimentos;

(V) acumulacdo da distancia — corresponde ao entendimento de que, N0 processo
de iteracdo de uma unidade de comprimento ao longo do comprimento do
objeto que se mede, se realiza a quantificacéo de iteracdes, e o0 valor numérico
(quantidade de repeticOes da unidade) corresponde ao espaco coberto por

essas unidades contadas até aquele ponto;
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(vi)  relacdo da medida com um valor numérico — associa-se a reorganizacao da
compreensdo, pelo individuo, do processo de quantificacdo, de quantidades
discretas para quantidades continuas.

Ainda que esses seis principios estejam pautados nos processos mentais e fisicos
associados as medicGes unidimensionais, eles podem ser transpostos para grandezas de
outros tipos, uma vez efetuadas algumas adaptacdes relacionadas as naturezas dessas
grandezas (HEUVEL-PANHUIZEN; ELIA, 2011).

A possibilidade de se efetuar essa transposicao se sutenta no fato de que quase todas
as grandezas®® abordadas com alunos nos Anos Iniciais (comprimento, area, massa, volume,
capacidade e tempo), obedecem a trés regras basicas (BERKA, 1983):

)] regra da igualdade: relaciona-se com a percepcdo de que duas magnitudes séo

iguais quando, ao serem comparadas uma a outra, ndo se verifica a diferenca
entre elas (e.g., dois objetos, quando colocados em pratos diferentes de uma
balanga, equilibram a haste se as magnitudes de suas massas forem
equivalentes);

i) regra aditiva: relaciona-se com a compreensdo de que, quando duas
magnitudes, A e B, sdo comparadas e percebe-se que A é maior do que B,
pode-se considerar a adi¢do de magnitudes a B, até que a soma das magnitudes
compostas com B se iguale a magnitude de A (cf. a regra da igualdade);

iii) regra da unidade de medida: refere-se a compreensao de que, para qualquer

grandeza, sempre pode ser atribuida uma unidade de medida padronizada e,
consequentemente, poderdo ser determinados multiplos e submultiplos dessa

unidade, tomando-se, respectivamente, porcdes ou partes dela.
Com efeito, a unidade de medida, enquanto um construto, ocupa um lugar de destaque
nas aprendizagens matematicas dos alunos, ndo somente porque é um elemento principal no
processo de medicdo, mas, especialmente, porque € a partir deste construto que se

fundamentam varios outros conceitos, como os de fragdo unitéria, de inteiro (o todo) e de

19 A temperatura, por exemplo, é uma das grandezas discutidas nos Anos Iniciais que ndo se comporta
segundo a ii) regra aditiva (BERKA, 1983). Por esse motivo, e também pela natureza mais abstrata da
temperatura — assim como s8o a massa e o tempo — o trabalho envolvendo essa grandeza deveria ser
cuidadosamente fundamentado nos conceitos e processos mentais que se desenvolvem com o trabalho
envolvendo, principalmente, as grandezas comprimento, area e capacidade, j& que estas sdo grandezas em
que os processos de medicéo direta ficam explicitos.
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unidade composta — unidade de unidades — (NORTON; BOYCE, 2015). E aqui a nogao de
unitizing apresenta-se como um construto fundamental para o entendimento do que é e de
como se constitui uma unidade de medida. De fato, unitizing define-se como uma operacao
mental na qual um agrupamento de quantidades passa a ser interpretado como uma unidade
(STEFFE, 2003).

Além da unidade de medida, a iteragdo € outro construto fundamental no
desenvolvimento dos raciocinios associados as medidas. De fato, a iteracdo, no ambito das
medidas, se refere a uma agdo (fisica e/ou mental) na qual se repete uma unidade (ou
composic¢do de unidades) até que se consiga obter uma magnitude equivalente a magnitude
do todo que esta sendo medido (CLEMENTS; STEPHAN, 2004).

Tanto a unidade de medida quanto a iteracdo podem ser entendidas como
fundamentos da atividade de medir, pois estdo presentes nos contextos de medigdo de
qualquer grandeza. No entanto, algumas particularidades relacionadas a cada tipo de
grandeza levam a que os alunos apresentem mais ou menos dificuldades na compreenséo de
cada uma delas, ao longo dos processos de ensino.

Por exemplo, para a grandeza area, Cullen e Barret (2019) propéem o
desenvolvimento progressivo do conhecimento dos alunos em sete niveis, a partir de uma
abordagem que garanta essencialmente trés aspectos: i) que os alunos reconhecam a area
como uma grandeza, ou seja, um atributo das regiGes bidimensionais, que podera ser
quantificado a partir de comparacdes com magnitudes de mesma natureza; ii) que
identifiquem e visualizem uma estrutura coordenada entre linhas e colunas, constituidas de
composicdes de unidades de medida; iii) que desenvolvam a imagem mental de uma
composicdo de unidades como uma Unica unidade, manipulando-a no sentido de criar outra
imagem mental de uma “matriz” sobreposta a regido, que corresponde a area. Os autores
discutem os resultados do trabalho com unidades de medida de area com formato néo
quadrangulares — triangulares e retangulares, por exemplo —, um tipo de trabalho que se
mostra pontente para o desenvolvimento dos conhecimentos dos alunos: relativamente a
(de)composicao da area de uma regido em area menores; das relagdes entre as unidades, numa
perspectiva de fundamentar as no¢6es de multiplos e submdaltiplos de uma unidade de medida
(BARRETT et al., 2011; BERKA, 1983; BRAGG; OUTHRED, 2004; NORTON; BOYCE,
2015); e quanto a superacdo das dificuldades dos alunos com relagdo a distingdo entre o0s
conceitos de area e perimetro (BARRETT; CLEMENTS; SARAMA, 2017).
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De fato, é bastante comum que tanto os alunos quanto os professores enfrentem
dificuldades para diferenciar “area” de “perimetro”. Essas dificuldades decorrem,
primeiramente, da ndo compreensao de qual o atributo (grandeza) a ser medido (BATURO;
NASON, 1996). Mas, associado a isso, encontra-se 0 ndo conhecimento da definicdo dos
conceitos de perimetro e de &rea. Com efeito, area é definida como sendo a magnitude de
uma superficie bidimensional contida por uma fronteira, e o perimetro, por sua vez, é definido
como sendo a magnitude dessa fronteira (CLEMENTS; SARAMA, 2009). De toda forma,
uma vez que os alunos ndo compreendem que o0 conceito de &rea esta subordinado a uma
coordenacdo entre duas dimensdes (PARNORKOU, 2020) e que o perimetro se relaciona
com uma medida unidimensional (IRWIN; ELL; VISTRO-YU, 2004), eles provavelmente
terdo dificuldades em diferenciar a grandeza “area” da grandeza “comprimento da fronteira
que delimita essa area (perimetro)”.

Ainda se tratando da natureza das grandezas, podemos destacar a dificuldade que
enfrentam os alunos e professores para distinguir “volume” de “capacidade”. De fato, essas
dificuldades também derivam da ndo compreensdo do que é que se quer medir quando se fala
em capacidade e, particularmente, de quais procedimentos se devem empregar quando se
deseja medir volume ou medir capacidade (HO; MCMASTER, 2019). Outro aspecto que
influencia nessa dificuldade em distinguir os dois conceitos se refere ao fato de que os termos
“volume” e “capacidade” sd3o, em muitos casos, tomados como sinonimos (RIBEIRO;
POLICASTRO, 2021), pois sdo entendidos como 0 “espaco interno de um recipiente” e, de
fato, nos contextos de ensino, muitas vezes se associam as mesmas unidades de medida
(padronizadas) as duas grandezas (HO; MCMASTER, 2019). Ainda que seja importante em
certo momento do trabalho com os alunos estabelecer as devidas relaces de equivaléncia
entre as unidades padronizadas de volume e de capacidade, é fundamental que essa discussao
ocorra apos um trabalho que priorize a conceitualizacdo dessas grandezas (PASSALAIGUE;
MUNIER, 2015), e favorega o entendimento do que é o volume e do que € a capacidade, o
que pode ser realizado a partir de um trabalho com unidades de medida ndo padronizadas de
cada uma dessas grandezas.

Ainda se pode considerar como um fator de impacto nas aprendizagens dos alunos
relacionadas a distingéo entre “volume” e “capacidade” o fato de que o ensino ocorra a partir
de discussdes que se pautam essencialmente no calculo do valor da medida do volume por

meio de férmulas matematicas (PARNORKOQOU, 2021), outro tipo de abordagem que deixa



60

de lado a conceitualizagdo da grandeza, pois se assume que calcular o valor de uma medida
seja 0 mesmo que efetuar a sua medicdo. Com efeito, enquanto a compreensdo da grandeza
area se fundamenta na nocdo de coordenacao de duas dimensdes, a compreensdo do volume
estd fundamentada na coordenacgéo de trés dimensdes (PARNORKOU, 2020). Assumir que
o célculo de uma medida por meio de uma férmula seja o suficiente para conceitualizar a
grandeza a qual essa medida estd associada, significa ignorar a potencialidade de que os
alunos se apropriem dos entendimentos de cada uma das grandezas efetuando relacGes entre
0s procedimentos que se empregam quando se estd medindo cada uma delas e,
principalmente, do conceito de cada grandeza em si (HO; MCMASTER, 2019).

De fato, quando se discute com os alunos os procedimentos de medicédo utilizando
primeiro as unidades ndo padronizadas, eles sdo capazes de se apropriar muito mais
significativamente dos conceitos de cada uma das grandezas (BRAGG; OUTHRED, 2004;
CHEESEMAN; MCDONOUGH; FERGUSON, 2013; NORTON; BOYCE, 2015;
STEPHAN; CLEMENTS, 2003). Além disso, esse tipo de abordagem contribui
significativamente para o desenvolvimento do conhecimento dos alunos da no¢éo de que toda
medida é dada por uma magnitude expressa necessariamente por uma quantidade continua,
ja que a quantificacdo das iteracdes da unidade de medida podera ser associada a um valor
numérico ndo inteiro (BRAGG; OUTHRED, 2004).

Nesse sentido, assumir um trabalho com as medicGes a partir de unidades de medida
ndo padronizadas é (ou deveria ser), desde uma perspectiva longitudinal do ensino (BALL,
1993), uma forma de “abrir portas” para as aprendizagens futuras dos alunos relacionadas,
por exemplo, com os tépicos de divisdo (BICKNELL et al., 2015), dos nimeros decimais e
das fragdes (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2006; REN; GUNDERSON, 2019).
Em particular, este trabalho com as unidades de medida ndo padronizadas é fundamental no
desenvolvimento dos conhecimentos das relacbes numéricas entre o todo a ser medido e a
unidade de medida, o que contribuira para que os alunos desenvolvam um tipo de raciocinio
associado a representacdo de uma mesma quantidade a partir de maltiplas e flexiveis formas
(JUNG etal., 2013).

Ainda se tratando das potencialidades de uma abordagem pedagogica envolvendo as
unidades de medida ndo padronizadas, destaca-se que quando se realiza esse trabalho
associando-se a nocdo de unitizing (composi¢do de unidades em uma unidade), pode-se levar

os alunos a se apropriarem dos conceitos de multiplos e submultiplos de uma unidade de
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forma mais significativa o que, posteriormente, os ajudard a estabelecer conexfes com
no¢Oes envolvendo: as operagBes (multiplos e divisores de um namero, por exemplo); as
fracdes; e até mesmo com o Pensamento Algébrico (NORTON; BOYCE, 2015).

Com isso, destaca-se que um trabalho focado nos fundamentos da atividade de medir
(os principios e 0s elementos centrais nesse processo), que priorize a conceitualizagdo de
cada uma das grandezas, dando maior énfase aos procedimentos de medi¢do com unidades
de medida ndo padronizadas, tem um papel estruturante no desenvolvimento dos
entendimentos dos alunos relacionado com algumas das big ideas em Matematica:
“quantificagdo”, “comparacdo”, “equivaléncia”, ‘“agrupamentos”, ‘“proporcionalidade”,
“estimagdo”, “aproximacdo” (CHARLES, 2005).

E, de fato, pode-se dizer que uma abordagem que contempla o desenvolvimento
dessas grandes ideias matematicas esta pautada no principio pedagdgico de estabelecer
conexdes entre construtos e conceitos, dentro de um mesmao topico ou entre topicos distintos,
numa perspectiva de evidenciar uma arquitetura estrutural da Matematica (MASON;
STEPHENS; WATSON, 2009), ndo s6 enquanto disciplina escolar, mas, principalmente,

como area de conhecimento.

Algumas notas tedricas sobre o topico de divisio, seu ensino e aprendizagem

Dentre as quatro operagdes basicas® formalmente trabalhadas nos Anos Iniciais, a
divisdo é considerada mais complexa quando comparada com as outras trés operagdes (MA,
1999) e, por isso, o trabalho escolar com a divisao é habitualmente desenvolvido somente
apos o trabalho com a adicdo e com a subtracdo, algo que ja pode ser indicativo de um
entendimento superficial acerca da importancia de se evidenciar as conexdes existentes entre
as quatro operacdes (KENEDI et al., 2019; LEE; WHEELER, 1989; YOUNG-
LOVERIDGE; BICKNELL, 2018).

Além disso, as dificuldades dos alunos em relagdo a essa operacdo Ss&o
numerosamente reportadas por pesquisas, nacionais e internacionais na area (por exemplo,
BICKNELL et al., 2015; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; DOWNTON, 2009;

20 Note-se que, formalmente, tém-se duas operacgdes, a adicdo e a multiplicacdo. No entanto, no contexto
escolar (que alguns denominam de matematica escolar) é usual referirem-se a quatro operagdes.
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FISCHBEIN et al.,, 1985; LAUTERT,; SPINILLO, 2011; MORO, 2005; SQUIRE;
BRYANT, 2002).

Essas dificuldades de aprendizagem associadas a divisdo relacionam-se, dentre outros
fatores, com o (né&o) entendimento acerca do papel de cada um dos elementos envolvidos na
operacgdo — dividendo, divisor, quociente e resto (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998)
—, bem como sobre os processos envolvidos no algoritmo — os porqués de cada um dos passos
e os significados de cada um dos resultados obtidos (RIBEIRO et al., 2018).

Ao mesmo tempo, ndo é equivocado afirmar que as dificuldades relacionadas com a
divisdo sdo encontradas também entre professores. Roche e Clarke (2013) mostraram que,
mesmo depois de participarem de um programa de formacdo que tinha como objetivos
explicitos desenvolver seus conhecimentos em matematica, os conhecimentos dos
participantes a respeito dos sentidos da divisao e do estabelecimento de uma correspondéncia
entre cada um dos sentidos e representacfes adequadas ainda ndo estavam totalmente
consolidados. O que chama a atencdo € que ja no inicio da década de 1980, Fischbein, Deri,
Nello e Marino (1985) apontavam para o mesmo tipo de dificuldade, porém, seus resultados
estavam relacionados aos alunos.

Embora as evidéncias sugiram que boa parte das dificuldades dos professores e dos
alunos em relagdo ao topico de divisdo sejam similares e até do mesmo tipo (FOSNOT;
DOLK, 2001; R1ZVI, 2007), pela natureza distinta que o conhecimento do professor possui
em relacdo ao conhecimento dos alunos, é fundamental demarcar a fronteira que define as
implicacdes que essas dificuldades oferecem aos processos de ensino e, principalmente, para
as aprendizagens dos alunos. Por exemplo, no caso dos professores, 0 ndo entendimento (ou
ndo reconhecimento) das distintas formas de se interpretar a operacdo de divisao (0s
sentidos), associado a auséncia de atribuicdo de significado aos raciocinios empregados nos
calculos (algoritmicos ou ndo) — o que inclui, dentre outros aspectos, o uso de representagdes
adequadas —, podera levar a que o trabalho com essa operacdo se paute exclusivamente no
ensino mecanizado do algoritmo, sem focar a atengdo na necessaria fundamentacdo de
conceitos subjacentes ao entendimento do que seja dividir (ROBINSON; LEFEVRE, 2012).

E, de fato, conforme mostraram Favero e Neves (2012) numa revisdo sistematica de
dez anos de pesquisa dedicada ao ensino e a aprendizagem da divisdo e dos racionais, a
pratica do professor, quando se refere ao ensino desses topicos, esta centrada ou “restrita na

exposicdo de regras, em detrimento do conceito e, consequentemente, voltada a
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memorizac¢do, em detrimento do raciocinio” (p. 60). Esse tipo de abordagem associa-se a
uma pratica que tem como principal objetivo o desenvolvimento do conhecimento
relacionado ao “saber fazer”, e ndo ao entender, ou seja, um tipo de ensino instrumentalizador
e ndo voltado a uma aprendizagem inteligente (SKEMP, 1989) pautada no estabelecimento
de relagdes.

E importante dizer que, da perspectiva que assumimos, reconhecemos que o trabalho
com os algoritmos tem a sua importancia no processo de aprendizagem dos alunos
(BROCARDO; SERRAZINA; KRAEMER, 2003). No entanto, entendemos que priorizar 0s
processos algoritmicos, sem antes desenvolver um trabalho consistente sobre os sentidos
desta operacdo e articular essas discussdes com as distintas formas de se representar
(ROCHE; CLARKE, 2013; TIMMERMAN, 2014) o fendmeno divisdo como uma operacao
(mental) matemaética, ndo trara contribuicdes significativas para o desenvolvimento do
conhecimento e capacidades matematicas dos alunos.

Pelo contrario, sem essas discussGes fundamentais e estruturantes, serd pouco
provavel que, quando os alunos estiverem efetuando o calculo de uma divisdo a partir do
algoritmo tradicional®, compreendam o que estdo fazendo, quando e porque devem proceder
de determinada forma (CLARKE, 2005; KAMII; DOMINICK, 1998; RIBEIRO et al., 2018)
e as conexdes matematicas envolvendo as outras operacdes presentes nesse processo
(KENEDI et al., 2019; YOUNG-LOVERIDGE; BICKNELL, 2018). E sera menos provavel
ainda que, nas etapas escolares futuras, esses alunos consigam atribuir significado aos
procedimentos empregados em contextos em que essa operacao esta envolvida, como, por
exemplo, no caso dos algoritmos de diviséo entre fracdes? ou da divisdo entre polindmios.

Nesse contexto, 0 que estd em jogo se relaciona com o desenvolvimento do que

Hiebert e Lefevre (1986) denominaram por procedural knowledge e conceptual knowledge®.

21 Quando falamos em algoritmo tradicional, estamos nos referindo ao algoritmo euclidiano de divisdo, ou
sejam aquele popularmente chamado de “divisdo na chave”, e que se fundamenta na relagdo matematica

expressa algebricamente por: D = d.q + r, onde “D” ¢é o dividendo, “d” é o divisor, “q” é o quociente ¢ “r
é o resto.

22 Nesse caso, estamos nos referindo ao algoritmo no qual a fragdo correspondente ao divisor é invertida, e 0

dividendo passa a ser multiplicado por essa nova fragdo. Em termos simbolicos, estamos nos referindo ao
1 X a c a d €C9%  CClY 6 (19 EkJ ~ 4 . M [13 "% (19 kX ~
algoritmo expresso na relacéo: PR onde “a”, “b”, “c” e “d” sdo niimeros inteiros e “b” e “d” ndo

sdo nulos.

23 Em traducdo literal, “conhecimento procedimental” e “conhecimento conceitual”, respectivamente.
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O conhecimento procedimental estd associado a um “conhecer como” e o conhecimento
conceitual se refere a um “conhecer o porqué”. Esse conhecimento procedimental se sustenta
a partir do dominio dos objetos e simbolos matematicos e na capacidade de operar
simbolicamente. J& o conhecimento conceitual é sustentado pelo estabelecimento de relacfes
entre aquilo que o individuo ja conhece e os conhecimentos novos que estdo sendo
desenvolvidos — 0 que no campo da Psicologia da Educacao se reconhece por assimilacéo
(PIAGET, 1972). Assim, quando o trabalho relacionado com a divisdo — ou com qualquer
outra operagdo ou topico matematico — prioriza os procedimentos em detrimento dos
conceitos, € muito mais provavel que os alunos recorram a memorizacdes e acabem
desenvolvendo “rotinas computacionais” destituidas de significado (SKEMP, 1987).

Quando falamos dessas memorizacGes sem significado, estamos nos referindo ao
emprego de procedimentos mecénicos e repetitivos, que ndo contribuem para o
desenvolvimento dos raciocinios implicitos nos processos de conceituacdo. Skemp (1989)
definiu conceito como sendo a representacdo mental que um individuo forma de propriedades
comuns que encontra em situacdes ou objetos previamente conhecidos. Assim, ndo sao as
experiéncias vivenciadas isoladamente que permitem ao individuo apreender um conceito,
mas sim as abstracdes que este individuo realiza a partir das regularidades que encontra nos
contextos em que esse conceito estd presente. Entretanto, no caso da Matematica, os
conceitos, em sua esséncia, sdo abstratos e, justamente por isso, ndo sdo facilmente
apreendidos a partir de situacdes experimentadas no cotidiano da vida real (SKEMP, 1987).
Portanto, a compreensdao dos conceitos matematicos por parte dos alunos dependera,
necessariamente, de contextos criados intencionalmente pelos professores, a partir dos quais
esse alunos poderdo identificar classes de situacdes para, entdo, realizarem as abstracoes.

E necessario esclarecer que esses contextos que os professores podem criar ou propor
aos alunos ndo devem (ou ndo deveriam) se limitar a uma mera apresentagao de “modelos”
sobre como proceder para encontrar os resultados seguida de uma sequéncia de outros
calculos “parecidos” para os alunos efetuarem “seguindo o modelo”?.

A priorizagdo dos processos instrumentalizadores, focados excessivamente nos

procedimentos, pode levar os alunos a reforcarem equivocos conceituais bastante comuns

24 As aspas aqui tém um carater de enfatizar os termos que podem surgir nos diferentes contextos (ou materiais
didaticos) em que o foco estd no desenvolvimento dos conhecimentos procedimentais.
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que, no caso da divisdo, por exemplo, se relacionam com a nogdo de que essa operacao
“diminui” o nimero, ou de que a divisao deve sempre ser efetuada entre um nimero maior €
outro menor, nessa ordem (ver por exemplo, BELL; FISCHBEIN; GREER, 1984;
FISCHBEIN et al., 1985; MCINTOSCH et al., 1997).

De fato, o desenvolvimento dos conhecimentos conceitual e procedimental devem
ocorrer conjuntamente e de modo a se complementarem (BAROODY, 2003; LASKI et al.,
2016; ROBINSON; LEFEVRE, 2012). E, em particular no caso da divisdo, € fundamental
que no processo de ensino se dé especial atengdo aos papéis que desempenham divisor,
dividendo e quociente em cada um dos contextos em que essa operagdo pode ocorrer, a fim
de atribuir significado a esses elementos numa correspondéncia direta com o sentido da
divisdo que esta em evidéncia, o que, reforcamos, certamente ndo ocorrera a partir de um
ensino focado nos procedimentos do algoritmo.

Embora o termo “dividir’ seja amplamente utilizado no cotidiano escolar, desde a
Educacao Infantil, em situagdes sociais, como, por exemplo, quando o professor pede que 0s
alunos dividam a massinha com algum colega, uma folha sulfite ou um alimento, a
abordagem que se da nessa perspectiva de trabalho com a “divisdo” favorece o entendimento
da nogdo de dividir como um ato que esta associado a decompor quantidades (separar em
partes), 0 que nem sempre acontecera de forma equitativa e, especialmente, de forma
sistematizada. De fato, a decomposicdo de quantidades é um construto matematico
importante para o entendimento da divisdo, mas é fundamental que se evidencie que essa
decomposicdo esta intimimamente relacionada com outro construto matematico, que € a
particéo equitativa (TIMMERMAN, 2014).

Além disso, a compreensdo mais ampla e mais profunda da divisdo se sustenta na
constru¢do de uma imagem mental (TALL; VINNER, 1981) de que, ao efetuar essa operagao,
podemos estar fazendo uma constante comparagdo entre dividendo, divisor e quociente, algo
que vai além da compreensao da distribui¢do de elementos expressos por nimeros € que se
encontra presente tradicionalmente em problemas e operagdes do tipo “arme e efetue”
(LAUTERT; OLIVEIRA; CORREA, 2017).

A comparagdo é considerada uma das big ideas em Matematica (CHARLES, 2005),
pois, assim como qualquer outra ‘“grande ideia”, ela ¢ estruturante na aprendizagem
matematica, ja que exerce a funcdo de conectar nogdes, construtos, conceitos ou

entendimentos, evidenciando o cardter inter-relacional da Matemadtica. Por exemplo, a
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compara¢do estd presente em contextos em que as cardinalidades de conjuntos sdo
verificadas no sentido de se determinar a diferenca entre elas — nos contextos em que a
operacdo de subtragdo esta envolvida; mas também estd presente em situagdes em que
magnitudes de uma mesma grandeza s3o quantificadas, uma em fun¢ao da outra, como € o
caso dos conextos envolvendo medi¢des (BERKA, 1983; CLEMENTS; STEPHAN, 2004).

Quando tratamos da divisdo no contexto da matematica escolar, € preciso que se
desenvolva com os alunos o conceito de divisdo em partes iguais. Desde a Educacéo Infantil,
quando as propostas de trabalho envolvem a ideia de “dividir”, serd fundamental que o
professor discuta diferentes formas de dividir (particionar) um conjunto e, gradativamente,
introduza a nocao de divisdo em partes iguais, a fim de que as criancas avancem de uma
nocdo de divisdo em termos semanticos (ou decomposi¢do) para uma nocao de divisao
enquanto processo matematico de obtencdo de partes correspondentes a quantidades
equivalentes. A divisdo representa, portanto, nesse contexto, uma operacdo matematica
efetuada essencialmente de forma equitativa (em partes iguais).

Para garantir que os alunos efetivamente compreendam a divisdo enquanto um
fendmeno, isto €, como uma operacdo mental que envolve distintos raciocinios e que,
portanto, possui distintas formas de ser interpretada, € preciso que este trabalho se foque, em
primeiro lugar, nos sentidos da operagéo de divisao.

Dentre os distintos sentidos que a divisdo pode assumir?, entendemos que 0s sentidos
de partilha equitativa e de medida sdo os mais apropriados para o trabalho desde a Educacéo
Infantil (FISCHBEIN et al., 1985). Assim, tanto por serem esses 0s dois sentidos assumidos
pela BNCC (BRASIL, 2018a), quanto por se tratar de uma perspectiva que se coaduna com
a gue assumimos no contexto desta investigacdo, a discussdo que segue envolve
especificamente esses dois sentidos.

O sentido de partilha equitativa tem significado nos contextos em que, dada uma
quantidade de elementos de um conjunto (dividendo), deseja-se partilhar (distribuir) de forma
equitativa essa quantidade entre um determinado nimero de conjuntos (divisor). Com isso,

apos a partilha equitativa, os conjuntos entre os quais a quantidade inicial foi partilhada

25 Em seu trabalho intitulado “Mathematics as an educational task”, Freudenthal (1973) critica o fato de se
considerar a divisdo com apenas os dois sentidos assumidos tradicionalmente e apresenta outros sentidos
relacionados com velocidade, area, volume, entre outros.
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dever&o conter a mesma quantidade de elementos cada um, ou em termos mais formais, estes
conjuntos deverdo conter a mesma cardinalidade ao final da partilha.

Em geral, esse sentido € o que mais comumente € abordado nos contextos escolares,
visto que se perguntamos a qualquer individuo escolarizado “O que ¢ dividir?”, em geral, a
primeira resposta que obtemos ¢ “dividir é repartir uma quantidade em partes iguais”?,

O outro sentido que se pode assumir para a divisdo é o de medida?’. Como visto na
secdo anterior, a nocdo de medida esta associada a 1) comparacao entre quantidades que
expressam grandezas de mesma natureza; e a 2) quantificacdo (contagem). Além disso,
também vimos que, para medir, é necessario que se atendam a alguns principios®
(CLEMENTS; STEPHAN, 2004), considerados fundamentais no contexto da divisao: i)
escolha da unidade de medida; ii) particdo do todo a ser medidoy; iii) iteracdo (repeticdo) da
unidade de medida dentro do todo; iv) acumulagdo da quantidade; v) atribuicdo de um valor
numerico, correspondente a quantificacdo de vezes que a unidade foi repetida dentro do todo
a ser medido.

No contexto em que a divisdo devera ser interpretada como medida, o raciocinio
subjacente ao processo de dividir se associa com comparar o divisor (a unidade de medida)
com o dividendo (todo a ser medido) e quantificar as vezes que este divisor (magnitude da
unidade) precisa ser repetido (iterado) até completar a quantidade correspondente ao
dividendo (magnitude do todo). Note-se que é bastante intuitiva a interpretacdo de que a
unidade, sendo iterada repetidas vezes, completara o todo e, por isso, a divisdo tomada como
medida pode ser facilmente entendida quando o divisor (unidade de medida) for menor do
que o dividendo (todo). No entanto, destacamos que, ao se assumir a divisdo como medida

% Essa foi uma das respostas obtidas em um dos contextos nos quais as informagdes foram coletadas. Ver
com mais detalhes no artigo intitulado Conhecimento Especializado do professor que ensina Matematica,
relativo ao tépico de diviséo (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b), apresentado no Capitulo 3 desse trabalho.

2 H4 quem denomine este sentido de medida por “divisdo por quotas”, provavelmente para se aproximar de
uma traducdo mais literal para a expressao quotative division (FISCHBEIN et al., 1985), utilizada na lingua
inlgesa. No contexto desta investigacdo, a utilizacdo do termo “medida” se deve ndo somente ao fato de que
queremos deixar explicita a conexdo existente entre o topico de divisdo e os topicos de Medida, mas
essencialmente, pelos tipos de raciocinios que se empregam quando os contextos matematicos envolvem esse
sentido da divisdo, e que sdo correspondentes aos raciocinios envolvidos num contexto de medicao.

28 Estes principios atendem aos processos de medicéo de quase todas as grandezas, isto €, grandezas como
comprimento, &rea, volume, capacidade, tempo, etc, mas, para isso, sdo necessarios algumas adaptacdes,
considerando as particularidades de cada uma. Para maiores detalhes, consultar nota de rodapé n.°18.
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quando o divisor é maior que o dividendo, ultrapassam-se as limitages do conjunto numérico
dos naturais, ficando claro que abrem-se portas para a conceitualizacdo do conjunto dos
Numeros Racionais — algo que ndo detalharemos aqui, por ndo ser um dos temas matematico
em foco na pesquisa.

Outro ponto importante é que tanto no sentido de partilha equitativa quanto no
sentido de medida, o que dara possibilidade para a interpretacdo adequada para a diviséo sera
0 contexto em que esta operacdo for evocada. Dito de outra forma, somente a partir de um
problema sera possivel identificar qual dos dois sentidos da divisdo estd sendo evocado
(FISCHBEIN et al., 1985).

De fato, num problema como “Maria tem 6 doces e quer dividi-los igualmente em 3
pacotes. Com quantos doces cada um dos pacotes ficara?”, a quantidade total de elementos
— 0s doces — de um conjunto (o dividendo) devera ser partilhada (distribuida) entre um
determinado nimero de subconjuntos — os pacotes — (o divisor), de modo que cada um dos
subconjuntos receberd a mesma quantidade de elementos. Portanto, fica evidente o sentido
de partilha equitativa para essa situacao.

Entretanto, em um problema como “Maria tem 6 doces e quer colocé-los em pacotes
de modo que, em cada pacote, sejam colocados 3 doces. Quantos pacotes Maria conseguira
formar?”, a quantidade de elementos de um conjunto (divisor) — os 3 doces — é tomada como
unidade de medida para se comparar com a quantidade de elementos de outro conjunto
(dividendo) — o total de doces —, identificando-se, assim, quantas vezes esta unidade
corresponde ao todo. Dessa forma, verifica-se que a ideia de distribuicdo ndo se aplica a esse
contexto, uma vez que o que se pretende efetuar € uma comparacao entre duas quantidades
gue expressam grandezas de mesma natureza (conjunto de 6 doces e conjunto — ou quotas —
de 3 doces), seguida de uma quantificacdo (contagem da quantidade de subgrupos de 3 doces
que sdo necessarios compor para perfazer um grupo de 6 doces). Esse raciocinio, como visto
anteriormente, esta baseado nos fundamentos da atividade de medir.

Complementamos que, do mesmo modo que o contexto, o registro de representacéo
verbal ajuda a indicar o sentido que se atribui a diviséo. Por exemplo, a expressao 6-+3=2
nédo expressa, em si, nenhum dos dois sentidos, partilha ou medida, mas a verbalizagcéo que
usualmente se associa ao algoritmo “quantas vezes o trés cabe em seis?”” tem correspondéncia

com o sentido de medida.
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Além desse, outros registros de representacdo, tais como o pictorico ou 0 numerico,
também sdo elementos muito importantes para a intepretacdo da divisdo no contexto da
resolucdo de um problema. De fato, as multiplas representaces exercem um papel crucial
no processo de ensino e na aprendizagem da Matematica, pois elas sdo responsaveis por
contribuir para a organizagdo interna do conhecimento atraves de um processo cognitivo
(1ZSAK, 2003; PAPE; TCHOSHANOV, 2001). Isso porque, é por meio das representacdes
que somos capazes de modelar nossos processos mentais (JANVIER, 1987) e atribuir sentido
aos raciocinios que estamos empregando em cada situacdo, o que nos ajuda a dar significado
a cada um dos conceitos e/ou construtos matematicos que estdo envolvidos nos problemas a
que essas representacbes estdo associadas (LESSER; TCHOSHANOV, 2005). As
representacdes poderdo assumir as formas: verbal, pictorica, iconica, numeérica, simbolica,
algébrica ou grafica. O trabalho com distintos registros de representacdo e, em particular, a
associacdo entre esses distintos registros (AINSWORTH; BIBBY; WOOD, 2002; GOLDEN;
SHTEINGOLD, 2001; RIBEIRO, 2011) exerce, portanto, um papel fundamental no
desenvolvimento do conhecimento de conexdes entre conceitos, fundamentos matematicos e
propriedades matematicas, ndo somente no ambito do tépico de divisdo, mas em relacdo a

qualquer topico matematico.

O Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge e as especificidades do

conhecimento do professor nos topicos do tema de Medida e de divisio

Assumindo-se que a natureza do conhecimento do professor é especializada (BALL,;
THAMES; PHELPS, 2008; CARRILLO et al., 2013; CONTRERAS et al., 2017; FLORES-
MEDRANO et al., 2014; SCHEINER et al., 2017), 0s “tipos” de conhecimento especializado
envolvem tracos ou caracteristicas comuns a certos subdominios deste conhecimento.

Por exemplo, o conhecimento do professor dos distintos sentidos assumidos pela
divisdo ou o conhecimento dos principios que fundamentam a atividade de medir, compdem
parte do contetido do conhecimento matematico que este profissional possui, nestes casos,
no ambito do tdpico de divisdo e dos tdpicos de Medida. No entanto, conhecer quais as
dificuldades dos alunos ao lidar com a operacdo de divisdo ou com os procedimentos de
medicdo de uma grandeza qualquer, compdem parte do contetdo do conhecimento
pedagdgico que este professor possui sobre as caracteristicas de aprendizagem dos alunos em

relacdo a cada um dos tdpicos.
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Diante das varias conceitualiza¢des acerca das especificidades do conhecimento do
professor de matematica que tém sido desenvolvidas ao longo das ultimas duas décadas — por
exemplo, o Knowledge Quartet (ROWLAND et al., 2009); o Mathematical Knowledge for
Teaching (BALL; THAMES; PHELPS, 2008), Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge — MTSK? (CARRILLO et al., 2018) — assumimos a conceitualiza¢do do MTSK
como uma ferramenta teérica e a0 mesmo tempo analitica para a exploracao e entendimento
das especificidades do conhecimento do professor.

O Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (Figura 2) considera diferentes
elementos e dimensdes do conhecimento do professor apresentando-se como uma lente
tedrica que modela o conhecimento nuclear do conhecimento profissional do professor
(CARRILLO et al., 2018). Ao mesmo tempo, apresenta-se como uma potente ferramenta
metodoldgica e analitica (CALDATTO et al., 2019) para investigar as distintas praticas do
professor de matematica a partir de seis subdominios do seu conhecimento e suas categorias
(FLORES-MEDRANO et al., 2014). Note-se ainda que as categorias ja existentes
correspondem a uma possibilidade de aprofundamento no entendimento das especificidades
do conhecimento do professor em diversos temas e conteddos matematicos, nao devendo ser
consideradas em um sentido restritivo e limitador, mas sim como um refinamento da lente

tedrica, pois ajudam a tipificar essas especificidades do conhecimento do professor.

Figura 2 — Dominios do Mathematics Teacher's Specialised Knowledge
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Fonte: (CARRILLO et al., 2018, p. 241)

29 Como ja dito na nota de rodapé 8, os termos em inglés ndo foram traduzidos neste trabalho. Em particular
no caso da discussdo do modelo MTSK, além das justificativas jA& mencionadas anteriormente, também
optamos por manter as nomenclaturas utilizadas conforme originalmente apresentadas, por ser esta uma
conceitualizagdo do conhecimento professor divulgada e reconhecida internacionalmente.
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O modelo MTSK esta organizado a partir de trés dimenses: o Mathematical
Knowledge (MK), o Pedagogical Content Knowledge (PCK) e Beliefs. O MK se relaciona
com conhecimento matematico do professor; o PCK se relaciona com o conhecimento
pedagdgico do conteudo do professor; e Beliefs € uma dimenséo que se refere as crencas que
o professor possui tanto da Matematica enquanto area do conhecimento quanto sobre o ensino
e aprendizagem desta area.

Em cada um dos dois grandes dominios (MK e PCK), sdo considerados trés
subdominios, atendendo, cada um, as especificidades do conhecimento do professor. E
importante dizer que a organiza¢do do modelo em subdominios deve ser entendida de modo
operacional e, nesse sentido, faz-se necessario que sejam assumidas e evidenciadas suas
inter-relacdes, tendo sempre como pano de fundo a matematica, o seu ensino e aprendizagem,
além das crencas do professor.

Com base, portanto, na conceitualiza¢cdo do MTSK, assumimos que o conhecimento
matematico do professor permitird que ele proporcione aos alunos o entendimento do que
fazem, de como fazem e porque o fazem a cada momento, tendo sempre como perspectiva
as futuras aprendizagens — aquelas diretamente relacionadas a matematica, mas ndo so —, mas
também sustentado nas aprendizagens anteriores. Esse conhecimento matematico deve ser
complementar — e, nesse sentido, mais amplo e mais profundo — ao que se espera que 0S
alunos aprendam, bem como deve se relacionar aos fundamentos matematicos,
procedimentos “tradicionais” e alternativos e as distintas formas de representacdo dos
conceitos, contrutos e raciocinios, no ambito de cada um dos topicos.

Dessa forma, uma das dimensdes desse conhecimento inclui o conhecimento do
professor relativamente a cada um dos topicos. Isso inclui o conhecimento relacionado com:
as maltiplas definicdes para um mesmo conceito — quando houver mais de uma; os distintos
sentidos associados a certos construtos; as distintas formas de dar significado aos
procedimentos utilizados em situacdes que envolvam conceitos daquele topico, ou seja, dar
significado ao que se faz, como se faz e porque se faz de determinada forma; os diferentes
tipos de registro de representagédo associados aos procedimentos e aos sentidos utilizados em
situagbes que envolvam cada um dos construtos relacionados a algum topico; as

caracteristicas de um determinado resultado; e com o0 modo como determinados fendmenos,



72

fatos e regras podem ser organizados para gerar novos conhecimentos matematicos
(Knowledge of Topics — KoT).

Em relacdo aos topicos de Medida, podemos mencionar como alguns exemplos de
conteido do conhecimento, incluidos no subdominio KoT, conhecer: as defini¢cdes para o
conceito de medida, de grandeza e de unidade de medida; os principios que fundamentam a
atividade de medir e os procedimentos associados a essa atividade; que a unidade de medida
e o0 todo a ser medido devem ser de mesma natureza; que toda unidade de medida possui
maltiplos e submultiplos; como sdo estabeleicidos os multiplos e submdltiplos de uma
unidade de medida, em particular, nos casos de serem dadas em uma estrutura decimal
(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a).

Ainda neste subdominio, destaca-se o conhecimento do professor da necessidade de
se considerar uma relagdo intrinseca entre os construtos a “unidade”, “todo a ser medido” e
“quantidade” (magnitude), assumindo-0s como pilares que sustentam a nogéo transversal de
comparacdo (DI BERNARDO et al., 2018). Também esta associado ao KoT o conhecimento
do uso adequado da linguagem simbdlica e oral para se referir as grandezas e unidades de
medida (padronizadas ou ndo), no que se refere a atribuicao de significados a essas grandezas
e suas respectivas unidades, quando estad em jogo o processo de medi¢do (DI BERNARDO
et al., 2018; POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a), e também para dar suporte as discussdes
matematicas com os alunos (POLICASTRO et al., 2020).

Com relacdo ao topico de divisdo, inclui-se neste subdominio conhecer: os dois
sentidos da diviséo; a necessidade de formulagédo de problemas e de articulacdo com tipos de
representacdo distintos que ajudam a evocar cada um dos dois sentidos; os distintos
procedimentos que podem ser empregados para a resolu¢do de uma divisao, incluindo o
algoritmo convencional e as verbalizacbes adequadas associadas (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021b).

De modo complementar ao KoT, considera-se um subdominio associado a estrutura
da matematica, que inclui um conhecimento matematico amplo e profundo sobre cada um
dos temas, assumindo uma perspectiva da sua integracéo, distribui¢do/exibicdo ao longo dos
anos de escolaridade, bem como suas relagbes com estruturas mais amplas ou mesmo com
outras estruturas consideradas auxiliares ao pensamento matematico. Tal conhecimento
sustenta uma prética letiva na qual o professor pode trabalhar a matematica elementar de um

ponto de vista superior e vice-versa (Knowledge of the Structure of Mathematics — KSM).
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Por exemplo, com relacdo aos topicos de Medida, considera-se conteudo do
conhecimento do professor no subdominio KSM as relacGes que ele estabelece entre o
trabalho com a comparacéo entre a unidade de medida e o todo a ser medido, associando a
noc¢do da quantidade obtida dessa comparagdo com a discussao sobre proporcionalidade (que
é uma nocdo transversal a toda a matematica). J& no topico de divisdo, por exemplo, estdo
incluidos no KSM conhecer: os fundamentos matematicos que sustentam e justificam a
relacdo de inversibilidade entre as operacfes de multiplicacdo e divisdo (GREER, 2011); os
sentidos do nimero como “quantificador” e como “medida” (CEBOLA, 2002), para dar
suporte a interpretacdo do sentido da divisdo partilha equitativa e como medida ou para dar
significado a cada um dos elementos envolvidos na operacdo de divisdo; a relacdo entre
divisor com a unidade de medida e entre o dividendo com o todo a ser medido.

Ainda incluido nas dimensdes do conhecimento matematico, considera-se o
conhecimento associado as formas de fazer matematica. Dentre essas formas, podem ser
referidas as diferentes maneiras de demonstrar, os critérios a estabelecer para que uma
generalizacdo seja valida, o significado de definicdo ou o conhecimento da sintaxe
matematica, incluindo também os conhecimentos de diferentes estratégias de resolucédo de
problemas ou de modelagem (Knowledge of Practices in Mathematics — KPM). Note-se que
pelo foco desta investigacdo — o conhecimento do professor dos elementos estruturais e
estruturantes em relacdo aos topicos de Medida e de divisdo —, ndo nos deteremos em abordar
exemplos das especificidades do conhecimento do professor relacionados com este
subdominio, assim como ndo o faremos com os outros trés subdominios associados ao
conhecimento pedagdgico, que serdo apresentados a seguir.

Com relacdo aos subdominios relativos ao conhecimento pedagdgico, consideram-se
0S aspectos que se associam as caracteristicas de aprendizagem dos estudantes que sdo
inerentes ao conteudo matematico. Assim, representam papeis importantes as dimensdes do
conhecimento do professor acerca dos possiveis modos de apreensdo dos contetdos em si
mesmo, além das teorias sobre o desenvolvimento cognitivo dos estudantes; os erros,
obstaculos e dificuldades associados aos raciocinios e procedimentos que 0s estudantes
habitualmente utilizam e também as percepcdes que o professor tem acerca das dificuldades
e facilidades que os proprios estudantes associam as distintas areas da matematica

(Knowledge of Features of Learning Mathematics — KFLM).
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Associado a dimensdo anterior, esta um subdominio que contempla os aspectos do
conhecimento do professor dos recursos, materiais, modos de se apresentar determinados
conteudos e o potencial de contribuicGes para a aprendizagem dos alunos, além de um
conhecimento associado aos distintos — e mais adequados — exemplos para as discussoes
relacionadas com cada contetido abordado, bem como a sequéncia de abordagem dos temas
que ele opta por seguir, no sentido de promover a aprendizagem dos alunos (Knowledge of
Mathematics Teaching — KMT).

Ainda na dimensdo do PCK, considera-se o subdominio do conhecimento
especializado do professor associado ao seu conhecimento acerca do curriculo para o ensino
de matematica, isto é, dos conteddos matematicos propriamente ditos a serem ensinados,
relacionados com 0s respectivos niveis de escolaridade mais adequados em que devem ser
abordados; o que ele pode esperar dos estudantes — em termos conceituais e procedimentais
da matemaética — em cada etapa do ensino e o nivel de aprofundamento com que devera
abordar cada topico matematico (Knowledge of Mathematics Learning Standards — KMLYS).

Dos seis subdominios propostos e descritos no modelo MTSK, o Knowledge of Topics
(KoT) e o Knowledge of Structures of Mathematics (KSM) séo os dois que, de forma mais
explicita, permitem encarar e explorar o conhecimento do professor com foco nas conexdes
matematicas. Isso porque, por um lado, no MTSK as conexdes sdo tratadas dentro de um
mesmo topico e, nesse caso, denominadas por conexdes intra-conceituais (CARRILLO etal.,
2018), associadas ao KoT. Essas conexdes intra-conceituais sdo evidenciadas a partir das
relacfes que um professor estabelece entre os fundamentos e propriedades matematicas, nos
limites de um conceito ou construto, o que acaba por tornar tal conceito mais imbuido de
significado (CARRILLO et al., 2018).

Por exemplo, uma conexao intra-conceitual que esta relacionada com um fundamento
do topico de divisdo é o conhecimento do professor de que, a depender do contexto em que
a operacao esta envolvida, o divisor pode (ou tem de) ser assumido como: i) a quantidade de
subconjuntos entre os quais o dividendo sera partilhado ou ii) como unidade de medida com
a qual o dividendo serd medido. Ou ainda, no ambito dos topicos de Medida, considera-se
um exemplo desse tipo de conex@o o conhecimento do professor de que a congruéncia entre
as naturezas da unidade de medida e do todo a ser medido fundamenta o conhecimento de
gue toda unidade de medida possui multiplos e submultiplos, em que estes sdo obtidos por

relacOes de equivaléncia entre unidade e todo.



75

Por outro lado, no MTSK as conexdes podem ser consideradas entre topicos distintos,
sendo, neste caso, denominadas por conexdes interconceituais (CARRILLO et al., 2018),
associadas ao KSM. Destaca-se como um exemplo de contetdo do conhecimento associado
a esse tipo de conexdo — e aqui, especificamente, uma conexao entre os topicos do tema de
Medida e o de divisdo —, 0 conhecimento de que a natureza continua da unidade de medida e
do todo a ser medido fundamentam a atribuicdo de significado aos construtos divisor e
dividendo enquanto magnitudes, o que implica que, particularmente quando o divisor for
expresso por uma quantidade decimal ou fracionéria ndo inteira, a operagdo de diviséo devera
ser interpretada a partir do sentido de medida.

Embora sejam diferentes as interpretacdes atribuidas as conexfes, bem como 0s
modos de concebé-las como dimensdes do conhecimento do professor (e/ou incluidas como
parte delas), diversos modelos que analisam o conhecimento desse profissional consideram
0 papel central que as conexdes exercem nos contextos de ensino e de aprendizagem da
matematica.

De um ponto de vista das aprendizagens dos alunos, a explicitacdo das conexdes
matematicas, a partir de um trabalho intencionalmente focado no estabelecimento de relacdes
entre ideias e conceitos; nas distintas formas de se representar um mesmo conceito, a partir
de suas imagens (TALL; VINNER, 1981); e na identificacdo de similaridades e diferencas
entre aspectos associados a cada um dos topicos matematicos, sdo formas de favorecer o
desenvolvimento de um conhecimento matematico mais profundo, pois prioriza o
pensamento matematico relacional (SKEMP, 1989) associado as estruturas da matematica
(MASON; STEPHENS; WATSON, 2009).

Ao mesmo tempo, do ponto de vista do ensino, é crucial o papel que as conexdes
representam (devem representar) nas praticas dos professores, seja para o estabelecimento de
uma coeréncia no plano de trabalho e nas diferentes tarefas elaboradas e implementadas pelo
professor (TURNER; ROWLAND, 2011), seja na atividade de atribuicdo de sentido as
producdes dos alunos (DI MARTINO; MELLONE; RIBEIRO, 2020; JAKOBSEN,;
RIBEIRO; MELLONE, 2014) como ponto de partida para ampliar e aprofundar seus o
conhecimentos matematicos. Em termos do conhecimento do professor, as conexdes podem
ser compreendidas em diferentes perspectivas. Por exemplo, Ball, Thames e Phelps (2008),
no modelo MKT, associam as conexdes a categoria Horizon Content of Knowledge (HCK),

guando referem a um conhecimento a partir do qual o professor esta consciente de que certos
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conceitos e procedimentos matematicos relacionados ao contexto com o qual esta
trabalhando em um determinado momento terdo implicacBes nas aprendizagens futuras dos
alunos, mesmo que tais conceitos e procedimentos ndo estejam contemplados no curriculo
do nivel de escolaridade daquele momento especifico.

Numa tentativa de reconceitualizacdo do Horizon Content of Knowledge, Zazkis e
Mamolo (2011), associaram as conexdes com o conhecimento matematico mais “avangado”,
considerando aspectos intra e extra matematicos (de um ponto de vista de uma matematica
de nivel superior). Jakobsen et al. (2013), por sua vez, ao buscarem uma melhor interpretacdo
a respeito do HCK, consideram que as conexdes estdo associadas ao conhecimento que
permite que o professor atribua sentido ao que os alunos estdo comunicando, para poder atuar
com consciéncia das conexdes entre os diferentes topicos associados ou ndo ao curriculo
escolar.

Para Rowland et al. (2005), na perspectiva do KQ, as conexdes sdo consideradas
explicitamente como sendo um dominio do conhecimento do professor e estdo associadas
com as relacbes que o professor estabelece entre conceitos ou procedimentos, numa
perspectiva de dar “coeréncia” (p. 262) aos processos de ensino e aprendizagem da
matematica.

Para Gamboa e Figueiras (2014), as conexdes estdo associadas “com o carater inter-
relacional da matematica escolar” (p. 339) e tém relacdo com as redes estruturantes
(defini¢bes, propriedades, representacfes) vinculadas a um conceito matematico, que
permitem “avangar no conhecimento da estrutura global” (GAMBOA; FIGUEIRAS, 2014,
p. 339). A partir da anélise da pratica de professores dos Anos Iniciais e Anos Finais (o foco
era a transicdo dos alunos entre as etapas), 0S autores organizaram uma proposta de
classificacdo para as conexdes, concluindo que sua tipologia permitia categoriza-las em duas
grandes dimensdes: conexdes intra-matematicas (aspectos internos relacionados as proprias
estruturas abstratas da matematica) e conexfes extra-matematicas (aspectos externos
relacionados com o mundo real).

As conexdes ‘“extra-matematicas”, referem-se aos aspectos substancialmente
distintos daqueles relacionados as atividades da matematica escolar; tipo de discurso
diferente do que se utiliza numa aula de matematica; os usos de linguagem e simbologias que
diferem daqueles utilizados em outros contextos que envolvem a matematica. Nesta categoria

incluem-se as conexdes entre os contetdos matematicos e as situagdes da vida cotidiana e
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conexdes entre 0s conteldos matematicos e outras disciplinas do curriculo (GAMBOA,;
FIGUEIRAS, 2014).

Para as conexdes denominadas “intra-matematicas”, os autores categorizam duas
dimensdes distintas, uma relativa aos processos transversais e outra relativa as conexdes
conceituais. As conexdes relacionadas com 0s processos transversais estdo associadas as
relacbes que se estabelecem entre um conceito matematico e um processo matematico
vinculado a todos os contetdos (por exemplo, classificar ou definir um objeto matematico).
Na dimensdo das conexdes conceituais, estdo englobadas as relagdes que se estabelecem
entre “representagdes, procedimentos ou técnicas associadas a um conceito ou a conceitos
diferentes” (GAMBOA; FIGUEIRAS, 2014, p. 342).

Note-se, portanto, que ha diveras formas de se encarar as conexdes matematicas no
ambito do ensino e das aprendizagens, e a maior parte dos estudos desenvolvidos a respeito
do tema tem um foco especifico nos alunos (ver, por exemplo, CORREA; NUNES;
BRYANT, 1998; DOWNTON; SULLIVAN, 2017; JUNG et al., 2013; KENEDI et al., 2019;
LEE; WHEELER, 1989; PAYTON, 2019; WEINBERG, 2001; YOUNG-LOVERIDGE;
BICKNELL, 2018; ZENGIN, 2019), enquanto que o professor e o seu conhecimento a
respeito das conexdes tem sido substancialmente menos investigado (ver ASKEW, 2019;
BUSINSKAS, 2008; DE GAMBOA et al., 2020; ELI; MOHR-SCHROEDER; LEE, 2011;
1ZSAK, 2003; TCHOSHANOV, 2011; TIMMERMAN, 2014). De toda forma, qualquer que
seja o foco das investigacoes, faz-se necessaria uma clarificacdo a respeito do que se entende
por “conexdo matematica”, no sentido de situar teoricamente, N0 contexto investigativo, a
conceitualizacdo assumida.

Em linhas gerais, pode-se se dizer que as conexdes matematicas sao encaradas a partir
de trés perspectivas: i) como caracteristicas intrinsecas das matematicas (académica ou
escolar); ii) como uma construcdo ou elaboracdo mental dos aprendizes de matematica; e iii)
como um processo de estabelecimento de associacdes a partir da observagéo e busca por
relacOes entre elementos® matemaéticos (BUSINSKAS, 2008). A diferenca principal entre as
formas de encarar as conexfes matematicas em ii) e iii) esta na natureza da atividade que

permite estabelecer as conexdes, qual seja, em ii) trata-se de uma atividade mental que ocorre

% Aqui, “elementos” sdo entendidos de maneira bastante ampla, podendo se referir a conceitos,
procedimentos, fundamentos, ideias e nogBes matematicas incluidas em contextos matematicos ou nao
matematicos.
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em nivel cognitivo, num processo de “abstragdo” (SKEMP, 1989); j& em iii) encara-se essa
atividade de um ponto de vista mais mecanico, isto é, as conexdes sdo identificadas por meio
de um processo deliberado de busca e observacéo de relacbes (BOALER, 2002).

Assim, se por um lado uma conexao matematica pode ser entendida como um produto
de relagcGes intrinsecas entre elementos, ou seja, de relagdes que existem em si mesmas®,
independentemente de estarem evidenciadas ou ndo para um individuo, por outro lado, pode-
se compreender que uma conexdo matematica € um produto de uma relacdo que um individuo
estabelece de forma consciente e deliberada (ou ndo) entre esses elementos, pautado nos seus
conhecimentos matematicos.

Nesse contexto, para que se possa explorar o conhecimento do professor em termos
das conexfes matematicas, apenas sera necessario compreendé-las e assumi-las como sendo
“produtos”, isto é, “objetos mentais” (BUSINSKAS, 2008, p. 17), que podem ser
identificados, construidos, lembrados e/ou discutidos.

Além disso, assumimos, por um lado, a classificacdo dos dois tipos de conexdes, as
intra-matematicas e as extra-matematicas (GAMBOA,; FIGUEIRAS, 2014), mas voltaremos
nosso foco de atencdo as conexfes do primeiro tipo, ja que nos interessam 0S aspectos
estruturais da matematica (MASON; STEPHENS; WATSON, 2009), isto é, as relacGes entre
elementos, objetos, conceitos, propriedades etc. internas a propria matematica.

Por outro lado, assumimos que as conexfes sdo componentes do conhecimento
especializado do professor (CARRILLO, et al., 2018) e, por isso, as encaramos como parte
de uma dimensdo (conexdes intra-conceituais) ou como toda uma dimensdo (conexdes
interconceituais) desse conhecimento. Entendemos que, nos dois casos, as conexdes Sao
produtos das relacdes que se estabelecem entre diferentes construtos, conceitos, propriedades
ou fundamentos dentro de um mesmo tépico e/ou entre diferentes topicos, a fim de
desenvolver o conhecimento dos alunos associado a um entendimento estrutural da

Matematica.

31 Embora estejamos conscientes de que essa discussdo envolve questdes filosdficas, ndo cabe, no contexto
dessa investigacdo, discutir a natureza da Matematica, tal como um produto de descoberta ou de invencéo
humanas. Na verdade, para o foco que se considera para o0 conhecimento do professor, relacionado com as
conexdes matematicas, como veremos mais adiante no Capitulo 3, ndo ha implicagdes, nem do ponto de vista
das discussdes que fazemos das especificidades do conhecimento do professor, nem em termos das aplicacfes
praticas dos resultados que encontramos com esta investigagao, quando assumimos uma perspectiva ou outra
a respeito da natureza da Matematica.
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Mais especificamente, assumimos que as conexdes sdo produtos de relagfes entre
elementos estruturantes e unificadores no ambito de cada um dos tépicos, que podem se
apresentar com caracteristicas distintas, mas com propriedades invariantes.

Por exemplo, os conceitos “algoritmo”, no contexto da divisdo, e “iteracdo”, no
contexto dos tdpicos de Medida, séo considerados estruturantes, porque Sao responsaveis por
ajudar a organizar um conjunto de ideias (matematicas) presentes em situacdes que envolvem
“procedimentos”, no ambito desses topicos. Ao mesmo tempo, embora possuam
caracteristicas bastante peculiares quando encarados exclusivamente nos contextos dos
topicos aos quais estdo vinculados, hd uma ideia unificadora que nos permite conecté-los: a
“generalizacdo”. Isto é, a ideia de repeti¢do de um processo, sempre da mesma forma, até
gue se obtenha um determinado resultado, consitutui a esséncia dos conceitos “algoritmo” e
“iteracdo” e, nesse sentido, a “generalizacdo” desse processo € a ideia que conecta esses
conceitos.

Algo similar ocorre com os pares de construtos “dividendo e todo a ser medido” e
“divisor e unidade de medida”. Em particular quando a divisdo for interpretada com o sentido
de medida, ao se analisar as caracteristicas instrinsecas desses construtos e 0s papéis que
exercem nos contextos dos tdpicos aos quais se referem, observa-se, nas fronteiras desses
topicos, uma relacdo que se pode estabelecer, quando nos apoiamos nas nog¢des de
“comparacao”, “quantificacio” e “proporcionalidade” para sustentar essa conexao.

Nesse sentido, a tipologia de conexdes (intra e interconceituais), como proposta pelo
MTSK, fornece um ponto de partida para explorar as especificidades e particularidades do
conhecimento do professor com foco nas conexdes matematicas. No entanto, essa exploracdo
requer uma abordagem do conhecimento do professor também de um ponto de vista estrutural
(VALE; MCANDREW,; KRISHNAN, 2011) e a partir de uma perspectiva do “horizonte”
(BALL; BASS, 2009).

Dessa maneira, antes mesmo de se explorar quais conexdes matematicas o professor
estabelece (ou pode estabelecer), aqui relacionadas com os topicos de Medida e o de divisdo,
é necessario explorar o proprio conhecimento matematico especializado do professor no
ambito desses topicos, a fim de se obter uma espécie de descompactacéo desse conhecimento
(MA, 1999) e evidenciar os elementos estruturantes que permitem identificar as conexdes.
Essa busca por uma descompactacdo do conhecimento do professor pressupde o

entendimento de que tal conhecimento estd (ou pode ser) organizado em “pacotes” de
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elementos inter-relacionados, e ndo em pequenas partes disjuntas que sdo eventualmente
organizadas e sequenciadas especificamente para cada contexto de ensino.

Os “pacotes de conhecimento” que Ma (1999) discutiu ao comparar o que 0s
professores de Matematica na China e nos Estados Unidos conhecem e o modo como
mobilizam esse conhecimento nos contextos de ensino, séo descritos como agrupamentos de
topicos matematicos que, segundo os proprios professores chineses que participaram daquele
estudo, estdo relacionados uns com os outros, tendo sempre como elemento central desses
agrupamentos algum tdpico que esteja em evidéncia no momento do ensino. Um dos
principais resultados desse estudo mostra que o0s professores que conseguem
conscientemente compor esses “pacotes de conhecimento” sdo capazes de descrever 0S
elementos que estdo neles incluidos e, além disso, sdo esses professores que “estdo mais
atentos para a estrutura dessa rede de relagdes, ¢ do lugar que cada elemento ocupa nela”
(MA, 1999, p. 18).

Como nesta pesquisa temos como intuito efetuar uma exploracéo das especificidades
do conhecimento do professor numa perspectiva de descrever esse conhecimento e
“descompacté-lo”, compreendemos a necessidade de esclarecer o significado que daremos,
a partir daqui, para a nogao de “pacotes de conhecimento”, e que se pauta em um refinamento
que nos permitimos realizar da nogéo original de Ma (1999).

De fato, como referido anteriormente, os ‘“pacotes de conhecimento” sao
originalmente entendidos como o conhecimento de agrupamentos de topicos matematicos
que se encontram relacionados uns com 0s outros, e que, nos contextos de ensino, s&o
conscientemente evocados, a depender dos conhecimentos dos professores relativamente a
ideias e procedimentos vinculados ao tdpico em foco em um determinado momento de
ensino.

Entretanto, quando apenas se evidenciam as relagdes entre os topicos, sem se destacar
0s elementos estruturais que permitem afirmar que determinado tépico se relaciona com
outro, e 0 porqué dessas relagdes, torna-se mais dificil de se explorar as especificidades do
conhecimento do professor, em particular, quando se busca evidenciar essas especificades de
conhecimento em relacdo as conexfes matematicas. Mais especificamente, desde uma
perspectiva que assume a centralidade do conhecimento do professor para e na sua pratica

letiva, importa detalhar e descrever quais sdo os conceitos, fundamentos e propriedades
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matematicas associadas a cada um dos tdpicos, e como eles estdo relacionados uns com 0s
outros.

E assim, portanto, que buscando um refinamento da nocdo de “pacotes de
conhecimento”, articulamos o entendimento original de MA (1999) com a perspectiva tedrica
que considera as especificidades do conhecimento do professor (CARRILLO et al., 2018), e
passamos a assumir que esses “pacotes de conhecimento especializado” sdo compostos pelas
relacBes que ocorrem (ou devem ocorrer) entre as diferentes constituintes do contetdo do
conhecimento especializado do professor, no &mbito de cada tdpico matematico ou entre
topicos distintos.

Nesse sentido, a exploracdo do contetdo do conhecimento associado a cada um dos
topicos comeca pela organizacdo em subdominios proposta pela conceitualizagdo do MTSK
e, particularmente, pela categorizacdo sugerida para cada um desses subdominios. Tal
categorizacao permite tornar evidente o tipo (conteido) do conhecimento incluido em cada
um dos subdominios dessa conceitualizag&o.

Assim, por exemplo, no subdominio Knowledge of Topics (KoT) sdo originalmente
identificadas quatro categorias®: Definitions, properties and foundations; Procedures;
Registers of representation; Phenomenology and applications. Ja no subdominio Knowledge
of Structures of Mathematics (KSM), as categorias incluidas sdo: Connections based on
simplification; Connections based on increased complexity; Auxiliary connections;
Transverse connections.

As categorias incluidas nos outros quatro subdominios® ndo serdo aqui apresentadas
por ndo serem foco dessa investigagdo. Entretanto, vale destacar que, no caso de todos 0s
subdominios, as categorias contribuem para organizar o contedo do conhecimento do
professor para que se possa melhor detalhar esse conteudo. Esse detalhamento permitira

caracterizar esse conhecimento especializado do professor, e relaciona-lo com as

32 Optamos por manter a nomenclatura das categorias em inglés pelos motivos enunciados na nota de rodapé
n.°s.

33 QOriginalmente, o KPM era o Gnico subdominio em que ndo se propunha qualquer categorizagdo. No
entanto, recentemente, em sua tese de doutorado, Delgado-Rebolledo (2020) propds uma categorizagdo para
este subdominio, ao investigar as especificidades do conhecimento do professor universitario. As categorias
propostas pela autora sdo denominadas, conforme o texto original, por: Conocimiento de la préactica de
demonstrar; Conocimiento de la préatica de definir; Conocimiento de la practica de resolver problemas; e
Conocimiento del papel da lenguaje matematico.
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oportunidades de aprendizagens matematicas que poderd promover (HIEBERT; GROUWS,
2007).

A seguir, passamos a especificar cada uma das categorias incluidas no KoT e no
KSM, apresentando alguns exemplos que clarificam as especificidades do contetdo do

conhecimento do professor que se inclui em cada uma.

As categorias do Knowledge of Topics

Originalmente Definitions, properties and foundations, foi considerada como uma
Unica categoria, e nela se incluiu o contetido do conhecimento do professor relacionado com
0s conceitos mais elementares da matematica e com a forma como esses conceitos estdo
organizados em termos hierarquicos e logicos, no sentido de fundamentar conceitos mais
complexos e/ou de caracterizar as definicGes matematicas de conceitos. Além disso,
associou-se a essa categoria 0 conhecimento das propriedades matematicas relacionadas a
cada conceito e também das caracteristicas estruturais dos construtos e dos conceitos
relacionados a um mesmo topico.

No entanto, uma vez que nos propomos a explorar o contetido do conhecimento do
professor, buscando compreender as especificidades desse conhecimento, verificamos a
importancia de detalhar as caracteristicas e 0s elementos que constituem essas
especificidades (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a, 2021b). Nesse sentido, ao considerar o
contetido do conhecimento do professor associado a Definitions, properties and foundations,
identificamos a possibilidade de ocorréncia de confusdes a respeito do que corresponderia a
um contetdo do conhecimento relacionado com propriedades ou com fundamentos, por
exemplo.

Assim, ao longo desta pesquisa, e j& como um dos seus resultados tedricos, optamos
por encarar as especificidades do conhecimento do professor relacionadas com as definigdes,
com as propriedades e com os fundamentos, de forma separada (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021a), isto é, em categorias distintas, as quais nomeamos Definitions, Properties e
Foundations, alinhados com a nomenclatura original do modelo MTSK (CARRILLO et al.,
2018). A seguir, passamos a descrever as particularidades do tipo de conhecimento incluido

em cada um das seis — e ndo mais quatro — categorias assumidas no subdominio KoT.
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Definitions

As definigOes sdo importantes para apresentar os objetos de uma teoria, capturando a
esséncia dos conceitos ao comunicarem suas propriedades caracterizadoras (MARIOTTI,
FISCHBEIN, 1997; ZASLAVSKY; SHIR, 2005), além de evidenciarem os elementos
fundamentais para a formacgdo desses conceitos (VINNER, 2002). Com efeito, séo as
defini¢Oes que contribuem para a fundamentacdo das provas e das resolugfes de problemas
(WEBER, 2002), uma vez que se cria, por meio delas, uma uniformidade das ideias
matematicas mais importantes (ZAZKIS; LEIKIN, 2008). E reconhecida a influéncia que as
definicbes que um professor conhece exerce nas aprendizagens dos alunos (ZAZKIS;
LEIKIN, 2008), porque, apoiado nessas definicdes, o professor podera langar méo de certos
recursos para o estabelecimento de correspondéncia entre a imagem de um conceito e a
definicdo desse conceito (TALL; VINNER, 1981).

Nesse sentido, considera-se como conteudo do conhecimento do professor as
diferentes definicbes (quando houver mais de uma) para um mesmo conceito e,
essencialmente, o0 seu conhecimento dos elementos constituintes de uma definicdo para
determinado conceito.

Assim, no caso do tdépico e divisao, pode-se considerar como exemplo de contetido
do conhecimento associado a categoria Definitions conhecer uma defini¢do para o conceito
de de divisdo®: operacdo matematica efetuada entre duas quantidades comumente
denominadas “dividendo” e “divisor” e, aqui, expressas por por “D” e “d”, respectivamente.
Dessa operacdo, resulta uma terceira quantidade, denominada “quociente”, indicada aqui por
“q”,detalmodoque D =d x q.

Ja no ambito dos tdpicos do tema de Medida, pode-se considerar como contetdo
incluido nessa categoria conhecer que o conceito de medida se define como a comparacao
entre magnitudes de uma mesma grandeza, seguida da quantificacdo de uma delas — unidade
de medida — em funcdo da outra — o todo a ser medido — (BERKA, 1983); ou ainda conhecer
que a unidade de medida pode ser definida como a magnitude de uma grandeza com a qual

se pode medir outra magnitude desta mesma grandeza.

3 Note-se que, formalmente, na Teoria dos NUmeros, define-se a divisibilidade entre dois nimeros inteiros
e ndo necessariamente a operacdo de divisdo. Dessa defini¢do, e de outros teoremas, axiomas e propriedades,
conceitua-se a operacao de divisao entre dois nimeros reais.
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Foundations

Os fundamentos matematicos exercem o papel de conectar conceitos e construtos
matematicos, ou seja, sdo responsaveis por criar elementos unificadores desses construtos e
conceitos, dando forma ao conhecimento matematico.

Como exemplo de contetdo do conhecimento no topico de divisdo, relacionado a essa
categoria, pode-se mencionar o conhecimento da natureza dos construtos divisor e dividendo
quando a divisdo é interpretada em cada um dos seus dois sentidos (partilha equitativa e
medida): na partilha equitativa, dividendo corresponde ao todo a ser distribuido e divisor
corresponde ao numero de subgrupos entre os quais o todo sera distribuido; na medida,
dividendo corresponde ao todo a ser medido e divisor, a unidade de medida. Outro exemplo
de conteldo associado a essa categoria, € o conhecimento de que em uma divisédo, o divisor
ndo pode ser nulo (ALMEIDA; RIBEIRO, 2020).

No caso dos topicos de Medida, inclui-se nesta categoria, por exemplo, conhecer: a
distin¢do entre unidade de medida e instrumento de medi¢ao; que os construtos “comparar”,
“iterar”, “acumular” e “quantificar” (BERKA, 1983; CLEMENTS; STEPHAN, 2004) sdo
fundamentos da atividade de medida qualquer grandeza; que a unidade de medida e o todo a
ser medido devem ser de mesma natureza, ou Seja, S80 expressos por magnitudes de uma
mesma grandeza; o papel que as unidades ndo padronizadas assumem para fundamentar
no¢Oes de grandezas e de suas respectivas unidades de medida padronizadas (BARRETT et
al., 2011; BRAGG; OUTHRED, 2004); e que a iteracdo € um processo associado a um
conjunto de comandos/acBes que sdo repetidos de forma idéntica até que se obtenha
determinado resultado (CLEMENTS; STEPHAN, 2004).

Properties

As propriedades sao “relagdes entre elementos ou subconjuntos de elementos de um
conjunto, que sd3o instanciadas em situagdes particulares” (MASON; STEPHENS;
WATSON, 2009, p. 10). Naturalmente, pode-se afirmar que a natureza das propriedades
matematicas varia de uma area para outra da disciplina: uma propriedade geométrica nao é
de mesma natureza de uma propriedade aritmética, por exemplo. Entretanto, o papel que as
propriedades exercem no entendimento dos conceitos e construtos matematicos aos quais
estdo vinculadas é essecialmente o mesmo: organizar e descrever um conjunto de atributos e

caracteristicas relacionados especificamente a certos objetos ou entes matematicos, de modo



85

a que fiquem evidentes as relacbes entre eles. O reconhecimento dessas relagcdes, a
capacidade de explica-las e estabelecer conexdes entre elas é 0 que caracteriza uma
disposicao para o pensamento estrutural na matematica (MASON; STEPHENS; WATSON,
2009).

No topico de divisdo, um exemplo de contetdo incluido nessa categoria é o
conhecimento do professor de que, dadas trés quantidades, D, d e g, se D for divisivel por d
e o resultado dessa divisao for g (D = d = q), entdo D sera divisivel por g, e o resultado
dessa divisdo serd d (D = q = d); ou de que o dividendo e 0 quociente sdo quantidades
inversamente proporcionais, quando o divisor for mantido constante. J& no &mbito dos
topicos de Medida, pode-se citar como exemplos de contetdo de conhecimento das
propriedades, conhecer: que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade desta, é expressa
necessariamente por uma quantidade continua; que os multiplos ou submultiplos de uma
unidade de medida — padronizada ou ndo — sdo estabelecidos por meio de relacdes de
equivaléncias entre magnitudes da grandeza a qual a unidade esta associada; as relacdes de
equivaléncia estabelecidas entre multiplos e submultiplos de uma unidade de medida
padronizada com estrutura decimal (base 10) (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a).

Procedures

Esta categoria refere-se ao conhecimento do professor sobre o que se faz, como se
faz, dos porqués de de empregar determinados procedimentos em cada momento, de quando
se pode (ou ndo) empregar esses procedimentos, além das caracteristicas dos resultados
obtidos apos a aplicacdo de um procedimento. Em termos de exemplos no tépico de divisao,
nessa categoria inclui-se o conhecimento do professor dos diferentes procedimentos que se
pode empregar para se resolver uma divisdo: adi¢Ges sucessivas do divisor até atingir a
quantidade equivalente ao dividendo; subtragdes sucessivas do divisor em relagdo ao
dividendo, até chegar em uma quantidade menor que o divisor ou em zero; distribuicdo de
um em um, dois em dois ou quantidades mdultiplas de uma determinada quantidade;
decomposicgéo da quantidade que representa o dividendo, seguida da diviséo pelo divisor, das
partes decompostas, com posterior adicdo das quantidades resultantes de cada um das
divisdes; algoritmo euclidiano, entre outros procedimentos convencionais ou nao

convencionais. Tambem se pode incluir nessa categoria 0 conhecimento da natureza dos
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resultados de uma divisdo, quando esta for interpretada como partilha equitativa ou como
medida (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b).

Ja com relacdo aos topicos de Medida, nessa categoria, incluem-se como exemplos
conhecer: os procedimentos de iteracdo para se efetuar uma medicdo de qualquer grandeza
isto é, a unidade de medida deve ser iterada até completar o todo a ser medido, sem que se
deixem lacunas ou se sobreponham unidades ao longo da iteracdo; que efetuar uma medicédo
ndo corresponde a calcular uma medida, mas sim estabelecer uma relacdo entre duas
magnitudes de uma mesma grandeza; a caracteristica do resultado de uma medicao, onde o
valor numérico (v) obtido na medicéao €é inversamente proporcional a magnitude da unidade
de medida (u), quando se considera constante a magnitude da mesma natureza do todo (d) a
ser medido (v = d/u); que € condicdo necessaria para se efetuar uma medicdo que a unidade
de medida seja Unica, ainda que essa unidade seja resultante de uma composicao de unidades
— unitizing (POLICASTRO; RIBEIRO, 20214a).

Registers of representation

A exteriorizacdo do conhecimento matematico é realizada por meio das distintas
formas de se representar os conceitos e defini¢cdes, os fundamentos, as propriedades e 0s
procedimentos. Essas multiplas e distintas formas correspondem a registros de representacédo
(AINSWORTH, 2006; PAPE; TCHOSHANOV, 2001) que sdo do tipo: registros numéricos,
pictoricos, graficos, verbais —em linguagem oral ou escrita. Dessa forma, considera-se nesta
categoria 0 conhecimento do professor dos distintos sistemas representacionais para dar
significado a um conceito ou fundamentos que sustentam determinados construtos. Também
se considera nessa categoria 0 conhecimento do professor que possibilita uma navegacéao
frutifera (RIBEIRO, 2011) entre os distintos sistemas representacionais.

Por exemplo, no caso do topico de divisdo, um problema do tipo “Uma caixa contém
6 bombons para serem dividos igualmente para 3 criangas. Quantos bombons cada crianca
receberd?’*, que evoca o sentido de partilha equitativa, s6 podera estar associado a uma

representacdo que transmita a ideia de que se estd realizando uma distribuicdo dos seis

35 Este foi um dos problemas formulados por um grupo de professores durante a coleta das informagdes. Uma
discussdo mais aprofundada encontra-se no artigo Conhecimento Especializado do professor que ensina
matematica, relacionado ao tépico de divisdo (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b), apresentado no terceiro
capitulo deste trabalho.
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bombons entre conjuntos, neste caso, representados por cada uma das trés criangas (Figura
3).

Figura 3 — Exemplo de representagdo pictorica associada a um problema que evoca o

sentido de partilha equitativa da divisao

Fonte: POLICASTRO; RIBEIRO (2019, p. 214)

Ou entdo, um problema do tipo “Uma caixa contém 6 bombons para serem divididos
igualmente. Cada crianca recebrd 2 bombons. Quantas criancas receberdo bombons?”%,
que evoca o sentido de medida da divisdo, tera de ser associado a uma representacdo que

sugira agrupamentos de dois bombons, em uma caixa contendo seis bombons (Figura 4).

Figura 4 — Exemplo de representagdo pictorica associada a um problema que evoca o
sentido de medida da divisdo
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Fonte: POLICASTRO; RIBEIRO (2019, p. 214)

Dessa forma, como elementos desta categoria no @mbito do topico de diviséo, inclui-
se, por exemplo, conhecer: a relacdo e a adequacdo dos tipos de representacdo pictorica,
associadas a cada um dos sentidos da divisdo, isto €, na partilha equitativa, indicando
distribuicdo e na medida, indicando agrupamentos; ou do significado atribuido ao simbolo

“+”: relaciona-se com a distribuicdo de um todo em subgrupos de cardinalidades

36 Este foi outro problema formulado por um dos grupos de professores durante a coleta de informagdes para
a pesquisa. As discusses também se encontram no artigo mencionado na nota acima.
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equivalentes, quando a operagdo for tomada como partilha equitativa; o simbolo estd
associado ao estabelecimento de uma relacdo de comparacdo entre quantidades (medidas)
(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b).

Ja no contexto dos topicos de Medida, inclui-se nessa categoria, por exemplo,
conhecer as nomenclaturas adequadas para se referir a cada uma das grandezas, ou ainda, 0
seu conhecimento acerca das nomenclaturas e simbologias mais adequada para referir as

unidades padronizadas ou nao padronizadas (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a).

Phenomenology and applications

Nessa categoria estdo considerados os conhecimentos do professor acerca dos
fendmenos, contextos e caracteristicas estruturais de um construto, além de aplicacbes de
conceitos ou problemas para os quais se busca uma resposta (GOMEZ; CANADAS, 2016).

No caso da divisdo, considera-se como componente do conhecimento do professor
associado a essa categoria os dois sentidos atribuidos a divisdo, quais sejam, a partilha
equitativa e a medida e, em termos de aplicacOes, considera-se 0 conhecimento dos tipos de
problemas em que cada um dos dois sentidos € evocado (POLICASTRO, RIBEIRO, 2021b).

Por sua vez, nos topicos de Medida, inclui-se nesta categoria 0 conhecimento da
medida enquanto um fendmeno que se interpreta como a comparacao de magnitudes de uma
mesma grandeza seguida da quantificagdo de uma dessas magnitudes em funcéo da outra
(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a).

As categorias do Knowledge of Structures of Mathematics

Nesse subdominio incluem-se os conhecimentos do professor associados as conexdes
que se pode efetuar entre tépicos distintos. Assim, para detalhar as especificidades do
conhecimento associado a este subdominio, no modelo MTSK, sdo propostas quatro
categorias: Connections based on simplification; Connections based on increased
complexity; Auxiliary connections; e Transverse connections.

Como os tépicos matematicos em foco nesta investigacdo séo o de divisdo e os do
tema de Medida, a seguir, exemplificam-se componentes do conhecimento do professor
relacionadas com cada uma das categorias, em termos das conexdes matematicas que podem

ocorrer entre esses topicos.
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Connections based on simplification

Nessa categoria, considera-se o conhecimento do professor de que 0s conceitos mais
avancados estdo fundamentados e contextualizados a partir de conceitos mais elementares.
Assim, por exemplo, no @mbito da divisdo, inclui-se o conhecimento do professor de que a
operacdo devera ser tomada com o sentido de medida, quando o divisor for representado por
um numero racional positivo e ndo inteiro. O que sustenta esse conhecimento e, portanto, se
encontra conectado a ele, ¢ um contetdo do conhecimento associado aos topicos de Medida,
qual seja, o de que a natureza continua da unidade de medida e do todo a ser medido
fundamentam a atribuicdo de significado aos construtos divisor e dividendo enquanto
magnitudes. Assim, pode-se dizer que esse conhecimento associado aos topicos de Medida
se consitui de elementos mais fundamentais, que dao sustentacdo a compreensao do construto
divisor num contexto da divisao interpretada com o sentido de medida.

Ao mesmo tempo, encontra-se outra conexo desse tipo quando se interpreta a divisao
como partilha equitativa, ja que o divisor, neste caso, representa a quantidade de conjuntos
entre os quais o todo (dividendo) deve ser partilhado e, justamente por isso, ndo pode ser
expresso por uma quantidade que ndo seja inteira e positiva. Aqui, 0 que fundamenta o
conhecimento de que a divisdo deve ser tomada com o sentido de partilha equitativa, é a
condicdo de existéncia dos conjuntos (sempre em quantidades naturais) entre 0s quais se
partilha o todo.

Note-se que no exemplo da conexdo que fundamenta a interpretacdo da divisdo como
medida, temos uma relacdo interconceitual, efetuada entre um topico no tema de Medida e 0
topico de divisdo. Ja no segundo caso, essa relacdo interconceitual ocorre entre os topicos de

“conjuntos numéricos” e “divisdo”.

Connections based on mcreased complexity

Aqui se considera o conhecimento do professor de que um topico (conceitos,
fundamentos, propriedades etc.) esta relacionado com um outro topico, subsequente, de modo
que esse topico mais elementar é considerado de um ponto de vista mais avan¢ado, numa
perspectiva de ser um facilitador para aprendizagens futuras. Assim, pode-se considerar como
um exemplo de conhecimento de conexdo entre os topicos do tema de Medida e o de diviséo,
conhecer as caracteristicas do resultado de uma medicdo como fundamentagdo para dar

significado ao valor numérico obtido em uma operacéo de divisao, particularmente quando
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esta for interpretada com o sentido de medida, isto é, o quociente € o resultado (numérico) de
uma determinada relagdo quantitativa efetuada entre o dividendo (todo) e o divisor (unidade

de medida): quantas vezes o primeiro cabe no segundo.

Auxihiary connections

A categoria contempla o conhecimento do professor acerca de conceitos, fundamentos
ou propriedades dentro de um tdpico que podem ser utilizados para fundamentar conceitos,
procedimentos ou propriedades de outros topicos, em processos maiores. Como exemplo de
conhecimento de uma conexao desse tipo entre os topicos de Medida e o de divisdo, refere-se
a conhecer que a iteracdo, por ser um processo associado a um conjunto de comandos que sdo
repetidos de forma idéntica até que se obtenha determinado resultado, fundamenta a
compreensdo do que &, em termos essenciais, um algoritmo.

No caso particular do algoritmo da divisdao, em que divisor for uma magnitude,
expresso por uma quantidade decimal ndo nula, ao associar os conhecimentos referidos acima
com os conhecimentos de que a unidade de medida pode ser constituida por agrupamentos de
unidades (noc¢do de unitizing) e de que toda unidade de medida possui maltiplos e submdltiplo,
pode-se atribuir significado aos procedimentos tradicionalmente efetuados nesse algoritmo
(RIBEIRO et al., 2018), em que igualam-se as quantidade de casas decimais do dividendo e
do divisor e “eliminam-se” as virgulas de cada uma das representagdes numéricas dessas

quantidades.

Tranverse connections

Considera-se incluido nesta categoria o conteddo do conhecimento do professor de
topicos que sao distintos, mas que possuem caracteristicas comuns entre si. Como exemplo
de conhecimento de uma conex&o desse tipo entre os topicos de Medida e o de divisao, refere-
se a conhecer que 0s construtos "comparar”, "iterar", "acumular" e "quantificar", por serem
fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza, contribuem para dar significado ao
sentido de divisdo como medida.

Conforme referimos, a categorizacdo proposta na conceitualizagdo do MTSK, em
cada um dos subdominios, contribui para um melhor entendimento das especificidades e
particularidades do conhecimento especializado do professor no ambito de cada um dos

topicos.
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Com efeito, ao se buscar uma descri¢do dos conteidos do conhecimento do professor
no ambito de Medidas e de divisdo, tomando-se como ponto de partida as categorias dos
subdominios Knowledge of Topics (KoT) e Knowledge of Structures of Mathematics (KSM),
por um lado, torna-se possivel identificar o que faz com que esses conhecimentos sejam, ao
mesmo tempo, especificos e inter-relacionados. Por outro lado, essas especificidades
descritas permitem que se possa articular esses conhecimentos, identificar relacGes entre eles
e, consequentemente, clarificar possiveis conexdes matematicas que o professor realiza (ou

pode realizar).
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CAPITULO 2: CONTEXTO E METODO

Este capitulo destina-se a apresentacdo da abordagem e dos procedimentos
metodoldgicos empregados no decorrer da investigagdo, bem como do contexto em que
ocorreu a coleta das informagdes que utilizamos para responder & pergunta de pesquisa.

Nesse sentido, o capitulo estard dividido em quatro grandes se¢des. A primeira, em
que faremos uma apresentacdo do paradigma investigativo assumido, além das opcdes e
justificativas para a abordagem metodoldgica que empregamos nessa investigacdo. Na
segunda sec¢éo, apresentaremos, em detalhes, o Programa de Formac&o Continuada, contexto
no qual ocorreu a coleta das informacGes. Na terceira secdo, detalhnamos os procedimentos
de coleta das informagdes em campo e, na quarta e Ultima se¢do, apresentamos a abordagem
metodoldgica para o tratamento e analise das informacdes que nos conduziram a busca pela
resposta a nossa pergunta de pesquisa.

Recorde-se, entdo, que esta investigacdo esta norteada pela seguinte pergunta:

Que conhecimento especializado revelam professores participantes de um Programa
de Formacao Continuada, focada nas especificidades do conhecimento do professor
de e que ensina matematica, sobretudo em relacdo a elementos estruturais e
estruturantes da matematica, no ambito dos tépicos de Medidas e de divisdo?

Além disso, como esta tese estd organizada e se apresenta no formato multipaper
hibrido, outras quatro sub-questfes estdo vinculadas a pergunta principal, e sdo elas as
norteadoras dos recortes da investigacdo, alguns deles apresentados nos dois artigos que

compdem a tese.

1) Que elementos caracterizam o conhecimento do tdpico de divisdo de professores
que participam de um contexto de Formacdo Continuada focada nas
especificidades do conhecimento?

2) Que conhecimento do conteudo dos tdpicos de Medida revelam professores
participantes de um contexto de Formacdo Continuada focada nas
especificidades do conhecimento do professor?

3) Que elementos se destacam no contetdo do conhecimento de professores
participantes de um contexto de Formacdo Continuada, evidenciado pelos
descritores desse conhecimento especializado associados aos topicos do tema de
Medida e de divisao?



93

4) Que relacOes se observam entre o contetido do conhecimento especializado de
professores participantes de um contexto de Formagdo Continuada nos topicos
de diviséo e no tema de Medidas?

Todas as informac6es obtidas para o desenvolvimento desta pesquisa (producdes
escritas, discussdes em grupo; etc.) foram coletadas no contexto de um Progama de Formacéo
Continuada (PFC). Essa coleta foi realizada em duas etapas — dois cursos de formacédo que
formam parte do PFC —, que transcorreram em periodos distintos. A primeira etapa ocorreu
em julho de 2018, e a segunda, ocorreu entre os meses de outubro de 2019 e margo de 2020.
Na primeira etapa, o material coletado se relacionou com o tdpico de divisdo, e na segunda
etapa, o foco incidiu nos tépicos do tema de Medidas.

O PFC corresponde a um curso de Especializacdo (com duracdo de dois anos — total
de 380 horas), oferecido no formato de mddulos (com cinco sessdes de 8 horas cada) na
Faculdade de Educacdo da Universidade Estadual de Campinas, sob a coordenagdo do
orientador desta pesquisa. Desse programa, participaram de forma itinerante®” professores
que atuam desde a Educacdo Infantil até o Ensino Superior.

As informacBes coletadas corresponderam as producdes dos professores para as
Tarefas para Formacdo (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021) que foram
implementadas nos encontros relacionados com o topico de divisao e os tdpicos do tema de
Medida. Denominam-se producdes dos professores as manifestacdes destes (verbais,
pictoricas e/ou gestuais), captadas por meio dos registros escritos e pelas gravacées em audio
e video dos encontros de formacao.

Portanto, a coleta das informacdes para a investigacdo foi realizada por meio de
gravacOes de audio e video e dos registros escritos dos professores para as Tarefas para a
Formacdo, que foram implementadas em cada uma das sessdes formativas, ao longo dos dois
modulos do curso de Especializacdo, onde ocorreram as etapas da pesquisa de campo.

As Tarefas para Formacéo (TpF) que correspondem, portanto, a um dos instrumentos
de coleta de informacéo, e compdem parte de um conjunto de documentos, denominado por
Tarefas Formativas — TF (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021), que sdo

370 curso de Especializacdo em Matematica da Faculdade de Educacdo da UNICAMP é composto por oito
madulos, sendo sete deles relacionados com os topicos matematicos considerados mais problematicos nos
contextos do ensino e das aprendizagens dos alunos, e um modulo destinado a produgdo de um trabalho
monogréafico. Como cada um dos modulos é oferecido de forma independente, no formato de curso de
extensao e, por isso, a quantidade de participantes pode ndo ser constante de um mddulo para o outro.
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conceitualizados segundo uma perspectiva particular, desenvolvida no @mbito do grupo
Conhecimento Interpretativo e Especializado do professor de e que ensina Matematica
(ClEspMat)®. Com efeito, uma TF € um conjunto de trés documentos, composto por: (i) uma
Tarefa para a Formacdo de professores; (ii) um Documento do Formador; e (iii) um
Documento do Professor. Em (i), estdo propostas as questdes e problemas relacionados a
matematica, seu ensino e sua aprendizagem, que séo discutidos com os professores durante
a sessao de formacao, com objetivos explicitos de acessar e desenvolver o seu conhecimento;
em (i) se apresenta uma discussdo detalhada de cada uma dessas questdes e problemas que
compdem a tarefa para formagdo, em que se abordam o0s objetivos formativos e de
desenvolvimento do Conhecimento Especializado e Interpretativo® dos participantes. Além
disso, esse documento contém antecipac6es de possiveis producdes dos professores para cada
uma das questdes, de modo a que se possa, em certa medida, tracar alguns dos possiveis
caminhos a serem percorridos na dinamizagédo das discussdes durante a implementacdo da
tarefa. Obviamente que tais caminhos tém sempre como pano de fundo 0s objetivos
formativos delineados para a TpF.

Em (iii), estdo sintetizadas e formalizadas todas as discussfes matematicas realizadas
ao longo do(s) encontro(s) que corresponderam a dinamizacdo da(s) TpF e que sdo
consideradas centrais no que se refere ao Conhecimento Interpretativo e Especializado do
professor, relacionado com o(s) tépico(s) matematico(s) em foco na(s) tarefa(s). Além disso,
inclui-se nesse documento uma discussdo que articula esses elementos centrais do
Conhecimento Interpretativo e Especializado do professor com a sua pratica letiva, sempre
buscando relacionar esse trabalho com o que esta proposto nos documentos oficiais (BNCC,
por exemplo). Ou seja, 0 Documento do Professor® sistematiza toda a discussdo que, se
espera, seja desenvolvida durante a formacéo, tendo sempre como foco o conhecimento do

professor para o ensino do(s) tépico(s) matematico(s) abordado(s) nagquele momento

3 para maiores informagBes sobre o trabalho desenvolvido pelo grupo, acesse a pagina
www.ciespmat.com.br

39 Para maiores detalhes, consultar, por exemplo o trabalho de Jakobsen, Ribeiro e Mellone (2014).

40 Por exemplo, para 0 médulo de cinco sessdes em que se discutiram os topicos de Medida, os Documentos
do Professor foram reunidos em uma discussao articulada e ampliada que estd publicada em formato de livro,
intitulado As Medidas e as especificidades do conhecimento do professor para que os alunos aprendam
matematica com significado (RIBEIRO; POLICASTRO, 2021).


http://www.ciespmat.com.br/
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especifico de formacg&o, mas considerando também uma perspectiva mais global da formacéo
e da pratica como um todo.

Para a nossa pesquisa, interessam apenas as TpF (i), enquanto instrumentos de coleta
das informac6es no contexto do PFC. De forma mais especifica, as informacdes coletadas no
PFC correspondem as producfes (registros escritos e comentérios orais e gestuais) dos
professores obtidas durante as discussdes sobre as TpF.

O tratamento do material coletado levou em conta a particularidade de cada tipo de
material. No caso dos comentérios orais e escritos, obtidos pelas gravagdes de audio e de
video das sessdes de formacdo, foram realizadas as transcricdes na integra de todas as
discussOes captadas em audio. Posteriormente, essas transcricdes foram complementadas a
partir da visualizacao das gravacdes em video das respectivas sessdes. Essa abordagem teve
como intuito clarificar algum tipo de comentario, producdo ou acdo dos professores ou dos
formadores que eventualmente ndo tenham ficados explicitos apenas com a transcri¢do do
audio. Os registros escritos dos professores, associados a resolucdo das tarefas, foram
digitalizados, ndo tendo sido necessario efetuar transcricbes — mas, posteriormente, para a
discussao, efetuamos a transcricdo do que se encontra escrito nessas producdes para que fique
mais claro para o leitor.

A analise do conteldo emergente das producdes** dos professores sobre as TpF
fundamentou-se no modelo MTSK, uma vez que o nosso foco era explorar e descrever o
conteddo do conhecimento especializado mobilizado e revelado pelos professores. Essa
analise integra, obviamente, tanto os aspectos tedricos relacionados com cada um dos tépicos
matematicos em foco (o de diviséo e os topicos do tema de Medida) quanto com o seu ensino
e aprendizagem, sempre em uma relacdo direta com o conteddo do conhecimento
especializado do professor.

A selecdo do marco tedrico respeitante ao conhecimento do professor se deu, por um
lado, por considerarmos as potencialidades do MTSK como uma ferramenta teorico-analitica
do conhecimento especializado do professor, ao fornecer um agrupamento por categorias do

conteddo do conhecimento do professor, relacionado a cada um dos subdominios

41 A partir de agora, sempre que utilizarmos a expressdo “produgdes dos professores” estaremos nos referindo
aos registros escritos e/ou comentarios verbais ou gestuais fornecidos pelos participantes.
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considerados nessa conceitualizagdo. Esse agrupamento permite uma maior especificacdo
seguida de uma descricdo desse conteudo do conhecimento do professor.

Foi justamente esse processo que nos possibilitou a elicitacdo de um conjunto de
descritores do conhecimento especializado do professor (POLICASTRO; RIBEIRO, 20214,
2021b), relativamente ao subdominio KoT, no ambito dos tépicos de Medida e de diviséo,
na mesma perspectiva que foi realizado o trabalho anterior de, por exemplo, Zakaryan e
Ribeiro (2018).

Por outro lado, 0 modelo MTSK j& mostrou ser uma ferramenta potente para analisar
o0 conhecimento do professor em diferentes contextos (ver, por exemplo, CALDATTO et al.,
2019; DI BERNARDO et al., 2018; ESCUDERO-AVILA et al., 2015; POLICASTRO et al.,
2019). Por isso, a sua escolha como elemento da dimensdo teérica considerada na
investigacdo se coaduna com a necessidade de, cada vez mais, também no Brasil, se focar
nos objetivos e intencionalidade dos programas de Formacéo (Inicial e/ou Continuada) que
se facultam aos professores de e que ensinam Matemética (CALDATTO; RIBEIRO, 2020).
Esses focos se referem essencialmente a levar em conta o conhecimento matematico dos
professores para o desenvolvimento de uma pratica matematica significativa para a
aprendizagem dos alunos.

A seguir, apresentamos em detalhes o paradigma investigativo e as abordagens
metodoldgicas assumidos na investigacdo. Na sequéncia, apresentamos o contexto no qual
se deu a coleta das informacdes, bem como os instrumentos e procedimentos envolvidos

nessa coleta e nas analises das informacoes.

O paradigma investigativo e as abordagens metodoldgicas

Uma investigacdo no campo da Educacdo devera servir ndo apenas para apontar
possiveis falhas nos processos educativos, mas, efetivamente, contribuir para gerar novos
conhecimentos e entendimentos validos e Uteis para uma explicitacdo de novos caminhos que
podem ser adotados para melhoria da qualidade dessa educacdo. Nessa linha, a Educagéo
Matematica pode ser vista como uma ciéncia do design, cuja “missdo coletiva” abrange o
desenvolvimento, o teste e a revisao de conjecturas elaboradas, com vistas a contribuir para
0S processos de ensino e de aprendizagem (COBB, 2007).

Ao mesmo tempo, toda investigacdo — e, consequentemente, o investigador — esta

assentada sobre um paradigma que, por sua vez, se trata de um conjunto de entendimentos
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basicos ou principios fundamentais que compdem uma rede coerente de compreensées (um
panorama) sobre como se da e se apresenta 0 mundo (GUBA; LINCOLN, 1994). Os
paradigmas investigativos sdo, segundo Guba e Lincoln (1994), orientados por trés questdes
fundamentais: i) uma questao ontoldgica, que esté relacionada com a forma e com a natureza
da realidade observada; ii) uma questdo epistemoldgica, que se relaciona com 0 modo como
se busca conhecer essa realidade, considerando-se, dentro dessa realidade, as relagdes
existentes entre 0s sujeitos investigadores e 0s objetos investigados; iii) uma questdo
metodoldgica, que tem relacdo com os procedimentos que serdo empregados pelo
investigador para compreender algo especifico no &mbito dessa realidade. Essas trés questdes
fundamentais estdo de tal forma imbricadas que as respostas obtidas para qualquer uma delas,
em qualquer ordem, impactard nas respostas que serdo obtidas para as demais (GUBA;
LINCOLN, 1994).

No contexto dessa investigacdo, assumimos o paradigma construtivista que, do ponto
de vista (i) ontoldgico, compreende o0 mundo ndo a partir de uma realidade dada, pronta ou
concluida, mas sim como uma construcao social/coletiva e produto de inter-relac@es entre os
individuos historicamente situados (GERGEN, 1992). Segundo essa perspectiva, “o processo
de compreensdo (da realidade) ndo é automaticamente dirigido por forcas da natureza, mas é
resultado de ativo e cooperativo empreendimento de individuos em relagbes uns com 0s
outros” (idem, p. 267). Alinhados com essa perspectiva ontologica, em termos (ii)
epistemoldgicos, assumimos que as relacdes entre o investigador e fendmeno investigado
estdo interativamente estabelecidas, de tal forma que o conhecimento acerca do fendmeno
investigado vai se produzindo no decorrer da investigacdo, num processo continuo de
interpretacéo e reconstrucao de significados (LATORRE; RINCON; ARNAL, 1997).

Dadas, portanto, as perspectivas ontoldgica e epistemoldgica assumidas, em termos
(iii) metodoldgicos, nos pareceu conveniente adotarmos um conjunto de procedimentos que
nos permitissem abstrair entendimentos a partir de aproximacdes sistematicas, indutivas e
comparativas estabelecidas com as informacgdes coletadas (VOLLSTEDT; REZAT, 2019),de
tal modo que neste processo fossemos capazes de obter elementos para constituicdo de uma
teoria a respeito do fendmeno estudado, qual seja, o conhecimento do professor. Nesse
sentido, a Grounded Theory (CHARMAZ, 2001; STRAUSS; CORBIN, 1994) se configurou

como a nossa opc¢do metodoldgica para o desenvolvimento da investigacgao.
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Com efeito, os métodos associados ao desenvolvimento de uma investigacdo
conduzida com base na Grounded Theory envolvem, em linhas gerais, procedimentos de
codificacdo gque sdo baseados em constante comparacdo com novas informagfes que séo
continuamente coletadas e incluidas no conjunto em analise, como forma de ampliacdo e
refinamento dos entendimentos construidos ao longo do processo investigativo
(VOLLSTEDT; REZAT, 2019).

Diante das perspectivas e do paradigma assumidos, € importante ressaltar que
concordamos com Bogdan e Biklen (1994) quando esses autores assumem que o0 pesquisador
representa um papel importante nas interpretacfes realizadas. 1sso porque, no processo de
desenvolvimento de uma pesquisa, ha dois elementos relevantes e que devem ser
considerados por parte dos pesquisadores: a sensibilidade tedrica (STRAUSS; CORBIN,
1994), que € resultado de suas experiéncias em ambito pessoal e investigativo, e a
sensibilidade fenomenoldgica (GEELAN, 2003), que se refere ao modo como o pesquisador
percebe 0s eventos atraves das experiéncias dele e de outros.

Nesse contexto, mesmo que o nosso foco principal fosse o de aceder e melhor
compreender alguns dos elementos que constituem o conhecimento do professor, estivemos,
no decorrer de toda a investigacdo, conscientes da impossibilidade de generalizacdo de
qualquer ordem, com relacdo aos resultados obtidos. Isso significa que, ainda que tivéssemos
como perspectiva melhor compreender o que alguns professores conhecem, sabiamos que
nossa empreitada se limitaria a explorar e descrever, em determinados aspectos, o contetdo
do conhecimento desses professores. Ou seja, estivemos interessados em explorar o que
conhecem os professores e, eventualmente, como organizam tal conhecimento, captando, por
meio de instrumentos especificos (ver secdo A coleta de informagcées no PFC: dos
Instrumentos e procedimentos), 0 conhecimento mobilizado e revelado por esses professores,
quando estdo inseridos em um contexto formativo. E, nesse sentido, nosso trabalho se
concentrou em estabelecer possiveis relacbes entre o conteudo de conhecimento
especializado identificado, de modo a fornecer hipdteses que poderdo ser (re)testadas para
desenvolver categorias e teorias locais.

Com isso, concluimos que, dada a natureza do objeto de estudo e da questdo de
pesquisa, a nossa investigacdo é do tipo interpretativa envolvendo um estudo de caso
instrumental (STAKE, 2005), uma vez que investigamos o contedo do conhecimento

matematico especializado mobilizado e revelado por professores que atuam desde a
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Educacdo Infantil até o Ensino Superior (0 objeto de estudo), em uma experiéncia peculiar
ocorrida em um Programa de Formacdo Continuada. Assim, a opcdo por uma abordagem a
partir de um estudo de caso instrumental para esta investigacdo se caracteriza pelo nosso
interesse em compreender 0 objeto de estudo, e ndo o caso em si, uma vez que nos
concentramos nas informagGes que poderdo ser agradas a teoria e pela sua possibilidade de
generalizacdo dos entendimentos associados a este objeto de estudo (STAKE, 2005).

Nesse sentido, nosso intuito foi o de produzir formas de abordar esse objeto de estudo
(o conhecimento do professor), que nos permitissem conhecer, entender e explicar mais
profundamente a temética relacionada com a entidade em estudo (a formagao do professor),

isto é, conhecer o como e o porqué das situacdes especificas (YIN, 1993).

O contexto

O contexto em que as informagdes foram coletadas refere-se a um Programa de
Formacdo Continuada (PFC)* para professores* que atuam desde a Educacdo Infantil até os
Anos Finais. Esse PFC é oferecido na Faculdade de Educacdo da Universidade Estadual de
Campinas, e consiste em um curso de Especializacdo com duragéo de 2 anos (total de 380
horas). A primeira turma deste curso teve inicio em fevereiro de 2018 e concluiu o programa
em marco de 2020. O curso se organiza a partir de sete médulos presencias* relacionados
com o desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo* e Especializado do Professor de e
que Ensina Matemaética, e um modulo relacionado com a pesquisa sobre a propria pratica.

Esses sete médulos versam sobre tematicas variadas, tais como Pensamento Numérico,

42 Da responsabilidade de integrantes do grupo de pesquisa e formagdo CIEspMat.

43 No contexto desse trabalho, o género dos professores participantes ndo é considerado por nds como sendo
relevante para o foco da investigagcdo ou das discussfes efetuadas. Por isso, optamos por nos referir aos
participantes da pesquisa sempre pelo pronome pessoal masculino, no singular ou no plural, em concordéncia
com a norma culta vigente da lingua no momento da escrita do relatério final da tese.

4 Em carater excepcional, a segunda turma do curso, que iniciou em outubro de 2020, foi oferecida no modelo
remoto, em virtude das orientacBes e protocolos de distanciamento social, decorrentes do contexto da
pandemia global de COVID-19.

4 O Conhecimento Interpretativo é outra perspectiva acerca do conhecimento do professor e que esta
fundamentada na nogdo de que ao professor cumpre um conhecimento matematico especifico que o
possibilita atribuir significado as producdes e comentarios dos alunos. Para saber mais sobre essa perspectiva,
consultar, por exemplo os trabalhos de Jakobsen, Ribeiro e Mellone (2014), Ribeiro, Mellone e Jakobsen
(2016), Di Martino et al., (2020), Ribeiro et al., (2021).
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FracOes, Pensamento Algébrico, Pensamento Estatistico, Classificacdo e Conceitualizacdo
em Geometria, Visualizacdo e Medidas.

Cada um dos sete modulos“ foi oferecido ao longo de cinco encontros presenciais
(total de 40 horas), quinzenalmente, aos sabados. Como cada mddulo em que realizamos a
coleta das informacgdes para esta pesquisa também foi oferecido em carater de curso de
extensdo, a quantidade de participantes por encontro variou. No entanto, de maneira
frequente, participaram do PFC nove professores, dos quais um ja esta fora do mercado de
trabalho (aposentado), sete atuam desde a Educacgdo Infantil até os Anos Iniciais do Ensino
Fundamental e um atua nos Anos Finais do Ensino Fundamental. VVale destacar que, no PFC,
a pesquisadora desta investigacdo é também a formadora responsavel pela preparacdo e
dinamizacdo de cada um dos encontros nos quais as informacGes para a pesquisa foram
coletadas®’.

Para esta investigacdo, nos detivemos especificamente em alguns dos encontros
relativos a dois dos médulos do curso de Especializacdo, a saber, o de Pensamento Numeérico
e 0 de Medidas. Essa opcao se deu pelo fato de que tais encontros contemplaram discussdes
e trabalhos com os professores relacionados diretamente com os topicos matematicos que séo
foco de estudo desta investigacdo. No caso do médulo de Pensamento Numérico, o material
coletado se relacionou com o Ultimo encontro (com duracdo de 8 horas) em que o tdpico
matematico especifico discutido foi o da divisdo.

No caso do médulo de Medidas*, a coleta das informacdes ocorreu ao longo dos cinco
encontros e, para a presente investigagdo, optamos por apresentar nas nossas analises apenas
0 material coletado no primeiro encontro. Essa opg¢éo se deu, por um lado, pelos objetivos
investigativos que foram delineados e que, em termos gerais, se relacionam com descrever e

detalhar o conteddo do conhecimento especializado do professor, relativamente a elementos

46 Exceto o modulo relacionado com a pesquisa sobre a propria pratica, sendo que as horas correspondentes
ao cumprimento deste mddulo sdo distribuidas ao longo dos dois anos de curso da Especializacéo.

47 Enquanto membro do grupo CIEspMat, a pesquisadora desta investigacdo participou de outros encontros
relacionados com outros temas abordados durante o curso de Especializacdo, distintos dos que se abordam
nesta pesquisa, tendo nestes outros encontros, inclusive, se responsabilizado pela conceitualizacdo das
Tarefas Formativas e implementacéo das Tarefas para Formagcéo.

48 Periodo de realizagdo de abril a junho de 2018.

49 Periodo de realizacdo de outubro de 2019 a margo de 2020.
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estruturais e estruturantes do topico de divisao e dos de Medida. Nesse sentido, as discussdes
que ocorreram neste primeiro encontro do médulo de Medidas contemplam essas dimensdes
nas quais nos pretendemos focar para as analises. Entretanto, estamos conscientes de que
essas mesmas dimensdes emergiram em outros momentos, ao longo de todo o modulo®.
Assim, o outro motivo que nos levou a optar por focar apenas no material coletado no
primeiro encontro se associou a uma limitacdo de tempo para o processamento das analises
e posterior discussao dos resultados.

Nesse contexto do PFC, o material coletado para andlise se caracteriza pelas
producdes dos professores participantes de cada um dos médulos, relativamente as Tarefas
de Formacéo (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021) que sdo discutidas e resolvidas em
cada um dos encontros.

Note-se que, em todos os encontros do PFC, a dinamizacdo do trabalho com os
professores e as discussdes por e com eles efetuadas, ocorreram em dois momentos bem
definidos. Esses momentos merecem destaque nesta contextualizagéo, por se configurarem a
partir de formas e etapas de implementacdo que se alinham com os objetivos formativos
delineados para cada encontro e, consequentemente, com 0s objetivos investigativos tracados
para a pesquisa. Um dos momentos se refere a resolucao da tarefa pelos professores e o outro
momento se refere a discusséo plenaria efetuada com os formadores®:.

Para resolverem as tarefas, em cada um dos encontros os participantes trabalharam
em grupos ou individualmente, a depender de cada um dos momentos e dos objetivos

formativos tracados para o encontro.

%0 De fato, nossa intencdo inicial era a de utilizar as informagGes coletadas em trés dos cinco encontros
(encontros I, IV e V, respectivamente). Com o decorrer das analises, fomos entendendo que o contetido de
conhecimento do professor que era manifestado e revelado ndo se alterava significativamente tanto em termos
das discussdes desenvolvidas a partir das propostas de tarefas implementadas quanto em relacdo aos objetivos
investigativos que haviamos delineado. Assim, optamos por nos concentrar exclusivamente no material do
encontro |, uma vez que a quantidade de resultados que fomos obtendo a partir desse material foi suficiente
para alcangar os nossos objetivos investigativos.

51 Embora a pesquisadora também seja a formadora nas sessdes de formag&o, pelo tipo de trabalho que se
desenvolve no dmbito do grupo CIEspMat, em todos 0s encontros sempre estdo presentes ao menos dois
formadores que conhecem a tarefa e estdo preparados para discuti-la com os professores participantes. Essa
opcao por desenvolver as sessfes de formacdo com a presenca de mais de um formador se apresenta como
uma forma de maximizar a qualidade das discussdes e de garantir que o formador responsavel se mantenha
focado sempre nos objetivos formativos, ndo tendo que se preocupar com questdes técnicas como a captagdo
das imagens e sons das discusses.
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Nas préximas secdes, passamos a apresentar o percurso metodolégico que foi
desenvolvido na pesquisa, incluindo os procedimentos de coleta, tratamento e analises das
informacdes obtidas no contexto do PFC e também das informacfes que passaram a ser
consideradas para a abordagem que propomos no processo de teorizacdo das conexdes

matematicas que se observam a partir de relagdes no contetido do conhecimento do professor.

O percurso metodoldgico da pesquisa

A fonte primaria de informacdes coletadas para a pesquisa corresponde ao material
obtido durante os encontros no PFC. Este material corresponde, por sua vez, as producgdes
dos professores captadas a partir das discussdes desencadeadas pelas TpF. Como todos 0s
encontros sdo gravados em audio e video, o material coletado nesse contexto do PFC
corresponde, portanto, ao conjunto de gravacoes e aos registros escritos dos professores.

Nesse sentido, tanto o material coletado no encontro do médulo de Pensamento
Numérico — foco na divisdo — quanto o material coletado nos encontros do médulo de
Medidas foram tratados de forma idéntica, sendo que as analises de cada material também
foi do mesmo tipo, mas houve um aspecto que, no caso do material coletado no médulo de
Medidas nos permitiu empregar um processo de analises mais integrado e, por isso, mais
refinado. Este aspecto se refere com a inclusdo de um software de analises qualitativas® — o
ATLAS.ti — que nos permitiu lidar com o volume de material obtido nesta fase da etapa de
pesquisa de campo.

Assim, pode-se dizer que esta pesquisa se constituiu a partir de trés fases bem
definidas. As duas primeiras, relacionadas com a etapa de pesquisa de campo, onde foram
coletadas e devidamente analisdas as informac@es relacionadas com o PFC. Numa terceira
fase da investigacdo, os conjuntos de resultados das analises das duas primeiras fases —
apresentados em forma de descritores do contetldo do conhecimento do professor — passaram
a ser encarados como fonte secundaria de informacdes, nas quais nos baseamos para
apresentar a nossa abordagem para a proposta de teorizacdo das conexdes matematicas intra-

conceituais e interconceituais.

52 Mais adiante, esta ferramenta e o seu papel nos procedimentos analiticos serdo melhor detalhados.
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Figura S — Diagrama do percurso metodologico desenvolvimento na pesquisa
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Fonte: autora da tese (2021)

O diagrama acima ilustra, portanto, as trés fases da pesquisa, possibilitanto
compreender, de forma global, esse percurso metodolédgico desenvolvido.

A partir da proxima secdo, passamos a detalhar cada uma dessas fases, organizando
essa apresentacdo a partir das etapas de coleta e tratamento das informacbes e dos

procedimentos analiticos empregues em cada uma das fases.

A coleta de mformacées no PFC: dos mstrumentos e procedimentos

No contexto do PFC, um dos instrumentos de coleta de informagdes refere-se as TpF.
Com efeito, no &mbito do grupo CIEspMat, todas as tarefas para a formacdo, que formam
parte do conjunto de trés documentos denominado Tarefas Formativas, sdo conceitualizadas
a partir de uma série de objetivos formativos previamente definidos. Tais objetivos estdo, ao
mesmo tempo, estreitamente vinculados a algum(ns) objetivo(s) investigativo(s) e a uma
pergunta de investigacdo (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021).

A Tarefa para a Formacdo é conceitualizada e implementada com uma
intencionalidade concreta e explicita de desenvolver o Conhecimento Especializado e
Interpretativo do Professor de Matematica, no ambito do(s) topico(s) matematico(s)
selecionado(s). No entanto, quando associamos especificamente os seus objetivos formativos
a uma investigagdo ampla® — e, consequentemente, a objetivos investigativos —, passamos a
encarar a sua conceitualizacdo de forma muito mais direcionada. Esse direcionamento se

refere particularmente aos focos que se pretende dar no decorrer da formacéo, em termos das

53 Ampla no sentido de que toda TF esta associada a (pelo menos) uma questdo de investigagdo, mas que se
vincula especificamente ao trabalho a ser desenvolvido nessa TF, e ndo em uma perspectiva longitudinal.
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dimensGes que se deseja desenvolver do conhecimento especializado do professor
(POLICASTRO et al., 2019; RIBEIRO; CALDATTO; POLICASTRO, 2019).

Naturalmente que a escolha desses focos tem origem na revisdo da literatura
relacionada com o modo como os alunos interagem com os topicos matematicos e sobre suas
dificuldades em relacdo a cada um deles, e aqui, nesta investigacdo, esse foco recai
particularmente no topico de divisdo e nos tépicos de Medida (ver, por exemplo, BARRET
et al., 2012; BARRETT et al., 2011; CLEMENTS; SARAMA, 2009; HEUVEL-
PANHUIZEN; ELIA, 2011; HULBERT et al.,, 2017; JORAM; SUBRAHMANYAM;
GELMAN, 1998; SMITH; VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN; TEPPO, 2011; SZILAGY]I,
CLEMENTS; SARAMA, 2013; WEINBERG, 2001; YOUNG-LOVERIDGE; BICKNELL,
2018). Para além da origem nas interacdes e dificuldade dos alunos, a escolha do foco é
também orientada pelos resultados de pesquisas anteriores relacionadas com o conhecimento
do professor no &mbito das teméticas abordadas em cada uma das TpF (ver, por exemplo,
BUSINSKAS, 2008; DE GAMBOA et al., 2020; DI BERNARDO et al., 2018; EKDAHL,;
VENKAT; RUNESSON, 2016; LAMON, 2020; POLICASTRO; RIBEIRO; FIORENTINI,
2019; POLICASTRO et al., 2020; TCHOSHANOV, 2011; ZAKARYAN; RIBEIRO, 2018).

Esse processo de conceitualizacdo da tarefa para a formacdo contribuiu para ampliar
a sensibilidade tedrica (STRAUSS; CORBIN, 1994) da pesquisadora — que, como ja referido,
nesta investigacdo, ¢ também a formadora —, porque favorecia a ocorréncia de insights,
deixando-a mais “sintonizada”, potenciando a captacdo de questdes, fatos ou eventos
relevantes para o desenvolvimento da investigagdo (CORBIN; STRAUSS, 2014), por
exemplo, a partir das producdes escritas e comentarios dos professores durante as sessdes de
formacao.

Em termos de estrutura, as TpF sdo conceitualizadas, essencialmente, em duas*
partes (Parte | e Parte 1), respectivamente relacionadas com o Conhecimento Especializado
e com o Conhecimento Interpretativo do professor. Alem disso, normalmente, inclui-se, na
Parte I, uma tarefa para alunos, a qual os professores sdo convidados a resolver no decorrer
da formacdo. Note-se que, embora 0s conhecimentos matematicos mobilizados a partir de

uma tarefa para alunos sejam de um nivel distinto do conhecimento do professor, quando

4 Em algumas tarefas especificas consideram-se trés partes onde a Parte Inicial das discussdes prévias busca
contribuir para discutir o entendimento inicial dos participantes relativamente ao topico que se aborda na
tarefa.
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uma tarefa é conceitualizada para formag&do com o intuito de desenvolver esse conhecimento,
assumimos, na perspectiva do MTSK, que todo o conhecimento é especializado, 0 que nos
leva a ter que considerar todos os niveis de profundidade no qual tal conhecimento é (pode
ser) mobilizado. Ao mesmo tempo, em termos da dimensdo pedagdgica, envolver os
professores, no contexto formativo, em discussdes a partir de uma tarefa para alunos,
favorece o desenvolvimento de seu conhecimento pedagogico especializado.

Com efeito, uma vez conceitualizadas as TpF, o trabalho em campo também possui
especificidades e particularidades que devem ser explicitadas no contexto desta investigacao.

Assim, algo que também foi comum para qualquer momento do trabalho de campo,
refere-se a maneira como as informacdes foram coletadas. Nesse sentido, durante as sessdes
de formacdo, as interacdes dos professores foram gravadas em audio e video, considerando
0s recursos tecnoldgicos disponiveis na ocasido dos encontros®®. Quando da organizagdo dos
professores em grupo (com no mMaximo quatro integrantes), sempre que possivel, essa
captacdo foi realizada com um gravador disposto sobre a mesa de cada agrupamento de
professores. Além disso, sempre que possivel, uma camera também era posicionada com foco
em cada um dos grupos, de modo a captar as a¢fes de cada integrante do grupo.

Com intuito de captar o cenério global da sessdo de formag&o, sempre que possivel,
uma camera permaneceu posicionada de forma fixa, em um local mais afastado dos grupos,
focando essencialmente a pratica do formador, mas de tal forma que permitia captar, também,
as acdes e comentarios dos professores durante as discusses plenarias. Além disso, um
gravador também era posicionado de forma fixa no centro da sala em que ocorria 0 encontro,
de modo a captar as discussdes no ambito geral.

Essa opcao por captar em imagem os microcenarios, isto €, 0 que ocorria em cada um
dos grupos de professores, se deu com o intuito de minimizar as perdas de comunicac¢des ndo
verbais que pudessem interessar para 0 conjunto de evidéncias de conhecimento
especializado revelado por cada um dos professores. Isso contribuiu significativamente,
durante as analises das informacdes, no processo de descricdo com maior refinamento do

conteudo desse conhecimento manifestado.

%5 Uma vez que os recursos tecnoldgicos utilizados para a captacédo das imagens e audios eram compartilhados
entre dois grupos de pesquisa (CIEspMat e PRAPEM), por conta das agendas de trabalho desses dois grupos,
a quantidade de cameras e gravadores disponiveis em cada encontro variou, 0 que teve implicagdes na
quantidade e na qualidade do material coletado em cada encontro.
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Ao optarmos pelo posicionamento de uma cdmera com foco no macro cenario,
tinhamos por objetivo obter uma mais ampla visdo do que ocorria durante a sessao de
formacgdo. Essa visdo contribuiu para complementar as evidéncias de contetdo do
conhecimento revelado pelos professores, em forma de comentério verbal e/ou gestual,
particularmente durante a discussdo plenaria, mas também quando os professores eram
convocados a trabalhar individualmente sobre a tarefa.

Com relacdo a identificacdo dos professores participantes da pesquisa, optamos por
ndo identifica-los pelos seus nomes préprios, e sim a partir de um pseuddénimo com a
nomenclatura “Pn”, em que “n” € uma numeracao atribuida em ordem crescente e que atende
exclusivamente ao seguinte critério: primeira manifestacdo desse participante no primeiro
encontro do médulo de Medidas. E, no caso de o participante ter estado presente apenas no
encontro com foco na divisdo, a numeracao atribuida seguiu a sequéncia iniciada no encontro
de Medida. Embora os encontros do médulo de Medidas tenham ocorrido apds o encontro
com foco na divisdo, adotamos esse critério para identificagdo dos professores porque a
quantidade de participantes do primeiro encontro no modulo de Medidas (17) foi
substancialmente maior do que no encontro com foco na diviséo (9). Assim, os participantes
desses encontros, separados segundo a sua atuacdo profissional, correspondem a: atuantes na
Educacao Infantil — P1, P17 e P18; nos Anos Iniciais: P2, P3, P4, P6, P8, P9, P11, P13, P19
e P20; nos Anos Finais: P5, P7 e P14; atuante no Ensino Médio e Superior: P10; fora do
mercado de trabalho — P15; estudantes de Pedagogia — P12 e P16.

A partir desse ponto, para que se entenda melhor as especificidades de cada momento
da coleta de informaces, nas proximas duas secOes apresentamos detalhadamente a sesséo
de formacédo do topico de divisdo e a primeira sessdo de formacdo dedicada ao tema de
Medidas.

A sessdo de formacgio do tépico de divisio

Esta sessdo de formacdo fez parte do primeiro médulo do PFC no ambito do
Pensamento Numérico e o encontro em que se discutiu especificamente o topico de divisao
durou oito horas e ocorreu na Ultima sessdo formativa do modulo, em julho de 2018. Nas
quatro sessdes anteriores, as discussdes centraram-se no conhecimento do professor
associado aos tépicos de adi¢éo, subtracdo e multiplicacdo. Esses encontros que antecederam

a sessdo de divisdo, tiveram como focos principais desenvolver o conhecimento
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especializado do professor associado: aos distintos sentidos de cada uma das operacdes; a
formulacdo de problemas para evocar cada um dos sentidos; as distintas formas de
representacdo que se podem associar a resolucdo de problemas e que contribuem para dar
significado ao sentido evocado para a operacao; & modelacdo das opera¢des com o uso de
recursos didaticos (como abaco e material dourado); aos algoritmos (convencional e ndo
convencional) e algumas propriedades matematicas intrinsecas a eles.

No encontro em que se discutiu a divisdo, estiveram presentes nove professores que
trabalharam, durante a resolucdo da tarefa, em grupos de trés integrantes: Grupo 1 — um
professor dos Anos Finais (P14) e dois dos Anos Iniciais (P11 e P20); Grupo 2 — trés
professores dos Anos Iniciais (P3, P4 e P8); e Grupo 3 — um professor da Educacdo Infantil
(P18) e dois dos Anos Iniciais (P19 e P2).

A TpF conceitualizada para esse encontro seguiu a estrutura habitual das tarefas
formuladas e implementadas no ambito do grupo CIEspMat (ver por exemplo,
POLICASTRO; ALMEIDA; RIBEIRO, 2017; RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021).
A tarefa especifica implementada no encontro continha sete questdes, incluidas na Parte I, e

o foco especifico desta parte era 0 Conhecimento Especializado do professor — Figura 6.
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Figura 6 — Tarefa implementada no encontro do topico de divisao

Divizsiio — Sentidos, representacdes, modelacio e algoritmos: conexdes

PARTEI

1. O gue é dividir? Responda por vocé mesmo, enquanto professor(a) que ensina matematica e sem considerar um contexto escolar.

2. Imagine agora que voce esta no intervalo da aula na escola e um aluno [he pergunta: “0 que é dividir?” O que voce responderia se esse aluno.._
a.  Fosze do 2° ano dos Anos Iniciais?
b.  Fosse do 6° ano dos Anos Finais?

3. Por que é comum afirmar que a divis3o € a operagio inversa da multiplicagia?
4. Considere a expressdo 63 para responder as questdes a seguir:

a  Determine o resultado dessa operagéo e descreva os procedimentos e passos realizados para encontrar a resposta.

b.  Indique em que ano escolar vocé considera ser mais adequado comecar a explorar a(s) 1deia(s) de divisio?

c.  Suponha que vocé queira explorar com os seus alunos do 3% ano o que é dividir e necessite preparar uma tarefa introdutdria para este topico matematico. Qual seria a
tarefa que vocé iria propor e por qué? (Justifique sua resposta considerando os objetivos matematicos a serem perseguidos com essa tarefa. bem como os recursos que
iria utilizar). Aqui voc devera gravar um video mostrando a exploragio que fania com os alunos. Vocés poderio encenar a situagio no grupo, de modo a que um dos
integrantes represente o papel de professor e os demais. o papel de aluno. E importante, portanto, que os dois papeis sejam representados de forma mais proxima a
realidade. ou seja, por meio de didlogos que efetivamente poderiam ocorrer numa =ala de anla do 3° ano.

d.  Naescola da professora Renata os professores da Educaciio Infantil e dos Anos Iniciais estio reunidos para tragar um percurso de ensino que considere a matematica
numa perspectiva longitudinal A professora Andrea. que trabalha com alunos de 3 anos. quer discutir a divisfo com as crisngas. mas deseja abordar esse topico de
forma diferente daquela que o= colegas do 3 ano disseram que iriam fazer — como partitha equitativa — pautados pela BNCC.

i Serd possivel a professora Andrea conseguir discutir com os seus alunos de 5 anos esse topico matematico, de modo a que as crisngas comecem a compreender o
que & dividir? Se for possivel, proponha uma tarefa com a qual a professora possa fazer essa dizcuss3o. Se nio for possivel, justifique por qué.

il Qual(quais) seria(m) a(z) principal{ais) ideia(s) sobre divisiio que poderia{m) ser explorada(s) com criangas de 3 anos, de modo a que se possa criar bases para que
estes alunos entendam o que € dividir?

Formule 2 problemas distintos para os quais a resolugio implique em efetuar a operagdo indicada.

f. Resolva cada um dos problemas que formulou anteriormente apresentando, zempre que possivel, duas representagdes distintas que permita atribuir sipnificado 4
resposta e entender o processo/raciocinio seguido.

g.  Como considera que um aluno do 2° ano resolveria cada um dos problemas formulados no item anterior? (Descreva os procedimentos e passos que esse aluno utilizaria
para efetuar essa operagio)|

m

3. Resolva por =i mesmo(a) (enquanto professor/a) as operagdes a seguir de DUAS formas distintas, dezcrevendo e justificando, em cada caso, o paszo-a-passo do(z)
procedimento(s) utilizados. Viocés devem gravar um video para cada uma das resolugdes, de modo a que os procedimentos e etapas de cada resolug#io sejam explicitadas
(e verbalizadas).

sapoR

6. Considerando as operagdes da questiio 5, estabelega uma ordem de dificuldade (a sua) para rezolver. Apresente argumentos para justificar porque classificou as questbes
de acordo com essa ordem.
Muito facil:
Justificativa:

Facil:
Tustificativa:

Medio:
Tustificativa:

Dificil:
Justificativa:

Muito difieil:
Justificativa:

7.

Ainda em relaciio s operagdes da questio 3, qual ou quais delas vocé considera que um aluno do 5% ano teria mais dificuldades para resolver? Por qué?

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

Ja a Parte Il focava-se em aceder e desenvolver o Conhecimento Interpretativo do
professor a partir da discussao de produgdes de alunos relacionadas com os subitens de uma
das questdes da Parte | (a quinta questdo) — aqui ndo vamos nos deter a essa Parte I, por ndo
ser foco dessa pesquisa.

Portanto, aqui vamos nos concentrar somente nas discussfes ocorridas durante a

dinamizacdo da Parte 1. Essa dinamizacao, que incluiu a resolucdo e discusséo das questdes
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que compunham a Parte | da TpF, foi realizada em duas etapas. Na primeira, com duracéo de
3 horas e 30 minutos, os professores, em trios, resolveram as sete questdes da Parte | da
tarefa. Posteriormente foi efetuada uma discussdo plenaria considerando as producdes e
raciocinios dos grupos.

Essa etapa inicial de resolugdo da tarefa foi estruturada de modo a que as trés
primeiras questdes foram distribuidas entre os professores, uma na sequéncia da outra.
Assim, uma questdo so era entregue ao grupo apods a discussdo da questdo anterior ter sido
encerrada e os professores terem realizado seus registros na folha de respostas do grupo. Ao
concluirem as discussdes e registros associados as primeiras trés questdes, os grupos foram
convocados a resolver a quarta questdao, também um item por vez. Cada item era projetado
em um diapositivo e 0 mesmo procedimento de discussdo seguida de registro escrito do grupo
era solicitado. Apds terem concluido as discussdes da questdo quatro e realizado os registros
escritos, os trios receberam as trés questdes que encerravam a Parte | da tarefa.

A opcéo por essa forma de propor a dindmica de resolucdes, discussodes e registros
dos grupos foi tomada tendo em vista que os tipos de questdes incluidas na Parte | da TpF
poderiam influenciar no conhecimento mobilizado dos professores (e revelado), caso estes
se detivessem na leitura de todas as questdes, antes de refletirem e discutirem cada uma em
particular.

Neste encontro, estavam dinamizando as discussdes duas formadoras, sendo que uma
delas é a autora dessa pesquisa. Durante todo o periodo em que os professores se dedicaram
a resolucédo da Parte | da tarefa, as duas formadoras circularam entre os grupos fazendo, em
determinados momentos, intervencdes ja com foco no desenvolvimento do conhecimento
especializado dos professores, mas sem fornecerem as respostas as questdes da tarefa.

Na segunda etapa da dinamizacdo das discussdes relacionadas com a Parte | da tarefa,
foi realizada a discusséo plenaria. Essa etapa teve duracdo de 1 hora e 45 minutos e, ao longo
desse periodo a formadora, que € a autora dessa pesquisa, desenvolveu uma discusséo
articulada das sete questdes da Parte | da tarefa. Essa discussdao ndo seguiu a estrutura linear,
segundo a qual as sete questdes estavam propostas na primeira parte da TpF, mas teve como
elementos geradores a busca pela articulacdo dos objetivos formativos (ver Quadro 1)
associados a tarefa para a formacéo.
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Quadro 1 - Objetivos formativos delineados para a tarefa de divisao

i. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado aos dois
sentidos da divisdo: como partilha, e como medida;

ii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do papel da formulacéo
de problemas em contextos de divisdo;

iii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor das formas de efetuar a
diviséo recorrendo a outras operagdes — fazendo uso dos seus “efetivos” sentidos:
como subtragéo sucessiva da mesma quantidade; como adigdes sucessivas de uma
mesma quantidade;

iv. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado ao nivel
conceitual e procedimental esperado dos alunos em relacdo a divisdo em etapas
educativas distintas;

v. Desenvolver o conhecimento especializado do professor das relagbes entre as
formas de representacdo e os sentidos das operacdes associadas — adi¢do, como
acrescentar; subtracdo como retirar; multiplicacdo como configuracgéo retangular;

vi. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado as
potencialidades de cada um dos recursos (tampinhas, material dourado e abaco)
para representacao e atribuicao de sentido para divisao;

vii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor das formas de representar
uma divisdo, por meio de desenhos ou célculos, envolvendo outras operacGes
(como adicéo e subtracdo);

viii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do algoritmo e suas
(im)possiveis modelagGes com recursos como abaco e material dourado;

ix. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado ao papel da
unidade de medida, quando a divisdo for entendida com este sentido, a fim de
“abrir portas” para a discussao da divisdo entre unidades multiplas e submultiplas
de uma mesma grandeza e também para a divisdo de fracdes.

Fonte: autora da tese (2018)

Esses objetivos formativos estdo associados exclusivamente ao primeiro objetivo
especifico dessa pesquisa, ou seja, buscam formas de “ldentificar e descrever o contedo de
Conhecimento Especializado dos Topicos (KoT) no &mbito da divisdo, mobilizado e revelado
por professores quando discutem Tarefas para a Formacao”. Justamente por isso, cada uma
das questBes incluidas na tarefa para formagdo se associava, em termos do objetivo
investigativo a ser perseguido, a contetdos especificos do Conhecimento Especializado do
professor, segundo a conceitualizacdo do MTSK.

Com efeito, a primeira questdo estava vinculada ao primeiro objetivo formativo (i),
que se relacionava com os dois sentidos atribuidos a divisdo. A segunda e terceira questdes
foram formuladas em correspondéncia aos objetivos formativos (ii), (iii) e (iv), que se

relacionavam com o papel da formulagdo de problemas em contextos de divisdo, 0s
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procedimentos de resolucdo para uma operacdo de divisdo e o nivel conceitual e
procedimental esperado dos alunos em relacéo a divisdo em etapas educativas distintas.

A quarta questdo que estava composta por sete subitens, se associava aos objetivos
relacionados com (i) os dois sentidos da operacéo, (ii) a formulagdo de problemas, (iii) 0s
procedimentos de resolucdo da operagdo, (iv) o nivel de desenvolvimento procedimental e
conceitual dos alunos, (v) as relacdes entre representacdes e sentidos da divisao, (vi) 0 uso
de recursos, (vii) os tipos distintos de representacdo de uma divisao, (viii) o(s) algoritmo(s)
da divisdo e as (im)possibilidades de se modelar a operacdo com &baco e material dourado e
(ix) o papel da unidade de medida quando a diviséo for tomada com esse sentido.

Note-se que 0s primeiros quatro objetivos formativos foram retomados nessa quarta
questdo, por um lado, para garantir, em termos formativos, que o contetdo do conhecimento
especializado do professor a que se referiam fossem devidamente desenvolvidos durante a
sessdo de formacédo. Por outro lado, em termos do objetivo investigativo, para que oS
professores pudessem mobilizar seu conhecimento especializado a partir de diferentes pontos
de partida. Dessa forma, entendemos que ficariam ampliadas as possibilidades de que os
professores manifestassem tais conhecimentos, tanto por meio dos registros escritos, quanto
a partir de comentarios efetuados enquanto resolviam e discutiam as questdes da tarefa.

A quinta questdo se associava com o0s objetivos (i) dos sentidos, (iii) dos
procedimentos de resolucdo da operacdo, (v) das relacdes entre representacdes e sentidos da
divisdo, (vi) do uso de recursos, (vii) dos tipos distintos de representacdo de uma diviséo e
(viii) o(s) algoritmo(s) da diviséo e as (im)possibilidades de se modelar a operagdo com abaco
e material dourado.

Como foi o0 caso da quarta questdo, a quinta questdo também retomava alguns dos
objetivos formativos ja perseguidos por outras questdes, mas nesse caso, a intencionalidade
formativa estava relacionada com a forma como as discussdes seriam encaminhadas com 0s
professores, particularmente no momento da plenaria.

A sexta e sétima questdes estavam associadas também aos objetivos formativos (iii)
dos procedimentos de resolugéo da operacéo, (v) das relagdes entre representacdes e sentidos
da divisdo, (vii) dos tipos distintos de representacdo de uma divisao, (viii) o(s) algoritmo(s)
da diviséo e as (im)possibilidades de se modelar a operacdo com abaco e material dourado e

(ix) do papel da unidade de medida quando a divisdo for tomada com esse sentido, 0 que,
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mais uma vez, se relaciona com a busca pela ampliacdo das possibilidades de captacdo dos
conhecimentos especializados dos professores mobilizados com relacdo ao tépico da divisao.

Como referido anteriormente, os objetivos delineados para a formacgdo estavam
alinhados ao primeiro objetivo especifico da nossa pesquisa. Por isso, para a TpF intitulada
“Divisdo — Sentidos, representacdes, modelagao e algoritmo: conexdes”, foram associadas
duas questdes investigativas, correspondentes, respectivamente, as sub-questdes 1 e 3 da
pesquisa: 1) Que elementos caracterizam o conhecimento do topico de divisao de professores
que participam de um contexto de Formagdo Continuada focada nas especificidades do
conhecimento do professor?; e 3) Que elementos se destacam no contetdo do conhecimento
de professores participantes de um contexto de Formacédo Continuada, evidenciado pelos
descritores desse conhecimento especializado associado aos topicos do tema de Medida e de
divisao?

A primeira subquestdo norteou a andlise das informagdes coletadas a partir das
producdes dos professores para a resolucdo da tarefa, bem como dos comentérios realizados
na discussdo em grupos e na plenaria, relacionados com a Parte | da tarefa. Esse trabalho
resultou no artigo 1 dessa pesquisa, intitulado Conhecimento Especializado do professor
que ensina matematica, relacionado ao tépico de divisdo (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021b). A outra subquestdo norteou as analises dos resultados dos dois artigos que

compuseram a tese, e as discussdes a esse respeito estdo apresentadas no Capitulo 3.

A sessdo de formagdo dos topicos de Medidas

Os cinco encontros do modulo relacionado com o tema de Medida, no PFC, estiveram
orientados a partir de um conjunto de objetivos formativos que foram sistematicamente
retomados no processo de conceitualizacdo das TpF que desencadearam as discussdes em
cada sessdo. Ao todo, trés tarefas para a formagdo foram conceitualizadas e implementadas
no modulo, mas nesta investigacdo, vamos focar em apenas uma delas.

Nesse sentido, 0s objetivos formativos (ver
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Quadro 2) delineados para o encontro o qual nos focamos nessa pesquisa estiveram
alinhados com o segundo objetivo da investigacdo, qual seja, “ldentificar e descrever o
contetdo de Conhecimento Especializado dos Tépicos (KoT) relacionados ao tema de

Medida, mobilizados e revelados por professores quando discutem e resolvem Tarefas para
a Formacéao”.
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Quadro 2 — Objetivos formativos delineados para o médulo de Medidas

i. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado aos principios que sustentam
a atividade de medir;

ii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado aos distintos tipos de
grandezas®®

iii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor relacionado com a nocdo do que
significa “medir” cada um desses tipos de grandeza — foco nos procedimentos e nos instrumentos
de medicéo;

iv. Desenvolver o conhecimento especializado do professor relacionado com o papel das unidades
de medida e dos procedimentos padronizados e ndo padronizados de medicéo na conceitualizacéo
de grandezas, e nas ideias de multiplos e submultiplos de unidades de medida;

v. Desenvolver o conhecimento especializado do professor acerca dos papéis da unidade de medida
e do todo a ser medido — relacBes entre esses dois elementos — e estabelecer conexdes com o
tépico de divisdo;

vi. Desenvolver o conhecimento especializado do professor acerca dos conceitos de multiplos e
submultiplos de uma unidade de medida e para estabelecer conexdes com outros topicos como
maultiplos e divisores de um nimero;

vii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado aos trés pilares (unidade,
grandeza e quantidade) que sustentam um dos construtos que fundamentam a atividade de medir,
qual seja, o de comparacao;

viii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado a como um foco nas conexdes
entre esses trés pilares sustenta o desenvolvimento do conhecimento de conceitos como
equivaléncia (e o papel do simbolo “=") e proporcionalidade, por exemplo.

iX. Desenvolver o conhecimento especializado do professor associado aos niveis conceituais e
procedimentais dos alunos em determinadas etapas educativas, com relagéo aos fundamentos da
atividade de medir

x. Desenvolver o conhecimento especializado do professor dos conceitos de area e perimetro;

xi. Desenvolver o conhecimento especializado do professor acerca da conservacdo da area (duas
figuras de formas diferentes podem ter a mesma érea) e da ndo conservacao do perimetro;

xii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor com rela¢do a ndo linearidade da relacéo
entre as medidas dos lados de um poligono e suas areas (se dobro os lados, a area quadruplica);

xiii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do papel de cada um dos elementos em
uma divisdo quando esta deve ser entendida com o sentido de medida — o todo (dividendo), a
unidade (divisor) e a quantidade de vezes que a unidade cabe no todo (quociente);

xiv. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do tipo de contexto que se deve criar
para evocar o sentido de medida.

xv. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do papel e os tipos mais adequados das
representacdes pictoricas para atribuigdo de significado ao sentido de medida.

xvi. Desenvolver o conhecimento especializado do professor da distin¢do entre a no¢éo de uma fragéo
como medida e uma divisdo de fragbes (na divisdo entre fragdes, o sentido da medida esta
relacionado com a divisdo e ndo com as fragcdes, uma vez que estas sdo tomadas como parte de
um todo — 0 mesmo todo).

xvii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor dos papéis que o dividendo, o divisor e
0 quociente assumem em uma operacdo de divisdo envolvendo fracdes e das conexdes que se
pode estabelecer entre cada um desses construtos em correspondéncia com alguns dos
fundamentos das medidas.

xviii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor do significado do procedimento
(algoritmo) habitualmente efetuado para a divisdo entre fragdes a/b : c/d = a/b x d/c.

xix. Desenvolver o conhecimento especializado do professor a respeito das formas como se pode
modelar uma operacao de divisio entre fraces para atribuigéo de significado ao algoritmo.

%6 Particularmente, comprimento, area, capacidade, volume e massa, pois sdo algumas das grandezas
abordadas pela Base Nacional Comum Curricular dos Anos Iniciais.
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xX. Desenvolver o conhecimento especializado do professor relacionado com o papel que cada um
dos elementos envolvidos na operagdo de divisdo entre fracbes assume numa modelagdo dessa
operagdo com materiais manipulaveis.

xxi. Desenvolver o conhecimento especializado do professor das conexdes entre 0s contextos que
envolvem medida e as operagOes de diviséo (particularmente, divisdes do tipo 1: %; 1: %; % : i; e
1.1
T

xxii. Desenvolver o conhecimento especializado do professor dos tipos de recursos e materiais
manipulaveis que favorecem as discussdes matematicas com foco nessas conexdes

Fonte: autora da tese (2019)

Como ocorreu em todos os modulos do PFC, cada encontro relacionado com 0s
topicos de Medida foi desenvolvido em sessfes com oito horas de duracdo. Como referido
anteriormente, a participacdo dos professores em cada mddulo podia variar por conta do tipo
de oferecimento do curso (como médulo da Especializagdo e como curso de Extensdo,
simultaneamente), e por isso, no caso do mddulo de Medidas, contou-se com a participacdo
efetiva de 12 professores, que atuavam desde a Educacdo Infantil até o Ensino Superior.
Desses 12 professores, 10 eram matriculados no curso de Especializacédo, tendo esses,
portanto, frequentado os moédulos anteriores ao de Medidas.

A excecdo dos demais encontros do curso, no primeiro encontro do médulo de
Medidas, que serd foco nesta investigacdo, a sessdo de formacdo também foi ofertada no
formato de workshop e, por isso, puderam se inscrever e participar professores e profissionais
que atuam na area da educacdo, desde a Educacdo Infantil até o Ensino Superior, além de
estudantes da graduacdo, o que levou a que a quantidade de participantes fosse,
exclusivamente neste encontro, equivalente a 17.

Nesse encontro, os professores foram convidados a refletir sobre a TPF intitulada A
Medida, seus principios, fundamentos e procedimentos e, para isso, 0s 17 participantes
da sessdo foram organizados em quatro grupos: Grupo 1 — trés professores atuantes nos Anos
Iniciais (P3, P4 e P11) e um estudante de pedagogia (P13); Grupo 2 — quatro professores
atuantes nos Anos Iniciais (P2, P8, P9 e P17) e um professor atuante no Ensino Médio e
Superior (P10); Grupo 3 — um professor atuante na Educacdo Infantil (P1); dois professores
atuantes nos Anos Finais (P5 e P7) e um estudante de pedagogia (P16); Grupo 4 — um
professor atuante na Educacéo Infantil e Anos Iniciais (P6), um professor atuante nos Anos
Iniciais (P13), um professor atuante nos Anos Finais (P14) e um professor que ndo atua mais
no mercado de trabalho (P15).

A tarefa foi conceitualizada contendo somente a Parte | com foco no conhecimento

especializado do professor, e estava composta por quatro questdes iniciais (questdes 1 a 4) —
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Figura 7; uma tarefa para alunos (Tarefa: Rotacédo por estacfes — vamos medir?) — Figura
8; e mais uma questdo para os professores (questdo 5) vinculada a proposta de tarefa para

alunos — Figura 7.

Figura 7 — Primeiras questdes da tarefa discutida no encontro I

d

A Medida, seus principios, fu tos e procedi tos

Parte I

1) Responda individualmente cada uma das questdes a seguir. Para isso. considere que vocé nfo estd em um contexto escolar. ou seja. vocé nfo devera responder as
questdes imaginando como faria para ensinar os objetos de conhecimento abordados nessas questdes. Portanto, as suas respostas devem apenas revelar aquilo que vocé
conthece sobre esses objetos de conhecimento. Vocé podera utilizar palavras, desenhos, esquemas ou qualquer outro tipo de representagio para explicitar o seu ractocinio.
a) O que é medir?

b) O que se pode medir?
¢) Como efetuamos uma medida?
d) Com o que podemos medir?

2) Em qual ano/série ou etapa escolar vocé leciona? Considerando a série/ano ou etapa escolar em que leciona e sendo o foco principal em Medidas. que trabalho(s) vocé
costuma desenvolver com os seus alunos? Apresente algum(ng) exemplo(s). Caso considere que nio desenvolve nenhum tipo de trabalho com esse foco, comente os
motivos que o(a) levam a nfo fazé-lo.

3) Quais sHio os conceitos matematicos essenciais a atividade de medir?

4) Vocé considera que existem relagdes entre os conceitos matematicos essenciais a atividade de medir e conceitos matematicos de outros topicos? Em caso afirmativo,
especifique quais. Em caso negativo, explique o porqué.

5) Considera a tarefa “Rotacio por estacdes — Vamos medir?”, conforme apresentada anteriormente:
a) Resolva a tarefa por si mesmo, enquanto professor, mas sem considerar que tenha a necessidade de desenvolver essa tarefa com os seus alunos. Isso significa que
wvocé deve registrar os seus proprios raciocinios, nio se apolando nas possiveis produgdes que seus alunos (ou alunos que vocé imagina) poderiam fornecer.

b)  Que conceitos, fundamentos e propriedades matematicas considera que podem ser discutidos/abordados com os alunos a partir dessa tarefa? Apresente sua resposta
fornecendo exemplos que podem estar baseados em situagGes da sua pratica letiva. Nesse caso. especifique para qual ano/etapa educativa vocé leciona (ou em qual
ano/etapa educativa vocé esta se baseando).

Fonte: arquivo da pesquisa (2019)

Figura 8 — Tarefa para alunos incluida na tarefa para formagao

Tarefa 1: Rotacio por estacdes — Vamos medir?

Vocé esta diante de um conjunto de quatro estagdes de trabalho. Em cada estagéo, vocé encontrara uma tira de papel contendo uma mnstrugio. Vocé devera seguir as instrugdes contidas nessa
tira de papel, sem trocar qualquer tipo de informagdo com os seus colegas. Depois de executar o que se pede na tira de papel, vocé seguird para a proxima estacdo, procedendo da mesma forma,
até a ltima estagio.

1. Agora que vocé ja finalizou o trajeto pelas estacdes, solicite a ficha de registro ao(a) professor(a). Preencha a ficha de acordo com as instrucdes a seguir
Instrugdes para preenchimento da ficha:
Em cada coluna da ficha vocé deve explicar o seu raciocinio a partir de uma descrigio com o maximo de detalhes que conseguir. Vocé pode fazé-lo usando esquemas, desenhos, palavras,
céleulos,...

2. Sente-se com mais dois colegas e, no trio, comparem e discutam sobre os registros que cada um de vocés efetuou em sua propria ficha.
a.  Quais foram as semelhangas e as diferencas nos registros de cada um? Por que vocés acham que essas semelhancas e essas diferengas ocorreram?
b.  Considerando os procedimentos empregados para medir em cada uma das estages, voeés acham que sdo semelhantes ou distintos? Especifique as semelhancas (e/ou diferencas)
que consideraram.
Considerem a umdade de medida utilizada na estagdo 1. Vocés acham que é possivel efetuar as mediges propostas nas estagdes 2, 3 e 4 utilizando essa unidade de medida? Se sim,
expliquem, em cada caso, como fariam essas medigdes. Caso vocés considerem que nio seja possivel efetuar essas medicdes, apresentem justificativas dos porqués consideram tal
impossibilidade

Fonte: arquivo da pesquisa (2019)

A resolucdo da tarefa ocorreu em duas etapas: na primeira etapa, com duragéo de duas
horas e meia, 0s professores resolveram e discutiram em grupo as quatro primeiras questdes,
sendo que uma breve discussédo plenaria foi realizada antes de passarem a segunda etapa. Na
segunda etapa de resolucdo, que também durou duas horas e meia, os professores foram
convidados a resolverem a tarefa para os alunos e também a quinta questdo da tarefa de

formacdo. Na Gltima 1,5 hora de encontro, foi realizada uma discussao plenaria.
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Para resolverem a primeira questdo da tarefa, cada subitem foi projetado, um na
sequéncia do outro, para que os professores pudessem refletir e responder, individualmente,
em sua folha pessoal de respostas. Um subitem so era projetado quando todos os professores
ja tivessem refletido e fornecido uma resposta para o subitem anterior. Essa op¢&o se deu por
conta dos objetivos formativos que foram delineados para o encontro e que se associam com
alguns objetivos investigativos, mas, particularmente, por conta do modo como as questdes
estavam formuladas e que, se propostas todas de uma so vez, teria impacto no conhecimento
mobilizado e revelado pelos profesores.

Depois de resolverem a primeira questdo, os professores foram convidados, ainda
individualmente, a resolverem as questfes 2, 3 e 4, mantendo ainda os registros pessoais. Ao
término da resolucdo das quatro questdes por parte de todos os professores, as discussdes
coletivas, no ambito de cada grupo, foram iniciadas. Nesse momento, os professores foram
orientados a compartilhar suas reflexdes e registros pessoais no grupo e buscar um consenso
entre os integrantes, acerca das ideias envolvidas em cada uma das questfes. Um registro
dessas reflexdes no grupo também foi solicitado.

A opcdo por solicitarmos aos professores que efetuassem um registro individual e
outro registro coletivo, no &mbito do grupo, se deu pelas experiéncias pregressas em outros
contextos formativos nos quais estivemos envolvidos, onde nossa sensibilidade
fenomenoldgica (GEELAN, 2003) foi sendo desenvolvida, nos permitindo perceber que
alguns aspectos relacionados com o conhecimento do professor sdo manifestados de forma
diferente em cada tipo de registro, individual ou coletivo. Nesse sentido, optamos por buscar
garantir que uma visdao mais ampla e mais profunda do conhecimento manifestado pelos
professores fosse captada por meio desses diferentes registros.

Apds o término das discussdes e dos registros nos grupos relacionados com as quatro
primeiras questdes da tarefa, deu-se inicio a discussdo plenaria que encerrou a primeira etapa
do encontro.

Na segunda etapa do encontro, os professores receberam as instrucbes para a
realizacdo da tarefa para alunos (Tarefa 1: Rotagdo por estagdes — Vamos medir?),
iniciando pela questdo 1, na qual era solicitado que passassem por quatro estagdes distintas
para efetuar medigdes, seguindo as instrugcdes contidas em uma tira de papel e usando os
materiais disponiveis na estacdo. As estacGes de medigdo estavam organizadas conforme as

indicacOes apresentadas na Figura 9.
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Figura 9 — Orientagdes para a montagem das estacdes de medicao

Tarefa: Rotacio por estagcdes — Vamos medir?

Orientacdes para o professor: As estagdes deverdo ser montadas sem que os alunes vejam os materiais em cada uma delas. E preferivel que haja algum tipo de material (papelio) que possa
bloquear a visdo dos estudantes do que ha em cada uma das estagbes.

Material para a montagem das estacies
Estacdo 1: um pedago de barbante (ou qualquer outro material que se assemelhe a um fio) de comprimento “x” e um paralelepipedo com dimensdes x/10, x/5 e x/2.
Tira de papel da estacio 1: Mega o comprimento do fio usando o paralelepipedo. Registre a sua medigio na folha.

Estacdo 2: Uma placa do material dourado e uma folha cuja area seja equivalente a 5x3 placas (maior superficie da placa)

Placa do MD

Folha

Tira de papel da estacio 2: Mega a folha usando a placa. Registre a sua medigio na folha.

Estacio 3: Uma balanga de pratos (montagem pode ser adaptada com cabide, fios e pratinhos de jardinagem); uma balanga digital; uma placa do material dourado e diversos objetos idénticos
(em quantidade suficiente para que a massa da placa possa ser comparada com a massa de um desses objetos quando o procedimento for empregado com a balanga de pratos)

Tira de papel da estacio 3: Mega a massa da placa do material dourado usando os objetos. Registre a sua medig3o na folha

Estacio 4: Um recipiente qualguer, um copinho (ou qualquer outro recipiente mener que o primeiro) e uma garrafa d'agua cheia. No recipiente, deve haver uma marcagio para determinar a
quantidade de dgua a ser depositada no interior — sugestio: a marca no recipiente pode ser a que determina que a quantidade de dgua a ser depositada corresponde a trés unidade do copinho.

Tira de papel da estacio 4: Mega a capacidade de gua do recipiente até a marca indicada, vsando o copinho.

Fonte: arquivo da pesquisa (2019)

Os professores receberam, também, uma comanda individual (Figura 10) para
efetuar anotacGes enquanto percorriam as quatro estacoes e, apds efetuarem as medicoes,

receberam uma ficha de registro individual (
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Figura 11) para apresentarem suas reflexdes a respeito das medigdes efetuadas.

Figura 10 — Comanda individual entregue aos professores ao transitarem pelas estagdes de
medicao

Comanda individual para registro das medicdes em cada estacdo

Estacio Medicio efetuada

R

Fonte: arquivo da pesquisa (2019)
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Figura 11 — Ficha de registro entregue aos professores apos transitarem pelas estagdes de
medicao

FICHA DE REGISTRO DA TAREFA “Rotacio por estacdes — Vamos medir?”

Nome: Data:

Estagio | O que | Como vocé medi? (descreva passo-a-passo os |Com o que vocé | Qual foi a| Registro da  spa

voce procedimentos empregados para efetuar a medigio e | medin? unidade de | medigio (o que
mediu? faga umn desenho para representar esse processo) medida utilizada | escreveu na comanda
para fazer a| que estava com vocé
medigio? durante o trajeto

pelas estagdes)

b2

Fonte: arquivo da pesquisa (2019)

Ao concluirem o percurso pelas estacdes e todos os registros na ficha individual, os
professores deveriam continuar trabalhando na tarefa para alunos, respondendo, em grupo, a
questdo 2, itens “a”, “b” e “c”. As reflexdes do grupo foram registradas em uma folha. Ap6s
concluirem a tarefa para alunos, os professores foram orientados a resolver o item “b” da
questdo 5 da TpF, desta vez, discutindo somente de forma coletiva, no ambito do grupo. Ao
concluirem todas as discuss@es e registros, iniciou-se a segunda parte da discussao plenéaria
do encontro.

Com relacdo aos objetivos investigativos associados a cada uma das questfes, temos
que a primeira questdo da tarefa se relaciona com aceder ao conhecimento especializado do
professor relativamente (i) aos principios que fundamentam a atividade de medir; (ii) aos
distintos tipos de grandeza; (iii) aos procedimentos e instrumentos de medicdo e (iv) ao papel
das unidades de medida e procedimentos padronizados ou ndo padronizados de medigédo na
conceitualizacdo de grandezas e nas ideias de multiplos e submdltiplos de unidades de
medida. Todos esses objetivos se vincularam diretamente com os quatro primeiros objetivos

formativos delineados para o médulo de Medidas (cf.
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Quadro 2), mas que, para o contexto de formacao, se relacionam ao desenvolvimento desse
conteido do conhecimento especializado do professor.

A questdo 2 da tarefa de formacdo se associa, em termos investigativos, com aceder
ao contetdo do conhecimento do professor em relacdo aos niveis conceituais e
procedimentais dos alunos em determinadas etapas educativas, com relacdo aos fundamentos

da atividade de medir, algo que se vincula com o objetivo formativo indicado por “ix.”, no
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Quadro 2. De todo modo, ainda que esse conteudo do conhecimento especializado do
professor se relacione, segundo o0 MTSK, com a dimensao pedagdgica, e, sendo o0 nosso foco
investigativo estritamente associado com a dimensdo matematica, ndo deixamos de
considerar, no processo analitico, as producdes (comentarios e registros escritos) dos
professores associadas a essa questdo, por verificarmos evidéncias de conhecimento
matematico especializado mobilizado e manifestado em tais producdes (ver discussao mais
detalhada no artigo 2 da tese intitulado Caracterizacdo do Conhecimento Especializado do
professor de matematica em topicos de Medida).

A questdo 3, por sua vez, foi incluida na tarefa por se associar, em termos
investigativos, com aceder ao contetldo do conhecimento do professor relacionado com os
(i) principios que sustentam a atividade de medir; (ii) e (iii) os distintos tipos de grandeza e
procedimentos e instrumentos mais adequados que sdo usados para medicdo de cada uma,
respectivamente; (iv) os papéis das unidades de medida e procedimentos de medi¢do na
conceitualizacdo de grandezas e nas ideias de multiplos e submdltiplos de uma unidade de
medida; e (vii) os pilares que sustentam os construtos que fundamentam a atividade de medir.

Ja a quarta questdo da tarefa foi incluida por se relacionar, no &mbito da investigacao,
com aceder ao conhecimento do professor relativamente (v) aos papéis das unidades de
medida e do todo a ser medido, em conexdo com o tépico de divisdo; (vi) as conexdes das
nocBes de mdaltiplos e submultiplos de uma unidade de medida com os tdpicos de
multiplicagdo e divisdo (particularmente em relacdo aos conceitos de maltiplos e divisores);
e (viii) ao papel que os trés pilares (unidade, grandeza e quantidade) possuem na
fundamentacdo de conceitos como equivaléncia.

Ao incluirmos uma tarefa para alunos na tarefa de formacao e solicitarmos que 0s
professores a resolvessem (enquanto professores) — ver questdo 5 na Figura 7 —, tinhamos
como intuito retomar os objetivos investigativos acima descritos, mas numa perspectiva de
que poder aceder ao conhecimento especializado do professor em um contexto de resolugéo
de problemas, algo que se relaciona com a dimensdo matematica de seu conhecimento
especializado. Ao mesmo tempo, as propostas incluidas na tarefa para alunos estavam
profundamente vinculadas, em particular, com a primeira questdo da TpF. Nesse sentido,
tinhamos como objetivo ampliar as possibilidades de aceder ao conhecimento do professor,
particularmente no que se relaciona com os principios, fundamentos e procedimentos

associados a atividade de medir, uma vez que assumimos COmMo Pressuposto que esses Sao



123

elementos centrais no contextos do ensino e das aprendizagens matematicas relacionadas aos
topicos de Medida, com foco nas conexdes.

O item “b” da quinta questdo da TpF, por sua vez, foi incluido nas discussdes por
possibilitar que acedéssemos ao conhecimento especializado relacionado com as conexdes
matematicas que (eventualmente) os professores identificam que podem estabelecer num
contexto de ensino com os alunos em determinadas etapas educativas. Nesse sentido, ao
mesmo tempo em que poderiamos explorar o conhecimento dos professores acerca das
conexBes matematicas que eles proprios mobilizam (e manifestam), poderiamos explorar o
seu conhecimento relacionado com as conexdes matematicas que consideram que os alunos
podem efetuar.

A TpF “A Medida, seus principios, fundamentos e procedimentos”, discutida no
primeiro encontro do médulo de Medidas, estava associada particularmente com o segundo
objetivo especifico desta investiga¢do, a saber, “ldentificar e descrever o contetudo de
Conhecimento Especializado dos Toépicos (KoT) relacionados ao tema de Medida,
mobilizados e revelados por professores quando discutem e resolvem Tarefas para a
Formacéo”. Nesse sentido, foram associadas duas questdes investigativas vinculadas a tarefa
e que se relacionam, respectivamente, as subquestdes 2 e 3 da pesquisa: 2) Que conhecimento
do contetdo dos topicos de Medida revelam professores participantes de um contexto de
Formacdo Continuada focada nas especificidades do conhecimento do professor? 3) Que
elementos se destacam no conteldo do conhecimento dos professores participantes de um
contexto de Formacdo Continuada evidenciado pelos descritores desse conhecimento
especializado associado aos topicos de Medida e de divisao?

A segunda subquestdo investigativa foi respondida com as discuss@es efetuadas no
segundo artigo (Caracterizacdo do Conhecimento Especializado do professor de
matematica em tépicos de Medida) da tese e a terceira subquestdo, como dito antes, norteia
as discussoes articuladas dos resultados dos dois primeiros artigos, que séo apresentados no

Capitulo 3.

O tratamento das informagées e posterior anilise

Na secdo anterior, foram detalhados, em termos procedimentais e cronolégicos, o
processo e etapas de coleta das informacdes para esta investigacdo. Conforme apresentado,

essas duas etapas ocorreram em dois periodos distintos, com um intervalo de um ano e trés
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meses entre eles. Nesse sentido, algumas diferencas ocorreram na forma como foi conduzido
0 processo analitico do material coletado em cada etapa. Entendemos que essas diferencas
foram influenciadas essencialmente por dois fatores.

O primeiro deles — e, no nosso entendimento, o principal — ocorreu pelo
desenvolvimento natural (e esperado) da sensibilidade tedrica (STRAUSS; CORBIN, 1994)
da pesquisadora, uma vez que 0 processo continuo de revisdo da literatura, tanto tedrica
quanto metodoldgica, Ihe permitiu refinar o olhar para aspectos envolvidos no processo de
exploracdo do conhecimento especializado do professor. Em particular, a escrita de artigos,
ndo somente dos que se vincularam a essa tese, mas de outros que estdo relacionados com
contextos investigativos diversos em que o MTSK € a conceitualizacdo assumida para a
exploracdo do conhecimento do professor, contribuiu significativamente com esse processo
de desenvolvimento de sua sensibilidade tedrica®’.

O segundo fator que consideramos ter impactado nas diferencas ocorridas no
processo de andlise se relaciona com a quantidade de informacGes coletadas em cada uma
das etapas. No caso das informac6es coletas no encontro do modulo de Medidas (segunda
etapa da coleta, portanto), essa quantidade de material foi substancialmente maior do que
aquela coletada no encontro em que se discutiu o tépico de divisdo. Com isso, para que fosse
possivel efetuar uma andlise efetivamente integrada das informaces e segundo a perspectiva
metodoldgica que assumimos nesse trabalho, recorremos ao software de analises qualitativas
ATLAS.ti%®,

Vale destacar, entretanto, que as diferencas a que nos referimos anteriormente se
relacionam exclusivamente com o processo analitico do material coletado, sendo que o
método utilizado para a coleta de informacéo e para o tratamento desse material foi idéntico
nas duas etapas. A seguir, passamos a descrever os procedimentos de analise do material

coletado em cada uma das etapas.

Organizagio e procedimentos de andlise do material da primeira etapa de coleta - a

sessdo com foco na divisio

57 Em Di Bernardo et al., (2018) Policastro et al., (2020); Ribeiro et al., (2021) encontram-se alguns exemplos
desses artigos que contribuiram para esse refinamento teérico e que discutem o conhecimento de professores
ou futuros professores.

58 www.atlasti.com


http://www.atlasti.com/

125

Como referido anteriormente, o material coletado no PFC corresponde as produgdes
dos professores para as tarefas exploradas nas sessdes de formacdo. Assim, com relacdo aos
registros escritos dos professores para as tarefas, estes foram inicialmente digitalizados e
mantidos em arquivo pela autora da tese. No caso das gravacdes de audio®® das sessdes de
formagéo, estas foram transcritas integralmente. Note-se que, no caso das gravagdes em
audio, optamos por ndo realizar suas transcrigdes literais, uma vez que nosso objetivo ndo
era empregar uma andlise linguistica, mas apenas focada no sentido e significado dos
comentarios dos participantes. No entanto, nessa transcri¢éo néo literal optamos por corrigir
questBes de adequacdo linguistica. Assim, ao longo das transcri¢des, as expressdes verbais
incorretas que ndo continham impacto no conteudo do discurso foram corrigidas. Por
exemplo, contracdes linguisticas que normalmente sdo empregadas nos contextos de
comunicagéo verbal informal, tais como, “né” foram trocadas para “néo ¢”. Também optamos
por corrigir, nessas transcrigdes, eventuais questdes relacionadas a concordancias
gramaticais decorrentes do emprego coloquial da lingua.

Optamos por realizar as transcricdes linha por linha (SCHOENFELD, 2000), e
entendemos que essa forma de organizacdo contribuiu para a identificacdo de relacGes entre
manifestacdes do conteddo do conhecimento do professor evidenciadas em diferentes
momentos das interacGes entre os professores durante a resolugéo das tarefas e nas discussoes
plenarias. Além disso, essa forma de organizacdo também foi essencial no processo de
estabelecimento de relagdes entre o contetido do conhecimento do professor revelado durante
as discussdes, uma vez que um dos nossos objetivos investigativos se relacionava com o
mapeamento dessas (eventuais) relagdes.

A indicacdo das linhas nas transcri¢des, no caso dos comentarios dos professores
captados durante o encontro em que se discutiu o topico de divisao, foi feita com a seguinte
nomenclatura: para as discussdes ocorridas nos grupos, as linhas das transcrigdes foram

indicadas com “p.q Pn”, no qual “p” se refere ao grupo em que tal comentario ocorreu, “q

representa a linha da transcri¢io, e “Pn”%°, 0 pseudbnimo associado ao professor que

%9 As gravagdes de video das sessdes de formagdo complementaram, sempre que necessario, este processo de
andlise, a partir da averiguacdo das acdes dos professores, nos fornecendo uma imagem mais proxima do que
efetivamente ocorreu durante as discussdes.

8 Em Pn, “n” indica a numerac¢io que foi associada a cada um dos professores sem, contudo, possuir um
caréater de discriminacdo hierarquica entre eles. A opcao por atribuir a numeragdo desta forma se deu durante
0 processo analitico do material relacionado com os topicos de Medida que, como dissemos na se¢ao anterior,
foi o mais robusto em temos de quantidade de informacdes. Por isso, embora o material coletado durante as
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pronunciou tal comentario. Além disso, os formadores presentes nos encontros também
foram identificados segundo a nomenclatura F1, F2, F3, etc e, nesse caso, F1 corresponde
sempre a pesquisadora deste trabalho. Quando um conjunto de linhas das transcricdes nao
interessava para o processo analitico, por exemplo, por ndo apresentar contetdo significativo
de evidéncias do conhecimento revelado pelo professor, optamos por suprimir sua
apresentacdo no quadro de agrupamentos de comentarios. Nesse caso, utilizamos a
simbologia [. . .] para indicar que nao foram incluidas algumas linhas da transcricao integral,
conforme exemplo de registro apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 - Exemplo de organiza¢do e nomenclatura utilizada na transcri¢ao das discussdes
em grupo

[2.195] F1: Tudo bem. Descreve o que...? Que imagem vocé forma na cabe¢a quando
[2.196] vai fazer seis dividido por trés?
[2.197] P4: Eu formo trés... trés partes com... quero dizer, duas partes com trés.
[2.198] P8: Duas!
[2.199] P4: Nao! Trés partes com dois (elementos) em cada uma.
[..]
[2.209] P8: E, mas eu acho que é isso mesmo que a gente pensa. Vocé acaba somando 2 + 2 + 2.
[2.210] E, se a gente fosse pensar no calculo mental com o que ela falou, 36, a gente podia
[2.211] pegar primeiro as dezenas...depois as unidades...
Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

No caso das transcri¢des das discussdes em plenaria, a nomenclatura utilizada foi
“PLn”, em que “PL” indica plenaria e “n” a linha da transcrigdao. Nesse caso, o contetido de
cada linha também foi associado a cada um dos participantes da formacdo que proferia o
comentario, seguindo a nomenclatura adotada, tanto no caso dos professores, como no caso
dos formadores. Vale destacar que as acdes (gestos ou expressdes ndo verbais) efetuadas
pelos participantes e que tinham importancia para dar sentido aos seus comentarios, também
foram descritas e incluidas em linhas numeradas ao longo das transcri¢fes, tanto das
discuss@es ocorridas em grupo quanto das discussdes plenarias, e encontram-se, ao longo das

transcrigdes, indicadas entre parénteses (ver exemplo no Quadro 4).

Quadro 4 — Exemplo de organizag¢do e nomenclatura utilizada na transcri¢ao da discussao
plenaria ocorrida no encontro do topico de divisao

PL326 P14: A gente desenhou seis bolinhas e circulou de trés em trés.
PL327 Fl: Entdo, espera!

discussdes do tépico de divisdo tenha sido analisado muito antes do material coletado nos encontros dos
topicos de Medida, a numeracao associada aos pseuddnimos dos professores ndo segue a sequéncia que se
poderia esperar no caso de termos empregado essa forma de identificacdo dos professores anteriormente. Os
critérios de associacdo numérica a cada um dos participantes foi explicitado na se¢éo acima, intitulada “A
coleta das informagdes”.
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PL328 (Formadora representa seis circulos na lousa)
PL329 Vocé fez seis bolinhas...

PL330 Pl4: E e circulei de trés em trés.

PL331 P19: Nao!

PL332 PI18: Fez dois grupos, entdo?

PL333 P4: Ndo, foi de duas em duas!

PL334 P19: Ndo, de duas em duas.

PL335 Pl14: De trés em trés!

PL336 (Formadora circula dois grupos de trés elementos )
PL337 Fl: Fez assim?

PL338 (Formadora desenha mais seis circulos e circula trés grupos de dois elementos (@@@)
PL339 Fl: Ou fez assim?
PL340 P18: Mas era para dividir por trés...
PL341 Pl14: Entdo, seis bolinhas...
PL342  P19: Era para dividir por trés!
PL343  P14: Dividido por trés... de trés em trés. E isso que eu fiz!
PL344 Seis bolinhas, circuladas de trés em trés.
PL345 P4: Vdo dar dois grupos!
PL346 P14: Vao dar quantos grupos? Dois!
Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

Com relacdo aos registros escritos dos professores, decorrentes de suas resolugdes
para a TpF, no caso das produces relacionadas com a tarefa com foco no topico de diviséo,
esse material foi tratado a partir de transcri¢@es ipsis litteris, os quais foram incluidos no
conjunto agrupado de producgdes dos professores nos quadros elaborados para a anélise.

Apds o tratamento do material coletado no encontro do topico de divisao, partimos
para a sua organizacdo e emprego dos procedimentos analiticos. Todas as produgfes dos
professores foram organizadas em quadros, em que se podiam confrontar os registros escritos
fornecidos pelos grupos e os comentarios dos professores captados durante a resolucdo da
tarefa em pequenos grupos e durante a plenaria.

Optamos por organizar essas informacGes em quadros, agrupando as producdes
relacionadas especificamente a cada uma das questdes da tarefa discutida na formagdo. Como
comentado na se¢do anterior, cada questdo especifica é incluida na tarefa a partir de objetivos
formativos delineados para o desenvolvimento do conhecimento do professor, mas que estdo
necessariamente vinculados aos objetivos investigativos. Portanto, ao incluirmos cada
questdo, atentamos para aspectos especificos do conhecimento do professor associado a cada
um dos subdominios, conforme a conceitualizagdo do MTSK.

Assim, por exemplo, como a primeira questdo da tarefa de formacéo (O que é dividir?
Responda por vocé mesmo(a), enquanto professor(a) que ensina matematica e sem
considerar um contexto escolar), estava associada aos objetivos de aceder e desenvolver o

conhecimento do professor relativamente aos sentidos da divisdo, antecipamos que as
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produces dos professores pudessem evidenciar conteido do conhecimento relacionado com
0 subdominio KoT, particularmente associado aos fenbmenos e as caracteristicas estruturais
de construtos (na categoria Phenomenology and applications, portanto).

Entdo, para cada quadro elaborado contendo todas as producdes dos professores
associadas a cada uma das questdes, passamos a analise, buscando similaridades e diferencas
em termos do conteddo de conhecimentos associados ao subdominio que estava em foco
quando da inclusdo daquela questao na tarefa.

Dessa forma, para cada produgdo em que identificavamos conhecimento revelado,
destacavamos, com cores iguais, aquelas cujo contetdo era considerado do mesmo tipo e,
com cores diferentes, aquelas com conteudo de tipo distinto, fosse porque se associava a
outra categoria, ou porque, embora estivesse contemplado em uma mesma categoria, tratava-

se de outras particularidades do conhecimento do professor (ver Quadro 5).

Quadro 5 — Exemplo de agrupamento das produg¢des para a questdo 1 da tarefa de divisdo e
identificacdo por cores da distingao do tipo de conhecimento

Trecho da discussdo no Grupo 2

2.1P8: Repartir... ndo necessariamente em partes iguais.
2.2  Professora aponta para o simbolo + registrado em uma das folhas
2.3 Agora, se ela tivesse colocado o simbolo, ai ja seria em partes iguais.

Trecho da discussao no Grupo 3
3.1 P18: Bom,entdo vamos la. Primeira questdo o que é dividir? Responda por vocé

mesmo

3.2 sem considerar o contexto escolar.
33 P2 Dividir  repartir.

34 P20: E

3.5 P18: Euachotambém

3.6 P20: E, paramim, dividir € repartir em partes iguais.

3.7 P18: Sem ser professor, para mim, eu falaria que é...

3.8 P20: Masaquiéassim 0: " responda por si mesmo enquanto professor que ensina
matematica,

3.9 mas sem considerar o contexto (escolar)”. Vocé é um professor!

3.10 P18: Entdo ta.

311 P2:  Eufalaria, eu sempre falei com as criangas que ¢ distribuir.

3.12 P20: Entéo coloca isso!
3.13 P18: Coloca ai "dividir e repartir em parcelas iguais”
3.14 e coloca outro topico, SEIISERBUIRY E o que a gente pensa!

Registro escrito no Grupo 1

D Ptor &7 uya‘ﬂ/t‘/t 2. fz“ﬁmhm ;

Dividir e repartir e distribuir




129

Registro escrito no Grupo 2
Repartir uma determinada quantidade

Registro escrito do Grupo 3

i .'gj\’,h_mul e Au/’mqu LA Tm/bu,t.«a,

o
% nlvn

1 — Dividir é repartir em parcelas iguais

Trechos da discussao plenéria

[PL2] P4: Aqui a gente colocou que é repartir em uma determinada quantidade.

[ ]

[PL5] P14: Para nés foi que dividir & repartir e distribuir.

[...]

[PL12] P2: Para nds, a gente colocou que € repartir em parcelas iguais

[PL13] e colocamos .

[PL14] Formadora: Ok. Entdo ¢ “repartir e distribuir” (dando énfase na palavra
“e”)? Ou ¢ “repartir

[PL15] ou distribuir”? (dando énfase na palavra “ou”)

[PL16] p2: ’ Entéo...

[PL17] P18: . E isso gque a gente colocou, como sendo outro
item.

Fonte: autora da tese (2019)

Dada a natureza da investigacao, bem como das informagdes coletadas, a analise foi
realizada tendo como ponto de partida as categorias consideradas a partir do referencial
tedrico do conhecimento especializado do professor (CARRILLO et al., 2018),
particularmente no que se refere aos subdominios do Knowledge of Topics (KoT) e do
Knowledge of Structures of Mathematics (KSM), ja que esses subdominios tratam das
conexdes intra e interconceituais, respectivamente.

Nesse sentido, para podermos diferenciar o conteldo de conhecimento revelado
associado a cada um dos subdominios, KoT e KSM, pautando-nos no nosso préprio
conhecimento acerca das conexdes a época em que nos detivemos nessa analise, em primeira
instancia, buscdvamos por evidéncias nas quais os professores explicitamente referiam

topicos distintos ao de divisdo, mas que buscavam estabelecer relagdes com este tdpico.
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No entanto, conforme os ciclos de analise (STRAUSS; CORBIN, 1994) do material
iam ocorrendo, ficava cada vez mais explicito para noés que, por um lado, a quantidade de
evidéncias do conhecimento associado ao subdominio KoT era substancialmente maior do
que aquela associada ao KSM. E, por outro lado, percebiamos que as evidéncias associadas
ao subdominio KSM ndo tratavam apenas de conexdes que os professores efetuavam entre
0s topicos de divisao e os de Medidas — nosso foco de investigacao —, mas incluiam, também,
e em sua maioria, outros tépicos, como os de adicdo, subtracdo e multiplicacdo, por exemplo.
No capitulo 3 desse trabalho, vamos nos deter nas discussdes dos motivos pelos quais
compreendemos que essa situagdo ocorreu.

O importante aqui é comentar que, com base nessas percepcdes e entendimentos que
foram ocorrendo durante esse processo analitico, e inclusive pelo desenvolvimento de nossas
proprias sensibilidades tedrica (STRAUSS; CORBIN, 1994) e fenomenoldgica (GEELAN,
2003), em decorréncia da producdo do primeiro artigo que compfe a tese (ver em
Conhecimento Especializado do professor que ensina matematica, relacionado ao topico
de divisdo), optamos por nos concentrar, prioritariamente, na identificacdo de evidéncias do
conhecimento dos professores associadas ao subdominio KoT, com o intuito de poder
explorar ampla e profundamente as particularidades do conhecimento consideradas a partir
de todas as categorias desse subdominio.

Assim, nos quadros de agrupamentos das producdes, cada uma das cores utilizadas
referiam-se a “classes” (como se fossem classes de equivaléncia) das evidéncias que
revelavam tipos distintos de conteildo do conhecimento do professor associado ao KoT.

Dessa maneira, por exemplo, para a primeira questdo da tarefa, foram identificadas
evidéncias de contetido do conhecimento do professor relacionadas a trés possiveis classes,
indicadas no Quadro 5 com as cores Verde, fB888 e azul. Note-se que as cores que indicavam
cada uma das producbes eram modificadas sempre que um conteido do conhecimento
contivesse uma caracteristica muito particular, estando ou ndo associado a uma categoria
distinta dentro do subdominio. Por exemplo, no caso de um contetdo do conhecimento do
professor no &mbito da divisdo associado a categoria Procedures, foram indicadas, com cores
distintas, as evidéncias de conteudo do conhecimento revelado pelo professor que estavam
relacionadas com as “formas de proceder para resolver uma operagao” (-, no Quadro 5)

e com “as caracteristicas do resultado da operagdo” (Verde, no Quadro 5).
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Esse mesmo procedimento foi adotado para os agrupamentos de produgdes
relacionadas para cada uma das questbes da tarefa, sempre associando-se cores iguais a
evidéncias que nos parecessem apresentar elementos similares relacionados ao conteudo do
conhecimento do professor. Numa etapa seguinte, passamos a efetuar andlises transversais
desses quadros e, dessa forma, as evidéncias foram reagrupadas em suas classes
correspondentes, sendo possivel ter uma visao mais focada e, ao mesmo tempo, global, do
conteddo comum de conhecimento existente entre elas, possibilitando-se exclusdes ou
insercOes de novas evidéncias nessas classes. Esse processo se deu de forma ciclica exaustiva,

até atingirmos a saturacao.
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Quadro 6 — Exemplo de reagrupamento das evidéncias, incluindo a andlise e os descritores

de conhecimento emergentes

Refinamento da
descricdo do

Evidéncias de contetido de ;
conteudo do

conhecimento revelado nas Analise de todo o material .
producdes conhecimento —
como resultado
final da analise
Discussdes em grupo Reconhecimento de que o
simbolo associado a operacgdo de

[2.3] P8: Agora, divisdo (<) possui um papel de
denotar que a operacdo seja
tomada pelo sentido de partilha
equitativa e, neste caso, que o

resultado da operacgéo
Registros escritos correspondera a conjuntos com
mesma cardinalidade.

Grupo 1: ) )
) uuidon < paitin & " sl\ilgnifiigfja:)nt%o pnaapoel c?ltjgbl:;;z
simbolo possui nos contextos da
Grupo 3: divisdo como medida. Isso ocorre
- ilin o et i penedes. | CEItamente em - virtude do nao
e B conhecimento dos professores de

que a divisdo pode ser

* Distribuir interpretada a partir de mais de

Discussao plenaria um sentido.

[PL5] P14:

: No decorrer das discussdes em
[PL16] P2: plenaria, os professores tomam
consciéncia de que os raciocinios
Entdo... envolvidos em alguns contextos

[PL17] P18: Elrepartir e distribuir. | da diviso séo distintos da ideia

E isso que a gente colocou, como | de distribuicéo. Assim,
sendo outro item. reconhecem, pelo tipo de
verbalizagdo e acgBes que se
emprega nos contextos

envolvendo o sentido de medida,
que o resultado da operagdo ja
ndo  corresponde mais a
quantidade de elementos do
conjunto ap6s a distribuicdo, e

KoTmpl: Conhecimento da natureza do resultado quando a divisdo é entendida como partilha equitativa: o valor

numeérico obtido corresponde a cardinalidade de cada um dos conjuntos entre os quais o todo foi dividido

KoTrp2: conhecer o significado do simbolo “+”, i.e., que, no caso da partilha equitativa, ele se relaciona com a
(repartir em partes iguais).

distribuicdo de um todo em subgrupos de cardinalidades equivalentes; e, para o sentido de medida, ele deve ser

interpretado como uma relagdo de comparagao entre quantidades — medidas
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[PL698] P14: A criangca pode
comparar...

[PL699] F1: Vamos pegar essa
ideia de comparar. O que voce...
Como ¢ que eu...

[PL702]

[PL703]

[PL706]
[PL707]

sim da quantificacdo de vezes
que o divisor cabe no dividendo.

como medida: o valor numérico obtido corresponde a quantidade de vezes que a

KoTmp2: Conhecimento da natureza do resultado quando a divisao é entendida
unidade de referéncia coube no todo (divisdo do todo em partes de mesma

a).

Discussdes em grupo

[2.185]F2: De todo modo, e se
fosse qualquer outro valor, se
fossem quaisquer outros

[2.186] nameros que
vocés imaginam ali, sei 14, 36
dividido por 3. Como vocés
fariam?

Reconhecem que uma operagao
dde divisdo pode ser resolvida
por mais de um procedimento,
por exemplo: adi¢bes sucessivas
do divisor até atingir a
quantidade  equivalente  ao
dividendo; subtracfes sucessivas
do divisor em relacdo ao
dividendo, até chegar em uma
quantidade menor que o divisor
ou em zero; distribuicdo de um
em um, dois em dois ou
quantidades maltiplas;
decomposicdo do ndmero e
divisdo das partes decompostas
com posterior adigdo das
quantidades resultantes de cada
um das divisdes.

KoTmp3 — Conhecimento das distintas formas de proceder para
resolver uma operagdo de divisdo (por exemplo: adi¢des sucessivas do
divisor até atingir a quantidade equivalente ao dividendo; subtragtes
sucessivas do divisor em relagdo ao dividendo, até chegar em uma

quantidade menor que o divisor ou em zero; distribuicdo de um em | medid

um, dois em dois ou quantidades multiplas; decomposic¢ao do nimero

das

a0

das partes decompostas com posterior adi¢

e divisdo

quantidades resultantes de cada um das divisoes).




134

[2.194]-.

[2.195]F1: Tudo bem. Descreve o
que...? Que imagem vocé forma na
cabeca quando

[2.196] vai fazer seis
dividido por trés?

3] P2 DRGSR

[3.11] P2: -

[3.14] e coloca outro
topico, [EHEISHBUIEE E o que a
gente pensa!

Registros escritos

Discussao plenaria
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[PL2] P4: Aqui

[PL13] P2: e colocamos [EiBEmI
que é distribuir.

[PL674]
isso? Nao?
[PL675] F1: O que ¢ decompor?
Quando voc¢ fala decompor, a qué
vocé se refere?

[PL676][. . .]

[PL677] P20: Na multiplicagdo!
[PL678] F1: Hum... Diz para mim,
0 que eu escrevo?

S ——

[PL680] (F1 registra na lousa a
expressao 3+3=0)

[PL681] F1: Trés mais trés que da
seis.

[PL682]P20: E!

- decompor. E

Discussdes em grupo

[2.1] P8: Repartir... nao
necessariamente em partes iguais.

[3.6] P20: E, para mim, dividir @
repartir em partes iguais.

[3.13] P18:  Coloca ai "dividir e
repartir em parcelas iguais"

Registro escrito
Grupo 3

A i
e (18

Wl & ‘\,A«I;p\r'\,&’\- L /rm/tw&(w

e P
M WKWt

Os professores revelam conhecer
somente o sentido de partilha
equitativa, associada a operacao
de divisdo. Esse sentido &
conhecimento pelos professores
com base na ideia de distribuicao.

KoTphl — conhecer o fendmeno
divisdo como partilha equitativa

KoTph2 -
conhecer o

fendmeno da
divisao
como

medida
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1 — Dividir é repartir em parcelas
iguais

Discussao plenaria
[PL12] P2: Para nbs, a gente
colocou que é repartir em parcelas
iguais

[PL708] P20: Mas para
comparar, ela usou uma adicao

[PL709] F1: Ela sO
comparou?

L. ]

[PL715] P15: E, el
adicionou, 3 mais 3.

[PL716] FI: Ela  nao
adicionou nada...olha...

[PL717] P15: Nao?

[PL718] F1: Quero dizer,
claro que ela adicionou... Mas
olha s6 o que ela fez

[PL719] (F1  pega um
conjunto de 3 tampinhas e
efetua o procedimento de
iteragao desse

[PL720] conjunto sobre as
seis tampinhas, considerando-o
como unidade de medida)

[PL721] F1: Quantas vezes
esse conjunto  (de  trés
tampinhas) aqui na minha mao
cabe aqui

[PL722]
dentro? Cabe uma vez, duas
vezes.

[PL723] P4: E o mesmo
nimero.

[PL724] F1: Ela nem mexeu
no (conjunto de) trés.

L. ]

[PL727] F1: Vocés
entendem o que eu fiz? Ela ndo
somou o trés... Ela contou...

L. ]

Durante as discussdes plenarias,
com as intervengbes da
formadora, o0s  professores
passaram a reconhecer que as
formas de se raciocinar em
alguns contextos da divisdo sdo
distintas da ideia de distribuicao.
Passam a reconhecer o construto
comparagdo como um elemento
estruturante do raciocinio para
resolucéo da diviséo.
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[PL 728] P20: Nossa, entdo a
divisdo ndo estd so relacionada
com a multiplicagao!

L. ]

[PL763] F1: Em que outra
situacdo da vida a gente usa esse
processo?

[PL764] Eu
escolho um negodcio e comparo.
[PL765] P20: Na multiplicagdo.
[PL766] P14: Dividir € medir
também?

[PL767] F1: Por que medir?
[PL768] (P14 estica os bragos
como se tivesse um corddo na
mao).

[PL769] P14: Porque eu pego
alguma coisa

[PL770] P8: Uma referéncia
[PL771]P14: E eu comparo...
Isso, uma referéncia. O metro.

L. ]

[PL779] P14: Ai vocé chega aqui
e descobre que a divisdo ¢ uma
medida!

Fonte: autora (2019)

Desse movimento, elementos caracteristicos das especificidades do conhecimento do

professor emergiram, sendo possivel elicitar um conjunto de descritores do conhecimento

especializado associado ao KoT. A denominacdo de cada um dos descritores foi atribuida

segundo a categoria a qual encontravam-se associados, seguindo trabalho anterior de

Zarakyan e Ribeiro (2018).

Quadro 7 — Nomenclatura atribuida aos descritores do conhecimento associados as
categorias do KoT

Definitions, Phenomenology Registers of
:E }? E properties and and applications Procedures (mp) representation
g ~§> 2 foundations (d) (ph) (1p)
-
a é S KoTdl; KoTd2; ... KoTphl; KoTph2; KoTmpl; KoTmp2; KoTrpl; KoTrp2;
KoTph3, ... KoTmp3, ... KoTrp3, ...

Fonte: arquivo da pesquisa (2020)




138

No caso de ocorréncia de mais de um descritor associado a cada categoria, optamos
por atribuir uma numeracdo em cada descritor, de acordo com a ordem em que foram
surgindo na analise (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b).

Neste ponto da investigagdo, ja estdvamos conscientes de que as informagoes
coletadas durante a sessdo em que se discutiu o tépico de divisdo ndo nos forneceriam
elementos suficientes para podermos discutir o conhecimento do professor relacionado com
0 subdominio KSM, especificamente no que se referia as conexdes entre o topico de divisdo
e 0s topicos de Medida. Além disso, porque o processo de coleta e anélise do material
associado ao modulo de Medidas no contexto do PFC ja se encontrava em pleno andamento,
assumimos que seria necessario nos aprofundarmos na analise desse material como um todo,

até que pudéssemos obter uma visdo mais global do conjunto de evidéncias obtidas.

Organizacio e procedimentos de andlise do material da segunda etapa de coleta - a

sessdo de formagio com foco nos topicos de Medida

Como comentado anteriormente, no caso do material coletado nos encontros do
modulo de Medidas, o tratamento efetuado para organizacéo e posterior andlise foi realizado
essencialmente nos mesmos moldes do que se fez com o material coletado na primeira etapa.
Dessa maneira, as transcri¢des das discussdes em grupo e plenaria foram realizadas seguindo
a mesma estrutura ja apresentada, a exce¢do da nomenclatura utilizada para nos referirmos a
cada uma das linhas na transcricéo.

Enquanto iamos tratanto o material que era coletado ao longo dos cinco encontros do
moédulo de Medidas, ainda ndo tinhamos clareza da quantidade de informacgdes que
efetivamente entrariam para as discussdes nesta investigacdo, ou seja, ndo sabiamos se seriam
utilizadas informacdes coletadas em mais de um encontro. Por isso, adotamos a seguinte
nomenclatura para as transcricdes®’: cada linha da transcri¢do foi indicada com “[N.p.q]”
seguida do pseudonimo do individuo que proferiu o comentario. Nesse caso, “N” indica a
numeracdo (em algarismos romanos) associada ao encontro em que ocorreu a discussao; “p”
indica o grupo no qual o comentdrio foi feito e “q” indica a linha da transcri¢do. No caso das

[P

discussdes plendrias, a nomenclatura usada foi [N.q], em que “N” e “q” assumem os mesmos

61 Mais adiante, a nomenclatura usada é alterada, em virtude da adequagdo dos procedimentos empregados
guando incorporamos o software ATLAS.ti na analise.
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papéis descritos acima. Assim, por exemplo, em “[1.1.83] P11: Vocé colocou a questao do
instrumento...” temos um comentario na 83.* linha da transcrigéo, feito pelo professor P11,
que participava do grupo 1 no encontro I. Ou entdo, em “[V.106] P9: Eu acho que eles tém
que entender qual € a unidade de referéncia (...)”, exemplifica-se, na 106.2 linha da
transcrigdo, o comentério do professor P9 durante a plenéria do 5.° encontro. Quanto aos
registros escritos dos professores associados as resolucdes das tarefas, estes foram
digitalizados e ndo precisaram passar por qualquer outra forma de tratamento antes de serem
analisados.

Iniciamos a primeira fase de analise desse material de forma manual, ainda sem o
auxilio do software ATLAS.ti. Nessa etapa, nos concentramos apenas nos documentos
contendo as transcri¢bes das gravacdes de audio dos subgrupos e das plenérias, e fomos em
busca de evidéncias de conteddo do conhecimento especializado manifestado pelos
professores que se relacionavam com os subdominios KoT e KSM (CARRILLO etal., 2018).

Note-se que nesta fase, optamos por nos concentrar inicialmente apenas nas
transcricdes, pois a vivéncia como formadora responsavel no modulo combinada com a
atividade de pesquisadora possibilitou que, ao organizar as producdes dos professores,
identificassemos semelhancas em termos do contetdo do conhecimento. Assim, verificamos
que nas discussdes em grupo e nas plenarias, essas semelhancas eram muito mais
significativas, em termos de densidade e coesio (MUNOZ-CATALAN; LINAN; RIBEIRO,
2017), pela variedade de elementos constituintes do conteldo do conhecimento revelado,

A essa altura do processo investigativo, pela experiéncia desenvolvida ao longo da
etapa anterior, ja recorriamos a um conjunto de procedimentos mais criteriosos para
identificacdo das evidéncias do conteudo do conhecimento revelado, logo na primeira etapa
de analise do material, algo que consideramos estar relacionado com o desenvolvimento,
durante esse estudo, de nossas sensibilidades tedrica (STRAUSS; CORBIN, 1994) e
fenomenoldgica (GEELAN, 2003). Nesse sentido, elaboramos um conjunto de perguntas e
(possiveis) respostas que nos auxiliaram durante o processo de vinculacdo de cada produgéo
dos professores a determinado subdominio (cf. Quadro 8). Esse processo correspondeu ao
primeiro ciclo de codificacio (SALDANA, 2009) das informag@es contidas no material em

analise.
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Quadro 8 — Perguntas e respostas norteadoras para auxiliar na associagdo com 0s
subdominios KoT e KSM

Subdominio
do MTSK

KoT

KSM

Perguntas orientadoras
para associagéo ao
subdominio

O que estd sendo
realizado?

Como esta sendo
realizado?
Que relacbes sdo

estabelecidas?

O que os professores
assumem nessa producéo?

Respostas que auxiliam na associacdo a cada subdominio

Dentro de um mesmo tépico, os profesores

e Tentam definir ou definem um conceito;

e Tentam descrever ou descrevem caracteristicas de
conceitos/construtos/objetos;

e  Tentam resolver ou resolvem operagdes matematicas;

e Apresentam justificativas (ou tentam apresentar) para
obtencdo de determinados resultados;

e Verbalizam ou tentam encontrar formas adequadas de
verbalizar o que estdo fazendo e como estéo fazendo;

e Representam conceitos/ideias/construtos/nocoes;

e Apresentam (ou tentam apresentar) distintas formas de
representacdo de um mesmo conceito, ideia, construto,
nogéo;

e Estabelecem relagBes entre distintas formas de
representacdo de um mesmo conceito;

e Enunciam (ou tentam enunciar) propriedades de objetos
ou entes matematicos.

Entre tdpicos distintos, os professores

e Usam conceitos, propriedades e/ou fundamentos de um
determinado topico para resolver, simplificar, justificar,
explicar, fundamentar ou definir conceitos, propriedades
e/ou fundamentos de outro tépico;

e Reconhecem caracteristicas comuns entre
conceitos/construtos/propriedades de objetos ou entes
matematicos;

e Estabelecem relagfes entre representacfes de conceitos
de tépicos distintos;

e Usam representacdes de conceitos pertencentes a um
determinado tépico para resolver, simplificar, justificar,
explicar, fundamentar ou definir conceitos em outro
tépico;

e Usam procedimentos empregados em um determinado
tépico para resolver, simplificar, justificar, explicar ou
fundamentar procedimentos a serem empregados em
outro tdpico.

Fonte: autora (2021)

Note-se que as perguntas norteadoras elaboradas para nos auxiliar na correspondéncia

de cada evidéncia de conhecimento revelado a um determinado subdominio (KoT ou KSM)

sdo essencialmente as mesmas. O que efetivamente auxilia nesse estabelecimento de

correspondéncia a cada subdominio € a natureza e o tipo de resposta que encontramos. Em

particular, quando essas respostas apresentam elementos associados a topicos matematicos

distintos, mas que estdo, de algum modo, relacionados uns com 0s outros, ent&o,

imediatamente, as evidéncias sdo associadas ao KSM. Além disso, essas perguntas foram
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formuladas especialmente com foco nas conexdes intra-conceituais e interconceituais que o0s
professores estabelecem (ou podem estabelecer), uma vez que estdvamos interessados em
explorar os conhecimentos desses professores relativamente aos elementos estruturais e
estruturantes, aqui, particularmente no &mbito dos topicos do tema de Medida.

Esse processo correspondeu ao primeiro ciclo de codificacio (SALDANA, 2009) das
informacdes contidas no material em andlise. A codificacdo, na metodologia da Grounded
Theory, consiste em um processo de abstracdo conceitual no qual se atribui conceitos mais
gerais (codigos) a incidéncias especificas presentes nas informacdes que estdo sendo
analisadas (VOLLSTEDT; REZAT, 2019). Assim, passamos a identificar evidéncias nos
comentarios dos professores que davam conta do contetido do conhecimento relacionado a
cada subdominio. Optamos por colorir de Verde os trechos associados ao KoT, e de azul, os
associados a0 KSM. Note-se que estas cores ja ndo estdo relacionadas com as utilizadas
anteriormente, ja que, para a analise conjunta dos resultados, foi utilizado um outro processo,
que descreveremos mais adiante.

Quadro 9 — Exemplo de trechos associados ao KoT (verde) e ao KSM (azul) a partir da
transcri¢do de uma discussdo em grupo

Trechos de discussdo em um dos grupos Primeiros comentarios da
anélise

Instrumentos padronizados e
ndo padronizados

Confuséo entre procedimento
(como) e unidade/instrumento
(com o que)

[1.1.465]

Unidade de medida deve ser
Unica e preservada ao longo da
medicao

OBS: Atentar para o fato de
que uma unidade de medida
pode ser um multiplo ou um
submultiplo dessa mesma
unidade.

Caracteristicas do resultado de
uma medicdo: um valor
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numérico correspondente a
quantas vezes a unidade de
medida foi iterada, seguida de
uma “marca” (nome) desta
unidade.

Caracteristicas comuns entre a

composicao de uma
quantidade  numérica em
agrupamentos de 10

(propriedade em que se
fundamenta o SND) e a
unidade de medida.

Nesse caso, 0s agrupamentos
de 10 seriam as unidades de
medida com as quais uma
quantidade esta  sendo
determinada. Unitizing: a
nocdo de  agrupamentos
muitos para um  como
fundamento para constituicdo
de uma propriedade do SND.
O que conecta essas ideias €
essencialmente a nocdo de
agrupamento.

Confusdo entre unidade de
medida e instrumento.

Diferenca entre unidade de
medida e instrumento
(particularmente no caso da
grandeza comprimento)
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Fonte: arquivo da pesquisa (2020)

Este procedimento foi igualmente realizado para todas as transcrigdes das discussoes
em grupo e das plenéarias. Apds essa primeira etapa, implementamos a segunda etapa
analitica, na qual passamos a recorrer ao software ATLAS.ti para nos auxiliar no processo
de refinamento da andlise, e, consequentemente, viabilizar a emergéncia dos descritores do
conteddo do conhecimento do professor associado a cada uma das categorias dos
subdominios KoT e KSM, respectivamente.

Assim, todos os documentos das transcricdes das discussdes em subgrupos e
plenarias, além dos registros escritos dos professores — que ja estavam digitalizados —, foram
inseridos como arquivos no programa. Como dissemos, até esse momento, ndao tinhamos
clareza sobre quais seriam as informacdes que efetivamente utilizariamos para compor as
discussGes da pesquisa. Por isso, inserimos no programa todos os arquivos dos trés
encontros®? que, julgdvamos, seriam utilizados como fonte de informaces para anlise.

Neste ponto € importante clarificar que, por conta da forma como o programa
ATLASL.ti articula as informagdes contidas nos documentos, foi necessario modificar a
nomenclatura usada nas transcricées, a fim de deixa-las visualmente menos poluidas. Assim,
retiramos as indicagdes “[N.p.q]”, j& que o ATLAS.ti numera automaticamente as linhas, e
nomeamos cada arquivo das transcri¢oes por “ME.N.p” em que “N” representa 0 niUmero do
encontro (I, IV ou V) e “p” o grupo a que se refere a discussao. No caso das transcri¢des das
plenarias, a nomenclatura usada foi “ME.PL.N”, em que “N” assume o0 mesmo papel anterior.
Para as tarefas digitalizadas, a nomenclatura usada foi “T.N.p”, com a mesma indica¢do para
“N”e “p”.

Nesse momento, passamos a associar as evidéncias do conhecimento revelado pelos

professores as categorias previamente definidas pelo modelo MTSK, relacionadas com cada

62 Na nota de rodapé n.° 50 tratamos dessa questdo com maior detalhamento.
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um dos subdominios em analise — KoT e KSM. Assim, consideramos as categorias
relacionadas ao KoT, a saber, Definitions, properties and foundations; Phenomenology and
applications; Mathematical procedures e Systems of representations; e ao KSM, Auxiliary
connections, Connections of complexification, Connections of simplification e Transversal
connections.

Para tanto, nesta etapa, elaboramos outro conjunto de perguntas que nos auxiliaram a
identificar, nas producdes dos professores, elementos que nos permitissem associa-las as

categorias de cada subdominio.

Quadro 10 — Perguntas que auxiliaram na associa¢do com cada uma das categorias do KoT

e do KSM
Categorias do KoT Perguntas orientadoras para inclusio nas categorias
Definitions e Como explicam/definem um conceito/objeto matematico?

e Que aspectos, elementos, caracteristicas e/ou propriedades
identificam/recorrem ao definir um conceito?

Properties e Que propriedades matematicas relacionadas com o tépico conhecem?
e Que propriedades matematicas que ndo se aplicam ao topico conhecem?

Foundations e Que ideias/nogdes fundamentais identificam/associam a um conceito?
Phenomenology and e Como interpretam um fendmeno ou que significados atribuem a um
applications fendmeno?

e Quais constructos/ideias/significados reconhecem que estdo presentes
em tipos especificos de contextos?

e  Quais (distintos) significados de um constructo/ideia/fenémeno evocam
por meio de contextos?

e  Como verbalizam um conceito/ideia/nogao/procedimento?

e Como representam pictoricamente um
conceito/ideia/nogao/procedimento?

e  Como representam numericamente um
conceito/ideia/nocdo/procedimento

e  Como representam simbolicamente um
conceito/ideia/nogao/procedimento?

Registers of e  Como representam graficamente um

representations conceito/ideia/nocgao/procedimento?

e Como representam esquematicamente um
conceito/ideia/nogao/procedimento?

e Que imagem mental possuem de determinado
conceito/ideia/nocao/elemento?

e Que relagdes estabelecem entre distintas representacdes?

e  Que relagdes entre distintas representacdes para um mesmo conceito
conhecem?

e  Como resolvem determinada operagéo/transformacéo?

e Que procedimentos (distintos) empregam para resolver uma operacdo?

e  Como explicitam/explicam/justificam o que estdo fazendo (ou devem
fazer) quando empregam determinados procedimentos?

e Como justificam a obtencdo de determinados resultados quando
empregam procedimentos especificos?

Mathematical procedures
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e  Que condicdes consideram ser necessarias e suficientes para se
empregar determinados procedimentos?

Categorias do KSM Perguntas orientadoras para inclusio nas categorias

v Que conceitos/propriedades/fundamentos/procedimentos relacionados a
um determinado topico que ndo estava em jogo sdo evocados/utilizados
para agregar/resolver/responder/justificar/validar/explicar conceitos,
propriedades ou procedimentos do topico que esta em jogo?

v Que conceitos, propriedades ou procedimentos conhece/evoca/utiliza
para fundamentar conhecimentos mais complexos a serem
desenvolvidos no futuro?

v" Que conceitos/propriedades/procedimentos considerados fundamentais
relacionados a um tdpico trabalhando em momento anterior
conhece/evoca/utiliza para explicar/justificar/validar conceitos,
propriedades ou procedimentos em um tépico que esta em jogo naquele
momento?

v" Que conceitos/propriedades/fundamentos/procedimentos relacionados a
um determinado topico identificam como tendo carateristicas comuns a
conceitos/propriedades/fundamentos/procedimentos relacionados a outro
terminado topico?

Auxiliary connections

Connections of
complexification

Connections of
simplification

Transversal connections

Fonte: arquivo da pesquisa (2020)

E importante destacar que essas questdes que auxiliam na associago do contetido de
conhecimento revelado pelos professores a cada uma das categorias relacionadas com KoT
e KSM foram por nos elaboradas, a partir de uma combinacdo das informacdes obtidas em
campo com a literatura decorrente dos estudos relativos ao MTSK.

Note-se que, ja nesse processo, passamos a identificar separadamente a categoria
“Definitions, properties and foundations” em trés categorias distintas. De fato, essa escolha
metodoldgica foi tomada no momento em que haviamos concluido o primeiro artigo que
compde essa tese (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b) e, simultaneamente, nos
encontravamos em pleno processo analitico do material do médulo de Medidas. Mais adiante,
apresentaremos a nossa justificativa por essa op¢do metodoldgica de separacdo das
categorias.

O ATLAS.ti é um programa que permite que, apés a identificacdo de todas as
evidéncias e correspondente andlise, 0 usuario possa acessar simultaneamente todos 0s
documentos e gerencia-los de forma dinamica e integrada.

Dessa forma, criamos no programa codigos identificados com a nomenclatura usada
para as categorias do KoT e KSM e iniciamos, ainda no ATLAS.ti, o segundo ciclo de
codificagao, empregando o recurso “Aplicar coddigos”. Cada trecho codificado pelo programa
¢ denominado por “citacdo”. Para nds, uma “citacao” corresponde a uma produ¢dao de um
professor, podendo ser, portanto, um comentario ou um registro escrito (ver Figura 12).

Além disso, o que se denomina por “codigo”, no contexto do programa, ndo esta
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necessariamente associado a uma sequéncia numérica. Para 0 nosso contexto,
denominaremos por “codigo” os nomes das classes em que as evidéncias foram agrupadas.
Particularmente para o subdominio KoT, que pelo modelo do MTSK ¢é organizado
em quatro categorias, optamos por atribuir, no caso da categoria “Definitions, properties and
foundations”, um cédigo para cada item dessa categoria, ou seja, nomeamos as classes
(codificamos) “Defini¢des”, “Propriedades” e¢ “Fundamentos” separadamente, mas ndo
necessariamente de forma disjunta, como se discute mais adiante, na analise.

Figura 12 — Exemplos de citacdes associadas as categorias do KoT na transcricdo de uma
discussdo em grupo e na resolugdo de uma tarefa por um professor

Explorador - x| B D1:MEAT ~ x

Pesquisar p 104] 104 P17 Descobrindo uma area total de 16 vezes a area da figura “e” para
4 [@] Medidas_Encentros 4 e 5 105| 105. cada fugura, o gato e o catavento
4 [] Documentos (§) 108 106 P11: Agora o perimetio 5 | & PROPRIEDADES
PB oML © 10 PI7 B agora o queaconice? A gnte pecisa v s o permeno Somesmo._porgie
Bt 105 it égual, e acho, o perimeto dagus (sponta par a0 catavento) ¢ o daqui (spontapura
[5) D 3:ME43 (0) o
5 D4 ME44 (0) 109 109, GlgaESY °
[ D3:MEPLS (@) 10110, P11:Ev também acho que ndo € igual. 7
8 06 TGN | lLL PIL:S6se a pente medic. n tem comso te duas unidades de medida, 53 v
4O coiomr L2 PLT:Sim...essaparte aqi é menor, e acho. '
2 S— TSI 113 113 PIl refere-se & curvano formato poligonal de wm quadrade contida no interior g o DEANIGOES
<\~'; FUNDAMENTOS {27-0} ~ ) 14, _ ?
<3 © PROCEDIMENTOS {30-0} ~ 115 115 P11-E esse quadrado aqui? O que a gente faz com ele? 7
& o PROPREDADES (50 o C I . -
o EEITEET LT demedid, iciaa teago dessa unidade para determinagao do primeiro do :
g Memos (0) ve| 115, NG E
® Redes (0) ]
1) Grupos de Documentas (0 V2] 119, P17: Quer ver? Um, dois, trés.., estava assim, ndo é 7 §
: 120 110 PI7 refere-se a arestas no catavento gue ndo correspondem a um inteiro da unidade de &
Ainda nie comentade 21 121, [edee §
122/ 122 | Esse aquia gentendo contou e nem esse.
123 123 Pl refere-se ds arestas do catavento que ndo foram consideradas na medicdo efetuada
124\ 124, porPi7
125|125, P11:Mas a gente nfio contou aqui. aqui...

Fonte: arquivo da pesquisa (2020)

Recorde-se que 0 nosso objetivo é caracterizar o conhecimento do professor e, em
particular o que o torna especializado, a partir da identificacdo e descricdo do conteido desse
conhecimento relacionado a cada um dos subdominios. Em particular, considerando que o
KoT se relaciona com “o que” o professor conhece e “como” o conhece a respeito de cada
um dos tépicos matematicos, consideravamos essencial que as identificacdes e descri¢bes de
conteddo do conhecimento do professor pudessem, por um lado, efetivamente clarificar e
tornar explicita, para qualquer leitor interessado em utilizar a ferramenta analitica do MTSK,
uma forma de abordagem metodoldgica para obtencéo dessa caracterizacdo do conhecimento
do professor relacionado a qualquer tépico.

Por outro lado, no caso particular dos topicos relacionados ao tema de Medida,
pretendiamos tornar evidente a natureza do contetdo do conhecimento do professor que se
considera associado a cada um dos subdominios e correspondentes classes e, nesse sentido,



147

em particular para o caso das “propriedades” e dos ‘“fundamentos” matemadticos que
constituem e estruturam cada um dos tépicos no tema de Medida, consideramos ainda mais
importante essa descricdo de forma explicitamente separada por forma a refinar a nossa
propria atencdo quanto ao seu conteudo.

Depois de codificados todos os trechos relacionados com as categorias do KoT e do
KSM, efetuamos uma confrontacdo das citacbes vinculadas a uma mesma classe. Esse
processo de confrontacdo, consistiu em incluir, excluir ou reagrupar citacbes em cada
categoria, tanto do KoT quanto do KSM, até que atingimos a saturacdo teorica (TEPPO,
2015), ponto em que se considerou que qualquer alteragdo ndo acrescentaria contetido
relevante ou contundente para 0 nosso préprio entendimento das propriedades de cada classe.

Com isso, para o subdominio KoT, considerando-se seis categorias e ndo apenas as
quatro indicadas por Carrillo et al., (2018), ja que a categoria “Definitions, Foundations and
Properties” foi destringada em trés, a quantidade de citagdes associadas a cada uma dessas
categorias se apresenta na Tabela 1, a seguir.

Tabela 1 — Incidéncia de citagdes associadas as categorias do KoT no material do encontro

I do médulo de Medidas
Definitions 51
Foundations 218
Properties 42
Phenomenology and applications 14
Mathematical procedures 121
Registers of representation 27
Total 473

Fonte: autora da tese (2021)

A esta etapa do processo analitico ja& podiamos compreender, por um lado, que o
material coletado no modulo de Medidas a ser efetivamente utilizado para as discussfes da
pesquisa, se relacionava exclusivamente com aquele obtido apenas no encontro I. Por outro
lado, também ja estdvamos conscientes de que, assim como havia ocorrido com as evidéncias

de conhecimento revelado associado ao KSM, identificadas no material coletado no encontro
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com foco no topico de divisdo, neste material, a quantidade de evidéncias do contetido do
conhecimento dos professores associados ao KSM, em particular quando se consideravam as
conexdes entre os topicos de Medida e de divisao, era insuficiente para contemplar objetivos
investigativos que buscassem explorar o conteddo do conhecimento do professor relacionado
a0 subdominio KSM no &mbito desses topicos.

Por isso, assumimos que passariamos a encarar somente as evidéncias associadas ao
subdominio KoT e, assim como haviamos realizado no caso do tépico de divisdo,
buscariamos elicitar um conjunto de descritores do conhecimento do professor associado a
esse subdominio, no &mbito dos topicos de Medida.

Dessa maneira, passamos a terceira etapa analitica deste material, na qual nos
detivemos separadamente em cada categoria e buscamos descrever as caracteristicas do
contetido dos conhecimentos revelados no conjunto de citacGes ali vinculadas. Esse processo
de descricdo das caracteristicas do conteddo de conhecimento identificado a partir das
citacdes em cada categoria contribui para a emergéncia dos descritores do contetdo do
conhecimento especializado do professor. Isso porque, ainda que estejam associadas a uma
mesma categoria, diferentes citaces podem revelar elementos distintos do contetdo do
conhecimento especializado do professor.

Nesse ponto, passamos a indicar os descritores que se consideravam associados em
uma determinada categoria por um acrénimo que se constitui da sigla do subdominio ao qual
pertenciam (KoT), seguida de uma sigla associada ao home da categoria: (Definitions (d);
Foundations (f); Properties (pp); Phenomenology and Applications (ph); Procedures (mp);

Registers of representantion (rp)).

Quadro 11 — Nomenclatura associada aos descritores do conhecimento em referéncia as
categorias do subdominio KoT

@ Ph [ Regist
-2 Definitions | Properties | Foundations enome_no f)gy Procedures cgisters ?f
S and applications representation
2 N (d) ) (®H (mp)
Z Se (ph) (rp)
5 v o
c B
R KoTdl,; KoTpl; KoTfl; KoTphl; KoTmpl; KoTrpl;
n § KoTd2; ... KoT p2; KoTf2; ... KoTph2; ... KoTmp2; KoTrp2; ...
=
e

Fonte: arquivo da pesquisa (2021)

Assim, por exemplo, as citagdes a seguir foram inseridas na categoria “Definitions”

porgue nelas pudemos identificar que os professores manifestam contetdo de conhecimento
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especializado associado as definicBes, ao buscarem explicar/conceituar o que é medir
(ME.1.2, ME.1.3 e T.I) e ao se referirem a certos entes — instrumento e unidade — que
consideram necessarios na atividade de medir (linhas 242 — 256 e linhas 622 — 625 em ME.I.1
e linhas 1033 — 1040 em ME.L.3, no Quadro 12). Entretanto, por conta de se associarem a
elementos distintos, essas seis citacbes foram reagrupadas em dois subgrupos, nos quais
identificamos contetdos distintos do conhecimento revelado pelos professores.

Quadro 12 — Reagrupamento das citagdes e emergéncia dos descritores do conhecimento
do professor associados ao KoT

Definitions

Linhas 46 —48 em ME.I.2

46. P2: Eu coloquei: é comparar. Pegar um
cubinho e ver quantos cabem em uma
barrinha®®,

47. P8: Eu cologuei: é quantificar o
tamanho de alguma coisa.

48. P10: Eu coloquei: medir algo é
compara-lo a uma unidade pré-
estabelecida.

Linhas 27-35em ME.L.3

27. P7: O que é medir? Eu disse assim, que
a gente pode medir qualquer coisa, desde
que

28. tenha um referencial. O que eu pensei
que € um referencial? Eu posso medir

29. usando palmo, régua.. Mas, ai, ja
baguncou, porque ela ja pediu, Ia...

30. P1: Eu ja estou com um pouco mais com
conteudo escolar na cabeca. Eu ja estou um

31. pouco mais estragada. Porque, quando
a gente fala de medidas, eu entendo que é

32. quantificar. Mas pode ser o tempo, pode
ser a massa, pode ser... vocé entendeu?

Linhas 242 —256 em ME.I.1

242. P12: Tudo o que tem unidade pode ser
medido.

243. F1:0 que é que vocé chama... quando
vocé fala que tudo que tem unidade pode

244. ser medido...

245. P11: Acho que ela esta querendo dizer
unidade de referéncia, é isso?

246. F1: Nao sei, ndo sei...

247. P12: E que eu estou considerando o
contexto da Fisica, em que a gente tem
uma

248. separagéo entre unidade de
comprimento, de massa e de tempo.

249. F1: Ok!

250. P12 Por isso que eu até considerei 0
tempo como algo que pode ser medido.

251. F1: E pode mesmo. Efetivamente o
tempo pode ser medido.

252. P4: Mas vocé tem que dizer qual é a
sua referéncia? Em semanas, em dias, em

83 Note-se que esta corresponde a uma Unica linha de transcricdo mas que, por conta da organizacdo no
quadro, a limitacéo do espaco fisico ndo nos possibilita manter a estrutura conforme disposta no documento

de original de transcricéo.
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33. Entdo, assim, eu coloquei quantificar,
dai dei os exemplos.

34. P5: Eu cologue que é expressar uma
quantidade, que ¢é quantificar. Com o uso da
sua

35. unidade de medida.
T.I1.3
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“Medir ¢ especificar o tamanho de

determinadas coisas”

253. meses, em anos, em segundos, em
minutos, em horas. Vocé tem que ter essa

254. referéncia, ndo é isso?

255. P12: Ou o ciclo da Lua, ciclo do Sol,
£ssas coisas.

256. P4: E. Entfo vocé consegue medir.

Linhas 622 — 625 em ME.I.1
622. P4: Ent&o, a gente ensina para

623. eles que as unidades de medidas
podem ser convencionais ou ndo
convencionais.

624. Entdo, € uma forma de eles ja
entenderem que, para medir algo, eu
preciso de um

625. instrumento. Seja ele convencional ou
ndo convencional.

Linhas 1033 -1040 em ME.I.3

1033. P5: A unidade que eu encontrei foi
area. Vocés...

1034. P7: S6 comprimento e largura
1035. P5: Entdo é s6 comprimento!
1036. P7: Han?

1037. P5: E s6 uma unidade: de
comprimento.

1038. P1: Ah, ta.
1039. P5: A unidade é comprimento.
1040. P7: A unidade é comprimento.

Andlise

Professores revelam um conhecimento de
que a medida esta associada & comparagao
de uma unidade de medida (que denominam
majoritariamente por “referéncia”) com um
todo, seguida de quantificacdo e
ou/atribui¢do de um valor numérico.

As evidéncias mostram que, por um lado, os
professores parecem néo distinguir unidade
de medida de instrumento de medig&o. Por
outro lado, mostram que, ainda que denotem
um entendimento de que a unidade de
medida se relaciona com uma magnitude,
alguns dos professores confundem o que é
unidade de medida com que € uma grandeza.
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Descritores emergentes
KoTd1 — conhecer a definicdo de medida:

relacdo numérica entre magnitudes de uma
mesma grandeza, obtida por comparagéo
seguida de quantificacdo de uma dessas
magnitudes (todo a ser medido) em fungéo
da outra (unidade de medida).

KoTd5 — conhecer a definicdo de unidade
de medida: uma magnitude de uma
grandeza com a qual se pode medir outra
magnitude desta mesma grandeza.

Fonte: autora da tese (2021)

Das 473 evidéncias associadas ao KoT, foram sintetizados 31 descritores: 6
relacionados com Definitions; 8 com Foundations; 5 com Properties; 2 com Phenomenology
and applications; 8 com Procedures; e 2 com Registers of representation (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021a). Note-se que a ordem da numeracdo dos descritores esta relacionada
exclusivamente com a quantidade de produgdes dos professores vinculadas a cada um deles,
ou seja, quanto maior o nimero de producdes associadas, menor é a numeracao do descritor.
Portanto, KoTdl tem mais produgdes associadas do que KoTd5, por exemplo. Assim,
diferentemente do que foi feito no caso dos descritores associados ao subdominio KoT no
ambito do topico de divisdo, ndo seguimos uma ordem sequencial na numeragdo dos
indicadores de cada categoria, mas uma numeracao por quantidade de evidéncias associadas.

Outro aspecto que difere em termos da abordagem analitica que empregamos com as
informac@es relacionadas ao tdpico de divisdo e aquelas relacionadas com os tépicos de
Medida, se refere a necessidade que verificamos de identificar outros dois tipos de
descritores, além daqueles que se associavam com o conteldo de conhecimento
explicitamente revelado pelos professores. Assim, como em alguns casos o contetdo do
conhecimento revelado pelos professores foi considerado como matematicamente
inapropriado, os descritores emergentes dessas producées foram identificados com o simbolo
“*” Ao mesmo tempo, nas situacdes em que as producdes nido exteriorizaram, de forma
explicita, elementos suficientes para caracterizar o conteddo do conhecimento, mas a
discussdo conjunta com os fundamentos tedricos assumidos para a analise permitiu constituir
descricdes do contetdo desse conhecimento, esses descritores foram identificados com o

simbolo “**” associado.
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Organizacio e procedimentos de andlise do contetido dos descritores e a abordagem

metodoldgica para um processo de teorizagdo das conexées matematicas

Até aqui, as analises nos levaram a emergéncia de dois conjuntos de descritores
associados ao subdominio KoT, no ambito do tépico de divisdo (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021b) e dos topicos do tema de Medida (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a),
respectivamente.

Destacamos que, nesse processo, estdvamos concentrados em contemplar os dois

primeiros objetivos delineados para esta investigacao:

i. Identificar e descrever o conteddo de Conhecimento Especializado dos Topicos
(KoT) no ambito da diviséo, mobilizado e revelado por professores quando

discutem e resolvem Tarefas para a Formagao;

ii. Identificar e descrever o conteddo de Conhecimento Especializado dos Topicos
(KoT) relacionados ao tema de Medida, mobilizados e revelados por professores

quando discutem e resolvem Tarefas para a Formacéo.
Recorde-se, ainda, que nosso terceiro objetivo investigativo se refere a:

iii. Mapear e descrever as possiveis relacdes que ocorrem entre o conteddo dos
conhecimentos associados aos topicos de Medida e aos tdpicos de divisdo, de
modo a evidenciar o carater estrutural e estruturante desses topicos, numa

perspectiva de “descompactacéo ” desse conhecimento.
Assim, para alcancar esse objetivo, nos propusemos as seguintes sub-questdes:

3) Que elementos se destacam no contetdo do conhecimento de professores
participantes de um contexto de Formacdo Continuada evidenciado pelos
descritores desse conhecimento especializado associado aos topicos do tema
de Medida e de divisdo?

4) Que relacbes se observam entre o contetdo do conhecimento especializado
de professores participantes de um contexto de Formagédo Continuada nos
topicos de divisdo e de Medidas?
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Nesse sentido, a partir desses dois conjuntos de descritores, passamos a nos
concentrar, por um lado, na busca por elementos matematicos que se destacam no contetdo
do conhecimento do professor e, por outro lado, nas relagbes que se podem observar entre
esses elementos. Isso significa que a busca pela descricdo das conexdes intra-conceituais e
interconceituais (CARRILLO et al., 2018) ocorre a partir da identificacdo desses elementos
matematicos estruturantes e unificadores presentes no conteudo dos descritores de
conhecimento e das relacdes que se podem observar entre eles.

Assim, foi necessaria uma mudanga de foco analitico, j& que, a partir deste ponto da
investigagdo, passamos a lidar com um tipo distinto de informagdes para analises. Por isso,
nesta terceira fase da pesquisa, 0s dois conjuntos de descritores do conhecimento do professor
relacionados aos topicos de divisdo e do tema de Medida passaram a ser encarados como as
informacdes para analise.

Essa mudanca de foco analitico se coaduna com a perspectiva de abordagem
metodoldgica assumida em um estudo de caso instrumental (STAKE, 2005), uma vez que
buscamos obter, a partir do mapeamento e descricdo das relacdes entre o contetdo do
conhecimento do professor, uma teorizacdo a respeito das conexfes matematicas que
ocorrrem (ou que podem ocorrer), quando se tratam dos tépicos do tema de Medida e do
topico de divisdo.

Nessa nova fase analitica, entdo, partimos dos quadros de descritores do contetdo de
conhecimento do professor sintetizados em cada uma das etapas de analise descritas nas
secOes anteriores e apresentadas nos dois artigos da tese (POLICASTRO; RIBEIRO, 20214,
2021b) —, no Capitulo 3.

Em um primeiro momento, os dois conjuntos de descritores foram dispostos em um
mesmo quadro (Quadro 13), de modo a que pudéssemos obter uma visdo global de seu
conteudo e, a0 mesmo tempo, confronta-los em termos dos elementos caracterizadores desse
conteudo, considerando, em primeira instancia, descritores incluidos em uma mesma

categoria.
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Quadro 13 — Descritores do conhecimento associados ao KoT (divisao e Medida)

Definitions

Properties

(KoTd)

(KoTpp)

KoTdl(medida): conhecer a definicdo de
medida: relagdo numérica entre magnitudes de
uma mesma grandeza, obtida por comparacdo
seguida de quantificacdo de uma dessas
magnitudes (todo a ser medido) em funcdo da
outra (unidade de medida).

KoTd2(medida): conhecer que a definicdo de
capacidade pode ser dada como o espago interno
de um objeto tridimensional que pode ser
preenchido.

KoTd3(medida): conhecer que a area pode ser
definida como a superficie delimitada pela
fronteira.

KoTd4(medida): conhecer que a definicdo de
volume pode ser dada como a porg¢éo do espaco
ocupado por um objeto tridimensional.
KoTd5(medida): conhecer a definicdo de
unidade de medida: uma magnitude de uma
grandeza com a qual se pode medir outra
magnitude desta mesma grandeza.
KoTd6(medida): conhecer que a definigdo de
perimetro (em 2D) é o comprimento da linha
que define a fronteira de uma figura plana.

KoTppl*(medida): conhecer que os multiplos
ou submdltiplos de uma unidade de medida —
padronizada ou ndo — s&o estabelecidos por meio
de relagdes de equivaléncias entre magnitudes
da grandeza a qual a unidade esta associada.
KoTpp2*(medida): conhecer que toda unidade
de medida (padronizada ou ndo padronizada)
possui multiplos e submdaltiplos.
KoTpp3**(medida):  conhecer que a
magnitude de qualquer grandeza, ou unidade
desta, & expressa necessariamente por uma
quantidade continua.

KoTpp4(medida):  conhecer que um
instrumento padronizado, ou ndo, para medigédo
de comprimento pode ser empregue associado a
distintas unidades de medida e a distintas
grandezas.

KoTpp5*(medida): conhecer as relacGes de
equivaléncia estabelecidas entre mdltiplos e
submdltiplos de uma unidade de medida
padronizada com estrutura decimal (base 10).



Foundations

Phenomenology and applications

Procedures
(KoTmp)

(KoTY)

(KoTph)

KoTdl(divisdo): conhecer que ¢
condi¢do necessaria para efetuar uma
divisdo que ocorra a decomposi¢do do
dividendo em partes, ¢ que ¢ condigdo
suficiente que as partes sejam
equivalentes.

KoTd2(divisdo): conhecer o papel do

dividendo e do divisor na divisdo: na
partilha, dividendo corresponde ao todo
a ser distribuido e divisor corresponde ao
numero de subgrupos entre os quais o
todo sera distribuido; na medida,
dividendo corresponde ao todo a ser
medido; e divisor, a unidade de medida.

KoTphl(divisdo): conhecer o fenémeno
divisdo a partir de sua interpretagdo
como partilha equitativa.
KoTph2(divisao): conhecer o fenémeno
divisdo a partir de sua interpretagdo
como medida.

KoTph3(diviséo): conhecer os tipos de
problemas e contextos (ideias neles
contidas) que contribuem para evocar
cada um dos sentidos da divis&o, i.e., no
sentido de partilha, a ideia de
distribuicdo de elementos de um
conjunto em subconjuntos; no sentido
de medida, a ideia de comparac&o entre
quantidades de mesma grandeza
(“quantas vezes uma quantidade cabe
dentro da outra?”).

KoTmpl(divisdo): conhecer distintas
estratégias de resolugdo de uma divisdo:
uma divisdo pode ser resolvida pelo
algoritmo euclidiano; por decomposigao
do dividendo em parcelas
correspondentes a dezenas e unidades;
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KoTfl*(medida): conhecer a distingdo entre
unidade de medida e instrumento de medic&o.
KoTf2**(medida): conhecer que 0s construtos
"comparar", "iterar", "acumular" e "quantificar"
sdo fundamentos da atividade de medir qualquer
grandeza.

KoTf3*(medida): conhecer que o que se mede
sdo as grandezas que correspondem a
propriedades mensuraveis dos objetos ou
fendmenos.

KoTf4(medida): conhecer que as unidades de
medida ndo padronizadas fundamentam a
constituicdo de nocbes de grandezas e de suas
respectivas unidades de medida padronizadas.
KoTf5(medida): conhecer que a unidade de
medida é um elemento fundamental no processo
de medicéo.

KoTf6**(medida): conhecer que a unidade de
medida e o todo a ser medido devem ser de
mesma natureza, ou Seja, SA0 eXpressos por
magnitudes de uma mesma grandeza.
KoTf7(medida): conhecer as unidades de
medida padronizadas para cada tipo de
grandeza.

KoTf8**(medida): conhecer que a iteracdo é
um processo associado a um conjunto de
comandos que sdo repetidos de forma idéntica
até que se obtenha determinado resultado.
KoTphl(medida): conhecer que medir é
comparar magnitudes de uma mesma grandeza
em termos da quantificacdo de uma em funcédo
da outra.

KoTph2*(medida): conhecer os distintos
contextos de aplicacdo dos fundamentos da
atividade de medir: medir comprimento, area,
capacidade, massa, etc.

KoTmpl*(medida): conhecer os procedimentos
de iteracdo para se efetuar uma medicdo de
qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser
iterada até completar o todo a ser medido, sem



por agrupamento; e
sucessivas.
KoTmp2(divisdo): conhecer a natureza
do resultado da operagdo no sentido e
partilha equitativa: o valor numérico
obtido — quociente — corresponde a
cardinalidade de cada um dos conjuntos
entre os quais o todo foi distribuido.
KoTmp3(divisdo): conhecer a natureza
do resultado quando a divisao ¢é
entendida como medida: o valor
numérico obtido (quociente)
corresponde a quantidade de vezes que a
unidade de referéncia coube no todo

por adicdes

(agrupar o todo em partes de mesma
magnitude).
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que se deixem lacunas ou se sobreponham
unidades ao longo da iterac&o.
KoTmp2(medida): conhecer a caracteristica do
resultado de uma medigdo: uma medida é
expressa por um valor numérico associado a uma
marca, correspondente a unidade de medida
(padronizada ou ndo) utilizada.
KoTmp3*(medida): conhecer que efetuar uma
medicdo ndo corresponde a calcular uma medida,
mas sim estabelecer uma relacdo entre duas
magnitudes de uma mesma grandeza.
KoTmp4(medida): conhecer a caracteristica do
resultado de uma medicéo: o valor numérico (v)
obtido na medic&o é inversamente proporcional &
magnitude da unidade de medida (u), quando se
considera constante a magnitude da mesma
natureza do todo (d) a ser medido (v = d/u).
KoTmp5**(medida): conhecer que é condicao
necessaria para se efetuar uma medi¢do que a
unidade de medida seja Unica, ainda que essa
unidade seja resultante de uma composicdo de
unidades — unitizing.

KoTmp6(medida): conhecer que a comparacao
é uma condicdo necessaria, mas ndo suficiente
para medir.

KoTmp7(medida): conhecer que uma medi¢do
pode ser efetuada utilizando unidades n&o
padronizadas de forma ndo padronizada: e.g.,
largura da caneta para medir comprimento;
menor face de um prisma para medir a area de
uma regido.

KoTmp8(medida): conhecer o procedimento
associados ao uso da formula para determinar o
valor da grandeza éarea no caso do retangulo:
efetuar o produto das magnitudes dadas em
dimensdes ortogonais.
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KoTrp1(divisdo): conhecer o papel dos  KoTrpl*(medida): conhecer a nomenclatura

dlSﬁlHﬁOS; sistemas representacionais na  adequada para se referir a cada uma das
atribui¢do de significado a conceitos. grandezas.

KoTrp2(diviséo): conhecer 0
significado atribuido ao simbolo “+:
relaciona-se com a distribui¢do de um
todo em subgrupos de cardinalidades
equivalentes, quando a operacio for NAo padronizadas.
tomada como partilha equitativa; e o

KoTrp2(medida): conhecer a nomenclatura e
simbologia adequadas para se referir as
unidades de medida: unidades padronizadas e

simbolo “+” estd associado ao
estabelecimento de uma relacdo de
comparagio entre quantidades
(medidas).

KoTrp3(divisdo): conhecer formas de

~

S: estabelecer relagdes entre distintas

g representagdes para atribuir significado a
conceitos, propriedades e/ou
procedimentos.

KoTrp4(divisdo): conhecer o papel do
emprego de determinada verbalizagdo
para dar significado e/ou corresponder a
cada um dos sentidos da divisao.
KoTrp5(diviséo): conhecer a relagio e
a adequag@o dos tipos de representagdo
pictodrica, associadas a cada um dos
sentidos da divisdo: na partilha
equitativa, indicando distribuigdo; na

Registers of representations

medida, indicando agrupamentos.
Fonte: autora da tese (2021)

Ainda sem empregar procedimentos especificos de analise, apenas a partir de algumas
rodadas de leitura do conteldo desses descritores, identificamos que alguns deles deveriam
ser readequados em termos das redagOes originalmente propostas (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021b). Essas readequacBes se mostraram necessarias em virtude de trés aspectos.
O primeiro deles, se referiu ao tipo do conteddo do conhecimento descrito e a importancia
de se garantir a correspondéncia adequada a categoria a que ele pertence, como foi o caso de
KoTd1(diviséo) e KoTd2(divisdo), em que foi preciso identifica-los apropriadamente como
descritores associados a categoria Foundations. O segundo aspecto se referiu ao fato de que,
pela propria natureza das categorias em que esses descritores foram incluidos, suas redacées
ndo estavam totalmente apropriadas para caracterizar o contetdo do conhecimento do
professor ali considerado. Esses foram o0s casos dos descritores KoTphl(divisdo) e
KoTph2(divisdo), em que verificamos a necessidade de complementar as descricdes do
conteddo de conhecimento associado. E, por ultimo, identificamos um caso -

KoTrp2(divisdo) — em que foi necessario refinar termos utilizados para referir elementos
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estruturantes no contetdo do descritor. Assim, deste ponto em diante, passamos a considerar
os descritores conforme a sua nova redacao e, para identifica-los, utilizamos o simbolo “#”
acrescido a frente da sigla do subdominio.

Quadro 14 — Readequagdes nas redacdes dos descritores do KoT divisao

KoTdl(divisdo): conhecer que ¢ condicio #KoTdl fundamento (divisdo): conhecer que ¢

necessaria para efetuar uma divisdo que ocorra a
decomposicdo do dividendo em partes, e que ¢
condigdo suficiente que as partes sejam
equivalentes.

KoTd2(divisao): conhecer o papel do dividendo e
do divisor na divisdo: na partilha, dividendo
corresponde ao todo a ser distribuido e divisor
corresponde ao niimero de subgrupos entre os quais
o todo sera distribuido; na medida, dividendo
corresponde ao todo a ser medido; e divisor, a
unidade de medida.

KoTphl(divisdo): conhecer o fendmeno divisdo a
partir de sua interpretacdo como partilha equitativa.

KoTph2(divisao): conhecer o fendmeno divisdo a
partir de sua interpretagdo como medida.

KoTrp2(divisdo): conhecer o significado atribuido
ao simbolo “+”: relaciona-se com a distribui¢do de
um todo em subgrupos de cardinalidades
equivalentes, quando a operagdo for tomada como
partilha equitativa; e o simbolo “+” esta associado
ao estabelecimento de uma relagdo de comparagéo

entre quantidades (medidas).

condi¢do necessaria para efetuar uma divisdo que
ocorra a decomposi¢do do dividendo em partes, e
que ¢ condi¢do suficiente que as partes sejam
equivalentes.

#KoTd2 fundamento (divisiio): conhecer o papel
do dividendo e do divisor na divisdo: na partilha,
dividendo corresponde ao todo a ser distribuido e
divisor corresponde ao nimero de subgrupos entre
os quais o todo serda distribuido; na medida,
dividendo corresponde ao todo a ser medido; e
divisor, a unidade de medida.

#KoTphl(divisdo): conhecer o fendmeno divisdo a
partir de sua interpretagdo como partilha equitativa:
dividir ¢é distribuir uma quantidade entre
determinado numero de conjuntos, de modo a que
cada um dos conjuntos contenha a mesma
cardinalidade apos a distribuicdo.

#KoTph2(divisdo): conhecer o fendmeno divisdo a
partir de sua interpretagdo como medida dividir é
comparar as magnitudes do dividendo e do divisor,
de modo a quantificar o numero de vezes que a
magnitude do divisor precisa ser agrupada até
compor a magnitude do dividendo.

#KoTrp2(divisdo): conhecer o  significado
atribuido ao simbolo “+”: relaciona-se com a
distribuicdo de um todo em subgrupos de
cardinalidades equivalentes, quando a operagao for
tomada como partilha equitativa; e o simbolo “+”
esta associado ao estabelecimento de uma relagao
de comparagdo entre quantidades (magnitudes)

quando a divisdo for tomada como medida.

Fonte: autora da tese (2021)

Uma vez que nosso interesse esta na observacao de conexdes do tipo intra-conceituais
e interconceituais (CARRILLO et al., 2018), consideramos apropriado nos concentrarmos na
busca por propriedades e caracteristicas do contetdo dos descritores, que se evidenciam na
forma de elementos matematicos estruturantes que, de algum modo, se mostram invariantes,

ainda que a forma como se apresentem, em alguns casos, possa variar. Aléem disso, nos
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concentramos em identificar a presenca de ideias unificadoras no conteddo desses
descritores.

Com isso, elaboramos dois tipos de quadros: o primeiro tipo, em que focamos nesses
elementos estruturantes e ideias unificadoras dos descritores relacionados ao KoT no ambito
da divisdo e no &mbito dos topicos do tema de Medida, em separado.

Quadro 15 - Elementos estruturantes e ideias unificadoras do contetido do conhecimento
do professor no topico de divisao

Elementos estruturantes Ideias unificadoras
Dividendo QUANTIFICACAO (discreta ou continua)
Divisor QUANTIFICACAO (discreta ou continua)
Quociente DISTRIBUICAO; QUANTIFICACAO (discreta)
COMPARACAOQ; QUANTIFICACAO (discreta ou
continua)
Quantidade discreta QUANTIFICACAO (Contagem)
Quantidade continua QUANTIFICACAO (Magnitude)

Representacdes numéricas
das quantidades que
expressam o dividendo, o QUANTIFICACAO (continua)
divisor e o quociente (base
decimal)

Representacdes pictoricas N s
o ) DISTRIBUICAO; DECOMPOSICAO
para divisdo como partilha

Contextos de aplicacéo da . -
N _ DISTRIBUICAO; DECOMPOSICAO
divisdo como partilha

Representacdes pictoricas .
L ) AGRUPAMENTO; COMPOSICAO
para divisdo como medida

Contextos de aplicacdo da .
. ) AGRUPAMENTO; COMPOSICAO
divisdo como medida

Algoritmo (eclidiano) GENERALIZACAO
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Outros procedimentos de
resolucéo da operacéo: COMPOSICAO
adicdo sucessiva de parcelas
Outros procedimentos de
resolucéo da operacéo: s
N ) DECOMPOSICAO
subtracéo sucessiva de
parcelas

Fonte: autora da tese (2021)

Recorde-se que entendemos por “elementos estruturantes” aqueles conceitos,
construtos, procedimentos, representacdes, etc., que estdo presentes nos descritores e que, de
certa maneira, contribuem para organizar e dar forma ao contetdo desses descritores. Ao
mesmo tempo, denominamos por “ideias unificadoras” aquelas ideias matematicas que estdo
presentes em diversos contextos, em diferentes sub-areas da matematica ou em outras areas
do conhecimento, e que ddo sustentacdo aos raciocinios matematicos e suas significacdes
inerentes a cada situacdo. Algumas dessas ideias unificadoras sdo consideradas big ideas na
Matemética (CHARLES, 2005).

Assim, por exemplo, no descritor “KoTd2(divisdo): conhecer o papel do dividendo e
do divisor na diviséo: na partilha, dividendo corresponde ao todo a ser distribuido e divisor
corresponde ao nimero de subgrupos entre os quais o todo sera distribuido; na medida,
dividendo corresponde ao todo a ser medido; e divisor, a unidade de medida”, entendemos
que os construtos “dividendo” e “divisor” sdo esses elementos estruturantes, e que as ideias
unificadoras que sustentam os raciocinios envolvidos nesse conteudo do conhecimento sdo
“quantificagdo”, “distribuicdo” e “comparagdo”.

Quadro 16 - Elementos estruturantes e ideias unificadoras do contetido do conhecimento
do professor nos topicos do tema de Medida

Elementos estruturantes Ideias unificadoras
Grandeza COMPARACAOQ; QUANTIFICACAO;
Magnitude QUANTIFICACAO (Continua)

Todo QUANTIFICACAO (Continua)
Unidade de medida QUANTIFICACAO (Continua)

Valor da medicéo QUANTIFICACAO (Continua)



Multiplos e submdltiplos da unidade de

medida

Iteracéo
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COMPARACAO; QUANTIFICACAO

(continua); RELACOES PARTE-TODO;
AGRUPAMENTO; COMPOSICAO;
DECOMPOSICAOQ; EQUIVALENCIA E
PROPORCIONALIDADE
GENERALIZACAO

Procedimentos empregues na medicdo das

grandezas comprimento, area, capacidade,

massa, etc. (Principios da atividade de
medir): particionamento do todo; iteracdo
da unidade de medida sobre o todo;

acumulacao até completar o todo;

DECOMPOSICAO; COMPOSICAO;
QUANTIFICACAO

GENERALIZACAO

atribuicdo do valor numeérico a medida.

Fonte: autora da tese (2021)

Em outro tipo de quadro, fizemos um comparativo dos elementos estruturantes e das

ideias unificadoras presentes no contetdo dos descritores de conhecimento para o topico de

divisdo e para os tépicos de Medida.

Quadro 17 — Comparativo dos elementos estruturantes e ideias unificadoras presentes nos
descritores do KoT em divisdo e nos topicos de Medida

Tépico de divisdo

Tépicos do tema de

Ideias unificadoras

Medida
Dividendo Todo a ser medido
Divisor Unidade de medida
) Valor numérico da
Quociente

medida

DISTRIBUICAO;
COMPARACAO;
QUANTIFICACAO;

Representa¢des numericas
do divisor (base 10)

Elementos estruturantes

Madltiplos e submultiplos
da unidade de medida

com estrutura decimal

COMPARACAO;
QUANTIFICACAO;
EQUIVALENCIAE
PROPORCIONALI

DADE
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_ ) AGRUPAMENTOS;
Adigdes sucessivas de 3 -
Acumulacéo COMPOSICAO/DE
parcelas o
COMPOSICAO
COMPARACAO;
------ Grandeza ~
QUANTIFICACAO,;
Quantidade discreta | = ------ QUANTIFICACAO
_ ] _ QUANTIFICACAO;
Quantidade continua Magnitude
CONTINUIDADE
Algoritmo Iteracdo GENERALIZACAO

Fonte: autora da tese (2021)

Com as informacdes organizadas no Quadro 16, no Quadro 17 e no Quadro 18,
iniciamos o processo de mapeamento das relagdes entre os descritores de conteldo,
primeiramente, no &mbito de cada topico matematico em foco na investigacao e, em seguida,
passamos a identificar as relac6es entre os descritores do conhecimento no &mbito dos topicos
de divisao e do tema de Medida, simultaneamente.

Com essas buscas, estavamos interessados em observar, no primeiro caso, as
conexdes intra-conceituais e, no segundo caso, as conexdes interconceituais entre 0s topicos
de divisao e do tema de Medida.

As relaces eram identificadas a partir de dois critérios: primeiro, verificAvamos 0s
descritores que possuiam 0s mesmos elementos estruturantes; em seguida, verificavamos o0s
descritores cujas ideias unificadoras fossem correspondentes. Assim, considerando um
movimento de teorizacdo a partir dos descritores de conhecimento elencados, foi possivel
enunciar um conjunto de descritores de conhecimento associados a essas conexdes intra-
conceituais e interconceituais, no &mbito dos topicos de divisdo e do tema de Medida.

O conteddo desses descritores de conexdes foram identificados com as seguintes
nomenclaturas: i) Intra n (t6pico); ii Inter n (tpicol-topico2). Nos dois casos, “n” indica uma
numeracao atribuida por ordem de observacéo das conexdes, que ocorreu durante 0 processo
de analise, ndo possuindo qualquer indicativo de ordem por hierarquia. No caso das conexdes
interconceituais, quando indicamos “(topicol-t0pico2)”, o primeiro tépico mencionado na
nomenclatura do descritor tem um carater de fundamentar o segundo tépico, no sentido de
que, contetdo do conhecimento associado a esse tdpico 1 serve como base sustentadora para

o contedo do conhecimento associado a esse topico 2.
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Por exemplo, um descritor associado a uma conexao intra-conceitual no &mbito do
topico de diviséo é:

Intral (divisdo): Conhecer a natureza dos construtos “dividendo”, “divisor”
e “quociente” enquanto quantidades discretas ou continuas e conhecer as
condi¢oes necessarias e suficientes para se efetuar uma divisdo, sustenta o
conhecimento de que esta operagdo pode ser interpretada a partir de dois
sentidos distintos, quais sejam, partilha equitativa ou medida.

E um exemplo de descritor associado a uma conex&o interconceitual no ambito dos
topicos de Medida e de divisdo é:

Interl (medida-divisdo): Conhecer que a congruéncia das naturezas entre a
unidade de medida e o todo a ser medido associado ao conhecimento de que
toda magnitude é expressa por uma quantidade continua, sustenta o
reconhecimento dos construtos ‘“‘dividendo” e “divisor” como ‘“todo” e
“unidade de medida”, respectivamente, e garante o reconhecimento de que
suas quantidades sdo expressas por magnitudes, ou seja, por quantidades
continuas.

Os mapeamentos das relacfes observadas séo apresentados em forma de diagramas
em que as formas retangulares coloridas referem, de maneira mais sintética, o contetdo do
conhecimento associado as categorias do KoT, segundo 0 MTSK (CARRILLO et al., 2018).
Por exemplo, na Figura 13, a forma retangular verde, identificada por “Conhecer as
propriedades das unidades de medida, seus maltiplos e submultiplos™, indica um conjunto
de descritores do conhecimento do professor associado a categoria Properties; na forma
retangular azul, “Conhecer as caracteristicas dos resultados de uma medi¢éo”, se associa a
outro conjunto de descritores incluidos na categoria Procedures; e os retangulos coloridos
em preto e vermelho correspondem a descritores do conhecimento associados,
respectivamente, a fundamentos e a registros de representacdo, no ambito dos topicos do
tema de Medida.
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Figura 13 — Exemplo de mapeamento das relagdes entre o conteudo do conhecimento do
professor no ambito do topico de Medida

" KoTmp2 (medida): conhecer a caracteristica do
resultado de uma medicdo: uma medida é expressa
por um valor numérico associado a uma marca, ‘
correspondente a unidade de medida (padronizada \

ou ndo) utilizada -

® KoTmp4 (medida): conhecer a caracteristica do
resultade de uma medigdo: o valor numérico (v)
obtido na medicao € inversamente proporcional a
magnitude da unidade de medida (u), quando se
considera constante a magnitude da mesma (medida)
natureza do todo (d) a ser medido (v = d/u).

Intra5

= KoTppl* (medida): conhecer que os multiplos ou
submdltiplos de uma unidade de medida -
padronizada ou nao - sdo estabelecidos por meio de
relacdes de equivaléncias entre magnitudes da
grandeza a qual a unidade estd associada

= KoTpp2* (medida): conhecer que toda unidade de
medida (padronizada ou ndo padronizada) possui

maltiplos e submaltiplos. /

= KaTpp3** (medida): conhecer que a magnitude de
gualquer grandeza, ou unidade desta, é expressa
necessariamente por uma guantidade continua.

Intrad
(medida)

= KoTpp5* (medida): conhecer as relagoes de
equivaléncia  estabelecidas entre  multiplos e
submltiplos de uma unidade de medida padronizada
com estrutura decimal (base 10)

KoTf6** (medida): conhecer que a unidade de
medida e o todo a ser medido devem ser de

mesma natureza, ou seja, s8o0 expressos por
magnitudes de uma mesma grandeza

Fonte: autora da tese (2021)

Além disso, nessas relacdes observadas, sempre que o contedo de um descritor
representar um conhecimento fundamentador de outros conhecimentos, ele estara indicado
dentro de formas geométricas coloridas em preto. O retangulo em preto, por exemplo (ver
Figura 13), corresponde a um descritor que ja havia sido elencado durante a segunda fase da
pesquisa e, por isso, é parte dos resultados de um dos dois artigos que compdem a tese.

No entanto, uma vez que nos propusemos a desenvolver um estudo de caso
instrumental (STAKE, 2005), durante essa terceira fase analitica da investigacdo, a partir de
um movimento natural de revisdo do contetdo dos descritores ja elencados, a discussao
tedrica, intercalada com os resultados empiricos, nos levou a identificar outros descritores do
conhecimento associados ao KoT no ambito do topico de divisdo, de modo a que fosse

possivel sustentar as nossas teorizacdes emergentes das conexdes matematicas. Desssa
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forma, indicamos no mapeamento das relagcdes esses novos descritores incluidos em formas
elipticas.

Com relacdo aos tipos de conectores utilizados nesses mapeamentos, cada um possui
uma funcdo nessa rede de relagdes. Por exemplo, as setas duplas na cor preta, indicam
relagOes de “fundamentacdo”. As relagdes de “atribuic¢@o de significado a” estdo indicadas
com conectores formados por linhas continuas na cor cinza, e, nas extremidades desses
conectores, um circulo ndo preenchido indica os conhecimentos que favorecem a atribuicéo
de significado ao contetdo de conhecimento incluido na forma geométrica em que o circulo
preenchido toca. As linhas cinza pontilhadas servem para indicar especificamente o contetdo
de conhecimento dos descritores considerados nas categorias.

Conforme comentado anteriormente, esta tese se apresenta no formato multipaper
hibrido, pois é composta por dois artigos e de uma secdo em que se discute, de forma
articulada, os resultados desses dois estudos, evidenciando as conexdes intra e
interconceituais observadas com base no contelldo dos descritores do conhecimento do
professor. Nesse sentido, o capitulo seguinte divide-se em trés secbes, em que as duas
primeiras referm-se aos dois artigos da tese, e a terceira secdo refere-se a discussao articulada

em que apresentamos a proposta de teorizacao das conexdes matematicas.
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CAPfTL,TLO 3: O CONHECIMENTO ESPECIALIZADO PROFESSOR
NOS TOPICOS DE DIVISAO E DE MEDIDA E UMA TEORIAZACAO
DAS CONEXOES MATEMATICAS

Com intuito de responder a pergunta “Que conhecimento especializado revelam
professores participantes de um Programa de Formacgdo Continuada, focada nas
especificidades do conhecimento do professor de e que ensina matematica, sobretudo em
relacdo a elementos estruturais e estruturantes da matematica, no ambito dos tépicos de
Medidas e de divisdo?”, foram feitos recortes para a investigacdo, orientados por sub-
questBes de pesquisa, que nos levaram a producao de dois artigos.

Embora cada um desses subestudos se dedique a investigar as especificidades do
conhecimento do professor relacionadas a topicos matematicos distintos, o foco de atencédo
é essencialmente 0 mesmo: explorar e descrever o contetido do conhecimento do professor
associado ao subdominio Knowledge of Topics, segundo a conceitualizacdo do MTSK
(CARRILLO etal., 2018).

Assim, no primeiro artigo intitulado “Conhecimento Especializado do professor
que ensina matematica, relacionado ao topico de divisdo”% (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021b), sdo apresentados os descritores de conteddo do conhecimento especializado do
professor, no ambito do topico de divisdo. Com esse estudo, evidenciamos que 0
conhecimento matematico do professor no &mbito das operacdes, particularmente da divisao,
vai muito além de um conjunto de conhecimentos procedimentais isolados, associados
exclusivamente ao “saber fazer”, e envolve, entre outros aspectos, conhecer os distintos
sentidos da operacdo e suas aplicagdes em contextos também distintos, isto é, os tipos
especificos de problemas em que se evoca cada sentido; os tipos de representacfes mais
adequadas para atribuicdo de significado a cada um dos sentidos das operagdes, bem como
as relagdes entre essas representacoes.

O segundo artigo, cujo titulo é “Caracterizacdo do Conhecimento Especializado
do professor de matematica em topicos de Medida”®® (POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a)

& Artigo publicado no periddico Zetetiké.

& Artigo submetido ao periédico Revista Latinoamericana de Investigacion em Matematica Investigativa
(Relime).



167

dedica-se a exploracdo do conhecimento especializado do professor e a apresentacdo de
descritores de conteudo desse conhecimento, no ambito dos topicos do tema de Medida.

Participaram desse estudo professores que lecionam desde a Educacdo Infantil até o
Ensino Superior, 0 que nos permitiu evidenciar que as especificidades do conhecimento do
professor ndo estdo necessariamente associadas a etapa em que ele leciona (ou lecionard).
Ademais, com esse estudo, apresentamos nossa proposta de refinamento da categorizacéo do
subdominio KoT, evidenciando a necessidade de se encarar de forma separada as categorias
Definitions, Properties e Foundations, quando se assume uma perspectiva de caracterizagao
das especificidades do conhecimento do professor, com intuito de explicitacdo dos elementos
estruturantes do contetido desse conhecimento.

A partir dos resultados obtidos nesses dois subestudos, apresentamos uma proposta
de teorizacdo das conexfes matematicas, que se observam quando sdo explicitados os
elementos caracterizadores das particularidades e especificidades do conhecimento do
professor, em relacdo a cada tépico matematico.

A nossa teorizacdo das conexdes intra-conceituais e interconceituais é realizada a
partir do mapeamento dos descritores do conhecimento obtidos como resultados dos dois
primeiros artigos, bem como das relagdes que se observam entre os elementos estruturantes
do conteldo desses conhecimentos. Nesse sentido, numa articulagdo do entendimento
original de “pacotes do conhecimento” (MA, 1999) com a perspectiva de considerar as
especificidades do conhecimento do professor (CARRILLO et al., 2018), apresentamos a
nossa proposta de “pacotes de conhecimento especializado”, associados aos topicos de

divisdo e de Medida.
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Conhecimento Especializado do professor que ensina matematica,
relacionado ao topico de divisao®

Kindergarten and Primary teacher’s Specialized Knowledge on the topic of division

Milena Solda Policastro
Miguel Ribeiro

Resumo

Assumindo que o conhecimento do professor exerce um papel crucial em sua pratica e nas aprendizagens dos
alunos e por ser a divisdo um dos topicos mais probleméticos para professores e para alunos, focamos nossa
atencdo no contetdo do Conhecimento Especializado, revelado em um curso de especializacdo relativamente a
este topico, por professores que atuam desde a Educacdo Infantil. O material coletado das interagdes dos
professores, ao discutirem uma tarefa para a formacéo, foi analisado segundo a lente do Mathematics Teachers’
Specialized Knowledge, com intuito de caracterizar o conteido do Conhecimento Especializado do professor
no tépico de divisdo. Dessa analise, emergiram descritores do Conhecimento Especializado do professor de e
gue ensina matematica relacionado a conceitos, procedimentos, propriedades, fundamentos e sistemas
representacionais no ambito da divisdo, contribuindo para que, nos contextos formativos, sejam
intencionalmente implementados instrumentos eficazes para desenvolver tal conhecimento.

Palavras-chave: MTSK; Divisdo; Educagdo Infantil e Anos Iniciais; Formacdo de Professores.

Abstract

Considering teachers’ knowledge plays a central role in their practice and on students’ learning, and as the
division is one of the most problematic topic for teachers’ and students’, we focus our attention on the content
of kindergarten and primary teachers’ specialized knowledge who participated of a teacher education program
in Brazil, related to such topic. Data concerns teachers’ interactions when discussing a task and was analysed
according to the Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge perspective to characterize the content of such
a knowledge on division. From the analysis, emerged a set of descriptors of teachers’ specialized knowledge
related to concepts, procedures, properties, foundations and systems of representation in the scope of division.
It contributes to improve the way teachers’ training programs are conceptualized, providing elements to
intentionally implement effective instruments for the development of such a teacher’s knowledge.

Keywords: MTSK; Division; Kindergarten and Primary school; Teacher Education.
Introducéo

As especificidades do conhecimento do professor de matematica tém sido foco de
varias pesquisas nas Ultimas décadas (e.g., Ball, Thames & Phelps, 2008; Carrillo et al., 2018;
Rowland, Huckstep & Thwaites, 2005). Congressos internacionais de relevancia na area da

6 Este artigo foi publicado na revista Zetetiké, v.29, ISSN 2176-1744. As normas técnicas e formatacéo aqui
apresentadas seguem as indicacOes desta revista. Referéncia completa: POLICASTRO, M. S.; RIBEIRO, M.
Conhecimento Especializado do professor que ensina matematica relativo ao topico de divisdo. Zetetiké, v.
29, p. 1-24, 2021.
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Educacdo Matematica (por exemplo, ICME®’, PME®, CERME®) tém, a cada ano, discutido
mais trabalhos voltados a essa tematica. Embora as pesquisas com énfase no conhecimento
do professor apresentem certas divergéncias relativas a aspectos centrais para a
caracterizacdo das especificidades desse conhecimento, hd um consenso entre elas sobre o
fato de que um amplo e profundo conhecimento do contetido a ser ensinado exerce um papel
crucial na pratica do professor (Dooren, Verschaffel & Onghena, 2002; Fennema & Franke,
1992; Ribeiro, 2011a). Paralelamente, outro centro de atencao considerado nas investigaces
relaciona o conhecimento do professor, nas suas mais variadas dimensdes, constatando o
impacto que este conhecimento exerce nas aprendizagens discentes (Boyd, Grossman,
Lankford, Loeb & Wyckoff, 2009).

Documentos oficiais de diferentes paises, exames internacionais, como é o caso do
PISA, e programas educacionais especificos para o desenvolvimento de futuros profissionais
com capacidades e habilidades voltadas as areas de ciéncias, tecnologia, engenharia e
matematica (STEM), atribuem a matematica um papel particularmente relevante. Assim,
torna-se essencial ampliar e aprofundar a compreensdo acerca das especificidades do
conhecimento do professor de e que ensina Matematica, de modo a poder problematizar, por
exemplo, aspectos relacionados com a qualidade da formacdo docente que se tem oferecido,
em particular, mas ndo exclusivamente, no Brasil.

Dentre os topicos matematicos mais problematicos a serem explorados com os alunos,
destacam-se aqueles relacionados as quatro operagdes. Sdo reconhecidas as dificuldades
relacionadas a tais topicos (Fosnot & Dolk, 2001; Rizvi, 2007), tradicionalmente enfrentadas
tanto pelos alunos quanto pelos professores, €, nesse contexto, a divisdo é considerada
particularmente problemaética (Correa, Nunes & Bryant, 1998; Fischbein, Deri, Nello &
Marino, 1985). Essas dificuldades estdo associadas, entre outros aspectos, a priorizacdo do
saber fazer o algoritmo, em detrimento do entendimento e da atribuicdo de significado a
operacdo; ao uso (in)adequado de determinadas verbaliza¢6es associadas aos procedimentos
(Simon, 1993); ao ndo estabelecimento das conexdes entre a divisdo e as demais operacbes
(Young-Loveridge & Bicknell, 2018); a pouca (ou nenhuma) atencdo que se da nesse
contexto aos principios de contagem e de agrupamento de quantidades em uma unidade —
unitizing (Behr, Harel, Post & Lesh, 1994).

A pesquisa relacionada com o ensino e a aprendizagem da divisdo tem assumido o
foco prioritario de “identificar, descrever e analisar os erros ¢ estratégias de resolugdo em
relagdo aos conceitos de divisdo” (Favero & Neves, 2012, p. 36) por parte dos alunos, sem
considerar o papel do professor e do seu conhecimento. Em uma revisao sistematica de dez
anos de pesquisa dedicada ao ensino e a aprendizagem da diviséo e dos racionais, Favero e
Neves (2012) apontam uma pratica do professor, centrada ou “restrita na exposicao de regras,
em detrimento do conceito e, consequentemente, voltada @ memorizacéo, em detrimento do
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raciocinio” (p. 60). Esse tipo de abordagem associa-se a uma pratica que tem por objetivo
ultimo o “saber fazer”, e ndo o entender, ou seja, um tipo de ensino instrumentalizador e ndo
voltado ao estabelecimento de relagdes (Skemp, 1989).

Assim, para cada um dos topicos matematicos e, em particular, para a divisdo, €
fundamental que se considerem 0s aspectos que tornam especializado o conhecimento do
professor, levando-se em conta ndo somente o que ele conhece (ou precisa conhecer), mas,
essencialmente, a forma como esse conhecimento se estrutura para dar coeréncia e coeséo
aos processos de ensino e de aprendizagem. Essa especializacdo é entendida aqui no sentido
do Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK (Carrillo et al., 2018), e esta
incorporada no dominio tanto do conhecimento do conteldo quanto do conhecimento
pedagdgico do conteudo. Objetivando, assim, ampliar o entendimento relativamente ao
conteddo do conhecimento matematico do professor no ambito da divisdo, aqui perseguimos
a seguinte questdo: Que elementos caracterizam o conhecimento do topico de divisdo de
PEM que participam de um contexto de Formacdo Continuada?

Perspectivas tedricas no ambito da divisao

Dentre as quatro operagdes, a divisdo ¢ considerada a mais complexa e problematica
para os alunos (e.g., Bicknell, Young-Loveridge, Lelieved & Brooker, 2015; Fischbein et al.,
1985), o que tem levado a que sua discussdo (pelo menos formal) seja deixada por tGltimo,
assumindo-se uma organizacdo hierarquica do ensino dessas operacdes. Porém, tal
hierarquiza¢do, assumindo uma abordagem disjunta, propicia que ndo se evidenciem as
conexdes existentes entre as quatro operagdes (Young-Loveridge & Bicknell, 2018) e
tampouco entre conceitos fundamentais presentes em distintos contextos da matematica
escolar, como ¢é o caso das nogdes de agrupamentos — unitizing — (Behr et al., 1994) e de
relagdes entre parte e todo (Young-Loveridge, 2001).

Quando se trata do ensino das operagdes, as dificuldades dos alunos podem estar
relacionadas, por exemplo, a assumir o algoritmo como ponto de partida (Correa et al., 1998),
tendo como foco os procedimentos vistos como regras destituidas de significado (Favero &
Neves, 2012; Ribeiro, Policastro, Mamoré & Di Bernardo, 2018). Essa auséncia de
significagdo pode estar relacionada com a pouca (ou nenhuma) atengdo dada as relagdes entre
os procedimentos e os conceitos subjacentes (Robinson & LeFevre, 2012), tais como a
comparagao entre quantidades — dividendo e divisor —, o todo de referéncia ou os sentidos
associados a operagao, o que faz com que os alunos ndo compreendam o que devem fazer e
por que o devem fazer em cada momento (Ribeiro et al., 2018).

A compreensdo da divisdo se sustenta em uma constante comparagdo entre o0s
elementos envolvidos (dividendo, divisor € quociente), o que vai além da compreensao da
distribui¢do de elementos expressos por nimeros, presentes tradicionalmente em problemas
e operagoes do tipo “arme e efetue” (Lautert, Oliveira & Correa, 2017). Embora se reconhega
a importancia do trabalho com os algoritmos (Brocardo, Serrazina & Kraemer, 2003), muito
antes deles, ¢ essencial que os alunos entendam os sentidos da operagdo, dando especial
atengdo aos papéis dos elementos nela envolvidos (Correa et al., 1998; Squire & Bryant,
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2002) e as relagdes entre eles (e.g., divisibilidade, multiplicidade e proporcionalidade).

Dentre os sentidos da divisdo (Fischbein et al., 1985), assumimos a partilha equitativa
e a medida como sendo os que consideramos mais apropriados para discutir com professores
e alunos da Educagdo Infantil e dos Anos Iniciais. Os contextos de partilha equitativa
correspondem a situagdes em que se pretende distribuir (ou repartir) equitativamente uma
quantidade de elementos de um conjunto inicial (dividendo) entre determinada quantidade
de conjuntos (divisor) — de modo a que, apo6s a partilha equitativa, todos os conjuntos
(divisor) contenham a mesma cardinalidade, que corresponde ao quociente. Na divisdo no
sentido de medida, dada uma quantidade inicial (dividendo), pretende-se identificar quantas
vezes (quociente) uma outra quantidade (divisor) € necessaria para medir a primeira.

Para entender a divisdo, também de forma associada a verbalizagao usual do
algoritmo tradicional”, onde se busca a resposta para a pergunta “que numero multiplicado
pelo divisor fornece o dividendo?” (Ribeiro et al., 2018), ¢ essencial entender este sentido de
medida. Por outro lado, entender a medida demanda compreender alguns dos principios que
fundamentam a atividade de medir, a saber: 1) escolha da unidade de medida; ii) parti¢ao do
todo a ser medido; iii) iteracao (repeticdo) da unidade de medida sobre o todo a ser medido;
iv) acumulacao de quantidade; v) atribuicdo de um valor numérico, correspondente a
quantificagdo de vezes que a unidade foi repetida até completar a quantidade relativa ao todo
a ser medido (Clements & Stephan, 2004).

Destacam-se os fatos de que somente a partir de um problema (contexto), em
associacdo com uma determinada verbalizagdo e/ou com uma representagdo que se efetue, €
possivel identificar qual dos dois sentidos da divisdo ¢ evocado (Fischbein et al., 1985) e
perceber que as representagdes que se podem associar a resolucdo desses problemas
possibilitam atribuir significado a cada um dos conceitos matematicos envolvidos (Golden
& Shteingold, 2001; Lesser & Tchoshanov, 2005).

Conhecimento Especializado do Professor

Diversas investigagdes na area da Educagdo Matematica tém buscado caracterizar e
ampliar o entendimento dos diferentes dominios do conhecimento do PEM. Dentre as
conceitualizacdes que buscam compreender as especificidades desse conhecimento,
assumimos o Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge™ — MTSK — (Carrillo et al.,
2018), que considera essas especificidades, no ambito tanto do Mathematical Knowledge
(MK) como do Pedagogical Content Knowledge (PCK).

70 Consideramos aqui o algoritmo tradicional aquele formalmente conhecido por algoritmo euclidiano da
diviséo.

1 Por ser esta uma conceitualizagdo do conhecimento professor divulgada e reconhecida internacionalmente,
mantivemos a nomenclatura em inglés para todos os termos do modelo, pois sua traducdo poderia desvirtuar
o entendimento dos contetdos de cada um dos subdominios que compdem o modelo que a representa (Figura
1).
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Figura 1 — O modelo MTSK
Fonte: Carrillo et al. (2018, p. 241)

O MK detalha o conhecimento do professor em termos de uma “disciplina cientifica,
dentro de um contexto educacional” (Carrillo et al., 2018, p. 240), enquanto o PCK se refere
a esse conhecimento em termos dos processos de ensino e aprendizagem de cada um dos
topicos matematicos. Importa destacar que o PCK se refere aos conhecimentos do professor
em que os topicos matematicos sdo condicionantes para o ensino e a aprendizagem da
matematica e, dessa forma, excluimos desse subdominio os conhecimentos pedagogicos
gerais, mesmo em contextos de atividades matematicas. No modelo, também se incluem as
crengas do professor com relagdo a matematica como ciéncia e disciplina escolar e com
relagdo ao seu ensino e aprendizagem.

Em cada um dos dois dominios do conhecimento do professor agrupam-se trés
subdominios, e, pelo contexto do trabalho que aqui reportamos (ver epigrafe seguinte),
discutiremos apenas o subdominio Knowledge of Topics (KoT) e as respectivas categorias
que contemplam o contetido do conhecimento do PEM nele incluido.

O Knowledge of Topics (KoT) no &mbito da divisdo

Este subdominio refere-se, dentre outros aspectos, ao conhecimento do PEM sobre
conceitos, fundamentos, procedimentos e a forma como se dao as relagdes entre eles, quando
elas ocorrem dentro de um mesmo topico. Conhecer como se constituem e se evidenciam
essas relagdes ajuda o professor a trabalhar a matematica de um ponto de vista mais estrutural
(Mason, Stephens & Watson, 2009), oportunizando as aprendizagens (Hiebert & Grouws,
2007), pois contribui para o desenvolvimento do pensamento estrutural dos alunos em relagdo
a matematica. Refere-se ao conhecimento do professor das diferentes definigdes matematicas
associadas a um mesmo topico — quando houver mais de uma defini¢do —, incluindo suas
distintas formas de apresenta¢do (por meio de linguagem simbdlica e/ou verbal); das
propriedades e dos fundamentos de um objeto ou ente matematico; dos procedimentos (o
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que, como, quando e por que se faz de determinada forma) tradicionais ou ndo convencionais
e das implicagdes dos usos de determinados procedimentos, quando se busca dar sentido a
construtos ou conceitos matematicos; da descri¢ao dos sentidos associados a um determinado
conceito ou constructo (fenomenologia) e da associagcdo de contextos capazes de evocar tais
sentidos (aplicacdes); dos distintos sistemas de representagdes (pictorico, numérico, verbal,
grafico e simbdlico) e as relagdes que se podem estabelecer, dentro de um mesmo topico,
entre esses tipos distintos de representagdes e certos procedimentos.

No ambito da divisdo, no KoT inclui-se, por exemplo, um conhecimento associado
ao significado matematico do que ¢ dividir; aos dois sentidos da divisdo; aos diferentes
procedimentos associados a operagao de divisdo, incluindo o algoritmo euclidiano, mas nao
s0; aos distintos tipos de representacdo para uma divisdo e as relagdes entre elas (por
exemplo, pictdrica, numérica, verbal), que contribuem para dar significado ao sentido
assumido (partilha equitativa ou medida); aos tipos de problemas que podem ser formulados
em correspondéncia com cada um dos sentidos da divisdo, entre outros aspectos. Neste
subdominio consideram-se quatro categorias (Carrefio, Rojas, Montes & Flores, 2013), a
saber: (1) Definitions, properties and foundations; (i1) Phenomenology and applications; (iii)
Procedures, (iv) Registers of representation.

(i) Definitions, properties and foundations

Inclui o conhecimento do professor relativo aos conceitos mais elementares da
matematica, organizados hierdrquica e logicamente para dar forma aos conceitos
matematicos mais complexos, ou para caracterizar as definicdes matematicas de conceitos.
Estdo presentes também as propriedades matematicas relacionadas com cada um dos
conceitos, bem como as caracteristicas estruturais dos construtos e dos conceitos
relacionados a um mesmo topico.

No ambito da divisdo, refere-se ao conhecimento do professor acerca do subconstruto
divisor como quantidade de conjuntos entre os quais o dividendo sera distribuido — divisao
como partilha equitativa —, ou da unidade de medida a ser considerada para medir o todo
(dividendo) — divisdo como medida. Abrange também o conhecimento de que o significado
matematico da divisdo se distingue daquele que se refere a decomposicdo de um ntimero
natural em uma adicdo de parcelas ndo necessariamente iguais, nog¢do associada ao
significado semantico do termo “dividir”. Esse conhecimento da ndo congruéncia (direta)
entre essas duas nogdes contribui para fundamentar o significado matematico de divisao —
particularmente no sentido de partilha equitativa.

(i) Phenomeology and applications

Aqui se inclui o conhecimento do professor acerca dos fenomenos, dos contextos, das
aplicagdes de um topico, conceito ou problemas para os quais se busca uma resposta (GOmez
& Cafiadas, 2016). No caso da divisdo, consideram-se aspectos relacionados com a
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fenomenologia deste topico, o conhecimento dos dois sentidos atribuidos a operacdo —
partilha equitativa e medida (Fischbein et al., 1985), bem como dos tipos de problemas e
contextos (ideias neles contidas) que podem ser formulados de modo a evocar cada um desses
sentidos (Downton, 2009), o que corresponde as aplicagdes desse fendmeno.

(iii) Procedures

Nesta categoria estd contemplado o conhecimento dos diferentes procedimentos que
se pode empregar nas situagcdes ou contextos em que determinado conceito estd em jogo.
Envolve, portanto, o conhecimento que tem o professor de cada um dos passos a serem
seguidos; dos diferentes processos que pode empregar com o mesmo objetivo matematico —
0 que, como, quando e por que se faz; e das caracteristicas dos resultados obtidos, sempre
que se empregam tipos especificos de procedimentos. No topico da divisdo compde esta
categoria o conhecimento do professor sobre as distintas formas de proceder para resolver
uma operagdo de divisdo (Bisanz & LeFevre, 1992), tais como efetuar a divisdo por adi¢des
ou subtragdes sucessivas e por decomposi¢des e/ou agrupamentos; € processos (raciocinios
e passos) associados as etapas do algoritmo euclidiano (ou qualquer outro).

(iv) Registers of representation

Considera-se aqui o conhecimento do professor acerca dos distintos sistemas
representacionais (e.g., verbal, simbolico, pictorico, grafico) que contribuem para dar
significado aos conceitos e/ou aos fundamentos de determinados construtos, e também das
relagdes entre as distintas formas de representar um conceito ou construto, de modo a
potenciar uma navegacdo frutifera (Ribeiro, 2011b) entre esses sistemas. E este
conhecimento do professor que lhe permite estabelecer uma correspondéncia entre um objeto
matematico (e.g., conceito, construto, fendmeno) e uma imagem conceitual adequada
(Golden & Shteingold, 2001; Timmerman, 2014).

No caso da divisdo, importa ainda conhecer a relacdo e a adequacdo de um
determinado tipo de representacao (pictdrico, verbal, numérico) com cada um dos sentidos
da divisdo. Alguns tipos de representagdo assumem um papel central na atribuicdo de
significado a divisdo como partilha equitativa ou como medida e, em especial, a determinados
procedimentos associados ao cdlculo da operacdo. E ¢ essencial que o professor conheca
essas multiplas representacdes e sua correspondéncia matematica com o sentido evocado, a
qual inclui, necessariamente, a verbalizacdo adequada, associada a cada um dos sentidos e
significados matematicos dos construtos (Ainsworth, Bibby, & Wood, 2002; Golden &
Shteingold, 2001; Lesser & Tchoshanov, 2005).

Assim, por exemplo, uma verbalizacdo do tipo “quantas vezes o trés cabe em seis”
nao se relaciona adequadamente ao sentido de partilha equitativa, como ¢ usualmente
entendido, mas encontra-se associada a nocdo de compara¢do de quantidades e posterior
quantifica¢do — que corresponde ao sentido de medida. Portanto, ao empregar determinada
verbalizacdo, o professor devera estar consciente (conhecer com correspondéncia) do sentido
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da operacdo que se evoca e dos tipos de raciocinios ali implicados.

Contexto e Método

Para este trabalho fazemos uso de informagdes coletadas em um Programa de
Formacdo Continuada (PFC)”? com duracao de dois anos, composto por oito modulos, com
objetivo de desenvolver as especificidades do conhecimento dos participantes em diferentes
topicos matematicos. Aqui consideramos as informagdes de uma sessdo formativa, de oito
horas, em que foi discutida uma tarefa para a formagéo (Ribeiro, Almeida & Mellone, 2019)
sobre a divisdo. Participavam da formagdo 13 professores, mas apenas 9 estavam presentes
no encontro — 1 atuante na Educac¢ao Infantil; 7 atuantes nos Anos Iniciais ¢ 1 atuante nos
Anos Finais. Para identifica-los, foi atribuido um nimero a cada um deles” e, portanto, P1 ¢
P2 correspondem a dois professores distintos, mas sem qualquer hierarquia entre eles.

Toda a sessdo foi gravada em 4udio e video, e as produgdes das tarefas dos professores
foram digitalizadas. Tipicamente os professores resolviam as tarefas em grupo e
posteriormente ocorria uma discussdo em grande grupo. No encontro analisado, cada grupo
tinha trés professores’: Grupo 1 — (P14) Anos Finais e (P11 e P19) Anos Iniciais; Grupo 2 —
trés professores dos Anos Iniciais (P3, P4, P8); e Grupo 3 —um professor da Educagdo Infantil
(P18) e dois dos Anos Iniciais (P20 e P2).

Na tarefa para a formagao (Ribeiro et al., no prelo) consideraram-se duas partes: Parte
I, com foco no Conhecimento Especializado do professor sobre os sentidos, os algoritmos e
as representacoes associadas, no topico de divisdo; e Parte II, com foco no Conhecimento
Interpretativo (Jakobsen, Ribeiro & Mellone, 2014) do professor. Neste trabalho,
discutiremos a Parte I da tarefa, cuja implementagdo ocorreu em duas etapas: resolucao em
trios, em 3 horas e meia; e discussdo plenaria, em 1 hora e 45 minutos.

A primeira parte da tarefa continha sete questdes e, pelo foco aqui assumido,
apresentaremos apenas duas delas. A primeira questdo (Cf. Figura 2) objetivava aceder ao
conhecimento do professor acerca do conceito matematico de divisdo e, em particular, dos
dois sentidos atribuidos a essa operagao.

72 Curso de Especializacdo em Matematica oferecido pela Universidade Estadual de Campinas — Unicamp —
na modalidade presencial, totalizando 380 horas.

3 A numeragdo associada aos pseuddnimos dos professores P1, P2, P3, P4, ..., tem um caréater de organizacéo
da ordem de suas falas (momentos em que se manifestam) durante as diversas sessdes de formagdo que
compBem o conjunto de informagBes da pesquisa maior a qual o recorte para este trabalho se vincula.

74 Por nao ser relevante para as discussdes, optamos por ndo distinguir o género de cada um dos participantes
e, assim, nos referimos a todos como “professor”.
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PARTE1

1. O que é dividir? Responda por vocé mesmo, enquanto professor(a) que ensina matematica e sem
considerar um contexto escolar.

Figura 2 — Primeira questdo da tarefa apresentada aos professores
Fonte: autores (2018)

Partindo da expressao “6+3”, a quarta questdo era composta por nove subquestoes
referentes a’”>: (a) procedimentos possiveis para resolucao da operagao; (b) etapa escolar mais
adequada para iniciar a exploracdo das ideias de divisdo; (c) tarefa considerada mais
apropriada para introduzir a divisdo a alunos do 3.° ano dos Anos Iniciais; (d) forma de
discutir (tipos e focos de tarefas) a divisdo com alunos de 5 anos; (e) tipos distintos de
problemas envolvendo a operagdo; (f) resolucdo de problemas envolvendo a operagao,
utilizando tipos distintos de representacdes e estabelecendo relacdes entre elas; (g) tipos de
resolugdes e estratégias de alunos do 2.° ano para resolucdo de problemas envolvendo a
operacdo. Com essas subquestdes, objetivava-se aceder ao conhecimento dos professores e
desenvolvé-lo acerca dos distintos sentidos da operacao de divisdo; dos tipos de tarefas, de
procedimentos, de representagdes; ¢ das relagdes existentes entre cada uma, mais adequadas
para se discutir a divisdo com alunos de etapas escolares distintas.

As informacgdes coletadas foram organizadas e analisadas considerando suas
especificidades (Ribeiro, Carrillo & Monteiro, 2012). As gravagdes em audio foram
transcritas e complementadas com as informagdes provenientes do video — em termos das
acOes dos participantes, tanto no trabalho em cada um dos grupos como na plendria. Nessas
transcrigdes, cada linha foi indicada por uma numerac¢ao do tipo (i.j), em que “i” se relaciona
ao subgrupo (1, 2 ou 3) e 4™, a linha da transcri¢do. No caso da discussao plenaria, as linhas
foram indicadas por (PLj), em que *“}” indica a numera¢do da linha. Todas as acdes e gestos
produzidos pelos participantes foram devidamente indicados em negrito em uma linha das
transcrigdes. Além disso, os comentarios de cada professor estdo associados a seus
pseudonimos, indicados por PN, em que “N” corresponde a numeragao atribuida a cada um,
e os comentarios da formadora, que ¢ também a primeira autora deste trabalho, estdo
indicados por F1. De fato, no PFC, os dois autores deste trabalho atuaram como formadores
em diferentes momentos do programa, tendo sido responsaveis por elaborar e implementar
as tarefas de formacao, dinamizando os encontros com os professores.

ApOs esta etapa de tratamento das informacdes, foi analisado o material, composto
das transcri¢oes das discussdes em subgrupo e plendria e das produgdes escritas.

75 Por falta de espago ndo colocamos a questdo completa, mas referimos os focos principais associados a cada
uma das alineas incluidas na questao.
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Quadro 1 — Exemplo da organizacao das informagdes com analise associada

Comentarios e registros dos professores

2.1 P8: Repartir... ndo necessariamente em partes iguais.
2.2 Professora aponta para o simbolo + registrado na lousa
2.3 Agora, se ela tivesse colocado o simbolo, ai ja seria em partes iguais.

3.16 P18: “O que é dividir? . E dar um pouquinho do que vocé tem para o outro.

3.17 P20: Para o segundo ano?

3.18 P18: “Professora ele quer dividir isso comigo!”. “Dd um pouco do que vocé tem para ele.

3.19 Divide com ele!”

3.20 P20: Dar um pouco do que vocé tem ao outro. Isso.

[PL6] P14: Para nés foi que dividir é repartir e distribuir.

[...]

[PL18] P2: Para nés, a gente colocou que é repartir em parcelas iguais e colocamos também
que é

[PL19] distribuir.

[PL20] F1: Ok. Entao é “repartir e distribuir” (dando énfase na palavra “e”)? Ou é “repartir

[PL21] ou distribuir’? (dando énfase na palavra “ou”)

[PL22] P2: E... porque a gente colocou um asterisco no “distribuir”. Entdo...

[PL23] P18: E repartir e distribuir. E isso que a gente colocou, como sendo outro item.

Litr i

Discussio em grupo

Discusséio plenaria

/
oL X €

1)Dividir é repartir e distribuir.

® 'mﬂli'u Jarrros L 4 Ry . . -
Jevi e O 1)Repartir uma determinada quantidade.

Registros escritos

1 — Dividir é repartir em parcelas iguais *Distribuir

Divisao associada ao significado semantico do termo: “repartir”, sem que necessariamente as partes
sejam equivalentes. O simbolo matematico da divisdo é o que permite associa-la a repartir ou
distribuir em partes equivalentes. Relacionam-se com a agao fisica de distribuigao.

Analise

KoTd1 - conhecer que ¢ condi¢do necessaria para efetuar uma divisdo que ocorra a decomposi¢ao
do dividendo em partes, e que é condicdo suficiente que as partes sejam equivalentes.

Descritor
associado

Fonte: autores (2020)

Da andlise, emergiram elementos caracteristicos das especificidades do conhecimento
do PEM em relacdo ao tépico de divisdo e, a partir de um processo ciclico exaustivo,
integrando todas as fontes de informa¢ao de modo conjunto, foi possivel compor um conjunto
de descritores do Conhecimento Especializado relacionados as dimensdes do KoT.
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Quadro 2 — Nomenclatura associada aos descritores relacionados as categorias do KoT

- Definitions, Phenomenology Registers of
-E § = properties and and applications Procedures (mp) representation
\g %” ¥ foundations (d) (ph) (rp)
T 38
> 5 S‘ KoTdl; KoTd2; ... KoTphl; KoTph2; KoTmp!l; KoTmp2; KoTrpl; KoTrp2;
KoTph3, ... KoTmp3, ... KoTrp3, ...

Fonte: autores (2020)

Esses descritores foram denominados segundo as categorias as quais estdo associados
(Zakaryan & Ribeiro, 2018), ¢ para cada um se atribuiu uma numeragao indicativa da ordem
em que aparecem na analise. Na discussdo, em alguns casos, sua descricdo ¢ apresentada de
forma sintética, quando associada a cada uma das evidéncias identificadas do conhecimento
revelado pelos PEM e, de forma detalhada, na tabela que apresenta a sintese dos resultados.
(Tabela 1, na epigrafe seguinte).

Analise e discussao

Ao discutirem a primeira questdo, dois dos grupos (2 e 3) revelaram um conhecimento
sobre o termo “dividir” que ndo considera o conceito matematico da operagdo, pois se
ativeram exclusivamente ao sentido semantico do termo:

Quadro 3 — Comentarios dos professores relacionados a primeira questio da tarefa

Trecho da discussao no Grupo 2

2.1 P4: Vamos la... o que ¢ dividir? O que vocés acham?

2.2 P8: Repartir.. ndo necessariamente em partes iguais.

2.3 Professora escreve o simbolo +~

24 Agora, se ela tivesse colocado o simbolo, ai ja seria em partes iguais.
Trecho da discussido no Grupo 3

3.3 P2: Dividir é repartir.
3.4 P20: E.
3.5 P18: Eu acho também.
3.6 P20: E, para mim, dividir é repartir em partes iguais.
Trecho da discussao plenaria

PL5 P14: Para nos foi que dividir é repartir e distribuir.

[...]
PL13 P2: Para nos, a gente colocou que é repartir em parcelas iguais e colocamos também que é
PL14 distribuir.
PL15 Fl1: Ok. Entdo é “repartir e distribuir” (enfatizando a palavra “e”)? Ou é “repartir
PL16 ou distribuir”’? (enfatizando a palavra “ou”)
PL17 P2: E... porque a gente colocou um asterisco no “distribuir”.
PL18 PI8: E repartir e distribuir. E isso que a gente colocou, como sendo outro item.

Fonte: arquivo dos autores (2018)

.9

Os professores consideram que a divisao deve estar relacionada com o simbolo “+”,
para que possa ser entendida como uma operagdo associada com a obtencao (resultado) de
partes equivalentes (2.3 — 2.4; 3.18-3.20). Ao associarem a operacao a repartir e/ou distribuir,
revelam conhecer que dividir se vincula a agao fisica de distribuir elementos de um grupo
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em subgrupos, porém nao obrigatoriamente de mesma cardinalidade, em particular quando a
divisdo ¢ interpretada como partilha equitativa (KoTd1: conhecer a condi¢do para se efetuar
uma divisao). Este conhecimento ilustra a necessidade de conhecer o papel do dividendo e
do divisor na divisdo (Correa et al., 1998) — KoTd2: conhecer os papéis que cada um dos
elementos envolvidos na divisao.

No Grupo 3, consideraram que dividir ¢ uma operagao que resulta em subgrupos com
mesma cardinalidade (KoTmp2: conhecer a natureza do resultado da operacao no sentido de
partilha equitativa — que dividir é uma operagdo que resulta em subgrupos com mesma
cardinalidade). No entanto, enfatizam a necessidade de distinguir as nogdes de “repartir” e
de “distribuir” (PL13-PL18), que pode estar relacionada com os seus conhecimentos acerca
da distingdo tipica entre os sentidos da divisao envolvendo quantidades discretas (KoTphl:
conhecer o fendmeno divisao como partilha equitativa) ou quantidades continuas (KoTph2:
conhecer o fendmeno divisdo como medida), bem como dos papéis que representam
dividendo e divisor numa operacao de divisdo (KoTd2: conhecer o papel do dividendo e do
divisor na divisao), como se identifica no trecho do Quadro 4.

Quadro 4 — Discussdo plenaria acerca da primeira questdo da tarefa

PL58 P4: Por isso que eu falei, quando vocé fala em dividir, eles entram no conceito de metade.
PL59 P18: Com 7 anos, por ai, 6, 7, vocé fala para eles dividirem, eles pegam uma régua!
PL60 P20: Milimetricamente, bem dividido.

Fonte: arquivo dos autores (2018)

Com efeito, embora os professores parecam considerar haver uma distingao na forma
como se pode interpretar a divisdo a partir dos seus dois sentidos (Fischbein et al., 1985), no
decorrer da discussdo evidenciam que essa distingao relaciona-se a um tipo de linguagem —
verbal e simbdlica — que eles consideram mais ou menos adequada para discutir a divisdo
(KoTrpl: conhecer o papel dos distintos sistemas representacionais na atribui¢do de
significado a conceitos), exclusivamente como partilha equitativa (KoTphl).

Quadro 5 — Discussao plenaria com foco na verbalizagdo a ser empregada nos contextos da Divisao

PL118 F1: Vocés disseram que, para o sexto ano, vocés diriam que dividir é repartir em partes iguais.
PL119 Vocés todos concordam com isso?
PL120 Ps: E, para o sexto, é sim...
PL121 Formadora 1€ um dos registros na lousa.
PL122 F1: Porque espera-se que no sexto ano o algoritmo ja tenha sido ensinado.
PL123  Entdo, a minha pergunta é: o qué do algoritmo me obriga, ou me permite... me provoca dizer que
PL124  sdo em partes iguais? Por que o algoritmo esta associado com a ideia de partes iguais?
PL125 P19: Porque vocé partiu da operagdo! E a operagdo tem o simbolo!
Fonte: arquivo dos autores (2018)

Para esses professores, esse tipo de linguagem se deve empregar especificamente no
6.° ano dos Anos Finais, ja que, nesta etapa educativa, “espera-se que o algoritmo ja tenha
sido ensinado” (PL122). De fato, ao associarem o simbolo matematico “+” com um dos
sentidos da divisdo — KoTrpl — revelaram conhecer o papel que a linguagem simbolica
exerce na atribuigdo de significado aos construtos matematicos (Golden & Shteingold, 2001;

Lesser & Tchoshanov, 2005; Timmerman, 2014). No entanto, ndo discutem o papel que esse
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simbolo exerce, quando associado a cada um dos sentidos da divisdo (KoTrp2: conhecer o
significado do simbolo “+”, i.e., que, no caso da partilha equitativa, ele se relaciona com a
distribuicao de um todo em subgrupos de cardinalidades equivalentes; e, para o sentido de
medida, ele deve ser interpretado como uma relagdo de comparacao entre quantidades —
medidas).

Ainda com relagdo ao conhecimento dos distintos sistemas representacionais, durante
a discussdo do item “a” da questdo 4, na qual se solicitava que determinassem o resultado de
6+3 e descrevessem os procedimentos utilizados para encontrar a solugdo, os trés grupos
forneceram representagdes que se pautaram no tipo pictdrico e numérico (KoTrpl).

Quadro 6 — Registros escritos dos trés grupos, relacionados com a quarta questio da tarefa

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

o &

Qe
Fhlegry

Fonte: arquivo dos autores (2018)

Somente o Grupo 1 buscou estabelecer alguma correspondéncia entre os dois tipos de

registros, ao associar uma adicao ( m=6) as representacdes de dois agrupamentos de trés
2 vezes

elementos. Esse tipo de registro revela um conhecimento de distintas formas de se navegar
frutiferamente entre representagdes (Ribeiro, 2011b), além de indicar que os professores
compreendem ser importante estabelecer relagdes entre as distintas formas de representagao
para dar significado aos construtos matematicos (Ainsworth et al., 2002; Golden &
Shteingold, 2001; Timmerman, 2014) — KoTrp3: conhecer formas de estabelecer relagdes
entre distintas representacoes. No entanto, essas representacoes associam-se a considerar a
divisdo com o sentido de medida (KoTph2), e ndo como partilha equitativa (KoTph1), mas
essa correspondéncia ndo ¢ estabelecida de forma consciente pelos professores.

Quadro 7 — Trecho da discussdo plenaria relacionada com os tipos de representacdo mais adequados

PL347 Pl4: A gente desenhou seis bolinhas e circulou de trés em trés.
PL348 Fl: Entdo, espera!

PL349 Formadora representa seis circulos na lousa

PL350 Vocé fez seis bolinhas...

PL351 Pl4: E e circulei de trés em trés.

PL352 P19: Nao!

PL353 PI18: Fez dois grupos, entdo?

PL354  P4: Ndo, foi de duas em duas!

PL355 P19: Ndo, de duas em duas.

PL356 P14: De trés em trés!

PL357 Formadora circula dois grupos de trés elementos

PL358 FI1: Fez assim?
PL359 Formadora desenha mais seis circulos e circula trés grupos de dois elementos

(QsNi=s]=)
PL360 Fl1: Ou fez assim?
PL361 PI18: Mas era para dividir por trés...
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PL362 Pl14: Entdo, seis bolinhas...
PL363  P19: Era para dividir por trés!
PL364 P14: Dividido por trés... de trés em trés. E isso que eu fiz!
PL365 Seis bolinhas, circuladas de trés em trés.
PL366 P4: Vao dar dois grupos!
PL367 Pl4: Vao dar quantos grupos? Dois!
Fonte: arquivo dos autores (2018)

Durante a plendria evidencia-se algumas duavidas dos professores relativamente aos
tipos de representacdes pictoricas mais adequadas para evocar os sentidos da divisdo, em
correspondéncia com o emprego de uma verbalizagdo especifica que dé significado ao
sentido evocado, quando a operacdo for apresentada na forma de uma expressao numérica
(6+3). De fato, a verbalizagao que P14 emprega (PL326) causa davida em P19 (PL 334), um
dos componentes do Grupo 1, que apresentou dois tipos de registros pictoricos de
agrupamento (de trés em trés e de dois em dois) — cf. Quadro 5 — KoTrp4: conhecer o papel
da verbalizacdo. Esse fato pode estar relacionado com a incerteza dos professores sobre o
tipo de registro mais adequado para representar 6+3=2 (KoTrp3).

Com efeito, P4 (PL330-PL333), revela conhecer que a representagao pictorica com
agrupamentos de dois em dois para compor trés grupos ¢ a mais adequada para a resolugao
da operagao (KoTrp5: conhecer os tipos de representacio pictorica mais adequada associada
aos sentidos da divisdo). No entanto, a0 mesmo tempo, ndo estabelece a correspondéncia de
que esse agrupamento ¢ a unidade de medida com a qual o todo esta sendo medido (Behr et
al., 1994), o que evidencia a necessidade de discutir com esses professores o papel do divisor
na operacdo — KoTd2 —, e também de ampliar seus conhecimentos sobre o sentido de medida
da divisdo — KoTph2.

De fato, somente com base na representacdo pictorica (PL338), ndo € possivel afirmar
se corresponde a (1) 6+3=2 ou a (ii) 6+2=3, pois, caso (i) seja interpretada com o sentido de
partilha equitativa, a imagem conceitual (e.g., Golden & Shteingold, 2001; Timmerman,
2014) que se cria ¢ a de uma distribuicdo de seis elementos em trés subconjuntos com a
mesma cardinalidade, dois. Nesse caso, a representacao pictorica fornecida ao final da

o o

operagdo corresponderia a algo como apresentado pelo Grupo 2 ou

mesmo como apresentado pelo Grupo 3 * , 0 que evidencia a necessidade de
uma adequada verbalizagdo (KoTrp4), com correspondéncia entre o sentido evocado e a
representacao pictorica para atribuicdo de significado a esse sentido (KoTrp5).

Assim, ¢ conteido do Conhecimento Especializado do PEM conhecer que a

representacao ®®®pode estar associada tanto a 6+3=2 quanto a 6+2=3 (Ko Trp5),
e ¢, portanto, necessario articular mais de uma representagao (numérica, por exemplo),
incluindo uma adequada verbalizagdo (Simon, 1993), para estabelecer a correspondéncia

entre a expressao € os elementos envolvidos nessa operagao (dividendo, divisor e quociente)
— KoTd2.
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Também a verbalizacdo de P14 (PL330; PL343-344), associada a representacao
pictérica dos agrupamentos de trés em trés, evoca o sentido de medida para 6+3=2
(KoTph2), vinculada a ideia de “quantos grupos de trés elementos cabem em um grupo de
seis elementos?”. No entanto, apesar dessas discussdes, os professores nao reconhecem
explicitamente a divisdo para além do sentido de partilha equitativa (KoTphl) ou, pelo

menos, nao relacionam a verbalizagdo de “quantas vezes cabe” como uma associacao
inadequada ao sentido de partilha equitativa (KoTrp4). Isso fica claro a partir da analise de
uma das subquestdes da 4.* questdo da tarefa, em que os professores deveriam propor uma
tarefa introdutoria sobre a divisdo para alunos do 3.° ano, associada a discussdo dos distintos
sentidos da divisdo (Fischbein et al., 1985).

Quadro 8 — Discussao e registro escrito do Grupo 2, associados a proposta de tarefa introdutéria para o 3.°

ano.

2.256
2.257
2.258
fez,

2.259
2.260
2.261
2.262
2.263
2.286
2.287
2.288
2.289
2.290
[. ..]
2.34
2.344
2.345
2.346
2.347
2.348
[ ..]
2.35
deles
2.356
2.357
los

2.358

P8: O problema ai, a gente teria que trabalhar alguma coisa no concreto? E isso?
P4: E como a gente introduziria?
Alguma proposta que precisasse repartir algumas coisas e depois exemplificar o que a gente

na lousa com eles, com um desenho da reparticdo.

P8: No terceiro.
P4: Porque ¢ introdutorio, né? A gente introduz com desenho primeiro.

A gente ndo introduz ja com o algoritmo.
[. -]
P4: Entdo, serdo dois aquarios na sala, nos recebemos 20 peixes.
P8: Pode ser.
P4: (...) Acho que também dava para abordar com eles

a questdo de, “é correto um ficar mais e outro com menos? Ndo.

Entao, a divisdo, ela sempre é justa quando ela é em partes iguais”’, ndo é?

P3: Como podemos dividir para que as duas turmas tenham a mesma quantidade
de peixes?

P4: Eu acho que ai vai construir com eles a questdo da divisdo ser... o conceito da divisdo.
Entdo ta, agora como é que a gente pode fazer?

P4 posiciona duas folhas sulfite lado a lado
Nos temos dois aquarios.

P4: Bom, entdo tem 20... como a gente pode dividir para a turma? Dai pode ser que alguns

falem: “Ah, da trés para eles e o resto fica com a gente!” Eles estdo dividindo. “Mas vocés
acham que essa é uma divisdo justa?” ai, “ah ndo!”. Eu acho que o ideal, o certo, é fazé-

chegarem nesse conceito.

Apos a vivéncia, pediriamos que as criangas fizessem o registro
0 ’ ~ A i \

O\V}‘/ Os ANUNOLS | ’V VOS> PA- LD -

LD »Tox}iiff//(rj W ragre W

& (i 5 e

]

Fonte: arquivo dos autores (2018)
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Para os professores, introduzir a operagao de divisdo com alunos do 3.° ano significa,
por um lado, desenvolver um trabalho a partir de representagdes pictdricas (2.256 — 2.262),
o que revela que os professores conhecem o papel desse tipo de representagdo no processo
de atribuigdo de significado aos conceitos e aos construtos matematicos — KoTrp2 — (e.g.,
Ainsworth et al., 2002; Golden & Shteingold, 2001; Timmerman, 2014). Por outro lado, a
no¢ao de introdugdo da operacao de divisdo se restringe ao trabalho relacionado estritamente
com o sentido de partilha equitativa (2.286 — 2.358) — KoTphl —, deixando a margem a
discussdo do sentido de medida (Fischbein et al., 1985) — KoTph2.

Quadro 9 — Registro do Grupo 1, associado a tarefa introdutdria para o 3.° ano

Seria possivel a divisdo como partilha
equitativa  trabalhando com  material
concreto. Inicialmente distribuiriamos para
as criancas quantidades diferentes de
tampinhas, de modo que as quantidades
fossem visivelmente diferentes. E
questionariamos se a divisdo foi justa. Diante
da negativa proporiamos como resolver isto
de uma forma justa, mediando as respostas
para se chegar a conclusdo de que a maneira
mais justa seria dividir em partes iguais.

Fonte: arquivo dos autores (2018)

Todos os grupos reconhecem a importancia da criagdo de contextos (problemas) para
introduzir a nogdo de divisao (Downton, 2009) — KoTph3: conhecer os tipos de problemas
para evocar os sentidos da divisdo. No entanto, apenas o Grupo 2 formulou problemas com
dois contextos matematicos que evocavam os distintos sentidos da divisao (KoTph3) —
objetivo da subquestdo 4 (e).

Quadro 9 — Registro escrito com os problemas distintos elaborados pelo Grupo 2

e) 1) Uma caixa contém 6 bombons para
serem divididos igualmente para 3 criangas.
Quantos bombons cada caixa recebera?

2) Uma caixa contém 6 bombons para serem
divididos igualmente. Quantos Cada crian¢a
recebera 2 bombons. Quantas criangas
receberdo bombons?

Fonte: arquivo dos autores (2018)

Embora tenham apresentado um contexto evocando cada um dos sentidos da divisao,
o segundo problema proposto (Quadro 9), que evoca o sentido de medida, ndo tem
correspondéncia com a expressao do enunciado 6+3=2, mas sim com 6+2=3. A necessidade
dessa correspondéncia forma parte do Conhecimento Especializado do PEM relativo ao papel
do dividendo e do divisor na divisao (Correa et al., 1998; Squire & Bryant, 2002), quando a
operacao ¢ interpretada a partir de cada um de seus dois sentidos — KoTd2 —, e também sobre
a natureza do resultado da divisdo no sentido de medida (KoTmp3: conhecer a natureza do
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resultado da divisdo como medida).

Durante a discussdo da tarefa, ficou evidente a necessidade de aprofundar a distingdo
entre os dois sentidos da divisdo — em particular dos tipos de contextos que evocam cada um
dos sentidos (KoTph3), o que se relaciona também com o fato de o emprego de determinada
verbalizacdo, particularmente no algoritmo tradicional, ndo se adequar ao sentido de partilha
equitativa (KoTrp4).

Quadro 10 — Trecho da discussdao em que se discute o sentido de medida da divisdo

PL436 F1:/...] eu quero a frase que a P20 diz quando resolve esse algoritmo

PLA437 Quantas vezes o trés esta dentro do seis?

PL438 P20: Estd dentro do seis...

PL439 F1: Entdo, eu volto a perguntar: O que é dividir?

PL440 P14: Ver quantas vezes uma coisa...

PL441  P20: Repartir.

PL442  P2: Repartir.

PL443 F1: Espera um pouco! Se é repartir, aonde estd a ideia de repartir com esta frase?
PL444 Quantas vezes o trés estd dentro do seis?

PL445 P8: Nenhum lugar!

PL446 P2: Nossa!

PL447 P19: Nossa!

PL448 F1: Porque a ideia de repartir, é a ideia de eu...

PL449 Formadora simula distribuir quantidades para cada um todos participantes.
PL450 P2: Distribuir!

Fonte: autores (2018)

Para discutir o conhecimento dos professores sobre o sentido de medida associado a
divisdo (KoTph2), foi necessario a formadora (PL473) tomar como ponto de partida a no¢ao
de compara¢ao de quantidades (Clements & Stephan, 2004) e empregar determinada
verbalizagdo (Simon, 1993) associada a uma imagem de distribuicdo de quantidades
(Ainsworth et al., 2002; Golden & Shteingold, 2001) — KoTrp3. Essa discussdo vincula-se
ao conhecimento associado ao tipo de contexto (ideia nele contida) que se pode evocar para
dar significado ao fenomeno divisdo (KoTph3).

Todos os professores revelaram conhecer mais de uma forma de proceder para
resolver uma operagdo (Bisanz & LeFevre, 1992). Exemplo disso ¢ a discussdo ocorrida no
Grupo 2 relativamente ao item a) da quarta questdo relacionada com a expressdo 6+3
(Determine o resultado dessa operacdo e descreva os procedimentos e passos realizados para
encontrar a resposta):

Quadro 11 — Trecho da discussdo no Grupo 2 relacionada ao item a) da questao 4

[2.185] F1: De todo modo, e se fosse qualquer outro valor, se fossem quaisquer outros

[2.186] numeros que vocés imaginam ali, sei ld, 36 dividido por 3. Como vocés fariam
[2.187] P4: Com o algoritmo!

[2.188] F1: O algoritmo?

[2.189] P3: E!

[2.190] P4: Faria trés dividido por trés, um.

[2.191] F1: Por que é que o...

[2.192] P4: E seis dividido por trés, dois.

[2.193] P8: Eu acho que eu ia pegar 30 primeiro e dividir por trés. Depois pegava seis e dividia
[2.194] por trés.
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[2.196]

[ . ]

[2.195] F1: Tudo bem. Descreve o que...? Que imagem vocé forma na cabega quando
vai fazer seis dividido por trés?

[2.197] P4: Eu formo trés... trés partes com... quero dizer, duas partes com trés.
[2.198] P8: Duas!

[2.199] P4: Nao! Trés partes com dois (elementos) em cada uma.

[2.214] P8: E, mas eu acho que é isso mesmo que a gente pensa. Vocé acaba somando 2 + 2 + 2.
[2.215] E, se a gente fosse pensar no cdalculo mental com o que ela falou, 36, a gente podia
[2.216] pegar primeiro as dezenas...depois as unidades...

Fonte: autores (2018)

Para refinar as discussodes, foi necessario sugerir uma reflexdo sobre a divisdo,

envolvendo quantidades maiores, pois, para os professores, a operacdo 63 “jd é uma

resposta automdatica” (producdo escrita na folha de respostas). Além disso, revelam um
conhecimento (KoTmpl: conhecer distintas estratégias de resolucdo de uma divisdo)

associado a reconhecer como possibilidade de resolucdo da operagdo os procedimentos
associados ao algoritmo euclidiano (2.187-2.192); a decomposic¢do do dividendo em parcelas
correspondentes a dezenas e unidades (2.193-2.194; 2.210-2.211); os agrupamentos (2.197—
2.199); e as adicdes sucessivas (2.209-2.211).

Em forma de sintese dos resultados obtidos, que se focam nas especificidades do KoT
mobilizado (e revelado) por PEM no ambito da divisdo em um PFC, apresentamos as
categorias e os descritores do conhecimento obtidos.

Tabela 1 — Categorias e descritores relacionados ao subdominio Knowledge of Topics no topico de divisao

Categorias

Descritores

Definitions, properties
and foundations
(KoTd)

KoTd1: conhecer que é condi¢do necessaria para efetuar uma divisdo que ocorra
a decomposi¢do do dividendo em partes, e que é condicdo suficiente que as partes
sejam equivalentes.

KoTd2: conhecer o papel do dividendo e do divisor na divisdo: na partilha,
dividendo corresponde ao todo a ser distribuido e divisor corresponde ao nimero
de subgrupos entre os quais o todo sera distribuido; na medida, dividendo
corresponde ao todo a ser medido; e divisor, a unidade de medida.

Phenomenology and
applications (KoTph)

KoTphl: conhecer o fendmeno divisdo a partir de sua interpretacdo como partilha
equitativa.

KoTph2: conhecer o fendmeno divisdo a partir de sua interpretagdo como medida.
KoTph3: conhecer os tipos de problemas e contextos (ideias neles contidas) que
contribuem para evocar cada um dos sentidos da divisdo, i.e., no sentido de
partilha, a ideia de distribui¢do de elementos de um conjunto em subconjuntos; no
sentido de medida, a ideia de comparagdo entre quantidades de mesma grandeza
(“quantas vezes uma quantidade cabe dentro da outra?”).

Procedures
(KoTmp)

KoTmp1: conhecer distintas estratégias de resolu¢do de uma divisdo: uma divisao
pode ser resolvida pelo algoritmo euclidiano; por decomposi¢ao do dividendo em
parcelas correspondentes a dezenas e unidades; por agrupamento; e por adi¢des
sucessivas.

KoTmp2: conhecer a natureza do resultado da operagdo no sentido e partilha
equitativa: o valor numérico obtido — quociente — corresponde a cardinalidade de
cada um dos conjuntos entre os quais o todo foi distribuido.

KoTmp3: conhecer a natureza do resultado quando a divisdo ¢ entendida como
medida: o valor numérico obtido (quociente) corresponde a quantidade de vezes
que a unidade de referéncia coube no todo (agrupar o todo em partes de mesma
magnitude).




186

KoTrpl: conhecer o papel dos distintos sistemas representacionais na atribuigdo
de significado a conceitos.

KoTrp2: conhecer o significado atribuido ao simbolo “+”: relaciona-se com a
distribui¢do de um todo em subgrupos de cardinalidades equivalentes, quando a
operagdo for tomada como partilha equitativa; e o simbolo “+” estd associado ao

e Sryeiteegzzgg s estabelecimento de uma relacdo de comparagdo entre quantidades (medidas).
P (KoTrp) KoTrp3: conhecer formas de estabelecer relagdes entre distintas representagdes

para atribuir significado a conceitos, propriedades e/ou procedimentos.

KoTrp4: conhecer o papel do emprego de determinada verbalizacdo para dar
significado e/ou corresponder a cada um dos sentidos da divisdo.

KoTrp5: conhecer a relacdo e a adequacdo dos tipos de representag@o pictorica,
associadas a cada um dos sentidos da divisdo: na partilha equitativa, indicando
distribui¢do; na medida, indicando agrupamentos.

Fonte: elaborado pelos autores

E possivel observar uma emergéncia maior de descritores relacionados as categorias
Definitions, properties and foundations e Systems of representations. De fato, o KoT ¢, dentre
os subdominios que compdem a conceitualizacdo do MTSK, aquele que mais se relaciona
com o Conhecimento Especializado do PEM associado ao saber fazer — que se considera
conhecimento do nivel dos alunos — e com o atribuir significado a conceitos e procedimentos,
a partir de fundamentos e propriedades matematicas. Esta maior emergéncia justifica-se
também pela natureza e pelo foco das questdes incluidas na tarefa para a formacao, aqui
discutidas e pela pratica tipica dos professores.

Comentarios Finais

Neste trabalho, focamo-nos em explicitar os aspectos que caracterizam o
Conhecimento Especializado do PEM relacionado com o topico de divisdo. Esta
caracterizagdo objetiva explicitar as especificidades e as particularidades do conhecimento
do professor neste topico e tem também por objetivo representar uma forma de estruturar e
organizar os entendimentos que se detém acerca das especificidades e particularidades do
Conhecimento Especializado do PEM, em cada um dos topicos matematicos — o que se
configura como um avango na forma de encarar essa especializagdo (Ball et al., 2008).

Efetuar uma discussdo que leve a emergéncia dessa estruturacdo, organizagdo e
descri¢do das especificidades, do ponto de vista do professor, uma forma de ele proprio tomar
consciéncia da natureza de uma das dimensdes de seu conhecimento profissional, o que lhe
permite entender também o papel da pesquisa para a melhoria da formacdo e da pratica. Por
outro lado, do ponto de vista da formacdo de professores, tal estrutura¢do e organizagao
contribuem propiciando novos focos de intencionalidade, por exemplo, na conceitualizagdo
de Tarefas Formativas (Ribeiro et al., no prelo) para desenvolver essas especificidades do
conhecimento.

Uma atengdo especial a natureza e ao conteudo desse conhecimento e ao foco das
formagdes ¢ essencial sempre e quando se pretende desenvolver as especificidades do
conhecimento do professor de e que ensina matematica, pois essas especificidades nao se

desenvolvem apenas com a pratica (Jakobsen et al., 2014). Assim, os resultados deste
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trabalho contribuem para (re)orientar também os focos e os objetivos dos programas de
formacao (inicial e continuada).

Ao mesmo tempo, os resultados obtidos e os processos analiticos envolvidos, para
além de terem potencialidades em termos de pesquisa ¢ de formacao, deixam em aberto
algumas discussdes importantes a considerar — pois essa ¢ também uma forma de contribuir
para o avango do campo — e que se referem, por exemplo, ao que ird ocorrer com estes
descritores do conteido do conhecimento especializado do PEM, quando confrontados
(estressados) com uma analise mais ampla das respostas dos participantes a totalidade da
tarefa e com as respostas de outro(s) grupo(s) a mesma tarefa.

Outro aspecto importante a ser considerado relaciona-se com as conexodes entre
diferentes topicos que se podem identificar no conhecimento dos participantes (Knowledge
of Structures of Mathematics), se mudarmos o foco da lente analitica — em particular
conexdes no ambito da divisdo e da medida. Tais problematicas sustentam algumas perguntas
de investigagdes que emergem da andlise e da discussdo, como sejam: (i) que aspectos
caracterizam o conteido do Conhecimento Especializado do professor acerca de elementos
que compdem as estruturas matematicas, no ambito da divisdo? (ii) que relagdes existem (se
existirem) entre os descritores de conhecimento associados a cada um dos subdominios KoT
e KSM, no ambito da divisdo? (iii) que conexdes entre o topico de divisao e os topicos de
Medida efetuam os professores, ao discutirem tarefas formativas?

Ademais, estas questdes sdo consideradas também como um dos resultados que nos
permitem refletir sobre os rumos que podemos tomar na pesquisa em Educagdo Matemadtica
com foco no conhecimento, na pratica e na formagdo do professor de e que ensina
matematica.
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Caracterizacdo do Conhecimento Especializado do professor de matematica em
topicos de Medida’®

Characterization kindergarten and primary’s Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge on Measurement topics

Policastro, Milena
Ribeiro, Miguel

Resumo:

As dimensGes matematica e pedagdgica do conhecimento do professor sdo consideradas
especializadas, e pretende-se caracterizar o contelido desse conhecimento no ambito dos tépicos de
Medida. Considerando o Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK), explora-se e
descreve-se o0 contetdo do conhecimento revelado por um grupo de professores ao resolverem uma
Tarefa para a Formag&o, implementada em um curso para professores que atuam desde a Educacéo
Infantil, no Brasil. Os resultados trazem um refinamento da categorizacdo do conhecimento do
professor, associada aos tépicos (KoT), ao considerar, de forma separada, o detalhamento do
contetido desse conhecimento, relativamente a definic6es, propriedades e fundamentos. Além disso,
no estudo, um conjunto de descritores de conhecimento evidenciam as particularidades e
especificidades dessa componente do conhecimento do professor, particularmente para os topicos de
Medida, possibilitando um tipo de mapeamento dos elementos estruturais e estruturantes desse
conhecimento.

Palabras clave: MTSK, Conhecimento do Professor de Matematica, Medidas, Formacéo de
Professores.

Abstract:

Both mathematical and pedagogical dimensions of teacher’s knowledge are considered specialized,
and we aim at at characterizing the content of such a knowledge on the Measurement topics.
Considering the Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge conceptualization (MTSK), we
explore and describe the specialized knowledge revealed by kindergarten and primary teachers during
a session of a teacher education program in Brazil. The results lead to a refinement of the
categorization of the teacher’s knowledge of topics (KoT), considering, separetely, a detailing of the
content of such knowledge, related to definitions, properties, and foundations. Besides, this study
presents a set of teacher’s knowledge indicators that evidence the particularities and specificities of
such components of knowledge, particularly in the scope of the Measurement topics, making possible
a mapping of the structural elements of such a knowledge.

Key words: MTSK, Mathematical Teacher’s Knowledge, Measurement, Teacher Education.

76 Este artigo foi submetido a Revista Latinoamericana de Investigacion Matematica (Relime) e estd em
processo de avaliagdo por pares. A formatagdo aqui apresentada atende as normas técnicas exigidas pela
referida revista.
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Resumen:

En este estudio, consideramos las dimensiones matematicas y pedagogicas del conocimiento del
profesor como especializadas, con el objetivo de caracterizar el contenido de este conocimiento,
especificamente asociado a los temas de Medidas. Considerando el Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK), exploramos Yy describimos el contenido del conocimiento
especializado revelado por um grupo de profesores que actlan desde la Primaria en el Brasil, durante
la implementacion de una tarea para la formacion, discutida en uma formacion continuada. Los
resultados aportan un refinamiento de la categorizacion del conocimiento docente asociado a los
temas (KoT), considerando, por separado, el detalle del contenido de este conocimento, relativamente
a definiciones, propiedades y fundamentos. Ademas, el estudio presenta un conjunto de descriptores
de conocimiento que resaltan las particularidades y especificidades de este componente del
conocimiento docente, particularmente para nos temas de Medidas, permitiendo una especie de
mapeo de los elementos estructurales y estructurantes de este conocimiento.

Palavras chave: MTSK, Conocimiento del professor de matematicas, Medidas, Formacion de
profesores.

Résumé:

Dans cette étude, nous considérons les dimensions mathématiques et pédagogiques des connaissances
de l'enseignant comme spécialisées, afin de caractériser le contenu de ces connaissances,
spécifiquement associées aux thémes de la Mesure. Sur la base de la perspective théorico-analytique
de la conceptualisation du Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), nous explorons
et décrivons le contenu du savoir spécialisé révélé par les enseignants pendant la mise en ceuvre d'une
tache de formation, discutée dans le cadre d'un cours de formation des enseignants du primaire, au
Brésil. Les résultats apportent un raffinement de la catégorisation des connaissances des enseignants,
associés aux sujets (KoT), en considérant, séparément, le détail du contenu de ces connaissances, en
relation avec les définitions, les propriétés et les fondamentaux. De plus, dans I'étude, un ensemble
de descripteurs de connaissances qui mettent en particularités et spécificités de cette composante des
connaissances des enseignants, notamment pour les thémes Mesure, permettant une sorte de
cartographie des éléments structurants de ces connaissances.

Mots clés: MTSK, Connaissance du professeur de mathématiques, Mesures, Formation des
enseignants.

1. Introducao

O entendimento do tema de Medida é considerado central, em muitos contextos, como forma
de desenvolver o Pensamento Matematico (NCTM, 2000; OECD, 2010) dos alunos, e as nog¢des de
medida favorecem a conexdo entre a Geometria e 0s NUmeros, areas particularmente criticas em
termos de ensino e de aprendizagem (Clements & Sarama, 2007). Entender a Medida demanda
atribuir significado aos seus elementos fundamentais — unidade de medida e todo a ser medido — e
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aos processos mentais envolvidos; e compreender as noc¢des de quantidade, notadamente no que se
refere a coordenacdo entre as quantidades discretas e continuas (e.g., Smith et al., 2011). Tais
entendimentos contribuem para desenvolver conhecimento associado aos fundamentos matematicos
de processos aritméticos; raciocinio proporcional; construtos e conceitos associados aos numeros
racionais e a nocao de variaveis algébricas (e.g., Szilagyi et al., 2013).

Ha ja& consenso de que para ensinar Matematica é essencial ao professor conhecer ampla e
profundamente os tépicos a serem ensinados (Ma, 1999). No entanto, o foco das pesquisas tem sido
maioritario nos conhecimentos dos alunos (Barret et al., 2012; Hiebert, 1984; Vysotskaya et al.,
2020), deixando para segundo plano o conhecimento do professor e suas especificidades para ensinar,
em particular, Medidas (Policastro et al., 2020; Ribeiro et al., 2018; Subramaniam, 2014). Sendo o
conhecimento do professor um dos elementos que impacta nas aprendizagens e capacidades
matematicas dos alunos (Boyd et al., 2009; Hill & Chin, 2018) e nas a¢des e decisdes que ele emprega
em sua pratica letiva (Charalambous, 2015; Ribeiro et al., 2012), torna-se essencial entender as
especificidades desse conhecimento como forma de ampliar os entendimentos sobre seu contelido e
as propostas de programas de formacao de professores (Caldatto et al., 2018).

Diversas conceitualizages do conhecimento do professor surgiram nas ultimas trés décadas,
porém destacam-se as que consideram a natureza especializada desse conhecimento (Scheiner et al.,
2017) para a atuacdo docente. Uma delas é 0 Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge —
MTSK”” (Carrillo et al., 2018). Ao considerarmos a centralidade do entendimento da Medida nas
aprendizagens matematicas dos alunos, o papel e a importancia do conhecimento do professor nessas
aprendizagens e a falta de pesquisas especificas sobre essas problematicas, levam-nos a uma agenda
de pesquisa que objetiva entender e descrever o contetdo do conhecimento especializado do professor
nos topicos de Medida, com intuito de propor programas de formagdo que desenvolvam essas
especificidades e, assim, melhorem a qualidade das discussdes e das aprendizagens matematicas.
Nessa linha importa discutir a seguinte questdo: Que conhecimento especializado nos tépicos de
Medida revelam professores participantes de uma Formagdo Continuada focada nas especificidades
do conhecimento do professor de e que ensina Matematica?

2. Fundamentos teodricos dos topicos de Medida

Os topicos de Medida e o “senso de medida” (Stephan & Clements, 2003, p. 14) deveriam
ocupar um lugar de destaque nos curriculos escolares, desde a Educagao Infantil’®, por se constituirem
de elementos, noc¢des e conceitos fundamentais ao desenvolvimento de ideias fulcrais da Matematica
e ao envolvimento dos alunos com algumas das big ideas em Matematica (NCTM, 2000). No entanto,
tradicionalmente, esse trabalho envolvendo Medida tende a focar-se no ensino das unidades de
medida padronizadas (Policastro et al., 2017), sem explorar os procedimentos de medicao para cada
tipo de grandeza ou os processos (mentais) em que se pauta a atividade de medir (Stephan &
Clements, 2003).

77 Optamos por manter a nomenclatura originalmente apresentada, em inglés, para preservar o sentido e
significado dos termos propostos pelos autores.

78 No Brasil, essa etapa corresponde a escolarizacdo de criancas de 0 a 6 anos.
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Do ponto de vista puramente experimental, medir esta associado a conferir a um atributo
mensuravel de objetos, fenbmenos ou processos (Berka, 1983) um valor numérico, obtido ao
comparar magnitudes de uma mesma grandeza e quantificar as vezes que uma delas — a unidade de
medida — deve ser repetida até que se consiga, por acumulagdo, obter a magnitude da outra — o todo
a ser medido (Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004). Habitualmente introduzem-se os alunos
inicialmente as ideias de medicdo de comprimento, envolvendo instrumentos e unidades de medidas
ndo padronizados (Smith et al.,, 2011). Posteriormente apresentam-se as unidades de medida
padronizadas de comprimento, e todas as demais grandezas — area, capacidade, massa, volume e
tempo’® — passam a ser discutidas, sem considerar as particularidades da natureza de cada uma
(Ribeiro & Policastro, 2021; Sarama et al., 2011; Szilagyi et al., 2013). Segundo Lehrer et al. (2003,
p. 100), as criangas deveriam ser engajadas a “desenvolver uma teoria sobre as medidas, ao invés de
simplesmente efetuar medicdes”, e a conceitualizagdo de cada uma das grandezas, através da
comparagdo e classificacdo, deveria introduzir esse trabalho (Passalaigue & Munier, 2015).

Os processos (gerais) associados a atividade de medir estdo fundamentados em seis
principios, descritos particularmente para o caso da grandeza comprimento (Clements & Stephan,
2004): (a) particdo — atividade mental de dividir o objeto em magnitudes de mesmo comprimento,
quando a unidade de medida é menor que o elemento a ser medido; (b) unidade de iteracdo —
habilidade de pensar em um comprimento como referéncia para deslocar-se em todo o comprimento
do objeto a ser medido, para ndo deixar espacos por medir entre duas unidades subsequentes, nem
sobrepor unidades adjacentes; (c) transitividade — processo de, por estimativa ou deducdo, obter uma
relacdo de igualdade ou desigualdade (superior ou inferior) de quantidade relacionada a determinada
grandeza e estendé-la a outros dois ou mais objetos; (d) conservacao — compreensdo de que qualquer
movimento (translacdo ou rotacdo) no objeto a ser medido mantera os comprimentos; () acumulacao
da disténcia — entendimento de que, no processo de iteracdo de uma unidade de comprimento ao
longo do elemento que se mede, realiza-se a contagem da quantidade de iteracdes; (f) relacéo da
medida com um valor numérico — reorganizagdo da compreensdo do processo de contagem de
guantidades discretas para quantidades continuas.

Embora esses seis principios tenham sido descritos com base nos processos (mentais e fisicos)
associados a atividade de medir unidimensionalmente, eles podem ser transpostos para grandezas de
outros tipos, considerando algumas adaptacGes necessarias (Van den Heuvel-Panhuizen & Elia,
2011).

A nocdo de unidade de medida, porém, ocupa lugar de destaque nas aprendizagens
matematicas dos alunos, pois fundamenta varios outros conceitos como os de fra¢do unitéaria e de todo
e de unidade composta — unidade de unidades (Norton & Boyce, 2015). Mas essa unidade de medida
é frequentemente confundida com o instrumento de medida (Gamboa et al., 2020). Nesse contexto, a
nocao de unitizing — operagdo mental na qual um agrupamento de quantidades pode ser interpretado
como uma unidade (Steffe, 2003) — é fundamental para entender o que é e como se constitui uma
unidade de medida.

7% Levando-se em conta os documentos oficiais brasileiros formulados a partir da Base Nacional Comum
Curricular (Brasil, 2018).
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H& vérias questdes ainda problematicas para alunos e professores, sendo duas delas a
diferenciacgdo entre: (i) area e perimetro; (ii) volume e capacidade. Em (i), a dificuldade apresenta-se,
essencialmente, pela ndo compreenséao de qual o atributo (grandeza) a ser medido (Baturo & Nason,
1996). Com efeito, define-se &rea como a magnitude de uma superficie bidimensional contida por
uma fronteira, e o perimetro, como a magnitude dessa fronteira (Clements & Sarama, 2009), o que
demanda compreender que o perimetro € uma medida unidimensional (Irwin et al., 2004) e a area
estd subordinada a coordenacdo entre duas dimens6es (Parnorkou, 2020). Em (ii), as dificuldades
sustentam-se porque os termos “volume” e “capacidade” sio tomados como sinénimos (Ribeiro &
Policastro, 2021), o que leva muitas vezes a associar, nos contextos de ensino, as mesmas unidades
de medida (padronizadas) as duas grandezas (Ho & McMaster, 2019), sem realizar o necessario
trabalho que priorize a conceitualizagdo de cada uma (Passalaigue & Munier, 2015). Essas
dificuldades sustentam-se, também, pelo foco nos procedimentos de calculo, sem
conceitualizar a grandeza, ao assumir que calcular o valor da medida de uma grandeza seja medi-la.

3. Conhecimento especializado do professor nos topicos de
Medida

O Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK — (Carrillo et al., 2018) assume a
natureza especializada do conhecimento do professor, considerando trés dominios: Mathematical
Knowledge (MK); Pedagogical Content Knowledge (PCK) e Beliefs a respeito da matematica e do
seu ensino e aprendizagem. No MK consideram-se trés subdominios (ver Figura I), mas aqui focamos
somente o Knowledge of Topics (KoT).

KMT
Knowledge of
Mathematics
Teaching

KoT

Knowledge of

KFLM

KSM
Knowledge of the
Structure of
Mathematics

: Knowledge of
i Features of
: Learning
Mathematics

28pajmou)| Juauo) |edi3o3epaq

Mathematical Knowledge

Knowledge of
Mathematics
Learning Standards

Knowledge of
Practices in
Mathematics

Figura I: Modelo MTSK (Carrillo et al., 2018, p. 241)

O KoT corresponde ao contetido do conhecimento conceitual e procedimental do professor,
relacionado a cada topico. Originalmente consideram-se no KoT quatro categorias: (i) Definitions,
properties and foundations; (ii) Phenomenology and applications; (iii) Procedures, (iv) Registers of
representation (Carrillo et al., 2018). Porém, resultados recentes (Policastro & Ribeiro, 2021)
mostraram a necessidade de separar a categoria (i) em (ia), (ib) e (ic), contribuindo para refinar o
entendimento das especificidades do contetido do conhecimento do professor, relacionadas a cada um
dos topicos matematicos.
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(ia) Definitions

As definigdes sdo essenciais na (Educacdo) Matematica, assumindo papéis e caracteristicas
muito especificos (Zaslavsky & Shir, 2005). Estes papéis relacionam-se com a apresenta¢do dos
objetos de uma teoria e a captura da esséncia dos conceitos, a0 comunicarem suas propriedades
caracterizadoras (Mariotti & Fischbein, 1997) e os elementos fundamentais para a formagao desses
conceitos (Vinner, 2002). Além disso, pelas definigdes ¢ que se fundamentam as demonstragdes € a
resolucdo de problemas (Weber, 2002), porque se cria uma uniformidade na comunicagio de ideias
matematicas importantes (Zazkis & Leikin, 2008).

As definigdes que o professor conhece influenciam nas aprendizagens dos alunos (Zazkis &
Leikin, 2008), porque contribuem para estabelecer relagdes entre a imagem do conceito e a sua
definicao (Tall & Vinner, 1981). Inclui-se no conhecimento do professor conhecer que: o conceito de
medida implica a comparagdo entre magnitudes de uma mesma grandeza, seguida da quantificacdo
de uma delas —unidade de medida — em fung¢ao da outra, o todo a ser medido (Berka, 1983); unidade
de medida é definida como a magnitude de uma grandeza com a qual se pode medir outra magnitude
desta mesma grandeza; considerar a area como a superficie delimitada pela fronteira de uma figura
geométrica ndo é uma defini¢cdo, mas é um caso particular; o perimetro em duas dimensdes ¢ a linha
que define a fronteira de uma figura plana; volume é a porcéo de espaco ocupada por um objeto no
espaco; capacidade é o espaco interno de um objeto tridimensional, que pode ser preenchido
(Parnorkou, 2021).

(ib) Foundations

Um dos aspectos intrinsecos da pratica matematica é a possibilidade de criar relacGes entre
areas aparentemente diferentes. Com efeito, “qualquer tipo de fundamento, se ndo define, pelo menos
distingue entre trabalho matematico e ndo matematico e, de alguma forma, caracteriza a pratica
matematica, como sendo de um certo tipo e obedecendo a algumas regras especificas” (Venturi, 2014,
p. 46). Se as propriedades matematicas contribuem para organizar os conceitos, os fundamentos
exercem o papel de os conectar. Os fundamentos sdo, portanto, responsaveis por criar elementos
unificadores dos construtos e conceitos matematicos, dando forma ao conhecimento matematico.

Inclui-se aqui o conhecimento do professor, associado a conhecer que: 0 que se mede séo
propriedades mensuraveis dos objetos ou fendmenos — as grandezas; unidade e instrumento de medida
sdo elementos distintos; os constructos “comparar”, “iterar”, “acumular” e “quantificar” sdo
fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza (Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004) com
unidades padronizadas ou ndo padronizadas dessa grandeza; a iteragdo € um processo associado a um
conjunto de comandos e acdes que sdo repetidos de forma idéntica, até que se obtenha determinado
resultado (Clements & Stephan, 2004); a unidade de medida e o todo a ser medido sdo expressos por
magnitudes de uma mesma grandeza; as unidades de medida (padronizadas ou ndo) sdo adequadas
para cada tipo de grandeza; a unidade de medida ¢ um elemento fundamental no processo de medicéo
(Bragg & Outhred, 2004; Norton & Boyce, 2015); e que é relevante o papel das unidades néo
padronizadas para fundamentar nogBes de grandezas e de suas respectivas unidades de medida
padronizadas (Barrett et al., 2011; Bragg & Outhred, 2004).

(ic) Properties
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As propriedades sdo “relagdes entre elementos ou subconjuntos de elementos de um conjunto
que sdo instanciadas em situagdes particulares” (Mason et al., 2009, p. 10). A natureza dessas
propriedades matematicas pode variar; entretanto, o papel que elas exercem no entendimento dos
conceitos e dos construtos matematicos aos quais estdo vinculadas é essencialmente o mesmo:
organizar e descrever um conjunto de atributos e caracteristicas relacionados especificamente a certos
objetos ou entes matematicos, de modo a que fiqguem evidentes as relacGes entre eles. Inclui-se, no
contexto da Medida, o conhecimento de que: toda unidade de medida, padronizada ou ndo, possuli
(sub)multiplos resultantes do estabelecimento de relacbes de equivaléncia entre magnitudes da
grandeza a qual a unidade estd associada (Ribeiro & Policastro, 2021); a magnitude de qualquer
grandeza, ou unidade desta, é expressa necessariamente por uma quantidade continua (Bragg &
Outhred, 2004); um instrumento ndo padronizado para medi¢cdo de comprimento pode fornecer
distintas unidades de medida (Policastro et al., 2017).

(if) Phenomenology and applications

Nesta categoria inclui-se o conhecimento do professor ndo s6 dos conceitos que, dentro de
um topico, organizam e descrevem os fendmenos que déo sentido a esse topico, mas também dos
contextos que organizam todos os fendmenos que compartilham de ideias-chave ou “caracteristicas
estruturais” (Gomez & Cafiadas, 2016, p. 316) proprias desses fendomenos. No &mbito dos topicos de
Medida, inclui-se conhecer que medir é comparar magnitudes de uma mesma grandeza em termos
da quantificacdo de uma em funcdo da outra e conhecer os distintos contextos de aplicagdo da
atividade de medir: perimetro, area, capacidade, volume, massa, etc.

(iii) Procedures

Conhecer um conjunto de procedimentos associados a cada um dos topicos — que muitas
vezes se configuram como algoritmos —, 0s porqués matematicos que os sustentam, a caracteristica
do resultado obtido e as condigdes necessarias e suficientes para executar tais procedimentos, forma
parte desta categoria. No &mbito da Medida, inclui-se, por exemplo, conhecer: os procedimentos de
iteracdo para efetuar uma medicdo de qualquer grandeza, isto €, a unidade de medida deve ser iterada
até completar o todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se sobreponham unidades ao longo
da iteracdo; que um instrumento de medida ndo padronizado pode ser utilizado de forma padronizada
(ou néo) para efetuar uma medicgdo (Ribeiro et al., 2018); que o resultado da uma medig&o caracteriza-
se pelo valor da medida expressa por um nimero associado a uma marca, € esta marca corresponde a
unidade de medida utilizada (padronizada ou n&o); que é condi¢do necessaria para efetuar uma
medicdo que a unidade de medida seja Unica, ainda que essa unidade seja resultante de uma
composicao de unidades (Norton & Boyce, 2015).

(vi) Registers of representation

O conhecimento matematico é exteriorizado e percebido pelos sentidos, e essa exteriorizagdo
pode ocorrer associada a distintas formas de o tornar perceptivel. Essas multiplas formas
correspondem a registros de representacdo (Ainsworth, 2006; Pape & Tchoshanov, 2001) que podem
ser, por exemplo, numéricos, pictoricos, graficos, verbais — em linguagem oral ou escrita. Como
elementos desta componente no ambito da Medida, inclui-se, por exemplo, conhecer diferentes
formas de exteriorizar uma medida; relacionar distintos registros de representacdo e navegar
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frutiferamente entre eles; ou compreender o emprego do termo “tamanho” como inadequado para se
referir & magnitude de qualquer grandeza.

4. Contexto e método

Esta investigacdo compde uma agenda de pesquisa que busca caracterizar, em varios temas
e tépicos matematicos, o Conhecimento Especializado do professor que atua desde a Educacdo
Infantil. Aqui discutimos algumas dimensdes desse conhecimento no &mbito de distintos tépicos do
tema de Medidas. E um estudo de caso instrumental (Stake, 1995), cujo foco de interesse ndo é o caso
em si, mas saber que este instrumento permite conhecer e entender um elemento especifico — o
conhecimento do professor —, de modo a gerar teorias. As informagdes foram coletadas em um
contexto de um Programa de Formagéo Continua®® — sete modulos de formagdo — que envolveu 17
professores, atuantes desde a Educacdo Infantil ao Ensino Superior, e que tem o objetivo formativo
de desenvolver o conhecimento dos participantes em varios tépicos matematicos. Aqui focamos em
um encontro de oito horas do médulo de Medidas®!, cujos encontros foram todos gravados em audio
e video — tomando-se um plano geral das discussdes em grande grupo e planos com foco em cada um
dos quatro grupos de trabalho.

Partimos da denominada Tarefa para a Formacao — TpF (Ribeiro, Almeida et al., 2021) e
focamos a atencdo nas producdes e discussdes dos professores, associadas a trés questdes da Parte |
da TpF (Figura Il) e a questfes vinculadas a uma tarefa para os alunos (Figura V).

A Medida, seus principios, fundamentos e procedimentos

Parte I

1) Responda individualmente cada uma das questoes a seguir. Para isso, considere que vocé nao
esta em um contexto escolar, ou seja, vocé ndo devera responder as questdes imaginando como
faria para ensinar os objetos de conhecimento abordados nessas questdes. Portanto, as suas
respostas devem apenas revelar aquilo que vocé conhece sobre esses objetos de conhecimento.
Vocé podera utilizar palavras, desenhos, esquemas ou qualquer outro tipo de representacao para
explicitar o seu raciocinio.

a) O que é medir?

b) O que se pode medir?

¢) Como efetuamos uma medida?
d) Com o que podemos medir?

2) Em qual ano/série ou etapa escolar vocé leciona? Considerando a série/ano ou etapa escolar em
que leciona e sendo o foco principal em Medidas, que trabalho(s) vocé costuma desenvolver
com 0s seus alunos? Apresente algum(ns) exemplo(s). Caso considere que ndo desenvolve
nenhum tipo de trabalho com esse foco, comente os motivos que o(a) levam a nao fazé-lo.

3) Quais sdo os conceitos matematicos essenciais a atividade de medir?

Figura I1: Questbes da Tarefa para a Formagao implementada no encontro

8 O CIEspMat é um grupo de Pesquisa e Formacdo que desenvolve trabalhos focados no entendimento e
desenvolvimento do Conhecimento Interpretativo e Especializado do professor e futuro professor no &mbito
da matematica. Pagina do grupo: www.ciespmat.com.br

81 Por ser um estudo também longitudinal, utilizamos ndmeros (de 1 a 17) para identificar os professores,
para que seja possivel, ao longo da pesquisa mais ampla, acompanhar cada um deles.


http://www.ciespmat.com.br/
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A primeira questéo foca-se nos construtos e conceitos que fundamentam o fendmeno e os
procedimentos da atividade de medir; a segunda associa-se ao conhecimento do professor dos niveis
conceituais e procedimentais dos alunos em etapas educativas distintas, com relacao aos fundamentos
da atividade de medir; a Gltima questdo busca ampliar a discussdo em relagdo ao papel das unidades
de medida na medicdo. A segunda questdo é tipicamente entendida como PCK, mas o foco aqui é no
conhecimento matematico manifestado na justificacéo.

Todas as TpF (Ribeiro, Almeida et al., 2021) contém uma tarefa para alunos, e aqui essa
tarefa contribuiu para aceder — e desenvolvé-lo — ao conhecimento dos participantes quanto aos
principios, fundamentos e procedimentos associados a atividade de medir.

Tarefa: Rotacio por estacbes — Vamos medir?

ez 70

Estacdo 1: um pedaco de barbante (ou gualquer outre material que se assemelhe a um fio) de comprimento “x” e
um paralelepipedo com dimensdes /10, x/5 e x/2.

Orientacdo da estagdo 1: Mecga o comprimento do fio usando o paralelepipedo. Registre a sua medigio na folha

Estacdo 2: Uma placa do material dourado e uma folha cuja drea seja equivalente a 5x3 placas (mator superficie da
placa)

Placa do MD

Folha

Orientagdo da estacdo 2: Mega a folha usando a placa. Registre a sua medig3o na folha

Estacio 3: Uma balanga de pratos (montagem pode ser adaptada com cabide, fios e pratinhos de jardihagem); uma
balan¢a digital; uma placa do material dourado e diversos objetos idénticos (em guantidade =suficiente para que a
massa da placa possa ser comparada com a massa de um desses objetos quando o procedimento for empregado com
a balanca de pratos)

Orientacdo da estacio 3: Mega a massa da placa do material dourado usando os objetos. Registre a sua medi¢io na
folha.

Estacdo 4: Um recipiente qualguer, um copinho {ou qualquer outro recipiente menor que o primeire) e uma garrafa
d’agua cheia. No recipiente, deve haver uma marcacdo para determinar a quantidade de agua a ser depositada no
inferior — sugestio: a marca no recipiente pode ser a que determina que a quantidade de dgua a ser depositada
corresponde a trés unidade do copinho.

Orientacdo da estagdo 4: Meca a capacidade de dgua do recipiente até a marca indicada, usando o copinho.

Figura I11: EstacGes de trabalho propostas na tarefa para os alunos

Esta tarefa para os alunos incluiu uma abordagem de “metodologias ativas” e continha
indicacgdes para a passagem por diferentes estacGes de trabalho (Figura I11); uma ficha de registro de
respostas (Figura 1V); e um conjunto de perguntas associadas (Figura V).
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FICHA DE REGISTRO DA TAREFA “Rotacio por estacdes — Vamos medir?”

Nome: Data:

Estagio (O que | Como vocd medin? (descreva passo-a-passo os |Com o que vocd | Qual  foi  af Registo da  sua

voce procedimentos empregados para efetuar a medigdo e | mediv? unidade de | medicio (o que
mediu? faca um desenho para representar esse processo) medida utilizada | escreveu na comanda
para fazer a| que estava com vocé
medigdo? durante o trajeto

pelas estagdes)

(3]

Figura IV: Ficha de registros incluida na tarefa para os alunos

Tarefa 1: Rotacio por estacdes — Vamos medir?

Vocé esta diante de um conjunto de quatro estagdes de trabalho. Em cada estagfo, vocé
encontrara uma tira de papel contendo uma instrucio. Vocé devera seguir as instrugdes
contidas nessa tira de papel, sem trocar qualquer tipo de informacio com os seus
colegas. Depois de executar o que se pede na tira de papel, vocé seguird para a proxima
estacfo, procedendo da mesma forma, até a ultima estacio.

1. Agora que vocé ja finalizou o trajeto pelas estagdes, solicite a ficha de registro
ao(a) professor(a). Preencha a ficha de acordo com as instrugdes a seguir
Instrucdes para preenchimento da ficha:
Em cada coluna da ficha vocé deve explicar o seu raciocinio a partir de uma descrigio
com o maximo de detalhes que conseguir. Vocé pode fazé-lo usando esquemas,

desenhos, palavras, calculos....

2. Sente-se com mais dois colegas e, no trio, comparem e discutam sobre os
registros que cada um de vocés efetuou em sua propria ficha.

a. Quais foram as semelhancas e as diferencas nos registros de cada um? Por
que vocés acham que essas semelhancas e essas diferengas ocorreram?

b. Considerando os procedimentos empregados para medir em cada uma das
estagdes, vocés acham que sdo semelhantes ou distintos? Especifique as
semelhancas (e/ou diferencas) que consideraram.

c. Considerem a unidade de medida utilizada na estacio 1. Vocés acham que
¢ possivel efetuar as mediges propostas nas estagles 2. 3 e 4 utilizando
essa unidade de medida? Se sim, expliquem, em cada caso, como fariam
essas medicdes. Caso vocés considerem que nio seja possivel efetuar essas
medicdes, apresentem justificativas dos porqués consideram tal
impossibilidade.

Figura V: Tarefa para alunos incluida na TpF

Os professores resolveram a Parte | (Figura 1) nos pequenos grupos, e uma discussao plenéria
foi realizada. Posteriormente resolveram a tarefa para os alunos, percorrendo as estagoes e finalizaram
com outra discussao plenaria.
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O &udio captado durante as interaces — nos pequenos grupos e plenarias — foi integralmente
transcrito e complementado com informac6es identificadas nos videos (Ribeiro et al., 2012). Na
transcri(;éo, as linhas sdo numeradas e “Pi” corresponde ao professor i (de 1 a17) e F, a formadora. A analise foi realizada em
duas fases, uma manual e outra com o auxilio do software ATLAS.ti, procurando evidéncias de
conhecimento no ambito das categorias do KoT. Ao inserir 0os documentos no ATLAS.ti, as
transcricdes foram identificadas por “ME.LN”, e 0s registros escritos digitalizados foram
identificados por “T.I.N”, em que “N” representa o ntimero do grupo em que ocorreram as discussdes,
e, para as plenarias, usou-se a nomenclatura “ME.PL.I".

Apos alguns ciclos de codificacdes, incluindo-se, excluindo-se ou reagrupando-se as
producdes dos professores e determinadas categorias do KoT, até atingir a saturacdo (Strauss &
Corbin, 1994), identificaram-se 473 producdes, evidenciando conhecimento especializado (ver
Tabela I).

Tabela I: Incidéncia de produgfes associadas a evidéncias do conhecimento em cada
categoria do KoT

Definitions 51
Foundations 218
Properties 42
Phenomenology and applications 14
Procedures 121

Registers representation 27
Total 473

Uma analise transversal e longitudinal buscou semelhancas e diferengas entre o contetdo do
conhecimento identificado. Refinando a cada ciclo de analise, emergem os denominados descritores
de conhecimento do professor (Policastro & Ribeiro, 2021), nomeados de acordo com o subdominio
(KoT) e a categoria a que pertencem: (Definitions (d); Foundations (f); Properties (pp);
Phenomenology and Applications (ph); Procedures (mp); Registers of representantion (rp)). A cada
um foi atribuido um nimero sequencial.

Na Tabela Il exemplificamos como esses descritores emergem da analise. Os professores
revelam conhecimento associado a Definitions: ao buscarem explicar e conceituar o que é medir
(ME.I.2, 46-48; ME.1.3 e T.I.1); e ao referirem certos entes — instrumento e unidade — que consideram
necessarios na atividade de medir (ME.1.3, 1033-1040).

Tabela 11: Reagrupamento das produgdes e emergéncia dos descritores de conhecimento

Definitions
Producdes dos professores

ME.I.2 ME.I1.3

46. P2: Eu coloquei: é comparar. Pegar um | 1033. P5: A unidade que eu encontrei foi
cubinho e ver quantos cabem em uma | area. VOCEs...
barrinha. 1034. P7: S6 comprimento e largura.
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47. P8: Eu coloquei: é quantificar o tamanho | 1035. P5: Entéo € s6 comprimento!
de alguma coisa. 1036. P7: Han?
48. P10: Eu coloquei: medir algo é compara- | 1037. P5: E s6 uma unidade: de
lo a uma unidade preestabelecida. comprimento.
1038. P1: Ah, ta.
T.1.1 1039. P5: A unidade é comprimento.
N P 1040. P7: A unidade é comprimento.

@ 'M'JG’GA s J_f,.al.xg/\m T (A & Ll’§

“Medir ¢ especificar o tamanho de
determinadas coisas.”

Anélise
Conhecimento de que a medida estd | Nao fazem distincdo entre unidade de
associada a comparacdo de uma unidade de | medida e instrumento de medicdo.
medida (denominada majoritariamente por | Revelam entender que a unidade de
“referéncia”) com um todo, seguida de | medida se relaciona com uma magnitude,
quantificacdo e/ou atribuicdo de um valor | mas alguns professores confundem
numérico. unidade de medida com grandeza.

Descritores emergentes
KoTdL1 - conhecer a definicdo de medida: relagdo | KoTd5 - conhecer a defini¢do de unidade de

numérica entre magnitudes de uma mesma | medida: uma magnitude de uma grandeza com
grandeza, obtida por comparagdo seguida de | a qual se pode medir outra magnitude dessa
guantificacdo de uma dessas magnitudes (todo a | mesma grandeza.

ser medido) em funcdo da outra (unidade de
medida).

Em alguns casos, o contetdo do conhecimento revelado pelos professores foi identificado
como matematicamente inapropriado, fosse por incorre¢fes conceituais ou por inadequagbes de
contextos em que esses conceitos eram evocados. Em outras situagdes suas producdes ndo
exteriorizaram, de forma explicita, elementos suficientes para caracterizar o contetdo do
conhecimento, mas a discussdo conjunta com os fundamentos tedricos assumidos para a analise
permitiu constituir tais descricdes. Nesse sentido os descritores emergentes dessas produgdes sao
identificados, respectivamente, com os simbolos “*” e “**”” associados, sendo KoTph2* e KoTf2**
dois exemplos.

Das 473 evidéncias identificadas, sintetizamos 31 descritores: 6 relacionados com
Definitions; 8 com Foundations; 5 com Properties; 2 com Phenomenology and applications; 8 com
Procedures; e 2 com Registers of representation. A ordem da numeracdo dos descritores esta
relacionada exclusivamente com a quantidade de producGes dos professores vinculadas a cada um
deles, ou seja, quanto maior o numero de produgdes associadas, menor é a numeracao do descritor.
Portanto, KoTd1 tem mais producgdes associadas do que KoTd5, por exemplo. Assim, ndo seguimos
uma ordem sequencial na numeracdo dos indicadores de cada categoria, mas uma numeracdo por
“pesos”.
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5. Resultados e discussao

Todos os grupos de professores consideram que medir é comparar uma unidade de medida
(que denominam “referéncia”) com um todo, seguido de quantifica¢do e atribuicdo de um valor
numérico (KoTphl —conhecer que medir é comparar magnitudes de uma mesma grandeza em termos
da quantificacdo de uma em funcéo da outra).

ME.I4

54. P14: Eu coloquei que medir é comparar quantas vezes algo cabe em outro.

55. P13: E, eu coloquei também: medir é comparar e quantificar. Comparar coisas
56. compardveis e dizer quantas vezes cabe.

Figura VI: Trecho transcrito da discussdo no Grupo 4

Ao assumirem a compara¢do como um construto fundamental para a medi¢do (ME.l1.4: 54),
reconhecem sua relagdo com uma etapa inicial do processo completo de medir, mas incluem outros
(Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004), como é o caso da quantificacdo (ME.I.4: 55) (KoTmp6 —
conhecer que a comparagdo € uma condig¢do necessaria, mas ndo suficiente para medir).

Apesar de nao ficar claro se entendem os processos “quantificacdo” e “atribui¢ao do
valor numérico” como um unico process0 o0u como processos distintos (ME.1.2: 84 — 90),
reconhecem que ha processos (mentais) e construtos fundamentais presentes em toda
atividade de medicédo (Berka, 1983; Clements & Stephan, 2004) (KoTf2** — conhecer que
0S construtos “comparar”, “iterar”, “acumular” e “quantificar” sao fundamentos da atividade
de medir qualquer grandeza).

ME.L.2

84. P9: Fu e a P8 colocamos a questdo do quantificar, vocés acham que a gente

85. coloca o quantificar aqui? Que medir a gente vai quantificar...

86. P10: Ah, é que ele ja esta implicito aqui, ndo é?

87. P8 Quantificar nesse sentido, porque eu pensei em niimero, tem dez, tem quinze,
88. tem vinte, tem trinta... eu quantifico, eu dou um niimero para ele.

89. P10: E que quando vocé compara com uma unidade padrdio, vocé...

90. P9: Ja esta quantificando.

Figura VII: Trecho da discussdo no Grupo 2

Revelam também um conhecimento associado aos fenbmenos e aos contextos de
aplicagdo (Gomez & Caiadas, 2016) dos fundamentos da atividade de medir (ME.1.3: 367 —
370), mesmo quando sugerem a presenca desses fundamentos em contextos a que
efetivamente néo estdo associados (KoTph2* — conhecer os distintos contextos de aplicacdo
dos fundamentos da atividade de medir: medir comprimento, area, capacidade, massa, etc.).

MEL.L3

367. P1: Nés fizemos uma comparacdo de medida agora mesmo: que horas sdo?
368. Quanto tempo falta para acabar? Nos medimos o tempo.

369. P7: Sim, claro!

370. P1: A gente estd medindo o tempo, quanto tempo falta, por exemplo, néo é?
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Figura VIII: Trecho da discussdo no Grupo 3

Ainda relativo a “quantificacdo”, revelam conhecer que uma medida ¢ dada por um valor
expresso por uma quantidade continua — embora néo referindo explicitamente essa continuidade
(ME.L.1: 304 — 310) —, em particular quando a medicdo é associada a grandeza comprimento
(KoTpp3** — conhecer que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade desta, é expressa
necessariamente por uma quantidade continua).

ME.IL1

304. (F pega um conjunto de cubinhos do material dourado e coloca-os sobre a mesa)
305. F: Trés, seis, nove, doze, quinze, dezoito, vinte e um, vinte e dois. Vinte e dois
306. cubinhos. Medi?

307. P4. Medir a quantidade? Ndio existe medir a quantidade, existe?

308. P3: Isso é contar ou quantificar. Contar e/ou quantificar, é a mesma coisa.

310. P4: Mas a quantificagdo esta dentro de medida!

Figura IX: Trecho transcrito da discussdo no Grupo 1

Ainda que os professores reconhecam que o valor de uma medida pode ser expresso em
termos de um nimero ndo inteiro (Smith et al., 2011) (KoTpp3**), particularmente quando lidam
com medigdes em que a unidade de medida é ndo padronizada (e.g., arestas de um paralelepipedo),
nem todos (ME.PL.1:1111 — 1114) consideram a possibilidade de que os valores numéricos das
medidas possam ser expressos por multiplos e submultiplos dessa unidade de medida (KoTppl* —
conhecer que os multiplos ou submultiplos de uma unidade de medida — padronizada ou ndo — séo
estabelecidos por meio de relagdes de equivaléncias entre magnitudes da grandeza a qual a unidade
esta associada).

ME.PL.I

1107. P4: Eu fiz também, e deu quatro ponto nove. Entdo, deu quatro placas e nove...
1108. 4i, como eu sei que uma placa tem dez barrinhas, eu converti minha unidacde de
1109. medida em barrinhas. Entdo, eu coloquei que tinham 49 barrinhas. E ai, tudo eu
1110. medi com barrinhas. Vocé entendeu?

L111. F: Eu acho que sim! Ao invés de vocé pensar em placas como unidade,

1112. vocé pensou em barrinhas.

1113. P4. Isso, em barrinhas. Porque eu néio posso falar “quatro placas e nove,

1114. barrinhas”, entéio, eu converti tudo em barrinhas.

Figura X: Trecho da discussao plenaria

Consideram, inapropriadamente, que os submultiplos de uma unidade correspondem a outra
unidade distinta, algo que se relaciona com conhecer que toda unidade de medida possui multiplos e
submaltiplos (Berka, 1983) (KoTpp2*— conhecer que toda unidade de medida, padronizada ou ndo
padronizada, possui multiplos e submultiplos).

Revelam também um conhecimento das rela¢6es entre maltiplos e submultiplos, ao
efetuarem uma transposicao direta entre a estrutura do Sistema de Numeracao Decimal (valor
posicional) e as relacdes de equivaléncia entre multiplos e submultiplos de unidades
padronizadas que possuem base 10 (M.E.1.3: 225-228), como é 0 caso de comprimento,
capacidade e massa. No entanto, pautam-se em memorizacdo de regras que nem sempre
estabelecem congruéncias verdadeiras (KoTpp5* — conhecer as relagcdes de equivaléncia
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estabelecidas entre multiplos e submultiplos de uma unidade de medida padronizada com
estrutura decimal — base 10).

ME.L3

225. P7: Quando vocé ensina decimais, a partir do momento que vocé trabalha

226. com medidas, vocé vai usar os mesmos mimeros. Néo vai mudar nada!

227. O que é que vai mudar? E a nomenclatura. E a grandeza, s6. O que era décimo,
228. passa a ser decimetro, decilitro, decigrama. O outro, centimetro, centésimo.

Figura XI: Trecho da discussédo no Grupo 3

Quando as discussdes se centram nas grandezas volume e capacidade (ME.I.2: 1468-
1473), os professores revelam entender capacidade de um recipiente como a medida de “algo
que cabe dentro” dele (Parnorkou, 2021) (KoTd2 — conhecer que a defini¢do de capacidade
pode ser dada como o espaco interno de um objeto tridimensional que pode ser preenchido).

ME.I2
1468. P10: Ndo, o que tem volume é algo macigo, um sélido.
1469. P9: Solido.
1470. P10: Quando é sélido, ele tem volumie.
1471. P9: Quando ele é oco...
1472. P10: Quando ele é oco, ele tem capacidade.
1473. P9: Entdo, o recipiente tem capacidade.

Figura XII: Trecho da discussdo no Grupo 2

Corroborando a dificuldade para distinguir as grandezas volume e capacidade (Ho &
McMuaster, 2019), alguns professores consideram que somente 0s objetos sdlidos (macicos) possuem
volume, e objetos ocos possuem apenas capacidade (KoTd4 — conhecer que a definicdo de volume
pode ser dada como a porg¢do do espaco ocupado por um objeto tridimensional).

ME.IL1

1231. P4: A capacidade estd relacionada com o que vocé usa para preencher,
1234 néio é? Serd que é essa a diferenca entre capacidade e volume?

1235 P3: Para mim ainda é a mesma coisa.

1236. P4: Porque, por exemplo, esse copo. Ele tem 150 ml. Entéio, o volume dele
1237 é de 150 ml. Agora, quantos copinhos de café eu vou precisar para

1238. encher aqui? Ou de farinha? Ai eu acho que é a relagdo...

1239. P11: Depende do que eu estou usando.

1240. P3: E, por exemplo, tem capacidade para trés copinhos de dgua, dois de
1241. feijdo.

Figura XII1: Trecho da discussédo no Grupo 1

Entendem a grandeza area como o resultado do “preenchimento” de uma regido (MEL1: 657-
659), definida uma unidade de medida, mas também como o resultado do produto de magnitudes
unidimensionais, 0 que se associa com a coordenacdo entre duas dimens6es (Parnorkou, 2020), mas
n&o entre duas unidades de medida (KoTd3 — conhecer que a area pode ser definida como a superficie
delimitada pela fronteira).
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ME.L1

657. P3: Ai ja entra a questdo de darea e perimetro, ndo é? Se eu quero saber drea,
658. eu vou completar (passa a caneta sobre a area da superficie da folha). Se é s6 o
659. perimetro, eu faco sé ao redor (contorna a borda da folha com a caneta).

Figura XIV: Trecho da discussdo no Grupo 1

Os professores nao fazem distin¢do entre medir a area e calcular o valor da area de uma regido
(KoTmp3* — conhecer que efetuar uma medi¢do ndo corresponde a calcular uma medida, mas sim
estabelecer uma relagdo entre duas magnitudes de uma mesma grandeza) por meio de férmulas
matematicas, especificamente no caso do retangulo (ME.1.3: 899-902) (KoTmp8 — conhecer o
procedimento associado ao uso da férmula para determinar o valor da grandeza area no caso do
retangulo: efetuar o produto das magnitudes dadas em dimensdes ortogonais).

ME.L3
899. P16. Mas, a area é comprimento vezes altura, néio é?
900. P7: A area é comprimento vezes altura, isso.

901. P5: Comprimento vezes largura
902. P16: Ah, vezes largura...

Figura XV: Trecho da discussdo no Grupo 3

Em contrapartida, particularmente no caso das figuras poligonais, os professores reconhecem
que o perimetro ndo pode ser definido a partir do modo como € calculado (ME.I.3: 959-967) (KoTd6
— conhecer que a definicdo de perimetro — em 2D — é o comprimento da linha que define a fronteira
de uma figura plana).

ME.L3

959. P5: P16, essa palavra, perimetro, significa contorno e o metro é a medida.
960. Entdo, quando vocé fala de perimetro, vocé estda medindo o contorno da figura.
961. O pessoal usa: “o perimetro é a soma dos lados”. Porque sempre pegam

962. figurinhas, poligonos, que sdo essas figurinhas assim, regulares,

963. mas vocé ndo pode definir como sendo soma dos lados. Por qué? Porque vocé
964. tem figuras assim (representa uma figura geométrica néo poligonal). Como eu
965. vou medir o perimetro disso? Entdo, vocé pega um barbante, coloca sobre
966. essa linha, estica e mede com uma trena, isso é perimetro, a medida do

967. contorno.

Figura XVI: Trecho transcrito da discussdo no Grupo 3

Outros dois construtos que os professores nao distinguem (ME.I.1: 436-441) sdo unidade de
medida e instrumento de medigdo (KoTfl* — conhecer a distincdo entre unidade de medida e
instrumento de medic&o).
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ME.I.1

436. P4: Mas so que, olha: “como efetuamos uma medida? . Com um instrumento.
437. E ai, com o que podemos medir? Ndo é a mesma coisa? Com um instrumento...
438. Ai eu coloquei até um asterisco porque eu acho que é a mesma coisa!

439. P11: Eu coloquei que efetuamos utilizando uma unidade de referéncia

440. Ai eu coloquei: fita métrica, régua, mdos, pés... eu especifiquei aqui

441. o instrumento. Padréo ou ndo.

Figura XVII: Trecho da discussédo no Grupo 1

Ao passarem pelas estagdes para resolver a tarefa para os alunos, onde deveriam medir a
capacidade e a massa de alguns objetos utilizando diferentes instrumentos de medig&o (copo pléastico
e balanca de cabide) e unidades de medida ndo padronizadas (capacidade do copo e massa de uma
barra do material dourado), ndo diferenciaram instrumento de unidade de medida (KoTd5 — conhecer
a definicdo de unidade de medida: uma magnitude de uma grandeza com a qual se pode medir outra
magnitude desta mesma grandeza).

Copinho de 1 copinho

café (50 ml) ou (50 ml
com dgua ou

mililitros)

Figura XVIII: Registro de um professor do Grupo 3

Mesmo assim, ao referirem o seu trabalho habitual com os alunos (Figura XIX),
particularmente no caso da grandeza comprimento, os professores revelam conhecimento do papel
das unidades de medida ndo padronizadas no entendimento das grandezas padronizadas (Passalaigue
& Munier, 2015) (KoTf4 — conhecer que as unidades de medida ndo padronizadas fundamentam as
noc¢Ges de grandezas e de suas respectivas unidades de medida padronizadas).
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O inicio do trabalho se da através de instrumentos ndo convencionais para medir
(palmo, passos, barbantes). Apds, em diferentes contextos e maneiras, inicia-se o uso
das grandezas convencionais.

Figura XIX: Producdo de um professor do Grupo 2

Identificam que um instrumento ndo padronizado (ME.I.1: 682-688) pode fornecer mais de
uma unidade de medida (KoTpp4 — conhecer que um instrumento padronizado, ou ndo, para medicao
de comprimento pode ser empregue associado a distintas unidades de medida e a distintas grandezas)
e revelam conhecer que instrumentos ndao padronizados (ME.l.1: 689-691) podem ser utilizados de
forma n&o padronizada (Ribeiro et al., 2018) para medir distintas grandezas (KoTmp7 — conhecer
que uma medig&o pode ser efetuada utilizando unidades ndo padronizadas de forma néo padronizada:
e.g., largura da caneta para medir comprimento; menor face de um prisma para medir a area de uma
regiéo).

MEL.L.1

682. P12: Talvez vocé queira medir a drea do objeto (com o indicador, contorna

683. o perimetro da folha sulfite).

684. P3: Ah, e possa medir s6 pela largura da caneta (simula a iteracdo da caneta
685. na superficie da folha).

686. P12: E, ou vocé mede assim (considera o comprimento da caneta como unidade de
687. medida para medir o perimetro da folha), que seria o comprimento, ou vocé mede
688. assim (itera largura como unidade para medir a area da folha), que seria a darea
689. P3: Mas ndo s6 a darea, ndo é? Eu poderia medir esse espago (passa o indicador
690 no comprimento da folha) com a caneta assim (utiliza a largura da caneta como
691. unidade para medir o comprimento da folha).

Figura XX: Trecho da discussdo no Grupo 1

No entanto, parece haver um “salto” entre o que os professores consideram como possibilidade
de trabalho introdutério para a grandeza comprimento e o que se propde para trabalhar com outras
grandezas (Stephan & Clements, 2003). Em particular, para as grandezas capacidade e massa,
revelam dificuldades (ME.l.4: 957-969) em conceber que uma medi¢do pode ser efetuada com uma
unidade de medida ndo padronizada, e resistem a aceitar o valor da medida correspondente obtido em
termos dessa unidade (Bragg & Outhred, 2004) (KoTf4).
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ME.L4
957. P14: Como eu queria medir a massa da placa, a balanca de cabide,
958. para mim, ndo serviria de nada, entdo ndo usei ela. Eu usei sé a
959. balancga digital. ‘Meca massa da placa’. No cabide?
960. P6: E, vocé teria que estimar...
961. P13: Ora, na balanca vocé nédo tem a (gesticula com as maos como
962. se indicasse os dois pratos da balanca) ...o quilo?
963. P6: Ah, é! Vocé iria colocando até igualar!
964. P14: Mas ai vocé ia ter que fazer comparagdo. Qual é
965. a massa da placa? A massa da placa é igual a massa de 12
966. barrinhas?
967. P13: E, 12 barrinhas separadas.
968. P14: Dat eu pensei assim, se eu quero a massa da placa, ja vou usar
969. um instrumento que me da a massa, que é a balanca!

Figura XXI: Trecho da discussdo no Grupo 4

Essas dificuldades estéo associadas a uma lacuna entre as discussdes desenvolvidas no &mbito
da grandeza comprimento e o que (ndo) se faz para a conceitualizacdo das outras grandezas
(Passalaigue & Munier, 2015), mas, fundamentalmente, vinculam-se ao contetdo do conhecimento
dos professores acerca de: o que é uma medida (KoTd1); o que é uma unidade de medida (KoTd5);
0s constructos que fundamentam a atividade de medir (KoTf2**); o entendimento de que o que se
mede sdo as grandezas (KoTf3). De fato, assumem inapropriadamente (ME.I.1: 33 e 97-98) que
grandeza ¢ uma “caracteristica” de um objeto fisico (Berka, 1983), e ndo uma propriedade mensuravel
desse objeto ou de um fenémeno fisico (KoTf3* — conhecer que o que se mede sdo grandezas que
correspondem a propriedades mensuraveis dos objetos ou fenémenos).

ME.I.1
33. P12: Medir é dar, mensurar valor a uma caracteristica do objeto...

97. P4: acho que sdo essas trés as caracteristicas, ndo?
98. Tamanho, volume ou massa. Tem alguma outra?

Figura XXI1: Trecho da discusséo no Grupo 1

O termo “tamanho” é utilizado de forma genérica pelos professores, principalmente associado
ao comprimento — uso matematicamente inadequado —, 0 que revela seu conhecimento da
nomenclatura da grandeza (KoTrpl* — conhecer a nomenclatura adequada para se referir a cada uma
das grandezas). Ao mesmo tempo, revelam conhecimento da necessidade de uma nomenclatura
matematica adequada (ME.l.1: 1659-1670), associada as unidades de medida (KoTrp2 — conhecer a
nomenclatura e simbologia adequadas para se referir as unidades de medida: unidades padronizadas
e ndo padronizadas).
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ME.L.1

1659. P3: Qual foi a unidade de medida? Na estacédo 1 é barra de madeira. Depois
1660. eu acrescentei largura do paralelepipedo, para ficar mais académico.

1661. P11: Eu acho que é a nomenclatura, também. Porque todo mundo usou o

1662. paralelepipedo.

1663. P4: Eu acho que é a referéncia. Porque, eu, por exemplo, usei como referéncia a
1664. altura, largura e o comprimento.

1665. P12: E porque eu acho que tem diferenca usar a largura dela, eu posso ter usado
1666. outro lado do paralelepipedo.

1667. P4: Como largura, nio é?

1668. P3: Eu coloquei sé barra de madeira. Mas, se eu falasse para vocé: mega com a
1669. barra de madeira, ndo ia dar o mesmo. Vocé poderia medir de outro jeito. Entdo,
1670. esta errado o jeito que eu fi-.

Figura XXII1: Trecho da discussdo no Grupo 1

Todos os professores reconhecem a importancia do construto “unidade de medida” (Bragg &
Outhred, 2004) e sabem que, sem ela, ndo se efetua uma medigdo (KoTf5 — conhecer que a unidade
de medida é um elemento fundamental no processo de medicéo).

ME.L3
54. P7: Eu posso medir qualquer coisa, desde que eu possua um referencial,

55. que no caso seria...
36. P1: A unidade de medida.

Figura XXIV: Trecho da discussdo no Grupo 3

Somente dois dos quatro grupos (ME.1.2: 60-62) abordaram explicitamente um dos elementos
do conhecimento dos fundamentos da Medida (KoTf6 — conhecer que a unidade de medida e o todo
a ser medido devem ser de mesma natureza, ou seja, S&0 expressos por magnitudes de uma mesma
grandeza).

ME.L2
60. P17: E, por exemplo, se eu vou medir o comprimento, eu vou pegar algo que...
61. P10: Que tenha comprimento...
62. P9: E, porque depende do que vocé vai medir.

Figura XXV: Trecho da discusséo no Grupo 2

Esse fato associa-se a duas dimens@es: por um lado, por ndo deterem um conhecimento
associado a definicdo de medida (KoTd1), ndo consideram que a unidade de medida e o todo a ser
medido tenham de ser magnitudes de mesma natureza. Por outro lado, a “comparacdo” entre uma
unidade de “referéncia” e algo relacionado a essa referéncia é o construto que sustenta o contetdo
desse conhecimento; portanto, tal comparagdo s6 € possivel entre magnitudes de mesma natureza,
mas ndo distinguir unidade de instrumento de medicdo (KoTfl*) pode sustentar o0 ndo
reconhecimento da necessidade de que as magnitudes da unidade e todo a ser medido sejam da mesma
natureza.

Os professores revelam um conhecimento associado as unidades de medida padronizadas e
ndo padronizadas mais comuns (KoTf7 — conhecer as unidades de medida padronizadas para cada
grandeza).
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ME.L4

99. P13: O padrdo esta relacionado com, por exemplo, o metro, o centimetro.

100. Entendeu? E o ndo padrdo é, por exemplo, eu pegar esse livro e fazer...

101. P6: Por meio dele.

102. P13: Isso, o livro, o palmo.

103. P14: Qual é o padrdo para medida de comprimento? O metro. E esse padrdo
104. para medida de comprimento foi combinado, como a P15 falou, em convengdo.

Figura XXVI: Trecho da discussdo no Grupo 4

Ao resolverem a tarefa dos alunos, revelam conhecer procedimentos de medicao fazendo uso
dos principios essenciais da atividade de medir (Clements & Stephan, 2004). No entanto, solicitados
a medir o comprimento de um elemento maledvel — barbante — utilizando como instrumento de
medida um elemento s6lido — paralelepipedo —, os professores revelam dificuldades em aplicar esses
principios.

ME.L4

680. (P14 apoia o paralelepipedo sobre a maior face. Usa a maior aresta como unidade
681. de medida e estica o fio sobre essa face, coincidindo uma das extremidades com
682. um dos vértices do paralelepipedo).

683. P14: Ai parou aqui, ai vocé marca ele aqui.

684. (P14 dobra o fio sobrepondo a parte que ainda falta para ser medida

685. sobre a parte que ja fol medida)

686. Vocé pode voltar ele aqui.
687. P6: Eu também fiz isso!

Figura XXVII: Trecho da discussdo no Grupo 4

No procedimento descrito (ME.l.4: 680-686), P14 ndo considera que, ao dobrar o fio, uma
porcao do todo a ser medido — o comprimento do barbante — foi perdida, deixando lacunas entre as
unidades de medida na iteracdo (Clements & Stephan, 2004). Apesar de a maioria efetuar o
procedimento de iteracdo de forma adequada (descrito na Figura XXVIII), ndo ha mencéo explicita
ao que sustenta tal procedimento (KoTmpl** — conhecer os procedimentos de iteracdo para se
efetuar uma medicdo de qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser iterada até completar o
todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se sobreponham unidades ao longo da iteragdo).
Assim, pode ser algo que forma parte do script de medicdo, e ndo é, portanto, entendido como central
nesse processo, que fundamenta a existéncia de um algoritmo a ele associado (KoTf8** — conhecer
que a iteracdo é um processo associado a um conjunto de comandos que sdo repetidos de forma
idéntica até que se obtenha determinado resultado).
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Estiquei o barbante, coloquei uma das pontas no
inicio da barra, marquei um ponto no papel, com
lapis e coloquei o inicio da barra na marcagdo.

Coloquei a placa no inicio da folha marquei com o
lapis o final da placa e continuei até o final da
largura da folha. Repeti o procedimento para medir
a altura.

Figura XXVIII: Registro de um professor do Grupo 1

Para medir uma distancia (ME.I.3: 175-178), consideram a relacdo entre a magnitude da
unidade de medida e a quantidade de vezes que terd de ser iterada para medir o todo (KoTmp4 —
conhecer a caracteristica do resultado de uma medicdo: o valor numérico (v) obtido na medicéo é
inversamente proporcional & magnitude da unidade de medida (u), quando se considera constante a
magnitude da mesma natureza do todo (d) a ser medido (v = d/u)).

ME.L3

175. P3: Entdo, eu vou verificar quantos palmos eu tenho aqui nesta folha.

176. P7: O que vai ser diferente de cada um de nés. Depois nds vamos comparar.
177. P35: E, €U VOU cOmMparar...

178. P7: A sua medida ficou menor porque o seu palmo é maior.

Figura XXIX: Trecho de discussdo no Grupo 3

Apesar de os professores associarem instrumento de medida com unidade de medida (ME.I.1:
412-413), destacam a necessidade (condicdo necessaria) de que essa seja Unica no processo de
medicdo. Porém, ndo fica claro se conhecem que na iteracdo sempre se deve utilizar a mesma unidade
de medida (Norton & Boyce, 2015), ainda que ela seja formada pela composi¢éo de outras unidades
(KoTmp5**: conhecer que é condigdo necessaria para se efetuar uma medicdo que a unidade de
medida seja Unica, ainda que essa unidade seja resultante de uma composicao de unidades — unitizing).

ME.L1

411. P4: (...) E, a partir do momento

412. que eu defino o meu instrumento, eu devo utiliza-lo durante todo o meu

413. processo de medida. Que ai foi o que ela falou uma vez, lembra? Ah, quanto
414. tem essa folha?

415. (P4 coloca uma caneta, uma borracha e um lapis alinhados sobre o maior

416. comprimento de uma folha sulfite)

417. Tem uma caneta, uma borracha e um lapis. Ndo. Se eu comecei com uma caneta,
418. eu tenho quie terminar com a caneta.

Figura XXX: Registro de um professor do Grupo 1
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No intuito de sintetizar os resultados obtidos neste estudo e de avancar na teorizagdo desse
conhecimento — por via dos descritores —, apresentamos a caracterizacdo obtida do conhecimento
especializado do professor relativamente a topicos de Medida — KoT.

Tabela IV — Categorias e descritores relacionados ao subdominio Knowledge of Topics de Medida

Categorias  Descritores

KoTdl — conhecer a definicdo de medida: relacdo numérica entre
magnitudes de uma mesma grandeza, obtida por comparacdo seguida de
quantificagdo de uma dessas magnitudes (todo a ser medido) em funcédo da
outra (unidade de medida).

KoTd2 — conhecer que a definicdo de capacidade pode ser dada como o
espaco interno de um objeto tridimensional que pode ser preenchido.

KoTd3 —conhecer que a area pode ser definida como a superficie delimitada
pela fronteira.

KoTd4 — conhecer que a defini¢do de volume pode ser dada como a por¢éo
do espaco ocupado por um objeto tridimensional.

KoTd5 — conhecer a definicdo de unidade de medida: uma magnitude de
uma grandeza com a qual se pode medir outra magnitude desta mesma
grandeza.

KoTd6 — conhecer que a definicdo de perimetro (em 2D) é o comprimento
da linha gque define a fronteira de uma figura plana.

Definitions (KoTd)

KoTppl* — conhecer que os multiplos ou submultiplos de uma unidade de
medida — padronizada ou ndo — sdo estabelecidos por meio de relacdes de
equivaléncias entre magnitudes da grandeza a qual a unidade esta associada.

KoTpp2* — conhecer que toda unidade de medida (padronizada ou néo
padronizada) possui multiplos e submaultiplos.

KoTpp3** — conhecer que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade
desta, é expressa necessariamente por uma quantidade continua.

KoTpp4 — conhecer que um instrumento padronizado, ou ndo, para medicao
de comprimento pode ser empregue associado a distintas unidades de medida
e a distintas grandezas.

KoTpp5* — conhecer as relagcbes de equivaléncia estabelecidas entre
maltiplos e submultiplos de uma unidade de medida padronizada com
estrutura decimal (base 10).

Properties (KoTpp)
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KoTf1l* — conhecer a distingdo entre unidade de medida e instrumento de
medig&o.

9% CCs 9% <¢

KoTf2** — conhecer que os constructos “comparar”, “iterar”, “acumular” e
“quantificar” sdo fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza com
unidades padronizadas ou ndo padronizadas dessa grandeza.

KoTf3* — conhecer que 0 que se mede sdo as grandezas que correspondem
a propriedades mensuraveis dos objetos ou fendmenos.

KoTf4 — conhecer que as unidades de medida ndo padronizadas
fundamentam a constituicdo de noc¢des de grandezas e de suas respectivas
unidades de medida padronizadas.

KoTf5 — conhecer que a unidade de medida € um elemento fundamental no
processo de medigao.

KoTf6 — conhecer que a unidade de medida e o todo a ser medido devem ser
de mesma natureza, ou seja, SA0 expressos por magnitudes de uma mesma

E grandeza.
g KoTf7 — conhecer as unidades de medida padronizadas para cada tipo de
c grandeza.
2
§ KoTf8** — conhecer que a iteragcdo € um processo associado a um conjunto
= de comandos que sdo repetidos de forma idéntica até que se obtenha
L determinado resultado.
>
s} . KoTphl — conhecer que medir & comparar magnitudes de uma mesma
% S  grandeza, em termos da quantificacdo de uma em funcéo da outra.
§ 8 E KoTph2* — conhecer os distintos contextos de aplicacdo da atividade de
fi= _% S medir: medir comprimento, area, capacidade, massa, etc.
O © ©@ <
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KoTmpl* — conhecer os procedimentos de iteracdo para se efetuar uma
medicdo de qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser iterada até
completar o todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se
sobreponham unidades ao longo da iteracdo.

KoTmp2 — conhecer a caracteristica do resultado de uma medi¢do: uma

medida é expressa por um valor numérico associado a uma marca,
correspondente a unidade de medida (padronizada ou ndo) utilizada.

KoTmp3 — conhecer que efetuar uma medicdo ndo corresponde a calcular
uma medida, mas sim estabelecer uma relagéo entre duas magnitudes de uma
mesma grandeza.

KoTmp4 — conhecer a caracteristica do resultado de uma medicédo: o valor
numérico (v) obtido na medic&o é inversamente proporcional a magnitude
da unidade de medida (u), quando se considera constante o todo (d) a ser
medido (v = d/u).

KoTmp5** — conhecer que é condigdo necessaria para se efetuar uma
medicdo que a unidade de medida seja Unica, ainda que essa unidade possa
ser resultante de uma composicédo de unidades (unitizing).

KoTmp6 — conhecer que a comparacao é uma condi¢ao necessaria, mas nao
suficiente para medir.

= KoTmp7 — conhecer que uma medi¢do pode ser efetuada utilizando
|§ unidades néo padronizadas de forma ndo padronizada: e.g., largura da caneta
v para medir comprimento ou area de uma figura retangular; menor face de
E um prisma para medir area de uma regido.
P
3 KoTmp8 — conhecer o procedimento associado ao uso da formula para
§ determinar o valor da grandeza area no caso do retangulo: efetuar o produto
a das magnitudes dadas em dimensdes ortogonais.
BT o
S KoTrpl* — conhecer a nomenclatura adequada para se referir a cada uma
5 das grandezas.
L e A
2 § E‘ KoTrp2 - conhecer a nomenclatura e a simbologia adequadas para se referir
'é_.:i» :‘; g as unidades de medida: unidades padronizadas e ndo padronizadas.
[ -

Fica evidente a prevaléncia de alguns descritores em detrimento de outros. Essas diferencas
podem estar associadas, por um lado, ao fato de que a TpF (Ribeiro, Almeida et al., 2021) ndo
perseguia objetivos especificos associados a categoria Registers of representation. Por outro lado, 0s
resultados da categoria Phenomenology and Applications sdo coerentes com estudos anteriores que
identificaram seu contetdo como o mais ausente (Gomez & Cafadas, 2016; Zakaryan & Ribeiro,
2018).

6. Comentarios finais

Descrever, entender e caracterizar o contelldo do conhecimento especializado de um grupo
de professores de diferentes etapas educativas no &mbito da Medida contribui para clarificar as
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particularidades e especificidades do conhecimento do professor que ensina ou ensinaré os topicos de
Medida, independentemente da etapa educativa em que atua. Notemos que essa ndo associacdo entre
essas especificidades e a etapa em que o professor atua contribui para que possamos encarar a
matematica elementar de um ponto de vista avancado (Klein, 1932) e vice-versa, mas também para
gue possamos mapear esse conhecimento especializado, numa perspectiva de descompacta-lo (Ma,
1999) e torné-lo mais acessivel a outros.

Naturalmente, a busca por esse mapeamento ndo pretende prescrever todo o conhecimento
do professor, mas almeja fornecer elementos para que o professor se paute em “ideias centrais que
determinam como o conhecimento ¢ gerado e organizado dentro da disciplina” (Schmidt et al., 2002,

p. 9).

Quando nos propomos a um detalhamento do conteldo do conhecimento do professor,
importa evidenciar as caracteristicas e 0s elementos que constituem as especificidades desse
conhecimento. Nesse sentido, pautados por resultados anteriores (Policastro & Ribeiro, 2021),
passamos a considerar que o conteGdo do conhecimento do professor associado a categoria
Definitions, properties and foundations (Carrillo et al., 2018), relativamente a qualquer topico, mas
aqui, em particular, nos topicos de Medida, deveria ser encarado em termos de suas especificidades,
de forma separada, em categorias distintas. De fato, os resultados obtidos permitem identificar, em
especifico nas categorias Properties e Foundations, componentes do conhecimento do professor que
necessitam ser desenvolvidas.

Assim, é essencial que o desenho de programas de formagao considere explicitamente estes
e outros resultados, com objetivo de contribuir para desenvolver o contetdo do conhecimento do
professor que Ihe permita, por exemplo, conectar conceitos, propriedades e fundamentos, e, na sua
prética letiva —atual ou futura—, evidenciar essas conexdes dentro de um mesmo topico e entre topicos
distintos, dando forma a estrutura da disciplina (Gamboa et al., 2020). Para isso, é necessario um foco
especifico da formagdo, associado a tarefas desenhadas intencionalmente (Ribeiro, Almeida et al.,
2021; Ribeiro, Gibim, et al. 2021) com a finalidade de desenvolver uma consciéncia das estruturas
da matematica (Mason et al., 2009), do entendimento das conexdes matematicas e do conhecimento
de como organizar, numa distribui¢do curricular, os topicos, de modo a evidenciar essas conexdes
(Valeetal., 2010).

Os resultados aqui obtidos — associados aos descritores de conhecimento — contribuem,
portanto, para um mais amplo entendimento do contedldo do conhecimento do professor — aqui no
ambito do KoT, relativamente aos topicos de Medida — e das categorias que o formam, possibilitando
um olhar mais detalhado para essa componente da estrutura do conhecimento especializado.
Entretanto, para que possamos continuar refletindo sobre essas componentes, algumas questdes se
abrem, contribuindo para guiar uma agenda de pesquisa que busque, de forma imbricada, uma relagéo
com a formacdo de professores: (i) que relagdes ocorrem entre os descritores do conhecimento dos
topicos (KoT) de Medida e outros topicos, como em NUmeros e Operagdes?; ii) qual o papel dessas
relagdes na composicao estrutural do conhecimento do professor relativamente a esses topicos?; iii)
quais os impactos na pratica letiva do professor no caso de as formagOes (iniciais e continuas)
objetivarem o desenvolvimento do conhecimento do professor associado a essas estruturas
matematicas?; v) de que forma as especificidades do conhecimento do professor se vao
desenvolvendo ao longo do tempo, pela participacdo em contextos formativos que tém essa
intencionalidade?
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Uma proposta de teorizacio das conexdes matemdticas na perspectiva do
conhecimento especializado do professor

Ao se explorar, descrever e detalhar as especificidades do conhecimento do professor
no ambito do tépico de divisdo (ver artigo 1) e dos topicos no tema de Medida (ver artigo 2),
foi possivel identificar elementos estruturantes e estruturais (ideias unificadoras) desses
conhecimentos e, com base nesta identificacdo, passamos a discutir uma proposta de
teorizagdo das conexfes matematicas que se observam a partir das relacBes entre esses
conhecimentos.

Uma vez que assumimos a perspectiva das conexfes matematicas segundo a
conceitualizacdo do MTSK (CARRILLO et al., 2018), evidenciamos as relagdes que se
observam entre diferentes construtos, conceitos, propriedades e fundamentos, mas incluimos,
também, as distintas representacdes para um construto ou conceito, no ambito de um mesmo
topico e entre diferentes tdpicos matematicos. Aqui, numa perspectiva de descrever as
conexdes do tipo intra-conceituais e interconceituais que se observam a partir do conteudo
do conhecimento do professor, evidenciamos essas relagdes especificamente no &mbito dos
topicos de divisdo e do tema de Medida.

As conexBes matematicas sdo assumidas, nesta investigacdo, desde uma perspectiva
do conhecimento especializado do professor, e, por isso, sdo encaradas como produtos de
relacfes entre elementos estruturantes e ideias unificadoras presentes no contetdo desse
conhecimento.

Esses elementos estruturantes referem-se a construtos, conceitos, fundamentos,
propriedades, procedimentos e representaces que sdo responsaveis por organizar e dar forma
ao contedo dos conhecimentos no ambito de cada tépico matemaético. Ja os elementos
estruturais sdo, na verdade, essas ideias unificadoras que se apresentam como nogdes centrais
na fundamentacdo dos entendimentos matematicos, porque conectam conceitos e processos.

Assim, a nossa proposta de teorizacdo das conexdes matematicas que se observam a
partir do conteddo dos conhecimentos descritos no &mbito dos topicos de divisdo e do tema
de Medida — KoT (divisao) e KoT (medida), respectivamente — se pauta, primeiramente, na
identificacdo de um conjunto de elementos estruturantes do contetdo desses conhecimentos

e nas ideias unificadoras que os sustentam. Em seguida, busca-se evidenciar as relagdes entre
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esses elementos estruturantes e ideias unificadoras, a fim de se obter uma descricdo do
contetido de conhecimentos associados as conexdes intra-conceituais e interconceituais.

Nessa perspectiva de evidenciar as relacBes que ocorrem entre as diferentes
constituintes do conteido do conhecimento especializado do professor no &mbito de cada
topico matematico, apresentamos a nossa proposta de “pacotes de conhecimento
especializado™. Assim, ao efetuarmos essas relagdes entre estes “pacotes de conhecimentos
especializados”, tornamos visiveis, desde uma perspectiva organica da Matematica, o que
teoricamente se denomina de conexdes intra-conceituais e interconceituais (CARRILLO et
al., 2018; GAMBOA et al., 2016).

No ambito dos tdpicos do tema de Medida, por exemplo, identificamos que os

29 <¢ 29 ¢

construtos “todo a ser medido”, “unidade de medida”, “multiplos e submultimos da unidade
de medida”, “valor numérico da medida”, “grandeza”, “magnitude” e “iteracdo” S&0
estruturantes do contetdo dos conhecimentos relacionados com: i) o que € medir — o
fendmeno — (BERKA, 1983); ii) as defini¢des de medida e de unidade de medida (BERKA,
1983; BRAGG; OUTHRED, 2004; NORTON; BOYCE, 2015); iii) os fundamentos da
atividade de medir (BARRETT et al., 2011; CLEMENTS; STEPHAN, 2004); iii) as
propriedades associadas aos topicos de medida (BARRETT et al.,, 2011; HEUVEL-
PANHUIZEN; ELIA, 2011; NORTON; BOYCE, 2015); iv) aos procedimentos e as
caracteristicas dos resultados de uma medicdo (BERKA, 1983; CLEMENTS; STEPHAN,
2004). Também destacam-se as ideias de “comparac¢do”, quantificagdo”, “relacdo numérica”,
“agrupamentos”, “equivaléncia” e “proporcionalidade” como estruturais e, portanto,
unificadoras do contetido dos conhecimentos associados aos tépicos do tema de Medida.

Por exemplo, o préprio conhecimento do ato de medir, enquanto um fendmeno, se
apresenta como estruturante para a atribuicdo de significado ao conhecimento de que a
medida em si é definida como uma relagdo numérica obtida pela comparacéo seguida da
quantificacdo de magnitudes de uma mesma grandeza. De fato, ao se definir a medida como
uma relagdo numeérica entre magnitudes, a esséncia do conceito “medida” € capturada
(MARIOTTI; FISCHBEIN, 1997) pelas ideias de “relacdo numérica”, “comparacdo” e
“quantifica¢do”. Entretanto, essa esséncia do conceito “medida” ganha mais significado se
estiver apoiada pelo “senso de medida” (STEPHAN; CLEMENTS, 2003).

Assim, identificamos uma primeira relagdo entre conteddo de conhecimentos

associados as categorias Phenomenology and applications e Definitions, respectivamente
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KoTphl (medida): conhecer que medir é comparar magnitudes de uma mesma
grandeza em termos da quantificacdo de uma em funcéo da outra

KoTdl (medida): conhecer a definicio de medida: relagdo numeérica entre
magnitudes de uma mesma grandeza, obtida por comparacdo seguida de
guantificacdo de uma dessas magnitudes (todo a ser medido) em funcdo da outra
(unidade de medida)

(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a, no prelo)

Como forma de ilustrar essa conex&o, no diagrama a seguir (Figura 14), identifica-se

essa atribuicdo de significado que um contetdo de um conhecimento (KoTphl(medida))

exerce em relacdo ao outro (KoTd1(medida)), por meio de um conector na cor cinza, cuja

extremidade indicada por um circulo ndo preenchido refere-se ao conteldo de conhecimento

que fornece embasamento para o que se descreve pelo contetdo do conhecimento onde a
extremidade indicada com um circulo preenchido toca.

Figura 14 — Pacote associado a conexao intra-conceitual envolvendo as categorias
Phenomenology and applications e Defintions, no ambito dos topicos de Medida

= KoTd1 (medida): conhecer a definicdo de
medida: relagdo numérica entre magnitudes
de uma mesma grandeza, obtida por
comparacdo seguida de guantificagdo de uma
dessas magnitudes (todo a ser medido) em
funcdo da outra (unidade de medida)

Intra1
(medida)

KoTph1 (medida): conhecer
que medir & comparar magnitudes
de uma mesma grandeza em
termos da quantificagéo de uma em
funcéo da outra

Fonte: autora da tese (2021)
Dessa forma, considerando o nosso movimento de teorizagdo das conexdes

matematicas observadas a partir das relagcdes entre os elementos estruturais e estruturantes

presentes no conteudo dos conhecimentos elencados pelos descritores, enunciamos uma
conexdo intra-conceitual no &mbito dos tdpicos de Medida, descrita por:

v"Intral (medida): Conhecer que medir é um fendbmeno que esta associado a

comparagdo de magnitudes de uma mesma grandeza em termos da

quantificacdo de uma delas em fungdo da outra, e que este fendbmeno contribui

para atribuicao de significado ao conceito de medida, que se trata da propria
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relacdo numérica obtida por essa comparacao seguida de quantificacéo de
magnitudes de uma mesma grandeza.

De fato, do ponto de vista do conhecimento do professor, importa conhecer a
distin¢do entre um fendmeno (o que é algo) matematico e uma defini¢do para um conceito
matematico associado a este fendbmeno, pois esta € uma das premissas para um trabalho com
foco no desenvolvimento do pensamento relacional e ndo estritamente procedimental
(SKEMP, 1989).

Essa rede de relagdes se amplia e se torna mais organica quando séo incluidos os
conhecimentos associados a alguns dos fundamentos dos tépicos de Medida, como forma de
oferecer sustentacdo a conhecimentos associados aos procedimentos e condi¢Ges necessarias

e suficientes para se efetuar uma medicéo:

KoTf2** (medida): conhecer que os construtos "comparar”, "iterar”, "acumular” e
"guantificar" sdo fundamentos da atividade de medir qualquer grandeza.

KoTf5 (medida): conhecer que a unidade de medida é um elemento fundamental no
processo de medicao.

KoTf8** (medida): conhecer que a iteragdo é um processo associado a um conjunto
de comandos que sdo repetidos de forma idéntica até que se obtenha determinado
resultado

KoTmpl* (medida): conhecer os procedimentos de iteragdo para se efetuar uma
medicdo de qualquer grandeza: a unidade de medida deve ser iterada até completar o
todo a ser medido, sem que se deixem lacunas ou se sobreponham unidades ao longo
da iteracdo.

KoTmp5** (medida): conhecer que é condicdo necessaria para se efetuar uma
medicdo que a unidade de medida seja Unica, ainda que essa unidade seja resultante
de uma composicao de unidades — unitizing

KoTmp6 (medida): conhecer que a comparagdo é uma condi¢éo necessaria, mas ndo
suficiente para medir.

(POLICASTRO; RIBEIRO, 20214, no prelo)
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Figura 15 — Pacote associado a conexao intra-conceitual envolvendo as categorias
Foundations e Procedures em Medidas

® KoTmp1* (medida): conh os procedimentos de iteracdo para se

“~_~ efetuar uma medicio de qualquer grandeza: a unidade de medida

deve ser iterada até completar o todo a ser medido, sem que se
deixem lacunas ou se sobreponham unidades ao longo da iteracao.

Intra2
(medida)

KoTf2** (medida): conhecer que os
construtos “comparar”, “iterar”,
"acumular” e "quantificar" sdo
fundamentos da atividade de medir
qualquer grandeza

KoTf5 (medida): conhecer que a
unidade de medida € um elemento
fundamental no processo de
medicdo

KoTf8** (medida): conhecer que a
iteragdo é um processo associado a um
conjunto de comandos que sdo

repetidos de forma idéntica até que se
obtenha determinado resultado

— .

Fonte: autora da tese (2021)

Naturalmente, a unidade de medida representa um papel fundamental no processo de
medicdo — KoTf5 (medida). No entanto, a iteracdo — KoTf8**(medida) — € um construto
que, associado as nocgdes de “comparacdo”, ‘“acumulacdo” e ‘“quantificacdo”
KoTf2**(medida) —, fundamenta os raciocinios envolvidos na atividade de medir qualquer
grandeza — KoTmpl(medida) — (BERKA, 1983; CLEMENTS; STEPHAN, 2004). Essa
relacdo de sustentacao se indica na Figura 15 por uma seta dupla na cor preta.

Assim, associa-se a esse pacote de conhecimentos especializados o seguinte descritor
de conexé&o intra-conceitual:

v" Intra2 (medida): Conhecer que o procedimento associado a medicdo da
magnitude (todo) de uma grandeza qualquer se fundamenta no
reconhecimento de que a unidade de medida € um elemento fundamental neste
processo e que o construto “itera¢do’’ associado as ideias de “comparagao,
“acumulacdo” e ‘“quantificagcdo” sdo os elementos que sustentam os
raciocinios envolvidos nesse procedimento.

Como a categoria Procedures ndo trata apenas do conhecimento do professor de “o
que” e de “como” se faz, mas também dos conhecimentos do “porque” e do “quando” se

pode empregar certos procedimentos a cada momento, observamos que os conhecimentos do
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fendmeno medir e de como se define uma medida — Intral (medida) —, em conjunto com 0s

conhecimentos de como se define uma unidade de medida — KoTd5 (medida) — e da

propriedade das magnitudes enquanto quantidades continuas — KoTpp3 (medida) —, séo

essenciais no processo de atribuicdo de significado aos conhecimentos relacionados com as

condicBes necessarias e suficientes para se efetuar uma medicdo — KoTmp5** (medida) e
KoTmp6 (medida).

Figura 16 — Pacote associado a conexdes intra-conceituais observadas entre conhecimentos
incluidos em Phenomenology and applications, Definitions, Properties € Procedures

/
|

§ , o . KoTpp3** (medida): conhecer
® KoTmp5** (medida): conhecer que € condicdo necessaria para s itude d I d
efetuar uma medicdo que a unidade de medida seja Unica, ainda que Que a magnitude de qualquer grandeza,

essa unidade seja resultante de uma composicdo de unidades - ou unidade desla, & expressa

unitizing necessariamente por uma quantidade
continua
= KoTmpé (medida): conhecer que a comparagdo é uma condigao
necessaria, mas nao suficiente para medir
" KoTd5 (medida): conhecer a definicdo de
Intra3 unidade de medida: uma magnitude de uma

(medida) grandeza com a qual se pode medir outra
magnitude desta mesma grandeza

®KoTd1 (medida): conhecer a definico de
medida: relagdo numérica entre magnitudes
de uma mesma grandeza, obtida por
comparacdo seguida de guantificacdo de uma
dessas magnitudes (todo a ser medido) em
fungdo da outra (unidade de medida)

(medida)

+ Intra1
KoTph1 (medida): conhecer
que medir & comparar magnitudes

de uma mesma grandeza em

termos da quantificagdo de uma em
I fungéo da outra

Fonte: autora da tese (2021)

Com isso, elencamos mais um descritor de conexdo intra-conceitual, desta vez,

relacionando conteudo de conhecimentos das categorias Phenomenology and applications,

Definitions, Properties e Procedures:

v

Intra3 (medida): Conhecer que, para se efetuar uma medicéo, é fundamental
possuir uma unidade de medida, que pode ou ndo ser proveniente de uma
composicdo de unidades (unitizing), ja que a unidade de medida, como

qualquer magnitude, é expressa por uma quantidade continua, e que esta
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unidade de medida dever& ser comparada com o todo a ser medido, em termos
de uma quantificacdo, como forma de se obter uma relacdo numérica entre
as magnitudes de ambos.

Note-se que, ao evidenciar essas relagdes — Intra2 (medida) e Intra3 (medida) —,
estamos também interessados em mostrar que, mesmo um conhecimento associado aos
procedimentos de medida, demanda um entendimento de que ha tipos de raciocinios
estruturais bastante especificos envolvidos, e um trabalho que se preocupa com o
desenvolvimento do pensamento estrutural dos alunos (MASON; STEPHENS; WATSON,
2009) deveréa reconhecer esses elementos e tipos especificos de raciocinios que compdem
uma estrutura organica e dindmica na Matematica.

Ainda no @mbito dos topicos de Medida, o conhecimento de que unidade de medida
e o0 todo a ser medido devem ser de mesma natureza, por ser um dos fundamentos desses
topicos, exerce a funcdo de dar sustentacdo a uma rede de relagbes que ocorrem entre
conhecimentos, ndo somente no ambito do tema de Medida, mas também em relacéo a outros
topicos, como é o caso de divisdo:

KoTf6** (medida): conhecer que a unidade de medida e o todo a ser medido devem
ser de mesma natureza, ou seja, SA0 expressos por magnitudes de uma mesma
grandeza.

(POLICASTRO; RIBEIRO, 20214, no prelo)

Por exemplo, como sustentacdo da rede de relacbes no ambito dos tdpicos de Medida,
0 conhecimento da congruéncia das naturezas da unidade de medida e do todo a ser medido
fundamenta os conhecimentos de que, por meio de relacdes de equivaléncia, pode-se obter
maultiplos e submultiplos de uma unidade de medida, garantindo que a natureza desses
maultiplos e submultiplos serdo correspondentes a do todo a ser medido, em particular, quando
a magnitude dessa unidade for considerada a partir de uma estrutura decimal:

KoTppl* (medida): conhecer que os maltiplos ou submultiplos de uma unidade de
medida — padronizada ou ndo — sdo estabelecidos por meio de relagbes de
equivaléncias entre magnitudes da grandeza a qual a unidade est4 associada.
KoTpp2* (medida): conhecer que toda unidade de medida (padronizada ou néo
padronizada) possui multiplos e submaltiplos.
KoTpp3** (medida): conhecer que a magnitude de qualquer grandeza, ou unidade
desta, é expressa necessariamente por uma quantidade continua.
KoTpp5* (medida): conhecer as relagbes de equivaléncia estabelecidas entre
multiplos e submultiplos de uma unidade de medida padronizada com estrutura
decimal (base 10).

(POLICASTRO; RIBEIRO, 20214a, no prelo)
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A garantia de que os multiplos e submultiplos de uma unidade de medida terdo a
mesma natureza do que o todo a ser medido, permite que uma medicao possa ser efetuada,
seja com a prépria unidade de medida, seja com um de seus multiplos ou com um de seus

submultiplos, sem que o valor numérico associado a medicéao seja descaracterizado.

KoTmp2 (medida): conhecer a caracteristica do resultado de uma medigdo: uma
medida é expressa por um valor numérico associado a uma marca, correspondente a
unidade de medida (padronizada ou nao) utilizada.

(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a, no prelo)
Nesse sentido, um conhecimento dos tipos adequados de nomenclaturas e
simbologias associadas as unidades de medida também contribuird para a atribuicdo do

significado semantico dessas unidades, em cada contexto em que estiverem presentes.

KoTrp2 (medida): conhecer a nomenclatura e simbologia adequadas para se referir
as unidades de medida: unidades padronizadas e nao padronizadas

(POLICASTRO; RIBEIRO, 20214, no prelo)

Assim, particularmente para uma estrutura decimal, uma unidade de medida com
magnitude, digamos, u (u € R,), terd multiplos com magnitudes correspondentes a
10u,100u, 1000w, ..., ou, de forma genérica, alguma magnitude de um maultiplo desta
unidade sera do tipo 10™u, n € Z,. De forma analoga, as magnitudes dos submultiplos desta
unidade serdo correspondentes a 0,1u; 0,01u; 0,001, ..., €, em termos genéricos, serdo do

tipo 10" u,n € Z_.

Essas propriedades da magnitude da unidade de medida (de seus mdaltiplos ou
submultiplos) influenciam nas caracteristicas do resultado de uma medicgdo (retangulo azul

na Figura 17):

KoTmp4 (medida): conhecer a caracteristica do resultado de uma medicéo: o valor
numeérico (v) obtido na medicéo € inversamente proporcional & magnitude da unidade
de medida (u), quando se considera constante a magnitude da mesma natureza do
todo (d) a ser medido (v = d/u)

(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021a, no prelo)

No diagrama a seguir, 0s conectores na cor cinza representam relagdes de atribuicao

de significado, com as extremidades indicadas por um circulo ndo preenchido indicando os
conhecimentos que dao base para essa atribuicdo de significado aos conhecimentos onde as
extremidades com circulo preenchido tocam. O conector representado por uma seta dupla na

cor preta indica uma conexdo de sustentacao.
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Figura 17 — Pacote de conhecimentos associado a conexdes intra-conceituais envolvendo
Foundations, Properties, Procedures € Registers of representation, em Medida

= KoTmp2 (medida): conhecer a caracteristica do
resultado de uma medigao: uma medida € expressa
por um valor numérico associado a uma marca, ,
correspondente a unidade de medida (padronizada \
ou nao) utilizada -
= KoTmp4 (medida): conhecer a caracteristica do
resultado de uma medigio: o valor numérico (v)
obtido na medigdo € inversamente proporcional a
magnitude da unidade de medida (u), quando se IntraS
considera constante a magnitude da mesma (medida)
natureza do todo (d) a ser medido (v = d/u).

= Kolpp1* (medida): conhecer gue os mdltiplos ou
submultiplos de uma unidade de medida -
padronizada ou ndo - sdo estabelecidos por meio de
relacoes de equivaléncias entre magnitudes da
grandeza a qual a unidade esta associada

= KoTpp2* (medida): conhecer que toda unidade de
medida (padronizada ou ndc padronizada) possui

maltiplos e submltiplos. /

= KoTpp3** (medida): conhecer gue a magnitude de
qualquer grandeza, ou unidade desta, & expressa
necessariamente por uma quantidade continua.

Intrad
(medida)

= KoTpp5* (medida): conhecer as relagies de
equivaléncia  estabelecidas entre  miltiplos e
submaltiplos de uma unidade de medida padronizada
com estrutura decimal (base 10)

KoTf6** (medida): conhecer que a unidade de
medida e o todo a ser medido devem ser de

mesma natureza, ou seja, Sa0 expressos por
magnitudes de uma mesma grandeza

Fonte: autora da tese (2021)

De fato, uma vez mantida constante a magnitude do todo a ser medido, o valor
numérico da medida terd magnitude inversamente proporcional a magnitude da unidade ou
de seus multiplos e submultiplos — KoTmp4 (medida) —, e, para um exemplo em que a

unidade de medida tem magnitude u, e o todo, magnitude d, o valor numérico (v) da medida

. 1 d
sera dado por v = nEZ,OUv=—.;,nEZ.

10w’ 10m
Assim, supondo uma unidade de medida com magnitude 3, temos multiplos e

submdltiplos na forma 10™.3,n € Z, e 10™.3,n € Z_, respectivamente. Supondo ainda

que o todo a ser medido com esta unidade tenha magnitude constante corresponde a 6,
- . 1 6 s les
veremos que o valor da medida serd dado por v = i3 E Z, para qualquer multiplo ou

submultiplo dessa unidade de medida, numa estrutura decimal. Assim, o valor da medida,
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neste exemplo, serd v = min.z,n € Z. Portanto, para:n =0, v=2;n=1,v=0,2; n = 2,
v =0,02;oupara:n = —1,v =20;n = -2, v = 200, e assim por diante.

O conhecimento da sintaxe matematica que atribui significado a essa relagdo de
proporcionalidade inversa entre valor numérico da medicdo e a unidade de medida—
KoTmp2 (medida) —, associada ao conhecimento da propriedade de que a magnitude de uma
grandeza, ou unidade desta, & necessariamente expressa por uma quantidade continua —
KoTpp3 (medida) —, possibilita, em termos semanticos, a atribuicdo de significado as
quantidades enquanto magnitudes, em particular, aquelas que, numericamente, s&o
representadas por fracbes ou nimeros decimais (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI,
2006; REN; GUNDERSON, 2019).

Com efeito, uma vez que a magnitude de uma unidade de medida é continua —
KoTpp3 (medida) —, e, como toda unidade de medida € da mesma natureza do todo a ser
medido — KoTf6** (medida) —, conclui-se que o todo a ser medido também seré
caracterizado por uma quantidade do tipo continua. Por consequéncia, o valor numérico

obtido de uma medida sera necessariamente expresso por uma quantidade continua.

De fato, no caso anterior, os construtos “unidade de medida”, “todo a ser medido” e
“valor numérico da medida” sdo os elementos estruturantes dessas relagdes, e as noc¢oes de
“quantifica¢do”, de (relacdo de) “equivaléncia” e de “proporcionalidade” (big ideas na
Matematica) sdo as ideias unificadoras que caracterizam uma estrutura dos conhecimentos
associados aos topicos de Medida, nomeadamente aqueles incluidos nas categorias
Foundation, Properties e Procedures, mas também em Registers of representations, ja que
as adequadas formas de se representar esses conceitos e/ou nocBes contribuem

significativamente para dar forma as suas imagens (TALL; VINNER, 1981).

Assim, considerando esse nosso movimento de teorizacdo das conexdes matematicas
a partir dos descritores de conhecimento elencados, enunciamos outros dois descritores de
conhecimento associados a essas conexdes intra-conceituais, no ambito dos tdépicos de
Medida:

v Intra4 (medida): Conhecer que a congruéncia entre as naturezas da unidade
de medida e do todo a ser medido fundamenta o conhecimento de que toda

unidade de medida possui multiplos e submultiplos, em que estes sdo obtidos
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por relagdes de equivaléncia entre unidade e todo, e que, numa estrutura
decimal, sdo expressos numericamente por 10™.u,n € Z, em que u é a
magnitude da unidade de medida, e que tal magnitude é necessariamente uma

quantidade do tipo continua.

v"Intrab (medida): “Conhecer que a expressao que caracteriza a relacdo de
proporcionalidade inversa entre as magnitudes do valor numérico (v) da

medida e da unidade de medida (u), numa estrutura decimal, é dada por

1 d

v=_5.-ne€ Z, em que o todo a ser medido (d) tem magnitude constante,

e que, pela natureza continua de qualquer magnitude, este valor numérico é

também continuo™.

Considerando o topico de divisdo, também foi possivel identificar relagdes entre o
conteddo dos conhecimentos associados a diferentes categorias. Nesse contexto, verificamos
que os construtos “dividendo”, “divisor” e “quociente” sdo estruturantes do contetido dos
conhecimentos relacionados com alguns dos fundamentos desse topico (CORREA; NUNES;
BRYANT, 1998) e com as formas de se proceder para resolver uma operacdo de divisdo
(BROCARDO; SERRAZINA; KRAEMER, 2003; ROBINSON; LEFEVRE, 2012):

#KoTd1 fundamento (divisido): conhecer que é condigdo necessaria para
efetuar uma divisdo que ocorra a decomposicao do dividendo em partes, e
que € condicdo suficiente que as partes sejam equivalentes.

#KoTd2 fundamento (divisdo): conhecer o papel do dividendo e do
divisor na divisdo: na partilha, dividendo corresponde ao todo a ser
distribuido e divisor corresponde ao nimero de subgrupos entre os quais o
todo sera distribuido; na medida, dividendo corresponde ao todo a ser
medido; e divisor, a unidade de medida.

KoTmp1 (divisdo): conhecer distintas estratégias de resolugdo de uma
divisdo: uma divisdo pode ser resolvida pelo algoritmo euclidiano; por
decomposicao do dividendo em parcelas correspondentes a dezenas e
unidades; por agrupamento; ¢ por adigdes sucessivas.

(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b, p. 18)%
Ao mesmo tempo, as ideias de “distribuicdo”, “comparacdo” e ‘“quantificacdo”

sustentam os tipos de raciocinios que se evocam para dar significado a esses conhecimentos,

82 Recorde-se que no referido artigo as redac6es dos descritores, agora indicados com o simbolo “#”, eram
diferentes e que numa etapa de revisdo dos resultados dessa investigagdo, a partir das analises do conteido
desses descritores, foi necessario reformular suas redagdes.
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em particular, quando se busca estabelecer relagdes entre o contetido desses conhecimentos
dos fundamentos e procedimentos com os conhecimentos dos dois sentidos da divis&o.
Entretanto, reconhecemos que um conhecimento da natureza dos construtos
“dividendo”, “divisor” e “quociente” € 0 que contribui para sustentar os conhecimentos
relacionados com: i) os dois sentidos da divisdo (FISCHBEIN et al., 1985) — #KoTphl e
#KoTph2; ii) os raciocinios e procedimentos que se devem empregar para a resolucao de
uma operacdo de divisao (RIBEIRO et al., 2018); iii) e as caracteristicas do resultado de uma
divisdo quando interpretada como partilha equitativa ou como medida (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021b) — KoTmpl (divisdo); KoTmp2 (divisédo) e KoTmp3 (diviséo).

#KoTphl (divisdo): conhecer o fendmeno divisdo a partir de sua
interpretagdo como partilha equitativa: dividir € distribuir uma quantidade
entre determinado nimero de conjuntos, de modo a que cada um dos
conjuntos contenha a mesma cardinalidade ap6s a distribuicao.

#KoTph2 (divisdo): conhecer o fendmeno divisdo a partir de sua
interpretagdo como medida: dividir € comparar as magnitudes do dividendo
e do divisor, de modo a quantificar o numero de vezes que a magnitude do
divisor precisa ser agrupada até compor a magnitude do dividendo.

KoTmp1 (divisdo): conhecer distintas estratégias de resolugdo de uma
divisdo: uma divisdo pode ser resolvida pelo algoritmo euclidiano; por
decomposicao do dividendo em parcelas correspondentes a dezenas e
unidades; por agrupamento; e por adigdes sucessivas

KoTmp2 (divisdo): conhecer a natureza do resultado da operagdo no
sentido e partilha equitativa: o valor numérico obtido — quociente —
corresponde a cardinalidade de cada um dos conjuntos entre os quais o todo
foi distribuido

KoTmp3 (divisdo): conhecer a natureza do resultado quando a divisdo é
entendida como medida: o valor numérico obtido (quociente) corresponde
a quantidade de vezes que a unidade de referéncia coube no todo (agrupar
o todo em partes de mesma magnitude)

(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b, p. 18)

No entanto, durante as analises e discussdes para a producdo do primeiro artigo desta

tese, por uma questdo limitacdo do espaco, ndo foi possivel incluir evidéncias que nos
permitissem elencar um descritor associado a essa natureza dos construtos “dividendo”,
“divisor” e “quociente”. Dessa forma, a seguir, passamos a discutir algumas dessas
evidéncias que nos vao ajudar a justificar a inclusdo desse descritor associado a categoria
Foundations, no ambito do topico de divisdo — KoTf3 (divisdo): conhecer a natureza dos
construtos dividendo, divisor e quociente enquanto quantidades discretas ou continuas —,
além de descrever algumas das relagdes entre os pacotes de conhecimentos associados a essa

categoria Foundations e outras categorias.
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De modo a detalhar essas relagdes, passamos a considerar especificamente 0s casos
em que a operacdo de divisdo ndo esta relacionada com algum contexto (problema), o que
nos impde a necessidade de focarmos nas quantidades que expressam o “dividendo” e o
“divisor” para poder associar essa operagdo a algum dos dois sentidos — partilha equitativa
ou medida.

Assim, a interpretacdo da operacdo como partilha equitativa sera feita com base no
reconhecimento do “dividendo” e do “divisor” como quantidades discretas, j& que,
especificamente para o divisor, se a quantidade que o expressa for representada por um
namero natural ndo nulo (quantidade discreta), pode-se considerar que o dividendo sera
distribuido equitativamente entre uma quantidade de conjuntos que corresponde ao divisor
(#KoTphl(divisdo)).

Ao mesmo tempo, o reconhecimento do divisor como uma quantidade continua (uma
magnitude, portanto), implicard, necessariamente, em se assumir o dividendo também como
uma quantidade continua e, ao menos inicialmente, serd necessario interpretar a divisdo como
medida (RIBEIRO et al., 2018), empregando raciocinios pautados nas ideias de comparagéo
dessas magnitudes, seguida de quantificacdo de uma delas (dividendo) em funcdo da outra
(divisor) — #KoTph2(diviséo).

De fato, essa interpretacao da divisdo como medida, que se apdia apenas nas naturezas
das quantidades que expressam o “dividendo” e o “divisor”, se sustenta em um pacote de

conhecimentos associados especificamente aos tdpicos no tema de Medida.
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Figura 18 — Pacote de conhecimentos em conexao interconceitual dos topicos de Medida e
de divisao

#KoTd2 fundamento (divisdo): conhecer o papel do
dividendo e do divisor na divisdo: na partilha, dividendo
corresponde ao todo a ser distribuido e divisor

KoTf3(divisae): conhecer a natureza dos

construtos "dividendo", "divisor" e "quociente”
anguanto quantidades discretas ou continuag

correspande ao ndmero de subgrupos entre os quais o
todo sera distribuido; na medida, dividendo corresponde
ao todo a ser medido; e divisor, 3 unidade de medida.

Inter1
(medida-divisdo)

— — — —

KoTpp3** (medida): conhecer que a

I magnitude de qualquer grandeza, ou unidade

desta, & expressa necessanamente por uma
quantidade continua

KoTf6** (medida): conhecer que a unidade de
medida e o todo a ser medido devem ser de mesma

I natureza, ou seja, sdo expressos por magnitudes de
uma mesma grandeza

—— —
Fonte: autora da tese (2021)

Em termos mais especificos, o pacote formado pelo conhecimento de que a unidade
de medida e o todo a ser medido sdo de mesma natureza — KoTf6** (medida) — associado
ao conhecimento de que toda magnitude é expressa por uma quantidade necessariamente
continua— KoTpp3** (medida) —, sustenta o pacote de conhecimentos de que as quantidades
que representam o “dividendo” e o “divisor” podem ser expressas por magnitudes
(quantidades continuas, portanto) — KoTf3 (divisédo) — e de que o “dividendo” e o “divisor”
devem, nos contextos da divisdo como medida, ser tomados, respectivamente, como “todo”
a ser medido e como “unidade de medida” — #KoTd2 fundamento (divisao).

Nesse sentido, enunciamos a primeira conexdo interconceitual que se evidencia
quando se relacionam esses pacotes de conhecimentos especializados, conectando topicos
distintos, neste caso, o de divisdo e os do tema de Medida:

v Interl (medida-divisdo): Conhecer que a congruéncia das naturezas

entre a unidade de medida e o todo a ser medido associado ao
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conhecimento de que toda magnitude é expressa por uma quantidade
continua, sustenta o reconhecimento dos construtos “dividendo” e
“divisor” como “todo” e “unidade de medida”, respectivamente, e
garante o reconhecimento de que suas quantidades sdo expressas por
magnitudes, ou seja, por quantidades continuas.

Nesse sentido, reconhecer que uma operacao de divisdo que ndo esta associada a um
contexto (problema) pode ser interpretada a partir do sentido de medida, implica, em primeiro
lugar, reconhecer que “dividendo” e “divisor” representam “todo a ser medido” e “unidade
de medida”, respectivamente e que, justamente por isso, suas quantidades sdo expressas por
magnitudes — Intra 1(medida-divisdo). Mas, além disso, & preciso ressaltar que a
interpretacdo do fendmeno divisdo como medida — KoTph2 (divisdo) — se sustenta por um
pacote de conhecimentos cujos conteidos se relacionacom com: i) o proprio fenémeno medir
— KoTphl (medida); ii) as defini¢des do que sdo medida e unidade de medida — KoTd1
(medida) e KoTd5 (medida); iii) e das condi¢fes necessarias e suficientes para se efetuar
uma medicdo — KoTmp6 (medida).

Do ponto de vista do conhecimento do professor, estabelecer essa relacdo €
fundamental para que o fendmeno “divisdo” ndo se confunda com o fendémeno “medir”, ja
que dividir efetivamente ndo é medir, ainda que as ideias unificadoras desses pacotes de
conhecimento sejam essencialmente as mesmas: “compara¢ao”, “quantificagdo”, “iteracdo”,
“acumulagdo” e “relacdo numérica”.

Assim, pode-se associar outro descritor do conhecimento relacionado com as
conexdes interconceituais envolvendo os topicos de divisdo e os do tema de Medida:

v" Inter2 (medida-divisdo): Conhecer que dividir ndo é medir, mas que este
fenomeno se sustenta no conhecimento do fenomeno “medir”, quando este se
encontra associado aos conhecimentos das definicdes de medida, de unidade
de medida e de que medir ndao é somente “comparar”, mas que envolve outros
construtos como “iterar”, “quantificar”, “acumular” até obter uma “relagdo

numeérica’ entre magnitudes.
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Figura 19 — Pacote de conhecimentos em Medida sustentando conhecimento em divisdo:
conexao interconceitual

CONHECER 0 FENOMEND
DIVISAO E CONTEXTOS DE
APLICACAD

Y

® #KoTph2 (divisao): conhecer o fenomeno divisdo a
partir de sua interpretagdo como medida: dividir &
comparar as magnitudes do dividendo e do divisor, de
modo a gquantificar o ndmero de vezes que a
magnitude do divisor precisa ser agrupada até cumpur\
a magnitude do dividendo.

Inter2
(medida- divisao)

= KoTmp6 (medida): conhecer que a comparagdo & uma condigdo
necessaria, mas nao suficiente para medir

= KoTd1 (medida): conhecer a definicdo de
medida: relacdo numérica entre magnitudes  ®KoTd5 (medida): conhecer a definicdo de

de uma mesma grandeza, obtida por unidade de medida: uma magnitude de uma
comparagdo seguida de guantificacdo de uma grandeza com a gual se pode medir outra
dessas magnitudes (todo a ser medido) em magnitude desta mesma grandeza

funcdo da outra (unidade de medida)

KoTf2** (medida): conhecer que os KoTph1 (medida) conhecer

construtos "comparar”, “iterar”, que medir & comparar magnitudes

de uma mesma grandeza em
termos da quantificacdo de uma em

"acumular" e "quantificar” sao
fundamentos da atividade de medir

qualquer grandeza fungao da outra

Fonte: autora da tese (2021)
Note-se que essas distintas interpretacfes dos sentidos que a divisdo pode assumir,

sustentadas pelo reconhecimento da natureza das quantidades envolvidas na operagédo, tém
implicacdes diretas nos casos em que, para se resolver uma divisdo, emprega-se o algoritmo

euclidiano.
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De fato, na tarefa de formag&o em que se discutiu operacéo de divisdo®, a 5.2 questdo
propunha aos professores que resolvessem algumas operacfes envolvendo dividendo e

divisor expressos por quantidades discretas ou continuas.

Figura 20 — Questdo 5 da tarefa de formacao implementada na sessdo do topico de divisao

5. Resolva por s1 mesmo(a) (enquanto professor/a) as operagdes a seguir de DUAS formas distintas,
descrevendo e justificando, em cada caso, o passo-a-passo do(s) procedimento(s) utilizados. Voeés
devem gravar um video para cada uma das resolugdes, de modo a que os procedimentos e etapas de
cada resolucio sejam explicitadas (e verbalizadas).

a.  336+4=
b, 5336=+3.2=
c. 0,536+4=
d. 238+4=
e 119+34=

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)
No momento em que 0s professores resolveram essa questéo da tarefa de formagéo,

ainda nao haviam sido discutidos, em plenaria, os dois sentidos da divisdo® (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021b), portanto, pode-se dizer que o conhecimento mobilizado pelos professores
para resolver essas operagdes se pautou, por um lado, na nocao de que a divisdo esta associada
com a distribuicdo de quantidades, ja que o Unico sentido que revelaram conhecer para a
interpretacdo da divisédo foi o de partilha equitativa — KoTphZ1(divisdo) — (POLICASTRO;
RIBEIRO, 2021b). Por outro lado, os professores mobilizaram, quase que exclusivamente,
um conhecimento relacionado ao algoritmo euclidiano como forma de proceder para resolver
as operacdes de divisdo — KoTmpl(divisdo) —, ainda que na proposta da questdo fossem
solicitadas duas formas distintas para a resolugé@o de cada operacao.

Apenas nas operacdes em que o divisor era expresso como uma quantidade discreta,
os professores se apoiaram no algoritmo e também em um procedimento envolvendo a
decomposic¢édo do dividendo em parcelas que eram distribuidas equitativamente entre uma

quantidade de conjuntos correspondente ao divisor.

8 Ver tarefa completa na Figura 6.

8 O conhecimento dos professores associado associado ao sentido de medida da diviséo foi desenvolvido
durante a sessdo de formacdo. Para maior detalhamento, ver discussdo apresentada no artigo 1 desta tese.
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Figura 21 — Producdo de um professor para o item “d” da 5.* questdo da tarefa com foco na
divisao

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)
Mas, o que justifica a nossa andlise de que um conhecimento da natureza dos

construtos “dividendo”, “divisor” e “quociente” enquanto quantidades discretas ou continuas
contribui para fundamentar os conhecimentos dos sentidos, dos procedimentos e das
caracteristicas do resultado de uma operacao de divisdo, € o que os professores revelaram
conhecer quando questionados a respeitos do nivel de dificuldade encontrado para a
resolucéo dessas cinco operacdes de diviséao.

De fato, na 6.2 questdo da tarefa de formacdo era solicitado que os professores
indicassem, em uma escala de niveis de dificuldade, as operacfes que consideravam terem
sido mais faceis e as que consideravam terem sido mais dificeis de ser resolvidas na 5.2
questéo.

Figura 22 — Questao 6 da tarefa de formacao relacionada com o topico de divisao

6. Considerando as operagdes da questdio 5, estabeleca uma ordem de dificuldade (a sua) para

resolver. Apresente argumentos para justificar porque classificou as questdes de acordo com

essa ordem.
Muito facil:
Justificativa:
Facil:
Justificativa:
Meédio:
Justificativa:
Difieil:
Justificativa:
Muito difieil:
Justificativa:

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)
Com efeito, as operagdes consideradas “muito facil” e “facil”, por todos os
professores foram associadas aos itens a)536 + 4 e d)258 + 4, respectivamente, e as

justificativas apresentadas para essa maior facilidade se relacionaram com natureza das

7

quantidades envolvidas na operacdo, isto é, por se tratarem de quantidades discretas
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(“nameros inteiros”), 0s professores avaliaram o grau de dificuldade como sendo o menor,
ja que reconheciam a possibilidade de se empregar outras formas de raciocinio para resolver
a operacdo, tais como decomposicdo ou composicao do dividendo (“decomposicéo do
dividendo”; “conexdo com a adi¢ao”).

Figura 23 — Produgdes dos professores relacionadas com a 6.* questao da tarefa de
formagao com foco na divisdo

Muito facil: &

Justificativa: e fs 3 e
Yo mbuu) 1M. Aovicas Com o  onilod -

Muito facil: a
Justificativa: NUmeros inteiros, facil conexao com a adicdo.

acordo com cssa ordem.

(9
Muito facil: O |4 jj‘_uu
JUStiﬁcativa:'o&\_ pen w{;% .L:me, pA(A “‘Cw;a /}‘/a:Q chum,w\-kf A 2
Muito facil: a
Justificativa: Por ser numeros inteiros, fica mais facil decompor e
porque 536 € multiplo de 4
Rl ) T o vl e ~ T
Justificativa; ' o Corravax A
Fécil: d)
Justificativa: Namero inteiro, dividido por inteiro. Mesmo tendo resto,
consegui dividi-lo.

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)
Ao mesmo tempo, as operacdes consideradas com um nivel de dificuldade “médio”,

“dificil” e “muito dificil” foram, para todos os professores, aquelas incluidas nos itens
b)536 + 3,2;€)11,9 + 3,4 e ¢)0,536 + 4, respectivamente, nesta ordem. E, nesses casos, as
justificativas apresentadas pelos professores, além de se relacionarem novamente com a
natureza das quantidades envolvidas nas operagOes, revelaram o seu conhecimento de que,
nas operacBes envolvendo as quantidades continuas (em expressfes como “numeros
decimais”; “namero que ndo é inteiro”, na Figura 23), a resolucdo se pautava exclusivamente

nos procedimentos do algoritmo euclidiano.
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Figura 24 — Exemplos de resolugdes dos professores para as operagoes da 5.* questao da
tarefa com foco na divisdo

‘97) 536 :-Z;QJ R (A S »
& @ Oa556 =4 -

t
(0]

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)
No entanto, como os professores revelaram ndo conhecer os porqués associados a

cada um dos passos que se deve empregar nesse algoritmo, seus raciocinios se pautam em
regras memorizadas, mas destituidas de significado (“lgualei as casas, como aprendi na
escola, mas ndo sei explicar o porqué”; “Iniciei sem as virgulas, mas também néo sei
explicar o porqué”; (...) fiz sem saber o que estava fazendo™) — Figura 25.

Figura 25 — Exemplos de producdes de professores relacionadas com a 6.* questdo da
tarefa de formagao com foco no topico de divisao

Medio: Vi T ) Ainridide DY TWreAnEs QL el
Justificativa; “/}.0 04 COMNIS- | L . o | AL 10 B0 T~

eV~ A y 4’]__,,<,‘, = { a1

ificil: ) L ! | .
Dlﬁc”' Bt il D rd ¢ " J Vaay ,’I T e A=
Justificativa: .du. wconran e oo Arraule, . dvics i ik
T{.u 7, ,,,/T‘ |,',,_ g Y el = P ,
Muito dificil: «< ) et ; 7

4 : A orrer )

Justificativa:

Médio: b) Ndmero inteiro, dividido por nimero decimal. Igualei as casas,

como
Justificativa: aprendi na escola, mas néo sei explicar o porqué.

Dificil: ) Divisdo de nimeros decimais com 0 mesmo namero de casas
apos a virgula.

Justificativa:Iniciei sem as vigulas, mas também n&o sei 0 porqué.
Muito dificil: ¢) Nao sei como resolver

Justificativa:




242

’Medlo 00 SR
Justificativa: ooU AU i muimine @ @R ALcir o] (3/01/5
Dificil: £

Justificativa; pet, ¢, WO

(ryn NG G‘-A-«_\;W wmo@maﬁ,
Muito dificil: ¢

Ju§uhcauva.7991, L. /'Y\MMM “ o 2 ~
lﬁmﬁf R o g wlansa J : Ik,
Médio: B

Jutificativa: por ter um nimero decimal (3,2)

Dificil: E

Jutificativa: por serem nimeros decimais (com virgula — s6 cortei a virgula)
Muito dificil: C

Jutificativa: por ter um nmimero que “ndo é inteiro”, fiz sem saber o que estava
fazendo

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

Assim, quando se relaciona esse conhecimento das naturezas das quantidades que
expressam os construtos “dividendo”, “divisor” e “quociente” — KoTf3(divisdo) — com 0s
conhecimentos das condi¢cfes necessarias e suficientes para se efetuar uma divisao — #KoTd1
fundamento (divisdo) — e dos papéis que dividendo e divisor representam na operagao —
#KoTd2 fundamento (divisdo) —, sustenta-se os conhecimentos dos raciocinios que se
empregam nos distintos procedimentos para se resolver uma operagdo de divisao.

Naturalmente, essa rede de relagdes nao estara totalmente estruturada sem se
vincularem os conhecimentos dos dois sentidos da divisdio — #KoTphl(divisao) e
#KoTph2(divisao) —, uma vez que sdo as ideias unificadoras associadas aos raciocinios

99 ¢

envolvidos em cada um dos dois sentidos (“distribui¢do”, “comparagdo” e “quantificacao”)
que sustentam essas relagoes.

Assim, na perspectiva de teorizacdo das conexdes matematicas que se observam a
partir das relagdes entre o conteudo dos conhecimentos associados a cada um dos topicos,
torna-se possivel enunciar mais um conjunto de descritores do conhecimento associados as

conexoes intra-conceituais, agora relacionados com o topico de divisao.
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Figura 26 — Pacote de conhecimentos especializados evidenciando conexdes intra-
conceituais no ambito do topico de divisao

® #KoTph1 (divisdo): conhecer o fenomeno divisso a
partir de sua interpretacdo como partilha equitativa:
dividir é distribuir uma guantidade entre determinado
nimero de conjuntos, de modo a que cada um dos
conjuntos contenha @ mesma cardinalidade apos a
distribuicao.

® #KoTph2 (divisdo): conhecer o fenomene divisdo a
partir de sua interpretagio como medida: dividir é

comparar as magnitudes de dividende e do diviser, de

modo a quantificar o nimero de vezes que a |ntra3 ’
magnitude do divisor precisa ser agrupada até compor R
a magnitude do dividendo. (dl‘nsao) /

‘\\ | CONHECER 0S5 PRCEDIMENTOS

e

E CARACTERISTICAS DO
\ RESULTADO DE UMA DIVISAD \

® KoTmp2 (divisae): conhecer a natureza do resultado
da operagae no sentido e partilha equitativa: o
valor numérico obtido - quociente - corresponde &
cardinalidade de cadz um dos conjuntos entre os
quais o todo foi distribuido.

// ® KoTmp3 (divisde): conhecer a natureza do
resultado quande a divisde € entendida como
medida. o valor numérice obtido (guociente)
corresponde & guantidade de vezes gue a unidade
de referéncia coube no todo (agrupar o todo em
partes de mesma magnitude).

®Kolmp1 (divisan): conhecer distintas
esiratégias de resolugio de uma
divisdo: uma divisdo pode ser resolvida

\ pele  algeritme  euclidiano;  por

== decomposicde do dividende em

~

CONHECER 0 FENOMEND
DIVISAD E CONTEXTOS DE

parcelas correspondentes a dezenas e
unidades; per agrupamente; e por

APLICACAD Intra2 adigdes sucessivas
T (divisao)
KoTf3(divisan): conhecer a natureza dos
cl tos "dividendo”, "divisor” e
“quociente” enquanto quantidades discretas
ou continuas
Intra1
(divisao)
#KoTd2 fundamento (divisao): conhecer o papel do
dividendo e do divisor na divisao: na partilha, dividendo
necessaria para efetuar uma divisdo que corresponde ao todo a ser distribuido e divisor corresponde

ao nimero de subgrupos entre os quais o todo serd
distribuidg na medida, dividendo corresponde ao todo a ser
medido; e divisor, 3 unidade de medida.

decomposigao do dividendo em partes, e que é condigao
suficiente que as partes sejam equivalentes.

Fonte: autora da tese (2021)

Dessa forma, enuncia-se um descritor das relagdes entre os conhecimentos associados
a categoria Foundations — KoTf3 (divisdo) e #KoTdl fundamento (divisdo) —,
caracterizando-os como como fundamentadores dos conhecimentos do fendmeno da divisao,
quando interpretado a partir de dois sentidos distintos (#KoTphl (divisdo) ¢ #KoTph2
(divisao)):

v Intral (divisdo): Conhecer a natureza dos construtos “dividendo”’, “divisor”
e “quociente” enquanto quantidades discretas ou continuas e conhecer as
condigoes necessarias e suficientes para se efetuar uma divisdo, sustenta o
conhecimento de que esta operagdo pode ser interpretada a partir de dois

sentidos distintos, quais sejam, partilha equitativa ou medida.
Outro descritor de conexao intra-conceitual observada refere-se a relacdo entre esses
conhecimentos associados a categoria Foundations (KoTf3 (divisdao); #KoTd1 fundamento
(divisao) e #KoTd2 fundamento (divisao) — formas geométricas em preto na Figura 26) e

os conhecimentos associados as formas de se proceder para determinar o resultado de uma
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divisdo e também as caracteristicas dos resultados dessa operagdo, ambos conhecimentos

incluidos em Procedures (formas geométricas na cor verde, na Figura 26). Essas relagdes

estao indicadas pelo mesmo tipo de setas usadas para indicar a conexao Intral (divisao), por
também se tratarem de relagdes do tipo “sustentacdo’:

v Intra2 (divisido): Conhecer a natureza dos construtos “dividendo”, “divisor”

e “quociente” enquanto quantidades discretas ou continuas, associado aos

conhecimentos das condi¢oes necessarias e suficientes para se efetuar uma

divisdo e da forma como os construtos ‘“dividendo” e “divisor” sdo

encarados quando a divisdo é tomada como partilha ou como medida,

sustenta o conhecimento dos distintos procedimentos que se pode empregar

para resolver uma operagdo de divisdo, bem como das caracteristicas dos

resultados obtidos em cada caso.

Além disso, observamos que o conteido dos conhecimentos associados aos dois
sentidos da divisdo favorecem a atribui¢do de significado aos porqués associados aos
procedimentos de resolucao de uma operagao de divisdo e também ao resultado obtido nesta
operagao:

v' Intra3 (divisdo): Conhecer os dois sentidos da divisdo (partilha equitativa e
medida) contribui para atribuir significado tanto aos raciocinios que se
empregam quando se resolve uma operagdo (distribuicdo ou comparag¢do
seguida de quantificagdo) quanto as caracteristicas dos resultados obtidos com
a operagao (o valor numérico obtido da divisdo corresponde a cardinalidade
de cada um dos conjuntos ou corresponde a quantidade de vezes que a

magnitude do divisor foi acumulada até completar a magnitude do dividendo).

Essa relacdo de atribuicao de significado esta indicada no diagrama (Figura 26) pela
linha cinza continua que conecta descritores da categoria Phenomenology and applications
(retangulo roxo) a contetido de conhecimentos associados a categoria Procedures (forma

retangular verde).

Note-se que quando observamos essas relacdes entre o conteudo dos conhecimentos
do professor e enunciamos descritores associados as conexdes intra-conceituais no ambito
do topico de divisao, nao estamos afirmando que um professor que conhece: 1) os dois

sentidos da divisdo; ii) seus fundamentos; e iii) os procedimentos e caracteristicas dos
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resultados de uma operagdo de divisdo necessariamente estabelecerd, para si proprio, as
conexoes, conforme as enunciamos. Entretanto, algumas evidéncias nos permitem considerar
que ha maior possibilidade de que isso ocorra, uma vez que o conteudo desses conhecimentos
associados as categorias Phenomenology and applications, Foundations e Procedures esteja

desenvolvido para o professor.

Por exemplo, ainda em relacdo as operagdes propostas na 5.* questdo da tarefa de
formagdo com foco na divisdo (Figura 20), ao resolver o item ¢)0,536 = 4, um dos
professores, assim como os demais, se apoiou nos procedimentos habitualmente empregues
no algoritmo euclidiano. No entanto, na 6.2 questdo, esse professor qualificou esta operagédo
como “muito dificil”, pelo motivo de “ter que igualar muitas casas decimais” (Figura 27).

Figura 27 — Produ¢des de um professor para um item das questdes 5 e 6 da tarefa com foco
na divisao
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Muito dificil: C
Justificativa: por ter que igualar muitas casas decimais e por estar
dividindo um numero menor que um

Fonte: arquivo da pesquisa (2018)

Esse professor revela um conhecimento de que o procedimento “igualar casas
decimais” esta associado com representar as quantidades que expressam “dividendo” e
“divisor” a partir de uma mesma “unidade de referéncia”, neste caso, 0os milésimos, pois
identifica que no dividendo 0,536, o algarismo “6” corresponde a “seis milésimos” e, assim,
no divisor, representa trés algarismos “0”, identificando-0s com as letras “d”, “c” e “m”,

respectivamente, para denotar “décimos”, “centésimos” e “milésimos”.
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Além disso, nesse registro, verifica-se que o0s procedimentos estdo associados ao
algoritmo euclidiano que habitualmente é discutido nos contextos escolares (FAVERO;
NEVES, 2012; RIBEIRO et al., 2018), em que o procedimento de “igualar as casas
decimais”, e, em seguida, “climinar a virgula”, é apresentado como “regra” para se efutar a
divisdo nos casos em que as quantidades envolvidas sdo expressas por nimeros decimais nao
inteiros. O que normalmente nédo se discute nos contextos escolares é que este procedimento
estd associado, a0 menos numa primeira etapa da resolucdo da operacdo por meio do
algoritmo euclidiano, com a interpretacéo da divisdo como medida, pois se sustenta nas ideias
unificadoras de “comparagdo” e “quantificacao”.

De fato, se para interpretar a divisdo como medida sdo fundamentais 0s
conhecimentos de que dividir ndo € medir, mas esta associado ao fenémeno da medida —
Interl (medida-diviséo) — e de que “dividendo” e “divisor” correspondem, neste contexto,
ao “todo a ser medido” e a “unidade de medida”, e que, portanto, S40 expressos por
magnitudes — Inter 2 (medida-divisdo) —, entdo, o procedimento de “igualar as casas
decimais” seguido de “eliminar as virgulas” ganha significado se estiver sustentado por esses
dois conhecimentos das conexdes interconceituais, associados com o conhecimento da
natureza das quantidades que expressam os multiplos e submdaltiplos de uma unidade de
medida — Intra 4 (medida).

Com efeito, numa estrutura decimal, os multiplos e submultiplos do divisor (aqui
entendido como unidade de medida) serdo expressos numericamente por 10™.u,n € Z, em
que u é a magnitude do divisor. Analogamente, pode-se assumir que os multiplos e
submdltiplos do dividendo (aqui entendido como todo a ser medido) serdo expressos
numericamente por 10™.d,n € Z, em que d é a magnitude do dividendo.

Além disso, numa estrutura decimal, vimos que o valor de uma medida (v) é expresso
- 1 d . .
numericamente por v = ——.—,n € Z, sempre que se considerar a magnitude do todo a ser

medido (d) como constante — Intra 5 (medida).
No entanto, se as magnitudes do todo a ser medido (d) e da unidade de medida (u)

forem expressas por valores numéricos multiplos (ou submultiplos) na forma de poténcia de

, 7. . p: . d
base 10, sera o valor numérico (v) da medida que permanecera constante, ou seja v = -=
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Assim, nos casos em que a divisdo é interpretada como medida, no algoritmo
euclidiano, quando se “igualam as casas decimais” do dividendo e do divisor, o que se esta
obtendo sdo representacdes das quantidades a partir de valores numéricos multiplos (na base
decimal) das magnitudes do dividendo e do divisor, mas que, efetivamente, tratam-se de
submultiplos das unidades de referéncia dessas quantidades.

Por exemplo, no caso da operacdo 0,536 + 4, ao interpretd-la como medida, pode-se
associar a seguinte verbalizagdo: “quantas unidades com magnitude 4 inteiros sdo necessarias
para compor um todo de 536 milésimos?”. E facil perceber que ndo seré preciso sequer de
meia unidade de 4 inteiros para compor 536 milésimos. Mas, se estamos interpretando essa
operacdo como medida, e, se para medir as naturezas da unidade de medida e do todo a ser
medido devem ser congruentes, entdo, sera preciso representar as quantidades de ambos
numa mesma unidade de referéncia, para que se possa compara-las.

Nesse sentido, a unidade de referéncia “milésimos” é a menor constituinte das
magnitudes do todo e da unidade de medida. Assim, quando se representa 0,536 + 4

&< 536 + 4000, embora as representagdes numeéricas estejam associadas a multiplos (na

base decimal) das quantidades originais do dividendo e do divisor, especificamente para o
divisor, em termos da unidade de referéncia de sua magnitudes, o que se tem expresso € um
submdltiplo de sua magnitude original. Isto é, o que antes eram 4 inteiros, agora sdo 4000
milésimos de um inteiro.

Mas o que justifica essa “transformag¢ao” das quantidades que expressam o dividendo
e o divisor para a mesma unidade de referéncia no algoritmo euclidiano é o fato de que essa
transformacéo permite obter quantidades expressas por niumeros inteiros. E, a partir dai, 0s
procedimentos no algoritmo (e os raciocinios associados a uma verbalizacdo adequada)
passam a ser relacionados com o que se faz quando a divisdo esta sendo interpretada como
partilha equitativa (RIBEIRO et al., 2018).
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Figura 28 — Conexao interconceitual que sustenta o procedimento “igualar as casas

decimais” no algoritmo euclidiano

®"KoTmpl (divisdo):  conhecer

distintas estratégias de resolugao

de uma divisdo: uma divisdo pode

- - - /= ser resolvida pelo algoritmo

1 _ euclidiano; por decomposicdo do

- © dividendo em parcelas

correspondentes a dezenas e

unidades; por agrupamento; e por
adigdes sucessivas

resultado quando a divisdo é entendida como
medida: o valor numérico obtide (quociente)
corresponde a gquantidade de vezes que a

|
|
‘ = KoTmp3 (divisdo): conhecer a natureza do
|

— ——— unidade de referéncia coube no todo (agrupar
Inter3 o todo em partes de mesma magnitude).

(medida-divisao)

#KoTd2 fundamento (divisao): conhecer o papel
do dividendo e do divisor na divisdo: na partilha,
dividendo corresponde ao tedo a ser distribuido e

divisor corresponde ao nimero de subgrupos entre
0s quais o todo sera distribuido; na medida,
dividendo corresponde ao todo a ser medido; e
divisor, a unidade de medida.

Intra & (medida): Conhecer que a congruéncia entre as naturezas
unidade de medida e do todo a ser medido fundamenta o conhecimento
de gque toda unidade de medida possui miltiplos e submaltiplos, em
que estes sdo obtidos por relagies de equivaléncia entre unidade e
todo, e que, numa estrutura decimal, sdo expressos numericamente
por10".4,n€EZ em queu & a magnitude da unidade de medida, e que
tal magnitude é necessariamente uma guantidade do tipo continua.

Intra 5 (medida): Conhecer que a expressio que caracteriza
relagdo de proporcionalidade inversa entre as magnitudes do valo
numérico (v) da medida e da unidade de medida (u), numa estrutura

decimal, ¢ dadapor _. =, nez

em que o todo a ser medido (d) tem magnitude constante, e que, pela
natureza continua de qualguer magnitude, este valor numérico é
ambém continuo

Fonte: autora da tese (2021)

Assim, em termos do conhecimento do professor pode-se associar um descritor de

conhecimento de conexao interconceitual que se relaciona com a atribuicdo de significado

aos procedimentos “igualar as casas decimas” e “eliminar a virgula”, efetuados no algoritmo

euclidiano, quando a divisdo envolve quantidades decimais:

v

Inter 3 (medida-divisdo): Conhecer que, na divisdo interpretada como
medida, uma vez que o “dividendo” (d) e o “divisor” (u) sdo tomados,
respectivamente, como “todo a ser medido” e “unidade de medida”, por
serem de mesma natureza, suas magnitudes podem ser expressas

numericamente por 10™.u,n € Ze 10™.d,n € Z, respectivamente, e o valor

, . C e N . , d
numerico da divisdo (v), o quociente, sera constante e expresso por v = -=

%.%,Vn € Z, sempre que as magnitudes do dividendo e do divisor forem

expressas na mesma unidade de referéncia.
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Note-se que cada vez que incluimos nesses pacotes de conhecimento especializado
novos descritores, e evidenciamos a sua integracdo com os demais, vamos tornando cada vez
mais explicito o carater estrutural da matematica e, em particular, esse carater inter-relacional
do conhecimento especializado do professor.

De fato, ao nos propormos explorar o contetdo de conhecimentos apresentados por
esses descritores, na perspectiva de evidenciar as conexdes intra-conceituais e
interconceituais que se observam entre seus contelidos, estivemos, a todo tempo, interessados
em buscar as relagdes existentes entre os elementos estruturais e ideias unificadoras presentes
nesses conhecimentos.

Sem a pretensdo de que possamos ter esgotado todas as relacBes que se podem
observar ainda entre esses elementos e ideias, apresentamos a nossa sintese das conexdes do
tipo intra-conceituais e interconceituais, associadas aos topicos do tema de Medida e de
divisdo.

Quadro 18 — Sintese das conexdes intra-conceituais no ambito dos topicos de divisdo e do
tema de Medida

Divisao

Medida

Intral (divisao): Conhecer a natureza dos

construtos  “dividendo”, “divisor” e

“quociente”  enquanto  quantidades
discretas ou continuas e conhecer as
condigoes necessarias e suficientes para
se efetuar uma divisdo, sustenta o
conhecimento de que esta operagdo pode
ser interpretada a partir de dois sentidos
distintos, quais sejam, partilha equitativa

ou medida.

Intra2 (divisao): Conhecer a natureza dos

construtos  “dividendo”, “divisor” e

“quociente”  enquanto  quantidades

discretas ou continuas, associado aos

conhecimentos das condicoes necessarias

Intral (medida): Conhecer que medir é
um fendbmeno que esta associado a
comparacao de magnitudes de uma mesma
grandeza em termos da quantificacéo de
uma delas em fungdo da outra, e que este
fenémeno contribui para atribuicdo de
significado ao conceito de medida, que se
trata da propria relacdo numérica obtida
por essa comparagdo seguida de
quantificacdo de magnitudes de uma
mesma grandeza.

Intra2 (medida): Conhecer que o
procedimento associado a medicdo da
magnitude (todo) de uma grandeza
qualquer se fundamenta no

reconhecimento de que a unidade de
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e suficientes para se efetuar uma divisdo e
da forma como os construtos “dividendo”
e “divisor” sdo encarados quando a
divisdo é tomada como partilha ou como
medida, sustenta o conhecimento dos
distintos procedimentos que se pode
empregar para resolver uma operagdo de

divisao, bem como das caracteristicas dos

resultados obtidos em cada caso.

Intra3 (divisao): Conhecer os dois
sentidos da divisdo (partilha equitativa e
medida)  contribui  para  atribuir
significado tanto aos raciocinios que se
empregam quando se resolve uma
operagdo (distribuicdo ou compara¢do
seguida de quantificagdo) quanto as
caracteristicas dos resultados obtidos com
a operagdo (o valor numérico obtido da
divisdo corresponde a cardinalidade de
cada um dos conjuntos ou corresponde a
quantidade de vezes que a magnitude do
divisor foi acumulada até completar a

magnitude do dividendo).

medida é um elemento fundamental neste

processo e que o construto “iteragdo’

associado as ideias de ‘“comparacdo,
“acumulac¢do” e “quantificacdo” sdo os
elementos que sustentam 0s raciocinios
envolvidos nesse procedimento.

Intra3 (medida): Conhecer que, para se
efetuar uma medicdo, € fundamental
possuir uma unidade de medida, que pode
Ou Nao ser proveniente de uma composi¢ao
de unidades (unitizing), ja que a unidade
de medida, como qualquer magnitude, é
expressa por uma quantidade continua, e
que esta unidade de medida devera ser
comparada com o todo a ser medido, em
termos de uma quantificagdo, como forma
de se obter uma relacdo numérica entre as

magnitudes de ambos.

Intra4 (medida): Conhecer

congruéncia entre as naturezas da unidade

que a

de medida e do todo a ser medido
fundamenta o conhecimento de que toda
unidade de medida possui multiplos e
submaultiplos, em que estes sdo obtidos por
relacbes de equivaléncia entre unidade e
todo, e que, numa estrutura decimal, sdo
expressos numericamente por 10™. u,n €
Z, em que u é a magnitude da unidade de
medida, e que tal magnitude é
necessariamente uma quantidade do tipo

continua.
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Intra5 (medida): “Conhecer que a
expressao que caracteriza a relacdo de
proporcionalidade inversa entre as
magnitudes do valor numérico (v) da
medida e da unidade de medida (u), numa

estrutura decimal, é dada por v =

1 d .
i NE Z, em que o todo a ser medido

(d) tem magnitude constante, e que, pela
natureza continua de qualquer magnitude,

este valor numérico é tambhém continuo”.

Fonte: autora da tese (2021)

E notavel que a quantidade de conexdes do tipo intra-conceituais no ambito dos
topicos do tema de Medida tenha sido maior do que a quantidade dessas conexdes no ambito
do topico de divisdo, e consideramos que essa diferenca tenha ocorrido, principalmente, pelo
fato de que a quantidade de descritores do conhecimento do professor elencados para os
topicos no tema de Medida tenha sido substancialmente maior (31 descritores, cf. artigo 1)

do que a quantidade elencada para o tépico de divisdo (13 descritores, cf. artigo 2).

Com relagdo as conexdes do tipo interconceituais, essas ocorreram em quantidade
bastante menor e também entendemos que isso pode ter ocorrido em virtude da menor
guantidade de descritores associados ao topico de divisdo, o que pode ter implicado na
quantidade que se evidencia em termos de elementos e ideias unificadoras presentes no

ambito deste topico, que se relacionam com os tdpicos de Medida.
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Quadro 19 — Sintese dos descritores de contetido de conhecimento associados as conexoes
interconceituais no ambito dos topicos de Medida e de divisao

Interl (medida-divisdo): Conhecer que a congruéncia das naturezas entre a unidade

de medida e o todo a ser medido associado ao conhecimento de que toda magnitude é
expressa por uma quantidade continua, sustenta o reconhecimento dos construtos
“dividendo” e “divisor” como “todo” e “unidade de medida”, respectivamente, e
garante o reconhecimento de que suas quantidades sdo expressas por magnitudes, ou
seja, por quantidades continuas.

Inter2 (medida-divisdo): Conhecer que dividir ndo é medir, mas que este fenébmeno
se sustenta no conhecimento do fenomeno “medir”, quando este se encontra associado
aos conhecimentos das definigdes de medida, de unidade de medida e de que medir
ndo ¢ somente ‘“comparar”, mas que envolve outros construtos como ‘‘iterar”,
“quantificar”, “acumular’ até obter uma “relagcdo numérica” entre magnitudes.
Inter 3 (medida-diviséo): Conhecer que, na divisdo interpretada como medida, uma
vez que o “dividendo” (d) e o “divisor” (u) sdo tomados, respectivamente, como
“todo a ser medido” e “unidade de medida”, por serem de mesma natureza, suas
magnitudes podem ser expressas numericamente por 10™.u,n € Z e 10".d,n € Z,

respectivamente, e o valor numérico da divisdo (v), o quociente, serd constante e

d 10" d . .
expresso por v =—=—.-,Vn € Z, sempre que as magnitudes do dividendo e do

divisor forem expressas na mesma unidade de referéncia.

Fonte: autora da tese (2021)
De toda forma, ressaltamos o fato de que nos trés descritores de conhecimentos

associados as conexdes interconceituais, os topicos de Medida sdo fundamentadores e servem
como elementos de sustentacdo para 0s conhecimentos relacionados ao topico de diviséo.

Damos destaque, também, ao papel que 0s conhecimentos associados aos
fundamentos e as propriedades, em particular nos tépicos do tema de Medida, exercem nessas
relagdes que foram observadas, tanto no ambito desses topicos da Medida quanto em conexao
com o tépico da divisdo.

De fato, a nossa proposta para descrever as conexdes intra-conceituais e
interconceituais que se observam com base nos descritores de conhecimento especializado
assume como ponto de partida os elementos estruturantes e estruturais (ideias unificadoras)

que compdem o conteudo desses conhecimentos associados aos topicos, e busca relagdes
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entre eles. Assim, é natural que os descritores associados aos fundamentos e propriedades
estejam quase sempre presentes nos pacotes de conhecimentos especializados que se
compdem a partir dessas conexdes, ja que o conteldo desses descritores se constitui
essencialmente a partir desses elementos.

Por Gltimo, consideramos importante referir o papel que os descritores associados a
categoria Procedures ocuparam nesses pacotes de conhecimento. Como nesta categoria
incluem-se 0s conhecimentos associados as formas de se proceder e as caracteristicas dos
resultados das operagdes, 0 que se observou foi que o contelido desses descritores sdo quase
sempre sustentados por conhecimentos associados a propriedades e fundamentos, ou entao,
sdo relacionados com outros descritores que lhes atribuem significado, justificam os
“porqués” associados a esses procedimentos, e possibilitam validar e generalizar essas

formas de se proceder e os tipos de resultados obtidos em cada caso.
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CONCLUSOES

O interesse por explorar as especificidades e particularidades do conhecimento do
professor no &mbito das conexdes matematicas nos levou a propor esta investigacao. Para
que fosse possivel efetuar essa exploracdo, assumimos a conceitualizagdo do MTSK
(CARRILLO etal., 2018) como lente tedrico-analitica, que considera que esse conhecimento
do professor € especializado em todas as suas dimensdes. Dessa forma, nos propusemos a
caracterizar o conteldo do conhecimento especializado do professor no ambito dos tdpicos
de divisdo e do tema de Medida, a partir de uma descricdo detalhada desse contetudo, com
intuito de evidenciar os elementos estruturantes desses conhecimentos e compreender 0s
tipos e focos das conexBes matematicas que se observam (ou que podem ser observadas) a
partir das relacfes entre esses elementos.

Com isso, a partir das evidéncias de conhecimento que os professores revelaram em
suas producdes para as Tarefas para Formacédo — TpF — (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE,
2021) — conceitualizadas e implementadas no contexto de um Programa de Formacéo
Continuada (PFC), nos foi possivel obter um conjunto de descritores do conteudo de
conhecimento especializado, associados ao subdominio KoT, no @mbito do topico de divisdo
(POLICASTRO; RIBEIRO, 2021b) e dos tdpicos de Medida (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021a).

A partir desse conjunto de descritores, pudemos observar relagdes existentes entre
elementos estruturantes e ideias unificadoras constituintes do contetudo dos conhecimentos
associados a esses topicos, 0 que nos levou a propor uma teorizacdo das conexdes intra-
conceituais e interconceituais, em termos de descritores do contetdo do conhecimento do
professor associados as conex@es matematicas. Dessa proposta de teorizacdo das conexdes
matematicas, foram se compondo 0 que denominamos por “pacotes de conhecimento
especializado”, considerando, desde uma perspectiva do conhecimento especializado do
professor (CARRILLO et al., 2018), um refinamento e uma ampliacdo do entendimento do
knowledge package proposto por Ma (1999).

Na sequéncia, passamos a apresentar, nas proximas trés secdes, as conclusdes deste
estudo. Comecaremos apresentando nossas conclusdes com relagdo a cada um dos objetivos
que haviam sido delineados para a investigagdo. Em seguida, apresentaremos uma discussao

a respeito do que consideramos serem algumas das implicacdes e contribuicGes desta
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pesquisa para a area da Educacdo Matematica, e em particular, para a Formacdo de
Professores. E concluimos apresentando nossas consideracdes a respeito das limitacdes que,
reconhecemos, se apresentaram ao longo deste estudo, além de buscarmos apontar

perspectivas futuras para a continuidade da pesquisa.

Conclusdes a respeito dos objetivos da pesquisa

Recorde-se que, para o desenvolvimento desta investigacdo, foram delineados trés
objetivos especificos. Inicialmente, apresentaremos as conclusdes em relacdo aos dois
primeiros objetivos, que tratam das especificidades do conhecimento do professor associadas
aos tdépicos matematicos em foco na investigacdo. Na sequéncia, tratamos do terceiro
objetivo, em que nos focamos em mapear as relagcdes entre o conteudo dos descritores de

conhecimento, com intuito de evidenciar as conexdes matematicas.

i. Identificar e descrever o conteldo de Conhecimento Especializado dos Topicos
(KoT) no &mbito da divisdo, mobilizado e revelado por professores quando discutem
e resolvem Tarefas para a Formacéo;

ii. ldentificar e descrever o conteddo de Conhecimento Especializado dos Topicos
(KoT) relacionados ao tema de Medida, mobilizados e revelados por professores
quando discutem e resolvem Tarefas para a Formagéo;

A partir dos dois primeiros objetivos, foi possivel explorar e descrever o conteido
dos conhecimentos que os professores mobilizaram em revelaram, respectivamente nos
ambitos do topico de divisdo e dos topicos de Medida, quando estavam inseridos em
contextos de formacgdo continuada que tinham como objetivos explicitos aceder e
desenvolver esses conhecimentos especializados dos professores. As discussdes a respeito
desses conhecimentos revelados estdo incluidas no Capitulo 3, e respectivamente
contempladas pelos dois artigos que compdem a tese. Portanto, essas discussdes ndo seréo
aqui retomadas para que nao estejamos a repetir algo que ja se apresentou anteriormente.

Como estes objetivos investigativos nos serviram como uma etapa intermediaria para
as discussdes que extrapolam o0s casos concretos e particulares, aqui nos focamos nos
resultados desses dois artigos, sintetizados na forma de descritores do conteddo de
conhecimentos associados ao tépico de divisdo e aos tépicos do tema de Medida. Foi

precisamente esse foco no conteldo dos descritores o que nos forneceu a base para as
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teorizacgOes acerca das conexdes intra-conceituais e interconceituais que se podem observar
nas relacdes entre os conhecimentos dos tdpicos de divisao e do tema de Medida, as quais se

organizaram a partir dos “pacotes de conhecimento expecializado”.

Dessa forma, no ambito do topico de divisdo, identificaram-se 13 descritores de
conhecimentos associados as quatro categorias originalmente propostas no subdominio do
KoT (CARRILLO et al., 2018). Assim, foi possivel descrever o conteddo de conhecimentos
associados a Phenomenology and applications, em um detalhamento de suas especificidades
em relagdo ao fenbmeno do que € dividir, encarando-o a partir das interpretacdes de seus dois
sentidos (FISCHBEIN et al., 1985), além dos tipos/caracteristicas dos contextos (problemas)
que se podem criar para evocar cada um dos sentidos, associados as ideias de “distribui¢do”
e de “comparagdo” seguida de “quantificagdo” (CHARLES; NASON, 2000; DOWNTON,
2009).

Para a categoria Defintions, properties and foundations, esse detalhamento das
especificidades do conhecimento do professor se relacionou com as condi¢des necessarias e
suficientes para se efetuar uma divisdo e, a partir disso, destacaram-se como elementos
estruturantes do conteddo desses conhecimentos os construtos “dividendo”, “divisor” e
“quociente” (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; ROBINSON; LEFEVRE, 2012;
SQUIRE; BRYANT, 2002), conferindo-lhes os devidos papéis nos entendimentos dos tipos
de raciocinio envolvidos quando a divisdo é interpretada a partir de cada um dos seus dois
sentidos. Aqui as ideias de “distribuicdo” e de “comparacdo” seguida de “quantificacdo” se
associam a ideia de “decomposi¢do” para dar sustentagdo ao contetido desses conhecimentos,
possibilitanto observar relagbes com outros conhecimentos.

Em decorréncia do detalhamento do conteudo dos conhecimentos associados a esses
elementos estruturantes e ao papel que representam nos distintos contextos em que a divisao
pode estar envolvida, passamos a reconhecer a necessidade de se encarar Definitions,
Properties e Foundations como categorias separadas. Isso porque nos alinhamos com a
perspectiva de que as especificidades do conhecimento do professor se assinalam justamente
pelas particularidades com que se contituem no ambito de cada tpico matematico e, por isso,
quanto mais caracterizadas estiverem essas particularidades, mais minuciosa se torna a
analise desse conhecimento especializado. Nesse sentido, ainda que ndo tenhamos tido a
oportunidade de apresentar essa proposta de separagdo das categorias ja no primeiro artigo

da tese, por uma questdo de que o0 nosso proprio entendimento a esse respeito efetivamente
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se deu na ocasido ja da publicacdo daquele estudo, para o segundo recorte da tese, relacionado
com os tdpicos do tema de Medida, incluimos essa perspectiva logo nos procedimentos
analiticos do material coletado na segunda fase da pesquisa.

Com relacdo a categoria Procedures, ainda no ambito do topico de divisdo, os
descritores nos levaram a um detalhamento dos conhecimentos associados as formas de se
proceder para se resolver uma operacdo de divisdo e as caracteristicas dos resultados de cada
operacdo em relacdo a cada um dos dois sentidos (RIBEIRO et al., 2018). Novamente, no
conteudo desses descritores, os construtos “dividendo”, “divisor” e “quociente” se
apresentaram como elementos estruturantes, em associagdo com o conceito de “algoritmo”.
Mais uma vez, aqui as ideias de “distribuicao”, “comparagdao” e ‘“quantificacdo” sao
unificadoras e, portanto, estruturais nas relagdes que se observam entre os conhecimentos.

Na categoria Registers of representation, a quantidade de descritores elencados foi
maior (5) do que nas demais categorias, embora dois dos descritores referem-se a contetdo
de conhecimentos que podem ser considerados “genéricos”, porque se encontram associados
a qualquer topico matematico, e ndo especificamente ao tépico de divisdo. Esses dois
descritores se relacionam com os conhecimentos dos distintos sistemas representacionais
usados na matematica (pictdrico, grafico, numérico, verbal — oral e escrito —, simbdlico) e de
como as distintas formas de se representar um conceito, quando estéo relacionadas entre si
(RIBEIRO, 2011), contribuiem para dar significado e criar imagens mentais desses conceitos
(GOLDEN; SHTEINGOLD, 2001; TIMMERMAN, 2014). Os demais descritores elencados
nesta categoria tratam especificamente dos conhecimentos dos tipos de linguagem (verbal ou
simbdlica) que contribuem para dar significado aos distintos sentidos da divisdo, e do papel
das verbalizacBes na atribuicdo de significado aos procedimentos empregues no algoritmo
euclidiano, também em correspondéncia com cada um dos dois sentidos da divisdo
(RIBEIRO et al., 2018).

Considerando os topicos no tema de Medida, foram identificados 31 descritores
associados a todas as categorias do subdominio KoT que, como dissemos, passaram a ser
consideradas como: Definitions; Properties; Foundantions; Phenomenology and
applications; Porcedures; e Registers of representations.

A Definitions foram associados 6 descritores cujos contetidos se referem as definicdes
de perimetro, area, capacidade e volume — todas as grandezas abordadas no contexto do PFC
— (BARRET et al., 2012; HO; MCMASTER, 2019; PARNORKOU, 2020). Além desses,
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destacamos os descritores que se associaram as definicdes de conceitos mais fundamentais
no ambito dos tdpicos de Medida, quais sejam, as definigdes de “medida”, e de “unidade de
medida” (BERKA, 1983).

Na categoria Properties, por sua vez, os 5 descritores de conhecimento elencados
contribuem efetivamente para organizar e descrever um conjunto de atributos e
caracteristicas (MASON; STEPHENS; WATSON, 2009) relacionados especificamente aos
construtos “grandeza” e “unidade de medida”. Destacamos, nesta categoria, particularmente
os descritores que caracterizam os conhecimentos do professor associados aos multiplos e
submdaltiplos de uma unidade de medida e & natureza continua da magnitude de qualquer
grandeza.

Em Foundations elencaram-se 8 descritores do conhecimento do professor que, por
sua vez, contribuem para conectar conceitos e construtos e sdo responsaveis por criar
elementos unificadores desses construtos e conceitos, dando forma ao conhecimento
matematico associado ndo somente aos topicos de Medida, mas também, particularmente ao
topico de diviséo.

De fato, no contetdo dos 19 descritores associados a Definitions, Properties e
Foundations observam-se elementos estruturantes que se apresentam na forma de construtos
ou conceitos, tais como, “unidade de medida”, “todo a ser medido”, “grandeza”,
“magnitude”, “quantidade”, além de algumas ideias unificadoras — ‘“comparagio”,
“quantificacio” e ‘“relagdes de equivaléncia”, por exemplo — que serviram para dar
sustentacdo ao que posteriormente identificariamos em termos de relacBes entre os
descritores do conhecimento, no mapeamento que elaboramos para a nossa proposta de
teorizacao das conexdes matematicas.

Concluimos, portanto, que a opc¢do por separar as categorias Definitions; Properties
e Foundantions foi acertada, uma vez que a nossa intencao era justamente tornar evidentes
esses elementos estruturantes e ideias unificadoras.

Para a categoria Phenomenology and applications, foram elencados somente 2
descritores, um deles associado especificamente ao fenémeno “medir”, e o outro, associado
aos distintos contextos em que este fendmeno esta presente. N&o é surpreendente o fato de
que a quantidade de descritores associados a essa categoria seja bastante menor do que as
quantidades encontradas nas demais categorias, uma vez que o fendmeno “medir” nao

assume distintas interpretacdes, a depender dos contextos em que estd sendo evocado —
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medicéo de distintas grandezas — como o que ocorre, por exemplo, com o fendomeno “dividir”.
No caso do descritor associado ao fendmeno “medir”, destacam-se as ideias de “comparagdo”
e “quantificacdo” como unificadoras do conteddo desse descritor com outros associados aos
topicos no tema de Medida.

Na categoria Procedures encontram-se 8 descritores em que se detalham os
conhecimentos associados as formas de se proceder para efetuar a medicdo de qualquer
grandeza, bem como as caracteristicas dos resultados de uma medicdo. Destacam-se,
novamente, como elementos estruturantes os construtos “unidade de medida”, “todo a ser
medido”, mas agora incluem-se nesse conjunto os construtos “iteragdo”, “valor numérico de
uma medida” e o conceito de “unitizing”. Mais uma vez, as ideias unificadoras “comparagio”
e “quantificagdo” estdo presentes como elementos estruturais, € se associam a elas as ideias
de “equivaléncia” e “proporcionalidade”.

Por altimo, na categoria Registers of representation elencaram-se apenas 2
descritores, ambos associados as nomenclaturas e simbologias adequadas para se referir tanto

as grandezas quanto as unidades de medida.

iii. Mapear e descrever as possiveis relagdes que ocorrem entre o conteddo do
conhecimento associado aos topicos de Medida e ao topico de divisdo, de modo a
evidenciar o carater estrutural e estruturante desses topicos, numa perspectiva de

“descompactacdo” desse conhecimento.

Ao descrever o contetdo dos conhecimentos no ambito dos tpicos de divisao e do
tema de Medida, foi possivel evidenciar os elementos estruturantes e estruturais, estes
ultimos, em forma daquilo que denominamos por ideias unificadoras e passamos a identificar
de que forma eles se encontravam relacionados uns com os outros. Por exemplo, verificamos
que a depender do sentido com o qual a divisdo ¢ encarada, podemos relacionar “dividendo”,
“divisor” e “quociente”, respectivamente, com “todo a ser medido”, “unidade de medida” e
“valor da medicao”. Isso fica mais claro quando incluimos nessa observacao 0 fato de que
sao as ideias unificadoras ‘“comparagdo” e “quantificagdo” que dao sustentacdo aos

raciocinios envolvidos nos casos em que a divisdo esta sendo interpretada como medida e

tambeém quando estamos efetuando uma medigé&o.
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Assim, na nossa proposta de teorizacdo das conexdes intra-conceituais e
interconceituais, esses elementos estruturantes exercem a funcéao de atribuicdo de significado
a tipos de raciocinios e/ou procedimentos envolvidos no conteddo dos descritores de
conhecimento, a0 mesmo tempo em que se mostram relacionados uns com os outros. E as
ideias unificadoras, por sua vez, exercem a funcdo de dar sustentacdo as relacfes que
observamos entre esse conhecimentos, tanto no @mbito do mesmo toépico quanto em topicos
distintos.

A partir das relagbes observadas, porpusemos, em termos de conteudo do
conhecimento do professor, um total de 11 descritores do conhecimento: 3 associados a
conexdes intra-conceituais no ambito do topico de divisdo; 5 também relacionados com as
conexdes do tipo intra-conceituais, no &mbito dos topicos do tema de Medida; e 3 associados
as conexdes interconceituais observadas entre os topicos de Medida e de divisdo.

No caso dos descritores de conhecimento associados as conexdes intra-conceituais no
ambito do topico de divisdo, todos se relacionam com a maneira como o conhecimento do
professor pode ser estruturado e organizado para dar forma ao modo como a divisdo deve ser
interpretada — partilha equitativa ou medida — e aos tipos de raciocinios matematicos que
sustentam os procedimentos ou atribuiem significado aos resultados obtidos numa operacéo
de diviséo.

Ja para os descritores de conhecimento relacionados com as conexdes intra-
conceituais identificadas no ambito dos topicos do tema de Medida, estes detalham 0 modo
como o conhecimento do professor pode se estruturar e organizar para dar forma e atribuir
significado ao proprio fendomeno “medir”, e aos papéis que “unidade de medida”, seus
maultiplos e submdltiplos possuem em qualquer contexto em que uma medicdo esteja
envolvida. Além disso, no conteudo desses descritores encontram-se elementos estruturais
que sdo essenciais na constituicdo de um tipo de pensamento relacional (SKEMP, 1989), e
que fornecem base para sustentar conexdes interconceituais, envolvendo topicos distintos, e
ndo apenas o topico de divisdo. As nogdes de “proporcionalidade inversa” e de “quantidades
continuas” sdo exemplos desses elementos estruturais.

No caso dos descritores associados as conexdes interconceituais, todos estes se
relacionaram com 0 modo como o conhecimento do professor pode se organizar e estruturar
para dar significado ao tipo de conexdo existente entre 0s topicos de Medida com o topico de

divisdo. Por exemplo, no contetdo desses descritores, verifica-se 0 conhecimento de que
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dividir ndo é medir, mas que sdo essencialmente os elementos estruturantes presentes nos
conhecimentos do topico de divisdo e nos tépicos de Medida, sustentados pelas ideias
unificadoras de “comparagdo” e “quantificagdo”, que justificam a forma como esses topicos
estdo conectados.

O mapeamento dessas relagcdes entre o contetdo dos descritores de conhecimento dos
topicos mostrou a relevancia que esses conhecimentos associados ao subdominio KoT tém,
em particular aqueles incluidos nas categorias Foundations e Properties. De fato, o conteudo
desses conhecimentos esta presente na maior parte das conexdes evidenciadas, justamente
por se constituirem de elementos estruturais e estruturantes dos topicos envolvidos nessas
conexdes.

Além disso os topicos do tema de Medida se mostraram, conforme ja esperavamos
com base em parte do referencial tedrico assumido nesta pesquisa (BERKA, 1983;
CLEMENTS; SARAMA, 2007; CLEMENTS; STEPHAN, 2004; HIEBERT, 1984), como
fundamentadores e geradores de (novos) conhecimentos, o que, do ponto de vista do
conhecimento especializado do professor implica em considerar esse carater estrutural
instrinseco a propria Matematica (VENKAT et al., 2019).

Implicacées e contribuicées da pesquisa

Esse estudo confirmou a potencialidade da ferramenta tedrico-analitica do MTSK
para explorar, descrever e detalhar o contetdo do conhecimento especializado do professor,
no ambito de cada um dos tépicos matematicos (CALDATTO et al., 2019).

Além disso, também se mostrou potente a forma como se pode lidar com o
detalhamento do conteildo de conhecimento especializado do professor, qual seja, a partir da
sua apresentacdo em termos de descritores do conhecimento (POLICASTRO; RIBEIRO,
2021a, 2021b; ZAKARY AN; RIBEIRO, 2018), j& que sdo precisamente essas descri¢des que
clarificam o que e como o conhecimento do professor pode se organizar e se estruturar, em
termos das suas particularidades e especificidades, em relacdo a cada topico matematico.
Portanto, a opgéo por encarar, de forma separada, as categorias Definitions, Properties e
Foundations, vai ao encontro da perspectiva de detalhamento do contetdo do conhecimento
do professor numa busca pelo aprofundamento dos entendimentos relacionados com as
particularidades e especifidades desse conhecimento.

Ao mesmo tempo, lidar com esse conhecimento especializado em termos dos

descritores, possibilita a identificacdo dos elementos estruturantes e estruturais do contetdo



262

desses conhecimentos, favorecendo, assim, a observagdo de como estdo relacionados entre
Si.

Nesse sentido, ao propormos um mapeamento dessas relacdes, introduzimos a no¢ao
de “pacotes de conhecimento especializado”, que, por estruturarem de forma organica e
dindmica tais relagdes, contribuem para um mais amplo e profundo entendimento das
especificidades e particularidades associadas ao conhecimento do professor, contribuindo,
em Ultima instancia, para a melhoria da formacéo de professores, desde os tipos de discussao
que se propdem nesses contextos, até mesmo a conceitualiza¢do dos préprios curriculos de
formacéo desses professores (CALDATTO; RIBEIRO, 2020).

Ao mesmo tempo, nossa proposta de teorizacdo das conexdes intra-conceituais e
interconceituais que se observam a partir das relagdes entre os elementos estruturantes e
ideias unificadoras constituintes do contetdo do conhecimento do professor contribui para
ampliar e aprofundar os entendimentos do que sdo essas conexfes matematicas (tipo e
natureza), quando consideradas na perspectiva do conhecimento especializado do professor.

Limitacées e perspectivas de investigacées futuras

Ao finalizar a investigacdo, temos condigdes de olhar de maneira mais global todos
0S processos e etapas com 0s quais estivemos envolvidos no decorrer do estudo e, assim, de
forma critica, podemos analisar os elementos que podem ter implicado nos resultados
obtidos.

De fato, ao assumir o MTSK como conceitualiza¢do para investigar o conhecimento
especializado das conexdes matematicas, em primeira instancia, consideramos que nos
deteriamos exclusivamente nos subdominios KoT e KSM para analisar o conteddo desse
conhecimento, uma vez que sdo especificamente estes dois subdominios em que se
consideram os conhecimentos das conexdes matematicas.

No entanto, como a pesquisa se desenvolveu no contexto de um Programa de
Formac&o Continuada (PFC), as evidéncias de manifestacdo do conhecimento especializado
do professor foram obtidas a partir de suas producgdes para as Tarefas para Formacdo — TpF
— (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021), no que fica clara a importancia que essas TpF
tém quanto a mobilizacdo dos conhecimentos especializados dos professores.

Na perspectiva que assumimos, a conceitualizacdo de uma TpF se da com base na

lente tedrica do MTSK, que é utilizada como ferramenta para incluir propostas nas tarefas
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que efetivamente contribuam para mobilizar elementos do conhecimento especializado dos
professores, associados a cada um dos subdominios, considerando néo so as particularidades
de cada topico matematico em foco na formacdo, mas também, e obviamente, os objetivos
formativos previamente delineados.

Nesse sentido, a propria conceitualizacdo de uma TpF para um contexto em que
também esta associada uma investigacédo, requer que os objetivos investigativos se alinhem
aos objetivos formativos, ainda que, para estes Gltimos, possa haver outros focos que néao
necessariamente estejam relacionados com a investigagéo propriamente dita.

As TpF utilizadas nos contextos formativos em que ocorreu esta investigagcdo foram
conceitualizadas em fases bastante distintas do percurso da pesquisa, ndo somente porque
estivessem cronologicamente afastadas uma da outra — com um periodo de 1 ano e 3 meses
entre as duas —, mas, principalmente porque demarcaram momentos bastante especificos do
desenvolvimento da propria autora da pesquisa, em termos de suas sensibilidades teorica
(STRAUSS; CORBIN, 1994), fenomenoldgica (GEELAN, 2003), e aqui incluimos, também,
a sua sensibilidade metodoldgica associada tanto aos procedimentos de preparacdo dos
instrumentos de coleta das informacGes — com papel preponderante do processo de
conceitualizacdo das TpF — quanto aos procedimentos de tratamento e analise dessas
informacdes coletadas.

Nesse sentido, as TpF utilizadas em cada uma das duas primeiras fases da
investigacdo, momentos em que a pesquisa de campo ocorreu, revelaram-se frageis enquanto
instrumentos para coleta de informagdes associadas ao conhecimento do professor no ambito
do KSM, porque efetivamente ndo estavam conceitualizadas para mobilizar, entre os
professores, tais tipos de conhecimentos associados este subdominio. Com efeito, no KSM
se considera o conteldo do conhecimento do professor das conexdes interconceituais que sao
mobilizadas em contexto da pratica letiva — conexdes de simplificacdo, de complexificagéo,
auxiliares e transversais (CARRILLO et al., 2018).

Assim, quando se objetiva investigar o contetdo do conhecimento especializado do
professor com foco no subdominio KSM, ainda que a investigacdo ocorra em contextos
formativos, é fundamental que as propostas incluidas na TpF estejam relacionadas com a
pratica letiva dos professores. Assim, por exemplo, incluir nas TpF propostas de preparacdo

de tarefas para a sala de aula ou exemplos de situagdes ocorridas em sala de aula para que 0s
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professores possam analisar, podem mobilizar mais efetivamente os conhecimentos dos

professores associados as conexdes, na perspectiva do KSM.

Dessa forma, consideramos que este estudo poderia ser complementado a partir de

dois caminhos ndo mutuamente excludentes:

v Associar os resultados obtidos pela presente investigacdo a analises de informacdes

coletadas nos demais médulos que compuseram o PFC, como forma de investigar

como se da o desenvolvimento do conhecimento especializado do professor

participante de um programa de formacdo que tem como objetivos explicitos

desenvolver este conhecimento;

v Relacionar os resultados desta investigacdo com informacdes coletadas a partir de

observacOes da pratica letiva dos professores que participaram do PFC, como forma

de compreender os tipos de conexfes matematicas que efetuam nesses contextos;

Com isso, algumas questdes nos surgem ao nos propomos refletir sobre esses possiveis

caminhos a serem percorridos. Tais questdes estdo agrupadas em dois conjuntos, sendo o

primeiro deles relacionado com aquilo que se poderia considerar como estando associado a

pesquisas tedricas acerca das especificidades do conhecimento do professor, do papel que as

tarfas para formagao ocupam nos contextos formativos e das caracteristicas de programas de

formag&o com foco no conhecimento especializado do professor.

X/
L X4

X/
°

X/
°

Como se caracteriza, em termos de descritores do conhecimento, 0 KSM do

professor associado ao topico de divisdo e aos topicos do tema de Medida?

Quais sdo as conexdes do tipo intra-conceituais e interconceituais que se
observam entre o contetido dos conhecimentos do professor associados aos
topicos de divisdo e do tema de Medida em relacdo a outros tpicos como 0s
de adigdo, subtracdo, multiplicacdo, fracbes e numeros decimais, por

exemplo?

As TpF conceitualizadas com base nesses “pacotes do conhecimento
especializado” teriam maior potencialidade para aceder e desenvolver os

conhecimentos dos professores associados ao KSM?

Quais elementos caracterizariam um PFC conceitualizado na perspectiva das
conexdes matematicas, com base nos “pacotes de conhecimento

especializado™?
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E um segundo conjunto de questfes que se abrem esté relacionado particularmente
com a Formacdo de Professores em especial quando se tratam do entendimento das
implicacdes que programas de formacdo com foco no desenvolvimento das especificidades

do conhecimento do professor tém para a sua préatica e o seu Desenvolvimento Profissional:

% Que implicacbes para a pratica letiva do professor teria um PFC

conceitualizado com base nesses “pacotes de conhecimento especializado”?

¢ Qual o conteudo do do Desenvolvimento Profissional do professor que
participa de um PFC que tem como objetivo desenvolver o conhecimento
especializado do professor e ¢ conceitualizado com base nos “pacotes de

conhecimento especializado”?

Os resultados desta investigacdo, associados com as perguntas que ainda ficam em
aberto, nos permitem confirmar que assumir a premissa de que o conhecimento do professor
é especializado, tem implica¢cdes na forma de encarar esse conhecimento de um ponto de
vista intrinseco (SCHEINER et al., 2017), por se considerar as suas especificidades
associadas a cada topico matematico. Mas, para além disso, as implicacdes de se assumir tal
premissa perpassam pela forma com que se pode lidar com esse conhecimento, tanto a partir
de uma perspectiva teorico-analitica, focada na investigacdo, quanto de uma pespectiva
pratica (focada na formac&o), que se preocupa com o desenvolvimento desse conhecimento

especializado do professor.
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APENDICES

APENDICE A - Tarefa discutida no médulo de Pensamento Numérico — foco em

divisdo
Divisdo — Sentidos, representacdes, modelacéo e algoritmos: conexdes
PARTE |
1. O que é dividir? Responda por vocé mesmo, engquanto professor(a) que ensina matematica e
sem considerar um contexto escolar.
2. Imagine agora que vocé esta no intervalo da aula na escola e um aluno lhe pergunta: “O que
é dividir?” O que vocé responderia se esse aluno...
a. Fosse do 2.° ano dos Anos Iniciais?
b. Fosse do 6° ano dos Anos Finais?
3. Por que é comum afirmar que a divisdo é a operacdo inversa da multiplicagdo?
4. Considere a expressdo 6+3 para responder as questfes a segulir:

a.

Determine o resultado dessa operacdo e descreva 0s procedimentos e passos
realizados para encontrar a resposta.
Indique em que ano escolar vocé considera ser mais adequado comecar a explorar
a(s) ideia(s) de divisdo?
Suponha que vocé queira explorar com os seus alunos do 3.° ano o que é dividir e
necessite preparar uma tarefa introdutéria para este tépico matematico. Qual seria a
tarefa que vocé iria propor e por qué? (Justifique sua resposta considerando os
objetivos matematicos a serem perseguidos com essa tarefa, bem como os recursos
que iria utilizar). Aqui vocé devera gravar um video mostrando a exploracdo que
faria com os alunos. Vocés poderdo encenar a situagdo no grupo, de modo a que um
dos integrantes represente o papel de professor e os demais, o papel de aluno. E
importante, portanto, que os dois papéis sejam representados de forma mais proxima
a realidade, ou seja, por meio de dialogos que efetivamente poderiam ocorrer numa
sala de aula do 3.° ano.
Na escola da professora Renata os professores da Educagdo Infantil e dos Anos
Iniciais estdo reunidos para tragar um percurso de ensino que considere a matematica
numa perspectiva longitudinal. A professora Andrea, que trabalha com alunos de 5
anos, quer discutir a divisdo com as criangas, mas deseja abordar esse topico de forma
diferente daquela que os colegas do 3.° ano disseram que iriam fazer — como partilha
equitativa —, pautados pela BNCC.
i. Sera possivel a professora Andrea conseguir discutir com os seus alunos de
5 anos esse topico matematico, de modo a que as criangas comecem a
compreender o que é dividir? Se for possivel, proponha uma tarefa com a
qual a professora possa fazer essa discussdo. Se ndo for possivel, justifique
por qué.
ii. Qual(quais) seria(m) a(s) principal(ais) ideia(s) sobre divisdo que poderia(m)
ser explorada(s) com criangas de 5 anos, de modo a que Se possa criar bases
para que estes alunos entendam o que € dividir?
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Formule 2 problemas distintos para os quais a resolugdo implique em efetuar a
operacdo indicada.

Resolva cada um dos problemas que formulou anteriormente apresentando, sempre
gue possivel, duas representagdes distintas que permita atribuir significado a resposta
e entender o processo/raciocinio seguido.

Como considera que um aluno do 2.° ano resolveria cada um dos problemas
formulados no item anterior? (Descreva o0s procedimentos e passos gque esse aluno
utilizaria para efetuar essa operagéo)

5. Resolva por si mesmo(a) (enquanto professor/a) as operagdes a seguir de DUAS formas
distintas, descrevendo e justificando, em cada caso, 0 passo-a-passo do(s) procedimento(s)
utilizados. Vocés devem gravar um video para cada uma das resolucdes, de modo a que 0s
procedimentos e etapas de cada resolucdo sejam explicitadas (e verbalizadas).

a.
b.
C.
d.

e

536+4=
536-+3,2=
0,536+4=
258+4=
11,9+3,4=

6. Considerando as operagdes da questdo 5, estabeleca uma ordem de dificuldade (a sua) para
resolver. Apresente argumentos para justificar porque classificou as questdes de acordo com
essa ordem.

7. Aindaem relacdo as operagdes da questdo 5, qual ou quais delas vocé considera que um aluno
do 5.° ano teria mais dificuldades para resolver? Por qué?
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APENDICE B - Tarefa discutida no modulo de Medida

Encontro |
A Medida, seus principios, fundamentos e procedimentos
Parte |
1) Responda individualmente cada uma das questdes a seguir. Para isso, considere que

2)

3)

4)

VOCE ndo estd em um contexto escolar, ou seja, vocé ndo devera responder as questdes
imaginando como faria para ensinar os objetos de conhecimento abordados nessas
questdes. Portanto, as suas respostas devem apenas revelar aquilo que vocé conhece
sobre esses objetos de conhecimento. Vocé podera utilizar palavras, desenhos,
esquemas ou qualquer outro tipo de representacao para explicitar o seu raciocinio.

a) O que é medir?

b) O que se pode medir?

c) Como efetuamos uma medida?

d) Com o que podemos medir?

Em qual ano/série ou etapa escolar vocé leciona? Considerando a série/ano ou etapa
escolar em que leciona e sendo o foco principal em Medidas, que trabalho(s) vocé
costuma desenvolver com os seus alunos? Apresente algum(ns) exemplo(s). Caso
considere que ndo desenvolve nenhum tipo de trabalho com esse foco, comente os
motivos que o(a) levam a ndo fazé-lo.

Quais sdo 0s conceitos matematicos essenciais a atividade de medir?
Vocé considera que existem relacdes entre os conceitos matematicos essenciais a

atividade de medir e conceitos matematicos de outros topicos? Em caso afirmativo,
especifique quais. Em caso negativo, explique o porqué.
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Tarefa: Rotagdo por estagdes — Vamos medir?

Orientagdes para o professor: As estacOes deverdo ser montadas sem que os alunos
vejam os materiais em cada uma delas. E preferivel que haja algum tipo de material
(papeldo) que possa bloquear a visdo dos estudantes do que ha em cada uma das
estacoes.

Material para a montagem das estacfes

Estacéo 1: um pedaco de barbante (ou qualquer outro material que se assemelhe a um
fio) de comprimento “x” e um paralelepipedo com dimensdes x/10, x/5 e x/2.

Tira de papel da estacdo 1. Meca o comprimento do fio usando o paralelepipedo.
Registre a sua medicédo na folha.

Estacdo 2: Uma placa do material dourado e uma folha cuja area seja equivalente a
5x3 placas (maior superficie da placa)

E H
‘: ‘-:3

Placa do MD

(]

Folha

Tira de papel da estacdo 2: Meca a folha usando a placa. Registre a sua medicdo na
folha.

Estacdo 3: Uma balanca de pratos (montagem pode ser adaptada com cabide, fios e
pratinhos de jardinagem); uma balanca digital; uma placa do material dourado e
diversos objetos idénticos (em quantidade suficiente para que a massa da placa possa
ser comparada com a massa de um desses objetos quando o procedimento for
empregado com a balanca de pratos)

Tira de papel da estacdo 3: Meca a massa da placa do material dourado usando 0s
objetos. Registre a sua medi¢do na folha.

Estacédo 4: Um recipiente qualquer, um copinho (ou qualquer outro recipiente menor
que o primeiro) e uma garrafa d’agua cheia. No recipiente, deve haver uma marcagao
para determinar a quantidade de agua a ser depositada no interior — sugestdo: a marca
no recipiente pode ser a que determina que a quantidade de &gua a ser depositada
corresponde a trés unidade do copinho.
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Tira de papel da estacdo 4: Meca a capacidade de &gua do recipiente até a marca
indicada, usando o copinho.

Tarefa 1: Rotacao por estagdes — Vamos medir?

Vocé esta diante de um conjunto de quatro estacdes de trabalho. Em cada estacéo, vocé
encontrard uma tira de papel contendo uma instrugdo. VVocé devera seguir as instrucdes
contidas nessa tira de papel, sem trocar qualquer tipo de informacdo com 0s seus
colegas. Depois de executar o que se pede natira de papel, vocé seguira para a préxima
estacdo, procedendo da mesma forma, até a Gltima estacéo.

1. Agora que vocé ja finalizou o trajeto pelas estagdes, solicite a ficha de registro
ao(a) professor(a). Preencha a ficha de acordo com as instrucdes a seguir
Instrucdes para preenchimento da ficha:
Em cada coluna da ficha vocé deve explicar o seu raciocinio a partir de uma descrigdo
com o maximo de detalhes que conseguir. Vocé pode fazé-lo usando esquemas,
desenhos, palavras, célculos,...

2. Sente-se com mais dois colegas e, no trio, comparem e discutam sobre 0s
registros que cada um de voceés efetuou em sua propria ficha.

a. Quais foram as semelhancas e as diferencas nos registros de cada um? Por
que vocés acham que essas semelhancas e essas diferencas ocorreram?

b. Considerando os procedimentos empregados para medir em cada uma das
estacOes, vocés acham que sdo semelhantes ou distintos? Especifique as
semelhancgas (e/ou diferencas) que consideraram.

c. Considerem a unidade de medida utilizada na estacdo 1. Vocés acham que
é possivel efetuar as medicGes propostas nas estacdes 2, 3 e 4 utilizando
essa unidade de medida? Se sim, expliqguem, em cada caso, como fariam
essas medicdes. Caso vocés considerem que ndo seja possivel efetuar essas
medicbes, apresentem justificativas dos porqués consideram tal
impossibilidade.

5) Considera a tarefa “Rotagéo por estacées — Vamos medir?”, conforme apresentada
anteriormente:
a) Resolva a tarefa por si mesmo, enquanto professor, mas sem considerar que tenha
a necessidade de desenvolver essa tarefa com os seus alunos. Isso significa que
vocé deve registrar 0s seus proprios raciocinios, ndo se apoiando nas possiveis
producdes que seus alunos (ou alunos que vocé imagina) poderiam fornecer.

b) Que conceitos, fundamentos e propriedades matematicas considera que podem ser
discutidos/abordados com os alunos a partir dessa tarefa? Apresente sua resposta
fornecendo exemplos que podem estar baseados em situacfes da sua pratica letiva.
Nesse caso, especifique para qual ano/etapa educativa vocé leciona (ou em qual
ano/etapa educativa voceé esta se baseando).
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ANEXOS

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

CONHECIMENTO DE PROFESSORES QUE ENSINAM MATEMATICA NOS ANOS
INICIAIS NO AMBITO DAS CONEXOES MATEMATICAS
Milena Solda Policastro
Numero do CAAE: (18716719.5.00008142)

Vocé esté sendo convidado a participar como voluntério de uma pesquisa. Este documento,
chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar seus direitos como participante
e € elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas duvidas. Se houver
perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera esclarecé-las com o pesquisador. Se
preferir, pode levar este Termo para casa e consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir
participar. Nao havera nenhum tipo de penalizagdo ou prejuizo se vocé ndo aceitar participar ou retirar
sua autorizagdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Esta pesquisa tem como foco de estudo o conhecimento de professores dos Anos Iniciais no
ambito das conexdes matematicas. Com o intuito de contribuir para ampliar a compreensdo de
dimensbes do conhecimento do professor relativamente as conexdes matematica, busca-se identificar
e descrever algumas categorizagfes de conexdes matematicas que os professores elaboram ao
participar de um Programa de Formagdo Continuada (PFC) que tem por objetivo problematizar e
desenvolver os conhecimentos dos professores sobre conexdes matematicas.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé estd sendo convidado a: participar do grupo de formacéo
continuada (PFC) onde serdo discutidas tarefas com foco em temas matematicos buscando estabelecer
conexdes entre eles (todos 0s encontros sdo gravados em audio e video). O grupo de formacéo terd
um total de 8 encontros, todos realizados na dependéncia da escola onde vocé atua.

Os dados desta pesquisa serdo armazenados em arquivos de audio e video, além das
digitalizacdes das tarefas resolvidas nos encontros de formacéo, pelo periodo de 5 anos ap6s o final
da pesquisa, de acordo com a Res. CNS 510/16.

Desconfortos e riscos:
N&o ha riscos previsiveis.

Beneficios:

Como este estudo sera desenvolvido em um contexto de formacao de professores, o trabalho
a ser desenvolvido durante os encontros podera contribuir para a sua formacéo e desenvolvimento
profissionais.  Além disso, em termos coletivos, este estudo deverd contribuir para uma ampliacéo
dos aspectos que se relacionam com o conhecimento do professor que ensina matematica, devendo
retornar para a comunidade em forma de conhecimento sobre o tema, com possibilidade de se
incentivar novas pesquisas na area.

Acompanhamento e assisténcia:

A qualquer momento, antes, durante ou até o término da pesquisa, 0s participantes poderdo
entrar em contato com os pesquisadores para esclarecimentos e assisténcia sobre qualquer aspecto da
pesquisa em danos decorrentes da pesquisa.

Sigilo e privacidade:
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Vocé tem a garantia de que sua identidade ser4 mantida em sigilo e nenhuma informagéo
identificada ser4 dada a outras pessoas que ndo facam parte da equipe de pesquisadores. Na
divulgacdo dos resultados desse estudo, seu nome ndo seré citado.

Como este estudo prevé a coleta de informagbes por meio de audio e video e esses dados
deverdo, a qualquer tempo, ser transcritos para fins exclusivamente de anélise e sem divulgagéo,
solicita-se a sua autorizacao para esse procedimento.

Ressarcimento e Indenizagéo:

Esse estudo ndo prevé qualquer 6nus ao participante. No entanto, vocé terd a garantia ao
direito a indenizacdo diante de eventuais danos decorrentes da pesquisa quando comprovados nos
termos da legislagdo vigente.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé poderd entrar em contato com os pesquisadores
Milena Solda Policastro, Rua Bertrand Russel, 801 (CEMPEM), fone (11) 98649-8750, e-mail:
mitapolicastro@gmail.com.

Em caso de denuncias ou reclamacdes sobre sua participacao e sobre questdes éticas do estudo,
vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de Etica em Pesquisa em Ciéncias
Humanas e Sociais (CEP-CHS) da UNICAMP das 08h30 as 11h30 e das 13h00 as 17h00 na Rua
Bertrand Russell, 801, Bloco C, 2° piso, sala 05, CEP 13083-865, Campinas — SP; telefone (19) 3521-
8936 ou (19) 3521-7187; e-mail: cep-chs@reitoria.unicamp.br.

O Comité de Etica em Pesquisa (CEP).

O papel do CEP é avaliar e acompanhar os aspectos éticos de todas as pesquisas envolvendo
seres humanos. A Comiss&o Nacional de Etica em Pesquisa (CONEP), tem por objetivo desenvolver
a regulamentacdo sobre protecdo dos seres humanos envolvidos nas pesquisas. Desempenha um papel
coordenador da rede de Comités de Etica em Pesquisa (CEPs) das instituicdes, além de assumir a
funcdo de 6rgdo consultor na area de ética em pesquisas

Consentimento livre e esclarecido:
Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos, métodos, beneficios
previstos, potenciais riscos e 0 incbmodo que esta possa acarretar, aceito participar:

Nome do(a) participante:

Data: / /
(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 510/2016 CNS/MS e complementares na
elaboragdo do protocolo e na obtengdo deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também,
ter explicado e fornecido uma via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo
CEP perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente. Comprometo-me a utilizar o
material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste documento ou
conforme o consentimento dado pelo participante.

Data: / /

(Assinatura do pesquisador)
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