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Resumo

As equacgoes de Saint-Venant costumam ser usadas para descrever o comportamento de
fluidos em canais naturais ou artificiais; sua resolucdo numérica depende da caracterizacao
geométrica do canal considerado, das condigoes iniciais, da inclinagdo do solo e do chamado
Coeficiente de Manning.

Este trabalho tem seu foco na vazao maxima que podemos colocar na condi¢ao de contorno
nas equagoes de Saint-Venant quando elas sao resolvidas numericamente, ou seja, queremos
saber até onde é possivel confiar nestas equagoes quando a condi¢ao de contorno sobre a
vazao é modificada. Neste caso a condi¢do de contorno é expressa pelo crescimento da vazao
como func¢ao do tempo. Para tal fim, serd usado um método explicito, mais exatamente
um esquema difusivo tipo Lax-Friedrichs, e seguidamente, modificagoes na condicao de
contorno serao feitas, o que permitira tirar conclusoes depois de varios experimentos

numéricos.

Palavras-chave: Equacoes de Saint-Venant. Método explicito. Esquema difusivo tipo

Lax-Friedrichs.



Abstract

Saint-Venant equations are often used to describe the behavior of fluids in natural or
artificial channels; its numerical resolution depends on the geometrical characterization
of the considered channel, the initial conditions, the slope of the soil and the so-called
Manning Coefficient.

This work focuses on the maximum flow that we can put in the boundary condition in the
Saint-Venant equations when they are solved numerically, that is, we want to know how
far you can rely on these equations when the boundary condition on the flow is modified.
In this case the boundary condition is expressed by the flow growth as a function of time.
For this purpose, an explicit method will be used, more precisely a diffusion scheme of the
Lax-Friedrichs type, and then modifications to the condition of boundary will be made,

which will allow conclusions to be drawn after several numerical experiments.

Keywords: Saint-Venant equations. Explicit method. Diffusion scheme of the Lax-

Friedrichs type.
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Introducao

A palavra hidrdulica provem dos termos gregos hydro que significa dgua, e
aulos que significa conducao; e é a parte da Fisica que se dedica a estudar o comporta-
mento dos fluidos seja em repouso ou em movimento; através do seu estudo é possivel
conhecer as leis que regem o transporte, a conversao de energia, a regulacao e o controle
dos fluidos agindo sob efeito de variaveis como pressao, vazao, temperatura, viscosidade,
etc. O estudo da hidraulica pode ser dividido em trés partes: a hidrostdtica que se
dedica em compreender o comportamento dos fluidos em repouso; a hidrocinética, que
estuda os fluidos em movimento e a hidrodindmica, que leva em consideracgao as variaveis
envolvidas no escoamento dos fluidos, como forcas da gravidade, da pressao, da viscosidade,

da compressibilidade e outras.

De modo geral, os escoamentos de fluidos estao sujeitos a determinadas condi-
¢oOes gerais, principios e leis da Dinamica e a teoria da Turbuléncia.
No caso dos liquidos, em particular, da dgua, a metodologia da abordagem consiste em
agrupar os escoamentos em determinados tipos, cada um dos quais com suas caracteristicas

comuns, e estuda-los por métodos prépios.

Na classificagdo hidraulica (PORTO, 2006), os escoamentos recebem diversas
conceituagoes em funcao de suas caracteristicas, tais como: laminar, turbulento, unidimen-
sional, bidimensional, rotacional, irrotacional, permanente, variavel, uniforme, variado,
livre, for¢ado, fluvial, torrencial, etc. O escoamento é classificado como laminar quando as
particulas movem-se ao longo de trajetérias bem definidas, em laminas ou camadas, cada
uma delas preservando sua identidade no meio. Neste tipo de escoamento, é preponderante
a acao da viscosidade do fluido no sentido de amortecer a tendéncia de surgimento da
turbuléncia. Em geral, este escoamento ocorre em baixas velocidades e ou em fluidos muito

ViSCOSO0S.

Como na hidraulica o fluido predominante é a agua, cuja viscosidade é relativa-
mente baixa, os escoamentos mais frequentes sao classificados como turbulentos. Neste caso
as particulas do liquido movem-se em trajetérias irregulares, com movimento aleatorio.

Esta ¢ a situacao mais comum nos problemas praticos da Engenharia.

O escoamento unidimensional é aquele cujas propriedades, como pressao, velo-

cidade, massa especifica, etc., sao fungdes exclusivas de somente uma coordenada espacial
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e do tempo. Quando se admite que as particulas escoem em planos paralelos segundo
trajetorias idénticas, nao havendo variagao do escoamento na dire¢do normal aos planos,
o escoamento é dito bidimensional. Se as particulas do liquido, em uma certa regiao,
possuirem rotagao em relacao a um eixo qualquer, o escoamento sera rotacional; caso

contrario sera irrotacional.

No caso em que as propriedades e as caracteristicas hidraulicas , em cada ponto
do espaco, forem invariantes no tempo, o escoamento ¢ classificado de permanente; caso
contrario, é dito ndo permanente ou varidvel. Escoamento uniforme é aquele no qual o vetor
velocidade, em modulo, direcao e sentido, é idéntico em todos os pontos, em um instante
qualquer. No escoamento de um fluido real, é comum fazer uma extensao deste conceito,
mesmo que, pelo principio da aderéncia, o vetor velocidade seja nulo nos contornos sélidos
em contato com o fluido. De forma mais pratica, o escoamento é considerado uniforme
quando todas as sec¢oes transversais do conduto forem iguais e a velocidade média em
todas as secOes, em um determinado instante, for a mesma. Se o vetor velocidade variar de

ponto a ponto, em um instante qualquer, o escoamento é dito nao uniforme ou variado.

O escoamento é classificado em superficie livre, ou simplesmente [ivre se, qual-
quer que seja a se¢ao transversal, o liquido estiver sempre em contato com a atmosfera.
Esta é a situacao do escoamento em rios, corregos ou canais. Como caracteristicas deste
tipo de escoamentos, pode-se dizer que ele se d4 necessariamente pela acao da gravidade e
que qualquer perturbacdo em trechos localizados pode dar lugar a modificagoes na sec¢ao

transversal da corrente em outros trechos.

O escoamento em pressdao ou forcado ocorre no interior das tubulagoes, ocupando
integralmente sua area geométrica, sem contato com o meio externo. A pressao exercida
pelo liquido sobre a parede da tubulagao é diferente da atmosférica e qualquer perturbacao
do regime, em uma secao, podera dar lugar a alteracoes de velocidade e pressao nos diversos
pontos do escoamento, mas sem modificagoes na area transversal. Tal escoamento pode
ocorrer pela agao da gravidade ou através de bombeamento. O escoamento turbulento livre
costuma ser subdividido em regime fluvial, quando a velocidade média, em uma sec¢ao, é
menor que um certo valor critico, e regime torrencial, quando a velocidade média, em uma

secao, € maior que um certo valor critico.

Neste trabalho estudaremos um problema do tipo: escoamento variavel em um
canal artificial. O objetivo é usar um método explicito, mais exatamente usando uma
abordagem de diferencgas finitas classica (Apéndice A), (BURDEN, 2011), (RUGGIERO;
LOPES, 1996), similar ao esquema difusivo do tipo Lax-Friedrichs (LEVEQUE, 2007) e
(LEVEQUE, 2002) para resolver numericamente as equagoes de Saint-Venant (MART I-
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NEZ, 2021) e investigar qual o valor méximo da vazao que podemos colocar na condi¢ao
de contorno e que faz sentido no problema. Ao final ilustramos o comportamento de
caracteristicas importantes como sao, a vazao, a profundidade e a area transversal em

diferentes cendrios.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira: o capitulo Preliminares (Ca-
pitulo 1), tomado de (LEVEQUE, 2007) faz uma revisao de conceitos béasicos (EVANS,
1997), (BURDEN, 2011), (IORIO, 2010), (RUGGIERO; LOPES, 1996) que serdo usados
no texto; aqui olhamos para a classificacdo das equagoes diferenciais parciais no que se

refere a equacao de segunda ordem em duas variaveis independentes da forma
AUy + bUgy + cuy, + du, + euy + fu = g,

onde a,b,c,d, e, f e g sao fungoes dadas e u = u(x,y) é a fungao incognita, para focar nossa
atengao nas equacoes parabolicas, mais exatamente falando na equagao de advecgao, a qual
é o caso mais simples de uma equacgao hiperbdlica com coeficientes constantes. A equagao
de advecgao sera usada para aplicar nosso esquema difusivo e analisar algumas caracteris-

ticas dele, bem como descobrir algumas propriedades em principio aplicadas a essa equagao.

Em seguida descrevemos as equacgoes de Saint-Venant (MARTiNEZ, 2021) as
quais sdo o objetivo principal de estudo de este documento (Capitulo 2). As equagoes
de Saint-Venant serao discretizadas usando um método explicito, mais exatamente uma

abordagem de diferencas finitas classica similar ao esquema difusivo do tipo Lax-Friedrichs

(PORTO, 2006).

No capitulo Modelagem Numérica, Capitulo 3, descrevemos o método numérico
que usaremos para resolver as equagoes de Saint-Venant, como também a necessidade
de calcular as condigoOes iniciais, as quais, no nosso caso, sdo para um canal retangular.
Casos mais gerais aplicados a canais naturais onde a forma geométrica é desconhecida sao
estudados em (MARTINEZ, 2021); também mostramos a forma como sio discretizadas
as equagoes de Saint-Venant, lembrando que usaremos um método explicito. Finalmente
estabelecemos a condicao de contorno a esquerda sobre a vazao, topico importante para os

experimentos numéricos.

No capitulo seguinte, de experimentos numéricos (Capitulo 4) usamos como
ponto de partida o exemplo 14.9 do livro de (PORTO, 2006). Logo depois, fizemos varias
mudancas nessa situacgao inicial para decidir quando as equacoes de Saint-Venant, na
pratica, se mostram confidveis ao se colocar uma condi¢cao de contorno sobre a vazao.
Nesta secao ilustramos o comportamento da vazao, a profundidade e a area transversal

molhada em diferentes cendrios.
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Finalmente, na tltima parte do documento (Capitulo 5) serdo apresentadas as

conclusoes e perspectivas sobre trabalhos futuros.
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1 PRELIMINARES

Uma equagdo diferencial parcial (EDP) é uma equagao envolvendo duas ou
mais varidveis independentes z,y, z,¢, ... e derivadas parciais de uma funcao (varidvel
dependente) u = u(z,y, z,t,...). De maneira mais precisa, uma EDP em n varidveis
independentes 1, . .., x, é uma equacio da forma (IORIO, 2010), (EVANS, 1997)

ou ou *u u oFu
F e T Uy oy e e =0, 1.1
<x1, PRt 0r ox, Ox? 0x10x, 8x’,§) (1.1)
onde = (x1,...,x,) € €,  é um subconjunto aberto de R", F' é uma fungao dada e

u = u(x) é uma fungdo que queremos determinar. A ordem de uma EDP é dada pela
derivada parcial de maior ordem que ocorre na equagao; por exemplo, a ordem da equagao

(1.1) é k se F, como funcao de alguma das derivadas de ordem k, é ndo constante.

Uma EDP é dita linear se é de primeiro grau em u e em todas as suas derivadas
parciais que ocorrem na equacao; caso contrario a EDP é dita nao linear. Usualmente se
classificam apenas as EDP’s lineares de segunda ordem. A forma geral de tal EDP em n

variaveis independentes é dada por

N *u u ou
z-;l i (IL’)M + ; bi(z) o, +e(x)u = d(z),

onde © = (x1,%2,...,%y), 4, € {1,2,...,n} e a;;,b;,¢,d : Q < R" — R. Eventualmente

pode-se ter x,, =t quando se tratar de fenémenos que evoluem no tempo.

Na maioria dos livros classicos (EVANS, 1997), (LEVEQUE, 2007), (IORIO,
2010) a classificacao que é dada sobre as EDP’s lineares de segunda ordem em duas

variaveis independentes x,y ¢ da forma
gy + bugy + cuyy + du, + euy + fu = g, (1.2)

onde a,b, c,d, e, f e g sdo fungdes dadas, {2 é um subconjunto abertode R" e u : Q € R" —
R é uma funcao por determinar. Além disso, se os coeficientes a, b e ¢ forem constantes,
pode-se classificar as EDP’s através das seguintes relagoes que dependem do discriminante

b — 4ac. Assim, diremos que a equacao é
« eliptica, se b* — 4ac < 0;
« parabolica, se b* — dac = 0;

« hiperbélica, se b* — 4ac > 0.
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Geralmente, as equagdes elipticas descrevem fendmenos em regime permanente (steady-
state), as equagoes parabdlicas descrevem fendémenos difusivos e as equagdes hiperbdlicas
descrevem fendmenos ondulatérios (LEVEQUE, 2007). Os exemplos canonicos sao o Pro-
blema de Poisson uy, + u,, = g para um problema eliptico, a equacao de calor uy = kg,
(com k > 0) para um problema parabdlico e a equacdo de onda uy = c*u,, para um

problema hiperbdlico.

Nos casos parabdlico e hiperbodlico, t é usado em lugar de y, uma vez que esses
sdo problemas tipicamente dependentes do tempo. Essas equagoes descrevem diferentes
tipos de fenémenos e requerem diferentes técnicas para sua solugao (tanto analiticamente
quanto numericamente), e por isso é conveniente ter nomes para classes de equagoes
que exibem as mesmas caracteristicas gerais. Outras equagoes tém algumas das mesmas
caracteristicas, e o esquema de classificagdo pode ser estendido além de (1.2), a qual é

chamada de forma linear de segunda ordem.

1.1 Equacoes hiperbdlicas

De maneira geral consideraremos uma forma relacionada de equagoes hiperbo-

licas conhecidas como sistemas hiperbdlicos de primeira ordem.

O problema linear em uma dimensao espacial tem a forma
uy + Auy =0 (1.3)

onde u(z,t) € R® e A é uma matriz s x s. O problema é chamado hiperbdlico se A tiver
valores proprios reais e é diagonalizdvel, i.e., tem um conjunto completo de autovetores
linearmente independentes. Essas condigoes nos permitem ver a solugao em termos de
propagacao de ondas e, de fato, os sistemas hiperbélicos normalmente surgem de processos
fisicos que dao movimento de onda ou transporte advectivo. O exemplo mais simples de

uma equacao hiperbdlica com coeficientes constantes é a equagao de advecgao
U + auy = 0, (1.4)

onde u ¢ a velocidade de adveccao e a é uma constante.

1.2 Equacao de adveccao

Se uma substancia é simplesmente transportada em um fluxo a alguma veloci-

dade constante a, entdao a fun¢do de fluxo é

f(u) = au.
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A densidade local u(x,t) multiplicada pela velocidade da o fluxo do material no ponto x

anterior.

Como a massa total em [z1, x9] muda apenas nos pontos finais, temos

T2

pr . u(z, t)dr = f(u(z,t)) — flu(ze,t)), (1.5)

e assumindo que u e f sdo fungdes suaves, a equagao (1.5) pode ser escrita como

d (™ *2 0
dtLl u(z,t) de = Ll P (u(z,t)) dz,

ou equivalentemente
210 0
Ll [atu(m,t) dx + axf(u(a:,t))] dx =0,

e dado que a integral deve ser zero para todos os valores entre x; e x5, segue-se que o

integrando deve ser igual a zero. Finalmente, isso dd a equacao diferencial

d f(u(z,t)) =0, (1.6)

ﬁu(z,t) o

ot

a qual é chamada de Lei da Conservagao.

Para o caso considerado nesta secao, f(u) = au com a constante e a equagao
(1.6) torna-se a equacao (1.4). Esta equacao requer condigbes iniciais e possivelmente

condigoes de fronteira para a obtencgao sua solucao.

O caso mais simples é o Problema de Cauchy em —o0 < x < oo, também
chamado de problema puro de valor inicial, onde necessariamente devemos especificar o

dado inicial
u(r,0) = n(z),

onde 17 é uma funcao dada. E facilmente podemos verificar que
u(z,t) = n(x — at) (1.7)

satisfaz a equagao (1.4) .

1.3 Difusao

Suponha que o fluido no tubo nao esteja fluindo e tenha velocidade zero, entao
de acordo com a equagdo (1.4), u; = 0 e assim o dado inicial 7(z) ndo muda com o tempo

(LEVEQUE, 2007). No entanto, se nao for constante no espago, na verdade tendera a
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mudar lentamente devido a difusdo molecular. A velocidade a deve realmente ser pensada
como uma velocidade média, a velocidade média que aproximadamente as 10%* moléculas
que uma gota de fluido tem, mas as moléculas individuais estao pulando em direcoes
diferentes e, portanto, as moléculas da substancia que estamos rastreando tendem a se

espalhar no fluido ambiente, assim como uma gota de tinta se espalha na agua.

Existira uma tendéncia de movimento de regides onde a densidade é grande
para regides onde é menor, de fato, pode ser mostrado que o fluxo (em uma dimensao) é
proporcional a —u,. O fluxo em um ponto = agora depende do valor de u, nesse ponto, ao

invés do valor de u escrevemos
f(ux> = _kum (18>

onde k é chamado de Coeficiente de Difusao. A relagao (1.8) é conhecida como Lei de Fick.
Usando o fluxo em (1.6) obtemos

Uy = kuacacy

a qual é chamada de Equacdo de Difusao.

1.4 Métodos numéricos
Nesta secao consideramos principalmente a equacgao de advecgao
g + au, =0, (1.9)

onde a é uma constante, e alguns métodos numéricos usados na sua resolucao. Isto sera
suficiente para ilustrar muitas (embora certamente nao todas) das questdes que surgem na

resolucao numérica de equagoes hiperbolicas.

Como ja foi dito, para o problema de Cauchy é necessario o dado inicial

u(z,0) = n(z),
onde 77 e uma fun¢ao dada e também sabemos que a solugao exata é dada por
u(z,t) = n(x — at).

No entanto, muitos dos problemas que surgem mais geralmente na discretizagao de equagoes
hiperbdlicas nao sao tao simples, mas, de alguma forma, essas outras discretiza¢oes podem
ser mais facilmente vistas usando as ferramentas que ja foram usadas na resolu¢ao numérica

da equagao (1.9).
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1.4.1 Um método instavel

A primeira abordagem que vamos considerar na discretizagdo da equagao (1.9)
faz uso de diferenca centrada no espago

ug(, 1) = LEF h’t)%“(“”” =0 L ome),

onde h = Ax, e a diferenca avancada no tempo

u(x,t) = uz,t + k/i —u(@,?) +0(h?),

onde k = At.

Assim, essas aproximagoes produzem o método numérico

A a, . .
% = *%( i~ Uj),
o qual pode ser escrito como

Infelizmente, na pratica, este método nao é util por causa de consideracgoes
de estabilidade, na pagina 186 em (LEVEQUE, 2007), mas podemos fazer pequenas

modifica¢oes e obter métodos mais uteis.

1.4.2 Meétodo de Lax-Friedrichs

1
Substituindo U}" no lado direito do (1.10) pela média §(U;7_1 + U}, ), obtemos

o Método de Lax-Friedrichs
ak

n 1 n n n n
Uptt = §(Uj_1+ 1) = 5 ( 1~ Uja). (1.11)
Devido a consideragdes de precisao, na pagina 186 em (LEVEQUE, 2007) ,
este método nao é comumente usado na pratica, mas ¢é util para ilustrar e analisar alguns

problemas de estabilidade de métodos mais gerais que surgem na realidade.

O método de Lax-Friedrichs é estavel desde que, na pagina 186 em (LEVEQUE,

2007),
ak
h

A restrigao (1.12) é consistente com o que escolheriamos de qualquer maneira com base

<1. (1.12)

em consideragbes de precisio, na pagina 186 em . Esta é uma diferenca fundamental entre
equacoes hiperbodlicas e equagoes parabdlicas de forma mais geral e explica o fato de que
as equacoes hiperbodlicas sao normalmente resolvidas com métodos explicitos, enquanto a
solugao eficiente de equagoes parabdlicas geralmente requer métodos implicitos (LEVEQUE,

2007). Esquemas explicitos e implicitos serdo brevemente explicados no Capitulo 3.
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1.4.3 Um esquema difusivo

Na resolugao de problemas transitérios em escoamentos livres, ha varios métodos
que seguem esquemas explicitos de aproximacao, entre eles esquemas difusivos. No esquema
difusivo que usaremos, as seguintes aproximagoes sao adotadas:

n
ou ~ j+1 U

or  2n (1.13)

U U o Uf+(1=a) (U + U1)/2]
ot k ’
onde h = Az, k= At e 0 < a < 1 é um parametro de ponderagao chamado de fator de

(1.14)

relazacdo. Note que neste método poderiamos usar a = 1, devido que este é um esquema
difusivo do tipo Lax-Friedrichs que pode misturar conceitos de métodos Upwind, pagina
210 em (LEVEQUE, 2007).

Antes de aplicar este esquema difusivo as equagoes de Saint-Venant, que
abordaremos mais a frente, usaremos a equacao de advecgao para descobrir algumas
propriedades e analisar o comportamento deste esquema difusivo. Desta forma, neste
método aplicado a equagdo u; + au, = 0, vamos substituir na expresao (1.10) o termo
Uy, + UL
f’
em que 0 < a < 1. Note que, para a = 1, obtemos (1.10) (o método instavel ) e para
a = 0 obtemos (1.11) (o método de Lax-Friedrichs).

Ul por aUf + (1 —a)-

Dado que

U+ U, ur., =20+ U™
a7 + (1—a) () g+ - o (BE 2R s gy

U, — 207 + Uyl)

:W-ﬁ-(l—&)( 2] + U} — ol

—20;+ U},
n +1
vamos substituir o termo U por U} + (1 — «) ; 2 . Portanto, a equacao
(1.10) se torna
" . ak " ur,—-20"+U"
U= 7 - g U - U+ (- (PR ) g

1.4.3.1 Efeito difusivo

A equacao (1.15) pode ser escrita na forma

urtt —un n,—Un (1—a)h? (U}, —2U} +
e M( T 1): 2k) (j i ]H)' 10
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o 2
O termo § = M

uma malha fixa (h e k fixos), a difusdo artificial diminui fazendo o — 1, particularmente
2

se a = 1 entdao 0 = 0; note também que, se « — 0 entdao § —> o o qual seria o valor

é conhecido como coeficiente de difusdo artificial. Note que, para

de difusdo méxima.

1.4.3.2 Estabilidade

Note que a equagao (1.16) pode ser vista como a discretizagdo de segunda

ordem centrada no espago com o método instavel da equacao de adveccao-difusao

Up + AUy — OUgyy = 0,
para a qual podemos garantir estabilidade sempre que, pagina 186 em (LEVEQUE, 2007)

ak
h

ok 1
<

ﬁ\* e < 1.

[\

No nosso caso, aproveitando o que ja é conhecido para o método de Lax-Friedrichs, as

I . - . i 1
condicoes que garantem estabilidade sao, em primeiro lugar, a condigao < — onde

h? T2
(1—a)h? (1—a)h? k

0= o implica em ———— - -— < _, isto é, @ = 0. E, em segundo lugar, se deve

cumprir a condi¢do, na pagina 186 em (LEVEQUE, 2007),

ak

<1
h )

a qual é conhecida como Condi¢cio de Courant.
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2 EQUACOES DE SAINT-VENANT

Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (Villiers-en-Biere, 23 de agosto de
1797 — Saint-Ouen, 6 de janeiro de 1886) foi um professor e engenheiro francés. Ingressou
na Ecole Polytechnique em 1813. Em 1814 se recusou a participar com seus colegas da defesa
de Paris, antes da abdicacdo de Napoledo. Por isto, foi expulso da Ecole Polytechnique,
tendo se formado em 1816 na Ecole des Ponts et Chaussées. Trabalhou como engenheiro
civil para o Service des Poudres et Salpétres e para o Service de Ponts et Chaussées. Entre
1839 e 1840 frequentou o Collége de France onde estudou com Joseph Liouville. Na Ecole

des Ponts et Chaussées sucedeu Coriolis, como professor de matematica (VENANT, 1871).

Contribuiu com trabalhos fundamentais na teoria da elasticidade, sendo seu
nome associado ao Principio de Saint-Venant relativo ao comportamento mecanico de
sistemas com carregamento estatico equivalente, ao Teorema de Saint-Venant e a condi-
¢ao de compatibilidade de Saint-Venant. Desenvolveu equagoes unidimensionais para o
escoamento em canais rasos: as Equagoes de Saint-Venant, usadas na hidraulica moderna.
Introduziu pela primeira vez o conceito de tensoes internas viscosas, em um trabalho de
1843, Note a joindre un mémoire sur la dynamique des fluids, refutando cientificamente
os argumentos moleculares de Navier, identificando o coeficiente de viscosidade como

multiplicador dos gradientes de velocidade do escoamento.

2.1 Equacoes de Saint-Venant

Um curso de dgua (daqui em diante chamado, genericamente, de canal), natural
ou artificial, no qual percorre um fluido (ndo necessariamente agua), é um sistema cuja

evolucao no tempo nos interessa conhecer.

As equagdes unidimensionais de Saint-Venant costumam ser usadas para prever
o comportamento de fluidos em canais naturais ou artificiais. As variaveis que descrevem
o estado do canal em um instante do tempo ¢ sdo drea transversal molhada A(x,t), que
serd medida em metros quadrados (m?), a velocidade média do fluido V (x,t), que seré
medida em metros por segundo (m/s), e a vazao AV (x,t), que serd medida em metros

ctibicos por segundo (m?/s).

A seguinte figura mostra o corte transversal de um canal com a defini¢ao dos

parametros descritivos a ele associados:
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Figura 1 — Corte transversal de um canal

Superficie do fluido

h: Profundidade

A: Area transversal
molhada

Perimetro
molhado

Fonte: Os autores

o A(x,t) é a area transversal, perpendicular ao fluxo, da massa de fluido no instante ¢

para a coordenada espacial x.

e V(z,t) é a velocidade do fluxo, considerada aqui como tendo uma tinica componente,
na diregao do escoamento do fluido. (Para fixar ideias consideramos, em geral, que o
fluido circula nessa dire¢do no sentido positivo do eixo z, de maneira que V(z,t) é

nao negativa).
e h(z,t) é a profundidade do fluido, muitas vezes chamada de altura.
o z(x) é a coordenada vertical da base do canal em que circula o fluido.

e z(z,t) é a coordenada vertical da superficie do fluido. Logo z(x,t) = z(z) + h(z,t).
Portanto, z, = h,+(2), ¢ a inclinagao da superficie quando a coordenada longitudinal

n n
R4l T Rj—1

varia 1 metro, aproximadamente. Em outras palavras, z,(z,t) ~ o5

Finalmente definimos 2, = z,/(1 + (2,)?)
e P(xz,t) é o perimetro molhado.

e ¢ é a aceleracao da gravidade.
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o [ é o coeficiente (adimensional) de Manning, um nimero em que se expressam as
forgas de atrito, a densidade do fluido e outras forcas que contribuem para diminuir

a vazao.

Para estimar essas quantidades, faremos uso das equagoes de Saint-Venant.
Estas equagoes que descrevem a evolugao de A(z,t) e V(x,t) podem ser formuladas da
seguinte maneira

A+ (AV), =0, (2.1)

PV|V
L IPVIV]

(AV); + (AV?), + gAZ(x, 1) 0. (2.2)

A equagao (2.1) dé conta da conservagao da massa e a equacao (2.2) refere-se

a conservacao da quantidade de movimento.

2.2 Deducdo das equacoes de Saint-Venant

Consideremos um trecho de um metro de comprimento ao longo do canal em
questao. Denotemos My o volume do fluido presente nesse trecho em um instante ¢ dado.
O volume de fluido nesse trecho, um segundo depois, serd denotado por M, assim M;
sera, naturalmente, igual ao volume de fluido M, mais a quantidade de fluido que entra no
trecho no segundo considerado menos a quantidade de fluido que sai do trecho no segundo

considerado.

Para simplificar, suponhamos que o fluido entra pelo extremo esquerdo do
trecho e sai pelo extremo direito. Entao, a quantidade de fluido que entra serd igual a
vazao (em metros cibicos por segundo) no extremo esquerdo e a quantidade de fluido
que sai sera igual a vazao no extremo direito. Portanto, o aumento de volume apds um
segundo sera igual a vazao do lado esquerdo menos a vazao no extremo direito, e como a
distancia entre esses dois extremos é um metro, a diferenca de vazoes é, aproximadamente,

a derivada da vazao em relacdo a x, com sinal trocado.

Por outra parte, o volume do fluido um segundo mais tarde é a diferenca
entre o volume do fluido daqui a um segundo menos o volume do fluido atual, o que
é aproximadamente igual a derivada do volume do fluido em relacdo a t. Agora, como
estamos falando de um trecho de um metro de comprimento, o volume nesse trecho é
aproximadamente igual & area transversal, e a vazao é o produto da area transversal vezes

a velocidade. Assim, chegamos na relagao:

Derivada do volume em relagao a t + Derivada da vazao em relacao a x = 0,
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ou seja,
Derivada da area transversal em relacao a t + Derivada da vazao em relagao a x = 0.

Esta é a equagao (2.1). Assim, como a equagao (2.1) refere-se ao aumento (ou,
mais propriamente a variagdo) de volume em um segundo, a equagao (2.2) refere-se ao
aumento da vazao em um segundo. Da mesma maneira que no caso do volume, o aumento
(variagdo) da vazao em um segundo pode ser aproximado pela derivada em relagdo ao
tempo (AV);. Por outra parte, podemos também falar da vazao no extremo esquerdo do
trecho, da vazao no extremo direito do intervalo e dizer que a vazao que se incorpora ao
trecho em um segundo ¢ igual a vazao vezes a velocidade no extremo esquerdo, e que a
vazao que desaparece do trecho em um segundo é igual a vazao vezes a velocidade no
extremo esquerdo. Essa diferenca é, aproximadamente, a derivada do produto entre vazao

e velocidade em relagdo a z. Chegamos, assim, a relagao:

Derivada da vazao em relacao a t 4+ Derivada da vazao vezes velocidade em relagao a

z =0,
ou seja,
Derivada da area transversal vezes velocidade em relagao a t.

+ Derivada da area transversal vezes velocidade ao quadrado em relagao a = 0,

ou seja,

(AV), + (AV?), = 0.

Entretanto, esta equagao ainda nao é (2.2), porque no trecho de um metro o fluido pode

ganhar ou perder velocidade, ou seja, pode ganhar ou perder vazao.

A razao para ganhar velocidade vem da for¢a da gravidade. Em queda livre
o ganho de velocidade em um segundo seria igual a 9.8 m/s, mas a componente horizon-
tal, que é a que nos interessa, seria zero. Por outro lado, se a superficie da dgua fosse
totalmente horizontal, o ganho de velocidade devido a gravidade seria zero. Um simples
calculo trigonométrico permite deduzir que o ganho de velocidade horizontal é igual a g
vezes z, vezes o cosseno do angulo entre a superficie do fluido z(x) e a horizontal. Quando
este angulo é proximo de zero, o cosseno do angulo é préximo de um e, portanto, essa
quantidade costuma ser substituida por z,. Observe que este ganho de velocidade deve
ser positivo se a inclinagao da superficie da dgua é negativa e vice-versa. Isto, justifica a

parcela “+ gAZ(z)” na equagao (2.2).
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fPVIV]
8

A possivel perda de velocidade vem dada pelo termo . Ou seja, a perda

fPVIV]
8A

da vazao. Este termo é positivo se V' > 0 e negativo se V < 0, o que reflete o fato

de velocidade seria igual a , pois o termo mencionado primeiro se refere a perda
de produzir sempre um efeito contrario ao do sentido do movimento. O quociente A/P
costuma ser chamado de raio hidraulico e denotado por Rj. Como o coeficiente de Manning
f é claramente adimensional, o que este termo indica é que existe uma perda de velocidade
proporcional a V2 dividido pelo raio hidraulico, devido a questoes relacionadas com o atrito.
Note que um raio hidraulico pequeno indica uma situagao onde temos pouco perimetro
molhado para muita area molhada, o que significa maior contato do fluido com as paredes
do canal e, portanto, maior atrito. A dependéncia do atrito do quadrado da velocidade é

uma suposicao usual na mecéanica de fluidos.

A expressao z(x,t) denota o cosseno do dngulo que forma a superficie da dgua
com a horizontal vezes z(x,t). Quando o dngulo é pequeno é aproximadamente %. Em

geral

Z(z,t) = cosarctan <gz> 2p = 2/ (1 + 22).
T
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3 MODELAGEM NUMERICA

Na aplicagao do método de diferengas finitas (Apéndice A) em um problema
qualquer, o dominio do problema é discretizado por uma grade de pontos ou grade com-
putacional (BURDEN, 2011), (LEVEQUE, 2007), (RUGGIERO; LOPES, 1996). Por
exemplo, na modelagao unidimensional de escoamentos em canais por meio de diferencas
finitas, o comprimento do canal é dividido em tramos normalmente de comprimento
uniforme Az (PORTO, 2006), e as extremidades de cada tramo representa um nd da
grade ou no computacional. Se o trecho do canal é dividido em N — 1 tramos, o primeiro
n6 (extremidade de montante) tem indice 1 e o ultimo né (extremidade de jusante) tem
indice V. O primeiro e o ultimo n6 sao chamados de nds de fronteira e os restantes, de nds
interiores. O processo computacional é feito em intervalos discretos de tempo, e a diferenca

entre dois valores de tempo consecutivos é chamado de intervalo de tempo computacional.

A Figura 2 mostra uma grade de pontos cujo objetivo é determinar os valores
de A(x;,t,), AV (x4, t,) e h(z;,t,) nos pontos do dominio unidimensional 0 < z < L onde
i1 =1,...,Nen =1,..., M. Neste caso, o dominio foi discretizado em intervalos de
comprimento h = Az e o tempo ¢ em intervalos k = At, onde x; = (i —1)h e t, = (n—1)k.
Conhecendo em um tempo t qualquer a vazao AV, a area transversal A e a profundidade
h em todos os pontos da grade pode-se determinar seus valores no tempo t + k. O instante

t = 0 corresponde as condigoes iniciais do problema que devem ser conhecidas.

Figura 2 — Grade computacional

i=1 i=2 i—1 1 1+1 1;:’\"---51':?\5?

Fonte: PORTO (2006, p. 493)

Dependendo do tipo de diferenga finita (Apéndice A), atrasada, centrada ou
avancada, a ser usada na resolucao de determinado problema, dois diferentes esquemas

podem ser elaborados. Se a aproximagao por diferenca finita da derivada espacial, ou seja,
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a derivada parcial em relacao a x, for expressa em termos de valores das variaveis no nivel
de tempo conhecido, as equagoes resultantes podem ser resolvidas diretamente, para cada
né computacional em cada tempo. Este esquema é chamado de esquema explicito. Se, por
outro lado, a aproximagao por diferenca finita da derivada espacial for expressa em termos
de valores das variaveis no nivel de tempo desconhecido , as equagoes algébricas do sistema
inteiro sao resolvidas simultaneamente: é o esquema ¢é dito implicito.

No esquema implicito obtém-se um sistema de equacoes algébricas lineares ou nao lineares,
que é resolvido por métodos tais como, Método da eliminacao de Gauss, Método de
Gauss-Seidel, Método iterativo de Newton, etc (BURDEN, 2011), (LEVEQUE, 2002),
(RUGGIERO; LOPES, 1996).

3.1 Estabelecendo o problema

Iniciamos nossa abordagem numérica com o exemplo 14.9 que consta no livro
Hidrdulica Bésica de (PORTO, 2006), no qual as equagoes de Saint-Venant sao aplicadas
ao calculo de uma onda de cheia em um canal prisméatico retangular. Nosso objetivo
¢é investigar o valor da vazao maxima que podemos colocar na condi¢cao de contorno
(& esquerda) nas equagdes de Saint-Venant para saber até onde podemos “confiar” nos

resultados numeéricos.

No exemplo, um canal prismatico retangular em concreto tem largura w =
5m, coeficiente de rugosidade n = 0,02 e escoamento uniforme com uma profundidade
h = 1,2m. Durante a passagem de uma onda de cheia, a vazao aumenta linearmente
desde o valor correspondente ao regime uniforme até uma vazao de pico AV, = 50 m?/s
em um tempo de 20 minutos. A declividade do fundo do canal é z,(x) = 0.001 m/m e o
comprimento do trecho a ser estudado é L = 3 km. Utilizando o esquema explicito da

secao anterior queremos determinar:

1. Vazao, profundidade e area transversal para diferentes instantes do tempo.

2. Hidrogramas: Variacao da vazao, profundidade e area transversal em relacao ao

tempo em diferentes pontos do canal.

3.1.1 Condicdes iniciais

Para iniciar os calculos é necessario conhecer o valor da velocidade média inicial
Vb, o perimetro molhado inicial Py, a area transversal inicial Ag e o coeficiente de Manning

inicial f, em cada né no tempo ¢t = 0 (isto ¢, antes do infcio da cheia).
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Entao, a partir dos dados do problema temos:

z(z) = 0,001 ho =1,20m
g=9.8m?%/s Ag=w-hg=6m
w=>5m Vo=AV/A =1,3714m/s
(AV)o = 8,245 Zo(z,t) = zp(x)

Note que, na condi¢ao de regime uniforme (¢ = 0), ou condigoes estacionarias a velocidade
nao varia ao longo do tempo, entao de (2.2) obtemos:
£ PoVo Vil

gAQ,%\()(I,t) + T = O,

e resolvendo esta equagao para f , obtemos

- 8914020(.1', t)

= 3.3663306720355467 2.
BoVol Vol

fo=

3.1.2 Discretizacdo das equacdes

O célculo da velocidade média e da vazao, a cada tempo nos nés interiores sera
feito com as equagoes (1.13) e (1.14), com coeficiente de ponderagao a = 1. Logo, para a

equagao da conservagdo da massa (2.1), temos

AP — [aA? + (1 — a) (A7, + A7) /2] . AP VI - ATV

i+175+1
J J — O,

k 2h

e assim
n n n n k n n n n
Aj+1 = [OCAJ + (1 —Oé)<A]+1 +A]_1)/2] — E[A]-i-l [/j+1 _Aj—l [/j—l]'

E no extremo direito, usaremos

AT — [ad} + (1 —a) (A7, + A7)/2] LAV ARV
k h ’

e assim .
A;‘“ = [04A;-1 + (1 — a)(A;-l + A?_l)/Z] — E[A?VJ" — A;-L 1Vj"_1].

Para a equacao da conservagao da quantidade de movimento (2.2), temos

ATV —a - ARV 4 (1= a) - (A7 Vi + AF V)2

k
Ar (V)2 — A (V)2 Ar 4+ AT .
4+ g 57 ISR R —i—gl(l—a)-] 12 ]H—l—oz-Aj]
no_pn pr 4+ pn
-[(zb(x)+f+12h“]+f[(1—a)-312J“+a-1ﬂ
vro4yn Vi, 4+ [V
. |:(10l) j—1 : J+1 +a‘/;n:| . |:(1*Oé)| |j—1 2| |]+1 +O[|V|;L:| =0
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e, agora isolando A?HVj”“, obtemos

APV = [0 ATV (1= ) (A VI + AT V)2

oAV = AL (T g 1 - o) B
+a- A;L] : [(Zb(x> + ?+12_hh?1] — k:fl(l —a)- Bt Hin ; Fi +a- PJ@]
. [(1 _ )l - W, avjn] . [(1 ~ oy . Vi a|V|;?].
E no extremo direito, usaremos
ALY [0 ATV 4 (1 - a) - (AT VR + ATV
- AR - A = g - ) SRS
+oz-A}‘] . [zb(x)—khy_hh?_l] —k:f[(l—oz)-wvta-Pf]
. [(1 - a)%‘n—l; £ av;”] - [(1 - a)’v’%; VI a!V!}‘] (3.1)

3.1.3 Condicdo de contorno a esquerda

No tempo t = 0, em todos os nés computacionais (exceto nos nés da esquerda
da malha), os valores Ay, Vo, (AV)§ e h{ ja foram determinados a partir dos dados do
problema. Agora vamos calcular o valor dessas varidveis nos nés da esquerda.

Noné 1 (extremidade de montante), conhece-se a variagao da vazao com o tempo, conforme

o enunciado do problema e a Figura 3

Figura 3 — Condicao de contorno a esquerda

AV (m3/s)
50

8,245

4

Fonte: Os autores
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Levando em conta a equacao da conservacao da massa, usaremos a seguinte

expressao para calcular a area transversal molhada

k
A?H = [OZA;'L + (1 - ‘)‘)(A?H + A?—l)/Q] - E[A?H 1 A;-l‘/}n—l]'

j+1
A velocidade e a profundidade, respetivamente, sao dadas por

Anyn A
J A;L J w :
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos os resultados computacionais obtidos usando
um algoritmo em Fortran 77 que resolve as equacoes de Saint-Venant, através de um
método explicito, mais exatamente um esquema difusivo tipo Lax-Friedriechs, no qual a
caracteristica importante é a maneira como sao discretizadas as equagoes, acrescentando

nessas discretizagoes um parametro de ponderacao .

Consideramos o exemplo 14.9 do livro de (PORTO, 2006). Reproduzimos os
resultados do livro e, em seguida, fizemos modificagdes sobre a condicao de contorno, mais
exatamente alterando o valor da vazao, para investigar o valor maximo que podemos
colocar ali e seguir confiando nos resultados numéricos das equagoes de Saint-Venant.
Apos feito isso, ilustramos o comportamento da vazao, a profundidade e a area transversal

molhada.

No segundo cenério, aumentamos o valor da vazao na condi¢ao de contorno,
aqui usamos uma vazao de 132m?/s. Neste caso, na secdo média do canal, observamos
muitas oscila¢oes nos dados. Em seguida, usamos um valor menor de k; aqui novamente
observamos graficos muito suaves. Os resultados numéricos sao bastante satisfatorios e o
mais importante foi que, trocando o valor de k, conseguimos aumentar a vazao na condicao
de contorno. Mais uma vez sao apresentados os graficos da vazao, a profundidade e a area
transversal molhada. Finalmente, nosso ultimo experimento foi modificar o pardmetro de
ponderacao a. E, neste caso, também foi observado que a oscilagdo dos dados na solucao
numeérica nao existe mais, fato que podemos conferir a partir dos graficos da vazao, a

profundidade e a area transversal molhada.

Neste capitulo serao apresentados varios tipos de graficos que mostram os
resultados numéricos obtidos depois de resolver as equacoes de Saint-Venant usando um
esquema difusivo do tipo Lax-Friedrichs. Na secao 4.1, secao 4.2, secao 4.3 e secao 4.4
apresentamos graficos que mostram a vazao,a profundidade e a area transversal molhada
como fungoes do tempo para diferentes pontos do canal. Nessas mesmas secoes, apre-
sentamos uns graficos chamados de hidrogramas, isto é, graficos que mostram a vazao,
a profundidade e a area transversal molhada como fun¢oes dos pontos do canal para
diferentes instantes do tempo. E finalmente, na secao 4.5 e se¢ao 4.6, apresentamos graficos
da vazao, profundidade e area transversal como funcao do tempo nas secoes inicial, média e
final do canal; nessas mesmas se¢oes apresentamos também graficos da vazao, profundidade
e area transversal como fungoes dos pontos do canal para os instantes do tempo inicial,

médio e final.
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4.1 Alteracoes na vazao

Nesta secdo, com base no exemplo 14.9 do livro Hidrdulica Bdsica de (PORTO,
2006), exibimos os resultados numéricos obtidos usando o esquema difusivo tipo Lax-
Friedrichs apresentado no Capitulo 3. Aqui apresentamos os graficos em que a vazao vai
desde 8,25m?/s até 50m?/s, voltando & vazdo inicial a partir de ¢ = 4800 s. Usamos

k= 0.1, Az = 30 e parametro de ponderacao o = 1.

1. Graficos da vazao, profundidade e area transversal para diferentes instan-
tes do tempo.
Figura 4 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 0s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal

40 4

30 F J 25 b

L L L L L L L L L L 0 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

X(m) x(m) x(m)

Figura 5 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 960 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal

50 Vizo —— Profundidade —— | 20 Area transversa B

L L L L L L L L L L 0 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

X(m) x(m) x(m)
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Figura 6 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 1920 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Area transversal
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x(m) xm) xm)

Figura 7 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 2880 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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I |
351 -
/’//_,_/ sk 4 sr 7
£ | 1 E el ]
20 - 4
15 1
1- E 5 E
o 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Fi Vaza fundi 3 1
igura 8 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 3840 s
~ . 'Y
(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 9 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 4800 s

(b) Profundidade

(¢) Area transversal

soF

40 |

20 F Area transversal

EIT)

, . . .
Figura 10 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 5760 s
(a) Vazao (b) Profundidade (c) Area transversal
0f o —1 T ‘ ‘ ‘ P rep— wF ‘ ‘ ‘ v p—
10 1 Bl = |
15 1
. ~ . ’
Figura 11 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 6720 s
(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
50 f ! ! ! ! Vizao —— A ! ! ! T Profundidade ] 20 ! ! ! " Area transversal B
40 - H
3k i 15 - i
30 B 251 E
20k Bl ‘,_,//
o T ] T il
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Figura 12 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 7680 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 13 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 8640 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 14 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 9600 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 15 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 10560 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 16 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 11520 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 17 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 12480 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 18 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 12500 s
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2. Hidrogramas: vazao, profundidade e area transversal para diferentes pon-

tos do canal.

Figura 19 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m

(a) Vazao (b) Profundidade (c) Area transversal
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Figura 20 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 240m
(a) Vazao (b) Profundidade (c) Area transversal
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Figura 21 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 480m
(a) Vazao (b) Profundidade (c) Area transversal
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Figura 22 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 720m

(a) Vazao
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(¢) Area transversal
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Figura 23 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 960m
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Figura 24 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1200m
(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 25 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1440m
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Figura 26 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1680 m
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Figura 27 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1920 m
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Figura 28 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2160 m
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Figura 29 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2400 m
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Figura 30 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2640 m
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Figura 31 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2880 m
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Figura 32 — Vazao
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cada 960 s, podemos observar que a situacao ¢ muito bem descrita por eles: no tempo
t = 0s (antes do inicio da cheia) podemos observar as condigoes iniciais, logo depois, a
vazao, profundidade e a area transversal mudam ao longo do tempo, e aproximadamente

a partir do tempo t = 9600 s se retorna ao escoamento uniforme, ou seja, os valores da
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Nos graficos da vazao, profundidade e area transversal que sao mostrados a

vazao, profundidade e area transversal molhada tornam-se iguais aos valores iniciais.

que ilustram satisfatoriamente a situacao. Neles podemos observar o que acontece com a

Nos hidrogramas, que sao mostrados a cada 240 metros, temos graficos suaves

vazao, a profundidade e a area transversal molhada em diferentes pontos do canal.
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4.2 \Vazao maxima e instabilidade

Nesta secao modificamos o valor da vazao usado na secao 4.1 e exibimos os
resultados numeéricos colocando uma vazao maior para mostrar que neste caso obtivemos
oscilagoes nos resultados numéricos. Aqui apresentamos os graficos em que a vazao vai
desde 8,25m?/s até 132m?/s, voltando & vazdo inicial a partir de ¢ = 4800 s. Usamos

k = 0.1, h = 30 e parametro de ponderacao a = 1.

1. Graficos da vazao, profundidade e area transversal para diferentes instan-

tes do tempo.

Figura 33 — Vazao, profundidade e area transversal parat =0s
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Figura 34 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 960 s
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Figura 35 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 1920 s
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Figura 36 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 2880 s
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Figura 38 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 4800 s
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Figura 39 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 5760 s
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Figura 40 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 6720 s
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Figura 41 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 7680 s
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Figura 42 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 8640 s
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Figura 43 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 9600 s
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Figura 44 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 10560 s
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Figura 45 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 11520 s
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Figura 47 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 12500 s
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2. Hidrogramas: vazao, profundidade e area transversal para diferentes pon-

tos do canal.

Figura 48 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m
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Figura 49 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 240m
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Figura 51 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 720m
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Figura 52 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 960 m
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Figura 53 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1200 m
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Figura 54 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1440m
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Figura 55 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1680 m
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Figura 56 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1920 m
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Figura 57 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2160 m
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Figura 58 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2400 m
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Figura 59 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2640 m
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Figura 60 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2880 m
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Figura 61 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 3000 m
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Nos graficos desta se¢ao, onde também sao apresentadas a vazao, profundidade
a area transversal a cada 960 s, observamos que no tempo t = 0 s o escoamento é uniforme,
ou seja, podemos ver as condigoes iniciais, logo depois, aproximadamente entre os tempos
t =1920 s e t = 8640 s observamos oscilacoes nos resultados numéricos. Mesmo assim, a
partir do tempo ¢t = 9600 s, a vazao, profundidade e a area transversal molhada comecam

retornar as condigdes iniciais.

Nos hidrogramas, apresentados a cada 240 metros, podemos observar oscilagoes
nos resultados numéricos. Aproximadamente a partir dos 960 metros nao temos mais
graficos suaves da situacdo, neles podemos observar o que acontece com a vazao, a

profundidade e a area transversal molhada em diferentes pontos do canal.
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4.3 Trocando o k

Nesta secao modificamos o valor de k na tentativa de eliminar as oscilagoes
nos resultados numéricos na secao 4.2. Aqui apresentamos os graficos em que a vazao vai
desde 8,25m?*/s até 132m?/s, voltando & vazdo inicial a partir de ¢ = 4800 s. Usamos

k = 0.02, h = 30 e parametro de ponderacao o = 1.

1. Graficos da vazao, profundidade e area transversal para diferentes instan-

tes do tempo.

Figura 62 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 0 s
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Figura 63 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 960 s
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Figura 64 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 1920 s
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Figura 65 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 2880 s
(a) Vazao (b) Profundidade (c) Area transversal
) ) ) Vizio —— Nl ) ) ) " Profundidade —— ] wl ) ) ) " Area transversa ]
¢ o /// =4t 1 ol 1
40 H
20 i
x(m) X(m) X(m)
. ~ . ’
Figura 66 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 3840 s
(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
! ! ! ! Vazao oL ! ! ! " Profundidade wl ! ! ! " Area transversal ]
100 4 o —
6L //// 4 30 |- B
s 4 5 — d 25 1
° 0 5‘00 10‘00 1;00 20‘00 2;00 3000 ° o 5‘00 W‘DO 15‘00 20‘00 2;00 3000 ° 0 5‘00 W‘OU 1;00 20‘00 2;00 3000

x(m) x(m) x(m)



Capitulo 4. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Figura 67 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 4800 s
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Figura 68 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 5760 s
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Figura 69 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 6720 s
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Figura 70 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 7680 s
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Figura 71 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 8640 s
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Figura 72 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 9600 s
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Figura 73 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 10560 s
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Figura 74 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 11520 s
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Figura 76 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 12500 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal

Vi — [ Mp— o
sl ] wl ]
0 b ]
L ] sk ]
100 ]
ok 4 30+ q
sl J L ] s ]
5 z L0 i S w0l 4
= 60 H 4
A J sk J
wl J
r 4 0 4
0l J
s 4 sk 4
) . . , . . o . . , . . ) . , , .
0 500 1000 00 200 250 000 0 500 1000 00 200 250 3000 0 500 1000 00 20 250 000

x(m) x(m) x(m)



Capitulo 4. EXPERIMENTOS NUMERICOS

2. Hidrogramas: vazao, profundidade e area transversal para diferentes pon-

tos do canal.

Figura 77 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m
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Figura 78 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 240m
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Figura 79 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 480m
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Figura 80 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 720m
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Figura 81 — Vazao, profundidade e area transversal para z = 960m
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Figura 82 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1200 m
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Figura 83 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1440m
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Figura 84 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1680 m
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Figura 85 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1920 m
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Figura 86 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2160 m
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Figura 87 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2400 m
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Figura 88 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2640 m
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Figura 89 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2880 m
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Figura 90 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 3000 m
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A primeira tentativa para eliminar as oscilagoes nos resultados numéricos foi
trocar o valor de k. Apos feito isso, nos graficos desta se¢cdo, onde também sao apresen-
tadas a vazao, profundidade e a area transversal a cada 960 s, observamos novamente
graficos suaves que ilustram muito bem a situagao: no tempo ¢ = 0 s (antes do inicio da
cheia) podemos observar as condigdes iniciais, logo depois, a vazao, profundidade e a érea
transversal mudam ao longo do tempo e aproximadamente a partir do tempo ¢ = 9600 s
se retorna ao escoamento uniforme, ou seja, os valores da vazao, profundidade e area

transversal molhada tornam-se iguais aos valores iniciais.

Nos hidrogramas, que sao mostrados a cada 240 metros, nao temos mais
oscilagoes nos resultados numéricos, agora, novamente obtivemos graficos suaves que
ilustram satisfatoriamente a situagao. Neles podemos observar o que acontece com a vazao,

a profundidade e a area transversal molhada em diferentes pontos do canal.
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4.4 Trocando o coeficiente de ponderacao «

eliminar as oscilagoes na secao 4.2. Aqui apresentamos os graficos em que a vazao vai

desde 8,25m?*/s até 132m?/s, voltando & vazdo inicial a partir de ¢ = 4800 s. Usamos

Nesta secao modificamos o parametro de ponderacao o também na busca de

k = 0.1, h = 30 e parametro de ponderacao a = 0.75.
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Graficos da vazao, profundidade e area transversal para diferentes instan-

tes do tempo.

Figura 91 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 0s
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Figura 92 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 960 s
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Figura 93 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 1920 s
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Figura 94 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 2880 s
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Figura 95 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 3840 s
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Figura 96 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 4800 s

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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Figura 97 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 5760 s
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Figura 98 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 6720 s
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Figura 99 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 7680 s
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Figura 100 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 8640 s
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Figura 101 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 9600 s
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Figura 102 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 10560 s
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Figura 103 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 11520 s
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Figura 104 — Vazao, profundidade e area transversal para ¢t = 12480 s
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Figura 105 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 12500 s
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2. Hidrogramas: vazao, profundidade e area transversal para diferentes pon-

tos do canal.

Figura 106 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m
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Figura 108 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 480m
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Figura 109 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 720m
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Figura 110 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 960 m
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Figura 111 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1200 m
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Figura 112 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1440 m
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Figura 113 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1680 m
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Figura 114 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 1920m
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Figura 115 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2160 m
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Figura 116 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2400m
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Figura 117 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2640 m
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Figura 118 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 2880 m
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Figura 119 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 3000 m
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A segunda tentativa para eliminar as oscilagoes nos resultados numeéricos foi
trocar o valor do pardmetro de ponderacao a. Apos feito isso, nos graficos desta secao,
onde também sao apresentadas a vazao, profundidade e a area transversal a cada 960 s,
observamos novamente graficos agora muito mais suaves que ilustram muito bem a situagao.
Mas como ja foi dito no Capitulo 1, com a modificagdo do « se introduz difusao artificial.
Mesmo assim, no tempo t = 0 s observamos as condicoes iniciais, logo depois, a vazao,
profundidade e a area transversal mudam ao longo do tempo, e aproximadamente a partir
do tempo t = 9600 s, se retorna ao escoamento uniforme, ou seja, os valores da vazao,

profundidade e area transversal molhada tornam-se iguais aos valores iniciais.

Nos hidrogramas, que sao mostrados a cada 240 metros, nao temos mais
oscilacoes nos resultados numéricos. Agora, novamente, obtivemos graficos muito mais
suaves que ilustram satisfatoriamente a situagao. Neles podemos observar o que acontece

com a vazao, a profundidade e a drea transversal molhada em diferentes pontos do canal.
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4.5 Sec3o inicial, média e final do canal.

1. Vazdo méxima e instabilidade.

Figura 120 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m, 1680 m, 3000 m

(a) Vazao (b) Profundidade (¢) Area transversal
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2. Trocando o k.

Figura 121 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m, 1680 m, 3000 m
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3. Trocando o parametro de ponderagao «

Figura 122 — Vazao, profundidade e area transversal para x = 0m, 1680 m, 3000 m
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Instante do tempo inicial, médio e final

1. Vazdo méxima e instabilidade.

Figura 123 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 05,6720 s,12500 s
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Figura 124 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 05,6720 s, 12500 s
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Figura 125 — Vazao, profundidade e area transversal para t = 0s,6720 s, 12500 s
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5 CONCLUSOES

Com os dados de (PORTO, 2006), a vazao maxima ¢é atingida no tempo
t = 1200 s e dai decresce linearmente em um tempo de 3600 s, como mostra a Figura 3;
neste caso os resultados numéricos sao muito satisfatorios, pois nos graficos da vazao,
profundidade e area transversal, antes do inicio da cheia , evidencia-se o escoamento
uniforme, logo depois o aumento dos valores das variaveis ao longo do tempo até novamente
retornar ao escoamento uniforme a partir do tempo ¢t = 10560 s e no caso dos hidrogramas,

observa-se o que acontece em cada ponto do canal em todos os tempos computacionais.

Se a vazao no contorno aumenta linearmente até o valor maximo em 300 s, e
decresce linearmente até o valor inicial em um tempo de 4500 s, entao, para k = 0.1 e
h = 30, a vazdo maxima que ndo gera oscilacdes nos dados, é 115m?/s, usando o = 1 no

esquema difusivo.

Na tentativa de aumentar esse valor da vazao no contorno, fizemos o seguinte:

e Diminuir o valor do k;

e Diminuir o valor do parametro de ponderacao a.

No primeiro caso, para k = 0.02 e h = 30 chegamos a conclusao de que a vazao
no contorno pode ser aumentada até 125m?/s usando a = 1 no esquema difusivo. No
segundo caso, para k = 0.1 e h = 30, alguns resultados obtidos com diferentes parametros

de ponderacao sao apresentados na Tabela 1

Tabela 1 — Vazoes méximas atingidas.

Parametro de ponderacao « ‘ Vazao méaxima

0.998828125 | 500m°/s
0.9991210938 | 400m®/s
0.9993652344 | 300m%/s
0.999609375 | 200m°%/s

1 | 125m%/s

Fonte: Produzido pelos autores.

A Tabela 1 mostra que minimas variagdes do parametro de ponderacao podem

fazer com que nosso programa trabalhe com vazoes maiores.
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Em conclusao, as equagoes de Saint-Venant, com uma condi¢ao de contorno
sobre a vazao, foram resolvidas usando um método explicito, mais exatamente um esquema
difusivo do tipo Lax-Friedrichs, baseado em um método de diferencas finitas classico
(Apéndice A); achamos o valor maximo da vazao que nao gerou oscilagoes nos resultados
e fizemos duas tentativas para melhorar a instabilidade e aumentar o valor da vazao:
primeiro, diminuindo o valor de k, com o qual efetivamente conseguimos aumentar o
valor da vazao mantendo o = 1 no esquema. Em segundo lugar, diminuindo o valor do
parametro de ponderacao e mantendo k = 0.1 e h = 30; nesta segunda alternativa, quando
usamos « = 0.75 em lugar de a = 1 observamos que os gréaficos da vazao, profundidade e
area transversal molhada ficaram muito mais suaves, mas se introduz uma difusao artificial
muito alta que, na pratica, seria questionavel, devido que, como mostra a Tabela 1, peque-

nas modificagoes no parametro de ponderacao dao lugar a valores exagerados da vazao.

Como perspectivas futuras poderfamos pensar em uma alternativa que (MAR-
TINEZ, 2021) propoe: usar um método totalmente implicito mas com resolugao direta dos
sistemas nao lineares, além do que (MART INEZ, 2021) também propde, coletar dados a

partir de observagoes simples, ou seja, sem envolver aparelhos sofisticados no processo.
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APENDICE A - Diferencas finitas

O método de diferengas finitas é um processo numérico de resolucao de equagoes
diferenciais ordinarias ou parciais cuja ideia basica é transformar o problema de resolver
uma equacao diferencial em um problema de resolver um sistema de equagoes algébricas,
usando para isto aproximagoes das derivadas que aparecem na equacio, por diferencas
finitas (RUGGIERO; LOPES, 1996), (BURDEN, 2011), (LEVEQUE, 2007).

No que se refere a equagoes diferenciais ordinarias, faremos zg = a, x, = b e

dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais de comprimento h = , cada. Assim,

xi=x0+1th, 1=0,1,....n—1 e y;~y(r;) =y(zo+ih), i=0,1,...,n.

Supondo y(z) com tantas derivadas quanto necessérias, a formula de Taylor de

y(x) em torno de x; é dada por

y(x) = y(@:) +y'(z:) (v — 25) +

y* D (g,)

] (z —z)F, (A1)

onde ¢ € [z, z;].

Assim, para k = 1 no ponto z = x;,1 = x; + h, temos

_ / y”(gi-i-l) 2
y(le) = y(%) +ty (sz‘)(xwl—xi) + 9 ($¢+1 — ;)%
logo,
2
Y(@iv1) — y(x:) = ¥/ (zi)h + 5?/’(&41),
entao

y'(z:) = y(xiﬂ)h_ () + Z?J”(&H)-

Aproximando os valores exatos y(z;11) e y(z;) por estimativas y; .1 e y;, a serem

obtidas, temos

y () ~ w (A.2)

Analogamente, usando (A.1) para k = 1 no ponto x = ;1 = x; — h, obtemos

y'(x;) ~ % (A.3)

A equagdo (A.2) é chamada de diferenca finita avangada ou progressiva, en-

quanto a equagao (A.3) é chamada de diferenca finita atrasada ou regressiva.
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Outra possibilidade de aproximacgao da derivada é a seguinte: tomando agora k = 2, a

expressao (A.1) fica

y(@) = y(@:) + o (@) (@ — 3) + &

3!
Se r = x;41 = x; + h, temos
" m(e.
y(wir1) = y(z:) + o' (z:)h + Y (2%)]12 + 2 (%H)hg (A.4)
Se r = x;_1 = x; — h, temos
" (e
i) = ylw) — o/ e+ L e D, (A5)

Fazendo (A.4) — (A.5), obtemos

3

Vo) = yloios) = 2/l + S o7 6) = 60,

e entao )
Y (z;) = y(IiH)z_hy(xi_l) - ibz lym(fiﬂ) - Z/m(fiﬂ],
por tanto
y (@) ~ I (A.6)

A equagao (A.6) é chamada de diferenca finita centrada, e é um esquema de
aproximacgao de segunda ordem, isto é, com precisao melhor que os anteriores (o erro é
da ordem de h?). Por outro lado, as aproximacdes por diferenca atrasada ou avancada

possuem erro da ordem de h.
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