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Resumo

Este trabalho reine varias abordagens sobre logaritmos, das quais o professor pode
escolher aquelas que melhor se adequarem & sua realidade. Assim, foram explorados
aspectos histéricos que podem ajudar na introdugao do assunto, bem como uma abordagem
tedrica associando poténcias, raizes e logaritmos a perguntas, propondo, inclusive, uma
notacao triangular que represente essas trés operacoes. Entre as propostas didaticas,
foram produzidos videos animados explorando desde aspectos historicos até aplicagoes
de logaritmos. Além disso, foram elaboradas propostas de aulas sobre alguns tépicos
pouco explorados e sugestoes de alguns experimentos. Também propoe-se as “pitadas
matematicas”, que consistem em curiosidades que podem ser citadas brevemente durante

uma aula que envolve logaritmo.

Palavras-chave: logaritmos; ensino médio; historia da matematica; videos animados.



Abstract

The present study brings together several approaches to logarithms, from which the
teacher can choose those that best suit his or her reality. Thus, historical aspects that can
help introduce the subject were explored, as well as a theoretical approach associating
powers, roots and logarithms to the questions, also proposing a triangular notation that
represents these three operations. Among the didactic proposals, animated videos were
produced exploring from historical aspects to applications of logarithms. In addition,
class proposals on some little-explored topics and suggestions of some experiments were
elaborated. We also proposed “mathematical hints”, which consist of curiosities that can

be briefly mentioned during a class involving logarithms.

Keywords: logarithms; high school; history of mathematics; animated videos.
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Introducao

Este trabalho pretende apresentar o desenvolvimento histérico dos logaritmos,
sua fundamentacao tedrica, aplicagoes, propostas didaticas que incluem videos, planos de
aula sobre tépicos pouco explorados, bem como conteiidos em formato curto, chamados de
“pitadas matematicas”, que podem ser usados para agucar a curiosidade dos alunos sobre

o tema.

Inicialmente, buscou-se analisar a situacao do aprendizado dos alunos do Ensino
Médio, assim como o tempo disponivel em aula para abordar o tema. Dessa forma, todo
o material desenvolvido funciona de maneira independente, para que o professor possa

encaixar em suas aulas os topicos que considerar mais interessantes e viaveis.

A partir dos dados analisados e da pesquisa bibliografica realizada, viu-se que
uma possibilidade para melhorar o ensino é utilizar a Histéria da Mateméatica para buscar
contextos e desenvolver significados, motivando o aluno a aprender. Aspectos histéricos
geralmente nao sao abordados nas aulas de matematica, que focam, muitas vezes, em
formulas e em resolver “exercicios mecanicos”, dando a impressao que a matematica é

apenas fazer contas.

De acordo com Roque (2012), o que torna a matemaética abstrata é a maneira
como é ensinada, fazendo uso, frequentemente, da ordem como os conceitos sao expostos
nos livros, focando nas perguntas as quais aquele conceito responde, fazendo-a parecer um
saber pronto e acabado. Quando ha um questionamento a respeito de tornar a matematica

“mais concreta”, a autora defende que

“possivelmente, quando as pessoas pedem que a matematica se torne
mais “concreta”, elas podem ndo querer dizer, somente, que desejam
ver esse conhecimento aplicado as necessidades praticas, mas também
que almejam compreender seus conceitos em relacao a algo que lhes dé
sentido. E a matematica pode ser ensinada desse modo, mais “concreto”,
desde que seus conceitos sejam tratados a partir de um contexto. Isso
nao significa necessariamente partir de um problema cotidiano, e sim
saber com o que esses conceitos se relacionam, ou seja, como podem ser
inseridos em uma rede de relagoes.” (Roque, 2012, p.32)

Logo, contextualizar um saber matemético pode ser feito mediante o contexto
historico e as motivagdes que levaram ao seu desenvolvimento, além de relacionar aquele

conceito com outros previamente conhecidos, trabalhando os seus significados.

Outra forma de auxiliar o desenvolvimento das aulas é o uso de videos edu-
cacionais como os do Canal Nerdologia, da plataforma YouTube, que trazem resultados

positivos em sala de aula. Esse canal em especifico, langa videos semanais de ciéncia e
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historia, contextualizando os contetidos abordados com assuntos da cultura popular, filmes,
desenhos, histérias em quadrinhos etc. (Abdillah, 2017; Costa, 2016; Corso, 2015).

Existem outros canais que tratam de divulgacao cientifica, tanto nacional
quanto internacionalmente. No campo da matematica, os maiores canais nacionais tém
como foco resolver questoes de vestibulares e do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
procedendo de maneira andloga ao que ja é feito em sala de aula. Internacionalmente,
canais como Numberphille, Vsauce, Veritasium e 3BluelBrown, abordam a matematica
de modo semelhante ao trabalho desenvolvido no Nerdologia, discutindo diversos temas

relacionados a matematica, contudo, mais direcionados aos alunos de ensino superior.

Os pesquisadores Kato, Oliveira & Cardoso (2014) apontaram que videos sobre
Algebra Linear de um canal sobre matemética do Youtube serviam como auxilio aos alunos
de Ensino Médio e Ensino Superior para aprender ou complementar seus estudos. Ainda
segundo os autores, videos digitais podem auxiliar alunos que nao possuem condigoes
financeiras para adquirir bons livros ou também em casos que a universidade nao possui
livros disponiveis suficientes para atender a necessidade de todos os alunos. Ressaltam, no
entanto, que existem diversos videos com fontes questionaveis que podem levar os alunos
a cometerem erros conceituais. Por isso, destacam a importancia do professor produzir seu

préprio material.

Diante destas analises, vemos a importancia de se utilizar videos como material
complementar as aulas. Por isso, faremos uma série de videos animados que poderao ser

utilizados pelos professores da maneira que preferirem.

A escolha do tema desta dissertacao foi feita com intengao de abordar um tépico
em que os alunos tivessem mais dificuldade. Para isso, foi realizada uma discussao informal
com colegas professores e alunos, além de fazer as mesmas perguntas em grupos de redes
sociais. Questionou-se sobre os contetidos que eles julgavam mais dificeis para os estudantes
de Ensino Médio, sobre tecnologia e Historia da Matematica. De forma geral, professores e
alunos concordam que logaritmo é um dos assuntos mais dificeis e que a tecnologia na sala
de aula pode trazer resultados positivos. Além disso, a maioria dos professores julga que o
ensino da Historia da Matematica tem impacto positivo no aprendizado. Com base nesses
resultados, o tema escolhido para esta dissertacao foi logaritmos. Como ponto de partida,
foram consultadas dissertagoes e materiais didaticos que tratavam do tema. Apresenta-se

a seguir um resumo das praticas encontradas.

Tito (2018) abordou logaritmos relacionando-os com escalas musicais, propondo
a construcao de uma flauta pan, usando os conceitos trabalhados em aula. E importante
destacar que ele executou essa abordagem com alunos da 1% série do Ensino Médio de
uma escola da rede particular e aplicou a proposta no contraturno, com cerca de 15
alunos. Realizou em 4 aulas, na qual apresentou desde conceitos basicos da teoria musical,

medic¢oes de instrumentos, levantamento de hipdteses até a construcao do instrumento
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musical. O autor ainda comenta que em nenhum momento os logaritmos foram citados
explicitamente, mas apontou as relagoes entre escala musical e os logaritmos em periodo
da aula regular desses alunos. No final, o autor comenta sobre as dificuldades encontradas

e propostas para melhorar a sequéncia didatica.

Silva (2016) propoe a abordagem defendida por Lima (2016), que destaca
diversas vantagens na definicdo de logaritmos por meio geométrico. Ao longo de sua
dissertagao, a autora propoe atividades extraidas de processos seletivos, concursos e livros
didaticos. Em uma delas, propoe-se determinar a area de uma faixa de hipérbole por
retangulos ou trapézios, sugerindo inclusive o software GeoGebra como auxilio. No mais,
propoe-se atividades com aplicagoes comuns sobre logaritmos, como terremotos, escala
de acidez, niveis de ruido, matematica financeira, dentre outras. Pecorari (2013) também
segue a mesma linha de abordagem, mas comenta da apresentagao do logaritmo no Ensino

Médio como funcgao inversa da funcao exponencial.

Ramos (2015), além de mostrar as abordagens ja comentadas anteriormente,
cita a importancia da Histéria da Matematica e como esta é deixada de lado, dado que
professores tendem a se apoiar mais nos livros didaticos. A autora aborda a definicao de
logaritmos como inversa da fungdo exponencial e também da forma geométrica. Contudo,
seu enfoque é em caracterizar as fungoes exponenciais e logaritmicas, centrando-se na
busca de padroes e regularidades no estudo das variagoes das grandezas por meio de uma
grande quantidade de exercicios com aplicagdoes. Embora tenha citado a importancia da

Historia da Matematica, nao explorou os aspectos historicos.

O material utilizado pelo Estado de Sao Paulo, entre 2014 e 2018, os chama-
dos “Caderno do Aluno” e “Caderno do Professor”, possuiam dois volumes para serem
trabalhados ao longo do ano todo , planejava um bimestre inteiro para ser trabalhado com
funcoes exponenciais e logaritmicas na 1* Série do Ensino Médio (Sao Paulo, 2014). Cada
caderno correspondia a um semestre e era organizado em 8 Situagoes de Aprendizagem,
de modo que 4 delas abordam fung¢oes exponenciais e logaritmicas, o que correspondia a
um bimestre escolar. A seguir, apresentaremos os titulos e os resumos de cada uma das

situacoes.

1. Situagao de Aprendizagem 1: As poténcias e o crescimento/decrescimento expo-

nencial: a fungao exponencial.

Comeca explorando o significado de expressoes como 3v2 Depois sao apresentadas
as fungdes exponenciais crescentes e decrescentes, bem como seus graficos e também

alguns exercicios sobre fungoes do tipo exponencial.

2. Situacao de Aprendizagem 2: Quando o expoente é a questao, o logaritmo ¢é a

solucao: a forga da ideia de logaritmo.
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D& um breve contexto historico, mostra como simplificar algumas expressoes, trans-
formando multiplicagoes e divisoes em adigoes e subtragoes, respectivamente. E
dada a definicao de logaritmos na base 10 e sao apresentadas outras propriedades e

algumas situacoes-problema envolvendo diversas aplicacoes.

3. Situacao de Aprendizagem 3: As fungdes com variavel no expoente: a exponencial

e sua inversa, a logaritmica.

Aprofunda os conceitos de fungoes exponenciais e apresenta a fungao logaritmica

como a inversa da exponencial.

4. Situacao de Aprendizagem 4: As miltiplas faces das poténcias e dos logaritmos:

problemas envolvendo equagoes e inequagoes em diferentes contextos.

Explora os conceitos das outras trés situagoes de aprendizagem por meio de diversas

aplicagoes de fungoes logaritmicas e exponenciais.

Os alunos do Ensino Médio possuem 5 aulas de matematica semanais. Assim,
para trabalhar o conteiido proposto, é estimado o uso de 40 aulas. O material apresenta
uma boa estrutura, abordando os conceitos primordiais acerca de logaritmos, com exercicios
bem diversificados e contextualizados. No entanto, aborda a parte histérica brevemente e
nao comenta sobre o Nimero de Euler e os logaritmos naturais. Devido as dificuldades da
rede publica, como precariedades, superlotacao das salas de aula, e principalmente pela

defasagem dos alunos, é dificil tirar o melhor proveito do material.

Um material adotado em algumas escolas da rede particular de ensino ¢ dividido
nos setores A e B, que abordam essencialmente algebra e geometria, respectivamente, com
duas aulas semanais em cada setor. Ele é composto de trés livros: o material apostilado de
sala de aula, o livro-texto e o caderno de exercicios. De forma geral, o livro-texto apresenta
aspectos tedricos e explora alguns pontos histéricos. Aborda de Napier aos logaritmos
naturais, embora afirme que os logaritmos naturais também podem ser chamados de

logaritmos neperianos, o que é equivocado.

Ja a apostila de sala de aula ¢ organizada bimestralmente com aulas numeradas
e bem delimitadas do que deve ser trabalhado em cada uma. No total, sdo 10 aulas das
12 existentes na apostila do tltimo bimestre que abordam o assunto de exponenciais e
logaritmos. Ela inicia revisando as propriedades das exponenciais nas duas primeiras aulas
com alguns exercicios. Nas proximas quatro aulas, apresenta a definicao de logaritmo, as
suas propriedades, a mudanca de base e equagoes envolvendo logaritmos. Nas duas aulas
seguintes, sdo apresentadas as fun¢oes exponenciais e logaritmicas, esbocando seus graficos,
além de algumas aplicagoes. Por fim, as duas ultimas aulas apresentam mais algumas
aplicacoes de logaritmos, envolvendo meia-vida de farmacos, potencial hidrogenionico e
decaimento radioativo. Em nenhum momento ¢ citado que a funcao exponencial é a inversa

da logaritmica.
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Por fim, o caderno de exercicios apresenta 79 exercicios envolvendo exponencais

e logaritmos, extraidos, em sua maioria, de vestibulares.

O foco maior do material é condensar o maximo de conceitos e apresenta-los
o mais rapido possivel, apostando na resolu¢ao de uma grande quantidade de exercicios
para fixacao e assimilagao dos contetdos e desenvolvimento das habilidades. Contudo,
quantidade nao é sinénimo de qualidade. A titulo de curiosidade, o material que era
utilizado pelo estado de Sao Paulo possuia 32 exercicios, que vao desde situagoes simples

de manipulacao até aplicacoes em diversos contextos.

Esta dissertacdo estd organizada em 6 capitulos. No Capitulo 1, é apresentado
uma breve analise do ensino brasileiro de matematica nos ultimos anos. No Capitulo 2 é
feito um relato histérico sobre os logaritmos, o que pode ser citado durante as aulas para
dar mais contexto. No Capitulo 3, sdao revistos os fundamentos tedricos sobre poténcias
e logaritmos, bem como a apresentacao de uma notacao alternativa interessante. No
Capitulo 4, apresenta-se aplicagoes dos logaritmos em diversos contextos que podem ser
abordados em sala de aula. Uma delas, a Lei de Newcomb-Benford, motivou uma breve
pesquisa sobre o que ocorre com a distribuicao da primeira letra das palavras em varios
idiomas. Os resultados podem ser encontrados no Apéndice B. No Capitulo 5, por sua vez,
sao apresentadas trés propostas: videos animados produzidos pelo autor deste trabalho,
planos de aula de topicos pouco explorados, e conteiidos breves, que foram denominados
como “pitadas matematicas”, com algumas curiosidades para agucar o interesse dos alunos.

Por fim, no Capitulo 6, traz-se as consideracoes finais.
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1 Breve Pesquisa sobre o Ensino Brasileiro

De acordo com os dados da Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento
Econoémico — OCDE (2019) referente ao PISA 2018 (Programme for International Student
Assessment), pode-se concluir que o aprendizado em matematica da educacao béasica no
Brasil apresenta grandes defasagens. Como pode ser visto na Figura 1, o pais se encontra
bem abaixo da média da OCDE em leitura, matematica e ciéncias, embora tenha ocorrido

aumento no desempenho entre 2003 e 2018.

. Reading . Mathematics ) Science
score points score points score points
550 550 | 550
500 —m47m8m  —  —m—— 500 | ———— 500 —_—
450 450 450
4035 404

2 0.
400 B 400 389 400 .(’/,_.——.\4
o 39; 386 384 | 402 401

370* e 390
< a7y |
350 350 - 356 | 350

2000 2003 2006 2009 2012 2015 2018 2003 2006 2009 2012 2015 2018 2006 2009 2012 2015 2018

PISA PISA PISA
+ @' Brazil — OECD average — Trend - Brazil

Figura 1 — Desempenho em leitura, mateméatica e ciéncias.
Fonte: OCDE (2019, p.4).

Existem seis niveis de proficiéncia na matematica no PISA, descritos detalha-
damente no Anexo A. No Brasil, apenas cerca de 32% dos alunos atingem nivel dois ou
superior, enquanto a média da OCDE é de 76%. Nesse nivel, é esperado que o aluno
extraia informacoes relevantes, além de empregar algoritmos, férmulas e procedimentos ou
convencoes basicas para resolver problemas, como comparar distancias percorridas entre

duas rotas possiveis ou converter valores monetarios.

Outro dado importante é que apenas 1% dos estudantes brasileiros atingem
nivel cinco ou maior, enquanto a média da OCDE é de 11%. Nesse nivel, é esperado que os
estudantes possam selecionar, comparar e avaliar estratégias apropriadas de solucao para
problemas complexos, usando raciocinio bem desenvolvido; além disso, fazer caracterizagoes
simbélicas e formais, sendo capazes de formular e comunicar suas interpretacgoes e racioci-
nios. Na Figura 2, tem-se os percentuais do Brasil comparado a outros paises. E importante
ressaltar que o PISA é realizado com estudantes de quinze anos que, normalmente, estao
entre 0 92 ano do Ensino Fundamental e a 1? série do Ensino Médio. Pela figura, é possivel
notar que 41% dos alunos nao atingem sequer o nivel 1, no qual o aluno é capaz de lidar
com contextos familiares, identificar informacoes e executar procedimentos rotineiros, em

suma.
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Figura 2 — Percentual de estudantes por nivel de proficiéncia nos paises selecionados.
Fonte: Brasil (2019, p. 111).

Essas informacoes evidenciam a necessidade e o desafio de propor novas abor-
dagens adequadas ao nivel dos alunos que impactem de forma significativa o quadro atual

da educacao matematica brasileira.
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2 Relato Histérico

2.1 O mundo nos séculos XVI e XVII

Os séculos XVI e XVII foram marcados pela expansao do conhecimento cientifico
em diversos campos. O sistema heliocéntrico de Copérnico passava a ser aceito, a percepcao
do universo foi mudada e avancos na geografia, fisica e astronomia ocorreram. Em 1569,
Gerhard Mercator publicou seu mapa-mindi, que impactou na navegacao maritima, Galileu
Galilei estabelecia as fundagoes da ciéncia mecanica e Johannes Kepler formulava suas

trés leis do movimento planetario (Maor, 2008).

Segundo Boyer & Merzbach (2012, p. 219),

durante o fim do século dezesseis e inicio do século dezessete, um nimero
crescente de comerciantes, proprietarios, cientistas e praticantes de ma-
temdatica sentiram a necessidade de meios que simplificassem célculos
aritméticos e medidas geométricas e que permitissem que uma populacao
em grande parte analfabeta e com dificuldades numéricas participasse
das transagbes comerciais da época.

Todos esses desdobramentos culminaram em uma crescente quantidade de
dados numéricos, for¢ando os estudiosos a gastarem muito tempo na realizacao de calculos
(Maor, 2008; Rooney, 2012). Além disso, com o crescimento do comércio, houve aumento

das transacoes comerciais e uma boa atenc¢ao foi dada a lei dos juros compostos.

2.2 Meétodos ageis de calculo

Antes da invencao dos logaritmos, a humanidade lidou com os célculos usando
outros métodos para agilizar as contas, como o uso dos quadrados dos meios e da Prosta-

férese.

2.2.1 Quadrados dos Meios

Um método utilizado era o calculo de produtos por meio da diferenca de qua-
drados dos meios. Segundo Lima (2016), usando produtos notéveis, podemos transformar

produtos em somas e diferencas por meio da féormula

(5t () - () - ()
S(,’~y: + . — e — .
2 2 2 2 2 2
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+ 2 _ 2
Tendo os valores de (x 5 y) e ( z 5 y) , somos capazes de reduzir um produto

2
x
em uma soma. De modo a ilustrar o procedimento, considere y = (2> na Tabela 1.

x|y
1] 1/4
2| 1
3| 9/4
4| 4
5| 25/4

Tabela 1 — Tabela de Quadrado dos Meios.

Para calcularmos 2 - 3, fazemos primeiro 3 +2 = 5 e 3 — 2 = 1. Agora,
encontramos o y correspondente na tabela para cada um deles e subtraimos um do outro.
Assim, temos 25/4 —1/4 = 24/4 = 6. Logo, 2 -3 = 6. Podemos estender este método
para quaisquer dois valores, desde que tenhamos uma tabela com os quadrados dos meios

necessarios.

De acordo com McFarland (2007), existem métodos similares encontrados em
tabletes de argila babilonicos no Oriente Médio. O método foi redescoberto e publicado,

segundo o autor, por Johann Ludolff em 1690 e por Antoine Voisin em 1817.

2.2.2 Prostaférese

A prostaférese tem seu nome de origem grega que significa “adi¢do e subtracao”
e era um método utilizado por matematicos e astronomos do século XVI e XVII para
multiplicar e dividir de forma aproximada. Foi concebido por Johannes Werner (1468
— 1522). A primeira aparigdo em uma obra impressa foi em 1588 em Fundamentum

Astronomicum, de Nicolas Rimerus (Lemos, 2012; Moratori, 2019).

As regras de prostaférese sao:

sen(z +y) +sen(r —y) =2-senx - cosy
sen(z +y) —sen(x —y) =2-seny - cosx
cos(x 4+ y) + cos(z —y) =2 - cosx - cosy
cos(z +y) —cos(x —y) = —2-senx - seny

Lima (2016) comenta que por meio de tdbuas de fungbes trigonométricas,
conhecidas desde o tempo de Ptolomeu, é possivel determinar o valor de cosz - cosy. Para
tanto, calculamos os valores de x + y e © — y, buscamos na tdbua os valores dos senos e

cossenos e aplicamos.

Como exemplo, considere o produto 0,3268 - 0,4785. Para calcula-lo usando

a regra cos(x + y) + cos(z —y) = 2 - cosz - cosy, é preciso encontrar cosx = 0,3268 e
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cosy = 0,4785, o que pode ser feito utilizando uma tabela de senos e cossenos, como a

Tabela 2.

T

senx

COsS X

61°
62°
63°
64°
65°
66°
67°
68°
69°
70°
71°

0,874620
0,882948
0,891007
0,898794
0,906308
0,913545
0,920505
0,927184
0,933580
0,939693
0,945519

0,484810
0,469472
0,453990
0,438371
0,422618
0,406737
0,390731
0,374607
0,358368
0,342020
0,325568

Tabela 2 — Recorte de uma tabela de Senos e Cossenos.

Assim, determinamos que z &~ 71° e y ~ 61°. Logo

0,3268 - 0,4785 ~ cos 71° - cos 61° =
—c0s48° + cos10°  —0,669131 + 0,984808

cos 132° + cos 10° B

2

2

= 0,157837.

O resultado exato do produto é 0,1563738. Assim, vemos a importancia desse

método, pois traz um resultado bem préximo do real.
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2.3 Desenvolvimento dos Logaritmos

Figura 3 — John Napier.

Disponivel em: <https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Napier/pictdisplay/>
Acesso em 12 set. 2021

John Napier, Barao de Merchiston, (c. 1550 — 1617) nasceu na propriedade da
sua familia, o castelo de Merchiston, perto de Edimburgo, na Escécia, chegando a estudar
religido na Universidade de Saint Andrews, contudo nao chegou a conclui-la (Rooney,
2012).

Inicialmente, sua area de interesse era a religiao. Firme opositor do papa de
sua época, chegou a publicar um livro que atacava duramente a Igreja Catoélica e inclusive
apontava o papa como o anticristo. Além disso, calculou que o dia do julgamento final
ocorreria entre 1688 ¢ 1700 (Maor, 2008).

Napier também fez planos para construcao de aparatos bélicos, sugerindo a

James VI da Escocia um “tanque” (Rooney, 2012, p. 44).

Ele imaginou uma pega de artilharia capaz de “limpar um campo numa
circunferéncia de quatro milhas (6,4 km), exterminando todas as criaturas
vivas com mais de um pé de altura” (cerca de 30 cm), uma carruagem
com uma “boca movel de fogo ardente” que “espalharia a destruigao por
todos os lados” (...). (Maor, 2008, p. 16).

Contudo, nao foram as suas publicacoes religiosas ou sua engenhosidade meca-
nica que o colocaram na historia, mas sim uma ideia matematica abstrata, que consumiu

20 anos de sua vida para ser realizada, mas que permitiu facilitar calculos: os logaritmos.

Além da criacao dos logaritmos, Napier também inventou os roletes ou “ossos”,

chamados “Ossos de Napier”, que eram um instrumento mecénico para fazer multiplicagoes


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Napier/pictdisplay/
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e divisdes, porém nao funcionavam da mesma maneira que os logaritmos (Maor, 2008;
Rooney, 2012).

A ideia de logaritmos comegou com o matematico alemao Michael Stifel (1487 —
1567) que formulou a relagao entre as progressoes aritméticas e as progressoes geométricas.
A multiplicacdo de dois termos quaisquer de uma progressio geométrica como (1,q,¢>...)
terda o mesmo resultado da poténcia da soma dos expoentes de cada termo, funcionando
para valores positivos e negativos, bastando definir que ¢~ = —. Contudo, Stifel apenas

considerou ntimeros inteiros. Ja Napier, se inspirando nessa ideia, estendeu o raciocinio para
uma faixa continua de valores. Usando essa relagao seria possivel reduzir exponenciagoes e
radiciagoes a multiplicagoes e divisdes e estas reduzir a adi¢oes e subtragoes, diminuindo a
dificuldade dos célculos. A titulo de curiosidade, naquela época ainda nao existia a notagao

a® para indicar uma poténcia de base a e expoente b (Maor, 2008; Lima, 2016).

A questao agora era escolher uma base adequada, que nao crescesse nem rapido,
nem devagar demais. Um bom candidato seria um niimero préoximo de 1. Por ser bem
versado em trigonometria, Napier escolheu o ntimero 0,9999999 ou 1 — 10~7, por seguir
uma pratica utilizada naquela época de dividir o raio de um circulo unitario em 107 partes
(Maor, 2008). Também optou por usar subunidades, de modo a evitar o uso de frac¢oes
decimais, pois a notagdo com numeros decimais era muito recente na Europa e Napier s6
foi utiliza-la no livro Rhabdologia de 1617. Uma vez escolhida a base, Napier passou 20
anos de sua vida, como ele mesmo relata, realizando os calculos necessarios para construir
a sua tabua de logaritmos.

Vale destacar que Napier nao possuia o conceito de base que temos hoje e a

defini¢do de logaritmo era dada geometricamente, como era comum na época (Roque,
2012). Boyer & Merzbach descrevem a definigdo dada por Napier da seguinte maneira:

“Consideremos dados um segmento de reta AB e uma semirreta CDFE...
Suponhamos que um ponto P parte de A e se move ao longo de AB com
velocidade varidvel, decrescendo em proporc¢ao com sua distdncia a B;
durante o mesmo tempo, suponhamos que um ponto () parte de C' e se
move ao longo de CDE... com velocidade uniforme igual & velocidade
inicial de P. Napier chamava esta distancia C'Q) de logaritmo da distancia
PB?” (Boyer & Merzbach, 2012, p. 222).

Veja a Figura 4 para uma ilustracao da definicao de logaritmo de Napier.

| |
A P B
| |
C

D Q E
Figura 4 — Definicao geométrica de Napier.

Para a realizar a construcao de sua tabela, Napier notou que se fizesse a =
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0,9999999 = 1 — 1077 teria

2 _0-(1-10Y=q— @
a*=a-( 07) =a TR
dai, a® = 0,9999999 — 0,00000009999999 ~~ 0,9999998.

Todavia, como ja comentado, para evitar o uso de fragoes decimais, ele multipli-
cou toda a sua tabela por 107, obtendo valores inteiros nas suas aproximacoes. Assim, para

um nimero n = 107(1 — 10—7)L, L é o logaritmo de n que indicaremos por L = Naplogn.

Desse modo, definindo Naplog 107 - (1 — 10~7) = 1, tém-se

Naplog 9999998 ~ Naplog 10" - (1 — 107")? = 2
Naplog 9999997 ~ Naplog 10" - (1 — 1077)* =3
Naplog 9999996 ~ Naplog 107 - (1 — 107 7)* = 4,

2
3

procedendo dessa maneira para a construcao da tdbua de logaritmos (Sampaio, 2010;
Roegel, 2010a; Ramos, 2015; Silva, 2016).
Inicialmente, produziu trés tabelas para calcular o logaritmo de outros niimeros

por interpolacao (Lemos, 2012). Veja um trecho na Tabela 3.

Naplog a a
0 107 = 10.000.000
1 107 (1 —10"7) = 9.999.999
2 107 - (1 — 1077)% = 9.999.998
3 107 (1 — 1077)% = 9.999.997

98 107 - (1 — 1077 = 9.999.902
99 107 (1 —1077)% = 9.999.901
100 | 107- (1 — 10" 7)™ = 9.999.900

Tabela 3 — Tabela de Logaritmos de Napier.

Em 1614, Napier lancou a obra Mirifici logarithmorum canonis descriptio
em que apresentava os logaritmos para o mundo. Johannes Kepler foi um dos primeiros
astronomos a utilizar os logaritmos, usando-os em seus calculos sobre as érbitas planetarias,
sendo responsavel por divulga-lo na Alemanha, assim como outros matematicos divulgaram
por toda a Europa, se espalhando rapidamente e chegando até mesmo a China e ao Japao

(Maor, 2008). Veja o video produzido sobre este tépico neste link.


https://www.youtube.com/watch?v=E0ZvlULDcHE
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2.4 QOrigem da palavra Logaritmo

As trés fontes consultadas a respeito da origem do termo logaritmo se convergem.
De acordo com Maor,

tendo completado sua tarefa monumental, restava a Napier batizar sua
criagdo. A principio ele chamou o expoente de cada poténcia de “nu-
mero artificial”, mas depois se decidiu pelo termo logaritmo, a palavra
significando “ntimero proporcional”. (Maor, 2008, p. 22)

Ja para Moraes Filho (2018, p. 158):

decorre do Latim Cientifico logarithmus, formada a partir da juncgao
dos termos emprestados do Grego: ldgos, que significa calculo, razao,
e arithmas, que significa nimero. A palavra razéo refere-se ao método
original usado para construir o logaritmo.

Segundo Boyer & Merzbach (2012, p. 222):

A principio ele chamou seus indices de poténcias de “ntimeros artificiais”,
mas mais tarde ele fez a composigio de duas palavras gregas: logos (ou
razdo) e arithmos (ou nimeros).

Todas as fontes se assemelham quando consideramos a noc¢ao de razao e
proporg¢ao, o que faz bastante sentido, dada toda a relagdo com progressdes geométricas

na origem dos logaritmos.

A defini¢do moderna de logaritmo foi dada por Leonhard Euler (1707 — 1783):
se y = 0", em que b é qualquer nimero positivo diferente de 1, entao x = log, y, lendo-se

como “logaritmo de y na base b” (Maor, 2008).

2.4.1 Contribuicdes de Henry Briggs: a base 10

Henry Briggs (1561 — 1631), professor de geometria do Colégio Gresham em
Londres, ficou tao impressionado com os logaritmos que viajou até a Escocia para encontrar-
se com Napier pessoalmente. No encontro, eles discutiram sobre como poderiam melhorar
os logaritmos. Decidiram utilizar a base 10 e fazer o logaritmo de 1 ser igual a 0, criando

entao os logaritmos decimais, também conhecidos por logaritmos Briggsianos (Maor, 2008).

Henry Briggs notou que ntimeros reais positivos escritos na forma z = a - 10",

com 1 < a < 10 e n um inteiro positivo, teriam um logaritmo decimal na forma
log,o x = log;,(a - 10™) = logyo a + log;, 10" = n + logy, a,

em que log,;, = é o logaritmo de x na base 10.
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Assim, bastava conhecer os logaritmos dos niimeros entre 0 e 10. Ele usou os ter-
mos caracteristica e mantissa' para designar a parte inteira e fracionaria, respectivamente,

de um logaritmo de um nimero real. (Maor, 2008; Sampaio, 2010; Avila, 1994)

Napier foi bem receptivo as ideias, contudo, devido a sua idade avancada, nao
tinha mais a mesma disposicao para elaborar novas tabelas. Entao Briggs tomou para
si essa responsabilidade, construindo uma tabua de 1 até 20.000 e de 90.000 a 100.000,

publicada na obra Arithmetica logarithmica em 1624.

Uma das estratégias utilizadas por Briggs para construir a sua tabela consistia
em determinar os logaritmos dos niimeros primos e, a partir destes, determinar os logaritmos
dos niimeros compostos. Para obter as aproximagoes dos logaritmos, ele fazia extragoes
sucessivas de raizes quadradas, come¢ando pelo niimero 10, chegando a extrair 54 vezes a
raiz quadrada até chegar em um nimero muito proximo de um, com valor significativo um
pouco além de 15 casas decimais. A intencao dele era construir uma tabela com 14 casas
de exatidao (Lemos, 2012; Roegel, 2010b).

Ao longo desse processo, ele percebeu que log, (1 + =) & ax para um = bem
pequeno. Ele chamou a constante a de “regra de ouro”, calculando-a como cerca de
0,4342944819032518.

Para um n suficientemente grande, temos %/ = 1 + 7, com r sendo um
valor bem préximo de 0. Dai Briggs, usando a relagao que havia percebido, notou que
log,,(1 + 7) &~ ar. Entao, usando as propriedades dos logaritmos, deduziu que log,, =z ~
2" - ar. Desse modo, ele seria capaz de calcular o logaritmo de ntimeros primos usando
raizes quadradas e essa aproximacao, podendo entao encontrar os logaritmos de nimeros

compostos para construir a sua tabela (Roegel, 2010b).

Contudo, essa nao foi a tUnica estratégia utilizada. Outro método consistia
em aproximar o logaritmo de um ntimero por meio dos valores ja obtidos nas extragoes
sucessivas de raizes quadradas (Sampaio, 2010; Avila, 1994). Por exemplo, aproximaremos

o valor de log,, 2 e, para isso, utilizaremos a Tabela 4.

Para calcular log,, 2, Briggs procurava a primeira raiz de 10 menor do que 2,
no caso, 1,77828 = 101. Entao, fazia 2/1,77828 ~ 1,12468. Prosseguia do mesmo jeito,

procurando a primeira raiz menor do que 1,12468, fazia a divisao e repetia os passos,

L A palavra mantissa vem do latim e significa contrapeso, que era um pequeno peso colocado na balanca

para adequar o peso até um valor requerido.
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n xr = 2%
1| 316228
2 | 1,77828
3| 1,33352
4 | 1,15478
5| 1,07461
6 | 1,03663
7 | 1,01815
8 | 1,00904
9 | 1,00451
10 | 1,00225
11| 1,00112
12| 1,00056
13| 1,00028

Tabela 4 — Extracdo de raizes quadradas sucessivas de 10.

determinando:

1,12468/1,07461 =~ 1,04659
1,04659/1,03663 ~ 1,00961
1,00961/1,00904 ~ 1,00056
1,00056,/1,00056 = 1,00000

Dai, recompondo o niimero, obtém-se

2 ~ 1,77828 - 1,07461 - 1,03633 - 1,00904 - 1,00056 =
— 107 - 1032 - 1031 - 105 - 10%09%.
Ou seja,
1 1 1

! 1
g omrp Ly bt ga00m
08102~ T a0 T 51 T 256 T 4.006

Outro matemético, Adriaan Vlacq (1600 — 1667), posteriormente, acrescentou
os valores entre 20.000 a 90.000 em uma segunda edi¢ao da obra de Briggs, em 1628 (Maor,
2008). As mesmas tabelas perduraram até 1924, quando foram estendidas para 20 casas

decimais, tendo o trabalho finalizado apenas em 1949.

2.5 Um inventor anterior a Napier: Joost Birgi

Joost Biirgi (1552 — 1632), fabricante de relégios suigos, também criou uma
tabela de logaritmos, utilizando 1 + 10™* como base, um valor um pouco maior do que
um. Desse modo, os logaritmos de Biirgi aumentam a medida que os niimeros aumentam,

enquanto os de Napier faziam exatamente o inverso. Um fato curioso é que, na maneira
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como Biirgi organizou sua tabela — também evitando as fragdes — os logaritmos eram
chamados de “ntmeros vermelhos” e os seus correspondentes eram chamados de “nimeros

negros”, porque na impressao eles eram literalmente em vermelho e preto.

A sua tabela, na verdade, era de antilogaritmos, pois eram os logaritmos que
ficavam na margem e os “numeros negros” no corpo da pagina. Ha evidéncias de que ele
tenha chegado a esta invencao 6 anos antes de Napier, em 1588, porém s6 publicou sua

obra em 1620, anonimamente (Maor, 2008).

‘wie begriffen werden kan
7o Mathematifcher in{lrument
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Fonte: usuario Dvoigt, 2006.

Licenciado sob CC BY-SA-3.0, via Wikimedia Commons. Disponivel em:
<https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7f/Jost_ B%C3%BCrgi_ Portr%C3%A4t.jpg>.

Acesso em 13 set. 2021.

2.6 Régua de Calculo

Com a adogao dos logaritmos surgiram instrumentos mecanicos para fazer
célculos com eles. O primeiro modelo foi construido por Edmund Gunter (1581 — 1626),
um sacerdote inglés, em 1620. Era composto por uma tunica escala logaritmica na qual as

distancias podiam ser medidas com compassos e somadas ou subtraidas.

Foi William Oughtred (1574 — 1660), também clérigo e matematico, entretanto,
que teve a ideia de utilizar duas escalas logaritmicas que pudessem se mover uma em
relagao a outra. Estima-se que em 1622 ja teria inventado seu instrumento, mas apenas
em 1632 teria publicado a descri¢ao. Chegou a construir um de forma circular (Figura 6)

e, um ano depois, de forma linear (Figura 7). Oughtred deixou contribuigdes importantes


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7f/Jost_B%C3%BCrgi_Portr%C3%A4t.jpg
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Figurzi 6 — Régua de calculo circular.

Fonte: usuario Dick107, 2006.

Licenciado sob CC BY-SA-3.0, via Wikimedia Commons.
Disponivel em: <https:
//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/f/f7/Circular_slide rule.JPG/1024px-Circular_slide rule.JPG>.
Acesso em 13 set. 2021.

para a matematica, introduzindo simbolos novos como X para indicar a multiplicacao
(Gonzéalez, 2018; Maor, 2008).
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Fonte: usuario Maksim, 2007.

Licenciado sob CC BY-SA-3.0, via Wikimedia Commons.
Disponivel em: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/be/Slide_ rule__cursor.jpg>.

Acesso em 13 set. 2021.

A régua de calculo foi muito importante ao longo de 350 anos, mas o apa-
recimento das primeiras calculadoras eletronicas no inicio dos anos de 1970 a tornou
obsoleta. Ja as tabelas de logaritmos ainda podem ser encontradas nos finais de alguns
livros (Gonzalez, 2018).

Dessa forma, o logaritmo perdeu sua utilidade como simplificador de calculos
complexos, porém sobrevive por outra faceta muito mais importante do que agilizar contas:
modelar processos de crescimento em que a taxa de crescimento é proporcional ao valor
atual. Com isso, a fungao logaritmica esta no centro de todos os ramos da matematica
pura e aplicada (Maor, 2008; Gonzalez, 2018).


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/f/f7/Circular_slide_rule.JPG/1024px-Circular_slide_rule.JPG
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/f/f7/Circular_slide_rule.JPG/1024px-Circular_slide_rule.JPG
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/be/Slide_rule_cursor.jpg

Capitulo 2. Relato Historico 31

2.7 O Nimero de Euler e a Area sob a Curva da Hipérbole

Desde o inicio da histéria escrita, ja ha mencoes de cobrar taxas sobre dinheiro
emprestado. Boa parte da literatura matematica mais antiga ja lida com questoes relacio-
nadas a juros. Em um tablete de argila da Mesopotamia, datado de 1700 AEC?, ha um
problema de quanto tempo uma quantia de dinheiro leva para dobrar a uma taxa de 20%
ao ano. Os babilonios chegaram a 3,7870, um valor bem proximo do correto, de 3,8018.
(Boyer & Merzbach, 2012; Maor, 2008)

Maor (2008) aponta que o periodo do inicio do século XVII foi marcado por um
grande crescimento comercial internacional e aumento das transagoes financeiras, de modo
que foi dada bastante énfase a lei dos juros compostos, propicio para o reconhecimento de

uma constante presente nos juros continuos.

Os Bernoulli eram uma familia de mercadores e possuiram diversos expoentes
na matematica. Um deles, Jakob Bernoulli, lancou e resolveu o problema de analisar o
crescimento de uma divida em 1683. Partindo da divida de uma unidade monetaria com
juros de 100% ao ano, ao fim de um ano, o valor da divida serd de duas unidades. Estreitando
cada vez mais o periodo de capitalizagao e dividindo os 100% de juros igualmente ao
longo desse periodo, o valor da divida cresce. Capitalizando semestralmente teria-se 2,25;

trimestralmente, 2,44140625 e assim sucessivamente.

Foi entao que Jakob ponderou sobre o que aconteceria se estreitasse esse periodo

cada vez mais: por més, por dia, por segundo. Na notagao atual, poderiamos expressar a

Cn:(1+1) ,
n

em que n é o periodo da capitalizacao e C' a capitalizacao. Veja a Tabela 5.

situacao por

n | C,=(1+1/n)"
10° 2,000000
10 2,593742
10? 2,704813
10° 2,716923
10* 2,718145
10° 2,718268
10° 2,718280
107 2,718281
108 2,718281

Tabela 5 — Capitalizacdo continua.

Ao contrario do que se pensaria em um primeiro momento, o valor nao cresce

infinitamente, mas se aproxima de um certo niimero. Assim, se um banco capitalizasse uma

2 AEC significa Antes da Era Comum.
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divida instantaneamente, o fator de aumento seria essa constante. Veja o video produzido

sobre este topico neste [ink.

Esse nimero é representado pela letra e, aproximadamente 2,72, escolhida e
difundida por Leonhard Euler, que teve inspiragdo na letra inicial da palavra expoente. Ele
foi o primeiro a encarar os logaritmos como expoentes e, em sua homenagem, esse niimero
passou a ser conhecido como nimero de Euler (Boyer & Merzbach, 2012). Ele também
contribuiu com outras notac¢oes que utilizamos hoje em dia, como 7 e a simbolizacao de

fungoes na forma f(x) (Gonzalez, 2018).

Na notagdo atual, poderiamos expressar a situagao por

1 n
e = lim (1 + ) ,
n—oo n
em que n é o periodo da capitalizacao. Quando n tende ao infinito, e é o limite da expressao.

Uma relacao bastante interessante e curiosa ocorre entre o nimero de Euler e a

area sob a curva da hipérbole equilatera.

A area sob a curva de hipérboles generalizadas, isto é, na forma y = z™ ", foi
determinada por Pierre de Fermat (1601 — 1665) a partir de algumas mudangas no seu
método de calcular parabolas generalizadas. Contudo, o método falhava para uma curva

em especial, aquela que gerava toda a familia de hipérboles: y = 1/x (Maor, 2008).

Essa hipérbole, também conhecida como hipérbole retangular, por possuir
assintotas perpendiculares, guarda uma relacdo muito interessante com os logaritmos:
considerando a parte da curva contida no primeiro quadrante do plano cartesiano, é

possivel deduzir que a area sob a curva é dada por uma fung¢ao logaritmica.

Os matematicos Grégoire de Saint-Vicent (1584 — 1667) e Alphonse Antonio
de Sarasa (1618 — 1667) foram os primeiros a perceber que os retdngulos com bases em

progressao geométrica, usados para aproximar a area sob a curva, possulam a mesma area.

Saint-Vicent provou que se tomarmos pontos sobre o eixo das abscissas em
progressao geométrica e delimitarmos faixas sob a curva pelo eixo horizontal e por retas
paralelas a ordenada que passam por esses pontos da progressao, tém-se faixas com areas

iguais, como ilustrado na Figura 8.

Atribui-se a invenc¢ao dos logaritmos hiperbdlicos a Sarasa, pois foi ele que
escreveu explicitamente a relagdo entre a area sob a curva com os logaritmos, em uma
época que estes eram apenas considerados uma ferramenta de célculo (Gonzélez, 2018;
Maor, 2008; Burn, 2001).

A base do logaritmo, porém, permanecia em aberto e nao poderia ser um valor
arbitrario. Assim, deve existir um nimero que, naturalmente, determine a area sob a faixa
igual a 1 (Maor, 2008). Essa valor é, surpreendentemente, o nimero de Euler. Damos o

nome de logaritmo natural de x para log, « e utilizamos a notagdo In z para nos referirmos


https://www.youtube.com/watch?v=8Es6fYNeiKA
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y=-

1/q

1/q%

1/¢%

2 3 4
b 4 q q

Figura 8 — Aproximagao da hipérbole por retangulos de bases em progressao geométrica.

a ela. Obviamente, é um resultado que pode ser provado — confira o Apéndice A. Veja o

video produzido sobre este tépico neste link.

Em uma carta a Goldbach em 1731, Euler define e como o niimero com logaritmo
hiperbdlico igual a 1, conforme a Figura 9.
aequationis (1 — m%)”da: = dy ad hanc dz=(p - 1)zdv
4+ n(1—3z)dv:y dubium habeo, cum posterior -aequatio
nungiiam sit absolute integrabilis, siquidem adjectionem con-

stantis non negligamus. Sumamus casum simplicissimum, quo

p=1 et n=—t, erit dz—2zdw+z—fv :f?- Multiplicetur

haec per e?=**, seu qirod idem est, per e ~*”v (¢ denotat hic.
numerum, cujus logarithmus hyperbolicus est == 1), prodibit
e~*ydz—2e~* zvdy—teT* zdv = e~ dv, quae integrata

Figura 9 — Carta de Euler para Goldbach, 1731.
Fonte: (Gonzélez, 2018, p. 204).

2.8 Logaritmo Natural e o Logaritmo Neperiano

E comum a confusao de tratar o logaritmo natural e logaritmo neperiano como
sinonimos. Na verdade, o logaritmo neperiano é aquele criado por Napier, de base 1 —107",
embora o conceito de base ainda nao existisse na época, enquanto o logaritmo natural,

como ja mencionamos, ¢ aquele de base e.

A primeira traducao da obra Mirifici logarithmorum canonis descriptio de
Napier foi de Edward Wright. Na segunda edigao da tradugao, William Oughtred adicionou
um apéndice contendo uma tabela de logaritmos na base e, mas sem explicitar a base (Maor,
2008; Gonzalez, 2018). Com isso, pode-se supor que o equivoco de chamar o logaritmo

natural de neperiano advém dessa situagao.

Tal hipétese é reforcada pelo que aponta Gonzélez:

El nimero que ahora denotamos con la letra e es tan famoso que su
paternidad se la disputan los britanicos y los suizos. En la Europa


https://www.youtube.com/watch?v=SzufmrsSXLc
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continental y buena parte del mundo e es simplemente el nimero de
Euler, mientras que en Gran Bretafia e es llamada la constante de Napier.
(Gonzalez, 2018, p. 20)

2.9 Espiral Logaritmica

A espiral logaritmica tem a propriedade de que cada linha reta que passa pelo
centro atravessa a espiral com o mesmo angulo, por isso também é conhecida por espiral
equiangular. Outra caracteristica ¢ de que qualquer par de linhas tracadas passando pelo
centro, com um angulo fixo entre elas, corta se¢coes semelhantes. Em coordenadas polares,
pode ser expressa em termos de logaritmos, dai o seu nome. Ela ocorre com mais frequéncia
na natureza que qualquer outra curva, como crescimento de conchas, chifres, presas e

girassois.

Figura 10 — Corte da concha de um Nautilus — uma espiral logaritmica.

Fonte: usuario Chris 73, 2009.

Licenciado sob CC BY-SA-3.0, via Wikimedia Commons.
Disponivel em: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/08/

NautilusCutawayLogarithmicSpiral.jpg/1280px-NautilusCutawayLogarithmicSpiral.jpg>. Acesso em 28 ago. 2021.

Jakob Bernoulli realizou diversas descobertas sobre a espiral logaritmica, até
mesmo batizando-a de spira mirabilis, ou seja, “curva maravilhosa”. Por curiosidade,
expressou o desejo de que uma espiral logaritmica fosse gravada em sua lapide com a
inscrigdo Fadem mutata resurgo, (Embora mudado, devo me erguer o mesmo). Contudo, o

pedreiro de sua ldpide talhou uma espiral de Arquimedes e nao uma logaritmica.

A espiral de Arquimedes, também conhecida como espiral linear, tem, a cada
volta sucessiva, a distancia em relagao ao centro aumentada por uma diferenca constante,

enquanto a logaritmica tem uma taxa constante de crescimento (Maor, 2008).
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Figura 11 — Espiral de Arquimedes (esquerda) e Espiral Logaritmica (direita).
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2.10 Os logaritmos e os nimeros negativos e imaginarios

Conforme Roque (2012) aponta, tomou-se uma intensa discussao no século
XVIIT a respeito da natureza dos niimeros negativos, cujo causa pode ter sido o estudo
dos logaritmos. Ainda segundo a autora, o logaritmo “se tornou um conceito importante
para esclarecer as ferramentas algébricas da andlise e dar-lhes consisténcia” (Roque, 2012,
p. 438).

Tanto Bernoulli quanto d’Alembert, importante matematico francés dos meados
do século XVIII, acreditavam que os logaritmos de nimeros negativos eram ntmeros
reais, levando este ultimo a questionar os niimeros negativos para evitar o problema da
consisténcia dos logaritmos, pois nao admitia que os niimeros negativos requeriam o uso

de niimeros imaginarios.

Bernoulli chegou a propor, partindo-se de log 1 = 0, embora agora saiba-se que

seja errado, que terfamos
e, ainda,

logyg (\/__1) = IOglo(_D% = = logip(—1) = 0 = logy, (\/jl) =0.

DN | =

A partir disso, Bernoulli concluiu que todos os niimeros simétricos possuiam
o mesmo logaritmo (Boyer & Merzbach, 2012). Euler enviou uma carta a Bernoulli,
evidenciando uma contradi¢ao no seu resultado e também mandou cartas para d’Alembert,
apontando que os nimeros negativos nao possuiam logaritmos reais, mas sim imaginarios.

Nesse momento, Euler j sabia que ™ = —1 (Roque, 2012).

Em 1747, Euler escreveu a d’Almbert explicando que os logaritmos de ntimeros
negativos eram imaginarios puros. Bernoulli e outros matematicos ja tinham uma boa
nocao da férmula e = cos@ + i - sen @, antes mesmo de Euler enunci-la. A identidade

¢é valida para todos os arcos e tomando # = 7 temos e'™ = —1, isto é, a afirmacao que
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In (—1) = mi. Desse modo, os logaritmos dos niimeros negativos sdo imaginarios puros
(Boyer & Merzbach, 2012).

2.11 Catenaria: a corrente suspensa

O termo catenaria, que vem do latim catena, significando corrente, é o nome
da curva que uma corrente suspensa assume entre dois pontos de apoio. Segundo Refatti
& Beltrame (2004), foi Leibniz quem deu o nome de catendria a curva. Galileu imaginava
que essa curva se tratava de uma pardbola, mas Christian Huygens (1629 — 1695), aos
dezessete anos, provou que a catenaria nao poderia ser uma parabola. Até o momento,
ninguém sabia como encontrar a curva, mas na edi¢do de maio de 1690 do jornal Acta
eruditorum — fundado por Leibniz em 1682 — Jakob Bernoulli propds o problema de
determinar a curva que é formada por um fio pendente, livremente suspenso a partir de

dois pontos fixos.

Um ano apdés a publicagdo, o jornal publicou trés solugoes corretas: a de
Huygens, agora com sessenta e dois anos, Leibniz e Johann Bernoulli, irmao de Jakob. Por
meio de abordagens diferentes, todos chegaram a mesma solu¢ao. Johann ainda afirmou

que a catendria é transcendental, enquanto a parabola é algébrica (Maor, 2008).

Por meio do célculo diferencial foi possivel chegar, em notacao moderna, a

B 60113 _|_ e—ax
Y= % 3

em que a ¢ uma constante que depende da densidade linear e da tensao da corrente —

uma demonstragao pode ser vista em Blasjo (2016).

Essa notacao, entretanto, nao existia na época, entao a equacao estava implicita
na construcdo da curva. O pensamento predominante no século XVII era de provar
resultados por construgoes. Desse modo, fazia mais sentido tornar a catendria uma curva
basica para construcao, andloga a régua e ao compasso, e tornar ¢* em uma aplicacao.
Embora Leibniz e seus contemporaneos tenham descoberto a relacao entre a catenaria e a
funcdo exponencial, nunca escreveram a equacao da curva. Nao por falta de familiaridade,

mas sim por ser considerada uma visao ingénua do resultado na época (Blasjo, 2016).

Leibniz chegou a sugerir que a catenaria poderia ser usada para calcular
logaritmos, bastando utilizar uma corrente para isso, inclusive propondo um método para
calcular logaritmos com uma corrente em maos, apresentado a seguir. (Maor, 2008; Blasjo,
2016)

1) Suspenda a corrente por dois dedos alinhados horizontalmente. Desenhe uma reta r

sobre as extremidades A e B e um eixo vertical passando pelo ponto mais baixo C.
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2)

3)

Coloque um terceiro dedo sobre o ponto C' e estenda metade da catenaria horizon-

talmente, obtendo D como extremidade.

Conecte D ao ponto médio M de r e determine o ponto médio N de DM. Trace uma
reta s perpendicular a DM passando por N e desenhe o eixo horizontal passando
pelo ponto de intersecao entre o eixo vertical e s. Tome a distancia entre a origem

do sistema de coordenadas e C' como a unidade de medida de comprimento.

Para determinar o InY’, com Y > 1, deve-se encontrar (Y + 1/Y")/2 sobre o eixo
y e medir o valor correspondente de = no eixo horizontal sobre a catenaria na sua
forma original. Para determinar os logaritmos negativos basta usar o fato de que
In(1/Y) = —InY. No caso de se procurar o valor de um logaritmo muito grande,
podemos elevar as extremidades da catenaria no eixo vertical, aproximando-as, ou
utilizar as propriedades dos logaritmos para expressar o logaritmo desejado em

funcao de valores menores.

A Figura 12 ilustra o passo a passo. Para visualizar como a corrente de fato

assume essa curva, veja o video produzido neste link em 6 min 50 s.

A y r B A Yy r B
c c D
1) 2)
Y
A M r B Y
S
/N (v +1/Y)/2
c D !
T T
0 InY
3) 4)

Figura 12 — Passo a passo de Leibniz para determinar logaritmos com uma catenaria.

Fonte: Adaptado de Blasjo (2016).

Pode-se encontrar a catenaria em diversos contextos, como no perfil de um

ovo, fios de alta tensao, cordas suspensas por duas hastes, como encontradas em bancos e

supermercados para organizar filas; em barracas de acampamento e até mesmo em teias
de aranha — veja a Figura 13 (Talavera, 2008; Refatti & Beltrame, 2004). Além disso, as


https://youtu.be/QwHP-i3_gBs?t=410
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covinhas de uma bola de golfe podem ser feitas pela revolugao de uma catenéria (Dalton
& Bissonnette, 2004).

Figura 13 — Catendrias em uma teia de aranha.

Fonte: usuario Mtpaley, 2009.
Licenciado sob CC-BY-3.0, via Wikimedia Commons.

Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:SpiderCatenary.jpg>. Acesso em 25 jun. 2020.

As pontes pénseis, embora possam se parecer com uma catendria, possuem
a forma de uma parabola. Segundo Talavera (2008), a ponte pénsil é um dos sistemas
estruturais mais antigos utilizados pelo homem, com a descrigdo de pontes de correntes de
ferro ja em 206 AEC na China.

Na ponte pénsil, a carga é distribuida uniformemente ao longo do vao da ponte,
ou seja, na distancia horizontal entre dois pontos, de modo que, ao variar a carga por ela,
com a passagem de caminhoes e outros veiculos, h4 uma mudanga na parabola, assim, os
fios formam uma familia de parabolas. Para que formassem uma catenaria, a distribuicao
da carga deveria ser uniforme ao longo da extensao dos fios, suspensos por dois pontos

fixos de mesma altura, como as linhas de alta tensao, por exemplo (Talavera, 2008).

O arquiteto espanhol Antonio Gaudi (1852 — 1926), investigou a catenéria para
aplicar em suas obras. A catenaria invertida é uma excelente forma para construcao de
arcos que se sustentem pelo préprio peso, utilizadas em muitas obras arquitetonicas. A
maior construcao desse tipo é o Arco do Portal em Saint Louis em Missouri, com 192,15

metros de altura, apresentada na Figura 14, que é quase uma catendria perfeita (Talavera,
2008).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:SpiderCatenary.jpg
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Figura 14 — Arco do Portal em Saint Lois em Missouri.

Fonte: Dirk Beyer, 2005.
Licenciado sob CC BY-SA-3.0, via Wikimedia Commons.

Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Gateway Arch# /media/\Ficheiro:St Louis Gateway Arch 1916.jpg>.
Acesso em 25 jun. 2020.

2.12  Funcoes Hiperbolicas

A partir da equacao da curva da catenaria, podemos chegar as fungoes hi-

perbélicas. Para isso, considere a catendria com a = 1, como ilustrado na Figura 15.

et + e *
= — 2.1
y 5 (2.1)
01
9 et + e ®
81 e 2
7,
6,
5,
4,
3,
2,
L L L L L L L L L L L L L xL
7 6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7
Figura 15 — Curva da Catenéria (com a = 1).
Agora, considere a equagao
et — e
— 2.2
Y 5 (2.2)

Com as equagoes (2.1) e (2.2) em fun¢io de z, Vicenzo Riccati (1707 — 1775), foi

o primeiro a notar as semelhancas delas com as fungoes circulares sen 6 e cos , introduzindo,


https://pt.wikipedia.org/wiki/Gateway_Arch#/media/\Ficheiro:St_Louis_Gateway_Arch_1916.jpg
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em 1757, a notagao ch @ e shf para as fungdes das equagoes (2.1) e (2.2), respectivamente
(Maor, 2008).

Riccati provou que (ch 0)* — (sh 0)° = 1, em que 0 é a varidvel independente. E
perceptivel a analogia com a identidade trigonométrica (sen 6)* + (cos #)* = 1. Isso nos leva
a perceber uma relacdo entre chf e sh@ com a hipérbole 2% — 3* = 1, assim como sen 6 e
cos f tém com o circulo unitério 2 + y* = 1. A notacao foi ligeiramente modificada para
cosh e senh @, significando o cosseno e o seno hiperbélico de @, respectivamente®. Ressalta-
se que, nesse contexto, § nao é mais um angulo, mas ainda pode ter uma interpretacao
geométrica, tal como ser duas vezes a area de um setor circular de largura 6 e raio 1. Uma

demonstracao desse fato se encontra em Maor (2008, pp. 274 — 277).

Ao longo do desenvolvimento dos logaritmos vemos como sua importancia foi
crescendo, o que comegou com uma ferramenta de calculo, foi se expandindo, passando
a ser reconhecido em curvas e posteriormente em varios fendémenos da natureza. Para se
entender melhor como os logaritmos aparecem em modelos dos fendmenos da natureza,
se faz necessario estuda-los mais a fundo, dando o rigor matematico que merecem, o que

veremos no capitulo seguinte.

3 Segundo Refatti & Beltrame (2004), foi Johann Henrichi Lambert (1728 — 1777) que forneceu a notacio
moderna e Vicenzo Piccati, por volta de 1757, que sugeriu o desenvolvimento de fung¢ées hiperbdlicas.
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3 Fundamentos Tedricos

Este capitulo tem como objetivo apresentar o desenvolvimento das poténcias e
levar de forma natural ao dos logaritmos, sendo possivel chegar as fungoes exponenciais e
logaritmicas. As definicoes e demonstragdes sobre poténcias se baseiam principalmente em
Lima (2016).

3.1 Poténcias

3.1.1 Poténcias com expoente natural

Definicao 1. Dado um nimero real a e n um nimero natural maior do que 1, definimos
a poténcia de base a e expoente n, representada por a", como sendo o produto de n fatores
tguais a a. Assim,

an:a.a.a. e Q.

n fatores

Também definimos que a' = a, pois ndo ha produto com um tnico fator.

+1: n

De forma indutiva, a definicdo é a! = a e a” a-a”.

Proposicao 1. Sejam a € R e m,n € N. Sao vdlidas as propriedades:

1) Multiplicagio de poténcias de mesma base: a”™ - a™ = o™,

2) Poténcia de wma poténcia: (a™)" = a™".

Demonstragio. 1) a"-a™ = a"™™.
Faremos a demonstragao por indugao sobre n e suporemos m fixo.
i) Para n =1, temos
a-a"=a -d"=a-a"=a =a
Portanto a propriedade ¢é verdadeira para n = 1.

ii) Suponhamos, por hipétese de indugao, que

Portanto, a propriedade é verdadeira para n = k + 1.
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Logo, pelo Principio da Inducao Finita, a propriedade é verdadeira para todo n

natural.

2) (a™)" =a™".

Faremos a demonstracao por indugao sobre n e suporemos m fixo.

i) Para n =1, temos

Portanto a propriedade é verdadeira para n = 1.
ii) Vamos supor, por hip6tese de indugao, que
(am)k _ am-k:
é verdeira para todo n < k e provaremos que vale para n = k + 1. Assim,

m(k+1)

(@) = (™) - (@) =™ @™ = " =g :

Portanto, a propriedade é verdadeira para n = k + 1.

Logo, pelo Principio da Inducao Finita, a propriedade ¢ verdadeira para todo n

natural. m

Se tivermos a > 1 e multiplicarmos os membros dessa desigualdade por a”",

obteremos a™™ > a", o que nos leva a
a>1l=l<a<ad’<---<a*<at<-..
Por outro lado, se tivermos 0 < a < 1, teremos 0 < ™' < a”, ou seja,
O<a<l=1>a>a*>--->ad">a"">....

Dessa forma, a sequéncia com n-ésimo termo a™ é crescente se a > 1 e decrescente se
0 < a < 1. Caso tenhamos a = 1, a sequéncia sera constante com todos os termos iguais a
1.

Além disso, podemos provar que a sequéncia ¢ ilimitada superiormente se a > 1,
ou seja, que dado um ¢ € R arbitrario, pode-se sempre encontrar um n € N tal que a" > c.

Para isso, faremos uso da Desigualdade de Bernoulli (veja Proposi¢ao A.1.1).

Proposicao 2. A sequéncia (ay)nen com a, = a" e a > 1 € ilimitada superiormente.

Demonstracao. Seja ¢ € R, com ¢ > 0. Como a > 1, podemos escrevé-lo como a = 1+ «,

com x > 0.
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Pela Desigualdade de Bernoulli (Proposi¢ao A.1.1), sabemos que

a"=14+x)">1+nx.

Dal, se tomarmos um n > ——, vamos ter
x

a":(1+x)”21+na:>1+x-<c )zl—i—c—l:c.

X

Logo, a" > c. |

Também podemos mostrar que a sequéncia com 0 < a < 1 é limitada inferior-

mente por 0.

Proposicao 3. A sequéncia (a,)nen tal que a, = a™ e 0 < a < 1 € limitada inferiormente

por 0.

1
Demonstracao. Seja ¢ € R tal que ¢ > 0. Como 0 < a < 1, ao escrevermos b = —, temos
a
b > 1. Dai, pelo que foi visto na Proposicao 2, sabemos que existe n natural tal que b" > —.
c

.1 1 ,
Ou seja, — > —, donde concluimos que a" < c. [ |
a c

3.1.2 Poténcias com expoentes inteiros

Podemos estender esse significado as poténcias inteiras nao positivas, preser-

+0 0

men =a"-d.

vando a relacdo a" - a" = a™™". Para isso, precisamos dar sentido a a" = a”"

Para tal, definimos a® = 1 e fazemos a # 0. Desse modo, para um n natural, a expressao

0 n+(—n)

passa a ser verdadeira. Agora, vejaque 1 =a° = a =a"-a™". Para ser uma expressao
1

verdadeira, basta definirmos a™" = —.

an
Além disso, a sequéncia de poténcias inteiras de a é crescente quando a > 1,

coma " <1< a", edecrescente quando 0 < a < 1,coma” <1<a "

3.1.3 Poténcias com expoentes racionais

Observacao 1. Dados a real com a > 0 e n natural, dizemos que b, com b > 0, € a raiz

n-ésima de a se b" = a. Representamos simbolicamente por /a = b.

Podemos também estender o significado as poténcias com expoente racional
de modo geral, isto é, a " com r = —, em que m € Z e n € N, ainda preservando a
n

propriedade a” - a® = a"*, com s € Q.

Note que
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Entao, a” é o nimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a™, ou seja, a” = Va™.

Desse modo, a tnica forma de definir poténcias com expoente racional é fazer

n

m
n —_— am’

a

com a > 0.

m m . k-
Como — = —- para todo k natural, precisamos mostrar que VvV a*4 = v/ad.
n n

. k a
Para isso, perceba que se escrevermos Va*? = z, temos

M =de @)= er=desr=a
Agora provaremos que essa definicdo mantém a propriedade a” - a® = a"*. Seja
. » m D
a um namero real positivo, r = — e s = =, com m,n,q,p € Z e n,q# 0. Com a" - a’® =z,
n q

temos

m P
n q

m  P\Nq
ar -a :x@(arwaq) = 2™ & g™ . gP" = TP = 1

Dai, com m = rn e p = ¢s, teremos

. . qn
a™m qtgsn _ aqn(r—f—s) = 1" & (CLT—I—S) — " & ar-‘rs —r=a" -ad.

Podemos mostrar a sequéncia de poténcias racionais de a é crescente quando

a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

my ma
Suponhamos que a > 1, r, = o ery = P com my,my € Z, no,Ny € N,
1 2

ni,ng # 0 e 79 > r1. Desse modo, temos
mo mi
To >T1 = — > — = MoNy > MNe.

na ny

Como mony, mine € Z e a > 1, concluimos que

mo my

a™™M > ™M™ = gn2 >qm S a’?>al.

Agora se 0 < a < 1 e repetirmos os passos até mon, > minsg, teremos
m2 my
a™M < ad™Mm = am <am S a?<al.
Logo, a sequéncia de poténcias racionais de a é crescente quando a > 1 e decrescente

quando 0 < a < 1.

Podemos mostrar também que entre dois niimeros reais quaisquer existem uma
infinidade de poténcias racionais de um numero real positivo diferente de 1, conforme com

o Lema 1.

Lema 1. Fizado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R>q existe alguma

poténcia a”, com r € Q.
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Demonstracao. Dados 0 < oo < 3, devemos encontrar r € QQ tal que a poténcia a” pertenga
ao intervalo [« 5], isto é, @ < a" < 3. Suporemos a e o maiores do que 1 (os demais casos
sao tratados analogamente). Pela Proposi¢ao 2, podemos obter niimeros naturais M e n

tais que

a<p<al e 1<a<<1+ﬁ;4&> .
a

Extraindo a raiz n-ésima da segunda desigualdade, vem

@_

1<a1/”<1+7a:0<aM(a1/”—1)<6—oz.
a

m
Agora, note que fazendo — < M, teremos
n

m

1 m—+1 m
O<an(an —1)<f—-a<s0<an» —an <f—a.
Logo, as poténcias a’ = 1, a'’" @™ ... oM sdo extremos de intervalos conse-
cutivos, todos com comprimento menor do que 3 — a de [, 5]. Como [a, 3] C [1,a™], pelo

m ’ . .
menos um desses extremos a» estd contido no intervalo [«, 5. |

3.1.4 Poténcias com expoentes irracionais

Ainda é possivel conservar o mesmo significado de poténcia para expoentes
irracionais. Relembremos que, até os expoentes racionais, temos a® - a¥ = o™, a' = a e
parax <y, a” <a’,;sea>1ea’ <a” se( <a<1. Com isso,asequéncia das poténcias

de a é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Agora, suponha = € R\Q, com a > 1 tal que r < x < s, com r e s racionais.
Associaremos a” a poténcia de a com expoente x, obtendo a” < a® < a®. Veja que s6 existe

um nimero real que possa assumir essa propriedade.

Suponha, por absurdo, que existam dois valores A e B tais que A < B e que
a" <A< B<a’

Portanto, ndo ha nenhuma poténcia de expoente racional de a no intervalo [A, B], o que

contraria o Lema 1. Logo, s6 existe um tnico ntimero real que possui esta propriedade.

Assim, quando x é irracional, a” é o inico niimero real em que as poténcias a”

sao aproximacoes por falta e poténcias a® sdo aproximacoes por excesso.
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3.2 Logaritmos

3.2.1 Definicao

Tendo agora a operacao de poténcia definida para niimeros reais positivos,
podemos lidar com equagoes exponenciais, que sao aquelas que possuem incégnita no

expoente, como a® = b, com incognita em x.

Para resolver esse tipo de equacao recorremos a manipulacoes algébricas que
nos permitam escrever b = a? com ¢ racional, nos levando a concluir que xr = ¢. Em
situacoes em que isso nao for possivel, faremos uso de outra ferramenta para expressar a
solucao de equagoes desse tipo.

Para isso, vamos relacionar alguns pontos interessantes entre a potenciacao e a

radiciacdo e, a partir desse raciocinio, definir logaritmo. Considere a”

= ¢, com a € C reais
positivos, a # 1 e b um ntmero real. Se ¢ é a incdgnita, temos a operacao de potenciacao,
em que chamamos a de base, b de expoente e ¢ de poténcia. Assim, temos a base e o
expoente e queremos descobrir a poténcia. Podemos associar essa operacdao a pergunta “a

elevado a b é igual a quanto?”

Agora, se a incognita fosse a, terlamos uma radiciacdo, representada simbolica-
mente por V/c = a, em que a passa a ser chamado de raiz, b de indice e ¢ de radicando.
Contudo, pensando como uma potenciagao, nés temos a poténcia e o expoente e queremos
a base. Mais uma vez, podemos associar a uma pergunta: “que nimero elevado a b é igual

ac?”’

Até o momento, nossa incégnita ocupou duas posi¢oes diferentes. Agora, se
colocarmos a incognita em b, vamos ter, pensando em relagao a potenciagao, a base e a
poténcia e queremos descobrir o expoente. Outra vez podemos associar a uma pergunta:

“a qual nimero devo elevar ¢ para obter a?”

A partir desse raciocinio, podemos definir uma nova operacao, a qual chamamos

de logaritmo. Veja o video produzido sobre este tépico neste link.

Definigao 2. Dados os nimeros reais a, b e ¢, com a e ¢ positivos e a # 1, de modo

que a® = ¢, chamamos a de base, ¢ de logaritmando e b de logaritmo. Simbolicamente,

log,c=b.
A partir da defini¢ao, é possivel concluir algumas propriedades:

e log,b =1, pois b' =b.

e log,1 =0, pois t° = 1.


https://www.youtube.com/watch?v=wG1lNM8PlpE
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e log, b = ¢, pois b = b°.

o D8 =g, pois b* = a < x = log, a.

E comum escrevermos log x no lugar de log,, x, por ser uma base de uso muito
comum. Retomando a equagao exponencial, a® = b, com incognita em x, a sua solugao

serd dada por x = log, b.

3.2.2 Propriedades

As propriedades dos logaritmos podem ser obtidas por demonstracdes simples
que partem das propriedades das poténcias. Contudo, para abordar essas propriedades
com alunos é recomendéavel fazer o raciocinio com exemplos numéricos, pois facilitara o

entendimento deles. Veja o video produzido sobre este topico neste [ink.

Proposicao 4. Seja b* = a e b’ = ¢, de modo que a,b,c,z,y € R, comb >0 eb F# 1.

Por definicao, x =log, a e y = log, c. Assim, vale

1) Logaritmo do Produto: logy(a - ¢) = log, a + log, ¢;
2) Logaritmo do Quociente: log, (a) = log, a — logy, c;
c

3) Logaritmo da Poténcia: log,a’ =y - log, a.

Demonstragio. 1) Pelas propriedades das poténcias, temos b*-b¥ = b*¥. Dai, aplicando

logaritmo na base b em ambos os membros, temos
log, (b" - 0Y) =z + y.
Entao, fazendo substitui¢oes convenientes, obtemos

logy(a - ¢) = log, a + log, c.

xT

2) Pelas propriedades das poténcias, temos i b*~Y. Dal, aplicando logaritmo na base

b em ambos os membros, temos

b* _
log, <by> =log,(b"Y) =z —y.

Por fim, concluimos que

log,, (a) = log, a — log,, c.
c


https://www.youtube.com/watch?v=ZjoFv443v5M
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3) Pelas propriedades das poténcias, temos (b”)Y = Y. Entao, aplicando logaritmo na

base b em ambos os membros, temos
log, (b%)Y = log, b*Y =z - y.

Por fim, concluimos que

log, a¥ =y - log, a. |

Muitas vezes a mudanca de base ¢ apenas apresentada aos alunos como uma
formula pronta. Porém, ao se fazer isso, nao se aborda uma ideia importante: os logaritmos
sao iguais a menos de uma constante multiplicativa. Isto é, a partir de um logaritmo em
uma dada base, podemos obter outro logaritmo em qualquer base bastando multiplicar
por uma constante. A seguir proporemos um caminho que aborda essa relagao e termina

com a férmula da mudanga de base. Veja o video produzido sobre este tépico neste link.
Proposicao 5 (Mudanga de Base). Sejam a,b,c,z,y € R, com a,b# 1 e a,b >0, tal que

a® =bY =c. Entdao

log.a -log, b =log,b.

Demonstracdo. Como a'*%® = b, temos
Yy o log, b Y
b = (a a ) ,
0 que nos leva a
y .
a® = (aloga b) =a¥ 10gab.

Disso, obtemos = = y - log, b. Ao substituir = e y por logaritmos de bases a e b, respectiva-
mente, determinamos que

log, ¢ = log, ¢ - log, b. n
Veja que para levar um logaritmo da base a para a b, basta multiplica-lo por
log, b, que é uma constante.

Se quisermos expressar na forma habitual, basta escrever

log, c
log, b’

log, c =

Com o que foi desenvolvido, poderemos caracterizar as fungoes exponenciais e

logaritmicas, o que pode ser encontrado no Apéndice A.2.

3.3 Sugestido de notacao: Triangulo da Poténcia

Uma proposta interessante é a do Triangle of Power, (“Triangulo da Poténcia”,

em traducao livre), sugerida por Alex Jordan em um post (Jordan, 2012) de troca de


https://www.youtube.com/watch?v=EEzZ8zLk514
https://math.stackexchange.com/questions/30046/alternative-notation-for-exponents-logs-and-roots
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informagoes mateméticas do StackEzchange e divulgada por Sanderson (2016) no seu canal

do YouTube. Cada vértice de um triangulo representa a base, o expoente e a poténcia, de
b

modo que ,A\, equivale a equacéo a’

. = ¢, podendo tornar algumas ideias mais claras.

A titulo de curiosidade, vamos explorar um pouco essa notacao conforme com
o que foi apresentado por Sanderson (2016). Para facilitar a exposigdo, considere que
as expressoes a seguir estdo bem definidas. As operacoes podem ser representadas no

tridngulo suprimindo o vértice daquilo que se quer calcular. Por exemplo, a® é representado

b b
por A, V/cpor A, elog.a por A,.

Fazendo uso desse triangulo, podemos representar operacoes inversas de maneira

simples e intuitiva:

2D, e log, 2" =y A v =y
R xlngzzz<:> xA =2 gm Yy x Iz Y;
Yy y Yy
. \y/xy:xéﬁzzx, . (\y/z):z@ ZA:Z

Além dessas quatro, podemos pensar em outras como:

. ZZAZ:y<:>IOg%(Z):y; . %ﬁz e (logx%:$‘

z

A seguir, veja como algumas propriedades das poténcias, raizes e logaritmos

ficam escritas nesse formato.

x Y z+y
a’-ad? =a"t o NN =0
Y Ty
(@®)! =a" & A =,A
o
Viy = -3y o O, =0, A,
x Ty
VVa= Vo & Ay =4,
log, zy =log,z +1log,y & o0, = D, + .40,
log, 2 =y-log,z & A, =y- 0,
1 1
log,wo =—"-log,z & o, =—- .4,
Y Y
log,y-log,x =log,z & A, A, =0,

Vale comentar algumas ocorréncias: se fixarmos a base, teremos

b c b+c

DD = 0D e WDyt oD, = Wl

Se fixarmos o expoente, teremos
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Agora, o que acontece se fixarmos a poténcia? Perceba que

Ja-Va= V- Ve = Vot = Fa

Ty 1
e que = .
Ty T I
) 1
Definindo # ® y = +—, obtemos
,_l’_,
z 'y
x Y x®y
N, D, = A,

Até o momento ocorreu uma simetria entre as operagoes. Partindo disso, vamos

verificar se log, a @ log, a = log,, a. Entéao, temos

1 log,a-log,a
1 1 = = = v,
08, ¢ ©log, @ L4 log, a + log, a

log, a log, a

Usando a mudanca de base dos logaritmos, obtemos

log a-loga 9
og z-lo (1Og CL) IOg a
lOg aEBlOgCI,: 015 lgoya: = :lOg a.
’ ! LEJ; + ioﬁy loga(logy +1logz)  logxy zy

Logo, é valido que

fﬂAa @ yAa - fyAa'
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4 Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos diversas aplicacoes que os logaritmos tém na
modelagem de diversos fendmenos naturais, os quais podem ser trabalhados em sala de
aula. As informagoes presentes neste capitulo foram baseadas em Alves (2014), Lima
(2013), Malthus (1996), Moratori (2019), Pecorari (2013), Ramos (2015), S& & Paiva (2012)
e Silva (2016). Vérias dessas aplicagoes foram comentadas em video produzido para esta

dissertagdo, que pode ser visto neste link.

4.1 Juros Continuos

Um capital inicial Cy aplicado a uma taxa r ao ano, rendera, ao final de um
ano, a quantia de r - Cy de juros e o capital se tornard Cy - (14 7). Em dois anos, se tornara
Co-(1+7)-(1+7)=Cy-(1+r)> Prosseguindo dessa maneira, em ¢ anos, o capital serd
de Cy - (1 +7)".

1
Se tomarmos uma fracdo — do ano, é esperado que os juros obtidos correspon-
n

C 1 2
dama % ¢ o capital se torne Cj- (1 + T). Passado mais — do ano, obtemos Cj- <1 + T) .
n n n n

Dessa maneira, ao final de um ano, teremos
r n
Cy - (1 + ) )
n

Pelo que foi desenvolvido na Secao A.5, sabemos que

lim Co(1+1> 200'6.
n

n—00

Perceba que se fizermos n tender ao infinito, isto é, capitalizar os juros continu-

amente e denotar n = kr, teremos

im o (14 7Y = tim - (14 2) = tim - (1 1kr—0 r
lim Co- (145 ) = tim Co- (14 ) = Jim Go- ((144) ) =Co-e”

o que chamamos de Juros Continuos.

Assim, um capital de R$1.000,00, aplicado a juros continuos de 100% ao ano,

se tornara 1.000e reais ao final de um ano, que é aproximadamente 2.718,28 reais.

Se a taxa de juros é r ao ano, entao um capital Cj aplicado a essa taxa serd

transformado em ¢ anos em

n—oo

mmh@+“):%@¢
n


https://www.youtube.com/watch?v=QwHP-i3_gBs
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Disso, obtemos a func¢ao
C(t) = CO : eTt.

Se ao invés de acréscimos tivermos perdas continuas a uma taxa r ao ano em

um periodo de t anos e denotarmos n = —krt, teremos

ri\" 1 —krt 1 E\ Tt .
Jin Co- (1= ) = fim Co- (1) = Jim o ((Hk) ) — G
ou seja, a fungao

C(t) = C(] : 67”.

4.2 Crescimento Populacional

Um dos primeiros estudiosos a analisar o crescimento populacional foi Thomas
Robert Malthus (1766 — 1834), um economista inglés. Em seus estudos, afirmava que
crescimento da produgao de alimentos crescia segundo uma progressao aritmética, enquanto
a populacao humana crescia segundo uma progressao geométrica. Assim, é possivel modelar
esse crescimento por uma fun¢ao do tipo exponencial, dado que o aumento é proporcional

a populacao no instante inicial de medi¢ao, uma caracteristica desse tipo de funcao.

Assim, de maneira analoga ao caso dos Juros Continuos, uma populagao
qualquer P(t) em funcao de um tempo t a uma taxa « de crescimento, se comporta

segundo a lei .
P(t) = Jim PO)- (1+5) = P(0) e

n—o0

4.3 Decaimento Radioativo

A radioatividade é um fendmeno natural em que os elementos radioativos
podem emitir radia¢do, que é uma transmutacao espontanea e nao controlada do nicleo
atomico. Foi descoberto pelo fisico francés Antoine-Henri Becquerel (1852 — 1908) em 1896.
Alguns exemplos de elementos radioativos sao: o uranio-235, o c¢ésio-137 e o pluténio-239.
Os atomos desses elementos naturalmente se desintegram, emitindo particulas e gerando

substancias que nao sao radioativas.

Cada tipo de substancia radioativa tem sua propria constante de decaimento,

a qual denotaremos por «, que é determinada experimentalmente.

E possivel expressar esse fendmeno matematicamente. Seja M, a massa de uma
substancia radioativa. Como o fen6meno ocorre continuamente, sabemos que a massa M (t)

no tempo t sera dada por

M(#t) = M, - lim <1 - O‘) = My - e,

n—oo n
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visto que esse comportamento é caracteristico de uma func¢ao do tipo exponencial.

Além disso, é comum expressar a constante o em fungao do tempo de meia-vida,
isto é, o tempo necessario para que a substancia desintegre metade de sua massa a partir
de um dado momento. Dependendo da substancia, esse tempo varia de alguns minutos até

bilhdes de anos. Assim, sendo t,, o tempo de meia-vida, teremos

M, 1
M(ty) = 70 — M, e o 5= o—Ctm

0 que nos permite escrever ainda

_In2,

M(t) :Mo.e—at :MO'G Tt :Mo'(€1n2>7% :M0.2_%.

4.4 Datacao por Carbono-14

O carbono-14, denotado por C, é um isétopo radioativo do carbono, entdo
ele decai com o tempo. Ele é formado na atmosfera por conta do bombardeio de raios
césmicos que a Terra sofre e tem essa numeragdo porque apresenta massa atomica 14, ou

seja, apresenta dois néutrons a mais no seu nicleo que seu isdtopo estavel de carbono-12.

A técnica de datagao por carbono-14 ou radiocarbono foi descoberta em 1949
pelo quimico Willard Frank Libby (1908 — 1980), ganhador de um Nobel de quimica por
sua descoberta. Ao longo do tempo de vida de um organismo, a quantidade de carbono-14
se mantém constante porque o decaimento é compensado pela producao. Os vegetais o
criam durante a fotossintese e os animais absorvem-no direta ou indiretamente, mas uma

taxa constante é mantida.

Essa técnica possui grande valor para a arqueologia, pois quando um organismo
morre, a absorcao para e a quantidade existente de *C passa a decair continuamente. Por
conta disso é possivel determinar a idade de um féssil ou algum objeto antigo por meio da
comparacao da quantidade de carbono-14 presente nos objetos antigos com materiais do
mesmo tipo existentes atualmente. Por exemplo, compara-se a quantidade de carbono-14
existente em uma peca de madeira antiga com uma peca de madeira de mesmo tamanho

e massa atual. Sabendo-se a constante a de decaimento, somos capazes de determinar a
In2

idade do pedaco de madeira. Como a meia-vida do *C é de 5.730 anos, ou seja, a = £ 730"

temos

In2

M(t) = M - e (35%)t — M - 25,

em que M, é a massa inicial de *C' e M (t) a massa em fungao do tempo ¢.



Capitulo 4. Aplicagées 54

Com um pouco de manipulagao algébrica, podemos chegar a

n2 M(t
M(t) = M, - e ! &t = 5.730 - log, ( ]\50)) :

No entanto, a técnica do carbono-14 para a datacao s6 pode ser aplicada a
amostras que tenham no méaximo 40 mil anos, pois apés esse periodo a quantidade de

carbono-14 passa a ser dificil de se detectar.

4.5 Resfriamento de um corpo

Uma situacao similar a do decaimento radioativo é o resfriamento de um corpo.
Quando um objeto aquecido é colocado em ambiente mais frio, como o ar ou a agua, ele
passa a se resfriar enquanto a temperatura ambiente permanece a mesma. Isso ocorre

porque a massa do objeto é muito menor do que o meio que se encontra.

Assim, a Lei do Resfriamento de Newton afirma que, nessas condigoes, a
diferenca de temperatura D entre o objeto e o meio que o contém decresce com uma
taxa de variagao proporcional a essa propria diferenca, o que caracteriza uma funcao

exponencial.

Como D decresce continuamente, dada uma diferenca de temperatura inicial

do corpo com o meio no instante ¢ = 0, denotada aqui por Dy, teremos
D(t) = Do . e*“t,

em que « é uma constante que depende do material que constitui a superficie do corpo,

mas pode ser influenciado por fatores como a umidade do ambiente e o arejamento.

Um exemplo interessante é determinar a hora da morte de uma pessoa em
uma investigagao forense e, nesse contexto, a o esfriamento também ¢é influenciado pela
temperatura do corpo no momento da morte, o tipo de vestuario, a posi¢ao do cadaver,

entre outros.

4.6 Nivel de Intensidade Sonora

A intensidade sonora é a quantidade de energia que as ondas sonoras transferem

durante um intervalo de tempo, popularmente chamada de volume do som.

A percepcao da intensidade do som nao é feita de forma linear, mas de forma
logaritmica. Isto é, s6 sao percebidas variagoes sonoras se a amplitude da onda variar

exponencialmente.
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Para realizar a medigcao da intensidade sonora, utiliza-se uma unidade loga-
ritmica, o decibel (dB) que é um submultiplo do bel (B). O nome dessa unidade é em
homenagem ao cientista britdnico Alexander Graham Bell (1847 — 1922) que realizou

estudos com o som, linguagem gestual e surdez.

A menor intensidade detectdvel pelo ouvido humano ¢ de Iy = 107" W/m?
(watts por metro quadrado) e é usada como ponto de referéncia. O nivel de som L que

corresponde a uma intensidade I em W/m? é dado por

1
0

O limiar da dor ocorre no nivel de 120 dB, mas qualquer som com nivel acima
de 85 dB pode causar perda de audi¢cao. Uma conversa normal, por exemplo, tem nivel

por volta de 50 dB.

4.7 Escala Richter

O terremoto é um fendmeno natural decorrente de movimentos da crosta
terrestre, que provém do choque entre duas placas tectonicas, o que libera uma grande

quantidade de energia, ocasionando os tremores.

Por meio de um sismografo é possivel medir a magnitude de um terremoto na
escala Richter que foi desenvolvida em 1935 pelo sismologo estadunidense Charles Richter
(1900 — 1985) e pelo alemao Beno Gutenberg (1889 — 1960). A escala ¢é logaritmica e foram

dados valores préximos de zero aos terremotos mais fracos registrados até aquele momento.

A magnitude M é calculada pela relagao
1

em que [ ¢ a intensidade do terremoto e I é a intensidade de um terremoto padrao como

valor de referéncia.

Assim, é possivel classificar o tipo de terremoto e elencar os seus possiveis

efeitos de acordo com a sua magnitude M.
e« M < 3: tremores pequenos, geralmente nao perceptiveis e apenas registrados por
aparelhos;

e 3 < M < 5,9: abalos perceptiveis, porém pouco destruidores, sendo capazes de

derrubar objetos e trincar paredes.

e 6 < M < 8,9: terremoto destrutivo que pode gerar danos severos as construgoes e

provocar grandes rachaduras no solo.



Capitulo 4. Aplicagées 56

o M > 9: terremotos muito fortes, causando quase destruicao total.

4.8 Escala de pH

O Potencial Hidrogenionico, denotado por pH em 1909 pelo bioquimico di-
namarqués Soren Peter Mauritz Sérensen (1868 — 1939), consiste num indice da acidez,
neutralidade ou alcalinidade de um meio qualquer por meio da concentracao de ions de
hidrogénio em mol/L. Ele segue uma escala logaritmica de 0 a 14, em que uma solugao
aquosa a 25 °C pode ser classificada em acida (pH < 7), neutra (pH = 7) ou bésica (pH >

7). Por exemplo, a dgua tem 1 fon-grama de H" para cada 107 litros, ou seja, a razdo é

1
TweseupHé?.

A escala é definida como o logaritmo decimal do inverso da concentracao de

ions de hidrogénio, ou seja,

1
pH = log, ([Hﬂ) = - 10g10[H+]7

em que [H*] é o ntimero de mols de fons de hidrogénio por litro (mol/L).

O pH tem grande aplicacao na industria e na agronomia, pois permite adequa-
¢oes em processos como fermentagoes, producao de vacinas, leite e derivados e também na
analise do solo. Dessa forma, o pH nao se limita a quimicos, podendo ser utilizado por

farmacéuticos, gedlogos e agronomos.

4.9 Escalas Musicais

Desde a antiguidade, gregos ja estudavam a relagdo entre a matematica e a
musica, em especial os pitagéricos que notaram relacao entre intervalos musicais e razoes
trigonométricas. Utilizando um monocérdio, que é um instrumento com apenas uma corda,
Pitagoras testou vibrar a corda solta e comparando os sons emitidos quando pressionava
em alguns pontos, como na metade. Quando reduzia a corta a metade do comprimento
original, o som produzido era o mesmo, mas com outra frequéncia. O matematico percebeu
que quanto mais reduzia o tamanho da corda vibrada, maior era a frequéncia, o que
explicava a producao de sons diferentes. A partir de experimentos, um sistema musical foi
criado, o qual fracionava o intervalo entre dois sons iguais em sete notas musicais: do, ré,
mi, fa, sol, 14 e si. As frequéncias sao crescentes e quando chegasse ao final, repetimos as

notas, mas numa frequéncia maior, o que se denominou uma oitava acima.

Ja no final do século XVII foi criada a escala temperada, composta por 12

notas, nesta ordem: do, do#, ré, ré#, mi, fa, fa#, sol, sol#, 14, 1a#, si. Nesta escala, a
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distancia entre as notas é sempre a mesma. Desse modo, ao se multiplicar a frequéncia de
uma nota dé por 2712, obtém-se dé#. Assim, a partir de uma nota de referéncia a qual
se sabe a frequéncia, denotada aqui por fy, podemos determinar quantas oitavas acima
ou abaixo e, consequentemente, a nota que corresponde qualquer frequéncia. Para isso,
utilizamos a equacgao

o = log, —

)
Jo
em que f é uma frequéncia qualquer e o quantas oitavas acima ou abaixo se esta a partir

da nota de referéncia.

4.10 Escalas Graficas

Em muitos contextos, para representar melhor os dados, sao utilizadas escalas
graficos com uso de logaritmos. Existem as escalas semi-log, na qual o eixo horizontal é
linear enquanto o vertical é logaritmico, e log-log, na qual ambos os eixos sao logaritmicos,
ilustrados na Figura 16. As equagoes na forma y = a - b sdo expressas como uma reta,

uma vez que log, y = log, a + x.

103E , - . 102E T T T w ammmr s — \\:\3\\;
B — f(z) =10" | i f(z) = i
102 ; —g(IIZ) = 10g10 ¥ ; | _g(x) = J;Q [
g h(z) =z | 10" | h(z) =z |
10"} E E
E E 100 E E
107 § |
10—1 I | | | | ] 10—1 71\ 1/ HH\O [ \\Hu\l L1l )
0 2 4 6 8 10 10 10 10 10

Figura 16 — Gréficos em escala semi-log (esquerda) e log-log (direita).

4.11 Pressao Atmosférica

A pressao atmosférica é o peso de uma coluna de ar vertical que se encontra a
uma altura h em relagao ao nivel do mar e possui uma base inferior horizontal com uma
unidade de area. Conforme a altura A aumenta, a pressao atmosférica diminui, pois o ar
torna-se mais rarefeito e, consequentemente, pesa menos. E possivel medi-la diretamente

por um instrumento chamado barémetro.

Por meio da Lei de Boyle, que diz que dado um sistema fechado com a tempera-

tura constante, a massa de gas ocupa um volume inversamente proporcional a sua pressao,



Capitulo 4. Aplicagées 58

é possivel provar que se py € a pressao atmosférica ao nivel do mar, entdo a pressdo a uma

altitude h é p(h) = po - e " em que o é uma constante.

Conhecendo-se a pressao em dois pontos de altitudes hy e ho, é possivel deter-
minar a constante a. Para isso, sejam p(hy) e p(hs) as pressoes atmosféricas das altitudes

hi e ho. Pela funcao anterior, temos

p(hi)  po-e oM p(h1) 1 p(hy)
o(ha) = P & In (p(h2)> =alhy —h) & a= s -In (p(h2)> )

Agora, conhecendo a constante a e tendo um barometro, é possivel determinar

[e%

a altitude h de um avido a qualquer instante. De p = po - e =", temos

p:e_ah<:>1n<p>:—ah<:>h:1-1n<p0>,
Do Po o p

com pg sendo a pressao ao nivel do mar e p é a pressao medida pelo barometro.

4.12 Lei de Newcomb-Benford

A Lei de Newcomb-Benford é uma ferramenta importante na andalise de nimeros
contabeis para deteccao de contas com indicios de fraude. Ela foi descoberta pelo canadense
Simon Newcomb (1835 — 1909), um matemadtico, astrénomo e escritor de economia e ficgao
cientifica. Ele percebeu que o primeiro digito de nimeros de um dado contexto nao ocorrem
na mesma frequéncia. Ao analisar tabuas de logaritmos, notou que as primeiras folhas
eram mais desgastadas do que as ultimas. Disso, percebeu que as pessoas buscavam mais
logaritmos com primeiro digito igual a 1 do que igual a 9. Contudo, essa lei caiu no
esquecimento até ser redescoberta de forma independente por Frank Albert Benford Jr.
(1887 — 1948) em 1938, um engenheiro elétrico e fisico. Ele verificou a ocorréncia do
fendomeno em mais de 20 mil observacoes em areas de rios, pesos atoémicos e até em edigoes
da revista Readers Digest (Cella & Rech, 2017; Forster, 2006; Cho & Gaines, 2007).

Embora seja um pensamento comum supor que a apari¢ao dos digitos se dé
de maneira uniforme, ou seja, cada um com probabilidade 1/9, Newcomb e Benford

perceberam que a probabilidade decai para cada digito segundo a lei

1

em que P é a probabilidade, D ¢é a variavel primeiro digito e d é o valor do primeiro digito
de um numero, ou seja, d € {1,...,9}. A Figura 17 compara o logaritmo dos digitos com

uma curva logaritmica. Este resultado foi posteriormente demonstrado.

Como as pessoas tendem a distribuir os primeiros digitos uniformemente, a

analise da Lei de Newcomb-Benford sobre um conjunto de dados ajuda identificar possiveis
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| 1
1 y =logyg <1+*>
X

0123456789
Figura 17 — Grafico da probabilidade de cada digito.

adulteragoes. No entanto, é importante destacar que ela sozinha nao é determinante em um
caso de fraude, mas apenas da indicios. Testes de Hipoteses e Testes Qui-Quadrado podem
mostrar que um conjunto de dados nao é fraudulento embora a Lei de Newcomb-Benford

aponte variagoes em alguns digitos (Forster, 2006).

A titulo de exemplo, vamos testar se a Lei de Newcomb-Benford aplica-se ao
primeiro digito do nimero de habitantes de cada municipio brasileiro. Para isso, coletamos
os dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, 2020) referente a
estimativa de habitantes por municipio em 1° de julho de 2020. Ao analisar os dados de
5.570 municipios, construimos a Tabela 6 com a distribuicao de frequéncias dos primeiros
digitos e, ao calcular a frequéncia de cada um, obtivemos os valores conforme apresentados

na Tabela 7 e na Figura 18, que se aproximam bastante do modelo.

Primeiro Digito (d) | Nimero de Observagoes
1.642
1.022
733
585
456
377
312
263
180
Total 9.070

Tabela 6 — Numero de observagoes do primeiro sigito.

O 00O Ul WO Y

Primeiro Digito (d) | Frequéncia | Probabilidade
1 0,29479 0,30103
2 0,18348 0,17609
3 0,13160 0,12494
4 0,10503 0,09691
) 0,08187 0,07918
6 0,06768 0,06695
7 0,05601 0,05799
8 0,04722 0,05115
9 0,03232 0,04576

Tabela 7 — Distribuicdo de frequéncias do primeiro digito.
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| 1
1 y =logyg <1+*>
X

0123456789
Figura 18 — Comparacao da Distribuicao de Frequéncias entre o dados e a probabilidade
esperada.

A partir da Lei de Newcomb-Benford, foi cogitado se existiria uma distribuicao
da primeira letra das palavras. No Apéndice B trabalhamos essa ideia e chegamos a

resultados interessantes.

4.13 Percepcao sensorial

Segundo Silva & Macedo (1982), é possivel estabelecer uma relacao entre a
magnitude subjetiva e a magnitude fisica, chamada de Lei de Steven. Em outras palavras,
podemos relacionar como um sujeito percebe um estimulo, como intensidade sonora, brilho
etc. por uma fungao-poténcia

R=K-E"

em que R é a magnitude da percepcao da pessoa, E é o valor fisico do estimulo, K uma

constante escalar e n é um expoente que depende do estimulo.

O valor de n indica como nossos 6rgaos sensoriais interpretam a variagao de
intensidade de certos estimulos. Se n = 1, a percepcao e o estimulo sao diretamente
proporcionais. Se n < 1, o aumento do estimulo é percebido de maneira inferior e se n > 1,
de maneira superior. Os pesquisadores exemplificam que estimulos com grande variagao de
energia, como na visao e na audicdo, tendem a ter expoentes baixos, de modo que os 6rgaos
sensoriais agem como um compressor. J& estimulos como o choque elétrico apresentam um
expoente maior do que 1, ou seja, percebemos o aumento da intensidade elétrica maior do

que realmente é.

Contudo, existem criticas sobre a validade dessa lei. Apesar disso, é possivel
utiliza-la para fazer um experimento e calculos simples capazes de verificar se essa lei
se aplica ao contexto escolhido, o que pretendemos sugerir em uma das atividades. Os
autores descrevem trés métodos para o calculo do expoente: o da estimacao da magnitude,
o da estimacao de razao e o método de fracionamento. Optaremos em tratar deste tltimo,

pois sera usado para uma proposta de atividade pratica. No método de fracionamento, o
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observador tem de estimar uma dada fragao, geralmente 1/2; de uma série de estimulos-
padrao que lhe é apresentada pelo experimentador. Dai, a partir dos dados coletados,
estima-se o valor de n. Para isso, note que ao aplicar logaritmo a fungdo-poténcia, obtemos
log,y R = nlogyy £ + log,, K, que é uma funcao afim. Desse modo, obtendo a reta dos

quadrados minimos dos logaritmos dos valores coletados, obtemos n.

Vamos dar um exemplo do céalculo de n e para isso usaremos os dados da
situagdo proposta por Silva & Macedo (1982) de estimar a percepgdo que as pessoas tém
da distancia. No experimento, o experimentador marca uma distancia d em relacao a um
ponto de referéncia e cabe ao observador encontrar um ponto que divida o intervalo em
duas partes iguais. Ou seja, estimar a metade da distancia apresentada. Assim, pela Lei
de Stevens, E ¢é a distancia avaliada, pois é o estimulo dado, e R é a distancia avaliada
como metade, pois é a resposta ao estimulo. A Tabela 8 apresenta os dados dos autores e

o calculo do logaritmo na base 10.

Distancia fisica | Metade avaliada | 5 | n
em metros (£) | em metros (R) ©810 ©810
1,60 0,81 0,204120 | -0,091515
3,20 1,52 0,505150 | 0,181844
6,40 3,18 0,806180 | 0,502427
12,80 5,81 1,107210 | 0,764176
25,60 12,58 1,408240 | 1,099681
51.20 94,42 1709270 | 1.387746
102,40 52,09 2,010300 | 1,716754

Tabela 8 — Média da distancia avaliada como metade pelo método de fracionamento.

Fonte: adaptada de (Silva & Macedo, 1982, p. 41).

Poderemos fazer a Regressao Linear agora utilizando o método dos quadrados
minimos, obtendo a reta de regressao y = 1,001z — 0,313, em que x = log,, F e y = log,, R.
Portanto, concluimos que n =~ 1,001, indicando que as pessoas do experimento estimam

distancias com valores bem proximos da distancia real. Veja o grafico exibido na Figura 19.

Y

y = 1,001z — 0,313

0

1

2

Figura 19 — Grafico da Regressao Linear.
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5 Propostas Didaticas

5.1 Introducao

Apresentaremos trés propostas. A primeira é sobre videos animados que foram
produzidos, inicialmente, para acompanhar uma sequéncia didatica sobre os logaritmos,
em que cada video era para um tépico. Contudo, por questoes de viabilidade, optou-se

por reduzir a sequéncia para planos de aula, que é a nossa segunda proposta.

De maneira geral, os professores ja possuem material didatico para nortear as
suas aulas. Assim, para nao gerar conflito, optamos por criar planos de aula de assuntos
que acreditamos poder contribuir, de modo que cada um funcione de maneira independente,

explorando topicos que geralmente sao deixados de lado.

Ja a terceira proposta sao curiosidades que podem ser inseridas rapidamente
durante as aulas normais para despertar o interesse no assunto e como ele se relaciona
com outros temas. A essa coletdnea demos o nome de “pitadas matematicas” para dar

mais sabor as aulas.

Por fim, traremos um catalogo de questoes extraidas de diversas fontes para

ser utilizado da forma que o professor julgar mais interessante.

5.2 Videos Animados

Nesta se¢ao, deixaremos os links de todos os videos produzidos, que foram feitos
com a intencao de divulgar os logaritmos, abordando desde a histéria até as aplicagoes,
podendo ser usados em sala de aula, como video complementar ou ser pesquisado por
pessoas que estejam estudando o assunto. Os videos sao objetivos e utilizam de animagoes
para explicar algumas ideias melhor e serem mais chamativos. Apos a publicacao deste
trabalho, eles estarao disponiveis publicamente no YouTube nesses mesmos links.

1) Origem Historica dos Logaritmos: de onde vem os logaritmos?
2) O que sao Logaritmos?
3) Quais sao as Propriedades dos Logaritmos?

4) Mudanga de Base dos Logaritmos.

5) O que sao Fungoes Exponenciais e Logaritmicas?


https://www.youtube.com/watch?v=E0ZvlULDcHE
https://www.youtube.com/watch?v=wG1lNM8PlpE
https://www.youtube.com/watch?v=ZjoFv443v5M
https://www.youtube.com/watch?v=EEzZ8zLk514
https://www.youtube.com/watch?v=Gg-xMSMI4VY
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6) Numero de Euler.
7) Logaritmos Naturais.

8) Onde usamos Logaritmos? Aplicagoes de Fungoes Logaritmicas e Exponenciais.

Os videos foram produzidos utilizando softwares como Adobe After Effects,
Adobe Premiere Pro, Adobe Audition e Adobe Photoshop, responsaveis por animagao, edi¢ao,
gravagao de audio e tratamento de imagens, respectivamente. De maneira complementar, foi
utilizado o software Inkscape para imagens vetoriais bem como as expressoes matematicas
ao estilo HTEX. O principal programa é o After Effects, pois é nele em que todas as

animagcoes sao elaboradas, como movimento de figuras, aparicao de graficos, de textos etc.

Para producao dos videos, foi realizada a pesquisa, roteirizagao, animagao,
narracao e edicao. Devido a complexidade e duracao de cada video, levou-se em torno
de um més para produzir todos, ja considerando a realizacao das alteracoes necessarias.
Além dos videos produzidos para esta dissertacao, conto um canal no YouTube chamado
“Reducatica”, em que abordo conceitos matematicos por meio de animagdes. O objetivo é
produzir videos que cubram os contetidos da educacao basica. Atualmente gasto de 15 h a

25 h trés para produzir um video novo.

5.3 Propostas de Aula

Nesta secao, propomos algumas atividades que podem ser trabalhadas em aula.
Cada topico ¢ independente e aborda assuntos que nem sempre sao bem desenvolvidos nos

materiais didaticos.


https://www.youtube.com/watch?v=8Es6fYNeiKA
https://www.youtube.com/watch?v=SzufmrsSXLc
https://www.youtube.com/watch?v=QwHP-i3_gBs
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Toépico 1 — Desenvolvimento histérico dos logaritmos
Objetivo: apresentar os logaritmos por uma abordagem historica.
Tempo previsto: uma hora-aula.

Ao longo dessa aula serao necessarias algumas tabelas, por isso é recomendavel
projeta-las para economizar tempo. Ao longo da aula é possivel citar aspectos histéricos
que foram apresentados no Capitulo 2. Além disso, as ideias abordadas nesta aula foram

feitas em parte no video produzido que se encontra neste link.

Inicie a aula apresentando a expressao

5,6234 - 17,7828
1,7783

e dizendo que resolveremos sem calculadora. Eles vao questionar, mas informe que nao

faremos as contas no papel. E provavel que fiquem curiosos. Agora, apresente a Tabela 9.

ni0 123 4 5 6 7 8 9 10
211 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1.024

Tabela 9 — Poténcias ndao-negativas de 2.

Destaque que a linha do n, do expoente, é uma PA de razado 1 e a linha do 2",
da poténcia, ¢ uma PG de razao 2. Dé como exemplo realizar a multiplicacao 8 - 16. Ela
pode ser obtida fazendo 2% - 2% = 2371 = 27, Pela tabela, temos 128. Dé outros exemplos
e destaque que os produtos das poténcias na tabela podem ser obtidos por intermédio
da soma dos expoentes. Expanda a tabela para expoentes negativos e racionais, fazendo

alguns exemplos.

A primeira tabela desenvolvida dessa forma teve como base um ntimero bem
préoximo de 1, que foi 0,9999999, como a Tabela 10. Nessa construcao, deu-se o nome
de logaritmo para o expoente da poténcias de 0,9999999, de modo que essa tabela ficou
conhecida como tabua de logaritmos, que foi importante para avancos cientificos. Apés
essa tabela, criou-se o conceito de base de um logaritmo, passando-se a usar a base 10,

definindo logaritmo de 1 como 0 e logaritmo de 10 como 1.

Foi notado que os nimeros reais podem ser escritos na forma x = a - 10",
em que 1 < a < 10 e n um numero inteiro, em que n é caracteristica e a, a mantissa.
Basicamente, se tivesse os logaritmos de 1 < a < 10, poderia-se obter os demais somando

n. Na sequéncia, apresente a Tabela 11, com algumas poténcias de 10.

5,6234 - 17,7828
Com estes valores, poderemos simplificar o cdlculo de — 7 778?: , pois

10%%° ~ 1,7783, 10°™ ~ 5,6234 e 101%° ~ 5,6234. Entéo, substituindo e usando as

propriedades das poténcias, temos

5,6234 - 17,7828 1007 . 10"
1,7783 n 10025

~ 10V ~ 56,2341.


https://www.youtube.com/watch?v=E0ZvlULDcHE
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Logaritmo Poténcia
0 1,0000000

1 0,9999999' = 0,9999999

2 0,9999999% = 0,9999998

3 0,9999999% = 0,9999997

98 0,9999999% = 0,9999902

99 0,9999999% = 0,9999901

100 0,9999999'% = 0,9999900

Tabela 10 — Tabela de Logaritmos de Napier.

n 10"
0,00 | 1,0000
0,25 | 1,7783
0,50 | 3,1623
0,75 | 5,6234
1,00 | 10,0000
1,25 | 17,7828
1,50 | 31,6228
1,75 | 56,2341
2,00 | 100,0000

Tabela 11 — Poténcias de 10 com expoente de cinco casas decimais.

Como os valores da tabela sao aproximacgoes, se usarmos a calculadora chegare-
mos a 56,233367553281. Note que o resultado obtido é bem préoximo do real.
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Tépico 2 — Funcao Logaritmica como inversa da Exponencial

Objetivo: apresentar que a funcao logaritmica é a inversa da exponencial com uso de

softwares.
Tempo previsto: uma hora-aula.
Requisitos: conhecer fungoes exponenciais e logaritmicas.

Como nem sempre os materiais didaticos abordam que a fung¢ao logaritmica
¢é a inversa da exponencial, mostraremos um caminho breve para apresentar essa ideia.
Para agilizar o processo é interessante utilizar softwares como o GeoGebra, disponiveis
tanto para microcomputadores quanto para smartphones. Veja o Apéndice C para uma
explicagdo passo a passo para construcao de graficos de fungdes com o GeoGebra Mobile.
Além disso, em dois videos produzidos sao abordados este tépico: no video neste link
trabalhamos o que sao func¢oes exponenciais e logaritmicas e no video deste link entre 47 s

e 1 min 29 s, é abordado o caso apresentado a seguir.

Problema. Em uma cidade S do interior, os casos de uma doenca viral C' tem
duplicado a cada 17 dias, em média. O primeiro caso confirmado é tratado como dia zero
da doenca na cidade. Supondo que a taxa de transmissao se mantenha ao longo de um
ano, esboce o grafico que representa o nimero de casos ao longo do tempo e determine

quantos casos sao esperados apos 3 meses da epidemia.

Solugao. Podemos modelar a situa¢ao por meio da fungao exponencial C(t) =

L , . . .
277 em que C(t) é o nimero de casos estimados e ¢t o tempo em dias.

Para ajudar no entendimento e no esboco do grafico, vamos construir a Tabela 12

com projecoes para cada més. Recomendamos o uso de calculadora para agilizar os calculos.

t (em dias) | C(t) (casos estimados)
0 1
30 4
60 12
90 40
120 134
150 454

Tabela 12 — Projegdo dos casos da doenca C na cidade S por més.

Na Figura 20, temos a construcao do grafico da funcao.

Para determinar a quantidade de casos esperados apds trés meses, caso nao

tenha construido a tabela, basta fazer

ou seja, apos trés meses, ¢ esperado que existam 40 casos confirmados.


https://www.youtube.com/watch?v=Gg-xMSMI4VY
https://youtu.be/QwHP-i3_gBs?t=47
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Figura 20 — Grafico da projecao dos casos da doenca C' na cidade S.

Comente com os alunos que embora o tempo de duplicacao pareca longo, ao
persistir por tempo suficiente, o nimero de casos confirmados pode chegar a ntimeros

elevados.
Agora, vamos adicionar uma nova situacao ao problema anterior.

Problema. Partindo da situagao anterior, apos quanto tempo é esperado que

haja 10 mil casos da doenca?

Solugao. Reaproveite o que foi ja estabelecido, modelando a situagao como
* , , ) . -
c =217, em que ¢ ¢ o nimero de casos e t 0 tempo em dias. Precisamos obter a funcao

inversa da que temos. Assim, basta fazer

0:21%:>10g20:10g221i7 =t =17"log,c.

Logo, a fungao t(c) = 17 - log, ¢ determina o tempo em fungdo do nimero de
casos. Se achar conveniente, monte a Tabela 13, comparando com a Tabela 12 para que

percebam que uma func¢ao é a inversa da outra.

¢ (casos estimados) | t(c) (em dias)
1 0
4 30
12 60
40 90
134 120
454 150

Tabela 13 — Tempo estimado em funcao dos casos.

Agora construa o grafico da funcao como ilustrado na Figura 21.

Para tornar mais clara a ideia de fungoes inversas, faca uma tltima construcao

usando as duas fungoes, como exibido na Figura 22.
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y =17 -logy c
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Figura 21 — Grafico do tempo estimado para um nimero de casos.

Figura 22 — Funcoes Inversas.
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Tépico 3 — O Nimero de Euler e os Logaritmos Naturais
Objetivo: apresentar o nimero de Euler e os logaritmos naturais.
Tempo Previsto: duas horas-aula.

Geralmente, o nimero de Euler e os logaritmos naturais sao pouco explorados
nos materiais de Ensino Médio. Assim, acreditando ser importante trabalhar esses topicos,

propomos uma apresentacao curta, mas significativa.

Para apresentar o nimero de Euler, denotado por e, vamos partir da capitali-
zagao continua, uma abordagem que possui amparo historico, pois foi uma das maneiras
que o numero e foi descoberto. A outra, que definird os logaritmos naturais, é a relacao
dos logaritmos com a area sob a curva da hipérbole y = - culminando com a descoberta

de que e base é a base desse logaritmo.

A Aula 1 foi abordada no video produzido que se encontra neste link. Ja a

Aula 2 foi abordada no video que se encontra neste [ink.

Aula 1: Capitalizacao Continua

Vamos considerar inicialmente que um investimento rende 100% de juros anuais.
Assim, se aplicarmos R$ 1.000,00, deveremos receber R$ 2.000,00 ao final de um ano, pois
1.000 - (1 + 1)' = 1.000 - 2 = 2.000. O que se pode esperar se os juros passarem a ser

capitalizados semestralmente?

Dividindo igualmente a taxa de juros pelo periodo, ou seja, 50% ao semestre,
teremos
1.000 - (1 +0,5)% = 1.000 - 2,25 = 2.250,
recebemos entao R$ 2.250,00.

Discuta com os alunos o que esperam que ocorra com o valor da aplicagdo ao se
estreitar cada vez mais o periodo de capitalizacao. Faga mais alguns valores e questione-os
se o aumento da aplicagdo cresce cada vez mais, ou se ela parece se aproximar de algum

valor.

Para poder responder a essa pergunta, vamos modelar a situagdo proposta: seja
n o periodo de capitalizacao e M,,, o valor do montante capitalizado por n periodos, com

um capital inicial de R$ 1.000,00. Assim, teremos

n

1 n
M,, = 1.000 - (1—1—) :
Agora, construa a Tabela 14.

Destaque aos alunos que o crescimento do valor é decrescente na medida que
os valores de n aumentam. Note que o aumento s6 depende da poténcia (1 +1/n)". Assim,

se dividirmos o valor da ultima linha da tabela por 1.000, obtemos o ntimero 2,718281798.


https://www.youtube.com/watch?v=8Es6fYNeiKA
https://www.youtube.com/watch?v=SzufmrsSXLc
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n | M,=1.000-(1+1/n)"
10° 2.000,000000
10 2.593,742460
102 2.704,813829
103 2.716,923932
10* 2.718,145926
10° 2.718,268237
106 2.718,280469
107 2.718,281694
108 2.718,281798

Tabela 14 — Capitalizagdo continua.

Nesse momento, comente que essa sequéncia esta indo para um numero especi-
fico, bem préximo do valor da ultima linha da tabela. Ele foi primeiramente percebido
pelos irmaos Bernoulli por um raciocinio andlogo ao que foi feito nesta aula. Também cite
que o matematico sui¢o Leonhard Fuler (1707 — 1783) utilizou a letra e para simbolizar
esse numero. Depois disso, os matematicos passaram a chama-lo de niimero de Euler em

sua homenagem.

Essa aula é bem curta, entao é possivel e recomendado que se inicie a proxima

aula.

Aula 2: Os Logaritmos Naturais e a Area sob a Curva da Hipérbole

Varios aspectos histéricos podem ser citados ao longo das duas aulas, mas

deixaremos a cargo do professor encontrar o momento conveniente.

Inicialmente, apresente um conceito bem simples, mas importante para a
definicao geométrica de logaritmo: qualquer figura no plano que for multiplicada por uma
constante no seu eixo horizontal e pelo inverso dessa mesma constante no eixo vertical,
terd a mesma area. E facil perceber isso com um retangulo de base b e altura h. Sua érea
é dada por A = b - h. Se multiplicarmos a base por uma constante k e a altura por o
teremos um retangulo diferente, mas com a mesma area. Outro modo é pensar em uma
imagem no microcomputador que foi comprimida verticalmente na mesma proporc¢ao a
que foi esticada horizontalmente: ambas possuem a mesma area. Apresente agora o grafico

1
da equacao y = — e diga que essa curva chama-se hipérbole como ilustra a Figura 23.
x

1
Nesse momento, considere a fungao f : R.g — Ry tal que f(z) = . Comente
que essa funcao realiza a transformacao citada anteriormente. Se achar necessario, dé

alguns exemplos de retangulos construidos ao longo do plano cartesiano.

Agora, considere uma faixa de area A sob a curva da hipérbole, iniciando-se em
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Figura 23 — Hipérbole.

r=1até x =d > 1. Se multiplicarmos o eixo vertical da faixa por p e o0 eixo horizontal
por d, obteremos a faixa entre z = d e x = d?, possui a mesma area, podendo-se prosseguir
assim sucessivamente. Desse modo, a area da faixa até d é A, até d® é 24, até d> ¢ 3A e

assim por diante, como ilustra a Figura 24. Construa uma tabela como a Tabela 15.

1/d |

1/d? |

A [ 1

Figura 24 — Retangulos de mesma area pela hipérbole.

Area | Valor associado
1A d
2A d?
3A d?
4A d*
5A d°

Tabela 15 — Areas das faixas — uma funcio logaritmica.

Enquanto a area segue uma progressao aritmética, o valor sobre o eixo x segue
uma progressao geométrica. Desse modo, concluimos que a area sob a curva pode ser

expressa por uma fungao logaritmica tal que A(x) = log, .

Ainda nos falta determinar qual é a base dessa funcao. Nao vamos demonstrar

que ela é igual a e, mas vamos fazer algumas aproximagoes que nos levem a suspeitar de
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que seja esse numero. Comente com os alunos que ainda falta encontrar a base da funcao
logaritmica que determina a area da faixa da hipérbole, ou seja, um ntumero d tal que
A(d) = 1.

Para isso, vamos fazer aproximacoes da area sob a curva com trapézios. Porém,
precisamos determinar primeiro um intervalo [z, 22] tal que A(z1) < 1 < A(z2). Assim,
conforme ilustra a Figura 25, considere o retangulo formado entre as retas © = 1, x = 3,
y=0ey =1, de area 2 u.a. e o retangulo compreendido entre as retas z =1, z =2,y =0

ey = 0,5, de area 0,5 u.a. Entao

00 <A2)<AB)<2=2<d<3.

R SO —

0,5 u.a.

0 1,0 1,5 2,0 25 3.0 3,5 4,0
Figura 25 — Procurando a faixa da hipérbole com area igual a 1.

Vamos dividir a faixa em trapézios de altura h = 0,5 a partir de z = 1, como

ilustrado na Figura 26.

2,0 1y

1,0 |

T

0 10 15 20 25 30 35 40
Figura 26 — Aproximacoes da faixa por trapézios com altura de 0,5 u.c.

Nesse momento, comegaremos os calculos das areas dos trapézios e a somé-las
para construir a Tabela 16. Como provavelmente nao haja tempo para toda a construcao,

considere apresentar a ideia com os dois trapézios iniciais e apresentar o restante pronto.

Pelos valores da Tabela 16, é perceptivel que o valor de d deve estar entre 2,5 e

3. Assim, é possivel que nessa altura alguns alunos ja suspeitem que a base seja o niimero
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z | Area do Trapézio | Area Acumulada
1,5 0,41667 0,41667
2,0 0,29167 0,70834
2,5 0,22500 0,93334
3,0 0,18333 1,11667

Tabela 16 — Aproximagoes da faixa por trapézios com altura de 0,5 u.c.

de Euler. De qualquer maneira, conte que a base procurada é o nimero de Euler, ou
seja, d = e, que é um resultado que pode ser demonstrado. Se continuarmos construindo

trapézios com bases cada vez menores, mais proximo de e chegaremos.

Agora, comente que utilizamos a notacao Inz no lugar de log, x para designar

o chamado logaritmo natural de z, ou ainda, o logaritmo hiperbdlico de x, que é a funcao
logaritmica que corresponde a drea sob a curva da hipérbole da funcao f(z) = —.
x

Caso tenha tempo disponivel, é possivel fazer mais uma aproximacao, mas

agora com trapézios com altura de 0,25 u.c., conforme com a Figura 27, o que nos permite

construir a Tabela 17.

2,0 1y

1,0 |

T

0 10 15 20 25 30 35 40
Figura 27 — Aproximagdes da faixa por trapézios com altura de 0,25 u.c.

x| Area do Trapézio | Area Aproximada
1,25 0,22500 0,22500
1,50 0,18333 0,40833
1,75 0,15476 0,56309
2,00 0,13393 0,69702
2,25 0,11806 0,81508
2,50 0,10556 0,92064
2,75 0,09545 1,01609
3,00 0,08712 1,10321

Tabela 17 — Aproximagoes da faixa por trapézios com altura de 0,25 u.c.

Nesse momento, é interessante comentar que o logaritmo natural nao é o
logaritmo neperiano. Napier, quando descobriu os logaritmos, usou outra base, que se
aproximava de 1/e. Na verdade, Napier nem havia concebido a ideia de base para logaritmos.

Portanto, é erroneo associar o logaritmo natural ao logaritmo neperiano.
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Tépico 4 — Aplicagoes e Experimentos
Tempo Previsto: trés horas-aula.

Objetivo: explorar a Lei de Newcomb-Benford, a Lei de Stevens, Catenaria e Escala

Musical como aplicacoes de logaritmos e o Numero de Euler.

Comece a aula apresentando algumas aplicagbes como as citadas no Capitulo 4
ou exiba trechos do video animado produzido que se encontra neste link. Na sequéncia,
escolha os experimentos que gostaria de trabalhar com os alunos. Para facilitar a exposicao,

separamos cada um em quadros destacados.

Estes experimentos podem ser feitos em aula ou como trabalho para grupos
realizarem e apresentarem aos colegas de classe ou em uma feira de ciéncias da escola,
por exemplo. Caso opte pela apresentagao, pode ser que seja necessario mais do que trés

horas-aula.

Experimento 1: Lei de Newcomb-Benford

Apresente a Lei de Newcomb-Benford, que diz que a distribuicao de frequéncia dos

primeiros digitos de um niimero ocorre de forma logaritmica segundo a lei

1
P(D = d) = logy, (1 + d) ,

em que P é a probabilidade, D é a variavel primeiro digito e d é o valor do primeiro
digito de um ntmero, ou seja, d € {1,...,9}.

Como as pessoas tendem a distribuir os primeiros digitos uniformemente, a analise
da Lei de Newcomb-Benford sobre um conjunto de dados ajuda identificar possiveis
adulteracoes contabeis. No entanto, para ratificd-las, é preciso passar por outras
analises. Além disso, ela é visualizada em diversas situagoes que envolvem niimeros
sob um dado contexto, como o nimero das casas, o nimero de habitantes de um
municipio, o valor da conta de eletricidade, entre outros. Utilize as informagoes e o
exemplo dado na Secao 4.12 para complementar as explicagoes.

Existem varias formas de realizar um experimento, como analisar o primeiro digito
do niimero das casas de um bairro, na sequéncia de Fibonacci, na sequéncia dos
numeros primos, analisar despesas como agua, luz e telefone, ou ainda o peso atomico,

populagoes, preco de casas, entre outros.



https://www.youtube.com/watch?v=QwHP-i3_gBs
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Experimento 2: Lei de Stevens

Apresente a Lei de Stevens, que estabelece uma relagdo entre a magnitude subjetiva

e a magnitude fisica, ou seja, relaciona o estimulo, como a intensidade sonora, brilho

etc. com a resposta da pessoa por meio da relagao
R=K: -E",

em que R ¢é a magnitude da percepc¢ao da pessoa, E é o valor fisico do estimulo, K
uma constante escalar e n é um expoente que depende do estimulo.

O valor de n indica como nosso corpo interpreta a variacao de intensidade de um
estimulo. Se n = 1, a percepcao e o estimulo sdao diretamente proporcionais; se
n < 1, o aumento do estimulo é percebido de maneira inferior e se n > 1, de maneira
superior.

Existem criticas sobre a validade dessa lei, mas é uma boa oportunidade para que os
alunos facam um experimento para testa-la. Utilize o exemplo da Se¢ao 4.13 para
explicar o procedimento.

Um experimento possivel é analisar a percepcao do tempo. Para isso, tera de ter um
experimentador para cronometrar o tempo e o observador que devera contar o tempo
sozinho. Por exemplo, combina-se que observador deve 30 s e o experimentador ira
cronometrar o tempo passado. Entao, o observador contara o tempo e, quando julgar
que se passaram os 30 s, avisard o experimentador e este pausara o crondémetro.
Agora compara-se o tempo solicitado com o real. Repete-se o experimento com outros
valores e outras pessoas. Depois de coletar alguns dados, aplica-se o procedimento da
Secao 4.13, de modo o tempo pedido agird como estimulo e o tempo cronometrado
como resposta ao estimulo.

Outro experimento possivel é analisar quao acurada uma pessoa é para determinar
o centro de um circulo. Para isso, o experimentador fara varios circulos de tamanhos
diferentes e solicitara que o observador marque o centro do circulo. Apés as marcagoes,
o experimentador tragarda uma reta que passe pelo ponto marcado pelo observador e
o centro do circulo e entdo medird o menor comprimento entre o circulo e o ponto
marcado pelo observador. A medida do didmetro do circulo sera o estimulo e o
comprimento do segmento da circunferéncia até o ponto marcado sera a resposta.
Ainda é possivel comparar cubos de tamanhos diferentes. Pode-se construir cubos
de tamanhos diferentes, e, a partir de um cubo de referéncia de volume V', cabera

ao observador determinar qual cubo tem volume V/2. Além disso, pode-se também

comparar objetos de massas diferentes.
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Experimento 3: Catenaria

Apresente a catendria aos alunos, utilizando os dados fornecidos no Capitulo 2.

Como experimento, pode-se testar se a corrente realmente assume a forma de uma
catenaria com apenas folhas de sulfite, uma placa de isopor e uma corrente. A partir

da equacao
eax + e—ax
2a
que define a catendria, escolha um valor para a e esboce o seu grafico. Para facilitar,

y:

imprima em uma folha sulfite. Agora, fixe a folha no isopor e prenda um dos
extremos da corrente em um dos extremos da curva. Coloque a placa de isopor
em pé e movimente a corrente até encaixa-la no gréafico. Fixando o outro extremo
vera que a corrente assume a forma da catendria. Faga outros graficos e repita esses
passos.

Outra maneira possivel de realizar o experimento é esbocando o grafico na lousa
e solicitar que um aluno segure um extremo da corrente de um lado e outro aluno
movimente a corrente até ajusta-la a curva. Contudo, pode ser um pouco complicado
realiza um esboco.

Além de encaixar uma corrente na curva da catenaria, pode-se utiliza-la para calcular
o logaritmo de um ntimero. Seguindo os passos apresentados no Capitulo 2 sugeridos
por Leibniz, calcule o logaritmo de alguns niimeros. A fim de facilitar, reproduziremos

os passos simplificados aqui.

A Y r B A AY r B
@ c D
1) 2)
Y
A M r B Yy
S
N (Y +1/Y)/2
c D !
X xT
0 InY
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Experimento 4: Escala Musical

Apresente a escala musical e sua relacdo com os logaritmos, conforme apresentado

na Secio 4.9. E possivel determinar uma nota musical a partir de uma frequéncia
de referéncia, desde que se saiba a qual nota corresponde. Para isso, é necessario
um aplicativo para emitir uma nota, como o aplicativo Musical Note, disponivel na
Play Store gratuitamente, e outro para medir a frequéncia, como Spectroid também
disponivel gratuitamente no mesmo local. Inicialmente, deve-se obter a frequéncia
de uma nota, e utiliza-la como referéncia. A partir dai, os alunos deverao coletar
frequéncias de sons emitidos por qualquer fonte e, pela equagao o = log,(f/ fo), em
que fy é a frequéncia de referéncia, f, a frequéncia coletada e o, a quantidade de

oitavas acima ou abaixo da nota de referéncia.

5.4 Pitadas Matematicas

As pitadas matematicas sdo curiosidades para apresentar durantes as aulas
normais. As informacgoes apresentadas aqui foram coletadas de Ebbinghaus (1885), Gomes
(2021), Paula & Souza (2017), Pergher & Stein (2003), Teixeira (2016), Veritassium (2021)
e Viana (2021).
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O que um falcao peregrino faz para alcancar sua

presa? Ora, ele usa logaritmos!

Os falcOes-peregrinos sao passaros que
voam a grandes altitudes, podendo locali-
zar presas a grandes distancias. Mas, para
manté-la em foco, ele necessita deixar sua
cabega com um angulo de 40° em relagao
a presa. Contudo, também deve manter
a cabeca e o corpo alinhados para obter

maxima velocidade de voo, por questoes

de aerodinamica. Se ele descer em linha
reta em direcdo a presa, ele nao conseguira
enxerga-la, porque sera um ponto cego. O que ele pode fazer? Ora, usar logaritmos!
Na verdade, a espiral logaritmica.

A espiral logaritmica é aquela que possui
uma taxa constante de crescimento, po-
dendo ser expressa em coordenadas pola-

res por meio de logaritmos, dai seu nome.

Uma caracteristica interessante é que todas

as retas que cortam seu centro possuem o

mesmo angulo com a reta tangente. Por
conta disso, se o falcao usar essa trajeto-

ria, ele poderad se aproximar da presa com

o corpo e a cabeca alinhada e focando a
presa num angulo de 40°. Quando se aproximar o suficiente para enxerga-la de frente,

ele mergulha diretamente sobre a sua caca.

Fonte da  Imagem: wusuario Carlos Delgado, 2014. Licenciado

sob CC BY-SA-4.0, via Wikimedia Commons. Disponivel em:

<https://pt.wikipedia.org/wiki/Falc%C3%A30-
peregrino#/media/ Ficheiro:Falco_peregrinus_-_ 01.jpg>. Acesso em 22 set. 2021.
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A Curva do Esquecimento

Um dos primeiros estudos acerca do esquecimento ¢ do matematico Hermann

Ebbinghaus (1850 — 1909), que contribuiu com a curva do esquecimento. No seu
trabalho, ele mostrou que a maior parte do esquecimento ocorre apds os primeiros
momentos da aprendizagem.

Inicialmente, foram utilizadas silabas sem sentido para a elaboragao da curva,
analisando a memorizagao com intervalos que variavam de poucos minutos a anos.

Por meio desse estudo, Ebbinghaus chegou a funcao

100k

bt) = ——0
(®) clogpt + k&’

em que b(t) pode ser entendido como a retencao da informagao memorizada, t é o
tempo em minutos enquanto k e ¢ sao constantes. Uma retencao de 80% significa que
80% da lista de silabas aleatdrias foram lembradas, restando memorizar novamente
apenas 20% da lista. Em uma retencao de 100%, toda a lista era lembrada. Contudo,

essa curva do esquecimento nao ocorre da mesma forma para todos os tipos de

informagao.
Y

100 ¢
75 ¢
a0 b(t) — 100

logygt+1
25 |
‘ t
0 5 10 15 20
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Fractais e Logaritmos

O termo Fractal foi denominado pelo matematico francés Benoit Mandelbrot (1924

—2010) que vem da palavra latina fractus, da ideia de fragmentos. Os fractais sao
muito presentes em formas e em modelos de fendmenos naturais. Uma possivel
definicdo para fractais é que, dado um conjunto F, ele serd um fractal se o conjunto
possuir autossimilaridade, tiver dimensao maior do que a dimensao topoldgica e se
esse conjunto puder ser descrito por um procedimento recursivo ou iterativo.

E possivel determinar a dimensao de um fractal por

meio de logaritmos. Para entender isso, vamos aplicar

essa ideia no calculo da dimensao de um quadrado e de

um cubo, que sao autossimilares. Veja que a partir de

um quadrado de lado a, podemos obter 4 quadrados
de lado a/2, semelhantes ao original. Ou seja, para
reduzir & metade do tamanho, obtemos (2)* = 4 pecas. A mesma ideia pode ser
aplicada ao cubo, obtendo-se (2)* = 8 pecas. A partir disso, podemos chegar a
n =m?, em que n é o nimero de pecas, m o fator de reducio, no caso apresentado é
2, e d ¢ a dimensao da figura. Aplicando logaritmos, obtemos a expressao d = log,, n
, 0 que nos permite calcular a dimensao de fractais.

O  Triangulo de Sierpinski é um frac-

tal que parte de um tridangulo equila-

tero, o qual ¢é dividido em 4 triangu-

los iguais e exclui-se o central. A cada

A
A::‘ iteracao, 0s triangulos serao repartidos
A Aé&& em 4 tridangulos iguais. Como cada tri-

angulo novo tem a metade do lado da-
quele que o originou, o fator de re-

ducao é 2 e sao geradas 3 novas pe-

cas. Com  isso, podemos determinar a
sua dimensao, obtendo d = log, 3 ~
1,58.

Ja a Curva de Koch, é um fractal gerado a partir
de um segmento de reta que é dividido em trés
segmentos iguais, na qual substitui-se a parte
do meio por um triangulo equilatero sem base.
A cada iteragao, sao gerados 4 segmentos com
1/3 do comprimento do original. Assim, o fator
de reducdo é 3 e temos 4 = 3% Ou seja, d =

log,4 ~ 1,26 ¢ a dimensao do fractal.
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O Numero de Euler e quando encher o seu tanque

Uma pessoa pretende abastecer seu carro e, na

sua cidade, existem N postos de combustivel.
Cabe a ela decidir qual escolher, indo a cada um
observar o preco. A cada visita, ela é capaz de

comparar o pre¢o, mas continua sem informacao

dos demais.

O ideal seria observar a todos e entao escolher.
Contudo, apés a observacao, nao compensa retornar ao posto novamente pelo gasto
de combustivel. A questao é: quando parar de procurar e escolher um posto? Ha o
risco de escolher cedo demais e perder um prego mais favoravel ou de se escolher
tarde demais e ter deixado passar o melhor preco. Qual seria a melhor estratégia na
hora de escolher?

O problema foi formulado por Merrill Flood em 1949, em um contexto de uma
pessoa procurar um parceiro para casamento. A solucao foi dada por Thomas Bruss
em 1984, que determinou que a melhor estratégia é rejeitar os IN/e primeiros postos,
em que e é o nimero de Euler, um niimero que é a base dos dos logaritmos naturais,

muito importante em diversas aplicagoes. Apds esse rejeitar esses postos, escolhe-se

o primeiro posto que apresente preco melhor que seus antecessores.

Fonte da Imagem: vetor criado por upklyak br.freepik.com.

Disponivel em: <https://br.freepik.com/vetores-gratis/posto-de-

gasolina-servico-de-reabastecimento-de-carros-loja-de-gasolina-com-
predio_ 9396094.htm#page=1&query=posto%20combust % C3%ADvel&position=3&fro

Acessado em 27 nov. 2021.
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Conjectura de Collatz e Logaritmos

A sequéncia (a,), .y definida por

3a, + 1, se a, for impar
Anp+1 = an )

5 se a,, for par
independentemente do valor positivo de ay, para algum n ocorre a,, = 1, até onde se
sabe. Essa é a Conjectura de Collatz, proposta em 1937 pelo matemético alemao
Lothar Collatz (1910 — 1990).
Embora ja tenha-se testado até o nimero
2% (algo proximo de 10%°) por forca bruta,
nao se sabe se todas as sequéncias chegam
a um em algum momento ou se existe um
conjunto de niimeros que entram em um
ciclo de repeticao. Se representarmos as
ligagOes entre os nimeros da sequéncia em
um grafo tridimensional, adicionando uma
rotacao no sentido anti-horario para niime-

ros impares e hordrio para pares, o grafo

vai ficar parecido com uma alga marinha.

Um fato curioso que relaciona essa sequéncia aos logaritmos, se esta tiver uma
grande quantidade de termos, é que ela segue a Lei de Newcomb-Benford, uma
distribuicao logaritmica que ocorre com o primeiro digito de um ntmero na forma
P(d) =log,(1 + 1/d), em que d é o primeiro digito do nimero. O interessante é
que nem toda sequéncia segue essa lei logaritmica, como é o caso da dos niimeros

primos, que apresentam uma distribuicao préxima a uniforme.

Fonte da Imagem: Algorimarte. Disponivel em: <https://www.algoritmarte.com/the-

collatz-tree/>. Acessado em 23 set. 2021.
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5.5 Catalogo de Questdes

Nesta secao, traz-se uma selecao de exercicios separados por aplicacoes dos
logaritmos para facilitar a busca do professor. Procurou-se coletar principalmente questoes
que nao estivessem disponiveis online, embora fossem complementadas. fossem tao faceis

de se encontrar na internet.

Crescimento Populacional

1) (Lima, 2013) Se, no instante ¢ = 0, um recipiente contém um nimero Ny de bactérias
se reproduzindo normalmente, entao, num instante ¢ > 0, o niimero de bactérias

existentes no recipiente sera
at
N(t) = Ny -e™,

em que « depende do tipo de bactéria. Suponha que uma cultura de cem bactérias
se reproduz em condicoes favoraveis. Doze horas mais tarde contamos 500 bactérias

na cultura. Quantas bactérias havera dois dias depois do inicio da experiéncia?

2) (Lima, 2013) A populacao de um cidade era de 750 mil habitantes no fim de 1950 e
900 mil no fim de 1960. Que populacao pode-se prever no final de 19707 Quando se

espera que a populacao atinja 1,5 milhao?

3) (Sao Paulo, 2014) A populagao de certa regiao A cresce exponencialmente de acordo
com a expressao Ny = 6.000 - 10%* (¢ em anos). Em outra regido B, verifica-se que o
crescimento da populacio corre de acordo com férmula Np = 600 - 10%% (¢ em anos).

De acordo com esses modelos de crescimento, responda as questoes a seguir.

a) Qual é a populagao inicial de cada uma das regioes?

b) Depois de quanto anos, a partir do instante inicial, as duas regides terao a

mesma populacao?

c) Qual é a populacgao de cada uma das regides 15 anos apds o instante inicial?
(Dado: 107 ~ 31,62).

4) (Sao Paulo, 2014) Algumas estimativas sugerem que a populagdo méaxima que o planeta
Terra pode acolher, de acordo com as terras cultivaveis disponiveis, seja da ordem
de 45 bilhoes de pessoas. Atualmente, a populacao da Terra é de aproximadamente
7 bilhdes e o censo revela que a populagao tem dobrado a cada 30 anos. Com base
nessas suposicoes, calcule em quantos anos, a partir de agora, a populacao da Terra

atingiria o limite suportavel.
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Decaimento Radioativo

5) (Sao Paulo, 2014) Certa substancia radioativa decai de tal forma que sua massa m

0 2—0,25t

reduz-se a metade do valor inicial a cada 4 horas, ou seja, m = m , sendo

myg o valor inicial da massa. Partindo-se de 60 gramas da substancia, pergunta-se:

a) Qual serd massa restante apés 8 horas?

b) Apés quanto tempo a massa restante serd igual a 12 gramas? (Dado: 5 ~ 2%%2)

6) (Lima, 2013) A meia-vida de uma substéncia radioativa é um ano. Quanto tempo

levara num corpo puro de 10 gramas desse material reste apenas 1 grama substancia?

7) (Lima, 2013) Uma amostra de um isétopo de tério reduz-se a 3/4 de sua quantidade

inicial depois de 33,6 mil anos. Qual é a meia-vida do torio?

8) (ENEM-2013 - adaptada) Em setembro de 1987, Goiénia foi palco do maior acidente
radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte
da populagao. A meia-vida de um material radioativo é o tempo necessario para que
a massa desse material se reduza a metade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos e a
quantidade restante de massa de um material radioativo, apds t anos, é calculada
pela expressio M(t) = A - (2,7)*, em que A é a massa inicial ¢ k é uma constante

negativa. Considere 0,3 como aproximacao para log, 2.

Qual o tempo necessario, em anos, para que uma quantidade de massa do césio-137

se reduza a 10% da quantidade inicial?
A)27 B)36 C)50 D)54 E) 100

Datacao por carbono-14

9) (Sao Paulo, 2014) Para estimar a idade de um f{6ssil, o quimico norte-americano W.
F. Libby criou o chamado Método do Carbono-14, pelo qual recebeu o Prémio Nobel

de Quimica de 1960. O método consiste no seguinte:

e 0 elemento quimico carbono 14 forma-se nas camadas superiores da atmosfera
por efeito da radiacdo cosmica sobre o nitrogénio. Admite-se que sua presenca
na superficie da Terra ocorre em uma propor¢ao constante em relacao a do

carbono-12, que é o carbono comum;

e 0s animais e as plantas absorvem o carbono 14 pela respiracao e pela alimentacao,
e, enquanto estao vivos, mantém uma proporc¢ao fixa desse elemento. Depois de
mortos, a absorcao da substancia deixa de existir, e a quantidade que possuiam

comeca a se desintegrar, transformando-se em carbono comum;
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e 0 carbono-14 desintegra-se em uma propor¢ao constante em relagao ao valor
inicial: a cada 5.730 anos, a massa inicial reduz-se a metade (em outras palavras,

a meia-vida do carbono-14 ¢ igual a 5.730 anos);

e em consequéncia, se determinarmos a proporcao do carbono 14 em relacao ao
carbono comum em um féssil (um peixe incrustado em uma pedra, um 0sso,
uma planta ressecada, um pedago de madeira etc.), podemos estimar ha quanto

tempo ele existe.

Fossil Idade estimada
Carvao da caverna de Lascaux, Franca 15.516 + 900 anos
Carvao nos monumentos de Stonehenge, Inglaterra 3.789 £ 275 anos
Linho encontrado em uma caverna do Mar Morto 1.917 £+ 200 anos
Pinturas rupestres em Sao Raimundo Nonato, no Piaui | Cerca de 60.000 anos

Suponhamos, entao, que um féssil tenha sido encontrado e que desejamos estimar

sua idade.

a) Se a analise laboratorial determinou que 50% do carbono-14 inicial ja se desin-

tegrou, qual seria a idade estimada do féssil?
b) A massa m de carbono-14 varia com o tempo de acordo com a seguinte expressao:

t

m(t) = myg - (;)5730 ,

(cada vez que t assume valores multiplos sucessivos de 5.730, a massa reduz-se
a metade). Se for constatada que a massa de carbono-14 restante no fdssil é
apenas 10% da massa inicial, qual seria a idade estimada do féssil? (Dado:
log ~ 0,301.)

c¢) Se o laboratério indicar que a porcentagem do carbono-14 que se desintegrou

foi de 75%, qual é a idade estimada do fossil?

d) Se for constatada que a massa de carbono-14 restante no féssil é apenas 1% da

massa inicial, qual é a idade estimada do féssil? (Dado: log2 ~ 0,301).

10) (Lima, 2013) Na caverna de Lascaux, na Franga, famosa pelas notaveis pinturas feitas
em suas paredes por homens pré-histéricos, foram encontrados pedagos de carvao
vegetal, nos quais a radioatividade do C' era 0,145 vezes a radioatividade normal
num pedago de carvao feito hoje. Calcule a idade do carvao encontrado na caverna e

dé uma estimativa para a época em que as pinturas foram feitas.



Capitulo 5. Propostas Diddticas 86

Escala Richter

11) (Sao Paulo, 2014) A energia liberada por ocasido de um terremoto pode ser muito
grande, sendo frequentemente expressa por uma poténcia de 10. Para medir o
potencial destrutivo de um terremoto, utiliza-se a escala Richter, que leva em
consideragao apenas o expoente da poténcia considerada em cada caso. Esse expoente
indica a magnitude do terremoto. Existem aparelhos apropriados para medir tal
magnitude: os sismégrafos. A tabela a seguir registra o local, o ano de ocorréncia e a

magnitude de alguns terremotos que ficaram famosos pelos estragos produzidos.

Local Ano de Ocorréncia | Magnitude
Los Angeles 1994 6,6
Japao 1993 7,8
Ira 1990 7,7
Sao Francisco 1989 7,1
Armeénia 1988 6,9
Cidade do México 1985 8,1
Gra-Bretanha 1984 5,5
Alasca 1964 8,4
Chile 1960 8,3
Ex-Uniao Soviética 1952 8,5
Sao Francisco 1906 8,3
Colombia 1906 8,6
Ilha de Krakatoa 1883 9,9

Com base nas informacoes anteriores responda as seguintes questoes:

a) Um terremoto de 8 graus na escala Richter é potencialmente quantas vezes

mais destrutivo do que um terremoto de 4 graus?

b) Um caminhdo muito pesado passou pela rua e produziu um pequeno tremor.
Um sismoégrafo registrou 2,5 graus na escala Richter. Se 4 caminhoes passarem

juntos pela rua, podemos afirmar que o tremor correspondente sera de 10 graus?

12) (UFJF-adaptada) A magnitude de um terremoto, na escala Richter é dada por

2 ,

M = 3 log (E) em que F é a energia liberada no evento e Fy é uma constante
0

fixada para qualquer terremoto. Houve dois terremotos recentemente: um ocorreu no

Chile, de magnitude M; = 8,2, e outro, no Japao, de magnitude Ms; = 8,8, ambos

nessa escala.

Considerando E; e F, as energias liberadas pelos terremotos no Chile e no Japao,
respectivamente, ¢ CORRETO afirmar:
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E2 E2 E2
A)— =10 B)—=1 Co< =<1
)E1 )E1 ) B
E, E,
D)l1<—/—<10 E)— > 10
) El )El

13) (Lima, 2013) Um osso de animal pré-histérico apresenta 1/10 da quantidade de *C

de um osso atual. Quando morreu aquele animal?

Escala pH

14) (Sao Paulo, 2014) Para caracterizar a acidez de um liquido, usa-se um indicador
chamado pH (potencial hidrogeniénico). O pH indica a quantidade aproximada de
fons H™ que se encontram livres no liquido, indicando a concentracio (quantidade
por unidade de volume) de tais fons. A prépria dgua (H,O) tem fons H* livres:
sdo relativamente poucos, mas existem. H4, na dgua, cerca de 1 fon-grama de H™*
para cada 107 litros. Em uma limonada existem mais fons H™ livres: digamos, 1
fon-grama para cada 10% litros. Em alguns liquidos, ha menos fons H™ do que na
agua: no leite de magnésia, por exemplo, hé cerca de 1 fon-grama de H™T para cada
10" litros. Dizemos que o pH da dgua é 7, o pH da limonada ¢ 2, e o pH do leite de

magnésia é 10.

A escala do pH varia de 0 a 14, situando-se a agua em seu ponto médio. Os liquidos
com pH entre 0 e 7 tém cardter acido; os que tém pH entre 7 e 14 tém cardter basico.
Para combater a acidez estomacal, por exemplo, costuma-se ingerir uma colher de
leite de magnésia. A escala de pH também é logaritmica, ou seja, os valores sao
expoentes. Mas como se trata de niimeros pequenos, uma vez que a quantidade de

fons H* por litro é pequena, os expoentes encontram-se no denominador:

1
+ a dgua tem 1 fon-grama de H™ para cada 107 litros, ou seja, a razio é 107 e
dizemos que seu pH ¢ 7;

« um acido tem mais fons-grama de H"; por exemplo, se tem 1 para cada 10°
litros, ou seja, a razao é 105 e dizemos que seu pH é 3;

+ ja um liquido bésico tem menos H™'; por exemplo, se tem 1 para cada 10

1

litros, ou seja, a razao é To2 e dizemos que seu pH é 12.

A tabela a seguir apresenta os valores aproximados do pH de alguns liquidos.
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Liquido pH
Acido sulfdrico 0,1
Suco de laranja 3,0

Vinho 3,4

Suco de tomate 4,2
Café 5,0

Leite 6,9

Agua 7,0

Sangue humano 7.4
Agua do mar 8,2
Leite de magnésia 10,0
Amonia 13,0
Hidroxido de potéssio | 14,0

Com base nas informagoes apresentadas, responda as seguintes questoes:

a) O que significa dizer que determinado liquido tem pH igual a 67
b) Se um liquido tem 1 fon-grama de H para cada 100 litros, qual é o seu pH?

c) Se um liquido tem pH igual a 8, ele tem mais ou menos ions de hidrogénio

livres do que a agua? Quantas vezes?
d) Qual é a diferenca entre os valores do pH de dois liquidos, um deles com mil
vezes mais fons H" livres do que o outro?
15) (Uneb-BA)
Danos de alimentos acidos

O esmalte dos dentes dissolve-se prontamente em contato com substancias cujo PH
(medida da acidez) seja menor do que 5,5. Uma vez dissolvido, o esmalte nao é
reposto, e as partes mais moles e internas do dente logo apodrecem. A acidez de
varios alimentos e bebidas comuns é surpreendentemente alta. As substancias listadas

a seguir por exemplo, podem causar danos aos seus dentes, com contato prolongado.

(BREWER, 2013, p.64)
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Comida/Bebida pH
Suco de limao | 1,8 -24
Café preto 2,4 - 3,2
Vinagre 2,4 - 34

Refrigerantes 2,7
Suco de laranja | 2,8 — 4.0
Maca 29-35
Uva 3,3 —-4,5
Tomate 3,7 4,7
Maionese 3,8 4,0
Cha preto 4,0 — 4,2

A acidez dos alimentos é determinada pela concentragao de fons de hidrogénio mol /
L. Em Quimica, o pH ¢ definido por pH = colog[H*] = — log[H *]. Sabendo-se que
uma amostra de certo alimento apresentou concentragdo de ions de hidrogénio igual
a 0,005 mol / L e considerando que colog 2 = —0,3, pode-se afirmar que, de acordo

com a tabela ilustrativa, a amostra corresponde a:
A)suco de limao/lima. B)café preto.
C)maga. D)maionese/molho de salada.

E)ché preto.

Nivel de Intensidade Sonora

16) (Sao Paulo, 2014) A orelha humana é muito versatil e percebe sons de uma gama de

intensidade muito ampla. A intensidade sonora é a medida da energia transportada
pelas ondas por segundo e por unidade de area (perpendicular a dire¢ao da propaga-
¢ao). Entre o som de baixa intensidade, quase inaudivel, e o ruido que produz dor
nas orelhas, a intensidade varia em uma escala que vai de 1 a 10'2. Para medir a
intensidade sonora, utiliza-se apenas o expoente correspondente a cada intensidade.
Ele corresponde ao nimero de béis (plural de bel, unidade escolhida em homenagem
ao fisico Alexandre Graham Bell). Assim, se ao som fracamente audivel corresponde
0 bel, ao som que produz dor corresponderao 12 béis. Como o bel revelou-se uma
unidade muito grande para distinguir os diversos niveis de som, em situagoes praticas

costuma-se usar o decibel, que corresponde a décima parte do bel.

A tabela a seguir registra as intensidades sonoras correspondentes a algumas situagoes

cotidianas.
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. Intensidade Numer(?s Medida
Tipo de som (W/m?) proporcio- em

nais decibel

Som fracamente audivel 10712 1 0
Ruido das folhas de uma arvore 1071 10 10
Sussurro humano 1071 102 20
Conversa comum 107 10° 60
Barulho dos carros no trafego 10-5 107 70
pesado

Britadeira manual usada na rua 1072 1010 100
Som que produz dor e dano 1 102 120

Com base nas informacgoes anteriores, responda as seguintes questoes:

a) Um som de intensidade de 90 decibéis é quantas vezes mais intenso que outro
de intensidade de 80 decibéis.

b) Quantos decibéis correspondem a uma britadeira defeituosa, que emite som

com intensidade 100% maior do que o normal (tabela)? (Considere log2 ~ 0,3.)

c) Qual férmula relaciona o nimero n de béis de um som com sua intensidade

sonora [?

d) Qual férmula que relaciona o niimero n de decibéis de um som com sua intensi-

dade sonora 7

17) (Cesgranrio) Quando a orelha humana ¢ submetida continuamente a ruidos de nivel
sonoro superior a 85 dB, sofre lesoes irreversiveis. Por isso, o Ministério do Trabalho
estabelece o tempo maximo diario que um trabalhador pode ficar exposto a sons

muito intensos. Esses dados sao apresentados a seguir.

Nivel sonoro | Tempo méaximo
(dB) de exposicao (h)

85 8

90 4

95 2

100 1

Observa-se, portanto, que a cada aumento de 5 dB no nivel sonoro, o tempo maximo
de exposicao cai para a metade. Sabe-se ainda que, ao assistir a um Show de Rock,
espectadores proximos as caixas de som estao expostos a um nivel sonoro de 110 dB.

O nivel de intensidade sonora (N) é expresso em decibels (dB) por:

I
N =10 - log —
Oglo’
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I = intensidade sonora fornecida pela caixa de som; I, = intensidade padrao,
corresponde ao limiar da audigdo (para o qual N = 0). Para o nivel de intensidade

N = 120 dB, a intensidade sonora, fornecida pela caixa de som, devera ser de:
A)10M1, B)10"1, C)1.2001, D)1201, E) 121,
Aplicagoes Financeiras

18) (Sao Paulo, 2014) Um capital C, é aplicado a uma taxa de juros compostos de 12%
ao ano. Nesse regime, os juros gerados a cada periodo sdo incorporados ao Capital
para o calculo dos juros do periodo seguinte. Calcule em quantos anos o capital
dobrara seu valor, levando em conta que os juros sao incorporados ao capital apenas
ao final de cada ano. (Dados: log2 & 0,301 e log 7 =~ 0,845).

19) (Lima, 2013) A que taxa anual de juros compostos devo investir meu capital a fim de

que ele dobre no fim de cinco anos?

Resfriamento de um corpo

20) (Lima, 2013) O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O
médico da policia chegou as 23 h 30 min e imediatamente tomou a temperatura do
cadaver, que era de 34,8 °C. Uma hora mais tarde ele tomou a temperatura outra
vez e encontrou 34,1 °C. A temperatura do quarto era mantida constante em 20 °C.
Use a lei do resfriamento de Newton para estimar a hora em que se deu a morte.

Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é 36,5 °C.

21) (Lima, 2013) Uma bola de ago aquecida a uma temperatura de 100 °C é posta
num ambiente mantido a uma temperatura constante de 40 °C. Em dois minutos a

temperatura da bola é de 80 °C. Em quanto tempo a temperatura sera de 43 °C?

Diversos

22) (Sido Paulo, 2014) E muito conhecida a lenda do tabuleiro de xadrez: para retribuir o
jovem inventor pela criagao do jogo, o rei concede-lhe qualquer coisa que desejasse, e
o jovem pede “apenas” 1 grao de trigo pela primeira casa, 2 graos pela segunda, 4
pela terceira, 8 pela quarta, e assim por diante, até chegar a 2% graos pela sexagésima
quarta casa. Assim, a soma de todos os graos (1 +2 + 22 +2% + ... +2%) ¢ igual a
261 _ 1 graos, e esse niimero, apesar de nao parecer, é tao grande que seria impossivel

atender ao inocente pedido.
Quantos algarismos tem o nimero 2647 (Dado: log2 ~ 0,3).
23) (Sao Paulo, 2014) A primeira escala para a medida do brilho das estrelas foi criada

por Hiparco, cerca de 150 AEC. Ele dividiu cerca de 850 estrelas entao visiveis

a olho nu e classificou-as em seis grupos, de acordo com a intensidade do brilho,
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24)

atribuindo, quando vistas da Terra, grandeza 1 as mais brilhantes e 6 as de menor
brilho. Por volta de 1850, apoiado no trabalho de Hiparco, um astrénomo inglés
chamado Norman Pogson (1829 — 1891) propos uma escala logaritmica para a medida
do brilho de uma estrela. Considerando, na escala de Hiparco, a estrela mais brilhante
como 100 vezes mais brilhante do que a visivel de brilho mais fraco, Pogson atribuiu
grandeza ( a estrela mais brilhante e grandeza 5 a menos brilhante na antiga escala;
como 2,55 ~ 100, ele considerou cada nivel de grandeza 2,5 vezes maior do que o

nivel anterior:

Grandeza 1 2 3 4 5 6 n
Brilho 1 257125225325 2,577 2,5~ (1)
N1imeros (r;laior brilho, 4 5 ) (Igenor brilho, —(n—6)
1# grandeza) 2.5 2.5 2.5 25 6% grandeza) 2.5 (
proporcionais 9. 55 ’ ’ ’ ’ 1 ’

Pogson ainda estendeu a escala de modo a classificar a grande quantidade de estrelas
e demais corpos celestes brilhantes, na perspectiva de um observador na Terra. A
escala foi estendida tanto para cima como para baixo, incluindo os logaritmos que

nao sao inteiros:

Corpo brilhante | Sol | Lua | Sirius | Betelgeuse | Antares | Deneb
Grandeza =27 | =11 | =15 0,5 1 1,26

Existem outras escalas para a medida da grandeza (ou magnitude) de uma estrela,
levando em consideracao seu brilho em sentido absoluto e nao apenas o que é
percebido por um observador na Terra. A escala de Pogson fornece a grandeza
aparente, ou seja, relativa a um observador na Terra. Em uma escala absoluta, que
leva em consideracao as distancias entre os corpos celestes envolvidos, o Sol é uma

estrela de 5% grandeza, enquanto Sirius é uma estrela de 1* grandeza.

Com base na escala de Pogson, responda as questoes a seguir:

a) Betelgeuse é mais ou menos brilhante do que Antares? Quantas vezes?
b) Sirius é mais ou menos brilhante do que Antares? Quantas vezes?

c) Quantas vezes a Lua é menos brilhante do que o Sol?

(UNESP) No artigo “Desmatamento na Amazonia Brasileira: com que intensidade
vem ocorrendo?”, o pesquisador Philip M. Fearnside, do INPA, sugere como modelo
matemaético para o calculo da &rea de desmatamento a funcdo D(t) = D(0) - ™,
em que D(t) representa a area de desmatamento no instante t, sendo ¢ medido
em anos desde o instante inicial, D(0) a drea de desmatamento no instante inicial

t = 0, e k a taxa média anual de desmatamento da regido. Admitindo que tal
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25)

26)

27)

modelo seja representativo da realidade, que a taxa média anual de desmatamento
(k) da Amazonia seja 0,6% e usando a aproximagao In2 = 0,69, o nimero de anos
necessarios para que a area de desmatamento da Amazonia dobre seu valor, a partir

de um instante inicial prefixado, é aproximadamente
A)51. B)115. C)15. D)151. E)11.

(Unicamp-SP-adaptada) A altura (em metros) de um arbusto em uma dada fase de
seu desenvolvimento pode ser expressa pela fungao h(t) = 0,5 + logs(t + 1), em que

t > 0 é dado em anos.

a) Qual é o tempo necessario para que a altura aumente de 0,5 m para 1,5 m?

b) Suponha que outro arbusto, nessa mesma fase de desenvolvimento, tem sua
altura expressa pela fun¢do composta g(t) = h(3t+2). Verifique que a diferenca

g(t) — h(t) é uma constante, isto é, ndo depende de t.

(Fuvest-SP) Um analgésico é aplicado via intravenosa. Sua concentragdo no sangue,

até atingir a concentracao nula, varia com o tempo de acordo com a seguinte relagao:
c(t) =400 — klogs(at + 1),
em que t é dado em horas e ¢(t) é dado em mg/L. As constantes a e k sdo positivas.

a) Qual é a concentragdo do analgésico no instante inicial ¢t = 07

b) Calcule as constantes a e k, sabendo que, no instante ¢t = 2, a concentragao do
analgésico no sangue é metade da concentragao no instante inicial e que, no

instante ¢ = 8, a concentragao do analgésico no sangue ¢é nula.

(UFPR) Para determinar a rapidez com que se esquece de uma informacao, foi
efetuado um teste em que listas de palavras eram lidas a um grupo de pessoas e,
num momento posterior, verificava-se quantas dessas palavras eram lembradas. Uma
analise mostrou que, de maneira aproximada, o percentual S de palavras lembradas,
em funcao do tempo t, em minutos, apds o teste ter sido aplicado, era dado pela
expressao

S =—18-log(t + 1) + 86.

a) Apds 9 minutos, que percentual da informagcao inicial era lembrado?

b) Depois de quanto tempo o percentual S alcangou 50%7?
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6 Consideracoes Finais

O objetivo principal desta dissertacao é reunir o maximo de informacoes sobre
logaritmos que possam ser apresentados no Ensino Médio, a fim de enriquecer as aulas,
evidenciando o desenvolvimento dos logaritmos ao longo do tempo. Obviamente, ao
longo do trabalho, varias reformulagoes foram necessarias, assim como abrir mao de
material produzido, para torna-lo o mais viavel possivel. Originalmente, seria proposta
uma sequéncia didatica completa do assunto, em que cada video produzido acompanhava
um tépico. Com a reestruturacao, os videos se tornaram uma proposta independente, mas
que ainda se relacionam com alguns planos de aula remanescentes, que permanceram por

trabalhar pontos pouco explorados nas aulas e que julgamos que poderiamos contribuir.

Acreditamos que, acima tudo, uma pesquisa como esta precisa ser viavel ao
professor. De nada adianta um trabalho robusto se for inaplicavel. Com isso em mente,
as ideias apresentadas podem ser trabalhadas de forma independente. Assim, é possivel
apenas mostrar os videos, comentar aspectos historicos ou as “pitadas matematicas”, bem

como usar as ideias para definir os logaritmos ou alguma das aulas sugeridas.

Como visto no Capitulo 1, os problemas de aprendizado que os alunos enfrentam
ja ocorrem nos fundamentos da matematica, o que compromete muito o desenvolvimento
de um bom Ensino Médio. Assim, o que podemos fazer é tentar trazer mais significado em
uma apresentacao didatica, sempre relacionando com aspectos historicos e com fenémenos
que podem ser modelados pelas ferramentas matematicas. Esperamos com este trabalho
contribuir de alguma forma na formacao destes alunos e no enriquecimento das aulas dos

colegas professores, contando com eles para tirarem o melhor proveito deste material.

Por fim, esperamos que esta dissertagao sirva de inspiracdo para outros tra-
balhos na mesma linha para abordar outros tépicos importantes da matematica ou que
complementem o que foi trabalhado aqui, explorando mais sobre as espirais logaritmicas,
uso dos logaritmos nas escalas graficas, como um logaritmo é calculado pela calculadora ou
até mesmo elaborando uma sequéncia capaz de unificar todas as propostas apresentadas,

mas que ainda seja viavel para o professor utilizar em aula.
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APENDICE A - Desenvolvimento das

Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

A.1 Teoremas e proposicoes

Este apéndice possui demonstragdes baseadas em Lima (2013).

Em algumas demonstragoes recorreremos a Desigualdade de Bernoulli, a qual

enunciaremos e demonstraremos a seguir.
Proposicao A.1.1 (Desigualdade de Bernoulli). Se x € R e x > —1, entao (1 + x)" >

1+ nx, para todo n € N.

Demonstracao. Para provar a desigualdade faremos inducao sobre n.
Para n = 1, temos
14+z)"=0+2) ' =1+z>1+1-2=1+nz.

Logo, a propriedade é verdadeira para n = 1.

Suponhamos, por hipétese de inducdo, que (1 + x)* > 1 4 kx para todo k < n

e provaremos que vale paran =k + 1.

Como z > —1, temos = + 1 > 0 e multiplicando ambos os membros da

desigualdade da hipotese de inducao por 1 + x, obtemos
(1+2)-A4+2)f>Q+2)1+kr)= 1 +2)" > 1+ 2(k+1) + k.
Como kz? > 0, concluimos que

1+ >14+ (k+ Do +ka® > 14 (k+ 1)z

Logo, a propriedade ¢ verdadeira para n = k + 1.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, a propriedade é valida para todo

neNexeRx>—1. [ ]

A.2 Funcoes Exponenciais

Considere a fungdo E : R — R.g, mondtona injetiva, tal que E(x + y) =
E(z)E(y).



APENDICE A. Desenvolvimento das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas 100

Inicialmente, suponhamos que exista xy € R tal que E(xy) = 0. Assim,
E(zr)=E(x —xo+ z9) = E(x — x¢) - E(x9) =0,

mas isso nos leva a E(x) = 0, para todo x real, o que contraria o fato de E ser moné6tona

injetiva. Portanto, para todo z real, E(x) # 0.

Agora, note que

s =5(5+3)=2(3) (5) £ -0

Portanto, F(x) > 0, para todo x real.

Seja n € N. Assim,

E(n)=E(1+1+1---+1)=E(1)-E1)- --- - E(1) = E(1)".

n vezes n vezes

Se a = E(1), concluimos que E(n) = a" e, pelo que vimos na Subsegao 3.1.3,

paraum r € Q, E(r) =a’.
Agora, seja z € R\Q, com E(1) > 1 tal que r < x < s, com r e s racionais.

Como E é monoétona injetiva, temos
E(r) < E(x) < E(s).

Nao hé como ter outro valor possivel para E(x). Se houvesse dois valores A e B tais que
A < B, teriamos
a" < A< B <ada’,

mas isso indicaria que ndo ha nenhuma poténcia racional de a no intervalo [A, B], o que

contraria o Lema 1. Portanto, E(z) = a®. Com isso, podemos definir a func¢do exponencial.

Definigao 3. Seja a € R tal que a # 1 e a > 0. A funcio exponencial de base a,
E : R — R.q, denotada por E(x) = a®, possui as sequintes propriedades para quaisquer

x,y € R:

a) E(x +vy)=E(x) E(y);

b) E é crescente para a = F(1) > 1 e decrescente para a = F(1) < 1.

Observacgao 2. Informalmente, podemos definir limite como o valor L que uma fungdo f
se aproxima quanto mais prozimo x estd de a, ou seja f(x) tende a L quando x tende a a.
Representamos simbolicamente por glﬁlg(ll f(x) = L, que lemos como “limite de f(x) quando

x tende a a € iqual a L.
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Proposicao A.2.1. Sendo f: R — Ryy uma fungio exponencial, sao vdlidas as sequintes

propriedades:

1) f € ilimitada superiormente.

2) f é continua.

3) f € bijetora, logo admite inversa.

Demonstragio. 1) f é ilimitada superiormente.

2)

Todo intervalo em R+ contém valores de f(r) = a”, conforme Lema 1.

f é continua.

Para mostrar que podemos tornar a diferenca h entre duas poténcias reais de
expoentes T e xy tdo pequena o quanto desejarmos, precisaremos mostrar primeiro

que é possivel tornar a” tdo préximo a 1 quanto se queira com |h| pequeno o suficiente.

Para isso, vamos supor que a > 1 e h > 0 (os outros casos procedemos de maneira
andloga). O que queremos mostrar é que dado um € > 0 arbitrario, sempre teremos
a" <1+e

Ao utilizar a Desigualdade de Bernoulli (Proposigao A.1.1), ja temos (1+¢€)" > 1+ne,

. a
com n natural. Assim, se tomarmos um n € N de modo que n > ——, teremos
€

(a—1)e

€

(I14+€¢)">14+ne>1+ —a=an <l+e,

1
ou seja, 1 < av < 1+ e. Desse modo, se tomarmos h tal que 0 < h < —, teremos
n

h

1
1 < a" < an < 1+ e Com isso, podemos tornar a" tdo préximo de 1 quanto

quisermos. Entao, fixando zg € R e fazendo h = x — xg, teremos
a® —a™ = g™ — a™ = a™(a" - 1).

Desse modo, quanto mais  se aproximar de xy, mais préximo h fica de 0 e, conse-
quentemente, a” vai tender a 1 e a® — 1 para zero. Mas como ¢® é um valor fixo,
temos que xll}rgo a® — a* = 0 e isso caracteriza a continuidade da funcao exponencial,
pois podemos tornar a diferenca entre duas poténcias reais tao pequena quanto
desejarmos.

f € bijetora, logo admite inversa.

Para provar que f é bijetora, precisamos mostrar que ela é injetora e sobrejetora.

A prova da injetividade decorre da monotonicidade. Assim, tomando a > 1, temos

r>y=a">d’er<y=a’ <a.
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Agora, se 0 < a < 1, temos

r>y=>a"<der<y=a’ <a

Provar que a funcao é sobrejetora, significa mostrar que para todo b > 0 real existe

algum x real de modo que a® = b.

1 1
Assim, pelo Lema 1, podemos escolher no intervalo <b ——,b+ > uma poténcia
n

a’™, com r, racional e n natural tal que |b —a'™| < —.
n

Suporemos a > 1 (0 < a < 1 é andlogo). Podemos escolher poténcias a™ de modo
que

adt<ad?<a?P <o <am <o <b.

Assim, podemos fixar um r racional tal que b < a". Como a funcao é mondtona

injetiva, temos garantia de que
P < Ty < Ty < oo <y < v < T

Desse modo, a sequéncia r, é crescente e limitada superiormente por r e a completeza
dos reais nos assegura que os r, sao valores que se aproximam por falta de um

x real, isto é, h_)m r, = x, simbolicamente. Dai, como a funcido exponencial é
r—x0

continua, concluimos que a'™ tende a b quando x tende a xy. Simbolicamente,
lim o™ =a” =b. [ |
T—T0

Teorema A.2.1 (Caracterizagdo das fungdes exponenciais). Seja f : R — Rog uma

fungdo mondtona injetiva. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. f(nz) = f(z)" para todo n € Z e todo x € R;
2. f(x) = a" para todo z € R, em que a = f(1);
3. flx+y) = f(x)- f(y) para quaisquer =,y € R.

Demonstragio. Para mostrarmos esta equivaléncia, provaremos que (1) = (2) = (3) =

(1).
i (1) = (2)

Por hipédtese, temos f(nz) = f(z)" para todo n € Z e todo x € R. Assim, podemos
concluir que para todo niimero racional r = m/n, com m € Z e n € N, temos

f(rz) = f(z)". Como nr = m, temos

flra)" = flnrz) = f(mz) = f(x)™,
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portanto f(rz) = f(z)™" = f(z)". Desse modo, se definirmos f(1) = a, teremos
fry=f(r-1)= f(1)" =a", para todo r € Q.

Falta o caso em que a" € R\Q. Para isso, suponhamos que f é crescente, assim
1 = f(0) < a. Suponha ainda que f(x) < a® (o caso f(z) > a” é analogo) e que, por
absurdo, exista € R tal que f(z) # a®. Assim, pelo Lema 1, sabemos que existe
um nimero racional r tal que f(z) < a" < a”, isto é, f(x) < f(r) < a®. Como f é
crescente, concluimos que x < r. Por outro lado, temos também a” < a*, logo r < =,

o que é um absurdo. Portanto, para todo = € R temos f(z) = a”.

i) (2) = (3).

Por hipétese, temos f(x) = a® para todo x € R, em que a = f(1). Assim,
f@)- fly) =a”-a’ = a" = f(x+y).

i) (3) = (1).
Por hipétese, temos f(z +y) = f(z) - f(y) para quaisquer x,y € R.

Podemos provar por indugao sobre n natural que f(nz) = f(x)" vale para todo
n € N e para todo = € R.

Note que para n = 1 temos que

logo vale para n = 1.

Agora, suponha a validade de f(nz) = f(z)" para todo natural k£ < n e provaremos

a validade para n = k + 1. Assim, por hipdtese de inducao, temos que
flka) = f@) = [k -zt a) = [(@) - ) =

= f((k+1) @) = fz)".

Logo, a propriedade é véalida para n = k + 1. Assim, pelo principio da indugao finita,

é valida para todo n € N.

Note que se n = 0 temos que f(0-x) = f(0) = f(z)° = 1. Agora, perceba que

L= J(0) = flme —na) = f()" - [(2)™" = J@)7 = g

Logo, vale f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R. [
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a>1

7 :

O<ax1

N

Figura A.2.1 — Grafico das fungbes exponenciais.

A.2.1 Funcao de Tipo Exponencial

Teorema A.2.2. Seja f: R — Ry, f(x) #0, para todo z real e mondtona injetiva. Se

f(x+h)
f(z)

entdo existe b >0 e a > 0 tais que f(z) =b-a".

Demonstracao. Tomando x = 0, temos

fh) _
Ho) =9

para todo h € R. Com isso, podemos escrever
Flo+h) = f(a)- L0

Dai, dividindo por f(0), vem

Fazendo

concluimos que

= ¢(h), para todo x e h € R,

Como
f(h) = g(h) - f(0),
substituindo (A.2) e (A.4) em (A.3), obtemos

g9(z +h) =
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ou seja,
g(@ +h) = g(x) - g(h).

Desse modo, pelo Teorema A.2.1, concluimos que g é uma fungao exponencial. Entao,

g(x) =a® com a = g(1).

Assim, de (A.2) podemos escrever

emqueb:f(O)ea:@. |

(0)

Definicao 4. Dizemos que uma fungio g : R — R ¢é do tipo exponencial quando se tem
g(x) = ba” para todo x € R, em que a e b sdo constantes positivas. Se a > 1, g é crescente

ese)<a<l1,g édecrescente.

A.3 Funcao Inversa da Funcao Exponencial

Observacao 3. Dada uma funcao f : A — B bijetora e sendo g : B — A tal que
g(f(x)) =z, para todo x € A e f(g(x)) = x, para todo x € B, dizemos que g € a fung¢ao

inversa de f, o que denotamos por f~, isto é, g = f 1.

Como vimos, a funcdo exponencial £ : R — R, tal que E(x) = a” e

E(1) = a # 1, é bijetora e continua, portanto existe a funcdo E~'.

Assim, partindo de F(z + y) = E(z) - E(y), para todo z,y € R, temos

E7NE(z +y)) = E(E(z) - E(y)).

Se agora denotarmos E(z) = u e E(y) = v, deduzimos que E~'(u) = E(z) e
E~(v) = E(y), o que nos leva a
E 7 u)+ E'(v) = B (w),
para todo u,v € Ryg.

Como E~*(a) =1e E~'(a") = x, podemos denotar E~'(x) = log, =, que lemos

como “logaritmo de z na base a”. Desse modo, obtemos
log, (uv) = log, u + log, v,

com log, 1 = 0. Com isso, podemos definir a funcao logaritmica como a inversa da funcao

exponencial.
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A.4 Funcao Logaritmica

Defini¢ao 5. Uma fung¢io L : Ry — R tal que L(x) = log,x é a fungao inversa da
fungdao exponencial E : R — Ry tal que E(x) = a”.

Figura A.4.2 — Funcao exponencial e logaritmica.

Teorema A.4.1 (Caracterizacao das fungoes logaritmicas). Seja L : R.g — R, mondtona
injetiva e tal que L(xy) = L(z) + L(y), para todo x,y € Rsg. Entdo, existe a >0 e a # 1

tal que L (z) = log, z. Ou seja, a™® = x ou ainda L(a®) = x.
Demonstragio. Vamos supor que L é crescente (o caso decrescente é feito de forma
analoga).

Note que

L(1)=L(1-1)=L(1)+ L(1) =2L(1) = L(1) = 0.
Agora, suponha que exista a > 0 de forma que L(a) = 1. Entao
0=L(1) < L(a) =1,

ou seja, a > 1.

Com n € N, temos

L@")=L(a-a-a- --- -a) = L(a) + L(a) + L(a) + - -- + L(a) = nL(a) = n.

n vezes

Agora, como L(1) = 0, temos
0=L(1)=L(a"-a™") = L(a") + L(a™"),

ou seja,
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m
Seja r = —, com m € Z,n € N. Como m = rn, temos
n

m=~L(a")=L(a")=L(((a")")=n-L(d"),

ou ainda .
L(a") = o=
Sejam r, s € Q e x € R\Q tais que r < z < s. Entao
a” < a® <a’,
logo,

L(a") < L(a®) < L(a®) & r < L(a®) < s.

Podemos tornar r e s tao préximos quanto se queira. Ainda assim, existe um x
real entre eles, entdo podemos concluir que L (a®) = x.
L(z)
K K L(2)’
L(z)+ L(y), para todo

Como L é monétona injetiva, temos que L (2) > L (1) = 0. Definindo L =

concluimos que L(x) também é mondtona injetiva. Assim, L(zy)
z,y, € Rog e L(2) = 1. Portanto, L(x) = log, «.

Logo,

A z L
€T = 2L(x) — 22%23 — (2L12)) (@) — aL(x)
emquea:2ﬁ > 1.

Assim, existe a tal que L (z) = log, z. [

a>1 O<ax1

Figura A.4.3 — Grafico das fungoes logaritmicas.

A.5 O Nimero de Euler e os Logaritmos Naturais

n
Mostraremos nesta se¢ao que a sequéncia (a,)nen definida por a,, = (1 + )
n

¢é crescente e limitada superiormente.
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1 n
Proposicdao A.5.1. A sequéncia (a,)nen definida por a, = (1 + ) ¢ estritamente
n

crescente, ou Seja, Gni1 > Ay, para todo n > 1.

Ap+1
Qn,

> 1.

Demonstracao. Basta mostrarmos que

Assim, temos

(1 n 1 (n + 2) (n + 2)
Apy1 n+1 _\n+1 n+1

= N = .

" () ()

n

ans1  (n(n+2)\" n+2 ] 1 " n+2
an  \(n+1)2 n+1 (n+1)?2) n+1
Precisamos mostrar que o produto entre os termos é maior do que 1. Sabemos

nt2 1 ! <1
ue —— mas _ .
R (n+1)?

Desse modo, para provarmos o que queremos, teremos de langar mao da

Dai,

Desigualdade de Bernoulli (Proposi¢ao A.1.1). Para isso, note que

1
—_— <]l - > 1]
(n+1)2 (n+1)2 ’

o que cumpre a condicdo da Proposicao A.1.1.

Assim, teremos

(1 - (n+11)2>n z1+n- <_(n—i1)2) B m(Zi)QD_?n'

Com isso, temos

i1 _ (4 I n—|—2>(n+1)2—n n+2_n3+3n2+3n+2>1
an (n+1)) n+1~ (n+1)2 n+l n3+3n2+3n+1"
Portanto, a sequéncia é estritamente crescente. ]

1 n

Proposicao A.5.2. A sequéncia (a,)nen definida por a, = (1 + ) ¢ limitada superi-
n

ormente.

Demonstracio. A expansao binomial da sequéncia é

()50 52 B0 w - Lt

k=0
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n
Assim, basta analisarmos se a série Z 0 é limitada superiormente. Para isso,

k=2 """
note que
Zn:l_l—i- R N S S Jri—n_1i
ok 20 3.2 4.3.2 nl =2 22 2 on 2k

O segundo membro da desigualdade trata-se de uma progressao geométrica
(PG) de primeiro termo e razao igual a 5@ qual podemos utilizar a formula da soma de

uma PG infinita, obtendo

Yogp=o1=t
k=1 T2
Dai, concluimos que
n n 1 n 1 n—1 1
an:2+z< >~k§2+232+2k=3.
imo\k) n i =1 2
Logo, a, < 3 e, consequentemente, a sequéncia ¢ limitada superiormente. |

1 n
Dessa forma, mostramos que a sequéncia (a,)nen definida por a,, = (1 + )
n

possui limite, o qual denominamos por e, o nimero de Fuler. Simbolicamente,

. Iy"
e = lim <1+) ,
n—oo n

ou seja, a sequéncia tende a e quando n tende ao infinito.

Como abordaremos os logaritmos naturais nas propostas didaticas deste tra-
balho, optamos por trazer os fundamentos que permitem a caracterizagao geométrica
deles. Assim, para tornar esta pesquisa uma fonte auto-contida ao leitor, basicamente
reproduziremos a demonstracao que consta em Lima (2013) e Lima (2016, pp. 169 — 175)
(Teorema A.5.1).

Antes de enunciar a proposicao e demonstra-la, precisamos usar uma transfor-
macdo: para cada nimero real k > 0, define-se uma transformacao 7' = T} : R> — R?, que
associa cada ponto (z,y) € R? ao ponto T'(z,y) = (kz,y/k), obtido de (z,y) multiplicando
a abscissa por k e dividindo a ordenada pelo mesmo k. Em outros termos, podemos fazer
uma analogia com o encolhimento uma figura na vertical na mesma proporc¢ao que a estica
na horizontal. Deforma a figura, mas conserva a sua area, que é um resultado importante

para o que queremos demonstrar.

Teorema A.5.1. A drea sob a curva da funcgdo f : Reg — Ry € dada por uma fungdo

logaritmica de base e.
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Demonstracao. Vamos aplicar a transformacao anteriormente comentada a faixas sob a

curva da hipérbole retangular. Assim, seja
H = {(z,1/x);z > 0}

o ramo positivo da hipérbole equilatera y = 1/z. Desse modo, H é o gréfico da funcao
h:Rsg — Reg, h(z) = 1/z.

Agora, vamos definir H };, com a,b € Ry como sendo o conjunto dos pontos
(z,y) do plano em que x estd entre a e b e 0 < y < 1/x, que denotaremos como faixa
da hipérbole. A faixa é limitada lateralmente pelas retas x = a e x = b, pelo eixo das
abscissas e pela hipérbole H. Como a transformacao T conserva a area, concluimos que as

faixas H? e H¥ tém éreas iguais.

Para o resultado que buscamos provar, é interessante considerarmos “areas
orientadas”, isto é, com sinal. Vamos simbolizar uma &area orientada por A(ﬁg), enquanto

a area normal serd denotada A(H”). Temos entao

A(ﬁg) A(HY) >0, se a < b;

A(HY) = — A(H®) < 0, ¢ b < a;

E importante destacar que, para a < b < ¢, tem-se

A(Hy) + A(Hy) = A(Hy).

Ao adotar areas orientadas, obtemos
A(HE) = —A(HY),
o que nos leva a validade de

A(HY) + A(HS) = A(H?)

a

para qualquer um dos seis casos possiveis: a < b <c,a<c<b b<a<cb<c<a,
c<a<bec<b<a. Aprova daigualdade para os casos anteriores é simples, mas requer
considerar cada um dos seis individualmente. Faremos um deles, pois o restante procede-se

de modo andlogo.
Suponha b < ¢ < a. Assim, temos
A(HE) = — A(HD),
A(H) = A(H),
A(HS) = — A(H?).
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Note que —A(Hy) + A(Hy) = —A(HYZ). Logo é vélido para b < ¢ < a.

Agora, vamos definir a funcao f : Ry — R de modo que, para todo nimero

real x > 0, temos

Pela definicao, obtemos as seguintes propriedades:

flz) >0 x> 1,
flz)<0e0<z <1,
f(1)=0;

f é crescente.

Pelo que ja foi analisado do comportamento da area orientada sob a curva da

hipérbole, temos a seguinte propriedade na funcao f:
fey) = ACHY) = A(HT) + A(HY),
isto é,
flay) = (@) + f(y)-

Pelo Teorema A.4.1, da Caracterizagao de Fungoes Logaritmicas, sabemos que
existe um numero real positivo, que denotaremos por e, tal que f(z) = log, « para todo
x € Ryy. Porém, vamos utilizar a notacao Inz no lugar de log, e chamaremos o niimero

In x de logaritmo natural de x. Assim Ine = 1, ou seja, A(H{) = 1.

Mostraremos agora que e ¢ o nimero de Euler, ou seja,

. 1y"
e = lim <1—|—) .
n—oo n

Para isso, considere o retdngulo delimitado pelas retas y =0, y = 1/x, x = 1

e x = 1+ x. Ele possui uma base medindo z e altura medindo 7> que esta contido

na faixa A(ﬁ%”), que, por sua vez, esta contida num retangulo maior, delimitado pelas

retasr=1,z=14+2x,y=0ey =1, como exibido na Figura A.5.4.

Comparando a area das trés figuras, com x > 0, temos

< In(1 < x.
14+ n(l+z) <@

Dividindo por z, vem
1 In(1+ )
<
1+z x
Fazendo x = 1/n, com n € N, teremos

< 1.

17l
<ln(1—|—> < 1,

n-+1 n
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1+

0 1 1 + x
Figura A.5.4 — Faixa da Hipérbole delimitada por retangulos.
Fonte: Adaptado de (Lima, 2013, p. 174).

logo
n 1\"
entl < <1+) < e.
n

Assim, quando n cresce indefinidamente, 1 se aproxima de 1. Portanto, e=+1 tende a
n

e. Com isso, concluimos que
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n
Se considerarmos —1 < x < 0, procederemos de modo analogo e chegaremos ao

mesmo resultado. [ |
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APENDICE B - Distribuicio da Inicial das

Palavras

Partindo da Lei de Newcomb-Benford, foi cogitado se algo parecido aconteceria

com a distribuicao da inicial das palavras. Para averiguar isso, foi contabilizada a primeira

letra de cada uma das palavras de 35 livros, 10 em portugués e 5 nas seguintes linguas:

inglés, espanhol, italiano, francés e alemao. Ao final deste apéndice, deixaremos as tabelas

com os dados levantados.

Para facilitar a exposi¢ao dos dados, vamos denotar cada livro escolhido na

forma L,,, como segue.
o L1: Memorias Postuma de Bras Cubas;
e Ly: O Cortico;
o L3: A Escrava Isaura;
o Ly Os Sertoes;

e L5: Memorias de um Sargento de Mili-

cias;
o Lg: O Guarani;
o L7 Triste Fim de Policarpo Quaresma;
o Lg: Til;
e Lg: O Ateneu;
o Lip: Dom Casmurro;
e Li1: Amadeo I;
o Li5: El Aleph;
e [43: La Casa de los Espiritus;
e Lq4: La ciudad y los perros;

e [45: El ingenioso hidalgo don Quijote
de la Mancha;

Lqs: 1T Malavoglia;

Lq7: I promessi sposi;

Lqg: 11 fu Mattia Pascal;
Lqg: La Divina Commedia;

Log: Le avventure di Pinocchio: Storia

di un burattino;

Loq: Das Parfum,;

Loy Der Steppenwolf;

Los: Der Vorleser;

Loy: Der Zauberberg Mann;
Los: Die Blechtrommel;

Log: Vingt Mille Lieues sous les Mers;
Lo7: Le Rouge et le Noir;
Log: Les Trois Mousquetaires;
Log: Les Misérables;

L3y: Notre Dame de Paris;

Lgli 1984,
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e Ls3y: Frankesntein or the Modern Pro- e Ls34: The Life and Adventures of Ro-

metheus; binson Crusoe;

o L33 Pride and Prejudice; o L35: Wuthering Heights.

Em um primeiro momento, foram analisados os livros em portugués. Os dados
foram normalizados e ordenados em ordem decrescente. De um livro para o outro ha
apenas uma pequena uma variagdo na ordem de ocorréncia das letras. Colocando-se no

plano, obteve-se a Figura B.1.

L
e/,
.L3
.L4
.L5

0,15 | *

‘L7
® ‘Lg
; .Lg

‘Llo

0,10 |

frequéncia

0,05 | ?{

—_— e e

12345678 91011121314151617181920212223242526
letras

Figura B.1 — Distribuicao da inicial das palavras nos livros em portugueés.
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A primeira tentativa era a de se aproximar de uma curva parecida com a Lei de
Newcomb-Benford na forma y = log,-, (1 + i . Para isso, foi feita a média da frequéncia
de cada letra e comparou-se os dados com o grafico dessa funcao. O que foi notado é que
a distribuicao das palavras nao segue a adaptacao dessa lei, mas, por uma aproximacao

manual, chegou-se a uma curva exponencial que teve um ajuste muito bom, o que pode
ser visto na Figura B.2.

0,14 {
012 %
..
5 y = logy;(1+1/x)
0,10 | ue
8 ““‘\
S 0,08 | ' e, y = 0,14¢ 0127
<Q© [
S N ¥
o [y .
& N
0,06 | NoOe
\“ "~
\‘ 5,
AR s~'
0,04” ~~~ ~~~.
~~~~~~ ~~Q~
~......~~’
0,02 | 0 e
eIt
Vel
-0 0o o 0 0o
12345678 91011121314151617181920212223242526

letras
Figura B.2 — Média das frequéncias das iniciais em portugués.

Ao perceber essa aproximacao a curva exponencial, levantou-se a divida se isso

ocorreria em outros idiomas. Entao, foram pesquisados 5 livros em cada um dos idiomas
ja citados. Ao normalizar os dados e ordend-los em ordem decrescente, pode-se ver que as
letras mais frequentes variam de idioma para idioma, mas, ao colocar os dados no mesmo

plano, notamos que aproximam da mesma curva exponencial proximas, como ilustrado na
Figura B.3.
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Figura B.3 — Frequéncias das letras iniciais nos idiomas pesquisados.
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Por fim, foi pesquisada uma lista com mais de 260 mil palavras da lingua
portuguesa que se encontra disponivel aqui (IME-USP, 2021), para se a distribuicao
das iniciais das palavras da lingua portuguesa seguem alguma distribuicao. Assim, ao

normalizar os dados e po-los no plano, percebeu-se que também seguem uma distribuicao
exponencial préxima dos outros casos, como ilustrado na Figura B.4.
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Figura B.4 — Média das frequéncias das inicias das palavras do portugueés.



APENDICE B. Distribuicio da Inicial das Palavras 118
Livros em Lingua Portuguesa
Letra
Ly Lo Ls Ly Ls Lg L7 Lg Ly Lo
a 6.076 | 7.832 | 4.808 | 7.983 | 5479 | 10.844 | 6.344 | 7.393 | 6.570 | 6.348
b 858 1.526 776 977 674 1.188 896 1.629 | 1.053 743
¢ 4.125 | 6.032 | 3.211 | 4.638 | 4.273 | 6.980 | 4.536 | 4.948 | 4.736 | 4.369
d 6.580 | 8.952 | 5.379 | 8.772 | 6.447 | 11.270 | 6.634 | 7.421 | 8.354 | 6.272
e 5.911 | 7.184 | 5.725 | 6.533 | 5.429 | 9.416 | 6.351 | 6.389 | 4.837 | 6.258
f 1.743 | 2526 | 1.404 | 2.209 | 1.652 | 3.339 | 2.242 | 2.188 | 1.916 | 1.843
g 951 804 334 752 001 978 870 802 743 046
h D76 708 454 551 621 1.067 681 529 542 514
i 1.108 1.110 1.296 1.878 925 2.141 1.400 1.171 1.352 1.067
j 359 791 358 343 455 601 414 582 294 933
k 2 0 0 8 0 0 3 0 d 0
1 1.173 1.804 1.101 1.360 1.424 1.961 1.347 | 1.441 916 1.112
m 3.616 | 3.594 | 2993 | 2.894 | 2.947 | 4.465 | 3.199 | 3.089 | 2.841 | 4.250
n 2.992 | 3.352 1.933 | 2,679 | 2317 | 3.762 | 2.993 | 2.455 | 2.147 | 3.178
0 3.446 | 4.251 | 2.283 | 4.221 | 3.380 | 6.213 | 3.743 | 4.145 | 3.615 | 3.518
p 3.714 | 5.591 3.708 | 4.845 | 4.362 | 7.602 | 4.228 | 4.629 | 4.220 | 4.316
q 2,626 | 3.223 | 2.395 | 1.865 | 3.006 | 5.140 | 2.573 | 2.857 | 1.493 | 3.136
r 1.165 1.686 928 2.188 1.129 | 2.317 1.439 1.691 1.445 1.130
s 2.828 | 4.457 | 3.434 | 4.120 | 3.395 | 8.160 | 4.298 | 3.857 | 3.030 | 3.170
t 2.083 | 2.777 | 2.109 | 2.686 | 2.482 | 4.124 | 2.713 | 2.334 1.780 | 2.251
u 1.689 1.761 974 1.270 1.242 | 2.752 1.592 1.510 1.472 1.243
v 1.637 | 2.089 | 1.126 | 1.583 | 1.528 | 2.752 | 1.709 | 1.609 | 1.393 | 1.740
w 0 0 0 4 0 0 2 0 2 2
X 10 31 3 43 40 ) 12 8 1 2
y 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0
z 16 23 8 17 14 30 25 82 38 10
Total | 54.885 | 72.134 | 46.740 | 64.419 | 53.722 | 97.107 | 60.246 | 62.759 | 54.795 | 57.551

Tabela B.1 — Livros em Portugués.
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Letra Livros em Lingua Espanhola Livros em Lingua Italiana
L1y Ly Ly Ly Lys Lys L7 Lyg Lyg Lo
a 5.314 | 354 | 12.585 9.663 27.567 7.120 | 16.830 | 5.907 | 5.639 | 2.800
b 1.054 87 2.152 2.075 4.967 1.728 3.333 1.204 | 1.274 | 1.225
¢ 5.414 | 313 | 11.936 9.735 23.897 | 9.490 | 23.200 | 6.985 | 10.490 | 3.870
d 8.108 | 490 | 15.353 | 10.820 | 40.390 7.173 | 21.875 | 6.321 | 8.006 | 3.776
e 6.771 | 535 | 15485 | 12.204 | 31.491 4715 | 10.776 | 3.442 | 4.085 | 1.999
f 1.275 67 2.332 1.642 4.529 2.807 7.383 2.350 | 3.680 | 1.506
g 879 34 1.496 1.477 3.437 2.285 5.196 1.575 | 2.083 | 1.309
h 1.700 102 4.432 3.800 11.391 378 710 242 190 164
i 991 129 2.273 1.338 2.218 4471 | 11.251 | 3.702 | 3.570 | 2.158
j 279 15 809 812 1.154 0 4 9 2 9
k 1 3 9 2 0 0 0 2 0 0
1 6.211 | 398 | 16.145 | 12.027 | 30.742 6.071 | 11.969 | 4.358 | 8.485 | 1.999
m 4.644 | 220 7.205 7.244 19.420 || 4.425 8.615 4.954 | 4.943 | 2.029
n 1.999 122 4.405 3.408 10.416 | 4.339 7.825 3.074 | 3.207 | 1.216
0 1.196 88 2.025 1.785 5.523 995 2.816 954 1.274 431
p 4.949 | 294 | 12.271 8.402 22.781 6.231 | 17.905 | 6.040 | 6.736 | 3.399
q 2.749 173 6.279 4.383 25.408 2.007 6.850 1.743 | 2.461 914
T 1.735 84 2.919 2.186 6.256 1.529 5.172 1.727 | 1.895 943
S 4.503 | 234 | 12.192 9.459 27.770 7.830 | 19.496 | 6.762 | 8.960 | 3.333
t 2.533 178 5.956 4.847 13.733 2.327 6.892 2.120 | 3.969 | 1.361
u 1.338 153 3.708 3.324 3.924 1.291 6.168 1.634 775 1.215
v 1.830 149 3.452 3.261 10.021 3.305 7.006 2.181 | 3.833 | 1.269
w ) 2 2 6 2 0 2 1 0 0
X 41 1 8 0 82 0 31 3 145 0
y 3.430 124 5.998 5.221 19.940 0 4 1 0 0
zZ 111 17 102 111 210 356 149 72 25 66
Total | 69.060 | 4.366 | 151.529 | 119.232 | 347.269 | 80.873 | 201.458 | 67.363 | 85.727 | 36.991

Tabela B.2 — Livros em Espanhol e Italiano.
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Lotra Livros em Lingua Alema Livros em Lingua Francesa

Loy Loy Los Loy Los Log Loy Log Loy L3
a 4.319 | 3.996 | 2.607 | 19.227 | 12.855 5.655 8.366 12.266 | 5.230 7.726
b 2316 | 2.170 | 1.293 | 10.575 8.395 2.008 2.708 4.280 2.034 3.627
c 125 42 13 2.467 209 9.852 9.910 15.554 | 7.164 | 11.855
d 9.089 | 7.443 | 4.542 | 38.031 | 25.356 15.884 | 20.318 | 25.650 | 11.727 | 20.849
e 6.442 | 4.732 | 2.106 | 23.362 | 11.012 6.993 8.630 12.776 | 6.358 | 10.256
f 1.709 | 1.367 954 6.781 5.287 3.267 5.054 6.210 3.256 5.006
g 3.418 | 3.063 | 1.630 | 13.999 8.540 1.192 1.532 2.115 1.060 2.680
h 2.393 | 2.710 | 1.760 | 13.361 7.872 1.165 1.594 1.983 921 1.471
i 3.174 | 4.219 | 2.813 | 15.356 9.153 2.281 4.210 4411 2.852 3.193
] 622 741 239 3.148 2.440 2.830 5.084 5.269 2.079 2.951
k 1.784 | 1.512 | 1.033 6.743 6.640 62 22 113 4 8
1 1.336 | 1.615 716 6.190 4.536 13.898 | 16.016 | 19.947 | 10.688 | 18.007
m 2.767 | 3.788 | 2.043 | 12.242 | 12.470 7.276 9.341 12.899 | 4.950 6.958
n 2.699 | 2.181 1.509 9.965 6.969 5.944 3.927 5.459 2.635 3.885
0 609 513 385 2.875 2.722 1.670 1.745 2.887 1.403 2.163
p 988 477 263 3.072 2.130 9.415 12.617 | 15.946 | 7.568 | 12.558
q 37 18 7 227 85 4.269 6.164 9.273 4.281 6.478
r 1.015 633 448 3.634 2.697 3.688 4.292 6.579 2.723 4.836
S 6.654 | 6.157 | 3.794 | 31.017 | 18.050 9.034 11.851 15.382 | 7.234 | 12.673
t 1.025 | 1.168 512 4.338 3.411 3.272 4.734 6.428 3.104 5.970
u 3.536 | 3.810 | 2.012 | 15.369 8.575 2.392 3.026 3.859 2.348 3.580
v 2.268 | 2.038 | 1.217 9.649 5.973 3.152 4.731 8.724 3.284 4.764
W 4.282 | 4.208 | 2.690 | 17.650 | 10.680 10 18 222 7 2
X 0 0 0 2 9 11 28 88 20 76
y 0 4 4 20 15 243 556 505 501 632
v/ 2.058 | 2.042 | 1.066 9.738 6.531 80 13 6 18 26

Total | 64.665 | 60.647 | 35.656 | 279.038 | 182.612 || 115.543 | 146.487 | 198.831 | 93.449 | 152.230

Tabela B.3 — Livros em Alemao e Franceés.
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Livros em Lingua Inglesa

Letra
L3 L3y L33 L34 L3s
a 10.186 | 14.140 12.467 | 13.087 12.517
b 4.548 5.091 5.547 5.386 4.406
c 3.398 5.398 4.209 3.896 4.233
d 2.529 3.993 3.489 2.665 3.385
e 2.203 3.553 2.898 1.746 2.212
f 3.373 5.173 3.802 4.482 3.712
g 1.275 1.523 1.675 2.158 1.893
h 7.096 6.956 9.612 6.429 10.589
i 6.283 9.429 7.646 10.446 9.141
j 309 468 519 251 350
k 626 499 604 691 638
1 1.967 2.521 2.805 2.503 3.312
m 2.962 6.848 6.027 6.923 5.765
n 2.392 2.682 3.143 2.908 2.816
0 6.935 8.169 6.630 7.304 5.435
p 3.011 4.011 2.781 2.656 2.381
q 178 232 229 151 227
r 1.715 2.963 2.169 1.686 2.397
S 6.253 7.241 7.958 7.476 8.666
t 14.840 | 17.153 14.701 19.115 14.220
u 982 1.396 927 1.496 1.043
v 544 1.323 796 810 586
A 7.973 7.551 8.264 9.126 6.546
X 0 17 0 37 25
y 1.363 1.361 2.028 597 2.708
Z 8 14 0 2 32
Total | 92.949 | 119.705 | 110.926 | 114.027 | 109.235

Tabela B.4 — Livros em Inglés.
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Letra

Contagem

N<d ME 42 atnwr0TOBE —mF— =50 -0 QA0 TR

37.593
7.245
27.202
29.256
34.334
9.329
4.520
2.234
12.922
1.030
13
4.995
9.818
2.506
4.395
19.523
952
22.763
13.692
9.455
1.482
2.663
2
270
1
602

Total

261.797

Tabela B.5 — Contagem das iniciais das palavras do portugués brasileiro.
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APENDICE C - Graficos no GeoGebra
Mobile

GeoGebra é um software de matematica dindmica 1til a todos os niveis educaci-
onais com ferramentas para geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculo. E
um importante aliado dos professores em suas aulas de matematica e merece ser divulgado
e ensinado. A ideia deste apéndice nao é esgotar seus usos, mas prover o conhecimento
minimo para esbogar graficos de funcoes, sobretudo fungoes logaritmicas e exponenciais
em celulares, devido a praticidade e ganho de tempo, ja que a maioria dos alunos possuem

um aparelho capaz de rodar o GeoGebra.

Inicialmente, é necessario efetuar o download do aplicativo na Play Store, no
caso de celulares Android, na App Store, para celulares com sistema ¢OS e na Microsoft

Store, para Windows Phone.

A tela inicial do programa ja nos vem preparada para a insercao de fungoes.

= 12 Q
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6
4
2
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
-2
123 123 14
7 8 9 x + x y me 7 8 9 x = i
-8
4 5 6 + 4 5 6 + -
-10
< > < 2 1 2 3 =& < > < =2 1 2 3 =
-12
ans . () 0 . <ofeas, () 0. <> e B ¢ m -

Figura C.1 — Passos.

Vamos adicionar a funcao f(z) = x. Para isso, tocaremos no botao x, conforme
destacado na Figura C.1 e pressionaremos o botao Enter, também destacado na mesma
figura. Na sequéncia, tocaremos a seta na barra roxa para abaixar o menu de insercao.

Podemos ver a fungao que construimos.

Ao tocar em qualquer lugar na tela que corresponde a fungao, temos algumas
opgoes como ilustrado na Figura C.2. A primeira delas, com uma imagem de lata de tinta,
serve para alterar a cor da funcdo, a segunda, para alterar o estilo da linha, e a terceira,
para apagar o grafico da funcao. Tocaremos no primeiro icone para alterar a cor da linha.

Temos varias opgoes de cores conforme mostrado na mesma figura. Para escolher, basta
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Figura C.2 — Passos.

tocar na cor. Para inserir uma nova fung¢do, precisamos tocar novamente na seta para

termos acesso de novo ao menu.
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B & m v
el -20
O f(x) =x : 123
-40
i «/_II 4 5 6 + - Ht
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Figura C.3 — Passos.

Agora, tocando onde aparece escrito “Entrada...”, acessaremos novamente o
mesmo menu do infcio. Vamos inserir a fungao g(z) = 600 - 1,08". Para tal, digitaremos os
numeros normalmente e tocaremos os botoes de “x” para multiplicacao, embora no visor

W

apareca como e, para casas decimais usaremos o ponto, como a Figura C.3 destaca.
Para o expoente, usaremos o botao com dois quadrados pontilhados, conforme destacado

na mesma figura. Por fim, tocaremos no Enter para confirmar a funcao.

Repetindo os mesmos passos da Figura C.2, inseriremos mais uma funcao, a
h(z) = log, os 500, Para isso, precisaremos acessar o menu de icone f(z). Nele, temos
diversas opg¢oes de fungoes. Usaremos aquela do icone de um “log” em que no lugar da base
estd um quadrado pontilhado, como destacado na Figura C.4. Note que ao pressiond-lo,
o visor mostrou “log()” que permite inserir qualquer base. Para inserir os nimeros e a
variavel, precisamos retornar ao menu anterior por meio do icone “123”, também destacado

na mesma imagem.

Por fim, vamos digitar o nimero 1,08 e pressionar o botdo com seta para direita,



APENDICE C. Grificos no GeoGebra Mobile

125

= 20 f o] = 20 f o] = o
-80 60 -40 -20 0 20 40 60 80 ~-60 -40 -20 O 20 40 60  -80 <60 -40 -20 O 0 60
-20 -20 -20

© g(x) = 600-1.08" : © g(x) = 600-1.08"

+ | + |

123 [ ] %)

x y m e 7 8 9 x =+ sen cos tg % ! $§ °

sen”' cos' tg' { } ; =

I logn [ks,| & J i @

S V-7 R SR S

Figura C.4 — Passos.

= L= 20 Q = L= 20 Q
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 -60 -40 -20 0 20 40 60
-20 -20

© g(x) = 600-1.08

log; o5 (6%0) H + |

4 5 6 + -
< > =< =2 1 2 3 =
ans , () 0 . < > &

ﬁgura C.5 — Passos.

© g(x) = 600-1.08*

+ log()
28 R0
sen cos tg % ! $ °
sen™ cos™' tg? { } =
In - logio log, & 1 i@
w0t wm om, < > &
= = e
100
50
=100 -50 0 50 100
-50
-100
-150
B & m A

como destacado na Figura C.5, para trocar para o argumento. Para inserir uma fracao

usamos o botao +, também destacado na mesma figura. Para finalizar, basta pressionar o

botao Enter e a fungao sera inserida.

Assim, fomos capazes de utilizar o GeoGebra para adicionar graficos de fungoes.

Existem diversas outras funcionalidades disponiveis, mas fogem do objetivo deste breve

guia.
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ANEXO A - Niveis de Proficiencia - PISA

2018

Nivel

Caracteristicas das Tarefas

No Nivel 1, os estudantes sao capazes de responder a questdes que
envolvem contextos familiares, nas quais todas as informagcoes relevantes
estao presentes e as questoes estao claramente definidas. Conseguem
identificar informagoes e executar procedimentos rotineiros, de acordo
com instrucoes diretas, em situagoes explicitas. Conseguem realizar a¢oes
que sao, quase sempre, Obvias e que decorrem diretamente dos estimulos
dados.

No Nivel 2, os estudantes sao capazes de interpretar e reconhecer si-
tuagoes em contextos que nao exigem mais do que inferéncias diretas.
Conseguem extrair informagoes relevantes de uma tnica fonte e utilizar
um tnico modo de representacao. Conseguem empregar algoritmos, for-
mulas, procedimentos ou convencgoes bésicas para resolver problemas que
envolvem nimeros inteiros. Sao capazes de fazer interpretacoes literais

de resultados.

No Nivel 3, os estudantes sao capazes de executar procedimentos des-
critos com clareza, inclusive aqueles que exigem decisoes sequenciais.
Suas interpretagoes sao seguras o suficiente para servirem de base a
construcao de um modelo simples ou a selecao e aplicacao de estratégias
simples de resolugao de problemas. Sdo capazes de interpretar e de uti-
lizar representacoes baseadas em diferentes fontes de informagao e de
raciocinar diretamente com base nelas. Demonstram alguma capacidade
para lidar com porcentagens, fragdes e niimeros decimais, e para traba-
lhar com relagoes de proporcionalidade. Suas solugoes indicam que eles

se envolvem em interpretacoes e raciocinios basicos.




ANEXO A. Niveis de Proficiéncia - PISA 2018 127

4 No Nivel 4, os estudantes sao capazes de trabalhar de maneira eficaz
com modelos explicitos em situagoes concretas complexas, que podem
envolver restrigoes ou exigir formulacao de hipdteses. Sao capazes de
selecionar e de integrar diferentes representacoes, inclusive representacoes
simbolicas, relacionando-as diretamente a aspectos de situagoes da vida
real. Conseguem utilizar seu conjunto limitado de habilidades e raciocinar
com alguma perspicacia em contextos diretos. Sao capazes de construir e
de comunicar explicagoes e argumentos com base em suas interpretagoes,

argumentos e acoes.

5) No Nivel 5, os estudantes sao capazes de desenvolver modelos para
situagoes complexas e trabalhar com eles, identificando restri¢oes e espe-
cificando hipéteses. Conseguem selecionar, comparar e avaliar estratégias
adequadas de resolucao de problemas para lidar com problemas comple-
xos relacionados a esses modelos. Conseguem trabalhar estrategicamente,
utilizando um vasto e bem desenvolvido conjunto de habilidades de
pensamento e de raciocinio, representagoes conectadas de maneira ade-
quada, caracterizagoes simbolicas e formais, e percepcao relativa a essas
situacgoes. Comecam a refletir sobre suas agoes e sao capazes de formular

e de comunicar suas interpretagoes e raciocinios.

6 No Nivel 6, os estudantes sao capazes de conceituar, generalizar e utilizar
informacoes com base em suas investigagoes e na modelagem de proble-
mas complexos, e sao capazes de usar seu conhecimento em contextos
relativamente nao padronizados. Conseguem estabelecer ligacoes entre
diferentes fontes de informacao e representagoes, e transitar entre elas
com flexibilidade. Evidenciam um pensamento e um raciocinio matemati-
cos avancados. Sao capazes de associar sua percepgao e sua compreensao
junto com um dominio de operacoes e relacoes matematicas simbolicas
e formais para desenvolver novas abordagens e estratégias que lhes per-
mitam lidar com situagoes novas. Conseguem refletir sobre suas agoes e
formular e comunicar com precisao suas acoes e reflexoes relacionadas as
constatagoes, interpretacoes e argumentagoes que elaboram; sao ainda

capazes de explicar por que razao estas sao adequadas a situagao original.

Quadro 1 — Descrigao dos Niveis de Proficiéncia em Matematica - PISA 2018
Fonte: Adaptado de Brasil (2019, pp. 109 — 110)
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