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Resumo

Tendo em vista que a deteccdo de bordas é uma parte essencial do processamento de
imagens digitais, diversos métodos de deteccao tém sido desenvolvidos. Atualmente a
maioria dos detectores de bordas supoem, incorretamente, que nao existe incerteza enquanto
a posicao e a tonalidade de cada pixel da imagem digital analisada. Nesta tese, propoem-se
duas abordagens para deteccdo de bordas de imagens digitais que contemplam a incerteza
mencionada modelada em termos de uma imagem digital intervalar. Tais abordagens
baseiam-se na reducao de uma imagem digital intervalar numa imagem digital empregando
as h-ordens, sendo uma a priori e a outra a posteriori da utilizacdo da morfologia matematica
[L-fuzzy. Para o desenvolvimento das abordagens propostas, determinam-se todas as h-
ordens dadas pela combinagao convexa K, ,, a € [0, 1], sobre o conjunto de subintervalos
da cadeia finita £,. Além disso, mostra-se que todas as ordens admissiveis geradas a
partir de combinagoes convexas diferentes coincidem com algumas h-ordens dadas pela
combinagao convexa K, ,, o € [0,1]. Também, faz-se énfase nos operadores de dilatagao e
erosao LL-fuzzy baseados nos operadores de conjuncao e implicacao LL-fuzzy, especialmente
em operadores de conjungao pseudo-(C,C’)-representaveis e implicacao pseudo-(Z,Z")-
representaveis no conjunto de subintervalos da cadeia finita £,,. Esses operadores fazem
parte da extensao, elaborada neste trabalho, dos operadores de conjung¢ao e implicacao
pseudo-representaveis no conjunto de subintervalos fechados de [0, 1]. Finalmente, apos a
implementacao das fases de treino e de teste, as quais permitem escolher adequadamente
a h-ordem a ser utilizada, avalia-se o desempenho em detec¢ao de bordas dos detectores
desenvolvidos mediante a medida do FoM e do F-Measure. Assim, o desempenho dos
detectores de bordas desenvolvidos foi comparado tanto qualitativa como quantitativamente
com o desempenho dos detectores baseados em morfologia matematica fuzzy discreta e
com o detector de bordas Canny. Tal compara¢dao mostrou que: em geral o detector de
bordas Canny foi inferior; a valores altos de FoM ou F-Measure os demais detectores
comportam-se similarmente; no caso de valores baixos de FoM ou F-Measure obtidos pelos
detectores baseados em morfologia matematica fuzzy discreta os valores correspondentes
obtidos pelos detectores de bordas desenvolvidos sao superiores, o que implica uma melhor

detecgao de bordas.

Palavras-chave: Detec¢ao de bordas, Incerteza no processamento de imagens digitais,

Morfologia matematica L-fuzzy, Gradiente morfologico, h-Ordens.



Abstract

Since edge detection is an essential part of digital images processing, several edge detection
methods have been developed. Most of the edge detectors assume, incorrectly, that there
is no uncertainty regarding the position and the value of each pixel in the analyzed digital
image. In this work, we propose two approaches for edge detection in digital images
that contemplate the aforementioned uncertainty, modelled in terms of an interval-valued
digital image. Such approaches are based on the reduction of an interval-valued digital
image to a digital image through h-orders, being one of them a priori and the other
a posteriori of the use of L-fuzzy mathematical morphology. For the development of
these approaches, all the h-orders given by the convex combination K, ,, a € [0,1], are
determined on the set of subintervals of the finite chain £,. Furthermore, we show that
all admissible orders generated from different convex combinations coincide with some
h-orders given by the convex combination K, ,, o € [0, 1]. Also, we focus in the L-fuzzy
dilation and erosion operators based in the LL-fuzzy conjunction and implication operators,
especially in the pseudo-(C, C')-representable conjunction and pseudo-(Z,Z")-representable
implication operators on the set of subintervals of the finite chain £,,. These operators are
part of the extension, provided in this work, of the pseudo-representable conjunction and
implication operators on the set of closed subintervals of the unit interval [0, 1]. Finally,
after implementation of the training and the test phases, which allow to properly choose the
h-order to be used, the performance of the developed edge detectors were evaluated using
FoM and F-Measure. Thus, the performance of the developed edge detectors was compared
both qualitatively and quantitatively with the performance of discrete fuzzy mathematical
morphology-based detectors and with the Canny edge detector. The comparison showed
that: in general the Canny edge detector was inferior; at high FoM or F-Measure values
the other detectors have similar behaviour; if the discrete fuzzy mathematical morphology-
based detectors display low FoM or F-Measure values the corresponding values obtained

by the developed edge detectors are higher, which implies better edge detection.

Keywords: Edge detection, Uncertainty in digital image processing, IL-Fuzzy mathematical

morphology, Morphological gradient, h-Orders.



Lista

de ilustracoes

Figura 1 — Representacao de uma imagem digital A e do elemento estruturante S. 52
Figura 2 — Exemplo da erosao e da dilatacao £,-fuzzy de uma imagem em tons de

CINZA . . . . . o e e e 53
Figura 3 — Erosao [ -fuzzy da imagem intervalar coffeepgm . . . . ... ... .. 54
Figura 4 — Dilatagao I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm. . . . . . . . . . .. 54
Figura 5 — Distribuigdo dos intervalos do conjunto I no plano. . . . . . . .. . .. 57
Figura 6 — Representagao dos intervalos x,y € I3 tais que x € y e K, 2(x) = K,2(y). 64
Figura 7 — Representacao de cadeias finitas no plano. . . . . . . ... ... .. .. 68
Figura 8 — Representagao do conjunto Ap < [0,1] . . . .. ... ... ... L. 71
Figura 10 — Representacao da relacao entre as ordens admissiveis <,+, <,- e <,,

af A L 76
Figura 9 — Representacao da relacao entre ordens admissiveis diferentes de acordo

com a forma dos intervalos x, ye X, . . .. .. ... o oL 77
Figura 11 — Representagao de todas as cadeias finitas (I, <,), a ¢ Apeooooo 78
Figura 12 — Representagao de todos os prosets (I¥, <), a € AHZ" ............ 79
Figura 13 — Vizinhanca de uma imagem em tons de cinza. . . . . .. .. .. .. .. 82
Figura 14 — Representacao dos extremos da imagem intervalar A, gerada a partir

de uma imagem digital A . . . ... ..o o 83
Figura 15 — Limites do gradiente morfolégico I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm. 85
Figura 16 — Sequéncia para determinar o gradiente morfolégico L£,,-fuzzy baseado

em ordens admissiveis . . . . . .. ... L Lo 86
Figura 17 — Exemplos de erosao L,,-fuzzy e dilatagao L,,-fuzzy baseados em ordens

admissiveis . . . . . . L e 88
Figura 18 — Exemplos de erosao L£,,-fuzzy e dilatacao L,,-fuzzy baseados em h-ordens 89
Figura 19 — Sequéncia para determinar o gradiente morfolégico G*( Ay, U) baseado

em h-ordens <,, = — . . . . . ... 90
Figura 20 — Exemplos de erosao morfologica, dilatagao morfologica e gradiente

morfolégico baseados em ordens admissiveis . . . . . . ... ... ... 91
Figura 21 — Exemplos de erosao morfologica, dilatagdo morfologica e gradiente

morfologico baseados em h-ordens . . . . . . ... ... ... L. 92



Figura 22 —

Figura 23 —
Figura 24 —

Figura 25 —
Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Figura 32 —

Figura 33 —

Figura 34 —
Figura 35 —

Sequéncia da metologia utilizada para a detec¢ao de bordas de uma
imagem intervalar obtida a partir de uma imagem digital. . . . . . ..
Exemplo de uma imagem da base dedados . . . . . .. ... ... ...
BoxPlots dos valores do FoM e do F-Measure das bordas das 50 imagens
calculadas a partir de (17, Igp), (T, Iep) € (T Ipp)- « o o oo
Imagem digital 132.pgm com sua imagem de bordas ideias. . . . . . . .
Bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas
baseado na primeira abordagem proposta (1-A e 1-B). . ... .. ...
Bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas
baseado na segunda abordagem proposta (2-A e 2-B).. ... ... ...
Imagens de bordas de 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas
proposto, detector de bordas baseado em Gn  1n (A, U M) e do detector
de bordas Canny (com o =V/2). . . ... ... ... ... ... . ...
Média dos valores FoM e média dos valores F-Measure obtidos a partir
dos detectores de bordas propostos baseados aplicadas as 25 imagens de
treino por cada a € A, (o € A¢,) correspondente (a € A, corresponde
al-A2-Ae). ...
Valores FoM dados pelos detectores de bordas baseado em 2-B, com
a = 1/2, a = 5/12, e pelo detector de bordas baseado no gradiente
morfolégico L£,-fuzzy Gr (A, UM) aplicado as 25 imagens de teste.
Valores F-Measure dados pelos detectores de bordas baseado em 2-B,
com a = 1/2, a = 5/12, e pelo detector de bordas baseado no gradiente
morfolégico L,-fuzzy Gr (A, UM) aplicado as 25 imagens de teste.
Primeiro exemplo: Bordas da imagem original dada pelo gradiente
morfologico proposto, pelo gradiente morfolégico fuzzy discreto e pelo
detector de bordas Canny . . . . . . .. ... ... ...
Segundo exemplo: Bordas da imagem original dada pelo gradiente
morfolégico proposto, pelo gradiente morfolégico fuzzy discreto e pelo
detector de bordas Canny . . . . . .. .. .. ... . L.
Fluxograma da primeira abordagem . . . .. .. .. ... .. .....

Fluxograma da segunda abordagem . . . ... ... ... ... ....

. 107

. 108



Lista de tabelas

Tabela 1 —

Tabela 2 —

Tabela 3 —

Tabela 4 —

Tabela 5 —
Tabela 6 —

Médias dos valores FoM e médias dos valores F-measure dos detectores
de borda baseados no Ggn n (A, UM ) ,n = 255 aplicadas as 50 imagens
da base de dados da University of South Florida [1]. . . . ... .. ..
P-valores obtidos a partir das comparacoes realizadas mediante o teste
de Wilcoxon aplicado aos valores FoM e F-Measure das bordas das 50
imagens calculadas a partir de (1, Ixp), (T, Lep) € (T, Lpp)- -
P-valores obtidos a partir do teste de Wilcoxon dos valores FoM e F-
Measure obtidos pelos detectores de bordas baseado no G 50 (A, U M )
coma =1/2ea=>5/12, e no Gr;(A, UM) aplicados as 25 imagens de
teste. . . Lo
Média, mediana e desvio padrao dos valores FoM e do F-Measure dos
detectores de bordas propostos, do detector de bordas baseado no
gradiente L, -fuzzy Gr (A, U M) e do detector Canny aplicados as 25
imagens de teste. . . . . . ...
Conjunto Ay + -« v o v o
Conjunto A . . . o o o

. 101



n

cn

"

Incr
Sece
Er(AU)

Dc(A,U)

UM
Pa

Tin

EYArv,U)

Lista de simbolos

Cadeia finita {0,1,...,n}, ne N

Cadeia finita {0, 711’ - 1}, neN

Conjunto dos subintervalos nao vazios do reticulado limitado L
Conjunto dos subintervalos nao vazios de L,

Conjunto dos subintervalos nao vazios de E%

Representacao do intervalo [z, T|

Mapeamento de I} em [0,n] dada por K, ,(x) =z + a(T — z)
Isomorfismo entre L, e £,

Conjuncgao L,, -fuzzy por meio de ¢,

Implicacao L, -fuzzy por meio de ¢,

Medida de inclusao L-fuzzy dada pela implicagao L-fuzzy 7
Medida de intersecgao LL-fuzzy dada pela conjun¢ao L-fuzzy C
Erosao L-fuzzy de uma imagem A pela funcao estruturante U
Dilatacgao L-fuzzy de uma imagem A pela fungao estruturante U

Conjunto de a’s que determinam as classes diferentes de equivaléncia

em [}, neN

Fungao estruturante LL-fuzzy, sendo M uma matriz 3 x 3
Mapeamento entre o proset (I}, <,) e a cadeia finita £,
Nimero de elementos de Ay

Erosao morfologica de uma imagem intervalar Ay pela funcao estrutu-

rante U baseada em h-ordens <,,a € [0,1]



D*(A;y,U) Dilatagao morfologica de uma imagem intervalar Ay pela fungao es-

truturante U baseada em h-ordens <,,« € [0, 1]

G*(A;v,U)  Gradiente Morfolégico baseados nos operadores morfologicos DY( Ay, U M )
($ 8 @ (A IV, U )

Grz(Ary,U)  Gradiente morfolégico ]Ifo7n]—fuzzy de uma imagem intervalar Ay,



Sumario

Introducdao . . . . . . . .. e e e e e e e 16
1 Conceitos Basicos da Teoria de Reticulados e da Morfologia Matematica . 21
1.1 Reticulados Completos . . . . . . . . . ... L 21
1.2 Mapeamentos entre Posets . . . . . . . . . ... oL 26
1.3 Morfologia Matematica em Reticulados Completos . . . . . . . ... . ... 28
2 Teoria de Conjuntos L-Fuzzy . ... .. ... ... ... ... . ....... 30
2.1 Operadores L-Fuzzy . . . . . . . . ... 30
2.2 Relagoes entre Operadores LL-Fuzzy por Meio de Isomorfismos . . . . . . . 33
2.3 Operadores L-Fuzzy Intervalares . . . . . . . . ... . ... ... ...... 39
2.4 Morfologia Matematica L-fuzzy . . . . . . . . .. ... ... .. ... 46
3 h-Ordens e Ordens Admissiveis sobre I . . . . . ... ... ......... 56
3.1 h-Ordenssobre I, . . . . . ... ... 56
3.2 Ordens Admissiveis em Ijp ;. o oo oo oo 68
3.3 Relacao entre as h-Ordens e as Ordens Admissiveisem I} . . . . . ... .. 71
4 Gradiente Morfolégico de Imagens Digitais Intervalares . . . .. ... ... 80
4.1 Incerteza Intrinseca de uma Imagem Digital . . . . . .. .. ... ... .. 81

4.2  Gradiente Morfologico I*-Fuzzy e Gradiente Morfoldogico induzido pelas
h-ordens . . . . . . .. 82

4.3 Abordagens Propostas para o Calculo do Gradiente Morfol6gico de uma

Imagem Digital Intervalar . . . . . . ... ... ... .00 85

5 Aplicacao: Deteccao de Bordas de Imagens Digitais . . ... ... ..... 94
5.1 Metodologia . . . . . . .. 94
5.2 Avaliagdo de Detectores de Bordas . . . . . . . . .. ... ... ... .... 96
5.3 Resultados Experimentais . . . . . . .. ... ... L. 98
5.3.1 Analise do Desempenho dos Detectores de Bordas Propostos . . . . 101
Consideracoes Finais . . . . . . . . . . . . o i i e e e 113
REFERENCIAS . . . . . . . et e 115
ANEXO A Fluxogramas das Abordagens Propostas . . . . . ... ... .... 122
ANEXO B h-Ordens - Fasede Treino . . . ... ... ............. 124

ANEXO C Artigos publicados e participacao em eventos . . . .. ... ... 126



16

Introducao

A deteccao de bordas é uma ferramenta do processamento de imagens digitais,
utilizada para determinar pixels de borda sendo pixels onde a intensidade da luz muda
repentinamente [2,3]. A importéncia da borda de uma imagem concentra-se na simplificacao
da sua anédlise e na reducao drastica da quantidade de dados a serem processados [4],
com isso a deteccao de bordas pode ter aplicagoes en areas como geografia, medicina,
roboética, reconhecimento de padroes, etc. Existem diversos métodos de deteccao de bordas,
dentre os quais destacam-se alguns métodos classicos (como Canny [4], Roberts [5], Sobel
6], gradiente morfol6gico [7]) e os métodos baseados em sistemas fuzzy tipo-1 [8,9], em
sistemas fuzzy tipo-2 [10-12], em teoria de conjuntos fuzzy [13], em teoria de conjuntos
fuzzy intervalar [14,15], etc. Embora existam diversas técnicas para a extragao da borda
de uma imagem, os detectores de bordas baseados em morfologia matematica (MM) fuzzy

e suas extensoes estao dando resultados destacaveis [16-20].

A MM fuzzy é uma extensao da MM binaria para a MM em tons de cinza
utilizando conceitos da teoria de conjuntos fuzzy [21-24]. Tal extensao é possivel desde
que as imagens em tons de cinza podem ser vistas como conjuntos fuzzy. Lembre que, a
MM é uma teoria empregada para a andlise e o processamento de imagens utilizando os
operadores de dilatagao, erosao, abertura e fechamento, os quais sdo conhecidos como os
quatro operadores elementares da MM. A MM introduzida por Matherom [25] e Serra [26]
foi inicialmente formulada para o processamento de imagens bindrias e posteriormente
estendida para imagens em tons de cinza [27,28]. De fato, a MM bindria, a MM em tons
de cinza e a MM fuzzy possuem como base a teoria de reticulados completos. Assim, os
reticulados completos representam um contexto mais geral onde a MM pode ser bem
definida. Na MM sao observadas duas perspectivas: a primeira, a MM no sentido geomé-
trico e topolégico baseado nos operadores de dilatacao e erosao morfolégica, geralmente
associados a um elemento estruturante [28]; a segunda, a MM no sentido algébrico, onde
os operadores de erosao e dilatagao sao definidos como operadores que comutam com o
infimo e o supremo, respectivamente [29]. Ambas as perspectivas sdo também observadas
na MM fuzzy [30]. Como extensdo da MM fuzzy encontra-se a morfologia matematica
L-fuzzy (MM L-fuzzy, sendo L um reticulado completo [19,30]) que inclui a morfologia

matematica fuzzy discreta (L = £,,), a morfologia matemadtica fuzzy intervalar (L = I)
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(18,19, 31], etc.

Baseada nos operadores de erosao fuzzy, dilatacao fuzzy e no gradiente morfo-
l6gico, a MM fuzzy pode ser utilizada em detecgdo de bordas de imagens em tons de cinza.
Lembre que, o gradiente morfologico ¢ um operador da MM definido como a diferenca entre
a dilatagao e erosao morfologica [7,32]. Assim, Gonzélez-Hidalgo et al. [17] desenvolveram
um método em deteccao de bordas de imagens em tons de cinza de acordo com as condi¢oes
de Canny. Para isso, eles definiram o gradiente morfolégico fuzzy como a diferenca entre a
dilatagdo e a erosao fuzzy (sob condigoes especificas), aplicaram o gradiente morfolégico
fuzzy a uma imagem em tons de cinza para a obtencao de uma imagem gradiente, e em
seguida utilizaram métodos de afinamento e binarizacao para a determinagao das suas

bordas.

Embora as imagens em tons de cinza sejam vistas como conjuntos fuzzy, na
pratica as imagens em tons cinza sdo representadas por funcdes Z> — L, (imagens
digitais em tons de cinza), isso pelas limitagoes na captura da imagem mediante algum
dispositivo digitalizador. Assim, as imagens digitais em tons de cinza podem ser vistas
como conjuntos L,-fuzzy, sendo a MM L, -fuzzy (ou MM fuzzy discreta) uma ferramenta
mais adequada do que a MM fuzzy para o processamento deste tipo de imagens [16],
incluindo a deteccao de bordas. Apesar que as imagens digitais podem ser processadas
utilizando a MM fuzzy discreta, observa-se que tais imagens apresentam certo grau de
incerteza. Essa incerteza pode ser observada tanto na posi¢ao de seus pixeis quanto na
sua tonalidade [18,20,33]. Lopez-Molina et al. [33] propuseram um modelo de captura
dessa incerteza obtendo imagens digitais intervalares representadas por funcdes Z* — I*.
Assim, as imagens digitais intervalares vistas como conjuntos I*-fuzzy, ou melhor ainda
como conjuntos [*-fuzzy, podem ser processadas usando a MM fuzzy intervalar [18,19], ou
a MM I -fuzzy.

Determinar as bordas das imagens digitais intervalares utilizando ferramentas
da MM [-fuzzy pode levar a outros problemas, pois métodos existentes de afinamento e
binarizagdo (para obtenc¢ao da borda da imagem de acordo com as condigbes de Canny)
servem apenas para imagens digitais e nao para imagens digitais intervalares. Diante disso,
no Capitulo 4 do presente trabalho, sdo propostas duas abordagens de reducao de uma
imagem digital intervalar numa imagem digital por meio de h-ordens, que incluem as
ordens admissiveis, sendo uma a priori e outra a posteriori da utilizacao da MM LL-fuzzy

(ao respeito disso, alguns resultados parciais ja tém sido publicados [20,34]).

As ordens admissiveis sobre I* (conjunto de subintervalos fechados de [0, 1]),
introduzidas Bustince et al. [35], sdo definidas como ordens lineares que preservam a ordem
parcial <,, onde [z, 7] < [y, 7] se, somente se, z < y e T < 7. No mesmo trabalho, também
sdo definidas as ordens admissiveis sobre (I*, <,) a partir de um par de fungdes de agregagao.

Em particular, sao geradas as ordens admissiveis <, g a partir de combinacoes convexas
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K., Kg:[0,1]> - [0,1] com «a # 3 € [0, 1]. Recentemente, Santana et al. [36] mostraram
que as ordens admissiveis ndo sdo necessariamente geradas por fungdes de agregacao. Uma
vantagem das ordens admissiveis é que incluem a maioria dos exemplos usuais de ordens
lineares que aparecem na literatura, entre eles, as ordens lineares lexicograficas 1 e 2, e Xu
e Yager [37]. As aplicacoes das ordens admissiveis baseadas em fungbes de agregagao sao

encontradas em tomada de decisdes [36,38,39] e processamento de imagens [20].

Com base no trabalho de Bustince et al. [35], nesta tese estende-se o conceito
de uma ordem admissivel sobre (I*, <;) para uma ordem admissivel sobre um poset
(L, <). Assim, as ordens admissiveis sobre os reticulados completos (I*, <) e (I, <2)
(conjunto de subintervalos de £,,) sdo casos particulares dessa extensao. Também, dé-se
énfase ao estudo das ordens admissiveis sobre (I*, <) a partir de combinagoes convexas
Ko, Kgp : I — [0,n] com a # 5 € [0, 1] sendo relacionadas com as h-ordens dadas
pela combinagdo convexa K, ,,« € [0,1], sobre I'. Lembre que, uma h-ordem é uma
pré-ordem sobre um conjunto X a qual depende de uma aplicagao h : X — L, sendo que
L é um poset [40]. As principais contribuigoes tedricas da relacao das ordens admissiveis
com as h-ordens sdao apresentadas no Capitulo 3 em forma de teoremas, proposicoes,
corolarios e lemas. Nesse capitulo destaca-se a determinacao de todas as h-ordens dadas
pela combinagao convexa K, ,, « € [0, 1], sobre I que incluem as ordens admissiveis dadas
pelas combinagoes convexas K, ,,, Kpg, com a # 5 € [0, 1]. Vale ressaltar que as abordagens
propostas no Capitulo 4 estao baseadas diretamente nas contribui¢des apresentadas no
Capitulo 3 e na MM L-fuzzy. Assim, o desempenho das abordagens propostas, enquanto a
deteccao de bordas de imagens digitais, é apresentado no Capitulo 5. Além da aplicacao
em deteccao de bordas, as abordagens propostas também foram utilizadas em segmentacao

de imagens digitais reconstruidas a partir de sinogramas ruidosos [41].

Destaca-se, por clareza para o leitor, que o objetivo geral dessa tese é: Desen-
volver uma formalizacao tedrica para a determinacao das h-ordens dadas pela combinacao
convexa K, ,, a € [0, 1], sobre I, e com isso, desenvolver detectores de bordas de imagens
digitais que considerem a inerente incerteza dessas imagens (mediante a utilizagao da
MM L-fuzzy e das h-ordens determinadas). Em fungao desse objetivo geral, os objetivos

especificos sao:

o Estudar a erosao e a dilatacao LL-fuzzy utilizando a implicagdo e conjuncao L-fuzzy,
respectivamente. Em particular, dar as condigdes na erosao e na dilatagao L-fuzzy

para determinar o gradiente morfolégico.

« Estudar a MM L,-fuzzy e a MM I’ -fuzzy, pois as imagens digitais podem ser vistas

como conjuntos L,-fuzzy e as imagens intervalares [-fuzzy como conjuntos I -fuzzy.

o Estabelecer as condi¢oes de extensao dos operadores de conjuncao e implicacao

pseudo-representaveis sobre I* para operadores de conjuncao e implicagao pseudo-
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representaveis sobre Ij, sendo L um reticulado limitado.

« Mostrar que as h-ordens dadas pela combinagao convexa K, ,, a € [0, 1], incluem as
ordens admissiveis geradas pelas combinagoes convexas K, Kgn, o # 5 € [0,1]

*
sobre I7.

o Utilizar as h-ordens e a MM LL-fuzzy para determinar o gradiente morfologico de

uma imagem digital intervalar.

e Propor e implementar diferentes abordagens para a detec¢ao de bordas de imagens
digitais, que baseiam-se na reducao de uma imagem digital intervalar numa ima-
gem digital, sendo uma a priori e a outra a posteriori da utilizacdo da morfologia

matematica L-fuzzy.

o Analisar o desempenho dos detetores de bordas propostos, em relacao ao detector de

bordas baseado em MM L, -fuzzy e Canny, por meio de testes estatisticos.

A organizacao geral do presente documento adota a seguinte sequéncia: No
Capitulo 1, apresenta-se uma revisao tedrica dos conceitos matematicos basicos utilizados
no decorrer do texto. No Capitulo 2, apresenta-se uma revisao teérica da MM L-fuzzy
enfatizando na MM L, -fuzzy e MM [*-fuzzy. Também, sao estabelecidas as condigoes
necessarias para estender as t-normas e as implicagoes pseudo-representaveis em I*. Esses
operadores sao utilizados para determinar os gradientes morfologicos apresentados no
Capitulo 4. No Capitulo 3, definem-se as h-ordens no conjunto finito I'. Este capitulo
foca-se na determinacdo de todas as h-ordens dadas pela fungao K, ,, a € [0,1]. Além
disso, mostra-se h-ordens dadas pela funcao K, ,, a € [0, 1] sobre I} que incluem as ordens

admissiveis sobre (I,

n’

<2) dadas pelas combinagoes convexas K, ,, K, com a # 3 € [0, 1],
as quais também sao determinadas. No Capitulo 4, apresenta-se o método de Lopéz-Molina
et al. [33] que modela a incerteza de uma imagem digital em termos de uma imagem
digital intervalar. Em seguida, com base no conceito de gradiente morfologico, definem-se
diferentes gradientes morfologicos utilizando operadores de dilatacao e erosao LL-fuzzy.
Assim, baseadas nas imagens digitais intervalares, nos diferentes gradientes morfologicos
introduzidos, e nas h-ordens expostas no Capitulo 3, apresentam-se as duas abordagens
propostas. No Capitulo 5, apresentam-se a metologia utilizada para os experimentos e os
resultados experimentais da aplicacao das abordagens propostas em deteccao de bordas.
Também, mediante o uso das medidas do FoM e do F-Measure, o desempenho dos detectores
de bordas desenvolvidos foi comparado tanto qualitativa como quantitativamente com o

desempenho dos detectores baseados em MM L, -fuzzy e o detector de bordas Canny.

Apo6s os capitulos mencionados, na secao de consideragoes finais, as principais
conclusoes da tese sao apresentadas juntamente com a sugestao de possiveis trabalhos

futuros. Por fim, sao incluidas as referéncias bibliograficas utilizadas e os anexos do
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trabalho, que compreendem os fluxogramas das abordagens propostas, as tabelas contendo
as h-ordens utilizadas para os experimentos computacionais e o relatorio de trabalhos

publicados e participagao em eventos.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos da Teoria de
Reticulados e da Morfologia

Matematica

1.1 Reticulados Completos

Nesta secao sao apresentados conceitos basicos de reticulados que podem ser
utilizados no desenvolvimento da morfologia matematica. Para uma abordagem mais
completa sao referenciados os trabalhos de Birkhoff [42], Grétzer [43] e Davey e Priestley
[44].

Definicao 1.1. [45] Uma operacio bindria sobre um conjunto L é uma funcio  : L* —

L, (z,y) — z »y. A estrutura matemética (IL, x) diz-se:

1. Associativa: Se (x *y) x z = x * (y * 2);
2. Comutativa: Se x xy =y * x;

3. Que possui elemento neutro: Se existe um tinico elemento e € L tal que zxe = exx = x;

para todo z,y e z € L. O par (L, ) é chamado monoide se satisfaz os Itens 1. e 3., e um

monoide que satisfaz o Item 2. é chamado monoide comutativo.

Definigao 1.2. [42,44] Dado um conjunto L ndo vazio. Uma relagao binaria < sobre IL é

chamada ordem parcial se satisfaz as seguintes condigoes:
1. Reflexividade: v < x
2. Antissimetria: Se x <y e y < x implica z =y ;

3. Transitividade: Se v < y e y < z implica z < z .
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para todo x,y e z € L. O conjunto L com a ordem parcial < é chamado conjunto
parcialmente ordenado ou poset e é denotado por (IL, <). Dois elementos z e y no poset
(L, <) sdo chamados elementos compardveis se x < y ou y < x. Assim, se todo z,y € (L, <)
sdo comparaveis, diz-se que (L, <) é um conjunto totalmente ordenado ou cadeia, e a
ordem < é chamada ordem linear. Da relagao de ordem parcial < sobre um conjunto L

deriva-se a ordem estrita <, isto é, x < y se, e somente se, r <y e T # .

Outra definicdo associada com <, ¢ a relacdo chamada ordem dual = que
cumpre y = x se, e somente se, x < y (isto é que = reverte a ordem <). Da ordem >
deriva-se ordem dual estrita > definida por y > x se, e somente se, y = x e x # y . Note
que (L,>) é também um poset, chamado poset dual de (L, <). A relagdo binaria que
satisfaz os itens 1. e 3. é chamada pré-ordem ou quase-ordem e um conjunto com essa

pré-ordem é chamado conjunto pré-ordenado ou proset.

Seja (L, <) um poset e Y < L. Um elemento [ € L é chamado limitante inferior
de Y se | < y para todo y € Y. O maior dos limitantes inferiores, em caso de existir, é
chamado infimo. Similarmente, um elemento u € I é chamado limitante superior de Y se
y < u para todo y € Y. O menor dos limitantes superiores, em caso de existir, ¢ chamado
supremo. O simbolo /\ Y denota o infimo de Y e o simbolo \/ Y denota o supremo de Y.
Se Y = {x,y}, entdo o infimo de Y é denotado por x A y ao invés de /\Y e o supremo de
Y é denotado por x v y ao invés \/ Y. Note que, os operadores A e v sao operadores

bindrios de L? — L. Se Y = {y; | j € J} para algum conjunto de indices J ¢ utilizada a

notagao /\yj ao invés de /\Y e \/yj ao invés de \/Y.

JjeJ jeJ
Definicao 1.3. [42,44] Um poset (L, <) é chamado:
1. Poset limitado se IL possui infimo e supremo.
2. Reticulado se cada subconjunto finito ndao vazio de IL possui infimo e supremo em L.

3. Reticulado completo se cada subconjunto nao vazio de IL possui infimo e supremo

em L.
Se L satisfaz os itens 1. e 2. é chamado reticulado limitado.

A partir de agora, L denota ao poset (L, <). Além disso, se . é um poset
limitado denota-se /\ L =0 ao infimode L e \/ L = 1, ao supremo de L.

Definig¢ao 1.4. [42] Um reticulado (reticulado limitado ou reticulado completo) (L, <)
dotado de uma operacdo binédria * : L? — L representado por (L, <, ), é chamado

m-reticulado (m-reticulado limitado ou m-reticulado completo) se

zx(yvz)=(rry)v(zxz)=(y*z)v(zxx), (1.1)
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para todo x,y, z € L. Em particular, se x é A, entdo o m-reticulado (L, <, A) é chamado
reticulado distributivo. Um m-reticulado (ou m-reticulado limitado, ou m-reticulado com-
pleto) que é um monoide com respeito a * é chamado [-monoide (ou l-monoide limitado,

ou [-monoide completo).

Observagao 1.1. Seja (L, <, *) um m-reticulado e (L, =, x) seu dual. Note que, o operador

* é distributivo com respeito a A no reticulado (L, >, x), isto é:
zx(ynz)=(rxy)n(rxz)=(y*z)A(zxx) (1.2)

Isso nédo significa que (L, >, *) seja um m-reticulado. Se (L, <,*) e (LL,=,*) sdo m-
reticulados. Entao, pela dualidade entre eles, tem-se que * é distributivo com respeito a
v e A em (L, <, %), o que vale também para (L, >, ). Observe que, no caso especial em
que (L, <, A) seja um reticulado distributivo, entdao (IL, >, A) serd também um reticulado

distributivo.

Em seguida sao apresentados alguns exemplos de posets, conjuntos totalmente

ordenados, reticulados, reticulados completos e [-monoides.

Exemplo 1.1. Seja P(X) o conjunto das partes de X # . A relacdo de inclusdo de
conjuntos € é uma ordem parcial sobre P(X). Além disso, (P(X),<) é um reticulado

completo sendo seu infimo ¥ e seu supremo X.

Exemplo 1.2. Qualquer cadeia é um reticulado distributivo com respeito as operagoes
bindrias v e A. Além disso, qualquer cadeia limitada (ou cadeia completa) é um [-monoide
limitado (I-monoide completo). Em particular, se a cadeia ¢ finita, entao ela é um reticulado

completo, portanto um l-monoide completo [42,44].

Exemplo 1.3. Para todo z > 0, tem-se que o intervalo fechado [0, z] é um reticulado
completo com a ordem usual herdada de R. Em particular, se z = 1, o intervalo [0,1] é

um reticulado completo.

Exemplo 1.4. As ordens lexicografica-1 <., e lexicografica-2 <;.,» sdo ordens do produto
cartesiano de dois conjuntos parcialmente ordenados (X7, <1) e (X3, <2), as quais sao

definidas por:

($17$2) <lexl (y1,y2) < 1 <1 Y1, Ou (Il =11 €Ty X y2) (1'3)

(I1,$2) <lex2 (y1,y2) < T2 <2 Y2, OU (ZEz =1z € X1 K2 y1). (1-4)

para todo (x1,23), (y1,%2) € Xi X Xo. Assim (X7 X Xy, <jez1) € (X7 X Xo, <jepn) s80

conjuntos totalmente ordenados.

Exemplo 1.5. Seja L um poset.
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1. O produto L™ =L x ... x I é um poset com a seguinte ordem parcial:
(X1, T2y oy ) < (Y1,Y25 o Un) < x; <y Vie{l,2,...,n}. (1.5)

2. De forma geral o produto L™*™ é um poset com a ordem parcial dada por:
S<T & Sij <tl] Vie{1,2,...,m} er€{1,2,...,TL}. (16)

Exemplo 1.6. A classe de fungoes L™ = {f : X — LL} é um poset com a ordem parcial
definida como:

f<ge flz)<glz) VrelX, (1.7)
onde f,geLX.

Exemplo 1.7. A classe dos gréficos de funcées em L~ denotada por JFi(X), é um poset

com a ordem parcial dada por:
A< B pa<pp (1.8)
paratodo A, B € FL(X) e pua, up € LY, onde A = {(z, pa()) | v € X}, B = {(w, up()) | v €

X}. Se L é um reticulado completo, entao a classe F1,(X) é um reticulado completo, e
cada elemento de JFi,(X) é chamado conjunto L-fuzzy. Em particular, a classe Fp(X) é

denotada por F(X) se L = [0, 1], e cada elemento desta classe é chamado conjunto fuzzy.

Se I é um reticulado (ou reticulado completo), entdo L", L™*" L~ e F(X)

sao reticulados (ou reticulados completos).

Definicao 1.5. Seja (L, <) um poset limitado e z, T € L. Entao, um intervalo |z, =] de L
¢é definido por
[z.7] ={yel|z<y<T} (1.9)

Exemplo 1.8. Seja (L, <) um reticulado limitado. O conjunto dos intervalos de L nao-
vazios denotado por
I} ={[z,z] €L | z <7}, (1.10)
com a ordem parcial
[2,7]) < [y, 7] ©@2<y e Ty (1.11)
é também um reticulado limitado, onde /\]IH”: = [0g,0] e \/]Iﬁ'i = [1r, 1] os quais sdao
denotados por Op e 1y respectivamente.
Se L é um reticulado completo, evidentemente, I} é um reticulado completo com

a ordem dada na Equagao (1.11). Nesse caso, o infimo e o supremo de algum subconjunto

arbitrario Y de I} estdo dados por

Ar = Ne e e V-

xeY xeY
para todo x = [z, 7] € If . Em particular, tem-se os seguintes reticulados completos, para

\/x\/x] : (1.12)

xeY xeY

neN,
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1. (Ifpny> <2) (reticulado completo dado pelo conjunto de subintervalos fechados do
intervalo fechado [0,7]). Se n = 1, denota-se (Ijy ), <2) por (I*, <), sendo este

reticulado completo base da morfologia matematica fuzzy intervalar [18,19].

n

1
2. (I%,<s), sendo L1 uma cadeia finita dado por {O, — ey 1}.
n

1
3. (I, <2), sendo £, uma cadeia finita dado por {0,1,...,n}. Neste caso, é utilizada a

notacdo de I} ao invés de I}, .

Definicao 1.6. Sejam (L, <) e (L, <) posets. Diz-se que a ordem parcial < refina a ordem
parcial < se:

x <y implica z <y, Vz,yel. (1.13)

Definicao 1.7. Seja (IL, <) um poset. Uma ordem < sobre IL é chamada ordem admissivel

em L se:

1. < é uma ordem linear;
2. < refina a ordem parcial <.

Observagao 1.1. No caso particular que (L, <) = (I*,<3), a Defini¢do 1.7 torna-se a

defini¢do de ordem admissivel introduzida por Bustince et al. em [46].

Exemplo 1.9. Como exemplos de ordens admissiveis em I*, tém-se

L2, 7] <iear [y, 7] < (2,7) <jear (¥, 7);
2. [2,7] <iea2 [4, 7] & (2, 7) <iean (¥, 79);
3. A ordem <xy sobre I* introduzida por Xu e Yager [37]:
[2,7] <xy [y,7] ©®2+T<y+7 ou 2+T=y+7 e T—z<7J—y.

Definicao 1.8. [42,47] Seja (L, <p) um reticulado e S um subconjunto néo vazio de L.

Entao S é um subreticulado de L se:
r,y €S implica xvpLyeES e zALYES. (1.14)

Em particular, se (L, <p) é um reticulado completo, S é chamado subreticulado completo

se cada subconjunto de S possui o infimo e o supremo de I em S.

Exemplo 1.10. Como exemplos de subreticulados completos com a ordem herdada de R,

para todo n € N, tém-se:

1
1. O subconjunto discreto finito £1 = {O, — ey 1} de [0, 1] com a ordem usual.
n n

2. O subconjunto discreto finito £,, = {0, 1, ...,n} de [0,n] com a ordem usual. Sobre

este subreticulado a morfologia matematica fuzzy discreta foi desenvolvida [16,48].



Capitulo 1. Conceitos Bdsicos da Teoria de Reticulados e da Morfologia Matemdtica 26

1.2 Mapeamentos entre Posets

Defini¢ao 1.9. [44] Sejam (L, <p) e (M, <u) posets. A aplicagdo f : L — M, para todo

x,y € L, é chamada:

1. Crescente ou isétona se x <, y implica f(x) <y f(y). Nesse caso, diz-se que f

preserva a ordem.

2. Decrescente ou antitona se x <p, y implica f(y) <m f(z). Nesse caso, diz-se que f

reverte a ordem.

Defini¢ao 1.10. [49] Seja (L, <) um poset limitado onde < é uma ordem parcial. A

aplicacao f : L" — L, n > 2 é chamada funcao de agregagdo sobre L se:

1. f preserva a ordem, isto é, f(x1,za,...,2,) < f(y1,Y2, -y Yn) se z; < y;, Vi €
{1,2,....,n}

2. f satisfaz as condigoes de fronteira, isto é, f(Op,...,0p) =0 e f(1r,..., 1) = 1p.

Observagao 1.2. No caso particular L = [0, 1] com a ordem usual de R, a Defini¢ao 1.10

torna-se a definigdo cldssica de fungao de agregacao [46].

Exemplo 1.11. Como exemplo de func¢ao de agregacao, tem-se a combinagdo convexa
K, : [0,n]* — [0,n] dada por:

K, (x1,29) = 21 + axe — 21) = (1 — @)1 + axg, (1.15)
para todo (71, 72) € [0,1]* e a € [0, 1].

Definicao 1.11. [44] Sejam L e M posets. A aplicagdo f : L — M é chamada isomorfismo

de ordem se ¢ bijectiva e
<y flz) < fy) (1.16)

para todo z,y € L. Se L e M sao reticulados (ou reticulados completos), entao o isomor-
fismo de ordem f é chamado isomorfismo de reticulados (ou isomorfismo de reticulados
completos). Se f: L — M é um isomorfismo de ordem (ou isomorfismo de reticulados, ou
isomorfismo de reticulados completos) diz-se que IL e M sdo isomorfos, o que é denotado
por L ~ ML

Observagao 1.3. Se L é um reticulado limitado (ou reticulado completo) e M um
reticulado, e f um isomorfismo entre I e M. Entdo M é um reticulado limitado (ou

reticulado completo) e cumpre-se que f(0p) = Oy e f(1p) = 1.

Exemplo 1.12. Seja I um reticulado completo. Entao,
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1L Fu(X)~L% se X # &;
2. FL(X) ~L" se X = {1, ..., Tp};
3. FL(X) =L™™ se X ={1,....,n} x {1,...,m}.

Exemplo 1.13. Este exemplo é amplamente utilizado neste trabalho, pois permite

relacionar operagoes fuzzy entre reticulados diferentes.

1. Os reticulados completos ([0, 1], <) e ([0,n], <) com a ordem usual, sdo isomorfos

mediante a aplicacao

#n [0,1] = [0,7]

T — @,(x) = nx,

(1.17)

para todo x € [0, 1]. Em particular, a aplica¢ao ¢, pode ser restrita ao subreticulado

completo finito L1 de [0, 1] que é isomorfo ao subreticulado completo £,, de [0, n].

2. Os reticulados completos (I*, <2) e (I}, <2) (a ordem <, ¢ definida na Equagao

(1.11)), sdo isomorfos por meio da aplicagao &, : I* — Ijj, ,; definida por

P, ([z,7]) := [pn(2), 0 (T)] = [0z, n7], (1.18)

para todo [z, Z] € I*. Note que, os reticulados completos (I, <5) e (I*, <) também

n

sao isomorfos por meio da aplicagdo @,,.

Antes de ver a seguinte proposicao, lembre que a soma de Minkowski em P(G),

sendo (G, +) um grupo, é definida como
X+Y={z+y|zeX, yeY}, (1.19)

para todo X,Y < G.

Proposigao 1.1. Seja (G, +) um grupo e z € G. A aplicagdo T, : (P(G),<) — (P(G), <)
dada por T,(X) = X 4 {z} é um isomorfismo de reticulados completos, isto é, T, é bijetiva
e satisfaz

XcYeX+{zcY+{z}, VX, Y € P(G). (1.20)

Demonstragio. Afirma-se que T, é injetiva. Com efeito, sejam X,Y € P(G) e suponha
que X # Y. Como X # Y, sem perda de generalidade, 3z € X tal que = # y,Vy € Y.
Logo, x + z # y + z,Yy € Y. Entdo X + {z} # Y + {z}, portanto T,(X) # T.(Y). Por
outro lado, T}, é sobrejetiva, ja que V'Y € P(G), 3X € P(G) tal que X =Y + {—z} sendo

—z o inverso de z.

Em seguida, serd mostrado que a Equacgao (1.20) é verdadeira.
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i. (=)Sejarxe X cY.Comoze X tem-se quez+2€ X +{z},entdo x+z €Y +{z}.
Portanto, X + {z} € Y + {z}.

ii. («) Seja 2/ € X + {z} € Y + {z}. Portanto, 3z € X tal que 2’ = z + 2. Como
X+{z} <Y +{z} temsequea’ =x+2€Y + {z}, entdo x € Y. Assim, X € Y.

]

Como consequéncia da Proposicao 1.1 tem-se o seguinte corolario:

Corolario 1.1. Seja (G, +) um grupo e z € G. A aplicagao T, : (P(G),<) — (P(G), <)
dada por T,(X) = X + {z}, satisfaz a seguinte relacao:

XcYe X+{zjcY +{z} (1.21)

Demonstragio. Pela Proposigao 1.1 a Equacao (1.20) é satisfeita, portanto basta mostrar

que

X#Y e X+ {z}#Y +{z}. (1.22)

i. (=) Segue-se da injetividade de T5.

ii. (<) Pela Proposicdo 1.1, T,”" = T'_, é bijetiva. Assim, a demostracio segue-se da
injetividade de T, .

Portanto, das Equagoes (1.20) e (1.22), tem-se que X c Y & X + {z} < Y + {z}.

1.3 Morfologia Matematica em Reticulados Completos

Na MM sao observadas duas perspectivas nao necessariamente excludentes:

1. A MM no sentido geométrico e topoldgico, baseada nos operadores basicos de erosao
e dilatacdo morfolégica (entre outros) utilizados para extrair informacao da imagem.

Esses operadores sao geralmente associados a um elemento estruturante S [25,26,50].

2. A MM no sentido algébrico, usualmente definida sobre reticulados completos tendo

como base os operadores de erosao e dilatagao [29,51-53].

Defini¢ao 1.12. [54] Sejam L e M reticulados completos. Um operador ¢ : Ml — IL que

comuta com a operacao do infimo para cada subconjunto Y € M, isto é,

£ (/\Y) = /\s(y), (1.23)

yey
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é chamado erosdo (algébrica). Um operador § : L. - M que comuta com a operacao do
supremo para cada subconjunto Y € M isto é,
5 (\/ Y) = \/é(), (1.24)
yeY

¢é chamado dilatagao (algébrica).

Note que, tanto a erosdo quanto a dilatagdo (desde um ponto de vista algébrico)
sao operadores crescentes. Estes operadores estdo com frequéncia relacionados em termos
de adjuncao, o que permite garantir que um par de operadores adjuntos é necessariamente
formado por uma unica dilatagao e uma tunica erosao. Entre os autores que focam nessa

abordagem encontram-se Heijmans e Ronse [51,54].

Defini¢ao 1.13. [54] Considere os operadores 6 : L - M e e : M — L onde L ¢ M sdo

reticulados completos. O par (g, ) forma uma adjuncao se € e § sdo adjuntos, isto é,
o(z) <y e ax<e(y), (1.25)
para cada x € L e y € M.

Proposicao 1.2. [54] Seja L um reticulado completo e €,0 : L. — L.

1. Se (&,9) é uma adjungao, entdo 0 é uma dilatacio e ¢ é uma erosao.

2. Para cada dilatacdo d, existe uma tnica erosao ¢ tal que (¢,d) é uma adjuncao. A

erosao adjunta ¢ dada por:

ely) = \/{relL:d(z) <y}, (1.26)

para todo y € L.

3. Para cada erosao ¢, existe uma tunica dilatacao § tal que (e,d) é uma adjuncao. A

dilatacao adjunta ¢ dada por:

§(x) = /\{y elL:e(y) = x}, (1.27)

para todo x € LL.

Neste capitulo foram apresentados conceitos basicos sobre posets que incluem
reticulados, reticulados completos e mapeamento entre posets. Tais conceitos foram uti-
lizados na morfologia matemética em reticulados completos, onde, observaram-se duas

perspectivas nao necessariamente excludentes.

No seguinte capitulo sera estudada a morfologia matematica IL-fuzzy sobre
reticulados completos baseada no conceito de fungao estruturante, dando especial atengao a
morfologia matematica L-fuzzy quando I = I Para isso, serd preciso relacionar operadores

fuzzy entre diferentes reticulados completos por meio de isomorfismos, particularmente

1 e I por meio de @,. Dessa forma, a morfologia matematica I*-fuzzy servirda como

1
n

ferramenta para a anélise e o processamento de imagens digitais intervalares (A € F (Z?)).
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Capitulo 2

Teoria de Conjuntos L-Fuzzy

Neste capitulo, sdo revisados alguns conceitos da teoria de conjuntos LL-fuzzy
como base da morfologia mateméatica (MM) L-fuzzy [19]. A MM L-fuzzy inclui os conceitos
de medidas de inclusao e interseccao empregadas para definir os operadores bésicos de erosao
e dilatacao L-fuzzy. H4 um especial interesse em definir esses operadores no reticulado
completo discreto I, pois, a incerteza das imagens digitais pode ser modelada em termos de
imagens digitais intervalares Ay € Fyx(Z?) [33]. Salienta-se que os operadores de erosio e
dilatagao I’ -fuzzy, utilizados para o processamento das imagens digitais intervalares, estao
baseados em operadores de implicagao e conjungao I7-fuzzy, respectivamente. Assim, sao
apresentadas algumas proposigoes (Proposicgoes 2.1, 2.2 e 2.3) as quais permitem relacionar
os operadores fuzzy entre diferentes reticulados completos. Essas relagdes, proporcionam
as ferramentas necessarias para construir operadores de conjuncao e implica¢do sobre o
reticulado completo I a partir de operadores conhecidos. Vale ressaltar que as Proposigoes
2.1, 2.2 e 2.3 sao casos particulares das extensoes das t-normas e implica¢oes definidas

sobre reticulados limitados via retragoes, introduzidas por Palmeira et al. [55, 56].

Também sao definidos operadores LL-fuzzy intervalares como extensoes dos
operadores fuzzy intervalares. Na literatura encontram-se extensoes de operadores repre-
sentaveis sobre reticulados completos, ainda mais sobre reticulados limitados [19,57]. Neste
trabalho sera utilizada as extensoes das conjungoes e implicagoes pseudo-representaveis
sobre T* [19,58] para conjungdes pseudo-(C,C’)-representéveis e implicagoes pseudo-(Z,Z')-
representaveis sobre o reticulado limitado I, sendo estes operadores parte da contribuicao

do trabalho e a base para determinar a erosao e a dilatacao I*-fuzzy.

2.1 Operadores LL-Fuzzy

A teoria de conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh [59] em 1965 como uma
extensao da teoria classica de conjuntos. Os conjuntos fuzzy tém a caracteristica de que

cada elemento do conjunto possui um grau de pertinéncia no intervalo fechado [0, 1].
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Como uma extensao da teoria dos conjuntos fuzzy encontra-se a teoria dos

conjuntos L-fuzzy introduzida por Goguen [60], de acordo com a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. [60] Seja X um conjunto nao vazio e I um reticulado completo. Define-se
um conjunto L-fuzzy A em X como: A = {(x,pua(x))| x€ X e pa: X — L}, onde py é

conhecida como funcdo de pertinéncia.

Existe um isomorfismo £ entre a classe dos conjuntos L-fuzzy Fi,(X) e a classe
das funcoes L™, tal que £(A) = p4 (ver Exemplos 1.6 e 1.7). Assim, é possivel identificar
um conjunto L-fuzzy A por sua funcao de pertinéncia 4. Pelo exposto, a partir de agora,
um conjunto L-fuzzy sera tratado como uma aplicagdo A : X — L. Em particular, se o

reticulado completo L. = [0, 1] e x € X, A(x) indica o grau de pertinéncia de x no conjunto
fuzzy A.

Os operadores légicos fuzzy sao extensodes dos operadores légicos booleanos.
Estes operadores légicos fuzzy associam elementos de [0, 1] com elementos de [0, 1]. Como
exemplos disso, tém-se a conjuncao fuzzy, a implicacao fuzzy, etc. Os operadores logicos
L-fuzzy generalizam os operadores 16gicos fuzzy. Alguns operadores 16gicos L-fuzzy (ou

simplesmente operadores L-fuzzy) sao definidos a seguir:

Definicdo 2.2. [61] Seja L. um reticulado limitado. Uma aplicacdo C : L x L — L
crescente é chamada conjungdo fuzzy em 1L ou conjungao L-fuzzy, se C(0r,01) = C(1p,01) =
C(Op,1p) = 0p e C(1y, 11) = 1y, (condigbes de fronteira). Em particular, se a aplicacao C
é comutativa, associativa e satisfaz C(x, 11) = x para todo z € L, entao ela é chamada

norma triangular ou t-norma em L.

No caso particular que . = [0, 1], a Defini¢ao 2.2 torna-se a definigao cléssica

de conjuncoes fuzzy e na sequéncia de t-normas fuzzy.

Exemplo 2.1. Exemplos de t-normas e conjuncoes fuzzy.

Ty(z,y) = Ay Minimo (2.1)
Tik(z,y) = Ov(z+y—1) Lukasiewicz ~ (2.2)
0 sex+y<1
Tour(e,y) = i A (23)
T Ay  caso contrario Minimo Nilpotente
Tp(z,y) = xy Produto. (2.4)

Definigao 2.3. [62] Seja L um reticulado limitado. Uma aplicagdo Z : L x L — L
decrescente no primeiro argumento e crescente no segundo argumento é chamada implicacao
fuzzy em L ou implica¢io L-fuzzy se Z(0p,01) = Z(0p, 1) = Z(1y, 1) = 1, e Z(11,,0) =
Or (condigoes de fronteira). Em particular, se a aplicacao Z satisfaz Z(1y,x) = x para

todo x € IL, entao ela é chamada implicagcio de fronteira em L.
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No caso particular que I = [0, 1], a Defini¢ao 2.3 torna-se a definigao cléssica

de implicagoes fuzzy e na sequéncia de implicagoes de fronteira fuzzy.

Exemplo 2.2. Exemplos de implicacoes fuzzy.

Ink(z,y) = 1Aa(y—ax+1), Fukasiewicz (2.5)

Ixp(z,y) = (1—2) vy, Kleene-Dienes (2.6)
1, ser <y,

Ipp(x, = 2.7

#p(@,9) { (1—-2z)vy x>y Fodor 27)
1, se x <y,

Iap(x, = 2.8

6n(@,9) { Yy x>y Godel. (2:8)

Outros exemplos de conjuncoes incluindo t-normas e implicagoes de fronteira

fuzzy podem ser encontrados em [63-65].

Definicao 2.4. [19] Seja L. um reticulado completo. A implicagido Z e a conjungao C sobre

L formam uma adjuncéo se Z(z,-) e C(z,-) formam uma adjuncao para todo z € L, isto é,
Clz,x) <yex<I(zy)
para todo z,y € L.
Note que se a implicagdo Z e a conjuncao C sao adjuntos sobre L, entao C(z, -)
é uma dilatacao e Z(z,-) é uma erosao, ambos desde o ponto de vista algébrico. Observe
também que pode-se empregar a Equagao (1.26) para formar uma adjuncao. Isto significa

que uma conjuncao C sobre o reticulado completo I induz uma implicacao L-fuzzy Z¢

chamada R-implicagcdo de C sobre L, essa adjuncao é dada no seguinte teorema.

Teorema 2.1. [19] Sejam L. um reticulado completo, C uma conjun¢io L-fuzzy e Zc :

L x L. - I um operador definido por:

Te(z,y) = \/{zeL: C(x,2) <y}, (2.9)

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

1. A aplicagio Z¢ € decrescente no primeiro argumento e crescente no sequndo argumento.
Além disso, Io satisfaz

Ze(0p,0p) = Ze(0p, 1) = Ze(1p, 1) = 11 (2.10)

2. A aplica¢io I representa uma implicacio em 1L se, e somente se, C(1y,,x) > O, para

cada x € L\{OL}. Nesse caso, a implicagio Zc é chamada R-implicagio de C.

Corolario 2.1. Seja IL um reticulado completo. Se Z7 ¢ uma R-implica¢ao de uma t-norma

T em L entdo Z7 é uma implicagao de fronteira.
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Demonstracao. Seja a R-implicagao Zr dada por:

Trey) = \/{zeL: T(z,2) <y} 211)
Desde que T é uma t-norma em L, 7 (11,y) = y,Vy € L, entao

Ir(ln,y) = \/{z e L: T(li,2) <y},
=\/{zelL:z <y}, (2.12)
—y.

Portanto, Z7 é uma implicacao de fronteira.

2.2 Relacoes entre Operadores IL-Fuzzy por Meio de Isomorfismos

Esta secao sera focada em relacionar operadores IL-fuzzy conhecidos por meio
de isomorfismos. Em particular, serao relacionados os operadores de conjung¢ao e impli-
cagao L 1 -fuzzy com os operadores de conjuncao e implicagao L,-fuzzy por meio de um
isomorfismo. Isto com o fim de determinar a erosao e dilatacao L£,-fuzzy de uma imagem
digital em tons de cinza. Lembre que os valores das imagens digitais em tons de cinza

pertencem a cadeia finita £,,.

Sejam (IL, <p,) e (M, <p) reticulados limitados (reticulados completos) e suponha-
se que existe um isomorfismo ¢ : . — M. Por meio desse isomorfismo sao construidos
alguns operadores L-fuzzy (OF). Em particular, tém-se as conjungoes e implicagdes no
reticulado completo M (L) a partir de conjungoes e implicagdes fuzzy no reticulados
limitado (reticulado completo) L. (M). Esta construgao pode ser vista no seguinte diagrama

comutativo:

L x L—2F L (2.13)

(¢17s01)@(%0) ch ot

M x M—2F ML

Dado um operador IL- fuzzy OF sobre o reticulado completo L., é definido OF¥ sobre o

reticulado completo M da seguinte forma:

OF?(x,y) = p(OF (¢~ (x), ¢~ (1)), (2.14)

para todo x,y € M.

Equivalentemente, tem-se:

OF (z,y) = ¢ {(OF?(p(x), o(y))), (2.15)
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para todo z,y € L.

Proposigao 2.1. Seja ¢ : L. > M um isomorfismo entre reticulados limitados (reticulados
completos), e OF% e OF aplicagoes definidas nas Equagoes (2.14) e (2.15) respectivamente.
Entao cumpre-se que,

1. OF¥ é crescente se, e somente se, OF' é crescente.

2. OF% ¢é decrescente no primeiro argumento e crescente no segundo argumento se,
e somente se, OF é decrescente no primeiro argumento e crescente no segundo

argumento.
3. OF% é comutativo se, e somente se, OF é comutativo.
4. OF¥ é associativo se, e somente se, OF é associativo.

5. OF?(1y, x) = ,2 € M se, e somente se, OF (1y,2") = 2/, 2’ = ¢ '(x) e L.
Demonstragio. Seja ¢ um isomorfismo entre . e M, e ¢ ! sua inversa.

1. OF¥ é crescente

< OF%(z,y) <q OF%(z,w),¥(x,y), (z,w) € M*, tais que (z,y) < (z,w)
< OF%(z,y) <m OF%(z,w),V(z,y), (z,w) e M*, taisque x <y z e y <y w
< OF?(z,y) <m OF¢(z,w),VY(x,y), (z,w) € M?,

tais que <y 2 e y Sy w & () <L (2) e pTH(y) <1 @ (w)
< ¢ (OF(z,y)) <L 9™ (OF?(z,w)),¥(2,y), (z,w) € M?,

tais que ¢~ (2) <L ¢ (2) e T (y) <L @ H(w)
= OF(¢ '(2),¢ ' (y) <L OF (¢ ' (2), 9 (W),

V(o (@), (1) (0 (), 0 (w)) € L7,

tais que (z,y), (z,w) € M? e (7' (x), 7' (1)) < (97 (2), 7" (w))
< OF(z'y) <L OF(Z,w),¥(2',y), (¢, w') € L?, tais que (2',7) < (¢, w'),

< OF é crescente.



Capitulo 2. Teoria de Conjuntos L-Fuzzy

35

2. OF¥ é decrescente no primeiro argumento

& OF%(y,z) <y OF%(x, 2),
< OF@(y,Z) <M OF(p(xaz)
(

e M?, tais que = <y y

Y(y, 2), (x, z
v e M2,

(Y, 2), (w2

@) <L e ()

< Soil(OFsa(y? Z)) SL P 1(OFSO l’,Z)),V(y,Z), (H?,Z) € M27
Ly (

)

)

tais que =z <y &

tais que ¢~ (z) <L ¢ (1)

& OF(p ' (y), ¢ '(2) L OF (¢ (2), 0 (2)),
V(07 W), 07 (2)), (07 (@), 07 (2) € LA,
tais que (y,2), (,2) € M? e ¢~ (z) <L ¢ ' (y)

& OF(y,7) <L OF(z',2),V(y,7), (', 7) € L?, tais que 2’ < ¢/

< OF ¢é decrescente no primeiro argumento.

3. OF¥ é comutativo

¢ ¢ 0 00

OF?(z,y) = OF*(y,x),Y(x,y) € M?
P(OF (™' (), 07 () = e(OF (¢~ (y), ¢~ ! (z)),¥(x,y) € M?

OF (™" (x), ¢ (1)) = OF (¢ (y), o~ (2)), V(¢ (x), ¢~ (1)) € L?, (z,y) € M?

OF(2',y) = OF(y',2"),¥(2',y) e L?

OF é comutativo.

4. OF¥% ¢é associativo

0

0

OF?(OF%(x,y),2) = OF?(x,OF*(y, 2)),Yz,y, 2 € M

OF?(o(OF (¢ '(x), ¢ ' (y))), 2) = OF*(x,0(OF (¢ ' (), ¢ '(2)))),
Vr,y,ze M

e(OF(OF (¢ '(x),¢ (1), ¢ '(2))) = w(OF (¢ (x), OF (¢ '(y),¢ '(2)))),

Voo (@), 07 (y), ¢ (2) e L,y 2 € M

OF(OF (¢~ (x), ™" (1)), ¢~ (2)) = OF(p™"(2), OF (9™ ' (y), ¥~ (2))),
Voo (@), ¢ (y) ¢ () €L,z y, 2 €M

OF(OF(2',y),2") = OF(2',OF (y',2")),V2',¢/, 2 e L

OF ¢ associativo.

OF?(Iy,z) =2, YeeM < o(OF(¢ '(1n),¢ *(z))) =2, Ve e M

< OF(¢ '(lm),¢ '(2) =¢ '(2), V¢ '(v) €L
< OF(1p,2') =2', Vi’ e L.
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]

Proposicao 2.2. Sejam L e M reticulados limitados (reticulados completos), C¥ e C
aplicacoes definidas nas Equagoes (2.14) e (2.15) respectivamente, e ¢ : L. — M um
isomorfismo. Entao, C¥ é uma conjungao M-fuzzy se, e somente se, C é uma conjungao
[L-fuzzy. Em particular, C¥ é uma t-norma M-fuzzy se, e somente se, C é uma t-norma

L-fuzzy.

Demonstracao. Pelo Item 1. da Proposicao 2.1, C¥ é crescente se, e somente se, C é

crescente. Pelo Item 5. da mesma proposicao para x € {Oy, 1y}, e de

Co(0u, 1t) = O < Ce ' (Om), ¢ ' (1m))
C?(O, Ont) = O < C(e ' (Our), @ ' (Om))

C(Op,1p) = 0p
C(O]Lu OL) = 0]L7

C? cumpre as condigoes de fronteira se, e somente se, C cumpre as condigoes de fronteira.
Portanto, C¥ é uma conjungao M-fuzzy se, somente se, C é uma conjuncao L-fuzzy. Agora,
pelos Itens 3. e 4. tem-se que, C¥ é comutativo e associativo se, e somente se, C é comutativo
e associativo. Portanto, pelo antes mencionado, C¥ é uma t-norma M-fuzzy se, somente
se, C é uma t-norma IL-fuzzy. Além disso, note que dos Itens 3. e 5. para cada = € M,

cumpre-se que, C(z, 1y) = x se, e somente se, C(¢ *(z),1L)) = ¢ ().

]

Exemplo 2.3. Sao construidos alguns exemplos de t-normas no reticulado completo [0, 7]
a partir de t-normas no reticulado completo [0, 1] por meio do isomorfismo ¢,, definido no
Item 1. do Exemplo 1.13.

1. Se a t-norma é a conjungao do minimo 7T); definida na Equacao (2.1), para todo

x,y € [0,n], tem-se

T (2, y) = en(Tu (e, (), 07 (1))
—n (f A 9) (2.16)

n n

=T AY.

2. Se a t-norma ¢é a conjungao de fLukasiewicz Ty definida na Equacao (2.2), para

todo z,y € [0, n], tem-se

Tl y) = en(Tir(p, (@), 0, (y)))
Zn(OV <%+3—1)) (2.17)

n
=0v (r+y—n).
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3. Se a t-norma é a conjungao do minimo nilpotente 7},,; definida na Equacao (2.3),

para todo x,y € [0,n], tem-se

T (@, y) = on(Tuni (0, (), 0, (1))
{ 0 ser+y<n, (2.18)

TAY caso contrario.

Proposicao 2.3. Sejam L e M reticulados limitados (reticulados completos), Z¥ e Z
aplicagoes definidas nas Equagoes (2.14) e (2.15), e ¢ : L - M um isomorfismo. Entao, Z%
¢ uma implicagdo M-fuzzy se, e somente se, Z é uma implicagdo L-fuzzy. Em particular, Z%
¢ uma implicagao de fronteira M-fuzzy se, e somente se, Z é uma implicacao de fronteira

L-fuzzy.

Demonstragdo. Pelo Item 2. da Proposicao 2.1, Z¥ é decrescente no primeiro argumento e
crescente no segundo argumento se, e somente se, Z é decrescente no primeiro argumento

e crescente no segundo argumento. E pelo Item 5. para x € {Oy, 1y}, tem-se
T¢Iy, v) =2 = Z(1p, 0 (z) = ¢ (). (2.19)

Além disso,

Z7(Ong, 1) = e < Z(¢ '(Om), 0 ' (1ur))
Z%(Ong, Ong) = 1oz < Z(¢™ ' (Oma), 0~ (Our))

I(OL, 1]L) = lL

(2.20)
I(O]L,O]L) = ]-]L7

Pelas Equagoes (2.19) e (2.20), Z¥ cumpre as condigdes de fronteira se, e somente se, Z
cumpre as condigoes de fronteira. Portanto, pelo exposto, Z% é uma implicacao M-fuzzy
se, e somente se, Z é uma implicacao LL-fuzzy. De isso, e pelo Item 5. da Proposicao 2.1,
7% é uma implicacao de fronteira M-fuzzy se, somente se, Z é uma implicacao de fronteira

L-fuzzy.
O

Exemplo 2.4. Sao construidos alguns exemplos de implicagoes no reticulado completo
[0,n] a partir de t-normas no reticulado completo [0, 1] por meio do isomorfismo ¢,
definido no Item 1. do Exemplo 1.13.

1. Se a implicacao fronteira é a implicacdo de Lukasiewicz I definida na Equacao

(2.2), para todo z,y € [0,n], tem-se

I8 (z,y) = ol (07 (2), 07 (1))

=n<1/\ (Q—fﬂ)) (2.21)

non
=nnA(y—x+n).
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2. Se a implicagao fronteira é a implicacao de Kleene-Dienes I p definida na Equagao

(2.6), para todo z,y € [0,n], tem-se

125z, y) = on(Ixp (o7 (2), 971 (1Y)

—n ((1 - %) v %) (2.22)

=(n—x)vy.

3. Se a implicagao fronteira é a implicagdo de Fodor Irp definida na Equacao (2.7),

para todo x,y € [0,n], tem-se

Ifn (2, y) = en(Irp (e, (2), 0, (y))) =
{ n se T <, (2.23)

(n—x)vy caso contrario.

4. Se a implicagao fronteira é a implicagdo de Godel Ip definida na Equagao (2.8),

para todo z,y € [0,n], tem-se

15 (2,y) = eaIan (e, (), 0, (y))
B { n ser <, (2.24)

Y caso contrario.

Corolario 2.2. Sejam L e M reticulados completos, e ¢ : . - M um isomorfismo de
reticulados completos. A implicacao Z% e a conjuncao C¥ em M formam uma adjuncao se,

e somente se, a implicacao Z e a conjuncao C em L formam uma adjungao.

Demonstracao. Como Z¥ e C¥ sao adjuntos em M, significa que
Coz,x) <yy < x <y I¥(z,z),Vr,y,z€ M. (2.25)
A Equacao (2.25), pela Equagao (2.14), é igual a

p(Cle™ (2), 07 (2)) <my & & <u p(Z(p™' (2), 07" (2))), Yo, y, 2 € ML (2.26)

Pelo isomorfismo ¢, a Equagao (2.26) é equivalente a

Clo (2 @) <L ') & o H@) <L Zle '(2), 07 (1), Yo (@), (1), ' (2) € L,
(2.27)
Assim, a Equagao (2.27) é igual a

CZ oYy e < Z(Z,y), Vo', 2" €L, (2.28)

isto significa que C e Z sdo adjuntos. Assim, das Equagoes (2.25) e (2.28), Z%¥ e C¥ sao

adjuntos em M se, e somente se, Z e C sao adjuntos em L.

]
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Exemplo 2.5. Entre as adjungoes sobre o reticulado completo [0, ] geradas por meio da

. . ~ . On ©n Pn Pn
R-implicacao, encontram-se os pares: (Tf 5, I75), (T, Irh), ete.

Os operadores fuzzy em L,, utilizados neste trabalho estdo baseados nos opera-
dores apresentados nos Exemplos 2.3 e 2.4. Note que, esses operadores sao gerados pelo
isomorfismo ¢, : [0,1] — [0, n], para todo n € N. Além disso, sao fechados no subreticulado
completo £, = {0,1,...,n} do reticulado completo [0,n]|. Alguns desses operadores no
subreticulado completo £,, ja foram utilizados nos trabalhos de Gonzélez-Hidalgo et al.
[16,48].

Observacao 2.1. Pelo exposto nesta secao, a partir de agora serao utilizados os operadores
fuzzy na sua forma discreta, isto é, operadores definidos sobre o subreticulado completo
L, de [0,n]. Para simplificar a notacao, a conjungao L,-fuzzy (t-norma L,-fuzzy ) gerada
por meio de ,, serda denotada por C" (7") ao invés de C*" (T#"), e a implicacao L,-fuzzy

gerada por meio de ¢, serd denotada por Z" ao invés de Z.

Observacgao 2.2. Como comentado no inicio deste capitulo, as Proposicoes 2.2 e 2.4 sdo
casos particulares das extensoes das t-normas e as implicagoes definidas sobre reticulados

limitados via retragoes [55,56], neste caso o retrator seria o isomorfismo ¢,,.

2.3 Operadores LL-Fuzzy Intervalares

Na literatura, sao encontrados trabalhos de extensao dos operadores l6gicos
fuzzy intervalares, especialmente operadores l6gicos representaveis, definidos inicialmente
no reticulado completo I* e estendidos para I}, sendo L um reticulado limitado [57,62].
Particularmente, neste trabalho, como parte da contribuicao tedrica, sao estendidos os
operadores de conjungoes pseudo-C-representaveis e implicagoes pseudo-Z-representaveis
em I" a conjungoes pseudo-(C, C')-representéveis e implicagoes pseudo-(C, C')-representdveis
sobre I}, sendo L um reticulado limitado. Nesse contexto, as defini¢oes e os teoremas
apresentados a seguir, sao extensoes das defini¢oes e teoremas apresentadas por Deschrijver
et al. [58], Sussner et al. [19], Mélange et al. [31], Nachtegael et al. [18]. A escolha das

definigoes e teoremas foi de acordo com o objetivo do trabalho.

Seja (L, <) um reticulado limitado (reticulado completo) e Ij o conjunto de
subintervalos fechados nao vazios de L. Define-se um conjunto IL-fuzzy intervalar A da

seguinte forma:
A X — [}
r — Az) = [A(z), A(x)], VreX.

Se A(xr) = A(x), o conjunto L-fuzzy intervalar torna-se num conjunto L-fuzzy. Neste

trabalho, os intervalos [z,T] € [ sdo denotados por x.
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Definigao 2.5. [57] Seja L um reticulado limitado (reticulado completo), e sejam C e
C' conjungoes L-fuzzy tais que C(z,y) < C'(x,y), para todo z,y € L. A aplicagao C¢ ¢
definida por

GE,C’ (Xa Y) = [C(£7 y): C'(T, g)]a VX, ye H]i’ (2'29)

é chamada (C,C’)-representdvel.

Teorema 2.2. [57] Seja L um reticulado limitado, e sejam C e C' conjungoes L-fuzzy. A
aplicagio Cp ¢ dada pela Equagio (2.29) é uma conjungio em I se C(z,y) < C'(z,y), para
todo x,y € L. Em particular, se C e C' sao t-normas L-fuzzy, entdo Cecr € uma t-norma

*®
em I .

Definigao 2.6. Seja L um reticulado limitado e sejam C e C' conjuncoes LL-fuzzy tais
que C(z,y) < C'(x,y), para todo x,y € L. Define-se uma conjuncio pessimista Cecr com

representantes C e C', por

eg,C’(X7y) = [C(£7 g)ac/(l7 ?) v C,(T7 y)]v VXJy € ]I]I*J (230)

E define-se uma conjungao otimista C% o com representantes C e C' por

eg',C’ (Xv y) = [C(iv ?) A C(f7 g)a C,(Tv ?)]7 VX, ye€ ]I]Iﬂ: (231)

Teorema 2.3. Seja L. um reticulado limitado e sejam C e C' conjuncoes L-fuzzy tais
que C(z,y) < C'(x,y), para todo x,y € L. As aplicagoes Cf cr, C ¢ definidas nas Equagoes

(2.30) e (2.31) respectivamente, sao conjungoes em I .

Demonstragio. Note que C¢ o estd bem definida, pois, C(z,y) < C'(z,y), z,y € L e

<
C ¢é crescente, entdo para todo x,y € Ij, tem-se que C(z,y) < C(z,y) < C'(z,7) e
Cla,y) < C(T,y) <C'(T,y), portanto C(z,y) < C'(z,7) v C'(T,y).

1. Afirma-se que Ch ., é crescente. De fato, se x <o zey <o w, istoé, z < z,T<Ze

y < w,y < w, implica
Clz,y) < C(z,w), C'(z,7) <C'(z,w) eC'(T,y) <C'(Zw), (2.32)
ja que C e C' sdo crescentes. E da Equagao (2.32), tem-se

[C(z,y),C'(z,7) v C'(T,y)] <2 [C(z,w),C' (2, W) v C'(Z,w)] (2.33)

e portanto
Chor(x,y) <o Lz, W), (2.34)

para todo x,y,z,we [J.

2. As condicoes de fronteira seguem diretamente das propriedades de C e C’.
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Na sequéncia, C¢ - também esta bem definida, pois C ¢ crescente e z < T, y < ¥, entao

C(£7 y) ~ C(:E7y) ~ C (:E,y) € C(xvg) ~ C(l’,y) ~ C ( 7y)a portanto C(Q, y) A C(fE;y) <
C'(7,7). A demostragao de Ce o seja crescente e satisfaga as condigoes de fronteira seguem

diretamente das propriedades de C e C'. O]

Na Defini¢ao 2.6, se C = C’ o operador denota-se C¢ ¢, por C¢ e o operador CZ ¢
por Cg.

No Teorema 2.3, note que nao necessariamente C ., e G2 - sdo t-normas, se C e
C' sao t-normas, pois a associatividade desses operadores nao ¢ garantida. Para contornar

esse problema, sao providenciadas algumas condi¢bes expostas no seguinte teorema.

Teorema 2.4. Se (L, <,C) e (L, >,C) sdo [-monoides limitados onde C é uma t-norma
L-fuzzy, entio as aplicagoes Cp, Co definidas nas Equagoes (2.30) e (2.31) respectivamente,

sao t-normas em I .
Demonstracao.

1. C& é comutativo, pois

(4, 7)] (2.35)

ja que C é comutativo, para todo x,y € I.

2. CF é associativo, pois

Ce(x, Cely, 2)) = Ce(x,[C(y, 2),C(y, 2) v C(¥, 2)])

(2.36)
= [C(z,C(y. 2)),C(z,C(y. 2) v C(7, 2)) v C(,C(y, 2))]-
Como (L, <,C) é um [-monoide, entao
Clz,C(y, %) v C(z,C(7,2)) = C(z,C(y, Z) v C(¥,2)). (2.37)

Da equagao (2.37) e como v é associativo sobre um reticulado limitado, tem-se

Clz,C(y,2) v C(Y,2)) v C(C(T,y), 2)

- (€0l 7)) v € C5.2) v C(C(.1).2) .
= C(z,C(y, 7)) v (C(z,C(7,2) v C(C(T, 1), 2))
Clz,C(y,2)) v C(C(z,7) v C(T,y), 2).
substituindo (2.38) em (2.36), e usando a associatividade de C obtém-se
Ce(x, €e(y,z)) = [C(C(z,y),2).C(C(z, ), Z) v C(C(z,7) v C(T,y),2)]
= Ce([C(z, ), C(z.7) v C(T,y)] 2) (2.39)
= Ce(Ce(x,y), 2),
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para todo x,y,z € IJ.

3. Para cada x € I}, tem-se

G’é(x, 1]1;;) = [C(Q, 1L), C(l, 1]L) Vv C(f, 1]]_,)]
= [z,2 v 7] (2.40)

= [&,T] =X,

uma vez que C(z, 1) = x e C(x, 1) = x, para todo x € L.

Dos Itens 1., 2., 3. e o Teorema 2.3, tem-se que €% é uma t-norma em I} . De
forma similar prova-se que Cg é uma t-norma em Ij. A parte da associatividade de Cg é
devido a distributividade de C como respeito a A pois (L, >,C) é um [-monoide comutativo
limitado. As outras propriedades de €% sdo mostradas de forma similar ao operador €%

utilizando as propriedades de C. [

Corolario 2.3. Se C(x,y) < C'(z,y), para todo z,y € L, entao as seguintes desigualdades

sao satisfeitas
Coo(x,y) <2 Coo(x,y) <2 Co(x,y), Vx,y €I}, (2.41)

Demonstragio. Sejam x = |z,Z],y = [y,7] € I}. Como C é crescente, tem-se

Clz,y) <C(T,y) e C(z,y) <C(z,7) = C(z,y) <C(z,7) A C(T,y), (2.42)

entao

[C(x, y)aC'(T, )] <2 [C(z,7) A C(T, y%C'(T, 7)]

(2.43)
< Coo(x,y) <2 Ce(X,y).
Além disso, ja que C' é crescente tem-se
C'(z,y) <C'(@,7) eC(z,7) <C(T,9) =C(T,y) vC(zy) <C@7)
Portanto,
[C(z,y),C'(T,y) v C'(z,9)] <2 [C(z,y),C'(7,7)]
(2.44)
< Coo(x,y) <2 Coo(x,y)
das Equagoes (2.43) e (2.44) tem-se a desigualdade (2.41).
]

Definicao 2.7. Seja L um reticulado limitado e sejam Z e Z' implicacoes L-fuzzy tais que

I(xz,y) <Z'(x,y), para todo z,y € L. A aplicagao J7 1, sobre I} definida por

Irr(xy) = [Z(z,y),T'(z.9)], Vx,y € If. (2.45)

¢ chamada (Z,Z")-representdvel.
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O seguinte teorema é uma generalizacao da Proposigao 6.3 da referéncia [66].

Teorema 2.5. Seja . um reticulado limitado e sejam I e ' implicagoes LL-fuzzy tais que
I(x,y) < Z'(x,y), para todo x,y € L. I7 1 definida na Equagdo (2.45) é uma implicagdo
em I . Além disso, se Z,T' sao implicagoes de fronteira L-fuzzy, entdo J71 € também uma

implicagao de fronteira I} .

Demonstra¢io. Sejam x = [z, Z],y = [y,7]| € I] desde que Z é decrescente no primeiro

argumento e crescente no segundo argumento e z < 7,y < ¥ tem-se:
I(z,y) <Z'(7y) < T'(z,7). (2.46)
Logo, J7 7+(x,y) = [Z(Z,y), T'(z,7)] estd bem definida.
1. J7 7 ¢ decrescente no primeiro argumento. De fato, se x <p zisto ¢z <z e T < %,

entao:
I(z,y) <I(T,y) e I'(2,7) < I(z,9) = T7(z,y) <2 I7(x,y). (2.47)

para todo x,y,z € [J.

2. J7 1 € crescente no segundo argumento. De fato, se y <o zisto é y < z ey < Z,

entao:

I(z,y) <1(@,2) e T'(z,79) < T'(z,2) = Jz(xy) <2 J1(x,2). (2.48)

para todo x,y,z € .

3. Se x € {0, 11}, entdo:
I7 (L, x) = [Z(1r,2), T'(11,, 7)] = [2,7] = x (2.49)
Além disso,

J77(0px, Opx) = [Z(0n, 01), Z'(0n, Op)] = [1o, 1n] = 1px (2.50)
J77(0px, 1px) = [Z(Or, 10.), Z'(Or, 10)] (2.51)

|
—
—_
=
—
=
—
|
-
=
*

Portanto, pelos itens 1., 2. e 3. J7 7 ¢ uma implicagdo ji que Z e 7' sao
implicagoes L-fuzzy. Além disso, pela Equacao (2.49), considerando um x € [ qualquer,
se Z e 7' sdo implicacoes de fronteira L-fuzzy, tem-se J7 7 ¢ também uma implicagdo de

fronteira em I .

]
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Definicao 2.8. Seja L um reticulado limitado e sejam Z e Z' implicacoes L-fuzzy tais
que Z(z,y) < I'(z,y) para todo z,y € L. Define-se a implicacio pessimista ) com

representantes I e I' por

o(xy) = [I(z, y),Z'(z,y) v Z'(z,7)], Vx,y €If. (2.52)

E a implicagio L-fuzzy otimista I3 7, com representante T e 7' por

Ip(xy) = [Z(zy) ~nI(Z.7),T(z,9)] Vx,y € I} (2.53)

Teorema 2.6. Seja I um reticulado limitado e sejam I e I' implicagoes LL-fuzzy tais que
I(x,y) < I'(z,y) para todo x,y € L. As aplicagoes I 1 e 977 definidas nas Equagoes
(2.52) e (2.53), respectivamente, sao implicagoes L-fuzzy intervalares ou implicagoes em
I . Além disso, se T é uma implicagao de fronteira L-fuzzy, entdo 3%1, e J7 7 sio também

implicagoes de fronteira L-fuzzy intervalares ou implicagoes de fronteira I -fuzzy.

Demonstragio. O operador J4 estd bem definida. De fato, ja que Z é decrescente no

primeiro argumento e crescente no segundo argumento, entao

I(Ty) < L(z,y) < T'(z,y) e Z(T,y) < Z(z,7) < Z'(T,7)

(2.54)
=1I(z,y) < T'(z,y) vI'(7,7),

para todo x,y € I. Além disso, 7% é uma implicagio I} -fuzzy mais ainda uma implicacao

de fronteira I -fuzzy, pois:

1. J% é decrescente no primeiro argumento. De fato, se x <o zisto éz < zeT <z

)

entao

I(z,y) <Z(@,y) e T'(zy) vI'(zY) < T(z,y) v IT'(7,7) (2.55)
= j%I’ (Z7 Y) <2 j%I’ (X7 Y)
jd que, Z'(z,y) < I'(z,y),T'(Z,y) < Z'(Z,7), para todo x,y,z € Ij.
2. J% é crescente no segundo argumento. De fato, se y <, z, isto é, y < z e § < Z, entdo
I(z,y) < I(T,2) e T(z,y) vI'(@,Y) <T(z,2) vI'(T,2) (2.56)
= j%I’ (X, Y) <2 j]%,l’ (X7 Z)7

jd que I'(z,y) <T'(z,2) e T'(z,y) <T'(T,%), para todo x,y,z € I}.

3. Seja x € {Opx, 1;+}. Entdo,

= [Z(1,2), Z'(11,, 7)] (2.57)
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Além disso,

To(0px,0x) = [Z(0L,00),7(0L,00) v T'(0g, 00)] = [1e,1e] = 1 (2.58)
j]%(oﬂf’ 1HE) = [I(O]L, 1L),II(OL, 1]L) Vv I/(O[L, 1IL)] [1L7 1]L] = 1]If' (259)

Portanto, pelos Itens 1., 2. e 3, a aplicacao ﬂgz, é uma implicacao L-fuzzy
intervalar, desde que Z e 7' sao implicacoes L-fuzzy. Além disso, se Z e Z’ sao implicacoes de
fronteira L-fuzzy entéo, pela Equagao (2.57), considerando um x € I} qualquer, a implicacao
J2 ¢ também uma implicacao de fronteira. De forma similar & prova apresentada, mostra-se
que a aplicagao J7 7 € uma implicagao L-fuzzy intervalar e na sequéncia J7 7, é também

uma implicacao de fronteira.

O

Corolario 2.4. Se Z(z,y) < Z'(x,y), para todo x,y € L, entao as seguintes desigualdades

sao satisfeitas:
j%l" (X7 Y) <2 j%,I’ (Xv Y) <2 j%,I’ (X7 Y)v VX, Y€ I[]],l: (260)

Demonstracio. Desde que Z e I’ sdo decrescentes no primeiro argumento e crescentes no

segundo argumento, entao

'@y <I'(zy) e T'(zy <T@y =T(zy vI@Ey <I(zy. (261)

logo
[Z(z,y), 7' (z,y) v I'(x,9)] <= [2(Z,y),T' (2, 9)] (2.62)
< j%Z’ (x,y) <2 I7 1 (x,y).
Também
I(z,y) < I(z,y) e I(z.y) <I(@,75) = L(T.y) < L(z.7) A L(z. y), (2.63)
entao
[2(z, ), T'(7, y)] <2 [Z(7,9) A L(z, ), T'(7, y)] (2.64)
g jE,I’ (x,y) <2 j%,zf (x,y),
para todo x,y € I. Das Equagoes (2.62) e (2.64) tem-se a desigualdade (2.60).
[

Observacgao 2.3.

1. Nos Corolarios 2.3 e 2.4 observe que a igualdade nas Equagoes (2.41) e (2.60) ¢ dada

quando z =T ouy = 7.
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2. Na Definicdo 2.5, se C = C’ denota-se C¢ ¢ por Cf, e se T =7’ denota-se J7 7, por J7.

3. Se C = (', as aplicagoes pseudo-(C, C')-representéaveis (otimistas e pessimistas) sao

chamadas aplicagdes pseudo-C-representaveis (otimistas e pessimistas).

4. Se L = [0, 1] e do item 2. as Definigoes 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8 tornam-se as defini¢oes de
conjuncoes e implicagoes representaveis e pseudo-representaveis. Na sequéncia, os

Teoremas 2.2, 2.3, 2.5, 2.6 também sdo uma generaliza¢ao do caso L = [0, 1] (ver

[19,58]).

Teorema 2.7. Seja (L, <) um reticulado completo totalmente ordenado e C uma conjungao
L-fuzzy, tal que C(1y,z) > O, para todo x # Op. A R-implicacio de uma conjun¢io
pessimista C% é dada por wma implicagio otimista I onde T é a R-implicagio de C. Neste

caso, 35 € C4 sao adjuntas se, e somente se, T e C sio adjuntas.

Demonstragio. A demonstragao é similar ao Teorema 13 da referéncia [19)].

[]

No Teorema 2.7 observe que se L = [0,n], n € N (ou £,) e 7 uma t-norma em
[0,7] (ou uma t-norma em £,, < [0,n]), entdao (L, <,7T) é um [-monoide completo. Além
disso, o dual de (L, <, 7T) é também um /-monoide completo (ver Exemplo 1.2), logo T%- é
uma t-norma em Ijj, ., (ou uma t-norma em I7}). Portanto, a implicagdo otimista J7 é uma
R-implicacdo de uma t-norma pessimista T4 e pelo Coroldrio 2.1, J é uma implicacao de

fronteira sobre If, ,; (ou uma implicacao de fronteira sobre I7).

Exemplo 2.6. Considere o reticulado completo (I*, <5). Como exemplos de adjungoes

o

em (I, <5), tem-se os pares (‘P}E ), (‘I?p: ,J7n ). Note que, esses pares de adjuncoes

kLK M
foram geradas pelos pares de adjungdes (17, I7x), (T0ar, Ipp) no subreticulado completo

L, de [0,n] com a ordem usual.

Observacao 2.4. Note que,

nM M
Ixp <Ipp <Ipx = Jp <Jp <7J7 (2.66)

Assim, os pares dados por (Tpp I ), (Tgp . I7n ), (Tpn Jfn ), ete. podem ser utilizados

k' 1Fp M
para o calculo da dilatagao e erosao morfolégica I*-fuzzy de acordo com a Proposi¢ao 2.4.

2.4 Morfologia Matematica LL-fuzzy

A morfologia matematica (MM) é uma teoria que utiliza conceitos da teoria de

conjuntos para a analise e processamento de imagens. Baseados nos trabalhos de Minkowski
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e Hadwiger, Matherom e Serra desenvolveram a teoria da MM para o processamento de
imagens binarias (imagens que possuem 0 ou 1 como valor dos pixeis) [25,26,67,68]. Eles
utilizaram conceitos da teoria de conjuntos como sao a inclusao e a interseccao para definir
os operadores basicos da MM, especificamente a erosao e a dilatacao. Essas operagoes foram
associadas a um subconjunto S chamado elemento estruturante, sendo este geralmente

utilizado para extrair informagoes topologicas [26,50] ou geométricas da imagem [25].

A MM binaria foi estendida para a MM em tons de cinza, a qual estuda as
imagens em tons de cinza [26,28]. Uma imagem em tons de cinza pode ser representada
como uma aplicacdo de Z* (ou R?) em £,,, n € N, onde L,, representa o conjunto de valores
dos tons de cinza da imagem. Assim, por meio do isomorfismo ¢,,, uma imagem em tons

de cinza também pode ser vista como uma aplicacio de Z> (ou R?) em L.

A MM em tons de cinza inclui a morfologia matematica fuzzy (MM fuzzy)
(L =[0,1]) a qual utiliza conceptos e técnicas de conjuntos fuzzy, pois, ambas a imagem e
o conjunto fuzzy podem ser modeladas da mesma forma (ou seja, uma imagem em tons de
cinza pode ser representada como um conjunto fuzzy). Assim, encontram-se os trabalhos
de: Sinha e Dougherty [69], Bloch e Maitre [70,71], De Baets [21], Deng e Heijmans [22] e
Maragos [72], etc. Para um melhor entendimento da extensao da MM bindria para a MM
fuzzy, salienta-se o trabalho de Nachtegael e Kerre [23], onde mostram a conexao da MM

fuzzy com a MM binaria e a classica MM em tons de cinza.

Como extensao da MM-fuzzy tem-se a MM fuzzy intervalar (L = I*) [18,19]
e de forma mais geral, a morfologia matematica L-fuzzy (MM L-fuzzy) [19]. Sussner
em [30] extende a MM L-fuzzy baseada em elementos estruturantes invariantes por
translagao (S € F(X)) para a MM L-fuzzy baseada em fungoes estruturantes L-fuzzy
(U € (FL(X))Y)) sobre dominios arbitrarios X e Y. Essa tiltima abordagem, também pode

ser explicada pela MM relacional IL-fuzzy baseada em triplas adjuntas [73].

Na Seccao 1.3 do Capitulo 1, note que, a erosao e a dilatagao estao definidas
como operadores algébricos, isto é, operadores que comutam com o infimo e o supremo
respectivamente. Para propdsitos praticos é necessario a definicdo da erosao e dilatacao de
uma imagem utilizando uma func¢ao estruturante LL-fuzzy, sendo este um ponto de vista

morfologico.

Definicio 2.9. [19] Seja X o espaco Euclidiano R? ou o espaco digital Z¢, e IL um reticulado
limitado. Uma medida de inclusdo L-fuzzy é uma aplicagdo Incy, : Fr(X) x FL(X) — L
que satisfaz as seguintes propriedades, para todo A, B € PL(X), onde P (X) = {A €
FL(X) | A(z) = O0p ou A(z) = 11, Yz e X}:

A< B= Inc,(A,B) =1,

(2.67)
A€ B= Inc.(A,B) =0L.

Definigao 2.10. [19] Seja X o espago Euclidiano R? ou o espaco digital Z¢, e L um
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reticulado limitado. Uma medida de intersecgio L-fuzzy é uma aplicagao Secy, : F(X) x

FL(X) — L que satisfaz as seguintes propriedades, para todo A, B € PL(X),

AANB# O.FL(X) = SBCL(A, B) = 1]L;

(2.68)
AANB= O]—'L(X) = SGCL(A7 B) = 0.

Se L = [0, 1], as medidas de inclusdo e intersegao L-fuzzy sdo conhecidas como
as medidas de inclusio e intersec¢io fuzzy [24] e sdo denotadas pelos simbolos de Incz e
Secr respectivamente. Salienta-se que a maioria das abordagens com respeito a MM fuzzy

estao baseadas em medidas de inclusdo e intersecgao fuzzy [21,23,24].

Se L é um reticulado completo, a implicacdo L-fuzzy Z e a conjuncao L-fuzzy

C permitem definir medidas de inclusao LL-fuzzy e interseccao L-fuzzy da seguinte forma:

Incz(A,B) = /\Z(A(x), B(x)), (2.69)
Secc(A,B) = \/C(A(ZL‘),B(IL‘)), (2.70)

para todo A, B € F(X) sendo X o espago Euclidiano R? ou o espaco digital Z¢, e L um

reticulado limitado.

Definigao 2.11. [30] Sejam X, Y universos arbitrarios, e I um reticulado completo.

Defini-se uma fungao estruturante L-fuzzy como uma funcao U : X — Fp(Y).

Seja U € (FL(Y))™. Escreve-se U, ao invés de U(x), Vo € X, além disso,
U e (FL(X))Y ¢ definido por U, (7) = U,(y), Yz € X,y € Y [30].

Note que na Defini¢ao 2.11 os universos X e Y sao arbitrarios e podem ser
completamente diferentes. Neste trabalho serdao utilizados func¢oes estruturantes U e
(FL(X))¥, sendo X o espaco Euclidiano R? ou o espaco digital Z.

A seguir serdo relacionadas as fungoes estruturantes L-fuzzy U e (Fp(X))*

com elementos estruturantes. Lembre que, um elemento estruturante é definido como uma

funcdo S : X — L, sendo X o espaco Euclidiano R ou o espaco digital Z%.

Definicao 2.12. [30] Seja (X, +) o espaco Euclidiano R? ou o espaco digital Z¢. Uma

fungao estruturante U : X — Fp(X) é chamada invariante a translagdo se, e somente se,

Up(y) = Upso(y + 2), Yo,y € X. (2.71)

Pelo Teorema 1. da referéncia [30], se (X, +) é um grupo entao cada invariante
a translacio U € (FL(X))™ pode ser unicamente determinada por o elemento estruturante

Uy = S € FL.(X), sendo 0 o elemento neutro de X. Portanto, cumpre-se que:

Us(y) = Suly), Yo,y X. (2.72)
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sendo S, a translacdo (invariante) do elemento estruturante S por z definida por:

Se(y) =Sly—1z), YyeX. (2.73)

As defini¢bes a seguir sao extensoes dos conceitos de erosao morfologica e a
dilatacao morfologica IL-fuzzy baseadas em elementos estruturantes L-fuzzy invariantes

por translacao [19].

Dadas medidas de inclusao Incy, e interseccao Secy,. Definem-se os operadores
5LaD]L . ./T"]L(X) X (.FL(X))X i IL(X) COmao:

EL(AU)(x) = Inc,(U,, A), (2.74)
DL(A,U)(z) = Secy, (U, A), (2.75)

para todo v € X, Ae F(X) e U e (FL(X))*.

Na Equacao (2.74), Inc(U,, A) pode ser interpretada como o grau de incluséo
de U, na imagem A. Portanto, pode-se referir ao operador &(A,U) como uma erosao
morfologica IL-fuzzy da imagem A pela funcao estruturante U. De forma similar, na Equacao
(2.75), Secy(U,, A) pode ser interpretada como o grau de interseccio de U, com a imagem
A. Portanto, pode-se referir ao operador Dy, (A, U) como uma dilatagio morfoldgica IL-fuzzy
da imagem A pela fungao estruturante U [30].

H4 uma grande importancia em definir os operadores &, e Dy, sobre o reticulado

X 0 operador &.(-,U)

completo Fr,(X). Pois, para uma fungao estruturante U € (Fp(X))
que comute com o infimo é uma erosao (algébrica) chamado erosao L-fuzzy e o operador
Dy(-,U) que comute com o supremo ¢ uma dilatagao (algébrica) chamado dilatagio L-fuzzy
(para ambos casos ver Defini¢ao 1.12). Essa abordagem, permite pensar na erosao L-fuzzy

e na dilatagao L-fuzzy em termos de adjungoes [30].

Denota-se a erosao LL-fuzzy por £z, se a medida de inclusao L-fuzzy é Incr e a

dilatacao LL-fuzzy por De, se a medida de interseccao L-fuzzy é Sece.

Teorema 2.8. [30] Seja I um reticulado completo e sejam T uma implicagao L-fuzzy
e C uma conjungao L-fuzzy. O par (Z,C) forma uma adjungao se, e somente se, o par
(De(+,U), E(+,U)) forma uma adjungio, para todo U € (Fp.(X))~.

Proposigio 2.4. Seja L um reticulado completo e sejam A € Fi,(X), U € (FL(X))™ onde
X é 0 espaco Euclideano R? ou o espaco digital Z?. Se T é uma t-norma L-fuzzy e Z uma

implicacao fronteira L-fuzzy e U,(x) = 1r, entdo:

E2(A,U) < A < Dr(A,U).
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Demonstracao. Para todo x € X, por um lado

Er(AU) (@) = \Z(U.(y), A))

yeX

<1 Z(U(x), A(z)) (2.76)
= I(lﬂ.n A(x)) = A(x)a
visto que Z é uma implicagao fronteira. Por outro lado,
Dr(A,U)(x) = \/ T(U.(y), A(y))
yeX
>, T(U(), Ax)) (2.77)
= T(Us(), A(2))
= T(lln A(l‘)) = A(:U)>
ja que T é uma t-norma. As Equacoes (2.76) e (2.77) implicam que
SZ(Aa U)(Q?) <L A(Q?) <L DT(Aa U)(SU), Vee X
O

A abordagem da morfologia matematica L-fuzzy inclui a morfologia matematica
fuzzy discreta, isto é, . = L,,, apresentada por Gonzalez-Hidalgo et al. [16,48]. Essa
abordagem discreta esta baseada na observacao que, uma imagem digital em tons de cinza

e um conjunto L,-fuzzy, como antes mencionado, estao modelados da mesma forma, isto é:
A 77 - L, (2.78)

sendo £, = {0,1,...,n},n € N (ver Figura 1). Note que, na pratica, uma imagem digital
em tons de cinza é representada por um conjunto finito de pontos de Z? com valores
em L,. Neste contexto, uma imagem digital em tons de cinza A € F., (Z?), possui a
seguinte caracteristica: Z* contém um conjunto finito Y = {1,2,..,m;} x {1,2,...,my} tal

que A(y) = 0,Vy € Z*\Y (como representado na Figura 1).

Seja um elemento estruturante S : Z* — £,, com a seguinte caracteristica: Z*
contém um conjunto finito Z > {(0,0)}, tal que S(y) = 0, Vy € Z*\Z. A partir de S

pode-se definir uma fungao estruturante U® : Z* — Fr, (Z*) da seguinte forma:

(2.79)

x s .
Ve caso contrario,

US_{Sx/\Xy, sexeY c 7
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sendo xy € {O0¢,, 1z, }Z2 definida por

1z, sexeY,
Xy (z) = .
Oz, caso contrario,

eV, € Fr,(Z*) dada por

1g, se x =y,
Vx(y)Z{ i

Oz, caso contrario.

Lembre que, 1., = \/Ln =nel, = /\En = 0.
Logo, substituindo a funcio estruturante U® nas Equacdes (2.74), (2.75), obtém-

se uma erosao L,-fuzzy pela funcio estruturante U®,

Z(S.(y), Aly)), sexeY,
E2(A,US)(z) — yeﬁzz (50, Aw) (2.80)

0 caso contrario,

e uma dilatacio L£,-fuzzy pela funcio estruturante U®,

C(S.(y), A(y)), ser €Y,
De(A, U%)(x) = yeyzz (5 A (2.81)

0 caso contrario.

sendo S a reflexdao de S em torno da origem definida por S(z) = S(—x), z € Z*.

Observacao 2.5. Note que, através de uma matriz M de dimensao r; x ry, pode-se definir

um elemento estruturante S™ : Z? — £,, da seguinte forma:

M, o, ,v)€eql, ..., 1,..,
S (0] = { o se(v) € fLm) x {1l (2.8
' 0 caso contrario,
sendo ¢ = [%1, d= [2—2] Logo, a partir de S™ e pela Equacio (2.79), também define-se

uma fungio estruturante US" € (Fz, (X)X, X = 72,

Para facilitar a notacio, & funcio estruturante US" e (Fez,(X))™ serd denotada
por UM, Desse modo, quando refere-se a funcao estruturante £,-fuzzy UM, ela sempre
estard associada a um elemento estruturante S e portanto a uma matriz M. As matrizes

utilizadas ao longo do trabalho serao de dimensao 3 x 3, sendo My o = \/ L,.



Capitulo 2. Teoria de Conjuntos L-Fuzzy 52

Figura 1 — Representagdao de uma imagem digital A e do elemento estruturante S.

s

Il
&

/714(311;?/2)

Fonte: Autoria proépria.

Exemplo 2.7. Neste exemplo, é considerado a imagem coffee.pgm extraida da base de
dados ' da University of South Florida [1] onde seus valores pertencem a cadeia finita

L,,n = 255, e uma funcio estruturante £,-fuzzy UM, sendo

219 219 219
M=1| 219 255 219 |. (2.83)
219 219 219

Assim, pelas Equagoes (2.80), (2.81), determina-se a erosao e dilatagao £,-fuzzy da imagem
coffee.pgm baseadas nos operadores I, (ver Equagao (2.23)) e T, (ver Equacdo (2.18)).

A Figura 2 mostra a erosiao L,-fuzzy da imagem coffee.pgm pela funcao estruturante UM,

! A base de dados das imagens utilizadas neste trabalho podem ser baixadas de
ftp:/ /figment.csee.usf.edu/pub/ROC/
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Figura 2 — Exemplo da erosao e dilatagdo £,-fuzzy da imagem coffee.pgm. a) Imagem cof-
fee.pgm. b) Dilatacao L,-fuzzy da imagem coffee.pgm pela fungao estruturante
UM, ¢) Erosdo L,-fuzzy da imagem coffee.pgm pela funcao estruturante U,

a) b) c)
Fonte: Autoria propria.

A MM L-fuzzy também inclui a MM I*-fuzzy [18,19] que pode ser utilizada para
o processamento de imagens com valores intervalares sendo chamadas imagens intervalares.
Uma imagem intervalar ¢ definida como Ary : Z*> — I*, Apv(z) = [Apv(x), Ay (2)], 2 € Z°.
No entanto, na pratica os valores das imagens intervalares pertencem a I*. Assim, neste
trabalho serdo utilizadas imagens Ay : Z* — I*, sendo chamadas imagens digitais
intervalares. Além disso, note que se Ay (x) = Apy(z), entdo a imagem digital intervalar
torna-se numa imagem digital. Visto A;y como um conjunto I*-fuzzy, pode ser utilizada a

MM I-fuzzy para determinar, por exemplo, sua erosao e dilatagao morfolégica I:-fuzzy.

A erosao e a dilatagao morfolégica I*-fuzzy de uma imagem digital intervalar
Ary, estao baseadas em operadores de conjuncao e implicagao [ -fuzzy. Neste trabalho, esses

operadores serao considerados de acordo com a Proposicao 2.4. Assim, pela Observagao

?TLLK)v ({Jg“g 7 )7

2.4 tem-se alguns pares de configuracoes, como por exemplo: (‘J"T’E oI

(T

'n.M7

”
Tn ) ete..

Exemplo 2.8. Neste exemplo é considerado uma imagem intervalar Ap, gerada pelo
método de Lopez Molina et al. [33] a partir da imagem coffee.pgm A, a qual é chamada
imagem intervalar coffee.pgm (ver Figura 14). Para calcular (A, UM) e Dy (Apy, UM),
sao utilizadas as Equagoes (2.80) e (2.81) respectivamente, sendo 7 = Tp:M (ver Equagao
(2.30)), Z = JO%D (ver Equacdo (2.53)) e a fungao estruturante U, onde M dada pela
Matriz (2.83). Note que, os valores da funcao estruturante utilizada, possuem limites
superiores e inferiores iguais. A Figura 3 mostra o limite inferior e superior da erosao

[-fuzzy e a Figura 4 mostra o limite inferior e superior da dilatacao I -fuzzy.
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Figura 3 — Erosdo I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm a) Limite inferior da erosao
I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm. b) Limite superior da erosao I*-fuzzy
da imagem intervalar coffee.pgm.

Fonte: Autoria prépria.

Figura 4 — Dilatagao I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm. a) Limite inferior da
dilatacao I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm. b) Limite superior da
dilatacao I'-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm.

Fonte: Autoria prépria.

Neste capitulo foram revisados alguns conceitos da teoria de conjuntos IL-
fuzzy para o desenvolvimento da morfologia matematica (MM) L-fuzzy. Fez-se énfase nos
operadores basicos de erosao e dilatacao IL-fuzzy baseados em operadores de implicagao e
conjuncao L-fuzzy, respectivamente, os quais serao utilizados para o calculo do gradiente

morfologico (ver Capitulo 4).

Na MM no sentido algébrico foi estudado conceito de adjuncao entre operadores
de implicagao e conjung¢ao L-fuzzy tendo como contribuicao o Corolario 2.1. Na MM no
sentido geométrico foram estudadas algumas condi¢des para relacionar a erosao e a dilatagao
L-fuzzy, tendo como contribuicao a Proposicao 2.4, esta perspectiva serd utilizada no

desenvolvimento das abordagens propostas no Capitulo 4.
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Também, foram estabelecidas as condi¢Oes necessarias para estender a conjuncao
e a implicagao pseudo-representével sobre I* para a conjuncao pseudo-(C, C')-representével
e a implicacao pseudo-(Z,Z’")-representdvel sobre o reticulado limitado I}, sendo estes
relacionados com os operadores representaveis [ -fuzzy (ver Corolarios 2.3 e 2.4). Nos
operadores I -fuzzy, focou-se nos operadores I}-fuzzy desde que as imagens digitais interva-
lares podem ser vistas como conjuntos I*-fuzzy. Assim, foram apresentadas as Proposigoes
2.1, 2.2 e 2.3, as quais permitem relacionar os operadores fuzzy entre diferentes reticulados
completos (sendo estas um caso particular da abordagem proposta por Palmeira et al. [55]).
Essas proposicoes foram utilizadas para construir operadores de conjuncao e implicagao

sobre o reticulado completo I a partir de operadores conhecidos.

No seguinte capitulo serd introduzido o conceito de h-ordem no conjunto
finito I’ Além disso, serdo determinadas todas h-ordens dadas pela combinagao convexa
K, n,a € [0,1]. Também serda mostrado que, particularmente, essas h-ordens incluem
as ordens admissiveis geradas por K, ,, Kz, sendo a # (3 € [0, 1]. Assim, a morfologia
matemética I*- fuzzy (exposta no Capitulo 2) junto com as h-ordens no conjunto finito I*

(expostas no Capitulo 3) servirao de base para o desenvolvimento do Capitulo 4.
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Capitulo 3

h-Ordens e Ordens Admissiveis sobre
]:[*

n

Bustince et al. em [35] introduziram o conceito de ordem admissivel em 1*
como uma ordem linear em I[* que preserva a ordem parcial <, . Além disso, no mesmo
trabalho, eles definem uma ordem admissivel em (I*, <) a partir de um par fungoes de
agregacao. Em particular, definem uma ordem admissivel <, 3 a partir das combinacoes

convexas K,, Kz com a # € [0, 1].

Baseada na abordagem de Bustince et al., as ordens admissiveis podem ser
estendidas ao reticulado completo HE‘O n) por meio do isomorfismo ®,,. Assim, como con-
sequéncia direta dessa extensao, tem-se os Teorema 3.3, a Proposicao 3.1 e o Corolario 3.3,

sendo também vélidas para o reticulado completo (I%, <5).

Este capitulo esta focado em relacionar as h-ordens dadas pela combinagao
convexa K, ,,a € [0, 1], a qual gera uma pré-ordem sobre o reticulado completo (I} <)
com as ordens admissiveis <, 3 também sobre I'. Dando como contribuicao parcial do

trabalho os Teoremas 3.1, 3.2, 3.4 e como consequéncia a Proposicao 3.2 e os Corolarios
3.1, 3.2.

3.1 h-Ordens sobre I,

Uma h-ordem é uma pré-ordem sobre um conjunto X a qual depende de uma
aplicagao h : X — L, onde L é um poset [40]. Especificamente, uma h-ordem é definida
da seguinte forma:

X Zpy < h(x) <h(y) Vx,y € X. (3.1)

E evidente que a pré-ordem, <, é reflexiva e transitiva mas nao necessariamente antis-
simétrica, dado que podem existir x e y € X diferentes tais que h(x) = h(y). Se h for

injetiva, entao a fungao h gera uma ordem parcial no conjunto X, visto que I é um poset.
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Além disso, a funcao h também define uma relagdo de equivaléncia =, sobre X dada por:

X =,y < h(x)=h(y) Vx,ye X. (3.2)

Este esquema de ordenagao pode ser aplicado ao conjunto I (ou ao conjunto

Ifo.ny)- Para isso, considere K; definido por:

K, ={(z7)el] |z<T}c L],
Note que existe uma bijecao f entre I e K* tal que f(|z,Z]) = (z, ), isto é, que cada
intervalo x = [z, Z] € I! é identificado com o par (z,7) € K} (ver Figura 5).

Seja Ko, @ K — [0,n] a restricdo da fungao K, (ver Equacao 1.15) ao
subconjunto K* de [0,7]?. A composta da fungao K, e a bijeccao f define uma h-ordem

no conjunto I* da seguinte forma:

X ﬁKa’nof Yy < Koc,’n o f(X) < Ka,n o f(Y)7 VX, Yy € ]I:; (33)

Para simplificar a notagao, a composi¢ao K, , o f : I} — [0,n] denota-se simplesmente
por Kop : Ii — [0,n], e a pré-ordem <k, .of por <,.

O ntmero de subintervalos contabilizados de £,, = {0,1,...,n},n € N é dado

m— |I*| ("‘2”) S (s 1)2(””). (3.4)

por:

Figura 5 — Distribuicao dos intervalos do conjunto I’ no plano. Os pontos em azul repre-
sentam os intervalos de dito conjunto.

S
mmm

z

Fonte: Adaptado de [58].

Observa-se que, a pré-ordem <, no conjunto I depende da escolha de « € [0, 1],

a qual gera classes de equivaléncia dada pela relagdo =, em I}, podendo ser denotada por:

Xlo = {y € I, | Kan(y) = Kan(¥)}, (3.5)
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sendo a € [0, 1], e o conjunto dessas classes distintas de equivaléncia estd dado por:

(o] = {lxla [ xe T3} (3.6)

Além disso, pode-se definir uma relagao de ordem <[4 em [I"]_ induzida pela pré-ordem

<o em [ da seguinte forma:

[X]a <[a] [Y]a <X X,y (3.7)

de modo que ([I}]a, <[a]) ¢ um conjunto totalmente ordenado pois [0,n] ¢ um conjunto

totalmente ordenado. Para facilitar a notacao é utilizado [z, ], ao invés de [x], = [[z, Z]]a-

Considere a cadeia finita S, = {K,,(x) | x € I}, que pode ser escrito como
So = {ag, a1, ..., a5 ..., apm, }, sendo ag < a3 < ... < @; < ... < A, € My = [[¥], — 1. Assim,

existe um isomorfismo p entre S, e a cadeia finita £,,, = {0,1,2,...,m,}, tal que:

: S&? < - Ema7 <
P (S0 9) = (L0 ) .
a; +— pla;) = 1.
Note que, de (3.8), cada elemento de L,,_ representa a posigao na classificacdo dos intervalos

de I’ de acordo com h-ordem <,. Deste modo, a composta de p o K, ,, denotada por p,,

po: (I, <0) = (Lng, <),
X a9 = (), (39

define uma aplicagao sobrejetora tal que cada intervalo x € I’ pode ser representado pela
posicao na classificagdo dada pela h-ordem <, (nesta classificacdo considera-se o zero

como o primeiro elemento).

Note que, se K, : I, — S, é bijetiva, entdo p, representa um isomorfismo
entre (I¥, <,) e (L, , <), neste caso m, = m (ver Equagao (3.4)), e portanto (I}, <,) é

um conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 3.1. Seja I3 = {[0,0],[0, 1], [0, 2], [0, 3], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 2], [2, 3], [3, 3]} o
conjunto de subintervalos de L3 = {0, 1,2,3}. As classes distintas de equivaléncia para

a = 0, estao dadas por:

[0,0]p = {x | Kos(x) =0} = {[0,0],0,1],[0,2], [0, 3]}
[1,1]o = {x | Kos(x) =1} = {[1,1], [1,2], [1,3]}
2,2]0 = {x | Kos(x) =2} = {[2,2],[2,3]}

3, 3]0 = {x | Kos(x) =3} ={[3,3]}

Assim, K, gera uma ordem total sobre [I}]y como segue:

[O, 0]0 <[0] [1, 1]0 <[0] [2, 2]0 <[0] [3,3]0
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Define-se o conjunto de a’s que determinam as classes diferentes de equivaléncia

em [, n e N por:
Ap ={a |Ix,yel} tais que x #y e Ko, (x) = Kon(y)} (3.10)

sendo x = [z,7], y = [y, 7).

Teorema 3.1. Seja a € [0,1] e Ajx, n € N, o conjunto definido na Equagdo (3.10). Se

a ¢ Apx, entdo <, € uma ordem admissivel em 7.

Demonstragio. Serd provado que o ¢ A= entdo Koy, 1 I — [0,7] é injetiva. De fato, para
todo x,y € I}, se x # y e a ¢ Ap tem-se que K, ,(x) # Ko n(y). Portanto K, é uma
fungao injetiva. Assim, K, , induz uma ordem linear <, sobre I, j& que K, ,(I) ¢ um
conjunto totalmente ordenado. Agora, s6 faltaria mostrar que a ordem =<, com « ¢ Ay

refina a ordem <.
Com efeito, para todo x,y € I; e a ¢ A+ (em particular a ¢ {0, 1}) tem-se que

[2,7] < [y, 7yl ©@z<yeT<T
1

Portanto, <, com a ¢ Ay ¢ uma ordem admissivel em I}

]

Como I} é um conjunto finito, é possivel determinar de forma explicita o

conjunto Ay, o que serd mostrado no Teorema 3.2 a partir dos Lemas 1 e 2.

Lema 1. Sejam x = [z,Z],y = [1,7] € ! e a € [0,1]. Se x #y e Kon(x) = Kon(y),

entao X C youy C X.
Demonstragio. A demonstragao serd por contraposi¢ao. Sejam x,y € I e o € [0, 1], serd
provado que, se x €y ey ¢ x entdo x =y ou K, »(x) # Kon(y).
Com efeito, para cada x,y € [ tais que x € y e y ¢ x tem-se
X=youz<yeTI<gpouy<zey<T. (3.11)

Se x = y o resultado é evidente. Para os dois casos restantes, sem perda de generalidade,
suponha que x e y sao da forma z < y e T <7. Entao, para cada o € [0, 1],
r<yerT<y=(l-a)z+a <(l-a)y+aoy
= Kon(x) < Kan(y) (3.12)
= Ka,n(x) 7 Ka,n(Y)'
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Logo, tem-se que K, ,(x) # K,n,(y) desde que x e y sejam da forma z < y e T < 7.
Portanto, se x #y ¢ Ky ,(x) = K, ,(y) entdox cy ouy € x.

]

Assim, pelo Lema 1, o conjunto A+ definido na Equagao (3.10) pode ser escrito

COo1mo:

Ap = {o]dx,yelltaisquexcyouycx, e Kon(x) = Kon(y)}
= {a|Ix,yell taisquex cye K,,(x) = Kon(y)}. (3.13)

Lema 2. Sejam x,y € I, z € L, e a € [0,1] definida na Equacao (1.15). Entao as
seguintes condi¢oes sao satisfeitas:
l.xcyex+|zzlcy+|zz].

2. Koz,n(x) = Ka,n(y) < Ka,Qn(X + [Z,Z]) = Ka,Zn(y + [Za Z])
Demonstracao.

1. A prova deste item é direto do Corolério 1.1, ja que (Z, +) é um grupo e para todo

xel' xc Z.
2. Para todo x,y € I, 2z € L,,, tem-se que

Ka,n(x) = Ka,n(Y) <:>§+Oé(f—£) :Q+a@—y)
srt+z+a(Z+2)—(z+2)=y+2+a(([T+2) - (y+2))

< Ka,Qn(@ + 2,7+ Z) = Ka,2n(g + 2,y + Z)
= Ka,Qn(X + [Z, Z]) = Koc,?n(y + [2;7 z])

Observacgao 3.1. Note que a soma dos intervalos x,y € I é dada por:
x+y={r+ylrzex eyey}=[z+yzT+7, (3.14)

onde + é soma de Minkowski em P(Z). Note que, essa soma nao necessariamente pertence

*
all.

Teorema 3.2. O conjunto A definido na Equagao (3.13) € dado por:

n Jj
Az =
=2

{;} u{0,1}, n=1. (3.15)

I
—
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Demonstracao. A prova sera feita por indugao.
Para n =1, I} é dado por:

]IT = {[070]7 [07 1]7 [17 1]}

Observe que existem [0, 0], [0, 1] € I} tais que

[0,0] = [0,1] e K01([0,0]) = K41(]0,1]) = a =0, (3.16)
e existem [0, 1], [1, 1] € IT tais que

[1,1] < [0,1] e Ko 1([1,1]) = Ka0a([0,1]) = a=1. (3.17)

Entao,
RN
A ={0,1}=®u{0,1}:U {_}u{o,l}.
j=2im1 \J
Assim, a Equagao (3.15) é valida para n = 1.
Agora, suponha que a Equagao (3.15) é valida para n = k. Serd provado que
a Equagdo (3.15) também é valida para n = k + 1. Para isso, considere o conjunto AH;*
dado pela Equagao (3.13) onde I} = {[z/,7'] < L}]2' < T} e L}, = {1,2,....,k + 1}. Visto

que o mapeamento
oI - I
X — x+1
representa uma bijecgao, sendo 1 = [1,1] e x + 1 dado pela Equagdo (3.14), o conjunto

I,* pode ser escrito como
IF={x+1]|xel} (3.18)

Por um lado a Equagao (3.18) e o Lema 2, implicam que:
a€Ap < Ixye€ I; tais que x €y e Ky k(%) = Ko i(y)
< Ix+ly+1elftaisquex+lcy+leKypri(x+1)=Kyp(y+1)
< € AHI* .
k
Portanto Apx = Aps.
Por outro lado, tendo que I}, I;* < I;,, (I dado pela Equagao (3.18)), o
conjunto AH;:H definido por

A]I*
k+1

= {a|3x,yel}  taisquex Cy e Kops1(x) = Kajr1(y)}

pode ser escrito como:

AH*

k+1

= A]I;: ) A]I;* o Rk+1 ) 8k+1 (319)



Capitulo 3. h-Ordens e Ordens Admissiveis sobre I 62

onde

Riv1 = {a|3Ixel tal que Ky pi1(x) = Kap1([0,k + 1])} (3.20)
e Sk o= {a|Ixel tal que Ky pr1(x) = Ko ([0, +1])}. (3.21)

A]I;:Jrl = A]I;: U Rk+1 U Sk:-',—l- (322)

Pela hipotese indutiva, o conjunto AH: é conhecido, falta determinar de forma explicita os
conjuntos Ry1 e Sp.1. Para isso, note que

Ri1 = (Riy1 0 Ski1) U (Ri1\Ski1) (3.23)

eSir1 = (Ris1 0 Sk1) U (Sk1\Ris1), (3.24)

sendo

Rit1 N Spt1 {a | Ix el nI tal que Kypi1(x) = Kor+1([0, 5 + 1))},

Rir1\Skr1 = {o | Ix e GA\I; n I) tal que Ko ji1(x) = Kop+1([0, 5 + 1])}
e Ski1\Rir1 = {a| Ixe N\ nI}) tal que Kopy1(X) = Kapr1([0, 5+ 1])} .
Entao,
Ri41\Skr1 = {a | Ixe E\(I; nIY) tal que Ko pi1(x) = Kapr1([0,5 +1])}
= {a | 3Ixe{0,0],[0,1],...,[0,k]} tal que ax = a(k + 1)}
= {a=0} (3.25)
e

Spi1\Rix1 = {a | Ixe LN\ n L)) tal que Ky p1(x) = Kop1([0, & + 1])}
= {a|Ixe{[l,k+1],[2,k+1],..,[F+1,k+1]}
talque z + a(k+1—2) =a(k+ 1)}
= {a|Ixe{[l,k+1],[2,k+1],..,[F+ 1, k+1]}
tal que x — az = 0}

— {a=1} (3.26)

Veja-se agora a forma explicita de Riy1 N Sga1. Para cada a € Ryo1 n Sky1 tem-se que:

@€ Rkp1 NSpr1 < Ixelf nI)F tal que Ky pi1([2,Z]) = Kagt+1([0,k + 1])

e IxelnFtalquez+a(—z)=0+alk+1-0)
z

o Ixelf NI} tal que a = Fri-(@—2)

o o, TelynLli,z<T talqueizz,jZk—i-l—(T—g)eazi (3.27)
J

had Hi,jeﬁk, i<jtalque£:i,fzk‘-ﬁ-l—(j—i)ea:i
J
1
< Fi,jeN*"1<i<j<k+1talquea=-.
J
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Na Equagao (3.27), note que z < k+1— (T —2z) poisT—z € {0,..,.k— 1}, 2 < T €
,C;C M ﬁk = {1,2, ,k‘}

Portanto,
i
Rii1 N Sky1 = < -, z,jeN*|1<z<j<k+1}
J
kel
— U{,,zeN*|1<i<j—l}
~ LJ
1j-1

j=
k+1j— Z
7j=21i=1

Substituindo as Equagoes (3.23), (3.24), (3.25), (3.26) e (3.28) em (3.22), tem-se que:

AH:H = -/4]1;: Y (Rk+1 M Sk+1) o (Rk+1\8k+1) % (8k+1\Rk+1)
k j—1 i k+1j-1 ¢ .
- U {}UUU{ }U{O}u{l} (3.29)
j=2i=1 J j=2i=1
k+1j—1 i
- JU{}von
7=21i=1 J

Assim, a Equagao (3.15) é valida paran =k + 1.

1{}&){0 0>

Finalmente, conclui-se que:

J%m —-(]

j=21

J

I
—

]

Observagao 3.2. No Teorema 3.2 - Equagao (3.29), note que AH: C Ryi11USk. 1. Portanto,

a forma explicita de AH;:H é apenas determinada pela forma explicita de Ryy1 U Ski1.

Exemplo 3.2. Na Figura 6 sdo representados os intervalos x,y € I3 tais que x < y

e K,a(x) = K,2(y). Note a importancia da existéncia da inclusdo de conjuntos para

determinar de forma explicita o conjunto Ayx. Neste caso particular AH; = {O, 5 1}.

Corolério 3.1. O conjunto Az (Equagao (3.15)) pode ser escrito como:

Ay = (45 0 (0.1}, (3.30)

J=1

sendo A; = {Z, i,jeN"|1<i<yj, med.(i,j) = 1}.
J
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Figura 6 — Representagao dos intervalos x,y € I3 tais que x €y e K,2(x) = K, 2(y).

Koa([11]) = Kas([0,2]) = a = %

: [0.1] M [1.2] :

0 1 2
T oo -
[0,0] [1,1] [2,2]

) m )

K, 2([0,0]) = Ko 2([0,1]) = Kn2([0,2]) = a =0 Ku2([2,2]) = Ko o([0,2]) = a=1

Fonte: Autoria proépria.

Demonstracdo. A prova sera feita por indugao.

Para n = 1, tem-se que
1
Ap ={0,1} = 3 u{0,1} = A, v {0,1} = | ] 4; u {0, 1}.
j=1

Assim, a Equagao (3.30) é valida para n = 1.
Agora, suponha que a Equacao (3.30) é valida para n = k. Seréd provado que a Equagao
(3.30) também é valida para n = k + 1. A Equagao (3.15) implica que:

g}

k+1

==

U Ul o
- AH?UQ{kL}'

Reescrevendo AH;: X usando a hipotese indutiva, tem-se:
+

k k .
1
Jj= 1=

S

k+1

j=2
k

j=2

k .
7
Note que o conjunto U {k—l—l} pode ser escrito como:
i=1

k , :
i i

— _— ) * 1<< 5 ..." 1 :1

U{k—i—l} {k+1,zeN | i<k, mcd(i,k+1) }

=1

n,
= App1 v Ag™.
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1

Se 1 € Apy1™ entdo Ir > 1,7 € N* tal que 1 <i <k em.c.d(i,k + 1) =r. Com isso,
k41 k41 ] k+1
m.c.d <Z, * = 1, sendo que 3, e N*. Comoi: < k+1, 1 = o T n.
roor roor r r
Logo, 1 < h' < h” <k em.cd(h',h") = 1. Assim,
i h
kel W © U A
7j=1
k
= A" U A;
j=1
portanto,
k
A]I:+1 = AJ’ Y Ak+1 Y {O, 1}
j=1
k+1
= [J 400,13
j=1
Assim, a Equagao (3.30) é valida para n = k + 1.
Finalmente, conclui-se que:
A]I;l; = U Aj Y {O7 1}
j=1
[
Corolario 3.2. O ntimero de elementos de Ay, denotado por |Ap|, é dado por:
Az =) le()+2, n>1 (3.31)

j=2

onde ¢ é a funcao de Euler Totient.

A fungao de Euler Totient, ¢ : N* — N* ¢é definida como o nimero de naturais
menores que j que sao primos relativos a j > 1 (nenhum fator em comum com j) e
(1) =1 [74], isto é,

() ={ieN"|1<i<j em.cd.(ij) =1} (3.32)
A funcao Fuler Totient cumpre as seguintes propriedades:
1. Se p é primo entdao p(p) =p — 1.
2. Se p é primo e k € N entdo p(p*) = (p — 1)p* .

3. Se m e n sao primos relativos entdo ¢(mn) = @(m)e(n).
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Essas trés propriedades permitem calcular ¢(j) por meio da fatoragdo de j. Seja j =

pit - ps? - ... - p® com primos distintos py, pa, .., pr € a1, as, ...,az € Z*. Entao

[]ﬁwl e —1). (3.33)

Equivalentemente,
_3[1(1—> (3.34)

onde o produto varia apenas sobre os primos distintos p que dividem j.

Demonstragio do Coroldrio 3.2. Pelo Corolario 3.1 tem-se que A+ pode ser escrito como:
AH;’: = U Aj U {0, 1},

Jj=1

sendo A; = {,, i,jeN*|1<i<yj, med.(i,)) = 1}. Observe que o ntimero de ele-
mentos de A;, j > 1, estd dado pela funcao de Euler Totient e o niimero de elementos de
Ay = (J é zero. Entao, para calcular o ntimero de elementos de Ay basta mostrar que

Ag, As, ..., A, sdo disjuntos dois a dois, isto é:
AkﬁAl = @, Y /{I,le {2,..,71},/€ # .

Com efeito, suponha que existe pe A n A, ¥V k,l € {2,..,n}, k # [. Entao

peAr = JseN* 1<s<k, mcd(s,k)=1tal quep= 2 (3.35)
e peAd; = FIreN' 1<r<l, med(rl)=1tal quep= % (3.36)
As Expressoes (3.35) e (3.36), implicam que
_s_r _ _Tk
P=% =1 7 770

= Ik, j4 quem.c.d.(r,l)=1
= J heN* tal que k= hl,

e com isso s = hr. Logo m.c.d.(s, k) = m.c.d.(hr, hl) = h(m.c.d.(r,1)) = h, em contradi¢ao

com m.c.d.(s, k) =

Como Ay, A,, ..., A, sado disjuntos dois a dois, segue-se que

A | = 1AL + > 145] + {0, 1}

=2

4,1 + {0, 1}]

Il
1=

<.
Il
[\

()] + 2.

|
NgE

<.
Il
I\
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Exemplo 3.3. O numero de elementos de Aypx, de A e de Apx , é dado por:

3
| =D o)l +2=0(2) +p(3) +2=1+2+2=5,
j=2

5
A = Y lo()+2=02) +9B3) + ..+ () +2=1+2+2+4+2=11
j=2
255
e A | =D o)l +2=0(2) + @(3) + ... +¢(255) + 2 = 19820.

255

Jj=2

Exemplo 3.4. Seja I o conjunto dos intervalos de L3 dado por:

I3 = {[0,0],10, 1], [0, 2], 10, 3], [1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 2], [2, 3], [3, 3]}

2}

Com isso, apresentam-se a seguir algumas cadeias finitas de I3, de acordo com a relacao
de ordem <, o ¢ Aﬂg.

Pelo Corolario 3.1, tem-se que

Wl Do

1
’27

Wl

3
A =45 0{0,1} = {0,
j=1

1. A cadeia finita (I3, ﬁi)’ na qual a ordem dos seus elementos depende da funcgao
Kig: I3 — [0, 3], onde

K4 4([0,0]) = 0+ (0) =0,

1 1
Kia([0,1]) =0+ (1-0) =
1 9
Ky ([3,3]) =3+ (0) = 3
Assim,
F1alli) = {0’4’4’4’1’474’2’4’3}‘ (3.37)

Portanto, a ordem < 110 conjunto I3 gera a seguinte relacdo de ordem:

[0,0] <1 [0,1] <1 [0,2] <1 [0,3] <1 [1,1] <1 [1,2] <1 [1,3] <1 [2,2] <1 [2,3] <1 [3,3].

N
N
N

1
1

N
N

1 1 1
1 1 1

2. A cadeia finita (I3, <s), na qual a ordem dos seus elementos depende da fun¢ao

5
6
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K54 : I3 — [0,3] onde

6

Ka([0.1) =0+ 2(1-0) = 2
Kyall23) =2+ 23 -2) =
1

K3 4([3,3) = 3+ (0) = 3.

Assim,

555 118 17
,3} (3.38)

Ks (I =40,=,2,2,1,—, -,2, —
%,3(3) {07673727 ’673’ ’6

Portanto, a ordem <s no conjunto I3 gera a seguinte relacdo de ordem:

5
6

[0,0] <5 [0,1] <5 [1,1] <5 [0,2] <5 [1,2] <5 [2,2] <5 [0,3] <5 [1,3] <z [2,3] <5 [3,3].

olo
olu

Na Figura 7, sdo representadas as cadeias finitas (I3, ﬁi) e (I}, < %) no plano. A ordem

dos intervalos de I3, em cada caso, segue a sequéncia dada pela linha verde.

Figura 7 — Representagao de cadeias finitas no plano. a) (I, <1). b) (I3, ﬁg).

=

03 b3l 231 [33] Aoal sl Ts T 33l
[0.2] [1,2] 2,21 - 2 2.2]
14[0,1] [1,1] ] 7 [1,1]
Joo —— LI | 3
a) b)

Fonte: Autoria prépria.

No Exemplo 3.4, note que (I3, <1) = (I3, <jex1) € (I3, <3) = (I3, <iea2). Na
Segdo 3.3 serd mostrado que as ordens admissiveis <, em I} com « ¢ Apx incluem as

ordens lineares <j.z1 € <jez2.

3.2 Ordens Admissiveis em I ;

Bustince et al. em [46] introduzem o conceito de ordem admissivel < em (I*, <5)

(ver Definigao 1.9), a qual refina a ordem <s. Além disso eles mostraram no mesmo artigo,
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que as ordens admissiveis em (I*, <5) também podem ser geradas a partir de fungoes de

agregacao no seguinte sentido:

Se f,g:[0,1]> — [0, 1] sdo funcdes de agregacio que satisfazem,

[z, 22) = f(y1,92) e gz, 22) = 9(y1,92) = (21, 72) = (y1,%2), (3.39)

entdo f, g geram uma ordem admissivel <y, em I* definida por:

[2,7] <t [y, 7] & (f(2,T), 9(2, 7)) <iear (f (¥, 7). 9(y, 7). (3.40)

Note que, as ordens admissiveis < em [* podem ser estendidas no conjunto

Hfo,n]’ por meio do isomorfismo @, : (I*, <) — (HE‘OW], <s) (ver Equagao (1.18)), pois

[2,7] < [y, 9] & nlz, 7] < nly, 9], V[z,7], [y, 7] € I". (3.41)

Evidentemente, pela Equagao (3.41), a ordem admissivel <, pode ser definida
em Ij, ,,; sendo, neste caso, f e g fungdes de agregacdo de [0, n)? — [0,n] que satisfazem a
Equagcao (3.39). Em particular, no seguinte teorema, sao definidas as ordens admissiveis
<q,8 €M ]IFO,n] geradas pelas fungoes de agregacdo K,, K (combinagbes convexas, ver
Equacao (1.15)).

Teorema 3.3. Sejam «, B € [0,1] tal que a # 3 e Ko, Kz : [0,n]* — [0,n] fungdes de
agregagdo definidas na Equagio (1.15). Entao, a relagio <, 5 definida por:

=<,y (Ko(x), Kg() <iex1 (Kaly), Ks(y))

(3.42)
< Ko(z) < Ko(y), ou Ko(z) = Ko(y) e Ks(x) < Ks(y),

para todo @, y € Iy .1, € uma ordem admissivel em Iy, .

Demonstragio. A prova segue-se da Equagao (3.41) e do Teorema 3.3 da referéncia [46],

onde as fungdes de agregacio K, e Kz de [0,n]* em [0, n] satisfazem a Equacio (3.39).
[

Proposicao 3.1.

1. Seja o € [0,1]. Entdo, todas as ordens admissiveis <, 5 em I ,; tal que 8 > «

coincidem.

2. Seja «a €]0,1]. Entdo, todas as ordens admissiveis <, em Iy tal que B < «

coincidem.

Demonstragio. A prova segue-se da Equacao (3.41) e da Proposicao 3.8 da referéncia
46]. m
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Corolério 3.3. Seja o, 3 € [0,1]. Entdo, todas as ordens admissiveis <, 5 em I, ,;, estdo

dadas por:

1. <, que é igual a <, para cada § > a. A ordem admissivel <, ; é denotada por
<ot

2. <4 que éigual a <, para cada < a. A ordem admissivel <, ¢ denotada por
<a--

—Q

Demonstracao.

1. Como 1 = B > « tem-se, pela Proposicao 3.1, que todas as ordens admissiveis para

cada 8 > a sdo iguais a <, 1.

2. Como 0 < 8 < « tem-se, pela Proposicao 3.1, que todas as ordens admissiveis para

cada 8 < a s@o iguais a <, 0.

O

Observagao 3.3. As ordens admissiveis <.+ e <,-, introduzidas no Corolario 3.3,

cumprem as seguintes relacoes:

1. Para cada a € [0,1[ e B =1,

X <o+ Y e Ko(x) < Ko (y), ou K, (x) = Ku(y) e K1(x) < Ki(y)

& Ko(x) < Kaly), ou Ko(x) = Ku(y) e 7 <7, ¥x,y €I}y . (3:49)
Em particular, se a = 0 entao <,+==<ez1.
2. Para cada av€]0,1] e 5 =0,
X o= y & Ko(x) < Kaly), ou Ko(x) = Ka(y) e Ko(x) < Ko(y) (3.44)
< Ko(x) < Ko(y), ou Ko(x) = Koly) ez <y, Vx,y € [} -
Em particular, se a = 1 entao <,-=<es9.
Exemplo 3.5. Sejam os reticulados completos (Hf‘07255], 5%+) e ( (0,255 5%—) Como

[3,6], [1,8] € I} 955, tem-se que:

9
L [3.6] <)+ [1.8], jd que K3(1,8) = K(3.6)=_ e 6<8.

1
2

9
2. [1,8] <,- [3,6], jd que Ki(1,8) = K1(3,6) = 5 e 1 <3.
2

1
2
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3.3 Relacao entre as h-Ordens e as Ordens Admissiveis em I,

Note que as ordens admissiveis <, 5 definidas no reticulado completo (I, ,,j, <2),
também podem ser definidas sobre o reticulado completo (I, <5). Isto é, a relagao de

ordem <, 3, # 3, em (I, <o) definida por:

X <0y < Kon(x) < Kon(y), ou Kon(x) = Kon(y) e Kgn(x) < Kg,(y),Vx, ye L.
(3.45)

¢ uma ordem admissivel em I. Portanto, os teoremas, as proposi¢oes e os corolarios

expostos na Segio 3.2 sobre (If ,,j, <2), continuam validos sobre (I, <2).

Nesta secao serao relacionadas as ordens admissiveis <, 1=<,+, a € [0,1], e
<a0==a-, @ €]0, 1], no reticulado completo (I, <5) com as h-ordens <,, a € [0, 1], em
L.

Pelo Teorema 3.2 e o Corolério 3.2, podem-se calcular todos os elementos do

conjunto A e a quantidade deles (|Apx|), respectivamente. Daqui em diante o nimero de

elementos de Ajpx serd denotado por 7,. Assim, o conjunto A+ pode ser escrito como:
A]I;I: = {Oél, Oy ey Oy Oy 1y eeny Oy 1 Oénn}, (346)

sendo 0 = a3 < g < ... < @j < Qji < ... < Q1 < &, =1 (ver Figura 8).

Figura 8 — Representagao do conjunto Ay < [0, 1]

ai f o) Q; A —1 Ay,

Fonte: Autoria prépria.

Lema 3. Sejam x,y € I}. Se x e y sdo da forma z < y e T < J entdo x <, y para todo
ae|0,1].

Demonstragdo. Para todo x, y € I*| tem-se que:

1=

<yeT<y=(l—a)r+az < (1 —-a)y+a)
=z+a—z)<y+al—y) (3.47)
= Ka,n(x) < Ka,n(Y)7

para todo «a € [0, 1]. Como K, ,(x) < K,n(y), tem-se que x <, y.

Y

(T —z)

x JE—
Lema 4. Sejam x,y € I. Se x < y, entao 7 3 € Ap.
y R Y —_
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Demonstragio. Sejam x,y € I'. Se x <y, isto é,
Y<ZzTSTSKYouysz<s7T<Y,

entao

o
A
1=
|
NS
N

g-T)+(z—-y)=F-y) — (T2

(3.48)
7-T)+(@z—-y)=T-y —(T-x).

o
b=
o
N
I

|

Ik

A

Assim,z —y=i€L,e 0<(T—-T)+(z—y)=jeLlytaisque0<i<joul<i<y.

i
Portanto, — € Aps.
J

O
Lema 5. Para todo x,y € I} as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
L.xny“# .
2. (y<zey<T)ou(z<yeT<F)ouycx.
Demonstragio. Sejam x,y € [*. Observe que,
xNy'# < dJrextalquexré¢y
< Jrextalquer<youy<uw
< rz<youy<czw
& (z<yey<T)ou(yszey<T)ou(z<yeZT<Y)
S (<y< y<T)ou(y<zey<T)ou(z<yeT<T7)
(y=zey<T)ou(z<yeT=T70)
e (y<zey<T)ou(z<yeT<F)ouycKxX. (3.49)
O

Teorema 3.4. Seja Apx o conjunto dado pela Equagdo (3.46). Se o ¢ Apx, entdo as
cadeias finitas (I, <,+), (I}, <4-) € (I, <) sdo iguais. Além disso, todas as cadeias

finitas (I, <o) com a; < o < a1 € o, o1 € Apx, 860 iguais.

Demonstragdo. Serd mostrado que <,=<,+=<,-, se a ¢ Apx, isto é, que para todo

x,y € I, tem-se

X<, Yo xXxZ4yex<, Y. (3.50)
J

Com efeito, sejam x,y € I} arbitrarios e a ¢ Ajpx. Pelos Teoremas 3.1 e 3.3, <,,

a ¢ Ap, <qr==<q1 € <o-==4, sdo ordens lineares. Note que,

X=Y S X=0y & X=qt § S X =0 Y. (3.51)
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Portanto, pode-se focar no caso x # y, isto é, X <, y ouy <, x. Sem perda de generalidade

suponha que
X <q¥ € Kon(x) < Kon(y). (3.52)
Lembre que as ordens admissiveis <,+ e <,- em I sdo dadas por

X <ot Y © Kon(x) < Kon(y), ou Kopn(x) = Kan(y) e

S
N
SIS

X<y © Kyn(x) < Kon(y), ou Kopn(x) = Kopn(y) ez <
Visto que K, »(x) < Kqn(y) tem-se
X <ot Y eX <o y. (3.53)
Portanto, as Equagoes (3.51), (3.52) e (3.53) implicam que,
X<,y xZ,4+yex=Z,-y, Vx,yel

Assim, (HZ, ia) = (H:n ﬁDf") = (H* = )

ny —a—
Agora, serd mostrado que todas cadeias finitas (I*, <,), com a; < o < a;.q €
y ny —a/y J 7+
aj, a1 € Apx, sdo iguais.
Sejam o/, ” €|a;, ;i i[. Suponha, que <, e <,» nao sao iguais. Portanto
9 7 S+ ) a o 3
existem x #y el taisque x <y yey <o X 0uy <y X € X <, y. Equivalentemente,

existem x # y € [ tais que X <y y e y <o~ X, isto &
Ka/m(X) < Ka’,n(Y) [§] Koé//m(y) < Ka//m(x). (354)
Note que, para todo x # y € [, tem-se

X#y © x¢Eyouy<Ex
& Jrextalquexr¢youdyeytal quey¢x
< xny'#gouynx®#£J. (3.55)

Logo, a Equagao (3.55) e o Lema 5, implicam que

X# ye(z<yeT<you(y<zey<T)ouycCxouxcy. (3.56)

Caso x e y sejam da forma z < y e T < 7 (ver Figura 9, parte a)), tem-se, pelo
Lema 3 com o, " €]aj, aji1[, que x <u y € X <o y, contradizendo a Equagao (3.54).
Similarmente, se x e y sdo da forma y <z ey < T (ver Figura 9, parte b)), tem-se, pelo

Lema 3, que y <4 X e y <q X, contradizendo a Equagao (3.54).

Na sequéncia, considere o caso x < y (ver Figura 9, parte ¢)). Como K, ,(x) <

KOlI,n(y) e Ka”,n(Y) < Ka”7n(x), tem-se que

s+ (T-z)<y+d@-y=z-y<a(F-y -T2 (3.57)

ey+d -y <z+d(@-2z)=d[F-y-@T-z)]<z-y
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Logo,
M-y -@T-2)<z-y<d[F-y - (T-2)] (3.58)

a’ < — <. (3.59)

8
|

-y
@-y —@—2z)
o < o < o < a' < ajiq, sendo uma contradigdo, pois nao existe a; € Apx tal que

Pelo Lema 4, oy, = € Apx e como o, & €]ay, ajiq[, tem-se
a; < 0y < OGgg.
Similarmente, para o caso y < x, tem-se (T —z) — (¥ — y) > 0. Assim, pela

Equagao (3.58), segue-se que

o < y—z <o (3.60)

T—z)-T—-y)

y—z
@—z)-U—-y)
o < o <o, <o < ajq, sendo uma contradi¢do, pois ndo existe a; € Apx tal que

Pelo Lema 4,

= o, € Apx e como o, o €]ay, ajyq[, tem-se

a; < 0y < Qg

Portanto, todas as cadeias finitas (I}, <,) sdo iguais, para todo o €]a;, a;i1].
0

Proposigao 3.2. Seja Apx = {aq, a2, ..., 0, 0ty ooy Q1,0 }, sendo 0 = g < ap <

<oy <oy <. < oy, <oy = 1. Entao as seguintes afirmacoes sao vélidas:

1. Para todo j € {1,2,...,m, — 1} e a €]ay, a1 [, tem-se (I}, < +) = (I}, <,).
J

2. Para todo j € {2,3,...,nm,} e a €]lay_1, oy, tem-se (I, < _-) = (I}, <,).
J

Demonstracao.

1. Seja j € {1,2,...,nm, — 1} e a €]y, aj41[. Suponha que < + e <, ndo sdo iguais.
J
Portanto, existem x # y € I tais que X <+ yey <o Xouy <, + X € X <, Y.
J J
Equivalentemente, existem x,y € I tais que x <_+ y e y <, X, isto é:
J

Kaj,n(x) < Kaj,n(Y) ou (Kajm(x) = Kozj,n(}’) € Kﬁ,n(x) < Kﬁ,n(y)7 Vﬁ > aj)a
e Kon(y) < Kon(x). (3.61)

A Equacao (3.55) e o Lema 5 implicam que para todo x,y € I satisfazem:

(z<yeT<py)ou(y<zey<TZ)ouxcyouycx (3.62)
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Assim, caso x e y sejam da forma z < y e T < ¥, tem-se, pelo Lema 3, que
X <+ Y € X <, Y, contradizendo a Equac@o (3.61). Similarmente, se x e y sao da
formz; y <zely<T,tem-se, pelo Lema 3, que y <, + X e y <, X, contradizendo a
Equacao (3.61). J

Caso x e y satisfazem x < y e a Equacao (3.61), sdo observados os seguintes

sub-casos:

i Koyjn(X) < Koyjn(y) € Kan(y) < Kan(x).
Deste sub-caso, tem-se que

r+ai(T—z)<y+a;-y=z-y<qll-y - -z)] (3.63)
eytaf-y <zt+a@-z)=olf-y-@T-z)]<z-y
Logo,
o[-y -—E-z)]<z-y<aolf-y - E-z)] (3.64)
Como (§ —y) — (T — z) > 0, pela Equacao (3.64), tem-se que
a < (y—f:?x—x) <ay, (3.65)

sendo uma contradi¢do com « € |a;, 1]

i Koy (x) = Kayn(y), Kan(x) < Kgn(y) € Kan(y) < Kan(x), 8> .
Deste sub-caso, tem-se que

r+ajT-z)=y+0;-y)=a(-y - @T-2)=1-
y+B8y -y =z-y<B(H-y —(@—1z) (3.66)

<

Logo,

-y - @ -] <a(f-y) - (T-2) <flH-y - (@T-2)] (367)

Visto que (7 —y) — (T —z) > 0, entdo a < a; < 3, sendo uma contradi¢ao com

a e Jaj, ajna|

Finalmente, caso x e y satisfazem y — x e a Equagao (3.61), sdo observados os

seguintes sub-casos:

i Koyjn(x) < Koyn(y) € Kan(y) < Kan(x).
Deste sub-caso, como (T —z) — (7 —y) > 0 e pela Equacao (3.64), segue-se que

a < — <o (3.68)
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y—x
Pelo Lema 4, o, = ——F—— € Apx e como « €]aj, o[, tem-se que
T—z)—F—y)
a; < a, < a < ajy1, sendo uma contradigao, pois nao existe o, € Apx tal que

a; < 0y < Qjg.

i, Ko, n(x) = Ko, n(y), Kgn(x) < Kgn(y) e Kan(y) < Kan(x), 8> ;.
Deste sub-caso, como (Z —z) — (¥ — y) > 0 e pela Equacao (3.67), tem-se que

B < a; < a, contradizendo a condicao 8 > «;.

Assim, conclui-se que 3%* e <q, @ €]y, ajsq| sdo iguals.

2. A demonstragao é similar a demonstracao do Item 1, utilizando para este caso a

ordem linear ﬁan:ﬁaj,g, para todo 3 < «;.

Observacgao 3.4.

1. Pelo Teorema 3.4 e a Proposigao 3.2, para todo j € {1,...,n, — 1} e o €]ayj, ajq]

tem-se que (ver Figura 10):

(@ <o) = (I8 <0, ) = (I <0). (3.69)

ny =0, -

Em particular,

i' (]1:,7 iOJr) (]I’:,? ilea}l) = (H;kw i012*) = (]I:,v ﬁOc)a o E]O, a?[a

11 (]I:7 i1—) = (]I;km ilem2) = (H;;7 ﬁann,1+) = (H:7 i04)7 « E]Un - ]-7 ]-[

Figura 10 — Representacao da relacao entre as ordens admissiveis <.+, <,- e <,, onde
a ¢ Ap = {ag, g, ..., 05,541, . 01, 0, b

a1 o X2 Qp o QG+l =1 o Qnn
| | | | | | | |
| ! | | ! | | !
0 /I\ 1
=0t ==aT=a, SJ'+:$‘3‘:$O‘J'Jr1* Sannfﬁzﬁa:ﬁar

Fonte: Autoria prépria.

2. O numero total das h-ordens <,, a € [0, 1], pelo Teorema 3.4, é 27, — 1.

3. O nimero total das ordens admissiveis <, a ¢ Az, pelo Teorema 3.4, é n,, — 1. Note

que 1, — 1, pela Proposicao 3.2, também representa o total de ordens admissiveis

<o+ € Zo-.
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7

Figura 9 — Representacao da relacido entre as ordens admissiveis <, e <., o', a” €
Javj, aj11] de acordo com a forma dos intervalos x, y € I’ a) x e y da forma
z<yeT<y b)xeydaformay<zey<7.c)xeydaformaxcy

a) T b) =
T a”,ﬂ(Y)
——Ka/ nX
T Koz’,n(Y) ' ( )
T
T -+ Ka//’n<X)
y 4 4 v
Ko n(x) Y
Ko n(x) T Konly)+
Ko n()’)
_E_
y
Ka/m(X) < Ka’,n(}’) e Ka”,n(x) < Koc”,n<y> Kalvn(y) < Ka n( ) e Ka”, ( ) < Ka// ( )
c) _
-z 7 T
T K, H/(l I)*]\fr», 1rr(U y)
Ka/m(x) u
T Ka’ n
Ko(x) + (¥)
T
T A Ka’,n(}’) 1 Ka”,n(Y)
Korn(x) + *
T Ka”.n
Ko (x) 4 n(y)
””””””””” A’(\,.n (L~7) - [\,u“.n (ﬂ U)
By _Q_ Y
Ky (%) < Ko/ n(y) © Ko n(x) < Ko1(y) K

a”,n(y> < Ka”,n<x) = Ka’,n(Y) < Ka’,n(x)

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 3.6. Seja I o conjunto dos intervalos de £, dado por

{10,0],10, 1], 10, 2], [0, 3], [0, 4], [1, 1], [1, 2],
[1, 3], [1,4], 12, 2], [2, 3], [2, 4], [3, 3], [3, 4], [4, 41}

- ’ 11123
Pelo Coroldrio 3.1, tem-se que Ap = UA]- v {0,1} = {0 1,

j=1

A = {27 i,jeN*|1<i<yj, med.(i,j) = 1}-
J
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Com isso, nas Figuras 11 e 12, sao representadas todas as ordens h-ordens <,

a € [0,1]. Em particular:

1. A Figura 11 mostra todas as ordens admissiveis <, o ¢ ‘A]Uf em [}, e portanto todas
as ordens admissiveis <., <,— (ver Observacao 3.4-Item 1.). Note que o nimero

de total de ordens admissiveis <,, ' ¢ Ay é 6.

2. A Figura 12 mostra todas as h-ordens <,, @ € Apx. Note que, |‘AHZ‘| = 7 sendo o

numero total de h-ordens <, a € AHI'

Figura 11 — Representacao de todas as cadeias finitas (I, <), o ¢ Aps.

1 7 5 7 17 7
— S b)a= . -2 o a="Lfa="L
aa=g.bla=ca=p.d) a=pe)a=fa=g
3% 37
2% 2%
1% 1% 1
0 0 0
0 2 4 0 2 4 0 2 4
a) b) c)
44 4 P R
33 31 3%
23 23 23
5 1 19
0 0 0
0 2 4 0 2 4 0 2 4
d) e) f)

Fonte: Autoria proépria.
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Figura 12 — Representacao de todos os prosets (I, <,), a € A a) =0
1 1 2 3
= —. = —. = —. =—.f)a=-. =1
b) a 40)(1 3d)Oz 2e)Oz 3 ) « 4g)04
4 E— ¥

3 )
4 4

Fonte: Autoria propria.

Neste capitulo foi apresentado o conceito de h-ordens <, dadas pela combinacao
convexa K, ,, a € [0,1], em I'. Como contribuicao, determinaram-se todas as h-ordens
que sao pré-ordens <,, a ¢ Ay (ver Teorema 3.2 e Coroldrios 3.1, 3.2). Além disso,
mostrou-se que as h-ordens dadas pela combinagio convexa K, ,, o € [0, 1], incluem as
ordens admissiveis geradas pelas combinagoes convexas K, , ¢ Kz,, o # € [0,1], em
I, e com isso determinaram-se todas essas ordens admissiveis (ver Teoremas 3.1 e 3.4, e
Proposigao 3.2). Finalmente, como exemplos, foram apresentadas todas as h-ordens e as

ordens admissiveis sobre o conjunto Ij.

No préximo capitulo serao apresentadas as diferentes abordagens propostas
para o calculo da borda de uma imagem digital intervalar. Tais abordagens sao baseadas

na morfologia matematica I*-fuzzy e nas h-ordens <,, a € [0,1], em I.
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Capitulo 4

Gradiente Morfologico de Imagens

Digitais Intervalares

O gradiente morfologico de uma imagem em tons de cinza é uma operagao
fundamental no processamento de imagens digitais, frequentemente utilizada como precur-
sor para outras operagoes como, por exemplo, a segmentagao de imagens, a qual inclui a
detecgao de bordas. O classico operador gradiente morfologico, também chamado gradiente
de Beucher, é definido como a diferenca entre os operadores morfologicos de dilatagao e de
erosao por um elemento estruturante [7,32]. Expressado dessa forma, o gradiente morfolé-
gico retorna a maxima variagao da intensidade de cada pixel dentro de uma vizinhanca
definida pelo elemento estruturante S. Se o elemento estruturante S é o mesmo para a
dilatacdo e a erosdo, tal que S contém a origem 0 € R?, entdo a erosio da imagem pelo
elemento estruturante S é menor que a dilatagao da imagem pelo elemento estruturante
S [32]. Esse conceito inclui o gradiente morfolégico fuzzy para imagens digitais em tons
de cinza utilizado por Gonzalez-Hidalgo et al. [16,48] o qual estd baseado nos operadores

morfologicos de erosao e dilatacao fuzzy.

Note que, uma imagem digital em tons de cinza possui algum grau de incerteza
na localizacao e na intensidade do pixel da imagem real desde que o resultado de uma
discretizagdo do mundo real [18,33]. Lopez-Molina et al. [33] propdem um modelo para
captura dessa incerteza em termos de imagens intervalares. Assim, a MM L-fuzzy pode
ser utilizada para determinar o gradiente morfolégico de uma imagem digital intervalar
em tons de cinza [18-20, 33].

O calculo do gradiente morfologico sobre uma imagem digital intervalar gera
outra imagem intervalar, o que é um problema para o calculo das bordas da imagem original.
Isso devido a que os métodos existentes de binarizagdo (como sdo a supressao nao-maxima
e a histerese) para obtencao de uma imagem bindria servem apenas para imagens digitais
e nao para imagens digitais intervalares [4]. Os métodos de binarizagao sdo importantes

porque a partir da imagem bindria obtida é possivel avaliar o desempenho do detector
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de bordas e portanto do gradiente morfolégico [1,75]. Diante disso, sdo propostas duas
abordagens para a redugao de uma imagem digital intervalar numa imagem digital, sendo
uma a priori e a outra a posteriori da utilizacao da MM IL-fuzzy. Na primeira abordagem
(a priori), reduz-se uma imagem digital intervalar numa imagem digital utilizando as
h-ordens, que incluem as ordens admissiveis, ambas dadas pela combinacao convexa de
modo que sobre a reducao realizada é utilizada a MM L, -fuzzy seguida do gradiente
morfolégico fuzzy. Na segunda abordagem (a posteriori), reduzem-se a erosao e a dilatacao
L,-fuzzy intervalar sobre uma imagem digital intervalar a erosao e dilatagao morfoldgica
(respectivamente), utilizando as h-ordens, que incluem as ordens admissiveis, ambas dadas
pela combinacao convexa de modo que sobre a reducao realizada ¢ utilizado o gradiente

morfologico.

4.1 Incerteza Intrinseca de uma Imagem Digital

Como exposto na introducao deste capitulo, uma imagem digital em tons
de cinza possui uma inerente incerteza, desde que a imagem digital é o resultado de
uma discretizacdo do mundo real. Isso acontece no processo de captura da imagem pois
assumem-se como corretos o tom de cinza e a localizacao de cada pixel, no entanto, na
prética, alguns fatores externos podem gerar incerteza sobre essas carateristicas (como o
dispositivo de captura utilizado, a iluminagdo do ambiente, etc.). Tal incerteza pode ser
representada em termos de intervalos, tendo-se assim uma imagem digital intervalar em

*

tons de cinza com intensidades pertencentes ao conjunto I*, n € N essa representagao
tem sido abordada nos trabalhos de Lopez-Molina [33] e Nachtegael et al. [18].

O processo de discretizacado mencionado produz dois tipos de erro de medigao

durante a captura da imagem, o erro espacial e o erro tonal [33].

1. Erro espacial ou medida de discretizacao: Desde que os objetos e superficies sao
considerados continuos na natureza, uma imagem bidimensional em tons de cinza
deveria ser representada por um conjunto de pontos continuos em R? com valores em
R. No entanto, na pratica uma imagem bidimensional em tons de cinza ¢é representada
por um subconjunto retangular Y (finito) de Z* com valores pertencentes a um
nimero limitado de tons de cinza (imagens digitais), o que gera uma incerteza com
respeito aos valores e a localizacao do pixel da imagem. Devido a dificuldade de
mapear valores de pixeis numa grade infinita (em R?) a valores de pixeis numa grade
finita, os valores em Y poderiam ser erroneamente deslocados por até uma posicao

em qualquer direcao [20, 33].

2. Erro tonal ou medida de quantizacdo: No caso ideal, as imagens bidimensionais

tons de cinza que representam objetos reais deveriam possuir um numero ilimitado
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de tons de cinza, no entanto no processamento computacional de tais imagens é
necessario limitar a quantidade destas a um nimero finito. Portanto dependendo do
dispositivo de digitalizacao, em cada pixel é gerado um erro tonal. Neste trabalho

foi considerado o erro tonal de +1 (numa escala entre 0 e 255) [33].

Para quantificar os erros espacial e tonal de uma imagem digital A, Lopez-

Molina et al. [33] propdem o seguinte modelo, o qual gera uma imagem digital intervalar
A () = [Av(p), Arv(p)], pe X < Z*:

Anvip)=|ov AN AQ)-1.255~ \/ Al : (4.1)

p'eNs(p) p'€Ns(p)
onde p é o pixel na coordenada (z,y) € X, e Ng(p) é o conjunto que possui 8 vizinhos de
p, estabelecendo dessa forma uma 8-conectividade entre os pixeis dessa vizinhanga (como
representado na Figura 13, parte b)). Similarmente, pode ser utilizada uma vizinhanga

Ny(p) com 4-conectividade (como representado na Figura 13, parte c¢)) [3].

Figura 13 — a) Vizinhanga 3 x 3 de uma imagem em tons de cinza A. b) Ng(p) com
8-conectividade. ¢) Ny(p) com 4-conectividade.

(@-1y-1)| @@-1,y) |@-Ly+1) (x-1,9)

- (z,y-1)| p (z,y+1) (z,y—1) p (z,y+1)
a)

t+ly-1)| (@+1,y) (z+Ly-1 (z+1,9)

b) c)
Fonte: Adaptado de [3].

Exemplo 4.1. Na Figura 14, sdo apresentados os extremos da imagem intervalar Ay
gerada pela Equacao (4.1) a partir da imagem coffee.pgm, A. Note que, o limite superior
da imagem intervalar de coffee.pgm possui tons de cinza maiores do que o limite inferior

da imagem intervalar de coffee.pgm.

4.2 Gradiente Morfologico I -Fuzzy e Gradiente Morfolégico indu-

zido pelas h-ordens

Como mencionado no Capitulo 2, a erosao e a dilatagdo L-fuzzy sao ferramentas
da MM L-fuzzy, podendo ser utilizadas no processamento de imagens, em particular de
imagens intervalares em tons de cinza. Baseados nessas ferramentas, sendo o reticulado

completo L. = I*, Nachtegael et al. [18] e Sussner et al. [19] utilizaram o gradiente
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Figura 14 — Representacao dos extremos da imagem intervalar Ay gerada a partir de uma
imagem digital A. a) Imagem coffee.pgm, A. b) Limite inferior da imagem
intervalar de coffee.pgm, A;y. c¢) Limite superior da imagem intervalar de
coffee.pgm, Ay .

Fonte: Autoria prépria.

morfoldgico sobre imagens intervalares vistas como conjuntos fuzzy intervalares A, €
J1#(X). Dessa forma, o gradiente morfologico de uma imagem intervalar, chamado gradiente
morfologico fuzzy intervalar, é definido como a diferenca entre a dilatacao e a erosao fuzzy
intervalar pelo elemento estruturante S € Fyx(X). Como extensao desse conceito, neste

X a0 invés de elemento

trabalho ¢é utilizada uma funcao estruturante I*-fuzzy U € (Fp«(X))
estruturante S € Fp«(X). Assim, o gradiente morfoldgico fuzzy intervalar pela fungdo

estruturante U € (F+ (X))~ é dado por:
Grz(An, U)(x) = Dr (A, U)(z) © E-(Ary,U)(z), Yo e X, (4.2)
sendo Dy (A, U), Er(Ary,U) € Fi«(X), e © uma diferenca entre intervalos dada por':
xOy = [z — 7 max(z —y,T —7)], (4.3)

para todo x = [z2,7],y = [y,7] € I*.

Note que, se Apv(z) = Apv(z), para todo z € X, e U € (F(X))* entdo o
gradiente morfolégico fuzzy intervalar torna-se o gradiente morfolégico [0, 1]-fuzzy pela
fungdo estruturante U (ou gradiente morfolégico fuzzy pela fungao estruturante U ). Salienta-
se que Gonzélez-Hidalgo et al. definem o gradiente morfologico fuzzy utilizando um elemento
estruturante S € F(X) [16,48].

! Deschrijver define as operagdes de adicio e substracio sobre o conjunto I' = {lz,7] | (z,Z) €

] — o0, +©[? e 2 < T} da seguinte forma [76]:
e x®y=[(z+7) AT +y),T+7)],
° X@y = [Q_yﬂmax(z_gaf_g)]a

para todo x = [2,7], y = [y,7] € I



Capitulo 4. Gradiente Morfolégico de Imagens Digitais Intervalares 84

Visto que, na pratica, os valores de uma imagem digital pertencem a uma cadeia
finita £,,, os valores da dilatacao e da erosao L,-fuzzy também pertencem a cadeia finita
L,. Assim, o gradiente morfologico de imagens digitais pode ser definido como na Equagao
(4.2) utilizando os operadores Dy (A, U),E7(A,U) € Fr,(X). Neste caso, Grz(A,U) é
chamado gradiente morfolégico L,-fuzzy pela funcio estruturante U € (Fr, (X))*. De
forma mais geral, o gradiente morfologico de imagens digitais intervalares pode ser definido
como na Equacao (4.2) utilizando os operadores Dr(Apy,U), E-(Apv, U) € Fpx(X). Neste
caso, Grz(Ary,U) é chamado gradiente morfologico I -fuzzy da imagem Arpy pela fungao
estruturante U € (Fp (X))

Na pratica os valores das imagens digitais pertencem a cadeia finita £,,, assim,
espera-se que o gradiente morfologico de uma imagem em tons de cinza seja outra imagem
em tons de cinza. Para isso, considere uma t-norma L,-fuzzy 7, uma implicagdo fronteira
L,-fuzzy T e uma fungao estruturante U € (Fz, (X))~ tal que U,(z) = n, Vo € X.
Pela Proposigao 2.4, garante-se que E7(A,U)(x) < Dy (A,U)(z), Yx € X e portanto
Grz(A,U)(z) =2 0, Yz € X. Diferentemente, no caso intervalar, apesar de considerar uma
t-norma I7-fuzzy T, uma implicagao fronteira I’ -fuzzy 7, e uma funcdo estruturante U €
(Fu(X))* tal que U (z) = [n,n], Vo € X, e de ser valido que E7(A, U)(z) <2 D7 (A, U)(z),
Va € X (ver Proposicao 2.4), ndo necessariamente cumpre-se que [0, 0] <2 Grz(Arv, U)(z),
Vz e X, devido ao o fato que o operador © nao ¢ fechado em I. Isso pode levar na prética
a uma perda de informacao, pois o gradiente morfolégico de uma imagem intervalar nao
pertence a F=(X). No Exemplo 4.2, Figura 15 a), observa-se que o limite inferior do
gradiente morfolégico I’ -fuzzy da imagem ¢é quase irreconhecivel, o que esta relacionado
com perda de informacao devido a que computacionalmente os valores negativos sao

igualados a zero.

Devido a perda de informagao mencionada e as dificuldades de calcular as bordas
a partir de imagens digitais intervalares (geradas pelo cédlculo do gradiente morfologico
I*-fuzzy sobre imagens digitais intervalares), neste trabalho propoe-se utilizar as h-ordens
dadas por K, , em I’ (ver Equacao (3.3)), sendo que Dy (A;v,U)(z), Er(An,U)(x) €
I*, Vo e X. Assim, por meio de p,, pode-se associar cada valor da erosao e da dilatagao
I*-fuzzy com um elemento da cadeia finita (£,,,, <) (ver Equacdo (3.9)). Deste modo,

define-se o gradiente morfolégico induzido pelas h-ordens <, como:
Gpo(Arv, U)(@) = pa(Dr(Arv, U)(x)) = pa(Ex(Arv, U(z)), Yz € X. (4.4)

Para facilitar a notacao, po(D7(Arv,U)), pa(Er(Arv,U)) e G, (Arv,U) serdo denotados
por D7 (Ap,U), EF(Arv,U) e G*(Arv,U), respectivamente. Note que, se a dilatagdo
I*-fuzzy D7 (A, U) e a erosdo I'-fuzzy E7(Ary, U) estao sob as condigoes da Proposigao
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2.4, para todo x € X e a € |0, 1], tem-se que:

SI(A]V, U)(ZL‘) <2 DT(A[\/, U)(ZL’) == gz(A]y, U)(l’) <a DT(Ajv, U)(ZL‘)
= pa(E2(A1v, U)(@)) < pa(Dr(Apv,U)(z))  (4.5)
= Sg(AIV, U)(x) < D?—(Ajv, U)([L')

Portanto, G*(A;y,U)(z) =0 .

Exemplo 4.2. Utilizando a erosao e a dilata¢ao I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm
calculadas no Exemplo 2.8, determina-se o gradiente morfologico I’-fuzzy mediante a
Equagao (4.2). Os limites do gradiente morfolégico I*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm

sao apresentados na Figura 15.

Figura 15 — Limites do gradiente morfolégico I[*-fuzzy da imagem intervalar coffee.pgm.
a) Limite inferior do gradiente morfoldgico I-fuzzy. b) Limite superior do
gradiente morfologico I’ -fuzzy.

Fonte: Autoria prépria.

4.3 Abordagens Propostas para o Calculo do Gradiente Morfolégico

de uma Imagem Digital Intervalar

Nessa secao serao apresentadas as duas abordagens propostas para a reducgao
de uma imagem digital intervalar numa imagem digital, sendo a primeira delas uma
abordagem a priori e a segunda uma abordagem a posteriori da utilizacao da MM LL-fuzzy.

Ambas abordagens estao baseadas em h-ordens <,,« € [0,1] em I7

n’

as quais incluem
as ordens admissiveis <,,a ¢ Apx e as h-ordens <, € Apx. Resultados experimentais
utilizando duas abordagens baseadas em ordens admissiveis <,,a ¢ A sdo encontrados
em [20].
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1. Primeira Abordagem: Gradiente Morfolégico baseado em MM £L,, -Fuzzy
e h-Ordens

Como os valores da imagem digital intervalar A;y(x) € I¥ Va € X, nesta abordagem
considera-se Apy(z) € I', Vo € X no proset (I, <,), a € [0,1]. Logo, mediante
Pa, cada valor da imagem digital Ay, (z) € (I}, <,),Vx € X é associado com um
elemento da cadeia finita £,,, (ver Equagdo (3.9)). Assim, obtém-se uma nova
imagem po(Arv) € L£,,.~, e a partir dela, seu gradiente morfolégico L, -fuzzy
utilizando a Equagao (4.2). Para uma melhor visualiza¢ao desta primeira abordagem

veja o fluxograma dada em Anexo A.

A sequéncia dessa abordagem ¢é apresentada na Figura 16. Para facilitar a notagao,

a partir de agora, p,(Ay) serd denotado por Ay, .

Figura 16 — Sequéncia para determinar o gradiente morfolégico L,,-fuzzy G (A%, U)

baseado na ordem admissivel <p+==<on, sendo T =17, Z =12, (1-A).

Fonte: Autoria prépria.

Dado que a € [0,1] = Apx U A, tém-se os seguintes casos:

1-A. Se o ¢ Aps entao (I, <,) é uma cadeia finita (ver Teorema 3.1). Assim,
considerando os valores de Ay em (I*, <,,), por meio de p, obtém-se A%, € L,,~,

sendom = |I¥| — 1 = |[IX],] — 1 = m,.

1-B. Se o € Ap entao (I, <,) é um proset. Assim, considerando os valores de A7y no

proset (I*, <,), por meio de p, obtém-se A%, € L,,.~, sendo m, = [[I¥]a] — 1.
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Note que, no Item 1-A m (o méximo nivel de cinza da nova imagem) nao muda
apesar da variacao de a ¢ Ay, e no Item 1-B m,, varia de acordo com a escolha de

o€ AH;I;

Exemplo 4.3. Referente ao Item 1-A. Seja a imagem intervalar Ay, do Exemplo
4.1. Lembre que essa imagem foi gerada a partir da imagem digital coffee.pgm que

possui valores pertencentes a cadeia finita Lo55 = {0, 1, ..., 255}. Considere os valores

1 511 509
5107 10207 510}7 sendo m |[ 255] |

32.895. Portanto, por meio de p, gera-se uma nova imagem A%, € £,,~.

da imagem Ay em (I}, <,) com « € {

Pelas as Equacoes (2.80) e (2.81) sdo determinadas Dy (A%, UM), E-(A%,, UM) e
Frx(X), sendo T =T}, (ver Equagao (2.18)), T = Iy (ver Equagao (2.22)) e

28.251 28.251 28.251
M= | 28251 32.895 28.251 |. (4.6)
28.251 28.251 28.251

A partir de Dy (AS,, UM), E2(AS,, UM) é calculado o gradiente morfolégico £,,-fuzzy
por meio da Equacdo (4.2). A Figura 17 mostra a erosao L,,-fuzzy E7(A%,, UM), a

dilatagdo L,,-fuzzy Dz(A%,, UM) e o gradiente morfolégico L,,-fuzzy Grz(A%,, UM)

1 511 509
}, sendo T =1, e T = Igp.

para o€ {510 1020° 510

Exemplo 4.4. Referente ao Item 1-B. No Exemplo 4.3 foram ordenados os valores

de Ay de maneira linear, isto ¢, considerando a cadeia finita (I}, <), o ¢ Ap. Neste

1
exemplo, os valores da imagem A;y assumem-se no proset (I <,), a € {O, 2 1},
1
e por meio de p, obtém-se Af, € EnXM. Note que, para « € {O, 2 1} tem-se mgy =

1
my = 255 e my = 510. Pelas as Equacoes (2.80) e (2.81), para cada a € {O, 2 1},
sio determinadas Dy (A, UM), E-(A%,, UM) € Fr,, (X), sendo T = T35 (ver
Equacdo (2.18)), Z = I3 (ver Equacio (2.22)) e UM~ € (F,, (X))*. Como UM«
varia de acordo com m,, sdo utilizadas UM = UM = UM ¢ M = 2UM | sendo
M é dada pela Matriz (2.83). Assim, a partir de Dy (AS,, UM*), E1(AS,, UM) é

1
calculado o gradiente morfologico L£,, -fuzzy, para cada a € <0, 5,1 , mediante a

Equacdo (4.2). A Figura 18 mostra a erosao L, -fuzzy E(A%,, UM), a dilatacao
L. -fuzzy Dr(AS,, UM*) e o gradiente morfoldgico L, -fuzzy Gr (A%, UM*) para

1" 511 509
2 T endo T =T™s o T = I,
“F {510’1020’510}’Sen 0T =Tt eI =I5
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Figura 17 — Erosdo L,,-fuzzy E7(A%,, UM), dilatacdo L,,-fuzzy Dz(AS,, UM) e gradiente

- N 1 511 509 N
morfologico L,,-fuzzy Grz(A%,, UM), a e {510, 1020° 510}, sendo T =1,
el =1Igp.

EZZ( ?R/7ZJA4) (;7'1(14?3/7IJA4)

511
1020

Fonte: Autoria proépria.
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Figura 18 — Erosdo L, -fuzzy E7(AS,, UM), dilatacio L, -fuzzy Dr(A},, UM*) e gra-
1 511 509
diente morfolégico L, -fuzzy G (A%, UM*) para a € {510’ 1020° 510},

sendo 7 =T,1; e L = Igp.

Er(A,, UM) Dr (A%, UMe) Grz(Afy, UM)

Fonte: Autoria prépria.
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2. Segunda Abordagem: Gradiente Morfolégico baseada em MM L, -Fuzzy

Intervalar e h-Ordens.

A partir de uma imagem digital intervalar Ay € fmx , pode-se determinar sua
erosao ['-fuzzy E7(Arv,U) e sua dilatagao I¥-fuzzy Dr(Ap,U). Como os valo-
res de Er(Apy,U) e Dr(Apy,U) pertencem a I nesta abordagem considera-se
Dy (A, U)(x),E2(Ary, U)(x), Yo € X, no proset (I}, <,), a € [0,1]. Logo, medi-
ante p,, cada valor de Ez(Apy,U) e Dy (A;v,U) é associado com um elemento da
cadeia finita £,,, (ver Equacdo (3.9)). Assim, E2(Apy,U) e D(Apy,U) € L.~ po-
dem ser utilizadas para determinar o gradiente morfolégico G*(Arv,U) (ver Equagao
(4.4)). Para uma melhor visualiza¢io desta segunda abordagem veja o fluxograma

dada em Anexo A e a sequéncia apresentada na Figura 19.

1
Figura 19 — Sequéncia para determinar o gradiente morfolégico G*(Ay,U), a = =, base-
ado na dilatacao I*-fuzzy Dr(Ay,U) e na erosao X -fuzzy Er(Arny,U), (2-B).

Arv

Fonte: Autoria prépria.

Dado que a € [0,1] = Apx U A, tém-se os seguintes casos:

2-A. Se a ¢ Apx tem-se que (I, <,) é uma cadeia finita (ver Teorema 3.1). Assim,
considerando os valores de E7(Arv,U) e Dy(Apv,U) em (I7, <,,), mediante p,
obtém-se E2(Apv,U) e Dy(Apy,U) € L£,,~, sendo m = |I¥| — 1 = m,,.

2-B. Se a € Ajx tem-se que (I, <,) ¢ um proset. Assim, considerando os valores de
Er(Apy,U) e Dr(Ary, U) no proset (I, <, ), mediante p, obtém-se EF (A, U)
e DX(Ap,U) € L, , sendo m, = |[I*].] — 1. Note que, m,, varia de acordo

com a escolha de «.
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Exemplo 4.5. Referente ao Item 2-A. Considere a erosio I*-fuzzy E(Ap,, UM)
e a dilatacdo I*-fuzzy Dy (A, UM) determinadas no Exemplo 2.8. Na sequén-

cia, assumem-se os valores de Er(Apy,UM) e Dr(An,UM) nas cadeias finitas

1 511 509
(¥, <4), 0 € {510,1020,510}, sendo |I*| — 1 = m = 32895. Assim, por meio
1 511 509

de po tém-se & (Ap, UM), DH(Ap, UMY e L,,* e
¢ po tem-se EF(Ary, UT), Dr(di, UT) € L™ e a € 3 595, 15550 51
utilizados no célculo do gradiente morfolégico G*(Ay, UM) (ver Equacio (3.9)).
A Figura 20 mostra a erosio morfolégica EF(Ap,, UM), a dilatacio morfologica

. . . o 1 511 509
DY (A, UM) e o gradiente morfolégico G*(Apy, UM) para a € {510, 1020° 510}

} , sendo

Figura 20 — Erosdo morfolégica £¢( Ay, UM), dilatagdo morfolégica D5-(Ary, UM) e gra-

1 511 509
dient folégico G*(Apy, UM — = .
iente morfolégico G*(Ay,U™ ) para a € {510, 1090" 510}
E(Ary, UM) DY (A, UM) G*(Ary,UM)

511
1020

509
510

Fonte: Autoria prépria.
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Exemplo 4.6. Referente ao Item 2-B. Considere a erosiao I*-fuzzy Er(Ap, UM) e a

dilatacio I*-fuzzy Dy (A, UM) determinadas no Exemplo 2.8. Agora, assumem-se os
1

valores da eroséo e da dilatacao I*-fuzzy de Ay no proset (I, <,,), a € {0, 2 1 }, note

que o € Apx. Assim, mediante p,, tém-se E7(Asv, UMy e DS (Ap, UM) € £, %, que

sdo finalmente utilizados para o calculo de G*(Apy, UM) (ver Equacio (3.9)). Figura

21 mostra a erosdo morfolgica £2 (A, UM), a dilatacdo morfolégica D(Ary, UM)

1
e o gradiente morfolégico G*(Apy, UM) para o € {0, 27 1

Figura 21 — Erosdo morfolégica £F( Ay, UM), dilatagdo morfolégica D5(Apy, UM) e gra-
1
diente morfolégico G*(Apy, UM) para a e {0, 3 1}

EX A, UM) DY (A, UM) G*(Apy, UM)

Fonte: Autoria propria.
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Neste capitulo foram propostas duas abordagens para a determinacdo do
gradiente morfologico de imagens digitais intervalares (que consideram o modelo proposto
por Lopéz-Molina et al. [33], o qual captura a incerteza de uma imagem digital em termos
de uma imagem digital intervalar). Essas abordagens basearam-se na MM L-fuzzy e nas
h-ordens, expostas nos Capitulos 2 e 3, respectivamente. Especificamente, na primeira
abordagem (a priori), reduziu-se uma imagem digital intervalar numa imagem digital
utilizando as h-ordens, de modo que sobre a redugao realizada foi utilizada a morfologia
matematica L, -fuzzy seguida do gradiente morfologico fuzzy (1-A e 1-B). Na segunda
abordagem (a posteriori), reduziram-se a erosao e a dilatagdo L£,-fuzzy intervalar sobre
uma imagem digital intervalar para erosdo e dilatagdo morfolégica (respectivamente),
utilizando as h-ordens, de modo que sobre a redugao realizada foi utilizado o gradiente
morfoldgico (2-A e 2-B).

No proximo capitulo serdo apresentados os principais resultados experimentais
obtidos a partir da implementagao das abordagens propostas para deteccao de bordas de
imagens digitais. Devido a grande quantidade de h-ordens obtidas no Capitulo 3, serao
implementadas duas fases, fase de treino e fase de teste. Na fase de treino serao identificadas
as h-ordens que geram melhor desempenho nos detectores de bordas propostos, mediante
o uso de medidas de avaliagao de desempenho de detectores de bordas (FoM e F-Measure).
Na fase de teste serao comparados os desempenhos dos detectores de bordas propostos
escolhidos na fase de treino com o detector de bordas baseado no gradiente L,-fuzzy e
o detector de bordas Canny, para isso, serao aplicados testes estatisticos que permitirao

estabelecer quantitativamente as sus principais diferencas.
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Capitulo 5

Aplicacao: Deteccao de Bordas de

Imagens Digitais

Neste capitulo sdo apresentados os principais resultados experimentais (e suas
correspondentes andlises), obtidos a partir da aplicagdo das abordagens propostas no
Capitulo 4 para deteccao de bordas de imagens digitais. Tais aplicacoes serao referidas

como detectores de bordas propostos.

O uso dos detetores de bordas propostos evidenciam uma grande dificuldade
na escolha da ordem <, a € [0, 1], devido ao amplo range de valores possiveis. Visando
resolver a problematica mencionada, propoem-se alguns critérios que permitem uma escolha

adequada da h-ordem <,,a € [0, 1].

Finalmente, o melhor entre os detectores de bordas propostos, apds a escolha
adequada da h-ordem <,,« € [0, 1], é comparado com o detector de bordas baseado na

abordagem fuzzy discreta e no classico detector de bordas Canny [4].

5.1 Metodologia

A metodologia utilizada nesta pesquisa compreende as seguintes etapas:

e Primeira etapa: Obtencao das imagens digitais intervalares pelo método proposto
por Lopez-Molina et al. [33] utilizando Ny (p) ao invés de Ng(p), isso com o objetivo

de diminuir o comprimento dos intervalos.

o Segunda etapa: Utilizagao, sobre as imagens intervalares obtidas na primeira etapa,
das abordagens propostas para determinar os gradientes morfolégicos, os quais
dependem da escolha de: uma h-ordem <,,« € [0,1], uma fungdo estruturante,
uma conjuncao e uma implicacao L-fuzzy. A escolha dos operadores de conjuncao e

implica¢ao L-fuzzy foi motivada pelo trabalho de Gonzalez-Hidalgo et al. [17].
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o Terceira etapa: Binarizacao dos gradientes morfologicos, obtidos na segunda etapa,

das imagens intervalares.

Para a binarizacao do gradiente morfolégico de uma imagem intervalar é utilizado o
método proposto por Gonzalez-Hidalgo et al. [16,17] baseado no trabalho de Canny
[4]. Esse método consiste na binarizacao da imagem usando como primeiro processo
a supressao nao maxima (NMS) seguido de um processo de histerese. O processo
da supressao nao maxima tem como objetivo suprimir os valores nao maximos ao
longo da linha gradiente, para afinar a linha gradiente até obter a largura de um
pixel (para isso utilizou-se o cédigo disponibilizado por Kovesi [75]). O processo de
histerese consiste na binarizacao da imagem por meio do uso de limiares. Para isso, o
primeiro passo consiste em utilizar dois limiares (limiar inferior e superior) os quais
determinam o conjunto de pontos borda e ndao borda da imagem. O limiar inferior
permite determinar quais pixeis nao pertencem a borda e o limiar superior permite
classificar os pixeis como pontos borda sem usar a informacao da sua conectividade.
O segundo passo consiste em aderir pixeis a classe da borda de acordo com sua
conectividade, sendo que o valor desses pixeis estao entre os limiares candidatos
(limiar superior e inferior). A determinacao desses limiares nao é um problema trivial,
sendo que na literatura existem varios métodos propostos com essa finalidade (veja
por exemplo as referéncias [77-79]), ja neste trabalho seréd utilizado o método de
Medina-Carnicer et al. [79] baseado no processo de histerese. Tal método consiste
em utilizar a informacgao da imagem gradiente e dos pixeis aderidos pelo processo
de histerese de um conjunto de limiares candidatos para a determinacao do limiar

inferior low e do limiar superior high (em ]0, 1]).

Para viabilizar a utilizacao do algoritmo de Medina-Carnicer et al. sobre as imagens
gradiente obtidas pelas abordagens propostas, utilizou-se o nivel maximo de tons de
cinza t,,q, de cada imagem gradiente para definir o conjunto de limiares candidatos,
assim, low, high € {1,2,3..., ;4. }. Neste caso, foi considerado o conjunto de candida-
tos - (baseado na escolha de Medina-Carnicer et al. [79]). Essa alteragao é motivada
pelo fato de que os valores das imagens gradiente pertencem a cadeia finita £,,_, a
qual varia de acordo com a escolha de « € [0, 1]. Assim, dependendo da escolha de
a podem-se gerar grandes quantidades de niveis de cinza (tendo que tp: < M),

sendo desnecessaria a procura dos limiares em valores superiores a t,,4:.

Na Figura 22 ¢é representada a metodologia descrita, sendo que, a maneira de
exemplo, as imagens obtidas para cada etapa foram calculadas a partir da imagem digital

coffe.pgm.

Em relacao ao ambiente computacional, tanto para os programas implementados

quanto para os programas disponibilizados, foi utilizado o software MATLAB [80].
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Figura 22 — Sequéncia da metologia utilizada para a deteccao de bordas de uma imagem
intervalar obtida a partir de uma imagem digital. Representagao das etapas
sob a imagem digital coffe.pgm;

Imagem intervalar
coffe.pgm

Gradiente SNM do gradiente Imagem binaria-

morfoldgico morfoldgico bordas da imagem
Imagem coffe.pgm

Fonte: Autoria proépria.

5.2 Avaliacao de Detectores de Bordas

No geral, a avaliacao da performance dos detectores de bordas é realizada com
base nas imagens de bordas ideais (Ground Truth) sendo, geralmente, imagens bindrias.
As imagens de bordas ideais utilizadas foram produzidas manualmente por observadores
humanos [1], as quais pertencem & base de dados da University of South Florida *. Tais
imagens sao imagens em tons de cinza que possuem pixeis de valor zero, para representar
as bordas ideais, e dois tipos de regioes. O primeiro tipo de regidao (regido em cinza) onde
nenhum ponto borda deve ser detectado, e o segundo tipo de regido (regiao em branco
contendo pixeis com diferentes tons de cinza) onde a especificagdo do ponto borda ou nao
borda poderia ser tediosa [1] (ver Figura 23 b)). Assim, para efeito de comparacao entre
as bordas das imagens de saida ou bordas candidatas produzidas por algum método de
deteccao de bordas (DE) com as bordas das imagens ground truth, foram binarizadas as
imagens ground truth com um limiar de cinco (numa escala dentre 0 e 255), sendo que
exclui-se a regido em cinza (ver Figura 23 c¢)). Note que a regido cinza nas imagens de

bordas ideais é representado por valores maiores iguais a cinco.

Daqui em diante o conjunto de pontos das bordas das imagens de bordas ideais

binarizadas serao referidas como conjuntos G7T.

A comparacgao entre DE e GT' é quantificada numa medida de erro (analise

1 A base de dados mencionada esta disponivel em ftp://figment.csee.usf.edu/pub/ROC/
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Figura 23 — Exemplo de uma imagem da base de dados. a) Imagem original. b) Imagem
de bordas ideais em tons de cinza. ¢) Imagem binéria de bordas ideais obtida
com limiar de cinco.

Fonte: Adaptado de [1].

quantitativa). Neste trabalho, sdo consideradas duas medidas de erro: a primeira baseada
em distancia e a segunda baseada na localiza¢ao do pixel [81] (chamada medida de erro

estatistico). Outros tipos de andlise quantitativa podem ser encontrados em [81].

1. Medidas de erro baseadas em distancia: Essas medidas de erro baseiam-se na
desviagao do ponto de borda de sua posicao real. Elas sdo fundamentadas no fato,
de que um ponto de borda deve ser penalizado proporcionalmente a distancia desse
ponto até sua posigao verdadeira [81]. A distancia entre a posigdo de dois pontos
de uma imagem p; e py é denotada por d(p1, p2), além disso, a distdncia desde um

ponto p até o conjunto GT' é dada por:
d(p, GT) = min{d(p,p') | ¥ € GT} (5.1)

Normalmente d é considerada como distancia Euclideana (mais popular) mas alguns
autores propoem outras distancias [82]. Dentre as medidas de erro baseadas em
distancia destaca-se a Figura de Mérito também chamada Indice de Mérito de Pratt
proposta por Pratt, sendo esta uma das mais utilizadas na literatura [83,84], e a

qual é definida por:

FoM(DE, GT) =

1 1
mazx{|(DE)|,|(GT)|} Z 1 + ad?*(p, GT) (5:2)

r€DE
onde a € R™ é uma constante, usualmente a = 1/9 [83-85], d é a distancia entre as
bordas candidatas e as bordas ideais e | | representa o ntimero de pontos borda das

imagens.

2. Medida de erro estatistico: O problema de deteccao de bordas pode ser con-

siderado como um problema de classificacdo [85]. A detecgao tem como objetivo
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classificar os pixeis da imagem na classe de pixels da borda onde cada pixel da
imagem é mapeado para um elemento do conjunto de rétulos de classe {0,1} (1
significa que o pixel pertence a classe borda e 0 significa que o pixel pertence a
classe nao borda) [81]. Em presenga da imagem de bordas ideais, os pixeis da borda

candidata podem ser classificadas em quatro diferentes categorias, as quais sao:

i. Verdadeiros Positivos (TP): Nimero de pixeis que pertencem a borda candidata

e pertencem a imagem de bordas ideais.

ii. Falso Negativo (FN): Nimero de pixeis que ndo pertencem a borda candidata

e pertencem a borda da imagem de bordas ideais.

iti. Verdadeiros Negativos (T'N): Numero de pixeis que nao pertencem a borda

candidata e nao pertencem a imagem de bordas ideais.

iv. Falsos Positivos (FP): Numero de pixeis que pertencem a borda candidata e

nao pertencem a imagem de bordas ideais.

Através desses valores sao calculadas a taxa de verdadeiros positivos (precisao) e a

taxa de falsos positivos (recall) mediante

TP TP
Prec= ——" TPR= _ *%
= TP FP ¢ R=Tp T FN

respetivamente.
Sendo definida a harmonia entre as medidas de precisao e de recall, como:

Prec-TPR
F-M = . 5.3
casure aTPR + (1 — a)Prec (5:3)

onde a € [0,1]. Neste trabalho sao utilizados o FoM (com a = 1/9) e o F-
Measure (com o = 0.5) como medidas de avaliagdo do desempenho dos detec-
tores de bordas propostos, tendo sido utilizados os programas disponiveis em

http://kermitimagetoolkit.net /resources/source-code-library/ [33].

5.3 Resultados Experimentais

Para avaliar o desempenho dos detectores de bordas propostos, tomaram-
se como referéncia os resultados do desempenho dos detectores de bordas baseados no
gradiente morfolégico L, -fuzzy (com n = 255, ver Equagao (4.2)). Note que os detectores de
bordas propostos utilizam pares conjungoes e implicagoes IL-fuzzy, sendo que I depende da
abordagem utilizada, e o gradiente morfolégico L,-fuzzy baseia-se em pares de conjungoes

e implicagoes L,-fuzzy (para mais detalhes ver Capitulo 4).

Para analisar o desempenho dos detectores de bordas baseados no gradiente

morfolégico L,-fuzzy sao escolhidos: 12 pares de conjungoes e implicagoes L,-fuzzy (T" e
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I™, respetivamente) em concordancia com a Proposicio 2.4; uma funcio estruturante U™
sendo M dada pela Matriz (2.83); e 50 imagens digitais da base de dados da University of
South Florida [1]. Essa escolha foi realizada com base nos pares, no elemento estruturante
By e nas imagens digitais utilizadas por Gonzélez-Hidalgo et al. [17]. Desse modo, cada
detector de bordas baseado no par (T",I") é utilizado para determinar as bordas das 50
imagens digitais, sendo o resultado avaliado pelo FoM, com a = 1/9, e pelo F-measure.
Na Tabela 1 apresentam-se as médias de FoM e F-measure das bordas das 50 imagens
calculadas a partir de cada par (7", 1"). De acordo com as médias dadas na Tabela
1, conclui-se que os melhores pares de configuracgoes foram (70, Ixp)s (T, 1op) €
(T, Iep). Resultados similares foram obtidos no trabalho de Gonzalez-Hidalgo et al.

[17].

Salienta-se que Gonzalez-Hidalgo et al. [17] fizeram uma andlise estatistica do
desempenho dos detectores bordas baseado no gradiente morfoldgico fuzzy utilizando pares
de conjuncoes e implicagoes fuzzy, considerando as imagens digitais como conjuntos fuzzy
A € F(X). Eles utilizaram quarenta pares de configuragoes fuzzy (pares de conjungao
e implicagao fuzzy), dentre as quais destacaram-se (T,ar, Ixp), (Tounrs Ip) € (Tom, IFD),
por apresentar melhor desempenho na deteccao de bordas de acordo com os valores FoM
(a=1).

Tabela 1 — Médias dos valores FoM e médias dos valores F-measure dos detectores de
borda baseados no Gpn » (A, UM ) ,n = 255 aplicadas as 50 imagens da base
de dados da University of South Florida [1].

Valores FoM e F-Measures obtidos pelos
detectores de borda baseados no G r» (A, UM) ,n = 255.

t-norma | Implicagao FoM F-Measure

™ " Média+Desv.P. Média+Desv.P.
17 0,3278 +£0,1729 | 0,4324 £ 0, 1818
n It p 0,5246 +0,1524 | 0,5563 + 0, 1329
LE Itp 0,5239 £0,1523 | 0,5554 +0,1328
Itp 0,5261 £0,1538 | 0,5555 £ 0, 1330

ITe 0,4651 £0,1536 | 0,4984 + 0, 1351
n It o 0,5386 £ 0,1437 | 0,5877 £0,1250
M Izp 0,5385+0,1436 | 0,5731 £ 0,1246
Itp 0,5378 +£0,1435 | 0,5722 £+ 0,1245

Ik 0.4964 £ 0,1621 | 0,5386 + 0, 1485
" Iz p 0,5493 £ 0,1577 | 0,6031 + 0, 1449
nM Ity 0,5483 £+ 0,1569 | 0,6021 + 0, 1442
Itp 0,5506 £+ 0,1549 | 0,6046 + 0, 1425

Fonte: Autoria prépria.
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Na Figura 24 sao apresentados os BoxPlots dos valores do FoM e do F-Measure
das bordas das 50 imagens calculadas a partir de (1", I p), (Toas IGp) € (Tiv Iip)-
Note que, considerando os dados da Tabela 1 e pelo exibido nos BoxPlots da Figura 24,
as trés configuracgoes L, -fuzzy destacadas possuem, desde um ponto de vista estatistico,
performance semelhante. Para avaliar qual dessas trés configuracées possui o melhor de-
sempenho, foram comparadas mediante o teste de Wilcozon (ou teste de postos sinalizados

de Wilcoxon) com um nivel de significincia de 5% [86].

Figura 24 — BoxPlots dos valores do FoM e do F-Measure das bordas das 50 imagens
calculadas a partir de (17, Ik p), (Toh Lep) € (T Lep)-

0.8 08- % X
b3 * *
0,7 - l 0.7
0,6 I o 0,6
; ?
2 05- $05-
L =
L
0.4 04
0,3 03
02- =« . . 02
T T T T I [
1 2 3 1 2 3

1 (T Ikp)
2 (Tha IEp)
3 (Tha, I&p)

Fonte: Autoria propria.

Na Tabela 2 sao apresentados os p-valores obtidos a partir das comparagoes
realizadas mediante o teste de Wilcoxon aplicado aos valores FoM e F-Measure das bordas
das 50 imagens calculadas a partir de (T, Ixp), (Toas, 1ep) € (T, Irp). Observa-se,
na Tabela 2, que os p-valores obtidos sao maiores que o nivel de significAncia de 5%. Assim,
nao podemos apontar nenhuma diferenca significativa entre as trés configuragoes avaliadas.
Portanto, os detectores de bordas baseados em (1), Ixp), (Tov, IGp) e (T, Irp)

(n = 255), possuem desempenho semelhante.

Dada a semelhanga observada entre os resultados obtidos a partir de (7)), [xp)s
(T2 Ip) e (T, I p), a partir de agora os detectores de bordas propostos serdao baseados

unicamente no par (17, I%,), com n = m,, e na funcio estruturante U, que por sua
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Tabela 2 — P-valores obtidos a partir das comparacoes realizadas mediante o teste de

Wilcoxon aplicado aos valores FoM e F-Measure das bordas das 50 imagens

caleuladas a partir de (T2, Ifp), (T, Tap) © (Tiags Tip).

p ‘ P-valor
ares

‘ FoM ‘ F-Measure
( TTLLMv I;L(D) € ( VTLLMv I}L’D) 07 8899 07 9142
(T Ixkp) e (T, 1op) | 0,2287 0,4034
(Trs Irp) € (T, IGp) | 0,2439 0, 4386

Fonte: Autoria prépria.

vez esta baseada em UM,

5.3.1 Analise do Desempenho dos Detectores de Bordas Propostos

Com o intuito de identificar possiveis melhorias ou complicagdes em quanto
ao desempenho dos detectores de bordas propostos, explorou-se a agao desses detectores,
inicialmente, sobre uma tnica imagem. A imagem escolhida foi a 132.pgm (imagem de uma
espatula de 634 x 418 pixeis) da base de dados ja mencionada, vide Figura 25. Seguindo a
metodologia apresentada na Secao 5.1, a partir da imagem 132.pgm gerou-se uma imagem

intervalar e posteriormente suas bordas.

Figura 25 — a) Imagem digital 132.pgm, b) Imagem de bordas ideais da imagem digital
132.pgm

']

Fonte: Adpatado de [1].

O célculo das bordas da imagem intervalar obtida de 132.pgm mediante a pri-
meira abordagem proposta é baseado no gradiente morfolégico L,  -fuzzy, G 1 (A?V, U MO‘)

(ver Equacdo (4.2)), sendo T = T3, T = I}%%. A funcdo estruturante U varia de acordo

M
com «, sendo M, = l% X maJ com M é dado pela Matriz (2.83). Apresenta-se, na
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Figura 26, as bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas baseado na

eira abord ¢ . 216 208 615 (o ¢ As) . 14 4
rimeir r m pr m —_———, — * m -2 =
primeira abordagem proposta, com « 173’ 515" 1068 [ @ ) e com « 55’ 10

(Oé S A]ﬁ)

O calculo das bordas da imagem intervalar obtida de 132.pgm mediante a
segunda abordagem proposta ¢ baseado no gradiente morfologico G7 7 (A]V, uM ) (ver
Equacgao 4.4), sendo T = €4 T = T%,, T = T9, I = I}, n = 255 ¢ UM a funcio
estruturante, com M dado pela Matriz (2.83). Apresenta-se, na Figura 27, as bordas da

imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas baseado na segunda abordagem
216 208 615 14 4

t - T * . Ty T < & ).
proposta, com « € {1783’ T 1068} (¢ Ap) e ae {2,9, 10} (€ Apx)

Figura 26 — Bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas baseado
216 208 615 }

imeira abord ta (1-A e 1-B oo Tis Trag
na primeira abordagem proposta ( (§ ), com « € {1783’ 515, 1068

14 4

(Oé¢./4]1ﬁ) € com o € {2,9,10

baean.

o =216/1783 a = 208/515 a = 615/1068

[
<
AV
3
<
—

FoM=0.58 FoM=0.61

4/9 4/10

l-B, [e NS .AH:,,

Fonte: Autoria prépria.

Fez-se uma analise qualitativa das bordas apresentadas nas Figuras 26 e 27
com respeito a imagem de bordas ideais da imagem 132.pgm, apresentada na Figura 25.
Observa-se, nas Figuras 26 e 27, que 1-B e 2-B (primeira e segunda abordagem baseada
em h-ordens <,,a € Ap:) apresentam melhor desempenho na deteccdo das bordas da
imagem intervalar obtida de 132.pgm, o que é validado pelos valores FoM obtidos em
cada caso. Isso devido que 1-A e 2-A capturam pequenas variagoes de intensidade pelo

significativo niimero de tons de cinza que estas abordagens apresentam, o que gera uma
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Figura 27 — Bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector de bordas baseado
216 208 615 }

3 da abord ta (2-A e 2-B —_—
na segunda abordagem proposta ( e ), com « € {1783’ 215 1068

14 4
(a ¢ Ap) e com {2,9,10} (e Apx).

a=216/1783 a =208/515 a = 615/1068

2-A, o & A

FoM=0.63

a=1/2 a=4/9

2-B, a € Ar:

FoM=0.73

Fonte: Autoria proépria.

grande quantidade de falsos positivos. Além disso, tem-se que ao comparar os valores
de FoM obtidos a partir de 1-B e 2-B, 2-B possui melhor desempenho. Assim, no caso
da imagem 132.pgm, os resultados indicam que a reducao da imagem intervalar obtida
de 132.pgm (mediante p,) a posteriori da utilizagao da MM L-fuzzy leva a melhores
resultados do que a redugdo da imagem intervalar obtida de 132.pgm (mediante p,) a
priori da utilizacdo da MM L-fuzzy. Continuando com a analise, a Figura 28 apresenta as
bordas da imagem 132.pgm obtidas a partir do detector baseado em 2-B com a = g’ do
detector de bordas baseado em Grn (A, UM), e do detector de bordas Canny (com

o= \/5) Pelos valores do FoM apresentados na Figura 28, tem-se que o detector proposto
com o = 9 apresenta melhor desempenho na deteccao de bordas da imagem 132.pgm

comparado com o detector de bordas baseado em Grn (A, uM ) e com o detector de

bordas Canny.

Note que, na andlise do desempenho dos detectores de bordas propostos apli-
cados a imagem 132.pgm, nao foi definido nenhum critério para a escolha de «. Isso é
um problema pois o desempenho dos detectores de bordas propostos podem melhorar o
piorar de acordo com a escolha de a (ver Figuras 26, 27). Para contornar esse problema,

foram realizados experimentos em duas fases, a primeira fase chamada fase de treino e
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Figura 28 — Imagens de bordas de 132.pgm obtidas a partir de diferentes detectores de
4

bordas. a) Ground Truth. b) Imagem de bordas baseado em 2-B com « = 9

c¢) Imagem de bordas baseado em Grn (A, UM). d) Imagem de bordas

nM’> KD

obtida pelo detector Canny (com o = v/2).

GT FoM=0.63

FoM=

=\

0.34

AR

Fonte: Autoria prépria.

segunda fase chamada fase de teste. Em termos gerais, a fase de treino basicamente foca
na procura do « associado ao detector de bordas proposto, e na fase do teste é avaliado o
detector de bordas proposto e o o apontados na fase anterior. Na fase de treino foram
utilizadas as primeiras 25 imagens da base de dados sendo chamadas imagens de treino e
na fase de teste, as seguintes 25 imagens da base de dados sendo chamadas imagens de

teste (lembre que a base de dados utilizada contém 50 imagens digitais).

Pela analise feita sobre uma imagem, observou-se que os detectores de bordas
baseados em 1-B e 2-B geram menor quantidade de niveis de cinza e portanto menor
quantidade de possiveis falsos positivos do que os detectores de bordas baseados em 1-A e
2-A (ver Figuras 26 e 27). Como consequéncia dessa observagao, através de um processo
computacional, foi considerado o conjunto das primeiras 50 a’s associadas aos primeiros 50
me ordenados em forma crescente do conjunto {ma | o€ Apx }, sendo denotado por Ag.

(ver Anexo 1 -Tabela 5). Essa observacao nao foi utilizada para o caso em que o ¢ Ays,
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pois apesar de variar a o nivel de cinza m, continua sendo o mesmo. Nesse caso, tomou-se

o+ o

1 ) i+1
-A]I,"; = {ﬁi = 72
Observacio 3.4, A+ gera as mesmas ordens admissiveis do que o conjunto Ap+°. Logo para

| vy ciqq € .AH;:;} como representante do conjunto Ay, pois pela

os experimentos foi considerado o subconjunto Af, = {51, Bs79, Brs7, ..., Pisoor } de A'px (ver
Anexo 1 -Tabela 6).

Para a escolha de um a adequado (na fase treino) foi utilizada a média dos
valores de FoM e a média dos valores do F-Measure obtidos a partir de cada detector de
bordas proposto, aplicados as 25 imagens de treino, ver Figura 29. O treino foi realizado
para cada a € A, u A, escolhido segundo o detector de bordas proposto. No detector de
bordas baseado em 1-A e 1-B foi utilizado os pares (7,17, I5), € no detector de bordas

baseado em 2-A e 2-B foi utilizado os pares (GZ}nM, Tn );n = 255.

Figura 29 — Média dos valores FoM e média dos valores F-Measure obtidos a partir dos
detectores de bordas propostos baseados aplicadas as 25 imagens de treino
por cada o € A, (a € AZ,) correspondente (a € AS, corresponde a 1-A 2-A

e).

0,58 - :
0,56
% | ae A,
% 0,54 - —— 2-A
] Gy gy (Arv, UM)
0,52 + —v— 1-A
Grma gma (A%, UM)
0,
a € A,
—e— 2B
0,64 G%@,Iy(AIVa Uu™)
o —a— 1-B
7 0,60 Grma gma (A%, UMe)
£
=~ 0,56
0,52 - :
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Autoria propria.

Na Figura 29 pode-se observar que o detector de bordas baseado em 2-B com
a € A, possui melhor desempenho do que os detectores de bordas baseados nas outras

abordagens propostas. Além do melhor desempenho do detector de bordas baseado em

1 5
2-B, destacaram-se, de entre os valores de a possiveis, os seguintes: o = 5 eq= 3



Capitulo 5. Aplicagdo: Detec¢do de Bordas de Imagens Digitais 106

Da anélise desenvolvida acima, os detectores de bordas baseados em 2-B com

1
a=gea=_, foram os escolhidos para fase do teste. Vale ressaltar que, esses valores
de a nao sao os unicos pois, pela Figura 29, observou-se que existem outros possiveis

candidatos.

Dando inicio a fase de teste, os detectores de bordas baseados em 2-B (com
a =1/2 e a=>5/12) e o detector e bordas baseado no gradiente morfolégico L,-fuzzy
Gri(AU M) foram aplicados sobre as 25 imagens de teste, e as suas medidas de desempenho
(FoM e F-Measure) foram comparadas. Para o caso dos detectores de bordas baseados
em 2-B utilizou-se o par (G%ZM’ Tn_);n = 255 e para o detector de bordas baseado em
Gr. (A, UM) utilizou-se o par (T,1) = (T, [%p),n = 255, sendo ambos os pares ji
empregados na fase de treino. A comparacao foi realizada para cada imagem processada,
havendo-se considerado tanto os valores absolutos do FoM e do F-Measure como suas
variagoes relativas porcentuais com respeito ao detector de bordas baseado em G (A, U M )
ver Figuras 30 e 31. A variacao relativa porcentual, em caso positivo, representa o ganho
porcentual no desempenho do detector proposto em relagao ao detector de bordas baseado
em G (AU M ), caso contrario, representa perda porcentual no desempenho do detector

de bordas proposto em relagdo ao detector de bordas baseado em Gr (A, U M ).

Na Figura 30, os valores de FoM mostraram que em 11 das imagens processadas,
os detectores de bordas baseados em 2-B, com a = E e o« = —, exibiram melhor
desempenho na deteccao de bordas do que o detector de bordas baseado no gradiente
morfolégico L,-fuzzy. Essa afirmacgao é corroborada pela variagao relativa porcentual
apresentada na Figura 30-Inferior, onde houve uma melhoria significativa em 6 das
imagens, superior a 40%, e em torno de 20% para nas restantes. Nota-se também, que
em 10 das imagens processadas (ver 26, 28, 31, 34, 35, 37, 38, 40,46, 50 ), o desempenho
dos detectores de bordas nao pousem diferenca significativa e os valores FoM estao em
torno de 0.6. Em 2 imagens (ver 41, 43) os detectores de bordas propostos apresentam

uma variacao negativa préxima do 10 %.

Na Figura 31, os valores de F-Measure mostraram que em 9 das imagens
processadas, os detectores de bordas baseados em 2-B, com o = 1/2 e @ = 5/12, exibiram
melhor desempenho na deteccao de bordas do que o detector baseado no gradiente
morfolégico L,-fuzzy. Essa afirmagao é corroborada pela variacao relativa porcentual
apresentada na Figura 31-Inferior, onde a melhoria é superior a 40% em 6 das imagens, e
em torno de 20% para os restantes. Nota-se também, que em 13 imagens processadas (ver
26, 27, 28, 31, 34, 35, 38, 40, 43, 46, 47, 48, 50), o desempenho dos detectores de bordas
nao pousem diferenga significativa e a maioria dos valores F-Measure sdo acima de 0.6.

Em 2 imagens (ver 37, 42) o detector proposto apresentam uma piora em torno do 10 %.

Das andlises realizadas acima (das Figuras 30 e 31), pode-se concluir que:

quando obtidos valores altos FoM a partir do detector de bordas baseado no gradiente
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Figura 30 — Superior: Valores FoM dados pelos detectores de bordas baseados em 2-B, com
a = 1/2, a = 5/12, e no gradiente morfolégico £,-fuzzy Gr (A, UM) aplicado
as 25 imagens de teste, sendo 7' = T, e I = I ,. Inferior: Variacoes relativas
porcentuais dos valores FoM obtidos pelos detectores propostos com respeito
aos valores FoM obtido pelo detector de bordas baseado em G ;(A, UM).

— ; . ‘ .
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Imagens de teste

85

] [ (A-C)*100/C
65 M e ] (B-C)*100/C

Variagdo relativa do FoM (%)

-— T F———
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

Imagens de teste

—4A— A: Valores FoM baseado no G (A1, UM),a=1/2
—— B: Valores FoM baseado no G2, ,,(4;y,UM), a = 5/12

CE.I?

—&— C: Valores FoM baseado no G, (A, UM)

Autoria propria.

L,-fuzzy, sao também obtidos valores altos FoM pelos detectores de bordas propostos;
enquanto que, quando obtidos valores baixos FoM a partir do detector de bordas baseado
no gradiente L,-fuzzy, os valores FoM obtidos pelos detectores de bordas propostos sao
superiores, o que implica uma melhor detecgao de bordas. Essa analise também ¢ valida

para os valores F-Measure.

Para ver se os detectores de bordas propostos baseados em 2-B (ou detectores
de bordas propostos baseado no GE‘%J? (AIV, UM))7 com a = 1/2, a = 5/12, possuem
uma melhora estatisticamente significativa sobre o detector dado pelo £, gradiente fuzzy
Gr (A, uM ), ¢ utilizado o teste de Wilcoxon. Os p-valores dessa prova sao apresentados

na Tabela 3. Assim, como o p-valor do teste de Wilcoxon para os valores do FoM é menor
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Figura 31 — Superior: Valores F-Measure dados pelos detectores de bordas baseados em
2-B, com a = 1/2, a = 5/12, e no gradiente morfolégico £,-fuzzy Gr.1(A, UM)
aplicado as 25 imagens de teste, sendo T" = T, e I = I . Inferior: Variagoes
relativas porcentuais dos valores F-Measure obtidos pelos detectores propostos
com respeito aos valores FoM obtido pelo detector de bordas baseado em

Gr(A UM).

0,90

F-Measure

26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Imagens de teste

[ (A-C)*100/C
(B-C)*100/C

Variacdo relativa do F-Measure %

Imagens de teste

—a— A: Valores F-Measure baseado no G¢, ,(Arv, U)o =1/2

—@— B: Valores F-Measure baseado no G¢, ,,(An,UM), o =5/12
‘T T

—&—C: Valores F-Measure baseado no Gr (A, UM)

Autoria propria.

do que 5%, conclui-se que existe diferenca significativa entre as duas abordagens. Portanto,
pela média e mediana dada na Tabela 3 o detector de bordas proposto baseado em 2-B,
com « = 1/2 e a = 5/12, possui uma melhora significativa, de acordo com os valores FoM,
em comparacao ao detector de bordas dado pelo gradiente morfolégico L£,,-fuzzy. Também,
observou-se que para a medida do F-Measure ambos detectores nao possuem diferenca
significativa apesar disso, pela comparagao sobre os valores de cada imagem, existe uma
melhora no detector de bordas proposto para essa medida o que é expressado na média do
F-Measure. Portanto é concluido que o detector de bordas proposto baseado no gradiente
morfologico Gp 5o (Arv, UM, com a =1/2, a = 5/12,sendo T = T%,, I = I}, n = 255,
mostraram melhor desempenho do que o gradiente morfolégico fuzzy discreto G (A, U My

e do que o detector de bordas Canny, com o = v/2 (ver Tabela 3).



Capitulo 5. Aplicagdo: Detec¢do de Bordas de Imagens Digitais 109

Tabela 3 — P-valores obtidos a partir do teste de Wilcoxon dos valores FoM e F-Measure
obtidos pelos detectores de bordas baseado no Ggr (A, UM) com a = 1/2

e a=5/12, e no Gr;(A, UM) aplicados as 25 imagens de teste.

‘ P-valor

‘ FoM ‘F—Measure

Pares

G go (Arv, UM), a=1/2 e Gr,r(A,UY) | 0,0004 0,0903
Gep g0 (Arv, UM), @ =5/12 e G ;(A,UY) | 0,0021 | 0,2641

Fonte: Autoria proépria.

Tabela 4 — Média, mediana e desvio padrao dos valores FoM e do F-Measure dos detectores
de bordas propostos, do detector de bordas baseado no gradiente L, -fuzzy
Gri(AU M) e do detector Canny aplicados as 25 imagens de teste.

Detectores de bordas ‘ FoM ‘ F-Measure
(T, 1) = (T, I p), n = 255 ‘ MédiatDesv.P. ‘ Mediana ‘ MédiatDesv.P ‘ Mediana

G go(Arv,UM), o = 1/2 | 0,5889+0,1481 | 0,6083 | 0,6123+0,1185 | 0,6146
G yo(Apy, UM), @ =5/12 | 0,5787 £0,1385 | 0,5845 | 0,6052+0,1095 | 0,6117
Gr1(A4,UY) 0,5274 +0,1564 | 0,5703 | 0,5831 + 0,1432 | 0,6296
Canny 0,4453 +0,1316 | 0,4563 | 0,5035 + 0,1280 | 0,5477

Fonte: Autoria prépria.

Em seguida, nas Figuras 32 e 33, sao apresentados alguns exemplos da borda das
imagens de teste dados pelos detectores de bordas propostos baseados no Gg‘z% 9 (Ap, U M )
com o = 1/2, a = 5/12, pelo detector baseado no Gr;(A, UM) e pelo classico detector de
bordas Canny. Ambos gradientes morfolégicos utilizam os operadores L,,-fuzzy, T =T, e
I = I, n = 255. Fazendo uma andlise qualitativa da borda das imagens apresentadas nas
Figuras 32 e 33, observa-se que os detectores de bordas propostos baseados no gradiente
morfologico Ggg 9 (Apy, UM), com o = 1/2, @ = 5/12, apresentam maior correspondéncia
com a imagem de bordas ideais (que pode implicar menor quantidade de falsos positivos) se
comparados com o detector de bordas baseado em Gz rn (A, uM ) ou com o detector de
bordas Canny. Assim, os detectores de bordas propostos baseados no gradiente morfolégico
G%‘%J? (Ary, UM), com o = 1/2, o = 5/12, apresentam melhor desempenho na deteccio

das bordas, sendo validado pelos valores FoM e F-Measure obtidos em cada caso.

A melhoria observada no desempenho dos detectores de bordas propostos,
pode-se relacionar com o fato de que os métodos desenvolvidos levam em conta a existéncia
da incerteza uma imagem digital quantificada em termos de uma imagem digital intervalar,

e como essa incerteza é abordada pelos métodos propostos. Lembre que nas abordagens
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propostas, existem duas instancias ao utilizar a transformacao de uma imagem digital
intervalar numa imagem digital por meio das h-ordens: a primeira instancia, a priori da
utilizacao da MM L, _-fuzzy; e a segunda instancia, a posteriori da utilizacdo da MM
I[7-fuzzy. Assim, pelos resultados quantitativos apresentados neste capitulo, conclui-se que
os detectores baseados na segunda instancia apresentam melhor desempenho na deteccao
das bordas em termos de FoM e F-Measure. Acredita-se, que isso é devido a que numa
segunda instancia, a incerteza ¢ propagada para a dilatagao e a erosao I -fuzzy. Isso leva a
pensar que, os detectores de bordas baseadas nessa segunda instancia, sao mais sensiveis
quanto a localizacao dos pixeis pertencentes a borda da imagem, o que juntamente com

uma escolha adequada de h-ordens pode melhorar significativamente seu desempenho.

Figura 32 — Exemplo das bordas de imagens digitais, dadas pelos gradientes morfologicos
propostos G@‘?J?(AIV, UM), o = 1/2, o = 5/12, pelo gradiente morfolégico
fuzzy discreto Grr(A, UM) e pelo detector de bordas Canny

Imagem de bordas ideais Gr (A, UM)

FoM=0.46 e¢ F-Measure = 0.56

G Canny

gg’l?(AIV7UA{)7O‘:1/2 G

&n o (Arv, UM), a = 5/12

FoM=0.76 ¢ F-Measure =0.76 FoM=0.75 e F-Measure = 0.74 FoM=0.48 e¢ F-Measure =0.56

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 33 — Exemplo das bordas de imagens digitais, dadas pelos gradientes morfologicos

propostos G‘é‘?’j?(AIV,UM), a=1/2 a=

5/12, pelo gradiente morfolégico

fuzzy discreto Grr(A, UM) e pelo detector de bordas Canny

Imagem original Imagem de bordas ideais

G

«
P 70
Cr, 17

FoM=0.30 e F-Measure = 0.39 FoM=0.35 e¢ F-Measure = 0.43

(A]\/,UA'[),Q = 5/12

GTJ (A, U]w)

FoM=0.19 e F-Measure =0.26
Canny

FoM=0.13 e¢ F-Measure =0.18

Imagem original Imagem de bordas ideais

& e

FoM=0.74 e¢ F-Measure =0.74 FoM=0.73 e F-Measure =0.74

Ay, UM) 0 =5/12

Gr, (A, UM)

FoM=0.52 e F-Measure = (.62
Canny

FoM=0.45 e¢ F-Measure = (.55

Fonte: Autoria prépria.

Neste capitulo foram apresentados os principais resultados experimentais em

deteccao de bordas baseados nas abordagens propostas no Capitulo 4. Devido a grande

quantidade de h-ordens obtidas, implementou-se uma fase de treino. Nessa fase de treino

identificaram-se as h-ordens <,,a € {1/2,5/12}, como sendo as mais sobressalentes, isso

mediante o uso de medidas de avaliagdo de desempenho de detectores de bordas (FoM e

F-Measure). Também, na fase de treino, observou-se que os detectores de bordas propostos



Capitulo 5. Aplicagdo: Detec¢do de Bordas de Imagens Digitais 112

baseados em 2-B apresentaram melhor desempenho em deteccao de bordas do que as
abordagens propostas restantes (segundo as medidas de FoM e F-Measure realizadas).
Para verificar os resultados obtidos na fase de treino, implementou-se uma fase de teste
na qual evidenciou-se que, segundo o teste de Wilcoxon, o desempenho do detector de
bordas proposto baseado em 2-B, com « € {1/2,5/12}, foi significativamente melhor do
que o detector de bordas baseado no gradiente L,-fuzzy e do que o detector de bordas

Canny (isso em termos das medidas de FoM realizadas).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, propoem-se duas abordagens para deteccao de bordas de
imagens digitais baseadas em morfologia matematica L-fuzzy e h-ordens dadas pela
combinagdo convexa K, ,, « € [0,1]. Tais abordagens consideram a inerente existéncia da
incerteza quanto a localizacao e a tonalidade de cada pixel da imagem digital analisada,

sendo quantificada em termos de uma imagem digital intervalar.

As abordagens baseiam-se na reducao de uma imagem digital intervalar numa
imagem digital, sendo uma a priori e a outra a posteriori da utilizacdo da morfologia
matematica [L-fuzzy. Especificamente, na primeira abordagem (a priori), reduziu-se uma
imagem digital intervalar numa imagem digital utilizando as h-ordens, de modo que sobre
a redugao realizada foi utilizada a morfologia matematica L,,_ -fuzzy seguida do gradiente
morfolégico fuzzy (1-A e 1-B). Na segunda abordagem (a posteriori), reduziram-se a
erosao e a dilatacao L,-fuzzy intervalar sobre uma imagem digital intervalar a erosao
e dilatacado morfoldgica (respectivamente), utilizando as h-ordens, de modo que sobre a

redugao realizada foi utilizado o gradiente morfolégico (2-A e 2-B).

Para a utilizacao das h-ordens nas abordagens propostas, determinaram-se
todas h-ordens dadas pela combinacao convexa K, ,, a € [0, 1], sobre I. Além disso,
mostrou-se que o conjunto de ditas h-ordens inclui todas as ordens admissiveis dadas pelas

combinagoes convexas K, n, Kz, a # 3 € [0, 1], sobre .

Com intuito de avaliar o desempenho das abordagens propostas em detecc¢ao
de bordas e devido a grande quantidade de h-ordens obtidas, implementou-se uma fase
de treino. Nessa fase de treino identificou-se, mediante o uso de medidas de avaliacao de
desempenho de detectores de bordas (FoM e F-Measure), as h-ordens <,,a € {1/2,5/12},
como sendo as mais sobressalentes. Também, na fase de treino, observou-se que os detectores
de bordas propostos baseados em 2-B apresentaram melhor desempenho em deteccao de
bordas do que as abordagens propostas restantes (segundo as medidas de FoM e F-Measure
realizadas). Para verificar os resultados obtidos na fase de treino, implementou-se uma fase
de teste na qual evidenciou-se que o desempenho do detector de bordas proposto baseado
em 2-B, com «a € {1/2,5/12}, foi significativamente melhor do que o detector de bordas
baseado no gradiente £,-fuzzy e do que o detector de bordas Canny (isso em termos das

medidas de FoM realizadas).
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Os operados basicos da morfologia matematica [L-fuzzy utilizados nas abor-
dagens propostas, foram a dilatagao e a erosao LL-fuzzy baseadas nos operadores de
conjuncao e implicacao L-fuzzy, respectivamente. Observou-se que os operadores L-fuzzy
podem ser definidos num contexto mais geral. Assim, foram estendidos os operadores
de conjuncao e implicacao pseudo-representaveis sobre I* para operadores de conjuncao
e implicagdo pseudo-representaveis sobre If, sendo L um reticulado limitado. Também,
demostrou-se que a extensao das t-normas pseudo-representaveis sobre I* para t-normas

pseudo-C-representaveis sobre Ij s6 é possivel desde que L seja um [-monoide limitado.

Quanto a morfologia matematica IL-fuzzy, enfatizou-se principalmente na MM
fuzzy discreta (sendo L = £,) e na MM fuzzy intervalar discreta (sendo L = %), ja
que as de imagens digitais podem ser vistas como conjuntos L,-fuzzy e as imagens
intervalares digitais podem ser vistas como conjuntos I-fuzzy. Assim, para processar tais
imagens, foram relacionados os operadores E%—fuzzy com os operadores L,-fuzzy através
do isomorfismo ¢,,, 0 que permitiu a sua utilizagdo em operadores pseudo-C-representaveis

*
sobre 7.

Ao margem do exposto neste trabalho, as abordagens propostas também podem
ser aplicadas em segmentagao de imagens digitais reconstruidas a partir de sinogramas
ruidosos. Com base nisso, e pela observacao de que na pratica, um sinograma pode ser
afetado por ruido dos aparelhos utilizados, recentemente foi publicado um artigo [41] no
qual simulou-se imagens reconstruidas a partir de um sinograma com ruido de Poisson.
Em seguida, sobre essas imagens reconstruidas utilizaram-se as abordagens propostas e a
abordagem baseada no gradiente morfolégico L,-fuzzy para sua segmentacao. Nesse artigo,
mostra-se que as abordagens propostas, também apresentam um desempenho sobressalente
na segmentagao desse tipo de imagens, se comparadas com a abordagem baseada no

gradiente morfolégico L,-fuzzy.

No futuro, pretende-se estudar a extensao do gradiente morfologico £,, baseado
em outros operadores de coimplicagao L,-fuzzy [87], sendo que gradiente morfologico L£,,-
fuzzy pode ser vista como uma coimplica¢ao L,-fuzzy de Lukasiewicz. Além disso, estudar
o comportamento das abordagens propostas considerando a informacao do comprimento
dos valores do gradiente morfologico intervalar em combinagao com outros métodos de
afinamento e a binarizagdo para a obtengao das bordas das imagens. Outro trabalho
futuro poderia dar-se na extensao das abordagens propostas no processamento de imagens
coloridas. Em relacdo as ordens admissiveis <, a ¢ Ay obtidas, poderiam ser estudadas
em tomada de decisoes. Além disso, devido a que I é um conjunto finito, aspira-se em
determinar o nimero total ordens admissiveis sobre I* que incluam as obtidas neste
trabalho.
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ANEXO A

Figura 34 — Fluxograma da primeira abordagem
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ANEXO A. Fluzogramas das Abordagens Propostas

Figura 35 — Fluxograma da segunda abordagem
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ANEXO B

h-Ordens - Fase de Treino

Tabela 5 mostra o conjunto A,. < AH;’; associado ao nivel de cinza m, =

[I555] (1| — 1 utilizado na fase de treino.

Tabela 5 — Conjunto A,

Nro. | 1 % 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13
o 0 1 12 | 13 | 2/3 | 1/4 | 3/4 | 1/5 | 2/5 | 3/5 | 4/5 | 1/6 | 5/6
me | 255 | 255 | 511 | 954 | 1000 | 1018 | 1018 | 1456 | 1548 | 1630 | 1714 | 1772 | 1997

Nro. | 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

o 1/8 | 3/8 | 5/8 | 7/8 | 1/7 | 57 | 2/7 | 3/7 | 1/9 | 4/7 | 6/7 | 2/9 | 1/10
ma | 2020 | 2020 | 2020 | 2020 | 2102 | 2246 | 2302 | 2408 | 2506 | 2513 | 2627 | 2629 | 2702
Nro. | 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

o 5/9 | 4/9 | 7/9 | 3/10 | 1/11 | 8/9 | 2/11 | 1/12 | 7/10 | 4/11 | 7/11 | 9/10 | 5/11
ma | 2824 | 2834 | 2807 | 2040 | 3087 | 3103 | 3247 | 3289 | 3341 | 3371 | 3387 | 3389 | 3446
Nro. | 40 a1 42 43 44 45 46 a7 43 49 50

o | 8/11 | 3/11 | 1/13 | 10/11 | 2/13 | 5/12 | 6/11 | 3/13 | 4/13 | 11/12 | 7/12
ma | 3461 | 3502 | 3520 | 3619 | 3639 | 3772 | 3782 | 3805 | 3875 | 3891 | 3909

Fonte: Autoria prépria.
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A Tabela 6 mostra o conjunto A¢, = {01, 8379, B757, -, P1so01} de Alﬂﬁ sendo

a; +
! i i+1 *
Al = {@' =—5 | iy aiqq € Aﬂi‘i}' Note que, mq = |[I355][a1] — 1 = 32895
Tabela 6 — Conjunto A.,°
l e = 32805 |
Nro. 1 2 3 4 5 6 7
B 1/510 | 971/47142 | 60/1481 | 991/16368 | 181/2242 | 380/3761 | 216/1783
Nro. 8 9 10 11 12 13 14
B | 600/4249 | 295/1826 | 1805/9949 | 1722/8527 | 2351/10604 | 323/1334 | 813/3098
Nro. 15 16 17 18 19 20 21
B | 883/3125 | 783/2587 | 575/1781 | 349/1017 | 1951/5373 | 311/811 | 208/515
Nro. 22 23 24 25 26 27 28
B | 621/1465 | 154/347 | 846/1823 | 477/985 205/406 | 1026/1955 | 188/345
Nro. 29 30 31 32 33 34 35
B | 1804/3193 | 625/1068 | 893/1475 | 199/318 | 808/1251 | 292/439 | 982/1431
Nro. 36 37 38 39 40 a1 12
B | 1425/2017 | 332/457 | 339/454 | 1438/1875 | 965/1226 | 1236/1531 | 1951/2358
Nro. 13 14 15 16 a7 a8 19
B 523/617 | 1570/1809 | 388/437 | 2687/2959 | 349/376 | 1452/1531 | 1721/1777
Nro. 50
B | 991/1003

Fonte: Autoria propria.
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ANEXO C

Artigos publicados e participacao em

eventos

Artigos Publicados

A seguir os artigos publicados:

o SUSSNER, P.; CARAZAS, L. C.; MIQUELES, E. X.. Some Approaches Based on
Interval-Valued Images and - L-Fuzzy Mathematical Morphology for Segmenting
Images Reconstructed from Noisy Sinograms. Join Proceeding of the 19th World
Congress of the International Fuzzy Systems Association (IFSA), the 12th Conference
of the European Society for Fuzzy Logic and Technology (EUSFLAT), and the 11th
International Summer School on Aggregation. Atlantis Press, 2021. p. 452-462.

o SUSSNER, P.; CARAZAS, L. C.. An approach towards image edge detection based
on interval-valued fuzzy mathematical morphology and admissible orders. Atlantis
Studies in Uncertainty Modelling, v. 1, of the 11th Conference of the European.
Society for Fuzzy Logic and Technology (Proceedings - EUSFLAT 2019). Atlantis
Press, 2019/08. p. 690-697. ISBN 978-94-6252-770-6. ISSN 2589-6644. Disponivel
em: https://doi.org/10.2991 /eusflat-19.2019.96.

o« CARAZAS, L. C.; SUSSNER, P.. Deteccao de Bordas Baseada em Morfologia Mate-
matica Fuzzy Intervalar e as Fungoes de Agregacao K. Selecciones Matematicas, v. 6,
n. 02, p. 238-247, 2019. Disponivel em: http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2019.02.10

Resumos publicados em congressos

« CARAZAS, L. C.; SUSSNER, P. Comentarios Introdutoérios sobre Abordagens a

Morfologia Matematica Fuzzy Intervalar Baseado em Ordens Admissiveis e Detecgao
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de Bordas. No XXXVIII Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computaci-
onal - CNMAC 2018, 17 a 21 de setembro do 2018, Campinas — SP.
https : //proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/2504.

« CARAZAS, L. C.; SUSSNER, P. Detecgao de bordas baseada em Morfologia Mate-
matica Fuzzy e Ordens Admissiveis. No IX Congresso Internacional de Matematica
Aplicada e Computacional - CIMAC 2019, 06 a 09 de agosto, Lima-Pert.
http : / [cimac.spmac.org/Expositores.html

o« CARAZAS, L. C.; SUSSNER, P. Detecgao de bordas usando morfologia matematica
fuzzy intervalar. No XIV Encontro Cientifico de Pés-Graduandos do IMECC (Insti-
tuto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica), realizado no periodo de
07 a 10 de Outubro de 2019, Campinas-SP.
http : //www.ime.unicamp.br/ encpos/X IVgnC Pos/BoletimDigital2019/Boletim.pdf.

o« CARAZAS, L. C.; e "Morfologia Matematica LL-fuzzy y sus Aplicaciones en Procesa-
miento de Imagenes'en la IX Semana de la Investigacion cientifica — I Congreso Inter-
nacional en Investigaciéon y Emprendimiento en Tiempos de COVID-19, desarrollado

del 6 al 9 de octubre del 2020.http : //eventosvrin.unsaac.edu.pe/izsemana.html.
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