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“Porque eu fazia do amor um cdlculo matemdtico errado:
pensava que, somando as compreensoes, eu amauva.

Nao sabia que, somando as incompreensoes

¢ que se ama verdadeiramente.

Porque eu, so por ter tido carinho,

pensei que amar € facil.”

(Clarice Lispector)



Resumo

Este trabalho pretende analisar uma nova forma de observar as partigoes de um ntmero

inteiro n:

AM+X+ ...+ A =n

Seu ponto de partida sera a escrita de uma particao como matriz de duas linhas, a conversao
dessa matriz em um caminho orientado pelo plano cartesiano e, em sequéncia, sua reflexao
sobre a reta x + y = n apresentados nos dois primeiros capitulos. Nos capitulos seguintes,
apresentamos uma interpretacao bijetiva entre cada um desses caminhos refletidos e um
ladrilhamento de comprimento n, bem como a analise desse ladrilhamento como um niimero
escrito na base 2.

Nosso objetivo nessa transformagao é observar se ao transformar cada particio em um
nimero especifico conseguimos encontrar novas propriedades das parti¢coes, apresentar
novas maneiras de encontrar outros resultados ja conhecidos e até mesmo estabelecer
maneiras de contar ou estimar o niimero p(n) de partigoes de um inteiro n.

Por fim, serdao implementadas rotinas que exemplifiquem a validade e eficicia das teorias

desenvolvidas no decorrer do texto.

Palavras-chave: parti¢oes de inteiros. combinatéria enumerativa. ladrilhamentos. identi-

dades de Rogers-Ramanujan.



Abstract

This work intends to analyze a new way to observe the partitions of an integer n:

)\1+/\2—|—...+)\S=n.

Its starting point will be the writing of a partition as a two-line matrix, the conversion
of that matrix into a path on the Cartesian Plane, and then, its reflection through the
line x + y = n, presented in the first two chapters. In the next chapters, we present a
bijective interpretation onto each of these reflected paths and a n length tiling, as well as
the analysis of that tiling as a number written in base 2.

Our goal in this transformation is to see if, by transforming each partition into a specific
number, we can find new partition properties, present new ways to find other known
results, and even establish ways to count or estimate the number p(n) of partitions of an
integer n.

Finally, routines that exemplify the validity and effectiveness of the theories developed

throughout the text will be computationally implemented.

Keywords: integers partitions. enumerative combinatorics. tilings. Rogers-Ramanujan

identities.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Procedimento dos Caminhos 01 . . . . . . . .. ... ... ... .... 24
Figura 2 — Procedimento dos Caminhos 02 . . . . . . . ... .. ... ... .... 24
Figura 3 — Procedimento dos Caminhos 03 . . . . . . . ... ... ... ... ... 25
Figura 4 — Procedimento dos Caminhos 04 . . . . . . . .. ... ... ... .... 25
Figura 5 — Procedimento dos Caminhos 05 . . . . . . . .. ... ... ... .... 26
Figura 6 — Procedimento dos Caminhos refletido 01 . . . . . . . ... .. ... .. 27
Figura 7 — Procedimento dos Caminhos refletido 02 . . . . . . . ... ... .. .. 27
Figura 8 — Procedimento dos Caminhos refletido 03 . . . . . . ... .. ... ... 28
Figura 9 — Procedimento dos Caminhos refletido 04 . . . . . . . ... .. .. ... 28
Figura 10 — Procedimento dos Caminhos refletido 05 . . . . . . . ... ... .. .. 29
Figura 11 — Conversao direta matriz x impares 01 . . . . . . . . . .. .. ... ... 29
Figura 12 — Conversao direta matriz x impares 02 . . . . . . . . . .. ... .. ... 30
Figura 13 — Conversao direta matriz x impares 03 . . . . . . . . . .. .. ... ... 30
Figura 14 — Ladrilhamento de n=6 - ex01 . . . . . . . . .. ... ... ... .... 33
Figura 15 — Ladrilhamento de n=6 - ex02 . . . . . . .. .. ... .. ... . .... 34
Figura 16 — Ladrilhamento em poténcia de 2 -ex01 . . . . . . .. .. .. ... ... 34
Figura 17 — Ladrilhamento em poténcia de 2-ex02 . . . . . . . . .. .. ... ... 34
Figura 18 — Sequéncias de o(7) e e(7) . . . . . . . . . o 35
Figura 19 — Exemplos de Ladrilhamentos Invalidos . . . . . .. ... .. ... ... 36
Figura 20 — Exemplos de Ladrilhamentos Invalidos . . . . . . . ... ... ... .. 37
Figura 21 — Comparativo de ladrilhamentos validos de n=4 e n+1=5 (1) . . . . . . 38
Figura 22 — Comparativo de ladrilhamentos validos de n=4 e n+1=5 (2) . . . . .. 38
Figura 23 — Exemplo de ladrilhamento - conversao rapida . . . . . . .. ... ... 40
Figura 24 — Exemplo de conversao de ladrilhos 01 . . . . . . . . .. ... ... ... 50
Figura 25 — Exemplo de conversao de ladrilhos 02 . . . . . . . . ... .. ... ... 50
Figura 26 — Exemplo de conversao de ladrilhos 03 . . . . . . .. ... .. ... ... o1
Figura 27 — Comparativo entre o(4) e o(5) . . . . . . . ... . oL 51
Figura 28 — Comparativo entre o(6) e o(7) . . . . . . . ... .. L. 52
Figura 30 — Aplicagdo do Teorema 7 em ladrilhos . . . . . . . . ... ... ... .. 53
Figura 29 — Relagao entre elementos o(5) o(6) o(7) através do Teorema 7 . . . . . . 54
Figura 31 — Elementos da forma 4n+1 . . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 56
Figura 32 — Ladrilhamento de o(n 4+ 1)pp) - - - - . . . o o oo 59
Figura 33 — Primeiro candidato a ladrilhamento de o(n + 1)pmy41 - - - - o . o o .. 29
Figura 34 — Segundo candidato a ladrilhamento de o(n 4+ 1)ppy11 - - - - - - . . .. 60
Figura 35 — Ladrilhamento de o(n 4+ 1)pg)41 - - - - - o o oo oo 61

Figura 36 — Possivel ladrilhamento de o(n + 1)pmy+2 - - - - o o o oo oL 61



Figura 37 — Ladrilhamento de o(n 4+ 1)pm)2 - - - - o o 0 o oo 61

Figura 38 — Menor Ladrilhamento = 3 (mod 4) - casopar . . . ... ... ... .. 62
Figura 39 — Formato do maior Ladrilhamento =3 (mod 4). . . . . .. ... .. .. 63
Figura 40 — Maior Ladrilhamento =3 (mod 4) - casopar . . . .. .. ... .. .. 63
Figura 41 — Ladrilhamento invidvel = 3 (mod 4) - caso fmpar . . . . . ... .. .. 64
Figura 42 — Candidato - Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso impar . . . . . . .. .. 64
Figura 43 — Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso fmpar . . . . . . .. .. ... ... .. 64
Figura 44 — Termos de referéncia paran=10 . . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 68
Figura 45 — Termos de referéncia paran=9 . . . .. .. .. ... ... ... .... 69
Figura 46 — Termos de referéncia paran=8 . . . . . . . .. ... ... ... .... 69
Figura 47 — Ladrilhamentos de mesma interpretacao em o(n) (1) . . . . .. .. .. 73
Figura 48 — Ladrilhamentos de mesma interpretacao em o(n) (2) . . . . ... ... 73
Figura 49 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (1) . . . . . 74
Figura 50 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (2) . . . . . 75
Figura 51 — Ladrilhamentos de mesma interpretacao em o(n) (3) . . . . ... ... 7
Figura 52 — Ladrilhamentos de mesma interpretacido em o(n) (4) . . . .. ... .. 7
Figura 53 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (3) . . . . . 78

Figura 54 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (4) . . . . . 79



Tabela 1
Tabela 2
Tabela 3
Tabela 4
Tabela 5
Tabela 6

Lista de tabelas

Conversao Direta Exemplol . . . . . . ... ... .. ... ... ... 31
Conversao Direta Exemplo2 . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 32
Tabela Simples deo(n) . . . . . . .. ... Lo 43
Tabela Completa de o(n) . . . .. ... .. L 45
Tabela Simples dee(n) . . . . . ... ... Lo A7

Tabela de o, . . . . . . L 49



Algoritmo 1

Algoritmo 2

Algoritmo 3

Algoritmo 4

Lista de Algoritmos

Introducao onde é fornecido n que se deseja calcular as partigoes e

p(n) e onde sao definidas as matrizes de auxilio e armazenamento

dos dados. . . ..

Aplicagao do Teorema 3 pela soma de 2" em todas as parti¢oes de

n a fim de obter as p(n) maiores particoes den+1 . . . . . . . ..

Aplicacao do Teorema 7 aos elementos da “escada” de n — 1 afim de

obter parte dos termos da“escada” den . . . . . ... ...

Aplicagdo do Teorema 18 a fim de obter os elementos da forma

4k + 3, k € N presentes na "escada'. . . . ... ...



Lista de Codigos-fonte

Codigo-fonte 5 — Conversao dos Ladrilhamentos em Parti¢coes . . . . . . . .. ..

Codigo-fonte 6 — Primeira Identidade de Ramanujan

Cédigo-fonte 7 — Segunda Identidade de Ramanujan



1.1
111
1.1.2

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3
5.4

8.1
8.2

Sumario

Introducdo . . . . . . . . . . ... e e e e e e e 17

INTERPRETACAO DE PARTICOES EM MATRIZES DE DUAS
LINHAS . . . . . e e e e e e e e e e e 19
Consequéncias da escrita de particoes em matrizes de duas linhas . 21

Particdo conjugada . . . . . . . ..o 21
Leitura rapidadamatriz . . . . . . . . ... ... 21
O PROCEDIMENTO DE CAMINHOS . . ... ... ........ 23
O Procedimento dos Caminhos . . . . . . . . ... ... .. .. .... 23
Reflexdes sobre o Procedimento dos Caminhos . . . . . . . .. . .. 26
Conversao direta matriz x impares distintos . . . . . . ... ... .. 29
INTERPRETACAO DE PARTICOES EM LADRILHAMENTOS .. 33
Ladrilhamentos em poténciasde 2 . . . . . . . . ... ... ... ... 33
Particoes Complementares . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 35
Termos extremos deo(n) . . . .. ... .. ... ... ......... 36
Conversao direta particao x ladrilhamento . . . . . . . . .. ... .. 39
TABELAS DEO(N)EE(N) . . ... ... ... .. 42
Tabela simplesdeo(n) . . ... ... ... ... ... ...... 42
Tabela completadeo(n) . .. ... ... ... ... ... ... .... 44
Tabela Simplesdee(n) . .. ... ... .. ... ... ... ... 46
SEQUENCIAS EM O(N) . . . vt ittt i e e et e e e e e e 48
Sequéncias s(n) . . . . ... 48
Relacoes entre ladrilhosdenen+1 . . . . . . ... ... ... .. .. 49
Interpretacao Numérica de Ladrilhamentos Associados . . . . . . . . 53
Outras relacoes entre ladrilhamentos denen+1 . . . . . . ... .. 55
LIMITANTES EM O(N) . ... ... . . it 58
Particoes recorrentes dos divisoresden . . . . . . . .. ... ... .. 65
RECORRENCIA DOS TERMOS FALTANTES EM O(N) . ... .. 67
IDENTIDADES DE RAMANUJAN . .. ... .. ... ....... 71
Primeira ldentidade de Ramanujan . . . . . . . .. .. ... .. ... 71

Segunda ldentidade de Ramanujan . . . . . . . ... ... ... ... 75



9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7

10

CODIGOS FONTE . . . . v ¢ it e e e e e e e e e e e et 80
Cédigo Fonte - Introducdao . . . . . . ... ... ... ... 80
Cédigo Fonte - Aplicacao do Teorema 3 . . . . ... ... ... ... 81
Caddigo Fonte - Aplicacao do Teorema 7 . . . . . .. .. ... .... 81
Cédigo Fonte - Aplicacdo do Teorema 18 . . . . . . . . . . . ... .. 81
Cédigo Fonte - Conversao dos Ladrilhamentos em Particées . . . . 82
Cédigo Fonte - Primeira Identidade de Ramanujan . . . . . . . . .. 84
Cadigo Fonte - Segunda ldentidade de Ramanujan . . . . . . . . .. 87
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . o i i e e et e et 90

REFERENCIAS . . . . . o e e e e e e e e e e e e, 93



17

Introducao

Dados historicos apontam a origem do estudo das particoes de um inteiro para
o século XVII, com Leibniz em uma carta enviada a Bernoulli, tratando brevemente sobre
esse assunto aplicado exclusivamente a particdes dos primeiros inteiros positivos. Desde
entao, o estudo das particao de inteiros evoluiu consideravelmente, sendo trabalhado por
grandes nomes da matematica como Leonard Euler, Godfrey Harold Hardy, Srinivasa
Ramanujan [3], [4], [5], [6], Carl Friedrich Gauss, dentre outros.
Muitos desses, dedicaram grande parte de seu esforco em estabelecer critérios e procedi-
mentos capazes de contar ou estimar o nimero de parti¢oes de um inteiro n qualquer. Neste
trabalho, nos propomos a analisar as particoes de um inteiro por 6ticas diferentes com o
intuito de buscar novas identidades, contar ou estimar p(n) e apresentar novas formas de
enxergar caracteristicas a respeito da combinatoria enumerativa por outro enfoque.
Neste trabalho, abordaremos, no Capitulo 1, uma breve discussao de uma teoria ja conhe-
cida a respeito das parti¢coes de inteiros, a escrita de uma particao como matriz de duas

linhas no formato da matriz M a seguir:

ci Cp €3 ... Cp

M = (1)
d1 dQ d3 R dk
onde
C = O, dk #0
¢ = Cp1 + dyoq, para qualquer t < k (2)

n=th+Zdt.

No Capitulo 2, abordaremos uma consequéncia da escrita de partigdes como matriz de
duas linhas, denominada procedimento dos caminhos e a partir dai sera proposta uma
nova forma de interpretar as partigdes de um inteiro como uma sequéncia (ou uma nova
parti¢do) de impares distintos.

No Capitulo 3 alteraremos, mais uma vez, nosso olhar. Dessa vez convertendo a sequéncia
de impares distintos abordada no Capitulo 2 em um ladrilhamento de comprimento n,
seguindo defini¢oes de preenchimento especificas e que pode ser lido como um ntmero
escrito na base 2. Ainda neste capitulo, iniciaremos as primeiras discussoes e apresentaremos
os primeiros teoremas a respeito das particdes de um inteiro n sob essa nova Otica.

Ja o Capitulo 4 serd destinado, quase em sua totalidade, a aplicar as teorias desenvolvidas
no Capitulo 3 a todas as partigoes de n, comn =1,2,3,...,11 em formato de tabela. O
intuito desse Capitulo é apresentar, de forma mais palpavel, a validade inicial das teorias
anteriores e propiciar uma visao mais global de como elas poderiam evoluir.

Através da andlise das tabelas apresentadas no Capitulo 4, conseguimos observar e,
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consequentemente, demonstrar o surgimento e a validade de algumas sequéncias ali
presentes. Essas sequéncias sao apresentadas e debatidas no decorrer do Capitulo 5.

O Capitulo 6, seguinte, se propoe a mais uma vez analisar as tabelas expostas no Capitulo
4 e dali observar e estabelecer possiveis limitantes para o calculo de p(n).

Os tltimos dois capitulos tedricos deste trabalho(Capitulos 7 e 8), sdo destinados a
apresentar recorréncias capazes de calcular, com exatidao, as particoes irrestritas de n, as
particoes de n presentes na Primeira Identidade de Ramanujan e as particdes de n presentes
na Segunda Identidade de Ramanujan. Diferentemente do Capitulo 6, momento até o qual
p(n) é obtido por estimativa, nestes capitulos conseguimos converter essa estimativa em
valores exatos.

Ja no Capitulo 9, ultimo capitulo deste trabalho, sao apresentados os cddigos fonte de
uma rotina computacional que resume teorias desenvolvidas em todo o trabalho, a fim de,
mais uma vez, calcular com exatiddo e apresentar cada uma das particoes de n, n € N¥ e

também sua consequente aplicacao sobre as Identidades de Ramanujan.
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1 Interpretacao de Particoes em Matrizes de

Duas linhas

Como base para a construcao deste trabalho, nosso ponto de partida sera a
bijecao entre o niimero de partigoes irrestritas de n e o nimero de matrizes de duas linhas,

com algumas caracteristicas especiais, ja trabalhadas inicialmente em [8], [10] e [7].

Teorema 1 (Representacao de partigoes em matrizes de duas linhas - Apresentado pela
primeira vez em [10] Theorem 4.1). O nimero de particoes irrestritas de um inteiro n é

tgual ao numero de matrizes de duas linhas da forma
ci Cp C3 ... Cp (11)
d1 dg dg ce dk

CkZO, dk;éO

onde

¢ = Ciy1 + diy1, para qualquert < k (1.2)
n = ZCt + Zdt

A demonstracao deste Teorema é dada em [8], mas vamos observar alguns

exemplos de como essa conversao particao-matriz acontece:

Exemplo 1. Tomemos a parti¢io \ = (5,4,3,2,2). Devemos, entao, escrever uma matriz

2 x b onde a soma das entradas de cada coluna corresponde a cada parte de .

e Comegando pela coluna mais a direita, ndo temos outra opgao sendo atribuir cs = 0

€d5=2
0
2

o Comocy=c5+d; =0+2 =2, entdo dy = 0 pois a soma das entradas da coluna

o)

e Comocz=cy+dy=2+4+0=2, entdo d3 = 1 pois a soma das entradas da coluna

2 20
1 0 2

deve ser igual a 2

deve ser igual a 3
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e Comocy=c3+d3=2+1=3,

deve ser iqual a 4

e Comoci=co+dy=3+1=4,

deve ser igual a 5

entao do = 1 pois a soma das entradas da coluna

3 2 0
1 10 2

entao dy = 1 pois a soma das entradas da coluna

\)

43220
>\=(5,4,3,2,2)—>< >

Exemplo 2. Tomemos a particao \

1 110 2

= (7,4,2,2,1,1). Devemos, entdo, escrever uma

matriz 2 X 6 onde a soma das entradas de cada coluna corresponde a cada parte de .

o Comecando pela coluna mais a direita, nao temos outra op¢ao sendo atribuir cg = 0

€d6=1

e Comocs=cg+dg=0+1=1,

deve ser igual a 1

e Comocy=c5+ds;=1+0=1,

deve ser igual a 2

o Comocz=c4+dy=1+1=2,

deve ser igual a 2

e Comocy=c3+d3=2+0=2,

deve ser iqual a 4

e Comoci=co+dy=2+2=4,

deve ser igual a 7

()

entao ds = 0 pois a soma das entradas da coluna

o)

entdo dy = 1 pois a soma das entradas da coluna

1 10
1 01

entdo d3 = 0 pois a soma das entradas da coluna

2 1 0
0101

entao dy = 2 pois a soma das entradas da coluna

22110
20101

entao di = 3 pois a soma das entradas da coluna

O =

320101

422110
A=(7,4,2,2,1,1)—>< >
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1.1 Consequéncias da escrita de particoes em matrizes de duas

linhas

A escrita de uma particdo como matriz de duas linhas conforme condigoes
estabelecidas no Teorema 1, possui diversas utilidades praticas, dentre as quais destacamos

duas:

1.1.1 Particao conjugada

A leitura ordenada dos elementos di,ds, ..., d, fornece, respectivamente, o
numero de partes iguais a 1,2,..., k na particdo conjugada de .

Nos exemplos citados anteriormente no Capitulo 1 temos:

4 3 2 20
A=(54,3272) — (1 R 2) -
= A=_1 4+ 2 4+ 3 +5+5 (1.3)
1 1 1 2

320101

= A=14+1+1+242+ 4 4+ 6 (1.4)
1 1
3 2

422110
A=(7,4,2,2,1,1) — < );i

1.1.2 Leitura rapida da matriz

Em termos praticos, o que fazemos ao escrever uma particdo como matriz de
duas linhas conforme condi¢oes do Teorema 1 ¢é escrever em cada cj, j < k o valor da
parte posterior (¢; = ¢j41 + d;+1) € em d; o incremento que a préxima parte possui em
relacdo a parte anterior (d; > 0).

Nos exemplos citados no Capitulo 1 temos:

43220
A= (5,4,3,2,2) -
1110 2
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A5 =2

Ay = 2 - igual a parte anterior: do = 0

A3 = 3 - incremento de uma unidade: d3 = 1 (1.5)
Ay =4 - incremento de uma unidade: dy = 1

A1 = 5 - incremento de uma unidade: ds = 1

422110
A=(7,4,2,2,1,1) —
320101

Ao =1

A5 =1 -igual a parte anterior: dy =0

Ay = 2 - incremento de uma unidade: d3 = 1 (L.6)
A3 = 2 -igual a parte anterior: dy = 0

Ao = 4 - incremento de duas unidades: ds = 2

A1 =7 - incremendo de trés unidades: dg = 3
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Neste capitulo apresentaremos uma nova relacao entre as particoes de um

inteiro n e um caminho percorrido no plano cartesiano baseado na conversao dessa particao

em uma matriz de duas linhas, conforme parametros estabelecidos no Capitulo 1. Denomi-

naremos essa nova interpretagao como Procedimento dos Caminhos, presente no artigo [10].

2.1 O Procedimento dos Caminhos

Dada uma particdo A de um inteiro n e sua interpretacdo em matriz de duas

linhas, conforme parametros estabelecidos no Capitulo 1:

cCi C €3 ... Ck
dy dy ds ... dg

CkZO, dk7é0

onde

¢y = ¢ip1 + dy 1, para qualquer t < k

n:ZCt+Zdt'

(2.2)

O Procedimento dos Caminhos associados a essa matriz gera um caminho no plano

sequéncia de deslocamentos:

e d; unidades para direita
e ¢; unidades para cima
e dy unidades para direita
e (9 unidades para cima
e d3 unidades para direita

e ¢3 unidades para cima

e d; unidades para direita

e ¢, unidades para cima

k
cartesiano, a partir da origem O = (0,0) até o ponto P = (Z d;, Z ¢;) através da seguinte
=1 A
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E imediato notar que, ao final do processo, o deslocamento total tem seu ponto
k k
final em P = (Z d;, Z ¢;) que é um ponto sobre a reta z + y = n.
i=1 =1
Exemplo 3. Vejamos, com o auxilio das Figuras 1, 2, 3, 4 e 5, alguns exemplos do

Procedimento dos Caminhos aplicados a algumas particoes de n = 7:

2110
e A=(3,2,1,1) =
1101

Figura 1 — Procedimento dos Caminhos 01

2 20

e A=(3,2,2) = (1 0 s

Figura 2 — Procedimento dos Caminhos 02

2210
e A=1(2,2,2,1) =
0011
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Figura 3 — Procedimento dos Caminhos 03

1111110
e A=(1,1,1,1,1,1,1) =
0000001

Figura 4 — Procedimento dos Caminhos 04
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Figura 5 — Procedimento dos Caminhos 05

2.2 Reflexdes sobre o Procedimento dos Caminhos

Nesta secao, vamos estabelecer uma relacao das particoes de um inteiro n com
uma particdo de algum inteiro m (geralmente m # n) em impares distintos maiores do
que ou iguais a 3. O procedimento adotado para tal, presente em [9], consiste em refletir
o caminho gerado pelo Procedimento dos Caminhos citado na Secao 2.1 sobre a reta
r+y=n.

A ideia aqui é interpretar cada segmento horizontal e vertical dessa reflexdo como um

impar onde:

« cada segmento horizontal significa um impar que sera adotado na nossa nova particao;

» cada segmento vertical significa um fmpar que serd ignorado na nossa nova particao.

Vejamos a aplicacao dessa nova interpretacao nos mesmos exemplos utilizados

na Secao 2.1:

Exemplo 4. As Figuras 6, 7, 8, 9 e 10 sdo exemplos do Procedimento dos Caminhos

aplicados a algumas particoes den = 7:

2110

e A=(3,2,1,1) =
1101

) — (3,5,9,11)
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Figura 6 — Procedimento dos Caminhos refletido 01

2 20
1 0 2

. >\=(3,2,2)=< — (5,7,9,11)

Figura 7 — Procedimento dos Caminhos refletido 02

2210

e A=(2,2,2,1) =
0011

) — (3,7,9,11,13)
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Figura 8 — Procedimento dos Caminhos refletido 03

1111110
e A=(1,1,1,1,1,1,1) = —(3,5,7,9,11, 13)
0000001

Figura 9 — Procedimento dos Caminhos refletido 04
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Figura 10 — Procedimento dos Caminhos refletido 05

2.3 Conversao direta matriz x impares distintos

Com o intuito de tornar mais veloz nosso processo de conversao de uma particao
de n, vista como matriz de duas linhas segundo critérios estabelecidos no Capitulo 1, em
uma particao de m em partes impares, distintas e maiores do que 1, vamos observar como
cada entrada da matriz influencia no Procedimento dos Caminhos e sua reflexao.

A principio, criamos um caminho d; — ¢; — dy — ¢ — ...dp — ¢, onde, a partir da
origem, cada d; representa um deslocamento horizontal para a direita e cada ¢; representa
um deslocamento vertical para cima, conforme Figura 11.

Refletindo esse caminho sobre a reta x + y = n, criamos, acima dessa reta, um novo

A

Figura 11 — Conversao direta matriz x impares 01

caminho, ¢, — d, — cx_1 — dp_1 — ...c; — d; porém, devido a reflexdo efetuada,
agora cada d; passa a representar um deslocamento vertical e cada ¢; um deslocamento

horizontal, conforme Figura 12.
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Figura 12 — Conversao direta matriz x impares 02

Visto isso, é imediato notar que, por consequéncia de ¢, = 0, o ultimo trecho
do Procedimento dos Caminhos abaixo da reta x + y = n depende exclusivamente de
dj # 0 e este serd também o primeiro trecho vertical do caminho refletido, o que justifica
o fato da parte 1 nunca ser elencada na particdo de m em impares distintos.

Dessa forma, a leitura direta da matriz em uma nova particio em impares distintos se da
pela sequéncia: dy — cz—1 — dx—1 — ...dy — c1, onde cada d; representa o comprimento
de uma sequéncia de impares que serao ignorados e cada c¢; representa o comprimento
de uma sequéncia de impares que serao utilizados a partir de cada salto d; efetuado

anteriormente. A Figura 13 apresenta o procedimento da conversao direta:

U numero de impares

\C/V}C/;\%\“ * Yk \Ck consecutivos
d\ d .- '\dk-1 @ /\ salto de impares
Figura 13 — Conversao direta matriz x impares 03

Os Exemplos 5 e 6 a seguir mostram a aplicacdo da conversao direta em duas

situagoes numéricas:
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Exemplo 5. Ezemplo da conversio direta Matriz © Sequéncia de Impares Distintos:

Tomando n =7 e uma de suas parti¢oes X = (3,2,1,1) cuja representagio em matriz de
21 10

duas linhas € dada por
1 01

Considere a sequéncia cy,dy,cs,dsz, ca,ds,c1,dy = 0,1,1,0,1,1,2,1, onde os
termos de ordem impar (cs) representam uma quantidade de impares consecutivos a se
usar e os termos de ordem par (ds) representam uma quantidade de impares consecutivos
a se ignorar. Podemos visualizar a interpretacao direta dessa matriz em impares distintos

com o auzilio da Tabela 1

Tabela 1 —
Sequéncia Acéo Resultado Parcial
0 Usar 0 impares (%)
1 Ignorar 1 impar 1 Ignorado
1 Usar 1 impar 3 Escolhido
0 Ignorar 0 impares | Nenhum Ignorado
1 Escolher 1 impar 5 Escolhido
1 Ignorar 1 impar 7 Ignorado
2 Escolher 2 impares 9,11 Escolhidos
1 Ignorar 1 impar 13 Ignorado

Conversao Direta Exemplol

Portanto, temos que a sequéncia de impares procurada é a sequéncia (3,5,9,11).

Exemplo 6. Outro exemplo da conversio direta Matriz x Sequéncia de Impares Distintos:

Tomando mais uma vezn =7 e uma de suas particoes X = (2,2,2,1) cuja representagio
2210

em matriz de duas linhas é dada por 01 1

Considere a sequéncia cy,dy,cs3,dsz, ca,ds,c1,dy = 0,1,1,1,2,0,2,0, onde os
termos de ordem impar (cs) representam uma quantidade de impares consecutivos a se
usar e os termos de ordem par (ds) representam uma quantidade de impares consecutivos
a se ignorar. Podemos visualizar a interpretacao direta dessa matriz em impares distintos

com o auzilio da Tabela 2
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Tabela 2 —

Sequéncia Acéo Resultado Parcial
0 Usar 0 impares (%)
1 Ignorar 1 impar 1 Ignorado
1 Usar 1 impar 3 Escolhido
1 Ignorar 1 imprs 5 Ignorado
2 Escolher 2 impares 7,9 Escolhidos
0 Ignorar 0 impares | Nenhum Ignorado
2 Escolher 2 fmpares | 11,13 Escolhidos
0 Ignorar 0 impares | Nenhum Ignorado

Portanto, temos que a sequéncia de impares procurada é (3,7,9,11,13).

As duas situagoes exemplificadas acima também foram trabalhadas no Exemplo

Conversao Direta Exemplo2

4 quando ainda nao havia sido apresentada a conversao direta.

Nesse momento, com o auxilio da Conversao Direta, temos uma ferramente
suficientemente rapida para percorrer diversas particoes de n. No capitulo seguinte, vamos

lancar mao dessa nova ferramenta e buscar apresentar as primeiras conclusoes inéditas

deste trabalho.
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3 Interpretacao de particoes em ladrilhamen-

tos

Uma vez observado no capitulo anterior a interpretacao das parti¢oes de um
inteiro n em impares distintos, vamos agora apresentar uma nova interpretacao decorrente

desta que denominaremos ladrilhamento.

3.1 Ladrilhamentos em poténcias de 2

Definicao 1 (Ladrilhamento). Dada a interpretacao de uma particao especifica de um
inteiro n em impares distintos jd apresentada no Capitulo 2, o seu ladrilhamento serd dado
por uma sequéncia de n quadrados (que denominaremos ladrilhos) justapostos horizontal-
mente e numerados, da esquerda para a direita, com os n primeiros numeros impares. Os
ladrilhos referentes aqueles impares que aparecem na interpretagdo desta particao de n em
impares distintos sao preenchidos enquanto os ladrilhos referentes aos impares que nao

aparecem na mesma interpretacao permanecem sem preenchimento.

Exemplo 7. Dado n = 6 e duas de suas particoes especificas:
a) i =3+2+1.
b) g =2+2+2.

Cujas interpretacoes em impares distintos sdo, respectivamente:
a) 1 =94+7+3.
b) Ao =11+9+7+5.

Suas interpretacoes em ladrilhamentos sao mostrados respectivamente pelas Figuras 1/ e
15:

a) Ladrilhamento da particio 6=3+2+1

13579M

Figura 14 — Ladrilhamento de n=6 - ex01

b) Ladrilhamento da particio 6=2+2+2
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135791

Figura 15 — Ladrilhamento de n=6 - ex02

Apesar de originalmente cada ladrilho simbolizar um impar da interpretacao
de uma particao de n em impares distintos, esta legenda a partir de agora sera substituida
por uma poténcia de 2. Esta substituicao se dara devido ao fato de que cada ladrilho de
um ladrilhamento especifico possui apenas duas configuragoes validas: vazio ou preenchido.
Neste trabalho, a partir de agora, interpretaremos os ladrilhos preenchidos e vazios como
os algarismos de um nimero escrito na base 2, onde o primeiro ladrilho representa 2°, o
segundo 2!, e assim sucessivamente. De acordo com nossa conveniéncia, ora os ladrilhos
vazios serao considerados como o algarismo 0 e os preenchidos serao o algarismo 1 e ora o
contrario ou, em outras palavras, ora as poténcias de 2 representadas pelos ladrilhos vazios
serdo as unicas a serem consideradas e ora as poténcias de 2 representadas pelos ladrilhos
preenchidos serao as unicas a serem consideradas. Aplicando esta nova interpretacao, os
ladrilhamentos utilizados no exemplo anterior (Exemplo 7) passam a ser interpretados

como numeros, conforme Exemplo 8 e Figuras 16 e 17 a seguir:
Exemplo 8. Dado n = 6 e duas de suas particoes especificas:
a) Ladrilhamento da particio 6=3+2+1
2°2'222°2'2
P P (= 2%42%+2°=37 vazios

20 21 22 23 24 25
L1 [ 1] |=2'+2°+2'=26 preenchidos

Figura 16 — Ladrilhamento em poténcia de 2 - ex(01

b) Ladrilhamento da particio 6=2+2+2

2° 2" 2% 2% 2 Q°

| [T I | |=2+2'=3 vazios

20 21 22 23 24 25

" T T T T T |=2%+2%2'+2°=60 preenchidos

Figura 17 — Ladrilhamento em poténcia de 2 - ex(02

Esta nova interpretacao transforma cada particao de um inteiro n, através da

interpretacao do ladrilhamento em poténcias de 2, em um ntimero par, quando tomamos
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cada ladrilho preenchido como 1 e em um ntimero impar, quando tomamos cada ladrilho
vazio como numero 1. A garantia de que a leitura dos ladrilhos preenchidos sempre resulta
em um numero par e que a leitura dos vazios sempre resulta em impar acontece pois
sabemos que a interpretacao de uma particdo qualquer em impares distintos nunca conta
com o primeiro fmpar (1), assim, o primeiro ladrilho, que corresponde a 2° = 1 sempre
estard vazio, ou seja, a interpretagao em poténcias de 2 de um determinado ladrilhamento

s6 contara com 2° = 1 quando considerarmos apenas os ladrilhos vazios.

3.2 Particoes Complementares

Definigao 2 (Sequéncias o(n) e e(n)). Dado um inteiro n, denominamos por o(n) a
sequéncia de todos os impares resultantes das interpretacoes de todas as suas particoes em
poténcias de 2 (em ordem decrescente) e por e(n) a sequéncia de todos os pares resultantes

das interpretagoes de todas as suas particoes em poténcias de 2 (em ordem crescente).

Exemplo 9. A Figura 18 exemplifica, em formato de tabela, as sequéncias o(7) e e(7)

Particao o(n) e(n)
7 127 0
6+1 125 2
5+1+1 121 6
5+2 115 12
4+1+1+1 113 14
4+2+1 101 26
3+1+1+1+1 97 30
3+2+1+1 73 54
4+3 71 56
3+2+2 67 60
2+1+1+1+1+1 65 62
2+2+1+1+1 17 110
3+3+1 13 114
2+2+2+1 5 122
1+1+1+1+1+1+1 1 126

Figura 18 — Sequéncias de o(7) e ¢(7)
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Teorema 2 (Termos complementares). Sejam o(n); e e(n); dois termos de mesma posi¢ao
nas sequéncias o(n) e e(n) respectivamente. A soma o(n); + e(n); € fixa para cada n e

tgual a 2" — 1.

Demonstragio. Dois termos de mesma posi¢ao em o(n) e e(n) sdao correspondentes ao
mesmo ladrilhamento. Como os quadrados utilizados em e(n) sdo justamente aqueles nao
utilizados em o(n), a soma desses termos correspondentes sera: 2° + 28 + 2% 4 ... + 2" =
2" — 1. O

3.3 Termos extremos de o(n)

Definigao 3 (Ladrilhamento Vélido). Denominamos ladrilhamento valido todo e qualquer
ladrilhamento gerado por wma matriz de 2 linhas conforme parametros estabelecidos no
Teorema 1, ou seja, ladrilhamento vdlido é aquele ladrilhamento que possui relacao direta

com a alguma particdo de um inteiro n.

Os Exemplos 10 e 11 a seguir mostram alguns ladrilhamentos:

Exemplo 10. Os ladrilhamentos da Figura 19 sao exemplos de Ladrilhamentos Invailidos

pois ndao hd matrizes que respeitem as condicoes do Teorema 1 capazes de forma-los:

3 9
al [0 | [
5 7 1113
ol | I [
1 7 9 111315
el [ ] 1

Figura 19 — Exemplos de Ladrilhamentos Invalidos

1 10
a) - 1) — ¢y # 3+ d3 e c1 # ¢y + dy > Matriz Invilida.
2 20 . Py
b) — 1 # ¢y + dy — Matriz Invdlida.
01 2
5 1 ) .
c) 0 9 — o #0 ey # ¢+ dy — Matriz Invdlida.

Exemplo 11. Os ladrilhamentos da Figura 20 sao exemplos de Ladrilhamentos Vilidos

pois as matrizes responsdveis pelas suas formagoes respeitam as condigcoes do Teorema 1:
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5 7
al [ [ [ |

5 79 11
JEE T

57 111315
c. | NN [T

Figura 20 — Exemplos de Ladrilhamentos Invalidos

20

a) — Matriz Vilida.
2 2
2 20

b) — Matriz Valida.
10 2
3 20

c) — Matriz Valida.
01 2

Lema 1. Um determinado ladrilhamento é vdlido se, e somente se, o comprimento de
qualquer sequéncia de ladrilhos preenchidos a partir da posigdao i for mailtiplo da quantidade

de ladrilhos vazios nas posicoes 1,2,...,1— 1.

O Lema 1 sera melhor abordado e demonstrado na Secao 3.4.

Teorema 3 (Ladrilhamentos de o(n+1)). Considere uma particio especifica de um inteiro n
e seu respectivo ladrilhamento. Ao adicionar um ladrilho vazio ao final desse ladrilhamento
obtemos um ladrilhamento vdlido de n + 1, além disso, todos os ladrilhamentos de n + 1
com o ultimo ladrilho vazio, sdo desse formato, ou seja, um ladrilhamento vdlido de n com

um ladrilho vazio ao seu final.

Demonstracio. E imediato notar que inserir um ladrilho vazio ao final de um ladrilhamento
valido sempre é uma alteracao valida pois este nao influencia em sequéncias de ladrilhos
preenchidos em posi¢oes posteriores a sua, ja que estamos falando do ultimo ladrilho.
Agora considere um ladrilhamento valido de n 4+ 1 com o ultimo ladrilho vazio. Também
pelo mesmo argumento exposto acima, este ultimo ladrilho nao exerce nenhuma influéncia
em novas sequéncias de ladrilhos preenchidos em posi¢oes posteriores a sua. Logo, sua
retirada nao inviabiliza a validade do ladrilhamento restante, agora com n ladrilhos e,

portanto, um ladrilhamento valido de n. O

Exemplo 12. A Figura 21 exemplifica todos os ladrilhamentos possiveis para n = 4 e
n+1=>5:
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Figura 21 — Comparativo de ladrilhamentos vélidos de n=4 e n+1=5 (1)

Agora observe que se estamos trabalhando com as sequéncias o(n), a insergao
de um ladrilho vazio ao final de um ladrilhamento valido de n gera um ladrilhamento
valido de n + 1 e seu resultado é o mesmo que tinhamos anteriormente, acrescido de 2".
Além disso, como a leitura desses ladrilhamentos se d4 por um sistema de numeracao
posicional na base 2, os ladrilhamentos com o tltimo ladrilho vazio sdo, com certeza, os

maiores termos de o(n + 1)

Teorema 4 (Maiores termos de o(n+1)). Os p(n) maiores termos de o(n + 1) sdo

numericamente iquais aos termos de o(n) acrescidos de 2".

Exemplo 13. Vejamos, com o auxilio da Figura 22, o Exemplo 12 agora com a interpre-

tagao dos termos de o(n) ao lado de seus respectivos ladrilhamentos.

15 31
13 29
9 =) 25
3 19
1 17
5
1

Figura 22 — Comparativo de ladrilhamentos validos de n=4 e n+1=5 (2)

Teorema 5 (Menores termos de o(n)). Os dois maiores termos de e(n) sdo 2" —2 e 2" — 4
para n par e 2" — 2 e 2" — 6 par n impar. Consequentemente, os dois menores termos de

o(n) sio 1 e 3 paran par e 1 e b para n impar.

Demonstragdo. O maior termo de e(n) é evidentemente o ladrilhamento 2'+2%+. . 42" ! =
2" — 2. Pelo Teorema 2, o menor termo de o(n) é igual a 1. O segundo maior termo de
e(n) se da pela retirada do menor fator possivel dentre 2',22 ...,2""!, Para n par, esse
fator é 2! que sua retirada resulta em um ladrilhamento com os dois primeiros ladrilhos

vazios e os restantes (em quantidade par) preenchidos. Neste caso, o segundo maior termo
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de e(n) é dado por 22 + 2% 4+ ... + 2! = 2" — 4 e consequentemente, pelo Teorema
2, o segundo menor termo de o(n) é igual a 3. J& para o caso de n fmpar, o ladrilho
correspondente a 2' nio pode ser retirado pois sobrariam & sua direita uma quantidade
fmpar de ladrilhos preenchidos. Neste caso, temos a garantia de poder retirar o termo 22,
correspondente ao terceiro ladrilho. Nessa configuragao, teremos o primeiro ladrilho vazio, o
segundo preenchido, o terceiro vazio e todos os demais dali em diante (em quantidade par)
preenchidos, gerando um ladrilhamento valido correspondente a 2' +2% 4. . 42" 1 = 2" —6

em e(n) e 5 em o(n). O

3.4 Conversao direta particao x ladrilhamento

Em suma, cada particao especifica de um inteiro n, chega a sua interpretacao

em poténcias de 2 através do seguinte caminho:

a) escrita da particdo como matriz de duas linhas;

o

aplicacao do procedimento dos caminhos sobre a matriz;

c¢) reflexdo do procedimento dos caminhos sobre a reta = + y = n;

d

leitura dessa reflexdo em impares distintos;

)

substituicao dos impares distintos por poténcias de 2;

)
)
)
)
)
f)

soma das poténcias de 2 correspondentes aos quadrados vazios para o(n)

(ou preenchidos papa e(n)).

Todo este processo, apesar de elegante, despende muito tempo, o que torna a
conversao demasiadamente onerosa. Afim de facilita-lo, nossas interpretagoes em poténcias
de 2 de um inteiro n serao feitas, a partir de agora, por um processo que denominamos
conversao rapida. Qualquer ladrilhamento de comprimento n tera seus ladrilhos de acordo

com as seguintes instrucoes:

e O primeiro ladrilho nunca sera preenchido;

o A partir do ladrilho de posicao ¢ > 2, uma sequéncia de ladrilhos consecutivos s
podera ser preenchida se o seu comprimento for multiplo da quantidade de ladrilhos

vazios nas posicoes j, com 1 < 7 < 1.

Esta estratégia de preenchimento estabelece uma bijecao entre todos os ladri-
lhamentos possiveis de comprimento n com todas as partigoes de n.
Dada uma particao especifica Ay + Ao + ... + Ay =n, com A\ < Ay < ... < )\ =n. Sua

conversao em ladrilhamento podera ser estabelecida pelo seguinte processo:
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o A primeira sequéncia de ladrilhos vazios comeca na posi¢ao 1 e possui comprimento
A1

o Ao final desta sequéncia vazia de comprimento \;, preenchemos m; sequéncias
seguidas todas de comprimento A\;, onde m; representa o nimero de vezes que a

parte \; aparece nesta particao de n;

» Ao final desta sequéncia de mqA; ladrilhos preenchidos, deixamos uma nova sequéncia

de ladrilhos vazios com comprimento Ay — Aq;

» Ao final desta sequéncia vazia, preenchemos moy sequéncias seguidas todas de com-
primento A\, onde msy representa o niimero de vezes que a parte Ay aparece nesta

particao de n;

o Assim sucessivamente até preencher o ultimo ladrilho ou até nao haver mais preen-

chimentos necessarios.

Vejamos o Exemplo 14 da leitura de um ladrilhamento pela conversao rapida:

Figura 23 — Exemplo de ladrilhamento - conversao rapida

Exemplo 14.

o A primeira sequéncia de ladrilhos vazios possui comprimento 1. Assim, o niimero
de vezes que a parte 1 aparece nessa particao ¢ igual a nimero de sequéncias de
comprimento 1 que temos a partir dali e anteriores ao préximo ladrilho vazio, ou

seja, apenas uma;

« Contadas as vezes que aparecem a parte 1, temos mais um ladrilho vazio, acumulando,
entre os ladrilhos 1 e 3 exatamente 2 ladrilhos vazios. O niimero de vezes que a parte
2 aparece nesse ladrilhamento é dado pelo niimero de sequéncias de comprimento 2

que temos a partir deste ponto e anteriores ao proximo ladrilho vazio, ou seja, duas;

« Contadas as vezes que aparecem a parte 2, temos mais dois ladrilhos vazios, acu-
mulando 4. O numero de vezes que a parte 4 aparece nesse ladrilhamento é dado
pelo nimero de sequéncias de comprimento 4 que temos a partir dali e anteriores ao

proximo ladrilho vazio, ou seja, uma;

o Por fim, temos mais um ladrilho vazio ao final, acumulando 5, que é a maior parte

presente nessa particao;

o Assim, esse ladrilhamento representa a particao: 5+4 +2+ 2+ 1 = 14.
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A garantia do sucesso dessa operagao é uma consequéncia da observagao das

caracteristicas da matriz de duas linhas relacionada a cada particao A de um inteiro n:

« Cada dj, 7 > 1 representa o incremento que a parte \,_; recebe em relagao a parte

Ab—j1;
e Cp = 0, dk #= O;

k
* Cj = Z di, j <k;

i=j+1

Representado cada d; por uma sequéncia de ladrilhos nao preenchidos, cada
c¢; por uma sequéncia de ladrilhos preenchidos e lendo as entradas da matriz na ordem

cp — dy > ¢y — dp 1 — ... — di — cq, temos as garantias de que:

e o primeiro ladrilho deve ser vazio pois ¢ = 0 e dy # 0;

o cada sequéncia de ladrilhos preenchidos é miltipla do total de ladrilhos vazios & sua

k
esquerda pois para 1 < j <k, ¢; = Z d;;
i=j+1

k k
.M=q+m=2@+¢=2¢

=2 =1

Nesse capitulo apresentamos as primeiras teorias inéditas deste trabalho, com
énfase especial para a nocao apresentada da interpretacdo de um ladrilhamento em
poténcias de 2 e para o Teorema 3 que, juntamente com o Teorema 7 (que serd apresentado

no Capitulo 5) serao as ferramentas mais eficazes de investigacao das partigoes de n.
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4 Tabelas de o(n) e e(n)

Uma vez estabelecidos os parametros de conversao das particdes em um nimero
escrito no sistema de numeracao de base 2, vamos construir e analisar algumas tabelas de

o(n) e e(n).

4.1 Tabela simples de o(n)

Denominaremos de tabela simples de o(n) a tabela cujas entradas da coluna n
sao, em ordem crescente, a conversao de cada particio de n em um nimero impar, ou seja,
ao se considerar apenas os ladrilhos vazios de cada particao de n. Em breve discutiremos

um novo tipo de tabela de o(n), que serd denominada tabela completa.
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Tabela 3 —
n|{l|2]|3 4 5 6 7 8 9 10 11
113|715 |31 |63 127 | 255 | 511 | 1023 | 2047
1 (51329 |61 | 125 | 253 | 509 | 1021 | 2045
1 91 25 | 57 | 121 | 249 | 505 | 1017 | 2041
3119 | 51 | 115 | 243 | 449 | 1011 | 2035
1 (17|49 | 113 | 241 | 497 | 1109 | 2033
5| 37 | 101 | 229 | 485 997 | 2021
1] 33 97 | 225 | 481 993 | 2017
9 73 | 201 | 457 969 | 1993
7 71 | 199 | 455 967 | 1991
3 67 | 195 | 451 963 | 1987
1 65 | 193 | 449 961 | 1985
17 | 145 | 401 913 | 1937
13 | 141 | 397 909 | 1933
5| 133 | 389 901 | 1925
1| 129 | 385 897 | 1921
33 | 385 897 | 1825
25 | 281 793 | 1817
19 | 275 787 | 1811
15 | 271 783 | 1807
9 | 265 777 | 1801
3 | 259 771 | 1795
1| 257 769 | 1793
65 577 | 1601
49 561 | 1585
37 549 | 1573
29 541 | 1565
17 529 | 1553
7 519 | 1543
5 517 | 1541
1 513 | 1537
129 | 1153
97 | 1121
73 | 1097
67 | 1091
57 | 1081
51 | 1075
33 | 1057
31 | 1055
13 | 1037
9 | 1033
3 | 1027
1| 1025
257
193
145
133
113
101
71
65
61
25
19
17
5

Tabela Simples de o(n)
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4.2 Tabela completa de o(n)

Podemos observar na Tabela 3 que cada elemento de posicao (i,7) é igual a
(i,7 — 1) + 277! (se este elemento existir). Essa obervacio nada mais ¢ do que a aplicacio

do Teorema 4 aos p(n) maiores elementos da coluna n + 1.

Denominamos tabela completa de o(n) a tabela simples de o(n) com a insergao
de novos nimeros impares negativos em suas células vazias obedecendo o mesmo critério
do Teorema 4, ou seja, para cada posicao (i,j) vazia na tabela simples de o(n) (Tabela
3) adotaremos (i,7) = (i,j + 1) — 27. Estes novos termos (negativos e impares) serdo
denominados termos ocultos da tabela completa de o(n), enquanto os positivos serao

denominados termos visiveis de o(n).
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Tabela 4 —

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 3 7 15 31 63 127 255 511 | 1023 | 2047
1 1 5 13 29 61 125 253 509 | 1021 | 2045
5 3 1 9 25 57 121 249 505 | 1017 | 2041

11 9 5 3 19 51 115 243 449 | 1011 | 2035
13 11 7 1 17 49 113 241 497 | 1109 | 2033
25 23 19 11 5 37 101 229 485 997 | 2021
29 27 23 15 1 33 97 225 481 993 | 2017
53 51 47 39 23 9 73 201 457 969 | 1993
55 53 49 41 25 7 71 199 455 967 | 1991
59 57 53 45 29 3 67 195 451 963 | 1987
61 59 55 47 31 1 65 193 449 961 | 1985

109 | 107 | 103 95 79 47 17| 145 | 401 | 913 | 1937

113 | 111 107 99 83 51 13 ] 141 | 397 | 909 | 1933

121 119 115 107 91 59 5 133 | 389 | 901 | 1925

125 123 119 | 111 95 63 1 129 | 385 | 897 | 1921

221 219 | 215 207 191 159 95 33 | 385 | 897 | 1825

229 | 227 | 223 | 215 199 | 167 | 103 25 | 281 793 | 1817

235 233 | 229 | 221 205 173 109 19 | 275 787 | 1811

239 | 237 | 233 | 225 | 209 | 177 | 113 15 | 271 | 783 | 1807

245 243 | 239 23 | 215 183 119 9] 265 777 | 1801
251 249 | 245 237 | 221 189 125 31 259 | 771 | 1795
253 | 251 247 | 239 | 223 191 127 1 257 | 769 | 1793

445 | 443 | 439 | 431 | 415 | 383 | 319 | 191 65 | 577 | 1601

461 459 | 455 | 447 | 431 399 | 335 207 49 | 561 | 1585

473 | 471 | 467 | 459 | 443 | 411 | 347 | 219 37 | 549 | 1573

481 | 479 | 475 | 467 | 451 | 419 | 355 | 227 29 | 541 | 1565

493 | 491 | 487 | 479 | 463 | 431 | 367 | 239 17 1 529 | 1553

503 | 501 | 497 | 489 | 473 | 441 | 377 | 249 7| 519 | 1543
505 | 503 | 499 | 491 | 475 | 443 | 379 | 251 5 | 517 | 1541
509 | 507 | 503 | 495 | 479 | 447 | 383 | 255 1| 513 | 1537

893 | 891 | 887 | 879 | 863 | 831 767 | 639 | 383 | 129 | 1153

925 | 923 | 919 | 911 | 895 | 863 | 799 | 671 | 415 97 | 1121

949 | 947 | 943 | 935 | 919 | 887 | 823 | 695 | 439 73 | 1097

955 | 953 | 949 | 941 | 925 | 893 | 829 | 701 | 445 67 | 1091

965 | 963 | 959 | 951 935 | 903 | 839 | 711 455 57 | 1081

971 | 969 | 965 | 957 | 941 | 909 | 845 | 717 | 461 51 | 1075

989 | 987 | 983 | 975 | 959 | 927 | 863 | 735 | 479 33 | 1057

991 | 989 | 985 | 977 | 961 | 929 | 865 | 737 | 481 31 | 1055

1009 | 1007 | 1003 | 995 | 979 | 947 | 883 | 755 | 499 13 | 1037

1013 | 1011 | 1007 | 999 | 983 | 951 | 887 | 759 | 503 9 | 1033
1019 | 1017 | 1013 | 1005 | 989 | 957 | 893 | 765 | 509 3 | 1027
1021 | 1019 | 1015 | 1007 | 991 | 959 | 895 | 767 | 511 1] 1025

1789 | 1787 | 1783 | 1775 | 1759 | 1727 | 1663 | 1535 | 1279 | 767 | 257

1853 | 1851 | 1847 | 1839 | 1823 | 1791 | 1727 | 1599 | 1343 | 831 193

1901 | 1899 | 1895 | 1887 187 | 1839 | 1775 | 1647 | 1391 879 145

1913 | 1911 | 1907 | 1899 | 1883 | 1851 | 1787 | 1659 | 1403 | 891 133

1933 | 1931 | 1927 | 1919 | 1903 | 1871 | 1807 | 1679 | 1423 | 911 113

1945 | 1943 | 1939 | 1931 | 1915 | 1883 | 1819 | 1691 | 1435 | 923 | 101

1975 | 1973 | 1969 | 1961 | 1945 | 1913 | 1849 | 1721 | 1465 | 953 71

1981 | 1979 | 1975 | 1967 | 1951 | 1919 | 1855 | 1727 | 1471 | 959 65

1985 | 1983 | 1979 | 1971 | 1955 | 1923 | 1859 | 1731 | 1475 | 963 61

2021 | 2019 | 2015 | 2007 | 1991 | 1959 | 1895 | 1767 | 1511 999 25

2027 | 2025 | 2021 | 2013 | 1997 | 1965 | 1901 | 1773 | 1517 | 1005 19

2029 | 2027 | 2023 | 2015 | 1999 | 1967 | 1903 | 1775 | 1519 | 1007 17

2041 | 2039 | 2035 | 2027 | 2011 | 1979 | 1915 | 1787 | 1531 | 1019 5

2045 | 2043 | 2039 | 2031 | 2015 | 1983 | 1919 | 1791 | 1535 | 1023 1

Tabela Completa de o(n)
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4.3 Tabela Simples de e(n)

Denominaremos de tabela simples de e(n) a tabela cujas entradas da coluna n
sao, em ordem crescente, a conversao de cada particdo de n em um ntmero par, ou seja,
ao se considerar apenas os ladrilhos preenchidos de cada particao de n. Note a seguir que
nesta tabela as entradas nao vazias de uma determinada linha sao todas iguais e continuam
constantes quando aplicamos a o Teorema 2 aos seus termos ocultos. Dessa forma, nao
desenvolveremos a tabela completa de e(n) uma vez que ji sabemos quais serdo todos os

seus termos.
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Tabela 5 —
n|{l|2]|3 4 5 6 7 8 9 10 11
010]0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 6 6 6 6 6 6 6 6
12 | 12 | 12 12 12 12 12 12
14 | 14 | 14 14 14 14 14 14
26 | 26 26 26 26 26 26
30 | 30 30 30 30 30 30
54 54 54 54 54 54
56 56 56 56 56 56
60 60 60 60 60 60
62 62 62 62 62 62
110 | 110 | 110 110 110
114 | 114 | 114 114 114
122 | 122 | 122 122 122
126 | 126 | 126 126 126
222 | 222 222 222
230 | 230 230 230
236 | 236 236 236
240 | 240 240 240
246 | 246 246 246
252 | 252 252 252
254 | 254 254 254
446 446 446
462 462 462
474 474 474
482 482 482
494 494 494
504 504 504
506 506 506
510 510 510
894 894
926 926
950 950
956 956
966 966
972 972
990 990
992 992
1010 | 1010
1014 | 1014
1020 | 1020
1022 | 1022
1790
1854
1902
1914
1934
1946
1976
1982
1986
2022
2028
2030
2042
2046

Tabela Simples de o(n)
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5 Sequéncias em o(n)

Neste capitulo, vamos observar as tabelas introduzidas no Capitulo 4 e apre-
sentar algumas relagoes em sequéncias sobre os termos ali existentes. Como as tabelas
(simples ou completas) de o(n) possuem mais detalhes do que a tabela de e(n) (que é
constante por linhas), nossa preocupagao se concentrard, nas tabelas de o(n) que nos

oferecem mais dados a respeito das parti¢oes originais.

5.1 Sequéncias s(n)

Definigao 4 (Sequéncias s(n)). Dado n € Z* definimos s(n) a sequéncia cujos elementos
sao, ordenadamente, o0s i-ésimos termos (visiveis ou ocultos) de o(1),0(2),0(3),..., em

outras palavras, € a leitura das linhas da tabela completa de o(n) (Tabela 4).

Teorema 6 (Recorréncias de s(n)). Para qualquer n € Z*, a sequéncia s(n) € definida por

uma relagdo de recorréncia do tipo:
s(n)ir1 = 2s(n); + ay,. (5.1)
Onde o, € um inteiro impar fizo para cada n dado.

Exemplo 15. Com base na Tabela 4:

a) s(3):—=5,-3,1,9,2557,... = s(3);41 = 2s(3); + 7.

b) s(8): —53, —51,—47, —39, —23.9, ... — s(8)iz1 = 25(8); + 55.
Demonstragio. Dado i € Z*, sabemos pelo Teorema 4 que o(n); 11 = o(n); +2" e o(n);+2 =
o(n)iy1 + 2", Assim:

o(n)iy1 = o(n); +2"
o(n)iy1 = o(n); + o(n); — o(n); + 2"

o(n)ir1 = 20(n); —o(n); + 2" (5.2)
o(n)iyz = o(n)iy1 + 2"
o(n)ire = o(n)it1 + o(n)iy1 — o(n)iz1 + 2t
o(n)ire = 20(n)i1 :0(n)i+1 + 2n+i (5.3)

~
Qn i+1
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De 5.2 e 5.3 temos que:
Onitl = 2mH — 0(”)i+1
Qnit1 = 2" — (20(n); + )
Qni+1 = 2n+1 — 20(71)2 — Qp
nip1 = 2(2" — o(n);) —au;
| S—
Qn 4
Qpit1 = 204n,z’ — Qg
Onitl = Qn - (5.4)
O]
Para 1 < n < 15, a Tabela 6 mostra os valores de «,,, onde, «,, = o(i + 1),, —

20(i),, Vi € Z*:

Tabela 6 —
n| a,
1 1
2 3
3 7
4 13
5 15
6 27
7 31
8 55
9 57

10 61
11 63
12 | 111
13 | 115
14 | 123
15 | 127

Tabela de «,

5.2 Relacoes entre ladrilhos de n e n+1

Nesta se¢ao vamos apresentar uma bijecao entre todos os ladrilhamentos de um

inteiro n e alguns ladrilhamentos de n + 1 (ndo todos evidentemente pois p(n + 1) > p(n)).

A descoberta dessa relagao e de suas consequéncias diretas sera de suma importancia para

a elaboracao de uma recorréncia entre as particoes de dois inteiros consecutivos.

Teorema 7 (Conversao dos ladrilhamentos de n em ladrilhamentos de n + 1). Dado

um ladrilhamento vdlido de comprimento n, sempre teremos um ladrilhamento vdlido de

comprimento n + 1, ao aplicar no primeiro duas transformagoes:

e adicionar um ladrilho vazio a esquerda do ladrilhamento total;
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e preencher o sequndo ladrilho desse movo ladrilhamento, agora de comprimento n + 1.

Demonstracdo. As duas alteragoes propostas no Teorema 7 garantem a viabilidade do novo
ladrilhamento, de comprimento n + 1, pois a tnica diferenga entre os dois ladrilhamentos
relacionados é que o comprimento da sequéncia de ladrilhos preenchidos a partir do
segundo ladrilho aumenta em uma unidade. Como a tinica restrigdo para essa sequéncia de
ladrilhos preenchidos (a partir do segundo ladrilho) é ser multiplo de 1 (que é a quantidade
de ladrilhos vazios anteriores ao segundo ladrilho), sua viabilidade fica garantida uma vez
que, conforme ja mencionado acima, o restante dos dois ladrilhos posteriores a sequéncia

de ladrilhos preenchidos a partir do segundo ladrilho sdo idénticos nas duas situagoes. [J
Exemplo 16. Alguns exemplos da conversdao de ladrilhamentos conforme o Teorema 7
sao exemplificados a sequir pelas Figuras 24, 25 e 26:

a) Ladrilhamento vdlido de n = 6 e sua conversao em ladrilhamento vdlido de
n+1=7

n=6 B T
n+1=7 | [T [0

Figura 24 — Exemplo de conversao de ladrilhos 01

Neste exemplo, as sequéncias de ladrilhos preenchidos, a partir do segundo, para n =6 e
para n = 7 possuem comprimentos 2 e 3, respectivamente.

b) Ladrilhamento vdlido de n = 7 e sua conversao em ladrilhamento vdlido de

n+1=28

n=7 HE e
n+1=8 | [T IO | |

Figura 25 — Exemplo de conversao de ladrilhos 02

Neste exemplo, as sequéncias de ladrilhos preenchidos, a partir do segundo, paran =7 e
para n = 8 possuem comprimentos 1 e 2, respectivamente.

c) Ladrilhamento vilido de n = 11 e sua conversao em ladrilhamento vdlido de
n+1=12
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=11 | | | [ [
=12 [ [0 | [ [

Figura 26 — Exemplo de conversao de ladrilhos 03

Neste exemplo, as sequéncias de ladrilhos preenchidos, a partir do segundo, para n = 11 e
para n = 12 possuem comprimentos 0 e 1, respectivamente.

Uma analise importante a ser estabelecida neste momento, mas que nao merece
status de Teorema, é uma simples observacao dos ladrilhamentos de dois termos de mesma
linha e colunas consecutivas na Tabela 4. Sabemos, pelo Teorema 4, que os p(n) maiores
termos de o(n + 1) sdo na verdade os termos de o(n) acrescidos de 2" e que, no formato de
ladrilhamento, representam cada particao de n mas agora com um ladrilho vazio ao final.
Em resumo, o que queremos concluir é que todos os elementos de o(n), acrescidos de 2",
geram os p(n) maiores termos de o(n + 1) e estes, sdo os Unicos termos dessa sequéncia
cujos ladrilhamentos possuem o tltimo ladrilho vazio. Portanto, os p(n+ 1) — p(n) menores
termos de o(n + 1) certamente possuem seu tltimo ladrilho preenchido e a diferenca entre

esses termos e 2" geram termos ocultos de o(n)

Exemplo 17. Alguns exemplos da rela¢io mencionada anteriormente:

a) A Figura 27 mostra as sequéncias de o(4) e o(5). Os termos visiveis de o(4)
estéo na mesma linha que os termos de o(5) com o dltimo ladrilho vazio, jd os
termos ocultos de o(4) estao na mesma linha que os termos de o(5) com o dltimo

ladrilho preenchido.

n=4 n=5

15 31

13 29
R 0
) o)
= 9 25 N
0 )
2 B

3 19

1 17
(,,“ [
S 2
S 15 1 8
1 | [oN

Figura 27 — Comparativo entre o(4) e o(5)
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b) A Figura 28 mostra as sequéncias de o(6) e o(7). Os termos visiveis de o(6)
estao na mesma linha que os termos de o(7) com o dltimo ladrilho vazio, jd os
termos ocultos de o(6) estao na mesma linha que os termos de o(7) com o ltimo

ladrilho preenchido.

n=6 n=7
63 127
61 125
57 121
51 115
49 113
wn
D 8
= 37 101 N
(7)) [0
I T
33 97
9 73
7 71
3 67
1 65
47 17
n
S
8 51 13 =
= O
3| | 59 5 ©
S o
o
63 1

Figura 28 — Comparativo entre o(6) e o(7)

Lembrando que o Teorema 7 garante que dois ladrilhamentos relacionados por
ele (um de n com outro de n + 1) possuem o ultimo ladrilho igual (ambos vazios ou ambos

preenchidos), entao, chegamos a conclusao de outro importante Teorema.

Teorema 8 (Conversao particionada dos ladrilhos de n em ladrilhos de n+1). Paran > 2,

0s p(n — 1) maiores elementos de o(n) se relacionam, através do Teorema 7, com p(n — 1)
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termos de o(n + 1) selecionados entre seus p(n) maiores termos. Jd os p(n) — p(n — 1)
menores termos de o(n) se relacionam, através do Teorema 7, com p(n) — p(n — 1) termos

de o(n + 1) selecionados entre seus p(n + 1) — p(n) menores termos.

Em suma, o que garante esse Teorema ¢ a relacao exposta no Teorema 7, que
associa termos de o(n) cujos ladrilhamentos possuem o tltimo ladrilho vazio, com termos
de o(n + 1) cujos ladrilhamentos também possuem o tltimo ladrilho vazio. Relagao similar

entre aqueles de ultimo ladrilho preenchido. Vejamos um exemplo na tabela completa de

o(n):

Exemplo 18. Na Figura 29 parte A, € exemplificado em verde o conjunto de elementos
de o(6) com o dltimo ladrilho vazio e suas possiveis relagoes (através do Teorema 7) com
os elementos de o(7), que também sao aqueles com o ultimo ladrilho vazio. Assim como
o conjunto grifado em vermelho que estabelece relagdo andloga entre os elementos com
ultimo ladrilho preenchido.

Na Figura 29 parte B sao exemplificados, um a um, os elementos de o(6) e suas referéncias

de o(7) através do Teorema 7.

Demonstracio. A demonstracao do Teorema 8 decorre da simples observacao de que o
Teorema 7 associa ladrilhamentos de n a ladrilhamentos de n+1 com uma tnica alteragao: a

insercao de um ladrilho preenchido entre os ladrilhos de posigao 1 e 2, conforme exemplifica

a Figura 30:
ladrilhamento de comprimento n
1 2 " R R RN - B n
1 2 " R R RN - B n

ladrilhamento de comprimento n+1
Figura 30 — Aplicagao do Teorema 7 em ladrilhos
Assim, um ladrilhamento vélido, de comprimento n > 2 e seu ladrilhamento

correspondente (através do Teorema 7) de comprimento n + 1 possuem, ndo apenas o

ultimo, mas todos os seus n — 1 ultimos ladrilhos preenchidos da mesma forma O

5.3 Interpretacao Numérica de Ladrilhamentos Associados

Mais uma vez, devido a equivaléncias das sequéncias o(n) e e(n), continuamos

interpretado os ladrilhamentos de n e n+1 e suas relacoes estabelecidas através do Teorema
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n=5 n=6 n=7
31 63 127
29 61 \ 125
25 57 \ 121
19 51 \ 15
17 49 \ 113
5 37 101
1 33 \ 97
———————
23 9 73
25 7 71
29 3 67
31 1 65
79 47 17
83 51 13 83 51 13
91 59 5 91 59 5
95 63 1 95 63 1

parte A parte B

Figura 29 — Relagao entre elementos o(5) 0(6) o(7) através do Teorema 7

7 apenas sobre suas leituras de ladrilhos vazios, ou seja, em elementos de o(n

~—

Teorema 9 (Interpretacio Numérica de Ladrilhamentos Associados). Sejam k e p, as
respectivas interpretacoes em o(n) de dois ladrilhamentos vdlidos de comprimentos n e

n + 1 associados pelo Teorema 7, entdo:
a) p=2k—1.

b) Se my e my sao as respectivas posigoes de k e p nas sequéncias o(n) e o(n + 1),
entdo, oy, = 204, + 1, onde a; € a constante definida nas recorréncias do

Teorema 6.

Demonstracao. a) Sabemos que o ladrilhamento referente a p é oriundo do ladrilha-
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mento referente a k com a insercao de um ladrilho preenchido entre as posicoes 1
e 2, conforme exemplifica a Figura 30. Assim, a leitura de p em o(n) é equivalente
a leitura de k£ com o incremento de uma unidade em todas as suas poténcias de
2 utilizadas com excecdo da primeira (2°) que ndo tem seu expoente alterado.

Portanto se:
E=14+2"4+22+...4+27 j<n.
Entao,

p=1+42ntt poretl o g ontl g
p=1—2+242F g or2vl 1 4 9ritl
p=1—-242(14+2"+27 + ... +27)
p=—1+2k.

O Teorema 4 nos garante que os termos situados na mesma linha e colunas
adjacentes (& direita) a k e p na Tabela 4 sdo respectivamente: k +2" e p + 2",
Assim, se au,, € au,, representam, respectivamente, as linhas de k e p, entao:
Qp, = (K +2") =2k
=2"—k

Umy = (p + 2n+1) —2p

:2n+1_p
=2" 2k —1)
=" 2k +1
=2(2" — k) +1
= 20, +1

Outras relacoes entre ladrilhamentos de n e n+1

Nesta se¢ao, vamos estudar outras relagoes mais especificas entre parti¢oes de

n en+ 1, em fungao dos Teoremas ja provados anteriormente.

Teorema 10 (Relagao de o(n)=1). A Aplicagcio do Teorema 7 sobre o elemento o(n) = 1,

presente ¥n € Z*, resulta no elemento o(n + 1) = 1.

Demonstragio. O Teorema 9 garante que a aplicagdo do Teorema 4 ao elemento k € o(n)

é levado no elemento p = 2k — 1 € o(n + 1). Basta entao notar que Vn € Z*, o ultimo
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elemento visivel de o(n) é o elemento k = 1, referente ao ladrilhamento que possui apenas
o primeiro ladrilhamento vazio, entao, sua referéncia pela aplicacao do Teorema 7 ¢é
p=2k—1=1€o0(n+1) O

Teorema 11 (Relagao de escada). A Aplicagio do Teorema 7 sobre o elemento de o(n)

cuja posi¢ao € p(n — 1), resulta no elemento de o(n + 1) de posi¢io p(n).

Demonstra¢io. Como o elemento de posi¢ao (p(n — 1),n — 1) = 1 na Tabela 4, entéo, o
elemento situado & sua direita (posicio (p(n — 1),n)) é k = 1 + 2", Por outro lado, o

elemento de posi¢ao (p(n),n) =1 —-p= (p(n),n+ 1) =1+ 2", assim:

p=1+2"
—1—-2+42+2"
=—-1+2(1+2"") =-1+2k

Como p = 2k — 1, esses elementos sao relacionados pelo Teorema 7 por consequéncia direta
do Teorema 8. ]

Teorema 12 (Elementos de o(n+1) da forma 4n+1). Um elemento p € o(n+1) € resultado

da aplicagio do Teorema 7 em algum elemento de o(n) <= p=1 (mod 4)

Demonstracao. De acordo com Teorema 8:

(—) Todo ladrilhamento valido de n é relacionado a um ladrilhamento véalido de n + 1
pela insercao de um ladrilho vazio entre seus ladrilhos de posi¢ao 1 e 2, resultando em um
ladrilhamento de comprimento n + 1 com o segundo ladrilho preenchido, como mostra a

Figura 31:

1 3 4 " . EER < n- n

Figura 31 — Elementos da forma 4n+1

A leitura desse ladrilhamento em o(n+1) é claramente da forma p = 142" +2™2 4. +2™

onde my; = 2 e j < n, portanto,
p=1+2"42™2 4 42"

=14+2%(2M72 4 2m272 4 4 22
=14+4(2m 2 42m 24 42 =1+4dw,weZ

(«) Como as sequéncias do tipo o(n + 1) sdo formadas exclusivamente por termos impares,

estes sdo congruentes a 1 ou 3 (mod 4). Se o(n + 1) = 1 (mod 4), seu ladrilhamento
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possui o segundo ladrilho preenchido e, como nos garante o Teorema 8, este pode ser

retirado, resultando em um ladrilhamento valido de o(n).

Seguindo um pouco mais adiante vejamos que os elementos de o(n + 1) = 3
(mod 4) sdo da forma p =3 + 2™ + 2™ + ...+ 2™ onde my =2 e j < n, logo:

p=3+2M 42M 4 42"
=14+2+2M $27M2 4 +2"

Como o fator 2! faz parte de sua formacao, seu ladrilhamento possui o segundo ladrilho

vazio e por isso nao possui nenhuma referéncia em o(n) através da aplicagdo do Teorema

7 [l

Ao final deste Capitulo encerramos uma etapa muito importante desse trabalho:
ja conseguimos percorrer quase a totalidade das particoes de n, apenas com o Teorema 7
aqui apresentado e o Teorema 3, apresentado no Capitulo 3. No Capitulo seguinte, vamos

apurar as estratégias de buscas das parti¢coes ainda nao conhecidas.
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6 Limitantes em o(n)

Neste momento convém uma breve revisao de algumas relagoes que ja temos

em ladrilhamentos e sequéncias em o(n) e o(n + 1):

1. Os p(n) primeiros (e maiores) termos de o(n + 1) sdo numericamente iguais aos p(n)

termos visiveis de o(n) acrescidos de 2™:

o(n+1); =o(n); +2" 1 <j <p(n) (6.1)

2. Todos os termos do tipo o(n);, com p(n — 1) < j < p(n) se relacionam com alguns

termos de o(n + 1);, com p(n) <i < p(n + 1) através da relagao:

o(n+1); =20(n); — 1 (6.2)

Portanto, quando conhecemos os termos da sequéncia visivel de o(n), também

conhecemos grande parte da sequéncia o(n + 1):

1. Todos o(n + 1); com 1 < j < p(n)

2. Todos o(n + 1); com p(n) < j < p(n + 1) tais que o(n + 1); =1 (mod 4)

Os tnicos termos de o(n + 1); que nado conhecemos sao aqueles tais que:

p(n) <j<pn+1)

o(n+1); =3 (mod 4) (6:3)

Assim, ja conhecemos as possiveis posi¢oes que esses termos desconhecidos
podem ocupar na sequéncia de o(n + 1) e sua congruéncia médulo 4, mas a busca por eles
ainda pode ser muito onerosa, especialmente com o crescimento de n, conforme ilustra o

exemplo a seguir:

Exemplo 19. Tomando n = 10 e supondo que conhecemos todos os p(10) = 42 termos de
0(10), vamos investigar a sequéncia o(11).

A principio seus elementos que sio consequéncias diretas dos termos visiveis de o(10):
o(11); = 0(10); + 1024,1 < j < p(10) = 42 (6.4)

Agora aqueles que provém da aplicagio do Teorema 7 - Capitulo 5 nos termos de o(10);,
com 30 = p(9) < j < p(10) = 42:

o(11); = 20(10); — 1,V €]30;42] e i € [31,p(11)] (6.5)
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Portanto, os unicos termos de o(11) que ndo conhecemos sio aqueles da forma 4n + 3
maiores do que 1 = o(11),(11y e menores do que 1025 = o(11)39 + 2" = 1+ 1024. O que

nos leva a um conjunto com 255 candidatos.

E fato que o conjunto de restrigoes até entao elaboradas possui grande utilidade
mas, para grandes valores de n, os processos similares ao Exemplo 19 tornam-se muito
onerosos. Em funcao disso, neste capitulo, discutiremos estratégias que facilitam nossa

busca pelos termos desconhecidos de o(n + 1)

Teorema 13 (Primeiro Gap). Para qualquer n = 3, o termo de posi¢ao p(n) + 1 na

sequéncia de o(n + 1) é dado por:

o(n + 1)pmyr1 = o(n+ L)y — 3.2"72 =14 272 (6.6)

Demonstragio. Sabemos que o termo o(n + 1)) = 1 +2" pois na Tabela 4 este é o termo

adjacente a o(n),m) = 1 e seu ladrilhamento obedece o padrao da Figura 32.

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 32 — Ladrilhamento de o(n + 1),

Em sequéncias do tipo o(n), ou seja, quando consideramos os ladrilhos vazios iguais a 1 e
os preenchidos iguais a 0, este representa o menor elemento dentre aqueles que possuem o
ultimo ladrilho vazio, pois nele s6 sao considerados o tltimo e o primeiro ladrilho (este
obrigatorio).

Assim, o termo o(n + 1)p(y41 ¢ 0 maior termo da sequéncia o(n + 1) correspondente aquele
ladrilhamento de comprimento n + 1 e que nao possui o ultimo ladrilho vazio, ou seja, o
maior termo dentre aqueles que possuem o ultimo ladrilho preenchido. Como primeiro
candidato, vamos analisar o ladrilhamento que possui apenas os ladrilhos de posicao 1 e n

vazios (Figura 33 ):

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 33 — Primeiro candidato a ladrilhamento de o(n 4 1),()11

Este ladrilhamento certamente nao é quem procuramos pois trata-se de um ladrilhamento

nao valido, uma vez que entre os ladrilhos de posicoes 1 e n existem exatamente 2



Capitulo 6. Limitantes em o(n) 60

ladrilhos vazios e a direita do ladrilho de posicao n ha uma sequéncia de apenas um
ladrilho preenchido. E evidente observar que qualquer outro ladrilhamento que possua, ao
mesmo tempo, os ladrilhos de posicao 1 e n vazios é também invalido pois se escolhemos
outros k£ > 0 ladrilhos vazios anteriores ao de posi¢ao n, a ultima sequéncia de ladrilhos
preenchidos (de comprimento 1) o torna invidvel mais uma vez.

Outro possivel candidato é o ladrilhamento que possui apenas os ladrilhos de posicao 1 e

n — 1 vazios (Figura 34 ):

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 34 — Segundo candidato a ladrilhamento de o(n + 1),m)+1

Este, por sua vez, é um ladrilhamento valido e certamente é quem procuramos, ou seja,
aquele correspondente ao maior elemento de o(n + 1) que ndo possui 2" e 2"~ em sua
composicao. Essa certeza vem da simples observacao de que a inclusao de k£ > 0 outros
ladrilhos vazios a esquerda do ladrilho de posicao n — 1 nos d& um conjunto de k + 2
ladrilhos vazios entre as posi¢oes 1 e n—1 e isso implicaria na necessidade de uma sequéncia
de pelo menos k + 2 ladrilhos preenchidos nas posi¢coes n em diante, o que é impossivel
pois s6 restam 2 ladrilhos nestas posigoes.

Feita esta observacao, sabemos o valor exato de o(n 4 1),(,)+1 em funcao de n:
o(n + 1)pmyr1 = 1+2"72 (6.7)
O que nos leva a conclusao do Teorema 13:
o(n+ 1)pmy —o(n + pmyr1 =1+ 2" — (1 +2"7?)
=2m "2
=2""2(4-1)
=322
Portanto,
o(n+ 1)pmy+1 = o(n + 1)y — 3.27 72 (6.8)
O

Este teorema ¢é de extrema importancia pois quando se deseja encontrar os
termos de o(n + 1) = 3 (mod 4), nosso intervalo de busca fica de reduzido de [1,1 +2"] a
[1,1+2"7].

Continuando nossas observacoes nesse sentido, podemos encontrar novos gaps.
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Teorema 14 (Segundo Gap). Para qualquer n = 5, o termo de posicio p(n) + 2 na

sequéncia de o(n + 1) é dado por:

o(n + 1)pmyr2 = o(n+ D)ppypr — 27 =1+ 2771 + 2773, (6.9)

Demonstragao. Nossa intengao agora é encontrar o maior elemento de o(n + 1) menor do

que 1 4+ 2"72, correspondente ao ladrilhamento da Figura 35:

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 35 — Ladrilhamento de o(n + 1)p()+1

Como este é o unico ladrilhamento de comprimento n + 1 que possui o ladrilho n — 1 vazio,
vamos investigar os ladrilhamentos de mesmo tamanho que possuem seu tltimo ladrilho

vazio na posicao n — 2, conforme Figura 36:

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 36 — Possivel ladrilhamento de o(n + 1)p(n)+2

Observe que para este ladrilhamento ser vélido, é necessario que um (e somente um) ladrilho
entre as posigoes 2 e n — 3 seja vazio pois a ultima sequéncia de ladrilhos preenchidos
possui comprimento 3. Porém, como buscamos encontrar o ladrilhamento referente ao
maior elemento de o(n + 1) possivel com essas caracteristicas, basta tomar como o ladrilho

vazio, aquele mais a direita possivel, ou seja, de posicao n — 3:

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 37 — Ladrilhamento de o(n + 1),()+2

Cuja interpretagdo em o(n + 1) é dada por:

o(n + Dppyse = 1+274 42773 (6.10)



Capitulo 6. Limitantes em o(n) 62

O que nos leva a conclusao do Teorema 14

o(n+ Dpmys1 —o(n + Dpmyrz =1+ 272 = (1 + 274+ 279)
— 27172 _ 2n74 o 21173

=244 -1-2)
=21,
Portanto,
o(n + D)pmyra = o(n + 1)pmy1 — 2774 (6.11)

]

Mais uma vez fica reduzido nosso intervalo de busca para [1,1 4 2" % 42" 3].
Porém note que o maximo e minimo dos intervalos reduzidos anteriormente sao todos
numeros da forma 4n + 1 e um grande passo seria a reducao desses intervalos para nimeros

da forma 4n + 3 que sao aqueles que estamos procurando neste momento.

Teorema 15 (Primeiro Gap Exato para pares). Para qualquer n = 6, n par, o maior e
o menor termos de o(n + 1), congruentes a 3 modulo 4, menores do que 14 2"~* 4 273

(sequndo gap - Teorema 14) sao, respectivamente:

o(n + 1)mez =3 (mod 4) = 3 4+ 2", (6.12)

o(n+ 1)min=3 (mod 4) = 3. (6.13)

Demonstragio. O termo o(n + 1), = 3 (mod 4) é claramente igual a 3 pois este corres-
ponde ao ladrilhamento com os dois primeiros ladrilhos vazios e os restantes (que sdo em

quantidade par) preenchidos, conforme exemplifica a Figura 38.

quantidade par de ladrilhos

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 38 — Menor Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso par

Para encontrar o termo o(n + 1)4: = 3 (mod 4) vamos relembrar que:

« O ladrilhamento correspondente a o(n + 1),4; = 3 (mod 4) possui os dois primeiros

ladrilhos vazios pois é congruente a 3 médulo 4;

« o0s trés ultimos ladrilhos de o(n + 1), = 3 (mod 4) sdo preenchidos pois buscamos

termos menores do que 1 + 274 273
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Portanto, o ladrilhamento referente a este termo possui formato exemplificado pela Figura
39:

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 39 — Formato do maior Ladrilhamento = 3 (mod 4)

Como o objetivo agora é encontrar o ladrilhamento referente ao maior termo possivel
em o(n + 1) com o formato da Figura 39, nosso primeiro candidato 6bvio seria aquele

ladrilhamento com o ladrilho mais & direita (de posicao n — 2) vazio, conforme Figura 40:

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 40 — Maior Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso par

No entanto, quanto mais ladrilhos vazios colocamos no ladrilhamento da Figura 40, maior
serd o termo de o(n+ 1) correspondente. Porém, observe que a ultima sequéncia de ladrilhos
preenchidos possui comprimento 3 (a mesma quantidade de ladrilhos vazios na Figura 40)
e que inser¢ao de um novo ladrilho vazio entre as posicoes 3 e n — 3 nos obrigaria a ter
uma ultima sequéncia de, no minimo, 4 ladrilhos preenchidos, ou seja, um termo menor

do que aquele referente a Figura 40. Portanto, este ja é o candidato que buscamos:
o(n+ ez =3 (mod 4) = 3 +2"7. (6.14)
m

Teorema 16 (Primeiro Gap Exato para impares). Para qualquer n = 11, n impar, o
maior termo de o(n + 1), congruente a 3 médulo 4, menor do que 1+ 2"~* +2"3 (sequndo

gap - Teorema 14) é:

o(n + 1) e =3 (mod 4) =3+ 2" 8 4274, (6.15)

Demonstracao. Note que repetir o formato do maior termo conforme Teorema 15 aqui

nao funciona pois o ladrilhamento final nao seria viavel, conforme exemplifica a Figura 41:

Dessa forma, com o intuito de encontrar o maior termo de o(n + 1) com o formato do
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quantidade impar de Iadrilho§

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 41 — Ladrilhamento invidvel = 3 (mod 4) - caso impar

ladrilhamento exemplificado pela Figura 39, buscaremos incluir exatamente dois ladrilhos
vazios entre as posigoes 3 e n — 3, o que nos obriga a deixar uma sequéncia de 4 ladrilhos
preenchidos ao final do ladrilhamento, conforme visto na demonstracao do Teorema 15.

Inicialmente, vamos fixar um dos ladrilhos vazios na posi¢cdo n — 3 e buscar, entre as
posicoes 3 e n — 4, a posicdo mais a direta possivel que torna o ladrilhamento valido,

conforme Figura 42

ladrilhamento de comprimento n+1

Figura 42 — Candidato - Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso impar

A Figura 43 mostra que o primeiro ladrilhamento valido é encontrado quando escolhemos

a posicao n — 7 para o ladrilho vazio faltante:

parte 1
parte 2
parte 3
parte 4

Figura 43 — Ladrilhamento = 3 (mod 4) - caso impar

A inviabilidade das partes 1, 2 e 3 da Figura 43 ocorre pois:
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1. a primeira sequéncia de ladrilhos preenchidos possui comprimento impar e esta

situada logo apds uma sequéncia de dois ladrilhos iniciais vazios;

2. ha uma sequéncia de apenas um ladrilho preenchido em um momento em que a

quantidade de ladrilhos vazios em posi¢oes anteriores a sua é trés;

3. ha uma sequéncia de apenas dois ladrilhos preenchidos em um momento em que a

quantidade de ladrilhos vazios em posi¢oes anteriores a sua é treés;
Ja a garantia da validade do ladrilhamento da parte 4 ocorre pois:

e a primeira sequéncia de ladrilhos preenchidos, a partir da posicao 3, certamente

possui comprimento par;

e apds a inser¢ao do terceiro ladrilho vazio (posi¢do n — 7), hd uma sequéncia de

exatamente 3 ladrilhos preenchidos;

e apés a insercao do quarto ladrilho vazio (posigdo n — 3), hd uma sequéncia de

exatamente 4 ladrilhos preenchidos.

Portanto, o termo que buscamos é:

o(n + 1pmae =3 (mod 4) =3 42" 8 4274, (6.16)

6.1 Particoes recorrentes dos divisores de n

Outra estratégia imediata de varredura das parti¢des de n, cuja menor parte
¢é maior do que 1 e as duas maiores partes sao iguais, consiste em observar cada divisor

inteiro de n, conforme mencionada no Teorema 17 a seguir.

Teorema 17 (Partigoes recorrentes dos divisores de n). Seja n € N* e dy,ds, ... dy seus
divisores positivos 1 < d; <n, j < k. Cada ladrilhamento com os d; primeiros ladrilhos
vazios e todos os demais preenchidos estd relacionado a wma particio cuja interpretacao

em o(n) € da forma 4n + 3 e possui as duas maiores partes iguais.

Demonstracao. Considere um ladrilhamento conforme especificagoes do Teorema 17. Como
d; = 2, certamente as duas primeira casas deste ladrilhamento sao vazias e necessariamente
sua representacdo em o(n) é da forma 4n + 3. Como d; < n, hd um conjunto nao vazio de
ladrilhos preenchidos ao final deste ladrilhamento, o que implica que este representa uma
particao cujas duas maiores partes sao iguais. Como d; ¢ um divisor de n, hd um inteiro c;

tal que d;.c; = n, assim, o ladrilhamento que possui apenas os primeiros d; ladrilhos vazios



Capitulo 6. Limitantes em o(n) 66

possui os d;.(c; — 1) ladrilhos finais preenchidos, o que torna tal ladrilhamento valido pois
dj.(c; — 1) é multiplo de d; O
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7 Recorréncia dos termos faltantes em o(n)

Apresentamos neste capitulo uma possibilidade alternativa a dos termos limi-
tantes apresentada no Capitulo 6 para a deteccdo das particoes de n com as duas maiores
partes iguais e a menor parte maior do que 1. Essa estratégia consiste em uma simples
recorréncia das particoes menores do que n com o incremento de uma menor parte maior

do que 1.

Teorema 18 (Recorréncia das partigdes com as duas maiores partes iguais e menor parte
maior do que 1). .

Seja X =X+ A+ ...+ A, onde A\p = da... = Ag = 2 e N\ # n/2, uma parti¢io de
n, com as duas maiores partes iguais e menor parte maior do que 1, ou seja, A € uma
particio cuja interpretacio em o(n) é um nimero da forma 4k +3 <1+ 2" % (primeiro
gap Teorema 13 - Capitulo 6).

Entdo, existe uma particio X' de n — )\, que também possui as duas maiores partes iquais

e menor parte maior do que 1 tal que:
A= XN+, (7.1)

Demonstragio. Se X possui pelo menos 3 partes (A1, A1, ..., As), ao retirar sua menor parte
\s, encontraremos uma particao X' de n — A, com as duas maiores partes iguais e menor
parte A\,_1 = A\, = 2, ou seja, \' é uma particdo de n — A, cuja interpretagio em o(n) é
um nimero da forma 4k" + 3 < 1 42" 2,

Se A possui somente duas partes, entdao n é par e A = n/2 + n/2, ou seja, \; = n/2 e este
caso nao é tratado neste teorema. Vale observar que nessa situagao, a retirada da menor
parte de \ gera a partigdo A = n/2 e esse caso serd tratado como caso particular, tnico e
especifico para o caso de n par.

Portanto temos a certeza de que qualquer particao (até entao desconhecida) de n possui uma
referéncia ja conhecida em particoes de niimeros anteriores e essas podem ser encontradas

por uma simples recorréncia. O

o Retirada de Ay = 2: Encontram-se todas as parti¢coes de n da forma A = A+ +...4+2
cujas referéncias siao todas as particoes de n — 2 da forma X' = A\; + A\ + ... + A1,

com Ag_q = 2.

o Retirada de A; = 3: Encontram-se todas as parti¢oes de n da forma A = A+ +...4+3
cujas referéncias sdo as particoes de n — 3 da forma X' = A\; + A\ + ... + X\,_1, com
>\sfl = 3.
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o Retirada de A; = 4: Encontram-se todas as parti¢coes de n da forma A = A+ A\ +...+4
cujas referéncias sdao as particoes de n — 4 da forma X = X\; + A\ +... + X\s_1, com
>\s—1 = 4.

« E assim sucessivamente enquanto Ay < n/3 ji que estamos buscando parti¢oes com
pelo menos 3 partes e cuja menor parte (ndo necessariamente distinta das outras)

seja igual a .
« Sen >4 e par, temos o caso adicional A = n/2 + n/2.

Exemplo 20. Para n = 12 ja conhecemos todos os seus p(11) maiores termos (Teorema
3 - Capitulo 3) e outros p(11) — p(10) termos, compreendidos entre seus p(12) — p(11)
menores termos (Teorema 7).

Neste ponto, so nao conhecemos as particoes de 12 com as duas maiores partes iguais e
menor parte maior do que 1, ou seja, aquelas cujas interpretagoes em o(n) sao impares
da forma 4k + 3 < 14 2'°. Mas essas particoes podem ser encontradas pela recorréncia

descrita no Teorema 18:

e Retirada de Ay = 2: Encontram-se todas as particoes de 12 da forma A = A\y + A\ +
...+2 cujas referéncias sdio todas as particoes de 10 da forma N = A\j+A1+. ..+ Xs_1,
com g1 = 2.

As partigoes de 10 com esse formato jd sio conhecidas e sao interpretadas em o(n)
como mostra a Figura 44

Um pouco mais além, podemos observar que a inclusao da menor parte iqual a 2

3 = 24242+42+42+2
31 = 5+5+2
o1 = 4+4+2+2
67 = 3+3+2+2+2

Figura 44 — Termos de referéncia para n=10

exemplificada nos ladrilhamentos da Figura 4/ significa na insercao de dois novos
ladrilhos preenchidos entre as posicoes 2 e 3 do ladrilhamento original. Fssa insercdo

gera um novo numero impar em o(12) igual @ sua referéncia em o(10) mas com
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todas as poténcias de 2 acrescidas em 2 unidades, exceto as duas primeiras (2° e 2' ).
Assim, cada um desses nimeros de o(10) é convertido em um termo de o(12) pela

relagdo:

0(12); = 40(10); — 2% — 2° + 20 4 2¢

Dessa forma: 3 — 4.3 -9 =3, 31 - 431 —9 = 115, 51 — 451 —9 = 195 ¢
67 — 4.67 — 9 = 259.

(7.2)

e Retirada de Ay = 3: Encontram-se todas as particoes de 12 da forma A = Ay + A1 +
...+ 3 cujas referéncias sio as particoes de 9 da forma N = X\ + X\ + ...+ Xe_1,
com As_1 = 3 exemplificados na Figura 45

Por um raciocinio andlogo ao do item anterior, os termos de o(12) referentes aos

7 = 3+3+3+3

Figura 45 — Termos de referéncia para n=9

abordados na Figura 45 possuem trés novos ladrilhos preenchidos inseridos entre as

posigcoes 3 e 4, assim:

0(12); = 80(9); — 2° — 2% — 2° + 20 4 2! 4 2?

= 80(9); — 49. (73)

Dessa forma: 7 — 8.7 —49 = 7.

e Retirada de \y = 4: Encontram-se todas as particoes de 12 da forma X = Ay + A\ +
...+ 4 cujas referéncias sio as particoes de 8 da forma N = X\j + X\ + ...+ X1,
com As_1 = 4 exemplificados na Figura 46.

Por fim, agora nossa nova referéncia em ladrilhamentos insere 4 ladrilhos preenchidos

3 = 2+2+2+2 (invalido - menor parte < 4)
15 = 4+4+4
19 = 3+3+2 (invalido - menor parte <4)

Figura 46 — Termos de referéncia para n=8
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entre os ladrilhos 4 e 5 da Figura 46:

0(12); = 160(8); — 2* —2° — 26 — 27 420 4 21 1 2% 4 23
= 160(8); — 225
Dessa forma: 15 — 16.15 — 225 = 15.

(7.4)

e Como 12 ¢ par, temos ainda o caso adicional dado pela particio A = 6 + 6 nado
encontrada pela recorréncia anterior.
Cuja referéncia em o(12) = 2° + 2" 422 + 23 + 2% 4+ 2° = 63

Dessa forma, caso o intuito fosse contar o niumero de particoes de 12, teriamos:

p(12) = p(11) + (p(11) — p(10)) + 7 (recorréncia)
= 56 + (56 — 42) + 7 (7.5)
=77

Ao final deste capitulo, chegamos a um importante resultado, quando tomamos
por referéncia os objetivos iniciais desse trabalho pois, neste momento, ja temos ferramentas
suficientes para percorrer, apontar a quantidade e identificar cada uma das parti¢oes de
n € N, ou seja, temos neste momento um procedimento por recorréncia que calcula p(n)
e aponta cada uma dessas parti¢coes. Apesar de ja alcangados nossos objetivos iniciais,
optamos por incluir, no capitulo seguinte, a aplicacdo de parte dos resultados e das teorias
desenvolvidas até agora para analisar e quantificar a Primeira e Segunda Identidades
de Ramanujan, importantes e conhecidos resultados da Combinatéria Enumerativa, sob
essa nova perspectiva. A seguir, no capitulo final deste trabalho, apresentamos rotinas
computacionais que aplicam de forma pratica o que desenvolvemos até agora e também

suas aplicagoes sobre as Identidades de Ramanujan.
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8 ldentidades de Ramanujan

Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920) foi um matemaético indiano, sem
formacao académica formal, com grandes contribuigdes para a matematica, com destaque
especial para a Combinatéria Enumerativa [3], [4], [5], [6].

Neste capitulo vamos abordar dois trabalhos de Ramanujan, as Identidades de Ramanujan,
com aplicacoes diretas na combinatéria enumerativa e suas interpretacoes através de

ladrilhamentos e suas interpretacdes em sequéncias de impares.

8.1 Primeira Identidade de Ramanujan

A primeira identidade de Ramanujan afirma que:

o0 2

q" 1 2 3 4 5 6 7 8
E = =14+q+q¢" +¢ +2¢ +2¢°+3¢ +3¢" +4¢" +... (81
(@D (66°)0(qh %) (8.

Cuja interpretacao combinatoria é a afirmacgao de que o nimero de particoes de
n = 0 cujas partes sao 2-distintas (diferenca entre duas partes consecutivas é sempre maior
do que, ou igual a 2) é igual ao nimero de partigoes de n cujas partes sdo congruentes a
+1(mod>).

Para n = 10, as particoes listadas na primeira identidade de Ramanujan sao:

(a) Partigdes com partes 2-distintas:

« 10

e 842
e 743
e 644

e 6+3+1
(b) Partigoes cujas partes sdo congruentes a +1(mod5):

9+1

6+1+1+1+1

44+4+1+1

44+1+1+14+1+1+1
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e I+1+14+14+14+1+1+1+1+1

As partigoes com partes 2-distintas nao apresentam um padrao bem definido
em o(n), diferentemente das partigdes com partes congruentes a +1(mod5) que apresentam
um padrao bem definido de recorréncia e que podem ser calculadas para n € N.

Observe que para qualquer n € N, todas as particbes de n com partes congruentes a

+1(mod5) devem obedecer a algum dos seguintes critérios:

« A\ =n se, e somente se, A = +1(modb).

e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

igual a sua maior parte, ou seja, A = A1 + A1 + Ao+ ...+ A, AL = Ao = .0 A
m

e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

maior do que sua maior parte, ouseja, A = Ag+A1 + Ao+ ... F A, Ag > A = Aol A
m

e Ao = +1(mod5)

A demonstracao dessa afirmacao se da de maneira bastante direta pois, dada uma particao
A de n, se A possui somente uma parte, é evidente que A = n, caso contrario, se A possui
mais do que uma parte, entdo, a retirada de sua maior parte ainda serd uma particio com
todas as partes congruentes a +1(mod5). No texto, separamos aquelas cujas duas maiores
partes sao iguais daquelas cujas duas maiores partes sao distintas pois os procedimentos

de suas obtengoes, apresentados abaixo, serao razoavelmente distintos.

A investigacao em o(n) dos trés critérios acima nos fornece trés conclusoes

distintas e de suma importancia na obtencao das partigoes que procuramos:

e A\ =n se, e somente se, A\ = £1(modb).
Esse critério nos fornece apenas uma particio A\ = n e s6 ocorre nos casos em
que n = £1(modb). Nessa situagao, temos a interpretagao de A em o(n) dada por
T+24... +2"=2"—1.

e ) ¢é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

igual a sua maior parte, ou seja, A = A1 + A1 + Ao+ ...+ A, A1 = Ao =0 A

Note que a interpretaciao em o(n) de uma partigéoni qualquer nao se altera quando
adicionamos a A uma nova parte numericamente igual a sua maior parte que denomi-
naremos por A;. Isso ocorre pois a maior parte (A1) sempre é dada pela quantidade
de ladrilhos vazios daquele ladrilhamento (Capitulo 3, Se¢ao 3.4) e se uma parti¢ao

possui sua maior parte com multiplicidade maior do que 1, entao, obrigatoriamente
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seu ultimo ladrilho nao pode ser vazio ja que em algum momento serd necessario o
aparecimento de uma sequéncia de ladrilhos preenchidos com comprimento miltiplo
de sua maior parte A\;. Assim, a adicdo de uma nova parte igual a A\; nao altera
a disposi¢ao, nem a quantidade de ladrilhos vazios do ladrilhamento em questao,
ou seja, nao altera sua interpretacao em o(n). As Figuras 47 e 48 mostram alguns

exemplos dessa situacgao:

Exemplo 21. Particoes dem =5 en =9 dadas por 44+1 e 44441, respectivamente:

Particdo 4+1=5 Particdo 4+4+1=9
L[ =ee2t=20 [ ] [ T =122 2'=20

Figura 47 — Ladrilhamentos de mesma interpretacao em o(n) (1)

Exemplo 22. Particoes de m = 10 e n = 14 dadas por 4+4+1+1ed+4+4+1+1,

respectivamente:

Particdo 4+4+1+1=10
P [T P =1e2ne2t2=250

Particdo 4+4+4+1+1=14
S O O I O B B e le

Figura 48 — Ladrilhamentos de mesma interpretagdo em o(n) (2)

Assim, é imediato afirmar que dada uma particao A de n, cuja interpretacdo em
o(n) é dada pelo impar k e se k também ¢é a interpretacao em o(n) de uma particao
de m < n cujas partes sdo congruentes a +1(mod5), entdo, A também possui todas
as partes congruentes a t1(modb). Em outras palavras, durante nosso processo
de busca de parti¢des de n cujas partes sao congruentes a +1(mod>5), esse critério
nos garante que se alguma partigdo de n possui interpretagio em o(n) igual a k e
esse k para algum m < n foi armazenado por se referir a uma particao de m cujas
partes sdo congruentes a +1(mod5), entao, sem a necessidade de calculos adicionais,
podemos afirmar que A é uma particdo de n cujas partes sdo congruentes a +1(modb).
Além disso, note que essa situacgao s6 pode ocorrer quando m pertence a sequéncia
n—1n—4n—-6n-29,...,n—j, j = +1(mod5) pois, caso contrario, a adi¢ao de

uma parte adicional \; em m tal que m + A; = n ndo seria congruente a +1(mod>5).
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e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

maior do que sua maior parte, ouseja, A = X\g+A1 + Ao+ ...+ A, Adg > A1 = Ao .. A

~~
m

e Ao = t1(modb).

Considere a sequéncia S7 de nimeros naturais congruentes a +1(mod5): 1,4,6,9, .. ..
Tome, para cada i € S, todas as interpretagoes em o(n) das particoes A de n—i cujas
partes sao congruentes a +1(modb) - interpretagoes estas que sao todas conhecidas
por armazenamento prévio. Se a interpretagao de A em o(n) é um impar j& encontrado
no critério anterior, nada ha o que fazer, caso contrario, se a maior parte de A é
menor do que %, entao, a adicdo de \y = ¢ como nova maior parte em A resulta
em uma partigdo de n cujas partes sao congruentes a +1(mod5). Note que nesse
caso, a interpretacado das partigdes de m e n em o(n) sao distintas mas possuem
correlagao pois o ladrilhamento da particao A\g + A1 + A2 + ... + A; possui seus m
primeiros ladrilhos idénticos ao ladrilhamento de A\; + Ao + ... + A\; e seus n — m
ultimos ladrilhos dados por uma sequéncia de A; preenchidos (uma vez que A; néo é
mais a maior parte) seguidos de uma sequéncia de \g — A; ladrilhos vazios (ja que
agora sao necessarios Ag ladrilhos vazios no novo ladrilhamento). Assim, se k e p s@o

as interpretagoes desses ladrilhamentos em m e n, respetivamente, entao:

n—1
p=k+ > 2. (8.2)

j=m+A1

As Figuras 49 e 50 exemplificam essa transformacao:

Exemplo 23. Particoes de m =3 en =7 dadas por 1 +1+1ed+1+1+1,

respectivamente:

Particao 1+1+1=3

| [ =1

Particao 4+1+1+1=7
L] [ I=1e2he22°=113

Figura 49 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (1)

Exemplo 24. Particoes de m =9 en = 15 dadas por4+4+1eb6+4+4+1,

respectivamente:
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Particao 4+4+1=9
DD P =1e2042°42'=29

Particdo 6+4+4+1=15
D PR [ J=1+2%2%+2%2+2=24605

Figura 50 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (2)

8.2 Segunda Identidade de Ramanujan

A segunda identidade de Ramanujan afirma que:

0
¢ 1

Z(q q) - (0% oo (6 ) =1+ +C+¢" + ¢ +2¢°+2¢ +3¢57+...  (83)

n=0 ) n I o0 I o0

n2+

Cuja interpretacao combinatoéria é a afirmacao de que o nimero de partigoes
de n = 0 cujas partes sao 2-distintas (diferenca entre duas partes consecutivas é sempre
maior do que, ou igual a 2) e maiores do que 1 é igual ao ntimero de partigoes de n cujas
partes sdo congruentes a +2(mod5).

Para n = 10, as particoes listadas na segunda identidade de Ramanujan sao:

(a) Partigdes com partes 2-distintas e maiores do que 1:

e 10

e 842
e 743
e 6+4

(b) Partigoes cujas partes sdo congruentes a +2(mod5):

e 8+2
e 7T+3
e 3434242

e 24+24242+2

Todas as conclusoes da se¢ao anterior, sobre a primeira identidade de Rama-
nujan, aplicam-se de forma absolutamente similar a segunda identidade de Ramanujan.

Em funcao disso, o desenvolvimento desta secao acontecera também de maneira similar
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ao desenvolvimento da secao anterior. As particoes com partes 2-distintas e maiores do
que 1 ndo apresentam um padrao bem definido em o(n), diferentemente das partigoes com
partes congruentes a £2(mod5) que apresentam um padrao bem definido de recorréncia e
que podem ser calculadas para n € N.

Observe que para qualquer n € N, todas as particbes de n com partes congruentes a

+2(mod5) devem obedecer a algum dos seguintes critérios:

« )\ =n se, e somente se, A = +2(modb).

e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

igual a sua maior parte, ou seja, A = A + A\ + o+ ...+ A, Ay = Ao =0 A
m

e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

maior do que sua maior parte, ouseja, A = X\g+A1 + Ao+ ...+ A, Ag > A1 = Ao .0 A
m

e Ao = 1£2(modb).

A demonstracao dessa afirmacao se da de maneira bastante direta pois, dada uma particao
A de n, se A possui somente uma parte, é evidente que A = n, caso contrario, se A\ possui
mais do que uma parte, entao, a retirada de sua maior parte ainda serd uma particao com
todas as partes congruentes a +2(mod5). No texto, separamos aquelas cujas duas maiores
partes sao iguais daquelas cujas duas maiores partes sao distintas pois os procedimentos

de suas obtengoes, apresentados abaixo, serao razoavelmente distintos.

A investigacao em o(n) dos trés critérios acima nos fornece trés conclusoes

distintas e de suma importancia na obtencao das parti¢oes que procuramos:

e )\ =n se, e somente se, A = +2(modb).
Esse critério nos fornece apenas uma particio A\ = n e s6 ocorre nos casos em
que n = +2(modb). Nessa situacao, temos a interpretacido de A em o(n) dada por
1+2+...+2" 1 =2"—1.

e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

igual a sua maior parte, ou seja, A=A + A\ + o+ ...+ A, Ay = Ao =0 A

Note que a interpretacao em o(n) de uma partigéoni qualquer nao se altera quando
adicionamos a A uma nova parte numericamente igual a sua maior parte que denomi-
naremos por A;. Isso ocorre pois a maior parte (A;) sempre é dada pela quantidade
de ladrilhos vazios daquele ladrilhamento (Capitulo 3, Se¢ao 3.4) e se uma parti¢ao

possui sua maior parte com multiplicidade maior do que 1, entao, obrigatoriamente
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seu ultimo ladrilho nao pode ser vazio ja que em algum momento serd necessario o
aparecimento de uma sequéncia de ladrilhos preenchidos com comprimento miltiplo
de sua maior parte A\;. Assim, a adicdo de uma nova parte igual a A\; nao altera
a disposi¢ao, nem a quantidade de ladrilhos vazios do ladrilhamento em questao,
ou seja, nao altera sua interpretagao em o(n). As Figuras 51 e 52 mostram alguns

exemplos dessa situacgao:

Exemplo 25. Particoes dem =5 en = 8 dadas por 3+2 e 3+3+2, respectivamente:

Particdo 3+2=5 Particdo 3+3+2=8
L P =wee2=te [ R T =14242'=19

Figura 51 — Ladrilhamentos de mesma interpretagdo em o(n) (3)

Exemplo 26. Particoes de m = 12 e n = 15 dadas por 3+ 3 +2+ 2+ 2 e
3+3+3+2+ 242, respectivamente:

Particdo 3+3+2+2+2=12

|| =1+2'+2°=259

Particdo 3+3+3+2+2+2=15
C [ P T =1+2'+2°=259

Figura 52 — Ladrilhamentos de mesma interpretacao em o(n) (4)

Assim, é imediato afirmar que dada uma particdo A de n, cuja interpretacao em
o(n) é dada pelo impar k e se k também é a interpretacao em o(n) de uma particao
de m < n cujas partes sdo congruentes a +2(mod5), entdo, A também possui todas
as partes congruentes a t+2(modb). Em outras palavras, durante nosso processo
de busca de parti¢des de n cujas partes sdo congruentes a +2(mod5), esse critério
nos garante que se alguma partigdo de n possui interpretagao em o(n) igual a k e
esse k para algum m < n foi armazenado por se referir a uma particao de m cujas
partes sdo congruentes a +2(mod5), entao, sem a necessidade de calculos adicionais,
podemos afirmar que A é uma particdo de n cujas partes sdo congruentes a +2(modb).
Além disso, note que essa situacgao s6 pode ocorrer quando m pertence a sequéncia
n—2,n—3n—"7mn-38,...,n—j, j = +2(mod5) pois, caso contrario, a adi¢ao de

uma parte adicional A\; em m tal que m + A; = n ndo seria congruente a +2(mod>5).
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e ) é oriunda de uma particao de algum m < n com o acréscimo de uma nova parte

maior do que sua maior parte, ouseja, A = X\g+A1 + Ao+ ...+ A, Adg > A1 = Ao .. A

~~
m

e Ao = 1£2(modb).

Considere a sequéncia Sy de niimeros naturais congruentes a +2(mod5): 2,3,7,8, .. ..
Tome, para cada i € Sy, todas as interpretagoes em o(n) das particoes A de n—i cujas
partes sao congruentes a +2(modb) - interpretagoes estas que sao todas conhecidas
por armazenamento prévio. Se a interpretagao de A em o(n) é um impar j& encontrado
no critério anterior, nada ha o que fazer, caso contrario, se a maior parte de A é
menor do que %, entao, a adicdo de \y = ¢ como nova maior parte em A resulta
em uma partigdo de n cujas partes sdo congruentes a +2(mod5). Note que nesse
caso, a interpretacado das partigdes de m e n em o(n) sao distintas mas possuem
correlagao pois o ladrilhamento da particao A\g + A1 + A2 + ... + A; possui seus m
primeiros ladrilhos idénticos ao ladrilhamento de A\; + Ao + ... + A\; e seus n — m
ultimos ladrilhos dados por uma sequéncia de A; preenchidos (uma vez que A; néo é
mais a maior parte) seguidos de uma sequéncia de \g — A; ladrilhos vazios (ja que
agora sao necessarios Ag ladrilhos vazios no novo ladrilhamento). Assim, se k e p s@o

as interpretagoes desses ladrilhamentos em m e n, respetivamente, entao:

n—1
p=k+ > 2. (8.4)

j=m+A1

As Figuras 53 e 54 exemplificam essa transformacao:

Exemplo 27. Particoes de m =2 en =9 dadas por 2 e 7+ 2, respectivamente:

Particao 2=2

IR

Particao 7+2=9
LT [T T T [ =1424242%42%427+2°=499

Figura 53 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (3)

Exemplo 28. Particoes dem = 6 en = 13 dadas por 3+3 e 7T+3+3, respectivamente:
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Particado 3+3=6
L P =227

Particdo 7+3+3=13
L P [ L[ [=1e2t22%2m42"27=7687

Figura 54 — Ladrilhamentos relacionados pelo terceiro critério em o(n) (4)
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9 Cddigos Fonte

Neste capitulo apresentaremos os codigos fonte da implementagao das teorias

desenvolvidas ao longo dos capitulos anteriores.

9.1 Codigo Fonte - Introducao

Algoritmo 1 — Introducgao onde é fornecido n que se deseja calcular as particoes e
p(n) e onde sao definidas as matrizes de auxilio e armazenamento dos

dados.
inicio
n=20; // definig8o de n
M = 267“08(1000, 1000) ; // criagdo de matrizes nulas 1000x1000
N = M;
M(l, 1) =1; // fornecimento das partigdes de 1,2,3,4
M(2,1) =3;
M(2,2) = 1;
M(3,1) =T
M(3,2) = 5;
M(3,3) =1;
M(4,1) = 15;
M(4,2) = 13;
M(4,3) =9
M(4,4) =3;
M(4,5) =1,
N(4,1) = 3;
counter = b; // contador do preenchimento das linhas de 5 até n
enquanto counter <n + 1 faga
tamanho_linha_ M = sum(M (counter — 1,:) # 0)
; // aqui entram os demais algoritmos deste capitulo
fim

fim
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9.2 Coddigo Fonte - Aplicacao do Teorema 3

Algoritmo 2 — Aplicagao do Teorema 3 pela soma de 2" em todas as partigdes de n
a fim de obter as p(n) maiores parti¢oes de n + 1
inicio
auxrl = 1;

para auxl =1:1:tamanho_linha_M faca
| M(counter,aux1l) = M(counter-1,aux1)+power(2,counter-1)

fim
fim

9.3 Coddigo Fonte - Aplicacao do Teorema 7

Algoritmo 3 — Aplicacdo do Teorema 7 aos elementos da “escada” de n — 1 afim de
obter parte dos termos da“escada” de n
inicio
aur2 = sum(M (counter — 1,:) # 0) — sum(M (counter — 2,:) #) ; // aux?2
calcula o tamanho do degrau
auxrd = 1;
para auxd =1:1: aux2 faga
M (counter, auzl + aux3) = 2 = (M (counter — 1, sum(M (counter — 2,:) #
0) + auz3)) — 1
fim
fim

9.4 C(Codigo Fonte - Aplicacdo do Teorema 18
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Algoritmo 4 — Aplicacao do Teorema 18 a fim de obter os elementos da forma 4k + 3,
k € N presentes na "escada'.
inicio
J=1
para auxd = 2 : 1: (floor(counter)/3) faga
tamanho_linha_ N = sum(N (counter — aux4,:) # 0);
para i =1:1:tamanho_linha_N facga
syms k;
candidato = N(counter — aux4,i) ; // busca dos possiveis candidatos
fim
candidato = double(candidato);
candidato_base__dois = dec2bin(candidato);
candidato base dois = candidato base dois —' 0';
teste_logico =1 ; // teste se o candidato & valido
fim
se length(candidato_base__dois) < aurd entao
‘ teste logico = 0;
fim
senao
para:=1:1:auz4 faca
teste_logico = teste_logico *
candidato_base__dois(length(candidato_base__dois) + 1 — i)
fim
fim
se teste_logico = 1 entao
candidato__final = candidato » (2°**) + symsum (2, k,0, (auzd — 1)) —
symsum(2*, k, (auzrd), (2 * aurd — 1));
N(counter, j) = candidato__final;
M (counter, sum(M (counter,:) = 0) + 1) = candidato__final;

J=7+1; // se valido, inseri-lo em M e N
fim
se mod(counter,2) == 0 entao

N (counter, j) = symsum(2* k.0, (counter/2 — 1));
M ((counter, sum(M (counter,:) # 0) + 1) =

symsum(2k, k,0, (counter/? - 1)) ; // caso adicional para pares
fim
M = sort(M,2, descend’) ; // ordenagdo de M
counter = counter + 1 ; // incremento do contador

fim

9.5 Cédigo Fonte - Conversao dos Ladrilhamentos em Particoes

Cédigo-fonte 5 — Conversao dos Ladrilhamentos em Partigoes
for cont_part=1:1:sum(M(counter-1,:)~=0)

p = M(n,cont_part);

p = double(p);
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q=dec2bin(p);

9=9-"0";

length g = length(q);

if n~=length(q)

ajuste = zeros(l,n-length(q));

q = [ajuste ql;

end

empties=0;

prim_vazia=1;

full=0;
part = zeros(1l,n);
for i=0:1:(n-1)
if q(n-i)==
full = full+1;
else
if full~=0
repeticao = full/empties;
for k=1:1:repeticao
part (prim_vazia)=empties;
prim_vazia=prim_vazia+l;
end
end
empties = empties+1;
full=0;
end
end
if full ~=0
repeticao = full/empties;
for k=1:1:repeticao
part(prim_vazia)=empties;
prim_vazia=prim_vazia+l;
end
end

part (prim_vazia)=empties;
particao=transpose (nonzeros (part)) ;
end

cont_part = sum(M(counter-1,:)~=0);
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9.6 Codigo Fonte - Primeira Identidade de Ramanujan

Coédigo-fonte 6 — Primeira Identidade de Ramanujan
cont_part=1;
for i=2:(counter-1)
if mod(i,5)==1 || mod(i,b)==
for j=1:1:sum(P(counter-i,:)~=0)
p = P(counter-i,j);
q=dec2bin (p);
qQ=9-’0";
length _q = length(q);
maior parte = sum(q(:)==1);

if maior_parte == 0

11

12

13

14

15

16

17

18

maior_parte = length q;

if maior_parte==i
P(counter ,cont_part)=P(counter-i,j);

cont_part=cont_part+1;

elseif maior_parte<i

syms k

P(counter,cont_part)=p+symsum(2°k,k, counter+
maior_parte-i,counter-1);

cont_part=cont_part+1;

end

end

end

end

if mod(counter ,5)==1 || mod(counter ,5)==4
cont_part = cont_part+l;

syms k
P(counter,cont_part)=symsum(2°k,k,0,counter-1);

end

delete=unique (P(counter,:));
delete = sort(delete,2,’descend’);
completar = zeros(1,30000-1length(delete));



36

37

38

39

40

41

42

Capitulo 9. Céddigos Fonte

[delete completar];

P(counter,:)=delete;

counter counter+1;

for cont_part=1:1:sum(P(counter-1,:)~=0)
p P(n,cont_part);

P double (p);

q=dec2bin(p);

q=9-’0";

length q = length(q);

if n~=length(q)

ajuste = zeros(l,n-length(q));
q = [ajuste ql;

end

empties=0;

prim_vazia=1;

full=0;

part = zeros(1l,n);

for i=0:1:(n-1)

if q(n-i)==

full = full+1;

else

if full~=0

repeticao = full/empties;

for k=1:1:repeticao

part (prim_vazia)=empties;
prim_vazia=prim_vazia+i;
end

end

empties = empties+i;
full=0;

end

end
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if full ~=0

repeticao = full/empties;

for k=1:1:repeticao

part (prim_vazia)=empties;
prim_vazia=prim_vazia+1;

end

end

part (prim_vazia)=empties;
particao=transpose(nonzeros (part)) ;
disp(particao);

end

cont_part = sum(P(counter-1,:)~=0);

return(’0 numero n=%d’,n); fprintf(’ possui %d’,
cont_part);fprintf(’ particoes com partes
congruentes a +-1(mod5) \n’);

fprintf(’Listadas acima: \n’);
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9.7 Coddigo Fonte - Segunda ldentidade de Ramanujan

Coédigo-fonte 7 — Segunda Identidade de Ramanujan
cont_part=1;
for i=2:(counter-2)
if mod(i,5)==2 || mod(i,b)==
for j=1:1:sum(P(counter-i,:)~=0)
p = P(counter-i,j);
g=dec2bin(p);
qQ=9-’0";
length _q = length(q);
maior_parte = sum(q(:)==1);
if maior_parte == 0
maior_parte = length q;

end

if maior_parte==i

P(counter ,cont_part)=P(counter-i,j);

cont_part=cont_part+1;

elseif maior_parte<i

syms k

P(counter ,cont_part)=p+symsum(2~k,k, counter+
maior_ parte-i,counter-1);

cont_part=cont_part+1;

end

end

end

end

if mod(counter ,5)=2 || mod(counter ,5)==3
cont_part = cont_part+l;

syms k
P(counter,cont_part)=symsum(2°k,k,0, counter-1) ;

end

delete=unique (P(counter,:));

delete = sort(delete,2,’descend’);
completar = zeros(1,30000-1length(delete));
delete = [delete completar];
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P(counter ,:)=delete;

counter

end

counter+1;

for cont_part=1:1:sum(P(counter-1,:)~=0)
p = P(n,cont_part);

P double (p);

q=dec2bin(p);

qQ=9-"0";

length _q = length(q);

if n~=length(q)
ajuste = zeros(l,n-length(q));

50

51

52

q:
end

[ajuste ql;

empties=0;
prim_vazia=1;
full=0;

part = zeros(1l,n);

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

for i=0:1:(n-1)
if q(n-1)==

full

else

if full~=0
repeticao
for k=1:1:repeticao

part (prim_vazia)=empties;

prim_vazia=prim_vazia+l;

end

end

empties
full=0;

end

end

if full

full/empties;

empties+1;
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repeticao = full/empties;

for k=1:1:repeticao

part (prim_vazia)=empties;
prim_vazia=prim_vazia+1l;

end

end

part (prim_vazia)=empties;
particao=transpose (nonzeros (part));
disp(particao);

end

cont_part = sum(P(counter-1,:)~=0);

return(’0 numero n=%d’,n); fprintf(’ possui %d4d’,
cont_part);fprintf(’ particoes com partes
congruentes a +-2(mod5) \n’);

fprintf (’Listadas acima: \n’);
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10 Consideracoes Finais

Neste trabalho, nossa meta foi apresentar uma nova Otica de analise das parti-
¢oes de um inteiro através do estabelecimento de uma bijecao entre cada particao de n e
um ladrilhamento de comprimento n, seguindo algumas condigoes especificas. Em seguida,
esse ladrilhamento pode ser interpretado como um ntmero natural, escrito na base 2, e

consequentemente conseguimos por essa estratégia:

 contar as parti¢des p(n) de um inteiro n;

« apresentar cada uma dessas p(n) partigoes.

Nosso ponto de partida para o estabelecimento dessa nova 6tica de analise
das parti¢oes de um inteiro foi a interpretacao das particoes de n como uma matriz de
duas linhas [7], [8], [10], [2] e também a posterior interpretagao dessas matrizes como um

caminho reticulado pelo plano cartesiano [1].

A partir de entao, a interpretacao em ladrilhamentos de cada inteiro n nos
permite a imediata interpretacado em ladrilhamentos também de n + 1. O capitulo 9
exemplifica na pratica, através de uma rotina computacional, a implementacao das teorias
desenvolvidas nos capitulos anteriores e obtém éxito pois para cada n encontra e exibe

suas particoes através do seguinte processo:

o Através da aplicagao do Teorema 3 - Capitulo 3, convertemos todas as p(n — 1)
partigoes de n — 1 em p(n — 1) partigoes de n. Essas parti¢oes sao as p(n — 1) maiores
partigoes de n dentro da sequéncia de o(n) ou, em formato convencional de partigoes,
sao todas as particoes de n — 1 com o incremento de uma unidade em sua maior

parte;

o Através da aplicacdo do Teorema 7 - Capitulo 5, encontramos a conversao do
"degrau'de p(n — 1) em parte do "degrau'de p(n). Esse processo nos assegura mais
p(n — 1) — p(n — 2) (comprimento do "degrau'de p(n — 1)) novos ladrilhamentos.
Cada um desses termos pertencentes ao "degrau'de p(n — 1) e cuja interpreta¢ao em
o(n) é dada por um inteiro k, é convertido agora em um termo do "degrau'de p(n)
e cuja nova interpretacao em o(n) é dada por 2k — 1, ou em formato convencional
de parti¢oes, convertemos agora todas as partigcoes de n — 1 com as duas maiores

partes iguais em particoes de n, também com as duas maiores partes iguais, mas
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com a adi¢do de uma nova parte de valor numérico 1. Esse processo nos assegura a
identificagdo de mais p(n — 1) — p(n — 2) novas partigoes de n, ou seja, o "degrau'de
p(n —1);

o Aplicados os Teoremas 3 e 7 ja obtemos todas as particdes de n, exceto aquelas com
menor parte maior ou igual do que 2 e as duas maiores partes iguais, ou seja, aquelas
cuja interpretacio em o(n) sdo inteiros das forma 4k + 3 < 1+ 2", Essas particoes

sao encontradas agora pela recorréncia descrita no capitulo 7 que ¢ implementada de

| 2n on—
n—2em até [ — | (até
e

2k +3 <1+ 2" %€ o(n) ao invés de percorrer todos os seus termos.

passos) mas que percorre apenas os termos da forma

Exemplo 29. Vejamos alguns exemplos do processo dessa implementacio que apresentamos

nos Capitulos anteriores para alguns inteiros:

a Aplicagao paran =12 = p(12) = 77 :

e Aplicagio do Teorema 3: sio encontrados p(11) = 56 particoes.
e Aplicagio do Teorema 7: sio encontrados p(11) — p(10) = 14 partigoes.

e Aplicagao das recorréncias em o(n), n = 10,9,8, sio analisados 4 termos em
0(10), 1 termo em 0(9) e 3 termos em o(8): dentre esses, sio encontradas 6

particoes vdlidas mais o caso adicional para pares.
b Aplicagcao para n = 15 = p(15) = 176 :

e Aplicagio do Teorema 3: sio encontrados p(14) = 135 partigoes.
e Aplicagio do Teorema 7: sio encontrados p(14) — p(13) = 34 partigoes.

o Aplicagao das recorréncias em o(n), n = 13,12,11, 10, sdo analisados 3 termos
em o(13), 7 termos em o(12), 2 termos em o(11) e 4 termos em o(10): dentre

esses, sao encontradas 7 particoes vdlidas.
¢ Aplicagao para n =19 = p(19) = 490 :

e Aplicagio do Teorema 3: sio encontrados p(18) = 385 particoes.
e Aplicagio do Teorema 7: sio encontrados p(18) — p(17) = 88 partigoes.

e Aplicagio das recorréncias em o(n), n = 17,16, 15,14, sdao analisados 11 termos
em o(17), 14 termos em o(16), 7 termos em o(15) e 10 termos em o(14): dentre

esses, 16 particoes vdlidas mais o caso adicional para pares.

Em resumo, o que se pretende com esse exemplo € observar a eficiéncia dessa rotina quanto
a obtengdao das particoes p(n) de um inteiro n qualquer. E possivel observar que para valores

de n = 15, a implementacao apenas dos Teoremas 3 e 7 jd é capaz de obter mais de 95%
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das particoes de n - essa observacao pode ser facilmente demonstrada comparando-se o
numeros de particoes encontradas através desses Teoremas e o niumero de candidatos a

serem analisados pelas recorréncias.

O nosso objetivo com esse trabalho era o de analisar a interpretacao em
ladrilhamentos das particoes de um inteiro e observar se essa nova Otica traria novas
revelagoes ou ao menos novas maneiras de analisar problemas ja resolvidos. Intuimos que
ainda h& muitas novas descobertas a serem feitas nessa area, especialmente nos temas
abordados no capitulo 5 que trata das sequéncias em o(n) e das relagoes do tipo « entre
elementos adjacentes nas tabelas simples e completa de o(n) estudadas no capitulo 4, mas

ao mesmo tempo, acreditamos que o trabalho cumpriu e superou seu objetivo inicial.



1]

93

Referencias

M. ALEGRI, E. BRIETZKE, J. P. O. SANTOS, and R. SILVA. Bijections between
lattice paths and plane partitions. 1(1-3):108. Citado na pagina 90.

G. E. ANDREWS. The theory of partitions. Cambridge University Press, 1998.
Citado na péagina 90.

G. E. ANDREWS and B. C. BERNDT. Ramanujan’s lost notebook: Part I. Springer-
Verlag, 2005. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 71.

G. E. ANDREWS and B. C. BERNDT. Ramanujan’s lost notebook: Part II. Springer-
Verlag, 2009. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 71.

G. E. ANDREWS and B. C. BERNDT. Ramanujan’s lost notebook: Part III. Springer-
Verlag, 2012. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 71.

G. E. ANDREWS and B. C. BERNDT. Ramanujan’s lost notebook: Part IV. Springer-
Verlag, 2013. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 71.

E. BRIETZKE, J. P. O. SANTOS, and R. SILVA. Bijective proofs using two-line
matrix representations for partitions. 23(1-3):265-295. Citado 2 vezes nas paginas
19 e 90.

E. BRIETZKE, J. P. O. SANTOS, and R. SILVA. Combinatorial interpretations
as two-line array for the mock theta functions. 44(2):233-253. Citado 2 vezes nas
paginas 19 e 90.

M. L. MATTE. Matrix representations for integer partitions: Some consequences and

a new approach, 2018. Citado na pagina 26.

J. P. 0. SANTOS, P. MONDECK, and A. RIBEIRO. New two-line arrays representing
partitions. (15):341-354. Citado 3 vezes nas péaginas 19, 23 e 90.



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de Algoritmos
	Lista de Códigos-fonte
	Sumário
	Introdução
	Interpretação de Partições em Matrizes de Duas linhas
	Consequências da escrita de partições em matrizes de duas linhas
	Partição conjugada
	Leitura rápida da matriz


	O procedimento de caminhos
	O Procedimento dos Caminhos
	Reflexões sobre o Procedimento dos Caminhos
	Conversão direta matriz x ímpares distintos

	Interpretação de partições em ladrilhamentos
	Ladrilhamentos em potências de 2
	Partições Complementares
	Termos extremos de o(n)
	Conversão direta partição x ladrilhamento

	Tabelas de o(n) e e(n)
	Tabela simples de o(n)
	Tabela completa de o(n)
	Tabela Simples de e(n)

	Sequências em o(n)
	Sequências s(n)
	Relações entre ladrilhos de n e n+1
	Interpretação Numérica de Ladrilhamentos Associados
	Outras relações entre ladrilhamentos de n e n+1

	Limitantes em o(n)
	Partições recorrentes dos divisores de n

	Recorrência dos termos faltantes em o(n)
	Identidades de Ramanujan
	Primeira Identidade de Ramanujan
	Segunda Identidade de Ramanujan

	Códigos Fonte
	Código Fonte - Introdução
	Código Fonte - Aplicação do Teorema 3
	Código Fonte - Aplicação do Teorema 7
	Código Fonte - Aplicação do Teorema 18
	Código Fonte - Conversão dos Ladrilhamentos em Partições
	Código Fonte - Primeira Identidade de Ramanujan
	Código Fonte - Segunda Identidade de Ramanujan

	Considerações Finais
	Referências

