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Resumo
Estudamos dois resultados do artigo Self-similar groups of type FPn de D. H. Kochloukova
e S. N. Sidki, que constroem classes de grupos autossimilares. Ambos os resultados
generalizam o grupo autômata considerado por Bartholdi, Neuhauser e Woess.

Palavras-chave: Teoria de grupos, grupos autossimilares, grupos do tipo FPn, grupos
autômatas.



Abstract
We studied two results in the paper Self-similar groups of type FPn by D. H. Kochloukova
e S. N. Sidki, which construct classes of self-similar groups. Both results generalize the
automata group conseidered by Bartholdi, Neuhauser and Woess.

Keywords: Group theory, self-similar groups, groups of type FPn, automata groups.
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Introdução

O objetivo desta dissertação é estudar dois resultados do artigo Self-similar
groups of type FPn de D. H. Kochloukova e S. N. Sidki, que constroem classes de grupos
autossimilares. Um grupo G é dito um grupo autossimilar se G age fielmente em uma
árvore infinita regular de uma raiz Tm e cuja ação é fechada por estados. Mais ainda, G é
dito transitivo autossimilar se sua ação no primeiro nível da árvore é transitiva. Em [17]
e [18], Nekrashevych e Sidki introduzem endomorfismos virtuais, que foram usados nos
resultados estudados para estabelecer classes de grupos transitivos autossimilares.

Um grupo G é dito finitamente apresentável se pode ser definido por meio
de um número finito de geradores e relações. Por outro lado, um grupo G é dito de
tipo FPn se existir uma resolução projetiva do ZG-módulo trivial Z que tem módulos
projetivos finitamente gerados em dimensão até n. A maioria dos grupos autossimilares
presentes na literatura não são finitamente apresentáveis, mas nos resultados estudados
nesta dissertação construímos uma classe de grupos transitivos autossimilares finitamente
apresentáveis e de tipo homológico FPn. Essa classe de grupos generaliza os primeiros
exemplos de grupos metabelianos autossimilares com propriedades homológicas de finitude
maiores introduzidos por Bartholdi, Neuhauser e Woess em [3]. É bem conhecido que o
grupo lamplighter Zp ≀Z é autossimilar, porém esse grupo não é finitamente apresentável e
nem de tipo FP2.

Qualquer grupo policíclico é finitamente apresentável e portanto qualquer grupo
nilpotente finitamente gerado é finitamente apresentável, pois é policíclico. Embora a
maioria dos grupos não sejam finitamente apresentáveis, não é fácil construir tais exemplos.
Mas o grupo de lamplighter Zprx, x�1s � xxy é um exemplo de grupo não finitamente
apresentável. Existe teoria de Bieri-Strebel que classifica os grupos metabelianos finitamente
apresentáveis. Nós citamos o resultado principal dessa classificação no teorema 4.3.2.

Por exemplo, sejam B � Zr1{6s e Q � xxy � Z, que age sobre B por meio de
produto com um numero r P B�. Seja também G � B �Q. Se r � 6 ou r � 1{6, então G
é finitamente apresentável, se r � 2{3 ou r � 3{2, então G não é finitamente apresentável.
Isso segue do teorema 4.3.2.

No primeiro capítulo, estudamos conceitos básicos de álgebra homológica,
incluindo módulos projetivos e injetivos, homologia e cohomologia de grupos, e a sequência
espectral de Lindon-Hochschild-Serre. Precisamos desses conceitos básicos para desenvolver
mais tarde a teoria de grupos de tipo homológico FPn. Para este capítulo, seguimos
principalmente o livro [21].

O teorema 4.4.7, que é um dos resultados principais que estudamos, usa conceitos
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e resultados de Álgebra Comutativa. Por causa disso no segundo capítulo, fazemos um
resumo dos resultados de álgebra comutativa que serão mais importantes para o restante
da dissertação, como localização e anéis Noetherianos. O conteúdo deste capítulo segue os
livros [2], [7] e [11].

O terceiro capítulo introduz os conceitos e alguns resultados básicos de módulos
e grupos do tipo FPn, grupos finitamente apresentáveis e quase finitamente apresentáveis,
seguindo principalmente os livros [5] e [10].

No último capítulo, finalmente introduzimos o conceito de grupo autossimilar e
estudamos dois resultados do artigo [15]. Na segunda seção, vamos construir um grupo G
nilpotente-por-abeliano e provamos o teorema 4.2.8, que diz que G é um grupo autômata
transitivo. Além disso, G é de tipo homológico FPn e finitamente apresentável, mas não
de tipo FPn�1. O fato de que o grupo G tem tipo homológico FPn, mas não FPn�1 e é
finitamente apresentavel segue de um resultado de Bux [9], cuja demonstração não vamos
fazer, pois é bastante complicada e usa teoria de buildings. O segundo resultado principal
é o teorema 4.4.7, que mostra que vários grupos da forma B �Q são autossimilares. Aqui
precisamos que CQpBq � 1 e que a dimensão de Krull de B como ZQ-módulo seja 1,
pensando B como ZQ-módulo via ação de Q por meio de conjugação.

Observamos que se B é um ZQ-módulo cíclico, então podemos identificar B
como um quociente da álgebra de grupo ZQ e podemos pensar em B como um anel. Se
esse anel tem característica prima p ¡ 0, então B é uma álgebra sobre o corpo Zp � Z{pZ.
Se B é um domínio então a dimensão de Krull de B é o grau de transcendência de K
sobre Zp, onde K é o corpo de frações de B. Por exemplo, se B � Zprx, x�1s, com p primo
e Q � xxy � Z, então B tem dimensão de Krull 1. Assim o grupo lamplighter satisfaz as
condições do teorema 4.4.7.
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1 Homologia e cohomologia de grupos

1.1 Hom e b
Seja R um anel associativo com unidade, um R-módulo à esquerda M é um

grupo abeliano aditivo equipado com uma ação de R sobre M à esquerda R �M ÑM .

Analogamente, podemos definir um R-módulo à direita. Assim, daqui em diante,
fixando um anel R associativo com unidade, chamaremos um R-módulo à esquerda apenas
de módulo.

Um submódulo M 1 de M é um subgrupo fechado pela multiplicação por escalar.
Se N também é um R-módulo, uma função f : M Ñ N é dita um R-mapa, ou R-
homomorfismo, se fpm � nq � fpmq � fpnq e fprmq � rfpmq para todos m,n P M e
r P R. Se M 1 é um submódulo de M , então M{M 1 é o módulo quociente com a ação de
R dada por rpm �M 1q � rm �M 1. Denotamos por HomRpM,Nq o conjunto de todos
os R-homomorfismos f : M Ñ N . Quando o anel R estiver subentendido, denotaremos
HomRpM,Nq simplesmente por HompM,Nq.

Se A é um R-módulo à direita, B é um R-módulo à esquerda e G é um grupo
abeliano, dizemos ainda que f : A � B Ñ G é uma função R-biaditiva se satisfaz as
seguintes condições para todos a, a1 P A, b, b1 P B e r P R:

i) fpa� a1, bq � fpa, bq � fpa1, bq;

ii) fpa, b� b1q � fpa, bq � fpa, b1q;

iii) fpar, bq � fpa, rbq.

Definição 1.1.1. Sejam R um anel associativo com unidade, A um R-módulo à direita e
B um R-módulo à esquerda. Um produto tensorial de A e B é um grupo abeliano denotado
por A bR B e uma função R-biaditiva h : A � B Ñ A bR B que satisfaz a seguinte
propriedade: para todo grupo abeliano G e função R-biaditiva t : A�B Ñ G, existe um
único homomorfismo φ : AbRB Ñ G tal que φh � t, i.e., o diagrama abaixo é comutativo.

A�B AbR B

G

h

t φ

Para definirmos soma e produto de módulos, considere tAj : j P Ju uma família
de módulos. Então seu produto

¹
jPJ

Aj é o módulo que consiste dos elementos a � pajq
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com aj P Aj e as operações de módulo definidas por pajq � pbjq � paj � bjq e rpajq � prajq.
A soma `jPJAj é o submódulo de

¹
jPJ

Aj que consiste dos elementos que possuem apenas

um número finito de coordenadas não-nulas.

Teorema 1.1.2 ([21], 2.4 e 2.6). Sejam B um módulo e tAj | j P Ju uma família de
módulos e considere o produto

¹
jPJ

Aj e a soma direta `jPJAj. Então

1 Homp`jPJAj, Bq �
¹
jPJ

HompAj, Bq

2 HompB,
¹
jPJ

Ajq �
¹
jPJ

HompB,Ajq

Temos também dois resultados similares sobre o produto tensorial de módulos.

Teorema 1.1.3 ([21], 2.8). Sejam B um módulo à direita e tAj | j P Ju uma família de
módulos à esquerda e considere o produto

¹
jPJ

Aj e a soma direta `jPJAj. Então

B bR p`jPJAjq � `jPJpB bR Ajq

Teorema 1.1.4 ([21], 2.8). Sejam B um módulo à esquerda e tAj | j P Ju uma família
de módulos à direita e considere o produto

¹
jPJ

Aj e a soma direta `jPJAj. Então

p`jPJAjq bR B � `jPJpAj bR Bq

Uma sequência de mapas

. . . Mn�1 Mn Mn�1 . . .
φn�1 φn

é dita exata em Mn se Imφn�1 � kerφn e é dita exata se ela é exata em cada termo. Em
particular, uma sequência exata do tipo 0 Ñ A

ϕÑ B
ψÑ C Ñ 0 é dita uma sequência

exata curta e sua exatidão em A equivale a ϕ ser injetiva e, portanto, A � ϕpAq e sua
exatidão em C equivale a ψ ser sobrejetiva. Combinando essas informações obtemos que
B{ϕpAq � C.

Definição 1.1.5. Dizemos que uma sequência exata 0 Ñ A
iÑ B

pÑ C Ñ 0 de R-módulos
é cindida se existe um mapa j : C Ñ B tal que pj � 1C ou, equivalentemente, se existe
um mapa q : B Ñ A tal que qi � 1A.

Uma categoria C consiste de uma classe de objetos obj C, um conjunto de mor-
fismos HomCpA,Bq para todo par de objetos pA,Bq em C e de composições HomCpA,Bq�
HomCpB,Cq Ñ HomCpA,Cq satisfazendo os seguintes axiomas:
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i) Para todo A P obj C, existe morfismo identidade 1A P HomCpA,Aq tal que f1A � f

para todo f P HomCpA,Bq e 1Ag � g para todo g P HomCpC,Aq.

ii) Se f P HomCpA,Bq, g P HomCpB,Cq e h P HomCpC,Dq, então

hpgfq � phgqf.

Note que não temos problema com essa notação, pois HomRpA,Bq é o conjunto
dos morfismos da categoria de R-módulos.

Definição 1.1.6. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F : C Ñ D é uma função
satisfazendo:

i) Se A P obj C, então FA P obj D;

ii) Se f : AÑ B é um morfismo de C, então Ff : FAÑ FB é um morfismo de D;

iii) Se A fÑ B
gÑ C são morfismos em C, então

F pgfq � FgFf ;

iv) Para todo A P obj C, temos que F p1Aq � 1FA.

Dizemos que um funtor covariante F é exato à esquerda se dada uma sequência
exata 0 Ñ A

ϕÑ B
ψÑ C, a sequência 0 Ñ FA

FϕÑ FB
FψÑ FC é também exata. Analo-

gamente, F é exato à direita se dada uma sequência exata A
ϕÑ B

ψÑ C Ñ 0, então a
sequência FA FϕÑ FB

FψÑ FC Ñ 0 também é exata.

De forma dual, temos a definição de funtor contravariante.

Definição 1.1.7. Sejam C e D categorias. Um funtor contravariante F : C Ñ D é uma
função satisfazendo:

i) Se A P obj C, então FA P obj D;

ii) Se f : AÑ B é um morfismo de C, então Ff : FB Ñ FA é um morfismo de D;

iii) Se A fÑ B
gÑ C são morfismos em C, então

F pgfq � FfFg;

iv) Para todo A P obj C, temos que F p1Aq � 1FA.
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Assim, para um funtor F contravariante, dizemos que F é exato à esquerda se
dada A ψÑ B

ψÑ C Ñ 0 exata, temos que 0 Ñ FC
FψÑ FB

FϕÑ FA é também exata e dizemos
que F é exato à direita se dada 0 Ñ A

ϕÑ B
ψÑ C, a sequência FC FψÑ FB

FϕÑ FA Ñ 0
também é exata.

Assim, para um funtor F (covariante ou contravariante), exatidão à esquerda
significa que F preserva monomorfismos enquanto exatidão à direita significa que F

preserva epimorfismos. Finalmente, F é dito exato se é exato pela esquerda e pela direita.

Teorema 1.1.8 ([21], 2.9 e 2.10). Para todo módulo M , HompM,�q e Homp�,Mq são
funtores exatos pela esquerda (covariante e contravariante respectivamente) e os funtores
M bR � e �bRM são exatos pela direita.

Note que os funtores acima não são necessariamente exatos. Vamos ver um
exemplo disso abaixo.

Exemplo 1.1.9. Considere a sequência exata 0 Ñ Z iÑ Q qÑ Q{Z Ñ 0. O funtor
F � HompZ{2Z,�q é exato à esquerda pelo teorema anterior, mas ele não é exato pela
direita pois Fq : HompZ{2Z,Qq Ñ HompZ{2Z,Q{Zq não pode ser sobrejetiva uma vez que
HompZ{2Z,Qq � 0 e HompZ{2Z,Q{Zq � 0.

Analogamente, podemos verificar que os funtores Homp�,Zq e Z{2ZbZ � não
são exatos.

Existe uma relação importante entre Hom e b: eles vão formar o que chamamos
de par adjunto. Entenderemos esse conceito a seguir.

Sejam F : A Ñ C e G : C Ñ A funtores, dizemos que o par ordenado
pF,Gq é um par adjunto se para cada A P objA e cada B P objC existe uma bijeção
τ � τA,B : HomCpFA,Bq Ñ HomApA,GBq que é natural, o que significa que os diagramas
abaixo são comutativos para todos f : A1 Ñ A em A e g : B Ñ B1 em C.

HomCpFA,Bq HomCpFA1, Bq HomCpFA,Bq HomCpFA,B1q

HomApA,GBq HomApA1, GBq HomApA,GBq HomApA,GB1q
τ

pFfq�

τ 1 τ

g�

τ2

f� pGgq�

Nos diagramas acima, � denota os homomorfismos induzidos, i.e., f�, pFfq�, g�
e pGgq� são os homomorfismos induzidos por f , Ff , g e Gg, respectivamente, e τ 1 � τA1,B

e τ 2 � τA,B1 são bijeções determinadas como τ � τA,B.

Teorema 1.1.10 ([21], 2.11). Sejam R e S anéis, A um R-módulo à esquerda, C um
S-módulo à esquerda e B um pS,Rq-bimódulo. Então

HomSpB bR A,Cq � HomRpA,HomSpB,Cqq
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Analogamente, se A é R-módulo à direita, B é pR, Sq-bimódulo e C é S-módulo à direita,
então

HomSpAbR B,Cq � HomRpA,HomSpB,Cqq
Mais ainda, o par pB bR �,HomSpB,�qq é um par adjunto.

Ainda sobre pares adjuntos, sabemos que se temos um par adjunto pF,Gq, então
F é exato à direita e G é exato à esquerda, o que já vimos que é verdade com os funtores
B bR � e HomSpB,�q. Ademais esses funtores têm um comportamento interessante com
relação a limites diretos e inversos. Para entender melhor, vamos lembrar esses conceitos.

Sejam I um conjunto quase ordenado e C uma categoria. Um sistema direto
em C é um conjunto tFiuiPI de objetos em C e morfismos ϕij : Fi Ñ Fj, com j ¥ i, tais
que ϕii � idFi

e para todos i ¤ j ¤ k o diagrama abaixo comuta.

Fi Fk

Fj

ϕi
k

ϕi
j ϕj

k

Com isso, podemos introduzir a definição de limite direto.

Definição 1.1.11. Seja F � tFi, ϕiju um sistema direto em C. O limite direto desse
sistema, denotado por limÝÑFi, é um objeto e uma família de morfismos αi : Fi Ñ limÝÑFi

com αi � αjϕ
i
j sempre que i ¤ j satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo

objeto X e toda família de morfismos fi : Fi Ñ X com fi � fjϕ
i
j sempre que i ¤ j, existe

um único morfismo β : limÝÑFi Ñ X tal que o diagrama abaixo comuta.

limÝÑFi X

Fi

Fj

β

αi fi

ϕi
j

αj fj

O limite direto de um sistema direto de módulos tFi, ϕiju existe e é único a
menos de isomorfismo. Denotando por λi : Fi Ñ

ìPI
Fi a injeção natural, o limite direto de

tFi, ϕiju pode ser visto como o módulo quociente p
ìPI
Fiq{S, onde S é o submódulo gerado

por todos os elementos pλj � ϕijqpaiq � λipaiq, com ai P Fi e i ¤ j.

Exemplo 1.1.12. Considere um sistema direto constante, isto é Ai � A para todo i P I e
ϕii � idA para todos i ¤ j. Então seu limite direto é limÝÑAi � A.
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Exemplo 1.1.13. Seja I � t1, 2, 3u com a ordem dada por 1   2 e 1   3. Então o limite
direto do sistema direto tFi, ϕiuiPI é chamado de pushout

F1 F3

F2 limÝÑFi

X

ϕ1
3

ϕ1
2 α3

f3
α2

f2 β

Vamos desenvolver o conceito de limite inverso de forma dual. Assim, se I é
ainda um conjunto quase ordenado e C uma categoria. Um sistema inverso em C é um
conjunto tFiuiPI de objetos em C e morfismos ψji : Fj Ñ Fi, com j ¥ i, tais que ψii � idFi

e para todos i ¤ j ¤ k o diagrama abaixo comuta.

Fi Fk

Fj

ψk
i

ψk
j

ψi
j

Com isso, podemos introduzir a definição de limite inverso.

Definição 1.1.14. Seja F � tFi, ψji u um sistema inverso em C. O limite inverso desse
sistema, denotado por limÐÝFi, é um objeto e uma família de morfismos αi : limÐÝFi Ñ Fi

com αi � ψjiαj sempre que i ¤ j satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo
objeto X e morfismos fi : X Ñ Fi com fi � ψji fj sempre que i ¤ j, existe um único
morfismo β : X Ñ limÐÝFi tal que o diagrama abaixo comuta:

limÐÝFi X

Fi

Fj

αi

αj

β

fi

fj

ψj
i

Assim como ocorre com o limite direto, o limite inverso de um sistema inverso
de módulos tFi, ψji u existe e é único a menos de isomorfismo. Além disso, o limite inverso
de tFi, ψji u pode ser visto como o submódulo do módulo

¹
iPI

Fi que consiste dos elementos

paiqiPI tais que pψji � pjqpaiq � pipaiq, onde pi :
¹
iPI

Fi Ñ Fi é a projeção e ai P Fi para todo

i P I.
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Exemplo 1.1.15. Seja I � t1, 2, 3u com a ordem dada por 1   2 e 1   3. Então o limite
inverso do sistema inverso tFi, ψiuiPI é chamado de pullback.

X

limÐÝFi F3

F2 F1

f3
β

f2

α3

α2 ψ3
1

ψ2
1

Exemplo 1.1.16. Considere o grupo aditivo Z e p um primo. Seja I � N o conjunto
de índices e, para cada i P I, seja Fi � Z{piZ. Além disso para j ¥ i, defina por
ψji : Z{pjZ Ñ Z{piZ o homomorfismo quociente. Então, tFi, ψji u assim definido é um
sistema inverso e seu limite inverso é chamado de grupo dos inteiros p-ádicos e dado por

Zp � tpaiq : aj � ai mod pi @j ¥ iu.

Vamos, então, relacionar limites diretos e inversos com os funtores que estamos
estudando.

Teorema 1.1.17 ([21], 2.19 e 2.24). Sejam A e C duas categorias e F : AÑ C e G : CÑ A

funtores. Se pF,Gq é um par adjunto, então F comuta com limites diretos e G comuta
com limites inversos.

Assim, como pB bR �,HomRpB,�qq é um par adjunto, temos que B bR �
preserva limites diretos e HomRpB,�q preserva limites inversos.

Por fim, temos uma última relação interessante entre esses limites e o funtor
Hom.

Teorema 1.1.18 ([21], 2.27). Seja B um módulo, então

HomplimÝÑAj, Bq � limÐÝHompAj, Bq.

1.2 Módulos projetivos e injetivos
Para entender homologia e cohomologia usaremos fortemente módulos injetivos

e projetivos, que também terão um papel muito importante para o desenvolvimento da
teoria de que precisamos. Antes de introduzir estes conceitos, porém, vamos generalizar a
noção de grupos abelianos livres, definindo o que seria um módulo livre.

Definição 1.2.1. Um R-módulo F é dito livre se F é uma soma de cópias de R. Se
Rai � R e F � `iPIRai, então o conjunto tai : i P Iu é chamado uma base de F .
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Assim, dada uma base tai : i P Iu, cada a P F pode ser representado de forma
única a �

¸
iPI

riai, onde ri P R e ri � 0 apenas para um número finito de índices i.

Além disso, para todo conjunto X, existe um módulo livre F tal que X é uma
base de F .

Teorema 1.2.2 ([21], 3.1). Seja X � tai : i P Iu uma base do módulo livre F . Dado um
R-módulo B e uma função f : X Ñ B, existe um único homomorfismo f̃ : F Ñ B que
estende f .

F

X B

f̃

f

Teorema 1.2.3 ([21], 3.3). Todo módulo M é o quociente de um módulo livre.

Demonstração. Denote por M0 o conjunto dos elementos de M , defina por F o módulo
livre gerado por M0 e defina f : M0 ÑM por m ÞÑ m. Pelo teorema anterior, conseguimos
uma aplicação f̃ : F Ñ M que estende f . Por fim, como f é sobrejetiva, f̃ também o é.
Concluímos que M � F { ker rf .

Definição 1.2.4. Dizemos que um anel R tem IBN (invariant basis number) se, para
cada R-módulo livre à esquerda F , quaisquer duas bases de F têm a mesma cardinalidade.
Neste caso, o posto de F é definido como a cardinalidade de uma base de F .

Usando o Lema de Zorn podemos mostrar que todo anel comutativo R possui
IBN, como feito em [21]. Além disso, se F é um R-módulo livre de posto finito n e se o
conjunto ta1, . . . , anu gera F , então tal conjunto é uma base de F .

Veremos no próximo capítulo também que anéis Noetherianos à esquerda
também tem IBN, apesar de não serem necessariamente comutativos.

Teorema 1.2.5 ([21], 3.4). Seja F um R-módulo livre com base X, onde R um é anel
comutativo com unidade. Então |X| é unicamente definida.

Vamos introduzir um conceito que será crucial para calcular homologias e
cohomologias e também durante o capítulo 3, que é a definição de resolução livre, projetiva
e injetiva de um módulo.

Definição 1.2.6. Uma resolução livre de um módulo M é uma sequência exata

. . . Fn Fn�1 . . . F1 F0 M 0dn dn�1 d2 d1 ϵ

em que cada Fn é um módulo livre.
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A partir de resoluções livres, projetivas e injetivas (as duas últimas serão
introduzidas posteriormente), calcularemos homologias e cohomologias de um módulo.
Em particular, resoluções livres serão de suma importância para definirmos, no capítulo
3, os conceitos de módulo e grupo de tipo FPn. Assim, precisamos garantir que sempre
podemos obter tais resoluções de um dado módulo.

Teorema 1.2.7 ([21], 3.8). Todo módulo M tem uma resolução livre.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.3, existem um módulo livre F0 e uma função sobrejetiva
ϵ : F0 ÑM . Denotando por S0 � ker ϵ, montamos a seguinte sequência exata curta.

0 S0 F0 M 0ϵ

Analogamente, aplicando o mesmo procedimento a S0, existem um módulo livre F1 e uma
sequência exata curta

0 S1 F1 S0 0

Por indução, para cada Sn�1, existe um módulo livre Fn e uma sequência exata curta

0 Sn Fn Sn�1 0

Assim, podemos considerar o seguinte diagrama

. . . F2 F1 F0 M 0

. . . S1 S0

. . . 0 0 0

d2 d1 ϵ

onde os mapas dn são apenas as composições. Para cada n, ker dn � Sn e Im dn � Sn�1.
Portanto, Im dn�1 � ker dn, logo a sequência na primeira linha é exata.

Definição 1.2.8. Seja P um módulo. Dizemos que P é projetivo se, para todos B e
C módulos, β : B Ñ C um epimorfismo e α : P Ñ C um homomorfismo, existe um
homomorfismo γ : P Ñ B com α � βγ, i.e., o seguinte diagrama comuta.

P

B C 0

γ
α

β

Teorema 1.2.9. Todo módulo livre F é projetivo.
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Demonstração. Seja X � txi : i P Iu uma base para F . Sejam B e C módulos, β : B Ñ C

um epimorfismo e α : F Ñ C.

F

B C 0

α

β

Como β é sobrejetiva, para todo elemento αpxiq existe um elemento bi P B tal que
βpbiq � αpxiq. Assim, usando o Axioma da Escolha, conseguimos uma aplicação ϕ : X Ñ B

com ϕpxiq � bi para cada i P I. Assim, basta aplicar o Teorema 1.2.2 para obtermos uma
aplicação γ : F Ñ B com γpxiq � ϕpxiq para todo i.

X F

B C 0

ϕ α
γ

β

Por fim, como
pβ � γqpxiq � βpγpxiqq � βpϕpxiqq � βpbiq � αpxiq

para todo i P I, então concluímos que α � βγ e, portanto, F é projetivo.

Note que, com este resultado e o resultado anterior, temos que todo módulo
M possui uma resolução projetiva. Esse fato será importante para o desenvolvimento da
teoria deste capítulo e do capítulo 3. Outro resultado muito utilizado é o apresentado a
seguir.

Teorema 1.2.10. Um módulo P é projetivo se, e somente se, HompP,�q é um funtor
exato.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que se P é projetivo, então HompP,�q é
exato. Mas, como HompP,�q já é exato à esquerda, basta mostrar que também é exato à
direita. Agora, considere a sequência exata de módulos B βÑ C Ñ 0, queremos mostrar
que a sequência HompP,Bq β�Ñ HompP,Cq Ñ 0 também é exata. Dado um homomorfismo
f P HompP,Cq, como P é projetivo, sabemos que existe um homomorfismo g P HompP,Bq
tal que f � βg, isto é, a aplicação β� : HompP,Bq Ñ HompP,Cq dada por β�phq � βh é
sobrejetiva, portanto a sequência

HompP,Bq β�Ñ HompP,Cq Ñ 0

é exata, o que prova que HompP,�q é exato.

Agora, para mostrar a implicação contrária, suponha HompP,�q exato e consi-
dere o diagrama

P

B C 0

f

β
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com a linha inferior exata. Como HompP,�q é exato, então a sequência HompP,Bq β�Ñ
HompP,Cq Ñ 0 é exata, logo, a aplicação β� : HompP,Bq Ñ HompP,Cq é sobrejetiva, isto
é, existe um homomorfismo g : P Ñ B que completa o diagrama tal que f � β�pgq � βg.
Portanto, P é projetivo.

Teorema 1.2.11 ([21], 3.12). Se P é projetivo e β : B Ñ P é um epimorfismo, então
B � ker β ` P 1, onde P 1 � P .

Corolário 1.2.12 ([21], 3.13). Se A é um submódulo de B e B{A é projetivo, então A
é um somando direto de B. Toda sequência exata curta 0 Ñ A Ñ B Ñ P Ñ 0, com P

projetivo, é cindida.

De forma dual, vamos introduzir o conceito de módulo injetivo. Módulos
projetivos e injetivos serão a base para definirmos homologia e cohomologia.

Definição 1.2.13. Um módulo E é injetivo se, para cada módulo B e todo submódulo A
de B, todo homomorfismo f : AÑ E pode ser estendido para um mapa g : B Ñ E, i. e.,
o diagrama abaixo comuta.

E

0 A B

f
g

Vimos que HompP,�q é exato se, e somente se, P é projetivo. Temos um
análogo a este resultado para módulo injetivos.

Teorema 1.2.14. Um módulo E é injetivo se, e somente se, o funtor Homp�, Eq é exato.

Demonstração. Primeiramente, suponha queE é injetivo. Sabemos que o funtor Homp�, Eq
é contravariante exato à esquerda, então vamos mostrar que ele também é exato à direita,
i. e., que ele leva monomorfismos em epimorfismos. Assim, seja α : AÑ B um monomor-
fismo. Queremos mostrar que α� : HompB,Eq Ñ HompA,Eq é um epimorfismo. Tome
f P HompA,Eq, então, pela própria definição da injetividade de E, f pode ser estendido
para um homomorfismo g P HompB,Eq tal que gα � f .

E

0 A B

f

α

g

Mas α�pgq � gα, logo, α�pgq � f . Portanto α� é um epimorfismo e Homp�, Eq é exato.

Agora suponha que Homp�, Eq é um funtor exato e seja α : A Ñ B um
monomorfismo. Seja também f : AÑ E um homomorfismo, i. e., f P HompA,Eq. Como
Homp�, Eq é exato, sabemos que α� : HompB,Eq Ñ HompA,Eq é sobrejetiva, logo, existe
g P HompB,Eq tal que f � α�pgq � gα. Portanto, E é injetivo.
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Teorema 1.2.15 ([21], 3.17). Se tEj : j P Ju é uma família de módulos injetivos, então¹
Ej também é injetivo.

Teorema 1.2.16 ([21], 3.18). Todo somando D de um módulo injetivo E é também
injetivo.

Teorema 1.2.17 ([21], 3.19). Um módulo E é injetivo se, e somente se, toda sequência
exata curta 0 Ñ E

iÑ B Ñ C Ñ 0 é cindida. Em particular, E é um somando de B.

Teorema 1.2.18 (Critério de Baer, [21], 3.20). Um R-módulo E é injetivo se, e somente
se, todo mapa f : I Ñ E, onde I é um ideal à esquerda de R, pode ser estendido para R.

Um característica importante de módulos injetivos é que eles são divisíveis, i.
e., se E é um módulo injetivo, então para todos e1, e2 P E com e2 � 0, existe um r P E
tal que e1 � re2.

Analogamente ao que fizemos com módulos projetivos, vamos introduzir o
conceito de resoluções injetivas, que serão essenciais pra definirmos cohomologia.

Teorema 1.2.19 ([21], 3.27). Todo módulo R-módulo à esquerda M pode ser imerso em
um módulo injetivo.

Definição 1.2.20. Um resolução injetiva de um módulo M é uma sequência exata

0 ÑM Ñ E0 Ñ E1 Ñ . . .Ñ En Ñ En�1 Ñ . . .

onde cada En é injetivo.

Teorema 1.2.21 ([21], 3.28). Todo módulo M possui uma resolução injetiva.

A demonstração desse resultado segue de forma dual à demonstração do teorema
1.2.7, portanto, será omitida aqui.

1.3 Homologia
Seguimos para definir o conceito de homologia. Começamos com a definição de

complexo.

Definição 1.3.1. Um complexo de cadeias A é uma sequência de módulos e mapas

A � . . . An�1 An An�1 . . .
dn�1 dn , n P Z

com dndn�1 � 0 para todo n. Os mapas dn são chamados diferenciais.
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Note que a condição dndn�1 � 0 para todo n implica que Im dn�1 � ker dn, mas
um complexo não necessariamente é exato, pois a inclusão contrária não é sempre válida.

Note também que se A é um módulo, então toda resolução projetiva ou injetiva
de A pode ser vista como um complexo exato. Porém, vamos fazer uma mudança de
notação aqui, para melhor encaixarmos resoluções injetivas na definição de complexo.
Considere a seguinte resolução injetiva de A.

E � 0 Ñ AÑ E0 Ñ E1 Ñ E2 Ñ . . .

Queremos que os índices dos módulos sejam decrescentes para a direita, como na definição
dada de complexo, assim, defina por E�i � Ei e escreva a resolução injetiva de A por

E � 0 Ñ AÑ E0 Ñ E�1 Ñ E�2 Ñ . . . .

Além disso, dado um complexo A como na definição 1.3.1, se F é um funtor
covariante, então

F pAq � . . . F pAn�1q F pAnq F pAn�1q . . .
Fdn�1 Fdn

também é um complexo. Agora, se F é agora um funtor contravariante, então, aplicando
F em A, obtemos

F pAq � . . . F pAn�1q F pAnq F pAn�1q . . .
Fdn Fdn�1

e neste caso, novamente, a ordem dos índices não está de acordo com a Definição 1.3.1.
Assim, de forma análoga ao que fizemos com resoluções injetivas, vamos definir B�n �
F pAnq e ∆�n�1 � Fdn e, com essas notações, podemos escrever o complexo F pAq como

F pAq � . . . B�n�1 B�n B�n�1 . . . .∆�n�1 ∆�n

Com isso, podemos definir uma aplicação entre complexos.

Definição 1.3.2. Se A e A1 são complexos, uma aplicação de cadeias f : A Ñ A1 é uma
sequência de homomofismos fn : An Ñ A1

n, para n P Z tal que os seguintes diagramas
comutam:

A � . . . An�1 An An�1 . . .

A1 � . . . A1
n�1 A1

n A1
n�1 . . .

fn�1

dn�1

fn

dn

fn�1

d1n�1 d1n

Os módulos ker dn são chamados de n-ciclos e os módulos Im dn�1 são chamados
n-bordos. Assim, denotamos por

ker dn � ZnpAq � Zn
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Im dn�1 � BnpAq � Bn

Com essas definições, podemos finalmente entender o conceito de módulo de
homologia.

Definição 1.3.3. Se A é um complexo, definimos seu n-ésimo módulo de homologia por

HnpAq � Zn{Bn.

Note que, se o complexo A é exato em An, temos Zn � ker dn � Im dn�1 � Bn,
o que implica que o n-ésimo módulo de homologia de A é nulo. Mais ainda, HnpAq � 0 se,
e somente se, o complexo A é exato em An.

Definição 1.3.4. Se f : A Ñ A1 é uma aplicação de cadeias, defina

Hnpfq : HnpAq Ñ HnpA1q
por

zn �BnpAq ÞÑ fnzn �BnpA1q.
Hnpfq é chamado de aplicação induzida por f , e é geralmente denotada por f�.

Com essa aplicação induzida f�, obtemos, à partir de uma sequência curta de
complexos, uma sequência entre os módulos dos complexos.

Teorema 1.3.5. Seja 0 Ñ A1 iÑ A pÑ A2 Ñ 0 uma sequência exata de complexos. Para
cada n, existe um homomorfismo

Bn : HnpA2q Ñ Hn�1pA1q
definido por

z2 �BnpA2q ÞÑ i�1
n�1dnp

�1
n z2 �Bn�1pA1q.

Demonstração. Temos a sequência exata curta de complexos

0 Ñ A1 iÑ A pÑ A2 Ñ 0.

Ou seja, para cada n, temos

0 0 0

A1 � . . . A1
n�1 A1

n A1
n�1 . . .

A � . . . An�1 An An�1 . . .

A2 � . . . A2
n�1 A2

n A2
n�1 . . .

0 0 0
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Seja z2 P ZnpA2q � ker d2n. Como pn é epimorfismo, existe an P An tal que
pnpanq � z2. Note que dnpanq P An�1, como o diagrama é comutativo,

pn�1pdnpanqq � d2nppnpanqq � d2npz2q � 0,

logo, dnpanq P ker pn�1 � Im in�1. Como in�1 é monomorfismo, existe um único a1n�1 P A1
n�1

tal que dnpanq � in�1pa1n�1q, ou seja, a1n�1 � i�1
n�1pdnpanqq. Com isso, i�1

n�1pdnpanqq está
bem definido. Temos que mostrar ainda que independe de an P p�1

n pz2q. De fato, se
a P p�1

n pz2q � An, pela construção usada acima, existe um único a1n�1 P A1
n�1 tal que

dnpanq � in�1pa1n�1q. Agora, pnpanq � pnpanq � z2, portanto, pnpan � anq � 0, ou seja,
an � an P ker pn � Im in, logo, an � an � inpx1nq para algum x1n P A1

n. Com isso,

a1n�1 � a1n�1 � i�1
n�1pdnpanqq � i�1

n�1pdnpanqq
� i�1

n�1pdnpan � anqq
� i�1

n�1pdnpinpx1nqqq
� i�1

n�1pin�1pd1npx1nqqq
� d1npx1nq

Assim, como d1npx1nq P Im d1n � Bn�1pA1q, portanto, a aplicação

z2 ÞÑ i�1
n�1dnp

�1
n z2 �Bn�1pA1q

está bem definida.

Resta mostrar que BnpA2q está no núcleo desta aplicação. Seja bn P BnpA2q �
Im d2n�1, então bn P Im d2n�1 � ker d2n. Além disso, bn P BnpA2q implica que bn P ker d2n �
ZnpA2q, logo i�1

n�1pdnpp�1pbnqqq�Bn�1pA2q � i�1
n�1pdnpp�1pd2n�1pa2n�1qqqq�Bn�1pA2q, onde

bn � d2n�1pa2n�1q com a2n�1 P A2
n�1. Assim,

i�1
n�1pdnpp�1pbnqqq �Bn�1pA2q � i�1

n�1pdnpp�1pd2n�1pa2n�1qqqq �Bn�1pA2q
� i�1

n�1pdnpdn�1pp�1
n�1pa2n�1qqqq �Bn�1pA2q

� 0�Bn�1pA2q,

pois dndn�1 � 0. Portanto, bn está no núcleo desta aplicação para todo bn P BnpA2q, logo,
existe uma aplicação induzida

z2 �BnpA2q ÞÑ i�1
n�1dnp

�1
n z2 �Bn�1pA1q.

Resta mostrar que i�1
n�1dnp

�1
n z2 P Zn�1pA2q � ker d1n�1 (módulo Bn�1pA1q). De

fato,
d1n�1i

�1
n�1dnp

�1
n z2 � d1n�1d

1
ni
�1
n p�1

n z2 � 0.

Portanto, i�1
n�1dnp

�1
n z2 P Zn�1pA2q.
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Os homomorfismos Bn : HnpA2q Ñ Hn�1pA1q definidos no teorema anterior são
chamados de homomorfismos conectores. Com isso, podemos obter uma sequência exata
longa da sequência exata curta original de complexos.

Teorema 1.3.6 (Sequência exata longa, [21], 6.3). Se 0 Ñ A1 iÑ A pÑ A2 Ñ 0 é uma
sequência exata de complexos, então existe uma sequência exata de módulos

� � � Ñ HnpA1q i�Ñ HnpAq p�Ñ HnpA2q BÑ Hn�1pA1q i�Ñ Hn�1pAq Ñ . . .

Além disso, o homomorfismo B é natural, i. e., se temos o seguinte diagrama de
complexos comutativo e com linhas exatas

0 A1 A A2 0

0 C1 C C2 0

f

i

g

p

h

j q

então podemos obter o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

. . . HnpA1q HnpAq HnpA2q Hn�1pA1q . . .

. . . HnpC1q HnpCq HnpC2q Hn�1pC1q . . .

f�

i�

g�

p�

h�

B

f�

j� q� B1

Se f : A Ñ A1 é uma aplicação de cadeias, então f� � Hnpfq : HnpA1q Ñ
HnpAq é dada por zn �BnpAq ÞÑ fnzn �BnpAq. Nos perguntamos quando f� � g� para
f e g duas aplicações de cadeias.

Definição 1.3.7. Seja f : A Ñ A1 uma aplicação de cadeias. Dizemos que f é homotopica-
mente nula se existem aplicações sn : An Ñ A1

n�1 para todo n tais que fn � d1n�1sn�sn�1dn

para todo n

A � . . . An�1 An An�1 . . .

A1 � . . . A1
n�1 A1

n A1
n�1 . . .

dn�1

fn�1

dn

fn
sn

fn�1
sn�1

dn�1 dn

Definição 1.3.8. Se f, g : A Ñ A1 são aplicações de cadeias, dizemos que f é homotópica a
g quando f�g é homotopicamente nula. Neste caso, dizemos que as aplicações tsn : n P Zu
formam uma homotopia.

A homotopia define uma relação de equivalência em HompA,A1q, o grupo de
todas as aplicações de cadeias de A em A1.

Teorema 1.3.9 ([21], 6.8). Se f, g : A Ñ A1 são aplicações de cadeias homotópicas, então
f� � g�, ou seja, Hnpfq � Hnpgq para todo n.
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Agora, dado um complexo X � � � � Ñ X2 Ñ X1 Ñ X0 ÑM Ñ 0 denotamos o
complexo deletado (ou apagado) de X por

XM � � � � Ñ X2 Ñ X1 Ñ X0 Ñ 0.

Analogamente, se Y � 0 Ñ N Ñ Y0 Ñ Y1 Ñ Y2 Ñ . . . o complexo deletado
(ou apagado) de Y é dado por

YN � 0 Ñ Y0 Ñ Y1 Ñ Y2 Ñ . . . .

Antes de continuar, vamos introduzir um resultado que será uma ferramenta
importante para demonstrar teoremas neste capítulo.

Teorema 1.3.10 (Teorema da Comparação, [21], 6.9). Considere o diagrama

. . . X2 X1 X0 A 0

. . . X 1
2 X 1

1 X 1
0 A1 0

d2 d1 ϵ

f

d12 d11 ϵ1

onde as linhas são complexos. Se cada Xn na primeira linha é projetivo e a segunda linha é
exata, então existe uma aplicação de cadeias f̄ : XA Ñ X1

A, que corresponde às aplicações
tracejadas, que faz o diagrama comutar.

Mais ainda, quaisquer duas aplicações de cadeias dessa forma são homotópicas.

Sejam A um módulo e P uma resolução projetiva de A, tal que seu complexo
deletado é dado por

PA � � � � Ñ P3
d3Ñ P2

d2Ñ P1
d1Ñ P0 Ñ 0.

Se T é um funtor, podemos aplicar T a PA e obter o complexo TPA.

Definição 1.3.11. O n-ésimo funtor derivado à esquerda de T é definido em A como

pLnT qA :� HnpTPAq � kerTdn{ ImTdn�1 .

Se f : A Ñ B é um R-homomorfismo e P1 é uma resolução projetiva de B,
então o Teorema da Comparação 1.3.10 garante que existe uma aplicação de cadeias
f : PA Ñ P1

B sobre f . Aplicando T , temos o diagrama.

TPA � . . . TPn�1 TPn TPn�1 . . .

TP1
B � . . . TP 1

n�1 TP 1
n TP 1

n�1 . . .

Tdn�1

Tfn�1

Tdn

Tfn Tfn�1

Td1n�1 Td1n

Defina pLnT qpfq : pLnT qpAq Ñ pLnqpBq por

pLnT qpfq � HnpTfq � pTfq�,
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ou seja, para todo z P kerTdn, pLnT qpfq é definida por

zn � ImTdn�1 ÞÑ Tfnzn � ImTd1n�1.

Assim, note que pLnT qpfq está bem definida, pois, se h : PA Ñ P1
B é outra aplicação de

cadeias sobre f , então f e h são homotópicas, assim como Tf e Th, portanto pTfq� �
pThq�.

Note que esta definição ainda depende da resolução projetiva escolhida de A.
Assim, seja rPA � . . .Ñ rP3

d3Ñ rP2
d2Ñ rP1

d1Ñ rP0 Ñ 0

outra resolução projetiva deletada de A e seja rLnT o n-ésimo funtor derivado à esquerda
de T e considere o teorema a seguir.

Teorema 1.3.12 ([21], 6.11). Para qualquer funtor T , os funtores derivados à esquerda
LnT e rLnT são naturalmente equivalentes. Em particular, para cada A, pLnT qA � prLnT qA.

Demonstração. Considere o diagrama

. . . P2 P1 P0 A 0

. . . P 1
2 P 1

1 P 1
0 A 0

1A

onde a primeira linha é a resolução projetiva usada para LnT e a segunda linha é a
resolução projetiva usada para L̃nT . Usando o Teorema da Comparação (1.3.10), existe
uma aplicação de cadeias i : PA Ñ P1

A sobre a identidade 1A. Aplicando T , obtemos uma
aplicação de cadeias Ti : TPA Ñ TP1

A sobre 1TA

. . . TP2 TP1 TP0 TA 0

. . . TP 1
2 TP 1

1 TP 1
0 TA 0

T i2 T i1 T i0 1T A

essa aplicação induz aplicações

τA � pTiq� : pLnT qAÑ pL̃nT qA.

Vamos mostrar que τA é um isomorfismo. Para obter a inversa de τA, consideramos o
diagrama invertendo as linhas

. . . P 1
2 P 1

1 P 1
0 A 0

. . . P2 P1 P0 A 0

1A

Novamente pelo Teorema da Comparação (1.3.10), temos uma aplicação de cadeias
j : P1

A Ñ PA. Assim, a composta ji : PA Ñ PA é uma aplicação de cadeias sobre 1A
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e como 1P : PA Ñ PA também é uma aplicação de cadeias sobre 1A, pelo Teorema da
Comparação (1.3.10), j � i é homotópica a 1P. Assim, T pj � iq � Tj � Ti e T1A � 1TA são
homotópicas, logo, induzem a mesma aplicação na homologia, isto é,

pTj � Tiq� � pTjq� � pTiq� � p1TAq� � 1pLnT qA,

portanto, pTjq� � τA � 1pLnT qA. Analogamente, τA � pTjq� � 1pL̃nT qA
. Portanto, τA é um

isomorfismo.

Agora, vamos mostrar que o isomorfismo τA é uma transformação natural. Seja
f : AÑ B e considere o diagrama

pLnT qA pL̃nT qA

pLnT qB pL̃nT qB

τA

LnT pfq L̃nT pfq

τB

onde pLnT qB e pL̃nT qB são obtidos à partir de resoluções projetivas Q e Q1 de B

respectivamente. Queremos mostrar que esse diagrama é comutativo. Para avaliar no
sentido horário, considere o diagrama

. . . P2 P1 P0 A 0

. . . P 1
2 P 1

1 P 1
0 A 0

. . . Q1
2 Q1

1 Q1
0 B 0

1A

f

Pelo Teorema da Comparação (1.3.10), existe uma aplicação entre cadeias α : PA Ñ Q1
B

sobre f1A � f . Analogamente, usando a resolução Q de B, existe uma aplicação de cadeias
β : PA Ñ Q1

B sobre 1Bf � f . Assim, novamente pelo Teorema da Comparação (1.3.10),
tais aplicações são homotópicas. Aplicando T em ambas, temos que Tα : TPA Ñ TQ1

B e
Tβ : TPA Ñ TQ1

B são homotópicas, logo, as aplicações induzidas na homologia são as
mesmas.

Em particular, estamos interessados no caso em que T � �bR B. Nesse caso,
temos que LnT � TorRn p�, Bq, isto é

TorRn pA,Bq � kerpdn b 1q{ Impdn�1 b 1q .

Corolário 1.3.13 ([21], 6.12). A definição de TorRn pA,Bq � HnpPA bR Bq não depende
da escolha da resolução projetiva P.
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Corolário 1.3.14 ([21], 6.13). Seja

P � . . .Ñ P2
d2Ñ P1

d1Ñ P0
ϵÑ AÑ 0

uma resolução projetiva de A e defina K0 � ker ϵ e Kn � ker dn para n ¥ 1. Então, se T é
um funtor covariante, temos

pLn�1T qpAq � pLnT qpK0q � pLn�1T qpK1q � . . . � pL1T qpKn�1q.

Em particular, tomando T � �bB no corolário acima, temos

Torn�1pA,Bq � TornpK0, Bq � . . . � Tor1pKn�1, Bq.

De forma análoga à usada para definir funtores derivados à esquerda, vamos
definir funtores derivados à direita. Mas, diferentemente do que fizemos para definir funtores
derivados à esquerda, aqui a definição dependerá da variância do funtor T .

Primeiramente, se T é um funtor covariante, considere uma resolução injetiva
E de A, tal que seu complexo deletado é dado por

EA � 0 Ñ E0 d0Ñ E1 d1Ñ E2 d2Ñ E3 Ñ . . . .

Aplicando T obtemos o complexo

TEA � 0 Ñ TE0 Td0Ñ E1 Td1Ñ TE2 Td2Ñ TE3 Ñ . . . .

Definição 1.3.15. Seja T um funtor covariante. O n-ésimo funtor derivado à direita de
T é definido em A como

pRnT qA :� HnpTEAq � kerTdn{ ImTdn�1 .

Agora, se T é um funtor contravariante, vamos considerar uma resolução
projetiva P de C tal que o complexo deletado é dado por

PC � � � � Ñ P3
d3Ñ P2

d2Ñ P1
d1Ñ P0 Ñ 0.

Aplicando T obtemos

TPC � 0 Ñ TP0
Td1Ñ TP1

Td2Ñ TP2
Td3Ñ TP3 Ñ . . . .

Definição 1.3.16. Seja T um funtor contravariante. O n-ésimo funtor derivado à direita
de T é definido em C como

pRnT qC :� HnpTPCq � kerTdn�1{ ImTdn

Novamente, precisamos que nossas definições sejam independentes das resolu-
ções escolhidas.
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Teorema 1.3.17 ([21], 6.14 e 6.17). Se T é um funtor covariante, a definição de RnT não
depende da resolução injetiva escolhida de A. Se T é um funtor contravariante, a definição
de RnT não depende da resolução projetiva escolhida de C.

De fato, a demonstração desse resultado segue de forma semelhante à demons-
tração do Teorema 1.3.12.

Em particular, se T � HomRpC,�q, como T é um funtor covariante, usamos a
Definição 1.3.15, então definimos RnT � ExtnRpC,�q, isto é

ExtnRpC,Aq � ker dn�{ Im dn�1
� .

Se T � HomRp�, Aq, como T é um funtor contravariante, usamos a Definição
1.3.16 e definimos RnT � extnRp�, Cq, isto é,

extnRpC,Aq � ker dn�1�{ Im dn�.

Corolário 1.3.18 ([21], 6.15 e 6.18). A definição de ExtnRpC,Aq � HnpHomRpC,EAqq
não depende da escolha da resolução injetiva E de A. A definição de extnRpC,Aq �
HnpHomRpPC , Aqq não depende da escolha da resolução projetiva P de C.

Corolário 1.3.19 ([21], 6.19). Seja

P � . . .Ñ P2
d2Ñ P1

d1Ñ P0
ϵÑ C Ñ 0

uma resolução projetiva de C e defina K0 � ker ϵ e Kn � ker dn para n ¥ 1. Então, se T
é um funtor contravariante, temos

pRn�1T qpCq � pRnT qpK0q � pRn�1T qpK1q � . . . � pR1T qpKn�1q.

Em particular, tomando T � Homp�, Aq no corolário acima, temos

extn�1pC,Aq � extnpK0, Aq � . . . � ext1pKn�1, Aq.

Pode ser provado também que ExtnRpA,Cq � extnRpA,Cq.
Agora, usando o homomorfismo conector definido no Teorema 1.3.5, vamos

obter resultados importantes para os funtores derivados à esquerda e à direita.

Teorema 1.3.20 ([21], 6.21). Seja 0 Ñ A1 Ñ A Ñ A2 Ñ 0 uma sequência exata de
módulos. Se T é um funtor covariante, então existe uma sequência exata

� � � Ñ pLnT qA1 Ñ pLnT qAÑ pLnT qA2 BÑ pLn�1T qA1 Ñ � � � Ñ pL0T qAÑ pL0T qA2 Ñ 0

com homomorfismos conectores naturais.



Capítulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 34

Temos dois teoremas análogos para funtores derivados à direita.

Teorema 1.3.21 ([21], 6.26). Seja 0 Ñ A1 Ñ A Ñ A2 Ñ 0 uma sequência exata de
módulos. Se T é um funtor covariante, então existe uma sequência exata

0 Ñ pR0T qA1 Ñ pR0T qAÑ . . .Ñ pRnT qA1 Ñ pRnT qAÑ pRnT qA2 BÑ pRn�1T qA1 Ñ . . .

com homomorfismos conectores naturais.

Teorema 1.3.22 ([21], 6.27). Seja 0 Ñ A1 Ñ A Ñ A2 Ñ 0 uma sequência exata de
módulos. Se T é um funtor contravariante, então existe uma sequência exata

0 Ñ pR0T qA2 Ñ pR0T qAÑ . . .Ñ pRnT qA2 Ñ pRnT qAÑ pRnT qA1 BÑ pRn�1T qA2 Ñ . . .

com homomorfismos conectores naturais.

1.4 Tor
Vimos que, por definição, TorRn pA,Bq � HnpPAbRBq. Porém, queremos poder

calcular o valor de TorRn pA,Bq usando resoluções de qualquer um dos dois módulos. Vamos
mostrar isso nesta seção. Até lá, vamos estudar propriedades dos dois funtores TorR0 pA,�q
e TorR0 p�, Bq.

Note também que TornpA,Bq � 0 para todo n   0, pois HnpPA b Bq tem
apenas zeros à direita de P0 bB.

Teorema 1.4.1 ([21], 8.2). TorR0 pA,�q é naturalmente equivalente a AbR� e TorR0 p�, Bq
é naturalmente equivalente a �bR B.

Dessa forma, dada uma sequência exata curta 0 Ñ B1 Ñ B Ñ B2 Ñ 0 e um
módulo A, usando a sequência do Teorema 1.3.20 e aplicando o teorema acima, conseguimos
uma sequência exata longa

� � � Ñ Tor1pA,Bq Ñ Tor1pA,B2q Ñ AbB1 Ñ AbB Ñ AbB2 Ñ 0.

Agora, seja P um módulo projetivo, dado um módulo B, podemos utilizar a
resolução projetiva 0 Ñ P Ñ P Ñ 0 para calcular TornpP,Bq, donde concluímos que
TornpP,Bq � 0 para todo módulo B e todo n ¥ 1. Analogamente, TornpA,P q � 0 para
todo módulo A e todo n ¥ 1.

Antes de prosseguirmos para o próximo teorema, porém, precisaremos de mais
um resultado.



Capítulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 35

Teorema 1.4.2 (Snake Lemma, [21], 6.5). Considere o seguinte diagrama comutativo de
módulos com linhas exatas:

A1 A A2 0

0 C 1 C C2

α

p

β γ

i

Então existe uma sequência exata

kerαÑ ker β Ñ ker γ BÑ cokerαÑ coker β Ñ coker γ,

onde B : a2 ÞÑ i�1βp�1a2 � Imα.

Mais ainda, se A1 Ñ A é um monomorfismo, então kerαÑ ker β é um mono-
morfismo, e se C Ñ C2 é um epimorfismo, então coker β Ñ coker γ é um epimorfismo.

Com isso, podemos finalmente mostrar o seguinte resultado.

Teorema 1.4.3 ([21], 7.9). Sejam

P � � � � Ñ P2
d2Ñ P1

d1Ñ P0
ϵÑ AÑ 0

e
Q � � � � Ñ Q2

d12Ñ Q1
d11Ñ Q0

ϵ1Ñ B Ñ 0

resoluções projetivas de A e B respectivamente, então HnpPAbRBq � HnpAbR QBq para
todo n ¥ 0.

Demonstração. Para diferenciarmos os módulos de homologia obtidos à partir de cada
resolução, vamos denotar por TornpA,Bq � HnpPA bR Bq e tornpA,Bq � HnpAbR QBq.

Defina Ki � ker di � Im di�1 para todo i e K 1
i � ker d1i � Im d1i�1 para todo i e

considere os diagramas

. . . P2 P1 P0 A 0

. . . K1 K0

. . . 0 0 0

d2 d1 ϵ

e
. . . Q2 Q1 Q0 B 0

. . . K 1
1 K 1

0

. . . 0 0 0

d12 d11 ϵ1
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Usando as sequências 0 Ñ K0 Ñ P0 Ñ AÑ 0 e 0 Ñ K 1
0 Ñ Q0 Ñ B Ñ 0, que

são exatas, podemos obter o seguinte diagrama

0 ker γ

K0 bK 1
0 K0 bQ0 K0 bB 0

0 P0 bK 1
0 P0 bQ0 P0 bB 0

AbK 1
0 AbQ0 AbB 0

0 0 0

δ

α β γ

σ

α1

que é comutativo e tem linhas e colunas exatas. Note que os zeros à direita e abaixo do
diagrama vêm do fato de que o funtor do produto tensorial é exato à direita e os zeros na
coluna e na linha do meio vêm do fato de que Q0 e P0 são projetivos, logo, os funtores
�bQ0 e P0 b� são exatos. Aplicando o Snake Lemma (1.4.2), para as duas primeiras
linhas, existe uma sequência exata

kerαÑ ker β Ñ ker γ BÑ cokerαÑ coker β Ñ coker γ Ñ 0, (1.1)

como ker β � 0, temos

0 Ñ ker γ BÑ cokerαÑ coker β Ñ coker γ Ñ 0,

o que nos diz que ker γ � Im B. Agora, da sequência exata curta 0 Ñ K0 Ñ Po Ñ AÑ 0,
temos a sequência exata

Tor1pP0, Bq Ñ Tor1pA,Bq Ñ K0 bB
γÑ P0 bB Ñ AbB Ñ 0,

mas sabemos que Tor1pP0, Bq � 0, pois P0 é projetivo. Assim, temos que ker γ � Tor1pA,Bq.
Agora,

cokerα � P0 bK 1
0{ Imα � P0 bK 1

0{ kerα1 � AbK 1
0

e analogamente,
coker β � P0 bQ0{ Im β � AbQ0,

logo

Tor1pA,Bq � ker γ � Im B � kerpcokerαÑ coker βq � kerpAbK 1
0 Ñ AbQ0q.

Por outro lado, da sequência exata curta 0 Ñ K 1
0 Ñ Q0 Ñ B Ñ 0, obtemos a

sequência exata

tor1pA,Q0q Ñ tor1pA,Bq Ñ AbK 1
0 Ñ AbQ0 Ñ AbB Ñ 0.
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Como Q0 é projetivo, novamente temos tor1pA,Q0q � 0, logo

tor1pA,Bq � kerpAbK 1
0 Ñ AbQ0q � Tor1pA,Bq.

Assim, o teorema vale para n � 1.

Note também que, usando novamente que Tor1pP0, K
1
0q � 0 e tor1pK0, Q0q � 0,

temos as sequências exatas

0 Ñ Tor1pA,K 1
0q Ñ K0 bK 1

0
αÑ P0 bK 1

0 Ñ AbK 1
0 Ñ 0

e
0 Ñ tor1pK0, Bq Ñ K 1

0 bK0
γÑ K0 bQ0 Ñ K0 bB Ñ 0,

portanto, o diagrama também implica que

Tor1pA,K 1
0q � kerα � kerσα � ker βδ � ker δ � tor1pK0, Bq,

pois σ e β são monomorfismos.

Usando as sequências 0 Ñ Kj Ñ Pj Ñ Kj�1 Ñ 0 e 0 Ñ K 1
i Ñ Qi Ñ K 1

i�1 Ñ 0,
que são exatas, podemos repetir a demmonstração feita até agora e, como Pj e Qi são
projetivos para todos j e i, obtemos que

Tor1pKj�1, K
1
iq � Tor1pKj, K

1
i�1q.

Definindo K�1 � A e K 1
�1 � B, vemos que o isomorfismo acima continua válido para

i � j � 0. Logo, usando também o corolário 1.3.14, temos que

Torn�1pA,Bq � Tor1pKn�1, Bq � Tor1pKn�2, K
1
0q

. . . � Tor1pK�1, K
1
n�1q � tor1pK�1, K

1
n�1q � tor1pA,K 1

n�1q � torn�1pA,Bq.

Portanto, TornpA,Bq � tornpA,Bq para todo n.

Esse teorema nos permite calcular TorRn pA,Bq usando resoluções projetivas de
qualquer um dos dois módulos A e B.

Teorema 1.4.4 ([21], 8.9). Se Tor1pF,Bq � 0 para todo R-módulo B, então F é R-módulo
plano.

Teorema 1.4.5 ([21], 8.10 e 8.11). Sejam B um módulo e tAku uma família de módulos.
Então, para todo n ¥ 0, as seguintes proposições são verdadeiras.

1. Tornp`Ak, Bq � `TornpAk, Bq.

2. Se o conjunto de índices é dirigido, então TornplimÝÑAk, Bq � limÝÑTornpAk, Bq.
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1.5 Ext
Definimos ExtnpA,Bq de duas formas diferentes:

ExtnpA,Bq � H�npHompA,EBqq,

onde EB é uma resolução injetiva deletada de B, e

extnpA,Bq � H�npHompPA, Bqq,

onde PA é uma resolução projetiva deletada de A. Queremos provar que estas duas
definições coincidem.

Agora, note que

ExtnpA,Bq � 0 � extnpA,Bq

para todo n   0, pois HnpHompA,EBqq e HnpHompPA, Bqq têm apenas zeros à direita de
HompA,E0q e HompP0, Bq, respectivamente.

Teorema 1.5.1 ([21], 7.2). Ext0pA,�q é naturalmente equivalente a HompA,�q.

Demonstração. Dado um módulo B e uma resolução injetiva 0 Ñ B
ϵÑ E0 d0Ñ E1 Ñ . . .

de B. Como HompA,�q é exato à esquerda, então a sequência

0 Ñ HompA,Bq ϵ�Ñ HompA,E0q d
0
�Ñ HompA,E1q

é exata, ou seja, ker d0
� � Im ϵ�, então, o mapa ϵ� : HompA,Bq Ñ ker d0

� é um isomorfismo.
Por outro lado, considerando o complexo deletado

EB � � � � Ñ 0 d�1Ñ E0 d0Ñ E1 Ñ . . .

temos que Ext0pA,Bq � ker d0
�{ Im d�1

� � ker d0
�. Concluímos que Ext0pA,Bq � HompA,Bq.

Seja 0 Ñ B1 Ñ B Ñ B2 Ñ 0 uma sequência exata curta. Usando o teorema
acima e o Teorema 1.3.21, obtemos uma sequência exata longa da forma

0 Ñ HompA,B1q Ñ HompA,Bq Ñ HompA,B2q BÑ Ext1pA,B1q Ñ Ext1pA,Bq Ñ . . .

Teorema 1.5.2 ([21], 7.4). ext0p�, Bq é naturalmente equivalente a Homp�, Bq.

A prova desse teorema segue de forma análoga à prova do teorema anterior.

Assim, combinando o teorema acima com o Teorema 1.3.22, obtemos que, dada
uma sequência exata curta 0 Ñ A1 Ñ AÑ A2 Ñ 0, obtemos uma sequência exata longa
da forma

0 Ñ HompA2, Bq Ñ HompA,Bq Ñ HompA1, Bq BÑ ext1pA2, Bq Ñ ext1pA,Bq Ñ . . .
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Note que, se E é um módulo injetivo, 0 Ñ E Ñ E Ñ 0 é uma resolução injetiva
de E, logo, ExtnpA,Eq � HnpHompA,EEqq � 0 para todo n ¥ 1 e todo módulo A.

Analogamente, se P é projetivo, 0 Ñ P Ñ P Ñ 0 é uma resolução projetiva de
P , logo, ExtnpP,Bq � HnpHompPP , Bqq � 0 para todo n ¥ 1 e todo módulo B.

Teorema 1.5.3 ([21], 7.8). Sejam

E � 0 Ñ B Ñ E0 Ñ E1 Ñ E2 Ñ . . .

uma resolução injetiva de B e

P � . . .Ñ P2 Ñ P1 Ñ P0 Ñ AÑ 0

uma resolução projetiva de A. Então, para todo n ¥ 0, temos

HnpHompPA, Bqq � HnpHompA,EBqq.

A prova deste teorema é feita de forma análoga à prova do Teorema 1.4.3 e
pode ser encontrada em [21], creditada a A. Zaks.

Com esse teorema, concluimos que ExtnpA,Bq � extnpA,Bq para todo n ¥ 0
e todos módulos A e B.

Definição 1.5.4. Uma extensão de A por C é uma sequência exata

0 Ñ AÑ B Ñ C Ñ 0.

Teorema 1.5.5 ([21], 7.11). Se Ext1pA,Bq � 0, então toda sequência exata 0 Ñ B Ñ
C Ñ AÑ 0 cinde.

Desse resultado, com os Teoremas 1.2.12 e 1.2.17, podemos concluir que se
Ext1pA,Bq � 0 para todo B, então A é projetivo e se Ext1pA,Bq � 0 para todo A, então
B é injetivo.

Teorema 1.5.6 ([21], 7.13 e 7.14). Para todo n, vale que

i) Extnp`Ak, Bq �
¹

ExtnpAk, Bq.

ii) ExtnpA,
¹

Bkq �
¹

ExtnpA,Bkq.

Exemplo 1.5.7. Seja B um grupo abeliano. Considere a sequência exata curta

0 Ñ Z mÑ ZÑ Z{mZÑ 0,

onde a primeira aplicação é multiplicação por m. Aplicando o funtor HomZp�, Bq, obtemos
a sequência exata

HomZpZ, Bq m
�Ñ HomZpZ, Bq Ñ Ext1

ZpZ{mZ, Bq Ñ Ext1
ZpZ, Bq,
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onde o último termo é igual a 0, pois Z é Z-módulo livre, e os dois primeiros termos são
isomorfos a B. Agora, como

m�fp1q � fmp1q � fpmq � mfp1q,
segue que m� também é multiplicação por m, então

Ext1
ZpZ{mZ, Bq � HomZpZ, Bq{ Imm� � B{mB.

1.6 Homologia e Cohomologia de grupos
Nesta seção, vamos passar nossa teoria para os grupos. Assim, seja G um grupo

com notação multiplicativa e seja R um anel comutativo com unidade. A álgebra de grupo
RG é o anel

RG �
#¸
gPG

mgg : mg P R, @g e mg � 0 só para finitos g
+

cuja estrutura aditiva é do R-módulo livre com base G e a multiplicação em G e as leis
distributivas são dadas por�¸

gPG

mgg

��¸
hPG

nhh

�
�
¸
g,hPG

mgnhgh.

Temos que RG é anel associativo com unidade que contém R no seu centro.
Além disso, RG é comutativo se, e somente se, G é abeliano.

Em particular, temos o grupo ZG que é um grupo abeliano livre com base G.
Sendo ZG um anel com unidade, temos definidos os ZG-módulos à direita e à esquerda.
Em particular, Z é um ZG-módulo com a ação de G em Z por gn � n para todo n P Z
e todo g P G, assim, para todo x �

¸
mgg P ZG, temos xn �

¸
mgn para todo n P Z.

Com isso, dizemos que Z é um ZG-módulo trivial, ou simplesmente um G-módulo trivial.

Definição 1.6.1. Sejam G um grupo e A um ZG-módulo à esquerda. Vamos definir o
n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em A como

HnpG,Aq � TorZGn pZ, Aq,
onde Z é considerado ZG-módulo trivial.

Definimos o mapa de augumentação ϵ : ZGÑ Z dado por
¸
gPG

mgg ÞÑ
¸
gPG

mg,

ou seja g ÞÑ 1. O mapa ϵ é, na verdade, um homomorfismo de anéis e seu núcleo g é
chamado de ideal de augumentação. Além disso, o ideal de augumentação g é gerado como
Z-módulo por tg � 1 : g P Gu. De fato, x �

¸
mgg P ker ϵ se, e somente se,

¸
mg � 0,

assim
x � x�

�¸
mg

	
1 �

¸
mgg �

¸
mg1 �

¸
mgpg � 1q.
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Teorema 1.6.2. ZbZG A � A{gA, onde g é o ideal de augumentação de G.

Demonstração. Considere a sequência exata curta

0 Ñ gÑ ZG ϵÑ ZÑ 0

temos a sequência exata

AbZG gÑ AbZG ZG ϵ�Ñ AbZG ZÑ 0

e, como ZGbZG A � A, e a imagem de AbZG g é isomorfa a gA,

AbZG Z � AbZG ZG{ ker ϵ� � A{gA

obtemos o resultado desejado.

Corolário 1.6.3. Seja G um grupo e A um ZG-módulo. Então, H0pG,Aq � A{gA.

Demonstração. De fato, sabemos que, por definição, H0pG,Aq � TorZG0 pZ, Aq e vimos que
TorZG0 pZ, Aq � ZbZG A, mas, pelo teorema anterior, ZbZG A � A{gA, logo, concluímos
que

H0pG,Aq � A{gA.

Provamos que H0pG,Aq � A{gA � ZbG A, onde g é o ideal de augumentação
de G. Em particular, se A é G-trivial, então H0pG,Aq � A.

Teorema 1.6.4 ([21], 10.2). Para qualquer grupo G, o grupo aditivo g{g2 é isomorfo ao
grupo multiplicativo G{G1, onde G1 denota o subgrupo comutador de G.

Teorema 1.6.5. Sejam G um grupo e A um G-módulo trivial. Então

H1pG,Aq � G{G1 b A.

Demonstração. Seja g o ideal augumentado de G e considere a seguinte sequência exata
curta

0 Ñ gÑ ZGÑ ZÑ 0.

Aplicando o funtor TorZGp�, Aq, obtemos a sequência exata longa

TorZG1 pZG,Aq Ñ TorZG1 pZ, Aq Ñ TorZG0 pg, Aq Ñ TorZG0 pZG,Aq Ñ TorZG0 pZ, Aq Ñ 0.

Agora, primeiramente, note que TorZG1 pZG,Aq � 0, pois ZG é um módulo livre sobre
ZG. Além disso, note também que TorZG0 pZG,Aq � ZG bZG A � A. Também sabemos
que TorZG0 pg, Aq � gbZG A e, por fim, pelas próprias definições dos grupos de homologia
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de G, temos TorZG1 pZ, Aq � H1pG,Aq e TorZG0 pZ, Aq � H0pG,Aq. O que nos deixa com a
sequência exata

0 Ñ H1pG,Aq φÑ gbZG AÑ AÑ H0pG,Aq Ñ 0.

Agora, note que, como a primeira aplicação é nula e a sequência é exata, temos que

0 � Imp0 Ñ H1pG,Aqq � kerpφq,

além disso, sabemos também que Impφq � kerpgbZG AÑ Aq, portanto, obtemos

H1pG,Aq � H1pG,Aq{ kerpφq � Impφq � kerpgbZG AÑ Aq.

Mas sabemos que, como A é G-trivial, H0pG,Aq � A, portanto

A � H0pG,Aq � kerpH0pG,Aq Ñ 0q � ImpAÑ H0pG,Aqq � A{pkerpAÑ H0pG,Aqqq,

logo, devemos ter kerpAÑ H0pG,Aqq � 0. Mas, por outro lado, a exatidão da sequência
nos diz que kerpA Ñ H0pG,Aqq � Impg bZG A Ñ Aq. Dessa forma, concluímos que
Impg bZG A Ñ Aq � 0 e, portanto, kerpg bZG A Ñ Aq � g bZG A. Assim, temos que
H1pG,Aq � gbZG A, logo, usando também o teorema anterior,

H1pG,Aq � gbZG A � pg{g2q b A � pG{G1q b A.

Em particular, como ZbG{G1 � G{G1, temos que o primeiro grupo de homo-
logia de G com coeficientes nos inteiros é dado por H1pG,Zq � G{G1.

Teorema 1.6.6. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e RG a álgebra de grupo. Se
A é um RG-módulo à esquerda, então, para todo n ¥ 0,

TorRGn pR,Aq � TorZGn pZ, Aq.

Concluímos que os grupos de homologia HnpG,Aq não dependem do anel de coeficientes R.

Demonstração. Considere a seguinte resolução livre de Z como ZG-módulo

F � . . .Ñ F2
d2Ñ F1

d1Ñ F0
d0Ñ ZÑ 0. (1.2)

Por um lado, podemos aplicar �bZG A no complexo deletado, e obtemos

FZ bZG A � . . .Ñ F2 bZG AÑ F1 bZG AÑ F0 bZG AÑ 0. (1.3)

E sabemos que TorZGn pZ, Aq é o n-ésimo grupo de homologia deste complexo.



Capítulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 43

Por outro lado, aplicando �bZG RG ao complexo F, temos

FbZG RG � . . .Ñ F2 bZG RGÑ F1 bZG RGÑ F0 bZG RGÑ ZbZG RGÑ 0.

Queremos mostrar que FbZG RG é uma resolução livre de R como RG-módulo. Agora,
sabemos que ZbZG RG � R e que cada F1 bZG RG é livre como RG-módulo, logo, resta
mostrar que FbZG RG é um complexo exato.

Denote por Ki o núcleo da aplicação di em (1.2) para i ¥ 0. Considere a
sequência exata curta de Z-módulos

0 Ñ K0 Ñ F0 Ñ ZÑ 0.

Note que, como Z é um Z-módulo livre, temos que essa sequência cinde, logo, existe
h0 : Z Ñ F0 tal que d0 � h0 � idZ. Além disso, K0 é um somando direto de F0, logo K0

também é projetivo. Assim, podemos considerar a sequência exata curta

0 Ñ K1 Ñ F1 Ñ K0 Ñ 0.

Novamente, essa sequência cinde, e obtemos j1 : K0 Ñ F1 tal que d1 � j1 � idK0 . Definimos,
então h1 : F0 Ñ F1 como a composição das aplicações F0 Ñ K0 e j1. Prosseguindo assim,
obtemos funções hi : Fi�1 Ñ Fi para todo i ¥ 1 e h0 : ZÑ F0 tais que

. . . F3 F2 F1 F0 Z 0

. . . F3 F2 F1 F0 Z 0

d3 d2

h3

d1

h2

d0

h1 h0

d3 d2 d1 d0

e para todo i, idFi
� hidi � di�1hi�1. Agora, aplicamos R bZ � no diagrama acima, como

R bZ Z � R, obtemos

. . . R bZ F3 R bZ F2 R bZ F1 R bZ F0 R 0

. . . R bZ F3 R bZ F2 R bZ F1 R bZ F0 R 0

d�3 d�2

h�3

d�1

h�2

d�0

h�1
h�0

d�3 d�2 d�1 d�0

e ainda temos que idRbZFi
� h�i d

�
i � d�i�1h

�
i�1 para cada i. Agora, fixe i e tome x P ker d�i ,

então
x � idRbZFi

pxq � h�i d
�
i pxq � d�i�1h

�
i�1pxq � d�i�1ph�i�1pxqq.

Concluimos que

. . .Ñ R bZ F3
d�3Ñ R bZ F2

d�2Ñ R bZ F1
d�1Ñ R bZ F0

d�0Ñ RÑ 0

é exato.

Agora note que, para cada i, RbZ Fi � RGbZG Fi e R � RbZ Z � RGbZG Z.
Assim, concluímos que o complexo FbZG RG dado anteriormente é uma resolução livre
de R como RG-módulo.
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Denotando por S o complexo S � F bZG RG e por SR o complexo deletado,
podemos aplicar o funtor �bRG A a SR e temos que

SR bRG A � . . .Ñ F3 bZG RGbRG AÑ F2 bZG RGbRG AÑ
Ñ F1 bZG RGbRG AÑ F0 bZG RGbRG AÑ 0

E sabemos que S � FbZGRGbRGA � FbZGA, logo, calcular a homologia de SRbRGA

é o mesmo que calcular a homologia de FZ bZG A. Concluímos assim que

TorRGn pR,Aq � TorZGn pZ, Aq.

Este resultado será importante para a dissertação, pois no terceiro capítulo,
usaremos TorRGn pR,Aq para calcular os grupos de homologia de um grupoG com coeficientes
em um RG-módulo A.

Lema 1.6.7 (Shapiro). Se S é um subgrupo de G e A é um RS-módulo, então, para todo
n ¥ 0,

HnpS,Aq � HnpG,RGbRS Aq.

Demonstração. Seja

P � . . .Ñ Pi Ñ Pi�1 Ñ . . .Ñ P0 Ñ AÑ 0

uma resolução livre do RS-módulo à esquerda A e considere o complexo RG bRS P.
Sabemos que RG é um RS-módulo livre, logo RGbRS � é um funtor exato e portanto

RGbRS P � . . .Ñ RGbRS Pi Ñ RGbRS Pi�1 Ñ . . .Ñ RGbRS P0 Ñ RGbRS AÑ 0

é um complexo exato. Além disso, RGbRS Pi é um RG-módulo livre para todo i, pois Pi
é uma soma direta de copias de RS e o produto tensorial comuta com soma direta, logo
RG bRS Pi é uma soma direta de cópias de RG bRS RS � RG. Portanto, RG bRS P é
uma resolução livre do RG-módulo RGbRS A. Agora, note que

HnpG,RGbRS Aq � TorRGn pR,RGbRS Aq � HnpR bRG pRGbRS Pqq,

para todo n ¡ 0. Mas
R bRG RGbRS P � R bRS P,

portanto

HnpR bRG pRGbRS Pqq � HnpR bRS Pq � TorRSn pR,Aq � HnpS,Aq

para todo n ¡ 0.
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Podemos desenvolver a teoria de cohomologia de grupos de forma análoga à
feita com a homologia.

Definição 1.6.8. Sejam G um grupo e A um ZG-módulo à esquerda. Vamos definir o
n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A como

HnpG,Aq � ExtnZGpZ, Aq,

onde Z é considerado ZG-módulo trivial.

Teorema 1.6.9 ([21], 5.15). Sejam G um grupo e A um ZG-módulo. Então H0pG,Aq �
AG, onde AG denota o submódulo de A dos pontos de A fixados pela ação de G.

Em particular, se A é um ZG-módulo trivial, H0pG,Aq � A. Portanto,
H0pG,Zq � Z.

Não usaremos propriedades de cohomologia de grupos neste trabalho, por isso,
não desenvolveremos a teoria de cohomologia além do que já foi enunciado aqui. Deixamos
apenas dois resultados interessantes análogos aos Teoremas 1.6.6 e 1.6.7, porém em versões
cohomológicas.

Teorema 1.6.10. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e RG a álgebra de grupo.
Se A é um RG-módulo à esquerda, então, para todo n ¥ 0,

ExtnRGpR,Aq � ExtnZGpZ, Aq.

Concluímos que os grupos de cohomologia HnpG,Aq não dependem do anel de coeficientes
R.

A ideia da demonstração desse teorema pode ser encontrada em [12] nas páginas
2 e 3, e segue de forma análoga à demonstração feita no Teorema 1.6.6.

Lema 1.6.11 (Shapiro, versão cohomológica). Se S é um subgrupo de G e A é um
RS-módulo, então, para todo n ¥ 0,

HnpS,Aq � HnpG,HomRSpRG,Aqq.

A demonstração deste teorema segue de maneira análoga à do Teorema 1.6.7,
e sua versão para R � Z pode ser encontrada em [21], como Teorema 10.32.

1.7 Sequências espectrais
Considere um grupo G e um subgrupo N � G e considere a ação de G em N

por conjugação isto é, gn � gng�1.



Capítulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 46

Uma sequência espectral é uma família de módulos e diferenciais tEs
p,q, d

s
p,qu,

onde s, p, q P Z, s ¥ 2 e dsp,q : Es
p,q Ñ Es

p�s,q�s�1. Para cada s, tEs
p,qu é dito s-ésima página

da sequência espectral.

Para visualizarmos melhor, a segunda página de uma sequência espectral como
no diagrama abaixo, onde as aplicações são os respectivos diferenciais.

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . E2
p�1,q�1 E2

p�1,q E2
p�1,q�1 . . .

. . . E2
p,q�1 E2

p,q E2
p,q�1 . . .

. . . E2
p�1,q�1 E2

p�1,q E2
p�1,q�1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

Da mesma maneira, a terceira página da sequência espectral seria como no
diagrama abaixo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . E3
p�1,q�1 E3

p�1,q E3
p�1,q�1 E3

p�1,q�2 . . .

. . . E3
p,q�1 E3

p,q E3
p,q�1 E3

p,q�2 . . .

. . . E3
p�1,q�1 E3

p�1,q E3
p�1,q�1 E3

p�1,q�2 . . .

. . . E3
p�2,q�1 E3

p�2,q E3
p�2,q�1 E3

p�2,q�2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Por fim, para relacionarmos as páginas da sequência espectral entre si, temos
que, para cada s, Es�1

p,q é a homologia com respeito a esses diferenciais no ponto Es
p,q, i.e.,

Es�1
p,q � kerpdsp,qq{ Impdsp�s,q�s�1q

Agora, fixe um par pp, qq e denote por A � E2
p,q. Sabemos que

E3
p,q � kerpd2

p,qq{ Impd2
p�2,q�1q.
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Defina Z3 � kerpd2
p,qq e B3 � Impd2

p�2,q�1q. Sabemos que Z3 e B3 são submódulos de A e
E3
p,q � Z3{B3. Analogamente, definimos Z4 � kerpd3

p,qq e B4 � Impd3
p�3,q�2q submódulos

de E3
p,q e, trocando Z4 e B4 pelas pré-imagens deles em A, temos B3 � B4 � Z4 � Z3,

onde E4
p,q � Z4{B4. Prosseguindo dessa forma, obtemos duas cadeias de submódulos,

B3 � B4 � B5 � � � � � Bi � Bi�1 � . . .

e
Z3 � Z4 � Z5 � � � � � Zi � Zi�1 � . . .

e mais ainda, para todo i P t3, 4, 5, . . . u, Bi � Zi.

Dessa forma, definimos B8 �
¤
i

Bi e Z8 �
£
i

Zi e ainda temos que B8 � Z8.

Por fim, podemos definir
E8
p,q � Z8{B8.

Definição 1.7.1. Seja H um módulo graduado. Dizemos que uma sequência espectral
tE2

p,qu converge a H, e denotamos por tE2
p,qu ñp Hn, se existe uma filtração tΦpHu de H

� � � � Φp�1Hn � ΦpHn � Φp�1Hn � . . .

e existem s � spnq e t � tpnq tais que ΦspnqHn � 0, ΦtpnqHn � Hn e

E8
p,q � ΦpHn{Φp�1Hn

para todos p, q, onde n � p� q.

Com isso, chegamos no seguinte resultado para sequências espectrais.

Teorema 1.7.2 (Lyndon-Hochschild-Serre, [21], 11.46). Sejam G um grupo, N � G e
V um ZG-módulo. Então existe uma sequência espectral E2

p,q � HppG{N,HqpN, V qq no
primeiro quadrante, i.e., com E2

p,q � 0 quando p   0 ou q   0, que converge para HnpG, V q,
onde n � p� q, isto é,

E2
p,q � HppG{N,HqpN, V qq ñ

p
HnpG, V q.

Vamos ver alguns exemplos de sequências espectrais convergentes.

Exemplo 1.7.3. Sejam G um grupo, V um ZG-módulo e N um subgrupo normal de G
tais que G{N é um grupo finito e

HqpN, V q � TorZNq pZ, V q � HqpZbZN PV q

é também finito para todo q. Então, o teorema anterior nos diz que existe uma sequência
espectral

E2
p,q � HppG{N,HqpN, V qq ñ

p
HnpG, V q,
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ou seja, existe uma filtração limitada

0 � ΦspnqH � � � � � Φp�1H � ΦpH � Φp�1H � � � � � ΦtpnqH � HnpG, V q,

tal que
E8
p,q � ΦpHn{Φp�1Hn

para todo p, q, onde n � p� q. Agora, note que, HqpN, V q � HqpZbZN PV q é finito para
todo q, então E2

p,q é finito e portanto E8
p,q também é finito. Logo, cada ΦpHn{Φp�1Hn é

finito. Assim, HnpG, V q tem filtração onde todos os quocientes são finitos, logo HnpG, V q
deve ser finito.

Exemplo 1.7.4. Pensamos em E2
i,j como o ponto pi, jq do plano. Suponha que todos

os módulos não-zero pertencem a uma reta fixa j � j0, isto é, E2
i,j � 0 se j � j0. Note

que os diferenciais não são paralelos à reta, assim, para todo ponto pi, jq, considerando o
diferencial d2

i,j : E2
i,j Ñ E2

i�2,j�1, sabemos que ou E2
i,j � 0 ou E2

i�2,j�1 � 0, logo d2
i,j � 0.

Portanto,
E3
i,j � kerpd2

i,jq{ Impd2
i�2,j�1q � E2

i,j{0 � E2
i,j.

Analogamente, d3
i,j : E3

i,j Ñ E3
i�3,j�2 e, como ou E3

i,j � 0 ou E3
i�3,j�2 � 0, temos que

d3
i,j � 0 e E4

i,j � E3
i,j. De modo geral, dpi,j � 0 e Ep

i,j � Ep�1
i,j . Assim, concluímos que

E8
i,j � E2

i,j.

O exemplo anterior funcionaria da mesma forma se fixássemos uma reta i � i0.

Quando temos uma sequência espectral em que os diferenciais são todos nulos
como no Exemplo 1.7.4, dizemos que a sequência espectral colapsa.
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2 Álgebra Comutativa

2.1 Localização
Seja R um anel comutativo com unidade. Um subconjunto multiplicativamente

fechado de R é um subconjunto S de R tal que 1 P S e S é fechado por multiplicação.
Defina uma relação � em R � S dada por

pa, sq � pb, tq ðñ pat� bsqu � 0, (2.1)

para algum u P S. Vemos que essa é uma relação de equivalência. De fato, � é claramente
reflexiva, além disso, � é simétrica, pois se pa, sq � pb, tq, então existe u P S tal que
pat� bsqu � 0, logo

pbs� atqu � �pat� bsqu � 0,

logo, pb, tq � pa, sq. Por fim, resta mostrar que é transitiva. Assim, seja pa, sq � pb, tq e
pb, tq � pc, rq. Então existem u, v P S tais que pat � bsqu � 0 e pbr � ctqv � 0, de onde
temos que

pat� bsqurv � 0

pbr � ctqvsu � 0
e somando essas equações obtemos

aturv � ctvsu � 0

par � csqtuv � 0,

e, como S é fechado por multiplicação, temos que tuv P S e portanto, pa, sq � pc, rq.
Portanto, concluímos que a relação � definida em (2.1) é uma relação de equivalência.

Assim, a partir de agora, denotamos por S�1R o conjunto dessas classes de
equivalência e por a{s a classe de equivalência de pa, sq. Queremos que S�1R esteja munido
com uma estrutura de anel, portanto definimos a soma em S�1R por

a{s� b{t � pat� bsq{st
e definimos a multiplicação em S�1R por

pa{sqpb{tq � pab{stq.

Podemos ver que essas operações estão bem definidas.

O anel S�1R definido acima é chamado de anel de frações de R com relação a
S. Mais ainda, se R é um domínio de integridade e S � Rzt0u, então S�1R é o de corpo
de frações de R.

Podemos definir também o homomorfismo f : RÑ S�1R por fpxq � x{1.
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Proposição 2.1.1 ([2], 3.1). Seja g : R Ñ B um homomorfismo de anéis comutativos
com unidade tal que gpsq é uma unidade em B para todo s P S. Então existe um único
homomorfismo de anéis h : S�1RÑ B tal que g � h � f , i.e., o diagrama abaixo comuta.

S�1R

R B

hf

g

Além disso, o anel S�1R e o homomorfismo f : R Ñ S�1R têm as seguintes
propriedades:

1. Se s P S, então fpsq é uma unidade em S�1R.

2. Se fpaq � 0, então as � 0 para algum s P S.

3. Todo elemento de S�1R é da forma fpaqfpsq�1 para algum a P R e s P S.

Mais ainda, essas três condições determinam o anel S�1R a menos de isomor-
fismo.

Exemplo 2.1.2. Considere o anel Zrxs. Sabemos que Zrxs é um domínio de integridade.
Seja S � t1, x, x2, . . . , xm, . . .u. Então, S�1Zrxs � Zrx, x�1s é a álgebra do grupo xxy � Z
com coeficientes em Z.

O exemplo a seguir nos levará a duas definições importantes.

Exemplo 2.1.3. Seja p um ideal primo de R. Então, o conjunto S � Rzp é multiplicati-
vamente fechado. De fato, se m,n R p, então mn R p, logo mn P S. Neste caso, denotamos
S�1R por Rp. Além disso, os elementos p{s P Rp com p P p formam um ideal m em Rp. Se
b{t R m, então b R p, portanto, b P S e então, b{t é uma unidade em S�1R. Segue que se a

é um ideal em Rp e a � m, então a contém uma unidade e, portanto, a é o anel inteiro.
Assim, m é o único ideal maximal de Rp.

Definição 2.1.4. Seja R um anel que contém um único ideal maximal m. Dizemos, então
que R é um anel local.

Assim, o anel Rp do exemplo 2.1.3, é um anel local.

Definição 2.1.5. O processo de passar de R para Rp como feito no Exemplo 2.1.3 é
chamado localização em p.

Exemplo 2.1.6. Seja R � krx1, . . . , xns, onde k é um corpo e os xi’s são variáveis
independentes e seja p um ideal primo de A. Então Rp é o anel de todas as funções
racionais f{g, onde g R p.
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Agora, considere um R-módulo M . Como S é um subconjunto de R, podemos
considerar a ação de S sobre M , e definir uma relação de equivalência similar em M � S,
por

pm, sq � pn, tq ðñ upmt� nsq � 0, (2.2)

para algum u P S e a classe de equivalência de pm, sq é denotada por m{s. Note que
podemos definir uma soma em S�1M da mesma forma que definimos em S�1R, além disso,
podemos definir em S�1M , uma multiplicação por um elemento de S�1R por

pa{sqpm{tq � pam{stq,

dessa forma, vemos S�1M como um S�1R-módulo.

Agora, seja u : M Ñ M 1 um homomorfismo de R-módulos. Então temos um
homomorfismo de S�1R-módulos S�1u : S�1M Ñ S�1M 1 dado por

m{s ÞÑ upmq{s.

Além disso, se v : M 1 ÑM2 é outro homomorfismo de R-módulos, temos que

S�1pv � uq � pS�1vq � pS�1uq.

Temos ainda que se M 1 é um submódulo de M , a aplicação S�1M 1 Ñ S�1M é injetiva,
logo, S�1M 1 pode ser visto como um submódulo de S�1M .

Proposição 2.1.7 ([2], 3.5). Seja M um R-módulo. Então existe um isomorfismo de
S�1R-módulos f : S�1R bRM Ñ S�1M dado por

fppa{sq bmq � am{s

para todos a P R, m PM e s P S.

Seja p um ideal primo de R. Lembramos a notação do Exemplo 2.1.3, onde
Rp � S�1R para S � Rzp. Note também que podemos usar a mesma notação para ideais
maximais, pois estes são também primos.

Proposição 2.1.8 ([2], 3.8). Seja M um R-módulo. Então as seguintes condições são
equivalentes:

i) M � 0;

ii) Mp � 0 para todo ideal primo p de R;

iii) Mm � 0 para todo ideal maximal m de R.

Vamos obter ainda uma relação entre os ideais primos do anel inicial R com os
ideais primos da localização de R. Para isso, considere a seguinte definição.
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Definição 2.1.9. Seja R um anel. O conjunto dos ideais primos de R é denotado por
SpecpRq e é chamado espectro de R.

Assim, temos o importante teorema.

Teorema 2.1.10 ([7], 4.3.1). Sejam R um anel e S � R um subconjunto fechado por
multiplicação. Denote por ρ : RÑ S�1R o mapa de localização.

1. Se a � R é um ideal de R, então S�1a � S�1R é um ideal de S�1R. Reciprocamente,
todo ideal b � S�1R é da forma S�1a para algum ideal a � R; podemos tomar
a � ρ�1b.

2. O mapa de espectros
Specpρq : SpecS�1R ãÑ SpecR

é injetor e tem como imagem o conjunto

DS � tp P SpecR : pX S � Hu

dos primos p que não interceptam S. A pré-imagem de p P DS é dada por S�1p.

Isso mostra que temos uma correspondência entre ideais de R que não inter-
ceptam S e ideais de S�1R. Essa correspondência leva ideais primos em ideais primos que
não interceptam S.

2.2 Anéis Noetherianos
Vamos começar com uma definição.

Definição 2.2.1. Seja R um anel. Um R-módulo M é dito Noetheriano se satisfaz as
seguintes condições equivalentes:

(i) todo submódulo N de M é finitamente gerado.

(ii) toda cadeia ascendente de submódulos de M estabiliza, isto é, se

N1 � N2 � N3 � . . .

é uma cadeia de submódulos de M , então existe n0 tal que Nn � Nn0 para todo
n ¥ n0.

(iii) todo conjunto S de submódulos de M tem um elemento maximal em S com relação
à inclusão.
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A demonstração de que as condições acima são equivalentes pode ser encontrada
em [7], na Definição 6.1.1. Aqui, focaremos em anéis Noetherianos, que terão uma definição
similar à de módulos Noetherianos.

Definição 2.2.2. Seja R um anel associativo. Dizemos que R é um anel Noetheriano à
esquerda se cada ideal à esquerda a de R é finitamente gerado como R módulo à esquerda,
isto é, existem a1, . . . , an tais que a � Ra1 � � � � �Ran.

Exemplo 2.2.3. Corpos e domínios de ideais principais são Noetherianos pois todos os
seus ideais são finitamente gerados por um único elemento.

Teorema 2.2.4. Seja R um anel associativo. Então, as seguintes condições são equivalen-
tes:

i) R é um anel Noetheriano à esquerda.

ii) Dada uma cadeia ascendente de ideais à esquerda de R

a0 � a1 � a2 � a3 � . . .

existe um n0 tal que an � an�1 para todo n ¥ n0.

iii) Todo conjunto I � H de ideais à esquerda de R possui um elemento que é maximal
em I com relação à inclusão.

Demonstração. piq ñ piiq Suponha que R é Noetheriano à esquerda. Dada uma cadeia

a0 � a1 � a2 � a3 � . . .

de ideais de R, defina a �
¤

ai. Como os ideais à esquerda ai’s estão em uma cadeia
crescente de ideais, temos que a é também um ideal à esquerda. Agora, pela hipótese,
podemos escrever

a � Ra1 � � � � �Ran.

Tome, então n0 tal que a1, . . . , an P an0 . Temos então que a � an0 e, portanto, ai � an0

para todo i ¥ n0.

piiq ñ piiiq Agora suponha que a segunda condição vale e seja I � H um
conjunto de ideais à esquerda de R. Tome a1 P I. Se a é maximal em I, acabou. Caso
contrário, existe a2 P I tal que a1 � a2. Novamente, se a2 é maximal em I, acabou.
Caso contrário, podemos continuar o processo. Note que esse processo termina em algum
momento, pois, caso contrário, obteríamos uma cadeia de ideais à esquerda

a0 � a1 � a2 � a3 � . . .

que não estabiliza, contrariando a hipótese. Assim, concluímos que I tem um elemento
maximal.
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piiiq ñ piq Por fim, suponha que a terceira condição vale. Seja a um ideal à
esquerda de R e I o conjunto dos ideais à esquerda de R contidos em a que são finitamente
gerados como R-módulos. Como 0 P I, sabemos que I � H, logo, por hipótese, I possui
um elemento maximal a0. Sabemos que a0 � a, agora, suponha que exista x P aza0. Assim,
teríamos que a0 � a0 � Rx � a e a0 � Rx P I, uma contradição, pois a0 é maximal.
Portanto, não existe x P aza0, i.e., a0 � a.

Podemos pensar também que R é um anel Noetheriano à esquerda se R é
Noetheriano visto como R-módulo à esquerda.

Exemplo 2.2.5. Seja k um corpo. O anel krx1, x2, . . .s de polinômios nas variáveis
comutativas x1, x2, . . . e coeficientes em k não é Noetheriano. De fato, podemos considerar
a cadeia estritamente ascendente de ideais de krx1, x2, . . .s

px1q � px1, x2q � px1, x2, x3q � . . .

Teorema 2.2.6 ([2], 6.5). Seja R um anel Noetheriano à esquerda e V um R-módulo
finitamente gerado. Então V é um módulo Noetheriano.

Teorema 2.2.7 ([2], 6.6). Seja R um anel Noetheriano à esquerda e a um ideal de R.
Então R{a é um anel Noetheriano à esquerda.

Temos ainda um resultado relacionando a localização de um anel Noetheriano.

Teorema 2.2.8 ([2], 7.3). Seja R um anel Noetheriano e comutativo e S um subconjunto
multiplicativamente fechado de R, então S�1R é Noetheriano.

Em particular, se R é um anel Noetheriano e comutativo e p é um ideal primo
de R, então Rp é também Noetheriano e comutativo.

Teorema 2.2.9 (Hilbert). Seja R um anel comutativo com unidade e Noetheriano. Então
Rrx1, . . . , xns é também Noetheriano.

Demonstração. Note que, como Rrx1, . . . , xns é isomorfo a Rrx1, . . . , xn�1srxns, basta
provarmos que Rrxs é Noetheriano sempre que R for Noetheriano e o teorema segue por
indução.

Assim, seja I um ideal em Rrxs e seja J o conjunto dos coeficientes líderes de
todos os polinômios de I. Note que, se a P J , então existe polinômio ppxq P I tal que

p � axd � ad�1x
d�1 � . . .� a1x� a0,

logo, como I é ideal, dado r P R, temos que

rp � raxd � rad�1x
d�1 � . . .� ra1x� ra0 P I,
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logo ra é um coeficiente líder, i. e., ra P J . Além disso, de a, b P J , então existem p, q P I,
tais que p � axd � ad�1x

d�1 � . . . � a1x � a0 e q � bxr � br�1x
r�1 � . . . � b1x � b0. Sem

perda de generalidade, assuma d ¥ r e denote por s � d� r. Assim, como I é ideal note
que

p� xsq � axd � ad�1x
d�1 � . . .� a1x� a0 � bxd � br�1x

d�1 � . . .� b1x
s�1 � b0x

s

� pa� bqxd � pad�1 � br�1qxd�1 � . . .� pad�r � b0qxs � . . .� a1x� a0.

Portanto, a� b é um coeficiente líder de um polinômio em I. Assim, provamos que J é
um ideal de R.

Agora, como R é Noetheriano, existem c1, . . . , ct P J que geram J . Para cada
1 ¤ i ¤ t, seja fi o polinômio em I tal que ci é coeficiente de fi. Tome um inteiro N maior
do que o grau de cada fi e para cada m ¤ N , seja Jm o ideal de R que consiste de todos
os coeficientes líderes de todos os polinômios f P I tais que degpfq ¤ m. Seja agora tfmju
um conjunto finito de polinômios em I de grau ¤ m cujos coeficientes líderes geram Jm e
seja I 1 o ideal gerado pelos fi’s e por todos os fmj’s. Como existem finitos fi’s e finitos
fmj’s, vamos provar que I 1 � I e conseguimos o resultado desejado.

Suponha que I 1 seja menor do que I e seja g um elemento de I de menor grau
tal que g R I 1. Se degpgq ¡ N , podemos achar polinômios qi tais que

¸
qifi e g têm o

mesmo coeficiente líder. Mas então

deg
�
g �

¸
qifi

	
  degpgq,

portanto,
g �

¸
qifi P I 1,

logo, g P I 1. Analogamente, se degpgq � m ¤ N , podemos diminuir o grau subtraindo¸
qifi para alguns qi’s. Isso prova o teorema.

Deste resultado, podemos obter um corolário importante.

Corolário 2.2.10. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Então ZG é um anel
Noetheriano.

Demonstração. Como G é um grupo abeliano finitamente gerado, temos que G é um
quociente de Zn para algum n. Logo, existe um epimorfismo anéis

φ : Zrx1, x
�1
1 , . . . , xn, x

�1
n s Ñ ZG.

Sabemos também que Zrx1, . . . , xns é Noetheriano pelo Teorema de Hilbert (2.2.9). Agora,
Zrx1, x

�1
1 , . . . , xn, x

�1
n s é obtido do anel de polinômios Zrx1, . . . , xns invertendo x1, . . . , xn,

logo, pelo teorema 2.2.8, temos que Zrx1, x
�1
1 , . . . , xn, x

�1
n s é Noetheriano. Por fim, como

ZG é quociente de Zrx1, x
�1
1 , . . . , xn, x

�1
n s, pelo teorema 2.2.7 concluímos que ZG é um

anel Noetheriano.
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2.3 Ideais primos associados
Nesta seção, R denotará sempre um anel comutativo, associativo com unidade.

Definição 2.3.1. Seja R um anel comutativo. O nilradical de R é o ideal dado por

N �
?

0 � tr P R : rn � 0 para algum n ¥ 1u.

Teorema 2.3.2 ([2], 1.8). O nilradical N de um anel R é a interseção de todos os ideais
primos de R.

Equivalentemente, temos que o nilradical de R é a interseção de todos os ideais
primos minimais de R.

Dizemos que um ideal q de R é um ideal primário se q � R e, se xy P q, então
x P q ou yn P q para algum n ¡ 0. Nitidamente, cada ideal primo é primário. Se p � ?

q,
então q é dito p-primário.

Uma decomposição primária de um ideal a de R é uma expressão de a como a
interseção finita de ideais primários, i.e., uma expressão do tipo

a � q1 X . . .X qj,

onde cada qi é primário, com 1 ¤ i ¤ j.

Teorema 2.3.3 ([2], 7.13). Seja R um anel Noetheriano, então todo ideal de R tem uma
decomposição primária.

Assim, consideramos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.4. Seja R um anel Noetheriano, então R possui apenas um número finito
de ideais primos minimais.

Demonstração. Sabemos que cada ideal a de R é uma interseção finita de ideais primários.
Em particular, seja a � 0 e escreva

0 � a � q1 X . . .X qj.

Assim, se p é um ideal primo contendo a, então existe 1 ¤ i ¤ j tal que qi � p. Portanto,?
qi �

?
p � p. Mas sabemos que

?
qi é um ideal primo. Portanto, todos os elementos

minimais do conjunto de ideais primos contendo a � 0 são também elementos do conjunto
tq1, . . . , qju. E concluímos a demonstração.

Assim, se R é Noetheriano, seu radical nilpotente N é a interseção finita de
seus ideais primos minimais. Portanto, para todo ideal a de R, temos que

?
a � tr P R : rn P a para algum n ¥ 1u � rp1 X . . .X rpj,
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onde rp1, . . . ,rpj são os ideais primos minimais de R que contêm a.

De forma análoga, temos o conceito de radical de Jacobson.

Definição 2.3.5. O radical de Jacobson R de R é definido como a interseção de todos os
ideais maximais de R.

Como visto em 2.1.4, um anel local é um anel R que contém um único ideal
maximal m, logo, seu ideal de Jacobson é R � m.

Lema 2.3.6 (Nakayama, [2], 2.6). Sejam M um R-módulo finitamente gerado e a um
ideal contido no ideal de Jacobson R de R. Se aM �M , então M � 0.

Definição 2.3.7. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Um primo associado de M é
um ideal primo p de R tal que p � annRpmq � tr P R : mr � 0u, para algum m PM .

O conjunto de todos primos associados de M é sempre finito e é denotado por
AsspMq.

Lema 2.3.8 ([11], 3.6). Sejam M , M 1 e M2 R-módulos tais que existe uma sequência
exata curta

0 ÑM 1 ÑM ÑM2 Ñ 0.

Então AsspM 1q � AsspMq � AsspM 1q Y AsspM2q.

Teorema 2.3.9 ([11], 3.7). Se R é um anel Noetheriano e M é um R-módulo finitamente
gerado, então M tem uma filtração

0 �M0 �M1 � . . . �Mn�1 �Mn �M,

onde cada Mi�1{Mi � R{pi para algum ideal primo pi.

Assim, seja R um anel Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado com
filtração

0 �M0 �M1 � . . . �Mn�1 �Mn �M

como no teorema anterior. Para cada i P t0, . . . , n� 1u, considere a sequência exata curta

0 ÑMi ÑMi�1 ÑMi�1{Mi Ñ 0.

Pelo lema 2.3.8, temos que AsspMi�1q � AsspMiq Y AsspMi�1{Miq. Indutivamente,

AsspMq � AsspMnq �
n�1¤
i�0

AsspMi�1{Miq � tp0, . . . , pn�1u.

Definição 2.3.10. Seja M um R-módulo. O suporte de M é definido como o conjunto de
primos

SupppMq � tp P SpecR : Mp � 0u.
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Teorema 2.3.11. Seja R um anel Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado.
Então AsspMq � SupppMq e esses dois conjuntos possuem os mesmos ideais primos
minimais.

O teorema acima está enunciado e demonstrado de forma mais completa em
[7], como Teorema 12.2.6. Aqui deixamos o enunciado mais simples, para não precisarmos
nos aprofundar nesta teoria.

Mais ainda, temos que

AsspMq � tp0, . . . , pn�1u � SupppMq

e os três conjuntos possuem os mesmos ideais primos minimais.

2.4 Dimensão de Krull

Definição 2.4.1. Seja R um anel comutativo Noetheriano com 1. A dimensão de Krull
de R, denotada por dimR, é definida como o maior n tal que existe uma cadeia de ideais
primos em R

p0 � p1 � . . . � pn

tal que pi é diferente de pi�1 para cada i.

Exemplo 2.4.2. Sejam k um corpo e krx1, . . . , xns o anel dos polinômios comutativos
com n variáveis e coeficientes em k. A dimensão de Krull de krx1, . . . , xns é n. Aqui uma
cadeia maximal de primos é

0 � px1q � px1, x2q � . . . � px1, . . . , xnq

Exemplo 2.4.3. A dimensão de Krull de Z é 1. De fato, os ideais primos de Z são pZ
ou 0. Assim, como os ideias pZ são maximais, uma cadeia maximal é

0 � pZ.

Exemplo 2.4.4. Zrxs tem dimensão de Krull 2, com uma cadeia maximal

0 � pZ � pp, xq.

Exemplo 2.4.5. Seja R um anel comutativo Noetheriano com unidade. Como S�1R

também é um anel comutativo Noetheriano e com unidade, a dimensão de Krull de S�1R

também está definida. Além disso, como temos uma correspondência entre os ideais de R
e os ideais de S�1R, obtemos que

dimS�1R ¤ dimR.
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Podemos ainda definir a dimensão de Krull de um módulo finitamente gerado.

Definição 2.4.6. Seja R um anel comutativo e M um R-módulo finitamente gerado.
Definimos o ideal

a � annRpMq � tr P R : rM � 0u.

Definição 2.4.7. Sejam R um anel comutativo, M um R-módulo finitamente gerado e
a � annRpMq. Definimos a dimensão de Krull de M por

dimpMq � dimpR{aq.

Note que, se M é um módulo cíclico, então M é isomorfo a R{a, logo, como
R{a é um anel, M tem estrutura de anel.

Exemplo 2.4.8. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado,
então, pelo Teorema 2.3.9, existe uma cadeia de R-submódulos de M ,

0 �M0 �M1 � . . . �Mn�1 �Mn �M,

onde cada Mi�1{Mi � R{pi para algum ideal primo pi. Se a dimensão de Krull de M é 1,
então todas as dimensões de Krull de R{pi são no máximo 1 e existe no mínimo um j tal
que R{pj tem dimensão de Krull exatamente 1.
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3 Módulos e grupos do tipo FPn

3.1 Módulos do tipo FPn
Nesta seção, estamos interessados em definir módulos finitamente apresentáveis

e, mais geralmente, módulos do tipo FPn.

Seja M um R-módulo, onde R é um anel associativo com unidade. Sabemos
que M é finitamente gerado como R-módulo se, e somente se, existe um epimorfismo de
R-módulos f : Rn ÑM .

Para prosseguir, precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.1.1 (Schanuel, [8], 4.2). Sejam 0 Ñ K Ñ P
πÑM Ñ 0 e 0 Ñ K 1 Ñ P 1 π1ÑM Ñ 0

duas sequências exatas curtas com P e P 1 projetivos. Então P `K 1 � P 1 `K.

Demonstração. Defina Q como o pullback das aplicações π e π1, ou seja, Q é o submódulo
de P `P 1 consistindo dos pares px, x1q tais que πpxq � π1px1q. Considere, então o diagrama
abaixo.

0 0

K 1 K 1

0 K Q P 1 0

0 K P M 0

0 0

π1

π

As aplicações K 1 Ñ Q e K Ñ Q são dadas pelas inclusões naturais logo, são injetivas. Além
disso, como a aplicação P 1 ÑM é sobrejetiva pelo próprio enunciado, então, para todo
p P P , denotando m � πppq, sabemos que existe p1 P P 1 tal que π1pp1q � m, logo pp, p1q P Q,
e portanto Q Ñ P é sobrejetiva. Analogamente, verificamos que Q Ñ P 1 é sobrejetiva.
Assim, temos que as sequências 0 Ñ K 1 Ñ Q Ñ P Ñ 0 e 0 Ñ K Ñ Q Ñ P 1 Ñ 0 são
exatas. Mas, como os módulos P e P 1 são projetivos, pelo Teorema 1.2.12, isso implica
que essas sequências cindem, isto é, K 1 ` P � Q � K ` P 1.

Com isso, podemos provar o próximo lema, que nos dará a definição de módulo
finitamente apresentável.

Lema 3.1.2 ([8], 4.1). As seguintes condições sobre um R-módulo M são equivalentes:
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(i) Existe uma sequência exata Rm Ñ Rn ÑM Ñ 0, para algum par de inteiros m e n.

(ii) Existe uma sequência exata P1 Ñ P0 Ñ M Ñ 0, com P1 e P0 módulos projetivos
finitamente gerados.

(iii) M é finitamente gerado e para cada sobrejeção ϵ : P ↠ M , com P projetivo e
finitamente gerado, ker ϵ é finitamente gerado.

Demonstração. Suponha que piiiq vale, então, como M é finitamente gerado como R-
módulo, existe n tal que f : Rn ÑM é sobrejeção. Além disso, note que Rn é projetivo,
pois é livre, logo, por hipótese, ker f é finitamente gerado como R-módulo, isto é, existe
m inteiro tal que existe um epimorfismo de R-módulos Rm Ñ kerpfq. Unindo essas duas
projeções, obtemos uma sequência exata Rm Ñ Rn ÑM Ñ 0. Assim piiiq ñ piq.

Agora, note que, como todo módulo livre é projetivo, já temos a implicação
piq ñ piiq.

Por fim, suponha piiq. Note que, como P0
φÑM é sobrejeção e P0 é finitamente

gerado, então M também o é. Agora aplicamos o Lema de Schanuel (3.1.1) para as
sequências exatas 0 Ñ ker ϵÑ P

ϵÑ M Ñ 0 e 0 Ñ kerφÑ P0 Ñ M Ñ 0 e obtemos que
P ` kerpP0 ÑMq � P0 ` ker ϵ. Sabemos que P é finitamente gerado por hipótese e

kerφ � ImpP1 Ñ P0q � P1{ kerpP1 Ñ P0q

é finitamente gerado, pois P1 é finitamente gerado. Portanto P`kerpP0 ÑMq é finitamente
gerado, o que implica que P0 ` ker ϵ também o é e concluímos que ker ϵ é finitamente
gerado. Logo piiq ñ piiiq.

Assim, um módulo M é dito finitamente apresentável se satisfaz as condições
do Lema acima e a sequência exata dada na condição piq é dita uma apresentação finita de
M com n geradores e m relações. Podemos ainda generalizar essa definição para a ideia de
módulo do tipo FPn. Para fazer isso, vamos primeiro precisar da generalização do Lema
3.1.1.

Lema 3.1.3 ([8], 4.4). Sejam

0 Ñ Pn Ñ Pn�1 Ñ � � � Ñ P1 Ñ P0 ÑM Ñ 0

e
0 Ñ P 1

n Ñ P 1
n�1 Ñ � � � Ñ P 1

1 Ñ P 1
0 ÑM Ñ 0

duas sequências exatas com Pi e P 1
i projetivos para todo i ¤ n� 1. Então

P0 ` P 1
1 ` P2 ` P 1

3 ` � � � � P 1
0 ` P1 ` P 1

2 ` P3 ` . . . .

Consequentemente, se Pi e P 1
i são finitamente gerados para todo i ¤ n � 1, então Pn é

finitamente gerado se, e somente se P 1
n é finitamente gerado.
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Com isso, podemos seguir para o lema que nos ajudará a definir módulos do
tipo FPn.

Lema 3.1.4 ([8], 4.3). Para um módulo M e um inteiro n ¥ 0, as seguintes proposições
são equivalentes.

(i) Existe uma resolução livre parcial Fn Ñ � � � Ñ F0 ÑM Ñ 0 com cada Fi de posto
finito.

(ii) Existe uma resolução projetiva parcial Pn Ñ � � � Ñ P0 Ñ M Ñ 0 com cada Pi

finitamente gerado.

(iii) M é finitamente gerado e para cada resolução parcial P 1
k Ñ � � � Ñ P 1

0 ÑM Ñ 0 com
cada P 1

i projetivo e finitamente gerado e k ¤ n � 1, kerpP 1
k Ñ P 1

k�1q é finitamente
gerado.

Demonstração. Novamente, como cada módulo livre é projetivo, segue que piq ñ piiq.
Agora, suponha que piiq vale. Note que, como a sequência dada em piiq é exata

em M e P0 é finitamente gerado, então M também o é. Além disso, para cada sequência
exata P 1

k Ñ � � � Ñ P 1
0 Ñ M Ñ 0 como em piiiq, podemos aplicar o lema anterior (3.1.3)

para as sequências

0 Ñ kerpPk Ñ Pk�1q Ñ Pk Ñ Pk�1 Ñ � � � Ñ P0 ÑM Ñ 0

e
0 Ñ kerpP 1

k Ñ P 1
k�1q Ñ P 1

k Ñ P 1
k�1 Ñ � � � Ñ P 1

0 ÑM Ñ 0

e, como
kerpPk Ñ Pk�1q � ImpPk�1 Ñ Pkq � Pk�1{ kerpPk�1 Ñ Pkq

é finitamente gerado, obtemos que kerpP 1
k Ñ P 1

k�1q também é finitamente gerado. Assim,
piiq ñ piiiq.

Por fim, suponha que piiiq vale. Como M é finitamente gerado, então existe
epimorfismo f : Rm0 Ñ M para algum m0. Denote por F0 � Rm0 . Além disso, note
que Rm0 é projetivo, pois é livre, logo, por hipótese, ker f é finitamente, ou seja, existe
um epimorfismo Rm1 Ñ kerpfq para algum inteiro m1. Denote por F1 � Rm1 . Podemos
continuar essa construção para todo k ¤ n � 1 até obtermos que kerpFn�1 Ñ Fn�2q é
finitamente gerado e existe epimorfismo Fn � Rmn Ñ kerpFn�1 Ñ Fn�2q, donde podemos
construir a sequência exata Fn Ñ � � � Ñ F0 Ñ M Ñ 0 como no item piq. Portanto,
piiiq ñ piq.

Assim, se um módulo M satisfaz as condições acima para um inteiro n ¥ 0,
dizemos que M é de tipo FPn. Mais ainda, se M satisfaz as proposições acima para todo
n P Z, dizemos que M é de tipo FP8.
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Teorema 3.1.5 ([5], 3.1). Seja M um R-módulo à esquerda. Então as seguintes condições
são equivalentes.

(i) M é de tipo FPn como R-módulo.

(ii) M é de tipo FP1 e TorRk pΠR,Mq � 0 para cada 1 ¤ k ¤ n� 1 e o número de cópias
de R no produto direto ΠR é arbitrário.

É interessante fazer uma pequena observação sobre esse teorema. Suponha que
no produto ΠR o número de cópias de R é finito, isto é, ΠR � Rn � `nR para algum
n P Z. Então, pelo Teorema 1.4.5, temos que TorRk p`nR,Mq � `n TorRk pR,Mq. Agora,
sabemos que R como R-módulo é livre e, portanto, projetivo. Assim, `TorRk pR,Mq � 0
para k ¥ 1. Note que não usamos nada sobre o módulo M .

Lembramos o conceito de grupo policíclico. Um grupo G é dito policíclico se
existe uma cadeia de subgrupos

G0 � 1   G1   � � �   Gi   Gi�1   � � �   Gm � G

tais que Gi � Gi�1 e Gi�1{Gi é cíclico para cada i. Note que isso não quer dizer que Gi

seja normal em G.

Agora, considere então um grupo policíclico G. Sabemos que G é finitamente
gerado. Além disso, se R � ZG é a álgebra do grupo G com coeficientes no anel dos
inteiros Z, então R é um anel Noetheriano à esquerda. Como consequência disso, temos o
seguinte resultado.

Teorema 3.1.6. Sejam G um grupo policíclico e M um ZG-módulo à esquerda finitamente
gerado. Então M é finitamente apresentável como ZG-módulo.

Demonstração. Para simplificar a notação, defina R � ZG. Como M é finitamente gerado,
então sabemos que existe epimorfismo f : Rn ÑM para algum inteiro n. Sabemos também,
pelo Teorema 2.2.6, que M é Noetheriano, logo, ker f é finitamente gerado, isto é, existe
epimorfismo g : Rm Ñ ker f para algum inteiro m. A partir desses dois epimorfismos,
obtemos a sequência exata de R-módulos

Rm Ñ Rn ÑM Ñ 0.

Portanto, M satisfaz a condição piq do Lema 3.1.2, que define módulos finitamente
apresentáveis.

3.2 Grupos de tipo FPn
Dizemos que um grupo G é do tipo FPn sobre um anel R, para um n � 8 ou

n ¥ 0, se o G-módulo trivial R é do tipo FPn como RG-módulo.
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Note que, se G é um grupo do tipo FPn sobre Z, então G é um grupo do tipo
FPn sobre qualquer anel R. De fato, suponha que G é um grupo do tipo FPn sobre Z e
seja

P � . . .Ñ Pi Ñ Pi�1 Ñ . . .Ñ P0 Ñ ZÑ 0

uma resolução livre do ZG-módulo trivial Z com Pi módulo finitamente gerado para todo
i ¤ n. Seja R um anel qualquer e defina o complexo

S � R bZ P � . . .Ñ R bZ Pi Ñ R bZ Pi�1 Ñ . . .Ñ R bZ P0 Ñ R bZ ZÑ 0

Agora, sabemos que R bZ Z � R e R bZ ZG � RG. Assim, para todo i ¤ n, temos que

R bZ Pi � R bZ pZGqmi � pR bZ ZGqmi

para algum inteiro mi. Assim, temos

S � . . .Ñ R bZ Pn�1 Ñ pRGqmn Ñ . . .Ñ pRGqm0 Ñ RÑ 0

logo, se S for um complexo exato, então é uma resolução projetiva do módulo R, com cada
módulo finitamente gerado até dimensão n. Agora, note que H0pSq � 0, pois o produto
tensorial é exato à direita. Além disso, HipSq � TorZi pR,Zq � 0 para todo i ¥ 1, pois Z é
Z-módulo livre. Dessa forma, S é uma resolução de R onde cada módulo é um RG-módulo
livre até dimensão n, o que mostra que G é um grupo do tipo FPn sobre R.

Teorema 3.2.1 ([5], 2.1). Um grupo G é do tipo FP1 sobre R se, e somente se, G é
finitamente gerado.

Demonstração. Primeiramente, suponha que G é finitamente gerado, isto é, G � xXy com
|X| � m   8. Então o ideal de augmentação g é finitamente gerado como ZG-módulo.
Então podemos construir uma resolução livre

`xPXZGex Ñ ZGÑ ZÑ 0

onde ex é o elemento que é mandado para x� 1 e cada ZGex é isomorfo a ZG. Logo, G é
do tipo FP1 sobre Z e, portanto, sobre qualquer anel R.

Agora suponha que G é do tipo FP1 sobre R. Então, pelo Lema 3.1.2, o
núcleo g da aplicação RGÑ R é finitamente gerado sobre RG. Portanto, existem finitos
g1, . . . , gn P G, tais que os elementos gi � 1 geram g como RG-módulo. Defina, então, o
subgrupo de G, S � xg1, . . . , gny e seu ideal de augumentação γ. Então RGγ � g. Agora
considere a sequência exata curta

0 Ñ γ Ñ RS Ñ RÑ 0.
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Como S é um subgrupo de G, então podemos escrever G como a união disjunta de classes
laterais tjS, logo RG � `jtjRS, isto é, RG é um RS-módulo livre. Mas isso implica que o
funtor RGbRS � é exato, logo, aplicando o funtor RGbRS �, obtemos a sequência exata

0 Ñ RGbRS γ Ñ RGbRS RS Ñ RGbRS RÑ 0.

Além disso, observamos que as aplicações RGbRSRÑ RpG{Sq, definida por xbr ÞÑ rxS,
e RG bRS γ Ñ RGγ � g, definida por x b ps � 1q ÞÑ xps � 1q, são isomorfismos. Dessa
forma, ficamos com a sequência exata

0 Ñ gÑ RGÑ RpG{Sq Ñ 0

Agora, note que, se G{S denota o conjunto das classes laterais de S em G e
RpG{Sq é o R-módulo livre com base G{S, então, pelo Corolário 1.2.12, a sequência acima
cinde, logo

RpG{Sq � RG{g � R,

porém, pelo Teorema 1.2.5, isso implica que |G{S| � 1, logo G � S, portanto G é
finitamente gerado.

Como corolário desse teorema e do Teorema 3.1.5, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.2. Um grupo G é do tipo FPn sobre R, com 1 ¤ n ¤ 8, se, e somente se,
G é finitamente gerado e HkpG,

¹
RGq � 0 para todo 1 ¤ k   n.

Podemos ainda generalizar esse corolário para o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 ([5], 2.4). Para um grupo G, as seguintes condições são equivalentes.

(i) G é do tipo FP8 sobre R.

(ii) HkpG,�q comuta com produtos diretos para todo k ¥ 0.

(iii) HkpG,�q comuta com limites diretos para todo k ¥ 0.

Lema 3.2.4 ([5], 2.6). Se rG : Ss   8, então existe um isomorfismo natural de RG-
módulos θ : HomRSpRG,Aq Ñ RGbRS A.

Demonstração. Seja r1, r2, . . . , rm um transversal à direita de G mod S e defina θ :

HomRSpRG,Aq Ñ RG bRS A por θpfq �
m̧

i�1
r�1
i b fpriq. Então, se x P RG, temos
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que
θpx � fq �

¸
r�1
i b px � fqpriq

�
¸

r�1
i b fprixq

�
¸

r�1
i b fprix � rix�1rixq

�
¸

r�1
i b rix � rix�1fprixq

�
¸

x � rix�1 b fprixq
� x � θpfq,

onde rix é o representante da classe lateral de rix em G{S, isto é, Srix � Srj para
exatamente um rj. Assim, θ é um RG-homomorfismo. Agora, como

HomRSpRG,Aq � HomRSp`RS,Aq � `A � `pRS bRS Aq � p`RS bRS Aq � RGbRS A

temos que θ é um isomorfismo de RG-módulos.

Teorema 3.2.5 ([5], 2.5). Sejam G um grupo e S ¤ G um subgrupo de índice finito.
Então G é do tipo FPn, 1 ¤ n ¤ 8 se, e somente se, S o é.

Demonstração. Sabemos que, pelo Lema de Shapiro (1.6.7), HppS, V q � HppG,RGbRS V q
para cada RS-módulo à esquerda V .

Usando isso, podemos provar o teorema. Para todo n, temos que

HnpS,
¹

RSq � HnpG,RGbRS p
¹

RSqq
� HnpG,HomRSpRG,

¹
RSqq , pelo Lema 3.2.4

� HnpG,
¹

HomRSpRG,RSqq
� HnpG,

¹
pRGbRS RSqq , pelo Lema 3.2.4

� HnpG,
¹

RGq

assim, pelo Corolário 3.2.2, G é do tipo FPn se, e somente se, S é do tipo FPn.

Teorema 3.2.6. Seja 0 Ñ N Ñ G Ñ Q Ñ 0 uma sequência exata curta de grupos e
suponha que N é do tipo FPn sobre R para algum n ¥ 1. Então G é do tipo FPn se, e
somente se, Q é do tipo FPn.

Demonstração. Considere a sequência espectral de Lyndon-Hochschild-Serre no primeiro
quadrante, como no Teorema 1.7.2

HppQ,HqpN,
¹

RGqq ñ Hp�qpG,
¹

RGq.

Como N é do tipo FPn, então para 0 ¤ q ¤ n� 1,

HqpN,
¹

RGq �
¹

HqpN,RGq.
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Além disso, como RG é RN -módulo livre, temos que para 1 ¤ g ¤ n� 1,

HqpN,RGq � 0.

Assim, temos que para 1 ¤ g ¤ n� 1,

E2
p,q � HppQ,HqpN,

¹
RGqq � HppQ, 0q � 0.

Como E8
p,q é um submódulo quociente de E2

p,q, concluímos que E8
p,q � 0 para todo p ¥ 0 e

1 ¤ q ¤ n� 1.

Agora, note que

H0pN,
¹

RGq �
¹

H0pN,RGq �
¹

R bRN RG �
¹

RpG{Nq �
¹

RQ.

Assim, concluímos que E2
p,0 � HppQ,

¹
RQq.

Agora, vamos calcular E8
p,0 para p ¤ n� 1. Neste caso, temos que os diferencias

dsp�s,�s�1 : 0 Ñ Es
p,0 são nulos, pois partem do módulo 0, logo Impdp�s,�s�1q � 0. Agora,

para os diferenciais dsp,0 : Es
p,0 Ñ Es

p�s,s�1 podemos ter que p   s e, neste caso, teríamos
Es
p�s,s�1 � 0, pois a sequência está no primeiro quadrante, ou podemos ter que s ¤ p, mas

então, como p ¤ n�1, teríamos que s ¤ n�1 e, portanto, de acordo com o que mostramos
anteriormente, temos que E2

p�s,s�1 � 0, e novamente, Es
p�s,s�1 � 0. Assim, dsp,0 � 0, logo

kerpdsp,0q � Es
p,0. Portanto, pela definição de Es�1

p,0 , temos que

Es�1
p,0 � kerpdsp,0q{ Impdp�s,�s�1q � Es

p,0

para p ¤ n� 1, logo E8
p,0 � E2

p,0 se p ¤ n� 1.

Assim, se temos p� q ¤ n� 1 com p� q fixo, então o único caso em que E8
p,q

não é o módulo nulo é quando q � 0.

Note, então, que, se p� q ¤ n� 1, então Hp�qpG,
¹

RGq � E8
p�q,0, mas, por

outro lado, E8
p�q,0 � E2

p�q,0 � Hp�qpQ,
¹

RQq.
Assim, mostramos que, para i ¤ n� 1, HipG,

¹
RGq � HipQ,

¹
RQq. Agora,

note também que, como N é finitamente gerado, então G é finitamente gerado se, e somente
se, Q � G{N é finitamente gerado.

Portanto, concluímos que G é FPn se, e somente se, Q é FPn

3.3 Grupos Livres
Nesta seção queremos explorar o conceito de grupo livre. Sejam X um conjunto

e MpXq o conjunto de todas as sequências finitas pxi1 , . . . , xinq em X com n ¥ 0 e defina
uma multiplicação em MpXq dada por

pxi1 , . . . , xinqpxj1 , . . . , xjmq � pxi1 , . . . , xin , xj1 , . . . , xjmq.
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Assim MpXq equipado com essa multiplicação é um monóide, pois a multiplicação é
associativa e possui elemento neutro igual à sequência vazia. Note que, com essa operação,
se identificamos os elementos x de X com as sequências de um elementos só pxq, então
podemos escrever cada elemento de MpXq como um produto xi1 . . . xin para algum n.

Porém, queremos construir um grupo a partir de X, portanto precisamos de
inversos. Assim, tome um conjunto X�1 que seja bijetivo com X pela bijeção x ÞÑ x�1 e
tal que X XX�1 � H. Assim, denote x por x1.

Os elementos de MpXYX�1q são chamados palavras em X e, se w � xϵ1i1 . . . x
ϵn
in

é uma palavra em X, chamamos |w| � n de comprimento de w e chamamos os xϵrir de letras
de w. Dizemos que a palavra w é reduzida se for a palavra vazia ou se, para 1 ¤ r ¤ n� 1,
ou ir�1 � ir ou ir�1 � ir mas ϵr�1 � �ϵr.

Agora, suponha que w não é reduzida e escolha r tal que ir�1 � ir e ϵr�1 � �ϵr.
Então, defina w1 como a palavra obtida de w deletando as letras xϵrir e xϵr�1

ir�1 . Dizemos que
w1 é obtida de w por um redução elementar e, se w2 é obtida de w por uma sequência de
reduções elementares, dizemos que w2 é obtida de w por redução.

Vamos, por fim, definir uma relação de equivalência neste conjunto MpXYX�1q.
Defina então a relação � dada por: w � w1 se, e somente se, ou w é idêntico a w1 ou existe
uma sequência de palavras w1, . . . , wk para algum k tais que w1 � w, wk � w1 e, para
cada j   k, uma das palavras wj�1 e wj é obtida da outra por uma redução elementar.
Vamos verificar que � é de fato uma relação de equivalência. Note que w � w para toda
palavra w em X, pois basta tomar a sequência de um elemento só w1 � w. Além disso, se
w � w1 então conseguimos uma sequência w1, . . . , wk como acima e, da mesma forma, pela
sequência wk, . . . , w1 obtemos que w1 � w. Por fim, se temos que w � w1 e w1 � w2, então
existem sequências w � w1, . . . , wk � w1 e w1 � w11, w

1
2, . . . , w

1
l � w2, logo, pela sequência

w � w1, . . . , wk, w
1
2, . . . , w

1
l � w2, temos que w � w2. Portanto, a relação � é uma relação

de equivalência.

Assim, vamos denotar o conjunto dessas classes de equivalência por F pXq
e a classe de equivalência da palavra w será denotada por rws. Com um argumento
análogo ao utilizado para mostrar a transitividade da relação de equivalência, vemos que
se u, v, w, w1 são palavras em X tais que w � w1 então uwv � uw1v. Assim, se u � u1 e
w � w1, então uw � uw1 � u1w1 e portanto, podemos definir a multiplicação em F pXq
por rusrws � ruws. Com essa multiplicação, F pXq ganha a estrutura de grupo, pois a
multiplicação é associativa, tem elemento neutro que é a classe de equivalência da sequência
vazia e dada uma palavra w � xϵ1i1 . . . x

ϵn
in de X, sua inversa é dada por w�1 � x�ϵnin . . . x�ϵ1i1 .

Chamamos F pXq de grupo livre sobre X e, considerando a função i : X Ñ F pXq dada
por x ÞÑ rxs, dizemos que o par pF pXq, iq é livre em X.

Teorema 3.3.1. Sejam X um conjunto, F pXq o grupo livre sobre X como construído
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acima e i : X Ñ F pXq a aplicação dada por x ÞÑ rxs. Então, o par livre pF pXq, iq satisfaz
a seguinte propriedade universal: para todo grupo G e aplicação f : X Ñ G, existe um
homomorfismo único φ : F pXq Ñ G tal que f � φi, i. e., o seguinte diagrama comuta.

F pXq G

X

φ

i
f

Demonstração. Note que a aplicação f : X Ñ G pode ser estendida para uma aplicação
de MpX YX�1q em G que leva a palavra xϵ1i1 . . . x

ϵn
in em fpxi1qϵ1 . . . fpxinqϵn . Agora, se w1 é

obtida de w � xϵ1i1 . . . x
ϵn
in por uma redução elementar, então existe r ¤ n�1 tal que ir�1 � ir

e ϵr�1 � �ϵr, podemos escrever w � xϵ1i1 . . . x
ϵr
irx

�ϵr
ir . . . xϵnin e w1 � xϵ1i1 . . . x

ϵr�1
ir�1x

ϵr�2
ir�2 . . . x

ϵn
in ,

logo
fpwq � fpxi1qϵ1 . . . fpxirqϵrfpxirq�ϵr . . . fpxinqϵn

� fpxi1qϵ1 . . . fpxir�1qϵr�1fpxir�2qϵr�2 . . . fpxinqϵn
� fpw1q.

Segue que se w � w2, então fpwq � fpw2q. Portanto, o homomorfismo φ : F pXq Ñ G

dado por φprwsq � fpwq está bem definido. Além disso, pela própria construção de φ,
temos que f � φi e, como ipXq gera o grupo F pXq, o homomorfismo φ é único.

Note que isso implica que esse grupo livre é o único grupo a menos de iso-
morfismo que satisfaz essa propriedade universal, pois, se temos dois pares pG1, i1q e
pG2, i2q satisfazendo a propriedade universal, conseguimos homomorfismos únicos φ :
pG1, i1q Ñ pG2, i2q e ψ : pG2, i2q Ñ pG1, i1q tais que φi1 � i2 e ψi2 � i1, donde obtemos
ψφi1 � i1 � idG1 i1, e, pela unicidade dos homomorfismos, temos ψφ � idG1 , analogamente,
obtemos φψ � idG2 . Portanto, φ e ψ são isomorfismos.

Para termos o grupo livre bem definido e estruturado, ainda falta mostrar que
cada classe de equivalência pode ser representada por exatamente uma palavra reduzida.
Isso será provado pelo próximo teorema.

Teorema 3.3.2 (Teorema da forma normal para grupos livres,[10], Capítulo 1, Teorema
4). Existe exatamente uma palavra reduzida em cada classe de equivalência.

Demonstração. Vamos provar o teorema usando o método de van der Waerden.

Primeiramente, note que cada classe de equivalência contém ao menos uma
palavra reduzida. De fato, cada redução elementar diminui o comprimento da palavra,
logo, dada uma palavra w em X, se aplicarmos reduções elementares sucessivas a w até
que não possamos mais aplicar nenhuma redução elementar, nós chegamos a uma palavra
reduzida.
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Agora, sejam S o conjunto de todas as palavras reduzidas e G o grupo de todas
as permutações de S. Queremos definir um homomorfismo φ : F pXq Ñ G tal que φprwsq
agindo na sequência vazia p q nos dá a sequência w sempre que w for uma palavra reduzida.

Como já mostramos que F pXq satisfaz a propriedade universal do Teorema
3.3.1, vamos definir uma função f : X Ñ G para obter φ : F pXq Ñ G. Definimos fpxq
como a permutação que leva w para xw se w não começa em x�1 e leva w para u se
w � x�1u. Então, isso é uma permutação em S, cuja inversa leva w para x�1w se w não
começa em x e leva w para v se w � xv.

Assim, se w é a palavra reduzida xϵ1i1 . . . x
ϵn
in , então φprwsq � fpxi1qϵ1 . . . fpxinqϵn

e, portanto,
φprwsqp q � fpxi1qϵ1 . . . fpxinqϵnp q � xϵ1i1 . . . x

ϵn
in � w,

como queríamos.

Em particular, se w e w1 são duas palavras reduzidas com w � w1 então
rws � rw1s e, portanto, como w � φprwsqp q e w � φprw1sqp q, temos que w � w1.

Esse teorema mostra que, dada uma palavra w, há exatamente uma palavra
reduzida que pode ser obtida de w. Além disso, dados x e y em X distintos, temos que as
palavras x e y são palavras reduzidas distintas, logo, pelo teorema, estão em classes de
equivalência distintas, o que mostra que a aplicação i : X Ñ F pXq é injetiva.

Proposição 3.3.3 ([10], Capítulo 1, Proposição 6). F pXq é isomorfo a F pY q se, e somente
se, |X| � |Y |.

Teorema 3.3.4. Todo grupo G é isomorfo a um quociente de um grupo livre.

Demonstração. Denote por X o conjunto dos elemento de G e seja F pXq o grupo livre
com base X. Denote também por i : X Ñ F pXq a injeção natural e por f : X Ñ G a
aplicação definida por fpgq � g. Pelo Teorema 3.3.1, temos que existe um homomorfismo
único φ : F pXq Ñ G que faz o diagrama abaixo comutar

F pXq G

X

φ

i
f

Agora, note que, como f é sobrejetora, φ também o é. Assim, denotando por N o núcleo
do homomorfismo φ, temos que

F pXq{N � G.
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3.4 Grupos finitamente apresentáveis
Para prosseguir, vamos entender o que é apresentação de um grupo G e o que

significa dizer que um grupo é finitamente apresentável.

Assim, dado um subconjunto R de um grupo G, dizemos que R gera N como
subgrupo normal quando N é o menor subgrupo normal de G que contém R, i. e.,
N � xgrg�1|g P G, r P Ry

Agora, seja φ : F pXq Ñ G um epimorfismo de grupos, onde F pXq é o grupo
livre com base X e denote por N � kerpφq. Pelo Teorema do Isomorfismo, sabemos que
F pXq{ kerpφq � Impφq, isto é, G � F pXq{N . Assim, se R denota o subconjunto de G
que gera N como subgrupo normal, então xX|Ry é chamado apresentação do grupo G
por meio de geradores X e relações R. Podemos ainda denotar a apresentação de G por
xX|Ryφ, se quisermos enfatizar o epimorfismo da apresentação.

Exemplo 3.4.1. Tome G � Z2, então, xx, y|rx, ysy é uma apresentacão de G, onde rx, ys �
x�1y�1xy. Note que a apresentação de um grupo não é única. De fato, xx, y, z|rx, ys, zpxyq�1y
é outra apresentação do mesmo grupo G, mas nessa apresentação os geradores são x, y, z
e, em G, temos que rx, ys � 1 e zpxyq�1 � 1, logo z � xy o que implica que z não é
necessário como gerador.

Definição 3.4.2. Um grupo G é dito finitamente apresentável se existir apresentação
xX|Ry de G com ambos X e R finitos.

Lema 3.4.3 (P. Hall, [19], 2.2.4). Seja G um grupo com subgrupo normal N tal que N e
G{N são finitamente apresentáveis, então G é finitamente apresentável.

Exemplo 3.4.4. Todo grupo finito G é finitamente apresentável.

Exemplo 3.4.5. Grupos abelianos finitamente gerados são finitamente apresentáveis. De
fato, seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Então G � Zn `H, onde H é algum
grupo abeliano finito. Agora, Zn é finitamente apresentável, pois podemos tomar a apre-
sentação xx1, ..., xn|rxi, xjs para 1 ¤ i   j ¤ ny. Além disso, H é finitamente apresentável,
pois é finito. Portanto, pelo último lema, temos que G é finitamente apresentável.

Exemplo 3.4.6. Grupos cíclicos são finitamente apresentáveis. De fato, seja G um grupo
cíclico. Se G � Z{nZ para algum n, então G tem a apresentação xx|xny. Se G � Z, então
G tem a apresentação xx|Hy.

Exemplo 3.4.7. Grupos policíclicos são finitamente apresentáveis. De fato, se G é um
grupo policíclico, então, temos uma cadeia de subgrupos

1 � H1   H2   ...   Hi   Hi�1   ...   Hs � G
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onde Hi � Hi�1 e Hi�1{Hi é um grupo cíclico para cada 1 ¤ i ¤ s � 1. Vamos mostrar
por indução em i. Sabemos que H1 � 1 é finitamente apresentável e que H2 � H2{H1

também é finitamente apresentável, pois é cíclico. Agora, suponha que Hi é finitamente
apresentável. Mas sabemos que Hi é normal em Hi�1 e Hi�1{Hi é cíclico e, portanto,
finitamente apresentável. Assim, pelo Lema 3.4.3, Hi�1 é finitamente apresentável.

Note que grupos nilpotentes finitamente gerados são sempre policíclicos, logo,
são finitamente apresentáveis, mas existem grupos solúveis (de fato, abelianos-por-abelianos)
que são finitamente gerados, mas não são finitamente apresentáveis. De fato, veremos um
exemplo a seguir. Porém, para melhor entendermos o exemplo, vamos precisar de alguns
resultados e conceitos.

Teorema 3.4.8 ([5], 2.2). Se G é um grupo finitamente gerado, então G � F pXq{N é
FP2 se, e somente se, N{N 1 é um ZG-módulo finitamente gerado.

Corolário 3.4.9. Todo grupo G finitamente apresentável é de tipo FP2.

Seja A um grupo abeliano. Definimos o quadrado exterior de A por

A^ A � pAb Aq{D,

onde D � tab a : a P Au. Note que, denotando por a1 ^ a2 o elemento a1 b a2 �D, então
temos que pa1 � a2q ^ pa1 � a2q � 0, o que mostra que a1 ^ a2 � �pa2 ^ a1q.

Teorema 3.4.10. Seja A um grupo abeliano, então H2pA,Zq � A^ A.

O teorema acima está enunciado e provado de forma mais geral em [8], como
Teorema 6.4. De fato, lá temos que a aplicação ψ : pA b kq ^ pA b kq Ñ H2pA, kq é um
isomorfismo quando k � Z. Assim, substituindo k, temos que

pAb kq ^ pAb kq � H2pA, kq
pAb Zq ^ pAb Zq � H2pA,Zq

A^ A � H2pA,Zq,
que é o isomorfismo que queremos.

Finalmente, podemos passar ao nosso exemplo.

Exemplo 3.4.11. Sejam F � F pXq, onde X � tx, yu e defina G � F {F 2, onde F 2 �
rF 1, F 1s. Então G é um grupo abeliano-por-abeliano (metabeliano), pois ele tem subgrupo
normal A � F 1{F 2 abeliano tal que G{A é abeliano. Suponha que G seja finitamente
apresentável. Então, pelo Corolário 3.4.9, G é do tipo FP2, logo, existe uma resolução
livre do ZG-módulo trivial Z

F � . . .Ñ Fi Ñ Fi�1 Ñ ...Ñ F2 Ñ F1 Ñ F0 Ñ ZÑ 0
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com F0, F1, F2 finitamente gerados. Aplicamos o funtor ZbZA� sobre o complexo e obtemos

ZbZA F � . . .Ñ ZbZA F3
d3Ñ ZbZA F2

d2Ñ ZbZA F1
d1Ñ ZbZA F0 Ñ ZbZA ZÑ 0

Mas F é um complexo exato de ZA-módulos e os módulos em dimensões estritamente
maiores do que �1 são ZA-módulos livres, pois cada ZG-módulo livre é ZA-módulo livre.
Assim, pensamos em F como resolução livre de Z como ZA-módulo. Agora, como A é um
Z-módulo livre, podemos escrever A � `yPYZy, assim, temos que

A^ A � `y1 y2Zy1 ^ y2,

que é um Z-módulo livre. Sabemos também que F2 é um ZG-módulo livre finitamente
gerado, logo, existe s P N tal que F2 � pZGqs, assim, denotando por Q � G{A, temos que

ZbZA F2 � ZbZA pZGqs � pZbZA ZGqs � pZpG{Aqqs � pZQqs.

Dessa forma também vemos que cada módulo em ZbZA F é um ZQ-módulo. Agora, ZQ
é um anel abeliano Noetheriano, pelo Teorema 2.2.9. Assim, usando também o Teorema
3.4.10, temos que

A^ A � H2pA,Zq � H2pZbZA Fq � kerpd2q{ Impd3q,

Mas vimos que Z bZA F2 � pZQqs e ZQ é um anel Noetheriano abeliano. Agora, como
pZQqs é um módulo finitamente gerado sobre o anel Noetheriano ZQ, então é Noetheriano
como ZQ-módulo, logo, cada submódulo é finitamente gerado. Além disso, sabemos que
kerpd2q é um ZQ-módulo finitamente gerado e Z bZA F é um complexo de ZQ-módulos
e todos os diferenciais são homomorfismos de ZQ-módulos. Assim, A^A também é um
ZQ-módulo finitamente gerado. Aqui Q age à esquerda sobre A^ A via ação diagonal, i.
e.,

q � pa1 ^ a2q � pq � a1 ^ q � a2q,
onde Q age à esquerda sobre A por conjugação. Por outro lado, podemos provar que no
nosso exemplo A^A não é um ZQ-módulo finitamente gerado. Para isso, note que, como
|X| � 2, temos que A � ZQ, logo, A é ZQ-módulo à esquerda via conjugação, além disso,
o gerador de A como ZQ-módulo à esquerda é rx, ys, logo A^ A � ZQ^ ZQ, que não é
finitamente gerado como ZQ-módulo. De fato, se A ^ A fosse finitamente gerado como
ZQ-módulo, então A b A também seria finitamente gerado como ZQ-módulo via ação
diagonal, logo, teríamos AbA � ZrQ�Qs, portanto ZrQ�Qs vira ZQ-módulo finitamente
gerado e ação diagonal aqui significa que ZrQ�Qs vira finitamente gerado como módulo
sobre o seu subanel ZrdiagpQqs, onde diagpQq � tpq, qq|q P Qu é o subgrupo diagonal em
Q�Q, mas isso não é verdade aqui, pois Q é infinito.

Teorema 3.4.12 ([21], 10.4). Se G é um grupo livre com base X, então o ideal augumentado
g é um ZG-módulo livre com base X � 1 � tx� 1|x P Xu.
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Teorema 3.4.13 (von Dyck, [10], Capítulo 1, Teorema 14). Sejam G � xX|Ryφ, f : X Ñ
H uma aplicação, onde H é um grupo, e θ : F pXq Ñ H o homomorfismo correspondente.
Então existe um homomorfismo ψ : G Ñ H tal que fpxq � ψpφpxqq para todo x P X se
θprq � 1 para todo r P R. Além disso, φ é um epimorfismo se fpXq gera H.

Em particular, a inclusão de i : X Ñ XYY induz um homomorfismo de xX|Ry
em xX Y Y |R Y Sy para todo subconjunto S de F pX Y Y q.

Como vimos anteriormente no Exemplo 3.4.1, dados um conjunto X e um
homomorfismo φ : F pXq Ñ G, o grupo G pode ter várias apresentações.

Seja xX|Ry uma apresentação de G. Então, se S está contido em xRyF pXq,
xX|RYSy também é uma apresentação de G e dizemos que xX|RYSy é obtida de xX|Ry
por uma transformação geral de Tietze de tipo I e xX|Ry é obtida de xX|RY Sy por uma
transformação geral de Tietze de tipo I’. Mais ainda, se S é um conjunto unitário, dizemos
que a transformação de Tietze é simples.

Agora, sejam Y um conjunto tal que X XY � H e uy P F pXq para cada y P Y .
Então xX Y Y | RYtyu�1

y : y P Y uy também é uma apresentação de G, onde ψpxq � φpxq
e ψpyq � φpuyq. Agora, seja N o subgrupo normal de F pX Y Y q gerado por R Y tyu�1

y u.
Então, como ψpR Y tyu�1

y uq, ψ induz um epimorfismo π : F pX Y Y q{N Ñ G. Mas, pelo
Teorema 3.4.13, também existe um epimorfismo θ : GÑ F pX Y Y q{N com θpφpxqq � xN .
Assim, πθ é a aplicação identidade, além disso, como

θpπpyNqq � θpψpyqq � θpψpuyqq � θpφpuyqq � uyN � yN,

concluímos que θπ é a aplicação identidade.

Dizemos que xX Y Y |R Y tyu�1
y y P Y uy é obtido de xX|Ry por uma transfor-

mação geral de Tietze de tipo II e que xX|Ry é obtido de xX Y Y |R Y tyu�1
y y P Y uy por

uma transformação de Tietze de tipo II’. Novamente, se o conjunto Y é unitário, dizemos
que a transformação de Tietze é simples.

Teorema 3.4.14 ([10], Capítulo 1, Teorema 15). Quaisquer duas apresentações de um
mesmo grupo podem ser obtidas uma da outra por uma sequência de transformações gerais
de Tietze. Se ambas as apresentações são finitas, então uma pode ser obtida da outra por
uma sequência de transformações de Tietze simples.

Proposição 3.4.15 ([10], Capítulo 1, Proposição 16). Sejam G um grupo finitamente
gerado e xY |Syψ uma apresentação de G. Então existe um subconjunto finito de Y que
gera G.

Demonstração. Seja X um subconjunto finito de G que gera G. Como xY |Syψ é uma
apresentação de G, cada x P X é o produto de um número finito de elementos de ψpY q e
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seus inversos. Assim, existe um subconjunto finito Y1 de Y tal que X � xψpY1qy. Assim,
concluímos que Y1 gera G.

Proposição 3.4.16 ([10], Capítulo 1, Proposição 17). Sejam xX|Ryφ e xY |Syψ duas
apresentações de G. Se X, R e Y são finitos, então existe um subconjunto S1 de S tal que
xY |S1yψ.

Lema 3.4.17. Sejam H um grupo e K um subgrupo normal de H tais que H é finitamente
apresentável e K é finitamente gerado como subgrupo normal. Então H{K é finitamente
apresentável.

Demonstração. Seja H � xX|Ry uma apresentação finita de H, isto é, X e R são finitos.
Seja também K � xbH1 , . . . , bHs y, onde bH � th�1bh : h P Hu. Seja F � F pXq o grupo livre
com base X e π : F Ñ H o homomorfismo que induz a representação de H. Então temos
que kerpπq � xtrF : r P Ruy. Agora, para cada i P t1, . . . , su, escolha um ai P F tal que
πpaiq � bi. Denote, então, por ρ : H Ñ H{K o homomorfismo canônico e γ : F Ñ H{K a
composição ρ � π.

F pXq

H H{K
π

γ

ρ

Então, kerpγq é o fecho normal de RYta1, ..., asu em F . Portanto, H{K tem apresentação
xX|R Y ta1, ..., asuy. Concluímos que H{K é finitamente apresentável.

Lema 3.4.18. Seja 0 Ñ K Ñ C Ñ D Ñ 0 uma sequência exata curta de grupos, onde C
é finitamente gerado e D é finitamente apresentável. Então K é finitamente gerado como
subgrupo normal em C, i.e., existe um conjunto finito Y tal que K é o fecho normal de Y
em C.

Demonstração. Pela sequência exata, podemos escrever D � C{K. Então, seja S �
ts1, . . . , snu um conjunto finito de geradores de D para o qual existe uma apresentação
finita xS|Ry de D. Como C é finitamente gerado, podemos tomar T � K um conjunto
finito tal que C � xS Y T y, logo xS Y T |RY T y é uma apresentação finita de D. Tomando
Y � R Y T , temos que K é o fecho normal de Y , que é finito.

3.5 Grupos quase finitamente apresentáveis
Vimos que grupos finitamente apresentáveis são do tipo FP2, porém não tem

equivalência.

Em [4], Bestvina e Brady constroem uma classe de grupos que são de tipo
homológico FP2, mas não são finitamente apresentáveis. Essa construção é demasiado
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complicada e é de fato o tema de todo o artigo [4], por isso, não vamos mostrar exemplos de
tais grupos aqui, apenas enunciamos o resultado aqui e deixamos o artigo na bibliografia.

Teorema 3.5.1 (Bestvina-Brady, [4]). Existem grupos de tipo FP2 que não são finitamente
apresentáveis.

O Teorema 3.5.1 nos diz que um grupo G do tipo FP2 não é necessariamente
finitamente apresentável. Porém, podemos garantir uma outra condição sobre G um pouco
mais fraca.

G é dito quase finitamente apresentável sobre R se existe uma sequência exata
curta de grupos

0 Ñ K Ñ F Ñ GÑ 0,

onde F é um grupo livre finitamente gerado e R b pK{K 1q é finitamente gerado como
um RG-módulo. Vamos entender a estrutura de RG-módulo de R b pK{K 1q. Seja g P G,
escreva g � fK para algum f P F , pois G � F {K, e denote por π : F Ñ G a projeção da
sequência exata curta. Sabemos que kerpπq � K, logo g � πpfq. Definimos a ação de F
sobre K à esquerda por conjugação. Sabemos que K é normal em F , logo isso induz uma
ação de F sobre K{K 1. Nessa ação, K age trivialmente, e isso dá uma ação à esquerda de G
sobre K{K 1. Escrevendo explicitamente, temos que g � pkK 1q � fkf�1K 1, onde g � πpfq.

Lema 3.5.2. Grupos finitamente apresentáveis são quase finitamente apresentáveis sobre
qualquer anel R.

Demonstração. Seja G um grupo finitamente apresentável e escreva G � F {K, onde F é
um grupo livre gerado por um conjunto finito X. Assim, seja

0 Ñ K Ñ F Ñ GÑ 0

uma sequência exata curta de grupos. Como G é finitamente apresentável, existe uma
apresentação xX|R0y, onde R0 é finito e gera K como subgrupo normal de F , isto é,
K � xfrf�1|r P R0, f P F y, portanto R0 é gerador de K{K 1 como ZG-módulo à esquerda.
Assim, G é quase finitamente apresentável sobre Z, o que implica que é quase finitamente
apresentável para qualquer anel R.

Como dito anteriormente, a volta não vale e é o Teorema 3.5.1. Porém, consegui-
mos a equivalência entre um grupo G ser do tipo FP2 e ser quase finitamente apresentável.
Vemos isso na próxima proposição.

Proposição 3.5.3 ([5], 2.2). Seja R um anel associativo, comutativo com unidade. Um
grupo G é do tipo FP2 sobre R se, e somente se, G é quase finitamente apresentável sobre
R.
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Demonstração. Seja F o grupo livre tal que G é isomorfo a um quociente de F , digamos
G � F {K, e tome a sequência de RF -módulos livres abaixo

N Ñ RF Ñ RÑ 0,

onde RF Ñ R é o mapa dado por
¸

rifi ÞÑ
¸

ri e N o núcleo dessa aplicação. Note que a
projeção canônica F Ñ G induz um epimorfismo de anéis RF Ñ RG. Via esse epimorfismo,
podemos considerar RG como RF -módulo. Assim, aplicando o funtor TorRF� pRG,�q, a
sequência acima nos dá a sequência exata

0 Ñ TorRF1 pRG,Rq Ñ RGbRF N Ñ RGbRF RF Ñ RGbRF RÑ 0,

onde a primeira aplicação decorre do fato de que TorRF1 pRG,RF q � 0, pois RF é um
RF -módulo livre. Agora, sabemos também que R bRK RF � RG como RF -módulos,
portanto, temos que

TorRF1 pRG,Rq � H1pF,RGq � H1pF,R bRK RF q,

agora, usando o Lema de Shapiro (1.6.7) e o Teorema (1.6.5), temos que

H1pF,R bRK RF q � H1pK,Rq � R bZ K{K 1.

Além disso, RGbRF R � R. Assim, temos a sequência exata

0 Ñ R bZ K{K 1 Ñ RGbRF N Ñ RGÑ RÑ 0.

Note que, pelo Teorema 3.4.12, o RG-módulo RGbRF N é livre com base t1b pxi � 1qu,
onde x1, . . . , xn são os geradores de F , pois N é um ZF -módulo livre à esquerda com
geradores xi � 1, onde xi P X. Assim, concluímos que G é de tipo FP2, se, e somente se,
RbZK{K 1 é finitamente gerado como RG-módulo, isto é, G é de tipo FP2, se, e somente
se, G é quase finitamente apresentável.
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4 Grupos autossimilares do tipo FPn

4.1 Grupos transitivos autossimilares e endomorfismos virtuais
Considere o conjunto X � t0, 1, . . . ,m� 1u, para algum m inteiro positivo, e

seja MpXq o monóide livre gerado por X. Vamos definir a m-árvore infinita regular de
uma raiz Tm como o grafo de vértices tvi : i P MpXqu e cada dois vértices vi e vj estão
ligados se, e somente se, seus índices i e j são da forma u e ux, com u PMpXq e x P X.
Para exemplificar, temos a árvore binária T2 abaixo.

v

v0

v00 v01

v1

v10 v11

Para cada n P N, definimos o n-ésimo nível de Tm como o conjunto dos vértices
indexados por palavras de comprimento n.

Agora, seja G um grupo e H um subgrupo de G de índice finito, digamos
rG : Hs � m. Se f : H Ñ G é um homomorfismo, dizemos que f é um endomorfismo
virtual. Vamos construir uma ação deG sobre a árvore Tm. Assim, seja T � tt0, t1, . . . , tm�1u
um transversal de H em G, isto é, podemos escrever G como G �

¤
tPT

Ht. Sabemos que G

age no conjunto das classes laterais de H pela multiplicação à direta, assim, para cada g
obtemos um elemento do grupo de permutações σ P Sm dado por

Htig � Htpiqσ.

Dessa forma, podemos definir ainda os cofatores de g por

t0gt
�1
p0qσ, . . . , tm�1gt

�1
pm�1qσ,

e note que cada cofator de g é um elemento de H, de modo que podemos olhar sua imagem
por f , assim definindo elementos g0, . . . , gm P G, por

gi � fptigt�1
piqσq

para todo i P X � t0, 1, . . . ,m� 1u e os elementos gi são denominados estados de g.
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Com isso, podemos definir recursivamente a ação do elemento g P G na m-
árvore infinita regular Tm. De fato, denotando, como anteriormente, por v a raiz de Tm e
v0, v1, . . . , vm�1 os vértices do primeiro nível. Note que, se denotamos por T piq

m a subárvore
que começa com vi e contém todos os seus desdentes, então T piq

m é isomorfa à árvore original.
Assim, a permutação σ definida por g age no primeiro nível da árvore levando T piq

m em
T piqσ
m e cada gi age somente sobre T piq

m , fixando os outros vértices de Tm que não estão em
T piq
m . A ação de gi sobre T piq

m , por sua vez será dada da mesma forma que a ação de g sobre
Tm foi estabelecida, isto é, a partir de gi, obtemos σi P Sm, esse σi dá a ação de gi sobre
os descendentes de vi. Fazemos isso para todo i e todos os descendentes de todos os vi.
Assim, temos a ação de g nos vértices da segunda linha da árvore Tm. Prosseguindo assim,
obtemos a ação de g sobre toda a árvore Tm.

Assim, escrevemos

g � pg0, g1, . . . , gm�1qσ P G ≀ Sm,

onde G ≀Sm denota o produto entrelaçado de G e Sm, isto é, G ≀Sm é o produto semidireto
pG� . . .�Gq � Sm, onde temos m fatores G. Assim, o produto de dois elementos dessa
forma é dado por

pg0, g1, . . . , gm�1qσpg̃0, g̃1, . . . , g̃m�1qσ̃ � pg0g̃p0qσ, g1g̃p1qσ, . . . , gm�1g̃pm�1qσqσσ̃.

Note que essa ação de G sobre Tm é fiel, fechada por estados, isto é, para
todo elemento g � pg0, g1, . . . , gm�1qσ P G, os seus estados g0, g1, . . . , gm�1 são também
elementos de G, e a ação também é transitiva no primeiro nível da árvore Tm, i.e., é
transitiva no conjunto tv0, v1, . . . , vm�1u.

Definição 4.1.1. Seja G um grupo que age fielmente em uma árvore infinita regular de
uma raiz Tm e cuja ação é fechada por estados. Então G é dito um grupo autossimilar.

Assim, nosso grupo G é um grupo autossimilar. Além disso, o grau dessa
apresentação de G como um grupo autossimilar é o índice rG : Hs � m.

Por outro lado, a volta também é valida, i. e., se G é um grupo autossimilar,
ou seja, existe uma ação fiel e fechada por estados de G na m-árvore infinita regular de
uma raiz Tm, e se essa ação é transitiva no primeiro nível de Tm, então podemos obter um
subgrupo H de G de índice finito m e um homomorfismo virtual f : H Ñ G.

Vamos descrever a ação de G sobre Tm de forma análoga à feita anteriormente.
Assim, dado g P G, seja σ P Sn a permutação que descreve a ação de g no primeiro nível
da árvore Tm e sejam g0, g1, . . . , gm�1 os elementos de G que descrevem a ação de g nas su-
bárvores T p0q

m , T p1q
m , . . . , T pm�1q

m respectivamente, onde as subárvores T p0q
m , T p1q

m , . . . , T pm�1q
m

são definidas como anteriormente, isto é, T piq
m é a subárvore isomorfa a Tm que parte do

vértice vi. Dessa forma, novamente escrevemos g � pg0, g1, . . . , gm�1qσ P G ≀ Sm.



Capítulo 4. Grupos autossimilares do tipo FPn 80

Lembrando que X � t0, 1, . . . ,m� 1u, defina por H o estabilizador de 0 P X
em G. Portanto, g � pg0, g1, . . . , gm�1qσ P H se, e somente se, p0qσ � 0. Dessa forma,
podemos definir f : H Ñ G por fpgq � g0 e rG : Hs � m.

Assim, vamos definir recursivamente o conjunto de estados Qpgq dos elementos
de g como o subconjunto do conjunto AutpTmq dos automorfismos de Tm dado por

Qpgq � tgu Y
¤
iPI

Qpgiq.

Por fim, se G é um grupo autossimilar, dizemos que G é um grupo autômata,
ou um grupo autossimilar de estado finito, se existe um conjunto finito Y gerador de G
tal que, para todo g P G, Qpgq é finito.

4.2 Grupos nilpotentes-por-abelianos
Primeiramente, vamos definir valorização de um anel.

Definição 4.2.1. Uma valorização de um anel A é uma aplicação v : AÑ R8 � RY t8u
tal que, para todos d1, d2 P A,

(i) vpd1d2q � vpd1q � vpd2q

(ii) vpd1 � d2q ¥ mintvpd1q, vpd2qu

Agora, considere o seguinte teorema sobre o tipo homotópico de alguns grupos
S-aritméticos. Para um corpo k, denotamos por kpxq o corpo de frações do anel de
polinômios krxs.

Teorema 4.2.2 ([9], Teorema A). Sejam G um grupo de Chevalley, B seu subgrupo de
Borel, K um corpo que é uma extensão finita de kpxq, onde k é um corpo finito e S é um
conjunto finito de valorizações. Seja OS � tt P K|vptq ¥ 0 para v R Su. Então BpOSq é do
tipo Fd�1, mas não é do tipo FPd, onde d � |S|.

Aqui, um grupo G ser de tipo F1 significa que G é finitamente gerado, F2

significa que G é finitamente apresentável e Fk para k ¡ 2 significa que G é finitamente
apresentável e é do tipo FPk.

O Teorema 4.2.2 é o resultado principal do artigo [9] de Kai-Uwe Bux. Este
resultado segue de um teoria complexa que não será desenvolvida aqui, iremos apenas
aplicar o teorema ao grupo que construiremos a seguir.

Tome p um primo e defina por k � Fp o corpo de p elementos, K o corpo de
frações de krxs, seu anel de polinômios, e

x � f0, f1, . . . , fn�1 P FprxszFppx� 1q
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polinômios mônicos irredutíveis distintos.

Para cada polinômio irredutível f P FprxszFp, definimos a valorização f -ádica
vf : Fprxs Ñ N por vf pgq � s, onde s é o maior expoente de f tal que f s divide g. Seja
ainda v0 a valorização definida por v0pgq � � degpgq, onde degpgq denota o grau de g.
Assim, definimos o conjunto S � tv0, vfi

: 0 ¤ i ¤ n� 1u e note que |S| � n� 1.

Vamos denotar ainda por G � GLm o grupo da matrizes m �m inversíveis
e B � UT , onde T é o grupo das matrizes diagonais em G e U é o grupo das matrizes
triangulares superiores com 1 na diagonal. Assim, definimos

A :� OS � Fp
�
x�1,

1
f1
,

1
f2
, . . . ,

1
fn�1

�
.

Além disso, denote por N � UpAq o grupo das matrizes triangulares superiores com 1
na diagonal e entradas em A. Defina ainda Q0 como o subgrupo de Azt0u gerado por
x � f0, f1, . . . , fn�1 e, denote, então, por Q � pF�p �Q0qm. Então, F�p �Q0 são exatamente
os elementos invertíveis de A. Definimos

G0 � BpOSq � N �Q.

Assim, o centro de G0, ZpG0q é o grupo de matrizes λIm, onde λ P A� � F �
p � Q0. Em

particular ZpG0q é um grupo abeliano finitamente gerado, portanto é de tipo FP8 e
finitamente apresentável. Por fim, defina

G � G0{ZpG0q.

Aplicando o Teorema 4.2.2 ao nosso caso, como |S| � n� 1, isto é, d � n� 1,
obtemos o seguinte corolário.

Corolário 4.2.3. G0 é do tipo Fn, mas não é do tipo FPn�1.

Corolário 4.2.4. Para n ¥ 2, G é Fn, mas não é de tipo FPn�1. Em particular, G é
finitamente apresentável.

Demonstração. Considere a sequência exata curta

1 Ñ ZpG0q Ñ G0 Ñ GÑ 1.

Sabemos que G0 é Fn, isto é, G0 é finitamente apresentável e é de tipo FPn, mas não é de
tipo FPn�1, portanto, pelo Teorema 3.2.6, temos que G é de tipo FPn, mas não é de tipo
FPn�1. Agora, como G0 é finitamente apresentável e ZpG0q é finitamente gerado como
subgrupo normal de G, concluímos que G � G0{ZpG0q é finitamente apresentável pelo
Lema 3.4.17.

Agora considere o ideal de A, a � px� 1qA. Então obtemos o seguinte lema.
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Lema 4.2.5 ([15], 3.3). a � A e A � a` Fp como espaço vetorial.

Demonstração. Considere o anel B � Fprxs{px � 1q � Fp, isto é, B é um corpo. Sejam
então g0, g1, . . . , gn�1 as imagens de f0, f1, . . . , fn�1 em B. Note que definimos as fi’s tais
que fi R px�1qFp, logo, para cada i, gi não é 0 em B, pela própria definição de fi. Portanto,
para cada i, 1{gi já está em B, logo Br1{g0, ..., 1{gn�1s � B. Assim,

A{a � B

�
1
g0
, ...,

1
gn�1

�
� B � 0,

isto é, a � A. Agora, note que A é grupo abeliano por meio de adição, logo

rA : as � |A{a| � |Fp| � p   8,

donde obtemos que A � a` Fp.

Mais ainda, temos que rA : ass � ps. Para ver isso, vamos usar indução
por s. Já sabemos que rA : a2s � rA : asra : a2s e a2 � px � 1q2A, a{a2 � A{a, logo
rA : a2s � rA : asra : a2s � p.p � p2. Agora, se rA : ass � ps para todo s   S, então, temos
que rA : aSs � rA : asra : aSs � p � pS�1 � pS.

Lembramos que definimos anteriormente o grupo N � UpAq. Assim, considere
o seguinte lema.

Lema 4.2.6. N é um grupo nilpotente de classe de nilpotência m.

Demonstração. Se denotamos por γ1pNq � rN,N s o primeiro elemento da série central
inferior de N , temos que essas matrizes tem entradas 0 na diagonal exatamente acima da
diagonal principal. Analogamente, γ2pNq � rrN,N s, N s e essas matrizes têm entradas 0 nas
duas diagonais exatamente acima da diagonal principal. De modo geral γipNq � rN, ....N s,
onde aparecem i vezes comutadores normados à esquerda, então essas matrizes têm entradas
0 nas primeiras i diagonais acima da diagonal principal e assim por diante. Concluímos que
γmpNq � rN, . . . , N s, com m entradas de N , tem somente 0 acima da diagonal principal.
Assim, γmpNq � Im, o que mostra que N é um grupo nilpotente de classe de nilpotência
m.

Note que isso implica que, se m � 2, então N é abeliano.

Além disso, seja N0 o subgrupo do grupo nilpotente N das matrizes pai,jq tais
que ai,j P aj�i e observe que, como rA : ass é finito, temos também que rN : N0s é finito,
pois

rN : N0s � Πj�i¥1rA : aj�is,
onde cada fator rA : aj�is aparece m� pj � iq vezes.



Capítulo 4. Grupos autossimilares do tipo FPn 83

Então defina o homomorfismo de grupos

θ : N0 Ñ N

dado por θpMq � �M , onde M � pai,jq, �M � prai,jq e

rai,j � ai,j
px� 1qj�i .

Vamos ver que θ é um homomorfismo, de fato, sejam C � pci,jq e B � pbi,jq, então temos
que

θppci,jqpbi,jqq � θ

�
m̧

k�1
ci,kbk,j

�
�
�°m

k�1 ci,kbk,j
px� 1qj�i



,

por outro lado,
θppci,jqqθppbi,jqq �

�
ci,j

px� 1qj�i

�

bi,j
px� 1qj�i



�
�

m̧

k�1

ci,kbk,j
px� 1qpj�kq�pk�iq

�

�
�°m

k�1 ci,kbk,j
px� 1qj�i



.

Assim, lembrando que definimos Q anteriormente por Q � pF�p �Q0qm, defina
H � N0 �Q um subgrupo de G e f : H Ñ G0, onde a restrição de f em Q é a identidade
e a restrição de f em N0 é θ.

Teorema 4.2.7 ([15], 3.4). f é um endomorfismo virtual de grupos e ZpG0q é o subgrupo
normal e f -invariante maximal K de G0 que está contido em H. Portanto, G � G0{ZpG0q
é um grupo transitivo autossimilar de grau pl, onde l é um polinômio cúbico de m.

Demonstração. Primeiramente, note que

rG0 : Hs � rN : N0s �
¹
j�i¥1

rA : aj�is,

onde cada fator rA : aj�is aparece m� pj � iq vezes. Agora, note que, se j � i � 1 vamos
ter entradas na diagonal exatamente acima da diagonal principal e existem m� 1 entradas
desse tipo, assim, ¹

j�i�1
rA : aj�is � prA : asqm�1 � pm�1.

Analogamente vemos que, em geral,¹
j�i�k

rA : aj�is � prA : aksqm�k � ppkqm�k.

Assim, concluímos que

rG0 : Hs � pm�1p2pm�2q . . . pipm�iq . . . pm�1 � pl   8,
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onde l �
¸

1¤i¤m
ipm� iq é um polinômio cúbico de m, pois

l �
¸

1¤i¤m
ipm� iq � m

¸
1¤i¤m

i�
¸

1¤i¤m
i2 � m

mpm� 1q
2 � mpm� 1qp2m� 1q

6 .

Agora, seja K um subgrupo normal de G0 contido em H e tal que fpKq � K

e defina K0 � K X N . Então temos que fpK0q � K0 e, portanto, para B � pbi,jq P K0

temos que B é uma matriz triangular superior com 1 na diagonal, e bi,j P
£
s¥1

as � 0 para

i   j. Portanto, B é a matriz identidade Im, logo, K0 � K XN é o grupo trivial.

Assim, N intercepta K trivialmente e ambos são normais em G, deduzimos
que NK � N �K, logo

K � CG0pNq � tg P G0 : rg,N s � 1u � xZpNq, ZpG0qy � ZpNq � ZpG0q.

Agora, para pα, βq P ZpNq � ZpG0q, temos fpα, βq � pα{px� 1qm�1, βq e deduzimos que
para pα, βq P K, temos α � 1G0 , pois K e N têm interseção trivial. Portanto, K � ZpG0q,
como queríamos.

Por fim, como ZpG0q são as matrizes escalares λIm, onde λ P F�p �Q0 e Im é a
matriz identidade, temos que ZpG0q � Q. Portanto, fpZpG0qq � ZpG0q.

Teorema 4.2.8 ([15], 3.5). O grupo G é um grupo autômata transitivo.

Demonstração. Para 1 ¤ i, j ¤ m, seja xpjqi a matriz diagonal diagp1, . . . , 1, fj, 1, . . . , 1q,
onde o polinômio fj está na i-ésima entrada. Seja ui a matriz com entradas 1 na diagonal
principal, 0 abaixo da diagonal principal e acima da diagonal principal todas as entradas
são 0 exceto a pi, i� 1q-ésima entrada, que é igual a 1.

ui �

��������������

1 0 � � � 0 0 � � � 0
0 1 � � � 0 0 � � � 0
... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 � � � 1 ai,i�1 � 1 � � � 0
0 0 � � � 0 1 � � � 0
... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 � � � 0 0 � � � 1

�������������

Note que o ideal aj � px� 1qjA de A tem um transversal Tj em A definido por

Tj � tg P Fprxs : degpgq ¤ j � 1 ou g � 0u.

Vamos então fixar o seguinte transversal de H em G.

T � tpai,jq PMmpFprxsq : ai,j � 0 se j   i, ai,i � 1, ai,j P Tj�i se i   ju.
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Assim, G0 é a união disjunta
¤
tPT

Ht. Agora, note que Tui � T para todo 1 ¤ i ¤ m� 1.

Portanto, Qpuiqztuiu contém apenas o grupo trivial.

Afirmação 1. Seja t P T , então t�1 P T .

Prova da afirmação 1. Vamos usar indução sobre m. Seja t � pai,jq P T uma
matriz m�m. Então ai,i � 1 para todo 1 ¤ i ¤ m, ai,j � 0 para todos 1 ¤ j   i ¤ m e
degpai,jq ¤ j � i� 1 para 1 ¤ i   j ¤ m se ai,j � 0.

Seja B � A�1 � pbi,jq. A afirmação 1 é equivalente a bi,i � 1 para todo
1 ¤ i ¤ m, bi,j � 0 para todos 1 ¤ j   i ¤ m e degpbi,jq ¤ j� i� 1 para 1 ¤ i   j ¤ m se
bi,j � 0. As duas primeiras propriedades valem, pois A é uma matriz triangular superior.

Agora, seja M � pmi,jq a matriz pm � 1q � pm � 1q, onde mi,j � ai�1,j�1

para 1 ¤ i, j ¤ m � 1, isto é, M é a matriz obtida de A apagando a primeira linha e
a primeira coluna. Então, como A é uma matriz triangular superior, se �M � prmi,jq é a
matriz pm� 1q � pm� 1q definida por rmi,j � bi�1,j�1 para 1 ¤ i, j ¤ m� 1, isto é, �M é a
matriz obtida de B � A�1 apagando a primeira linha e a primeira coluna, então temos que,
como AB � Im, a matriz obtida de AB apagando a primeira linha e a primeira coluna é
a matriz identidade Im�1, mas M�M é exatamente essa matriz, assim M�M � Im�1, logo�M �M�1. Usando indução em m, temos que

degprmi,jq ¤ j � i� 1 se 1 ¤ i   j ¤ m� 1 e rmi,j � 0. (4.1)

Analogamente, definimos S � psi,jq a matriz pm�1q�pm�1q, onde mi,j � ai,j

para 1 ¤ i, j ¤ m � 1 e rS � prsi,jq é a matriz pm � 1q � pm � 1q definida por rsi,j � bi,j

para 1 ¤ i, j ¤ m� 1. Novamente, como A é uma matriz triangular superior, temos querS � S�1 e por indução sobre m temos que

degprsi,jq ¤ j � i� 1 se 1 ¤ i   j ¤ m� 1 e rsi,j � 0. (4.2)

Combinando as Equações 4.1 e 4.2, obtemos

degpbi,jq ¤ j � i� 1 se 1 ¤ i   j ¤ m, pi, jq � p1,mq e bi,j � 0.

Por fim, então, temos que considerar o coeficiente b1,m. Agora, note que, como
AB � Im, temos que

0 � b1,m � a1,2b2,m � . . .� a1,m�1bm�1,m � a1,m. (4.3)

Se a1,ibi,m � 0 para 2 ¤ i ¤ m� 1, então

degpa1,ibi,mq � degpa1,iq � degpbi,mq ¤ i� 2�m� i� 1 � m� 3   m� 2. (4.4)

Assim, das Equações 4.3 e 4.4 e do fato de que degpa1,mq ¤ m� 2 se a1,m � 0, temos que

degpb1,mq ¤ m� 2 se b1,m � 0.
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O que termina a demonstração da afirmação 1.

Agora considere o conjunto abaixo.

∆psq
k � tpai,jq PMmpFprxsq : ai,j � 0 se i ¡ j, ai,i � 1 se i � k,

ak,k � fs e, se i   j, degpai,jq ¤ degpfsq ou ai,j � 0u

Afirmação 2. O conjunto dos estados Qpxpsqk q está contido em ∆psq
k . Em

particular, Qpxpsqk q é finito.

Prova da afirmação 2. Primeiramente, lembre que definimos xpsqk no início
da demonstração por xpsqk � diagp1, . . . , 1, fs, 1, . . . , 1q, onde fs está na k-ésima posição.
Assim, xpsqk P ∆s

k, portanto, vamos mostrar que¤
δP∆psq

k

Qpδq � ∆psq
k .

Portanto, seja δ P ∆psq
k . Seja d � rG0 : Hs, vamos calcular os estados δ1, . . . , δd de δ tais

que a descrição recursiva de δ é
δ � pδ1, . . . , δdqσ

para algum σ P Sd. Queremos mostrar que δr P ∆psq
k para todo 1 ¤ r ¤ d.

Seja t1 P T . Então existe um único t2 P T tal que t1δt�1
2 P H. Denote por

t1 � pai,jq, δ � pbi,jq, t�1
2 � pci,jq, t1δt�1

2 � pdi,jq.

Sabemos pela afirmação 1 que t�1
2 é uma matriz triangular superior tal que t�1

2 P T , logo
todas as matrizes t1, δ e t�1

2 são matrizes triangulares superiores. Então

di,j �
¸

i¤r¤u¤j

ai,rbr,ucu,j

para i ¤ j, e di,j � 0 para i ¡ j. Então os estados δ1, . . . , δd de δ são

fpt1δt�1
2 q � pei,jq.

Assim, pela definição do endomorfismo virtual f , temos

ei,j � di,j{px� 1qj�i

para i ¤ j e ei,j � 0 para i ¡ j. Queremos mostrar que ei,j P ∆psq
k . Note que na

diagonal de pei,jq, temos ei,i � di,i{px � 1qi�i � di,i. Assim, a diagonal de pei,jq é igual à
diagonal de pdi,jq, onde o polinômio fs está na k-ésima entrada, que por sua vez é igual a
diagp1, . . . , 1, fs, 1, . . . , 1q, pois pai,jq, pci,jq P T e pbi,jq P ∆psq

k . Agora, note que, se ei,j � 0,
então

degpei,jq � degpdi,jq � pj � iq (4.5)
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e
degpdi,jq ¤ max

i¤r¤u¤j
ai,r,br,u,cu,j�0

tdegpai,rq � degpbr,uq � degpcu,jqu. (4.6)

Agora note que degpbr,uq ¤ degpfsq para br,u � 0, degpai,rq ¤ r � i para ai,r � 0 e
degpcu,jq ¤ j � u para cu,j � 0, logo

degpai,rq � degpbr,uq � degpcu,jq ¤ pr � iq � degpfsq � pj � uq ¤ degpfsq � pj � iq, (4.7)

onde a última desigualdade vem do fato de que r ¤ u, logo r � u ¤ 0. Assim, combinando
4.5, 4.6 e 4.7, temos que, para i   j, se ei,j � 0,

degpei,jq � degpdi,jq � pj � iq
¤ pdegpfsq � pj � iqq � pj � iq
¤ degpfsq.

Portanto, concluímos que pei,jq P ∆psq
k . O que completa a prova da afirmação 2.

Finalmente, observamos que G0 é gerado como grupo pelo conjunto finito

txpjqi : 1 ¤ i, j ¤ mu
¤
tui : 1 ¤ i ¤ m� 1u.

4.3 Grupos metabelianos

Definição 4.3.1. Seja G um grupo finitamente gerado. Dizemos que G é um grupo
metabeliano, ou ainda um grupo abeliano-por-abeliano, se existem e A e Q grupos abelianos
e uma sequência exata curta

1 Ñ AÑ GÑ QÑ 1

Sejam G, A e Q como na definição acima e sejam a P A e q P Q. Podemos
definir a ação de Q sobre A por a � q � g�1ag, onde q � gA, pois Q � G{A. Note que a
ação não depende do representante escolhido g. De fato, seja g1 um outro representante da
classe de g, i.e., q � g1A. Então g1A � gA, i.e., g�1g1 � a0 para algum a0 P A, ou ainda,
g1 � a0g. Assim, usando também que A é abeliano, temos que

pg1q�1ag1 � pa0gq�1apa0gq � g�1a�1
0 aa0g � g�1aa�1

0 a0g � g�1ag.

Aqui A é normal em G, logo a ação de G sobre A por conjugação passa para a ação de
Q � G{A sobre A por conjugação, pois o próprio A age sobre si mesmo trivialmente, pois
é abeliano. Agora pensamos em A como ZQ-módulo, onde a ação de Q é a definida acima.
Agora, como A é um grupo abeliano, mudamos de notação multiplicativa para aditiva.
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Queremos aplicar o Lema 3.4.18 para 1 Ñ A Ñ G Ñ Q Ñ 1. Sabemos que
Q é um grupo abeliano finitamente gerado, portanto Q � Zn �Q0, onde Q0 é um grupo
abeliano finito, logo um produto direto de grupos cíclicos finitos. Agora, como grupos
finitos são finitamente apresentáveis e Z é finitamente apresentável, concluímos que Q é
finitamente apresentável. Assim, como G é finitamente gerado, do Lema 3.4.18 obtemos
que A é finitamente gerado como subgrupo normal em G.

Agora, consideremos Q com notação multiplicativa e R o conjunto dos reais
um grupo com respeito à operação �. Então

HompQ,Rq � HompZn �Q0,Rq � HompZn,Rq ` HompQ0,Rq

Agora, HompQ0,Rq � 0, pois R é livre de torção. Assim,

HompQ,Rq � HompZn,Rq � `HompZ,Rq,

onde temos n cópias na soma direta. Mas HompZ,Rq � R, logo

HompQ,Rq � Rn,

que é um grupo abeliano com respeito a �.

Agora, defina em HompQ,Rqzt0u a relação de equivalência � dada por χ1 � χ2

se, e somente se, existe um número real positivo r tal que χ1 � rχ2. Assim, defina

SpQq � HompQ,Rqzt0u
� � Sn�1,

onde Sn�1 é a esfera unitária em Rn e o último isomorfismo vem do fato provado acima de
que HompQ,Rq � Rn. SpQq é chamada esfera de caracteres.

Vamos denotar por rχs a classe de equivalência de χ P HompQ,Rqzt0u e
definimos o monoide

Qχ � tq P Q : χpqq ¥ 0u.

Por fim, considere o invariante de Bieri-Strebel definido em [6] por

ΣApQq � trχs : A é finitamente gerado como ZQχ-módulou.

O invariante definido acima foi usado em [6] na classificação de grupos metabelianos
finitamente apresentáveis.

Teorema 4.3.2 ([6]). Seja 1 Ñ A Ñ G Ñ Q Ñ 1 uma sequência exata curta de
grupos com G finitamente gerado e A e Q abelianos. Então as seguintes afirmações são
equivalentes:

1. G é finitamente apresentável;
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2. G é de tipo homológico FP2;

3. ΣApQq Y �ΣApQq � SpQq.

Este Teorema é provado em [6], como Teorema A e Teorema 5.4.

Vamos denotar o complementar SpQqzΣApQq por Σc
ApQq e vamos dizer que

A é m-tame como ZQ-módulo se para cada rχ1s, . . . , rχms P Σc
ApQq não necessariamente

diferentes temos que χ1�. . .�χm � 0. A terceira afirmação no Teorema 4.3.2 é equivalente a
A ser 2-tame como ZQ-módulo. A seguinte conjectura sugere quando um grupo metabeliano
é de tipo FPm.

Conjectura 4.3.3 (Conjectura FPm para grupos metabelianos). Seja

1 Ñ AÑ GÑ QÑ 1

uma sequência exata curta de grupos com G finitamente gerado e A e Q abelianos. Então
G é de tipo FPm se, e somente se, A é m-tame como ZQ-módulo.

Vamos ver alguns casos em que a Conjectura FPm vale, mas primeiro, considere
a seguinte definição.

Definição 4.3.4. Dizemos que um grupo G tem posto de Prüfer finito se existe um
inteiro d tal que todo subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por no máximo d
elementos.

Se G é uma extensão de A por Q com ambos A e Q abelianos e G finitamente
gerado, então G tem posto de Prüfer finito exatamente quando dimQpA bZ Qq   8 e a
parte de torção de A é finita.

Assim, podemos considerar o seguinte teorema.

Teorema 4.3.5. A Conjectura FPm vale quando:

1. G tem posto de Prüfer finito;

2. A tem expoente finito e dimensão de Krul 1.

Neste teorema, o expoente de A é o menor n natural tal que nA � 0.

A primeira parte deste teorema foi provada em [1] na seção III e a segunda
parte foi provada em [14] como Teorema A.
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4.4 Abordagem por Álgebra Comutativa
Considere o seguinte lema.

Lema 4.4.1 ([15], 6.1). Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado e p um ideal primo
de ZQ tal que B � ZQ{p tem dimensão de Krull 1. Então todo ideal não zero a de B tem
índice finito, i. e., B{a é um anel finito.

Antes de demonstrar o lema, vamos ver o seguinte exemplo.

Exemplo 4.4.2. Tome B � Z, que tem dimensão de Krull 1. Sabemos que todo ideal não
nulo a de B � Z é da forma a � nZ. Assim, pelo lema anterior, o anel B{a � Z{nZ é
finito.

Demonstração do Lema 4.4.1. Primeiramente, note que sabemos que ZQ é um anel No-
etheriano, pois Q é um grupo abeliano finitamente gerado. Agora, seja a um ideal não
nulo de B e considere o ideal radical de a definido por

?
a � tr P B : existe k ¥ 1 tal que rk P au.

Existe apenas um número finito de ideais primos minimais de B acima de qualquer ideal,
em particular acima de a. Portanto, sejam p1, . . . , pk os ideais primos minimais de B acima
de a. Então ?

a � p1 X . . .X pk.

Como B tem dimensão de Krull 1 e B é um domínio, deduzimos que 0 � pi é uma cadeia
maximal de ideais primos para cada i, logo pi é um ideal maximal de B. Agora, considere
a projeção canônica π : ZQ Ñ B. Como, pi é um ideal maximal em B, sabemos que
qi � π�1ppiq é um ideal maximal em ZQ. Mas os ideais maximais em ZQ têm índice finito
(de fato, isso é provado para o caso em que Q é policíclico em [20]), i.e., ZQ{qi é um anel
finito. Assim, pelo isomorfismo de anéis induzido por π, temos que

ZQ{qi � B{pi.

Logo B{pi é finito para todo i. Assim concluímos que B{?a mergulha no anel finito
B{p1 � B{p2 � . . . � B{pk via mapa diagonal, i. e., b � ?

a vai para pb � p1, . . . , b � pkq.
Em particular, B{?a é finito.

Como B é um anel Noetheriano,
?
a é finitamente gerado como ideal, logo, seja

tb1, . . . , bmu o conjunto gerador de
?
a. Então existe um inteiro positivo k tal que bki P a para

todo 1 ¤ i ¤ m. Agora, seja b P ?a, então podemos escrever b � b1a1 � . . .� bmam, onde
a1, . . . , am são elementos de B, logo, seja s � mpk�1q�1, então bs � pb1a1� . . .� bmamqs,
ou ainda

bs �
¸

z1�...�zm�s

pb1a1qz1 . . . pbmamqzm .
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Agora, como s � mpk�1q�1, sabemos que para cada termo do somatório acima, existe um
i tal que zi ¥ k, logo, pbiaiqzi P a e pb1a1qz1 . . . pbmamqzm P a. Portanto, bs P a. Concluímos
que ?

a
s � a para s � mpk � 1q � 1. (4.8)

Assim, temos a filtração de ideais em B dada por
?
a
s � ?

a
s�1 � . . . � ?

a
i � ?

a
i�1 � . . . � ?

a.

Como B é Noetheriano, sabemos que cada quociente
?
a
i�1{?a

i é um B-módulo finitamente
gerado onde a ação de

?
a é nula, i. e., cada quociente

?
a
i�1{?a

i é um B{?a-módulo
finitamente gerado. Portanto, como vimos que B{?a é finito, concluímos que cada quociente?
a
i�1{?a

i é finito. Assim, ?
a{?a

s

é finito. Logo, novamente como B{?a é finito, B{?a
s é finito. Por fim, concluímos que

B{a é finito.

Definição 4.4.3. Seja P uma propriedade. Dizemos que um grupo G é residualmente P
se a interseção de todos subgrupos normais K de G tais que G{K tem a propriedade P é
o subgrupo trivial. £

tK : K � G, G{K tem a propriedade P u � 1.

Isso é equivalente a G ser subgrupo de um produto direto de grupos com a
propriedade P . De fato, defina por C � tK : K � G, G{K tem a propriedade P u. Defina
também

θ : GÑ
¹
KPC

G{K,

dada por θpgq � p. . . , gK, . . .q. Note também que kerpθq �
£
KPC

K. Assim, θ é injetiva se, e

somente se
£
tK : K � G, G{K tem a propriedade P u � 1.

Exemplo 4.4.4. Grupos livres são residualmente finitos ([10], Capítulo 1, Proposição 5).

Exemplo 4.4.5. Todo grupo abeliano-por-nilpotente é residualmente finito ([13], Teorema
1). Em particular, todo grupo metabeliano finitamente gerado é residualmente finito.

Teorema 4.4.6 ([15], 6.2). Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e B um ZQ-
módulo finitamente gerado tal que CQpBq � tq P Q : Bpq � 1q � 0u � 1. Sejam p1, . . . , ps

ideais primos de ZQ tais que:

a) Existe uma filtração de ZQ-módulos de B

0 � B0 � B1 � B2 � . . . � Bi � Bi�1 � . . . � Br�1 � Br � B,

onde Bi{Bi�1 � ZQ{pαi
para 1 ¤ i ¤ r, onde tα1, α2, . . . , αru � t1, 2, . . . , su;



Capítulo 4. Grupos autossimilares do tipo FPn 92

b) Existe d P t1, 2, . . . , su tal que o domínio ZQ{pi tem dimensão de Krull 1 para todo
1 ¤ i ¤ d e, se d   s, o domínio ZQ{pi tem dimensão de Krull 0 (i. e., é finito)
para todo d� 1 ¤ i ¤ s;

c) Existe um elemento δ P ZQz
� ¤

1¤i¤d
pi

�
tal que a imagem de δ em ZQ{pi não é

invertível para cada 1 ¤ i ¤ d.

Então G � B �Q é um grupo transitivo autossimilar.

Demonstração. Suponha que existe um homomorfismo de ZQ-módulos

rf : rB Ñ B, (4.9)

tal que rB é um ZQ-submódulo de B de índice finito, i. e., B{ rB é finito, e não existe um
ZQ-submódulo M de rB não-trivial tal que rfpMq �M . Assim, definimos

H � rB �Q

e extendemos rf para um endomorfismo virtual de grupos

f : H Ñ G,

definindo f |Q � idQ. Vamos provar que f é um endomorfismo virtual de G. Suponha que
K é um subgrupo normal de G tal que fpKq � K. Então M � K X B � K X rB é um
ZQ-submódulo de rB tal que fpMq � M , logo M � 0. Então BK � B �K, logo K age
trivialmente em B via conjugação. Então, para o mapa canônico π : GÑ G{B � Q temos
que πpKq � CQpBq e, por hipótese, CQpBq � 1. Agora, como B XK � 0 deduzimos que
K � πpKq � 1, logo, f é um endomorfismo simples. Portanto, G é um grupo transitivo
autossimilar.

Agora precisamos mostrar que o homomorfismo como enunciado em 4.9 de fato
existe.

Note que existem b1, . . . , br P B tais que

Bi � b1ZQ� . . .� biZQ

para 1 ¤ i ¤ r.

Afirmação 1. Existe um ZQ-submódulo C de índice finito em B � Br tal que,
se Bi{Bi�1 � ZQ{pαi

é finito para algum 1 ¤ i ¤ r, então C XBi � C XBi�1.

Note que, se a afirmação é verdadeira, como C tem índice finito em B, sempre
que Bi{Bi�1 é infinito, o quociente pBi X Cq{pBi�1 X Cq é um ideal de índice finito em
Bi{Bi�1.
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Prova da afirmação 1. Para provar a existência de C, nós vamos usar indução
em r.

Suponha que r � 1. Então, a filtração do enunciado é 0 � B0 � B1 � B. Se
B1{B0 � B é finito, tome C � 0, e temos que C tem índice finito e B0 XC � 0 � B1 XC.
Se B1{B0 � B é infinito, tome C � B e temos que B{C � 0 e não há mais nada a se
mostrar.

Assim, suponha, pela hipótese de indução, que existe um ZQ-submódulorC de Br�1 tal que, se Bi{Bi�1 � ZQ{Pαi
é finito para algum 1 ¤ i ¤ r � 1, entãorC X Bi � rC X Bi�1. Se Br{Br�1 é finito, então definimos C � rC. Assim, temos que

rB : rCs � rB : Br�1srBr�1 : rCs   8, portanto, C tem índice finito em B. Além disso,
como rC � Br�1, temos que rC XBr�1 � rC � rC XB.

Agora, suponha que Br{Br�1 é infinito. É suficiente achar um ZQ-submódulo
C de índice finito em B tal que C XBr�1 � rC. Considere o grupo

rG � pB{ rCq �Q.

Como todo grupo metabeliano finitamente gerado é residualmente finito (4.4.5) e Br�1{ rC
é finito, existe um epimorfismo

θ : rGÑ ∆,

onde ∆ é um grupo finito tal que kerpθq X pBr�1{ rCq � 1. Então, se denotamos por
V � kerpθq X pB{ rCq, temos que V é um subgrupo normal de rG dentro de B{ rC, logo V
é um ZQ-submódulo de B{ rC. Finalmente, definimos C como a pré-imagem de V em B

pelo epimorfismo canônico π : B Ñ B{ rC, ou seja, C � π�1pV q.
Assim, usando o elemento δ do enunciado do teorema, podemos definir o

endomorfismo virtual
f : rB � Cδ Ñ B

dado por fpcδq � c para c P C. Observe que f é um homomorfismo de ZQ-módulos e f é
bem definida, pois δ não é um divisor de zero em todo quociente pC XBiq{pC XBi�1q para
1 ¤ i ¤ r, logo δ não é um divisor de zero em C. De fato, ou pC X Biq{pC X Bi�1q � 0
ou pC XBiq{pC XBi�1q tem índice finito em Bi{Bi�1 e Bi{Bi�1 tem dimensão de Krull 1.
Por hipótese, δ não é um divisor de zero em Bi{Bi�1 se Bi{Bi�1 tem dimensão de Krull 1,

pois definimos δ tal que δ P ZQz
� ¤

1¤i¤d
pi

�
.

Observe também que, como pC XBiq{pC XBi�1q � 0 ou pC XBiq{pC XBi�1q
tem índice finito em Bi{Bi�1 e Bi{Bi�1 tem dimensão de Krull 1, existe uma filtração de
C

0 � CXB0 � CXB1 � CXB2 � . . . � CXBi � CXBi�1 � . . . � CXBr�1 � CXBr � C
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com quocientes Mj, onde cada Mj é um ZQ-módulo cíclico de dimensão de Krull no
máximo 1. Então, pelo Lema 4.4.1, Mj{Mjδ é finito para cada j e então C{Cδ é finito.
Como B{C é finito, temos que rB : rBs � rB : CsrC : rBs   8, logo rB � Cδ tem índice
finito em B.

Suponha que M é um ZQ-submódulo de rB tal que fpMq �M . Então

M � Xj¥1Cδ
j

e pM X Biq{pM X Bi�1q � pM X Bi X Cq{pM X Bi�1 X Cq é um ZQ-submódulo de
pBiXCq{pBi�1XCq. Se Bi{Bi�1 é finito, sabemos que pBiXCq{pBi�1XCq � 0 e portanto,
M XBi �M XBi�1.

De agora em diante, suponha então que Bi{Bi�1 é infinito. Então Bi{Bi�1 é
um domínio de dimensão de Krull 1.

Afirmação 2. Definindo a imagem de M XBi em Vi � Bi{Bi�1 por Mi, temos
que Mi � Xj¥1Viδ

j.

Prova da afirmação 2. Recordamos que Vi é um domínio. Observe que δ não
é um divisor de zero de C{pC XBiq, pois C{pC XBiq tem uma filtração

0 � pC XBiq{pC XBiq � pC XBi�1q{pC XBiq � . . . � pC XBrq{pC XBiq � C{pC XBiq

com quocientes pCXBjq{pCXBj�1q para j ¥ i�1 que são ou 0 ou são ideias de índice finito
em Vj e Vj tem dimensão de Krull 1 e, neste caso, por hipótese, δ não é um divisor de zero.
Agora, como δ não é um divisor de zero em C{pC XBiq, temos que Cδ XBi � pC XBiqδ
e, por indução em j, temos que Cδj XBi � pC XBiqδj. Portanto,

M XBi � Bi X pXj¥1Cδ
jq � Xj¥1pC XBiqδj � Xj¥1Biδ

j.

Como a imagem de δ não é invertível em Vi temos que Viδ é um ideal próprio
de Vi. Seja rqi um ideal maximal de Vi que esteja acima de Viδ. Considere o conjunto
multiplicativamente fechado Si � Vizrqi e a localização ViS

�1
i . Então, q0,i � rqiS�1

i é o
único ideal maximal de Ai � ViS

�1
i , i. e., Ai é um anel local. Então o radical de Jacobson

JpAiq � q0,i e, definindo ai � Xj¥1q
j
0,i, pelo Lema de Nakayama, temos que ai � 0, logo

Xj¥1Viδ
j � 0 e, consequentemente,

0 �Mi � pM XBiq{pM XBi�1q.

De fato, se ai � 0, então seu radical
?
ai é a interseção de todos os ideais primos acima

dele. Como Ai tem dimensão de Krull 1, todo ideal primo acima de
?
ai é maximal, logo,

como q0,i é o único maximal, temos que
?
ai � q0,i. Como Ai é Noetheriano, existe um

inteiro k tal que
qk0,i �

?
ai
k � ai �

£
j¥1

qj0,i.
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Portanto,
qk0,i � qk�1

0,i � ai � aiq0,i

e, pelo Lema de Nakayama (2.3.6), ai � 0, uma contradição.

Note que provamos que M X Bj � M X Bj�1 para todo 1 ¤ j ¤ r, portanto,
M � 0 e f é um endomorfismo simples.

Teorema 4.4.7 ([15], 6.3). Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e B um
ZQ-módulo finitamente gerado de dimensão de Krull igual a 1 tal que

CQpBq � tq P Q : Bpq � 1q � 0u � 1.

Então, G � B �Q é um grupo transitivo autossimilar.

Demonstração. Queremos mostrar que Q e B satisfazem as hipóteses do teorema anterior.
Pela teoria do Capítulo 2, sabemos que existem ideais primos p1, . . . , ps de ZQ tais que
existe uma filtração de ZQ-submódulos de B

0 � B0 � B1 � . . . � Bi � Bi�1 � . . . � Br�1 � Br � B,

onde Bi{Bi�1 � ZQ{pαi
, para 1 ¤ i ¤ r, tα1, α2, . . . , αru � t1, 2, . . . , su e mais ainda

AsspBq � tp1, . . . , psu � SupppBq,

onde os elementos minimais dos três conjuntos de primos considerados acima são os mesmos.
Como B tem dimensão de Krull 1, cada quociente Bi{Bi�1 � ZQ{Pαi

tem dimensão de
Krull no máximo 1, isto é, cada um desses quocientes tem dimensão de Krull 1 ou 0, no
último caso, ele é finito.

Sejam p1, . . . , pd os ideais do conjunto tp1, . . . , psu para os quais ZQ{pi tem
dimensão de Krull 1. Para 1 ¤ i ¤ d, seja qi um ideal maximal de ZQ tal que pi � qi para
1 ¤ i ¤ d.

Vamos mostrar que existe um elemento

δ P ZQz
� ¤

1¤i¤d
pi

�

tal que para cada 1 ¤ i ¤ d a imagem de δ em ZQ{pi não é invertível. Basta mostrar que

δ P
£

1¤i¤d
qi

para garantir que a imagem de δ não é invertível em ZQ{pi, para 1 ¤ i ¤ d. Assim,
precisamos mostrar que a seguinte inclusão não pode contecer£

1¤i¤d
qi �

¤
1¤i¤d

pi.
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Assim, suponha que a contingência acima vale. Podemos escolher qi � qj para
i � j, logo, qi e qj são ideais coprimos, i.e., qi � qj � ZQ, logo, X1¤i¤dqi �

¹
1¤i¤d

qi e

portanto, ¹
1¤i¤d

qi �
¤

1¤i¤d
pi.

Suponha que j é o menor número tal que para algum 1 ¤ i1   . . .   ij ¤ d

temos
qi1 . . . qij �

¤
1¤i¤d

pi.

Se j ¥ 2, então temos elementos q2 P qi2 , . . . , qj P qij tais que q2 . . . qj R Y1¤i¤dpi. Agora,
como

qi1q2 . . . qj � qi1 . . . qij �
¤

1¤i¤d
pi

e cada pi é primo, concluímos que, para rq � qi1 , então

rq � ¤
1¤i¤d

pi,

uma contradição com a escolha de j. Assim, temos que j � 1 e a contingência acima ainda
é válida.

Agora, seja bi � rqX pi. Então,

rq � ¤
1¤i¤d

bi.

Assim, suponha que podemos escolher, para cada j,

qj P
� £

1¤i�j¤d
bi

�
zbj.

Então,
q � q1 � . . .� qd P rq � ¤

1¤i¤d
bi

logo, para algum i, temos que q P bi. Portanto, qi � q � p
¸
j�i

qjq P bi, uma contradição.

Então, para algum 1 ¤ j ¤ d, temos que X1¤i�j¤dbi � bj, logo¹
1¤i�j¤d

bi �
£

1¤i�j¤d
bi � bj � pj.

Como pj é um ideal primo, para algum i � j, temos que bi � pj, logo,

rqpi � rqX pi � bi � pj.

Usando novamente que pj é primo e pi � pj para 1 ¤ i � j ¤ d, deduzimos que

rq � pj.
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Assim, o anel infinito (de dimensão de Krull 1) ZQ{pj é um anel quociente do anel finito
(de dimensão de Krull 0) ZQ{rq, uma contradição.

Concluimos que existe um elemento δ P ZQ tal que

δ P ZQz
� ¤

1¤i¤d
pi

�
e

δ P
£

1¤i¤d
qi.

Por fim, basta usar esse elemento δ para aplicar o teorema anterior.
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