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Resumo

Estudamos dois resultados do artigo Self-similar groups of type F P, de D. H. Kochloukova
e S. N. Sidki, que constroem classes de grupos autossimilares. Ambos os resultados

generalizam o grupo autoémata considerado por Bartholdi, Neuhauser e Woess.

Palavras-chave: Teoria de grupos, grupos autossimilares, grupos do tipo F'P,, grupos

automatas.



Abstract

We studied two results in the paper Self-similar groups of type F'P, by D. H. Kochloukova
e S. N. Sidki, which construct classes of self-similar groups. Both results generalize the

automata group conseidered by Bartholdi, Neuhauser and Woess.

Keywords: Group theory, self-similar groups, groups of type F'P,, automata groups.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao ¢ estudar dois resultados do artigo Self-similar
groups of type F'P, de D. H. Kochloukova e S. N. Sidki, que constroem classes de grupos
autossimilares. Um grupo G é dito um grupo autossimilar se G age fielmente em uma
arvore infinita regular de uma raiz 7, e cuja acdo ¢ fechada por estados. Mais ainda, G é
dito transitivo autossimilar se sua a¢do no primeiro nivel da arvore é transitiva. Em [17]
e [18], Nekrashevych e Sidki introduzem endomorfismos virtuais, que foram usados nos

resultados estudados para estabelecer classes de grupos transitivos autossimilares.

Um grupo G ¢ dito finitamente apresentavel se pode ser definido por meio
de um numero finito de geradores e relagoes. Por outro lado, um grupo G é dito de
tipo F'P, se existir uma resolugao projetiva do ZG-moédulo trivial Z que tem moddulos
projetivos finitamente gerados em dimensao até n. A maioria dos grupos autossimilares
presentes na literatura nao sao finitamente apresentaveis, mas nos resultados estudados
nesta dissertacdo construimos uma classe de grupos transitivos autossimilares finitamente
apresentaveis e de tipo homologico F'P,. Essa classe de grupos generaliza os primeiros
exemplos de grupos metabelianos autossimilares com propriedades homoldgicas de finitude
maiores introduzidos por Bartholdi, Neuhauser e Woess em [3]. E bem conhecido que o
grupo lamplighter Z,{ Z ¢ autossimilar, porém esse grupo nao ¢ finitamente apresentavel e

nem de tipo F'Ps.

Qualquer grupo policiclico é finitamente apresentavel e portanto qualquer grupo
nilpotente finitamente gerado ¢ finitamente apresentavel, pois é policiclico. Embora a
maioria dos grupos nao sejam finitamente apresentaveis, nao ¢é facil construir tais exemplos.
Mas o grupo de lamplighter Z,[z, 2 '] x (x) é um exemplo de grupo nio finitamente
apresentavel. Existe teoria de Bieri-Strebel que classifica os grupos metabelianos finitamente

apresentaveis. Nos citamos o resultado principal dessa classificagao no teorema 4.3.2.

Por exemplo, sejam B = Z[1/6] e Q = {x) ~ Z, que age sobre B por meio de
produto com um numero r € B*. Seja também G = B x Q. Se r = 6 ou r = 1/6, entdo G
é finitamente apresentével, se r = 2/3 ou r = 3/2, entdo G nao é finitamente apresentavel.

Isso segue do teorema 4.3.2.

No primeiro capitulo, estudamos conceitos bésicos de algebra homoldgica,
incluindo moédulos projetivos e injetivos, homologia e cohomologia de grupos, e a sequéncia
espectral de Lindon-Hochschild-Serre. Precisamos desses conceitos béasicos para desenvolver
mais tarde a teoria de grupos de tipo homolégico F'P,. Para este capitulo, seguimos

principalmente o livro [21].

O teorema 4.4.7, que é um dos resultados principais que estudamos, usa conceitos
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e resultados de Algebra Comutativa. Por causa disso no segundo capitulo, fazemos um
resumo dos resultados de dlgebra comutativa que serao mais importantes para o restante
da dissertacao, como localizagdo e anéis Noetherianos. O conteiddo deste capitulo segue os
livros [2], [7] e [11].

O terceiro capitulo introduz os conceitos e alguns resultados basicos de médulos
e grupos do tipo F'P,, grupos finitamente apresentéveis e quase finitamente apresentaveis,

seguindo principalmente os livros [5] e [10].

No tltimo capitulo, finalmente introduzimos o conceito de grupo autossimilar e
estudamos dois resultados do artigo [15]. Na segunda segdo, vamos construir um grupo G
nilpotente-por-abeliano e provamos o teorema 4.2.8; que diz que G é um grupo automata
transitivo. Além disso, G é de tipo homolégico F P, e finitamente apresentdavel, mas nao
de tipo F'P,.;. O fato de que o grupo G tem tipo homolégico F P,, mas ndo F'P, 1 e é
finitamente apresentavel segue de um resultado de Bux [9], cuja demonstragdo nao vamos
fazer, pois é bastante complicada e usa teoria de buildings. O segundo resultado principal
é o teorema 4.4.7, que mostra que varios grupos da forma B x () sdo autossimilares. Aqui
precisamos que Cg(B) = 1 e que a dimensao de Krull de B como Z@-mdédulo seja 1,

pensando B como Z@)-modulo via acao de ) por meio de conjugacao.

Observamos que se B é um Z@Q-mddulo ciclico, entdao podemos identificar B
como um quociente da algebra de grupo Z(@) e podemos pensar em B como um anel. Se
esse anel tem caracteristica prima p > 0, entao B ¢ uma algebra sobre o corpo Z, = Z/pZ.
Se B ¢ um dominio entdao a dimensao de Krull de B é o grau de transcendéncia de K
sobre Z,, onde K é o corpo de fracdes de B. Por exemplo, se B = Z,[z,z~'], com p primo
e Q ={x)~7, entdo B tem dimensao de Krull 1. Assim o grupo lamplighter satisfaz as

condic¢oes do teorema 4.4.7.
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1 Homologia e cohomologia de grupos

1.1 Home®

Seja R um anel associativo com unidade, um R-médulo & esquerda M é um

grupo abeliano aditivo equipado com uma acao de R sobre M a esquerda R x M — M.

Analogamente, podemos definir um R-moédulo a direita. Assim, daqui em diante,
fixando um anel R associativo com unidade, chamaremos um R-médulo a esquerda apenas

de modulo.

Um submddulo M’ de M é um subgrupo fechado pela multiplicagao por escalar.
Se N também é um R-moédulo, uma funcao f : M — N é dita um R-mapa, ou R-
homomorfismo, se f(m +n) = f(m) + f(n) e f(rm) = rf(m) para todos m,n € M e
r € R. Se M' é um submdédulo de M, entdao M /M’ é o médulo quociente com a agao de
R dada por r(m + M') = rm + M'. Denotamos por Homg(M, N) o conjunto de todos
os R-homomorfismos f : M — N. Quando o anel R estiver subentendido, denotaremos
Hompg(M, N) simplesmente por Hom (M, N).

Se A é um R-moédulo a direita, B é um R-mo6dulo a esquerda e G é um grupo
abeliano, dizemos ainda que f : A x B — G é uma funcao R-biaditiva se satisfaz as

seguintes condicoes para todos a,a’ € A, b,b' e Bere R:

i) fla+ad,b)= f(a,b)+ f(d',b);
ii) fa, b+ b/) = f(a,b) + f(a>b,);
iii) f(ar,b) = f(a,rd).

Definicao 1.1.1. Sejam R um anel associativo com unidade, A um R-maddulo a direita e
B um R-modulo a esquerda. Um produto tensorial de A e B € um grupo abeliano denotado
por A ®r B e uma funcio R-biaditiva h : A x B — A ®pr B que satisfaz a sequinte
propriedade: para todo grupo abeliano G e fun¢do R-biaditivat: A x B — G, existe um

unico homomorfismo ¢ : AQr B — G tal que ph = t, i.e., o diagrama abaizo é comutativo.

Ax B h A®r B

\ /’/W
I

G

Para definirmos soma e produto de médulos, considere {4, : j € J} uma familia

de médulos. Entao seu produto n A; é o médulo que consiste dos elementos a = (a;)
jeJ



Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 14

com a; € A; e as operagoes de modulo definidas por (a;) + (b;) = (a; +b;) e r(a;) = (ra;).

A soma @je;A; ¢ o submédulo de n A; que consiste dos elementos que possuem apenas
jeJ

um nimero finito de coordenadas nao-nulas.

Teorema 1.1.2 ([21], 2.4 e 2.6). Sejam B um mddulo e {A; | j € J} uma familia de

modulos e considere o produto HAj e a soma direta @je;A;. Entao
jeJ

1 HOH](@jEJAj, B) =~ 1_[ HOIH(Aj, B)

JeJ
2 Hom(B,HAj) ~ HHom(B,Aj)
jeJ jeJ

Temos também dois resultados similares sobre o produto tensorial de modulos.

Teorema 1.1.3 ([21], 2.8). Sejam B um mddulo a direita e {A; | j € J} uma familia de

modulos a esquerda e considere o produto HAj e a soma direta @je;A;. Entao
jeJ

B ®r (®jesAj) =~ ®jes(BQr Aj)

Teorema 1.1.4 ([21], 2.8). Sejam B um mddulo d esquerda e {A; | j € J} uma familia

de modulos a direita e considere o produto HAJ e a soma direta @;e;A;. Entdo
jeJ

(BjesAj) Qr B ~ ®jes(Aj Qr B)

Uma sequéncia de mapas

Pn+1 $n
e M, M, My — .

é dita exata em M, se Im ¢, 1 = ker ¢, e é dita exata se ela é exata em cada termo. Em
particular, uma sequéncia exata do tipo 0 — A % B Y% C - 0é dita uma sequéncia
exata curta e sua exatiddo em A equivale a ¢ ser injetiva e, portanto, A ~ ¢(A) e sua

exatidao em C' equivale a v ser sobrejetiva. Combinando essas informagoes obtemos que

B/¢(A) ~ C.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma sequéncia exata 0 — A % BE C -0 de R-médulos
¢ cindida se existe um mapa j : C — B tal que pj = 1¢ ou, equivalentemente, se existe

um mapa q : B — A tal que qi = 14.

Uma categoria C consiste de uma classe de objetos objC, um conjunto de mor-
fismos Home (A, B) para todo par de objetos (A, B) em C e de composi¢oes Home (A, B) x

Hom¢ (B, C) — Home (A, C) satisfazendo os seguintes axiomas:



Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 15

i) Para todo A € objC, existe morfismo identidade 14 € Hom¢(A, A) tal que flq = f
para todo f € Hom¢(A, B) e 149 = g para todo g € Home(C, A).

ii) Se f € Hom¢(A, B), g € Home(B,C') e h € Home(C, D), entéo
h(gf) = (hg)f.

Note que ndo temos problema com essa notacao, pois Homg(A, B) é o conjunto

dos morfismos da categoria de R-modulos.

Definicao 1.1.6. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F' : C — D € uma funcao

satisfazendo:

i) Se A€ objC, entio FAe€ objD;
it) Se f: A— B é um morfismo de C, entio Ff : FA — FB é um morfismo de D;

ii1) Se A L B 5 C sdo morfismos em C, entdo
F(gf) = FgFf;
iv) Para todo A € objC, temos que F(1,) = 1pa.

Dizemos que um funtor covariante F' é exato a esquerda se dada uma sequéncia

o F F ) ,
exata 0 > A % B % C, a sequéncia 0 —> FA "¢ FB ™Y FC é também exata. Analo-
gamente, F' é exato a direita se dada uma sequéncia exata A 4AB%C - 0, entao a

sequéncia F'A 2 rBY FC - 0 também é exata.

De forma dual, temos a definicao de funtor contravariante.

Definicao 1.1.7. Sejam C e D categorias. Um funtor contravariante F': C — D é uma

fungdo satisfazendo:

i) Se A€ objC, entao FAe€ objD;
it) Se f: A— B é um morfismo de C, entio Ff : FB — FA é um morfismo de D;

iii) Se A L B C sio morfismos em C, entdo
F(gf) = FfFg;

i) Para todo A € objC, temos que F(14) = 1pa.
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Assim, para um funtor F' contravariante, dizemos que F' é exato a esquerda se
dada A5 B5C -0 exata, temos que 0 — F'C ™ rB I FA 6 também exata e dizemos
que F' é exato a direita se dada 0 — A 4By C, a sequéncia FC NrErBXraA-o0

também é exata.

Assim, para um funtor F' (covariante ou contravariante), exatidao a esquerda
significa que F' preserva monomorfismos enquanto exatidao a direita significa que F

preserva epimorfismos. Finalmente, I’ é dito exato se é exato pela esquerda e pela direita.

Teorema 1.1.8 ([21], 2.9 e 2.10). Para todo médulo M, Hom(M,—) e Hom(—, M) sdo
funtores exatos pela esquerda (covariante e contravariante respectivamente) e os funtores

M ®r — e —®r M sao exatos pela direita.

Note que os funtores acima nao sdo necessariamente exatos. Vamos ver um

exemplo disso abaixo.

Exemplo 1.1.9. Considere a sequéncia exata 0 — Z 5 Q5 Q/Z — 0. O funtor
F = Hom(Z/27Z,—) é exato a esquerda pelo teorema anterior, mas ele ndo é exato pela
direita pois F'q : Hom(Z/27,Q) — Hom(Z/27,Q/7Z) nao pode ser sobrejetiva uma vez que
Hom(Z/2Z,Q) = 0 e Hom(Z/2Z,Q/Z) + 0.

Analogamente, podemos verificar que os funtores Hom(—, Z) e Z/27 ®z — nao

sao exatos.

Existe uma relagao importante entre Hom e ®: eles vao formar o que chamamos

de par adjunto. Entenderemos esse conceito a seguir.

Sejam F : A — € e G : € — 2 funtores, dizemos que o par ordenado
(F,G) é um par adjunto se para cada A € obj2l e cada B € obj € existe uma bijegao
T =Tap : Home(F A, B) — Homgy (A, GB) que é natural, o que significa que os diagramas

abaixo sdao comutativos para todos f: A" > Aem 2 eg: B— B em €.

Home(FA, B) % Home(FA', B) Home(FA, B) —% Home(FA, B')
Homgy (A, GB) EAN Homgy (A, GB) Homgy (A, GB) (G9)s, Homgy (A, GB')

Nos diagramas acima, = denota os homomorfismos induzidos, i.e., f*, (Ff)*, g
e (Gg). sao os homomorfismos induzidos por f, F'f, g e Gy, respectivamente, e 7' = 74/ p

e 7" = 74 p sdo bijecdes determinadas como T = 74 p.

Teorema 1.1.10 ([21], 2.11). Sejam R e S anéis, A um R-mddulo a esquerda, C' um
S-mddulo a esquerda e B um (S, R)-bimddulo. Entio

Homg(B ®g A, C) ~ Homg(A, Homg(B, C))
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Analogamente, se A é R-mddulo a direita, B é (R, S)-bimddulo e C é S-mddulo a direita,
entao

HOIIls(A ®R B, C) jad HOIHR(A, HOms(B, C))

Mais ainda, o par (B ®g —, Homg(B, —)) é um par adjunto.

Ainda sobre pares adjuntos, sabemos que se temos um par adjunto (F, G), entao
F é exato a direita e G é exato a esquerda, o que ja vimos que é verdade com os funtores
B ®pr — e Homg(B, —). Ademais esses funtores tém um comportamento interessante com

relacao a limites diretos e inversos. Para entender melhor, vamos lembrar esses conceitos.
Sejam I um conjunto quase ordenado e € uma categoria. Um sistema direto
em € é um conjunto {F;};c; de objetos em € e morfismos ¢, Fi — Fj, com j = i, tais

que ¢! = idg, e para todos i < j < k o diagrama abaixo comuta.

F, i F,
F;

Com isso, podemos introduzir a defini¢do de limite direto.

Definigao 1.1.11. Seja F = {E,qﬁ;} um sistema direto em €. O limite direto desse
sistema, denotado por lim F;, é um objeto e uma familia de morfismos «; : F; — lim F;
' pa— -
com a; = a;¢; sempre que i < j satisfazendo a sequinte propriedade universal: para todo
objeto X e toda familia de morfismos f; : F; — X com f; = qub; sempre que 1 < j, existe

um unico morfismo 3 :lim F; — X tal que o diagrama abaizo comuta.

O limite direto de um sistema direto de médulos {F;, (b;} existe e é tnico a

menos de isomorfismo. Denotando por A; : F; — @IE a injecao natural, o limite direto de
1€
{F}, ¢} pode ser visto como o médulo quociente (@[Fl) /S, onde S é o submédulo gerado
1€

por todos os elementos (A; o ¢)(a;) — Ai(a;), com a; € Fy e i < j.

Exemplo 1.1.12. Considere um sistema direto constante, isto ¢ A; = A para todo 1€ I e

¢. = id para todos i < j. Entdo seu limite direto é lim A; = A.
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Exemplo 1.1.13. Seja I = {1,2,3} com a ordem dada por 1 <2 e 1 < 3. Entdo o limite

direto do sistema direto {F;, ¢;}icr € chamado de pushout

1
F LFS

Vamos desenvolver o conceito de limite inverso de forma dual. Assim, se I é
ainda um conjunto quase ordenado e € uma categoria. Um sistema inverso em € é um
conjunto {F;};er de objetos em € e morfismos ¢ : F; — F;, com j = i, tais que ¢; = idp,

e para todos 7 < j < k o diagrama abaixo comuta.

k
F v F
F;

Com isso, podemos introduzir a defini¢cao de limite inverso.

Definicao 1.1.14. Seja F = {F}, !} um sistema inverso em €. O limite inverso desse

sistema, denotado por lim F;, € um objeto e uma familia de morfismos «; : lim F; — F;
] p— pa—

com o; = Yl a; sempre que i < j satisfazendo a sequinte propriedade universal: para todo

objeto X e morfismos f; : X — F; com f; = wffj sempre que i < j, existe um Unico

morfismo B : X — lim F; tal que o diagrama abaizo comuta:

Assim como ocorre com o limite direto, o limite inverso de um sistema inverso
de médulos {F;, ¢} existe e é inico a menos de isomorfismo. Além disso, o limite inverso
de {F;, 1!} pode ser visto como o submédulo do médulo H F; que consiste dos elementos

) 1€l
(a;)ier tais que (¢] o p;)(a;) = pi(a;), onde p; : n F; — F; é a projecao e a; € F; para todo
. i€l
1el.
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Exemplo 1.1.15. Seja I = {1,2,3} com a ordem dada por 1 <2 e 1 < 3. Entdo o limite

inverso do sistema inverso {F;,;}ier € chamado de pullback.

F——m—— F
2 e 1

Exemplo 1.1.16. Considere o grupo aditivo Z e p um primo. Seja I = N o conjunto
de indices e, para cada i € I, seja Fy = Z/p'Z. Além disso para j > i, defina por
V! L)L — L7 o homomorfismo quociente. Entdo, {Fy, (7} assim definido é um

sistema inverso e seu limite inverso é chamado de grupo dos inteiros p-ddicos e dado por

Z,={(a;):a; =a; mod p' Vj > i}.

Vamos, entao, relacionar limites diretos e inversos com os funtores que estamos

estudando.

Teorema 1.1.17 ([21], 2.19 € 2.24). Sejam 2 e € duas categorias e F: A > € e G : € > A
funtores. Se (F,G) é um par adjunto, entao F comuta com limites diretos e G comuta

com limites inversos.
Assim, como (B ®gr —, Homg(B, —)) é um par adjunto, temos que B Qg —
preserva limites diretos e Hompg(B, —) preserva limites inversos.

Por fim, temos uma tultima relagdo interessante entre esses limites e o funtor

Hom.

Teorema 1.1.18 ([21], 2.27). Seja B um mddulo, entao

Hom(lim Aj;, B) ~ lim Hom(A;, B).

1.2 Modulos projetivos e injetivos

Para entender homologia e cohomologia usaremos fortemente médulos injetivos
e projetivos, que também terdao um papel muito importante para o desenvolvimento da
teoria de que precisamos. Antes de introduzir estes conceitos, porém, vamos generalizar a

nocao de grupos abelianos livres, definindo o que seria um maédulo livre.

Definicao 1.2.1. Um R-mddulo F é dito livre se F' é uma soma de copias de R. Se

Ra; ~ R e F = @1 Ra;, entdo o conjunto {a; : i € I} é chamado uma base de F'.
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Assim, dada uma base {a; : i € I}, cada a € F' pode ser representado de forma

Unica a = Z r;a;, onde r; € R e r; # 0 apenas para um numero finito de indices 1.

i€l

Além disso, para todo conjunto X, existe um moédulo livre F' tal que X é uma
base de F'.

Teorema 1.2.2 ([21], 3.1). Seja X = {a; : i € I} uma base do mddulo livre F'. Dado um
R-médulo B e wma funcio f : X — B, existe um tinico homomorfismo f : F — B que
estende f.

// ~

F AN
|
X

f

Teorema 1.2.3 ([21], 3.3). Todo mddulo M ¢é o quociente de um mddulo livre.

Demonstracao. Denote por My o conjunto dos elementos de M, defina por F' o modulo
livre gerado por My e defina f : My — M por m — m. Pelo teorema anterior, conseguimos
uma aplicacdo f : F' — M que estende f. Por fim, como f é sobrejetiva, f também o é.
Concluimos que M =~ F/ker 7. O

Definicao 1.2.4. Dizemos que um anel R tem IBN (invariant basis number) se, para
cada R-modulo livre a esquerda F', quaisquer duas bases de F' tém a mesma cardinalidade.

Neste caso, o posto de F' € definido como a cardinalidade de uma base de F.

Usando o Lema de Zorn podemos mostrar que todo anel comutativo R possui
IBN, como feito em [21]. Além disso, se F' é um R-mddulo livre de posto finito n e se o

conjunto {ai,...,a,} gera F, entao tal conjunto é uma base de F.

Veremos no proximo capitulo também que anéis Noetherianos a esquerda

também tem IBN, apesar de ndo serem necessariamente comutativos.

Teorema 1.2.5 ([21], 3.4). Seja F' um R-mdédulo livre com base X, onde R um € anel

comutativo com unidade. Entao |X| € unicamente definida.

Vamos introduzir um conceito que sera crucial para calcular homologias e
cohomologias e também durante o capitulo 3, que ¢ a definicao de resolucao livre, projetiva

e injetiva de um moédulo.

Definicao 1.2.6. Uma resolugdao livre de um modulo M é uma sequéncia exata

dn—l d2 d1

I Fob ——— M 0

em que cada F,, € um modulo livre.
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A partir de resolugoes livres, projetivas e injetivas (as duas dltimas serdo
introduzidas posteriormente), calcularemos homologias e cohomologias de um maodulo.
Em particular, resolugoes livres serao de suma importancia para definirmos, no capitulo
3, os conceitos de médulo e grupo de tipo F'P,. Assim, precisamos garantir que sempre

podemos obter tais resolugoes de um dado médulo.

Teorema 1.2.7 ([21], 3.8). Todo mddulo M tem uma resolugao livre.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.3, existem um modulo livre Fjy e uma funcao sobrejetiva

€ : Fy — M. Denotando por Sy = ker ¢, montamos a seguinte sequéncia exata curta.

0 So Fpb ——— M 0

Analogamente, aplicando o mesmo procedimento a Sy, existem um modulo livre F; e uma

sequéncia exata curta

0 Sl F1 SO 0

Por inducao, para cada S,, 1, existe um modulo livre F), e uma sequéncia exata curta

Assim, podemos considerar o seguinte diagrama

F & F & R —— M 0
Sh So
0 0 0
onde os mapas d,, sdo apenas as composicoes. Para cada n, kerd,, = S,, e Imd,, = S,,_1.
Portanto, Imd, .1 = kerd,,, logo a sequéncia na primeira linha é exata. O

Definicao 1.2.8. Seja P um mddulo. Dizemos que P é projetivo se, para todos B e
C méddulos, B : B — C um epimorfismo e a : P — C' um homomorfismo, existe um

homomorfismo v : P — B com a = 7, i.e., o sequinte diagrama comuta.

Teorema 1.2.9. Todo maodulo livre F' é projetivo.
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Demonstragio. Seja X = {x; : i € I} uma base para F. Sejam B e C médulos, 5: B — C

um epimorfismo e o : F' — C.
F

B 5 C 0

Como (3 é sobrejetiva, para todo elemento «(x;) existe um elemento b; € B tal que
B(b;) = a(x;). Assim, usando o Axioma da Escolha, conseguimos uma aplicagao ¢ : X — B
com ¢(x;) = b; para cada i € I. Assim, basta aplicar o Teorema 1.2.2 para obtermos uma

aplicacao v : F' — B com v(x;) = ¢(x;) para todo i.

S

5 F

¢

«

C 0

—

p
.

.

P
.
.
P

s

K

S

B
Por fim, como
(Bo)(x:) = B(y(w:)) = B(¢(x:) = B(bi) = ax;)

para todo i € I, entao concluimos que o = v e, portanto, F' é projetivo. O

Note que, com este resultado e o resultado anterior, temos que todo moédulo
M possui uma resolucao projetiva. Esse fato sera importante para o desenvolvimento da
teoria deste capitulo e do capitulo 3. Outro resultado muito utilizado é o apresentado a

seguir.

Teorema 1.2.10. Um mddulo P € projetivo se, e somente se, Hom(P, —) é um funtor

exato.

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que se P é projetivo, entdo Hom(P, —) é
exato. Mas, como Hom(P, —) ji é exato a esquerda, basta mostrar que também é exato a
direita. Agora, considere a sequéncia exata de médulos B 5o 0, queremos mostrar
que a sequéncia Hom(P, B) By Hom(P,C) — 0 também é exata. Dado um homomorfismo
f € Hom(P,C), como P é projetivo, sabemos que existe um homomorfismo g € Hom(P, B)
tal que f = (g, isto é, a aplicagao S, : Hom(P, B) — Hom(P, C) dada por S.(h) = Bh é

sobrejetiva, portanto a sequéncia
Hom(P, B) 25 Hom(P,C) — 0
é exata, o que prova que Hom(P, —) é exato.

Agora, para mostrar a implicagido contraria, suponha Hom(P, —) exato e consi-

dere o diagrama
P

|+
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com a linha inferior exata. Como Hom(P, —) ¢é exato, entdo a sequéncia Hom(P, B) By
Hom(P,C') — 0 é exata, logo, a aplicacdo 3, : Hom(P, B) — Hom(P, C) é sobrejetiva, isto
é, existe um homomorfismo g : P — B que completa o diagrama tal que f = 5.(g) = Sg.

Portanto, P ¢é projetivo. O]

Teorema 1.2.11 ([21], 3.12). Se P € projetivo e 5 : B — P é um epimorfismo, entdio
B=kerB® P, onde P' ~ P.

Corolario 1.2.12 ([21], 3.13). Se A é um submddulo de B e B/A € projetivo, entao A
¢ um somando direto de B. Toda sequéncia exata curta 0 > A —- B — P — 0, com P

projetivo, é cindida.

De forma dual, vamos introduzir o conceito de médulo injetivo. Modulos

projetivos e injetivos serao a base para definirmos homologia e cohomologia.

Definicao 1.2.13. Um mddulo E ¢ injetivo se, para cada modulo B e todo submaodulo A
de B, todo homomorfismo f : A — E pode ser estendido para um mapa g : B — E, 1. e.,

o diagrama abairo comuta.

0

Vimos que Hom(P,—) ¢é exato se, e somente se, P é projetivo. Temos um

analogo a este resultado para modulo injetivos.

Teorema 1.2.14. Um mddulo E é injetivo se, e somente se, o funtor Hom(—, E) € ezato.

Demonstragio. Primeiramente, suponha que E ¢ injetivo. Sabemos que o funtor Hom(—, F)
é contravariante exato a esquerda, entao vamos mostrar que ele também é exato a direita,
i. e., que ele leva monomorfismos em epimorfismos. Assim, seja o : A — B um monomor-
fismo. Queremos mostrar que o* : Hom(B, £) — Hom(A, F) é um epimorfismo. Tome
f € Hom(A, E), entdo, pela propria defini¢ao da injetividade de E, f pode ser estendido

para um homomorfismo g € Hom(B, E) tal que ga = f.

E
0 A—“.B

Mas a*(g) = ga, logo, a*(g) = f. Portanto o™ é um epimorfismo e Hom(—, F) é exato.

Agora suponha que Hom(—, F) é um funtor exato e seja a : A — B um
monomorfismo. Seja também f : A — E um homomorfismo, i. e., f € Hom(A, F). Como
Hom(—, E) é exato, sabemos que o* : Hom(B, E') - Hom(A, E) é sobrejetiva, logo, existe

g € Hom(B, E) tal que f = a*(g) = ga. Portanto, E ¢é injetivo. O
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Teorema 1.2.15 ([21], 3.17). Se {E; : j € J} € uma familia de mddulos injetivos, entao
n E; também ¢ injetivo.

Teorema 1.2.16 ([21], 3.18). Todo somando D de um mddulo injetivo E é também

imnjetivo.

Teorema 1.2.17 ([21], 3.19). Um mddulo E ¢ injetivo se, e somente se, toda sequéncia

exata curta 0 — E -5 B — C' — 0 ¢ cindida. Em particular, & é um somando de B.

Teorema 1.2.18 (Critério de Baer, [21], 3.20). Um R-mddulo E ¢ injetivo se, e somente

se, todo mapa f : I — E, onde I é um ideal a esquerda de R, pode ser estendido para R.

Um caracteristica importante de médulos injetivos é que eles sao divisiveis, i.
e., se B é um modulo injetivo, entao para todos ey, ey € E com ey # 0, existe um r € E

tal que e; = re,.

Analogamente ao que fizemos com moédulos projetivos, vamos introduzir o

conceito de resolugoes injetivas, que serdo essenciais pra definirmos cohomologia.

Teorema 1.2.19 ([21], 3.27). Todo mddulo R-médulo a esquerda M pode ser imerso em

um modulo injetivo.

Definicao 1.2.20. Um resolugdo injetiva de um méodulo M €é uma sequéncia exata
0->M—->E"-FE' - ... > FE'"-E"" & .

onde cada E" € injetivo.

Teorema 1.2.21 ([21], 3.28). Todo médulo M possui uma resolugio injetiva.

A demonstracao desse resultado segue de forma dual a demonstracao do teorema

1.2.7, portanto, sera omitida aqui.

1.3 Homologia

Seguimos para definir o conceito de homologia. Comeg¢amos com a definicao de

complexo.

Definicao 1.3.1. Um complexo de cadeias A é uma sequéncia de modulos e mapas

dn+1 d
A, —

A= ---4>An+l An,lﬁ...,nez

com d,d,.1 = 0 para todo n. Os mapas d,, sio chamados diferenciais.
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Note que a condic¢ao d,d, 1 = 0 para todo n implica que Imd,,,; < kerd,,, mas

um complexo nao necessariamente é exato, pois a inclusao contraria nao é sempre valida.

Note também que se A é um mddulo, entao toda resolucao projetiva ou injetiva
de A pode ser vista como um complexo exato. Porém, vamos fazer uma mudanca de
notacao aqui, para melhor encaixarmos resolugoes injetivas na definicdo de complexo.

Considere a seguinte resolucao injetiva de A.
E=0-A—>FE > FE' - E>— .

Queremos que os indices dos médulos sejam decrescentes para a direita, como na definicao

dada de complexo, assim, defina por E_; = E° e escreva a resolucio injetiva de A por

E=0-A—>FE —>F | —>FE —....

Além disso, dado um complexo A como na defini¢ao 1.3.1, se F' é um funtor

covariante, entao

Fdni1

FA) = ... —— F(An) —255 F(A,) 22 F(A,_) —— ...

também é um complexo. Agora, se F' é agora um funtor contravariante, entao, aplicando

F em A, obtemos

Fdn+1

S F(An) =

FA)= ... —— F(A,1) F(Au) — ...

e neste caso, novamente, a ordem dos indices nao esta de acordo com a Defini¢cao 1.3.1.
Assim, de forma andloga ao que fizemos com resolugoes injetivas, vamos definir B™" =

F(A,) e A" = Fd, e, com essas notacdes, podemos escrever o complexo F(A) como

FA)= ... —— Bt A, pmn A" gl

Com isso, podemos definir uma aplicagao entre complexos.

Definicao 1.3.2. Se A e A’ sio complezos, uma aplicacio de cadeias f : A — A’ é uma
sequéncia de homomofismos f, : A, — Al para n € Z tal que o0s sequintes diagramas

comutam:

dn+1 d
A= . - TN J: SN T

J{fnJrl J{fn J{fnfl
d d

! / n+1 / n /
A= s AL A A

Os modulos ker d,, sao chamados de n-ciclos e os médulos Im d,,; 1 sdo chamados

n-bordos. Assim, denotamos por

kerd, = Z,(A) = Z,
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Imd,,1 = B,(A) =B,
Com essas defini¢oes, podemos finalmente entender o conceito de médulo de

homologia.

Definicao 1.3.3. Se A ¢ um complexo, definimos seu n-ésimo maodulo de homologia por

H,(A) = Z,/B,.

Note que, se o complexo A é exato em A,,, temos 7, = kerd,, = Imd,,,1 = B,
o que implica que o n-ésimo médulo de homologia de A é nulo. Mais ainda, H,(A) = 0 se,

e somente se, o complexo A é exato em A,,.
Definig¢ao 1.3.4. Se f : A — A’ € uma aplicagio de cadeias, defina
H,(f) : Hi(A) — Ho(A)

por

Zn + Bo(A) — frz, + Bo(A').
H,(f) é chamado de aplicacao induzida por f, e é geralmente denotada por f,.
Com essa aplicacao induzida f,, obtemos, a partir de uma sequéncia curta de

complexos, uma sequéncia entre os modulos dos complexos.

Teorema 1.3.5. Seja 0 — A’ 5 A B A" — 0 uma sequéncia exata de complezos. Para

cada n, existe um homomorfismo
On : Hy(A") — H,_1(A)
definido por
2"+ B(A") it dap, 2+ By 1 (A).

Demonstracao. Temos a sequéncia exata curta de complexos
0-A'S5ABLA 0.

Ou seja, para cada n, temos

0 0 0
A = oo — Al Al Al ——
A= oo — Ant A, A, —— ...
A" = o — Ay AY Al L ——




Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 27

Seja 2" € Z,(A") = kerd!. Como p,, é epimorfismo, existe a,, € A, tal que

pnla,) = 2". Note que d,(a,) € A,_1, como o diagrama ¢ comutativo,

Pn1(dn(an)) = dy(pn(an)) = d, (") = 0,

logo, d,,(an) € ker p,_; = Imi,_;. Como i,,_; é monomorfismo, existe um tnico a,, _, € A _;
tal que d,(a,) = in_1(al, ), ou seja, a, , = i1 (d,(a,)). Com isso, i, ' (d,(ay)) estd
bem definido. Temos que mostrar ainda que independe de a, € p,'(z"). De fato, se
a e p, (") © A,, pela construcio usada acima, existe um tnico @, , € A’ | tal que
dn(@n) = in_1(a, ;). Agora, p,(an) = pu(a,) = 2", portanto, p,(a, — @,) = 0, ou seja,

a, — @y € ker p, = Imi,, logo, a, —a, = i,(z]) para algum z/, € A’. Com isso,

Assim, como d, (z) € Imd], = B,,_1(A’), portanto, a aplicagao
st daptY 4 B (A)

estd bem definida.

Resta mostrar que B, (A”) est4 no nticleo desta aplicagao. Seja b, € B,(A") =
Imd, ., entdo b, € Imd, ., < kerd,. Além disso, b, € B,(A") implica que b, € kerd,, =
Z0(A"), 1080 iy (o (5 (b)) + Boor (A”) = ity (o (11 (041)))) + Bor (A”), onde
b dll

n+1

i 21 (dn(p™ ' (0n))) + B 1 (A") = 0,1 (dn(p~ ()11 (a741)))) + B 1 (A”)
= ir_Lil(dn(dn+1(pr:+1(an+1)))) + Bn1(A”)
- O + Bn—l(A”);

(ap41) com ay .y € A7 ;. Assim,

pois d,d, 1 = 0. Portanto, b, estd no nicleo desta aplicagdao para todo b, € B,(A"), logo,

existe uma aplicagdo induzida

2"+ B,(A") it dp, 2+ B, 1 (A).

Resta mostrar que ', d,p.'2" € Z,_1(A") = kerd, , (médulo B,_;(A")). De
fato,
d,_itdpt =d,_ditp " =0.

Portanto, i ' d,p; 12" € Z,_1(A"). O

y “m—1
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Os homomorfismos 0, : H,(A") — H, 1(A’) definidos no teorema anterior sao
chamados de homomorfismos conectores. Com isso, podemos obter uma sequéncia exata

longa da sequéncia exata curta original de complexos.
Teorema 1.3.6 (Sequéncia exata longa, [21], 6.3). Se 0 > A’ > A B A” - 0 ¢ uma

sequéncia exata de complexos, entdo existe uma sequéncia exata de modulos

> Hy(A) 2 H,(A) 55 H,(A") S H, ((A') 5 H, 1(A) > ...

Além disso, o homomorfismo @ é natural, i. e., se temos o seguinte diagrama de

complexos comutativo e com linhas exatas

0 Al AP A 0
lf Jg lh
0 C’ J C q C’ 0

entao podemos obter o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

L —— Hoy(A)) —2 Hy(A) —2 H,(A") —2 H,_(A) —— ...

e e Jn. Jr

. —— H,(C") -~ H,(C) - H,(C") -2~ H, (C) —— ...

Se f: A — A’ é uma aplicagao de cadeias, entao f, = H,(f) : H,(A") —
H,(A) é dada por z, + B,(A) — fnz, + B,(A). Nos perguntamos quando f, = g, para

f e g duas aplicagoes de cadeias.

Defini¢ao 1.3.7. Seja f : A — A’ uma aplicagio de cadeias. Dizemos que f ¢ homotopica-
mente nula se existem aplicagoes s, : A, — Al ,, para todo n tais que f, = d;, 1 Sn+ Sp—1d,,

para todo n

dn n
A= e A A, AL s
fn+ll anl ST/ an—l
dn n
A = L A

Definicao 1.3.8. Se f,g: A — A’ sio aplicacoes de cadeias, dizemos que f é homotdpica a
g quando f— g é homotopicamente nula. Neste caso, dizemos que as aplicagoes {s,, : n € Z}

formam uma homotopia.

A homotopia define uma relagao de equivaléncia em Hom(A, A’), o grupo de

todas as aplicacoes de cadeias de A em A'.

Teorema 1.3.9 ([21], 6.8). Se f,g: A — A’ sao aplicagoes de cadeias homotdpicas, entdo
fe = s, ou seja, H,(f) = Hn(g) para todo n.



Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 29

Agora, dado um complexo X = --- - Xy —» X; —» Xy > M — 0 denotamos o

complexo deletado (ou apagado) de X por
Xy=—>Xy—>X; - Xyg—0.
Analogamente, se Y =0 —> N — Yy —» Y] —» Yy — ... o complexo deletado
(ou apagado) de Y é dado por
Yy=0-Y-Y ] >Y,—> . ..
Antes de continuar, vamos introduzir um resultado que serd uma ferramenta
importante para demonstrar teoremas neste capitulo.

Teorema 1.3.10 (Teorema da Comparagao, [21], 6.9). Considere o diagrama

X, 2o x, " x, <A 0
N
PRI L N RN 0

onde as linhas sao complexos. Se cada X,, na primeira linha € projetivo e a sequnda linha é
exata, entdo existe uma aplicagio de cadeias [ : X4 — X'y, que corresponde ds aplicagoes

tracejadas, que faz o diagrama comutar.

Mais ainda, quaisquer duas aplicacoes de cadeias dessa forma sao homotopicas.

Sejam A um médulo e P uma resolugao projetiva de A, tal que seu complexo
deletado é dado por
P,=—>P3Pp3p4%p 0.

Se T é um funtor, podemos aplicar T" a P4 e obter o complexo TP 4.

Definicao 1.3.11. O n-ésimo funtor derivado a esquerda de T € definido em A como

(L,T)A := H, (TP ) =kerTd,/ImTd,.; .

Se f: A — B é um R-homomorfismo e P’ é uma resolucao projetiva de B,
entao o Teorema da Comparacao 1.3.10 garante que existe uma aplicacao de cadeias

f:P4 — P'gsobre f. Aplicando 7', temos o diagrama.

TP, = TPy, T pp T pp

len+l len len—l
Td

TPy = N L

Defina (L, T)(f) : (L,T)(A) — (L,)(B) por

(LnT)(f) = Hn(T?) = (T?)*a
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ou seja, para todo z € ker T'd,,, (L,T)(f) é definida por

2p+ImTd, — T fnz, +ImTd

n+1-

Assim, note que (L, T)(f) estd bem definida, pois, se h : P4 — P'p é outra aplicacao de
cadeias sobre f, entdo f e h sdo homotépicas, assim como Tf e Th, portanto (T'f), =
(Th)s.

Note que esta definicdo ainda depende da resolucao projetiva escolhida de A.
Assim, seja
ﬁA:...Hﬁgﬁﬁgﬁﬁlﬂ)ﬁg—)O
outra resolucao projetiva deletada de A e seja ZN},LT o n-ésimo funtor derivado a esquerda

de T" e considere o teorema a seguir.

Teorema 1.3.12 ([21], 6.11). Para qualquer funtor T', os funtores derivados d esquerda

L,T e L, T sdo naturalmente equivalentes. Em particular, para cada A, (L, T)A ~ (EnT)A.

Demonstracao. Considere o diagrama

P2 P1 Po A 0
L
P P P A 0

onde a primeira linha é a resolucao projetiva usada para L,T e a segunda linha é a
resolucio projetiva usada para L,T. Usando o Teorema da Comparacio (1.3.10), existe
uma aplicagao de cadeias i : P4 — P, sobre a identidade 14. Aplicando T', obtemos uma,

aplicagao de cadeias T% : TP 4 — TP, sobre 174

L — TP TP TF, TA 0
lTiz lT’il lT’L’O llTA
. —— TP, TP, TP, TA 0

essa aplicagao induz aplicagoes
7a = (Ti)y : (L,T)A — (L,T)A.

Vamos mostrar que 74 é um isomorfismo. Para obter a inversa de 74, consideramos o

diagrama invertendo as linhas

P, P P A 0
[
P, P, Py A 0

Novamente pelo Teorema da Comparagao (1.3.10), temos uma aplicagdo de cadeias

j: Py = P4. Assim, a composta ji : P4 — P4 é uma aplicagdo de cadeias sobre 14
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e como 1lp : P4, — P4 também é uma aplicacdo de cadeias sobre 14, pelo Teorema da
Comparagao (1.3.10), j o i é homotdpica a 1p. Assim, T(joi)=TjoTieTla = lpa sdo

homotdépicas, logo, induzem a mesma aplicacao na homologia, isto é,

(TjoTi) = (Tf)x o (Ti)x = (Ira)s = z,1)a,
portanto, (7))« © T4 = 1(z,7)4. Analogamente, 74 o (Tj)x = 1(;, 14- Portanto, 74 é um
isomorfismo.

Agora, vamos mostrar que o isomorfismo 74 ¢ uma transformagao natural. Seja

f A — B e considere o diagrama

(L,T)A —2—— (L,T)A

LanT(f) LnT(f)

(L.T)B ——— (L,T)B
onde (L,T)B e (L,T)B sio obtidos & partir de resolucdes projetivas Q ¢ Q' de B
respectivamente. Queremos mostrar que esse diagrama é comutativo. Para avaliar no

sentido horario, considere o diagrama

PZ P1 P() A 0
14

P P} P, A 0
f

o @ Qo B 0

Pelo Teorema da Comparagao (1.3.10), existe uma aplicagdao entre cadeias o : P4 — Q'
sobre f1, = f. Analogamente, usando a resolucao Q de B, existe uma aplicacao de cadeias
B :Py— Q5 sobre 1zf = f. Assim, novamente pelo Teorema da Comparagao (1.3.10),
tais aplicagoes sao homotdpicas. Aplicando T' em ambas, temos que Ta : TP 4 — TQ'; e
TS : TP, — TQ sao homotdpicas, logo, as aplicagoes induzidas na homologia sao as

mesmas. O

Em particular, estamos interessados no caso em que 7' = — ®p B. Nesse caso,

temos que L, T = Tor’(—, B), isto é
Tor (A, B) = ker(d, ® 1)/ Im(dps1 ®1) .

Corolario 1.3.13 ([21], 6.12). A definicio de Tor®(A, B) = H,(P4 ®g B) ndo depende

da escolha da resolugdo projetiva P.
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Corolario 1.3.14 ([21], 6.13). Seja
P=..>P3P5%P 540

uma resolugdo projetiva de A e defina Ky = kere e K, = kerd,, paran = 1. Entao, seT é

um funtor covariante, temos

(Lnaa T)(A) = (L T)(Ko) = (LnaT) (K1) = ... = (I T) (K1)

Em particular, tomando T = — &® B no corolario acima, temos

Tor,+1(A, B) ~ Tor,(Ky, B) ~ ... ~ Tor1(K, 1, B).

De forma andloga a usada para definir funtores derivados a esquerda, vamos
definir funtores derivados a direita. Mas, diferentemente do que fizemos para definir funtores

derivados a esquerda, aqui a definicao dependera da variancia do funtor 7.

Primeiramente, se T' é um funtor covariante, considere uma resolucao injetiva

& de A, tal que seu complexo deletado é dado por
E,=0-E S S5
Aplicando T obtemos o complexo
TE,=0—TE" ™ B' ™% TE* ™5 TES

Definicao 1.3.15. Seja T' um funtor covariante. O n-ésimo funtor derivado a direita de

T ¢ definido em A como

(R"T)A := H"(TE,) = ker Td"/Im Td"* .

Agora, se T é um funtor contravariante, vamos considerar uma resolucao

projetiva P de C' tal que o complexo deletado é dado por
Po=->PBp%3p%p o
Aplicando T' obtemos
TPy =0—-TP 3T TP, TP — ... .

Definicao 1.3.16. Seja T um funtor contravariante. O n-ésimo funtor derivado a direita
de T é definido em C como

(R"T)C := H,(TP¢) = ker Tdy, 1/ Im Td,,

Novamente, precisamos que nossas defini¢oes sejam independentes das resolu-

¢oes escolhidas.



Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 33

Teorema 1.3.17 ([21], 6.14 € 6.17). Se T' é um funtor covariante, a definicio de R, T nao
depende da resolugao injetiva escolhida de A. Se T € um funtor contravariante, a defini¢ao

de R, T nao depende da resolucao projetiva escolhida de C'.

De fato, a demonstragao desse resultado segue de forma semelhante a demons-

tragao do Teorema 1.3.12.

Em particular, se T = Hompg(C, —), como T é um funtor covariante, usamos a
Defini¢do 1.3.15, entdo definimos R"T" = Ext,(C, —), isto é

Exth(C, A) = kerd?/ITmd} " .
Se T'= Hompg(—, A), como T é um funtor contravariante, usamos a Definigao
1.3.16 e definimos R"T = extz(—, C), isto é,
extR(C, A) = ker dp 14/ Im dyps.

Corolario 1.3.18 ([21], 6.15 e 6.18). A definicao de Ext(C, A) = H,(Homz(C,Ey))
nao depende da escolha da resolugio injetiva E de A. A defini¢io de exth(C,A) =
H,(Homg(P¢, A)) ndo depende da escolha da resolu¢io projetiva P de C.

Corolario 1.3.19 (]21], 6.19). Seja
P=.. P3P 5%Pp5C>0

uma resolugdo projetiva de C' e defina Ky = kere e K,, = kerd,, para n > 1. Entao, se'T

¢ um funtor contravariante, temos

(R™IT)(C) ~ (R"T)(Ko) ~ (R™ 'T) (K1) ~ ... ~ (R'T)(Ka).

Em particular, tomando 7' = Hom(—, A) no corolario acima, temos

ext" T (C, A) ~ ext™ (Ko, A) =~ ... = ext! (K, 1, A).

Pode ser provado também que Ext(A, C) = extz(A, C).

Agora, usando o homomorfismo conector definido no Teorema 1.3.5, vamos

obter resultados importantes para os funtores derivados a esquerda e a direita.

Teorema 1.3.20 ([21], 6.21). Seja 0 > A" - A — A" — 0 uma sequéncia exata de

modulos. Se T' é um funtor covariante, entdo existe uma sequéncia erata
oo o (LyT)A — (L,T)A — (L ,T)A" 5 (L, \T)A' — -+ — (LoT)A — (LyT)A" — 0

com homomorfismos conectores naturais.
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Temos dois teoremas analogos para funtores derivados a direita.

Teorema 1.3.21 ([21], 6.26). Seja 0 > A" - A — A" — 0 wma sequéncia exata de

modulos. Se T" € um funtor covariante, entao existe uma Sequéncia exata
0 — (R'T)A' - (RT)A — ... - (R"T)A' - (R"T)A — (R"T)A" 5 (R"'T)A' — ...
com homomorfismos conectores naturais.

Teorema 1.3.22 ([21], 6.27). Seja 0 > A" > A — A" — 0 uma sequéncia ezata de

modulos. Se T' é um funtor contravariante, entdo existe uma sequéncia exata
0 — (R'T)A" — (R°T)A — ... —» (R"T)A" = (R"T)A — (R"T)A' 5 (R™'T) A" — . ..

com homomorfismos conectores naturais.

1.4 Tor

Vimos que, por definicdo, Tor®(A, B) = H,(P4®g B). Porém, queremos poder
calcular o valor de Torf (A, B) usando resolugoes de qualquer um dos dois médulos. Vamos

mostrar isso nesta secao. Até la, vamos estudar propriedades dos dois funtores Toré% (A, -)
e Torl(—, B).
Note também que Tor, (A, B) = 0 para todo n < 0, pois H,(Pa ® B) tem

apenas zeros a direita de Py ® B.

Teorema 1.4.1 ([21], 8.2). Tor{ (A, —) é naturalmente equivalente a AQr— e Tori(—, B)

¢ naturalmente equivalente a — Qg B.

Dessa forma, dada uma sequéncia exata curta 0 - B’ — B — B” — 0 e um
moédulo A, usando a sequéncia do Teorema 1.3.20 e aplicando o teorema acima, conseguimos

uma sequéncia exata longa

- — Tor1(A, B) — Tor1(A,B") > AQB' - AQB—> A® B" — 0.

Agora, seja P um moédulo projetivo, dado um moédulo B, podemos utilizar a
resolugao projetiva 0 - P — P — 0 para calcular Tor, (P, B), donde concluimos que
Tor, (P, B) = 0 para todo médulo B e todo n = 1. Analogamente, Tor,(A, P) = 0 para
todo moédulo A e todo n = 1.

Antes de prosseguirmos para o proximo teorema, porém, precisaremos de mais

um resultado.
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Teorema 1.4.2 (Snake Lemma, [21], 6.5). Considere o sequinte diagrama comutativo de

maodulos com linhas exatas:

A AL A 0
[
0 ' —C c”

Entao existe uma sequéncia exata

ker  — ker § — ker~y 9 coker a — coker B — cokery,

-1 _n
1CL

onde & :a" —i"'Bp +Ima.

Mais ainda, se A" — A é um monomorfismo, entdo ker o — ker 8 é um mono-

morfismo, e se C — C" ¢ um epimorfismo, entdo coker 3 — coker~y é um epimorfismo.

Com isso, podemos finalmente mostrar o seguinte resultado.

Teorema 1.4.3 ([21], 7.9). Sejam

P=---5PB3p %P 5SA0
e
ds dy ¢
Q= —>Q230Q1—>Qy—>B—0

resolugoes projetivas de A e B respectivamente, entio H,(Pa ®r B) ~ H,(A®r QB) para
todon = 0.

Demonstracao. Para diferenciarmos os médulos de homologia obtidos a partir de cada
resolugao, vamos denotar por Tor, (A, B) = H,(Pa ®g B) e tor,(A, B) = H,(A®r QB)-

Defina K; = kerd; = Imd; para todo i e K] = kerd; = Imd;_, para todo i e
considere os diagramas

d2 dl

PQ\K/H\K/PO A0
NN

e QB0
Nz
SN\
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Usando as sequéncias 0 > Ky —> Pp > A —>0e 0 — K|, > Qy — B — 0, que

sao exatas, podemos obter o seguinte diagrama

0 ker

Ky® K, —— KyQQy —— KyQ@B —— 0
«a B Y
0 —— RK, —2— P,®Q —— Ph,®B —— 0

Oél

ARKy —— ARQy —— A®B —— 0

0 0 0

que é comutativo e tem linhas e colunas exatas. Note que os zeros a direita e abaixo do
diagrama vém do fato de que o funtor do produto tensorial é exato a direita e os zeros na
coluna e na linha do meio vém do fato de que Qg e Py sao projetivos, logo, os funtores
—® Qo e Py ® — sao exatos. Aplicando o Snake Lemma (1.4.2), para as duas primeiras

linhas, existe uma sequéncia exata
ker o — ker 3 — kery % cokera — coker 3 — cokery — 0, (1.1)
como ker f = 0, temos
0 — kervy 2 coker v — coker 3 — cokery — 0,

o que nos diz que kery ~ Im 0. Agora, da sequéncia exata curta 0 > Ky —» P, > A — 0,

temos a sequéncia exata
Tor,(Py, B) — Tory(A,B) - Ko®B 5 Py®B — A® B — 0,

mas sabemos que Tory (P, B) = 0, pois P, é projetivo. Assim, temos que ker v ~ Tor; (A, B).
Agora,
cokera = Py @ Kj/Ima ~ Py @ K|/ kero/ ~ A® K

e analogamente,

coker f = Py ® Qo/Im 5 ~ A® Qo,
logo

Tory (A, B) ~ kery ~ Im 0 ~ ker(coker @ — coker ) ~ ker(A® K; — A® Qo).

Por outro lado, da sequéncia exata curta 0 — Kj — Qo — B — 0, obtemos a

sequéncia exata

tory (A, Qp) — tor1(A,B) > AQ K, > A®Qy —> A® B — 0.
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Como @ é projetivo, novamente temos tor; (A, Qy) = 0, logo
tOI‘l(A, B) ad ker(A & K(l) — A &® Qo) ~ TOI‘I(A, B)

Assim, o teorema vale para n = 1.

Note também que, usando novamente que Tory(Py, K) = 0 e tor; (Ko, Qo) = 0,

temos as sequéncias exatas

0 — Tor; (A4, Kp) —>K0®K63>P0®K6—>A®K6—>0

0 — tory (Ko, B) = K{ ® Ko > Ko ® Qo — Ko ® B — 0,

portanto, o diagrama também implica que
Tory (A, K{)) ~ ker @ ~ ker oav ~ ker 36 ~ ker ¢ ~ tor;(Ky, B),

pois o e 8 sao0 monomorfismos.

A . ! !
Usando as sequéncias 0 - K; - P, - K;_1 - 0e0— K; - Q;, —» K;,_; — 0,
que sao exatas, podemos repetir a demmonstracao feita até agora e, como P; e (); sao

projetivos para todos j e i, obtemos que
TOI‘l(Kj_l, Kz,) ~ TOI'l(Kj, K’L{—l)'

Definindo K 1 = A e K| = B, vemos que o isomorfismo acima continua valido para

1 = 7 = 0. Logo, usando também o corolario 1.3.14, temos que

Tor,,11(A, B) ~ Tory(K,_1, B) ~ Tor (K, _a, K{)
.~ Tor (K 1, K]_;) ~tory (K 1, K]_,) ~ tor1 (A, K], _;) ~ tor,1(A, B).

Portanto, Tor, (A, B) ~ tor, (A, B) para todo n. O

Esse teorema nos permite calcular Torf(A, B) usando resolugoes projetivas de

qualquer um dos dois médulos A e B.

Teorema 1.4.4 ([21], 8.9). Se Tor,(F, B) = 0 para todo R-médulo B, entio F' é R-mddulo

plano.

Teorema 1.4.5 ([21], 8.10 e 8.11). Sejam B um mddulo e { Ay} uma familia de médulos.

Entao, para todo n = 0, as sequintes proposicoes sao verdadeiras.

1. Tor,(®Ay, B) ~ @ Tor, (A, B).

2. Se o conjunto de indices é dirigido, entdo Tor,(lim Ay, B) ~ lim Tor, (A, B).
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1.5 Ext

Definimos Ext"(A, B) de duas formas diferentes:
Ext"(A, B) = H_,(Hom(A, Eg)),
onde Ep é uma resolucao injetiva deletada de B, e
ext"(A, B) = H_,(Hom(P4, B)),

onde P, é uma resolucao projetiva deletada de A. Queremos provar que estas duas

defini¢oes coincidem.
Agora, note que
Ext"(A, B) = 0 = ext"(A, B)

para todo n < 0, pois H"(Hom(A, Eg)) e H"(Hom(P 4, B)) tém apenas zeros a direita de
Hom(A, Ey) e Hom(P,, B), respectivamente.

Teorema 1.5.1 ([21], 7.2). Ext®(A, —) ¢ naturalmente equivalente a Hom(A, —).

0
Demonstracio. Dado um médulo B e uma resolucao injetiva 0 — B -5 E° SE > ...

de B. Como Hom(A, —) é exato a esquerda, entao a sequéncia
0
0 — Hom(A, B) <5 Hom(A, E°) % Hom(A, E')

é exata, ou seja, ker d2 = Im e, entdo, o mapa €, : Hom(A, B) — ker d® é um isomorfismo.

Por outro lado, considerando o complexo deletado
Ep=—>05 4 pt
temos que Ext(A, B) = kerd’/Imd, ' = ker d°. Concluimos que Ext"(A, B) ~ Hom(A, B).
m

Seja 0 - B’ - B — B"” — 0 uma sequéncia exata curta. Usando o teorema

acima e o Teorema 1.3.21, obtemos uma sequéncia exata longa da forma
0 — Hom(A, B') — Hom(A, B) — Hom(4, B") 5 Ext'(A, B') — Ext'(4,B) — . ..

Teorema 1.5.2 ([21], 7.4). ext’(—, B) é naturalmente equivalente a Hom(—, B).

A prova desse teorema segue de forma andloga a prova do teorema anterior.

Assim, combinando o teorema acima com o Teorema 1.3.22, obtemos que, dada
uma sequéncia exata curta 0 - A’ - A — A” — 0, obtemos uma sequéncia exata longa

da forma

0 — Hom(A”, B) — Hom(A, B) — Hom(A’, B) 5 ext' (A", B) — ext'(A, B) — ...
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Note que, se F é um modulo injetivo, 0 - £ — E — 0 é uma resolucao injetiva
de E, logo, Ext"(A, E) = H"(Hom(A, Eg)) = 0 para todo n = 1 e todo médulo A.

Analogamente, se P é projetivo, 0 > P — P — (0 é uma resolugao projetiva de
P, logo, Ext"(P, B) = H"(Hom(Pp, B)) = 0 para todo n = 1 e todo médulo B.

Teorema 1.5.3 ([21], 7.8). Sejam

E-=0-B->FE ->E'"-FE* -
uma resolucao injetiva de B e

P=.. ->PBb->P->F—>A->0
uma resolucao projetiva de A. Entdo, para todo n = 0, temos

H"(Hom(P 4, B)) ~ H"(Hom(A, Ep)).

A prova deste teorema é feita de forma andloga a prova do Teorema 1.4.3 e

pode ser encontrada em [21], creditada a A. Zaks.

Com esse teorema, concluimos que Ext"(A, B) ~ ext"(A, B) para todo n = 0

e todos médulos A e B.
Definigao 1.5.4. Uma extensio de A por C é uma sequéncia exata
0>A—->B—->C—0.

Teorema 1.5.5 ([21], 7.11). Se Ext'(A, B) = 0, entdo toda sequéncia exata 0 — B —
C — A — 0 cinde.

Desse resultado, com os Teoremas 1.2.12 e 1.2.17, podemos concluir que se
Ext'(A, B) = 0 para todo B, entdo A é projetivo e se Ext'(A4, B) = 0 para todo A, entdo

B ¢ injetivo.
Teorema 1.5.6 ([21], 7.13 e 7.14). Para todo n, vale que
i) Ext" (DA, B HEXt (Ay, B
i) Ext"(A, ]‘[ By) = | [ Ext"(A, By).
Exemplo 1.5.7. Seja B um grupo abeliano. Considere a sequéncia exata curta
0>Z37Z—Z/mZ — 0,

onde a primeira aplicagio é multiplicagao por m. Aplicando o funtor Homgz(—, B), obtemos

a sequéncia exata

Homz(Z, B) "> Homy(Z, B) — ExtL(Z/mZ, B) — ExtL(Z, B),
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onde o ultimo termo € igual a 0, pois Z é Z-mdodulo livre, e 0s dois primeiros termos sao

isomorfos a B. Agora, como

m*f(1) = fm(1) = f(m) = mf(1),
seque que m* também é multiplicacdo por m, entdo

Ext}(Z/mZ, B) ~ Homz(Z, B)/Imm* ~ B/mB.

1.6 Homologia e Cohomologia de grupos

Nesta se¢ao, vamos passar nossa teoria para os grupos. Assim, seja G um grupo
com notagao multiplicativa e seja R um anel comutativo com unidade. A dlgebra de grupo
RG é o anel

RG = {Z mgg : My € R,Vg e my # 0 s6 para finitos g}

geG
cuja estrutura aditiva é do R-moédulo livre com base G e a multiplicacdo em G e as leis

distributivas sao dadas por

(Z mgg> (Z nhh> = Z mgnpgh.
geG heG g,heG

Temos que RG ¢ anel associativo com unidade que contém R no seu centro.

Além disso, RG é comutativo se, e somente se, G é abeliano.

Em particular, temos o grupo ZG que é um grupo abeliano livre com base G.
Sendo ZG um anel com unidade, temos definidos os ZG-mddulos a direita e a esquerda.
Em particular, Z é um ZG-mddulo com a acao de G em Z por gn = n para todo n € Z
e todo g € GG, assim, para todo z = ngg € ZG, temos xn = ngn para todo n € Z.

Com isso, dizemos que Z ¢ um ZG-modulo trivial, ou simplesmente um G-moédulo trivial.

Definicao 1.6.1. Sejam G um grupo e A um ZG-modulo a esquerda. Vamos definir o

n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em A como
HH(G7 A) = TOI‘%G(Z7 A)a

onde 7, é considerado Z.G-mddulo trivial.

Definimos o mapa de augumentacao € : ZG — Z dado por Z mgg +— Z Mg,
geG geG
ou seja g — 1. O mapa € é, na verdade, um homomorfismo de anéis e seu niicleo g é

chamado de ideal de augumentacao. Além disso, o ideal de augumentacao g é gerado como

Z-mébdulo por {g — 1 : g € G}. De fato, x = ngg € ker e se, e somente se, ng =0,

rT=x— (ng) 1 zngg—ngl =ng(g—1).

assim
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Teorema 1.6.2. Z®zc A ~ A/gA, onde g é o ideal de augumentagio de G.

Demonstracao. Considere a sequéncia exata curta
0->g—>2ZGSZ—0
temos a sequéncia exata
A9 > AQua LG 5 AQuc L — 0
e, como ZG Qza A ~ A, e a imagem de A @z g € isomorfa a gA,
A®zq 7 ~ A®zq LG/ kere, ~ A/gA
obtemos o resultado desejado. O]

Corolario 1.6.3. Seja G um grupo e A um ZG-mdédulo. Entao, Ho(G,A) ~ A/gA.

Demonstragio. De fato, sabemos que, por defini¢do, Hyo(G, A) = Tor%G(Z, A) e vimos que
Tor5%(Z, A) ~ 7. ®z¢ A, mas, pelo teorema anterior, Z ®zg A ~ A/gA, logo, concluimos
que

Hy(G, A) ~ A/gA.
]

Provamos que Ho(G,A) = A/gA = Z ®¢ A, onde g é o ideal de augumentagao
de G. Em particular, se A é G-trivial, entao Hy(G, A) = A.

Teorema 1.6.4 ([21], 10.2). Para qualquer grupo G, o grupo aditivo g/g* é isomorfo ao
grupo multiplicativo G/G', onde G’ denota o subgrupo comutador de G.

Teorema 1.6.5. Sejam G um grupo e A um G-mdodulo trivial. Entao
H(G,A) = G/G'® A.

Demonstracio. Seja g o ideal augumentado de G e considere a seguinte sequéncia exata
curta
0—-g—->2G—>27Z—0.

Aplicando o funtor TorZG(—, A), obtemos a sequéncia exata longa
Tor?“(ZG, A) — Tor?®(Z, A) — Tori®(g, A) — Tori®(ZG, A) — Tor5%(Z, A) — 0.

Agora, primeiramente, note que Tor?“(ZG, A) = 0, pois ZG é um médulo livre sobre
ZG. Além disso, note também que TorZ®(ZG, A) = ZG ®za A ~ A. Também sabemos
que Tor%G(g, A) = g ®zg A e, por fim, pelas proprias definigoes dos grupos de homologia



Capitulo 1. Homologia e cohomologia de grupos 42

de G, temos Tor?®(Z, A) = H,(G, A) e Tor5“(Z, A) = Hy(G, A). O que nos deixa com a

sequéncia exata
0— Hi(G,A) 5 g®zq A— A— Hy(G,A) — 0.
Agora, note que, como a primeira aplicacao é nula e a sequéncia é exata, temos que
0 = Im(0 — H4(G, 4)) = ker(e),
além disso, sabemos também que Im(p) = ker(g @z A — A), portanto, obtemos
Hy(G, A) ~ Hy (G, A)/ Ker() = Im(p) ~ ker(g @z A — A),
Mas sabemos que, como A é G-trivial, Hy(G, A) = A, portanto
A = Hy(G, A) = ker(Hy(G, A) — 0) = Im(A — Hy(G, A)) = Af(ker(A — Hy(G, A))),

logo, devemos ter ker(A — Hy(G, A)) = 0. Mas, por outro lado, a exatidao da sequéncia
nos diz que ker(A — Hy(G,A)) = Im(g ®zc¢ A — A). Dessa forma, concluimos que
Im(g ®z¢ A — A) = 0 e, portanto, ker(g ®z¢ A - A) = g Qze A. Assim, temos que

H(G,A) ~ gQ®yc A, logo, usando também o teorema anterior,
Hi(G,A) ~g®uc A=~ (g/0°) @A~ (G/G") @ A.

[]

Em particular, como Z ® G/G’ ~ G/G’, temos que o primeiro grupo de homo-
logia de G com coeficientes nos inteiros é dado por Hy(G,Z) ~ G/G'.

Teorema 1.6.6. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e RG a dlgebra de grupo. Se

A é um RG-maodulo a esquerda, entdo, para todo n = 0,
Tor®(R, A) ~ Tor’¢(Z, A).
Concluimos que os grupos de homologia H,(G, A) ndo dependem do anel de coeficientes R.

Demonstracao. Considere a seguinte resolucao livre de Z como ZG-mddulo
F=.. >FR3p%F %7 0. (1.2)
Por um lado, podemos aplicar — ®z¢ A no complexo deletado, e obtemos
FzRcA=... > F,®cA— FiQ®zg A— FyQzag A— 0. (1.3)

E sabemos que Tor%G(Z, A) é o n-ésimo grupo de homologia deste complexo.
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Por outro lado, aplicando — ®zc RG ao complexo F, temos
F@ZgRGZ —>FQ@ZgRG—)Fl(@ZgRG—)F()@ZgRG—)Z@ZgRG—)O.

Queremos mostrar que F ®;5 RG é uma resolucao livre de R como RG-mddulo. Agora,
sabemos que Z ®zc RG ~ R e que cada F; ®z¢ RG é livre como RG-mddulo, logo, resta

mostrar que F ®z4 RG é um complexo exato.

Denote por K; o nucleo da aplicacao d; em (1.2) para ¢ = 0. Considere a

sequéncia exata curta de Z-modulos
0> Ky— Fy—7Z— 0.

Note que, como Z é um Z-modulo livre, temos que essa sequéncia cinde, logo, existe
ho : Z — F, tal que dy o hg = idz. Além disso, Ky é um somando direto de Fy, logo K|

também é projetivo. Assim, podemos considerar a sequéncia exata curta
O—>K1—>F1—>KO—>O.

Novamente, essa sequéncia cinde, e obtemos j; : Ky — F} tal que d; 0 j; = idg,. Definimos,
entao hy : Fy — F| como a composi¢ao das aplicagoes Fy — Ky e j;. Prosseguindo assim,

obtemos fungoes h; : F;_1 — F; para todo i > 1 e hg : Z — Fj tais que

B-%.p ®2.p 9%, %, 7 0
B-%.p 2. p 9, %, 7 0

e para todo 7, idp, = h;d; + d;11hiv1. Agora, aplicamos R ®z — no diagrama acima, como
R ®y Z ~ R, obtemos

dg

.4)R®ZF34)R®ZF24>R®ZF14)R®ZF‘0/ 0
.4)R®ZF34)R®ZF24)R®ZF14)R®ZFO 0 0

e ainda temos que idgg,r, = hi'd; + d; 1k}, para cada i. Agora, fixe i e tome z € ker d;,

entao
Tr = idR@ZFz‘(I) = h;kd*( ) + dz+1 z+1( ) = dz*+1( z+1($))

Concluimos que
@ dx 2 dx
2 RQFs 5RQz I > RQQFy > Rz vy —> R—0

é exato.

Agora note que, para cada i, RQz F; ~ RGQuq F; e R~ RQ;7Z ~ RGQzq 7.
Assim, concluimos que o complexo F ®;5 RG dado anteriormente é uma resolucao livre
de R como RG-mébdulo.
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Denotando por S o complexo S = F ®;5 RG e por Sg o complexo deletado,

podemos aplicar o funtor — Qrg A a S e temos que

SR®rc A=... > 386 RGQrc A — Fr,®uc RGQpra A —
— Fy ®z¢ RG Qra A — Fy Qz¢ RG ®@pra A — 0

E sabemos que S = F ®z¢ RG ®ra A ~ F Qz¢ A, logo, calcular a homologia de Sg ®rg A

é o mesmo que calcular a homologia de Fz ®z¢ A. Concluimos assim que
Tor®C(R, A) ~ Tor’“(Z, A).

]

Este resultado serd importante para a dissertagao, pois no terceiro capitulo,
usaremos TorfG(R, A) para calcular os grupos de homologia de um grupo G com coeficientes

em um RG-moédulo A.

Lema 1.6.7 (Shapiro). Se S € um subgrupo de G ¢ A é um RS-mddulo, entao, para todo
n =0,
H,(S,A) ~ H,(G, RG Qrs A).

Demonstracdo. Seja
P=..-P—>P_1—>...5>P—>A—>0

uma resolucao livre do RS-médulo a esquerda A e considere o complexo RG ®rs P.

Sabemos que RG é um RS-modulo livre, logo RG ®rs — € um funtor exato e portanto
RG@RSP: ...—>RG®Rspi—>RG®R,5*PZ'_1—>...—>RG®RSP0—>RG®RSA—>O

é um complexo exato. Além disso, RG Qgrs P; ¢ um RG-moddulo livre para todo ¢, pois P;
¢ uma soma direta de copias de RS e o produto tensorial comuta com soma direta, logo
RG ®pg P; ¢ uma soma direta de cépias de RG ®rs RS ~ RG. Portanto, RG Qgrs P ¢
uma resolucao livre do RG-moédulo RG ®gs A. Agora, note que

H,(G,RG ®pg A) = Tor™ (R, RG @ps A) ~ H,(R ®grc (RG ®@grs P)),

para todo n > 0. Mas
R®rc RG Qrs P ~ RQgrs P,

portanto
H,(R®ga (RG Qrs P)) ~ H,(RQgs P) ~ Tor™ (R, A) = H,(S, A)

para todo n > 0. O
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Podemos desenvolver a teoria de cohomologia de grupos de forma analoga a

feita com a homologia.

Definicao 1.6.8. Sejam G um grupo e A um ZG-mdédulo a esquerda. Vamos definir o

n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A como
Hn(G> A) = EXt%G’(Z7 A);
onde 7. é considerado Z.G-madulo trivial.

Teorema 1.6.9 ([21], 5.15). Sejam G um grupo e A um ZG-médulo. Entdo H°(G, A) ~
A% onde A% denota o submddulo de A dos pontos de A fizados pela acdo de G.

Em particular, se A é um ZG-médulo trivial, H°(G, A) ~ A. Portanto,
H°(G,Z) ~ Z.

Nao usaremos propriedades de cohomologia de grupos neste trabalho, por isso,
nao desenvolveremos a teoria de cohomologia além do que ja foi enunciado aqui. Deixamos
apenas dois resultados interessantes analogos aos Teoremas 1.6.6 e 1.6.7, porém em versoes

cohomologicas.

Teorema 1.6.10. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e RG a dlgebra de grupo.

Se A € um RG-mddulo a esquerda, entdo, para todo n = 0,

Concluimos que os grupos de cohomologia H" (G, A) nao dependem do anel de coeficientes
R.

A ideia da demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [12] nas paginas

2 e 3, e segue de forma andloga a demonstragao feita no Teorema 1.6.6.

Lema 1.6.11 (Shapiro, versao cohomoldgica). Se S é um subgrupo de G e A é um

RS-mddulo, entao, para todo n = 0,

H"(S, A) ~ H"(G, Homps(RG, A)).

A demonstragao deste teorema segue de maneira analoga a do Teorema 1.6.7,
e sua versao para R = Z pode ser encontrada em [21], como Teorema 10.32.

1.7 Sequéncias espectrais

Considere um grupo G e um subgrupo N < G e considere a acao de G em N

por conjugacio isto é, In = gng~'.
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Uma sequéncia espectral ¢ uma familia de médulos e diferenciais {E; , d) 1,
S . S S S 7 . o ’ .
onde s,p,q€Z,s=>2ed, : E, — E, . . Paracadas, {EM} ¢ dito s-ésima pagina
da sequéncia espectral.

Para visualizarmos melhor, a segunda pégina de uma sequéncia espectral como

no diagrama abaixo, onde as aplicagdes sao os respectivos diferenciais.

2 2 2
Ep+1,q71 Ep+1,q Ep+1,q+1
2 2 2
Ep,qfl Ep,q Ep,qH
2 2 2
Epfl,qfl Epfl,q Epfl,qﬂ

Da mesma maneira, a terceira pagina da sequéncia espectral seria como no

diagrama abaixo.

Por fim, para relacionarmos as paginas da sequéncia espectral entre si, temos

que, para cada s, E;:;l ¢ a homologia com respeito a esses diferenciais no ponto Ej , i.e.,

Extt =ker(d) )/ Im(d} )

p+s,g—s+1

Agora, fixe um par (p,q) e denote por A = Eiq. Sabemos que

3 2 2
B = ker(dp7q)/lm(dp+27q_1).
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Defina Z3 = ker(d} ) e By = Im(d}.,,_,). Sabemos que Z3 e Bs sio submédulos de A e
E;’ﬁq = Z3/Bs. Analogamente, definimos Z; = ker(d;q) e By = Im(d?

Pp+3,4—2
de Ez‘j’yq e, trocando Z, e B, pelas pré-imagens deles em A, temos By € By © Z, < Z3,

) submodulos

onde E;iq = Z4/By. Prosseguindo dessa forma, obtemos duas cadeias de submédulos,

Bsc By Bs<c---=€B,<B1<...

U32D2U4 205224, 2012 ...
e mais ainda, para todo i € {3,4,5,...}, B; € Z,.
Dessa forma, definimos B, = U BieZy = ﬂ Z; e ainda temos que By S Zy.

Por fim, podemos definir
By = Zw/Bo.

Definicao 1.7.1. Seja H um mddulo graduado. Dizemos que uma sequéncia espectral

{E> } converge a H, e denotamos por {E> } = H,, se existe uma filtracao {P*H} de H
- C ®P'H, < ®PH, < " 'H, < ...
e existem s = s(n) et = t(n) tais que ®*WH, =0, ®'"WH, = H, ¢
EY ~ ®"H,/®"'H,
para todos p,q, onde n =p+ q.

Com isso, chegamos no seguinte resultado para sequéncias espectrais.

Teorema 1.7.2 (Lyndon-Hochschild-Serre, [21], 11.46). Sejam G um grupo, N < G e
V um ZG-médulo. Entio existe uma sequéncia espectral E. = H,(G/N,H,(N,V)) no
primeiro quadrante, i.e., com E, =0 quando p <0 ouq < 0, que converge para H,(G, V),

onden = p+ q, isto é,

B, = Hy(G/N, Hy(N,V)) = H,(G.V),

Vamos ver alguns exemplos de sequéncias espectrais convergentes.

Exemplo 1.7.3. Sejam G um grupo, V. um ZG-mdodulo e N um subgrupo normal de G
tais que G/N é um grupo finito e

Hy(N,V) = Tor’N(Z,V) ~ H(Z ®zn Py)

¢ também finito para todo q. Entdo, o teorema anterior nos diz que existe uma Sequéncia

espectral
Eyy = Hy(G/N, Hy(N,V)) = H,(G, V),
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ou seja, existe uma filtracao limitada
0=0"Hc...cOP'Hc®PHc P 'Hc .. c d™WH = H, (G, V),

tal que
-1
E;’?q ~ ®PH, /O’ H,

para todo p,q, onde n = p+ q. Agora, note que, H(N,V) ~ H(Z ®zn Py ) € finito para
todo q, entao E;q ¢ finito e portanto E) também ¢é finito. Logo, cada O’ H, /PP 'H, é
finito. Assim, H,(G, V) tem filtragio onde todos os quocientes sao finitos, logo H,(G,V)

deve ser finito.

Exemplo 1.7.4. Pensamos em EZQJ como o ponto (i,7) do plano. Suponha que todos
0s modulos nao-zero pertencem a uma reta fixa j = jo, isto €, Ef] =0 se 7 # jo. Note
que os diferenciais ndo sio paralelos da reta, assim, para todo ponto (i,j), considerando o
diferencial dij : Efj — EE,QJH, sabemos que ou Efj =0 ou Ei272,j+1 =0, logo dij = 0.
Portanto,

E}; =ker(d;,)/Im(d},;_,) = E};/0 ~ E}..

3 . 3 3 3 _ 3 _

Analogamente, d;; : E}; — E; 3. 5 €, como ou E; =0 ou E} 5, ., =0, temos que
—1 . .

df”j =0ce Eij = Ef'] De modo geral, di; = 0 e E}; = E}; . Assim, concluimos que

o 2
iy = L.

O exemplo anterior funcionaria da mesma forma se fixdssemos uma reta i = 4.

Quando temos uma sequéncia espectral em que os diferenciais sdo todos nulos

como no Exemplo 1.7.4, dizemos que a sequéncia espectral colapsa.
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2 Algebra Comutativa

2.1 Localizacao

Seja R um anel comutativo com unidade. Um subconjunto multiplicativamente
fechado de R é um subconjunto S de R tal que 1 € S e S é fechado por multiplicacao.
Defina uma relacado ~ em R x S dada por

(a,s) ~ (b,t) < (at —bs)u =0, (2.1)
para algum u € S. Vemos que essa ¢ uma relacao de equivaléncia. De fato, ~ é claramente
reflexiva, além disso, ~ é simétrica, pois se (a,s) ~ (b,t), entao existe u € S tal que
(at — bs)u = 0, logo

(bs — at)u = —(at — bs)u = 0,
logo, (b,t) ~ (a,s). Por fim, resta mostrar que é transitiva. Assim, seja (a,s) ~ (b,t) e
(b,t) ~ (c,r). Entao existem u,v € S tais que (at — bs)u = 0 e (br — ct)v = 0, de onde

temos que
(at — bs)urv =0

(br — ct)vsu =0
e somando essas equagoes obtemos
aturv — ctvsu = 0
(ar — cs)tuv = 0,

e, como S é fechado por multiplicacdo, temos que tuv € S e portanto, (a,s) ~ (c,r).

Portanto, concluimos que a relagdo ~ definida em (2.1) é uma relagdo de equivaléncia.

Assim, a partir de agora, denotamos por S™'R o conjunto dessas classes de
equivaléncia e por a/s a classe de equivaléncia de (a, s). Queremos que S~ ' R esteja munido

com uma estrutura de anel, portanto definimos a soma em S~ 'R por
a/s+ b/t = (at + bs)/st

e definimos a multiplicacdo em S™'R por
(a/s)(b/t) = (ab/st).
Podemos ver que essas operacoes estao bem definidas.

O anel S™' R definido acima é chamado de anel de fracoes de R com relacio a
S. Mais ainda, se R é um dominio de integridade e S = R\{0}, entdo S 'R ¢ o de corpo
de fracoes de R.

Podemos definir também o homomorfismo f : R — S 'R por f(r) = x/1.
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Proposicao 2.1.1 ([2], 3.1). Seja g : R — B um homomorfismo de anéis comutativos
com unidade tal que g(s) é uma unidade em B para todo s € S. Entao existe um inico

homomorfismo de anéis h : S'R — B tal que g = ho f, i.e., o diagrama abaizo comuta.

R— B

Além disso, o anel ST'R e o homomorfismo f : R — S™'R tém as seguintes

propriedades:

1. Se s€ S, entdo f(s) é uma unidade em S 'R.
2. Se f(a) =0, entdo as = 0 para algum s € S.

3. Todo elemento de S™'R ¢ da forma f(a)f(s)"' para algumae Rese S.

Mais ainda, essas trés condi¢oes determinam o anel S™'R a menos de isomor-

fismo.

Exemplo 2.1.2. Considere o anel Z[x]. Sabemos que Z[z] é um dominio de integridade.
Seja S = {1,z,2%, ...,2™, ...}. Entdo, S 'Z[x] = Z[x,x '] é a dlgebra do grupo {x) ~ 7

com coeficientes em Z.

O exemplo a seguir nos levard a duas definicdes importantes.

Exemplo 2.1.3. Seja p um ideal primo de R. Entdo, o conjunto S = R\p é multiplicati-
vamente fechado. De fato, se m,n ¢ p, entdo mn ¢ p, logo mn € S. Neste caso, denotamos
SR por R,. Além disso, os elementos p/s € R, com p € p formam um ideal m em R,. Se
b/t ¢ m, entdo b ¢ p, portanto, be S e entdo, b/t é uma unidade em S™'R. Segue que se a
¢ um ideal em Ry, e a & m, entdo a contém uma unidade e, portanto, a é o anel inteiro.

Assim, m € o unico ideal mazimal de R,.

Definicao 2.1.4. Seja R um anel que contém um unico ideal mazimal m. Dizemos, entdo

que R é um anel local.

Assim, o anel R, do exemplo 2.1.3, ¢ um anel local.

Definicao 2.1.5. O processo de passar de R para R, como feito no Exemplo 2.1.3 ¢é

chamado localizagio em p.

Exemplo 2.1.6. Seja R = k[z1,...,x,], onde k é um corpo e os x;’s sao varidveis
independentes e seja p um ideal primo de A. Entao R, € o anel de todas as fungoes

racionais f/g, onde g & p.
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Agora, considere um R-mo6dulo M. Como S é um subconjunto de R, podemos
considerar a acao de S sobre M, e definir uma relacdo de equivaléncia similar em M x S|
por

(m,s) ~ (n,t) < u(mt—ns) =0, (2.2)

para algum u € S e a classe de equivaléncia de (m,s) é denotada por m/s. Note que
podemos definir uma soma em S™'M da mesma forma que definimos em S™'R, além disso,

podemos definir em S~'M, uma multiplicacdo por um elemento de S™'R por

(a/s)(m/t) = (am/st),

dessa forma, vemos S~ 'M como um S~ R-médulo.

Agora, seja u : M — M' um homomorfismo de R-mdédulos. Entao temos um
homomorfismo de S™'R-médulos S 'u: S™'M — S~'M’ dado por

m/s — u(m)/s.
Além disso, se v : M' — M" é outro homomorfismo de R-mddulos, temos que
ST Hvou) = (S7') o (S u).

Temos ainda que se M’ é um submédulo de M, a aplicacdo S M’ — S~'M é injetiva,

logo, S™'M’ pode ser visto como um submédulo de S M.

Proposicao 2.1.7 ([2], 3.5). Seja M um R-mdédulo. Entio existe um isomorfismo de
ST R-médulos f : ST'R®pr M — S~ 'M dado por

f((a/s)@m) = am/s

para todosa€ R, me M es€eS.

Seja p um ideal primo de R. Lembramos a notagao do Exemplo 2.1.3, onde
R, =S 'R para S = R\p. Note também que podemos usar a mesma notacio para ideais

maximais, pois estes sao também primos.

Proposicao 2.1.8 ([2], 3.8). Seja M um R-mddulo. Entdo as segquintes condi¢oes sao

equivalentes:
i) M =0;
i) My =0 para todo ideal primo p de R;
i11) My = 0 para todo ideal mazimal m de R.

Vamos obter ainda uma relacao entre os ideais primos do anel inicial R com os

ideais primos da localizagdo de R. Para isso, considere a seguinte defini¢ao.
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Definicao 2.1.9. Seja R um anel. O conjunto dos ideais primos de R é denotado por

Spec(R) e é chamado espectro de R.

Assim, temos o importante teorema.

Teorema 2.1.10 ([7], 4.3.1). Sejam R um anel e S < R um subconjunto fechado por

multiplicacdo. Denote por p: R — S™'R o mapa de localizacio.

1. Seac R é um ideal de R, entdo S~ a = ST 'R é um ideal de S™'R. Reciprocamente,
todo ideal b < ST'R € da forma S™'a para algum ideal a < R; podemos tomar

a=p'b.

2. O mapa de espectros
Spec(p) : Spec S™'R <> Spec R

¢ injetor e tem como imagem o conjunto

Ds={peSpecR:pnS =}

dos primos p que ndo interceptam S. A pré-imagem de p € Dg é dada por S™'p.

Isso mostra que temos uma correspondéncia entre ideais de R que nao inter-
ceptam S e ideais de ST'R. Essa correspondéncia leva ideais primos em ideais primos que

nao interceptam S.

2.2 Anéis Noetherianos

Vamos comegar com uma definigao.

Definicao 2.2.1. Seja R um anel. Um R-mddulo M é dito Noetheriano se satisfaz as

sequintes condicoes equivalentes:

(i) todo submddulo N de M € finitamente gerado.

(ii) toda cadeia ascendente de submodulos de M estabiliza, isto é, se
NS N, &S NsC ...

¢ uma cadeia de submoédulos de M, entdo existe ng tal que N, = N,, para todo

n = ng.

(iii) todo conjunto S de submddulos de M tem um elemento mazimal em S com relagao

a inclusao.
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A demonstracao de que as condi¢oes acima sdo equivalentes pode ser encontrada
em [7], na Defini¢ao 6.1.1. Aqui, focaremos em anéis Noetherianos, que terdo uma defini¢ao

similar & de modulos Noetherianos.

Definicao 2.2.2. Seja R um anel associativo. Dizemos que R é um anel Noetheriano a
esquerda se cada ideal d esquerda a de R € finitamente gerado como R maodulo a esquerda,

isto €, existem aq,...,a, tais que a = Ra; + --- + Ra,,.

Exemplo 2.2.3. Corpos e dominios de ideais principais sao Noetherianos pois todos 0s

seus ideais sao finitamente gerados por um unico elemento.

Teorema 2.2.4. Seja R um anel associativo. Entdo, as sequintes condi¢oes sao equivalen-

tes:

i) R é um anel Noetheriano a esquerda.
it) Dada uma cadeia ascendente de ideais a esquerda de R
WEHCSaSay < ...
existe um ng tal que a, = a, 1 para todo n = ny.

i11) Todo conjunto T # & de ideais a esquerda de R possui um elemento que é maximal

em L com relacao a inclusao.

Demonstragio. (i) = (it) Suponha que R é Noetheriano a esquerda. Dada uma cadeia
GEapSasas ...

de ideais de R, defina a = U a;. Como os ideais a esquerda a;’s estdo em uma cadeia
crescente de ideais, temos que a é também um ideal a esquerda. Agora, pela hipdtese,
podemos escrever

a = Ra, + - + Ra,.

Tome, entao ny tal que aq,...,a, € a,,. Temos entao que a = a,, e, portanto, a; = a,,

para todo 7 = ny.

(i) = (4it) Agora suponha que a segunda condicdo vale e seja Z # ¢ um
conjunto de ideais a esquerda de R. Tome a; € Z. Se a é maximal em Z, acabou. Caso
contrario, existe a, € Z tal que a; & as. Novamente, se a; é maximal em Z, acabou.
Caso contrario, podemos continuar o processo. Note que esse processo termina em algum

momento, pois, caso contrario, obteriamos uma cadeia de ideais a esquerda
W« SCaSaz < ...

que nao estabiliza, contrariando a hipdtese. Assim, concluimos que Z tem um elemento

maximal.
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(731) = (i) Por fim, suponha que a terceira condi¢ao vale. Seja a um ideal a
esquerda de R e Z o conjunto dos ideais a esquerda de R contidos em a que sdo finitamente
gerados como R-moédulos. Como 0 € Z, sabemos que Z # (J, logo, por hipétese, Z possui
um elemento maximal ay. Sabemos que ay € a, agora, suponha que exista x € a\ay. Assim,
teriamos que ap < a9+ Rr € a e ay + Rr € Z, uma contradi¢ao, pois ay é maximal.

Portanto, ndo existe x € a\ay, i.e., ag = a. ]

Podemos pensar também que R é um anel Noetheriano a esquerda se R é

Noetheriano visto como R-moédulo a esquerda.

Exemplo 2.2.5. Seja k um corpo. O anel k[xy,xs,...] de polindmios nas varidveis
comutativas x1, s, ... e coeficientes em k ndao € Noetheriano. De fato, podemos considerar

a cadeia estritamente ascendente de ideais de k|xy,xs, . . .|
(xl) & (LUl,.CL’Q) <& (xl,IQ,l’g) < ...

Teorema 2.2.6 ([2], 6.5). Seja R um anel Noetheriano a esquerda e V. um R-mddulo

finitamente gerado. Entao V' é um mdodulo Noetheriano.

Teorema 2.2.7 ([2], 6.6). Seja R um anel Noetheriano da esquerda e a um ideal de R.

Entdo R/a é um anel Noetheriano d esquerda.

Temos ainda um resultado relacionando a localizacdo de um anel Noetheriano.

Teorema 2.2.8 ([2], 7.3). Seja R um anel Noetheriano e comutativo e S um subconjunto

multiplicativamente fechado de R, entdo S™'R é Noetheriano.

Em particular, se R ¢ um anel Noetheriano e comutativo e p ¢ um ideal primo

de R, entao R, ¢ também Noetheriano e comutativo.

Teorema 2.2.9 (Hilbert). Seja R um anel comutativo com unidade e Noetheriano. Entdo

R[zy,...,x,] € também Noetheriano.

Demonstragio. Note que, como R|zy,...,x,| é isomorfo a R|xy,...,z, 1][z,], basta
provarmos que R[x] é Noetheriano sempre que R for Noetheriano e o teorema segue por
inducao.

Assim, seja I um ideal em R[z] e seja J o conjunto dos coeficientes lideres de

todos os polindémios de I. Note que, se a € J, entdo existe polindémio p(z) € I tal que

d—1

pza:pd—i-ad_lm + ...+t a1x + ag,

logo, como [ ¢ ideal, dado r € R, temos que

d—1

szmxd—i—md,lx +...+rax +ragel,
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logo ra é um coeficiente lider, i. e., ra € J. Além disso, de a,b € J, entao existem p,q € I,
tais que p = ar? + a1zt +ag e q=bx" +b_12" '+ ... + bz + by. Sem
perda de generalidade, assuma d > r e denote por s = d — r. Assim, como [ é ideal note
que

d—1 d—1

p4+a°qg=ar? 4+ ag_12¥ + .+ ax+ag+ bt + b1zt + o+ bt + b

= (a+b)2? + (ag_1 + b_1)xm .+ (ag_y + bo)2® + ... + a1z + ay.

Portanto, a + b é um coeficiente lider de um polinémio em /. Assim, provamos que J é
um ideal de R.

Agora, como R é Noetheriano, existem cq, ..., ¢ € J que geram J. Para cada
1 < i<t seja f; o polindmio em I tal que ¢; é coeficiente de f;. Tome um inteiro N maior
do que o grau de cada f; e para cada m < N, seja J,, o ideal de R que consiste de todos
os coeficientes lideres de todos os polinémios f € I tais que deg(f) < m. Seja agora {f,,;}
um conjunto finito de polindmios em I de grau < m cujos coeficientes lideres geram .J,, e
seja I' o ideal gerado pelos f;’s e por todos os f,;’s. Como existem finitos f;’s e finitos

fmj’s, vamos provar que I' = I e conseguimos o resultado desejado.

Suponha que I’ seja menor do que I e seja g um elemento de I de menor grau
tal que g ¢ I'. Se deg(g) > N, podemos achar polindmios ¢; tais que ZQZfZ e g tém o

mesmo coeficiente lider. Mas entao

deg (g - %’fi) < deg(y),
portanto,
9g— Z afiel
logo, g € I'. Analogamente, se deg(g) = m < N, podemos diminuir o grau subtraindo

Z ¢ f; para alguns ¢;’s. Isso prova o teorema. O

Deste resultado, podemos obter um corolario importante.

Corolario 2.2.10. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo Z.G é um anel

Noetheriano.

Demonstracio. Como G é um grupo abeliano finitamente gerado, temos que G é um

quociente de Z" para algum n. Logo, existe um epimorfismo anéis

@ : Zlxy, 27t a2 - ZG.

n

Sabemos também que Z[z1, ..., z,] é Noetheriano pelo Teorema de Hilbert (2.2.9). Agora,
Zlxy, 21", ..., Ty, 2, ] é obtido do anel de polinémios Z[x1, ..., z,] invertendo 1, . .., z,,
logo, pelo teorema 2.2.8, temos que Z[zy, 277, ..., Ty, x;l] ¢é Noetheriano. Por fim, como
Z.G é quociente de Z[zy,x7', ..., 2, 2,"], pelo teorema 2.2.7 concluimos que ZG é um

anel Noetheriano. OJ
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2.3 ldeais primos associados

Nesta secao, R denotard sempre um anel comutativo, associativo com unidade.
Definicao 2.3.1. Seja R um anel comutativo. O nilradical de R é o ideal dado por
N=+v0={reR:r" =0 para algum n > 1}.
Teorema 2.3.2 ([2], 1.8). O nilradical M de um anel R é a interse¢io de todos os ideais

primos de R.

Equivalentemente, temos que o nilradical de R é a intersecao de todos os ideais

primos minimais de R.

Dizemos que um ideal q de R é um ideal primério se q # R e, se zy € q, entao
x € qouy” e q para algum n > 0. Nitidamente, cada ideal primo é primario. Se p = /4,
entao ¢ ¢é dito p-primario.

Uma decomposicao priméria de um ideal a de R é uma expressao de a como a

intersecao finita de ideais primarios, i.e., uma expressao do tipo
a=4qnNn...N4qy,
onde cada q; é primario, com 1 <17 < j.

Teorema 2.3.3 ([2], 7.13). Seja R um anel Noetheriano, entao todo ideal de R tem uma

decomposicao primdria.

Assim, consideramos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.4. Seja R um anel Noetheriano, entdo R possui apenas um numero finito

de ideais primos minimais.

Demonstracao. Sabemos que cada ideal a de R é uma intersecdo finita de ideais primarios.

Em particular, seja a = 0 e escreva
():a:qlm...mqj.

Assim, se p é um ideal primo contendo a, entdo existe 1 < i < j tal que q; € p. Portanto,
V4 € /p = p. Mas sabemos que 4/¢; é um ideal primo. Portanto, todos os elementos
minimais do conjunto de ideais primos contendo a = 0 sao também elementos do conjunto

{q1,...,9;}. E concluimos a demonstragao. O

Assim, se R é Noetheriano, seu radical nilpotente 91 é a intersecao finita de

seus ideais primos minimais. Portanto, para todo ideal a de R, temos que

Va={reR:r"eaparaalgumn=1}=p; n...Nnp,,
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onde Py, ..., p; sdo os ideais primos minimais de R que contém a.

De forma analoga, temos o conceito de radical de Jacobson.
Definicao 2.3.5. O radical de Jacobson R de R € definido como a intersegao de todos os
ideais mazimais de R.

Como visto em 2.1.4, um anel local é um anel R que contém um tnico ideal

maximal m, logo, seu ideal de Jacobson ¢ R = m.

Lema 2.3.6 (Nakayama, [2], 2.6). Sejam M um R-mdédulo finitamente gerado e a um
ideal contido no ideal de Jacobson R de R. Se aM = M, entdo M = 0.

Definigao 2.3.7. Seja M um R-mddulo finitamente gerado. Um primo associado de M é

um ideal primo p de R tal que p = anng(m) = {r € R : mr = 0}, para algum m € M.

O conjunto de todos primos associados de M ¢é sempre finito e é denotado por

Ass(M).

Lema 2.3.8 ([11], 3.6). Sejam M, M' e M" R-mddulos tais que existe uma sequéncia
erata curta
0—>M —>M-—>M"—D0.

Entao Ass(M') < Ass(M) < Ass(M') U Ass(M").

Teorema 2.3.9 ([11], 3.7). Se R é um anel Noetheriano e M é um R-mddulo finitamente

gerado, entdo M tem uma filtracao
O=MycMic...cM,1cM,=M,

onde cada M;1/M; ~ R/p; para algum ideal primo p;.

Assim, seja R um anel Noetheriano e M um R-mo6dulo finitamente gerado com
filtracao
O=MycMyc..cM, cM,=M

como no teorema anterior. Para Cada 1€ {O, e, — 1}, considere a sequéncia exata curta
O - MZ — Mi+1 i Mi+1/Mi - 0

Pelo lema 2.3.8, temos que Ass(M; 1) < Ass(M;) U Ass(M;1/M;). Indutivamente,
n—1
Ass(M) = Ass(M,,) < U Ass(Mi1/M;) < {po, ..., Pn_1}-
i=0

Definicao 2.3.10. Seja M um R-modulo. O suporte de M é definido como o conjunto de
PTIMos

Supp(M) = {p € Spec R : M, # 0}.
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Teorema 2.3.11. Seja R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado.
Entao Ass(M) < Supp(M) e esses dois conjuntos possuem os mesmos ideais primos

minimass.

O teorema acima estd enunciado e demonstrado de forma mais completa em
[7], como Teorema 12.2.6. Aqui deixamos o enunciado mais simples, para nao precisarmos

nos aprofundar nesta teoria.

Mais ainda, temos que
Ass(M) < {po, ..., pn_1} S Supp(M)

e os trés conjuntos possuem os mesmos ideais primos minimais.

2.4 Dimensao de Krull

Definicao 2.4.1. Seja R um anel comutativo Noetheriano com 1. A dimensao de Krull
de R, denotada por dim R, € definida como o maior n tal que existe uma cadeia de ideais

primos em R

tal que p; € diferente de p;.1 para cada i.

Exemplo 2.4.2. Sejam k um corpo e k|xy,...,x,] o anel dos polindmios comutativos
com n varidveis e coeficientes em k. A dimensdo de Krull de k|xy, ..., x,] é n. Aqui uma

cadeta maximal de primos é
0c (l’l) - (371,$2) c...C (xl,...,xn)

Exemplo 2.4.3. A dimensdo de Krull de Z ¢ 1. De fato, os ideais primos de Z. sao pZ

ou 0. Assim, como os ideias pZ sao maximais, uma cadeia maximal é
0 < pZ.
Exemplo 2.4.4. Z|z] tem dimensdo de Krull 2, com uma cadeia mazimal
0<pZ< (p,x).

Exemplo 2.4.5. Seja R um anel comutativo Noetheriano com unidade. Como S 'R
também é um anel comutativo Noetheriano e com unidade, a dimensio de Krull de S™'R
também estd definida. Além disso, como temos uma correspondéncia entre os ideais de R

e 0s ideais de ST'R, obtemos que

dim S™'R < dim R.
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Podemos ainda definir a dimensao de Krull de um médulo finitamente gerado.

Definicao 2.4.6. Seja R um anel comutativo e M um R-mddulo finitamente gerado.

Definimos o ideal
a=anng(M)={reR:rM = 0}.

Definicao 2.4.7. Sejam R um anel comutativo, M um R-modulo finitamente gerado e

a = anng(M). Definimos a dimensao de Krull de M por
dim(M) = dim(R/a).
Note que, se M é um médulo ciclico, entdo M é isomorfo a R/a, logo, como
R/a é um anel, M tem estrutura de anel.

Exemplo 2.4.8. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-modulo finitamente gerado,

entdo, pelo Teorema 2.3.9, existe uma cadeia de R-submodulos de M,
O=MycMyc...cM, cM,=M,

onde cada M 1/M; ~ R/p; para algum ideal primo p;. Se a dimensio de Krull de M € 1,
entdo todas as dimensoes de Krull de R/p; sao no mdximo 1 e existe no minimo um j tal

que R/p; tem dimensao de Krull exatamente 1.
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3 Modulos e grupos do tipo F' Py,

3.1 Modulos do tipo F'P,

Nesta secao, estamos interessados em definir médulos finitamente apresentaveis

e, mais geralmente, moédulos do tipo F'P,.

Seja M um R-moédulo, onde R é um anel associativo com unidade. Sabemos

que M ¢ finitamente gerado como R-moédulo se, e somente se, existe um epimorfismo de

R-médulos f: R — M.
Para prosseguir, precisaremos do seguinte lema:
Lema 3.1.1 (Schanuel, [8], 4.2). Sejam0 —> K > P 5> M —»0e0— K — P 5 M —0

duas sequéncias exatas curtas com P e P’ projetivos. Entao PO K' ~ PP ® K.

Demonstragio. Defina Q como o pullback das aplicacoes 7 e 7', ou seja, @ é o submddulo

de P@® P’ consistindo dos pares (z,2') tais que 7(z) = 7'(2"). Considere, entao o diagrama

abaixo.
0 0
K' —— K’
0 K Q P’ 0
| .
0 K P—"— M 0
0 0

As aplicagoes K’ — Q e K — (Q sao dadas pelas inclusoes naturais logo, sao injetivas. Além
disso, como a aplicacao P’ — M ¢é sobrejetiva pelo préprio enunciado, entao, para todo
p € P, denotando m = 7(p), sabemos que existe p' € P’ tal que ©'(p’) = m, logo (p,p’) € Q,
e portanto () — P é sobrejetiva. Analogamente, verificamos que Q — P’ é sobrejetiva.
Assim, temos que as sequéncias 0 - K/ - Q - P -0e0—> K - Q — P' — 0 sao
exatas. Mas, como os médulos P e P’ sdo projetivos, pelo Teorema 1.2.12, isso implica

que essas sequéncias cindem, isto é, K" QP ~Q ~ K@ P'. O

Com isso, podemos provar o proximo lema, que nos dara a definicao de médulo

finitamente apresentavel.

Lema 3.1.2 ([8], 4.1). As seguintes condigoes sobre um R-mddulo M sao equivalentes:
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(i) Eziste uma sequéncia exata R™ — R" — M — 0, para algum par de inteiros m e n.

(ii) Eziste uma sequéncia exata P, — Py — M — 0, com Py e Py mddulos projetivos

finitamente gerados.

(iii) M € finitamente gerado e para cada sobrejecao € : P — M, com P projetivo e

finitamente gerado, ker e é finitamente gerado.

Demonstragio. Suponha que (7ii) vale, entdo, como M ¢é finitamente gerado como R-
modulo, existe n tal que f: R" — M é sobrejecao. Além disso, note que R" é projetivo,
pois é livre, logo, por hipotese, ker f é finitamente gerado como R-mdédulo, isto é, existe
m inteiro tal que existe um epimorfismo de R-médulos R™ — ker(f). Unindo essas duas
projegoes, obtemos uma sequéncia exata R™ — R" — M — 0. Assim (iii) = (7).

Agora, note que, como todo modulo livre é projetivo, ja temos a implicacao

Por fim, suponha (7). Note que, como Py > M ¢é sobrejecio e Py ¢é finitamente
gerado, entdao M também o é. Agora aplicamos o Lema de Schanuel (3.1.1) para as

sequéncias exatas 0 — kere - P -5 M — 0 e 0 — kerp — Py — M — 0 e obtemos que

P@®ker(Py - M) ~ Py @ kere. Sabemos que P é finitamente gerado por hipotese e
ker p = Im(P; — Py) ~ P;/ker(P, — R)

é finitamente gerado, pois P; é finitamente gerado. Portanto P@ker(P, — M) é finitamente
gerado, o que implica que Fy @ ker ¢ também o é e concluimos que ker e é finitamente

gerado. Logo (i1) = (iii). O

Assim, um moédulo M é dito finitamente apresentavel se satisfaz as condigoes
do Lema acima e a sequéncia exata dada na condigdo (i) é dita uma apresentacao finita de
M com n geradores e m relagdes. Podemos ainda generalizar essa definicao para a ideia de
moédulo do tipo F'P,. Para fazer isso, vamos primeiro precisar da generalizagdo do Lema
3.1.1.

Lema 3.1.3 ([8], 4.4). Sejam

0O—-P~P,-P,_1—>-->P>F—>M-—>0

0—>P7'L—>PTIZ_1—>---—>P1'—>P6—>M—>O
duas sequéncias exatas com P; e P/ projetivos para todo i <n — 1. Entdo
PP ®OPOP® - ~POoPOP,®Od... .

Consequentemente, se P; e P! sdo finitamente gerados para todo i < n — 1, entio P, é

finitamente gerado se, e somente se P! ¢ finitamente gerado.
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Com isso, podemos seguir para o lema que nos ajudara a definir médulos do
tipo F'P,.

Lema 3.1.4 ([8], 4.3). Para um médulo M e um inteiro n = 0, as sequintes proposicoes

sao equivalentes.

(i) Existe uma resolugdo livre parcial F,, — --- — Fy — M — 0 com cada F; de posto
finito.

(ii) Eziste uma resolugdo projetiva parcial P, — -+ — Py — M — 0 com cada P,

finitamente gerado.

(iii) M é finitamente gerado e para cada resolugio parcial Py, — -+ — Py — M — 0 com
cada P} projetivo e finitamente gerado e k < n —1, ker(P, — P|_,) é finitamente

gerado.

Demonstra¢io. Novamente, como cada médulo livre é projetivo, segue que (i) = (ii).

Agora, suponha que (ii) vale. Note que, como a sequéncia dada em (ii) é exata
em M e P, é finitamente gerado, entao M também o é. Além disso, para cada sequéncia
exata P, — -+ — Pj — M — 0 como em (iii), podemos aplicar o lema anterior (3.1.3)

para as sequéncias

0—>ker(P, > P, y) > P> FP1—> - —>F—>M-0

0—>ker(P];—>P]271)—>P]é—>P]271_>..._>P(’)_,M_)O

e, como
ker(P, — Py_1) = Im(Pyyq — Py) ~ Pry1/ ker(Pyy1 — Py)

¢ finitamente gerado, obtemos que ker(P, — P, ;) também ¢é finitamente gerado. Assim,

Por fim, suponha que (iii) vale. Como M é finitamente gerado, entao existe
epimorfismo f : R™ — M para algum mg. Denote por Fy = R™°. Além disso, note
que R™° é projetivo, pois é livre, logo, por hipétese, ker f é finitamente, ou seja, existe
um epimorfismo R™' — ker(f) para algum inteiro m;. Denote por F; = R™'. Podemos
continuar essa construgao para todo k < n — 1 até obtermos que ker(F,, | — F, o) é
finitamente gerado e existe epimorfismo F,, = R™" — ker(F,_; — F,,_5), donde podemos

construir a sequéncia exata F,, — -+ — Fy — M — 0 como no item (i). Portanto,

(iid) = (). 0

Assim, se um modulo M satisfaz as condigbes acima para um inteiro n = 0,
dizemos que M ¢ de tipo F'P,. Mais ainda, se M satisfaz as proposi¢oes acima para todo

n € 7, dizemos que M ¢é de tipo F Py.
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Teorema 3.1.5 ([5], 3.1). Seja M um R-mddulo d esquerda. Entao as sequintes condigoes

sao equivalentes.

(i) M é de tipo F P, como R-mddulo.

(i) M ¢é de tipo FPy e Tory (TIR, M) = 0 para cada 1 < k <n—1 e o nimero de copias

de R no produto direto IIR é arbitrario.

E interessante fazer uma pequena observacio sobre esse teorema. Suponha que
no produto IIR o ntimero de copias de R é finito, isto é, IIR = R" = &, R para algum
n € Z. Entao, pelo Teorema 1.4.5, temos que Tort (®,R, M) ~ @, Torf(R, M). Agora,
sabemos que R como R-médulo é livre e, portanto, projetivo. Assim, @ Tory (R, M) = 0

para k = 1. Note que nao usamos nada sobre o médulo M.

Lembramos o conceito de grupo policiclico. Um grupo G é dito policiclico se

existe uma cadeia de subgrupos
Go=1<Gi < <G <Gi<--<G,=G

tais que G; < G411 e G;.1/G; é ciclico para cada i. Note que isso ndo quer dizer que G;

seja normal em G.

Agora, considere entdo um grupo policiclico G. Sabemos que G é finitamente
gerado. Além disso, se R = ZG ¢ a algebra do grupo G com coeficientes no anel dos
inteiros Z, entdo R é um anel Noetheriano a esquerda. Como consequéncia disso, temos o

seguinte resultado.

Teorema 3.1.6. Sejam G um grupo policiclico e M um ZG-mddulo a esquerda finitamente

gerado. Entao M € finitamente apresentdvel como ZG-mdodulo.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, defina R = ZG. Como M é finitamente gerado,
entao sabemos que existe epimorfismo f : R" — M para algum inteiro n. Sabemos também,
pelo Teorema 2.2.6, que M é Noetheriano, logo, ker f é finitamente gerado, isto é, existe
epimorfismo ¢ : R™ — ker f para algum inteiro m. A partir desses dois epimorfismos,

obtemos a sequéncia exata de R-modulos
R™ —> R"—> M — 0.

Portanto, M satisfaz a condigdo (i) do Lema 3.1.2, que define médulos finitamente

apresentaveis. O

3.2 Grupos de tipo F'P,

Dizemos que um grupo G é do tipo F'P, sobre um anel R, para um n = oo ou

n = 0, se o G-moddulo trivial R é do tipo F'P, como RG-moddulo.
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Note que, se G é um grupo do tipo F'P, sobre Z, entao G é um grupo do tipo
F'P, sobre qualquer anel R. De fato, suponha que GG é um grupo do tipo F'P, sobre Z e
seja
P=..-PFP->P 1 —>...>F—>7Z—-0
uma resolugao livre do ZG-modulo trivial Z com P; médulo finitamente gerado para todo

1 < n. Seja R um anel qualquer e defina o complexo
S=R®;P=...>R®P,>R®; P 1—...>RQ®zFPh—>R®Z—0
Agora, sabemos que RQz Z ~ R e R®; ZG ~ RG. Assim, para todo ¢ < n, temos que
R®z P~ RQg (ZG)™ =~ (R@z LG)™
para algum inteiro m;. Assim, temos
S=...>R®Py1 > (RG)"™ - ... > (RG)™ - R—0

logo, se S for um complexo exato, entao ¢ uma resolucao projetiva do médulo R, com cada
modulo finitamente gerado até dimensao n. Agora, note que Hy(S) = 0, pois o produto
tensorial é exato a direita. Além disso, H;(S) ~ Tor?(R,7) = 0 para todo i > 1, pois Z é
Z-médulo livre. Dessa forma, S é uma resolugao de R onde cada médulo é um RG-modulo

livre até dimensao n, o que mostra que GG é um grupo do tipo F'P, sobre R.

Teorema 3.2.1 ([5], 2.1). Um grupo G € do tipo F'P, sobre R se, e somente se, G é

finitamente gerado.

Demonstragio. Primeiramente, suponha que G é finitamente gerado, isto é, G = (X) com
| X| = m < o0. Entao o ideal de augmentacao g é finitamente gerado como ZG-mdédulo.

Entao podemos construir uma resolugao livre
OpexlGey — 2G — 7 — 0

onde e, é o elemento que é mandado para x — 1 e cada ZGe, ¢é isomorfo a ZG. Logo, G é

do tipo F'P; sobre Z e, portanto, sobre qualquer anel R.

Agora suponha que G é do tipo F'P, sobre R. Entao, pelo Lema 3.1.2, o
nucleo g da aplicacdo RG — R é finitamente gerado sobre RG. Portanto, existem finitos
g1,---,9n € G, tais que os elementos g; — 1 geram g como RG-moédulo. Defina, entao, o
subgrupo de G, S ={gi,...,gn) e seu ideal de augumentacao v. Entdao RGvy = g. Agora

considere a sequéncia exata curta

0—>~— RS— R—0.
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Como S é um subgrupo de GG, entdo podemos escrever G como a uniao disjunta de classes
laterais ¢;5, logo RG = @;t; RS, isto ¢, RG ¢ um RS-moédulo livre. Mas isso implica que o

funtor RG ®grs — € exato, logo, aplicando o funtor RG ®rs —, obtemos a sequéncia exata
0 — RG®rsy — RG ®rs RS — RG ®rs R — 0.

Além disso, observamos que as aplicagoes RG®gs R — R(G/S), definida por x®r — rxS,
e RG ®rsy — RGy = g, definida por x ® (s — 1) — z(s — 1), sdo isomorfismos. Dessa

forma, ficamos com a sequéncia exata

0 - g — RG — R(G/S) — 0

Agora, note que, se G/S denota o conjunto das classes laterais de S em G e
R(G/S) é o R-mo6dulo livre com base G/S, entdo, pelo Corolario 1.2.12, a sequéncia acima
cinde, logo
R(G/S) ~ RG/g ~ R,

porém, pelo Teorema 1.2.5, isso implica que |G/S| = 1, logo G = S, portanto G é

finitamente gerado. [

Como corolario desse teorema e do Teorema 3.1.5, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.2. Um grupo G ¢ do tipo F'P, sobre R, com 1 < n < o, se, e somente se,
G ¢ finitamente gerado e Hi(G, HRG) =0 para todo 1 < k < n.

Podemos ainda generalizar esse coroldrio para o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 ([5], 2.4). Para um grupo G, as sequintes condi¢oes sio equivalentes.

(i) G é do tipo F Py, sobre R.
(i) Hi(G,—) comuta com produtos diretos para todo k = 0.
(iii) H*(G,—) comuta com limites diretos para todo k = 0.

Lema 3.2.4 ([5], 2.6). Se |G : S| < o, entdo existe um isomorfismo natural de RG-
mddulos 0 : Homggs(RG, A) - RG Qgrs A.

Demonstracao. Seja 11,79, ...,7,, um transversal a direita de G mod S e defina 0 :

Homps(RG,A) — RG ®gs A por 0(f) = Zr;l ® f(r;). Entdo, se x € RG, temos

=1
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que

O(xof) =Y r " @@o f)(r)
227“» ® f(riv)
_Z '® f(riw - 7@ '77)
= 7 @r T f(7E)
—Zx Tz Q f(rT)
= 0(p),

onde 75T é o representante da classe lateral de r;xz em G/S, isto é, S = Sr; para

exatamente um r;. Assim, ¢ ¢ um RG-homomorfismo. Agora, como
HOIIlRS(RG, A) ~ HOHIRS(®RS, A) ~ @A ~ @(RS ®RS A) ~ (@RS ®RS A) ~ RG ®RS A
temos que 6 é um isomorfismo de RG-moédulos. O

Teorema 3.2.5 ([5], 2.5). Sejam G um grupo e S < G um subgrupo de indice finito.

Entao G é do tipo F'P,, 1 <n < o se, e somente se, S o é.

Demonstragio. Sabemos que, pelo Lema de Shapiro (1.6.7), H,(S,V) ~ H,(G, RGQprsV)

para cada RS-moédulo a esquerda V.

Usando isso, podemos provar o teorema. Para todo n, temos que

Ho(S,[[ RS) ~ Hi(G,RG @rs ([ | RS))

~ H,(G,Hompgs(RG, HRS ,pelo Lema 3.2.4
~ H,(G, ]| | Homps(RG, RS))

~ H,(G,| [(RG ®rs RS)) ,pelo Lema 3.2.4
H,(G,[ [ RG)

0

assim, pelo Corolario 3.2.2, G é do tipo F'P, se, e somente se, S ¢é do tipo F'P,. O

Teorema 3.2.6. Seja 0 > N — G — Q — 0 uma sequéncia exata curta de grupos e
suponha que N € do tipo F'P, sobre R para algum n = 1. Entao G € do tipo F'P, se, e
somente se, () € do tipo F'P,.

Demonstragao. Considere a sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre no primeiro

quadrante, como no Teorema 1.7.2

Hy(Q, Hy(N,| | RG)) = H,44(G, | | RG).

Como N ¢é do tipo FP,, entao para 0 < ¢g<n—1,

Hy(N,[[RG) =~ [ [ H,(N, RG).
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Além disso, como RG é RN-modulo livre, temos que para 1 < g <n — 1,
H,(N,RG) =
Assim, temos que para 1 < g <n — 1,
E2, = H,(Q,Hy(N,| [ RG)) =~ H,(Q,0) ~ 0.

Como E , € um submodulo quociente de E , concluimos que E;?q ~ () para todop >0 e
I<g<sn-—-1

Agora, note que

%WIM@:H%Wﬂ@:HR%Mw:HMWMan)
Assim, concluimos que E H,(Q, H RQ).

Agora, vamos calcular E »o bara p < n— 1. Neste caso, temos que os diferencias
dyys o1 0— Ej sdo nulos, pois partem do médulo 0, logo Im(dys,s41) = 0. Agora,
para os diferenciais d;, : E) g — E;_ . ; podemos ter que p < s e, neste caso, teriamos
E, <1 =0, pois a sequéncia esta no primeiro quadrante, ou podemos ter que s < p, mas
entao, como p < n— 1, teriamos que s < n—1 e, portanto, de acordo com o que mostramos

. 2 _ S _ : S _
anteriormente, temos que £, .. ; = 0, e novamente, £, . ; = 0. Assim, d, , = 0, logo

ker(d5 o) = E3 . Portanto, pela defini¢ao de ES3', temos que

Estt = ker(ds)/ Im(dps—s41) ~ B

p,0

para p < n — 1, logo £, ~E208ep n—1.

p,0 —
Assim, se temos p+ ¢ < n — 1 com p + ¢ fixo, entdo o Unico caso em que E;fq

nao ¢ o modulo nulo é quando ¢ = 0.

Note, entao, que, se p+ g < n — 1, entdo H,44(G, nRG

outro lado, 27 o =~ E? a0 = Hppg ,HRQ .

Assim, mostramos que, para i < n— 1, H;(G, HRG Hi(Q, nRQ). Agora,

note também que, como N ¢ finitamente gerado, entao G ¢ finitamente gerado se, e somente
se, @ = G/N é finitamente gerado.

p+q o, IMas, por

Portanto, concluimos que G é F'P, se, e somente se, ) ¢ FP, O

3.3 Grupos Livres

Nesta se¢ao queremos explorar o conceito de grupo livre. Sejam X um conjunto
e M(X) o conjunto de todas as sequéncias finitas (x;,,...,x;, ) em X com n = 0 e defina

uma multiplicagdo em M (X) dada por

(a:il,...,min)(mjl,...,xjm) = (:I;Z-l,...,xin,le,...,:cjm).
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Assim M (X) equipado com essa multiplicagdo é um mondide, pois a multiplicagao é
associativa e possui elemento neutro igual a sequéncia vazia. Note que, com essa operacao,
se identificamos os elementos x de X com as sequéncias de um elementos s6 (x), entao
podemos escrever cada elemento de M (X) como um produto z;, ...z;, para algum n.
Porém, queremos construir um grupo a partir de X, portanto precisamos de
inversos. Assim, tome um conjunto X ' que seja bijetivo com X pela bijecio z — x ' e

tal que X n X! = &¥. Assim, denote = por z'.

Os elementos de M (X u X ') sdo chamados palavras em X e, se w = z{* ... "
¢ uma palavra em X, chamamos |w| = n de comprimento de w e chamamos os z§" de letras
de w. Dizemos que a palavra w é reduzida se for a palavra vazia ou se, para 1 <r <n-—1,
OU %py1 7 &y OU Tpyq = % MAS €11 # —Ep.

Agora, suponha que w nao é reduzida e escolha r tal que i,.1 =i, € €,41 = —¢,.

Entao, defina w’ como a palavra obtida de w deletando as letras T e :z:f:ill Dizemos que
w’ é obtida de w por um reducao elementar e, se w” é obtida de w por uma sequéncia de

reducoes elementares, dizemos que w” é obtida de w por reducao.

Vamos, por fim, definir uma relacio de equivaléncia neste conjunto M (X uX ).
Defina entao a relacao ~ dada por: w ~ w' se, e somente se, ou w é idéntico a w’ ou existe
uma sequéncia de palavras w, ..., wy para algum k tais que w; = w, w, = w' e, para
cada j < k, uma das palavras w;;; e w; é obtida da outra por uma redugao elementar.
Vamos verificar que ~ ¢ de fato uma relacao de equivaléncia. Note que w ~ w para toda
palavra w em X, pois basta tomar a sequéncia de um elemento s6 w; = w. Além disso, se
w ~ w' entdo conseguimos uma sequéncia wy, . . ., wy como acima e, da mesma forma, pela
sequéncia wy, . . ., w; obtemos que w' ~ w. Por fim, se temos que w ~ w' e w' ~ w”, entdo
existem sequéncias w = wy, ..., w; = w' e w' = wi,wh, ..., w; = w", logo, pela sequéncia
W= Wi,..., W Wh, ..., w, =w" temos que w ~ w”". Portanto, a relagdo ~ ¢ uma relagao

de equivaléncia.

Assim, vamos denotar o conjunto dessas classes de equivaléncia por F(X)
e a classe de equivaléncia da palavra w serd denotada por [w]. Com um argumento
analogo ao utilizado para mostrar a transitividade da relagao de equivaléncia, vemos que
se u, v, w,w' sdo palavras em X tais que w ~ w’ entdo uwv ~ uw'v. Assim, se u ~ u’ e
w ~ w', entdo uw ~ uw' ~ u'w' e portanto, podemos definir a multiplicagio em F(X)
por [u][w] = [uw]. Com essa multiplicacdo, F'(X) ganha a estrutura de grupo, pois a

multiplicagao é associativa, tem elemento neutro que é a classe de equivaléncia da sequéncia

1 —€1

— o €n
—xin R

vazia e dada uma palavra w = zf; ... x;" de X, sua inversa é dada por w~ “

Chamamos F'(X) de grupo livre sobre X e, considerando a fung¢ao i : X — F(X) dada

por x — [z], dizemos que o par (F(X),1) é livre em X.

Teorema 3.3.1. Sejam X um conjunto, F(X) o grupo livre sobre X como construido
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acima e i : X — F(X) a aplicagio dada por x — |x]|. Entdo, o par livre (F(X),1) satisfaz
a sequinte propriedade universal: para todo grupo G e aplicacio f : X — G, existe um

homomorfismo inico ¢ : F(X) — G tal que f = i, i. e., o sequinte diagrama comuta.

F(X) %> G
[

Demonstragao. Note que a aplicacgao f : X — G pode ser estendida para uma aplicacao
de M(X UX ") em G que leva a palavra x5! ... 2" em f(x;,)" ... f(z;,)". Agora, se w' é

obtida de w = ] ... x{" por uma redugao elementar, entdo existe r < n—1tal que i,41 = i,

€Er—1_ €Er+2 xen

_ __ €1 €r . —€p €n /o €1
€ €1 = €r, pOdemOS escrever w = I’h .. 'xir‘%‘ir LI ew = .T,L-l - ..',UZ-T71 irga 0 L

in

logo

= f(w').
Segue que se w ~ w”, entdo f(w) = f(w"). Portanto, o homomorfismo ¢ : F(X) - G
dado por ¢(|w]) = f(w) estd bem definido. Além disso, pela prépria construcao de ¢,

temos que f = i e, como i(X) gera o grupo F(X), o homomorfismo ¢ é tinico. O

Note que isso implica que esse grupo livre é o tinico grupo a menos de iso-
morfismo que satisfaz essa propriedade universal, pois, se temos dois pares (Gy,i;) e
(Ga,iy) satisfazendo a propriedade universal, conseguimos homomorfismos tnicos ¢ :
(G1,i1) — (Ga,is) e P : (Ga,iz) — (G,11) tais que iy = iy e Vi = 11, donde obtemos
Ypi; =1 = idg, 1, €, pela unicidade dos homomorfismos, temos ¢ = idg,, analogamente,

obtemos ¢ = idg,. Portanto, ¢ e 1 sao isomorfismos.

Para termos o grupo livre bem definido e estruturado, ainda falta mostrar que
cada classe de equivaléncia pode ser representada por exatamente uma palavra reduzida.

Isso sera provado pelo préximo teorema.

Teorema 3.3.2 (Teorema da forma normal para grupos livres,[10], Capitulo 1, Teorema

4). Eziste exatamente uma palavra reduzida em cada classe de equivaléncia.

Demonstracao. Vamos provar o teorema usando o método de van der Waerden.

Primeiramente, note que cada classe de equivaléncia contém ao menos uma
palavra reduzida. De fato, cada reducdo elementar diminui o comprimento da palavra,
logo, dada uma palavra w em X, se aplicarmos reducoes elementares sucessivas a w até
que nao possamos mais aplicar nenhuma reducao elementar, nés chegamos a uma palavra

reduzida.
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Agora, sejam S o conjunto de todas as palavras reduzidas e G o grupo de todas
as permutagoes de S. Queremos definir um homomorfismo ¢ : F'(X) — G tal que ¢([w])

agindo na sequéncia vazia ( ) nos dé a sequéncia w sempre que w for uma palavra reduzida.

Como ja mostramos que F(X) satisfaz a propriedade universal do Teorema

3.3.1, vamos definir uma funcdo f : X — G para obter ¢ : F(X) — G. Definimos f(z)

e leva w para u se

1

como a permutacao que leva w para xw se w nao comeca em T
w =z~ u. Entdo, isso é uma permutacao em S, cuja inversa leva w para z™'w se w nao

comega em x e leva w para v se w = 2.

Assim, se w ¢ a palavra reduzida ;) ... x5, entdo p([w]) = f(2;)* ... f(z,)"
e, portanto,
e([wh() = flaa)? . fla,)"() =25 .. a5 = w,
como queriamos.

Em particular, se w e w’ sdo duas palavras reduzidas com w ~ w’' entao

|w] = [w'] e, portanto, como w = o([w])( ) e w = e(Jw'])( ), temos que w = w'. O

Esse teorema mostra que, dada uma palavra w, ha exatamente uma palavra
reduzida que pode ser obtida de w. Além disso, dados = e y em X distintos, temos que as
palavras x e y sao palavras reduzidas distintas, logo, pelo teorema, estao em classes de

equivaléncia distintas, o que mostra que a aplicagao i : X — F(X) é injetiva.

Proposicgao 3.3.3 ([10], Capitulo 1, Proposicao 6). F(X) é isomorfo a F(Y') se, e somente
se, | X| = [Y].

Teorema 3.3.4. Todo grupo G € isomorfo a um quociente de um grupo livre.

Demonstragio. Denote por X o conjunto dos elemento de G e seja F'(X) o grupo livre
com base X. Denote também por i : X — F(X) a inje¢ao natural e por f : X — G a
aplicagdo definida por f(g) = g. Pelo Teorema 3.3.1, temos que existe um homomorfismo

tnico ¢ : F(X) — G que faz o diagrama abaixo comutar

Agora, note que, como f é sobrejetora, ¢ também o é. Assim, denotando por N o niicleo
do homomorfismo ¢, temos que
F(X)/N ~G.
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3.4 Grupos finitamente apresentaveis

Para prosseguir, vamos entender o que ¢é apresentacdo de um grupo G e o que

significa dizer que um grupo é finitamente apresentavel.

Assim, dado um subconjunto R de um grupo G, dizemos que R gera N como

subgrupo normal quando N ¢é o menor subgrupo normal de G que contém R, i. e.,
N ={grg'lgeG,reR)

Agora, seja ¢ : F(X) — G um epimorfismo de grupos, onde F'(X) é o grupo
livre com base X e denote por N = ker(y). Pelo Teorema do Isomorfismo, sabemos que
F(X)/ker(p) ~ Im(yp), isto é, G ~ F(X)/N. Assim, se R denota o subconjunto de G
que gera N como subgrupo normal, entdao (X|R) é chamado apresentacao do grupo G
por meio de geradores X e relagoes R. Podemos ainda denotar a apresentacao de GG por

(X|R)?, se quisermos enfatizar o epimorfismo da apresentacao.

Exemplo 3.4.1. Tome G = 7Z?, entdo, {x, y|[z,y]) é uma apresentacio de G, onde [z, y] =
vy xy. Note que a apresentacio de um grupo ndo é inica. De fato, {x,y, z|[z,y], z(zy)™
¢ outra apresentacio do mesmo grupo G, mas nessa apresentacio os geradores sao x,1y, z

1

e, em G, temos que |x,y| =1 e z(zy)™ = 1, logo z = xy o que implica que z ndo é

necessario como gerador.

Definicao 3.4.2. Um grupo G ¢ dito finitamente apresentdvel se existir apresentacdo

(X|R) de G com ambos X e R finitos.

Lema 3.4.3 (P. Hall, [19], 2.2.4). Seja G um grupo com subgrupo normal N tal que N e

G/N sao finitamente apresentdveis, entio G € finitamente apresentdvel.
Exemplo 3.4.4. Todo grupo finito G é finitamente apresentdvel.

Exemplo 3.4.5. Grupos abelianos finitamente gerados sao finitamente apresentdveis. De
fato, seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao G ~ 7" ® H, onde H ¢é algum
grupo abeliano finito. Agora, Z" € finitamente apresentdvel, pois podemos tomar a apre-
sentagao {xy, ..., Tp|[xi, x;] para 1 <i < j < n). Além disso, H é finitamente apresentdvel,

pois € finito. Portanto, pelo ultimo lema, temos que G € finitamente apresentdvel.

Exemplo 3.4.6. Grupos ciclicos sao finitamente apresentdveis. De fato, seja G um grupo
ciclico. Se G ~ Z/nZ para algum n, entio G tem a apresentagio {x|x"). Se G ~ Z, entdo

G tem a apresentagio {x|J).

Exemplo 3.4.7. Grupos policiclicos sao finitamente apresentdveis. De fato, se G € um

grupo policiclico, entao, temos uma cadeia de subgrupos

l=Hi<Hy<.<H,<Hj 1<..<H,=G
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onde Hi < H; 1 e H; 1/H; é um grupo ciclico para cada 1 <i < s — 1. Vamos mostrar
por indug¢dao em i. Sabemos que Hy = 1 € finitamente apresentdvel e que Hy ~ Hy/H,
também € finitamente apresentdvel, pois é ciclico. Agora, suponha que H; € finitamente
apresentdvel. Mas sabemos que H; é normal em H;yy e H;\1/H; é ciclico e, portanto,

finitamente apresentdvel. Assim, pelo Lema 3.4.3, H; 1 € finitamente apresentdvel.

Note que grupos nilpotentes finitamente gerados sao sempre policiclicos, logo,
sao finitamente apresentéveis, mas existem grupos soliveis (de fato, abelianos-por-abelianos)
que sao finitamente gerados, mas nao sao finitamente apresentaveis. De fato, veremos um
exemplo a seguir. Porém, para melhor entendermos o exemplo, vamos precisar de alguns

resultados e conceitos.

Teorema 3.4.8 ([5], 2.2). Se G é um grupo finitamente gerado, entio G = F(X)/N é

e

FPy se, e somente se, N/N' é um ZG-mddulo finitamente gerado.

Corolario 3.4.9. Todo grupo G finitamente apresentavel é de tipo F Ps.

Seja A um grupo abeliano. Definimos o quadrado exterior de A por
AANA=(A® A)/D,

onde D = {a®a : a € A}. Note que, denotando por a; A ay o elemento a3 ® as + D, entdo

temos que (a; + az) A (a1 + ag) = 0, 0 que mostra que a; A as = —(az A ay).

Teorema 3.4.10. Seja A um grupo abeliano, entao Hy(A,Z) ~ A A A.

O teorema acima estd enunciado e provado de forma mais geral em [8], como
Teorema 6.4. De fato, 14 temos que a aplicacao ¢ : (A® k) A (A®k) — Hy(A, k) é um
isomorfismo quando k = Z. Assim, substituindo k, temos que
(AR k) A (A® k) ~ Ho(A k)
(ARZ) A (ARZ) ~ Hy(A,7Z)
ANA~HyATZ),

que é o isomorfismo que queremos.

Finalmente, podemos passar ao nosso exemplo.

Exemplo 3.4.11. Sejam F = F(X), onde X = {x,y} e defina G = F/F", onde F" =
[F', F']. Entdo G é um grupo abeliano-por-abeliano (metabeliano), pois ele tem subgrupo
normal A = F'/F" abeliano tal que G/A é abeliano. Suponha que G seja finitamente
apresentavel. Entao, pelo Coroldrio 3.4.9, G é do tipo FPs, logo, existe uma resolugcao
livre do Z.G-mddulo trivial Z

F=... >F>F_,—>.>FKE->F—>F—>7Z->0
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com Fy, [, F5 finitamente gerados. Aplicamos o funtor Z.&yza— sobre o complexo e obtemos
Z@uaF=... >2@uFs BLRuaFa BLRua FL BLR®pa Fy > ZRzaZ — 0

Mas F € um complexo exato de ZA-modulos e os médulos em dimensoes estritamente
maiores do que —1 sao ZA-mddulos livres, pois cada ZG-maodulo livre € ZA-mdodulo livre.
Assim, pensamos em F como resolugdo livre de 7. como ZA-maodulo. Agora, como A é um

Z-modulo livre, podemos escrever A = @yey Ly, assim, temos que
A A A = ®y1<ygzy1 N Yo,

que é um Z-mdodulo livre. Sabemos também que Fy é um ZG-modulo livre finitamente

gerado, logo, existe s € N tal que Fy = (ZG)®, assim, denotando por QQ = G/A, temos que
7 @za Iy =~ Z@ga (ZG)° ~ (ZQRga ZG)* ~ (Z(G/A))* = (ZQ)*.

Dessa forma também vemos que cada modulo em Z Qza F € um ZQ-maodulo. Agora, 7.
¢ um anel abeliano Noetheriano, pelo Teorema 2.2.9. Assim, usando também o Teorema

3.4.10, temos que
AnNA= HQ(A, Z) ~ HQ(Z ®ZA F) = ker(dQ)/Im(dg),

Mas vimos que Z ®za Fy ~ (ZQ)° e ZQ é um anel Noetheriano abeliano. Agora, como
(ZQ)* é um mddulo finitamente gerado sobre o anel Noetheriano Z(Q), entio é Noetheriano
como Z.Q)-maodulo, logo, cada submddulo € finitamente gerado. Além disso, sabemos que
ker(dy) € um ZQ-mddulo finitamente gerado e Z ®za F € um complezo de ZQ-mddulos
e todos os diferenciais sao homomorfismos de ZQ)-modulos. Assim, A A A também é um
Z.Q)-maodulo finitamente gerado. Aqui @ age d esquerda sobre A A A via agdo diagonal, i.
e.,

Q*(al/\GQ)Z(Q*alf\CI*G2),

onde () age a esquerda sobre A por conjugacdo. Por outro lado, podemos provar que no
nosso exemplo A A A nao € um ZQ-maodulo finitamente gerado. Para isso, note que, como
| X| = 2, temos que A ~ ZQ, logo, A é ZQ-mddulo a esquerda via conjugagdo, além disso,
o gerador de A como ZQ)-mdédulo a esquerda é [x,y], logo A N A ~ ZQ A ZQ, que nao é
finitamente gerado como ZQ)-mddulo. De fato, se A A A fosse finitamente gerado como
Z.(Q)-maodulo, entdo A ® A também seria finitamente gerado como ZQ-mdodulo via agdo
diagonal, logo, teriamos AQ A ~ Z[Q x Q], portanto Z[Q x Q] vira ZQ-mddulo finitamente
gerado e ag¢do diagonal aqui significa que Z|Q x Q] vira finitamente gerado como mdédulo
sobre o seu subanel Z|diag(Q)], onde diag(Q) = {(¢,q)|q € @} € o subgrupo diagonal em

Q x Q, mas isso nao é verdade aqui, pois () € infinito.

Teorema 3.4.12 ([21], 10.4). Se G é um grupo livre com base X , entdo o ideal augumentado

g € um ZG-mddulo livre com base X —1 = {x — 1|z € X}.
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Teorema 3.4.13 (von Dyck, [10], Capitulo 1, Teorema 14). Sejam G = (X|R)?, f: X —
H uma aplicagao, onde H é um grupo, e 0 : F(X) — H o homomorfismo correspondente.
Entao existe um homomorfismo v : G — H tal que f(x) = ¥(¢(x)) para todo x € X se
0(r) =1 para todo r € R. Além disso, ¢ é um epimorfismo se f(X) gera H.

Em particular, a inclusdo de i : X — X UY induz um homomorfismo de {(X|R)
em (X UY|R uU S) para todo subconjunto S de F(X uY).

Como vimos anteriormente no Exemplo 3.4.1, dados um conjunto X e um

homomorfismo ¢ : F(X) — G, o grupo G pode ter varias apresentagoes.

Seja (X|R) uma apresentacio de G. Entdo, se S estd contido em (R0,
(X|R v S) também é uma apresentacao de G e dizemos que (X|R U S) é obtida de (X |R)
por uma transformagcao geral de Tietze de tipo I e (X|R) é obtida de (X |R u S) por uma
transformacao geral de Tietze de tipo I. Mais ainda, se S é um conjunto unitario, dizemos

que a transformacao de Tietze é simples.

Agora, sejam Y um conjunto tal que X nY = J e u, € F(X) paracaday e Y.
Entao (X UY | Ru{yu,' :y € Y}) também é uma apresentacio de G, onde 1h(z) = ¢(x)
e Y(y) = ¢(uy). Agora, seja N o subgrupo normal de F'(X uY') gerado por R U {yu;l}.
Entéo, como ¢(R U {yu,'}), ¥ induz um epimorfismo 7 : F(X UY)/N — G. Mas, pelo
Teorema 3.4.13, também existe um epimorfismo 6 : G — F(X uY)/N com 0(p(z)) = xN.

Assim, 70 é a aplicacao identidade, além disso, como

O(w(yN)) = 0((y)) = 0(P(uy)) = 0(p(uy)) = uyN = yN,

concluimos que 07 é a aplicacao identidade.

Dizemos que (X UY|R U {yu, 'y € Y}) é obtido de (X|R) por uma transfor-
macdo geral de Tietze de tipo II e que (X|R) ¢ obtido de (X U Y|R U {yu,'y € Y'}) por
uma transformacao de Tietze de tipo II. Novamente, se o conjunto Y é unitario, dizemos

que a transformagao de Tietze é simples.

Teorema 3.4.14 ([10], Capitulo 1, Teorema 15). Quaisquer duas apresentagoes de um
mesmo grupo podem ser obtidas uma da outra por uma sequéncia de transformacoes gerais
de Tietze. Se ambas as apresentacoes sao finitas, entdo uma pode ser obtida da outra por

uma sequéncia de transformagoes de Tietze simples.

Proposicao 3.4.15 ([10], Capitulo 1, Proposi¢ao 16). Sejam G um grupo finitamente
gerado e <Y|S>¢ uma apresentacdo de G. Entdo existe um subconjunto finito de Y que

gera G.

Demonstragio. Seja X um subconjunto finito de G' que gera G. Como (Y|S)¥ é uma

apresentacao de G, cada x € X é o produto de um niimero finito de elementos de ¥(Y) e
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seus inversos. Assim, existe um subconjunto finito Y7 de Y tal que X < (¢ (Y7)). Assim,

concluimos que Y; gera G. O]

Proposigiao 3.4.16 ([10], Capitulo 1, Proposicao 17). Sejam (X|R)? e (Y |S)* duas
apresentacoes de G. Se X, R e Y sdo finitos, entao existe um subconjunto Sy de S tal que
Y1sp”.

Lema 3.4.17. Sejam H um grupo e K um subgrupo normal de H tais que H é finitamente
apresentdvel e K € finitamente gerado como subgrupo normal. Entao H/K ¢ finitamente

apresentdvel.

Demonstragio. Seja H = (X|R) uma apresentagao finita de H, isto é, X e R sao finitos.
Seja também K = (b ... b onde b = {h'bh : h e H}. Seja F' = F(X) o grupo livre
com base X e 7 : F' — H o homomorfismo que induz a representacao de H. Entao temos
que ker(m) = {{rf : r € R}). Agora, para cada i € {1,...,s}, escolha um a; € F tal que
m(a;) = b;. Denote, entdo, por p: H — H/K o homomorfismo canénico e v: FF — H/K a

composicao p o .

H—" 5 H/K

Entdo, ker(vy) é o fecho normal de R v {ay, ...,as} em F. Portanto, H/K tem apresentacao

(X|R v {ai,...,as}). Concluimos que H/K ¢ finitamente apresentavel. O

Lema 3.4.18. Seja 0 > K — C' — D — 0 uma sequéncia exata curta de grupos, onde C
¢ finitamente gerado e D ¢é finitamente apresentdvel. Entado K € finitamente gerado como

subgrupo normal em C', i.e., existe um conjunto finito Y tal que K € o fecho normal de 'Y

em C.

Demonstragio. Pela sequéncia exata, podemos escrever D ~ (/K. Entao, seja S =
{s1,...,8,} um conjunto finito de geradores de D para o qual existe uma apresentacao
finita (S|R) de D. Como C ¢ finitamente gerado, podemos tomar 7' K um conjunto
finito tal que C'= (S L T), logo (S UT|R U T) é uma apresentacao finita de D. Tomando
Y =RuUT, temos que K é o fecho normal de Y, que é finito. n

3.5 Grupos quase finitamente apresentaveis
Vimos que grupos finitamente apresentaveis sao do tipo F'P,, porém nao tem
equivaléncia.

Em [4], Bestvina e Brady constroem uma classe de grupos que sao de tipo

homoloégico F'P,, mas nao sao finitamente apresentaveis. Essa construgao é demasiado
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complicada e é de fato o tema de todo o artigo [4], por isso, ndo vamos mostrar exemplos de

tais grupos aqui, apenas enunciamos o resultado aqui e deixamos o artigo na bibliografia.

Teorema 3.5.1 (Bestvina-Brady, [4]). Ezistem grupos de tipo F Py que ndo sdo finitamente

apresentdveis.

O Teorema 3.5.1 nos diz que um grupo G do tipo F'P, nao é necessariamente
finitamente apresentdavel. Porém, podemos garantir uma outra condi¢ao sobre G um pouco

mais fraca.

G é dito quase finitamente apresentavel sobre R se existe uma sequéncia exata
curta de grupos
0>K—->F—->G—QO,

onde F' é um grupo livre finitamente gerado e R ® (K/K') é finitamente gerado como
um RG-mdédulo. Vamos entender a estrutura de RG-mdédulo de R® (K/K'). Seja g € G,
escreva g = fK para algum f € F| pois G ~ F/K, e denote por 7 : F' — G a projecao da
sequéncia exata curta. Sabemos que ker(r) = K, logo g = 7(f). Definimos a ac¢ao de F'
sobre K a esquerda por conjugagao. Sabemos que K é normal em F'; logo isso induz uma
agao de F sobre K /K'. Nessa agao, K age trivialmente, e isso d4 uma acio a esquerda de G
sobre K /K'. Escrevendo explicitamente, temos que g * (kK') = fkf 'K’ onde g = m(f).

Lema 3.5.2. Grupos finitamente apresentdveis sio quase finitamente apresentdveis sobre

qualquer anel R.

Demonstragio. Seja G um grupo finitamente apresentével e escreva G = F/K, onde F é

um grupo livre gerado por um conjunto finito X. Assim, seja
0->K—->F—->G—0

uma sequéncia exata curta de grupos. Como G é finitamente apresentavel, existe uma
apresentacao (X |Rp), onde Ry é finito e gera K como subgrupo normal de F, isto é,
K ={frf™'|re Ry, f € F), portanto Ry é gerador de K/K' como ZG-médulo & esquerda.
Assim, G é quase finitamente apresentavel sobre Z, o que implica que é quase finitamente

apresentavel para qualquer anel R. O

Como dito anteriormente, a volta nao vale e ¢ o Teorema 3.5.1. Porém, consegui-
mos a equivaléncia entre um grupo G ser do tipo F P, e ser quase finitamente apresentavel.

Vemos isso na préoxima proposicao.

Proposicao 3.5.3 ([5], 2.2). Seja R um anel associativo, comutativo com unidade. Um
grupo G ¢ do tipo F'P, sobre R se, e somente se, G ¢ quase finitamente apresentdvel sobre
R.
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Demonstracao. Seja F' o grupo livre tal que G é isomorfo a um quociente de F', digamos

G ~ F/K, e tome a sequéncia de RF-mddulos livres abaixo
N —- RF — R — 0,

onde RF — R é o mapa dado por Z rifi — Z r; ¢ N o nucleo dessa aplicacao. Note que a
projecao candnica ' — G induz um epimorfismo de anéis RF — RG. Via esse epimorfismo,
podemos considerar RG' como RF-médulo. Assim, aplicando o funtor Torff(RG, —), a

sequéncia acima nos da a sequéncia exata
0 — Torf(RG, R) - RG @rr N — RG ®rr RF — RG ®gr R — 0,

onde a primeira aplicacdo decorre do fato de que Torf™(RG, RF) = 0, pois RF é um
RF-médulo livre. Agora, sabemos também que R Qgrx RF ~ RG como RF-mdédulos,

portanto, temos que
Torf*(RG, R) = H\(F, RG) ~ H\(F, R Qrx RF),
agora, usando o Lema de Shapiro (1.6.7) e o Teorema (1.6.5), temos que
H(F,R®gryx RF) ~ H(K,R) ~ R®z; K/K'.
Além disso, RG ®grr R ~ R. Assim, temos a sequéncia exata
0> RQ®z K/K' - RG®prr N - RG — R — 0.

Note que, pelo Teorema 3.4.12, 0 RG-médulo RG ®gp N ¢ livre com base {1 ® (z; — 1)},
onde x1,...,x, sao os geradores de F', pois N é um ZF-mododulo livre a esquerda com
geradores x; — 1, onde z; € X. Assim, concluimos que G é de tipo F P, se, e somente se,
R®yz K/K' ¢ finitamente gerado como RG-mdédulo, isto é, G é de tipo F Py, se, e somente

se, G é quase finitamente apresentavel. n
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4 Grupos autossimilares do tipo F'P,

4.1 Grupos transitivos autossimilares e endomorfismos virtuais

Considere o conjunto X = {0, 1,...,m — 1}, para algum m inteiro positivo, e
seja M(X) o mondide livre gerado por X. Vamos definir a m-arvore infinita regular de
uma raiz 7, como o grafo de vértices {v; : i € M(X)} e cada dois vértices v; e v; estao
ligados se, e somente se, seus indices i e j sao da forma u e ux, com ue M(X) ez e X.

Para exemplificar, temos a arvore binaria 75 abaixo.

/\
/\ /\

Vo1 V11

AVAVAVA

Para cada n € N, definimos o n-ésimo nivel de 7, como o conjunto dos vértices

indexados por palavras de comprimento n.

Agora, seja G um grupo e H um subgrupo de G de indice finito, digamos
|G : H] = m. Se f: H— G é um homomorfismo, dizemos que f é um endomorfismo
virtual. Vamos construir uma agao de G sobre a arvore T,,. Assim, seja T = {to, t1, ..., tm—1}

um transversal de H em G, isto ¢, podemos escrever GG como G = U Ht. Sabemos que GG

teT
age no conjunto das classes laterais de H pela multiplicagdo a direta, assim, para cada g

obtemos um elemento do grupo de permutacoes o € S,, dado por
Ht;g = Ht (o
Dessa forma, podemos definir ainda os cofatores de g por
togt oy - -+ tm 198 1)

e note que cada cofator de g é um elemento de H, de modo que podemos olhar sua imagem

por f, assim definindo elementos gy, ..., gn € G, por
gi = [ (tigt),)

para todo i € X = {0,1,...,m — 1} e os elementos g; sdo denominados estados de g.
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Com isso, podemos definir recursivamente a acao do elemento g € G na m-
arvore infinita regular 7,,. De fato, denotando, como anteriormente, por v a raiz de 7, e
Vg, V1, . .., Um—1 0S Vértices do primeiro nivel. Note que, se denotamos por Trr(f) a subarvore
que comeca com v; e contém todos os seus desdentes, entao Trs) é isomorfa & arvore original.
Assim, a permutacgao o definida por g age no primeiro nivel da arvore levando 7:,(:) em
7,97 e cada g; age somente sobre 7,9, fixando os outros vértices de 7Ty, que ndo estiao em
Trr(f). A acdo de g; sobre Tnsi), por sua vez serda dada da mesma forma que a ac¢ao de g sobre
T.. foi estabelecida, isto é, a partir de g;, obtemos o; € S,,, esse 0; da a acao de g; sobre
os descendentes de v;. Fazemos isso para todo 7 e todos os descendentes de todos os v;.
Assim, temos a acao de g nos vértices da segunda linha da arvore 7,,. Prosseguindo assim,

obtemos a acao de g sobre toda a arvore 7,,.

Assim, escrevemos

g = (907917"'agm—1)06 GzS’ma

onde G.S,, denota o produto entrelacado de G e S,,, isto é, G 1.5, é o produto semidireto
(G x...x G) xSy, onde temos m fatores G. Assim, o produto de dois elementos dessa

forma é dado por
(907 g1, - - - 7gm*1)0-(g07 gla BRI 7§m71)6— = (g(]g(O)O'a glg(l)aa s 7gm*1§(m—1)0)0-6-‘

Note que essa acao de G sobre T, é fiel, fechada por estados, isto é, para
todo elemento g = (g0, 91,---,9m-1)0 € G, 0s seus estados go, g1, - - ., gm_1 Sa0 também
elementos de G, e a acdo também é transitiva no primeiro nivel da arvore 7,,, i.e., é

transitiva no conjunto {vg,v1,...,Vm_1}-

Definicao 4.1.1. Seja G um grupo que age fielmente em uma drvore infinita reqular de

uma raiz T,, e cuja acdo é fechada por estados. Entdio G € dito um grupo autossimilar.

Assim, nosso grupo GG é um grupo autossimilar. Além disso, o grau dessa

apresentacao de G como um grupo autossimilar é o indice [G : H| = m.

Por outro lado, a volta também é valida, i. e., se G é um grupo autossimilar,
ou seja, existe uma acao fiel e fechada por estados de G na m-arvore infinita regular de
uma raiz 7,,, e se essa acao é transitiva no primeiro nivel de 7,,, entdo podemos obter um

subgrupo H de G de indice finito m e um homomorfismo virtual f: H — G.

Vamos descrever a agdo de G sobre T, de forma andloga a feita anteriormente.
Assim, dado g € G, seja 0 € 5, a permutacao que descreve a a¢ao de g no primeiro nivel
da arvore 7, e sejam ¢g, g1, . . ., gm—1 0s elementos de G que descrevem a acao de g nas su-
barvores 7-77(10)7 7:,(11), - Tn(Lm_l) respectivamente, onde as subarvores 7:,(10), 7:7(11), e 7:,(17”_1)
sdo definidas como anteriormente, isto é, 7;,(5) é a subarvore isomorfa a 7, que parte do

vértice v;. Dessa forma, novamente escrevemos g = (go, g1, -, gm_1)0 € GUSy,.
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Lembrando que X = {0,1,...,m — 1}, defina por H o estabilizador de 0 € X
em G. Portanto, g = (90, 91,---,9m-1)0 € H se, e somente se, (0)o = 0. Dessa forma,

podemos definir f : H — G por f(g9) = go e [G : H] = m.

Assim, vamos definir recursivamente o conjunto de estados Q(g) dos elementos
de g como o subconjunto do conjunto Aut(7,,) dos automorfismos de 7, dado por
Qg) = {g} v J Q).
i€l
Por fim, se G é um grupo autossimilar, dizemos que G' é um grupo automata,

ou um grupo autossimilar de estado finito, se existe um conjunto finito Y gerador de G

tal que, para todo g € G, Q(g) é finito.

4.2  Grupos nilpotentes-por-abelianos

Primeiramente, vamos definir valorizagdo de um anel.

Definicao 4.2.1. Uma valoriza¢io de um anel A é uma aplicagio v : A — Ry, = R U {0}

tal que, para todos dy,ds € A,

(i) v(didy) = v(dy) + v(ds)

(i) v(dy + d3) = min{v(dy),v(d2)}

Agora, considere o seguinte teorema sobre o tipo homotdpico de alguns grupos
S-aritméticos. Para um corpo k, denotamos por k(z) o corpo de fragoes do anel de

polinémios k[z].

Teorema 4.2.2 ([9], Teorema A). Sejam G um grupo de Chevalley, B seu subgrupo de
Borel, K um corpo que é uma extensdo finita de k(x), onde k é um corpo finito e S é um
conjunto finito de valorizagoes. Seja Og = {t € K|v(t) = 0 para v ¢ S}. Entao B(Og) € do
tipo Fy 1, mas nao € do tipo F Py, onde d = |S]|.

Aqui, um grupo G ser de tipo F} significa que G é finitamente gerado, F3
significa que G é finitamente apresentavel e Fy para k > 2 significa que G ¢é finitamente

apresentavel e é do tipo F Py.

O Teorema 4.2.2 é o resultado principal do artigo [9] de Kai-Uwe Bux. Este
resultado segue de um teoria complexa que nao sera desenvolvida aqui, iremos apenas

aplicar o teorema ao grupo que construiremos a seguir.

Tome p um primo e defina por k = F,, o corpo de p elementos, K o corpo de

fragoes de k[x], seu anel de polindmios, e

r=fo,f1, -, fa 1€ Fp[ﬂj]\Fp(iC - 1)
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polinémios monicos irredutiveis distintos.

Para cada polinémio irredutivel f € F,[x]\F,, definimos a valorizacdo f-ddica
v @ Fplz] — N por vs(g) = s, onde s é o maior expoente de f tal que f* divide g. Seja
ainda vy a valorizagao definida por vy(g) = —deg(g), onde deg(g) denota o grau de g.

Assim, definimos o conjunto S = {vp, vy, : 0 <i < n — 1} e note que |S| =n + 1.

Vamos denotar ainda por G = GL,, o grupo da matrizes m x m inversiveis
e B=UT, onde T é o grupo das matrizes diagonais em G e U ¢é o grupo das matrizes
triangulares superiores com 1 na diagonal. Assim, definimos

1 1 1
A:=0g=F g;“]
5 [ AR fa

Além disso, denote por N = U(A) o grupo das matrizes triangulares superiores com 1
na diagonal e entradas em A. Defina ainda @)y como o subgrupo de A\{0} gerado por
r = fo, f1,..., fao1 e, denote, entdo, por Q = (F, x Qo)™ Entao, F, x Qy sdo exatamente

os elementos invertiveis de A. Definimos
Go=B(Os) = N x Q.

Assim, o centro de G, Z(Go) € o grupo de matrizes AL, onde A € A* = F¥ x Qp. Em
particular Z(Ggy) é um grupo abeliano finitamente gerado, portanto é de tipo F P e

finitamente apresentavel. Por fim, defina
G = Go/Z(Go).
Aplicando o Teorema 4.2.2 a0 nosso caso, como |S| =n+ 1, isto é, d =n + 1,
obtemos o seguinte corolario.
Corolario 4.2.3. Gy ¢ do tipo F,,, mas ndao € do tipo F P, ;.

Corolario 4.2.4. Paran > 2, G é F,,, mas nao € de tipo F'P,,,. Em particular, G €

finitamente apresentdvel.

Demonstragao. Considere a sequéncia exata curta
1 - Z(Gy) - Gy — G — 1.

Sabemos que Gy é F,,, isto é, GGy é finitamente apresentavel e é de tipo F'P,, mas nao é de
tipo F'P, 1, portanto, pelo Teorema 3.2.6, temos que G ¢ de tipo F'P,, mas nao ¢ de tipo
FP,,y. Agora, como G é finitamente apresentavel e Z(Gy) é finitamente gerado como
subgrupo normal de G, concluimos que G = Gy/Z(Gy) ¢ finitamente apresentavel pelo
Lema 3.4.17. O

Agora considere o ideal de A, a = (x — 1)A. Entao obtemos o seguinte lema.
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Lema 4.2.5 ([15],3.3). a# A e A=a®TF, como espago vetorial.

Demonstragio. Considere o anel B = F,[z]/(x — 1) ~ F,, isto é, B é um corpo. Sejam
entao go, g1, ..., gn_1 as imagens de fo, f1,..., fn_1 em B. Note que definimos as f;’s tais
que f; ¢ (x—1)F,, logo, para cada i, g; ndo é 0 em B, pela prépria defini¢ao de f;. Portanto,
para cada i, 1/g; ja estd em B, logo B[1/go,...,1/gn 1] = B. Assim,

1 1
A/a:B[ .

y ey :| =B # 07
90 9n—1

isto é, a # A. Agora, note que A é grupo abeliano por meio de adigao, logo
[A:a] =[A/a] = [Fp| = p < o0,
donde obtemos que A = a @ F,. O

Mais ainda, temos que [A : a®| = p°. Para ver isso, vamos usar indugao
por s. J& sabemos que [A : a?] = [A : a][a : a’] e a® = (z — 1)?A, a/a® ~ A/a, logo
[A:0d%] = [A:d][a:a®] =p.p=p° Agora, se [A: a’] = p® para todo s < S, entdo, temos
que [A:a’]=[A:a][a:a’]=p-p° ! =p".

Lembramos que definimos anteriormente o grupo N = U(A). Assim, considere

o seguinte lema.

Lema 4.2.6. N é um grupo nilpotente de classe de nilpoténcia m.

Demonstragio. Se denotamos por v, (IN) = [N, N| o primeiro elemento da série central
inferior de N, temos que essas matrizes tem entradas 0 na diagonal exatamente acima da
diagonal principal. Analogamente, v2(N) = [[N, N], N] e essas matrizes tém entradas 0 nas
duas diagonais exatamente acima da diagonal principal. De modo geral v;(N) = [N, ....N|,
onde aparecem 7 vezes comutadores normados a esquerda, entdo essas matrizes tém entradas
0 nas primeiras ¢ diagonais acima da diagonal principal e assim por diante. Concluimos que
Ym(N) =[N, ..., N], com m entradas de N, tem somente 0 acima da diagonal principal.
Assim, 7,,(N) = I,,, o que mostra que N é um grupo nilpotente de classe de nilpoténcia
m. O

Note que isso implica que, se m = 2, entao N é abeliano.

Além disso, seja Ny o subgrupo do grupo nilpotente N das matrizes (a; ;) tais
que a;; € a/" e observe que, como [A : a®] é finito, temos também que [N : Ny] ¢ finito,
pois

[N : No| =iz [A: 0?7,

onde cada fator [A : o/ ‘] aparece m — (j — i) vezes.
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Entao defina o homomorfismo de grupos

82N0—>N

~

dado por (M) = M, onde M = (aij), M = (dy;) e

Vamos ver que § é um homomorfismo, de fato, sejam C' = (¢; ;) e B = (b; j), entao temos

0((cij)(biy) =0 <z§1 Ci,kb’”) - <W> ’

oo = () (25)
- (;2 (x — f;y(kjbkk’;ﬂki))

Assim, lembrando que definimos () anteriormente por @) = (IF; X o)™, defina
H = Ny x QQ um subgrupo de G e f: H — G, onde a restricao de f em () ¢é a identidade

e a restricao de f em Ny é 6.

que

por outro lado,

Teorema 4.2.7 ([15], 3.4). f é um endomorfismo virtual de grupos e Z(Gy) € o subgrupo
normal e f-invariante mazimal K de Gy que estd contido em H. Portanto, G = Go/Z(Gy)

é um grupo transitivo autossimilar de grau p', onde | é um polinémio cubico de m.

Demonstracao. Primeiramente, note que

[Go: Hl=[N:No] = [[[A:a/™],
j—i=1
onde cada fator [A : @’ '] aparece m — (j — i) vezes. Agora, note que, se j —i = 1 vamos
ter entradas na diagonal exatamente acima da diagonal principal e existem m — 1 entradas

desse tipo, assim,

[T04: ] = (A a)mt =,

j—i=1

Analogamente vemos que, em geral,

[T = qasapm s = @y ™.

j_

Assim, concluimos que

[Go: H] = pm 22 pim=a) g = gl <o,
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onde [ = Z i(m — i) é um polinémio cibico de m, pois
1<i<m
. m(m+1)  m(m+1)(2m + 1)
[ = — — :
1<ZZ<mZ( Z " 1<22<m 1<zZ<m 6

Agora, seja K um subgrupo normal de Gy contido em H e tal que f(K) € K
e defina Ky = K n N. Entao temos que f(Ky) € K, e, portanto, para B = (b; ;) € Ky

temos que B ¢ uma matriz triangular superior com 1 na diagonal, e b; ; € ﬂ a® = 0 para
s=1
1 < j. Portanto, B é a matriz identidade [,,,, logo, Ko = K n N é o grupo trivial.
Assim, N intercepta K trivialmente e ambos sao normais em G, deduzimos

que NK ~ N x K, logo
K < Cq(N) ={g€Go:[g,N] =1} = (Z(N), Z(Gy)) = Z(N) x Z(Go).

Agora, para (a, 8) € Z(N) x Z(Gy), temos f(a, B) = (a/(x —1)™ ', B) e deduzimos que
para («, 5) € K, temos a = 1¢,, pois K e N tém intersegao trivial. Portanto, K € Z(G)),

como queriamos.

Por fim, como Z(Gy) sdo as matrizes escalares Al,,, onde A€ Fy x Qg e I, é a
matriz identidade, temos que Z(Gy) € Q. Portanto, f(Z(Gy)) = Z(Gh). O

Teorema 4.2.8 ([15], 3.5). O grupo G é um grupo autéomata transitivo.

Demonstracio. Para 1 < i,j < m, seja x( 7 a matriz diagonal diag(1,...,1, f;,1,...,1),

onde o polindmio f; estd na i-ésima entrada. Seja u; a matriz com entradas 1 na diagonal
principal, 0 abaixo da diagonal principal e acima da diagonal principal todas as entradas

sao 0 exceto a (i,i + 1)-ésima entrada, que é igual a 1.

0
0
U; = 0 1 Q541 = 1 --- 0
0 0 1 0
0 0 0 0 1

Note que o ideal o/ = (z — 1)’ A de A tem um transversal Tj em A definido por
T; ={geF,[z]:deg(g) <j—1oug=0}
Vamos entao fixar o seguinte transversal de H em G.

T ={(a;;) € My, (Fplx]) :a;,; =0se j <i,a;; =1,a;;€T;_;sei<j}.
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Assim, GGy é a unido disjunta U Ht. Agora, note que Tu; = T para todo 1 <7< m — 1.
teT
Portanto, Q(u;)\{u;} contém apenas o grupo trivial.

Afirmacdo 1. Sejate T, entdo t ' e T.

Prova da afirmacdo 1. Vamos usar indugao sobre m. Seja t = (a; ;) € T uma
matriz m x m. Entao a;; = 1 paratodo 1 <i<m, a;; =0 para todos 1 <j<i<me
deg(a;j) <j—i—1paral <i<j<msea;;#0.

Seja B = A™! = (b;;). A afirmac@o 1 é equivalente a b;; = 1 para todo
1<i<m,b,; =0paratodos 1 <j<i<medeg(b,;) <j—i—1lparal<i<j<mse
b;; # 0. As duas primeiras propriedades valem, pois A ¢ uma matriz triangular superior.

Agora, seja M = (m;;) a matriz (m — 1) x (m — 1), onde m;; = ;41,41
para 1 < 7,7 < m — 1, isto é, M é a matriz obtida de A apagando a primeira linha e
a primeira coluna. Entao, como A é uma matriz triangular superior, se M = (M) € a
matriz (m — 1) x (m — 1) definida por m; ; = b;+1 41 para 1 < i,j < m — 1, isto é, Méa
matriz obtida de B = A™! apagando a primeira linha e a primeira coluna, entdo temos que,
como AB = I,,, a matriz obtida de AB apagando a primeira linha e a primeira coluna é
a matriz identidade I,,_1, mas M M é exatamente essa matriz, assim M M = m—1, 10go

M = M. Usando indugao em m, temos que
deg(m;;) <j—i—1lsel<i<j<m—1lem;#0. (4.1)

Analogamente, definimos S = (s; ;) a matriz (m—1) x (m—1), onde m; ; = a; ;

paral <i,j<m—1ledS = (5ij) ¢ a matriz (m — 1) x (m — 1) definida por 5, ; = b; ;

para 1 < 1,7 < m — 1. Novamente, como A é uma matriz triangular superior, temos que
S=5"1e por inducgao sobre m temos que
deg(S;;) <j—i—1lsel<i<j<m-—1les;#0. (4.2)

Combinando as Equagoes 4.1 e 4.2, obtemos

deg(bm) <j—1—1sel<i<y <m7(7'7]) 7 (17m) ebi,j # 0.

Por fim, entao, temos que considerar o coeficiente b, ,,,. Agora, note que, como

AB = I,,, temos que
0=">01m +aiobom + ...+ a1 m—1bm—1m + Q1m. (4.3)
Se ay,ibim # 0 para 2 < ¢ < m — 1, entao
deg(ay,ibim) = deg(ai;) + deg(bim) <i—2+m—i—1=m—-3<m—2. (4.4)
Assim, das Equacgoes 4.3 e 4.4 e do fato de que deg(ay ) < m — 2 se ay,, # 0, temos que

deg(bym) < m —2se by, #0.
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O que termina a demonstracao da afirmacao 1.

Agora considere o conjunto abaixo.

AW = {(a;;) € My(Fo[z]) : a;; = 0se i > jaz; = 1sei#k,
apr = fs e, sei < j,deg(a;;) < deg(fs) ou a;; = 0}

Afirmacao 2. O conjunto dos estados Q(x,(f)) estd contido em A,(j). Em
particular, Q(z\”) ¢ finito.

Prova da afirmacao 2. Primeiramente, lembre que definimos xf) no inicio
da demonstragao por a:,(f> = diag(1,...,1, fs,1,...,1), onde f; estd na k-ésima posigao.

Assim, x,(:) e A}, portanto, vamos mostrar que

seal”
Portanto, seja 6 € A,(:). Seja d =[Gy : H], vamos calcular os estados 01, ...,04 de 0 tais
que a descricao recursiva de § é

d=(01,...,0q)0

para algum o € S;. Queremos mostrar que 9, € A,(:) para todo 1 < r < d.

Seja ty € T'. Entao existe um tnico t, € T tal que t15t2_1 € H. Denote por
ty = (aiz), 0 = (bij),ty" = (i), 110ty = (dij).

Sabemos pela afirmacdo 1 que ¢, é uma matriz triangular superior tal que ¢, € T, logo

todas as matrizes ¢, 0 e ¢, ! sa0 matrizes triangulares superiores. Entao
di,j = Z ai,rbr,ucu,j
i<r<usy

para ¢ < j, e d; ; = 0 para 7 > j. Entao os estados d1,...,d4 de 6 sao
f(tioty") = (eig)-
Assim, pela definicdo do endomorfismo virtual f, temos
eij = dij/(x = 1)

para i < j e e ; = 0 para ¢ > j. Queremos mostrar que e;; € A,(f). Note que na
diagonal de (e; ;), temos €;; = d;;/(z — 1)"" = d;;. Assim, a diagonal de (€i;) € igual a
diagonal de (d; j), onde o polinémio f; estd na k-ésima entrada, que por sua vez ¢ igual a
diag(l,...,1, fs,1,...,1), pois (ai;), (ci;) € T e (b;;) € A,(:). Agora, note que, se e; ; # 0,
entao

deg(e; ;) = deg(di;) — (j — 1) (4.5)
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deg(d; ;) < i<nr1<a£<<j {deg(a;,) + deg(b..) + deg(cy )} (4.6)
@i, sbrusCu, i 70

Agora note que deg(b,,) < deg(fs) para b., # 0, deg(a;») < r — i para a;, # 0 e
deg(cy ;) < j —u para ¢, ; # 0, logo

deg(ai,) + deg(bru) + deg(cu;) < (r — i) + deg(fs) + (7 — u) < deg(fo) + ( — ), (4.7)

onde a tltima desigualdade vem do fato de que r < u, logo r — u < 0. Assim, combinando

4.5,4.6 e 4.7, temos que, para i < j, se ¢;; # 0,

deg(e; ;) = deg(di;) — (j — 1)
< (deg(fs) + (j —14) — (4 — i)
< deg(f,).

Portanto, concluimos que (e; ;) € A,(Cs). O que completa a prova da afirmagao 2.

Finalmente, observamos que Gy é gerado como grupo pelo conjunto finito

2 1< <mp| Jfw s 1<i<m -1}

4.3  Grupos metabelianos

Definicao 4.3.1. Seja G um grupo finitamente gerado. Dizemos que G é um grupo
metabeliano, ou ainda um grupo abeliano-por-abeliano, se existem e A e () grupos abelianos

e uma sequéncia exata curta
l1-A-G—-Q—1

Sejam G, A e () como na definicado acima e sejam a € A e ¢ € (). Podemos
definir a acdo de Q sobre A por aoq = g 'ag, onde q = gA, pois Q ~ G/A. Note que a
acao nao depende do representante escolhido g. De fato, seja ¢ um outro representante da
classe de ¢, i.e., ¢ = g’A. Entao ¢’A = gA, ie., ¢ '¢' = ay para algum ay € A, ou ainda,

¢ = apg. Assim, usando também que A é abeliano, temos que
(¢")'ag’ = (aog)'alaog) = g™ a5 aaeg = g™ aag apg = g~ ag.

Aqui A é normal em G, logo a acao de GG sobre A por conjugacao passa para a acao de
@ ~ G/A sobre A por conjugacao, pois o proprio A age sobre si mesmo trivialmente, pois
é abeliano. Agora pensamos em A como Z@)-mbdulo, onde a acao de () é a definida acima.

Agora, como A é um grupo abeliano, mudamos de nota¢ao multiplicativa para aditiva.
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Queremos aplicar o Lema 3.4.18 para 1l - A —- G — (Q — 1. Sabemos que
(2 é um grupo abeliano finitamente gerado, portanto Q) = Z" x )y, onde )y é um grupo
abeliano finito, logo um produto direto de grupos ciclicos finitos. Agora, como grupos
finitos sao finitamente apresentaveis e Z é finitamente apresentavel, concluimos que @ é
finitamente apresentavel. Assim, como G é finitamente gerado, do Lema 3.4.18 obtemos

que A ¢é finitamente gerado como subgrupo normal em G.

Agora, consideremos () com notagao multiplicativa e R o conjunto dos reais

um grupo com respeito a operagao +. Entao
Hom(Q,R) ~ Hom(Z" x Qy, R) ~ Hom(Z",R) ® Hom(Qy, R)
Agora, Hom(Qo, R) = 0, pois R é livre de tor¢ao. Assim,
Hom(Q,R) ~ Hom(Z",R) ~ @ Hom(Z, R),
onde temos n copias na soma direta. Mas Hom(Z,R) ~ R, logo
Hom(Q,R) ~ R",

que é um grupo abeliano com respeito a +.

Agora, defina em Hom(Q, R)\{0} a relagao de equivaléncia ~ dada por x; ~ x2

se, e somente se, existe um ntmero real positivo r tal que x; = rxs. Assim, defina

_ Hom(Q.R)\{0}

~

S(Q) ~ Snfl’

onde S™! ¢é a esfera unitaria em R™ e o tiltimo isomorfismo vem do fato provado acima de
que Hom(Q,R) ~ R". S(Q) é chamada esfera de caracteres.

Vamos denotar por [x] a classe de equivaléncia de y € Hom(Q,R)\{0} e

definimos o monoide

Qx = f{qeQ:x(q) =0}
Por fim, considere o invariante de Bieri-Strebel definido em [6] por
Ya(Q) = {[x] : A é finitamente gerado como ZQ),-mbdulo}.

O invariante definido acima foi usado em [6] na classificacdo de grupos metabelianos

finitamente apresentaveis.

Teorema 4.3.2 ([6]). Seja 1 - A - G — @ — 1 uma sequéncia ezata curta de
grupos com G finitamente gerado e A e Q) abelianos. Entdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. G € finitamente apresentdvel;
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2. G € de tipo homologico F P;

3. Ba(Q) v —2a(Q) = S(Q).

Este Teorema é provado em [6], como Teorema A e Teorema 5.4.

Vamos denotar o complementar S(Q)\X4(Q) por ¥4 (Q) e vamos dizer que
A é m-tame como Z@Q-mdbdulo se para cada [x1],.. ., [xm] € % (Q) ndo necessariamente
diferentes temos que x1+. ..+ xm # 0. A terceira afirmacao no Teorema 4.3.2 é equivalente a
A ser 2-tame como Z@-mddulo. A seguinte conjectura sugere quando um grupo metabeliano
é de tipo F P,,.

Conjectura 4.3.3 (Conjectura F'P,, para grupos metabelianos). Seja
l1-A-G—-Q—1

uma sequéncia exata curta de grupos com G finitamente gerado e A e Q) abelianos. Entdo

G ¢ de tipo F'P,, se, e somente se, A é m-tame como ZQ)-modulo.

Vamos ver alguns casos em que a Conjectura F' P, vale, mas primeiro, considere

a seguinte definigao.

Definicao 4.3.4. Dizemos que um grupo G tem posto de Priifer finito se existe um
inteiro d tal que todo subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por no mdximo d

elementos.

Se GG é uma extensao de A por ) com ambos A e () abelianos e G finitamente
gerado, entdo G tem posto de Priifer finito exatamente quando dimg(A ®z Q) < o e a

parte de tor¢ao de A é finita.

Assim, podemos considerar o seguinte teorema.

Teorema 4.3.5. A Conjectura F P, vale quando:

1. G tem posto de Priifer finito;
2. A tem expoente finito e dimensdo de Krul 1.

Neste teorema, o expoente de A é o menor n natural tal que nA = 0.

A primeira parte deste teorema foi provada em [1] na secao III e a segunda

parte foi provada em [14] como Teorema A.
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4.4 Abordagem por Algebra Comutativa

Considere o seguinte lema.

Lema 4.4.1 ([15], 6.1). Seja Q um grupo abeliano finitamente gerado e p um ideal primo
de ZQ tal que B = ZQ/p tem dimensao de Krull 1. Entdo todo ideal nio zero a de B tem

indice finito, i. e., B/a é um anel finito.

Antes de demonstrar o lema, vamos ver o seguinte exemplo.

Exemplo 4.4.2. Tome B = 7Z, que tem dimensao de Krull 1. Sabemos que todo ideal nao
nulo a de B =7 € da forma a = nZ. Assim, pelo lema anterior, o anel B/a = Z/nZ é
finito.

Demonstracao do Lema /./.1. Primeiramente, note que sabemos que Z() é um anel No-
etheriano, pois ) é um grupo abeliano finitamente gerado. Agora, seja a um ideal nao

nulo de B e considere o ideal radical de a definido por
Va={re B :existe k > 1 tal que 7* € a}.

Existe apenas um nimero finito de ideais primos minimais de B acima de qualquer ideal,
em particular acima de a. Portanto, sejam pq, ..., pi os ideais primos minimais de B acima

de a. Entao
Va=pin..0pg.

Como B tem dimensao de Krull 1 e B é um dominio, deduzimos que 0 < p; é uma cadeia
maximal de ideais primos para cada i, logo p; é um ideal maximal de B. Agora, considere
a projecao canonica 7 : Z() — B. Como, p;, é um ideal maximal em B, sabemos que
q; = 7 *(p;) é um ideal maximal em Z@). Mas os ideais maximais em Z() tém indice finito
(de fato, isso é provado para o caso em que ) é policiclico em [20]), i.e., ZQ)/q; é um anel

finito. Assim, pelo isomorfismo de anéis induzido por 7, temos que

7.Q/q; ~ B/yp;.

Logo B/p; ¢é finito para todo i. Assim concluimos que B/y/a mergulha no anel finito
B/p1 x B/py x ... x B/py via mapa diagonal, i. e., b + v/a vai para (b+ py,...,b+ pp).
Em particular, B/+/a é finito.

Como B é um anel Noetheriano, v/a é finitamente gerado como ideal, logo, seja
{b1,...,by} o conjunto gerador de v/a. Entdo existe um inteiro positivo k tal que bf € a para
todo 1 < i < m. Agora, seja b € v/a, entdo podemos escrever b = bya; + ... + by,a,,, onde
ai, ..., a4, sdo elementos de B, logo, seja s = m(k—1)+ 1, entdao b = (byas +. .. + bypas,)®,

ou ainda

b= > ()™ . (bam) ™

Z1+...+Fzm=s
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Agora, como s = m(k—1)+ 1, sabemos que para cada termo do somatério acima, existe um
i tal que z; = k, logo, (b;a;)* € a e (byay)™ ... (bpman,) ™ € a. Portanto, b° € a. Concluimos
que

Va Caparas=m(k—1)+1. (4.8)

Assim, temos a filtracao de ideais em B dada por

Vaicya e cVdcvad e cva

Como B é Noetheriano, sabemos que cada quociente \/ai_l / \/ai é um B-médulo finitamente
gerado onde a acdo de v/a é nula, i. e., cada quociente \/EH/\/E" é um B/+/a-médulo
finitamente gerado. Portanto, como vimos que B/+/a é finito, concluimos que cada quociente
\/ai_l/\/ai é finito. Assim,

Va/va
é finito. Logo, novamente como B/+/a é finito, B/+/a” é finito. Por fim, concluimos que
B/a ¢ finito. O

Definicao 4.4.3. Seja P uma propriedade. Dizemos que um grupo G € residualmente P
se a intersecao de todos subgrupos normais K de G tais que G/K tem a propriedade P é

o subgrupo trivial.

ﬂ{K : K< G, G/K tem a propriedade P} = 1.

Isso é equivalente a G ser subgrupo de um produto direto de grupos com a
propriedade P. De fato, defina por C = {K : K < G, G/K tem a propriedade P}. Defina
também

0:G— |]G/K,

KeC
dada por 6(g) = (..., gK,...). Note também que ker() = ﬂ K. Assim, 6 é injetiva se, e
KeC
somente se ﬂ{K : K <G, G/K tem a propriedade P} = 1.
Exemplo 4.4.4. Grupos livres sao residualmente finitos ([10], Capitulo 1, Proposi¢ao 5).

Exemplo 4.4.5. Todo grupo abeliano-por-nilpotente é residualmente finito ([13], Teorema

1). Em particular, todo grupo metabeliano finitamente gerado € residualmente finito.

Teorema 4.4.6 ([15], 6.2). Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e B um ZQ)-
médulo finitamente gerado tal que Co(B) = {qe Q : B(¢—1) =0} = 1. Sejam py,...,ps

ideais primos de Z.() tais que:
a) Existe uma filtragio de ZQ-mdédulos de B
0=BycBicByc...cBcBj,,c...cB,_ycB, =B,

onde B;/B;i 1 =~ ZQ/pa, para 1 <i <1, onde {ag,an,...,0,.} ={1,2,...,s};
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b) Existe d € {1,2,...,s} tal que o dominio ZQ/p; tem dimensao de Krull 1 para todo
1<i<de sed<s, odominio ZQ/p; tem dimensio de Krull 0 (i. e., é finito)
para todo d +1 <1 < s;

c) Eziste um elemento 6 € ZQ\( U pi> tal que a imagem de § em ZQ/p; nao é
1<i<d
invertivel para cada 1 <1 < d

Entdio G = B x Q) é um grupo transitivo autossimilar.

Demonstracao. Suponha que existe um homomorfismo de ZQ-modulos
f:B - B, (4.9)

tal que B é um Z.Q)-submoddulo de B de indice finito, i. e., B /E é finito, e ndo existe um
ZQ-submédulo M de B néo-trivial tal que f(M ) € M. Assim, definimos

H=BxQ
e extendemos f para um endomorfismo virtual de grupos
f+H— G,

definindo f|g = idg. Vamos provar que f ¢ um endomorfismo virtual de G. Suponha que
K é um subgrupo normal de G tal que f(K) < K. Entdio M = K A B =K n B é um
ZQ-submédulo de B tal que f(M) < M, logo M =0. Entdo BK ~ B x K, logo K age
trivialmente em B via conjugagao. Entao, para o mapa canodnico 7 : G — G/B = () temos
que 7(K) < Cq(B) e, por hipétese, Co(B) = 1. Agora, como B n K = 0 deduzimos que
K ~ n(K) =1, logo, f é um endomorfismo simples. Portanto, G é um grupo transitivo

autossimilar.

Agora precisamos mostrar que o homomorfismo como enunciado em 4.9 de fato

existe.

Note que existem bq,...,b, € B tais que

paral <7 <r.
Afirmacao 1. Existe um ZQ-submoédulo C' de indice finito em B = B, tal que,
se B;/Bi_1 ~ ZQ/pa, é finito para algum 1 < i < r, entdo C n B; = C' N B;_;.

Note que, se a afirmacao é verdadeira, como C' tem indice finito em B, sempre
que B;/B;_; ¢é infinito, o quociente (B; n C)/(B;—1 n C) é um ideal de indice finito em
Bi/B; 1.
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Prova da afirmacao 1. Para provar a existéncia de C', nds vamos usar inducao

emr.

Suponha que r = 1. Entao, a filtracdo do enunciado é 0 = By < B; = B. Se
B1/By ~ B é finito, tome C' = 0, e temos que C' tem indice finito e By nC' =0= B; n C.
Se Bi/By ~ B ¢ infinito, tome C' = B e temos que B/C = 0 e ndo hd mais nada a se

mostrar.

Assim, suponha, pela hipdtese de inducao, que existe um Z@-submoddulo
C de B, ; tal que, se B;/B; 1 ~ ZQ/P,, é finito para algum 1 < i < r — 1, entao
C n B, = C n B;_1. Se B,/B,_; é finito, entdo definimos C' = C. Assim, temos que
[B:C]=[B: B._][B,i: C] <, portanto, C tem indice finito em B. Além disso,
como C' C B, 1, temos que C A B, 1= C=CnB.

Agora, suponha que B,/B,_; é infinito. E suficiente achar um Z@Q-submédulo

C' de indice finito em B tal que C n B,_; S C'. Considere o grupo
G = (B/C)% Q.

Como todo grupo metabeliano finitamente gerado é residualmente finito (4.4.5) e B, 1/ C

¢ finito, existe um epimorfismo

9:C~¥—>A,

onde A é um grupo finito tal que ker(d) n (B,_1/C) = 1. Entdo, se denotamos por
V = ker(0) n (B/C), temos que V é um subgrupo normal de G dentro de B/C, logo V
é um ZQ-submédulo de B/ C. Finalmente, definimos C' como a pré-imagem de V em B

pelo epimorfismo canénico 7 : B — B/é’, ou seja, C' =71 (V).

Assim, usando o elemento 0 do enunciado do teorema, podemos definir o

endomorfismo virtual

f:B=C5§—>B

dado por f(cd) = ¢ para c € C. Observe que f é um homomorfismo de ZQ-mddulos e f é
bem definida, pois 6 ndo é um divisor de zero em todo quociente (C'n B;)/(C' n B;_1) para
1 < i< r,logo d ndo é um divisor de zero em C'. De fato, ou (C' n B;)/(C n B;_1) =0
ou (C'n B;)/(C n B;_1) tem indice finito em B;/B; 1 e B;/B; 1 tem dimensao de Krull 1.

Por hip6tese, § nao é um divisor de zero em B;/B;_1 se B;/B;_; tem dimensao de Krull 1,

pois definimos 0 tal que 6 € ZQ\ ( U P

1<i<d
Observe também que, como (C' N B;)/(C n Bi—1) =0 ou (C' n B;)/(C n B;i—1)
tem indice finito em B;/B;_; e B;/B;_1 tem dimensdo de Krull 1, existe uma filtragao de

C

0=CnByc(CnBic(CnByc...cCnB;c(CnBjy1c...cCnB,_icCnB,=C
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com quocientes M;, onde cada M; é um Z@Q-moédulo ciclico de dimensao de Krull no
maximo 1. Entdo, pelo Lema 4.4.1, M;/M;6 é finito para cada j e entdo C/C§ ¢é finito.
Como B/C' é finito, temos que [B : B] = [B : C][C : B] < o, logo B = €4 tem indice

finito em B.

Suponha que M é um ZQ-submédulo de B tal que f (M) < M. Entéao
M < mj>1C’5j

e (M nB)/(MnB_1) = (MnB nC)/(Mn By nC) é um ZQ-submébdulo de
(BinC)/(Bi—1nC). Se B;/B;_; ¢é finito, sabemos que (B; nC)/(B;—1 nC) = 0 e portanto,
MﬁBi:MﬁBi_l.

De agora em diante, suponha entao que B;/B;_; é infinito. Entao B;/B;_; é

um dominio de dimensao de Krull 1.

Afirmagéao 2. Definindo a imagem de M n B; em V; = B;/B;_; por M;, temos
que M; < mj>1Vi5j.

Prova da afirmacgao 2. Recordamos que V; é um dominio. Observe que ¢ nao
¢ um divisor de zero de C/(C n B;), pois C/(C n B;) tem uma filtragao

0=(CnB)/(CNnB;)c(CnBi;1)/(CnB)c...c(CnB,)/(CnB;)=C/(CnB)

com quocientes (CnB;)/(CnB,_1) para j = i+1 que sao ou 0 ou sdo ideias de indice finito
em V; e V; tem dimensao de Krull 1 e, neste caso, por hipdtese, d nao é um divisor de zero.
Agora, como 0 nao é um divisor de zero em C/(C' n B;), temos que Cd n B; = (C' N B;)d
e, por inducdo em j, temos que C&’ N B; = (C' n B;)d’. Portanto,

MnB;, € B;n (r\j>105j) c r\j>1(C N BZ)(W - ﬁj)lBiCSj.

Como a imagem de § nao é invertivel em V; temos que V;0 é um ideal préprio
de V;. Seja q; um ideal maximal de V; que esteja acima de V;0. Considere o conjunto
multiplicativamente fechado S; = V;\§; e a localizacio V;S; . Entdo, qo; = §:5; ' é o
unico ideal maximal de A; = V;S; ! i e., A; é um anel local. Entdo o radical de Jacobson
J(A;) = qo; e, definindo a; = mj;lqu, pelo Lema de Nakayama, temos que a; = 0, logo

N j>11/2(5j = 0 e, consequentemente,
0= Mz = (M M BZ)/(M M Bi—l)-

De fato, se a; # 0, entao seu radical /a; é a intersecao de todos os ideais primos acima
dele. Como A; tem dimensao de Krull 1, todo ideal primo acima de y/a; é maximal, logo,
como qp,; € o Unico maximal, temos que y/a; = qo,;. Como A; é Noetheriano, existe um

inteiro £ tal que

ko _ k _ J
doi = V@i & @i = ﬂ 490,

j=1
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Portanto,

Eo_ kvl
o; = Yo; = @i = 4o,

e, pelo Lema de Nakayama (2.3.6), a; = 0, uma contradigao.
Note que provamos que M n B; = M n B;_; para todo 1 < j < r, portanto,

M =0 e f é um endomorfismo simples. ]

Teorema 4.4.7 ([15], 6.3). Sejam Q um grupo abeliano finitamente gerado e B um

7.Q-modulo finitamente gerado de dimensdo de Krull igual a 1 tal que
Co(B)={¢e@:B(g—1)=0} = 1.

Entao, G = B x @ € um grupo transitivo autossimilar.

Demonstracao. Queremos mostrar que () e B satisfazem as hipdteses do teorema anterior.
Pela teoria do Capitulo 2, sabemos que existem ideais primos py, ..., ps de ZQ tais que

existe uma filtragdo de ZQ)-submodulos de B

0=BycB <...cB,<B, <...€B,_,<B, =B

)

onde B;/B;_1 ~ ZQ/p,,, para 1 <i <7, {ag,az,...,0,} ={1,2,...,s} e mais ainda

Ass(B) < {p1,...,ps} S Supp(B),

onde os elementos minimais dos trés conjuntos de primos considerados acima sdo os mesmos.
Como B tem dimensao de Krull 1, cada quociente B;/B;_1 ~ ZQ/P,, tem dimensao de
Krull no maximo 1, isto ¢, cada um desses quocientes tem dimensao de Krull 1 ou 0, no

ultimo caso, ele é finito.

Sejam Ppi,...,pg os ideais do conjunto {pi,...,ps} para os quais ZQ/p; tem
dimensao de Krull 1. Para 1 <1 < d, seja q; um ideal maximal de Z(Q) tal que p; < q; para
1< <d.

Vamos mostrar que existe um elemento

66ZQ\( U m)
1<i<d

tal que para cada 1 < i < d a imagem de § em ZQ/p; nao é invertivel. Basta mostrar que
€ ﬂ q;
1<i<d

para garantir que a imagem de § nao é invertivel em ZQ/p;, para 1 < i < d. Assim,

precisamos mostrar que a seguinte inclusao nao pode contecer

N ac | »

1<i<d 1<i<d
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Assim, suponha que a contingéncia acima vale. Podemos escolher q; # q; para

t # j, logo, q; e q; sao ideais coprimos, i.e., q; + q; = ZQ), logo, Ni<i<a®i = H q; €

1<i<d
portanto,
[[acs U »
1<i<d 1<i<d
Suponha que j é o menor ntimero tal que para algum 1 <4, <... <11; <d
temos
1<i<d
Se j = 2, entao temos elementos ¢z € Gy, . .., q; € Gy, tais que qa...q; & Uici<api- Agora,
como

9G24 S iy ---9i; & U D,

1<i<d

e cada p; é primo, concluimos que, para q = q;,, entao

uma contradi¢do com a escolha de j. Assim, temos que 7 = 1 e a contingéncia acima ainda
¢ valida.

Agora, seja b; = § N p;. Entao,

1<i<d

Assim, suponha que podemos escolher, para cada 7,

aq; € ( ﬂ bl> \b]
1<i#j<d

g=q+...+qeq= U b;

1<i<d

Entao,

logo, para algum i, temos que g € b;. Portanto, ¢; = ¢ — (Z ¢;) € b;, uma contradicao.
J#i
Entao, para algum 1 < j < d, temos que Nigixj<abi S bj, logo

1_[ b; < ﬂ bigbjgpj.

1<izj<d 1<i#j<d

Como p; é um ideal primo, para algum 7 # j, temos que b; < p;, logo,
Gpi S g pi=b; S p;.
Usando novamente que p; € primo e p; & p; para 1 <7 # j < d, deduzimos que

qc ;.
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Assim, o anel infinito (de dimensao de Krull 1) ZQ/p,; é um anel quociente do anel finito
(de dimenséao de Krull 0) ZQ/q, uma contradicao.
Concluimos que existe um elemento ¢ € Z(Q) tal que

56ZQ\< U pi>

1<i<d

0€e ﬂ q;.

1<i<d

Por fim, basta usar esse elemento § para aplicar o teorema anterior.
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