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Maupertuis propos, em 1744, o “principio da agdo minima”, aplicando-o a refragao da luz. Este artigo discute
a fundamentagao deste trabalho de Maupertuis, bem como as criticas que recebeu por parte de d’Alembert e
d’Arcy. A presente andlise mostra que nao havia uma boa fundamentagdo para a proposta do principio de agao
minima, ja que a reflexdo e a refracdo da luz ndo obedecem a um principio geral de minimo.
Palavras-chave: Maupertuis, Pierre-Louis Moreau de, d’Alembert, Jean le Rond, d’Arcy, Patrick, principio de
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Maupertuis proposed in 1744 the “principle of least action”, applying it to the refraction of light. This paper
discusses the foundation of Maupertuis’ work and the criticism it received from d’Alembert and d’Arcy. This
analysis shows that the principle of least action was not well grounded, since the reflection and refraction of light

do not obey a general principle of minimum.

Keywords: Maupertuis, Pierre-Louis Moreau de, d’Alembert, Jean le Rond, d’Arcy, Patrick, principle of least

action, optics, history of physics.

1. Introducao

O principio de agdo minima é a base fundamental da
mecanica analitica. Ele afirma que o movimento de um
sistema entre dois estados, A e B, se da de tal forma
que a acao realizada pelo sistema entre esses dois esta-
dos é minima, sendo a acao definida como a integral do
lagrangeano L (diferenca entre energia cinética e poten-
cial) em relagdo ao tempo

B
A= / Ldt = minimo.
A

O sistema pode ter uma ou mais particulas; e a
funcao lagrangeana é expressa em funcao das coordena-
das generalizadas ¢;, das suas derivadas (as velocidades
generalizadas) e do tempo.

A partir desse principio, utilizando-se o calculo va-
riacional, obtém-se a partir da condicio de minimo?

1E-mail: rmartins@ifi.unicamp.br.

B
5A:5/ Ldt =0,
A

um conjunto de equagdes (chamadas “equacoes de La-
grange”) que podem ser consideradas como uma forma
generalizada da segunda lei de Newton

oL doL 0
8qi dt aql e

O desenvolvimento do principio de acao minima se
deu durante os séculos XVIII e XIX, estando associado
aos nomes de Maupertuis, Euler, Lagrange, Hamilton
e outros importantes pesquisadores. O objetivo deste
artigo nao é descrever toda a histéria desse principio -
0 que exige bem mais do que um artigo - e sim esclare-
cer alguns pontos fundamentais da primeira fase dessa
historia, envolvendo a proposta de Maupertuis e as

2A relagio A = 0 ndo é uma condigio para o minimo da agio no sentido absoluto, mas apenas uma condi¢io necessaria que deve
ser satisfeita pelas trajetérias que minimizam (mesmo localmente) o valor da grandeza A.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.
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criticas sofridas por parte de Patrick d’Arcy e Jean le
Rond d’Alembert.

Primeiramente, vamos apresentar a versao tradicio-
nal da histéria, que considera ter sido Maupertuis o
proponente do principio de agao minima. Depois, ana-
lisando o primeiro artigo de Maupertuis, mostraremos
que sua contribuicao inicial foi bastante elementar, par-
tindo provavelmente do resultado ao qual ele queria
chegar, e que havia problemas graves com o proprio
principio, quando aplicado a éptica.

2. A versao tradicional

Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) es-
creveu em 1744 um artigo no qual propos o principio
de acao minima aplicando-o ao fenémeno da refracao
da luz (e nao a fendmenos mecanicos) [1]. H&4 uma
tradugao para o portugués e andlise desse trabalho em
um artigo recente do prof. Ildeu de Castro Moreira [2],
publicado nesta revista.

Maupertuis partiu de um trabalho de Fermat (pu-
blicado postumamente, em 1679, nas suas Obras), que
havia mostrado que era possivel deduzir a lei da refracao
de Snell e Descartes supondo-se que a velocidade da luz
era menor nos meios “mais densos” (ou melhor, mais
refringentes) e que o trajeto da luz era aquele no qual
o tempo de percurso era o minimo possivel.

No entanto, a fisica newtoniana havia interpretado
a luz como constituida por particulas e mostrado, a
partir dessa hipdtese, que a luz deveria ter uma velo-
cidade maior nos meios “mais densos” - ao contrario
do que Fermat havia pressuposto. Assim, a Optica
newtoniana (que era aceita por praticamente todos,
no século XVIII) era incompativel com o principio de
tempo minimo de Fermat.? Maupertuis resolveu esse
conflito propondo que, em vez de um tempo minimo, a
luz seguia o caminho no qual a acdo era minima, sendo
a agao definida como o produto da massa pela veloci-
dade e pela distancia percorrida por uma particula. E
claro que, de acordo com as idéias da época, Maupertuis
assumiu que a luz seria constituida por particulas.

Dois anos depois (1746) Maupertuis utilizou o
principio de agao minima para deduzir a lei da colisao
dos corpos (tanto eldsticos quanto aneldsticos) e para
deduzir a lei do equilibrio das alavancas. Nesse tra-
balho ele apresentou o principio de acao minima da
forma mais geral: em todas as mudangas que ocorrem
no universo, a soma dos produtos de cada corpo (massa)
multiplicado pela distancia que ele se desloca e pela ve-
locidade com a qual se move, é a minima possivel.

Além dessa contribuicdo puramente cientifica, no
nosso sentido atual, Maupertuis também estava preo-
cupado com questoes filoséficas. Ele considerou que o
principio de agao minima podia ser considerado um uso
da idéia das causas finais; e que a existéncia desse tipo
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de principio na natureza podia ser utilizada como uma
prova da existéncia de Deus.

O trabalho de Maupertuis foi depois desenvolvido
por Euler, Lagrange e outros autores, levando aquilo
que atualmente consideramos como um dos principios
bésicos de toda a fisica.

3. Uma reconstrucao do raciocinio de
Maupertuis

No seu artigo de 1744 Maupertuis procurou reformular
o principio de Fermat, de tal modo a tornd-lo com-
pativel com a dptica newtoniana. Aparentemente, seu
ponto de partida foi a prépria andlise de Fermat, pro-
curando nela o que precisaria ser alterado para “dar
certo”.

Figura 1 - Quando a luz passa de um meio menos refringente
(como o ar) para outro mais refringente (como a dgua) ela se
desvia, obedecendo a lei de Snell-Descartes. Maupertuis procu-
rou explicar a refragao através do principio de agdo minima.

Fermat considerava que a luz se move mais lenta-
mente nos meios mais densos (ou melhor, mais refrin-
gentes, como o vidro ou a dgua) do que no ar; e deduziu
a lei da refracao supondo que a luz segue o caminho
que exige o menor tempo para ir de um ponto até ou-
tro (Fig. 1). Ou seja: a soma das distancias divididas
pelas velocidades, nos dois meios, seria minima. Se no
ar a velocidade é V e a distancia percorrida é D, e na
adgua a velocidade é v e a distancia é d, teriamos que
D/V + d/v seria minimo. Essa hipdtese leva, correta-
mente, a lei dos senos: se o seno do angulo de incidéncia,
no ar, era A e se o angulo do raio refratado, na agua,
era B, Fermat obtinha a relacao

senA _ K

senB v

Assim, Fermat conseguia deduzir de suas hipoteses
a lei de Snell e Descartes; porém, a suposi¢ao de Fer-
mat a respeito das velocidades da luz estava em conflito
com a 6ptica newtoniana, segundo a qual a luz se move

3Pela teoria ondulatéria, a velocidade da luz é menor nos meios mais refringentes, como supds Fermat; e isso foi confirmado em

meados do século XIX, experimentalmente.
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mais rapidamente nos meios mais refringentes.* New-

ton deduziu esse resultado considerando a luz como for-
mada por um fluxo de particulas com alta velocidade,
que sofriam uma forca perpendicular a superficie de
separagao entre os dois meios transparentes, ao atra-
vessar uma regiao intermedidria entre os dois meios
[3].> Considerando-se as superficies perfeitamente li-
sas (isto é, sem irregularidades microscépicas) e utili-
zando a mecanica newtoniana, conclui-se que a com-
ponente do momentum da particula de luz paralela as
superficies deve se manter constante. Analisando a va-
riagao da componente do momentum perpendicular as
superficies, deduz-se entao a lei da refracao, concluindo-
se que a relagao entre os angulos e as velocidades da luz
nos dois meios deveria ser o inverso do obtido por Fer-
mat

senA v
senB V'

Vamos, agora, procurar reconstruir o raciocinio que
Maupertuis pode ter seguido para chegar & sua lei.f
Maupertuis assumiu que o resultado correto seria o da
oOptica newtoniana, ou seja, o inverso do obtido por Fer-
mat. Portanto, era preciso trocar as posicoes de v e V,
no resultado final. Maupertuis parece ter percebido que
podia obter o resultado “correto” por uma simples mu-
danga na andlise de Fermat: em vez de supor que D/V
+ d/v seria minimo, era preciso supor que D.V + d.v
seja minimo. Ou seja: trocando V por 1/V e v por 1/v,
“dava certo”.

Bem, o problema é que D/V e d/v tém significado
fisico (sao os tempos que a luz demora para percorrer
as distancias D e d) mas os produtos D.V e d.v pare-
cem nao significar nada. Porém, se fosse possivel dar
uma interpretacao a esses produtos da distancia pela
velocidade, seria possivel refazer a andlise de Fermat,
assumindo que D.V + d.v deve ser um minimo, e chegar
a lei “correta” (newtoniana) da refracio.”

Ao pensar sobre como interpretar o produto da
distancia pela velocidade, Maupertuis deve ter se lem-
brado que Leibniz havia proposto o conceito de “agao”,
que seria o produto da massa pela velocidade e pela
distancia percorrida por um corpo. Como nao fazia
nenhuma diferenga multiplicar a expressao D.V + d.v
por uma constante, Maupertuis percebeu que poderia
chegar a equacao “correta” para a luz assumindo que a
agao, representada por m.(D.V + d.v), era minima.

Se essa reconstrucao do raciocinio de Maupertuis es-
tiver correta, ele analisou o trabalho de Fermat, depois

mudou a conclusao e verificou o que deveria alterar na
hipétese inicial para chegar ao resultado “correto”. Ou
seja: ele nao comecou pensando em um principio geral,
para depois obter suas conseqiiéncias, e sim chegou ao
principio de trés para frente, para obter o resultado que
acreditava ser correto.

Como assinalamos acima, nao se pode ter certeza
de que Maupertuis seguiu esse caminho; mas considera-
mos que isso é altamente plausivel, e podemos mostrar
que d’Alembert, uma das pessoas que comentou sobre
o trabalho de Maupertuis na prépria época, assim o
interpretou [4]:

,

E singular que tantos filésofos que es-
creveram sobre a refracao nao tenham ima-
ginado um modo tao simples de conci-
liar a metafisica com a mecénica; bastava
para isso fazer uma mudanca muito leve
no calculo fundamentado sobre o principio
do Sr. de Fermat. De fato, segundo esse
principio, o tempo, quer dizer, o espago di-
vidido pela velocidade, deve ser um minimo:
de modo que se chamarmos de F o espago
percorrido no primeiro meio com a veloci-
dade V, e de e o espaco percorrido no se-
gundo meio com a velocidade v, teremos
(E/V)+(e/v) = um minimo, quer dizer,
(dE/V) + (de/v) = 0. Ora, ¢ facil de ver
que os senos de incidéncia e os de refragao
estarao entre si como dF para -de; de onde
se segue que esses senos estao na razao di-
reta das velocidades V' e v, e é isso o que
pretende o Sr. de Fermat. Mas para que
esses senos estivessem na razao inversa das
velocidades, bastaria supor VdE + vde = 0;
o que d& EV + ev = um minimo: e esse é
o principio do Sr. de Maupertuis.

Podemos citar também que, logo apds a publicacao
do trabalho de Maupertuis, outros cientistas considera-
ram que aquilo que ele havia feito era elementar, sob o
ponto de vista matematico [5]:

O fundo da disputa ainda nao esta deci-
dido. Se me é permitido dar minha opiniao,
penso quanto ao fundo da discussao que
as conseqiiéncias metafisicas sao arriscadas.
Quanto a parte geométrica, creio que essa
descoberta custou menos a seu autor [Mau-
pertuis] do que a resolugao de outros pro-
blemas sobre os quais ele fez menos barulho,

4Lembremo-nos que, na época, ndo se sabia como medir a velocidade da luz em um meio refringente. Por isso, ndo se podia decidir
se a velocidade era maior ou menor nos meios mais refringentes. As hipdteses levavam a lei dos senos, da refragdao, mas nao era possivel

testar diretamente a relagdo entre a velocidade e a refringéncia.

5A andlise de Newton nao se encontra em sua (jptica e sim nos Principios Matemadticos da Filosofia Natural, livro 1, segdo 14,

proposigoes 94 a 96.

6Maupertuis nao explicou como chegou ao seu resultado; a reconstrucio aqui mostrada é hipotética. Trata-se de um raciocinio que
ele pode ter utilizado, mas que nao é documentado em nenhum trabalho que ele publicou.
7Estamos colocando aqui “correta” entre aspas porque, para nés, que aceitamos a teoria ondulatéria da propagacao da luz, a relacdo

de Fermat é a correta, e a newtoniana esta equivocada.
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mas nao me espanto que ele tenha se pren-
dido tanto a ela e creio que alguma outra
pessoa também o teria em seu lugar, tal-
vez igualmente, mas nao teria feito tanto
alarde. (Carta de La Condamine a Daniel
Bernoulli, 30 de dezembro de 1752)

4. As primeiras criticas de d’Arcy

O trabalho acima referido de Maupertuis foi exposto
a Academia de Ciéncias de Paris em abril de 1744,
porém s6 foi publicado véarios anos depois, em 1748.
Nessa época, a publicacao da revista da Academia era
um processo lento; no século XIX, com a criacao de
uma nova revista (Comptes Rendus Hebdomadaires de
l’Académie des Sciences) a publicagao se tornou extre-
mamente rdpida (os trabalhos apresentados em uma
semana eram impressos e distribuidos na semana se-
guinte). Assim, o efeito imediato do trabalho foi prati-
camente nulo.

Logo depois de sua efetiva publicacdo, no entanto,
surgiram andlises criticas do trabalho de Mauper-
tuis. Ja nos referimos, acima, as consideragoes de
d’Alembert, que foram publicadas no primeiro volume
da Encyclopédie, uma obra de enorme repercussao. No
entanto, a primeira critica mais direta foi a apresentada
por Patrick d’Arcy, ou “le chevalier d’Arcy”, como era
conhecido na época.

Patrick d’Arcy (1723-1779) era um nobre irlandés,
catélico, que aos 16 anos de idade foi enviado pela
familia para ser educado em Paris [6]. L4, ele entrou
em contato com o matemdtico Alexis Clairaut (1713-
1765),% entusiasmando-se pelo estudo das matematicas.
Porém, logo depois, com o inicio da guerra entre Franga
e Alemanha, alistou-se no exército francés e desviou-se
por algum tempo dos seus interesses cientificos. Che-
gou até mesmo a lutar contra o exército britanico, em
1746, sendo capturado na época.

Nos momentos em que conseguia se dedicar a
alguns estudos, d’Arcy desenvolveu pesquisas so-
bre matematica, balistica, eletricidade, astronomia e
mecanica. Independentemente de Euler, ele apresentou
em 1747 um principio equivalente ao da conservacao
do momento angular para um sistema de corpos. Seus
trabalhos levaram a sua eleicdo para a Academia de
Ciéncias de Paris, em 1749. Além de muitos artigos,
publicou um livro sobre a teoria do movimento da Lua
e trés obras sobre diferentes aspectos da teoria e prética
da artilharia.

Em 1752, d’Arcy apresentou seu primeiro artigo
criticando o principio da agao minima de Maupertuis
[7].° Seu trabalho, antes da publicacio, foi exami-
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nado e aprovado por d’Alembert. A publicagdo do
trabalho foi precedida por uma andlise anonima (tal-
vez de d’Alembert, talvez de Condorcet), que descreve
sucintamente as idéias de Maupertuis e as criticas de
d’Arcy adicionando alguns comentérios préprios, como
por exemplo [8]:

Em geral, parece que quaisquer que fos-
sem as leis da natureza, poder-se-ia encon-
trar uma funcao das massas e das veloci-
dades que, sendo suposta minima, as re-
presentasse; mas essa propriedade nao se-
ria suficiente para dar o nome de ac¢do a
essa funcao, nem para elevar ao nivel de um
principio metafisico aquilo que seria nesse
caso apenas uma hipdtese de célculo.

A nota anoénima termina com um elogio do principio
mecanico de d’Arcy:

Nao vamos relatar aqui a demonstragao
desse principio que o Sr. d’Arcy forneceu
em 1747; diremos somente que dele se ti-
ram, com a maior simplicidade, o principio
da conservagao das forgas vivas, o caso do
repouso, os centros de oscilacao e de per-
cussao, a lei da refracao da luz, e que
dele podem ser ainda feitas muitas outras
aplicacoes, algumas das quais ja estao na
Memoria que acabamos de citar. Essas
aplicagoes asseguram ao novo principio a
gléria da fecundidade, e é do tempo e do
exame mais rigoroso que ele deve receber a
da total certeza e da maior universalidade.

No seu primeiro artigo, d’Arcy nao analisou a
aplicagao feita por Maupertuis do principio de acao
minima a refragao; discutiu o préprio conceito de acao
e as aplicagoes que Maupertuis fez do principio & co-
lisao dos corpos e ao equilibrio da alavanca, em 1746
- aspectos que nao serao discutidos aqui. No entanto,
d’Arcy mostrou que a lei da refragao podia ser deduzida
a partir do seu principio mecanico.

Maupertuis respondeu a d’Arcy em um artigo de
1752, publicado em 1754. Como os aspectos discutidos
nessa resposta tém relacao apenas com as colisoes e a
lei das alavancas, também nao serao discutidos aqui.

5. A segunda critica de d’Alembert

No segundo volume da Enciclopédie, d’ Alembert publi-
cou um verbete sobre “causas finais” onde voltou a dis-
cutir o principio de agao minima, analisando de forma
particular seu uso na éptica. Primeiramente referiu-se
a reflexao, indicando que mesmo nesse caso (que tinha

8(Clairaut havia acabado de retornar de uma expedicio chefiada por Maupertuis, para determinar se a Terra era achatada conforme
as previsoes de Newton. Nao sabemos se d’Arcy teve contato, na época, com o préprio Maupertuis.

9As datas dos trabalhos, nesse periodo, sdo um pouco confusas. Podia ocorrer um intervalo de vérios anos entre a apresentacio de
uma comunicagao a Academia de Ciéncias e sua efetiva publicagdo. Os volumes publicados tinham, por isso, duas datas. Utilizamos

aqui a data de publicagao, nas referéncias.
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sido o ponto de partida de Fermat e de Maupertuis)
nao existe um principio de tempo minimo (nem de agao
minima) [9]:

De fato, é verdade que na reflexao em es-
pelhos planos e convexos o caminho do raio
é o mais curto possivel; mas nao ocorre o
mesmo nos espelhos concavos e é facil de
demonstrar que muitas vezes esse caminho,
em vez de ser o mais curto, ¢ o mais longo.
Reconheco que o padre Taquet,'® que ado-
tou em sua Catoptrica esse principio do ca-
minho mais curto para explicar a reflexao,
nao ficou embaragado pela dificuldade dos
espelhos concavos. Ele afirmou que, quando
a natureza nao pode seguir o caminho mais
curto, ela adota o mais longo; pois o mais
longo é tnico e determinado, como o ca-
minho mais curto. Pode-se aplicar bem,
aqui, esse dito de Cicero: Nihil tam absur-
dum excogitari potest, quod dicture non sit
ab aliquo philosophorum.'!

Veremos mais adiante a demonstragao a qual
d’Alembert se referiu, e que ele préprio nao apresentou
na Encyclopédie. No volume 4 da Encyclopédie, ver-
bete sobre “cosmologia”’, d’Alembert deixa claro que
sua critica se aplica igualmente ao uso que Maupertuis
havia feito do principio de acao minima: “Vimos no
artigo Causas finais que o principio do tempo minimo
falha na reflexao sobre os espelhos concavos. Parece que
0 mesmo acontece com o minimo da a¢ao: pois entao o
caminho da luz é um mdzimo, e a agao também é um
mdzimo” [11].

Ele criticou também o uso do principio de minimo
na refracéo [9]:

Eis, portanto, que o principio das causas fi-
nais falha na reflexao. E bem pior na re-
fragao; pois, em primeiro lugar, por qual
motivo no caso da reflexao a natureza segue
ao mesmo tempo o caminho mais curto e o
tempo mais curto, porém na refragao toma
o tempo mais curto e abandona o menor
caminho? Poder-se-ia dizer que ela precisou
escolher, pois no caso da refragao o caminho
mais curto e o tempo mais curto nao podem
estar em concordancia. Estd bem: mas por
que preferir o tempo ao caminho? (...) Re-
conhecamos portanto o abuso das causas fi-
nais pelo proprio fenémeno que seus adep-
tos se propoe explicar com a ajuda desse
principio.

6. A analise geométrica de d’Arcy

Em um artigo de 1752, publicado em 1756 [12], d’Arcy
reproduziu a analise de d’Alembert publicada na En-
cyclopédie, acrescentando a demonstragao matematica
de que nos espelhos concavos o caminho pode ser um
maximo, em vez de um minimo.

Consideremos um espelho esférico concavo A B, cujo
centro é C' (Fig. 2). Se tomarmos dois pontos F' e
f igualmente distantes do centro, simetricamente colo-
cados em relacao ao eixo do espelho, é facil ver que
a luz poderd ir de um desses pontos até o outro se
for refletida no ponto M, que é o vértice do espelho.
O percurso FMf poderd ser maximo ou minimo, de-
pendendo da curvatura do espelho. Isso pode ser vis-
to comparando o espelho concavo com uma elipse OP
que passe por M e cujos focos sejam F' e f. Pela de-
finicao geométrica de elipse, para qualquer ponto F
desse elipse, a distancia total FEf de um foco ao outro,
passando pela elipse, serd constante. E f4cil ver que se
o espelho concavo, como AB, estiver contido dentro da
elipse OP, a distancia FMf serd maxima e nao minima;
pois para qualquer outro ponto desse espelho, como por
exemplo b, a soma das distancias Fb e bf serd menor do
que FMf. Se, pelo contrario, o espelho tiver um maior
raio e estiver fora da elipse, como «af3, a distancia FMf
serd um minimo. Portanto, no caso da superficie a3, a
reflexao da luz em M ocorre de tal modo que a distancia
percorrida pela luz seja minima; porém, no caso da su-
perficie AB, a distancia percorrida pela luz é maxima.
O mesmo se aplica as acoes, ja que a velocidade da luz é
constante e, portanto, a agao é proporcional a distancia
percorrida.

Figura 2 - Esquema geométrico publicado por Patrick d’Arcy,
para mostrar que na reflexdo da luz por um espelho concavo o
percurso seguido pela luz pode ser o caminho méaximo, em vez de
minimo.

d’Arcy acrescentou a demonstragdo o seguinte co-
mentério [12]:

Pelo que acabamos de ver, parece que a
acao, na reflexao da luz, nao é um mdzimo
em todos os espelhos concavos, e consequen-
temente deveriamos dizer: a acgao sobre al-
gumas superficies concavas é um mdzimo,
enquanto que sobre outras é um minimo, e
a natureza é generosa ou avarenta quanto

10 Andreas Tacquet (1612-1660) foi um padre jesuita belga, que se dedicou & matemdtica e & astronomia. As obras do padre Tacquet
foram publicadas postumamente, em 1669 [10]. A demonstracdo & qual d’Alembert se referiu pode ser encontrada em (Teorema 6,

proposigoes 6-8).

MEm latim, no original: “N&o h4 nada que se possa pensar, por mais absurdo, que j4 néo tenha sido dito por algum filésofo”.
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a sua agao, conforme um espelho seja mais
cOncavo ou menos.

Creio que os verdadeiros juizes sobre esses
assuntos sabem agora que juizo devem atri-
buir as producgoes do Sr. de Maupertuis.

Além dessa demonstragao, que ja era conhecida na
época, como vimos pelo comentdrio de d’Alembert,
d’Arcy indicou outro fato interessante. Na situacao
analisada acima, para alguns espelhos esféricos, haveria
trés pontos nos quais a a¢ao seria a mesma; porém, a
luz passa por apenas um deles. A andlise geométrica é
esclarecida através da Fig. 3.

Consideremos a elipse ADB, cujos focos sdo F' e
f(Fig. 3). Por um ponto M qualquer da elipse, pode
ser tracada uma reta que encontra o prolongamento do
eixo menor CD em um ponto R de tal forma que RM
seja igual a RD (para encontrar o ponto R pode-se, por
exemplo, tracar a bissetriz do segmento de reta MD).
Assim, pode-se tragar uma circunferéncia com centro R
que passa por D e por M e que corta a elipse também
no ponto m. Consideremos que essa circunferéncia re-
presenta a secao de um espelho esférico. A luz emitida
por F' chegara ao outro foco f passando por D. A tra-
jetoria FDf é um maximo comparada com qualquer ou-
tro ponto do espelho que esteja entre m, D e M, porém
é um minimo comparada com qualquer outro ponto do
espelho externo ao segmento mDM. Se a luz percorresse
o caminho FMf, essa trajetéria teria o mesmo compri-
mento que FDf. No entanto, a luz certamente passara
por D e nao por M, ja que M é um ponto arbitrario
da elipse. Portanto, o comprimento da trajetéria nao
determina qual serd o percurso escolhido pela luz.

R &

Figura 3 - Esquema de Patrick d’Arcy para mostrar que, na re-
flexdo por um espelho concavo esférico, had mais de um caminho
com o mesmo comprimento que aquele efetivamente seguido pela
luz.

Essa situagao discutida por d’Arcy é interessante,
pois o caminho efetivamente percorrido pela luz é um
maximo comparado com pontos préximos e um minimo
comparado com os pontos mais distantes do espelho.
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No entanto, o préoprio d’Arcy nao compreendeu as pro-
priedades dessa situagao, pois afirmou que o principio
de agdo minima teria, nesse caso, trés solugoes (os pon-
tos m, D e M), para os quais a diferencial da acao seria
nula. Na verdade, isso é valido apenas para o ponto D.

Maupertuis nao respondeu a essas objecoes de
d’Alembert e d’Arcy, embora tenha respondido a ou-
tras criticas. Euler, que defendeu Maupertuis contra
varias criticas recebidas por aquele, também se calou
a este respeito. Provavelmente eles nao tinham uma
resposta a essas criticas que realmente mostram que o
principio de agao minima nao é valido, na éptica.

Os historiadores tém ignorado esses aspectos pro-
blematicos da utilizacao dos principios de minimo na
reflexao. Encontramos apenas uma curta mencao de
Philip Jourdain (4 linhas) as criticas apresentadas por
d’Arcy e por d’Alembert, sem nenhuma discussao de-
talhada dos argumentos [13].

7. O caso da refragao

Vimos que o padre Tacquet, d’Alembert e d’Arcy
sabiam que a lei do caminho minimo (ou da agao
minima) nao é vélida para a reflexdo em certos espe-
lhos concavos. Portanto, nao é um principio geral, que
tenha a importancia que Fermat, Maupertuis e outros
autores lhe atribufam.

Podemos desenvolver uma andlise para a refracao
por superficies curvas que leva a uma conclusao andloga
ao raciocinio para espelhos apresentado acima. Ou seja:
no caso da refracao, também nao se pode afirmar que
o caminho seguido pela luz representa um minimo da
agao (ou um tempo minimo, na anélise de Fermat). Nao
encontramos qualquer trabalho da época que apresen-
tasse este tipo de demonstracao que serd apresentado
a seguir, mas é facil ver que ela se baseia em um ra-
ciocinio andlogo ao da refracao e poderia ter ocorrido
aos autores do século XVIII.

Consideremos dois meios A e B, com indices de re-
fragao diferentes, nos quais as velocidades da luz sao,
respectivamente, Vi e Vo. Suponhamos que o meio B
tem a forma de um soélido de revolugao convexo, com
vértice no ponto O (Fig. 4). Suponhamos que o raio
de curvatura da superficie de B, no ponto O, é R.

Escolhemos eixos cartesianos cuja origem é o ponto
O, sendo o eixo y coincidente com o eixo de simetria
do sélido B e os eixos x e z em um plano tangente ao
vértice do sélido convexo B.

Suponhamos agora um ponto C' no eixo de sime-
tria do sdlido B, dentro desse meio, a uma distancia
d = OC da origem; e um outro ponto E, no meio A,
também sobre o eixo de simetria de B, a uma grande
distancia D = OE do mesmo.!? E evidente que, por
simetria, a luz proveniente de E atingirda o ponto C'
passando pelo ponto O, sem se desviar. A questao é

12Supomos que D é muito superior as distancias d e R e que os raios luminosos que vém do ponto E chegam & superficie refringente

praticamente paralelos a reta CO.
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saber se o caminho reto entre F e C' é aquele no qual a
agao é minima (no sentido de Maupertuis) ou o tempo
é minimo (no sentido de Fermat). Para isso, devemos
comparar a agao (ou o tempo) de percurso na reta EC
com a agao (ou tempo de percurso) em um outro ca-
minho como CME.

v

o5}

!

Figura 4 - Na refracao a luz pode seguir uma trajetéria em que
a agdo (no sentido de Maupertuis) é minima ou méxima, depen-
dendo da curvatura da superficie de separacao.

Suponhamos que o ponto M estd proximo de O
(ou seja, vamos estudar trajetdrias que nao se afastem
muito da reta COE). A interse¢ao do sélido B com o
plano zy pode ser descrito, em aproximagao de segunda
ordem, por

2R’

A distancia ME serd dada por D+y = D+x?%/2R,
Vo2t (d—y)? =
\/xQ + (d—22/2R)*. A acdo total S (no sentido de
Maupertuis, e deixando de lado a massa das particulas
de luz) seria

22 2\ 2
S=W <D+>+V2. x2+<d—)

Y

e a distancia MC serda dada por

2R 2R

Vamos investigar se essa agao é maxima ou minima
quando o ponto M esta nas proximidades do ponto O,
ou seja, quando x é muito pequeno comparado com d
e com R. Podemos desenvolver S em série, obtendo a
seguinte expressao, valida em segunda ordem

x? 122 d
SV D+ — Vd|l+=—=(1—-—=]].
(pedg) e (7))
Esta aproximagao ¢é suficiente para a andlise de
maximos e minimos, na proximidade do ponto O.

Calculando agora as derivadas primeira e segunda
dessa expressao, temos

ds T T d
(M:%R+%dOR)

?s v W d
dﬁ_R+dO_R>

E evidente que dS, '/dz é nulo no ponto O, onde x =0.
No entanto, para que a acao seja minima na reta FOC,
é necessario nao apenas isso, mas também que d?S/ dz?
seja positivo, para z = 0.

Se R tender a infinito (ou seja, se a superficie de
separagao entre os dois meios tender a um plano), tere-
mos que d2S/dz? tende a Vs /d, que tem valor positivo.
Portanto, nesse caso, o percurso da luz em linha reta,
de E para C, passando por O, é realmente o percurso
em que a acao é minima. Porém, é evidente pela forma
da expressdo de d2S/dz? que essa derivada segunda se
anula e pode mudar de sinal para certos valores de R.
Fazendo d?S/dz? = 0, obtemos Ry = d(Va — V1)/Va.
Quando o raio de curvatura da superficie de separagao
entre os dois meios é superior a Ry, o percurso em linha
reta EOC é, de fato, aquele no qual a agao é minima.
Porém, se o raio de curvatura da superficie de separacao
entre os dois meios for inferior a Ry, o percurso em linha
reta EOC sera aquele no qual a agao é méxima, e nao
minima. No entanto, a luz efetivamente percorre a tra-
jetéria reta EOC, ou seja, ela nao respeita o principio
de Maupertuis.

E claro que podemos descrever o mesmo resultado
supondo que o raio de curvatura é dado e que a posicao
do ponto C' é que estd sendo analisada. Pode-se ver,
pela expressao de d?S/dz?, que essa derivada é po-
sitiva quando d tende a zero. Portanto, quando o
ponto C' estd suficientemente proximo a superficie de
separacao, o percurso em linha reta FOC é aquele no
qual a agao é minima. Fazendo d2S/dz? = 0, obtemos
dy = RV5/(Va —V4). Quando a distancia do ponto C'
até O é superior a dy, a acao na trajetoria em linha reta
EOC sera maxima, e nio minima.'3

Portanto, nem sempre a luz percorre a trajetoria na
qual a agao (no sentido de Maupertuis) é minima.

Pode-se aplicar a mesma anélise ao principio de Fer-
mat. A tunica diferenca é que, em vez de fazermos o
céalculo da acao, devemos calcular o tempo total gasto
pela luz para ir de E até C, que seria

22 1 22 d
~<D+2R) d[Hw(l‘R)]
t = + .

Wi Va

13Na andlise acima, tanto dog quanto Rg serdo positivos se Vo — V1 for positivo. Portanto, estamos assumindo que a velocidade da, luz
é maior no meio B e menor no meio A. Na teoria corpuscular da luz (admitida por Maupertuis), B seria o meio com maior {ndice de

refracao.
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ou seja: as velocidades aparecem dividindo as distan-
cias, e nao multiplicando-as. Como as velocidades sao
constantes, todo o resto da andlise é quase idéntico.
Também se conclui que ha um raio de curvatura minimo
(ou uma distdncia méxima do ponto C' até O) para que
a trajetoria retilinea EOC seja aquela na qual o tempo
é minimo. Para um raio de curvatura menor do que
do = d(V4 — V3)/V1 (ou uma distancia de C até O su-
perior a Ry = RV /(V4 — V2)), o tempo em linha reta
¢ méximo.'4

8. Consideracoes finais

Ao iniciar o desenvolvimento de sua proposta do
principio de agao minima Maupertuis estava influ-
enciado por um principio metafisico a priori - o de
que a natureza segue sempre os caminhos mais simples
e faceis, evitando desperdicios ou a inutilidade. Essa
idéia ja estava presente nas obras de Aristételes, que
afirmava que a natureza nao faz nada em vao [14].
Esse principio, presente sob forma filoséfica na obra de
pensadores escoldsticos (como Tomds de Aquino, Sua-
rez e os fil6sofos jesuitas de Coimbra), apareceu também
em estudos cientificos na Antigiiidade - como nos argu-
mentos de Heron de Alexandria e de Ptolomeu a res-
peito da trajetoria mais curta percorrida pela luz.

Embora o uso desse principio fosse criticado por
Descartes e outros autores do século XVII, Leibniz de-
fendeu seu uso e o empregou amplamente, tanto de
forma filoséfica como em estudos cientificos. Tanto ele
quanto Maupertuis tinham clara consciéncia de seus
precedentes histéricos. Nao ha dividas de que Mauper-
tuis tinha desde o inicio uma percepcao das raizes me-
tafisicas de suas idéias e nao considerava essa influéncia
filoséfica como indevida - pelo contrario, ela aumentava
o interesse de suas investigacoes cientificas. Houve si-
tuagoes andlogas em outros campos cientificos, como foi
bem mostrado por Emile Meyerson [15]: os principios
de conservagao (da massa, da energia, da quantidade
de movimento, etc.) surgiram historicamente primeiro
como principios metafisicos, atingindo apenas gradual-
mente uma formulacao cientifica clara.

Inicialmente, Maupertuis adotou o principio de
minimo da éptica, adaptando-o para tornd-lo com-
pativel com a fisica newtoniana, e utilizou-o como
ponto de partida para, depois, propor que haveria um
principio geral de economia (ou minimo) de agao na na-
tureza. Porém, o ponto de partida era falso, ja que é
invéalido o principio de acado minima na reflexao e na re-
fragdo (ou seja, esses fendmenos nao obedecem sempre
a regra de que a agao é minima). Vdrios autores perce-
beram essas falhas, na época. Maupertuis, no entanto,
preferiu ignorar essas criticas e jamais admitiu que ha-
via se enganado com relagao ao principio de minimo na

Martins e Silva

optica.
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