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Resumo
Neste trabalho, abordamos as principais propriedades de curvas maximais sobre corpos
finitos cuja dimensão de Frobenius é igual a 3, principalmente as propriedades relacionadas
ao comportamento de suas ordens genéricas. Como a maximalidade ocorre sobre corpos
finitos com q2 elementos, onde q é uma potência de um número primo, explicitamos uma
classificação através dos gêneros possíveis de tais curvas com comportamento de ordens
genéricas diferenciado, com q ď 29.

Motivados pelos trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni, no mesmo contexto de curvas
maximais com dimensão Frobenius 3, exibimos uma classificação para tais curvas sobre
os corpos finitos, com 49 e com 64 elementos, em certas hipóteses através de recursos
computacionais.

Palavras-chave: Curvas maximais. Corpos finitos. Dimensão Frobenius.



Abstract
In this work, we present an approach to the main properties of maximal curves over
finite fields whose Frobenius dimension is equal to 3, specially the properties related to
the behavior of their generic orders. Since maximality occurs over finite fields with q2

elements, where q is a power of a prime number, we give a characterization through the
genus of such curves which generic order behavior is special, with q ď 29. In view of the
Fanali-Platoni-Giulietti work’s, in the same context of maximal curves with Frobenius
dimension three, we show a classification for such curves on finite fields, with 49 and 64
elements, in certain hypotheses through computer softwares.

Keywords: Maximal curves. Finite Fields. Frobenius dimension.
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Introdução

O objeto curva, já conhecido no contexto de Geometria Algébrica sobre corpos
algebricamente fechados, pode ser visto num contexto de Corpos Finitos. As aplicações
nesta nova abordagem são interessantes em Teoria de Códigos, Criptografia e Geometria
Finita. Para mais detalhes citamos os livros (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES,
2008), (HURT, 2003) e (STICHTENOTH, 2009). Denotaremos um corpo finito com l

elementos por Fl, onde l será uma potência de um número primo p, e Fl o respectivo fecho
algébrico. Assumiremos hipóteses adicionais para as curvas que serão nosso objeto de estudo
aqui, a saber, uma curva sempre será algébrica, projetiva, não singular, geometricamente
irredutível definida sobre Fl. Um problema natural e central neste contexto é estimar
a quantidade de elementos no conjunto de pontos de uma dada curva X em PrpFlq,
denominado por conjunto de pontos Fl´racionais, ao se considerar X mergulhada em
PrpFlq. Outro problema interessante é construir curvas com a propriedade de possuir
“muitos pontos” Fl´racionais. Devido aos trabalhos, em 1933 do matemático alemão
Helmut Hasse e em 1940 do matemático francês André Weil, existe uma cota para a
quantidade de pontos Fl´racionais de uma curva e tal cota depende de um invariante da
curva, denominado gênero. Enunciamos aqui o célebre resultado conhecido como Cota de
Hasse-Weil: Se X é uma curva de gênero g então

#X pFlq ď 1` l ` 2g
?
l,

onde X pFlq é o conjunto de pontos Fl´racionais de X . Em particular, se uma curva atingir
tal cota superior dizemos que esta curva é maximal sobre Fl. Restringimos nosso foco
neste trabalho apenas para curvas maximais, portanto assumiremos l “ q2, onde q :“ pm,
m P N.

Na literatura, podemos encontrar vários exemplos de curvas maximais. O
problema de encontrar curvas maximais de um dado gênero sobre um corpo fixo Fq2 ,
é conhecido na teoria como a determinação do Espectro dos Gêneros sobre Fq2 , isto é,
descrever o seguinte conjunto

Mpq2
q “ tg P N0 : existe uma curva k ´maximal de gênero gu.

Outro questionamento interessante é o conhecimento de possíveis equações, a menos
de Fq2´isomorfismo, para curvas com gênero g P Mpq2

q. Sobre tais problemas, muitas
perguntas já foram respondidas. Podemos citar, por exemplo em (IHARA, 1981), Ihara
utilizando da veracidade da Hipótese de Riemann para curvas sobre Corpos Finitos,
observou a seguinte inclusão

Mpq2
q Ď r0, g0s,
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onde g0 “ qpq´1q{2. Isto restrigiu a quantidade de gêneros possíveis em Mpq2
q, descartando

vários valores. A respeito das equações possíveis para uma curva com gênero g0, em
(RÜCK; STICHTENOTH, 1994), os matemáticos Rück e Stichtenoth mostraram que a
curva Hermitiana Hq`1 : xq ` x “ yq`1 é a única curva maximal, a menos de isomorfismo,
com tal gênero.

No primeiro capítulo deste trabalho, apresentamos algumas ferramentas para
obter outros tipos de refinamento da inclusão do Espectro dos gêneros. O uso de séries
lineares nos permite atacar tal problema a partir de um ponto de vista mais geométrico,
pois podemos associá-la a certos invariantes, os quais fornecem propriedades algébricas
interessantes para caracterizar propriedades de uma curva maximal. A teoria desenvolvida
em (STÖHR; VOLOCH, 1986) é aplicada para uma série particular com boas propriedades,
a saber, a série Frobenius D :“ |pq ` 1qP0|, onde P0 um ponto Fq2´racional de uma curva
Fq2´maximal X . A primeira propriedade interessante de tal série é a independência da
escolha do ponto P0, conhecida como Equivalência Fundamental, (RÜCK; STICHTENOTH,
1994). A equivalência natural existente entre uma série linear de dimensão r livre de ponto
base e morfismo não degenerado em Pr, nos permite associar D ao morfismo π : X ÝÑ Pr.
Da teoria, pode-se observar que r ě 2 e π é um mergulho ou embedding. Com estes
conceitos, outra cota para o gênero de uma curva maximal foi obtida por Castelnuovo
aplicada a πpX q:

g ď c0pr, q ` 1q,

onde c0 depende de q e da dimensão Frobenius r de X . Mais detalhes e aplicações destas
ferramentas serão apresentados no primeiro capítulo deste texto.

Com tais ferramentas, em (FUHRMANN; TORRES, 1996), foi verificado que

Mpq2
q Ď r0, g1s Y tg0u

onde g1 :“ tpq ´ 1q2{4u e em (KORCHMÁROS; TORRES, 2002) foi constatado um
refinamento ainda melhor,

Mpq2
q Ď r0, g2s Y tg1u Y tg0u,

onde g2 :“ tpq2
´ q ` 4q{6u. Atualmente os valores de Mpq2

q para q ď 7 já foram
completamente determinados, (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Para
valores de q ď 29, em (MONTANUCCI; ZINI, 2018) foi explicitado vários valores de gênero
em Mpq2

q para o caso particular de curvas Galois-coberta pela curva Hermitiana.

Fixado a dimensão Frobenius r de uma curva Fq2´maximal, também existe um
estudo de classificação através das ordens associadas à série Frobenius. Pela maximalidade,
várias restrições algébricas foram construídas para as ordens génericas E : ε0 ă ε1 ă ... ă εr

e as ordens de Frobenius V : ν0 ă ν1 ă ... ă νr´1. Quando a dimensão Frobenius é igual
a 2, já é de conhecimento que a única possibilidade é a curva Hermitiana. No capítulo
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2, é feito uma abordagem no comportamento de tais ordens. É conhecido na literatura
o conceito do comportamento das ordens denominado Frobenius-clássica, isto é, quando
V “ t0, 1, ..., r ´ 1u. Introduzimos um novo conceito de quase-classicalidade, já que
curvas maximais não são clássicas a respeito da série Frobenius (FUHRMANN; GARCIA;
TORRES, 1997), aqui o conhecimento de semigrupo de Weierstrass é necessário. Mas
podemos estudar o comportamento bem parecido, a saber, quando V “ t0, 1, ..., r ´ 2, qu,
o qual chamaremos nesta tese de Frobenius quase-classicalidade. Como as ordens génericas
estão associadas a ordens Frobenius, também denotaremos uma nomeclatura para o
comportamento E “ t0, 1, ..., r´1, qu, o chamamos de quase-classicalidade apenas. Quando
a dimensão Frobenius é igual a 2, já é conhecido o comportamento das ordens e, portanto,
obtemos ambos tipos de quase-classicalidade. Podemos nos perguntar condições para estes
tipos de quase-classicalidade quando a dimensão de Frobenius é maior ou igual a 3. Neste
capítulo apresentamos que toda curva Fp2´maximal de gênero g ą 0 é (Frobenius) quase-
clássica, toda curva maximal de g ą 0 e com dimensão Frobenius igual a 3 é Frobenius
quase-clássica. Se c0p4, q ` 1q ă g ď c0p3, q ` 1q e p ‰ 3 então temos quase-classicalidade.
Também apresentamos para quais valores de q menores ou igual a 29, os casos em que
pode-se ocorre não quase-classicalidade para dimensão Frobenius igual a 3.

No capítulo 3, apresentamos o caso de Frobenius dimensão 3 para caracteri-
zar modelos planos curvas maximais a partir de curvas computacionais e os trabalhos
desenvolvidos em (FANALI; GIULIETTI, 2009), a qual utiliza o conhecido resultado do
Teorema do Embedding Natural de curvas maximais (KORCHMÁROS; TORRES, 2001).
A classificação é conhecida para q ď 5. Quando q “ 7, apresentamos uma classificação
completa, proviente da junção dos trabalhos em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)
e (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Neste caso, temos apenas duas curvas,
Y 4
“ X7

`X de gênero 9 e Y 7
´ Y X4

` ωX2
“ 0 com ω8

“ ´1 tem gênero 7. Quando
q “ 8, a classificação de curvas maximais com dimensão Frobenius igual a 3 se torna mais
árdua. Devido altos custos computacionais, nos adequamos a certas hipóteses aqui. Os
possíveis gêneros neste caso são 9, 10 e 12. Como a unicidade, a menos de isomorfismo, de
um modelo para gênero 12 é conhecida, nos restrigimos aos gêneros 9 e 10.
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1 Preliminares

Neste capítulo apresentamos as definições e resultados necessários para cons-
trução de nossos resultados. Denotamos por Fq um corpo finito com q elementos de
característica p ą 0 e k o fecho algébrico de Fq. O espaço projetivo r´dimensional sobre k
será denotado por Prpkq.

1.1 Alguns aspectos de curvas algébricas
Seja X uma curva projetiva não singular sobre k. Podemos associar a curva X , a

qual é um objeto geométrico, com algumas estruturas algébricas. Tais estruturas algébricas
podem ser encontradas em Teoria de Corpos de Funções Algébricas, (STICHTENOTH,
2009). Dependendo da situação poderemos optar em utilizar a abordagem mais algébrica ao
invés de uma mais geométrica, pois podemos explicitar uma equivalência entre tais conceitos.
Por exemplo, uma destas estruturas algébricas associadas a curva X é o corpo de funções
racionais de X , denotado por kpX q. Os pontos de X se correspondem biunivocamente
entre os lugares, ou places, de kpX q via o mapa

P P X ÞÑMP pX q,

ondeMP pX q é o ideal maximal do anel local de OP pX q :“ tf P kpX q : f é definida em P u.

Outra correspondência que utilizaremos é para o invariante gênero. O gênero do corpo de
funções kpX q coincide com o gênero da curva X . Apresentamos nesta seção alguns destes
conceitos algébricos.

Neste texto quando nos referirmos ao termo curva estamos assumindo uma
curva algébrica projetiva não singular, absolutamente irredutível definida sobre k.

Alguns resultados de Teoria Corpos de Funções Algébricas

Utilizando a linguagem de Teoria de Corpos de Funções Algébricas, iremos
enxergar o estudo de curvas de um ponto de vista algébrico. Reservamos esta subseção
para explanar alguns resultados e definições importantes para apresentação dos resultados
principais da tese.

Para uma curva X , vamos denotar F “ kpX q o corpo de funções de X e PF o
conjunto de pontos de X . Em Teoria de Corpos de Funções Algébricas, PF é conhecido
como conjunto de lugares da extensão F |k.
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Definição 1.1. Um divisor é uma soma formal D “
ÿ

PPX
nPP, com nP P Z e nP “ 0 para

todos menos um número finito de pontos P P X . O grau de D é o valor deg D :“
ÿ

nP

e o suporte de um divisor é o conjunto de pontos com coeficientes não nulos.

Sejam D “
ÿ

npP e D1 “
ÿ

n1PP
1 dois divisores de X . Definimos a soma de

D `D1 sendo
ÿ

PPX
pnP ` n

1
pqP

e o divisor zero como 0 :“
ÿ

P

rPP, com rP “ 0 para todo P . Chamamos de grupo de

divisores de X , denotado por DivpX q, o grupo abeliano livre formado pelos divisores de
X . No caso especial em que os coeficientes de um divisor são todos não negativos, dizemos
que o divisor é efetivo. Usando este conceito podemos definir uma ordenação parcial em
DivpX q, a saber, dizemos que D ě D1 se D ´D1 é efetivo.

Outro tipo interessante de divisores são aqueles relacionados com funções
racionais.

Definição 1.2. Se f é uma função racional em X , não identicamente nula, o divisor
de f sendo

divpfq “
ÿ

PPX
vP pfqP

onde vp denota a valorização discreta de f . O divisor de uma função racional é chamado
divisor principal. O divisor de pólo de f é div8pfq :“

ÿ

PPX ,vP pP qă0
vppfqP e o divisor

de zeros de f é div8pfq :“
ÿ

PPX ,vP pP qą0
vppfqP .

O conjunto dos divisores principais é chamado de grupo dos divisores prin-
cipais e denotado por PrinpX q. Com esta noção de divisor principal, podemos particionar
o grupo DivpX q com a seguinte relação de equivalência. Denotamos D „ D1 e dizemos D
é linearmente equivalente a D1 se D´D1 é um divisor principal. Para cada divisor em
DivpX q podemos associar um espaço vetorial. Este está relacionado ao estudo de série
lineares e também está profundamente asssociado à construção de um invariante de X , o
qual será definido posteriormente.

Definição 1.3. Para cada D P DivpX q, considere o espaço vetorial sobre k dado por

LpDq :“ tf P kpX q˚ : divpfq `D ě 0u Y t0u.

Chamamos-o de espaço de Riemann-Roch associado ao divisor D e denotamos lpDq :“
dimkpLpDqq.
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Note que se escrevermos D “

r
ÿ

i“1
niPi ´

s
ÿ

j“1
mjQj com ni,mj ą 0, então o

espaço LpDq é formado pelas funções em kpX q, as quais possuem zeros de multiplicidade
pelo menos mj em Qj e que tais funções não têm polos, exceto possivelmente nos pontos
Pi, com ordem no máximo ni.

Podemos relacionar o grau de um divisor e a dimensão do espaço de Riemann-
Roch associado a esse divisor.

Teorema 1.4. (i) Se deg D ă 0, então lpDq “ 0;

(ii) lpDq ď 1` deg D;

(iii) existe γ P Z tal que deg A´ lpAq ď γ, para todo A P DivpX q.

Demonstração: Para os itens (i) e (ii) veja Corolário 1.4.12 e para o item (iii) veja
Proposição 1.4.14 em (STICHTENOTH, 2009). ˝

Pelo resultado anterior podemos assumir o máximo do valor degA´ lpAq ` 1
percorrendo todos os divisores A de X e definir o gênero de kpX q como

g :“ maxtdeg A´ lpAq ` 1 : A P DivpF qu.

Observamos que usando o divisor nulo obtemos que o gênero é sempre não
negativo. Quando um divisor W P DivpX q satisfaz deg W “ 2g ´ 2 e lpW q “ g, dizemos
que W é um divisor canônico. Este divisor é extremamente importante para cálculo da
dimensão de um espaço de Riemann-Roch.

Teorema 1.5 (Teorema de Riemann-Roch). Se D P DivpX q, então para qualquer divisor
canônico W temos

lpDq “ 1` deg D ´ g ` lpW ´Dq,

onde g é o gênero X .

Demonstração: Ver Teorema 1.5.15 em (STICHTENOTH, 2009). ˝

Em particular o cálculo da dimensão de espaços de Riemann-Roch associado a
divisores com grau maior estrito que 2g ´ 2, como no resultado a seguir.

Corolário 1.6. Seja D P DivpX q de gênero g e deg D ą 2g ´ 2. Então

lpDq “ deg D ` 1´ g.

Demonstração: SejaW um divisor canônico. Como deg D ě 2g´1 e deg W “ 2g´2
segue que degpW ´Dq ă 0. Aplicando o Teorema 1.4 obtemos lpW ´Dq “ 0 e aplicando
o Teorema 1.5 obtemos o resultado. ˝
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Semigrupo de Weierstrass

Para uma curva X , em geral temos

lpmP q ď lppm´ 1qP q ` 1,

para todo P P X e m P N Y t0u (ver Lema 1.4.8, (STICHTENOTH, 2009)). Quando
ocorre a igualdade, dizemos que m é uma não-lacuna, ou non-gap, de P . Caso contrário,
dizemos que m é uma lacuna de P . Consideramos para cada P P X , o conjunto

HpP q :“ tm P N : m é uma não-lacuna em P u Y t0u.

Observamos que m é uma não-lacuna em P se, e somente se, existe uma
função racional com polo de ordem m em P e não possui outros polos em X além
de P . Logo se m1,m2 P HpP q então existem funções racionais f1, f2 em X tais que
vP pf1q “ ´m1 e vP pf2q “ ´m2, assim f1 ¨ f2 é uma função racional em X tal que
vP pf1f2q “ vP pf1q ` vP pf2q “ ´pm1`m2q então m1`m2 P HpP q. Isto é, HpP q é fechado
em relação à soma. Convencionamos uma escrita para os elementos de HpP q, como uma
sequência ordenada pmiqiě0, onde m0 “ 0 e mi´1 ă mi para i P N0. O resultado a seguir
mostra que o conjunto de lacunas num ponto P P X é finito.

Teorema 1.7 (Teorema das lacunas de Weierstrass). O número de lacunas de P P X é
igual ao gênero g da curva X .

Demonstração: Com efeito, se i ą 2g ´ 2 então pelo Corolário 1.6 temos lpiP q “
i` 1´ g. Daí

lpiP q “ i` 1´ g “ lppi´ 1qP q ` 1 para i ą 2g ´ 1

logo r2g,`8q Ď HpP q. Como 1 “ lp0q ď lpP q ď ... ď lpp2g ´ 1qP q “ g segue que as
desigualdades são estritas, isto é, temos g números que são lacunas em P . ˝

O teorema acima, garante que o conjunto HpP q é um semigrupo de NYt0u e é
chamado de semigrupo de Weierstrass em P . Os semigrupos de Weierstrass fornecem
propriedades interessantes de curvas, principalmente no contexto de corpos finitos que
estamos interessados.

1.2 Mergulhos Projetivos e Sistemas Lineares
Seja X uma curva projetiva, irredutível e não singular sobre um corpo alge-

bricamente fechado k. Como uma curva é um tipo particular de variedade projetiva não
singular, podemos associá-la aos sistemas lineares.
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Denotamos por kpX q o corpo de funções de X eDivpX q o conjunto dos divisores
de X . Seja E P DivpX q. Definimos um sistema linear em X como um subconjunto da
forma

tE ` divpfq : f P D1
zt0uu,

para algum D1 é um k´subespaço de LpEq. Em particular, se D1
“ LpEq dizemos é um

sistema linear completo de X e denotamos por |E|. O sistema linear completo |E| é
dito canônico, se E é um divisor canônico de X . A dimensão projetiva de D é definida
como dimpDq :“ dimpD1

q ´ 1 e o grau de D é igual ao grau de E. Podemos denotar uma
série linear r´dimensional de grau d por grd.

Seja D um sistema linear grd. Para cada i P NY t0u e P P X , consideramos o
conjunto

DipP q :“ tD P D : D ľ iP u.

Logo D “ D0pP q Ě D1pP q Ě ... Ě DipP q Ě Di`1pP q Ě ... e se d é o grau de D então
Di “ H para i ą d. Assim para cada P P X tem-se

DipP q “ tE ` divpfq : f P D1
ipP qzt0uu

onde D1
ipP q :“ D1

XLpE ´ iP q, portanto DipP q é uma série linear e é um subespaço de D.

Lema 1.8. Para cada P P X temos dim DipP q ď dim Di`1pP q ` 1 para todo i P NY t0u.

Demonstração: Como para cada P P X temos o k´isomorfismo entre D1
ipP q{D1

i`1pP q

ao k´espaço LpE ´ iP q{LpE ´ pi` 1qP q, o qual tem dimensão menor ou igual a 1. ˝

Para cada ponto P P X , definimos a multiplicidade de D em P por bpP q :“
mintvP pDq : D P Du. Se um divisor efetivo B P D satisfaz vP pBq “ bpP q chamamos B de
base local para D. Um divisor efetivo é chamado de ponto base para D se pertencer ao
suporte de cada D P D. No caso particular que B “ 0 dizemos que a série D é livre de
ponto base.

Observação 1.9. Se B é uma base local de D, segue pela ordenação em DivpX q que
D ě B para todo D P D. Definimos o subconjunto de divisores efetivos

DB :“ tD ´B : D P Du

que é uma série linear r´dimensional livre de ponto base de grau d´ degB .

Associando um Sistema Linear a um dado morfismo

Seja f : X ÝÑ Prpkq um morfismo não degenerado, isto é, fpX q não está
contida num hiperplano de Prpkq. Considere

f “ pf0 : ¨ ¨ ¨ : frq
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onde f0, ..., fr P kpX q. Como as funções fi são unicamente determinadas por f via um fator
de proporcionalidade em kpX qzt0u, o morfismo f corresponde a um ponto de PrpkpX qq.
Para cada ponto P P X seja t é uma função racional em kpX q tal que vP ptq “ 1, isto é, t
é o parâmetro local em P de X . Assim para cada P P X então

fpP q “ ppteP f0qpP q : . . . : pteP frqpP qq

onde eP :“ ´mintvP pf0q, ..., vP pfrqu.

Iremos considerar f : X ÝÑ Prpkq como uma curva parametrizada em Prpkq
e os pontos de X serão vistos como seus ramos, isto é, para cada Q P fpX q os pontos
das fibras de f´1

pQq são os ramos de fpX q centrados em Q. Dizemos que o grau do
morfismo f é

degpfq :“ rkpX q : kpfpX qqs.

Em particular, quando degpfq “ 1 dizemos que f é birracional e quando X é k´isomorfa
a fpX q, dizemos que f é um embedding ou mergulho. Em ambos casos, dizemos que X é
o modelo não singular de fpX q.

Queremos estudar os divisores de interseção de fpX q e hiperplanos de Prpkq.

Considere H :“
#

px0 : . . . : xrq P Prpkq :
r
ÿ

i“0
aixi “ 0

+

. O hiperplano H intersecta o ramo

P P X com multiplicidade vP

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

` ep. Então o divisor de interseção f´1
pHq da

curva parametrizada por f e o hiperplano H é dado por

f´1
pHq “ div

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

` E

onde E :“
ÿ

ePP . Portanto, associamos o morfismo f ao sistema
 

f´1
pHq : H hiperplano em Prpkq

(

chamado de sistema linear de seções de hiperplanos. Caso X Ă Prpkq, podemos
considerar o morfismo identidade, então o sistema linear de seções de hiperplanos coincide
com o conjunto de divisores de interseção entre X e os hiperplanos de Prpkq.

Observação 1.10. O sistema linear de seções de hiperplanos é livre de pontos base.

Associando um morfismo a um dado sistema linear de livre de ponto-base

Seja D sistema linear de divisores de X , que é livre de pontos base de dimensão
r. Então

D “ tE ` divpfq : f P D1
zt0uu
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para algum D1 um k´subespaço de LpEq e algum E P DivpX q. Vamos construir um
morfismo não degenerado associado a D. Como dimD1

“ r` 1 asumimos D1 :“ xf0, ..., fry

com fi P kpX q. Pode-se verificar a seguinte relação

vP pEq “ bpP q ´mintvP pf0q, ..., vP pfrqu. (1.1)

Construímos o morfismo a seguir,

X ÝÑ tDbpP q`1 : P P X u

P ÞÑ DbpP q`1

Como DbpP q`1 Ĺ DbpP q “ D então dim DbpP q`1 “ r ´ 1. Para cada P P X , seja um
parâmetro local t em P e considere o mapa entre DbpP q`1pP q ÝÑ Prpkq dado por

E ` div

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

ÞÝÑ

#

pa0 : a1 : ... : arq :
r
ÿ

i“0

`

tvP pEq´bpP qfi
˘

pP qai “ 0
+

.

Seja f P D1
zt0u, então f “

r
ÿ

i“0
aifi com a0, a1, ..., ar P k e algum ai ‰ 0. Note que

E ` div

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

P DbpP q`1pP q se, e somente se, E ` div
˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

ľ pbpP q ` 1qP se,

e somente se, vP

˜

E ` div

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸¸

ě bpP q ` 1. Por isto e por (1.1), segue que E `

div

˜

r
ÿ

i“0
aifi

¸

P DbpP q`1pP q se, e somente se,

vP

˜

r
ÿ

i“0
ait

vP pEq´bpP qfi

¸

ě 1 se, e somente se,
r
ÿ

i“0
ait

vP pEq´bpP qfipP q “ 0. Logo DbpP q`1pP q –

#

pa0 : a1 : ... : arq :
r
ÿ

i“0

`

tvP pEq´bpP qfi
˘

pP qai “ 0
+

. Então associamos a D o morfismo

φD : X ÝÑ Prpkq

P ÞÝÑ
`

ptvP pEq´bpP qf0qpP q, ..., pt
vP pEq´bpP qfrqpP q

˘

Segue de (1.1) que φDpP q “ pt
eP f0pP q : ... : teP frpP qq para P P X , isto é, φD “ pf0 : f1 :

... : frq é unicamente determinado, via equivalência projetiva.

Observação 1.11. O morfismo φD é não degenerado, já que f0, ..., fr é uma base de D.

Seja Lr conjunto das séries lineares DB onde D é uma série r´dimensional em
X . Para cada morfismo φ : X ÝÑ Prpkq não degenerado, consideramos a classe respectiva
por φ :“ tT ˝ φ : T P AutpPrpkqqu. Com esta relação de equivalência definida, seja Mr

o conjunto das classes de morfismos não degenerados. O resultado a seguir nos permite
transitar entre as séries lineares livres de ponto-base e os morfismos não degenerados.
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Teorema 1.12. O conjunto das séries lineares r´dimensionais livres de ponto base em
X é equivalente ao conjunto das classes de morfismos X ÝÑ Prpkq não degenerado via
equivalência projetiva.

Demonstração: Defina para cada r ą 0 os mapas

Θr : L̃r ÝÑ Mr

D ÞÑ representação em coordenadas de φD e
Γr : Mr ÝÑ Lr

φ ÞÑ Dφ

onde L̃r é o subconjunto de Lr das séries lineares livres de ponto base. Seja D uma série
livre de ponto base, onde tf0, f1, ..., fru é uma base de D1. Daí

Γr ˝ΘrpDq “ Γprepresentação em coordenadas de φDq “ DφD “ D “ IdLr e
Θr ˝ Γrpφq “ ΘrpDφq “ representação em coordenadas de φDφ “ φ “ IdMr . ˝

Invariantes Hermitianos

Seja D um sistema linear em X de dimensão r e grau d.

Definição 1.13. Um inteiro não negativo j é dito uma pD, P q´ordem se Dj`1pP q Ĺ

DjpP q.

Podemos observar que Di é vazio quando i ą d. No caso em que D é um sistema
linear de seções de hiperplanos, um inteiro j é um P´invariante hermitiano de D ou
simplesmente uma pD, P q´ordem se existe D P D tal que vP pDq “ j. Isto significa que
existe um hiperplano intersectando o ramo P com multiplicidade j. Pelo Lema 1.8, para
cada P P X existem exatamente r ` 1 inteiros pD, P q´ordens. Vamos denotá-las por

j0pP q ă j1pP q ă ... ă jr´1pP q ă jrpP q.

Observação 1.14. (a) jrpP q ď d;

(b) Quando P não é um ponto-base de D, obtemos j0pP q “ 0.

(c) j1pP q “ 1.

Se o sistema linear D for completo então, pelo Teorema 1.5, obtemos

r “ d´ g se d ą 2g ´ 2

e dim Di “ d ´ i ´ g se 0 ď i ď d ´ 2g ` 1. Portanto jipP q “ i quando i ď d ´ 2g para
todo P P X .
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Para cada P P X , as pD, P q´ordens nos dão informações geométricas sobre a
existência de hiperplanos intersectando em P e suas respectivas multiplicidades. Quere-
mos descrever de maneira algébrica essas informações. Primeiramente utilizaremos uma
parametrização local t em P . Observamos que para cada l P t0, 1, ...ru existe fl P kpX q tal
que

vP pt
vP pEqflq “ jlpP q.

O conjunto tf0, . . . , fru é uma base para D1, a qual é chamada base pD, P q´Hermitiana

ou pD, P q´base. Como DjipP q “

#

E ` div

˜

r
ÿ

l“i

alfl

¸

: pai : . . . : arq P Pr´ipkq
+

temos

jipP q “ min

#

vP

˜

r
ÿ

l“1
alflt

vP pEq

¸

: pai : . . . : arq P Pr´ipkq
+

.

Como estamos interessados em corpos com característica positiva e os planos
osculadores dependem das derivadas das funções coordenadas fi, usaremos derivadas de
Hasse. Relembramos que a i´ésima Derivada de Hasse em relação a t, denotada por Dpiqt ,
é definida em krts por

D
piq
t

˜

ÿ

j

cjt
j

¸

:“
ÿ

j

ˆ

j

i

˙

cjt
j´i.

Esta se estende naturalmente ao kptq e para cada extensão de corpos finita separável de
kptq.

Para cada l P N0 consideramos o vetor Dplqt f :“ pDplqt f0, . . . , D
plq
t frq. Como cada

coordenada deste vetor é regular em P , também definimos

pD
plq
t fqpP q :“ pDplqt f0pP q, . . . , D

plq
t frpP qq.

Queremos construir uma sequência de inteiros 0 ď m0 ă ... ă mr tais que

D
pm0q
t fpP q, . . . , D

pmrq
t fpP q

são kpX q´linearmente independentes. Definimos o conjunto Apg0, . . . , gr; tq sendo
!

pn0, . . . , nrq P Nr`1
0 : n0 ă ... ă nr e W n0,...,nr

g0,...,gr;t :“ detpD
pniq
t gjq0ďi,jďr ‰ 0

)

onde gl :“ tvP pEqfl para l “ 0, ..., r. Denotamos também

D
plq
t g :“ pDplqt g0 : . . . : Dplqt grq.

O resultado a seguir nos fornece um critério aritmético para obter vetores em Apg0, ..., gr; tq.

Lema 1.15. Se m0 ă . . . ă mr é uma sequência de inteiros não negativos tais que

det

ˆˆ

jlpP q

mi

˙˙

0ďi,lďr
ı 0 mod p,

então pm0, . . . ,mrq P Apg0, . . . , gr; tq.
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Demonstração: Para cada l P t0, 1, ..., ru, seja gl “
8
ÿ

s“jl

clst
s com cljl ‰ 0 a expansão

local de gl em P . Então

Wm0,...,mr
g0,...,gr;t “ det

˜

8
ÿ

s“jl

ˆ

s

mi

˙

clst
s´mi

¸

0ďi,lďr

“ Ct´
ř

imidet

˜

8
ÿ

s“jl

cls
mi

ts

¸

0ďi,lďr

“ Cdet

ˆˆ

jl
mi

˙˙

0ďi,lďr
t
ř

ipji´miq ` ¨ ¨ ¨ ‰ 0.

onde C :“
r
ź

l“0
cljl . ˝

Portanto, a r´upla pm0, . . . ,mrq P Apg0, ..., gr; tq se, e somente se, os vetores
D
pm0q
t gpP q, . . . , D

pmrq
t gpP q são kpX q´linearmente independentes.

Corolário 1.16. Os vetores pDpj0pP qqt gqpP q, . . . , pD
pjrpP qq
t gqpP q são linearmente inde-

pendentes.

Podemos nos perguntar se existe uma sequência pm0, ...,mrq, com mi´1 ă mi

para i P t1, ..., ru, com a propriedade de minimalidade com respeito a sequência

pD
pm0q
t gqpP q, . . . , pD

pmrq
t gqpP q

ser linearmente independente. O resultado a seguir garante que os jipP q’s satisfazem essa
propriedade de forma minimal.

Teorema 1.17 (Minimalidade). Seja t um parâmetro local em P . Então jipP q é igual ao
mínimo do conjunto

ts ą ji´1pP q : pDpj0pP qqt gqpP q, . . . , pD
pji´1pP qq
t gqpP q, pD

psq
t gqpP q são linearmente independentesu.

Demonstração: Do Corolário 1.16 segue que os vetores

D
pj0pP qq
t gpP q, D

pj1pP qq
t gpP q, . . . , D

pji´1pP qq
t gpP q, D

pjipP qq
t gpP q

são linearmente independentes. Fixe ji´1pP q ă s ă jipP q. Para cada l P t0, 1, ..., ru, seja

gl “
8
ÿ

u“jlpP q

clut
u com cljlpP q ‰ 0. Como para l “ 0, 1, . . . , i´ 1 temos os vetores

pD
pj0pP qq
t gqpP q “ pc1

j0pP q, 0, . . . , 0, . . . , 0q
pD

pj1pP qq
t gqpP q “ p‹, c2

j1pP q, 0, . . . , 0, . . . , 0q
... “

...
pD

pji´1pP qq
t gqpP q “ p‹, ‹, . . . , ‹, ci´1

ji´1pP q
, 0, . . . , 0q

pD
psq
t gqpP q “ pc1, c2, ..., ci´2, ci´1, 0, . . . , 0q
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formam uma matriz triangular e tem elementos não nulos na diagonal. Logo, pDpsqt fqpP q é
combinação linear de pDpj0pP qqt gqpP q, . . . , pD

pji´1pP qq
t gqpP q. ˝

Outro conceito de minimalidade das pD, P q´ordens também ocorre.

Corolário 1.18. Sejam 0 ď m0 ă m1 ă ... ă mr inteiros tais que os pontos pDpm0q
t gqpP q,

. . ., pDpmrqt gqpP q são linearmente independentes. Então jipP q ď mi para i “ 0, ..., r.

Demonstração: Fixe i P r1, rs. Como os vetores pDpm0q
t gqpP q, . . ., pDpmipP qqt gqpP q

são linearmente independentes, segue do Teorema 1.17 que jipP q ď mi. ˝

Definição 1.19. Seja Li :“ LipP q a interseção de todos os hiperplanos em Prpkq que
intersectam em P com multiplicidade no mínimo ji`1pP q. Dizemos que Li é o i´ésimo
plano osculador em P e Lr´1 é o hiperplano osculador em P .

Corolário 1.20. O i´ésimo plano osculador em P é gerado pelos vetores

pD
pj0pP qq
t gqpP q, . . . , pD

pji´1pP qq
t gqpP q, pD

pjipP qq
t gqpP q.

Em particular, podemos explicitar uma equação para a hiperplano osculador
em P através das funções coordenadas.

Corolário 1.21. O hiperplano osculador em P é dado pela equação

det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X0 . . . Xr

pD
pj0q
t g0qpP q . . . pD

pj0q
t grqpP q

... ...
pD

pjr´1q
t g0qpP q . . . pD

pjr´1q
t grqpP q

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ 0.

Um caso interessante de interseção ocorre quando existe um hiperplano com
multiplicidade maior que r.

Definição 1.22. Se jrpP q ą r, dizemos que P é um ponto osculante (ou mais precisa-
mente, um ponto D´osculante).

As ordens do morfismo

Queremos repetir a caracterização induzida pelo Teorema 1.17, utilizando os
determinantes de Wroskianos generalizados mas com uma parametrização num ponto
geral, isto é, t será uma variável separável mas não necessariamente um parâmetro local. O
objetivo é definir uma sequência E : ε0 ă ε1 ă ... ă εr em Apg0, ..., gr; tq com propriedade
minimal. Escolheremos ε0, ..., εr minimalmente na ordem lexicográfica, isto é, ε0 “ 0 e por
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indução escolhemos εi como o menor inteiro tal que as linhas pDpεjqt f0, ..., D
pεjq
t frq com

j “ 0, ..., i são linearmente independentes em kpX q.

Assumindo a existência da sequência E , o resultado a seguir garante que ela só
dependerá do sistema linear D.

Proposição 1.23. (a) Se gi “
ÿ

j

aijfj com paijq0ďi,jďr P GLr`1pkq, então

detpD
pεiq
t gjq0ďi,jďr “ detpaijq ¨ detpD

pεiq
t fjq0ďi,jďr.

(b) Se h P kpX q, então detpDpεiqt phfjqq0ďi,jďr “ hr`1detpD
pεiq
t fjq0ďi,jďr.

(c) Se x é uma variável separável, então

detpDpεiqx fjq0ďi,jďr “

ˆ

dt

dx

˙ε1`¨¨¨`εr

detpD
pεiq
t fjq0ďi,jďr.

Demonstração: Lema 8.47 em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008).
˝

Definição 1.24. A sequência ε0, ..., εr é dita D´ordens ou as ordens do morfismo f .
Em particular, se εi “ i para i “ 0, 1, ..., r dizemos que D é clássica.

Ainda falta verificar a existência dessa sequência de D´ordens. Como não
depende da parametrização, basta tomar t um parâmetro local no ponto P P X com
eP “ 0 e aplicar o Teorema 1.17. Por causa minimalidade das D´ordens e do Teorema
1.18 para todo P P X obtemos

εi ď jipP q para cada i P t0, 1, ..., ru. (1.2)

Considere o divisor

R :“ divpdetpD
pεiq
t fjqq ` pε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εrqdivpdtq ` pr ` 1qE

chamado o divisor de ramificação de D, onde E “
ÿ

P

ePP . Observe que R depende

somente do sistema linear D e seu grau é

deg R “ pε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εrqp2g ´ 2q ` pr ` 1qd, (1.3)

onde d “ deg D.

Definição 1.25. O peso de P P X é o valor vP pRq.

Iremos apresentar cotas para o peso de pontos em X através das pD, P q´ordens
e das D´ordens.
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Teorema 1.26. Seja P P X e sejam j0pP q, ..., jrpP q as pD, P q´ordens. Então

vP pRq ě
r
ÿ

i“0
pjipP q ´ εiq.

A igualdade ocorre se, e somente se, det
ˆˆ

jipP q

εl

˙˙

0ďi,jďr
ı 0 mod p.

Demonstração: Seja P P X e t o parâmetro local em P . Dividindo as funções coorde-
nadas projetivas por teP , podemos assumir que eP “ 0. Então
vP pRq “ vP pdetpD

pεlq
t fiq0ďi,jďrq. Depois de uma transformação projetiva, como na de-

monstração do Teorema 1.17, podemos assumir que fi “ tji ` ... para cada i, onde os
pontos indicam termos de ordem alta. Então

detpD
pεlq
t fiq “ det

ˆˆ

ji
εl

˙

tji´εl ` ¨ ¨ ¨

˙

“ det

ˆˆ

ji
l

˙

tji ` ¨ ¨ ¨

˙

t´ε0´¨¨¨´εr

“ det

ˆˆ

ji
l

˙˙

tj0`...`jr´ε0´...´εr ` . . .

Assim
vP pdetpD

pεlq
t fiqq ě

r
ÿ

i“0
pjipP q ´ εiq e a igualdade ocorre se, e somente se, det

ˆˆ

jipP q

εl

˙˙

ı

0 mod p. ˝

Como jipP q ě εi para cada i P t0, 1, .., ru e para cada P P X , segue que o
divisor de ramificação R é efetivo.

Corolário 1.27. Seja P P X . Então vP pRq “ 0 se, e somente se, jipP q “ εi para cada
i P t0, 1, .., ru.

Portanto, em particular para quase todo P P X , o conjunto de pD, P q-ordens é
igual a E .

Definição 1.28. Um ponto P P X é D´ordinário se jipP q “ εi, para i “ 0, 1, ..., r.
Caso contrário, o ponto P é dito D´Weierstrass. Quando D é canônico, dizemos
simplesmente pontos de Weierstrass.

Observamos que :

• O número de pontos D´Weierstrass, contado com seus pesos, é igual ao grau do
divisor de Ramificação R.

• Se D é clássica então os pontos D´Weierstrass são exatamente os pontos D´osculantes.

• Se D for não clássica, então todo ponto é D´osculante.
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Queremos dar um critério para decidir quando o sistema linear D é clássico.
Para isto, começamos refinando a estimativa εi ď jipP q assim como na demonstração do
Teorema 1.26.

Proposição 1.29. Seja P P X e sejam j0, ..., jn a sequência pD, P q´ordens. Se m0, ...,mr

são inteiros tais que 0 ď m0 ă ... ă mr e det
ˆˆ

ji
mn

˙˙

ı 0 mod p, então

εi ď mi para i “ 0, 1, ..., r.

Observamos que a melhor escolha para os inteiros m0, ...,mr na Proposição
1.29 são as ordens do morfismo P1

ÝÑ Prpkq dado por p1 : xq ÞÝÑ pxj0 : ... : xjrq, isto é,
m0 “ 0 e se m0, ...,mi´1 são dados, então escolhemos mi sendo o mínimo tal que os vetores

ˆˆ

j0

m0

˙

, ...,

ˆ

jr
m0

˙˙

, . . . ,

ˆˆ

j0

mi

˙

, ...,

ˆ

jn
mi

˙˙

são linearmente independentes sobre o corpo primo Fp.

Corolário 1.30. Seja P P X . Se o inteiro
ź

iąs

jipP q ´ jspP q

i´ s

não for divisível por p, então D é clássica e o peso de P é igual a
r
ÿ

i“0
pjipP q ´ iq.

Demonstração: Temos

det

ˆˆ

jipP q

r

˙˙

“ det

ˆˆ

jipP q
r

i!

˙

` ...

˙

“
detpjipP q

rq

1!2! ¨ ¨ ¨ r! “
ź

iąs

pjipP q ´ jspP qq

i´ s
.

Assim pela hipótese det
ˆˆ

ji
r

˙˙

ı 0 mod p. Pela Proposição 1.29, segue que εi “ i para

cada i. Portanto, segue do Teorema 1.26 que vP pRq “
r
ÿ

i“0
pjipP q ´ iq. ˝

A hipótese do corolário é satisfeita se para i ‰ s tivermos jipP q ı jspP q mod p.
Em particular, como jrpP q ď d, obtemos:

Corolário 1.31. Se p ą d “ degpDq ou p “ 0 então D é clássica. Além disso, vP pRq “
r
ÿ

i“0
pjipP q ´ iq.

Aplicando a Proposição 1.29 a um ponto D´ordinário, obtemos:
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Corolário 1.32 (Critério p´ádico). Seja ε alguma D´ordem e seja µ um inteiro tal que
ˆ

ε

µ

˙

ı 0 mod p.

Então µ é também uma D´ordem. Em particular, se ε é uma D´ordem menor do que p,
então os inteiros 0, 1, ..., ε´ 1 são também D´ordens.

Demonstração: Como
ˆ

ε

µ

˙

‰ 0, temos que 0 ď µ ď ε. Podemos supor que µ ą 0.
Seja r o maior inteiro tal que εr ă µ. A matriz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ˆ

ε0

ε0

˙

. . .

ˆ

εr
ε0

˙ ˆ

ε

ε0

˙

... ... ...
ˆ

ε0

εr

˙

. . .

ˆ

εr
εr

˙ ˆ

ε

εr

˙

ˆ

ε0

µ

˙

. . .

ˆ

εr
µ

˙ ˆ

ε

µ

˙

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

é triangular com as entradas na diagonal 1, ..., 1,
ˆ

ε

µ

˙

e portanto as linhas são linearmente
independentes sobre o corpo primo Fp. Então pela Proposição 1.29 temos εr ď µ. Portanto,
pela definição de r segue que µ “ εr. ˝

Observação 1.33. Note que
ˆ

ε

µ

˙

ı 0 mod p se, e somente se, µ ě 0 e µ é o
p´adicamente menor do que ε.

1.3 Teoria de Stöhr-Voloch
Seja k um corpo finito com q elementos e seja k seu fecho algébrico. Seja X

uma curva de gênero g definida sobre k. Consideramos X uma curva munida com a ação
da aplicação de Frobenius, a saber, φ : X ÝÑ X definida por φpx0 : .. : xsq “ pxq0 : ... : xqsq.

Seja f : X ÝÑ Prpkq um k´morfismo, digamos f “ pf0 : ... : frq, onde f0, ..., fr

são funções k´racionais em X . Lembramos que os pontos k´racionais são fixados pelo
morfismo Frobenius φ. Podemos aplicar a teoria de séries lineares para k. Escrevemos o
sistema linear associado D – PrpD1

q Ď |E|. Neste caso o divisor E e o sistema linear D
são definidos sobre k, isto é, são invariantes pela ação de Frobenius.

Para cada ponto P P X consideramos πP o hiperplano osculador em P . Seja

H “ tP P X : φpfpP qq P πP u.
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Pelo Corolário 1.21, um ponto P de X com eP “ 0 pertence a HP se, e somente
se,

det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f0pP q
q . . . frpP q

q

pD
pj0q
t f0qpP q . . . pD

pj0q
t frqpP q

... ...
pD

pjr´1q
t f0qpP q . . . pD

pjr´1q
t frqpP q

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ 0,

onde t é um parâmetro local em P .

Com o intuito de obter uma cota superior para o número de pontos racionais
de X , analisamos o conjunto H, o qual é possivelmente maior. Pela equivalência anterior,
vamos estudar os determinantes do tipo

W
ν0,...,νr´1
t pf0, ..., frq :“ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f q0 . . . f qr

D
pν0q
t f0 . . . D

pν0q
t fr

... ...
D
pνr´1q
t f0 . . . D

pνr´1q
t fr

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

onde t é uma variável separável de kpX q{k e ν0, ..., νr´1 são inteiros não negativos.

Proposição 1.34. Existem inteiros ν0, .., νr´1 com 0 ď ν0 ă .. ă νr´1 tais que

W
ν0,..,νr´1
t pf0, ..., frq ‰ 0.

Escolha os inteiros νi’s minimalmente na ordem lexiocográfica. Então existe um inteiro I
com 0 ă I ď r tal que

νi “

#

εi, se i ă I

εi`1, se i ě I

Demonstração: Para a parte da existência, basta considerar ν0 “ 0 e

νi “ mints ą νi´1 : f q, Dpν0q
t f, . . . , D

pνi´1q
t f,D

psq
t f linearmente independentes sobre kpX qu.

Um raciocínio análogo da demonstração do Teorema 1.17. Seja I o menor inteiro tal que
a linha pf q0 , ..., f qr q é combinação linear dos vetores pDpεiqt f0, ..., D

pεiq
t frq com i “ 0, .., I.

Como f0, . . . , fr é uma k´base de D1 segue que I ą 0 e tν0, ..., νr´1u “ tε0, ..., εruztεIu.
Pela minimalidade εi “ νi para cada i ă I e εi`1 “ νi para i ě I. ˝

Na Proposição acima temos um sentido minimalmente para os νi’s. A mi-
nimalidade também se mantém no sentido forte, isto é, se m0, ..,mr são inteiros com
0 ď m0 ă ... ă mr tais que as linhas da matriz

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f q0 . . . f qr

D
pm0q
t f0 . . . D

pm0q
t fr

... ...
D
pmrq
t f0 . . . D

pmrq
t fr

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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são linearmente independentes, então νi ď mi para cada i “ 0, ..., r. De fato, se νi ď mi a

matriz

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f q0 . . . f qr

D
pν0q
t f0 . . . D

pν0q
t fr

... ...
D
pνr´1q
t f0 . . . D

pνr´1q
t fr

˛

‹

‹

‹

‹

‚

tem posto r ` 1. Veja Corolário 8.44 em (HIRSCH-

FELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008) para mais detalhes.

Proposição 1.35 (Lema 8.47, (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008)).

(a) Se gi “
ÿ

j

aijfj com paijq P GLpkq, então

W
ν0,...,νr´1
t pg0, ..., grq “ detpaijq ¨W

ν0,...,νr´1
t pf0, ..., frq.

(b) Se h P kpX q, então W ν0,...,νr´1
t phf0, .., hfrq “ hq`rW

ν0,...,νr´1
t pf0, ...frq

(c) Se x é outra variável separável de kpX q{k, então

W
ν0,...,νr´1
t pg0, ..., grq “

dt

dx

ν1`...`νr´1

W
ν0,...,νr´1
t pf0, ...frq.

Pela Proposição 1.35, os inteiros ν0, ..., νr´1 e o divisor

S :“ divpWtpf0, ..., frqq ` pν1 ` ...` νr´1qdivpdtq ` pq ` rqE (1.4)

dependem somente do sistema linear D, o qual é conhecido como divisor de Frobenius
ou divisor de Stöhr-Voloch.

Definição 1.36. Chamamos ν0, ..., νr´1 as ordens de Frobenius de D.

Como degpEq “ d, deg divpdtq “ 2g ´ 2 (Definição 5.55 em (HIRSCHFELD;
KORCHMÁROS; TORRES, 2008)) e deg divpWtpf0, ..., frqq “ 0 (Corolário 5.35 em
(HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008)) então

degpSq “ pν1 ` ...` νr´1qp2g ´ 2q ` pq ` rqd. (1.5)

Dividindo as funções coordenadas projetivas f0, ..., fr por f0, podemos assumir
que f0 “ 1 e f1, ..., fr podem ser consideradas como funções coordenadas afins. Como
ν0 “ 0, obtemos

Wtp1, f1, ..., frq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f1 ´ f
q
1 . . . fr ´ f

q
r

D
pν1q
t f1 . . . D

pν1q
t fr

... ...
D
pνn´1q
t f1 . . . D

pνn´1q
t fr

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Note que Dpνiqt pf qj q “ 0 se νi não é um múltiplo de q. Portanto, se νi ă q então ν0, ..., νi

são as i` 1 primeiras ordens do morfismo

ppf1 ´ f
q
1 q : ... : pfr ´ f qr qq : X ÝÑ Pr´1.

Podemos aplicar o Corolário 1.32 e obtemos

Proposição 1.37. Se v é uma ordem de Frobenius de D menor que q, então cada inteiro
não negativo p´adicamente menor do que v é também uma ordem de Frobenius de D. Em
particular, se νi ă p então pν0, ..., νiq “ p0, ..., iq.

Agora iremos estudar o divisor S localmente num ponto P P X . Seja t P kpX q
um parâmetro local em P . Dividindo as funções coordenadas projetivas f0, .., fn por teP ,
podemos supor eP “ 0. Assim

vP pSq “ vP pWtpf0, ..., frqq ě 0.

Em particular, obtemos o resultado importante que S é um divisor positivo.

Observação 1.38. O ponto P P SupppSq se, e somente se, Wtpf0, ..., frqpP q “ 0.

• Se νi “ jipP q para cada i, então P P SupppSq se, e somente se, a imagem de fpP q
via a aplicação de Frobenius está contida no hiperplano osculante em P .

• Se νi ă jipP q para algum i, então P P SupppSq.

Como para P P X pkq as primeiras duas linhas de Wtpf0, .., frq coincidem, concluímos que
todos os pontos racionais estão no suporte de S.

Agora iremos analisar resultados quantitativos.

Proposição 1.39. (a) Se P é um ponto racional de X com as
pD, P q´ordens j0pP q, ..., jrpP q então

vP pSq ě
r
ÿ

i“1
pjipP q ´ νi´1q.

A igualdade ocorre se, e somente se, det
ˆˆ

jipP q

νl

˙˙

0ďlďr´1,1ďiďr
ı 0 mod p.

(b) Se P é um ponto não racional de X então

vP pSq ě
r´1
ÿ

i“1
pjipP q ´ νiq.

Além disso, se det
ˆˆ

jipP q

νn

˙˙

0ďnďr´1,1ďiďr
” 0 mod p então a desigualdade é estrita.
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Demonstração:

(a) Como P é racional, os planos osculadores em P são definidos sobre k. Então, depois de
uma transformação projetiva com coeficientes em k, podemos assumir que fi “ tji`...

para cada i. Dividindo por f0, podemos assumir que f0 “ 1. Assim

W
ν0,...,νn´1
t p1, f1, ..., fnq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f1 ´ f
q
1 . . . fn ´ f

q
n

D
pν1q
t f1 . . . D

pν1q
t fn

... ...
D
pνn´1q
t f1 . . . D

pνn´1q
t fn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Como ν0 “ 0 e ji ą 0 para i “ 1, .., r, obtemos que

W
ν0,..,νr´1
t “ det

ˆˆ

ji
νl

˙

tji´νl ` . . .

˙

“ det

ˆˆ

ji
νl

˙˙

tj1`...`jr´ν0´...´νr´1 ` ..

(b) Aplicando uma transformação projetiva com coeficientes no corpo algebricamente

fechado k, obtemos funções k´racionais gi “
r
ÿ

j“0
aijfj onde paijq P GLr`1pkq tal que

fi “ tji ` ... para cada i. Seja hi :“
r
ÿ

j“0
aijf

q
j . Em contraste a parte paq, não podemos

afirmar que hi “ gqi . Logo vP phiq ě 0 para cada i. Temos

Wtpf0, f1, ..., frqdetpaijq “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

h0 . . . hr

D
pν0q
t g0 . . . D

pν0q
t gr

... ...
D
pνr´1q
t g0 . . . D

pνr´1q
t gr

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

r
ÿ

i“0
p´1qihidi,

onde os di são os determinantes obtidos pela regra de Cramer, a saber,

di “ det

˜

ˆ

jipP q

νl

˙

i“0,..,r´1,l‰i
t
ř

jl´νl´jipP q ` ¨ ¨ ¨

¸

.

Assim

vP pdiq ě

r´1
ÿ

l“0
jlpP q ´ νl ´ j1pP q ` jrpP q para todo i, isto é, vP pSq ě

mintvP pd0q, ..., vP pdrqu. Como j0pP q ă j1pP q ă ... ă jrpP q então minivP pdiq “

vpdrq. Portanto vP pSq ě j0 ` ... ` jr ´ ji ´ ν0 ´ ... ´ νr´1. Em particular, se

det

ˆˆ

ji
νl

˙˙

i,l“0,..,r´1
” 0 mod p, então vP pdrq ą j0 ` ... ` jr´1 ´ ν0 ´ ... ´ νr´1.

˝

Agora procuramos as relações entre as ordens de Frobenius ν0, .., νr´1 e os
invariantes hermitianos j0pP q, ..., jrpP q de um ponto P racional.
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Proposição 1.40. Seja P um ponto racional de X e sejam j0pP q, .., jrpP q a sequência
de pD, P q´ordens. Se m0, ...,mr´1 são inteiros tais que 0 ď m0 ă ... ă mr´1 e

det

ˆˆ

jipP q ´ j1pP q

ml

˙˙

0ďlďr´1,1ďiďr
ı 0 mod p,

então νi ď mi para cada i.

Demonstração: As melhores escolhas para os inteiros mi são as ordens do morfismo
P1
ÝÑ Pr´1 definido por

p1 : xq ÞÝÑ p1 : xj2´j1 : ... : xjn´j1q “ pxj1 : xj2 : ... : xjnq.

Podemos supor que m0 “ 0 e det
˜

ˆ

ji
mr

˙

0ďrďn´1,1ďiďn

¸

ı 0 mod p. Podemos assumir

novamente que f0 “ 1 e fi “ tji ` ... para cada i. Assim, como na demonstração da
Proposição 1.39, item paq, obtemos

W
m0,...,mr´1
t pf0, ..., frq “ det

ˆˆ

ji
mr

˙˙

tj1`...`jn´m0´...´mn´1 ` ... ‰ 0.

Portanto pela minimalidade de νi tem-se νi ď mi. ˝

Como uma consequência da Proposição 1.40 e 1.39, item paq, obtemos:

Corolário 1.41. Se P P X pkq então

νi ď ji`1pP q ´ j1pP q para cada i e vP pSq ě rj1pP q.

Aplicando a Proposição 1.40 no caso em que mi “ εi, obtemos

Corolário 1.42. Se a sequência de ordem de Frobenius ν0, ..., νr´1 difere da sequência
ε0, ..., εr´1, então cada ponto racional de X é um ponto D´Weierstrass.

Demonstração: Se existe um ponto racional D´ordinário, então pelo Corolário 1.41
segue que νi ď εi`1 ´ ε1. Assim pela Proposição 1.34 temos νi “ εi para cada i. ˝

Corolário 1.43. Se D é completa e se existe um ponto racional, então νi “ i quando
i ă d´ 2g.

Demonstração: Seja P P X pkq com as pD, P q´ordens j0, ..., jr. Como D é completa
segue, como observado na primeira seção que ji “ i quando i ď d ´ 2g. Portanto, pelo
Corolário 1.41, obtemos que νi “ i quando i ă d´ 2g. ˝

Corolário 1.44. Se existe um ponto P racional em X , então νi ď i` d´ r para cada i.
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Demonstração: Como jrpP q ď d temos ji ď i ` d ´ r para cada i e aplicamos o
Corolário 1.41. ˝

Agora apresentamos o resultado principal de Stöhr e Voloch.

Teorema 1.45 ((STÖHR; VOLOCH, 1986)). Seja X uma curva de gênero g definida
sobre Fq e seja N o número de seus pontos Fq´racionais. Se existe em X um sistema
linear de ponto-base-livre definida sobre Fq de grau d, dimensão r e com a sequência de
ordens de Frobenius ν0, ν1, ..., νr´1 então

N ď
pν1 ` . . .` νr´1qp2g ´ 2q ` pq ` rqd

r
.

Corolário 1.46 (Weil). Seja X uma curva de gênero g definida sobre Fq e seja N o
número de seus pontos Fq´racionais. Se q é um quadrado tal que q ą 4g4

pg ´ 1q2 então

N ď q ` 1` 2g?q.

Demonstração: Se X pFqq “ H então não o que provar. Suponha que X tem um
ponto Fq´racional P . Dado d um inteiro tal que d ě 2g. Considere D :“ |dP |. Assim D é
um sistema linear completo, livre de pontos-base sobre Fq de grau d. Seja r a dimensão de
D. Segue do Teorema de Riemann-Roch que r “ d´ g ě g. Pelos Corolários 1.43 e 1.44,
obtemos que νi “ i quando i ă r ´ g e νi ď i` g para cada i “ r ´ g, ..., r ´ 1. Aplicando
o Teorema 1.45 obtemos que

N ď q ` 1`
´

r `
q

r

¯

g ` 2g2 pg ´ 1q
r

para cada inteiro r tal que r ě g. Como q é um quadrado tal que q ą 4g4
pg ´ 1q2, basta

tomar r “ ?q para obtemos que N ď q ` 1` 2g?q. ˝

1.4 Curvas maximais sobre Corpos Finitos
O interesse sobre curvas sobre corpos finitos foi reavivado depois de Goppa,

quando este mostrou como aplicá-las em Teoria de Códigos, (GOPPA, 1983). Em (STICH-
TENOTH, 2009), Capítulo 2, podemos encontrar uma coleção de resultados sobre códigos
lineares, entre estes, é o fato que códigos lineares provenientes de curvas possuem uma
limitação para sua distância mínima. Esta limitação inferior é significativa somente se a
curva tem muitos pontos racionais. Desta maneira, o estudo de curvas com tais caracterís-
ticas é bem interessante, em particular o conceito de maximalidade. Com o objetivo de
cotar a quantidade de pontos racionais de uma curva, primeiramente o matemático Hasse
determinou uma cota para o caso particular de curvas com gênero 1. Posteriormente, Weil
determinou uma cota para curvas com gênero g ą 1.
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Teorema 1.47 (Cota de Hasse-Weil). Seja X uma curva definida sobre Fq de gênero g.
Então

|Nn ´ q
n
´ 1| ď 2g

?
qn (1.6)

onde Nn é o número de pontos Fqn´racionais de X .

Para demonstrá-la, pode-se utilizar como ferramentas a Teoria de Stöhr-Voloch
(para a cota superior: Corolário 1.46) e a Teoria de Galois (para cota inferior). Uma
aplicação da Cota de Hasse-Weil muitíssimo interessante é veracidade da Hipótese de
Riemann para Corpos de Funções sobre Corpos Finitos, através de Função Zeta

ζX ,qptq :“ exp

˜

8
ÿ

i“0

Ni

i
ti

¸

(1.7)

para uma curva X . Para mais detalhes veja Capítulo 9, em (HIRSCHFELD; KORCHMÁ-
ROS; TORRES, 2008).

Definição 1.48. Uma curva X é dita maximal sobre Fl se a quantidade de seus pontos
Fl´racionais atinge a cota superior de Hasse-Weil.

Para haver maximalidade, o número l deve ser um quadrado, digamos l “ q2.
Podemos calcular a quantidade de pontos racionais de uma curva maximal em cada
extensão de Fq2 , através das raízes de um certo polinômio associado a curva. Para isto é

aplicado o Teorema 1.5, para garantir a existência de um polinômio P ptq :“
2g
ÿ

i“0
ait

i
P Zrts

tal que ζX ,qptq “
P ptq

p1´ tqp1´ qtq . Definimos o L´polinômio de X de gênero g como

Lptq “ 1`
2g´1
ÿ

i“1
ait

i
` qgt2g

se g ě 1 e Lptq “ 1 se g “ 0. Tal polinômio possui propriedades que auxiliam na
demonstração do resultado a seguir.

Lema 1.49 (Lema 9.20, (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008)). Seja X
uma curva maximal sobre Fq2 de gênero g definida sobre Fq. Então

#X pFqiq “

$

’

&

’

%

qi ` 1, i ” 1 mod 2
qi ` 1` 2g

a

qi, i ” 2 mod 4
qi ` 1´ 2g

a

qi, i ” 0 mod 4

Vamos estudar curvas maximais sobre um corpo fixado Fq2 , através do gê-
nero, suas sequências de ordens e semigrupo de Weierstrass. Sabemos que toda curva
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é birracionalmente equivalente a uma curva plana (Teorema 7.17, em (HIRSCHFELD;
KORCHMÁROS; TORRES, 2008)), assim vamos trabalhar com modelos planos para
buscar exemplos de curvas maximais. Relembramos a seguir a definição de equivalência
birracional neste contexto a partir da linguagem de corpos de funções.

Definição 1.50. Duas curvas planas são ditas birracionalmente equivalente se os
corpos de funções delas são isomorfos sobre k.

Curva Hermitiana

Seja Fq2 com q “ ph ą 2. Considere Hq a curva plana irredutível definida sobre
Fq2 dada pela equação

Y q
` Y “ Xq`1. (1.8)

Definição 1.51. Uma curva Hermitiana definida sobre Fq2 é qualquer curva algébrica
birracionalmente equivalente a curva Hq.

Podemos escrever as formas equivalentes da curva Hermitiana em coordenadas
projetivas. As equações são dadas por FipX0, X1, X2q “ 0, para i “ 1, 2, 3, 4, onde

(i) F1pX0, X1, X2q “ Xq`1
0 `Xq`1

1 `Xq`1
2 ;

(ii) F2pX0, X1, X2q “ Xq
2X0 ´X2X

q
0 ` ωX

q`1
1 , onde ωq´1

“ ´1;

(iii) F3pX0, X1, X2q “ X1X
q
2 ´X

q
1X2 ` ωX

q`1
0 , onde ωq´1

“ ´1;

(iv) F4pX0, X1, X2q “ Xq
0X1 `X

q
1X2 `X

q
2X0.

Cada umas três primeiras equações são obtidas de (1.8) por uma substituição
linear definida sobre Fq2 . Para obter (iv) é necessário uma transformação sobre Fq3 .

Teorema 1.52 ((HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008)). A curva Hq é uma
curva não singular, com P8 o lugar associado ao ramo centrado no ponto P8 “ p0 : 0 : 1q
e tem as seguintes propriedades:

(i) divpdxq “ pq ` 1qpq ´ 2qP8;

(ii) Hq tem gênero qpq ´ 1q
2 ;

(iii) #HqpFq2q “ q3
` 1;

(iv) o grupo de K´automorfismo de Hq é Fq2´racional e é isomorfo ao grupo PGUp3, qq,
o qual age projetivamente sobre HqpFq2q.



Capítulo 1. Preliminares 37

Cota de Ihara

Teorema 1.53 ((IHARA, 1981)). Se X é uma curva maximal de gênero g sobre Fq2 então

2g ď pq ´ 1qq.

Demonstração: Seja X é uma curva Fq2´maximal de gênero g. Como X pFq2q Ď

X pFq4q, então #X pFq2q ď #X pFq4q. Aplicando o Lema 1.49, obtemos

q2
` 1` 2gq ď q4

` 1´ 2gq2,

isto implica que 2g ď qpq ´ 1q. ˝

Equivalência Fundamental

Queremos estudar algumas propriedade aritméticas e geométricas das cur-
vas maximais. Primeiramente, vamos relembrar alguns resultados de Jacobianos. Para
mais detalhes veja (TATE, 1966), (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1993), (RÜCK;
STICHTENOTH, 1994).

Seja X uma curva Fq´maximal com gênero g e P0 P X um ponto Fq´racional.
Seja J o Jacobiano de X , o qual é uma variedade abeliana isomorfa ao Grupo de Picard.
Podemos definir uma aplicação f “ fP0 : X ÝÑ J dada por

fpP q “ rP ´ P0s.

Vamos construir o Módulo Tate asssociado a J . Fixe l primo, l ‰ charpFqq.

Definimos para cada i P N a aplicação ψi : J ÝÑ J dada por ψipP q :“ liP .

Observação 1.54. A aplicação ψi é uma isogenia. Para verificar este fato, devemos
mostrar que ψi é um morfismo de grupos algébricos com núcleo finito. Seja

Jli :“ Kerψi “ trP s P J : rliP s “ r0su.

Um resultado em (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1993), nos garante que #Jli “

pliq2g.

Definimos para cada i P N a aplicação

αi`1 : Jli`1 ÝÑ Jli

P ÝÑ lP.

Definição 1.55. O módulo Tate TlpJ q associado a J com respeito a l é o limite inverso
dos grupos Jli com respeito as aplicações αi, isto é, o conjunto de todas as sequências panqn
tais que ai P Jli e αi`1pai`1q “ ai.
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O módulo TlpJ q é um módulo livre de posto 2g sobre Zl. Considere Fr o
morfismo de Frobenius associado ao corpo Fq induzido na curva X e FrJ o morfismo
induzido por Fr em J . Vamos analisar o seguinte diagrama.

X X

J J

Fr

f f

FrJ

Como FrpP0q “ P0 então

f ˝ FrpP q “ rFrpP q ´ P0s “ FrobJ prP ´ P0sq “ FrJ ˝ fpP q (1.9)

para todo P P X . Queremos induzir o mapa FrJ no módulo Tate TlpJ q. Sabemos que a
aplicação

θl : Zl b EndFqpJ q ÝÑ EndGpTlpJ qq

é uma bijetora por teorema principal em (TATE, 1966)), onde G é o grupo de Galois da
extensão Fq|Fq. Logo a representação EndGpTlpJ qq ÝÑ EndFqpJ q que associa f ÞÑ θlp1, fq
é fiel. Se rais P Jli então

ψi ˝ FrJ praisq “ rl
iFrJ paiqs “ rl

i´1
¨ lF rJ paiqs “ rl

i´1
s ¨ r0s “ r0s

Logo FrJ praisq P Kerpψiq “ Jli . Portanto FrJ pJliq Ď Jli . A aplicação induzida

FrJ : TlpJ q ÝÑ TlpJ q

panqn ÞÝÑ pFrJ panqqn

Assim FrJ age como uma aplicação linear em TlpJ q. Um fato interessante
aqui é que o polinômio característico de TlpJ q não depende de l.

Lema 1.56 ((RÜCK; STICHTENOTH, 1994)). A aplicação de Frobenius do Jacobiano
de uma curva maximal sobre Fq2 age como multiplicação por p´qq em J .

Demonstração: Pelo Teorema 2 em (TATE, 1966), segue que a álgebraQˆEndFqpJ q
é semi-simples e seu centro é QrFrJ s. Seja hptq o polinômio característico de FrJ . Assim
FrJ é aplicação diagonalizável e com todos os autovalores iguais a ´?q. Logo hptq “
pt`

?
qq2g. Então

pFrJ ´
?
qIdq2g “ hpFrJ q “ 0.

isto é, FrJ “ ´
?
qId. ˝

Lema 1.57 ((RÜCK; STICHTENOTH, 1994)). Seja X uma curva Fq2´maximal de
gênero g. Então o grupo das classes dos divisores de grau zero é isomorfo a pZq`1q

2g.
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Demonstração: Considere γ : J ÝÑ J dada por γpP q “ pq` 1qP . Assim se P P J
satisfaz pq ` 1qP “ 0 se, e somente se, P “ ´qP “ FrJ pP q se, e somente se, P P J pFq2q.
Portanto

Ker γ “ J pFq2q.

Assim Pic0
– J pFq2q “ Ker γ. Como dimJ “ 2g então considere te1, ..., e2gu uma base

para J . Associamos a cada ponto de J escrito nesta base um vetor em Zq`1:

pk1, ..., k2gq ÞÑ pk1 ` pq ` 1qZ, ..., k2g ` pq ` 1qZq.

Portanto Pic0
– ker γ – pZq`1q

2g. ˝

Corolário 1.58. Para uma curva maximal X sobre k temos qP ` FrpP q „ pq ` 1qP0

para todo ponto P P X .

Demonstração: Para P P X , temos por (1.9) que

rFrpP q ´ P0s “ f ˝ FrpP q “ FrJ ˝ fpP q “ ´qrP ´ P0s

então FrpP q ` qP „ pq ` 1qP0. ˝

Aplicando o resultado anterior apenas em pontos Fq2´racionais, obtemos a
equivalência a seguir.

Corolário 1.59 (Equivalência Fundamental: (RÜCK; STICHTENOTH, 1994)). Seja X
uma curva maximal sobre k e sejam P0, P1 P X pkq. Então

pq ` 1qP1 „ pq ` 1qP0.

Corolário 1.60. Se X é uma curva Fq2´maximal com D “ |pq ` 1qP0| “ grq`1 o sistema
de Frobenius de X num P0 um ponto Fq2´racional, então D não depende do ponto racional
escolhido e r ě 2.

Demonstração: Segue imediatamente do Corolário 1.59.

Cota de Castelnuovo

Seja X uma curva Fq2´maximal de gênero g. Considere D0 “ |pq ` 1qP0| onde
P0 é um ponto Fq2´racional de X . Pela Equivalência Fundamental o sistema não depende
do ponto racional fixado P0. Seja r a dimensão de Frobenius de X . A dimensão r controla
o gênero através da cota de Castelnuovo aplicada ao morfismo π : X ÝÑ Prpkq associado
a D0, a saber

Teorema 1.61 (Castelnuovo, Corolário 10.25, (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TOR-
RES, 2008)).

g ď c0pr, q ` 1q :“

$

’

’

&

’

’

%

p2q ´ pr ´ 1qq2 ´ 1q
8pr ´ 1q , se r é par

p2q ´ pr ´ 1qq2
8pr ´ 1q , se r é ímpar

(1.10)
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Cota de Furhmann-Torres

Esta sessão é dedicada ao artigo (FUHRMANN; TORRES, 1996), o qual prova
o resultado que foi conjecturado por Stichtenoth e Xing, a saber: seja g o gênero de uma
curva algébrica não singular irredutível e projetiva sobre o corpo finito Fq2 , cujo número
de pontos Fq2´racionais atinge a cota de Hasse-Weil, então

4g ď pq ´ 1q2 ou 2g “ pq ´ 1qq.

O ponto de partida para a demonstração é consequência de um resultado de
Stichenoth e Xing, o qual afirma que existe um ponto k´racional P0 P X tal que q e q ` 1
são não lacunas em P0, ver em (XING; STICHTENOTH, 1995). Então o sistema linear
D “ grq`1 :“ |pq ` 1qP0| é simples. Por Teorema 1.61 segue que se r ě 3 então

4g ď pq ´ 1q2. (1.11)

Vamos considerar r “ 2. Aplicamos a Teoria de Stöhr-Voloch ao sistema linear D “ g2
q`1 “

|pq ` 1qP0|. Para P P X , seja 0 “ j0pP q ă j1pP q ă j2pP q ď q ` 1 as pD, P q´ordens. O
fato que q e q ` 1 são não lacunas em P0 implica que j1pP0q “ 1 e j2pP0q “ q ` 1. Para
calcular j2pP q para P P X pkq, usamos um resultado de Rück e Stichenoth, o Corolário
1.59. Então para todo P P X pkq temos

j2pP q “ q ` 1. (1.12)

Seja 0 “ ν0 ă ν1 a sequência de ordens k´Frobenius de D, reveja a Proposição 1.34. Pelo
Corolário 1.41, segue que ν1 satisfaz

ν1 ď j2pP q ´ j1pP q “ q ` 1´ j1pP q (1.13)

para todo P P X pkq. Aplicando a relação (1.5) para D, obtemos o grau do divisor de
Frobenius

degpSq “ ν1p2g ´ 2q ` pq2
` 2qpq ` 1q (1.14)

cujo suporte está contido em X pkq (isto é consequência da Observação 1.38). Além disso,
pela Proposição 1.39, temos para P P X pkq vale a seguinte desigualdade

vP pSq ě j1pP q ` pj2pP q ´ ν1q ě q ` 1´ ν1. (1.15)

Proposição 1.62. Suponha que 4g ą pq ´ 1q2. Então

(i) ν1 “ q.

(ii) j1pQq “ 1 para todo Q P X pkq.
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Demonstração: Obtemos a afirmação piiq ao assumir piq e usando a desigual-
dade (1.13). Para verificar (i), primeiramente observamos que ν1 ď q. Usando (1.15) e
(1.14) obtemos que

ν1p2g ´ 2q ` pq2
` 2qpq ` 1q “ degpSq ě pq ` 1´ ν1q ¨#X pkq

“ pq ` 1´ ν1q ¨ pq
2
` 1` 2qgq.

Assim pq2
´ 1qν1 ´ qpq ´ 1q ě 2pq ´ 1q2q2

´ ν1pq ´ 1q2q ` 4qpq ´ 1q2 logo obtemos ν1 ě q

pois ν1pq
3
´ q2

` q ´ 1q “ ν1pq
2
´ 1` qpq ´ 1q2q ě 2pq ´ 1q2pq ` q2

q. ˝

Teorema 1.63 (Furhmann-Torres). Seja X uma curva Fq2´maximal de gênero g. Então

4g ď pq ´ 1q2 ou 2g “ pq ´ 1qq.

Demonstração: Suponha que 4g ą pq´1q2. Como q e q`1 são não lacunas em
algum ponto P0 P X pkq, então xq, q`1y Ă HpP q, logo g é menor ou igual ao xq, q`1y. Assim
segue que 2g ď pq ´ 1qq. Considere R o divisor de X de ramificação de D “ |pq ` 1q ¨ P0|.
Então o grau do divisor R é dado por

degpRq “ p1` qqp2g ´ 2q ` 3pq ` 1q,

pois da Proposição 1.62 temos ε1 “ 1. Pelo Teorema 1.26 e pela relação (1.12) temos
vP pRq ě 1 para todo P P X pkq. Assim degpRq ě #X pkq e pela maximalidade segue que
2g ě qpq ´ 1q. ˝

Para buscar um modelo não singular para uma curva maximal de gênero
qpq ´ 1q{2 podemos utilizar a existência de um ponto Fq2´racional P0 e funções x, y
Fq2´racionais da curva tais que diν8pxq “ qP0 e diν8pyq “ pq ` 1qP0. O espaço

 

xiyj : pi, jq P N0 ˆ N0, iq ` jpq ` 1q ď qpq ` 1q
(

que tem 1` pq ` 1qpq ` 2q{2 elementos induz uma combinação Fq2´linear não trivial. O
resultado a seguir garante que através desse processo obtemos um Fq2´isomorfismo com a
curva Hermitiana.

Teorema 1.64 ((FUHRMANN; TORRES, 1996)). Uma curva Fq2´maximal de gênero
g “ qpq´1q{2 é Fq2´isomorfa a uma curva Hermitiana, a qual é definida por uma equação
do tipo

yq ` y “ xq`1.

Comportamento das ordens da série Frobenius

Os resultados a seguir foram construídos por Furhmann, Garcia e Torres, os
quais explicitam o comportamento das ordens do sistema Frobenius e o comportamento
das não-lacunas em determinados pontos para curva maximais.
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O comportamento das ordens da série de Frobenius de curvas maximais, o
qual foi observado em Proposição 1.62, é estendido para qualquer dimensão Frobenius r e
gênero, isto é, decorre da maximalidade.

Teorema 1.65 (Teorema 1.4, (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997)). Sejam X uma
curva Fq2´maximal e D sua série de Frobenius com dimensão r. Considere ε0 ă ε1 ă ... ă

εr sua sequência de ordens da série de Frobenius e jipP q a i´ésima pD, P q´ordem. Então,

(i) εr “ q;

(ii) jrpP q “ q ` 1 se P P X pFq2q e jrpP q “ q se P R X pFq2q.

(iii) j1pP q “ 1 para todos pontos P P X . Em particular, ε1 “ 1.

O comportamento das não lacunas em pontos de uma curva maximal pode ser
relacionado com a série de Frobenius associada. Em especial, as não lacunas em pontos
k´racionais da curva possuem propriedades interessantes, as quais iremos sempre recorrer
neste trabalho.

Proposição 1.66 (Proposição 1.5, (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997)). Sejam
X uma curva Fq2´maximal e D sua série de Frobenius com dimensão r. Para P P X seja
mipP q a i´ésima não-lacuna em P . Então,

(i) para cada P P X temos

0 ă m1pP q ă ... ă mr´1pP q ď q ă mrpP q;

(ii) se P R X pFq2q, então os números 0 ď q ´mr´1pP q ă ... ă q ´m1pP q ă q são
pD, P q´ordens;

(iii) se P P X pFq2q, então as pD, P q´ordens são

0 ă q ` 1´mr´1pP q ă ... ă q ` 1´m1pP q ă q ` 1;

(iv) se P P X pFq2q, então q e q ` 1 são não-lacunas em P .

Cota de Korchmáros-Torres

A cota de Furhmann e Torres para gêneros de curvas Fq2´maximais foi melho-
rada por Korchmáros e Torres ao explicitar o terceiro maior gênero possível. Este valor
depende de propriedades aritméticas de q.

Teorema 1.67. (KORCHMÁROS; TORRES, 2002) Seja X uma curva Fq2´maximal de
gênero g. Então,

g ď g2, g “ g1 ou g “ g0, (1.16)

onde g0 :“ qpq ´ 1q{2, g1 :“ tpq ´ 1q2{4u e g2 :“ tpq2
´ q ` 4q{6u. Além disso,
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(i) para q ” 1 mod 3, q ě 13, não existe curva Fq2´maximal de gênero igual a
pq ´ 1qpq ´ 2q{6;

(ii) para q ” 2 mod 3, q ě 11, a curva não singular dada pela equação yq ` y “ xpq`1q{3

é a única curva Fq2´maximal de gênero pq ´ 1qpq ´ 2q{6.

Exemplos de curvas maximais não cobertas pela Hermitiana

A maioria dos exemplos de curvas maximais provem de coberturas da curva
Hermitiana.

Definição 1.68. Seja F uma curva plana definida sobre Fq.

(i) Uma transformação racional de KpFq é um mapa ω : FqpFq ÝÑ FqpFq que é uma
transformação Fq´racional e ωpKpFqq é um corpo de funções Fq´racionais;

(ii) Se F 1 é a imagem de F via uma transformação Fq´racional, então F ÝÑ F 1 é dito
um cobrimento Fq´racional.

Existem exemplos conhecidos de curvas que são maximais mas não são cobertas
pela curva Hermitiana.

Exemplo 1.69. Seja q “ n3 com n potência de um primo p. A curva GK é dada pela
equações

Zn2´n`1
“ Y hpXq e Xn

`X “ Y n`1.

Ela maximal sobre Fq2 de gênero 1
2pn

3
` 1qpn2

´ 2q ` 1, onde

hpXq “
n
ÿ

i“0
p´1qi`1X ipn´1q.

Este é um exemplo de curva que não é Galois-coberta pela curva Hermitiana para n ą 2.
Mais informações podem ser encontradas em (GIULIETTI; KORCHMÁROS, 2009).

Exemplo 1.70. A curva GGS ou curva GK-generalizada Cn é o modelo não singular
sobre Fq2n da curva definida pelas equações afins

vq`1
“ uq ` u e w

qn`1
q`1 “ vq

2
´ v

e o gênero qn`2 ´ qn ´ q3 ` q2

2 . Em (DUURSMA; MAK, 2012) observaram que Cn não
pode ser Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre Fq2n quando n ą 3 e q ą 2. Em
(GIULIETTI; MONTANUCCI; ZINI, 2016), é observado que a curva não é Galois-coberta
pela Hermitiana nos casos q “ 2 e n ě 5.
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Exemplo 1.71. Seja n ě 3 é um inteiro ímpar, q é uma potência de um primo e s ě 1 um
divisor de pqn ` 1q{pq ` 1q. Seja Cn a curva GGS e considere o morfismo ϕn,s : Cn ÝÑ P3

dado por
ϕpu, v, w, 1q ÝÑ px, y, z, 1q :“ pu, v, ws, 1q.

Considere a curva Yn,s o modelo não singular sobre Fq2n de ϕn,spCnq, o qual é dado pelo
modelo

yq`1
“ xq ` x e zM “ yq

2
´ y, (1.17)

onde M “
qn ` 1
spq ` 1q . Esta curva é Fq2n´maximal de gênero qn`2 ´ qn ´ sq3 ` q2 ` s´ 1

2s .

Em (TAFAZOLIAN; TEHERÁN-HERRERA; TORRES, 2016) foi observado que fixando
n “ 3 e s divisor de q2

´ q ` 1, a curva Y3,s não pode coberta pela curva Hermitiana H3

sobre Fq6 para q ą sps` 1q.

1.5 O Problema de determinação do Espectro dos Gêneros
Seja q a potência de um número primo p. Consideramos o corpo k “ Fq2 o

corpo finito com q2 elementos. Estamos interessados em determinar o conjunto

Mpq2
q :“ t g P N0 : existe uma curva k ´maximal de gênero g u,

chamado deEspectro dos Gêneros sobre k. Dado g P Mpq2
q, outro problema interessante

é saber quantas curvas k´maximais de gênero g existem, a menos de isomorfismo.

Usando os resultados já conhecidos de curvas maximais sobre k, podemos
responder estes problemas para alguns valores de q. Usando o Teorema 1.63 e o Teorema
1.67 obtemos o resultado a seguir.

Teorema 1.72 ((KORCHMÁROS; TORRES, 2002)).

Mpq2
q Ď r0, g2s Y tg1u Y tg0u, (1.18)

onde g0 :“ qpq ´ 1q{2, g1 :“ tpq ´ 1q2{4u e g2 :“ tpq2
´ q ` 4q{6u.

Aplicando o teorema anterior podemos explicitar o espectro de gêneros para
q ď 5.

Corolário 1.73. (i) Mp22
q “ t0, 1u.

(ii) Mp32
q “ t0, 1, 3u.

(iii) Mp42
q “ t0, 1, 2, 6u;

(iv) Mp52
q “ t0, 1, 2, 3, 4, 10u;
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(v) Mp72
q Ď r0, 7s Y t9u Y t21u.

Em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018) foi determinado

Mp72
q “ t0, 1, 2, 3, 5, 7, 9, 21u.

Observação 1.74. Utilizando o exemplo 1.69 obtemos: 99 P Mp272
q. Segue do Teorema

1.67 segue que: 22 R Mp132
q, 35 R Mp162

q, 51 R Mp192
q, 92 R Mp252

q.

Usando a dimensão de Frobenius podemos descartar alguns valores de gênero
no Espectro.

Proposição 1.75 (Prop 3.1, (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018)). Seja X
uma curva Fq2´maximal de gênero g com dimensão Frobenius igual a r. Se alguma das
condições é satisfeita:

(a) q ” 0 mod 3 e p3q ´ 1qp2g ´ 2q ą pq ` 1qpq2
´ 4q ´ 1q ou

(b) q ı 0 mod 3, r “ 3 e p4q ´ 1qp2g ´ 2q ą pq ` 1qpq2
´ 5q ´ 2q

então
g ě c1pqq :“ q2 ´ 2q ` 3

6 . (1.19)

Corolário 1.76 ((ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018)). Seja q ı 0 mod 3.
Seja X uma curva Fq2´maximal de gênero g com g ą

pq ´ 1qpq ´ 2q
6 . Então

g ě c1pqq. (1.20)

Demonstração: Seja r a dimensão de Frobenius de X . Se r ě 4 então g ď pq ´
1qpq ´ 2q{6 o que contradiz a hipótese. Logo r ď 3. Se r “ 2 segue que g “ pq ´ 1qq{2
portanto vale 1.20. Se r “ 3 então aplicando a hipótese sobre g temos

p4q ´ 1qp2g ´ 2q ą p4q ´ 1qpq ´ 1qpq ´ 2q ´ 6
3 “ p4q ´ 1qpq ` 1qpq ´ 4q

3

“ pq ` 1qp4q
2 ´ 17q ` 4q

3 ą pq ` 1qpq2
´ 5q ´ 2q

Aplicando a Proposição 1.75, segue que g ě c1pqq. ˝ Em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN;
TORRES, 2018) são aplicados para q ď 16, a saber,

6 RMp72
q, 8 RMp82

q, 10 RMp92
q, 16 RMp112

q, 23, 24 RMp132
q e 36, 37 RMp162

q.

Explicitamos para q ď 29 no resultado a seguir.

Corolário 1.77. (i) 41, 42 R Mp172
q;

(ii) 52, 53, 54 R Mp192
q;
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(iii) 78, 79, 80 R Mp232
q;

(iv) 93, 94, 95, 96 R Mp252
q;

(v) 110, 111, 112 R Mp272
q;

(vi) 127, 128, 129, 130 R Mp292
q.

Além disso, encontramos para 8 ď q ď 29 as seguintes informações:

(i) t0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 28u ĎMp82
q Ď r0, 10s Y t12u Y t28u;

(ii) t0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 36u ĎMp92
q Ď r0, 12s Y t16u Y t36u;

(iii) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 15, 18, 19, 25, 55u ĎMp112
q Ď r0, 19s Y t25u Y t55u;

(iv) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 26, 36, 78u ĎMp132
q Ď r0, 21sYr23, 26sYt36uYt78u;

(v) t0, 1, 2, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 28, 40, 56, 120u ĎMp162
q Ď r0, 34s Y r36, 40s Ď t56u Y t120u;

(vi) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 16, 19, 22, 28, 32, 40, 45, 46, 64, 136u Ď Mp172
q Ď

r0, 46s Y t64u Y t136u;

(vii) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 21, 24, 27, 35, 36, 41, 57, 81, 171u Ď
Mp192

q Ď r0, 57s Y t81u Y t171u;

(viii) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 28, 31, 33, 37, 41, 55, 61,
77, 84, 85, 121, 253u ĎMp232

q Ď r0, 85s Y t121u Y t253u;

(ix) t0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 18, 22, 24, 30, 36, 44, 48, 50, 60, 66, 72, 100, 144, 300u ĎMp252
q

Ď r0, 100s Y t144u Y t300u;

(x) t0, 1, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 24, 25, 26, 27, 39, 43, 51, 52, 78, 85, 108,
117, 169, 351u ĎMp272

q Ď r0, 117s Y t169u Y t351u;

(xi) t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 31, 33, 34,
36, 40, 42, 45, 49, 56, 58, 61, 66, 70, 82, 91, 98, 126, 135, 136, 196, 406u ĎMp292

q Ď

r0, 136s Y t196u Y t406u.

Algumas perguntas ainda sem resposta:

(i) 5 PMp82
q?

(ii) 5, 7, 11 PMp92
q?

(iii) 12, 14, 17 PMp112
q?

(iv) 7, 8, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 21, 25 PMp132
q?
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(v) 3, 5, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 38,
39 PMp162

q?

(vi) 9, 13, 15, 17 PMp172
q?

(vii) 10, 11, 15 PMp192
q?

(viii) 5, 7, 9, 11 PMp252
q?

Em (MONTANUCCI; ZINI, 2018) foi mostrado que estes casos restantes não podem ser
satisfeitos por curvas Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre Fq2 .

1.6 Classificação de curvas maximais com dimensão Frobenius 3
Nesta seção iremos introduzir as ferramentas necessárias para classificar uma

curva Fq2´maximal com dimensão Frobenius 3 via modelos Fq2´birracionais. Uma das
ferramentas fundamentais aqui é um fato mais geral, o qual afirma que curvas maximais
estão mergulhadas numa superfície Hermitiana.

Teorema 1.78 (Natural Embedding Theorem, (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TOR-
RES, 2008)). Seja X uma curva Fq2´maximal com dimensão de Frobenius r. Então X é
isomorfa sobre Fq2 a uma curva em PmpFq2q de grau q ` 1 pertencendo a uma variedade
Hermitiana Hm definida sobre Fq2 com m ď r. Além disso, o hiperplano osculador de X
em todo ponto P P X coincide com o hiperplano tangente em P em Hm.

Aplicando em particular para dimensão Frobenius igual a 3, obtemos a dimensão
da variedade Hermitiana.

Corolário 1.79. Seja X uma curva Fq2´maximal de dimensão Frobenius 3. Então X é
isomorfa sobre Fq2 a uma curva em P3

pFq2q de grau q ` 1 pertencendo a uma variedade
Hermitiana H3 definida sobre Fq2. Além disso, o hiperplano osculador de X em todo ponto
P P X coincide com o hiperplano tangente em P em H3.

Demonstração: Do Teorema 1.78 segue que m ď 3. Se m “ 2 então X é isomorfa a
curva Hermitiana H2, logo r “ 2 um absurdo. Logo m “ 3. ˝

Tendo em vista estes resultados, a classificação de uma curva Fq2´maximal de
dimensão Frobenius 3, via (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012), utiliza a existência
de uma curva em P3

pFq2q de grau q ` 1 pertencendo a uma variedade Hermitiana H3

definida sobre Fq2 , a qual é isomorfa a curva inicial sobre Fq2 .
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1.6.1 Trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni

Em (FANALI; GIULIETTI, 2009), Fanali e Giulietti observaram que dada uma
curva Fq2´maximal com dimensão Frobenius 3, suas ordens de contatos com planos tangen-
tes não osculantes nos permitiriam caracterizar uma família de modelos Fq2´birracionais
para tal curva. Foram construídas projetividades que preservavam características con-
venientes em tais planos e como tais fatos afetam nos modelos da curva em (FANALI;
GIULIETTI; PLATONI, 2012).

Seja X uma curva maximal sobre Fq2 com dimensão Frobenius 3. Seja mP a
primeira não-lacuna em P um ponto Fq2´racional de X . Vamos considerar as coordenadas
de P3

pFq2q como pt : x : y : zq.

Observação 1.80. Como o grupo de transformações lineares preservando H3 age transi-
tivamente em H3pFq2q, podemos assumir que P “ p0 : 1 : 0 : 0q P X . Além diso, o plano
osculante a X no ponto P é dado pela equação T “ 0, o qual coincide com o plano tangente
a H3 no ponto P .

Lema 1.81 (Lema 1, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Existe uma projetividade
que mapeia a reta tangente de X em P na reta com equação Y “ 0, T “ 0 e preservando
H3, o ponto P e o plano T “ 0.

Demonstração: Seja l a reta tangente a X no ponto P . Como l está contida no
plano osculante a X em P , temos que l pode ser definida pelas equações

aY ´ bZ “ 0 e T “ 0

para certos a, b P Fq2 . Se b “ 0 não há o que provar. Se a “ 0 trocamos Z por Y . Se ab ‰ 0,
podemos reescrever as equações de l por

Y ´ µZ “ 0 e T “ 0

com µ P F˚q2 . Considere α, β,m P Fq2 com m ‰ 0 e αµ ‰ β tais que

mq`1
` pµmqq`1

“ 1,
αq`1

` βq`1
“ 1, (1.21)

α ` βµq “ 0.

Definimos φ a transformação linear dada por X ÞÑ X 1, Y ÞÑ βY 1 ` µmZ 1,
Z ÞÑ αY 1 `mZ 1 e T ÞÑ T 1. Pode-ser verificar que o mapa φ satisfaz a tese do lema já que
a reta φ´1

plq tem equações
Y “ 0 e T “ 0.

Para verificação da existência de α, β,m P Fq2 satisfazendo (1.21), veja demonstração do
Lema 1 em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012). ˝
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Pelo resultado anterior podemos sempre assumir que a reta tangente a X no
ponto P tem equações

Y “ 0 e T “ 0. (1.22)

Da mesma maneira, queremos caracterizar os planos tangentes não osculantes a X em P .

Lema 1.82 (Lema 2, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Para todo plano tangente
π não osculante a X em P , o qual é definido sobre Fq2, existe uma projetividade que
mapeia π no plano Y “ 0 e preserva H3, o ponto P , o plano T “ 0 e a reta com equações
Y “ 0, T “ 0.

Demonstração: Seja π um plano tangente não osculante a X em P , o qual é definido
sobre Fq2 . Como π contém a reta tangente a X em P , podemos escrever a equação para
π como Y “ nT para algum n P Fq2 . Considere α :“ nq e β P Fq2 tal que βq ` β “ nq`1.
Definimos ϕ a transformação linear dada por X ÞÑ X 1

`αY 1`βT 1, Y ÞÑ Y 1`nT 1, Z ÞÑ Z 1

e T ÞÑ T 1. Assim o plano ϕ´1
pπq tem equações Y “ 0 e T “ 0. Pode-se verificar que ϕ

satisfaz a tese. ˝

A descrição de um plano tangente não osculante a X em P pode ser mais
precisa quando sabemos a quantidade de pontos Fq2´racionais de X neste plano.

Lema 1.83 (Lema 3, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Seja π um plano tangente
não osculante que passa por P , o qual é definido sobre Fq2 e que contém pelo menos dois
pontos Fq2´racionais distintos de X e também diferentes de P . Sejam P1 e P2 tais pontos.
Então podemos assumir P1 “ p1 : 0 : 0 : 0q e algumas das duas possibilidades:

(a) P2 “ p1 : B : 0 : 1q para algum B P Fq2 com Bq
`B “ 1,

(b) Fixe W P F˚q2 tal que W q
`W “ 0 então P2 “ p1 : W : 0 : 0q.

Demonstração: Pelo Lema 1.82 podemos assumir π com equação Y “ 0. Como
P1 P H3Xπ podemos escrever P1 :“ p1 : A : 0 : Bq com A,B P Fq2 tais que Bq`1

“ Aq`A.
Considere φ definida como

X ÞÑ X 1
`BqZ 1 ` AT 1, Y ÞÑ Y 1, Z ÞÑ Z 1 `BT 1, T ÞÑ T 1.

Este mapa φ preserva H3, preserva o plano π, o ponto P e a reta com equações Y “ 0
e T “ 0. Como φ´1

pP1q P π XH3 segue que φ´1
pP1q “ p1 : 0 : 0 : 0q. Portanto podemos

assumir que P1 “ p1 : 0 : 0 : 0q. Para o segundo ponto P2 P H3pFq2q X π, considere
P2 :“ p1 : C : 0 : λq com λ,C P Fq2 tais que λq`1

“ Cq
` C. Se λ “ 0, como W é uma

raíz de Xq
`X “ 0 em Fq2 segue que C “ sW com s P F˚q . Seja t P Fq2 tal que s “ tq`1.

Considere a transformação linear σ dada por

X ÞÑ sX 1, Y ÞÑ tY 1, Z ÞÑ tZ 1, T ÞÑ T 1.



Capítulo 1. Preliminares 50

Tal mapa preserva H3, o ponto P , a reta tangente em P , a reta Y “ 0, T “ 0, o plano π e
p1 : 0 : 0 : 0q. Além disso, σ´1

pP2q “ p1 : W : 0 : 0q. Isto se enquadra no caso (b). Suponha
que λ ‰ 0. Consideramos a transformação linear ψ dada por

X ÞÑ λq`1X 1, Y ÞÑ λY 1, Z ÞÑ λZ 1, T ÞÑ T 1.

Logo ψ preserva H3, o ponto P , a reta tangente em P , a reta Y “ 0, T “ 0, o plano π e
p1 : 0 : 0 : 0q. Além disso, ψ´1

pP2q “ p1 : C{λq`1 : 0 : 1q. Tomando B :“ C{λq`1 temos o
caso (a). ˝

Quando π não contém pontos Fq2´racionais, assumimos uma ordem total em
toda extensão finita Fq2r de Fq2 , a saber:

q1 ĺr q2 se q1 P Fq2r1 , q2 P Fq2r2 com r1 ď r2.

Relembramos que o grau de um ponto Q P X é definido sendo o menor inteiro
r tal que Q P X pFq2rq.

Lema 1.84 (Lema 4, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Seja π um plano tangente
não osculante em P definido sobre Fq2, contendo um ponto P1 tal que r :“ degpP1q ą 1. Seja
ω P Fq2r um elemento primitivo sobre Fq2. Então podemos assumir que P1 “ p1 : X : 0 : Zq
onde

(i) Z “ ωr´1 ou Z “ ωi0 `
r´1
ÿ

i“i0`1
Ziω

i, com 0 ă i0 ă r ´ 1 e Zi P Fq2;

(ii) X é a menor raiz do polinômio T q ` T “ Z
q`1 com respeito à ordenação ĺr.

Demonstração: Pelo Lema 1.82 podemos assumir que o plano π tem equação Y “ 0.
Podemos escrever P1 :“ p1 : A : 0 : Bq com A,B P Fq2r tais que Bq`1

“ Aq ` A. Como
ω P Fq2r é um elemento primitivo, temos que t1, ω, .., ωr´1

u é uma base de Fq2r sobre Fq2 .
Podemos escrever

A “
r´1
ÿ

i“0
Aiω

i e B :“
r´1
ÿ

i“0
Biω

i,

com A0, A1, ..., Ar´1, B0, B1, ..., Br´1 P Fq2 . Observamos que B0 ‰ 0. Seja i0 o primeiro
índice positivo tal que Bi0 ‰ 0.

Sejam a :“ 1{Bi0 , b :“ ´B0{Bi0 e c P Fq2 tal que cq ` c “ bq`1. Considere θ a
transformação linear dada por

X 1
ÞÑ aq`1X ` abqZ ` cT, Y 1 ÞÑ aY, Z 1 ÞÑ aZ ` bT, T 1 ÞÑ T.

O mapa θ preserva H3, o ponto P , a reta tangente em P , a reta Y “ 0, T “ 0 e o plano π.
Além disso, θpP1q “

`

1 : aq`1A` abqB ` c : 0 : aB ` b
˘

. Sejam X̃ :“ aq`1A` abqB ` c e

Z :“ aB ` b. Daí Z “ 1
Bi0

r´1
ÿ

i“i0

Biω
i. Isto prova o item (i).
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Para verificar o item (ii), seja X a menor raiz do polinômio T q`T “ Z
q`1, com

respeito a ordenação ĺr. Seja d :“ X̃ ´X. Assim dq ` d “ 0. Consideramos novamente
uma transformação linear Γ dada por

X 1
ÞÑ X ` dT, Y 1 ÞÑ Y, Z 1 ÞÑ Z, T 1 ÞÑ T.

Assim Γ preserva H3, o ponto P , a reta tangente em P , a reta Y “ 0, T “ 0 e o plano π.
Além disso, Γp1 : X̃ : 0 : Zq “ p1 : X̃ ` d : 0 : Zq “ p1 : X : 0 : Zq. Isto prova (ii). ˝

Enfim podemos enunciar o teorema principal dos trabalhos de Fanali-Giulietti-
Platoni.

Teorema 1.85 (Teorema 4, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Seja X uma
curva maximal sobre Fq2 com dimensão Frobenius 3. Seja mP a primeira não-lacuna em P

um ponto Fq2´racional de X . Seja π um plano tangente não osculante a X em P definido
sobre Fq2. Assuma que o divisor de interseção de X e π seja

D “ pq ` 1´mP qP `m1P1 ` ...`mdPd

com m1 ` ... `md “ mP , Pi ‰ P e Pi ‰ Pj se i ‰ j. Então X é Fq2´birracionalmente
equivalente a curva plana com equação

Zq`1
“ Xq

`X ` λξpX,Zq (1.23)

onde λ P F˚q2 e ξpX,Zq é um polinômio definido sobre Fq2 de graumP , obtido como o produto
de d polinômios L1pX,Zq

m1 , ..., LdpX,Zq
md tais que as retas com equação LipX,Zq “ 0

são retas tangentes da curva Hermitiana Zq`1
“ Xq

`X em d pontos (não necessariamente
distintos).

Demonstração: Pelo Corolário 1.79 podemos assumir que a curva X está contida
na superfície Hermitiana H3 com equação Zq`1

` Y q`1
“ XqT `XT q. Podemos assumir

que P :“ p0 : 1 : 0 : 0q, o plano osculante X em P tem equação T “ 0 e π tem equação
Y “ 0. Sejam x, y, z as coordenadas afins de X , as quais satisfazem

zq`1
` yq`1

“ xq ` x. (1.24)

Então podemos escrever div8pyq “ mP , div8pzq “ qP e div8pxq “ pq ` 1qP. Considera-
mos D o divisor de interseção da curva X com o plano π. Assim

D “ pq ` 1´mP qP `m1P1 ` ...`mdPd

com Pi “ p1 : xi : 0 : ziq para algum xi, zi P Fq2 com xqi ` xi “ zq`1
i para i “ 1, ..., d. Desta

maneira os pontos Qi :“ p1 : xi : ziq pertencem a H2 para i “ 1, ..., d. A reta tangente
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de H2 em Qi tem equação LipX,Zq “ 0 onde LipX,Zq :“ zqi pZ ´ ziq ´ pX ´ xiq. Logo
divpLipx, zqq “ qPi ` φq2pPiq ´ pq ` 1qP . Considere

ξpX,Zq “
d
ź

i“1
LipX,Zq

mi . (1.25)

Como m1P ` ... ` mdPd é um divisor Fq2´racional segue que o polinômio ξpX,Zq P

Fq2rX,Zs. Além disso, como divpξpX,Zqq “ pq ` 1qpm1P ` ...`mdPdq ´mP pq ` 1qP “
divpyq`1

q obtemos que existe λ P Fq2 tal que yq`1
“ λξpx, zq. Entretanto como y e ξpx, zq

são funções Fq2´racionais implica que λ P Fq2 . Desta forma

zq`1
` λξpx, zq “ xq ` x. (1.26)

Resta mostrar que a curva dada pela equação (1.26) é Fq2´birracionalmente
equivalente a curva X . Para isto, consideramos o mapa racional γ : X ÝÑ P2

pFq2q

com γ “ p1 : x : zq e seja C :“ γpX q dada pela equação Zq`1
` λξpX,Zq “ Xq

` X.
Vamos mostrar que γ é birracional. Já sabemos que o corpo de funções da curva X
é Fq2pX q “ Fq2px, y, zq e o corpo de funções da curva C é Fq2pCq “ Fq2px, zq. Como
rFq2pX q : Fq2pCqs “ div8pyq segue que o morfismo γ é separável. Além disso, γ é totalmente
ramificado em P . Seja P :“ γpP q e seja eP o índice de ramificação de P . Como

eP ¨ vP pxq “ vP pxq “ ´pq ` 1q e eP ¨ vP pzq “ vP pzq “ ´q

então eP “ 1. Mas γ é totalmente ramificado logo degpγq “ eP “ 1. ˝

Aplicações dos trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni

Com o objetivo de reduzir a quantidade de casos que aparecem na tentativa
de explicitar o polinômio ξpX,Zq no Teorema 1.85, analisa-se quando o plano π possui
pontos Fq2´racionais ou não. Assumindo certas hipóteses temos as seguintes constatações.

Proposição 1.86 (Proposição 2, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Assuma as
hipóteses do Teorema 1.85 e suponha que π contenha pelo menos dois pontos Fq2´racionais
de X diferentes do ponto P , digamos P1 e P2. Então a curva X é Fq2´birracionalmente
equivalente a uma curva plana com equação

Zq`1
“ Xq

`X ` λXpX ´ Z ` 1´BqξpX,Zq (1.27)

ou
Zq`1

“ Xq
`X ` λXpX ´W qξpX,Zq (1.28)

onde λ P F˚q2, B P Fq2 tal que Bq
`B “ 1, W um elemento fixo em Fq2 com W q

`W “ 0 e
ξpX,Zq um polinômio definido sobre Fq2 de grau mP ´ 2, obtido como o produto de mP ´ 2
polinômios lineares L3pX,Zq, ..., LmP pX,Zq tais LipX,Zq “ 0 é a reta tangente da curva
Hermitiana Zq`1

“ Xq
`X no ponto Qi com i P t3, ...,mP u (não necessariamente os Qi’s

são distintos).
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Demonstração: Podemos assumir que P “ p0 : 1 : 0 : 0q, o plano osculante de
X em P tem equação T “ 0, π tem equação Y “ 0, o ponto P1 “ p1 : 0 : 0 : 0q e
P2 “ p1 : B : 0 : 1q ou P2 “ p1 : W : 0 : 0q pelo Lema 1.83, onde B,W P Fq2 tais que
Bq
` B “ 1 e W q

`W “ 0. Daí L1pX,Zq :“ X é a reta tangente de H2 em P e a reta
tangente de H2 em P2 tem equação L2pX,Zq :“ X ´W ou L2pX,Zq “ Z ´X ` 1´ B.
Na demonstração do Teorema 1.85 obtemos

ξpX,Zq “ X ¨ L2pX,Zq ¨ ξpX,Zq

sendo ξpX,Zq P Fq2rX,Zs obtido pelos produtos de mP ´ 2 das retas tangentes de H2. ˝

Proposição 1.87 (Proposição 3, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Nas hipóteses
do Teorema 1.85 e supondo que o plano π contém um ponto P1 com r :“ degpP q ą 1.
Então a curva X é Fq2´birracionalmente equivalente a uma curva plana com equação

Zq`1
“ Xq

`X ` λξpX,Zq
r
ź

i“1

´

pZ
q2i
q
q
¨ pZ ´ Z

q2i
q ´ pX ´X

q2i
q

¯

, (1.29)

onde X e Z são como no Lema 1.84, λ P F˚q2 e ξpX,Zq é um polinômio definido sobre Fq2 de
grau mP´r, obtido como produtor de mP´r polinômios lineares Lr`1pX,Zq, ..., LmP pX,Zq

tais que LipX,Zq “ 0 é a equação da reta tangente da curva Hermitiana Zq`1
“ Xq

`X

no ponto Qi, com i P tr ` 1, ...,mP u (não necessariamente os Qi’s são distintos).

Demonstração: Podemos assumir que P “ p0 : 1 : 0 : 0q, o plano osculante de X
em P tem equação T “ 0, o plano π tem equação Y “ 0 e o ponto P1 “ p1 : X : 0 : Zq
pelo Lema 1.84. Seja P piq1 :“ φ

piq
q2 pP1q “ p1 : Xq2i

: 0 : Zq2i
q P π X X para i “ 2, ..., r. Logo

a reta tangente em P
piq
1 é

pZ
q2i
q
q
pZ ´ Z

q2i
q ´ pX ´X

q2i
q.

Aplicando o Teorema 1.85 segue o resultado. ˝

Partição do conjunto de pontos Fq2´racionais de H2

Como a equação da curva no Teorema 1.85 dependem das retas tangentes
LipX,Zq de H2 : Zq`1

“ Xq
`X num ponto Qi :“ p1 : xi : ziq, e estas são da forma

LipX,Zq “ zqi pZ ´ ziq ´ pX ´ xiq,

vamos particionar o conjunto dos pontos Fq2´racionais da curva Hermitiana H2 através
do morfismo Frobenius φq associado ao corpo Fq. Considere

A1 :“ tQ P H2pFq2q : φqpQq “ Qu.

Quando A1 Ĺ H2pFq2q, considere a família
S :“ tS Ď H2pFq2q : φqpQq R S,Q P Su. Logo existiria Q P H2pFq2qzA1. Considerando
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S :“ tQu, temos que S P S. Portanto a família S é não vazia. Considere a ordenação
parcial em S:

se S1 Ă S2 então S1 ď S2 para S1, S2 P S.

Além disso, seja S1 Ĺ S2 Ĺ S3 Ĺ ... com Si P S, então S :“
ď

i

Si é elemento maximal

dessa cadeia. Suponha que S R S. Logo existe Q P S tal que φqpQq P S, isto é, existem
i0, j0 tais que

Q P Si0 e φqpQq P Sj0 .

Como Si0 , Sj0 P S temos φqpQq R Si0 e Q “ φqpφqQq R Sj0 . Logo i0 ‰ j0. Se j0 ă i0 então
como φqpQq R Si0 segue que φqpQq R Sj0 um absurdo. Logo j0 ą i0. Como Q P Si0 então
Q P Sj0 outro absurdo. Portanto S P S. Portanto, pelo Lema de Zorn, S admite um
elemento maximal, vamos denotá-lo por A2. Assim o o conjunto dos pontos Fq2´racionais
da curva Hermitiana H2 em três conjuntos disjuntos, a saber, A1, A2 e A3 :“ tφqpQq :
Q P A2u.

1.6.2 Classificação para F16 e F25

Em (FANALI; GIULIETTI, 2009), obtemos as classificações para curvas
Fq2´maximais com dimensão Frobenius 3 através de modelos birracionais sobre F42

e sobre F52 , as quais enunciamos a seguir.

Teorema 1.88. Toda curva F16´maximal com dimensão Frobenius 3 é birracionalmente
equivalente sobre F16 à curva plana dada pela equação afim

Y 5
“ X2

`X

e tem gênero igual a 2.

Teorema 1.89. Toda curva F25´maximal com dimensão Frobenius 3 é birracionalmente
equivalente sobre F25 à curva plana dada por uma das seguintes equações

(i) Y 6
“ X5

` 2X4
` 3X3

` 4X2
` 3XY 3;

(ii) Y 5
` Y “ X3.

e tem gênero igual a 3 ou 4.
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2 Quase-classicalidade de curvas maximais

Seja X uma curva Fq2´maximal de gênero g ą 0, onde q é uma potência de
um primo p. Considere a série Frobenius linear D0 :“ |pq ` 1q ¨ P0| de X , com P0 ponto
Fq2´racional. Digamos que sua dimensão projetiva seja r. O sistema D0 não depende do
ponto P0, pois satisfaz a Equivalência Fundamental

pq ` 1q ¨ P0 „ qP ` φpP q,

onde φ : X Ñ X é o morfismo de Frobenius relativo a Fq2 . Além disso, neste caso de
maximalidade segue r ě 2. A partir da teoria de série lineares podemos associar a um
sistema D “ grd a sequência de ordens de Frobenius V : 0 “ ν0 ă ν1 ă ν2 ă ... ă νr´1 e
a sequência de D´ordens E : 0 “ ε0 ă ε1 ă ... ă εr. Sabemos da Proposição 1.34 que
existe um número inteiro I ď r ´ 1 tal que

νi “ εi para i ă I, νi “ εi`1 para i ě I. (2.1)

Em geral, um dado sistema linear de dimensão r é dito Frobenius clássico
quando a sequência de ordens de Frobenius de tal sistema é V “ t0, 1, ..., r´1u. Observamos
que as ordens de D0 satisfaz νr´1 “ εr “ q (ver Teorema 1.4 em (FUHRMANN; GARCIA;
TORRES, 1997)) e neste caso r “ q ` 1 se, e somente se, g “ 0. Portanto D0 é sempre
Frobenius não-clássica. Entretanto pode ocorrer uma condição mais fraca sobre a noção
de Frobenius classicalidade de D0.

Definição 2.1. Seja X uma curva definida sobre Fq2 e D0 sua série Frobenius de dimensão
r. Dizemos que X é

(a) Frobenius quase-clássica se a sequência de D0´ordens Frobenius é νi “ i para
i ď r ´ 2 e νr´1 “ q.

(b) quase-clássica se a sequência de D0´ordens for εi “ i para i ď r ´ 1 e εr “ q.

Existe na literatura muitos resultados sobre o comportamento das ordens e da
dimensão de D0. Ao fixarmos q na Cota de Castelnuovo (Teorema 1.61) podemos verificar
um comportamento de monotocidade de c0 em função de r.

Observação 2.2. Se r ě s temos c0pr, q ` 1q ď c0ps, q ` 1q.

Quando a dimensão Frobenius é igual a 2 então temos um único modelo de
curva maximal, a menos de isomorfismo. Além disso, podemos explicitar o comportamento
das ordens genéricas e das ordens de Frobenius e também do gênero.
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Teorema 2.3 ((FUHRMANN; TORRES, 1996)). Seja X uma curva Fq2´maximal de
gênero g com dimensão Frobenius 2. Então as seguintes condições são equivalentes:

(a) r “ 2;

(b) 2g “ qpq ´ 1q;

(c) a curva X deve ser isomorfa à curva Hermitiana Hq : yq`1
“ xq ` x.

(d) g ą t
pq ´ 1q2

4 u.

(e) ν1 ą 1.

Por meio do resultado anterior, o estudo de quase-classicalidade para a dimensão
Frobenius 2 se torna trivial.

Corolário 2.4. Toda curva Fq2´maximal de gênero g com dimensão Frobenius 2 é quase-
clássica e Frobenius quase-clássica.

O estudo de quase-classicalidade para corpos do tipo Fp2 , com p primo, é
simples e independe de qual for o valor da dimensão de Frobenius analisada. Isto de-
corre simplesmente por critérios aritméticos do comportamento das ordens. As curvas
Fp2´maximais serão exemplos de quase-classicalidade e Frobenius quase-classicalidade.

Teorema 2.5. Seja X uma curva Fp2´maximal com de gênero g ą 0 e dimensão de
Frobenius r ą 2. Então X é quase-clássica e Frobenius quase-clássica.

Demonstração: Temos pela maximalidade εr “ p. Como r ą 2 então p ą 2. Então
εr´1 “ p ´ k com k P t1, 2, ..., p ´ 1u. Pelo Critério p´ádico segue que t0, 1, ..., p ´ k ´

1, p ´ ku Ă E logo k “ p ´ r ` 1. Assim εi “ i para i ď r ´ 1, isto é, X é quase-clássica.
Segue do teorema 2.3 que ν1 “ 1. Como νr´1 “ εr “ p e (2.1) segue que I ă r. Assim
νi “ i para i ă I e νi “ i` 1 para I ď i ă r. Suponha I ď r ´ 2. Como I ă I ` 1 ď r ´ 1
então I ` 1 “ νI ă νr´1 “ p. Se I ` 1 “ pk com k P N, como pk ´ 1 “ I “ εI ă εr “ p

obtemos que k “ 1, isto é, I “ p ´ 1. Como p ` 1 “ νp “ νI ă νr´1 “ p obtemos um
absurdo. Logo I ` 1 ı 0 mod p. Daí como I ` 1 “ νI , usando o Critério p´ádico teremos
que I P V. Contradizendo o fato que V “ t0, 1, ..., I ´ 1, I ` 1, ..., u. Portanto I “ r ´ 1.
Assim νi “ i para i “ 1, .., r ´ 2 e νr´1 “ p, isto é, X é Frobenius quase-clássica. ˝

Em busca de encontrar exemplos de curvas maximais que não satisfazem a
propriedade de quase-classicalidade, vamos analisar propriedades que podem ser obtidas
em casos particulares de dimensão Frobenius 3 e dimensão Frobenius 4. Em particular
queremos dar uma classificação para curvas Fq2´maximais com dimensão Frobenius 3
através do invariante gênero, tendo em vista o problema de determinação do Espectro dos
Gêneros Mpq2

q, onde q ď 29 e q potência de um número primo. Tais propriedades serão
usadas no capítulo seguinte.
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2.1 Dimensão Frobenius 3
Através do Teorema 1.61 obtemos uma cota superior para o gênero de curvas

Fq2´maximais, a saber,

g ď c0p3q :“ pq ´ 1q2
4 (2.2)

onde g denota o gênero. Esta cota é ótima, pois é possível explicitar um único modelo para
cada q, a menos de isomorfismo, de uma curva Fq2´maximal com tal gênero. O modelo
para característica ímpar foi encontrado por Fuhrmann, Garcia e Torres, já o modelo para
característica 2 foi encontrado por Abdón e Torres. Segue da Proposição 1.66 que

m2pP q “ q e m3pP q “ q ` 1 para todo P ponto Fq2 ´ racional (2.3)

de uma curva maximal sobre Fq2 com dimensão Frobenius 3. Usaremos este fato nesta
seção.

Teorema 2.6 ((FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997), (ABDÓN; TORRES, 1999)).
Seja X é uma curva Fq2´maximal de gênero g. Então g “ tc0p3qu se, e somente se, a
curva X é unicamente determinada pelos tipos:

(i) Y pq`1q{2
“ Xq

`X, se q é ímpar;

(ii) Y q`1
“ Xq{2

` ...`X, se q é par.

Quando a dimensão Frobenius é 3, a propriedade de Frobenius quase-classica-
lidade para curvas Fq2´maximais é sempre satisfeita. Entretanto curvas Fq2´maximal
com tal dimensão Frobenius não necessariamente serão quase-clássicas. A curva GK (veja
exemplo 1.69) é um exemplo de curva que não satisfaz a propriedade de quase-classicalidade
em certos corpos.

Exemplo 2.7. A curva Giulietti-Korchmáros é uma curva Fq6´maximal de gênero igual
a 1` pq3

` 1qpq2
´ 2q{2 com dimensão Frobenius 3. Em (FANALI; GIULIETTI, 2010), é

verificado que ε2 “ q. Este é um exemplo de uma curva não quase-clássica para q ‰ 2.

Queremos responder quando uma curva maximal tem a propriedade de quase-
classicalidade ou não através de intervalos de possibilidade para o gênero de tal curva.
Quando a maximalidade ocorre num corpo Fp2 , com p primo, o Teorema 2.5 já responde
nossos questionamentos de uma não dependência para o gênero, além de (2.2).

Teorema 2.8. Seja X uma curva Fq2´maximal com dimensão Frobenius 3. Então X é
Frobenius quase-clássica. Se X é quase-clássica então c1pqq ď g ď c0p3q, onde

c1pqq :“ q2 ´ 2q ` 3
6 . (2.4)

Além disso, se q ı 0 mod 3, então X quase-clássica se, e somente se, c1pqq ď g ď c0p3q.
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Demonstração: Pela Cota de Castelnuovo, temos g ď c0p3q. Segue da maximalidade
que 0 “ ν0 ă ν1 “ 1 ă ν2 “ q. Suponha que X é quase-clássica. Seja R o divisor
de ramificação de D0. Sabemos que R satisfaz degpRq ě #X pFq2q então 3p2g ´ 2q ě
pq ` 1qpq ´ 3q, isto é, g ě c1pqq. Para a recíproca, suponha que g ą c1pqq. Se ε2 ě 4 então
o divisor de Frobenius de D0 implica que

p1` qqp2g ´ 2q ` pq2
` 3qpq ` 1q ě 5

`

p2g ´ 2qq ` p1` qq2
˘

(2.5)

uma contradição com g ą c1pqq. Portanto ε2 “ t2, 3u. Como a característica de Fq2 é
diferente de 3, pelo Critério p´ádico segue que ε2 “ 2. ˝

O Exemplo 2.7 satisfaz a condição g ď c1pqq, para q ‰ 2, isto reafirma a não
quase-classicalidade. Observamos que em alguns casos o conhecimento do gênero da curva
pode nos fornecer a não quase-classicalidade sem o cálculo explícito das ordens genéricas
de sua série linear Frobenius.

Exemplo 2.9. De (TAFAZOLIAN; TEHERÁN-HERRERA; TORRES, 2016), sabemos
que a curva Y3,1, dada por

Y3,1 : y4
“ x3

` x, y9
´ y “ z7, (2.6)

é F272´maximal e não é coberta pela Hermitiana H3 sobre F272 e tem gênero 99. Este é
um caso particular do Exemplo 1.71. Seja r sua dimensão de Frobenius. Como existe um
ponto P P Y3,1pF272q tal que o semigrupo de Weierstrass em P é da forma x21, 27, 28y,
segue que m3pP q “ 27 e pela maximalidade, segue que sua dimensão Frobenius é igual a 3.
A não quase-classicalidade segue do Teorema 2.8.

Novamente um exemplo de curva não quase-clássica com a propriedade de não
ser Galois-coberta pela curva Hermitiana. Poderíamos nos perguntar se esta propriedade
de cobertura é necessária para obter curvas não quase-clássica. Isso não é necessariamente
verdadeiro sobre corpos Fp2 , como observado. Um exemplo de existência de uma curva
com tais propriedades é a curva Fricke-Macbeath de gênero 7, a qual é F712´maximal e
não é Galois-coberta pela curva Hermitiana H72 (BARTOLI; MONTANUCCI; TORRES,
2010). Esta curva tem dimensão Frobenius 65.

Em relação ao gênero, também há um bom comportamento em relação aos
valores c0p3q e c0p4q.

Corolário 2.10. Seja q ı 0 mod 3. Se X é uma curva Fq2´maximal de gênero g tal que

c0p4q ă g ď c0p3q

então X é quase-clássica com dimensão Frobenius igual a 3 e g não pertence ao intervalo
aberto sc0p4q, c1pqqr.
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Demonstração: Seja r a dimensão Frobenius de X . De fato se r ě 4 então g ď c0p4q
um absurdo. Logo r “ 3. Supondo c0p4q ă g ă c1pqq segue do Teorema 2.8 a não
quase-classicalidade. Usando (2.5) e g ą c0p4q obtemos uma contradição. Portanto, g ě
c1pqq e usando novamente o Teorema 2.8 obtemos X quase-clássica. ˝

Observamos que em geral curvas Fq2´maximais com gênero igual a c0p4q não
necessariamente implica que sua dimensão Frobenius é igual a 3. Toda curva Fq2´maximal
de gênero c0p4q com a hipótese q ” 1, 2 mod 3 tem dimensão Frobenius igual a 4.
Este resultado pode ser visto com mais detalhes em Lema 10.50 de (HIRSCHFELD;
KORCHMÁROS; TORRES, 2008). Com o objetivo de eliminar alguns valores de gênero g
para dimensão Frobenius 3 enunciamos o resultado a seguir.

Proposição 2.11. Seja q ı 0 mod 3. Seja X uma curva Fq2´maximal de gênero g tal
que

3pq ` 1qpq2
´ 5q ´ 2q ă 3p2g ´ 2qp4q ´ 1q ă pq2

´ 2q ´ 3qp4q ´ 1q. (2.7)

Então a dimensão Frobenius é maior ou igual a 4.

Demonstração: Da hipótese obtemos que g ă c1pqq. Logo r ą 2. Se r “ 3, segue da
Proposição 1.75 que g ě c1pqq. Absurdo. Logo r ě 4. ˝.

2.1.1 Não quase-classicalidade em dimensão Frobenius 3

Nosso objetivo nesta subseção é classificar através do gênero quando obtemos
a não quase-classicalidade para curvas Fq2´maximais com q ď 29 e q “ ph, onde p é um
primo e h ě 1. Como esta propriedade não ocorre sobre corpos Fp2 , com p primo, vamos
analisar o comportamento das ordens genéricas sobre Fp4 e Fp6 .

Proposição 2.12. Seja X uma curva Fq2´maximal, dimensão Frobenius igual a 3 e não
quase-clássica. Se c1pqq ď g então q “ 3h com h ě 2.

Demonstração: Suponha que c1pqq ď g. Como a dimensão Frobenius é igual a 3
então c1pqq ď g ď c0p3q. Se q ı 0 mod 3 então X é quase-clássica pelo Teorema 2.8, uma
contradição. Logo q ” 0 mod 3. Pela hipótese de quase-classicalidade segue que q ‰ 3. ˝

Para alcançar a classificação desejada, refinamos as possibilidades para ε2, o
qual inicialmente satisfaz 3 ď ε2 ă q utilizando propriedades do divisor de ramificação de
D0, o divisor de Frobenius e propriedades aritméticas. Desta última, citamos o “Lema de
Lucas”.

Lema 2.13 (Lema A.6 em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008)).
ˆ

nph

ph

˙

” n mod p.



Capítulo 2. Quase-classicalidade de curvas maximais 60

O conhecimento de um semigrupo de Weierstrass em pontos Fq2´maximais,
também é outro método para calcular ε2.

Proposição 2.14. Seja X uma curva Fq2´maximal com dimensão de Frobenius igual a
3. Se X é não quase-clássica então existe Q P X pFq2q tal que m1pQq ď q ´ 2.

Demonstração: Pelo Lema 3.7 em (COSSIDENTE; KORCHMÁROS; TORRES,
1999) existe um ponto P P X pFq2q tal que m1pP q “ q`1´ε2. Como X é não quase-clássico
então ε2 ě 3. Portanto m1pP q ď q ´ 2. ˝

Observamos que a recíproca não é válida no resultado acima, isto é, se existe
um ponto Fq2´maximal com primeira não-gap igual a q ´ 2 não necessariamente teremos
não quase-classicalidade. Basta considerar a curva GK sobre F64, a qual tem dimensão
Frobenius 3, existe um ponto com semigrupo de Weierstrass gerado por x6, 8, 9y mas é
quase-clássica.

Fph´maximalidade e não quase-classicalidade, com h “ 4, 6

Quando nos restringimos a estudar curvas Fp4´maximais ou Fp6´maximais
com dimensão Frobenius 3 não quase-clássicas podemos explicitar o valor de ε2, onde p é
um primo.

Proposição 2.15. Seja X uma curva Fp4´maximal de gênero g ą 0 com dimensão
Frobenius 3 que não é quase-clássica. Então ε2 “ p e p ě 3.

Demonstração: Por hipótese 3 ď ε2 ă p2. Se p “ 2 então segue que ε2 “ 3. Pela
Proposição 2.10, g “ 1. Assim degpSq “ 95, #X pF16q “ 25 e vP pSq ě 4 para todo
P racional de X . Uma contradição, pois degpSq ě 4 ¨ 25. Suponha p ě 3. Se ε2 ă p

então teríamos ε2 ´ 1, ε2 ´ 2, ..., 1 P E , isto é, ε2 “ 2, uma contradição. Portanto ε2 ě p.
Seja ε2 “ ps ` r com s, r P N tal que 0 ď r ă p. Se r ą 0 então ε2 ´ 1 P E , pois
ˆ

ε2

ε2 ´ 1

˙

“ ε2 “ ps` r ı 0 mod p. Portanto ε2 “ ps. Como ε2 ă ε3 “ p2 então s ă p. Se

s ě 2, usando o Lema 2.13 segue que
ˆ

ps

p

˙

ı 0 mod p então p P E “ t0, 1, ps, p2
u uma

contradição. Logo ε2 “ p. ˝

Proposição 2.16. Seja X uma curva Fp6´maximal de gênero g ą 0 com dimensão
Frobenius 3 que não é quase-clássica. Então ε2 “ p ou ε2 “ p2.

Demonstração: Por hipótese, ε2 ě p. Seja ε2 “ ps` r com s P N tal que 0 ď r ă p.
Se r ą 0 então ε2 ´ 1 P E , pois

ˆ

ε2

ε2 ´ 1

˙

“ ε2 “ ps ` r ı 0 mod p. Portanto ε2 “ ps.

Como ε2 ă ε3 “ p3 então s ă p2. Suponha que 1 ă s ă p então
ˆ

ps

p

˙

ı 0 mod p, isto

é, p P E “ t0, 1, ps, p3
u. Uma contradição. Portanto s “ 1 ou s ě p. Logo ε2 “ p ou
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ε2 ě p2. Suponha que ε2 ě p2. Seja ε2 “ p2h` t com h P N e 0 ď t ă p2. Se p ď h, como
ε2 ă ε3 “ p3 daí t ă p2

pp´ hq ď 0. Absurdo. Logo p ą h.

• Suponha que t ą 0. Se t ă p assim
ˆ

ε2

ε2 ´ 1

˙

“ p2h ` t ı 0 mod p logo ε2 ´ 1 P

E “ t0, 1, ε2, p
3
u. Um absurdo. Portanto t ě p. Escrevendo t “ pa` b com a P N e

0 ď b ă p. Daí ε2 “ p2h`t “ p2h`pa`b. Se b ą 0 teremos
ˆ

ε2

ε2 ´ 1

˙

” b mod p, isto

é, ε2´1 P E “ t0, 1, ε2, p
3
u uma contradição. Logo ε2 “ p2h`pa com 1 ď a ă ppp´hq.

Como
ˆ

p2h` pa

pa

˙

ı 0 mod p teríamos pa P E , isto é, t “ a “ 0, um absurdo.

Logo t “ 0 então teríamos
ˆ

p2h

p2

˙

ı 0 mod p o que implicaria p2
P E “ t0, 1, p2h, p3

u.

Portanto ε2 “ p2. ˝

Com a classificação a seguir podemos tentar construir curvas computacional-
mente utilizando os resultados de Fanali-Giulietti-Platoni, em busca de construir mais
exemplos de curvas maximais não quase-clássicas, para q pequeno, ou verificar a não
existência de tais curvas.

Teorema 2.17. Seja X uma curva Fq2´maximais com dimensão Frobenius 3 com q ď 29,
q potência de um primo. Considere as seguintes situações

(i) se q “ g “ 9;

(ii) se q “ 16 e g “ 24;

(iii) se q “ 25 e g P t49, 50u;

(iv) se q “ 27 e g P r85, 109s.

Se não estamos em nenhum dos casos anteriores, então X é quase-clássica.

Demonstração: Como X é sempre Frobenius quase-clássica temos que o divisor de
Frobenius implica que

p1` qqp2g ´ 2q ` pq2
` 3qpq ` 1q ě pε2 ` 1q

`

p2g ´ 2qq ` pq ` 1q2
˘

(2.8)

e o divisor de ramificação R implica que

g ě
p1` qqpq ´ 3q

2p1` ε2q
` 1 (2.9)

Suponha que q “ p2 então pela Proposição 2.15 teremos ε2 “ p assim em (2.8) obtemos

g ď
pp2 ` 1qpp4 ´ p3 ´ p2 ´ p` 2q

2pp3 ´ 1q ` 1 (2.10)
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Aplicando (2.9) e (2.10) para p “ 3 obtemos g “ 9 e p “ 5 temos g P t49, 50u. Suponha
que q “ p3 então segue da Proposição 2.15 que ε2 “ p ou ε2 “ p2. Se ε2 “ p então

p6 ´ 2p3 ` 3
2p1` pq ` 1 ď g ď

pp3 ` 1qpp6 ´ p4 ´ p3 ´ p` 2q
2pp4 ´ 1q ` 1. (2.11)

Observamos que para q “ 16 temos

Mp162
q Ď r0, 34s Y r36, 40s Y t56u Y t120u.

Além disso, Proposição 4.2 de (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018), sabemos
que 36, 37 R Mp162

q. Então ε2 P t2, 4, 8u. Assim 14 ď g ď 56. Suponha ε2 “ 8 então
degpSq ě 9 ¨ #X pF162q, isto é, g ď 8, um absurdo. Portanto ε2 P t2, 4u. Segue de (2.7)
que g R r25, 37s. Para g P t38, 39, 40, 56u aplicamos o Teorema 2.8 e obtemos quase-
classicalidade. (Observamos que os casos g “ 38, 39 ainda não se sabe se tais curvas
existem, mas se existirem serão quase-clássicas com dimensão Frobenius 3). Suponha não

quase-classicalidade. Então ε2 “ 4. Usando o divisor de Ramificação temos g ě q2 ´ 2q ` 7
10 .

Logo g “ 24. ˝

Observação 2.18. Seja X uma curva F81´maximal de gênero 9. Então temos duas
possibilidades para sua dimensão Frobenius r, a saber, r “ 3 ou 4. Em (ABDÓN; TORRES,
2005) é observado que:

(i) se r “ 3 então X é não quase-clássico (ε2 “ 3);

(ii) se r “ 4 então X é quase-clássico.

No caso (ii) sabemos que existe um exemplo de curva definida pela equação

X3
`X “ aZ10

com a P F81 tal que a8
“ ´1. No caso (i) ainda não é conhecido um exemplo de curva

para esta situação. Uma alternativa para tentar construir uma curva satisfazendo (i) é
utilizar os resultados em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012) (a ser exposta no
Capítulo 3). Seja X tal curva. Usando o Lema 2.14, existe um ponto P em X que é
F81´racional tal que a primeira não-gap não nula em P é igual a 7. Seja π um plano
tangente não osculante a X definido sobre F81. Então pelos resultados teríamos que a curva
X é F81´birracionalmente equivalente a curva plana com equação Z10

“ X9
`X`λξpX,Zq

onde λ P F˚81 e ξpX,Zq é um polinômio definido sobre F81 de grau 7, obtido como o produto
de polinômios lineares L1pX,Zq

m1 , ..., LdpX,Zq
md onde as retas com equação LipX,Zq “ 0

são as retas tangentes da curva Hermitiana Z10
“ X9

`X em certos dpą 0q pontos (não
necessariamente distintos) e satisfazendo m1 ` ...`md “ 7.
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2.2 Dimensão Frobenius 4
Seja X uma curva Fq2´maximal e seja D sua série de Frobenius de dimensão 4.

As ordens de Frobenius neste caso são V : ν0 “ 0 ă ν1 “ 1 ă ν2 ă ν3 “ q e as D´ordens
são 0 “ ε0 ă 1 “ ε1 ă ε2 ă ε3 ă ε4 “ q.

2.2.1 Condições necessárias para não quase-classicalidade

Sabemos que existe 1 ă I ď 3 tal que V “ EztεIu, isto é, podemos ter um dos
dois casos:

(i) ν2 “ ε2.

(ii) ν2 “ ε3.

Observação 2.19. Se temos Frobenius quase-classicalidade então estamos no caso (i).
Se estamos na situação (ii) então temos não Frobenius quase-classicalidade.

Observação 2.20. Seja X uma curva Fp2´maximal com dimensão Frobenius 4. Supondo
o caso (ii), obtemos ε3 “ pm com 1 ď m ă p. Primeiramente observamos que p ą 2. Pelo
Critério p´ádico e Lema de Lucas segue que p P E. Temos as possibilidades:

(iia) ε2 “ p, ε3 “ pm com 1 ă m ă p, isto é, não quase-classsicalidade. Como p ‰ 2,

como
ˆ

mp

pm´ 1qp

˙

ı 0 mod p aplicando o Critério p´ádico vemos que então m “ 2,
isto é, ε3 “ 2p.

(iib) p “ 3 e quase-classicalidade.

O resultado a seguir caracteriza quando maximalidade e quase-classicalidade
implicam Frobenius quase-classicalidade para dimensão Frobenius igual a 4.

Lema 2.21. Seja q ı 0 mod 3. Seja X uma curva Fq2´maximal quase-clássica de gênero
g e dimensão Frobenius 4. Então X é Frobenius quase-clássica.

Demonstração: No caso (ii) teríamos ν2 “ 3 e como q ı 0 mod 3 então teríamos
2 P V o que seria um absurdo. Logo estamos na situação (i), isto é, ν2 “ ε2 “ 2. A
maximalidade implica ν3 “ q. ˝

Seja S o divisor de Frobenius de X . Para cada P P X pFq2q temos

vP pSq ě ε2 ` ε3 ´ ν2 ` 1.

No caso (i) teremos vP pSq ě ε3 ` 1 e no caso (ii) teremos vP pSq ě ε2 ` 1 para cada
P P X pFq2q.
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Lema 2.22. Seja X uma curva Fq2´maximal com dimensão Frobenius 4 e Frobenius
quase-clássica de gênero g. Se

g ă
q2 ´ 3q ` 8

12 .

então X é não quase-clássica.

Demonstração: Por hipótese estamos no caso (i). Neste caso ε2 “ 2. Suponha que
temos quase-classicalidade, isto é, εi “ i para 0 ď i ď 3 e ε4 “ q. Então usando (1.3), grau
o divisor de ramificação de D0 “ g4

q`1 será degpRq “ p6` qqp2g ´ 2q ` 5pq ` 1q e usando a
maximalidade obtemos 6p2g ´ 2q ě p1` qqpq ´ 4q. ˝

Proposição 2.23. Seja q ı 0 mod 2. Seja X uma curva Fq2´maximal Frobenius quase-
clássica de gênero g ą 1 com dimensão Frobenius 4. Se

p5q ´ 3qp2g ´ 2q ą p1` qqpq2
´ 6q ´ 2q

então X é quase-clássica.

Demonstração: Estamos na situação (ii), logo para todo P P X pFq2q temos vP pSq ě
ε3 ` 1. Se X for não quase-clássica então ε3 ě 4. Como q é ímpar então ε3 ě 5. Logo
vP pSq ě 6 para todo P racional de X . Logo

p3` qqp2g ´ 2q ` pq2
` 4qpq ` 1q ě 6qp2g ´ 2q ` 6p1` qq2.

Isto implica que p5q´ 3qp2g´ 2q ď p1` qqpq2
´ 6q´ 2q. Absurdo. Logo X é quase-clássica.

˝

Analisando o semigrupo de Weierstrass, segue da Proposição 1.66 que

m3pP q “ q e m4pP q “ q ` 1 para todo P ponto Fq2 ´ racional (2.12)

de uma curva maximal sobre Fq2 com dimensão Frobenius 4.

Exemplo 2.24. A curva dada pela equação

Y 51
“ XpX ` 1q15

tem gênero 24 é F162´maximal e existe P ponto F162´racional com semigrupo de Wei-
erstrass igual x10, 13, 16, 17y. Assim de (2.12) segue que m3pP q “ 16 logo sua dimensão
Frobenius é 4. Neste caso, j0pP q “ 0, j1pP q “ 1, j2pP q “ 4, j3pP q “ 7 e j4pP q “ 17.
Segue do Corolário 1.41 que

ν2 ď j3pP q ´ 1 “ 6.

Como a característica é 2 temos ν2 “ 2. Sabemos que ε2 “ 2 e como ε3 ď j3pP q “ 7 então
ε3 P t3, 4u.
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Um comportamento como observado na Proposição 2.10, entre o números de
Castelunovo, não se mantem de maneira análoga: se c0p5q ă g ď c0p4q não necessariamente

teremos dimensão Frobenius 4. Observamos que c0p4q “
pq ´ 1qpq ´ 2q

6 e c0p5q :“ pq ´ 2q2
8 .

Teorema 2.25. Seja X uma curva maximal sobre Fq2 de gênero g tal que c0p5q ă g ď c0p4q.
Se q ı 0 mod 3 e

p4q ´ 1qp2g ´ 2q ą pq ` 1qpq2
´ 5q ´ 2q

então X tem dimensão Frobenius igual a 4. Em particular, quando q ” 0 mod 3 então
p3q ´ 1qp2g ´ 2q ď pq ` 1qpq2

´ 4q ´ 1q.

Demonstração: Seja r a dimensão Frobenius de X . Por Teorema 2.3 temos r ‰ 2.
Se r ě 5 então pela Cota de Castelnuovo temos que g ď c0p5q. Absurdo. Nas hipóteses
iniciais sobre q, se r “ 3 então pela Proposição 1.75 obtemos g ě c0p4q`

q ` 1
6 , o que seria

uma contradição. Logo r “ 4. Se q ” 0 mod 3 e p3q ´ 1qp2g ´ 2q ą pq ` 1qpq2
´ 4q ´ 1q,

segue o resultado pela Proposição 1.75. ˝

Assumindo quase-classicalidade podemos obter a existência de um ponto
Fq2´racional com semigrupo de Weierstrass específico, como no resultado a seguir.

Proposição 2.26. Seja q ě 7. Seja X uma curva Fq2´maximal quase-clássica de gênero
g ą 1 com dimensão Frobenius 4. Então existe P P X pFq2q tal que

m1pP q “ q ´ 2 e m2pP q “ q ´ 1.

Em particular, q ´ 3 ď g ď c0p4q.

Demonstração: Para todo P P X pFq2q temos vP pRq ě 2pq´ 1q ´ pm1pP q `m2pP qq.
Suponha que m1pP q `m2pP q ď 2q´ 4 para todo P P X pFq2q. Assim vP pRq ě 2 para todo
P P X pFq2q. Pela quase-classicalidade temos degpRq “ p6 ` qqp2g ´ 2q ` 5pq ` 1q. Disto
segue que p2g ´ 2qpq ´ 6q ă p1` qqp3´ 2qq ă 0 isto é, q ă 6 um absurdo. Portanto existe
P 1 P X pFq2q tal que m1pP

1
q `m2pP

1
q ě 2q ´ 3. Pela maximalidade m3pP

1
q “ q assim

2q ´ 3 ď m1pP
1
q `m2pP

1
q ď m1pP

1
q ` q ´ 1

logo m1pP
1
q ě q ´ 2. Portanto m1pP

1
q “ q ´ 2 e m2pP

1
q “ q ´ 1. Como a dimensão

Frobenius é igual a 4 então g ď c0p4q. Pelo Teorema 2.25 existe P P X pFq2q tal que
m1pP q “ q ´ 2, m2pP q “ q ´ 1 e m3pP q “ q. Logo r1, q ´ 3s Ď GpP q. ˝

Alguns casos em que o gênero é igual a q´ 3, ainda não sabemos se existe uma
curva Fq2´maximal com tal gênero. Observamos que para o caso q “ 7, já se sabe que
4 RMp72

q, por (KUDO; HARASHITA, 2017). Já é conhecido que

t0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 28u ĎMp82
q Ď r0, 10s Y t12u Y t28u

Resta saber se 5 pertence ou não a Mp82
q. Mas se tal curva existir podemos obter algumas

informações sobre ela, estudando a família de curvas Fq2´maximais de gênero q ´ 3.



Capítulo 2. Quase-classicalidade de curvas maximais 66

Observação 2.27. Considere X curva Fq2´maximal de gênero q ´ 3 e dimensão de
Frobenius igual a 4. Então se q ě 13 teremos não quase-classicalidade. De fato, caso
contrário teríamos uma contradição com degpRq ě #X pFq2q. Em geral

p1` ν2 ` qq2pq ´ 4q ` pq2
` 4qpq ` 1q ě pε2 ` ε3 ´ ν2 ` 1q

`

2pq ´ 4qq ` p1` qq2
˘

.

Para q ď 11 com não quase-clássica temos apenas q “ 9 e E “ t0, 1, 3, 4, 9u e V “

t0, 1, 3, 9u. Além disso, pela Proposição 2.26, segue que existe P 1 P X pFq2q tal que m1pP
1
q “

g ` 1 e m2pP
1
q “ g ` 2. Portanto, estas curvas quase-clássicas também serão clássicas

(com respeito ao sistema canônico).

Algumas família de curvas que podem ser estudadas para tentar responder se
existe uma curva F64´maximal de gênero 5. Por exemplo, as curvas trigonais F64´maximais,
já que estas são clássicas (VIANA, 1989).

Corolário 2.28. Seja X uma curva F64´maximal de gênero 5. Então X é não hiperelíptica
com dimensão Frobenius 4, quase-clássica, Frobenius quase-clássica e clássica com respeito
ao sistema canônico.

2.3 Curvas Hurwitz: quase-classicalidade e não quase-classicalidade
Considere q uma potência de um primo p ą 0. A curva Hurwitz de grau

n` 1 é uma curva plana não singular dada pela equação

Cn : XY n
` Y Zn

`XnZ “ 0

onde pn2
´ n ` 1q ı 0 mod p. Sabemos que quando q ` 1 ” 0 mod pn2

´ n ` 1q, a
curva Cn é coberta sobre Fq2 pela curva Hermitiana Hq. Em particular, Cn é Fq2´maximal
nesta hipótese. Além disso, o semigrupo de Weierstrass de Cn no ponto p0, 1, 0q é gerado
pelo conjunto S :“ tspn ´ 1q ` 1 : s “ 1, ..., nu, veja Lema 10.76 e Lema 10.77 em
(HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008). Quando n “ p, segue de tais lemas
que a curva Cp é Fp6´maximal de gênero ppp´ 1q{2 e tem semigrupo de Weierstrass em
P0 :“ p0, 1, 0q gerado pelo conjunto

t0, p, 2p´ 1, 3p´ 2, 4p´ 3, ..., p2
´ pp´ 1qu. (2.13)

Seja D0 “ grp3`1 a série de Frobenius de Cp sobre Fp6 . Queremos estudar o comportamento
de suas D0´ordens. Vamos mostrar que

εi “ i para i ď r ´ g ` 2p´ 4 e νi “ i para i ď r ´ g ` p´ 3 para a curva Cp.

Observamos que segue da Proposição 1.6.6, em (STICHTENOTH, 2009), que
neste caso teremos

mgpP q “ 2g “ p2
´ p, para todo P ponto Fp6 ´ racional de Cp. (2.14)
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Proposição 2.29. A série Frobenius da curva Cp sobre Fp6 temos dimensão igual a
p3
´ g ` 1 e grau p3

` 1.

Demonstração: Seja r a dimensão Frobenius de Cp. Observamos que se r ´ 1 ď g

então para todo P P Cp teríamos pela maximalidade que

p3
“ mr´1pP q ď mgpP q.

Mas segue de (2.14), um absurdo. Portanto r´ 1 ą g, assim mr´1pP q “ 2g`pr´ 1´ gq “
g ` r ´ 1 para todo P P Cp. Novamente pela maximalidade obtemos r “ p3

´ g ` 1. ˝

Como P0 P Cp e m1pP0q “ p então pela maximalidade jr´1pP0q “ p3
` 1 ´

m1pP0q “ p3
´ p` 1. Além disso, p3

´ ppp´ 1q{2 “ r ´ 1 ď εr´1 ď jr´1pP0q “ p3
´ p` 1

logo 2p3
´ ppp´ 1q ď 2εr´1 ď 2p3

´ 2p` 2, isto é,

pp3´ pq “ 2p´ ppp´ 1q ď 2εr´1 ´ 2p3
` 2p ď 2. (2.15)

Proposição 2.30. As curvas Cp são quase-clássica sobre Fp6 com p P t2, 3u.

Demonstração: Como p “ 2 então por (2.15) temos ε7 “ 7. Portanto, εi “ i,
i ď r ´ 1. Como p “ 3 então por (2.15) temos εr´1 “ p3

´ p ou εr´1 “ p3
´ p` 1, isto é,

ε24 “ 24 ou 25. Como HpP0q “ x3, 5, 7y então para i ě 2 temos

j25´ipP0q “ 28´mipP0q “ 28´ pg ` iq “ 25´ i

então ε25´i ď j25´ipP0q “ 25´ i para i ě 2, isto é, εi “ i para i “ 0, 1, 2, 3, ..., 23. Suponha
que ε24 “ 25. Pelo Critério p´ádico segue que ε23 “ 24. Absurdo. Logo ε24 “ 24. Além
disso, pela maximalidade ε25 “ p3

“ 27. Portanto, C3 é quase-clássica. ˝

Vamos assumir p ě 5. Sabemos que r1, p´ 1s Ď GpP0q e

rkp` 1, pk ` 1qp´ pk ` 1qs Ď GpP0q, para 1 ď k ď p´ 3.

Por contagem obtemos

GpP0q “ r1, p´1sYrp`1, 2p´2sYr2p`1, 3p´3sY...Yrp2
´3p`1, p2

´3p`2sYtp2
´2p`1u.

Proposição 2.31. A curva Cp tem o seguinte comportamento das D0´ordens:

εi “ i, para i “ 0, 1, ..., r ´ g.

As Frobenius ordens satisfazem νi “ i, para i “ 0, 1, ..., r ´ g ´ 1.

Demonstração: Em geral, para a curva Cp temos para i ě g

jr´ipP0q “ p3
` 1´mg`pi´gqpP0q “ p3

` 1´ i´ g “ r ´ i.

Como εr´i ď jr´ipP0q “ r´ i para g ď i ď r e como νr´i´1 ď jr´ipP0q´ j1pP0q “ r´ i´1.
Assim εr´i “ r ´ i para g ď i ď r e νr´i´1 “ r ´ i´ 1 para g ď i ď r ´ 1. ˝
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Teorema 2.32. Seja p ą 3. A curva Cp tem a seguinte propriedade para as D0´ordens:

εi “ i para i ď r ´ g ` 2p´ 4.

As Frobenius ordens satisfazem νi “ i para i ď r ´ g ` p´ 3. Além disso, V “ EztεIu com
I “ r ´ g ` p ´ 2 ou I ą r ´ g ` 2p ´ 5 e εr´g`2p´3 P tr ´ g ` 2p ´ 3, r ´ g ` 2p ´ 1u,
νr´g`2p´4 P tr ´ g ` 2p´ 4, r ´ g ` 2p´ 3, r ´ g ` 2p´ 2, r ´ g ` 2p´ 1u.

Demonstração: Sabemos que para 1 ď k ď p´ 1 temos que

pp´ pk ` 1qqp, kpp´ 1q ` 1 P HpP0q

logo p2
´ p´ pk ´ 1q “ pp´ k ´ 1qp` kpp´ 1q ` 1 P HpP0q. Como mgpP0q “ p2

´ p, por
(2.14), então mg´1pP0q “ p2

´ p´ 1, mg´2pP0q “ p2
´ p´ 2, ...,mg´pp´2qpP0q “ p2

´ 2p` 2.
Portanto para k “ 1, 2, ..., p´ 1 temos mg´kpP0q “ p2

´ p´k “ 2g´k, k “ 0, 1, ..., p´ 2.
Isto implica que para k “ 0, 1, 2, ..., p´ 2 temos

jr´g`kpP0q “ p3
` 1´mg´kpP0q “ 1` p3

´ 2g ` k “ r ´ g ` k.

Portanto εr´g`k “ r ´ g ` k para k “ 0, 1, 2, ..., p´ 2. Além disso, para k “ 0, 1, ..., p´ 2
temos

νr´g`k´1 ď jr´g`kpP0q ´ 1 “ r ´ g ` k ´ 1,

logo νr´g`k´1 “ r ´ g ` k ´ 1 para k “ 0, 1, ..., p´ 2. Isto é,

νi “ i, para i “ r ´ g ´ 1, r ´ g, ..., r ´ g ` p´ 3.

Observamos que o intervalo rp2
´ 3p` 3, p2

´ 2ps Ă HpP0q e mg´p`2pP0q “ p2
´ 2p` 2 é

o condutor de HpP0q, logo mg´2p`kpP0q “ 2g ´ 2p` pk ´ 1q, para k “ 4, ..., p` 1. Assim
para k “ 4, ..., p` 1 temos

jr´g`2p´kpP0q “ 1` p3
´mg´2p`kpP0q “ r ` g ´ 2g ` 2p´ k ` 1 “ r ´ g ` 2p´ k ` 1.

Isto é, jipP0q “ i`1 para i P tr´g`2p´3, ..., r´g`pu. Portanto εr´g`2p´k P tr´g`2p´
k, r´g`2p´k`1u para k “ 4, ..., p`1. Em particular, εr´g`p´1 P tr´g`p´1, r´g`pu.
Se supormos que εr´g`p´1 “ r ´ g ` p então como

ˆ

r ´ g ` p

r ´ g ` p´ 1

˙

“ r ´ g ` p “ p3
´ p2

` 2p` 1 ” 1 mod p

segue que r ´ g ` p ´ 1 P E , isto é, εr´g`p´2 “ r ´ g ` p ´ 1. Uma contradição, pois
εr´g`p´2 “ r ´ g ` p´ 2. Portanto, εr´g`p´1 “ r ´ g ` p´ 1. Analogamente, εr´g`p`i “
r ´ g ` p` i com i “ 0, 1, ..., p´ 4. Além disso, para k “ 4, ..., p` 1 temos νr´g`2p´k´1 P

tr ´ g ` 2p ´ k ´ 1, r ´ g ` 2p ´ k.u. Note que se νr´g`p´2 “ r ´ g ` p ´ 1 então
νr´g`2p´k´1 “ r ´ g ` 2p´ k para k “ 4, ..., p. Logo se I “ r ´ g ` p´ 2 então νi “ i` 1
para i P tr ´ g ` p´ 2, ..., r ´ g ` 2p´ 5u.
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Como rp2
´4p`4, p2

´3ps Ă HpP0q e comomg´2p`4pP0q “ 2g´2p`3 “ p2
´3p`3

então mg´2p`3´kpP0q “ 2g ´ 2p´ k para k “ 0, 1, ..., p´ 4. Assim para k “ 0, 1, ..., p´ 4
tem-se

jr´g`2p´3`kpP0q “ 1` p3
´mg´2p`3´k “ r ` g ´ 2g ` 2p` k “ r ´ g ` 2p` k.

Isto é, jipP0q “ i`3 para i “ r´g`2p, ..., r´g`3p´4. Portanto para k “ 0, 1, ..., p´4
temos

εr´g`2p`k´3 P tr ´ g ` 2p` k ´ 3, r ´ g ` 2p` k ´ 2, ..., r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2pu.

Em particular,

εr´g`2p´3 P tr ´ g ` 2p´ 3, r ´ g ` 2p´ 2, r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2pu, (2.16)
εr´g`2p´2 P tr ´ g ` 2p´ 2, r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1u, (2.17)
εr´g`2p´1 P tr ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1, r ´ g ` 2p` 2u, (2.18)
εr´g`2p P tr ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1, r ´ g ` 2p` 2u. (2.19)

Supondo que εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p, como
ˆ

r ´ g ` 2p
r ´ g ` 2p´ 1

˙

“ r ´ g ` 2p “ p3
´ p2

` 3p` 1 ” 1 mod p.

logo εr´g`2p´4 “ r´g`2p´1 uma contradição. Se admitimos que εr´g`2p´3 “ r´g`2p´2,
então

ˆ

r ´ g ` 2p´ 2
r ´ g ` 2p´ 3

˙

“ r ´ g ` 2p´ 2 “ p3
´ p2

` 3p´ 1 ” ´1 mod p

segue que εr´g`2p´4 “ r´ g ` 2p´ 3 uma contradição. Portanto εr´g`2p´3 P tr´ g ` 2p´
3, r´g`2p´1u. Note que νr´g`2p´4 P tr´g`2p´4, r´g`2p´3, r´g`2p´2, r´g`2p´1u.
˝

Casos particulares

Observação 2.33. Se p “ 5 então εi “ i para i ď 112 e νi “ i para i ď 108. Sabemos que

HpP0q “ t0, 5, 9, 10, 13, 14, 15, 17, ÞÑu.

Assim j110pP0q “ 111, j111pP0q “ 112, j112pP0q “ 113, j113pP0q “ 116, j114pP0q “ 117 e
j115pP0q “ 121. Pelo Critério p´ádico temos ε113 “ 113, ε114 P t114, 115, 116u e ε115 P

t115, 116, 117, 120u. E ν109 “ 109, ν110 “ 110, ν111 “ 111, ν112 “ 112, ν113 P t113, 115, 116u
e ν114 P t114, 115, 116, 117, 120u. Assim ε113 “ 113, ε114 ‰ 116.

Se ν112 “ 115 então ν113 “ 116 e ν114 P t117, 120u. Como

pt0, 1, ..., 113u Y tε114, ε115, 125uq ztεIu “ EztεIu “ t0, 1, ..., 111u Y t115, 116, ν114, 125u
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segue um absurdo. Logo ν112 “ 112. Assim ν113 P t113, 115u. Suponha que ν113 “ 113 então
ν114 P t114, 115u. Logo ν114 “ ε115 “ 115 ou ν114 “ ε114 “ 114. Suponha que ν113 “ 115
então ε114 “ ν113 “ 115 e ν114 “ ε115 P t116, 120u. Daí

E : t0, 1, ..., 113, 114, 115u Y t125u e V : Eztγu com γ P t114, 115u
ou E : t0, 1, ..., 113u Y t115, µ, 125u e V : Ezt113u com µ P t116, 120u

Portanto se C5 é quase clássica então γ “ 115.

Corolário 2.34. Se p ą 5 então r´ g` 2p´ 1, r´ g` 2p, ..., r´ g` 3p´ 7 P E . Se p “ 7
então r0, 1, ..., 312u Y t315, 316u Ď E.

Demonstração: Se εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 7 então εi “ i para i ď r ´ g ` 3p´ 7.

Suponha que εr´g`3p´7 “ r´ g` 3p´ 6. Assim εr´g`3p´k “ r´ g` 3p´ k` 1,
para 8 ď k ď p` 1. Em particular, εr´g`2p´1 “ r´ g` 2p. Logo εr´g`2p´2 “ r´ g` 2p´ 1.
Suponha que εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p ´ 5. Assim εr´g`3p´k “ r ´ g ` 3p ´ k ` 2, para
8 ď k ď p ` 2. Em particular, εr´g`2p´2 “ r ´ g ` 2p. Logo εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p ´ 1.
Suponha que εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p ´ 4. Assim εr´g`3p´k “ r ´ g ` 3p ´ k ` 3 para
8 ď k ď p ` 3. Em particular, εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p. Logo εr´g`2p´4 “ r ´ g ` 2p ´ 1.
Contradizendo o Teorema 2.32. ˝

Corolário 2.35. Se p ą 7 então r ´ g ` 3p´ 1, r ´ g ` 3p, ..., r ´ g ` 4p´ 10 P E.

Demonstração: Segue da demonstração do Teorema 2.32 que mg´3p`6pP0q “ p2
´4p

e que rp2
´ 5p ` 4, p2

´ 4ps Ď HpP0q. Assim segue que mg´4p`10`kpP0q “ p2
´ 5p ` 4 `

k, com k P t0, 1, ..., p´ 4u. Logo para k P t0, 1, ..., p´ 4u temos

jr´g`4p´10´kpP0q “ 1` p3
´ p2

` 5p´ 4´ k “ pr ´ g ` 4p´ 10´ kq ` 6.

Assim para k P t0, 1, ..., p ´ 4u obtemos εr´g`4p´10´k P tr ´ g ` 4p ´ 10 ´ k, ..., r ´

g ` 4p ´ 10 ´ k ` 6u. Em particular, εr´g`3p´6 P tr ´ g ` 3p ´ 6, ..., r ´ g ` 3pu. Se
εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 10 então εi “ i para i ď r ´ g ` 4p´ 10.

• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 9. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 1, com 11 ď k ď p` 1.

Em particular, εr´g`3p´1 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´2 “ r ´ g ` 3p´ 1.

• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 8. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 2, com 11 ď k ď p` 2.

Em particular, εr´g`3p´2 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´3 “ r ´ g ` 3p´ 1.
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• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 7. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 3, com 11 ď k ď p` 3.

Em particular, εr´g`3p´3 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´4 “ r ´ g ` 3p´ 1.

• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 6. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 4, com 11 ď k ď p` 4.

Em particular, εr´g`3p´4 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´5 “ r ´ g ` 3p´ 1.

• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 5. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 5, com 11 ď k ď p` 5.

Em particular, εr´g`3p´5 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´6 “ r ´ g ` 3p´ 1.

• Suponha que εr´g`4p´10 “ r ´ g ` 4p´ 4. Então

εr´g`4p´k “ r ´ g ` 4p´ k ` 6, com 11 ď k ď p` 6.

Em particular, εr´g`3p´6 “ r ´ g ` 3p. Logo εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 1. ˝

Considere o intervalo

Ik “ rr ´ g ` kp´ 1, r ´ g ` pk ` 1qp´ p3k ` 1qs (2.20)

para 2 ď k ă
p

3.

Lema 2.36. Se p ą 5 então Ik Ď HpP q para 2 ď k ă
p

3 .

Demonstração: Para 1 ď k ă p considere Hk :“ rp2
´ kp` k, p2

´ pk ´ 1qps. Segue
de (2.13) e da demonstração do Teorema 2.32 que Hk Ă HpP q para 1 ď k ă p e como

mg´p`1´jpP0q “ pg ´ p` 1´ jq ` pg ´ 1q para 0 ď j ď p´ 3,
mg´p`1´jpPqq “ pg ´ p` 1´ jq ` pg ´ 3q para p´ 2 ď j ď 2p´ 6,
mg´p`1´jpP0q “ pg ´ p` 1´ jq ` pg ´ 6q para 2p´ 5 ď j ď 3p´ 10,

...
mg´p`1´jpP0q “ pg ´ p` 1´ jq ` pg ´ pg ´ 2p` 3qq para g ´ p´ 2 ď j ď g ´ p´ 1

m1pP0q “ pg ´ p` 1´ jq ` pg ´ pg ´ 2p` 2qq “ p.

Assim para k “ 0, 1, ..., p´ 4 tem-se

jr´g`2p´3`kpP0q “ 1` p3
´mg´2p`3´k “ r ` g ´ 2g ` 2p` k “ r ´ g ` 2p` k.
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Isto é, jipP0q “ i`3 para i “ r´g`2p, ..., r´g`3p´4. Portanto para k “ 0, 1, ..., p´4
temos εr´g`2p`k´3 P tr ´ g ` 2p` k ´ 3, r ´ g ` 2p` k ´ 2, ..., r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2pu.
Em particular,

εr´g`2p´3 P tr ´ g ` 2p´ 3, r ´ g ` 2p´ 2, r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2pu,
εr´g`2p´2 P tr ´ g ` 2p´ 2, r ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1u,
εr´g`2p´1 P tr ´ g ` 2p´ 1, r ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1, r ´ g ` 2p` 2u,
εr´g`2p P tr ´ g ` 2p, r ´ g ` 2p` 1, r ´ g ` 2p` 2u.

Supor que εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p. Como
ˆ

r ´ g ` 2p
r ´ g ` 2p´ 1

˙

“ r ´ g ` 2p “ p3
´ p2

` 3p` 1 ” 1 mod p.

logo εr´g`2p´4 “ r ´ g ` 2p´ 1 uma contradição. Supor que εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p´ 2.
Como

ˆ

r ´ g ` 2p´ 2
r ´ g ` 2p´ 3

˙

“ r ´ g ` 2p´ 2 “ p3
´ p2

` 3p´ 1 ” ´1 mod p

logo εr´g`2p´4 “ r´ g` 2p´ 3 uma contradição. Portanto εr´g`2p´3 P tr´ g` 2p´ 3, r´
g ` 2p´ 1u. Se εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 7 então εi “ i para i ď r ´ g ` 3p´ 7. Suponha
que εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 6. Assim

εr´g`3p´k “ r ´ g ` 3p´ k ` 1, para 8 ď k ď p` 1.

Em particular, εr´g`2p´1 “ r ´ g ` 2p. Logo εr´g`2p´2 “ r ´ g ` 2p ´ 1. Suponha que
εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 5. Assim

εr´g`3p´k “ r ´ g ` 3p´ k ` 2, para 8 ď k ď p` 2.

Em particular, εr´g`2p´2 “ r ´ g ` 2p. Logo εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p ´ 1. Suponha que
εr´g`3p´7 “ r ´ g ` 3p´ 4. Assim

εr´g`3p´k “ r ´ g ` 3p´ k ` 3, para 8 ď k ď p` 3.

Em particular, εr´g`2p´3 “ r ´ g ` 2p. Logo εr´g`2p´4 “ r ´ g ` 2p´ 1. Contradizendo o
Teorema 2.32. Portanto o intervalo definido em (2.20), satisfaz I2 Ď HpP q. ˝

Teorema 2.37. Seja p ą 5 primo. Se

I ‰ r ´ g ` 2p` kp´ 2 para todo k P Z, 2k ď p´ 5

então Cp é não quase-clássica.

Demonstração: Suponha que Cp seja quase-clássica. Suponha que I ď r´g`2p´4.
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• Se I “ r´ g` p´ 2 então como I ` p ď r´ 2 segue que νI`p´1 “ εI`p “ I ` p. Pelo

Critério p´ádico segue que
ˆ

I ` p

I

˙

ı 0 mod p, assim I P V absurdo.

• Se I “ r ´ g ` p´ 1 então νI “ I ` 1 ” 1 mod p e pelo Critério p´ádico segue que
I P V . Absurdo.

• Se I “ r´ g` p então νI “ I ` 1 ” 2 mod p e pelo Critério p´ádico segue que I P V .
Absurdo.

• Se I “ r ´ g ` p ` l com l P t1, ..., p ´ 4u e l ` 1 ı 0 mod p então νI “ I ` 1 “
p3
´ 2g ` p` pl ` 1q ı 0 mod p e pelo Critério p´ádico segue que I P V . Absurdo.

Portanto I ‰ r´g`p`l com l P t´1, 0, 1, ..., p´4u e l`1 ı 0 mod p. Isto é, I “ r´g`p`l

com l P t´1, 0, 1, ..., p´ 4u e l ` 1 ” 0 mod p, um absurdo.

Assim I ą r´ g`2p´4. Daí I “ r´ g`2p´3` l para l P t0, 1, ..., g´2p`1u.

• Se I “ r ´ g ` 2p´ 3` l para l P t0, 1, ..., g ´ 2p` 1u com l ´ 1 ı 0 mod p, então
νI “ I ` 1 ” pl ´ 1q mod p e pelo Critério p´ádico segue que I P V . Absurdo.

Então I “ r ´ g ` 2p´ 3` l para l P t0, 1, ..., g ´ 2p` 1u com l ´ 1 ” 0 mod p. Portanto
l “ sp` 1 com k P N e kp` 1 P t0, 1, ..., g ´ 2p` 1u, logo

I “ r ´ g ` 2p` kp´ 2 com 2k ď p´ 5, k P N.

Em particular para p ą 5 se tivermos I “ r´ g ` 2p´ 2, segue que νI`p´1 “ εI`p “ I ` p

pois I ` p ď r ´ 2. Como neste caso
ˆ

I ` p

I

˙

ı 0 mod p segue que I P V . Absurdo. ˝
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3 Mais propriedades de curvas maximais com
dimensão Frobenius 3 sobre Fq2, q ě 7

Este capítulo é motivado pela classificação de curvas maximais com dimensão
Frobenius igual a 3 através de modelos birracionalmente equivalentes sobre um corpo
finito previamente fixado, a qual surge em (FANALI; GIULIETTI, 2009). Obtemos
nesta literatura uma classificação completa sobre os corpos F16 e F25. Apresentaremos
neste capítulo uma classificação completa para curvas F49´maximais com dimensão
Frobenius 3 através de modelos birracionais sobre F49 ao utilizar resultados já conhecidos de
(FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012), (KUDO; HARASHITA, 2017) e (ARAKELIAN;
TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Um caminho natural a se seguir é a classificação completa
para curvas F64´maximais com dimensão Frobenius 3 através de modelos birracionais
sobre F64. Com este intuito, também apresentaremos neste capítulo uma classificação para
curvas F64´maximais de gênero igual a 9 ou 10, sob certas hipóteses. Enfatizamos que a
extrema importância do uso de ferramentas computacionais para tais classificações. Neste
trabalho foi utilizado o software Magma, (BOSMA; CANNON; PLAYOUST, 1997).

3.1 F49

Agora vamos trabalhar sobre o corpo F49. Seja X uma curva F49´maximal de
gênero g com dimensão Frobenius igual a 3 e seja P0 P X pF49q. Pela Proposição 1.66 segue
que m2pP0q “ 7 e m1pP0q “ 4, 5 ou 6. Então g ě 5. Neste caso g ď c0p3q “ 9 pela Cota de
Castelnuovo. Então g P t5, 6, 7, 8, 9u. Pela Proposição 1.75 deveríamos ter g ą 6. Portanto
g P t7, 8, 9u. Quando g “ 7 segue por (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012) que X é
birracionalmente equivalente sobre F49 a curva plana dada por

Y 7
´ Y X4

` ωX2
“ 0,

com ω8
“ ´1. Este resultado é obtido através de cálculos computacionais via Magma.

Quando g “ 9 “ tc0p3qu, já é conhecido pelo Teorema 2.6 que a curva X é birracionalmente
equivalente sobre F49 à curva plana dada por

Y 4
“ X7

`X.

Entretanto, somente em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018) conhecemos a
completa determinação do espectro de gêneros sobre F49, a saber,
Mp72

q “ t0, 1, 2, 3, 5, 7, 9, 21u, logo g P t7, 9u. Estes fatos nos permitem classificar as
curvas F49´maximais com dimensão Frobenius igual a 3.



Capítulo 3. Mais propriedades de curvas maximais com dimensão Frobenius 3 sobre Fq2 , q ě 7 75

Teorema 3.1. Seja X uma curva F49´maximal de gênero g com dimensão Frobenius
igual a 3. Então X é birracionalmente equivalente sobre F49 à curva plana dada por

(i) Y 4
“ X7

`X e tem gênero 9 ou

(ii) Y 7
´ Y X4

` ωX2
“ 0 com ω8

“ ´1 e tem gênero 7.

3.2 F64

Sobre F64 existem apenas alguns valores possíveis de gênero para curvas maxi-
mais. Sabemos que

t0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 28u ĎMp82
q Ď r0, 10s Y t12u Y t28u.

Aqui o único valor de gênero ainda não conhecido é o igual a 5.

Proposição 3.2. Seja X uma curva F64´maximal de gênero g e dimensão Frobenius 3.
Então g P t9, 10, 12u.

Demonstração: Primeiramente pela Cota de Castelnuovo temos que g ď c0p3q ă 13.
Seja P0 P X pF64q. Pela maximalidade m2pP0q “ 8, veja Proposição 1.66. Como 4 ď
m1pP0q ď 7 então g ě 6. Então g P r6, 12s. Observe que se g “ 6 ou 7 então pelo Teorema
2.25 segue que r “ 4. Como 8, 11 RMp82

q logo g P t9, 10, 12u. ˝

No caso em que o gênero é igual a 12, pelo Teorema 2.6 sabemos que existe
uma única curva, a menos de isomorfismo.

Teorema 3.3. Toda curva F64´maximal de gênero 12 é F64´birracionalmente equivalente
a curva plana com equação

Y 9
“ X4

`X2
`X. (3.1)

Podemos nos perguntar se é possível uma classificação para os gêneros iguais
aos valores 9 e 10 para que desta forma possamos dar uma classificação completa sobre
F64. Sabemos que existe um único modelo, a menos de isomorfismo, em cada caso ao se
assumir a hipótese de tais curvas serem Galois-cobertas pela curva Hermitiana.

Teorema 3.4 (Teorema 2.1, (COSSIDENTE; KORCHMÁROS; TORRES, 2000)). Toda
curva F64´maximal Galois-coberta pela curva Hermitiana de gênero 9 é
F64´birracionalmente equivalente a curva F 1

0 dada por

Y 8
“ Y X2

`X5 (3.2)

Sabemos que esta curva F 1
0 satisfaz:



Capítulo 3. Mais propriedades de curvas maximais com dimensão Frobenius 3 sobre Fq2 , q ě 7 76

(i) j2pP q “ 2 para todo P racional;

(ii) Existem P1, P2, P3 pontos que não são F64´racionais tais que j2pPiq “ 3 para
i “ 1, 2, 3;

(iii) j2pP q “ 2 para P R tP1, P2, P3u não F64´racional.

Para mais informações veja Seção 6, (COSSIDENTE; KORCHMÁROS; TORRES, 1999).

Teorema 3.5 (Teorema 2.1, (COSSIDENTE; KORCHMÁROS; TORRES, 2000)). Toda
curva F64´maximal de gênero igual a 10 que é Galois-coberta pela curva Hermitiana é
F64´birracionalmente equivalente a curva F0 dada por

v9
“ u6

` u3. (3.3)

Com estes resultados podemos enunciar uma classificação para
curvas F64´maximais com dimensão Frobenius 3, quando estas são Galois-coberta pela
curva Hermitiana.

Teorema 3.6. Seja X uma curva F64´maximal com dimensão Frobenius 3 e Galois-
coberta pela curva Hermitiana. Então X é F64´birracionalmente equivalente a alguma das
curvas a seguir

(i) a curva dada por (3.1) com gênero 12;

(ii) a curva dada por (3.3) com gênero 10;

(iii) a curva dada por (3.2) com gênero 9.

Queremos um resultado similar do Teorema 3.6 sem a hipótese da Galois-
cobertura pela curva Hermitiana. Este resultado seria possível se soubéssemos a existência
ou não existência de curvas F64´maximais de gênero 9 ou 10 que não são Galois-cobertas,
já que a classificação gênero 12 não depende de Galois-cobertura. Em geral, a curva definida
por Giulietti-Korchmáros em (GIULIETTI; KORCHMÁROS, 2009) é um exemplo de curva
maximal que não é Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre certos corpos. Entretanto
sobre o corpo F64, esta curva é um exemplo de curva maximal de gênero 10, dada pelas
equações

Z3
“ Y p1`X `X2

q, Y 3
“ X2

`X, (3.4)

e coberta pela curva Hermitiana U9
` V 9

` 1 “ 0. Para construir tal cobertura, basta
considerar ε P F64 uma raiz cúbica primitiva, X :“ U3

U3 ` V 3 ` ε e Z :“ UV

U3 ` V 3 . Desta
maneira, obtemos a curva Z9

“ X8
` X ´ pX2

` Xq3 a qual é F64´birracionalmente
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equivalente a curva dada por (3.4) (ver Teorema 4, em (GIULIETTI; KORCHMÁROS,
2009)).

Assim a curva dada por (3.4) é F64´birracionalmente equivalente a curva dada
por (3.3). Explicitamos este morfismo na observação a seguir.

Observação 3.7. Considere o corpo F64. Seja C1 a curva dada pelas equações f1 “ f0 “ 0
onde

f0 :“ y3
` x2t` xt2 e f1 :“ z3

` x2y ` xyt` t2y.

Seja C2 a curva dada pela equação v9
“ u3w6

`u6w3. Vamos mostrar que C1 é o modelo não
singular de C2. Considere o morfismo π : C2 ÝÑ P3 dado por πpu : v : wq “ pg0pu, v, wq :
g1pu, v, wq : g2pu, v, wq : g3pu, v, wqq onde

g0 :“ a21u5w4
` a21u4v3w2

` a42u4w5
` a42u3v3w3

` u3w6
` u2v3w4

` v9;
g1 :“ u4v3w2

` a21u3v3w3
` a42u2v3w4

` a42v9;
g2 :“ a49u5vw3

` a7u4vw4
` a28u3vw5;

g3 :“ v9.

Assim

g3
1 ` g2

0g3 ` g0g
2
3 “ v9

ru12w6
` a21u11w7

` a42u10w8
` u9w9

` a21u8w10
` a42u7w11

s

` v18
ra21u5w4

` a42u4w5
` u3w6

s ` v27

“ pu3w6
` u6w3

qru12w6
` a21u11w7

` a42u10w8
` u9w9

` a21u8w10
` a42u7w11

s

` pu3w6
` u6w3

q
2
ra21u5w4

` a42u4w5
` u3w6

s ` pu3w6
` u6w3

q
3

“ 0 e

g4
1 ` g

3
2g3 ` g1g

3
3 “ v12

ru16w8
` a21u15w9

` a42u14w10
` u10w14

` a21u9w15
` a42u8w16

s

` v30
ru4w2

` a21u3w3
` a42u2w4

s

“ v3
pu3w6

` v6w3
qru16w8

` a21u15w9
` a42u14w10

` u10w14
` a21u9w15

` a42u8w16
s ` v3

pu3w6
` v6w3

q
3
ru4w2

` a21u3w3
` a42u2w4

s

“ 0.

Para v ‰ 0 temos que g3
2 “

g4
1
g3
` g1g

2
3 “

g1

g3
pg2

0g3 ` g0g
2
3q ` g1g

2
3 “ g2

0g1 ` g0g1g3 ` g1g
2
3.

Para v “ 0 temos πpu : 0 : wq “ pg0 : 0 : 0 : 0q “ p1 : 0 : 0 : 0 : 0q. Logo πpC2q Ď C1.
Considere agora o morfismo φ : C1 ÝÑ P2 dado por φpx : y : z : tq “ pG0px : y : z : tq :
G1px : y : z : tq : G2px : y : z : tqq onde

G0px, y, z, tq :“ a21xt2 ` a21y3
` y2t` a21t3;

G1px, y, z, tq :“ a35xzt` a56yzt` a35zt2;
G2px, y, z, tq :“ y3

` a42y2t` a21yt2;
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Usando f0 “ f1 “ 0 obtemos G9
1 ` G3

0G
6
3 ` G6

0G
3
3 “ 0. Portanto φpC1q Ď C2. Agora

observamos que

φ ˝ πpu : v : wq “ φpg0pu, v, wq : g1pu, v, wq : g2pu, v, wq : g3pu, v, wqq “ pH0 : H1 : H2q

onde Hi :“ Gipg0pu, v, wq : g1pu, v, wq : g2pu, v, wq : g3pu, v, wqq para i “ 0, 1, 2. Mas

H0 “ v9
ra21u12w6

` a42u11w7
` a21u9w9

` u7w11
` a21u6w12

s

` v18
ra42u5w4

` u4w5
` a21u3w6

s

“ ura21u17w9
` u15w11

` a21u14w12
` a42u13w13

` u12w14
` a42u10w16

s

H1 “ v10
ra42u10w7

` a21u8w9
` u6w11

s ` v19
ra21u5w3

` a42u4w4
` u3w5

s

“ vra21u17w9
` u15w11

` a21u14w12
` a42u13w13

` u12vw14
` a42u10w16

s

H2 “ v9
ru12w6

` a21u11w7
` u9w9

` a42u7w11
` u6w12

s ` v27

“ wra21u17w9
` u15w11

` a21u14w12
` a42u13w13

` u12w14
` a42u10w16

s

Portanto φ ˝ π “ Id. Logo φ : C1 ÝÑ C2 é sobrejetora. Em particular φ é birracional, pois
aplicando a Fórmula de Riemann-Hurwitz temos 2gpC2q ´ 2 ě p2gpC1q ´ 2qd segue que
d “ 1. Portanto C1 é o modelo não singular de C2.

Como a classificação via Fanali-Giulietti-Platoni dos modelos dependem dos
pontos Fqn-racionais da Hermitiana, citamos o resultado a seguir.

Observação 3.8. Aplicando o Teorema 9.25 em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TOR-
RES, 2008) para a curva Hermitiana H2 temos H2pFq4qzH2pFq2q “ H.

3.3 Curvas maximais de gênero 9 e 10 sobre F64

Seja X uma curva F64´maximal com dimensão Frobenius 3 e gênero g. Já
vimos que se g “ 12 então X é F64´birracionalmente equivalente a curva dada por (3.1).
Portanto, vamos considerar g diferente de 12, isto é g P t9, 10u. Assim as pD, P q´ordens
num ponto P racional de X são

j0pP q “ 0 ă j1pP q “ 1 ă j2pP q ă j3pP q “ 9.

Pela Proposição 1.66, associamos estas ordens em P com o semigrupo de Weierstrass HpP q
temos que j2pP q “ 9´m1pP q e m2pP q “ 8, m3pP q “ 9.

Proposição 3.9. Seja X uma curva F64´maximal de gênero g ă 12 com dimensão
Frobenius 3. Então temos duas possibilidades:

(A) j2pP q “ 3 para algum P P X pF64q;

(B) j2pP q “ 2 para todo P P X pF64q.
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Demonstração: Pelo Teorema 2.17 segue que X é quase-clássica, isto é, ε2 “ 2. Logo
pelo Lema 3.7 em (COSSIDENTE; KORCHMÁROS; TORRES, 1999) existe um ponto
P P X pFq2q tal que j2pP q “ 2. Vamos mostrar que se existe P ponto F64´racional de X
tal que j2pP q ‰ 2 então j2pP q “ 3. Observamos que para tal ponto P temos 3 ď j2pP q ď 8.
Como m2pP q “ 8 então m1pP q ě 4. Logo j2pP q ď 5. Se j2pP q “ 5 então m1pP q “ 4 e
segue que g “ 12 via Proposição 2.4 de (ABDÓN; TORRES, 1999). Uma contradição. Se
j2pP q “ 4 então m1pP q “ 5 daí g é menor ou igual ao gênero do semigrupo x5, 8, 9y, o
qual é igual a 8, outra contradição. ˝

Existem exemplos em que as situações (A) e (B) acontecem. A curva dada em
(3.2) satisfaz o caso (B) e a curva dada por (3.3) satisfaz o caso (A). Vamos utilizar o
Teorema 1.85 em cada uma das situações para curvas com gêneros 9 e 10.

Caso (A): j2pP q “ 3 para algum P racional

Suponha que X é uma curva F64´maximal de gênero g P t9, 10u e j2pP q “ 3
para algum ponto P P X pF64q. Dos resultados de Fanali-Giulietti-Platoni, podemos assumir
que X é:

• uma curva de grau 9 contida na superfície Hermitiana com equação

H3 : Z9
` Y 9

“ X8
`X, por Corolário 1.79 ;

• P “ p0 : 1 : 0 : 0q P X , pela Observação 1.80;

• o plano osculante a X em P tem equação T “ 0, (coincide com o plano tangente em
P em H3 por Corolário 1.79);

• a reta tangente de X em P é a reta com equações Y “ 0, T “ 0, por Lema 1.81, e

• os planos tangentes não-osculantes de X em P são aqueles com equação

Y ´ bT “ 0, com b P F64,

pelo Lema 1.82.

Como j2pP q “ 3 então mP :“ 6 é a primeira non-gap não nula em P e todo
plano πb com equação Y ´ bT “ 0 com b P F64 intersecta X em P com multiplicidade 3.
Como o grau de X é igual a 9, existem 6 pontos afins de X pertencendo aos planos πb com
b P F64. Vamos mostrar a existência de um plano da forma πb tal que sua multiplicidade
da interseção com a curva X em algum ponto distinto de P é maior do que 1.

Proposição 3.10. Existe um plano

π0 : Y ´ b0T “ 0

para algum b0 P F64 contendo no máximo 5 pontos distintos F64´racionais (afins) de X .
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Demonstração: Suponha que todo plano πb da forma Y ´ bT “ 0 com b P F64

intersecta em 6 pontos afins distintos a curva X . Mas os planos πb particionam o conjunto
de pontos afins F64´racionais de P3

pF64q então
ÿ

bPF64

rπb X X pF64qs “ 64` 16g

o que resulta num contradição com o gênero. ˝

Proposição 3.11. Suponha (A) e que o plano π0 da Proposição 3.10 não intersecte
nenhum ponto F64´racional afim de X . Então existem P1, P2 P X afins distintos com
degpP1q “ degpP2q “ 3.

Demonstração: Temos então a possibilidade para o divisor de interseção

i) D “ 3P`P1`φ64pP1q`φ
2
64pP1q`P2`φ64pP2q`φ

2
64pP2q, com degpP1q “ degpP2q “ 3;

ii) D “ 3P ` 2R ` 2φ64pRq ` 2φ2
64pRq com degpRq “ 3.

utilizando o fato da Observação 3.8. Em (ii) podemos assumir pelo Lema 1.84 que
R “ p1 : X : 0 : Zq, onde X é a menor raiz do polinômio T 8

` T “ Z
9 (com respeito à

ordenação ĺ3) e ω P F643 elemento primitivo sobre F64.

Aplicando o Teorema 1.85 obtemos ξpX,Zq :“
3
ź

i“1
ppZ

82i
q

8
pZ ´ Z

82i
q ´ pX ´

X
82i
qq

2, com as duas possibilidades:

(I) Z “ ω2 com ω P F643 elemento primitivo sobre F64.

(II) Z “ ω ` Z2ω
2 com Z2 P F64 e ω P F643 elemento primitivo sobre F64.

Observamos que em ambos os casos (I), (II) a curva dada por Z9
“ X8

`X `

λξpX,Zq é não singular, logo tal curva tem gênero igual a 28.

Para (i) temos a curva

Z9
“ X8

´X ` λξpX,ZqµpX,Zq (3.5)

onde ξpX,Zq :“
3
ź

i“1
ppZ

82i
q

8
pZ ´ Z

82i
q ´ pX ´X

82i
qq satisfazendo (I) ou (II), e µpX,Zq “

3
ź

i“1
ppz82i

2 q
8
pZ ´ z82i

2 q ´ pX ´ x82i

2 qq com x8
2 ` x2 “ z9

2 , x2, z2 P F643 . ˝

Portanto o caso (A) se resume em duas possibilidades:
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A1) O plano π0 intersecta a curva em dois pontos P1 e P2 distintos afins não F64´racionais
de X , com degpP1q “ degpP2q “ 3.

A2) O plano π0, intersecta em pelo menos um ponto F64´racional afim de X com
multiplicidade maior ou igual a 2.

Algumas partições no conjunto dos pontos F64´racionais da curva Hermitiana
H2 podem facilitar o tempo das rotinas no Magma.

Observação 3.12. Considere a partição do conjunto F˚64 :“ xay a partir dos seguintes
conjuntos,

B0 :“ t1, a7, a14, a21, a28, a35, a42, a49, a56
u;

B1 :“ ta, a8, a15, a22, a29, a36, a43, a50, a57
u;

B2 :“ ta2, a9, a16, a23, a30, a37, a44, a51, a58
u;

B3 :“ ta3, a10, a17, a24, a31, a38, a45, a52, a59
u;

B4 :“ ta4, a11, a18, a25, a32, a39, a46, a53, a60
u;

B5 :“ ta5, a12, a19, a26, a33, a40, a47, a54, a61
u;

B6 :“ ta6, a13, a20, a27, a34, a41, a48, a55, a62
u.

Observamos que se b P Bi então as raízes do polinômio x8
` x´ b9 sobre F64 estão em Ci

para i P t0, ..., 6u onde

C0 :“ ta21, a31, a42, a47, a55, a59, a61, a62
u;

C1 :“ ta, a5, a7, a8, a30, a40, a51, a56
u;

C2 :“ ta2, a10, a14, a16, a17, a39, a49, a60
u;

C3 :“ ta6, a11, a19, a23, a25, a26, a48, a58
u;

C4 :“ ta4, a15, a20, a28, a32, a34, a35, a57
u;

C5 :“ ta3, a13, a24, a29, a37, a41, a43, a44
u;

C6 :“ ta12, a22, a33, a38, a46, a50, a52, a53
u.

Portanto um ponto pc, bq P H2pF64q satisfaz pb, cq P Bi ˆ Ci, se b, c ‰ 0 para algum
i P t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6u ou b “ 0 e c P J :“ t0, 1, a9, a18, a27, a36, a45, a54

u.

Observação 3.13. Vamos explicitar as raízes do polinômio X64
`X sobre o corpo F643.

Denotando F˚643 “ xcy, considere o conjunto H definido pelas raízes da equação X64
`X “ 0

em F643. Utilizando o software Magma percebemos que H é formado pelos elementos 0 e ci
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onde i percorre o conjunto

t0, 4161, 8322, 12483, 16644, 20805, 24966, 29127, 33288, 37449,
41610, 45771, 49932, 54093, 58254, 62415, 66576, 70737, 74898,
79059, 83220, 87381, 91542, 95703, 99864, 104025, 108186, 112347,
116508, 120669, 124830, 128991, 133152, 137313, 141474, 145635, 149796,
153957, 158118, 162279, 166440, 170601, 174762, 178923, 183084, 187245,
191406, 195567, 199728, 203889, 208050, 212211, 216372, 220533, 224694,
228855, 233016, 237177, 241338, 245499, 249660, 253821, 257982 u.

Assim F64 pode ser identificado com H e pode ser considerado como um subcorpo de F643.
Como F218 é o menor subcorpo que contém c e F26 segue que F218 “ F26rcs.

Agora vamos observar que o polinômio X8
`X ´ 1 tem as seguintes raízes em

F643 no conjunto

I :“ tc87381, c128991, c174762, c195567, c228855, c245499, c253821, c257982
u. (3.6)

Proposição 3.14. Suponha a Condição (A2) verdadeira. Então na interseção π e X con-
tém pelo menos 2 pontos F64´racionais afins distintos e nenhum ponto não F64´racional.

Demonstração: Observamos primeiramente que não podemos ter apenas um ponto
F64´racional afim R nesta interseção de X e π. De fato, o divisor de interseção seria da
forma 3P ` 6R e como R é um ponto F64´racional, podemos escrever R :“ p1 : x : 0 : zq
com z9

“ x8
` x, e aplicar o Teorema 1.85. Logo a curva X é F64´birracionalmente

equivalente à curva dada pela equação

Z9
“ X8

`X ` λpz8Z ´X ` x8
q

6,

com λ P F64. Esta curva é não singular, portanto possui gênero 28. Como o gênero de X é
igual a g P t9, 10u e o gênero é um invariante birracional segue uma contradição. Se tal
plano π intersectar a curva X em algum ponto não F64´racional então podemos aplicar o
Lema 1.84. Neste caso, teríamos as seguintes possibilidades para o divisor D de interseção:

(i)

D “ 3P ` 2R ` P2 ` P3 ` φ64pP3q ` φ
2
64pP3q (3.7)

com P2 P X pF64q e P3 R X pF64q com degpP3q “ 3;

(ii)

D “ 3P ` 3R ` P3 ` φ64pP3q ` φ
2
64pP3q (3.8)

com P3 R X pF64q e degpP3q “ 3.
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Com o suporte do Magma, iremos observar que (i) e (ii) não podem acontecer.
Se temos (3.7) poderemos assumir que P3 “ p1 : X : 0 : Zq como no Lema 1.84 com ω “ c

(ver Observação 3.13). Daí X é a menor raiz do polinômio T 8
` T “ Z

9 com respeito à
ordenação ĺ3. Utilizando o Magma, observamos que o polinômio T 8

` T ´ Z
9 não temos

raízes sobre F643 quando Z “ ω2. Portanto

Z “ ω ` Z2ω
2 com Z2 P F64. (3.9)

Note que o polinômio T 8
` T ´ pω ` Z2ω

2
q

9 apenas temos raízes sobre F643 quando

Z2 P tc
58254, c66576, c79059, c91542, c99864, c174762, c178923, c241338, c245499

u. (3.10)

Pelo Lema 1.83, podemos assumir uma das duas possibilidades:

(a) ξpX,Zq “ X2L2pX,Zq ¨ ξpX,Zq,

(b) ξpX,Zq “ XL2pX,Zq
2
¨ ξpX,Zq,

onde L2pX,Zq “ X ` 1 ou L2pX,Zq “ Z ´X `B ´ 1 e ξpX,Zq sendo igual a

ppω ` Z2ω
2
q

29
Z ´X ´X

29
qppω ` Z2ω

2
q

215
Z ´X ´X

215
qppω ` Z2ω

2
q

8Z ´X ´X
8
q(3.11)

satisfazendo X8
`X “ Z

9 e B P I como em (3.6). Supondo (a) temos os gêneros 26, 27, 28.
Supondo (b) e L2pX,Zq “ X ` Z ` 1´B temos os gêneros 25, 26, 27, 28. Suponha (b) e
L2pX,Zq “ X ` 1 temos os gêneros 26, 27, 28.

Supondo (3.8), podemos assumir que R “ p1 : 0 : 0 : 0q então teremos
ξpX,Zq “ X3

¨ ξpX,Zq com ξpX,Zq como em (3.11). Utilizando o Magma as possíveis
curvas singulares tem gêneros 26 e 27. ˝

Desta forma o caso (A2) se resume em analisar as possíveis interseções da
curva X com o plano π que contém apenas pontos F64´racionais. Então existem pelo
menos 2 e no máximo 5 pontos F64´racionais afins distintos e diferentes de P . Sejam Pi,
i “ 1, 2, 3, 4, 5 tais pontos. Podemos supor P1 “ p1 : 0 : 0 : 0q e P2 “ p1 : 1 : 0 : 0q ou
P2 “ p1 : B : 0 : 1q satisfazendo B8

`B “ 1. Então supondo (A2) temos dos resultados de
Fanali-Giulietti-Platoni que a curva X é F64´birracionalmente equivalente a curva dada
pela equação plana

Z9
“ X8

`X ` λξpX,Zq,

com

ξpX,Zq “ Xm1L2pX,Zq
m2L3pX,Zq

m3 ¨ ¨ ¨LtpX,Zq
mt (3.12)

onde L2pX,Zq “ X ` 1 ou L2pX,Zq “ X ` Z ` 1 ´ B, λ P F˚64 e com 3 ď t ď 5,
m1 ě 1, m2 ě 1, mi ě 0, m3 ` ... ` mt “ 4, LipX,Zq :“ z8

i pZ ´ ziq ´ pX ´ xiq, com
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xi, zi P F64 satisfazendo x8
i ` xi “ z9

i para i “ 3, ..., t. Observamos que existe o ponto R
na interseção entre a curva X e o plano π com multiplicidade maior ou igual a 2. Logo
existe j P t1, 2, 3, ..., tu tal que mj ě 2. Vamos analisar a quantidade máxima de pontos
F64´racionais que podem aparecer nesta interseção X X π.

Teorema 3.15. Seja X uma curva F64´maximal com dimensão Frobenius igual a 3,
com g P t9, 10u. Suponha que a condição (A2) é válida. Então X tem gênero 10 e é
F64´birracionalmente equivalente a curva dada em (3.3).

Demonstração: Suponha que a interseção de X com π tem exatamente 5 pontos
F64´racionais afins, então a curva X é isomorfa a curva dada pela equação Z9

“ X8
`

X ` λξpX,Zq com λ P F˚64 e ξpX,Zq como a seguir

a’) ξpX,Zq “ X2L2pX,ZqL3pX,ZqL4pX,ZqL5pX,Zq;

b’) ξpX,Zq “ XL2pX,ZqL3pX,Zq
2L4pX,ZqL5pX,Zq;

c’) ξpX,Zq “ XL2pX,Zq
2L3pX,ZqL4pX,ZqL5pX,Zq;

com LipX,Zq ‰ LjpX,Zq para i ‰ j e LipX,Zq ‰ X para i P t2, 3, 4, 5u.

Novamente utilizamos o Magma nos casos (a’), (b’) e (c’), verificamos que não
ocorre nenhuma curva neste formato de gênero igual a 9 e nem 10. Logo a interseção de
X com π tem no máximo 4 pontos F64´racionais afins então em (3.12) podemos supor
t “ 4. Sem perda de generalidade suponha m3 ě 2. Admita que m3 ě 2. Se R “ P1 então
podemos escrever

ξpX,Zq “ X2L2pX,ZqL3pX,Zq
2L4pX,Zq.

Se R “ P2 então podemos escrever ξpX,Zq “ XL2pX,Zq
2L3pX,Zq

2L4pX,Zq. Se R R

tP1, P2u então temos as possibilidades:

a) ξpX,Zq “ XL2pX,ZqL3pX,Zq
2L4pX,Zq

2;

b) ξpX,Zq “ XL2pX,ZqL3pX,Zq
3L4pX,Zq;

c) ξpX,Zq “ XL2pX,Zq
2L3pX,Zq

2L4pX,Zq;

d) ξpX,Zq “ X2L2pX,ZqL3pX,Zq
2L4pX,Zq.

Se m1 ě 2 ou m2 ě 2 então teremos os casos anteriores e só falta analisar quando

e) ξpX,Zq “ X2L2pX,Zq
2L3pX,ZqL4pX,Zq.
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Pelas hipóteses segue que a curva X é isomorfa a curva dada pela equação Z9
“ X8

`

X ` λξpX,Zq com λ P F˚64 e ξpX,Zq como nos casos (a), (b), (c), (d) e (e) citados
anteriormente. Utilizando o software Magma, com cálculos exaustivos, verificamos que não
ocorre nenhuma curva de gênero igual a 9. Para gênero igual a 10 ocorre apenas quando
L2pX,Zq “ X ` 1 (em todas equações citadas, exceto na equação (b)) e temos apenas
uma única curva, a qual é dada por

Z9
“ X8

`X `X3
pX ` 1q3 “ X8

`X6
`X5

`X4
`X3

`X.

Esta curva é F64´maximal e isomorfa a curva dada em (3.3). ˝

Damos uma classificação para as curvas F64´maximais satisfazendo a hipótese
(A). Para um refinamento deste resultado é necessário um grande gasto computacional.
Observamos que quanto mais pontos temos na interseção com algum plano racional, mais
gastos computacionais são requisitados.

Teorema 3.16. Seja X uma curva F64´maximal com Frobenius dimensão 3 com g P

t9, 10u. Se existe P ponto F64´racional de X tal que j2pP q “ 3 então X é
F64´birracionalmente equivalente a curva (3.3) ou a curva dada pelo modelo (3.5).

Escrevendo F˚643 “ xcy, observamos que o modelo (3.5) pode ser escrito usando
parte da demonstração da Proposição 3.14, isto é,

Z9
“ X8

`X ` λξpX,ZqµpX,Zq

onde λ P F˚64, ξpX,Zq “

ppc` Z2c
2
q

29
Z ´X ´X

29
qppc` Z2c

2
q

215
Z ´X ´X

215
qppω ` Z2c

2
q

8Z ´X ´X
8
q com X

sendo a menor raiz em F643 do polinômio T 8
` T ´ pc` Z2c

2
q

9 e

Z2 P tc
58254, c66576, c79059, c91542, c99864, c174762, c178923, c241338, c245499

u.

Caso (B): j2pP q “ 2 para todo P racional

Seja X uma curva F64´maximal de gênero g P t9, 10u tal que a condição (B)
é válida. Neste caso a primeira non-gap não nula mP “ 7 e todo plano πb com equação
Y ´ bT “ 0 com b P F64 intersecta X em P com multiplicidade 2. Como o grau de X é 9,
existem no máximo 7 pontos afins de X pertencendo a πb. Assim o divisor de interseção
entre X e πb é da forma

2P `m1P1 `m2P2 ` ...`m7P7.

Proposição 3.17. Seja X uma curva F64´maximal de gênero g P t9, 10u tal que j2pP q “ 2
para todo P ponto F64´racional de X . Então existe plano π0 : Y ´ b0T “ 0 para algum
b0 P F64 contendo um ponto R P X de grau degpRq ě 3.
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Demonstração: Podemos assumir que X é uma curva de grau 9 contida na superfície
Hermitiana com equação afim Z9

`Y 9
“ X8

`X, P “ p0 : 1 : 0 : 0q P X , o plano osculante
a X em P tem equação T “ 0, a reta tangente a X em P é a reta com equação Y “ 0, T “ 0,
e os planos tangentes não osculantes a X em P são aqueles cuja equação é da forma

Y ´ bT “ 0, b P F64.

Suponha que todo plano racional π : Y ´ bT “ 0 com b P F64 intersecta a curva
X em mais do que 3 pontos F64´racionais afins. Então

64` 16g “ #rX pF64qztP us “
ÿ

bPF64

#pX pF64q X tY ´ bT “ 0uq ě 4 ¨ 64 “ 256

um absurdo. Logo existe b0 P F64 tal que #pX pF64q X tY ´ b0T “ 0uq ď 3. Vamos
mostrar que existe plano π0 não contém nenhum ponto F64´racional afim de X . Se
#pX pF64q X π0q “ 1 então a curva X é uma F64´birracionalmente equivalente a curva
dada pela equação

Z9
“ X8

`X ` λX7

com λ P F64. Tal curva é não singular e portanto possui gênero 28. Contradizendo que
g P t9, 10u. Suponha que temos apenas dois pontos F64´racionais afins distintos nesta
interseção. Logo temos que X é F64´birracionalmente equivalente a curva dada por

Z9
“ X8

`X ` λXm1L2pX,Zq
m2 (3.13)

ondem1,m2 P N comm1`m2 “ 7, λ P F64, L2pX,Zq “ X`1 ou L2pX,Zq “ X`Z`1´B,
com B8

` B “ 1. Na terceira opção, teríamos X é F64´birracionalmente equivalente a
curva dada por

Z9
“ X8

`X ` λXm1L2pX,Zq
m2pb8Z ´X ´ c8

q
m3 (3.14)

onde m1,m2,m3 P N com m1 `m2 `m3 “ 7, λ P F64, L2pX,Zq “ X ` 1 ou L2pX,Zq “

X `Z ` 1´B e b P F64zt0, 1u, c P F64zt0, Bu satisfazendo c8
` c “ b9. Usando o software

Magma verificamos que não ocorrem os gêneros 9 e nem a 10 para este modelo de curva
(3.13) e (3.14). Portanto existe R P π0 e R R X pF64q tal que degpRq :“ r ě 3. ˝

Segue da Proposição 3.17 que existe R P π0 e R R X pF64q tal que degpRq :“
r ě 3. O divisor de interseção entre o plano π0 e X é da forma

2P ` P1 ` φpP1q ` φ
2
pP1q ` P2 ` φpP2q ` φ

2
pP2q ` φ

3
pP2q

com degpP1q “ 3 e degpP2q “ 4. Sabemos que o modelo conhecido de gênero 9 dado em
(3.2) satisfaz a hipótese pBq. Muitos cálculos computacionais foram realizados neste caso e
em nenhum deles apareceram exemplos de curvas de gênero 10 e as curvas de gênero 9
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obtidas são F64´birracionalmente equivalentes ao modelo (3.2). Um objetivo de trabalhos
futuros é terminar toda a classificação para curvas F64´maximais com dimensão Frobenius
3. Com isto também poderíamos afirmar se existem modelos não Galois-cobertos pela
curva Hermitiana H2 com dimensão Frobenius 3 sobre o corpo F64.
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