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Resumo

Neste trabalho, abordamos as principais propriedades de curvas maximais sobre corpos
finitos cuja dimensao de Frobenius é igual a 3, principalmente as propriedades relacionadas
ao comportamento de suas ordens genéricas. Como a maximalidade ocorre sobre corpos
finitos com ¢* elementos, onde g é uma poténcia de um nimero primo, explicitamos uma
classificacao através dos géneros possiveis de tais curvas com comportamento de ordens

genéricas diferenciado, com ¢ < 29.

Motivados pelos trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni, no mesmo contexto de curvas
maximais com dimensao Frobenius 3, exibimos uma classificagdo para tais curvas sobre
os corpos finitos, com 49 e com 64 elementos, em certas hipoteses através de recursos

computacionais.

Palavras-chave: Curvas maximais. Corpos finitos. Dimensao Frobenius.



Abstract

In this work, we present an approach to the main properties of maximal curves over
finite fields whose Frobenius dimension is equal to 3, specially the properties related to
the behavior of their generic orders. Since maximality occurs over finite fields with ¢*
elements, where ¢ is a power of a prime number, we give a characterization through the
genus of such curves which generic order behavior is special, with ¢ < 29. In view of the
Fanali-Platoni-Giulietti work’s, in the same context of maximal curves with Frobenius
dimension three, we show a classification for such curves on finite fields, with 49 and 64

elements, in certain hypotheses through computer softwares.

Keywords: Maximal curves. Finite Fields. Frobenius dimension.
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Introducao

O objeto curva, ja conhecido no contexto de Geometria Algébrica sobre corpos
algebricamente fechados, pode ser visto num contexto de Corpos Finitos. As aplicagoes
nesta nova abordagem sao interessantes em Teoria de Cddigos, Criptografia e Geometria
Finita. Para mais detalhes citamos os livros (HIRSCHFELD; KORCHMAROS:; TORRES,
2008), (HURT, 2003) e (STICHTENOTH, 2009). Denotaremos um corpo finito com [
elementos por F;, onde [ serd uma poténcia de um nimero primo p, e IF; o respectivo fecho
algébrico. Assumiremos hipdteses adicionais para as curvas que serao nosso objeto de estudo
aqui, a saber, uma curva sempre sera algébrica, projetiva, nao singular, geometricamente
irredutivel definida sobre ;. Um problema natural e central neste contexto é estimar
a quantidade de elementos no conjunto de pontos de uma dada curva X em P"(IF;),
denominado por conjunto de pontos F;—racionais, ao se considerar X mergulhada em
P"(F;). Outro problema interessante é construir curvas com a propriedade de possuir
“muitos pontos” F;—racionais. Devido aos trabalhos, em 1933 do matematico alemao
Helmut Hasse e em 1940 do matematico francés André Weil, existe uma cota para a
quantidade de pontos [F;—racionais de uma curva e tal cota depende de um invariante da
curva, denominado género. Enunciamos aqui o célebre resultado conhecido como Cota de

Hasse-Weil: Se X é uma curva de género g entao
#X(F) < 1+1+29V1,

onde X (IF;) é o conjunto de pontos F;—racionais de X'. Em particular, se uma curva atingir
tal cota superior dizemos que esta curva é maximal sobre F;. Restringimos nosso foco
neste trabalho apenas para curvas maximais, portanto assumiremos [ = ¢*, onde ¢ := p™,

m € N.

Na literatura, podemos encontrar varios exemplos de curvas maximais. O
problema de encontrar curvas maximais de um dado género sobre um corpo fixo Fe,
¢ conhecido na teoria como a determinacao do Espectro dos Géneros sobre Fg, isto €,

descrever o seguinte conjunto
M(¢%) = {g e Ny : existe uma curva k — maximal de género g}.

Outro questionamento interessante é o conhecimento de possiveis equacdes, a menos
de IF 2 —isomorfismo, para curvas com género g € M(q?). Sobre tais problemas, muitas
perguntas j& foram respondidas. Podemos citar, por exemplo em (IHARA, 1981), Ihara
utilizando da veracidade da Hipétese de Riemann para curvas sobre Corpos Finitos,

observou a seguinte inclusao
M(qQ) = [O,QO],
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onde gy = q(q—1)/2. Isto restrigiu a quantidade de géneros possiveis em M(q?), descartando
varios valores. A respeito das equagoes possiveis para uma curva com género ¢, em
(RUCK; STICHTENOTH, 1994), os mateméticos Riick e Stichtenoth mostraram que a
curva Hermitiana Hy,q : 27 + 2 = y?*! ¢ a tinica curva maximal, a menos de isomorfismo,

com tal género.

No primeiro capitulo deste trabalho, apresentamos algumas ferramentas para
obter outros tipos de refinamento da inclusao do Espectro dos géneros. O uso de séries
lineares nos permite atacar tal problema a partir de um ponto de vista mais geométrico,
pois podemos associd-la a certos invariantes, os quais fornecem propriedades algébricas
interessantes para caracterizar propriedades de uma curva maximal. A teoria desenvolvida
em (STOHR; VOLOCH, 1986) ¢ aplicada para uma série particular com boas propriedades,
a saber, a série Frobenius D := |(¢ + 1) %|, onde P, um ponto F,2—racional de uma curva
F,2—maximal X'. A primeira propriedade interessante de tal série ¢ a independéncia da
escolha do ponto Py, conhecida como Equivaléncia Fundamental, (RUCK; STICHTENOTH,
1994). A equivaléncia natural existente entre uma série linear de dimenséao r livre de ponto
base e morfismo nao degenerado em P", nos permite associar D ao morfismo 7 : X — P".
Da teoria, pode-se observar que r > 2 e m é um mergulho ou embedding. Com estes
conceitos, outra cota para o género de uma curva maximal foi obtida por Castelnuovo
aplicada a m(X):

g < colryq +1),
onde ¢y depende de ¢ e da dimensao Frobenius r de X'. Mais detalhes e aplicagoes destas

ferramentas serao apresentados no primeiro capitulo deste texto.

Com tais ferramentas, em (FUHRMANN; TORRES, 1996), foi verificado que

M(q*) < [0, 91] U {go}

onde g, := |(q — 1)?/4] e em (KORCHMAROS; TORRES, 2002) foi constatado um

refinamento ainda melhor,

M(q*) = [0, 92] U {g1} U {0},

onde g := |(¢° — q + 4)/6]. Atualmente os valores de M(q?) para ¢ < 7 ji foram
completamente determinados, (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Para
valores de ¢ < 29, em (MONTANUCCI; ZINI, 2018) foi explicitado varios valores de género

em M(q*) para o caso particular de curvas Galois-coberta pela curva Hermitiana.

Fixado a dimensao Frobenius r de uma curva F,»—maximal, também existe um
estudo de classificacao através das ordens associadas a série Frobenius. Pela maximalidade,
varias restrigdes algébricas foram construidas para as ordens génericas £ : ¢g < 1 < ... < &,
e as ordens de Frobenius V : 1y < 1y < ... < ,_1. Quando a dimensao Frobenius ¢ igual

a 2, ja ¢ de conhecimento que a unica possibilidade é a curva Hermitiana. No capitulo
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2, é feito uma abordagem no comportamento de tais ordens. E conhecido na literatura
o conceito do comportamento das ordens denominado Frobenius-cldssica, isto é, quando
Y = {0,1,...,r — 1}. Introduzimos um novo conceito de quase-classicalidade, ja que
curvas maximais nao sao classicas a respeito da série Frobenius (FUHRMANN; GARCIA;
TORRES, 1997), aqui o conhecimento de semigrupo de Weierstrass é necessario. Mas
podemos estudar o comportamento bem parecido, a saber, quando V = {0, 1,...,r — 2, ¢},
o qual chamaremos nesta tese de Frobenius quase-classicalidade. Como as ordens génericas
estdao associadas a ordens Frobenius, também denotaremos uma nomeclatura para o
comportamento € = {0,1,...,7—1, ¢}, o chamamos de quase-classicalidade apenas. Quando
a dimensao Frobenius ¢ igual a 2, ja é conhecido o comportamento das ordens e, portanto,
obtemos ambos tipos de quase-classicalidade. Podemos nos perguntar condigoes para estes
tipos de quase-classicalidade quando a dimensao de Frobenius é maior ou igual a 3. Neste
capitulo apresentamos que toda curva [,z —maximal de género g > 0 é (Frobenius) quase-
classica, toda curva maximal de g > 0 e com dimensao Frobenius igual a 3 é Frobenius
quase-classica. Se ¢o(4,q +1) < g < co(3,¢+ 1) e p # 3 entdo temos quase-classicalidade.
Também apresentamos para quais valores de ¢ menores ou igual a 29, os casos em que

pode-se ocorre nao quase-classicalidade para dimensao Frobenius igual a 3.

No capitulo 3, apresentamos o caso de Frobenius dimensao 3 para caracteri-
zar modelos planos curvas maximais a partir de curvas computacionais e os trabalhos
desenvolvidos em (FANALI; GIULIETTI, 2009), a qual utiliza o conhecido resultado do
Teorema do Embedding Natural de curvas maximais (KORCHMAROS; TORRES, 2001).
A classificagdo é conhecida para ¢ < 5. Quando ¢ = 7, apresentamos uma classificacao
completa, proviente da junc¢ao dos trabalhos em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)
e (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Neste caso, temos apenas duas curvas,
Yi= X"+ X degénero9e Y’ —VX? 4+ wX? =0 com w® = —1 tem género 7. Quando
g = 8, a classificacao de curvas maximais com dimensao Frobenius igual a 3 se torna mais
ardua. Devido altos custos computacionais, nos adequamos a certas hipoteses aqui. Os
possiveis géneros neste caso sao 9,10 e 12. Como a unicidade, a menos de isomorfismo, de

um modelo para género 12 ¢ conhecida, nos restrigimos aos géneros 9 e 10.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos as defini¢des e resultados necessarios para cons-
trucao de nossos resultados. Denotamos por F, um corpo finito com ¢ elementos de
caracteristica p > 0 e k o fecho algébrico de F,. O espaco projetivo r—dimensional sobre k

seré denotado por P (k).

1.1 Alguns aspectos de curvas algébricas

Seja X uma curva projetiva nao singular sobre k. Podemos associar a curva X, a
qual é um objeto geométrico, com algumas estruturas algébricas. Tais estruturas algébricas
podem ser encontradas em Teoria de Corpos de Fungoes Algébricas, (STICHTENOTH,
2009). Dependendo da situagao poderemos optar em utilizar a abordagem mais algébrica ao
invés de uma mais geométrica, pois podemos explicitar uma equivaléncia entre tais conceitos.
Por exemplo, uma destas estruturas algébricas associadas a curva X é o corpo de fungoes
racionais de X, denotado por k(X). Os pontos de X se correspondem biunivocamente

entre os lugares, ou places, de k(X) via o mapa
PeX — Mp(X),

onde Mp(X') é o ideal maximal do anel local de Op(X) := {f € k(X) : f é definida em P}.
Outra correspondéncia que utilizaremos é para o invariante género. O género do corpo de
fungoes k(X) coincide com o género da curva X'. Apresentamos nesta se¢ao alguns destes

conceitos algébricos.

Neste texto quando nos referirmos ao termo curva estamos assumindo uma

curva algébrica projetiva nao singular, absolutamente irredutivel definida sobre k.

Alguns resultados de Teoria Corpos de Funcoes Algébricas

Utilizando a linguagem de Teoria de Corpos de Fungoes Algébricas, iremos
enxergar o estudo de curvas de um ponto de vista algébrico. Reservamos esta subsecao
para explanar alguns resultados e defini¢coes importantes para apresentacao dos resultados

principais da tese.

Para uma curva X', vamos denotar F' = k(X) o corpo de fungoes de X' e Pr o
conjunto de pontos de X. Em Teoria de Corpos de Fungoes Algébricas, Pr é conhecido

como conjunto de lugares da extensao F'|k.
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Definicao 1.1. Um divisor é uma soma formal D = Z npP, comnp € Z enp =0 para
PeXx

todos menos um numero finito de pontos P € X. O grau de D ¢ o valor deg D := Enp

e o suporte de um divisor é o conjunto de pontos com coeficientes nao nulos.

Sejam D = Z nyP e D' = Zn’PP/ dois divisores de X'. Definimos a soma de
D + D' sendo

Z (np +n,)P

PeXx

e o divisor zero como 0 := Z rpP, com rp =0 para todo P. Chamamos de grupo de
P
divisores de X', denotado por Div(X'), o grupo abeliano livre formado pelos divisores de

X. No caso especial em que os coeficientes de um divisor sdo todos nao negativos, dizemos
que o divisor é efetivo. Usando este conceito podemos definir uma ordenacao parcial em
Div(X), a saber, dizemos que D > D' se D — D' é efetivo.

Outro tipo interessante de divisores sao aqueles relacionados com fungoes

racionais.

Definicao 1.2. Se f é uma funcao racional em X, ndo identicamente nula, o divisor
de f sendo

div(f) = ) ve(f)P

PeXx

onde v, denota a valorizacio discreta de f. O divisor de uma fungdo racional é chamado

divisor principal. O divisor de pdlo de f é divy,(f) := Z vp(f)P e o divisor
PeX,vp(P)<0
de zeros de f ¢ div,,(f):= > u,(f)P.
PeX,vp(P)>0

O conjunto dos divisores principais é chamado de grupo dos divisores prin-
cipais e denotado por Prin(Xx’). Com esta nogao de divisor principal, podemos particionar
o grupo Div(X) com a seguinte relagao de equivaléncia. Denotamos D ~ D' e dizemos D
¢ linearmente equivalente a D' se D — D’ é um divisor principal. Para cada divisor em
Div(X) podemos associar um espago vetorial. Este esté relacionado ao estudo de série
lineares e também estd profundamente asssociado a construcao de um invariante de X, o

qual sera definido posteriormente.
Definig¢ao 1.3. Para cada D € Div(X), considere o espaco vetorial sobre k dado por
L(D):={fek(X)*: div(f)+ D =0} u{0}.

Chamamos-o de espago de Riemann-Roch associado ao divisor D e denotamos I(D) :=
dimy(L(D)).
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' S
Note que se escrevermos [ = ET%P@‘ — Z m;Q; com n;,m; > 0, entao o
i=1 j=1
espago L(D) é formado pelas fungoes em k(X'), as quais possuem zeros de multiplicidade

pelo menos m; em @), e que tais fungoes nao tém polos, exceto possivelmente nos pontos

P,, com ordem no maximo n;.

Podemos relacionar o grau de um divisor e a dimensao do espaco de Riemann-

Roch associado a esse divisor.
Teorema 1.4. (i) Se deg D < 0, entdo (D) = 0;
(i) (D) < 1+deg D;
(7ii) existe v € Z tal que deg A —I(A) <=, para todo A € Div(X).

Demonstracao: Para os itens (i) e (ii) veja Corolario 1.4.12 e para o item (iii) veja
Proposigao 1.4.14 em (STICHTENOTH, 2009). o
Pelo resultado anterior podemos assumir o maximo do valor degA — I(A) + 1

percorrendo todos os divisores A de X' e definir o género de k(X’) como

g :=max{deg A—1(A)+1: Ae Div(F)}.

Observamos que usando o divisor nulo obtemos que o género é sempre nao
negativo. Quando um divisor W € Div(X) satisfaz deg W = 2g — 2 e [(W) = g, dizemos
que W é um divisor candnico. Este divisor é extremamente importante para calculo da

dimensao de um espago de Riemann-Roch.

Teorema 1.5 (Teorema de Riemann-Roch). Se D € Div(X), entdao para qualquer divisor
canonico W temos
I(D)=1+deg D— g+ (W — D),

onde g € o género X.

Demonstracao: Ver Teorema 1.5.15 em (STICHTENOTH, 2009). o

Em particular o calculo da dimensao de espacos de Riemann-Roch associado a

divisores com grau maior estrito que 2g — 2, como no resultado a seguir.
Corolario 1.6. Seja D € Div(X) de género g e deg D > 2g — 2. Entao
I(D)=deg D+1—g.

Demonstragao: Seja W um divisor canonico. Como deg D > 2g—1edeg W = 2g—2
segue que deg(W — D) < 0. Aplicando o Teorema 1.4 obtemos (/W — D) = 0 e aplicando

o Teorema 1.5 obtemos o resultado. o
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Semigrupo de Weierstrass

Para uma curva X', em geral temos
[(mP) <I((m—1)P)+1,

para todo P € X e m € N u {0} (ver Lema 1.4.8, (STICHTENOTH, 2009)). Quando
ocorre a igualdade, dizemos que m é uma nao-lacuna, ou non-gap, de P. Caso contrario,

dizemos que m é uma lacuna de P. Consideramos para cada P € X, o conjunto

H(P) :={m e N:m é uma nao-lacuna em P} u {0}.

Observamos que m ¢é uma nao-lacuna em P se, e somente se, existe uma
funcao racional com polo de ordem m em P e nao possui outros polos em X além
de P. Logo se mj,my € H(P) entdo existem fungoes racionais fi, fo em X tais que
vp(fi) = —my e vp(fa) = —mg, assim f; - fo é uma funcdo racional em X tal que
vp(fifa) = vp(f1) + vp(f2) = —(my + ma) entdo my +my € H(P). Isto é, H(P) é fechado
em relagdo a soma. Convencionamos uma escrita para os elementos de H(P), como uma
sequéncia ordenada (m;);=o, onde mg = 0 e m;_1 < m; para i € Ny. O resultado a seguir

mostra que o conjunto de lacunas num ponto P € X ¢ finito.

Teorema 1.7 (Teorema das lacunas de Weierstrass). O nimero de lacunas de P € X é

tgual ao género g da curva X .

Demonstracao: Com efeito, se i > 2g — 2 entao pelo Corolario 1.6 temos [(iP) =
1+ 1—g. Dai
(iP)=i+1—g=1((t—1)P)+ 1parai>2g—1

logo [2¢, +0) € H(P). Como 1 = [(0) < I(P) < ... <((29g — 1)P) = g segue que as

desigualdades sao estritas, isto é, temos ¢ niimeros que sao lacunas em P. o

O teorema acima, garante que o conjunto H(P) é um semigrupo de Nu {0} e é
chamado de semigrupo de Weierstrass em P. Os semigrupos de Weierstrass fornecem
propriedades interessantes de curvas, principalmente no contexto de corpos finitos que

estamos interessados.

1.2 Mergulhos Projetivos e Sistemas Lineares

Seja X uma curva projetiva, irredutivel e nao singular sobre um corpo alge-
bricamente fechado k. Como uma curva é um tipo particular de variedade projetiva nao

singular, podemos associa-la aos sistemas lineares.
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Denotamos por k(X') o corpo de fungoes de X' e Div(X) o conjunto dos divisores
de X. Seja E' € Div(X). Definimos um sistema linear em X" como um subconjunto da

forma
{E +div(f) : f € D"\{0}},
para algum D’ é um k—subespaco de L(FE). Em particular, se D’ = L(E) dizemos ¢ um

sistema linear completo de X ¢ denotamos por |E|. O sistema linear completo |E| é
dito candnico, se E é um divisor canonico de X'. A dimensao projetiva de D é definida
como dim(D) := dim(D') — 1 e o grau de D é igual ao grau de E. Podemos denotar uma

série linear r—dimensional de grau d por g.

Seja D um sistema linear g);. Para cada i e Nu {0} e P € X, consideramos o

conjunto

D;(P):={DeD:D >iP}.
Logo D = Dy(P) 2 D1(P) = ... 2 Di(P) 2 D;1(P) 2 ... e se d é o grau de D entdo
D; = ¢ para i > d. Assim para cada P € X tem-se
Di(P) = {E + div(f) : [ € Di(P)\{0}}
onde Di(P) := D' n L(E —iP), portanto D;(P) é uma série linear e é um subespago de D.
Lema 1.8. Para cada P € X temos dim D;(P) < dim D;1(P) + 1 para todo i € N u {0}.

Demonstracao: Como para cada P € X temos o k—isomorfismo entre D;(P)/D;, ,(P)

ao k—espago L(E —iP)/L(FE — (i + 1)P), o qual tem dimensao menor ou igual a 1. o

Para cada ponto P € X, definimos a multiplicidade de D em P por b(P) :=
min{vp(D) : D € D}. Se um divisor efetivo B € D satisfaz vp(B) = b(P) chamamos B de
base local para D. Um divisor efetivo é chamado de ponto base para D se pertencer ao
suporte de cada D € D. No caso particular que B = 0 dizemos que a série D ¢é livre de

ponto base.

Observagao 1.9. Se B é uma base local de D, seque pela ordenagao em Div(X) que

D = B para todo D € D. Definimos o subconjunto de divisores efetivos
DP .= {D-B:DeD)}

que é uma série linear r—dimensional livre de ponto base de grau d — degB .

Associando um Sistema Linear a um dado morfismo

Seja f : X — P"(k) um morfismo nao degenerado, isto é, f(X) nao esta

contida num hiperplano de P"(k). Considere

f=Uo: fr)
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onde fo, ..., fr € k(X). Como as fungoes f; sdo unicamente determinadas por f via um fator
de proporcionalidade em k(X)\{0}, o morfismo f corresponde a um ponto de P"(k(X)).
Para cada ponto P € X seja t é uma fungdo racional em k(X) tal que vp(t) =1, isto é, ¢

¢é o parametro local em P de X. Assim para cada P € X entao
fFP) = (@7 fo)(P) : ... - @ f)(P))

onde ep := —min{vp(fo),...,vp(f)}.

Iremos considerar f : X — P"(k) como uma curva parametrizada em P" (k)
e os pontos de X serdo vistos como seus ramos, isto é, para cada @ € f(X) os pontos
das fibras de f~'(Q) sdo os ramos de f(X) centrados em . Dizemos que o grau do

morfismo f é
deg(f) := [k(X) : k(f(X))].

Em particular, quando deg(f) = 1 dizemos que f é birracional e quando X é k—isomorfa
a f(X), dizemos que f é um embedding ou mergulho. Em ambos casos, dizemos que X é

o modelo ndo singular de f(X).

Queremos estudar os divisores de interse¢do de f(X) e hiperplanos de P"(k).

Considere H := {(mo cooxy) e P(k) Z a;x; = 0 p. O hiperplano H intersecta o ramo
i=0

P € X com multiplicidade vp <Z a;fi | + ep. Entdo o divisor de intersegio f~'(H) da
i=0
curva parametrizada por f e o hiperplano H é dado por

f7HH) = div <Z aifi) + F
i=0
onde F := Z epP. Portanto, associamos o morfismo f ao sistema

{f~'(H) : H hiperplano em P"(k)}

chamado de sistema linear de segoes de hiperplanos. Caso X < P"(k), podemos
considerar o morfismo identidade, entao o sistema linear de se¢des de hiperplanos coincide

com o conjunto de divisores de intersegao entre X e os hiperplanos de P (k).

Observacao 1.10. O sistema linear de secoes de hiperplanos € livre de pontos base.

Associando um morfismo a um dado sistema linear de livre de ponto-base

Seja D sistema linear de divisores de X, que é livre de pontos base de dimensao
r. Entao

D = {E + div(f) : f e D\{0}}
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para algum D" um k—subespaco de L(FE) e algum FE € Div(X). Vamos construir um
morfismo nao degenerado associado a D. Como dimD’ = r + 1 asumimos D’ := (fo, ..., fr)

com f; € k(X). Pode-se verificar a seguinte relagao

vp(E) = b(P) — min{vp(fo),....,vp(fr)} (1.1)

Construimos o morfismo a seguir,

Como Dypy+1 & Dypy = D entao dim Dypyy1 = r — 1. Para cada P € X, seja um

parametro local ¢ em P e considere o mapa entre Dy py41(P) — P"(k) dado por

E + div (ZT: a¢f¢> — {(ao tayc...iay) ZT: (t”P(E)—b(P)fi) (P)a; = O} ‘

1=0 1=0

Seja f € D'\{0}, entao f = Zaifi com ag,daq,...,a, € k e algum a; # 0. Note que
i=0

E + div <Z al-fi) € Dypy+1(P) se, e somente se, E + div (Z aifl-> > (b(P)+ 1)P se,
i=0

1=0

e somente se, vp | E + div Zaifi > b(P) + 1. Por isto e por (1.1), segue que E +
i=0

div (Z a; fl> € Dypy+1(P) se, e somente se,
i=0

vp Z ait”P(E)_b(P)fi> > 1 se, e somente se, Z a;tr )= P)f( ) = 0. Logo Dypy11(P) =

i=0 =0

{(ao tap . Z t”P(E) —b(P fi) (P)a; = 0}. Entao associamos a D o morfismo

¢p: X — P(K)
Po— (¢ fo)(P), ., (8P 1) (P))

Segue de (1.1) que ¢p(P) = (t°F fo(P) : ... : t°P f.(P)) para P € X, isto é, ¢p = (fo : f1:

: f») é unicamente determinado, via equivaléncia projetiva.

Observacao 1.11. O morfismo ¢p € nao degenerado, jd que fo, ..., f, € uma base de D.

Seja £, conjunto das séries lineares DP onde D é uma série r—dimensional em
X. Para cada morfismo ¢ : X — P"(k) nao degenerado, consideramos a classe respectiva
por ¢ :={To¢: T e Aut(P"(k))}. Com esta relacdo de equivaléncia definida, seja M,
o conjunto das classes de morfismos nao degenerados. O resultado a seguir nos permite

transitar entre as séries lineares livres de ponto-base e os morfismos nao degenerados.
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Teorema 1.12. O conjunto das séries lineares r—dimensionais livres de ponto base em
X € equivalente ao conjunto das classes de morfismos X — P" (k) nao degenerado via

equivaléncia projetiva.

Demonstracgao: Defina para cada r > 0 os mapas

e,: L, — M,
D

—  representagao em coordenadas de ¢p

@

r.. mMm, — L,
¢ — Dy

onde L, é o subconjunto de L, das séries lineares livres de ponto base. Seja D uma série

livre de ponto base, onde {fo, f1,..., fr} ¢ uma base de D'. Dai

I 00,(D) = TI'(representacao em coordenadas de ¢p) = Dy, =D = Id,, e

0,00 (¢) = ©,(Dy) = representagio em coordenadas de ¢p, = ¢ = Idp,. ©

Invariantes Hermitianos
Seja D um sistema linear em X de dimensao r e grau d.
Definigao 1.13. Um inteiro ndo negativo j € dito uma (D, P)—ordem se D;,1(P) <

D,(P).

Podemos observar que D; é vazio quando ¢ > d. No caso em que D ¢é um sistema
linear de se¢bes de hiperplanos, um inteiro 5 é um P—invariante hermitiano de D ou
simplesmente uma (D, P)—ordem se existe D € D tal que vp(D) = j. Isto significa que
existe um hiperplano intersectando o ramo P com multiplicidade j. Pelo Lema 1.8, para

cada P € X existem exatamente r + 1 inteiros (D, P)—ordens. Vamos denoté-las por
Jo(P) < j1(P) < ... < jr—1(P) < jr(P).
Observagao 1.14. (a) j.(P) < d;
(b) Quando P nao é um ponto-base de D, obtemos jo(P) = 0.
(¢) 1(P) =1.
Se o sistema linear D for completo entao, pelo Teorema 1.5, obtemos
r=d—g sed>2g—2

edimD;=d—i—gse0<i<d—2g+ 1. Portanto j;(P) = i quando i < d — 2g para
todo P e X.
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Para cada P € X, as (D, P)—ordens nos dao informagoes geométricas sobre a
existéncia de hiperplanos intersectando em P e suas respectivas multiplicidades. Quere-
mos descrever de maneira algébrica essas informacoes. Primeiramente utilizaremos uma
parametrizacao local t em P. Observamos que para cada [ € {0, 1,...r} existe f; € k(X) tal
que

vp(tP B ) = ji(P).

O conjunto {fo, ..., fr} ¢ uma base para D', a qual ¢ chamada base (D, P)—Hermitiana

ou (D, P)—base. Como Dj,(P) = {E + div (Z alfl> c(a; ... ta,) € ]P””i(k)} temos
=i

Ji(P) = min {vp (i alflt”P(E)> c(a;:...1a,) € Pr_i(k)}.

=1
Como estamos interessados em corpos com caracteristica positiva e os planos
osculadores dependem das derivadas das fungoes coordenadas f;, usaremos derivadas de

Hasse. Relembramos que a i—ésima Derivada de Hasse em relacao a t, denotada por Dgi),

Dt(z) <Z Cjtj> = Z (Z) Cjtj_i.
J J

Esta se estende naturalmente ao k() e para cada extensao de corpos finita separavel de
k(t).

¢ definida em k[t] por

Para cada [ € Ny consideramos o vetor DISZ) f = (Dgl) fos.ons Dt(l) fr). Como cada

coordenada deste vetor é regular em P, também definimos
(DO )(P) = (D fo(P),.... DI £,(P)).
Queremos construir uma sequéncia de inteiros 0 < mgy < ... < m,. tais que
D" f(P),.... Di" f(P)
sdo k(X)—linearmente independentes. Definimos o conjunto A(go, - - -, g-; t) sendo
{(no, cony) ENGTling < L <np e Wt = det(Dini)gj)Ogi’jgr # 0}

onde g; := ") f, para | = 0, ..., r. Denotamos também

DYg:=(D{"go:...: D{g,).
O resultado a seguir nos fornece um critério aritmético para obter vetores em A(go, ..., g,; t).

Lema 1.15. Se mg < ... < m, € uma sequéncia de inteiros ndo negativos tais que

(P
det ((jl( )>) % 0 mod p,
my; 0<i,l<r

entao (mo, s ,mr) € A(907 R 7g7"7t)



Capitulo 1. Preliminares 23

0
Demonstragao: Para cada [ € {0,1,...,r}, seja g, = 2 cLt* com Cé’z # 0 a expansao
s=Ji
local de g; em P. Entao

0 0 !
TIQ 5eeeyTTL . S l15—m; _ -2, M & s
Wonermr = det (Z (mi)cst ) = Ct det Z ot
= 0<i,I<r S= 0<i,I<r

S
Ji <Ob= =|OV=

= COdet (<‘7l )) paUimmi) ),
mi/) J o<iji<r
onde C' := Hcél o
1=0

Portanto, a r—upla (my,...,m,) € A(qgo, ..., g-;t) se, e somente se, os vetores
D™ g(P), ..., D{™) g(P) sio k(X)—linearmente independentes,

Corolario 1.16. Os vetores (DUO(P)) )(P), ..., (D(]’”( 2 9)(P) sao linearmente inde-

pendentes.

Podemos nos perguntar se existe uma sequéncia (my, ..., m,.), com m;_; < m;

para i € {1,...,r}, com a propriedade de minimalidade com respeito a sequéncia
(D™ g)(P), ... (D™g)(P)

ser linearmente independente. O resultado a seguir garante que os j;(P)’s satisfazem essa

propriedade de forma minimal.

Teorema 1.17 (Minimalidade). Seja t um parametro local em P. Entao j;(P) € igual ao

minimo do conjunto
{s>ji1(P): (D,Sjo(P))g) (P),..., (ngi*l(P))g) (P), (D(s) )(P) sdo linearmente independentes}.
Demonstragao: Do Corolario 1.16 segue que os vetores

jo(P j1(P ji—1(P ji (P
DE"g(P), D g(P), ..., DP g (P), DFg(P)

g ey

sado linearmente independentes. Fixe j;_1(P) < s < j;(P). Para cada [ € {0, 1, ..., r}, seja

Z . t* com cé-l(P) # 0. Como para [ =0,1,...,7 — 1 temos os vetores
u=j;(P)

(ngo(P))g)(P) — (Cl'O(P)707“"O7"'70)
(Dg]l(P))g)(P) — (*7032.1(13)707,,.70,...,0)
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formam uma matriz triangular e tem elementos nao nulos na diagonal. Logo, (Dgs) H(P) é
combinagao linear de (DﬁjO(P))g)(P), ce (ngH(P))g)(P). o

Outro conceito de minimalidade das (D, P)—ordens também ocorre.

Corolario 1.18. Sejam 0 < mg < my < ... < m,. inteiros tais que 0s pontos (ngo)g)(P),

. (Dt(mT)g)(P) sao linearmente independentes. Entao j;(P) < m; para i =0,...,r

Demonstragio: Fixe i € [1,7]. Como os vetores (D™ ¢)(P), ..., (D™ g)(P)

sdo linearmente independentes, segue do Teorema 1.17 que j;(P) < m;. o

Definicao 1.19. Seja L; := L;(P) a intersecao de todos os hiperplanos em P"(k) que
intersectam em P com multiplicidade no minimo j;.1(P). Dizemos que L; é o0 i—ésimo

plano osculador em P e L,._| ¢ o hiperplano osculador em P.

Corolario 1.20. O i—ésimo plano osculador em P é gerado pelos vetores

(D g)(P), ... (DF P g)(P), (DF P g)(P).

Em particular, podemos explicitar uma equacao para a hiperplano osculador

em P através das fungoes coordenadas.

Corolario 1.21. O hiperplano osculador em P ¢é dado pela equacao

Xo X,
(do) (J0)
e e L I B
(D(]r 1) )(P) (D(]r 1) )(P)

Um caso interessante de interse¢ao ocorre quando existe um hiperplano com

multiplicidade maior que 7.

Definigao 1.22. Se j,.(P) > r, dizemos que P é um ponto osculante (ou mais precisa-

mente, um ponto D—osculante).

As ordens do morfismo

Queremos repetir a caracterizacao induzida pelo Teorema 1.17, utilizando os
determinantes de Wroskianos generalizados mas com uma parametrizacao num ponto
geral, isto é, t sera uma variavel separavel mas nao necessariamente um parametro local. O
objetivo é definir uma sequéncia £ : g9 < €1 < ... < &, em A(go, ..., g,; t) com propriedade

minimal. Escolheremos ¢, ..., ¢, minimalmente na ordem lexicografica, isto é, g = 0 e por
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inducao escolhemos €; como o menor inteiro tal que as linhas (Dgaj ) Joy-ees fo ) fr) com

j =0,...,7 sdo linearmente independentes em k(X).

Assumindo a existéncia da sequéncia &, o resultado a seguir garante que ela s

dependera do sistema linear D.

Proposicao 1.23. (a) Se g; = Zaijfj com (a;;)o<ij<r € GLr11(k), entao
J

det(Dt(ai)gj)Oéi,jgr = det(ai;) - det<Dt€i)fj)0<i,j<r-
(b) SG h € k(X), entao det(Dt(gi)(hfj))ogingr = hr+1d€t(D£€i)fj)0<i7j<7«.
(c) Se x € uma varidvel separdvel, entao

dt

e1+-ter
det(Dfi)fj)ggi,j@ = (dl’) det(D£€i)fj)OSi,j<r-

Demonstragio: Lema 8.47 em (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008).

Definigao 1.24. A sequéncia €y, ...,€, € dita D—ordens ou as ordens do morfismo f.

Em particular, se ¢; =i para i = 0,1,...,r dizemos que D ¢ cldssica.

Ainda falta verificar a existéncia dessa sequéncia de D—ordens. Como nao
depende da parametrizagao, basta tomar ¢ um parametro local no ponto P € X com
ep = 0 e aplicar o Teorema 1.17. Por causa minimalidade das D—ordens e do Teorema
1.18 para todo P € X obtemos

g; < ji(P) paracadaie{0,1,..,r}. (1.2)
Considere o divisor
R:= div(det(Dgai)fj)) + (14 -+ e )div(dt) + (r+ 1)E

chamado o divisor de ramificacao de D, onde FE = Ze pP. Observe que R depende
P

somente do sistema linear D e seu grau ¢é
deg R=(e1+ - +¢)(29—2)+ (r + 1)d, (1.3)
onde d = deg D.

Definig¢ao 1.25. O peso de P € X ¢ o valor vp(R).

Iremos apresentar cotas para o peso de pontos em X através das (D, P)—ordens

e das D—ordens.
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Teorema 1.26. Seja P € X e sejam jo(P), ..., j.(P) as (D, P)—ordens. Entao

T

vp(R) = Z(]z(P) — &)

1=0

(P
il ))) %= 0 mod p.
€1 0<i,j<r

Demonstracgao: Seja P € X et o parametro local em P. Dividindo as fungoes coorde-

A igualdade ocorre se, e somente se, det <(

nadas projetivas por t°°, podemos assumir que ep = 0. Entao
vp(R) = 'Up(d€t<D§El) fi)o<ij<r). Depois de uma transformagao projetiva, como na de-
monstracdo do Teorema 1.17, podemos assumir que f; = t/" + ... para cada i, onde os

pontos indicam termos de ordem alta. Entao

((Jl) thi—er .. ) = det ((‘7’) i .. ) teoT e
&l l

det (<];)) tj0+-.~+jr*50*.-.*€r + ...
Assim

r (P
vp(det(D,ga)fz‘)) > Z(]Z(P) —¢;) e a igualdade ocorre se, e somente se, det ((Jz(e ))) -
i=0 :

I
=¥
Q
~

det(D) f,)

0 mod p. o
Como j;(P) > ¢; para cada i € {0,1,..,r} e para cada P € X, segue que o
divisor de ramificagdo R ¢é efetivo.

Corolario 1.27. Seja P € X. Entao vp(R) = 0 se, e somente se, j;(P) = &; para cada
ie{0,1,..,r}.

Portanto, em particular para quase todo P € X', o conjunto de (D, P)-ordens é

igual a &.

Definigao 1.28. Um ponto P € X é D—ordindrio se j,(P) = ¢;, parai = 0,1,...;7.
Caso contrdrio, o ponto P ¢é dito D— Weterstrass. Quando D €é canonico, dizemos

simplesmente pontos de Weierstrass.
Observamos que :

e O numero de pontos D—Weierstrass, contado com seus pesos, € igual ao grau do

divisor de Ramificacao R.
» Se D é classica entao os pontos D—Weierstrass sao exatamente os pontos D—osculantes.

e Se D for nao classica, entao todo ponto é D—osculante.
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Queremos dar um critério para decidir quando o sistema linear D é classico.
Para isto, comegamos refinando a estimativa ¢; < j;(P) assim como na demonstragao do

Teorema 1.26.

Proposicao 1.29. Seja P € X e sejam jo, ..., jn a sequéncia (D, P)—ordens. Se mg, ..., m,

sao inteiros tais que 0 < my < ... < m, e det Ji )) %= 0 mod p, entao

n

g <m; parai=0,1,... 7

Observamos que a melhor escolha para os inteiros my, ..., m, na Proposicao
1.29 sdo as ordens do morfismo P* — P"(k) dado por (1 : x) — (27° : ... : 27", isto é,

mgo = 0 e se my, ..., m;_1 sdo dados, entdao escolhemos m; sendo o minimo tal que os vetores

(G Ga)) (G )

sao linearmente independentes sobre o corpo primo [F),.
Corolario 1.30. Seja P e X. Se o inteiro

] i
nao for divisivel por p, entdo D € cldssica e o peso de P ¢é igual a Z(]’(P) —1).
i=0

Demonstracgao: Temos

» ( (ﬁ(:?))) e ((J(fj)) " ) _ UGAPY) _ ] G2 —5(P)

1>

Assim pela hipétese det ((‘72)) =% 0 mod p. Pela Proposicao 1.29, segue que €; = 7 para
r

cada i. Portanto, segue do Teorema 1.26 que vp(R) = Z(]Z(P) —1i). o
i=0

A hipétese do corolario é satisfeita se para i # s tivermos j;(P) # js(P) mod p.

Em particular, como j,(P) < d, obtemos:

Corolario 1.31. Se p > d = deg(D) ou p = 0 entdo D é classica. Além disso, vp(R) =

Z(ji(P) —1).

1=0

Aplicando a Proposicao 1.29 a um ponto D—ordinario, obtemos:
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Corolario 1.32 (Critério p—adico). Seja € alguma D—ordem e seja p um inteiro tal que

<€> = () mod p.
]

Entao p € também uma D—ordem. Em particular, se € é uma D—ordem menor do que p,

entdo os inteiros 0,1, ..., — 1 sdo também D—ordens.

€
Demonstracao: Como ( ) # 0, temos que 0 < p < . Podemos supor que p > 0.

(<)

Seja r o maior inteiro tal que €, < p. A matriz

&) - ()
)-8

&?
¢é triangular com as entradas na diagonal 1, ..., 1, < e portanto as linhas sao linearmente
14

independentes sobre o corpo primo [F,. Entao pela Proposicao 1.29 temos €, < p. Portanto,

pela definicdo de r segue que p = ¢,.. ©

Observacao 1.33. Note que (5) % 0 mod p se, e somente se, p = 0 e u € o
I

p—adicamente menor do que €.

1.3 Teoria de Stohr-Voloch

Seja k um corpo finito com ¢ elementos e seja k seu fecho algébrico. Seja X
uma curva de género g definida sobre k. Consideramos X uma curva munida com a agao

da aplicagao de Frobenius, a saber, ¢ : X — X definida por ¢(zg : .. 1 x5) = (af : ... 1 22).
Seja f : X — P"(k) um k—morfismo, digamos f = (fo : ... : f;), onde fo, ..., f-

sao fungoes k—racionais em X. Lembramos que os pontos k—racionais sao fixados pelo
morfismo Frobenius ¢. Podemos aplicar a teoria de séries lineares para k. Escrevemos o
sistema linear associado D =~ P"(D’) < |E|. Neste caso o divisor E e o sistema linear D

sao definidos sobre k, isto é, sdo invariantes pela acao de Frobenius.

Para cada ponto P € X consideramos mp o hiperplano osculador em P. Seja

H={PeX:o(f(P))enp).
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Pelo Corolério 1.21, um ponto P de X com ep = 0 pertence a Hp se, e somente

| PP ey
o <Dt:f0><P> <Dt’fr><P> o
(DP V) (P) ... (DY f)(P)

onde t é um parametro local em P.

Com o intuito de obter uma cota superior para o niimero de pontos racionais
de X, analisamos o conjunto H, o qual é possivelmente maior. Pela equivaléncia anterior,

vamos estudar os determinantes do tipo

1 q

D) ... DMy
W=t (o f) = det ! .fo ¢ _f

DYy .. DM,

onde t é uma varidvel separavel de k(X)/k e vy, ..., V1 s@o inteiros nao negativos.
Proposicao 1.34. FEzxistem inteiros vy, ..,vp—1 com 0 < vy < .. < V,_1 tais que
Vo, Vr—1
W, (foy s fr) # 0.

FEscolha os inteiros v;’s minimalmente na ordem lexiocogrdafica. Entdo existe um inteiro [

g, se 1<1
V; =

com 0 < I <r tal que

Eitly se 1 = I

Demonstragao: Para a parte da existéncia, basta considerar vy = 0 e

vi = min{s > v;_1: f9, DM f .. DYV £ DI f linearmente independentes sobre k(X)}.
Um raciocinio andlogo da demonstracao do Teorema 1.17. Seja I o menor inteiro tal que
a linha (f¢, ..., f?) é combinagdo linear dos vetores (Dt(ei)fo, . Dt(ei)fr) comi=0,.,1.
Como fo, ..., fr ¢ uma k—base de D’ segue que I > 0 e {vy,...,v,_1} = {€0,...,e-}\{er}-

Pela minimalidade ¢; = v; para cadai < [ e ;41 =v; parat > 1. o

Na Proposicao acima temos um sentido minimalmente para os r;’s. A mi-
nimalidade também se mantém no sentido forte, isto é, se my, .., m, sao inteiros com

0 <mg < ... <m, tais que as linhas da matriz

- q
D" gy ... DMy

D™y ... DIM™f,
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sao linearmente independentes, entdo v; < m; para cada ¢ = 0, ...,r. De fato, se v; < m; a

A
| D DS | .
matriz ) tem posto r + 1. Veja Corolario 8.44 em (HIRSCH-
Dy o DIV,

FELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008) para mais detalhes.

Proposigio 1.35 (Lema 8.47, (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008)).
(a) Se g; = Zaijfj com (a;;) € GL(k), entao
J

W " (Goy ooy gr) = det(aig) - WP (foy oy [r)-

(b) Se h e k(X), entdo WX """ (hfy, .., hf,) = RTTWY = (fo, ... f,)

(c) Se x € outra varidvel separdvel de k(X)/k, entdo

dt vit...+vr—1

Wi g i) = g W o),

Pela Proposicao 1.35, os inteiros vy, ..., v,._1 e o divisor
S = div(W(fo, ... [r) + (11 + ... + vp_q)div(dt) + (¢ +1)E (1.4)

dependem somente do sistema linear D, o qual é conhecido como divisor de Frobenius

ou divisor de Stohr-Voloch.

Definicao 1.36. Chamamos vy, ...,v,_1 as ordens de Frobenius de D.

Como deg(FE) = d, deg div(dt) = 29 — 2 (Defini¢ao 5.55 em (HIRSCHFELD;
KORCHMAROS; TORRES, 2008)) e deg div(Wi(fo, ..., f»)) = 0 (Corolario 5.35 em
(HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008)) entdo

deg(S) = (1 + ... + v,—1)(29 — 2) + (g + r)d. (1.5)

Dividindo as fung¢bes coordenadas projetivas fy, ..., f- por fo, podemos assumir
que fo = 1e fi,..., f podem ser consideradas como fung¢oes coordenadas afins. Como

vy = 0, obtemos

h—-f o fi=f
(v1) (11)
D ... D ”
Wt(lafla"'afr) = det t. fl t. f

DV .. DIV,
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Note que Dt(yi)(f;l) = 0 se ¥; ndo é um multiplo de ¢. Portanto, se v; < ¢ entao vy, ..., ;

sao as ¢ + 1 primeiras ordens do morfismo

(fi—=fD) ot (= D) X — P
Podemos aplicar o Corolario 1.32 e obtemos

Proposicao 1.37. Se v é uma ordem de Frobenius de D menor que q, entdo cada inteiro
nao negativo p—adicamente menor do que v é também uma ordem de Frobenius de D. Em

particular, se v; < p entdo (v, ...,v;) = (0,...,7).

Agora iremos estudar o divisor S localmente num ponto P € X. Seja t € k(X)
um parametro local em P. Dividindo as fungoes coordenadas projetivas fo, .., f, por t°7,

podemos supor ep = 0. Assim

vp(S) = vp(Wilfo, -, /) = 0.

Em particular, obtemos o resultado importante que S é um divisor positivo.

Observagao 1.38. O ponto P € Supp(S) se, e somente se, Wy(fo, ..., fr)(P) = 0.

e Sev; = ji(P) para cada i, entio P € Supp(S) se, e somente se, a imagem de f(P)

via a aplicaciao de Frobenius estd contida no hiperplano osculante em P.

e Sev; < ji(P) para algum i, entao P € Supp(S).

Como para P € X (k) as primeiras duas linhas de Wy (fo, .., fr) coincidem, concluimos que

todos os pontos racionais estao no suporte de S.

Agora iremos analisar resultados quantitativos.

Proposigao 1.39. (a) Se P é wum ponto racional de X com  as
(D, P)—ordens jo(P), ..., j,(P) entio

A igualdade ocorre se, e somente se, det << A )) % 0 mod p.
Y 0<I<r—1,1<i<r

(b) Se P é um ponto nao racional de X entao

r—1

vp(S) = Z(]z(P) — V).
Ji(P)

Vn

Além disso, se det <( )) = 0 mod p entao a desigualdade é estrita.
osn<r—1,1e<r

)
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Demonstracgao:

(a) Como P é racional, os planos osculadores em P sao definidos sobre k. Entao, depois de
uma transformacao projetiva com coeficientes em k, podemos assumir que f; = i +...

para cada 7. Dividindo por fjy, podemos assumir que fo = 1. Assim

fl - fiz s fn - fg
(¥1) (v1)
D ... D "
WtV07m7Vn_l (17 f17 sy fn) = det ' fl t, f
DV DY,

Como vy =0 e j; > 0 parai = 1,..,r, obtemos que

v 14

(b) Aplicando uma transformagao projetiva com coeficientes no corpo algebricamente
T

a;; f; onde (a;;) € GL,41(k) tal que
0

fechado k, obtemos fungoes k—racionais g; =
j

fi =t + ... para cada i. Seja h; := ai; f{. Em contraste a parte (a), ndo podemos

T

7=0
afirmar que h; = gf. Logo vp(h;) = 0 para cada i. Temos

ho . h
D(Vo)go e D(Vo)gr " 4
Wt(fo, fl, ey fr)det(aij) = det t_ . ! = Z(—l)zhldl,
: : i=0
D" Vg ... D"y,

onde os d; sdo os determinantes obtidos pela regra de Cramer, a saber,
Vi /o0, r—11%i
Assim

r—1
vp(d;)) = Zjl(P) — vy — j(P) + j.(P) para todo i, isto é, wvp(S) =
=

0
min{vp(dp), ...,vp(d,)}. Como jo(P) < j1(P) < ... < j.(P) entdo min;vp(d;) =

v(d,). Portanto vp(S) = jo + ... + jr — ji — Yo — ... — Vp—1. Em particular, se
det <<]% > = 0 mod p, entdao vp(d,) > jo + . + Jro1 — Vo — oo — Vp_1.
Y/ Jiji=o,.r-1

]

Agora procuramos as relagoes entre as ordens de Frobenius vy, ..,v,_1 € 0s

invariantes hermitianos jo(P), ..., j(P) de um ponto P racional.
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Proposicao 1.40. Seja P um ponto racional de X e sejam jo(P), .., j-(P) a sequéncia

de (D, P)—ordens. Se my, ..., m,_1 sao inteiros tais que 0 < mo < ... <m,_1 €

i(P) — j1(P
det((‘%( ) = Ja( ))> £ 0 mod p,
my o<iI<r—1,1<i<r

)

entao v; < m; para cada i.

Demonstracao: As melhores escolhas para os inteiros m; sdo as ordens do morfismo
P! — P"! definido por

(1:2) s (1:g?279 g™ty = (27 2?0 ).

Ji

mT) 0<r<n—1,1<i<n

Podemos supor que mg = 0 e det (( > # 0 mod p. Podemos assumir

novamente que fy = 1 e f; = t/" + ... para cada i. Assim, como na demonstracao da

Proposigao 1.39, item (a), obtemos

thoy...,mr71 (f07 o fr) = det (( Ji >) It i —mo = =M1 + ... #0.

Portanto pela minimalidade de v; tem-se v; < m;. o©

Como uma consequéncia da Proposigao 1.40 e 1.39, item (a), obtemos:

Corolario 1.41. Se P € X (k) entdo

Vi < Jis1(P) — j1(P)  para cada i e vp(S) = rji1(P).

Aplicando a Proposicao 1.40 no caso em que m; = &;, obtemos

Corolario 1.42. Se a sequéncia de ordem de Frobenius vy, ..., v,_1 difere da sequéncia

€0y -y Er_1, entao cada ponto racional de X é um ponto D— Weierstrass.

Demonstracgao: Se existe um ponto racional D—ordinério, entao pelo Corolario 1.41

segue que v; < g;,41 — £1. Assim pela Proposicao 1.34 temos v; = ¢; para cada i. o

Corolario 1.43. Se D ¢é completa e se existe um ponto racional, entdo v; = i quando

1<d-—2g.

Demonstragao: Seja P € X (k) com as (D, P)—ordens jy, ..., j.. Como D é completa
segue, como observado na primeira se¢ao que j; = ¢ quando ¢ < d — 2¢g. Portanto, pelo

Corolario 1.41, obtemos que v; = ¢ quando ¢ < d — 2g. ©

Corolario 1.44. Se existe um ponto P racional em X, entdo v; < i+ d —r para cada 1.
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Demonstragao: Como j,(P) < d temos j; < i + d — r para cada i e aplicamos o

Corolario 1.41. o

Agora apresentamos o resultado principal de Stohr e Voloch.

Teorema 1.45 ((STOHR; VOLOCH, 1986)). Seja X uma curva de género g definida
sobre I, e seja N o nimero de seus pontos F,—racionais. Se existe em X um sistema
linear de ponto-base-livre definida sobre IF, de grau d, dimensdo r e com a sequéncia de

ordens de Frobenius vy, vy, ..., V,_1 entdo

4.4+ ve1)(29—2) + (¢+1)d
. :

Né(

Coroléario 1.46 (Weil). Seja X uma curva de género g definida sobre F, e seja N o

nimero de seus pontos Fy—racionais. Se q é um quadrado tal que q > 4g*(g — 1)* entdo
N <q+1+2g4/4q.

Demonstracao: Se X (F,) = J entdo nao o que provar. Suponha que X tem um
ponto F,—racional P. Dado d um inteiro tal que d > 2g. Considere D := |dP|. Assim D é
um sistema linear completo, livre de pontos-base sobre [F, de grau d. Seja r a dimensao de
D. Segue do Teorema de Riemann-Roch que r = d — g > g. Pelos Corolérios 1.43 e 1.44,
obtemos que v; =t quando i <r—gev; <i+ g paracadai=r—g,...,m — 1. Aplicando
o Teorema 1.45 obtemos que

1
N<q+1+<r+g> +292(gr)

para cada inteiro r tal que 7 > g. Como ¢ é um quadrado tal que ¢ > 4g*(g — 1)?, basta
tomar r = ,/q para obtemos que N < ¢+ 1 + 2g,/q. o

1.4 Curvas maximais sobre Corpos Finitos

O interesse sobre curvas sobre corpos finitos foi reavivado depois de Goppa,
quando este mostrou como aplicé-las em Teoria de Cédigos, (GOPPA, 1983). Em (STICH-
TENOTH, 2009), Capitulo 2, podemos encontrar uma colegao de resultados sobre cddigos
lineares, entre estes, é o fato que codigos lineares provenientes de curvas possuem uma
limitagao para sua distancia minima. Esta limitacao inferior é significativa somente se a
curva tem muitos pontos racionais. Desta maneira, o estudo de curvas com tais caracteris-
ticas é bem interessante, em particular o conceito de maximalidade. Com o objetivo de
cotar a quantidade de pontos racionais de uma curva, primeiramente o matematico Hasse
determinou uma cota para o caso particular de curvas com género 1. Posteriormente, Weil

determinou uma cota para curvas com género g > 1.
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Teorema 1.47 (Cota de Hasse-Weil). Seja X uma curva definida sobre F, de género g.
Entao

[No = ¢" = 1] < 29v/q" (1.6)

onde N, € o nimero de pontos Fgn—racionais de X .

Para demonstra-la, pode-se utilizar como ferramentas a Teoria de Stohr-Voloch
(para a cota superior: Corolario 1.46) e a Teoria de Galois (para cota inferior). Uma
aplicacao da Cota de Hasse-Weil muitissimo interessante é veracidade da Hipdtese de

Riemann para Corpos de Fungoes sobre Corpos Finitos, através de Fung¢ao Zeta
o0
N; .
t) :=ex —t" 1.7
Cxq(?) P (;} ; ) (1.7)

para uma curva X. Para mais detalhes veja Capitulo 9, em (HIRSCHFELD; KORCHMA-
ROS; TORRES, 2008).

Definicao 1.48. Uma curva X ¢é dita maximal sobre F; se a quantidade de seus pontos

F,—racionais atinge a cota superior de Hasse- Weil.

Para haver maximalidade, o ntimero [ deve ser um quadrado, digamos [ = ¢*.
Podemos calcular a quantidade de pontos racionais de uma curva maximal em cada

extensao de [F 2, através das raizes de um certo polindmio associado a curva. Para isto é

29
aplicado o Teorema 1.5, para garantir a existéncia de um polindémio P(t) := Z a;t' € Z[t]
i=0

P(t
tal que Cy4(t) = i t)((l)— g Definimos o L—polinémio de X de género g como
2g9—1
L(t) =1+ ) at' + q%t*
i=1
se g = 1eL(t) =1seg = 0. Tal polindbmio possui propriedades que auxiliam na

demonstragao do resultado a seguir.

Lema 1.49 (Lema 9.20, (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008)). Seja X

uma curva maximal sobre Fp2 de género g definida sobre . Entao

¢ +1, i= 1mod 2
#XFi) =< ¢ +1+20\/¢, i= 2mod4
¢ +1—29\/q¢, i= 0mod4

Vamos estudar curvas maximais sobre um corpo fixado Fg ., através do gé-

nero, suas sequéncias de ordens e semigrupo de Weierstrass. Sabemos que toda curva
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é birracionalmente equivalente a uma curva plana (Teorema 7.17, em (HIRSCHFELD;
KORCHMAROS; TORRES, 2008)), assim vamos trabalhar com modelos planos para
buscar exemplos de curvas maximais. Relembramos a seguir a defini¢ao de equivaléncia

birracional neste contexto a partir da linguagem de corpos de fungoes.

Definicao 1.50. Duas curvas planas sao ditas birracionalmente equivalente se os

corpos de funcoes delas sao isomorfos sobre k.

Curva Hermitiana

Seja Fp2 com ¢ = p" > 2. Considere H, a curva plana irredutivel definida sobre
F,» dada pela equagao
Yi4+Y = X9 (1.8)

Definic¢ao 1.51. Uma curva Hermitiana definida sobre Fp2 é qualquer curva algébrica

birracionalmente equivalente a curva H,.

Podemos escrever as formas equivalentes da curva Hermitiana em coordenadas
projetivas. As equagoes sao dadas por F;(Xo, X1, X3) =0, para i = 1,2, 3,4, onde
(i) Fi(Xo, X1, X2) = X¢M + X{H 4+ X§*,
(i) Fy(Xo, X1, X2) = XIXo — Xo X + wX{™ onde w?™! = —1;
(iii) F3(Xo, X1, Xo) = X1 X§ — X{X, + wX{™, onde w?™! = —1;
(lV) F4(X0,X1, XQ) = XgXl + Xing + XgXO
Cada umas trés primeiras equagoes sao obtidas de (1.8) por uma substituigao
linear definida sobre F . Para obter (iv) é necessario uma transformagao sobre FFs.

Teorema 1.52 ((HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008)). A curva H, ¢ uma
curva ndo singular, com Py, o lugar associado ao ramo centrado no ponto Py = (0:0: 1)

e tem as sequintes propriedades:

(1) div(dr) = (q+1)(q — 2)Px;

q(g—1)
g

(iii) #H,(Fpe) = ¢ + 1;

(it) H, tem género

() o grupo de K—automorfismo de Hy € Fp2—racional e é isomorfo ao grupo PGU (3, q),

o qual age projetivamente sobre Hq(F,2).
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Cota de lhara

Teorema 1.53 ((IHARA, 1981)). Se X' é uma curva mazimal de género g sobre F,2 entao

29 < (¢ —1)q.

Demonstracao: Seja X' é uma curva F2—maximal de género g. Como X (F,2) <
X(Fp), entao #X(Fp2) < #X(F,a). Aplicando o Lema 1.49, obtemos

P +1+29¢<q*+1—2g¢,

isto implica que 2¢g < q(¢ —1). o

Equivaléncia Fundamental

Queremos estudar algumas propriedade aritméticas e geométricas das cur-

vas maximais. Primeiramente, vamos relembrar alguns resultados de Jacobianos. Para
mais detalhes veja (TATE, 1966), (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1993), (RUCK;
STICHTENOTH, 1994).

Seja X uma curva F,—maximal com género g e ) € X um ponto F,—racional.
Seja J o Jacobiano de X, o qual é uma variedade abeliana isomorfa ao Grupo de Picard.

Podemos definir uma aplicacdo f = f7° : X — J dada por
f(P) =[P - R

Vamos construir o Médulo Tate asssociado a J. Fixe [ primo, [ # char(F,).

Definimos para cada i € N a aplicacdo 1; : J — J dada por ¢;(P) := ['P.

Observacgao 1.54. A aplicacdo ; ¢ uma isogenia. Para verificar este fato, devemos

mostrar que ; € um morfismo de grupos algébricos com nicleo finito. Seja
Ji == Kery; = {[Ple J : [I'P] = [0]}.
Um resultado em (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1993), nos garante que #J; =
(1%,
Definimos para cada i € N a aplicagao

ai+1:$i+1 — \711

P — [P

Defini¢ao 1.55. O médulo Tate T)(J) associado a J com respeito al é o limite inverso
dos grupos Jyi com respeito as aplicagoes oy, isto €, o conjunto de todas as sequéncias (ay,),

tais que a; € Ty e air1(a;41) = a;.
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O médulo T;(J) é um modulo livre de posto 2¢g sobre Z;. Considere Fr o
morfismo de Frobenius associado ao corpo I, induzido na curva X e F'ry o morfismo

induzido por F'r em J. Vamos analisar o seguinte diagrama.

X o x
! J{f
J g
Como Fr(Fy) = Py entao
foFr(P)=|[Fr(P)— Py = Frobs([P — Py]) = Frzo f(P) (1.9)

para todo P € X. Queremos induzir o mapa Frz no médulo Tate T;(J). Sabemos que a
aplicagao

81 l® Enqu(j) - EndG(ﬂ(j))

é uma bijetora por teorema principal em (TATE, 1966)), onde G é o grupo de Galois da
extensdo F,|F,. Logo a representacio Endg(T,(J)) — Endg,(J) que associa f — 6,(1, f)
é fiel. Se [a;] € J;i entao

vio Fry([ai]) = [I'Fra(a;)] = I - 1Frg(a;)] =[] - [0] = [0]
Logo Frg([a;]) € Ker(i;) = Jyi. Portanto Frz(Ji) < Ji. A aplicagao induzida

Frg :T(J) — T(J)
(an)n +— (Frg(an))n

Assim Fr; age como uma aplicagdo linear em 7;(J). Um fato interessante

aqui é que o polindémio caracteristico de T;(J) nao depende de [.

Lema 1.56 ((RUCK; STICHTENOTH, 1994)). A aplicacio de Frobenius do Jacobiano

de uma curva mazimal sobre F 2 age como multiplicaciao por (—q) em J.

Demonstragao: Pelo Teorema 2 em (TATE, 1966), segue que a algebra Q x Endg, (J)
¢ semi-simples e seu centro ¢ Q[Frz]. Seja h(t) o polindmio caracteristico de F'ry. Assim

Frg é aplicacao diagonalizavel e com todos os autovalores iguais a —/q. Logo h(t) =
(t + \/q)*. Entdo
(Frg—+/qld)* = h(Frs) = 0.
isto é, Fry = —/qld. o
Lema 1.57 ((RUCK; STICHTENOTH, 1994)). Seja X uma curva Fz—mazimal de

género g. Entao o grupo das classes dos divisores de grau zero é isomorfo a (Zq+1)29.
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Demonstracao: Considere v : J — J dada por v(P) = (¢+ 1)P. Assimse P € J
satisfaz (¢ + 1)P = 0 se, e somente se, P = —qP = F'r7(P) se, e somente se, P € J(F).
Portanto

Ker v = J(Fp).
Assim Pic” = J(F,2) = Ker . Como dimJ = 2g entdo considere {ey, ..., e5,} uma base

para J. Associamos a cada ponto de J escrito nesta base um vetor em Z,:
(k1, ..o, kog) = (k1 + (¢ + 1)Z, ..., kyy + (¢ + 1)Z).
Portanto Pic” = ker v = (Z,41)%. o

Corolario 1.58. Para uma curva maximal X sobre k temos qP + Fr(P) ~ (¢ + 1)P
para todo ponto P € X .

Demonstragao: Para P € X', temos por (1.9) que
[Fr(P) = R] = foFr(P)=Frgo f(P)=—q[P - R
entdo Fr(P)+qP ~ (¢+ 1)F. o

Aplicando o resultado anterior apenas em pontos F,—racionais, obtemos a

equivaléncia a seguir.

Corolario 1.59 (Equivaléncia Fundamental: (RUCK; STICHTENOTH, 1994)). Seja X

uma curva mazximal sobre k e sejam Py, Py € X (k). Entao
(g+ )P~ (¢+1)F.

Corolério 1.60. Se X' ¢ uma curva Fgp—mazimal com D = [(q + 1)Ry| = g;,, o sistema
de Frobenius de X num Py um ponto IF2—racional, entio D nao depende do ponto racional

escolhido e r = 2.

Demonstragao: Segue imediatamente do Corolario 1.59.

Cota de Castelnuovo

Seja X uma curva F2—maximal de género g. Considere Dy = |(q + 1) | onde
Py é um ponto F,2—racional de X. Pela Equivaléncia Fundamental o sistema nao depende
do ponto racional fixado F,. Seja r a dimensao de Frobenius de X. A dimensao r controla
o género através da cota de Castelnuovo aplicada ao morfismo 7 : X — P"(k) associado

a Dy, a saber

Teorema 1.61 (Castelnuovo, Corolario 10.25, (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TOR-

RES, 2008)).
—(r — 2 _
(24 é: 13 1)» se r € par
r —
g<co(r,g+1):= (20— (r—1))? (1.10)
, se r é impar
8(r—1)
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Cota de Furhmann-Torres

Esta sessao é dedicada ao artigo (FUHRMANN; TORRES, 1996), o qual prova
o resultado que foi conjecturado por Stichtenoth e Xing, a saber: seja g o género de uma
curva algébrica nao singular irredutivel e projetiva sobre o corpo finito [F 2, cujo ntimero

de pontos 2 —racionais atinge a cota de Hasse-Weil, entao
4g<(¢g—1)* ou 29=(q—1)q

O ponto de partida para a demonstragao é consequéncia de um resultado de
Stichenoth e Xing, o qual afirma que existe um ponto k—racional Py € X tal que g e ¢ + 1
sdo nao lacunas em Py, ver em (XING; STICHTENOTH, 1995). Entao o sistema linear

D =g, := (g + 1) P é simples. Por Teorema 1.61 segue que se r > 3 entdo
49 < (¢ —1)% (1.11)

Vamos considerar r = 2. Aplicamos a Teoria de Stohr-Voloch ao sistema linear D = gg =
(¢ + 1)PRy|. Para P € X, seja 0 = jo(P) < j1(P) < jo(P) < ¢ + 1 as (D, P)—ordens. O
fato que ¢ e ¢ + 1 sdo nao lacunas em P, implica que j;(Py) =1 e jo(Fy) = g + 1. Para
calcular j5(P) para P € X(k), usamos um resultado de Riick e Stichenoth, o Corolario
1.59. Entao para todo P € X (k) temos

J2(P) = q + 1. (1.12)

Seja 0 = vy < 11 a sequéncia de ordens k—Frobenius de D, reveja a Proposicao 1.34. Pelo

Corolario 1.41, segue que v, satisfaz
v < J2(P) = j1(P) = ¢+ 1= ji(P) (1.13)

para todo P € X(k). Aplicando a relagao (1.5) para D, obtemos o grau do divisor de

Frobenius
deg(S) = v1(29 —2) + (¢* +2)(¢ + 1) (1.14)

cujo suporte esta contido em X' (k) (isto é consequéncia da Observacao 1.38). Além disso,

pela Proposigao 1.39, temos para P € X' (k) vale a seguinte desigualdade
UP(S) >j1(P)+<j2(P)—V1) >q+1—V1. (115)
Proposicao 1.62. Suponha que 4g > (q¢ — 1)*. Entdo

(i) v =q.

(ii) j1(Q) =1 para todo Q € X (k).
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Demonstragao: Obtemos a afirmagao (i7) ao assumir (i) e usando a desigual-
dade (1.13). Para verificar (i), primeiramente observamos que v; < ¢. Usando (1.15) e

(1.14) obtemos que

(29 —2)+ (*+2)(g+1) = deg(S) = (q+1—w1)-#X(k)
= (q+1—n)-(¢+1+2q)

Assim (¢* — D)y — q(g — 1) = 2(q — 1)’¢* — v1(q — 1)*q + 4q(q — 1)? logo obtemos v = ¢
pois 11(¢* —¢* +¢—1) = (¢’ =1 +qlg—1)%) = 2(¢— 1)’ (¢ + ¢*).

Teorema 1.63 (Furhmann-Torres). Seja X uma curva Fp—mazimal de género g. Entao
49<(¢-1° ou 29=(q¢-1)g.

Demonstragio: Suponha que 4g > (g—1)%. Como ¢ e ¢+ 1 sdo nao lacunas em
algum ponto Py € X (k), entao {q,q+1) = H(P), logo g é menor ou igual ao (g, g+1). Assim
segue que 2¢g < (¢ — 1)g. Considere R o divisor de X de ramificagdo de D = [(¢ + 1) - .

Entao o grau do divisor R ¢ dado por
deg(R) = (1 +¢q)(29 —2) +3(¢ + 1),

pois da Proposigao 1.62 temos €; = 1. Pelo Teorema 1.26 e pela relagao (1.12) temos
vp(R) = 1 para todo P € X(k). Assim deg(R) = #X (k) e pela maximalidade segue que
2g=q(g—1). o

Para buscar um modelo nao singular para uma curva maximal de género
q(q — 1)/2 podemos utilizar a existéncia de um ponto F.—racional P e fungdes z,y

[F2—racionais da curva tais que dive(z) = qPy e dive(y) = (¢ + 1)Fy. O espago
{a'y’ : (i,j) € No x No, iq +j(g +1) < qlq + 1)}

que tem 1+ (¢ + 1)(¢ + 2)/2 elementos induz uma combinacao F.—linear nao trivial. O
resultado a seguir garante que através desse processo obtemos um F,2 —isomorfismo com a

curva Hermitiana.

Teorema 1.64 ((FUHRMANN; TORRES, 1996)). Uma curva Fp2—mazimal de género
g =4q(q—1)/2 éFp—isomorfa a uma curva Hermitiana, a qual é definida por uma equagao
do tipo

y! +y = 27

Comportamento das ordens da série Frobenius

Os resultados a seguir foram construidos por Furhmann, Garcia e Torres, os
quais explicitam o comportamento das ordens do sistema Frobenius e o comportamento

das nao-lacunas em determinados pontos para curva maximais.
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O comportamento das ordens da série de Frobenius de curvas maximais, o
qual foi observado em Proposicao 1.62, é estendido para qualquer dimensao Frobenius r e

género, isto é, decorre da maximalidade.

Teorema 1.65 (Teorema 1.4, (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997)). Sejam X uma
curva F 2 —mazimal e D sua série de Frobenius com dimensdo r. Considere g < €1 < ... <

e, sua sequéncia de ordens da série de Frobenius e j;(P) a i—ésima (D, P)—ordem. Entao,

(Z) E&r =4(;
(7t) jr(P)=q+1se Pe X(Fp) ej.(P)=qseP¢X(Fg).
(7ii) j1(P) =1 para todos pontos P € X. Em particular, e1 = 1.
O comportamento das nao lacunas em pontos de uma curva maximal pode ser
relacionado com a série de Frobenius associada. Em especial, as nao lacunas em pontos

k—racionais da curva possuem propriedades interessantes, as quais iremos sempre recorrer

neste trabalho.

Proposicao 1.66 (Proposicao 1.5, (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997)). Sejam
X uma curva Fp—mazimal e D sua série de Frobenius com dimensdo r. Para P € X seja
m;(P) a i—ésima nao-lacuna em P. Entao,

(i) para cada P € X temos

0<my(P) <..<mp_1(P)<q<m(P);
(it) se P ¢ X(Fp), entao os nimeros 0 < q—m,_1(P) < .. <qg—mi(P)<gq sao
(D, P)—ordens;
(iit) se P e X(Fp), entao as (D, P)—ordens sao

0<gq+1—m_1(P)<..<q+1—m(P)<q+1;

() se P e X(Fp), entdo q e g+ 1 sao nao-lacunas em P.

Cota de Korchmaros-Torres

A cota de Furhmann e Torres para géneros de curvas [F 2 —maximais foi melho-
rada por Korchmaros e Torres ao explicitar o terceiro maior género possivel. Este valor

depende de propriedades aritméticas de gq.
Teorema 1.67. (KORCHMAROS; TORRES, 2002) Seja X uma curva Fp2—mazimal de
género g. Entao,

9< G2, 9g=Gg1 ou g=go, (1.16)
onde go := q(q—1)/2, g1 := (g —1)*/4] e g2 := |(¢* — ¢ + 4)/6]. Além disso,
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(i) para ¢ = 1 mod 3, ¢ > 13, nao existe curva Fpe—mazimal de género igual a
(¢ —1)(q —2)/6;

(ii) para g = 2 mod 3, ¢ = 11, a curva nao singular dada pela equagio y? +y = gl 1)/3

€ a unica curva Fp—mazimal de género (¢ —1)(¢ — 2)/6.

Exemplos de curvas maximais n3o cobertas pela Hermitiana

A maioria dos exemplos de curvas maximais provem de coberturas da curva

Hermitiana.
Definicao 1.68. Seja F uma curva plana definida sobre IF,.

(1) Uma transformagdo racional de K(F) é um mapa w : Fy(F) — Fo(F) que € uma

transformagdio F,—racional e w(K(F)) é um corpo de fungoes F,—racionais;

(ii) Se F' é a imagem de F via uma transformagao F,—racional, entio F — F' é dito

um cobrimento F,—racional.

Existem exemplos conhecidos de curvas que sao maximais mas nao sao cobertas

pela curva Hermitiana.

Exemplo 1.69. Seja g = n® com n poténcia de um primo p. A curva GK é dada pela
equagoes
Z7 T YR(X) e XM+ X = YL

1
Ela maximal sobre Fp de género 5(713 +1)(n* —2) + 1, onde

h(X) _ zn:(—l)i-i_lXi(n_l).

i=0
Este € um exemplo de curva que ndo é Galois-coberta pela curva Hermitiana para n > 2.

Mais informagéoes podem ser encontradas em (GIULIETTI; KORCHMAROS, 2009).

Exemplo 1.70. A curva GGS ou curva GK-generalizada C,, é o modelo nio singular

sobre Fpen da curva definida pelas equagoes afins

VIt =l 4y e waet =9 —vy

qn+2 _qn _q3 +q2

. Em (DUURSMA; MAK, 2012) observaram que C,, nao
pode ser Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre Fpen quando n > 3 e ¢ > 2. Em
(GIULIETTI; MONTANUCCI; ZINI, 2016), é observado que a curva nio é Galois-coberta

pela Hermitiana nos casos ¢ =2 e n = 5.

e 0 género
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Exemplo 1.71. Seja n = 3 é um inteiro impar, q é uma poténcia de um primo e s = 1 um
divisor de (¢" + 1)/(q + 1). Seja C, a curva GGS e considere o morfismo ¢, : Cp —> P?
dado por

o(u,v,w,1) — (x,y, 2,1) := (u,v,w*, 1).
Considere a curva Y, s o modelo ndo singular sobre Fpan de ¢, 5(Cy), 0 qual € dado pelo
modelo
Yyl =xltz e M= yq2 —, (1.17)

| i 2 — s+ P+ s—1
LT Bsta curva é F j2n—maximal de género 4 ¢ 774q :
s(g+1) 2s

Em (TAFAZOLIAN; TEHERAN-HERRERA; TORRES, 2016) foi observado que fizando

n =23 es divisor de ¢* —q+ 1, a curva YVs.s nao pode coberta pela curva Hermitiana Hs

onde M =

sobre Fys para ¢ > s(s +1).

1.5 O Problema de determinacdo do Espectro dos Géneros

Seja ¢ a poténcia de um ntmero primo p. Consideramos o corpo k = Fp2 o

corpo finito com ¢* elementos. Estamos interessados em determinar o conjunto
M(q?) :={ ge Np: existe uma curva k — maximal de género g},

chamado de Espectro dos Géneros sobre k. Dado g € M(g?), outro problema interessante

é saber quantas curvas k—maximais de género g existem, a menos de isomorfismo.

Usando os resultados ja conhecidos de curvas maximais sobre k, podemos
responder estes problemas para alguns valores de ¢q. Usando o Teorema 1.63 e o Teorema

1.67 obtemos o resultado a seguir.

Teorema 1.72 ((KORCHMAROS; TORRES, 2002)).
M(q®) < [0,92] U {g1} U {90}, (1.18)

onde go := q(q—1)/2, g1 := [(q — 1)*/4] € g2 := |(¢* — ¢ + 4)/6].

Aplicando o teorema anterior podemos explicitar o espectro de géneros para
q<5.

Corolario 1.73. (i) M(2*) = {0,1}.
(i) M(3?) = {0,1,3]}.
(iii) M(4%) = {0,1,2,6};

(iv) M(5%) = {0,1,2,3,4,10};
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(v) M(7%) < [0,7] U {9} U {21}.
Em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018) foi determinado
M(7%) = {0,1,2,3,5,7,9, 21}.

Observagao 1.74. Utilizando o exemplo 1.69 obtemos: 99 € M(27%). Segue do Teorema
1.67 seque que: 22 ¢ M(13%), 35 ¢ M(167), 51 ¢ M(19%), 92 ¢ M(25%).
Usando a dimensao de Frobenius podemos descartar alguns valores de género

no Espectro.

Proposicao 1.75 (Prop 3.1, (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018)). Seja X
uma curva Fpe—mazimal de género g com dimensdao Frobenius igual a r. Se alguma das

condicoes € satisfeita:

(a) g=0mod 3 e (3¢ —1)(29 —2) > (¢ + 1)(¢* —4q — 1) ou

(b) g0 mod 3,7 =3¢ (4qg—1)(29 —2) > (¢ + 1)(¢° — 5q — 2)

entao 2 g 5
— 2 +
g=clq) = %- (1.19)
Corolario 1.76 ((ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018)). Seja g # 0 mod 3.
—1)(g—2
Seja X uma curva Fpe—mazimal de género g com g > ((])6((]) Entao
9> eig). (1.20)

Demonstragao: Seja r a dimensao de Frobenius de X'. Se r > 4 entdao g < (¢ —
1)(¢ — 2)/6 o que contradiz a hipdtese. Logo r < 3. Se r = 2 segue que g = (¢ — 1)q/2
portanto vale 1.20. Se » = 3 entdo aplicando a hipdtese sobre g temos

g—1)(qg—2)—6 g+ 1)(q¢—4)
g p@=D@=2=6 _ ()

3 3

42 — 17 + 4
_ (qﬂ)(q 37Q+)

Aplicando a Proposicao 1.75, segue que g > ¢1(q). o Em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN;
TORRES, 2018) sao aplicados para ¢ < 16, a saber,

(49 —-1)(2g -2) >

> (q+1)(¢* = 5¢ - 2)

6 ¢ M(7?%),8 ¢ M(8?),10 ¢ M(9%),16 ¢ M(11?),23,24 ¢ M(13%) e 36,37 ¢ M(16?).
Explicitamos para ¢ < 29 no resultado a seguir.
Corolario 1.77. (i) 41,42 ¢ M(17%);

(ii) 52,53,54 ¢ M(19%);
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(iii) 78,79,80 ¢ M(23%);
(iv) 93,94,95,96 ¢ M(25°);
(v) 110,111,112 ¢ M(27%);

(vi) 127,128,129, 130 ¢ M(29?).
Além disso, encontramos para 8 < g < 29 as seguintes informagoes:

(i) {0,1,2,3,4,6,7,9,10,12,28} = M(8%) < [0,10] U {12} U {28};

(i) {0,1,2,3,4,6,8,9,12,16,36} = M(9?) < [0,12] U {16} L {36}
(ifi) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13, 15,18, 19, 25,55} = M(112) < [0,19] U {25} U {55};
(iv) {0,1,2,3,4,5,6,9,10,12,15,18, 26,36, 78} = M(132) < [0,21]U[23,26] U {36} L {78};
(v) {0,1,2,4,6,8,12,16,24,28,40,56,120} = M(16%) < [0,34] U [36,40] < {56} U {120}

(vi) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12, 14, 16, 19, 22, 28, 32, 40, 45, 46, 64, 136} = M(172) <
[0,46] U {64} U {136);

(vii) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,13,14,16,17,18,19, 21, 24,27, 35, 36,41, 57,81,171} <
M(19%) < [0,57] U {81} U {171};

(vii) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 28, 31, 33, 37, 41, 55, 61,
77,84, 85,121,253} < M(23%) < [0, 85] U {121} U {253};

(ix) {0,1,2,3,4,6,8,10,12, 18,22, 24, 30, 36, 44, 48, 50, 60, 66, 72, 100, 144, 300} = M (25?)
< [0,100] L {144} U {300};

(x) {0,1,3,4,6,7,9,10,12,13,15, 16, 17, 18, 19, 24, 25, 26, 27, 39, 43, 51, 52, 78, 85, 108,
117,169,351} < M(272) < [0,117] U {169} U {351};

(xi) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 31, 33, 34,
36, 40, 42, 45, 49, 56, 58, 61, 66, 70, 82, 91, 98, 126, 135, 136, 196, 406} = M(29%) <
[0,136] U {196} U {406}.

Algumas perguntas ainda sem resposta:
(i) 5e M(8%)?
(ii) 5,7,11 € M(9%)?
(iil) 12,14,17 € M(11%)?

(iv) 7,8,11,13,14,16,17,19, 20, 21,25 € M(13?)?
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(v) 3,5,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19, 20,21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 38,
39 € M(16%)?

(vi) 9,13,15,17 € M(17%)?
(vii) 10,11,15 € M(19%)?

(viil) 5,7,9,11 € M(25%)?

Em (MONTANUCCI; ZINI, 2018) foi mostrado que estes casos restantes nao podem ser

satisfeitos por curvas Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre [F.

1.6 Classificacdo de curvas maximais com dimens3o Frobenius 3

Nesta secao iremos introduzir as ferramentas necessarias para classificar uma
curva [Fz—maximal com dimensao Frobenius 3 via modelos F—birracionais. Uma das
ferramentas fundamentais aqui é um fato mais geral, o qual afirma que curvas maximais

estao mergulhadas numa superficie Hermitiana.

Teorema 1.78 (Natural Embedding Theorem, (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TOR-
RES, 2008)). Seja X uma curva Fp2—mazimal com dimensao de Frobenius r. Entio X €
isomorfa sobre Fp2 a uma curva em P™(F2) de grau ¢ + 1 pertencendo a uma variedade
Hermitiana H,, definida sobre Fp2 com m < r. Além disso, o hiperplano osculador de X

em todo ponto P € X coincide com o hiperplano tangente em P em H,,.

Aplicando em particular para dimensao Frobenius igual a 3, obtemos a dimensao

da variedade Hermitiana.

Corolario 1.79. Seja X uma curva Fp—mazimal de dimensdo Frobenius 3. Entdo X €
isomorfa sobre Fp a uma curva em IP’?’(qu) de grau q + 1 pertencendo a uma variedade
Hermitiana Hs definida sobre Fy2. Além disso, o hiperplano osculador de X em todo ponto

P e X coincide com o hiperplano tangente em P em Hs.

Demonstragao: Do Teorema 1.78 segue que m < 3. Se m = 2 entdao X é isomorfa a

curva Hermitiana Hs, logo » = 2 um absurdo. Logo m = 3. o

Tendo em vista estes resultados, a classificacao de uma curva F,—maximal de
dimensao Frobenius 3, via (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012), utiliza a existéncia
de uma curva em P?)(FqQ) de grau ¢ + 1 pertencendo a uma variedade Hermitiana H3

definida sobre F 2, a qual é isomorfa a curva inicial sobre F.
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1.6.1 Trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni

Em (FANALI; GIULIETTI, 2009), Fanali e Giulietti observaram que dada uma
curva [F 2 —maximal com dimensao Frobenius 3, suas ordens de contatos com planos tangen-
tes nao osculantes nos permitiriam caracterizar uma familia de modelos F 2 —birracionais
para tal curva. Foram construidas projetividades que preservavam caracteristicas con-

venientes em tais planos e como tais fatos afetam nos modelos da curva em (FANALI;
GIULIETTI; PLATONI, 2012).

Seja X uma curva maximal sobre Fg: com dimensao Frobenius 3. Seja mp a
primeira nao-lacuna em P um ponto F,2—racional de X'. Vamos considerar as coordenadas
de P*(F,2) como (t:x:y: 2).

Observacao 1.80. Como o grupo de transformacoes lineares preservando Hs age transi-
tivamente em Hs(Fp2), podemos assumir que P = (0:1:0:0) € X. Além diso, o plano
osculante a X no ponto P € dado pela equacao T = 0, o qual coincide com o plano tangente

a Hs no ponto P.

Lema 1.81 (Lema 1, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Eziste uma projetividade
que mapeia a reta tangente de X em P na reta com equagcio Y =0, T = 0 e preservando

Hs, o ponto P e o plano T = 0.

Demonstracao: Seja [ a reta tangente a X no ponto P. Como [ esta contida no

plano osculante a X em P, temos que [ pode ser definida pelas equagoes
aY =bZ =0 e T=0

para certos a,b € Fp2. Se b = 0 nao hd o que provar. Se a = 0 trocamos Z por Y. Se ab # 0,

podemos reescrever as equagoes de [ por
Y—puZ=0 e T=0
com [ € ]FzQ. Considere o, 3,m € F2 com m # 0 e ap # 3 tais que
mt o () =1,

a4 gt =1, (1.21)
a+ pul =0.

Definimos ¢ a transformacao linear dada por X — X', Y — BY' + umZ2’,
Z — oY +mZ e T — T Pode-ser verificar que o mapa ¢ satisfaz a tese do lema ja que
a reta ¢~ (1) tem equacdes
Y=0 e T=0.

Para verificagdo da existéncia de «, §,m € F 2 satisfazendo (1.21), veja demonstracao do
Lema 1 em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012). o
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Pelo resultado anterior podemos sempre assumir que a reta tangente a X no

ponto P tem equacoes
Y=0 e T=0. (1.22)
Da mesma maneira, queremos caracterizar os planos tangentes nao osculantes a X em P.

Lema 1.82 (Lema 2, (FANALIL; GIULIETTT; PLATONTI, 2012)). Para todo plano tangente
T ndo osculante a X em P, o qual € definido sobre Fp, existe uma projetividade que

mapeia ™ no plano Y = 0 e preserva Hs, o ponto P, o planoT' = 0 e a reta com equagoes
Y =0T=0.

Demonstracgao: Seja m um plano tangente nao osculante a X em P, o qual é definido
sobre F,2. Como 7 contém a reta tangente a X em P, podemos escrever a equacao para
7 como Y = nT para algum n € F 2. Considere a :=n? e € Fp tal que 87 + 3 = n*"
Definimos ¢ a transformacao linear dada por X — X' +aY' + 87", Y — Y'+nT', Z — 7'
e T — T'. Assim o plano ¢ *(7) tem equacdes Y = 0 e T' = 0. Pode-se verificar que ¢

satisfaz a tese. o

A descricao de um plano tangente nao osculante a X em P pode ser mais

precisa quando sabemos a quantidade de pontos [F 2 —racionais de X neste plano.

Lema 1.83 (Lema 3, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Seja m um plano tangente
nao osculante que passa por P, o qual € definido sobre Fp2 e que contém pelo menos dois
pontos IF 2 —racionais distintos de X e também diferentes de P. Sejam Py e Py tais pontos.

Entao podemos assumir Py = (1:0:0:0) e algumas das duas possibilidades:

(a) P, =(1:B:0:1) para algum B € Fpz2 com B'+ B =1,
(b) Fize W € F, tal que W+ W =0 entdo Py = (1: W :0:0).
Demonstragao: Pelo Lema 1.82 podemos assumir 7 com equacao Y = 0. Como

Py € Hy nm podemos escrever Py := (1: A:0: B) com A, B € Fp tais que BT = A7+ A.

Considere ¢ definida como
XX +BZ +AT", YY' Z—Z +BT', T—T.

Este mapa ¢ preserva Hs, preserva o plano 7, o ponto P e a reta com equagoes Y = 0
e T =0. Como ¢ (P)) e m nHs segue que ¢~ '(P) = (1:0:0:0). Portanto podemos
assumir que P, = (1 : 0 : 0 : 0). Para o segundo ponto P, € Hs(F,.) n 7, considere
Py:=(1:C:0:)) com A C € Fgp tais que N = C?+ C. Se A = 0, como W ¢é uma
raiz de X?+ X =0 em Fp segue que C' = sW com s € F. Seja t € F tal que s = it

Considere a transformacao linear o dada por

XosX', YotY, Z—tZ, T—T.
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Tal mapa preserva Hs, o ponto P, a reta tangente em P, areta Y = 0,7 =0, o plano 7 e
(1:0:0:0). Além disso, 0 *(Py) = (1: W : 0: 0). Isto se enquadra no caso (b). Suponha

que X # 0. Consideramos a transformagao linear 1) dada por
X = \X D Y )XY, Z-XZ, T—T.

Logo 9 preserva Hs, o ponto P, a reta tangente em P, areta Y = 0,7 =0, o plano 7 e
(1:0:0:0). Além disso, ' (P) = (1: C/A%" : 0 : 1). Tomando B := C/A?"! temos o

caso (a). o

Quando 7 nao contém pontos [F 2 —racionais, assumimos uma ordem total em

toda extensao finita F2r de F2, a saber:

@1 =<, q2 seqy €Fpr,qeFpe, comry <.

Relembramos que o grau de um ponto () € X' é definido sendo o menor inteiro
r tal que Q € X (Fpr).

Lema 1.84 (Lema 4, (FANALI; GIULIETTI; PLATONTI, 2012)). Seja © um plano tangente
nao osculante em P definido sobre F 2, contendo um ponto Py tal que r := deg(Py) > 1. Seja

w € F2r um elemento primitivo sobre F 2. Entdo podemos assumir que Py = (1: X :0: Z)

onde
r—1
(i) Z=w"ouZ=uw"+ Z Zw', com0<ig<r—1leZ;eFp;
i=10+1

Yy N . . C oA —q+1 . N ~
(i) X € a menor raiz do polinémio T*+ T = Z com respeito a ordenagdo <,.

Demonstracgao: Pelo Lema 1.82 podemos assumir que o plano 7 tem equacao Y = 0.
Podemos escrever Py := (1: A:0: B) com A, B € Fpr tais que B = A? + A. Como
w € F2r é um elemento primitivo, temos que {1, w, ., w" 1 é uma base de [Fj2r sobre [Fp2.

Podemos escrever
r—1 r—1
A= Z Aw' e B:= Z B;w",
i=0 i=0

com Ay, Ai,...,Ar—1, By, By, ..., B,_1 € Fp. Observamos que By # 0. Seja iy o primeiro

indice positivo tal que B;, # 0.

Sejam a := 1/B,,, b := —By/B;, e c € F tal que ¢ + ¢ = b?*'. Considere 6 a

transformacao linear dada por
X' a™X 4 ab?Z +cT, Y —aY, Z w—aZ+0T, T —T.

O mapa 6 preserva Hs, o ponto P, a reta tangente em P, areta Y = 0,7 = 0 e o plano 7.
Além disso, (P;) = (1:a"™ A+ ab'B +c:0:aB +b). Sejam X := a’"' A+ ab’B + c e

_ S =
Z:=aB+0b.Dail Z = B Z Bw'. Isto prova o item (i).

20 j=ig
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Para verificar o item (ii), seja X a menor raiz do polindémio 79+ 7T = Zqﬂ, com
respeito a ordenacdo <,. Seja d := X — X. Assim d? + d = 0. Consideramos novamente

uma transformacao linear I' dada por
X'—X+dl, Y'Y, Zw—Z T —T.

Assim I" preserva Hs, o ponto P, a reta tangente em P, aretaY = 0,7 = 0 e o plano 7.
Além disso, T(1: X :0:Z)=(1:X+d:0:2Z)=(1:X:0:Z). Isto prova (ii). o

Enfim podemos enunciar o teorema principal dos trabalhos de Fanali-Giulietti-

Platoni.

Teorema 1.85 (Teorema 4, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Seja X uma
curva maximal sobre Fp2 com dimensao Frobenius 3. Seja mp a primeira nao-lacuna em P
um ponto F—racional de X. Seja m um plano tangente nao osculante a X em P definido

sobre F 2. Assuma que o divisor de intersegio de X e m seja
D= (q—i—l—mp)P—i—mlPl—i-...—i-mde

commy + ...+ mqg =mp, By # P e P, # P; set # j. Entao X é Fp—birracionalmente

equivalente a curva plana com equagao
79 = X1+ X + \(X, Z) (1.23)

onde \ € ]F;‘Q e £(X, Z) é um polindmio definido sobre F 2 de graump, obtido como o produto
de d polinomios L1(X,Z)™, ..., Lqg(X, Z)™ tais que as retas com equagao L;(X,Z) =0
sdo retas tangentes da curva Hermitiana Z97 = X794+ X em d pontos (ndo necessariamente
distintos).

Demonstracgao: Pelo Corolario 1.79 podemos assumir que a curva X estd contida
na superficie Hermitiana 3 com equacio Z9™ + Y™ = X9T + XTY. Podemos assumir
que P:=(0:1:0:0), o plano osculante X em P tem equacao T'= 0 e 7 tem equagao

Y = 0. Sejam z,y, z as coordenadas afins de X', as quais satisfazem
20 4yt = 29 4 g, (1.24)

Entéo podemos escrever divy,(y) = mp, divg(z) = qP e divg(r) = (¢ + 1)P. Considera-

mos D o divisor de intersecao da curva X com o plano 7. Assim
D=(q+1—mp)P+miP + ..+ myP,

com P, = (1:x;:0: 2) para algum z;, z; € F2 com 2 + x; = 20 para i = 1,...,d. Desta

maneira os pontos Q; := (1 : x; : 2;) pertencem a Hs para i = 1,...,d. A reta tangente
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de Hy em @; tem equacao L;(X,Z) = 0 onde L;(X,Z) := 2}(Z — z;)) — (X — z;). Logo
div(Li(z, 2)) = q¢P; + ¢,2(P;) — (¢ + 1) P. Considere

d

§X.2) = [Lix, 2)m™. (1.25)
i=1

Como mi P + ... + mgP; é um divisor F2—racional segue que o polindmio £(X,Z) €

F2[X, Z]. Além disso, como div(§(X,Z)) = (¢ + 1)(miP + ... + mqPy) — mp(q+ 1)P =

div(y”") obtemos que existe A € Fe tal que y?*! = X\¢(x, 2). Entretanto como y e &(z, 2)

sao fungoes [F2—racionais implica que A € F 2. Desta forma

2 4 N\(m, 2) = 27 + . (1.26)

Resta mostrar que a curva dada pela equagao (1.26) é F2—birracionalmente
equivalente a curva X. Para isto, consideramos o mapa racional v : X — ]P’Q(qu)
comy = (1:2:2)esejaC := v(X) dada pela equacio Z7™' + \¢(X,Z) = X9 + X.
Vamos mostrar que v é birracional. J& sabemos que o corpo de func¢oes da curva X
6 Fe(X) = Fp(x,y,2) e o corpo de fungdes da curva C é F2(C) = Fp(z,2). Como
[Fp2(X) : Fp2(C)] = dive(y) segue que o morfismo y é separdvel. Além disso, v é totalmente

ramificado em P. Seja P := (P) e seja ep o indice de ramificagdo de P. Como

ep-vp(x) =vp(x) = —(¢+1) e ep-vp(z) =vp(z) = —q

entdo ep = 1. Mas v é totalmente ramificado logo deg(y) = ep = 1. o

Aplicacoes dos trabalhos de Fanali-Giulietti-Platoni

Com o objetivo de reduzir a quantidade de casos que aparecem na tentativa
de explicitar o polinémio (X, Z) no Teorema 1.85, analisa-se quando o plano 7 possui

pontos [F 2 —racionais ou nao. Assumindo certas hipéteses temos as seguintes constatagoes.

Proposigao 1.86 (Proposicao 2, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Assuma as
hipéteses do Teorema 1.85 e suponha que m contenha pelo menos dois pontos IF 2 —racionais
de X diferentes do ponto P, digamos Py e P5. Entao a curva X é F,—birracionalmente

equivalente a uma curva plana com equacao
7 = X1+ X + A\X(X - Z+1—- B)(X, 2) (1.27)

ou
70 = X1+ X + AX(X - W)E(X, Z) (1.28)

onde A€ F2, B e Fp tal que B'"+ B =1, W um elemento fizo em Fg2 com W9+W =0 e
(X, Z) um polinémio definido sobre F2 de grau mp — 2, obtido como o produto de mp — 2
polinémios lineares L3(X, Z), ..., L, (X, Z) tais L;(X,Z) = 0 € a reta tangente da curva
Hermitiana Z97 = X%+ X no ponto Q; com i € {3,...,mp} (ndo necessariamente os Q;’s

sao distintos).
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Demonstracao: Podemos assumir que P = (0 : 1 : 0 : 0), o plano osculante de
X em P tem equacgao T' = 0, m tem equagdo ¥ = 0, o ponto P, = (1 : 0:0:0) e
Po=(1:B:0:1)ouPp,=(1:W:0:0) pelo Lema 1.83, onde B, € Fp tais que
B+ B=1eW?4+ W =0. Dai L;(X,Z) := X é a reta tangente de Hy em P e a reta
tangente de Hy em P tem equagao Lo(X,Z) =X —Wou Ly(X,Z)=Z—-X +1—B.

Na demonstracao do Teorema 1.85 obtemos
sendo £(X, Z) € F2[ X, Z] obtido pelos produtos de mp — 2 das retas tangentes de Hs. o

Proposigao 1.87 (Proposicao 3, (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012)). Nas hipéteses
do Teorema 1.85 e supondo que o plano 7 contém um ponto Py com r := deg(P) > 1.
Entao a curva X € IFp2—birracionalmente equivalente a uma curva plana com equagdo

Z9tl — X1 4 X 4+ )\aX’ Z)ﬁ ((Zq%)q ) (Z _Zq%) B (X _yq%)) | (1.29)

i=1

onde X e Z sdo como no Lema 1.8/, \ € F e &(X, Z) é um polinémio definido sobre F 2 de
grau mp—r, obtido como produtor de mp—r polinémios lineares L, 11(X, Z), ..., Ly, (X, Z)
tais que Li(X,Z) = 0 é a equagio da reta tangente da curva Hermitiana Z7' = X7 + X

no ponto Q;, com i€ {r+1,....,mp} (nao necessariamente os Q;’s sao distintos).

Demonstragao: Podemos assumir que P = (0 : 1:0: 0), o plano osculante de X

em P tem equagdo T = 0, o plano 7 tem equagdo Y =0 e o ponto P, = (1: X :0: Z)
. . _2i 421

pelo Lema 1.84. Seja PV := ¢§Q(P1) =(1:X" :0:Z" Yenrn X parai=2,..r. Logo

a reta tangente em Pl(i) é
Z" iz -7") - (x =X,

Aplicando o Teorema 1.85 segue o resultado. o

Particdo do conjunto de pontos [F 2 —racionais de H,

Como a equagao da curva no Teorema 1.85 dependem das retas tangentes
Li(X,Z) de Hy : Z7 = X9+ X num ponto Q; := (1 :x; : z), e estas sdo da forma

Li(X.2) = 28(Z — ) — (X — ),

vamos particionar o conjunto dos pontos F 2 —racionais da curva Hermitiana H, através

do morfismo Frobenius ¢, associado ao corpo IF,. Considere
A= {Q € ,HQ(IFqQ) : qu(Q) = Q}

Quando Ay o Ho(F2), considere a familia
S = {S < Ha(Fpe) : 94(Q) ¢ S,Q € S}. Logo existiria @ € Ho(F,2)\A;. Considerando
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S := {Q}, temos que S € S. Portanto a familia § é nao vazia. Considere a ordenagao
parcial em §:

se S1 < Sy entao S7 < S para S7, 53 € S.
Além disso, seja S; £ Sy & S3 & ... com S; € S, entao S = USi é elemento maximal

dessa cadeia. Suponha que S ¢ S. Logo existe @ € S tal que ¢,(Q) € S, isto é, existem
10, Jo tais que
Q€ Si, e 9,(Q) €5,

Como S;,, Sj, € S temos ¢,(Q) & Siy € Q = Pu(9,Q) ¢ Sj,. Logo i # jo. Se jo < iy entdo
como ¢q4(Q) ¢ S;, segue que ¢,(Q) ¢ S;, um absurdo. Logo jo > 4. Como @ € 5;, entao
Q € S;, outro absurdo. Portanto S € S. Portanto, pelo Lema de Zorn, S admite um
elemento maximal, vamos denoté-lo por A;. Assim o o conjunto dos pontos F,2—racionais

da curva Hermitiana Hy em trés conjuntos disjuntos, a saber, A, Ay e Az := {¢,(Q) :

Q € Aq}.

1.6.2 Classificacdo para Fi5 e Fos

Em (FANALIL;, GIULIETTI, 2009), obtemos as classificagoes para curvas
F 2 —maximais com dimensao Frobenius 3 através de modelos birracionais sobre [Fy:

e sobre 52, as quais enunciamos a seguir.

Teorema 1.88. Toda curva Fis—mazimal com dimensdo Frobenius 3 € birracionalmente

equivalente sobre Fig da curva plana dada pela equagdo afim
VP =X+ X
e tem género igual a 2.

Teorema 1.89. Toda curva Fos—mazximal com dimensdo Frobenius 3 € birracionalmente

equivalente sobre Fo5 da curva plana dada por uma das sequintes equagoes

(i) YO = X° +2X* + 3X° + 4X? + 3XY?;

(i) Y° +Y = X°.

e tem género igual a 3 ou 4.
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2 Quase-classicalidade de curvas maximais

Seja & uma curva 2 —maximal de género g > 0, onde ¢ ¢ uma poténcia de
um primo p. Considere a série Frobenius linear Dy := |(¢ + 1) - Py| de X, com P, ponto
[F ;2 —racional. Digamos que sua dimensao projetiva seja r. O sistema Dy nao depende do

ponto Py, pois satisfaz a Equivaléncia Fundamental
(g+1)- Po~qP+¢(P),

onde ¢ : X — X ¢ o morfismo de Frobenius relativo a Fp. Além disso, neste caso de
maximalidade segue r > 2. A partir da teoria de série lineares podemos associar a um
sistema D = g, a sequéncia de ordens de Frobenius V: 0O0=1y<v; <1p<..<UV._je
a sequéncia de D—ordens £: 0 =¢5<¢e; < ... < &,. Sabemos da Proposicao 1.34 que

existe um nimero inteiro I < r — 1 tal que

vi=c¢;parai <1, v;=c¢;4 parai > 1. (2.1)

Em geral, um dado sistema linear de dimensao r é dito Frobenius classico
quando a sequéncia de ordens de Frobenius de tal sistema é V = {0, 1, ...,7—1}. Observamos
que as ordens de Dy satisfaz v, 1 = €, = ¢ (ver Teorema 1.4 em (FUHRMANN; GARCIA;
TORRES, 1997)) e neste caso r = ¢ + 1 se, e somente se, g = 0. Portanto Dy é sempre
Frobenius nao-classica. Entretanto pode ocorrer uma condicao mais fraca sobre a nogao

de Frobenius classicalidade de Dy.

Definigao 2.1. Seja X uma curva definida sobre IF 2 e Dy sua série Frobenius de dimensdo

r. Dizemos que X é

(a) Frobenius quase-cldssica se a sequéncia de Dy—ordens Frobenius é v; = i para

1<r—2ev,_1=q.

(b) quase-cldssica se a sequéncia de Dy—ordens fore; =1 parai <r—1ee, =q.

Existe na literatura muitos resultados sobre o comportamento das ordens e da
dimensao de Dy. Ao fixarmos ¢ na Cota de Castelnuovo (Teorema 1.61) podemos verificar

um comportamento de monotocidade de ¢y em funcao de 7.

Observacgao 2.2. Ser > s temos co(r,q+ 1) < co(s,q + 1).

Quando a dimensao Frobenius é igual a 2 entao temos um tnico modelo de
curva maximal, a menos de isomorfismo. Além disso, podemos explicitar o comportamento

das ordens genéricas e das ordens de Frobenius e também do género.
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Teorema 2.3 ((FUHRMANN; TORRES, 1996)). Seja X uma curva Fpe—mazimal de
género g com dimensao Frobenius 2. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) r=2;

(b) 29 = q(q—1);

(¢) a curva X deve ser isomorfa a curva Hermitiana H,: y

W o>

(e) vy > 1.

= g4y

Por meio do resultado anterior, o estudo de quase-classicalidade para a dimensao

Frobenius 2 se torna trivial.

Corolario 2.4. Toda curva Fp—mazimal de género g com dimensao Frobenius 2 é quase-

classica e Frobenius quase-cldssica.

O estudo de quase-classicalidade para corpos do tipo F,2, com p primo, ¢é
simples e independe de qual for o valor da dimensao de Frobenius analisada. Isto de-
corre simplesmente por critérios aritméticos do comportamento das ordens. As curvas

2 —maximais serao exemplos de quase-classicalidade e Frobenius quase-classicalidade.

Teorema 2.5. Seja X uma curva F,—mazimal com de género g > 0 e dimensdo de

Frobenius r > 2. Entao X € quase-cldssica e Frobenius quase-cldssica.

Demonstragao: Temos pela maximalidade ¢, = p. Como r > 2 entao p > 2. Entao
gr—1 =p—Fkcom ke {1,2,....p — 1}. Pelo Critério p—édico segue que {0,1,....p — k —
IL,p—k}c&logok=p—r+1. Assim g; =i para i <r — 1, isto é, X é quase-classica.
Segue do teorema 2.3 que v; = 1. Como v,_1 = &, = p e (2.1) segue que I < r. Assim
vi=iparai <lev;=1+1paral <i<r.Suponha I <r—2.Comol<IlI+1<r—1
entao [ + 1 =v;<v,_1=p.Sel+1=pkcomkeN comopk—1=1=¢c;<¢e,.=p
obtemos que k = 1, isto é, I = p—1. Como p+1 =1, = v; < 1,1 = p obtemos um
absurdo. Logo I + 1 % 0 mod p. Dai como I + 1 = v, usando o Critério p—éadico teremos
que I € V. Contradizendo o fato que V = {0,1,....,1 — 1,1+ 1,....}. Portanto [ = r — 1.

Assim v; =i parai=1,..,71 —2 e v,_; = p, isto é, X é Frobenius quase-classica. o

Em busca de encontrar exemplos de curvas maximais que nao satisfazem a
propriedade de quase-classicalidade, vamos analisar propriedades que podem ser obtidas
em casos particulares de dimensao Frobenius 3 e dimensao Frobenius 4. Em particular
queremos dar uma classificacao para curvas 2 —maximais com dimensao Frobenius 3
através do invariante género, tendo em vista o problema de determinacao do Espectro dos
Géneros M(q®), onde ¢ < 29 e ¢ poténcia de um ntimero primo. Tais propriedades serdo

usadas no capitulo seguinte.
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2.1 Dimensao Frobenius 3

Através do Teorema 1.61 obtemos uma cota superior para o género de curvas
F,2—maximais, a saber,
2
(¢—1)
4
onde g denota o género. Esta cota é 6tima, pois é possivel explicitar um tinico modelo para

g <c(3):= (2.2)

cada ¢, a menos de isomorfismo, de uma curva F;—maximal com tal género. O modelo
para caracteristica impar foi encontrado por Fuhrmann, Garcia e Torres, ja o modelo para

caracteristica 2 foi encontrado por Abdén e Torres. Segue da Proposi¢ao 1.66 que
mo(P)=¢q emg(P)=q+1 paratodo P ponto F, — racional (2.3)

de uma curva maximal sobre F. com dimensao Frobenius 3. Usaremos este fato nesta

secao.

Teorema 2.6 ((FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997), (ABDON; TORRES, 1999)).
Seja X é uma curva F2—mazimal de género g. Entao g = |co(3)] se, e somente se, a

curva X ¢é unicamente determinada pelos tipos:

(i) YWD2 = X9 4 X seq é impar;

(i) Y = X992 + 4+ X, seq é par.

Quando a dimensao Frobenius é 3, a propriedade de Frobenius quase-classica-
lidade para curvas F2—maximais ¢ sempre satisfeita. Entretanto curvas F,:—maximal
com tal dimensao Frobenius ndo necessariamente serao quase-classicas. A curva GK (veja
exemplo 1.69) é um exemplo de curva que nao satisfaz a propriedade de quase-classicalidade

em certos COIpos.

Exemplo 2.7. A curva Giulietti-Korchmdros é uma curva F,—mazimal de género igual
al+ (¢*+1)(¢*> —2)/2 com dimensio Frobenius 3. Em (FANALI; GIULIETTI, 2010), é

verificado que 9 = q. Este € um exemplo de uma curva nao quase-cldssica para q # 2.

Queremos responder quando uma curva maximal tem a propriedade de quase-
classicalidade ou nao através de intervalos de possibilidade para o género de tal curva.
Quando a maximalidade ocorre num corpo [F,2, com p primo, o Teorema 2.5 ja responde

nossos questionamentos de uma nao dependéncia para o género, além de (2.2).

Teorema 2.8. Seja X uma curva Fp—maximal com dimensao Frobenius 3. Entao X é

Frobenius quase-cldssica. Se X é quase-cldssica entio ¢1(q) < g < c¢o(3), onde

¢ —2¢+3
—
Além disso, se ¢ # 0 mod 3, entdo X quase-cldssica se, e somente se, c1(q) < g < ¢o(3).

ci(q) : (2.4)
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Demonstracao: Pela Cota de Castelnuovo, temos g < ¢o(3). Segue da maximalidade
que 0 = vy < 11 = 1 < 1, = q. Suponha que X é quase-classica. Seja R o divisor
de ramificacao de Dy. Sabemos que R satisfaz deg(R) > #X(F,2) entdo 3(2g — 2) >
(¢ + 1)(g —3), isto é, g = ¢1(q). Para a reciproca, suponha que g > ¢;(q). Se g5 = 4 entao

o divisor de Frobenius de Dy implica que

1+q)29-2)+ (@ +3)(qg+1)=5(29—2)q+ (1+9)?) (2.5)

uma contradigdo com g > ¢;(¢). Portanto e, = {2,3}. Como a caracteristica de F,2 é

diferente de 3, pelo Critério p—adico segue que €5 = 2. ©

O Exemplo 2.7 satisfaz a condigdo g < ¢1(q), para g # 2, isto reafirma a nao
quase-classicalidade. Observamos que em alguns casos o conhecimento do género da curva
pode nos fornecer a nao quase-classicalidade sem o calculo explicito das ordens genéricas

de sua série linear Frobenius.

Exemplo 2.9. De (TAFAZOLIAN: TEHERAN-HERRERA; TORRES, 2016), sabemos

que a curva Vs 1, dada por

Va1 94 = 2% +z, ?Jg —y= 27, (2.6)
¢ Forz—maximal e nao é coberta pela Hermitiana Hs sobre Far2 e tem género 99. FEste é
um caso particular do Exemplo 1.71. Seja r sua dimensao de Frobenius. Como existe um
ponto P € Vs 1(For2) tal que o semigrupo de Weierstrass em P é da forma (21,27,28),
seque que mz(P) = 27 e pela mazimalidade, seque que sua dimensio Frobenius € igual a 3.

A nao quase-classicalidade seque do Teorema 2.8.

Novamente um exemplo de curva nao quase-classica com a propriedade de nao
ser Galois-coberta pela curva Hermitiana. Poderiamos nos perguntar se esta propriedade
de cobertura é necessaria para obter curvas nao quase-classica. Isso nao é necessariamente
verdadeiro sobre corpos IF,2, como observado. Um exemplo de existéncia de uma curva
com tais propriedades é a curva Fricke-Macbeath de género 7, a qual é F;;2—maximal e
nao é Galois-coberta pela curva Hermitiana Hr, (BARTOLL; MONTANUCCI; TORRES,

2010). Esta curva tem dimensao Frobenius 65.

Em relagao ao género, também ha um bom comportamento em relagao aos

valores co(3) e co(4).
Corolario 2.10. Seja ¢ # 0 mod 3. Se X ¢ uma curva IF2—mazximal de género g tal que
co(4) < g < c(3)

entao X € quase-classica com dimensao Frobenius igual a 3 e g nao pertence ao intervalo
aberto |co(4), c1(q)]-
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Demonstracao: Seja r a dimensao Frobenius de X'. De fato se r = 4 entdo g < ¢(4)
um absurdo. Logo r = 3. Supondo ¢4(4) < g < c¢1(q) segue do Teorema 2.8 a nao
quase-classicalidade. Usando (2.5) e g > ¢y(4) obtemos uma contradi¢ao. Portanto, g >

¢1(q) e usando novamente o Teorema 2.8 obtemos X quase-cléssica. o

Observamos que em geral curvas F,2—maximais com género igual a ¢(4) nao
necessariamente implica que sua dimensao Frobenius ¢ igual a 3. Toda curva [z —maximal
de género ¢y(4) com a hipétese ¢ = 1,2 mod 3 tem dimensdao Frobenius igual a 4.
Este resultado pode ser visto com mais detalhes em Lema 10.50 de (HIRSCHFELD;
KORCHMAROS; TORRES, 2008). Com o objetivo de eliminar alguns valores de género g

para dimensao Frobenius 3 enunciamos o resultado a seguir.

Proposicao 2.11. Seja g # 0 mod 3. Seja X uma curva Fp—mazimal de género g tal

que
3(q+1)(@® — 50 — 2) < 3(29 — 2)(4qg — 1) < (¢* — 20 — 3)(4g — 1). (2.7)
Entao a dimensdo Frobenius é maior ou igual a 4.

Demonstragao: Da hip6tese obtemos que g < ¢;1(q). Logo r > 2. Se r = 3, segue da
Proposigao 1.75 que g = ¢;1(q). Absurdo. Logo r = 4. o.

2.1.1 Nao quase-classicalidade em dimensao Frobenius 3

Nosso objetivo nesta subsecao é classificar através do género quando obtemos
a nao quase-classicalidade para curvas [F: —maximais com ¢ < 29 e ¢ = p", onde p é um
primo e h = 1. Como esta propriedade nao ocorre sobre corpos Fy2, com p primo, vamos

analisar o comportamento das ordens genéricas sobre F1 e F6.

Proposicao 2.12. Seja X' uma curva Fp—mazimal, dimensio Frobenius igual a 3 e ndo

quase-cldssica. Se ¢1(q) < g entdo ¢ = 3" com h = 2.

Demonstracao: Suponha que ¢;(¢q) < g. Como a dimensao Frobenius é igual a 3
entao c1(q) < g < ¢p(3). Se ¢ # 0 mod 3 entao X é quase-classica pelo Teorema 2.8, uma

contradicao. Logo ¢ = 0 mod 3. Pela hipotese de quase-classicalidade segue que ¢ # 3. o

Para alcancar a classificacdo desejada, refinamos as possibilidades para &5, o
qual inicialmente satisfaz 3 < e, < ¢ utilizando propriedades do divisor de ramificacao de
Dy, o divisor de Frobenius e propriedades aritméticas. Desta tltima, citamos o “Lema de

Lucas”.

Lema 2.13 (Lema A.6 em (HIRSCHFELD; KORCHMAROS: TORRES, 2008)).

h
(ny;) = n mod p.
p
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O conhecimento de um semigrupo de Weierstrass em pontos 2 —maximais,

também é outro método para calcular e5.

Proposicao 2.14. Seja X uma curva Fp2—mazimal com dimensao de Frobenius igual a

3. Se X € nao quase-cldssica entdo existe Q € X (F,2) tal que my(Q) < ¢ — 2.

Demonstragao: Pelo Lema 3.7 em (COSSIDENTE; KORCHMAROS; TORRES,
1999) existe um ponto P € X (IF2) tal que m;(P) = ¢+1—¢,. Como X" é nao quase-classico

entdo ey = 3. Portanto my(P) < ¢—2. o

Observamos que a reciproca nao é valida no resultado acima, isto é, se existe
um ponto F,—maximal com primeira nao-gap igual a ¢ — 2 nao necessariamente teremos
nao quase-classicalidade. Basta considerar a curva GK sobre Fg4, a qual tem dimensao
Frobenius 3, existe um ponto com semigrupo de Weierstrass gerado por (6,8,9) mas é

quase-classica.

F

»»—maximalidade e nao quase-classicalidade, com I = 4,6

Quando nos restringimos a estudar curvas Fj«—maximais ou [F,s —maximais
com dimensao Frobenius 3 nao quase-classicas podemos explicitar o valor de 5, onde p é

um primo.

Proposicao 2.15. Seja X uma curva Fy—mazimal de género g > 0 com dimensdo

Frobenius 3 que ndao é quase-classica. Entao eo = p e p = 3.

Demonstracao: Por hipétese 3 < g5 < p®. Se p = 2 entdo segue que €5 = 3. Pela
Proposicao 2.10, g = 1. Assim deg(S) = 95, #X(F15) = 25 e vp(S) = 4 para todo
P racional de X. Uma contradicao, pois deg(S) = 4 - 25. Suponha p > 3. Se g5 < p
entao teriamos e, — 1,65 — 2, ..., 1 € £, isto é, 5 = 2, uma contradi¢ao. Portanto €5 > p.
Seja €9 = ps + 1 com s, € N tal que 0 < r < p. Ser > 0 entdo 5 — 1 € &, pois
. °2 )= g9 = ps + 1 # 0 mod p. Portanto e, = ps. Como ¢4 < €5 = p? entdo s < p. Se
Y —

s = 2, usando o Lema 2.13 segue que (];S) = 0 mod p entdo p e £ = {0, 1, ps,p*} uma

contradi¢ao. Logo €5 = p. ©

Proposicao 2.16. Seja X' uma curva F,s—mazimal de género g > 0 com dimensao

Frobenius 3 que ndo € quase-cldssica. Entio ey = p ou €5 = p°.

Demonstragao: Por hipotese, e5 = p. Seja o = ps +r com s € N tal que 0 < r < p.

€
Se r > 0 entdao g5 — 1 € £, pois 2 1) = g€y = ps +r % 0 mod p. Portanto e, = ps.
Eg —

s
Como gy < €3 = p° entdo s < p?. Suponha que 1 < s < p entdo (p ) = 0 mod p, isto
p

é pe & =1{0,1,ps,p*}. Uma contradicdo. Portanto s = 1 ou s > p. Logo €, = p ou
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€5 = p°. Suponha que €5 > p*. Seja e = p’h +t com he Ne 0 <t < p*. Se p < h, como
£y <3 =p° dait < p*(p — h) < 0. Absurdo. Logo p > h.

e Suponha que t > 0. Set<passim( >=p2h+t7—é0m0dplogoa2—1e

E9 — 1
£ =1{0,1,e5,p*}. Um absurdo. Portanto ¢ > p. Escrevendo ¢ = pa + b com a € N e

€
0 <b<p. Daiecy = p*h+t = p*h+pa+b. Se b > 0 teremos < 2 1) = b mod p, isto
€9 —
6,e9—1€ & ={0,1,e9,p*} uma contradicio. Logo €5 = p*h+pacom 1 < a < p(p—h).
*h +
Como (p pa) =% () mod p terlamos pa € &, isto é, t = a = 0, um absurdo.
pa
p*h
Logo t = 0 entao teriamos ( ) > = 0 mod p o que implicaria p* € £ = {0,1,p°h,p’}.
p

Portanto £, = p*. o

Com a classificagdo a seguir podemos tentar construir curvas computacional-
mente utilizando os resultados de Fanali-Giulietti-Platoni, em busca de construir mais
exemplos de curvas maximais nao quase-classicas, para ¢ pequeno, ou verificar a nao

existéncia de tais curvas.
Teorema 2.17. Seja X uma curva Fp—mazimais com dimensdo Frobenius 3 com q < 29,
q poténcia de um primo. Considere as sequintes situagoes
(i) seq=g="9;
(ii) se q =16 e g = 24;
(iii) se ¢ =25 e g € {49,50};

(iv) se q =27 e ge[85,109].

Se ndo estamos em nenhum dos casos anteriores, entio X € quase-cldssica.

Demonstracgao: Como X é sempre Frobenius quase-classica temos que o divisor de

Frobenius implica que
1+q)29—2)+ (> +3)(g+1) = (2 +1) (29 — 2)g + (¢ + 1)?) (2.8)

e o divisor de ramificacao R implica que

. (1+9)@=3)

TR (2.9)

Suponha que ¢ = p* entdo pela Proposicao 2.15 teremos €, = p assim em (2.8) obtemos

2 1 4 3 2 2
P’ +1)(p*—p>—p p+)+1 (2.10)

<
I 27 — 1)
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Aplicando (2.9) e (2.10) para p = 3 obtemos g =9 e p = 5 temos g € {49, 50}. Suponha

que ¢ = p* entdo segue da Proposicao 2.15 que €5 = p ou g5 = p*. Se €5 = p entdo

rP-2p+3 @+ —p - —p+2)

+1<g< + 1. 2.11
21 +7) g 2 —1) (2.11)

Observamos que para ¢ = 16 temos
M(16%) < [0, 34] U [36,40] U {56} U {120}.

Além disso, Proposicao 4.2 de (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018), sabemos
que 36,37 ¢ M(16%). Entdo e, € {2,4,8}. Assim 14 < g < 56. Suponha &, = 8 entdo
deg(S) = 9 #X(F142), isto é, g < 8, um absurdo. Portanto 5 € {2,4}. Segue de (2.7)
que g ¢ [25,37]. Para g € {38,39,40,56} aplicamos o Teorema 2.8 e obtemos quase-
classicalidade. (Observamos que os casos g = 38,39 ainda nao se sabe se tais curvas

existem, mas se existirem serdo quase-classicas com dimensao Frobenius 3). Suponha nao
P —2q+7

quase-classicalidade. Entao e, = 4. Usando o divisor de Ramificacao temos g > 10

Logo g =24. o

Observagao 2.18. Seja X uma curva Fgi—maximal de género 9. Entdao temos duas
possibilidades para sua dimensao Frobenius v, a saber, r = 3 ou 4. Em (ABDON; TORRES,
2005) € observado que:

(i) ser =3 entio X € ndo quase-cldssico (g3 = 3);

(ii) se r =4 entao X é quase-cldssico.

No caso (ii) sabemos que existe um exemplo de curva definida pela equagao

X3+ X =az"

com a € Fg; tal que a® = —1. No caso (i) ainda ndo é conhecido um exemplo de curva

para esta situacdo. Uma alternativa para tentar construir uma curva satisfazendo (i) é
utilizar os resultados em (FANALI; GIULIETTI; PLATONI, 2012) (a ser exposta no
Capitulo 3). Seja X tal curva. Usando o Lema 2.14, existe um ponto P em X que é
Fg1—racional tal que a primeira nao-gap ndo nula em P € igual a 7. Seja m um plano
tangente nao osculante a X definido sobre Fgi. Entdo pelos resultados teriamos que a curva
X ¢ g —birracionalmente equivalente a curva plana com equagio Z'° = X+ X +X¢(X, Z)
onde X € F%, e (X, Z) é um polinémio definido sobre Fgy de grau 7, obtido como o produto
de polinomios lineares L1(X, Z)™, ..., Lg(X, Z)™ onde as retas com equagio L;(X,Z) = 0
sdo as retas tangentes da curva Hermitiana Z'° = X° + X em certos d(> 0) pontos (ndo

necessariamente distintos) e satisfazendo my + ... + mg = 7.
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2.2 Dimensao Frobenius 4

Seja X uma curva IF 2 —maximal e seja D sua série de Frobenius de dimensao 4.
As ordens de Frobenius neste casosao V: 1g=0<wv; =1< 1y <13 =¢qeas D—ordens

sato 0 =¢gp<1l=¢61<ey<ez3<ey=q.

2.2.1 CondicGes necessarias para nao quase-classicalidade

Sabemos que existe 1 < I < 3 tal que V = £\{e,}, isto é, podemos ter um dos

dois casos:
(1) Vo = E9.
(11) Vy = €3.

Observagao 2.19. Se temos Frobenius quase-classicalidade entao estamos no caso (7).

Se estamos na situagao (i) entdo temos nao Frobenius quase-classicalidade.

Observacao 2.20. Seja X uma curva F,:—maximal com dimensao Frobenius 4. Supondo
0 caso (i), obtemos €3 = pm com 1 < m < p. Primeiramente observamos que p > 2. Pelo

Critério p—ddico e Lema de Lucas seque que p € €. Temos as possibilidades:

(iia) €3 = p,e3 = pm com 1 < m < p, isto €, nao quase-classsicalidade. Como p # 2,

m

como ( pl) > %= 0 mod p aplicando o Critério p—ddico vemos que entdo m = 2,
m—1)p

isto €, e3 = 2p.

(iib) p = 3 e quase-classicalidade.

O resultado a seguir caracteriza quando maximalidade e quase-classicalidade

implicam Frobenius quase-classicalidade para dimensao Frobenius igual a 4.

Lema 2.21. Seja g # 0 mod 3. Seja X uma curva IF 2 —mazimal quase-cldssica de género

g e dimensao Frobenius 4. Entdo X ¢é Frobenius quase-classica.

Demonstracao: No caso (ii) teriamos v = 3 e como ¢ # 0 mod 3 entao terfamos
2 € V o que seria um absurdo. Logo estamos na situagao (i), isto é, vp = 5 = 2. A

maximalidade implica v3 = ¢. o

Seja S o divisor de Frobenius de X'. Para cada P € X'(F2) temos
’UP(S) >e9+e3—1o+ 1.

No caso (i) teremos vp(S) = 3 + 1 e no caso (ii) teremos vp(S) = &5 + 1 para cada
Pe X(F,).
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Lema 2.22. Seja X uma curva Fp—mazimal com dimensao Frobenius 4 e Frobenius

quase-classica de género g. Se
@ —3q+38

<
g 12

entao X € nao quase-cldssica.

Demonstragao: Por hipdtese estamos no caso (i). Neste caso g5 = 2. Suponha que
temos quase-classicalidade, isto é, ; = i para 0 < i < 3 e g4 = ¢. Entdo usando (1.3), grau
o divisor de ramificaao de Dy = g, serd deg(R) = (6 + q)(29 —2) + 5(¢ + 1) e usando a
maximalidade obtemos 6(2g —2) > (14 ¢)(¢ —4). o

Proposicao 2.23. Seja ¢ # 0 mod 2. Seja X uma curva IFp2—mazimal Frobenius quase-

cldssica de género g > 1 com dimensdo Frobenius 4. Se

(5¢ —3)(29 — 2) > (L + q)(¢* — 6¢ — 2)
entdo X € quase-cldssica.

Demonstracao: Estamos na situacao (ii), logo para todo P € X' (F2) temos vp(S) =
ez + 1. Se X for ndo quase-classica entdao €3 > 4. Como ¢ é impar entao €3 > 5. Logo

vp(S) = 6 para todo P racional de X'. Logo
B3+ ¢)(29 —2) + (¢* + 4)(g+ 1) = 6¢(29 — 2) + 6(1 + ¢)*.

Isto implica que (5¢ — 3)(2g — 2) < (1 + q)(¢* — 6¢g — 2). Absurdo. Logo X é quase-classica.

]

Analisando o semigrupo de Weierstrass, segue da Proposicao 1.66 que
m3(P) =q e my(P)=¢+1 paratodo P ponto F. — racional (2.12)
de uma curva maximal sobre [Fj» com dimensao Frobenius 4.

Exemplo 2.24. A curva dada pela equacao
Y= X(X +1)P

tem género 24 é Fig2—mazimal e existe P ponto Fig2—racional com semigrupo de Wei-
erstrass igual (10,13,16,17). Assim de (2.12) seque que m3(P) = 16 logo sua dimensao
Frobenius é 4. Neste caso, jo(P) = 0, ji(P) = 1, jo(P) = 4, j3(P) = 7 e ju(P) = 17.
Seque do Coroldrio 1.41 que

vy < js(P)—1=6.

Como a caracteristica é 2 temos vy = 2. Sabemos que 9 = 2 e como €3 < j3(P) =T entdo
E3 € {3, 4}
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Um comportamento como observado na Proposicao 2.10, entre o nimeros de

Castelunovo, nao se mantem de maneira analoga: se ¢y(5) < g < ¢o(4) nao necessariamente
—1)(g—2 —2)?
(q )6(q )  co(5) = (q e )’

Teorema 2.25. Seja X' uma curva mazimal sobre F 2 de género g tal que co(5) < g < co(4).
Se q== 0 mod 3 e

teremos dimensao Frobenius 4. Observamos que ¢y(4) =

(49 — 1)(29 = 2) > (¢ + 1)(¢° — 5¢ — 2)
entao X tem dimensdo Frobenius igqual a 4. Em particular, quando ¢ = 0 mod 3 entdo
(3¢ — 1)(29 —2) < (¢ + 1)(¢" —4q — 1).
Demonstracgao: Seja r a dimensao Frobenius de X'. Por Teorema 2.3 temos r # 2.
Se r = 5 entao pela Cota de Castelnuovo temos que g < ¢o(5). Absurdo. Nas hipdteses

_l’_
iniciais sobre ¢, se r = 3 entao pela Proposicao 1.75 obtemos g = ¢o(4) + a

, 0 que seria
uma contradicdo. Logo r = 4. Se ¢ = 0 mod 3 e (3¢ — 1)(29 — 2) > (¢ + 1)(¢* — 4q — 1),

segue o resultado pela Proposicao 1.75. o

Assumindo quase-classicalidade podemos obter a existéncia de um ponto

[F 2 —racional com semigrupo de Weierstrass especifico, como no resultado a seguir.

Proposicao 2.26. Seja g = 7. Seja X uma curva Fp—mazimal quase-cldssica de género

g > 1 com dimensdo Frobenius 4. Entao existe P € X (F2) tal que
mi(P)=q¢—2 e me(P)=q—1.
Em particular, ¢ — 3 < g < co(4).

Demonstracao: Para todo P € X (F,2) temos vp(R) = 2(q — 1) — (my(P) + ma(P)).
Suponha que m4(P) + mq(P) < 2g — 4 para todo P € X(F2). Assim vp(R) > 2 para todo
P e X(Fp). Pela quase-classicalidade temos deg(R) = (6 + ¢)(2g — 2) + 5(¢ + 1). Disto
segue que (29 —2)(qg —6) < (1 + ¢)(3 —2¢q) < 0 isto é, ¢ < 6 um absurdo. Portanto existe
P' e X(F,) tal que my(P") + ma(P') = 2q — 3. Pela maximalidade mg(P’") = ¢ assim

2¢ —3<my(P) +ma(P) <mi(P)+q—1

logo m1(P') = g — 2. Portanto m(P") = ¢ — 2 e ma(P') = ¢ — 1. Como a dimensao
Frobenius ¢é igual a 4 entdo g < ¢o(4). Pelo Teorema 2.25 existe P € X(F2) tal que
mi(P) = q—2, my(P) = qg—1emy(P)=q. Logo [1,q = 3] < G(P). o

Alguns casos em que o género € igual a ¢ — 3, ainda nao sabemos se existe uma
curva F2—maximal com tal género. Observamos que para o caso ¢ = 7, ja se sabe que
4 ¢ M(7%), por (KUDO; HARASHITA, 2017). J4 é conhecido que

{0,1,2,3,4,6,7,9,10,12,28} = M(8%) < [0,10] u {12} U {28}

Resta saber se 5 pertence ou ndo a M(8%). Mas se tal curva existir podemos obter algumas

informacoes sobre ela, estudando a familia de curvas [F 2 —maximais de género g — 3.
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Observacao 2.27. Considere X curva Fp—mazimal de género q — 3 e dimensdo de
Frobenius igual a 4. Entdo se ¢ = 13 teremos nao quase-classicalidade. De fato, caso

contrdrio teriamos uma contradi¢io com deg(R) = #X(Fp2). Em geral
I+ +9)20q—4) + (@ +4)(q+1) = (e2+e3— 12+ 1) (2(¢ —4)g + (1 +¢)?) .

Para q < 11 com ndo quase-clissica temos apenas ¢ = 9 ¢ € = {0,1,3,4,9} e V =
{0,1,3,9}. Além disso, pela Proposigio 2.20, seque que existe P' € X (F2) tal que my(P') =
g+ 1 emy(P') = g+ 2. Portanto, estas curvas quase-cldssicas também serdo cldssicas

(com respeito ao sistema canonico).

Algumas familia de curvas que podem ser estudadas para tentar responder se
existe uma curva Fgy—maximal de género 5. Por exemplo, as curvas trigonais g4 —maximais,
ja que estas sdo classicas (VIANA, 1989).

Corolario 2.28. Seja X uma curva Fgg—mazimal de género 5. Entdo X é nao hipereliptica
com dimensdo Frobenius 4, quase-cldssica, Frobenius quase-cldssica e cldssica com respeito

ao sistema canonico.

2.3 Curvas Hurwitz: quase-classicalidade e nao quase-classicalidade

Considere ¢ uma poténcia de um primo p > 0. A curva Hurwitz de grau

n + 1 é uma curva plana nao singular dada pela equagao
Ch: XY"+YZ"+X"Z=0

onde (n®* —n + 1) # 0 mod p. Sabemos que quando ¢ + 1 = 0 mod (n* —n + 1), a
curva C, ¢ coberta sobre [F 2 pela curva Hermitiana H,. Em particular, C,, ¢ IF 2 —maximal
nesta hipdtese. Além disso, o semigrupo de Weierstrass de C,, no ponto (0, 1,0) é gerado
pelo conjunto S := {s(n — 1)+ 1 : s = 1,...,n}, veja Lema 10.76 e Lema 10.77 em
(HIRSCHFELD:; KORCHMAROS; TORRES, 2008). Quando n = p, segue de tais lemas
que a curva C, é Fs—maximal de género p(p — 1)/2 e tem semigrupo de Weierstrass em

Py :=(0,1,0) gerado pelo conjunto

Seja Dy = g,53,; a série de Frobenius de C, sobre Fy6. Queremos estudar o comportamento

de suas Dy—ordens. Vamos mostrar que
gi=tparai<r—g+2p—4ey, =iparai <r—g-+p— 3 paraa curva C,.
Observamos que segue da Proposigao 1.6.6, em (STICHTENOTH, 2009), que
neste caso teremos

my(P) = 2g = p* — p, para todo P ponto F,s — racional de C,,. (2.14)
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Proposicao 2.29. A série Frobenius da curva C, sobre Fpe temos dimensao igual a

PP —g+1 e graup® + 1.

Demonstracao: Seja r a dimensao Frobenius de C,. Observamos quese r —1 < g

entao para todo P € C, terfamos pela maximalidade que
p* =m,_1(P) < my(P).

Mas segue de (2.14), um absurdo. Portanto r — 1 > g, assim m,_1(P) =29+ (r—1—g) =

g +r — 1 para todo P € C,. Novamente pela maximalidade obtemos r = pPP—g+1.0o

Como Py € C, e mi(Py) = p entdo pela maximalidade j,_;(Fy) = p* +1 —
my(Py) = p* —p+ 1. Além disso, p* —p(p—1)2=r —1<e,_1 < jr1(P) =p* —p+1
logo 2p® — p(p — 1) < 25, < 2p* — 2p + 2, isto &,

pB3—p)=2p—plp—1) <21 —2p° +2p < 2. (2.15)
Proposicao 2.30. As curvas C, sdo quase-cldssica sobre Fys com p € {2,3}.

Demonstragdao: Como p = 2 entdo por (2.15) temos ¢; = 7. Portanto, ¢; = i,
i <r—1. Como p = 3 entdo por (2.15) temos ¢,_; = p* —poue,_; =p° —p+ 1, isto &,
€94 = 24 ou 25. Como H(Fy) = (3,5,7) entao para ¢ > 2 temos

entao 95_; < jos_i(Fy) = 25 —i para i = 2, isto é, ¢; = i para i = 0,1,2, 3, ..., 23. Suponha
que €94 = 25. Pelo Critério p—adico segue que 93 = 24. Absurdo. Logo 94 = 24. Além

disso, pela maximalidade 45 = p* = 27. Portanto, Cs é quase-cldssica. o

Vamos assumir p > 5. Sabemos que [1,p — 1] € G(FP) e
[kp+1,(k+1p—(k+1)] < G(PR), paral <k <p—3.
Por contagem obtemos
G(Ry) = [1,p—1]u[p+1,2p—2]u[2p+1,3p—3]u...u[p*—3p+1, p* —3p+2]u{p*—2p+1}.
Proposicao 2.31. A curva C, tem o sequinte comportamento das Dy—ordens:
g=1, parat=0,1,....r —g.
As Frobenius ordens satisfazem v; =i, para i =0,1,....r —g— 1.
Demonstracao: Em geral, para a curva C, temos para i > g
Gri(Py) = pP+1— Mg (i—g)(Fo) = pPHl—i—g=r—i.

Como €,_; < jr—i(FPy) =r—iparag <i<recomo V1 < Jr_i(P) —j1(Fo) =r—i—1.

Assime, ;=r—iparag<i<rev,;, 1=r—i—lparag<i<r—1.o
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Teorema 2.32. Seja p > 3. A curva C, tem a sequinte propriedade para as Dy—ordens:
g =1parat <r—g+2p—4.

As Frobenius ordens satisfazem v; =i para i <r — g+ p—3. Além disso, V = E\{e1} com
I=r—g+p—2oul>r—g+2p—>5ec_grops€{r—g+2p—3,r—g+2p—1},
Vpgiopa €E{r—g+2p—4r—g+2p—3,r—g+2p—2,71—g+2p—1}.

Demonstracgao: Sabemos que para 1 < k < p — 1 temos que
(p—(k+1)p, klp—1)+1eH(R)

logop* —p—(k—1)=(p—k—1p+k(p—1)+1e H(P). Como m,(Py) = p* — p, por
(2.14), entdo my_1(Py) = p* —p—1, my—2(Py) =p* —p—2, ... my_(p-2)(Po) = p> — 2p + 2.
Portanto para k = 1,2, ...,p— 1 temos my, (P)) =p*—p—k =29—k, k=0,1,..,p—2.
Isto implica que para k =0,1,2,...,p — 2 temos

Jrogik(Po) = PP+ 1=mgi(P)=1+p*—29+k=r—g+k

Portanto ¢,_g4x =17 — g+ k para k =0,1,2,...,p — 2. Além disso, para k = 0,1,...,p — 2
temos

Vrfg+k71 < jrfg+k(P0) —-1= r—g + k - 17

logo Vp_gyp—1=7—g+k—1parak =0,1,...,p— 2. Isto ¢,
vi=1, prait=r—g—1,r—g,...7Tt—g+p—3.

Observamos que o intervalo [p* — 3p + 3,p*> — 2p] € H(Py) e my_pi2(Po) = p> —2p +2 é
o condutor de H(Fp), logo my_opi(Fo) =29 —2p+ (k— 1), para k =4,...,p+ 1. Assim
para k=4, ...,p+ 1 temos

Jrgropk(Po) = 14p*—my op(P)=r+9g—29+2p—k+1=r—g+2p—k+1.

Isto é, j;(Py) = i+1paraie {r—g+2p—3,...,r—g+p}. Portanto &,_g.9, € {r—g+2p—
k,r—g+2p—k+1} para k = 4,...,p+1. Em particular, &,_44, 1 € {r—g+p—1,7r—g+p}.

Se supormos que €,_44,—1 = 7 — ¢ + p entao como

r—g+
< gTp >:r_g+p:p3—p2+2p+lzlmodp
r—g+p-—1

segue que 7 — g +p— 1€ €&, isto é, e,_g1p—2 = r — g + p — 1. Uma contradicao, pois
Er—gip—2 =T — g+ p — 2. Portanto, ¢,_g4,-1 =7 — g+ p — 1. Analogamente, €,_¢ ,;; =
r—g+p+icomi=0,1,..,p—4 Além disso, para k =4,...,p + 1 temos v,_g19p_ k1 €
{r—g+2p—k—1,1r—g+2p—k.}. Note que se v,_yp o = r—g+p— 1 entao
Vp_giop—k—1 =T —¢g+2p—kparak=4,...p. Logose [ =r —g+p—2entaor; =i+ 1
paraie€{r—g+p—2,...,7 — g+ 2p— 5}.
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Como [p®—4p+4,p*—3p] = H(Py) e comom,_9,14(Py) = 29—2p+3 = p*—3p+3
entdo my_opr3—k(Fo) = 29 —2p — k para k = 0,1,...,p — 4. Assim para k = 0,1,...,p — 4

tem-se
Jrogrop-sin(Po) = 140 —mgopsp=r+g—2g9+2p+k=r—g+2p+k.

Isto é, j;(Py) =i+3 parai=r—g+2p,..,r—g+3p—4. Portanto para k = 0,1,...,p—4

temos
Er—groptk—3€E{r—g+2p+k—-3,r—g+2p+k—2,..,r—g+2p—1,1r—g+ 2p}.

Em particular,

Er—gtop—3 € {r—g+2p—3,r—g+2p—2,r—g+2p—1,r—g+2p}, (2.16)
Ergtop—2 € {r—g+2p—2,r—g+2p—1,r—g+2p,r—g+2p+1}, (2.17)
Eregiop—1 € {r—g+2p—1r—g+2pr—g+2p+1,r—g+2p+2}, (2.18)

Er—giop € {r—g+2p,r—g+2p+1,7r—g+2p+ 2} (2.19)

Supondo que €,_g19,-3 =1 — g + 2p, como

r—g+2
g+2Zp —r—g+2p=p>—p*+3p+1=1mod p.
r—g+2p—1
logo €,_g42p—4 = r—g+2p—1 uma contradicao. Se admitimos que €,_g49p-3 = 7—g+2p—2,
entao 5 5
J— + —
r—g+2Zp —r—g+2p—2=p"—p*+3p—1=—-1modp
r—g+2p-3

segue que €,_giop—4 = I — ¢ + 2p — 3 uma contradigao. Portanto ,_g42, 3 € {r —g+2p —
3,r—g+2p—1}. Note que v,_g19p 4 € {r—g+2p—4,7r—g+2p—3,7—g+2p—2,7r—g+2p—1}.

]

Casos particulares

Observagao 2.33. Sep =5 entdo g; =1 para i < 112 e v; =1 para i < 108. Sabemos que
H(P) = {0,5,9,10,13, 14, 15,17, —}.

Assim jri0(Fo) = 111, ji11(Fo) = 112, ji12(Fy) = 113, jis(Fo) = 116, jiu(Fo) = 117 e
J1s(FPo) = 121. Pelo Critério p—ddico temos 113 = 113, 114 € {114, 115,116} € €115 €
{115,116, 117,120}. E 1199 = 109, v110 = 110, v111 = 111, 1419 = 112, 1433 € {113,115, 116}
e v € {114,115,116, 117,120} Assim 115 = 113, e114 # 116.

Se v119 = 115 entao v113 = 116 e vy14 € {117,120}. Como

({0,1, ..., 113} U {e114, €115, 1251) \{e1} = E\{er} = {0, 1, ..., 111} U {115, 116, v114, 125}
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seque um absurdo. Logo vy1o = 112. Assim vy13 € {113,115}, Suponha que v113 = 113 entdo
V114 € {114, 115} LOgO V114 = €115 = 115 ou V114 = €114 = 114. Suponha que V113 = 115
entao €114 = V113 = 115 e V114 = €115 € {].16, ].20} Da7i

£:40,1,..,113,114,115} U {125} e V:E\{y} com v € {114,115}
ou &€:{0,1,..., 113} U {115, 4,125} e V:E\{113} com p e {116,120}

Portanto se Cs € quase cldssica entao v = 115.

Corolario 2.34. Sep> b entaor—g+2p—1,r—g+2p,...Ttr—g+3p—T€&. Sep="7
entao [0,1,...,312} u {315,316} < €.

Demonstracao: Se €,_443, 7 =r—g+3p—Tentdoe; =t parat <r —g+3p—T.

Suponha que €,_g43p-7 =7 — g+ 3p—6. Assim €, _gy3, =7 —9g+3p—k+1,
para 8 < k < p+1. Em particular, €,_449,-1 =7 —¢g+2p. Logo €,_g19p-2 =7 —9g+2p—1.
Suponha que €,_413,-7 =7 — ¢+ 3p — 5. Assim €,_g13,- =7 — g+ 3p — k + 2, para
8 < k < p+ 2. Em particular, &,_g19p-2 =7 — g+ 2p. Logo €,_g49p-3 =7 — g+ 2p — 1.
Suponha que €,_g43,-7 = 7 — g+ 3p — 4. Assim ¢,_g13,-p =7 — g+ 3p — k + 3 para
8 < k < p+ 3. Em particular, e,_g19p-3 =7 — g+ 2p. Logo €,_gy9p-a =7 — g+ 2p — 1.

Contradizendo o Teorema 2.32. o
Corolario 2.35. Sep> T entdor —g+3p—1,r—g+3p,...Tr—g+4p—10€ £.

2

Demonstracao: Segue da demonstragao do Teorema 2.32 que my_sp.6(Fp) = p° —4p

e que [p* — 5p + 4,p* — 4p] < H(P,). Assim segue que m,_4p104%(FPo) = p* — 5p + 4 +
k, com ke {0,1,....p—4}. Logo para k € {0,1,...,p — 4} temos

Jregiapro-k(Po) = 14+p*—p*+5p—4d—k=(r—g+4p—10—Fk) +6.

Assim para k € {0,1,...,p — 4} obtemos &, _g14p-10-k € {r —g +4p — 10 — k, ...,1 —
g +4p — 10 — k + 6}. Em particular, e,_g43,-6 € {r —g +3p —6,....,7 — g + 3p}. Se
Er—gtdap—10 =T — g +4p — 10 entao g; = ¢ para ¢ < r — g + 4p — 10.

« Suponha que €,_g4ap—10 =7 — g + 4p — 9. Entao
Er—grap-k =T —g+4p—k+1, comll<k<p+1.
Em particular, e,_g43,—1 = 7 — g + 3p. Logo &,_g13p—2a =7 — g+ 3p— 1.
« Suponha que €,_g4ap—10 =7 — g + 4p — 8. Entao
Er—giap-k =T —g+4p—k+2, comll<k<p+2.

Em particular, €,_g43,—2 = 7 — g + 3p. Logo €,_g13p-3 =7 —g+3p— 1.
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Suponha que €,_g14p_10 =7 — g + 4p — 7. Entao
Er—grap—k =T —g+4p—k+3, comll<k<p+3.
Em particular, ,_443,-3 =1 — ¢ + 3p. Logo €,_g13p—a =7 — g+ 3p — 1.
e Suponha que €,_444p-10 =7 — g + 4p — 6. Entao
Er—grap—k =T —g+4p—k+4, comll<k<p+4
Em particular, e,_g43p-4 =7 — g + 3p. Logo €,_g13p-5 =7 — g+ 3p— 1.
e Suponha que €,_g44p—10 =7 — g + 4p — 5. Entao
Er—grap—k =T —g+4p—k+5, comll<k<p+5.
Em particular, e,_g43,-5 =7 — g + 3p. Logo €,_g13p-6 =7 — g+ 3p — 1.
e Suponha que €,_g44p—10 =7 — g + 4p — 4. Entao
Er—gtap—k =T —g+4p—k+6, comll<k<p+6.

Em particular, e,_gy3p-6 =7 — g + 3p. Logo &,_g13p-7=1r—g+3p—1. o

Considere o intervalo
I=[r—g+kp—1,r—g+(k+1)p— (3k+1)] (2.20)

para2<k<§.

Lema 2.36. Se p > 5 entdo I), € H(P) para 2 < k <

wls

Demonstragio: Para 1 < k < p considere Hy, := [p* — kp + k,p* — (k — 1)p]. Segue
de (2.13) e da demonstragdo do Teorema 2.32 que Hy < H(P) para 1 < k < p e como

My_pr1—;(F) = (9—p+1—j)+(g—1)para0<j<p-—3,
Mg pi1-5(P) = (g—p+1—j)+(9—3) parap—-2<j<2p—6,
Mg_pi1-5(Fo) = (g—p+1—7)+(g—6) para2p—5<j < 3p— 10,

Mgpi1-;(Po) = (g—p+1—Jj)+(g—(9—2p+3))parag—p—2<j<g—p—1
mi(Py) = (9g—p+1—-4)+(g—(9—2p+2))=np.

Assim para k= 0,1,...,p — 4 tem-se

jrfg+2p73+k<P0) = 1+ p3 —Mg2pt3—k =T +9— 29 + 2]9 +k=r— g+ 2]9 + k.
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Isto é, j;(Py) =i+3 parai=r—g+2p,..,r—g+3p—4. Portanto para k = 0,1,...,p—4
temos €,_gioprk-3€{r—g+2p+k—3,r—g+2p+k—2,..,r—g+2p—1,7r— g+ 2p}.

Em particular,

Ergtop—3 € {r—g+2p—3,r—g+2p—2,1r—g+2p—1,7— g+ 2p},

Ergrop—2 € {r—g+2p—2,r—g+2p—1,7r—g+2p,r—g+2p+1},

Er—giop—1 € {r—g+2p—1r—g+2p,r—g+2p+1,r—g+2p+2},
Er—giop € {r—g+2p,r—g+2p+1,17r—g+2p+ 2}

Supor que €,_g49,-3 = — g + 2p. Como

< r—g+2p

—r—g4+2p=p>—p*+3p+1=1modp.
T—g—|—2p—1) r—g+ip=p° —p +op+ moa p

logo €, g42p—4 = r — g + 2p — 1 uma contradicao. Supor que €,_g9p-3 =1 — g + 2p — 2.

Como
(r—g+2p—2

=r—g+2p-2=p"—p*+3p—1=—1mod
r_g+2p_3> r—g+2p p’—p +3p mod p

logo €,_g+2p—a = r — g + 2p — 3 uma contradigao. Portanto e,_g19, 3 € {r—g+2p—3,r —
g+2p—1}.See,_gysp7=17—g+3p—"Tentdo g; =i para i < r — g+ 3p— 7. Suponha

que €,_gi3p—7 =1 — g + 3p — 6. Assim
Er—giap-k =T —g+3p—k+1, para8<k<p-+1.

Em particular, €,_g40p-1 = 7 — g + 2p. Logo €,_449p-2 = 7 — g + 2p — 1. Suponha que

Er_g+3p—7 =T — g + 3p — 5. Assim
Er—gap—k =T —g+3p—k+2, para8<k<p-+2.

Em particular, €,_449,-2 = 7 — g + 2p. Logo €,_449,-3 = r — g + 2p — 1. Suponha que

Er—g+3p—7 =T — g + 3p — 4. Assim
Ergtsp—k =T —g+3p—k+3, para8<k<p+3.

Em particular, g,_g19p-3 =1 — g + 2p. Logo €,_g19p-4 = 7 — g + 2p — 1. Contradizendo o
Teorema 2.32. Portanto o intervalo definido em (2.20), satisfaz I, € H(P). o

Teorema 2.37. Seja p > 5 primo. Se
I#r—qg+2p+kp—2 paratodokeZ, 2k <p—5
entao C, € nao quase-cldssica.

Demonstracao: Suponha que C, seja quase-classica. Suponha que I < r—g+2p—4.
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e Sel =r—g+p—2entao como I +p < r —2 segue que vy, 1 = €r4p = I +p. Pelo
I+
Critério p—adico segue que ( 7 p) %= 0 mod p, assim I € V absurdo.

e Sel=r—g+p—1entaorv; =1+ 1= 1 mod p e pelo Critério p—adico segue que
I €Y. Absurdo.

e Sel =r—g+pentaov; =I+1=2mod p e pelo Critério p—adico segue que I € V.
Absurdo.

e Sel=r—g+p+lcomle{l,..p—4}tel+1%#0modpentaov; =1+1=
p* =29 +p+ (I+1)%#0mod p e pelo Critério p—adico segue que I € V. Absurdo.

Portanto [ # r—g+p+lcomle {—1,0,1,....,p—4}el+1£0modp.Istoé, [ =r—g+p+I
com e {-1,0,1,....p—4} el + 1= 0 mod p, um absurdo.
Assim I >r—g+2p—4.Dail =r—g+2p—3+Ilparale {0,1,....g—2p+1}.

e Sel=r—g+2p—3+lparale{0,1,...g—2p+ 1} com [ — 1 % 0 mod p, entao
vi=1+1=(l—1) mod p e pelo Critério p—adico segue que I € V. Absurdo.

Entdo I =r—g+2p—3+lparale{0,1,....,9—2p+ 1} com | —1 =0 mod p. Portanto
l=sp+1lcomkeNekp+1€{0,1,....,9—2p+ 1}, logo
I=r—g+2p+kp—2 com2k<p-—5keN.

Em particular para p > 5 se tivermos [ = r — g + 2p — 2, segue que vyyp 1 = €r4p =1 +p

I+
pois I + p < r — 2. Como neste caso ( 7 p) # 0 mod p segue que [ € V. Absurdo. o
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3 Mais propriedades de curvas maximais com

dimensao Frobenius 3 sobre qu, q=7

Este capitulo é motivado pela classificacao de curvas maximais com dimensao
Frobenius igual a 3 através de modelos birracionalmente equivalentes sobre um corpo
finito previamente fixado, a qual surge em (FANALI; GIULIETTI, 2009). Obtemos
nesta literatura uma classificacdo completa sobre os corpos Fig e Fao5. Apresentaremos
neste capitulo uma classificacdo completa para curvas Fy—maximais com dimensao
Frobenius 3 através de modelos birracionais sobre [F49 ao utilizar resultados ja conhecidos de
(FANALIL; GIULIETTT; PLATONI, 2012), (KUDO; HARASHITA, 2017) e (ARAKELIAN;
TAFAZOLIAN; TORRES, 2018). Um caminho natural a se seguir é a classificagdo completa
para curvas Fg;—maximais com dimensao Frobenius 3 através de modelos birracionais
sobre Fgs. Com este intuito, também apresentaremos neste capitulo uma classificagdo para
curvas Fgs—maximais de género igual a 9 ou 10, sob certas hipdteses. Enfatizamos que a
extrema importancia do uso de ferramentas computacionais para tais classificacoes. Neste
trabalho foi utilizado o software Magma, (BOSMA; CANNON; PLAYOUST, 1997).

31 Fy

Agora vamos trabalhar sobre o corpo Fyg. Seja X uma curva Fy—maximal de
género g com dimensao Frobenius igual a 3 e seja Py € X (Fy9). Pela Proposicao 1.66 segue
que mo(Fy) =7 e my(Fy) = 4,5 ou 6. Entao g = 5. Neste caso g < ¢o(3) = 9 pela Cota de
Castelnuovo. Entao g € {5,6,7,8,9}. Pela Proposi¢ao 1.75 deveriamos ter g > 6. Portanto
g € {7,8,9}. Quando g = 7 segue por (FANALI; GIULIETTI; PLATONTI, 2012) que X é

birracionalmente equivalente sobre F49 a curva plana dada por
Y - YX*+wX?=0,

com w® = —1. Este resultado é obtido através de calculos computacionais via Magma.
Quando g = 9 = |¢y(3)], j& é conhecido pelo Teorema 2.6 que a curva X’ é birracionalmente

equivalente sobre F49 a curva plana dada por
Yi=X"+X.

Entretanto, somente em (ARAKELIAN; TAFAZOLIAN; TORRES, 2018) conhecemos a
completa determinacao do espectro de géneros sobre Ty, a saber,
M(7%) = {0,1,2,3,5,7,9,21}, logo g € {7,9}. Estes fatos nos permitem classificar as

curvas Fy9—maximais com dimensao Frobenius igual a 3.
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Teorema 3.1. Seja X uma curva Fy—mazimal de género g com dimensao Frobenius

tgual a 3. Entao X é birracionalmente equivalente sobre Fy9 da curva plana dada por

(i) Y= X"+ X e tem género 9 ou

(i) YT =Y X* + wX? =0 com w® = —1 e tem género 7.

32 Ty,

Sobre g4 existem apenas alguns valores possiveis de género para curvas maxi-

mais. Sabemos que
{0,1,2,3,4,6,7,9,10,12,28} < M(8?) < [0,10] u {12} U {28}.
Aqui o tnico valor de género ainda nao conhecido é o igual a 5.

Proposigao 3.2. Seja X uma curva Fgy—mazimal de género g e dimensao Frobenius 3.
Entao g € {9,10,12}.

Demonstracao: Primeiramente pela Cota de Castelnuovo temos que g < ¢o(3) < 13.
Seja Py € X(Fgy). Pela maximalidade my(Fy) = 8, veja Proposicao 1.66. Como 4 <
my(FPy) < 7 entdo g = 6. Entao g € [6,12]. Observe que se g = 6 ou 7 entdo pelo Teorema
2.25 segue que r = 4. Como 8,11 ¢ M (8%) logo g € {9,10,12}. o

No caso em que o género ¢ igual a 12, pelo Teorema 2.6 sabemos que existe

uma Unica curva, a menos de isomorfismo.

Teorema 3.3. Toda curva Fggs—maximal de género 12 € Fgq—birracionalmente equivalente

a curva plana com equagao

Y?=X"+X*+ X. (3.1)

Podemos nos perguntar se é possivel uma classificagao para os géneros iguais
aos valores 9 e 10 para que desta forma possamos dar uma classificagao completa sobre
Fgs. Sabemos que existe um tnico modelo, a menos de isomorfismo, em cada caso ao se

assumir a hipotese de tais curvas serem Galois-cobertas pela curva Hermitiana.

Teorema 3.4 (Teorema 2.1, (COSSIDENTE; KORCHMAROS; TORRES, 2000)). Toda
curva Fgg—maximal Galois-coberta pela curva Hermitiana de género 9 €

Fe4—birracionalmente equivalente a curva F, dada por

Y8=YX?+ X° (3.2)

Sabemos que esta curva JF| satisfaz:
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(i) j2(P) = 2 para todo P racional;

(ii) Existem Py, Py, P; pontos que nao sao Fgi—racionais tais que jo(FP;) = 3 para
i=1,2,3;

(iii) jo(P) = 2 para P ¢ {P;, P, P3} nao Fgy—racional.

Para mais informacoes veja Secio 6, (COSSIDENTE; KORCHMAROS; TORRES, 1999).

Teorema 3.5 (Teorema 2.1, (COSSIDENTE; KORCHMAROS; TORRES, 2000)). Toda
curva Fgy—mazimal de género igual a 10 que é Galois-coberta pela curva Hermitiana é

Fgs—birracionalmente equivalente a curva Fo dada por

v? = u® + P, (3.3)

Com estes resultados podemos enunciar wuma classificacio para
curvas Fgy—maximais com dimensao Frobenius 3, quando estas sdo Galois-coberta pela

curva Hermitiana.

Teorema 3.6. Seja X' uma curva Fga—mazimal com dimensao Frobenius 3 e Galois-
coberta pela curva Hermitiana. Entdo X € Fgqy—birracionalmente equivalente a alguma das

curvas a Sequir

(i) a curva dada por (3.1) com género 12;
(it) a curva dada por (3.3) com género 10;

(7ii) a curva dada por (3.2) com género 9.

Queremos um resultado similar do Teorema 3.6 sem a hipdétese da Galois-
cobertura pela curva Hermitiana. Este resultado seria possivel se soubéssemos a existéncia
ou nao existéncia de curvas Fgy—maximais de género 9 ou 10 que nao sao Galois-cobertas,
ja que a classificagdo género 12 nao depende de Galois-cobertura. Em geral, a curva definida
por Giulietti-Korchméros em (GIULIETTL; KORCHMAROS, 2009) é um exemplo de curva
maximal que nao é Galois-coberta pela curva Hermitiana sobre certos corpos. Entretanto

sobre o corpo Fgy, esta curva é um exemplo de curva maximal de género 10, dada pelas

equacoes

ZP=Y1+X+X?), Y=X*+X, (3.4)
e coberta pela curva Hermitiana U® + V? + 1 = 0. Para construir tal cobertura, basta
considerar € € Fgy uma raiz cibica primitiva, X := U?’[fV?’ +ec e Z:= U;),U;_VV;; Desta

maneira, obtemos a curva Z? = X® + X — (X? + X)® a qual é Fg—birracionalmente
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equivalente a curva dada por (3.4) (ver Teorema 4, em (GIULIETTI; KORCHMAROS,
2009)).

Assim a curva dada por (3.4) é Fgy—birracionalmente equivalente a curva dada

por (3.3). Explicitamos este morfismo na observagao a seguir.

Observagao 3.7. Considere o corpo Fgy. Seja Cy a curva dada pelas equagoes fi = fo =0
onde
for=y’ + 2Pt +at® e fri= 2" + 2y + ayt + Py,

9 — wdwb +ubwd. Vamos mostrar que Cy € o modelo ndo

Seja Cs a curva dada pela equacao v
singular de Cy. Considere o morfismo m : Co —> P* dado por w(u : v : w) = (go(u,v,w) :

g1(u,v,w) 1 go(u,v,w) : gs(u,v,w)) onde

g = a2 Pt + a2t w? + a2utw® + a2 + udw® + wodw? +v9;
g = W3 + a2 Bt + a®2uelwt —|—a421)9;

ga = a®uPvw? + a"utvw* + a28u3vw5;

gs = ’Ug.

Assim

3 2 2 _ or 126 . 21 11 7 42 10,8 90 O 21 8 10 , 42 7 11
g1+ 9595 + gog5 = v [utw® + ot uw' + autw + uww” + a” vt + auw ]

+ o[t + a2t + Bl + 0

= (@B + ) [ + a T + a2uu® 4 w0u® + a2t + a2uTw'

+ (WP’ + ubuw?)? [P Pt + aPute® + vt + (P’ + ubu?)?

= 0 e

B+ g = v + et 1 a2uw' + w0 + o' + a2utw']

+ utw? + a®tutw? + a*utu?]
= PP’ + 05w [ulu® + B + a2ut ' + w0+ a?ydw'®
+  a®uPw'®) + v (P’ + 00w [utw? + a*'Pw? + autw?]

0.

4

Para v # 0 temos que gs = a g 9195 = ﬂ(gggg + g093) + 9195 = gog1 + 909193 + G195
Para v =0 temosw(u:O:ugjz (gO:O:g?):O) =(1:0:0:0:0). Logo w(Cy) < C4.
Considere agora o morfismo ¢ : C1 —> P? dado por ¢(x 1y :z:t) = (Go(w 1y : z: 1) :
Gi(zr:y:z:t):Go(zr:y:2z:t)) onde

Golz,y,2,t) = a*ot® + a*y® + y°t + a®'t%;
Gi(z,y,2,t) = a®wzt + ayzt + a2t

Ga(z,y,2,1t) y* + a”y’t + o'yt
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Usando fo = fi = 0 obtemos G} + GaGS + GSG3 = 0. Portanto ¢(Cy) < Co. Agora

observamos que
pom(u:v:w) = ¢(go(u,v,w): g1(u,v,w) : ga(u,v,w) : gs(u,v,w)) = (Hy : Hy : H)

onde H; := G;(go(u,v,w) : g1(u,v,w) : ga(u,v,w) : gs(u,v,w)) para i =0,1,2. Mas

21,12, 6 42, 11

Hy = v[a®u"uw’ + a®u"'w™ + a*'u’w’ “Lubw'?]

u-w +u7w11+a U w
+ 1218[a42u5w4 + utw® + a21u3w6]

u[a21u17w9 +u15w11 +a21u14w12 +CL42U13U}13 +u12w14 +a42u10w16]

Hl _ UlO[a42u1(),w7 +a21u8w9 +u6w11] +U19[CL21U5UJ3 +a42u4w4 +U3U}5]
_ U[(Z21’LL17’LU9 + u15w11 + 0,21U14'LU12 + a42u13w13 —i—ulszM + a42u10w16]
H2 _ 'U9[U12'U}6 + CL21'LL11U}7 + u9w9 + a42u7,w11 +U6U}12] _’_,027

_ w[a21u17w9+u15w11 +a21u14w12+a42u13w13+u12w14—|—a42u10w16]

Portanto ¢ o = Id. Logo ¢ : C; —> Cy € sobrejetora. Em particular ¢ € birracional, pois
aplicando a Férmula de Riemann-Hurwitz temos 2g(Cy) — 2 = (2¢9(Ch) — 2)d seque que

d = 1. Portanto Cy é o modelo nao singular de C5.

Como a classificacao via Fanali-Giulietti-Platoni dos modelos dependem dos

pontos Fg»-racionais da Hermitiana, citamos o resultado a seguir.

Observacgao 3.8. Aplicando o Teorema 9.25 em (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TOR-
RES, 2008) para a curva Hermitiana Hy temos Ho(Fpu)\Ho(Fpe) = .

3.3 Curvas maximais de género 9 e 10 sobre ¢y

Seja X uma curva Fg—maximal com dimensao Frobenius 3 e género g. Ja
vimos que se g = 12 entao X é Fgy—birracionalmente equivalente a curva dada por (3.1).
Portanto, vamos considerar g diferente de 12, isto é g € {9,10}. Assim as (D, P)—ordens

num ponto P racional de X sao

Pela Proposigao 1.66, associamos estas ordens em P com o semigrupo de Weierstrass H (P)
temos que jo(P) =9 —my(P) e mo(P) =8, m3(P) =9.

Proposicao 3.9. Seja X uma curva Fgu—mazimal de género g < 12 com dimensao

Frobenius 3. Entdo temos duas possibilidades:

(A) jo(P) = 3 para algum P € X(Fg4);

(B) j2(P) =2 para todo P € X (Fg4).
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Demonstracgao: Pelo Teorema 2.17 segue que X é quase-classica, isto é, 5 = 2. Logo
pelo Lema 3.7 em (COSSIDENTE; KORCHMAROS; TORRES, 1999) existe um ponto
P e X(Fp) tal que jo(P) = 2. Vamos mostrar que se existe P ponto Fgy—racional de X
tal que jo(P) # 2 entdo jo(P) = 3. Observamos que para tal ponto P temos 3 < jo(P) < 8.
Como my(P) = 8 entao my(P) = 4. Logo j2(P) < 5. Se j2(P) = 5 entao my(P) = 4 e
seglie que ¢ = 12 via Proposicdo 2.4 de (ABDON; TORRES, 1999). Uma contradicio. Se
J2(P) = 4 entdao my(P) = 5 dai g é menor ou igual ao género do semigrupo (5,8,9), o

qual é igual a 8, outra contradi¢do. o

Existem exemplos em que as situagoes (A) e (B) acontecem. A curva dada em
(3.2) satisfaz o caso (B) e a curva dada por (3.3) satisfaz o caso (A). Vamos utilizar o

Teorema 1.85 em cada uma das situagoes para curvas com géneros 9 e 10.

Caso (A): j2(P) = 3 para algum P racional

Suponha que X' é uma curva Fgy—maximal de género g € {9, 10} e jo(P) = 3
para algum ponto P € X (Fg4). Dos resultados de Fanali-Giulietti-Platoni, podemos assumir

que X é:
o uma curva de grau 9 contida na superficie Hermitiana com equacgao
Hs: Z°+Y?=X®+X, por Corolério 1.79 ;
e« P=(0:1:0:0)€ X, pela Observacao 1.80;

0 plano osculante a X em P tem equagao T' = 0, (coincide com o plano tangente em
P em H3 por Corolario 1.79);

a reta tangente de X em P ¢ a reta com equagoes Y =0, T =0, por Lema 1.81, e

os planos tangentes nao-osculantes de X em P sao aqueles com equagao
Y —bT =0, com b e Fgy,
pelo Lema 1.82.
Como j2(P) = 3 entdo mp := 6 é a primeira non-gap nao nula em P e todo
plano 7, com equacdo Y — b1 = 0 com b € Fg, intersecta X em P com multiplicidade 3.
Como o grau de X ¢ igual a 9, existem 6 pontos afins de X pertencendo aos planos 7, com

b € Fgs. Vamos mostrar a existéncia de um plano da forma 7, tal que sua multiplicidade

da intersecdo com a curva X em algum ponto distinto de P é maior do que 1.
Proposicao 3.10. Existe um plano
o - Y — boT =0

para algum by € Fgy contendo no mdzximo 5 pontos distintos Fey—racionais (afins) de X.
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Demonstragao: Suponha que todo plano 7, da forma Y — 0T = 0 com b € Fgy
intersecta em 6 pontos afins distintos a curva X'. Mas os planos 7, particionam o conjunto

de pontos afins Fgy—racionais de P?(Fgy) entdo

> [m 0 X(Fea)] = 64 + 169

bE]F64

o que resulta num contradi¢do com o género. o

Proposicao 3.11. Suponha (A) e que o plano my da Proposi¢io 3.10 nao intersecte
nenhum ponto Feys—racional afim de X. Entao existem Py, P, € X afins distintos com
deg(Py) = deg(P,) = 3.

Demonstragao: Temos entao a possibilidade para o divisor de intersecao

i) D=3P+P +¢64<P1)+¢§4(P1)+P2+¢64(P2)+¢§4(P2>7 com deg(Pr) = deg(Py) = 3;

ii) D =3P + 2R + 2¢6s(R) + 2¢3,(R) com deg(R) = 3.

utilizando o fato da Observagdo 3.8. Em (ii) podemos assumir pelo Lema 1.84 que
R=(1:X:0:2), onde X é a menor raiz do polinomio T® + T = Z° (com respeito &

ordenagao <3) e w € Fgys elemento primitivo sobre Fg,.

3 27 Q2%
Aplicando o Teorema 1.85 obtemos (X, Z) := H((ZS W2 -7 )= (X —
. i=1
YSQZ))2, com as duas possibilidades:

(I) Z = w? com w € Fgus elemento primitivo sobre Fey.

(I) Z = w + Zyw?* com Z5 € Fgy e w € Fgys elemento primitivo sobre Fgy.

Observamos que em ambos os casos (I), (II) a curva dada por Z° = X® + X +

X(X, Z) é ndo singular, logo tal curva tem género igual a 28.

Para (i) temos a curva
79 = X% -~ X + M(X, 2)u(X, Z) (3.5)

onde £(X, Z) = H((ZSQi)g(Z —78%) — (X —YS%)) satisfazendo (I) ou (II), e (X, Z2) =

=1
3

H((zSQi)s(Z — ) — (X —a8") com ad + my = 23, @9, 29 € Fggs. ©
i=1

Portanto o caso (A) se resume em duas possibilidades:
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A1) O plano 7y intersecta a curva em dois pontos P; e P distintos afins nao Fgq—racionais
de X, com deg(Py) = deg(P,) = 3.

A2) O plano 7y, intersecta em pelo menos um ponto Fgys—racional afim de X com
multiplicidade maior ou igual a 2.
Algumas parti¢des no conjunto dos pontos Fgs—racionais da curva Hermitiana

‘H, podem facilitar o tempo das rotinas no Magma.

Observagao 3.12. Considere a particio do conjunto Fy, := {ay a partir dos sequintes

conjuntos,
By, = {1,a7, a147a217a287a35’a427a497a56};
B = {a, a®, als, a22,a29,a36,a43,a50,a57};
B, — {GQ’a9’a16’a23,a30’a377a44’ a51’a58};
By = {a3,a10,a17,a24,a31, a38,a45,a52,a59};
B, = {a4, all, a'®, a® 32 g3 ¢4 53 a60};
B = {a5, a'2,a2® a2 %, a% o4 >, a61};
By = {a6,a13,a20,a27,a34, a41’a48’a55’a62}.

Observamos que se b € B; entdo as raizes do polinomio x° + x — b sobre Fgy estio em C;

para i € {0, ...,6} onde

CO = {a21,agl,a42,a47,a55,a59,a61,a62};
01 = {a7a5’a7,a87a30’a40’a517a56};

02 = {aQ,alo,aM,a16,a17,a39,a49,a60};
03 = {aG,all,alg,a23,a25,a26,a48,a58};
04 = {CL4, a157 CL20, a28’ a32’ aB47 CL35, (157};
05 = {a3,a13,a24,a29,a37,a41,a43,a44};
Cﬁ - {a12’a22,a337a38’a467a50’ a52’a53}.

Portanto um ponto (c,b) € Ha(Fes) satisfaz (b,c) € B; x Cy, seb,c # 0 para algum

ie€{0,1,2,3,4,5,6} oub=0¢eceJ:=1{0,1,a" a"® a*, a*, a*, a**}.

Observacao 3.13. Vamos explicitar as raizes do polinomio X% + X sobre o corpo Feys.
Denotando F§s = {c), considere o conjunto H definido pelas raizes da equagio X4 X =0

em Fgys. Utilizando o software Magma percebemos que H € formado pelos elementos 0 e ¢
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onde i percorre o conjunto

{0, 4161, 8322, 12483, 16644, 20805, 24966, 29127, 33288, 37449,
41610, 45771, 49932, 54093, 58254, 62415, 66576, 70737, 74898,
79059, 83220, 87381, 91542, 95703, 99864, 104025, 108186, 112347,
116508, 120669, 124830, 128991, 133152, 137313, 141474, 145635, 149796,
153957, 158118, 162279, 166440, 170601, 174762, 178923, 183084, 187245,
191406, 195567, 199728, 203889, 208050, 212211, 216372, 220533, 224694,
228855, 233016, 237177, 241338, 245499, 249660, 253821, 257982 }.

Assim Fgq pode ser identificado com H e pode ser considerado como um subcorpo de Fgys.

Como Fais € 0o menor subcorpo que contém c e Fos seque que Fois = Fos|c].

Agora vamos observar que o polindmio X® + X — 1 tem as sequintes raizes em

Fe4s mo conjunto

J = {687381, 6128991, 0174762, 0195567’ 0228855’ 6245499, 0253821, 0257982}. (36)

Proposicao 3.14. Suponha a Condi¢io (A2) verdadeira. Entao na intersecio m e X con-

tém pelo menos 2 pontos Fgy—racionais afins distintos e nenhum ponto nao Fgs—racional.

Demonstragao: Observamos primeiramente que nao podemos ter apenas um ponto
Fgs—racional afim R nesta intersecao de X e 7. De fato, o divisor de intersegdo seria da
forma 3P + 6R e como R é um ponto Fgy—racional, podemos escrever R := (1:2:0: z)
com z” = 2% 4+ z, e aplicar o Teorema 1.85. Logo a curva X é Fg—birracionalmente

equivalente a curva dada pela equacao
79 = X+ X + \2*Z — X + 2%)°,

com A € Fgy. Esta curva é nao singular, portanto possui género 28. Como o género de X’ é
igual a g € {9,10} e o género é um invariante birracional segue uma contradi¢ao. Se tal
plano 7 intersectar a curva X em algum ponto nao Fgy—racional entao podemos aplicar o

Lema 1.84. Neste caso, teriamos as seguintes possibilidades para o divisor D de intersecao:
(1)
D =3P+ 2R+ Py + P + ¢eu(P3) + ¢34 (Ps) (3.7)
com Py € X(Fgy) e P3¢ X(Fg4) com deg(P3) = 3;
(i)
D =3P + 3R+ Py + ¢6a(Ps) + ¢igu(Ps) (3.8)

com P3¢ X (Fg4) e deg(P3) = 3.
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Com o suporte do Magma, iremos observar que (i) e (ii) ndo podem acontecer.
Se temos (3.7) poderemos assumir que Ps = (1: X : 0: Z) como no Lema 1.84 com w = ¢
(ver Observacao 3.13). Daf X ¢ a menor raiz do polinémio T8 + T = Z° com respeito &
ordenacao <s. Utilizando o Magma, observamos que o polinémio 7% + T — Z” nio temos

raizes sobre Fgys quando Z = w?. Portanto

7 = w+ Zow? com Zy € Fgy. (3.9)
Note que o polindmio T® + T — (w + Z,w?)? apenas temos raizes sobre Fgs quando

22 c {658254,666576 c’79059 091542 099864 0174762 0178923 C241338 6245499}. (310)

) Y Y Y Y ) )

Pelo Lema 1.83, podemos assumir uma das duas possibilidades:

(a) £(X,7Z) = X*Ly(X, Z) - €(X, Z),

(b) &(X.2) = XLa(X, 2)* - €(X, 2),
onde Ly(X,Z) = X + 1 ou Lo(X,Z) = Z — X + B — 1 e £(X, Z) sendo igual a
(w+Zo0®’Z - X — XY (W + Zow®)?"Z — X — X2 )((w + Zow?)*Z — X — X*)(3.11)

satisfazendo X + X = Z" e B € I como em (3.6). Supondo (a) temos os géneros 26,27, 28.
Supondo (b) e Ly(X,Z) = X + Z + 1 — B temos os géneros 25, 26,27, 28. Suponha (b) e
Ly(X,Z) = X + 1 temos os géneros 26,27, 28.

Supondo (3.8), podemos assumir que R = (1 : 0 : 0 : 0) entdo teremos
§(X,Z) = X? - &(X,Z) com £(X, Z) como em (3.11). Utilizando o Magma as possiveis

curvas singulares tem géneros 26 e 27. o

Desta forma o caso (A2) se resume em analisar as possiveis interse¢oes da
curva X com o plano m que contém apenas pontos Fg,—racionais. Entao existem pelo
menos 2 e no maximo 5 pontos Fgy—racionais afins distintos e diferentes de P. Sejam F;,
i =1,2,3,4,5 tais pontos. Podemos supor P, = (1:0:0:0)e P =(1:1:0:0) ou
Py = (1:B:0:1) satisfazendo B® + B = 1. Entao supondo (A2) temos dos resultados de
Fanali-Giulietti-Platoni que a curva X é Fgy—birracionalmente equivalente a curva dada
pela equagao plana

79 = X®+ X + M\(X, 2),

(6{0) 011
E(X,Z) = X™ Lo(X, )™ Ls(X, Z)™ - - Ly(X, Z)™ (3.12)

onde Ly(X,Z) = X +1ou Lo(X,Z) = X+Z+1—-B, A e F§, ecom 3 <t <5,
my=1,my=1,m; =0 mg+..+m =4, Li(X,Z) =237 — %) — (X —x;), com
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x;, z; € Fgy satisfazendo a:? +x; = z? para ¢ = 3, ...,t. Observamos que existe o ponto R
na interse¢ao entre a curva X e o plano m com multiplicidade maior ou igual a 2. Logo
existe j € {1,2,3,...,t} tal que m; > 2. Vamos analisar a quantidade maxima de pontos

[Fg4—racionais que podem aparecer nesta intersecao X N 7.

Teorema 3.15. Seja X uma curva Fgu—mazimal com dimensdo Frobenius igual a 3,
com g € {9,10}. Suponha que a condicio (A2) é vilida. Entio X tem género 10 e é

Fey—birracionalmente equivalente a curva dada em (3.3).

Demonstracao: Suponha que a intersecao de X com 7 tem exatamente 5 pontos
Fgs—racionais afins, entdo a curva X é isomorfa a curva dada pela equacao Z° = X® +
X 4+ X(X,Z) com A e F, e {(X,Z) como a seguir

) E(X,Z) = X2Lo(X, Z)Ls(X, Z) Lu(X, Z) Ls(X, Z);
b,) g(Xv Z) = XL?(X’ Z)LS(X7 Z)2L4(X> Z>L5(X7 Z);
C7) §(X7 Z) = XLQ(X’ Z)2L3(X’ Z)L4(X7 Z)LS(X7 Z);

com L;(X,Z) # L;j(X,Z) parai # je Li(X,Z) # X paraie {2,3,4,5}.

Novamente utilizamos o Magma nos casos (a’), (b’) e (¢’), verificamos que nao
ocorre nenhuma curva neste formato de género igual a 9 e nem 10. Logo a intersecao de
X com 7 tem no maximo 4 pontos Fg,—racionais afins entdo em (3.12) podemos supor
t = 4. Sem perda de generalidade suponha mg > 2. Admita que mz > 2. Se R = P; entao

podemos escrever

E§(X,7) = X?Ly(X, Z2)L3(X, Z)*Ly(X, 2).

Se R = P, entdo podemos escrever (X, 7) = XLo(X, Z)*L3(X, Z2)*Ly(X,Z). Se R ¢

{Py, P»} entdo temos as possibilidades:
a) E&(X,7Z) = XLy(X, Z)L3(X, Z)?Ly(X, Z)*;
b) £(X,Z) = XLo(X, Z)Ls(X, Z2)*Ly(X, Z);
¢) £(X,7) = XLyo(X,Z)*Ls(X, Z)*Ly(X, Z);
d) €(X, Z) = X*Ly(X, Z)Ls(X, Z)*La(X, Z).
Se my1 = 2 ou my = 2 entdo teremos os casos anteriores e s6 falta analisar quando

e) &(X,Z) = X2Ly(X, Z)°Ls(X, Z)La(X, Z).
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Pelas hipoteses segue que a curva X é isomorfa a curva dada pela equacio Z° = X® +
X + X(X,Z) com X € F§, e £(X,Z) como nos casos (a), (b), (c), (d) e (e) citados
anteriormente. Utilizando o software Magma, com calculos exaustivos, verificamos que nao
ocorre nenhuma curva de género igual a 9. Para género igual a 10 ocorre apenas quando
Ly(X,Z) = X + 1 (em todas equagdes citadas, exceto na equagao (b)) e temos apenas

uma unica curva, a qual é dada por
22 =X+ X+ XX +1)P =X+ X+ X+ X+ X+ X

Esta curva é Fgy—maximal e isomorfa a curva dada em (3.3). o

Damos uma classificacio para as curvas Fg,—maximais satisfazendo a hipdtese
(A). Para um refinamento deste resultado é necessario um grande gasto computacional.
Observamos que quanto mais pontos temos na interse¢ao com algum plano racional, mais

gastos computacionais sao requisitados.

Teorema 3.16. Seja X uma curva Fgs—mazimal com Frobenius dimensdo 3 com g €
{9,10}. Se existe P ponto Fey—racional de X tal que jo(P) = 3 entdo X ¢é

Fey—birracionalmente equivalente a curva (3.3) ou a curva dada pelo modelo (3.5).

Escrevendo Fg,s = {c), observamos que o modelo (3.5) pode ser escrito usando

parte da demonstracao da Proposicao 3.14, isto é,
77 =X+ X + X(X, Z2)u(X, Z)

onde A € Fg,, &(X,72) =
_ __99 _ 1 __ 915 _ . __
(c+ 22 Z =X =XV (c+ 2o Z - X =X Y(w+ Zo?PZ — X — X°) com X

sendo a menor raiz em Fggs do polindmio T® + T — (¢ + Zc?)? e

72 c {0582547666576 079059 091542 099864 0174762 6178923 6241338 0245499}‘

9 9 ) ) 9 9 9

Caso (B): j2(P) = 2 para todo P racional

Seja X uma curva Fg—maximal de género g € {9, 10} tal que a condigao (B)
¢ valida. Neste caso a primeira non-gap nao nula mp = 7 e todo plano 7, com equacao
Y —bT = 0 com b € Fgy intersecta X em P com multiplicidade 2. Como o grau de X é 9,
existem no maximo 7 pontos afins de A pertencendo a 7,. Assim o divisor de intersecao

entre X e m, é da forma
2P+m1P1—|—m2P2+...+m7P7.

Proposicao 3.17. Seja X uma curva Fgy—mazimal de género g € {9,10} tal que jo(P) = 2
para todo P ponto Fgy—racional de X. Entao existe plano mg: Y — byT = 0 para algum

bo € Fes4 contendo um ponto R € X de grau deg(R) = 3.
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Demonstracgao: Podemos assumir que X é uma curva de grau 9 contida na superficie
Hermitiana com equacdo afim Z° +Y? = X®*+ X, P = (0:1:0:0) € X, o plano osculante
a X em P tem equagao T = 0, a reta tangente a X em P ¢é a reta com equacao Y = 0,7 = 0,

e os planos tangentes nao osculantes a X em P sado aqueles cuja equacao é da forma

Y—bTZO, bEF&l.

Suponha que todo plano racional 7 : Y — T = 0 com b € Fg, intersecta a curva

X em mais do que 3 pontos Fgy—racionais afins. Entao

64 + 169 = #[X (Fes)\{P}] = Z #(X(Feg) n{Y =0T =0}) > 4-64 = 256
beFos
um absurdo. Logo existe by € Fgy tal que #(X(Feq) N {Y — byT = 0}) < 3. Vamos
mostrar que existe plano my nao contém nenhum ponto Fgy—racional afim de X. Se
#(X(F¢s) n o) = 1 entdo a curva X' é uma Fgy—birracionalmente equivalente a curva
dada pela equagao
77 = X®+ X + 2XT

com \ € Fgq. Tal curva é nao singular e portanto possui género 28. Contradizendo que
g € {9,10}. Suponha que temos apenas dois pontos Fgy—racionais afins distintos nesta

intersecao. Logo temos que X é Fgy—birracionalmente equivalente a curva dada por
77 = X3+ X + NX"™Ly(X, Z)™ (3.13)

onde mi,mo € N com mi+mg = 7, A E F64, LQ(X, Z) =X+1ou LQ(X, Z) = X+Z+1—B,
com B® + B = 1. Na terceira opcao, terfamos X é Fgy—birracionalmente equivalente a

curva dada por
79 = X3+ X + A X" Ly(X, Z2)™ (037 — X — B)™s (3.14)

onde my,ma,m3 € N com my +mg +mg =7, A€ Fgq, Lo(X,7) = X + 1 ou Ly(X,Z) =
X +Z+1-BebeFg\{0,1}, ce Fg\{0, B} satisfazendo ¢® + ¢ = b°. Usando o software
Magma verificamos que nao ocorrem os géneros 9 e nem a 10 para este modelo de curva
(3.13) e (3.14). Portanto existe R € mp ¢ R ¢ X (Fg4) tal que deg(R) :=r = 3. 0

Segue da Proposi¢ao 3.17 que existe R € mg e R ¢ X (Fg4) tal que deg(R) :=

r = 3. O divisor de intersecao entre o plano my e X ¢é da forma
2P + Py + ¢(P1) + ¢*(P1) + Py + ¢(Py) + ¢*(P2) + ¢°(Py)

com deg(P;) = 3 e deg(P2) = 4. Sabemos que o modelo conhecido de género 9 dado em
(3.2) satisfaz a hipotese (B). Muitos célculos computacionais foram realizados neste caso e

em nenhum deles apareceram exemplos de curvas de género 10 e as curvas de género 9
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obtidas sao Fgq—birracionalmente equivalentes ao modelo (3.2). Um objetivo de trabalhos
futuros é terminar toda a classificacao para curvas Fgy—maximais com dimensao Frobenius
3. Com isto também poderiamos afirmar se existem modelos nao Galois-cobertos pela

curva Hermitiana Hs com dimensao Frobenius 3 sobre o corpo Fgy.
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