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Resumo

Este trabalho visa apresentar uma introducao sucinta a métodos de Analise
Nao-Standard, bem como alguns exemplos de aplicacoes a Anélise usual. Comecando
pela construcao do conjunto dos niimeros hiperreais utilizando ultraprodutos, no primeiro
capitulo nés desenvolvemos o basico da teoria, passando pelo Principio da Transferéncia

até chegar as medidas de Loeb. Os capitulos seguintes sdo destinados a aplicagoes.

Palavras-chave: Anadlise Nao-Standard. Numeros Hiperreais. Principio da Trans-

feréncia. Medidas de Loeb.



Abstract

The present work aims to show a brief introduction to Nonstandard
Analysis methods, as well as some examples of applications to usual Analysis.
Beginning with hyperreal numbers set construction by ultraproducts, in the first
chapter we develop the basic theory, through Transfer Principle up to Loeb measures.

The subsequent chapters are for applications.

Keywords: Nonstandard Analysis. Hyperreal Numbers. Transfer Principle. Loeb

Measures.
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Panorama Historico

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) é considerado, junto a Isaac Newton
(1642-1727), um dos pais do Calculo Diferencial e Integral. Cada um dos dois cientis-
tas desenvolveu a teoria usando métodos distintos, sendo que Leibniz se aportava na
noc¢ao de numeros infinitesimais. Embora a notacao mais utilizada atualmente seja a de
Leibniz, a posterior fundamentacao do Calculo veio com o conceito de limite, que é mais
proxima da abordagem utilizada por Newton.

A nocao de infinitesimal careceu de uma definicdo precisa por séculos, per-
manecendo somente a nivel intuitivo. Algumas tentativas foram feitas, mas foi com
Abraham Robinson (1918-1974) que, em 1961, o conceito de infinitesimal tomou forma.
Usando métodos de Teoria dos Modelos, mais especificamente Modelos da Aritmética
Nao-Padrao, Robinson construiu o que chamou de Andlise Nao-Padronizada (referida
neste trabalho como Andlise Nao-Standard).

Uma vez que junto a essa construcao vem toda uma bagagem metamatematica,
tal abordagem se mostra extremamente ttil no tratamento de problemas em diversos
ramos da Matemética. Segundo Kurt Godel (1906-1978), “a Andlise Nao-Standard com
frequéncia torna as demonstracoes substancialmente mais simples”, e Robinson completa
com “a simplicidade facilita a descoberta”.

Um breve resumo histérico pode ser encontrado nos preficios de [10]. Para

um texto mais aprofundado sobre a bibliografia de Robinson, consulte [3].
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Capitulo 1

Conceitos de Analise Nao-Standard

Nesse capitulo apresentamos o conjunto dos ntimeros hiperreais ao leitor,
objeto basico da Analise Nao-Standard, bem como todo um ambiente onde podemos
fazer construgoes a partir dele.  Apresentamos alguns resultados elementares que
ilustram semelhancas e diferencas para com o conjunto dos nimeros reais, particular-
mente o Principio da Transferéncia, que serd bem util nos proximos capitulos. Ao final

do capitulo também fazemos uma breve apresentacdo da medida de Loeb.

1.1 Filtros e Ultrafiltros

O objetivo dessa se¢ao é apresentar o conceito de ultrafiltro, que serd utilizado
na construcao do conjunto dos hiperreais. No decorrer dessa se¢ao consideraremos fixado

um conjunto nao-vazio a.
Definigao 1.1.1. Dizemos que um subconjunto f C P(a) é um filtro de a se:
(i) acfead ¢ f;
(ii) dados u,v € f, temos uNwv € f;
(iii) dado w € f,se s Ca é tal que w C s entdo s € f.
Alguns exemplos de filtros de a:

« Dado um subconjunto nao-vazio s C a, o conjunto Ps(a) = {k € P(a) : s C k} é

um filtro de a, chamado de filtro principal gerado por s.
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+ Se a ¢ infinito, entdo o conjunto Per(a) = {k € P(a) : a \ k é finito} é um filtro
de a, chamado de filtro de Fréchet de a. Os elementos de Peor(a) sdo chamados de

subconjuntos cofinitos de a.

Defini¢ao 1.1.2. Seja f um filtro de a. Dizemos que f é um filtro mazimal se para
qualquer filtro g de a tal que f C g temos f = g. Dizemos que f é um ultrafiltro se para

todo subconjunto s C a temos s € foua~s € f.

Os conceitos de filtro maximal e de ultrafiltro sao literalmente o mesmo. Mas
antes de provarmos isso, apresentamos um conceito relacionado ao de filtro: o da pro-
priedade da interseccao finita. Dizemos que um conjunto nao-vazio c satisfaz a propriedade
da interseccao finita se para todo subconjunto finito nao-vazio s C ¢ temos ﬂ s £ J. As-

sim, enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.1.3. Dado um subconjunto nao-vazio ¢ C P(a), se ¢ satisfaz a propriedade da

interseccao finita, entao existe um filtro f de a tal que ¢ C f.

Demonstragio. Seja f = {k: € Pla): Fw € Panlc) (w# 2 A (Jw C k:)} Claro que
acf, ¢ feseze fcomzCsCaentdaos e f. Dados x,y € f, existem u,v C ¢
finitos e ndo-vazios tais que ﬂu Czxe ﬂv C y, segue que ﬂ(uUU) = ﬂuﬂ ﬂv C zNy,
logo x Ny € f e portanto f é um filtro de a. Além disso, dado t € ¢, claro que ﬂ{t} Ct,
logo t € f e portanto ¢ C f. O

Proposicao 1.1.4. Dado um filtro f de a, temos que f é um ultrafiltro se e somente se

f é um filtro maximal.

Demonstragio. (=) Seja g um filtro de a tal que f C g. Se g \ f # O, entdo existe
teg~f,ecomot ¢ ftemosaxte f,logoaxteg, oqueimplica@=tN(ax\t)Ey,
absurdo, logo g \. f = @, isto é, f = g, e portanto f é um filtro maximal.

(<) Suponha que existe um subconjunto s C a tal que s ¢ fea~s ¢ f. Claro que
s # @. Seja f, = fU{s}. Dado u C f finito nao-vazio, temos [|u € f, logo [u # @.
Dadowv € f,sevNs= @ entao v C a \ s e teriamos a \ s € f, absurdo, logo vN s # @.
Assim, (((wU {s}) = (ﬂ u) N s # &, portanto f, satisfaz a propriedade da interseccao
finita e existe um filtro h de a tal que f; C h, o que implica f & h, logo f nao é um filtro

maximal. O resultado segue da contrapositiva. O
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Proposicao 1.1.5. Dado um ultrafiltro f de a, temos que se uUwv € f entdo u € f ou

v e f.

Demonstragio. Se u ¢ f, entdo a ~u € f, logo (a ~u)N(vuUwv) € f, e como

(a~u)N(uUv) =v~uCwv, segue que v € f. O
Corolario 1.1.6. Se a é finito, entao todos os ultrafiltros de a sao filtros principais.
Demonstrag¢io. Se a = {xg,...,x,}, n € N, basta escrever a = {zo} U---U{z,}. O

Lema 1.1.7. Se p é uma C-cadeia nao-vazia cujos elementos sao filtros de a, entao Up

é um filtro de a.

Demonstragao. Claro que a € Up e D¢ Up. Dados u,v € Up, existem f,g € p tais
queu € feveg. Como fCgoufDg,istoé, fUg=foufUg=g,temos fUg€Ep
eu,v € fUg, logouNuv € fUg, e segue que uﬂvEUp. DadoswEUpesgatal que
w C s, existe h € p tal que w € h, logo s € h e segue que s € Up. Portanto Up é um
filtro de a. O

Teorema 1.1.8 (Tarski). Dado um filtro f de a, existe um ultrafiltro g de a tal que

fCyg.

Demonstragio. Considere o conjunto ¢ = {k € P(P(a)) : k é um filtrode a A f C k} e
a ordem da inclusao em ¢. Temos que q # &, pois f € ¢q. Além disso, pelo Lema 1.1.7,
toda cadeia em ¢ tem um limitante superior, logo, pelo Lema de Zorn!, segue que ¢ tem

um elemento maximal g. O

Ultrafiltros capturam algumas caracteristicas de demonstragoes. Por exemplo,
tome um ultrafiltro h de a fixado. Para cada férmula ¢(z) com variavel livre z, considere

o conjunto ¢ ={k € a: p(k)}.

e Se T é uma tautologia, entao T € h; se L 6 uma contradicao, entao 1 ¢ h (condigao

(i) da defini¢ao de filtro);

« Se ¢ € hetp€h,entdo m € h (condicao (ii) da defini¢ao de filtro);

I Note que utilizamos o Lema de Zorn na demonstracdo do Teorema 1.1.8. De fato, esse ndo é um
teorema de ZF, e como a existéncia do conjunto dos niimeros hiperreais depende diretamente dele,
segue que todo o trabalho que desenvolvemos foi desde o inicio fortemente embasado no Axioma da
Escolha.
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e« Sepeche o(z) — P(z), entao veEh (condicao (iii) da defini¢do de filtro);

« Temos ¢ € h se e somente se =¢ ¢ h (definicio de ultrafiltro);

o Se m € h, entdo ¢ € h ou ¢ € h (Proposicio 1.1.5).

Se h é um ultrafiltro principal, isto é, existe = € a tal que {x} € h, entdo
¢ € h (que pode ser interpretado como a “veracidade” de ¢(z) em h) é equivalente a
o(z). Deste modo, no que segue estaremos interessados em ultrafiltros que nao sejam
principais, ou, equivalentemente, que contenham o filtro de Fréchet de a (em particular,
a deve ser necessariamente infinito).

Antes de prosseguir, vale comentar uma relagdo entre ultrafiltros e medidas
com valores em {0,1}. H4 uma bijegdo natural entre o conjunto dos ultrafiltros de a e o

conjunto das medidas em a com valores em {0, 1} sobre a o-dlgebra P(a) dada por

f r— pr : Pla) — {0,1}
1 sesef

0 ses¢f,

S t—>

de modo que @ € h é equivalente a dizer que p(z) é verificada pp-q.t.p. Assim, quando

@ € h, também dizemos que @(z) é verificada h-q.t.p. ou que ¢(z) é verificada em h.

1.2 Conjunto dos Numeros Hiperreais

O objetivo dessa secdo é apresentar uma construcao de *R, o conjunto dos
nimeros hiperreais, bem como mostrar que *R ¢ um corpo ordenado que estende R. No
decorrer dessa e das proximas segoes desse capitulo consideraremos fixado um ultrafiltro
U sobre N tal que P.s(N) C U.

Considere a relacio ~;; em RN dada por

frug sse {keN:f(k)=g(k)}el.

Nao é dificil ver que ~;; é uma relagao de equivaléncia. Definimos, entao, o conjunto dos
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niimeros hiperreais® como *R = RY / ~;,. Perceba, deste modo, que a existéncia de *R
depende diretamente do Axioma da Escolha, bem como todos os resultados que decorrem
da existéncia de *R. O quociente RY / ~; também é chamado de ultraproduto de R em
relacdo a U, e denotado por ], R.

Definimos as operacdes em *R como

flu+g9lu = [f+9lu
-9l = [f-9lu

e a ordem em *R como

[flu <lglu sse {keN:[f(k)<g(k)}el,

para cada f,g € RY.
Para verificar que de fato as operacoes e a ordem estdo bem definidas em *RR,

tome a, b, c,d € RY tais que a ~y c e b ~y d. Temos:

&+bNuC+d

a-br~yc-d

O que mostra que as operacoes estao bem definidas. Além disso, como a(k) = c¢(k) e

2 Note que a definicio de *R depende diretamente de quem é /. No entanto, na abordagem deste
trabalho lidamos com propriedades que valem independentemente da escolha de U/, de modo a nao
nos preocuparmos com isso.



18

a(k) < b(k) U-q.t.p
< a(k) <bk) N a(k)=c(k) N bk)=d(k) U-q.t.p.
& ck) <d(k) N alk)=c(k) N b(k)=d(k) U-q.t.p.
& c(k) <d(k) U-qt.p

O que mostra que a ordem também estd bem definida.

Falta mostrar que a ordem definida acima ¢ de fato uma relagdo de ordem.
Mais do que isso, afirmamos que *R é um corpo ordenado, com O+ = [(0 : k € N)|;, e
l+g = [(1 : k € N)Jy;. Todas as propriedades sao imediatas, exceto talvez pela tricotomia
da ordem e pela existéncia de inverso multiplicativo.

Para verificar a tricotomia, dados u,v € RY, como

N = {keN:ulk)<vk) Vv ulk)=vk) V uk)>vk)}
= {keN:ulk)<vk)}U{keN:uk)=vk)}U{keN:ulk)>uvk)},

segue da Proposicao 1.1.5 que um desses trés conjuntos pertence a U, isto é, [uly < [v]y
ou [uly = [v]y ou [v]y < [u]y, e a definigdo de filtro implica que é somente um deles, ja
que sao conjuntos disjuntos.

Para o inverso multiplicativo, seja w € RY tal que [w]y # O+, isto é, w(k) # 0

U-q.t.p. Defina a: R — R como

1/x sex#0

a(r) =
0 caso contrario

e tome w' = cwow. Temos {k € N: w(k)-w'(k) =1} = {k € N:w(k) # 0} € U, isto é,
[w - w'y = lsg.

Note que a fungao ¢ : R — *R dada por «(z) = [{x : k € N)];; ¢ um homomor-
fismo injetor, de maneira que *R ¢ uma extensio de R. Deste modo, identificaremos R

com Im¢, escrevendo R C *R e confundindo «(z) com z.
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1.3 Infinitesimais

Uma motivacao por tras da construcao dos hiperreais reside no fato de que em
*R existem ntimeros infinitesimais. Considere, por exemplo, os niimeros €, w € *R dados
por e = [(1 /max{1l,k} : k € N)]y e w = [(k : k € N)|;. Note que, qualquer que seja

r € R positivo, temos € < r < w. Isso nos leva a seguinte definicao.
Definicdo 1.3.1. Dado = € *R, dizemos que

o x é infinitesimal se |z| < r para todo r € R positivo;

e x é infinito se |z| > r para todo r € R positivo;

o x é finito se |x| < r para algum r € R positivo.

Onde o médulo ¢é definido de maneira andloga a em R como

r sex >0
2| =

—z sex <0.

Note que, se n € *R é dada U-q.t.p. pela sequéncia (ng) (isto é, n = [(m)]u),
entdo |n| = [{|nk])]u, de modo que temos a desigualdade triangular em *R, e em parti-
cular a soma de dois ntimeros finitos € finita e a soma de dois nimeros infinitesimais ¢
infinitesimal.

Considere a relacdo ~ em *R dada por
r =~y sse x—y ¢ infinitesimal.

A relacdo ~ assim definida é uma relacdo de equivaléncia, e dizemos que x e y sao
infinitesimalmente prozimos. Além disso, se x é finito, entdo existe um unico st(x) € R
tal que x = st(z). O ntmero st(z) é chamado de parte standard de x.

Para verificar que st(z) estd bem definido, podemos assumir sem perda de
generalidade que x é positivo. Como z é finito, existe r € R tal que z < r, logo o
conjunto a = {k € R : k < x} é limitado superiormente. Além disso, a é nao-vazio pois
0 € a. Seja s = supa. Se x — s nao é infinitesimal, entao existe um ¢ € R positivo tal que

|r —s| >t Sex—s >t entdo s+t <z, isto é, s+t € a, absurdo pois s é um limitante
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superior de a. Se s —x > t, entdo s —t > x, isto é, s — t é um limitante superior de a,
absurdo pois s é o supremo de a. Assim, obtemos x =~ s. Ademais, a unicidade segue do
fato de que o tnico infinitesimal em R é o zero, e portanto st(z) estd bem definido.

Para ilustrar um pouco o comportamento da fungao st, considere (£;) uma
sequéncia limitada de RY e tome & = [(£;)]y. Temos que £ é finito e, além disso, st(§) é
um ponto de acumulagao de (&) (qual dos pontos de acumulagao ¢ determinado por U).

Em particular, se ({;) é convergente, entao st(§) = klgréo k.
Proposicao 1.3.2. Se z,y € *R sdo finitos, entdo valem:
(i) = + y é finito e st(x + y) = st(x) + st(y);
(ii) 2 -y é finito e st(x - y) = st(x) - st(y);
(iii) —x é finito e st(—z) = — st(x);
(iv) se x % 0, entdo 1 / x é finito e st(1 / z) = 1 / st(x).

A demonstragao é imediata, observando, para os itens (ii) e (iv), que o produto

de um infinitesimal por um nimero finito é ainda infinitesimal.

1.4 Universo Estendido

Dado um conjunto s, considere a sequéncia (V;(s) : t € N) dada recursivamente

por
Vo(s) =s
Vt+1(8) = Vt(s) U P(Vt(s))

Definimos o wuniverso estendido de s como V(s) = UteNVt(S)' O conjunto V,,(s) é

chamado de nivel m da hierarquia e cada elemento de V,, 1 1(s) \ Vn(s) é dito ser de
ranque m (os elementos de s possuem ranque —1). Em outras palavras, o nivel m é
formado pelos elementos de ranque menor do que m.

Nosso interesse nio se restringe a *R, mas também a estruturas que possamos
construir utilizando *R e relacioné-las com suas respectivas formas standard. Assim, o

objetivo dessa se¢do é construir um mergulho * : V(R) < V(*R).
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Seja U como na secao 1.2 e, de forma analoga, considere a relagdo ~y em
V(R)Y dada por
an~y B sse {keN:ak)=p(k)}el.

Novamente temos que ~;; ¢ uma relagao de equivaléncia.

Seja VN(R) = Vo(R)N U UteN(Vt+1(R) N VH(R))Y isto é, VN(R) consiste dos
elementos de V(R)N que possuem ranque constante. Definimos assim o ultraproduto limi-
tado [T, V(R) = VN(R) / ~y. Considere agora a relacio de U-pertinéncia €, em [}, V(R)
definida como

[y €y [Blu sse {keN:a(k)epk)}el.

A verificacao de que a relagdo de U-pertinéncia esta bem definida é analoga a
da ordem dos hiperreais apresentada na secao 1.2. Veja que se 3 € V,,,(R)N e [a]y €y [Blu,
entdo a € Vm,l(R)N , e portanto ndo existe uma sequéncia infinita €;-decrescente, isto
é, €y é bem-fundada.

Note que *R é precisamente o ultraproduto Vo(R)Y / ~, de modo que temos
*R C VY(R)/~y. Considere as fungdes ¢ : V(R) — VN(R)/~y e M : VN(R)/~y — V(*R)

dadas respectivamente por

5y se v € *R

{M(&): &€y} caso contririo,
e tome * : V(R) — V(*R) como * = M o .

L
V(R) —_— VN(R) / ~y
N O vy
V(*R)
A funcao M é chamada de fungdo colapso de Mostowski, e satisfaz a pro-

priedade de que, para cada o, p € VN(R) / ~y, 0 €4 p se e somente se M (o) € M(p). Em
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particular, M [+ é a fun¢do identidade e

*(R) = M

= M((R:keN))

= {M([nl) : Il €0 [(R: k€ N)) |
= { M) : (k) €R U-qtp.]

= {M([nlu) : n(k) € R Vk € N}
= {M([nlu) : n € RV}

= {M([nl) : [l € *R}

= {[l : [nlu € *R}

Essa construcao nos permite estender, por exemplo, subconjuntos de R”, bem
como funcdes e conjuntos de fungdes entre esses espagos. No que segue, denotaremos
*(a) simplesmente por *a, e por vezes omitiremos o asterisco de funcées® e de outros
objetos que queiramos tratar como primitivos. Os conjuntos *+, *., *< e *| .| coincidem
com suas respectivas notagdes sem asterisco apresentadas nas segoes 1.2 e 1.3. Em parti-
cular, chamaremos os elementos de *N, *Z, *Q e *C respectivamente de hipernaturais,

hiperinteiros, hiperracionais e hipercomplezos.
Proposicao 1.4.1. Dados a,b € V(R) \ R, a fungao * satisfaz as seguintes propriedades:
(i) *o=2;
(i) *(aUb) = *aU™*p;
(iii) *(anb) = *aN*y;
(iv) se a C b entdo *a C *b.

Demonstragio. (i) Basta observar que se ¢ = (@ : k € N), entao [a]y ¢y [¢lu para todo
a € VY(R).

3 Na secdo 1.5 mostraremos utilizando o Principio da Transferéncia que se f € V(R) é uma funcio de
u em v, entdo * f é uma funcdo de *u em *v.
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(i) Temos

*(aub) = M((aUb))

(iii) E idéntico ao item (ii) trocando os simbolos “U” por “N” e “V” por “A”.

(iv) Temos *a C *a U *b = *(a U b) = *b. O

A proposic¢ao anterior nos diz que * preserva unides e intersecgoes finitas. Note

que * nao preserva, no entanto, unioes e intersecgoes infinitas. Para ver isso, perceba que

U *]~6.4 = {re*R:réfnito} # *R — *(UZ;]—U[>
(=1

[ = {r € *R:r é infinitesimal} # {0} = *<HZ1}_

=

|

[ —
\—/

NI

00
N+
(=1

Além disso, também temos que * é injetora. De fato, dados &,9 € VN(R) tais
que M([€y) = M([Vy), se & € RY, isto ¢, [¢]y € *R, entdao é imediato que [J]; € *R
e [y = [V]u, caso contrario temos [Ny €y [{]u se e somente se [Ny €y [J]y para cada
A € VN(R), logo A(k) € £(k) U-q.t.p. se e somente se A(k) € 9(k) U-q.t.p. para cada
A € VY(R), de onde obtemos &(k) = 9(k) U-q.t.p., isto é, [£]y = [I]y, e obtemos que M
é injetora. Assim, como ¢ é claramente injetora, concluimos que * é injetora.

Ademais, dados a,b € V(R), temos a € b se e somente se t(a) €, ¢(b) se e
somente se M (c(a)) € M(u(b)), isto é, *a € *b. No entanto, a funcio * nio é sobrejetora.
Veremos algumas consequéncias disso na segdo seguinte, mas antes apresentamos outra

proposicao a fim de evitar possiveis confusdes nos argumentos futuros.
Proposigao 1.4.2. Dados a,b € V(R), a funcao * satisfaz as seguintes propriedades:
(i) *{a} = {Fa};

(i) *{a,b} = {*a, *b} (consequentemente para qualquer conjunto finito);
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(iii) *(a,b) = (*a,™b) (consequentemente para qualquer énupla ordenada finita).

Demonstragao. (i) Temos
o} = M(({a}))
([nle)
= {M([nlu) : n(k) = a U-q.t.p.}
(¢(a))

= {*a}.

(i) Temos *{a,b} = *({a} U {b}) = *{a} U*{b} = {Fa} U {*b} = {*a, *b}.
(iii) Temos *(a,b) = *{{a}, {a,b}} = {*{a},"{a, b}} = {{"a}, {*a."0}} = (f¢,"p). O

1.5 Principio da Transferéncia

O objetivo dessa segao é apresentar uma importante ferramenta de Anélise
Nao-Standard: o Principio da Transferéncia, que relaciona proposicoes acerca de objetos
de V(R) com proposigoes acerca de suas respectivas imagens por * em V(*R), bem como
algumas consequéncias. A fim de prosseguir, precisamos antes apresentar o conceito de
L(V(R))-formula.

Uma L(V(R))-férmula é uma férmula em que podem ocorrer os conectivos
l6gicos (=, V, A, ¥V, —, ), os simbolos de corpo ordenado (+, -, <, |-]), a igual-
dade (=), a pertinéncia (€), simbolos de varidveis, parénteses e os quantificadores 16gicos
(V, 3) limitados, isto é, sempre que aparece um “Vx” ou um “Jy”, deve ser da forma
“Yr € a” ou “Jy € b". De fato, acabamos usando outros simbolos (C, &, <, (),

etc), mas eles ndo passam de abreviagoes. Por exemplo, “a C b” é uma abreviagao da

L(V(R))-férmula “Va € a (x € b)".

Teorema 1.5.1 (Los). Seja ®(xg,...,x,_1) uma L(V(R))-férmula com varidveis livres

x, k € n, n € N. Dados f, € VN(R), k € n, temos que

O(M([folu), - M([fn—1lu))  sse {keN:®(fo(k),.... fur(k))} €U (1.1)

Demonstragio. A demonstracao se da por indugao na complexidade da férmula .
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Se ® é uma férmula atomica das formas “zg = 21”7 ou “xg € 17, a equivaléncia
(1.1) é imediata da definigao e da injetividade de M. Quanto a apari¢ao em ® dos simbolos
+, -, <, ou ||, como M [+ é a funcdo identidade, a equivaléncia (1.1) nada mais é do
que a definicao destes simbolos.

Considere duas L(V(R))-férmulas ®g(zf,...,29% _1) e $y(xh,...,xh, ) e

suponha que a equivaléncia (1.1) valha para ®; e para ®;. Dados ff € VN(R), k € ng, e

ft € VN(R), k € ny, temos

Do(M([f5Ner), - - M([fry 1]
sse Do(M([fIu), - -

) -

)iee o

sse {k € N: @o(fo(k), ... fo, (k) €U e {keN:&(f5(k),.... [a, 1(k)} €U

sse {k € N:®o(ff(k), ... fo, 1(R)} 0 {k € N: 1(f5(k),.... fr, 1 (R)} €U
(fo(k), s fug -1 (R) A @1(fo(R), .. fo, 1 (R))} €U

) A Pu(M([fol), - MA([fa, ~ 1))
) e Pu(M([fola) -, M5, —1]u)

([ no—l]u

sse {keN:

= Qo (M([fl), - - M([f2, - 1]ut)
sse {keN:Qo(ff(k),....[o _1(k)}¢U
sse N\ {keN:®(fJ(k),.... [ _1(k)}elU

sse {keN:=d(f2k),.. .,fnoo_l( N} eu,
isto ¢, a equivaléncia (1.1) também vale para ®; A ®; e para —®,, e portanto! para
Dy V Pq, para P v ®,, para ®g — P, e para Py <> P;.

Para verificar (1.1) para £(V(R))-férmulas que possuam quantificadores limi-

tados®, considere ®y(2?,..., 2% _ ) da forma Ju € 29 Po(u,2Y,... 29 _ ). Temos
o (M([fN), - - M([ S, 1Ju))
sse. Ju € M([f)) Po(u, M([f7Iu), -, M([f3, - 1]))

sse. M([€]u) € M([f]u) A <I>0(M([§]u), ([FNa), - M~ 1lu)
para algum ¢ € VY(R)

sse {k € N:{(k) € fI(k) A o(§(k), fL(),... fr,—1(k))} €U
para algum ¢ € VY(R),

e como £(k) € fO(k) A ®o(E(k), Sk),... f2,_,(k)) implica Bo(fO(R),..., f,_, (k)

4 Basta lembrar das equivaléncias ®g V ®; = —(=®g A =®y), B YV &1 = (g V P1) A =(Pg A §y),
Py — Py = OgV P e Py P = (@0—)@1)/\(@1 —)‘I)o)
5 Para o quantificador universal limitado, basta lembrar da equivaléncia Yu € v &g = —Ju € v ~Py.
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para cada ¢ € VN(R), obtemos {k € N : ®y(f2(k),..., 0 ,(k))} € U, mostrando

yJng—1

que a ida de (1.1) vale para ®,. Para a volta de (1.1), se ®o(f(k),..., o _1(k))
vale U-q.t.p., entdo podemos tomar ¢ € VY(R) dada U-q.t.p. por um elemento de
{€ € fAk) + Db, f2k), ..., f2 _1(k)} (que é nao-vazio U-q.t.p.). Assim, obtemos

yJng—1

{keN:&(k) e fL(k) A Do(E(k), f2(E), ..., fo _1(k))} € U e o resultado segue. O

Teorema 1.5.2 (Principio da Transferéncia). Seja ®(zo, ..., x,_1) uma L(V(R))-férmula

com variaveis livres xy, k € n, n € N. Dados a; € V(R), k € n, temos que
®(ag,...,a,_1) é satisfeita em V(R) sse ®(*ag, ..., a,_1) é satisfeita em V(*R).

Demonstracio. E imediato do Teorema de Los.
Sejam f, € VN(R), k € n, em que cada f;, é a sequéncia constante a;. Temos,

para cada k € n, *ay = M([fi]u). Logo,

d(*ag, ..., an_1)
sse P(M([folur), - M([frn-1]u))
sse {keN:®(fo(k),...,fn_1(k))}eU
sse {keN:®(ag,...,a,_1)} €U

sse P(ag,...,a,_1). u

O Principio da Transferéncia tem muitas potencialidades, mas antes vejamos
algumas limitagoes. Considere, por exemplo, a afirmacao de que todo subconjunto nao-
vazio de N tem um elemento minimo. Essa afirmagao é verdadeira em V(R), ao passo
que a afirmagdo de que o mesmo ocorre com *N é falsa em V(*R). Como exemplo
de subconjunto que ndo satisfaz tal propriedade, considere *N ~\ N C *N. Claro que
*NNN # @, ese w € *N\N, entdow—1 € *N\ N, de onde *N~\ N nio pode possuir um
elemento minimo. Isso ocorre porque nao tomamos cuidado se as afirmagoes envolvidas
poderiam efetivamente ser escritas como L£(V(R))-férmulas.

De fato, a afirmacao “todo subconjunto nao-vazio de N tem um elemento

minimo” pode ser escrita como uma L(V(R))-férmula como

Oy(P(N) = VpePN) (p£2 — ImepVuep (m<u)”,
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e o Principio da Transferéncia nos diz que ela é equivalente a
oy(*P(N)) = “Vpe*P(N) (p#2 — ImepVuep (m<u)),

isto ¢, s6 temos a garantia de que um subconjunto ndo-vazio de *N tem elemento minimo
se ele pertencer a *P(N) (e ndo é o caso de *N \ N).
A questdo é mais geral. Seja a € V(R) e considere 3 C *a. E verdade que

B € P(*a), mas o que queremos é 3 € *P(a). Isso nos leva a seguinte definicio.
Definigédo 1.5.3. Dado z € V(*R), dizemos que

o 1z é standard se x = *y para algum y € V(R);
o x é interno se ¥ € *y para algum y € V(R);
e 1 é externo se x nao ¢ interno.

Dito em outras palavras, = é standard se x € Im(%) e x é interno se x € Im(M).

Voltando & questdo, se 3 for interno, entdo 3 € * para algum v € V(R).
Como a L(V(R))-féormula

Pp(a,v,Plar)) = Ywey(wCa — wePla)”
é trivialmente verdadeira, segue do Principio da Transferéncia que também é verdadeira
dp(*a, ™y, *P(a)) = “Yw e ™y (w C *a — w € *P(a))”,

em particular para w = 3, e obtemos 8 € *P(a).
Além disso, como v € V(R), entdo v € V,,(R) para algum m € N, e vale a
L(V(R))-férmula
O7(7, Vm(R)) = “Vw € 7 (w € Vau(R))”,

e portanto

<I>T(*'y, *Vm(R)) = “Yw € *y (w e *Vm(]R))”,

logo temos § € *V,,(R). Assim, concluimos {k € V(*R) : k é interno} =, _  *Vi(R).

Conjuntos internos desempenham um importante papel em Analise

teN

Nao-Standard, pois eles sao conjuntos “bem comportados” em relagao ao Principio da
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Transferéncia. Como exemplo de resultado envolvendo conjuntos internos, apresentamos

a seguinte proposicao.
Proposigao 1.5.4. Seja s um conjunto interno.
(i) (overflow) se N C s entdo s N (*N\N) # &;
(ii) (underflow) se "N\ N C s entdo s NN # &;
(iii) se R* C sentao sN {r € *R¥ : r ¢ infinitesimal} # &;
(iv) se {r € *R¥ : r é infinitesimal} C s entdo s NR¥ # &.

Essencialmente, o que a Proposicdo 1.5.4 nos diz é que os conjuntos N, *N\ N,
R* e {r € *R¥ : r é infinitesimal} (consequentemente R e {r € *R : r é infinitesimal})

nao sao internos.

Demonstragdio. (i) Todo subconjunto ndo-vazio de N limitado superiormente tem maximo,

logo a L(V(R))-férmula

¢;(N,P(N)) = “VueP(N) (u#2@ AN veNVYweu(w<wv))

— v euVweu (w<w))”

é verdadeira, e pelo Principio da Transferéncia temos

®;(*N,*P(N)) = “Vuec*P(N) (u#2 A Fve*NVwcu(w<v))

— JveuVweu (w <)),

e como s N *N é ndo-vazio, temos que s N *N ¢ ilimitado ou s N *N tem méaximo, em
ambos os casos s N (*N\N) # @.

(i) J& vimos que *N ~\ N ndo é interno, logo s N1 *N # *N N, isto é, s NN # @.

(iii) Todo subconjunto nao-vazio de R limitado inferiormente tem infimo, logo a L(V(R))-

féormula

o (R,P(R)) = VuePR) ((u£2 A FveRVweu(v<w))
— v eR (Vw e u (v<w))A
(VzeR (Vw eu (z <w)) = 2<0))))”
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é verdadeira, e pelo Principio da Transferéncia temos

P (*R,*PR)) = “Vue™PR) (u#2 A e *RVweu (v<w))
— Jv e *R ((Vw € u (v <w))A

(V2 € *R (Vw € u (z S w)) = 2 <)),

e como s N *(R*¥) # &, temos que s N *(R¥) tem infimo. Seja o = inf(s N *(RY)).
Como ¢ < r para todo r € ]R_";, obtemos que ¢ ¢é infinitesimal. Além disso, se
sN{re*R:r >0 A r éinfinitesimal} = &, entdo qualquer infinitesimal é um limitante
inferior de s N *(RY), e decorre que 20 ¢ um limitante inferior maior do que o, absurdo.
(iv) Seja h = {k € *N:1/k € s}. Temos "N~ N C h, o que implica que se h for interno,

entdo h NN # &, e teremos s N Ri # &. Afirmamos que h ¢ interno, sendo imediato do

Principio da Definicao Interna, apresentado a seguir. O

Teorema 1.5.5 (Principio da Defini¢ao Interna). Seja ®(xo, . .., z,) uma L(V(R))-férmula
com varidveis livres 2y, k € n+1, n € N. Dados n conjuntos internos a, € V(*R), k € n,

temos que o conjunto definido por {z € aq : ®(ay, ..., a,_1,2)} é interno.

O Principio da Defini¢ao Interna segue do Principio da Transferéncia e é bem

util no manuseio de conjuntos internos.

Demonstracio. Como ay, k € n, sdo conjuntos internos, existe m € N tal que a;, € *V,,,(R)

para todo k € n. Deste modo, como a seguinte L(V(R))-férmula é verdadeira:

CPppr(Vin(R)) = “Yug € Vi(R) -+ Vu, 1 € Vi (R) Jy € Vi (R)

(y ={z € uo: ®(ug,...,un—1,2)})",

e, pelo Principio da Transferéncia,

Pppi(FVn(R)) = “Yug € *Vu(R) -+ Yu,_1 € *V,(R) Fy € *V,u(R)
(y=4z €ug: P(ug,...,up_1,2)})",
fazendo u, = a; para cada k € n obtemos o resultado desejado. O

Outro exemplo de resultado que podemos provar utilizando o Principio da

Transferéncia é o seguinte: Dados a,b € V(R) \ R, temos *(a x b) = *a x *b. De fato,
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temos a veracidade da seguinte £(V(R))-férmula:

Po(a,b,axd) = “NVuecaVvebweaxb ((u,v)=w))A

Vw e axbIuecavedb ((u,v)=w),
logo

Do (*a,*b,*(a x b)) “(Vu € *a Vo € *b Jw € *(a x b) ((u,v) = w)) A

(Vw € *(a x b) Ju € *a Iv € *b ((u,v) = w))”,

mas isso é justamente dizer *(a x b) = *a x *b.
Como tultimo exemplo de aplicagao do Principio da Transferéncia dessa sec¢ao,

considere a,b, f € V(R) \ R tais que f : a — b, isto é,

Sp(a,b, f) = “(Vu€aTveb ((u,v) € f))A
VMvebVweb (Fuea ((u,v) € fA(uw)ef) = v=w)),

logo também temos

Op(*a,*b,*f) = “(Vu € *a Fv e ™b ((u,v) € *f)) A

(Vo € *bVYw € *b (3u € *a ((u,v) € *f A (u,w) € *f) = v=mw))”,

isto é, *f : *a — *b. Além disso, dado = € a, temos *(f(z)) = (*f)(*x), bastando notar

que se (z, f(x)) € f entdo (*z,*(f(x))) € *f.

1.6 Pontos Quase-Standard, Limites e Continuidade

O objetivo dessa secdo é generalizar os conceitos apresentados na Segao 1.3
para espagos métricos quaisquer, bem como caracterizar alguns conceitos em V(R) dentro
de V(*R). Para mais resultados topolégicos de Andlise Nao-Standard, o leitor pode
consultar [1] ou [2].

Dada uma sequéncia f = (f, : n € N) em um conjunto s € V(R), o que temos
¢ uma funcdo f : N — s, logo podemos olhar para a extensdo da sequéncia f em *s, isto
é, para *f = (*f, : n € *N). Neste caso, denotaremos *f simplesmente por f e *f,

simplesmente por f, para cada n € *N, escrevendo (f, : n € *N) quando quisermos nos
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referir a * f.

Dado um espago métrico m € V(R), também podemos olhar para a fungao
*d : *m x *m — *R,, que satisfaz todas as propriedades de uma métrica exceto pelo
fato de que a distancia entre dois pontos de *m ndo precisa necessariamente ser um
nimero real. No que segue, denotaremos *d simplesmente por d e consideraremos o
espaco m fixado ao longo dessa secao. Também omitiremos o asterisco de elementos de

m identificando-os com suas imagens por * em *m.
Defini¢ao 1.6.1. Dado x € *m, dizemos que
o 1 é quase-standard se d(z,y) ~ 0 para algum y € m;
o x ¢ finito se d(x,y) < r para algum y € m e algum r € R.

Dado a C *m, definimos também os conjuntos Ns(a) = {k € a : k é quase-standard} e

Fin(a) = {k € a : k é finito}.

Note que, em particular, Ns(*R) = Fin(*R). Nao é dificil ver que, de fato,
todo ponto quase-standard é finito, porém o contrario nem sempre é verdade. Considere,
por exemplo, o espago /o, e a sequéncia (e, : n € N) em que e, € {, é o vetor cuja
n-ésima coordenada é igual a 1 e as demais iguais a 0. Olhe para (e, : n € *N). Ao
tomarmos e,, € */,, com w € *N N, temos que e, é finito e ndo é quase-standard.

Considere a relacdo ~ em *m dada por
rxy sse d(z,y)=~0.

A relacdo ~ assim definida é uma relacdo de equivaléncia, e dizemos que x e y sao
infinitesimalmente proximos. De forma andloga ao exposto na Secdao 1.3, se x é quase-
standard, entao existe um tnico st(z) € m tal que x = st(z), e definimos a func¢ao parte

standard em m como

st : Ns(*m)uP(*m) — mUP(m)
st(s) se s € Ns(*m)

s 1—
{st(k) : k € Ns(s)} seseP(*m).

As préximas duas proposigoes caracterizam em “termos nao-standard” os con-
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ceitos de limite e de continuidade. Além disso, suas demonstracgoes ilustram como resul-

tados da secao anterior podem ser utilizados.

Proposicao 1.6.2. Seja (§,) uma sequéncia em m. Temos nli_}rnoo &, = p se e somente se

&, ~ p para todo w € *N ~ N.

Demonstragio. (=) Como nleoo &, = p, temos que para cada € € Rj"r existe um ng € N
tal que
O.(d, & p,e,ng,N) = “YneN(n>ny — d&,p) <e)’

¢é verdadeira, logo
dr(d, &, p,e,no, *N) = “Yn € *N (n>ng — d(&,p) <e)”.

Como para cada w € *N~ N temos w > ng para todo ng € N, segue que d(&,,p) < € para
todo e € RY, isto é, d(&,, p) ¢ infinitesimal, logo &, ~ p.

(<) Dado € € RY, seja a. = {k € *N:Vn € *N (n > k — d(&,,p) < €)}. Temos pelo
Principio da Definicdo Interna que a. é interno, e como *N~ N C a,, segue por underflow

que existe ng € a. NN, logo nlem & =D. O]

Para a proxima proposicao consideraremos fixado um segundo espago métrico

m/, cuja métrica também serd denotada por d.

Proposigao 1.6.3. Seja f : m — m’. Temos que f é continua em p € m se e somente se

f(x) ~ f(p) para todo x € *m tal que z ~ p.

Demonstrag¢io. (=) De maneira andloga & demonstragdo da proposi¢ao anterior, temos

que para cada € € ]R_"; existe um ¢ € Ri tal que
Co(d, frpe,0,m) = Ve em (d(z,p) <d = d(f(x), f(p)) <e)”
é verdadeira, logo
Co(d, f,p,e,6,"m) = Vo € *m (d(z,p) <8 — d(f(x), f(p) <e)”,

de modo que se tomarmos d(z, p) infinitesimal, entao d(f(z), f(p)) < € para todo € € R¥,

isto é, d(f(x), f(p)) é infinitesimal, e segue que se z ~ p entdao f(z) ~ f(p).
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(<) Dado € € RY, seja a. = {k € *R : Vo € *m (d(z,p) < k — d(f(x), f(p)) < &)}
Temos pelo Principio da Defini¢ao Interna que a. € interno, e como todos os infinitesimais
positivos pertencem a a., segue pelo item (iv) da Proposigao 1.5.4 que existe 0 € a, DR_T,

logo f é continua em p. O

1.7 Principio da Saturacao Enumeravel

O objetivo dessa secdao é apresentar o Principio da Saturacio Enumerdvel®,

que desempenha um papel central na demonstracao do Teorema de Loeb.

Teorema 1.7.1 (Principio da Saturacdo Enumerdvel). Seja (& : £ € N) uma sequéncia

C-decrescente de conjuntos internos. Se & # @ para cada k € N, entao ﬂkeka #* .

Demonstragcao. Lembremos mais uma vez da construgao feita na secao 1.4 e da
funcdo colapso de Mostowski. Como cada &, & € N, é interno, existem sequéncias
(& : 1 € N) € VN(R) tais que & = M([(¢F : ¢ € N)]yy) para cada k € N. Assim,
para cadan € N, seja X\, = {{ eN:(>n AN # DT AVjen (& D&} e considere
f:N— Ndada por f({) =max({n e N: /e \,} U{0}). Como ﬂneN)\n = &, obtemos
que f esta bem definida.

Para uma melhor visualizacdo do que esta sendo feito, disponha as sequéncias
(¢F . £ € N), k € N, em linhas. Deste modo, se £ # @, entdo f(¢) é o maior indice menor

ou igual a ¢ da ¢-ésima coluna tal que & D --- D d(@ + .

< 58 ) f(l) sy T 5 : >
< gé ) g% ) ) : >
Cogl oL dl )
< [E)Jrl ) €§+1 R ﬁJrl y T >

Como &) # @ U-q.t.p., obtemos 5{(@ %+ & U-q.t.p. Assim, para cada ¢ € N
tal que flf(g) #+ &, tome sy € f{w) e defina s € VN(R) dada U-q.t.p. por s({) = s,. A fim
de verificar que [s]y €y [(€F : £ € N)]y para cada k € N, note que A\, C {¢ € N: s, € &5},

o que juntamente com \; € U nos fornece o resultado. O]

6 Esse principio também é chamado de Principio da R;-Saturacao.
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Da contrapositiva do Principio da Saturagdo Enumeravel obtemos, em parti-

cular, que se (t; : k € N) é uma sequéncia de conjuntos internos e t = U t; também

keN
é interno, entao existe um ¢ € N tal que t = Uke ot bastando para isso olhar para a

sequéncia C-decrescente <t ~ U ty : €N >

ket

Vimos no capitulo 1.6 como estender uma sequéncia (fy : k& € N) em um
conjunto s € V(R) a uma sequéncia (f; : k € *N). O Principio da Saturacio Enumerdvel
nos permite agora estender uma sequéncia (g : k¥ € N) em um conjunto *s € V(*R) a uma
sequéncia interna (g, : k € *N). Note a diferenca: Nao estamos mais com uma sequéncia
em V(R), e embora todos os seus termos sejam internos, a sequéncia (g, : n € N) é
necessariamente externa, uma vez que seu dominio, N, é um conjunto externo.

A fim de mostrar a existéncia de uma sequéncia interna que estenda
(gr = k € N), considere, para cada n € N e para algum m € N fixado suficientemente
grande, o conjunto ¢, = {h € *V,,(R) : h é funcdo A Domh = *N AVEk € n (h(k) = g)}.
Temos que (@ : k € N) é uma sequéncia C-decrescente de conjuntos internos nao-vazios,

logo ﬂkeN v # @, bastando assim tomar qualquer elemento dessa interseccao.

1.8 Conjuntos Hiperfinitos

O objetivo dessa secao é definir o que sao conjuntos hiperfinitos, bem como
ilustrar como se relacionam com conjuntos finitos e com conjuntos infinitos.

Para cada n € N, temos a funcao #, : Pan(Vn(R)) — N que associa a cada
conjunto finito s C V,(R) sua cardinalidade (que é um ntmero natural). Observe que
#,(s) ndo depende diretamente de n, uma vez que (#, : n € N) é uma sequéncia
C-crescente, e portanto # = UneN#n ainda é uma funcao. No entanto, # nao é um
objeto de V(R).

Olhemos agora para as fungoes *#, : *Pa,(Vo(R)) — *N. Temos que
(*#, : n € *N) também é uma sequéncia C-crescente, de modo que cada s € *Pg,(V,(R))
possui uma x-cardinalidade (que nao precisa coincidir com sua cardinalidade) que nao de-
pende de n e é um elemento de *N. Tais conjuntos sdo chamados de conjuntos hiperfinitos,
e denotaremos *#,(s) simplesmente por |s|.

Conjuntos hiperfinitos sao particularmente interessantes porque, por um

lado, eles se comportam de maneira similar a conjuntos finitos, e por outro, é
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possivel “cobrir” conjuntos infinitos por conjuntos hiperfinitos. Como exemplo, tome

m,n € *N N e considere o conjunto a = {% ke {—m!n,...,m!n}}, isto é, a é

1

-5 um do outro. Temos

uma malha de pontos do intervalo hiperreal [—n, n] espacados
la| = [{—=m!n,...,m!n}| = 2m!n + 1 € *N, isto é, a é um conjunto hiperfinito. Como
m! é miltiplo de todos os hipernaturais positivos menores ou iguais a m (em particular
de todos os niimeros naturais positivos), obtemos que dados p,q € Z com ¢ # 0, temos

p- %! € {—ml!n,...,m!n}, o que implica % € a, e portanto Q C a. Além disso, para cada

1

—, isto ¢, st(y) = x. Dito em outras palavras, a

r € R existe y € a tal que |z —y| <

fungao st : Ns(a) — R é sobrejetora.
Uma consequéncia do exemplo apresentado acima ¢é a seguinte: Nao existem

conjuntos internos infinitos enumeraveis. De fato, o exemplo mostra, em particular, que

IR| < |*NJ, logo *N ¢ ndo-enumerdvel. Como para cada m € N vale
Pp(N,R,V(R)) = “YueVnp(R) (u¢R — (Jul € NV IN| < |ul))”,
temos
Op(*N,* R, " Vn(R)) = “Vu € *Vn(R) (u ¢ "R — (ju] € *N V [*N| < |u]))”,

observando que “|*N| < |u|” na férmula acima é interpretado como “existe uma funcio
injetora interna de *N em u”, implicando |*N| < |u| no sentido usual”. Assim, temos que
todo conjunto interno é hiperfinito ou nao-enumeravel. Seja o € V(*R) . *R um conjunto
hiperfinito infinito, isto é, tal que |a| € *N\ N. Sejam t = |a] e f:a — {0,...,t — 1}
bijetora. Construimos a malha b = {% ckelmf } sobre o intervalo hiperreal [0, 1] a fim
de obter a fungdo sobrejetora g : a — [0, 1] N R dada por g(z) = st(@), o que implica

que « é nao-enumeravel, e o resultado segue. De fato, o que provamos é mais forte: Todo

conjunto interno infinito tem pelo menos a poténcia do continuum.

7 Deve-se tomar um cuidado especial quando o Principio da Transferéncia é usado no outro sentido.
Por exemplo, temos
"R < [RY = @9 = 2N = ]2¥ = R < [*N] < ['R],
isto é, |*N| = |*R|, porém uma tal bije¢io é necessariamente externa.
O fato de existir uma funcéo bijetora de *N em *R que é necessariamente externa tem relacio com
a existéncia de um modelo enumeravel de R.
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1.9 Medidas de Loeb

O objetivo dessa segao é apresentar as medidas de Loeb. No decorrer dela

consideraremos z € V(*R) \. *R um conjunto interno fixado.
Definigao 1.9.1. Dizemos que um subconjunto o« C P(x) é uma dlgebra sobre x se:
(i) zr€ecaed e
(ii) dados u,v € a, temos uUv € «;
(iii) dado w € «, temos x \ w € a.

Em particular, se @ é uma algebra e u,v € a, entao uNv € a e u A v € a,
isto é, a é um anel de conjuntos. Até o fim dessa se¢ao consideraremos o um conjunto
interno fixado tal que a é uma algebra sobre x.

Uma vez que « ¢ interno, temos que a ¢ fechado sob unides e interseccoes

hiperfinitas. De fato, basta considerar a L(V(R))-férmula

Oy (f,N,Vp(R)) = “VBEVL(R) (B €B AVueEBYveES (uUveEP)) —
VpeN VgeN (¢g<p — flq) € B) = Yw € V,(R)
VteVu(R) (tew < FgeN(g<p Ate f(q)))
— w € f)))7,

que é trivialmente verdadeira para f : N — V,,(R), podendo ser descrita em lingua
portuguesa como “qualquer que seja 3, se [ é fechado sob unides finitas, entao 3 é
fechado sob unides indexadas por um nimero natural”. Assim, tomando m € N tal que
a € *V,,(R) e aplicando o Principio da Transferéncia a ®;;, obtemos que a é fechado
sob unides indexadas por um ntimero hipernatural. O fechamento de « sob interseccoes
hiperfinitas segue por De Morgan. Cabe ressaltar, no entanto, que a indexacao também

precisa ser interna.

Definigdo 1.9.2. Dizemos que uma fungao v : a — *R, U {oo} é uma medida finito-

aditiva em x sobre a algebra « se:
(i) v(@) =0ev(x) > 0;

(ii) dados u,v € a tal que u C v, temos v(u) < v(v);
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(iii) dados u,v € a disjuntos, temos v(uJv) = v(u) + v(v).

Se, além disso, para cada familia {wy, : k € N} de elementos de « dois a dois disjuntos tal

ivermos v{ |e = v ntao dizem v é o-aditiva.
queUkerREatve 0s (Ukerk> ZkeN (wy), entdo dizemos que v é o-aditiva

Até o fim dessa secdo também consideraremos v um conjunto interno fixado
tal que v é uma medida finito-aditiva em x sobre a algebra «. Nosso objetivo é obter, a
partir da estrutura (x, o, v), um espaco de medida (x,o(«), L(v)).

Considere a medida finito-aditiva °v : & — R, U {cc0} dada por

ou(s) = st(v(s)) se v(s) € Ns(*Ry)

00 caso contrario.

Teorema 1.9.3 (Loeb). A medida finito-aditiva °v possui uma tnica extensao o-aditiva
L(v) : o(a) — Ry U {oco}. Além disso, se °v(x) € R,, entdo para cada a € o(«a) existe
um b € « tal que L(v)(a Ab) = 0; e dado € € R, existem ¢,d € o taisque c Da D de
L(v)(c) —e < L(v)(a) < L(v)(d) +e.

A medida L(v) é chamada de medida de Loeb associada a v. Como estaremos
particularmente interessados em espagos de probabilidade, isto é, tais que °v(z) = 1,
entao a segunda parte do Teorema de Loeb também se aplicara.

A fim de demonstrar o Teorema de Loeb, faremos uso do Teorema de

Carathéodory, enunciado a seguir.

Teorema 1.9.4 (Carathéodory). Dada uma medida finito-aditiva A : @« — R U {occ}, se
A é o-aditiva, entao existe uma medida p : o(a) — Ry U {oco} tal que pl, = A. Além

disso, se \ é o-finita, entao a extensao u € Unica.

Demonstragio do Teorema de Loeb. Seja (e, : n € N) uma sequéncia de elementos de «
dois a dois disjuntos e tal que UkeN er € a. Como « ¢ interno, temos que cada elemento
de « é interno, e portanto existe ¢ € N tal que UkeNek = Ukeeek‘ Isto é, e, = @ para

todo k > ¢, e obtemos

°y <Uk€Nek> = OV(UkeZek) = Zz_::(l)ol/(ek) = Zoy(ek).

keN
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Uma vez que °v é o-aditiva em «, o Teorema de Carathéodory nos fornece
a existéncia de L(v), bem como sua unicidade no caso em que °v(x) € Ry. Nao nos
ateremos a unicidade de L(v) no caso em que °v(x) = 0.

Para a segunda parte da prova, dado a € o(«), temos

L(v)(a) = inf{zkeNoy(gk) ca C UkeNgk ANVLeN (& e a)},

de modo que dado £ € RY existe uma sequéncia C-crescente (¢, : n € N) de elementos
de a tal que a C Ukech e L<I/)(Ukech> = ZkeNoy(ck ~ Uéekq) < L(v)(a) + ¢.
Assim, considere uma extensdo interna da sequéncia {c, : n € *N) e o conjunto
V={ke€*N:¢ €aAvig)<L)(a)+ec AVl € *N (ly <ty <k — ¢y, C o)}
Como 9 ¢ interno e N C 9, existe w € 9N (*N\ N). Tomando ¢ = ¢, obtemos um ¢ € «
tal que ¢ D a e L(v)(c) < L(v)(a) + €. Utilizando um argumento andlogo para z \ a,
obtemos um z \ d € « satisfazendo x ~d Dz~ a e L(v)(x ~d) < L(v)(x \ a) + ¢, isto
é,um d € a tal que d Cae L(v)(d) > L(v)(a) —e.

Deste modo, existem sequéncias (b, : n € N) C-crescente e (b, : n € N)
C-decrescente de elementos de o tais que para cada k& € N temos b, C a C by e
@) - 7 < LOMa) < L)) +
feito acima, considere extensdes internas (b, : n € *N) e (b, : n € *N) e o conjunto

Assim, de forma similar ao que foi

Gz{kE*N:bkeaAgkeaAVKO,ﬁlG*N(€0<€1<k %nggbglggglgggo)}.

Novamente, como 6 é interno e N C 0, existe ' € 0 N (*N \ N). Tomando
_ 1

b € {b,, b}, obtemos um b € «a tal que L(v)(a A b) < —— para todo k € N, isto

k+1
é, L(v)(a A b) = 0. O

1.9.1 Exemplos de Medidas de Loeb

Como um primeiro exemplo de medida de Loeb, apresentamos a medida de
contagem de Loeb. Dado w € *N\ N, considere o conjunto £ = {k € *N: k < w}. Temos
que ¢ é interno, e tomando sobre ¢ a algebra *P (), podemos definir a medida finito-
aditiva ¢ : *P(f) — [0,1] como c(s) = |s| / [¢]. A medida L(c) : o(*P(¢)) — [0,1]NR
obtida a partir de ¢ é a medida de contagem de Loeb em /.

Como exemplo mais robusto, apresentamos a medida de Lebesgue sobre

[0, 1]NR construida via medida de Loeb. De maneira similar ao que fizemos na Secao 1.8,
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considere a funcao f : £ — [0, 1] dada por f(t) =t /w, de modo que Im f é uma malha so-
bre [0, 1] com passo infinitesimal constante. Como [0,1] e f s@o internos, podemos definir
a medida finito-aditiva p : *P([0,1]) — [0,1] como u(s) = c({k € £ : f(k) € s}), que
essencialmente conta quantos pontos da malha Im f estdo em s e divide por w.

Agora, dado um intervalo real i C [0,1] N R infinito® (isto é, tal que
infi < supi), temos *i € *P([0,1]). Como {k € £: f(k) € *i} C *N é interno e limitado
superiormente, existem a = min{k € ¢: f(k) € *i} e b = max{k € £ : f(k) € *i}. Além

disso, temos st(f(a)) = infi e st(f(b)) = sup ¢, bem como

OM(*i) = Oc({av S 7b})

b— 1
w
b a 1
= st| — | —st| — | +st| —
w w w
= supt? — infs.

Seja v C P([0,1]NR) a algebra gerada pela topologia de [0, 1] "R e considere
a medida A : o(y) — Ry dada por A(s) = sup{L(p [+,)(u) : v € *s A u € o(*7)}.
Temos que A é uma medida definida sobre os borelianos de [0,1] N R cujo valor em um
intervalo fornece seu comprimento, isto é, o completamento de A é a medida de Lebesgue

em [0,1] NR.

8 E fécil ver que se i é finito entdo °u(*i) = 0.
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Capitulo 2

Teorema de Bochner

Salomon Bochner (1899-1982) foi um matemadtico cujo trabalho influenciou o
desenvolvimento de diversos ramos de Andlise no século XX. Seus artigos costumavam
entrelacar diferentes topicos de interesse de modo que eles reforcavam-se uns aos outros.
Isso frequentemente conduzia a um novo ponto de vista que instigava outros matematicos
a seguir novas linhas de investigacao.

Segundo Maruyama [8], embora existam diversas maneiras de abordar o
Teorema de Bochner, nao parece haver uma maneira rapida e facil de demonstra-lo. Nesse
capitulo apresentamos uma demonstracdo que, uma vez construido todo o arcaboucgo

teorico do Capitulo 1, nos parece relativamente palatavel.

2.1 Preliminares

Sejam n € N fmpar e n’ € N tal que n =2n’+1 = [{—n’,...,n’}|. Olharemos
para os elementos de C" como vetores com coordenadas indexadas de —n’ a n’.

Para cada k € {—n/,...,n'}, considere o vetor v, € C" cuja (-ésima coorde-
nada é e2% . Considere também a matriz M € M., «n(C) cuja k-ésima linha é dada pelo

14

~ K
vetor v;. Como as entradas de M sdo da forma af, (em que ap = e*™n)

, obtemos que
cada uma das linhas de M estd em progressao geométrica. Além disso, como ay # aj se
k # k', obtemos por Vandermonde que det M # 0, isto é, {v_,,..., v} é uma base de
(G4

Sejam V = {v_ps,...,vp} e B={e_,,...,ey} duas bases de C", sendo B a

base candnica. Para cada a € {—n/,...,n’'}, considere a funcao 6, : {—n',...,n'} — C
7 ) ) ) )
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dada por 6, = x{a}. Temos e, = (do(—7'),...,0a(n'))5. Seja 0, {-n/,...,n'} = C tal

que eq = (8a(—1'), ..., 0,(n"))y, isto &,

S.(0) = > e, (k). (2.1)

obtemos

Mt =
A , o ,
Ons (—1') Onr (1)
Afirmamos que M ! = 2M1. De fato,
[ omin? —omin _omin? 2mi
e n e e e
M-M =
4n/2 ,n/2 'n/2 ,n/2
6727”7 627”7 627”7 6727”7
— nl n/ —
In
SR S
{=—n' L=—n'
n/ , , n/
JEn
5 et 5
{=—n' {=—n'
n 0
= )
0 n

sendo que na ultima igualdade acima utilizamos o fato de que, como n é fmpar, temos
2(k—k")

. L(k—k") ,
{64’” n :ﬁe{—n’,...,n’}} = {62’” " :EE{—n’,...,n’}}, e como esse é 0 con-
junto de vértices de um poligono regular de n lados centrado em 0 se k # k’, obtemos que

Z 1: . ;. . N _9_;ak
sua média (e por conseguinte sua soma) é igual a 0. Assim, obtemos 0,(k) = %e iy

I
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que pode ser reescrito como
ST 6, (0). (2.2)

Portanto, podemos passar da funcao ¢, para a funcao 5, € vice-versa através
das igualdades (2.1) e (2.2). Uma questao que surge naturalmente é que relagoes podemos
encontrar quando consideramos outras fungoes f, f :{—n',...,n'} = C que representam
o mesmo vetor em cada uma das bases B e V), respectivamente. Isso nada mais é do que
uma transformada de Fourier discreta: f é a transformada de Fourier de f, ao passo que
f é a transformada inversa de Fourier de f

Em particular, temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.1.1. Sejam p, i : {—n',...,n'} — C tais que
(u(=n"), ..., p(n)s = (A(=n"), ..., fu(n))v. (2.3)

Se [i é positiva-definida, entdo p é uma funcao que assume valores reais nao-negativos.

Demonstragio. B imediato de (2.3) que

> e (). (2.5)

Considere extensoes de u e de ji definidas em 7Z periddicas de periodo n. Tais fungoes

também serdo denotadas por p e por fi, respectivamente, e elas também satisfazem (2.4)
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e (2.5). Além disso, dado a € {—n/,...,n'}, temos

wa) = 3 w0

v
o

2.2 Teorema de Bochner

Teorema 2.2.1 (Bochner). Seja g @ Q — R uma fungdo positiva-definida tal

que 4(0) = 1. Existe uma medida de probabilidade de Borel fi em! AR tal que

(k) = / e **dji(x) para todo k € Q. Além disso, (SR ~ R) = 0, e portanto i
AR

pode ser considerada como uma medida de probabilidade em R.

A demonstracao que apresentamos do Teorema de Bochner usa métodos nao-
standard. A ideia é aplicar o Principio da Transferéncia a Proposicao 2.1.1 para obtermos
uma func¢ao nao-negativa definida sobre um conjunto hiperfinito, a partir do qual cons-
truiremos uma malha hiperfinita que cubra Q, similar a que apresentamos na Secao 1.8.
A medida ji serd uma medida de contagem dos pontos dessa malha com pesos dados

pela funcao fi. O uso de SR se faz necessario devido a argumentos que dependem da

1O simbolo SR é usado para denotar a compactificacio de Stone-Cech de R.
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compacidade do espaco, mas como a malha estard contida em *R, é natural esperar que

A(FR N R) = 0.

Demonstragio. Considere */i : *Q — *R (denotaremos */i simplesmente por fi). Tome
n,n',n" € *N~ N tais que n = 2n/ + 1 e n’ = (n"!)2

Seja g : {—n’',...,n'} — *Q dada por q(k) = % e defina i’ = i o ¢. Temos
que ji’ é interna, e aplicando o Principio da Transferéncia a Proposicao 2.1.1, como i/
é positiva-definida, obtemos uma fun¢ao nao-negativa p’ : {—n',...,n'} — *R, tal que
valem (2.4) e (2.5). A fim de obter a malha hiperfinita, seja ¢ : {—n',..., 7’} — *R dada
por p(f) = 2mn”! % A malha em questao é Im ¢, e como ¢ é injetora, podemos tomar
e :Imp — {—n',...,n'} e definir " = p/ o 1.

Nosso objetivo agora ¢ construir uma integral de Daniell em SR. Para tanto,

sejam H = {f € R°® . f é continua} e [ : H — R dada por

1) =t (1 P> <*f><x>u"<w>) = st (i > <*f><so<6>>u'<£>> e
z€lme "

Como SR é compacto, temos que f é limitada, logo *f também é limi-
tada (em particular, minIm f < (*f)(a:) < maxIm f para todo z € *BR), e como
L3/ (€) = p/(0) = p(0) = 1, obtemos que min Im f < L 37, (*f) (e(0)p/(0) < maxTIm f,
isto ¢, L3, (* f) (p(0) ' (€) é limitado por um ntimero real, de maneira que faz sentido
tomar sua parte standard, e portanto I estd bem definida.

Claro que I é linear e positiva. Seja (f,, : m € N) uma sequéncia em H tal
que (fm(z) : m € N) é decrescente e f,,(x) — 0 para cada = € SR. Novamente como SR
é compacto, obtemos f,, — 0 uniformemente, logo 0 < I(f,,) < maxIm f,, — 0. Desta
forma, concluimos que (2.6) de fato define uma integral de Daniell.

Além disso, I(xsr) = st(% > //(é)) = st(#'(0)) = st(1) = 1, o que implica
que [ é a integral com respeito a uma medida de probabilidade i em SR, e como H é o

conjunto de todas as fungoes continuas de SR em R, temos que & é de Borel.
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Finalmente, para cada k € Q, temos n"'k € {—n’,...,n'}, logo
. 2.6) U
—zkmd~ (: tf = —iko(0) "¢
[ e ) . nz W (0)
n l=—n'
2.5
<:> St (" R)
= st(a(k))
= (k)

Para a segunda parte da prova, considere a sequéncia h : N — R dada por

omeloze)

Como u’ é ndo-negativa, obtemos que h é crescente, além de que para cada t € N temos

ht) < ([_Zn# )

=" st('(0))
= st(1)
- 1,

de modo que h estd bem-definida e é convergente. Ora, uma vez que h é convergente,

temos

A(R) > lim h(t)

t— o0

h(n

Q

’)
1,
ﬁ@:z;n/ﬂ

= 1,

Q

e portanto fi(SR N\ R) = 0. O
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Capitulo 3

Teoremas de Tipo de

Daniell-Kolmogorov

Andrei Nikolaevitch Kolmogorov (1903-1987) foi o pioneiro a trabalhar com a
noc¢ao de espago de probabilidade no contexto da Teoria da Medida, numa monografia
publicada em 1933. Em sua abordagem, um espago de probabilidade é um espago de
medida (2, A, P) em que P() = 1, e uma varidvel aleatoria em €2 é simplesmente uma,
fungdo mensuravel de €2 em R. Seu trabalho influenciou de sobremaneira o calculo de
probabilidades da época que se tornou a base da moderna Teoria das Probabilidades.

Nesse capitulo apresentamos demonstracoes dos Teoremas de Tipo de
Daniell-Kolmogorov que usam métodos nao-standard. A ideia é trabalhar com conjuntos

hiperfinitos e com a medida de Loeb.

3.1 Preliminares

A fim de evitar confusdes no que se segue, fixamos algumas notagoes.
Dada uma funcdo f : A — B e subconjuntos A’ C A e B’ C B, escrevemos
fIA] = {f(@) : a € A} e f7Y[B] = {a : f(a) € B'}. Denotamos por f a funcio
F:P(A) = P(B) dada por f(X) = f[X].

Generalizamos a nogao de variavel aleatéria num espago de probabilidade
(Q, A, P) substituindo R por um espago mensuravel (X, M) qualquer, isto é, uma
varidvel aleatoria de ©Q em X é uma fungdo mensurdvel de (2,4) em (X, M).

Ademais, cada varidvel aleatéria f : € — X induz uma medida de probabilidade P
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em (X, M) dada por P;(W) = P(f~[W]).

Seja £ um espago de medida munido de uma topologia de modo que E seja
um espago polonés' (isto é, E é separdvel e homeomorfo a um espago métrico completo).
Seja B a o-algebra dos conjuntos borelianos mensuraveis de E.

Seja A um conjunto infinito e, dados I, J subconjuntos de A tais que J C I,

seja 7l : BT — E7 a projegao 7h(f) = f 1.

Defini¢ao 3.1.1. Uma familia projetiva de medidas de probabilidade sobre (E,B) e A é
uma famflia {uy : A € Pga(A)} tal que para cada J € Pg,(A) temos que py é uma medida
de probabilidade em (E”,B7) e se J C I € Pg,(A) entdo puy = py o .

Quando A = R, , dizemos que uma familia projetiva de medidas de probabi-
lidade {uy : A € Pua(Ry)} é continua (a direita) se para cada m € N e cada t € R.™,

se (t, : n € N) é uma sequéncia em R;™ decrescente componente a componente que

converge a t, entao F s (tn )t (E0) )~ 01 (8) et (£)} -

3.2 Teoremas de Tipo de Daniell-Kolmogorov

Teorema 3.2.1 (Daniell-Kolmogorov). Sejam A infinito enumeravel e {uy : A € Pga(A)}
uma familia projetiva de medidas de probabilidade sobre (E, B) e A. Existem um espago
de probabilidade (2, A, P) e uma familia de variaveis aleatérias {x; € E® : t € A} tais

que puy = P, para cada I € Pg,(A), onde zy : Q — E! ¢ dado por z;(u)(t) = x:(u).

Demonstragio. Seja ¢ : N — A bijetora. Tome w € *N \ N e considere I, = Im ™. [,.
Temos I, € *Pga(A) e A C I,

Considere a medida de probabilidade L(*ju,) em ((*E)Iw,a(BIW)) e defina
Q=(E)« A=0c(B™)e P=L(*u,).

Seja y : Q x I, — *FE dada por y(u,t) = u(t). Para cada t € A temos que
y(u,t) é P-q.t.p. quase-standard. Deste modo, para cada t € A, seja x; : Q@ — E a
varidvel aleatéria dada P-q.t.p. por x;(u) = st(y(u,t)). Agora, para cada K € Pg,(A),
sejam zx 1 Q — EX e yx : Q — (*E)X dadas por zx(u)(t) = z¢(u) e yx(u)(t) = y(u,t).
Note que

T =stoyg P-q.t.p. (3.1)

! Isso permite afirmar na Defini¢do 3.1.1 que cada ux, A € Pan(A), é regular.
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e yr(u) = ulg, isto é,

Pelo Principio da Transferéncia, para cada K € Pg,(A), temos

* %k =1
1, = " © TR, logo

L(*pr,) = L(*px) o 7 (3.3)

Dados J € Pgn(A) e {A; : ¢t € J} C B, temos

|

11 4

teJ

1T 4

teJ

PmJ (H At> = P SL’Jﬁl
teJ

= P yjil |:St1

11 4

teJ

=" P 7{;;1 |:St1

IT 4

I A”

—1 _
= L("pr) | 7y {Stl

. 1|
= L(*py) | 7% | ol {st !

|

= L("py) [st™

I 4

teJ

]

Teorema 3.2.2 (Daniell-Kolmogorov). Seja {py : A € Pgan(R1)} uma familia projetiva
de medidas de probabilidade continua sobre (F,B) e R,. Existem um espaco de pro-
babilidade (€2, A, P) e uma familia de variaveis aleatérias {z; € E : t € R, } tais que

pr = Py, para cada I € Pg,(R,), onde z; : Q — E! ¢ dado por z7(u)(t) = z¢(u).

Demonstragio. Tome n € *N ~ N e considere a funcio ¢ : R, — {% ke *N}
dada por ¢(z) = % Note que st(¢(z)) = z para todo z € Ry, o que implica
Imy C Ns ({:, ke *N})

Tomando A = Q. e considerando a familia projetiva de medidas de proba-
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bilidade como {uy : A € Pun(Q4)}, podemos nos aproveitar do teorema anterior. Tome
I, = {% k€ (n! )2} Temos I, € *Psn(Q,) e Q, C I,. Ademais, st(Ns(I,)) = R,.

Assim como na demonstracio do teorema anterior, sejam Q = (*E)k,
A=oc(B*)e P=L(*u;,). Considere também y : Q x I, — *E dada por y(u,t) = u(t)
e, para cada K € Pg,(L,), a funcio yx : Q — (*E)X dada por yx(u)(t) = y(u,t). Temos
novamente yx = 5, isto é, (3.2).

Para cada t € Ns(1,) temos que y(u,t) é P-q.t.p. quase-standard. Assim, para
cada t € Ry, como Imy C [, seja x; : ) — FE a variavel aleatoria dada P-q.t.p. por
zi(u) = st(y(u,o(t))). Defina ainda, para cada K € Pg,(R,), a funcio zx : Q — EX
dada por zx (u)(t) = x4(u).

Para cada K € Pg,(Ry) e cada t € K, como ¢(t) ~ t e y é continua, temos

re(u)(t) = x(u)

%
=
e

e como quando t varia em K, ¢(t) varia em @(K), obtemos

Vale (3.3) e, além disso, temos que a continuidade da familia
{a A € Pin(Ry)} implica
L) = L1000 (3.5)
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para cada K € Pg,(R,). Logo, dados J € Pyn(Ry) e {A; : t € J} C B, temos

PIJ (H At) = P I'J_l HAt )
teJ teJ
3.4
D p e s | TT 4
teJ
3.2 .
(:> P WclﬁuzJ) ! St_l HAt
teJ
~1
= L("u) | 75 [St T A
teJ
(3.3) o
= L<*M<{3(J)) 7Ti—5(J) WQIB(J) st ! tle_[JAt
= L(*,u,@'((])) st~ HAt )
teJ
3.5
teJ
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