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RESUMO

Na teoria de equações diferenciais fracionárias, é de suma relevância e importância investigar
propriedades de existência, unicidade e controlabilidade de soluções, visto que muitas vezes,
não há garantia de existência, muito menos, da unicidade de soluções. Diante disto e do
crescente estudo que envolve as equações diferenciais fracionárias, propomos uma classe de
equações integro-diferenciais fracionárias quase lineares com impulsos, a partir da escolha da
derivada fracionária de Caputo, a qual consiste em um caso particular da derivada fracionária
𝜓-Hilfer. Nesse sentido, inferimos condições necessárias e suficientes, e garantimos a existência
e unicidade de soluções suaves para uma classe de equações integro-diferenciais fracionárias em
espaços de Banach, por meio da teoria de medida de não compacidade de Hausdorff e teorias de
ponto fixo em espaços de Banach. Por fim, impomos o termo controle no problema anterior e
estabelecemos condições que asseguram a controlabilidade para um sistema de controle integro-
diferencial impulsivo fracionário em espaços de Banach utilizando a técnica do ponto fixo e o
operador (𝛼, 𝜃)-resolvente.

Palavras-chave: Equações integro-diferenciais fracionárias, derivada fracionária 𝜓-Hilfer,
solução suave, existência e unicidade, medida de não compacidade de Hausdorff, controlabili-
dade, ponto fixo, operador resolvente.



ABSTRACT

In the theory of fractional differential equations, it is extremely important and important
to investigate properties of existence, uniqueness and controllability of solutions, since, many
times, there is no guarantee of existence, much less, of the uniqueness of solutions. In view
of this and the growing study involving fractional differential equations, we propose a class
of almost linear fractional integro-differential equations with impulses, based on the choice of
Caputo fractional derivative, which consists of a particular case of the fractional derivative
𝜓-Hilfer. In this sense, we infer necessary and sufficient conditions, and guarantee the existence
and uniqueness of mild solutions for a class of fractional integro-differential equations in Banach
spaces, through Hausdorff’s non-compactness measurement theory and fixed point theories in
spaces of Banach. Finally, we impose the term control in the previous problem and estab-
lish conditions that ensure controllability for a fractional impulsive integro-differential control
system in Banach spaces using the fixed point technique and the (𝛼, 𝜃)-resolvent operator.

Keywords: Fractional integro-differential equations, 𝜓-Hilfer fractional derivative, mild
solution, existence and uniqueness, Hausdorff measure noncompactness, controllability, fixed
point, resolvent operator.
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Introdução

Por que discutir propriedades de equações diferenciais? Quais consequências importantes
são obtidas? Ao longo das décadas, é notável o crescimento e foco pela abordagem nas pro-
priedades qualitativas de soluções de equações diferenciais e integro-diferenciais, sejam elas
no sentido de existência, unicidade, estabilidade, controlabilidade, dentre outras propriedades,
têm sido alvo de investigação de suma importância em diversas áreas, de modo especial, na
própria matemática com sua abordagem analítica [18, 72, 85]. No entanto, para discutir tais
propriedades, ferramentas matemáticas são de grande relevância, por exemplo, medida de não
compacidade e teoria de ponto fixo, dentre outras [12, 13, 27, 106].

Por outro lado, a teoria das equações diferenciais impulsivas aparece como uma descrição
natural de vários processos reais sujeitos a certas perturbações instantâneas, cuja duração é
insignificante em comparação com a duração do processo [34, 52, 56, 64]. Na prática, os efeitos
impulsivos são exibidos em muitos fenômenos biológicos envolvendo limiares, modelos de ritmo
de ruptura em medicina e biologia, modelos de controle ótimo em economia, farmacocinética,
sistemas modulados por frequência, bem como na injeção de algum medicamento.

Pesquisadores importantes vêm desenvolvendo teorias e fornecendo resultados de ponta e
promissores que contribuíram e vêm contribuindo significativamente para a área de equações
diferenciais impulsivas e suas aplicações, dentre esses, mencionamos alguns trabalhos [7, 29, 31,
33, 34, 36, 41, 55, 84].

Em 2012, Arjunan et. al. [6] investigaram a existência de soluções para equações integro-
diferenciais impulsivas com condições não locais, em um espaço de Banach 𝑋, da forma⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢′(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝑏], 𝑡 ̸= 𝑡𝑖
𝑢(0) = 𝑔(𝑢)

Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 < 𝑏

onde 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 é um operador definido não densamente, Δ𝑢(𝑡𝑖) = 𝑢(𝑡+𝑖 ) − 𝑢(𝑡−𝑖 ), com
𝑢(𝑡−𝑖 ), 𝑢(𝑡+𝑖 ) os limites à direita e à esquerda de 𝑢 em 𝑡𝑖, respectivamente.Neste artigo, os autores
apresentam um exemplo para ilustrar o resultado principal.

É indiscutível a importância e relevância que o cálculo fracionário, ao longo dos anos, pro-
porciona às inúmeras áreas, em particular, física, engenharia, medicina, biologia, dentre outras
[1, 2, 3, 4, 68, 70, 73, 104, 113]. Atualmente, a teoria do cálculo fracionário está bem consolidada
e o que se tem notado é o número crescente de pesquisadores utilizando ferramentas discutidas
no cálculo fracionário e aplicando em outras áreas, proporcionando essa ligação importante e
que cresce exponencialmente ao longo dos anos [20, 22, 63, 71, 82, 87]. Aqui vamos desta-
car as equações diferenciais fracionárias, que têm sido alvo de estudo de vários pesquisadores
[26, 48, 53, 116].

A teoria de equações diferenciais fracionárias é de suma importância tanto no aspecto teó-
rico, quanto prático. Dentre muitos outros trabalhos que possibilitaram o crescimento e for-
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talecimento da área, podemos citar [14, 17, 107, 108]. Recentemente, Sousa, Oliveira e cola-
boradores [90, 92, 93, 94, 98], têm discutido alguns resultados sobre a existência, unicidade e
estabilidade de soluções de equações diferenciais fracionárias via derivada fracionária 𝜓-Hilfer,
obtendo uma ampla classe de casos particulares. Outros trabalhos, envolvendo a derivada
fracionária 𝜓-Hilfer podem ser encontrados em [88, 96, 97, 101].

Por outro lado, podemos destacar o importante trabalho de Hu et al. [38] sobre a existência
e unicidade de soluções suaves para equações integro-diferenciais semilineares com condições
iniciais não locais e atraso, em 2009. Este trabalho é de fundamental importância para a teoria
das equações diferenciais fracionárias, especialmente equações com atraso.

Em 2010, Debbouche [23] discutiu a existência e unicidade de soluções locais e clássicas de
uma classe de sistemas integro-diferenciais de evolução fracionária não linear com condições
não locais da forma⎧⎨⎩

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
𝑢(𝑡) + 𝐴(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) +

∫︁ 𝑡

0
𝐵(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠,

𝑢(𝑡0) + ℎ(𝑢) = 𝑢0

no espaço de Banach 𝑋, onde 𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
denota a derivada fracionária de Riemann-Liouville, 0 < 𝛼 ≤

1, 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡, −𝐴(𝑡) é um operador linear fechado definido em um domínio denso 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋
em 𝑋 tal que 𝐷(𝐴) é independente de 𝑡. Também considera-se que −𝐴(𝑡) gera um operador
de evolução em um espaço de Banach 𝑋, a função 𝐵 é de valor real e localmente integrável em
[𝑡0,∞], as aplicações não lineares 𝑓 e 𝑔 são definidas em [𝑡0,∞]×𝑋 em 𝑋 e ℎ : 𝐶(𝐽,𝑋) → 𝐷(𝐴)
é uma função dada. Além desses resultados importantes, Debbouche e Baleanu [24], discuti-
ram resultados sobre controlabilidade de equações integro-diferenciais fracionárias. Também
podemos destacar o importante trabalho, realizado por Gou e Li [31], sobre a existência local e
global de soluções suaves para uma equação integro-diferencial semilinear fracionária impulsiva
com semigrupo não compacto.

Por outro lado, podemos destacar a teoria de controle que envolve trabalhos de alta qua-
lidade e que impactam positivamente diversas áreas das ciências. Com a expansão da teoria
do controle ao longo da década, motivou e atraiu inúmeros pesquisadores de áreas próximas,
que tornou a área mais robusta e de forma incontestável, por seus resultados de alto impacto e
relevância. Controlabilidade é um dos conceitos elementares da teoria matemática do controle e
também sabe-se que desempenha um papel fundamental no design de problemas de controle de
engenharia [5, 15, 67, 109, 117]. É possível encontrar muitos trabalhos de equações diferenciais
e integro-diferenciais que discutem a controlabilidade de soluções, como em [16, 69, 76, 117] e
suas referências.

Uma consequência natural da expansão do cálculo fracionário em diversas áreas e que per-
mite a investigação de novos resultados, é a criação de novas possíveis áreas, e consequências
importantes na comunidade científica. Nota-se que, ao longo dessas décadas, o crescente inte-
resse pelo cálculo fracionário, é interessante e importante, desde a inclinação pela investigação
na própria teoria, quanto pela utilização das ferramentas do cálculo fracionário, para resolver
problemas de outras áreas. Nesse sentido, inúmeros pesquisadores, notaram que, uma vez que
se tem em mãos a teoria do controle, em particular a controlabilidade, e uma base sólida do
cálculo fracionário, investigar soluções de equações diferenciais e integro-diferenciais fracioná-
rias com impulsos não instantâneos, evolutivos e abstratos, passou a ser atrativo e interessante,
uma vez que a ordem fracionária da equação, possibilita realizar uma análise mais detalhada
dos resultados [5, 24, 25, 49, 50, 76, 102, 103, 109, 110].
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Em 2011, Debbouche e Baleanu [24], apresentaram um estudo sobre o sistema de controle
integro-diferencial impulsivo não local dado por

𝑑𝛼𝑢(𝑡)
𝑑𝑡𝛼

+ 𝒜(𝑡, 𝑢(𝑡))𝑢(𝑡) = (𝐵𝜇)(𝑡) + 𝜑

(︃
𝑡, 𝑓(𝑡, 𝑢(𝛽(𝑡))),

∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠

)︃
,

𝑢(0) + ℎ(𝑢) = 𝑢0

Δ𝑢(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝑢(𝑡𝑖)),

onde 𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
denota a derivada fracionária de Riemann-Liouville, 𝑢 assume valores no espaço de

Banach 𝑋, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑎], 𝑢0 ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 e 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · 𝑡𝑚 < 𝑎. Seja
−𝒜(𝑡, .) um operador linear fechado definido em um domínio denso 𝐷(𝒜) de 𝑋 em 𝑋 tal que
𝐷(𝒜) é independente de 𝑡. Considere também que −𝒜(𝑡, .) gera um operador de evolução no
espaço de Banach 𝑋, um espaço de Banach de funções controle admissíveis com 𝑈 um espaço de
Banach e 𝐵 : 𝑈 → 𝑋 um operador linear limitado. As funções 𝑓 : 𝐽×𝑋𝑟 → 𝑋,𝑔 : Λ×𝑋𝑘 → 𝑋,
𝜑 : 𝐽 × 𝑋2 → 𝑋, ℎ : 𝑃𝐶(𝐽,𝑋) → 𝑋, 𝑢(𝛽) = 𝑢(𝛽1), · · · , 𝑢(𝛽𝑟), 𝑢(𝛾) = 𝑢(𝛾1), · · · , 𝑢(𝛾𝑘) e
𝛽𝑝, 𝛾𝑞 : 𝐽 → 𝐽 são dados onde 𝑝 = 1, 2, · · · , 𝑟 e 𝑞 = 1, 2, · · · , 𝑘. Considere 𝐽 = [0, 𝑎] e
Λ = {(𝑡, 𝑠) : 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎}. Esse trabalho, serviu como motivação para outros diversos
trabalhos na literatura.

Em 2015, Liu and Li [61], investigaram a controlabilidade aproximada de sistemas de con-
trole de evolução fracionária envolvendo derivadas fracionárias de Riemann-Liouville. Mais
recente, Kumar et al. [51], impondo condições necessárias e suficientes, investigaram o sistema
diferencial amortecido de estabilidade fracionária com impulso não instantâneo. Outros temas
interessantes sobre controlabilidade podem ser encontrados em [15, 16, 21, 30, 40, 47, 57, 61,
66, 67, 80, 81, 111, 112, 114, 115, 117].

Conforme discutido e apresentado até aqui, é notável o vasto número de artigos de extrema
importância e relevância publicados ao longo da década. No entanto, trabalhos envolvendo uma
família (𝛼, 𝜃)-resolvente de problemas de equações diferenciais e integro-diferenciais fracionárias
com impulsos ainda são restritos, muitas vezes por ser uma questão em aberto, ou pela área
ainda estar em construção.

Então, naturalmente surgem algumas questões, a saber:

1. Quais são os problemas, envolvendo uma família (𝛼, 𝜃)-resolvente de solução suave de
equações integro-diferenciais, que impedem discutir propriedades, como existência, unici-
dade e controlabilidade?

2. Sabendo quais problemas, então temos que responder quais condições devem ser impostas
para tentar obter tais resultados?

3. Os resultados obtidos, são importantes e relevantes ao ponto de contribuir significativa-
mente para a área?

Motivados pelas questões e trabalhos acima, até aqui abordados, pela restrição de trabalhos
na área e na busca por fornecer novos resultados, neste presente trabalho temos como objetivo
investigar propriedades qualitativas de uma classe de soluções suaves de um sistema de equações
integro-diferenciais fracionário com impulso no sentido da derivada fracionária de Caputo. A
fim de tornar claro o desenvolvimento e entendimento das principais contribuições do presente
trabalho, a seguir dividimos em duas etapas, a saber:
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Na primeira etapa e contribuição deste trabalho, vamos investigar a existência e unicidade
de uma classe de soluções suave por meio das condições necessárias e suficientes EC1-EC9 e
UC1-UC5 (ver Capítulo 3) da equação integro-diferencial fracionária impulsiva dada por⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐶𝒟𝛼
0+𝜃(𝑡) + 𝒜(𝑡, 𝜃(𝑡))𝜃(𝑡) = Φ(𝑡, 𝜃(𝑡)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑏], 𝑡 ̸= 𝑡𝑖

𝜃(0) + Ξ(𝜃) = 𝜃0
Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 < 𝑏

(1)
onde 𝐶𝒟𝛼

0+(·) é a derivada fracionária de Caputo de ordem 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑏], 𝒜 : [0, 𝑏]×Λ → Λ
é um operador fechado e linear, gerador de uma família (𝛼, 𝑢)-resolvente, 𝜃0 ∈ Λ (Λ é um espaço
de Banach), Φ : [0, 𝑏]×Λ → Λ, 𝑔 : Ω×Λ → Λ, Ξ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ)×Λ → Λ e Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝜃(𝑡+𝑖 )−𝜃(𝑡−𝑖 )
constitui uma condição de impulso. Neste trabalho, consideramos Ω = {(𝑡, 𝑠); 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}.

Em outras palavras, vamos discutir os seguintes resultados:
Teorema 1. Considere as condições EC1-EC6. Então, o problema não local impulsivo Eq.(1)
tem pelo menos uma solução suave.
Teorema 2. Suponha as condições EC1-EC2 e EC7-EC8. Então, a Eq.(1) tem pelo menos
uma solução suave se

lim
𝑛→∞

sup M𝛼
0
𝑟

(︃
𝜙(𝑟) + 𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝐺1𝜒(𝑟)

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 1 (2)

onde 𝜙(𝑟) = sup{‖Ξ(𝜃)‖, ‖𝑢‖< 𝑟}.
Teorema 3. Sejam 0 < 𝛼 < 1 e as condições EC1-EC9. Então, a Eq.(1) tem pelo menos uma
solução suave se

M𝛼
0

(︃
𝐿0 + 4

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠) + 2𝐺0𝑘3(𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

)︃
𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

)︃
< 1.

Teorema 4. Considere as condições EC1-EC9. Então, a equação Eq.(1) tem pelo menos uma
solução suave se Eq.(3.20) (ver Capítulo 3) e a seguinte condição é satisfeitas

M𝛼
0𝐿0 + lim

𝑛→∞

M𝛼
0
𝑟

(︃
𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜒(𝑟)𝐺1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 1. (3)

Teorema 5. Sejam 𝜃0 ∈ Λ e B𝑟 =
{︁
𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ); ‖𝜃‖≤ 𝑟

}︁
, com 𝑟 > 0. Suponha as

condições UC1-UC5. Então, Eq.(1) tem uma única solução suave.
Uma das questões que surgiu, após a discussão da primeira etapa (existência e unicidade),

foi a possibilidade de investigar a controlabilidade de soluções suaves e, nesta perspectiva, nos
perguntamos sobre as condições que deveriam ser consideradas e o que deveria ser modificado no
sistema Eq.(1). Então, notamos que era preciso adicionar um operador 𝐵 e a função controle 𝜇
no sistema Eq.(1), além das condições necessárias e suficientes CC1-CC5 (ver Capítulo 4), para
que se tornasse possível. Assim, na segunda etapa a contribuição deste trabalho foi investigar
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a controlabilidade de soluções suaves do sistema integro-diferencial fracionário com impulsos,
dado por⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐶𝒟𝛼
0+𝜃(𝑡) + 𝒜(𝑡, 𝜃(𝑡))𝜃(𝑡) = (𝐵𝜇)(𝑡) + Φ(𝑡, 𝜃(𝑡)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃(𝑠))𝑑𝑠,

𝜃(0) + Ξ(𝜃) = 𝜃0
Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 < 𝑏

(4)

onde a função controle 𝜇 pertence ao espaço de Banach 𝐿2(𝐽, 𝑈) de funções controle admissíveis
com 𝑈 um espaço de Banach e 𝐵 : 𝑈 → Λ um operador linear limitado.

Em outras palavras, investigamos o seguinte resultado:
Teorema 6. Suponha que o operador −𝒜(𝑡, 𝜃) gera uma família (𝛼, 𝜃)-resolvente com
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)‖ ≤ 𝑀𝑒−𝜎(𝑡−𝑠) para algumas constantes 𝑀,𝜎 > 0. Se as condições (CC1) - (CC6)
são satisfeitas, então o sistema integro-diferencial de controle fracionário com condição não local
e impulsiva (4) é controlável em 𝐽 .

Quando se investiga um determinado problema em cálculo fracionário, em particular envol-
vendo equações diferenciais fracionárias, é natural e se espera que, quando a ordem fracionária
do problema neste caso 𝛼, for um número inteiro, temos o caso clássico. Nesse trabalho, pode-
mos afirmar que todos os resultados obtidos, isto é, os Teorema 2 - Teorema 5 e o Teorema
6 , são válidos para o caso clássico. Além disso, podemos destacar uma vantagem importante
e relevante ao se discutir determinados problemas envolvendo a ordem fracionária, a liberdade
de escolha de 0 < 𝛼 ≤ 1, e o comportamento da solução suave, a medida que 𝛼 varia. Essa é
um das principais características em trabalhar com derivadas fracionárias. Isto é ainda mais
notável ao realizar uma aplicação real, pois por meio da análise gráfica o comportamento das
soluções suaves fica mais evidente, sendo possível comparar as soluções suaves geradas pelo
caso fracionário com a solução inteira.

O presente trabalho está organizado na seguinte forma: no Capítulo 1, vamos apresentar
uma estrutura (espaços de funções) com suas respectivas normas e alguns conceitos básicos
de integrais e derivadas fracionárias. Por outro lado, apresentamos conceitos fundamentais de
medida de não compacidade de Hausdorff e operador resolvente, bem como resultados de suma
importância na discussão dos principais resultados discutidos no Capítulo 3. No Capítulo 2, é
realizado um estudo amplo da derivada fracionária 𝜓-Hilfer, discutindo sua definição, relações
com outras derivadas fracionárias e resultados básicos e essenciais do cálculo fracionário. Por
fim, observações sobre uma ampla classe de casos particulares tanto no sentido de derivadas
fracionárias, como nos resultados discutidos, são apresentadas. No Capítulo 3, vamos apresentar
uma representação para a solução suave da Eq.(1) em termos de ℛ(𝛼,𝜃), chamada de família
(𝛼, 𝜃)-resolvente gerada por −𝒜(𝑡, 𝜃). Nesse sentido, vamos discutir a primeira contribuição
deste trabalho, ou seja, estabelecer condições necessárias e suficientes para obter a existência
de soluções suaves para a Eq.(1) no espaço de Banach. Além disso, como segunda contribuição,
vamos garantir a unicidade de soluções suaves para a Eq.(1). No Capítulo 4, apresentaremos
a equação integral que representa a solução suave para o sistema (4), condições para o estudo
da controlabilidade serão estabelecidas e em seguida provaremos nossa contribuição. Por fim,
conclusões e perspectivas futuras, fecham o trabalho.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo, vamos apresentar alguns conceitos e resultados fundamentais para discussão
das principais contribuições deste trabalho. Iniciamos com uma pequena abordagem de espaços
de funções 𝑝-integráveis, espaços das funções contínuas e absolutamente contínuas e o espaço das
funções contínuas por partes, bem como suas respectivas normas. Nesse sentido, apresentamos
resultados sobre a medida de não compacidade de Hausdorff e o operador resolvente, ambas
abordagens, são de suma importância para a discussão da solução suave de equações diferenciais
e integro-diferenciais fracionárias.

Sejam 𝑝 ∈ [1,∞) ⊂ R e 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R. O espaço das funções reais 𝑝-integráveis, no
sentido de Lebesgue, 𝐿𝑝(𝐽), munido de sua norma canônica, é dado por [88]

𝐿𝑝(𝐽) :=
{︃
𝑓 : 𝐽 → R;

∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 < ∞

}︃

e

‖𝑓‖𝑝=
(︃∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︃1/𝑝

,

respectivamente. O par (𝐿𝑝(𝐽), ‖𝑓‖𝑝) é um espaço de Banach.
Considere o espaço de Banach (E, ‖·‖), o intervalo 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R e 𝑛 ∈ N. O espaço das

funções contínuas e o espaço das funções continuamente diferenciáveis 𝑛-vezes:(︁
𝐶(𝐽,E) := {𝑓 : 𝐽 → E; 𝑓 : contínua} , ‖𝑓‖𝐶 := sup

𝑡∈𝐽
|𝑓(𝑡)|

)︁
e(︁

𝐶𝑛(𝐽,E) :=
{︁
𝑓 : 𝐽 → E; 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶(𝐽,E)

}︁
, ‖𝑓‖𝐶𝑛 := sup

𝑡∈𝐽
|𝑓 (𝑛)(𝑡)|

)︁
são espaços de Banach.

Seja 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R+ um intervalo, com 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞, então o espaço das funções 𝑛-vezes
absolutamente contínuas é dado por [88]

𝐴𝐶𝑛(𝐽,R) = 𝐴𝐶𝑛(𝐽) =
{︁
𝑓 : 𝐽 → R; 𝑓 (𝑛−1) ∈ 𝐴𝐶(𝐽)

}︁
.

Suponha E um espaço de Banach e 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑏 uma 𝑛-partição do intervalo
𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R. O espaço das funções contínuas por partes dado por

𝒫𝒞(𝐽,E) :=
{︃
𝑓 : 𝐽 → E; 𝑓(𝑡) seja contínua em 𝑡 ̸= 𝑡𝑘, contínua à esquerda
em 𝑡 = 𝑡𝑘 e exista o limite à direita, 𝑓(𝑡+𝑘 ), para 𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛.

}︃
,
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equipado com a norma ‖𝑓‖𝒫𝒞 = {sup‖𝑓(𝑡)‖; 𝑡 ∈ 𝐽} é um espaço de Banach.
Denota-se L ([0, 𝑏],Λ) o espaço das Λ - valores funções integráveis de Bochner em [0, 𝑏] com

a norma [116]
‖𝜃‖L =

∫︁ 𝑏

0
‖𝜃(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

Seja 𝐽 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R+ um intervalo, com 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞. O espaço ponderado 𝐶𝛾;𝜓(𝐽,R)
das funções 𝑓 sobre (𝑎, 𝑏] é definido por [88]

𝐶𝛾;𝜓(𝐽) =
{︁
𝑓 : (𝑎, 𝑏] → R;

(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾
𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐽)

}︁
, 0 6 𝛾 < 1

com a norma dada por

‖𝑓‖𝐶𝛾;𝜓(𝐽) =
⃦⃦⃦(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾
𝑓(𝑡)

⃦⃦⃦
𝐶(𝐽)

= max
𝑡∈𝐽

⃒⃒⃒(︁
𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)

)︁𝛾
𝑓(𝑡)

⃒⃒⃒
.

Quando 𝜓 é a função identidade (𝜓(𝑡) = 𝑡) e 𝐽 = [0, 𝑏], temos o espaço ponderado:

𝐶𝛾(𝐽) = {𝑓 : (0, 𝑏] → R; 𝑡𝛾𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐽)} , 0 6 𝛾 < 1.

O espaço ponderado 𝐶𝑛
𝛾;𝜓([𝑎, 𝑏],R) da função 𝑓 em (𝑎, 𝑏] é definida por

𝐶𝑛
𝛾;𝜓(𝐽) =

{︁
𝑓 : (𝑎, 𝑏] → R; 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛−1(𝐽), 𝑓 (𝑛)(𝑡) ∈ 𝐶𝛾;𝜓(𝐽)

}︁
, 0 6 𝛾 < 1

com a norma
‖𝑓‖𝐶𝑛

𝛾;𝜓(𝐽) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)

⃦⃦⃦
𝐶(𝐽)

+
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑛)

⃦⃦⃦
𝐶(𝛾;𝜓)(𝐽)

.

Para 𝑛 = 0 ⇒ 𝐶0
𝛾;𝜓(𝐽,R) = 𝐶𝛾;𝜓(𝐽,R). Ainda, 𝐶𝑛

𝛾,𝜓(𝐽) ⊂ 𝐴𝐶𝑛(𝐽). Para 0 6 𝛾1 < 𝛾2 < 1
implica 𝐶𝑛

𝛾1;𝜓(𝐽) ⊂ 𝐶𝑛
𝛾2;𝜓(𝐽).

1.1 Medida de não compacidade de Hausdorff e opera-
dor resolvente

Medidas de não compacidade e teoremas de ponto fixo são usados para estabelecer resultados
sobre a existência de soluções de equações diferenciais como apresentados em [11, 27, 85, 106].
Além disso, há notáveis trabalhos que envolvem medida de não compacidade e espaços de
Banach [28, 29, 33, 77, 85]. Nesta seção, vamos apresentar a definição de medida de não
compacidade de Hausdorff e alguns resultados de suma importância para a investigação da
primeira etapa deste trabalho, isto é, a garantia da existência de solução suave para a equação
integro-diferencial fracionária quase linear com impulsos e não local, dada pela Eq.(1) em
espaços de Banach. Nesse sentido, abordamos o conceito de família (𝛼, 𝜃)-resolvente, semigrupo
equicontínuo e o lema de Darbo-Sadovskii.

Definição 1.1. [12, 116] A medida de não compacidade de Hausdorff, denotada por 𝜇Ω(·) é
definida por

𝜇(B) = inf{𝑟 > 0,B pode ser coberto por um número finito de bolas com raio r}

para o conjunto limitado B em um espaço de Banach Ω.
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Lema 1.1. [12, 116] Sejam Ω um espaço de Banach real e B,E ⊆ Ω subconjuntos limitados.
Neste caso tem-se as seguintes propriedades:

1. B é pré-compacto se, e somente se, 𝜇Ω(B) = 0;

2. 𝜇Ω(B) = 𝜇Ω(B̄) = 𝜇Ω(con B), onde B̄ e B significam o fecho e a casca convexa de B,
respectivamente;

3. 𝜇Ω(B) ≤ 𝜇Ω(E), onde B ⊆ E;

4. 𝜇Ω(B + E) ≤ 𝜇Ω(B) + 𝜇Ω(E), onde B + E = {𝑥+ 𝑦;𝑥 ∈ B, 𝑦 ∈ E};

5. 𝜇Ω(B ∪ E) ≤ max{𝜇Ω(B), 𝜇Ω(E)};

6. 𝜇Ω(𝜆B) ≤ |𝜆| 𝜇Ω(B), para qualquer 𝜆 ∈ R;

7. Se a aplicação Θ : 𝐷(Θ) ⊂ Ω → Z é Lipschitz contínua com constante 𝑟, então 𝜇Z(ΘB) ≤
𝑟𝜇Ω(B) para qualquer subconjunto limitado B ⊆ 𝐷(Θ), onde Z é um espaço de Banach;

8. 𝜇Ω(B) = inf {𝑑Ω(B,E); Θ ⊆ Ω é pré-compacto} = inf {𝑑Ω(B,E); E ⊆ Ω tem valor finito},
onde 𝑑Ω(B,E) significa a distância de Hausdorff não simétrica (ou simétrica) entre B e
E em Ω;

9. {W𝑛}∞
𝑛=1 é uma sequência decrescente de subconjuntos não vazios fechados e limitados de

Ω e lim𝑛→∞ 𝜇Ω(W𝑛) = 0, então ⋂︀∞
𝑛=1 W𝑛 é não vazio e compacto em Ω.

A aplicação W ⊆ Ω → Ω é dita ser uma 𝜇Ω-contração se existe uma constante positiva
𝑟 < 1 tal que 𝜇Ω(Θ(B)) ≤ 𝑟𝜇Ω(B) para qualquer subconjunto fechado limitado B ⊆ W, onde
Ω é um espaço de Banach.

A seguir, apresentamos alguns resultados que englobam a medida de não compacidade que
são importantes no decorrer do trabalho.

Lema 1.2 (Darbo-Sadovskii). [12, 116] Se W ⊆ Ω é limitado fechado e convexo, a aplicação
contínua Θ : W → W é uma 𝜇Ω-contração, a aplicação Θ tem pelo menos um ponto fixo em W.

Teorema 1.1 (Ponto fixo de Schauder). Suponha que 𝐾 ⊂ 𝑋 é compacto e convexo, e admita
que 𝐴 : 𝐾 → 𝐾 é contínua. Então 𝐴 possui um ponto fixo.

Denotamos por 𝜇 a medida de não compacidade de Hausdorff de Λ e admita 𝜇𝑐 a medida
de não compacidade de Hausdorff de 𝒫𝒞([𝑎, 𝑏]; Λ).

Lema 1.3. [116] Se 𝑊 é limitado, então para cada 𝜖 > 0, existe uma sequência {𝜃𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ W,

tal que
𝜇(W) ≤ 2𝜇

(︁
{𝜃𝑛}∞

𝑛=1

)︁
+ 𝜀.

Lema 1.4. [12] Se W ⊆ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) é limitado, então 𝜇(W(𝑡)) ≤ 𝜇𝑐(W), para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏],
onde W(𝑡) = {𝜃(𝑘); 𝜃 ∈ W} ⊆ Λ. Além disso, se W é equicontínuo em [0, 𝑏], então 𝜇(W(𝑡)) é
contínuo em [𝑎, 𝑏] e 𝜇𝑐(W) = sup{𝜇(W(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}.

Lema 1.5. [35, 46, 116]. Se {𝜃𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝐿1([𝑎, 𝑏],Λ) é uniformemente integrável, então a função

𝜇({𝜃𝑛}∞
𝑛=1) é mensurável e

𝜇
(︂{︂∫︁ 𝑡

0
𝜃𝑛(𝑠)𝑑𝑠

}︂∞

𝑛=1

)︂
≤ 2

∫︁ 𝑡

0
𝜇 ({𝜃𝑛(𝑠)}∞

𝑛=1) 𝑑𝑠.
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Lema 1.6. [12, 116] Se W ⊆ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) é limitado e equicontínuo, então 𝜇(W(𝑡)) é contínua
e

𝜇
(︁ ∫︁ 𝑡

0
W(𝑠)𝑑𝑠

)︁
≤
∫︁ 𝑡

0
𝜇(W(𝑠))𝑑𝑠,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏], onde ∫︁ 𝑡

0
𝜇(W(𝑠))𝑑𝑠 =

{︁ ∫︁ 𝑡

0
𝜃(𝑠)𝑑𝑠; 𝜃 ∈ W

}︁
.

A importância do conceito de família de resolvente está intimamente ligada ao estudo de so-
luções para problemas envolvendo equações integro-diferenciais fracionárias, como apresentado
em [10, 32, 85]. Exibimos, de modo sucinto e objetivo, os principais conceitos e resultados que
conduzem ao entendimento de solução suave, bem como dos resultados discutidos no Capítulo
3.

Definição 1.2. [116] O 𝐶0-semigrupo 𝑈𝜃(𝑡, 𝑠) é dito ser equicontínuo se (𝑡, 𝑠) →
{︁
𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)𝜃(𝑠); 𝜃 ∈

B
}︁

é equicontínuo para 𝑡 > 0 para todo conjunto limitado B em Λ.

Lema 1.7. [116] Se a família de evolução
{︁
𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)

}︁
0≤𝑠≤𝑡≤𝑏

é equicontínuo e 𝜂 ∈ L ([𝑎, 𝑏],R+),

então o conjunto
{︁ ∫︁ 𝑡

0
𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)𝜃(𝑠)𝑑𝑠

}︁
, ‖𝜃(𝑠) ≤ 𝜂(𝑠)‖ para quase todo 𝑠 ∈ [0, 𝑏]

}︁
é equicontínuo

para 𝑡 ∈ [0, 𝑏].

Segue da referência [11] que para qualquer 𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏,Λ]) fixo, existe uma única função
contínua 𝑈𝜃 : [0, 𝑏] × [0, 𝑏] → 𝐵(Λ) definida em [0, 𝑏] × [0, 𝑏] tal que

𝑈𝜃(𝑡, 𝑠) = 𝐼 +
∫︁ 𝑡

𝑠
𝒜𝜃(𝑤)𝑈𝜃(𝑤, 𝑠)𝑑𝑤, (1.1)

onde B(Λ) denota o espaço de Banach de operadores lineares limitados de Λ em Λ com a norma
‖Θ‖= sup{‖Θ(𝜃)‖; ‖𝜃‖= 1} e 𝐼 representa o operador identidade em Λ, 𝒜𝜃 = 𝒜(𝑡, 𝜃(𝑏)), temos

𝑈𝜃(𝑡, 𝑡) = 𝐼, 𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)𝑈𝜃(𝑠, 𝑟) = 𝑈𝜃(𝑡, 𝑟), (𝑡, 𝑠, 𝑟) ∈ [0, 𝑏] × [0, 𝑏] × [0, 𝑏]
e

𝜕𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑡

= 𝒜𝜃(𝑡)𝑈𝜃(𝑡, 𝑠), para quase todo 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑏].

Agora considere a seguinte definição.

Definição 1.3. [23, 24] Seja −𝒜(𝑡, 𝜃) um operador fechado e linear com domínio 𝐷(𝒜) definido
sobre um espaço de Banach Λ e 𝛼 > 0. Seja 𝜌(𝒜(𝑡, 𝜃)) o conjunto resolvente de −𝒜(𝑡, 𝜃).
Chamamos −𝒜(𝑡, 𝜃) o gerador de uma família (𝛼, 𝜃)-resolvente se existe 𝑤 ≥ 0 e uma função
fortemente contínua ℛ(𝛼,𝜃) : R2

+ → L (Λ) tal que {𝜆𝛼 : 𝑅𝑒(𝜆) > 𝑤} ⊂ 𝜌(𝒜) e para
0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ ∞,(︁

𝜆𝛼𝐼 − 𝒜(𝑠, 𝜃)
)︁−1

𝑣 =
∫︁ ∞

0
𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠) 𝑣 𝑑𝑡, 𝑅𝑒(𝜆) > 𝑤, (𝜃, 𝑣) ∈ 𝑋2. (1.2)

Neste caso, ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠) é chamada a família (𝛼, 𝜃)-resolvente gerada por −𝒜(𝑡, 𝜃).
Notamos que o Lema 1.1, itens a) e b), é bem posto se, e somente se, −𝒜(𝑡, 𝜃) é o gerador da

família (𝛼, 𝜃)-resolvente e também observamos que ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠) pode ser extraído do operador de
evolução do gerador −𝒜(𝑡, 𝜃) e que a família (𝛼, 𝜃)-resolvente é semelhante à equação diferencial
não autônoma de evolução em um espaço de Banach.
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Capítulo 2

Derivada fracionária 𝜓-Hilfer

Ao longo dos últimos anos, o cálculo fracionário tem ganhado cada vez mais destaque na
comunidade científica, tanto pela solidez de sua teoria, quanto pelas inúmeras aplicações. No
entanto, muitos pesquisadores questionavam-se sobre como escolher e saber a melhor derivada
fracionária para fitar dados, isto é, modelar determinados fenômenos. Em 2017 Almeida [1],
considera a derivada fracionária de Caputo com respeito a outra função e investiga algumas
propriedades básicas e alguns exemplos são apresentados e discutidos por meio de gráficos. Uma
propriedade interessante, é que preserva as propriedades dos possíveis casos particulares. Como
pode ser notado (veja citações no google scholar), o trabalho foi bem recebido pela comunidade
científica. Foi então que em 2018 Sousa e Oliveira [89] introduziram a chamada derivada
fracionária 𝜓-Hilfer com o objetivo de unificar em uma única derivada fracionária uma ampla
classe de derivadas fracionárias que preservaria suas propriedades. Também como motivação
para a discussão dessa nova formulação de derivada fracionária, Sousa e Oliveira, basearam-se
na derivada fracionária de Hilfer que unifica as derivadas fracionárias de Riemman-Liouville e
Caputo, bem como no trabalho de Almeida em [1].

Desde as primeiras ideias apresentadas no trabalho sobre a derivada fracionária 𝜓-Hilfer [89],
tem recebido notória atenção por inúmeros pesquisadores de diversas áreas, de modo especial,
envolvendo equações diferenciais fracionárias. Atualmente, são mais de 1100 citações dessa
derivada relacionadas com estudos de existência e unicidade de soluções suaves, estabilidade e
controlabilidade. Embora muitos trabalhos vêm sendo investigados via derivada fracionária 𝜓-
Hilfer, em particular, as extensões para pseudo-operadores fracionários e derivadas fracionárias
de ordem variável [95, 99], ainda existem inúmeros problemas em aberto a ser discutidos.

Antes de iniciar a abordagem sobre a derivada fracionária 𝜓-Hilfer, vamos primeiramente
realizar uma abordagem de duas derivadas fracionárias consolidadas e com muita importância
na construção do cálculo fracionário, as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville e Caputo.

Definição 2.1. [48] Sejam (𝑎, 𝑏) (−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞) um intervalo finito ou infinito de R e
𝛼 > 0. Além disso, considere 𝜓(𝑡) uma função crescente e positiva em (𝑎, 𝑏], com 𝜓′(𝑡) contínua
em (𝑎, 𝑏). Assim, as integrais fracionárias da função 𝑓 com respeito a outra função 𝜓 em [𝑎, 𝑏]
à direita e à esquerda, respectivamente, são definidas por

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (2.1)

e
𝐼𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑥))𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (2.2)
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onde, em ambas as equações, Γ(·) é a função gama e 𝑓 ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏],R).

Em particular, para 𝜓(𝑥) = 𝑥 nas Eq.(2.1) e Eq.(2.2), temos a integral fracionária de
Riemann-Liouville à esquerda e à direita, como definidas a seguir.

Definição 2.2. [48] Seja (𝑎, 𝑏) (−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞) um intervalo finito ou infinito de R. As
integrais fracionárias de Riemann-Liouville à esquerda e à direita da função 𝑓 de ordem 𝛼, com
𝛼 > 0 são dadas, respectivamente, por

𝐼𝛼𝑎+𝑓(𝑥) = 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝑥− 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎 (2.3)

e
𝐼𝛼𝑏−𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥
(𝑡− 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏, (2.4)

onde Γ(·) é a função gama e 𝑓 ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏],R).

Note que se 𝑎 = 0, podemos escrever 𝐼𝛼𝑓(𝑡) = (𝑔𝛼 * 𝑓)(𝑡), onde

𝑔𝛼(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

Γ(𝛼)𝑥
𝛼−1 se 𝑥 > 0

0 se 𝑥 ≤ 0.
(2.5)

Denotamos por * a convolução de funções e lim𝛼→0 𝑔𝛼(𝑥) = 𝛿(𝑥) a função delta.
Ressaltamos que para cada escolha da função 𝜓(·), obtemos uma ampla classe de integrais

fracionárias como casos particulares das Eq.(2.1) e Eq.(2.2). A seguir apresentamos alguns
resultados clássicos envolvendo as integrais fracionárias das equações Eq.(2.1) e Eq.(2.2).

Lema 2.1. [48] Sejam 𝛼 > 0 e 𝛽 > 0. Então vale a propriedade de semigrupo dada por

1. 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝐼𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼+𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) .

2. 𝐼𝛼;𝜓
𝑏− 𝐼𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼+𝛽;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥).

Demonstração. 1. Segue da Definição 2.1 e do teorema de Fubini que

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

(︁
𝐼𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

)︁
= 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1

(︁
𝐼𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡)

)︁
𝑑𝑡

= 1
Γ(𝛼)

1
Γ(𝛽)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1

(︂∫︁ 𝑡

𝑎
𝜓′(𝜉)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜉))𝛽−1𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑡

= 1
Γ(𝛼)

1
Γ(𝛽)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝜉)𝑓(𝜉)

(︃∫︁ 𝑥

𝜉
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜉))𝛽−1 𝑑𝑡

)︃
𝑑𝜉.

Considerando 𝑄 =
∫︁ 𝑥

𝜉
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜉))𝛽−1 𝑑𝑡 e integrando-a por partes

com 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1, temos

𝑄 = 𝛼− 1
𝛽

∫︁ 𝑥

𝜉
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−2(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜉))𝛽𝑑𝑡.
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Integrando por partes (𝛼− 1) vezes, obtemos

𝑄 = Γ(𝛼)
𝛽(𝛽 + 1)...(𝛽 + (𝛼− 2))

∫︁ 𝑥

𝜉
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝜉))𝛽+(𝛼−2) 𝑑𝑡

= Γ(𝛼)Γ(𝛽)
Γ(𝛼 + 𝛽) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝜉))𝛼+𝛽−1.

Logo, temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

(︁
𝐼𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

)︁
= Γ(𝛼)Γ(𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)Γ(𝛼 + 𝛽)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝜉)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝜉))𝛼+𝛽−1𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

= 1
Γ(𝛼 + 𝛽)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝜉)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝜉))𝛼+𝛽−1𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

= 𝐼𝛼+𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥).

Analogamente, provamos o item 2.

Lema 2.2. [48] Sejam 𝛼 > 0 e 𝛿 > 0.

1. Se 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1, então

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)

Γ(𝛼 + 𝛿)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛼+𝛿−1.

2. Se 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛿−1, então

𝐼𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)

Γ(𝛼 + 𝛿)(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛼+𝛿−1.

Demonstração. 1. Considerando 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1 na Definição 2.1, obtemos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1 = 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿−1 𝑑𝑡.

Integrando por partes, sendo 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1 e 𝑑𝑣 = 𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿−1𝑑𝑡, temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝛼− 1

Γ(𝛼)𝛿

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−2(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿𝑑𝑡.

Repetindo a integração por partes, com a mudança de variável 𝑢 = (𝜓(𝑥) −𝜓(𝑡))𝛼−2, temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = (𝛼− 1)(𝛼− 2)

Γ(𝛼)𝛿(𝛿 + 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−3(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿+1 𝑑𝑡.

Integrando por partes, 𝛼− 1 vezes, obtemos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = Γ(𝛼)

Γ(𝛼)𝛿(𝛿 + 1)...(𝛿 + 𝛼− 2)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿+𝛼−2𝑑𝑡

= Γ(𝛿)
Γ(𝛿 + 𝛼) (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛿+𝛼−1 .

De maneira análoga provamos o item 2.
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Muitas outras propriedades das integrais fracionárias Eq.(2.1) e Eq.(2.2), podem ser encon-
tradas em [1, 89].

Vamos a seguir apresentar alguns tipos de derivadas fracionárias, e consequentemente, al-
guns resultados básicos.

Definição 2.3. [48] Sejam o intervalo [𝑎, 𝑏] com (−∞ ≤ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 ≤ ∞), 𝛼 > 0 e 𝑛 ∈ N.
Considere 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛(𝐽) e 𝜓′(𝑥) ̸= 0. Então as derivadas fracionárias 𝜓-Riemann-Liouville
à esquerda e à direita de uma função 𝑓 com respeito a uma função 𝜓 de ordem 𝛼 são definidas,
respectivamente, por

𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) =

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 1
Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (2.6)

e

𝒟𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) =

(︃
−1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥)

= 1
Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
−1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑏

𝑥
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑥))𝑛−𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (2.7)

onde 𝑛 = [𝛼] + 1.

Nos resultados que seguem usamos, frequentemente, as notações

𝑓
[𝑛]
𝜓+𝑓(𝑥) =

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥) e 𝑓

[𝑛]
𝜓−𝑓(𝑥) =

(︃
− 1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥),

onde 𝑑

𝑑𝑥
denota a derivada de primeira ordem e 𝜓′(𝑥) é a derivada de primeira ordem de uma

função crescente e positiva 𝜓(·), tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0 para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] com
(−∞ ≤ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 ≤ ∞).

Considere um caso particular da Definição 2.3 quando 𝜓(𝑥) = 𝑥. Neste caso, temos a
definição da derivada fracionária de Riemann-Liouville, como segue:

Definição 2.4. [48] Sejam (𝑎, 𝑏), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛(𝑎, 𝑏) e 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N0. As derivadas
fracionárias de Riemann-Liouville à esquerda e à direita da função 𝑓 de ordem 𝛼, são dadas,
respectivamente, por

𝒟𝛼
𝑎+𝑓(𝑥) =

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑥

𝑎
(𝑥− 𝑡)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (2.8)

e
𝒟𝛼
𝑏−𝑓(𝑥) = (−1)𝑛

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼
𝑏− 𝑓(𝑥) = (−1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑏

𝑥
(𝑡− 𝑥)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (2.9)

Definição 2.5. [1] Sejam 𝛼 > 0, 𝑛 ∈ N e [𝑎, 𝑏] o intervalo −∞ 6 𝑎 < 𝑏 6 ∞. Considere as
funções 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏], R) tal que 𝜓 é crescente e 𝜓′(𝑥) ̸= 0, para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. As derivadas
fracionárias 𝜓-Caputo à esquerda e à direita de 𝑓 de ordem 𝛼 são dadas, respectivamente, por

𝐶𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝑛−𝛼;𝜓

𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥) (2.10)
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e
𝐶𝒟𝛼;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑏−

(︃
− 1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥). (2.11)

onde 𝑛 = [𝛼] + 1 para 𝛼 /∈ N e 𝑛 = 𝛼 para 𝛼 ∈ N

Para 𝜓(𝑥) = 𝑥, obtemos as derivadas fracionárias de Caputo, as quais são definidas a seguir.

Definição 2.6. [48] As derivadas fracionárias de Caputo à esquerda e à direita da função
𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] de ordem 𝛼 > 0 são definidas, respectivamente, por

𝐶𝒟𝛼
𝑎+𝑓(𝑥) = 𝐼𝑛−𝛼

𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥) (2.12)

e
𝐶𝒟𝛼

𝑏−𝑓(𝑥) = 𝐼𝑛−𝛼
𝑏− (−1)𝑛

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥). (2.13)

A seguir, vamos apresentar uma derivada fracionária que é uma interpolação entre as deri-
vadas fracionárias de Caputo e Riemann-Liouville, denominada derivada fracionária de Hilfer.

Definição 2.7. [37] As derivadas fracionárias de Hilfer à esquerda e à direita de uma função
𝑓 ∈ 𝐶𝑛(𝑎, 𝑏) de ordem 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛 e tipo 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, são definidas, respectivamente, por

𝐷𝛼,𝛽
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼

𝛽(𝑛−𝛼)
𝑎+

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑎+ 𝑓(𝑥) (2.14)

e
𝐷𝛼,𝛽
𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼

𝛽(𝑛−𝛼)
𝑏−

(︃
− 𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑏− 𝑓(𝑥)

com 𝛽(𝑛− 𝛼) = 𝛾 − 𝛼.

Lema 2.3. [48] Sejam 𝛼 > 0 e 𝛿 > 0.

1. Se 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1, então

𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1.

2. Se 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛿−1, então

𝒟𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛼)(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛿−𝛼−1.

Agora apresentamos uma relação entre as derivadas fracionárias de 𝜓-Riemann-Liouville e
𝜓-Caputo.

Teorema 2.1. [1] Se 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] e 𝑎 > 0, então

𝐶𝐷𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+

[︁
𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
𝑓

[𝑘]
𝜓+𝑓(𝑎)

]︁
e

𝐶𝐷𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑏−

[︁
𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥)

)︁𝑘
𝑓

[𝑘]
𝜓+𝑓(𝑏)

]︁
.
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Motivado pelas derivadas fracionárias 𝜓-Caputo e 𝜓-Riemann-Liouville, bem como, resul-
tados pertinentes a continuidade e convergência do operador, vamos a seguir apresentar uma
discussão detalhada da derivada fracionária 𝜓-Hilfer.

Definição 2.8. [89] Sejam 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 com 𝑛 ∈ N, 𝐼 = [𝑎, 𝑏] um intervalo tal que
−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞ e 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛([𝑎, 𝑏],R) duas funções tal que 𝜓 é crescente e 𝜓′(𝑥) ̸= 0 para
todo 𝑥 ∈ 𝐼. As derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer (à esquerda e à direita) da função 𝑓 de ordem
𝛼 e tipo 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 são definidas por:

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼

𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) (2.15)

e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼
𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏−

(︃
− 1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥), (2.16)

respectivamente.

As derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer também podem ser escritas em termos da integral fraci-
onária com respeito a outra função e das derivadas fracionárias de Riemann-Liouville de uma
função com respeito a outra da seguinte forma:

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) e 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑏− 𝒟𝛾;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) (2.17)

com 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼).
De fato,

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼

𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼
𝑛−𝛼−𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥).

Além disso, para 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼) temos

𝑓
[𝑛]
𝜓+𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) e 𝑓

[𝑛]
𝜓−𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥). (2.18)

Com efeito, uma vez que(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) =

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥),

temos

lim
𝛼→𝑛−

𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= lim
𝛼→𝑛−

1
Γ(𝑛− 𝛾)

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))(𝑛−𝛾)−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
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Integrando por partes com 𝑢 = 𝑓(𝑡), 𝑑𝑣 = 𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))(𝑛−𝛾)−1, 𝑑𝑢 = 𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 e 𝑣 =(︁
𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡)

)︁𝑛−𝛾

𝑛− 𝛾
, obtemos

lim
𝛼→𝑛−

𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−

(︃
1

Γ(𝑛− 𝛼− 𝛽(𝑛− 𝛼) + 1)

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛)︃

×
[︂
𝑓(𝑎)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼−𝛽(𝑛−𝛼) +

∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓 ′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛼−𝛽(𝑛−𝛼)𝑑𝑡

]︂
=

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛 [︁
𝑓(𝑎) +

∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓 ′(𝑡) 𝑑𝑡

]︁
=

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑓(𝑥)

= 𝑓
[𝑛]
𝜓+𝑓(𝑥).

Analogamente provamos que

𝑓
[𝑛]
𝜓−𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥).

Algumas propriedades da derivada fracionária 𝜓-Hilfer são provados a seguir. Discutiremos
as provas dos respectivos resultados, apenas para a derivada fracionária 𝜓-Hilfer à direita, pois
os resultados para a derivada fracionária 𝜓-Hilfer à esquerda são análogos. Para obter suas
respectivas provas à esquerda, recomendamos o trabalho [89].

Propriedade 2.1 (Linearidade). [89] Considere 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 e 𝜆, 𝜇 ∈ R.
Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝛾,𝜓([𝑎, 𝑏],R) tais que existam 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(·) e 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑔(·). A derivada fracionária

𝜓-Hilfer é um operador linear, isto é,

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ [𝜆𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)] = 𝜆𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑡) + 𝜇𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑔(𝑡). (2.19)

Demonstração. Segue da definição da derivada fracionária 𝜓-Hilfer, da linearidade dos opera-
dores 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ (·) e da derivada de ordem inteira, a seguinte igualdade

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ [𝜆𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)] = 𝐼

𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ [𝜆𝑓(𝑡) + 𝜇𝑔(𝑡)]

= 𝐼
𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃ [︁
𝜆𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) + 𝜇𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑔(𝑡)

]︁
= 𝜆𝐼

𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡)

+ 𝜇𝐼
𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑔(𝑡)

= 𝜆𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) + 𝜇𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑡).
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Teorema 2.2. [89] Suponha que 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛+1[𝑎, 𝑏]. Então, para todo 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1
e 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼), temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) + 1

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(2.20)
e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑎) − 1

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)

∫︁ 𝑏

𝑥
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑥))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

(2.21)
Demonstração. Da Eq.(2.17), temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛾 − 𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼−1𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Fazendo integração por partes com 𝑢 = 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡), 𝑑𝑣 = 𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼−1 𝑑𝑡,

𝑑𝑢 = 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) e 𝑣 = −(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼

𝛾 − 𝛼
, obtemos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)

[︃
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑎) +
∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

]︃

= (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) + 1

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Dessa forma temos uma relação entre a derivada 𝜓-Hilfer e a derivada 𝜓-Riemann-Liouville,
que é o resultado desejado.
Proposição 2.1. [89] Sejam 𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶𝑛+1[𝑎, 𝑏]. Então, é válido que

i) lim𝛼→𝑛−
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓
[𝑛]
𝜓+𝑓(𝑥)

ii) lim𝛼→𝑛−
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝑓
[𝑛]
𝜓−𝑓(𝑥).

Demonstração. i) Usando o Teorema 2.2, a Eq.(2.18) e sabendo que 𝛾 = 𝛼+𝛽(𝑛−𝛼), obtemos

lim
𝛼→𝑛−

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = lim

𝛼→𝑛−

[︁(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

+ 1
Γ(𝛾 − 𝛼 + 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

]︁
= lim

𝛼→𝑛−

[︁(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛽(𝑛−𝛼)

Γ(𝛽(𝑛− 𝛼) + 1) 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

+ 1
𝛽(𝑛− 𝛼) + 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛽(𝑛−𝛼) 𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

]︁
= lim

𝛼→𝑛−

[︃
1

Γ(1)𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) + 1

Γ(1)

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑑

𝑑𝑡
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

]︃
= lim

𝛼→𝑛−

[︁
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) + 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) − 𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

]︁
= lim

𝛼→𝑛−
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝑓
[𝑛]
𝜓+𝑓(𝑥),
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que é o resultado desejado.
Analogamente, provamos o item ii).

Teorema 2.3. [89] As derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer são operadores limitados, para todo
𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛 e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, dados por

‖𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)‖𝐶𝛾,𝜓≤ 𝑘 ‖𝑓‖𝐶𝑛

𝛾,𝜓
e ‖𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥)‖𝐶𝛾,𝜓≤ 𝑘 ‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾,𝜓
,

onde 𝑘 = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼

Γ(𝑛− 𝛾 + 1)Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) e 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼).

Demonstração. Segue da definição de derivada fracionária de 𝜓-Riemann-Liouville (veja Defi-
nição 2.4) que,

‖𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 =

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃

1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐶𝛾,𝜓

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾
(︃

1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

⎮⎮⎮⎮⎮
= max

𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾 1

Γ(𝑛− 𝛾)

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛

×
∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛾−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

= 1
Γ(𝑛− 𝛾) max

𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮⎮∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛾−1(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝑓 [𝑛]

𝜓+𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
⎮⎮⎮⎮ .

Como ‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾,𝜓

= max𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝑓 [𝑛]
𝜓+𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎮⎮⎮, então

‖𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 = 1

Γ(𝑛− 𝛾) max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮ ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛾−1(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝑓 [𝑛]

𝜓+(𝑡) 𝑑𝑡
⎮⎮⎮

≤
‖𝑓‖𝐶𝑛

𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾) max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮ ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛾−1 𝑑𝑡

⎮⎮⎮.
Resolvendo a integral por substituição com 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡)), obtemos

‖𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 ≤

‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾 + 1) max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛾
⎮⎮⎮

≤
(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛾‖𝑓‖𝐶𝑛

𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾 + 1) ,

ou seja,

‖𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓≤

(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛾‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾;𝜓

Γ(𝑛− 𝛾 + 1) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝑛−𝛾−1. (2.22)

Considerando a Eq.(2.17) e a desigualdade
⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ ≤ ‖𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 ,
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obtemos

‖𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 = ‖𝐼𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮ 1
Γ(𝛾 − 𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼−1(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛾𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
⎮⎮⎮

≤ 1
Γ(𝛾 − 𝛼)‖𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾;𝜓 max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮ ∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−𝛼−1 𝑑𝑡

⎮⎮⎮.
Integrando por substituição com 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡)), obtemos

‖𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 ≤

‖𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾;𝜓

Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⎮⎮⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼
⎮⎮⎮⎮⎮.

Da Eq.(2.22) segue que

‖𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓‖𝐶𝛾,𝜓 ≤ (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝛼(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛾

Γ(𝛾 − 𝛼− 1) Γ(𝑛− 𝛾 + 1) ‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾,𝜓

= (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼

Γ(𝛾 − 𝛼− 1) Γ(𝑛− 𝛾 + 1)‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾,𝜓

= 𝑘‖𝑓‖𝐶𝑛
𝛾,𝜓
,

onde 𝑘 = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑎))𝑛−𝛼

Γ(𝑛− 𝛾 + 1)Γ(𝛾 − 𝛼 + 1) .
Logo, o operador derivada fracionária 𝜓-Hilfer é limitado.

Além disso, é possível estabelecer uma relação entre as derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer e
𝜓-Caputo. Para ver isto, considere as funções como seguem

𝑔(𝑥) = 𝐼
(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑎+ 𝑓(𝑥) e ℎ(𝑥) = 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑏− 𝑓(𝑥).

Pela definição da derivada de 𝜓-Hilfer com 𝜇 = 𝑛(1 − 𝛽) + 𝛽𝛼, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼

(𝑛−𝜇);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝑔(𝑥) e 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐼
(𝑛−𝜇);𝜓
𝑏−

(︃
− 1
𝜓′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
ℎ(𝑥).

Desse modo, são válidas as seguintes relações entre as derivadas 𝜓-Hilfer e 𝜓-Caputo:

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐶𝐷𝜇;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑥) = 𝐶𝐷𝜇;𝜓
𝑎+

[︁
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

]︁
(2.23)

e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐶𝐷𝜇;𝜓
𝑏− ℎ(𝑥) = 𝐶𝐷𝜇;𝜓

𝑏−

[︁
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥)

]︁
. (2.24)

A seguir, discutiremos uma relação entre as derivadas fracionárias 𝜓-Hilfer e a 𝜓-Riemann-
Liouville e a integral fracionária com respeito a outra função.



29

Teorema 2.4. [89] Sejam 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Se 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏], então

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝒟𝛼−𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑎+

[︃
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
(︁
𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+,𝑘𝑓(𝑎)

]︃
e

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝒟𝛼−𝛽(𝑛−𝛼);𝜓

𝑏−

[︃
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 1
𝑘! (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝑘 𝒟𝛾;𝜓

𝑏−,𝑘𝑓(𝑏)
]︃
,

onde 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑘 − 𝛼).

Demonstração. Considere 𝑔(𝑥) = 𝐼
(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) e 𝜇 = 𝑛 − 𝛽(𝑛 − 𝛼). Usando a Eq.(2.23) e

o Teorema 2.1, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐶𝐷𝜇;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑥) = 𝒟𝜇;𝜓
𝑎+

[︁
𝑔(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘!

(︂
𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)

)︁𝑘
𝑔𝑘𝜓(𝑎)

]︂

= 𝒟𝜇;𝜓
𝑎+

⎡⎣𝐼(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘! (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑘

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑘
𝐼

1−𝛽(𝑘−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

⎤⎦
= 𝒟𝜇;𝜓

𝑎+

[︃
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

1
𝑘! (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑘 𝒟𝛼;𝛽

𝑎+,𝑘𝑓(𝑎)
]︃
,

que é o resultado desejado.

Teorema 2.5. [89] Se 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏], 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛 e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, então

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

e

𝐼𝛼;𝜓
𝑏−

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥)
)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓− 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− 𝑓(𝑏),

onde 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼).

Demonstração. Pela definição da derivada fracionária de 𝜓-Hilfer e pelo Lema 2.1, temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+

(︁
𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
)︁

= 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 1
Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−1𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

= 1
Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−1

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

= 1
Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−1 𝑑

𝑑𝑡

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛−1

𝐼
(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Como 𝑓 [𝑛−1]
𝜓+ 𝑓(𝑡) =

(︃
1

𝜓′(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡

)︃𝑛−1

𝑓(𝑡), então

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 1

Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−1 𝑑

𝑑𝑡
𝑓

[𝑛−1]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.
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Resolvendo esta última integral por partes com 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−1,
𝑑𝑣 = 𝑑

𝑑𝑡
𝑓

[𝑛−1]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑑𝑢 = −𝜓′(𝑡)(𝛾 − 1)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−2 e

𝑣 = 𝑓
[𝑛−1]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡), temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = − 1

Γ(𝛾)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−1𝑓
[𝑛−1]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

+ 1
Γ(𝛾 − 1)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−2 𝑑

𝑑𝑡
𝑓

[𝑛−2]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Integrando, novamente, por partes com 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−2,
𝑑𝑣 = 𝑑

𝑑𝑡
𝑓

[𝑛−2]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑑𝑢 = −𝜓′(𝑡)(𝛾 − 2)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−3 𝑑𝑡 e

𝑣 = 𝑓
[𝑛−2]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡), obtemos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = − 1

Γ(𝛾)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−1𝑓
[𝑛−1]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

− 1
Γ(𝛾 − 1)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−2𝑓

[𝑛−2]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

+ 1
Γ(𝛾 − 2)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛾−3 𝑑

𝑑𝑡
𝑓

[𝑛−3]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

Integrando por partes 𝑛 vezes, temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾−(𝑘+1)

Γ(𝛾 − 𝑘) 𝑓
[𝑛−(𝑘+1)]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

+ 1
Γ(𝛾 − 𝑛)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑛−1𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

= −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) + 𝐼

(𝛾−𝑛);𝜓
𝑎+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥).

Observe que, 𝛾 − 𝑛 = 𝛼 + 𝛽(𝑛 − 𝛼) − 𝑛 e (1 − 𝛽)(𝑛 − 𝛼) = 𝑛 − 𝛼 − 𝛽𝑛 + 𝛽𝛼. Portanto,
𝛾 − 𝑛+ (1 − 𝛽)(𝑛− 𝛼) = 0.

Logo,

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎),

que é o resultado desejado.

Teorema 2.6. [89] Se 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏], 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Então,

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑥) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎)
)︁𝛾−𝑘

e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝑔(𝑥) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥)
)︁𝛾−𝑘

,
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onde 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(𝑛− 𝛼), 𝑐𝑘 = (𝑓 − 𝑔)𝜓[𝑛−𝑘]
+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ (𝑓 − 𝑔)(𝑎)

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) e

𝑑𝑘 = (𝑓 − 𝑔)𝜓[𝑛−𝑘]
− 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑏− (𝑓 − 𝑔)(𝑏)

Γ(𝛾 + 1 − 𝑘) .

Demonstração. (⇒) Seja 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑥). Isto resulta em
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) − 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑔(𝑥) = 0, o que implica em

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 0. (2.25)

Aplicando o operador integral em ambos os lados da Eq.(2.25), obtemos

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 0.

Usando o Teorema 2.5, temos

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) (𝑓 − 𝑔)𝜓[𝑛−𝑘]
+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ (𝑓 − 𝑔)(𝑎) = 0

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘Γ(𝛾 − 𝑘 + 1)
Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) (𝑓 − 𝑔)𝜓[𝑛−𝑘]

+ 𝐼
(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ (𝑓 − 𝑔)(𝑎).

Portanto, podemos escrever

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘.

(⇐) Agora aplicando o operador 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (·) em

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +∑︀𝑛
𝑘=1 𝑐𝑘((𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘, obtemos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+

[︃
𝑔(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘((𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘
]︃

= 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑔(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ ((𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘.

Usando a Eq.(2.32), concluímos que

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑔(𝑥).

Analogamente, prova-se que

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑔(𝑥) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥)
)︁𝛾−𝑘

,

que é o resultado desejado.

Lema 2.4. [89] Sejam 𝑛− 1 ≤ 𝛾 < 𝑛 e 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏]. Então,

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) = lim

𝑥→𝑎+
𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 0 e 𝐼𝛼;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑏) = lim
𝑥→𝑏−

𝐼𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(𝑥) = 0.
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Demonstração. Visto que 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏], temos que o operador 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ (·) é limitado. Consi-
dere 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] e assim, temos que (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘 é contínua em [𝑎, 𝑏].

Portanto, para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] e uma constante positiva 𝑀 temos

|(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾𝑓(𝑥)| < 𝑀 ⇒ |(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾| |𝑓(𝑥)| < 𝑀

⇒
⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾

⎮⎮⎮⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾
⎮⎮⎮⎮⎮⎮𝑓(𝑥)

⎮⎮⎮ < ⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾
⎮⎮⎮𝑀

⇒
⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾

⎮⎮⎮⎮⎮⎮𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ < ⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾

⎮⎮⎮𝑀.

Assim, para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] e uma constante positiva 𝑀 obtemos⎮⎮⎮𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ < ⎮⎮⎮(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾

⎮⎮⎮𝑀. (2.26)

Aplicando o operador integral 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(·) em ambos os lados da Eq.(2.26) e usando o Lema

2.2, temos ⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

⎮⎮⎮ <
⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))−𝛾
⎮⎮⎮𝑀

= 𝑀
⎮⎮⎮ Γ(1 − 𝛾)

Γ(𝛼 + 1 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛼+(1−𝛾)−1
⎮⎮⎮

= 𝑀

[︃
Γ(1 − 𝛾)

Γ(𝛼 + 1 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛼−𝛾
]︃
.

Sabendo que 𝛾 < 𝛼, 𝑀 Γ(1 − 𝛾)
Γ(𝛼 + 1 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛼−𝛾 −→ 0, quando 𝑥 −→ 𝑎+ e portanto,

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎) = lim

𝑥→𝑎+
𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 0.

A prova para o operador 𝐼𝛼;𝜓
𝑏− 𝑓(·) é análoga.

Teorema 2.7. [89] Sejam 𝑓 ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏], 𝛼 > 0 e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Então

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) e 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑏− 𝐼𝛼;𝜓

𝑏− = 𝑓(𝑥).

Demonstração. Pela definição de derivada fracionária de 𝜓-Hilfer, pelo Lema 2.1 e pela Eq.(2.17),
temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼
𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼
𝛽(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼
𝑛−𝛽(𝛼−𝑛);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼
(𝛾−𝛼);𝜓
𝑎+

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼
𝑛−(𝛾−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝐼
(𝛾−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝐷𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥),

onde 𝛾 − 𝛼 = 𝛽(𝑛− 𝛼).
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Usando o Teorema 2.5 e o Lema 2.4, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾−𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)

= 𝑓(𝑥) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑎)

= 𝑓(𝑥) −
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[𝑛−𝑘]
𝜓+

(︁
lim
𝑥→𝑎+

𝐼
(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

)︁
→ 0.

Logo,
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Assim, mostramos que o operador 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ (·) é um inverso à direita do operador 𝜓-Hilfer à

esquerda. Analogamente, mostra-se que o operador 𝐼𝛼;𝜓
𝑏− (·) é um inverso à direita do operador

𝜓-Hilfer à direita.

A seguir são apresentados alguns resultados sobre convergência uniforme e funções unifor-
memente contínuas.

Teorema 2.8. [89] Sejam 0 < 𝛼 < 1, 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um intervalo finito ou infinito e 𝜓 ∈ [𝑎, 𝑏]
uma função crescente tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐽 e 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏],R). Então, para todo
𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏], temos

‖𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥1) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥2)‖ ≤ 2 ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼 + 1) |𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑥2)|𝛼.

Demonstração. Usando a definição do operador fracionário 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ (·), Definição 2.1, considerando

𝑥1 < 𝑥2, sabendo que |𝑓(𝑡)|≤ ‖𝑓‖∞ e usando a hipótese de 𝜓 ser crescente, temos

‖𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥1) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥2)‖ =
⃦⃦⃦ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥1

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑡))𝛼−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

− 1
Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥2

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥1

𝑎
𝜓′(𝑡)

[︁
(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑡))𝛼−1 − (𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1

]︁
× 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥2

𝑥1
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥1

𝑎
𝜓′(𝑡)

[︁
(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑡))𝛼−1 − (𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1

]︁
× 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥2

𝑥1
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑡))𝛼−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦
≤ ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥1

𝑎

⎮⎮⎮𝜓′(𝑡)
[︁
(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑡))𝛼−1 − (𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1

]︁⎮⎮⎮ 𝑑𝑡
+‖𝑓‖∞

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥2

𝑥1

⎮⎮⎮𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑡))𝛼−1
⎮⎮⎮ 𝑑𝑡.



34

Resolvendo as integrais por partes, temos

‖𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥1) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥2)‖ = ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼 + 1)
(︁
(𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑎))𝛼 + (𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑥1))𝛼

−(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑎))𝛼
)︁

+ ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼 + 1)(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑥1))𝛼

= ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼 + 1)((𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑎))𝛼 + 2(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑥1))𝛼

−(𝜓(𝑥2) − 𝜓(𝑎))𝛼).

Portanto,
‖𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥1) − 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥2)‖ ≤ 2 ‖𝑓‖∞

Γ(𝛼 + 1) |𝜓(𝑥1) − 𝜓(𝑥2)|𝛼,

que é o resultado desejado.

Teorema 2.9. [89] Sejam 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um intervalo finito ou infinito e
𝜓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uma função crescente tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0,∀𝑥 ∈ 𝐽 . Suponha que

(︁
𝑓𝑛
)︁∞

𝑛=1
é uma

sequência uniformemente convergente de funções contínuas sobre [𝑎, 𝑏]. Então é possível trocar
a ordem do operador integral fracionário com o limite, isto é,

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥).

Em particular, a sequência de funções
(︁
𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓

)︁∞

𝑛=1
é uniformemente convergente.

Demonstração. Considere a função contínua 𝑓 sendo o limite da sequência
(︁
𝑓𝑛
)︁∞

𝑛=1
. Sendo 𝑓

contínua, sabendo que |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)|≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞, e usando a definição do operador 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ (·),

temos

⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ ≤ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞

Γ(𝛾)

∫︁ 𝑥

𝑎
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼−1 𝑑𝑡.

Realizando a seguinte mudança de variável 𝑢 = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡)) e 𝑑𝑢 = −𝜓(𝑡) 𝑑𝑡, temos
⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) − 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥)

⎮⎮⎮ ≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞

Γ(𝛾 + 1)

(︃
(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛼

𝛼

)︃
.

Portanto, obtemos⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ ≤ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼

Γ(𝛾 + 1) ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞. (2.27)

Por hipótese, sabemos que
(︁
𝑓𝑛
)︁∞

𝑛=1
é uma sequência uniformemente convergente. Disto e

aplicando o limite em ambos os lados da Eq.(2.27), temos

lim
𝑛→∞

⎮⎮⎮𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥)
⎮⎮⎮ ≤ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑡))𝛼

Γ(𝛾 + 1) lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞−→ 0.
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Isto implica em
lim
𝑛→∞

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) − 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 0.

Consequentemente, obtemos

lim
𝑛→∞

𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑛(𝑥) = 𝐼𝛼;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥),

que é o desejado.

Teorema 2.10. [89] Sejam 𝐽 = [0, 𝑏] um intervalo finito e 𝜓 ∈ [0, 𝑏] uma função crescente
tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽 . Além disso, considere 𝑓 : [0, 𝑏] −→ R uma função uniformemente
contínua. Se existe algum 0 < 𝛼 ≤ 1 tal que 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
𝐼𝛼;𝜓
𝑥0 |𝑓(𝑥)|= 0, então 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
𝑓(𝑥) = 0.

Demonstração. Suponha lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) ̸= 0. Então, existe uma sequência 𝑥𝑖, com 𝑖 ∈ N tal que

|𝑓(𝑥𝑖)| ≥ 𝜀, ∀ 𝜀 > 0 e ∀ 𝑥𝑖 ∈ [0, 𝑏]. (2.28)

Como 𝑓 é uniformemente contínua, então

|𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀

2 , ∀𝑥 ∈ [𝑥𝑖 − 𝛿, 𝑥𝑖 + 𝛿]. (2.29)

Usando as Eq.(2.28) e Eq.(2.29), temos

|𝑓(𝑥)| ≥ |𝑓(𝑥𝑖)| − |𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀

2 ∀ 𝑥 ∈ [𝑥𝑖 − 𝛿, 𝑥𝑖 + 𝛿]. (2.30)

Escrevendo a integral fracionária do valor absoluto de 𝑓 em [𝑥0, 𝑥𝑖], temos

𝐼𝛼;𝜓
𝑥0 |𝑓(𝑥𝑖)| = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖−1

𝑥0
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥𝑖) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 |𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖−𝛿

𝑥𝑖−1
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥𝑖) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 |𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−𝛿
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥𝑖) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 |𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡.

Note que |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜓′(𝑡) |𝑓(𝑡)|
(𝜓(𝑥𝑖) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 , ∀ 𝑡 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. Assim, usando a Eq.(2.30), obtemos

𝐼𝛼;𝜓
𝑥0 |𝑓(𝑥𝑖)| ≥ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖−1

𝑥0
𝜓′(𝑡)(𝜓(𝑥𝑖) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 |𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖−𝛿

𝑥𝑖−1
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−𝛿
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

≥ 𝜀𝛿

2Γ(𝛼) .

Sendo 𝜀𝛿

2Γ(𝛼) ̸= 0, não é possível obtermos 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

|𝑓(𝑥)| = 0. Portanto, por contradição, concluí-
mos a prova.

Teorema 2.11. [89] Seja 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
0+ 𝑓(𝑥) uma função uniformemente contínua em 𝐶1

1−𝛾;𝜓([0, 𝑏],R)
com 𝑥 ≥ 0. Se 𝑓(𝑥) → 𝑓(0) quando 𝑥 → ∞, então 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) → 0 quando 𝑥 → ∞.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.5, temos

𝐼𝛼;𝜓
0+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
0+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) −

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑥) − 𝜓(0))𝛾−𝑘

Γ(𝛾 − 𝑘 + 1) 𝑓
[1−𝑘]
𝜓+ 𝐼

(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
0+ 𝑓(0)

= 𝑓(𝑥) − (𝜓(𝑥) − 𝜓(0))𝛾−1

Γ(𝛾) 𝑓(0)𝐼(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
0+ (1)

= 𝑓(𝑥) − (𝜓(𝑥) − 𝜓(0))𝛾−1

Γ(𝛾) 𝑓(0)𝐼(1−𝛽)(𝑛−𝛼);𝜓
0+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(0))1−1

= 𝑓(𝑥) − (𝜓(𝑥) − 𝜓(0))𝛾−1

Γ(𝛾) 𝑓(0)Γ(1)(𝜓(𝑥) − 𝜓(0))(1−𝛽)(1−𝛼)

Γ(1 + (1 − 𝛽)(1 − 𝛼)) .

Sabendo que 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(1 − 𝛼) e que (1 − 𝛽)(1 − 𝛼) = 1 − 𝛼− 𝛽 + 𝛽𝛼, temos

𝐼𝛼;𝜓
0+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝜓(𝑥) − 𝜓(0))𝛼+𝛽(1−𝛼)−1

Γ(𝛾) 𝑓(0)(𝜓(𝑥) − 𝜓(0))1−𝛼−𝛽+𝛽𝛼

Γ(2 − 𝛾)

= 𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
Γ(𝛾)Γ(2 − 𝛾)

≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(0).
Ou seja,

𝐼𝛼;𝜓
0+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) − 𝑓(0). (2.31)

Tomando o limite nos dois membros da desigualdade (2.31), temos
lim
𝑛→∞

𝐼𝛼;𝜓
0+

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) ≤ lim

𝑛→∞
(𝑓(𝑥) − 𝑓(0)) = 0.

Logo, pelo Teorema 2.10, concluímos que
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) → 0 quando 𝑥 → ∞,

que é o resultado esperado.
Teorema 2.12. Sejam 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um intervalo finito ou infinito
e 𝜓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uma função crescente tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0,∀𝑥 ∈ 𝐽 . Suponha que

(︁
𝑓𝑘
)︁∞

𝑘=1
é uma

sequência uniformemente convergente de funções contínuas sobre [𝑎, 𝑏] e 𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘 existe para todo

𝑘. Além disso, suponha que
(︁
𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘

)︁∞

𝑘=1
converge uniformemente sobre [𝑎+𝜖, 𝑏],∀𝜖 > 0. Então,

para todo 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏], temos
lim
𝑘→∞

𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥) = 𝒟𝛼;𝜓

𝑎+ lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥).

Demonstração. Considere a derivada fracionária de 𝜓-Riemann-Liouville, Eq.(2.6), e admita
que a sequência

(︁
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘

)︁∞

𝑘=1
converge uniformemente (veja [89]) e

𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝑥) = lim

𝑘→∞
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥).

Além disso, por hipótese, 𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) é uniformemente convergente sobre [𝑎 + 𝜖, 𝑏],∀𝜖 > 0.

Então, temos

lim
𝑘→∞

𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥) = lim

𝑘→∞

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥) =

(︃
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︃𝑛
𝐼𝑛−𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝑥)

= 𝒟𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝑥),

que é o resultado desejado.
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Teorema 2.13. [89] Sejam 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 e 𝐽 = [𝑎, 𝑏] um intervalo
finito ou infinito e 𝜓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uma função crescente tal que 𝜓′(𝑥) ̸= 0,∀𝑥 ∈ 𝐽 . Suponha
que

(︁
𝑓𝑘
)︁∞

𝑘=1
é uma sequência convergente uniformemente de funções contínuas sobre [𝑎, 𝑏] e

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘 existe para todo 𝑘. Além disso, suponha que

(︁
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓𝑘
)︁∞

𝑘=1
converge uniformemente

sobre [𝑎+ 𝜖, 𝑏],∀𝜖 > 0. Então, para todo 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏], temos

lim
𝑘→∞

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥) = 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥).

Demonstração. Pela definição do operador fracionário 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (·), pela Eq.(2.17) e pelos Teo-

rema 2.9 e Teorema 2.12, temos

lim
𝑘→∞

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥) = lim

𝑘→∞
𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥)

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ lim

𝑘→∞
𝒟𝛾;𝜓
𝑎+ 𝑓𝑘(𝑥)

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝑥).

Assim, concluímos a prova.

Lema 2.5. [89] Dado 𝛿 > 0, considere as funções 𝑓(𝑥) = (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1 e
𝑔(𝑥) = (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛿−1, onde 𝛿 > 𝑛. Então, para 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛 e 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1

e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− 𝑓(𝑥) = Γ(𝛿)
Γ(𝛿 − 𝛼)(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝛿−𝛼−1.

Demonstração. Pela Definição 2.1 e pelos Lema 2.3 e Lema 2.2, temos
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓(𝑥) = 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ 𝒟𝛾;𝜓

𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−1

= 𝐼𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+

(︃
Γ(𝛿)

Γ(𝛿 − 𝛾) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1
)︃

= Γ(𝛿)
Γ(𝛿 − 𝛾)𝐼

𝛾−𝛼;𝜓
𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1

= Γ(𝛿)
Γ(𝛿 − 𝛾)

Γ(𝛿 − 𝛾)
Γ(𝛾 − 𝛼 + 𝛿 − 𝛾) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1

= Γ(𝛿)
Γ(𝛿 − 𝛼) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛿−𝛼−1 .

Observe que, em particular, dado 𝑛 ≤ 𝑘 ∈ N e 𝛿 > 𝑛, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑘 = 𝑘!

Γ(𝑘 + 1 − 𝛼)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑘−𝛼

e
𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝑘 = 𝑘!
Γ(𝑘 + 1 − 𝛼)(𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝑘−𝛼.
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Para o caso em que 𝑛 > 𝑘 ∈ N0, temos

𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝑘 = 0 e 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑏− (𝜓(𝑏) − 𝜓(𝑥))𝑘 = 0. (2.32)

Outros resultados sobre a derivada fracionária 𝜓-Hilfer podem ser encontrados em [91], em
particular uma generalização da regra de Leibniz.

É importante observar que a partir da particular escolha de 𝜓(·) e dos limites de 𝛽 → 1
e 𝛽 → 0, obtemos uma ampla classe de casos particulares de derivadas fracionárias existentes
na literatura. Alguns exemplos dessas escolhas, considerando a Eq.(2.15) são apresentados na
tabela a seguir:

Escolha para a função 𝜓(·) Escolha para 𝛽 Derivada fracionária resultante
𝜓(𝑥) = 𝑥𝜌 𝛽 → 0 Katugampola
𝜓(𝑥) = 𝑥𝜌 𝛽 → 1 Caputo-Katugampola
𝜓(𝑥) = ln 𝑥 𝛽 → 0 Hadamard
𝜓(𝑥) = ln 𝑥 𝛽 → 1 Caputo-Hadamard

Mais sobre estas e outras derivadas fracionárias como consequência da derivada fracionária
𝜓-Hilfer e das escolhas da função 𝜓 e dos limites de 𝛽 → 1 e 𝛽 → 0, veja as referências [74, 89].
Dessa maneira, os resultados discutidos neste capítulo, são válidos para seus respectivos casos
particulares [89].

Outros trabalhos envolvendo a derivada fracionária 𝜓-Hilfer de ordem variável e pseudo-
operadores, podem ser encontrados em [95, 99]. Finalizamos o Capítulo 2 com algumas consi-
derações importantes sobre a derivada fracionária 𝜓-Hilfer, reiteramos que ao longo do Capítulo
3 usamos a derivada fracionária de Caputo, caso particular da 𝜓-Hilfer, visto que esta escolha
é mais adequada para desenvolver os estudos que serão apresentados.
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Capítulo 3

Existência e unicidade

Neste capítulo, vamos discutir o primeiro resultado deste trabalho, ou seja, vamos impor
condições necessárias e suficientes para garantir a existência e unicidade de soluções suaves para
a equação integro-diferencial fracionária Eq.(1).

3.1 Equações integro-diferenciais fracionárias
Como discutido na introdução, a teoria de equações integro-diferenciais fracionárias, é de

fato uma área a qual inúmeros pesquisadores ao longo desses anos, vêm desenvolvendo sua
pesquisa, por diversos motivos, em particular, por proporcionar resultados mais gerais e permitir
discutir comportamento qualitativos de solução suaves, clássicas, fortes, dentre outras [86, 100,
105]. As referências citadas em [86, 100, 105] também merecem ser pesquisadas, uma vez que
contêm trabalhos relevantes da área. Por outro lado, a teoria de equações diferenciais impulsivas
também é bastante explorada para a compreensão de processos de evolução em biologia, de
controle ótimo e economia, entre outros, conforme apresentado em [85]. Também em [85],
Samuel e Balachandran definem por impulso, processos sujeitos à perturbações instantâneas,
de curto prazo, cuja duração é insignificante em comparação com a duração do processo. Muitos
estudos relevantes sobre equações diferenciais impulsivas já foram publicados como apresentado
em [8, 9, 19, 42, 52, 54, 55, 58, 59, 60] e suas respectivas referências.

Motivados pelos trabalhos da literatura (veja introdução), apresentamos nas seções que
seguem, a primeira parte das contribuições da nossa pesquisa. Na Seção 3.2, estabelecemos
condições para obter a existência de solução suave para a Eq.(1) e na Seção 3.3, estabelecemos
condições para obter a unicidade de solução suave para a Eq.(1). Para investigar tais resultados,
vamos utilizar as ferramentas de medida de não compacidade e os teoremas de ponto fixo de
Darbo-Sadovskii e de Schauder.

3.2 A existência de solução suave
O primeiro passo para investigar a existência de solução suave da Eq.(1), é apresentar uma

representação da solução da Eq.(1). Então, segue:
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Definição 3.1. [23, 24] Chamamos solução suave da Eq.(1) uma função 𝜃 ∈ 𝒫𝒞(𝐽,Λ) com
valores em Ω satisfazendo a equação integral

𝜃(𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜃)] +
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃) (𝑡, 𝑠) (𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡0)) (3.1)

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

𝑡 ∈ 𝐽 para todo 𝜃0 ∈ Λ e 0 < 𝛼 < 1.

Denotamos por

M𝛼
0 = sup{ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠); (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑏] × [0, 𝑏], 0 < 𝛼 < 1}

para todo 𝜃 ∈ Λ. Sem perda de generalidade, façamos 𝜃0 = 0.
Para investigar a existência de solução de uma determinada equação diferencial e integro-

diferencial é necessário impor certas condições, a fim de que se torne possível obter o resultado
desejado. Então, inicialmente, estabelecemos as seguintes condições:

EC1 : A família de evolução
{︁
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

}︁
0≤𝑠≤𝑡≤𝑏

é chamada a (𝛼, 𝜃)-resolvente gerada por
𝒜(𝑡, 𝜃(𝑡)) é equicontínua e

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
≤ M𝛼

0 para quase todo ponto (q.t.p.) 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑏]
e 0 < 𝛼 < 1.

EC2.1 : A função Ξ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) → Λ é contínua e compacta.

EC2.2 : Existe N0 > 0 tal que ‖Ξ(𝜃)‖ ≤ N0.

EC3.1 : A função não linear Φ : [0, 𝑏] × Λ → Λ satisfaz as condições tipo Carathéodory, isto é,
Φ(·, 𝜃) é mensurável para todo 𝜃 ∈ Λ e Φ(𝑡, ·) é contínua para q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏].

EC3.2 : Existe uma função 𝜉 ∈ L ([0, 𝑏];R+) tal que para cada 𝜃 ∈ Λ, temos

‖Φ (𝑡, 𝜃)‖ ≤ 𝜉(𝑡)(1 + ‖𝜃‖), q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏].

EC3.3 : Existe uma função 𝐾1 ∈ L ([0, 𝑏],R+) tal que, para cada subconjunto limitado 𝐷 ⊂ Λ,
temos

𝜇 (Φ (𝑡,𝐷)) ≤ 𝑘1(𝑡) 𝜇(𝐷), q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏]. (3.2)

EC4.1 : A função não linear 𝑔 : [0, 𝑏] × [0, 𝑏] × Λ → Λ satisfaz as condições tipo Carathéodory, isto
é, 𝑔(·, ·, 𝜃) é contínua q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏];

EC4.2 : Existem duas funções 𝛽1 ∈ L ([0, 𝑏],R+) e 𝛽2 ∈ L ([0, 𝑏],R+) tal que para cada 𝜃 ∈ Λ,
temos

‖𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃(𝑠))‖ ≤ 𝛽1(𝑡)𝛽2(𝑡)(1 + ‖𝜃(𝑠)‖), q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏]; (3.3)

EC4.3 : Existem funções 𝑘2, 𝑘3 ∈ L ([0, 𝑏],R+) tal que, para cada subconjunto limitado 𝐷 ⊂ Λ,
temos

𝜇(𝑔(𝑡, 𝑠,𝐷)) ≤ 𝑘2(𝑡)𝑘3(𝑡) 𝜇(𝐷), q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏]. (3.4)
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EC5.1 : O limite de
∫︁ 𝑡

0
𝑘2(𝑡)𝑑𝑠 é finito, 𝐺0.

EC5.2 : Para cada 𝑡 ∈ [0, 𝑏] existem constantes positivas N1 e N2, de modo que temos a equação
escalar

𝑚𝛼(𝑡) = M𝛼
0 N1 + M𝛼

0 N2

[︃
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(︁
𝜉(𝑡) + 𝐶0(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝛽2(𝑠)

)︁
(1 +𝑚(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

]︃
,

(3.5)
for 0 < 𝛼 < 1.

EC6 : 𝐼𝑖 : Λ → Λ é contínua. Existe uma constante 𝑑𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 tal que

‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))‖ ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. (3.6)

Para qualquer subconjunto limitado 𝐷 ⊂ Λ, existe uma constante 𝑙𝑖 > 0 tal que

𝜇(𝐼𝑖(𝐷)) ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 𝜇(𝐷), 𝑖 = 1, ..., 𝑛. (3.7)

Nesse sentido, a ideia de investigar a existência de solução suave para a Eq.(1), passa por
algumas modificações nas condições impostas, isto é, a priori, vamos considerar as condições
EC1-EC6 e discutir a existência de solução suave. Depois, vamos retirar as condições EC3-
EC4, e impor as condições EC7-EC8. Por fim, finalizamos a seção, impondo a condição EC9.
A partir dessas mudanças, ainda podemos garantir a existência de solução suave para a Eq.(1).

O primeiro resultado que vamos investigar, é o Teorema 3.1, a seguir, com algumas condições
conforme apresentadas anteriormente. Nesse sentido, os demais resultados que discutiremos
nesta seção, utilizamos as condições EC1-EC6 e impondo outras condições.

Teorema 3.1. Considere as condições EC1-EC6. Então, o problema não local impulsivo Eq.(1)
tem pelo menos uma solução suave.

Demonstração. Considere

𝑚𝛼(𝑡) = M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

(︃
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(︁
𝜉(𝑡) + 𝐶0(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝛽2(𝑠)

)︁
(1 +𝑚(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃

uma solução e seja 𝐶0 o limite finito de
∫︁ 𝑡

0
𝛽1(𝑠) 𝑑𝑠 para 𝑡 ∈ [0, 𝑏].

Considere a aplicação Θ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) → 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) definida por

(Θ𝜃)(𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜃)] +
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) (3.8)

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠,

para todo 𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) e W0 = {𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ), ‖𝜃(𝑡)‖≤ 𝑚𝛼(𝑡), para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]}.
Então, W0 ⊆ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) é limitado e convexo.
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Por outro lado, definimos W1 = 𝑐𝑜𝑛Θ(W0), onde 𝑐𝑜𝑣 denota o fecho da casca convexa em
𝒫𝒞([0, 𝑏], 𝑋) é limitado. Pelo Lema 1.7, usando as condições, W1 ⊆ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) é limitado,
fechado, convexo, não vazio e equicontínuo em [0, 𝑏].

Agora, para 𝜃 ∈ Θ(W0), temos

‖𝜃(𝑡)‖

=
⃦⃦⃦⃦
⃦− ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)Ξ(𝜃) +

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)Ξ(𝜃)

⃦⃦⃦
+

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦

+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑑𝑠

≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)

⃦⃦⃦
‖Ξ(𝜃)‖ +

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))‖

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠

≤ M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠+ M𝛼

0
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖.

Usando as condições EC2.1, EC2.2, EC3.2, EC4.2 e EC6, temos

‖𝜃(𝑡)‖

≤ M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝜉(𝑠)(1 + ‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

(𝑠− 𝑥)𝛼−1

Γ(𝛼) 𝛽1(𝑠)𝛽2(𝑠)(1 + ‖𝜃(𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑠+ M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

≤ M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝜉(𝑠)(1 +𝑚(𝑠))𝑑𝑠+ M𝛼

0𝐶0

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼) 𝛽2(𝑠)(1 + ‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

≤ M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝜉(𝑠)(1 +𝑚(𝑠))𝑑𝑠+ M𝛼

0𝐶0

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼) 𝛽2(𝑠)(1 +𝑚(𝑠))𝑑𝑠

+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

= M𝛼
0 N0 + M𝛼

0

(︃
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(︁
𝜉(𝑠) + 𝐶0(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝛽2(𝑠)

)︁
(1 +𝑚(𝑠))𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
= 𝑚𝛼(𝑡). (3.9)
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Segue que W1 ⊂ W0. Definimos W𝑛+1 = 𝑐𝑜𝑛 Θ(W𝑛), for 𝑛 = 1, 2, 3, .... Disto sabemos
que {W𝑛}∞

𝑛=1 é uma sequência decrescente de subconjuntos limitados, fechados, convexos e
equicontínuos em [0, 𝑏] e subconjuntos não vazios em 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).

Agora para 𝑛 ≥ 1 e 𝑡 ∈ [0, 𝑏], W𝑛(𝑡) e Θ(W𝑛(𝑡)) são subconjuntos limitados de Λ, portanto,
para qualquer 𝜀 > 0, existe uma sequência {𝜃𝑛}∞

𝑛=1 ⊆ W𝑛, usando os Lema 1.3, Lema 1.4,
Lema 1.5 e Lema 1.6, temos

𝜇 (W𝑛+1(𝑡))
= 𝜇 (Θ (W𝑛 (𝑡)))

= 𝜇

(︃
ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 0) Ξ({𝜃𝑘}∞

𝑘=1) +
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, {𝜃𝑘}∞

𝑘=1) + 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, {𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)𝑑𝑥
)︃
𝑑𝑠

)︃

≤ 2𝜇
(︂∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 𝑠)Φ(𝑠, {𝜃𝑘}∞

𝑘=1)𝑑𝑠
)︂

+ 2𝜇
(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞
𝑛=1)

)︃

+2𝜇
(︃∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
ℛ(𝛼,𝜃𝑘)(𝑡, 𝑠)

1
Γ(𝛼)(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, {𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)𝑑𝑥𝑑𝑠
)︃

+ 𝜀

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝜇 (Φ(𝑠, {𝜃𝑘}∞

𝑘=1)) 𝑑𝑠+ 8M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝜇 (𝑔(𝑠, 𝑥, {𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)) 𝑑𝑥𝑑𝑠

+4M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇 (𝐼𝑖({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞
𝑘=1)) + 𝜀. (3.10)

Disto, usando as condições EC3.3, EC4.3 e EC6, segue que

𝜇 (W𝑛+1(𝑡))
= 𝜇 (Θ (W𝑛 (𝑡)))

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇 ({𝜃𝑘}∞

𝑘=1) 𝑑𝑠+ 8M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑘2(𝑠)𝑘3(𝑥)𝜇 ({𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1) 𝑑𝑥𝑑𝑠

+4M𝛼
0

∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖𝜇 ({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞
𝑘=1) + 𝜀

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇 ({𝜃𝑘}∞

𝑘=1) 𝑑𝑠+ 8M𝛼
0𝐺0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)𝜇 ({𝜃𝑘(𝑠)}∞

𝑘=1) 𝑑𝑠

+4M𝛼
0

∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖𝜇 ({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞
𝑘=1) + 𝜀

≤ 4M𝛼
0

(︃∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇 (W𝑛(𝑠)) 𝑑𝑠+ 2𝐺0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)𝜇 (W𝑛(𝑠)) 𝑑𝑠+

∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖𝜇 (W𝑛(𝑡0))
)︃

+𝜀.

Sendo 𝜀 > 0 arbitrário, usando a desigualdade (3.10), temos

𝜇 (W𝑛+1(𝑡)) ≤ 4M𝛼
0

(︁ ∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇 (W𝑛(𝑠)) 𝑑𝑠+ 2𝐺0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠) (3.11)

× 𝜇 (W𝑛(𝑠)) 𝑑𝑠+
∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖𝜇 (W𝑛(𝑡𝑖))
)︁

(3.12)



44

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏] e 0 < 𝛼 ≤ 1. Pelo fato de W𝑛 ser decrescente para 𝑛, resulta em

H(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝜇(W𝑛(𝑡)) (3.13)

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]. Então, pelas desigualdades (3.11) e (3.13), temos

H(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝜇 (W𝑛(𝑡)) ≤ 4M𝛼
0

(︃∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠) + 2𝐺0𝑘3(𝑠)

Γ(𝛼)

)︃
H(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖H(𝑡𝑖)
)︃

(3.14)

para 𝑡 ∈ [0, 𝑏], o que implica em H(𝑡) = 0 para todo 𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑏].
Usando o Lema 1.4, temos lim𝑛→∞ 𝜇 (W𝑛(𝑡)) = 0. Por outro lado, pelo Lema 1.1, temos

W = ⋂︀∞
𝑛=1 𝑤𝑛 é convexo, compacto e não vazio em 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) e Θ(W) ⊂ W. Finalmente,

fazendo o uso do teorema do ponto fixo de Schauder, existe pelo menos uma solução 𝜃 do
problema de valor inicial dado pela Eq.(1), onde 𝜃 ∈ W é um ponto fixo da aplicação contínua
Θ.

A pergunta natural que surge é a seguinte: será possível obter a existência de solução para
a Eq.(1), excluindo algumas das condições EC1-EC6 e substituindo por outras? A princípio, a
resposta é sim. Então, vamos trocar as condições EC3-EC4, pelas seguintes condições:

1. EC7 : Existem a função 𝑝 ∈ L ([0, 𝑏],R+) e a função crescente 𝜑 : R+ → R+ tais que

‖𝑡, 𝜃)‖≤ 𝑝(𝑡)𝜑(‖𝜃‖)

q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏] e para todo 𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).

2. EC8 : Existem duas funções 𝑞 ∈ L ([0, 𝑏],R+) e 𝑞 ∈ L ([0, 𝑏],R+) e uma função crescente
𝜒 : R+ → R+ tais que

‖𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃)‖≤ 𝑞(𝑡)𝑞(𝑠)𝜒(‖𝜃‖),

q.t.p. 𝑡 ∈ [0, 𝑏] e para todo 𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ). Considere que o limite finito de
∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠

seja 𝐺1.

Teorema 3.2. Admita as condições EC1-EC2 e EC7-EC8. Então, a Eq.(1) tem pelo menos
uma solução suave se

lim
𝑛→∞

sup M𝛼
0
𝑟

(︁
𝜙(𝑟) + 𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝐺1𝜒(𝑟)

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖
)︁
< 1 (3.15)

onde 𝜙(𝑟) = sup{‖Ξ(𝜃)‖, ‖𝜃‖< 𝑟}.
Demonstração. A desigualdade (3.15) implica na existência de uma constante 𝑟 > 0 tal que

M𝛼
0

[︃
𝜙(𝑟) + 𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝐺1𝜒(𝑟)

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

]︃
< 𝑟. (3.16)

Agora, vamos considerar os seguintes conjuntos W0 = {𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ), ‖𝜃‖ ≤ 𝑟} e
W1 = 𝑐𝑜𝑛ΘW0. Então, para qualquer 𝜃 ∈ W1, e usando as condições EC1-EC2 e EC7-EC8,
obtemos

‖𝜃(𝑡)‖ ≤
⃦⃦⃦⃦
⃦− ℛ𝛼,𝜃(𝑡, 0)Ξ(𝜃) +

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
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≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)

⃦⃦⃦
‖Ξ(𝜃)‖ +

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
𝑅(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))‖

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔 (𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

≤ M𝛼
0𝜙(𝑟) + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝜑(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+ M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑞(𝑥)𝜒(‖𝜃(𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑠+ M𝛼

0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

≤ M𝛼
0𝜙(𝑟) + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝜑(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠+ M𝛼

0𝐺1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝜒(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

≤ M𝛼
0𝜙(𝑟) + M𝛼

0𝜑(𝑟)
∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ M𝛼

0𝐺1𝜒(𝑟)
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+ M𝛼

0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖.

Assim, temos

‖𝜃(𝑡)‖ ≤ M𝛼
0

[︃
𝜙(𝑟) + 𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝐺1𝜒(𝑟)

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

]︃
< 𝑟

para 𝑡 ∈ [0, 𝑏]. Isto significa que W1 ⊂ W2. Assim, concluímos a prova de maneira análoga ao
Teorema 3.1.

Agora vamos investigar a existência da solução suave para a função Ξ sendo Lipschitz, no
entanto 𝜑, 𝑔 e 𝐼𝑖 não são Lipschitz. Primeiro, admitimos a seguinte condição:

1. EC9 : A função Ξ é Lipschitz contínua em Λ, existe uma constante 𝐿0 > 0 tal que

‖Ξ(𝜃) − Ξ(𝜈)‖≤ 𝐿0‖𝜃 − 𝜈‖, 𝜃, 𝜈 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).

Teorema 3.3. Sejam 0 < 𝛼 < 1 e as condições EC1-EC9. Então, a Eq.(1) tem pelo menos
uma solução suave desde que

M𝛼
0

[︃
𝐿0 + 4

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠) + 2𝐺0𝑘3(𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)

)︃
𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

]︃
< 1.

Demonstração. Para a prova, consideramos a aplicação Θ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) → 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) defi-
nida por Θ = Θ1 + Θ2, onde

(Θ1𝜃)(𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) Ξ(𝜃)

e

(Θ2𝜃)(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)Φ

(︃
(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))
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para 𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).
Como na prova do Teorema 3.1, consideramos W0 = {𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ); ‖𝜃(𝑡)‖≤ 𝑚𝛼(𝑡),

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]} e seja W = con ΘW0. Então, pela prova do Teorema 3.1 sabemos que
W é um subconjunto limitado, fechado, convexo e equicontínuo de 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) e ΘW ⊂ W.
Provaremos que Θ é 𝜇𝑐-contração em W. Assim, poderemos usar o teorema de ponto fixo de
Darbo-Sadovskii para obter um ponto fixo de Θ em W, que é uma solução suave da Eq.(1).
Primeiro, para cada subconjunto limitado B ⊂ W, usando a condição EC9 e o Lema 1.1, temos

𝜇𝑐(Θ1B) = 𝜇𝑐
(︁
ℛ(𝛼,B)(𝑡, 0)Ξ(B)

)︁
≤ M𝛼

0 𝜇𝑐(Ξ(B))
≤ M𝛼

0𝐿0 𝜇𝑐(B). (3.17)
Para cada subconjunto limitado B ⊂ W, para 𝑡 ∈ [0, 𝑏] e todo 𝜀 > 0, existe a sequência

{𝜃𝑘}∞
𝑘=1 ⊂ B, tal que

𝜇 (Θ2(B(𝑡))) ≤ 2𝜇 ({Θ2 𝜃𝑘(𝑡)}∞
𝑛=1) + 𝜀.

Note que B e Θ2B são equicontínuos. Então, pelos Lemas 1.1, 1.3, 1.5, 1.6 e usando as
condições EC1-EC9, obtemos

𝜇 (Θ2 (B (𝑡)))

= 𝜇

(︃∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

)︃

≤ 2𝜇
(︂∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)Φ(𝑠, {𝜃𝑘(𝑠)}∞

𝑘=1)𝑑𝑠
)︂

+ 2𝜇
Γ(𝛼)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)(𝑥− 𝑠)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, {𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)𝑑𝑥𝑑𝑠
)︂

+2𝜇
⎛⎝ ∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞

𝑘=1)
⎞⎠

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝜇 (Φ(𝑠, {𝜃𝑘}∞

𝑘=1)) 𝑑𝑠+ 8M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝜇 (𝑔(𝑠, 𝑥, {𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)) 𝑑𝑥𝑑𝑠

+4M𝛼
0
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
𝜇 (𝐼𝑖({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞

𝑘=1))

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇({𝜃𝑘(𝑠)}∞

𝑘=1)𝑑𝑠+ 8M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑘2(𝑠)𝑘3(𝑥)𝜇({𝜃𝑘(𝑥)}∞

𝑘=1)𝑑𝑥𝑑𝑠

+4M𝛼
0
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
𝑙𝑖 𝜇({𝜃𝑘(𝑡𝑖)}∞

𝑘=1)

≤ 4M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇(B)𝑑𝑠+ 8M𝛼

0𝐺0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)𝜇(B)𝑑𝑠+ 4M𝛼

0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 𝜇(B) + 𝜀

≤ 4M𝛼
0

(︃∫︁ 𝑡

0
𝑘1(𝑠)𝜇(B)𝑑𝑠+ 2𝐺0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)𝜇(B)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 𝜇(B)
)︃

+ 𝜀. (3.18)

Sendo 𝜀 > 0 arbitrário e usando a desigualdade (3.18) acima (Note que,
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𝜇𝑐(W) = sup{𝜇(𝑤(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝑏]}), temos

𝜇𝑐(Θ2(B(𝑡))) ≤ 4M𝛼
0

[︃∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠) + 2𝐺0

Γ(𝛼)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

]︃
𝜇𝑐(B) (3.19)

para qualquer subconjunto limitado B ⊂ W.
Agora, para qualquer subconjunto B ⊂ W, usando o Lema 1.1 e as desigualdades (3.17) e

(3.19), temos

𝜇𝑐(ΘB) = 𝜇𝑐(Θ1B + Θ2B) ≤ 𝜇𝑐(Θ1B) + 𝜇𝑐(Θ2B)

≤ M𝛼
0𝐿0𝜇𝑐(B) + 4M𝛼

0

(︃∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠) + 2𝐺0

Γ(𝛼)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

)︃
𝜇𝑐(B)

= M𝛼
0

(︃
𝐿0 + 4

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑘1(𝑠)

2𝐺0

Γ(𝛼)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑘3(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

)︃
𝜇𝑐(B). (3.20)

Então, pela desigualdade (3.20), obtemos que Θ é uma 𝜇𝑐-contração em W. Portanto, pelo
Lema 1.2, existe um ponto fixo 𝜃 de Θ em W, o qual é uma solução da Eq.(1).

Por fim, o Teorema 3.4, a seguir, também tem como objetivo discutir a existência de solução
suave utilizando as condições EC1-EC9.

Teorema 3.4. Considere as condições EC1-EC9. Então, a Eq.(1) tem pelo menos uma solução
suave se a Eq.(3.20) e a condição a seguir são satisfeitas

M𝛼
0𝐿0 + lim

𝑛→∞

M𝛼
0
𝑟

(︃
𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜒(𝑟)𝐺1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 1. (3.21)

Demonstração. Usando a condição (3.21) e o fato que 𝐿0 < 1, existe uma constante 𝑟 > 0 tal
que

M𝛼
0

(︃
𝐿0𝑟 + ‖Ξ(0)‖+𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜒(𝑟)𝐺1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 𝑟.

Agora, consideramos W0 = {𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ), ‖𝜃(𝑡)‖≤ 𝑟, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]}. Então, para
cada 𝜃 ∈ W0 e usando a condição EC9, obtemos

‖Θ𝜃(𝑡)‖

≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)Ξ(𝜃)

⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

+
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)

⃦⃦⃦
‖Ξ(𝜃)‖ +

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠+

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))‖
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≤ M𝛼
0 ‖Ξ(𝜃) − Ξ(0) + Ξ(0)‖ + M𝛼

0

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝜑(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+ M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑞(𝑥)𝜒(‖𝜃(𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑠+ M𝛼

0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

≤ M𝛼
0

(︃
‖Ξ(𝜃) − Ξ(0)‖ + ‖Ξ(0)‖ +

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝜑(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑞(𝑥)𝜒(‖𝜃(𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃

≤ M𝛼
0

(︁
𝐿0 𝑟 + ‖Ξ(0)‖+

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝜑(‖𝜃(𝑠)‖)𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑞(𝑥)𝜒(‖𝜃(𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑠

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖
)︁

≤ M𝛼
0

(︃
𝐿0𝑟 + ‖Ξ(0)‖+𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)𝜒(𝑟)𝐺1

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
. (3.22)

Portanto,

‖Θ𝜃(𝑡)‖ ≤ M𝛼
0

(︃
𝐿0 𝑟 + ‖Ξ(0)‖+𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜒(𝑟)𝐺1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 𝑟,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]. Isto significa que ΘW0 ⊂ W0.
Defina W = con ΘW0. A prova acima, implica em ΘW ⊂ W. Assim, podemos finalizar a

prova deste Teorema de maneira análoga ao Teorema 3.3.

Uma das consequências diretas do cálculo fracionário, de modo particular à discussão de
equações diferenciais fracionárias, é verificar o caso especial 𝛼 = 1. Então, nesse sentido, vamos
apresentar os resultados para o caso inteiro, para a Eq.(1). Portanto, considerando o limite
𝛼 → 1 na Eq.(1), temos⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜃′(𝑡) + 𝐴(𝑡, 𝜃(𝑡))𝜃(𝑡) = Φ(𝑡, 𝜃(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑏], 𝑡 ̸= 𝑡𝑖,

𝜃(0) + Ξ(𝜃) = 𝜃0,
Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 < 𝑏.

(3.23)

Consequentemente, considerando o limite 𝛼 → 1 na Eq.(3.1), temos a solução suave da
Eq.(3.23), dada por

𝜃(𝑡) = 𝑈𝜃(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜃)] +
∫︁ 𝑡

0
𝑈𝜃(𝑡, 𝑠)

(︂
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) +

∫︁ 𝑠

0
𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
𝑈𝜃(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏.

Os resultados a seguir são consequências diretas dos resultados de existência já investigados
anteriormente. Desta maneira, omitimos suas respectivas provas.

Teorema 3.5. Suponha as condições EC1-EC6. Então, a Eq.(3.23) tem pelo menos uma
solução suave.
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Demonstração. A prova é consequência direta do Teorema 3.1.

Teorema 3.6. Considere as condições EC1-EC2 e as condições EC7-EC8. Então, a Eq.(3.23)
tem pelo menos uma solução suave se

lim
𝑟→∞

sup M0

𝑟

(︃
𝜙(𝑟) + 𝜑(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+𝐺1𝜒(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 1,

onde, 𝜙(𝑟) = sup{‖Ξ(𝜃)‖, ‖𝜃‖< 𝑟}.

Demonstração. A prova é consequência direta do Teorema 3.2.

Teorema 3.7. Considere as condições EC1-EC9. Logo, a Eq.(3.23) tem pelo menos uma
solução suave se

M0

(︃
𝐿0 + 4

∫︁ 𝑡

0
(𝑘1(𝑠) + 2𝐺0𝑘3(𝑠)) 𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

)︃
< 1.

Demonstração. A prova é consequência direta do Teorema 3.3.

Teorema 3.8. Suponha as condições EC1-EC9, então a Eq.(3.23) tem pelo menos uma solução
suave se Eq.(3.20) (com 𝛼 → 1) e a seguinte condição é satisfeita

M0𝐿0 + lim
𝑟→∞

M0

𝑟

(︃
𝜙(𝑟)

∫︁ 𝑡

0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜒(𝑟)𝐺1

∫︁ 𝑡

0
𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖

)︃
< 1.

Demonstração. A prova é consequência direta do Teorema 3.4.

Finalizamos a seção sobre existência de solução suave para a equação integro-diferencial
fracionária quase linear com condições impulsivas e não local dada pela Eq.(1), discutindo
algumas condições necessárias e suficientes. Discutimos o caso especial, isto é, quando 𝛼 = 1
(caso inteiro). Nesse sentido, a próxima seção, é destinada a investigar a unicidade de solução
suave para Eq.(1).

3.3 A unicidade de solução suave
Nesta seção, apresentamos o segundo principal resultado deste trabalho, ou seja, a unicidade

de solução suave para Eq.(1), utilizando o teorema do ponto fixo de Banach.
Para este propósito, é necessário, primeiramente, que condições sejam estabelecidas. Então,

considere:

1. UC1 : Φ : [0, 𝑏] × Λ → Λ é contínua e existem constantes 𝐹𝒜 > 0, e 𝐹0 > 0 tais que

‖Φ(𝑡, 𝜃) − Φ(𝑡, 𝜈)‖≤ 𝐹𝒜‖𝜃 − 𝜈‖, 𝜃, 𝜈 ∈ Λ e Θ0 = max
𝑡 ∈ [0,𝑏]

‖Φ(𝑡, 0)‖.

2. UC2 : 𝑔 : [0, 𝑏] × Ω → Λ é contínua e existem constantes H𝒜 > 0, e H0 > 0 tais que∫︁ 𝑡

0
‖𝑔(𝑡, 𝜃) − 𝑔(𝑡, 𝜈)‖𝑑𝑠 ≤ H𝒜‖𝜃 − 𝜈‖, 𝐹0 = max

𝑡 ∈ [0,𝑏]

{︁ ∫︁ 𝑡

0
‖𝑔(𝑡, 0)‖𝑑𝑠; 𝑡 ∈ [0, 𝑏]

}︁
.
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3. UC3 : ℎ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) → Ω é Lipschitz contínua em Λ e existe uma constante 𝐺𝒜 > 0,
tal que

‖Ξ(𝜃) − Ξ(𝜈)‖≤ 𝐺𝒜‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞, 𝜃, 𝜈 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).

4. UC4 : 𝐼𝑖 : Ω → Ω é contínua e existe uma constante 𝑙𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 tal que

‖𝐼𝑖(𝜃) − 𝐼𝑖(𝜈)‖≤ 𝑙𝑖‖𝜃 − 𝜈‖, 𝜃, 𝜈 ∈ Λ.

5. UC5 : Seja

𝜌 =
{︃
𝑘0𝑎𝑟 + 2𝑘0𝑎 (𝑟𝐺𝒜 + ‖𝑔(0)‖) + 𝑎M𝛼

0 Θ𝒜 + 𝑎
M𝛼

0
Γ(𝛼)𝐻𝐴 + 𝑘0𝑎𝑟

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 + M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

}︃

tal que 0 < 𝜌 < 1.
Além disso, existe uma constante 𝑘0 tal que para cada 𝜃, 𝑣 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) e 𝑦 ∈ Λ, temos

‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)𝑦 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)𝑦‖≤ 𝑘0 𝑎 ‖𝑦‖Λ ‖𝜃 − 𝑣‖𝒫𝒞,

for 0 < 𝛼 < 1.

Teorema 3.9. Sejam 𝜃0 ∈ Λ e B𝑟 =
{︁
𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ); ‖𝜃‖≤ 𝑟

}︁
, com 𝑟 > 0. Se as condições

UC1-UC5 são satisfeitas, então a Eq.(1) tem uma única solução suave.

Demonstração. Considere 𝜃0 ∈ Λ (fixado) e o operador Θ em 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ), dado por

(Θ𝜃)(𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜃)] +
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠.

Note que Θ : 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ) −→ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ). Além disso, temos

‖(Θ𝜃)(𝑡) − (Θ𝜈)(𝑡)‖

=
⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜃)] −

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜈(𝑡𝑖))

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)[𝜃0 − Ξ(𝜈)]

−
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜈(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜈(𝑥))𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
⃦⃦⃦(︁

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)
)︁
𝜃0

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)Ξ(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)Ξ(𝜃)

⃦⃦⃦
+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))𝑑𝑥

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑑𝑠

−
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜈(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝑥, (𝑥))𝑑𝑥

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑑𝑠
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+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦
−

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
𝑅(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜈(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦(︁
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)

)︁
𝜃0

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)Ξ(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)Ξ(𝜈)

⃦⃦⃦
+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
×
∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜈(𝑠))‖ 𝑑𝑠

− 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦ ∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜈(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦
−

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜈(𝑡𝑖))

⃦⃦⃦
. (3.24)

Usando ⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

⃦⃦⃦
≤ M𝛼

0 , ‖𝑔(𝜃)‖ ≤ 𝐺𝒜‖𝜃‖𝒫𝒞

e ⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)𝑦 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)𝑦

⃦⃦⃦
≤ 𝑘0 𝑎‖𝑦‖𝑋 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

com 𝑘0 constante, obtemos⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)

⃦⃦⃦
‖𝑔(𝜈)‖ +

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)

⃦⃦⃦
‖𝑔(𝜃)‖

≤ M𝛼
0 ‖𝑔(𝜈)‖ + M𝛼

0 ‖𝑔(𝜃)‖
≤ M𝛼

0 𝐺𝒜‖𝜃 − 𝑣‖. (3.25)

Por outro lado, obtemos⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

⃦⃦⃦
≤ 𝑘0 𝑎‖𝑔(𝜃)‖ ‖𝜃 − 𝜈‖
≤ 𝑘0 𝑎 𝐺𝒜‖𝜃‖(‖𝜃‖+‖𝜈‖) . (3.26)

Usando as Eq.(3.25) e Eq.(3.26), temos

M𝛼
0 𝐺𝒜 (‖𝜃‖ + ‖𝜈‖) ≤ 𝑎 𝑘0 𝐺𝒜 ‖𝜃‖ (‖𝜃‖ + ‖𝜈‖) .

Portanto, concluímos que⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈)

⃦⃦⃦
. (3.27)
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Agora, usando a desigualdade (3.27), podemos escrever⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈)

⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈) + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

+ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) + ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0)

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈)

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0)

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0)

⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈)

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈) − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃)

⃦⃦⃦
+2

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0)

⃦⃦⃦
≤ 2

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(𝜃) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(𝜈)

⃦⃦⃦
+ 2

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝑔(0) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 0)𝑔(0)

⃦⃦⃦
≤ 2𝑘0𝑎 ‖𝑔(𝜃)‖𝑋 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 + 2𝑘0𝑎 ‖𝑔(0)‖𝑋 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

≤ 2𝑘0𝑎𝐺𝒜 ‖𝜃‖𝒫𝒞 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 + 2𝑘0𝑎𝐺𝒜 ‖𝑔(0)‖𝑋 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

= 2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜‖𝜃‖+‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞.
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Agora, retornando à desigualdade (3.24), temos
‖(Θ𝜃)(𝑡) − (Θ𝜈)(𝑡)‖

≤ 𝑘0 𝑎 ‖𝜃‖ ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 + 2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜 ‖𝜃‖ + ‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
‖Θ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖𝑑𝑠 M𝛼

0
Γ(𝛼) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

−M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
‖Φ(𝑠, 𝜈(𝑠))‖𝑑𝑠 M𝛼

0
Γ(𝛼) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 ‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜈(𝑥))‖ 𝑑𝑥𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖) − ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))‖ +

∑︁
0<𝑡𝑖<𝑡

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜈)(𝑡, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(𝜈(𝑡𝑖))‖

≤ 𝑘0 𝑎 ‖𝜃‖ ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 + 2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜 ‖𝜃‖ + ‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
(‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) − Φ(𝑠, 0)‖+‖Φ(𝑠, 0)‖) 𝑑𝑠

+ M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 (‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜃(𝑥)) − 𝑔(𝑠, 0, 0)‖ + ‖𝑔(𝑠, 0, 0)‖) 𝑑𝑥𝑑𝑠

−M𝛼
0

∫︁ 𝑡

0
(‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) − Φ(𝑠, 0)‖+‖Φ(𝑠, 0)‖) 𝑑𝑠

− M𝛼
0

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝑥)𝛼−1 (‖𝑔(𝑠, 𝑥, 𝜈(𝑥)) − 𝑔(𝑠, 0, 0)‖ + ‖𝑔(𝑠, 0, 0)‖) 𝑑𝑥𝑑𝑠

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘0 𝑎‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 𝑙𝑖‖𝜃(𝑡𝑖)‖+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

≤ 𝑘0 𝑎‖𝜃‖ ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞+2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜‖𝜃‖+‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0 𝐹𝒜

∫︁ 𝑡

0
(‖𝜃(𝑠)‖−‖𝜈(𝑠)‖) 𝑑𝑠+ M𝛼

0
Γ(𝛼)H𝒜

∫︁ 𝑡

0
(‖𝜃‖−‖𝜈‖) 𝑑𝑠

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘0 𝑎‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 𝑙𝑖‖𝜃(𝑡𝑖)‖+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

≤ 𝑘0 𝑎‖𝜃‖ ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞+2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜‖𝜃‖+‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0 𝐹𝒜

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠) − 𝜈(𝑠)‖𝑑𝑠+ M𝛼

0
Γ(𝛼)H𝒜

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 𝑑𝑠

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘0 𝑎‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 𝑙𝑖‖𝜃(𝑡𝑖)‖+M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

≤ 𝑘0 𝑎 𝑟 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞+2𝑘0𝑎 (𝐺𝒜 𝑟 + ‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0 𝐹𝒜

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃 − 𝑣‖𝒫𝒞 𝑑𝑠+ M𝛼

0
Γ(𝛼)H𝒜

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃 − 𝑣‖𝒫𝒞 𝑑𝑠

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘0 𝑎‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 𝑙𝑖 𝑟 + M𝛼
0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

≤ 𝑘0 𝑎 𝑟 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞+2 𝑘0 𝑎 (𝐺𝒜 𝑟 + ‖𝑔(0)‖) ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+M𝛼
0 𝐹𝒜 𝑎 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞+ M𝛼

0
Γ(𝛼)H𝒜 𝑎 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

+𝑘0 𝑎 𝑟 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 + M𝛼
0 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖

=

⎡⎢⎣ 𝑘0 𝑎 𝑟 + 2𝑘0 𝑎 (𝐺𝒜 𝑟 + ‖𝑔(0)‖) + M𝛼
0 𝐹𝒜 𝑎

+ M𝛼
0

Γ(𝛼)H𝒜 𝑎+ 𝑘0 𝑎 𝑟
∑︀𝑛
𝑖=1 𝑙𝑖 + M𝛼

0
∑︀𝑛
𝑖=1 𝑙𝑖

⎤⎥⎦ ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞

= 𝜌 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞, 𝜃, 𝜈 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ).
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Desta desigualdade, segue que para qualquer 𝑡 ∈ [0, 𝑏], temos

‖(Θ𝜃)(𝑡) − (Θ𝜈)(𝑡)‖ ≤ 𝜌 ‖𝜃 − 𝜈‖𝒫𝒞 , com 𝜃, 𝜈 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ),

que é o resultado desejado.

Como apresentado na Seção 3.2, aqui também temos o caso especial, quando escolhemos
𝛼 = 1, dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.10. Sejam 𝜃0 ∈ Λ e B𝑟 = {𝜃 ∈ 𝒫𝒞([0, 𝑏],Λ); ‖𝜃‖≤ 𝑟}, 𝑟 > 0. Se as condições
UC1-UC5 são satisfeitas, então a Eq.(1) tem uma única solução suave.

Demonstração. A prova segue diretamente do Teorema 3.9.
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Capítulo 4

Controlabilidade

O conceito de controlabilidade foi introduzido pela primeira vez por Kalman no início dos
anos 1960 [43, 44, 45]. Algumas conclusões muito importantes sobre o comportamento de
sistemas dinâmicos lineares e não lineares são obtidas. No campo da tecnologia de engenharia,
existem muitos sistemas reais controlados com óbvio efeito de retardo, como o sistema de
suspensão ativa do veículo, o sistema dinâmico de combustão do motor de foguete e outros
sistemas mecânicos. O efeito de atraso leva à evolução do estado do sistema com o tempo, não
apenas dependendo do estado atual do sistema, mas também dependendo do estado do sistema
por um determinado período de tempo no passado.

Por outro lado, também podemos destacar que a controlabilidade desempenha um papel
importante na teoria e engenharia de controle, que pode ser categorizada em dois tipos: con-
trolabilidade exata e controlabilidade aproximada. Controlabilidade exata significa que sob
alguma entrada de controle admissível, um sistema pode ser direcionado de um estado inicial
para um estado final arbitrário, enquanto a controlabilidade aproximada permite direcionar o
sistema para uma pequena vizinhança arbitrária do estado final. Comparada com a controla-
bilidade exata, a controlabilidade aproximada é um conceito mais fraco, totalmente adequado
em aplicações. Nos últimos anos, muitos pesquisadores dedicam em estabelecer condições su-
ficientes para a existência e controlabilidade de equações de evolução fracionária e inclusões
[39, 62, 65, 83].

No Capítulo 3, sob determinadas condições, investigamos a existência e unicidade de so-
luções suaves para a equação integro-diferencial com impulsos dada pela Eq.(1). Visto que
o problema discutido na Eq.(1) possibilitava investigar a controlabilidade, neste capítulo de-
finimos uma função controle 𝜇, um operador 𝐵 e estabelecemos algumas condições a fim de
determinarmos a controlabilidade do sistema integro-diferencial fracionário apresentado pela
Eq.(4).

Primeiramente, vamos introduzir o conceito de solução suave para a Eq.(4).

Definição 4.1. Denominamos solução suave do sistema Eq.(4) uma função 𝜃 ∈ 𝒫𝒞(𝐽 ; Λ)
(𝐽 = [0, 𝑏]) com valores em Ω̄ ⊂ Λ satisfazendo a equação integral

𝜃𝜇(𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)[𝜃0 − ℎ(𝜃)] (4.1)

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

[︃
(𝐵𝜇)(𝑠) + Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) 𝑑𝜂

]︃
𝑑𝑠

para todo 𝑡 ∈ 𝐽 , para todo 𝜃0 ∈ Λ e controle admissível 𝜇 ∈ 𝐿2(𝐽, 𝑈), onde 𝑈 é um espaço de
Banach.
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Para provar o principal resultado deste capítulo, consideramos as seguintes condições:

CC1 : O operador linear limitado 𝑊 : 𝐿2(𝐽, 𝑈) → Λ definido por

𝑊𝜇 =
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)(𝐵𝜇)(𝑠) 𝑑𝑠,

tem um operador inverso induzido �̃�−1 que tem valores em 𝐿2(𝐽, 𝑈)/ker𝑊 e existem
constantes positivas 𝑀1 e 𝑀2 tais que ‖𝐵‖ ≤ 𝑀1 e ‖�̃�−1‖ ≤ 𝑀2.

CC2 : ℎ : 𝒫𝒞(𝐽 ; Ω̄) → 𝑌 ( 𝑌 é um espaço de Banach, denso e contínuo em Λ) é Lipschitz
contínuo em Λ e limitado em 𝑌 , isto é, existem constantes 𝑘1 > 0 e 𝑘2 > 0 tais que

‖ℎ(𝜃)‖𝑌 ≤ 𝑘1,

‖ℎ(𝜃) − ℎ(𝑣)‖𝑌 ≤ 𝑘2 max
𝑡∈𝐽

‖𝜃 − 𝑣‖𝒫𝒞, 𝜃, 𝑣 ∈ 𝒫𝒞(𝐽 ; Λ).

Para as condições (CC3) - (CC5), considere 𝑍 como ambos Λ e 𝑌 .

CC3 : 𝑔 : Ω × 𝑍 → 𝑍 é contínua e existem constantes 𝑘3 > 0 e 𝑘4 > 0 tais que

1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝑔(𝑡, 𝑠, 𝜃) − 𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑣)‖𝑍 𝑑𝑠 ≤ 𝑘3‖𝜃 − 𝑣‖𝑍 , 𝜃, 𝑣 ∈ 𝑍,

𝑘4 = max
{︂∫︁ 𝑡

0
‖𝑔(𝑡, 𝑠, 0)‖𝑍 𝑑𝑠; (𝑡, 𝑠) ∈ Ω

}︂
.

CC4 : 𝑓 : 𝐽 × 𝑍 → 𝑍 é contínua e existem constantes 𝑘5 > 0 e 𝑘6 > 0 tais que

‖Φ(𝑡, 𝜃) − Φ(𝑡, 𝑣)‖𝑍 ≤ 𝑘5‖𝜃 − 𝑣‖𝑍 , 𝜃, 𝑣 ∈ Λ,

𝑘6 = max
𝑡∈𝐽

‖Φ(𝑡, 0)‖𝑍 .

CC5 : 𝐼𝑖 : Λ → Λ são contínuas e existem constantes 𝑙𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 tais que

‖𝐼𝑖(𝜃) − 𝐼𝑖(𝑣)‖≤ 𝑙𝑖‖𝜃 − 𝑣‖, 𝜃, 𝑣 ∈ Λ.

Consideramos 𝑀0 = max‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡,𝑠)‖𝐵(𝑍), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 𝜃 ∈ Ω̄.

CC6 : Existem constantes positivas 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 ∈ (0, 𝛿/3] tais que

𝛿1 = 𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1𝛿2 = 𝑀0𝑀1𝑀2𝑏
(︁
‖𝜃1‖+𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜃 +𝑀0𝜉

)︁
e

𝛿3 = 𝑀0𝜃 +𝑀0𝜉,

onde 𝜉 = ∑︀𝑚
𝑖=1(𝑙𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖).

Definição 4.2. O sistema fracionário Eq.(4) é controlável no intervalo 𝐽 = [0, 𝑏] se, para todo
𝜃0, 𝜃1 ∈ Λ, existe um controle 𝜇 ∈ 𝐿2(𝐽, 𝑈), tal que a solução suave 𝜃(·) de Eq.(4) correspondente
a 𝜇, verifica: 𝜃(0) + ℎ(𝜃) = 𝜃0, Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 e 𝜃𝜇(𝑏) = 𝜃1.
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Lema 4.1. Seja ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡,𝑠) a família (𝛼, 𝜃)-resolvente do problema fracionário Eq.(4). Existe
uma constante 𝑘 > 0 tal que

‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)𝜔 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)𝜔‖≤ 𝑘‖𝜔‖𝑌
∫︁ 𝑡

𝑠
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑑𝜏,

para todo 𝜃, 𝑣 ∈ 𝒫𝒞(𝐽 ; Λ) com valores em Ω̄ e todo 𝜔 ∈ 𝑌 .

Demonstração. Ver [75].

Lema 4.2. Seja 𝜙(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) 𝑑𝜂

)︃
𝑑𝑠, com 𝑡 ∈ 𝐽 e

Φ(·, ·) e 𝑔 conforme as condições da Eq.(4). Então, ‖𝜙(𝑡)‖ ≤ 𝜃.

Demonstração. De fato, temos

‖𝜙(𝑡)‖

=
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 𝑡

0

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) 𝑑𝜂

)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

=
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 𝑡

0

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1 (𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) 𝑑𝜂 − 𝑔(𝑠, 𝜂, 0) + 𝑔(𝑠, 𝜂, 0))

+Φ(𝑠, 0) − Φ(𝑠, 0)
)︃
𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
∫︁ 𝑡

0

(︃
‖Φ(𝑠, 𝜂(𝑠)) − Φ(𝑠, 0)‖+‖Φ(𝑠, 0)‖+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) − 𝑔(𝑠, 𝜂, 0)‖ 𝑑𝜂

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜂, 0)‖ 𝑑𝜂

)︃
𝑑𝑠.

Usando (CC3) e (CC4), obtemos

‖𝜑(𝑡)‖ ≤
∫︁ 𝑡

0
(𝑘5‖𝜃(𝑠)‖+𝑘6 + 𝑘3‖𝜃(𝑠)‖+𝑘4) 𝑑𝑠

= 𝑘5

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠)‖ 𝑑𝑠+ 𝑘6

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠+ 𝑘3

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠)‖ 𝑑𝑠+ 𝑘4

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑠

≤ 𝑘5

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠)‖ 𝑑𝑠+ 𝑘6𝑏+ 𝑘4𝑏+ 𝑘3

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠)‖ 𝑑𝑠,

o que conclui a prova.
Teorema 4.1. Suponha que o operador −𝒜(𝑡, 𝜃) gera uma família (𝛼, 𝜃)-resolvente com
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)‖≤ 𝑀𝑒−𝜎(𝑡−𝑠) para alguma constante 𝑀 e 𝜎 > 0. Se as condições (CC1) - (CC6)
são satisfeitas, então a equação integro-diferencial de controle fracionária com condição não
local e condição impulsiva Eq.(4) é controlável em 𝐽 .

Demonstração. Usando a condição (CC1), para uma função arbitrária 𝜃(·), definimos o controle

𝜇(𝑡) = �̃�−1
[︁
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)𝜃0 + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)ℎ(𝜃)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜂)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜂, 𝜃(𝜂)) 𝑑𝜂

)︃
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))
]︁
(𝑡).
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Seja 𝑆𝛿 = {𝜃 : 𝜃 ∈ 𝒫𝒞(𝐽,Λ), 𝜃(0) + Ξ(𝜃) = 𝜃0, Δ𝜃(𝑡𝑖) = 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)), ‖𝜃‖= 𝛿}, para 𝑡 ∈ 𝐽,
𝛿 > 0, 𝜃0 ∈ Λ e 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Definimos operador 𝑄 : 𝑆𝛿 → 𝑆𝛿 por

(𝑄𝜃𝜇) (𝑡) = ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝜃0 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)ℎ(𝜃)

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝜂) 𝐵�̃�−1

[︁
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)𝜃0 + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)ℎ(𝜃)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︃
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))
]︁
(𝜂) 𝑑𝜂

+
∫︁ 𝑡

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)).

Usando este controlador, devemos ter que o operador 𝑄 tem um ponto fixo, o qual é uma
solução da Eq.(1.2).

Claramente 𝑄𝜃𝜇(𝑏) = 𝜃1, o que significa que o controle 𝜇 direciona uma solução da Eq.(4)
do estado inicial 𝜃0 para o estado final 𝜃1 no tempo 𝑏, desde que possamos obter um ponto fixo
do operador não linear 𝑄.

Agora mostramos 𝑄 mapeia 𝑆𝛿 em si mesmo.

‖(𝑄𝜃𝜇) (𝑡)‖ ≤ ‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝜃0‖+‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)ℎ(𝜃)‖

+
∫︁ 𝑡

0
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝜂)‖ ‖𝐵�̃�−1‖

[︁
‖𝜃1‖+‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)𝜃0‖+‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)ℎ(𝜃)‖

+
∫︁ 𝑏

0
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︁
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1

(︁
‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︁)︁
+

𝑚∑︁
𝑖=1

‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑡𝑖)‖‖{𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)‖+‖𝐼𝑖(0)‖}
]︁
𝑑𝜂

+
∫︁ 𝑡

0
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)‖

(︁
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

+
∑︁

0<𝑡𝑖<𝑡
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)‖

{︁
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)‖+‖𝐼𝑖(0)‖

}︁
.
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Usando as condições (CC1), (CC2), (CC5), (CC6) e o Lema 4.2, temos

‖(𝑄𝜃𝜇) (𝑡)‖ ≤ 𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +
∫︁ 𝑡

0
𝑀0𝑀1𝑀2

[︃
‖𝜃1‖+𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝐾1

+
∫︁ 𝑏

0
𝑀0

(︁
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

+ 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖)
]︃
𝑑𝜂

+ 𝑀0

∫︁ 𝑡

0

(︁
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

+ 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖)

≤ 𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝑀1𝑀2

∫︁ 𝑡

0

[︃
‖𝜃1‖+𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏

+ 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖)
]︃
𝑑𝜂 +𝑀0𝜏 +𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖)

= 𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝑀1𝑀2

∫︁ 𝑡

0

[︃
‖𝜃1‖+𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 +𝑀0𝜉

]︃
𝑑𝜂

+ 𝑀0𝜏 +𝑀0𝜉

≤ 𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝑀1𝑀2 𝑏 (‖𝜃1‖+𝑀0‖𝜃0‖+𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 +𝑀0𝜉)
+𝑀0𝜏 +𝑀0𝜉,

onde 𝜉 = ∑︀𝑚
𝑖=1 (𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖).

Pela condição (CC6), obtemos ‖(𝑄𝜃𝜇) (𝑡)‖≤ 𝛿. Assim, o operador 𝑄 mapeia 𝑆𝛿 em si
mesmo.

Agora para 𝜃, 𝑣 ∈ 𝑆𝛿, temos

‖(𝑄𝜃𝜇) (𝑡) − (𝑄𝑣𝜇) (𝑡)‖≤ 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4, (4.2)
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onde
𝐼1 = ‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)𝜃0 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0)𝜃0‖+‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0)ℎ(𝜃) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0)ℎ(𝑣)‖,

𝐼2 =
∫︁ 𝑡

0

{︃⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝜂) 𝐵�̃�−1

[︃
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) ℎ(𝜃)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) 𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))
]︃

− ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝜂) 𝐵�̃�−1
[︃
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) ℎ(𝑣)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) 𝑑𝑠+ 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))
]︃⃦⃦⃦⃦
⃦
}︃
,

𝐼3 =
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︃

− ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)
(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁⃦⃦⃦⃦⃦ 𝑑𝑠
e

𝐼4 =
𝑚∑︁
𝑖=1

‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))‖.

Aplicando o Lema 4.1 e a condição (CC2), temos
𝐼1 ≤ ‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) 𝜃0 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0) 𝜃0‖+‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 0) ℎ(𝜃) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0) ℎ(𝑣)‖

+ ‖ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0) ℎ(𝜃) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0) ℎ(𝑣)‖

≤ 𝑘 ‖𝜃0‖𝑌
∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖𝑑𝜏 + 𝑘‖ℎ(𝜃)‖

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖𝑑𝜏

+ ‖ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 0)‖ ‖ℎ(𝜃) − ℎ(𝑣)‖
≤ 𝑘 ‖𝜃0‖ max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑎+ 𝑘 𝑎 𝑘1 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖+𝑀0 𝑘2 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

= (𝑘 ‖𝜃0‖ 𝑎+ 𝑘 𝑎 𝑘1 +𝑀0 𝑘2) max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖. (4.3)

Sejam 𝐴(𝜃) e �̃�(𝑣) dados por
𝐴(𝜃) = 𝜃1 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0) ℎ(𝜃)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

e
�̃�(𝑣) = 𝜃1 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) ℎ(𝑣)

−
∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖)).
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Usando o Lema 4.1 e a condição (CC1), obtemos

𝐼2 ≤
∫︁ 𝑡

0
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝜂)𝐵�̃�−1𝐴(𝜃) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝜂)𝐵�̃�−1𝐴(𝑣)‖ 𝑑𝜂

≤ ‖𝐵‖‖�̃�−1‖ 𝐾 2 max
{︁
‖𝐴(𝜃), �̃�(𝑣)‖

}︁ ∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑑𝜏

≤ 𝑀1𝑀2𝑘 2 max
{︁
‖𝐴(𝜃), �̃�(𝑣)‖𝑌

}︁
𝑎2 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖. (4.4)

Note que,
max‖𝐴(𝜃), �̃�(𝑣)‖𝑌 ≤ ‖𝐴(𝜃)‖𝑌 +‖�̃�(𝑣)‖𝑌 .

Usando o Lema 4.1, a as condições (CC2), (CC5) e (CC6), segue que

‖𝐴(𝜃)‖𝑌 =
⃦⃦⃦
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0) ℎ(𝜃) −

∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

−
𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝜃)
[︁(︁
𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)

)︁
+ 𝐼𝑖(0)

]︁⃦⃦⃦
≤ ‖𝜃1‖𝑌 + ‖ ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)‖𝑌 ‖𝜃0‖𝑌 + ‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 0)‖𝑌 ‖ ℎ(𝜃)‖𝑌

+
∫︁ 𝑏

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

⃦⃦⃦
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠))‖ 𝑑𝑠

+
∫︁ 𝑏

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝜃)(𝑏, 𝑠)

⃦⃦⃦(︃ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︃
𝑑𝑠

+
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑀0
(︁
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)‖+‖𝐼𝑖(0)‖

)︁
≤ ‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0‖𝜃0‖𝑌 + 𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 + 𝑀0

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖
}︃

≤ ‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0‖𝜃0‖𝑌 + 𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 + 𝑀0 𝜉, (4.5)

e

‖�̃�(𝜃)‖𝑌 =
⃦⃦⃦
𝜃1 − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) 𝜃0 + ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0) ℎ(𝑣) −

∫︁ 𝑏

0
ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠))

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠−

𝑚∑︁
𝑖=1

ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑡𝑖)𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))
⃦⃦⃦

≤ ‖𝜃1‖𝑌 + ‖ ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0)‖𝑌 ‖𝜃0‖𝑌 + ‖ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 0)‖𝑌 ‖ ℎ(𝑣)‖𝑌

+
∫︁ 𝑏

0

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑣)

⃦⃦⃦(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

+
𝑚∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦
ℛ(𝛼,𝑣)(𝑏, 𝑡𝑖)

⃦⃦⃦(︁
‖𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)‖+‖𝐼𝑖(0)‖

)︁
≤ ‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0‖𝜃0‖𝑌 + 𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 + 𝑀0

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖
}︃

≤ ‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0‖𝜃0‖𝑌 + 𝑀0𝑘1 +𝑀0𝜏 + 𝑀0 𝜉, (4.6)

onde 𝜉 = ∑︀𝑚
𝑖=1 (𝐼𝑖𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖).
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Substituindo as desigualdades (4.5) e (4.6) na desigualdade (4.4), obtemos

𝐼2 ≤ 𝑀1𝑀2𝑘 2 max
{︁
‖𝐴(𝜃), �̃�(𝑣)‖𝑌

}︁
𝑎2 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

≤ 𝑀1𝑀22𝑘𝑎2 {‖𝜃1‖𝑌 +𝑀0 (‖𝜃0‖𝑌 +𝑘1 + 𝜏 + 𝜉)} max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖. (4.7)

Novamente, usando os Lema 4.1, Lema 4.2, e as condições (CC3), (CC4) e (CC6), obtemos

𝐼3 ≤
∫︁ 𝑡

0

{︃⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑠)

(︃
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︃

− ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)
(︁
Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁⃦⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
⃦ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁
− ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑠)

(︁
Φ(𝑠, 𝑣(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏)) 𝑑𝜏

)︁⃦⃦⃦⃦⃦
}︃
𝑑𝑠

≤ 𝑘
∫︁ 𝑡

0
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) + 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏‖𝑌

∫︁ 𝑡

𝑠
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑑𝜏 𝑑𝑠

+ 𝑀0

∫︁ 𝑡

0

(︁
‖Φ(𝑠, 𝜃(𝑠)) − Φ(𝑠, 𝑣(𝑠))‖

+ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜏)𝛼−1‖𝑔(𝑠, 𝜏, 𝜃(𝜏)) 𝑑𝜏 − 𝑔(𝑠, 𝜏, 𝑣(𝜏))‖ 𝑑𝜏

)︁
𝑑𝑠

≤ 𝑘 𝜏 𝑎 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

+ 𝑀0𝑘1

∫︁ 𝑡

0
‖𝜃(𝑠) − 𝑣(𝑠)‖ 𝑑𝑠 + 𝑀0𝑘3 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

≤ 𝑘 𝜏 𝑎 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ + 𝑀0𝑘1 𝑎 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

+ 𝑀0𝑘3 𝑎 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

=
(︁
𝑘 𝜏 𝑎 + 𝑀0 𝑘1 𝑎 + 𝑀0 𝑘3 𝑎

)︁
max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖. (4.8)
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Por outro lado, usando o Lema 4.1 e as condições (CC5) e (CC6), obtemos

𝐼4 ≤
𝑚∑︁
𝑖=1

(︁
‖ℛ(𝛼,𝜃)(𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))‖+‖ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖))

− ℛ(𝛼,𝑣)(𝑡, 𝑡𝑖) 𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))‖
)︁

≤
𝑚∑︁
𝑖=1

[︁
𝐾
(︁
‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(0)‖+‖𝐼𝑖(0)‖

)︁ ∫︁ 𝑡

𝑡𝑖
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑑𝜏

+ 𝑀0 ‖𝐼𝑖(𝜃(𝑡𝑖)) − 𝐼𝑖(𝑣(𝑡𝑖))‖
]︁

≤
𝑚∑︁
𝑖=1

[︁
𝐾
(︁
𝑙𝑖 𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖

)︁ ∫︁ 𝑡

𝑡𝑖
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ 𝑑𝜏 +𝑀0 𝑙𝑖 ‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

]︁
≤ 𝑘

𝑚∑︁
𝑖=1

(︁
𝑙𝑖 𝛿 + ‖𝐼𝑖(0)‖

)︁
𝑎 max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ + 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

= 𝑘 𝜉 𝑎 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖ + 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

=
(︁
𝑘 𝜉 𝑎 + 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖
)︁

max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖. (4.9)

Substituindo as desigualdades (4.3), (4.7), (4.8) e (4.9) na desigualdade (4.2), temos

‖(𝑄𝜃𝜇) (𝑡) − (𝑄𝑣𝜇) (𝑡)‖ ≤ 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4

=
(︁
𝑘 ‖𝜃0‖ 𝑎+ 𝑘 𝑘1 + 𝑀0 𝑘2

)︁
max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

+ 𝑀1 𝑀2 2𝑎2 𝑘
(︁
‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0( ‖𝜃0‖𝑌 + 𝑘1 + 𝜏 + 𝜉)

)︁
× max

𝜏∈𝐽
‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

+
(︁
𝑘 𝜉 𝑎 + 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖
)︁

max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

+
(︁
𝑘 𝜉 𝑎 + 𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖
)︁

max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

=
{︁
𝑘 ‖𝜃0‖ 𝑎 + 𝑘 𝑎 𝑘1 +𝑀0 𝑘2 + 𝑀1 𝑀2 2𝑎 𝑘

(︁
‖𝜃1‖𝑌

+ 𝑀0( ‖𝜃0‖𝑌 + 𝑘1 + 𝜏 + 𝜉)
)︁

+ 𝐾 𝜏 𝑎 + 𝑀0 𝑘1 𝑎 + 𝑀0 𝑘3

+ 𝑘 𝜉 𝑎+𝑀0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖
}︁

max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖

= 𝜆 max
𝜏∈𝐽

‖𝜃(𝜏) − 𝑣(𝜏)‖,

onde 𝜆 = 𝑘 ‖𝜃0‖ 𝑎 + 𝑘 𝑎 𝑘1 +𝑀0 𝑘2 + 𝑀1 𝑀2 2𝑎 𝑘
(︁
‖𝜃1‖𝑌 + 𝑀0( ‖𝜃0‖𝑌 + 𝑘1 + 𝜏 + 𝜉)

)︁
+ 𝑘 𝜏 𝑎 + 𝑀0 𝑘1 𝑎 + 𝑀0 𝑘3 + 𝑘 𝜉 𝑎 +𝑀0

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑙𝑖.

Portanto, 𝑄 é uma contração e, portanto, existe um único ponto fixo 𝜃 ∈ Λ, tal que
𝑄𝜃(𝑡) = 𝜃(𝑡). Qualquer ponto fixo de 𝑄 é uma solução suave de (4) em 𝐽 que satisfaz 𝜃(𝑏) = 𝜃1.
Assim, concluímos que o sistema (4) é controlável em 𝐽 .

Ressaltamos que assim como os resultados que foram apresentados no capítulo 3, o Teorema
(4.1) também satisfaz o caso especial, quando escolhemos 𝛼 = 1.
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Conclusões e Perspectivas

Antes de investigar os principais resultados deste trabalho, realizou-se um estudo detalhado
sobre a derivada fracionária 𝜓-Hilfer proposto por Sousa e de Oliveira [89] em 2018. Nesse
sentido, a partir da particular escolha de 𝜓(·) e do limite de 𝛽, obtivemos a derivada fracio-
nária de Caputo, ferramenta principal da formulação dos problemas discutidos neste trabalho.
Além disso, recuperamos alguns resultados preliminares sobre medida de não compacidade de
Hausdorff e operador resolvente.

O cerne da primeira etapa da pesquisa consistiu em investigar a existência e unicidade de
soluções suaves para uma equação integro-diferencial fracionária quase linear com impulso e
não local. Para isto, primeiramente formulamos o problema principal dado pela Eq.(1). Nesse
sentido, foram impostas condições necessárias e suficientes, e por meio da técnica da medida
de não compacidade de Hausdorff, do uso do operador resolvente e de teoremas de ponto
fixo, obtivemos os resultados desejados. Como fruto dos resultados obtidos nessa etapa, foi
publicado o artigo científico intitulado "Existence and Uniqueness of mild solutions for quasi-
linear fractional integrodifferential equations"[78].

Motivados pela crescente expansão na pesquisa envolvendo o cálculo fracionário e equações
diferenciais de diversos tipos, sejam em suas perspectivas analíticas ou em aplicações, investi-
gamos condições que assegurem a existência e a unicidade de soluções suaves para uma classe
de equações integro-diferenciais fracionárias com impulsos em espaço de Banach, cuja solução
suave é dada em termos de ℛ(𝛼,𝜃) chamada de família (𝛼, 𝜃)-resolvente gerada por −𝒜(𝑡, 𝜃).
Nesse sentido, motivados pelos primeiros resultados, surgiram algumas indagações que nos per-
mitiram investigar a controlabilidade para um sistema de controle integro-diferencial impulsivo
fracionário em espaços de Banach, cuja solução suave, é dada em termos de ℛ(𝛼,𝜃) e de uma
função controle 𝜇.

Na segunda etapa da pesquisa, direcionamos nossa atenção para o problema da controla-
bilidade. Para esta finalidade, formulamos o sistema de controle integro-diferencial impulsivo
fracionário em espaços de Banach Eq.(4) e nos questionamos sobre quais condições necessárias e
suficientes deveriam ser satisfeitas para garantir a controlabilidade do sistema. Para estabelecer
o resultado de controlabilidade admitimos algumas condições e usamos a técnica do ponto fixo e
o operador (𝛼, 𝜃)-resolvente. Mediante este novo resultado obtido, elaboramos o segundo artigo
científico e já submetido, intitulado "Controllability of fractional impulsive integro-differential
control system"em Journal of Applied Analysis & Computation [79].

Diante do exposto, o propósito da nossa pesquisa foi alcançado, isto é, os estudos da exis-
tência e unicidade de soluções suaves e controlabilidade em espaços de Banach utilizando o
cálculo fracionário, a família (𝛼, 𝜃)-resolvente gerada por −𝒜(𝑡, 𝜃) e os teoremas de ponto fixo.
Vale destacar que as condições estabelecidas para a existência e unicidade de soluções suaves
e também para a controlabilidade do sistema foram cruciais para a obtenção dos resultados e
foram escolhidas de modo a satisfazerem os operadores e as funções envolvidas nos problemas.
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Porém, outras questões relevantes, como tratar sobre a estabilidade de Ulam-Hyers, atrati-
vidade de soluções suaves e observabilidade de sistemas, fazem parte de um projeto de pesquisa
futuro, que dará uma natural continuidade a esse projeto de Doutorado. Perspectivas de novos
resultados e parcerias futuras com pesquisadores da área no Brasil e no exterior também são
partes desta natural continuidade do trabalho.
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