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RESUMO

Na teoria de equacoes diferenciais fraciondrias, é de suma relevancia e importancia investigar
propriedades de existéncia, unicidade e controlabilidade de solucgoes, visto que muitas vezes,
nao ha garantia de existéncia, muito menos, da unicidade de solugoes. Diante disto e do
crescente estudo que envolve as equacoes diferenciais fracionarias, propomos uma classe de
equacgoes integro-diferenciais fracionarias quase lineares com impulsos, a partir da escolha da
derivada fracionaria de Caputo, a qual consiste em um caso particular da derivada fracionaria
y-Hilfer. Nesse sentido, inferimos condi¢oes necessarias e suficientes, e garantimos a existéncia
e unicidade de solugbes suaves para uma classe de equagoes integro-diferenciais fracionédrias em
espacos de Banach, por meio da teoria de medida de nao compacidade de Hausdorff e teorias de
ponto fixo em espacos de Banach. Por fim, impomos o termo controle no problema anterior e
estabelecemos condigoes que asseguram a controlabilidade para um sistema de controle integro-
diferencial impulsivo fracionario em espagos de Banach utilizando a técnica do ponto fixo e o
operador (a, #)-resolvente.

Palavras-chave: Equacoes integro-diferenciais fracionarias, derivada fracionaria i-Hilfer,
solugao suave, existéncia e unicidade, medida de nao compacidade de Hausdorff, controlabili-
dade, ponto fixo, operador resolvente.



ABSTRACT

In the theory of fractional differential equations, it is extremely important and important
to investigate properties of existence, uniqueness and controllability of solutions, since, many
times, there is no guarantee of existence, much less, of the uniqueness of solutions. In view
of this and the growing study involving fractional differential equations, we propose a class
of almost linear fractional integro-differential equations with impulses, based on the choice of
Caputo fractional derivative, which consists of a particular case of the fractional derivative
-Hilfer. In this sense, we infer necessary and sufficient conditions, and guarantee the existence
and uniqueness of mild solutions for a class of fractional integro-differential equations in Banach
spaces, through Hausdorff’s non-compactness measurement theory and fixed point theories in
spaces of Banach. Finally, we impose the term control in the previous problem and estab-
lish conditions that ensure controllability for a fractional impulsive integro-differential control
system in Banach spaces using the fixed point technique and the (a, 8)-resolvent operator.

Keywords: Fractional integro-differential equations, t-Hilfer fractional derivative, mild
solution, existence and uniqueness, Hausdorff measure noncompactness, controllability, fixed
point, resolvent operator.
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Introducao

Por que discutir propriedades de equagoes diferenciais? Quais consequéncias importantes
sao obtidas? Ao longo das décadas, é notavel o crescimento e foco pela abordagem nas pro-
priedades qualitativas de solugoes de equacoes diferenciais e integro-diferenciais, sejam elas
no sentido de existéncia, unicidade, estabilidade, controlabilidade, dentre outras propriedades,
tém sido alvo de investigacdo de suma importancia em diversas areas, de modo especial, na
préopria matemdtica com sua abordagem analitica [18, 72, 85]. No entanto, para discutir tais
propriedades, ferramentas matematicas sao de grande relevancia, por exemplo, medida de nao
compacidade e teoria de ponto fixo, dentre outras [12, 13, 27, 106].

Por outro lado, a teoria das equagoes diferenciais impulsivas aparece como uma descri¢ao
natural de varios processos reais sujeitos a certas perturbacoes instantaneas, cuja duragao é
insignificante em comparagao com a duragao do processo [34, 52, 56, 64]. Na prética, os efeitos
impulsivos sao exibidos em muitos fendmenos biolégicos envolvendo limiares, modelos de ritmo
de ruptura em medicina e biologia, modelos de controle 6timo em economia, farmacocinética,
sistemas modulados por frequéncia, bem como na inje¢do de algum medicamento.

Pesquisadores importantes vém desenvolvendo teorias e fornecendo resultados de ponta e
promissores que contribuiram e vém contribuindo significativamente para a area de equagoes
diferenciais impulsivas e suas aplicagoes, dentre esses, mencionamos alguns trabalhos [7, 29, 31,
33, 34, 36, 41, 55, 84].

Em 2012, Arjunan et. al. [6] investigaram a existéncia de soluc¢des para equagoes integro-
diferenciais impulsivas com condig¢oes nao locais, em um espago de Banach X, da forma

u(t) = Au(t)+ f(t,u(t)),t €]0,b],t #1;

onde A : D(A) C X é um operador definido nao densamente, Au(t;) = u(t;) — u(t; ), com
u(t; ), u(t;) os limites & direita e a esquerda de u em t;, respectivamente.Neste artigo, os autores
apresentam um exemplo para ilustrar o resultado principal.

E indiscutivel a importancia e relevincia que o cdlculo fracionério, ao longo dos anos, pro-
porciona as iniimeras areas, em particular, fisica, engenharia, medicina, biologia, dentre outras
1,2, 3,4, 68,70, 73,104, 113]. Atualmente, a teoria do célculo fraciondrio estd bem consolidada
e 0 que se tem notado é o niimero crescente de pesquisadores utilizando ferramentas discutidas
no calculo fracionério e aplicando em outras areas, proporcionando essa ligagdo importante e
que cresce exponencialmente ao longo dos anos [20, 22, 63, 71, 82, 87]. Aqui vamos desta-
car as equagoes diferenciais fracionarias, que tém sido alvo de estudo de varios pesquisadores
26, 48, 53, 116].

A teoria de equagdes diferenciais fracionarias é de suma importancia tanto no aspecto teé-
rico, quanto pratico. Dentre muitos outros trabalhos que possibilitaram o crescimento e for-
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talecimento da érea, podemos citar [14, 17, 107, 108]. Recentemente, Sousa, Oliveira e cola-
boradores [90, 92, 93, 94, 98], tém discutido alguns resultados sobre a existéncia, unicidade e
estabilidade de solucoes de equagoes diferenciais fracionérias via derivada fracionaria i-Hilfer,
obtendo uma ampla classe de casos particulares. Outros trabalhos, envolvendo a derivada
fracionaria 1-Hilfer podem ser encontrados em [88, 96, 97, 101].

Por outro lado, podemos destacar o importante trabalho de Hu et al. [38] sobre a existéncia
e unicidade de solugbes suaves para equagoes integro-diferenciais semilineares com condig¢oes
iniciais nao locais e atraso, em 2009. Este trabalho é de fundamental importancia para a teoria
das equagoes diferenciais fracionarias, especialmente equagdes com atraso.

Em 2010, Debbouche [23] discutiu a existéncia e unicidade de solugoes locais e cldssicas de
uma classe de sistemas integro-diferenciais de evolugao fracionaria nao linear com condic¢oes
nao locais da forma

{ j;u(t)JrA(t)u(t) = f(tult) + /OtB@—s)g(SMS))dSa
u(to)—l—h(’d) = Ug

(6%
no espaco de Banach X, onde e denota a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, 0 < o <

1,0 <ty <t, —A(t) é um operador linear fechado definido em um dominio denso D(A) C X
em X tal que D(A) é independente de . Também considera-se que —A(t) gera um operador
de evolucao em um espaco de Banach X, a funcao B é de valor real e localmente integravel em
[to, 0], as aplicacdes ndo lineares f e ¢ sdo definidas em [ty, 0o] x X em X e h: C(J, X) — D(A)
¢ uma fungdo dada. Além desses resultados importantes, Debbouche e Baleanu [24], discuti-
ram resultados sobre controlabilidade de equagoes integro-diferenciais fracionarias. Também
podemos destacar o importante trabalho, realizado por Gou e Li [31], sobre a existéncia local e
global de solugbes suaves para uma equagao integro-diferencial semilinear fracionaria impulsiva
com semigrupo nao compacto.

Por outro lado, podemos destacar a teoria de controle que envolve trabalhos de alta qua-
lidade e que impactam positivamente diversas areas das ciéncias. Com a expansao da teoria
do controle ao longo da década, motivou e atraiu inimeros pesquisadores de areas proximas,
que tornou a area mais robusta e de forma incontestavel, por seus resultados de alto impacto e
relevancia. Controlabilidade é um dos conceitos elementares da teoria mateméatica do controle e
também sabe-se que desempenha um papel fundamental no design de problemas de controle de
engenharia [5, 15, 67, 109, 117]. E possivel encontrar muitos trabalhos de equacdes diferenciais
e integro-diferenciais que discutem a controlabilidade de solugoes, como em [16, 69, 76, 117] e
suas referéncias.

Uma consequéncia natural da expansao do calculo fraciondrio em diversas areas e que per-
mite a investigacao de novos resultados, é a criacao de novas possiveis areas, e consequéncias
importantes na comunidade cientifica. Nota-se que, ao longo dessas décadas, o crescente inte-
resse pelo calculo fracionario, é interessante e importante, desde a inclinagao pela investigacao
na propria teoria, quanto pela utilizagdo das ferramentas do calculo fracionario, para resolver
problemas de outras areas. Nesse sentido, inimeros pesquisadores, notaram que, uma vez que
se tem em maos a teoria do controle, em particular a controlabilidade, e uma base sélida do
calculo fracionario, investigar solugoes de equacoes diferenciais e integro-diferenciais fraciona-
rias com impulsos nao instantaneos, evolutivos e abstratos, passou a ser atrativo e interessante,
uma vez que a ordem fraciondria da equagao, possibilita realizar uma analise mais detalhada
dos resultados [5, 24, 25, 49, 50, 76, 102, 103, 109, 110].
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Em 2011, Debbouche e Baleanu [24], apresentaram um estudo sobre o sistema de controle
integro-diferencial impulsivo nao local dado por

Tult) | At u(t)utt) = (Bu)(t)+¢<t,f(t7U(ﬂ(t))), /Otg<t,s,u<v<s>>>ds),

w(0) +h(u) = wug
Au(t;) = Ii(u(ty)),

(%
onde e denota a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, u assume valores no espago de

Banach X, 0 < a < 1,t € [0,a], o € X, i=1,2,...me0 <t; <ty <---t, <a. Seja
—A(t,.) um operador linear fechado definido em um dominio denso D(A) de X em X tal que
D(A) é independente de t. Considere também que —A(t,.) gera um operador de evolugao no
espaco de Banach X, um espaco de Banach de fung¢oes controle admissiveis com U um espago de
Banach e B : U — X um operador linear limitado. As funcoes f : Jx X" — X, g : Ax X* = X,
¢:JxX?*— X, h:POJX)— X, uB) = ulB), - ,uB), u(y) = uln), -, uln) e
BpsYg © J — J sdo dados onde p = 1,2,---,7 e ¢ = 1,2,---, k. Considere J = [0,qd] e
A= {(ts) : 0 <s <t <a}. Esse trabalho, serviu como motivagdo para outros diversos
trabalhos na literatura.

Em 2015, Liu and Li [61], investigaram a controlabilidade aproximada de sistemas de con-
trole de evolucao fracionaria envolvendo derivadas fracionarias de Riemann-Liouville. Mais
recente, Kumar et al. [51], impondo condigbes necessarias e suficientes, investigaram o sistema
diferencial amortecido de estabilidade fracionaria com impulso nao instantaneo. Outros temas
interessantes sobre controlabilidade podem ser encontrados em [15, 16, 21, 30, 40, 47, 57, 61,
66, 67, 80, 81, 111, 112, 114, 115, 117].

Conforme discutido e apresentado até aqui, é notavel o vasto niimero de artigos de extrema
importancia e relevancia publicados ao longo da década. No entanto, trabalhos envolvendo uma
familia («, #)-resolvente de problemas de equagoes diferenciais e integro-diferenciais fracionérias
com impulsos ainda sdo restritos, muitas vezes por ser uma questdo em aberto, ou pela area
ainda estar em construcao.

Entao, naturalmente surgem algumas questoes, a saber:

1. Quais sdo os problemas, envolvendo uma familia (a, #)-resolvente de solucao suave de
equacoes integro-diferenciais, que impedem discutir propriedades, como existéncia, unici-
dade e controlabilidade?

2. Sabendo quais problemas, entao temos que responder quais condi¢oes devem ser impostas
para tentar obter tais resultados?

3. Os resultados obtidos, sao importantes e relevantes ao ponto de contribuir significativa-
mente para a area?’

Motivados pelas questoes e trabalhos acima, até aqui abordados, pela restricao de trabalhos
na area e na busca por fornecer novos resultados, neste presente trabalho temos como objetivo
investigar propriedades qualitativas de uma classe de solugoes suaves de um sistema de equacoes
integro-diferenciais fraciondrio com impulso no sentido da derivada fracionaria de Caputo. A
fim de tornar claro o desenvolvimento e entendimento das principais contribuigoes do presente
trabalho, a seguir dividimos em duas etapas, a saber:
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Na primeira etapa e contribuicao deste trabalho, vamos investigar a existéncia e unicidade
de uma classe de solugoes suave por meio das condi¢oes necessarias e suficientes EC-ECy e
UC;-UC; (ver Capitulo 3) da equagdo integro-diferencial fraciondria impulsiva dada por

“Dg o(t) + A, 0(1)0(t) = O(t,0(t)) + L /Ot(t —5)*g(t,s,0(s))ds,t € [0,b],t #t;

[(c)
0(0)+=(0) = 6
Ad(t;) :

I
~
S

e
—~
S+
S~—
S~—

~

I

1,..n,0<t;<...<t,<b
1)
onde Dy, (-) é a derivada fracionéria de Caputo de ordem 0 < v < 1,¢ € [0,b], A : [0,b] XA — A
é um operador fechado e linear, gerador de uma familia (a, u)-resolvente, fy € A (A é um espaco
de Banach), ® : [0,b] x A — A, g : QxA — A, Z:PC([0,b], A) x A — Ae AO(t;) = 0(t)—0(t;)
constitui uma condigao de impulso. Neste trabalho, consideramos Q = {(¢,s);0 < s <t < b}.
Em outras palavras, vamos discutir os seguintes resultados:

Teorema 1. Considere as condigbes EC;-ECg. Entao, o problema nao local impulsivo Eq.(1)
tem pelo menos uma solucgao suave.

Teorema 2. Suponha as condigoes EC-EC,; ¢ EC7-ECs. Entao, a Eq.(1) tem pelo menos

uma solucao suave se

lim sup 1\;13 (go(r) + (1) /Otp(s)ds + G;ECOE;) /Ot(t —5)*14(s)ds + En:ldl> <1 (2)

n—oo

onde ¢(r) = sup{|[E(O) ||, [lul<r}.

Teorema 3. Sejam 0 < o < 1 e as condigdes EC;-ECy. Entéao, a Eq.(1) tem pelo menos uma
solugao suave se

2Goks(s)(t — s)* !

M2 <L0+4/0t <k1(5)+ T )ds+§li> <1.

Teorema 4. Considere as condigbes EC1-ECy. Entao, a equacao Eq.(1) tem pelo menos uma
solugao suave se Eq.(3.20) (ver Capitulo 3) e a seguinte condicao é satisfeitas

M Lo+ lim Mg ((b(r) /0 " p(s)ds + X&LC;I /0 ‘(= )04 (s)ds +;d> <1 @3

r

Teorema 5. Sejam 6, € A e B, = {9 € PC([0,0], A); |10)I< 7”}, com r > 0. Suponha as
condigbes UC;-UC;5. Entao, Eq.(1) tem uma tnica solugao suave.

Uma das questoes que surgiu, apds a discussao da primeira etapa (existéncia e unicidade),
foi a possibilidade de investigar a controlabilidade de solug¢oes suaves e, nesta perspectiva, nos
perguntamos sobre as condi¢oes que deveriam ser consideradas e o que deveria ser modificado no
sistema Eq.(1). Entdo, notamos que era preciso adicionar um operador B e a fung¢ao controle
no sistema Eq.(1), além das condigoes necessarias e suficientes CC;-CCs (ver Capitulo 4), para
que se tornasse possivel. Assim, na segunda etapa a contribuicdo deste trabalho foi investigar
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a controlabilidade de solugoes suaves do sistema integro-diferencial fracionario com impulsos,
dado por

CDg0(t) + AL, 6(1)0(t) = (Bu)(t)+<1>(t>9(t))+r(1® [ = gtt,s.0(s)ds,

6(0) +2(6) = 6 (4)

onde a fungao controle u pertence ao espago de Banach L?(J, U) de fungoes controle admissiveis
com U um espago de Banach e B : U — A um operador linear limitado.
Em outras palavras, investigamos o seguinte resultado:

Teorema 6. Suponha que o operador —A(t, ) gera uma familia («a, #)-resolvente com

IR0 (t,8)|| < Me 2% para algumas constantes M, o > 0. Se as condigdes (CCy) - (CCg)
sao satisfeitas, entao o sistema integro-diferencial de controle fracionario com condig¢ao nao local
e impulsiva (4) é controlavel em J.

Quando se investiga um determinado problema em calculo fracionéario, em particular envol-
vendo equagoes diferenciais fracionarias, é natural e se espera que, quando a ordem fracionéaria
do problema neste caso «, for um ntmero inteiro, temos o caso classico. Nesse trabalho, pode-
mos afirmar que todos os resultados obtidos, isto é, os Teorema 2 - Teorema 5 e o Teorema
6 , sdo validos para o caso classico. Além disso, podemos destacar uma vantagem importante
e relevante ao se discutir determinados problemas envolvendo a ordem fracionaria, a liberdade
de escolha de 0 < a < 1, e o comportamento da solugao suave, a medida que « varia. Essa é
um das principais caracteristicas em trabalhar com derivadas fracionarias. Isto é ainda mais
notavel ao realizar uma aplicacao real, pois por meio da andlise grafica o comportamento das
solucoes suaves fica mais evidente, sendo possivel comparar as solugoes suaves geradas pelo
caso fracionario com a solugao inteira.

O presente trabalho esta organizado na seguinte forma: no Capitulo 1, vamos apresentar
uma estrutura (espagos de fungoes) com suas respectivas normas e alguns conceitos basicos
de integrais e derivadas fraciondrias. Por outro lado, apresentamos conceitos fundamentais de
medida de ndo compacidade de Hausdorff e operador resolvente, bem como resultados de suma
importancia na discussao dos principais resultados discutidos no Capitulo 3. No Capitulo 2, é
realizado um estudo amplo da derivada fracionaria -Hilfer, discutindo sua defini¢ao, relacoes
com outras derivadas fracionarias e resultados basicos e essenciais do calculo fracionario. Por
fim, observagoes sobre uma ampla classe de casos particulares tanto no sentido de derivadas
fracionarias, como nos resultados discutidos, sdo apresentadas. No Capitulo 3, vamos apresentar
uma representacdo para a solugao suave da Eq.(1) em termos de R, ), chamada de familia
(o, B)-resolvente gerada por —A(t,6). Nesse sentido, vamos discutir a primeira contribuigao
deste trabalho, ou seja, estabelecer condigoes necessarias e suficientes para obter a existéncia
de solugdes suaves para a Eq.(1) no espago de Banach. Além disso, como segunda contribuigao,
vamos garantir a unicidade de solugoes suaves para a Eq.(1). No Capitulo 4, apresentaremos
a equagao integral que representa a solugdo suave para o sistema (4), condigoes para o estudo
da controlabilidade serao estabelecidas e em seguida provaremos nossa contribui¢ao. Por fim,
conclusoes e perspectivas futuras, fecham o trabalho.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar alguns conceitos e resultados fundamentais para discussao
das principais contribuigoes deste trabalho. Iniciamos com uma pequena abordagem de espacos
de fungoes p-integraveis, espagos das fungoes continuas e absolutamente continuas e o espaco das
fungoes continuas por partes, bem como suas respectivas normas. Nesse sentido, apresentamos
resultados sobre a medida de ndo compacidade de Hausdorff e o operador resolvente, ambas
abordagens, sdo de suma importancia para a discussao da solugao suave de equagoes diferenciais
e integro-diferenciais fracionarias.

Sejam p € [l,00) C R e J = [a,b] C R. O espago das fungoes reais p-integraveis, no
sentido de Lebesgue, LP(J), munido de sua norma candnica, ¢ dado por [88]

LP(J) := {f :JJ = R; /ab|f(t)|pdt < oo}

= ( [rora)

respectivamente. O par (LP(J), ||f|,) é um espago de Banach.
Considere o espago de Banach (E, ||]|), o intervalo J = [a,b] C R e n € N. O espago das
fungoes continuas e o espago das fungoes continuamente diferenciaveis n-vezes:

(C’(J, E):={f:J—E; f:continua}, [f|c:= 21615)|f(t)|) e

("I E) ={f: 7 =B [T CULEN,  |fllon i=supl (1))

sao espagos de Banach.
Seja J = [a,b] C Ry um intervalo, com 0 < a < b < 0o, entdo o espago das fungoes n-vezes
absolutamente continuas ¢ dado por [88]

AC™(J,R) = AC™(J) = {f : ] = R; f") € AC(J)}.

Suponha E um espaco de Banach e a =ty < t; < ... <t, = b uma n-particao do intervalo
J =la,b] C R. O espaco das fungoes continuas por partes dado por

PC(J,E) := { f:J— E; f(t) seja continua em t # t;, continua a esquerda } ’

em t =t e exista o limite & direita, f(t}),para k = 1,2,...n.
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equipado com a norma || f{|p. = {sup||f(¢)|; t € J} é um espago de Banach.
Denota-se Z(]0, b], A) o espaco das A - valores fungoes integraveis de Bochner em [0, b] com
a norma [116]

10]|. 2= /Obl|9(t)|| dt.

Seja J = [a,b] C Ry um intervalo, com 0 < a < b < co. O espaco ponderado C,.,(J, R)
das fungoes f sobre (a, b] é definido por [88]

Cow(J) = {F : (a,0] = R; (v(t) —v(a)) f(t) €C()}, 0<y<1

com a norma dada por

fllo,m = (@@ —v@) 1@, = max|(v@) —¢@) f)].

() teJ
Quando ¥ ¢ a fungao identidade (¢(t) =t) e J = [0, b], temos o espaco ponderado:
Co() ={f: (0,0 = R; f(t) e C(J)}, 0<y<L
O espaco ponderado C7([a,b], R) da fungdo f em (a,b] é definida por
Cry()) ={f: (a,b] = R; f(t) € C"'(J), f™(t) € Crp())}, 0Ky <1

CcOoml a norma

n—1
1f] cn () kz:% Hf(k)HC(J) + Hf(n)chw)(J) '

Paran =0 = CJ,(J,R) = Cyy(J,R). Ainda, C7,(J) C AC™(J). Para 0 <7 <7, < 1

implica C7 ., (J) 2 ().

1.1 Medida de nao compacidade de Hausdorff e opera-
dor resolvente

Medidas de ndo compacidade e teoremas de ponto fixo sdo usados para estabelecer resultados
sobre a existéncia de solugoes de equagoes diferenciais como apresentados em [11, 27, 85, 106].
Além disso, ha notaveis trabalhos que envolvem medida de nao compacidade e espacos de
Banach [28, 29, 33, 77, 85]. Nesta se¢do, vamos apresentar a defini¢io de medida de nao
compacidade de Hausdorff e alguns resultados de suma importancia para a investigacao da
primeira etapa deste trabalho, isto ¢, a garantia da existéncia de solucao suave para a equacao
integro-diferencial fraciondria quase linear com impulsos e nao local, dada pela Eq.(1) em
espacos de Banach. Nesse sentido, abordamos o conceito de familia («, )-resolvente, semigrupo
equicontinuo e o lema de Darbo-Sadovskii.

Defini¢ao 1.1. [12, 116] A medida de ndo compacidade de Hausdorff, denotada por uq(-) €
definida por

w(B) = inf{r > 0, B pode ser coberto por um nimero finito de bolas com raio r}

para o conjunto limitado B em um espaco de Banach €.
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Lema 1.1. [12, 116] Sejam Q um espago de Banach real e B,E C Q subconjuntos limitados.
Neste caso tem-se as sequintes propriedades:
1. B ¢é pré-compacto se, e somente se, ug(B) =0;

2. uo(B) = pa(B) = pa(con B), onde B e B significam o fecho e a casca conveza de B,
respectivamente;

pa(B) < pa(E), onde B C E;

po(B+E) < ug(B) + uo(E), onde B+ E ={z+y;x € B,y € E};
po(BUE) < max{uq(B), uo(E)};

po(AB) < || pa(B), para qualquer X € R;

NS

Se a aplicagio © : D(©) C Q — Z é Lipschitz continua com constante r, entao uz(©B) <
ru2(B) para qualquer subconjunto limitado B C D(O), onde Z é um espago de Banach;

8. ua(B) =inf{dq(B,E);© C Q ¢ pré-compacto} = inf {do(B,E); E C Q tem valor finito},
onde do(B, E) significa a distancia de Hausdorff ndo simétrica (ou simétrica) entre B e
E em Q;

9. {W,, }22, é uma sequéncia decrescente de subconjuntos ndao vazios fechados e limitados de
Q e limy, o0 o (W,,) =0, entao N2, W,, € ndo vazio e compacto em ).

A aplicacado W C Q — ) é dita ser uma ug-contracdo se existe uma constante positiva
r < 1 tal que pun(0©(B)) < ruqa(B) para qualquer subconjunto fechado limitado B C W, onde
) ¢ um espago de Banach.

A seguir, apresentamos alguns resultados que englobam a medida de ndo compacidade que
sao importantes no decorrer do trabalho.

Lema 1.2 (Darbo-Sadovskii). [12, 116] Se W C Q ¢ limitado fechado e convezo, a aplicagdo
continua © : W — W € uma uq-contragdao, a aplicacao © tem pelo menos um ponto fizo em W.

Teorema 1.1 (Ponto fixo de Schauder). Suponha que K C X é compacto e convezxo, e admita
que A : K — K € continua. Entdo A possui um ponto fizo.

Denotamos por p a medida de ndo compacidade de Hausdorff de A e admita p,. a medida

de nao compacidade de Hausdorff de PC([a, b]; A).

Lema 1.3. [116] Se W ¢ limitado, entdo para cada € > 0, existe uma sequéncia {0,}02, C W,
tal que

(W) < 2({0,152) + <.

Lema 1.4. [12] Se W C PC(]0,b],A) € limitado, entao p(W(t)) < u.(W), para todo t € [0, ],
onde W(t) = {0(k);0 € W} C A. Além disso, se W é equicontinuo em [0,b], entao u(W(t)) é
continuo em [a,b] e p.(W) = sup{pu(W(t)), t € [a,b]}.

Lema 1.5. [35, 46, 116]. Se {0,}°°, C L'([a,b], A) € uniformemente integrdvel, entdo a fungio
pn({0,}22,) € mensurdvel e

({ [ onas) ) <2 [utoaonas
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Lema 1.6. [12, 116] Se W C PC([0,b], A) é limitado e equicontinuo, entdo p(W(t)) é continua
e

pl [ W()ds) < [ u(wcs))ds,

para todo t € [0,b], onde

/Ot/L(W(S))ds = {/Ote(s)ds; = W}

A importéncia do conceito de familia de resolvente estd intimamente ligada ao estudo de so-
lugoes para problemas envolvendo equacoes integro-diferenciais fracionéarias, como apresentado
em [10, 32, 85]. Exibimos, de modo sucinto e objetivo, os principais conceitos e resultados que
conduzem ao entendimento de solucao suave, bem como dos resultados discutidos no Capitulo
3.

Definicao 1.2. [116] O Cy-semigrupo Uy(t, s) é dito ser equicontinuo se (t,s) — {Ug(t7 5)0(s);0 €

B} ¢ equicontinuo para t > 0 para todo conjunto limitado B em A.

Lema 1.7. [116] Se a familia de evolugao {Ug(t, s)} ¢ equicontinuo en € Z([a,b],RT),

0<s<t<b

, <s<t<

entdo o conjunto {/ Ue(t,s)e(s)ds}, 160(s) < n(s)|| para quase todo s € [O,b]} ¢ equicontinuo
0

para t € [0,D].

Segue da referéncia [11] que para qualquer 6 € PC([0,b, A]) fixo, existe uma tnica funcao
continua Uy : [0,b] x [0,b] — B(A) definida em [0,b] x [0, b] tal que

Uplt,s) = T+ /: Ay (w)Us(w, 8)dw, (1.1)

onde B(A) denota o espago de Banach de operadores lineares limitados de A em A com a norma
19]|=sup{||©(0)||; ||0]|= 1} e I representa o operador identidade em A, Ay = A(t,0(D)), temos

Up(t,t) = I, Uplt, s)Up(s,r) = Uplt,7), (t,s,7) € [0,b] x [0,8] x [0, ]

OUy(t, s)
ot
Agora considere a seguinte definicao.

Definicao 1.3. [23, 24] Seja —A(t, 0) um operador fechado e linear com dominio D(A) definido
sobre um espago de Banach A e a > 0. Seja p(A(t,0)) o conjunto resolvente de —A(t,0).
Chamamos —A(t,0) o gerador de uma familia (o, 0)-resolvente se existe w > 0 e uma fungao
fortemente continua Rag) : RT — ZL(A) tal que {\* : Re(\) > w} C p(A) e para
0<s<t< o0,

= Aq(t)Uy(t, s), para quase todo t,s € [0, b].

()\af - A(3,0)>_1v = /Oo e MR ey (t,8) v dt, Ro(\) >w, (0,v) € X2 (1.2)
0

Neste caso, R(a,0) (t, s) é chamada a familia (c, §)-resolvente gerada por —A(t, 0).

Notamos que o Lema 1.1, itens a) e b), é bem posto se, e somente se, —A(t, 0) é o gerador da
familia (o, f)-resolvente e também observamos que Rq.0)(t, s) pode ser extraido do operador de
evolugao do gerador —A(t, 0) e que a familia («, #)-resolvente é semelhante a equagao diferencial
nao auténoma de evolugao em um espaco de Banach.
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Capitulo 2

Derivada fracionaria y-Hilfer

Ao longo dos ultimos anos, o calculo fracionario tem ganhado cada vez mais destaque na
comunidade cientifica, tanto pela solidez de sua teoria, quanto pelas iniimeras aplica¢oes. No
entanto, muitos pesquisadores questionavam-se sobre como escolher e saber a melhor derivada
fracionaria para fitar dados, isto é, modelar determinados fenémenos. Em 2017 Almeida [1],
considera a derivada fracionaria de Caputo com respeito a outra funcao e investiga algumas
propriedades basicas e alguns exemplos sdo apresentados e discutidos por meio de graficos. Uma
propriedade interessante, é que preserva as propriedades dos possiveis casos particulares. Como
pode ser notado (veja citagdes no google scholar), o trabalho foi bem recebido pela comunidade
cientifica. Foi entdo que em 2018 Sousa e Oliveira [89] introduziram a chamada derivada
fracionaria 1-Hilfer com o objetivo de unificar em uma tunica derivada fracionaria uma ampla
classe de derivadas fracionarias que preservaria suas propriedades. Também como motivacao
para a discussao dessa nova formulagao de derivada fracionaria, Sousa e Oliveira, basearam-se
na derivada fracionaria de Hilfer que unifica as derivadas fracionarias de Riemman-Liouville e
Caputo, bem como no trabalho de Almeida em [1].

Desde as primeiras ideias apresentadas no trabalho sobre a derivada fraciondria -Hilfer [89],
tem recebido notoéria atencdo por intimeros pesquisadores de diversas areas, de modo especial,
envolvendo equagdes diferenciais fracionarias. Atualmente, sdo mais de 1100 citacoes dessa
derivada relacionadas com estudos de existéncia e unicidade de solugoes suaves, estabilidade e
controlabilidade. Embora muitos trabalhos vém sendo investigados via derivada fracionaria -
Hilfer, em particular, as extensoes para pseudo-operadores fracionarios e derivadas fracionarias
de ordem varidvel [95, 99], ainda existem inimeros problemas em aberto a ser discutidos.

Antes de iniciar a abordagem sobre a derivada fracionaria i-Hilfer, vamos primeiramente
realizar uma abordagem de duas derivadas fracionarias consolidadas e com muita importancia
na construcao do célculo fracionario, as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo.

Definicao 2.1. [48] Sejam (a,b) (—oo < a < b < 00) um intervalo finito ou infinito de R e
a > 0. Além disso, considere 1 (t) uma fungdo crescente e positiva em (a,b], com '(t) continua
em (a,b). Assim, as integrais fraciondrias da fun¢io f com respeito a outra fungdo ¢ em [a,b]
a direita e a esquerda, respectivamente, sao definidas por

11w = o [ V0@ = w0 o (2.1

B 5@ = e [ 9000 = vl o (22
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onde, em ambas as equagoes, I'(-) € a fungio gama e f € L*([a,b],R).

Em particular, para i(z) = = nas Eq.(2.1) e Eq.(2.2), temos a integral fracionaria de
Riemann-Liouville a esquerda e a direita, como definidas a seguir.

Definicao 2.2. [48] Seja (a,b) (—o0 < a < b < o0) um intervalo finito ou infinito de R. As
integrais fraciondrias de Riemann-Liouville a esquerda e a direita da fungdo f de ordem «, com
a > 0 sdo dadas, respectivamente, por

o f(z) = F(la) /j(x e (0)dt, x> a (2.3)
I ) = r(loo / " 2 (@)t x < b, (2.4)

onde T'(+) é a fungio gama e f € L'([a,b],R).

Note que se a = 0, podemos escrever I*f(t) = (go * f)(t), onde

1
{ 21 se >0

I'(a) (2.5)
0 se z<0.

Ja(r) =

Denotamos por * a convolugao de fungoes e lim, g go(z) = 0(z) a funcao delta.

Ressaltamos que para cada escolha da fungao ¢(-), obtemos uma ampla classe de integrais
fraciondrias como casos particulares das Eq.(2.1) e Eq.(2.2). A seguir apresentamos alguns
resultados classicos envolvendo as integrais fraciondrias das equagoes Eq.(2.1) e Eq.(2.2).

Lema 2.1. [48] Sejam « > 0 e 5 > 0. Entao vale a propriedade de semigrupo dada por
LIPS ) = I f ()
2. LI f(x) = L f(x).

Demonstragio. 1. Segue da Definicao 2.1 e do teorema de Fubini que

1 (@) = o [V OWE) - ) (170) d
11 e Ty B
= ST b Y OwE) - ) ([ v - vy de) d
— LL ’ / v / ) — a—1 - 5-1
— sy L OO [ v - v e - o) a) de

Considerando @ = /j V() (W(x) — ()T (1h(t) — (€))7 dt e integrando-a por partes
com u = (P(z) —(t))*!, temos

o a—1 g, B a2 B 8
Q = "5 [ w0 — b)) w0 — () d
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Integrando por partes (o — 1) vezes, obtemos

I(a)
B+1)..(B+(ax—2)

(@) — (€)™

Q =

S _ B+(a—2)
i [ - vy
D(0)I(5)
Do+ )

Logo, temos

wo () — D@L e
BY(T5@) = Farra s L O@E - e©)1 1) de

1 r / a+p—1
= Taig ) YOWE - w©rTE) d

= L7 ().

Analogamente, provamos o item 2. ]

Lema 2.2. [48] Sejam a >0 e d > 0.
1. Se f(2) = ($(x) — ¥(@)P", entdo

) = g (o) = w(a)
2. Se f(z) = (¥(b) — ()L, entdo
2 10) = e (000 — 0l

Demonstragio. 1. Considerando f(z) = (¢(x) — ¥(a))°~! na Definicdo 2.1, obtemos
125 fa) = I2¥(0(e) = 910)" ™ = s [0 000 = vl Wi — vl db

Integrando por partes, sendo u = (Y(z) — ¥ (¢))* " e dv = ¢'(t)((t) — ¥(a))’dt, temos

a—1 (=

]‘?ﬂ (z) = [()d Ja

V() () — () (W) — v(a))’dt.

Repetindo a integracao por partes, com a mudanca de varidvel u = (¢(x) — 1 (t))* 2, temos

(a—1)(a—2
F'(a)o(d+1)

Integrando por partes, o — 1 vezes, obtemos

[(a)

o) = D [0 wta) — 0(0) w0 @)

LS = st ey L V0@ - p@)
_ F(é) . a o+a—1

De maneira analoga provamos o item 2. [
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Muitas outras propriedades das integrais fracionarias Eq.(2.1) e Eq.(2.2), podem ser encon-
tradas em [1, 89].

Vamos a seguir apresentar alguns tipos de derivadas fraciondrias, e consequentemente, al-
guns resultados basicos.

Definicao 2.3. [48] Sejam o intervalo [a,b] com (—oo < a <x <b<o0), a>0eneN.
Considere f(x) € AC™(J) e ¢/(x) # 0. Entao as derivadas fraciondrias 1-Riemann-Liouville
a esquerda e a direita de uma funcdao f com respeito a uma fungdo v de ordem « sao definidas,
respectivamente, por

D ) = ( ﬁx)j)n 1 (@)

(n—a) (wfg; dx) /¢ — ()" T f(t)dt (2.6)

« -1 d n—a;
Dy f(x) ( dm) LS

T(n—a) <¢/ ) /w — ()" f ()t (2.7)

onde n = [a] 4+ 1.

Nos resultados que seguem usamos, frequentemente, as notacoes

n 1 d\" n 1 d\"
1200 = (i) 1) o 560 = (- ) 1)

d
onde T denota a derivada de primeira ordem e 9'(x) é a derivada de primeira ordem de uma
x

fungéo crescente e positiva 1(-), tal que ¢’'(z) # 0 para todo z € [a,b] com
(—o<a<z<b< o).

Considere um caso particular da Definigdo 2.3 quando 1(z) = x. Neste caso, temos a
definicao da derivada fracionaria de Riemann-Liouville, como segue:

Defini¢ao 2.4. [48] Sejam (a,b), f(x) € AC™(a,b) en—1 < a < n,n € Ny. As derivadas
fraciondrias de Riemann-Liouville a esquerda e a direita da fungdo f de ordem «, sdo dadas,
respectivamente, por

D g = () 1) = o (1) [ omtoa s

D f(a) = 17 () i = s () [e-orewn 2o

(n—a)

Definicao 2.5. [1] Sejam a > 0, n € N e [a,b] o intervalo —oco < a < b < oco. Considere as
fungoes f,1p € C™([a,b], R) tal que ¢ € crescente e ' (x) # 0, para todo x € [a,b]. As derivadas
fraciondrias 1-Caputo da esquerda e a direita de f de ordem a sdo dadas, respectivamente, por

DEf(z) = I (W%x)cfx) f() (2.10)
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S G AL
D 0) = 17 (= i ) 1) 1)

onden =[a]+1 para a« ¢ N en =« para o € N
Para 1 (x) = x, obtemos as derivadas fracionarias de Caputo, as quais sao definidas a seguir.

Defini¢ao 2.6. [48] As derivadas fraciondrias de Caputo da esquerda e d direita da fungao
f € AC™a,b] de ordem o > 0 sao definidas, respectivamente, por

Dy (o) = 135 (1) ) 212
D f0) = ;-1 (1) @) 213

A seguir, vamos apresentar uma derivada fracionaria que é uma interpolagao entre as deri-
vadas fracionarias de Caputo e Riemann-Liouville, denominada derivada fracionaria de Hilfer.

Definigao 2.7. [37] As derivadas fraciondrias de Hilfer a esquerda e d direita de uma fungdo
feC™a,b) de ordemn—1<a<mn etipo0 < <1, sao definidas, respectivamente, por

(0% n—« d " — n—«
D (o) = 1207 () 1750 2.1

D& f(a) = 1) <—d>n 1909 ()
com f(n—a)=~y—a.
Lema 2.3. [48] Sejam a >0 e § > 0.
1. Se f(x) = (¥(x) — ¥(a))’~L, entdo

D f(0) = 5 oy (Vo) — vl
2. Se f(x) = (¥(b) — ¥(x))°"L, entdo
D (o) = s s (600) = 02

Agora apresentamos uma relagdo entre as derivadas fracionarias de i-Riemann-Liouville e
Y-Caputo.

Teorema 2.1. [1] Se f € C"[a,b] e a > 0, entao

n—1 1

DY f(a) = DI [f(x) = Y = (v(e) — (@) FL f(a)

D f(x) = DE[fla) = 3 = (w(b) — ()" FEL 1 0)].
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Motivado pelas derivadas fracionarias 1-Caputo e 1-Riemann-Liouville, bem como, resul-
tados pertinentes a continuidade e convergéncia do operador, vamos a seguir apresentar uma
discussao detalhada da derivada fracionaria v-Hilfer.

Definicao 2.8. [89] Sejam n — 1 < a < n comn € N, I = [a,b] um intervalo tal que
—o<a<b<ooe f,pe C[a,b],R) duas fungoes tal que ¢ é crescente e V' (x) # 0 para
todo x € I. As derivadas fraciondrias v-Hilfer (d esquerda e d direita) da funcio f de ordem
a e tipo 0 < B <1 sdo definidas por:

(o) = 12 () .19
€ n

HoPiv ¢ () = [Pl (— w%:w i;) [ g gy, (2.16)
respectivamente.

As derivadas fracionarias 1-Hilfer também podem ser escritas em termos da integral fraci-
ondaria com respeito a outra fungao e das derivadas fracionarias de Riemann-Liouville de uma
funcao com respeito a outra da seguinte forma:

e f (o) = 1L DLY f(x) e MDY f(x) = DYDY f(x) (2.17)

comy=a+ f(n—a).
De fato,

D) = 1 d) I )

V' (x)
. 1 d
_ o wDa 0 )
Além disso, para v = a + 5(n — «) temos
1 H (@) = Jim DI f(a) e fiLf(x) = Jim DI f () (2.18)

Com efeito, uma vez que

1 d\" a-pm-aw 1innw
(Styae) B s = (e ) s

temos

d n
D) = ()

= lim L d A ) — (n—y)-1
al—m— F(n_,y) (1[1/(1‘) d:L‘) /a ¢(t)(¢( ) 1/)(75)) f(t)dt

—_




Integrando por partes com u = f(t),dv = ¢'(t)(yp(x) — ()7L du = f(t)dt e v =
(v(x) = v®)"

n—xy

, obtemos

Jm DFf(@) = Jlim (m “a- 51<n —a) 1) (w%@ dd>>
) +

fi ().

Analogamente provamos que
[n] o Qe
72 f(a) = lm DY f(a).

Algumas propriedades da derivada fracionaria -Hilfer sao provados a seguir. Discutiremos
as provas dos respectivos resultados, apenas para a derivada fracionaria -Hilfer a direita, pois
os resultados para a derivada fracionaria i-Hilfer a esquerda sao andlogos. Para obter suas
respectivas provas a esquerda, recomendamos o trabalho [89].

Propriedade 2.1 (Linearidade). [89] Consideren—1<a<n, neN, 0<g<1leApueR.
Sejam f,g9 € C.([a, b, R) tais que existam DIV f(-) e DX Y g()). A derivada fraciondria
W-Hilfer é um operador linear, isto €,

MDIFYINF(E) + ng(t)] = NI F(8) + p DR g (1) (2.19)

Demonstragao. Segue da definicao da derivada fracionéria ¢-Hilfer, da linearidade dos opera-
dores 1, ;‘ﬁ’() e da derivada de ordem inteira, a seguinte igualdade

Y () + ug()] = LT (wjm)d) LTINS (8) + g (1))
= e ( } L) P 0 4 0 )
—B)(n—a)yp
) B
L 4\ j0-pm-aw
) > at g(t)

_ AHDaﬁqﬂ +MH]D045¢ ()

B(n—a)
— >\Ia+
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Teorema 2.2. [89] Suponha que f,7 € C""a,b]. Entdo, para todon—1<a<n,0< <1
evy=a+ p(n—a), temos

i (o) = RS ) + s [ ) vy G0 d
(2.20)
o) = L0 ) = g [ w0 — vl SR
(2.21)
Demonstragio. Da Eq.(2.17), temos
HpyooB5% £} — 1 C o ) — y—a=1lyyvip
DT (@) = iy [, Y OWE) — ey D () d
Fazendo integragao po(rwlzagtesqj(()tr?)y_a: DYYf(t), dv = ' (1) (W(x) — (1))~ dt,
du dthﬁ’f( )e - po— , Obtemos
Hpyo B _ 1 yr-a DY o 4 v
D) = gy |00 — vl DI )+ [ Loye ) ar
= WO o)+ e [ (00— w0 R @)

Dessa forma temos uma relagdo entre a derivada -Hilfer e a derivada -Riemann-Liouville,
que é o resultado desejado. O

Proposigao 2.1. [89] Sejam f,v € C""{a,b]. Entdo, é vdlido que
i) limg- "D f(2) = £11Lf (@)

i) limg - PDPY f () = £ £(2).
Demonstragdo. i) Usando o Teorema 2.2, a Eq.(2.18) e sabendo que 7 = o+ 5(n — «), obtemos

(Y(x) —¢(a))™

Jim DI f(x) = Jim | T(y—a+1) Day'f(a)
b L W) - vy DA i
o [ <(>(n _g)m)a)mﬁf(a)
ey L ) = w0 SP 0 di
= PRI + o [ PR @
— Jim [DIF/(a) + DI f(w) ~ DY fa)]

= lim DY f(x)
= filf(@),
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que é o resultado desejado.
Analogamente, provamos o item ). O

Teorema 2.3. [89] As derivadas fraciondrias -Hilfer sio operadores limitados, para todo
n—1<a<ne0<p<1, dados por

1D f(@)lley o< K Afllez, e 1D f(@)lle, o< K D fllex,

(¥(b) = P(a))"™

de k =
e T T+ DIy —a+ 1)

e v=a+f(n—a).

Demonstragio. Segue da definicdo de derivada fracionaria de -Riemann-Liouville (veja Defi-

nigao 2.4) que,
: 1 d
DOMJJ — n v

C%w

_ —bla)) 1 i ! I Y

- zrg[%?g] W(f) w( )) (w/(x) diL‘) f( )
L1 1 d\"

= 1| @) = @) 5y (w >dw>

x/w Oy ) d ‘

= M_ J mmax / YOW) = 6O () - (@) L) dt]
Como [fllex, = max,epe | (4(x) — (@) fELF(t)dt |, entio
ID5 flle,s = = me | | O@@) = w0) 7 i) - @) L
Hchn
Ty ey | [V O@E@ - vy ]

Resolvendo a integral por substituigdo com u = (¢(z) — ¥ (t)), obtemos

Ifllen .
T = 1) e | (W (@) — v(a))" ]

(W) — (@) flcn.
- Fn—~v+1)

D& flle,, <

Y

ou seja,
(¥ (0) — ¥(a)" [ fllen
Fn—~v+1)

Considerando a Eq.(2.17) e a desigualdade ’ (h(z) — Y(a)) " DEY f(x) ‘ < |D& flle

v

DY flle, , < L () — ()" (2.22)
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obtemos
"D Flle,, = 15D fll,.
= max [ (@) = (@) 1L DL f ()|
1 v / —a— ;
= mox |5 | ¥ O w@) = v @) () - V(@)D F) d
1

IN

Fo =g P e | [0 0@ — v ],

Integrando por substituigdo com u = (¢¥(x) — 1(t)), obtemos

Hmya,B:%
D <
I"De™ flle,. < I'(y—a+1) xe[a,}g]

(Y(z) = (a))™"|.

Da Eq.(2.22) segue que

Hiryao it ((b) = (a))" (¥ () — ¥(a))" "
|| Da+ f”CA,,w < F(’}/ o — 1) F(TL —y+ 1) ||f||cz7w
W(b) — Wa))n_a ||f|| "
Tly—a—1)T(n—y+1)" 1%
.
_ () —la))"
e = T rG a1
Logo, o operador derivada fracionaria -Hilfer é limitado. n

Além disso, é possivel estabelecer uma relacao entre as derivadas fracionarias -Hilfer e
1-Caputo. Para ver isto, considere as func¢oes como seguem

9(x) =L f@) e h@) = [TV f (o),

Pela definigdo da derivada de ¢-Hilfer com p = n(1 — ) + fa, temos

. . 1 d\" . . 1 d\"
HDQ,BJ/J :I(”—#)&b HDavﬁvw :I(”—H)ﬂﬂ _ h .
ot f(z) a+ T’(x)idx g(x) e by f(x) b— w’(x)idx (z)

Desse modo, sao validas as seguintes relagoes entre as derivadas ¢-Hilfer e ¥-Caputo:

MDY f(x) = DY g(x) = DY 1T f ()] (2.23)

Mg f(a) = CDYVh(x) = CDEY [ f(a)]. (2.24)

A seguir, discutiremos uma relagao entre as derivadas fracionarias -Hilfer e a 1-Riemann-
Liouville e a integral fraciondria com respeito a outra funcao.



29

Teorema 2.4. [89] Sejamn —1<a<n, neNe0<p<1. Se feC"a,b], entdo

DL f(x) = Dy

O (0) = 5 (000) - o) S0

€
DY f () = DY [féi‘“("—awf(x) - "§<_1>k;, (4 (0) —v(a))* sz%kf(b)] ,
k=0 ’

onde v =a+ Bk — a).

Demonstragio. Considere g(z) = I\ % f(2) e p = n — B(n — ). Usando a Eq.(2.23) e
o Teorema 2.1, temos

"D S) = Diele) = DI [o(e) = Xy (v — (@) )]
wp | 7(1=B)(n—a)yp w1 k I d : - 5k: Q)i
= D (10 @) - 4 ()~ () (W)d) f(@

= DY [L& PO f () —

que ¢ o resultado desejado. O]

Teorema 2.5. [89] Se f € C"[a,b], n—1<a<ne0<p <1, entio

| n ($(x) —(a))
a;p a,B
IaJr H]D)aJr f kz::l F(’}/ - ]ﬂ + 1)

y—k

n—k| n—aq);
FHIEP 1o

(W) — ()

[n—k] y(1-8)(n—a);y
R TR e

onde v = a+ B(n— ).
Demonstragdo. Pela definicao da derivada fracionaria de -Hilfer e pelo Lema 2.1, temos

I MDY () = f‘“" (f”_“”ﬁDWf( >) = LD ()

B / vt W(6) DI F(t) de

: F(lw/ vt e (w'1<t>§t> O

_L x o) — 'yld 1 dnfl P

= iy ), W@ =) (W) ) T
1 d

n—1
Como fgfl]f(t) = < ) f(t), entao

(1) di

I M @) = o [ W) - e e (R
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Resolvendo esta ultima integral por partes com u = (¢(x) — (1)),
f[n 1]1 (n— O‘Wf(t) dt, du=—'(t)(y—1)((z) —¥(t))" 2 e
f$+ i o) ‘bf(t), temos

LRI (@) =~ () — (@) I )

+ [ ) = (0 I )

I'(y—1)
Integrando novamente, por partes com u = (¢¥(z) — (1)) 72,
f[" AL (@) dt, du = = () (v = 2)($(x) — ()7 dt e
= ftﬁ 2]Ia+ (=) £(1), obtemos

Ig‘jrw ngf;wf(x) — _F(W) (1 (z) _¢(a))y—1 I[pt I]Il B)(n—a ’”f( )
1 =2 ¢[n—2] (1 B)(n—a)
~pp oy () — )P fa)
1 ’ n— —p)(n—a);
+p(7_2)/a (w(x)—w(t))“g%f% AL 1) ae
Integrando por partes n vezes, temos
~y—(k+1)
1 MR ) = -5 (¥(2) _(W“)g e 0 g
k= o g )
/ W)~ wla) P p ()
w(a))” '
_kz o rany e T @)+ L @),
1

Observe que, y —n=a+ f(n—a)—n e (1 —p)(n—«a)=n—a— pn+ Pa. Portanto,
vy—n+(1—-75)(n—a)=0.
Logo,

y—k

((z) — v(a))
Liy—k+1)

@ o - n—k n—a);
15 D f(x) -3 Fo Lm0 fa),

que ¢ o resultado desejado. O]

Teorema 2.6. [89] Se f,g € C"[a,b],n—1<a<ne0<F<1. Entao,

M f(z) = MDYV g(0) & Fla) = go) + 3 (@) — vla)

B
Il
—

D f () = "D g(e) & o) = glo) + 3 di((b) — b))
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B (gt PP — g)(a)
ondm—a+5(n—a> Cr = r(7+1—k)
(f — gyl M =An=edw p oy (p)
F(7+1—k) '

e

dy =

Demonstragio. (=) Seja MDY f(x) = DY g(x). Isto resulta em
HDB £ () — HD2P%g(2) = 0, 0 que implica em

"D (f(w) — g(x)) = 0. (2.25)
Aplicando o operador integral em ambos os lados da Eq.(2.25), obtemos
I DL (f(a) - gla) =0,

Usando o Teorema 2.5, temos

n x) —(a))Fk
) = gta) = 3= D= (g gl M0 g)a) =0
S J@) = gla) + 3 WD V@I — kD) (ot 0-pi=ed gy

= Dy —k+1)

Portanto, podemos escrever
f(z) = g(@) + 3 er(t(x) = P(a))™
k=1

(<) Agora aplicando o operador H]Dg‘f”) em
f(z)=g(z) + i, a((W(z) — (a))’*, obtemos

WIS = R ole) + 3 (o) (e
= D) + 3 DL () — dla))
Usando a Eq.(2.32), concluimos que
D f () = Mg ().
Analogamente, prova-se que

M (o) = DY g(a) < f(x) +z@ b))

que é o resultado desejado.
Lema 2.4. [89] Sejamn —1 <~y <n e f € C,la,b]. Entdo,

I3 f(a) = Jim I3 f(z) =0 e Lf(b) = lim 7™ f(x) = 0.



32

Demonstragio. Visto que I&Y f(z) € C,la, b], temos que o operador I9%(-) é limitado. Consi-
dere f € C.[a,b] e assim, temos que (¢(z) — ¥(a))’™" é continua em |[a, b).
Portanto, para todo x € [a,b] e uma constante positiva M temos

[((z) = ¥(a)"f(z)] < M = [((x) = ¥(a)| [f(2)] < M
= | (@(@) = ¥(@) 7| | (@) = e@)| | f@)] < | (@) = (a) ™| M
= [ (¥(@) = (@) (@) — v(@) | | f(2)] < | (@) = () | M.
Assim, para todo x € [a,b] e uma constante positiva M obtemos

[ f@)| < (W) = (@) 7| M. (2.26)

Aplicando o operador integral I%¥ f(-) em ambos os lados da Eq.(2.26) e usando o Lema
2.2, temos

LY f)| < |1 () —v(a) | M
= M| 82 - vl
- |l - v
I'(1—9)

Sabendo que v < a, M (Y(x) —(a))*™7 — 0, quando © —> a+ e portanto,

INa+1-a)

5 f(a) = lim I3 f(x) = 0.

z—va+
A prova para o operador I[%Y f(-) é analoga. ]
Teorema 2.7. [89] Sejam f € C'a,b], a>0¢e0< [ <1. Entio
"EIVIRY f(x) = f(x) e DRV = f(x).

Demonstragdo. Pela definigao de derivada fracionéria de 1-Hilfer, pelo Lema 2.1 e pela Eq.(2.17),
temos

IR = B () N

V' (x) da
_  yBn—a)y Li Yo Bla—n)sp
= fot (w'@c)dw) e W)
I(S,:Yi-_a);w (1/}/1 )d> Ia-I— (=0 wf( )

= IO DI (),

onde 7 — a = f(n — a).
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Usando o Teorema 2.5 e o Lema 2.4, temos
YT o) = LD ()

k=
_ " () = (@)F ek (-8 )
- f<$)_’; T(y—k+1) foy (wliglJrIw f(iU)) — 0.

Logo,
MDY f(x) = f(x).

Assim, mostramos que o operador Ig‘f() ¢ um inverso a direita do operador v-Hilfer &
esquerda. Analogamente, mostra-se que o operador I, ,f‘_w() é um inverso a direita do operador
y-Hilfer & direita. O

A seguir sao apresentados alguns resultados sobre convergéncia uniforme e func¢oes unifor-
memente continuas.

Teorema 2.8. [89] Sejam 0 < a < 1, J = [a,b] um intervalo finito ou infinito e ¢ € [a, b
uma fungao crescente tal que '(x) # 0 para todo x € J e f € C([a,b],R). Entdo, para todo
r1, Ty € |a,b], temos

[/ lloo

I3 ) = L Fell < 250

[P(21) — P(w2)]™

Demonstragio. Usando a definicao do operador fracionério Ifjrw(-), Definicao 2.1, considerando
x1 < x9, sabendo que |f(t)|< || f]le € usando a hipotese de 1) ser crescente, temos

| p(la) / T @) — () (1) dt

1

~Fy @) — o) ) @

= g [ o) - vy = ) - vy

< S0) b+ s [V W) w0 0 @

1230 f(21) = L f(aa)ll =

< gy [ VOt - v - ) - o)
<0 it + 5 [ v ) oy o @
< % / |0/ (O] (1) = ()7 = () — w(1)* ]| dt

£l 7|y -
oo L [P O@E) - ey | a
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Resolvendo as integrais por partes, temos

155 o) ~ B F = [l (o) = 0@ + (0(oa) — (o))"
() ~ @) + e (0lan) = )
= il (wlon - vl@) + 200 - vl
(W (2) — B(a))®).
Portanto,
152 o) = £ ] < 20 sllo) - vl
que é o resultado desejado. 0

Teorema 2.9. [89] Sejam n —1 < a <n, J = [a,b] um intervalo finito ou infinito e
o0
Y € Cla,b] uma fungio crescente tal que ¢'(x) # 0,Vx € J. Suponha que (fn) . é uma
n=
sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas sobre [a,b]. Entdo é possivel trocar
a ordem do operador integral fraciondrio com o limite, isto €,
1 o, () = Jogn, 1 o)
Em particular, a sequéncia de funcoes (Igﬁf)oo ) ¢ uniformemente convergente.
n=
Demonstragio. Considere a fungao continua f sendo o limite da sequéncia ( fn)oo v Sendo f
n—

continua, sabendo que |f,(t) — f(t)|< ||fn — flloo, € usando a defini¢do do operador [gfp(-),
temos

a; a; 1 v / a—1

B ) = BT | < g [ 0@ - w0y a0 - f0)] &
”fn_fHoo £ / a—1
ey /a W (1) (W) — (1) dt.

Realizando a seguinte mudanga de variavel u = (¢(z) — ¥(t)) e du = —(t) dt, temos

13 o)~ 12 )| < e = (W(""”) ;W“))a).

Portanto, obtemos

(W(x) —¥(t))

i [ (227

I fule) = I f (@) | <

Por hipdtese, sabemos que ( fn>

> ) é uma sequéncia uniformemente convergente. Disto e
n=
aplicando o limite em ambos os lados da Eq.(2.27), temos

(w(-f) _ w(t»a lim an . f”oo—) 0.

)
5o Dr+1)  mo=

n—oo

I ful) = I f (@) | <
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Isto implica em
lim 13 fu(z) — 125 f(x) = 0.

n—oo

Consequentemente, obtemos
: sy I e H R U
nh_{go Ia+ fn(x) - Ia+ (I) - Ia+ nh_{lolo fn(x)a
que é o desejado. O

Teorema 2.10. [89] Sejam J = [0,b] um intervalo finito e ¥ € [0,b] uma fungao crescente
tal que Y'(x) # 0,V € J. Além disso, considere f : [0,b] — R uma fun¢do uniformemente
continua. Se existe algum 0 < o < 1 tal que ggz_@lg‘ow\f(xﬂ: 0, entao l{z_@of(x) =0.

Demonstra¢io. Suponha lim,_,, f(x) # 0. Entao, existe uma sequéncia x;, com ¢ € N tal que
|f(z:)] > e, Ve>0 e Va0, (2.28)
Como f é uniformemente continua, entao
) = f@) < 5, Vo€ [a—d.ai+9) (2.29)
Usando as Eq.(2.28) e Eq.(2.29), temos

[f@) = |f(x)] = [f(@:) = f(@)] =5 Vae [z—0 x40 (2.30)

DO |

Escrevendo a integral fracionaria do valor absoluto de f em [zg, z;], temos

BRI = g @) v )

1 Ti-s 1-«
ey O =0 ol
b [ ) - v 0) ) .

i—95

, V't € [xi_1,x;]. Assim, usando a Eq.(2.30), obtemos

EP@) 2 gy [V OwE) - v0) 170 d

1 Ti—s 1 T
@) / TRl s / I

S )
— 2T («)
£l L . : - )
Sendo T() = 0, nao é possivel obtermos lz_}m |f(z)| = 0. Portanto, por contradigdo, conclui-
Q T—00
mos a prova. ]

Teorema 2.11. [89] Seja "D f(z) wma fungio uniformemente continua em Ci_..,([0,0], R)
com x> 0. Se f(x) — f(0) quando x — oo, entio DU f(x) = 0 quando 2 — oo.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.5, temos

s Hiry B _ = (W) = 0) ™ ek s -
Iy} HD0+ () = fl2) _kz::l Ty —k+1) f¢+ i f(0)

= f(z)— (¥(2) ;(Qﬁ/y’)(()))v_lf(o)[&m(na);w(l)

= sty = BT o) 0 ) - w0
e W) ) D)(w() — ()0
=IO O A sn—ay

Sabendo que vy = a+ 3(1 —a) e que (1 — 8)(1 —a) =1 —a — 8+ Ba, temos
o () = () = OO () — (o))t
Io+ Dy (95) =

f(0
[() R YCR)
f(0)
—= f xT) —
e =)
< flz) = £(0)
Ou seja,
I "D f(x) < flx) — £(0). (2.31)
Tomando o limite nos dois membros da desigualdade (2.31), temos
; a;h Himy o5y ; _ —
Jim To DG (z) < gglgo(f(v@) f(0)) =0.
Logo, pelo Teorema 2.10, concluimos que
DB £(2) — 0 quando @ — oo,
que é o resultado esperado. O
Teorema 2.12. Sejam n — 1 < o < n, n € N, J = [a,b] um intervalo finito ou infinito

e v € Cla,b] uma fungao crescente tal que '(x) # 0,Yax € J. Suponha que (fk>
sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas sobre |a,b] e Dg‘f fr existe para todo

k. Além disso, suponha que (Dg‘f’fk):il converge uniformemente sobre [a+¢,b|,Ve > 0. Entdo,
para todo x € (a,b], temos

o0 7
e uma
k=1

lim DI fi(x) = DY lim fi(x).
Demonstragio. Considere a derivada fracionaria de i-Riemann-Liouville, Eq.(2.6), e admita

que a sequéncia (Ig:“”ﬂ fk) converge uniformemente (veja [89]) e

(o]
k=1
-t qs _ 1 -y
L™ lim fi() = lim 1o ™" fi(z).
Além disso, por hipdtese, fojrw () é uniformemente convergente sobre [a + €, b],Ve > 0.
Entao, temos

. 1 d\" . 1 d\" .
3 Oéﬂ/f _ 3 71—0471/1 — n—aﬂﬁ 3
kh_{lool D, fk(x) = lim ( ) I,: fk(x) ( ) I ,}1_{1001 fk(x)

koo \ ¢/ (z) da V() de
= Dy lim fi(a),

que ¢ o resultado desejado. O]
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Teorema 2.13. [89] Sejamn —1 < a <n, n € NNO < 5 <1 e J = [a,b] um intervalo
finito ou infinito e » € Cla,b] uma fungao crescente tal que i)'(x) # 0,Vo € J. Suponha

que (fr)_
HDB £ existe para todo k. Além disso, suponha que (HD3E¢ fk)
sobre [a + €,b],Ye > 0. Entdo, para todo x € (a,b], temos

) ¢ uma sequéncia convergente uniformemente de fungoes continuas sobre [a,b] e
oo
L, converge uniformemente
o Hy O‘7ﬁ;w — Hy O‘7ﬁ;w ]

lim “Dg7" fi(z) = "Dl lim fi(x).

k—o0 k—o0

Demonstragio. Pela definicio do operador fracionario ]Dgf;w(-), pela Eq.(2.17) e pelos Teo-
rema 2.9 e Teorema 2.12, temos

lim "D fi(a) = lim 17D fi()
= 1" lim DI fi()
= L7DEY lim fi(o).
Assim, concluimos a prova. O

Lema 2.5. [89] Dado § > 0, considere as fungdes f(z) = (¢(z) — (a))’ ! e
g(x) = (W) —¥(x))°L, onde § > n. Entdo, paran —1<a<ne0<B<1, temos

D f(o) = s (9(e) — vl
D (o) = ey (900) — vl

Demonstragio. Pela Definicao 2.1 e pelos Lema 2.3 e Lema 2.2, temos

HDgf;w (z) = [Zjo‘;wl)zf’ (¥(x) —¢(a))5_1

_ oy & 2) — la §—a—1

= 1 (s o) - ()

B r(l(;(i)ﬂf ¥ () = ()’

- I'(0) ['(0—7) (]

= TG )T ety V@) @)
T(6)

= m (¥(x) - w(a))5—a—1.

Observe que, em particular, dado n < k € Ne § > n, temos

k!

m(iﬂ@) — ¢(a)) e

DL ((x) - P(a)" =

IR ((6) — (@) = o () ()

(k:+i—0z)
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Para o caso em que n > k € Ny, temos
D (@) — (@) =0 e DR ((b) — (@) = 0. (2.32)

Outros resultados sobre a derivada fracionaria ¢-Hilfer podem ser encontrados em [91], em
particular uma generalizacao da regra de Leibniz.

E importante observar que a partir da particular escolha de () e dos limites de § — 1
e # — 0, obtemos uma ampla classe de casos particulares de derivadas fracionarias existentes
na literatura. Alguns exemplos dessas escolhas, considerando a Eq.(2.15) sao apresentados na
tabela a seguir:

Escolha para a func¢ao ¢(-) | Escolha para | Derivada fraciondria resultante
() =2 B —=0 Katugampola
(x) = B —1 Caputo-Katugampola
Y(z)=Inzx g—0 Hadamard
Y(z)=Inx g —1 Caputo-Hadamard

Mais sobre estas e outras derivadas fracionarias como consequéncia da derivada fracionéaria
y-Hilfer e das escolhas da funcao ¢ e dos limites de 5 — 1 e § — 0, veja as referéncias [74, 89].
Dessa maneira, os resultados discutidos neste capitulo, sao validos para seus respectivos casos
particulares [89].

Outros trabalhos envolvendo a derivada fracionaria i-Hilfer de ordem variavel e pseudo-
operadores, podem ser encontrados em [95, 99]. Finalizamos o Capitulo 2 com algumas consi-
deragoes importantes sobre a derivada fracionaria -Hilfer, reiteramos que ao longo do Capitulo
3 usamos a derivada fracionaria de Caputo, caso particular da -Hilfer, visto que esta escolha
é mais adequada para desenvolver os estudos que serao apresentados.
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Capitulo 3

Existéncia e unicidade

Neste capitulo, vamos discutir o primeiro resultado deste trabalho, ou seja, vamos impor
condic¢oes necessarias e suficientes para garantir a existéncia e unicidade de solu¢oes suaves para
a equacao integro-diferencial fracionaria Eq.(1).

3.1 Equacoes integro-diferenciais fracionarias

Como discutido na introducao, a teoria de equagoes integro-diferenciais fracionarias, é de
fato uma area a qual inimeros pesquisadores ao longo desses anos, vém desenvolvendo sua
pesquisa, por diversos motivos, em particular, por proporcionar resultados mais gerais e permitir
discutir comportamento qualitativos de solugao suaves, classicas, fortes, dentre outras [86, 100,
105]. As referéncias citadas em [86, 100, 105] também merecem ser pesquisadas, uma vez que
contém trabalhos relevantes da area. Por outro lado, a teoria de equacoes diferenciais impulsivas
também ¢é bastante explorada para a compreensao de processos de evolugdo em biologia, de
controle étimo e economia, entre outros, conforme apresentado em [85]. Também em [85],
Samuel e Balachandran definem por impulso, processos sujeitos a perturbagodes instantaneas,
de curto prazo, cuja duracao ¢ insignificante em comparacao com a duragao do processo. Muitos
estudos relevantes sobre equacoes diferenciais impulsivas ja foram publicados como apresentado
em [8, 9, 19, 42, 52, 54, 55, 58, 59, 60] e suas respectivas referéncias.

Motivados pelos trabalhos da literatura (veja introdugdo), apresentamos nas se¢oes que
seguem, a primeira parte das contribuigoes da nossa pesquisa. Na Secao 3.2, estabelecemos
condigoes para obter a existéncia de solugao suave para a Eq.(1) e na Secao 3.3, estabelecemos
condigbes para obter a unicidade de solugao suave para a Eq.(1). Para investigar tais resultados,
vamos utilizar as ferramentas de medida de ndo compacidade e os teoremas de ponto fixo de
Darbo-Sadovskii e de Schauder.

3.2 A existéncia de solucao suave

O primeiro passo para investigar a existéncia de solucao suave da Eq.(1), é apresentar uma
representacao da solugao da Eq.(1). Entao, segue:
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Defini¢ao 3.1. [23, 24] Chamamos solugio suave da Eq.(1) uma fungio 6 € PC(J,A) com
valores em ) satisfazendo a equagdo integral

0(t) = Reo(t0)[lo—ZO)] + > R (ts) (t,1:) Li(0(to)) (3.1)

0<t; <t

+/0t Ra0)(t,s) (q)(s, 0(s)) + 1"(104) /Os(s — )" tg(s, x, 0(x))d:v> ds

teJ paratodobye A el <a<l.

Denotamos por

MG = sup{R .0 (t,5); (t,s) € [0,b] x [0,0],0 < a < 1}

para todo 6 € A. Sem perda de generalidade, facamos 6y = 0.

Para investigar a existéncia de solugao de uma determinada equacao diferencial e integro-

diferencial é necessario impor certas condicoes, a fim de que se torne possivel obter o resultado
desejado. Entao, inicialmente, estabelecemos as seguintes condigoes:

ECl .

ECQJ .
EC,, :

ECgl .

EC;, :

EC3.3 .

EC,; :

EC,,:

EC4.3 .

A familia de evolucao {R(aﬂ)(t, s)}0< e ¢ chamada a (a,0)-resolvente gerada por

A(t,0(t)) é equicontinua e HR(aﬂ) (¢, S)H < M para quase todo ponto (q.t.p.) t,s € [0, b]
el <a<l.

A funcao = : PC([0,b], A) — A é continua e compacta.

Existe No > 0 tal que ||=(0)|| < Np.

A funcdo néao linear @ : [0,b] x A — A satisfaz as condigoes tipo Carathéodory, isto é,
®(-,0) é mensuravel para todo § € A e ®(¢,-) é continua para q.t.p. ¢ € [0,b].

Existe uma fungao £ € Z([0,b]; R") tal que para cada 6 € A, temos

1@ (2, 0)] < &) (1 +[10]]), a-t.p. ¢ € [0,0].

Existe uma fungao K; € Z([0,b], RT) tal que, para cada subconjunto limitado D C A,
temos

(@ (t, D)) < ki(t) (D), q.t.p. t € [0,b]. (3.2)

A fungao néo linear g : [0, ] x [0, 5] x A — A satisfaz as condigbes tipo Carathéodory, isto
é, g(-,-,0) é continua q.t.p. t € [0,0];

Existem duas fungoes 8, € Z([0,b],RT) e 5y € Z(]0,b],RT) tal que para cada 6 € A,

temos

lg(t,5,0(s))I| < Br(8)B2(t)(1 + [|6(s)I]), a-t-p. ¢ € [0,0]; (3.3)

Existem fungoes ks, k3 € Z([0,0],R") tal que, para cada subconjunto limitado D C A,
temos

u(g(t, s, D)) < ka(D)ks(t) (D), q.tp. t € [0,1]. (3.4)
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EC5.2 .

EC6 :
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t
O limite de / ko (t)ds é finito, Gy.
0

Para cada t € [0, b] existem constantes positivas N e Na, de modo que temos a equagao
escalar

m*(t) = MgN; + MgN, lf‘(la) /Ot (f(t) + Co(t — s)o‘_lﬁg(s)) (I+m(s)) ds+ Zn: d;|,

=1

(3.5)
for 0 < a < 1.
I; : A — A é continua. Existe uma constante d; > 0, i = 1,...,n tal que
ILO)I <D diy i=1,..,n. (3.6)
i=1
Para qualquer subconjunto limitado D C A, existe uma constante [; > 0 tal que
u(l(D)) <3l w(D), i=1,...,n. (3.7)
i=1

Nesse sentido, a ideia de investigar a existéncia de solucao suave para a Eq.(1), passa por

algumas modificagoes nas condi¢des impostas, isto é, a priori, vamos considerar as condic¢oes
EC-ECj e discutir a existéncia de solucao suave. Depois, vamos retirar as condigoes ECs3-
EC,, e impor as condi¢cbes EC;-ECg. Por fim, finalizamos a se¢ao, impondo a condi¢ao ECy.
A partir dessas mudangas, ainda podemos garantir a existéncia de solu¢ao suave para a Eq.(1).

O primeiro resultado que vamos investigar, ¢ o Teorema 3.1, a seguir, com algumas condigoes

conforme apresentadas anteriormente. Nesse sentido, os demais resultados que discutiremos
nesta sec¢ao, utilizamos as condigoes EC-ECg e impondo outras condigoes.

Teorema 3.1. Considere as condi¢oes EC1-ECg. Entao, o problema nao local impulsivo Eq.(1)
tem pelo menos uma solucao suave.

Demonstragao. Considere

Mo (t) — MEN, + M2 <r(1a) / (£(0) + Golt — 57 Bals)) (1 m(s)) ds + il di>

¢
uma solucao e seja Cy o limite finito de / p1(s) ds para t € [0, b].

0

Considere a aplicacao © : PC([0,b], A) — PC([0,b], A) definida por

(©0)(t) = Reao(t,0)[fo —Z(O)] + > Rae(tt:)1:(0(t:)) (3.8)

o<t; <t

+/0t R(a)(t,5) (@(3, 0(s)) + F(la) /08(3 — 1) tg(s, x, 0(1‘))de‘> ds,

para todo 6 € PC([0,b],A) e Wy = {6 € PC([0,b],A), ||6(t)]|< m*(t), para todo ¢ € [0, b]}.
Entao, W, C PC([0,b],A) é limitado e convexo.
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Por outro lado, definimos W; = ¢on ©(W), onde ¢ov denota o fecho da casca convexa em
PC([0,b], X) é limitado. Pelo Lema 1.7, usando as condigoes, W; C PC([0,b], A) é limitado,
fechado, convexo, nao vazio e equicontinuo em [0, b].

Agora,

IN

IN

IN

para 6 € O(W;), temos

16(t)]]
H—R(a70>(f,0)5(9)+ Y Riaw(t, 1) L(0(t:))

0<t; <t

Rt (906060 + s [ = 0t 007 )

| Ry (£, 0)2(0) | + P> | Ria) (& 1) 1(0(8:)
+/Ot Riws(t,5) <<I>(s,0(8)) + F(la)/os(s - x)a_lg(s,x,ﬁ(x))dx>
[Rean @012+ 3[Rt o] LD

1 t s
+F(oz>/o I
+/Ot [Reo(t.5)] 25,005l ds

MENy + Mg [ H<I><s,9(s)>|\ds+M8F(1® [ =) gt 2,000 | dds

ds

(s —2)* " lg(s, ,0(2))|| dods

R(aﬂ) (t, S)

+M§ > d;.

i=1

Usando as condigoes ECy 1, ECsy,, EC35, EC45 e ECq, temos

IN

IN

IN

6t
MiNo +M; [ &(5)(1+[10(s))ds

i=1

g [ “;2)‘”‘51@52@(1 +6(a) dzds + M 3

M{N, + MS‘/O E(s)(1+m(s))ds + MyCy /Ot (t;(sof;_ﬁz(s)(l + 10(s)])ds
S

MENy + Mg [ €(5)(1 + m(s))ds + M€ [ “;2;_@(3)(1 T m(s)ds
+Mg zn:dz‘

Mg{N, + Mg (F(la) /Ot (5(3) + Co(t — 5)“‘152(5)) (1+m(s))ds + i dz‘>

m(t). (3.9)
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Segue que W; C Wy. Definimos W, = con O(W,,), for n = 1,2,3,.... Disto sabemos
que {W,}  é uma sequéncia decrescente de subconjuntos limitados, fechados, convexos e
equicontinuos em [0, b] e subconjuntos nao vazios em PC([0, b], A).

Agoraparan > 1et € [0,b], W, (t) e ©(W,(t)) sdo subconjuntos limitados de A, portanto,
para qualquer ¢ > 0, existe uma sequéncia {6,} -, € W,,, usando os Lema 1.3, Lema 1.4,
Lema 1.5 e Lema 1.6, temos

(Wi (1))
= (O (W, (1))
= M<R(0¢79k)(t7 0) 5({91@}?:1) + OZ R(a,gk)(ta ti)]i(‘g(ti))

[ Riaaot:9) (006 00220 + g [ (6= ) atovz. Bu(o) i) ) as)

IA

2u (/Ot R (a0 (t, 5)P(s, {Qk}zc’zl)ds) + 21 (;: R(a00) (L ti)Ii({ek(ti)}Zil))

2 ( / t / "R (1. S)F(la)(s — 2 lg(s, {Qk(x)}zo:l)dxds> +e
8

AM /()tu(q)(s,{ek}i‘;l))ds+ Flz% /Ot/os(s—x)“W(g(w,{@k(x)}i‘;l))dxds

IN

+4MY i: 1 (Li({0k (i) }321)) + & (3.10)

=1

Disto, usando as condi¢oes ECs3 3, ECy 3 e ECg, segue que

IN

IA

e (Wapa (1))
1 (O (W (1))

i [ (o) ()7 ds + |

r?fﬁ /ot /os(s = 2)" ha(s)ks () ({Ok(2) }32,) dards

FAME S L ({01 12) + 2

=1

¢ SMaG
MG [ k() ({0352, ds + 120

IN())

[t =9 o) ()} ds

FAMG Y L (10600 1)) + ¢
M2 ( /0 ey (5)0 (W, (s)) ds + lf(GaO) /0 (= )" Vg5 (W(s)) ds + 3 i (Wn(to))>

=1

+e.

Sendo £ > 0 arbitrario, usando a desigualdade (3.10), temos

ZGO
()

pWa() < AMG( [ (s (W) ds+ =% [= 92 hos)  (311)

< (W () ds + 3 L (W (1) (3.12)
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para todo ¢t € [0,b] e 0 < a < 1. Pelo fato de W, ser decrescente para n, resulta em
H(t) = lim H(Wn(t)) (3.13)

para todo ¢ € [0,b]. Entdo, pelas desigualdades (3.11) e

(
H(1) = lim (W, () < AM (/(f <k1<s> QG“’“‘)(S))H<s>ds+§":ziﬂ<ti>) (3.14)

n—oo (a i1

3.13), temos

para t € [0,b], o que implica em H(¢) = 0 para todo t; € [0, d].

Usando o Lema 1.4, temos lim, o 1 (W, (t)) = 0. Por outro lado, pelo Lema 1.1, temos
W = N2, w, é convexo, compacto e nao vazio em PC([0,b],A) e ©O(W) C W. Finalmente,
fazendo o uso do teorema do ponto fixo de Schauder, existe pelo menos uma solucao 6 do
problema de valor inicial dado pela Eq.(1), onde § € W é um ponto fixo da aplicagdo continua

0. O

A pergunta natural que surge é a seguinte: serd possivel obter a existéncia de solucao para
a Eq.(1), excluindo algumas das condigoes EC;-ECg e substituindo por outras? A principio, a
resposta ¢ sim. Entao, vamos trocar as condi¢oes EC3-EC,, pelas seguintes condigoes:

1. EC; : Existem a fungao p € Z([0,b],RT) e a fungao crescente ¢ : RT — R* tais que
12, 0)[1< p(t)e(116]])
q.t.p. t € [0,b] e para todo 6 € PC([0,b],A).
2. ECg : Existem duas fungoes ¢ € Z([0,0],RT) e § € Z([0,b],R") e uma funcio crescente

x : RT — R* tais que
lg(t. s, 0) 1< a(t)a(s)x([10]]),

t
q.t.p. t € [0,0] e para todo 6 € PC([0,b],A). Considere que o limite finito de / g(s)ds
0
seja G.
Teorema 3.2. Admita as condigoes EC1-ECy e EC;-ECg. Entdo, a Eq.(1) tem pelo menos

uma solucao suave se

e

lim Supl\g( (r) + o(r )/ p(s)ds + Gix(r) /Ot(t —5)*714(s)ds + idz) <1 (3.15)

o I(a)
onde p(r) = sup{|Z(O)]|, 6l]< r}.

Demonstragio. A desigualdade (3.15) implica na existéncia de uma constante r > 0 tal que

oY t GIX(T) t a—1x =
NG [ot0) 4000 [ ptohds+ S0 [0 o tatoas + 3

=1

<. (3.16)

Agora, vamos considerar os seguintes conjuntos Wy = {0 € PC([0,b],A), ||0]| <r} e
W, = con®W,. Entao, para qualquer ¢ € Wy, e usando as condi¢oes EC-EC,; e EC;-ECs,
obtemos

6@l < ||—Ra79(t,0)5(9)—|— Y. Reo(t,t:)L(0(t:)

0<t;<t

[ Riant:0) (906,060 + s [ (6= g, 0,000 e ) s
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< R @O IZ@+ [ [Rian(t. )] I10(s.005)) 1 ds
+0§<t!\n<a,e><t7ti> |50
+F(1a>/0t | [Rear(t )] (s =21 g (5,02 | deds

< Mio(r) + M; [ p(s)s(10(s))ds
Frie b [ = e ow s + M5 3

< MGo(r) + M [ ()00 s + st [t = 9" an(10Gs) s
+M8;di

« t n
MgGix(r) |t =) als)ds + Mg Y- s
0

< Mge(r) + Mge(r) /Otp(s)ds+ I'(a) —

Assim, temos

o) < M3 )+ o) [/ ets + S [0 sy aeras 4 3] <o

para t € [0, b]. Isto significa que W; C Wy. Assim, concluimos a prova de maneira andloga ao
Teorema 3.1. O

Agora vamos investigar a existéncia da solucao suave para a funcao = sendo Lipschitz, no
entanto ¢, g e I; nao sao Lipschitz. Primeiro, admitimos a seguinte condicao:

1. EGy : A funcao = é Lipschitz continua em A, existe uma constante Ly > 0 tal que

IE(60) — 20) 1< Lollo — v, 6, € PC([0,],A).

Teorema 3.3. Sejam 0 < a < 1 e as condigoes EC1-ECqy. FEntdo, a Eq.(1) tem pelo menos
uma solucao suave desde que

M2 [LO +4 /0 t (/{71(8) + 2G0k3(;)((£)_ S)M) ds + Z:l

Demonstragio. Para a prova, consideramos a aplicagao © : PC([0,b],A) — PC([0,0], A) defi-
nida por © = O 4+ O,, onde

< 1.

(©10)(t) = Rian(t0) Z(6)

©00) = [ Rt ((5,009) + 5 [ 0 ot 800 ) s

+ 2 Rt t)1(6(t:))

0<t;<t
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para 6 € PC([0,b],A).

Como na prova do Teorema 3.1, consideramos Wy = {6 € PC([0,b], A); [|6(¢)||< m“(t),
para todo t € [0,b]} e seja W = con O©OW,. Entao, pela prova do Teorema 3.1 sabemos que
W é um subconjunto limitado, fechado, convexo e equicontinuo de PC([0,b],A) e OW C W.
Provaremos que © é pu.-contragdo em W. Assim, poderemos usar o teorema de ponto fixo de
Darbo-Sadovskii para obter um ponto fixo de © em W, que é uma solucao suave da Eq.(1).
Primeiro, para cada subconjunto limitado B € W, usando a condi¢cao ECy e 0 Lema 1.1, temos

MC(®1B) He (R(a,B) (ta O)E<B))
MG pe(2(B))
Mg Lo p1e(B). (3.17)

Para cada subconjunto limitado B C W, para t € [0,b] e todo € > 0, existe a sequéncia
{0k}32, C B, tal que

<
<

1 (©2(B(1))) <20 ({02 Ok(t)}71,) + e
Note que B e ©3,B sao equicontinuos. Entao, pelos Lemas 1.1, 1.3, 1.5, 1.6 e usando as
condicoes EC-ECy, obtemos

1 (02 (B(1)))
_ M(/O Riao)(t,s) <<I>(s,0(s)) + 1“1 /08(5 — x)a—lg(s,xﬁ(:p))dx) ds

. Rm,e)(t,ti)fi(e(ti)))

o<t; <t

IN

200 ([ Rt )0 (5. 1(5))72)ds )
+F2(‘;> ([ [ Reaan(t,9)( = ) (s, 2, {0() 12 ) dods

+2p (OZ R(aﬁ)(tati)[i“ek(ti)};o1))
for 00 SMS b a—1 00
A [ e (00, {03200 ds 5 s = ) (gl (00} i2)) s

IN

FAME Y (L({8(0)}E)

M [N + e [0l Rl (o)) s

+AMG > Lo p({06(t) 1)

o<t; <t

g [ "a(s)u(B)ds +

IN

IN

8SM3Gy [t - @
(o) /0 (t — ) hka(s)u(B)ds + 4Mj ;l@- u(B) + e
AM ( /Ot ki(s)p(B)ds + F2<Ci0) /Ot(t — 5)* ks(s)p(B)ds + ;z u(B)) +e (3.18)

IN

Sendo £ > 0 arbitrario e usando a desigualdade (3.18) acima (Note que,
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MC(W) = Sup{lu(w(t))at S [O’ b]})7 temos
2Gy
(a)

para qualquer subconjunto limitado B C W.
Agora, para qualquer subconjunto B C W, usando o Lema 1.1 e as desigualdades (3.17) e
(3.19), temos

e (O2(B(1))) < AM [/Ot (k1<s> 200, >a1k3<s>) d+zz] WB)  (319)

te(©B) = (0B + 0:B) < 11.(01B) + 11.(0:B)
< Mg Lope(B) + 4Mg </Ot (/{;1(5) + 13(63 (t — 5)* ks(s) ) ds + Zl)

— M <L0+4/0t <k1(s)§<i0)(t— )" kg (s) )ds+§:l> (3.20)

Entao, pela desigualdade (3.20), obtemos que © é uma p.-contragao em W. Portanto, pelo
Lema 1.2, existe um ponto fixo § de © em W, o qual é uma solugao da Eq.(1). O]

Por fim, o Teorema 3.4, a seguir, também tem como objetivo discutir a existéncia de solugao
suave utilizando as condi¢oes EC{-EC,.

Teorema 3.4. Considere as condi¢oes EC1-ECy. Entdo, a Eq.(1) tem pelo menos uma solugao
suave se a Eq.(3.20) e a condigio a sequir sao satisfeitas

[0}

Mg Lo + lim My (¢(T) /Otp(s)ds + 1(1(25);1 /0 (t— s)ds + Zd) (3.21)

r

Demonstrag¢io. Usando a condigdao (3.21) e o fato que Ly < 1, existe uma constante r > 0 tal
que

M2 <L0r+ 1Z(0)]|+6(r) /Otp(s)ds—i— X&gl /0 (t—s)*1g ds+Zd>

Agora, consideramos Wy = {6 € PC([0,b],A), ||0(t)||< r, para todo t € [0,b]}. Entdo, para
cada 6 € Wy e usando a condi¢cao ECy, obtemos

o0 ()]
< | Rian(t0)EO)| + OZ R(a,g)(t,ti)fi(H(ti))H

+ H/Ot R(a,e)(t7 s) (‘I)(S, 0(s)) + F(la) /DS(S — ZL’)O‘—lg(s7 x, Q(x))dx) ds
< |Rao® 0] 126)1 + [ [ Rt 5)| 1005, 0(5))1l ds

)|| (s = 2)° " lgls, 2, 0(2)) || dads + S |[Reas)(t 1)

o<t;<t

i(0()]]
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IA

M |2(6) - 2(0) + SO + Mg [ p(s)0(10()])ds
Ma// s — )" g(s)a(@)x (10() ) dds + Mg Y d

i=1

VAN
[1]

MS‘(IIE(9> 2O+ IZ0)] + [ )10 s

i [t dwds+id>

MQ(L0T+\|~ M 00 Dds + s [ [ = (@i o) dods
+;¢)

< M (Lor + 12(0)||+o(r) /Otp(s)ds + F(la)x(r)Gl/ (t —5)*4(s)ds + Zd) (3.22)

IA

Portanto,

a - t X(T)Gl ! oc 1
00| < M (o -+ 12O+ [ plshds+ L0 [0 op~tatopas + 3a) <

para todo t € [0, b]. Isto significa que OW, C W,
Defina W = con ©W,. A prova acima, implica em OW C W. Assim, podemos finalizar a
prova deste Teorema de maneira analoga ao Teorema 3.3. O

Uma das consequéncias diretas do calculo fracionario, de modo particular a discussao de
equagoes diferenciais fracionarias, é verificar o caso especial & = 1. Entao, nesse sentido, vamos
apresentar os resultados para o caso inteiro, para a Eq.(1). Portanto, considerando o limite
a — 1 na Eq.(1), temos

9@+A@ﬂmﬂﬂ::¢mmm+/wmgmm@JGMMJ#%
=(6) = 6, ’ (3.23)
LO)), i=1,..,n,0<t; <..<t,<b.

> +
>
I

Consequentemente, considerando o limite @« — 1 na Eq.(3.1), temos a solugao suave da
Eq.(3.23), dada por

0(t) = Uy(t,0)[0p —=(0 / Up(t, s ( s,6(s)) —i—/()sg(s,x,ﬁ(x))dx) ds
+ > Ut t:)I:(0(t)), 0<t<b.

0<t;<t

Os resultados a seguir sao consequéncias diretas dos resultados de existéncia ja investigados
anteriormente. Desta maneira, omitimos suas respectivas provas.

Teorema 3.5. Suponha as condigoes EC1-ECq. Entao, a Eq.(3.23) tem pelo menos uma
solucao suave.
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Demonstragio. A prova é consequéncia direta do Teorema 3.1. O

Teorema 3.6. Considere as condigoes EC1-ECy e as condigoes EC-ECg. Entao, a Eq.(3.23)
tem pelo menos uma solugdo suave se

lim sup l\fo (go(r) + o(r) /Otp(s)ds + G1x(r) /Ot G(s)ds + z:;dz> <1,

r—00

onde, ¢(r) = sup{||Z(O)||, [|0]|< r}.
Demonstragio. A prova é consequéncia direta do Teorema 3.2. O]

Teorema 3.7. Considere as condigoes EC1-ECqy. Logo, a Eq.(3.23) tem pelo menos uma
solugdo suave se

M, (LO + 4/; (k1 (s) + 2Goks(s)) ds + Zi:l) <1.

Demonstragio. A prova é consequéncia direta do Teorema 3.3. O

Teorema 3.8. Suponha as condi¢oes EC1-ECy, entao a Eq.(3.23) tem pelo menos uma solugdo
suave se Eq.(3.20) (com a — 1) e a seguinte condicao é satisfeita

t
r 0

M t -
MLy —|—Tli_>r(r>10—0 (go(r)/o p(s)ds + X(T)Gl/ d(s)ds + Zdl> < 1.
=1

Demonstragio. A prova é consequéncia direta do Teorema 3.4. O

Finalizamos a se¢ao sobre existéncia de solugdo suave para a equacao integro-diferencial
fracionaria quase linear com condigbes impulsivas e nao local dada pela Eq.(1), discutindo
algumas condi¢oes necessarias e suficientes. Discutimos o caso especial, isto é, quando a = 1
(caso inteiro). Nesse sentido, a préxima secao, é destinada a investigar a unicidade de solugao
suave para Eq.(1).

3.3 A unicidade de solucao suave

Nesta secao, apresentamos o segundo principal resultado deste trabalho, ou seja, a unicidade
de solugao suave para Eq.(1), utilizando o teorema do ponto fixo de Banach.

Para este proposito, é necessario, primeiramente, que condigoes sejam estabelecidas. Entao,
considere:

1. UC;: @ :]0,b] x A — A é continua e existem constantes F 4 > 0, e Fy > 0 tais que

[(2,6) — (t.0)[[< Fall6 ~ v, 6.0 € A e O = max [(+0)]|
S )

2. UCy: g:[0,b] x Q@ — A é continua e existem constantes Hy > 0, e Hy > 0 tais que

t t
[ llgtt.0) = g(t.v)lds < HAIO vl By = max { [ lg(t,0)llds: t € [0,8]}.
0 t € [0,b] 0
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3. UCs : h: PC([0,b],A) — € é Lipschitz continua em A e existe uma constante G4 > 0,

tal que
IE(0) = E@)lI< Gall0 = vpe, 0, € PC([0,b], A).

[1

4. UCy : I; : Q — Q é continua e existe uma constante [; > 0, i = 1,...,n tal que

1:(0) = L)< L6 — v, 6,v €A

5. UCj5 : Seja

Ma n n
p= {koar + 2koa (rG4 + ||g(0)]]) + aM§O 4 + ar(o?)HA + koar Y 1; + Mg Zli}
=1 =1

tal que 0 < p < 1.

Além disso, existe uma constante kg tal que para cada 6,v € PC([0,b],A) e y € A, temos
R(e,0)(t, 8)y — Riaw)(t, 8)ylI< ko a [[ylla |10 — vl|pe,

for 0 < a < 1.

Teorema 3.9. Sejam 0y € A e B, = {9 € PC([0,0],A); |0]|< r}, comr > 0. Se as condigoes
UC;-UC5 sdo satisfeitas, entao a Eq.(1) tem uma tinica solugio suave.

Demonstrag¢io. Considere 0y € A (fixado) e o operador © em PC([0, 5], A), dado por
©0)(t) = Ro(t.0)[fo —EZO0)] + D Rean(t:ti)Li(0(t:))

0<t; <t

[ Reento5) (906,000 + 1 [ = 0t 00 ) s

Note que © : PC([0,b], A) — PC([0,b], A). Além disso, temos
1(©6)(t) — (Ov)(®)]l
- Hn(a,e)(t, O —Z0)] = 3 Rt 0)L((1)

o<t <t

[ Riant:0) (906,060 + s [ (6= 9l 0000e ) s

+ > Reoy (1) Li(0(t:) — Raw (t,0)[0o — Z(v)]

0<t; <t

[\
X
R
=
—~
\‘M
(e}
S~—
|
B
S
—~
\'PF
o
S~—
N—
D
o
+
®
=
~—~
\'@F
(@)
N~—
[1]
—~
D
S~—
|
?
S
—~
\'@F
(@)
N—
—~
D
~

Riooto5) (#05.000) + s [ o= a1 glov. )i

+/O]t
_/Ot

1

Riaw(t.5) (CD(S, )+ Fa) /0 (5 — 2)* (s, 3, (m))dm)




o1

+ 3 [Ran ) LO®)]| = S [ R ) L(v(1:))

0<t;<t o<t;<t

Ria)(t;0)Z(0) = Riau(t, 0)EW)|

1 t
Rt 5)[ 1265, 66Dl s + o5 [ [Rewan o)

SH@@M“D—WwﬁﬂDM“W
+ /0 t
x [t =0 g, 0] deds — [ [ Rt )] 100, v(s) ] ds
w7 )y IRt s>H / s(s — 2 g(s, 2, v(a))| duds

+ Z | R0t ) > [ Riam ) Li(w(t)]| (3.24)
o<t; <t o<t; <t
Usando
[Reao(t.5)] < M3, 90| < Gallfllpe
€
| Rty (t,8)y = Reany (£, 8)y]| < ko allyllx 116 = vllpe
com kg constante, obtemos
[R i (£.0)9(2) = Riasy(.0)9O)] < [Raar .0 9@ + [Reaey (2.0)] 19(6)
< M [lgw)]| + Mg [lg(0)]
< MG G40 — . (3.25)
Por outro lado, obtemos
[ Ry (£, 0)9(8) = Ria (£.0)9(0)]| < ko allg(®)] 16— ]
< ko a GalOl(6]1+]v]) - (3.26)

Usando as Eq.(3.25) e Eq.(3.26), temos
MG Ga ([[01 + Ivl]) < a ko GO (IO + () -
Portanto, concluimos que

[Reo(1:0)9() = Ria(t,0)9(0)| < [Rea (1, 0)9(0) = Reasn (1, 009) | (3:27)



Agora, usando a desigualdade (3.27), podemos escrever

IN

IA

IN N IA

Ria)(t,0)g(0 »(t0)gw)

) —
R(a@(t 0) ( ) au)(t O) (V)+Ra9(t O)g( t? g(
+R(a6‘ (t,0)9(0) = R(a0)(t; 0)g(0) + Ra)(t;0)9(0) = Ryau)(t,0)g(0)

0(£,0)9(0) = Req <t 0)g()|| + [Riau) (£ 0)9(¥) = Riap)(t, 0)9(0)|
- HR 00) (£, 0)9(0) = Rian)(£,0)9(0) | + || R0 (£ 0)9(0) = Reany (£, 0)9(0)
0)(t,0)9(0) — Rea, V>< L0)g(0)| + || Riean (£, 009 () = Ria) (£, 0)g(0)

|
+2 Hma 0(£,0)9(0) = Ra(t; 0>g<0>H
2[R (£ 0)9(6) = R (1,009 () | 42 [Rea ) (¢ 0)9(0) = Reasy (1, 0)g(0)
(0

2koa|lg(O)|lx 110 = vlipe + 2koa[lg(0)|x 110 = vipc
2koaGall0]lpe 10— vllpe + 2k0aGallg(O)lx 110 = vlipe

2koa (GallOl+lg(O)) 10 = vl[pe-
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Agora, retornando & desigualdade (3.24), temos

<

IN

IA

IA

IN

IN

1(©6)(1) — (Or)(®)]]

ko a0l 10— vllpe + Qkoa Galloll +[lgO)N 110 = vllp

(

+Ma/ 19(s,0(s)) s

—MO‘/ 1D (s, v(s) Hds

+ 3 IR t,t,»)—R(a,y)(t,ti)

0<t; <t

+// (s — 2)° 7 [lg(s, 2, 0(x))|| duds

+/ / (s — )% ||g(s, @, v(z))|| dxds
i(0(t:)) |+O§t:tHR(a,y)(t,ti)
— Vlpe + 2koa (G4 [10]] + [lg(O)]]) 1|6 —<;<||pc
MG [ (10(5,005)) = B(s, 0) [+ (s, 0) ) ds

Y e -
Frrg b 6= s 0) — g
Mg [ (10(5,6(5) — @5, 0|+ 0(5,0) ) ds

Mgt s -

_I‘(a) /0 /0 (s —2)* " ([lg(s,z,v(x)) — g

(5,0,0)[| + llg(s,0,0)|]) dzds

(5,0,0)[| +[lg(s,0,0)]]) dxds

+> ko all0 —v|lpe L10(t:) |+MG D L]0 — v|lpe

=1

=1

ko all0|| |6 — vllipe+2koa (GallOll+[g(0)I]) 10 — [l

Mg Ea [ (106) =)l ds + S [ (6] ds

[(a)

+>_ ko allf = vllpe LIIO(E)[+MG Y Lil16 — vl

=1

=1

ko all0]] 10 = vilpet2koa (Gall0l+]g(O)]) 10 = v]lpe

t
TME FA/O 16(s) — v(s)|/ds +

M2 ¢
H / 0 — d
INE)! Ao I V|pc ds

+> ko all6 = vlpe LIIOE)+MG > L0 — viiee

=1

i=1

ko ar [|6 = v|[pct2koa (Gar =+ |lg(0)[) |0 — vlpe
t
HA/ 16 — v|lpe ds

t
MO FA/ 16 — v||pe ds +

+Zk30 alld — v||pe l; T +M°‘Zl 10 — v||pc

i=1

Mg
T(a

i=1

ko ar (|0 —vllpet2 ko a (Gar+g(0)) 10 = viipe

MO{
+M§ Faa [0 = vllpet——5

I(a)

Hya |0 —v|pc

‘|—]€0 ar ||9 - VHPCZ lZ + MS‘H@ - V“’PCZ lz

i=1

ko ar+2kya(Gar+g0)])+M; Faa
MO[
—+ OHACL—FkoCLTZ?:llZ’—i‘MSC

I(a)

p |0 —v|pe, 0,v € PC([0,b],

A).

=1

n
i=1 ll

10 — vpc

23

(0(t:) — Li(v(t))ll
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Desta desigualdade, segue que para qualquer ¢ € [0, b], temos
1©0)(t) — (Ov)()|| < p 10 — v[lpe, com 8,1 € PC([0,b],A),

que é o resultado desejado. O

Como apresentado na Secao 3.2, aqui também temos o caso especial, quando escolhemos
a = 1, dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.10. Sejam 6y € A e B, = {0 € PC([0,b],A); ||0||< r}, » > 0. Se as condigoes
UC,-UC;5 sdo satisfeitas, entao a Eq.(1) tem uma tunica solugdo suave.

Demonstragdo. A prova segue diretamente do Teorema 3.9. O
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Capitulo 4

Controlabilidade

O conceito de controlabilidade foi introduzido pela primeira vez por Kalman no inicio dos
anos 1960 [43, 44, 45]. Algumas conclusoes muito importantes sobre o comportamento de
sistemas dindmicos lineares e nao lineares sao obtidas. No campo da tecnologia de engenharia,
existem muitos sistemas reais controlados com &ébvio efeito de retardo, como o sistema de
suspensao ativa do veiculo, o sistema dinamico de combustdao do motor de foguete e outros
sistemas mecanicos. O efeito de atraso leva a evolugao do estado do sistema com o tempo, nao
apenas dependendo do estado atual do sistema, mas também dependendo do estado do sistema
por um determinado periodo de tempo no passado.

Por outro lado, também podemos destacar que a controlabilidade desempenha um papel
importante na teoria e engenharia de controle, que pode ser categorizada em dois tipos: con-
trolabilidade exata e controlabilidade aproximada. Controlabilidade exata significa que sob
alguma entrada de controle admissivel, um sistema pode ser direcionado de um estado inicial
para um estado final arbitrario, enquanto a controlabilidade aproximada permite direcionar o
sistema para uma pequena vizinhanca arbitraria do estado final. Comparada com a controla-
bilidade exata, a controlabilidade aproximada é um conceito mais fraco, totalmente adequado
em aplicagoes. Nos tultimos anos, muitos pesquisadores dedicam em estabelecer condigoes su-
ficientes para a existéncia e controlabilidade de equagoes de evolugao fracionéria e inclusoes
(39, 62, 65, 83].

No Capitulo 3, sob determinadas condi¢des, investigamos a existéncia e unicidade de so-
lugbes suaves para a equagdo integro-diferencial com impulsos dada pela Eq.(1). Visto que
o problema discutido na Eq.(1) possibilitava investigar a controlabilidade, neste capitulo de-
finimos uma fungao controle u, um operador B e estabelecemos algumas condigoes a fim de
determinarmos a controlabilidade do sistema integro-diferencial fracionario apresentado pela
Eq.(4).

Primeiramente, vamos introduzir o conceito de solugao suave para a Eq.(4).

Definicao 4.1. Denominamos solugio suave do sistema Eq.(4) uma fungio 0 € PC(J; A)
(J =[0,b]) com valores em Q C A satisfazendo a equagao integral

1) = Ria(t.0)60 — h(0) (1)
[ R tos) (Bae) 4 005.009) + s[5 = 0" ol 000) an s

para todo t € J, para todo 6y € A e controle admissivel p € L*(J,U), onde U é um espaco de
Banach.



26

Para provar o principal resultado deste capitulo, consideramos as seguintes condigoes:

CC, : O operador linear limitado W : L*(J,U) — A definido por

W= [ R (b5) (Bi)(s) ds.

tem um operador inverso induzido W' que tem valores em L?(J,U)/ker W e existem
constantes positivas M; e M, tais que ||B|| < M e |[WH| < Ms.

CCy: h : PC(J;Q) — Y (Y é um espaco de Banach, denso e continuo em A) é Lipschitz
continuo em A e limitado em Y, isto é, existem constantes k; > 0 e ko > 0 tais que

[R(O)]ly <k,

|1h(0) — h(v)|ly < ko rgu}x”@ —v||pe, 0,v € PC(J;A).

Para as condigoes (CCj3) - (CCs3), considere Z como ambos A e Y.

CCs: g: Q) x Z — Z é continua e existem constantes k3 > 0 e ky > 0 tais que

1 t
7/ (t — )2 Y|g(t, 5,0) — g(t,s,0)|lz ds < ks]|0 — v|z, 0,0 € Z,
I'(a) Jo

ey — max{/OtHg(t,s,O)HZ ds; (t,s) € Q} |
CC,: f:J X Z — Z é continua e existem constantes ks > 0 e kg > 0 tais que
|D(t,0) — (t,v)||z < k5|0 — 0|z, 0,v € A,
ke = max|| (2, 0)] 2.
CCs : I, : A — A sdo continuas e existem constantes [; > 0, ¢ = 1,2, ..., m tais que
| L;(0) — L(v)||< L]|0 —vl|, 0,v € A.
Consideramos My = max||R a0t Bz), 0 <s <t <b, € Q.
CCy : Existem constantes positivas d1, dq, 03 € (0,d/3] tais que
8y = Mo||6o||+ Mok 8y = Mo My Mab (][64]|+Mo||foll-+Moky + Mo + Mog) e
83 = Mof + Mo,
onde & = > (Lo + || 1;(0)]]).

Definig¢ao 4.2. O sistema fraciondrio Eq.(4) é controldvel no intervalo J = [0,b] se, para todo
0o,0, € A, existe um controle € L*(J,U), tal que a solucdo suave 0(-) de Eq.(4) correspondente
a p, verifica: 0(0) + h(0) =6y, AO(t;) = 1;(0(t;)), i =1,2,...,m e 0,(b) = 0.
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Lema 4.1. Seja Rap)1s) o familia (a,0)-resolvente do problema fraciondrio Eq.(4). FExiste
uma constante k > 0 tal que

t
IR (e0) (t, $)w = Riawy (¢, s)w]| < k||wlly/8 16(7) = v(7)] dr,

para todo 0,v € PC(J; A) com valores em Q e todo w € Y.
Demonstragao. Ver [75]. O

Lema 4.2. Seja p(t) = /Ot (@(5,9(3)) + F(la) /Os(s —n)*g(s,m,0(n)) dn) ds, comt e J e

®(-,-) e g conforme as condi¢ées da Eq.(4). Entao, |¢(t)|| < 6.

Demonstracao. De fato, temos

)]
- | [ (006060 + s 6= 0ot 000 an) s

+P(s,0) — @(5,0)) ds

/Ot <¢>(s, 0(s)) + F<1a) /Os(s — )" (g(s,n,0(n) dn — g(s,1,0) + g(s,n,0))

. /Ot <”q)(87n<8)) B ‘19(570)||+”q)<3’0)”+r(1a) /Os(s =) Hlg(s,n.0(n) — g(s.1,0)| dn
1

s =gt dn ) ds.
b 0 gt 0] dn) o
Usando (CC;) e (CCy), obtemos
t
lol < [ (Rsllo(s)l+ks + ksllo(s)]|+k1) ds
t t t t
- k:5/0 16(s)] ds+k6/0 ds+k3/0 16(s)] ds+k4/0 ds

t t
< ks [ 1O(s)] ds + kab+ kab+ ks [ 0(9)] d

o que conclui a prova. O]

Teorema 4.1. Suponha que o operador —A(t,0) gera uma familia (o, 0)-resolvente com

IR (w0)(t, 8)|< Me=U=%) para alguma constante M e o > 0. Se as condigoes (CC;) - (CCs)
sdo satisfeitas, entdo a equacao integro-diferencial de controle fraciondria com condi¢ao nao
local e condigao impulsiva Eq.(4) é controldvel em J.

Demonstrag¢io. Usando a condi¢ao (CCy), para uma fungao arbitraria 6(-), definimos o controle

p(t) = W01 = Rias)(b,0)00 + Rias) (b, 0)h(0)
- /Ob R(a0) (b, 5) (CI’(S’@(S)) + F(la)/os(s —n)*tg(s,n,0(n)) dn) ds
= S R (bt L0 (1)

i=1
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Seja S5 = {0 : 60 € PC(J,A), 0(0) + =Z(0) = 6y, AO(t;) = L;(0(t;)), ||0]|= 0}, para t € J,
0>0,pcNei=1,...n
Definimos operador @) : Ss — Ss por
(Q0u) (1) = Riap)(t,0)00 — Rea,)(t,0)h(0)

+ Ry (1) BV [0 = R (b, 00 + Ry (b, 0)A(6)
_ /ObR(aﬁ)(b,s) (cb(s,e(s))+F(]‘a)/os(s—T)a—lg(s,T,e(T)) dT) ds
- 3R 000 KO0 d

1 s o1
+ /Raa (t, 5)(®(s.6(s)) + >/0 (s —7)° " g(s,7,6(r)) dr) ds
+ Z 'R(a,g) , T IZ(H(tl))

0<ti<t

Usando este controlador, devemos ter que o operador ¢) tem um ponto fixo, o qual é uma
solucdo da Eq.(1.2).

Claramente Q8,(b) = 61, o que significa que o controle x direciona uma solugao da Eq.(4)
do estado inicial 6, para o estado final 6; no tempo b, desde que possamos obter um ponto fixo
do operador nao linear Q).

Agora mostramos () mapeia S5 em si mesmo.

@8 (O < Rt 0080l +I Rt 0)1(6)]
t ~
IRy I 1B 11621+ 1R 0y (. 00l +I Reoy b RO

b [ IR s>(||<1><s,e<s>>||+r(1® [ s = (lgts. 7.0 dr))

+ 3 IR ®AINLO0) - LOILO} ] dr

t 1 s 1
b L IR (16, 05 [ (6 =7l m 6| ) ds
+ 3 Ry () {IZ:(0(L)) — LO)[+] (0] }.

0<t;<t
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Usando as condigoes (CCy), (CCy), (CCs), (CCg) e o Lema 4.2, temos
t
1Q0,) (DI < Mol|6o|[+Mok: +/0 M0M1M2[H91H+M0H90H+M0K1

b [ (s, 005)) ) ds + F(loé) | = gls, .00 | dr) ds

oMy S (o \|Ii<o>u>] iy

i=1

My [ (1.0 ds + s [ =) s, 0 dr) s

m

+ My > (I + || 1L;(0)])

i=1

IN

t
Moy ||0o]|+Mok:1 + MoMlMQ/0 lH91|y+M0H00H+MOk1 + My7

+ M, i([i(u HMO)H)] dn + Mo7 + M, i(IiH 17:(0)])

i=1 =1

t
Moy ||0o]|+Mok:1 + M0M1M2/0 l”elH“‘MoH@O”‘f‘Mokl + MoT + M| dn

Mo7 + Mo
Mo ||0o||[+Moky + MoMyMs b (]|61]|+Mo||0o||[4+Moks + MoT + M€)
+M07: + MO§7

IN +

onde & = 3712, (L6 + [ L:(0)]))-

Pela condigdo (CCg), obtemos |[(Q8,) (t)||< 6. Assim, o operador () mapeia S; em si
mesmo.

Agora para 6,v € S, temos

(Q6,) (t) = (Quu) DI L+ Lo + L5 + Lo, (4.2)



onde

I, =

IQ -

R, (t, 0)00 — Ra,w)(t; 0)6o][+[|Ra,0) (t, 0)1(0) — Riav)(t, 0)R(v)]],

I

R(ag (t 77) BW! [91 - R (c,6) (b O) 0y + R(a’g)(t,()) h(@)

60

/Rag (b, 5)(®(s,0(s)) ds+()/( — 1) g(s,7,0(r)) dr) ds

Z Ra0) (b, 1;) ] Raw)(t,n) BW™ [91 — Riaw)(0,0) Oy 4+ R (b,0) h(v)
/RM (b, 5)(®(s, v(s)) ds+()/ (s — )" g(s,7,0(r)) dr) ds

£ ne ]}

R<a,9><t,s>(< 0+ oy [ 5= 1ol o) )

t
J
1

R aw (,8) (B(s, v(s ))+—/S(s—7)a-1g(s,7,v(7)) dr)

[(a) Jo ds

I = S Ry (4 )T (O(1)) = Ry (s 1) L (0(8)].

i=1

Aplicando o Lema 4.1 e a condigao (CCsy), temos

I

IN + IN + A

Sejam

IR (.6)(t,0) o — Riaw)(t; 0) boll+[Rae) (t,0) 2(0) — Riaw)(t, 0) h(v)]
IR o) (£:0) h(6) = R (£,0) h(0)]

Elolly [ 16(r) = o(r)ldr + kIO [ 16(r) = o) r

IRa (2.0 12(6) = h(0)]

k6ol max(|0(r) —o(7)[| a+k a ki max||0(7) — v(7)[|+Mo ks max||6(7) —

(k |60l @ + k a k1 + My ks) IES}||9(T) — (7).

A(6) e B(v) dados por
A0) = 01— R (,0) Oy + Rap(b,0) h(0)

_ /ObR(a,g)(b, 5)(®(s,0(s)) + F(loz) /08(3 —7)* (5,7, 0(r)) dr) ds

=S Re (b ) L(6(E)

i=1

se
—~

4
~—

I

0 R(av (b 0) 90 + R(a,v)(b, 0) h(?))

/ (aw) (D, 5) ( ,u(s)) + 1/05(3 — 1) tg(s, T, v(7)) dT) ds

['(a)
= 3 Rew(btL(0(0)
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Usando o Lema 4.1 e a condigao (CC;y), obtemos

I

IN

Note que,

t ~ ~ ~
L IR oy (6.0 BWA(0) = R () BW - Aw)| diy
IBIIT | K 2max { )} /H9 —o(r)| dr
My Mok 2max {||A(0), Hv} a® max||6(r) —v(7)|| (4.4)

max|[|A(6), B(o)lly < [A@)|ly+][B)]ly-

Usando o Lema 4.1, a as condigoes (CCy), (CCj;) e (CCg), segue que

1A@)ly =

IN

IN

IA

1BOy =

<

<

61— Ria)(8.0) b + Ry (0,0) h /Rag (b, 5)(®(s.6(s))

1“(104)/08(5 )y (s, 7, 0(r) dT) ds

- i R (b.0)[(1:(0(t)) — 1(0)) + L:0)]|

1631y + | Reay (0. 0)lly [0lly + Ry (5, 0) || 2(0)
b

| [Ren® )] 106,00 ds

b 1 s B
[ [Reorte s>H<F<a) [ =7 gts.m o) dr) s

>y (I1(0(6) = LO)+(0)])

101]ly + Moll6olly + Moky + Mo7 + M, {Z Lo + ||]z(0)||}

|61 ]ly + Mo||bolly + Moky + MoT + My &, (4.5)
61 = Ri0.0)(5,0) b + R (6, 0) /RM (b,5)(®(s,0(s))

1 s a—1
F(OZ)/O (s —71)* g(s,1,v(1)) dT) ds—;::l R(aw) (b, ti) (v <t’>)H

1611y + I Reawy (b, 0y [16olly + [[Reaw (0, 0)lIv [l Av)]ly

b 1 s 1
/0 HR(QVU)(b,v) ((I)(S,U(S)) + F(a)/o (s —7)* " g(s,7,0(1)) dr) ds

(I (w(t:) = LO) [+ L:(0)]])

5 [Riet0

10:]ly + Moll6olly + Mok, + M7 + My {215+ I17;(0 H}

101]ly + Mol|bolly + Moky + Mo7 + Mo &, (4.6)

onde § = Y1 (1,0 + || 1;(0)]]).
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Substituindo as desigualdades (4.5) e (4.6) na desigualdade (4.4), obtemos

I

< MMk 2max {||A(0), B(v)|ly} o’ max]|6(7) — o(r)|
< My Mo2ka® {||64]ly +Mo (||6olly+k1 + 7+ €)} max|(|6(7) —v(7)]|- (4.7)

Novamente, usando os Lema 4.1, Lema 4.2, e as condigoes (CCj3), (CCy) e (CCg), obtemos

I3

<

IN

IN

IN

Rap(t,s) (@(s, 0(s)) + F(la) /Os(s — 1) Yg(s,7,0(1)) d7'>

Xl

R (L 5)(®(s,0()) + o /Os(s — 7)Yy, 7,0(7)) dr)

HR(W,) (t,s) (@(s,v(s)) + P(la) /:(S — 1) tg(s, 7, v(7)) dT)

Raw(t 5) (®(s,v(s)) + F(la) /Os(s —7)* g (s, 7, 0(7)) dr)

s

t 1 s o1 t
k190060 + gy [ 6 =0 o576 drly [160) — ()] dr ds
Mo [ (19(s. () = @(s,0(s))|
+F(1a) /Os(s —7)* Hg(s,7,0(7)) dr — g(s,7,0(7))] dT) ds
k7 a max[6(r) — o(7)]
Mok [10(5) = v()]l ds + Moks maxo(r) — o(r)]
k7 a max||0(r) — v(r)|| + Mok a max]|6(r) - o(7)]|
+ Moks a @g}”eﬁ) —o(7)]|

(k7a + Mykia + Myksa) max|0(7) — o (7). (4.8)
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Por outro lado, usando o Lema 4.1 e as condigoes (CCs) e (CCg), obtemos

I, <

IN

IN

IN

m

>~ (IRe (8 1) Ti(0(t:)) = Reaan (£ t5) Li(wE)) I+ IR (£ 10) Li(O(1:)

i=1

Ria (1) Lw(t)]))

>~ [K(14600) ~ LOI+ILO)) [ 16(r) ~v(r)] ar
My 11(6() = L(o(t)]
S [K (1 0 + 1O [ 16) =) dr + My e 16(7) = o()]]

3 (18 L) @ mal(r) = v(e)]| + Mo 31 mao(r) — o(7)|

=1

k€ a max[[6(r) —o(7)|| + MoZli max|(|0(7) — o(7)|
=1

(k&a + MOZZ) max]|6(r) — v(7)]. (4.9)

=1

Substituindo as desigualdades (4.3), (4.7), (4.8) e (4.9) na desigualdade (4.2), temos

1(@0,) (t) -

(Qua) DI < L+ L+ I+
= (K ll6oll a+ & ki + My ky) max|6(r) —o(r)]

+ My My 202 k(|0illy + Mo( 66lly + k1 + 7 + &)
x max|(|0(r) — v(7)|

b (k€a + Modot) max|o(r) — o)
i=1

b (k€a + Moy L) max]o(r) ()]
=1

{k? ||90|| a + k? a ]{?1 +M0 ]{?2 + M1 M2 2@ k’<||91||y
Mo( [10olly + kr + 7 + &) + K 7a + Mokia + My ks

_'_
+ k&at Mo lif max|6(7) —v(7)]
=1

= A max|[6(7) —v(7)],

onde A = k ||00|| a + ka k?l + MO kQ + M1 M2 2a k’<||01||y + Mo( ||90||y+ k’l + T + f))
+k:7~'a + Mokila + Mokg + kfa —{—M()Z:le

Portanto, () é uma contragao e, portanto, existe um tinico ponto fixo 6 € A, tal que
QO(t) = 6(t). Qualquer ponto fixo de () é uma solucao suave de (4) em J que satisfaz 0(b) = 6.
Assim, concluimos que o sistema (4) é controlavel em J. O

Ressaltamos que assim como os resultados que foram apresentados no capitulo 3, o Teorema
(4.1) também satisfaz o caso especial, quando escolhemos a = 1.
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Conclusoes e Perspectivas

Antes de investigar os principais resultados deste trabalho, realizou-se um estudo detalhado
sobre a derivada fracionaria i-Hilfer proposto por Sousa e de Oliveira [89] em 2018. Nesse
sentido, a partir da particular escolha de v(-) e do limite de /3, obtivemos a derivada fracio-
naria de Caputo, ferramenta principal da formulacao dos problemas discutidos neste trabalho.
Além disso, recuperamos alguns resultados preliminares sobre medida de ndo compacidade de
Hausdorff e operador resolvente.

O cerne da primeira etapa da pesquisa consistiu em investigar a existéncia e unicidade de
solugdes suaves para uma equacao integro-diferencial fraciondria quase linear com impulso e
nao local. Para isto, primeiramente formulamos o problema principal dado pela Eq.(1). Nesse
sentido, foram impostas condi¢des necessarias e suficientes, e por meio da técnica da medida
de nao compacidade de Hausdorff, do uso do operador resolvente e de teoremas de ponto
fixo, obtivemos os resultados desejados. Como fruto dos resultados obtidos nessa etapa, foi
publicado o artigo cientifico intitulado "Existence and Uniqueness of mild solutions for quasi-
linear fractional integrodifferential equations'[78].

Motivados pela crescente expansao na pesquisa envolvendo o calculo fracionario e equacoes
diferenciais de diversos tipos, sejam em suas perspectivas analiticas ou em aplicag¢oes, investi-
gamos condi¢oes que assegurem a existéncia e a unicidade de solugoes suaves para uma classe
de equagoes integro-diferenciais fracionarias com impulsos em espaco de Banach, cuja solugao
suave ¢ dada em termos de R(q) chamada de familia (o, f)-resolvente gerada por —.A(t,0).
Nesse sentido, motivados pelos primeiros resultados, surgiram algumas indagagoes que nos per-
mitiram investigar a controlabilidade para um sistema de controle integro-diferencial impulsivo
fraciondrio em espagos de Banach, cuja solucao suave, ¢ dada em termos de R € de uma
funcao controle pu.

Na segunda etapa da pesquisa, direcionamos nossa atengao para o problema da controla-
bilidade. Para esta finalidade, formulamos o sistema de controle integro-diferencial impulsivo
fracionario em espagos de Banach Eq.(4) e nos questionamos sobre quais condigdes necessarias e
suficientes deveriam ser satisfeitas para garantir a controlabilidade do sistema. Para estabelecer
o resultado de controlabilidade admitimos algumas condig¢oes e usamos a técnica do ponto fixo e
o operador (, 6)-resolvente. Mediante este novo resultado obtido, elaboramos o segundo artigo
cientifico e ja submetido, intitulado "Controllability of fractional impulsive integro-differential
control system'"em Journal of Applied Analysis & Computation [79].

Diante do exposto, o proposito da nossa pesquisa foi alcangado, isto é, os estudos da exis-
téncia e unicidade de solugoes suaves e controlabilidade em espacos de Banach utilizando o
célculo fracionério, a familia («, f)-resolvente gerada por —A(t, ) e os teoremas de ponto fixo.
Vale destacar que as condicoes estabelecidas para a existéncia e unicidade de solugoes suaves
e também para a controlabilidade do sistema foram cruciais para a obtencao dos resultados e
foram escolhidas de modo a satisfazerem os operadores e as func¢oes envolvidas nos problemas.
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Porém, outras questoes relevantes, como tratar sobre a estabilidade de Ulam-Hyers, atrati-
vidade de solugoes suaves e observabilidade de sistemas, fazem parte de um projeto de pesquisa
futuro, que darda uma natural continuidade a esse projeto de Doutorado. Perspectivas de novos
resultados e parcerias futuras com pesquisadores da area no Brasil e no exterior também sao
partes desta natural continuidade do trabalho.
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