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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, apresentaremos trés diferentes nogoes de solu-
¢ao para leis de conservagao e as relagoes que existem entre elas. Comegamos
abordando a nogao de solugao estatistica para sistemas autonomos introduzida
por Illner e Wick em 1981 que baseou-se na nocao de solugao estatistica pro-
posta por Foias em 1973 para o estudo das equacoes de Navier-Stokes. No inicio
dos anos 90, Illner e Wick estudaram solucao estatistica para leis de conservacao
e mostraram que toda solucao neste sentido gera uma solucao a valor de me-
dida, conceito desenvolvido por DiPerna em 1985. Por outro lado, Illner e Wick
construiram um exemplo de solugao fraca para a equacao de Burgers que nao
gera nenhuma solugao estatistica. Mais recentemente, outra noc¢ao de solucao
estatistica foi proposta por Fjordholm, Lanthaler e Mishra em 2017 para leis de
conservacao hiperbdlicas usando o conceito de medidas de correlacao. Veremos
neste trabalho que solugoes fracas geram solugoes estatisticas neste sentido e estas
geram uma solucao a valor de medida.

Palavras-chave: lei de conservacao; solucao estatistica; solucao a valor de
medida; solucao fraca.



Abstract

In this Master’s degree dissertation, we will present three different notions of
solution for conservation laws and the relations that exist between them. First, we
will address the notion of statistical solution for autonomous systems which was
introduced by Illner and Wick in 1981 and was based on the notion of statistical
solution proposed by Foias in 1973 for the study of the Navier-Stokes equations. In
the early 1990’s, Illner and Wick studied statistical solution of conservation laws
and showed that any solution in this sense generates a measure-valued solution,
a concept developed by DiPerna in 1985. On the other hand, Illner and Wick
constructed an example of a weak solution of the Burgers equation that does
not generate any statistical solution. More recently, another notion of statistical
solution was proposed by Fjordholm, Lanthaler and Mishra in 2017 for hyperbolic
conservation laws using the concept of correlation measures. We will see in this
work that weak solutions generate statistical solutions in this sense and these
statistical solutions generate a measure-valued solution.

Keywords: conservation law; statistical solution; measure-valued solution;
weak solution.
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Introducao

Diversos fenomenos fisicos sao modelados por sistemas de equacoes diferenciais
parciais para os quais um resultado de boa-colocagao global nao é conhecido. Um
exemplo disso sao as leis de conservacao, que modelam a evolucao de um sistema
fisico que possui alguma propriedade que é conservada ao longo do tempo. Estas
propriedades podem ser a conservagao de energia, de momento linear, de momento
angular, de carga elétrica, entre outros.

Uma forma bastante utilizada para abordar o problema de existéncia e uni-
cidade global de solugao suave é relaxar a nogao de solucao, sendo um exemplo
disso a nocao de solucao fraca. A vantagem é que é mais facil obter existéncia de
solucao fraca, enquanto a desvantagem ¢é que resultados a respeito de regularidade
e unicidade para essas solucoes podem ser bastante trabalhosos de se demonstrar
ou nao serem verdadeiros.

A fim de extrair informagao a respeito do comportamento das solucoes das
leis de conservacao, podemos desenvolver o estudo estatistico dessas solugoes.
A ideia é que apesar das solucbes do sistema poderem apresentar um compor-
tamento bastante imprevisivel, as médias temporais, espaciais e amostrais, em
geral, apresentam um comportamento bastante regular e previsivel.

Um avanco nesta direcao foi a introdugao da nocao de solucao estatistica para
as equacoes de Navier-Stokes feita por Foias entre os anos de 1972 e 1973, em
[11] e [12]. As solugoes estatisticas definidas rigorosamente por Foias sdo uma
familia de medidas de probabilidade {ju}+cr, no espaco de fase H das equacoes
de Navier-Stokes (onde H é o fecho do espago dos campos vetoriais suaves de
suporte compacto e divergente nulo com respeito & norma L?), que satisfazem uma
determinada equagao associada as equagoes de Navier-Stokes, além de condigoes
de regularidade.

No caso de dimensao dois, onde o problema de valor inicial em H é bem-posto,
as solugoes estatisticas coincidem com as medidas induzidas pelo operador solucao
S, definido por Syug = u(t), para ug € H, onde u é a tinica solugao das equagoes
de Navier-Stokes tal que u(0) = uy. Mais precisamente, se {j}ier, € solucao
estatistica, entdo p; = Syug, isto é, p(E) = po(S;'E), para todo conjunto de
Borel F.
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No ano de 1981, os matematicos Illner e Wick introduziram no artigo [16]
uma nocao de solucao estatistica para sistemas autonomos introduzida por, que
foi baseada no conceito de solucao estatistica proposto por Foias para o caso das
equagoes de Navier-Stokes.

Ja em 1985, DiPerna introduziu em [6] uma nogao de solucdo para leis de con-
servacao, conhecida por solucao a valor de medida, sendo uma medida de Young
que satisfaz uma determinada identidade relacionada a lei de conservagao. Tal
ideia foi motivada pela representacao de limite fraco de solucoes aproximadas de
leis de conservagao como uma medida de Young. E, no ano de 1987, DiPerna
e Majda elaboraram o conceito de solugao a valor de medida para as equagoes
de Euler no artigo [7]. Tal conceito de solucao a valor de medida foi mostrado
ser muito amplo, no sentido de que, apesar de conseguirmos provar resultados de
existéncia, demonstrar a regularidade ou unicidade destas solucao ¢ uma ardua ta-
refa e, muitas vezes, € falsa. Assim, matematicos continuam na busca por alguma
classe de solucoes em que resultados de boa-colocacao possam ser garantidos.

Posteriormente, no ano de 1991, Illner e Wick propuseram uma nocao de
solucao estatistica para o caso de leis de conservacao. Esta solucao estatistica é
uma familia de medidas de probabilidade {1 }:cr, definidas no espago de Sobolev
H'(R%RY) que satisfazem uma certa equagao relacionada a lei de conservagao.
Veremos neste trabalho que toda solucao estatistica de leis de conservacao no
sentido de Illner-Wick é uma solucao a valor de medida proposta por DiPerna.
Contudo, estas solucoes estatisticas nao estendem a nocao de solucao fraca, no
sentido de que é possivel mostrar a existéncia de uma solucao fraca que nao gera
nenhuma solucao estatistica.

Recentemente, em [§], Fjordholm, Lanthaler e Mishra introduziram uma nova
nocao de solucao estatistica para sistemas de leis de conservacao hiperbodlicas.
Para definirem esse conceito de solucao, os autores utilizaram uma equivaléncia
entre medidas de probabilidade nos espagos de fungoes p-integraveis e familias
infinitas de medidas de correlagdo, onde cada elemento dessas familias é uma
medida de Young em um dominio de dimensao finita.

Também veremos que toda solucao estatistica de Fjordholm-Lanthaler-Mishra
¢ uma solucao a valor de medida para leis de conservagao, mas com o proveito
de que esta nocao de solucao estatistica generaliza o conceito de solugao fraca,
no sentido de que toda solucao fraca gera uma solucao estatistica de Fjordholm-
Lanthaler-Mishra. Ademais, veremos que no caso de sistemas de leis de con-
servacao escalares, conseguimos provar a existéncia, a unicidade e a regularidade
com respeito ao dado inicial de solugoes estatisticas de entropia. Neste caso, como
a equacao é bem-posta para qualquer dado inicial em L' N L, teremos que as
solugoes estatisticas coincidem com as medidas induzidas pelo operador solucao
S, definido por Syug = u(t), para ug € L' N L>, onde u ¢ a tnica solucao da
lei de conservacao tal que u(0) = uo. Mais precisamente, se {1 }er, ¢ solucao
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estatistica, entao pu; = S;# 0. Esta familia de medidas de probabilidade é conhe-
cida por solucao estatistica canonica.

Em [10], esse novo conceito de solugao foi aplicado por Fjordholm e Wie-
demann para demonstrar uma versao da conjectura de Onsager para solugoes
estatisticas das equacoes de Euler.

Nesta dissertacao de mestrado, vamos apresentar essas diferentes nocoes de
solucao para leis de conservacao e seus respectivos resultados de existéncia e
discutiremos suas possiveis (ou nao) regularidades e unicidades. E, por tltimo,
estudaremos algumas relagoes entre esses diferentes conceitos de solugao.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades de
conceitos relacionados as teorias da medida, de semigrupo e de transporte 6timo.
Tais assuntos serao amplamente utilizados ao longo dos capitulos subsequentes
desta dissertagao e os resultados que aqui nao forem provados, aludiremos onde
podem ser encontradas suas demonstragoes.

1.1 Conceitos de Teoria da Medida

Nesta secao, faremos uma breve introducgao a conceitos de teoria de medida uti-
lizando como base os livros [14] e [21]. Enunciaremos os conceitos de medidas de
Radon, de probabilidade e de Young, que serao utilizados ao longo de todos os
capitulos. Também veremos a definicao da p—distancia de Wasserstein, que sera
de suma importancia no capitulo 4 na demonstragao de regularidade da solucao
estatistica de Fjordholm-Lanthaler-Mishra.

Para isto, denotaremos por B(X) a familia de conjuntos de Borel em um
espaco topoldgico X, que é a menor o-algebra que contém todos os conjuntos
abertos do espago topolégico. Quando X for um espago de Banach reflexivo,
entao os conjuntos de Borel na topologia forte coincidem com os conjuntos de
Borel na topologia fraca. E, uma medida g em um espaco topologico X é dita
uma medida de Borel se p é definida na o-dlgebra B(X).

Dizemos que um conjunto mensuravel E carrega a medida de Borel p ou,
também, que p é carregada por E se o conjunto tem medida total, ou seja,
u(X\E) = 0. Além disso, definimos o suporte de uma medida de Borel como o
menor conjunto fechado de medida total e o denotamos por supp pu.

Dados um mapa 7' : X — Y Borel mensuravel entre espacos topolédgicos e
uma medida de Borel 4 em X, podemos induzir uma medida pelo operador T": a
medida “pushfoward” T#u de p por T', que é uma medida de Borel em Y definida
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por
T#u(A) = (T71(4)),
para qualquer conjunto boreliano AB(Y').

A seguir, veremos a definicdo de uma classe de medidas de Borel especiais:
as medidas de Radon. Tais objetos matematicos precisam satisfazer trés propri-
edades e serao a chave para definirmos as medidas de probabilidade, que vamos
utilizar ao longo dos proximos capitulos.

Definicao 1.1. Uma medida de Radon em um espaco topoldogico X é uma medida
de Borel que satisfaz as sequintes trés propriedades:

(1) E finita em todos os conjuntos compactos;
(i1) E reqular exterior em todos os conjuntos Borel mensurdveis;

(111) E regqular interior em todos com conjuntos abertos.
Denotaremos o conjunto de todas as medidas de Radon em X por M(X).

Lembrando que dizemos que uma medida @ em X é regular exterior em um
conjunto boreliano £ C X se

w(E) =inf{u(U) : E C U,U aberto em X}.
E dizemos que pu é regular interior em F € B(X) se
u(E) =sup{u(K): K C E, K compacto em X}.

No caso em que p é regular interior e exterior, dizemos simplesmente que é uma
medida regular.

Podemos definir a fungao pu € M(X) — |u[(X) € R, onde |u| representa a
variacao total da medida. Tal fungao define uma norma no espago M(X). Ao
longo do trabalho, apenas trabalharemos com medidas positivas e, neste caso,
teremos que a norma em M (X) para estas medidas é dada por ||| pm(x) = 1(X).

No livro [14], é provado que o espago das medidas de Radon M (X)) pode ser
identificado como o espago dual de Cy(X) através do par de dualidade

(u, ) = /f §) du(§

para 1t € M(X) e f € Cp(X). Essa dualidade induz uma topologia fraca-* em
M(X), em que dizemos que uma rede {4}, de medidas de probabilidade em um
espaco topolégico X converge fraco-* para uma medida de Borel de probabilidade

uwem X se
| e@ dnata) = [ oo dute)
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para toda ¢ € Cy(X). Denotamos tal convergéncia por j, — p.

Dizemos que (X, X, u) é um espago de probabilidade se é uma espago de
medida e p é uma medida de Radon positiva tal que u(X) = 1. Medidas dessa
forma sao chamadas de medidas de probabilidade e denotamos o conjunto de
todas as medidas de probabilidade em um espago X por P(X), ou seja,

P(X) = {p € M(X) : p = 0 e u(X) = 1}.

Se p € [1,00), PP(X) denota o subconjunto de P(X) formado por todas as
medidas de probabilidade p com p-momento finito, ou seja, das medidas pu tais
que

(1, 1€17) :/lel” du(€) < oo.

A seguir, enunciaremos um resultado envolvendo medidas de probabilidade
que nos fornece uma estimativa sobre a composicao de integrais com funcgoes
convexas.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Jensen). Sejam (X, X, ) um espago de proba-
bilidade e f € LY(X,u) uma fungio real. Se v : R — R € uma fungdo convera,

" w(/xfcm) < [ wenin

Dados dois espacos mensuraveis (X, X) e (Y,))), uma funcao mensuréavel 7" :
X — Y e uma medida g em (X, X'), definimos a medida T em Y por Tu(E) =
w(T~Y(E)), para todo E € ). Essa medida é chamada de medida induzida
por T'. Note que se i ¢ uma medida de probabilidade, entao Ty também ¢é de
probabilidade. Além disso,

/Y o(y) dTu(y) = /X o(T(x)) du(z), Y € L'(1). (1.1)

Assim, temos que v é T u-mensuravel e poT € L' (1) se e somente se ¢p € L (T ).

O proximo passo serd definir o conceito da p—medida de Wasserstein que,
como dito no comego da secao, serd utilizado para provar a regularidade das
solugoes estatistica de Fjordholm-Lanthaler-Mishra que estudaremos no capitulo
M Além disso, apresentaremos alguns resultados envolvendo tal definicao de
distancia.

Defini¢ao 1.3. Dadas duas medidas de probabilidade p,p € PP(X), com p €
[1,00), definimos a p-distancia de Wasserstein por

1/p
pr— 1 — p
W (u, p) Weg%ip){/XxX & —n| dﬁ(&n)} ,
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onde o infimo € tomado sobre I1(u, p) formado por todos os planos de transporte
entre 1 e p, isto €, o conjunto de medidas de probabilidade em X x X com
marginais 4 e p dado por

M(p,p) = {mr € P(X x X) : (A x X) = p(A) en(X x A) = p(A),VA C B(X)}.

O teorema de Kantorovich-Rubinstein que tem sua demonstragao feita em
[21], mostra que, quando p = 1, podemos escrever

Wit p) = sup { [ W) = p)e): 0 € X e 0y < 1)

onde o supremo ¢ tomado dentre todas as funcoes Lipschitz continuas com cons-
tante de Lipschitz menor ou igual a 1. Além disso, nesta mesma referéncia e em
maiores detalhes em [1, Teorema 7.1.5], pode ser encontrada a demonstragao do
seguinte resultado:

Teorema 1.4. Seja (X, d) um espago métrico completo e seja p € [1,00). Entao
o conjunto das medidas de probabilidade com p-momento finito, isto €,

PP(X)={peP(X): / d(x,z0)? du(z) < +o00 para algum zo € X}
X

€ um espaco métrico completo e separdvel munido da p-distancia de Wasserstein

W,. Além disso, temos que W, metriza a topologia da convergéncia fraca em

PP(X).

Apresentaremos a seguir uma outra classe de medida, conhecida por medida de
Young. Tal conceito é a chave para conseguirmos trabalhar com as solucoes a valor
de medida e solugoes estatisticas de Fjordholm-Lanthaler-Mishra nos capitulos
e [ respectivamente.

Definigao 1.5. Seja D C R%. Dizemos que a fungio v : D — P(RY) é uma
medida de Young se € um mapa mensurdvel fraco-*, ou seja, se x v+ (vg, f) é um

mapa Borel mensurdvel para toda f € Co(RY). Denotamos o conjunto de todas
as medidas de Young de D para RN por Y(D;RY).

Uma medida de Young v € Y(D;RY) é dita uniformemente limitada se existe
um conjunto compacto K C R¥ tal que suppv, C K, para todo x € D.

Um exemplo simples de medida de Young é a medida atomica gerada a partir
de uma funcao mensuravel. De fato, se u : D — R™ ¢ uma funcio mensuravel,
entao v, := dy(,) ¢ uma medida de Young, onde d,(,) ¢ a medida de Dirac concen-
trada em u(z) € RY, para cada x € D. Tal medida de Young é chamada atomica
e, alids, toda medida de Young atomica pode ser expressa por J,, para alguma
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funcao mensuravel w. Note neste caso que, se v = d, é medida atomica, entao v
é uniformemente limitada se, e somente se, u € L>(D;R").

Dada uma sequéncia de medidas de Young (v*)icn, precisamos dar algum
sentido de convergéncia, quando for o caso, para tal sequéncia. Aqui conside-
raremos dois sentidos de convergéncia: a convergéncia fraca-* e a convergéncia
forte. No primeiro caso, de maneira similar ao caso de medidas de probabilidade,
dizemos que a sequéncia (v*)ren converge fraco-* para uma medida de Young v
e denotamos por v*¥ = v se (V¥ f) = (v, f) em L>(D) para toda f € Co(RY),
isto é, se

/D D) ) dz = /D o) ) dz, Vg € L'(D).

J& no segundo caso, dizemos que (*)zcn converge fortemente para uma medida
de Young v e denotamos por v* — v se ||[W,(v*,v)|,(py — 0, para algum
p € [1,00), onde W, é a p-distancia de Wasserstein definida anteriormente.

O teorema a seguir mostra que toda sequéncia (*)ey de medidas de Young
admite subsequéncia que converge fraco-* a uma funcao a valor de medida. Além
disso, fornece condicao que garante convergéncia a uma medida de Young. Sua
demonstragao pode ser conferida em [9, Teorema 13].

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental de Medidas de Young). Dada uma sequéncia
de medidas de Young (V*)ren de D para RY, existe uma subsequéncia (v*™),,en

de (V¥)ren que converge fraco-* para v, onde v : D — M (RY) é uma funcdo a

valor de medida nao-negativa tal que

(i) (v, f) = (v, f) em L=(D), para toda f € Co(RY);
(i3) [[ve|| pm@yy < 1, para quase todo v € D;

(iii) Se K C RN ¢ um conjunto fechado e suppv® C K para quase todo v € D
e n suficientemente grande, entdo supp v, C K para quase todo x € D.

Se além disso tivermos que para todo conjunto EE C D mensurdvel e limitado,
existe uma fungdo nao-negativa p € C(RN) tal que

lim ¢(y) = 400

ly|—o0

sup/ (V¥ @) dr < +o0,
k JE

entao

(iv) ||Vellm@myy = 1 para quase todo x € D, ou seja, v € uma medida de Young
de D para RV,
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1.2 Espacos de Carathéodory

No capitulo {4, provaremos a equivaléncia entre medidas de correlacao e medidas
de probabilidade com o intuito de conseguirmos definir solucoes estatisticas para
sistemas de leis de conservagao hiperbolicas. Para enunciarmos tal equivaléncia
e demonstra-la, usaremos o conceito de fungoes e espacos de Carathéodory e
algumas de suas propriedades, que serao enunciados e provados a seguir. Em tal
segao, usamos o artigo [8] como referéncia.

Definicao 1.7. Seja k € N. Uma funcdo de Carathéodory de D* para U* € uma
fungio mensurdvel g tal que g(x) € Co(U*) para todo x € D* e

| oty do <+,

onde Co(U*) € o completamento de C.(U*) com respeito ¢ norma uniforme, assim,
19() || oy = sup{lg(x)(§)] : & € U*}. Denotamos o espago de todas as fungoes
de Carathéodory de D* para U* por H¥(D;U) e definimos a norma deste espaco
por

lolles = | No(@ ey de

E imediato ver da definicao acima que H*(D;U) = L! (D¥; Co(U*)). E, por
simplicidade de notacao, escrevemos g(x, &) ao invés de g(x)(§).

Comentamos na segao passada sobre o resultado de existéncia de um iso-
morfismo isométrico entre o espago dual das fungoes continuas que vao a zero no
infinito, Cy(U*)*, e 0 espaco de Banach das medidas de Radon limitadas, M(U*).
Atrelando isto a propriedade de que Cy(U¥) é um espaco separdvel, podemos pro-
var que existe um isomorfismo isométrico entre o espago dual de L' (D*; Co(U*))
e L (D*; M(U*)), onde este representa o espaco L> (D¥; M(U*)) munido da
topologia fraca-*. Em outras palavras, Lg° (Dk; M(Uk)) é o espago de todos os
mapas fraco-* mensuraveis v* : x € DF — % € M(U¥) tais que

ess SuP,e pr ||V | mqny < +00.

Além disso, esse isomorfismo isométrico é definido através da associagao

G f) = [ tuta). pGa.)) do.

como pode ser visto em maiores detalhes em [2, Paginas 211 e 212].

Dessa maneira, obtemos que o espago dual de H*(D;U), que denotaremos
por H*(D;U), é isometricamente isomorfo a L° (Dk; M(U"’)) e, assim, somos
motivados a munir o espaco H**(D;U) com a norma dada por

[ [l306+ = esssup,epr [z mwn)s
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para V¥ € H*(D;U).

O proximo resultado é um dos pontos chaves para a demonstracao da equi-
valéncia entre medidas de probabilidade e medidas de correlacao que estudaremos
no capitulo [

Proposicao 1.8. Dada uma funcio de Carathéodory g € H¥(D;U), o mapa
L,: L*(D;U) — R dado por

L) = [ gtau(e) da

¢ uniformemente continuo e satisfaz a sequinte desigualdade
HLchb(Lp(D;U)) < ||9||7—l’C

Demonstragdo. Como a funcdo g pertence ao espaco L'(D*;Cy(U*)), existem
fungoes simples {g,,} dadas por

ZILAM ) 1i(€),

para subconjuntos limitados A,; C D* com medida de Lebesgue nao-nula e
funcoes continuas f, ; € Co(U*), de forma que g, — g em L'(D"; Co(U*)).
Agora, considere fungoes f,,; € Co(U*) N Lip(U*) tais que

1

nz|n27

anz fnZHCo Uk) >~ |A

que conseguimos obter, por exemplo, considerando molificagoes das f,, ;. Defi-
nindo a funcao g, como

Z]-Anz fnz )
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obtemos que
1Gn = 92) (@) | cowry = sup |7, (2,€) — gnl,€)]
¢LeUk

n

= sup Z La,,(2)[f0.i(€) = fai(E)]

eeuk |

Sl

= Z ‘]]‘An,i (-T)’ ”77«” - fn,i”Co(Uk)
i=1

PN
n? - |An,z|

=1

F2il&) = Fuil©)

e, com isso, segue

L4,

150~ 9l = [ 18, = 0 @legon d < Z/Dk \Am
TN EE
|Anz _n

Além disso, obtemos que

| Lg, (w) = Ly, (v)] =

— /Dk [gn(z,u(z)) — gn(z,v(x))] dz

- /D 3 L @) fou(e) = fuslo(e))] da

k
=1

:Z/ i (0(2)) = fai(v(2))] do
<Z/ i (@) = Fuso(a))] da

< Z/Am | foilluip@ry [Ju(@1) —v(@)| + - + |Ju(ay) — v(a)|] da

< cullu — vl Loy,
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para quaisquer u e v em LP(D;U), onde a peniltima desigualdade segue por

Holder e ¢, é uma constante positiva que depende de [A,;| e || fu,il|Lipwr), Para

1 <4 < n. Portanto, concluimos que o mapa L, ¢ Lipschitz continuo em U k.
Note também que

| Lg(u) = Ly, (u)] =

/Dk[g(x,u(x)) —gn(:c,u(x))] dx
< /Dk ’g(:v,u(x)) _gn(ﬂi,u(:r))‘ dr
< /D (g = ga)(,)

< g = Gullagr + 17 — gnllaer

dx

‘C’O(U’“)

B 1
< Hg—gnHerg —0

quando n tende ao infinito, para toda u € LP(D;U). Ou seja, L,, — L, unifor-
memente em LP(D;U). Assim, pelo fato de que todo limite uniforme de fungdes
Lipschitz continuas ¢ uniformemente continuo, concluimos que o mapa L, é uni-
formemente continuo. Ademais, pela definicao da norma em Cy(U*), temos

L, (u)| < / 9, u())] de < / 1@ o) dz = llgller,
Dk Dk

para qualquer fungao u € LP(D;U). Logo, tomando o supremo em LP(D;U),
segue que

HLgHCb(LP(D;U)) < ”gHH’%

como queriamos provar. O]

1.3 Funcoes e Conjuntos Cilindricos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes sobre funcoes e con-
juntos cilindricos que serao utilizados ao longo da dissertacao, principalmente no
capitulo 4] O principal resultado envolvendo esses objetos que introduziremos a
seguir é a equivaléncia entre a o-algebra gerada pelos conjuntos cilindricos e a
o-élgebra de Borel. Para isto, basear-nos-emos na referéncia [8].

Definicao 1.9. Seja X um espago vetorial normado. Uma fung¢dao ¢ : X — R €
dita cilindrica se existem funcionais 11, ...,1¥, em X* e uma func¢ao real Borel
mensurdvel ¢ em R™ tais que

() = d(hr(2), . - Pn()),
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para todo v € X.
Um conjunto Y C X € chamado de cilindrico se a fun¢io x — ly(x) €
cilindrica ou, equivalentemente, se Y € dado por

Y ={reX: (taa)....,dulx)) €W,

para um conjunto boreliano W C R™ e funcionais ¢y, ..., € X*.
Denotamos a colegao de todas os conjuntos cilindricos de X por Cil(X).

Observe que a colegao Cil(X) é um anel pois, claramente, ) € Cil(X) e,
se Y1 e Y5 sdo conjuntos cilindricos, entdo sao escritos como Y; = {x € X :
(Vi(z),... % (x)) € W;}, para algum conjunto boreliano W; C R"™, onde i =

1,2; assim,

YUYy = {z € X: (0}(@)..... 0}, (2).03(x), ... 02, (x)) € W x Wi}

Vi\Ya = {o € X 1 (61(@),- .l (@), 03 (@), ... 07, () € Wi x (W)},

ou seja, ambos Y1 UY; e Y] \ Ys também sdo conjuntos cilindricos.

Além disso, como é mostrado no proximo resultado, temos uma equivaléncia
entre as o-algebras geradas pelos conjuntos borelianos e conjuntos cilindricos e,
como consequéncia, temos que se uma medida é zero em todo conjunto cilindrico
entao ela ¢ nula.

Proposicao 1.10. Seja X um espaco vetorial normado separdvel. Entdo:
(1) A o-dlgebra gerada por Cil(X) € igual a o-dlgebra de Borel B(X);

(ii) Se p é uma medida no espago mensurdvel (X, B(X)) tal que (YY) = 0 para
todo Y € Cil(X), entao u = 0.

Para conseguirmos demonstrar esta proposicao, precisaremos antes do se-
guinte resultado:

Lema 1.11. Seja (X, | - ||) um espago normado separdvel. FEntdo existe uma
sequéncia (y)nen no espaco dual X* tal que, para todo z € X,

[z]|x = sup ¢n(z).
neN

Demonstracao. Seja S = {x € X : ||z|| = 1} a esfera unitaria centrada na origem
de X. Como S é um conjunto fechado e X é um espaco separavel, entao S é
separavel. Logo, existe um subconjunto enumeravel {z,},en C S denso em S.
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Para cada n € N, existe um funcional linear v¢,, € X* tal que ¢,,(z,) = ||z,]| = 1e
|tnl|x+ = ||za]| = 1, por um coroldrio do teorema de Hahn-Banach. Dados k € N
ez € S, pela densidade de {2, }nen C S, existe Nj, € N tal que |lzy, — 2| < 1.
Assim,

1> ka(x) = ka (xnk - (xNk - JZ)) - ¢Nk (xNk) - ¢Nk (me - "L‘)

1 1
>1—|Ynlxlloy, —2llx 21— - =|z]x -+

k k

X*

Fazendo k — oo, obtemos que
[z]|x = sup ¢, (@),
keN

como queriamos mostrar. O

Demonstracao da Proposicao . Primeiramente, vamos provar o item (i). Co-
mo todo conjunto cilindrico é um conJunto boreliano, temos a primeira inclusao,
isto é, que a o-dlgebra gerada por Cil(X) esta contida em B(X). Por outro lado,
considere a sequéncia (¢, )pey C X* como no lema anterior. Dados r > 0 e
r € X, seja B.(x) a bola fechada em X de raio 7 centrada em x. Vamos mostrar
que
= (N {y € X : ¥uly) € (=00, ¢ulx) + 7]},
neN
onde ( 00, Py (x) + r] é um conjunto borealiano em R. Para isto, note que se
B,(z), entao lly — x||x <r e, para todo n € N, é valido

usando do lema anterior que |[,|x+ = 1. Logo, ¥,(y) < ¥,(x) + r, isto é,
Un(y) € (—o0,9,(x) + ], para todo natural n, provando a primeira inclusao.
Para a segunda inclusdo, considere y € X tal que ¢, (y) < ¢, (z) + r para todo
n € N. Pelo lema anterior, sabemos que

x|y —zl|x <,

ly — z||x = supPu(y — )
neN

e, pela linearidade dos funcionais v, temos que 1, (y — z) = ¥, (y) — ¥ (x) < 1,
para todo natural n. Portanto, |ly — z||x < r, ou seja, y € B,(z) e, assim,
demostramos a igualdade dos conjuntos.

Por 1ltimo, usando que a o-algebra gerada pelas bolas fechadas em X é igual
a o-algebra de Borel e o que provamos anteriormente, isto é, que B, (z) pode ser

escrita como uma intersecao enumeravel de conjuntos cilindricos, obtemos que
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a o-dlgebra gerada por Cil(X) contém a o-dlgebra de Borel. Portanto, ambas
o-algebras coincidem.

Além disso, sendo Cil(X) um anel como discutido anteriormente e, por (i),
sabemos que gera B(X), o item (ii) segue do fato de que toda medida que se
anula em um anel também se anula na o-algebra gerada pelo anel. O

1.4 Teoria de Semigrupo

Seja X um espago de Banach e considere a equacao diferencial ordinaria de pri-

meira ordem
{ Lo(t) = Au(t), t € Ry

) (1.2)

com condi¢do inicial uyp € X e sendo A : D(A) — X um operador linear nao
necessariamente limitado, cujo dominio D(A) é um subespago linear de X. A
teoria de semigrupo visa estudar as solugoes do problema , ou seja, buscamos
a existéncia e unicidade de uma solucao u : Ry — X da equacao diferencial .
Veremos que precisamos impor condigoes sob o operador A para que tenha
uma unica solugao para cada dado inicial uy € X.
Primeiramente, vamos supor que o problema acima com condicao inicial uy €
X tenha solugao unica v : Ry — X. Definimos para cada t € R, o operador
linear S; : X — X como
Srug = u(t), (1.3)

onde u é a tnica solugao de (|1.2)) com dado inicial uy € X. Veremos a seguir que
esse operador recebe um nome especial.

Defini¢ao 1.12. A familia {S;}cr, de operadores lineares limitados que ma-
petam o espaco de Banach X nele mesmo é chamada de semigrupo se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

(1) Soyug = up, para todo ug € X;
(2) Siisug = SpSsug = SsSyug, para todos t,s € Ry e ug € X;
(3) O mapat € Ry — Siug € X € continuo para cada ug € X.

Além disso, dizemos que {S;}er, € um semigrupo de contracdo se também tiver-
mos

(4) 1|St|| < 1 para todo t € Ry, onde || - || denota a norma de operador.
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Note que a condigao (2) representa a suposi¢ao de que u é a tnica solugao do
problema e que o item (4) implica que ||Siuo|| < ||ug|| para todos tempos
t e R+ euy € X.

A seguir, veremos o resultado que garante a boa-colocacao do problema ,
cuja demonstracao pode ser vista em |15, Teorema IJ.

Teorema 1.13. O problema de valor inicial tem uma unica solucao se, e

somente se, o operador A € o gerador de um semigrupo de contraco {S;}icr, .
Neste caso, a unica solugdo de ¢ dada por u(t) = Syuo.

Lembremos aqui que, se {S;}icr, é um semigrupo de contragao, definimos o
gerador do semigrupo como sendo o operador A tal que

af =tim 2 =S

t—0 t

para toda fungao f € D(A) no dominio do operador A, se e s6 se o limite existe.

1.5 Transporte Otimo

A ideia de plano de transporte étimo tem como motivacao o problema de mi-
nimizar o custo para transportar uma certa quantia de material de um ponto
para outro. Por exemplo, considere o cendario de transportar paes fabricados
por algumas padarias para os restaurantes em que serao consumidos pelos clien-
tes. Suponha que a quantidade de paes que cada padaria consegue produzir e
a quantidade de paes consumidos em cada restaurante sejam sabidas. Podemos
relacionar ambas quantias com as medidas de probabilidade p e v, respectiva-
mente. Assim, podemos querer perguntar onde cada unidade de pao deve ir de
maneira a minimizar o preco total do transporte dos paes entre as padarias e os
restaurantes. Veremos que existe esse minimizante de custo e chamé-lo-emos de
plano de transporte 6timo.

Para isto, vamos usar conceitos e resultados que podem ser encontrados nas
referéncias |20, Capitulo 1] e [21, Capitulo 4], para provar a existéncia de um plano
de transporte 6timo entre quaisquer duas medidas de probabilidade definidas
em dois espacos poloneses. Tal resultado sera utilizado na teoria de solugoes
estatisticas desenvolvida no capitulo [4]

Definicao 1.14. Sejam X e Y dois espagos poloneses e p € P(X) ev € P(Y)
duas medidas de probabilidade em X e em Y, respectivamente. Definimos o
conjunto de planos de transporte entre p e v, que denotamos por Il(u,v), como
o conjunto de todas as medidas de probabilidade de Borel m em X XY tais que
para todos subconjuntos mensurdveis A C X e BCY,

T(AXY)=u(A) e 7(X x B) = v(B).
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Lembremos que um espaco polonés é um espaco topologico separavel com-
pletamente metrizavel, ou seja, é um espaco homeomorfo a um espago métrico
completo que tem um subconjunto enumeravel denso. Cléssicos exemplos de
espagos poloneses sao a reta real equipada com a distancia euclidiana e quaisquer
espagos de Banach separaveis. E, note que o conjunto II(u,v) é sempre nao-
trivial, dado que a medida u ® v sempre estd contida nele, que é conhecida como
plano de transporte trivial.

O teorema a seguir é um resultado de compacidade em espaco de probabilidade
que é discutido em maiores detalhes em [21] e utilizd-lo-emos para demonstrar a
existéncia de um plano de transporte 6timo.

Teorema 1.15 (Prokhorov). Seja X um espago polonés. Entao o fecho de um
conjunto K C P(X) € sequencialmente compacto na topologia fraca-* se, e so-
mente se, para todo € > 0 ezistir um conjunto compacto K. tal que pu(X \ K.) <,
para toda medida 1 € K.

Teorema 1.16. Sejam (X, u) e (Y,v) dois espagos poloneses de probabilidade e
c: X XY — R, uma fungao semicontinua inferiormente. Entao existe um plano
de transporte m € I(u, v) que minimiza o funcional F: (u,v) — R definido por

F(p)—/X YC(%y) dp(z,y)

dentre todos os elementos p € Il(p,v). Em outras palavras,

inf /XXyC(Ly) dp(z,y) =/ c(z,y) dr(z,y).

pE(p,v) XxY

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que o conjunto dos planos de trans-
porte II(u, v) é compacto na topologia fraca-* de P(X xY'). Paraisto, dado € > 0,
considere dois conjuntos compactos K C X e L C Y tais que

pX\K) <5 e v(Y\L)<

€
27

DO ™

que existem pela propriedade de toda medida de Radon ser regular interior. Se
(z,y) € (X xY)\ (K x L), entdo ou x ¢ K ouy ¢ L e, portanto, (z,y) €
X x(Y\L)U(X\K)xY. Assim, para todo m € II(u, v), temos

T((X xY)\ (K x L)) <7 (X x (Y\L) +7((X\K)xY)
=v(Y\L)+pu(X\K) <e

Portanto, pelo Teorema de Prokhorov, o fecho do conjunto II(u,v) é sequencial-
mente compacto na topologia fraca-* de P(X x Y).
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Agora vamos mostrar que II(u, ) é fechado na topologia fraca-* de P(X xY).
Para isto, considere uma sequéncia (7, ) em II(u, ) que converge fraco-* para uma
medida 7 em X X Y, ou seja,

f(x,y) dm,(z,y) — f(x,y)dn(xz,y) quando n — oo,
XxY XxY

para toda f € Cy(X x Y). Tomando f(z,y) = f(z), onde f € Cy(X), temos
[ F@duw) = [ F@ydnte.y) = [ F@) dptnia),
X XxY X

onde px(z,y) = = é a projegao sobre X, px#n é a medida “pushfoward” de =
induzida por px e a primeira igualdade segue de v ser uma medida de probabili-
dade. Como a expressao acima vale para qualquer funcio f € Cy(X), segue que
px#m = p. E, similarmente, obtemos que py#m = v. Logo, 7 € II(u, v) e, entao,
II(p, v) é fechado na topologia fraca-*, como querfamos mostrar.

Agora, considere (7,) em II(u, v) um sequéncia minimizante de F', isto é, tal
que

F(m,) — inf F(p) quandon — oc.
pEl(p,v)

Como II(p, v) é compacto na topologia fraca-*, existe © € II(u, v) tal que 7, = .
Pelo teorema de Portmanteau, dizer que a sequéncia m, — 7 é equivalente a dizer
que

lim flz,y) dmn(z,y) > f(z,y) dr(z,y),
n—+o0 Jxyy XxY

para toda funcao f : X x Y — R, semicontinua inferiormente e limitada por
baixo.

Nosso candidato para minimizar o funcional £’ é 7. Assim, resta-nos mostrar
isto: como ¢ é uma funcao semicontinua inferiormente e limitada por baixo e
T, — m, pelo comentério acima, temos

inf F(p)= lim c(x,y) dmy(z,y) > / c(x,y) dr(x,y) = F(r).

pell(p,v) n—=too [xyy XxY

Portanto o plano de transporte 7 é um minimizante de F', como queriamos. [
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Capitulo 2

Solucoes Fracas

Muito fenomenos fisicos em dinamica dos fluidos sao modelados por sistemas de
equagoes diferenciais parciais para o qual, em geral, nao se é sabida a existéncia
de solugao global classica para o problema de Cauchy para todos os dados iniciais
suaves. Na busca por novas ferramentas para investigar o comportamento de
fluidos e na auséncia de um resultado de existéncia e unicidade de solugao no
sentido classico, uma estratégia ¢é relaxar a definicao de solucao.

E de se desejar que possamos resolver a equacao diferencial parcial no sentido
que sua solucao seja tnica e estavel com respeito a um dado inicial. Neste caso,
dizemos que o problema é bem-posto e a condicao de continuidade com relacao
ao dado inicial é particularmente importante para problemas com motivacoes e
aplicagoes fisicas, pois queremos que a (dinica) solu¢ao varie pouco se as condigoes
do problema variarem pouco.

Contudo, pedir que uma solugao de uma equacao diferencial parcial de ordem k
seja k vezes continuamente diferenciavel pode ser muito forte em varios casos, pois
nem sempre podemos resolver um problema no sentido classico. Nossa motivacao
ao longo deste capitulo sera definir uma nog¢ao mais fraca de solucao para uma
classe de equacoes diferenciais conhecidas por leis de conservacao de maneira a
nao envolvermos mais as derivadas da solugao explicitamente.

Para isto, primeiramente, veremos a definicao de solugoes fracas para leis
de conservagao, que descrevem a evolucao de sistemas fisicos com alguma pro-
priedade mensuravel que nao muda a medida que o sistema evolui ao longo do
tempo. E, posteriormente, definiremos uma classe especial de solugoes fracas que
satisfazem uma condicao de entropia.

Sejam u = u(z,t) : RY x R, — RY o vetor de varidveis conservadas e f =
(fY ... fY RN — RV*4 g funcao fluxo. Considere o problema

Ou+Vy- flu)y=0 (2.1)
u(z,0) = up(x),
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isto ¢, uma equacao diferencial parcial nao-linear com dado inicial ug : R — R,
— l z . .
onde u = (uq, ..., un), Oy, f'(u) é o vetor N-dimensional dado por

N Of! ouy
afﬁl.ﬁ (u) Zk;:l a_%(?a—m

O, fH(u) = : = : :
Or, [y (u) SV Ol o

k=1 6uk 8Il

para cada indice 1 <[ < d, o operador V, = (0y,, ..., 0x,) €

Voo f(u) =) 0t ().

Este sistema é dito uma lei de conservagao hiperbédlica (LCH) se a matriz Jaco-
biana do fluxo tem autovalores reais.

Note que no caso 1-dimensional, ou seja, quando z € R, a equacao diferencial
de (LCH) é escrita como

Ouy N 0f1 Oup
W Zkzl 8uk 6x
0=0m+ 0 f(u)=| | + :
Qun N Ofn Ouy
ot k=1 Ou; Ox

A equacao governa varios fenomenos multidimensionais envolvendo dina-
mica dos fluidos e, em particular, modela a formacao e propagacao de ondas de
choque, que é uma curva de descontinuidade de uma solucao u. Assim, se estamos
interessados em estudar leis de conservacao considerando a fisica por tras do
problema, precisamos permitir que as solugoes v nao precisem ser continuamente
diferenciaveis, nem sequer continuas.

Apesar de em geral a lei de conservacao nao possuir solucao cléssica, vere-
mos ao longo deste capitulo que ela é bem-posta no caso escalar se permitir-
mos solugoes generalizadas adequadamente definidas. Assim, precisamos buscar
uma classe maior de candidatos para solugoes e, posteriormente para garantir-
mos a unicidade da solucao, precisamos impor algum critério para selecionarmos
a solugao fisicamente correta, ou seja, a que esperamos que ocorra na natureza.

2.1 Solucao Fraca

Na dificuldade de se obter uma solugao classica ou até mesmo na impossibilidade
de sua existéncia (por exemplo, o problema pode desenvolver descontinuidades,
como ondas de choque), podemos relaxar o conceito de solugdo do problema
(LCH). A ideia é nao envolver diretamente as derivadas da solugdo, surgindo
assim a classe de solugoes fracas, definidas a seguir, como pode ser visto em [9).
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Definigao 2.1. Uma funcio u € L>®°(RY x R ;RY) € dita uma solugdo fraca do
problema (LCH) se satisfaz

/R g Oz, t)u(x,t) + Vep(x,t) - flu(z,t)) de dt + / o(z,0)ug(x) de =0,

R4
(2.3)
para qualquer fungdo teste o € C°(RY x R, ;R).

No ano de 1970, Stanislav Kruzkov demonstrou a boa-colocagao para uma
classe especial de solugoes fracas de leis de conservagao escalares no trabalho [18]:
as solugoes de entropia, que enunciaremos a seguir. Contudo, nao é conhecido um
resultado geral de existéncia global que valha para qualquer sistema multidimen-
sional de leis de conservacao. E, muito menos podemos garantir a regularidade
ou unicidade deste tipo de solugao. Pelo contrario, como demonstrado em [9], a
unicidade de solucao, mesmo as que satisfazem um critério de entropia, é falsa.

2.1.1 Solugao de Entropia

Apesar de matematicos terem conseguido provar a existéncia de solucoes fracas
para alguns casos particulares de leis de conservagao, geralmente é muito mais
complicado obter resultado de unicidade para estas. Para tal, geralmente sao
propostas que tais solucoes satisfacam condigoes extras, ou seja, impomos que as
solucoes satisfacam o que chamamos de condi¢ao de entropia para garantirmos
que sejam unicas. A condicao de entropia esta relacionada com a Segunda Lei da
Termodinamica, para que selecionemos as solugoes fisicamente relevantes.

Para definirmos o que sao as solucoes de entropia, lembremos do conceito de
par de entropia antes. O par (7, q) é dito de entropia se é formado por fungoes
n:RY - Regq:RY — R? tais que n é convexa e ¢ satisfaz a condicao de
compatibilidade ¢'(u) = n'(u) - f'(u).

Definigao 2.2. Dizemos que uma solugao fraca u do problema (LCH) satisfaz a
condicao de entropia se
O (u) + Vg - q(u) <0

no sentido das distribuicoes, isto é, em D'(RExR ), para qualquer par de entropia

| [ ot ttute. ) + ugtt) - atuta, )] do
+ [ el 0ntun(o) do 2 0

vale para qualquer funcdo teste ¢ € CX(R? x R, ;R) ndo-negativa.
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E, neste caso, se u € uma solucao fraca do problema (LCH) que satisfaz a
condicao de entropia, chamamos u de solucao de entropia.

Como comentado anteriormente, em [18], sdo provadas a existéncia, a unici-
dade e a estabilidade de solucoes de entropia para leis de conservacgao escalares,
ou seja, quando N = 1, usando o par de entropia (7, ¢) formado por uma fungao
convexa 1 e q(u) == [“n/(€)f'(€) d§. Em particular, para o caso em que a fungio
n(u) = |u—c|, onde ¢ é uma constante real qualquer, obtemos a seguinte condi¢ao
de entropia para o problema (LCH)

Olu—c|+ Ve -qlu,c) <0 em D'(RYx R,),

onde ¢(u, ¢) = sgn(u—c) ( flu)—f (c)) Tal condicao é conhecida por condicao de
entropia de Kruzkov e é a que utilizaremos futuramente no capitulo[d para motivar
a definicao de solucao estatistica de entropia. Note que usando tal condicao,
impomos estabilidade da solugao fraca do problema (LCH) com respeito a uma
certa familia de solugoes estacionarias, as solugoes constantes.

Contudo, apés algumas simulagdes numeéricas feitas no artigo [9], foi proposto
que solucoes de entropia podem nao ser as melhores para trabalharmos com leis
de conservacao, dado que nao podemos garantir unicidade nem estabilidade, prin-
cipalmente em dimensoes maiores, ou até mesmo em dimensao baixa quando ha
muita oscilagao. Neste cendario, uma abordagem levantada foi a de considerar
solucoes de entropia a valor de medida: ao invés de usarmos fungoes integraveis,
trabalhamos com medidas de probabilidade parametrizadas (medidas de Young).
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Capitulo 3

Solucoes Estatisticas e a Valor de
Medida para Equacoes
Diferenciais

Vamos primeiramente lembrar que no Capitulo [2| apresentamos o conceito de
solucao fraca para leis de conservacao, que relaxa a nocao de solucao ao nao
envolver explicitamente as derivadas da solucao na definicao e, com este enfra-
quecimento, é mais facil garantir a existéncia deste tipo de solucao. Mas também
podemos querer buscar informagoes estatisticas a respeito do comportamento de
sistemas fisicos governados por uma lei de conservagao, surgindo, assim, o sentido
de solugao estatistica, como foi feito por Reinhard Illner e Joachim Wick, em [17].
Outra motivagao, baseada no artigo [6], é usando a representacao de limite fraco
de solugoes aproximadas de leis de conservagao como uma medida de Young, que
origina a definicao de solugao a valor de medida.

Neste capitulo, mostraremos essas duas diferentes defini¢oes de solugao primei-
ramente para o caso mais geral do problema de Cauchy de um sistema autonomo
e, posteriormente, para leis de conservagao e depois focaremos em quais sao as
relagoes entre essas solucoes. Alids, veremos que, dadas as duas definigoes aqui
propostas, toda solugao estatistica gera uma solugao a valor de medida, ou seja,
existem mais solugoes a valor de medida do que solugoes estatisticas.

Atentemos ao fato de que ao longo deste capitulo apenas chamaremos de
solucao estatistica a definicao que proporemos, mas para diferenciar das ou-
tras nogoes de solucgao estatistica do trabalho, quando necessario, referenciaremos
como solugao estatistica no sentido de Illner-Wick.
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3.1 Problema de Cauchy para um Sistema Auto-
nomo

Considere um sistema autonomo de equagoes diferenciais ordinarias

d
Salt) = f(@) (31)

ondez =z(t) : R = RN e f: RY — RY, com dado inicial z(ty) = z0, conhecido
por problema de Cauchy. Estamos interessados nos pontos o € RY tais que as
solucoes de com dados iniciais x(tg) = xo bifurcam em zg, assim, estamos
interessados nos casos em que o problema nao é bem-posto.
Por simplicidade, assumiremos que xo = 0 e f(0) = 0, e também vamos impor

que o problema de Cauchy

Go(t) = f(x)

z(ty) = =z
é localmente bem-posto para todo z # 0, ou seja, que o problema de Cauchy tem
uma unica solugao local. Além disso, vamos considerar que tal solucao exista
globalmente no tempo, a menos que passe pela origem em algum momento. De-
notaremos tal operador solucao, enquanto fizer sentido ele existir, por S;;,. Assim,
Srioxo = x(7), onde z é solucao de

(3.2)

—
B 5l
St 8
=
I
)

ou seja,

{ L (S1020) = f(Sry0)

Stotox[) = .ﬁE(to) = 2.

E, como o problema (3.2) é auténomo, temos que S, depende apenas de T — .
Seja RY ™ = RN x R, e considere o conjunto

U = {(xg,t0) € Rf“ : Sriemo # 0 para 0 < 7 < 400},

ou seja, todos os pontos (g, t) tais que Sy, = x(7), que é solu¢ao do problema

{ arv = (@) , (3.3)

Q?(to) =X
nao atingem a origem, isto €, S;;,xo sempre é diferente de zero para qualquer
tempo 7. Também defina

V. = {(w0,t0) € RV : existe B = B(z,tp) com 0 < B < t, tal que
Srt,xo # 0 para f < 7 < 400 e Sg,x9 = 0},
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que representa o conjunto de pontos (g, to) tais que a solugado Sy, zo do problema
(3.3) passou pela origem em algum momento 7 = 3 anterior ao tempo t. E, por
ultimo, considere

V,, == {(z0,10) € RYT! : existe a = a(xo, ty) com ty < a tal que
SrioTo # 0 para 0 < 7 < aw e Sy, x0 = 0},

ou seja, o conjunto de pontos (zg, to) tais que a solugao Sy4,xo = z(7) do problema
(3.3) nao passa pela origem até o tempo « posterior ao tempo ty, isto é, existe
um momento « tal que a solucao Sy, passara pela origem.

Vamos assumir também que os conjuntos V, UV, # ), dado que estamos
interessados nos pontos (zo,%y) cujas solugoes do problema passam pela
origem em algum momento, tanto antes quanto depois, para conseguirmos falar
de bifurcacao na origem. Além disso, vamos considerar que a intersecao desses
conjuntos ¢é trivial, isto é, V, NV, = (), pois ndo queremos que uma trajetéria
passe pela origem mais de uma vez. E, por ultimo, consideraremos que Rf e
UuV,UV,U ({0} x Ry).

Além disso, denotaremos da seguinte maneira os conjuntos

Ulto) := {zo € RY : (20, t9) € U}

Va(to) := {zo € RY : (w0, 10) € V,}
Vo = {xg € RY : (20,0) € V,}}

Vo(to) == {xo € Vo : a(xg) > to}.

Note que U(tg) e V,(to) sao as projegoes no espago Rf“ — RY dos conjuntos U
e V,, para cada tempo ty € R,. Ademais, observe que o conjunto Vy(ty) impde
mais condicoes que Vj pois seus pontos, além de termos que existe um tempo
a = a(zg) > 0 tal que Srozg # 0 para 0 < 7 < a e Syoxo = 0, pedimos que tal
tempo « seja maior ou igual que .

Por 1ltimo, considere o conjunto R, C S™~! dado por
S‘rtoxO

R, = {k e SNk =k(z) = lim

————, para xg € Vy(to) etp € Ry ¢,
=+B(z0.to) || SrioTo| P 0 € Valto) e to +}

ou seja, o conjunto de todas as dire¢des na esfera S™V~! nas quais a trajetéria
Sri,%0 passando pelo ponto z( saiu da origem em um momento anterior ao tempo
to. Vamos assumir que os vetores k(o) existem para todos zg € V,(ty) e que o
conjunto R, C SNV~ é mensurdvel.
Para conseguirmos entender melhor o que cada conjunto representa, vamos
considerar o seguinte exemplo
{ o = |o/? 8.4

x(ty) = .
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Observe que a funcio f(r) = |z|'/? ndo é de Lipschitz e, na origem, f(0) = 0.

Ou seja, a solugao do problema nao estara bem-posta se passar pela origem, no
sentido de que ela podera bifurcar. Veremos a seguir que a trajetdria da solucao
sera determinada pelo seu dado inicial z.

Se xg > 0, entao qualquer solucao de 1} satisfaz x(7) > 0, pois j—f = |z|'/? >
0. Além disso, a solucao sera dada por

T—t1 2
z(1) = <—2 0 —i—xé/z) ,

2
/ , temos

para todo 7 > ty. Além disso, para 3 =ty — 2$(1]
(i) Srero <0se 0< 7 <[5
(i) Spryxo = 0;
(iil) Sr,z0 > 0se B < T < ty.

Se o = 0, o problema ((3.4) admite infinitas solugoes pois, para todo ¢ > t,

a funcao definida por
0 seT <c
SL’(T) = (t—c)?
1

sec<T

é uma solucgao de ((3.4)).
Se xg < 0, vamos ter problema, porque g—f = |2['/?2 > 0, logo z(7) é crescente
e, eventualmente, pode passar pela origem. Enquanto z(7) < 0, temos

o=~ 7504 )]

para 7 > 0. E, se z(7) > 0, entdo a solugdo passou pela origem em algum
momento. Este momento é o = t; — 2(—x¢)"/2.

Com essa andlise, podemos representar graficamente quem sao os conjuntos
U(0), U, Ul(to), Va, Va(to), Vp, Vo e Vi(to) neste exemplo como a seguir:

O préximo passo sera definir o que é solugao estatistica para o problema de
Cauchy para sistemas autonomos. Veremos qual é a definicao rigorosa para esse
conceito matematico mas, antes, vejamos uma motivacao para obter a igualdade
que toda solucao estatistica devera satisfazer. Por simplicidade, vamos considerar
o problema com ty = 0 e suponha que o problema possua solugao tnica para
cada ponto inicial 7o € RY e denote o operador solucao por S;. Assuma também
que todas as funcoes tenham a regularidade necessaria de forma que as contas a
seguir facam sentido. Dada uma medida de probabilidade inicial g € P(RY),
considere sua evolucao temporal dada por

pe(A) = po(S; 1 A),
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T
A
V.
___________tEJ ‘]'\f’ol _______
700 / -
Figura 3.1 Figura 3.2

Figura 3.3

para todo conjunto boreliano A € B(RY), isto é, ju; = Si#uo é a medida “push-
foward” de g induzida pelo operador solugao S;. Entao

d d
il ) d = __ t)d
G e dn@ = 5 [ oSt dua)
d
—/ {&(p—irvxgo-%(stx) dpig ()
RN
= /N [8t30+ f(Six) - ngo] dpio ()
R
=/ [0vp + [ () - V] dpu(w),
RN
para qualquer fungao ¢ € C*°(RY xR, ;R). Assim, integrando a expressao acima
no intervalo temporal [0, 00) e usando o teorema fundamental do célculo, como

supomos que todas as fungoes tém a regularidade necessaria e ¢ tem suporte
compacto em RY x R, concluimos que

/R+ /RN [Ovo + f(z) - V] (z,t) dpy(z) dt = /Hh% [/RN o(z,1) dut(x)] dt
| el 0) dofo)
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Note que, apesar de termos precisado supor regularidade nas fungoes e a existéncia
de uma tnica solugao para o problema, a equacao acima nao envolve nada além
do que ja temos. Assim, parece ser uma boa expressao para ser usada na definicao
de uma solucao mais geral.

A seguir veremos a definicao de solucao estatistica para o problema que,
fisicamente, pode ser retratada como as possiveis evolugoes temporais de uma
nuvem de particulas cujas trajetérias satisfazem o problema de Cauchy .
Observe que a equagao que obtivemos acima, supondo toda a regularidade ne-
cessaria, € a equagao que toda solucao estatistica deve satisfazer.

Definigao 3.1 (Solugdo Estatistica para o Problema de Cauchy (3.2)). Uma
solucgao estatistica do problema com dado inicial j1g € P(RY) é uma funcao
mensurdvel t € Ry — u; € P(RY) que satisfaz

/R /R (Ot F(0) - V] (1) ) i + /]R o(2,0) djo(z) =0, (3.5)

N
para toda funcao teste p € C°(RY x R, ;R).

Também podemos imaginar a solucao estatistica de maneira a nao termos ex-
plicitamente o dado inicial do problema, mas apenas uma distribuicao de proba-
bilidade do dado inicial. E, com isso, estamos interessados em obter a distribuicao
de probabilidade das trajetdrias de solucao em algum tempo t € R.,.

Além disso, observe que a equacao (3.5)) nao envolve explicitamente o operador
solucao S, sendo um dos pontos fundamentais para que tal expressao seja uma
generalizagao do problema . Mas, quando o operador solucao S; estd bem-
definido, entao a familia de medidas {ju}er,, onde g, = Si# o, é uma solucdo
estatistica do problema com dado inicial p.

Nosso objetivo a seguir é provar a existéncia de solugoes estatisticas do pro-
blema . Para isto, vamos construir uma familia de medidas de Radon
{Pi}ier, em R, x Ry, onde a quantidade P(Y x I), para Y C R, e I C Ry,
pode ser entendida como a probabilidade de uma particula que chega a origem no
tempo t sair durante o intervalo temporal I em algumas das direcoes de Y C R,,.
Alids, o papel dessas medidas P, é regular para onde irao as diversas trajetorias
que passam pela origem e em qual momento isso acontecera.

Definigao 3.2. A familia {P,}icr, em R, x Ry € formada por medidas positivas
P, € M(R,xR,) com massa maior total menor ou igual a um, para cadat € Ry,
satisfazendo

(i) supp P C R, X [t,00) C RNFL;

(i) E, o mapa t — P,(X) é mensurdvel para qualquer conjunto boreliano X C
R, X [t,0).
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Na teoria de Célculo Estocastico, a familia { P, },er, é conhecida como familia
de medidas subestocasticas.

Agora, defina as probabilidades P(¢,z,Y) como a probabilidade que uma
particula na posi¢ao x no tempo 0 esteja no conjunto ¥ no tempo ¢ da seguinte
maneira: P(t,z,Y) é a medida de probabilidade definida através de P, por

0s,2(Y) se x € U(0) U Vy(t)
P(t, Z, Y) = Pa(m) (ﬁt(Y N Va(t))) (36)
+ (1 — J. Pagoy(dk, [0, t))) 5o(Y)  sex € Vo\Vo(t),

onde a(z) = a(z,0) e f(z) = p(x,0) sdo os tempos obtidos na defini¢io dos
conjuntos V, e V, e Y C RY ¢ um conjunto boreliano. Veja que o conjunto U(0)
representa todos os pontos zo € RV tal que a solucao S;zy do sistema auténomo
(3-2) nao passa pela origem em nenhum tempo 0 < ¢ < +o00; jd o conjunto
V, é formado pelos pontos 2o € RY em que a solucao S;zy de passa pela
origem em algum momento. Portanto os conjuntos sao complementares, isto €,
U(0) = Vo e a definicio de P(t,z,Y) faz sentido. Além disso, para o termo
[, Pa()(dk, [0,1)), lembre que P, € M(R, x Ry ) e, assim, P,(-,I) € M(R,).

Em Célculo Estocdstico, a medida P(t,z,Y’) é conhecida como probabilidade
de transicao.

A partir destas medidas, podemos induzir uma evolucao temporal de forma
a obtermos medidas de probabilidade definidas da seguinte maneira: dada uma
medida de probabilidade py € P(RY), considere sua evolugao temporal Hy[su)
sendo

Hll(V) = [ P(t.a¥) diofo)

para qualquer conjunto borealino Y C RY. Consequentemente, para toda funcao
f € Cy(RYN), é vélida a seguinte igualdade

[ twamw = [ [ fortaddo@. 60

A seguir, mostraremos que a familia {H,;[p0] }ier, é uma solugao estatistica
do problema de Cauchy com dado inicial pg, ou seja, provaremos a existéncia de
solucdo estatistica de (3.2)) por meio da construgdo de uma solucao.

Teorema 3.3 (Existéncia de Solucao Estatistica). Dada uma medida de probabi-
lidade p1o € P(RY), a famdlia {ju: }er, definida por e = Hiluo), para cada tempo
t, € uma solucao estatistica do problema de Cauchy com dado inicial i,
para qualquer escolha de familia de medidas subestocdsticas { P, }ier, satisfazendo
as condigoes (i) e (ii).
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Demonstracao. Nosso objetivo é provar a identidade (3.5 . ) da definicao de solucao
estatistica do problema de Cauchy ( . Para isto, como RY = U(t) U V,(¢t) U
Vo U {0}, para todo tempo ¢t € R, podemos separar a integral

/ @(p + f(x xcp} (x,t) dug(z) dt
Ry JRN
nas trés seguintes integrais

= /]R /U(t) [&QO + f(ZL‘) : vz@] (ZE, t) d:ut(x) dt,
m-/ [ oo ) V] (@0 dpa(o)

(I11) = / B + f(z) - V] (. 1) dun(a) dt,
Ry J Vo
ja& que o termo cuja integracao seria sobre {0} é nulo, pois o conjunto tem medida

nula.
Assim, para a primeira integral, usando (3.7]), temos que

/R+/RN/ O+ £() - V] (3:1) Pt 2, dy) dpuo(a) dt

e, pela definicao , sabemos que P(t,z,Y") é a probabilidade de uma particula
na posi¢ao = no tempo 0 estar em Y no tempo ¢, assim, se x ¢ U(0) e Y C U(t),
entdo P(t,z,Y) = 0 pois = ¢ U(0) implica que Syx vai passar pela origem em
algum momento. Assim, separando a integral

/R/R/ (9 + f(x) - Vap] (y: ) P(t, . dy) dpio(w) dt
/R+ /U(O / [0+ f(x) - Vg (y,1) P(t, x, dy) dpo(x) dt
/HM/RN\U / (O + [(2) - V] (y,1) P(t, 0, dy) do () dt
/R+ /U(o)/ [0cp + f(2) - Vag] (y,1) P(t, 2, dy) dpo(z) dt.
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Pela definigao (3.6 da probabilidade P;, obtemos

/R /U(O)/ [0 + F(@) - Vasg] (1, 8) P(t, 2, dy) dpio() dt
_ / / / [0 + F(z) - Vo] (5. ) s, (dy) dpio(x) dt
R, JU©) JU)

E, dessa forma, podemos escrever

d
= /U(O) /R+ P [SO(St.I,t)} dt duo(z) = _/[;(0) o(x,0) duo(x),

usando o teorema de Fubini e o teorema fundamental do cdlculo.
Para o terceiro termo integral, por (3.7)), obtemos que

= [ [ oot fx)- o] o) (o)
/R/RN v [Op + f(2) - Vaip] (y,1) P(t, z, dy) dpo() dt.

Por raciocinio andlogo ao que fizemos para (I), pela definigao (3.6]), sabemos que
P(t,z,Y)=0sex ¢ Vy(t) e Y C V. E, entdo, separando a integral

/R /RN . 0o + f () - Vap] (y,1) P(t,z, dy) dpo() dt
// [0cp + f(2) - Vaop] (y,1) P(t,x, dy) dpo(x) dt
Ry JVo(t) Vo
/R /RN\V t) Jvi [Op + f(z) - Vae] (y,1) Pt . dy) dpo(x) dt

/R/V 1O S(2) - Vap] (u,) P2, dy) dpolw) dt

Usando a definicao da probabilidade P;, obtemos
= [ [ (oot 1@) D] (0:) Ssaldy) dpa(o)
R, JVo(t) Vo
= / / [&(p + f(x) - Vzgo] (Syx,t) dpo(zx) dt
Ry V(1)
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e, como t < a(z) se x € Vy(t), usando o teorema de Fubini, temos

(I11) /V / [Oip + f(z) - V] (Sex, t) dt dpo(x)

/V 0 / (S, t)] dt dpio(x)
_ /V o0, a(x)) dpio(z) — /VOSO(CU?U)duo(x),

onde a ultima igualdade segue do teorema fundamental do céalculo.
Agora, para a segunda integral, usando (3.7)) e (3.6)), temos

(1) /R/R/() Oup + f(x) - Vo) (0,0) P(t, v, dy) dpo() di
/R+/VO\M/G [0 + f(2) - Vasp] (1) Pt v, dy) dpola) dit
- / + / - / ot @) V2] (000) P (900, 0) (o)

" /m /Vo\Vo(t) /a(t) [Orp+ f(2) - Vaie] (y:1)
X [1—/aP y(dk, [0,1))

— (IL1) + (I1.2)

ja que, se x ¢ Vo\Vo(t) e E C V,(t), entdao P(t,z, E) = 0.
Para o primeiro termo integral de (II), considere o mapa o : V,(t) — R, x [0, t]
definido por

o-t(l‘) = (ka ﬁ(xv t)) :
Lembremos que, para qualquer ¢t € R, , o mapa k : V,(t) — SN~ ¢ definido por

STt$

k(r)= lim ————-.
( ) T (x,t) HS‘rtxH

Denotando a projegao na segunda coordenada de oy por my 0 0y, isto é, moy(z) =
B(x,t), observe que o, ' oy H(k,t) = 0, para todo k € R,. E, da expressio (IL.1),
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obtemos que

= [ e ) Vgl 000 (P 0 an) 0) )
L gl [0+ 1) Vo] 07 o715 (1, 0(€). )
X Pagey(dk, da(€)) diao(z) .
onde ¢ € Vo\Vp(). Como a funcio ¢t — (07" o w5 (, a(€)), ) é uma solucdo do

problema (3.1)) para t > «(&), podemos aphcar o teorema de Fubini e escrever o
termo acima como

(IL.1) /V//V/a Lo myt(k, al€)), )] dt Pagay(dk, da(€)) dpolz)
/vo/a/vo P05 e 03 (K, a(€)), l§)) P (dk, da(§)) dpo (),

onde a segunda igualdade segue do teorema fundamental do calculo. Lembrando
que o_ (g omyt(k,a(€)) = 0, para todo k € R,, segue

(IL.1) /V /R/a (0,2) Paay(dk, dt) dpso(x).

Por outro lado, observe que para o segundo termo integral de (II), como
f(0) = 0 temos

(11.2) = /]R /V Ly 200D [1— / Poo)(dk. [O,t))] dyio(x) dt

_ / T 9(0,1) [1— / Poco)(dk. [O,t))] dyio(z) dt,
Vo Ja(zx) a

onde usamos o teorema de Fubini para a segunda igualdade. Agora, utilizando
que Py(y) ([O, a(x))) = 0, por integracao por partes, obtemos

(IL.2) :—/Vogo(O,oz ) dpio(x /V/a / (0, £) Pagoy (dk, dt) dpo ().

Logo, somando os termos (II.1) e (I1.2), segue que

(I = = [ ¢(0,a(x)) duo(x).

0
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E, somando (I), (II) e (III), concluimos que

W+ @)+ = [ [ o+ @) V] .0) i) e

_ /U(O) o, 0) dpolz) — /Vosow a(x)) dpo(x)
(x) /V ) dyof

T /V (0, a(2)) dio(a) — | (,0) duo(a)

S /UOUVO ©(z,0) dpo(x),

ja que os outros dois termos integrais se cancelam pois o conjunto de pontos em
Vo\Vo tem medida nula. Assim,

|| e+ @) 9] @ty dmte) it [ ol 0) duata) =0,

U(0)UVp

Por 1ltimo, note que U(0) UV = RY, pois V,(0) = 0. Portanto, obtemos que

/RJRN Ovp + [ (@) - Varp] (x,t) dpe(z )dt+/ o(x,0) duo(x) = 0,

RN

que é exatamente a identidade da definicao de solugao estatistica e, assim, con-
cluimos a prova de existéncia deste tipo de solucao. O

Observe que nao conseguimos garantir a unicidade de solucoes estatisticas
para o problema (3.2)) com o que temos até o momento, dado que nem temos
unicidade para as solugdes da forma p, = H,[uo), ja que a familia {P,};cr, nao
¢ tnica. Mas, no caso em que o problema (3.2) é bem-posto, entdo teremos a
unicidade de solucao estatistica.

Teorema 3.4 (Unicidade de Solugao Estatistica). Se o problema de Cauchy

[N

tem uma unica solugao cldssica no intervalo de tempo [0,T], entio {fu}ier,
solugdo estatistica do problema com dado inicial g € P(RY) se, e somente se, é
da forma p, = Soi#1, onde Sy € o operador solug¢do do problema em [0,T].

Demonstragao. Ja vimos que {p; = Sot# o }ier, € solugdo estatistica de pro-
blema. Vamos provar agora que se {fi;}«cr, também é solucdo estatistica do
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problema com dado inicial jo € P(RY) entdo fi; = p;. Pela equagio (3.5)), temos
0= / / [@go + f(x) - V‘,pr] (x,t)[ diig(x) — dpy(x)] dt
R, JRN
— [ [ oo+ 1) V] ) din(e) ~ d(Soctno)(@)]
R, JRN

para toda funcao teste p € C'° (RN x [0,T7; R).
Para cada funcao teste ¢, existe uma funcao ¢ € C° (RN x [0, T7; R) tal que,
se escrevermos ¢ como funcao de ¢ da seguinte maneira

(1) = / (S, ) dr,

entdao dyp + f(x) - Vo = 1. De fato, denote por g(7,t) = ¥ (Syz,7) e seja h tal

que g(7,t) = Zh(r,t). Entéo

Oz, t) =0 (h(t,t) — h(0,1))
= O:h(t,t) + O,h(t,t) — O,h(0,1)
= g(t,t) + Oih(t,t) — 0;h(0,1).

Mas temos que
r.t) = [ glsit) ds+ h(0,1),
0

entao

Oh(T,t) = / 0rg(s,t) ds + 0:h(0,1).

Logo, obtemos

t t
Ot 1) — Bh(0,1) = / hltb(Soee, 7)] dr = / vxzp(s,tm).%sﬂx dr.
0 0

Como & .Syx = —f(x) - V,(Snx), entdo

/t Voo (Srx, 7) - %Sﬁx dr = — /t V. (Srx, T) - (f(x) . VI(STtx)) dr.
0 0

Por outro lado,

t
Vepo(z,t) = / Vo b(Srx, ) - Vo (Snz) dr.
0
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Dessa forma,

F(@) - Vagl(a, ) = /0 Vo i(Souz, ) - (f(2) - Va(Sra)) dr.

Assim,

6t90(x7t) + f([E) ' VQCQO(ZE, t) = g(tv t) - /0 Vﬂﬁ(sn% T) : (f(l’) : V:E(STtx)) dr

+/0 Vo(Snx, 7) - (f(x) - Vi(Snx)) dr
= (Sux,t) = P(x,1),

como queriamos mostrar. Portanto, obtemos que
0= [ [ vanldnt - dSutu)@) d,
R, JRN

para 1 € CX (RN x [0, T ];R). Assim, pela arbitrariedade da fungao 1, con-
cluimos que iy — Soi#F o = 0, ou seja, ji; = SorFuo = p¢- Em outras palavras,
dadas as hipoteses do teorema, a tnica solucao estatistica do problema é a me-
dida “pushfoward” do medida inicial g induzida pelo operador solucao Sy, do

problema no intervalo [0, 7.
O]

A seguir, veremos uma outra nogao de solugao para o problema de Cauchy: as
solugoes a valor de medida. E, em seguida, provaremos que tal classe de solugoes
¢ ainda mais vasta que as solugoes estatisticas vista anteriormente. De fato,
mostraremos que toda solucao estatistica é uma solucao a valor de medida do

problema (3.1)).

Definigao 3.5 (Solucao a Valor de Medida para o Problema de Cauchy (3.1))).
Uma medida de Young v € Y(R;RY) € uma solugdo a valor de medida da

equagao diferencial set € Ry — vy € P(RY) é uma fungdo mensurdvel que
satisfaz a igualdade

/]R+ (%W) v &) () - (v, f(é‘))) dt =0,

para toda fungdo teste p € C° ((O, 00); RN).

Lembremos que o par de dualidade (v, g(§)) representa a integral

g€ = [ (e av(o)

para quaisquer medida v € P(RY) e g fungao mensurdvel em R".
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Teorema 3.6. Toda solucao estatistica com suporte compacto do problema de
Cauchy gera uma solugao a valor de medida deste problema.

Demonstracao. Seja t — p; uma solucao estatistica da equacao (3.1) com dado
inicial g € P(RY) tais que supp po e supp ¢ sdo conjuntos compactos, para todo
t € R,. Entao, para toda fungao p € C®°(RY x R,;R), é vélida a expressao

[ [ oo+ 1) Verle ) dutey i+ [ ole.0) duo(a) =0,
Ry JRN RN

Como estamos considerando apenas as solugoes estatisticas e os dados iniciais
com suporte compacto, se tomarmos funcgoes que sao lineares na variavel espacial
x, ou seja, fungoes da forma p(z,t) = ¢(t) - x, onde ¢ € C° ((0, oo);]RN), entao
a integracao acima faz sentido e tal igualdade se reduz a

d

o= [ [ (Gewr et 1@ vio) dute) i

Ry JRN

d
= [ (590 G+ 60 00

Ry

para toda fungao 1 € C2° ((0,00); RY), usando que ¢(z,0) = ¢(0) - 2 = 0, pois
1 tem suporte compacto em (0, 00). Observe que (3.8) é exatamente a igualdade
que uma solugao a valor de medida para a equacao diferencial (3.1]) deve satisfazer

por definicdo. Ou seja, a familia {1 }ier, é uma solucao a valor de medida do
problema de Cauchy. O

(3.8)

Como provamos a existéncia de solugao estatistica do problema de Cauchy
com dado inicial 1o € P(RY) e, agora, vimos que toda solugao estatistica gera
uma solucao a valor de medida, garantimos, portanto, a existéncia de solucao
a valor de medida do problema . E, por ultimo, observe que, como nao
conseguimos a unicidade de solugao estatistica em geral e existem mais solugoes
a valor de medida do que solucoes estatisticas, também nao podemos afirmar
nada sobre a unicidade de solucoes a valor de medida.

3.2 Lei de Conservagao

Nesta secao, comecaremos apresentando o conceito de solugao estatistica para um
problema de Cauchy para um sistema auténomo em H'(R;RY) baseado no que
fizemos na secao passada. Focaremos em seguida no caso especifico em que este
problema é uma lei de conservacao. No primeiro cenério, abordaremos o caso
de leis de conservacao unidimensionais e apresentaremos os conceitos de solucao
estatistica e de solucao a valor de medida. E, posteriormente, veremos as nogoes
dessas solugoes no caso multidimensional.
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3.2.1 Caso 1-dimensional

Primeiramente, consideremos o seguinte problema

%u = Bu
{ u(0) = 1, (3.9)

onde B é um operador definido no espago de Sobolev W12(R; RY) = HY(R; RY),
que é denso no espaco de Lebesgue L*(R;RY), e as fungoes u = u(z) : R — RY
e up = ug(r) : R — RY pertencem a H'(R;RY).

Assim como feito na secao passada, nosso objetivo sera definir o que é uma
solugao estatistica para o problema acima a partir de uma expressao que obtere-
mos a partir da suposicao da regularidade necessaria das funcoes e da existéncia e
unicidade de solucao deste problema. Dessa forma, suponha que seja bem-
posta para cada dado inicial fo € H'(R;R") e denote o operador solucio por S;.
Dada uma medida de probabilidade inicial py € P (H HR; RN )), formalmente,
seja py a evolucao temporal de py através de Sy, que é a medida dada por

pue(A) = po(S; 1 A),

para todo conjunto boreliano A € B (Hl(R; RN)), isto é, uy = Si# e medida
“pushforward” de p por S;. Entao

d
u, t) dug(u) =
dt H1 RRN) ( ) t( )
d
S, t) d
= L, PS) dinl)

d
:/ Ovp(Su, t) + (Dugo(Stu,t)) —Stu> dpio(u)
Hl(R'RN) dt

— /Hl(MN) :atso(stu,t) (Dup(Spu,t)) (B(Spw) )} dyio(u)

— /Hl(R.RN) _@gp(u,t) + (Dugo u, t ] dpg(u

para qualquer funcio ¢ : HY(R;RY) x R, — R suave, onde D,¢ denota a
derivada de Fréchet de ¢, isto é, Dy : HY(R;RY) x R, — R é um operador
linear limitado tal que

oy [Pt 0, 8) = p(ut) = (Dup)(v)]
lv—0 [ V][ £

=0,
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para v € H(R;RY). Assim, integrando a expressio acima no intervalo temporal
[0,00) e usando o teorema fundamental do célculo, concluimos que

/ / [atw(u,t)Jr(Du@(u,t)) (Bu)} dpiy(u) di
Ry JH(RRY)

d
[ Gl ewtdu) d
Ry A | Jm@ry)

:—/ o (u,0) dpo(u).
H1(R;RN)

Note que, analogamente ao que obtivemos na secao passada para a motivacao
de solucao estatistica do problema de Cauchy para sistema autonomo, a equacao
acima nao envolve o operador solu¢ao S;. Assim, parece ser uma boa expressao
para qual toda solugao estatistica de deva satisfazer.

Veremos a seguir a defini¢ao rigorosa de solucao estatistica para o problema
usando uma classe ampla de fungoes testes, mas estaremos interessados no
caso especial em que a equagao diferencial deste problema representa uma lei de
conservacao. Posteriormente abordaremos tal caso, onde algumas restrigoes sob
as fungoes testes serao impostas.

Definigao 3.7 (Solucao Estatistica para o Problema (3.9)). Uma solugdo es-
tatistica do problema geral com dado inicial puy € P (HI(R;RN)) € uma
fungdo mensurdvel t € Ry — p, € P (H'(R;RY)) que satisfaz

/ / [atw(u,t) + (Dup(u, t)) (Bu)} dpy(u) di
e (3.10)
i /Hl(R;RN) ol 0) dhiolu) =0,

para toda funcao teste ¢ : HY(R;RY) x R, — R tal que a derivada parcial ;o e
a deriwada de Fréchet D,y existem.

Nosso objetivo agora é definir o conceito de solucao estatistica para um caso
particular do problema : as leis de conservacao. Para isto, considere a lei
dada por

u+ 0, (f(u)) =0, (3.11)

em (z,t) € R x Ry, onde as fungoes u : R x R, — RY e f: RY — RY. Ou
seja, consideramos a equacao diferencial em |} com Bu = —0, ( f (u)) Dessa
forma, substituindo em (3.10)) e utilizando resultado de integracao por partes

atrelado a suavidade necessaria das fungoes testes envolvidas, podemos definir
solugao estatistica de (3.11]) como a seguir.
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Defini¢ao 3.8 (Solucao Estatistica para Lei de Conservagao). Uma solugdo es-
tatistica da lei de conservagao com dado inicial j19p € P (Hl(R; RN)) é
uma fun¢ao mensuravel t € Ry — u € P (Hl(R; ]RN)) que satisfaz a segquinte
identidade

L, [P0 5 (D) (7)) )

(3.12)
+/ o(u,0) duo(u) =0,
HY(R;RN)

para toda fungdo teste ¢ € C'° (Hl(R;RN) X R+;R).

Visto que apresentamos resultados de existéncia e unicidade de solugao es-
tatistica na secao passada para um caso mais geral que a lei de conservacao, a
lembrar, para o problema de Cauchy para um sistema autoénomo, garantimos os
resultados para este caso particular. Similarmente, podemos definir também ou-
tra classe de solugoes, como feito na secao anterior: as solugoes a valor de medida,
agora, para a lei de conservagao (3.11]).

Defini¢ao 3.9 (Solugao a Valor de Medida para Lei de Conservacao). A medida
de Youngv € Y (R x Ry; RN) € dita uma solucao a valor de medida do problema
com dado inicial V° € Y (R;RY) se a fung¢io mensurdvel (z,t) € RxR, —
Viw € P(RY) satisfaz a igualdade

[ [ 00 0s8) + 00000 10 56)] e
A (3.13)

z,0) - (0 T =
+/Rw<,o> (W0, €) dx =0,

para toda fungao teste 1 € C° (]R x Ry; ]RN).

Assim como feito anteriormente no Teorema também sabemos que uma
solucao estatistica da lei de conservagao gera uma solucao a valor de medida para
este problema. Em outras palavras, a classe de solucoes a valor de medida de
engloba a classe de solugoes estatistica desta mesma lei.

De fato, provemos de forma similar ao que fizemos na secao anterior: como
estamos considerando apenas as solugoes estatisticas e os dados iniciais com su-
porte compacto, se tomarmos fungoes ¢ que sao lineares com respeito a funcao
u € HY(R;RY), isto ¢, funcoes ¢ da forma

o(u,t) = A(¢(m,t),u(x)> dx,
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onde (-, t) € C°(R;RY), entao a integragao em ([3.10)) ainda fara sentido. Note
que a derivada temporal de ¢ é dada por

Oup(u,t) = / (O, ), ulz, 1)) do

e, pela definigao da derivada de Fréchet de ¢ no ponto (u,t) aplicada a v, isto é,
(Dup)(v) que é dada pelo seguinte limite

i 00 = olu) = (Dup) )

-0
o]l y1 =0 [v]] 21

e usando a linearidade da fungao ¢ com respeito a primeira entrada, obtemos que
a derivada de Fréchet de ¢ em f(u) é dada por

(Dugp(u,1)) (f(w)) =@ (f(u),1).
Assim, substituindo em (3.12), concluimos que

/R /Hl(R]RN)/ (O (z, ), u(z)) + (Os0 (2, 1), f(u()))] dv du(u) dt

/ / (x,0), ) dx dpo(u) = 0.
H (R;RN)

Veja que estamos trabalhando com termos integrais do tipo

/Hl(R-RN) /R<9(:E,t),h(u(a:))> dx dug(u),

onde a varidvel ¢ é apenas um parametro por ora, g € C®(R x R.;RY) e h :
RY — RY ¢ a funcao identidade em RY ou é a funcio f da lei de conservacao
(3.11). Assim, vamos considerar a expressao integral como sendo

/ / o(a) ) do da(u).
HY(RRN)

Podemos aplicar o Teorema de Fubini na expressao acima e, assim, mudar a
ordem de integracao, obtendo que

S @ hom) ety = [ [ ) ) )

Assim, para quase todo ponto x € R, podemos definir uma medida v, com valores
em RY a partir da identificacio [C’O(RN )* =~ M(RY): para h € Cy(RY), defina

L= [ e, M) ()

(3.14)
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Entdo I, € Co(RY) e, como o dual de Cy(RY) ¢ isometricamente isomorfo a
M(RY), entao existe v, € M(RY) tal que

L = [ ne) (o)

Observe que, como g é uma medida de probabilidade em H'(R;RY), entao
v, €P (RN ), isto é, v, também é de probabilidade. Portanto,

/HI(W) [ ot ntata) dedutw) = [ [ (ata).h(©)) dua(e) do
Z/Rg(x)-(l/x,h(ﬁ»dx.

Agora, voltando a equagao (3.14)), obtemos pelo raciocinio anterior que

0= /]R+ /Hl(R;RN)/R (O (z, t), u(z, t)) + (Out (2, t), f(u(z, )] d dp(u)dt

:C70 , U Q?,O dr dug(u
+/Hl(R;RN)/R<w< ) u(@,0)) fro(u)
- /R /R [(?tq/J(x,t) Vi, &) + Op(2, 1) - <Vt,aﬁ7f(€)>} dx dt

+ / (x,0) - (W0, €) d,

para 1) € C®°(R x R ;RY), que é a identidade que solugao a valor de medida da
lei de conservacao precisa satisfazer. Ou seja, vimos que solugoes estatisticas de
considerando as fungoes testes lineares com respeito a funcao u sao solugoes
a valor de medida para (3.11)). Portanto, como esperado pelo Teorema , toda
solucao estatistica da lei de conservacao gera uma solucao a valor de medida.

3.2.2 Caso multidimensional

Agora, vamos considerar o caso multidimensional da lei de conservacao, isto é,
seja a equacao diferencial

Ou+ V- f(u)=0 (3.15)

como no capitulo 2| onde u = u(z,t) : R xRy - RN e f = (f',...,f4) RN —
RY*d ¢ a funcao fluxo.

Como feito ao longo deste capitulo e por contas motivacionais similares ao
caso unidimensional que vimos, podemos definir o que é uma solucao estatistica
da lei de conservacao multidimensional , como a seguir:
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Definig¢ao 3.10 (Solugao Estatistica para Lei de Conservagao). Dizemos que uma
fungao mensuravel t € Ry — puy € P (Hl(Rd;RN)) ¢ uma solucao estatistica da
lei de conservagao com dado inicial po € P (H'(R%:RY)) se satisfaz

/R /Hl - aeso u,t) + (Dup(u,t)) (f(u))} dyis(u) dt

/ o (11,0) dpo(ut) = 0,
H1(RERN)

para toda fungao teste ¢ € C'° (Hl(]Rd;]RN) X R+;R).

(3.16)

Note que a identidade (3.16) que toda solucao estatistica deve satisfazer é
uma simples generalizagdo de (3.12)) em que a variavel espacial x agora pertence
aR? e a lei de conservacao pode ser vista como

N Oft o
Oy Zl 1 Zk 1 8u; a?;

N 0of% o
dyun Zl 1 Zk 1 Bu];\: 81:;7

Assim, também podemos definir o conceito de solucao a valor de medida para
a lei de conservagao multidimensional acima como é mostrado abaixo.

Definigao 3.11 (Solugao a Valor de Medida para Lei de Conservagao). Dizemos
que uma medida de Youngv € Y (]Rd x Ry; ]RN) € uma solucdao a valor de medida
do problema com dado inicial ° € Y(R%GRY) se a fungdo mensurdvel
(z,t) € R X Ry = vy, € P(RY) satisfaz a sequinte igualdade

/ [@elﬁ(%t) ' <Vt,xa §> + (vl’ : Q,D(:E,t))z : <Vt,:v7 fl(f»] dx dt
R+ JRA (3.17)

¢(37>0) ’ <V2,§> dx = 0,
R4

para toda fungao teste 1 € C'° (]Rd X R+;RN) e todo indice 1 <1 < d.

De maneira similar ao que fizemos para o caso da lei de conservacao unidi-
mensional e para o problema de Cauchy para um sistema autonomo, podemos
provar que toda solucao estatistica de gera uma solugao a valor de medida
do mesmo problema.

Mas nos atentemos ao fato de que solucoes a valor de medida conseguem ge-
neralizar o conceito de solu¢ao para os problemas vistos ao longo deste capitulo,
contudo, elas formam um conjunto muito grande. Em outras palavras, consegui-
mos garantir a existéncia desse tipo de solucao, porém resultados de unicidade ou
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regularidade com respeito ao dado inicial sao dificeis de serem obtidos e, assim,
perdemos o sentido fisico dessas solugoes.

Alids, um exemplo mostrando que nao podemos dizer que a solucao a valor
de medida de um problema é tnica é o seguinte: considere a equacao de Burgers

oyu + 0, (%u2> =0

com dado inicial uo(x) = §, para v : R x R, — R. Sabemos que
T
) =
e t) = 5

¢ uma solugao classica deste problema. E, tal solucao gera uma solucao a valor
de medida dada por

Vie = §(x/(2+t))

com 10 = dug(z) = 0z/2. Contudo, a familia de medidas dadas por

Pta = 55(—'5) + 55((x+t+t2/2)/(1+t)) (3.18)

com p = Oug(z) = 0z/2 também ¢é uma solugao a valor de medida para o problema
de valor inicial. De fato, para toda fungao teste ¢ € C° (R x Ry;R), temos

/]R+ /Ratwwt)(m,z,@ dx dt+/R+/Ram¢(x7t)<pm§> du dt

+ /R (,0)(8,2,€) dx = (1) + (1) + (TII).

Para a primeira integral, usando (3.18]), temos

/R+/ (@, 1) [_ $2?1t++t)
/R /at¢x ) %;d dt

e, integrando por partes a expressao acima e usando que ¥ € C® (R x R;;R),

obtemos
x+t+ )
x,0)= d:r+/ / dz dt.
/¢ R, v 2141

dz dt
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Para o segundo termo integral, usando a defini¢do de p;, em (3.18]), temos

(I1) = /R ) /R 0,1 (, 1) [%Jr (xg(tlzs:t;)

e, novamente por integracao por partes e usando que ¢ € C* (R x R, ; R), segue

/R/Q/’ x++))ddt

Para a tltima integral, usando que p° = 4, /2, temos

(I11) :A¢(x,0)gdx

Logo, somando os trés termo, obtemos que (I) + (II) 4 (III) = 0, mostrando,
assim, que a familia {p;};cr, é uma solucao a valor de medida para o problema
também. Portanto, as solugoes a valor de medida nao sao tnicas.

Porém, no trabalho [6], em que o conceito de solugao a valor de medida para
a lei de conservagao foi proposto por DiPerna, também foi definida uma classe
especial destas solugoes: as solucoes a valor de medida de entropia. Assim como
foi proposta uma condicao de entropia para as solugoes fracas, como vimos no
capitulo 2 definiremos a seguir a condi¢do de entropia para solugdes a valor de
medida.

dx dt

Definigao 3.12 (Solugao a Valor de Medida de Entropia). Uma medida de Young
vey (Rd X R+;RN) € uma solucao a valor de medida de entropia da lei de
CONSETVACAO com dado inicial 1° € P(RY) se é uma solugio a valor de
medida como visto anteriormente e, além disso, satisfaz a sequinte condi¢cdo no
sentido das distribuicoes

Olv,m) + V- {r,q) <0 em D'(R? x R,),

para todo par de entropia (1,q), ou seja, se

| ot e + Vaplo.t) - (mall dedi+ [ ola, 06k do 0

R4
para toda funcdo ndo-negativa p € C°(R? x Ry;R).

Porém, mesmo impondo esta condicao de entropia para solucoes a valor de
medida, em [19] é apresentado um exemplo de lei de conservagao escalar, cujo
dado inicial nao ¢ uma medida atomica, em que nao ha a unicidade de solucao
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a valor de medida de entropia. Dessa forma, se buscamos resultados envolvendo
regularidade de solucao ou até mesmo unicidade, procurar na classe de solugoes
a valor de medida parece nao ser o melhor caminho em um caso geral.

Neste cenario, embarcaremos no proximo capitulo na busca de outro conceito
de solucao para as leis de conservagao visando tentar conseguir uma classe menor
de funcoes que satisfacam uma equacao relacionada a lei de conservacao e de
maneira que possamos conseguir provar a unicidade dessa nova nogao de solucao.
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Capitulo 4

Solucoes Estatisticas para Leis de
Conservacao Hiperbdlicas

Como discutimos no capitulo anterior, nao conseguimos um critério simples de
admissibilidade que garanta regularidade ou unicidade para as solucoes a valor
de medida das leis de conservacao. Mas, neste capitulo, vamos definir um ou-
tro conceito baseado no trabalho de Ulrik Skre Fjordholm, Samuel Lanthaler e
Siddhartha Mishra (veja em [8]) de solugbes estatisticas para leis de conservagao
hiperbélicas como uma familia de medidas de probabilidade parametrizada pelo
tempo em um espago LP. Para isto, provaremos equivaléncias entre medidas de
probabilidade em LP, medidas de correlacao e seus momentos. E, posteriormente,
veremos um resultado de unicidade para este novo conceito de solugao estatistica
atrelado a uma condigao de entropia.

Ao longo de todo o capitulo, consideraremos D C R? um espaco fisico e
U = RY um espaco de fase e denotaremos por F = LP(D;U) o espaco de funcoes,
para 1 < p < oo. Além disso, equiparemos o espaco F com a o—algebra de Borel
B(F).

Além disso, neste capitulo apenas chamaremos de solucao estatistica a de-
finiciko que vamos propor, mas para diferenciar das outras nocoes de solucao
estatistica da dissertagao, referenciaremos como solucao estatistica no sentido de
Fjordholm-Lanthaler-Mishra, quando for necessario.

4.1 Medidas de Correlacao

Dada uma medida p € P(F), isto é, uma medida de probabilidade em L?(D;U),
podemos considerar algumas quantidades como a média em um ponto x € D
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dada por
m(o) = [ ule) dutu;

ou também uma probabilidade conjunta de distribuigoes em dois pontos fixos
x,y € D definida por

Pl y) = /f Ly (u(2)) L (u(y)) dya(u),

que representa a probabilidade de u(z) e u(y) pertencerem aos conjuntos A e B,
respectivamente.

Porém, essas quantidades nem sempre sao simples de serem expressas, ja
que os valores u(-) de uma fungao que sabemos apenas ser mensuravel nao sao
bem-definidos. Uma maneira para conseguirmos resolver este problema ¢é tentar
encontrar uma representacao equivalente da medida de probabilidade x4 em termos
de distribuicoes de probabilidade definidas localmente. Por exemplo, poderiamos

representar as duas quantidades locais acima em termos das distribuigoes v! e

/U £ dvi(e)

vs ., respectivamente, por
[ 1a(©uatn a2, (€ n)
U

Y

Nossa ideia é considerar todas as distribuigoes conjuntas em finitos pontos e
tomar a hierarquia v = (/*),en por elas geradas, ou seja, cada v* mapeia D* no
conjunto de medidas de probabilidade em U*, P(U*). Dessa forma, se provarmos
uma equivaléncia entre v e pu, resolveremos o problema, ja que estabeleceriamos
uma equivaléncia entre uma medida de probabilidade em um espaco infinito de
funcoes e uma familia de medidas que descrevem a correlacao dos valores de tais
funcoes em finitos pontos. Assim, o primeiro passo ¢é definir quem é essa familia
v.

Definigao 4.1. Uma medida de correla¢io v = (V*)pen € uma sequéncia de mapas
vk . DF — P(U*) que satisfazem as sequintes propriedades:

(i) Mensurabilidade fraca-*: Cada mapa v* € fraco-* mensurdvel, isto é, x €
D* — (V¥ f) € R é Borel mensurdvel, para toda f € Co(U*). Ou seja, v*
¢ uma medida de Young de D* para U*;

(11) Limitagao LP: v é LP-limitada, ou seja,

/D<V;, I€PY dx < +o0; (4.1)
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(iii) Simetria: Se o é uma permutacio de {1,...,k} e f € Co(R¥), deno-
tando o(z) = o(xy,...,xk) = (Xpyy...,T0,) € 0(§) = 0(&1,...,&) =
(50'17~‘-7€gk); 6Tltdo

Vo, f(0(8)) = (Vi F(€)),
para quase todo v € DF;

(iv) Consisténcia: Se f € Co(RF) € da forma f(&1,...,&) = g(&1,. .. & 1),
para alguma g € Co(U*Y), entdo

----------

para quase todo (x1,...,x;) € DF;

(v) Continuidade diagonal: Se B,(x) ={y € D : |x —y| <r}, entdo

lim/ ][ (W2, |6~ nl?) dy dz = 0. (4.2)
D J By (z)

r—0

Chamamos cada elemento v* de marginal de correlacdo e denotaremos o conjunto
de todas as medidas de correla¢ao de D para U por LP = LP(D;U).

Lembre que, dados um conjunto boreliano X C R* e uma funcao mensurével

f, a integral '
]if(:x) dx = W/Xf(x) dx

representa a média da fungao f sobre o conjunto X, onde |X| é a medida de
Lebesgue k—dimensional do conjunto. Além disso, falamos que v = (vF)gen é
uma hierarquia pois cada marginal de correlacio * contém toda informacao de
marginais de correlacao de ordem menor, isto ¢, de 17 onde 1 < j < k—1, devido
as propriedades de simetria e consisténcia.

Note também que sempre podemos gerar uma medida de correlacao. De
fato, toda fun¢do u € LP(D;U) gera uma medida v € LP(D;U) ao definirmos
vk = Ou(z1) ® - - - ® Oy(ay)- Neste caso, dizemos que V¥ ¢ um marginal de correlacao
atomico.

Vamos considerar a seguinte notagao para o que vem a seguir: denotaremos

= [ [ sweako.

para toda g € H*(D;U) e para todo k € N, onde L, : F — R é o funcional
definido para cada u € F por
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O teorema a seguir é um dos principais resultados deste capitulo, quica de
todo este trabalho. Obteremos com sua demonstracao a equivaléncia entre me-
didas de correlacao e medidas de probabilidade, que serda fundamental para a
definicao de solugoes estatisticas para leis de conservacao hiperbdlicas. Contudo,
tal demonstracao nao é tao simples, entao a dividiremos em alguns casos ao longo
da préxima secao. Primeiramente, vamos enuncia-lo.

Teorema 4.2 (Equivaléncia entre medidas de correlagdo e de probabilidade).
Dada uwma medida de correlagiao v € LP(D;U), existe uma unica medida de pro-
babilidade p € P(F) satisfazendo

[l duw) < 400 (43)
:

tal que

/Dk /Uk 9(x,€) dvg (€) dx:/;/m g(z,u(x)) dr du(u) (4.4)

para toda func¢do de Carathéodory g € H*(D;U) e para todo k € N, onde u(z) =
(u(zy), ..., u(zy)).

Reciprocamente, dada uma medida de probabilidade p € P(F) com momento
finito, ou seja, que satisfaz a equacao , existe uma unica medida de correlacao
v € LP(D;U) tal que a equagao ¢ vdlida para toda g € H*(D;U) e para todo
k € N.

Temos também que a equacgao € valida para toda fungcao mensurdvel
g: D xU — R tal que |g(x,&)| < C|EP, para quase todo x € D.

Observe que, pela notagao anterior, a equacao (4.4]) pode ser reescrita como

(", 9) = (1, Ly), (4.5)

para toda g € H¥(D;U) e para todo k € N, pois

o= [ [ seoakow

e, além disso,

)= [ L@ antw) = [ [ gte.utw) do dutw)

Portanto, segue a igualdade em se, e somente se, a equacao (4.4) é valida.

Como comentado anteriormente, pela grande for¢a do teorema [.2] é de se
esperar que sua demonstracao nao seja tao trivial. Ela sera dividida em quatro
proposicoes na préxima se¢ao: primeiramente, provaremos o lado mais simples,
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que ¢ a existéncia e unicidade da medida de correlacao v, se possuimos uma
medida de probabilidade p € P(F); depois, dada uma medida de correlagao v,
provaremos que se existe uma medida de probabilidade . em F, entao ela é unica;
posteriormente, provaremos a existéncia da g no caso em que D é um conjunto
limitado; e, por ultimo, mostraremos que existe tal medida p satisfazendo (|4.4])
também no caso de D ser ilimitado.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.2

Comecaremos os casos para a demonstracao do teorema principal provando
a existéncia e a unicidade da medida de correlacao v, se ja nos for dada uma
medida de probabilidade em L?(D;U).

Proposigao 4.3 (Existéncia e Unicidade de v). Dada uma medida de probabili-
dade p € P(F) tal que
[ullF di(w) < +oo,
f

entdo existe uma unica medida de correlagio v € LP(D;U) determinada por ({4.4).

Demonstracao. Observe primeiramente que a relacao

[ fotwoas@ = [ [ oo i)

define unicamente v* como um funcional linear em H*, que é continuo pois

0ol < [ [ o ueldedut) < [ a@leges do = gl

Portanto, v* é um elemento do espaco dual de H*(D¥;U*), dado que v* tem
norma
[ [[3g= ess sup,e pr |75 |y = 1.

Pois H¥(DF; U*) é isometricamente isomorfo ao espaco L°(D*; M(U*)), como
visto no capitulo [I, entdo v* é um mapa fraco-* mensurdvel de x € DF para
VP € M(UF). Para satisfazer a propriedade (i) de medida de correlagao, falta
provar que na verdade v* € P(U*) para quase todo x € D*. Para isto, considere
f € Co(U*) uma fungao nio-negativa e uma bola aberta B,(z) C D*. Observe
que

(Lo f) = / Wh, 1) dy

B

(@)
:/f/ ( )f(lb(y1),--->u<yk)) dy dp(u)

< [ flleo@wn)| Br(2)],
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donde a ultima desigualdade segue do fato de p ser uma medida de probabilidade

em JF. Assim,
1

|Br(2)] /B, (2)

Pelo Teorema de Diferenciacao de Lebesgue, sabemos que para quase todo ponto
x € DF, temos

W, fdy < |1 fllcown-

1 k k
d
| B, ()] /Br(z)<yy’f v e,

quando r tende a zero. Portanto,

Wi ) < I flcown

para quase todo z € D*. Como as bolas abertas geram a o-algebra de Borel, o
mesmo resultado segue para quaisquer subconjunto boreliano A C D* e funcao
nao-negativa f € Co(U*).

Além disso, note que, para quase todo x € D*,

(v f)
||V£||M(Uk): sup o —
recow) 1 fllcowny

<1

Assim, se provarmos que segue a igualdade para alguma fungao, entao teremos
que [V m@ry = 1 e, portanto, provaremos que tal medida é de probabilidade
em U*. Para isto, considere a sequéncia de funcoes (fr)ren definidas em U* por

,se x| <R
fr(z) = 2—%' ,se R <|z| <2R
0 , se |z| > 2R.

Observe que (fr) é uma sequéncia crescente e fr(z) — 1 quando R — 400, para
todo z € U*. E, para cada R € N, também temos que fr € Co(U*), logo, para
qualquer conjunto boreliano A C D*, vale

/A<y§,fR> dx:/f/AfR (u(zy, .., ulzy)) do dp(u).

Usando novamente que fr € Co(U*) e que a sequéncia é crescente, pelo Teorema
da Convergéncia Monétona, quando R — 400,

Jwkae= [ [ m@ake~ [ [ rako- [ ek
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e, similarmente, usando que u € P(F)

[ [ atutonate) dedute [ [ 1o du =14}

Pela unicidade do limite, obtemos a igualdade

/ (W 1) do = |Al,
A

para todo conjunto boreliano A C D¥. Novamente pelo Teorema de Diferenciacao

de Lebesgue, segue que
(v, 1) =1,

para quase todo x € D*. Portanto, ||V£||M(Uk) = 1, para quase todo z € DF,
provando finalmente que v* € P(U*), para quase todo x € D*. Tomando v =
(VF)ken, terminamos a demonstragiao da propriedade (i) da definicio de medida
de correlagao.

Agora, para provar a propriedade (ii), isto é, a limitagdo L? da medida v no
sentido que

[ @hle) do < +oc,
D

vamos considerar uma fungao g : D xU — R dada por g(x, &) = |£[P. Seja (gn)nen
um sequéncia de fungoes em H(D;U) = LY(D,Cy(U)) que truncam a funcio g.
Entao, para cada x € D,

g(z) = lim g,(z)

n—-+o0o

e, |gn(z)] = gn(x) < g(x). Além disso, a funcdo g é integravel em U, pois

J, st = [ @ de =l < o0,

portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada. Fazendo isso
e lembrando que os elementos g, € H(D;U) satisfazem (4.4), temos

i) = [ whieryae= [ jer aiie) as
://Ungxfoognxgdy( :ngrfoo//gnxgdy €) dz

= lim //gnxu ) dz du(u // lim g,(z,u(x)) dr du(u)
n—+o00 p Nt

= [ [ o dduta) = [l ) < o
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seguindo assim a limitacao LP de v que tanto queriamos.

Ja as propriedades (iii) e (iv) de simetria e consisténcia seguem diretamente da
definicao dos marginais de correlacdo v* dado pela expressao (4.4)). Por tltimo,
para provarmos a continuidade diagonal de v, considere a fungao f : B,(x) C
D — R dada por y — |u(x) — u(y)|P. Note que

/K F)l dy = /K () — uly)P dy < 2 [ull2 K] < +oo

para qualquer conjunto compacto K C B,.(z), ou seja, a fungao f € L2, Assim,
podemos aplicar o Teorema de Diferenciacao de Lebesgue que, alids, nos da

}ig%/ ][T(x 2y 16— n|pdydw—hm//][r(x u(y)|” dy dx dp(u)
= [ [ @) = ute) dz dutw = o,

o que completa a prova de que v = (V*),cn € uma medida de correlagao relacio-
nada & medida de probabilidade 1 € P(F). Ademais, obtemos a unicidade de v
pela definicao explicita de cada marginal v* dado por (4.4)). O]

Como o fim desta prova, podemos explorar a reciproca deste resultado, ou
seja, vamos embarcar na busca de uma medida de probabilidade em F, se ja
nos for dada uma medida de correlacao em LP(D;U). O primeiro passo serd
provar sua unicidade, isto é, que existe no maximo uma medida de probabilidade
associada a medida de correlacao.

Proposicao 4.4 (Unicidade de p) Dadas duas medidas de probabilidade piy, pia €
P(F) satisfazendo as equagoes e (4.4), entao 1 = ps.

Demonstracao. Por hipotese,

// (x,u(x))drdu (u / / (z,&)dvF(&)dx = // (x,u(x))dzdps(u),
DF pr Jur D¥

para toda funcio de Carathéodory g € H*(D;U) e para todo k € N. Seja L > 0
um numero real positivo qualquer e defina a funcao 0, : D x U — U da seguinte
maneira

€ sl <Lef|<L
0u(0,€) = &L selél > Lelal <L
0 ,se e |z| > L.

Se considerarmos uma funcao g : D x U — U da forma

9(7,8§) = ¥i(w1) - - hw(@n)0n (21, &1) - - - On (g, &),
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para alguns funcionais vq,...,¥, € F*, pelo Teorema da Convergéencia Domi-
nada, a Desigualdade de Holder e a hipotese de que o momento das medidas g
e 12 sao finitos, segue que a expressao acima também é valida para g definida
desta forma, ou seja,

/f/m (1 (1) -+ - ()b (z1, u(@1)) - - Op(an, u(zy))] do dpg (w)
B /;/D [ () - () B () - B, ()] i dp ().

Denotando 0 (u) = 61(-,u(-)), obtemos que a equagao (4.2)) é também escrita
como

/ (1, 00 (0)) - (e B () dp (0) = / (W, 01 (0)) -~ b O (1) dpis ().
F F

Ademais, podemos repetir os indices ao escolher alguns ; para serem iguais e
fazer a integragao sob o espaco fisico da equacao acima, obtendo

/f (W1, 00, (0))™ - (b, 61, ()™ dpy () =

(4.6)
= [t 00 G )™ dpa()

para quaisquer numeros naturais oy, . . ., Q.
Agora, considere a funcio 1 : LP(U) — R* dada por

w(u) - (<w17u>7 T (W,U» :

E, além disso, defina o trucamento 1, : LP(U) — R* por

Yr(u) = ((¢1,00(w)), ..., (Ve 0r(u))) .

Observe que, para qualquer 1 <17 < k,

(i, O (u))| < [[ill 7= 10 (w) | 7.

Mas, como

u(z) selu(z)|<Lel|z|<L
|“(x) L ,se|u(x)]>Lelz|<L
0 ,se e x| > L,

Or(x,u(z))
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segue que
10, () = /D 102z, ul@))E, de
_ / 100z, ul@))|E, de
By, (0)

0L (z, u(@))ll; dz

/{xeD:|u<z><L}nBL(o>

+ / 102z, u()) |, da
{z€D:|u(x)|>L}NBL(0)

< I?|{z € D: |u(z)] < L} N BL(0)]
+ L {z € D+ |u(x)| > L} N BL(0)]
= L?|BL(0)| = LPmgyL*,

onde, mg ¢ o volume da bola unitéria em R?. Ou seja, || (u)||z < my/PL*+4/7 ¢,
portanto, para qualquer 1 <i <k,

(43, O ()] < my/PLH P

Fr
Assim, concluimos que o truncamento ¢, assume valores no conjunto

K; = [—CLler/p,CLler/p]k C Rk,

que é compacto, onde ¢ = m(li/p maxi<i<g{ || Vil 7 }-

Se considerarmos uma fungio continuamente diferenciavel ¢ € C1(R¥) e to-
marmos sua restricao ¢, em K, como este conjunto é compacto, existe uma
sequéncia (P, )nen de polinomios em R* tal que P, — ¢, quando n — oo. Assim,
obtemos que P, (¢r(u)) — ¢(1r(u)) uniformemente em LP(D) quando n — oo.
Pela equacao aplicada aos polinémios P,, concluimos que

/f Po(tbr (1)) dyus (u) = /f Po () dpa(u).

E, deste modo, pela convergéncia uniforme e unicidade do limite, segue a igual-
dade

/ B(1(w)) dyus (u) = / D1 () dpn(a).
F F

Agora, considere as fungoes cilindricas ¥ : F — R dada por
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e Uy : F — R definida por

U (u) = o(¥r(u)).

Primeiramente, é imediato ver que |¥(u)| < ||¢]c,@r) € [Yr(u)
Além disso, temos

< [[9llcy @)

U(u) = lim ¥p(u),

L—+o0

para toda funcao u € F. Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada,
concluimos que
[ v dino) = [ ¥(w) dsta).
F F

Ou seja, obtemos a igualdade acima para qualquer funcao cilindrica em F.

Agora, considere um conjunto cilindrico A C R¥, isto ¢, a funcao caracteristica
14 é uma fungao cilindrica. Entao considere a sequéncia de fungoes (¢, )nen tal
que 0 < ¢, < Ypyq < 1y, paratodon € Ny e

lim ¢, (x) = La(x),
n——+0o00
para todo ponto z € RF. Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia
Dominada, obtemos

/ﬂA ((@bl,u),...,(wk,u)) dpr () :/ILA ((@/)1,“)7---7(%,@) dpig(u).
F F

Ou seja, as medidas pq e uo coincidem em todos os conjuntos cilindricos. Pelo
item (ii) da proposicao segue que [i; = i, COMO (ueriamos provar. H

Provada a unicidade da medida de probabilidade p correspondente a uma
medida de correlagao v € LP, agora nosso objetivo é provar sua existéncia para
quando o dominio D C R? for limitado. Assim, a partir de agora, vamos consi-
derar que D é limitado e, posteriormente, provaremos a existéncia para quando
D for uma regido qualquer de R?. Primeiramente, vamos definir o que é uma
particao de um conjunto limitado.

Definigao 4.5. Dizemos que A ={A;,..., Ax} é uma particio de D se A; sao
subconjuntos de D tais que:

(i) ULy Ai = D;
(ii) A; N A; =0, para todos indices i # j;

(1i1) ‘Zi NA;| =0, para todos i # j, onde A; é o fecho do conjunto A;.
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Dizemos que uma outra particio A = {fll, e ,AM} ¢ um refinamento da
partigio A = {Ay, ..., Ax} se, para todo indice 1 < j < M, existe 1 <i < N tal
que A; C A;.

Dadas v € L£P(D;U) uma medida de correlacio e A = {A;,..., Ay} uma
partigao de D, conseguimos definir uma medida de probabilidade p4 € P(UY)
da seguinte forma:

mw:ﬁ W (4.7)

para 1) € Co(U") nao-negativa. De fato, p4 definida assim é uma medida de pro-
babilidade, ja que (4.7)) é claramente um funcional linear continuo nao-negativo

Ccom norma < 77D>
PA,
lpallmoyy = sup ———=1
veco™) 1Vl cowny

lembrando que o espago das medidas de Radon M(UY) é isometricamente iso-

morfo ao espago dual das funcdes continuas que vao a zero no infinito Co(U™).
De fato a norma é unitaria pois, por um lado, note que

[(pa, )] =

f B(E) v (€) d
Ay x..xAn JUN

1
)|A1><><AN| A1><...><AN

dvy

xT

< [¢llenwn

= [[¥llcowm),

onde a ultima igualdade segue de que v € P(UY). Disso, obtemos que

lpallme~y < 1. (4.8)

Agora precisamos provar que na verdade vale a igualdade para a expressao
acima. Para isto, defina A = A; X ... X Ay e considere a sequéncia (¢, )nen
formada por funcoes que sao continuas e satisfazem

1a(z) ,sexeD,_
0 ,se & Dy,

onde a sequéncia (D,,),en em R? é composta de conjuntos definidos, para cada
n € N, por

D, = {a: € D :dist(z,0D) < %} C RY,

Assim, é facil ver que D,, C D, 1 C D para todo n € N e, além disso, D,, — D
quando n — +00.
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Mas observe também que a sequéncia de funcoes (¢, )nen pertence a Co(UN)
e converge pontualmente para a funcao caracteristica 14; e, ademais, temos a
limitacao |¢,| < 1 para todo indice n € N. Assim, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, temos

[pallm@wny = sup <pA—’¢>) > ﬁ(vﬁ,wn) dx — ]{1@;\’, 1) de =1,

PYeCo(UN) H¢||Co UN

quando n — 400, ou seja,

U
loalasy = sup LAY S (1.9)

$heCo(UN) ||¢||CO(UN

Logo, por (4.8) e (4.9), segue que |[pa|lsm@~) = 1 e, consequentemente, obtemos
que p4 ¢ uma medida de probabilidade em U", como desejavamos.

Com essa medida p4 definida acima, podemos considerar uma outra medida
de probabilidade u4 € P(F) como sendo a medida “pushfoward” da p4 pela
funcao continua £ € UM Zf\il &y, € F, que é definida da seguinte maneira:

(a,v) = <pA, Y <va:1 5@'1Ai>> '

Por tltimo, consideramos a medida v4 € LP(D;U) como sendo a tinica medida
de correlagao correspondente a medida de probabilidade py4, que sabemos da
existéncia e unicidade pela proposigao [£.3} Chamamos tal medida de correlagao
v4 de projecao de v sobre A.

Observe que as medidas v 4 e 4 sdo constantes por parte, isto é, cada marginal
de correlacao V«Ifhx é constante nos conjuntos da forma A;, x ... x A; e pa estd

concentrada nas fungoes x € D +—» ZZNZI &1a,(z). Além disso, note que podemos
definir a projecao de v sobre A por

Whot)= 3 T ]i v d

a€[N]k

para todos z € D¥ e k € N, onde [N] = {1,...,N}, 4, = A,
ga = (50417 T 750%)'

O resultado a seguir mostra uma estimativa para a p-distancia de Wasserstein
entre as medidas de probabilidade ;14 e p 5, quando A e A sdo particoes de D
e A é um refinamento de A. Tal resultado serd de grande importancia para
conseguirmos provar a existéncia da medida de probabilidade u, que veremos ser
o limite de uma sequéncia que, por este lema, sera de Cauchy.

X Ag, €

1
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Lema 4.6. Sejam v € LP(D;U) uma medida de correlagio, A = {Ay,..., Ay}
e A = {Ay,..., Ay} duas particoes do conjunto limitado D C R, onde Aé
um Teﬁnamento de A e existem constantes positivas ¢ e h tais que |A;| > ch?
e diam (A;) < h, para todos conjuntos A; € A. Se pa e pji sio medidas de
probabilidade correspondentes as projecoes de v sobre A e A, respectivamente,

entao
1/p
Wl(uA,uA)gc?(/][ W2, ]G~ GfP) dxdy) ,
D J Bp(y)

onde By(y)={x € D:|x—y|<h} e C=C(c,p,d) > 0.

Demonstracao. Sejam A = Ay X ... X Ay e A= 1211 X ...AM. Considere uma
funcao Lipschitz continua 1 : F — R com norma ||¢||Li, = 1. Entao

/Fw(zo dpa — p7) (W) = (pa—pz0) = (pa—p (N &14,))
- ][ WY (S 61 0,)) d — f W (SN ni1 ) dy.

Como A é um refinamento da partigao A, para todo 1 < j < M, existe um
indice 1 < 7 < N tal que A; C A;. Usando as propriedade da definicao de
- : R % - .
parti¢ao, podemos escrever cada conjunto A; = U,_, A, e, da equacdo acima,

obtemos

F o S do — £ 0 (1)) d
— f O U0 L, ) do = £ O S m) d

onde, para cada 1 < j < M, o indice i(j) é o unico inteiro entre 1 e N tal que
Aj; C Ayj). Pela propriedade de consisténcia da medida de correlagao v,

Fo e, ) de — £ 0 v ) dy
][ ][ VM (S La,,) — w(Sihn1s,)) de dy.

Como a funcao v é Lipschitz continua com norma unitéria, segue que

][ 7[ M (S G La,,) — (Sinls,)) dedy

<11 < GOTIES S R
1/p
ff<N*M S e — ) ) dedy
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Mas, pela Desigualdade de Jensen, como a funcio g(t) = [t|'/? é concava, obtemos

1/p
][][< N (S Al —nile) >dxdy
1/p
< £ (S e — )" drdy
ey 1/p
< (f F Smbios e — P dedy)

E, novamente pela propriedade de consisténcia da medida de correlacao,

1/p
(][ ][ Z] 1 |A | N+M |§i(j) _ 77j|19> dx dy)

Y 1/p
= | 214 ]é ]i(’/im,yj? |1 = Gf") dx dy

j=1

M 1/p
= Z |4, |][ ][ Vo, |G = GfP) digg) dy;

j=1 Z(J

1/p

- Z/][ 02,06 =GP dedy |
Ai)

onde a ultima igualdade renomeamos as variaveis x;(;) por x e y; por y.
Portanto, chegamos na estimativa

1/p

/ﬂ(“) (b =)l Z/][ (W21 = Gl dody |

para toda v funcao real Lipschitz continua em F. E, por hipétese, sabemos que
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|A;| > ch? e diam (A;) < h, assim, concluimos que

ul 1/p
1
U(u) d(pa — pg)(u) < / / W21 — GolP) da dy
/f ! ; [Aip Ja, S, "
1/p
M
2
= z:: chd / /Ai(]') <V$7y7 11 — GfP) dx dy
1/p

<

M
B[ T p
— dr d
Z ch A; J-?h(z/)wgc’y"Cl C2|> e

1/p

M
<c /][ 2o GGl dedy |
;A wla -Gl

onde C' = ( hd)l/p > (0 é uma constante positiva. Por tltimo, tomando o su-
premo dentre todas as fungoes ¢ Lipschitz continuas com norma ||¢ ||, < 1, pela
defini¢ao da distancia de Wasserstein Wy, provamos o desejado. [

Com o final desta prova, finalmente podemos embarcar para a demonstragao
da existéncia da medida de probabilidade correspondente a medida de correlacao
fornecida, lembrando que estamos no caso de D ser um conjunto limitado de RY.

Proposicao 4.7 (Existéncia de p para D limitado). Seja D um conjunto limitado
de RY. Dada uma medida de correlagio v € LP(D;U), existe uma medida de
probabilidade 1 € P(F) que satisfaz e (4-4).
Demonstrag¢ao. Considere uma sequéncia (A, )en de partigdes do conjunto D
tal que cada A, é um refinamento da particao A,, e que exista uma sequéncia
(hp)nen de nimeros reais de forma que |A| > chd e diam (A) < h,,, para alguma
constante ¢ > 0, para todos os conjuntos A € A,, e para todo indice n € N. Nosso
objetivo é mostrar que a sequéncia (g4, )nen C P(F) converge fracamente para
uma medida de probabilidade p em F e tal medida satisfaz a condigao (4.3).
Como A, ;1 é um refinamento da particao A, para cada n € N, pelo lema
anterior, sabemos que

1/p
Wl(uAna :u.Am) S C (/ ][ <V§,y7 ‘Cl - C2|p> dl’ dy> 9
D J B, (y)

para qualquer m > n, onde a constante C' > 0 s6 depende de ¢, p e d. Mas, pela
propriedade de continuidade diagonal da medida de correlacao v, temos

lim/][ V2 |¢ = GlP) do dy = 0,
notee Jp Bhn(y)< Y e 21
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ou seja,
lim Wi(pa,,pa,,) =0

n——+0o00
Isto implica que a sequéncia (A, )nen ¢ de Cauchy em P(F) munido da métrica
W1, que vimos ser um espago métrico completo no capitulo [I} Portanto, existe
uma medida g € P(F) tal que py, — p. Pela limitagdo LP de v, segue que a
medida g tem momento finito, isto é, satisfaz (4.3)).

Agora, vamos mostrar que esta medida p € P(F) satisfaz (4.4). Para isto,
considere uma parti¢ao fixa A = A,, = {A;,..., Ay} do conjunto D e seja
x € D*. Entdo existe um tnico a = (ai,...,a;) € [N]* tal que # € A, =
Ay, X ... X A,,. Se x nao pertence a diagonal, isto é, nao pertence ao conjunto
{y € D¥ : y; = y; para algum i # j}, entdo o; # «;, para todos i # j e, além
disso,

hat) = 3 Lo} f i) dy
a€[N]k Aa

usando a propriedade de consisténcia da medida de correlacao v. Assim, pelo
Teorema de Diferenciacao de Lebesgue, obtemos que

I/J’Zn,x — fom quando m — +o0,

para quase todo x € D* fora da diagonal. Mas, como a diagonal é um conjunto
de medida nula em D, segue

an Ak em HH (D, U),

ou seja,
lim (V% 9) = (V" 9) (4.10)

n—-+00

para toda g € H*(D;U).
Assim, como sabemos do capitulo [1] que

Lw) = [ gloulz))ds € Gi(F)
Dk
para toda g € H*(D;U), obtemos

<:u¢4ng> = <V§lnag>7
para qualquer g € H*(D;U). E, pelo fato de py, — p em P(F) e por (4.10),
segue
<M7 Lg> = lim <:LLAn7L9> = lim <V,Ijln7g> = <Vkvg>7

n—-+o00 n—-+00

para todo k € N, ou seja, vale a equacao (4.5, que vimos ser equivalente a

ED. 0
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Agora queremos provar a existéncia da medida de probabilidade p associada
a uma medida de correlaciio v no caso de D ser um dominio ilimitado de R?. A
ideia para esta demonstragao ¢ construirmos uma medida de probabilidade em
um conjunto limitado £ C D e depois tomarmos o limite de £ 1 D. Para isto,
primeiramente, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 4.8. Sejam D C RY um conjunto ilimitado e E C D um subconjunto
qualquer. Seja ¢ : LP(D;U) — LP(E; D) o mapa restricao, isto €, o(u) = ulg
para qualquer w € LP(D;U). Se p € P(LP(D;U)) é uma medida de probabilidade
que tem associada uma medida de correlagio v = (V¥)pen € LP(D;U), entdo
a medida de probabilidade p#u € P(LP(E,U)) tem associada uma medida de
correlacio v|g = (V*|g)ken-

Demonstrag¢do. Dada g uma fungiao em L'(E¥; Cy(U¥)), considere a fungao G
dada por G(z) = 1gg(z,-). Entao G € L'(D*; Co(U*)) = H*(D; U) e, assim,

/ / z,u(z dxd (p#u)(u / / x,u|g(x dx dp(u)
Lr(E,U) J EF Lr(D;U) J EF
:/ / 1grg x,u(x)) dx dp(u)
Le(D;U) J Dk
:/ <V§7]1E’“g(x7)> dx
Dk

B /Ek <<”k|E’“>$ 9(z, -)> dr,

isto é, | ¢ a medida de correlagao correspondente a medida de probabilidade
E

OH - O

Utilizando o lema acima, conseguimos provar a existéncia da medida de pro-
babilidade p, como feito a seguir.

Proposicao 4.9 (Existéncia de p para D ilimitado). Seja D um conjunto men-
surdvel arbitrdrio de R?. Dada uma medida de correlagio v € LP(D;U), existe
uma medida de probabilidade p € P(F) que satisfaz e (4-4).

Demonstragdo. Seja R > 0 dado e considere Dp = D N (=R, R)%. Como a res-
tricdo v|p, de v a Dg ¢ uma medida de correlacio em LP(Dg;U) e Dg é um
conjunto limitado de R, pelas proposicoes e existe uma tnica medida de
probabilidade fir € P(LP(Dg;U)) que satisfaz (4.3)) e (4.4). Pelo lema é de
se esperar que a sequéncia (fir) esteja relacionada a restricdo de uma medida de
probabilidade i correspondente a medida de correlagao v.
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Agora, seja ur € P(F) a extensdo de fir tal que se anula no conjunto
LP(D;U)\LP(Dg;U). Assim, gostarfamos que a sequéncia (ug) esteja relacio-
nada a mesma medida de probabilidade u. Alids, note que para demonstrarmos a
proposicao basta provarmos que a sequéncia (ur) definida acima converge fra-
camente, quando R tende a infinito, para uma medida de probabilidade u € P(F)

que satisfaz (4.3) e (4.4).

Assim, considere uma fungao Lipschitz continua i € C,(F) com norma
|Y|lLipry < 1. Sejam H < R, R’ e note que

/;¢mu>douz—-ﬂRo<u>=:/£[u«u>—-w<ﬂDHuﬂ dyin(u)
+ /fl/)(ﬂDHU) d(pr — pr)(u)
4—/£[¢<1DHu>——¢muﬂ djire (w).

Pelo lema 4.8 sabemos que
[ o, dun = ) =,
f

ja que ambas as medidas pg e pgr se coincidem em LP(Dy,U). Agora, para o
primeiro termo integral, usando que [|9)||Lipr) < 1, temos

/Tww—w@mM}wmm
;

< [ a1l dun(w)
f

1/p
< </]E 11 pe,ull’ dMR(U))
1/p
—(/' w;mwia
DRNDS,
1/p
1 p
g(AwJ%JaMM)

ja que Dr N DY C D\ Dy e, similarmente, obtemos a seguinte estimativa para o

terceiro termo da expressao integral
1/p
<( [ wheri)
D\Dy

Portanto, por ambas estimativas, concluimos

1/p
/f?/f(u) d(pr — prr)(u) =2 (/D\DHWW €17) dfﬂ) :

/]:[¢(1DHU) —P(u)] dpg(u)
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Agora, tomando o supremo dentre todas as fungoes Lipschitz continuas com
norma menor ou igual a 1, pela definicao da 1-distancia de Wasserstein, temos

1/p
Wi(pr, pr) <2 (/ vy, [€]P) dx) :
D\Dy

Como por hipétese o termo [, (vL, [£|P) dx é finito pois v é uma medida de cor-
relacao e, assim, satisfaz a propriedade de LP limitacao, segue que o termo

/ (vl 1€]P) dz — 0 quando H — +o0.
D\Dg

Ou seja,
Wi(pr, prr) — 0 quando R, R’ — +o0.

Como (P(F), W1) é um espaco métrico completo, existe u € P(F) tal que up — i
quando R — +oo fracamente no espaco das medidas de probabilidade em F.
Por 1ltimo, note que esta medida p é exatamente a medida de probabilidade
correspondente & medida de correlagio v € LP(D;U), pois sabemos que v*|p, =
v pur — e (V¥ p,,9) = (ur, Ly), para toda fungao de Carathérodory g €
H¥(D;U) e para todo k € N. Assim, pela unicidade do limite, segue a expressio
(4.5), cuja equivaléncia com a equagao (4.4]) ja foi provada anteriormente e, com
isso, provamos a existéncia da medida de probabilidade ;1 associada a medida de
correlacao v no caso do dominio D ser ilimitado, como desejavamos. O

4.3 Momentos de uma medida de correlacao

Na segao anterior, vimos uma relagao entre medidas de correlacao v € LP(D;U)
e medidas de probabilidade p € P(F) com momento finito. Agora veremos uma
outra relacdo envolvendo os momentos m* de uma medida de correlacao.

Definigao 4.10. Dados k € N e uma medida de correlagio v € LP(D;U), dize-
mos que a funcdo m* : D¥ — U®F ¢ um momento de v se

mi(z) = | &®...0&dk(©),
Uk

onde U®* ¢ o produto tensorial U @ ... @ U repetido k-vezes e £, ® ... R &, é um
funcional que age em (U®*)* = U®* como

G@...0&) :me...en) = m). . (& M%)
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Note que, se U = R, os momentos m* : D¥ — R podemos ser escritos da
seguinte maneira simplificada:

kir) = e & dUR
mha) = [ G ganko)

para todo k € N.
Suponhamos que

/ / [P - €kl dif(€) < oo, (4.11)
Dk JUk

para todo £ € N. Mas, veja que usando o teorema de correspondéncia entre
medidas de probabilidade e medidas de correlacao, temos

/Dk /U Ifll”---léklpde(é“):/f/Dk Ju()|? dxdu(u)z/f”u”l;ﬁ’dp(u),

ou seja, a hipétese (4.11)) é equivalente a supor

[ Tl dita) < o (412)
i

k

Dessa expressao, obtemos que os momentos m”* sao fungoes bem-definidas no

espaco LP(D¥*; U®F), para todo k € N.

O resultado a seguir diz que os momentos de uma medida de correlacao a
identificam unicamente, refletindo assim sua importancia, pois serao uma das
chaves essenciais para a préxima teoria que veremos: a formulagao estatistica das
leis de conservacao hiperbdlicas.

Teorema 4.11 (Caracterizagao de medida de correlagao por seu momento). Dada
uma medida de correlagio v € LP(D;U) que satisfaz , seus momentos m*
caracterizam unicamente tal medida v. Ou seja, se v € LP(D;U) tem os mesmos
momentos de v, entao v = v.

Contudo, antes de demonstrar o teorema acima, precisaremos enunciar o con-
ceito de funcional caracteristico e um resultado que sera utilizado durante a prova.
Assim, dada uma medida de probabilidade p € P(X), onde X é um espago é um
espago de Banach separavel qualquer munido da o-algebra de Borel B(X), entao
i X* — R é dito um funcional caracteristico se é da forma

i) = [ ¢ dpto)

para qualquer ¢ € X*.
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Lema 4.12. Sejam py e pe duas medidas de probabilidade em um espaco de
Banach separdvel X. Se os funcionais caracteristicos i1 e fia sao idénticos, entdo
as medidas py e po também se coincidem.

Demonstracao. Basta provar que as medidas j; e s sao iguais em um conjunto
cilindrico qualquer e, usando que a o—algebra Cil(X) coincide com a o-édlgebra
de Borel, segue o resultado. Assim, seja

E={reX (o), . oux) € F}

um conjunto cilindrico, onde F' C R™ é um conjunto boreliano e ¢, ..., ¢, € X*
sao funcionais lineares. E sejam A{,..., A\, € R constantes. Por hipétese, como
os funcionais caracteristicos se coincidem, temos

/eikupl(z)—i-...—l—i)\ncpn(w) d,LLl(l') :/ 6i>x1@1($)+...+i>\n<pn(z) d/LQ(ZE)
X X

Esta identidade implica que a funcio z € X — (p1(2),...,¢n(z)) € R” ma-
peia as medidas de probabilidade p; e ps em medidas fi; e fis em (R™, B(R™))
com funcionais caracteristicos idénticos. Logo, as medidas ji; e jis sao iguais e,
consequentemente, (1 e jo se coincidem no conjunto cilindrico F. O

Demonstracao do Teorema|4.11. Pelo teorema de equivaléncia 4.2}, consideremos
as Unicas medidas de probabilidade p e i em F associadas as medidas de cor-
relacdo v e U, respectivamente. Sejam [i e [ seus funcionais caracteristicos as-
sociados. Se provarmos que i = ﬁ entao, pelo lema anterior, mostraremos que
= [t

Como a medida de correlagao v € L£P(D; U) satisfaz ([4.11)), entao sua medida
de probabilidade associada p satisfaz e, assim, faz sentido comutar a ordem
de integragao com a soma e obtemos

i) = [ e autu)
=L@+Z£ﬁ#@ﬁ@@)

:1+§:Z—k!/f(/]jgo(x)-u(x)dx>k dps(u)
“1+ 3 L elen) - uten) - (ol u(w) deduu)

ﬂ+z%/ékxl C@uln) : (ple) - @ p(ay) do du(u)
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Pelo teorema [4.2] podemos escrever a integragao acima por

e (6® Q&) : (90(%) Q- ® W(xk)) dvl(§) da

= 1+;%/Dk Ukmk(:c) (@) @+ @ p(ay)) da.

E, por contas e argumentagoes analogas, temos

_1+Zk,/

D

H /Uk Thk($) : (gp(ml) ®-® 90(%)) do.

Como os momentos m* e m* de v e ¥ se coincidem por hipdtese, segue que

[i(¢) = [i(¢), para toda ¢ € F*, ou seja, ji = fi, como querfamos. O

4.4 Solucoes Estatisticas para Leis de Conserva-
cao

Vimos nas segoes anteriores relagoes entre medidas de probabilidade, medidas
de correlacao e seus momentos. Com essa bagagem, poderemos definir a seguir
0 que sao solucoes estatisticas para sistemas multidimensionais de leis de con-
servacao. Primeiramente, vamos nos motivar pelo caso 1-dimensional e depois
consideraremos dimensoes arbitrarias.

4.4.1 Caso 1-dimensional

Considere a lei de conservacao 1-dimensional que descreve a evolugao de uma
quantidade u(z,t) no tempo

Opu + O, f (u) = 0. (4.13)

Se x1,r9 € R e u é uma solugao suave da equacao, isto €, possui a regularidade
que precisamos para dar sentido as contas, entao a derivada temporal do produto
u(@y, t)u(ws, t) €

Op[u(xy, t)u(xe, t)] = [Opu(xy, )|u(xe, t) + u(zy, t)][Opu(x2, t)]

= [=0x, [ (u(zy, 1))]u(a, 1) + u(wy, )[=0r, f (u(2,1))]
= =0, [f (u(y, 1)) ulzz, 1)] = Oy ulwr, £) f (u(xa, 1))].
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Por indugao, concluimos que, dado & € N, se x1,...,z; € R e u é solugao
suave de (4.13) com dado inicial ug, entdao a derivada temporal do produto
w(zy,t) - u(eg, t) é

Orfu(wy, 1) - - uwp, 1)] = — Zaxi[u(ﬂfut) e (i) -l 1],
isto é,
Orlu(xy, t) - - u(zg, t)] + Z@ri [u(xy,t) - flu(z,t) - -u(xg, )] = 0. (4.14)

=1

Ou, no sentido das distribuicoes,

/R atgo(a:, Hu(xy, t) - - u(xg, t) de dt

k
/ / Z@zigp(x,t)u(xl,t) o flu(zi, b)) - u(ag, t) da dt
Ry JRE S
+ /k o(z,0)ug(xy) -+ - up(zg) de =0,
R
para toda p € C®(R* x R ;R).

4.4.2 Caso multidimensional

Agora, para o caso de sistemas multidimensionais, considere a lei de conservacao
que descreve a evolu¢ao de uma quantidade u(x,t) no tempo

onde u e f(u) sdo vetores em RY. Dado k € N, se zy1,...,2, € R¥ e u é
solucao suave da equacgao acima com dado inicial ug, por contas similares ao caso
unidimensional resultando em (4.14]) mas agora envolvendo o produto tensorial
u(z) ® -+ @ u(xy), temos que a derivada temporal deste produto é dada por

Ofu(er, 1)@ @u(zk, ]+ ) Vo, [uler, )@@ f(ulzs, 1) @ - @ulzy, 1)] = 0.

i=1

(4.15)
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Ou, no sentido das distribuicoes,

/ 8tg0(x t): [u(zr,t) @ @u(wy,t)] dadt

/]R /Rk . :E t) [ (xl’t)®"'®f(u(xi7t>)®"'®1b(l’k,t)] dx dt

+ [ ol 0) fuofen) @+ 9 wafa)] dz =0

(4.16)
para toda ¢ € C2° ((RY)* x Ry ; (RV)®*).

Lema 4.13. Sejau € Li, (R? x R, ;RY) uma solugdo fraca do problema (LCH).
Entdo u satisfaz a equagado no sentido das distribuicoes, para todo k € N.
Ou seja, a sequinte equagdo € valida

/ atgo(m t): [u(z,t) @ @u(wy, t)] dedt

/R/Rk cp(x,t) |:(IL’ht)@-.-®f(u(l‘i,t))®...®u(xk7t>] dr dt

+ [ ol0) o) @+ 9 wafa)] dz =

para toda ¢ € C° ((RY)F x Ry; (RYV)®F).

Demonstracdo. Provaremos este resultado para o caso unidimensional escalar,

pois o caso geral segue de maneira similar. Assim, queremos obter que a seguinte
identidade

/ atgo(:v Hu(xy,t) - u(xg, t) de dt

/R /Rk O, p(x, )u(xy,t) - - - fu(zg, t)) - - u(xg, t) do dt
" /]Rk w(x, 0)uo(x1) - - uo(xy) dr = 0

é valida, para toda fungao p € C®°(R* x R,;R). A ideia serd primeiramente

provar para k = 1 e depois utilizar inducao.
Contudo, quando k£ = 1, a validade da expressao

/R+ é@tw(x,t)u(x,t) dx clszr/R+ /Raxgp(x’t)f(u(aj’t)) de di

+ /Rgo(a:, 0)up(x) dx = 0,
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para qualquer ¢ € C°(R x R;;R), segue do fato de u ser uma solugao fraca do
problema (LCH).

Assim, suponhamos que a identidade é vélida para algum k& € N e prove-
mos para k + 1. Considere uma funcao ¢ € C®°(R* x R, ;R) qualquer e seja
we € CP(R; R) um molificador simétrico tal que seu suporte suppw, C [—¢, +¢€|.
Definindo a funcao ¢ da seguinte maneira

oz, t) = / / we(t — s)o(x, Tpr1, S)u(Tryt, s) drgyq ds,
Ry
para x € R¥ obtemos que ¢ € C°(R* x R, ;R) e, além disso,
Orp(x,t) = / /wé(t — 8)p(T, Ter1, S)U(Tpy1, S) drpyq ds.
Ry

Somando e subtraindo o termo w(t — s)0sp(z, Tx41, $) na integral, podemos es-
crever a expressao acima como

Oyp(z,1) / / we (t — s)p(z, Ty, s))] W(Tgt1, ) drgyq ds
Ry

/ /we 590 Ty Tk+1,S ) ($k+1;5) dzysq ds.
Ry

Mas, pelo passo inicial de quando k = 1, sabemos que
—/ / Oy (we(t — s)p(x, Tpy, s)) W(Try1, S) drgyq ds
Ry
= [ [t = 9ol ) e, ) dos s
Ry

/We(t)sﬁ(l" Try1, 0)uo(Thy1) g
R

Assim, temos
Oup(. ) / / welt = )00 1 92 T, 8) [ (u(zpsa, 8)) dppn ds
R
/ we(t) (@, Tpt1, 0)uo(Tr+1) dpsr
R

+ / / We(t — 8)0s0(x, Tpy1, S)U(Tpi1, S) dTgiq ds.
R, JR
Além disso, derivando parcialmente ¢ no espaco, temos

Op,P(x, 1) / /we (T, ey, S)u(xgyr, 8) drgsy ds,
Ry
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para todo 1 < ¢ < k. Assim, pela hipdtese de inducao aplicada a funcao ¢ e

denotando a variavel T = (z,x541) € RF! temos
0= / Orp(x, t)u(zy, t) - u(zg, t) do dt
Ry JRE

/Rk Zé)xi@(x,t)u(xl,t) o flu(zi, t) - - u(ag, t) do dt

:/R /R we(t — )04y, 0(T, 8) [ (W(Tpsr, ))ulze, t) - - - u(wg, t) ds dz dt

X u(Tpyt, s)u(xy, t) - flu(x;,t)) - u(zg, t) ds dT dt

—I—/Rk+1 /]R+ we(—5)p(T, $)u(xpp, 8)ug(x1) - - - ug(xy) ds dz.

Tomando o limite de ¢ — 0 e lembrando da simetria do molificador w,, con-

cluimos

0= /]RJr /Rk+1 akarlSO T, t f( (Ik+1,t>) (le’t) u(l'k,t) A7z dt
/Rk-u (T, 0)uo(Trir)Juo(21) - - - uo(zy) dT

/ / Op(T, ) u(xgrr, )u(zy, t) - - - u(zg, t) dT dt
R+ RkE+1

' Z /R+ /Rk+1 O, (T, Dul@rsr, )l 1) - - flulwi, t)) - - - u(wy, t) d di

1
+ 5 / O(T, 0)ug(Tgr1)uo(x1) - - - up(Tg) dT.
Rk+1
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Portanto, rearranjando os termos integrais, obtemos a seguinte identidade

0 :/ Op(T, )ul(xy, t) - u(xpyr,t) dT dt
R, JRK!

k+1

+ /]R+ /R,CJrl ; O, 0(T, )y, t) -+ fu(xy, t)) - u(xgeq, t) dT dt

+/ (T, 0o (21) - - - wo(pss) T,
Rk

que é exatamente a expressao que queriamos obter para k+1. Pela arbitrariedade
da fungao p € C®(R*! x R;R), provamos o lema. O

Dada u € L}, (R? x R, ; RY) uma solugao fraca do problema (LCH), considere
a medida de correlagao atomica vy = (VF)ren gerada por u(-,t), ou seja, os mar-
ginais de correlagao sao dados por l/ﬁx = Ou(ar,t) @+ @ Ou(ay,t), Para cada k € N.

Entao, de (4.15)), obtemos

k

OV ©1®@ &)+ Vo - (1, 6@ @ (&) @ ®&) =0, (417)

i=1

para todos # € R¥, t > 0 e k € N. Note que esta expressao ¢ bem-posta sempre
que

/(ﬁWMMW&Mm<+w, (4.18)
Kk

para todo subconjunto K C D e qualquer £ € N. Dessa forma, faz sentido
mesmo no caso de v; nao ser uma medida de correlagao atomica. Assim, somos
motivados a definir solucao estatistica baseados nesta identidade. Mas, antes veja
que podemos escrever a condi¢ao em termos da medida de probabilidade
p € P(LY(RY RY)) associada a medida de correlagao v; da seguinte forma:

para todo k € N e todo subconjunto K C D compacto. Chamaremos tal condicao
de taxa de decaimento.

Definicao 4.14 (Solugao Estatistica para Lei de Conservagao). Dada uma me-
dida de probabilidade jy € P(L*(RYGRY)) que satisfaz , uma solucao es-
tatistica {{u }rer, do problema com dado inicial po € um mapa fraco-* men-
surdvel t € R — puy € P(LY(RYGRY)) tal que cada medida de probabilidade ju;
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satisfaz e sua medida de correlagio correspondente vy = (VF)ren satisfaz
(m no sentido das distribuigcoes, ou seja,

/ / Dup(w, 1) : (V&1 @ @ &) du dt
Ry J(RH)E
k
Vi, RN N®- - dr d 490
+[R+/(Rd)k; co(x,t) <V7 & ® ® f(&) ® Q&) dedt  ( )

+/ o(z,0): WOF & ®--- @ &) dr =0,
(R)*

para qualquer ¢ € C° (RY)* x Ry; (RY)®*) e todo k € N, onde ° € a medida
de correlagao associada a medida jiy dada.

Apesar de definirmos o conceito de solucao estatistica aqui no caso mul-
tidimensional, focaremos nossa atencao na proxima secao no caso de leis de
conservagao escalares, pois é neste contexto que conseguiremos provar a boa-
colocacao das solugoes estatisticas.

4.5 Solucoes Estatisticas para Leis de Conserva-
cao Escalares

Nesta secao iremos estudar a boa-colocacao das solugoes estatisticas para o caso
especial de leis de conservacao escalares. Vimos no capitulo [2] que o problema
(LCH) escalar atrelado a uma condi¢ao de entropia é bem-posto. Neste caso,
introduziremos o conceito de solucao estatistica de entropia e provaremos que
essa solucao estatistica é unica.

4.5.1 Solucao Estatistica Canodnica

Primeiramente introduziremos o conceito de uma solucao estatistica especial, co-
nhecida por solugao estatistica canonica. Essa solucao é induzida pelo semi-
grupo {S; }ier, , que sabemos ser bem-definido para o problema (LCH) atrelado
a condicao de entropia de Kruzkov. Nesta subsecao, provaremos que as solugoes
estatisticas de entropia sao estaveis com relacao aos dados iniciais e, posteri-
ormente, veremos que as solugoes estatisticas candnicas sao as unicas solugoes
estatisticas que satisfazem a condicao de entropia para leis de conservacao hi-
perbdlicas escalares.

Defini¢ao 4.15 (Solugoes Estatisticas Canonicas). Dada uma medida de proba-
bilidade jiy € P(L*(R%R)) tal que supp p C L'NL*®(R% R), a solugdo estatistica
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canonica {fu }er, do problema com dado inicial po € a familia definida pelas
medidas

Mt = St#uo; te R—i—a

onde {S; }ier, € 0 semigrupo de solugdo de entropia da lei de conservagio escalar
com dado inicial em L' N L>®(R%R). Ou seja, p; € a medida “pushfoward” de pug
pelo operador S;.

Lembremos que o operador “pushfoward” # age em cada elemento pertencente
ao suporte da medida p aplicando o operador S; da seguinte forma

u) dp(u) = u) d(Si#fpo)(u) = Spu) dpo(u),
[ P = [ st = [ s duoto)

(4.21)
para cada funcao f € Cy (L*(R%;R)).

Além disso, se ug € supp po € um dado inicial do problema e u(t) = Syug
¢ a tnica solucao de entropia deste problema, note que a solucao estatistica
canonica, pela equacao acima , esta concentrada na solucao u(t).

A seguir provaremos que de fato solugoes estatisticas canonicas do problema
sao solugoes estatisticas e que, além disso, tais solugoes sao estaveis com
respeito as medidas de probabilidade iniciais definidas em L'(R%; R). Esta pro-
priedade é essencial para conseguirmos mostrar a boa-colocagao das solugoes es-
tatisticas.

Teorema 4.16. Seja po € P (L'(R%R)) wma medida de probabilidade que sa-
tisfaz a taxa de decaimento . Se s = Si#o para cada t € R, entao o
mapa t — ;€ uma solugao estatistica com dado inicial py da lei de conservagao
hiperbdlica (2.1)).

Além disso, se p; for outra solucao estatistica deste problema com dado inicial
po €P (Ll(Rd;R)), podemos garantir que a sequinte desigualdade € satisfeita

Wi (Mm Pt) < W (M07 P0>7 (4'22)

ou seja, a solucao estatistica é estavel com respeito ao dado inicial.

Demonstragio. Como o semigrupo S; : L' N L¥(R%4GR) — LN L°(R4GR) é
um operador continuo (veja no Capitulo , entao o mapa t € R, — pu; €
P (L'(R%R)) é fraco-* mensurével.

Além disso, cada p; satisfaz a taxa de decaimento . De fato, se k € N e
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K C D é um subconjunto compacto, entao
[ Tallsqen (e = [ s d(Sitn)
= /1 |Seull L1 (rery dppo(w)
L

< [ Tl duofu) < +oc,
L

por hipotese, onde a tltima desigualdade segue do fato de S; ser uma semigrupo
de contracao.

Para concluirmos a demonstracao de que {/y}er, € solugao estatistica falta
mostrarmos que, se vy = (VF)reny € a medida de correlacio correspondente a
medida de probabilidade p;, para cada tempo t € R, , entao é satisfeita.
Assim, seja ¢ € C ((RY)* x R;;R). Entéao

t/ /‘ Op () (Vi &1 -+ &) da dt
Ry J(RH)F
k
V.. , fm RS de d
+/R+[Rd)k; 190(13 Zf)<y7 & f(g) £k> x dt

1 GCUIEE R AT

/IR+ /u /Rd Opla, tyu(w,t) - - ulzy, t) do dpy(u) dt

/]R+ /L /Rd szzgoxt u(en,t) - flu(ent) - ulwy, 8)] de du(u) dt
+—/Zl/Q%Okw(x,oﬁuﬂxl)‘“iuﬂxk)duo(uO)dx
:/Ll /R+ /Rdkatgp(x,t)Stuo(xl)---Stu0($k) dpio(ug) dx dt

[k L St

[Sputo (1) -+ f(Seuo(x:)) - - - Seuo ()] dpao(uo) dar dt
+ /Ll /(Rd)k oz, 0)ug(xy) - - - u(xy) duo(ug) de =0,

porque Syug é uma solugao fraca do problema (LCH) sempre que o dado inicial
up pertenga a L' N L= (R% R).
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Por ltimo, considere p; solugao estatistica da lei de conservagao com
dado inicial py € P (L'(R%:R)) e seja my € II(po, po) um plano de transporte
6timo entre 4 e p (veja no Capitulo[l)). Se definirmos a familia m, = (S;, Sy)#mo €
(g, pt), ent@o obtemos

vell(ps,pt)

Wi (e, pr) = inf / |lu — vl dv(u,v) < / |lu —v||zr dmy(u,v)
(L1)2 (L1)2
= / llu — v|| 1 d(Symo) (u, v) = / || Stuo — Syvo||zr dmo(ug, vo)
(L1)2 (L1)2

< / luo — vol| L1 dmo(uo, vo) = Wi(po, po),
(L1)?

como precisavamos para provar a estabilidade da solucao estatistica canonica. [

4.5.2 Solucoes Estatisticas de Entropia

Vimos anteriormente que sempre podemos garantir a existéncia de solucao es-
tatistica para uma lei de conservacao hiperbdlica com condicao inicial no espaco
de probabilidades P (Ll(Rd;R)), dado que a solucao estatistica canonica sera
uma. Apesar de termos também provado sua estabilidade com respeito ao dado
inicial, ndo conseguimos garantir sua unicidade. Alids, veremos nesta subsecao
que para obtermos unicidade da solugao estatistica para este problema, precisa-
mos impor uma condicao de entropia.

Se recordarmos o caso de solucao fraca para leis de conservacao escalares,
também conseguiamos provar existéncia de solucgoes fracas, mas para que o pro-

blema fosse bem-posto, pedimos que tal solucao satisfizesse a condigao de entropia
de Kruzkov

Olu—c|+ Ve -qu,c) <0 em D(RYxR,), (4.23)

onde q(u,c) = sgn(u — ¢) (f(u) — f(c)) e c € R, que garantia a estabilidade com
relacao a uma familia de solugoes estaciondrias, que eram as solugoes constantes,
como visto no capitulo

Nosso objetivo agora, nesse sentido, é impormos uma condi¢ao sob as solugoes
estatisticas similar a obtida para as solucgoes fracas de modo a garantirmos sua
unicidade. A nossa ideia serd selecionar as solugoes estatisticas estaveis com res-
peito a qualquer combinacao convexa finita de medidas de Dirac. Contudo, como
funcoes contantes trivialmente nao sao integraveis, o jeito para contornarmos o
problema de definirmos solucao de entropia com propriedades boas é usar o se-
guinte resultado que nos fornece uma caracterizacao do conjunto dos planos de
transporte entre a medida do dado inicial e uma combinac¢ao convexa de medidas
de Dirac qualquer.
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Lema 4.17. Sejam uy,...,uy € L*(R%R) fungdes integrdveis e ay, ..., ay €
R, constantes nao-negativas tais que Zf\il a; = 1. Considere a medida M —ato-
mica com pesos oy da sequinte forma

M
p= ;aiéui eP <L1(Rd; R))

e seja uma outra medida de probabilidade 1 neste mesmo espago. Entdao uma me-

dida ™ € um plano de transporte entre p e p se, e somente se, existem iy, ..., jiy €
P (LY(R%R))) tais que

M
T = Z%‘Mi & O -

i=1
E ticular, p= 3
. em particular, jr =" . oifi;.
Note que, por este resultado, se p for uma combinacao convexa finita de

medidas de Dirac com pesos «;, garantimos uma equivaléncia entre um plano de
transporte m € I1(u, p) e um elemento do conjunto

M
Aoy p) =< (pay -y fiar) = g € P <L1(Rd;R)> e Zaiui =y, (4.24)
i=1

para qualquer M —upla a = (ay,...,ay) € RM tal que o; € R e Zf\il a; = 1.
Observe que este conjunto A(c, ;1) nunca é vazio, pois (f, ..., ) sempre pertence
a ele para quaisquer coeficientes oy, ..., an;.

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponha que existam p1, ..., uy € P (Ll(Rd; R))
tais que ™ = Zf\il ;i ® Oy, onde o; € Ry com Zf\il a; = 1. Como p; ® 6,, é
um plano de transporte trivial entre p e p, entao a medida de probabilidade 7
definida acima como combinacao convexa finita deles também pertence a IT(u, p).
Agora, suponha que m € II(u, p). Defina, entdo, medidas p1, . .., s por

(A x {u;
€%}
para cada conjunto A C L'(R%R) e cada indice 1 < i < M, onde o; € R, e
uy, ..., uy € LY(R%R) sao fungoes distintas. Como

7 (LNRGR) x {u}) = p({ui}) = o,
segue que u; € P (Ll(Rd;R)), para cada 1 <17 < M. Além disso,
m(A X {ui}) = aipi(A) = ai(p; @ 6u, ) (A x {ui}),
para cada 1 <i < M. Entao 7 é da forma Zf\il il @ Oy, . O
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O resultado anterior nos motiva a definir o que sao as solucoes estatisticas
de entropia para o problema de lei de conservacao hiperbdlica e, a partir de tal
definicao, conseguimos provar que as solucoes estatisticas candnicas vistas na
secao anterior satisfazem a condicao de entropia que propomos.

Definicao 4.18. A familia {ju}ier, € wma solucdo estatistica de entropia se,
dados quaisquer coeficientes positivos «; tais que Zf\il a; = 1 e qualquer M-
upla (po1, - - -5 poar) € Moy, o), ezistir um mapa de Ry para A, py) dado por
t (fgs - parye) tal que pg = pio, e

M
;| |lu(zx,t) — ¢;|Opp(x, t)+
//()/Z [u(e. 1) — e:fore(a. 1

+ q(u(z,t),¢;) - Vap(x, t)] dx dp; ¢ (u) di (4.25)

M
+/ / Z a;|ug(x) — ¢i|p(x, 0) do dug i (ug) > 0,
LY(R%R) JRY 5

para toda funcdo ndo-negativa o € CF(R? x Ry ;R) e quaisquer constantes reais
C1y...,cp €R.

Proposicao 4.19. Toda solucao estatistica canonica é uma solucao estatistica
de entropia.

Demonstragao. Seja (fo1,-- -, o) € Ao, o) com a = (ag,...,an) C Rﬂ‘f
formada por constantes nao-negativas tais que Zf\il a; = 1. Definindo p;; =

Si#t10,i, onde {S; }ier, € 0 semigrupo de solucao de entropia da lei de conservacao
escalar |j temos que (p1, - ., pare) € Aoy pe), ja que pip € P (Ll(Rd;R)) e

M M
Z Qi+ = Z Oéist#,uo,i = Si#lo = 1
i=1 i=1
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Além disso,
M
Zai/ / |u(z,t) — c;|Owp(2, t) do dp; ¢ (u) dt
= Jr. S (raR) JRe
M
s a [ [ et Va0 de dugf) i
p Ry JLI(RER) JRY
M
“>a f () — iz, 0) da (o)
— LY(RER) JRE
M
— Zai/ / |Syuo(x) — ¢;|Opp(z, t) da dt dpg ;(uo)
—  Jomir) Jr, Jre

M
+i2104i/Ll(

M
+ Zai [uo(w) — cilp(w,0) do dpg i(ug) > 0,
i=1 LY

R4;R) J R4

/ / q(Suo(x), ¢;) - Vep(z, t) dr dt dpg i (uo)
) JrR, JRe

R4;R

para toda fungio nao-negativa ¢ € C(R? x R, ;R), pois u(t) = Sup € L' N
L>®(R%) para todo tempo ¢ € R, é solugao de entropia da lei de conservacao, logo
satisfaz a condigao de entropia de Kruzkov 0|u(t) — ¢;| + Vi - q(u(t,¢;) < 0 em
D'(R? x R,), como em , e obtemos a desigualdade usando integracao por
partes, ja que os termos dentro dos colchetes sao nao-negativos. O

O lema a seguir sera o pentltimo resultado que precisaremos para conse-
guirmos demonstrar a boa-colocagao das solugoes estatisticas de entropia e sera
importante por garantir estabilidade entre estas solugoes e combinagoes convexas
de medidas de Dirac.

Lema 4.20. Dada uma solugao de estatistica de entropia com dado inicial jig €
P (Ll(Rd;R)) tal que supp o C L' N L®°(R%R), considere uma solugdo es-
tatistica de entropia {ju }ier, de com condi¢ao inicial pg. Sejam aq, ..., oy
constantes positivas tais que Y ;_ oy = 1 e considere fungoes voq,...,0om €
L* N L®(R%R). Se vy, ..., v sdo as tinicas solugdes de entropia de com
dado inicial vy 1, ...,v00m, respectivamente, ou seja, v; € solucao de entropia de
com dado inicial vy ;, defina

M
Po = E aiévo,z‘
=1
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e, para cada t € Ry,
M
pe=Y_ by ).
i=1

Entao, para todo t € R, temos

Wi(pt, e) < Wil(po, to)-

A demonstragao do resultado acima pode ser conferida em [8, Lema 4.5] e usa
o fato de que existe um plano de transporte 6timo entre as medidas pg e pg, que
pode ser escrito como (po 1, .- -, fom) € Ay, o).

O proximo resultado envolve conceitos de topologia e teoria da medida e
sera utilizado para conseguirmos provar a unicidade das solugoes estatisticas de
entropia.

Lema 4.21. Se X € um espaco polonés equipado com a o-dlgebra de Borel, entao
o fecho convexo do conjunto de todas as medidas de Dirac em X € denso em
P(X) seqgundo a topologia fraca.

Lembre que um espaco polonés é um espaco homeomorfo a um espaco métrico
completo que possui um subconjunto enumeravel denso. Além disso, o fecho
convexo que um conjunto Y é a intersecao de todos conjuntos convexos que o
contém, ou seja, é o menor conjunto convexo que contém o conjunto Y.

Demonstracao. Precisamos provar que para qualquer medida de probabilidade
p € P(X), existe uma sequéncia (i, )neny em P(X) tal que cada p,, é a combinagao
finita convexa de medidas de Dirac no espaco X e u, — p quando n — +o00.
Usando [3, Secao 3.2], sabemos que a topologia da convergéncia fraca é gerada
pelos conjuntos da aberto da forma
- } ,

para u € P(X), e > 0 e ¢ € Cp(X). Assim, para demonstrar o resultado, basta
mostrarmos que todo conjunto Uy ,, . contém uma medida que ¢ combinacao finita
convexa de medidas de Dirac.

Para isto, sejam € > 0 e p € P(X). Como as funges simples sao densas no
conjunto das fungdes continuas limitadas, dada ¢ € Cy,(X), considere uma fungao
simples

[ @ duto) = [ i) dote)

UT/MMG = {p € P(X) .

Y(x) = Z a;la(7)
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tal que Y7, u(A;) =1 ¢
sup () - ()| < 5.
zeX

Para cada conjunto A;, considere um elemento x; € A; fixo. Entao defina a

medida
p—Zu )0z

ou seja, p € uma combinacao finita convexa de medidas de Dirac. Assim, como

() = w(es)| < [p(@) = B@)| + [Ble) = des)| + [Bla) - v(w:)
< g +0+ g =,

para todo x € A;, temos

v) du(s /w ) dpla

Z/ (2)] du(a)
<3 [ 1oto) = v o
< EZ[L

portanto, p € Uy ., como queriamos provar. ]

No préximo teorema, consideraremos o espaco polonés X do lema acima sendo
o espaco L'(R% R). De fato, este espago ¢ polonés pois é um espago de Banach,
logo é completamente metrizavel; e, lembrando que LP é separdvel para todo
1 < p < oo, em particular, temos que L! é separavel.

Teorema 4.22. Dada uma medida de probabilidade pg € P (Ll(]Rd;]R)) tal que
supp po C L' N L®(R%R), existe uma tnica solucdo estatistica de entropia do
problema com dado inicial pg e tal solugcao é exatamente a solugao estatistica
canonica.

Demonstragdo. Seja {iu}ier, uma solugao estatistica de entropia de com
dado inicial pg. Como pg € P (Ll(Rd;R)), pelo lema anterior, existe uma
sequéncia (fy)nen C P (L'(R%R)) formada por medidas que sdo combinagoes
finitas convexas de medidas de Dirac tal que p, — g9 em P (L*(R%R)).
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Para cada n € N, considere fi,,; = SiF#ptn, entao {finter . ¢ solucao es-
tatistica canonica de com dado inicial j1,,. Assim, obtemos que fi,, ; — Si#F 1o
e, pela estabilidade entre solugoes estatisticas de entropia e combinacoes convexas
de medidas de Dirac vista no lema [4.20] segue que

Wa(jies fine) < Wi(jio, 1) = 0 quando n — +oc.

Lembrando que W; metriza a topologia da convergéncia fraca no conjunto das
medidas de probabilidade, concluimos que p,; — p¢ e, portanto, pela unici-
dade do limite, obtemos que p; = Si# 110, ou seja, {fu}ecr, € solucao estatistica
canonica. O

Note que, pelo teorema acima, como obtemos a unicidade das solugoes es-
tatisticas das leis de conservacao hiperbodlicas escalares e ja vimos que solugoes
estatisticas canonicas sao estaveis com respeito aos dados iniciais, ganhamos entao
que as solugoes de entropia sao estaveis, isto é, se u; e p; sao duas solugoes es-
tatisticas de entropia de com condigoes iniciais pg € pg, respectivamente,
entao

Wi (e, pe) < Wi(po, po)

¢ valida para todo tempo t € R,.
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Capitulo 5

Relacoes entre as diferentes
nocoes de solucao

Neste capitulo, queremos discutir possiveis relagoes entre as diferentes nogoes de
solugoes abordadas nos capitulos [3] e [} a solugao estatistica de Illner-Wick e
solugao a valor de medida vistas em [17] e, por tltimo, a solugdo estatistica de
Fjordholm-Lanthaler-Mishra definida no artigo [8].

Também mostraremos um exemplo de equacgao diferencial com uma solucao
fraca que nao gera solucao estatistica no sentido de Illner-Wick, provando, assim,
que a classe de solugoes estatisticas neste sentido nao engloba a classe de solugoes
fraca, diferentemente da solugao estatistica de Fjordholm-Lanthaler-Mishra, como
veremos.

5.1 A Equacao de Burgers

Considere a equacao dada por
L
8tu + &C §U = 0,

conhecida por equacao de Burgers, que é uma lei de conservagao hiperbdlica, onde
a funcao u : R x R, — R. Seja
up(x) = 2l () + (2 — 2)La 9 (x)

o dado inicial atrelado a equacao. Entao a funcao

T 2—x
U(.T, t) = 1 n t1(0’1+t) (.T) + 1 ¢ ]1(14.@2) (.CC) ]1(0’1) (t)
s

N 1+ t]1(0,\/2(1+t))<x>1(1,oo)(t)
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¢ uma solucao fraca deste problema de valor inicial.

Contudo, vamos ver a seguir que a familia {J,(.4 }tcr, de medidas de proba-
bilidade gerada por esta solucao fraca nao é uma solucao estatistica no sentido
de Illner-Wick. Para isto, considere uma fungao teste da forma

(0. 1) = (1) / () de

onde ¢ € CX(R;R). Considerando a equagao (3.12)) que toda solucdo estatistica
deve satisfazer com a fungao teste acima e as fungoes u(z,t) e ug(z) dadas pelas
expressoes anteriores, obtemos

/R+/ latﬂ“at)—Duw(u,t)oax (%zﬂ)] dx dt+/R<p(u0,0) dx
/R/¢ xtd:cdt—/R/(b 2(2, ) [Opulz, £)]? da dt
/Gb Uo ) dx

+ (I11).

Calculemos cada integral a seguir:

Lo e f o0
// Vi & <it) dx dt

:/ (t ﬁdt ¢' —dt+/ ¢'(t

_2 (¢(1)—¢(0>)+?8 1007%
V8 [—o(1) 1 [* ()
)+ [T / et

B V2 [ ()
?/

1+t3/2

dt

N
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) //Ht <1+t) (le) drd
o ) () e
/ / o < it) (1%» dodt
_/0 1+t \/f dH_/ 1+t5/2

3(1
3/, 1—t2 / 1+t5/2

e, por tultimo,

1 2
2
(I1T) — / 6(0)2% d + / HO)(2 — ) dr = 26(0)
0 1
Assim, somando os trés termos integrais, temos

\/_ 2 (!
I) — (II) + (III) dt + = dt + — dt
(D)= D +( / 1+t3/2 T3 0 1—t2 - / 1+t5/2

2[af s [0

que nao é igual a zero para toda ¢ € C°(R;R). Por exemplo, tomando a funcao

o(t) = e V07 11)(t) € OF(R;R),

temos que

3 1—¢2

Logo, provamos que as solugoes fracas nao precisam gerar solugoes estatisticas no
sentido de Illner-Wick.

9 e~ 1/(1-t%)
(I) — (IT) + (I1I) = = / ————— dt = 0.124597 # 0.
0

5.2 Relagoes entre as solucoes

Primeiramente, vamos mostrar que toda solucao fraca para leis de conservacao
hiperbdlicas gera uma solucao estatistica no sentido de Fjordholm-Lanthaler-
Mishra. Para isto, seja u(t) uma solucao fraca do problema (LCH) com condi¢ao
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inicial ug, onde ug e u(t) € L*(R%RY) para quase todo tempo ¢t € R,. Con-
sideremos o caso de solugoes estatisticas atomicas, isto é, sejam pg = 9, €
ty = Oy)- Entao, pela identidade que toda solucao estatistica de Fjordholm-
Lanthaler-Mishra deve satisfazer vista na definigao [£.14] temos

/ / Orp(a,t) : (W, 61 @ -+ @ &) da di
Ry J(RI)k
k

‘|‘/R+ & ZVmZSO<JI,t) : <Vﬁx7£1®®f(£z)®®§k> dr dt

=1

+/ p(2,0): (U 6 @ 26 da
(Rd)k

[ [ arenge - saldke de
Ry J(RA)E J (RNV)F

k
+ /R+ [Rd)k /(RN)k ZZI Vxl @(x)t) : [51 & ® f(éz) & X é-k] th,x<€> dx dt

i /Rd /Rw)k p(7,0): [ ® - @ &] di,(§) de
/R+//Rd Op(x,t) : fu(ay,t) ® -+ @ u(ay, t)] do dpy(u) dit

+/ // Ve, p(x,t)
R, JF (Rd)kiz1

[w(z1,t) @ - @ flu(z;,t) @ @ u(wp, t)] do duy(u) dt
//Rd)k (2,0) : [u(z1,t) @ -+ @ u(xg, t)] de dug(u)

/ / Orp(,t) : [u(z1,t) @ - - @ u(xg, t)] do dt
R+ de
k

+/ ZVM@ r,t) : [u(r,t) @+ @ flu(zi, 1) @ - @ u(ay, t)] dz dt

para toda funcao ¢ € C® ((Rd)k x Ry; (RN)®k), pela definicao de solucao fraca
de . Em outras palavras, toda solucao fraca é uma solucao estatistica no
sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra. Ou seja, a classe de solucgoes estatisticas
neste sentido é maior que a classe de solugoes fracas para uma lei de conservacao
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hiperbdlica.

Agora, vamos provar que toda solugao estatistica no sentido de Fjordholm-
Lanthaler-Mishra gera uma solucao a valor de medida. Para isto, considere
{1t }1er, uma solugao estatistica da lei de conservagao com dado inicial p
no sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra. Se (vF)ren é a medida de correlacio
associada a medida de probabilidade pu,, para cada tempo ¢t € R, sabemos que
a seguinte igualdade é satisfeita

[ [ aeten: oo o da
R4+ (Rd)k

k
+ Vi p(@ ) (U & ® @ f(&) @ ®E&) do dt
[ [, 2 pte: ot €)©- 96) dr
+/ Q0($,0)<V§7$,€1®®5k>d1':0,
(Rd)k

para todo k € N e para toda fungao ¢ € C° (RY)* x Ry; (RV)®*). Em particu-
lar, quando k£ = 1, temos

- (Y . ./l
0 —/]R+ /Rd Op(x,t) = (4, €) da dt + /R+ /Rd Vo - ola,t) : (vl £(6)) dr dt
# [ o0 e o
[ [owwn- vl dras [ [ (V.- owt), (e 5(6) do
R, JRE R, Jrd
+ /Rd ¢(x,0) - (V&x,:f) dz,

para qualquer funcao ¢ € C2° (Rd x R ;RN ) e qualquer indice 1 <7 < d, que é
exatamente a identidade que toda solugao a valor de medida da lei de conservacao
deve satisfazer. Portanto, a medida de Young v, satisfaz a condicao de ser solucao
a valor de medida.

Em outras palavras, concluimos que se {1 }er, € solugdo estatistica da lei
de conservacao no sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra, cujas medidas de cor-
relagao correspondentes sao (V) )ren, entdao a familia {1/ }er, é uma solugao a
valor de medida. Logo, a solucao estatistica de Fjordholm-Lanthaler-Mishra pos-
sui mais informagoes que a solugao a valor de medida, sendo esta, entao, uma
generalizacao da primeira.

Observemos que, como toda solucao fraca da lei de conservacao gera uma
solugao estatistica no sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra, sendo esta gera-
dora de uma solucao a valor de medida, concluimos que toda solucao fraca gera
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uma solucao a valor de medida da lei de conservacao. Mas, podemos calcular
explicitamente isto também. Para tal, seja u € L®(R? x R, ; RY) uma solucio
fraca da lei de conservacao com dado inicial ug. Entao a fungao u(z,t) satisfaz a
seguinte identidade

/R » Op(x, u(x, t) + Vep(x, t) - f(u(x,t)) de dt + /Rd o(z,0)ug(x) de =0,

(5.1)
para qualquer fungao teste ¢ € C°(R? x R, ;R). Defina as medidas de probabi-
lidade 14, POr Suzp) € Yoz = Oug(x)- Seja ¢ = (¢Y1,...,¢¥n) € C°(R x Ry;RY)
uma fungdo teste, onde cada v); € C°(R? x R, ;R). Entao, temos que

/R+ » [00p(z,t) - (V2. &) + (Vi - (@, 1) - (v, F(E))] d dt
+ [ 0@0) () da
=/R+ /R /RN [0 (2, t) - €+ (Vo - (2, 1)) - F(E)] dvia(€) da dt
+/Rd ox U(z,0) - € dyy, dx
:/R+ y [0(z,t) - u(z, t) + (Vo - ¥(x,1)) - u(z, t)] dedt

+ ¥(x,0) - up(x) dz
N R

— Z/R » (. )us(, ) + Vatbi(z,t) f;(u(x, b)) da dt

i=

+Z Vi, 0)u, () da
=0,

pois cada termo do somatério é nulo, ja que as componentes 1; satisfazem a
igualdade de ser solugao fraca, para cada 1 < i < N. Ou seja, a familia {v; }er =
{0u) }rer, gerada pela solugao fraca é uma solugao a valor de medida.

Dessa maneira, note também que conseguimos garantir a existéncia de solugao
a valor de medida da lei de conservagao de trés maneiras: a primeira, vista no
capitulo 3] a partir de que toda solugao estatistica no sentido de Illner-Wick gera
uma solucao a valor de medida; a segunda, a partir da familia formada pelos
primeiros marginais de correlacio das medidas (vF)ren correspondentes & solucio
estatistica {ju}icr, de Fjordholm-Lanthaler-Mishra; e, a terceira, utilizando que
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toda solucao fraca da lei de conservacao gera uma solucao a valor de medida.
Como a familia de medidas de probabilidade gerada pela solucao fraca é tanto
uma solucao a valor de medida, quanto uma solucao estatistica de Fjordholm-
Lanthaler-Mishra, essencialmente ganhamos duas maneiras de obter a existéncia
de solugoes a valor de medida para a lei de conservacao.

Contudo, nada nos garante que ambas nocoes de solucoes estatisticas geram
a mesma solugao a valor de medida. Assim, a questao de impor alguma condicao
para que as solucoes a valor de medida tenham suficiente regularidade e, possi-
velmente, unicidade, nao é esclarecida aqui.
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Conclusao

A falta de resultados de existéncia global no tempo de solugoes fracas para leis
de conservacao multidimensionais e a nao garantia de unicidade motivaram os
matematicos a buscarem novas defini¢oes de solugao com o objetivo de obterem
possiveis resultados de boa-colocacao.

Vimos no capitulo |3 que no ano de 1985, DiPerna propos em [6] o conceito de
solugao a valor de medida para as leis de conservacao, oriundo da representacao
de limite fraco de solucoes aproximadas de leis de conservagao como uma medida
de Young. Apesar de conseguirmos provar a existéncia deste tipo de solucao, foi
provado que mesmo as solucoes a valor de medida que satisfazem uma condicao
de entropia nao possuem unicidade, inclusive para o caso de leis de conservacao
escalares. Assim, a busca por condi¢oes adicionais sob as solugoes a valor de
medida de entropia foi natural.

Além disso, em 1972 e 1973, Foias propos o estudo estatistico das equagoes
de Navier-Stokes nos artigos [11] e [12], em que as solugbes poderiam acomodar
uma certa incerteza do dado inicial. Tendo em mente estudar um problema de
valor inicial estatisticamente, alguns matematicos partiram em busca de nogoes
de solucao estatistica para diferentes problemas.

Nesse cendrio, no inicio dos anos 1980, Illner e Wick introduziram em [16]
a nocao de solucao estatistica para sistemas autonomos baseada na nocao de
solucao estatistica proposta por Foias para as equacoes de Navier-Stokes. Em
1991, no artigo [17], Illner e Wick estabeleceram o conceito de solugao estatistica
em para leis de conservacao. Apesar de garantirem a existéncia e que toda solucao
neste sentido gera uma solucao a valor de medida, eles construiram um exemplo
de solugao fraca que nao gera solucao estatistica, como visto na primeira se¢ao
do capitulo ] Ou seja, ndo conseguimos comparar a classe de solugoes fracas
com a classe de solugoes estatisticas segundo a nogao proposta por Illner e Wick.
Ademais, nao conseguimos um bom critério para possivelmente obter resultados
de regularidade nem de unicidade para o problema.

Mais recentemente, em 2017, Fjordholm, Lanthaler e Mishra propuseram um
conceito de solucao estatistica para leis de conservagao hiperbdlicas no artigo
[8] a partir da equivaléncia entre medidas de probabilidade em L” e medidas de
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correlacao, que sao hierarquias de medidas de Young. No caso multidimensional
de leis de conservacao hiperbdlicas escalares, foi demonstrada a boa-colocacao das
solugoes estatisticas no sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra que satisfazem
uma condicao de entropia, que é um analogo do critério proposto por Kruzkov
para solugoes fracas para leis de conservagao escalares, como visto no capitulo [4

Provamos também que toda solucao estatistica no sentido de Fjordholm-
Lanthaler-Mishra gera uma solucao a valor de medida e, assim, a classe de solugoes
estatistica neste sentido é menor que a classe de solugoes a valor de medida, ja
que apresentam mais informagoes nos seus marginais de correlagao. E tais in-
formagoes permitem que provemos a regularidade com respeito ao dado inicial
na métrica 1-Wasserstein W, e a unicidade das solucoes estatistica de entropia
de Fjordholm-Lanthaler-Mishra no caso escalar. Contudo, ainda nao se sabe se
a boa-colocacao destas solugoes se estende para o caso de sistemas multidimensi-
onais de leis de conservacao hiperbdlicas.

Além dos varios bons resultados aqui vistos para as solugoes estatisticas no
sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra, em 2018, no artigo [10], Fjordholm e
Weidemann também demonstraram uma versao da conjectura de Onsager para
solugoes estatisticas das equagoes de Euler.

Nosso préximo passo é buscar possiveis novas relagoes entre as solucoes es-
tatisticas no sentido de Fjordholm-Lanthaler-Mishra e as solugoes estatisticas das
equagoes de Navier-Stokes tratadas no artigo [13] de Foias, Rosa e Temam. Em
2016, Bronzi, Mondaini e Rosa generalizaram tal conceito de solugao estatistica
para equagoes de evolugao mais gerais no artigo [4]. Assim, posteriormente, a
ideia ¢ estabelecer relacoes entre as solugoes estatisticas de Fjordholm-Lanthaler-
Mishra e as solucoes estatisticas de Bronzi-Mondaini-Rosa.
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