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Resumo

Nesta tese, temos como objeto de estudo principal uma classe de sistemas diferenciais
descontinuos com variedade de descontinuidade nao-linear. Estamos interessados em
determinar condigoes que garantam a existéncia de solugoes periddicas para tais sistemas.
Para isso, desenvolvemos a Teoria de Melnikov de ordem arbitraria para uma classe de
sistemas descontinuos com variedade de descontinuidade nao-linear. Além disso, realizamos
uma comparacao dessa teoria com a Teoria da Média. A recém-desenvolvida teoria de
Melnikov é entao aplicada para estudar o numero de ciclos limite bifurcando de um
centro em uma classe de sistemas perturbativos lineares por partes com uma curva de
descontinuidade algébrica. Tal problema é reduzido ao estudo do ntimero de zeros em
combinagoes lineares de fungoes tomadas em um conjunto ordenado de fungoes. Este
ultimo problema pode ser atacado por meio da Teoria de Chebyshev. Assim, novas familias
de fungoes ordenadas sao classificadas como sistemas-ECT ou sistemas-ET com acuracia.
Como consequéncia, limites inferiores foram obtidos para o niimero maximo de ciclos
limite bifurcando na familia estudada de sistemas lineares por partes com uma curva de

descontinuidade algébrica.

Palavras-chave: Campos vetoriais descontinuos, Sistemas de Filippov, Orbitas Peri6dicas,
Ciclos Limite, Teoria de Chebyshev, Teoria de Melnikov, Teoria da Média.



Abstract

In this thesis, we are mainly concerned with discontinuous differential systems with non-
linear switching manifold. We are interested in determining conditions that guarantee the
existence of periodic solutions for such systems. For this, we developed the Melnikov Theory
of arbitrary order for a class of discontinuous systems with non-linear switching manifold. A
comparison with the Averaging Theory is performed. The newly developed Melnikov theory
is then applied to study the number of limit cycles bifurcating from a center in a class of
perturbed piecewise linear systems with an algebraic curve of discontinuity. As usual, such
a problem is reduced to the study of the number of zeros of linear combinations of functions
taken in an ordered set of functions. This equivalent problem can be attacked by means
of Chebyshev Theory. New families of ordered functions are classified as ECT-system or
ET-systems with accuracy. Accordingly, lower bounds were obtained for the maximum
number of limit cycles bifurcating in the considered family of piecewise linear systems

with an algebraic curve of discontinuity.

Keywords: Discontinuous vector fields, Filippov Systems, Periodic Orbits, Limit Cycles,

Chebyshev Theory, Melnikov Theory, Averaging Theory.
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Introducao

Os principais resultados apresentados nesta tese foram publicados em [7] e
sao essencialmente sobre a classe de sistemas diferenciais descontinuos com variedade de

descontinuidade nao-linear, dados a seguir: Considere

k
T = ZsiFi(z;a:) +eFTIR(t, ) ), (1)
i1

COo1

Fi(t,x) = <

R(t,z,e) = <

RN(t,z,¢), On(z) <t<T,

sendo S' = R/T, D <« R? um aberto, F/ : S'x D — R R’ : S' x D x (=g, g0) — RY, para
1=1,...,kej=0,...,N, fungoes de classe C", r = k + 1, e T'—periodicas na variavel t.
Temos que a variedade de descontinuidade desse sistema é dada por ¥ = {(6;(z),z); z €
D, j=0,1,...,N}.

As solugoes desses sistemas sao estabelecidas pela Convengao de Filippov [9],
a saber, as solucoes para 0;(x) < t < 0;,1(x) cruzam a variedade de descontinuidade
transversalmente, para ¢ suficientemente pequeno, e se concatenam. Aqui, estamos inte-
ressados na existéncia de solugoes T-periddicas. A Teoria de Melnikov é uma ferramenta
classica para atacar problemas sobre a determinacao de existéncia de tais solugoes. Aqui,
generalizamos o resultado de [2] sobre Fungdes de Melnikov de ordem 1 e 2 para ordem

arbitraria.

O resultado principal do Capitulo 1 fornece hipdteses de modo que garantem
que os zeros simples das Fungoes de Melnikov estejam em relagao injetiva com as solu-
¢oes T-periddicas, z(t,€), isoladas do sistema (1), satisfazendo x(0,¢) = z. Além disso,

determinaremos uma expressao recursiva para a Funcao de Melnikov de ordem i.

Uma outra ferramenta classica para atacar problemas que envolvem a determi-
nacao de solugdes periddicas é a Teoria da Média (ver [22, 6, 33]), que foi recentemente
desenvolvida para sistemas diferenciais nao suaves (ver [16, 20, 21, 25]). Contudo, nos
trabalhos anteriores, algumas condigoes fortes sdo assumidas nos conjuntos de descontinui-

dade ao lidar com perturbagoes de ordem superior. Para sistemas do tipo (1), assumindo
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que as fungoes 6;, j = 1,..., N, sao constantes, tal teoria foi desenvolvida para uma ordem
qualquer em [21]. Nesse caso, foi mostrado que as Fungoes de Melnikov coincidem com
as Fungoes Promediadas para sistemas suaves (ver [25]). Porém, em [20] foi observado
que as Func¢oes Promediadas de ordem igual ou maior que dois nem sempre controlam a
bifurcagao de solugoes periddicas para sistemas diferenciais nao suaves. Em [2] constatou-
se que a Funcao de Melnikov de segunda ordem para sistema do tipo (1) é dada pela
Funcao Promediada de ordem dois somado a um incremento que depende do salto de
descontinuidade e da geometria da variedade de descontinuidade. O resultado principal
do Capitulo 2 nos da a expressao das Fungoes de Melnikov como a soma das Funcoes
Promediadas e um incremento, recursivamente. Com isso foi possivel verificar que assim
como ocorre para Fungdo de Melnikov de ordem 2, mostrado em [2], o incremento da
Funcao de Melnikov para qualquer ordem depende apenas no salto de descontinuidade e

da geometria da variedade de descontinuidade.

Uma vez que podemos determinar solugoes periddicas do sistema (1) ao indicar
o numero de zeros simples da sua Funcao de Melnikov, o estudo de ferramentas para
determinar quantidade de zeros simples de fung¢oes se faz necessario. A Teoria de Chebyshev
¢ uma ferramenta classica para atacar esse tipo de problema. No Capitulo 3, aplicamos
a Teoria de Chebyshev para classificar algumas familias a fim de derterminar o ntimero
maximo de zeros simples que estas possuem, isso sera de extrema importancia para o

capitulo seguinte.

No Capitulo 4, motivados pela segunda parte do 16° Problema de Hilbert,
seguimos o interesse crescente em estabelecer um limite superior uniforme para o nimero
maximo de ciclos limites que sistemas lineares planares por partes possam ter. Para isso
aplicaremos a Teoria de Melnikov desenvolvida no Capitulo 1 a fim de determinar uma
cota inferior para o niimero maximo de ciclos limites que o seguinte sistema diferencial

linear por partes possui:

-

k
y+ Y& P (x,y)
X(.fﬁ,y): i:]i , y—a” >0,
—T+ Zng;r(:an)
i=1

k
y+ 8B (2,y)
Y(l',y) = = y Y= xn < 07

k
—I+ Z EiQ;(xa y)
i=1
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sendo n um inteiro positivo, e P e Q; fungoes afins dadas por

P (z,y) = ao + aux + ayy,
P (r,y) = aoi + aur + ayy,
Qi (x,y) = boi + by + by,

Qi (z,y) = Boi+ Puz + Bay,

com aj;, i, bj;, By € R, para i e {1,...,k} e € {0,1,2}. A curva de descontinuidade do
sistema (4.1) é dada por ¥ = {(z,y) e R* : y = 2"}.

Consideramos o campo de vetores linear por partes (2) e, uma vez dado um
inteiro positivo n, denotamos H(n) o nimero maximo de ciclos limites que sistemas
lineares por partes planares separados em duas zonas pela curva y = " podem ter. Aqui,

determinamos um limite inferior para H(n).

Usualmente, solugoes periddicas de sistemas sao estudadas por meio dos mapas
de Poincaré. Uma vez que o sistema (4.1) é dado como uma pertubacao de ordem k do
centro linear, (z,y") = (y,—x), é facil ver que, para |¢| suficientemente pequeno, um
mapa de Poincaré m. pode ser definido na secao S = {(x,y) : © > 0,y = 0}, que é
parametrizada por x. Além disso, para |¢| suficientemente pequeno, (z;¢) — m.(x) é suave
(pois é composigao de fungoes suaves), assim, podemos calcular a expansao em série de

Taylor de 7. em torno de € = 0 como

k
me(x) =z + Z £ M;(x) + O(e").

i—1
Para cada i € {1,...,k}, a fungao M; é chamada Funcio de Melnikov de ordem i. Denote
My =0 e seja My, para algum ¢ € {1,2,... k}, a primeira fun¢do de Melnikov nao nula,
isto é M; = 0 para i € {0,...,0 — 1} e M, # 0. Uma vez que as solugoes periédicas do
sistema (2) estdo em relagdo biunivoca com os pontos fixos do mapa de Poincaré, .,
pode-se facilmente obter como uma simples consequéncia do Teorema da Fung¢ao Implicita
que os zeros simples de M, correspondem a ciclos limites de (2). Assim, denotamos por
me(n) o nimero maximo de zeros simples que a primeira fungdo de Melnikov nao nula,
M, pode ter para qualquer escolha dos parametros aj;, oj;, bji, 5;; € R, para i € {1,...,(}
e j€{0,1,2}.

Os valores my(n), para £ € {1,..., k}, fornecem limites inferiores para H(n):
H(n) = my(n) para cada £ € {1,...,k}. Os valores conhecidos na literatura para my(n),

e {l,...,6}, podem ser vistos na Tabela 1.
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Resultados conhecidos para m,(n)

Ordem /¢
213(4</<6
112 3

QDO | =
=~ |
[

3 - —-1- _

Graun
VW N =

Tabela 1 — Valores conhecidos na literatura. Em particular, H(1) > 3, H(2) = 2, e
H(3)>T.

O resultado principal do Capitulo 4 completa a Tabela 1 fornecendo os valores
my(n), para £ € {1,...,6} e n € N. Em particular, obtemos que H(2) > 4, H(3) > 8,
H(n) =7, paran

> 4 par, e H(n) = 9, para n = 5 impar, que melhora todos os resultados
anteriores para n = 2. A nossa contribuicao é resumida na Tabela 2.

Nossa contribuicao

Ordem /¢
1(2/3|4|5 6
- 1 111121313 3
= 2 31414414 4
§ 3 3|7T[7]7]7[8<mg<10
n=4par |4 |7 |7T|7|7 7
n=5impar |3 |7 |7 |7|7]|9<mg<14

Tabela 2 — Nosso resultado principal completa a Tabela 1. Em particular, H(2) > 4,
H(3) =28, H(n) > 7, paran =4 par, e H(n) > 9, para n > 5 impar.

O nosso estudo da Func¢ao de Melnikov de ordem 6 considerando a curva de
descontinuidade com grau impar maior que trés, como pode ser visto na tabela 2, nos
forneceu uma cota inferior e uma superior para mg. Tal fato ocorreu, pois o teorema aplicado
nos da apenas uma cota superior e a conta inferior foi estabelecida com a apresentacao de

um exemplo.
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1 Teoria de Melnikov de ordem superior

Neste capitulo estabelecemos as Fungoes de Melnikov de ordem n, com n € N,
para a seguinte classe de sistemas descontinuos suave por partes: Sejam D < R? um
subconjunto aberto e S' = R/T para algum 7 > 0. Para k inteiro positivo, considere as
fungdes C* 1, 0,: D —>S' j=1,...,N, tal que Oh(z) =0 < 01(2) < --- < Oy(z) < T =

On11(z), para todo x € D. Defina o seguinte sistema diferencidvel suave por partes:

k
T = ZsiFi(t,a:) +eFTIR(t, ) ), (1.1)

i=1

com

R(t,x,e) =

| RN(t,z,¢), On(z)<t<T,

sendo Fij:S1 x D —RY R :S"x D x(—gg,60) >R parai=1,....kej=0,...,N
fungoes classe C", r = k + 1, e T—periodicas na variavel t. Temos que a variedade de
descontinuidade desse sistema é dada por ¥ = {(¢,(z),z); v e D, j=0,1,...,N}. Por
simplicidade, denotamos:

Fi(t,z,e) =Y e F/(t,z) + " RI(t, z, ¢). (1.2)

)
g
i

Como resultado principal deste capitulo, o Teorema 1 garantird, sob algumas
hipoteses, que os zeros simples das Funcoes de Melnikov estao em relagao injetiva com
as solugoes T-periddicas x(t, €) isoladas do sistema (1.1), satisfazendo z(0,¢) = x. Além
disso, determinaremos uma expressao recursiva para a Funcdo de Melnikov de ordem i, da
seguinte forma:

Mi(z) = ~2N(T,2), (1.3)

_El
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sendo que 27 (¢, ) é definida recursivamente, i = 1,...,ke j =0,..., N, por:

t
Bt = | R

t
o) = 0@+ | y )chs,x)ds,

) l

0 o 0 I 0 0 bm,

2 (t,ZE) — Z'J;] (E S, T +Z Z bl'b2'2'b2~ bllllblﬁ bF S x H “m S ZL‘)) ) d87
0

=1 beS; m=1
. 1
Z () = 2z (6;(2), )

t i—1 l
1
. ] L ]
—l—z!L.(x) (F s, x) + E E RTRCERNICG 0 F (s, x | | )ds

=1 bes; m=1
i—1 1 6P
+7/'p2 Eaigp ( i (Ap(.T 6) )) o y
(1.4)
P
com o7 (t,z) = le (zf_l(t,a:) — zf(t,x)) e Al(z,e) = Z Z , sendo

of(r) = ZCZ]: Z D'9;(x) (H wf‘r(x)> , parag=1,..,k—1, (1.5)

=1 UESq 1
e
wi(z) = 2 1(9g (x),2),
j -1
L ] 1 m b'm
+ Z Z Z . CL 'b1'b2'2‘b2 ] b 'CL'b bzz a(ej(x)ax) (aj (l’)) .
a=1beS, m=1

Aqui, 8¥G(t,r) denota a derivada de ordem L de uma funcdo G com respeito

a variavel x, S, é o conjunto de todas as a-uplas de inteiros nao negativos (by, by, ..., b,)

satisfazendo by 4+ 2by + -+ -+ ab, = a, Ly, = by + by +---+ b, € S, 4 € 0 conjunto de todas as
a-uplas de inteiros positivos (by, bs, . .., b,) satisfazendo by + by + - - - + b, = ¢. Considerando

essas notacoes, podemos enunciar nosso principal resultado sobre Fungoes de Melnikov.

Teorema 1. Considere o sistema diferencial nao suave (1.1) e denote My = 0. Assuma
que, para algum €€ {1,... )k}, M; =0, parai=1,...,0—1, e My #0. Se My(a*) =0 ¢
det(DM,(a™)) # 0, para algum a* € D, entdo, para |g| # 0 suficientemente pequeno, existe
uma unica solug¢ao T-periddica x(t,e) do sistema (1.1) satisfazendo x(0,e) — a* quando

e — 0.

O Teorema 1 generaliza os resultados de [2]. De fato, aplicando a recursividade
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acima para i = 1,2, obtemos as expressoes para M; e M, obtidas em [2], a saber:
T
Mia) = | Fi(s.ads

My(z) = JT [DmFl(s,x)fFl(t,x)dt+F2(s,x) ds (17)

0

(F 1 (95(2), 2) — F (8(x),2)) aj(x).

"MZ

<
Il
_

1.1 Resultados preliminares

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados que serao necessarios para
a prova do Teorema 1. O primeiro nos diz quem é a solu¢ao do sistema (1.1) que é de

extrema importancia para determinar as Fungoes de Melnikov.

Lema 1. De acordo com a convengao de Filippov, a solu¢io do sistema (1.1) é dada por

QO(](t,I,E), t<0[1(l‘78 )
gp(t " 8) Sol(ta 75)7 (I,E) <th@( ) (1 8)
on(t,z,e), ay(z,e) <t <T,
sendo
0p; _ _
E(t,a:,e) = F7(t,pi(t,x,€),¢e), para j=0,1,...,N, com
wo(0,z,6) =z (1.9)

QDj(CYj(.T,S),Z’,&):@jfl(@j(fﬂ,g),l',&“), para 9217277N

Além disso, considere aj(x,€) como a notagdo para o menor tempo positivo para que a
trajetoria p;(-, x,€), comegando em p;_1(aj_1,x,€) € D intersecta a variedade de descon-

tinuidade {(0;(x),x) : x € D} < X (ver figura 1). Dessa maneira
aj(z,e) = 0;(pj_1(aj(z,e),z,¢€)), para j=1,2,...,N,N + 1. (1.10)
Por completude, consideramos ag(x,e) = 0.

Demonstragao. Considerando as partes suaves do sistema (1.1), temos o seguinte problema

{ &= FI(t x,e) (111)

l’(to) = X2,

sendo FV : S' x D x (—¢&g,g0) — R uma funcio de classe C", r = k + 1 e T-peritdica

de valor inicial, P.V.I.,

definida em (1.2). Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, existe uma tnica fungao
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01 () 0o () = On(x)

’QON(T7 Zo, 8)

>

0 ai(xg, €) ()42(21)0, £) T

Figura 1 — [ustragdo da solucao do sistema (1.1) comegando em .

0;(-z,e) : St = R? que é solugio do p.v.i. (1.11), ou seja,

Tt x,e) = Fi(t, (L, ,€), €) (1.12)

©;(to, xo,€) = o,
para todo (tg, z9) € S' x D. Temos ainda que p; é de classe C", 7 = k + 1.

Como o sistema (1.1) é descontinuo em ¢, sendo sua variedade de descontinui-

dade dada pelo conjunto
Y ={(0j(x),z,e) :xeD;j=0,...,N}, (1.13)

nao temos uma direcdo bem definida nesses pontos. Para determinarmos a solugao do
sistema (1.1) vamos considerar a Convengio de Filippov, [9]. Uma vez que as solugdes do
sistema nao perturbado, quando € = 0, cruzam X transversalmente, pela continuidade
das solugoes, temos que as solugoes ¢; mantém essa propriedade para e suficientemente
pequeno. Portanto, concluimos, pela convencao de Filippov, que os pontos da variedade
de descontinuidade sdo pontos costurantes e a solugao de (1.1) é dada pela concatenagao

das p;’s.
Para realizar essa concatenacao, primeiramente, vamos considerar a fung¢ao
P:U— R? dada por
Pi(t,x,e) = 0;(pj-1(t,2,€)) — £,
sendo U <= S' x D x (—¢gg,20) aberto, tal que [0;(x),0;11(z)] x D x (—&p,&) < U,
j=0,1,...,N. Note que P; é C*, visto que 0;(z) e ¢,;_; sdao. Além disso,

P;(0;(w0), 0,0) = 0;(p;-1(0;(w0), 70, 0)) — 0;(z0)
= (o) —b;(x) =0
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op,
ot

0p,_
(8 (x0).20,0) = DB (1518 (x0), 0, 0)) == (6 (0), 0, 0) — 1
Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que existe uma tnica funcao «; : Uy <

D x (—ep,e0) = V, tal que Pj(oy(z,€),z,e) = 0, ou seja,

aj(z,e) = 0;(pj-1(a;(z,€),z,¢€)),

sendo U, vizinhanca do ponto (g, 0) e V vizinhanga do ponto §;(z). Portanto, existe uma
tnica solugao para o sistema (1.1) no intervalo [0;(x), 0;41(z)] que é ¢; : o (x,€), ojq1(x,€)] —

R¢. Portanto, a solucdo do sistema (1.1) é dada por

t,x,e), ailz,e) <
Sp(taxag) = ()01( ) 1( ) (114)
@M(tax7€)a OCM(.I',€) <t < T7
de modo que
5‘%’ Ty
ﬁ(ta 5(7,5) =F (ta ij(t’xu 5)75)7
0;(0,2,¢) =, (1.15)
@j(aj(x7 5)’ €, 5) = @j—l(aj(x’ 6)7 Z, 5)'
E, assim, concluimos a demonstracao da Lema 1. O

Observe que a expressao recursiva da Func¢ao de Melnikov (1.3) depende de
af(z),j=1,--- ,N+leqg=1,---,k—1, dada de forma recursiva em (1.5). O seguinte

resultado é uma proposicao técnica usada para determinar tal forma.

Proposicao 1. Seja Q; : R? x --- x R* - R wma funcdo l-multilinear. Entdo,

Qi (Z ex) =Y > Q (H g;u) : (1.16)

uESpA’l

com Sp,l = {(U1,...,uz)€(Z+)l;u1+...+ul :p}'

Demonstracao. A prova desse resultado serd feita por indugdo em [. Se [ = 1, temos que

k k
@ <Z 5i$i> = Z £'Qy (i),
i=1 i=1

pois (1 é uma fungao linear. Note que S, 1 = {p}, assim

Q1 @”) — iap e (fk)

p=1 Uu€Sp,1
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Isso prova a Proposicao 1 para [ = 1. Agora, por hipotese de inducao, suponha que a

Proposicao 1 ¢é vélida para [ e considere a aplicacao [-multilinear

k
Qu(xy, ...,z = Qi1 (91:1,...,:1:1,25%1) ) (1.17)
i=1

k I+1 k l
Ql+1 (2 €iSEi> = @l (Z €ixi> . (118)
i=1 i=1

Por hipétese de indugao e (1.17), temos

%) <2> _ 2 36 (H)

UGSP 1

= ng D, Qi <H%Zs a:) (1.19)

uESp 1

NS S G (H)

=1 p=l ueSp;

Assim, temos

Fazendo uma manipulag¢ao dos somatérios, temos que

Z Zep > Qi (me> :iiaﬂ’ > Qi (ﬁx:c)

=1 p=l ueSy; i=1p=l ueSp 1

i=1 gq=l+1 uesq—i,l
K(i+1) g1

S8 S o (1)
= 3 i r=1

Considerando
Sigirr = {(ur, o ou,0); (u, - w) € Sqmint = {(ua, o w i) un + -+ w + 1= ¢}
e de (1.18), (1.19), (1.20), obtemos
ko L k+1) g I+1
Qri1 <Z ea:) = > e D Qi <]_[ xu> . (1.21)
i—1 g=l+1  i=1u€S; 4 41
Note que

q—1

Sgar1 = JSiqui1- (1.22)
=1

a7l I+1
De fato, se (uq,...,u41) € USi,q,lH, entao Z Um = ¢, l0go (U1, ..., u11) € Syit1. Assim
= m=1

q.—l

USi,q,lJrl - Sq,l+1-
i=1
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Agora, suponha que (uy,...,u+1) € Sgis1 € w1 > g — [, entao

! ! l
q= Zum+ul+1> Zum+q—l=> Zum<l,
m=1 m=1

m=1

q—1
o que é uma contradi¢do, pois u,, = 1, param € {1,...,1}. Assim (uy,...,u1) € USW,ZH,
i=1

Q_—l
logo Syi11 € USi,q,l+l- Portanto, por (1.21) e (1.22), temos
i=1

k HL k1) 141
s (2) Yy @<nxw).
i=1 r=1

q=l+1 UESy 141

Mostrando que se a Proposicao 1 vale para [, vale para [+ 1. O que conclui a demonstragao.
m

1.2 Prova do Teorema 1

A prova do Teorema 1 é feita utilizando uma ferramenta cldssica para deter-
minagao de solugdes periddicas que é a transformagao de Poincaré do sistema (1.1). Tal
transformacao é dada por

Az, e) = o(T,x,e) — x,

sendo ¢ a solugao do sistema (1.1) dada pelo Lema 1. Devido a defini¢ao de ¢, temos que

A(z,e) = on(T,x,¢) — . (1.23)

Note que A é uma funcao C", (r = k + 1), e seus os zeros estao em relagao
biunivoca com as solugoes periddicas do sistema (1.1). Fazendo a expansao em série de

Taylor de A em torno de € = 0, temos que

k
Az, e) = ZsZMl(x) + 0", (1.24)

i—1
sendo My(z) = A(z,0) = 0, pois a solucdo do sistema para ¢ = 0 sdo constantes. Para

cada i € {1,...,k}, a fungdo M; é chamada Fungio de Melnikov de ordem i.

Considerando a seguinte fun¢ao

Alx,¢)

A(m,e) =

= My(z) + O(e"*),

ox

det(DM,(a™)) # 0. Como consequéncia do Teorema da Fungao Implicita, existe uma tinica

~ A
e as hipdteses do Teorema 1, temos que A(a*,0) = M;(a*) = 0 e det 63((1*,0)) =
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funcao C", (r = k+ 1), a(e) € D, definida para |e| # 0 suficientemente pequeno, tal que
a(0) = a* e Aa(e),e) = A(a(s), g) = 0. Além disso, a(e) — a* quando € — 0.

Para concluirmos a demonstragao precisamos determinar a expressao recursiva
para M;(z). Para isso é preciso expandir ¢y, em torno de £ = 0. O lema seguinte nos diz

que:

Lema 2. A expansao em série de Taylor de ¢; dada no Lema 1, em torno de e =0, ¢

dada por

go(txe—a:—i—Z I(t,x) + O(eF)
com as fungoes 2 (t,x) dadas em (1.4), (1.5) e (1.6), para j = 0,--- , N.
Assim, do Lema 2 e da expressao (1.23), obtemos

i

N(T,z) + O(e"H).

HM»
N‘m

Portanto, a fungao de Melnikov de ordem i é dada por

1
z"

Agora, resta-nos provar o Lema 2, o que ¢é feito a seguir.

Prova do Lema 2. A prova baseia-se em expandir ¢;, j = 0,--- , N em série de Taylor,
em torno de £ = 0, até ordem k. Inicialmente, consideramos o sistema recursivo dado em

(1.9), e obtemos que

t
polto.e) = o+ | P uls.z.) ),

0 " 4 (1.25)
;i(t,z,e) = pj_1(aj(x,e), x,€) + J FI(s,pi(s,z,¢),e)ds,

aj(z,e)

para j = 1,--- , N. Note que por (1.2), temos

Oé]'((E,E) C!j(:E,E) i=1

[ Peecnaaes= [ iﬁﬁﬁw@%w>%

+ektl J R (t,p;(s,2,¢),¢)ds (1.26)

aj(z,E)

¢ k
= f (Z EFI(t, (s, x, 5))) ds + O(e"),
Oé'(.Z’,E) =1

J 1=

~~
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para j = 0,---, N. Fazendo a expansio em série de Taylor de FY(t, ©;(s,x,¢€)), em torno
de € = 0, até ordem k — i e fazendo manipulacées com os somatoérios, temos
k k=i _j+1 Al
et o ;
Z N @ (E‘J(sij(svwag)))

11=0
k=Lh=l itl g

_ 228“ @ (F/(s,0i(s,,2)))

=021

k 5”&‘1
- ZZ llat (s, 05(s,2,€)))

k
Z giﬂj(t7 ij(& x,¢€)) =

i=1

e=0

HM

.

e=0

(1.27)

e=0

|
= t‘
i
m&\n
~—~
<4
=G, |
=
»
S
<
—
»
&
™
~—
~—
~—

|
=
m&
<
|
= =
D
m{\‘ R
~—~~
&
—~~
%)
S
<
—~~
%)
IS
™
p—
S—
SN—

Parai=1,....k,ej=0,...,N, denote

Kij(t’ *T) = ? (Fijfl(t? P (tv Z, 5))) (1'28)

Substituindo (1.28) em (1.27) e depois em (1.26), obtemos

f F'(s,0(s,,¢) Z J “) (s,7)ds + O(e"™). (1.29)

(@)

t
Agora, expandindo J K(s,z)ds, em torno de ¢ = 0 até ordem k — i, segue

aj(x,e)
que
koot ' [E=iop op t 4 4
Za’f Kl (s,z)ds = Zsz (Z i'ﬁ (J K} (s,x)ds) + O(alirl))
i=1 aj(z,€) i=1 p—o P> O¢ aj(z.e) =0
k=i citp op t .
-yt J Ki(s,o)ds ||+ O@EH)
imp=0 P oe aj(z.e) e=0
k ‘7;—1 1 5}3 t )
= ZEZ 3 f K] (s, x)ds +O>eM).
i1 po Pr ¢ aj(z.e) c—0
(1.30)
Parai=1,...;kej=0,...,N, denote
a1 [t
I(t,x) = —— J K] (s,z)ds : 1.31
0= 355 [, o) | (131)
Assim,
. t .
Lt z) = f K{(s,z)ds, para j =0, ..., N,
6@ (1.32)

I(t,x) = f Kf(s,x)ds—i—[?f(m), parai=2,...,k, ej=0,.., N,
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sendo -
~ «— 1 ot 0
R N O ) | I
b= e=0
parai=1,....k, ej=0,.., N.
Substituindo (1.31) em (1.30) e entdo em (1.29), obtemos
f Fi(s, p5(s,0,¢),e)ds = 3 &' (1, 1) + ("),
aj(z,e) i=1
Segue da expressao acima e de (1.25), que
k .
polt,v,e) =z + > T (t, ) + O("),
=1 k (1.34)
oi(t,z,e) = pj1(aj(x,e),x,e) + Z T (t,x) + O(F),
i=1
para j=1,...,N.
Considerando a notagao seguinte
J(t,x,¢) = Io(t ),
: 1.35
I(t,x,¢€) Z[ ap(z,e),x) + I (t, x), (1.35)
parai=1,...,k,ej=1,...,N, ¢; ¢ dado pela expressao
k . .
;i(t,z,e) =z + Zssz(t,:c, )+ O(**h), paraj=0,...,N. (1.36)

i=1
De fato, vamos provar isso por indugao. Note que (1.36) é valido para j = 0. Suponha,
por inducao, que (1.36) é valida para j. De (1.34), temos

k

it ze) = j(ajei(z,e),x,6) + Zailfl(t, z) + O(e"+h).
i=1

Dada a expressao acima, a hipdtese de indugao e a expressao (1.35), segue que

k
itz e) = x+26 Jaj(z,€),2,¢ +26’]”1 (t,r) + O(e"™)
i=1

= vt Z Z I ag(z,€),2) + I (aj (z,€), 2) + ]f“(u@) + O
=1 =0
k J

= I+ Z gl fo(alﬂ(m, £),x) + [Z?'Jrl(t’m)) + Ok
i=1 =0

k
= z+ Z TNt x,e) + O(E.
=1

(1.37)
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Logo, isso conclui a prova da (1.36).

Isso posto, faremos a expansao de Jf (t,z,e) em torno de ¢ = 0 até ordem k — i,

assim
k k—i
;5 JI(t,x,e) = ;5 (Z 2 (J/(t,z,¢€)) T O(e 1)>
= =t =0 1.38)
k i—1 1 6p ( *
= Y == (J] + O
;8 = p!oer (Lt :)) e=0 (=)
Denotando
i1 5
— J
A(ta) =il ) e (ptwe)| (1.39)
p=0
e substituindo (1.39) em (1.38), e depois em (1.36), temos que
;(t,x,¢€) —ZE+Z I(t,x) + O(e"*Y), paraj=0,...,N. (1.40)

Por conseguinte, vamos determinar as expressoes dos zf (t,z). Primeiro, consi-
deramos i = 1. Substituindo (1.32) em (1.35) e depois em (1.39), temos

At x) = JKosx

0141 () (1.41)
2t x) = ZJ Kl(sxds—i—f K](s,x)ds
—0 vOi(x)
Desta vez consideramos ¢ = 2, --- , k. Para j = 0, substituindo (1.32) em (1.35)
e depois em (1.39), obtemos
. ) e
z (t,x) = 1! ol 9o (2, (t,z,€)) .
p=0
i—1
1 0P
= iy ——(I°
" Z]p' QOeP (1t 2)) e=0
a0 ), (1.42)

= il (J K2(s,x)ds + K(x ))
= z'f K)(s, )

uma vez que [N(Zo(x) = 0, que pode ser conferido na expressao (1.33). Para j =1,--- | N,
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substituindo (1.35) em (1.39), temos

j . i—1 1 ap ]
2 (t,x) = i Z ol e (JL,(t,2,¢)) =
p=0
i—1 Jj—1
. 1 0P j
= gl H@ <Z ]f—p(al+1(x’5)=x) + ]ij—p(t’x)>
p=0 =0

= (Z I (0,41 ( )+ 17 (¢, x))
+il Z Z 551) Iy O‘“H(x’g)’x))

e=0 (1.43)

€=0'

De (1.32), temos

i=1 [ (asa() N
21 (@) 1)+ Bt ) = Y f K%(s, )ds + Ko (x)
[

a=0 a(l’)
t

+ Ki(s,x)ds + K!(x)
9;(x)

Jj—1 9a+1( ) t . J ~
= Z f K{(s,x)ds + J K (s,z)ds + Z K{(x)
a=0v0a(z) 0;(x) a=0
(1.44)

a aa+1(x75) d
e _— Ka
e=0 oe .La(x) ! (S’ ‘I) ’

0
= qu—p(aa-ﬁ-l(xv 0)7 I)gaa—&-l(xa O)

aaa+1

= K (0),0) S (,0)

Para ¢ = 2, de (1.32), temos que

0 a
% (Il (O‘a-&-l(xv 6)7 ZL’))

e=0

(1.45)

Para i =3, -+ k, de (1.32), temos

i—1 —
1 oP 1 op Jaaﬂ(l‘ﬁ) N
_— [fi (6P xr,e),T = [ K?, s, dS—l—Kfﬁ x
2 iz Uslonate )| Zp T (W S )ds + Ko@) )|
i—1
1 o~ 0
- ol K a ) 9 A Ya 5 .
by p' agp 1 ( Z*p(a +1(l’ 5) .T) 6804 +1($ 6)) 0

(1.46)
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Para i =2,--- k. De (1.33) e das trés expressoes acima, temos

i _
Z Z pl 6679 z p aa+1(x,€),£li'))

=0

-3 f S (ko2 0) S

e=0

)

a=0p=1 e=0
1 ot e
- _;JPZ pl oer—1 < imp(@alz, ) 2)——(z, 6)) . (1.47)
1 ot aetl 0
+;;p, P (Ki_p (aa(:p,s),x)agaa(x,e)) »
J -1 -1
1 o° u " O,
— Z Z ﬁ@ ((Kl pl(aa(x £),x) — Ki,p(oza(x,e)?x)) PR (x,e)) =
a=1p=1
Portanto, de (1.41), (1.42), (1.43), (1.44), (1.45), (1.46) e (1.47), temos
t
2t x) = J K (s,x)ds
) ‘ 0111(x) t )
2(t,x) = Z f Kl(s,z)ds + Ki(s,x)ds
1=0 YO0i(z) 0;(x)
. =1 041 (z) (1.48)
z(t, x)—i'ZJ Kl(sxds—i-z'f K/ (s,z)ds
61(x)
, 1 or ! . Oy
H!;,,le' P ( Nag(z,e),2) — K& (au(2, €), 7)) - (x,a)) L
parai=2,....,kej=1,...,N. Note que
; 1 62
J = _— | =
K] (t,x) 1o “(t,x), parai=1,...,k, ej=0,...,N.
Observe, considerando a expressao acima, que
ot . " O0av
e ((Kipl(aa(x,g),x) — Kifp(aa(x,s),x)) ag(m,g)) =
or=! 1 0z, 1 0z, oo,
 Qerl <((z —p)! ot (Qa(@,2),2) = (i —p)! ot (oza(x,e),x)> 66@’6)) e=0
0 1 a1 1 a
-5 (Tt heta - <—p><<>>)
(1.49)
oy,

p
Denotando 07 (¢, z) := le (zfl(t,x) 2 (t, ), AP(z,¢€) 1= Z

temos
or 1 .
der <<—p>' (u(z.€).2) = syl pla(a.). >)

ap
= — (0 (Qu(w, ), 2))
&

= = (0, (A2, 9),2))

(1.50)

e=0
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Além disso, a féormula de Faa di Bruno para a derivada de ordem [ de uma

funcao composta é dada por: Seja g e h fungoes suficientemente suaves, entao

l

d' 1! L N b
da”ﬂ Ezghwyng' @uwl(bxh&@)II(hoxa» ) (1.51)
il
com S; o conjunto de todas as [-uplas de inteiros nao negativos (b1, be,...,b;) tal que

b1+2b2+"'+lblZleLZbl+b2+...+bl'

Aplicando a férmula de Faa di Bruno na expressao (1.28), segue que

K{(t,2) = F (t,2),

i—1 l
| 1 ) (1.52)
J — L ] m
Kl (t,x) = F/(t,x) + Elbgs AR Ol F (t,x | |1 (2.( ,
€ m=

parai=2,....kej=0,...,N, com L e S; definido em (1.51). Assim,
J=1 r0gi1(x) t _
Z J K{(s,x)ds + K (s,x)ds =
0

=0 ta(m) 0; (m) . (153)
=J< S, x —i—ZZBb&LbF_sx (zm(s,)) )ds
1

0 —1beS) ool
sendo
Z?(t,x), O<t<91(l‘ s
2(t, 1), 01(r) <t < 0y(x),

Zz(t>$) =
N(tx), On(z)<t<T.

Consequentemente, de (1.48), (1.49), (1.50), (1.52) e (1.53), temos

) t
2(t,x) = J Fi(s,x)ds,

0

t i—1 l
Aty = | (Fa) - 23 B E (s [ (e x>)b’“> ds,
0 = 1 m=
(t,x) z'f (E(S,m) +Z Z Byd b Fi_i(s, x) (2m(s, 7)) ) ds
0 I=1 bes, i
J -1
1o,
+il 2 3 i (e 0) |

parai=2,...,kej=1,...,N. Note que a férmula (1.4) segue de (1.54) por inducdo em

7. Portanto, a prova do Lema 2 é concluida demonstrando a seguinte afirmacao:
q

090y
Afirmacado 1. Parag=1,...,k—1ej=1,...,N, temos que aO;] (z,0) = of(z) € dada
3
por (1.5).



Capitulo 1. Teoria de Melnikov de ordem superior 28

De fato, do Lema 1, temos

of(@) = (0, ))

6 e=0 (155)
_ iAe@J¢<xaw¢m

6:0'
De (1.40) e da expressao acima, obtemos

0%(x) = (0, 2+ h(z, )

e=0

com ) '
h(z,e) = %szl(aj(x,a), )+ O (8k+1) )

=1 U

7
Calculando a expansdo de h(z,¢), em torno de ¢ = 0 até ordem k — 7, temos

hae) =35 2 am (B lw e, 0) |+ 06
il a0 @ Os = (1 56)
0 1 4 k+1 '
) 12;6 Z;) (i — a)la! e (220 (@j(,€), 7)) T O(* ).
Parai=1,...;kej=1,..., N, denote

i_: (i = a)lal aga (M oy (a,€), ) (1.57)

e=0

Expandindo 6;(z + h(z,¢)) em série de Taylor, em torno de h(z,e) = 0 até

ordem k, temos
of(zr) = j; (Hj (x) + Z %Dlej(x)(h(:)s, &) + O ((h(z, 5))k+1)>
[ 1 ) l

Assim, substituindo (1.57) em (1.56), e depois na expressao acima, obtemos

e=0 (1.58)

e=0

k

ag(m):;:q IZ;Z'DQ (Zs ’M))

e=0
Da multilinearidade de D'6;(x) e da expressdo acima, temos
q o : L : i,,,J l k+1
aj(@) = o ZZ;“D 0;(x) 25 wi(x)) | +0(E")
= = e=0
!
* [l Sy
= = IZ; l—'D 6,(x) <;5 w(x)) _0.
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Dada a expressao acima e a Proposicao 1, segue que
!
oj(x) = o=t (Z T ng Z '0;() <ﬂ wir(f’”)>>
r=1

o 1 = (1.59)
— Zﬁz @ (7) o Z Dlej(x) (1_[ w{LT(:U)> ,
=1 p=l r=1
com Sp; = {(ur,...,w) e (N*)" s uy + -+ u = p}.

uESpyl
_)d p=gq
e=0 0, p#gq.

Note que

aj(z) = Zz: >, Do) <H w&(ﬂﬂ)) : (1.60)

l
Note que, S,; = & para g < [. De fato, (by,...,b) € Sy, entao I < th
t=1
q < [, visto que b; = 1. Logo, | < q < k, assim
! L
af(x) = 5 2, Do) | [Jwl. (@)
=1 " ueSy, r=1

com

e aplicando a férmula de Faa di Bruno em (1.57), temos

w! () = 12] 1(‘9j(x)>$)

' 7

a

L 1 m b
1) A 0@ [ @)

a=1 beSa ’ m=1

Isso finaliza a prova da Afirmagao 1. O
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2 Funcoes de Melnikov e Promediadas

A Teoria de Melnikov e a Teoria da Média sao ferramentas classicas para o
estudo de existéncia de ciclos limites. Ambas tém sido desenvolvidas também para sistemas

diferenciais nao suaves (ver [16, 20, 21, 25]).

Em [21], a Teoria da Média foi desenvolvida para uma ordem qualquer para
sistemas do tipo (1.1), assumindo que as fungdes 6;, 7 = 1, ..., N, s@o constantes. Foi
mostrado que nesse caso as Func¢oes de Melnikov coincidem com as Fung¢oes Promediadas

para sistemas suaves (ver [25]). Estas serao denotadas da seguinte forma:

Fin) = S3(T, ), (2.1)

sendo

Z(t,z) = Jt Fi(s,z)ds

0

t i—1 l
- . 1 . -
Zi(t,x) = z!f (E(S;x) + lZ Z T CRIIC 0l Fy (s, ) n (s, ) ) ds,

0 =1beS; : m=1
(2.2)

parat=2,...,k.

Em [20] foi demonstrado que a Fungao Promediada de primeira ordem controla
a bifurcacao de solugbes periddicas para sistemas diferenciais nao suaves. Porém, foi
observado que as Func¢oes Promediadas de ordem igual ou maior que dois nem sempre
controlam tais bifurcagdes. Em [2] constatou-se que a Fungao de Melnikov de segunda
ordem para sistema do tipo (1.1) é dado pela Fungao Promediada de ordem dois somado
a um termo extra que depende do salto de descontinuidade e da geometria da variedade
de descontinuidade, a saber,

T

filz) = LFl(s,:v)ds

folz) = JOT [D;pE(S,x) f Fi(t,x)dt + Fy(s, :c)] ds
0u()

+ Z (F7 ' (0a(2), 2) — F{(ba(z), x)) Dea(x)j Fi(s, z)ds

0

O resultado principal desse capitulo nos da a expressao das Fungoes de Melnikov

como a soma das Fungoes Promediadas e um incremento, de forma recursiva.

Teorema 2. A Fungao de Melnikov do sistema (1.1) pode ser expressa como

Mi(z) = fi(z) + fi(z),
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sendo f; as Fungoes Promediadas dadas em 2.1 e

1
com
Zilt,z) = Zl(t,z), sete[0;(x),0;1(2)] (2.4)
sendo '
Z(t,x) = Z/(t,x) = (2.5)
Zz t,$ - gz*(tvx) gzj(x>7 ‘
e
93t x) = 0,
i—1 1
g(ta) = i f X135, 2)ds
ZZ;(JZ:Q; 61'62'2'b2 . bﬂl'bl (26)
, , 1P .
gir) = i ;Z s G, (o, 0) |,
a=1p=1
uma vez que se b = (by,--- b)) € Sy, b; € um inteiro nao negativo e by + 2by + - -+ + by = 1,

temos, para 3 <1 < k, que

Xil:g(s,x) = 0seb, =0,

)

ng=1n4¢+1=0 n;=0 \P=¢ Np
q—1 l
0 Fia(s, ) (H(gm(sax))b’”> (H(Em(s,x))bm”m(%m(s,x))”m> :
m=1 m=q
0 b
Xf’ll)(S’ 1’) _ 3 ~ Sse ;é el
’ 0. Fi (s, )z (s,x), seb#e.
(2.7)
o di J L j p <
Além disso, temos que J)(t,x) = = (z/ (@) — 2/ (t,2)) e Al(z,¢) — ), com
1! - q

of(x) = Z?: Z D'9;(x) (HwiT(x)> , forq=1,..,k—1, (2.8)

1
J e L
N 1 L 1 - b
orrl N0 (x), x o))",
Z_lbzsl (i — a)lby1by!2!02 . b, lalbe (6;() )ml( ;@)
e Sga € 0 conjunto de todas as a-uplas de inteiros positivos (by,bs, ..., b,) satisfazendo

b1+b2+"'+ba=q.
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Observagao 1. Note que

Oa(x)

Z (Fe(0u(x), 2) — F2(0u(2), ) D@a(x)J Fi(s, 2)ds,

0

que coincide com o incremento obtido em [2].

Em [20] foi mostrado que as func¢oes de Melnikov e Promediada de primeira
ordem coincidem para sistemas suaves. Em [2] podemos ver que o mesmo acontece para a
ordem dois, pois temos que o incremento é identicamente nulo para esse caso. Além disso,
em [2] foi notado que se variedade de descontinuidade é constante, temos que o incremento
também ¢ identicamente nulo. Com a proposi¢ao seguinte, notamos que o mesmo ocorre

para ordem qualquer.

Proposicao 2. Considere M;(x ) dada pelo Teorema 2, parai = 1,--- L. Se gl(z) = 0
para todo i = 1,--- L ej=1,--- N, entao zi(t,x) = 0, para todo i = 1,--- {. Em

particular, para todo i =1,--- ¢,

M;(z) = fi(z).

2.1 Resultados preliminares

Nesta se¢ao, vamos enunciar e demonstrar o seguinte lema técnico, que serda

usado para provar o Teorema 2:

Lema 3. Considere | inteiro positivo, b= (by,...,b) € (Z,), Ly =by +---+b e 0= 1.

Dado um operador Ly-multilinear (), entdo

Q[ [(xm+ym)m = ]_[ b 1 Z Xgh, (2.10)

m=1

b1
b
Xop= 2| JQGErTy), b=,

nzll b2n1 . l ) l
< 8 30()lfe) o
nl 1 n2=0 =0 \p=1 m=1

bg bg+1

l —1 l
ng=1ng4+1=0 n;=0 \P=¢q m=1 m=q
l

by —1

b -~
Xéél,b = Z l Q :Blr)rrzn ($?l nlylnl , >0,

n;=1 m=1

e, seby; =0, entaoXQb—O.
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Porém, antes de demonstrarmos tal lema, vamos considerar L e a inteiros
positivos de modo que L —a > 1 e Q;, um operador L-multilinear para definirmos P} o

operador (L — a)-multilinear, dado por:

Pr E[jun =Qr (11%) (1:[1 vn> . (2.12)

Tal operador servira de referéncia para a demonstracao do Lema 3 e da proposi¢ao seguinte.

Esta sera usada para provar o Lema 3, por isso vamos enuncia-la e prova-la a seguir.

Proposicao 3. Considere L um inteiro positivo e um operador L-multilinear Qr,.

Ll L
Qr(z +y) = Z ( . ) Qrxty", (2.13)
n=0

Demonstragio. Vamos provar por inducao em L. Note que para L = 1 a proposicao é

valida, porque ()1 é linear e

L /1 1 1
Z ( " ) Qiz' "y = ( 0 ) Qiz'y’ + ( ] ) Q12"
n=0

= (ir+ Quy
= Qi(z +y).
Por conseguinte, suponha como hipotese de indugao que a proposicao ¢é valida
para L — 1. Da expressao (2.12) e assumindo v; = u,, = z +y, paran = 1,..., L — 1,
temos
Qulz +y)' = Pz +y)*! (2.14)

e por hipotese de indugao, segue que
L—-1
Plz+y)* ! = ) R T (2.15)

Da expressao (2.12), obtemos

L—1
L—-1
Z ( )PleL—l—nyn _

n=0 n

Il
= O

T
e e N
h
|
—_
O
h
S
~
L
|
3
Neg
=
8
+
s

=~ 3

Qrrt"y" (2.16)

3
Il

+
Ih <)
TN
~
|
—_
N—
L)
~
&
T
T
3
<
3
=
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-1 L
L—-1
Uma vez que gl imnyntl — T " note que
q E( . )Q > 01 Qrz" My q

n=0 n=1
L—1 L—1
L—-1 nom L—-1 en n
Z( . >QL93L y +Z< . )Qw“ y T =
n=0 n=0
L—-1 L
L—-1 L —
= ( )QLanyn+Z )QLZ' nn
n=0 n=1 n—1

Qry” (2.17)

1
L
L L—1
—1 L—-1
( QLl,Lfnyn + < ) QLfonyn
n=1 n n=1 n—1
1
+ <

L_1)>QL$L "y + Qryt.

(L;)*(i:i): <i> 2.18)

Substituindo a expressao (2.18) na (2.17), depois na (2.16), em seguida na (2.15) e por
fim na (2.14), temos

L—1
Qu+y)t = Qit+ Y (i’)@af 4 Qyt

. anl (2.19)
5 (ot
n=0 n
como queriamos. Portanto, a proposicao é valida para todo L inteiro positivo. O

Prova do Lema 3. Note que para [ = 1 estamos no caso da Proposicao 3 e nao ha nada
que precisa ser feito. Assim, vamos demonstrar usando a indugao em [, iniciando provando

que o lema é valido pra [ = 2.

Considere | = 2. Para b; = 0 e by # 0, temos pela Proposigao 3 e por (2.11)
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que

2
Q[ @+ )™ = Qs + )"
m=1
ba
b
- Z(2> Ty
no=0 n2

= +Z< > b2 n2y
no=1

b
- anf,;wi Z Qale n2ype (2.20)
ngl
b
= anb’"JrX

= anbm—i—ZX

De forma andloga, para b; = 0 e by # 0, temos, pela Proposigao 3 e por (2.11), que

2
Q[ [@m+ym)m = an”—i—ZX (2.21)

m=1

Para b # 0 e by # 0, tomando u,, = x1 +y; paran = 1,...,b; e v, = T2 + Yo para
n=1,...,by em (2.12), temos

2
Q[ [@m+ym) = PP+ )" (2.22)
m=1

Pela Proposicao 3 e a expressao acima, temos

by
b Cnpm
Pls)f-‘rbg (xl + yl)bl = Z n Pbl-‘rbg bl 1y11
=0 % (2.23)
1 bl )
= QY My (22 + )™
n1=0 nm

b1—nq

Tomando a = by, u, = o + yo paran =1,...,bs, € nvn =zt Myt em (2.12), segue

que

Qxbl nl (I2 + ?J2)b2 = Plf)11+b2 (xQ + y2)b2’ (224)

Pela Proposicao 3 e a expressao acima, temos

bo b
b1 ba __ 2 b2 —n2
Pbl—i-bg (I’Q + yQ) - Z Pb1 +b2 y2
no=0 U

(2.25)

b 2

. b2 b —TNm , Mm

- 2 Q[ [y
m=1
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Assim, substituindo (2.25) em (2.24), em seguida em (2.23) e por fim em (2.22), temos

2 , b1 bl ba bg 2 N
Q H (xm + ym) "= Z , Q 1_[ Ty
n m=1

m=1 n1=0

b1 bo 2 b 2
-3y () Q[T atn g
m=1
b

5 (())or s
"2:%1 ), / ) ) (2.26)
L3y (1 ))@n

= m=1

2 b
_ bm - by b1 .ba—n2, Ny
= anm+2 Q' xy® "y,
b 2
m Q H x%L_nwLy:;‘{n'

nm m=1

Considerando as expressoes em (2.11), temos
2 2 2
2
Q[ [@m+ym)m = Q[ abr+]]x54 (2.27)
m=1 m=1 q=1

como queriamos. Portanto, o lema ¢é valida para [ = 2

Agora, suponha que o lema é vélida para [ — 1, [ = 2. Da expressao (2.12), uma

vez que a = by, v, =x;+y, paran =1,...,b;, Uy = Ty + Ym, m = 1,..., b, temos
! -1
b
Q[ [@m+um)m = Py [ [@m+ym)™ (2.28)
m=1 m=1
Por hipdtese de inducao, uma vez que b= {by,...,b_1}, temos
-1 -1 -1
b b _ b b -1,
Pry, 1_[1(3% +ym)" = Py, n1 Ty + Z:l szﬁjl’g' (2.29)
m= m= q=
De (2.12), temos
-1 -1
Py [ o= @ ( wﬁ;") (1 + )™ (2.30)
m=1 m=1
De (2.12), uma vez que @ = L — b, u, = z;+ y, paran = 1,....b, e v, = x%“,

m=1,...,1—1, temos

-1
Q (n ZL‘%") (ZL’l + yl)b’ = PLLibl (ZEl + yl)bl (2.31)

m=1
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e da Proposicao 3, da expressao acima, de (2.30) e de (2.11), temos

Pr " (a + ) = Z ( )PL by

- 2 (0 Jo(fl) e

Substituindo (2.32) em (2.31), depois em (2.30), em seguida em (2.29) e por fim em (2.28),

temos

l l -1
] Tt + )i - Q( xi;">+Xé§l,b+ZX;}’qg
= m=1
( l

m=1 - (2.33)
x%) + X+ X D X

Note que de (2.11), (2.30) e da Proposicao 3, temos

3
b1 bo bi—1 -1 -1
sipte R3S (T )) o T ) s

L=t ni=1ns=0 n_1=0 \p=1 m=1
by b2 b1 -1
PPN N
n1=1n2=0 n;_1=0 \p=1 np
b -1 234
bl bm—nm , nm bl_nl ny ( 3 )
n;=0 n m=1
by b2 by l b l
P bm—nm , Nm
P IDINED) Q[ =i
n1=1n2=0 n;=0 \p=1 TLp m=1
1
= Xguw

ng=1ng+1=0 ng_1=

Q <h xlr)rT) (H xfﬁl_"myfr{”> (1 + y)"

bq bg+1 bl’riblzq -1 b
- o e p
nqz=:1 nq§=0 nl_zll=0 <P1_£ ( Ty (235)
q—1 -1
()
n;=0 besr m*ll m=q o l
LIRSS
ng=1ng4+1=0 n;=0 \P=¢ m=1 m=q

= XQb’
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bi—1 by -1
Xl_l’l_} _ - mbm (Ibl ny nz) x + by
pgz_bl,b Zzl - Q m Cyt) (@ + )
1—1 b bl -1
_ Z -1 Q Ibm (x?l—nlylnl) xblfnlynl
ni_1=1 -1 n;=0 L) m=1 (236)

- 22T (1)

Assim, substituindo (2.34), (2.35) e (2.36) em (2.33), temos

l l l
Q[ @m+uym) = Q (ﬂ xf;;) + ) XE, (2.37)
= m=1

m=1 q=1

como queriamos. Portanto, o lema ¢é valido para todo [ inteiro positivo. O

2.2 Prova do Teorema 2

Demonstracao. Uma vez que

e Mi(x) = fi(x), é suficiente provar que z/(t,z) = Z(t,z) + 2/ (t,z), i = 2, .,k e j =
1,..., N, expressas em (2.2) e (2.46). Como consequéncia, obtemos
Mi(x) = filx)+ fi(x), i=1,...,k, (2.38)

1 1.
sendo fi(z) = E%N(T’ z)e fi(x) = ﬁziN(T, x), como querfamos.

Pela expressao (1.4), sabemos que

¢ -1 !
. _ 1 L
2l (t,x) = z!f (F s, T +ZZZ)1'Z)2'2”’2. b'l”’a (s, x) |_| Zm($, 7)) )ds

=1 beS; m=1

(2.39)
parai=2,--- ke j=1,..., N. Denotamos por

— ! 2 Z o M , (AP (z,¢),2))

a=1p=1

Note que 0% F; (s, x) é um operador L,—multilinear aplicado em n (Zon(5,2)+2m (s, 2))m.
m=1
Considerando 820 F; (s, ) = Q, Zn(5,2) = T € 2 (5, 2) = ypm, temos, como consequéncia
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do Lema 3, que

! l
ol E_ (s, ) Hzmsx)) —5LbElstzmsx

l
+ > Xii(s,x),  (2.40)
q=1

m=1 m=1

com
b1 bl

X4 (s,2) = Z Ol Fy (s, ) (Z1(s,2)" ™2 (s, 2)™) , by > 0,
ni=1 n
b1 bo

1

XM= 3 S (H( ))
ni=1n9=0 n;=0 p
o Ey (s, x) H Z(s, )2 (s, 2)" ), by > 0,

V- Y S Z<H< >>

ng=1ng4+1=0 n;=0

a{i’bFifl(S,x) (H gm(S,.T)bm> (H gm(S,l‘)bmi
Xf:ll)(s,a:) = Zl: ( by )abeil(s,x) (ﬁ Zm(S,:U)bm> (51( 7

e se b, = 0, entdo Xl-l:g(s,x) = 0. Uma vez que 2(s,z) = 0, temos

Xi;}(s,x) = Xl-l”g(s,x) = 0.

Considere b = (by,--- ,b) € S}, entao by + 2by + - - -

0,
lell;( I) = ol ~ A~
P E (s, )2 (s, )2 (s, x),

De fato, suponha que b, > 0. Se b, > 1, entao by + 2by + - -+

consequentemente, b; = 0 para ¢t =1,--- ,[ — 1.

Assim, de (2.39) e (2.40), temos
. t
4@@_wa@@@
I
' ol
H'J (ZZ bllbleIbz. G < ey H (s, 7))

=1 beS m=1
+g7 (x)
t 1 l
=i!J Fi(s,z) + ol Fy_ (s, )
0 IZ;(; bi1by!121b2 b1t nll_[
i-1 1
1
|
—H'ZZ Z bl'b2'2'b2_ Byl J Xzb s,z)ds +gz( )
1=1q=1 beS

(2.41)
(2.42)
+ 1y = 1.
se b # ¢
se b= ¢

+ lbl > [ Logo, bl =1

Zm(s, ) ’”) ds
=1

(2.43)

)
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sendo
Bt,x) = gi(t.x)+gl(x), (2.44)
denotando como
I
lq
gl (t,x) = 1! szbsx
Hod bllbzlglbz, Byl

Uma vez que Xi;}(s, T) = Xll; (s,x) =0, visto em (2.42), temos que

ga(t,x) = 0,
i—1 1
g (t,z) = i Jngsx)ds
lz;t;be% blleIlez‘ b
parat =3, --- k. O

2.3 Demonstracao da Proposicao 2

Demonstracao. Supondo que gf (x) =0paratodoi=1,---,flej=1,---, N, temos, para
1=3,---,{, que

Zt,x) = 0
) = gl0), i
_ Zu;;q zbezsl, blle'Q'bQ' o f X14(s, 2)ds
Lembrando que
Zit,x) = 2l(t,x), sete[0;(x),0;41(2)] (2.46)
provaremos o teorema usando induc¢do em i. Suponhamos que
2(t,2) = gi(x) = 0 e gj(x) = 0.
Note que '
Ztr) = gi(t ). t
= 3l Z ML ng’g(s,x)ds
- ?;'J X§(20 1)(5 x)ds (2.47)

|
_ 2 J 0. F1(s,x)2(s, x)ds

3|
= J 0. F1(s,x) - 0ds
= 0.
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Agora suponha que a hipotese de inducao é valida para ¢ — 1. Assim, suponhamos que

gl(x) = 0 para todo i = 1,--- ,£. Temos que

I R 2.48)

=2 q=2beS;

sendo

Xé:g(sw) = 0seb, =0,

Lq ba  Dat1 b l by
Xpp(s,x) = Z 2 Z (1111(% >>

ng=1ng4+1=0 =0

Or" Fra(s, @) ( ) (Zm(sal’))bm> (l_[(?m(syﬂf))bm”m(Em(Sw))"m) :

m=1 m=q

Xijsr) = {7 o
o O Foi(s,2)Z1(s,z), seb#e.

(2.49)

Note que em Xé:g(s, x), para n, = 1, temos que

oL Fy A (5,0) (ﬁws,x»bm) (H(zm<s,x>>bm”m(sm@,x))”m)

=0 Ey_(s,x (n Zm(s, ) ) (s, )1 (Z(s,2)))
( 1__[ (5m(3a93))bmnm(gm(s’x))nm>

Uma vez que 2 < g < [ < £ —1, por hipétese de indugao, temos que z,(s, z) = (s, z) = 0,
logo Xﬁ,b (s,x) = Xég(s, z) = 0. Consequentemente, Z(s,z) = 0. Portanto, temos o que

queriamos. O
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3 Sistemas Estendidos de Chebyshev com

acuracia

No Capitulo 4 aplicaremos o Teorema 1 a fim de determinar uma cota inferior
para o nimero maximo de ciclos limites de uma classe de sistemas diferenciais lineares por
partes planares. Com esse proposito calcularemos as Fungoes de Melnikov, até ordem 6, de
tal classe e determinaremos a quantidade maxima de zeros simples destas funcoes. Uma
vez que tais fungoes pertencem ao espaco de fungoes gerado pela combinacao linear de um
conjunto ordenado de fungoes, definidas posteriormente, aplicamos a Teoria de Chebyshev

para determinar o niimero maximo de zeros que um elemento desse conjunto pode ter.

Frente a isso, faz-se necessario a aplicacao da Teoria de Chebyshev, esta que
¢ uma ferramenta classica para atacar esse tipo de problema. Inicialmente, tal teoria foi
usada na Teoria da Aproximacao, no estudo de Fungoes Spline e na Teoria do Momento
Fine (ver [18, 17]). Recentemente, foi usada na Teoria de Equagdes Diferenciais para
estudar desdobramentos versais de singularidades de campos de vetores (ver [29, 32]). Na
Teoria Qualitativa de Equacgoes Diferenciais, é usada para estudar o niimero de orbitas
periddicas isoladas (ciclos limites) bifurcando-se de um anel de 6rbitas periddicas, ver
também [32]. Mais especificamente, é util para obter limitantes superiores para o nimero
de zeros da Funcao de Melnikov. Esses estudos forneceram limitantes inferiores para o
chamado versao fraca do 16° Problema de Hilbert (ver [5, 34]).

Considere F = [ug,...,u,] como sendo um conjunto ordenado de fungdes
suaves definidas no intervalo fechado [a, b] e Z(F) o nimero maximo de zeros, contando
a multiplicidade, de qualquer func¢do nao trivial em Span(F), sendo este o conjunto de
todas as combinagoes lineares dos elementos de F. A seguir apresentaremos defini¢oes
e teoremas sobre a Teoria de Chebyshev que aplicaremos para classificar os conjuntos

ordenados de fungoes a serem definidos posteriormente.

Definigao 1. [18] O conjunto F é dito um Sistema Estendido de Chebyshev ou apenas
sistema ET em [a,b], se Z(F) < n.

Definicao 2. [31] Quando Z(F) =n+ k, o conjunto F € chamado um sistema ET com

acurdcia k em |a, b).

Definicao 3. Dizemos que F é um Sistema Estendido Completo de Chebyshev ou um
sistema ECT em um intervalo fechado [a,b] se, e somente se, para qualquer k, 0 < k < n,

[ug, w1, ..., ux] € um sistema ET ("Extended Tchebyshev System”).
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A seguir enunciaremos resultados da Teoria da Chebyshev que serdo utilizados

para a classificacao desejada.

Definig¢ao 4. O Wronskiano do conjunto ordenado [u, . . ., us], de s+ 1 fungoes, é definido

como

Wy(x) = Wi(uo, ..., us)(x) = det(M(uy, ..., us)(x)),

uo () uy ()
.7\4(u07 .. ’us)(x) _ Uy x) Us(l’)
u(()s) (z) ugs) (z)

Teorema 3. [18] F é um sistema ECT em [a,b] se, e somente se, Wy (ug, w1, ..., ug)(t) # 0

em |a,b] para 0 < k < n.

Teorema 4. [18] Seja F = [ug,u, ..., u,| um sistema ECT em um intervalo fechado
la,b]. Entdo, o numero de zeros isolados para todo elemento de Span(F) ndo ultrapassa n.
Além disso, para cada configuragdo de m < n zeros, contando sua multiplicidade, existe

F e Span(F) com essa configuragio de zeros.

Os préximos resultados, provados em [31], estende o teorema acima quando

alguns Wronskianos possuem zeros.

Teorema 5. [31] Seja F = [ug, u1, ... uy,| um conjunto ordenado de fungoes definidas em
[a,b]. Assuma que todos os Wronskianos Wi(x), i € {0,...,n — 1}, nao possuem zeros em
la,b], exceto W, (z), que tem exatamente um zero em (a,b) e esse zero é simples. Entao,
o nimero de zeros isolados para todo elemento de Span(F) ndo excede n + 1. Além disso,

para qualquer configuragio de m < n + 1 zeros existe F' € Span(F) com essa configuragio

de zeros.
Teorema 6. [31] Seja F = [ug, uy, ..., u,| um conjunto ordenado de fungoes analiticas
em |a,b]. Assuma que todos os v; zeros do Wronskiano W; sio simples para i € {0, ..., n}.

Entao o nimero de zeros isolados para todos elementos de Span(F) nao excede
N4 vy +Vp1+2Wn o+ -+ 1)+ fing+ -+ 3 (3.1)
com p; = min(2v;, v 3+ ... + 1), parai€ {3,...,n— 1}.

Observacao 2. No Teorema 6, assumimos que todos os zeros dos Wronskianos W;,

i €{0,...,n}, sio simples. Essa condi¢io pode ser eliminada da sequinte forma:

Assuma que, para cada i € {0, ... ,n}, Wronskiano W; tem v; zeros contando
a multiplicidade. Entao, o nimero de zeros simples para cada elemento de Span(F) ndo

excede o nimero dado na equagio (3.1).
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n

De fato, se existe um elemento f = Zaiui € Span(F) tal que o nimero de
i=0
zeros simples excede o numero dado na equagdo (3.1), entdo perturbando as fungoes u;,
n

denotada como u;, para i€ {0,...,n}, a fun¢io f. = Z a;u; ainda iria exceder o nimero
i=0
dado na equagao (3.1), porque assumimos que os zeros de f sao simples. Além do mais, essa

perturbacao pode ser escolhida de modo que cada Wronskiano W; do conjunto ordenado de
fungoes [ug,ui, ..., us], para i€ {0,...,n}, tem menos ou exatamente v; zeros, todos eles

simples. Isso contradiz o Teorema 6.

3.1 Novas familias de Sistemas ET com acuracia

Considere as seguintes familias de fun¢des ordenadas:

]:f [ulfa ulf27 ui]v
Fy = [ulf?, ulf5a Ulga us),
Fy = [y, uf, ug, ujg, vy,
]:f [ulj,ug,ulg,ug,u%,ul{?] (3'2)
F§ = [uf, uf, uf, ug, uiy, ug, ugy, ufy],
Fo = [uf, uf, ug, ug, us, ujg, ui],
-7:7 = [u’fg,u’fg,ugo,ugl,ugz,u’§3,u§4)‘]
sendo k € Z,, A€ R, e as funcdes u¥, ..., uby, uby definidas em (0, 00) como
ui(z) =1, us(z) =,
ug(z) = ™72, uj(z) = ™,
us(x) = ub(z) = 242,
uf(z) = 2, b (z) = 41,
ug(z) = 272, k() = 2%,
ufy (z) = 2, uly(z) = o(1 + '),
uly(2) = 2™ + 22, uby(2) =z + (2k + 1)+
() = (2% + 2?) tg ! (a1) | uby(z) = (a2 +1) 2k + 1)
ub (z) = (:U4k’2 1) (2/m:4k*1 + 95) tg " (z™71), uig(z) = 'k ((2k + 1)2* + 1)3,
uby(z) = —z'/* ((2k+1) o 4 :13) : uby () = — kT3 ((2k + a? + 1)2,
ub (z) = zort "((2k + 12 + 1) uby(z) =zt "2k + 1) + 1)3,
uby(z) = (2 + 1):U2k ((2k + 1)2* + 1) ,

us (x) = 2®A3(2k + 1) + 27 (3 (8K% + 6k + 1) A2 + 1) + Ao (—4k%N\? — 2k (A2 — 3) + 3)
+1+ (2k + 1) (A2® (457 + )N 4+ k (4N° — 6) + 3) + 2 (3N + k (6)° + 2))).

Nesta secao, vamos enunciar e provar os resultados usados para classificar essas

familias. Tal classificacao pode ser observada na tabela 3.
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Sistema Familias Z
Fs 3
ECT Fs 4
Fr 5
Fik=1 7
Frk>=1 3
ET com acuracia 1 Fhk>2 6
Fok=2 4
Fok=2 7
ET com acuracia ac, 2 < ac < 4 ]-"71”\ 8 < Z(]—}LA) <10
ET com acuracia ac, 3 < ac < 8 }";M 9 < Z(]-}l”\) < 14

Tabela 3 — Sistemas de Chebyshev

Proposicdo 4. Os conjuntos de fungoes Fy, Fs, Fi, ¢ J-“§, para k =1 sao sistemas ECT

em [a,b], para qualquer 0 < a < b.

Demonstracao. Pelo Teorema 3 ¢ suficiente mostrar que os Wronskianos definidos pelos
conjuntos Fy, F3, Fi e F¥ k=1, ndo possuem zeros em (0, 00), o que implica que cada

um desses conjuntos é um sistema ECT.

Segundo a Definicdo 4, os Wronskianos da familia F, sio dados por

= 22+t
= 2 (x4 +x2),

)

) 9
) 4x
)

W(] ($
W1 (m
W2 (I
W3

(x

St a2’
3227

(2 + 2%)?’
e note que Wy(z) > 0, Wi(x) > 0, Wa(z) < 0 e W3(z) > 0 em (0,0), logo estes nao

possuem zeros em (0, c0).

Os Wroskianos de F; sdo dados por

W()(l’) = 1,

Wl ([E) = va

Wy(z) = 1622,

Wi(z) = 48x(1 —32% + 102%),
153623(9 + 222

(14222 7’
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e observe que Wy(z) > 0, Wi(x) > 0, Wa(x) > 0 e Wy(x) > 0 em (0, 00). Além disso, sendo
Dis(1 — 3z + 10z*) < 0, temos que W3(z) > 0 em (0, 0). Portanto, W;(x) ndo possue

zeros em (0,00) para ¢ =0,--- 4.
Os Wronskianos da familia F; sdo dados por

4

Wo(z) = a7,

Wi(z) = 62",

Wy(z) = —482'7,

Wi(z) = 30722,

Wi(z) = 27648z" (9242'* — 252° + 15) ,

Wile) — ATTT57442%* (246428 + 42156212 + 397525 + 3325)

(26 + 1)4

que, observe que Wy(z) > 0, Wi(z) > 0, Wa(x) < 0 e Wi(x) > 0 em (0,0). Além disso,
sendo Dis(9242' — 252° + 15) < 0 e Dis(24642'® + 421562 + 39752° + 3325) < 0, temos
que Wy(z) > 0 e Ws(z) > 0 em (0, 00). Portanto, W;(x) ndo possue zeros em (0, o0) para
i=0,-- 5.

Os Wronskianos da familia ' sdo

Wo(z) = 1,

Wi(r) = 2ka®

Wa(x) 16k% 2553,

Ws(x) 16k (8k2 + 6k + 1) 2105,

Wi(z) = T68k°(2k —1) (8k* + 6k + 1) 2",

Ws(z) = —1536k7 (1 — 4]{;2)2 (16]<:2 _ 1) 1313

Wo(z) = —12288K°(2k + 1)*(4k — 1)(6k + 1) (—8k> + 2k + 1) 22518,
Wo(z) = —589824k™2(2k + 1)*(4k — 1)(6k + 1) (8K + 2k + 1) 221D

(48K® — 44k* + 12k — 1 + (2k + 1)*(4k + 1)(6k + 1)(8k + 1)2®) .

Note que Wy(x) > 0,Wy(z) > 0,Ws(z) > 0 para k € Z,. e x € (0,00). Uma vez que
os coeficientes da varidvel x dos wronskianos Ws(z) e Wy(z) sdo positivos para k € Z,,
temos que Wj(z) > 0, Wy(x) > 0. Da mesma forma, sendo os coeficientes da variavel x
dos wronskianos Ws(x) e Ws(x) negativos para k € Z ., temos que Ws(x) < 0, Ws(z) < 0.
Observe que por 48k* — 44k* + 12k — 1 > 0 para k € Z,, Wy(x) possui zero em (0, 0).

Isso finaliza a prova da Proposicao 4. O]

Proposicao 5. Os conjuntos de funcoes ]-"f, para k =1, .7-"2’“, para k =2, FY, para k > 2,

e F& sio sistemas ET com acurdcia 1 em [a,b], para qualquer 0 < a < b.

Demonstragio. Para cada conjunto Fr, para k > 1, F¥, k > 2, e F¥, ]:é‘:, para k > 2,

mostraremos que todos seus Wronskianos nao possuem zeros em (0, o0), exceto o ultimo
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que tem exatamente um zero simples em (0, 00). Entao, pelo Teorema 5, teremos que cada

um desses conjuntos é um sistema ET com acuracia 1.

Os Wronskianos da familia F¥ sio dados por

W()(.T) = 1,
Wi(z) = (4k+ 1Da*™ +1,
Wo(z) = 2ka®FD(—(1 + 6k + 8k*)z* + 2k — 1).

Note para k € Z,., os Wronskianos Wy(x) e Wi (z) ndo possuem zeros em R e Wy(z) tem

exatamente um zero positivo, que é simples.

Os Wronskianos da familia Fy sio dados por

Wolz) = 2* + 2",
Wi(z) = (2k— 1)(a®2 + 2%),

4(2]{3 _ 1)3$8k+1

Wy(z) = - 22 1 ik ’
W 16k (2k — 1)32%3 ((k — 1)(4k — 1)a**=2 + 1 — 3k)
3(.1') = - ($4]€72 + 1)2 ‘

Novamente, observe que, para k € Z, tal que k > 2, os Wronskianos Wy(z), Wi (x), Wa(x)

sdo positivos para x € (0,0) e W3(x) tem um tnico zero positivo, que é simples.

Os Wronskianos da familia FF, para k > 2, sio dados por

Wo(z) = 2%,

Wi(z) = (4k —2)22,

Wy(z) = —8(k—1)k(2k — 1)a'*T7,

Wi(z) = 128(k — 1)k*(2k — 1)a' 412,

Wy(z) = 128(k — 1)k*(2k — 1)39514]6715130,1@ ($4k72) 7

6 3,.24k—16

i - SO

com
Pox() = Ok(4k = 1)(6k — 1)2° — (2K + 1)’z + 3(2k(4k — 9) +9),

e

Pip(r) = —4(k — 1)k(2k — 5)(3k — 2)(4k — 1)(6k — 1)2*
+4(k(k(k(4k(9k (8K + 3) — 281) + 949) — 249) + 20) — 1)2”
+(3k — 1)(4k(k(4k(36k — 89) + 185) + 5) — 29)x
+(2k — 3)(3k — 1)(4k — 3)(4k — 1)(10k — 1).
Note que os Wronskianos W;(z) # 0 para i = 0,1, 2,3 nao possuem zeros em (0, 0). Em
seguida, devemos mostrar que Wy(z) > 0 em (0,00) e W5(x) tem um zero positivo, que é

simples. Para isso, calculamos o discriminante de Py e P ;, obtemos

Dis(Pyy) = —13824k° + 36880k* — 29056k + 7800k* — 640k + 1,
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e

Dis(Prx) = —16(2k —1)°(3k — 1) (576k° — 720k" + 380k* — 212k” + 183k — 89k + 17)
(41 — 12428k — 51458k” + 3664611k> — 32461588k + 126891032k —
257528192k° + 276914736k" — 143578944k° + 22830336k" + 3317760k™) .

Para k > 2, Dis(Py ), Dis(Py ;) < 0. Uma vez que Fp(z) é um polindémio de grau 2, este
nao admite zeros reais. E sendo P ;(x) um polinémio de grau 3 e possuir discriminante
negativo, este tem no méximo um zero real, contando multiplicidade. Consequentemente,
Wy(x) nao possui zeros em R e Wi(z) tem no maximo um zero positivo, que é simples se

existir. Agora,

Pii(0) = (=3 + 2k) (=1 + 3k) (=3 + 4k) (=1 + 4k)(—1 + 10k) > 0

lim sgn(Py k(7)) = sgn (40k — 516k* + 2220k — 3808k + 2640k” — 5764°) < 0.

Portanto, Wi5(x) tem exatamente um zero, que é simples.

Os Wronskianos da familia F¢ sio

Wy(z) = 1,

Wi(z) = 4a°

Wy(z) = 240z',

Wa(z) = —115202",

Wy(z) = 147456022,

Ws(z) = 132710402° Py o(z°),

Welx) = — 183458856960951:134,2(9;6) |

(26 + 1)
com
Pyo(z) = 15— 1752 + 1201222

€

Pyo(z) = 8008z + 4603902 — 9937112% + 298002 — 6650.
Nota-se que W;(z) # 0,7 = 0,1, 2, 3,4 para z € (0,00). Uma vez que 0 Dis(P,»), Dis(Pa5) <

0, temos que Wx(z) > 0 e por ser um polindémio de grau 4 e ter discriminante negativo,
Py () tem no maximo dois zeros reais contando multiplicidade. Além disso, P, 2(0) =
—6650 e lim Py5(x) = c0. Portanto, Pyz(x) e, consequentemente, Ws(x) tem exatamente

um zero positivo, que ¢é simples. Isso finaliza a prova da Proposicao 5.

[]

Proposicao 6. Os conjuntos de funcoes .7-"6}“, para k > 2, sio sistemas ET com acurdcia 1

em |a,b|, para qualquer 0 < a < b.
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k kook ook ko k kook ok ok ok ko ok
Demonstragio. Seja G* = [uf, uff, us, ug, ul, uls] e HE 5 = [uf, uf, ug, uf, auf + Buls + ul;]

conjuntos ordenados. Observe que

Span(F¥) = Span(G*) u U Span(H. 5).
a,BeR

A demonstracgao sera feita em duas etapas. Primeiramente, mostraremos que
os Wronskianos definidos por ]-"é“ nao possuem zeros exceto o ultimo, que tem dois zeros
simples. Aplicando os Teoremas 5 e 6, temos que 7 < Z(F?) < 8. Em seguida, provaremos
que G* é um sistema ECT, e do Teorema 4, temos Z(G*) = 5, e que os Wronskianos
definidos por H* o5 N80 possuem zeros, exceto o ltimo que tem no mdximo 3 zeros, contando
a multiplicidade. Entao, dos Teoremas 5, 6 e a Observagao 2, temos que 4 < (7—[&75) <.

Portanto, concluimos que Z(Fy) = 7.

Os Wronskianos da familia F sio dados por

() = 1,
(z) = 2ka2h1,

() = 8k(k(6k—5)+ 1)z®,

() = —64(1 —2k)*(k — 1)k*(3k — 1)x'2+=10,
() = 2048K'(3k — 1) (2K* — 3k + 1) 2116,
(z) = 2048(1 — 2k)*(k — 1)%K*(3k — 1) R, (2*72) |
() 262144(k — 1)2k*(2k — 1)7(3k — 1)224F =20 P, , (244~2)

(% + 22)°

X

X

SSESFEF

X

)

Cco1m

Pyy(7) = 6k(4k — 1)(6k — 1)(8k — 3)2® — (4k — 1)(2k + 1)*x + 3(2k(4k — 9) + 9)

Py(x) = 4(k — 1)*k(2k — 5)(3k — 2)(4k — 1)(6k — 1)(8k — 3)z*
—(3k — 2)(4k — 1) (k(4k(k(4k(2k(78k — 179) + 235) — 89) — 59) + 35) — 1)z
+(3k — 2)(k(4k(2k (10K (k(4k (48K — 61) + 177) — 183) + 1017) — 465) + 201) — 19)2
—4(3k — 1)(5k — 2)(2k(k(4k(k(4k —19) + 44) — 75) — 19) + 13)z
+(2k — 3)(3k — 1)(4k — 3)(4k — 1)(5k — 2)(10k — 1).
Nota-se que W;(x) # 0 para i = 0, 1,2, 3,4. Agora, mostramos que, para k > 2, Ws(z) > 0

em (0,00) e Ws(x) tem dois zeros positivos, que sao simples. Calculando o discriminante

de Pyj e Pyj obtemos
DiS(PQJC) = —(41{3 - 1)A1€,

com

Ay =1+ 1948k — 20744k* + 66464k> — T7296k* + 27584 K",

Dis(Pyy) = —192(2 — 3k)*(1 — 2k)*(3k — 1)(4k — 1)(5k — 2) Bi.Ch,
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com

By = —1917k + 5508k? + 14166k — 161955k + 507294k — 336876k° — 2819520k"
+11872944k% — 24994208k + 32211648k'° — 24318720k + 8294400k + 206,

C, = 1234 + 1406151k — 140801881k* + 1655961863k + 15757275163k*
—454467427122k" + 3991908595280k° — 18758368588312k" 4 52157245218176k>
—84657031448672k" + 65764683807488%' + 13116254256768%
—75206228610816k' 4 66368938080256k" + 1454789099520k

Uma vez que Ay, By, Cr > 0, temos que Dis(Py), Dis(Pyx) < 0. Portanto, P, (x) e,
consequentemente, Ws(x), ndo admite zeros reais. Além disso, por ser um polinémio de
grau 4 e ter discriminante negativo, P, x(x) e, consequentemente, Ws(x) tem no maximo

dois zeros positivos contando multiplicidade. E ainda,

Pui(0) = (2k —3)(3k — 1)(4k — 3)(4k — 1)(5k — 2)(10k — 1),
Pyp(2) = —6 — 3687k + 63459k% — 351684k> + 787140k"* — 528768k"
—478272k° + 738816k7 — 221184k8,

e lim Py (z) = oo. Sendo sgn(Py;(0)) = —sgn(Pyi(2)) = 1, segue que Pyy(z) e, con-
sequentemente, Ws(z) tem exatamente dois zeros positivos, que sdo simples. Portanto,
tomando um intervalo tal que Wg(z) tenha apenas um zero simples, temos pelo Teorema
5 que Z(F¢) = 7. Porém, se considerarmos um intervalo em que Ws(x) tenha dois zeros
simples, temos pelo Teorema 6 que Z(Fy) < 8. Logo, 7 < Z(F¥) < 8.

Sendo os Wronskianos de G* iguais aos seis primeiros Wronskianos de ]-"é“ ,

temos que Z(G") é um sistema ECT e, do Teorema 4, segue que Z(G*) = 5.

Agora, calculando os Wronskianos de fo 5, Obtemos

Wo(z) = z%,

Wi(zr) = (4k —2)a%3

Wy(z) = —8(k—1)k(2k — 12?7,

Wi(z) = 128(k — 1)E*(2k — 1)z 4+~12,

Wi(z) = 128(2k — 1)*(k — 1)K’z 185 (72) QF 4(2),

com

A B aSk(x) + (2k — 1)2?*+98k (z4n=2)
o) = (G (st (3
SF(x) = 16(=1+ k)k(—1 + 3k)z®(2* + 2*%)3,
SE(x) = —3(9 4 2k(—9 +4k)) + (=71 + 4(37 — 15k)k)x

+(=1 + 2k)(61 + 2k(—37 + 92k))a*

+ (=1 + 4k(3 + k(=41 + 96k)))2® + 6k(—1 + 4k)(—1 + 6k)*,
SE(x) = 3(94 2k(—9 +4k)) — (1 + 2k)*x + 6k(—1 + 4k)(—1 + 6k)2>.

+tg ! (x%*l) + 6) ,
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Novamente, temos W;(x) # 0 para i = 0,1, 2, 3. Para analisar os zeros de Wy(z), vamos

analisar os zeros de Qﬁﬂ(x) A derivada de Q¥ 45(z) pode ser escrita como

(Qap)(x) = R (2)S4(x),

com 2 k(. Ak—2
Rz) = —16(k — 1)k(3k — 1)x*¢} (gj )7
(2k — 1)x8Sk (z4—2)
Sk(x) s 4(1 2k)2 10k+4q§(xik—2) |
: (k= Dk(3k — 1) (% + 22)" gf (2%52)
sendo

¢F(r) = 6k(4k — 1)(6k — 1)(8k — 3)x* — (2k + 1)*(4k — 1)x + 3(2k(4k — 9) +9),
¢(x) = 9— 171k + 1052k* — 2692k> + 2816k* — 960k°

+(—29 + 107k + 680k* — 3644k> + 4848Kk* — 1728k")x

+(4 — 80k + 996k* — 3796K" + 4496k* — 432K° — 1152k5)2”

+(—40k + 516k* — 2220k* + 3808k* — 2640k° + 576k%)z*

Observe que, para k > 2, a funcio ¢F(z) é positiva. De fato,
Dis(qF) = —(4k — 1)(1 4 1948k — 20744k> + 66464k> — 77296k* + 27584k°) < 0

e ¢¥(0) > 0. Assim, note que R*(x) ndo possui zeros em (0,0). E considere

H

4k:—2)

(
e

L B 8(1—2k>2$10k 5 ( 4k— 2)q
() = G2 TRk = D+ 2% 2)5(g

¢¥(x) = —27 — 6k(—9 +4k) + (1 + 4k(1 + k))x — 6k(—1 + 4k)(—1 + 6k)2?
i(2) = (=3 +2k)(—1+ 3k) (=3 + 4k)(—1 + 4k)(—2 + 5k)(—1 + 10k)—

4(=1 + 3k) (=2 + 5k)(13 + 2k(—19 + k(=75 + 4k(44 + k(—19 + 4k)))))x
+(38 — 459k + 4323k* — 21852k + 53688k* — 72240k°)x*
+(81520k° — 89280k" + 46080k%)x? + (4 — 162k + 1738k* — 4608k>) x>
+(—17208k* + 114176k — 226240k° + 192384k — 59904k%)2®
+(4(=1 + k)?k(=5 + 2k) (=2 4 3k)(—1 + 4k)(—1 + 6k) (=3 + 8k))z*

Pelo célculo do discriminante de q’§ e ¢%, obtemos

Dis(qh) = 1 — 8k(80 + k(=975 + 2k(1816 + k(—2305 + 864k))))

Dis(¢) = —192(3k — 2)?(2k — 1)'2(3k — 1)(4k — 1)(5k — 2) D} E,
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com

Dy, = 206 — 1917k + 5508k? + 14166k> — 161955k* + 507294k> — 336876k°
—2819520k" + 11872944k% — 24994208k” + 32211648k — 24318720k
+8294400k12,

E, = 1234 + 1406151k — 140801881%% + 1655961863k + 15757275163k"
—454467427122k° 4 3991908595280k° — 18758368588312k" + 52157245218176k°
—84657031448672k" + 65764683807488k™ + 13116254256768%™
—75206228610816k'2 + 66368938080256k' — 30092670877696k
+12225870102528%" — 5928649555968k¢ + 1454789099520k

Assim, por calculos diretos, obtemos Dis(¢5), Dis(¢¥) < 0, para k > 2. Portanto, por ser
um polinémio de grau 2 e ter discriminante negativo, ¢s(x) nao admite zeros reais e ¢t (x),
por ser um polindémio de grau 4 e ter discriminante negativo, tem no maximo dois zeros
positivos contando multiplicidade. Isso implica que o niimero de zeros de (S*)'(z) contando
multiplicidade é no maximo dois. Consequentemente, (Q ;)’(x) tem no maximo trés zeros.

Note que

lim sgn (@) (2)) = lim sgn((@%,)/(2)) = —a.
Para o # 0, segue que (Q% 5)'(z) tem no maximo dois zeros. Portanto, Q% 4 e, consequen-
temente, W, tem no maximo trés zeros positivos. Assim, do Teorema 6 e da Observacao 2,
temos que 4 < Z(Hi,ﬁ) < 7. Para o = 0, segue que Span(?-[ﬁﬁ) < Span(F7). Considerando
a Proposicao 5, temos que Z (7—[];5) < 6. Isso finaliza a prova da Proposicao 6. O

Proposigao 7. Para A € R, Z(]—}l’)‘) < 10 em [a, b, para qualquer 0 < a < b. Além disso,
para A = 2, existe uma funcao em Span(}}m) que tem oito zeros simples em (0, 00).
Demonstracdo. Seja

f(x) = aguis(w) + aruig(x) + asuy(x) + aguz, (x) + asupy () + agugs () + aguyy ()

uma funcao em Span(F;™). A quinta derivada de f(z), f©(z), é escrita como uma

combinacao linear das fungoes do conjunto ordenado
JO = [17 X, 127 .ZU37 (uél)@) (I’), (u%3)(5) (ZL’)] :

Calculando os Wronskianos de Jy, obtemos

Wo(z) = 1,
Wi(z) = 1,
Wy(z) = 2,
Wi(z) = 12,
4 2 2
Wia) = 8505 (9 (429 (85;8;;2) +35) 22 + 55)’
Ws(z) = 162505535(;85’1755 (4092804980552 + 16979438619z"'* + 2324256363z

+5892310712° + 64265157x° + 508833z + 231772° + 1573) .
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Note que todos os Wronskianos acima nao possuem zeros em (0, 00), o que implica que Jy
é um Sistema ECT. Do Teorema 4, f®(z) tem no maximo cinco zeros e, portanto, f(z)

tem no maximo dez zeros. Consequentemente, 2 (]—';C ”\) < 10.

Finalmente, seja f () € Span(F;'*) dado por
f(x) = aguig() + arugg(v) + azug(2) + azuy (v) + asup(2) + asugs(x) +ugy' (x),

com
apg = —29.674872845038724, a; = —88.998921871,

ay = 1.777150602939737, as = —2.0194231196937788 x 1077,
as = 0.5926213398946085, a5 = 3.18899089714221 x 107°.

A funcdo g, definida por g(z) = f(2*), uma funcdo polinomial de grau dezenove no
intervalo (0, o0). Por cdlculos diretos mostramos que g tem oito zeros, que sdo simples
visto que Dis(g) # 0. O

Proposicao 8. Para k > 1 e A e R, Z(}"f’A) < 14 em |a,b], para qualquer 0 < a < b.

Além disso, para A = 1, existe uma fungdo em Span(]—"f’l) que tem nove zeros simples em
(0, 00).

Demonstracao. Seja
f@) = agufs(x) + aruly(z) + aguly(w) + agub, (x) + asuly(w) + aguly(z) + agusy (v)

uma funcio em Span(Fy). Uma vez que (uhy')® = 0 para cada k > 1, f®(z) ¢ escrito

como uma combinacao linear das fungdes do conjunto ordenado
HE = [(ulfs)(g)a (U’fg)(g)a (Ugo)(g)v (ugl)(g)v (U§2)(8)7 (U’2€3)(8)] :

Calculando os Wronskianos de H*, obtemos

Wota) =~ g,

W) 2(k — 1)2(k + 1)(2k _kll)ﬁ(% +1)(3k — 1)zt 18 ),

W) — 6(k — 1)2(k + 1)2(2k — ;)22% +1)2(9K2 — 1) k22 Uk ).

Wa(e) = 81(2k — 1)(2k + 1) (k2 — 11());?5/{3 + 27k? — 2k — 3) xor 2 Uk ).

W) = | 8L(1— 2k)% (2% + k* — 2k 1012);)’;4{18k3 + 27k? — 2k — 3) a3 U ).
Wale) = | 729(1 — 2k)% (2K + k2 — lel_gigzigfs o7k — 2k — 3)27(9) .

com Uy, Uy, Uy, Us, Uy e Us fungoes polinomiais de grau 6, 8, 12, 18, 22 e 30, respectivamente.

Além disso, temos que U;(x), para i = 0, 1,2, 3,4, ndo possuem zeros em (0, 00) e Us(x)
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tem exatamente um zero positivo, que é simples. Do Teorema 5, segue que Z (”Hk) = 6.

Consequentemente, concluimos que Z(Fp?) < 14.

No que segue, devemos provar que existe uma fungao em Span(]—";€ ’1) que tem

nove zeros simples em (0, o0). Portanto, seja f(x;a) € Span(Fy') dado por

f(zia) = (1+2k)(ag —4(1 + k))uby(2) + (=3as + a1 (1 + 2k))(1 + 2k)ub,(x)
—4(1 + k)uby(x) + agul, (z) + (—2a3 + ay (1 + 2k))uby () + aguby(x) + ugjf(a:),

com a = (ag, ai, as, as, as) € R’

Denote gi(z;a) := f(2**;a). Primeiro, provaremos que, para cada inteiro k > 1,
existe 0 > 0, tal que gi(x;a) tem no minimo quatro zeros simples em (0, 2), para cada
a € B(0,0;). Note que gx(x;0) tem no minimo quatro zeros em (0, 2) com multiplicidade

impar, para cada k > 1. De fato,
91(0;0) >0, gx(1/2;0) <0, gr(1;0) =0, g;(1;0) <0, and gx(2;0) > 0.

Isso garante que gi(x;0) tem no minimo quatro zeros em (0,2). Para 2 < k < 30, é
relativamente facil ver que Dis(gx(x;0)) # 0, que implica que os quatros zeros acima sao

simples. Agora, para k > 30, temos que
ge(2;0) = Hy(2®F) + Hy(2®%),

co1m

Hi(z) = (8k®+ 6k +4)2® +2 (12k% + 9k + 2) 2® + (—4k” + 4k + 3) z + 1
+ (16K + 14k + 3) «* + (2k + 1)°2”,
Hy(x) = —8(2k% + 3k + 1) o5 %2 — 4(k + 1)(2k + 1)225** — 4(k + 1)z'/*,

Note que Hi(x) > 0 para x > 0. O Wronskiano de [H;(z), Hy(x)] pode ser escrito como

4(k+1 i1
Wi@) = Db ), com

Psp(z) = —1— (4k=2)k* +k+3)x + 2 (k (24k* + 2k — 9) — 3) 2°
+10(k — 1)(2k + 1) (2k* + k + 1) 2® — 2(2k + 1)(k(12k + 19) + 6)z*
+2(k — 1)(2k + 1)*(5k(2k + 1) + 6)2°
—2(2k + 1)*(k(2k(12k + 7) + 15) + 5)2°
+2(2k +1)° ((2k — 5)k* + 3) 2™ + (k — 1)(2k + 1)°2° — (2k + 1)*(8k + 3)a®.

~— ~— TN

Uma vez que Dis (Pégk)) <0e ng?’k) (x) tem grau seis, concluimos que Pé?;g (x) tem no maximo
lim P} (x) >0, P(-1/2) <0,
P5(3k) (0) >0,¢ Pégk)(l/Q) < 0. Deste modo, Pé?}j (x) tem dois zeros em (—o0,0) e dois zeros

em (0, o0). Portanto, P5(2k) (x) tem no maximo trés zeros em (0, o), contando multiplicidade.

Sendo

quatro zeros, contando multiplicidade. Além disso,

P(0) > 0e lim P(z) >0,

Tr—0
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segue que P5(2k) () tem no maximo dois zeros positivos, contando multiplicidade. Logo,

P; ;.(x) tem no maximo quatro zeros positivos. Além disso,
P57k(0) <0e mlglgo P57k($) > 0.

Assim, Psx(z) tem no maximo trés zeros, contando multiplicidade, em (0, o). Do Teorema
6 e a Observagao 2, temos que gi(x;0) tem no maximo quatro zeros simples em (0, o).

Consequentemente, gi(x;0) tem no minimo quatro zeros simples em (0, 2).

Assim, provamos que, para cada k > 1, gx(z;0) tem no minimo quatro zeros
simples em (0,2). Desde que gi(z;a) depende continuamente de a, para cada k > 1
existe 0, > 0 tal que gi(z;a) tem no minimo quatro zeros simples em (0, 2), para cada
a € B(0,0).

Agora, provamos que, para cada inteiro k > 1, existe a; € B(0,d;) tal que
gr(7;ax) tem cinco zeros simples adicionais em (2,00). Para isso, tomando z = y ' em

(0,00), vemos que
_ 1
l;a) = th(%a)a

com hy(y;a), em torno de y = 0, temos

o1 | 20a(2+K) 4 n

6k+1
1+ 2k oY

hip(y;a) = ag+ Cl2y2k + asy Z/Gk + a1y

+y6k+3 +0 (y6k+4) )

2k +1

Portanto, para cada inteiro k > 1, podemos escolher a € B(0, Jx) a fim de que hy(y; a) tenha
cinco zeros simples positivos em uma vizinhanga de y = 0. Consequentemente, gx(x;a)
tem cinco zeros simples positivos adcionais em uma vizinhanca do infinito. Portanto,

< k1 . .
encontramos uma fung¢ao em F7’° que tem no minimo nove zeros simples. O]
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4 Sistemas diferenciais planares lineares por

partes

Motivado pela segunda parte do 16° Problema de Hilbert, existe um interesse
crescente em estabelecer um limite superior uniforme para o nimero maximo de ciclos
limites que sistemas lineares planares por partes possam ter. Na literatura, pode-se encon-
trar muitos artigos abordando esse problema assumindo que a curva de descontinuidade é
uma reta (ver, por exemplo, [1, 4, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27], e suas refe-
réncias). Nesse caso, ndo é conhecido exemplos com mais de trés ciclos limites. Em [3, 30],
é mostrado que tal limite superior esta estritamente relacionado com a nao linearidade
da curva de descontinuidade. Nessa direcao, sistemas lineares por partes separados em
duas zonas pela curva y = z", com n um inteiro positivo, tém sido abordados (ver, por
exemplo, [2, 20, 28]).

Dado um inteiro positivo n, denote por H(n) o nimero maximo de ciclos limites
que sistemas lineares por partes planares separados em duas zonas pela curva y = z"
podem ter. Aqui, estamos interessados em determinar um limite inferior para H(n). Para

isso, consideramos campos de vetores lineares por partes dados da seguinte forma

k
y+ 6P (x,y)
X(.I,y): 7j=]1€ 3 y_l.n>0’
—z+ Y EQ (x.y)
=1
Z(x,y) = 1 (4.1)
k
y+ P (z,y)
Y(z,y) = =1 , y—a" <0,
=1

sendo n um inteiro positivo, e P e QF funcoes afins dadas por

Pl (x,y) = ao + aur + ayy,
B (v,y) = ao+auz + ayy,
QF (z,y) = boi + bux + byy,

Q; (v,y) = Poi+ Puzr + By,

com aj;, i, bj;, By € R, para i€ {1,...,k} e € {0,1,2}. A curva de descontinuidade do
sistema (4.1) é dada por ¥ = {(z,y) e R* : y = 2"}.
Realizando uma mudanga de coordenadas no sistema (4.1) para coordenadas

polares é possivel escrevé-lo na forma do sistema (1.1) nas condigoes do Teorema 1, podendo
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assim calcular as Fungbes de Melnikov. Aqui, denotamos por my,(n) o niimero maximo de

zeros simples que a primeira Funcao de Melnikov nao nula, M,, pode ter para qualquer

escolha dos pardmetros a;;, aj;, bji, B;; € R, para i e {1,..., ¢} e j € {0,1,2}.
Os valores my(n), para £ € {1, ..., k}, fornecem limites inferiores para H(n), de
fato H(n) = my(n) para cada ¢ € {1,... k}. Em [4] foi realizada uma andlise de ordem

superior do sistema (4.1) assumindo uma reta como a curva de descontinuidade, isto é
n = 1. Foi mostrado que my(1) = ma(1) =1, m3(1) = 2, e my(l) =3 parale {4,...,7}. O
caso de curvas de descontinuidade néo lineares foi inicialmente abordado em [20] por meio
da Teoria da Média. Em particular, foi mostrado que m;(2) = 3. Em [2] foi mostrado que
m1(3) = 3 e ma(3) = 7. Os valores conhecidos na literatura para m,(n), para £ € {1, ..., 6},
sdo resumidos na Tabela 4. Em particular, os trabalhos anteriores forneceram H (1) > 3,
H(2)>=2,eH3)=>T.

Resultados conhecidos para my(n)

Ordem ¢
213[4</<6
112 3

| o] =] =
- |
[
L

Graun
A\VARCMIR SIRE

Tabela 4 — Valores conhecidos na literatura da pesquisa. Em particular, H(1) > 3, H(2) >
2,e H3)=T.

O resultado principal desse capitulo completa a Tabela 4 fornecendo os valores
mye(n), para £ € {1,...,6} e n € N. Em particular, obtemos que H(2) > 4, H(3) > 8,
H(n) =7, paran = 4 par, e H(n) = 9, para n = 5 impar, que melhora todos os resultados

anteriores para n > 2. A contribuicao do Teorema 7 é resumida na Tabela 5.

Teorema 7. Considere o sistema diferencial linear por partes planar (4.1). Parane€ N e

te{l,...,6}, temos os sequintes valores para my(n):
(1) mi(1l) =1, m(2) = 3, my(n) = 3 para n = 3 impar, e my(n) = 4 para n = 4 par;
(17) ma(1) =1, ma(2) =4, ma(n) =7 para n = 3;

(17) ms(1) =2, m3(2) =4, mg(n) =7 paran = 3;

(iv) para €€ {4,5}, my(1) =3, me(2) =4, my(n) =7 para n = 3;

(v) mg(1) =3, me(2) =4, 8 <mg(3) < 10, mg(n) =7 paran =4 par, e 9 < mg(n) < 14

para n =5 impar.
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Consequentemente, H(2) = 4, H(3) = 8, H(n) = 7, para n = 4 par, e H(n) = 9, para

n =5 impar.

Nossa contribuicao

Ordem /
1/2(3/4|5 6
o 1 1111233 3
~ 2 31414144 4
§ 3 377 [7[7][8<ms<10
n=4par |4 |7 |7 |7|7 7
n=5impar |3 |7 |7 |7|7]9<mg<14

Tabela 5 — Nosso resultado principal completa a Tabela 4. Em particular, H(2) > 4,
H(3) =8, H(n) =7, paran > 4 par, e H(n) = 9, para n > 5 {mpar

Demonstracio. A fim de provar o Teorema 7, devemos primeiro calcular as Funcgoes de
Melnikov até ordem seis para o sistema (4.1). Para isso, o Teorema 1 fornece as Fungoes
de Melnikov de ordem superiores para uma classe de sistemas diferenciais com variedade
de descontinuidade nao linear, que generaliza para qualquer ordem os resultados obtidos
em [2]. Alguns resultados recentes sobre Sistemas Estendido de Chebyshev com acuricia

positiva [31] sdo também aplicadas a fim concluir a demonstragdo do Teorema 7.

A fim de aplicar o Teorema 1, primeiro reescrevemos o sistema (4.1) em

coordenadas polares x = r cos(f) and y = rsen(f), da seguinte forma

( e’)T _(0,-1)7 + i G0, ), (4.2)

Cco1m

sendo

Af = cos(0)(ag; + 7(ag + by;)sen(0)) + aygr cos®(0) + sen(6)(bo; + byirsen(d)),

B = r7[—sen(0)(ao; + agirsen(6)) + cos(0)(r(by; — ay;)sen(6) + bo;) + bygr cos?(6)],
Ay = cos(8) (s + r(ag + Bis)sen(d)) + arr cos*(0) + sen(#)(Bo; + Pursen(d)),

By = 77 [—sen(0)(ao; + agrsen(8)) 4 cos(0)(r(By — aii)sen(d) + Bo;) + Bur cos®(6)].
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Assim, tomando § como nova varidvel independente, o sistema (4.2) é escrito como

-

6
DA (r,0)
=1

, se sen(f) —r" ' cos™(0) > 0,

6
—1+ Z€iB;r(7“, 6)

dr =1
a0 4.
v, (4.3)

DA (r,0)

i=1 n— n

c , se sen(f) — " cos" () < 0.
~1+ ) "By (r,0)
L i=1

Portanto, para || # 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.3) e, consequentemente, o

sistema (4.2) torna-se equivalente a

6
Z E'FT(r,0) +O(e"), se sen(d) —r"'cos™(6) > 0,
e | (4.4)
Z e'F7(r,0) + O, se sen(d) —r"tcos™(h) < 0,

i=1

dr
de

com

F(r,0) = —cos(0)(ao + r(az + biy)sen(d)) — ayy7 cos?(0) — sen(6)(boy + borrsen(d)),
Fy (r,0) = —cos(8) (a1 + r(ag + Bir)sen(d)) — aqyr cos?(0) — sen(8)(Bor + Barrsen(6)).

Seja 0;(r) = arctan(r" ') a solucdo da equacio senfl — rcos” ' 0 = 0 em [0, 7/2]. Assim,
parar > 0, senf—r cos™ ' § < 0 se, e somente se, 0 < 6 < 0 (r) ouw—(—1)"0,(r) < § < 2m;

e senf — rcos" 10 > 0 se, e somente se, 01(r) < 0 <7 — (—1)"0,(r).

4.1 Estudo da Funcdo de Melnikov de ordem 1, M (r)

Agora, vamos desenvolver a prova da afirmagao (i) do Teorema 7. De acordo

com (1.7), a funcdo de Melnikov de primeira ordem do sistema (4.4) é dado por

01(r) mT—(=1)"01(r) 2m
M (r) = L Fy(0,r)do + L o F{(6,r)df —i—f o )Ff(@,r)d@. (4.5)

A fim de calcular a expressao exata da fun¢ao de Melnikov (4.5) dividimos em dois casos,

dependendo de n.

411 n=2k+1

Ao calcularmos a fung¢do de Melnikov de ordem 1, obtemos

M(r) = ;(vo cos(01(r)) + rvy + vosen(0(r))),
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com
vo = 4801 — 4bo1,
vy = —m(ay + oq1 + Doy + Bar),
ve = 4(ap; — ap1)-

Note que o vetor de pardmetros (vg, v1,v2) € R? depende dos parametros originais de uma

forma sobrejetiva. Tomando = = 7 cos(6:(r)), segue que

L2kt
2+ 2 =% e sen(fy(r)) =

¢i (x)

2Vt + 17

g1 () = viugy () + voug () + vouy (z),

r

Consequentemente, M;(r) = com

que pertence a Fr, dada em (3.2). Assim, o niimero maximo de zeros positivos da funcio

polinomial ¢¥(z) coincide com my(2k + 1).

Note que ¢’ (x) é um polinémio de grau um, logo o niimero méximo de zeros
simples positivos é 1. Para k > 1, segue da Proposicao 5 que ]-"f ¢ um sistema ET com
acuracia 1 em |[a, b] para qualquer 0 < a < b. Portanto, o niimero méximo de zeros simples
positivos de ¢F(x) é 3 e que existe (vg, v1,v2) € R® para que ¢¥(x) tem exatamente 3 zeros

simples positivos. Logo, m1(1) =1 e my(2k + 1) = 3 para k > 1.

412 n =2k

Temos, para esse caso, que
M (r) = rvg + rvisen(0y(r)) cos(01(r)) + rveby (r) + v3 cos(b1(r)),

com

o m(an + ayg + by + Bor)
0= = )
2

v = ay — g1 — by + Bar,

Vg = ay1 — a1 + by — Par,

U3 = 2(501 - b(n)-
Note que o vetor de parametos (v, v1,vs,v3) € R* depende dos parametros koriginais de
g ()

)
Va? + pin

forma sobrejetiva. De novo, tomando x = r cos(0;(r)), segue que M;(r) = com

g5 (1) = vouis(w) + viug (@) + vaujs(x) + vsuz (@),
que pertence a Span(]-"f), sendo .7-"5 dada em (3.2). Da Proposicao 4, ]-"21 é um sistema ECT
em [a, b] para qualquer 0 < a < b. Assim, o nlimero maximo de zeros simples positivos
de q3(z) é 3 e existe (vo, vy, v2,v3) € R, tal que g3(x) tem exatamente 3 zeros simples
positivos. Portanto, m;(2) = 3. E para k > 2, da Proposicao 5, ]—"f ¢ um sistema ET com
acuracia 1 em [a, b] para qualquer 0 < a < b. Assim, o nimero maximo de zeros simples
positivos de ¢4 (x) é 4 e existe (vg, vy, v2,v3) € R, tal que ¢5(2) tem exatamente 4 zeros

simples positivos. Portanto, m;(2k) = 4 para k > 2.
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4.2 Estudo da Funcdo de Melnikov de ordem ¢, ¢ € {2,...,6},
M(r)

Agora, vamos desenvolver a prova das afirmacoes (ii)-(v) do Teorema 7 para
¢ =2,---,6. Do Teorema 1, os zeros simples da Func¢dao de Melnikov de ordem ¢, M,,

fornece solugoes periédicas do (4.4) sempre que M; = 0, para i = 1,...,/ — 1. Em nosso

problema, pode-se ver que, para cadan € Ne £ € {2,...,6}, existe /—1 conjuntos minimais
de condigoes para os parametros da pertubagao, Ky, ..., K, 4, tal que M;(z) = 0 para
ie{l,...,£—1}. A fim de obter my(n), temos que estudar M, para cada conjunto de

condigbes. Ao assumir as condigoes K';, podemos ver que M, = M;";, com

n _ p?z(x)
W = ey

) [(=2,.. . 6ei=1,.. (-1
) | =2 . 6ei=1,....0—1
)
)

(=2,.. . 5ei=1,....0—1

Tabela 6 — Estrutura das fun¢des de Melnikov de ordem superior.

421 n=2ele{2,... 6}

Assumindo as condig¢oes dos pardmetros da perturbacao, tal que M; = 0 para
ie{l,...,£—1}, a funcdo de Melnikov de ordem ¢ é dado por
1
M, =———P
() (1 + 222)? (),
com
Py(x) = Cyuy(x) + Cruy(w) + Cyug(z) + Ciuge(w) + Chuy(x),

que pertence a Span(F3 ) (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de pardmetros
(C§,...,C%) € R® depende dos coeficientes originais da pertubacdo de forma sobrejetiva. Da
Proposicio 4, F5 é um sistema ECT em [a, b] para qualquer 0 < a < b. Assim, concluimos
que o niimero méximo de zeros simples positivos de Py(z) é 4 e existe (Cp, ..., C5) € R® tal

que Py(x) tem exatamente 4 zeros positivos simples. Portanto, m,(2) = 4 para £ = 2,...,6.

422 n=2kele{2,...,6

Sejan =2k, k>1,ele{2,...,6}. Assumindo as condi¢oes dos parametros

da pertubagao tal que M; = 0 para i€ {1,...,¢ — 1}, a Funcdo de Melnikov de ordem ¢ é
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dada por
1

M) = 5 g2y @ @)

co1m
Qe() = Cgui(2) + Cruj(x) + Cyug(w) + Csug(x) + Ciuz(x) + Ciuig(x) + Cguiz(w),

que pertence a Span(]:é€ ) (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de pardmetros
(C’g . C’é) e R” depende dos coeficientes originais da pertubacio de forma sobrejetiva.
Da Proposicao 5 e 6, Fé’“ ¢ um sistema ET com acurdcia 1 em |a,b] para qualquer
0 < a < b. Logo, concluimos que o nimero méaximo de zeros simples de ng (x) é T e existe
(C§,...,CE) € R, tal que Q}(x) tem exatamente 7 zeros positivos simples. Portanto,
me(2k) =T parak >1el =2 ...6.

423 n=2k+1lele{2,...,5)

Assumindo as condig¢oes dos pardmetros da pertubacao tal que M; = 0 para

ie{l,...,£—1}, a Funcdo de Melnikov de ordem ¢ é dada por

1

Mi@) = G0+ 2mey

Ry (),

com

Rj(z) = Cguf(z) + Ciuj(x) + Couy(x) + Cug(x) + Ciufp(z) + Cui(x) + Cguf, (v)
+Ciuly (),

que pertence a Span(Fz) (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de pardmetros
(C’g yees Cg) e R® depende dos coeficientes originais da pertubacao de forma sobrejetiva. Da
Proposicio 4, F¥ é um sistema ECT em [a, b] para qualquer 0 < a < b. Assim, concluimos
que o niimero méximo de zeros simples positivos do RE(z) é 7 e existe (Cf, ..., %) e RS,

tal que RS(z) tem exatamente 7 zeros. Portanto, my(2k +1) = 7Tparak >0el=1,...,5.

424 Mg(r), paran =2k + 1

Assumindo as condigoes dos parametros da pertubacao tal que M; = 0 para
ie{l,...,5}, a Funcdo de Melnikov de ordem 6 tem duas formas possiveis (ver Tabela 6).
A primeira, tem o numerador um elemento do Span(F7), que, da Proposicao 4, tem no

maximo 7 zeros simples positivos. O segundo é dado por

Lk (ka)

Me(z) = 211 (1 + 2k) k)2’

com

L*(z) = Coufg(x) + Cruly(z) + Couby(x) + Cyuby (x) + Cuuby(z) + Csubs(x) + Coub(z),
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que pertence a Span(]—"f ’A) (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de
parametros (C’g yeees Cg) e R depende dos coeficientes da pertubacio de forma sobrejetiva.
Para k = 1, a Proposicdo 7 fornece que L'(x) tem no méaximo 10 zeros simples positivos
e existe (Cf,...,C%) e R tal que L'(x) tem no minimo 8 zeros simples positivos. Para
k > 1, a Proposicio 8 fornece que LF(z) tem no méximo 14 zeros simples positivos e
existe (C5, ..., C§) € R tal que L* () tem no minimo 9 zeros simples positivos. Portanto,

8 <mg(3) <10 e, para k> 1,9 <mg(2k + 1) < 14.

Consequentemente, concluimos a prova do Teorema 7. O



64

Referencias

Joan C Artés, Jaume Llibre, Joao C Medrado, and Marco A Teixeira. Piecewise linear
differential systems with two real saddles. Mathematics and Computers in Simulation,
95:13-22, 2014. Citado na pagina 56.

Jéfferson L.R. Bastos, Claudio A. Buzzi, Jaume Llibre, and Douglas D. Novaes.
Melnikov analysis in nonsmooth differential systems with nonlinear switching manifold.
Journal of Differential Equations, 267(6):3748 — 3767, 2019. Citado 9 vezes nas
paginas 10, 11, 15, 16, 30, 32, 56, 57 e 58.

Denis De Carvalho Braga and Luis Fernando Mello. More than three limit cycles
in discontinuous piecewise linear differential systems with two zones in the plane.
International Journal of Bifurcation and Chaos, 24(04):1450056, 2014. Citado na
pagina 56.

Claudio Buzzi, Claudio Pessoa, and Joan Torregrosa. Piecewise linear perturbations
of a linear center. Discrete Contin. Dyn. Syst., 33(9):3915-3936, 2013. Citado 2

vezes nas paginas 56 e 5H7.

C. Li C. Christopher. Limit Cycles of Differential Equations, Advanced Courses in
Mathematics. CRM Barcelona. Birkhauser Verlag, Basel, 2007. Citado na pagina 42.

Murilo R. Candido, Jaume Llibre, and Douglas D. Novaes. Persistence of periodic solu-
tions for higher order perturbed differential systems via Lyapunov-Schmidt reduction.

Nonlinearity, 30(9):3560-3586, 2017. Citado na pagina 10.

Kamila da S. Andrade, Oscar A. R. Cespedes, and Dayane R. Cruz e Douglas
D. Novaes. Higher order Melnikov analysis for planar piecewise linear vector fields
with nonlinear switching curve. Journal of Differential Equations, 287:1-36, 2021.
Citado na pagina 10.

Denis de Carvalho Braga and Luis Fernando Mello. Limit cycles in a family of discon-
tinuous piecewise linear differential systems with two zones in the plane. Nonlinear
Dynamics, 73(3):1283-1288, 2013. Citado na pagina 56.

Aleksei Fedorovich Filippov. Differential equations with discontinuous righthand sides,
volume 18. of Mathematics and its Applications (Soviet Series). Kluwer Academic
Publishers Group, Dordrecht. Translated from the Russian, 1988. Citado 2 vezes nas
paginas 10 e 17.



Referéncias 65

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[16]

[17]

18]

[19]

[21]

Emilio Freire, Enrique Ponce, and Francisco Torres. Canonical discontinuous planar
piecewise linear systems. SIAM Journal on Applied Dynamical Systems, 11(1):181-211,
2012. Citado na pagina 56.

Emilio Freire, Enrique Ponce, and Francisco Torres. The discontinuous matching
of two planar linear foci can have three nested crossing limit cycles. Publicacions

matematiques, pages 221-253, 2014. Citado na pagina 56.

Fotios Giannakopoulos and Karin Pliete. Planar systems of piecewise linear differential
equations with a line of discontinuity. Nonlinearity, 14(6):1611, 2001. Citado na
pagina 56.

Maoan Han and Weinian Zhang. On hopf bifurcation in non-smooth planar systems.
Journal of Differential Equations, 248(9):2399-2416, 2010. Citado na péagina 56.

Song-Mei Huan and Xiao-Song Yang. Existence of limit cycles in general planar
piecewise linear systems of saddle—saddle dynamics. Nonlinear Analysis: Theory,
Methods & Applications, 92:82-95, 2013. Citado na pagina 56.

Song-Mei Huan and Xiao-Song Yang. On the number of limit cycles in general planar
piecewise linear systems of node—node types. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 411(1):340-353, 2014. Citado na péagina 56.

Jackson Itikawa, Jaume Llibre, and Douglas D. Novaes. A new result on averaging
theory for a class of discontinuous planar differential systems with applications. Reuv.
Mat. Iberoam., 33(4):1247-1265, 2017. Citado 2 vezes nas paginas 10 e 30.

R. A. Zalik J. M. Carnicer, J. M. Pena. Strictly totally positive systems. Journal of
Approximation Theory, 92:411-441, 1998. Citado na pagina 42.

S Karlin and WJ Studden. Tchebycheff Systems: With Applications in Analysis and
Statistics. Interscience, New York, 1966. Citado 2 vezes nas paginas 42 e 43.

Liping Li. Three crossing limit cycles in planar piecewise linear systems with
saddle-focus type. Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations,
2014(70):1-14, 2014. Citado na pagina 56.

Jaume Llibre, Ana C. Mereu, and Douglas D. Novaes. Averaging theory for disconti-
nuous piecewise differential systems. Journal of Differential Equations, 258(11):4007—
4032, 2015. Citado 6 vezes nas paginas 10, 11, 30, 32, 56 e 57.

Jaume Llibre, Douglas D. Novaes, and Camila A. B. Rodrigues. Averaging theory at
any order for computing limit cycles of discontinuous piecewise differential systems
with many zones. Phys. D, 353/354:1-10, 2017. Citado 3 vezes nas péaginas 10, 11
e 30.



Referéncias 66

[22]

[23]

[25]

[20]

[28]

[29]

[30]

[31]

32]

Jaume Llibre, Douglas D. Novaes, and Marco A. Teixeira. Higher order averaging
theory for finding periodic solutions via Brouwer degree. Nonlinearity, 27(3):563-583,
2014. Citado na pagina 10.

Jaume Llibre, Douglas D Novaes, and Marco A Teixeira. Limit cycles bifurcating
from the periodic orbits of a discontinuous piecewise linear differentiable center with
two zones. International Journal of Bifurcation and Chaos, 25(11):1550144, 2015.
Citado na péagina 56.

Jaume Llibre, Douglas D. Novaes, and Marco A. Teixeira. Maximum number of limit
cycles for certain piecewise linear dynamical systems. Nonlinear Dynam., 82(3):1159—
1175, 2015. Citado na pagina 56.

Jaume Llibre, Douglas D. Novaes, and Marco A. Teixeira. On the birth of limit cycles
for non-smooth dynamical systems. Bull. Sci. Math., 139(3):229-244, 2015. Citado 3

vezes nas paginas 10, 11 e 30.

Jaume Llibre and Enrique Ponce. Three nested limit cycles in discontinuous piecewise
linear differential systems with two zones. Dyn. Contin. Discrete Impuls. Syst. Ser.
B Appl. Algorithms, 19(3):325-335, 2012. Citado na pagina 56.

Jaume Llibre, Marco Antonio Teixeira, and Joan Torregrosa. Lower bounds for the
maximum number of limit cycles of discontinuous piecewise linear differential systems
with a straight line of separation. International Journal of Bifurcation and Chaos,
23(04):1350066, 2013. Citado na pagina 56.

Jaume Llibre and Xiang Zhang. Limit cycles for discontinuous planar piecewise
linear differential systems separated by an algebraic curve. International Journal of
Bifurcation and Chaos, 29(02):1950017, 2019. Citado na pagina 56.

P. Mardési¢. Chebyshev systems and the versal unfolding of the cusps of order n,

travaux en cours [works in progress|. Hermann, 57, 1998. Citado na pagina 42.

Douglas D Novaes and Enrique Ponce. A simple solution to the braga—mello conjecture.
International Journal of Bifurcation and Chaos, 25(01):1550009, 2015. Citado na
pagina 56.

Douglas D. Novaes and Joan Torregrosa. On extended chebyshev systems with positive
accuracy. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 448(1):171 — 186, 2017.
Citado 3 vezes nas paginas 42, 43 e 58.

R. Roussarie. Bifurcation of planar vector fields and Hilbert’s sixteenth problem.
Progress in Mathematics, 164, 1998. Citado na pagina 42.



Referéncias 67

[33] Jan A Sanders, Ferdinand Verhulst, and James A Murdock. Averaging methods in

nonlinear dynamical systems, volume 59. Springer, 2007. Citado na pagina 10.

[34] S. Yakovenko. Quantitative theory of ordinary differential equations and the tangential
Hilbert 16th problem. On Finiteness in Differential Equations and Diophantine
Geometry, 24:41-109, 2005. Citado na pagina 42.



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Teoria de Melnikov de ordem superior
	Resultados preliminares
	Prova do Teorema 1

	Funções de Melnikov e Promediadas
	Resultados preliminares
	Prova do Teorema 2
	Demonstração da Proposição 2

	Sistemas Estendidos de Chebyshev com acurácia
	Novas famílias de Sistemas ET com acurácia

	Sistemas diferenciais lineares por partes planares
	Estudo da Função de Melnikov de ordem 1, M1(r)
	n=2k+1
	n=2k

	Estudo da Função de Melnikov de ordem , {2,…,6}, M(r)
	n=2 e {2,…,6}
	n=2k e {2,…,6}
	n=2k+1 e {2,…,5}
	M6(r), para n=2k+1


	Referências

