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Resumo
Nesta tese, temos como objeto de estudo principal uma classe de sistemas diferenciais
descontínuos com variedade de descontinuidade não-linear. Estamos interessados em
determinar condições que garantam a existência de soluções periódicas para tais sistemas.
Para isso, desenvolvemos a Teoria de Melnikov de ordem arbitrária para uma classe de
sistemas descontínuos com variedade de descontinuidade não-linear. Além disso, realizamos
uma comparação dessa teoria com a Teoria da Média. A recém-desenvolvida teoria de
Melnikov é então aplicada para estudar o número de ciclos limite bifurcando de um
centro em uma classe de sistemas perturbativos lineares por partes com uma curva de
descontinuidade algébrica. Tal problema é reduzido ao estudo do número de zeros em
combinações lineares de funções tomadas em um conjunto ordenado de funções. Este
último problema pode ser atacado por meio da Teoria de Chebyshev. Assim, novas famílias
de funções ordenadas são classificadas como sistemas-ECT ou sistemas-ET com acurácia.
Como consequência, limites inferiores foram obtidos para o número máximo de ciclos
limite bifurcando na família estudada de sistemas lineares por partes com uma curva de
descontinuidade algébrica.

Palavras-chave: Campos vetoriais descontínuos, Sistemas de Filippov, Órbitas Periódicas,
Ciclos Limite, Teoria de Chebyshev, Teoria de Melnikov, Teoria da Média.



Abstract
In this thesis, we are mainly concerned with discontinuous differential systems with non-
linear switching manifold. We are interested in determining conditions that guarantee the
existence of periodic solutions for such systems. For this, we developed the Melnikov Theory
of arbitrary order for a class of discontinuous systems with non-linear switching manifold. A
comparison with the Averaging Theory is performed. The newly developed Melnikov theory
is then applied to study the number of limit cycles bifurcating from a center in a class of
perturbed piecewise linear systems with an algebraic curve of discontinuity. As usual, such
a problem is reduced to the study of the number of zeros of linear combinations of functions
taken in an ordered set of functions. This equivalent problem can be attacked by means
of Chebyshev Theory. New families of ordered functions are classified as ECT-system or
ET-systems with accuracy. Accordingly, lower bounds were obtained for the maximum
number of limit cycles bifurcating in the considered family of piecewise linear systems
with an algebraic curve of discontinuity.

Keywords: Discontinuous vector fields, Filippov Systems, Periodic Orbits, Limit Cycles,
Chebyshev Theory, Melnikov Theory, Averaging Theory.
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Introdução

Os principais resultados apresentados nesta tese foram publicados em [7] e
são essencialmente sobre a classe de sistemas diferenciais descontínuos com variedade de
descontinuidade não-linear, dados a seguir: Considere

9x �
ķ

i�1
εiFipt, xq � εk�1Rpt, x, εq, (1)

com

Fipt, xq �

$''''&''''%
F 0
i pt, xq, 0 ¤ t ¤ θ1pxq,
F 1
i pt, xq, θ1pxq ¤ t ¤ θ2pxq,

...
FN
i pt, xq, θNpxq ¤ t ¤ T,

e

Rpt, x, εq �

$''''&''''%
R0pt, x, εq, 0 ¤ t ¤ θ1pxq,
R1pt, x, εq, θ1pxq ¤ t ¤ θ2pxq,

...
RNpt, x, εq, θNpxq ¤ t ¤ T,

sendo S1 � R{T , D � Rd um aberto, F j
i : S1�D Ñ Rd, Rj : S1�D�p�ε0, ε0q Ñ Rd, para

i � 1, . . . , k e j � 0, . . . , N , funções de classe Cr, r ¥ k � 1, e T�periódicas na variável t.
Temos que a variedade de descontinuidade desse sistema é dada por Σ � tpθjpxq, xq; x P
D, j � 0, 1, . . . , Nu.

As soluções desses sistemas são estabelecidas pela Convenção de Filippov [9],
a saber, as soluções para θjpxq ¤ t ¤ θj�1pxq cruzam a variedade de descontinuidade
transversalmente, para ε suficientemente pequeno, e se concatenam. Aqui, estamos inte-
ressados na existência de soluções T -periódicas. A Teoria de Melnikov é uma ferramenta
clássica para atacar problemas sobre a determinação de existência de tais soluções. Aqui,
generalizamos o resultado de [2] sobre Funções de Melnikov de ordem 1 e 2 para ordem
arbitrária.

O resultado principal do Capítulo 1 fornece hipóteses de modo que garantem
que os zeros simples das Funções de Melnikov estejam em relação injetiva com as solu-
ções T -periódicas, xpt, εq, isoladas do sistema (1), satisfazendo xp0, εq � x. Além disso,
determinaremos uma expressão recursiva para a Função de Melnikov de ordem i.

Uma outra ferramenta clássica para atacar problemas que envolvem a determi-
nação de soluções periódicas é a Teoria da Média (ver [22, 6, 33]), que foi recentemente
desenvolvida para sistemas diferenciais não suaves (ver [16, 20, 21, 25]). Contudo, nos
trabalhos anteriores, algumas condições fortes são assumidas nos conjuntos de descontinui-
dade ao lidar com perturbações de ordem superior. Para sistemas do tipo (1), assumindo
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que as funções θj , j � 1, ..., N , são constantes, tal teoria foi desenvolvida para uma ordem
qualquer em [21]. Nesse caso, foi mostrado que as Funções de Melnikov coincidem com
as Funções Promediadas para sistemas suaves (ver [25]). Porém, em [20] foi observado
que as Funções Promediadas de ordem igual ou maior que dois nem sempre controlam a
bifurcação de soluções periódicas para sistemas diferenciais não suaves. Em [2] constatou-
se que a Função de Melnikov de segunda ordem para sistema do tipo (1) é dada pela
Função Promediada de ordem dois somado a um incremento que depende do salto de
descontinuidade e da geometria da variedade de descontinuidade. O resultado principal
do Capítulo 2 nos dá a expressão das Funções de Melnikov como a soma das Funções
Promediadas e um incremento, recursivamente. Com isso foi possível verificar que assim
como ocorre para Função de Melnikov de ordem 2, mostrado em [2], o incremento da
Função de Melnikov para qualquer ordem depende apenas no salto de descontinuidade e
da geometria da variedade de descontinuidade.

Uma vez que podemos determinar soluções periódicas do sistema (1) ao indicar
o número de zeros simples da sua Função de Melnikov, o estudo de ferramentas para
determinar quantidade de zeros simples de funções se faz necessário. A Teoria de Chebyshev
é uma ferramenta clássica para atacar esse tipo de problema. No Capítulo 3, aplicamos
a Teoria de Chebyshev para classificar algumas famílias a fim de derterminar o número
máximo de zeros simples que estas possuem, isso será de extrema importância para o
capítulo seguinte.

No Capítulo 4, motivados pela segunda parte do 16� Problema de Hilbert,
seguimos o interesse crescente em estabelecer um limite superior uniforme para o número
máximo de ciclos limites que sistemas lineares planares por partes possam ter. Para isso
aplicaremos a Teoria de Melnikov desenvolvida no Capítulo 1 a fim de determinar uma
cota inferior para o número máximo de ciclos limites que o seguinte sistema diferencial
linear por partes possui:

Zpx, yq �

$'''''''''''''''&'''''''''''''''%

Xpx, yq �

�����
y �

ķ

i�1
εiP�

i px, yq

�x�
ķ

i�1
εiQ�

i px, yq

����
, y � xn ¡ 0,

Y px, yq �

�����
y �

ķ

i�1
εiP�

i px, yq

�x�
ķ

i�1
εiQ�

i px, yq

����
, y � xn   0,

(2)
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sendo n um inteiro positivo, e P�
i e Q�

i funções afins dadas por

P�
i px, yq � a0i � a1ix� a2iy,

P�
i px, yq � α0i � α1ix� α2iy,

Q�
i px, yq � b0i � b1ix� b2iy,

Q�
i px, yq � β0i � β1ix� β2iy,

com aji, αji, bji, βji P R, para i P t1, . . . , ku e j P t0, 1, 2u. A curva de descontinuidade do
sistema (4.1) é dada por Σ � tpx, yq P R2 : y � xnu.

Consideramos o campo de vetores linear por partes (2) e, uma vez dado um
inteiro positivo n, denotamos Hpnq o número máximo de ciclos limites que sistemas
lineares por partes planares separados em duas zonas pela curva y � xn podem ter. Aqui,
determinamos um limite inferior para Hpnq.

Usualmente, soluções periódicas de sistemas são estudadas por meio dos mapas
de Poincaré. Uma vez que o sistema (4.1) é dado como uma pertubação de ordem k do
centro linear, px1, y1q � py,�xq, é fácil ver que, para |ε| suficientemente pequeno, um
mapa de Poincaré πε pode ser definido na seção S � tpx, yq : x ¡ 0, y � 0u, que é
parametrizada por x. Além disso, para |ε| suficientemente pequeno, px; εq ÞÑ πεpxq é suave
(pois é composição de funções suaves), assim, podemos calcular a expansão em série de
Taylor de πε em torno de ε � 0 como

πεpxq � x�
ķ

i�1
εiMipxq �Opεk�1q.

Para cada i P t1, . . . , ku, a função Mi é chamada Função de Melnikov de ordem i. Denote
M0 � 0 e seja M`, para algum ` P t1, 2, . . . , ku, a primeira função de Melnikov não nula,
isto é Mi � 0 para i P t0, . . . , ` � 1u e M` � 0. Uma vez que as soluções periódicas do
sistema (2) estão em relação biunívoca com os pontos fixos do mapa de Poincaré, πε,
pode-se facilmente obter como uma simples consequência do Teorema da Função Implícita
que os zeros simples de M` correspondem a ciclos limites de (2). Assim, denotamos por
m`pnq o número máximo de zeros simples que a primeira função de Melnikov não nula,
M`, pode ter para qualquer escolha dos parâmetros aji, αji, bji, βji P R, para i P t1, . . . , `u
e j P t0, 1, 2u.

Os valores m`pnq, para ` P t1, . . . , ku, fornecem limites inferiores para Hpnq:
Hpnq ¥ m`pnq para cada ` P t1, . . . , ku. Os valores conhecidos na literatura para m`pnq,
` P t1, . . . , 6u, podem ser vistos na Tabela 1.
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Resultados conhecidos para m`pnq
Ordem `

1 2 3 4 ¤ ` ¤ 6

G
ra
u
n

1 1 1 2 3
2 2 – – –
3 3 7 – –

n ¥ 3 – – – –

Tabela 1 – Valores conhecidos na literatura. Em particular, Hp1q ¥ 3, Hp2q ¥ 2, e
Hp3q ¥ 7.

O resultado principal do Capítulo 4 completa a Tabela 1 fornecendo os valores
m`pnq, para ` P t1, . . . , 6u e n P N. Em particular, obtemos que Hp2q ¥ 4, Hp3q ¥ 8,
Hpnq ¥ 7, para n ¥ 4 par, e Hpnq ¥ 9, para n ¥ 5 ímpar, que melhora todos os resultados
anteriores para n ¥ 2. A nossa contribuição é resumida na Tabela 2.

Nossa contribuição
Ordem `

1 2 3 4 5 6

G
ra
u
n

1 1 1 2 3 3 3
2 3 4 4 4 4 4
3 3 7 7 7 7 8 ¤ m6 ¤ 10

n ¥ 4 par 4 7 7 7 7 7
n ¥ 5 ímpar 3 7 7 7 7 9 ¤ m6 ¤ 14

Tabela 2 – Nosso resultado principal completa a Tabela 1. Em particular, Hp2q ¥ 4,
Hp3q ¥ 8, Hpnq ¥ 7, para n ¥ 4 par, e Hpnq ¥ 9, para n ¥ 5 ímpar.

O nosso estudo da Função de Melnikov de ordem 6 considerando a curva de
descontinuidade com grau ímpar maior que três, como pode ser visto na tabela 2, nos
forneceu uma cota inferior e uma superior param6. Tal fato ocorreu, pois o teorema aplicado
nos dá apenas uma cota superior e a conta inferior foi estabelecida com a apresentação de
um exemplo.
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1 Teoria de Melnikov de ordem superior

Neste capítulo estabelecemos as Funções de Melnikov de ordem n, com n P N,
para a seguinte classe de sistemas descontínuos suave por partes: Sejam D � Rd um
subconjunto aberto e S1 � R{T para algum T ¡ 0. Para k inteiro positivo, considere as
funções Ck�1, θj : D Ñ S1, j � 1, . . . , N , tal que θ0pxq � 0   θ1pxq   � � �   θNpxq   T �
θN�1pxq, para todo x P D. Defina o seguinte sistema diferenciável suave por partes:

9x �
ķ

i�1
εiFipt, xq � εk�1Rpt, x, εq, (1.1)

com

Fipt, xq �

$''''&''''%
F 0
i pt, xq, 0 ¤ t ¤ θ1pxq,
F 1
i pt, xq, θ1pxq ¤ t ¤ θ2pxq,

...
FN
i pt, xq, θNpxq ¤ t ¤ T,

e

Rpt, x, εq �

$''''&''''%
R0pt, x, εq, 0 ¤ t ¤ θ1pxq,
R1pt, x, εq, θ1pxq ¤ t ¤ θ2pxq,

...
RNpt, x, εq, θNpxq ¤ t ¤ T,

sendo F j
i : S1 �D Ñ Rd, Rj : S1 �D � p�ε0, ε0q Ñ Rd, para i � 1, . . . , k e j � 0, . . . , N

funções classe Cr, r ¥ k � 1, e T�periódicas na variável t. Temos que a variedade de
descontinuidade desse sistema é dada por Σ � tpθjpxq, xq; x P D, j � 0, 1, . . . , Nu. Por
simplicidade, denotamos:

F jpt, x, εq �
ķ

i�1
εiF j

i pt, xq � εk�1Rjpt, x, εq. (1.2)

Como resultado principal deste capítulo, o Teorema 1 garantirá, sob algumas
hipóteses, que os zeros simples das Funções de Melnikov estão em relação injetiva com
as soluções T -periódicas xpt, εq isoladas do sistema (1.1), satisfazendo xp0, εq � x. Além
disso, determinaremos uma expressão recursiva para a Função de Melnikov de ordem i, da
seguinte forma:

Mipxq � 1
i!z

N
i pT, xq, (1.3)
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sendo que zji pt, xq é definida recursivamente, i � 1, . . . , k e j � 0, . . . , N , por:

z0
1pt, xq �

» t

0
F 0

1 ps, xqds,

zj1pt, xq � zj�1
1 pθjpxq, xq �

» t

θjpxq

F j
1 ps, xqds,

z0
i pt, xq � i!

» t

0

�
F 0
i ps, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x F

0
i�lps, xq

l¹
m�1

�
z0
mps, xq

�bm

�
ds,

zji pt, xq � zj�1
i pθjpxq, xq

�i!
» t

θjpxq

�
F j
i ps, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x F

j
i�lps, xq

l¹
m�1

�
zjmps, xq

�bm

�
ds

�i!
i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
δji�p

�
Apjpx, εq, x

�� ���
ε�0

,

(1.4)

com δji pt, xq �
1
i!
�
zj�1
i pt, xq � zji pt, xq

�
e Apjpx, εq �

p̧

q�0

εq

q!α
q
jpxq, sendo

αqjpxq �
q̧

l�1

q!
l!

¸
uPSq,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�
, para q � 1, .., k � 1, (1.5)

e

wj1pxq � zj�1
1 pθjpxq, xq,

wji pxq �
1
i!z

j�1
i pθjpxq, xq

�
i�1̧

a�1

¸
bPSa

1
pi� aq!b1!b2!2!b2 . . . ba!a!ba

BLb
t z

j�1
i�a pθjpxq, xq

a¹
m�1

�
αmj pxq

�bm
.

(1.6)

Aqui, BLxGpt, xq denota a derivada de ordem L de uma função G com respeito
à variável x, Sa é o conjunto de todas as a-uplas de inteiros não negativos pb1, b2, . . . , baq
satisfazendo b1 � 2b2 � � � � � aba � a, Lb � b1 � b2 � � � � � ba e Sq,a é o conjunto de todas as
a-uplas de inteiros positivos pb1, b2, . . . , baq satisfazendo b1�b2�� � ��ba � q. Considerando
essas notações, podemos enunciar nosso principal resultado sobre Funções de Melnikov.

Teorema 1. Considere o sistema diferencial não suave (1.1) e denote M0 � 0. Assuma
que, para algum ` P t1, . . . , ku, Mi � 0, para i � 1, . . . , `� 1, e M` � 0. Se M`pa�q � 0 e
detpDM`pa�qq � 0, para algum a� P D, então, para |ε| � 0 suficientemente pequeno, existe
uma única solução T -periódica xpt, εq do sistema (1.1) satisfazendo xp0, εq Ñ a� quando
εÑ 0.

O Teorema 1 generaliza os resultados de [2]. De fato, aplicando a recursividade
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acima para i � 1, 2, obtemos as expressões para M1 e M2 obtidas em [2], a saber:

M1pxq �
» T

0
F1ps, xqds,

M2pxq �
» T

0

�
DxF1ps, xq

» s

0
F1pt, xqdt� F2ps, xq

�
ds

�
Ņ

j�1

�
F j�1

1 pθjpxq, xq � F j
1 pθjpxq, xq

�
α1
j pxq.

(1.7)

1.1 Resultados preliminares
Nesta seção vamos apresentar alguns resultados que serão necessários para

a prova do Teorema 1. O primeiro nos diz quem é a solução do sistema (1.1) que é de
extrema importância para determinar as Funções de Melnikov.

Lema 1. De acordo com a convenção de Filippov, a solução do sistema (1.1) é dada por

ϕpt, x, εq �

$''''&''''%
ϕ0pt, x, εq, 0 ¤ t ¤ α1px, εq,
ϕ1pt, x, εq, α1px, εq ¤ t ¤ α2px, εq,

...
ϕNpt, x, εq, αNpx, εq ¤ t ¤ T,

(1.8)

sendo$''&''%
Bϕj
Bt pt, x, εq � F jpt, ϕjpt, x, εq, εq, para j � 0, 1, . . . , N, com

ϕ0p0, x, εq � x

ϕjpαjpx, εq, x, εq � ϕj�1pαjpx, εq, x, εq, para j � 1, 2, . . . , N.

(1.9)

Além disso, considere αjpx, εq como a notação para o menor tempo positivo para que a
trajetória ϕjp�, x, εq, começando em ϕj�1pαj�1, x, εq P D intersecta a variedade de descon-
tinuidade tpθjpxq, xq : x P Du � Σ (ver figura 1). Dessa maneira

αjpx, εq � θjpϕj�1pαjpx, εq, x, εqq, para j � 1, 2, . . . , N,N � 1. (1.10)

Por completude, consideramos α0px, εq � 0.

Demonstração. Considerando as partes suaves do sistema (1.1), temos o seguinte problema
de valor inicial, P.V.I., #

9x � F jpt, x, εq
xpt0q � x0,

(1.11)

sendo F j : S1 � D � p�ε0, ε0q Ñ R uma função de classe Cr, r ¥ k � 1 e T -periódica
definida em (1.2). Pelo Teorema de Existência e Unicidade, existe uma única função
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x0

x

t

ϕNpT, x0, εq

0 α1px0, εq α2px0, εq

θ1pxq θ2pxq � � � θNpxq

T

ϕ0pt, x0, εq ϕ1pt, x0, εq

ϕNpt, x0, εq

Figura 1 – Ilustração da solução do sistema (1.1) começando em x0.

ϕjp�, x, εq : S1 Ñ Rd que é solução do p.v.i. (1.11), ou seja,$&%
Bϕj
Bt pt, x, εq � F jpt, ϕjpt, x, εq, εq
ϕjpt0, x0, εq � x0,

(1.12)

para todo pt0, x0q P S1 �D. Temos ainda que ϕj é de classe Cr, r ¥ k � 1.

Como o sistema (1.1) é descontínuo em t, sendo sua variedade de descontinui-
dade dada pelo conjunto

Σ � tpθjpxq, x, εq : x P D; j � 0, . . . , Nu, (1.13)

não temos uma direção bem definida nesses pontos. Para determinarmos a solução do
sistema (1.1) vamos considerar a Convenção de Filippov, [9]. Uma vez que as soluções do
sistema não perturbado, quando ε � 0, cruzam Σ transversalmente, pela continuidade
das soluções, temos que as soluções ϕj mantêm essa propriedade para ε suficientemente
pequeno. Portanto, concluímos, pela convenção de Filippov, que os pontos da variedade
de descontinuidade são pontos costurantes e a solução de (1.1) é dada pela concatenação
das ϕj’s.

Para realizar essa concatenação, primeiramente, vamos considerar a função
Pj : U Ñ Rd dada por

Pjpt, x, εq � θjpϕj�1pt, x, εqq � t,

sendo U � S1 � D � p�ε0, ε0q aberto, tal que rθjpxq, θj�1pxqs � D � p�ε0, ε0q � U ,
j � 0, 1, . . . , N . Note que Pj é Ck, visto que θjpxq e ϕj�1 são. Além disso,

Pjpθjpx0q, x0, 0q � θjpϕj�1pθjpx0q, x0, 0qq � θjpx0q
� θjpx0q � θjpx0q � 0
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e BPj
Bt pθjpx0q, x0, 0q � Dθjpϕj�1pθjpx0q, x0, 0qqBϕj�1

Bt pθjpx0q, x0, 0q � 1
� Dθjpx0q � 0� 1 � �1 � 0.

Assim, pelo Teorema da Função Implícita, temos que existe uma única função αj : U1 �
D � p�ε0, ε0q Ñ V , tal que Pjpαjpx, εq, x, εq � 0, ou seja,

αjpx, εq � θjpϕj�1pαjpx, εq, x, εqq,

sendo U1 vizinhança do ponto px0, 0q e V vizinhança do ponto θjpx0q. Portanto, existe uma
única solução para o sistema (1.1) no intervalo rθjpxq, θj�1pxqs que é ϕj : rαjpx, εq, αj�1px, εqs Ñ
Rd. Portanto, a solução do sistema (1.1) é dada por

ϕpt, x, εq �

$''''&''''%
ϕ0pt, x, εq, 0 ¤ t ¤ α1px, εq,
ϕ1pt, x, εq, α1px, εq ¤ t ¤ α2px, εq,

...
ϕMpt, x, εq, αMpx, εq ¤ t ¤ T,

(1.14)

de modo que $''&''%
Bϕj
Bt pt, x, εq � F jpt, ϕjpt, x, εq, εq,
ϕjp0, x, εq � x,

ϕjpαjpx, εq, x, εq � ϕj�1pαjpx, εq, x, εq.
(1.15)

E, assim, concluímos a demonstração da Lema 1.

Observe que a expressão recursiva da Função de Melnikov (1.3) depende de
αqjpxq, j � 1, � � � , N � 1 e q � 1, � � � , k � 1, dada de forma recursiva em (1.5). O seguinte
resultado é uma proposição técnica usada para determinar tal forma.

Proposição 1. Seja Ql : Rd � � � � � Rd Ñ Rd uma função l-multilinear. Então,

Ql

�
ķ

i�1
εixi

�l

�
kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

Ql

�
l¹

r�1
xur

�
, (1.16)

com Sp,l �
 pu1, . . . , ulq P pZ�ql : u1 � � � � � ul � p

(
.

Demonstração. A prova desse resultado será feita por indução em l. Se l � 1, temos que

Q1

�
ķ

i�1
εixi

�
�

ķ

i�1
εiQ1 pxiq ,

pois Q1 é uma função linear. Note que Sp,1 � tpu, assim

Q1

�
ķ

i�1
εixi

�
�

ķ

p�1
εp

¸
uPSp,1

Q1

�
1¹
r�1

xur

�
.
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Isso prova a Proposição 1 para l � 1. Agora, por hipótese de indução, suponha que a
Proposição 1 é válida para l e considere a aplicação l-multilinear

rQlpx1, . . . , xlq � Ql�1

�
x1, . . . , xl,

ķ

i�1
εixi

�
. (1.17)

Assim, temos

Ql�1

�
ķ

i�1
εixi

�l�1

� rQl

�
ķ

i�1
εixi

�l

. (1.18)

Por hipótese de indução e (1.17), temos

rQl

�
ķ

i�1
εixi

�l

�
kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

rQl

�
l¹

r�1
xur

�

�
kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur ,

ķ

i�1
εixi

�

�
ķ

i�1
εi

kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur , xi

�
.

(1.19)

Fazendo uma manipulação dos somatórios, temos que
ķ

i�1
εi

kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur , xi

�
�

ķ

i�1

kļ

p�l

εi�p
¸
uPSp,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur , xi

�

�
ķ

i�1

kl�i̧

q�l�i

εq
¸

uPSq�i,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur , xi

�

�
kpl�1q¸
q�l�1

εq
q�ļ

i�1

¸
uPSq�i,l

Ql�1

�
l¹

r�1
xur , xi

�
.

(1.20)

Considerando

Si,q,l�1 � tpu1, . . . , ul, iq; pu1, . . . , ulq P Sq�i,lu � tpu1, . . . , ul, iq;u1 � � � � � ul � i � qu

e de (1.18), (1.19), (1.20), obtemos

Ql�1

�
ķ

i�1
εixi

�l�1

�
kpl�1q¸
q�l�1

εq
q�ļ

i�1

¸
uPSi,q,l�1

Ql�1

�
l�1¹
r�1

xur

�
. (1.21)

Note que

Sq,l�1 �
q�l

9

¤
i�1
Si,q,l�1. (1.22)

De fato, se pu1, . . . , ul�1q P
q�l

9

¤
i�1
Si,q,l�1, então

l�1̧

m�1
um � q, logo pu1, . . . , ul�1q P Sq,l�1. Assim

q�l

9

¤
i�1
Si,q,l�1 � Sq,l�1.
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Agora, suponha que pu1, . . . , ul�1q P Sq,l�1 e ul�1 ¡ q � l, então

q �
ļ

m�1
um � ul�1 ¡

ļ

m�1
um � q � l ñ

ļ

m�1
um   l,

o que é uma contradição, pois um ¥ 1, param P t1, . . . , lu. Assim pu1, . . . , ul�1q P
q�l

9

¤
i�1
Si,q,l�1,

logo Sq,l�1 �
q�l

9

¤
i�1
Si,q,l�1. Portanto, por (1.21) e (1.22), temos

Ql�1

�
ķ

i�1
εixi

�l�1

�
kpl�1q¸
q�l�1

εq
¸

uPSq,l�1

Q

�
l�1¹
r�1

xur

�
.

Mostrando que se a Proposição 1 vale para l, vale para l�1. O que conclui a demonstração.

1.2 Prova do Teorema 1
A prova do Teorema 1 é feita utilizando uma ferramenta clássica para deter-

minação de soluções periódicas que é a transformação de Poincaré do sistema (1.1). Tal
transformação é dada por

∆px, εq � ϕpT, x, εq � x,

sendo ϕ a solução do sistema (1.1) dada pelo Lema 1. Devido a definição de ϕ, temos que

∆px, εq � ϕNpT, x, εq � x. (1.23)

Note que ∆ é uma função Cr, (r ¥ k � 1), e seus os zeros estão em relação
biunívoca com as soluções periódicas do sistema (1.1). Fazendo a expansão em série de
Taylor de ∆ em torno de ε � 0, temos que

∆px, εq �
ķ

i�1
εiMipxq �Opεk�1q, (1.24)

sendo M0pxq � ∆px, 0q � 0, pois a solução do sistema para ε � 0 são constantes. Para
cada i P t1, . . . , ku, a função Mi é chamada Função de Melnikov de ordem i.

Considerando a seguinte função

p∆px, εq :� ∆px, εq
ε`

�M`pxq �Opε`�1q,

e as hipóteses do Teorema 1, temos que p∆pa�, 0q � Mlpa�q � 0 e det
�
B p∆
Bx pa

�, 0q
�
�

detpDM`pa�qq � 0. Como consequência do Teorema da Função Implícita, existe uma única
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função Cr, (r ¥ k � 1), apεq P D, definida para |ε| � 0 suficientemente pequeno, tal que
ap0q � a� e ∆papεq, εq � p∆papεq, εq � 0. Além disso, apεq Ñ a� quando εÑ 0.

Para concluirmos a demonstração precisamos determinar a expressão recursiva
para Mipxq. Para isso é preciso expandir ϕN , em torno de ε � 0. O lema seguinte nos diz
que:

Lema 2. A expansão em série de Taylor de ϕj dada no Lema 1, em torno de ε � 0, é
dada por

ϕjpt, x, εq � x�
ķ

i�1

εi

i! z
j
i pt, xq �Opεk�1q

com as funções zji pt, xq dadas em (1.4), (1.5) e (1.6), para j � 0, � � � , N .

Assim, do Lema 2 e da expressão (1.23), obtemos

∆px, εq �
ķ

i�1

εi

i! z
N
i pT, xq �Opεk�1q.

Portanto, a função de Melnikov de ordem i é dada por

Mipxq � 1
i!z

N
i pT, xq.

Agora, resta-nos provar o Lema 2, o que é feito a seguir.

Prova do Lema 2. A prova baseia-se em expandir ϕj, j � 0, � � � , N em série de Taylor,
em torno de ε � 0, até ordem k. Inicialmente, consideramos o sistema recursivo dado em
(1.9), e obtemos que$''&''%

ϕ0pt, x, εq � x�
» t

0
F 0ps, ϕ0ps, x, εq, εqds,

ϕjpt, x, εq � ϕj�1pαjpx, εq, x, εq �
» t

αjpx,εq

F jps, ϕjps, x, εq, εqds,
(1.25)

para j � 1, � � � , N . Note que por (1.2), temos» t

αjpx,εq

F jps, ϕjps, x, εq, εqds �
» t

αjpx,εq

�
ķ

i�1
εiF j

i pt, ϕjps, x, εqq
�
ds

�εk�1
» t

αjpx,εq

Rjpt, ϕjps, x, εq, εqds

�
» t

αjpx,εq

�
ķ

i�1
εiF j

i pt, ϕjps, x, εqq
�
ds�Opεk�1q,

(1.26)
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para j � 0, � � � , N . Fazendo a expansão em série de Taylor de F j
i pt, ϕjps, x, εqq, em torno

de ε � 0, até ordem k � i e fazendo manipulações com os somatórios, temos
ķ

i�1
εiF j

i pt, ϕjps, x, εqq �
ķ

i�1

k�i̧

l�0

εi�l

l!
Bl
Bεl

�
F j
i ps, ϕjps, x, εqq

� ���
ε�0

�
k�1̧

l�0

k�ļ

i�1

εi�l

l!
Bl
Bεl

�
F j
i ps, ϕjps, x, εqq

� ���
ε�0

�
k�1̧

l�0

ķ

p�l�1

εp

l!
Bl
Bεl

�
F j
p�lps, ϕjps, x, εqq

� ���
ε�0

�
ķ

p�1

p�1̧

l�0

εp

l!
Bl
Bεl

�
F j
p�lps, ϕjps, x, εqq

� ���
ε�0

�
ķ

i�1
εi
i�1̧

l�0

1
l!
Bl
Bεl

�
F j
i�lps, ϕjps, x, εqq

� ���
ε�0

.

(1.27)

Para i � 1, . . . , k, e j � 0, . . . , N , denote

Kj
i pt, xq �

i�1̧

l�0

1
l!
Bl
Bεl

�
F j
i�lpt, ϕjpt, x, εqq

� ���
ε�0

. (1.28)

Substituindo (1.28) em (1.27) e depois em (1.26), obtemos» t

αjpx,εq

F jps, ϕjps, x, εq, εqds �
ķ

i�1
εi
» t

αjpx,εq

Kj
i ps, xqds�Opεk�1q. (1.29)

Agora, expandindo
» t

αjpx,εq

Kj
i ps, xqds, em torno de ε � 0 até ordem k� i, segue

que

ķ

i�1
εi
» t

αjpx,εq

Kj
i ps, xqds �

ķ

i�1
εi

�
k�i̧

p�0

εp

p!
Bp
Bεp

�» t

αjpx,εq

Kj
i ps, xqds

� �����
ε�0

�Opεk�i�1q
�

�
ķ

i�1

k�i̧

p�0

εi�p

p!
Bp
Bεp

�» t

αjpx,εq

Kj
i ps, xqds

� �����
ε�0

�Opεk�1q

�
ķ

i�1
εi

i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�» t

αjpx,εq

Kj
i�pps, xqds

� �����
ε�0

�Opεk�1q.
(1.30)

Para i � 1, . . . , k e j � 0, . . . , N , denote

Iji pt, xq �
i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�» t

αjpx,εq

Kj
i�pps, xqds

� �����
ε�0

. (1.31)

Assim,

Ij1pt, xq �
» t

θjpxq

Kj
1ps, xqds, para j � 0, ..., N,

Iji pt, xq �
» t

θjpxq

Kj
i ps, xqds� rKj

i pxq, para i � 2, . . . , k, e j � 0, ..., N,
(1.32)
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sendo rKj
i pxq � �

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

�
Kj
i�ppαjpx, εq, xq

B
Bεαjpx, εq


 �����
ε�0

, (1.33)

para i � 1, . . . , k, e j � 0, ..., N.

Substituindo (1.31) em (1.30) e então em (1.29), obtemos» t

αjpx,εq

F jps, ϕjps, x, εq, εqds �
ķ

i�1
εiIji pt, xq �Opεk�1q.

Segue da expressão acima e de (1.25), que$'''&'''%
ϕ0pt, x, εq � x�

ķ

i�1
εiI0

i pt, xq �Opεk�1q,

ϕjpt, x, εq � ϕj�1pαjpx, εq, x, εq �
ķ

i�1
εiIji pt, xq �Opεk�1q,

(1.34)

para j � 1, . . . , N .

Considerando a notação seguinte$'&'%
J0
i pt, x, εq � I0

i pt, xq,

J ji pt, x, εq �
j�1̧

l�0
I lipαl�1px, εq, xq � Iji pt, xq,

(1.35)

para i � 1, . . . , k, e j � 1, . . . , N , ϕj é dado pela expressão

ϕjpt, x, εq � x�
ķ

i�1
εiJ ji pt, x, εq �Opεk�1q, para j � 0, . . . , N. (1.36)

De fato, vamos provar isso por indução. Note que (1.36) é válido para j � 0. Suponha,
por indução, que (1.36) é válida para j. De (1.34), temos

ϕj�1pt, x, εq � ϕjpαj�1px, εq, x, εq �
ķ

i�1
εiIj�1

i pt, xq �Opεk�1q.

Dada a expressão acima, a hipótese de indução e a expressão (1.35), segue que

ϕj�1pt, x, εq � x�
ķ

i�1
εiJ ji pαj�1px, εq, x, εq �

ķ

i�1
εiIj�1

i pt, xq �Opεk�1q

� x�
ķ

i�1
εi

�
j�1̧

l�0
I lipαl�1px, εq, xq � Iji pαj�1px, εq, xq � Ij�1

i pt, xq
�
�Opεk�1q

� x�
ķ

i�1
εi

�
j̧

l�0
I lipαl�1px, εq, xq � Ij�1

i pt, xq
�
�Opεk�1q

� x�
ķ

i�1
εiJ j�1

i pt, x, εq �Opεk�1q.
(1.37)
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Logo, isso conclui a prova da (1.36).

Isso posto, faremos a expansão de J ji pt, x, εq em torno de ε � 0 até ordem k� i,
assim

ķ

i�1
εiJ ji pt, x, εq �

ķ

i�1
εi

�
k�i̧

p�0

εp

p!
Bp
Bεp

�
J ji pt, x, εq

� ���
ε�0

�Opεk�i�1q
�

�
ķ

i�1
εi

i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
J ji�ppt, x, εq

� ���
ε�0

�Opεk�1q.
(1.38)

Denotando

zji pt, xq � i!
i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
J ji�ppt, x, εq

� ���
ε�0

(1.39)

e substituindo (1.39) em (1.38), e depois em (1.36), temos que

ϕjpt, x, εq � x�
ķ

i�1

εi

i! z
j
i pt, xq �Opεk�1q, para j � 0, . . . , N. (1.40)

Por conseguinte, vamos determinar as expressões dos zji pt, xq. Primeiro, consi-
deramos i � 1. Substituindo (1.32) em (1.35) e depois em (1.39), temos

z0
1pt, xq �

» t

0
K0

1ps, xqds

zj1pt, xq �
j�1̧

l�0

» θl�1pxq

θlpxq

K l
1ps, xqds�

» t

θjpxq

Kj
1ps, xqds

(1.41)

Desta vez consideramos i � 2, � � � , k. Para j � 0, substituindo (1.32) em (1.35)
e depois em (1.39), obtemos

z0
i pt, xq � i!

i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
J0
i�ppt, x, εq

� ���
ε�0

� i!
i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
I0
i�ppt, xq

� ���
ε�0

� i!I0
i pt, xq.

� i!
�» t

0
K0
i ps, xqds� rK0

i pxq



� i!
» t

0
K0
i ps, xqds

(1.42)

uma vez que rK0
i pxq � 0, que pode ser conferido na expressão (1.33). Para j � 1, � � � , N ,
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substituindo (1.35) em (1.39), temos

zji pt, xq � i!
i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
J ji�ppt, x, εq

� ���
ε�0

� i!
i�1̧

p�0

1
p!
Bp
Bεp

�
j�1̧

l�0
I li�ppαl�1px, εq, xq � Iji�ppt, xq

� �����
ε�0

� i!
�
j�1̧

a�0
Iai pθa�1pxq, xq � Iji pt, xq

�

�i!
i�1̧

p�1

1
p!

j�1̧

a�0

Bp
Bεp

�
Iai�ppαa�1px, εq, xq

� ���
ε�0

.

(1.43)

De (1.32), temos

j�1̧

a�0
Iai pθa�1pxq, xq � Iji pt, xq �

j�1̧

a�0

�» θa�1pxq

θapxq

Ka
i ps, xqds� rKa

i pxq
�

�
» t

θjpxq

Kj
i ps, xqds� rKj

i pxq

�
j�1̧

a�0

» θa�1pxq

θapxq

Ka
i ps, xqds�

» t

θjpxq

Kj
i ps, xqds�

j̧

a�0

rKa
i pxq.
(1.44)

Para i � 2, de (1.32), temos que

B
Bε pI

a
1 pαa�1px, εq, xqq

���
ε�0

� B
Bε

�» αa�1px,εq

θapxq

Ka
1 ps, xqds

� ���
ε�0

� Ka
i�ppαa�1px, 0q, xq BBεαa�1px, 0q

� Ka
i�ppθa�1pxq, xqBαa�1

Bε px, 0q.

(1.45)

Para i � 3, � � � , k, de (1.32), temos

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
Iai�ppαa�1px, εq, xq

� ���
ε�0

�
i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�» αa�1px,εq

θapxq

Ka
i�pps, xqds� rKa

i�ppxq
� ���

ε�0

�
i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

�
Ka
i�ppαa�1px, εq, xq BBεαa�1px, εq


 ���
ε�0

.

(1.46)
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Para i � 2, � � � , k. De (1.33) e das três expressões acima, temos

j̧

a�0

rKa
i pxq �

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
Iai�ppαa�1px, εq, xq

� ���
ε�0

�
j̧

a�0

rKa
i pxq �

j�1̧

a�0

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

�
Ka
i�ppαa�1px, εq, xq BBεαa�1px, εq


 ���
ε�0

� �
j̧

a�0

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

�
Ka
i�ppαapx, εq, xq

Bαa
Bε px, εq


 ���
ε�0

�
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

�
Ka�1
i�p pαapx, εq, xq

B
Bεαapx, εq


 ���
ε�0

�
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

��
Ka�1
i�p pαapx, εq, xq �Ka

i�ppαapx, εq, xq
� Bαa
Bε px, εq


 ���
ε�0

.

(1.47)

Portanto, de (1.41), (1.42), (1.43), (1.44), (1.45), (1.46) e (1.47), temos

z0
1pt, xq �

» t

0
K0

1ps, xqds

zj1pt, xq �
j�1̧

l�0

» θl�1pxq

θlpxq

K l
1ps, xqds�

» t

θjpxq

Kj
1ps, xqds

zji pt, xq � i!
j�1̧

l�0

» θl�1pxq

θlpxq

K l
ips, xqds� i!

» t

θjpxq

Kj
i ps, xqds

�i!
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp�1

Bεp�1

��
Ka�1
i�p pαapx, εq, xq �Ka

i�ppαapx, εq, xq
� Bαa
Bε px, εq


 ���
ε�0

,

(1.48)

para i � 2, . . . , k e j � 1, . . . , N . Note que

Kj
i pt, xq �

1
i!
Bzji
Bt pt, xq, para i � 1, . . . , k, e j � 0, . . . , N.

Observe, considerando a expressão acima, que

Bp�1

Bεp�1

��
Ka�1
i�p pαapx, εq, xq �Ka

i�ppαapx, εq, xq
� Bαa
Bε px, εq


 ���
ε�0

�

� Bp�1

Bεp�1

��
1

pi� pq!
Bza�1

i�p

Bt pαapx, εq, xq � 1
pi� pq!

Bzai�p
Bt pαapx, εq, xq


 Bαa
Bε px, εq


 ���
ε�0

� Bp
Bεp

�
1

pi� pq!z
a�1
i�p pαapx, εq, xq �

1
pi� pq!z

a
i�ppαapx, εq, xq


 ���
ε�0

.

(1.49)

Denotando δji pt, xq :� 1
i!
�
zj�1
i pt, xq � zji pt, xq

�
,Apapx, εq :�

p̧

q�0

εq

q!α
q
apxq e αqapxq �

Bqαa
Bεq px, 0q,

temos Bp
Bεp

�
1

pi� pq!z
a�1
i�p pαapx, εq, xq �

1
pi� pq!z

a
i�ppαapx, εq, xq


 ���
ε�0

� Bp
Bεp

�
δai�ppαapx, εq, xq

� ���
ε�0

� Bp
Bεp

�
δai�ppApapx, εq, xq

� ���
ε�0

.

(1.50)
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Além disso, a fórmula de Faà di Bruno para a derivada de ordem l de uma
função composta é dada por: Seja g e h funções suficientemente suaves, então

dl

dαl
gphpαqq �

¸
bPSl

l!
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

gpLbqphpαqq
l¹

j�1

�
hpjqpαq�bj

, (1.51)

com Sl o conjunto de todas as l-uplas de inteiros não negativos pb1, b2, . . . , blq tal que
b1 � 2b2 � � � � � lbl � l e L � b1 � b2 � � � � � bl.

Aplicando a fórmula de Faà di Bruno na expressão (1.28), segue que

Kj
1pt, xq � F j

1 pt, xq,

Kj
i pt, xq � F j

i pt, xq �
i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x F

j
i�lpt, xq

l¹
m�1

�
zjmpt, xq

�bm
,

(1.52)

para i � 2, . . . , k e j � 0, . . . , N , com Lb e Sl definido em (1.51). Assim,

j�1̧

a�0

» θa�1pxq

θapxq

Ka
i ps, xqds�

» t

θjpxq

Kj
i ps, xqds �

�
» t

0

�
Fips, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

BbBLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

pzmps, xqqbm

�
ds

(1.53)

sendo

zipt, xq �

$''''&''''%
z0
i pt, xq, 0 ¤ t ¤ θ1pxq,
z2
i pt, xq, θ1pxq ¤ t ¤ θ2pxq,

... ...
zNi pt, xq, θNpxq ¤ t ¤ T.

Consequentemente, de (1.48), (1.49), (1.50), (1.52) e (1.53), temos

zj1pt, xq �
» t

0
F1ps, xqds,

z0
i pt, xq � i!

» t

0

�
F 0
i ps, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

BbBLb
x F

0
i�lps, xq

l¹
m�1

�
z0
mps, xq

�bm

�
ds,

zji pt, xq � i!
» t

0

�
Fips, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

BbBLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

pzmps, xqqbm

�
ds

�i!
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
δai�ppApapx, εq, xq

� ���
ε�0

,

(1.54)

para i � 2, . . . , k e j � 1, . . . , N . Note que a fórmula (1.4) segue de (1.54) por indução em
j. Portanto, a prova do Lema 2 é concluída demonstrando a seguinte afirmação:

Afirmação 1. Para q � 1, . . . , k� 1 e j � 1, . . . , N , temos que B
qαj
Bεq px, 0q � αqjpxq é dada

por (1.5).
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De fato, do Lema 1, temos

αqjpxq �
Bq
Bεq pαjpx, εqq

���
ε�0

� Bq
Bεq pθjpϕj�1pαjpx, εq, x, εqqq

���
ε�0

.
(1.55)

De (1.40) e da expressão acima, obtemos

αqjpxq �
Bq
Bεq pθj px� hpx, εqqq

���
ε�0

,

com

hpx, εq �
ķ

i�1

εi

i! z
j�1
i pαjpx, εq, xq �O

�
εk�1� .

Calculando a expansão de hpx, εq, em torno de ε � 0 até ordem k � i, temos

hpx, εq �
ķ

i�1

εi

i!

k�i̧

a�0

εa

a!
Ba
Bεa

�
zj�1
i pαjpx, εq, xq

� ���
ε�0

�Opεk�1q

�
ķ

i�1
εi

i�1̧

a�0

1
pi� aq!a!

Ba
Bεa

�
zj�1
i�a pαjpx, εq, xq

� ���
ε�0

�Opεk�1q.
(1.56)

Para i � 1, . . . , k e j � 1, . . . , N , denote

wji pxq �
i�1̧

a�0

1
pi� aq!a!

Ba
Bεa

�
zj�1
i�a pαjpx, εq, xq

� ���
ε�0

. (1.57)

Expandindo θjpx � hpx, εqq em série de Taylor, em torno de hpx, εq � 0 até
ordem k, temos

αqjpxq �
Bq
Bεq

�
θj pxq �

ķ

l�1

1
l!D

lθjpxqphpx, εqql �O
�phpx, εqqk�1�� �����

ε�0

� Bq
Bεq

�
ķ

l�1

1
l!D

lθjpxqphpx, εqql
� �����

ε�0

.

(1.58)

Assim, substituindo (1.57) em (1.56), e depois na expressão acima, obtemos

αqjpxq �
Bq
Bεq

�� ķ

l�1

1
l!D

lθjpxq
�

ķ

i�1
εiwji pxq �Opεk�1q

�l
�
�����

ε�0

.

Da multilinearidade de Dlθjpxq e da expressão acima, temos

αqjpxq �
Bq
Bεq

�� ķ

l�1

1
l!D

lθjpxq
�

ķ

i�1
εiwji pxqq

�l

�Opεk�1q
�
�����

ε�0

� Bq
Bεq

�� ķ

l�1

1
l!D

lθjpxq
�

ķ

i�1
εiwji pxqq

�l
�
�����

ε�0

.
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Dada a expressão acima e a Proposição 1, segue que

αqjpxq �
Bq
Bεq

�
ķ

l�1

1
l!

kļ

p�l

εp
¸
uPSp,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�� �����
ε�0

�
ķ

l�1

1
l!

kļ

p�l

Bq
Bεq pε

pq
���
ε�0

¸
uPSp,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�
,

(1.59)

com Sp,l �
 pu1, . . . , ulq P pN�ql : u1 � � � � � ul � p

(
.

Note que
Bq
Bεq

�
εb
� ���
ε�0

�
#
q!, p � q,

0, p � q.

Portanto, disso e de (1.59), temos

αqjpxq �
ķ

l�1

q!
l!

¸
uPSq,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�
. (1.60)

Note que, Sq,l � H para q   l. De fato, pb1, . . . , blq P Sq,l, então l ¤
ļ

t�1
bt �

q   l, visto que bt ¥ 1. Logo, l ¤ q ¤ k, assim

αqjpxq �
q̧

l�1

q!
l!

¸
uPSq,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�
,

com
wj1pxq � zj�1

1 pθjpxq, xq
e aplicando a fórmula de Faà di Bruno em (1.57), temos

wji pxq �
1
i!z

j�1
i pθjpxq, xq

�
i�1̧

a�1

¸
bPSa

1
pi� aq!b1!b2!2!b2 . . . ba!a!ba

BLb
t z

j�1
i�a pθjpxq, xq

a¹
m�1

�
αmj pxq

�bm
.

Isso finaliza a prova da Afirmação 1.
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2 Funções de Melnikov e Promediadas

A Teoria de Melnikov e a Teoria da Média são ferramentas clássicas para o
estudo de existência de ciclos limites. Ambas têm sido desenvolvidas também para sistemas
diferenciais não suaves (ver [16, 20, 21, 25]).

Em [21], a Teoria da Média foi desenvolvida para uma ordem qualquer para
sistemas do tipo (1.1), assumindo que as funções θj, j � 1, ..., N , são constantes. Foi
mostrado que nesse caso as Funções de Melnikov coincidem com as Funções Promediadas
para sistemas suaves (ver [25]). Estas serão denotadas da seguinte forma:

fipxq � 1
i!rzipT, xq, (2.1)

sendo

z̃1pt, xq �
» t

0
F1ps, xqds

z̃ipt, xq � i!
» t

0

�
Fips, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

pz̃mps, xqqbm

�
ds,

(2.2)
para i � 2, . . . , k.

Em [20] foi demonstrado que a Função Promediada de primeira ordem controla
a bifurcação de soluções periódicas para sistemas diferenciais não suaves. Porém, foi
observado que as Funções Promediadas de ordem igual ou maior que dois nem sempre
controlam tais bifurcações. Em [2] constatou-se que a Função de Melnikov de segunda
ordem para sistema do tipo (1.1) é dado pela Função Promediada de ordem dois somado
a um termo extra que depende do salto de descontinuidade e da geometria da variedade
de descontinuidade, a saber,

f1pxq �
» T

0
F1ps, xqds

f2pxq �
» T

0

�
DxF1ps, xq

» s

0
F1pt, xqdt� F2ps, xq

�
ds

�
Ņ

a�1

�
F a�1

1 pθapxq, xq � F a
1 pθapxq, xq

�
Dθapxq

» θapxq

0
F1ps, xqds

O resultado principal desse capítulo nos dá a expressão das Funções de Melnikov
como a soma das Funções Promediadas e um incremento, de forma recursiva.

Teorema 2. A Função de Melnikov do sistema (1.1) pode ser expressa como

Mipxq � fipxq � f�i pxq,
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sendo fi as Funções Promediadas dadas em 2.1 e

f�i pxq �
1
i!pzNi pT, xq, (2.3)

com pzipt, xq � pzji pt, xq, se t P rθjpxq, θj�1pxqs (2.4)

sendo pzj1pt, xq � pz0
i pt, xq � 0pzji pt, xq � g�i pt, xq � gji pxq,

(2.5)

e
g�2 pt, xq � 0,

g�i pt, xq � i!
i�1̧

l�2

ļ

q�2

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
i,b ps, xqds

gji pxq � i!
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
δai�p pApapx, εq, xq

� ���
ε�0

,

(2.6)

uma vez que se b � pb1, � � � , blq P Sl, bi é um inteiro não negativo e b1 � 2b2 � � � � � lbl � l,
temos, para 3 ¤ i ¤ k, que

X l,q
i,b ps, xq � 0 se bq � 0,

X l,q
i,b ps, xq �

bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�q

�
bp

np

��

BLb
x Fi�lps, xq

�
q�1¹
m�1

przmps, xqqbm

��
l¹

m�q

przmps, xqqbm�nmppzmps, xqqnm

�
,

X l,l
i,bps, xq �

#
0, se b � el

BxFi�lps, xqpzlps, xq, se b � el.

(2.7)

Além disso, temos que δji pt, xq �
1
i!
�
zj�1
i pt, xq � zji pt, xq

�
e Apjpx, εq �

p̧

q�0

εq

q!α
q
jpxq, com

αqjpxq �
q̧

l�1

q!
l!

¸
uPSq,l

Dlθjpxq
�

l¹
r�1

wjur
pxq

�
, for q � 1, .., k � 1, (2.8)

sendo

wj1pxq � zj�1
1 pθjpxq, xq,

wji pxq �
1
i!z

j�1
i pθjpxq, xq

�
i�1̧

a�1

¸
bPSa

1
pi� aq!b1!b2!2!b2 . . . ba!a!ba

BLb
t z

j�1
i�a pθjpxq, xq

a¹
m�1

�
αmj pxq

�bm
,

(2.9)

e Sq,a é o conjunto de todas as a-uplas de inteiros positivos pb1, b2, . . . , baq satisfazendo
b1 � b2 � � � � � ba � q.
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Observação 1. Note que

f�2 pxq �
Ņ

a�1

�
F a�1

1 pθapxq, xq � F a
1 pθapxq, xq

�
Dθapxq

» θapxq

0
F1ps, xqds,

que coincide com o incremento obtido em [2].

Em [20] foi mostrado que as funções de Melnikov e Promediada de primeira
ordem coincidem para sistemas suaves. Em [2] podemos ver que o mesmo acontece para a
ordem dois, pois temos que o incremento é identicamente nulo para esse caso. Além disso,
em [2] foi notado que se variedade de descontinuidade é constante, temos que o incremento
também é identicamente nulo. Com a proposição seguinte, notamos que o mesmo ocorre
para ordem qualquer.

Proposição 2. Considere Mipxq dada pelo Teorema 2, para i � 1, � � � , `. Se gji pxq � 0
para todo i � 1, � � � , ` e j � 1, � � � , N , então pzipt, xq � 0, para todo i � 1, � � � , `. Em
particular, para todo i � 1, � � � , `,

Mipxq � fipxq.

2.1 Resultados preliminares
Nesta seção, vamos enunciar e demonstrar o seguinte lema técnico, que será

usado para provar o Teorema 2:

Lema 3. Considere l inteiro positivo, b � pb1, . . . , blq P pZ�ql, Lb � b1 � � � � � bl e 00 � 1.
Dado um operador Lb-multilinear Q, então

Q
l¹

m�1
pxm � ymqbm � Q

l¹
m�1

xbm
m �

ļ

q�1
X l,q
Q,b, (2.10)

sendo

X1,1
Q,b �

b1̧

n1�1

�
b1

n1

�
Q
�
xb1�n1

1 yn1
1
�
, b1 ¡ 0,

X l,1
Q,b �

b1̧

n1�1

b2̧

n2�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�1

�
bp

np

��
Q

�
l¹

m�1
xbm�nm
m ynm

m

�
, b1 ¡ 0,

X l,q
Q,b �

bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�q

�
bp

np

��
Q

�
q�1¹
m�1

xbm
m

��
l¹

m�q

xbm�nm
m ynm

m

�
, bq ¡ 0,

X l,l
Q,b �

bļ

nl�1

�
bl

nl

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

��
xbl�nl
l ynl

l

	
, bl ¡ 0,

(2.11)
e, se bq � 0, então X l,q

Q,b � 0.



Capítulo 2. Funções de Melnikov e Promediadas 33

Porém, antes de demonstrarmos tal lema, vamos considerar L e a inteiros
positivos de modo que L� a ¥ 1 e QL um operador L-multilinear para definirmos P a

L o
operador pL� aq-multilinear, dado por:

P a
L

L�a¹
n�1

un � QL

�
L�a¹
n�1

un

��
a¹

n�1
vn

�
. (2.12)

Tal operador servirá de referência para a demonstração do Lema 3 e da proposição seguinte.
Esta será usada para provar o Lema 3, por isso vamos enunciá-la e prová-la a seguir.

Proposição 3. Considere L um inteiro positivo e um operador L-multilinear QL.

QLpx� yqL �
Ļ

n�0

�
L

n

�
QLx

L�nyn, (2.13)

com
�
L

n

�
� L!
n!pL� nq! .

Demonstração. Vamos provar por indução em L. Note que para L � 1 a proposição é
válida, porque Q1 é linear e

1̧

n�0

�
1
n

�
Q1x

1�nyn �
�

1
0

�
Q1x

1y0 �
�

1
1

�
Q1x

0y1

� Q1x�Q1y

� Q1px� yq.

Por conseguinte, suponha como hipótese de indução que a proposição é válida
para L � 1. Da expressão (2.12) e assumindo v1 � un � x � y, para n � 1, . . . , L � 1,
temos

QLpx� yqL � P 1
Lpx� yqL�1 (2.14)

e por hipótese de indução, segue que

P 1
Lpx� yqL�1 �

L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
P 1
Lx

L�1�nyn. (2.15)

Da expressão (2.12), obtemos

L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
P 1
Lx

L�1�nyn �
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�1�nynpx� yq

�
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�nyn

�
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�1�nyn�1.

(2.16)
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Uma vez que
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�1�nyn�1 �
Ļ

n�1

�
L� 1
n� 1

�
QLx

L�nyn, note que

L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�nyn �
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�1�nyn�1 �

�
L�1̧

n�0

�
L� 1
n

�
QLx

L�nyn �
Ļ

n�1

�
L� 1
n� 1

�
QLx

L�nyn

�
�
L� 1

0

�
QLx

L �
�
L� 1
L� 1

�
QLy

L

�
L�1̧

n�1

�
L� 1
n

�
QLx

L�nyn �
L�1̧

n�1

�
L� 1
n� 1

�
QLx

L�nyn

� QLx
L �

L�1̧

n�1

��
L� 1
n

�
�
�
L� 1
n� 1

��
QLx

L�nyn �QLy
L.

(2.17)

Pela Regra de Pascal, temos�
L� 1
n

�
�
�
L� 1
n� 1

�
�

�
L

n

�
. (2.18)

Substituindo a expressão (2.18) na (2.17), depois na (2.16), em seguida na (2.15) e por
fim na (2.14), temos

Qpx� yqL � QxL �
L�1̧

n�1

�
L

n

�
QxL�nyn �QyL

�
Ļ

n�0

�
L

n

�
QxL�nyn,

(2.19)

como queríamos. Portanto, a proposição é válida para todo L inteiro positivo.

Prova do Lema 3. Note que para l � 1 estamos no caso da Proposição 3 e não há nada
que precisa ser feito. Assim, vamos demonstrar usando a indução em l, iniciando provando
que o lema é válido pra l � 2.

Considere l � 2. Para b1 � 0 e b2 � 0, temos pela Proposição 3 e por (2.11)
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que

Q
2¹

m�1
pxm � ymqbm � Qpx2 � y2qb2

�
b2̧

n2�0

�
b2

n2

�
Qxb2�n2

2 yn2
2

� Qxb2
2 �

b2̧

n2�1

�
b2

n2

�
Qxb2�n2

2 yn2
2

� Q
2¹

m�1
xbm
m �

b2̧

n2�1

�
b2

n2

�
Qxb2�n2

2 yn2
2

� Q
2¹

m�1
xbm
m �

b2̧

n2�1

�
b2

n2

�
Qxb1

1 x
b2�n2
2 yn2

2

� Q
2¹

m�1
xbm
m �X2,2

Q,b.

� Q
2¹

m�1
xbm
m �

2̧

q�1
X2,q
Q,b.

(2.20)

De forma análoga, para b1 � 0 e b2 � 0, temos, pela Proposição 3 e por (2.11), que

Q
2¹

m�1
pxm � ymqbm � Q

2¹
m�

xbm
m �

2̧

q�1
X2,q
Q,b. (2.21)

Para b1 � 0 e b2 � 0, tomando un � x1 � y1 para n � 1, . . . , b1 e vn � x2 � y2 para
n � 1, . . . , b2 em (2.12), temos

Q
2¹

m�1
pxm � ymqbm � P b2

b1�b2px1 � y1qb1 . (2.22)

Pela Proposição 3 e a expressão acima, temos

P b2
b1�b2px1 � y1qb1 �

b1̧

n1�0

�
b1

n1

�
P b2
b1�b2x

b1�n1
1 yn1

1

�
b1̧

n1�0

�
b1

n1

�
Qxb1�n1

1 yn1
1 px2 � y2qb2 .

(2.23)

Tomando a � b1, un � x2 � y2 para n � 1, . . . , b2, e
b1¹
n�1

vn � xb1�n1
1 yn1

1 em (2.12), segue
que

Qxb1�n1
1 yn1

1 px2 � y2qb2 � P b1
b1�b2px2 � y2qb2 . (2.24)

Pela Proposição 3 e a expressão acima, temos

P b1
b1�b2px2 � y2qb2 �

b2̧

n2�0

�
b2

n2

�
P b1
b1�b2x

b2�n2
2 yn2

2

�
b2̧

n2�0

�
b2

n2

�
Q

2¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m .

(2.25)
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Assim, substituindo (2.25) em (2.24), em seguida em (2.23) e por fim em (2.22), temos

Q
2¹

m�1
pxm � ymqbm �

b1̧

n1�0

�
b1

n1

�
b2̧

n2�0

�
b2

n2

�
Q

2¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m

�
b1̧

n1�0

b2̧

n2�0

�
2¹

m�1

�
bm

nm

��
Q

2¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m

�
b2̧

n2�0

��
b2

n2

��
Qxb1

1 x
b2�n2
2 yn2

2

�
b1̧

n1�1

b2̧

n2�0

�
2¹

m�1

�
bm

nm

��
Q

2¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m

� Q
2¹

m�1
xbm
m �

b2̧

n2�1

�
b2

n2

�
Qxb1

1 x
b2�n2
2 yn2

2

�
b1̧

n1�1

b2̧

n2�0

�
2¹

m�1

�
bm

nm

��
Q

2¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m .

(2.26)

Considerando as expressões em (2.11), temos

Q
2¹

m�1
pxm � ymqbm � Q

2¹
m�1

xbm
m �

2¹
q�1

X2,q
Q,b (2.27)

como queríamos. Portanto, o lema é válida para l � 2

Agora, suponha que o lema é válida para l� 1, l ¥ 2. Da expressão (2.12), uma
vez que a � bl, vn � xl � yl para n � 1, . . . , bl, um � xm � ym, m � 1, . . . , bl, temos

Q
l¹

m�1
pxm � ymqbm � P bl

L�bl

l�1¹
m�1

pxm � ymqbm . (2.28)

Por hipótese de indução, uma vez que pb � tb1, . . . , bl�1u, temos

P bl
L�bl

l�1¹
m�1

pxm � ymqbm � P bl
L�bl

l�1¹
m�1

xbm
m �

l�1̧

q�1
X l�1,q
P

bl
L�bl

,pb
. (2.29)

De (2.12), temos

P bl
L�bl

l�1¹
m�1

xbm
m � Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

�
pxl � ylqbl . (2.30)

De (2.12), uma vez que a � L � bl, un � xl � yl para n � 1, . . . , bl, e vm � xbm
m ,

m � 1, . . . , l � 1, temos

Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

�
pxl � ylqbl � PL�bl

L pxl � ylqbl (2.31)
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e da Proposição 3, da expressão acima, de (2.30) e de (2.11), temos

PL�bl
L pxl � ylqbl �

bļ

nl�0

�
bl

nl

�
PL�bl
L xbl�nlynl

�
bļ

nl�0

�
bl

nl

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

�
xbl�nlynl

� Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

�
xbl �

bļ

nl�1

�
bl

nl

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

�
xbl�nlynl

� Q

�
l¹

m�1
xbm
m

�
�X l,l

Q,b.

(2.32)

Substituindo (2.32) em (2.31), depois em (2.30), em seguida em (2.29) e por fim em (2.28),
temos

Q
l¹

m�1
pxm � ymqbm � Q

�
l¹

m�1
xbm
m

�
�X l,l

Q,b �
l�1̧

q�1
X l�1,q
P

bl
L�bl

,pb

� Q

�
l¹

m�1
xbm
m

�
�X l,l

Q,b �X l�1,1
P

bl
L�bl

,pb
�

l�1̧

q�2
X l�1,q
P

bl
L�bl

,pb
.

(2.33)

Note que de (2.11), (2.30) e da Proposição 3, temos

X l�1,1
P

bl
L�bl

,pb
�

b1̧

n1�1

b2̧

n2�0
. . .

bl�1̧

nl�1�0

�
l�1¹
p�1

�
bp

np

��
Q

�
l�1¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m

�
pxl � ylqbl

�
b1̧

n1�1

b2̧

n2�0
. . .

bl�1̧

nl�1�0

�
l�1¹
p�1

�
bp

np

��
bļ

nl�0

�
bl

nl

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm�nm
m ynm

m

�
xbl�nlynl

�
b1̧

n1�1

b2̧

n2�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�1

�
bp

np

��
Q

�
l¹

m�1
xbm�nm
m ynm

m

�
� X l,1

Q,b,

(2.34)

X l�1,q
P

bl
L�bl

,pb
�

bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bl�1̧

nl�1�0

�
l�1¹
p�q

�
bp

np

��

Q

�
q�1¹
m�1

xbm
m

��
l�1¹
m�q

xbm�nm
m ynm

m

�
pxl � ylqbl

�
bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bl�1̧

nl�1�0

�
l�1¹
p�q

�
bp

np

��
bļ

nl�0

�
bl

nl

�
Q

�
q�1¹
m�1

xbm
m

��
l�1¹
m�q

xbm�nm
m ynm

m

�
xbl�nlynl

�
bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�q

�
bp

np

��
Q

�
q�1¹
m�1

xbm
m

��
l¹

m�q

xbm�nm
m ynm

m

�
� X l,q

Q,b,

(2.35)
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X l�1,l�1
P

bl
L�bl

,pb
�

bl�1̧

nl�1�1

�
bl�1

nl�1

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

��
xbl�nl
l ynl

l

	
pxl � ylqbl

�
bl�1̧

nl�1�1

�
bl�1

nl�1

�
bļ

nl�0

�
bl

nl

�
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

��
xbl�nl
l ynl

l

	
xbl�nlynl

�
bl�1̧

nl�1�1

bļ

nl�0

�
l¹

p�l�1

�
bl

nl

��
Q

�
l�1¹
m�1

xbm
m

��
l¹

m�l�1
xbl�nl
l ynl

l

�
� X l,l�1

Q,b .

(2.36)

Assim, substituindo (2.34), (2.35) e (2.36) em (2.33), temos

Q
l¹

m�1
pxm � ymqbm � Q

�
l¹

m�1
xbm
m

�
�

ļ

q�1
X l,q
Q,b, (2.37)

como queríamos. Portanto, o lema é válido para todo l inteiro positivo.

2.2 Prova do Teorema 2

Demonstração. Uma vez que
Mipxq � 1

i!z
N
i pT, xq

e M1pxq � f1pxq, é suficiente provar que zji pt, xq � rzji pt, xq � pzji pt, xq, i � 2, .., k e j �
1, . . . , N , expressas em (2.2) e (2.46). Como consequência, obtemos

Mipxq � fipxq � f�i pxq, i � 1, . . . , k, (2.38)

sendo fipxq � 1
i!rzNi pT, xq e f�i pxq � 1

i!pzNi pT, xq, como queríamos.

Pela expressão (1.4), sabemos que

zji pt, xq � i!
» t

0

�
Fips, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

pzmps, xqqbm

�
ds

�i!
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
δai�p pApapx, εq, xq

� ���
ε�0

,

(2.39)
para i � 2, � � � , k e j � 1, . . . , N . Denotamos por

gji pxq � i!
j̧

a�1

i�1̧

p�1

1
p!
Bp
Bεp

�
δai�p pApapx, εq, xq

� ���
ε�0

.

Note que BLb
x Fi�lps, xq é um operador Lb�multilinear aplicado em

l¹
m�1

przmps, xq�pzmps, xqqbm .

Considerando BLb
x Fi�lps, xq � Q, rzmps, xq � xm e pzmps, xq � ym, temos, como consequência
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do Lema 3, que

BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

pzmps, xqqbm � BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

przmps, xqqbm �
ļ

q�1
X l,q
i,b ps, xq, (2.40)

com

X1,1
i,b ps, xq �

b1̧

n1�1

�
b1

n1

�
BLb
x Fi�lps, xq

�rz1ps, xqb1�n1pz1ps, xqn1
�
, b1 ¡ 0,

X l,1
i,b ps, xq �

b1̧

n1�1

b2̧

n2�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�1

�
bp

np

��

BLb
x Fi�lps, xq

�
l¹

m�1
rzmps, xqbm�nmpzmps, xqnm

�
, b1 ¡ 0,

X l,q
i,b ps, xq �

bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�q

�
bp

np

��

BLb
x Fi�lps, xq

�
q�1¹
m�1

rzmps, xqbm

��
l¹

m�q

rzmps, xqbm�nmpzmps, xqnm

�
, bq ¡ 0,

X l,l
i,bps, xq �

bļ

nl�1

�
bl

nl

�
BLb
x Fi�lps, xq

�
l�1¹
m�1

zmps, xqbm

��rzlps, xqbl�nlpzlps, xqnl
�
, bl ¡ 0,

(2.41)
e se bq � 0, então X l,q

i,b ps, xq � 0. Uma vez que pzj1ps, xq � 0, temos

X1,1
i,b ps, xq � X l,1

i,b ps, xq � 0. (2.42)

Considere b � pb1, � � � , blq P Sl, então b1 � 2b2 � � � � � lbl � l.

X l,l
i,bps, xq �

#
0, se b � el

BLb
x Fi�lps, xqrzlps, xqpzlps, xq, se b � el.

De fato, suponha que bl ¡ 0. Se bl ¡ 1, então b1 � 2b2 � � � � � lbl ¡ l. Logo, bl � 1,
consequentemente, bi � 0 para i � 1, � � � , l � 1.

Assim, de (2.39) e (2.40), temos

zji pt, xq � i!
» t

0
Fips, xqds

�i!
» t

0

�
i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

�
BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

przmps, xqqbm �
ļ

q�1
X l,q
i,b ps, xq

��
ds

�gji pxq

� i!
» t

0

�
Fips, xq �

i�1̧

l�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

BLb
x Fi�lps, xq

l¹
m�1

przmps, xqqbm

�
ds

�i!
i�1̧

l�1

ļ

q�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
i,b ps, xqds� gji pxq

� rzji pt, xq � pzji pt, xq,
(2.43)
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sendo pzji pt, xq � g�i pt, xq � gji pxq, (2.44)

denotando como

g�i pt, xq � i!
i�1̧

l�1

ļ

q�1

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
i,b ps, xqds.

Uma vez que X1,1
i,b ps, xq � X l,1

i,b ps, xq � 0, visto em (2.42), temos que

g�2 pt, xq � 0,

g�i pt, xq � i!
i�1̧

l�2

ļ

q�2

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
i,b ps, xqds,

para i � 3, � � � , k.

2.3 Demonstração da Proposição 2

Demonstração. Supondo que gji pxq � 0 para todo i � 1, � � � , ` e j � 1, � � � , N , temos, para
i � 3, � � � , `, que

pzj2pt, xq � 0pzji pt, xq � g�i pt, xq.

� i!
i�1̧

l�2

ļ

q�2

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
i,b ps, xqds

(2.45)

Lembrando que pzipt, xq � pzji pt, xq, se t P rθjpxq, θj�1pxqs (2.46)

provaremos o teorema usando indução em i. Suponhamos que

pzj2pt, xq � gj2pxq � 0 e gj3pxq � 0.

Note que pzj3pt, xq � g�3 pt, xq.
� 3!

¸
bPS2

1
b1!b2!2!b2

» t

0
X2,2

3,b ps, xqds

� 3!
2

» t

0
X2,2

3,p0,1qps, xqds

� 3!
2

» t

0
BxF1ps, xqpz2ps, xqds

� 3!
2

» t

0
BxF1ps, xq � 0ds

� 0.

(2.47)
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Agora suponha que a hipótese de indução é válida para ` � 1. Assim, suponhamos que
gji pxq � 0 para todo i � 1, � � � , `. Temos que

pzj` pt, xq � `!
`�1̧

l�2

ļ

q�2

¸
bPSl

1
b1!b2!2!b2 . . . bl!l!bl

» t

0
X l,q
`,bps, xqds (2.48)

sendo

X l,q
`,bps, xq � 0 se bq � 0,

X l,q
`,bps, xq �

bq̧

nq�1

bq�1̧

nq�1�0
. . .

bļ

nl�0

�
l¹

p�q

�
bp

np

��

BLb
x F`�lps, xq

�
q�1¹
m�1

przmps, xqqbm

��
l¹

m�q

przmps, xqqbm�nmppzmps, xqqnm

�
,

X l,l
`,bps, xq �

#
0, se b � el

BxF`�lps, xqpzlps, xq, se b � el.

(2.49)

Note que em X l,q
`,bps, xq, para nq � 1, temos que

BLb
x F`�lps, xq

�
q�1¹
m�1

przmps, xqqbm

��
l¹

m�q

przmps, xqqbm�nmppzmps, xqqnm

�

� BLb
x F`�lps, xq

�
q�1¹
m�1

przmps, xqqbm

��przqps, xqqbq�1ppzqps, xqq��
l¹

m�q�1
przmps, xqqbm�nmppzmps, xqqnm

�

Uma vez que 2 ¤ q   l ¤ `� 1, por hipótese de indução, temos que pzqps, xq � pzlps, xq � 0,
logo X l,q

`,bps, xq � X l,q
`,bps, xq � 0. Consequentemente, pz`ps, xq � 0. Portanto, temos o que

queríamos.
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3 Sistemas Estendidos de Chebyshev com
acurácia

No Capítulo 4 aplicaremos o Teorema 1 a fim de determinar uma cota inferior
para o número máximo de ciclos limites de uma classe de sistemas diferenciais lineares por
partes planares. Com esse propósito calcularemos as Funções de Melnikov, até ordem 6, de
tal classe e determinaremos a quantidade máxima de zeros simples destas funções. Uma
vez que tais funções pertencem ao espaço de funções gerado pela combinação linear de um
conjunto ordenado de funções, definidas posteriormente, aplicamos a Teoria de Chebyshev
para determinar o número máximo de zeros que um elemento desse conjunto pode ter.

Frente a isso, faz-se necessário a aplicação da Teoria de Chebyshev, esta que
é uma ferramenta clássica para atacar esse tipo de problema. Inicialmente, tal teoria foi
usada na Teoria da Aproximação, no estudo de Funções Spline e na Teoria do Momento
Fine (ver [18, 17]). Recentemente, foi usada na Teoria de Equações Diferenciais para
estudar desdobramentos versais de singularidades de campos de vetores (ver [29, 32]). Na
Teoria Qualitativa de Equações Diferenciais, é usada para estudar o número de órbitas
periódicas isoladas (ciclos limites) bifurcando-se de um anel de órbitas periódicas, ver
também [32]. Mais especificamente, é útil para obter limitantes superiores para o número
de zeros da Função de Melnikov. Esses estudos forneceram limitantes inferiores para o
chamado versão fraca do 16o Problema de Hilbert (ver [5, 34]).

Considere F � ru0, . . . , uns como sendo um conjunto ordenado de funções
suaves definidas no intervalo fechado ra, bs e ZpFq o número máximo de zeros, contando
a multiplicidade, de qualquer função não trivial em SpanpFq, sendo este o conjunto de
todas as combinações lineares dos elementos de F . A seguir apresentaremos definições
e teoremas sobre a Teoria de Chebyshev que aplicaremos para classificar os conjuntos
ordenados de funções a serem definidos posteriormente.

Definição 1. [18] O conjunto F é dito um Sistema Estendido de Chebyshev ou apenas
sistema ET em ra, bs, se ZpFq ¤ n.

Definição 2. [31] Quando ZpFq � n� k, o conjunto F é chamado um sistema ET com
acurácia k em ra, bs.

Definição 3. Dizemos que F é um Sistema Estendido Completo de Chebyshev ou um
sistema ECT em um intervalo fechado ra, bs se, e somente se, para qualquer k, 0 ¤ k ¤ n,

ru0, u1, . . . , uks é um sistema ET ("Extended Tchebyshev System").
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A seguir enunciaremos resultados da Teoria da Chebyshev que serão utilizados
para a classificação desejada.

Definição 4. O Wronskiano do conjunto ordenado ru0, . . . , uss, de s�1 funções, é definido
como

Wspxq � Wspu0, . . . , usqpxq � detpMpu0, . . . , usqpxqq,
com

Mpu0, . . . , usqpxq �

������
u0pxq . . . uspxq
u10pxq . . . u1spxq
... ...

u
psq
0 pxq upsqs pxq

�����
.
Teorema 3. [18] F é um sistema ECT em ra, bs se, e somente se,Wkpu0, u1, . . . , ukqptq � 0
em ra, bs para 0 ¤ k ¤ n.

Teorema 4. [18] Seja F � ru0, u1, ..., uns um sistema ECT em um intervalo fechado
ra, bs. Então, o número de zeros isolados para todo elemento de SpanpFq não ultrapassa n.
Além disso, para cada configuração de m ¤ n zeros, contando sua multiplicidade, existe
F P SpanpFq com essa configuração de zeros.

Os próximos resultados, provados em [31], estende o teorema acima quando
alguns Wronskianos possuem zeros.

Teorema 5. [31] Seja F � ru0, u1, . . . uns um conjunto ordenado de funções definidas em
ra, bs. Assuma que todos os Wronskianos Wipxq, i P t0, . . . , n� 1u, não possuem zeros em
ra, bs, exceto Wnpxq, que tem exatamente um zero em pa, bq e esse zero é simples. Então,
o número de zeros isolados para todo elemento de SpanpFq não excede n� 1. Além disso,
para qualquer configuração de m ¤ n� 1 zeros existe F P SpanpFq com essa configuração
de zeros.

Teorema 6. [31] Seja F � ru0, u1, . . . , uns um conjunto ordenado de funções analíticas
em ra, bs. Assuma que todos os νi zeros do Wronskiano Wi são simples para i P t0, . . . , nu.
Então o número de zeros isolados para todos elementos de SpanpFq não excede

n� νn � νn�1 � 2 pνn�2 � � � � � ν0q � µn�1 � � � � � µ3 (3.1)

com µi � minp2νi, νi�3 � . . .� ν0q, para i P t3, . . . , n� 1u.

Observação 2. No Teorema 6, assumimos que todos os zeros dos Wronskianos Wi,

i P t0, . . . , nu, são simples. Essa condição pode ser eliminada da seguinte forma:

Assuma que, para cada i P t0, . . . , nu, Wronskiano Wi tem νi zeros contando
a multiplicidade. Então, o número de zeros simples para cada elemento de SpanpFq não
excede o número dado na equação (3.1).
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De fato, se existe um elemento f �
ņ

i�0
aiui P SpanpFq tal que o número de

zeros simples excede o número dado na equação (3.1), então perturbando as funções ui,

denotada como uεi , para i P t0, . . . , nu, a função fε �
ņ

i�0
aiu

ε
i ainda iria exceder o número

dado na equação (3.1), porque assumimos que os zeros de f são simples. Além do mais, essa
perturbação pode ser escolhida de modo que cada Wronskiano W ε

i do conjunto ordenado de
funções ruε0, uε1, . . . , uεi s , para i P t0, . . . , nu, tem menos ou exatamente νi zeros, todos eles
simples. Isso contradiz o Teorema 6.

3.1 Novas famílias de Sistemas ET com acurácia
Considere as seguintes famílias de funções ordenadas:

Fk
1 � ruk1, uk12, u

k
4s,

Fk
2 � ruk13, u

k
15, u

k
5, u

k
2s,

Fk
3 � ruk1, uk4, uk9, uk16, u

k
17s,

Fk
4 � ruk4, uk9, uk6, uk3, uk16, u

k
17s,

Fk
5 � ruk1, uk4, uk7, uk8, uk10, u

k
5, u

k
11, u

k
14s,

Fk
6 � ruk1, uk4, uk9, uk6, uk3, uk16, u

k
17s,

Fk,λ
7 � ruk18, u

k
19, u

k
20, u

k
21, u

k
22, u

k
23, u

k,λ
24 s,

(3.2)

sendo k P Z�, λ P R, e as funções uk1, . . . , uk23, u
k,λ
24 definidas em p0,8q como

uk1pxq � 1, uk2pxq � x,

uk3pxq � x2k�2, uk4pxq � x2k,

uk5pxq � x2k�1, uk6pxq � x4k�2,

uk7pxq � x4k, uk8pxq � x4k�1,

uk9pxq � x6k�2, uk10pxq � x6k,

uk11pxq � x6k�1, uk12pxq � xp1� x4kq,
uk13pxq � x4k � x2, uk14pxq � x� p2k � 1qx8k�1

uk15pxq �
�
x4k � x2� tg�1 �x2k�1� , uk16pxq �

�
x4k�2 � 1

� �
2kx4k�1 � x

�
,

uk17pxq �
�
x4k�2 � 1

� �
2kx4k�1 � x

�
tg�1 �x2k�1� , uk18pxq � x1{k �p2k � 1qx2 � 1

�3
,

uk19pxq � �x1{k �p2k � 1qx3 � x
�2
, uk20pxq � �x 1

k
�3 �p2k � 1qx2 � 1

�2
,

uk21pxq � x
3

2k
�1 �p2k � 1qx2 � 1

�3
, uk22pxq � x

1
k
�1 �p2k � 1qx2 � 1

�3
,

uk23pxq �
�
x2 � 1

�
x

3
2k

�p2k � 1qx2 � 1
�3
,

e

uk,λ24 pxq � x5λ3p2k � 1q3 � x2 �3 �8k2 � 6k � 1
�
λ2 � 1

�� λx
��4k2λ2 � 2k

�
λ2 � 3

�� 3
�

�1� p2k � 1qpλx3 �p4k2 � 1qλ2 � k
�
4λ2 � 6

�� 3
�� x4 �3λ2 � k

�
6λ2 � 2

��q.
Nesta seção, vamos enunciar e provar os resultados usados para classificar essas

famílias. Tal classificação pode ser observada na tabela 3.



Capítulo 3. Sistemas Estendidos de Chebyshev com acurácia 45

Sistema Famílias Z

ECT

F1
2 3

F1
3 4

F2
4 5

Fk
5 , k ¥ 1 7

ET com acurácia 1

Fk
1 , k ¥ 1 3

Fk
4 , k ¡ 2 6

Fk
2 , k ¥ 2 4

Fk
6 , k ¥ 2 7

ET com acurácia ac, 2 ¤ ac ¤ 4 F1,λ
7 8 ¤ ZpF1,λ

7 q ¤ 10

ET com acurácia ac, 3 ¤ ac ¤ 8 Fk,λ
7 9 ¤ ZpF1,λ

7 q ¤ 14

Tabela 3 – Sistemas de Chebyshev

Proposição 4. Os conjuntos de funções F1
2 , F1

3 , F2
4 , e Fk

5 , para k ¥ 1 são sistemas ECT
em ra, bs, para qualquer 0   a   b.

Demonstração. Pelo Teorema 3 é suficiente mostrar que os Wronskianos definidos pelos
conjuntos F1

2 , F1
3 , F2

4 e Fk
5 , k ¥ 1, não possuem zeros em p0,8q, o que implica que cada

um desses conjuntos é um sistema ECT.

Segundo a Definição 4, os Wronskianos da família F1
2 são dados por

W0pxq � x2 � x4,

W1pxq � x2 �x4 � x2� ,
W2pxq � � 4x9

x4 � x2 ,

W3pxq � 32x9

px2 � x4q2 ,

e note que W0pxq ¡ 0, W1pxq ¡ 0, W2pxq   0 e W3pxq ¡ 0 em p0,8q, logo estes não
possuem zeros em p0,8q.

Os Wroskianos de F1
3 são dados por

W0pxq � 1,
W1pxq � 2x,
W2pxq � 16x3,

W3pxq � 48xp1� 3x2 � 10x4q,
W4pxq � 1536x3p9� 2x2q

p1� x2q3 ,
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e observe queW0pxq ¡ 0, W1pxq ¡ 0, W2pxq ¡ 0 e W4pxq ¡ 0 em p0,8q. Além disso, sendo
Disp1 � 3x2 � 10x4q   0, temos que W3pxq ¡ 0 em p0,8q. Portanto, Wipxq não possue
zeros em p0,8q para i � 0, � � � , 4.

Os Wronskianos da família F2
4 são dados por

W0pxq � x4,

W1pxq � 6x13,

W2pxq � �48x17,

W3pxq � 3072x16,

W4pxq � 27648x13 �924x12 � 25x6 � 15
�
,

W5pxq � 47775744x24 p2464x18 � 42156x12 � 3975x6 � 3325q
px6 � 1q4 .

que, observe que W0pxq ¡ 0, W1pxq ¡ 0, W2pxq   0 e W3pxq ¡ 0 em p0,8q. Além disso,
sendo Disp924x12 � 25x6 � 15q   0 e Disp2464x18 � 42156x12 � 3975x6 � 3325q   0, temos
que W4pxq ¡ 0 e W5pxq ¡ 0 em p0,8q. Portanto, Wipxq não possue zeros em p0,8q para
i � 0, � � � , 5.

Os Wronskianos da família Fk
5 são

W0pxq � 1,
W1pxq � 2kx2k�1,

W2pxq � 16k3x6k�3,

W3pxq � 16k3 �8k2 � 6k � 1
�
x10k�5,

W4pxq � 768k6p2k � 1q �8k2 � 6k � 1
�
x16k�9,

W5pxq � �1536k7 �1� 4k2�2 �16k2 � 1
�
x18k�13,

W6pxq � �12288k9p2k � 1q3p4k � 1qp6k � 1q ��8k2 � 2k � 1
�2
x24k�18,

W7pxq � �589824k12p2k � 1q3p4k � 1qp6k � 1q ��8k2 � 2k � 1
�2
x24pk�1q�

48k3 � 44k2 � 12k � 1� p2k � 1q2p4k � 1qp6k � 1qp8k � 1qx8k� .
Note que W0pxq ¡ 0,W1pxq ¡ 0,W2pxq ¡ 0 para k P Z� e x P p0,8q. Uma vez que
os coeficientes da variável x dos wronskianos W3pxq e W4pxq são positivos para k P Z�,
temos que W3pxq ¡ 0,W4pxq ¡ 0. Da mesma forma, sendo os coeficientes da variável x
dos wronskianos W5pxq e W6pxq negativos para k P Z�, temos que W5pxq   0,W6pxq   0.
Observe que por 48k3 � 44k2 � 12k � 1 ¡ 0 para k P Z�, W7pxq possui zero em p0,8q.
Isso finaliza a prova da Proposição 4.

Proposição 5. Os conjuntos de funções Fk
1 , para k ¥ 1, Fk

2 , para k ¥ 2, Fk
4 , para k ¡ 2,

e F2
6 são sistemas ET com acurácia 1 em ra, bs, para qualquer 0   a   b.

Demonstração. Para cada conjunto Fk
1 , para k ¥ 1, Fk

4 , k ¡ 2, e Fk
2 , Fk

6 , para k ¥ 2,
mostraremos que todos seus Wronskianos não possuem zeros em p0,8q, exceto o último
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que tem exatamente um zero simples em p0,8q. Então, pelo Teorema 5, teremos que cada
um desses conjuntos é um sistema ET com acurácia 1.

Os Wronskianos da família Fk
1 são dados por

W0pxq � 1,
W1pxq � p4k � 1qx4k � 1,
W2pxq � 2kx2pk�1qp�p1� 6k � 8k2qx4k � 2k � 1q.

Note para k P Z�, os Wronskianos W0pxq e W1pxq não possuem zeros em R e W2pxq tem
exatamente um zero positivo, que é simples.

Os Wronskianos da família Fk
2 são dados por

W0pxq � x2 � x4k,

W1pxq � p2k � 1qpx2k�2 � x6kq,
W2pxq � �4p2k � 1q3x8k�1

x2 � x4k ,

W3pxq � �16kp2k � 1q3x8k�3 �pk � 1qp4k � 1qx4k�2 � 1� 3k
�

px4k�2 � 1q2 .

Novamente, observe que, para k P Z� tal que k ¥ 2, os Wronskianos W0pxq,W1pxq,W2pxq
são positivos para x P p0,8q e W3pxq tem um único zero positivo, que é simples.

Os Wronskianos da família Fk
4 , para k ¡ 2, são dados por

W0pxq � x2k,

W1pxq � p4k � 2qx8k�3,

W2pxq � �8pk � 1qkp2k � 1qx12k�7,

W3pxq � 128pk � 1qk3p2k � 1qx14k�12,

W4pxq � 128pk � 1qk3p2k � 1q3x14k�15P0,k
�
x4k�2� ,

W5pxq � 8192p1� 2kq6pk � 1qk3x24k�16

px4k � x2q4 P1,kpx4k�2q,

com
P0,kpxq � 6kp4k � 1qp6k � 1qx2 � p2k � 1q2x� 3p2kp4k � 9q � 9q,

e
P1,kpxq � �4pk � 1qkp2k � 5qp3k � 2qp4k � 1qp6k � 1qx3

�4pkpkpkp4kp9kp8k � 3q � 281q � 949q � 249q � 20q � 1qx2

�p3k � 1qp4kpkp4kp36k � 89q � 185q � 5q � 29qx
�p2k � 3qp3k � 1qp4k � 3qp4k � 1qp10k � 1q.

Note que os Wronskianos Wipxq � 0 para i � 0, 1, 2, 3 não possuem zeros em p0,8q. Em
seguida, devemos mostrar que W4pxq ¡ 0 em p0,8q e W5pxq tem um zero positivo, que é
simples. Para isso, calculamos o discriminante de P0,k e P1,k, obtemos

DispP0,kq � �13824k5 � 36880k4 � 29056k3 � 7800k2 � 640k � 1,
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e

DispP1,kq � �16p2k � 1q6p3k � 1q �576k6 � 720k5 � 380k4 � 212k3 � 183k2 � 89k � 17
��

41� 12428k � 51458k2 � 3664611k3 � 32461588k4 � 126891032k5�
257528192k6 � 276914736k7 � 143578944k8 � 22830336k9 � 3317760k10� .

Para k ¡ 2, DispP0,kq,DispP1,kq   0. Uma vez que P0,kpxq é um polinômio de grau 2, este
não admite zeros reais. E sendo P1,kpxq um polinômio de grau 3 e possuir discriminante
negativo, este tem no máximo um zero real, contando multiplicidade. Consequentemente,
W4pxq não possui zeros em R e W5pxq tem no máximo um zero positivo, que é simples se
existir. Agora,

P1,kp0q � p�3� 2kqp�1� 3kqp�3� 4kqp�1� 4kqp�1� 10kq ¡ 0

e

lim
xÑ8

sgnpP1,kpxqq � sgn
�
40k � 516k2 � 2220k3 � 3808k4 � 2640k5 � 576k6�   0.

Portanto, W5pxq tem exatamente um zero, que é simples.

Os Wronskianos da família F2
6 são

W0pxq � 1,
W1pxq � 4x3,

W2pxq � 240x11,

W3pxq � �11520x14,

W4pxq � 1474560x12,

W5pxq � 13271040x8P2,2px6q,
W6pxq � �183458856960x18P4,2px6q

px6 � 1q5 ,

com
P2,2pxq � 15� 175x� 12012x2

e
P4,2pxq � 8008x4 � 460390x3 � 993711x2 � 29800x� 6650.

Nota-se queWipxq � 0, i � 0, 1, 2, 3, 4 para x P p0,8q. Uma vez que o DispP2,2q,DispP2,2q  
0, temos que W5pxq ¡ 0 e por ser um polinômio de grau 4 e ter discriminante negativo,
P4,2pxq tem no máximo dois zeros reais contando multiplicidade. Além disso, P4,2p0q �
�6650 e lim

xÑ8
P4,2pxq � 8. Portanto, P4,2pxq e, consequentemente, W6pxq tem exatamente

um zero positivo, que é simples. Isso finaliza a prova da Proposição 5.

Proposição 6. Os conjuntos de funções Fk
6 , para k ¡ 2, são sistemas ET com acurácia 1

em ra, bs, para qualquer 0   a   b.
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Demonstração. Seja Gk � ruk1, uk4, uk9, uk6, uk3, uk16s e Hk
α,β � ruk4, uk9, uk6, uk3, αuk1 �βuk16�uk17s

conjuntos ordenados. Observe que

SpanpFk
6 q � SpanpGkq Y

¤
α,βPR

SpanpHk
α,βq.

A demonstração será feita em duas etapas. Primeiramente, mostraremos que
os Wronskianos definidos por Fk

6 não possuem zeros exceto o último, que tem dois zeros
simples. Aplicando os Teoremas 5 e 6, temos que 7 ¤ ZpF6

k q ¤ 8. Em seguida, provaremos
que Gk é um sistema ECT, e do Teorema 4, temos ZpGkq � 5, e que os Wronskianos
definidos por Hk

α,β não possuem zeros, exceto o último que tem no máximo 3 zeros, contando
a multiplicidade. Então, dos Teoremas 5, 6 e a Observação 2, temos que 4 ¤ ZpHk

α,βq ¤ 7.
Portanto, concluímos que ZpF6

k q � 7.

Os Wronskianos da família Fk
6 são dados por

W0pxq � 1,
W1pxq � 2kx2k�1,

W2pxq � 8kpkp6k � 5q � 1qx8k�5,

W3pxq � �64p1� 2kq2pk � 1qk2p3k � 1qx12k�10,

W4pxq � 2048k4p3k � 1q �2k2 � 3k � 1
�2
x14k�16,

W5pxq � 2048p1� 2kq4pk � 1q2k4p3k � 1qx14k�20P2,k
�
x4k�2� ,

W6pxq � 262144pk � 1q2k4p2k � 1q7p3k � 1qx24k�20P4,kpx4k�2q
px4k � x2q5 ,

com

P2,kpxq � 6kp4k � 1qp6k � 1qp8k � 3qx2 � p4k � 1qp2k � 1q2x� 3p2kp4k � 9q � 9q

e

P4,kpxq � 4pk � 1q2kp2k � 5qp3k � 2qp4k � 1qp6k � 1qp8k � 3qx4

�2p3k � 2qp4k � 1qpkp4kpkp4kp2kp78k � 179q � 235q � 89q � 59q � 35q � 1qx3

�p3k � 2qpkp4kp2kp10kpkp4kp48k � 61q � 177q � 183q � 1017q � 465q � 201q � 19qx2

�4p3k � 1qp5k � 2qp2kpkp4kpkp4k � 19q � 44q � 75q � 19q � 13qx
�p2k � 3qp3k � 1qp4k � 3qp4k � 1qp5k � 2qp10k � 1q.

Nota-se que Wipxq � 0 para i � 0, 1, 2, 3, 4. Agora, mostramos que, para k ¡ 2, W5pxq ¡ 0
em p0,8q e W6pxq tem dois zeros positivos, que são simples. Calculando o discriminante
de P2,k e P4,k obtemos

DispP2,kq � �p4k � 1qAk,
com

Ak � 1� 1948k � 20744k2 � 66464k3 � 77296k4 � 27584k5,

e
DispP4,kq � �192p2� 3kq2p1� 2kq12p3k � 1qp4k � 1qp5k � 2qBkCk,
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com

Bk � �1917k � 5508k2 � 14166k3 � 161955k4 � 507294k5 � 336876k6 � 2819520k7

�11872944k8 � 24994208k9 � 32211648k10 � 24318720k11 � 8294400k12 � 206,
Ck � 1234� 1406151k � 140801881k2 � 1655961863k3 � 15757275163k4

�454467427122k5 � 3991908595280k6 � 18758368588312k7 � 52157245218176k8

�84657031448672k9 � 65764683807488k10 � 13116254256768k11

�75206228610816k12 � 66368938080256k13 � 1454789099520k17.

Uma vez que Ak, Bk, Ck ¡ 0, temos que DispP4,kq,DispP2,kq   0. Portanto, P2,kpxq e,
consequentemente, W5pxq, não admite zeros reais. Além disso, por ser um polinômio de
grau 4 e ter discriminante negativo, P4,kpxq e, consequentemente, W6pxq tem no máximo
dois zeros positivos contando multiplicidade. E ainda,

P4,kp0q � p2k � 3qp3k � 1qp4k � 3qp4k � 1qp5k � 2qp10k � 1q,
P4,kp2q � �6� 3687k � 63459k2 � 351684k3 � 787140k4 � 528768k5

�478272k6 � 738816k7 � 221184k8,

e lim
xÑ8

P4,kpxq � 8. Sendo sgnpP4,kp0qq � �sgnpP4,kp2qq � 1, segue que P4,kpxq e, con-
sequentemente, W6pxq tem exatamente dois zeros positivos, que são simples. Portanto,
tomando um intervalo tal que W6pxq tenha apenas um zero simples, temos pelo Teorema
5 que ZpFk

6 q � 7. Porém, se considerarmos um intervalo em que W6pxq tenha dois zeros
simples, temos pelo Teorema 6 que ZpFk

6 q ¤ 8. Logo, 7 ¤ ZpFk
6 q ¤ 8.

Sendo os Wronskianos de Gk iguais aos seis primeiros Wronskianos de Fk
6 ,

temos que ZpGkq é um sistema ECT e, do Teorema 4, segue que ZpGkq � 5.

Agora, calculando os Wronskianos de Hk
α,β, obtemos

W0pxq � x2k,

W1pxq � p4k � 2qx8k�3,

W2pxq � �8pk � 1qkp2k � 1qx12k�7,

W3pxq � 128pk � 1qk3p2k � 1qx14k�12,

W4pxq � 128p2k � 1q3pk � 1qk3x14k�15Sk3
�
x4k�2�Qk

α,βpxq,
com

Qk
α,βpxq �

�
αSk1 pxq � p2k � 1qx2k�9Sk2 px4n�2q
p2k � 1qx4 px4k � x2q3 Sk3 px4k�2q � tg�1 �x2k�1�� β



,

Sk1 pxq � 16p�1� kqkp�1� 3kqx3px2 � x4kq3,
Sk2 pxq � �3p9� 2kp�9� 4kqq � p�71� 4p37� 15kqkqx

�p�1� 2kqp61� 2kp�37� 92kqqx2

�p�1� 4kp3� kp�41� 96kqqqx3 � 6kp�1� 4kqp�1� 6kqx4,

Sk3 pxq � 3p9� 2kp�9� 4kqq � p1� 2kq2x� 6kp�1� 4kqp�1� 6kqx2.
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Novamente, temos Wipxq � 0 para i � 0, 1, 2, 3. Para analisar os zeros de W4pxq, vamos
analisar os zeros de Qk

α,βpxq. A derivada de Qk
α,βpxq pode ser escrita como

pQk
α,βq1pxq � RkpxqSkαpxq,

com
Rkpxq � �16pk � 1qkp3k � 1qx2qk1px4k�2q

p2k � 1qx8Sk3 px4k�2q2 ,

Skαpxq � α � 4p1� 2kq2x10k�4qk2px4k�2q
pk � 1qkp3k � 1q px4k � x2q4 qk1px4k�2q ,

sendo

qk1pxq � 6kp4k � 1qp6k � 1qp8k � 3qx2 � p2k � 1q2p4k � 1qx� 3p2kp4k � 9q � 9q,
qk2pxq � 9� 171k � 1052k2 � 2692k3 � 2816k4 � 960k5

�p�29� 107k � 680k2 � 3644k3 � 4848k4 � 1728k5qx
�p4� 80k � 996k2 � 3796k3 � 4496k4 � 432k5 � 1152k6qx2

�p�40k � 516k2 � 2220k3 � 3808k4 � 2640k5 � 576k6qx3.

Observe que, para k ¡ 2, a função qk1pxq é positiva. De fato,

Dispqk1q � �p4k � 1qp1� 1948k � 20744k2 � 66464k3 � 77296k4 � 27584k5q   0

e qk1p0q ¡ 0. Assim, note que Rkpxq não possui zeros em p0,8q. E considere

pSkαq1pxq �
8p1� 2kq2x10k�5q3px4k�2qqk4px4k�2q

pk � 1qkp3k � 1qp1� x4k�2q5pqk1px4k�2qq2 ,

com

qk3pxq � �27� 6kp�9� 4kq � p1� 4kp1� kqqx� 6kp�1� 4kqp�1� 6kqx2,

qk4pxq � p�3� 2kqp�1� 3kqp�3� 4kqp�1� 4kqp�2� 5kqp�1� 10kq�
4p�1� 3kqp�2� 5kqp13� 2kp�19� kp�75� 4kp44� kp�19� 4kqqqqqx
�p38� 459k � 4323k2 � 21852k3 � 53688k4 � 72240k5qx2

�p81520k6 � 89280k7 � 46080k8qx2 � p4� 162k � 1738k2 � 4608k3qx3

�p�17208k4 � 114176k5 � 226240k6 � 192384k7 � 59904k8qx3

�p4p�1� kq2kp�5� 2kqp�2� 3kqp�1� 4kqp�1� 6kqp�3� 8kqqx4.

Pelo cálculo do discriminante de qk3 e qk4 , obtemos

Dispqk3q � 1� 8kp80� kp�975� 2kp1816� kp�2305� 864kqqqq

e
Dispqk4q � �192p3k � 2q2p2k � 1q12p3k � 1qp4k � 1qp5k � 2qDkEk,
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com
Dk � 206� 1917k � 5508k2 � 14166k3 � 161955k4 � 507294k5 � 336876k6

�2819520k7 � 11872944k8 � 24994208k9 � 32211648k10 � 24318720k11

�8294400k12,

Ek � 1234� 1406151k � 140801881k2 � 1655961863k3 � 15757275163k4

�454467427122k5 � 3991908595280k6 � 18758368588312k7 � 52157245218176k8

�84657031448672k9 � 65764683807488k10 � 13116254256768k11

�75206228610816k12 � 66368938080256k13 � 30092670877696k14

�12225870102528k15 � 5928649555968k16 � 1454789099520k17.

Assim, por cálculos diretos, obtemos Dispqk3q,Dispqk4q   0, para k ¡ 2. Portanto, por ser
um polinômio de grau 2 e ter discriminante negativo, q3pxq não admite zeros reais e qk4pxq,
por ser um polinômio de grau 4 e ter discriminante negativo, tem no máximo dois zeros
positivos contando multiplicidade. Isso implica que o número de zeros de pSkαq1pxq contando
multiplicidade é no máximo dois. Consequentemente, pQk

α,βq1pxq tem no máximo três zeros.
Note que

lim
xÑ0

sgnppQk
α,βq1pxqq � lim

xÑ8
sgnppQk

α,βq1pxqq � �α.
Para α � 0, segue que pQk

α,βq1pxq tem no máximo dois zeros. Portanto, Qk
α,β e, consequen-

temente, W4 tem no máximo três zeros positivos. Assim, do Teorema 6 e da Observação 2,
temos que 4 ¤ ZpHk

α,βq ¤ 7. Para α � 0, segue que SpanpHk
α,βq � SpanpFk

4 q. Considerando
a Proposição 5, temos que ZpHk

α,βq ¤ 6. Isso finaliza a prova da Proposição 6.

Proposição 7. Para λ P R, ZpF1,λ
7 q ¤ 10 em ra, bs, para qualquer 0   a   b. Além disso,

para λ � 2, existe uma função em SpanpF1,2
7 q que tem oito zeros simples em p0,8q.

Demonstração. Seja

fpxq � a0u
1
18pxq � a1u

1
19pxq � a2u

1
20pxq � a3u

1
21pxq � a4u

1
22pxq � a5u

1
23pxq � a6u

1,λ
24 pxq

uma função em SpanpF1,λ
7 q. A quinta derivada de fpxq, f p5qpxq, é escrita como uma

combinação linear das funções do conjunto ordenado

J0 �
�
1, x, x2, x3, pu1

21qp5qpxq, pu1
23qp5qpxq

�
.

Calculando os Wronskianos de J0, obtemos

W0pxq � 1,
W1pxq � 1,
W2pxq � 2,
W3pxq � 12,

W4pxq � 8505 p9 p429 p85x4 � x2q � 35qx2 � 55q
128x13{2 ,

W5pxq � 120558375
65536x15

�
409280498055x14 � 16979438619x12 � 2324256363x10

�589231071x8 � 64265157x6 � 508833x4 � 23177x2 � 1573
�
.
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Note que todos os Wronskianos acima não possuem zeros em p0,8q, o que implica que J0

é um Sistema ECT. Do Teorema 4, f p5qpxq tem no máximo cinco zeros e, portanto, fpxq
tem no máximo dez zeros. Consequentemente, ZpFk,λ

7 q ¤ 10.

Finalmente, seja fpxq P SpanpF 1,2
7 q dado por

fpxq � a0u
1
18pxq � a1u

1
19pxq � a2u

1
20pxq � a3u

1
21pxq � a4u

1
22pxq � a5u

1
23pxq � u1,2

24 pxq,

com
a0 � �29.674872845038724, a1 � �88.998921871,
a2 � 1.777150602939737, a3 � �2.0194231196937788� 10�5,

a4 � 0.5926213398946085, a5 � 3.18899089714221� 10�8.

A função g, definida por gpxq � fpx2q, uma função polinomial de grau dezenove no
intervalo p0,8q. Por cálculos diretos mostramos que g tem oito zeros, que são simples
visto que Dispgq � 0.

Proposição 8. Para k ¡ 1 e λ P R, ZpFk,λ
7 q ¤ 14 em ra, bs, para qualquer 0   a   b.

Além disso, para λ � 1, existe uma função em SpanpFk,1
7 q que tem nove zeros simples em

p0,8q.

Demonstração. Seja

fpxq � a0u
k
18pxq � a1u

k
19pxq � a2u

k
20pxq � a3u

k
21pxq � a4u

k
22pxq � a5u

k
23pxq � a6u

k,λ
24 pxq

uma função em SpanpFk,λ
7 q. Uma vez que puk,λ24 qp8q � 0 para cada k ¡ 1, f p8qpxq é escrito

como uma combinação linear das funções do conjunto ordenado

Hk � �puk18qp8q, puk19qp8q, puk20qp8q, puk21qp8q, puk22qp8q, puk23qp8q
�
.

Calculando os Wronskianos de Hk, obtemos

W0pxq � �pk � 1qx 1
k
�8

k8 Uk
0 pxq,

W1pxq � 2pk � 1q2pk � 1qp2k � 1qp2k � 1qp3k � 1qx 2
k
�15

k16 Uk
1 pxq,

W2pxq � 6pk � 1q2pk � 1q2p2k � 1qp2k � 1q2 p9k2 � 1qx 3
k
�22

k24 Uk
2 pxq,

W3pxq � 81p2k � 1qp2k � 1q3 pk2 � 1q2 p18k3 � 27k2 � 2k � 3qx 9
2k
�32

1024k35 Uk
3 pxq,

W4pxq � �81p1� 2kq2 p2k3 � k2 � 2k � 1q3 p18k3 � 27k2 � 2k � 3qx 11
2k
�43

1024k44 Uk
4 pxq,

W5pxq � �729p1� 2kq2 p2k3 � k2 � 2k � 1q3 p18k3 � 27k2 � 2k � 3qx7p 1
k
�8q

4194304k56 Uk
5 pxq,

com U0, U1, U2, U3, U4 e U5 funções polinomiais de grau 6, 8, 12, 18, 22 e 30, respectivamente.
Além disso, temos que Uipxq, para i � 0, 1, 2, 3, 4, não possuem zeros em p0,8q e U5pxq
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tem exatamente um zero positivo, que é simples. Do Teorema 5, segue que ZpHkq � 6.
Consequentemente, concluímos que ZpFk,λ

7 q ¤ 14.

No que segue, devemos provar que existe uma função em SpanpFk,1
7 q que tem

nove zeros simples em p0,8q. Portanto, seja fpx; aq P SpanpF k,1
7 q dado por

fpx; aq � p1� 2kqpa0 � 4p1� kqquk19pxq � p�3a3 � a1p1� 2kqqp1� 2kquk20pxq
�4p1� kquk18pxq � a2u

k
21pxq � p�2a3 � a1p1� 2kqquk22pxq � a4u

k
23pxq � uk,124 pxq,

com a � pa0, a1, a2, a3, a4q P R5.

Denote gkpx; aq :� fpx2k; aq. Primeiro, provaremos que, para cada inteiro k ¡ 1,
existe δk ¡ 0, tal que gkpx; aq tem no mínimo quatro zeros simples em p0, 2q, para cada
a P Bp0, δkq. Note que gkpx; 0q tem no mínimo quatro zeros em p0, 2q com multiplicidade
ímpar, para cada k ¡ 1. De fato,

gkp0; 0q ¡ 0, gkp1{2; 0q   0, gkp1; 0q � 0, g1kp1; 0q   0, and gkp2; 0q ¡ 0.

Isso garante que gkpx; 0q tem no mínimo quatro zeros em p0, 2q. Para 2 ¤ k ¤ 30, é
relativamente fácil ver que Dispgkpx; 0qq � 0, que implica que os quatros zeros acima são
simples. Agora, para k ¡ 30, temos que

gkpx; 0q � H1px2kq �H2px2kq,

com

H1pxq �
�
8k3 � 6k � 4

�
x3 � 2

�
12k2 � 9k � 2

�
x2 � ��4k2 � 4k � 3

�
x� 1

� �
16k2 � 14k � 3

�
x4 � p2k � 1q3x5,

H2pxq � �8
�
2k2 � 3k � 1

�
x

1
k
�2 � 4pk � 1qp2k � 1q2x 1

k
�4 � 4pk � 1qx1{k.

Note que H1pxq ¡ 0 para x ¡ 0. O Wronskiano de rH1pxq, H2pxqs pode ser escrito como

W1pxq � 4pk � 1qx 1
k
�1

k
P5,kpxq, com

P5,kpxq � �1� �
4pk � 2qk2 � k � 3

�
x� 2

�
k
�
24k2 � 2k � 9

�� 3
�
x2

�10pk � 1qp2k � 1q �2k2 � k � 1
�
x3 � 2p2k � 1qpkp12k � 19q � 6qx4

�2pk � 1qp2k � 1q2p5kp2k � 1q � 6qx5

�2p2k � 1q2pkp2kp12k � 7q � 15q � 5qx6

�2p2k � 1q3 �p2k � 5qk2 � 3
�
x7 � pk � 1qp2k � 1q5x9 � p2k � 1q3p8k � 3qx8.

Uma vez que Dis
�
P
p3q
5,k

	
  0 e P p3q

5,k pxq tem grau seis, concluímos que P p3q
5,k pxq tem no máximo

quatro zeros, contando multiplicidade. Além disso, lim
xÑ�8

P
p3q
5,k pxq ¡ 0, P p3q

5,k p�1{2q   0,

P
p3q
5,k p0q ¡ 0, e P p3q

5,k p1{2q   0. Deste modo, P p3q
5,k pxq tem dois zeros em p�8, 0q e dois zeros

em p0,8q. Portanto, P p2q
5,k pxq tem no máximo três zeros em p0,8q, contando multiplicidade.

Sendo
P
p2q
5,k p0q ¡ 0 e lim

xÑ8
P
p2q
5,k pxq ¡ 0,
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segue que P p2q
5,k pxq tem no máximo dois zeros positivos, contando multiplicidade. Logo,

P5,kpxq tem no máximo quatro zeros positivos. Além disso,

P5,kp0q   0 e lim
xÑ8

P5,kpxq ¡ 0.

Assim, P5,kpxq tem no máximo três zeros, contando multiplicidade, em p0,8q. Do Teorema
6 e a Observação 2, temos que gkpx; 0q tem no máximo quatro zeros simples em p0,8q.
Consequentemente, gkpx; 0q tem no mínimo quatro zeros simples em p0, 2q.

Assim, provamos que, para cada k ¡ 1, gkpx; 0q tem no mínimo quatro zeros
simples em p0, 2q. Desde que gkpx; aq depende continuamente de a, para cada k ¡ 1
existe δk ¡ 0 tal que gkpx; aq tem no mínimo quatro zeros simples em p0, 2q, para cada
a P Bp0, δkq.

Agora, provamos que, para cada inteiro k ¡ 1, existe ak P Bp0, δkq tal que
gkpx; akq tem cinco zeros simples adicionais em p2,8q. Para isso, tomando x � y�1 em
p0,8q, vemos que

gkpy�1; aq � 1
y3�16khkpy; aq,

com hkpy; aq, em torno de y � 0, temos

hkpy; aq � a4 � a2y
2k � a3y

2k�1 � 2a4p2� kq
1� 2k y4k � a0y

4k�1 � 3a2

2k � 1y
6k � a1y

6k�1

�y6k�3 �Opy6k�4q.

Portanto, para cada inteiro k ¡ 1, podemos escolher a P Bp0, δkq a fim de que hkpy; aq tenha
cinco zeros simples positivos em uma vizinhança de y � 0. Consequentemente, gkpx; aq
tem cinco zeros simples positivos adcionais em uma vizinhança do infinito. Portanto,
encontramos uma função em Fk,1

7 que tem no mínimo nove zeros simples.
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4 Sistemas diferenciais planares lineares por
partes

Motivado pela segunda parte do 16� Problema de Hilbert, existe um interesse
crescente em estabelecer um limite superior uniforme para o número máximo de ciclos
limites que sistemas lineares planares por partes possam ter. Na literatura, pode-se encon-
trar muitos artigos abordando esse problema assumindo que a curva de descontinuidade é
uma reta (ver, por exemplo, [1, 4, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27], e suas refe-
rências). Nesse caso, não é conhecido exemplos com mais de três ciclos limites. Em [3, 30],
é mostrado que tal limite superior está estritamente relacionado com a não linearidade
da curva de descontinuidade. Nessa direção, sistemas lineares por partes separados em
duas zonas pela curva y � xn, com n um inteiro positivo, têm sido abordados (ver, por
exemplo, [2, 20, 28]).

Dado um inteiro positivo n, denote por Hpnq o número máximo de ciclos limites
que sistemas lineares por partes planares separados em duas zonas pela curva y � xn

podem ter. Aqui, estamos interessados em determinar um limite inferior para Hpnq. Para
isso, consideramos campos de vetores lineares por partes dados da seguinte forma

Zpx, yq �

$'''''''''''''''&'''''''''''''''%

Xpx, yq �

�����
y �

ķ

i�1
εiP�

i px, yq

�x�
ķ

i�1
εiQ�

i px, yq

����
, y � xn ¡ 0,

Y px, yq �

�����
y �

ķ

i�1
εiP�

i px, yq

�x�
ķ

i�1
εiQ�

i px, yq

����
, y � xn   0,

(4.1)

sendo n um inteiro positivo, e P�
i e Q�

i funções afins dadas por

P�
i px, yq � a0i � a1ix� a2iy,

P�
i px, yq � α0i � α1ix� α2iy,

Q�
i px, yq � b0i � b1ix� b2iy,

Q�
i px, yq � β0i � β1ix� β2iy,

com aji, αji, bji, βji P R, para i P t1, . . . , ku e j P t0, 1, 2u. A curva de descontinuidade do
sistema (4.1) é dada por Σ � tpx, yq P R2 : y � xnu.

Realizando uma mudança de coordenadas no sistema (4.1) para coordenadas
polares é possível escrevê-lo na forma do sistema (1.1) nas condições do Teorema 1, podendo
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assim calcular as Funções de Melnikov. Aqui, denotamos por m`pnq o número máximo de
zeros simples que a primeira Função de Melnikov não nula, M`, pode ter para qualquer
escolha dos parâmetros aji, αji, bji, βji P R, para i P t1, . . . , `u e j P t0, 1, 2u.

Os valores m`pnq, para ` P t1, . . . , ku, fornecem limites inferiores para Hpnq, de
fato Hpnq ¥ m`pnq para cada ` P t1, . . . , ku. Em [4] foi realizada uma análise de ordem
superior do sistema (4.1) assumindo uma reta como a curva de descontinuidade, isto é
n � 1. Foi mostrado que m1p1q � m2p1q � 1, m3p1q � 2, e m`p1q � 3 para ` P t4, . . . , 7u. O
caso de curvas de descontinuidade não lineares foi inicialmente abordado em [20] por meio
da Teoria da Média. Em particular, foi mostrado que m1p2q � 3. Em [2] foi mostrado que
m1p3q � 3 e m2p3q � 7. Os valores conhecidos na literatura para m`pnq, para ` P t1, . . . , 6u,
são resumidos na Tabela 4. Em particular, os trabalhos anteriores forneceram Hp1q ¥ 3,
Hp2q ¥ 2, e Hp3q ¥ 7.

Resultados conhecidos para m`pnq
Ordem `

1 2 3 4 ¤ ` ¤ 6

G
ra
u
n

1 1 1 2 3
2 2 – – –
3 3 7 – –

n ¥ 3 – – – –

Tabela 4 – Valores conhecidos na literatura da pesquisa. Em particular, Hp1q ¥ 3, Hp2q ¥
2, e Hp3q ¥ 7.

O resultado principal desse capítulo completa a Tabela 4 fornecendo os valores
m`pnq, para ` P t1, . . . , 6u e n P N. Em particular, obtemos que Hp2q ¥ 4, Hp3q ¥ 8,
Hpnq ¥ 7, para n ¥ 4 par, e Hpnq ¥ 9, para n ¥ 5 ímpar, que melhora todos os resultados
anteriores para n ¥ 2. A contribuição do Teorema 7 é resumida na Tabela 5.

Teorema 7. Considere o sistema diferencial linear por partes planar (4.1). Para n P N e
` P t1, . . . , 6u, temos os seguintes valores para m`pnq:

piq m1p1q � 1, m1p2q � 3, m1pnq � 3 para n ¥ 3 ímpar, e m1pnq � 4 para n ¥ 4 par;

piiq m2p1q � 1, m2p2q � 4, m2pnq � 7 para n ¥ 3;

piiiq m3p1q � 2, m3p2q � 4, m3pnq � 7 para n ¥ 3;

pivq para ` P t4, 5u, m`p1q � 3, m`p2q � 4, m`pnq � 7 para n ¥ 3;

pvq m6p1q � 3, m6p2q � 4, 8 ¤ m6p3q ¤ 10, m6pnq � 7 para n ¥ 4 par, e 9 ¤ m6pnq ¤ 14
para n ¥ 5 ímpar.
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Consequentemente, Hp2q ¥ 4, Hp3q ¥ 8, Hpnq ¥ 7, para n ¥ 4 par, e Hpnq ¥ 9, para
n ¥ 5 ímpar.

Nossa contribuição
Ordem `

1 2 3 4 5 6
G
ra
u
n

1 1 1 2 3 3 3
2 3 4 4 4 4 4
3 3 7 7 7 7 8 ¤ m6 ¤ 10

n ¥ 4 par 4 7 7 7 7 7
n ¥ 5 ímpar 3 7 7 7 7 9 ¤ m6 ¤ 14

Tabela 5 – Nosso resultado principal completa a Tabela 4. Em particular, Hp2q ¥ 4,
Hp3q ¥ 8, Hpnq ¥ 7, para n ¥ 4 par, e Hpnq ¥ 9, para n ¥ 5 ímpar

Demonstração. A fim de provar o Teorema 7, devemos primeiro calcular as Funções de
Melnikov até ordem seis para o sistema (4.1). Para isso, o Teorema 1 fornece as Funções
de Melnikov de ordem superiores para uma classe de sistemas diferenciais com variedade
de descontinuidade não linear, que generaliza para qualquer ordem os resultados obtidos
em [2]. Alguns resultados recentes sobre Sistemas Estendido de Chebyshev com acurácia
positiva [31] são também aplicadas a fim concluir a demonstração do Teorema 7.

A fim de aplicar o Teorema 1, primeiro reescrevemos o sistema (4.1) em
coordenadas polares x � r cospθq and y � r senpθq, da seguinte forma

�
9r, 9θ

	T
� p0,�1qT �

6̧

i�1
εiGipθ, rq, (4.2)

com

Giprq �
#
pA�

i pr, θq, B�
i pr, θqqT , se senpθq � rn�1 cosnpθq ¡ 0,

pA�
i pr, θq, B�

i pr, θqqT , se senpθq � rn�1 cosnpθq   0,

sendo

A�
i � cospθqpa0i � rpa2i � b1iqsenpθqq � a1ir cos2pθq � senpθqpb0i � b2irsenpθqq,

B�
i � r�1r�senpθqpa0i � a2irsenpθqq � cospθqprpb2i � a1iqsenpθq � b0iq � b1ir cos2pθqs,

A�
i � cospθqpα0i � rpα2i � β1iqsenpθqq � α1ir cos2pθq � senpθqpβ0i � β2irsenpθqq,

B�
i � r�1r�senpθqpα0i � α2irsenpθqq � cospθqprpβ2i � α1iqsenpθq � β0iq � β1ir cos2pθqs.
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Assim, tomando θ como nova variável independente, o sistema (4.2) é escrito como

dr
dθ �

$''''''''''''''''&''''''''''''''''%

6̧

i�1
εiA�

i pr, θq

�1�
6̧

i�1
εiB�

i pr, θq
, se senpθq � rn�1 cosnpθq ¡ 0,

6̧

i�1
εiA�

i pr, θq

�1�
6̧

i�1
εiB�

i pr, θq
, se senpθq � rn�1 cosnpθq   0.

(4.3)

Portanto, para |ε| � 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.3) e, consequentemente, o
sistema (4.2) torna-se equivalente a

dr
dθ �

$'''&'''%
6̧

i�1
εiF�

i pr, θq �Opε7q, se senpθq � rn�1 cosnpθq ¡ 0,
6̧

i�1
εiF�

i pr, θq �Opε7q, se senpθq � rn�1 cosnpθq   0,
(4.4)

com

F�
1 pr, θq � � cospθqpa01 � rpa21 � b11qsenpθqq � a11r cos2pθq � senpθqpb01 � b21rsenpθqq,
F�

1 pr, θq � � cospθqpα01 � rpα21 � β11qsenpθqq � α11r cos2pθq � senpθqpβ01 � β21rsenpθqq.

Seja θ1prq � arctanprn�1q a solução da equação senθ � r cosn�1 θ � 0 em r0, π{2s. Assim,
para r ¡ 0, senθ�r cosn�1 θ   0 se, e somente se, 0   θ   θ1prq ou π�p�1qnθ1prq   θ   2π;
e senθ � r cosn�1 θ ¡ 0 se, e somente se, θ1prq   θ   π � p�1qnθ1prq.

4.1 Estudo da Função de Melnikov de ordem 1, M1prq

Agora, vamos desenvolver a prova da afirmação piq do Teorema 7. De acordo
com (1.7), a função de Melnikov de primeira ordem do sistema (4.4) é dado por

M1prq �
» θ1prq

0
F�

1 pθ, rqdθ �
» π�p�1qnθ1prq

θ1prq

F�
1 pθ, rqdθ �

» 2π

π�p�1qnθ1prq

F�
1 pθ, rqdθ. (4.5)

A fim de calcular a expressão exata da função de Melnikov (4.5) dividimos em dois casos,
dependendo de n.

4.1.1 n � 2k � 1

Ao calcularmos a função de Melnikov de ordem 1, obtemos

M1prq � 1
2pv0 cospθ1prqq � rv1 � v2senpθ1prqqq,
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com
v0 � 4β01 � 4b01,

v1 � �πpa11 � α11 � b21 � β21q,
v2 � 4pa01 � α01q.

Note que o vetor de parâmetros pv0, v1, v2q P R3 depende dos parâmetros originais de uma
forma sobrejetiva. Tomando x � r cospθ1prqq, segue que

x2 � x4k�2 � r2, e senpθ1prqq � x2k�1

r
.

Consequentemente, M1prq � qk1pxq
2
?
x4k � 1

, com

qk1pxq � v1u
k
12pxq � v2u

k
4pxq � v0u

k
1pxq,

que pertence a Fk
1 , dada em (3.2). Assim, o número máximo de zeros positivos da função

polinomial qk1pxq coincide com m1p2k � 1q.
Note que q0

1pxq é um polinômio de grau um, logo o número máximo de zeros
simples positivos é 1. Para k ¥ 1, segue da Proposição 5 que Fk

1 é um sistema ET com
acurácia 1 em ra, bs para qualquer 0   a   b. Portanto, o número máximo de zeros simples
positivos de qk1pxq é 3 e que existe pv0, v1, v2q P R3 para que qk1pxq tem exatamente 3 zeros
simples positivos. Logo, m1p1q � 1 e m1p2k � 1q � 3 para k ¥ 1.

4.1.2 n � 2k

Temos, para esse caso, que

M1prq � rv0 � rv1senpθ1prqq cospθ1prqq � rv2θ1prq � v3 cospθ1prqq,
com

v0 � �πpa11 � α11 � b21 � β21q
2 ,

v1 � a11 � α11 � b21 � β21,

v2 � a11 � α11 � b21 � β21,

v3 � 2pβ01 � b01q.
Note que o vetor de parâmetos pv0, v1, v2, v3q P R4 depende dos parâmetros originais de

forma sobrejetiva. De novo, tomando x � r cospθ1prqq, segue que M1prq � qk2pxq?
x2 � x4n , com

qk2pxq � v0u
k
13pxq � v1u

k
5pxq � v2u

k
15pxq � v3u

k
2pxq,

que pertence a SpanpFk
2 q, sendo Fk

2 dada em (3.2). Da Proposição 4, F1
2 é um sistema ECT

em ra, bs para qualquer 0   a   b. Assim, o número máximo de zeros simples positivos
de q1

2pxq é 3 e existe pv0, v1, v2, v3q P R4, tal que q1
2pxq tem exatamente 3 zeros simples

positivos. Portanto, m1p2q � 3. E para k ¥ 2, da Proposição 5, Fk
2 é um sistema ET com

acurácia 1 em ra, bs para qualquer 0   a   b. Assim, o número máximo de zeros simples
positivos de qk2pxq é 4 e existe pv0, v1, v2, v3q P R4, tal que qk2pxq tem exatamente 4 zeros
simples positivos. Portanto, m1p2kq � 4 para k ¥ 2.
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4.2 Estudo da Função de Melnikov de ordem `, ` P t2, . . . , 6u,
M`prq

Agora, vamos desenvolver a prova das afirmações (ii)-(v) do Teorema 7 para
` � 2, � � � , 6. Do Teorema 1, os zeros simples da Função de Melnikov de ordem `, M`,

fornece soluções periódicas do (4.4) sempre que Mi � 0, para i � 1, ..., ` � 1. Em nosso
problema, pode-se ver que, para cada n P N e ` P t2, . . . , 6u, existe `�1 conjuntos minimais
de condições para os parâmetros da pertubação, Kn

`,1, . . . , K
n
`,`�1, tal que Mipxq � 0 para

i P t1, . . . , ` � 1u. A fim de obter m`pnq, temos que estudar M` para cada conjunto de
condições. Ao assumir as condições Kn

`,i, podemos ver que M` �Mn
`,i, com

Mn
`,ipxq �

pn`,ipxq
qn`,ipxq

,

sendo qn`,ipxq � 0 em p0,8q e

n � 2 pn`,ipxq P SpanpF1
3 q ` � 2, . . . , 6 e i � 1, . . . , `� 1

n � 2k pn`,ipxq P SpanpFk
6 q ` � 2, . . . , 6 e i � 1, . . . , `� 1

n � 2k � 1
pn`,ipxq P SpanpFk

5 q ` � 2, . . . , 5 e i � 1, . . . , `� 1
pn6,ipxq P SpanpFk

5 q i � 1, . . . , 4
pn6,5pxq P SpanpFk,λ

7 q

Tabela 6 – Estrutura das funções de Melnikov de ordem superior.

4.2.1 n � 2 e ` P t2, . . . , 6u

Assumindo as condições dos parâmetros da perturbação, tal que Mi � 0 para
i P t1, . . . , `� 1u, a função de Melnikov de ordem ` é dado por

M`pxq � 1
p1� 2x2q2P`pxq,

com
P`pxq � C`

0u
1
1pxq � C`

1u
1
4pxq � C`

2u
1
9pxq � C`

3u
1
16pxq � C`

4u
1
17pxq,

que pertence a SpanpF1
3 q (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de parâmetros

pC`
0, . . . , C

`
4q P R5 depende dos coeficientes originais da pertubação de forma sobrejetiva. Da

Proposição 4, F1
3 é um sistema ECT em ra, bs para qualquer 0   a   b. Assim, concluímos

que o número máximo de zeros simples positivos de P`pxq é 4 e existe pC`
0, . . . , C

`
4q P R5 tal

que P`pxq tem exatamente 4 zeros positivos simples. Portanto, m`p2q � 4 para ` � 2, . . . , 6.

4.2.2 n � 2k e ` P t2, . . . , 6u

Seja n � 2k, k ¡ 1, e ` P t2, . . . , 6u. Assumindo as condições dos parâmetros
da pertubação tal que Mi � 0 para i P t1, . . . , `� 1u, a Função de Melnikov de ordem ` é
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dada por
M`pxq � 1

p1� 2kx4k�2q2Q
k
` pxq,

com

Q`pxq � C`
0u

k
1pxq � C`

1u
k
4pxq � C`

2u
k
9pxq � C`

3u
k
6pxq � C`

4u
k
3pxq � C`

5u
k
16pxq � C`

6u
k
17pxq,

que pertence a SpanpFk
6 q (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de parâmetros

pC`
0, . . . , C

`
6q P R7 depende dos coeficientes originais da pertubação de forma sobrejetiva.

Da Proposição 5 e 6, Fk
6 é um sistema ET com acurácia 1 em ra, bs para qualquer

0   a   b. Logo, concluímos que o número máximo de zeros simples de Qk
` pxq é 7 e existe

pC`
0, . . . , C

`
6q P R7, tal que Qk

` pxq tem exatamente 7 zeros positivos simples. Portanto,
m`p2kq � 7 para k ¡ 1 e ` � 2, . . . 6.

4.2.3 n � 2k � 1 e ` P t2, . . . , 5u

Assumindo as condições dos parâmetros da pertubação tal que Mi � 0 para
i P t1, . . . , `� 1u, a Função de Melnikov de ordem ` é dada por

M`pxq � 1
p1� p1� 2kqx4kq2R

k
` pxq,

com

Rk
` pxq � C`

0u
k
1pxq � C`

1u
k
4pxq � C`

2u
k
7pxq � C`

3u
k
8pxq � C`

4u
k
10pxq � C`

5u
k
5pxq � C`

6u
k
11pxq

�C`
7u

k
14pxq,

que pertence a SpanpFk
5 q (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de parâmetros

pC`
0, . . . , C

`
7q P R8 depende dos coeficientes originais da pertubação de forma sobrejetiva. Da

Proposição 4, Fk
5 é um sistema ECT em ra, bs para qualquer 0   a   b. Assim, concluímos

que o número máximo de zeros simples positivos do Rk
` pxq é 7 e existe pC`

0, . . . , C
`
7q P R8,

tal que Rk
` pxq tem exatamente 7 zeros. Portanto, m`p2k� 1q � 7 para k ¡ 0 e ` � 1, . . . , 5.

4.2.4 M6prq, para n � 2k � 1

Assumindo as condições dos parâmetros da pertubação tal que Mi � 0 para
i P t1, . . . , 5u, a Função de Melnikov de ordem 6 tem duas formas possíveis (ver Tabela 6).
A primeira, tem o numerador um elemento do SpanpFk

5 q, que, da Proposição 4, tem no
máximo 7 zeros simples positivos. O segundo é dado por

M6pxq � Lkpx2kq
x2p1� p1� 2kqx4kq2 ,

com

Lkpxq � C0u
k
18pxq � C1u

k
19pxq � C2u

k
20pxq � C3u

k
21pxq � C4u

k
22pxq � C5u

k
23pxq � C6u

k,λ
24 pxq,
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que pertence a SpanpFk,λ
7 q (ver Tabela 6). Além disso, podemos ver que o vetor de

parâmetros pC`
0, . . . , C

`
6q P R7 depende dos coeficientes da pertubação de forma sobrejetiva.

Para k � 1, a Proposição 7 fornece que L1pxq tem no máximo 10 zeros simples positivos
e existe pC`

0, . . . , C
`
6q P R7 tal que L1pxq tem no mínimo 8 zeros simples positivos. Para

k ¡ 1, a Proposição 8 fornece que Lkpxq tem no máximo 14 zeros simples positivos e
existe pC`

0, . . . , C
`
6q P R7 tal que LKpxq tem no mínimo 9 zeros simples positivos. Portanto,

8 ¤ m6p3q ¤ 10 e, para k ¡ 1, 9 ¤ m6p2k � 1q ¤ 14.

Consequentemente, concluímos a prova do Teorema 7.
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