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Resumo

A representacao da estrutura de uma proteina é um elemento fundamental para seu estudo.
Entre as diversas formas de representagao destacam-se o uso de coordenadas internas e
coordenadas cartesianas. Modelos para construgao e atualizacao de coordenadas cartesia-
nas, a partir do conjunto de coordenadas internas, tém sido fundamentais na dindmica
molecular. Os modelos apresentados sdo baseados na técnica pioneira, desenvolvida por
Thompson em 1967, e consiste no uso de rotagdes e translagoes para posicionar pontos no
espago tridimensional. Diferentes variagoes deste modelo sdo abordadas, como a ordem
de propagacao na cadeia, o encaixamento ou nao de translagoes e o uso de matrizes ou
rotores para estabelecer rotagoes. A partir destes esquemas de construcao e atualizacao, ja
consolidados, um modelo de representagao inovador ¢ desenvolvido utilizando a algebra
geométrica conforme, as coordenadas conformes. Fornecendo uma descrigao tao precisa
quanto as coordenadas cartesianas, as coordenas conformes também se mostram muito
uteis no calculo direto das distancias interatomicas, partindo das coordenadas internas.
Com isso, é possivel estabelecer, de maneira mais concisa, as derivadas de primeira e

segunda ordem destas fungoes de distancia, essenciais no estudo das fungoes de energia.

Palavras-chave: proteinas. dlgebra geométrica. espaco conforme.



Abstract

The representation of a protein structure is a fundamental element for its study. Among the
various forms of representation, the use of internal coordinates and Cartesian coordinates
stands out. Models for building and updating Cartesian coordinates, based on the set of
internal coordinates, have been fundamental in molecular dynamics. The models presented
are based on the pioneering technique, developed by Thompson in 1967, which consists of
the use of rotations and translations to position points in three-dimensional space. Different
variations of this model are addressed, such as the order of propagation in the chain,
the fitting or not of translations, and the use of matrices or rotors to establish rotations.
From these construction and updating schemes, already consolidated, an innovative
representation model is developed using the conformal geometric algebra, the conformal
coordinates. Providing a description as accurate as the Cartesian coordinates, the conformal
coordinates are also very useful in the direct calculation of interatomic distances, starting
from the internal coordinates. With this, it is possible to establish, in a more concise way,
the first and second order derivatives of these distance functions, essential in the study of

energy functions.

Keywords: protein stucture. geometric algebra. conformal space.
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Introducao

O estudo de proteinas se diversifica em muitos problemas, um deles a represen-
tacao matematica de sua estrutura tridimensional. Para a representacao de proteinas dois
sistemas de coordenadas se destacam: as coordenadas internas, constituida por medidas
de comprimento, angulos das ligacoes quimicas e angulos de tor¢ao; e a coordenadas carte-

sianas, onde a cada ponto do espaco tridimensional corresponde um atomo da molécula.

Estes dois sistemas sao codependentes por apresentarem diferentes finalidades.
Com isso, 0 modo como se relacionam tem sido estudado ao longo dos anos, em especial
a conversao de coordenadas internas para cartesianas e a atualizacao de coordenadas
cartesianas a partir de modificagoes em coordenadas internas. A técnica pioneira para
conversao, apresentado por Thompson (1967) e donde derivam os métodos descritos neste
trabalho, se utiliza de rotacoes e translagoes para construcao de vetores e pontos que
representem adequadamente a estrutura da proteina. Tomando diferentes variagoes, a
respeito de como translagoes sao empregadas e quais operadores de rotacao sao utilizados,
quatro modelos de conversao, sdo apresentados, juntamente as suas caracteristicas e custo
computacional. Estes mesmos modelos podem ser adaptados, permitindo que coordenadas
cartesianas ja conhecidas possam ser somente atualizadas, evitando assim que sejam

recalculadas a cada mudanga conformacional.

Partindo do fato de que rotacoes sdo necessarias, tanto na conversao quanto na
atualizagao de coordenadas, diversos estudos passaram a sugerir o uso de rotores, elementos
da algebra dos quatérnios, para a realizacao de rotacoes tridimensionais. Isto deu abertura
para o uso da chamada algebra geométrica no estudo de geometria das proteinas e para a

adaptagao dos métodos ja existentes.

Alguns dos métodos apresentados recorrem, ainda, ao uso do espaco homogéneo
para permitir que translagoes tridimensionais sejam dadas por operadores lineares. Diante
disso, fomos motivados a explorar a representacao em outro espaco, com propriedades adi-
cionais. No chamado espago conforme, translagoes tridimensionais nao apenas sao lineares,
mas também ortogonais. Este espaco, de dimensao cinco, permite uma representagao do
espaco tridimensional similar a do espago homogéneo, o que nos permitiu desenvolver um
novo modelo de representagao, que nao apenas descreve a estrutura de uma proteina, mas

também encapsula o sistema de coordenadas cartesianas.

Além da questao da ortogonalidade dos operadores envolvidos na conversao e
atualizacao de coordenadas, outras caracteristicas do espago conforme sao aproveitadas na
representagao de proteinas, como o célculo da funcao de distancias interatomicas e suas

derivadas.
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1 Geometria e proteinas

Proteinas sao macromoléculas compostas por uma cadeia linear de ligagoes
peptidicas entre aminoacidos. Cada aminoacido é formado por um carbono central, chamado
carbono «, ligado a um grupo amina (NHJ ), um &dtomo de hidrogénio, um 4cido carboxilico
(COO™) e uma cadeia lateral. Esta cadeia lateral é o que diferencia cada um dos vinte
aminoacidos existentes. A formacao de uma proteina ocorre quando o acido carboxilico
de um aminoécido liga-se a um grupo amina de outro, liberando uma molécula de adgua.
Temos assim uma cadeia polipeptidica, onde cada unidade de aminoacido é chamada de

residuo.

Proteinas desempenham as mais diversas fungoes em um sistema biologico
como o transporte e armazenamento de substancias, a atuacao como catalisadores em
processos quimicos e a transmissao de impulsos nervosos. Para compreender sua atuacao
em qualquer processo é fundamental identifica-la e conhecer sua estrutura, que é avaliada

em quatro classes.

A primeira classe, chamada estrutura primaria, é dada pela sequéncia de
residuos dos aminoacidos que compoe a molécula. A diversidade de combinacoes entre os
vinte aminoacidos existentes é o que permite a grande variedade de proteinas, e o que as

diferencia.

A estrutura secundaria corresponde a padroes que se repetem dentro da estru-
tura molecular. Estes padroes sao formados a partir das chamadas ligagoes nao covalentes,
interacoes entre atomos onde nao hé troca de elétrons, de modo que estas sao mais fracas
e mais distantes. Pontes de hidrogénio sao exemplo destas ligagoes. Existem dois tipos de
estruturas secundarias predominantes no enovelamento das proteinas, as a-hélices e as
folhas-3. As a-hélices sao estruturas espirais estabilizadas por pontes de hidrogénio ao
longo do eixo da hélice. Ja folhas-/3 sao estruturas estabilizadas por pontes de hidrogénio

entre cadeias polipeptidicas adjacentes. Estas estruturas estao ilustradas na Figura 2.

A estrutura terciaria é formada por interagoes de longa distancia entre os
aminoacidos. Desse modo, na estrutura tercidria temos a organizacao tridimensional da
proteina como um todo, e nao apenas uma visao local. Sao estas estruturas que definem
diretamente as fun¢des de uma proteina, de modo que, conhecer sua estrutura terciaria
¢é fundamental para compreender seu funcionamento. Aqui esta nosso maior interesse ao
desenvolver este trabalho. Usaremos ferramentas matematicas para descrever e manipular

a estrutura tridimensional da molécula.

Por fim, temos a estrutura quaternaria, referente a interacao entre duas ou mais

cadeias, cada uma chamada subunidade, e sua disposi¢ao espacial. E interessante ressaltar
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que do ponto de vista estrutural talvez este seja o nivel de menor importancia, uma vez
que a estrutura terciaria descreve com mais propriedade as fungoes da proteina. Mais

informacOes a respeito das estruturas e propriedades das proteinas podem ser encontradas

em Berg, Tymoczko e Stryer (2008).

déria e terciaria), vamos considerar uma molécula de tirosina quinase LCK, cujos dados

foram extraidos do RCSB PDB (PDB ID: 1LKL).

mostrando o padrao de ligagoes de uma cadeia. A lista dos 20 aminoécidos e cada letra que

o representa sido apresentados na tabela 1. As estruturas secundarias, a-hélice e folha-/3,

sao destacadas na estrutura terciaria da molécula LCK na figura 2.

Tabela 1 — Lista de aminoacias e suas respectivas abreviaturas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 1 — Esquema de ligacoes de uma proteina

A fim de exemplificar as trés estruturas de maior importancia (primdria, secun-

A molécula de LCK é composta por um total de 105 aminoacidos, sua estrutura
priméria é dada pela sequéncia LEPEPWFFKNLSRKDAERQLLAPGNTHGSFLIRESESTAG-
SFSLSVRDFDQNQGEVVKHYKIRNLDNGGFYISPRITFPGLHELVRHYTNASDGLC-
TRLSRPCQT. O esquema de ligacao dos primeiros 4 aminoacidos é ilustrado na Figura 1,

] Aminoacido \ Sigla \ Aminoéacido

\ Sigla \ Aminoéacido \ Sigla \ Aminoacido \ Sigla \

Alanina A Fenilalanina F Isoleucina I Serina S

Arginina R Glicina G Leucina L Tirosina Y
Aspartato D Acido glutdmico E Lisina K Treonina T
Asparagina N Glutamina Q Metionina M Tiptofano W%
Cisteina C Histidina H Prolina P Valina \Y%

Fonte: Elaborada pelo autor.

1.1 Sistemas de representacao

de aminoacidos que a compoe, mas, ainda que seja possivel determinar tal sequéncia,

O enovelamento de uma molécula de proteina depende diretamente da sequéncia
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Figura 2 — Estruturas secundaria e terciaria da molécula LCK.

folha-p

Estruturas secundarias

Estrutura terciaria

Fonte: Elaborada pelo autor.

estabelecer sua forma tridimensional partido somente desta informacao ainda é um enorme
desafio. Neste trabalho, focaremos em modelos para descrever este enovelamento. Para

isso, vamos utilizar estruturas geométricas que a representem adequadamente.

Tratando-se de estruturas espaciais, é intuitivo estabelecer uma primeira repre-
sentacao no espaco euclidiano tridimensional. Assim, para descrever a estrutura de uma
proteina em R? faremos cada dtomo da molécula corresponder a um ponto do espaco. Neste
modelo, a molécula é representada pelo conjunto de coordenadas cartesianas representantes

dos atomos que a compoe. Indicaremos tais coordenadas ao longo do texto por Cc.

Uma alternativa talvez menos intuitiva, mas bastante conhecida, é a representa-
¢ao por coordenadas internas. Este modelo de representacao usa propriedades geométricas
das ligagoes quimicas para descrever a estrutura da molécula. No chamado sistema de
coordenadas internas, a posicao de cada atomo é determinada a partir das distancias entre
atomos covalentes, angulos formados entre duas ligacdes atdmicas e angulos de torcao.
Deste modo, cada molécula é representada por um conjunto de coordenadas triplas, aqui
indicadas por C7, com informagoes locais baseadas na estrutura da prépria molécula.
Uma apresentacao mais aprofundada sobre coordenadas internas pode ser encontrada em
Todeschini e Consonni (2009).

Para ilustrar o conjunto de coordenadas internas vamos tomar como exemplo
um certo atomo de carbono em uma cadeia polipeptidica. Considerando este o i-ésimo

atomo da cadeia, a primeira componente de sua coordenada interna, indicada por d;, é
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dada pelo comprimento da ligacdo covalente com o atomo C, anterior, ou seja, d; é o
comprimento da ligagao C,-C. A segunda componente, #;, é dada pela medida do dngulo
formado entre as duas ligacoes covalentes imediatamente anteriores ao atomo C', ou seja
as ligagoes N-C, e C,-C. Por fim, a terceira componente, y;, é dada pela medida do
angulo diedral formado entre dois planos determinados pelas trés ligagoes covalentes
imediatamente anteriores ao atomo C. As ligagoes N-C,-C determinam um plano, digamos
o, enquanto as ligagdes C-N-C,, (d&tomo C da unidade de aminodcido anterior na cadeia)
formam um plano ;. Assim, a terceira componente, chamada angulo de torcao, é dada
pelo dngulo formado entre os planos 7 e my. Neste caso a posicao do i-ésimo atomo da
cadeia tem coordenadas (d;, 0;, ;). As identificagoes das coordenadas internas de C' sao

ilustradas na Figura 3.

Figura 3 — Coordenadas internas de uma molécula e proteina

i-ésimo dtomo,
. - S
Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

No modelo de representagao por coordenadas cartesianas cada atomo é re-
presentado por coordenadas independentes. Isto significa que mudancas conformacionais
(mudancas no formato da molécula) devem ser descritas atualizando todas coordenadas dos
pontos cuja posicao é afetada. Isto ocorre porque este modelo ignora, sob certos aspectos,
as relagoes e interagoes entre atomos. Coordenadas internas, por outro lado, descrevem
de maneira mais natural a estrutura da proteina. Como cada atomo é descrito por um

conjunto de coordenadas locais, este sistema evidencia melhor as relacoes entre eles.

Conhecimentos quimicos a respeito das ligagoes covalentes permitem saber, a
ponto de serem consideradas constantes, as distancias entre ligagoes covalentes e o angulo
entre duas ligagoes consecutivas. Deste modo, a liberdade de variagao das coordenadas
internas depende somente das componentes referentes aos angulos de tor¢ao. Além disso,

vale ressaltar que as coordenadas dy, 01, @1, 02, o € w3 podem assumir qualquer valor, sem
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interferir na conformagao da proteina. Isto ocorre por que nao existem pontos anteriores
a posicao 1 na cadeia, ou seja, estas medidas de distancias e angulos sao estabelecidas a
partir do que se conhece como “pontos virtuais”, cuja posicao ¢ irrelevante. Neste trabalho
consideraremos tais coordenadas sempre iguais a zero, permitindo assim uma melhor

estética aos métodos apresentados.

Ressaltadas as diferengas entre os dois sistemas de representacao, é importante
destacar que estes nao sao mutuamente excludentes. Por um lado, o uso das coordenadas
internas permite reduzir o grau de liberdade nas mudancas conformacionais, e por essa razao
tornam-se muito tuteis em estudos da geometria molecular. Por outro lado, coordenadas
cartesianas sao extremamente tteis ao lidar com fung¢oes energia, centros de massa da
molécula e fungoes de score de acoplamento (CHY'S; CHACON, 2012). Assim mais que

conhecer ambos os sistemas, é também importante estabelecer como transitar entre eles.

1.2 Conversao de coordenadas

Coordenadas internas podem ser facilmente obtidas a partir de coordenadas
cartesianas utilizando conhecimentos béasicos da geometria analitica. No entanto, obter
coordenadas cartesianas a partir de um conjunto de coordenadas internas é uma tarefa
um pouco mais complexa. Uma série de métodos foram criados e estudados a fim de obter

algoritmos rapidos e eficientes para realizacao de tal conversao.

O método pioneiro, e ainda hoje um dos mais proeminentes, constroi tais
coordenadas utilizando as tradicionais matrizes de rotagao do espaco tridimensional
euclidiano. Este modelo, apresentado por Thompson (1967), propoe a construgao das
coordenadas cartesianas a partir das ligagoes covalentes, representadas por vetores de
ligacao. Estes vetores sao posicionados, por meio de rotagoes, em angulos de ligagao e
tor¢ao apropriados. Por fim, as coordenadas de cada ponto sao determinadas a partir do

conjunto de vetores calculados.

Para compreender tanto a técnica elabora por Thompson, quanto os demais
modelos que aqui serao apresentados, vamos estabelecer alguns elementos utilizados na
representacao de uma proteina. Como mencionamos anteriormente, estamos interessados em
descrever sua forma tridimensional e, dada sua composi¢ao, podemos descrevé-la analisando
apenas a sequéncia de atomos centrais C, N e C,. Se observarmos a estrutura completa, as
ligagbes entre tais atomos formam a cadeia linear propriamente dita, enquanto os atomos
remanescentes podem ser entendidos como ramificagoes. Embora todo o tratamento
apresentado neste trabalho possa ser adaptado para uma descricao completa da molécula,
atentaremo-nos apenas a esta cadeia principal, conhecida como backbone da proteina. Esta

abordagem e suficiente para resolver uma grande variedade de problemas.

Por padrao, adotaremos a seguinte notac¢ao: o ponto x; representa o i-ésimo
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atomo do backbone; o vetor b;, chamado vetor de ligacao, representa a ligacao entre os
atomos x;_1 e x; (podemos identificar b; = x; — x;_1); o comprimento da ligacao b; sera
denotado por d; = |b;||; & 6;, corresponde a medida do angulo de ligagdo formado pelos
atomos x; 1, x; e x;.1 e por fim, a ;, corresponde o angulo diedral formado entre o plano
gerado pelos vetores {b;, b;_1} e o plano gerado por {b;_1,b;_2}. A representacao geométrica

do backbone é ilustrada na Figura 4.

Figura 4 — Elementos de representacao de um backbone.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O modelo apresentado por Thompson propoe que a construgao das coordenadas
cartesianas seja realizada a partir da construcao dos vetores de ligagao. Partindo-se de um
vetor que servira como base para construcao de cada b;, por padrao escolhemos e, vamos
rotaciona-lo em torno do eixo orientado por ez a fim de posicionar o angulo de ligacao 6;
(medido entre o vetor em questao e o eixo orientado por e;). Na sequéncia, aplicaremos
uma nova rotagao em torno do eixo orientado por e; para posicionar o angulo de torcao
¢; (medido a partir do plano gerado por {ej, e2}). Por fim, para ajustar o comprimento
da ligacao, aplicamos no vetor uma contragao/extensao utilizando d;. As etapas deste
procedimento sio ilustradas na Figura 5, onde B indica a rotacio em torno de es e BY

indica a rotagao em torno de e;.

A matriz de rotagdo em torno de e3 e a rotagdo em torno de e; sao dadas,

respectivamente, pelas matrizes

cos) —senfd 0 |
M., (0) = senf cosf 0
0 0 1

1 0 0
M., (p)=1| 0 cosp —senp

0 senp cosep

Devemos, ainda, atentar para a necessidade de uma correcao no angulo de

rotagao na matriz M.,. Observe que o angulo medido entre as ligacoes nao corresponde ao
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Figura 5 — Operacoes realizadas em e; para posicionar um vetor de ligacao.

€5

dBIpBHEI

Fonte: Elaborado pelo autor.

dngulo formado entre os vetores de ligacdo. Conforme indicado em Seok e Coutsias (2007),
a relagao entre tais angulos é dada por uma diferenga de . Se o angulo da ligagao mede
6, o angulo formado pelos vetores de ligagdo correspondentes serd dado por m — 6, como

pode-se observar na Figura 6.

Figura 6 — Pontos z;_;, x; e x;,1 e vetores b; e b;,1 representando as ligacoes C-N-C,.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, para obter o angulo 6, devemos usar a matriz de rotacao M., com
angulo ™ — 6. Logo,
—cosf —senf 0
BY = senff —cosf O
0 0 1

Uma vez que nao se faca necessaria nenhuma correcao para a rotacao ¢, temos, simples-
mente, BY = M., (o).

Como as rotagoes sao aplicadas em sequéncia no mesmo vetor, estas podem
ser codificadas em uma unica matriz, permitindo que ambas as rotagdes sejam realizadas

simultaneamente. Desta maneira, a cada etapa, podemos determinar as duas rotagoes por
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B; = B¥ B% . Por conseguinte,
—cos0; —sen 6, 0
B, = | senf;cosp; —cosb;cosp; —senyp; |. (1.1)

senf;senp; —cosf;seny; Cosp;

Dito isto, a construcao das coordenadas cartesianas ¢ dada pelo seguinte
procedimento. O primeiro ponto da cadeia sera fixado na origem do espago tridimensional.
Para a determinacao dos demais pontos, cada vetor de ligacao sera dado por Bse;, o
que implica que o ponto x; serd determinado pela soma de todos os vetores de ligacao
anteriores a i. E importante notar que o vetor Bje; tem angulos de tor¢ao e de ligacao
ajustados em relacdo aos eixos coordenados. Assim, é necessario que rotacoes anteriores a
B; sejam aplicadas a este para que os angulos sejam posicionados corretamente em relagao
as ligacoes anteriores. Estas rotagoes anteriores devem ser aplicadas em ordem reversa para
evitar o reposicionamento dos eixos de rotagao. Vejamos, antes de seguir, a importancia

da escolha da ordem de propagacao conforme descrito por Chys e Chacon (2012).

Na chamada propagagao direta, cada rotagdo é realizada conforme a ordem
de construcao da cadeia. Isto significa que a ordem em que as rotagoes anteriores sao
aplicadas coincide com a ordem em que os angulos aparecem na cadeia. Isto é, antes de
realizar a translacao pelo vetor de ligacao determinado, aplica-se em ordem crescente
todas as rotacdes que posicionaram corretamente os angulos anteriores. O problema em
aplicar as rotacoes desta forma é que os eixos de rotagao devem ser reposicionados, pois
sao afetados pelas rotacoes anteriores. Para contornar tal situacao, usamos a chamada
propagacao reversa. Na propagacao reversa cada vetor é rotacionado partindo do ultimo
angulo modificado para o primeiro. Ou seja, as rotagoes sao realizadas em ordem reversa a

ordem da cadeia. A figura 7 ilustra como funcionam a propagacao direta e reversa.

Figura 7 — Ilustragao dos modelos de propagacao direta e propagacao reversa.

RoRhXjya R\ Roxj43

® )
Ry \
: \
: -® \
R 7 - ! Roxjys
11 19 & AT
Rys /
) /I R, .
! 1 2

Propagacdodireta Propagacdo reversa

Fonte: Elaborado pelo autor.

Voltando a construcao das coordenadas cartesianas, o procedimento consiste

em posicionar os angulos de cada ligacao e ajustar o comprimento do vetor, para entao
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somar os vetores de ligagao anteriores e aplicar todas as rotagoes anteriores em ordem

reversa. Em termos matematicos, temos a seguinte sequéncia:

r1 = d13161
Ty = Bl (ngQel) + d13161
r3 = Bl (Bz(nggGl) + d2B261) + d131€1

r; = Bl(Bg s Bi,l(diBiel) + di,lBi,lel) + - ngQel) + dlBlel. (12)

Observe que, nas igualdades acima, temos z1 = d1B1e; = 0 e 9 = Bi(dyBsey) + d1Biey =

dsBseq. Isto decorre do fato de termos estabelecido as coordenadas dy = 6, = ¢, = 0.

Olhando a sequéncia que gera os pontos, podemos observar que cada vetor é
rotacionado e transladado a cada etapa. Objetivando simplificar este processo, Thompson
propoe, alternativamente, o uso do espago homogéneo para permitir a linearizacao destas
equagoes. O chamado espago homogéneo, detalhado apropriadamente em Kanatani (2015),
nos permite trabalhar com uma representacao do espaco tridimensional dentro do espaco
de dimensao quatro. Para isso, utilizamos um hiperplano paralelo ao subespago gerado

por {e1, ez, e3} e contendo o ponto ey. Deste modo, cada vetor z € R? é representado em

x
R* por

A principal vantagem ao se trabalhar com o espago homogéneo é que translagoes
do espaco tridimensional sao dadas por operadores lineares de R*. Para ilustrar como isso
acontece, vamos observar a Equacdo (1.3). Sendo x,t € R® e I3 a matriz identidade de
ordem 3, o produto matriz vetor, realizado em R* resulta na translacio do vetor z de R?

representada no espago homogéneo:

EHIHEES e

Podemos, portanto, construir matrizes de ordem 4 que, além das rotagoes,
codifiquem também as translagoes necessarias em cada etapa da construgao. A linearidade
das translacoes tridimensionais faz com que cada ponto seja diretamente calculado e todas
as rotagoes e translagoes sejam combinadas em uma sequéncia de operadores lineares,

evitando o céalculo por etapas.

O célculo de coordenadas cartesianas pode, entao, ser realizado da seguinte
maneira. Se éz ¢ a matriz de rotacao de ordem 3, determinada pelos angulos de ligacao e

de torcao, e b; o vetor de ligacdo, a matriz que codifica a rotacao éz e a translagao por
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B; b
b; ¢ dada no espago homogéneo por B; = 01

]. Uma vez que b, = dl-f?iel, entao

B; =

B’i diéiel
0 1 '

Colocando a matriz em termos das coordenadas internas, temos

—cos0; —sen 6, 0 —d; cos b;
B, - sen f; cosp; —cosb;cosy; —seny; d;senb;cosy; ' (1.4)
senf;senp; —cosf;senp; cosy; d;senf;sen p;
0 0 0 1

O processo de construcao das coordenadas cartesianas pode ser entdo resumido

pelo Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Conversao de coordenadas com matrizes (espago homogéneo).
Entrada: C; = {(d;,0;,¢;),i=1,--- ,n}
Saida: C¢c = {z;,i=1,--- ,n}
inicio

x1 < (0,0,0,1);

To < (dz, 0, O, 1),

By < I;

para k = 3,--- ,n faga

Calcule By;
Biyy < Bp—11Bs;
Ty < Bpgey;

fim
fim

O custo computacional deste método é estimado pelo niimero de operacoes
requeridas para adi¢do de um atomo do backbone, excluindo-se o calculo de multiplicagoes
por 1 e somas por 0. Esta estimativa determina um custo total de 46 operacoes, sendo
as seguintes: 12 multiplica¢oes e 6 somas para o calculo do produto matricial By;_11B{;
12 multiplicagdes e 6 somas para o cdlculo do produto matricial de (B 11Bf)BY!; 3
multiplica¢oes no ajuste do comprimento do vetor de ligagao (d;b;); 3 somas na translagao
do vetor de ligagao para posicionamento do i-ésimo atomo (z; = x; 1 + (d;b;)). Este é o
procedimento com ntmero minimo de operagoes usando matrizes conforme descrito em
Seok e Coutsias (2007). Nao consideraremos na contagem operagoes trigonométricas por

serem iguais em todos os métodos descritos ao longo do texto.

Olhando para a Equagao (1.2), podemos aplicar a propriedade de distributivi-

dade, implicando que cada ponto da sequéncia é dado por

x; = d1Biey + doB1Bsey + d3sB1ByBsey + - + d; B1ByBs - - - Bjey. (15)
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Esta equacao pode ser escrita em uma notagao mais simplificada, substituindo o produto
B ByBs - - - B; por By;). Assim,

Isso nos permite determinar uma nova maneira de construir coordenadas, mais
intuitiva e que oferecera uma melhor percepc¢ao do processo de construgao, permitindo

outras abordagens que serao exploradas ao longo do texto.

Observe que, de acordo com a Equagao (1.5), podemos determinar as coordena-
das cartesianas do ponto x; a partir de uma tnica translagao do ponto anterior por meio
do vetor de ligacao. De fato, sabemos que x; = x;_1 + b;, também que b; é determinado a
partir de rotagoes B; que posicionam os angulos de ligacao e de torcao, e pelo produto
por d; que ajusta o comprimento do vetor. Mostramos ainda que precisamos aplicar
todas as rotagoes anteriores por meio de propagacao reversa para que os angulos sejam
corretamente posicionados. Como resultado temos b; = d; B1 B2 B3 - - - B;e, confirmando a
igualdade (1.5). A esta variagdo, chamaremos construgao por translagoes finais, uma
vez que determinamos o vetor de ligacdo para, entao, aplicamos uma tnica translacao ao
final do processo. Para diferenciar o modelo elaborado por Thompson, iremos nos referir a

ele como construgao por translagoes encaixadas.

Vamos agora estabelecer o Algoritmo 2 que faz uso de translagdes finais para

construcao de coordenadas cartesianas.

Algoritmo 2: Conversao de coordenadas com matrizes com translacoes finais
Entrada: C; = {(d;,0;,p:),i=1,--- ,n}

Saida: Cc = {z1, 9,23+ ,x,}
inicio
€T < (O, 0, O),
Ty < (dg, 0, 0),
By « I;
para k = 3,--- ,n faga
Calcule By;
By < Bpi—11Bs;
T < T + dp Bpgen;
fim
fim

B importante observar que as matrizes B;, presentes no Algoritmo 2, sao
matrizes de ordem 3, e que realizam somente rotagées. Enquanto que, no Algoritmo 1,
B;’s sao matrizes de ordem 4 que realizam tanto translagoes quanto rotacoes. Outro

fato que pode chamar atencao é que o modelo originalmente proposto por Thompson
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determina a construcao da estrutura com base no vetor —e;, alterando sua orientacao.
Contudo, partindo do mesmo conjunto de coordenadas internas e tomando como base para
a construcao o vetor e;, o resultado difere simplesmente por uma rotagao do conjunto
de coordenadas cartesianas. Sendo assim, visando uma padronizac¢ao dos processos de
construcao, optaremos por manter e; e adequar as matrizes de ordem 4. Lembramos, ainda,

que tal vetor é computado dentro da matriz.

Como o modelo homogéneo parte da formulagao do modelo matricial, as
operacgoes realizadas em ambos sao as mesmas, de modo que é possivel estabelecé-los com
o mesmo numero de operacoes. Visto que ambos os modelos podem ser realizados com
mesmo custo computacional, a vantagem para o modelo homogéneo estd na linearizacao

da equagao de conversao.

O modelo homogéneo com translagoes encaixadas foi implementado no software
Wolfram Mathematica v 11.3, onde calculamos exemplos gerados artificialmente simulando
o backbone de proteinas com 50, 200 e 1000 atomos. As coordenadas internas foram
estabelecidas com valores fixos de 1.5 para distancias de ligagdo e 1.91 rad para angulo de
ligacdo. Para o angulo de torgao, valores aleatérios foram escolhidos no intervalo [—m, 7].
Essas escolhas foram feitas em conformidade com o descrito em Fernandes, Lavor e Oliveira
(2017), e geram instancias adequadas para o problema real de proteinas. Usaremos estes

trés exemplos para avaliar todos os modelos discutidos neste texto.

As Figuras 8, 9 e 10 ilustram graficamente os backbones gerados a partir dos
problemas BBN50, BBN200 e BBN1000, respectivamente com 50, 200 e 1000 pontos.

Figura 8 — Backbone do problema BBN50 com 50 pontos .

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 9 — Backbone do problema BBN200 com 200 pontos .

v
1
|
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 10 — Backbone do problema BBN1000 com 1000 pontos .

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de melhor ilustrar nossa implementacao, calculamos o tempo de execucao

do método para cada um dos conjuntos. Estes dados estao dispostos na Tabela 2.
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Tabela 2 — Tempo para conversao de coordenadas internas para cartesianas

Conjunto | Tempo (s)
BBN50 0
BBN200 0.015

BBN1000 0.03
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2 Manipulando coordenadas a partir de mu-

dancas conformacionais

No capitulo anterior, falamos sobre os dois principais sistemas de representacao
de uma molécula e apresentamos técnicas para criagdo de coordenadas cartesianas a partir
de um conjunto de coordenadas internas. No entanto, existe um outro elemento de grande
importancia nos estudos de proteinas, as matrizes de distancias interatomicas. Tal matriz é
composta por todas as distancias entre os pares de atomos da proteina, para representar a
distancia entre os dtomos x; e ; usaremos r;;. Sabemos que proteinas atuam em diversos
processos biolégicos e, para tal, podem sofrer mudangas conformacionais. Isto significa
que a estrutura de uma proteina tem regides que se movem e regides que permanecem
imutaveis. J4 mencionamos também que essas mudancas conformacionais sdo melhores
descritas por coordenadas internas (CHOI, 2006). Deste modo, buscaremos, agora, entender
como a representacao cartesiana descreve tais mudangas e como estas afetam as distancias

interatomicas.

Em uma grande variedade de situacoes teodricas, os valores de distancias e
angulos entre ligacoes covalentes podem ser tomados como fixos e conhecidos, de modo
que a liberdade de movimento da molécula é dependente somente dos angulos de torcao e
por esta razao avaliaremos de maneira detalhada tal situagdo. Além disso, optamos por
também incluir uma breve analise da variacao das distancias e angulos de ligacao, pois
entendemos que tal andalise eventualmente podera servir de aporte teérico para outras

aplicagoes onde as coordenadas podem ser trabalhadas como variaveis livres.

2.1 Modificacdo em d,

Iniciando pelo caso mais simples, vamos determinar como a alteracao do
comprimento de uma ligagdo covalente afeta a matriz de distdncia. Para tais estudos,
vamos utilizar as equagodes com translagoes finais, que irao simplificar consideravelmente

os calculos.

Vamos considerar que a distancia modificada se da entre os atomos xj e xp_1,

ou seja, a coordenada dy sofre uma alteracao do tipo dy + 9, conforme a Figura 11.
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Figura 11 — Alteragao em dj.

Tk

o
Ty

doto
Tk—1 dy;

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Equagao (1.6), sabemos que as coordenadas cartesianas de um dtomo sao

representadas em termos das coordenadas internas por
T = 1+ ng[Q]bQ + ng[g]bg + -+ dkB[k]bk, (21)

onde d; sao os comprimentos das ligacoes covalentes e By = ng) Bég)B:(f) Bée) . Bi@p) Bl-(e)
¢ o conjunto de rotacgoes determinadas pelas componentes angulares das coordenadas

internas (angulos de ligacao e tor¢ao).

Vejamos o que ocorre com as distdncias r;; = ||z; — z;,_1| ao atualizarmos a

coordenada interna dy para dj + 0. Para isso, analisaremos trés casos:

1.i,j<k

Neste caso, r; ; nao se altera, pois o termo dj, nao ¢ computado no cdlculo de x; nem

de x;, conforme pode ser observado na Equagao (1.6).

2. i,j=k

Dados z; e 7}, atualizagoes de z; e x;, respectivamente, podemos escrever

x, = X1+ dQB[Q]bQ + -+ (dk; + (S)B[k]bk + -+ dlB[Z]bz
= I+ dzB[g]bQ + -+ dkB[k]bk + -+ dzB[z]bz + 5B[k]bk
= x;+ 5B[k]bk

Analogamente,

l"\j =Ty + (5B[k]bk
Assim,

|1Zi =251 = (i + 6 Bpybr) — (x5 + 6 Bpiybi)|

= i =l

Logo, para o caso i,j = k as distancias nao sao alteradas.
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J.i<kej=k

Neste caso, como ¢ < k, temos que z; = z;. Por outro lado, j > k, entao z; =

xj + 0 By Deste modo, temos

|75 — 23| = |los — (2 + 0 Bpbe)||
= |(zi — x;) — 0 Bpbel,

o que implica que as distancias sao alteradas e a alteracao é dada em termos do

vetor 0 By by,

Portanto, podemos concluir que, para alteracao em uma entrada dj, somente

as distancias r; ;, com ¢ < k e j > k, precisam ser atualizadas.

Com base nessas informagoes podemos concluir uma mudanca em d; somente
gera alteragao nas coordenadas cartesianas de pontos posteriores a x. A atualizagdo dessas
coordenadas ¢é realizada por meio de uma translagao a partir do vetor de ligacao b, que é
incrementado pelo valor d. O processo de atualizacdo das coordenadas esta descrito no

Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Atualizacao de coordenadas a partir de uma alteracao em d.

Entrada: Coordenadas cartesianas, czk =d,+90
Saida: Coordenadas cartesianas atualizadas
inicio

by < xp — xp_1;

para i = k,---n faga

‘ xT; — x; + Oby;

fim

fim

Para ilustrar os calculos apresentados, vamos tomar como exemplo um conjunto
de coordenadas internas bastante particular. Seja M um conjunto com dez pontos, cujas
coordenadas internas sao: d; = 0 e di, = 1.5 para todo k > 1; 0, = (—1)’“1.91 e pr =0
para todo k. Embora tal conjunto se afaste da realidade das proteinas, ele permite uma
ilustracdo mais clara das modificagoes realizadas a cada atualizacao. Utilizaremos este

mesmo conjunto para ilustrar os demais casos.

Vamos determinar uma alteracdo 6 = 1.8 em dg. Na Figura 12, podemos
observar a forma inicial do conjunto de pontos gerados por M e o resultado, apds a

alteracao da distancia.

Também podemos observar as alteragoes ocorridas na matriz de distancias dos
pontos. Para isso, vamos considerar D, a matriz de distancias da estrutura de pontos

inicial, e D, a matriz de distancias da estrutura atualizada. Deste modo, as entradas
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Figura 12 — Atualizacao de dg

» Estrutura
" atualizada

Deslocamento
, — =
do 62 atomo/-
Estrutura

inicial

Fonte: Elaborado pelo autor.

nao nulas de D — D marcam as distancias que sofreram alteragoes na atualizacdo. Como

matrizes de distancias sao simétricas, olharemos apenas para a forma triangular superior

de tal matriz.

Considerando os valores mencionados, temos:

00000 —1644 —15305 —1.605 —1.5172
0000 —1.5537 —1.4103 —1.5305 —1.4272
0 0 0 —1.7104 —1.5537 —1.644 —1.5305
0 0 —1.6049 —1.3715 —1.5537 —1.4103
D_h_ 0 —-1.8 —1.6049 —1.7104 —1.5537
0 0 —8.8818 16 —4.4409 16
0 —8.8818710 —8.881871¢
0 0
0

—1.5799
—1.5172
—1.605
—1.5305
—1.644
—8.881871¢
—8.881871¢
0
0
0

De fato, podemos confirmar que, ao alterar dg, as distancias que sofreram

alteracao foram 7, ;, com ¢ <6 e j > 6.

2.2  Modificacdo em 6,

Neste segundo caso, avaliaremos as modificagbes na matriz de distancias e

nas coordenadas cartesianas, a partir da atualizagdo de uma coordenada 6;,. Conforme

ilustrado na Figura 13, esta atualizacao consiste em uma alteracao na abertura do angulo

0r, que deve ser realizada pela rotacao de um dos vetores que compde o angulo.

Como no caso anterior, também analisaremos as alteracoes das distancias r; ; =

|z; — x| em trés casos distintos. Vale observar o fato de que as distancias dy_1 = 74—24-1
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Figura 13 — Alteracao de 6y.

Fonte: Elaborado pelo autor.

e di = ;1 nao sofrem alteracao, de modo que os dois tltimos casos serao ligeiramente

diferentes.

1. 4,5 <k
Novamente, para pontos associados a atomos anteriores ao k-ésimo, nao ocorrem
alteragdes nas distancias, uma vez que as coordenadas cartesianas nao sao alteradas.
Fato decorrente da prépria construcao dessas coordenadas.

2.4,7=2k—1

Para mostrar que as distancias entre tais pontos nao se alteram, vamos, inicialmente,
considerar os pontos z; e x; com %, j = k. Na sequéncia, mostraremos que dado j > k

as distancias 7,_; ; também nao se alteram.

Dados 7; e Z; atualizagdes de x; e x;, onde 4, j > k, obtidas a partir da atualizagao

de 6y, podemos escrever

7 = a1 + dyByggby + - - + dp Bygby, + - - - + di By (2.2)

e também

l"\j =2 + dQB[Q]bQ + -+ dké[k]bk + -+ djémbj,

onde By, = BYBY . BYBY  BOBO com B sendo a atualizacio da

m ?

rotacao B,(f) de 6 para 6, + 0.

Assim,

[ (21 + dyBpajby + -+ + dké[k]bk oo+ dié[i]bi)
— (21 + doBpgba + - - + dkzé[k]bk +oee djé[j]bj)H

|z — ;] =
Sem perda de generalidade, vamos supor ¢ < 7, implicando em

|7 = &5 = |disr Basnbira + -+ d; By |
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Da linearidade de cada B,,, podemos evidenciar o produto de Bﬁ,f)B

{2,...,i+ 1}. Deste modo,

|zi—2;] =

J P
B¥'BY .. .BYB® B¥) BY (diﬂbﬁﬁ Moa, | [ BB

p=1i+2

, para m =

)"

Como o produto dos primeiros ¢ + 1 operadores representa uma sequéncia de rotagoes

e sabemos que este nao altera a norma do vetor, entao

|2 = 73] =

p=1i+2 q=1+2

que nao depende de 6, + §. Logo, podemos concluir que

|2 = 25 = llws = a5 = 7.

Agora, dado j > k, temos que 741 ; é dado por
|k =75 = |l diBpabe + - - + d;Byb;|
p=k+1

J p
= |dibr + D] dp<1_[ ngBge)) b,

p=k+1 qg=k+1

= Tk—1,-
Ou seja, estas distdncias também permanecem inalteradas.

3.i<k—2cj>k

J p
dit1biy1 + Z d, ( H Béw)BSG)

J p
— |B¥BY ... B¥YBY (dkkar > d, < [] BB

Similarmente ao calculo realizado no item anterior, a distancia entre z; e 7; é dada

por

| @ — &5 = i1 Bpengbisn + -+ - + diBpgby, + -+ + d;Byby|.

naturalmente distinta de r; ;, determinada por

HZEZ — ZL‘]H = Hdi_i_lB[iJrl]bi+1 R dkB[k]bk + -+ ij[j]bj”.

Podemos concluir, portanto, que uma atualizacao de 6 gera somente alteragoes

nas distancias 7, ; parai < k—2e j = k.
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Observe que a determinacao das distancias alteradas nos fornece a selecao de
pontos cujas coordenadas cartesianas devem ser atualizadas. Entao, para uma alteracao
em 0, precisamos atualizar somente as entradas da cadeia posteriores a xj;. Para isso,
aplica-se uma rotacdo em todo o conjunto de pontos z;, com i = k,--- ,n. O angulo de
tal rotagao é dado pela variagao d, enquanto o eixo de rotacao é determinado pelo vetor

normal aos vetores de ligacao by_1 e bg.

Alguns cuidados devem ser tomados para que se realize tal atualizagao. Note
que as matrizes de rotagao apresentadas anteriormente consideram os eixos coordenados
como eixo de rotacao. Contudo, a atualizacao de 0, é dada em termos de um angulo ¢
e um eixo arbitrario, orientado por um vetor unitario v. Deste modo, para realizar uma
rotacao sobre um eixo genérico, é necessario utilizar o seguinte procedimento: reposicionar
o eixo de rotagao sobre um dos eixos coordenados, realizar a rotagao em questao e, entao,
retornar o eixo para a posicao inicial. Tanto o reposicionamento quanto o retorno a posigao
inicial devem ser feitos por meio de rotagoes. Tradicionalmente, o reposicionamento ocorre
de modo a sobrepor o eixo desejado no eixo z, implicando que uma rotacao com relagao

ao eixo determinado por v é realizada da seguinte maneira,
Ryo = R.oRypR:9Ry _sR: o

onde R, , e R, g sao as rotacoes em torno de z e y, respectivamente, que reposicionam o

eixo orientado por v.

Usando as coordenadas polares do vetor v e realizando o produto das matrizes,

obtemos a seguinte matriz correspondente a rotacao R, g).

v2(1 —cosf) +cosf vyl —cosh) —vgsend wzvi(1 — cosh) + vy sen
v109(1 — cos @) + vgsen  v3(1—cosf) +cosf  vyvz(1l — cos) — vy send
v301 (1 — cos ) — vysen® vyv3(1 —cosf) +visend  v3(1 — cosf) + cos b
(2.3)
Os detalhes de construgao desta matriz sdo apresentados em Flower (1999) e explicitamente

calculados em Murray (2013).

Dito isso, o método para atualizacao das coordenadas cartesianas pode ser
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resumido pelo Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Atualizacao de coordenadas a partir de uma alteracao em (.

Entrada: Coordenadas cartesianas, @ = ¢ + 0
Saida: Coordenadas cartesianas atualizadas
inicio
by < xp — 21
bp—1 < Tp—2 — Tp_1;

b X b1
—

bk % b1

Calcule a matriz de rotagao Rs);

(%

parai=k,--- ,n faga
Az — x; — ) 1;
Al’i A R((;’n)Al'i;
T — Tp_1 + Axy;

fim

fim

A Figura 14 ilustra as alteragoes promovidas por uma atualizacao de 6 = g
em 06‘
Figura 14 — Atualizacao de 6.

Eixo de
atualizacdo

Estrutura
inicial

Estrutura
atualizada

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos ainda analisar as alteragoes na matriz de distancias. Conforme o

exemplo anterior, temos a construcao da seguinte matriz.



Capitulo 2. Manipulando coordenadas a partir de mudangas conformacionais 37

00000 —0.10844 0.867534 0.641521 1.31238 1.07628
000 0 —0.354931  0.446373 0.117875  0.641521  0.366132
0 00 —0.088569  0.656192 0.446373  0.867534  0.68405
0 0 —0.538317 —0.088569  —0.354931 —0.10844 —0.285674

0 —4.44089 6 —4.44089 6 —4.44089 16 0 0

0 0 0 4.44089 16 0

0 0 0 0

0 2.22044 16 0

0 0

0

De fato, as alteragoes ocorreram nas entradas r; j com ¢ <4 =6—-2¢ j > 6.

2.3 Modificacdao em ¢,

Por fim, faremos a andlise das alteracoes dadas a partir de uma atualizacao no
angulo de torcao ¢,. Como no caso de 6y, aqui a alteracao também é expressa como uma

modificagdo na abertura do angulo, conforme ilustra a Figura 15.

Figura 15 — Alteracao em ¢y,

L2

L1

Fonte: Elaborado pelo autor.

O calculo das entradas que sao alteradas na matriz de distancia para este caso
¢ bastante similar ao caso anterior. Desde modo, também analisaremos trés situagoes

distintas.

1. i,5<k
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Nao h4 alteracoes nas coordenadas internas de z;, x;, uma vez que o angulo de tor¢ao
r nao é utilizado para seu calculo.
2.0,5=2k—-2

Similar ao item 2 do caso anterior, podemos mostrar que, para 7,5 = k — 1, as

distancias r; ; permanecem inalteradas ap6s uma atualizacao do tipo ¢y, + 9.
Ademais, vamos mostrar que para j = k — 1, r,_5; também nao se altera.

Partindo dos pontos atualizados Z; e Z;, temos

|Zr2 =25 = |ldr1Bp 1br1 + di 1B 10k + - -+ d; Bppb

— Buy <dk1bk1 +§dp (HB ) >H

= |y 1bp 1+ BY'BY (db + Z d, (H B(S@Bée)))bp

p=k+1 q=k+1

Como sabemos, da construcao da equagao, a rotacao B}, bem como Bff),

tem o
eixo de rotagao orientado por bs_;. Isto significa que tal vetor nao é alterado por

nenhum dos dois operadores, ou seja, by_1 = B,Efp)bk_l. Com isso, temos

J p
H&Z\k_Q - i’\]” = Bl(;p) (dk—lbk—l + Bl(f) <dkbk + Z dp ( H B(S‘P)B(59)>) bp> ‘
p=k+1 q=k+1
J p
= |diobpr + BY [ dibe + Y. d, | [ BYBY ) )b,

p=k+1 q=k+1

= Tk—2,-

Portanto, para ¢,7 > k — 2, as distancias r; ; nao sao alteradas.

3.i<k—-3cj=k

Este caso é andlogo ao caso 3 do item anterior, substituindo o operador de rotacgao

de 0 para .

Entao, concluimos que em uma atualizacao de ¢, as Unicas entradas de r; ; a

sofrer alteragao sdo i < k—3ej > k.

A atualizagdo das coordenadas cartesianas a partir de uma mudanga em ¢y

sdo bastante similares ao caso em que #;, é modificado. Deste modo, apenas as entradas
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posteriores a x; devem ser modificadas por meio de matrizes descritas em (2.3), onde o

eixo de rotagao é dado pelo vetor by_; normalizado. O Algoritmo 5 resume este processo.

Algoritmo 5: Atualizacdo de coordenadas a partir de uma alteracao em .
Entrada: Coordenadas cartesianas, Qr = ¢ + 0

Saida: Coordenadas cartesianas atualizadas.
inicio

br—1 < Tp—1 — Tp—2;
br—1

= ;
dp—1

Calcule a matriz de rotacao Bs);
parai=k,--- ,n faga
Ay x; — 141

Az; — BOAg;;

x; < x; + Azy;

fim
fim

Para a exemplificagdo, vamos impor uma atualizacao § = — em 4. Na Figura
16 podemos observar as alteragoes realizadas.
Figura 16 — Atualizagao de g

Estrutura
atualizada

Estrutura
inicial
Eixo de

atualizacdo

Fonte: Elaborado pelo autor.

As mudangas na matriz de distancias podem ser observadas na matriz a seguir:
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0 00 0 0 0332535 0.277593 0.477763 0.417416  0.557057
0 0 0 0 0.208708 0.163971 0.277593 0.235476  0.311339
0 0 0 0275101 0.208708 0.332535 0.277593  0.355731
00 0 0 0 0 —8.88178716
0 0 0 0 0 —8.88178716
0 0 0 8.88178 716 —8.8817871°
0 0 4.44089716 —8.88178716
0 6.6613371¢ —8.8817871'6
0 —8.88178716
0

Conforme podemos observar, apenas sofreram alteragoes as entradas r; ; para
1<3=6—-3ej>=6.

2.4 Modelos de atualizacao

Mudancas conformacionais estdo associadas as variagoes em angulos de torc¢ao,
de modo que um olhar mais atento para variagoes nessas coordenadas se faga necessario.
Embora tenhamos estudado variagoes em todas as coordenadas internas, a partir de agora

nos concentraremos somente nos casos em que ha variagado nos angulos de torgao.

Ja estabelecemos como coordenadas cartesianas e distancias interatomicas
sao afetadas por alteracoes individuais nas coordenadas internas. Porém, essa estratégia
de atualizacao tem alguns problemas praticos. O niimero de operacoes necessarias para
atualizar a cadeia cresce rapidamente a medida que mais coordenadas precisem ser
alteradas. Além disso, cada atualizacao é tratada individualmente, implicando que pontos
em posicoes posteriores as das alteragoes precisam ser recalculados. Ou seja, todas as

posicoes intermediarias tém que ser calculadas explicitamente.

Essas situagoes sao contornadas ao se utilizar o espaco homogéneo. Neste caso,
como translac¢oes sao linearizadas, pode-se codificar em um tnico operador a atualizacao
de varios angulos de torcao. Desse modo, cada ponto a ser reposicionado ¢é calculado uma
unica vez, diretamente para posicao sua final. Conforme observado em Zhang e Kavraki

(2002), para atualizar um ponto a partir de uma alteracao em ¢y, deve-se utilizar o seguinte

GO e
0 1 0 1 0 1

As matrizes a direita e a esquerda realizam transla¢des que reposicionam o ponto x; na

produto matricial:

origem do espaco tridimensional, enquanto a matriz central realiza a rotacao. O elemento
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R5,.), presente na matriz intermedidria, refere-se a matriz de rotagao por um angulo ¢ em

relacao ao eixo determinado pelo vetor unitario v = , calculada conforme (2.3). Para

k—1
simplificar a notacdo, vamos utilizar Ry para nomear a matriz de rotacao que atualiza o

angulo @y.

Calculando o produto (2.4) temos como resultado a matriz

Rk Ty — kak

0 1
que representa uma rotagao seguida por uma translacao, onde Ry realiza a rotacao e
ty = xp — Rix) € o vetor de translacdo. Assim, para atualizar qualquer ponto, basta

multiplica-lo por M.

Uma vez determinada a matriz My, é necessario também estabelecer a maneira
mais eficiente de compor tais movimentos. Sabemos que a composicao dos movimentos
¢ realizada mediante o produto das matrizes correspondentes. Logo, dadas M e M;, a

composicao de ambas é dada por

RkRj Rktj + 1y

MM, —
A 0 1

A composicao das matrizes resulta em uma matriz de mesma natureza. Além
disso, como observado em Choi (2006), para a construcao da parte relativa a translagao,
pode-se usar o fato de t, = x, — Ryxy, evitando calcular explicitamente ¢, e, portanto,

economizando o calculo de uma rotagao:

Rktj +t, = Rktj + x, — Rpx
Rk(tj — xk) + Tg.

Agora que translagoes e rotagdes foram fundidas em um tnico operador linear,
o algoritmo de atualizacao das coordenadas pode ser reformulado, permitindo a atualizacao

a partir da alteracao de multiplos angulos de torcao.

O Algoritmo 6 utiliza o espaco homogéneo para atualizar o conjunto de coor-
denadas cartesianas a partir da alteragdo de um conjunto de angulos de tor¢ao. Este é o
primeiro algoritmo que levaremos em consideracao para a realizacao de testes e compara-
¢oes entre os demais aqui estabelecidos. Indicaremos por Co o conjunto de coordenadas
cartesianas e por Z o conjunto de atualizagoes dos angulos de tor¢ao. Quando necessario,

usaremos uma barra superior para indicar o conjunto com coordenadas atualizadas.

O custo computacional dessas atualizacoes deve ser calculado baseado em dois
fatores: o niimero de angulos de torcao alterados, indicado por n,, e o niimero de pontos

da cadeia a serem efetivamente atualizados, indicado por n,. Para cada novo angulo de
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Algoritmo 6: Atualizacao de coordenadas com translagoes encaixadas.

EntradiOC = {1’1,1‘27 te 7In}7z = {gﬁku Pkoy ™" Sokp}
Saida: Co = {71,%3, - ,Tn}

inicio

By « I3;

to <« 0,

parai=1,---,p faca

Lhi—2 — Thi—1 |

bkz—l <~ )

kai_Q - Ik‘i_lH

Calcule a matriz de rotagdo R;, sobre o eixo by, _1;
ti < Ri(tic1 — Tpy—2) + Tp,—2;

B; « R;B;_y;

Bt
Mi:(o 1)’

para k; < j < k;, faga
‘ T — My,

fim

fim

fim

torcao a ser alterado, temos: 3 somas e 3 divisdes para determinar o eixo; 15 multiplicacoes
e 10 somas para determinar a matriz de rotacao; 9 produtos e 12 somas para determinar o
vetor de translagao; 27 multiplicacoes e 18 somas para calcular o produto das matrizes
de rotagao, totalizando 54 multiplicacoes e 43 somas. O custo para a atualizacao das
coordenadas de cada ponto é de 9 multiplicagoes e 9 somas. Assim, a estimativa do custo

computacional deste modelo ¢ de 97n, + 18n, operacoes.

Um olhar mais atento para o Algoritmo 6 revela duas escolhas para sua
construcao. A primeira é que a ordem em que as rotagoes sao aplicadas é reversa. Assim
como na construcao de coordenadas cartesianas, o uso da propagacgao reversa na atualizacao
também evita que recalculemos os eixos de rotagao a cada nova iteragao (veja a Figura
7). A segunda escolha é que translagoes sao aplicadas de maneira intercalada, como no
processo de construgao desenvolvido por Thompson. O uso de transla¢des encaixadas
faz sentido ao se trabalhar com o espago homogéneo, uma vez que o interesse ¢ unificar
translagoes e rotagdes em um unico operador. Contudo, esta aplicagdo pode gerar actiimulo
de erros, pois a cada atualizacao, a nova posicao do ponto depende imediatamente da
sua posicao anterior. Além disso, sdo realizadas translagoes para reposicionar o vértice

do angulo de rotacao, fazendo com que pontos com posi¢oes distantes na cadeia também
possam afetar a precisao do método (ZHANG; KAVRAKI, 2002).

Um modelo mais moderno e com custo mais baixo pode ser obtido ao substituir
o uso de translagoes encaixadas por translagoes finais. A principal diferenca entre uma

escolha e outra, é que no segundo avalia-se a atuacao das rotagdes somente no vetor de
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ligacdo. Isto significa que vetores e pontos intermediarios nao fazem parte do processo de
rotacao. Analisando este modelo, é possivel observar que cada rotagao pode ser calculada
separadamente, a partir do conjunto inicial de coordenadas. Aplicam-se entao as rotagoes
em ordem reversa apenas nos vetores de ligacao, cuja funcao é transladar o ultimo
ponto estabelecido a fim de obter o proximo ponto a ser determinado. Com isso, nao héa
necessidade de atualizar as translagoes intermediarias a cada passo. O Algoritmo 7 resume

tais procedimentos.

Algoritmo 7: Atualizacao de coordenadas com translagoes finais.

EntradiC'c = {z1, 22, 00}, T = {Phy, Phyy - 'Ska}
Saida: Cc = {71, 73,- -+ , T}

inicio

Bjo) < 1I3;

to <« 0,

parai=1,---,p faga

Ti;—2 — Thy—1

bki,1 < 3
kai_2 - xki_lH
Calcule B;;
By «— Bpi—1Ri;
para k; < j < k;, faga
bj =Tj — Tj-1,
Tj < Tj1 + Babj;
fim

fim
fim

Este algoritmo apresenta um custo computacional menor que o anterior em
relagdo ao nimero de rotacoes, sendo necessarias 3 subtracoes e 3 divisdes para determi-
nar o eixo de rotacao, 2 operagoes trigonométricas, 15 multiplicacoes e 10 somas para
determinar a matriz de rotacao, 27 multiplicacoes e 18 somas para calcular a matriz de
rotagoes combinadas, totalizando 45 multiplicagbes/divisdes e 22 somas/subtragoes. Para
a atualizagao de cada ponto, temos um custo de 3 somas para determinar b; e 9 produtos
e 9 somas para calcular as coordenadas. Assim, a estimativa do custo para a atualizacao

da cadeia ¢ dada por 67n, + 21n, operacoes.

O método de translagoes finais foi implementado no software Wolfram Mathe-
matica v11.3. O cbdigo foi testado calculando uma atualizagao aleatéria de cerca de 10%,
40% e 85% dos angulos de torcao de cada um dos exemplos BBN50, BBN200 ¢ BBN1000,
apresentados na secao anterior. Os angulos de torcao para os 3 primeiros elementos da
cadeia sao irrelevantes para a determinacao do enovelamento. Deste modo, consideramos
atualizagbes apenas dos angulos ¢; com ¢ > 4. Os angulos alterados foram escolhidos
aleatoriamente e o valor da alteracao também foi determinado de maneira aleatéria, dentro

do intervalo [—1,1]. A escolha deste intervalo foi feita para que nao gerasse variagoes
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muito grandes no valor dos angulos de tor¢ao, por uma questao puramente de escolha dos

autores. Outros intervalos poderiam ser usados sem nenhuma perda teérica.

Para o exemplo BBN50, foi calculada a atualizagao de 5, 19 e 39 angulos de
torcao, para o exemplo BBN200, 20, 78 e 166 angulos, e para o exemplo BBN1000 foram
alterados 100, 398 e 846 angulos. As Figuras 17, 18 e 19 ilustram como as atualizagoes
impostas modificam os backbones. Estes conjuntos de coordenadas e de atualizacdo serao

utilizados para testar todos os métodos aqui descritos.

Figura 17 — Alteracao do exemplo BBN50.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de ilustrar nossa implementacao, foram medidos os tempos de execucao
para cada uma das atualizagoes. A Tabela 3 traz os tempos, em segundos, encontrados em

tais medigoes.

Tabela 3 — Tempo (s) de execugao do algoritmo de atualizagdo com propagacao reversa.

Conjunto  10%  40%  85%
BBN50 0. 0.015 0.015
BBN200 0. 0.015 0.03
BBN1000 0.015 0.062 0.11
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Figura 18 — Alteragoes do exemplo BBN200
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 — Alteragoes do exemplo BBN1000
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3 Quatérnios, Rotores e a Algebra Geomé-

trica

Temos explorado a manipulagao de coordenadas de proteinas usando matrizes
de rotacao. Contudo, formas mais sofisticadas para representar rotagoes espaciais tém
sido desenvolvidas ao longo da histéria. A seguir, apresentaremos de maneira sucinta as
teorias relacionadas as chamadas algebras de Clifford, que permitirao a descricao de novos
modelos para construcao e atualizacao de coordenadas cartesianas e o desenvolvimento de

um novo modelo de representacdo para proteinas.

3.1 Quatérnios

Desenvolvida por William Rowan Hamilton, entre 1843 e 1866, por meio de
um longo processo investigativo (DION; PACCA; MACHADO, 1995), a chamada algebra
dos quatérnios permite combinar vetores do espago tridimensional e escalares reais em
uma unica entidade matematica, os quatérnios. Com uma estrutura algébrica adequada,
o conjunto destes elementos possui interessantes caracteristicas, como a possibilidade de
calcular-se produtos internos e vetoriais simultaneamente, instituir a divisao de vetores
e, a de maior interesse para este trabalho, calcular eficientemente rotacoes espaciais por

meio de produtos entre quatérnios e vetores.

A forma padrao de um quatérnio é representada por

q=q + qi+qsj + qk, (3.1)

onde q1,q2,q3,q94 € R e i, j, k sao unidades simbdlicas. O conjunto dos quatérnios pode
também ser entendido como uma extensao natural do conjunto dos niimeros complexos, o

que permite estabelecer muitas analogias entre suas algebras.

Sendo o conjunto dos quatérnios um espago vetorial, gerado pela base {1, 1, j, k},
e considerando somas e produtos analogos aos de C, é necessario definir apenas o produto
entre os elementos 7, j, k, a fim de compreender sua estrutura algébrica. Assim, temos as

seguintes operagoes base:
i2=—1, j?=-1, k*=-1,
kj=—i, 1thk=—j, ji=—k.

Usando estas identidades e as propriedades de associatividade, comutatividade da soma e

distributividade do produto para soma, podemos estabelecer o produto entre quatérnios.
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Como mencionado anteriormente, quatérnios combinam a representagao de
escalares e do espago tridimensional em um tnico elemento algébrico. Por esta razao, dado
q = q1 + g2t + q3J + q4k, chama-se ¢, de parte escalar e ¢s, q3, ¢4 de parte vetorial. Neste
texto trataremos os quatérnios de maneira superficial, explorando apenas o suficiente para

atingir nossos objetivos. Detalhes adicionais podem ser encontrados em Kanatani (2015).

Estamos interessados em trabalhar com a representacao de rotacoes com
quatérnios. Para tal, vamos considerar inicialmente o vetor a € R?® e o quatérnio ¢
unitario, isto é, ||lg|| = 1. O conjugado de ¢, definido a partir da troca de sinal de sua
parte vetorial, é denotado por ¢'. Como o conjunto dos quatérnios mapeia o espaco
tridimensional, o vetor a pode ser escrito como o quatérnio 0 + a7 + asj + ask e, portanto,
o produto

a = qaq’ (3.2)

fica bem definido.

Como ¢ é unitario, temos que |¢| = ¢¢ + ¢ + ¢3 + ¢; = 1. Entdo, existe 0 tal

4 2 2 2 0
que q; = Ccos = € \/ @5 + g5 + qf = sen 3 e podemos reescrever

2
0 0
— cos~ + bsen -, 3.3
g =cosy +bseny (3.3)
1
onde b é o vetor unitirio = (G2, q3, qa). Dessa maneira, a Equagao (3.2) pode

2, 2
. %+ 43+ qa
ser reescrita como

, 0 0 0 0
a cos— +bsen— ) al| cos= —bsen—
2 2 2 2

= qacos® Q — abcosgseng + basenecosg + babsen2€
2 2 2 2 2

2
0

0
= acos’ 3 + (ba — ab) cos 5 Sen g — bab sen” 7

Embora a e b sejam vetores do espago tridimensional, ambos sao representados
como elementos vetoriais do espago dos quatérnios. Assim, (ba — ab) = 2(b x a) (produto
vetorial) e bab = a — 2{a, byb. Substituindo,

6 0
d = acos? 5t 2(b x a) cos g Sen g — (a — 2{a, byb) sen” 2

0 7 6 0 0
_ 20 2l U eon ? 2V
= a (cos 5 —sen 2) + 2(b x a) cos 5 sen 5 + 2sen 2<a,b>b

= acosf + (b x a)send + {a,byb(1 — cos ) (3.4)

A Equagao (3.4) é conhecida como féormula de Rodrigues (KANATANI, 2015)

e descreve a rotagao do vetor a por um angulo # com relagdo a um eixo b.
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Portanto, a rotacdo de um vetor qualquer, = € R*, pode ser codificada pelo

produto qzq' no espaco dos quatérnios.

3.2 Rotores

Retornando momentaneamente a descrigdo de proteinas, é importante observar
que matrizes de rotacao sao projetadas para realizar rotagoes em torno dos eixos coor-
denados. Contudo, ao atualizar uma coordenada interna angular ou posicionar um novo
atomo na cadeia, é preciso rotacionar pontos e vetores por um angulo o com relagao a
um eixo arbitrario. Essa questao foi contornada com uso de matrizes que codificam o
reposicionamento do eixo, mas, como pudemos observar, uma alternativa mais simples

pode ser obtida com o uso dos quatérnios.

Ao utilizar quatérnios, podemos calcular qualquer rotacao genérica a partir

do angulo e do eixo desejado. Para isso, basta determinar ¢ = cos 3 + bsen o onde b é o
vetor unitario que determina o eixo de rotagao e ¢ o angulo de rotacao. Como rotagoes
sao operacoes lineares em R?, é natural estabelecer esta sequéncia de produtos gzq' como

um operador linear, chamado rotor, definido por
R : R°—R’

x — qrq’

Este operador pode ser escrito na forma matricial. Para isso, aplicamos a rotacao
desejada nos vetores da base candnica, gerando as colunas da matriz correspondente. Dessa

maneira, dado um rotor gerado por ¢ = ¢; + @21 + q3J + q4k, sua forma matricial é

1
Q% + q% — = (293 —q194 QG294 + q1G3

9
1
2 q2q3+ q1qs C]? + CI§ 3 Q394 — q1q2 | - (3.5)
1
Qs — Q103 B+ Q@ 4G+ g — =

2

Para ilustrar como esta matriz ¢ determinada, consideremos o calculo da
primeira coluna, sendo as demais obtidas de maneira andloga. Dado e;, o primeiro vetor

da base canonica, este corresponde ao quatérnio i. A acdo de ¢ em e; é dada por:

giq' = (@ + @i+ gsj + ak)ilg — goi — 3§ — qik)
(@1 + @2 + g35 + k) (@i + g2 — g3i) — quik)
= (@1 + qai + 35 + quk) (@i + g2 — g3k + qaj)
(@1 + @2t + 3] + k) (g2 + @17 — g3k + quj)
= q}i — 213k + 2q14] + @31 + 2q2q3) + 2q2qak — G50 — 3

= (G +6—¢—q))i+2(q1qu + q2q3)§ + 2(qaqs — q1g3)k.
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Como ¢ é unitério, temos ¢? + g5 4+ ¢5 + ¢2 = 1, implicando em

, 1., .
qiqt = 2(¢? + g% — 5)@ +2(q293 + 0194)J + 2(q2q1 — 1G3) k.

Voltando o quatérnio vetorial resultante para R, vale

1
2 2

+ _

CII QQ 2

Q2493 + q1q4 | >
294 — G143

R61:2

formando assim a primeira coluna da matriz.

Uma vez estabelecida a forma matricial, vamos tomar a notacao simplificada
Bz para representar a rotacao gzq'. Para validar os métodos trabalhados anteriormente,

basta entao definir a composicao de rotagoes dadas por rotores.

A composicao de uma sequéncia de rotacoes é dada pelo produto das ma-
trizes correspondentes. O mesmo vale para quatérnios, uma vez que, dados os rotores
q e ¢ associados as rotacoes B e B’, a sequéncia de rotacoes B'B de um ponto z é
dada por ¢'(qz¢")¢" = (¢ 9)x(¢'¢'") = (¢ ¢)2(¢'q)T, ou seja, pelo produto dos quatérnios

correspondentes.

Com essas questoes resolvidas, somos capazes de enunciar um novo método
tanto para a conversao de coordenadas quanto para sua atualizagdo por meio de produtos
de quatérnios. Antes disso, vamos explorar a utilizagdo de rotores sob uma perspectiva mais
completa, usando a chamada algebra geométrica, para s6 entao retornar as conformagoes

de proteinas.

3.3 O produto externo

A algebra geométrica é o resultado da pesquisa desenvolvida por William
Kingdon Clifford, matematico inglés, e apresentada em 1878. Clifford unificou o produto
interno e o produto externo desenvolvido por Grassmann, definindo um novo produto
chamado produto geométrico. Essa nova estrutura algébrica permitiu expandir os conceitos
desenvolvidos por Hamilton na algebra dos quatérnios, generalizando-os para espagos de
dimensoes maiores. Apresentaremos aqui os principais conceitos da algebra geométrica, que
permitirao a elaboragao de novos métodos para conversao e atualizagao de coordenadas
cartesianas. Uma pesquisa mais aprofundada a respeito de tais teorias e os aspectos
histéricos de seu desenvolvimento podem ser encontrado com mais detalhes em Lounesto
(2001).

Embora a algebra geométrica possa ser determinada para espagos de qualquer

dimenséo n € N, vamos nos concentrar na algebra desenvolvida para R?, uma vez que
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moléculas de proteinas sao elementos do espaco tridimensional. Comecaremos definindo o

produto externo de Grassmann e os novos elementos gerados por ele.

Hermann Grassmann apresentou seu produto externo em 1844 como a operacao

entre vetores que possui as seguintes propriedades:
1. Antissimetria: a A b = —b A a (e consequentemente a A a = 0);
2. Distributividade: a A (b+¢) =anb+a g

3. Associatividade: a A (b A ¢) = (a A b) A ¢

4. Comutatividade de escalares: a A b= fa A b= [(a A D).

Com esta nova operacao, Grassmann introduziu o conceito de bivetor.

Dados dois vetores nao colineares a e b, define-se como bivetor o elemento
bidimensional dotado de uma orientacao e magnitude, nomeado a A 0. Este elemento é
interpretado geometricamente como o paralelogramo cujos lados sdo determinados pelos
vetores a e b. A orientacao do bivetor é definida como positiva para o sentido anti-horario,
partindo de a em direcao a b, e sua magnitude é dada pela area do paralelogramo. Veja
que um bivetor é um elemento do subespaco de dimensao 2. Além disso, o conceito de
orientacao dos bivetores permite verificar a natureza nao comutativa do produto externo,

ilustrada na Figura 20.

Figura 20 — Representacao do bivetor a A b.

&7

Fonte: Elaborado pelo autor.

A interpretagdo geométrica utilizada para revelar a natureza do elemento
bivetorial também é 1til para identificar que o produto externo de um vetor por um
bivetor (nao coplanares) resulta em um elemento do espago de dimensao 3 e, portanto,
nao deve ser de natureza escalar, vetorial ou bivetorial. De fato, o produto externo entre
trés vetores a, b e ¢ (definido valendo-se da associatividade) corresponde geometricamente

ao paralelepipedo cujos lados sao determinados por estes. Tal elemento, chamado trivetor,
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tem orientacao positiva se a sequéncia dos vetores a, b e ¢ satisfazem a regra da mao
direita, e magnitude dada pelo volume do paralelepipedo. Como estamos trabalhando com
vetores de R?, o produto de mais de trés vetores ndo gera novos elementos (por nio haver
possibilidade de combinagao LI). Além disso, escalares sao interpretados como 0-vetores,
elementos do subespacgo de dimensao nula, com magnitude dada pelo médulo e direcao

determinada pelo sinal.

Generalizando estes conceitos para espagos de dimensoes genéricas temos as

seguintes definigcoes.

Definicao 3.1. Chama-se k—blade o elemento resultante do produto externo entre k

vetores linearmente independentes.

Definicao 3.2. Chama-se k—vetor o elemento descrito como combinagdo linear nao nula

entre k—blades geradas a partir da base canonica.

-

E preciso um certo cuidado com essas defini¢oes, pois toda k—blade é um
k—vetor, no entanto a reciproca nem sempre é verdadeira. No espaco R? estas duas
defini¢oes coincidem, contudo para espagos de dimensoes maiores isso nao é verificado. Um
exemplo simples para onde isso pode ser verificado é considerar o 2-vetor e; A €3 + €3 A ey4
gerado a partir da base de R?, observe que este elemento niao pode ser escrito como o produto
externo entre dois vetores linearmente independentes e, portanto, nao é uma 2—blade. Uma

pesquisa mais aprofundada a respeito desse tema pode ser feita em Macdonald (2010).

Voltando ao espaco R?, de nosso interesse, temos que o espaco definido por
Grassmann, chamado de espago exterior, contém todos estes elementos (escalares, vetores,
bivetores, trivetores) e suas combinagoes lineares. Um elemento genérico do espago exterior
de Grassmann é chamado multivetor, e possui em si uma parte escalar, uma parte vetorial,
uma parte bivetorial e uma parte trivetorial. Esses conceitos quando estendidos a espagos
de dimensoes maiores, culminam na criacao de elementos associados a subespacos de

dimensbes maiores como quadrivetores, quintivetores e assim por diante.

A algebra desenvolvida por Grassmann possui um forte apelo geométrico,
permitindo explorar tal sentido para o produto externo. Uma andlise geométrica detalhada
pode ser encontrada em Fernandes, Lavor e Oliveira (2017) e Kanatani (2015). Aqui,

focaremos em estabelecer axiomaticamente as carateristicas deste produto.

Qualquer elemento do espago tridimensional pode ser representado em termos
da base canonica. Usando as quatro propriedades do produto externo, temos também uma
base para descrever os elementos do espaco exterior de Grassmann. Sendo a,b € R?, onde

a = aje1 + ases + azez e b = bieq + baes + bges, temos
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anb = (aje; + agey + azes) A (breg + baes + bges)
= (a1b1)e; A eg + (ar1hy)er A ex + (arhs)er A e
+(agby)es A €1 + (azba)ea A ex + (asbz)ea A e3
+(asby)es A e1 + (asbs)es A eg + (asbs)es A es

= (a11)2 — a2b1)61 N €9 + (a1b3 — a3bl)61 N €3 + (a2b3 — a3b2)€2 N €3,

implicando que todo bivetor pode ser determinado como combinacao linear entre os
elementos do conjunto {e; A ey, €1 A e3,e2 A e3}. De maneira andloga, dados os vetores
a,b,ce€ R3, o trivetor a A b A ¢ pode ser escrito em termos dos elementos da base candnica

como
anbAac= (a1b203 + a2b301 + a3b102 - CL1b3CQ - (126103 - a3b201)61 N €2 N €3.

Ou seja, todo trivetor ¢ multiplo do trivetor candnico.

A combinacao de mais de trés vetores, por meio do produto externo, nao
gera elementos novos além dos ja conhecidos. Este fato pode ser verificado a partir da
igualdade e; A e; = 0, para i = 1,2, 3. Sabemos que o produto externo gera elementos do
espaco que podem ser representados em termos dos elementos da base (e seus produtos) e,
consequentemente, o produto entre mais de trés vetores zeram automaticamente. Para

exemplificar vamos multiplicar o bivetor e; A e3 pelo bivetor e; A es:
(exnes)A(erner) =ernlesner) Aea =er A—(epneg)Aes =—(epner) A(esaes) =0.

Ou seja, o produto entre mais de trés vetores quaisquer sempre resulta na combinacgao dos

termos ja apresentados, de modo que o elemento genérico do espago exterior é dado por
a1 + viey + vaeg + v3e3 + bieg A eg + baey A ez + bzes A eg +tlep A es A eg,

onde a; é a parte escalar, (vi,vq9,v3) a parte vetorial, (b1, ba, b3) a parte bivetorial e t3 a

parte trivetorial do multivetor.

3.4 O produto geométrico

Com esta nocao geral da algebra exterior de Grassmann e seu produto externo,
vamos agora estudar a algebra geométrica. A criacdo do chamado produto geométrico,
desenvolvido por Clifford, permitiu unificar a algebra dos quatérnios e a algebra exterior
de Grassmann. O produto geométrico, também conhecido como produto de Clifford, é
associativo mas nao comutativo, similar ao produto externo de Grassmann. A equagao
fundamental da algebra geométrica estabelece uma relagao direta entre estes dois produtos

e definiremos aqui o produto geométrico a partir dela.
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Definicdo 3.3. Dados dois vetores a,b e R3, o produto geométrico de a por b, denotado

simplesmente por ab, € definido por

ab=a-b+anb. (3.6)

A Equagao (3.6), a partir da qual definimos o produto geométrico, é chamada

Equacio Fundamental da Algebra Geométrica.

Ao apresentar o produto externo, usamos os elementos da base candnica para
estabelecer seu funcionamento no espaco multivetorial. Baseando-se nesta mesma estratégia,

podemos avaliar como o produto geométrico atua sobre os elementos da base de R?.

Partindo da equacao fundamental,

eiei=ef=ei-ei+ei/\ei=1, ie{l,2,3},
e também
eie; =¢€ € +te Anej=e Aej, i,j€{1,2,3},
temos e;e; = —eje;, para it # j, € €,¢; = ef = 1. Estas igualdades, junto a propriedade

de associatividade, nos dao condicao de calcular uma grande diversidade de produtos,

faltando ainda estabelecer o produto entre e, es € es.

Para determinar o produto geométrico entre os trés elementos que compoem a
base, vamos escrever
ereses = eq(ea A e3).
Infelizmente, a relagao é estabelecida entre os produtos interno, externo e geométrico,
na equacao fundamental, é valida somente para vetores. Entretanto, uma forma similar

¢ dada para casos mais gerais. Segundo Macdonald (2010) e Kanatani (2015), dado um

vetor a e um k—vetor B, vale
aB=a-B+anB. (3.7)

Com isso, podemos nos guiar pelas carateristicas geométricas dos elementos presentes nas

equagoes, o que implica que

€1€9€3 = 61(62 VAN 63)
= e1-(ea nez)+er A (e nes)

= €1 N\ €3 A €3.

A nulidade do produto interno entre o vetor e; e o bivetor es A e3 é justificada pela
ortogonalidade entre tais elementos, uma vez que e; é perpendicular ao plano em que
o paralelogramo esta contido. Com isso, o produto geométrico coincide com o trivetor
e1 A es A es. Este elemento é comumente referido como pseudoescalar, denotado por ¢, e

tem grande importancia dentro da algebra geométrica.
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O produto entre quatro ou mais vetores nao representa novos elementos, uma
vez que estamos trabalhando na dimensao trés. Assim, o elemento genérico do espaco

vetorial, com produto geométrico, é dado por

a + vieg + veey + v3es + biejes + baeres + byeges + tejeqes

Uma vez estabelecidas as regras operatoérias do produto geométrico entre os
elementos da base, pode-se calcular tal produto entre quaisquer elementos do espago

multivetorial. Vejamos o exemplo a seguir:

(3ea + 2e1€3)(4 — 2e1e9e3) = 12e5 + 8ejez — Begeregey — dejegereqes
= 12e9 + 8eqe3 + Gejeqeqes + deseieeqes
= 12ey + 8eje3 + Gejes + degeqes
= 12ey + 8eje3 + Gejes — deseses
= 12e9 + 8eqe3 + bejes — 4ey
= 8ey + ldeqe3.

3.5 Produto interno multivetorial

Partir da equacgao fundamental é um 6timo caminho para a definicao do produto
geométrico, uma vez que os produtos interno e externo estao bem definidos. Contudo,
conforme Macdonald (2010), o produto geométrico é o mais importante para as teorias da
algebra geométrica. Além disso, para o calculo do produto entre trés vetores, tivemos que
recorrer as caracteristicas geométricas de seus fatores, o que nao seria muito pratico em
espacos de dimensodes maiores. Deste modo, vamos definir os produtos interno e externo

em termos do produto geométrico.

Utilizando a equacao fundamental da algebra geométrica, podemos reescrever
o produto interno e o produto externo em termos do produto geométrico. Para isso, sendo
a e b dois vetores, temos

1
a-b=§(ab+ba)

1
anb= Q(ab—ba).

Conforme a Equagao (3.7), podemos fazer o mesmo para o produto entre um vetor e um

k—vetor. Os produto interno e externo podem, entao, ser definidos como

a-B= ;(aB — (=1)*Ba) (3.8)

1
anB=;(ab+ (—1)*Ba).
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A demonstragao dessa igualdade pode ser encontrada em Macdonald (2010, p. 128), na
versao com k—blades. A validade para k—vetores pode ser facilmente determinada a partir

da distributividade do produto geométrico.

Ainda que a Equagao (3.7) fornega uma generaliza¢ao da equagao fundamental,
ela nao é suficiente para estabelecer o produto interno entre multivetores, o que sera
necessario mais a frente. Para fazé-lo, vamos primeiramente determinar o produto interno
entre k—vetores e, entdo, estendé-lo para o caso de multivetores. Aqui, vamos definir
o produto interno conforme Macdonald (2010) e usaremos ( ), para indicar a parte

k—vetorial de um multivetor.

Definicao 3.4. Dado A um k—wvetor e B um j—uvetor, define-se o produto interno entre

A e B como a parte (j — k)—wvetorial do produto geométrico AB, ou seja,
A-B ={(AB); . (3.9)
Se j < k o produto é definido como 0.

Esta operacao, por vezes, é referida como contracao a esquerda e pode ser
denotada pelo simbolo "|". Uma versao similar pode ser elaborada para escrever o produto

externo em termos do produto geométrico (ver Macdonald (2010)).

A Equacao (3.9) generaliza o produto interno entre vetores. De fato, o produto
geométrico entre dois vetores a e b é dado pela soma de um escalar, a - b, e um bivetor
a A b. Desse modo, temos a - b = {(ab)y. Resta, apenas, definir o produto interno para

multivetores quaisquer.

Sendo A um multivetor, de um espago gerado a partir de R", A pode ser escrito

como a soma de seus k-vetores, isto é,
A={A)g+{An + A+ -+ {(A),.

Com isso, o produto interno pode ser definido a partir desta decomposicao, ou seja, dados

A e B dois multivetores,

A-B= Zn]<A>j : Zn]<B>k = Zn] (A); - (B

7,k=0
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4 Estudo de proteinas com algebra geomeé-

trica

Com o produto geométrico bem definido, analisaremos, agora, mais atentamente
o resultado do produto entre dois vetores. Dados a,b € R?, o produto ab resulta na soma

de um escalar a - b e um bivetor a A b, de maneira tal que podemos escrever
ab = ¢y + creses + caezer + czeres = ¢, + L, (4.1)

onde ¢ = (c1,09,c3) € L = ejeqes, pseudoescalar. Agora, vamos estabelecer a seguinte

identificacao,
1= —ege3 = —Le; Jj = —eze; = —Leg k = —ejeq = —tes. (4.2)

Estas igualdades identificam dentro da algebra de Clifford a algebra dos quatérnios. Deste
modo, podemos estabelecer uma correspondéncia entre o conjunto dos quatérnios e o
produto geométrico entre dois vetores. Essa correspondéncia é de extrema importancia, uma
vez que nos permite trabalhar com rotores, apresentados anteriormente, como elementos

da algebra geométrica.

Para exemplificar este resultado, vamos considerar um quatérnio unitario ¢q. Se
v é um vetor qualquer do espaco, entdo o resultado da rotacio de v por ¢ é dado por qug'.
Com base na Equagao (4.1), podemos escolher ¢y = q1, ¢1 = g2, ¢a = g3 € ¢3 = qu, fazendo
com que ¢ + e corresponda a ¢'. Por outro lado, temos ¢y — tc correspondendo a ¢. Assim,
a rotacdo qug' pode ser realizada no espaco geométrico pelo produto (co — te)v(eg + o).
Em uma notacio simplificada, podemos chamar ¢y — tc de R e ¢y + tc de RY, ou seja, a

rotacdo é dada por RuR'.

Uma operagao essencial para construcao de rotagoes com quatérnios é a con-
jugacao. Para definir adequadamente rotores a partir da algebra geométrica é preciso,
também, determina-la dentro dessa algebra. Neste caso, a conjugacao é dada pelo produto

dos conjugados, em ordem reversa, dos elementos da base que compoem a k—blade. Para
T_

qualquer vetor e; na base, seu conjugado é e; = —e;. Dessa maneira, valendo-se da linea-
ridade da conjugacao, para os demais k—vetores da base, usa-se o produto inverso dos

conjugados, isto ¢,
(eiej)' = ejel = (—ej)(—e:) = ejei = —eie;.

Os elementos escalares sao inalterados pela conjugacao. Nao entraremos em maiores
detalhes a respeito de conjugacao e dualidade, pois essa defini¢ao é suficiente para este

texto. Para uma consulta mais aprofundada a respeito deste assunto, sugerimos a leitura
de Selig (2004).
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Sabemos que rotores sao operadores ortogonais e podemos de fato confirmar

tal afirmacao com o uso da conjugacao estabelecida para algebra geométrica. Dado um

rotor R = cos — — sen §Lb, este realiza a rotacao com relacao ao eixo determinado por b,
por um angulo . Naturalmente, a operacao inversa é dada pela rotacao em relagao ao

eixo de b, pelo mesmo angulo com orientacao oposta, identificado por —f. Temos entao
R' = cos _7 — sen %Lb. Pela paridade das fungoes seno e cosseno,
0 0
R™! = cos 5 + sen §Lb = R,

confirmando a ortogonalidade do operador. Por fim, vamos verificar que, de fato, R~' é

inverso de R.

0 0 0 0
RR™" = (cos 5 ~sen §Lb)(COS 5 Tsen ibb)

0 0 0
= oS — cos — — sen —tbsen —ub
0 0
= cos? = —sen? —ibib
2 2
0
= cos? = — sen? €L252
2 2
0 0
2 2
= — + —
CoS 5 sen 5

= 1.

Dentro da algebra geométrica, temos, ainda, outra possibilidade de representa-
¢ao para um rotor. A forma exponencial, dada por R = e_gbb, definida a partir da expansao
de Taylor. A validade desta expressao é verificada pela propriedade do pseudoescalar ¢ que
responde de maneira similar a unidade imaginaria dos complexos em relacao a poténcias,

isto é, 12 = —1.

Uma vez estabelecidos rotores como elementos do espaco multivetorial gerado
a partir do produto geométrico, usaremos estes para determinar modelos de conversao e
atualizacao das coordenadas cartesianas. Os métodos apresentados ao longo desta secao
foram compilados a partir dos trabalhos de Chys e Chacén (2012), Choi (2006) e Seok e
Coutsias (2007).

4.1 Conversao de coordenadas com rotores

Ao apresentar a algebra desenvolvida por Hamilton, mostramos como quatérnios
codificam de maneira eficiente rotacgoes tridimensionais com relacao a eixos arbitrarios.
Estabelecemos, também, uma relagao entre os quatérnios e o produto geométrico de dois
vetores, o que permite determinar uma nova forma de representagao para rotores dentro da
algebra geométrica. Com isso, vamos determinar a construcao das coordenadas cartesianas

substituindo as matrizes de rotacao por rotores.
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Na algebra geométrica rotores também podem ser convertidos para a forma
matricial. Mais que isso, a matriz associada ao rotor tem a mesma forma, seja este deter-
minado por um quatérnio, seja pela algebra geométrica. Para relembrar esta construcao,
vamos considerar o rotor dado por R = ag — tb, onde b = (by, by, b3), e B! = ag + ¢b.

Aplicando tal rotagdo em um vetor genérico v = vie; + vaes + v3e3, temos

RuR™! R(vie; + vaey + v3e3) R
= Rvie; R+ Ruges R + Ruges R1

= v ReytR ' +v3Res R + vsRes R,
A rotagao pode ser representada, portanto, por meio de um produto matriz-vetor, onde

cada coluna da matriz é dada por Re;R™!, com i = (1,2,3). Assim, a forma matricial de
R é

1
CL?) + b% - 5 blbg - (Zobg blbg + Clobg
1
2 b1b2 + a0b3 CL(Q) + b% - 5 b2b3 - (lobl . (43)
1
blbg - agbg b2b3 + (lobl ag + bg — 5

Com essa versao matricial, basta alguns ajustes para que os algoritmos ja
estabelecidos funcionem. Neste modelo, as rotagoes sao construidas com uso de rotores e
aplicadas por meio de sua forma matricial. O uso da forma matricial de um rotor permite
manter as Equacoes (1.2) e (1.6) usadas para determinar cada ponto. Para isso, basta
substituir as matrizes de rotacao tradicionais, que ja foram utilizadas, pela forma matricial

de rotores.

Para tal construcao, aplicamos a rotacdo plana em torno do eixo z e na
sequéncia a rotacao de tor¢ao em torno do eixo z, os respectivos rotores sao RO = e=2ws ¢
R®) — ¢ 5t1 A rotagao serd aplicada, por meio da forma matricial (4.3), no vetor e; para
gerar os vetores de ligagdo. Deste modo, apenas a primeira coluna da matriz precisa de
fato ser calculada. Este procedimento, baseado no modelo apresentado em Chys e Chacon

(2012), que usa translagoes finais, é sintetizado no Algoritmo 8.

Estimando o custo computacional deste método pelo nimero de operagoes
necessarias para adicionar um novo ponto na cadeia, podemos estabelecer uma comparacao

com o método matricial ja apresentado.

O custo para estabelecer um novo ponto no sistema de coordenadas cartesianas
é de: 4 operacoes trigonométricas, duas divisoes por 2, 16 multiplicacoes e 8 somas para
determinar o rotor Rp;; 6 multiplicagoes e 4 somas para determinar a primeira coluna
da matriz de rotacao; 4 multiplicacoes para determinacao de b; e, por fim, 3 somas para

translacao de x; ;. Totalizando 4 operacoes trigonométricas 28 multiplicagoes e 15 somas.

A Tabela 4 estabelece uma comparacao entre os métodos, onde é possivel verifi-

car que ambos tem custos muito similares. Os simbolos x, + e T indicam, respectivamente,
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Algoritmo 8: Conversao de coordenadas com rotores.
Entrada: [ = {(d;,0;,¢;),i=1,--- ,n}
Saida: C = {xy,z9, 23, - T}
inicio

T < 0,

Ty < daey;

Rpy < 1;

parat: = 3,--- ,n faca
P

R% 6—%@;

R; — R*R%:

Ry < Ry R;;
Determine a forma matricial By do rotor Rp;
bi < diB[i]el;

T — T + by

fim

fim

as operagoes de multiplica¢ao/divisdo, soma/subtracao e operagoes trigonométricas.

Tabela 4 — Custo para determinar um novo ponto.

Método x + T Total
Matrizes 27 15 4 46
Rotores 28 15 4 47

A versao com rotores e translagdes encaixadas nao é apresentada, embora possa
ser realizada, pois seria necessaria a construcgao total da versao matricial de um rotor, cujo
custo ¢ alto. Além disso, ao buscar minimizar o nimero de operacoes a implementacao de
tal método se tornaria redundante as demais. O que torna a versao com translacoes finais
vidvel, além do baixo custo da composiciao de rotagoes, é o fato de que apenas a primeira

coluna da forma matricial do rotor precisa ser calculada.

O algoritmo de conversao usando rotores foi implementado no software Wolfram
Mathematica v11.3. Para a realizacao dos testes, utilizamos a conversao dos conjuntos
de coordenadas internas para as cadeias BBN50, BBN200 e BBN1000 apresentados

anteriormente. O tempo obtido na execugao do algoritmo ¢é descrito na Tabela 5.

Tabela 5 — Tempo para conversao de coordenadas internas para cartesianas com rotores

Conjunto  Tempo (s)
BBN50 0.015
BBN200 0.06
BBN1000 0.31
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4.2 Atualizacao de coordenadas cartesianas por rotores

Na Secao 2, fizemos um estudo bastante detalhado sobre como mudancas
nas coordenadas internas podem ser utilizadas para atualizar coordenadas cartesianas
ja calculadas. Estabelecemos também quais atomos do backbone devem ter coordenadas
recalculadas e como determina-las com o uso de matrizes de rotagdo. Agora que um
novo caminho teérico para a conversao de coordenadas é possivel, nada mais natural que

explorar também a atualizacao de coordenadas a partir de tais teorias.

Vamos focar no célculo da atualizacao dada a partir de uma modificacao em
Yk, como fizemos para matrizes. Como a atualiza¢ao por meio de rotores é bastante similar
ao modelo apresentado no Algoritmo 6, vamos apenas ajusta-lo, substituindo as matrizes

de rotagao pelos rotores correspondentes.

O procedimento em questao consiste, basicamente, em transladar o centro
de rotacao para a origem do sistema coordenado, realizar a rotagao adequada e entao
translada-lo novamente para a posicao inicial. Assim como no caso matricial, as translagoes
podem ser intercaladas, sendo combinadas a cada novo angulo, ou podem ser calculadas

apenas ao final do processo, utilizando o ultimo ponto atualizado para tal.

Considerando a atualizacao por translacoes encaixadas, se R corresponde a
rotacao necessaria para atualizar os pontos da cadeia e t o vetor que translada o centro de
rotacdo, a atualizacio de um certo = é dada algebricamente por ¢t + R(z — t)R™*. Usando
a distributividade do produto, temos t + RxR™' — RtR™'. Isso implica que podemos
separar a equacao em duas partes, uma relativa a rotacdo RzR™! e a outra a translacio
t—RtR™'. Como rotores tém uma forma matricial, podemos determinar um método hibrido,

combinando-a com o uso do espago homogéneo. Para isso, basta substituir a matriz (2.3)
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pela matriz (4.3) na Equacao (2.5). O Algoritmo 9 estrutura estes procedimentos.

Algoritmo 9: Atualizacdo com rotores e translagoes encaixadas.

Entrada: Co = {21, 22, , 20}, Z = { Q1> Pha»* Phy )
Saida: Cc = {T1,73, -+ , Tn}

inicio

Ry < 1;

ty < 0;

parai=1,---,p faca
Lhi—2 — Thi—1 |

bki,1 < 3
kai_2 - xki_lH

Py

Ri <« efTLb’%—l;

Determine a forma matricial B; para o rotor R;;
ti < Bi(tio1 — Tp,_y) + Tpy_y;

R[i] <~ R[zel]Ri;

Determine a forma matricial By de Rp);

M; = )
0 1

para j > k; faca
se j < k, entao

| = r,ggi{r};

T; < My, x;;

senao

T« My, xj;
fim

fim

fim

fim

A estimativa do custo computacional, para incluir a alteracao de um angulo
de torgao, é dada a partir da seguinte contagem de operacoes: 3 somas e 3 divisoes para
determinar o eixo de rotagao; 3 multiplicagoes e 1 divisao por 2 para construcao do
rotor; 20 multiplicagoes e 20 somas para determinar as formas matriciais dos rotores; 9
multiplicacoes e 12 somas para determinar o vetor de translagdo; 16 multiplicagoes e 12
somas para o produto de rotores. Totalizando 52 multiplica¢oes/divisdes e 35 somas. Além
disso, cada ponto para ser atualizado requer 9 multiplicacoes e 9 somas. Desta maneira, a

estimativa de custo para a atualizacao da cadeia é dada por 87n, + 18n, operacoes.

No caso em que se utiliza translacoes finais, os vetores de transla¢cdo nao sao
combinados e atualizados a cada etapa. Ao invés disso, translada-se o ultimo ponto com

coordenadas atualizadas pelo vetor de ligacao atualizado, fazendo com que as translacoes
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sejam atualizadas implicitamente a partir do ponto anterior. Assim, como no caso de
translagoes encaixadas, para estabelecer um novo algoritmo com rotores e translagoes
finais, basta adaptar o Algoritmo 7. O Algoritmo 10 descreve o processo de atualizagdo de

coordenadas com uso de rotores e translagoes finais.

Algoritmo 10: Atualizacao com rotores e translagoes finais.

Entrada: Co = {z1, 22, , 20}, Z = {©Okys Pho» - Ok, }
Saida: Cc = {71,732, -+ , Tn}

inicio

Bjo) < I3;

parai=1,---,p faca
'rk)i72 - xk‘l‘fl

bkifl <~ H:L' ;
ki—2 — xlﬁ*lH

Calcule R;;
R[i] — R[ifl]Ri;
Determine a forma matricial By de Rpy;
para k; < j < k;,, faca
bj = l’j — l’jfl;
Tj < Tj1 + Babj;

fim

fim
fim

Para este método de atualizagdo, a contagem de operacgoes é dada por: 3
somas e 3 divisoes para determinar o eixo de rotagao; 3 multiplicacoes e 1 divisao para
determinar o rotor R;; 16 multiplicacoes e 12 somas para calcular o produto dos rotores; 10
multiplicagoes e 10 somas para determinar a forma matricial do rotor. Totalizando, assim,
33 multiplicagoes/divisdes e 25 somas para a obtencao da rotacao. Além disso, ainda sdo
necessarias 3 somas para o calculo do vetor de ligacao, 9 produtos e 9 somas para atualizar

cada ponto. Portanto, a estimativa para atualizagdo da cadeia é de 58n,. + 21n, operagoes.

Na Tabela 6, temos a comparacao entre o niimero de operacoes necessarias
para atualizagdo de um angulo em cada um dos métodos apresentados. Nesta tabela, TF
indica o uso de translacoes finais e TE o uso de translacoes encaixadas. Com base nesses
dados , podemos concluir que existe uma ligeira vantagem no uso de translagoes finais e,
por esta razao, implementaremos apenas algoritmos que utilizem este modelo. Analisando
0 uso de matrizes versus o uso de rotores, podemos verificar uma diminuicao de cerca
de 10% no nimero de operacoes necessarias com o uso de translagdes encaixadas, e uma
diferenca ainda maior, em torno de 16%, quando utilizamos translacoes finais. Isso mostra
a eficiéncia do uso de rotores para estabelecer rotagoes tridimensionais. Vale ainda ressaltar
que, na conversao de coordenadas, as expectativas sao de que ambos os métodos exijam

praticamente o mesmo esforco computacional, com uma vantagem irrisoria para matrizes.
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Tabela 6 — Custo computacional para atualizacdo de coordenadas.

Método x + T Total
Matrizes - TE 54 43 2 99
Matrizes - TF 45 22 2 69
Rotores- TE 52 35 2 89
Rotores - TF 33 25 2 60

2006) e Chys e Chacén (2012).

~—~

Fonte: Elaborada pelo autor com base em Choi

Para verificar o tempo de execugao, o algoritmo com rotores utilizando trans-
lagoes finais foi implementado no software Wolfram Mathematica v11.3 e submetido aos
mesmos testes de atualizagdo ja apresentados. O tempo (em segundos) de cada atualizagao

esta descrito na Tabela 7.

Tabela 7 — Tempo de execucao do algoritmo de atualizagdo com rotores com translagoes
finais.

Conjunto  10% 40%  85%
BBN50 0. 0. 0.015
BBN200 0. 0.015 0.05
BBN1000 0.06 0.11  0.20

E possivel utilizar rotores somente sob a perspectiva dos quatérnios. O uso
da algebra geométrica, contudo, permitirda avangos teéricos que a visao “limitada” dos
quatérnios nao pode explorar. E o caso, por exemplo, de explorar representacoes em

dimensoes maiores, objetivo que apresentaremos na secao seguinte.
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5 Representacao de proteinas no espaco con-

forme

O espago homogéneo estabelecido na Subsecao 1.2 utiliza um hiperplano do
espaco de dimensao 4 para representar o espaco tridimensional. Na conversao de coordena-
das, o uso deste espaco permite aplicar translacoes tridimensionais por meio de operadores
lineares. Este fato torna possivel a combinacao de translagoes e rotacoes para atualizacao
direta das coordenadas cartesianas, isto é, sem que seja preciso atualizar um angulo de
torcao por vez. Nossa intengao agora € investigar um novo sistema de representacao no

chamado espago conforme.

Para isso, é necessario fazer alguns apontamentos acerca do espaco conforme
e como a algebra geométrica se desenvolve neste caso. Uma consulta mais aprofundada
pode ser realizada em Kanatani (2015), Lounesto (2001) e Macdonald (2010).

5.1 O espaco conforme

O espago conforme é um espaco de dimensao cinco gerado a partir do completa-
mento da base candnica de R? com os vetores e € €4 e da definicio de um novo produto
interno. Estes vetores sdo escolhidos de modo que sejam ortogonais a base {e, s, e3}.
O novo produto interno é estabelecido sem exigir a condicao de positividade, ou seja,
neste novo espago o produto interno pode resultar valores negativos. Quando necessaria a
diferenciacao entre este e o produto interno usual, iremos nos referir a tal como produto

interno conforme.

O produto interno conforme ¢é diferenciado do produto interno usual a partir

de sua aplicacao nos vetores eg e €y, isto é, quando restrito ao espaco tridimensional, o
0 ) ; )

produto interno conforme coincide com o produto interno usual. Assim, as igualdades a

seguir sao suficientes para defini-lo:
ep- ey =0, € =0, €y € = —1.

A dltima igualdade identifica a perda da positividade, enquanto a duas primeiras caracte-
rizam os dois novos vetores como ortogonais a si mesmos. Além disso, temos e - e¢; = 0
e ey -e; = 0 para todo i € {1,2,3}, uma vez que estes vetores foram escolhidos para a
formagao de uma nova base ortogonal para um espaco de dimensao 5. A tinica propriedade,
carateristica de um produto interno, perdida no produto interno conforme é a positivi-

dade. Sendo assim, as demais propriedades de simetria e linearidade permanecem validas.
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Portanto, é suficiente definir o produto interno conforme apenas entre os elementos da

base {eg, €1, €2, €3, €}

Agora que o espaco conforme foi definido, é preciso determinar a forma de
representacao do espaco tridimensional neste. Para isto, considere o ponto x = x1e; +
Toes + x3e3 de R?. Usaremos letras maitisculas para denotar o correspondente de um ponto
do espago tridimensional no espaco conforme. De tal modo, a representacao de x no espago

conforme é dada por
L, o
X = ey + x161 + 2269 + T363 + §HJ/’H €oo-

A fim de simplificar essa notacdo, vamos escrever simplesmente z® para denotar |z|, o
que ¢ justificado pela atuagdo do produto geométrico no espaco tridimensional. O produto
geométrico foi definido a partir do produto externo e do produto interno usual, que coincide
com o produto interno conforme quando restrito ao subespago tridimensional. Com isso,

temos 7° =z -2+ x Az, onde v-x = [z[* e x A2 =0.

A escolha dos simbolos eg e e, para representar os vetores que completam a
base do espaco tridimensional esta associada ao papel desempenhado pelos mesmos no
espaco conforme. De fato, a e corresponde a origem do espaco tridimensional, e ey, estd
relacionado ao “infinito” deste. Esta segunda relacao nao ¢ tao imediata quanto a primeira,
mas pode ser verificada de maneira simples. Considerando X a representacao do ponto x
no espaco conforme, os pontos X e aX representam o mesmo ponto para todo o nao nulo,
entao

X €o T
P=153= 1511

T2 1.2 " 1.2
R R R

+ €

também é uma representacao de z. Tomando 2> — 0, resulta em p — ey, dessa maneira

ew representa, de fato, um ponto “infinito” do espaco tridimensional.

Esta forma de representacao também permite codificar distancias entre pontos
a partir do produto interno conforme. Esta é uma das vantagens do uso deste espaco,
uma vez que estamos interessados em analisar a matriz de distancias da proteina. Para
entender como esta relacdo se d4, vamos considerar os pontos z,y € R? e suas respectivas

representacoes no espaco conforme,

2 2

x
Xzeg+x+?eoo eYzeo+y+y§.
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Temos, entao,

72 2
XY = (eo+x+56w)-(eo+y+%ew)
y? 22
= 60'56004‘33‘?/"‘?600‘60

y? 22
= :U-y-l—Eeg-eoo-l—?eo-eoo
2 2
2 2
1
= woy =g ([=" + )
1
= =5 (l=* =2@-9) + )
1
= —5llz—yl

Outra caracteristica que vale ser mencionada, e é destacada em Fernandes,
Lavor e Oliveira (2017), é que vetores que representam pontos de R* sdo nulos, isto é, X é
representante de algum ponto do espago 3D somente se X - X = 0. De fato, a codificacao

das distancias apresentada resulta que

1
X-Xz—in—tzo.

5.2 Algebra geométrica conforme

Uma vez que um forma de representacao do espaco tridimensional foi estabe-
lecido no espago conforme, e desejamos trabalhar com proteinas usando este modelo, é
preciso analisar como a algebra geométrica se desenvolve sobre este espago. Note que, pela
equagao fundamental (Equacao (3.6)), o produto geométrico pode ser calculado a partir
dos produtos externo e interno. Uma vez que um novo produto interno foi definido, faz-se

necessaria uma analise de quais consequéncias este tera sobre o produto geométrico.

Ao estabelecer o produto geométrico, é suficiente defini-lo para os vetores da
base, fazendo com que o produto entre os demais elementos do espaco seja dado pelas
propriedades de associatividade e distributividade. Para os vetores que compdem a base
do espago tridimensional {ej, es, €3}, as propriedades ja foram determinadas, de modo que

nos resta identificar como o produto geométrico atua sobre os novos vetores ey € €.

O carater geométrico do produto externo explicita as primeiras relagoes estabe-

lecidas entre os novos vetores adicionados, implicando em
eg A eg =0, € A e = 0, €o A Eep = —€) A Cop. (5.1)
Da mesma maneira, os produtos entre os demais elementos da base sao dados por

€o A€ = —¢e; A e, Cw A€ = —€; A €, Vie {1,2,3}. (5.2)
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O produto externo estd, portanto, definido para todos os elementos da base do
espaco conforme e, consequentemente, utilizando suas propriedades de associatividade e

distributividade, para todos os demais elementos do espaco.

Como o produto interno conforme ja foi estabelecido para todos os elementos
da base e, portanto, para todos os elementos do espaco conforme, o produto geométrico ja

pode ser definido.

O produto geométrico é definido nos elementos da base a partir das seguintes

igualdades:

1. epe; + e;eq = 0, para i € {1,2,3};

2. exne; + €6 = 0, para i € {1,2,3};

3. g =0;
4. 2 =0
9. €9ew0 + exney = —2.

No caso do espago tridimensional, o produto geométrico determina novos ele-
mentos, sendo estes associados a seus subespacos, gerando assim bivetores e trivetores.
Como o espago conforme tem dimensao cinco, além destes, ainda sdo definidos quadriveto-
res e quintivetores. Desta maneira, determinam-se 32 elementos para a base do espago
multivetorial construido sobre o espacgo confome, resultado das combinacoes do produto
geométrico entre os elementos da base. Os elementos desta base sao: um escalar, 5 vetores,
10 bivetores, 10 trivetores, 5 quadrivetores e um quintivetor. Para uma simplificacao da
notac¢ao, vamos indicar os elementos por subindices, por exemplo, o elemento denotado

por ep3e corresponde ao trivetor egeseqy.

Para ilustrar o produto geométrico no espago conforme, vamos considerar os

multivetores p; = 2e3,0 — € € P2 = 3€p3 + €1200. Com isso,

P1p2 = 2e3ex3€0€3 + 2€3E65€1€9E5 — Exn3E0€3 — Ex€1€9E4p
= 6ez(—2 — epeos )3 — 263610062600 — 3(—2 — €peo)e3 + €1€0E2E0
= Geg(—2e3 — epenes) — 261362600 — 3(—2€3 — €peres) — €1€9€0 €0
= —12e3e3 — besepenes — 0 4 6es + 3egepes — 0
= —12 — 6egesese, + 6es — 3epeseqn

= —12+4 6e3 — 6ege,n — 3epeszeus.

Agora que a algebra geométrica conforme esta bem definida, e foi estabelecido

um meio de caracterizar pontos do espaco tridimensional dentro do espaco conforme, é
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possivel estabelecer um novo sistema de coordenadas para representacao de proteinas. Neste
novo sistema, o qual chamaremos coordenadas conformes, cada atomo sera representado
pelo ponto do espaco conforme correspondente ao ponto do espaco tridimensional que
o descreve no sistema cartesiano. Para indicar o conjunto de coordenadas conformes

usaremos Cop.

A conversao de coordenadas cartesianas para coordenadas conformes é dema-
siadamente simples. Para tal, basta calcular a distancia de cada ponto até a origem do
espaco tridimensional e, assim, determinar o coeficiente de e5. O caminho contrario é
mais simples ainda, uma vez que o conjunto de coordenadas cartesianas esta embutido no

conjunto de coordenadas conformes.

Como mencionado ao longo do texto, a mudanca de coordenadas internas
para cartesianas, com destaque para o calculo das matrizes de distancias, é a situagao de
maior importancia pratica. Assim, por duas razoes, faz sentido estabelecer um modelo de
conversao de coordenadas internas diretamente para coordenadas conformes. A primeira
razao é que, como visto, coordenadas conformes encapsulam as coordenadas cartesianas,
de modo que nao faria sentido a conversao para coordenadas cartesianas como um passo
intermediario para o calculo das coordenadas conformes. A segunda razao, e talvez a mais
interessante, é que devido as caracteristicas do espaco conforme, as distancias interatomicas

podem ser simplesmente calculadas a partir do produto interno conforme.

5.3 Translacoes e Rotacdes no espaco conforme

Ao representar o espago tridimensional como subconjunto de um espaco de
dimensao maior, precisamos tomar alguns cuidados ao realizar operagoes de qualquer
natureza. Com base nos algoritmos ja estabelecidos, sabemos que, para a construcao de
coordenadas, sao necessarias translagoes e rotacoes. Embora estas operacoes devam ser
realizadas no espago de representacao, isto é , no espago conforme, os movimentos devem
ser observados no espago de origem, ou seja, no espaco tridimensional. Para exemplificar
esta situacdo, tomemos como exemplo o espaco homogéneo. Dados z,t € R?, a translacio
do ponto x pelo vetor t é calculada pela soma x +t. Entretanto, ao passamos para o espaco
homogéneo, temos as respectivas representacoes de x e t dadas por = + e4 e t + e4. Se
simplesmente calcularmos a soma, teremos como resultado (z + t) + 2e4. Este elemento
nao representa nenhum ponto do espaco tridimensional, pois saiu do subconjunto cuja
quarta coordenada é sempre 1. Por esta razao, é necessario definir um operador linear
no espaco homogéneo que realize translacdes no espacgo tridimensional. Vamos agora
apresentar operadores do espaco conforme que realizam rotagoes e translagoes no espago

tridimensional.

Como sabemos, a representacdo de um ponto x no espacgo conforme é dada por
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1, . .
eo+x + 51: . Assim, a translacdo de x por um vetor t deve ser representada no espaco
1 2
conforme por ey + x + ¢ + §(x +1)% eq.

Conforme definido em Kanatani (2015), as translagoes do espago conforme sao

realizadas por

T,XT; ",

onde X é a representacao de x e T;, chamado transladador, é o operador de translacao
definido por

1

Sendo T; um operador de translagdo, podemos presumir que o operador inverso

T; ' corresponde & translacdo inversa, dada por —t, isto é,

1 1
T,7'=T,=1- 5(—15)600 =1+ 575600.

De fato,
1 1
Ty = (1—=teg)(l+ =tew)
2 2
1
= 14 —tegw — —tew — —tegptey

2 2 4
= 1

Para entender a atuacao do transladador 7; sobre um ponto X, vamos estabe-

lecer como este age sobre cada elemento da base do espago conforme.

Comecando por TieqT, ;1, temos
1 1 1
TieeT, " = (1-— §teoo)eo(1 + §t6°0)
1 1
= (e — §teooeo)(1 + 525600)
t + ! t 1t t
= eg— —texwey + —eoteyxn — —tegpepte
0 2 00 2 0vCo0 4 0C0tCw0

1 1
= ¢+ i(eoteo@ — tegen) + Zteooteoeoo

1 1

= eg+ 5(—15)(60600 + exnep) — theweoeo@
1 1

= e+ 5(—75)(—2) — ZtQ(—Q — €0€o0 )€

L,
= eo+t+§t € -

Isto significa que o transladador mapeia a origem do espago tridimensional no ponto

correspondente a t no espago conforme, de fato realizando a translagao desejada.
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Para os vetores que compoem a base do espaco 3D, a operacao pode ser avaliada

de maneira simultinea, entdo, sendo x € R?, temos

1 1
TaT, ' = (1— Zteg)r(l+ ~tey)

2 2
1 1
= (v — iteoox)(l + iteoo)

1 1
= I — §teoox + ixteoo — Zteooa:teoo

= z+ §(xteoo — texT)
1

= r+ §(xt + tx)eq

= 4+ (- t)ew.

1
A dltima linha é resultado da igualdade = - t = §($t + tx).

Por fim, temos a atuacao sobre e, dada por

1 1
Teo T, = (1 - §teoo)eoo(1 + iteoo)

1 1
= (ex — 525600600)(1 + iteoo)

= ey + ieooteoo
= .
Lembrando que o vetor e, estd associado ao “infinito” do espago tridimensional, logo, faz

sentido este nao ser alterado por uma translacao.

Combinando os resultados obtidos, a atuacao do transladador no ponto X do
espacgo conforme é dada por

2
TXT™' = Ty(ep+a + %eoo)z;;1

= TeoT, ' + TxT; ' + I;TteooTtl

= e +t+ ;||t||26oo + x4 (x-t)ew + ;1}2600
= ot o+ 1)+ o (el + 2o 1P

= e+ (x+t)+ ;x + t[ e

Com isso, mostramos que tal operador, de fato, realiza transla¢oes tridimensionais no

espaco conforme.

O uso do espago homogéneo permitiu realizar translagoes por meio de operadores
lineares, resultando em alguns avancos teéricos tanto na conversao de coordenadas, como na
sua atualizacao. Em particular, na atualizacdo de coordenadas o uso do espaco homogéneo

tornou possivel combinar alteragoes de multiplos dngulos de torcao, evitando que as
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coordenadas de cada dtomo precisassem ser recalculadas a cada dngulo alterado. E
desejavel que esta caracteristica permaneca valida ao se trabalhar com o espaco conforme.
Felizmente, além dessa carateristica, que é mantida, surge também uma nova e interessante
propriedade. A linearidade do transladador pode ser facilmente verificada a partir das
propriedades do produto geométrico, sob o qual o operador é construido. Além disso, é

possivel verificar também sua ortogonalidade a partir de seu conjugado. Temos,
1
(' = (1- 5(?5161 €op 129 €op 363 €00))]
1 i
= 1- §(tlel oo +1262 € +13€3 €)
1 i i 7
= 1- §(t1(€1 600) + t2(€2 600) + t3(63 600) )

= 1-— ;(tl(—el 600) + tz(—€2 eoo) + t3(_63 600))

1
= Lt (e e e ey )
= T

Esta é uma vantagem extremamente significativa, pois se antes foi possivel
linearizar equagoes, estas agora serao dadas por operadores ortogonais. Vale observar que
nos processos de conversao e atualizagao, translacoes sao combinadas com rotagoes que,
por sua vez, também sao operadores ortogonais. Com isso, as equagoes utilizadas serao

dadas por operadores lineares ortogonais.

Tal qual foi feito com rotores na Subsecao 3.2, vamos estabelecer aqui uma
forma matricial para transladadores. De maneira similar, vamos gerar as colunas da
matriz aplicando os transladadores em cada um dos vetores que compoem a base do
espaco conforme {eg, €1, €2, €3, €y }. Como jé fizemos um estudo da atuagdo do transladador
nestes elementos, a primeira e dltima coluna, TieoT, ' e Tie T, ', respectivamente, ja
sao conhecidas. Para as demais colunas, basta substituir os vetores ey, e, €3 na equacao

T,xT7!, assim temos a seguinte matriz:

1 000 0\
ty, 1 0 0 O
ta 01 0 O 7
t3 0 0 1 O
t2
S hoh ot 1)
que pode ser escrita em blocos como

1 0

t I3

t2

— 1
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A construcao de rotagdes é mais simples, uma vez que rotores estabelecidos no
espaco tridimensional permanecem funcionais no espago conforme. Para verificar isso, é

suficiente analisar sua atuacao nos novos vetores eg € e,,. Como vimos nas segoes anteriores,

dado um angulo # e um eixo orientado pelo vetor unitario b, o rotor R = cos 3~ sen §Lb,

onde ¢ = €193, rotaciona o vetor z € R? por meio do produto RxR™!. Temos, entdo,

ReoRil = RRileo = €p

Rew R =RR ‘e, = €4 .

Uma vez que e e ey estao associados, respectivamente, a origem e ao infinito do espaco

tridimensional, faz sentido que estes permanecam inalterados por rotagoes.

Portanto, rotagoes no espago conforme sao realizadas da seguinte maneira:

2

2
R(eo + z + %ew)R*1 — RegR '+ RzR '+ %Rewal
2

= eg+ RzR '+ %ew
(RzR™1)?

= eg+ RzR '+ #ew.

Esta ultima igualdade decorre do fato de que rotagoes sao isometrias e, com isso, nao
alteram a norma do vetor. Logo, rotores construidos no espago 3D realizam também
rotacoes em suas representagoes no espaco conforme. Na verdade, mais que isso, rotores
realizam rotagoes de quaisquer elementos do espaco conforme, incluindo outros operadores,

informacgao que sera particularmente 1til ao combinarmos operadores.

A forma matricial de um rotor no espago conforme pode ser facilmente obtida,
uma vez que ja estabelecemos a atuacao dos rotores nos vetores da base. Dado um rotor

R = ay — b, sua versao matricial é dada por

1 0 0 0 0

0 2ag +2b7 —1 2byby — 2agby  2b1bs + 2aghy 0

0 2biby + 2a0bs 2a3 + 2b2 — 1 2bybs — 2apby 0 |,

0 2bibs — 2agby  2bybs + 2apb;  2aj +2b3 —1 0
K 0 0 0 1 |

ou, ainda, em uma forma reduzida

o O =

0
B
0

= o O

onde B é a forma matricial do rotor R, estabelecida em (4.3), para o espago tridimensional.
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Voltando brevemente ao problema de atualizacao de coordenadas, conforme
apontado na Subsegao 4.2, rotagdes sao sempre realizadas em torno de um eixo que contém
a origem do espago. Desse modo, uma vez construido o rotor, é necessario ainda transladar
todo o conjunto de pontos a ser rotacionado para que o vértice do angulo de rotacao
coincida com a origem do espaco. Entao, ao final do processo, é necessario ainda que os
pontos sejam transladados de volta a posi¢ao anterior. Esta sequéncia de movimentos é

descrita, no espaco conforme, pela sequéncia de produtos
T, RT XT}'R'T,

onde t ¢ o vetor que posiciona o eixo de rotagao sobre a origem, R ¢é o rotor a ser aplicado

e X o ponto que deve ser rotacionado.

Da ortogonalidade dos rotores e transladadores e das propriedades da conjugacao

temos

T R7'17 = TV, R'T = (T,RT_,)T
Por outro lado, T} R™'T; ! = (T,RT_;)™", pois
(T,RT_)(T})R'T, ) = 1.

Com isso, podemos concluir que o produto T;RT_; corresponde a um operador linear

ortogonal.

Embora estejamos acostumados com a atuagdo de operadores de rotagao e
translagao apenas sobre pontos e vetores, j& mencionamos que estes atuam de maneira
genérica sobre todos os elementos do espago conforme. Um olhar mais atento para o
produto T, RT_; revela a natureza deste elemento. Podemos reescrevé-lo como TtRTt_l,
ou seja, este corresponde geometricamente a translagao do rotor R por um vetor t. Se
a algebra dos quatérnios de Hamilton nos permitiu determinar rotacoes a partir de um
eixo genérico, independentemente da decomposicao em rotagoes pelos eixos coordenados,
a algebra geométrica conforme nos permite dar um passo além: rotacionar quaisquer

elementos do espago em torno de um eixo qualquer, passando pela origem ou nao.

Vamos denotar por Rf , O rotor genérico, que realiza uma rotagao por um
angulo 6 com vértice do angulo de rotacao em ¢t e cujo eixo de rotagao é determinado por
b, ou seja, RY = RY,. Para estabelecermos a equacdo geral do rotor R, vamos calcular o

produto que o determina:
1 1 1
TRT = (1- it eo) R(1 + 5" o)
1 1
= (R—iteooR)(1+§teoo)
1 1 1
= R—iteooRJriRtew—ZteooRtew

1
= R-— i(Rteoo —tey R).
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Observe que a rotacao com eixo passando pela origem pode ser identificada como um dos
termos da soma que compoe o operador. Dessa forma, a segunda parcela da soma esta

associada ao movimento de deslocamento da origem, que é
0 0 0
Rtew—tew R = (cos 5 sen 5612317)15 e —t € (COS 5 sen 561235)
= —sen 5(6123bt € —t ey 6123b)
0
= —sen i(bt — th)e1a30
0
= —2sen i(b A t)e12300-
Voltando a equacao anterior, a forma geral de um rotor é dada por

7 7
Rf,b = cos 5 —sen §(b + (t A D) ew)eqas. (5.3)

Sabemos que o produto entre dois transladadores resulta em um novo transla-
dador, isso porque a composicao de translacoes resulta em uma translagao. O mesmo vale
para rotacoes com eixo passando pela origem, ou seja, a composicao de duas rotagoes é,
de fato, uma rotacao. Infelizmente, isto ndo se aplica para rotagdes com vértice arbitrario.
Isto significa que o produto entre rotores genéricos nao necessariamente resulta em um
rotor. Para verificar esta relacao, tome dois rotores Rf,b = Ry + aey, com Ry = RY e
o= senZ(b xt), e RY .= Ry + Pey, com Ry = RY e = seng(c x u). Entdo, o produto

entre eles é dado por

R?,quf,c = (R + aew)(Ry + Pew)
= RiRy + Rifeyw + Ry + ey B ey
= R1R2+04600R2+R16€OO.

Novamente, é possivel identificar dentro do produto uma rotagao com eixo na origem e
um termo de deslocamento, que analisaremos a parte. Para simplificar a notacao vamos

escrever 1 = a — eq93b e Ry = d — eq93¢, com isso,

Rlﬁ € T Ey R2 = (Cl — 61236)5 €y T Ey (d — 61230)
= (af + da) ey —e193b ey —x €0, €123€

= (aﬁ + doz) € —(bﬁ + 060)612300-

Observe, portanto, que o termo bS + ac resulta na soma de um escalar com um bivetor.
Deste modo, o quadrivetor ej93, ¢ multiplicado por um escalar nao nulo, dado por b-S+a«-c.
Consequentemente, o resultado nao pode ser um rotor, cuja coordenada em questao ¢ nula.

Portanto, o produto entre rotores nem sempre resulta em um novo rotor.

Este novo operador é o que se conhece como movimento de corpo rigido. Aqui,

vamos nos referir a tal operador como motor, indicado geralmente por M. Um motor é o
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resultado da composicao de uma rotagado com uma translagao e, portanto, também sao
operadores ortogonais no espaco conforme. Embora o produto de dois rotores quaisquer
nao resulte, necessariamente, em um novo rotor, o produto entre dois motores resulta
em um novo motor. Os resultados obtidos e apresentados a respeito de motores foram

inicialmente baseados nas teorias contidas em Selig (2013).

Um motor é definido como uma rotagao seguida por uma translagao. Algebri-
1
camente, M = TR = (1 — §t ex)(a + bejas). Calculando o produto geométrico, a forma

geral de um motor, colocado em termos dos elementos da base do espaco multivetorial, é
M = ag + a1e93 + asesy + azeis + 410 + U520 + U300 + A7€12300. (5.4)

Os coeficientes ag, ay,as € ag correspondem a parte rotacional do motor, enquanto os
coeficientes ay, as, ag € ay correspondem a parte associada a translagao. Esta equacao pode

ser escrita também, de forma simplificada, como
M=a+ b6123 + céyp +d6123007

onde a,d € R e b,c € R®. Faremos isso em alguns momentos para dar mais clareza ao

texto.
Como ja mencionamos, motores sao, por construgao, operadores ortogonais, ou
seja,
]\4_1 = ]\4Jr =a — b€123 — C€yp +d€12300.

Por outro lado,

]\4.[\4]L = (CL + b6123 + ceéyp +d€12300)(a — b6123 — C€Eyp +d€12300)
= a® — bejasberas — beiasc ey, +heiasdernse — €€ beras — deiaspbeias + 2adeiasy
= a®+b-b+ (bc+ cb)erasew + 2adeirzy
= aQ—i—b-b—i—2(b-c—i—ad)«3123Oo
A ortogonalidade de M indica que MM’ = 1. Desta forma, devemos ter necessariamente
que a’+b-b= 1, uma vez que esta é a parte rotacional do motor e, consequentemente,
ad + b - c = 0. Este fato é corroborado por Selig e Bayro-Corrochano (2010) e utilizado
para definir formalmente um motor. Com base nestas igualdades, podemos estabelecer M

como a soma entre um rotor com eixo passando na origem, um bivetor e um quadrivetor,

formulagao que serd util para determinar o produto entre motores.

Sejam M1 = Rl + C1 € +d1€12300 (& MQ = R2 + C2 Exp +d26123oo, com Rl,RQ

rotores; ci, ¢y vetores e dy, dy escalares. O produto entre motores é dado por
MMy, = (Ri+ c¢ieq+deinse)(Re + €€ +dre1230)

= RiRy+ Ricyen +c1 € Ry + daRi€12300 + di 2612300
= RlRQ + (R102 + ClRQ) €x +(d2R1 + leQ)elggoo.
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Para uma melhor organizacao dos calculos, vamos avaliar separadamente a segunda e a
terceira parcela da soma. Para isso, vamos considerar R; = a; + biejo13 € Ry = ag + boeqas,

com aq,as escalares e by, by vetores. Desta maneira,
(Rica + c1Ra)es = ((ay + brejaz)ca + c(ag + bae1a3)) €
= (ajcy + age; + ¢ X by — by X ¢3) €
Por outro lado,
(daRy + diRo)erasey, = (da(ar + breras) + di(as + baeiaz))er2300
= (d1b2 + dgbl) €x +(d10,2 + d2a1)612300.

Portanto, o produto é dado por M Ms = R3 + c3 ey +d3e1230, Onde

R3 = R1R27
C3 = a1C + ascy + 1 X b2 — bl X Co + d1b2 + dgbl,
d3 = dICLQ + dgal.

Note que o produto entre motores generaliza o produto entre rotores arbitrarios. Também

é possivel calcular, por meio deste, o produto entre um motor e um rotor.

Resta, ainda, determinar a forma matricial de um motor, elemento particular-
mente util para os problemas aqui apresentados. Para isso, as colunas da matriz serao
determinadas pela atuacao de M sobre cada um dos vetores da base do espago conforme.

De tal modo, a forma matricial é dada por

[MeoM" | Mex M Meo MY | MesM' | M ey, M

A fim de compactar o texto, vamos usar indices para indicar os produtos entre
os coeficientes de M, ou seja, vamos escrever a;; para indicar o produto a;a;. Dito isto,

dado o motor M, definido conforme a Equagao (5.4), tem forma matricial

1

= 0 0 0 0

2 1

2 2
—(a17 + az6 + ass + aoa) ap + al — 5 ap3z — a12 ao2 + a3 0
2 2
2 —aop5 — @16 + a27 + A34 —(a12 + aos) ap +az — ) ao1 — a23 0
2 2 1
—ao6 + a15 + G214 — asy a1z — Qo2 —(ao1 + a23) ap +az — ) 0
2 2 2 2 1
ay +as +ag + az —ao4 + a3s + G26 — @17 —a34 — Gos + @16 + G27  —A24 — Q15 — Qo6 — A37 )
(5.5)

5.4 Sistema de coordenadas conformes

Com rotagoes e translagoes definidas no espaco conforme, e uma representacao

do espaco tridimensional, podemos gerar o novo sistema de coordenadas para identificar
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conformacodes de proteinas. Para a construcao das coordenadas conformes, vamos seguir
o protocolo de construgao das coordenadas cartesianas. Partindo de um conjunto de
coordenadas internas ja conhecidas, usaremos rotagoes e translagoes combinadas para

realizar sua construcao e atualizagao.

Conforme o protocolo de construgdo das coordenadas cartesianas com transla-
¢oes finais, dado o conjunto de coordenadas internas, fixa-se o primeiro ponto da cadeia
na origem do espaco tridimensional, dado no espago conforme por ey. O segundo ponto

¢é estabelecido com posicao correspondente ao eixo gerado por e, assim este sera fixado
2

no ponto ey + dsey + 52 €w. Para o calculo da quinta coordenada, a distancia é dada pelo
préprio conjunto de coordenadas internas, pois o vetor e;, que tem norma unitaria, é
usado para gerar os vetores de ligacao. A determinacao dos demais pontos é realizada pela
sequéncia de rotacoes em ordem reversa que posiciona o vetor de ligagdo. A adequacao do
comprimento do vetor é realizada por um produto por escalar nas coordenadas associadas

a ey, €9, €3, a coordenada ey permanece inalterada, e a coordenada ey tem como coeficiente
2

i
2 1
i-ésimo ponto, basta realizar a translacao Ty, z; 1T, .

, pois rotagoes nao alteram o comprimento do vetor e;. Por fim para a construgao do

Na pratica, a realizacao das rotagoes e translagoes envolvidas no processo sao
obtidas pela forma matricial, dispensando a necessidade de envolver os demais elementos
do espaco multivetorial. Isto permite simplificar os calculos, uma vez que dois produtos
geométricos sao substituidos por um produto matriz vetor. Esta construcao também

permite validar, no espaco conforme, a forma das equacoes ja estabelecidas anteriormente.

O Algoritmo 11 estrutura os procedimentos para o modelo de construgao de

coordenadas conformes usando translagoes finais.

O custo computacional do Algoritmo 11 é dado por: 2 operagoes trigonométricas
e 2 divisoes para determinar os rotores; 16 produtos e 8 somas para compor as rotagoes
6 produtos e 4 somas para calcular a primeira coluna da matriz Bf;; 4 produtos para
construgao do vetor b;; 3 produtos e 7 somas para calcular o produto T;b;. A construcao
do transladador e de sua forma matricial nao requer nenhuma operacgao. Totalizando 2

operacoes trigonométricas, 31 multiplicagoes divisoes e 19 somas.

Ao apresentar a construcao de coordenadas cartesianas com rotores, considera-
mos apenas o caso em que se utiliza translagoes finais. Porém, um olhar mais atento para
o Algoritmo 1 oportuniza o uso de motores. Desta maneira, é interessante estabelecer a

construgao de coordenadas conformes por translagoes encaixadas.

Para este modelo de construcao, a cada novo ponto a ser adicionado na cadeia,
transladamos a origem pelo vetor d;e;, gerando um vetor com comprimento adequado que
serd rotacionado para gerar o vetor de ligacao. Entao, aplicamos a rotacao correspondente

R;, que posiciona o vetor de ligacao com angulos adequados em relagao aos eixos coor-
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Algoritmo 11: Construcao de coordenadas conformes com translacoes finais.
Entrada: CI = {(d;,0;,p;)} comi=1,--- n
Saida: Cp = {X1, Xo, -+, Xy, }.
inicio

X1 < ep;

Ry < L

para i = 2,--- ,n faca

R% — e%b%;

R¥i e%bel;

R; < R¥'R%,

Ry Ry 1t

Determine a forma matricial B do rotor Rp;

b; < diB[i]el;

Txi,1 — 1 - ixifleoo;

Calcule a forma matricial 7; de T}, ;
fim

fim

denados. Estas trés operacoes podem ser combinadas em um motor M;. Para ajustar a
medida dos angulos conforme as ligagoes anteriores, sdo aplicadas em ordem reversa a
sequéncia de motores usadas, que posiciona cada um dos vetores de ligagao componentes

da cadeia. Assim, temos o Algoritmo 12.

Algoritmo 12: Construgao de coordenadas conformes com translagoes encaixa-
das.
Entrada: C; = {(d;,0;,p;)} comi=1,--- n.
Saida: Cp = {X1, Xo, -+, X,,}.
inicio
X1 <« eq;
Mpy < 1;
para i = 2,--- ,n faca

1
T, —1- idieloo;

R e%w:”;

Re o

M; — R®R%T;;:

M) < My 1) M;;

Determine a forma matricial By de M;
Xi «— B[,-]eo.

fim

fim

O custo computacional do Algoritmo 12 é calculado da seguinte maneira: 1
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divisao por 2 para construcao do transladador; 2 divisdes por 2, para construcao dos rotores;
31 produtos e 17 somas para composigao de Mj;; 16 produtos e 12 somas para o cdlculo
da primeira coluna da matriz Bp;. Totalizando, assim, 50 multiplica¢oes/divisoes e 29
somas. Embora o custo para determinar as coordenadas conformes utilizando translagoes
encaixadas seja consideravelmente mais alto, quando comparado ao custo utilizando
translacgoes finais, essa formulacao traz equagoes mais simples, que serao extremamente

luteis ao se manipular coordenadas para o calculo de fungdes energia, pois, nesta formulacao

X; = MpjeoM!

A Tabela 8 resume o custo de cada um dos modelos de construgao de coorde-

nadas cartesianas e conformes.

Tabela 8 — Custo para determinar um novo ponto.

Método x 4+ 7T Total
Matrizes 27 15 4 46
Rotores 28 15 4 47
Algebra conforme TF 31 19 4 54
Algebra conforme TE 50 29 4 83

Os algoritmos de conversao para coordenadas conformes foram implementados
no software Wolfram Mathematica v11.3. Para os testes, foram utilizados os conjuntos de
coordenadas internas BBN50, BBN200 e BBN1000. A Tabela 9 traz os tempos de execugao

do algoritmo que utiliza translagoes finais, mais barato computacionalmente.

Tabela 9 — Tempo para conversao de coordenadas internas para conformes

Conjunto  Tempo (s)
BBN50 0.015
BBN200 0.06
BBN1000 0.31

O tempo de execucao foi ligeiramente maior que a conversao para coordenadas
cartesianas usando matrizes e foi 0 mesmo na conversao para coordenadas cartesianas
usando rotores. A Tabela 10 faz uma comparacao entre a conversao utilizando cada um
dos trés métodos apresentados neste trabalho. Como podemos observar, nao ha alteragoes

significativas entre os tempos de execucao de cada algoritmo.
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Tabela 10 — Tempo (s) para conversao de coordenadas.

Modelo BBN50 BBN200 BBN1000
Matrizes 0. 0.02 0.03
Rotores 0.02 0.06 0.03
Algebra conforme  0.02 0.06 0.03

5.5 Atualizacao de coordenadas conformes

Uma vez que um novo sistema de representacao foi estabelecido, e considerando
as questoes ja apresentadas em relacao a mudancas conformacionais, é necessario determinar
um meio para atualizar estas coordenadas, a partir de alteracoes em angulos de torcgao.
Para isto, baseado nos algoritmos de atualizacao ja escritos, podemos determinar dois

novos modelos de atualizacao, utilizando translacoes encaixadas e translacoes finais.

Como rotores, transladadores e motores sao operadores ortogonais no espaco
conforme o processo de atualizacdo por translagoes encaixadas torna-se mais simples
e direto. O uso de rotores genéricos da algebra conforme permitird evitar a sequéncia
translagao-rotagao-translagdo necessaria para realizar rotagoes cujo eixo nao contém a
origem. Isto acontece porque rotores genéricos realizam rotacoes em relagao a qualquer

eixo e em qualquer posi¢ao, contendo ou nao a origem.

A representacao por coordenadas conformes é um mapeamento do conjunto
de coordenadas cartesianas no espaco conforme, logo, sua atualizacao segue os mesmos
principios. No espaco conforme, cada uma dessas rotagoes é determinada por um rotor geral,

conforme estabelecido na sessao anterior. Assim, o Algoritmo 13 resume este processo.

Algoritmo 13: Atualizacdo de coordenadas conformes com translagoes encaixa-
das.

Entradico i{Xh X27 U 7XTL}7I = {Spkp Phoy " kap}

Saida: Cp = {X1, Xo, -+, Xy}

inicio
R[l] =1,
parai=1,---  n faca
xk¢72 - xkifl .

do 1

Phi _ op Phi
2

bkifl <~

R; < cos (bg,—1 + (Tg;—2 A bi,—1) €0 )€123;

Ry < Rpi—1 Ry;
Determine a forma matricial By de Rp);
para k; < j < k; 1 faga
| Xj < BaX;;
fim
fim
fim
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O custo computacional para o cdlculo das rotacoes é dado por: 3 somas e 3
divisdes para o calculo do eixo de rotagao; 12 produtos e 3 somas para determinar o
rotor R;; 44 produtos e 36 somas para determinar Rp;; 27 produtos e 33 somas para
determinar a forma matricial. Cada ponto a ser atualizado tem ainda um custo de 16
produtos e 16 somas. Deste modo, a estimativa do custo total para atualizacao da cadeia

¢é de 161n, + 32n, operagoes.

E interessante observar que, em oposicio aos métodos de translacoes encaixadas
ja apresentados, no espaco conforme nao ha uma preocupacao em calcular o vetor de
translacao separadamente. Neste caso, as translacoes sao componentes indissociaveis do
operador de rotagdo. Apenas um motor é necessario para realizar todo o conjunto de
rotagoes combinadas, e apenas o produto geométrico ¢ suficiente para codificar todos os

movimentos requeridos para posicionar corretamente cada ponto da cadeia.

Um modelo para atualizagdo com translacoes finais pode ser estabelecido no
espaco conforme, embora a natureza desde modelo nao apresente mudancgas significativas
em relacao ao espaco tridimensional. O procedimento para este tipo de atualizagdo consiste
em aplicar rotagoes diretamente nos vetores de ligagao. Estas rotagoes ampliam ou reduzem
o angulo de torcao conforme a modificacdo necessaria. Desta forma, como o préprio nome

sugere, apenas uma translagao é aplicada ao final do processo.

Como rotagdes sao operagodes isométricas, a quinta coordenada conforme, as-
sociada ao vetor ey, ndo é modificada (fato mostrado anteriormente). Isto significa que,
ao aplica-las no vetor de ligacdo, nao importa se este esta ou nao representado no espago
conforme. Além disso, para determinar o transladador e sua forma matricial, ndo ha
calculo adicional, pois ||b;| = d;. O Algoritmo 14, que atualiza coordenadas conformes com

translagoes finais, permite identificar esta sutil diferenca.

A diferencga de custo entre este algoritmo e o Algoritmo 10 estd somente no
calculo de pontos que devem ser rotacionados, pois o custo para atualizar um novo angulo
é exatamente o mesmo. Para atualizar a coordenada conforme de um ponto, o custo é
dado por: 3 somas/subtragoes para calcular b;; 9 multiplicacoes e 6 somas para rotacionar

b;; 7 somas e 3 produtos para transladar o ponto X;_;. Totalizando 58n, + 28n, operagoes.

A Tabela 11 mostra o custo computacional, a cada novo angulo de torcao

modificado, em cada um dos métodos apresentados.

A Tabela 12 mostra o tempo de execucao do Algoritmo 13 para calcular as

atualizacoes dos exemplos trabalhados no texto.
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Algoritmo 14: Atualizacao de coordenadas conformes com translacoes finais.
Entrada: Co = { Xy, Xo, -+, Xo}, T = {0h,, Pror Pk, }
Saida: CO = {Xl, XQ, T an}

inicio

parat=1,---,p faca
Tp;—2 — Th—1

bki,1 <~ 3
kai_2 - xki_lH

Calcule R;;

Ry < Rp—1 Ry

Determine a forma matricial By de Rp);
para k; < j < k; 1 faga

bj «— T; — Tj-1,

bj < B bjl;

Tbj =1- 5[)] €0,

Determine a forma matricial 7; de T,;
Xj <« TiXj;

fim

fim

fim

Tabela 11 — Custo computacional para atualizacdo de coordenadas.

Método x + T Total
Matrizes - TE 54 43 2 99
Matrizes - TF 45 22 2 69
Rotores - TE 52 35 2 &9
Rotores - TF 33 25 2 60
A. Conforme-TE 8 75 2 163
A. Conforme - TF 33 25 2 60

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 12 — Tempo de execugao (em segundos) da atualizacao de coordenadas conformes
com translacoes encaixadas.

Conjunto  10% 40% 85%
BBN50 0.02 0.02 0.03
BBN200 0.03 0.08 0.16
BBN1000 0.11 0.37 0.72

Como podemos verificar na tabela, o tempo de execugao esta relacionado mais
diretamente a quantidade de angulos modificados, e é menos sensivel ao tamanho da cadeia

numa primeira anélise.

A Tabela 13 resume os tempos de execucao de cada método, em cada teste
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realizado.

Tabela 13 — Comparacgao dos algoritmos de atualizagdo de coordenadas.

BBN50 BBN200 BBN1000
10% 20% 85% 10% 20% 85% 10% 20% 85%
Matrizes 0. 0.02 0.02 0. 0.02 0.03 0.02 0.06 0.11
Rotores 0. 0. 0.02 0. 0.02 0.06 0.06 0.11 0.20
AC 0.02 0.02 0.03 0.03 008 0.16 0.11 0.37 0.72

Método

5.6 Precisao e sensibilidade das coordenadas conformes

Embora a manipulagao de coordenadas conformes pareca um tanto quanto
complexa, o processo, tanto de construcao quanto de atualizagao, é tao eficiente quanto
os demais modelos em relacdo a precisao das coordenadas e no calculo de distancias

interatomicas.

Para avaliar a precisao do conjunto de coordenadas conformes, foram realizados
os seguintes testes. Inicialmente, geramos cadeias com tamanhos variando de 10 a 1000
atomos. Estas cadeias foram geradas usando o mesmo protocolo de construcao das cadeias
apresentadas nos exemplos anteriores. A partir desde conjunto de coordenadas internas,
foram gerados: um conjunto de coordenadas cartesianas utilizando matrizes; um conjunto
de coordenadas cartesianas utilizando rotores; um conjunto de coordenadas conformes. Os
trés métodos com translagoes finais por apresentar um menor custo computacional. Em
seguida, foram geradas as matrizes de distancias de cada conjunto, sendo usada a norma

euclidiana para coordenadas cartesianas e o produto interno para coordenadas conformes.

A Tabela 14 indica a entrada com maior diferenca em médulo entre as matrizes
de distancia, onde n indica o tamanho da cadeia, M o uso de matrizes de rotagao tradicionais,

R o uso de rotores, e A o uso da algebra geométrica conforme.

Tabela 14 — Maior diferenca, em moédulo, entre matrizes de distancia.

n M vs. R M wvs. A A vs. R

10 6.661-107* 8.437-107* 1.110-107"
20 1.598-107* 5573-107* 5.817-10"
50 1.065-107% 3.586-10"* 3.626-10"13
100 6.057-107%% 1.840-107'* 1.791-1071'2
300 2.941-107'2 2679107 2.712-1071
500  1.340-107% 1.221-107%° 1.213-10°%
1000 5.722-107" 8598-1071° 8.596-101°

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para avaliar a sensibilidade com relagao a mudancas conformacionais, foram

alterados aleatoriamente todos os angulos de torcao dos conjuntos gerados. A alteracao
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foi realizada de maneira aleatéria com valores entre 1 e 5 graus. Para avaliar a eficiéncia
de cada modelo, foi calculada a maior diferenca em modulo entre a matriz de distancias
original e a matriz de distancias alterada. A alteracao foi avaliada de duas maneiras:
a Tabela 15 indica as alteracoes calculadas construindo uma nova cadeia, a partir da
atualizacao das coordenadas internas, enquanto a Tabela 16 avalia os métodos de alteragao

descritos ao longo do texto, onde as coordenadas sao atualizadas diretamente.

Tabela 15 — Diferenca absoluta maxima entre matrizes de distancias - Alteragao por
construcgao.

n M R A

10 0423  0.423 0.4231
20 0913 0913 0.913
50 1.731 1.731 1.731
100 2946 2.946  2.946
300 7.829 T7.828  T7.828
500 12281 12.281 12.281
1000 35.448 35.448 35.448

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 16 — Diferenca absoluta maxima entre matrizes de distancias - Alteragdo por
atualizacgao.

n Matriz Rotor Conforme

10 0.423441 0.423441 0.423441
20 0.913077 0.913077 0.913077
50 1.73193  1.73194  1.73195
100 2.94633  2.94633  2.94633
300  7.82881  7.82881  7.82881
500 122813 122813  12.2813
1000  35.448 35.448 35.448

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como pode-se observar nas Tabelas 14, 15 e 16, as coordenadas conformes
descrevem a conformacao da molécula tao eficientemente quanto as coordenadas cartesianas.
Os algoritmos, tanto de construcao quanto de atualizagdo, em coordenadas conformes
sao tao precisos quanto os modelos para coordenadas cartesianas, sejam estes com as

tradicionais matrizes de rotagao ou com rotores.
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6 Funcao de energia potencial

Ao longo deste texto foi mencionado por diversas vezes a importancia de se
conhecer as distancias interatomicas de uma molécula. Muito disso se deve aos calculos
da mecanica molecular e, mais especificamente em dindmica molecular. A dindmica
molecular é a simulacao computacional dos movimentos realizados por uma molécula em
um sistema. Esse procedimento tem uma grande diversidade de aplicagoes que variam
do desenvolvimento de novas drogas (NAMBA; SILVA; SILVA, 2008) a determinagao da
estrutura molecular por meio de otimizagao (PHILLIPS; ROSEN; WALKE, 1995).

Conforme mencionado no inicio do texto, a estrutura terciaria de uma molécula
¢ dada pelo posicionamento tridimensional de seus atomos. Estas posicoes, por sua vez,
sao resultado das energias presentes nas ligagoes quimicas componentes da molécula e
de interagoes entre atomos que nao possuem ligacoes covalentes. Esses termos de energia
compoem um campo de forcas empirico, que é estabelecido como a fun¢ao de energia

potencial.

Existem diversas maneira de se caracterizar a fungao de energia potencial de
uma molécula. Como nosso objetivo é justificar o cdlculo das distancias interatomicas,
vamos partir da mesma formulagao utilizada por Phillips, Rosen e Walke (1995) que

¢é algebricamente definida pela sequéncia de somas de termos de energia descritos pela

U=YUs+ > Up+ > Up+ > U,
i i i W]

equacao

onde:

o Uy = ky(d; — dy)* é a energia de estiramento da ligacdo, sendo d; a i-ésima distancia
de ligacao, dy o comprimento padrao para a ligacao e kg a constante de forca para

restituicao do equilibrio no comprimento da ligagao;

o Uy = kg(6; + 0)? é a energia de deformacio do angulo de ligacdo, com #; o angulo
de ligagao, 0y o valor padrao do angulo de ligacao e ky a constante de forca para

restituicao do equilibrio do angulo em questao;

V
o U, = 7”(1 + cos(nep; + 0)) é a energia de tor¢ao resultante da tor¢ao de uma ligagao,
sendo ; o angulo de tor¢ao, n é o nimero de maximos da energia que a ligacao
atinge em uma tor¢ao completa, com ¢ o valor de defasagem no angulo de torcao

que gera um ponto maximo de energia;
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12 6
O-. . O-, .
o U, =4 ( w) — ( & ) ) é a energia de atracio e repulsido descrita pelo

Tij Tij
potencial de Lennard-Jones, com ¢; ; e 0, ; constantes definidas pela interacao entre

os pares de atomos e 7; ; a distancia entre os atomos z; e z;.

Este conjunto de descrigoes, extraidos de Namba, Silva e Silva (2008) e Phillips, Rosen e
Walke (1995), define adequadamente a funcao energia potencial U, que pode ser reescrita

COo1mao:

12 6

St s S0+ 5 it vtng s S (22 (22)).
1,j bJ %

(6.1)

Como pode ser observado, embora a funcao de energia esteja diretamente relacionada

as coordenadas internas, o calculo das distancias interatémicas faz-se necessario para
determinar o termo potencial de Lennard-Jones. Desta maneira, estabeleceremos agora
formas que permitam o calculo das distancias partindo diretamente das coordenadas
internas. Outras formulagoes para a funcao de energia potencial podem incluir ainda um
termo relacionado a energia eletrostatica, mas cabe ressaltar que sua auséncia, neste caso,

nao afeta a teoria a ser desenvolvida.

6.1 O calculo de distancias interatomicas

Conforme Phillips, Rosen e Walke (1995), distancias intermoleculares podem
ser determinadas com base na equacao de construgao com translagoes encaixadas, isto é,
se

r;i =DB1Bs--- Bey e x; = B1By--- Bjey

com By, definida por (1.1), entdo o quadrado da distancia entre x; e z; é resultado do
produto interno
Tij = (zj — xi)t(xj — ;).
Para todos os efeitos, e sem perda de generalidade, vamos considerar aqui que j > 1.

Assim,

(in —l'z) = (BlBQBJ —BlBgBl)€4

= (f[ Bl> < ﬁ Bl - ]) €4, (62)

onde I é a matriz identidade de ordem 4.

Observando a Equagao (6.2), podemos notar que todas as matrizes de construgao
By, coml =1---j, foram calculadas. Deste modo, ainda que as coordenadas cartesianas nao
tenham sido explicitamente calculadas, a determinacao das distancias realiza, basicamente,

0 mesmo processo que a construcao das coordenadas.
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Conforme as equagoes estabelecidas ao longo da Secao 2, as coordenadas
internas (dy, Ok, ¢x), com k = 1,--- i, nao afetam 7, ;. De fato, é bastante intuitivo que
a distancia 7; ; nao sofra alteragdes resultantes da variacao nas coordenadas internas
anteriores a x;. Contudo, ndo é possivel validar este pensamento utilizando a expressao
(6.2). Uma alternativa eficaz que encontramos para evitar o calculo de parte das matrizes
By, ¢é utilizar a equagao de translagoes finais (Equacdo (1.5)) para o célculo das distancias.

De tal maneira, propomos que dado

xT; = dlB[1]€1 + ng[g]el + d3B[3]€1 + -+ dzB[Z]el

xj = diBpjer + d2Bpjer + dzB[3ler + -+ - + d; Byjen,

onde By = B1B3Bs -+ By. Com isso, B; refere-se as matrizes de rotagao de ordem 3 e o

vetor ey € substituido pelo vetor e;, pois nao ha uso do espaco homogéneo. Entao,

rig = lzy— il
||(d1[ + dQB[Q] + -+ ij[j])el - (dlj + dQB[Q] + -+ dZB[,L])G:l”
(i1 Bl + -+ - + d; By e

it+1 J s
|| (Hm) (dmn dido ] Bm> e
k=1

s=1+2 m=1+2

i s
= | (di+1[+ dido ] Bm> e1-

s=1+2 m=i+2

A passagem da pentltima para a tultima igualdade vem do fato de que rotacoes sao
isometrias e, portanto, nao alteram a norma. Assim, temos que 7; ; nao depende dos valores

de di, 0, e i, para k =1,--- 4.

Com este novo modelo, é evitado o calculo das coordenadas cartesianas de x;
a x;, uma vez que as matrizes By, -, B; sequer precisam ser determinadas. Porém, ainda
¢ necessario determinar parte da estrutura da cadeia, do ponto z; ao ponto z;, sendo x;
transferido para a origem do espaco e o vetor de ligacao b;,; posicionado sobre o eixo

orientado por e;.

O uso de translagoes encaixadas torna as equagoes para o calculo das distancias
consideravelmente mais simples, mas nao permite um calculo direto. Por outro lado,
o uso de translagoes finais permite a reducao do ntimero de pontos determinados no
processo, embora uma equagao mais complexa seja necessaria. Seria desejavel combinar a
simplicidade das equacoes que utilizam translagoes encaixadas com a reducao no calculo
de coordenadas presente no uso de translagoes finais, resultando em um método capaz de
calcular distancias mais diretamente e com equacoes simples. Felizmente, a solugao para

esta questao esta no uso de coordenadas conformes.
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A ortogonalidade dos operadores, utilizados na construgao das coordenadas
conformes, permite simplificar as equagoes excluindo termos que envolvam coordenadas
internas anteriores ao ponto z;, assim como foi feito para translagoes finais. Para isso,

vamos tomar

X; = Mpjeo M e X;=MpyeMy,

onde M[k] = M1M2M3 cee Mk

Sabemos que o produto interno conforme codifica distancias entre pares de
pontos, ou seja,

1
—irij = X; - X; = (X;X;)0. (6.3)

Entao, para o calculo de r; ;, basta investigar o produto geométrico X;X;. Vamos denotar
Mgy = M Mgy - - - My, dessa maneira

XzX] = M[Z]eoM[z]lM[]]eoM[;]l
= MpeoMy MM jeo (M) Mg

_1 _
= MpyeoMpgeo (Mpv1y1) My

Considerando o multivetor V' = egM[;;1 j1€0 (M[Z-H,j])*l, sabemos que V' pode ser escrito

como a soma de seus k-vetores (k= 1,---,5):
V=g + V)1 +{V)s+(V)3s+{V3s+(V)s.
Da distributividade do produto geométrico, temos
MgV My~ = MV oM™ + MV My ™ + M (VoM ™ + My (Vs My ™ +
+ MpgdVaMpy ™ + MV )s My ™

Voltando a Equagao (6.3), apenas a parte escalar do produto M[i]VM[i]’l deve ser consi-
derada. Como motores sao compostos por rotores e transladadores, que por sua vez nao

alteram a natureza do elemento k-vetorial, segue que
MgV Mgy~ o = Mp(V oM ™"
Por outro lado, (V') é escalar, entao
MgV 3o My ™ = (Vyo Mg Mpa ™ = (V.

Portanto,
1

-1
—57’23- = {eoMp1 00 (Mpit131) Do,

ou ainda
-1
ri; = —2eoMpi1¢0 (Mpi+1,5)  o- (6.4)
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Como M1, € um motor, pode ser escrito conforme a Equacao (5.4). Assim, se
Miiy1,4) = ao + a1€23 + agez1 + aszeia + a4€100 + A5€200 + U630 + A7€12300,

o escalar {egM[;11 €0 (M[i+17j])_1>0 é dado por —(aj + aZ + ai + a3) e, consequentemente,

7 =2(a} + d} + aj + a3). (6.5)

O modelo conforme permite, portanto, calcular as distancias entre dois pontos
utilizando somente as coordenadas internas entre o par pontos. Além disso, vale ressaltar,
nao hé necessidade de construgao das coordenadas conformes (ou cartesianas) em nenhuma
etapa. Elimina-se, inclusive, a necessidade de se calcular a forma matricial do motor. Estes
resultados somente sao possiveis devido a ortogonalidade dos motores, que permite o

cancelamento de termos que envolvam M, Ms, - -- M,;.

Como o calculo de distancias foi estabelecido diretamente a partir das coordena-
das internas da molécula, é possivel calcular a funcao energia potencial sem a necessidade

de calcular outro conjunto de coordenadas, sejam cartesianas ou conformes.

6.2 Derivadas de U

Existem diversas técnicas para se determinar a estrutura tridimensional de uma
molécula de proteina, entre elas, a determinacao de valores minimos globais da fun¢ao de
energia potencial. A minimizacao de func¢oes pode incluir o calculo de suas derivadas de
primeira e segunda ordem, por esta razao, vamos explorar como as func¢oes derivadas da

funcao de energia podem ser geradas a partir das coordenadas internas.

Considerando a fungao U, descrita por (6.1), as derivadas de primeira ordem

de U, com relagao a cada coordenada interna, sao dadas por

U ey, o\ [0\ o,
od,, ald 0) +Z Tij < <7"i,j) <7“z',j) ) Ody; (0

1,] nJ
ou e [ NE o\ o
k(0 + 0 2 (Z) —e( = 6.7
0, o(61 + o) +; Tij < <7"m') <W) ) 0 o
oU nV, —4e; ; oii\ " 0:;\°\ ori
Y M (non + 6) + — i 19 (W> —6 <W> Zu 6.8
E 9 (nwr ) IZJ: res ( res ris EvR (6.8)

Observando as trés derivadas parciais, podemos notar que a primeira parcela
da soma é obtida diretamente da varidavel de derivacao. A segunda parcela, derivada
do potencial de Lennard-Jones, é comum as trés derivadas parciais, exceto pelo termo

derivado de r; ;. J& estabelecemos como r; ; pode ser calculado a partir das coordenadas
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internas, agora, utilizaremos uma técnica similar para determinar suas derivadas parciais

de primeira e segunda ordem.

Iniciaremos descrevendo o método desenvolvido por Phillips, Rosen e Walke
(1995), que utilizam as equagoes de translagoes encaixadas para determinar as derivadas

parciais de primeira ordem.

Sabemos que

Trij = (Bz‘,je4)th’,je47

o) (1)

2
ﬁri,j _ 1 87}7]» _ €ZBf7j 8Bm es, (69)
Oog, 215 Oy, rij Oy

onde

Além disso,

em que «y representa uma das coordenadas: di, €, ou yi. Desta maneira, resta definir

6Bm'

80% ’
Uma vez que a matriz B;, dada por (1.4), depende exclusivamente de (d;, 0;, @),
temos
(7
0, se J < k;
k-1 j
0By,
5Bl"j HB[ - H Bl , sez’</<:<j;
Oy, =1 iz dau I=k+1 ’ (6.10)
k-1 0B, i J
[[B) | [[B]){]]B-1] sel<ks<i
=1 ok I=k+1 I=it+1
\

onde 0 indica a matriz nula. Substituindo aj, por cada um dos pardmetros, podemos

determinar as seguintes derivadas parciais:

e para ay = dg, temos

0 00 — cos 0y,
0B, 0 0 0 senfrcospr |
@ - 0 0 0 senfjsenyy ’
0 00 0
e para ay = 0,
sen 0y, — cos 0y, 0 dy. sen 0,
0B | cos Or cos . senfpcosyr 0 djcosbycospy
0 | cos O sen @, senfpsen i, 0 d cosbysen py 7
0 0 0 0



Capitulo 6. Fungdo de energia potencial 91

® para ap = Pk,

0 0 0 0
0B, | —sen Opsen @, cosfpsen,  —cospr —dgsen by sen i
0Pk, sen @ cos pr,  —cosbicospr —seny,  dysen  cos oy
0 0 0 0

Dessa maneira, as derivadas parciais de primeira ordem de U estdo completamente definidas.

Partindo dessas ideias, optamos por dar prosseguimento, estabelecendo também
as derivadas de segunda ordem. Para isso, vamos nos concentrar no termo derivado do
potencial de Lennard-Jones, que é comum as fungoes (6.6), (6.70 ¢ (6.8). Faremos este

cdlculo de maneira genérica, uma vez que este depende somente da funcao de distancia 7; ;.

Como anteriormente, tomando «; como representante de uma das variaveis

dy, 0 ou @y, temos,

12 6
6UT _ Z —451"]‘ 19 (O’@j) _6 (0'1'7]') 57”1'73' '
6ak 7 T Tij Tij aak

Para calcular a segunda derivada, vamos utilizar 3, como representante de algum d,,, 6, ou

¢p. Desta forma,
451 1o () (@) o |
6ﬁp6ak Tij Tij ooy,
—4&]‘,]’ Ui,j 12 O-i,j 6 5ri,j |
— () —e( ) ) 2
Ti,j ri,j Ti,j ﬁozk. |
12 6
[ —4ei; (12 (UU) 6 (U’J) )] 57"2}]’_’_
Tij Tij Tij ﬁak
12 6
N SRR (%’) —6 (Uﬂ) Gy
Tij Tij 7”2‘,] 0Bp0ay,
12
Z 24€i,j 2% Ui,j _7 O-i,j 57"1‘7]' 57’1'7]‘ n
g Tzz,j Tij Tij 0B, Oy,
452‘]‘ 04 12 045 6 @QT‘Z‘j
_ Jf12( 2L} 6 - 7
Tij T4 Tij 661360(]9

U, s
65,350%

Z 245i’j 26 (O_i’j>12 7 (U’L,j> aT’Z] 87117] _ i 9 (U’i,j>12 B (O'Z‘J')G 827,.2,7‘7 .
i Ti’j T'i’j Ti,j 85p 80% T’@j T'i’j Ti’j 6,8p6ak

Z
2(

Portanto, a derivada de segunda ordem
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57« oriy *U,
As funcoes r; ;, —22 f lculad ta t
s funcoes 7 e 55;5 ja foram calculadas, entao, para que 35,30 esteja
bem definida, precisamos calcular 5 5;&; .
Partindo de (6.13), temos,
627”1'73‘ 0 Bt ﬁB
= —e
2Bdar 9B, \ 1o, dax
_ 1 5T2] Bf 5BZJ€ n L ei an,j 5B tBZt 523i’j6 .
2 0By 7 Doy, i By ﬁozk 7 0By,
Logo, a derivada segunda de r; ; ¢ dada por
%y 1 or; ; Or; ; 0B!. 0B, 0*B;
Clig | T T g (D 0005y pr O D) (6.11)
OBplay, 1| 0By Oy 0B, Oay 7 0By

8ri7j 87’1-,]- ﬁBm-
28," da’ 9B,

, que ¢é dada a cada

Novamente, chegamos a uma expressao cujos termos r; j,

0B; B,
e B, ; ja foram calculados, restando, portanto, calcular
861,80%

oo k
Ccaso:

6, se j < maX{Pa k?};
p—1 J

?(H Bl>g§p(n Bl>) se, max{k,i} <p<j;
- p

b1 J
5Bp<1—[ Bl>aBk<H Bl)7 se, max{p,i} <k <j;
1=

v
)21l

(1t i (11.7)-
i)

8

|

0By, [ " oB, [ 1 J _

-— B | ==L B B -1 1< <i;

aak H l 8,8 l H l ) s€, k< p (2

= p l

—r B | =& HBZ HBZ—I . se,1<p<k<i:

OBy I=p+1 dak I=k+1 I=it+1
)aBk<HB><ﬁB [) se, l<p=k<i

l | — ) ) S = S
I=1 OBroay \ k+1 I=i+1

2

B,

08,000,

Observando as partes que compdem a funcao , podemos notar que falta

2
: : 0° By, - . :
ainda calcular as matrizes ————, que sao dadas da seguinte maneira:

55k ooy,

5QBk _
e para ay = By = di, =5 = 0;
od?
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® Dara de eﬁk =9k,

0 00 sen 0,
0° By, | 0 0 0 cosbpcospr | *By
00,,0d, 0 0 0 cosbsenyy ody, 00y,
0 0O 0
e para ap = d, e By = @y,
0 0 O 0
B, |00 0 —senbysenyy, | By
0pr0dy, 0 0 0 sen#cosyy ddi Oy,
0 0O 0
e para oy = [ = 0,
cos 0y, sen 0y, 0 dy, cos 0y,
0By, | —sen O cos . cosBicospr 0 —disenby cos g
003 —senfsen, cosfpseny, 0 —dgsenfysen gy
0 0 0 0
e para oy = O e By = @i,
0 0 0 0
0’ By, | —cos Opsen g, —senfpseny, 0 —dj cos by sen g _ 0% By, '
0100y cos 0, cos senfpcospr 0 dgcosby cos pg 000’
0 0 0 0
e para ap = Sy = ¥,
0 0 0 0
0° By, | —sen Or cos pr  cosBcospr  sen,  —dg sen B cos py
02 —senfsen, cosfisenp, —cospr —disenfysen g

0 0

0 0
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Embora tenha sido demonstrado na Se¢ao 2 que a variagao na k-ésima coorde-
nada interna nao interfere em distancias r; j, com k < 4, isto nao ¢ verificado na abordagem
utilizada por Phillips, Rosen e Walke (1995), pois a derivada parcial nesses casos é diferente
de 0. Este fato decorre da impossibilidade de eliminar as coordenadas anteriores a i no

célculo das distancias 7; ;, situacao contornada com uso de translagoes finais.

A construgao de coordenadas por translagoes finais é bastante similar ao uso

de translacoes encaixadas. Podemos escrever
2 _ t
1y = (Bijel) Bijer,

onde,

B = (dmu i d, H Bm>. (6.12)

s=i+2 m=i+1

Logo,
Tig _ d A0 Y205, (6.13)
Ooy, 21 Oy rij Oy

Assim, devemos calcular as derivadas parciais de B, ;.

Nesta formulacao, as matrizes B,,, que compoe B; ;, dependem somente de ¢y,
e 0,,. Com isso, o céalculo da derivada com relacao a d precisa ser feito separadamente.

Temos entao

0, sek<iouj<k
5Bi,j:<[, sek=1+1
5dk k
[] Bn sei+2<k<
m=i+1
s . B;; -
Para as variaveis 0 e ¢, podemos calcular genericamente —= e entao
Qg
determinar a derivada de cada matriz de rotagao. Assim,
0, sek<i+louj<k;
aBZ"j — J k-1 5B S
P k . .
v ;dS<UBm>6ak<HBm>, sei+1<k<y;
s= m=i+2 m=k+1
As derivadas das matrizes By, definidas em (1.1), sdo dadas por:
sen 6 —cosf 0
0B, k k
0.~ cosfcosp, senfpcosp, 0 |,
k
cos B sen pr senfseny, 0
e
0 0 0
0B4,
—— = | —senfgseny, cosfpsenyr  — coS Y
0Pk

sen . cos pr  —cosbcospr —sen Yy
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O caminho para construgao das derivadas de segunda ordem, usando translagoes

finais, é muito similar ao ja tragado anteriormente, com translacoes encaixadas. A derivada

62
o —"9 tem mesma forma da expressao (6.11), onde ey é substituido por e; e B; ; é dada
&
por (6 12). Falta entdo calcular a derivada segunda desta matriz. Note que as fungoes
0B;; 0B;; 0B;;
, e
derivadas de segunda ordem.

. j4 foram calculadas, de modo que, partiremos destas para calcular as

Sabemos que derivagoes envolvendo a variavel dj, devem ser calculadas a parte,
de modo que as estabeleceremos primeiro. Considerando que [, representa uma das

coordenadas 0, ou ¢, temos,

6232'7]' 6232’,]‘ <n3>a5 (HB), S€Z+2<p<]{<]7
= = D

aﬁpadk - 6dk65p - 7m i+1 m=p+1

)

C.C.

9

2

od é‘dk

Para os demais casos, temos

=0, Vpkefl,....,n}.

além disso,

J k—1 0B,
st H 60% H B, ﬁ H B, sei+1l<k<p<k;
S=p m=i+2 m=k+1 m=p+1
J k? 1 a S
PBi; st(HB>aﬁ (H B)a (]_[ Bm>, sei+l<p<k<k
&Bp&ak =1 s=k m=i+2 P \m=p+1 m=k+1 .
dYdo| [] Bm IT | sei+l<k=p<k;
s=k <m i+2 ) aﬁkaak m=k+1
0, c.c.
’B
Por fim, vamos calcular .
0B, 0ay,
e para [, = ay = 0, temos,
cos 6 sen 6
OB, k k
—5 = | —senficosp, cosbicospr 0 |;
00;,

—sen 6 sen @y, cos Oy sen @y,

e para [ = 0 e oy, = i, temos,
0 0 0
0’ By, 0’ By,
—5 = | —costiseny, —senbiseny, 0 | = ——F;
cos B}, cos @y, senfcospr 0

e para [ = ap = g, temos,

0 0 0

0° By,
F> il i sen B cospp costpcospr  sengy |
i

—sen 6 sen @y cos B sen g, — cos pg
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A redugao no nimero de casos que compoe as derivadas segundas de B, ; ficam
ainda mais evidenciadas. Além disso, o caso em que 7 + 1 < k < p < k, na defini¢ao de
*B; ;

7, . ~ , .
/_ permite uma nova reducdo no ntimero de matrizes B,, que devem ser calculadas.

0B,0ay,
No entanto, consoante ao caso das derivadas de primeira ordem, as derivagoes com relagao
a dj também precisam ser determinadas separadamente. Esta situacao também pode ser

contornada com uso de coordenadas conformes.

6.3 Derivadas de U no espaco conforme

Vamos, agora, determinar as derivadas de primeira e segunda ordem utilizando

as coordenadas conformes.
Partindo da igualdade

or i 1 or?,
g o — 04 (6.14)
Ooy, 21 Oy

devemos calcular

or?. 0

1, !
ﬂ,ﬁ = Zar [—2<€0M[i+1,j]€0 (Mi1,) >0}
0 -1
= -2 <5ak |:eOM[i+17j]60 (M[z+1,]]) :|>0 :

A regra do produto para derivadas pode ser aplicada ao produto geométrico,
respeitando sua nao comutatividade (MACDONALD, 2012), assim,

0 _
a (GOM[z'—i-l,j]eO(M[i-l-l,j]) 1) =

(M) "
60% '

. OMjit )
0 8ak

E 60(]\/1’[241,]'])71 + eo M1 51€0

A derivada do inverso de um motor M pode ser escrita em razao da derivada do préprio

motor. Esta relacao, dada pela igualdade

oM~ oM
_ _MfliMfl
oo oo ’

pode ser facilmente verificada derivando ambos os lados da expressao MM ™' = 1.

Com isso, a derivada de 7’2 ; bode ser expressa somente em termos da derivada
de M['L'Jrl,j], isto é,
10, OMjiiay OMfis1,5)

5 oy QOT%eo(M[i-&-l,j])il — GOM[z‘+1,j]€0(M[z‘+1,j])71TM(M[¢+1J])71-
(6.15)

Para estabelecer as derivadas parciais do motor M; 5}, € necessdrio analisar a
natureza deste elemento. Conforme notacao estabelecida, o motor M4 ;) € o resultado

do produto entre os motores de indice 7 + 1 até j, que, por sua vez, sao compostos pela
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sequéncia de uma translagao seguida por duas rotagoes, isto é, M; = R, Ry, Ty, . Deste
modo, para determinar suas derivadas, é necesséario avaliar, antes de mais nada, as derivadas

de Ry, , Ry, e Ty, . Para isso, vamos utilizar suas formas exponenciais.

—Ldper
Sendo Ty, = e” 2% temos

od,  0od,

sen) (1
NG (_2%)

-1
= TTdkeloo‘

Ty, 0 (efédkelx‘)

_1 TN
Analogamente, para Ry, = e 20k o R, = e 2¥5% temos,

ORy, 1

00, = B €12 Rﬁka
¢ oR 1
Y

agp]f = 9 623R¢k .

Podemos notar que a derivacao de cada um dos operadores é dada pelo produto
entre o proprio operador e um bivetor. A construgao de Ty, , Ry, e R,, permite comutar o
produto entre o operador e o bivetor. Para facilitar o cdlculo das derivadas, optamos por
manter o bivetor a esquerda, no caso do transladador, e a direita para os rotores. Agora,
uma vez estabelecidas as derivadas dos componentes de M}, vamos calcular suas derivadas

parciais.

Como M = R, Re, Ty, , as derivadas com relagao a ¢, e di sao obtidas

imediatamente, veja:

oM _ 0

P = oo (R, Ro, Tu,)
_ 5;; Ro T,
= —;eggR%Redek
e,
Similarmente, temos
% = R%ngTdk_;eloo = —;Mkeloo'

A derivada com relagdo a 60, requer um pequeno ajuste. A fim de evidenciar

My, pois
oM,

1
T@k = —§R¢k€12R9deka
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SRT 1 .
vamos multiplicar o termo R% R,, entre ez e Ry, , assim,

1 1
_§R90k612R9dek = _§R<Pk612 (R;;Rs%) R9dek

1
= —5 (kaelgR;;) Mk

Vamos padronizar a posicao deste bivetor sempre a esquerda, para isso, reposi-
cionaremos o bivetor da derivada em relagao a dj. Isso é facilmente resolvido ao multiplicar

a direita o termo M, ' M. Desta maneira,

oM, 1
od, 2

Com isso, a derivada de M, é, também, determinada pelo produto entre M; e um bivetor,
afinal, rotores e motores nao alteram a natureza dos elementos sobre os quais atuam.

Entao, genericamente, podemos escrever

OMj,

1
X~ = _*Ba M )
(90% 2 L.

onde B,, ¢ o bivetor que gera a derivada em oy, sendo:

1.
o By, = Myeio M}

° Bak = RipkelgRil'

Pk

® B%k = €923.

A derivada de M1, ;) serd igual a zero para os casos em que k < i ou j < k.

Para os casos em que ¢ < k < j, temos,

OMpiiq oM,
ﬂZMiH'“M/@AJMkH'“Mj

oy, Oay,

1
= oM My 1Boy My My11 - -+ M,

logo podemos estabelecer

(9M[i+1j] 1
L N 1B Mg 6.16
aak 2 [ +1,k 1] k [kvj] ( )
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Com as derivadas do motor M, ;) devidamente estabelecidas, vamos voltar a

derivada de r . Para tal calculo, vamos substituir (6.16) em (6.15), assim, temos

1 _
o2 —2 <€0 (—QM[iH,kl]BakM[k,j]) eo(Mpisr )~ +

1

—eo M1 1e0(Mpi1.5) " (_QM[iJrl,kl]BakM[k,j]) (M[i+1,j])_1>

B {eoMis1,k-11Boy, Mg j1e0(Mpisr ) '+

- —€0M[i+1,j]€0(M[z‘+1,j])71M[z‘+1,k—1]3akM[kg [i+1,5]) 1>0

= (eoMis1h-11Ba, Mitgieo (M)~ — eoMpianeo(Mieg) ™ Bay (M 1e-11) ™ o
= {eoMii 1517 (Baw M jyeo(Mipi7) ™" — Mpejneo(Mig1) ™ Bay) (Mpisi6-1) ™o
= —2leoMi 1k 1) (Mpgeo M) ™" Bay) (Mps1s-1) Do

0

A passagem da pentltima para tltima linha utiliza a Equagao (3.8), que identifica o

produto interno em termos do produto geométrico.

Portanto, temos que a derivada de r; ; ¢ dada por

-1 -1 :
orij r <€0M2+1 k—1] <BakMkj eo(M, >1 [i+1,k— 1 >0, sei<k<j
_— = ’L]

dau 0, c.c.

(6.17)

Comparando as diferentes 604
o uso de coordenadas conformes mantém as carateristicas 1dent1ﬁcadas no calculo de
distancias. Permanecem aqui, tanto a redugao do niimero de operadores a serem calculados
quanto a simplificagdo das equagoes utilizadas. Também, o uso de coordenadas conformes
permite padronizar a equagao com relagao a qualquer variavel, ao contrario do uso de
translagoes finais. Além disso, ao utilizar coordenadas conformes, ha uma nova e importante
diferenca com relacao aos demais métodos, nenhum novo elemento precisa ser calculado.
De fato, conforme a Equacao (6.17), a determinac@o dos motores M; 1, M; o, -+, M; é
suficiente tanto para o calculo da funcao de distancias, quanto o calculo de suas derivadas.
O mesmo nao ocorre quando utilizado coordenadas cartesianas, onde é necessario calcular,

ainda, as derivadas das matrizes Bj,.

Embora a equagao sugira o uso da forma matricial de M ;) € M+ x—1], isto
nao é, de fato, necessario. No calculo de <Bak M[k,j]eo(M[k,j])_lh, estamos interessados
apenas na parte vetorial do produto entre o bivetor B,, e o vetor M[k7j]eo(M[k7j])_1. As
componentes deste vetor sao obtidas a partir dos coeficientes de M ;1, e ndo precisam
ser todas determinadas. O produto com o bivetor, aliada ao fato de estarmos interessados
apenas na sua parte vetorial, elimina a necessidade de calcular parte das componentes.
orij

o

Para compreender melhor, vamos analisar , uma vez que as coordenadas
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. sao, de fato, as de maior importancia. Dado

or? . _ _
TSDZ = 2<€0M[i+17k71] <B‘PkM[k7j]60(M[kJ]) 1>1 (M[i+17k71]) 1>O’

vamos identificar o vetor
v = M[M]eo(M[k’j])’l = Vpeg + V161 + Vaey + V33 + Veplop.
A parte vetorial no centro da equagao é dado por
T = <€23M[k7j]€0(M[k7j])71>1 = U3ey — Vg€s.

Isto significa que, neste momento, apenas os coeficientes v3 e vy sao necessarios. Este
mesmo processo se repete ao aplicar o motor M[;4;x—1) no vetor resultante, uma vez que,
neste segundo momento, nosso interesse é determinar apenas a parte escalar do produto

entre ¢ e M[i+1,k71]@(M[i+1,k71])_1- Escrevendo
U= M[Hl,kfl]@(M[Hl,kfl])71 = Ugey + U1 + Uzes + U3E3 + Uy Ecp,
a parte escalar do produto entre ey e u é dada por
u = <€OM[i+1,k]U(M[i+1,k])71>0 = —Uop,

ou seja, precisamos apenas do coeficiente de e.

Aplicando o motor Mj;,q,;—1) sobre o vetor v, temos

M[i—&-l,k—l]@(M[i-&-l,k—l])71 = M1 k-17(v3e2 — ’U263)(M[i+1,k—1])71

= ('UBM[Z'-&-I,k—l]eZ(M[i+1,k—1])71 + UQM[H—Lk—l]63(M[i+1,k—1])71) .
Falta, ainda, calcular vy, v3 e o coeficiente de e, dos produtos M[Z-H]eg(M[iH])’l e
M[Hl]eg(]\/[[iﬂ])’l, que indicaremos, respectivamente, por w; e ws. Todos estes valores

podem ser encontrados na forma matricial dos motores, dada pela matriz (5.5), ja que

estes sao aplicados nos vetores da base. Dessa maneira, se

Miiz1x—1) = ao + areaz + azer3 + azeis + a4€10 + 56200 + €300 + A7€12300

e
My, = bo + bieaz + baeig + bze1a + baeioo + bsa + bs€3o + b7€12300,
entao,
vy = 2(—bobs — bibg + baby + b3by)
v3 = 2(—bobg + b1bs + baby — b3br)
wy = 2(—azay — apas + a1ag — agay)
wy = 2(agay + ajas + apag + azar).
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Resumindo, a derivada, neste caso, é dada por

4
57‘1‘,]' — ((—bobﬁ + b1b5 + b2b4 — b3b7)(—a3a4 — QgQs + ajtg — CLQCL7)+

06
F (—bobg, — b1bg + baby + b3b4)(a2a4 + a1a5 + agag + a3a7)) .

E possivel, ainda, fazer uma anélise similar tanto para a derivada com relagao 6, quanto

com relagdo a dj, embora, em geral, estas tenham menor relevancia.

Para o cdlculo da derivada de segunda ordem, vamos partir da Equacao (6.14),

entao

0By0ay,  2r%; 0B, day,  2r; 0By0a,
1 67’” 1 ory; 1 0%
4= ,
7”” 0By 2r; 8ak 2 0B,0a,,
- 0%r2 .
o (_ i T g 2l ) : (6.18)
T4 (95p 60% 2 (9@,(90@

Como as derivadas de primeira ordem de r; ; ja foram estabelecidas, devemos calcular

Priy 1 dryy0ry N 1 i,

ainda
1 827‘% G
2 08,00, B By

Dessa maneira, temos que avaliar trés casos: pe [i + 1,k —1], pe [k + 1,j] ep = k.

[— <60M[i+1,k71] <BakM[k,j]60 1>1 [i+1,k—1] 1>0] .

Se p estd no intervalo [i + 1,k — 1], entéo o vetor {Ba, My, je0(Mp.;7)~" ), pode
ser tomado como constante. Vamos chamar tal vetor de V. Entao,
1 (927‘124 0
20Bp0a 0B,

a _
T <55 [eOM[z'H,kfl]V(M[Hl’k*l]) 1]>
, 0

OMpiq1 k1 _ (M1 1)
= - <€0%]V(M[i+1,k1]) "+ eoMyia eV H&’Bp ] i

OMit1 k-1 _
- <€0[a+6p]V(M[i+l,k—1]) '+

_1OMpi g _
—eoMiy1k—1)V (Miy1,5-1)) 1%(]\4[”1,1%1]) 1>

% (eoMpit1 -1 BBpM[p,k—l]V(M[i-i-l,k—l])71+
_eOM[iJrl,kfl]V(M[iJrl,kfl])71M[i+1,p71]BﬁpM[p,k](M[i+1,k71])71>0

% CeoMyis1p-11Ba, Mpp 11V (M1 5-1) "'+

_€0M[i+1k 1V (Mpk—1) " "Bs, (M1 p-1) 1>0

*<60Mz+1p 11 (B, Mip gV (Mpps) " = Mipag VM)~ Bs, ) (Mizap1)) g

= —{eoMip1p—1] (Mppsg V(M) ™ - Bg,) (Mpig1p-11) 7",

[— CeoMiiit j—11V (Mpit1,6-1)) >0]

0
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ou seja,

1 0°rf; )
205,,602 <60M[z+1p 1] <BﬂpM[pk 1] <BakMk:] eo(M, k}j] >1 [p,k— 1 >1 (M[i+1,p71]) 1>0,

Para o caso em que p estd no intervalo [k + 1, j], precisamos derivar apenas o
vetor V', pois os demais elementos da equagéo sao constantes. A derivacao deste vetor é

muito similar ao processo de derivagdo de 77, uma vez que B,, é constante, desse modo,

j?

ov 0 -1
%8, " 7, (Bay, M yeo(Mpi7) ™" ),
= (Bay Mg p—11 {Bs, Mip,jeo(Mpp )~ )y (Mpgep—11) ™), -
Portanto, neste caso,
1 %7, _
20Bp6ak - <€0M”1k 1 <BakMkP 1] <ng [p.j1€0(M] >1 kp—1]) 1>1 M[iil,k—1]>0

Para o caso em que p = k deve-se, também, avaliar a derivada de V. Entretanto,

nao podemos considerar B,, constante. Partimos, entao, da derivada de V', desse modo,

ov
Mk jyeo(Mp. ;7)™
aﬁk aﬁk <BO<I< 7] 60( [k ]) >1
0B, B oMy oMy,
< aﬁ Mkjeo(M[k’j]) 1+Bak 5ﬁ[k]]eO(M[k’]]) +BakMk]]€0 56 ]>

0B,
<aBkM kg1€0(M ) ™" + Bay, {Bs, M jjeo( My 1>>

Logo, devemos avaliar as derivadas de B,,. Para cada caso, temos:

e Se a; = ¢, a derivada ¢é igual a zero, pois, neste caso, o bivetor, B,, = es3, ¢

constante;

e Se ay, = 0, o bivetor, By, = R%enR depende somente de ¢y, assim

Pr?
oB 0
5909: " (Fpenly)
OR OR !
= Pk 612R + Rgkalg Lk
0P, 0P (6.19)

1 _ _
= —5 (623R@k612R<Pkl - R@kelzR@;€23)

1
= _5 (BLPkB@k - B9k6@k) )
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e Se oy, = dj, entao o bivetor B, = MkelooM,;l pode ser derivado para 3 substituindo

di, 0 ou y:
0B, 0
o~ g, Mier i)
oM, oM, !
= ooM M, 0 k
%, B, e T Mg

1
= _5 (B/Bdek - BdkB/Bk) :

Para o caso em que (B = d; a derivada do bivetor é zero.

Com isso, podemos definir a derivada de segunda ordem para os casos em que

ap =0k e B = ¢r e ar =di e By = ¢r ou By = 0k, a partir da seguinte expressao:

1 527’.2 . o <€0M[i+1,k—1] <B@k <ng M[k,j]eoM[;}j]>l +
[2¥)

2 0B0a ! 1 1
Broou +§ (BoékBﬁk - BBkBOék> M[k:j]eoM[k,j] M[i+1,k—1]
1 0
Mencionamos por diversas vezes, ao longo do texto, que o caso de maior atencao
¢é termos relacionados as variaveis ¢, pois tanto dj quanto 6, podem ser considerados
fixos. Com isso, a expressao para derivada de segunda ordem, em relagdo somente as ¢y,

tornam-se ainda mais simples, pois o caso em que p = k se enquadra nas demais expressoes.
2 2
1

Com isso, —

¢ dada conforme os seguintes casos:
8%%

e parat <p<k<j

<€0MZ+1p 1] <623Mpk 1] <€23M k. 60 ,j] >1 [p.k— 1 > [i+1,p—1] 1>0;
e parat < k <p<j,

<€0Mz+1k 1] <€23Mkp 1] <623ij 60 1>1 k,p— 1 > [i+1,k—1] _1>0;

62 2
e para todos os outros casos ———— =
8%%

E possivel notar que as vantagens obtidas para o cdlculo da derivada de primeira
ordem permanecem validas quando calculamos as de segunda ordem. Os motores que
precisam ser calculados sao os mesmos que utilizamos para calcular as distancias e as
derivadas de primeira ordem. Além disso, nenhum novo elemento precisa ser determinado.

As derivadas de segunda ordem sao estabelecidas exclusivamente em funcao dos coeficientes
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dos motores, e podem ser estabelecidos de maneira similar ao que foi feito para o caso da

derivada primeira. E possivel notar ainda uma reduc¢ao muito significativa no niimero de
2,.2

i7j

0B, 0ay,

porque as derivadas de motores nao envolvem o calculo de nenhum novo operador, além

casos que definem com relacao ao uso de coordenadas cartesianas. Isto é possivel

dos ja calculados. Por fim, ao contrario do que ocorre com o uso de translacgoes finais, o uso
de coordenadas conformes permite codificar todas as derivadas em uma tnica expressao,

onde ay, e B, podem ser substituidos por qualquer uma das varidveis 8, ¢ e d.

O uso de coordenadas conformes se mostra, portanto, muito pratico tanto no

calculo das fungoes energia quanto suas derivadas.

6.4 Testes computacionais

Embora tenhamos partido das fungoes de energia, olhando para os calculos
realizados podemos observar que a parte crucial de sua resolucao recai exatamente sobre
as fungoes de distancia. Dessa maneira, vamos nos focar na implementacao de tais fungoes

e suas derivadas.

Com intuito de validar as expressoes encontradas, implementamos, no software
i
0py
denadas cartesianas desenvolvida por Phillips, Rosen e Walke (1995) a fim de comparar

Wolfram Mathematica, as fungoes r; ; e utilizando a formula¢ao matricial para coor-

com nossa versao usando coordenadas conformes. Embora as derivadas com relagao a
0 e d; tenham sido apresentadas, estas variaveis, em geral, podem ser tomadas como
fixas, conforme ja mencionamos, e, por esta razao, optamos por realizar testes apenas
considerando as variaveis ;. O cdlculo das derivadas de segunda ordem seguem, basica-
mente, os mesmos procedimentos do célculo das derivadas de primeira ordem, tanto para
coordenadas cartesianas quanto conformes, com isso entendemos que validar a derivada de
primeira ordem é suficiente. Ainda, antes de prosseguir para os testes, vamos estimar o

custo computacional dos métodos implementados.

Primeiramente, vamos avaliar o nimero de operacoes necessarias para calcular
a distancia r; ; e suas derivadas, a partir das coordenadas cartesianas. Comegaremos pelo
calculo de r; ;, dada pela Equagao (6.2). Temos, 46 operacoes para cada inclusao de B;
no produto Bj;_j. Este valor foi estabelecido na conversao de coordenadas, na Secao 1.2.
Assim, temos 46¢ operacoes para o calculo do primeiro produtério que define r; ;, mais
46(j —i—1) para o célculo do segundo produtério. Além disso, sdo necessérias 3 subtragoes
para diferenca da identidade, 36 produtos 27 somas para o célculo de B;; e 3 produtos,
2 somas e uma raiz para calcular a norma da quarta coluna da matriz B; ;. Totalizando,

assim, 467 + 26 operacoes.

Para o célculo da primeira derivada, seguindo a Equagao (6.9), vamos considerar
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apenas o caso em que ¢ < k < j, pois na versao conforme somente este é diferente de 0.
Ao calcular a derivada de primeira ordem, o calculo de r; ; se faz necessario, de modo que
aqui sao requeridas as 467 + 26 operagoes. Contudo, as matrizes B;, com i de 1 a 7, ja

foram calculadas, deste modo, resta determinar o niimero de operacoes necessarias para

Bi i k
— . Sao necessérios 6 produtos para determinar ——. Ainda, sdo necessarios 60
o dp ’

k k

0B, ;
produtos e 39 somas para multiplicar substituir By por =k na construcao de Tj Feito
Pk Pk

67’@' i
isso, sao precisos ainda 7 produtos e 4 somas para efetivamente calcular a—J Totalizando,
Pk

calcular

assim, 46(j + 3) + 4 operagoes.

Para o calculo da segunda derivada, dada pela equagao 6.11, vamos analisar
apenas o caso em que 1 < p < k < j, tendo em vista que o modelo conforme tem um
numero de casos reduzido. Esta andlise deve ser suficiente para estimar a diferenca entre
as duas formulacoes. Observe que, conforme a equacao 6.11, as derivadas de 7; ; em relagao

a ¢, e ), também devem ser calculadas. Com isso, temos, 46(j + 3) + 4 operacoes para

i Ty
determinar —=2. Uma vez que este tenha sido calculado, a determinacdo de —=2 requer
Yp 2B dpr,
somente 66 produtos e 39 somas adicionais para construcao de 57” Tendo sido, os demais
Pk

2R. .

z?-]
Op0pr
somas. Por fim, calculados todos os elementos da equacao, temos 5 produtos e 3 somas

elementos da equacao, calculados, vamos calcular , 0 que inclui 72 produtos e 54

para determinar a derivada. Totalizando, deste modo, 46(j + 8) + 13 operagdes.

Agora, vamos estabelecer o custo computacional do célculo de r;; e suas
derivadas de primeira e segunda ordem, para os mesmos casos, considerando a construcao
de coordenadas conformes. Vamos comecar determinando o custo de calcular os motores
envolvidos na construgao. Para cada novo motor sao necessarios, conforme estabelecido
na conversao de coordenadas, 48 operagoes. Com isso temos um custo de 48(j — i — 1)
operagoes para determinar os motores com indice de ¢ + 1 até j. O calculo das derivadas
de primeira e segunda ordem nao requer a determinacao de nenhum novo elemento, isto
significa que esse custo se mantera para todas as fungoes sendo apenas necessaria a
manipulacao dos coeficientes dos motores, que serao agrupados adequadamente. Para o
célculo de 7;; sao necessarios 5 produtos, 3 somas e uma operagao de raiz, ou seja, 9
operagoes adicionais, totalizando 48(j — i) — 39 operagoes. Para a derivada de primeira
ordem, no caso i < k < j além das operagoes para construcao de 7;; sao necessarios
20 produtos e 13 somas, conforme a Equacao (6.3). Totalizando, assim, 48(j — 1) — 6

operagoes.

Finalmente, no calculo da derivada segunda, dada pela Equagao (6.18), temos
inclusos a derivada de primeira ordem com relacao a ¢, e ;. Para determinar a derivada

em ¢, temos 48(j — i) — 6 operagoes, e isto ja inclui o calculo de r;;, entdo, para a
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2,..2
Tij

0ppr
sdo necessarios, por uma andlise similar & que resulta na Equagao (6.3), mais 26 produtos

derivada em ¢, sao necessarios ainda 20 produtos e 13 somas. Para o calculo de

e 21 somas. Para a determinacgao da derivada segunda, ainda sao necessarios 3 produtos e
uma soma. Totalizando, assim, 48(j — i 4+ 1) 4+ 30 operacgoes. As informagdes a respeito do

custo computacional sao resumidas na Tabela 17.

Tabela 17 — Custo computacional estimado para o célculo de 7;; e suas derivadas de
primeira e segunda ordem.

Funcao Custo com matrizes Custo com alg. conforme

ri 467 + 26 48(5 — 1) — 39
ori; . o
Zig 46(j +3) + 4 48(j — i) — 6
(%Pk
Tij . .
’ 46(j + 8) + 13 A8(j —i+1) +30
Bonden (7 +8) (J )

Podemos verificar que quanto maior o indice ¢, maior a diferencga entre o calculo

das fungoes.

Para o teste das funcgoes, foram gerados quatro conjuntos de coordenadas
internas, seguindo os mesmos procedimentos utilizados para gerar os modelos anteriores.
O primeiro conjunto com 10 pontos, o segundo com 30, o terceiro com 50 e o quarto com
100 pontos. Foram, entao, calculadas as coordenadas cartesianas utilizando matrizes com
translagoes encaixadas e, a partir de tais coordenadas, calculamos a distancia euclidiana
entre os pares de atomos, sendo estes os valores tomados como referéncia. Feito isso, foram
calculadas as matrizes de distancias a partir das coordenadas cartesianas e conformes. Por
fim, calculamos a maior diferenca absoluta entre os valores obtidos por cada modelo e os
valores de referéncia. Na Tabela 18 é possivel verificar a maior diferenca absoluta para

cada um dos conjuntos de pontos.

Tabela 18 — Maior diferenga absoluta entre as distancias geradas e a matriz de referéncia.

n.° de pontos Modelo conforme Modelo matricial

10 3.55271 - 1071° 8.88178 - 10716
30 1.59872 - 10 5.32907 - 10710
50 5.32907 - 10~ 1.24345 - 10~
100 1.56319 - 104 1.95399 - 101

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber, com base nos valores apresentados na tabela, que o uso da

algebra conforme fornece distancias tao precisas quanto o modelo ja consolidado.

Para os testes da derivada, utilizamos apenas o conjunto de 10 pontos, visto que

a quantidade de varidveis envolvidas é suficiente para uma boa avaliacao da funcionalidade
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dos métodos. Foram calculadas as derivadas das funcoes 7 19, 727 € 736 com relagao a
cada um dos angulos @i, com k variando de 1 a 10. Neste teste, verificamos a diferenca
absoluta entre as derivadas 5:;;: do modelo descrito por Phillips, Rosen e Walke (1995) e
o modelo conforme, apresentado neste texto. A Tabela 19 apresenta estas diferencas para
cada derivada calculada. Os valores de k € {1, 2,3} foram iguais a zero para todas as trés

fungoes e por esta razao foram removidos da tabela.

rs
Tabela 19 — Diferenca absoluta entre as derivadas —2 calculadas com matrizes e 4lgebra

Pk

conforme.

P4 ¥5 Y6 P Y8 ¥9 ¥10
ri10 6.4-107% 9.8.1071° 0 2.2-107% 1.8.107" 22.107" 6.7-1071°
ror  89-107% 3.1-.107% 3.1.107% 2.7.107% 0 0 0
r36  89-107%¢ 7.5.10717 4.4.1071¢ 0 0 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em concordancia com o célculo de distancias, o uso de coordenadas conformes
no célculo das derivadas de 7; ; se mostram tao precisos quanto o uso de coordenadas

cartesianas ja consolidadas na literatura.
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7 Consideracoes Finais

Ao longo dos capitulos deste texto, buscamos destrinchar os processos usuais
de construcao de coordenadas a fim de estabelecer um novo modelo de representacao de
proteinas. Nosso modelo, intitulado coordenadas conformes, provou-se tao preciso quanto
as versoes ja estabelecidas e utilizadas. Além de incluir em sua composicao as coordenadas
cartesianas, as coordenadas conformes também codificam as distancias a partir do produto

interno. Isso foi particularmente ttil ao trabalhar com as func¢des de distancia.

Naturalmente, espelhando-se no caminho tracado para coordenadas cartesianas,
percebemos a necessidade de atualizar coordenadas conformes ja calculadas a partir de
mudancas conformacionais, dadas em termos das coordenadas internas. Este processo
de atualizacao é de fundamental importancia, uma vez que, ao lidar com proteinas, tais
mudancas sdo comuns, e a atualizacao evita a necessidade de recalcular completamente a
estrutura. Como no processo de construgao, os algoritmos de atualizacdo mostraram-se tao
precisos e robustos quanto os modelos ja conhecidos, tendo reposta igualmente eficiente a

perturbagoes nos angulos de torcao.

Como o uso de coordenadas conformes incluem duas novas coordenadas em
cada ponto, é natural perceber um acréscimo no custo computacional, se comparado
as coordenadas cartesianas. Contudo, a depender da escolha do posicionamento das
translagoes, este acréscimo pode ser menor, tornando, ainda assim, o modelo viavel. Isso
indica que, se aperfeicoadas, as coordenadas conformes pode ser extremamente competitivas

com a representagao por coordenadas cartesianas.

Entre novas possibilidades, obtidas ao se trabalhar no espago conforme, destacou-
se, indubitavelmente, o calculo de fungoes de distancia e suas derivadas de primeira e
segunda ordem. As equacOes criadas na elaboracdo das coordenadas conformes, e as
propriedades de codificacao de distancia por meio do produto interno, permitiram descrever
tais fun¢oes de maneira elegante e sucinta. Com isso, sua implementacao computacional
tornou-se mais simples e direta, sendo possivel calcular tanto as fungoes quanto suas
derivadas sem a necessidade de determinar novos termos. Além disso, testes mostraram que
tanto a funcao de distancia quanto suas derivadas sao tao precisas quanto as determinadas

nos métodos convencionais.

Explorar novos caminhos podem incluir alguns percalcos. O uso da algebra
geométrica e, especialmente, da algebra geométrica conforme, apresentou uma série de
dificuldades. Em geral, o produto geométrico tem propriedades bem estabelecidas quando
se da entre dois vetores. Infelizmente, quando lidamos com k-vetores, ou multivetores, estas

propriedades tornam-se mais escassas. Além disso, a ndo comutatividade do produto pode
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gerar uma série de dificuldades na simplificacao de certas expressoes. Isso foi contornado

ao longo do processo, com novas identidades estabelecidas conforme a necessidade.

Ainda que muito tenha sido feito, hd muito a se fazer. Um novo sistema de
representacao abre iniimeras possibilidade que devem ser exploradas. Por exemplo, as
implementacoes computacionais, desses novos métodos, foram feitas na intencao de validar
os resultados tedricos e ilustra-los, e podem ainda ser aprimoradas afim de mostrar maior

eficiéncia e menor custo computacional.
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