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Resumo

O método Hartree-Fock é uma referéncia em cdlculos de estrutura eletronica em
Quimica Tedrica. Apesar de fornecer relevantes informagdes dos sistemas, esse método
apresenta defici€éncias, a maior parte delas relacionada com a correlagdo eletronica. Varios
métodos foram desenvolvidos, genericamente denominados “pds-Hartree-Fock”, com o
intuito de ampliar os limites do método Hartree-Fock. As técnicas desenvolvidas
mantiveram semelhancas com o Hartree-Fock por estarem fundamentadas também no
esquema auto-consistente (SCF).

Recentemente foi proposta uma estratégia que, em principio, permite acessar a
funcdo de onda exata do sistema, baseada na mecanica estatistica, denominada Monte Carlo
Quantico. Dentro dessa estratégia, encontram-se varios métodos, em que se destacam o
Monte Carlo Variacional e o Monte Carlo de Difusao. No entanto, a implementacao desses
métodos requer uma exigéncia particular que contrasta com o postulado da anti-simetria de
Pauli.

O objetivo desse trabalho € promover alteragdes no formalismo do Monte Carlo
Variacional e do Monte Carlo de Difusdo, incrementando essas técnicas para
compatibiliza-las com os postulados da Quimica Quantica, empregando o conceito de
matriz densidade.

Inicialmente foram investigados os limites da estratégia de Monte Carlo Variacional
atualmente difundida na literatura e que faz uso de uma funcao de onda que € um produto
entre determinantes de Slater de funcdes de spins opostos. Essa funcdo de onda ndo ¢é
anti-simétrica com relacdo a elétrons designados com spins opostos e a influéncia dessa
caracteristica na distribuicdo eletrOnica e na energia de sistemas atdmicos também foi
estudada. Foi feito um desenvolvimento teérico do Monte Carlo Variacional para a
descricdo do sistema por meio da matriz densidade para restituir a integridade formal a esse
método. A implementacdo dessa nova metodologia para essa técnica de Monte Carlo exigiu
o desenvolvimento de algoritmos préprios € a escrita de programas novos de Monte Carlo
Variacional. Utilizando a estratégia desenvolvida e o programa criado, foram estudados

varios sistemas diferentes e em diferentes estado (fundamental e excitado). Além disso,
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também foram testadas diversas fung¢des de base. Esses estudos buscaram verificar a
viabilidade e a confiabilidade do método desenvolvido e do programa escrito e as
diferencas nos resultados devido a mudanca na descri¢ao dos sistemas.

O efeito de correlacdo no Monte Carlo Variacional também foi objeto de estudos.
Primeiro, verificando a viabilidade da inclusdo da fun¢do de correlagdo de Boys e Handy,
que normalmente é empregada na estratégia ja conhecida de Monte Carlo Variacional, na
nova estratégia criada que estd fundamentada na matriz densidade. Em seguida, foi
proposta uma outra possibilidade de inclusdao dos efeitos de correlacio no Monte Carlo
Variacional com matriz densidade que estd baseada no método de perturbacdo de
Rayleigh-Schrodinger, possibilidade essa completamente inédita em célculos de Monte
Carlo Quantico.

Na seqiiéncia, foi estudado o método Monte Carlo de Difusdo. A estratégia mais
disseminada desse método faz uso também da funcdo de onda obtida por meio da separagdao
dos elétrons em spins alfa e beta. Dessa forma, essa estratégia padece da mesma
incompatibilidade com a anti-simetria de Pauli que o Monte Carlo Variacional. Nesse caso,
foi empregado novamente o conceito de matriz densidade para reestabelecer a
compatibilidade entre o método e o formalismo quantico. Foi feito todo o desenvolvimento
tedrico para a utilizagdo da matriz densidade no Monte Carlo de Difusdo. Foi também
escrito um novo programa para essa estratégia.

Foram realizados experimentos computacionais com os mesmos sistemas utilizados
nos estudos anteriores para comprovar a viabilidade, atestar a qualidade dos resultados e as
diferengas com relacdo ao método tradicional obtidas com essa nova abordagem nos

calculos de Monte Carlo de Difusao.
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Abstract

The Hartree-Fock method (HF) is the principal strategy used in theoretical
chemistry for electronic structure calculations. Although valuable results can be obtain with
HF, this method has deficiencies in the treatment of some systems, which are related
mainly with electronic correlation. Several methods were developed, known as
“post-Hartree-Fock”, in order to expand the present limit of HF. The techniques developed
keep some characteristics of HF because they also use the self-consistent-field (SCF).

Recently, it was proposed a new strategy, based on statistical mechanics, that
allows to access the exact wave function of the system, by principle, known as Quantum
Monte Carlo (QMC). Among methods that belong to QMC, the Variational Monte Carlo
(VMC) and the Diffusion Monte Carlo (DMC) are especially important. However, to
implement these methods, a particular constraint is used which is not completely
compatible with the principle of anti-symmetry of Pauli.

The main goal of this work is to propose and verify the use of density matrix
theory in the formalism of VMC and DMC to promote the development of these methods
and to render them totally compatible with the Quantum Chemistry Postulates.

First of all, it was investigated the present limits of the traditional VMC
strategy that use a wave function created as a product of two Slater determinants, one for o
electrons and another for B electrons. This wave function is not anti-symmetric for
electrons of opposite spins. The influence of this characteristic in electronic distribution and
energy of atomic systems were also studied. Theoretical formalism has been developed for
Variational Monte Carlo in order to describe the systems through density matrix and, this
way, restore the formalism completeness within the method. Some algorithms were created
and some programs were written to implement this new methodology in the VMC. Many
different systems in different states (fundamental and excited one) were studied with the
strategy developed. Moreover, various basis functions were tested with this new VMC.
With these studies, we verified the viability and the reliability of the developed method and

of the written program and the differences on the properties results caused by this changes
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in the description of the systems.

The correlation effect on Variational Monte Carlo was also studied. First of all, it
was verified the inclusion of the correlation function of Boys and Handy that is commonly
used in VMC calculations, in the new method based on density matrix. Next, it was
proposed the use of Rayleigh-Schrédinger perturbation method to include the correlation
effect on VMC with matrix density theory, an alternative never tried before in Quantum
Monte Carlo methods.

Next, the Diffusion Monte Carlo was studied. The most used strategy of this
method also takes the wave function as a product of two Slater determinants. This way, the
methodology has the same limitation of VMC (incompatibility with the anti-symmetry
postulate of Pauli). The concept of density matrix was used once again to recover the
compatibility of the method and the quantum formalism. So, all theoretical development to
include the matrix density in Diffusion Monte Carlo was done and a new program for this
method was written as well. Computational experiments were performed with systems
previously studied in order to ascertain the viability of this method, to certify the quality
and to compare the differences of the results obtained by DMC based on density matrix and

the traditional one.
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Introducdo

Os quimicos ja fazem rotineiramente o uso de cdlculos quénticos como uma
ferramenta capaz de fornecer informagdes, muitas delas inacessiveis por outros meios, que
ajudam a esclarecer o comportamento da matéria. Um sinal da incorporacgao desses calculos
no cotidiano da quimica é o uso corrente de expressdes tipicas, como: equacdo de
Schrédinger, método Hartree-Fock, teoria de perturbagdo e etc, pelos profissionais ligados a
essa ciéncia.

No entanto, esse uso intenso ndo significa que a metodologia de calculo ja tenha
sido desenvolvida em todo seu potencial. Ao contrario, essa utilizacdo massiva tem exigido
constante evolugdo, tanto dos aspectos tedricos quanto dos computacionais, para que se
avance além das fronteiras vigentes, mantendo a austeridade do modelo quéntico.

O Monte Carlo Quantico € a proposta mais atual para a evolu¢do dos cdlculos
ab initio, utilizando uma estratégia completamente diferente das técnicas mais populares.
Essa nova abordagem incorpora caracteristicas cldssicas do método de integracao de Monte
Carlo aos calculos de estrutura eletrOnica: transforma a resolugdo das integrais em simples
calculos de média e apresenta boa efici€éncia com o aumento da dimensdo do sistema [0

Um dos problemas centrais da quimica tedrica é o tratamento do efeito de
correlagdo eletronica, sendo que para isso ja existem diversas técnicas conhecidas para os
métodos mais populares. Os métodos de Monte Carlo Quantico tradicionais comumente
tratam esse efeito incluindo uma fung¢do de correlacdo explicita.

Evidentemente, as possibilidades de aprimoramento do Monte Carlo Quantico sdo
muito amplas por ser esta uma proposta nova e que emprega recursos inéditos ao cdlculo de

estrutura eletronica. Mesmo no arcabouco tedrico, existe a necessidade de desenvolvimento

para eliminar inconsisténcias com os fundamentos da quimica quantica.



Objetivo

O objetivo primordial desse trabalho é aprimorar o formalismo do Monte Carlo
Quantico para compatibiliza-lo com os postulados da quimica quantica, em particular com
o postulado da anti-simetria de Pauli, destacando as similaridades e, sobretudo, as
diferencas entre a metodologia tradicional de Monte Carlo Quantico e a desenvolvida nesse
trabalho que faz uso do conceito de matriz densidade para descrever os sistemas
eletronicos.

Faz parte também desse estudo, a pesquisa de uma nova alternativa de cdlculo
correlacionado em Monte Carlo Quantico, fundamentada na teoria de perturbacdo de
Rayleigh-Schrodinger.

Para melhor entender o rigor exigido na descricdo dos sistemas atomicos e
moleculares e a necessidade de alterar o formalismo teérico do Monte Carlo Quantico, em
particular do Monte Carlo Variacional e do Monte Carlo de Difusdo, serao destacados, nos
capitulos seguintes, alguns momentos decisivos da evolu¢do da quimica (capitulo 1), o
método Monte Carlo de integracdo (capitulo 2) e os aspectos teéricos dos métodos de
Monte Carlo Variacional (capitulo 3) e Monte Carlo de Difusdo (capitulo 6) atualmente
empregados.

A nova proposta tedrica de cdlculo do Monte Carlo Variacional serd apresentada
(capitulo 5) apds a definicao de matriz densidade da forma como desenvolvida por Lowdin
(capitulo 4). Os resultados dos experimentos computacionais obtidos com essa inovacao
metodolégica no Monte Carlo Variacional serdo apresentados na seqiiéncia, assim como a
implementacdo do cdlculo da teoria de perturbacdo de Rayleigh-Schrodinger nessa
metodologia (capitulo 6). A nova estratégia de Monte Carlo de Difusdo desenvolvida a
partir do conceito de matriz densidade serd também descrita e os dados obtidos por
intermédio dos cdlculos realizados com essa nova abordagem serdo apresentados

(capitulo 7).



Capitulo 1 — QUIMICA E ESTRUTURA ELETRONICA

O homem percebe o mundo ao seu redor através da interacdo dos seus sentidos com
a matéria. Dessa interacdo, sdo adquiridas informagdes que desafiam a mente humana a
compreender a natureza, ou seja, encontrar as variaveis e as relagdes capazes de justificar o
evento verificado. Um evento compreendido pode ser reproduzido quando conveniente ou
sofrer alteragOes para se obter um efeito desejado. A quimica € justamente a ciéncia que

procura compreender e alterar as transformagdes e as propriedades da matéria.
1.1 — Teoria Atdomica da Matéria e a Mecanica Quantica

Os filésofos gregos foram os primeiros a buscar uma compreensdao da matéria ao
questionarem a existéncia de um limite para a sua divisibilidade. Demdcrito era um dos que
acreditavam que todo material era composto por pequenas particulas indivisiveis chamadas
atomos que, através de sua forma, determinavam as qualidades da matéria. Os filésofos
foram desacreditando dessa teoria, pois a diversidade de propriedades sentidas
impossibilitavam uma explica¢do nesses termos. Em contraposi¢do, os quatro elementos de
Herdclito e Aristételes criaram uma representacao que melhor acomodava as percepgdes do
mundo sensitivo. Os dtomos foram esquecidos até o século XVII, quando os alquimistas
procuravam a pedra filosofal. O atomismo s6 se tornou uma idéia preponderante depois de
alguns séculos, suportada por informagdes adicionais sobre a reatividade das substincias.
Descartes contribuiu na restauragdo da estrutura corpuscular da matéria, recebendo
contribuicdes importantes de Gassendi e posteriormente de Hooke, culminando na criagao
da teoria atdomica de John Dalton. Os dtomos eram considerados particulas rigidas,
indivisiveis e que se combinavam nas reacdes quimicas. Essa hipdtese forneceu uma
explicacdo clara para as leis das proporcdes multiplas e definidas !, Desde entdo, a
perspectiva microscopica tem sido largamente empregada pelos quimicos no entendimento
dos fendmenos macroscopicos.

O avanco cientifico que se seguiu provocou uma reformulacdo do conceito do
atomo rigido e indivisivel. Os experimentos de Thomson e Rutherford demonstraram a

3



existéncia de uma estrutura interna nos dtomos e nas moléculas. Rutherford propds um
modelo de atomo nuclear coerente com as observagdes experimentais, obrigando uma
evolucdo da teoria atdmica. Essa evolu¢do ocorreu com o desenvolvimento do modelo
atobmico de Bohr para o 4dtomo de hidrogénio, modelo este que previa corretamente
observacdes experimentais do espectro eletronico desse dtomo 4, Apesar da sua limitagcdao
na previsao de propriedades de sistemas mais complexos, esse modelo representa um marco
na descricdo atdbmica por ser o primeiro a incorporar a quantizacdo de Planck e os
fundamentos da entdo florescente mecanica quantica.

A mecanica quantica moderna se consolidou na forma de postulados, pelo
aprimoramento da descricdo de Bohr para os dtomos. A grande inovagdo conceitual foi a
incorporagdo da probabilidade como inerente a estrutura atdmica. Nessa teoria, as
probabilidades dos elétrons assumirem determinadas posi¢cdes espaciais estao associadas a
uma fun¢do de coordenadas conhecida como funcdo de onda sendo sua evolucio temporal
governada pela equacdo de Schrodinger. Todos estes elementos modificaram
profundamente a compreensdo da estrutura atdmica e, consequentemente, a quimica,

originando a atual quimica quantica.
1.2 — Quimica Quéntica

A maioria dos eventos quimicos podem ser compreendidos verificando-se o
comportamento da fun¢do de onda ou funcdo distribuicdo eletronica, Y, por meio de
calculos de estrutura eletronica. Quando esses calculos sdo realizados sem o uso de
qualquer parametro empirico, além dos necessdrios a descricdo do sistema, como: 0s
atomos que formam a molécula, a massa atomica deles, uma estrutura molecular inicial
etc., eles sdo denominados calculos ab initio. No formalismo da mecanica quantica, isto
significa resolver a equacdo de Schrodinger eletronica independente do tempo (equacao
1.1) 1, obtida quando a aproximag¢do de Born-Oppenheimer € utilizada. Esta aproximacao
estabelece que o movimento eletronico independe do movimento nuclear; assim, a
descricdo do comportamento eletronico depende apenas parametricamente das posi¢oes

médias assumidas pelos nucleos:



H' = Ey, (1.1)

em que ¥ é a fungdo de onda eletrénica, E é a energia eletronica e H* o operador

Hamiltoniano, composto pelos operadores de energia cinética 7 e potencial V¢ dos

elétrons:
HY =T +ve. (1.2)

Para um sistema composto por N, elétrons e N, nicleos com carga Z,, estes operadores

assumem a forma, em unidades atdmicas:

vi=-3 30433 (1.3)

sendo que r;, representa a distancia entre o elétron i e o nicleo n e r;, representa a distancia
entre os elétrons i e j. Na expressdo para o operador de energia potencial, o primeiro termo
da direita corresponde a atracdo nucleo-elétron e o termo seguinte a repulsdo elétron-
elétron. A equacdo de Schrodinger (equacao 1.1) é uma equacdo de auto-valor (E) e auto-
vetor (V). Solucdes analiticas dessa equacdo sO sdo encontradas para sistemas muito
simples, monoeletronicos. Existem varias metodologias para a obtencdo de solucdes

aproximadas para sistemas mais complexos, sendo que as mais difundidas estao

fundamentadas no método auto-consistente de Hartree-Fock.
1.2.1 - Método Hartree-Fock

A 1impossibilidade de calcular a solu¢do analitica da equagdo de Schrodinger

(equacao 1.1) para sistemas multieletronicos estd relacionada com o termo de repulsdo



elétron-elétron do operador de energia potencial (equacdo 1.3). Esse operador acopla as
coordenadas dos elétrons aos pares, impedindo a resolu¢do independente para cada elétron.
Somente valores médios de propriedades (1), associadas a operadores (O), podem ser

obtidos por meio da equagdo variacional:

(u)= .[‘V?io)éw(m)d(’). (1.4)
[V @V @do

Além disso, a funcdo de onda que descreve esse sistema deve incorporar todas
propriedades fisicas inerentes aos sistemas eletrOnicos, como a indistinguibilidade, o
momento de spin e a correta simetria do sistema. Uma forma pratica de construir essa

funcdo para um sistema de N elétrons € por meio do determinante de Slater:

¢1(1)a(1) ¢1(2)B(2) ¢1(N)B(N)

1 ¢2(1)a(1) ¢2(2)ﬁ(2) ¢2(N)B(N) (1.5)

5

¢i(1)0°(1) ¢i(2)B(2) q)i(N)ﬁ(N)
O primeiro termo a direita é a constante de normalizacdo da funcdo de onda. Nessa
estratégia, sdo utilizadas i-ésimas fungdes de onda espaciais monoeletronicas ¢; e duas
funcdes de spin. As funcgdes obtidas pela multiplicacdo das fun¢des de onda espacial e de

spin sdo denominadas fungdes spin-orbital X (ex: @y, 0,y =X, )- Essas fungdes sdo

dependentes apenas das coordenadas de um elétron. Substituindo a funcdo de onda
multieletrOnica Y na equacdo variacional para a energia, o termo de repulsdo intereletronico
se desdobra em dois outros, dependentes ainda das coordenadas de pares de elétrons. Se os

spin-orbitais permanecem ortonormais:

IXZ(an(i)di =3y, (1.6)



€ obtido um conjunto de equagdes de um elétron, aplicando o método dos multiplicadores

de Lagrange, que definem os spin-orbitais que minimizam a energia eletronica do sistema:

N

2 . * 1 4.
Z{h(i)Xk(i) +2 Z[HX:U)‘ ’ledJ}ka _ZZ[[XI(j)Xk(j)’"zjldJlXIm :Eka(i)}’ (L.7)
Ik j#i Ik j#i

—_

i=

sendo

1, Mz
h, =——V2_3Zn 1.8
(i) 2 i nZ=:lrln ( )

a soma dos operadores de energia cinética e de interacdo nucleo-elétron para o elétron i, em
unidades atomicas. Estas equacdes integro-diferenciais sao conhecidas como equagdes de
Hartree-Fock. Os dois ultimos termos a esquerda da igualdade na equagdo 1.7 equivalem ao
campo médio gerado pelos elétrons e sentido pelo i-ésimo elétron. O elemento entre
colchetes no primeiro desses termos é o operador de Coulomb (J), identificado com a
interacdo eletrostdtica cldssica entre os elétrons. O segundo desses termos é causado da
simetria exigida da fun¢do de onda para descrever o comportamento eletronico, descrito

pelo efeito do operador de troca (K) sobre o spin-orbital (), ). A energia obtida, &, € a

energia do elétron que ocupa o orbital k. A energia eletrOnica total do sistema (€,,)é:

N 1
€t = 2| & __ZZ(J_K)Xk(i) . (1.9)

i=1 1#k j#i

As equagdes de Hartree-Fock sdo equacdes de um elétron ndo-lineares, ou seja,
todas as equacdes estdo acopladas e para escrever qualquer uma delas é necessdrio
conhecer as solu¢des das demais. Os operadores de Coulomb e de troca para cada equagao

depende dos spin-orbitais das demais para serem descritos. Essas equacdes sdo resolvidas



iterativamente por um processo denominado método do campo auto-consistente
(self-consistent-field: SCF).

Utilizando uma fungdo spin-orbital inicial, os operadores de Coulomb e de troca
para um elétron sao definidos, descrevendo o campo médio sentido por um dos elétrons. A
equacdo de Hartree-Fock € solucionada, gerando um novo conjunto de funcgdes
spin-orbitais. Essas novas func¢des sdo empregadas na redefinicdo dos operadores que
descrevem o campo médio. Esse € um processo ciclico no qual as solugdes alteram a
propria equacdo a ser resolvida. Esse procedimento se repete até que as funcdes
spin-orbitais, e consequentemente os operadores de Coulomb e de troca, ndo sejam mais
modificadas. A partir desse instante, o campo médio também ndo sofre mais nenhuma
alteracdo, alcangando a auto-consisténcia.

O método de Hartree-Fock permite calcular solucdes aproximadas de sistemas com
muitos elétrons, substituindo, em ultima andlise, a interacdo dos pares de elétrons por um
potencial ndo-local (campo médio). Essa teoria apresentou boa concordincia com
resultados experimentais para a geometria molecular, energia de formacdo e momento de

dipolo, entre outras propriedades.

1.2.2 - Correlagao Eletronica

O método Hartree-Fock ¢ um dos métodos ab initio mais empregados nos calculos
de estrutura eletronica, mas revelou-se limitado para descrever alguns fendmenos como a
dissociagdo molecular e algumas propriedades como a energia de ionizacdo. Essas
limitagdes estdo diretamente associadas a substitui¢do da interagdo eletrostatica pelo campo
médio. A posicdo de cada elétron tem um vinculo local com a dos demais, fato que o
modelo de campo médio ndo reproduz. Essa dependéncia da posi¢cdo dos elétrons €
conhecida como correlagdo eletronica que muitas vezes € decisiva para a previsao da
reatividade molecular. Por isso, a sua descri¢do se tornou um dos problemas centrais da
quimica quantica.

A energia de correlagdo eletronica (E.,,) para um estado do sistema € definida

como a diferenca entre o auto-valor exato do Hamiltoniano ndo-relativistico (E) e o valor



esperado da energia na aproximacao Hartree-Fock (&,,) 161, expressa por:

E. . =E-¢

corr tot *

(1.10)

As formas mais usuais para a obteng¢do das fungdes de onda correlacionadas no
esquema Hartree-Fock sao as teoria de perturbacdo de muitos corpos, o método de

interagdo de configuragdes e, mais recentemente, a teoria do funcional densidade.

1.2.3 - Teoria de Perturbag¢ao de Rayleigh-Schrodinger (RS)

[71.[8]

A teoria de perturbacao procura fundamentalmente obter uma auto-fungdo,

aperfeicoando os auto-vetores e os auto-valores conhecidos de uma auto-fungdo
(referéncia) de um sistema semelhante ao sistema que se quer resolver.

A auto-fung¢do para um dado Hamiltoniano H , com auto-vetores ¢; é:
H|o,) = (H, +AV)0,) =¢|0,). (1.11)

O simbolo A € o parametro de perturbagdo, Hy e ¥ sdo o Hamiltoniano e a fun¢do de onda

de uma equacdo de auto-valor e auto-vetor solucionada:
Hy|¥,)=E,|¥,). (1.12)

Expandindo os auto-vetores e os auto-valores da equacgdo 1.11 em série de Taylor,

sdo obtidas as equagdes:

&, =E, + ME, +NE, +--, (1.13)

10,)=[W,) + A[W,) + X[, )+, (1.14)



em que E; € a corre¢do de primeira ordem para a energia (E=E+E,), E, de segunda ordem

(E=E+E+E») e assim sucessivamente. Fazendo a normalizagdo de ¢; tal que <‘P i ‘¢i> =1,

substituindo estas expressdoes na equacdo 1.11 e separando os termos com 0s mesmos

coeficientes A", sdo encontradas as expressdes para as n-6simas energias:
E; = (,[Ho|;).
E =(¥;|v|¥)), (1.15)
E,=(%,|V|¥,).

Expandindo a fun¢do W, em termos dos auto-vetores de Hy (W,), a energia de

segunda ordem fica dependente apenas dos auto-vetores conhecidos de Hy:

2

o s ) .
T2 o

Dessa maneira, os termos da perturbacdo podem ser calculados pelo método SCF.

Estas técnicas (Hartree-Fock e teoria de perturbagdo) se tornaram populares e, em
geral, essa combinacao fornece bons resultados para a energia, mas € invidvel para sistemas
com um grande nimero de elétrons.

Recentemente uma estratégia alternativa para célculos ab initio foi desenvolvida,
utilizando uma técnica tradicional da simulagdo computacional, o método Monte Carlo.
Dessa forma, buscou-se ampliar a aplicacdo dos métodos ab initio para sistemas maiores
(com muitos elétrons), mantendo a mesma qualidade dos métodos ja conhecidos. Os

resultados que estdo sendo obtidos """ tém estimulado o seu uso e o seu desenvolvimento.
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No entanto, apesar desses resultados promissores, uma investigacdo detalhada revela a
necessidade de buscar uma alternativa inovadora para agregar rigor formal a essa nova
metodologia e também verificar sua aplicacdo em sistemas simples que permitem uma

avaliacdo mais minuciosa, controlada e sisteméatica dos fendmenos envolvidos.
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Capitulo 2 — O METODO MONTE CARLO

O método Monte Carlo faz parte de um conjunto de métodos denominados
estocésticos que caracterizam-se pelo emprego de uma seqiiéncia randomica de eventos
para calcular integrais numericamente. Esses métodos utilizam elementos das teorias de
probabilidade e estatistica, mas suas aplicacdes ndo ficam restritas aos problemas de

natureza probabilistica, tratando também sistemas deterministicos (,

Esta grande
flexibilidade confere a esse método um largo campo de atuacdo. Uma definicio que

envolve todas essas possibilidades é apresentada:

“ O método Monte Carlo representa a solu¢cdo de um problema como um
parametro de uma populacdo hipotética. Para obter estimativas estatisticas
do parametro, utiliza uma seqiiéncia de nimeros randéomicos para construir

uma amostra da populagdo.” a

2.1 — A Integracg@o pelo Método Monte Carlo
A estimativa do valor de uma integral definida ¢ um bom exemplo de aplicacao

direta de Monte Carlo.

Considere a integral unidimensional:
1= g(x)dx. 2.1)

Aplicando-se o teorema do valor médio, essa integral é aproximada para:

_4)N
(bNa)Zg(xi)- (2.2)
i=1

IN:

Os pontos x; sdo quaisquer, dentro do espacgo de integragdo. O valor Iy pode ser obtido por
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meio de uma amostragem uniforme dos pontos x;, que cubra todo o espaco. Estratégias mais
sofisticadas, tais como regra de Simpson e quadratura Gaussiana, conferem pesos

estatisticos (w) aos pontos, reduzindo o tamanho da amostra:

(b—a) v w; g(x;)
N Z N . 2.3)

i=1 ij

J=1

Iy =

Esses métodos sdao adequados para integrais com poucas dimensdes, pois seu custo
computacional e seu erro sao muito dependentes desse parametro.
O método Monte Carlo calcula Iy, selecionando os pontos x; aleatoriamente no

intervalo [a,b]:

=

(b-a)
N

Iy =

g(x)=(b-a)g. (2.4)
1

O simbolo g representa a média de g(x;) dos pontos amostrados. O teorema do limite

central garante que o valor de Iy tende ao valor exato da integral 7, no limite de um niimero
muito grande de pontos N. O Monte Carlo é uma abordagem mais apropriada para sistemas
multidimensionais, pois seu custo computacional e o erro associado a esse calculo
independem da dimensdo do sistema.

Esse método é largamente utilizado em sistemas fisicos, para a integracdo

necessaria ao calculo do valor médio de uma propriedade qualquer de interesse.

2.2 — O método Monte Carlo e as Propriedades Fisicas

O método Monte Carlo estd fortemente associado a conceitos relacionados a
probabilidade e a estatistica. A sua aplicacdo em cdlculos de valor médio de propriedades

fisicas e a interpretacdo dos resultados exige a compreensdo dos fundamentos de alguns
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desses conceitos.
2.2.1 — Valor Médio, Fungao Distribuicao e Funcdo Densidade de Probabilidade

O valor médio, ou esperado, de uma varidvel aleatdria u € definido pela equacdo

abaixo ' :

= (u)=Yu;Pu;), (2.5)
J

Essa equacdo mostra a dependéncia do valor médio ¥ com a probabilidade P de
ocorréncia dos valores discretos u; que a varidvel pode assumir. A probabilidade de um
evento especifico € um nimero que informa a ocorréncia desse evento frente a um niimero
limitado de possibilidades, quando da realizacdo de um experimento ">/,

Em sistemas fisicos, as propriedades macroscOpicas sdo varidveis continuas, ou
seja, apresentam um nuimero infinito de valores no espagco de amostragem. Isso porque cada
valor da propriedade estd associado a pelo menos um dos infinitos microestados possiveis.
Nesses casos, a probabilidade especificada anteriormente para um evento discreto &
substituida por uma fun¢do F conhecida como funcdo distribuicdo de probabilidade. Essa
funcdo deve assumir valores entre 0 e 1 porque a integral da sua diferencial fornece a

probabilidade de ocorréncia dos microestados v incluidos no intervalo de integracdo.

Considerando o espago total disponivel:
de(v) = F(o0) — F(—0) =1. (2.6)

Utilizando essa funcdo distribuicdo de probabilidade, o valor médio de uma

varidvel aleatdria a continua é calculado por:
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<a> = ofa(v)dF(v). 2.7)

—o0

A equacdo 2.7 assume uma forma mais apropriada para integragdo, a partir da defini¢do da

funcdo densidade de probabilidade p:

p(v)dv

dF (v) = — (2.8)
[ p()dv

Substituindo a equagao 2.8 na equagido 2.7:

()= [ am) =LYy, 2.9)

- [ p(av

Fazendo a normalizacdo da funcdo densidade de probabilidade, satisfaz-se a condig¢do
expressa pela equacdo 2.6. O valor esperado da propriedade a pode, entdo, ser calculado

pela equagdo:

(ay=m Ta(v) p()dv. (2.10)

—oo

A letra m representa a constante de normalizagao.
2.2.2 — Ensemble e Sistemas Ergdodicos

Essas médias (equacdes 2.5 e 2.10) sdo chamadas de médias de ensemble. Um
ensemble " ¢ uma conjunto de microestados consistentes com as condi¢des de contorno

que caracterizam o sistema representado. As condi¢des do sistema sdao impostas no

15



ensemble pela funcdo densidade de probabilidade. Acredita-se que para a maioria dos
sistemas a média de ensemble seja igual a média temporal, que sdo as medidas
experimentais de uma propriedade. Os sistemas que obedecem esta equivaléncia sao ditos
ergodicos. O valor médio da propriedade a pode ser calculado analiticamente pelas
equagcdes 2.9 ou 2.10 apenas para sistemas muito simples. A funcdo densidade de
probabilidade para sistemas mais elaborados normalmente inviabiliza o calculo analitico,
tanto pelo nimero de varidveis envolvidas quanto pela sua complexidade. O célculo
numérico € a alternativa mais apropriada para a resolugao dessas equacoes.

O método Monte Carlo é um método de calculo numérico que é empregado a partir
da geracdo de um conjunto de n microestados aleatérios e de uma funcdo densidade de
probabilidade (p) que caracterize o sistema. Utilizando o teorema do valor médio, da
mesma forma como foi apresentado no célculo da integral definida I (equagdes 2.1 € 2.2), a
equacgdo 2.10 é aproximada a um cdlculo de média aritmética que é adequada a aplicacdo do

Monte Carlo:
1x
(a) = —2.a()p(,). (2.11)
i=1

A constante de normalizag¢ao m foi incorporada na funciao densidade de probabilidade.

No entanto, a utilizacdo direta dessa estratégia é pouco produtiva. Vérios
microestados gerados terdo uma probabilidade muito baixa de ocorrerem, ou seja, os
valores de p(v;) destes microestados sdo muito pequenos. Assim, eles pouco contribuem
para a média. O esquema largamente aplicado a sistemas fisicos € uma variante desse
apresentado, conhecido como Monte Carlo modificado (MC). Essa técnica emprega o

conceito de amostragem preferencial, tornando o método Monte Carlo muito eficiente.
2.3 — Amostragem Preferencial

O MC ndo calcula a equagdo 2.10 diretamente. Ao invés de utilizar todas as

configuragdes geradas randomicamente e atribuir pesos de acordo com a funcado
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distribuicdo p(v) para obter o valor médio, o MC seleciona as configuragdes mais provaveis

por meio da fun¢do densidade p(v), conferindo pesos estatisticos iguais para todas elas,
1 n
<a>:;Za(vi). (2.12)
i=1

As configuracdes v; sdao aquelas escolhidas pela fung¢do p(v). Apesar de todas as
configuragdes possuirem o0 mesmo peso estatistico, existe uma diferenga de contribui¢io
para a média de cada configuragdo, pois aquelas com maior probabilidade serdo mais
freqiientemente escolhidas para compor a média.
Essa estratégia é o que denomina-se amostragem preferencial (importance sampling) [
Ela baseia-se sempre na probabilidade de ocorréncia para avaliar se a configuracido €
representativa do sistema. O cdlculo dessa probabilidade requer que a constante de
normalizacdo (constante m na equagdo 2.10) da func@o densidade de probabilidade seja
conhecida, ou seja, que a integracdo dessa fun¢do em todo o espago seja realizada. Essa
integracdo apresenta exatamente os mesmos inconvenientes que impedem a propria
integracdo para o calculo do valor médio da propriedade (equagdes 2.9 e/ou 2.10).

Assim, essa abordagem centraliza o problema, mas nao o soluciona definitivamente.

Toda a dificuldade fica focalizada na geracdo das configura¢des compativeis com a fungdo

densidade de probabilidade proposta.
2.4 — Método de Metropolis

O objetivo do MC ndo € seguir exatamente a dindmica do sistema mas construir um
conjunto de configuracdes que, no limite, obedeca a funcdo densidade de probabilidade.
Essa independéncia temporal exige que seja estabelecida uma outra regra, que nao haja a
necessidade de resolver as equagdes de movimento de Newton para gerar as configuracoes.

Isso € feito no MC utilizando o conceito de cadeia de Markov ou processo de

Markoy H1H121
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2.4.1 — Processo de Markov e Algoritmo de Metropolis

Considere uma seqiiéncia de estados Sy, ... , S, de um sistema. A probabilidade de

um desses estados (S;) ocorrer é dada pela férmula das probabilidades totais '*:

P(S) = S P(S; 1SOPES,).- 2.13)

k=1

A probabilidade condicional P(S;lISx) € a chance de ocorréncia de S;, sendo que o
estado Si ocorreu. Uma seqii€ncia de estados é um processo de Markov se para qualquer i

for obedecida a relacdo abaixo:

P(S; ISk ) = 0 para k+#i-1 €
P(S;1Sx) # 0 para k=i-1. (2.14)

As equagdes 2.14 estabelecem que nos processos markovianos, cada configuracdo gerada
depende exclusivamente da sua predecessora imediata. Portanto, a probabilidade de S;

ocorrer €:

P(Si)= P(SilSi.)P(Si.p). (2.15)

A equagio que governa a evolugdo temporal desses processos é a equacdo mestra ' );

% = PGS, 1S, )P(S; 1)~ P(S. , IS)P(S,). 2.16)

Para a situacdo de equilibrio do sistema, a seqiiéncia de estados é temporalmente invariante,

portanto:
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OP(S;) _

0. 2.17
o (2.17)

Aplicando a equacdo 2.17 na equagdo 2.16, é encontrada a condi¢do:
P(S; IS,_)P(S;_)) =P, I S))P(S,)

P(S; 1S _ P(S)
P 1S) PGS’

(2.18)

condi¢cdo essa conhecida como principio do balanceamento detalhado. A equacdo 2.18
indica que, no estado estaciondrio (equacdo 2.17), a razdo entre o nimero de transi¢des de
Si.1 para S; e o ndmero de transicdes de S; para S;.; € igual a razdo entre as probabilidade do
sistema estar no estado S; e no estado S;.; (equagdo 2.18).

Utilizando a equacdo 2.18 pode-se construir uma seqiiéncia de estados que obedece
a funcdo densidade de probabilidade, utilizada no célculo da razdo entre as probabilidades
dos estados, permitindo calcular o valor médio de qualquer propriedade através da equagao
2.12.

A seqiiéncia € gerada, calculando-se a razdo das probabilidades de duas
configuragdes contiguas, o que ndo exige a integracdo em todo o espagco da funcgado
densidade de probabilidade porque a constante de normalizacdo € cancelada entre o

numerador e o denominador, avaliando qual delas € a mais provavel:

P(S;)
[P(S;)dk

-, P(S;)

P(S; ISy _ _R. (2.19)

P(S_,1S,) P(S.)

[P(S, )dk

—o0

Se R > 1, S; € a mais provavel, se R < 1 S;; € a configuracdao mais provavel. A configuracao
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selecionada € utilizada no célculo da média da propriedade.
Essa estratégia para o cdlculo das propriedades é conhecida como algoritmo de
Metropolis '®' (apéndice A). A aleatoriedade fica centrada na criacdo das configuracdes e

na sua aceitacao como representativa do sistema.
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Capitulo 3 — MONTE CARLO VARIACIONAL

O conjunto de técnicas que aplicam o MC para calcular propriedades quanticas de
sistemas atdmicos e moleculares € genericamente conhecido como Monte Carlo Quantico
(MCQ) 7 Esta utilizacdo do MC ¢ relativamente recente quando comparada com seu
emprego em sistemas cldssicos. Porém, a abordagem estatistica para resolver os problemas

[18]

quanticos remonta aos anos 30 do século XX, especificamente a Wigner e Fermi que

inicialmente vislumbraram esta possibilidade. Os primeiros resultados de simulacdes

201 e Kalos [211.(22]

quanticas foram efetivamente obtidos muitos anos depois por McMillan
que, independentemente, calcularam propriedades do hélio liquido, utilizando diferentes
metodologias. O desenvolvimento e a criagdo de técnicas em MCQ recebeu contribuicdes

[23] [24]

importantes de autores como: Ceperley ', no tratamento de férmions; Anderson ",

introduzindo a aproximacdo de nds fixos e o pioneiro no calculo de moléculas, dentre

outros [251.(26) .

O uso do MCQ estd em expansdo devido as constantes inovacdes 2 "2*H?] Egte
crescente interesse € reflexo direto da disponibilidade e do continuo desenvolvimento dos

recursos computacionais que permitiram este tipo de cdlculo sofisticado, ndo apenas para

[30] [31],[32] [33],[34]

pequenas moléculas 7, mas também para grandes e variados sistemas
moleculares. Alguns estudos recentes exemplificam a dimensdo atual de aplicacdo do
MCAQ: excitagdo eletronica em porfirina 581, formacdo de dimeros uracil-dgua em nanogotas
de hélio P! e cdlculo de propriedades Oticas de nanoparticulas (diamantéides: C;oHje,
C14Ha, Ca6H3a, Co6Hea, CioHig € Cs7Hre)' ™.

O esquema mais simples dentre todos os métodos MCQ é o Monte Carlo
Variacional (MCV) . Essa estratégia faz uma exploragdo sistemdtica do espaco de fase
das equagdes que nio possuem integracdo analitica de sistemas multieletronicos, obtendo
valores esperados das propriedades fisicas por meio das fun¢des de onda e dos seus

respectivos operadores.
3.1 — Fundamentos do Monte Carlo Variacional
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O MCYV foi utilizado primeiramente por McMillan no estudo do hélio liquido 201

Este método pode ser interpretado como uma generalizacdo da simulacdo de Monte Carlo,
quando sdo comparadas as identidades das formas funcionais das equagdes resolvidas. A
sua atual importancia € devida a sua simplicidade e por ser o ponto de partida das demais
simulacoes MCQ. A esséncia desse método € a aplicagdo do MC no principio variacional
da mecanica quantica para calcular o valor esperado da energia, dada uma func@o de onda
tentativa.

O principio variacional é a formulagdo mais eficiente e difundida para encontrar
solucdes aproximadas da equagdo de Schrodinger eletronica. Ele estabelece que a energia
de uma funcdo de onda aproximada € superior ou igual a energia associada a fun¢do de

onda exata do sistema . Este principio pode ser derivado a partir de um sistema de

interesse, cujo operador Hamiltoniano H ¢ independente do tempo e de uma func¢do de

onda tentativa Y, ndo normalizada, dependente das coordenadas ® das particulas do

]

sistema. Neste caso, um dos postulados da mecanica quéntica ! assegura que o valor médio

(ou esperado) da energia € calculado pela expressao:

Wi A v 40

E *
E) [V Ve do

3.1

Escrevendo Y, como uma expansdo em termos do conjunto completo de

auto-fungdes ortonormais de H :

Vi =240, - (3.2)

Lembrando que:

[:Iq)i =E9,. (3.3)
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tem-se a equagdo 3.1 sob a forma:

fzajq’j(m)H%“kq’k(w)dw jZajq)j(w)%akEkq)k(w)dw
__J _

(E)= — = — : (3.4)
fzajq’j(w)%“kq’k(m)dw fzajq’j(m)%“kq’k(m)d‘”
J J
Utilizando a ortogonalidade:
ZzajakEkBjk
(E)=- S : (3.5)
Zzajaksjk
j ok

O delta de Kronecker, 0y, indica que todos os termos da integral sdo iguais a zero,

exceto aqueles em que j=k:

2
a,|"E,. 0
Z‘ k‘ Kk Okk (3.6)

(o

Z‘ak‘zskk
k

Considerando-se Ey o menor auto-valor de H :

« p SlacEe Tla Ey
f\lf(m)HW<w)d03:<E ST E— 3.7)
[ WiV (o do %ak >lay]

Estabelece-se, assim, o principio variacional: < E> >E,-

A forma da fun¢do de onda ndo é especificada neste principio. O calculo do valor
médio da energia pode entdo ser realizado com qualquer fun¢do bem comportada (continua,
normalizdvel e com derivadas parciais continuas). No tratamento de sistemas

multieletrOnicos, o principio da indistinguibilidade eletronica exige que a func¢do de onda
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eletrOnica seja anti-simétrica para férmions.

O principio variacional permite também avaliar a qualidade das fun¢des empregadas
no calculo da energia uma vez que, a funcdo de onda tentativa estard mais proxima da
funcdo de onda exata quanto mais préxima a energia a ela associada estiver da energia
exata. Em outras palavras, quanto menor a energia, melhor a funcdo de onda. A
confiabilidade e a popularidade dos métodos variacionais estdo justamente nesta certeza da
energia calculada ser sempre maior que a energia exata, proporcionando um parametro de
comparacao entre as fungdes de onda tentativa e também entre os resultados calculados e os
experimentais. O cdlculo do valor esperado da energia resume-se, portanto, a resolver as
integrais da equacao 3.1.

Virios métodos podem ser empregados para solucionar estas integrais. A utilizacao
do MC com amostragem preferencial para este fim, reestrutura a equacao 3.1 para a forma

de uma equacdo para o cdlculo de média 2

V(o)

Multiplicando o integrando do numerador por , pela esquerda do operador

V(o)

Hamiltoniano, obtém-se:

Ay,

VoV T()dco

(E)= _ Vo (3.8)
[V oV (@do

Definindo-se a energia local (E;) como:

ﬁ‘l’( )
Erw === =, (3.9)
(®)

tém-se que:
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(3.10)

(E)= [V Vo Eyede '
[V Vi do

Utilizando-se do teorema do valor médio e do conceito de amostragem preferencial

do MC (equagdo 2.12), a equagdo 3.10 € alterada para a forma de uma média ponderada:

. 1 M
()= fim i) =By a1
o0 i=1 Wz

sendo que M € o nimero de pontos utilizados para o cédlculo da média. O subscrito l|l2

indica que esta média é obtida de uma populagdo de pontos distribuidos segundo a fun¢ao

PeEsO Py
(3.12)

Esta funcdo peso € a propria funcdo densidade de probabilidade eletronica. Desta
maneira, o cdlculo do valor esperado da energia é transformado de uma integral para uma
simples média aritmética. O valor médio da energia €, entdo, igual a média da energia local,
calculada nos pontos do espago de fase gerados (equagdo 2.19) de acordo com a fung¢do
peso. O erro nesse calculo é dado pelo desvio padrdo, que representa a dispersdo dos pontos

utilizados ao redor da média:

(3.13)

O MCV apresenta uma particular e importante caracteristica, além daquelas

herdadas do principio variacional. Considerando o caso em que a fun¢@o de onda tentativa é
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uma auto-funcdo (¢) do Hamiltoniano, a energia local calculada em cada ponto do espaco

de fase (Er(w) € uma constante (Ey):

H E
Ei o = %0 _Edw -E,. (3.14)
¢(w) q)(w)

Consequentemente, o valor médio da energia apresentard um desvio padrdao
(equacdo 3.13) igual a zero. Esta constatacdo permite afirmar que o erro associado aos
resultados € causado unicamente pela imprecisdo da funcdo de onda tentativa, podendo o
desvio padrdo ser empregado como uma medida na avaliacdo da qualidade destas funcoes.
Assim, 0 MCV estabelece adicionalmente que quanto mais proxima a funcdo de onda
tentativa estiver da funcdo de onda exata, menor serd o desvio padrdo associado a média da
propriedade calculada.

Na pratica, o MCV consiste em calcular a média da energia local (ou qualquer outra
propriedade local), a partir dos pontos distribuidos conforme a func¢ido densidade de
probabilidade. Por isto, a qualidade dos resultados estd intrinsecamente relacionada com a
funcdo de onda tentativa. As equacdes 3.9 e 3.11 sdo as bases do MCV e, portanto,

resumem o método.

3.1.1 — A Equacdo de Fokker-Planck

A aplicacdo do algoritmo de Metropolis diretamente nas equacdes do MCV provoca
uma alta taxa de configuragdes rejeitadas, num conseqiiente desperdicio computacional.
Isto ocorre como resultado do deslocamento aleatdrio utilizado na geracdo das
configuracdes. Esta estratégia, que desconsidera a forma da func¢do peso, cria um nimero
considerdvel de configuracdes pouco importantes para a média, sendo sua maioria
descartada na etapa de aceitagao-rejeicao do préprio algoritmo de Metropolis.

Uma alternativa para incrementar esta criacdo de configuracdes estd fundamentada

na equagio de difusdo de Fokker-Planck *! para o modelo continuo da matéria:
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2
Pty _ 1] 9 Ay Oy

1

o =2l a2 ox [|Pabor

(3.15)

Esta equagdo descreve a evolugdo temporal da distribui¢do de probabilidade p.
Nessa descri¢do, foi considerado que os eventos seguem uma seqiiéncia de natureza
markoviana, em que a probabilidade de ocorréncia de um evento descrito por um conjunto
de coordenadas genéricas x apds um tempo ¢ depende apenas da probabilidade de
ocorréncia do evento imediatamente anterior, descrito pela coordenada genérica y. O
primeiro termo da direita descreve o processo de difusdo e o segundo termo é uma
conseqiiéncia de uma forga de friccdo, contraria a0 movimento de difusdo. Os coeficientes
Ajy € Fjy sdo escolhidos de acordo com o modelo empregado para representar o sistema de
interesse. A similaridade entre esta equacdo e a equagdo de Schrodinger dependente do

tempo sugere que A;= 1:

2
ap(xly;t) _ Zl J Py _ a(Fi(X)p(xly;t))
ot T2 ax2 ox

(3.16)

A estabilidade dos sistemas microscopicos estd associada ao estado estaciondrio

desses sistemas. Nesse caso, a fungdo distribui¢do de probabilidade fy) € :

(3.17)

ap(xly;t) —0:

e a convergéncia para esse estado € alcancada fazendo 5
t
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3o AFfw)
Z{ - - (a;” =0. (3.18)
i X
Esta soma € nula para a condicao:
" fuo IFicy U
Y= My R, 3.19
x> (x) ox i(x) ox ( )
af( )

A fungéo Fj) assume a forma F; ) =g, a—x para que surja a 2* derivada da fungdo f a
X

direita da expressdo 3.19, caso contrdrio a igualdade nunca seria estabelecida. Fazendo essa

substitui¢ao:
2 2 2
9" fi _ % U +f g 9" fiw U (3.20)
x> (x) ox  ox (x) & (x) o2 (x) ox : :
A igualdade acima exige que g, = L Desta forma, a funcdo Fj) fica sendo
(x)
definida como:
0’ 0’
1 e —9 Vi 1 (3.21)

i(x) = 2 2 .
f(x) ox ox \ll(x)

As trajetorias das particulas compativeis com a equacdo de difusdo de
Fokker-Planck — equagdo 3.16 — sdo geradas por meio da equacdo de Langevin.

- . L. . . . 12
A descri¢do microscépica de Langevin para o movimento browniano !

, originario
das forcas produzidas somente pelas colisdes as que estdo sujeitas as particulas de um

fluido, assume que a forca resultante da equagdo de movimento de Newton para essas
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particulas (A ) pode ser dividida em forca de friccao (atrito; iv) e for¢a randomica (R):

av(x’[)
=t Ry, (3.22)

A(x’t) =m

A forca randomica € considerada uma varidvel aleatéria, como conseqiiéncia de
uma combinacdo de efeitos. A determinacdo da dinamica dessa equacdo requer algumas
consideragcdes sobre as propriedades estatisticas da varidvel aleatéria. Uma delas, assume
que o valor médio de R, € zero. Esta afirmacdo € justificada pelo cdlculo do valor médio da

equacgdo de Langevin para um sistema em equilibrio:

v
W _ —0- 2
<8t> 0 e (W) =0; (3.23)
logo
<R(t)> =0. (3.24)

A equagdo de Langevin que corresponde a equacao 3.19 é:

ox

Y Fieny TN (3.25)

sendo M a varidvel randomica com distribui¢do gaussiana, apresentando média zero e
variancia 1,0. Integrando num intervalo de tempo ¢, é obtida uma expressdo para o

movimento das particulas adequada as simula¢cdes de Monte Carlo:

y=x+F; 0t +). (3.26)
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Nessa tultima expressdo, ¥ € uma varidvel aleatéria gaussiana com média zero e
varidncia igual a um e & o intervalo de tempo. Adicionando essa movimentacdo ao
algoritmo de Metropolis, os pontos serdo deslocados preferencialmente para regides com
maior probabilidade, isto significa que as configuracdes mais significativas para o cdlculo
das médias das propriedades serdo mais exploradas do que as configuragdes com pequenas

probabilidades de ocorréncia.
3.1.2 — Corre¢do dos Deslocamentos no Algoritmo de Metropolis

A equacgdo 3.26 produz uma distribui¢do de probabilidades que € solucdo exata da
equagdo de difusdao de Fokker-Planck, mas apenas quando é empregada na sua forma
continua. A utilizagdo discreta dessa equacdo (Jd > 0) introduz desvios crescentes nas
trajetdrias, e portanto no cdlculo da energia, com o aumento de &. Mesmo o uso de valores
proximos de zero para este parametro nao é aconselhdvel porque a taxa de aceitacdo da
simulacdo ficaria muito alta, o que nao € comum em simulacdes de Monte Carlo 51 Bsse
erro pode ser eliminado na etapa de aceitagdo e rejeicao do algoritmo de Metropolis.

A escolha das configuracdes no método de Metropolis € feita comparando-se a
probabilidade de transicdo P entre dois estados subseqiientes x e y. A probabilidade de
transi¢do do estado x para o estado y (P() € composta pela probabilidade de transi¢do
marginal G, ,.s), multiplicada pela probabilidade de encontrar o sistema no estado x (\|I(x)2).
A probabilidade de ocorrer o movimento contrdrio, de y para x, também deve ser

considerado, o que leva a aceitar o movimento de acordo com a expressao:

Ay =min(lq, ), (3.27)
sendo
Giryion Vi
Gy = 2200 (3.28)
G(y,x;Bt)W(X)
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o que define o balanceamento detalhado.
O desvio provocado pelo uso de J > 0 na equagio 3.26 € corrigido, empregando-se
a solugdo continua da equacgdo de Fokker-Planck como probabilidade marginal. A equagao

3.15 pode ser escrita na forma:

s _ Lf, (3.29)
ot

sendo L = %Vz —VF,. A solugdo dessa equagio é:

Gy = epr%Vz —V.F, - F, -Vjﬁt} : (3.30)

Assumindo que a for¢a F permanece constante durante o movimento, a equagao 3.30 pode

ser integrada em fung¢do de &. Apds normalizada, € obtida a expressdo abaixo:

Go, v = (2m81) V2 expl- (y - x - 81F, ., ) / 251] (3.31)

que € utilizada como probabilidade marginal na equacao 3.28.
A densidade de probabilidade no ponto y (f(,)), no estado estaciondrio, ¢ dada pela
integral realizada no espaco de fase, da probabilidade de transicio G multiplicada pela

densidade de probabilidade de cada ponto desse espago:
Jovavon = JG(y,x;st)f(x,,)dx. (3.32)

Iteracoes repetidas das equacdes 3.26 e 3.27, produzem uma distribui¢do compativel

com a equagdo 3.32 para o estado estaciondrio no ponto y, f, ., = \p2 .
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3.1.3 — A Fun¢do de Onda

A construcio de uma funcdo de onda aproximada para ser utilizada em
metodologias de cédlculo de estrutura eletronica, deve considerar alguns aspectos gerais das
funcdes de onda exatas 57 S30 conhecidas vérias propriedades das solugdes analiticas da
equacdo de Schrodinger para sistemas simples, monoeletronicos, € que devem ser
obedecidas na medida do possivel, para que uma fun¢do de onda aproxime-se da fungao de
onda exata do sistema. Algumas delas sao:

e A funcdo deve fornecer valores reais para as observdveis calculadas e ser
quadrado integravel, para que existam interpretacdes fisicas associadas aos
resultados experimentais.

¢ A densidade eletronica deve apresentar um comportamento assintético para zero
com o aumento das distancias para os nicleos da molécula.

e A funcdo de onda exata deve ser anti-simétrica com a permutacdo de qualquer
par de elétrons.

Além dessas propriedades globais, existem também outras consideragdes de carater
local. A energia local deve ter um valor finito para quaisquer posicdes espaciais dos
elétrons, portanto, as singularidades que surgem no potencial pela superposi¢do de cargas
devem ser compensadas pelo termo correspondente da energia cinética local. Essa
compensac¢do resulta numa descontinuidade na primeira derivada da fun¢do de onda (W)
quando duas particulas carregadas estdo sobrepostas, conhecida como cuspide nuclear. Um
melhor entendimento dessa propriedade é obtido, examinando-se o 4tomo de hélio ).

O Hamiltoniano eletronico nao-relativistico para o dtomo de hélio em unidades

atomicas € apresentado a seguir:

gty 2z 1 (3.33)
2

|r1| |r2| |r1 _r2|
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O sistema de coordenadas estd centrado no nucleo. A varidvel r; corresponde as
coordenadas cartesianas do elétron i e Z € a carga nuclear. Esse Hamiltoniano apresenta
singularidades nos termos atrativos quando r;=0 e =0 e no termo repulsivo quando
r| = rp, considerando que as particulas se comportam como cargas pontuais. Nesses pontos,
a solug¢do da equacgdo de Schrodinger deve balancear as singularidades do Hamiltoniano
para assegurar que a energia local (€) permaneca constante e igual ao auto-valor E do

sistema.

E=¢ = —wa (3.34)
- (rl’rz) - . .
\J

(1,12)

Esse balanceamento poderd ocorrer somente nos termos relacionados a energia

cinética (E.) dos elétrons (7):

1
E = —Ev? Vi (3.35)

As implica¢Ges dessa exigéncia na funcio de onda sdo explicitadas se o operador de
energia cinética for reescrito em termos das coordenadas radiais r; € ry, que sdo as
distancias entre cada um dos elétrons e o nicleo, e a distincia intereletronica, ry,. Isso €

possivel devido a simetria angular do sistema:

2 2 2
g lg(2 20 2z) (9 2 8 1

2 ar,? r_iari r; 31‘122 r, o, Iy
_[nnp 9  nrp 0 9 (3.36)
r,r,odr r,r,oar,)dr,

A singularidade do ntcleo pode ser balanceada pelo termo da energia cinética

proporcional a 1/r;:
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i

29 2Z
[__ + _-j\" ) =0 (3.37)

portanto,

v

=—ZVY, _o - 3.38
ar. Vx,=0) (3.38)

r,=0

Essa equacdo estabelece o comportamento da fung¢do de onda do estado
fundamental nas proximidades do nucleo e que € conhecida como condi¢do de cuspide
nuclear. Se a funcdo de onda ndo for anulada quando r;=0, a condi¢do de cuspide nuclear
serd satisfeita se essa funcdo exibir um comportamento exponencial em r;. As fungdes

orbitais de Slater apresentam esta caracteristica. Especificamente, para o elétron 1:
Wi = €XP(= 200 W0, (3.39)

Apesar da condi¢do de cuspide nuclear ter sido gerada para um caso atdmico, suas
implicacdes ndo ficam restritas somente a este tipo de sistema. O comportamento eletronico
em moléculas € feito através de fungdes moleculares obtidas a partir de funcdes
monoeletronicas, que sao normalmente expansdes em fungdes de base centradas nos
nucleos atdmicos. Assumindo que o comportamento dos elétrons proximos dos nicleos sao
completamente determinados pela forma analitica da func@o de base, a condicao de cuispide
nuclear impde a mesma restricdo das funcdes de onda atdmicas a forma dessas fungdes de
base nas regidoes proximas dos nucleos. Portanto, utilizando fung¢des orbitais atbmicas, que
satisfazem a equacdo 3.32, sdo obtidas funcdes de onda moleculares aproximadas que
também obedecem completamente a condi¢do de cuspide nuclear.

Analogamente, a singularidade que surge da superposi¢do dos elétrons também

deve ser balanceada pelo termo cinético proporcional a 1/r};:
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2 9 1
(____jw =0, (3.40)

r, or, T,

sendo, portanto, também estabelecida uma condic@o de cispide Couldmbica ou eletronica:

_\V(FIZZO) . (3.41)

Essa condi¢dao de cuspide tem implicacdes mais profundas na fun¢do de onda do
que o caso nuclear. Considerando um arranjo colinear entre os elétrons e o nicleo do 4tomo
de hélio no estado fundamental, a expansdo da funcdo de onda na regido proxima a r|=r; €

r;»=0¢é:

oV oy
Vi .r,.x,) :W(rl,rl,0)+(r2 - )a_ +r12—a +-e- (3.42)
T2 L=r Ti2 I,=T
Substituindo a equacdo 3.41:
oy 1
Vi = Vom0t @ -1 )_ar +§|r2 Y0t (3.43)
2 =T

Dessa forma, a condicdo de cuspide eletronica exige que a func¢do de onda seja
continua mas que tenha a derivada primeira descontinua, quando os elétrons estiverem

sobrepostos.

3.1.4 — Func¢do de Onda Teste no Monte Carlo Variacional
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A escolha da fun¢do de onda teste (W) € crucial para a qualidade dos resultados do
MCV, porque todas as observdveis sdo calculadas com respeito a distribuicdo de
probabilidade I\|l|2. Nesse método, a energia é calculada por meio das equagdes 3.9 e 3.11,
observando-se os detalhes destacados anteriormente. Um exame cuidadoso dessas
expressoes revela uma exigéncia adicional para a funcdo de onda teste, além daquelas
provenientes do formalismo quantico. Essas equag¢des podem ser utilizadas apenas se a
funcdo de onda teste empregada permitir o cancelamento das coordenadas de spin entre o
numerador e o denominador. O completo desconhecimento da forma funcional das fungdes
de spin impede que a energia local (equagdo 3.9) seja calculada por meio de funcdes de
onda teste que apresentem dependéncia com a varidvel de spin, e que a integral (equacio
3.11) possa ser resolvida por simula¢do de Monte Carlo.

A funcdo de onda teste tipica em simulagdo MCQ que permite o cancelamento das

coordenadas de spin, € descrita como um produto entre determinantes de Slater de funcdes

de spins opostos P38l
V= 0,05 (3.44)
%oy PQ%a OO

L |00y Or)Qay = §opy Oy

(Pa:ﬁ

b

Onviy®%ay Ovy®2 o One %

¢1(n+l)B(n+l) ¢1(n+2)B(n+2) ¢l(2n)B(2n)
1 ¢2(n+l)B(n+l) ¢2(n+2)B(n+2) ¢2(2n)B(2n)

AL vy

¢N(n+l)B(n+l) ¢N(n+2)[3(n+2) ¢N(2n)B(2n)

b

sendo ¢y a parte espacial da fun¢do de onda monoeletronica.

Essa funcdo de onda permite fatorar os termos de spins podendo ser cancelados
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quando do uso dessa funcdo nas equagdes do MCQ. O desdobramento do determinante de
Slater em dois outros de spins opostos € justificada porque todas as permutagcdes existentes
numa fun¢do de onda anti-simétrica tém um equivalente operacional presente na fungao de
onda fatorada. A correspondéncia entre os termos € observada renumerando os elétrons da
funcao fatorada.

Essa funcdo (equacdo 3.44) obedece vérias propriedades globais das funcgdes de
onda exata: assume valores reais, com a escolha adequada das funcdes espaciais
monoeletronicas, e € quadrado integravel. Ela pode também satisfazer propriedades

locais !

, como a correta representacdo dos nos e a condi¢do de cuspide. Essa ultima
caracteristica € facilmente verificada, observando-se que a equacdo 3.38 requer a derivada
da funcdo de onda com relagdo as coordenadas espaciais dos elétrons. Sendo esta fungdo de
onda um determinante, sua derivada serd simplesmente a soma dos determinantes, cujas
colunas foram seqiiencialmente substituidas por suas respectivas derivadas. Mas cada
coluna do determinante (equacdo 3.44) envolve apenas as coordenadas de um elétron,
portanto, a derivada desse determinante com relacdo a posi¢ao espacial de um dos elétrons

corresponderd a apenas um determinante, o qual teve os elementos da coluna referente a

posicdo desse elétron substituidos por suas derivadas. Para o elétron 1:

0
a_‘V:M, (3.45)
or, or,
8(1)1(1)06(1)
—_— (x cee (x
or 01202 G100y 0y
901 Oty
%:La— Pr2)%2) v Do)y |
o, /n! .rl : :
aq)zv(i)o‘(l)
B OOy = Oy
h

Substituindo as equacdes acima na expressdo 3.38, t€ém-se que a condicdo de

cuspide nuclear deve ser obedecida individualmente por elétron, independente da posi¢ao
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dos demais elétrons. Considerando a condi¢do de cuspide para o elétron 1:

aq)k(l)

or

= 20y o) - (3.46)

r,=0

Assim, a funcdo de onda fatorada satisfaz a condi¢do de cispide nuclear se na sua
constru¢do for utilizada fungdes monoeletronicas que, individualmente, obedecem essa
mesma exigéncia. As funcdes de Slater monoeletronicas apresentam este comportamento e,
por isso, sdo as mais empregadas em MCQ; ao contrdrio das funcdes gaussianas que nao
apresentam um perfil adequado nas regides proximas dos nicleos, mas sdo largamente
empregadas nos métodos iterativos por causa da sua conveniéncia matematica.

Por sua vez, a condicdo de cuspide eletronica (equagdo 3.41) ndo pode ser satisfeita
por fun¢des de onda compostas por um unico determinante, que € o caso da func¢io de onda
fatorada, porque ndo apresentam dependéncia com a distancia intereletronica (7).

Estas caracteristicas fazem com que a func@o de onda fatorada forne¢a os mesmos
valores médios e também os valores locais de qualquer observével, calculados com uma

funcdo de onda formada por um determinante de Slater.
3.2 — Limita¢des da Fun¢do de Onda Fatorada

Apesar dos aspectos positivos da funcdo de onda fatorada viabilizarem o MCQ,
essa fun¢do ignora postulados fundamentais da teoria quantica, como a anti-simetria dos

elétrons de spins opostos e a indistinguibilidade eletronica.
3.2.1 — A Anti-simetria de Pauli

A descri¢do de um sistema pela mecanica cldssica nao sofre nenhuma interferéncia
quando as particulas sdo identificadas, seja por sua trajetéria, velocidade ou energia. Por

sua vez, a mecanica quantica ndo permite esta forma de discriminag¢do. O principio da
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incerteza estabelece que ndo € possivel conhecer simultaneamente a posicdo € 0 momento
de uma particula microscépica, ou melhor, que nio € possivel conhecer simultaneamente os
valores de propriedades complementares (propriedades cujos operadores nao comutam).
Portanto, as particulas microscépicas podem ser identificadas somente por caracteristicas
como a massa, carga ou spin. A funcdo de onda de um sistema formado por particulas
microscopicas idénticas ndo pode, entdo, distinguir estas particulas.

A func¢do de onda que representa um sistema formado por n particulas depende das

coordenadas espaciais e das coordenadas de spin de todas essas particulas. Definido o

A

operador permuta¢do Pl-j como um operador que troca as coordenadas espaciais e de spins,

genericamente representadas pela letra ¢, entre duas particulasie :

PV (4101).42(2).43G)....qn(m) = X(q2(1).91(2).433)....qn(m)) (3.47)

Uma vez que as particulas sdo indistinguiveis, a permutagdo dos elétrons pelas
coordenadas ndo pode alterar o estado do sistema. As duas fungdes de onda, y e ¥ , devem

representar o mesmo estado e isto s6 € possivel se elas diferirem entre si por somente uma

constante multiplicativa c:

X(g2(1).412).433)....qn(n)) = € Y (q1(1).42(2).43(3)....qn(n)) (3.48)

Substituindo a equagdo 3.48 em 3.47:

BV (4101).92(2).43G)qn(m) = € V(q1(1).g2(2).g3(3)...oqn(n))* (3.49)

O valor numérico da constante ¢ é obtido se for observado que duas aplicacdes
sucessivas do operador permutacdo sobre uma funcdo de onda mantém esta funcdo

inalterada:
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PaPio W(g101),92(2),433),...n(m) = Y (g1(1),92(2),43(3),....gn(m)) " (3.50)

P,h, Y(41(1).42(2),433).....qn(n)) = P12X(q2(1),q1(2),q3(3) ..... gn(n))’ (3.51)
a equacdo 3.48:
PIZX(qZ(l),ql(Z),q3(3) ..... gn(n)) = CP12 W(ql(l),q2(2),q3(3) ..... gn(n)) (352)

D 2

P2 Y (4101).422).433)....qn(m) = €~ Y (q1(1).42(2).433).....qn(n))? (3.53)
tém-se:

D D _ 2

PP V(411).42(2).433).qn(m) = € V(g1(1).42(2).43G).....qn(n))" (3.54)

2
V(g1(1).42(2).43G).qn(m) = €~ V(q1(1).42(2).43G)....qn(n) (3.55)

A igualdade € alcancgada apenas se ¢ assumir os valores +1 ou —1. Assim, conclui-se
que a fungdo de onda de um sistema de n particulas independentes deve ser simétrica (c=1)
ou anti-simétrica (c=-1). A op¢do por uma dessas funcdes de onda para representar os
elétrons de um sistema s6 foi possivel a partir de evidéncias experimentais, diretamente

relacionadas com o spin eletronico.
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No inicio da década de 1920, Stern e Gerlach realizaram um experimento
mostrando que os atomos de prata apresentavam duas orientagOes diferentes para o
momento angular magnético, o que estaria em desacordo com a teoria quantica vigente que
previa apenas uma linha espectral. Uhlenbeck e Goudsmit propuseram, em 1925, que o
elétron teria um momento magnético intrinseco — momento de spin — , além do momento
angular orbital, explicando a estrutura fina de espectros atdmicos. Em 1928, Paul Dirac
desenvolveu a mecénica quantica relativistica do elétron, na qual o spin eletronico aparece
naturalmente. Essas observagdes demonstraram que a funcdo de onda que especifica o
estado eletrbnico completamente ndo depende somente das coordenadas espaciais, mas
também do estado de spin do elétron. Essa dependéncia pode ser inserida no modelo tedrico
ndo-relativistico, multiplicando-se a parte espacial da funcdo de onda por uma das duas
funcdes de spin.

Considerando os primeiros postulados da quimica quantica — anteriores a proposta
de spin eletrobnico — essa simples operacdo de multiplicacdo ndo acarretaria nenhuma
alteracdo nos valores das propriedades calculadas por operadores que atuam apenas nas
coordenadas espaciais, o que inclui o operador Hamiltoniano. Nesse contexto, era esperado
que estados que diferissem apenas nos seus estados de spins eletronicos, tivessem 0 mesmo
valor para varias propriedades, inclusive a energia. No entanto, foi verificado
experimentalmente que dois estados de um mesmo atomo, com 0 mesmo momento angular
total, mas com diferentes momentos de spin, ndo possuiam a mesma energia. Esta
inconsisténcia entre a observacdo experimental e a previsio tedrica, foi superada com o
emprego de funcdes de onda eletronica anti-simétricas. Essa exigéncia foi incorporada ao

formalismo da mecanica quantica na forma de postulado:

“A funcdo de onda de um sistema multieletronico deve mudar de sinal quando as

. . L U . 5
quatro coordenadas, x, y, z, e spin s, de quaisquer dois elétrons sdo intercambiadas” "'

Esse € o postulado da anti-simetria de Pauli. Ele ndo pode ser derivado diretamente
da equacdo de Schrodinger, ou das propriedades do momento de spin eletronico,

semelhante ao trabalho de Dirac. Esta é uma lei independente 391,
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Uma importante conseqiiéncia desse postulado € observado quando sdo fixadas as

mesmas coordenadas espaciais e de spin para dois elétrons. A anti-simetria exige que:

Y (q101).922).43G).qn(m) = ~ Y (q1(2).42(1).433)....qn(n)) (3.56)

Considerando que os elétrons 1 e 2 tém as mesmas coordenadas, gl1=g2:

V(g1(1).412).433)....qn(m) = ~V(g1(2).411).g33)....qn(n)) > (3.57)

2V (41(1).41(2).3G).ngn(m)) = 0 (3.58)

Para a equacgdo 3.58 ser satisfeita:

Y (41(1).q1(2).3(3),ngn(m)) = 0 (3.59)

A equacdo acima indica que dois elétrons ndo poderdo assumir as mesmas
coordenadas espaciais e de spin simultaneamente, ou que elétrons com mesmo spin tém
probabilidade igual a zero de serem encontrados no mesmo ponto do espago. Esta restri¢cao

€ conhecida como principio de exclusio de Pauli.
3.2.2 — A Fungao de Onda Fatorada e a Anti-simetria

Analisando a fun¢do de onda fatorada — equagdo 3.44 — , observa-se que ao separar
parte dos elétrons do sistema, fixando uma mesma fun¢do de spin para eles e uma outra
funcdo de spin para os elétrons restantes, cria-se identidades distintas entre estes dois
conjuntos de elétrons. Essa separacao, além de impor uma caracteristica diferente para cada
elétron, impede a funcdo de onda de satisfazer o postulado de anti-simetria de Pauli, com

respeito aos elétrons de spins opostos. Os elétrons com spin alfa ndo assumem as
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coordenadas com spin beta e vice-versa, assim, ao aplicar o operador permutacio entre dois
elétrons com spins diferentes, a funcdo de onda ndo troca de sinal, como exigido pelo

postulado da anti-simetria. Considerando o dtomo de litio:

V23 = Pua,2)Pp3) > (3.60)

em que os numeros representam as coordenadas dos respectivos elétrons,

1[0 @ay 01202 1
P12y = = € Pp3y = =030 - (3.61)
2 J2! Gy §a2)%a) P®) V1t 1P
Substituindo as equagdes 3.61 em 3.60:
L Jo
Va3 = E Oy Oy D22y % 2) = Doty O 1y Dy 2) A2y B13)B3) - (3.62)

Aplicando o operador permutacao entre os elétrons 1 e 3:

1

P3V(23) = 2(¢1(3)0°(3)¢2(2)0‘(2) = 0303 P1(2) 02 )¢1(1)|3(1) :

(3.63)

A permutacdo entre os elétrons 1 e 3 criou uma funcdo de onda — equagdo 3.63 —
que representa um outro estado eletronico para o litio que ndo aquele representado pela
equacgdo 3.62, uma vez que a diferenca entre essas duas fun¢des de onda ndo se resume a
uma constante multiplicativa.

Diante dessas observagdes, tem-se um paradoxo no MCQ, qual seja, o método
necessita de uma fun¢do de onda que permita cancelar as coordenadas de spins dos elétrons
para calcular os valores médios de propriedades quanticas. Contudo, a fun¢ido de onda que

viabiliza o método, ndo satisfaz um dos postulados mais importantes da quimica quantica.
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Em suma, ou o MCQ € utilizado mesmo violando postulados da teoria quantica, ou opta-se

pela integridade dessa teoria em detrimento do método.
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Capitulo 4 — A MATRIZ DENSIDADE

A relagdo excludente criada entre o método e a teoria, pode ser superada através do
conceito de matriz densidade para a descricdo dos estados eletronicos dos sistemas. Em
seguida, é apresentado o conceito de matriz densidade que serd empregada na construgdo

das propostas metodoldgicas desse trabalho.

4.1 - Matriz Densidade

A descricdo precisa e conveniente de fendmenos observdveis da natureza é
entendida como sendo a representacdo dos estados desses sistemas fisicos e que utiliza

A . e e . 4
parmetros consistentes ¢ com significado operacional **

. Uma descricdo com estas
caracteristicas, permite prever o comportamento dos sistemas e/ou interpretar fisicamente
os resultados experimentais. Nos sistemas quanticos, isso significa conhecer os estados
quanticos puros, que sdo caracterizados pelo conjunto de nimeros quanticos (principal,
angular, magnético e de spin) que os definem e cujas propriedades sd@o univocas para um
mesmo experimento. Matematicamente isso quer dizer que dado um estado quantico puro,
o resultado da operacdo de um operador Hermitiano sob uma funcdo que represente
exatamente este estado € um auto-valor desse operador, sendo esta constante a observavel
representada pelo operador. Os sistemas quanticos multieletronicos possuem
particularidades que impedem especificar os estados quénticos puros. Nesses casos, O
estado quantico € descrito como uma superposicio de estados e o resultado para a
observdvel € um valor médio ou mais provével de ser encontrado numa observacdo. Nessas
circunstancias, a forma mais apropriada de representar estes sistemas € através do conceito

de matriz densidade que desempenha um papel semelhante ao das funcdes densidade de

probabilidade da mecanica estatistica.

4.1.1 - Definicao

HL42] & Dirac introduziu-a
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A matriz densidade foi desenvolvida por von Neumann



no método Hartree-Fock . Léwdin generalizou o conceito para incluir o tratamento de
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funcdo de onda exata ou de quaisquer fung¢des de onda aproximadas
desenvolvimentos permitiram simplificar e interpretar diretamente a descricdo dos sistemas.

Uma quantidade fisica ® associada a um sistema é representada por um operador
Hermitiano €, simétrico para todas as particulas com a mesma natureza, podendo ser

expresso sob a forma de um somatério de operadores [°":

1 1
Q_QO+;Qi+5izj QU+§Z Q+-- . 4.1)

- ijk

O primeiro operador, €y, independe das coordenadas das particulas; o segundo ,Q;,
depende das coordenadas de apenas uma particula, o terceiro, £2;;, tem como varidveis as
coordenadas de duas particulas simultaneamente e assim sucessivamente. As fracdes que
multiplicam cada parcela estdo excluindo as permutacdes que sdo repetidas.
Exemplificando: Fazendo i=1 e j=2, o operador de duas particulas (£;,) ird atuar nas
coordenadas destas particulas, contribuindo com um determinado valor para o célculo da
propriedade. A contribuicdo dessas mesmas duas particulas serd contabilizada para a
propriedade uma segunda vez, quando i=2 e j=1. Esta duplicidade de contribui¢des &
compensada, dividindo-se o somatdrio pelo niimero de permutagdes possiveis entre essas
particulas. A extensdo € direta para os demais casos. O sinal sobrescrito a direita do
somatorio indica que a respectiva soma omite 0s termos que apresentam dois ou mais
indices iguais. O valor médio da propriedade para um sistema caracterizado por uma funcao

de onda normalizada y € calculado pela equacdo abaixo:
<0)> = j\u* Qvydg, 4.2)

sendo que ¢ representa as coordenadas que definem o estado de todas as particulas.

Substituindo a equagdo 4.1 na expressao acima:
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« | R I o

(o) =]v (QO +TQ 48 Q4 3y +---jwdq. (4.3)
i Lij L ijk

Considerando que as N particulas sdo idénticas, as parcelas de cada um dos somatdrios sao

iguais para cada conjunto de indices e, por isso, podem ser substituidas por operacdes de

multiplicagdo:

<w>=.[\|’*[90 +NQ, +%N(N_1)Q12 +;N(N—1)(N—2)Q123 +"}\qu- 4.4)

Essa expressdo pode assumir uma outra forma:

(0)=Q[v ydg+[y'NQ ydg+[y EN(N—l)lewdw

. 1
+]y §N(N —~1)(N =2)Q,; wdg +---. (4.5)

Os operadores atuam individualmente nas coordenadas das particulas especificadas. Se as
integracdes nas coordenadas das demais particulas forem realizadas antes da operacdo
sobre as func¢des de onda, a contribuicdo de cada parcela para o valor médio da propriedade
fica inalterada. Para que isso ocorra, € necessdrio alterar as coordenadas das particulas
especificadas no complexo conjugado para um espaco complementar, evitando que o

respectivo operador atue nessas coordenadas:

(0)=Q) +[Q, (NI‘V(*l'z&..N) V(23..v) 4423 )qu *

1

+J.912 [EN(N —I)J.\Vazg,“[v)\I’(123...N) dqs jdchz L (4.6)

Os indices referem-se as coordenadas das particulas indicadas. Aqueles que apresentam
uma marca sobrescrita representam as coordenadas modificadas. O valor médio da
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propriedade € corretamente calculado realizando, inicialmente, a integracdo nas
coordenadas das particulas que ndo sdo afetadas pelo operador (g;_ ). Apds a atuacdo dos
operadores, as coordenadas modificadas sdo restituidas a sua condi¢do original, para em
seguida se efetuar as integrais nas coordenadas das particulas excluidas da primeira
integracao (q12..i-1) -

As expressoOes entre parénteses na equacdo 4.6 definem as matrizes densidades de

vérias ordens M.

1% ordem:
Y(ql'l gl) = Nj\If(*l'zgm)‘lf(123...)d‘]23..,N .7
2% ordem:
1 *
I'(ql',q2'1 ql,42) = EN(N - 1),[\“(1'2‘3.“1\/)\“(123...N)qu...N (4.8)

p-ésima ordem:
! ' ' N *
I'(q1'.q2,--.qp'1 ql.2,--.qp) = , [Wia o W2sp @iy (49)

n-ésima ordem:

B

[(ql',q2',---,qN"l 1,g2,---,gN) = Wi,y W23 n) - (4.10)
Essas defini¢Oes estdo inter-relacionadas pela equacdo abaixo:

I'(ql',q2',...,qp =11 ql,q2,....qp—1) =

= Ljf(ql‘,q?,...,qp'l ql,q2,...,qp)dqgp . “4.11)
N+1-p

Os resultados das integrais totais das matrizes densidades sdo obtidos das suas proprias

defini¢des:

[v(ql'lglydgl = N , (4.12)
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[T(q1'.q2' q1,92)dqldq2 = %N(N -1), (4.13)

N
[T(ql'.q2',+-,qp'1 q1,42,---,qp)dqldq2...dgp = (pj : (4.14)

A integral total da matriz densidade de primeira ordem informa o nimero de
particulas do sistema. Para a matriz densidade de segunda ordem € obtido o nimero de
pares de particulas distintos que podem ser formados. A seqii€ncia das integrais totais para

as demais matrizes densidades fornece resultados similares a esses.
4.1.2 — Matriz Densidade e a Anti-simetria

As matrizes densidades de véarias ordens apresentam as propriedades de simetria
correspondentes da fun¢do de onda utilizada para formé-las. Para a situacdo fisica de um

sistema de N elétrons, que € descrita por uma fun¢do de onda normalizdvel e que satisfaz o

postulado da anti-simetria de Pauli, as matriz densidades criadas com essas fun¢des serao

[43

também anti-simétricas *"**!, No caso particular da matriz densidade de 2* ordem:

B,I'(q1',q2' ql,q2) =1'(ql',q2'l g2,q1), (4.15)

1 "
L(gl'q2142.qD) = - NIV =D W(ip3 yWiis..n)dds.n - (4.16)

Utilizando a propriedade anti-simétrica da fun¢do de onda:

1 ]
[(ql',q2' g2,q1) = 5N(N —1)=D)| Vs v Vs.ndds..y = —T(ql'.q21gl.q2) . (4.17)
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Observa-se, entdo, que a matriz densidade conserva a mesma caracteristica anti-simétrica
da fun¢do de onda.

A extensdo desse resultado para as demais matrizes densidades € direta. A
conseqiiéncia imediata € que essas matrizes serdo identicamente nulas se duas coordenadas
eletronicas — espaciais e de spin — forem iguais. Fisicamente, tem-se que a anti-simetria
correlaciona os elétrons de mesmo spin, mantendo-os o mais afastado possivel entre si. Este
fendmeno € conhecido como “buraco de Fermi”.

Em termos préticos, a representacdo através das matrizes densidades de um sistema
eletronico, cujo o Hamiltoniano eletronico € composto pela soma dos operadores de energia
cinética dos elétrons (7), energia de atracdo nucleo-elétron (Zi/r;x) e repulsdao

elétron-elétron (1/ry2), é adequadamente feita pela equacio 4.18:

I'(ql,q214l,q2)

N2

1lql
<E>:IT‘Y(611'|ql)dql—gzkf%qlﬂ dgldg2. (4.18)
1k

O célculo do valor esperado da energia exige o conhecimento das matrizes
densidades de primeira e segunda ordens. As interacdes Couldmbicas utilizam apenas os
elementos da diagonal, y(gllgl) e I'(¢1,92lg1,42), porque os operadores sdo multiplicativos,
enquanto que no calculo da energia cinética dos elétrons € utilizado o elemento fora da

diagonal, y(¢1'lgl).
4.1.3 — Interpretacdo Fisica

Os elementos da diagonal da matriz densidade tem interpretacdo fisica simples e
. . L . . 2 . o
direta %!, Essa interpretacdo € imediata, considerando que |\|I| dg é a probabilidade de

encontrar o sistema num elemento de volume dg ao redor de um ponto g do espaco de

configuragdes:

Y(ql1 gl)dql é a probabilidade de encontrar qualquer um dos elétrons do sistema no
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elemento de volume dgl, ao redor de um ponto r1 e coordenada de spin {1, com todas as

demais particulas assumindo coordenadas espaciais e de spin arbitrarias.

I'(ql,q921ql,q2)dql2 é a probabilidade de encontrar um dos elétrons do sistema no

elemento de volume dgl ao redor de um ponto rl e coordenada de spin {1, e um outro
elétron em r2, no elemento de volume dq2 e coordenada de spin &2, independente das

coordenadas espaciais e de spin das demais particulas integrantes do sistema.
Essas interpretacOes seguem sucessivamente para a seqiiéncia de matrizes

densidades. Por sua vez, os elementos fora da diagonal sdo necessdrios para preservar o

cardter complementar da descri¢do.
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Capitulo 5-  INOVACOES  TEORICAS E  EXPERIMENTOS
COMPUTACIONAIS EM MONTE CARLO VARIACIONAL

A inconsisténcia entre 0o MCQ e a quimica quantica estd centrada na forma em que é
feita a descricdo do sistema. Portanto, esse trabalho se inicia com o estudo da diferenca
entre a descricdo do sistema pela funcdo de onda fatorada e pela funcdo de onda
proveniente do determinante de Slater.

Nesse capitulo também serd apresentado o desenvolvimento tedrico e a proposta
metodoldgica desenvolvida para resgatar a integridade do formalismo da quimica quéntica

no MCV, por meio da matriz densidade.

5.1 — O Determinante de Slater e a Funcao de Onda Fatorada

A descricio de matriz densidade apresentada foi utilizada inicialmente para
identificar as principais semelhancas e diferencas entre uma funcdo de onda fatorada e uma
funcdo de onda construida com o determinante de Slater original. Comparou-se as matrizes
densidades de ordem n integradas nas coordenadas de spin, formadas pelas citadas funcdes
de onda (respectivamente, matriz densidade fatorada e matriz densidade). As funcdes

[47] 48] foram empregadas na

single-zeta de Clementi e Roetti ", reotimizadas por Thakkar
constru¢ao das funcdes de onda.

O mapeamento destas duas matrizes densidades foi feito para o 4tomo de litio. Todo
o sistema ficou confinado no plano z=0, com o nicleo nas coordenadas x=0,0 e y=0,0 e
dois dos elétrons mantidos fixos. O terceiro elétron transitou por regioes definidas do
espaco. As matrizes densidades foram calculadas para cada conjunto de coordenadas
espaciais. Inicialmente os elétrons fixos foram mantidos nas coordenadas arbitrariamente

escolhidas [x=1,269867 ; y=0,834961] para o elétron 1 e [x=—1,669867 ; y=0,834961] para

o elétron 2. Com essas coordenadas, o elétron 1 e o elétron 2 ficaram a 1,52 Aea 1,87 A do

nucleo, respectivamente. As superficies obtidas sdo apresentadas a seguir:
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grafico 5.1 — mapeamento da matriz densidade da fun¢@o de onda construida com o

determinante de Slater.

x10°

T
SN

gréfico 5.2 — mapeamento da matriz densidade da fun¢do de onda fatorada.

As duas superficies apresentam o mesmo perfil: ambas possuem uma regido de
cuspide localizada sobre o nucleo que tende a zero exponencialmente, conforme o elétron
movimentado se afasta do nicleo, num comportamento assintético. A diferenca nos valores
das duas matrizes, para um mesmo conjunto de coordenadas, ndo se reflete nos célculos das
propriedades por serem estes calculos ponderados pela propria matriz densidade. Nessas
superficies, a regido proxima ao nucleo tem grandes valores para a matriz densidade, o que
encobre as diferencas entre elas.

As superficies em seguida mostram detalhe da regido onde um dos elétrons fixos foi

posicionado.
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(fixo) para a matriz densidade (grafico 5.3) e para a matriz densidade fatorada (grafico 5.4).

Nesta regido, a diferenca das duas matrizes densidades fica evidente, em particular
para x=1,0; pois, enquanto a matriz densidade tem um aumento do seu valor que € possivel
ser verificado nos graficos 5.3 e 5.5, a matriz densidade fatorada assume o valor zero, como
nota-se nos graficos 5.4 e 5.5. Quando um dos elétrons fixos é aproximado do nucleo
[x=-0,2;y=0,2], essa diferenca fica ainda mais acentuada. Os graficos que se seguem sao

das superficies obtidas para essa nova configuracdo.

grifico 5.6 — detalhe do mapeamento na regido do elétron fixo préximo do nicleo

obtido com a matriz densidade.

gréfico 5.7 — detalhe do mapeamento na regido do elétron fixo préximo do ntcleo

obtido com a matriz densidade fatorada.
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gréifico 5.8 — detalhe do mapeamento na regido do elétron fixo préximo do ntcleo

obtido com a matriz densidade fatorada — ampliacdo do espaco observado.

A matriz densidade ndo apresenta nenhuma deformacdo préximo do ntcleo, onde um dos
elétrons fixos foi posicionado (grifico 5.6). A matriz densidade fatorada mostra um minimo
nesta posi¢do (grafico 5.7) e um alargamento da base do cuspide (grafico 5.8). Todos estes
desvios de comportamento estdo diretamente ligados a separacdo do determinante de Slater

em dois outros com spins opostos e ao buraco de Fermi artificialmente criado.

5.2 - O MCV com Matriz Densidade.

As equacdes do MCV 3.9 e 3.11 requerem funcdes de onda que possibilitem o
cancelamento das coordenadas de spin para serem calculadas (item 3.1.4 — Funcdo de
Onda Teste no Monte Carlo Variacional). A fatoracdo do determinante de Slater (equacio
3.44) é a solucdo utilizada atualmente para efetuar os célculos, apesar de sua limitagdo
teérica (3.2.2 — A Funcdo de Onda Fatorada e a Anti-simetria). Toda a aparente
incompatibilidade entre 0 método MCV e a teoria quantica reside, portanto, na necessidade
do método em cancelar as coordenadas de spin.

Essa dissocia¢do pode ser superada pela utilizacdo do conceito de matriz densidade
de ordem n, que permite descrever o sistema rigorosamente, independente da coordenada
de spin. Desta forma, o MCV tem sua condicdo corrente ampliada para os limites do
proprio formalismo da atual quimica quantica.

A independéncia da coordenada de spin na descri¢do dos elétrons de um sistema
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atdmico ou molecular € obtida pela integracdo da respectiva matriz densidade de ordem n
nessas coordenadas (&). Para tal, apenas as coordenadas espaciais, r, sofrem altera¢do na

matriz densidade:

J'F(r'ﬁl r&)dg =JT(r1'§1, r2'€2,-+- ,rN'EN | r1€1, r282, -, rINEN)ELE2 .. . dEN =
=I'(r1',r2',---,rN'l r1,r2,---,rN) =1'(r'l r) . (5.1

Os valores médios das propriedades que independem das coordenadas de spin serdo
formalmente iguais, tanto quando calculados pela descricdo pela matriz densidade quanto
pela funcdo de onda formada pelo determinante de Slater original.

5.2.1 — Aspectos Tedricos

A introdugdo da matriz densidade independente de spin na descri¢do do sistema, no

MCV, exige que as equacdes 3.9 e 3.11 sejam alteradas, transformando-as em fungdes

dependentes dessa matriz densidade. Para isto, multiplica-se a equagdo 3.9 por Wffn , pela
Yo
esquerda:
Hy Vi Hv
EL(t) _ (@ _ T (9) . (5.2)

Vg Vi Y

A letra g corresponde genericamente as coordenadas espaciais € de spin de todos os

elétrons. Modificando-se as coordenadas espaciais (r) dos elétrons na fun¢do conjugada:

Ve Hy

EL(T) =— (5.3)
Ve Vg
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As coordenadas de spin (§) dos elétrons permanecem inalteradas. O operador Hamiltoniano
atua apenas nas coordenadas espaciais (r) dos elétrons. As fun¢des conjugadas tiveram suas
coordenadas espaciais modificadas (r’), o que impede que o Hamiltoniano atue sobre elas.
Desta forma, essas fungdes podem ser reposicionadas a frente do operador, sem alterar o

valor da energia local:

. = Hy,e) Vv HUGEIE)
Lix) = = = , .
Ve Vg L(rgirg)

(5.4)

A func¢do criada — T'(r’$ Iré ) — é a prépria matriz densidade de ordem n. As coordenadas
modificadas sdo restauradas a sua condi¢ao inicial apds a operacdo do Hamiltoniano sobre
a matriz densidade. Uma vez que a energia local depende apenas das coordenadas espaciais
dos elétrons, a integracdo do numerador e do denominador da equacgdo 5.4 nas coordenadas

de spin ndo altera seu valor:

— HU(rE 1 g _ AT(r )
ENGIL NG R

(5.5)

O simbolo I'(7’lr) representa a matriz densidade de ordem n, independente das coordenadas
de spin dos elétrons. Utilizando os conceitos apresentados, a equacdo 3.10 também ¢é

adequadamente adaptada para depender dessa mesma matriz densidade:

(E)= [V Vi Evwdd _[Tvie Voo Evgdrds '

" " (5.6)
f‘l’(q) Vg dq H\V(@ V¢, drdg

Como a energia local independe das coordenadas de spin:
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_[E [wie Voo ddr

(E) 3 (5.7)
”‘l’(ré) W ey dSdr
Fazendo uso, mais uma vez, do conceito de matriz densidade:
E, I'(rlr)dr
(E)= | Eu Tt (5.8)

jT(r | r)dr

Vale ressaltar que sendo a energia local um nimero real multiplicativo, sdo utilizados
somente os elementos da diagonal da matriz densidade nas integragdes explicitamente
apresentadas na equacgdo 5.8. Dada a interpretacdo desses elementos, a similaridade com as
equacdes da termodinamica estatistica fica ainda mais evidente.

O teorema do valor médio (2.1.1 — Valor Médio, Fun¢ao Distribuicao e Funcgao
Densidade de Probabilidade) e o conceito de amostragem preferencial (2.2 — Amostragem
Preferencial) do MC permitem encontrar uma expressdao para o valor esperado da energia

na forma de uma média ponderada da energia local:

1M B
(E)= (,VIIILHNEZEL@JF(M =(EL)rin) (5-9)

i=1

sendo que M é o nimero de pontos utilizados para o célculo da média. Essa média é obtida

de uma populagdo de pontos distribuidos segundo a funcio peso (Qr)):

I'(rir)

jF(r | r)dr 10

Q=

As interpretacOes dessas equagdes sdo iguais as suas equivalentes em termos da
funcdo de onda, ja apresentadas (equacdes 3.11 e 3.12).

A equacgdo 5.9 possibilita realizar o cdlculo do valor médio da energia através do
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algoritmo de Metropolis, com qualquer funcdo de onda que permita a integracdo nas
coordenadas de spin da matriz densidade de ordem n correspondente.
A taxa de rejeicdo de configuracdes desse algoritmo pode ser reduzida, utilizando a

equacdo de Fokker-Planck adaptada a matriz densidade.

5.2.2 — A Matriz Densidade na Equagado de Fokker-Planck

A similaridade entre a equacdo de difusdo de Fokker-Planck (equacdo 3.15) e a
equacdo de Schrodinger ja foi destacada anteriormente. A comparacdo entre elas sugere
uma equacdo que descreve a evolucdo temporal da distribuicdo de probabilidade p dos

estados microscopicos:

23 ox> ox

2
Potyn) _ 1|9 Py P Pran) 5.11)
ot T2 . .

A distribuicio de probabilidade dos estados estaciondrios dos sistemas

microscépicos pode ser descritos pela matriz densidade, _ L ("I Togo:
j'l"z(r'l r)dr
2
U _y! 9" S _a(ﬂm)f(r») ' (5.12)
Esses estados sdo obtidos com o auxilio da equagdo 5.10, fazendo a];(’) =0:
t
2
Z 0 f(r) _a(Fi(r,»)f(r)) —0. (5.13)

i a]"l2 ar'

1
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Desta forma:

82f() i) )
= Lt Fy 5.14
P e (5.14)
. p . _ af(r) et L
A igualdade € estabelecida se Fy,) = g, o Fazendo essa substitui¢do:
2 2 2 2
9" fir _f 9% [ Ui +f g 9" fir I U ) (5.15)
ariz (r) af(r) ari (r)&(r) arf (r) ari
. 1
Assim, temos que g, =—— . Portanto:
(r)
2 2
Al V V
F,o= Loy Yo TVe o, TVe (5.16)
l(rz) f (rl) 2 2
(r;) ViV Vi

O movimento dos elétrons compativel com a equagdo 5.10 segue a expressao abaixo:

y=x+F_ ot+y. (5.17)

Nessa expressdo, y € a varidvel aleatoria gaussiana com média zero e variancia igual
ao intervalo de tempo arbitrario o.

A escrita de um programa MCV empregando a matriz densidade exigiu o
desenvolvimento de um algoritmo para calcular a matriz densidade, o qual € apresentado a

seguir.
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5.3 — Algoritmo Generalizado para Construcao da Matriz Densidade

As informacdes prévias necessdrias para a utilizacdo desse algoritmo sdo o nimero
de elétrons n e as fungdes spin-orbitais monoeletronicas do sistema (¢;). O algoritmo €
composto pelas seguintes etapas:

a) Distribuicdo dos elétrons nos orbitais, formando uma configuracio inicial. Por

exemplo, para trés elétrons:

01 (D, (2)03(3)

E escolhida a seqiiéncia numérica crescente como configuracdo inicial, pois isso
facilita a contagem do numero de permutagdes realizadas entre os elétrons a partir
dessa configuracao de referéncia para a formacdo de uma nova configuragao,

b) Fazer todas as permutacdes possiveis entre os elétrons pelos orbitais, o que define
novas configuragdes. A defini¢do de todas as possiveis permutacdes de um conjunto
de n particulas distinguiveis pode ser feita de maneira crescente, ou seja, definem-se
as permutacOes para duas particulas e utiliza-se este resultado para a permutacdo de
trés particulas. Posteriormente, com a definicio das permutacdes prescedentes,
define-se para quatro particulas e assim sucessivamente 1541 Para exemplificar esse
procedimento, considere um conjunto de objetos numerados - 1, 2 e 3 - que se
queira determinar todas as permutacdes possiveis. Para n=1, s6 existe um unico
conjunto de indices possivel. Para n =2, tem-se um total de 2! permutagdes. As
duas posi¢gdes possiveis para se arranjar o objeto de nimero 2 em relagdo ao de
numero 1 sdo:

1 2 21

As 3! =6 permutacOes para trés objetos podem ser definidas em relagdo as duas
permutagdes anteriores. A partir da primeira permutacao ( 1 2 ), pode-se distribuir o

objeto de niumero 3 em trés diferentes posicoes:

31 2 1 3 2 1 23

e para a segunda permutacdo, tem-se:
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321 2 31 213

Estas 6 permutacdes correspondem as 6 possibilidades para os trés objetos. No caso
de 4 objetos, as 24 permutacdes podem ser definidas em relacdo as 6 permutacdes
definidas acima. Neste caso, cada permutacdo anterior permitird 4 posicdes distintas
do objeto de nimero 4.

Este algoritmo pode ser estendido para qualquer niimero de objetos. No caso do
determinante de Slater, as permutacOes possiveis de n elétrons devem ser
distribuidas em n spin-orbitais. Assim, no caso de trés elétrons, tem-se que o

determinante de Slater serd escrito como o somatdrio dos seguintes termos:

0, (D9, (2)05(3) 0,(3)0,(2)95 (1)
0, (D, (3)95(2) 0,(2)9,(3)05 (D),
0,30, (D5(2) ¢,(2)9, ()05 (3)

c) Considerando que determinantes de Slater apresentam a propriedade de

anti-simetria, o somatorio das configuracdes deve levar em consideragdo o produto
de cada termo por (—1)”, em que p representa o nimero de permutac¢des em relagdo

a configuracdo inicial. Assim, as configuragdes novas que sdo obtidas por meio de
um numero par de permutacdes, a partir da configuracdo inicial, deve ser
multiplicada pelo coeficiente +1, enquanto que aquelas geradas por um numero
impar de permutacdes deve ser multiplicada pelo coeficiente -1. Uma vez que a
configuracdo inicial foi determinada pela seqiiéncia numérica crescente, nessa
configuracdo, o j-€simo numero da seqiiéncia serd sempre maior que o j-1. O
nimero de permutacdes € determinado, comparando-se cada algarismo com todos
os algarismos anteriores. Cada vez que um dos algarismos anteriores for maior que
o algarismo que estd sendo comparado, conta-se uma permutacdo. Como exemplo, é
considerada uma dada configuracdo de quatro objetos, descrita pela seguinte

seqiiéncia numérica: 4 2 1 3. Esta seqiiéncia pertence a uma das permutacdes
da configuracdo inicial: 1 2 3 4. O ndmero de permutacdes utilizadas para

encontrar a nova configuragdo a partir da configuragdo inicial pode ser determinada
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pela comparagdo de cada algarismo. Iniciando-se pelo segundo algarismo (2), ele €
comparado com o primeiro (4). Como (4)>(2), conta-se uma permutacdo. O
terceiro nimero na seqiiéncia € o (1) e deve ser comparado com os dois primeiros,
4)e(2):4)>(1) e (2)>(1). Portanto, tém-se mais duas permutacdes. Finalmente,
0 quarto nuamero corresponde ao (3) e deve ser comparado com o primeiro (4), o
segundo (2) e o terceiro (1): (4)>(3), (2)<(3) e (1)< (3). Neste caso, deve-se
contar uma permutacdo adicional. No total, tem-se quatro permutacdes. O sinal a ser
multiplicado pelo conjunto de orbitais com a permutacdo apresentada corresponde

a:

=D*0,(4,(2)0; (D, (3) =+, (4)9,(2)9; (DD, (3),
d) Arranjar os orbitais e distribuir os indices,
e) Para o célculo da matriz densidade, € necessdrio efetuar o produto:

r{a.,2,...,n%5.2,...,n)=¥"(1.2,...,n).¥12,...,n)

e integrar nas coordenadas de spin. Desaparecerdo, neste processo de integragdo,
todos os produtos que possuirem a mesma coordenada eletronica e spin-orbitais com
spins anti-paralelos. Portanto, deve ser feita uma busca, termo a termo, para
verificar se na multiplicacdo entre duas configuracdes quaisquer surge pelo menos
um elétron com spins anti-paralelos. Nesse caso, eliminar esse produto da matriz
densidade. Caso contrdrio, se o elétron apresentar 0 mesmo spin nas duas
configuracdes, a operacdo deve ser efetuada e o resultado mantido como termo da
matriz densidade.

Por exemplo, para um sistema com trés elétrons e com um conjunto de spin-orbitais

01, 0o e 63 , dois com spin o € um com spin [3, tem-se:
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0,(D0,(2)9,(3) | 0,(1D),(2)0,(3)
= 0,(D0,3)0,(2) |- ¢, (DD, (3)9,(2)
+0,(3)0,(D0,(2) [+ 0,(3)9, (1), (2)
—0,(3)0,(2)0, (1) |- 9,(3)9, ()0, (1)
+0,(2)9,3)0; (D) [+ 0,(2)0,(3)0,(1)
=0,(20,()0,(3) |~ 6,20, V4, (3)/

¢, (D0, (D6, (2),(2)0;(3)5(3) — 0, (DY, (2),(2)9, (105 (3)95(3) +
0, (DG, (D, (3)0,(3)95(2)05(2) = ¢, (1D, (3)9, (39, (D5 (2)0,(2) +
0,(3)0,(3)0,(1D0, (195 (2)05(2) = ¢,(3)0, (1), (D9, (3)95(2)95(2) +
0,(3)0,(3)0,(2)9,(2)0;(1HO; (1) = ¢,(3)0,(2)9, (2)9, (3)0; (N5 (1) +
0,(2)9,(2)0,(3)0,(3)0; (D5 (1) = 0,(2)9, (3)0, (39, (2)0; (D5 (1) +
0,(2)0,(2)9, (D9, (DO;(3)0;(3) = §,(2)0, (1), (1), (2)9;5(3)95(3)

Todos os outros termos sdo iguais a zero.

O algoritmo de Metropolis para o MCV empregando a matriz densidade ¢é

apresentado no apéndice B.

5.4 — Experimentos Computacionais

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos por meio da estratégia MCV

com matriz densidade empregada no programa desenvolvido nesse trabalho.

5.4.1 — Andlise Metodolégica

Os aspectos técnicos do programa desenvolvido foram estudados para verificar sua
convergéncia e a dependéncia dos resultados com alguns parametros da simulacdo como a

taxa de aceitagcdo das configuracdes criadas e a configuracdo inicial.

5.4.1.2 — Convergéncia

Um programa de Monte Carlo Variacional com matriz densidade (MCVD) foi
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desenvolvido para calcular a energia de dtomos multieletronicos. A convergéncia do
método foi testada em simulagdes para o dtomo de litio, utilizando as mesmas fungdes

single-zeta [47]

e conjuntos (ensemble) de 1000 configuracdes para o cdlculo da energia em
cada passo. Diversos intervalos de tempo foram empregados e a convergéncia do método
testada para vérias porcentagens de aceitacdo. Inicialmente, partiu-se de uma mesma
configuracdo de equilibrio com 1000 passos, para varias simulagdes com porcentagens de

aceitacdo distintas. Os resultados obtidos sdo apresentados no grafico a baixo.
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grafico 5.9 — convergéncia do MCVD para vdrias porcentagens de aceitacio,

partindo de uma mesma configuracao inicial.

Observa-se que todas as simulacdes convergiram para um mesmo ponto,
independente da taxa de aceitagdo. As simulacdes realizadas com porcentagens na faixa de
30 % a 60 % convergiram mais rapidamente (em poucos passos) do que as demais. Dentre
estas, a simulacio com taxa de 50 % foi ligeiramente mais rapida.

Novas simulacdes foram realizadas para as diversas porcentagens de aceitacdo,

porém partindo de configuracdes iniciais distintas.
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grifico 5.10 - convergéncia do MCVD para vdrias porcentagens de aceitacdo,

partindo de varias configuracdes iniciais.

As simulacOes convergiram satisfatoriamente, mostrando a independéncia da
configuracdo inicial e da taxa de aceitacdo para o cdlculo da energia do sistema.
Verificou-se, neste caso também, a rdpida convergéncia para as simulacdes com 50 % e
60 % de aceitacdo. Por causa destes resultados, todas as simulacdes subseqiientes no

MCVD foram executadas com porcentagem de aceitacdo em torno de 50 %.

5.4.2 — Conclusao

Os mapeamentos realizados permitiram atestar as diferencas na distribuicdo dos
elétrons entre a funcdo de onda obtida pelo determinante de Slater e a fun¢cdo de onda
fatorada. Em particular, observa-se que a probabilidade de dois elétrons possuirem as
mesmas coordenadas espaciais € ndo nulo para a descricdo pelo determinante de Slater,
enquanto que pela funcio de onda fatorada essa probabilidade € igual a zero para elétrons
com 0 mesmo spin e para elétrons com spins opostos € independente da aproximacio do
elétron.

A estratégia MCVD foi testada e os resultados foram compativeis com os esperados
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para uma simulacdo de Monte Carlo. A taxa de aceitacdo obtida que proporciona a mais
rapida convergéncia (50 %) € coerente com as de simulacdes de Monte Carlo existentes
para outros sistemas fisicos. Foi comprovada também a independéncia do método com a

configura¢do inicial.

5.4.3 — Sistemas com 2 e 3 elétrons

O primeiro sistema estudado foi o dtomo de hélio. As equacdes desenvolvidas para
o MCVD permitem prever que os resultados obtidos para esse dtomo devem ser idénticos
aos calculados pelas equagdes do MCV tradicional. Portanto, este sistema foi escolhido
para verificar a compatibilidade dos aspectos tedricos do MCVD com relagdo ao MCV
tradicional, além de testar a confiabilidade do programa desenvolvido.

O célculo com MCVD foi realizado com funcdes de onda single-zeta (sz),
double-zeta (dz) e near-Hartree-Fock (nhf), ensemble de 4000 configuracdes e 4000 passos
para o equilibrio e para a obten¢do das médias. Na tabela 5.1 é apresentada a energia

calculada e os resultados da literatura.

Tabela 5.1 — Energia total do 4tomo de hélio, em unidades atdmicas (u.a.), com

funcdes de onda single-zeta (sz), double-zeta (dz) e near-Hartree-Fock (nhf)

funcdes de base Sz dz nhf
MCVD -2,8481+0,0002 -2,8619+0,0003 -2,8615+0,0003
RHF/Clementi 7 -2,8476562 -2,8616726 -2,8616784
McCV -2,8474+0,0025 - -

Os resultados obtidos com 0 MCVD sdo muito proximos aos da literatura, mesmo
sendo esta uma estratégia de cédlculo completamente diferente e empregando funcdo de
onda otimizada em outro formalismo. Destaca-se a proximidade dos resultados do MCVD e
do MCV para a fungdo sz.

Adicionalmente, foram realizadas simulacOes para a série isoeletronica do hélio
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com as funcOes de onda nhf, ensemble de 2000 configuracdes, 8000 passos para o

equilibrio e mais 4000 passos para a média. Os resultados sdo apresentados na tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Energia total, em unidades atdmicas (u.a.), da série isoeletronica do

hélio com fung¢des de onda near-Hartree-Fock (nhf)

atomos Li* Be*’ B* c
MCVD -7,2368+0,0004 | -13,6112+0,0006 | -21,9871+0,0008 | -32,3610+0,0009
RHF/Clementi [*"] -7,2364121 -13,6112970 -21,986232 -32.361191

A simulacdo forneceu resultados préximos aos publicados por Clementi, utilizando
as mesmas funcdes de onda.

Em seguida, foram calculadas as energias totais para o dtomo de litio, utilizando
funcdes de onda sz, dz e nhf. As simulagdes para as funcdes de onda sz e dz foram
realizadas com ensemble de 4000 configuracdes e 4000 passos para o equilibrio. As médias
foram calculadas com mais 4000 passos. Para a fun¢do de onda nhf foi utilizado 0 mesmo
tamanho do ensemble dos casos anteriores, mas o equilibrio obtido com 2000 passos e as
médias calculadas também com 2000 passos. Os resultados do MCVD foram comparados

com os dados da literatura (tabela 5.3).

Tabela 5.3 — Energia total do 4tomo de litio calculada com func¢des de onda

single-zeta (sz), double-zeta (dz) e near-Hartree-Fock (nhf) em unidades atomicas (u.a.)

funcdes de base Sz dz nhf
MCVD -7,4176+0,0004 -7,4324+0,0003 -7,4326+0,0004
RHF/Clementi 7 -7,418482 -7,4327214 -7,4327256
RHF/Thakkar **H* -7,41848197 -7,43272436 -7,43272576

A simulacdo com MCVD novamente forneceu resultados muito préximos aos da
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literatura. Observando as diferencas de energia entre sz e dz e entre dz e nhf, verifica-se que
o aumento da base melhora os resultados mais acentuadamente para o MCVD do que para
o HF.

Foi também calculada a série isoeletronica do litio com funcdes de onda nhf,
empregando ensemble de 500 configuracdes. Para os cétions Be* e B** foram utilizados
10000 passos para o equilibrio e mais 10000 passos para a média, enquanto que para o
cition C* as médias foram obtidas com 20000 passos. Na tabela 5.4 estdo os valores finais

obtidos pela simulagao.

Tabela 5.4 — Energia total da série isoeletronica do dtomo de litio calculada com

funcodes de onda near-Hartree-Fock (nhf) em unidades atomicas (u.a.)

atomos Be* B** ct
MCVD -14,2774+0,0004 -23,3753+0,0005 -34,7255 +0,0007
RHF/Clementi " -14,277391 -23.375985 -34,726055

Os valores para a energia obtidos pela simulacao apresentam boa concordancia com

os resultados de Clementi.

5.4.4 — Estados Excitados

Os estados excitados de 4dtomos e moléculas sdo de extremo interesse para a
compreensdo de propriedades fisicas e/ou quimicas. Além disso, a realizacdo de calculo de
propriedades de estados excitados de sistemas eletronicos € um desafio para os métodos
ab initio. As dificuldades s3o as mais variadas que vao desde a determinacdo de uma
funcdo de onda adequada para representar o estado de interesse até a conducao criteriosa do
célculo de tal forma que o resultado obtido corresponda realmente ao estado que se deseja.

Os sistemas de dois elétrons ja apresentam dificuldades na sua representagdo. Na

préxima se¢do, serdo apresentadas algumas maneiras de se fazer essa representacao.
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5.4.4.1 — RepresentacOes de Sistemas de Dois Elétrons

A representacdo de um sistema com dois elétrons em orbitais espaciais distintos,
como no caso do hélio excitado, pode ser realizada de diversas formas. A seguir serdo
apresentadas trés possibilidades, sendo que em cada uma delas serdo avaliadas as

respectivas fungdes para os estados singlete e triplete, independentemente. Em todas as

situagdes o simbolo ¥ corresponde a func¢do de onda total, @;a funcdo espacial i e os

ndmeros entre parénteses, as correspondentes varidveis, espaciais e de spin, dos elétrons.

5.4.4.1.1 — Separacao de Spins

Essa estratégia € a que tem sido utilizada tradicionalmente no método Monte Carlo

Quantico 210171,

— Estado Singlete.
A funcdo de onda para o estado singlete fatorando os elétrons com mesmo spin €

escrita como:

Y(1,2) = ¢, MHa)oy, (2)B(2) - (5.18)
A densidade de probabilidade obtida a partir dessa fun¢do de onda é:

P (1,2)¥(1,2) =[0, (Do, (Der (HaD1l9, (2)0,(2)B" (2)B(2)]. (5.19)

Integrando a densidade de probabilidade obtida nas coordenadas de spin:

T(1°,251,2) = [0, (Do, D1y ()0 (2)]- (5.20)

— Estado Triplete.

Nesse estado, a funcio de onda € escrita como:
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o, Mo ¢,2)a(2)
P(1,2) = =[0, (D0, (2)— b, (20, (D]o(D)ai(2 5.21
(L,2) o, (o) q>,,(2)oc(2)‘ [0, (D9, (2)—¢,(2)0, (D]ou1)ou(2) (5.21)
ou
o, (MBD)  ¢,(2)B(2)
P(1,2) = =10, (D0, (2) b, (20, DIBDB2). 5.22
(1,2) o, (HB() q>,,(2)[3(2)‘ [0, (D9, (2)—9,(2)0, DIBMDB(2) (5.22)

Utilizando as fungdes desenvolvidas, a densidade de probabilidade assume a forma:

¥ (1L,2)¥(1,2) =[0, (Do, Do (DD, (2)0, ()" (2)au(2)] (5.23)

ou

P (1,2)¥(1,2) =[0, 1)o, (DB (DBMI[Y,(2)d,(2)B (2)B(2)]. (5.24)

A densidade de probabilidade desse estado integrada nas coordenadas de spin é:

T(1'.271.2) =[0, Do, D10, ()0, (] -0, D)o, D[, (2)0,, (2)] - (5.25)
— [0 (2)0, 1[0y (DD, (D] +[d2 (2)D, (2)][0p (Do, (1)]

5.4.4.1.2 — Determinante de Slater

O determinante de Slater € a forma mais usada para a montagem da funciao de onda

a partir das fun¢des monoeletronicas em métodos de calculo de estrutura eletronica. Varias

caracterisitcas importantes na descricdo dos sistemas eletronicos sdo atendidas quando o

determinante de Slater é empregado. O método Monte Carlo Quantico desenvolvido nesse

trabalho faz uso dessa estratégia para sanar as deficiéncias encontradas na fun¢do de onda

fatorada.
— Estado Singlete.

0, Ma®) 0,(2)au(2)

Y(1,2)=
2 |:¢b(1)B(l) 0, (2)B(2)

} =0,(HaD)9,(2)B(2) -9, (2)uU2)9, (DPD) - (5.26)

A densidade de probabilidade €, entdo, determinada como:
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P (1,2)P(1,2) =[0, (Do, Do D0, (20, (2B (2)B(2)]-
=0, (Do, M MBI, (), (B (2)ou(2)] -
~[0, (20, (2" (B[, (Do, (DB Da()]+
+19,(2)0, (2o’ ()uU)1[9, (D, DB MBM] (5.27)

A integragdo nas coordenadas de spin da densidade de probabilidade define a matriz
densidade de ordem n:

['(1,2;1,2) =[0, (Do, (D[, ()0, (D]+[0, (2)0, (][0, (D, (D]. (5.28)

— Estado Triplete.

A funcdo de onda € escrita como:

_[p. o) 6,2)a2)

=[9,M9,(2)-0,(2)0, (D]oD)ou(2). 5.29
o.(0a) o 22|~ P DPD =20, Blua. (5.29)

¥(1,2)

Assim, a respectiva densidade de probabilidade € definida como:

¥ (1,2)¥(1,2) = [0, (D)o, (D" (HaD1[6, (2), (2)o" (2)au(2)] -
~[¢. (o, (D" MDD, (2), (2)a" (2)u2)]-

: . . . (5.30)
—[0,(2)0, (2" (2)oU)1[9, (Do, (Do (Hou(1)] +
+[0,(2)0, (2)a" (2)a(2)1[0, (D, (Do (Dou(D)]
sendo a matriz densidade de ordem # igual a:
I'(1,2;1,2) =[¢, D, DI[D, (2)0, ()]1-[0, (Do, (DI[0, ()0, (2)] 531

—[0.(2)0, (1[0, Do, DI+[. (2)d, ()11, (DD, (1)]

5.4.4.1.3 — Representacdo Adaptada a Spin

Essa representacdo visa criar uma funcdo de onda que estabeleca exatamente o
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estado de spin desejado. A funcdo de onda para o estado singlete e para o estado triplete

podem ser escritas em uma unica expressao:

Y(1,2) ={0,(19,(2)£0,(2)9, D} {o(DP(D) F au(2)B(D)} . (5.32)

O estado singlete é determinado pelos sinais algébricos superiores e o estado triplete

pelos sinais posicionados na parte inferior. A densidade de probabilidade é:

P (1,2)P(1,2) = {9, (D9, (2) £9,(2)9, (D} {9, (1O, (2) £6,(2)0, (1)}

i (5.33)
{aMBR)Fa)BM} {aMP2)Fa2)BD)}

P(1,2)P(1,2) = {0, (1), (2) £ 0,200, (D} {6, 1), (2) £, (2)0, (D)}
{[e" MaIB" )BT [0 MHBMIB" ()21 F B (D[ (2)B(2)]+
+[B MBI (2)eu2)]}

(5.34)

A integracdo da densidade de probabilidade nas coordenadas de spin produz a

equagio:

1(1,2;1,2) = {[0, ()0, D][dy 20, )] E [0, (Do, (D][dy (20, (2)]% (5.35)
+ [y, (D, D1[0, ()0, (2)]+ [0, (DO, (DI[D, (200, (2]}

Essas representacdes sdao amostras significativas de possibilidades que podem ser
utilizadas dependendo da origem da funcdo de onda. Cada uma delas foi criada para atender
requisitos que se julgou serem fundamentais para a descricao do sistema. Convém destacar
que a matriz densidade de ordem n do estado triplete € idéntica nos trés casos empregados,
enquanto que para o estado singlete observa-se diferencgas significativas entre os termos das

expressoes obtidas para a matriz densidade.
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5.4.4.2 — Simulacao de Estados Excitados do Hélio

Tendo em vista tanto a importancia fenomenoldgica quanto metodoldgica desses
estados, foram realizadas simula¢des de Monte Carlo Variacional tradicional (MCV) e
Monte Carlo Variacional com matriz densidade (MCVD) para o hélio singlete (15“2513) e
para o hélio triplete (1s"2s"). As simulagdes utilizaram a fungdo de onda obtida a partir de
um cdlculo CI para excitacdo simples (CIS). O expoente empregado na fung¢do 1s foi 2,69 e
na funcdo 2s foi 0,80. Os coeficientes da combinacao dessas funcdes para a formagdo das

funcdes orbitais atdmicas sdo apresentados na tabela a seguir:

Tabela 5.5 — Coeficientes da combinagdo linear para a formacdo das funcdes

orbitais atdmicas do atomo de hélio.

1 2
Is 0,93489 -0,42991
2s 0,19740 1,00989

Todas as simulacdes foram realizadas com 1000 ensembles por elétron e 100000
passos, perfazendo um total de 1 x 108 configuragdes para o equilibrio e mais 1 x 108
configuragcdes para o cédlculo das médias. A aproximacao dos nés fixos foi empregada no
calculo MCV, seguindo indicacOes da literatura 21 No método MCVD, os elétrons tiveram
a liberdade de cruzarem os nds das funcdes de onda, que foram mantidos fixos nas suas
posic¢des originais, pré-determinadas pela propria fun¢do de onda empregada.

Para o estudo do hélio singlete, a taxa de aceitagdo ficou em 60 % tanto para o
MCV quanto para o MCVD. Os resultados calculados por todos os métodos para esse

sistema estdo listados na tabela 5.6.
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Tabela 5.6 — Energia (u.a.) para o tomo de hélio singlete excitado (1s°12sB )

Propriedade

UHF

MCVD

MCV

energia (u.a.)

-1,8949093

-1,778851+0,000214

2,300081+0,014304

O resultado UHF foi obtido no célculo CIS e € utilizado para a comparacdo com os
métodos MCV, pois ndo inclui qualquer efeito de correlagdo eletronica.

O valor calculado com o MCVD foi mais coerente com o obtido pelo UHF,
enquanto que o MCV apresentou grande discrepancia com respeito aos demais dados
calculados.

No estudo do hélio triplete, a taxa de aceitagdo foi de 84 % para a simulacdo MCV e

de 98 % para MCVD. Os resultados obtidos sdo apresentados na tabela a seguir:

Tabela 5.7 — Energia (u.a.) para o dtomo de hélio triplete excitado (1s*2s%)

Propriedade UHF MCVD MCV

-1,8949093 -1,894758+0,000195 | -1,896688+0,000195

energia (u.a.)

Os resultados obtidos pelo MCV e MCVD para o hélio no estado triplete foram
préximos do resultado do método UHF. Destaca-se que o resultado MCVD se sobrepde ao
calculado pelo método CIS, do qual foi obtida a func@o de onda empregada nas simulagdes,
considerando o desvio-padrio associado. E igualmente relevante a melhora do valor obtido
pelo MCV quando comparado com o calculado para o estado singlete. Essa diferenca
demonstra que a funcdo de onda fatorada empregada no MCV ¢ deficiente para descrever

sistemas eletrOnicos excitados.

5.4.4.2 — Simulag@o de Estados Excitados da Molécula de Hidrogénio

A seguir, foram estudados os estados excitados da molécula de hidrogénio para
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verificar se as discrepancias encontradas no sistema atdmico se mantinham nesse sistema
molecular. A distancia de ligacdo utilizada para a realizacdo dos célculos foi 1,4 A. As
simulagdes foram processadas com ensemble de 500 configuracdes, 2000 passos de
equilibrio e mais 100000 passos para o cdlculo das médias. Os orbitais moleculares foram
obtidos a partir dos orbitais 1s dos hidrogénios com expoente igual a 1,2. A taxa de
aceitacdo para o MCV esteve por volta de 45 % enquanto que para 0o MCVD ficou préximo

dos 80 %. As energias calculadas com esses parametros sao apresentadas na tabela 5.8:

Tabela 5.8 — Energia (u.a.) para a molécula de hidrogénio.

Estado MCVD MCV
-1,125824+0,000069 |-1,125673+0,000069

-0,433838+0,000119 |-0,434176+0,000129

)

(x:)
o6, (3 Z:) -0,610539+0,000103 |-0,610854+0,000104

(x;)

0,3002594+0,000176  |0,300624+0,000175

N3ao se observou diferencgas significativas entre os valores calculados pelos métodos
empregados. Esses resultados indicam que os estados foram representados de maneira
semelhante por ambas as fungdes de onda, tanto a fatorada quanto o determinante de Slater

da matriz densidade.

5.4.5 — Conclusao

As energias calculadas pelo MCVD para o hélio, o litio e suas respectivas séries
1soeletronicas demonstram a viabilidade dessa proposta. A proximidade dos resultados com
os dados do método Hartree-Fock restrito (restricted Hartree-Fock — RHF) da literatura
conferem confiabilidade ao método tedrico desenvolvido e também ao programa escrito. O
valor da energia obtido pelo MCVD para o hélio com fun¢ado single-zeta foi muito proximo

do valor da literatura obtido pelo MCV. Esse resultado mostra que, para esse sistema, a
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diferenca na distribuicdo eletronica entre as fun¢des de onda ndo sdo sensiveis para o
célculo da energia. Isso ocorre porque as diferencas de intensidade observadas entre as
superficies sdo muito pequenas quando observadas as intensidades relativas numa mesma
superficie.

O célculo da energia dos estados excitados do hélio demonstrou a inconsisténcia
entre os métodos MCV e MCVD e entre o MCV e o Hartree-Fock irrestrito (unrestricted
Hartree-Fock — UHF), que ndo havia sido observada nos sistemas anteriormente
investigados. Essas divergéncias do MCV com os outros métodos estdo relacionadas com o
fatoramento da func@o de onda realizada nesse tipo de estratégia. Claramente, a completa
falta de correlacdo entre os elétrons de spins opostos no MCV permitiu que estados
repulsivos, com energias muito altas, fossem acessados e contribuissem significativamente
para a média na simulacdo do hélio singlete. No MCVD, a inclusdo da anti-simetria de
Pauli criou uma correlacdo entre os elétrons, impedindo que eles ocupassem regides
espaciais muito proximas, mesmo para elétrons de spins opostos. Essa diferenca entre as
metodologias de Monte Carlo praticamente inexiste quando € simulado o hélio triplete, uma
vez que as descricdes do sistema pelo MCV e pelo MCVD sdo idénticas, como foi
apresentado. Ficou assim estabelecida a deficiéncia da funcdo de onda fatorada em
descrever alguns sistemas eletronicos de interesse. As tré€s representacdes apresentadas de
sistemas com dois elétrons corrobora essa conclusdo. As funcdes de onda para o estado
triplete obtidas pela separacdo de spins, estratégia utilizada no MCV, pelo determinante de
Slater, empregado no MCVD e HF, e pela fun¢do de onda adaptada a spin — que € a funcao
que melhor representa o estado eletronico desse sistema, fornecem a mesma densidade de
probabilidade e a mesma matriz densidade, por isso os resultados calculados por meio dos
métodos utilizados para esse estado sdo muito proximos. Por outro lado, as trés
representacOes apresentam grandes diferencas que acabam por refletir nos valores de
energia calculados para o estado singlete do hélio. A fun¢do de onda fatorada que € usada
no MCV ¢ a que utiliza maiores aproximagdes, sendo simplificada para além do minimo
necessario para uma representacdo do sistema. N@o é por outra razdo que o MCV € o
método que forneceu o pior resultado para a energia desse sistema. O estudo da molécula

de hidrogénio nao apresentou deficiéncias semelhantes as encontradas para o atomo de
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hélio, demonstrando que para esse sistema as diferencas entre a funcdo de onda fatorada e a

matriz densidade ndo interferem no célculo da energia no Monte Carlo Variacional.
5.4.5 — Correlacao Eletronica

O método Hartree-Fock ndo inclui a correlacdo eletronica nos seus resultados
(tépico 1.2.2 — Correlacdo Eletronica). A energia relativa a esse efeito (E.,,) foi definida
como:

E =F-¢

corr tot > (5.36)
sendo E o auto-valor exato do Hamiltoniano e &, o valor esperado da energia na
aproximacao Hartree-Fock 4

O principio de exclusdao de Pauli origina um efeito muito préximo da correlagdo
proveniente da repulsdo de Coulomb. Se os spins dos elétrons forem iguais, a repulsio
destes elétrons (buraco de Fermi) serd semelhante a repulsdo de Coulomb (buraco de
Coulomb). Portanto, o maior erro estd associado com a falta de correlagdo entre spins
antiparalelos. O problema da correlagdo de Coulomb é, essencialmente, o de encontrar um
tratamento apropriado para a correlacdo de spins opostos.

O MCQ utiliza uma abordagem que inclui na funcdo de onda as coordenadas

[261,[50

intereletronicas explicitamente I Isto é realizado através das funcdes de correlacao.

5.4.5.1 — Funcgdes de Correlagcao

A funcdo de onda correlacionada para um calculo MCQ (equagdes 3.9, 3.10 e 3.11)

de um sistema de N-elétrons € escrita como:

y =det(T)detl) £, (5.37)
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sendo f,;; a funcdo de correlacdo de pares de particulas. Nenhuma mudanga dréstica €
necessdria no esquema de célculo para utilizar esta funcdo de onda correlacionada, sendo
realizadas alteragdes apenas nas expressdes de energia cinética e na escolha de
configuracdes para que incluam a fun¢@o de correlacdo. Esta mesma estratégia pode ser
incorporada ao MCVD, bastando para isto escrever a matriz densidade (equacao 5.1) com a

funcdo de onda obtida pelo determinante de Slater multiplicada pela fun¢do de correlacao:

E _ ,[Hl—‘(r'lr)frlijfrijdg _ fr'thfrij,[F(r'Ir)dE.v _ HF(r'Ir)frij
L(r) — ' - ' - .
IF(V'V)frijfrijdg frijfrij,[l—‘(r'lr)dg F("'")f"ij

(5.38)

A linha sobre a fun¢do de correlag@o indica que as coordenadas dos elétrons foram
modificadas e que devem ser restituidas ao seu valor inicial, apds o operador agir nas
coordenadas ndo modificadas. Pela equacdo acima, pode-se verificar que o custo
computacional da implantagdo da fun¢ao de correlacio no MCVD ¢ exatamente o mesmo
do MCV tradicional e que o esquema de calculo também nao sofre grande alteracao.

A primeira fun¢do de correlagdo implantada no programa MCVD foi:

(5.39)
sendo o um pardmetro ajustdvel e r;; a distancia entre os elétrons i e j.

Foram calculadas a energia e a distancia média entre os elétrons para o anion do
hidrogénio (H"), para o hélio (He) e para o cétion do litio (Li*). Os parAmetros utilizados
para construir a matriz densidade — expoente da funcdo de onda monoeletronica de Slater
(Z) e parametro de correlacdo o — foram obtidos da literatura 51 para o H' , Z=0,8257 ¢
0=0,4933; para o He, Z=1,8497 e 0=0,3658; e para o Li*, Z=2,857 e 0=0,3359.

Todas as simulagdbes do MCVD foram realizadas com ensemble de 2000
configuragdes e 4000 passos para o equilibrio e mais 4000 passos para o cdlculo das

médias. Os valores calculados s@o apresentados na tabela 5.9.

80



Tabela 5.9 - Energia total (u.a.) e distancia média entre os elétrons (A)

atomos H He Li*
propriedades energia <r;> energia <r;> energia <r;>
MCVD -0,50836+0,00007 | 3,43 |-2,8913+0,0002 | 1,37 |-7,2689+0,0003 | 0,84
RHF/Green " -0,50878 - -2,89112 1,37 -7,268155 -
MV P9 - - 1-2,89283+0,001 | 1,37 - -
RHF/Hylleraas® ©° -0,527725 - -2,90372 1,42 - -
Exp° 7! - - -2,90378 - -7,2804 -
a - ref “°!. b - melhor resultado calculado. ¢ - resultado experimental.

Verificando-se os valores calculados com o MCVD, observa-se uma boa
concordancia com os resultados obtidos com o método HF utilizado por Green e MCV,
para todos os sistemas estudados.

Uma outra fungdo de correlacio muito utilizada nos calculos MCQ € a fungdo

[52]

proposta por Boys e Handy ', que também foi implantada no programa MCVD. Ela é

exXpressa na forma:

foi = exp( > U,Uj (5.40)

1,i<j
N(I)
— My M My O
UIij = ZA(mkI’nkI )i (H ¥ T EE )Fij ) (5.41)
3

em que a letra I representa os ntcleos e i e j os elétrons. A soma de k até N(I), na equagdo
5.22, ¢ a soma dos termos utilizados sobre cada nicleo. Os simbolos A e # sdo funcdes
apresentadas abaixo e ¢, m, n e o parametros de niimeros inteiros ajustiveis da fungdo de

correlagao.
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- L 5.42
i 1+Db;r, ( )
d.r
S L/ (5.43)
/ 1+d,r,
ILm#n
A(m,n) = Yam=n’ (5.44)

Calculou-se a energia total correlacionada para o hélio, através do MCVD. A funcado
de onda correlacionada foi construida a partir das funcdes near-Hartree-Fock para o hélio.
Os parametros da funcio de correlagdo foram os mesmos empregados na simulagdo MCV,
descritos na literatura, utilizando sete termos de correlagdo sobre o ntcleo (N(1)=7).
Empregou-se na simulacdo ensemble com 4000 configuracdes e 8000 passos para o
equilibrio e 4000 passos para o cdlculo das médias. Os resultados obtidos estdo na tabela

5.10.

Tabela 5.10 - Energia total (u.a.) para o &tomo de hélio.

método MCVD MCV Es HF

energia -2,899875+0,000098 | -2,8997+0,0002 -2,9041 -2,8617

Es — Estimativa de Clementi e Veillard para a energia correta do estado

fundamental >, HF — Energia Hartree-Fock

O resultado obtido pelo MCVD ¢ ligeiramente melhor que o valor calculado pelo
MCYV por ser mais proximo da estimativa da energia exata (Es) e também por ter um erro
menor que o fornecido pelo MCV. No entanto, essas diferengas ndo permitem concluir se
um dos métodos € superior a outro, uma vez que os resultados estdo incluidos nas

respectivas faixas de erro.
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Como destacado anteriormente, a corre¢do da correlagdo eletronica nos calculos
MCQ se faz principalmente através da inclusdo das fun¢des de correlagdo. Quando nao
completamente ignorados, os métodos mais tradicionais s@o pouco testados neste
formalismo. Alguns trabalhos incluiram o método de interagdo de configuracio no MCV
com algumas modificacdes para viabilizar os cdlculos. Por sua vez, a teoria de perturbagdo
de muitos corpos (ou a teoria de perturbacdo de Rayleigh-Schrodinger — RS) ndo foi

explorada dentro do MCV.

5.4.5.2 — Teoria de Perturbagdo de Rayleigh-Schrodinger no MCVD

A teoria de perturbagio (topico 1.2.3 — Teoria de Perturbacdo
Rayleigh-Schrodinger) estabelece que a energia de um sistema multieletronico no estado i

é:
g, =E, +\E, + NE, +--- (5.45)

Fazendo uma normalizacdo apropriada sdo encontradas as expressdes para as energias

perturbadas:
E; =(¥,|Hy|¥,),
E =(% V|, (5.46)
E, = (¥, |V]¥®,).

obtendo-se a energia de segunda ordem dependente apenas dos auto-vetores conhecidos de

H()Z
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E. = ZM (5.47)
’ Eﬂi —E, ' .

n

Esta expressao pode ser facilmente calculada através do MCV, bastando para isto

conhecer as funcdes ¥ , que sdo as fungdes de onda dos estados excitados do

Hamiltoniano de referéncia Hy.

A teoria de perturbacio de segunda ordem foi implantada no programa MCVD para
o cdlculo de sistemas com 2 elétrons, utilizando a auto-fun¢do hidrogendide como
referéncia. Assim, foram empregadas as fun¢des de onda hidrogendides 1s, 2s e 3s para

calcular as expressoes 5.27 e 5.28:

1 (z\"

¥o=——| = e, 5.48

1s \/E(aj e ( )
AN,

| 2 | 2=2 e, 5.49

RNEY) (aj ( a j (5:49)
3/2 2.2
N (Zj 2718 42 £ |, (5.50)
‘ 81\/5 a a a

2

A letra Z representa a carga nuclear e a = sendo L a massa reduzida, 7 a constante

2 b
eP

de Planck e e, a carga do proton.
As simulagdes foram realizadas com ensemble de 2000 configuragdes. Porém, para

alcancar o equilibrio do sistema, foram necessarios 8000 passos e as médias foram obtidas
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com mais 4000 passos. Os resultados obtidos para o dtomo de hélio sdo apresentados na

tabela 5.11.

Tabela 5.11 - Energia total (u.a.) para o 4tomo de hélio, calculada pelo MCVD com

perturbac@o de varias ordens

Energia (u.a.) ordem zero até 1* ordem até 2* ordem
MCVD -4,000000 -2,743703 -2,770759
Levine ! -4,000000 -2,748848 -2,899520°

531 calculada com o método da variacdo da perturbacio

a-Scherr e Knight
A energia de ordem zero (Ej) ndo considera qualquer interacdo entre os elétrons, o
que corresponde ao modelo de particulas independentes. Segundo este modelo, a energia

para o dtomo de hélio seria o quidruplo da energia do 4tomo de hidrogénio (equacio 39):
2
E ,=2E = —Z(Z?], (5.51)

que foi exatamente o resultado da simulagdo.

Os valores obtidos para a energia com perturbagdo até 1* (E=Ey+E;) e 2* ordens
(E=Ey+E+E>) sdo mais proximos do melhor valor calculado (E=-2,90372438 u.a.) 5 f’], 0
que reforca a importancia da correcdo para a interagdo intereletrOnica, mesmo para uma
base modesta.

Comparados com os dados da literatura, os resultados obtidos pela simulagcao
apresentam uma boa concordancia, considerando-se que o valor da literatura para a
perturbacdo de segunda ordem foi obtido com uma variagdo do método de perturbacdo
original.

Foram realizados célculos para a série isoeletronica do hélio, cujos resultados sdo listados

na tabela 5.12.
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Tabela 5.12 - Energia total (u.a.) para a série isoeletronica do hélio, calculada pelo

MCVD com perturbac¢do de segunda ordem

série isoeletronica ordem zero até 2% ordem AE
H -1,0000 -0,399071 0,600929
Li*! -9,0000 -7,143714 1,856286
Be" -16,0000 -13,515661 2,484339
B" -25,0000 -21,889663 3,110337
c* -36,0000 -32,260763 3,739237
N*® -49,0000 -44,633275 4,366725
0*° -64,0000 -59,002629 4,997371
F -81,0000 -75,382565 5,617435
Ne'® -100,0000 -93,751998 6,248002

A diferenca entre a energia obtida até segunda ordem de perturbacdo e a energia de
ordem zero (AE), mostra que a correlacdo eletronica € diretamente proporcional a carga
nuclear. Este comportamento era esperado para estes sistemas isoeletronicos, pois o
aumento da carga nuclear obriga os elétrons a se aproximarem e consequentemente
aumenta a interacdo intereletronica. Isso faz com que a magnitude da correcdo seja cada

vez maior quanto maior forem as cargas nucleares do sistema.

5.4.6 — Conclusao

O uso de fungdes de correlagdo, comumente empregadas no MCV, para obter a
energia de correlacdo no MCVD permitiu recuperar parte da energia de correlacdo. A
comparacdo entre os resultados MCVD e MCV mostrou que as fungdes de correlagao
foram igualmente eficientes em ambos os métodos. O nivel de qualidade dos resultados
produzidos foram similares no MCVD e no MCV quando comparados com outros
resultados da literatura.

Os resultados alcangados por meio da teoria de perturbagio no MCVD

86



demonstraram a viabilidade tedrica e prética dessa nova possibilidade. Os valores
calculados foram coerentes entre si € com os valores da literatura. A implementacdo da
teoria de perturbacdo no MCVD realizada abriu um novo campo de exploragdo de célculo
correlacionado dentro dos métodos Monte Carlo Quantico, uma vez que essa alternativa

nunca havia sido testada anteriormente.
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Capitulo 6 — MONTE CARLO DE DIFUSAO

Ja foi destacado que o Monte Carlo Variacional é o método MCQ mais simples para
o calculo de propriedades atdmicas ou moleculares, dada uma func¢do de onda otimizada, e
que a correlagdo eletronica € geralmente incluida por meio de uma funcao de correlacdo. A
utilizacdo da teoria de perturbagdo, como apresentada na secdo anterior, também passou a
ser uma possibilidade vidvel para o calculo da energia de correlacio.

No entanto, existem métodos MCQ que permitem acessar o estado fundamental dos
sistemas atdomicos e moleculares a partir de uma funcdo de onda teste que ndo seja,
necessariamente, a funcdo de onda exata desse estado. Esses métodos, em principio, sao
exatos, contudo exigem uma série de aproximagdes para a sua implementagdo. O Monte
Carlo de Difusdo (MCD) é um desses métodos e o mais utilizado em calculos de estrutura
eletronica. Mas, assim como o MCV, o MCD tradicionalmente também emprega a fungao
de onda fatorada em elétrons com spin o e elétrons com spin . Novamente tem-se a
possibilidade do uso da matriz densidade para o resgate de fundamentos da quimica

quantica, dessa vez no MCD.

6.1 — Fundamentos do Monte Carlo de Difusao

Nesse método, o estado fundamental de um sistema eletronico € encontrado por
meio do processo desenvolvido pela aplicacdo da técnica de integracdo de Monte Carlo na
equacdo que descreve o fendmeno de difusdo, por causa da semelhanca matematica das

expressao que regem esses dois sistemas.

6.1.1 — A equacdo de Difusdo e o Método Monte Carlo

Dado um sistema unidimensional, a energia desse sistema pode ser obtida pela

equacao:
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(E)= w YoV —(E,). .. 6.1)

A amostragem torna-se mais eficiente se inicialmente for considerado que cada
particula do ensemble tem um deslocamento aleatério com igual probabilidade para
qualquer lado do eixo x. A funcdo de onda tentativa produz uma distribuicdo que pode ser
relacionada com a densidade de particulas dependente do tempo (P(.») que, por sua vez, é

apropriadamente descrita pela equacdo de difusao:

2
ap()c,t) -D a p(x)
ot ox>

, (6.2)
sendo, 7 0 tempo, x a posicao e D a constante de difusido.
A densidade das particulas desse sistema em um dado tempo ¢, pode ser obtida a

partir de uma densidade inicial p ), por meio da funcao de Green (G):

1 2

_ _ —(x=y)"/(4Dr)
Pion =Gy Pxoy A+ oy = e , (6.3)
(y.0) .[ (x,y51) F(x,0) (x,y31) /—471:Dt

sendo que as fun¢des de Green apresentam as seguintes propriedades:

Gy =0(x—y) e [G, . dx=1. (6.4)

A funcdo G pode ser interpretada como uma probabilidade de transi¢do, ou seja, a
probabilidade de uma particula na posi¢ao x no tempo ¢ = 0 mover-se para y num tempo f.
Isso permite implantar um processo de deslocamento aleatério (random walk) para o

sistema, por meio da equacao 6.5, escolhendo um valor para o deslocamento (Af):
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Yasan = Xy + WAL, 6.5)

na qual, n representa um ndmero randomico escolhido a partir de uma distribuicio
gaussiana de variancia igual a 2D.

Essa estratégia poderia ser utilizada para obter uma densidade de particulas (p()) de
um sistema que fosse compativel com uma funcdo distribui¢do tentativa (¥?), o que

permitiria a obten¢do de propriedades médias do sistema. No entanto, a equagdo de difusio

fornece uma densidade dependente do tempo, mesmo para tempos muito grandes (¢ — o), 0

que nao € representativo de um estado estaciondrio de um sistema.
A equagdo de Fokker-Planck é uma equacgdo de difusdo modificada que permite

encontrar essa desejada caracteristica:

Py 100 alP(2xz)
n_10[3 . _ W 6.6
o 2ax[ax ‘”}p“‘) o ©6)

A funcdo Fy) € uma “for¢ca” que resiste ao deslocamento, definida por:

1 dp(x) _ 1 d\II(Z)C)

Py dx ‘P(zx) dx

Fiy=

(6.7)

Se prs) =Py 08 termos relativos a derivada temporal da equagéo 6.6 ficam iguais

ot ot

2
a zero ( = a_p = Oj , € a densidade torna-se independente do tempo.

Contudo, ndo é possivel obter uma funcdo de Green para a equagdo de
Fokker-Planck para uma forca F arbitréria. B utilizada, entdo, uma forma aproximada,

determinada a partir da fun¢do de Green da equacdo de difusdo (equagao 6.3):
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1 e—[y—x—F(”At/Z]z/(ZAt)

Gd(x,y;At) = m

(6.8)

Uma vez que essa € apenas uma equagdo aproximada, ela ndo corresponde
exatamente a solu¢cdo da equacdo de Fokker-Planck. O erro associado ao uso dessa equagdo
z . 2 .
€ proporcional a Ar, logo, quanto menor o valor de Af menor o erro devido ao emprego

dessa forma aproximada da equagdo de Green. O deslocamento compativel com a equagdo

6.8 é:
Yasan = X + FyAt12+MVAt (6.9)

sendo 1 o numero randomico.
A reducgido do erro (AF) pelo uso de um Ar muito pequeno € impraticavel pois, o
tempo de simulacdo para gerar p(, cresceria indefinidamente. O erro, entretanto, pode ser

corrigido pelo algoritmo de Metropolis por intermédio do balanceamento detalhado,

aceitando os movimentos com a probabilidade:

G )
o —d0xan Poy (6.10)
Gateyan P

Se a probabilidade de uma particula estar em x e mover-se para y (G ya0P) €
menor que a probabilidade de estar em y e mover-se para x (Gg,x:anP(y), €ntdo, w > 1 e o
movimento de x para y serd aceito. Por outro lado, se a relacdo for inversa, a aceitacdo
dependerd da comparacao entre w € um niimero randomico gerado.

Essa estratégia pode ser empregada em célculos de estrutura eletronica para
determinar o valor esperado da energia cinética dos elétrons por meio da técnica de
simulacdo, por causa da semelhanca funcional entre a equagdo de difusdo (equagdo 6.2) e a

parte cinética da equagdo de Schrodinger (equagao 1.3).
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6.2 — Aplicacdo em sistemas eletronicos

Inicialmente serd abordado aspectos relativos a implantagao do MCD para o cdlculo
da energia cinética de sistemas quanticos. O modelo adequado para esse estudo é o do
elétron livre movendo-se em uma dimensao, representada por x. A equacdo de Schrodinger

dependente do tempo para esse sistema é:

. a\ll(x,t) :_ﬁaz\ij(x,t)

—ih 6.11
: ot 2m ax2 ( )

Reescrevendo a expressdo 6.11 em termos de um tempo imaginério, 7= it:

2
_a\V(x,T) :_ia \V(x,‘l:)

6.12
ot 2m ax2 ( )

E possivel realizar uma simulacdo dessa equacdo por intermédio da equacgdao de

difusdo de Fokker-Planck (equagdo 6.6), considerando um tempo imaginério 7, constante de

2
difusdo igual a Ey. e fungéo densidade de particulas vy, ;. O movimento do elétron €
m

representado pela difusdo de um conjunto de particulas (ensemble) sob um tempo
1maginario.
Qualquer fungéo v, ., utilizada como uma tentativa inicial de solugdo da equag@o

6.12 pode ser escrita como uma expansao em série do conjunto completo de solugdes dessa

equacao:
W(x,r) = ZE)Cann(x) . (613)

A solugdo da equagdo 6.12 para um tempo imagindrio 7assume, entdo, a forma:
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(6.14)

n(x) *

Vixe = icne(_E"ﬂh)lP

n=0
Para um tempo 7 grande, somente uma determinada distribuicio contribuird para a
fungdo vy, ., aquela de menor energia— o estado fundamental. Essa selegdo, contudo, néo
pode ser obtida por uma dinamica diretamente implementada da equacao 6.12, devido a sua
dependéncia com 7 (comparar com a equagdo 6.2). A independéncia com o tempo

imagindrio é alcancada por meio de uma parametro arbitrdrio E7 . Subtraindo esse

parametro da energia E,, tem-se:
= S C HEAE )y
Vo = 2.C.e n(x) - (6.15)
n=0
Fazendo Erigual a energia do estado fundamental Ey:

Vien = CoWo + kZ_lee[‘(E“ET il (6.16)

Logo, para 7 — oo, W,y — Cy'¥;. Entdo, para um tempo imagindrio 7 grande,

essa estratégia permite obter a energia € uma distribuicdo de particulas compativel com a
funcdo de onda exata do estado fundamental.

No caso analisado, a energia do sistema se restringia a energia cinética. A
generalizacdo do modelo empregado € feita incluindo o termo potencial V(,), o que gera a

equacdo de Schrodinger para um tempo imagindrio:

_ a\V(x,r) _ _182 \V(x,r)

+V, . 6.17
9 ol 0 Yo (6.17)
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Pelo que ja foi exposto, se V() = 0, a distribui¢do de particulas compativel com a

solucdo da equacdo 6.17 € obtida por meio da fun¢do de Green:

1 e—[y—x—F(”At/Z]z/(ZAt)

p(y,r) = ,.-Gd(x,y;r) p(x,O) dx B Gd(x,y;At) = m

(6.18)

Em que foi empregado o sistema de unidades atomicas: m = 1, =0 e, portanto, D = 0,5.
As varidveis x e y correspondem a duas posicdes distintas no espagco unidimensional,
relacionadas, respectivamente, com os tempos 7=0¢ 7.

Uma funcdo de Green para a equagdo de Schrodinger (equagdo 6.17) é obtida como
uma composicdo entre a funcdo de Green para a parte cinética (G,) (equagdo 6.18) e a

funcdo de Green para a parte potencial:
G=G,G,. (6.19)

Nessa composi¢do, assume-se que o movimento das particulas estd desacoplado
com relagdo as interacdes existentes, € a solu¢do pode ser encontrada simulando cada termo

da equagdo de Schrodinger independentemente:

2
o . :ia Yo

pw m ae (6.20)
e

oV,

o =V Y- (6.21)

A igualdade assumida na expressdo 6.19 s6 € vdlida para 7pequeno pois o operador

energia cinética ndo comuta com o operador de energia potencial. A parte potencial pode
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ser interpretada como uma lei de velocidade de uma reacdo de primeira ordem e a sua
simulacdo € realizada com a criacdo ou destrui¢do das particulas do ensemble, de acordo
com a respectiva funcao distribuicao de probabilidade. O problema dessa parte potencial €
que, dependendo do valor do potencial (V()), o nimero de particulas que representam o
sistema ndo terd um comportamento compativel com o de um sistema fisico estdvel e em

equilibrio:

0, se Viy > 0

li = 6.22
hm ., {m,sev(x) <0 (6.22)

A relacdo apresentada (equacdo 6.22) fornece uma probabilidade resultante zero ou infinita.
Esses resultados ou destroem todas as particulas que representam o sistema ou criam um
ndmero infinito delas. Para impedir essa singularidade, um termo ajustdvel (Ey) €
incorporado a equagdo para manter a probabilidade aproximadamente constante e assim

também o nimero de particulas:

CATrm.
a(f’ -= _(Voc) —E; )‘l’(x,w : 6.23)

A funcdo de Green para essa equacao é:

= Vo ErT, (6.24)

v(x,T) —

G

Reagrupando as equacdes relativas a energia cinética (equagdo 6.20, em unidades

atdmicas) e potencial, esta ultima ja com o parametro Er (equagdo 6.23), tem-se:

a\v(x,r) _laz \V(x,r) _
ot 2 ox®

(V(x) —E; )W(x,r) . (6.25)
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No limite de 7 — oo, a funcdo distribuicao de probabilidade torna-se independente

do tempo imagindrio, ou seja:

d
=0, (6.26)
ot
Assim,
197y,
" o2 Ve Ve = Er Ve (6.27)

Nessa estratégia, a fungdo VY, se aproxima da auto-fungdo da equagio de

Schrodinger e o parametro Er da energia exata do sistema.
A extensao das relacdes apresentadas para um sistema multidimensional € imediata.

A equagdo de difus@o para um sistema multidimensional é:

ap( y 1
T :—Vz )
ot 2 Pero)

(6.28)

A correspondente fungdo de Green, por analogia com a do sistema unidimensional, é:

2
Gutevan = (zm)—w/ze—[y—x-F(r)At/z] /(2At)’ 6.29)

sendo x e y as representagdes das posicoes relativas no espago.

A funcdo F, para um sistema multidimensional assume a forma:
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v
F, =20 (6.30)

Y

A similaridade da forma funcional entre parte potencial da equacdo de Schrodinger
e a equacgao de velocidade multidimensional é também explorada nessa situacdo, da mesma

forma como realizado para o sistema unidimensional:

OV (s 1
a(r ) =_(V(r) —E; )‘I’<r,r) ={5( (x) +V(y>)—ET}\v(,,,), 6.31)

sendo a correspondente funcdo de Green:

1
{E(VM*'W »)~Er }
e

G (6.32)

v(y,x,7) =

As expressoes apresentadas definem o método Monte Carlo de Difusdo e permitem
desenvolver um algoritmo capaz de calcular os valores médios de propriedades de estados

dos sistemas. Contudo, esse seria ineficiente em muitos casos, sobretudo pela divergéncia
1 . . . )
do termo E(V(x) +V(,))— Er nas regides onde ha singularidade do potencial. Nessas

condigdes, ha variacdo significativa do nimero de particulas do sistema, o que confere
grande incerteza estatistica nos valores médios calculados.
A forma de reduzir essas flutuacdes é por meio da técnica de amostragem

preferencial (importance sampling).

6.2.1 — Amostragem Preferencial

Nessa técnica, a funcio de onda tentativa € utilizada como uma fun¢do guia (¢) que
tem por objetivo direcionar a amostragem, a qual em principio € isotrépica, para regides

estatisticamente mais importantes para a média e também tornar as regides singulares em
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regides bem comportadas. Para isso, define-se uma funcdo densidade de probabilidade (f):

oy =0 V- (6.33)

A fungdo y € a fung¢do de onda dependente do tempo para o sistema. No decorrer
da simulacgdo, essa funcdo se aproxima da funcdo de onda exata do estado fundamental do
sistema (equacgao 6.16).

Utilizando essa funcdo densidade (f) na equacdo de Fokker-Planck:

af(r,‘r) — 1
ot 2

1
sz(rn:) - Ev(f(r,‘r)F(r) )+ (E, -E, )f(r,'r) ’ (6.34)

sendo E; a energia local e F um vetor de campo denominado forca quantica de

Fokker-Planck. Essas fun¢des sdo definidas pelas equacdes abaixo [21,

H
E, = O : (6.35)
q)(r)
_ Vo) (6.36)
(ry — . .
q)(r)

A inclusdo da amostragem preferencial modifica as fun¢des de Green apresentadas
para a estratégia de Monte Carlo.

A equacdo 6.34 guarda semelhancas com a equacdo 6.25 o que permite com que
elas sejam resolvidas pela mesma metodologia. A parte cinética é simulada pelo processo
de difusd@o e o termo correspondente ao potencial, por meio da criagdo e destruicdo de
particulas do ensemble. 1dentifica-se o termo cinético da expressao obtida (equacdo 6.34)
como sendo os dois primeiros a direita e o termo correspondente ao potencial (equagao

6.23) como o ultimo, também a direita. A funcdo de Green para a parte potencial (equagao

98



6.24) deve ser adaptada para a nova condi¢do, substituindo-se simplesmente a energia
potencial (V(x)) pela energia local (Er). Assim, a fun¢do de Green para esse sistema assume

a forma:

1
_{Z(EL(X)+EL().))—ET }‘r

G

e (6.37)

v(y,x,7) =

O processo de criagdo e destruicdo de particulas € melhor realizado com essa
expressdo do que quando feito com a fun¢@o de Green sem amostragem preferencial, pois a
energia local apresenta menos singularidades que a energia potencial, tendo um
comportamento mais suave.

Na situa¢do em que ¢ =¥, a funcdo de onda exata do sistema, a energia total E7 €

igual a energia exata do sistema Ey, causando o desaparecimento do termo correspondente
ao potencial. Desta forma, o nimero de particulas do ensemble permanece constante. Para
uma funcio tentativa aproximada, nao ha o cancelamento entre as singularidades da energia
cinética e potencial, o que acarreta na flutuagdo do nimero de particulas do ensemble para

compensar as imperfei¢des da fungdo tentativa frente a funcdo de onda exata. As particulas
sdo eliminadas nas regides em que @ >\ e sdo criadas nas regides que ¢ <V, dessa

maneira a distribui¢do das particulas tende a se aproximar da distribui¢do estabelecida pela
funcdo de onda exata, a medida que a simulacio prossegue.

O operador energia cinética € identificado como:

21 1
=2V f =5 V) (6.38)

Considerando que a forca F permanece constante durante todo o movimento, a

correspondente funcdo de Green para a parte cinética é:
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1 2
EFMAt} /(2A¢)

Ty
Gy = 210) e { (6.39)

Uma vez que o operador de energia cinética ndo € hermitiano, faz-se necessario
utilizar o balanceamento detalhado, descrito anteriormente (equagdes 3.27 e 3.28), que €
realizado aceitando-se o movimento das particulas do ensemble da posicao x para y,

segundo a probabilidade de Metropolis:

Ay =min, g, .5)) (6.40)
sendo
Gd(xy'ﬁt)q)(zy)
diyxdy =~ 2 - (6.41)
Gd(y,x;ﬁt)q)(X)

Esta estratégia utiliza uma funcdo de Green formada pela combinagdo de duas outras
para fazer a amostragem do espago de configuragdes: a funcdo de Green da equacdo de
Fokker-Planck (equacdo 6.39) e a funcdo de Green do processo de criagdo e destruicao de
particulas (equacdo 6.37). A energia do sistema E é obtida como uma média da energia

local E; (equacdo 6.35):

(£)- GOy _Jw;,ﬁ)qy,)ELdr_jf(wELdr:

_‘-w:r,’r)q)(r)dr - jw:r,’r)q)(r)dr - J.f(r,r)dr

(E,),- (6.42)

Nesse MCD, sao obtidas configuragdes (N) que correspondem a distribuicao f, por
meio do algoritmo de Metropolis, e a energia € calculada como uma média simples da

energia local:
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N—o0

1 N
E,) =lim—YE,, . 6.43
< L>f Nkz=:1 L(r,) (6.43)

Qualquer propriedade do sistema pode ser calculada dessa forma, desde que seja possivel

calcula-la para cada configuracdo individualmente.

6.2.2 — Aproximacgao dos Nos Fixos

A equacdo de Fokker-Planck escrita em termos da funcdo f € a equagdao fundamental

da amostragem preferencial:

af( o 1 1
=Y y? ——V F . )+(E,—-E , 6.44
It s ) > (f(r,’t) (r)) ( T L)f(r;c) ( )
em que
f(r,‘t) = q)(r)\p(rgr) . (6.45)

A funcdo f € uma funcdo densidade de probabilidade que, na simulacdo, esta associada ao
nimero de particulas do ensemble em cada ponto do espaco e, como tal, deve assumir

apenas valores positivos ou zero, f, . > 0. Essa condig@o € satisfeita se as fungdes ¢ e y

trocarem de sinal simultaneamente, fato que ocorrerd apenas se essas duas funcoes
possuirem exatamente os mesmos nas.

Em um sistema com varios elétrons, os nés da funcao de onda sdo hipersuperficies
nas quais a funcdo de onda é nula.

A forma de cumprir essa exigéncia em uma simulacdo de Monte Carlo Quantico é
determinar que os nds da funcdo Y coincidam exatamente com os nés da funcdo ¢. Isso €

estabelecido, fazendo com que os movimentos das particulas que atravessem algum n6 da

funcdo ¢ sejam imediatamente rejeitados, independente de qualquer outra condigao.
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Redefinindo a funcao f:
firm =00 Wy (6.46)

sendo que o sobrescrito nf destaca que os nds da fungdo f sdo iguais aqueles determinados
na func¢do guia.
Com o avanco da simulag¢do, a funcdo de onda dependente do tempo se aproxima da

funcdo de onda exata, mas mantém os nds nas posicoes pré-definidas pela funcio guia:

limy,,,, =C, ¥y . (6.47)
T—>00

A funcio de onda obtida,‘ng , serd uma aproximacao da funcdo de onda exata do
estado fundamental do sistema. Se os nds da funcdo guia, e consequentemente da fungdo vy,
coincidirem precisamente com os nds da funcdo de onda exata, entdo, a fungdo ‘ng sera
igual a funcdo de onda exata do estado fundamental do sistema ¥ . No entanto, ndo é
possivel determinar os nds da funcdo de onda exata sem conhecer exatamente essa fungao,

mas € possivel avaliar a qualidade do resultado obtido empregando a func¢do ‘ng para o

célculo da energia, utilizando argumentos da teoria de perturbagdo. Para isso, escreve-se a

funcdo de onda exata como uma série de Taylor das fun¢des de onda de n6s fixos:
Y, =) +A) AP+, (6.48)

com A sendo o pardmetro de perturbagdo e as fungdes Wff ,ng s eees l|IZf as auto-fungdes

da equacdo de Schrodinger para um sistema com noés fixos, ortogonais a funcao ng A

energia de ordem zero € a prépria energia do sistema com no fixo.

A energia de primeira ordem é:
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E, =My}’

H‘W8f>+<\|fgf H‘k\pff> _\E" <\|fff

w?>. (6.49)

Uma vez que as funcdes ll!gf e l}lf’f sdo ortogonais, E;=0. O primeiro termo da

perturbac@o para a energia que corrige o efeito do n6 fixo, diferente de zero, € o de segunda
ordem. Por isso, € esperado que a aproximacgao do né fixo forneca resultados exatos para a
energia, mesmo empregando fungdes de onda pouco precisas com relacdo aos nds da
funcdo de onda exata. E possivel demonstrar também que a energia obtida com o método

2~ . ~ . . . . . 2
dos nés fixos € variacional com respeito a energia fundamental exata do sistema 2
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Capitulo 7—  INOVACOES ~ TEORICAS E  EXPERIMENTOS
COMPUTACIONAIS EM MONTE CARLO DE DIFUSAO

A estratégia do Monte Carlo de Difusdo (MCD) apresentada exige, assim como o
MCYV (tépico 3.1.4 — Funcdo de Onda Teste no Monte Carlo Variacional), que a fun¢do de
onda tentativa permita o cancelamento das coordenadas de spin para o célculo da energia
local (equagdo 6.35) e, assim, também possibilitar que a integral da equacdo 6.1 seja
calculada por meio do método Monte Carlo. Tradicionalmente, t€ém-se utilizado no MCD a
funcdo de onda fatorada (equacgdo 3.44), a qual cumpre essas exigéncias. No entanto, como
ja foi destacado no topico 3.2 — Limitacdes da Fun¢do de Onda Fatorada, essa funcdo de
onda ndo atende ao postulado de Pauli sobre a anti-simetria, tampouco a indistinguibilidade
eletrOnica (tépico 3.2.2 — A Funcdo de Onda Fatorada e a Anti-simetria). Para superar
novamente esse problema, € utilizado o conceito de matriz densidade (t6pico 4.1 — Matriz
Densidade) que tanto satisfaz as exigéncias técnicas de cancelamento das coordenadas de
spin, e conseqiientemente de implementa¢do do método Monte Carlo, quanto os postulados

fundamentais do formalismo da mecénica quantica, em particular a anti-simetria de Pauli.

7.1 — Monte Carlo Difusdo com Matriz Densidade

Utilizando a matriz densidade de ordem n independente de spin, I'(r'lr), a energia

média pode ser calculada pela equacao:

_ IEL(,)F(r’I r)dr

< > (7.1)
IF(r'I r)dr
sendo E; definida pela expressao:
HU(F| r
L) = # (7.2)
I'(r'lr)
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O termo correspondente a descricdo da energia cinética € apropriadamente descrito

pela seguinte equacao de difusdo de Fokker-Planck, que descreve a evolucao temporal da

matriz densidade, obtida pela multiplica¢ao, a esquerda, da equagdo 6.6 com a fungao ¢(2r,) :

¢(2r')a¢(2r,t) _ ar(zr'lr,t) _1 d [a

ot o a2orler T® }F(er'”) ' 73

Por meio da equacdo 7.3, define-se a for¢a F em termos da matriz densidade para o

. L. al—‘(Zr'lr t)
estado estacionario a—’ =0
t
2 2 2
F(r) _ V]'—‘(r'lr) _ q)(r')vq)(r) -2 V(I)(r) . (74)

Y 2 42
1—‘(r'lr) q)(r')q)(r) q)(r)

Devido a semelhangca entre as equacdes 7.3 e 6.6, é realizado o mesmo
desenvolvimento anterior, o que permite determinar a fun¢do de Green aproximada para a

equacdo de Fokker-Planck apresentada (equacgdo 7.3):

“3N/2 e—[y—x—FmAtlz]z /(2At)

G y(nyary = (27T) (7.5)

sendo x e y representacdes de duas posicoes relativas no espago multidimensional.

Essa funcdo de Green € igual a equacdo 6.29 que € a funcido de Green para a
descricdo em termos da funcdo de onda. Isso ocorre porque a expressdao que define a forca
F nos dois casos € idéntica. Portanto, o deslocamento das particulas para a descri¢do pela

matriz densidade é previsto também pela equagdo 6.9:

Yosan =X + FoyAt/2+my/Ar (7.6)
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sendo At o tempo gasto para o deslocamento e 1| 0 nimero randémico.
Nessa descricdo também ha a necessidade de se utilizar o balanceamento detalhado

do algoritmo de Metrépolis (equagdo 7.7) pelos mesmos motivos previamente apontados:

Gioveanly
w= —dOxAD” (1Y) (7.7)

Gd(x,y;At)r(x'Ix)

A parte relativa a energia potencial é simulada por meio da criagdo e destruicdo de
particulas. Para evitar a instabilidade dessa acdo, € incorporado um termo ajustivel (Er)
para manter a probabilidade de criacdo ou destruicio aproximadamente constante e,
conseqiientemente, o nimero de particulas do ensemble. A equacdo que €, entdo, simulada

é:

ol .
(rir,o) _
T - _(V(r) - ET )F(r'lr,’t) : (78)

A correspondente funcdo de Green é:

Gv(x,y;r) =e s (79)

que € idéntica a funcdo de Green para a parte potencial da descri¢do em termos da fungao
de onda (equagao 6.24).
Uma funcdo de Green apropriada para simular a equacao de Schrodinger dependente

do tempo em termos da matriz densidade, escrita a seguir :

ar(r'lr,r) _ l azr(rwm)
0T 2 or 2

- (V(r) - ET )F(r'lr,r) ’ (7.10)
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€ obtida pela combinac¢do da funcdo de Green (equagdo 7.5) para o termo relativo a energia
cinética (G,) com a funcio de Green (equagao 7.9) para o termo relativo a energia potencial

(G)):

G=G,G,. (7.11)

Quando T — oo, € encontrada a matriz densidade I" independente do tempo, ou seja:

M =0 (7.12)
ot
Assim, a equagdo 7.10 assume a forma:
2
2 ar;*r +Vo Lo = Erl)- (7.13)

A condi¢do representada pela expressdo 7.12 corresponde ao estado estaciondrio do
sistema. Se E7 for o menor valor possivel, o estado encontrado seréd o estado fundamental e

Er serd a energia desse estado.

7.1.1 — Amostragem Preferencial

A criagdo e a destruicao de particulas fundamentada na diferenga da energia potencial
e a energia E7 muitas vezes ndo € estdvel, pois, as singularidades existentes na energia
potencial ndo sdo compensadas pelo termo Er. Isso provoca uma explosdo ou uma completa
aniquilacdo das particulas em determinadas regides. Esse comportamento introduz
instabilidade a simulacido e um aumento considerdvel do erro associado aos valores médios
das propriedades calculadas.

A técnica da amostragem preferencial, além de eliminar o problema apresentado,
permite ainda direcionar o cdlculo para regides estatisticamente mais favordveis para a
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média. Nessa técnica € definida uma funcio A, empregado-se uma matriz densidade 1" que

direciona a amostragem e que desempenha uma tarefa similar a da funcdo guia:

A(r\lr,‘c) = r(r\lr)®(r\|r,‘c) ’ (714)

A matriz densidade ® ¢ uma matriz dependente do tempo que se aproxima da matriz
densidade exata do sistema com o avango da simula¢do, uma vez que a funcdo de onda
empregada na sua constru¢do aproxima-se da fungcdo de onda exata (equagdes 6.13 a 6.16)

para T — co. A matriz densidade ® € definida abaixo:

O (ir) = I‘P(*r'§|r)\P(r§|t)d§’ (7.15)

sendo & a coordenada de spin.

Fazendo Erigual a energia do estado fundamental:
Virn = Co Wt S C el EBR My (7.16)
k=1

Considerando um tempo T grande:

limy,, . =Cy¥,, (7.17)
T—o0

consequentemente, a matriz densidade ® se aproxima da matriz densidade exata do estado
fundamental.

Escrevendo a equacdo de Fokker-Planck para a funcao A:

BA(HM) zlva 1

4 —— VIA
a‘[ 2 (rilr,7) 2 (

F(r))+(ET —E; )A(Mm)' (7.18)

(r’lr,7)
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O termo E} € a energia local e F € a forca quantica, definidos a seguir:

Hl_‘(r\lr)
E, =—"" (7.19)
1_‘(r\lr)
" :72V¢(r) : (7.20)
¢(r)

Os dois primeiros termos a direita da equagdo de Fokker-Planck permitem calcular a
energia cinética, enquanto a energia potencial € obtida pelo dltimo termo também a direita

da equacdo. A fun¢ao de Green para a parte da energia potencial é:

—|:%(EL(x)+EL()'))_ETi|T
=e : (7.21)

v(yx,t)

G

sendo x e y duas posicdes no espago de fase tridimensional.

Por sua vez, a funcdo de Green para a parte da energia cinética é:

2
1
a2 e—{y—x-zF(r)At} /(2Ar)

Gy = (277) (7.22)

Mais uma vez se faz necessario o uso do balanceamento detalhado: movimentagao
das particulas do ensemble da posicao x para a posi¢ao seguinte y, segundo a probabilidade

de Metropolis:
Ay =min(l gy o 5)) (7.23)

com
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Gyixvsnl
ity = 280 _0) (7.24)
Gagyeonl o

Portanto, a fun¢ao de Green empregada para fazer a amostragem é formada pela

combinacdo da func@o de Green para a energia cinética (G,) e para a energia potencial (G,):
G=G,G,. (7.25)

A partir das configuragdes que reproduzem a distribuicdo A, sdo determinados os

valores médios das propriedades, em particular para a energia:

A

Hl—‘(r\lr)
J.G)(r‘lr,r)r(r‘lr) —dr
<E> _ Lo _ J-G(ﬂr,r)r(ﬂr)ELdr _ J.A(r\lr,‘c) E dr _

J.®(r‘lr,r)r(r‘lr)dr J.G)(r‘lr,’c)r(r‘lr)dr ,[A(r‘lr,’c)dr

(E,),- (126)

A energia é calculada como uma média simples da energia local das configuracdes

(N) obtidas segundo o algoritmo de Metropolis:

1 N
E =lim — ) E . (7.27)
(EL), N%,Nkz::l L(ry)
7.2 — Experimentos computacionais

Utilizando o desenvolvimento apresentado, foi escrito um programa de Monte Carlo
de Difusdo com matriz densidade (MCDD) para calcular a energia de sistemas

multieletronicos. O algoritmo desse programa estd no apéndice C.
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7.2.1 — Simulagdes dos Atomos de Litio e Berilio

Foram calculadas as energias eletronicas dos dtomos de litio e berilio. Em todas as
simulacdes foram empregadas as fungdes de onda near-Hartree-Fock 471 para montar o
determinante de Slater e conjuntos (ensemble) de 1000 configuragdes para o cdlculo da
energia em cada passo. O equilibrio foi atingido com 20000 configuracdes e os valores
médios foram obtidos com 100000 configuragdes. Os parametros de deslocamento foram
ajustados para que a taxa de aceitacdo variasse entre 98% e 99%. Os resultados obtidos sdao
comparados com dados da literatura de cédlculos Hartree-Fock e Monte Carlo de Difusio
tradicional (MCD) que usou a fun¢do de correlacdo de Boys e Handy com 7, 9 e 17 termos.
Os valores médios obtidos pelo MCD foram calculados com 5 x 10° passos . Os

resultados sdo apresentados na tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Energias (em u.a.) dos dtomos de litio e berilio

método Li Be
HF -7,4327 -14,5730
E -7,4781 -14,6673
MCDD -7,478025+0,000113 -14,6570634+0,000143
E; -7,4746+0,0006 -14,6259+0,0007
Eog -7,4731+0,0006 -14,6332+0,0008
Ei; -7,4768+0,0006 -14,6370+0,0006

A representacdo Eg correponde a estimativa de Clementi e Veillard para a energia
correta do estado fundamental. As energias obtidas pelo MCD empregando a funcdo de
correlagdo de Boys e Handy com 7, 9 e 17 termos sdo representadas, respectivamente, por
E7, Eoe Ey7.

A partir dos resultados apresentados na tabela 7.1, € possivel observar que as energias
calculadas com o método Monte Carlo de Difusdo, seja pela estratégia tradicional ou pela
proposta desse trabalho, s@o todas elas menores que a energia Hartree-Fock (HF) e
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proximas da estimativa de Clementi para esses dtomos (Es).

Por meio da comparacdo das energias calculadas pelo MCDD e pelo método
tradicional, obtido da literatura, verifica-se que as energias calculadas pela estratégia que
emprega a matriz densidade forneceu resultados sistematicamente menores, assim como
também os desvios-padrdes, do que todos os valores obtidos pelo célculo tradicional,

mesmo sem empregar qualquer funcao de correlagdo especifica.

7.2.2 — Conclusao

Os valores de energia calculados pelo Monte Carlo Difusao com matriz densidade ou
com a estratégia tradicional mostram que essa técnica recuperou grande parte da energia de
correlacdo desses sistemas para ambos os métodos.Os resultados calculados com o MCDD
demonstram o éxito dessa proposta e certificaram a confiabilidade ao método tedrico
desenvolvido e também ao programa escrito.

O fato das energias calculadas pelo MCDD serem menores que o MCD sugere que as
funcdes de correlacdo desempenham um outro papel no MCD, além da inclusdo do efeito
de correlacdo eletronica. Essas funcdes também devem estar corrigindo imperfei¢des da
funcdo de onda com separacdo de spins, que ndo estdo presentes na descricdo feita pela

matriz densidade.

7.2.3 — Estados Excitados do Hélio

O estudo do estado excitado do hélio realizado com o Monte Carlo Variacional
possibilitou constatar que os resultados obtidos pelo esquema tradicional, empregando a
funcdo de onda fatorada, e o desenvolvido nesse trabalho, com matriz densidade,
apresentaram valores bem distintos para o estado singlete, sendo que os dados calculados
pelo MCV foram completamente discrepantes comparados com os obtidos pelo método
UHF enquanto que os célculos realizados com o MCVD forneceram valores mais
coerentes. Por outro lado, todos os resultados calculados para o estado triplete foram

compativeis e permitiram concluir que a discrepancia observada no cdlculo do estado
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singlete se deveu exclusivamente a deficiéncia na descri¢do feita por meio da funcdo de
onda fatorada.

Diante dessa observacdo, tornou-se fundamental o estudo desses sistemas pelo MCD
e pelo MCDD para comparar a qualidade dos resultados que seriam fornecidos por essas
duas estratégias.

Os sistemas estudados foram, portanto, o hélio singlete (1s"2s") e o hélio triplete
(1s2s%). Foram realizadas quatro simula¢des, duas com o MCD, uma para cada estado do
hélio, e outras duas com o0 MCDD — nos mesmos dois sistemas, em que todas usaram o0s
mesmos parametros para a funcdo de onda. Em nenhuma delas foi empregada fungdo de
correlacdo. Foram utilizados 1000 ensembles e 100000 passos de Monte Carlo em cada
simulagdo para o equilibrio, perfazendo um total de 1 x 10° configuracdes. Esse mesmo
numero de configuragdes foi utilizado para os cdlculos das médias da energia. O passo para
gerar as configuragcdes foi ajustado de forma tal que a taxa de aceitacdo fosse superior a
90 %. As simulacdes MCD utilizaram a aproximacao dos nds fixos, pois, conforme descrito
na literatura, o estudo de estados excitados exige que essa estratégia seja empregada para
que o sistema seja corretamente conduzido para o estado excitado. Por sua vez, as
simulacdes realizadas via MCDD permitiram que os elétrons atravessassem os nés da
funcdo de onda, sem qualquer limitagao aos seus movimentos. No entanto, os nds da fun¢dao
de onda foram mantidos fixos, nas posi¢des previamente estabelecidas pela funcdo de onda
teste. A funcdo de onda teste que foi usada no MCD e no MCDD foi a mesma das
simulacdoes do Monte Carlo Variacional. Os expoentes empregados foram, na funcio Is,
2,69 e, na funcdo 2s, 0,80. Os coeficientes da combina¢do dessas funcdes para a formagao

das funcdes orbitais atdmicas estdo na tabela 7.2:

Tabela 7.2 — Coeficientes da combinacdo linear para a formagao das fungdes

orbitais atdmicas do hélio.

1 2
Is 0,93489 -0,42991
2s 0,19740 1,00989
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Os resultados calculados pelas simulagcdes para o hélio singlete (1S“ZSB) sao

apresentados na tabela 7.3 a seguir:

Tabela 7.3 — Energia do 4tomo de hélio singlete (1s“2sﬁ) em u.a.

MCD MCDD CIS Estimativa| Exp.
energia u.a. | 0,575926+0,009697 | -2,135251+0,000133 | -1,917080 | -2,146118 | -2.14611

O valor denominado de estimativa foi calculado pela soma entre a energia exata,
prevista por Clementi e Veillard para o 4tomo de hélio ™' e a energia calculada necesséria a
transi¢do de um elétron no orbital 1s para o 2s 21 A energia experimental foi calculada pela
soma entre a energia exata do estado fundamental 361 ¢ a energia de transicao (611
Observa-se claramente que o valor obtido pelo método MCDD se aproxima muito da
estimativa para a energia desse sistema. O MCD forneceu um resultado inferior
qualitativamente ao do MCDD, sendo, inclusive, positivo.

Os valores calculados para a energia do hélio triplete (1s“2s%) sdo apresentados na

tabela 7.4:

Tabela 7.4 — Energia do atomo de hélio triplete (1s"2s*) em u.a.

MCD MCDD CIS Estimativa| Exp
energia u.a. [-2,211043+0,000143 | -2,14560+0,000133 | -1,917080 | -2,146118 | -2.17537

O valor da energia calculada pelo MCD mostra-se muito mais proximo dos resultados
obtidos por outros métodos para o hélio triplete. A comparacdo entre esse resultado e o
obtido por esse mesmo método para o hélio singlete confirma a conclusdo anterior sobre a
limitacdo da fun¢do de onda fatorada em descrever esses sistemas eletronicos. Por outro
lado, o MCDD apresentou resultados muito préximos da estimativa esperada, tanto para o
hélio singlete quanto para o hélio triplete. Isto permite afirmar que os nds da fun¢do de

onda obtidos pelo determinante de Slater estdo muito proximos dos nés da fun¢do de onda
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exata para esses sistemas estudados, uma vez que ndo foram alterados durante a simulagdo

da sua posic¢do inicial.

7.2.4 — Estados Excitados da Molécula de Hidrogénio

Foi realizado também o cdlculo para o estado excitado da molécula de hidrogénio,
empregando o MCDD para observar se o comportamento encontrado para o &tomo de hélio
se reproduzia nesse sistema. A fungdo de onda foi a mesma empregada no calculo MCVD
anteriormente realizado. A distancia utilizada entre os dtomos de hidrogénio também foi de
1,4 A. Foram utilizados ensemble de 500 configuracdes. O equilibrio foi atingido com 2000
passos e utilizou-se mais 100000 passos para o cdlculo das médias nas simulacdes. A taxa

de aceitacao ficou entre 80 % e 99 %. Os resultados s@o apresentados na tabela 7.5:

Tabela 7.5 — Energia da molécula de hidrogénio, em u.a.

Estado MCDD MCD
GgaGgB (IZ;) -1,172311+0,000060 | -1,176261+0,000056
GgocGuB (1 Z:) -0,613974+0,000091 |-0,790455+0,000089
6.%6," (3 Z:) -0,716188+0,000086 | -0,736150+0,000097
6. %,P (122) -0,271505+0,000106 |-0,300245+0,000113

Dessa vez, observa-se que os resultados obtidos para a molécula de hidrogénio

apresentaram discrepancias mais acentuadas entre os dois métodos de Monte Carlo de
Difusao (MCD e MCDD) do que pelos métodos de Monte Carlo Variacional (MCV e

MCVD), apesar de ndo serem tao significativas quanto as verificadas para o &tomo de hélio.

7.2.5 — Conclusao

Os dados obtidos permitem verificar, mais uma vez, a divergéncia entre os métodos

MCD e MCDD, devida a diferenca na montagem da funcdo de onda empregada. Como ja
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havia sido verificado anteriormente, o valor da energia calculado pelo MCD para o hélio
singlete € muito discrepante com relag@o aos obtidos por outros métodos. O valor calculado
para a energia desse sistema pelo MCD previu que esse sistema seria instavel, ficando
muito distante do valor estimado. Por outro lado, o calculo MCDD forneceu um resultado
muito proximo da estimativa, mesmo sem fazer uso das func¢des de correlagdo, tanto para o
hélio singlete quanto para o hélio triplete. Isso mostra que a posi¢do dos nés da funcdo de
onda montada a partir do determinante de Slater estd mais proximo da posi¢dao dos nés da
funcdo de onda exata que a localizacdo prevista pela funcdo de onda fatorada para esses
nos. Esses resultados ratificam a conclus@o anterior sobre a deficiéncia da fungdo de onda
fatorada em descrever alguns sistemas eletronicos. As trés representagdes apresentadas para
os sistemas com dois elétrons (secdo 5.4.4.1 — Representagdes de Sistemas de Dois
Elétrons) mais uma vez suporta os dados calculados. A igualdade das trés representacdes do
estado triplete justifica a semelhanca entre os valores calculados para a energia do hélio
triplete enquanto que as significativas diferencas entre, sobretudo, a representacdo com
separacdo de spins e as demais representacoes mostradas para o estado singlete explica as
grandes divergéncias encontradas para a energia do hélio singlete, calculadas pelo MCV e
os métodos MCVD e CIS. Com respeito a molécula de hidrogénio, os dados obtidos para os
estados excitados apresentaram diferengas importantes, em particular para o estado Gg“GuB,
ratificando que a funcdo de onda fatorada € limitada também para reproduzir

satisfatoriamente sistemas eletronicos moleculares, em especial, os estados excitados.
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Conclusoes Finais

- Foi demonstrada a viabilidade técnica da descricdo dos sistemas eletronicos por
meio da matriz densidade nas estratégias de MCQ.

- Através dos graficos 5.9 e 5.10, verificou-se a convergéncia do método MCVD
independente dos parametros da simulacdo e da configuracao inicial. Observou-se também
que a faixa para a taxa de aceitacdo 6tima para uma rdpida convergéncia é de 40 % a 60 %,
para o MCVD.

- Os resultados da simulagdo para o hélio, utilizando a funcao single-zeta mostraram
uma compatibilidade entre 0 MCVD e o MCV, ja esperada, uma vez que as expressdes para
a descri¢do eletronica, neste caso, sdo idénticas. Esse resultado foi importante para conferir
confiabilidade ao programa desenvolvido.

- Todos os valores calculados para a energia total do hélio, do litio e da série
isoeletronica de ambos apresentaram uma boa concordancia com os dados da literatura,
para todas as fung¢des de onda testadas. Isto mostra a consisténcia do formalismo do MCVD
e a sua viabilidade.

- Os célculos utilizando fungdes de correlagdo efetuados com o MCVD forneceram
bons resultados comparativamente a todos os métodos. Os resultados mostraram que o
emprego da funcao de correlacdo de Boys e Handy é vidvel e que a corre¢ao obtida por esta
funcdo para o efeito de correlacido eletronica no MCVD € da mesma magnitude que a
obtida para o MCV.

- A inclusdo da funcdo de correlagdo nao implicou numa alteracdo significativa do
formalismo MCVD.

- Os resultados da teoria de perturbacdo dentro do MCV para o d&tomo de hélio e sua
série isoeletronica foram coerentes com a literatura, se tornando mais uma alternativa para
o cdlculo da correlacdo eletronica neste formalismo. Esta inovacdo abre novas
possibilidades de cdlculo no MCV.

- Demonstrou-se a viabilidade técnica da inclusdo da matriz densidade nos calculos
MCD.

- Os resultados obtidos com o0 MCDD foram mais préximos da estimativa do valor
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exato para os atomos estudados em comparagdo com a metodologia fundamentada na
funcdo de onda com separac¢do de spins.

- Os célculos de Monte Carlo Variacional e Monte Carlo Difusao realizados para o
estado excitado do hélio comprovaram a limita¢do da descri¢do do sistema feita pela fungao
de onda fatorada comparativamente a feita pelo determinante de Slater e empregada no
conceito de matriz densidade. Para o estado triplete, a diferenca foi pequena entre os
valores calculados para a energia pelos métodos tradicional e com matriz densidade. Isto
porque, nessa situacdo, a descri¢ao feita pelos dois métodos € semelhante. J& para o estado
singlete, as descricdes sdo muito diferentes, o que se refletiu nos resultados. As trés
representacdes de sistemas com dois elétrons permitiram explicar e justificar os resultados
obtidos para os estados excitados do hélio. No estudo da molécula de hidrogénio, as
diferencas entre a funcdo de onda fatorada e a matriz densidade com determinante de Slater
ndo se refletiram nos valores da energia calculados pelo MCV e pelo MCVD. Por outro
lado, as desigualdades verificadas anteriormente entre 0 MCD e MCDD para o dtomo de
hélio tornaram a aparecer quando a energia da molécula de hidrogénio foi calculada por
esses métodos. Dessa forma, comprova-se a deficiéncia na descricao dos estados excitados
singlete pela estratégia de Monte Carlo Quantico tradicional e a melhora na qualidade da

descricdo proporcionada pelo método Monte Carlo Quantico com matriz densidade.
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Perspectivas Futuras

O Método Monte Carlo Quantico é uma estratégia muito nova de calculo ab initio, e
como tal, com muitas alternativas a serem exploradas. A utilizacdo da matriz densidade
nesse método, proposta nesse trabalho, amplia ainda mais essas possibilidades, uma vez
que o desempenho da metodologia sob essa nova 6tica deve ser novamente investigado.

Dois aspectos tedricos que devem ser ainda melhor estudados no MCQ e no MCQD ¢é
a indistinguibilidade eletronica e a anti-simetria de Pauli, uma vez que o MCQ, mesmo sem
incluir plenamente esses postulados, fornece bons resultados para sistemas no estado
fundamental. Determinar as caracteristicas principais que causam esse comportamento pode
gerar uma abordagem tedrica diferenciada.

A implementagdo de outras alternativas para incluir a correlacao eletronica no MCQ e
no MCQD, como a intera¢ao de configuracdo, além de continuar a explorar e ampliar o uso
da teoria de perturbagdo, apresentada nesse trabalho, sdo aspectos que se pode comecar a
pesquisar de imediato.

E importante continuar a explorar os estados excitados de sistemas atomicos e
moleculares para que se determine, com grande exatidao, todas as deficiéncias da fungdo de
onda fatorada em relagdo a funcio de onda obtida por meio do determinante de Slater.

Considerando especificamente o0 MCQD, o campo de estudos € muito vasto, pois o
numero de sistemas atdmicos e moleculares a serem investigados € muito grande, assim
como as propriedades, além da energia, que podem ser estudadas. A utilizacdo de orbitais
naturais nessa estratégia também € uma alternativa interessante, que pode simplificar o uso
da matriz densidade, porque permitira trabalhar apenas com o traco dessa matriz.

Os programas MCVD e MCDD, escritos durante esse trabalho, também podem ser
desenvolvidos para melhorar sua eficiéncia em termos de tempo de célculo, além de ser

possivel viabilizar a sua paralelizagao.
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Apéndice A — Algoritmo de Metropolis
etapa 1) Criar aleatoriamente uma configuracao inicial v;.
etapa 2) Calcular a funcdo densidade de probabilidade p(v;).

etapa3) Criar outra configuracdo v; , modificando aleatoriamente a posi¢do de uma ou mais
particulas da configuracdo inicial.

etapa 4) Calcular a funcdo densidade de probabilidade para esta nova configuracdo p(v;).

pv j)
pv;)
configuragdo for maior que a anterior (r > 1), aceitar a nova posi¢do; caso contrario,

comparar essa razdo com um numero aleatorio. Se a razdo for maior, aceitar a nova
posicdo, sendo manter o elétron na posi¢ao anterior.

etapa 5) Comparar as densidades de probabilidades [q = J Se a densidade da nova

etapa 6) Calcular a propriedade de interesse a do sistema na configuracao que foi obtida .
etapa 7) Retornar a etapa 3, testando o movimento de particulas diferentes.
etapa 8) Calcular a média da energia local das configura¢des (equacao 2.12).

etapa 9) Continuar a mover as particulas até observar a convergéncia da média da
propriedade a.

120



Apéndice B — Algoritmo MCV com Matriz Densidade
etapa 1) Gerar k configuragdes iniciais diferentes (ensemble).

etapa 2) Calcular a funcido densidade de probabilidade (matriz densidade) para uma das
configuragdes (I, (x’lx)).

etapa 3) Mover um dos elétrons através da equacédo 5.16, dado um intervalo de tempo o¥.

etapa 4) Calcular a func¢do densidade de probabilidade para esta nova posi¢ao (I'; (x’lx)).

L (x'x)
CTL(x1x)

nova configuracdo for maior que a anterior (» > 1), aceitar a nova posi¢do; caso contrdrio,
comparar essa razio com um numero aleatério. Se a razdo for maior, aceitar a nova
posicdo, sendo manter o elétron na posi¢do anterior.

etapa 5) Comparar as densidades de probabilidades (r j Se a densidade da

etapa 6) Retornar a etapa 3 até que seja testado o movimento de todos os elétrons do
sistema.

etapa 7) Calcular a energia local (ou qualquer outra propriedade de interesse) do sistema na
nova configuragdo, pela equacao 5.23.

etapa 8) Retornar a etapa 2 utilizando uma outra configuracdo. Calcular a média da
energia local de todas as configuracdes.

etapa 9) Repetir o ciclo da etapa 2 a etapa 7 para cada configuracao.

etapa 10) Continuar a mover os elétrons até observar a convergéncia da média da energia
local. O valor dessa média € a energia do sistema.
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Apéndice C — Algoritmo MCD com Matriz Densidade

etapa 1) Gerar k configuragdes iniciais diferentes (ensemble) e obter uma distribuicdao
inicial de particulas por meio de uma simulacio MCVD.

etapa 2) Calcular a funcdo densidade de probabilidade (matriz densidade) para uma das
configuragdes (I, (x’lx)).

etapa 3) Mover um dos elétrons através da equacéo 7.6, dado um intervalo de tempo o.

etapa 4) Calcular a funcdo densidade de probabilidade para esta nova posi¢ao (I';, (y’ly)).

Gd(x,y;ﬁt)rn(y'ly)

etapa 5) Comparar as densidades de probabilidades G(y:dr) = G = , equacao
d(y,x;01)" (x'x)

7.24 e equagdo 7.22. Se a densidade da nova configuracdo for maior que a anterior (g > 1),

aceitar a nova posi¢do; caso contrdrio, comparar essa razao com um numero aleatério. Se a

razao for maior, aceitar a nova posi¢c@o, sendo manter o elétron na posi¢ao anterior.

1
—|:E(EL<X)+EL(J,))—E,}1

etapa 6) Calcular o fator G y=e€ , (equagdo 7.21) que determina se a

v(y,x,T
particula devera ser reproduzida ou eliminada da configuracdo. Fazer mb = G, + uran, se
mb>1, entdo a particula deve ser reproduzida. Caso contrério, deverd ser eliminada da
configuragdo. O nimero de particulas a ser criado deve ser controlado para evitar um
aumento exagerado em certas posicoes, sobretudo no inicio da simulacao.

etapa 7) Retornar a etapa 3 até que seja testado o movimento de todos os elétrons da
configuragao.

etapa 8) Calcular a energia local (ou qualquer outra propriedade de interesse) do sistema na
nova configuragdo, pela equacao 7.19.

etapa 9) Retornar a etapa 2 utilizando uma outra configuracgao.
etapa 10) Calcular a média da energia local de todas as configuracgoes.

etapa 11) Apds tentar movimentar todos os elétrons de todas as configuracdes, ajustar o
valor da energia tentativa (E7) segundo a expressao:

E, =05(E; +(E))+ klog(Nij :

T
sendo E; a energia tentativa atual, <E> a média da energia local do sistema, N o nimero de
particulas da configuracdo e Ny o nimero de particulas em torno do qual se estabelece que a
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simulacdo deve permanecer. A constante k ¢ uma parametro ajustdvel. Nas simulacdes
realizadas nesse trabalho foi estipulado k=0,1.

etapa 12) Retornar a etapa 2, utilizando a primeira configuracdo novamente para iniciar um
novo passo de Monte Carlo.

etapa 13) Continuar a mover os elétrons até observar a convergéncia da média da energia

local. O valor dessa média € a energia do sistema. O valor da energia tentativa deve estar
muito proximo dessa energia média ao final da simulagdo.

123



Referéncias Bibliogrdficas

1.

N

WX AW

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.
27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

Kalos, M. H., Whitlock, P. A. 1986. Monte Carlo Methods, Vol. 1: John Wiley and
Sons
Hamond, B. L., Lester, W. A., Reynolds, P. J. 1994. Monte Carlo Methods in Ab
Initio Quantum Chemistry: World Scientific.
Moore, W. J. 1976. Fisico-Quimica, Vol. 1: Edgard Bliicher Ltda
Moore, W. J. 1976. Fisico-Quimica, Vol. 2: Edgard Bliicher Ltda
Levine, I. N. 1991. Quantum Chemistry: Prentice-Hall
Lowdin, P. O. 1959. Adv. Chem. Phys. 2: 207
Szabo, A., Ostlund, N. S. 1996. Modern Quantum Chemistry: Dover.
Bartlett, R. J. 1981. Ann.Rev.Phys. Chem. 32: 359
Krokidis, X., Moriarty, N. W., Lester, W. A., Frenklach, M. 2001. Int. J. Chem.
Kinet. 33: 808
Lee, M. A., Schmidt, K. E., Kalos, M. H., Chester, G. V. 1981. Phys.Rev.Letters.
46: 728
Hermann, D. W. 1986. Computer Simulation Methods: Springer-Verlag
Salinas, S. R. A. 1997. Introdugdo a Fisica Estatistica: Edusp
Dantas, C. A. B. 1997. Probabilidade: Um Curso Introdutorio: Edusp
Hill, T. L. 1986. An Introduction to Statistical Thermodynamics: Dover
Tildesly, D. J., Allen, M. P. 1987. Computer Simulation of Liquids: Oxford Press
Metropolis, N., Rosenbluth, A.W., Rosenbluth, M. N., Teller, A. H., Teller, E. 1953.
J. Chem. Phys. 21: 1087
Ceperley, D. M., Kalos, M.H. 1989. Monte Carlo Methods in Statistical Physics:
Springer-Verlag
Wigner, E. P. 1932. Phys. Rev. 40: 749
Ceperley, D., Mitas, L., M. 1996. Adv. Chem. Phys. XCIII: 1
McMillan, W. L. 1965. Phys. Rev. A 138: 442
Kalos, M. H. 1962. Phys. Rev. 128: 1791
Kalos, M. H., Levesque, D., Verlet, L. 1974. Phys. Rev A. 9: 2178
Ceperley, D. M. 1978. Phys. Rev. B. 18: 3126
Anderson, J. B. 1975. J. Chem. Phys. 63: 1499
Reynolds, P. J., Ceperley, D. M., Alder, B. J., Lester, W. A. 1982. J. Chem. Phys.
77: 5593
Moskowitz, J. W., Kalos, M. H. 1981. Int. J. Quantum Chem. 20: 1107
Aspuru-Guzik, A., Salomon-Ferrer, R., Austin, B., Lester, W. A. 2005. J. Comp.
Chem. 26: 708
Reynolds, P. J. 1999. Adv. Chem. Phys. 105: 37
Schmidt, K. E., Moskowitz, J. W. 1992. J. Chem. Phys. 97: 6472
Barnett, R. N., Reynolds, P. J., Lester, W. A. 1987. J. Phys. Chem. 91: 2004
Liichow, A., Anderson, B. J. 2000. Annu. Rev. Phys. Chem. 51: 501
Grossman, J. C., Mitas, L., Raghavachari, K. 1996. Phys.Rev.Letters. 76: 1006
Barnett, R. N., Sun, Z. W., Lester, W. A. 2001. J. Chem. Phys. 114: 2013
Ceperley, D. M., Alder, B. J. 1981. Physica B & C. 108: 875
Ceperley, D. M. http://archive.ncsa.uiuc.edu/Apps/CMP/cmp-homepage.html
124



36.

37.
38.
39.
40.
41.

42.
43.
44.
45.
46.

47.
48.
49.
50.
51.

52.
53.
54.
55.
56.
57.

38.

59.
60.

61.

Helgaker, T., Jorgensen, P., Olsen, J. 2000. Molecular Electronic-Structure Theory:
John Wiley & Sons

Ceperley, D. M., Alder, B. J. 1980. Phys.Rev.Letters. 45: 566

Wigner, E. 1934. Phys. Rev. 46: 1002

Slater, J. C. 1968. Quantum Theory of Matter: McGraw-Hill

Fano, U. 1957. Rev. Modern Phys. 29: 74

von Neumann, J. 1955. Mathematical Foundations of Quantum Mechanics:
Princeton Univ. Press

von Neumann, J. 1927. Gottinger Nachr.: 245 e 273

Dirac, P. A. 1930. Proc. Cambridge Phil. Soc. 26: 376

Lowdin, P. O. 1955. Phys. Rev. 97: 1474

Lennard-Jones, J. E. 1931. Proc.Cambridge Phil.Soc. 27: 469

Landau, L., Lifshitz, E. 1979. Curso Abreviado de Fisica Teorica - Mecdnica
Qudantica, Vol. 2: Mir

Clementi, E., Roetti, C. 1974. Atomic Data and Nuclear Data Tables. 14: 177
Thakkar, A. J. http://www.unb.ca/ajit/chem/f_download.htm

Koga, T., Tatewaki, H., Thakkar, A. J. 1993. Phys. Rev. A. 47: 4510

Grossman, J. C., Mitas, L., Raghavachari, K. 1995. Phys. Rev. Letters. 75: 3870
Green, L. C., Matsushima, S., Stephen, S. C., Kolchin, E. K., Kohler, M. M., Wang,
Y., Baldwin, B. B., Wisner, R. J. 1958. Phys. Rev. 112: 1187

Boys, S. F., Handy, N. C. 1969. Proc.R.Soc. London Series A. 310: 63

Scherr, C. W., Knight, R. E. 1963. Rev. Mod Phys. 35: 436

Knuth, D. E. 1971. The Art of Computer Programming: Addison Wesley
Moskowitz, J. W., Schmidt, K. E. 1990. J. Chem. Phys. 93: 4172

Hylleraas, E. A., Midtdal, J. 1956. Phys. Rev. 103: 829

Moore, C. E. 1949. Atomic Energy Levels: National Bureau of Standards Circular
n.° 467

Aspuru-Guzik, A., El Akramine, Q., Grossman, J. C., Lester, W. A. 2004. J. Chem.
Phys. 120:3049

Choi, M. Y., Miller, R. E. 2005. Phys. Chem. Chem. Phys. 7:3565

Drummond, N. D., Williamson, A. J., Needs, R. J., Galli, G. 2005. Phys. Rev.
Letters. 95:096801

webbook.nist.gov/chemistry

125



