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RESUMO

A Termodindmica dos meios continuos € uma teoria de campos, que utiliza as
equacbes de balan¢co de massa, energia, momento linear, momento angular, a
desigualdade de entropia e as equagdes constitutivas para descrever um sistema.
Nesta teoria pode-se trabalhar com um Unico constituinte ou com uma mistura e,
também, em um meio com ou sem reacao quimica. Esta teoria foi desenvolvida por
matematicos e € muito utilizada por engenheiros. Com o intuito de aproxima-la dos
quimicos, neste trabalho é utilizado o balan¢o de quantidade de matéria ao invés do
balanco de massa. Além disso, neste trabalho é considerado que o sistema
apresente multiplas temperaturas, ou seja, ndo ha um unico campo temperatura para
o sistema, mas um campo temperatura para cada constituinte. Portanto, o objetivo
deste trabalho é descrever um sistema com reacdo quimica, difusdo e multiplas
temperaturas, utilizando o balangco de quantidade de matéria. Assim, para o sistema

em questao foram obtidas as expressdes para a producgao e o fluxo de entropia.



ABSTRACT

The Thermodynamics of continuous media is a theory of fields, which uses the
balance equations of mass, energy, momentum, angular momentum, entropy
inequality and constitutive equations to describe a system. This theory enables us to
work with a single constituent or a mixture and in a medium with or without chemical
reaction. This theory was developed by mathematicians and have been widely
applied by engineers. In order to foster the application of this theory by chemistry
professionals, this research applies the theory by adapting the formula, using the
substance balance rather than the mass balance. Moreover, the research assumes
that the system presents multiple temperatures, ie there is not a single field for the
system temperature but a temperature field for each constituent. Therefore, the goal
of this research is to describe a system with chemical reaction, diffusion and multiple
temperatures, using the amount of substance balance. Thus, for the system in
question were obtained expressions for the production and entropy flow.
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1. Introducao

A termodindmica abordada nos livros didaticos é chamada classica, ou
dos processos reversiveis. Segundo Guggenheim [8], a termodinamica classica, por
ele também denominada termostatica, € a ciéncia fisica na qual a relacdo entre a
temperatura e as demais propriedades do sistema € usada para a determinagédo do
estado de equilibrio. De acordo com Moram & Shapiro [17] a termodinamica classica
trata da relacdo entre a energia e as propriedades da matéria.

Hutter [9] considera que a termodindmica é uma extensdao e um
desenvolvimento da termodinamica classica, que neste contexto recebe o nome de
termostatica. Portanto, nesse caso, a palavra termodinamica ndo engloba somente a
termodinamica classica. Este autor apresenta dois enfoques da termodinédmica e
seus desdobramentos [9], a termodinamica dos processos irreversiveis e a
termodin&mica racional, que originou a atual termodindmica dos meios continuos.
Nesse trabalho sera utilizado o enfoque da termodindmica dos meios continuos, a
qual foi desenvolvida por matematicos e é atualmente aplicada em engenharia.

A termodinamica dos meios continuos € uma teoria de campos, com
enfoque macroscépico, onde um processo nao € considerado necessariamente uma
sequéncia de estados de equilibrio. Pelo contrario, esta teoria permite trabalhar com
sistemas cujas propriedades intensivas ndo estao sujeitas a restricdo de, em cada
momento, manterem valor constante em regides macroscépicas do sistema. Estas
caracteristicas podem ser consideradas uma vantagem, porque permitem uma
descricao mais realista dos processos que ocorrem na natureza.

Para a descricdo de um processo, na termodindmica dos meios
continuos, sao utilizadas equagbes de balangco que refletem as leis gerais da
mecanica (conservacao da massa, dos momentos linear e angular e da energia), o
balanco de entropia e as equagbes constitutivas. Estas equacdes podem ser
aplicadas para um meio formado por uma uUnica espécie quimica, ou para uma
mistura (duas ou mais espécies quimicas), bem como para um meio com ou sem
reacao quimica e, além disto, com ou sem difuséo.

Uma das finalidades deste texto € mostrar que a termodinamica dos
meios continuos pode ser utilizada por quimicos, transformando-se em (til
ferramenta para eles. Para isto, é conveniente alterar o modo como a termodinamica

dos meios continuos descreve 0 meio reacional, passando para uma nova



14

representacdo. Nesse sentido, prefere-se o campo densidade de quantidade de
matéria, ou campo molaridade (mol.L™), ao invés do campo densidade maéssica.
Analogamente, ao invés do balangco de massa escolhe-se o balango de quantidade
de matéria.

De fato, a termodindmica dos meios continuos pode ser utilizada por
quimicos, para auxiliar na descri¢ao e interpretacao de processos reativos, tanto em
regime batelada, quanto em reatores tubulares. Vale ressaltar que, como a descrigéo
do meio é feita por campos, 0s quais sao grandezas cujos valores variam no tempo
e no espaco, pode-se descrever a variagao das propriedades em funcéao do tempo e
da posicao. Desta forma, pode-se montar o perfil das propriedades. Além disso, nao
h& necessidade de considerar que o sistema esteja em equilibrio ou préoximo do
equilibrio (para processos quimicos, a termodindmica dos processos irreversiveis
exige forte proximidade ao equilibrio, por causa da aproximacao linear que supde).
Assim, a termodindmica dos meios continuos é uma ferramenta muito adequada a
descricao de processos quimicos.

Nos trabalhos de Bowen [3], [4] e Truesdell [25] s&o utilizados 0 campo
concentracao molar definidos pelos autores para um meio com reagao quimica, mas
em ambos os trabalhos o fluxo de entropia é considerado proporcional ao fluxo de
calor e a constante de proporcionalidade € o inverso da temperatura. No presente
trabalho o fluxo de entropia ndo é considerado a priori proporcional ao fluxo de calor,
devendo a relagdo entre estes campos ser determinada. Sera mostrado que a
retirada da restricdo imposta nos trabalhos de Bowen e Truesdell é de fundamental
importancia para o uso efetivo da termodinamica dos meios continuos em processos
quimicos.

Para a determinacdo das equacdes constitutivas um método muito
utilizado é aquele dos multiplicadores de Lagrange, conforme aplicado por Liu [15]
ao principio de entropia de Muller [19]. As equacdes constitutivas podem ser obtidas
por outros métodos [6], [19], mas a aplicacdo do método de Liu [15] exige a
determinacdo dos mencionados multiplicadores, o que envolve interessante
discussao sobre o significado fisico dos mesmos.

Além da introducao, o trabalho esta dividido em mais oito secbes e um
apéndice matemdtico. Este contém o desenvolvimento algébrico de algumas
equacoes utilizadas no trabalho. A segunda secdo apresenta os objetivos do

trabalho, a terceira secao indica os conceitos basicos que serao utilizados no texto.
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Na quarta secdo sao apresentadas as equacdes de balangco e o0s conceitos de
multiplas temperaturas e de reagdo quimica em meio continuo. Na se¢ao cinco sao
definidos o campo densidade de quantidade de matéria e as equagdes de balango
utilizando o referido campo. A secéo seis € dedicada ao principio de entropia de
Muller e as restrigdes termodinamicas. Na secao sete sdo mostrados os resultados.
Na secdo oito é feita a discussao do significado fisico dos multiplicadores de
Lagrange. Finalmente, na seg¢do nove sao ressaltadas as conclusées a que o

trabalho conduz.

2. Obijetivos

A proposta deste trabalho € descrever um meio com reagdo quimica e
difus&o, utilizando o balango de quantidade matéria e o seu respectivo campo. Além
disto, discutir o significado fisico dos multiplicadores de Lagrange, para um meio

com multiplas temperaturas.
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3. Conceitos Basicos

3.1. Corpo, sistema e fase.

O sistema € uma abstracdo do mundo fisico, € uma parte do espaco
euclidiano de pontos [14] que representa o corpo que se supde exista na natureza.
No enfoque utilizado neste trabalho, o sistema é um meio continuo. Alids, para um

meio ser considerado continuo, este deve ter uma fungdo o, chamada densidade

massica, que deve ser positiva e espacialmente integravel [14]. Vale ressaltar que o
valor da densidade massica, por esta ser uma propriedade intensiva, é fungdo do
tempo e do espaco, mas o sistema pode conter superficies onde tal funcao nao seja
definida, porque ocorra descontinuidade finita no valor da densidade massica.

Os sistemas séo classificados conforme a permeabilidade de sua
fronteira:

a) Aberto: permite a troca de massa e energia com as vizinhangas.

b

c

) Adiabatico: ndo permite a troca de calor com as vizinhangas.
) Fechado: ndo permite a troca de massa com as vizinhangas.

d) Isolado: ndo ha interacdo, ou seja, ndo ha troca de massa e energia

com vizinhangas.

Nesta classificacdo entende-se por vizinhancas a parte exterior ao
sistema, que se supde que com ele interaja.

No caso da termodindmica dos meios continuos o sistema é sempre
fechado, mas nao necessariamente isolado ou adiabatico.

Um sistema pode apresentar descontinuidades em quaisquer de suas
propriedades intensivas, e nesse sentido pode ser dividido em partes por meio de
superficies de descontinuidade. Sendo continua cada uma destas partes, em
relacdo a todas as propriedades intensivas do sistema, elas sdo chamadas de fases,
ou seja, em cada fase todos os campos variam de forma continua.

Assim, a fase ndao é necessariamente uma porcdo homogénea
(homogeneidade implica em invaridncia espacial de cada uma das propriedades
intensivas do sistema, em cada instante, embora nao impligue em invariancia
temporal) do sistema, mas sim cada parte continua do mesmo, no que se refere a

todas as suas propriedades intensivas. Logo, um sistema constituido de uma unica
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fase nao é necessariamente um sistema homogéneo (note que este é um conceito
de fase diferente do costumeiro).

Cada fase é descrita por um conjunto de campos e equacgdes de balango,
logo um sistema formado por mais de uma fase € descrito por mais de um conjunto
de campos e equacgdes de balanco. Vale ressaltar que o termo meio pode ser
utilizado para descrever caracteristicas do sistema como, por exemplo, ao se dizer

gue 0 meio é viscoso e apolar.

3.2. Campos e propriedades.

Nos livros didaticos de termodindmica [17] sdo definidos os conceitos
classicos de propriedade e estado. De acordo com tais conceitos, propriedade é
uma caracteristica macroscopica de um sistema, como sua energia ou temperatura,
para a qual um unico valor numeérico é atribuido em dado instante de tempo, sem a
necessidade de se conhecer a historia do sistema. Note que se denomina histéria do
sistema ao ordenamento temporal decrescente do ocorrido com 0 mesmo em cada
instante anterior aquele considerado. O estado, entéo, refere-se a condicao de um
sistema descrito pelas suas propriedades. Assim, o estado € determinado por um
conjunto de propriedades.

Nos mencionados livros as propriedades séo classificadas em extensivas
e intensivas. O valor de uma propriedade extensiva depende da extensdo do
sistema, como, por exemplo, o da energia. Por outro lado, uma propriedade é dita
intensiva quando o seu valor ndo depende da extensdo do sistema, como, por
exemplo, o da temperatura.

Entretanto, a termodindmica dos meios continuos considera que o valor
de uma propriedade intensiva s6 pode ser atribuido ao sistema quando este for
homogéneo para a propriedade referida. Desta forma, por definicdo o valor de uma
propriedade intensiva varia no tempo e no espaco (com a posi¢ao). Por exemplo,
tem-se o valor da temperatura de um ponto do sistema, em determinado instante.
Além disto, nesta teoria convém classificar as propriedades extensivas de acordo
com o valor ao qual elas tenderdo quando a extensédo do sistema tender a zero, ou
seja, quando o sistema tender a ser um Unico ponto.

Por exemplo, o inverso da energia também é uma propriedade extensiva,
assim como o inverso da temperatura também € uma propriedade intensiva. Como a

temperatura é sempre positiva, em todo instante o mesmo acontece com o seu
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inverso, em qualquer ponto do sistema. Ja a energia sempre tendera para zero
quando o sistema tender a um Unico ponto, enquanto que isto ndo ocorrera com seu
inverso. Por isto, as propriedades extensivas podem ser classificadas como
pontualmente nulas, ou, pelo contrario, ndo necessariamente nulas quando a
extensao do sistema tender a zero. Como as ultimas sempre podem ser definidas a
partir das primeiras, apenas propriedades extensivas pontualmente nulas seréao
consideradas neste texto.

Por causa da subentendida imposicdo de homogeneidade para todas as
propriedades intensivas, no enfoque classico os conceitos de estado e de
propriedade estao relacionados ao sistema como um todo. Porém, na termodindmica
dos meios continuos os termos propriedade e estado, quando utilizados, néo
necessariamente sdo aplicados ao sistema como um todo.

Um campo € uma funcao que, a cada instante, atribui um valor real Unico
a cada ponto do sistema que nao se situe sobre uma superficie de descontinuidade
da funcéo considerada. Logo, na termodinamica dos meios continuos o valor de toda
propriedade intensiva € fornecido pelo seu respectivo campo.

Mas, além disto, na termodindmica dos meios continuos os valores das
propriedades extensivas pontualmente nulas sao obtidos a partir de campos. Os
valores que os campos atribuem a cada ponto, em cada instante, podem ser
determinados pela relagéo entre a grandeza extensiva e a massa, sendo nesse caso
chamados de propriedades especificas, ou densidades especificas de propriedades
(por unidade de massa), ou pela relagcao entre a grandeza e o volume, sendo entéao
chamados de densidades de propriedades (por unidade de volume). Por exemplo, o
campo que atribui valores de densidade de energia interna corresponde a energia
interna por unidade de volume (J.m®), enquanto que aquele que atribui valores de
energia interna especifica, ou densidade especifica de energia interna, considera a
energia interna por unidade de massa (J.kg™”).

O valor da propriedade extensiva pontualmente nula, num dado instante z,
para o sistema como um todo, é entdo determinado pela integral, no volume V do

sistema, do produto da densidade de massa, p(X,t), pela propriedade especifica,
E:LmX@aX@ma (3.1)
ou entéo pela integral sobre 0 mesmo volume, da densidade da propriedade,

E:Lamev, (3.2)
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sendo ¢(X,t) a propriedade especifica, ¢(X,t) a densidade da propriedade, E o
valor da propriedade extensiva para o sistema como um todo, X o ponto do sistema
e t o tempo.

Para as propriedades intensivas, como temperatura e pressdo, convém
novamente ressaltar que seus valores sé podem ser atribuidos ao sistema como um
todo quando este for espacialmente homogéneo em relagdo a propriedade
considerada. Por exemplo, a temperatura s6 pode ser atribuida ao sistema quando
este for termicamente homogéneo, o que retira a dependéncia espacial do campo
temperatura, restando apenas a dependéncia temporal.

3.3. Aditividade, subaditividade e superaditividade.

O termo aditividade aparece nos livros didaticos de termodinamica para
diferenciar propriedade extensiva de intensiva [16]. Mas, neste texto, tal termo nédo é
utilizado para este fim, mas sim para classificar fungcées, como € usual em
matematica. A palavra funcao, aqui, é utilizada de acordo com seu significado mais
geral, ou seja, coincide com o conceito de funcional.

Logo, se x pertencer ao dominio da fungdo f, entdo x podera ser uma
variavel tensorial de qualquer ordem, uma fungdo cujo argumento e cuja imagem
sejam variaveis tensoriais de qualquer ordem, ou uma n-upla (lista ordenada,
também chamada sequéncia, de n elementos, sendo n um inteiro nao negativo) de
tais variaveis e fungbes. Se w = f(x,y,z,...), 0 mesmo pode ser colocado para y, z
etc.

Sejam a e b valores apresentados por x, que pertence ao dominio da
funcdo f. Se, mantendo y, z etc., caso existam, fixos em qualquer um de seus
respectivos valores contidos pelo dominio de f, para todo a e b o0 dominio de f
contiver a + b, seu contradominio contiver f(a) + f(b) e

a) f(a+b)=f(a)+ f(b), entdo a funcédo f(x) sera aditiva em x,
b) f(a+b)> f(a)+ f(b), entdo a funcao f(x) sera superaditiva em x,
C) f(a+b)< f(a)+ f(b), entdo afuncdo f(x) serd subaditiva em x.

Convém lembrar de que tanto x quanto f(x) sdo grandezas fisicas
referentes a algum sistema. Portanto € possivel que, por motivo fisico, exista par «a
e b contido no dominio de f para o qual ocorra exclusdao de a+ b do citado

dominio, ou de f(a) + f(b) do contradominio de f, ou que passe despercebida uma
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modificacao na forma da funcéo f, ao se fazer a comparagéao entre f(a) + f(b) e
f(a+b). Nestes casos, obviamente a classificagdo da fungdo em aditiva,
superaditiva ou subaditiva é improcedente, mas equivocos nédo sdo incomuns Por
isto, visando maior esclarecimento, a seguir serdo apresentados alguns exemplos de
aplicagdo da mencionada classificagdo.

Como primeiro exemplo, seja dada pela equacao dos gases perfeitos a
temperatura de um sistema homogéneo fechado constituido por uma Unica espécie
quimica, logo 6 = f(P,V,,), onde 6 é a temperatura absoluta, P a presséao, V,, o
volume molar e f(P,V,,) = PV,,/R é uma funcéo aditiva em relacéo a pressao (forma
da funcdo e volume molar mantidos constantes) e em relagdao ao volume molar
(forma da fungdo e pressdo mantidas constantes). Entretanto, considerando
6 =g(P,V,n) = PV/nR, onde V é o volume e n a quantidade de matéria, g(P,V,n) é
aditiva em relacao a pressao e ao volume, mas subaditiva em relacdo a quantidade
de matéria.

Suponha, agora, que a equagao obedecida pelo sistema nao fosse a dos
gases perfeitos, mas sim a de van der Waals. Neste caso, ocorreria subaditividade
em relagdao a pressao, modificando-se também o constatado em relagdo a outras
variaveis. Este exemplo, portanto, reforca a nogdo de que, neste texto, aditividade,
subaditividade e superaditividade sdo caracteristicas da fungédo que define o valor da
propriedade considerada, no caso uma propriedade intensiva, a partir dos valores de
outras grandezas. Logo, nao sao caracteristicas intrinsecas da propriedade em si.

Outro exemplo pode ser a obtengdo do valor da propriedade extensiva
pontualmente nula E, por meio das equacgdes (3.1) e (3.2). Neste caso tém-se
funcionais f, que realizam integracdo volumétrica, cujos argumentos sao n-uplas
com n=2, a saber, (pe,V) ou (¢,V) e cujaimagem é a funcao E(V,t). De fato, como
0s argumentos dos campos p, € e é sdo o0 tempo e a posi¢cao do ponto a que se
referem, os valores das integrais dependem do volume (limite de integracao) e do
tempo. Portanto, as equagdes (3.1) e (3.2) podem ser escritas E(V,t) = f(pe,V) =
f&v).

Considere fixos os campos p, e e é, bem como o tempo t. Suponha duas
regides do sistema, as quais apresentem no maximo um numero finito de pontos em
comum e cujos volumes respectivamente sejam a e b. Entdo, os valores da

propriedade extensiva pontualmente nula E correspondentes as duas regides
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distintas e ao conjunto formado pelas duas regides, no mesmo instante, sdo
respectivamente f(a), f(b) e f(a+b), ocorrendo aditividade, ou seja,
fla+b)=f(a)+ f(b).

Logo, na termodindmica dos meios continuos os valores das propriedades
extensivas pontualmente nulas podem ser fornecidos, a cada instante, por funcées
aditivas em relagdo ao volume, exatamente como acontece na termodindmica
classica. De fato, de acordo com esta ultima teoria, os integrandos das equagdes
(3.1) e (3.2) ndo variam de ponto para ponto, obtendo-se respectivamente E =
f(W)=peVe E=FfV)=eéV.

Alias, os livros didaticos de termodinamica, quando afirmam que “as
propriedades extensivas sao aditivas, enquanto que as propriedades intensivas nao
sao”, como se tais caracteristicas fossem intrinsecas das propriedades em si, na
verdade se referem a aditividade, em relacdo ao volume, das fungbes do tempo e do
volume que fornecem os valores das propriedades extensivas pontualmente nulas.
Quanto as propriedades extensivas ndo necessariamente nulas para extensdo do
sistema tendente a zero, elas ndo obedecem as equacées (3.1) e (3.2), ndo sao
fornecidas por fungdes do tempo e do volume aditivas em relagdo a este ultimo e,
nos livros didaticos de termodindmica, geralmente a existéncia delas nao é sequer
mencionada.

Como ultimo exemplo, considere as entropias de dois sistemas gasosos,
ambos isolados um do outro e do exterior de ambos. Considere, também, que em
determinado instante t os dois sistemas sejam idénticos. A aditividade volumétrica
das fungdes definidas pelas equacdes (3.1) e (3.2) indica que, no momento t, a
entropia (propriedade extensiva pontualmente nula) do conjunto formado pelos dois
sistemas é o dobro da entropia de cada sistema.

Isto, porém, nada informa sobre o que ocorreria se o isolamento de cada
sistema, em relacdo ao outro, mas ndo em relacéo ao exterior de ambos, inexistisse
no instante t, para o conjunto formado pelos dois sistemas, mas neste mesmo
instante tal isolamento continuasse existindo para cada um deles separadamente. A
razao para esta falta de informacdo provém de que, como no caso anterior, na
hipétese agora colocada o conjunto dos dois sistemas ainda apresentaria o dobro do
volume de cada um deles separadamente. Porém, ao contrario de antes, ao se

formar o conjunto uma outra caracteristica dos dois sistemas gasosos idénticos
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também sofreria alteragdo, a saber, o volume disponivel para cada uma de suas
particulas percorrer, por meio de movimento de translagao.

De fato, ha uma proporcionalidade entre a entropia de um sistema isolado
e o logaritmo do numero de microestados que o sistema apresenta, no mesmo
instante. Ao considerar dois sistemas isolados no instante t, a cada microestado de
um deles pode corresponder qualquer microestado do outro. Logo, o niumero de
microestados do conjunto formado por dois sistemas isolados idénticos € o quadrado
do numero de microestados de cada um dos sistemas, 0 que corresponde a dobrar a
entropia.

Mas nada garante que, se ndo existisse o isolamento de cada um dos
dois sistemas, apenas em relacdo ao outro, o niumero de microestados do conjunto
formado pelos dois continuasse sendo o quadrado do numero de microestados que
cada um deles teria se estivesse totalmente isolado. Na verdade, isto n&o ocorreria,
justamente porque aumentaria o volume disponivel para cada particula percorrer, o
que permitiria um maior numero de microestados. Portanto, a inexisténcia do
isolamento de cada um dos dois sistemas, somente em relagdo ao outro, aumentaria
a entropia do conjunto formado pelos dois, em relagdo ao mesmo conjunto, mas com
cada um dos sistemas totalmente isolado. Alias, isto é exigido pela segunda lei da
termodinamica classica.

Entretanto, conforme ja afirmado, em qualquer ponto de V que nao se
situe sobre uma superficie de descontinuidade os valores atribuidos pelos campos p,
é e &, no instante fixado, sdo unicos. Isto ocorrera, nas equacgdes (3.1) e (3.2), para
0s campos ¢é e é referentes a entropia, quando dois sistemas estiverem isolados em
determinado instante e, naquele momento, forem considerados tanto
separadamente quanto em conjunto.

Mas nao acontecera se dois sistemas forem considerados isolados em
determinado momento, mas no mesmo instante o conjunto deles ndo apresentar
isolamento entre eles, porque neste caso os valores atribuidos pelos campos é e é
nao serdao unicos no momento fixado. Portanto, ao se fazer a comparacao entre
f(a) + f(b) e f(a + b) havera uma modificacdo na forma da funcao f. Obviamente,
entdo, a classificacdo da funcdo em aditiva, superaditiva ou subaditiva sera
improcedente.

Este ultimo exemplo foi incluido porque, por meio de uma fungdo que

aparece na termodindmica classica, em alguns textos tais adjetivos sao
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equivocadamente relacionados a segunda lei da termodinamica classica. De fato,
num sistema homogéneo fechado constituido por uma Unica espécie quimica a
entropia é uma funcdo da energia interna e do volume do sistema [5]. Tal fungéo &
subaditiva tanto em relagdo a energia interna quanto ao volume e isto pode ser
matematicamente relacionado a diversas caracteristicas da termodinamica classica,
como os fatos da pressdo, em temperatura constante, diminuir com o aumento do
volume e as capacidades térmicas serem positivas, entre muitas outras
caracteristicas desta teoria as quais, costumeiramente, sdo pouco ressaltadas nos
livros didaticos.

Como todo sistema isolado € um sistema fechado, certamente a
mencionada funcdo da energia interna e do volume também existe em sistema
isolado, bem como as citadas caracteristicas a ela relacionadas. Por isto, por
exemplo, num sistema isolado as capacidades térmicas continuam sendo
necessariamente positivas.

Mas, ao contrario do que acontece para sistema fechado, em sistema
isolado é impossivel alterar o volume ou a energia interna, ou seja, 0 argumento
a + b inexiste se x = a = b for o valor ndo nulo do volume ou da energia interna do
sistema. Logo, mantendo a forma da fung¢do considerada para sistema fechado, a
partir da sua subaditividade em tal sistema, em relagdo ao volume e a energia
interna do mesmo, é impossivel obter caracteristicas especificas para sistemas
isolados, nédo aplicaveis em sistemas fechados, como, por exemplo, o fato da
entropia de um sistema isolado nunca diminuir (segunda lei da termodinamica

classica). Esta conclusdo opde-se ao que se encontra em alguns textos.

3.4. Massa e quantidade de matéria.

A massa é uma propriedade extensiva do sistema, cujo valor m é um real
positivo, o qual é imagem de uma fung¢ao continua do tempo e do volume, aditiva em
relacdo a este ultimo. A continuidade da fungdo em relacao as suas variaveis e sua
aditividade em relacdo ao volume implicam na existéncia do campo escalar positivo
espacialmente integravel chamado densidade de massa, p(X,t), definido no

sistema. Assim,

m= jv p(X,0)dV. (3.3)



24

Por definicdo, a massa de um sistema fechado jamais se altera, ou seja,
seu valor independe do tempo e das alterac6es de dimensbes e formas que o
sistema possa apresentar ao longo do tempo. Para que isto ocorra é necessario e
suficiente que:

1. O volume de um sistema fechado seja totalmente definido pelo instante a
que se refere, o que indica, de acordo com as equacées (3.1) e (3.2), que
os valores de todas as propriedades extensivas do sistema, inclusive o da
massa, sejam totalmente definidos pelo instante a que se referem.

2. A massa de um sistema fechado seja uma funcdo constante do tempo,
logo

am _, (3.4)
dt

No caso da Quimica, que trabalha com sistemas reacionais com ou sem
difusdo, uma alternativa ao uso da massa é utilizar a quantidade de matéria, cuja
unidade € o mol. Mas vale ressaltar que, para um sistema fechado reacional, a
guantidade de matéria ndo necessariamente se conserva, mas a massa conserva-
se. Entretanto, é interessante trabalhar com a quantidade de matéria, pois
grandezas como energia interna e entropia, entre outras, dependem da composi¢ao
quimica, cuja alteracdo por sua vez depende de reagdes quimicas, as quais
envolvem coeficientes estequiométricos dados em termos de quantidades de
matéria.

Para cada espécie quimica presente no sistema, sua quantidade de

matéria € definida pela relacdo entre a massa da espécie considerada e a sua

. m , . ;.
massa molar, ou seja, N:W’ onde N é a quantidade de matéria e W a massa

molar desta espécie quimica, sendo ambas positivas. A quantidade de matéria de
determinada espécie quimica é imagem de uma funcdo do volume e do tempo,
continua em relacao a ambos e aditiva em relacdo ao volume [21]. De fato, como
massa e quantidade de matéria sdo diretamente proporcionais para a mesma
espécie quimica, ndo poderia ser outro 0 comportamento da fungéo cuja imagem é a
quantidade de matéria de determinada espécie.

Portanto, a cada espécie quimica corresponde um campo densidade de
quantidade de matéria ou molaridade (concentragdo em mol por litro), 7, o qual é
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escalar espacialmente integravel, com valor positivo em todo o sistema. Esta

densidade é definida por

_ p(X,1)
V(XJ) - W (35)
e
N = jv (X, )dV . (3.6)

Evidentemente, se o sistema for fechado a quantidade de matéria de cada
espécie quimica, no sistema, € completamente determinada pelo instante a que se

refere.

3.5. Temperatura e campo temperatura.

A temperatura é uma propriedade intensiva, portanto, o seu valor s6 pode
ser atribuido ao sistema quando este for termicamente homogéneo. A temperatura
absoluta, para um sistema fechado e homogéneo em relagdo a todas as suas

propriedades intensivas, é dada pela expressao [5], [7]

_(oU

onde a funcdo que tem como imagem o valor U da energia interna do sistema
apresenta n + 2 argumentos, a saber, o valor S da sua entropia, o valor VV do seu
volume e os valores N;, para i = 1, ...,n, das quantidades de matéria presentes no
sistema, sendo n 0 numero de espécies quimicas distintas nele contidas. Logo, na
derivacdo parcial de U em relacéo a S, tanto VV quanto todos os N;, parai =1,...,n,
sdo mantidos fixos, isto indicando os subindices da equacgéo (3.7). Tal equacéo,

U (S,V,N,...
oS

~N.) mas neste texto

evidentemente, também poderia ser escrita g —

utiliza-se a notacao usual da termodinamica.

No conceito classico de temperatura, esta é considerada mensuravel.
Para que ela seja mensuravel ha a exigéncia de homogeneidade térmica em uma
regiao finita do sistema, a qual esteja em equilibrio térmico com o instrumento de
medida da temperatura. Assim, o conceito classico de temperatura esté relacionado
ao de equilibrio térmico.

A termodindmica dos meios continuos utiliza campos para a descricao do

sistema e nao impde processos reversiveis, ou mesmo apenas homogéneos em
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relagdo a todas as suas variaveis intensivas, estes ultimos também chamados
quase-estaticos. Por isto, esta teoria define um campo denominado campo

temperatura 9 =0(x,r). Este € um campo escalar, positivo, ndo sendo a priori

atribuido nenhum significado fisico a ele.

3.6. Teoria Constitutiva.

Para a descrigdo do comportamento do sistema é exigido que as suas
equacdes de balango incorporem as restricbes inerentes ao especifico sistema
considerado, ou seja, que as formas de tais equacdes decorram de principios gerais
mas, também, das equacbes constitutivas do sistema. De fato, dois sistemas de
mesmas dimensdes, mas correspondentes a corpos constituidos por materiais
diferentes, quando sujeitos ao mesmo estimulo apresentam comportamentos, ou
respostas, diferentes. Por exemplo, ao aplicar a mesma forgca em um corpo formado
por ferro e em outro formado por borracha, as elongagdées provocadas nesses
materiais sao diferentes.

Ha dois tipos de variaveis constitutivas, a saber, as independentes e as
dependentes (que podem ser chamadas de grandezas constitutivas). O
comportamento fisico do corpo é descrito pelos campos basicos [14], [20]. Estes sédo

a velocidade v=v(X.,r), a temperatura 9=0(x,r) e a densidade de massa
p=p(X,t). A partir destes campos, conforme o tipo de sistema, o material que o

constitui e os efeitos a serem estudados, efetua-se a modelagem constitutiva, ou
seja, escolhem-se 0s conjuntos de varidveis constitutivas independentes e
dependentes. O objetivo € descrever as variaveis constitutivas dependentes a partir
das independentes, o que é feito por meio das equagdes de balanco. Estas
equacoes devem satisfazer algumas condicbes gerais, como o Principio do
Determinismo e outros axiomas.

Sendo c(x,r) o valor de uma variavel constitutiva dependente para o
ponto X do sistema no instante f, z(Xx,r) 0 conjunto de variaveis constitutivas

independentes e F o funcional constitutivo que representa as relagdes constitutivas

do sistema referentes a C(X,1), tem-se

C(X,1) = F(z(Y,1), X, 1), (3.8)
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onde a forma do funcional constitutivo F depende tanto de quem é c(Xx,r), quanto

do tipo de sistema e do material que o constitui. Por exemplo, sejam a densidade de
massa p(X,r), a temperatura 9(x,r) e o gradiente de temperatura g(x,r) as
variaveis constitutivas independentes. O fluxo de calor q(X,r) € uma variavel
constitutiva dependente, portanto pode-se escrever
qQ(X,0)=F(pY,),00,n,eY,0),X,r). A constitutividade do material estd na forma do

funcional F especifico para o fluxo de calor, a qual ird depender do tipo de sistema
e do material que o constitui.
A seguir estdo descritos os principios do determinismo e da obijetividade
material, bem como o axioma da causalidade.
a) Principio do Determinismo
Seja w(-) uma funcao temporal e seja a histéria

y () =yt —s), (3.9)

onde SE[O,OO) € uma coordenada temporal apontada para o passado, a partir do
instante presente f. Como s=0 corresponde ao tempo presente, tem-se
v'(0)=w(r). Seja c(X,r) o valor, no ponto X pertencente ao sistema e no instante ¢

, de uma variavel constitutiva dependente qualquer. Postula-se, entdo, o principio do

determinismo

C(X’t) = F(Z’ (Y’ s)’X7t)’ (3-1 0)

para VY pertencente ao sistema e VSe€ [0,00), onde F é um funcional constitutivo e

z corresponde ao conjunto das variaveis constitutivas independentes. Portanto, o
principio do determinismo impde que as historias completas das variaveis
constitutivas independentes, em todos os pontos do sistema, determinam os valores

das grandezas constitutivas, para cada instante t+ e ponto X .

b) Principio da Objetividade Material
Seja c(x,r,¢) o valor de uma variavel constitutiva dependente em um
ponto X do sistema no instante t, correspondente a uma estrutura de referéncia ¢,
conforme pode ser ilustrado pela equacao abaixo

C(X,1,4) = F,(2'(Y,5), X, 1). (3.11)
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A representagdo C(X,t,¢) indica que (X,r) é argumento da funcdo na
estrutura de referéncia’ ¢, em relacdo a qual o valor da sua imagem C pode ser

determinado. Além disso, o indice ¢ do funcional F indica que a forma do funcional

depende da estrutura de referéncia. Sendo tanto as variaveis constitutivas
independentes quanto a dependente C objetivas® em relagdo & transformacéo
euclidiana, postula-se que a forma do funcional ndo dependa da estrutura
referencial, embora o seu argumento e a sua imagem se alterem conforme a
estrutura referencial adotada. Portanto, nestas condicoes tem-se o principio da

objetividade material

F,=F. (3.12)

c) Axioma da Causalidade
As variaveis constitutivas dependentes podem ser obtidas a partir das

variaveis constitutivas independentes por meio de equagdes de balanco.

' Uma estrutura de referéncia corresponde a um observador de Newton. Logo, em uma estrutura de referéncia o
tempo e o ponto sdo independentes.

* Uma grandeza escalar, vetorial ou tensorial é objetiva quando for indiferente ou invariante a determinado tipo
de mudanga de estrutura referencial, ou seja, a determinado tipo de alteracdo de observador. As grandezas
referentes a0 movimento ndo sdo objetivas em relacdo a transformacgdo euclideana (por exemplo, a velocidade
ndo € objetiva em relacdo a esta transformacao).
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4. Equacoes de balanco.

4.1. Equacoes gerais de balanco.

Todo sistema pode ser descrito ou caracterizado pelos valores de suas
propriedades, como massa e momento linear, entre outras. Assim, para a descrigao
de um sistema sao feitas as equacdes de balanco, que sao leis gerais da mecanica
e 0 balanco de entropia. Estas equacbes de balanco podem ser escritas na forma
integrada, para o corpo todo, ou na forma local, para um ponto.

Seja H uma propriedade fisica extensiva (item 3.2.), escalar ou vetorial,

de um sistema e seja y a sua densidade nesse sistema. Tem-se, entéo,

H= jv wdV . (4.1)
A variacao de temporal da propriedade H , que pode ser representada por ‘2_H - H,
t

pode ser decomposta em algumas contribuicées somativas, a seguir descritas:

a) O suprimento S e a sua densidade o(x, ).
b) A produgéo P e a sua densidade ¢(x,7).

c) O fluxo F e sua densidade superficial o(x,1).

Assim, pode ser escrita a expressao ‘;_H —S+P+F, OU
1
d B 4.2
— jv w(x,1)dV = jv S5(x,1)dV + jv c(x,0)dV + L @(x,1)n(x,1) dA. (4.2)

Esta é a equacgédo geral de balangco, em sua forma integrada. A densidade de
suprimento é uma contribuicdo ao campo que pode ser originada de fontes externas
ou internas. A de produg&o € uma contribuicdo interna e a densidade de fluxo é uma

contribuicdo que esta relacionada a uma movimentagdo espacial do valor da

propriedade.

Para um ponto regular®, a equacdo de balanco local é dada pela forma
geral
‘Zi_‘;’ +wydiv(v) = div(®) + 8 +g (para y um campo vetorial), (4.3)

z

Um ponto é considerado regular se, neste ponto, todos os campos tensoriais forem diferencidveis, sendo
. . . . . N k . ~
continuas suas primeiras derivadas, ou seja, pertencerem a classe C' com k > 1. Caso isso ndo ocorra, o ponto
serd considerado singular.
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c;—l’;/+¢//div(v) — div(@)+5+¢ (para w um campo escalar), (4.4)
ou

%+div(w ® V) = div(@) + 8 +¢ (para ¥ um campo vetorial), (4.5)
aa—l;/"‘di"(‘//v) — div(@)+ S +¢ (para y um campo escalar), (4.6)

onde v(X,r) € vetor velocidade no ponto considerado, cujo vetor posicdo € x. As

primeiras duas equagdes correspondem ao balanco usando a derivada total
(material, ou seja, acompanhando o movimento do ponto material), enquanto que as
ultimas duas equacdes referem-se a derivada parcial (mantendo o ponto fixo no
espaco).

Quando w(x,r)for um campo escalar, S(x,r) € <(x,r)também seréo

campos escalares, enquanto que @(x,7) sera um campo vetorial. Este € o caso dos

balangcos de massa, energia e entropia. Porém, para os balangos de momento linear

e momento angular, wy(x,r) € um campo vetorial, 0 mesmo acontecendo com §(x,r)€e
g(x,1), enquanto que ¢(x,r) € um campo tensorial de segunda ordem. Neste caso, 0
termo y®v ao qual se aplica o operador divergente, na penultima equacao, deve ser

entendido como um produto tensorial de dois vetores, ou seja, o divergente é

aplicado a um campo tensorial simples de segunda ordem.

4.2. Equacoes de balanco para sistema com um constituinte.

Os balancgos locais para um ponto regular de um sistema com uma unica
espécie quimica sao apresentados a seguir. As deducgdes das equacdes de balango
sd0 mostradas no Apéndice Matematico®.

a) Balanco de massa.
v =p,
g = 5 = w = 0’

9P | pdiv(v) =0, (4.7)
dt

ou

* Ver Apéndice Matemitico B.
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9P 4 div(pv) =0. (4.8)
ot
b) Balanco de momento linear.
W = pv,
¢=T,
S = of,
¢=0,
% + pvdiv(v) —div(T) — pf =0, (4.9)
ou
%+div(pv®v)—div(T)—pf=0. (4.10)
sendo T o tensor de Cauchy.
c) Balango de momento angular.
W =XXpV,
¢=xxT,
d=xx o,
s=0,
@ﬂxxm)div(v)—div(xxT)—(xxpE‘):0, (4.11)
ou
OXXPV) 4 iv(xx pv) ® v] = div(x x T) — (xx pF) = 0. (4.12)

ot
Este balanco tem como consequéncia algébrica que o tensor tensédo de

Cauchy é simétrico (Apéndice Matematico)®.
d) Balango de energia total, considerada a soma da energia cinética com a
energia interna.
1 _
V= Epv ‘V+ pg,

¢o=Tv—q,

> Ver Apéndice Matemético C.
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+ (%pv -V + péjdiv(v) —div(Tv) +div(q) — pf -v— pr =0. (4.13)

Subtraindo da equacéao anterior, para balango da energia total, o balango
de energia cinética, apés manipulagéao algébrica e o uso do balanco de massa em

termos de derivada total, obtém-se o balanco de energia interna

d(f €) 4 pediv(v)+ div(q)—T- grad(v)— pF =0, (4.14)
ou
a%;?)4—dh(péw—kq)—ff-grad(v)—/ﬁ:=(l (4.15)

Segundo Liu [8], o suprimento de energia interna é dado pela expressao

T- grad(v) + pr (Apéndice Matematico)®.

e) Balanco de entropia
w = pi,
¢ =—0,
0 = pao,
c=m2>0,

d(pn)

7 ———+ pndiv(v)+div(®)— poc =1 (4.16)
ou

a(,aatn)+ div( o7y + ®)— p& = 1. (4.17)

® Ver Apéndice Matemdtico D



33

4.3. Teoria de mistura.

Na termodinamica dos meios continuos ha, também, uma teoria de
mistura [2], [25]. Nesta teoria é considerada a sobreposicdo das espécies quimicas,
ou seja, todos os pontos do sistema s&o ocupados por todas as espéecies quimicas
[2], [25] (ou, em todos os pontos, as densidades massicas de todos os constituintes
nao sao nulas). Assim, todos os constituintes tém todos os campos definidos em
todos os pontos do sistema.

Todos os campos para espécies quimicas constituintes da mistura
obedecem a equagdes de balango analogas aquelas para os campos de um sistema
formado por um Unico constituinte [25], sendo 0s campos para a mistura como um

todo combinagbes lineares dos correspondentes campos de cada constituinte da
mistura. Portanto, sendo p; o campo escalar densidade massica de cada

constituinte i da mistura e p 0 campo densidade massica da mistura, tem-se
EDWE (4.18)
i=l1

O campo concentracdo méssica de cada constituinte, &, , é dado pela relacao

£=b (4.19)
P

e

Y&=1 (4.20)

Segundo Hutter & Jénk [10], ha trés tipos de misturas.

e C(Classe I: a dinamica da mistura equivale a dindmica de um Unico
constituinte. Neste caso, deve ser feito um balangco de massa para
cada constituinte, mas os balancos de momento linear, angular e de
energia interna devem ser feitos somente para a mistura. Pode ser
utilizado para misturas suficientemente diluidas.

e C(lasse Il: deve ser feito um balanco de massa, momento linear e
angular para cada constituinte, mas o balango de energia interna deve

ser feito somente para a mistura.



34

e Classe lll: deve ser feito um balanco de massa, momento linear,
angular e de energia interna para cada constituinte. Neste caso, cada
constituinte apresenta uma temperatura diferente.

Portanto, enquanto que para os primeiros dois destes tipos deve ser considerada
uma unica temperatura para cada ponto, no terceiro tipo de mistura devem ser

consideradas multiplas temperaturas.

4.4. Multiplas temperaturas.

No caso do campo temperatura para uma mistura, ha dois casos a

considerar:
e 0 campo temperatura de todos os constituintes € o mesmo, ou seja, ha
um Unico campo temperatura; ou
e cada constituinte apresenta um campo temperatura distinto, sendo isto
definido como mdltiplas temperaturas.
Misturas com multiplas temperaturas aparecem nos trabalhos de Bowen [3], [4],
Eringen & Ingran [6]. Estes Ultimos autores apresentam o conceito de equilibrio
térmico local, que seria atingido quando a temperatura de todos os constituintes
fosse a mesma em determinado ponto do sistema. Quando todos os pontos do
sistema se encontrassem em equilibrio térmico local, a temperatura comum a todos
0s constituintes poderia variar de um ponto para outro, num mesmo instante e, em
cada ponto, poderia variar no tempo. Em outras palavras, haveria um Unico campo
temperatura, como no primeiro caso considerado. Nesta situacdo, a producdo de
entropia da mistura, em cada ponto, € considerada nao negativa, embora tal
restricdo ndo persista para cada constituinte individualmente.

De acordo com Mdller [20], Hutter & J6nk [10], ha alguns tipos de misturas
para 0s quais & necessario considerar um sistema com multiplas temperaturas. Para
tais sistemas, conforme ja colocado, deve ser feito um balango de energia interna
para cada constituinte. Segundo Ruggeri [22], considerar um sistema com multiplas
temperaturas traz uma melhor descricdo do sistema. Porém, utilizar um Unico campo
temperatura média seria mais préximo do que pode ser medido.

No trabalho de Eringen & Ingran [6], fora do equilibrio térmico local a
producéo de entropia é considerada ndo negativa para cada constituinte da mistura.
Isto indica que o processo que ocorre em cada constituinte € independente dos
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demais, conceito este que pode ser questionado. No presente trabalho séo
consideradas multiplas temperaturas, mas apenas a producdo de entropia da
mistura [25] € suposta ndo negativa (ndo a producdo de entropia de cada
constituinte).

Evidentemente, para que o equilibrio térmico local e o equilibrio térmico
global sejam alcangados deve ocorrer troca térmica entre os constituintes. Nesse
sentido, podem ser considerados dois tipos de trocas térmicas, uma entre 0s
constituintes, para que em cada ponto do sistema seja alcangado o equilibrio térmico
local, e outra gerada pelos gradientes de temperatura dos constituintes, esta ultima

representada pelos fluxos de calor, q,, de cada constituinte: .

Este enfoque é analogo aquele ja bem estabelecido para a massa, onde a
difusdo de cada constituinte, em cada ponto, é influenciada pela troca de massa
devida a reacao quimica. Assim, a temperatura do constituinte i seria funcao da sua
troca térmica no ponto considerado e do seu fluxo de calor naquele ponto, ou seja,

0.(x,t)=A+B(q,), (4.21)
Sendo A(X,?) a contribuicdo da troca térmica local e B(x,¢) a contribuicdo do fluxo

de calor, q,(X,?), do constituinte ;. Portanto, para o caso de multiplas temperaturas,

um fator adicional deve ser considerado na producdo de energia interna de cada
constituinte, causado pela troca térmica local que ocorre em cada ponto do sistema.
Porém, mesmo para um sistema com multiplas temperaturas, pode-se
considerar um Unico campo temperatura média, conforme proposto por Ruggeri [22],
logo apenas o balanco de energia interna para a mistura. Neste caso, ha duas
possibilidades:
e a temperatura média é a temperatura do equilibrio térmico local, o que
corresponde a considerar que a velocidade por meio da qual € atingido
o equilibrio térmico local, em todos os pontos do sistema, € muito maior
do que a velocidade do processo; ou
e atemperatura média é a temperatura que corresponde a densidade de

energia interna da mistura no ponto considerado, a cada instante.

4.5. Reacao quimica em meio continuo.

No enfoque microscépico, a reacdo quimica, que é a transformacao de

uma espécie quimica em outra, ocorre devido a modificacao estrutural das particulas
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presentes no corpo. Mas sob o aspecto macroscépico, ao qual a termodinadmica dos
meios continuos refere-se, a reacdao quimica apenas indica a possibilidade de
alteracdo na composicao quimica de cada ponto do sistema. Portanto, ela é
considerada uma interagdo entre campos correspondentes a constituintes distintos.
Assim, quando um constituinte A € convertido em um constituinte B, ocorre uma
interagdo entre os campos densidade massica dos constituintes A e B. Utilizando
este enfoque, no contexto da teoria de mistura para meios continuos ha uma teoria
de reagao quimica em meios continuos [25], [12] (Reacting Continuum).

Para um meio reativo pode ser introduzido um novo campo, 0 campo
velocidade de reacao quimica. Note que a velocidade de reacédo quimica passa a ser
considerada um campo porque, num mesmo instante, o seu valor pode variar de
ponto para ponto do sistema além de, em todos os pontos, poder variar no tempo.
Mas convém lembrar que, num mesmo instante, além da temperatura de cada
constituinte poder ser diferente de ponto para ponto do sistema, num mesmo ponto
ela pode variar de um constituinte para outro. Portanto, considerando o efeito das
multiplas temperaturas pode tornar-se inviavel utilizar o campo velocidade de reacao
quimica.

Geralmente é mais conveniente propor outro campo, em substituicado ao

campo velocidade de reagdo quimica. Define-se, entdo, o campo densidade de

producédo de quantidade de matéria, 7,, de cada constituinte i. Como todo campo,
7, é funcdo do tempo e do espaco, ndo sendo necessariamente homogéneo. Note

que o uso do campo 7; permite que o constituinte i participe simultaneamente de

mais do que uma unica reagcao quimica.

Deve-se sublinhar que, em todo ponto do sistema, a densidade de massa
da mistura se conserva, mas a densidade de massa de cada constituinte pode-se
alterar. Deve-se ainda notar que, em cada ponto e em cada instante, a concentragao
de cada constituinte é a soma de duas contribuicbes, uma dependente da difusao
(que existe em qualquer mistura, mesmo sem reag¢ao quimica), enquanto que a outra
provém das reagdes quimicas.

O tratamento matematico efetuado para um meio reacional é, portanto, o
mesmo usado para uma mistura sem reacado quimica, obedecendo as equacoes
gerais de balanco apresentadas na secao 4.1. De acordo com estas expressodes,
nas equacoes de balangco para cada constituinte existe um termo de producao. Tal
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termo, para mistura sem reag¢do quimica, é devido a todos os tipos de interacdo nao
quimica entre os constituintes da mistura. Ocorrendo reacdo quimica, a producao
inclui uma nova contribuigdo, devida a reagédo. Por exemplo, no caso do balanco de
massa de cada constituinte, sem reagdo quimica o termo de produgéo € nulo, mas

nao mais sera necessariamente nulo quando houver reacao quimica.

4.6. Equacoes de balanco para mistura.

A seguir sdo apresentados os campos e as equacgdes de balango para
cada constituinte e para uma mistura, de acordo com a teoria de misturas. O indice i
indica que a propriedade se refere ao constituinte i. A derivada total é chamada de
derivada material e, quando esta é utilizada para cada constituinte, indica que se

esta seguindo o movimento deste constituinte na mistura. Para que isso seja

ilustrado, a derivada material para cada constituinte é representada por [d_i) , onde

1

¢, € campo considerado, para o constituinte i. Relaciona-se esta derivada a

1

derivada parcial %, a qual desconsidera todo e qualquer movimento, por meio da
ot

expressao
[%jl = % + grad(c;)-v,. (4.22)

Para as deducbes das equacbes apresentadas a seguir, veja o Apéndice
Matematico’.
a) Balanco de massa

Para cada constituinte:
i giv(pv,)—c, =0. (4.23)
ot

Para a mistura:
Z—f+div(pv) _o, (4.24)

onde

=P
i=1

" Ver Apéndice Matemdtico E
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Na primeira equacao, ¢; é a densidade de produgédo de massa do constituinte i .

b) Balango de momento linear
Para cada constituinte:

%+div(pivi ®v,)—div(T)— pf, —m, =0. (4.25)
Para a mistura:
?judiv(pv@v)—div(n—pf =0, (4.26)

onde
T= i:(Ti L ®ui)’
i1

u,=v,-v,

pf :Zpifi’

i=1
Zmi =0,
i=1

sendo m, a densidade de produg¢do de momento linear do constituinte .

c) Balanco de spin

O momento angular de cada constituinte é formado por duas partes: o
momento angular produzido pelo movimento do constituinte no ponto considerado,
supondo meio continuo e o momento angular produzido, no mesmo ponto, por
outros efeitos, chamado de spin (ndo confundir com o spin da mecéanica quantica). O
primeiro leva as mesmas leis de conservacdo do balanco de momento linear e,
conforme ja colocado, a um tensor de Cauchy simétrico. Assim, decompondo o
tensor de Cauchy em suas partes simétrica e antissimétrica, esta ultima, se nao
puder ser desprezada, sera devida ao spin. Portanto, pode-se reduzir o balango de
momento angular a afirmacao de que o tensor de Cauchy é simétrico ou, quando
necessario, a afirmacao de que o tensor de Cauchy apresenta, também, uma parte
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antissimétrica, a qual é relacionada ao balanco de spin. O spin é um momento
angular que, embora esta teoria seja macroscépica, reflete a existéncia de efeitos
microscdpicos relevantes.

Para o constituinte i sejam, entdo, o spin especifico s,, o tensor

densidade superficial de fluxo de spin M, o suprimento especifico de spin 1,, o

dobro do vetor dual a parte antissimétrica do tensor de Cauchy dual(T,-T) e a

densidade de producdo de spin 0;. Considere que o spin especifico s, seja o

resultado da aplicagdo de um tensor momento de inércia especifico, I,, a uma

velocidade angular o,. Imponha que I, néo se altere no tempo. Neste caso, zoi =0,

i=1
conforme sera a seguir considerado.
Para cada constituinte:

OX; X piV; + i)
ot
P —0; —X; Xpifi -x;,xM; =0

+div[(x,x p,v, + pS,) @V, |—div(x, x T,) —div(M,) — (4.27)

ou

o) (%j —diviM,) + dual(T, -~ T, ) — pi, —0, =0. (4.28)
Para a mistura:

pg—div(M)erual(T—TT)—pi =0, (4.29)

onde

L= Zpiii’
i=1

M= ,ZI(MI —PS; ®ui)'
i=1

d) Balanco de energia interna

Imponha, novamente, que o tensor momento de inércia especifico de

cada constituinte ndo se altere no tempo. Para a mistura define-se plo :ZP;I,@[,
i=l1
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ondepI:ZpiIi e Aw,=®,-0. A densidade de produgdo de energia interna do
i=1

constituinte i é e; .
Para cada constituinte:
de,

p,.( j +div(q,) - o, - dual(T, - T') =T - grad(v,) - M, - grad(®,) -
dt ), (4.30)

Para a mistura:

p% +div(q) — - dual(T—T") =T grad(v) —M - grad(e) — pF =0, (4.31)

onde

pE = Z(pigi +%piui u; +%pi§i 'A(’)ij’

n

pr = Z(pifi +u, - pf, + Ao, 'p"i")’

i=1

n
S0
i=1

=

q= Z|:qi —-Tu, ~-Mo, +(pi‘§i +%piui u; +%pi§i (Ao, _(’))jui:|'

i=1

e) Balanco de entropia

Para cada constituinte:

+div(piv,) +div(®,) — p&, =7, - (4.32)

a(pm,)
dt !
Para a mistura:

@+div(pﬁv)+div(q>)— po =1, (4.33)

onde

pn = Zpi77i )

i=1

po = Zpiai ;
i1

Q= i(q)i +p7u;) .

i=1
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5. Campo densidade de quantidade de matéria.

Como ja mostrado na secédo 3.3, a quantidade de matéria, N, é uma
grandeza de distribuicdo continua, positiva e, portanto, ha o campo densidade de
quantidade de matéria ou molaridade (concentracdo em mol por litro), 7, que é um
campo escalar espacialmente integravel, com valor positivo em todo o sistema. Esta

densidade é definida por

p4
= 5.1
%Wi (5.1)
e
M:L%MK (5.2)

O campo escalar densidade de quantidade de matéria da mistura, », € a soma dos

campos de cada constituinte, portanto,

=3 53)
e
N:iM. (5.4)

x, =4 (5.5)
v

e

> X, =1. (5.6)

i=1

Portanto, para uma mistura formada por n constituintes tem-se as seguintes

relacoes,

N=) N. = dav, 5.7
2N, jV;y, (5.7)

dN d

—=— dv. 5.8

i a2 (5.8)

A ultima expressao (5.8) é igual a zero para um sistema sem reacao quimica. Mas,

para um sistema com reacdo pode ser negativa, positiva ou nula, sendo que o seu
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valor depende dos valores dos coeficientes estequiométricos dos participantes da

reacao.
5.1. Equacoées de balanco utilizando o campo densidade de quantidade
de matéria.
As equacbes de balanco utilizando o campo densidade de quantidade de

matéria, ou molaridade };, sdo obtidas a partir da substituicdo da densidade

massica pelo produto entre o campo densidade de quantidade de matéria e a massa

molar do constituinte,

W, = pis (5.9)
v:& =yWeE =pE =&, (5.10)
v = Wi, = pir, =1, (5.11)

Nestas equacdes, enquanto que &; e 7]; sdo grandezas especificas (por unidade de
massa do constituintei), & e 7, sdo grandezas molares (por unidade de

guantidade de matéria do constituinte i) e g e 1, sdo grandezas por unidade de

volume da mistura.

A seguir estdo as equacdes de balanco de quantidade de matéria, de
momento linear, de spin, de energia interna e de entropia. Todas as equacdes de
balango sdo apresentadas apenas para os constituintes, com excec¢ao do balanco de
entropia, o qual também é apresentado para a mistura. A razdo disto esta no fato de
que as equacbes de balanco serdo utilizadas apenas para os constituintes, exceto o
balanco de entropia, que sera utilizado apenas para a mistura, uma vez que a
mistura considerada pertence a classe Il (item 4.3.). A obtengcdo das equacdes de
balanco encontra-se no Apéndice Matematico®.

a) Balanco de quantidade de matéria

%$+dWWﬂ)—q:Q (5.12)

c. . - ,
onde T, :Wl é a produgéo em termos de concentragdo molar, enquanto que c; € a

1

producdo em termos de densidade.

¥ Ver Apéndice Matematico F.



b) Balanco de momento linear

Q@%£Q+dwm@gg®v)—dWﬂD—%ﬂ—ny:0

c) Balancgo de spin

l

W%(%) —div(M,) =Wy, +dual(T, - T ) -0, =0.

d) Balango de energia

a(?’igi)

= div[(y,e,)v.]- T, - grad(v,) +div(q,) - y,r, — ¢, = 0.

e) Balanco de entropia

Para cada constituinte:

% +div(yn,v,)+div(®,) - y,0, =7,
Para a mistura:

% +div(ynv) +div(®) — yo =7,

onde

W=ZWM%

® = Zn:q)i + Zn:(ﬂf,-’?;“i),
i1 i1

Yo = Zn:(yio-i)-
i=1

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

43
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6. Restricoes termodinamicas e principio de entropia.

6.1. Principio de Entropia de Miiller [19].

Segundo o principio de entropia de Miller, tem-se:

e 0 campo entropia especifica e o campo fluxo de entropia sao
propriedades constitutivas do sistema;

e a producao de entropia € ndo negativa em todos os pontos do sistema,
para qualquer processo termodinamico, sempre que todos o0s
suprimentos sejam nulos.

Nas primeiras formulagbes da termodindmica dos meios continuos, o fluxo de
entropia € considerado paralelo ao fluxo de calor, sendo igual ao produto deste pelo
inverso da temperatura absoluta. Mas, de acordo com a primeira parte do Principio
de Entropia de Muller, a mencionada igualdade ndo pode ser uma lei geral, porque
se trata de uma expressdo que independe das caracteristicas do material que
constitui o corpo. Alias, de acordo com formulacdes mais modernas, os fluxos de
calor e de entropia nem sequer sdo necessariamente paralelos [9], [19].

Além disto, a primeira parte do Principio de Entropia de Mdaller resulta na
constitutividade da producédo de entropia, conforme pode ser facilmente percebido
considerando um sistema isolado. Ja a segunda parte deste principio implica em
que, num sistema isolado, a entropia ndo pode diminuir, em concordancia com a

termodinamica classica.

6.2. Restricdes constitutivas.

O sistema considerado neste trabalho é uma mistura com reacao quimica,
difusdo e um campo temperatura para cada constituinte, sendo todos os tensores de

Cauchy considerados simétricos. As variaveis constitutivas independentes séo 6,,
campo temperatura do constituinte i, grad(6,)=g,, gradiente de temperatura do
constituinte i, y, campo densidade de quantidade de matéria do constituinte i,
grad(y,) =h,, gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte i,
u,, velocidade de difusdo do constituinte i e grad(u,) =U,, gradiente de velocidade
de difusao do constituinte i. Portanto, sendo y uma variavel independente, tem-se

ye{ep%’ui’gwhi’Ui}'
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No caso do tensor gradiente de velocidade de difusdo, vale ressaltar que para um
tensor 0 que afeta a constitutividade é a sua parte simétrica, portanto, poder-se-ia
escolher como variavel independente a parte simétrica do tensor gradiente da
velocidade de difuséo.

Nas equacodes utilizadas quando necessario sera utilizada a seguinte notacao.

L, =grad(v,),

g = grad(6),
h; = grad(y,),
H. = grad(h,),
G, = grad(g,),
U, =grad(u,) .

As variaveis constitutivas dependentes sdo o tensor de Cauchy, a
densidade de fluxo de calor, 0 campo energia interna molar, o campo entropia molar,
a densidade de fluxo de entropia e a concentragdo molar de produgdo de matéria
para cada constituinte. Assim, as relagcbes constitutivas serdo formuladas para

Ce {’I‘i’qi’gi’ﬂ’(p’ri’mi’ei}'

6.3. Restricoes termodinamicas.

Utilizado o método dos multiplicadores de Lagrange proposto por Liu [15],
no conjunto de equacgdes de balanco desenvolvidas com o campo densidade de
quantidade de matéria, € obtida a desigualdade estendida de entropia. Esta é dada
pela subtracdo, do balanco de entropia, de cada equacéo de balango multiplicada
pelo respectivo multiplicador de Lagrange. Tem-se, entao,

T = }/ﬁ—}-nﬂ+ﬁdiV(V)+diV((I))—}/U—Z|:A7i[(%j +;/idiv(vi)—riﬂ

dt dt pa] dt
< , dv, dy, ) .
_z A\ Wy =+ | +Wv,| == | +Wyvdiv(v,)—div(T) -y f, —m, (6.1)
il dr ), dr );
_ZA‘{%‘(%J + gi(%} +7,6div(v,) =T, -L, +div(q,) = y,1; _eij > 0.
=) t); L );

Os termos A, A}, A%, sdo respectivamente os multiplicadores de Lagrange do

campo densidade de quantidade de matéria, de momento linear e de energia, todos

para cada constituinte i. O balango de momento angular ndo foi utilizado, pois nio
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introduz nenhuma restricdo adicional, além daquelas que ja podem ser obtidas por
meio do balango de momento linear.
Na substituicdo das varidveis independentes e na diferenciacdo utilizando

a regra da cadeia, ao invés de utilizar a velocidade de difusdo de cada constituinte i
, foi utilizada a velocidade de cada constituinte i. Isto foi feito, pois ha uma relagéo
entre a velocidade de difusdo e a velocidade do constituinte i, expressa a seguir,

ou

— = (544[1 - ga )1

ov,
o _ o - Of
ov. faz ’

a

(6.2)

onde &, é a concentragdo massica do constituinte a, 0,, é o delta de Kronecker e
f € um campo, por exemplo, a densidade de energia interna. Substituindo as

restricbes constitutivas referentes as variaveis independentes, realizando todas as

diferenciacdes conforme a regra da cadeia e agrupando os termos tem-se®

b o))

Jj=1

. 0¢; | dg,
+2[7/—‘Z /Aja_g]J'?gt

8 j=1

n ) d .
+Z 7f—27, ——%WAVJ "

1

1 on < o¢. | dh.
+ —_r_ N —L | L
2| 7o, 2 ’ah,J dr

n 677 n 68- dU
+ —r _ N —L . L
2\ au, " faU) dr

’ Ver Apéndice Matemético G
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+ Z(VDL Z[@VJAT A‘*}%}Ll}

i=1 i

2 [ o or, o,
+y EH"+Z[ahJA —Aja—llfj-ﬂi

n . aq
I

i=1 i a}/[

o e 94
+> Egrad(UHZE Uj AN j grad(Ui)}

-3 (Kpediviv) )+ yndivin) + Y (- yo+ AL (78 + Aoy )+ Z[NT L]

i=1 i=1

+Z( Ae +Al-m,)+ Z(Nz’) Z(Alyleiv(vi))ZO. (6.3)

Esta equacao pode ser expressa como
II=A(y)-Z+ B(y) =0,
sendo A(y) uma fungdo vetorial de y, B(y) uma funcdo escalar de y e Zuma
variavel constitutiva ndo considerada como variavel independente. Como mostrado

por Liu [14], tem-se
A(y)=0,B(y)=0

e
Z@ﬁgﬂ@wmmmq
dt dt dt dt dt d
Os coeficientes de Z devem ser nulos. Assim, para cada constituinte i, obtém-se
_ 6.4
~ n ) a~_
%ZE_ N i} —0, (6.5)
og, ‘3 0g,
0 5 .. 0F,
1 ¢ 2=, 6.6
s 0

~ n a""
o [A”. fj:o, 6.7)
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o7 < 0E .
— =M | AN —L |-y WA! =0, 6.8
6Vi JZ_]:[ j GVlJ ]/1 [t ( )
~ n a~
a—n—Z(A‘?ij—Aﬁ—WA}-VF : (6.9)
oy, ‘A 07,
© (0T, oq
P Ay T, (6.10)
og, =\ og g,
op & (JT,; oq;
Tt AL =N, (=0, 6.11
oh, ]Z_:‘(ahi / fahij 611)
o [ oT, oq ;
o Ryt TR 6.12
ou, ,.Z_:‘(aui J faUJ (6.12)
> (cro+ AL )+ Kyin) =5 (6.13)
i=1
A expressao da producao residual de entropia €, entdo, dada por
n 6q
L fA” L |-L,
e
o (T, oq.) |
+ il AV e _1j
202 Z[ae e
Z h Z( A A Jaq] ‘b +S+Zn:[AgirI}'Li]
| 07, 2 0, i=l
—Z(A gdiv(v, ))+77dzv(v)+2( Ne +A]-m )
i=1
£ Nz~ Ny Wdiv(v,) > 0. (6.14)
i=l1

i=1
Segundo o principio de entropia de Mdaller [19], os suprimentos nao
devem interferir na forma das relagdes constitutivas. Nesse sentido, ha duas formas
de trabalhar os termos de suprimentos de um sistema:
a) Considerar o corpo livre de suprimentos, e, dessa forma fazer todo o
tratamento algébrico sem os termos de suprimento.
b) Considerar que todos os termos de suprimentos sio linearmente
dependentes, ou seja, considerar que o0 suprimento de entropia é uma
combinacao linear dos demais suprimentos. Essa consideragdo implica
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que a soma dos termos de suprimento é nula. Conceitualmente esta

consideracao significa que o suprimento de entropia € a soma de todos

os demais suprimentos. Isto € analogo a dizer que a variagao da entropia

de um sistema corresponde a entropia produzida e a entropia trocada e

que a entropia trocada com o exterior corresponde ao calor trocado

(considerando as devidas restrigoes).

Neste texto € considerada uma terceira alternativa. Sera considerada a
funcdo s, a funcdo suprimento, a qual € uma combinagdo linear dos termos de
suprimento, e, portanto, obtém-se a equacéao (6.13). Vale ressaltar que esta funcéo
nao é constitutiva, pois o suprimento é algo externo. A utilizagdo desta funcédo s
(equacao (6.13)) nao invalida o que foi escrito em (a) e (b) anteriormente.

Como a equacgéo (6.13) ndao é uma relagcao constitutiva, ela ndo afeta a
forma da funcdo ou da expressdo da producao de entropia, mas afeta o valor da
producédo de entropia.

Na desigualdade residual de entropia, a inequacgao (6.14), ha dois termos

n

com o divergente, —Z(Af-g,-di\/(vi)) e 7idiv(v), estes dois termos ndo aparecem na
i=l

desigualdade residual de entropia quando utiliza-se a densidade massica. Mas,
como neste trabalho foi utilizado o campo densidade de quantidade de matéria o
termo do divergente de velocidade esta presente na expressao da desigualdade
residual de entropia, pois o balanco de quantidade de matéria ndo é

necessariamente nulo nem para a mistura e nem para cada constituinte quando ha
reacdo quimica. O primeiro termo poderia ser substituido pelo termo &7, e o

segundo termo poderia ser substituido por um termo equivalente no balanco de
entropia, pois tém-se as seguintes relagdes

8{% +grad(y,)- Vl-j| +y.£div(v,) = g{% + yidiv(vl.)j =7,
1 t

d . n .

n(d_]t/ + ]/le(V)j = U(Z(q — yidzv(ul.))j.
i=1

Assim, ha o termo do divergente, pois é feito o balanco de energia para cada

constituinte e o fato da quantidade de matéria ndao ser uma grandeza

necessariamente conservativa, pois como mostrado nas expressdées acima o termo
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do divergente esta relacionado a producao de densidade de quantidade de matéria
de cada constituinte.



51

7. Resultados e discussao.

7.1. Multiplicadores de Lagrange [15].

Como o sistema € uma mistura com mdltiplas temperaturas e a dinamica
da mistura ndo é dada pela dindmica do constituinte com maior concentracao, todos
os multiplicadores de Lagrange (multiplicador de Lagrange de energia, de densidade
de quantidade de matéria e de momento linear) serdo dados para cada constituinte.
Além disso, € considerado neste trabalho que o multiplicador de Lagrange de
energia do constituinte ¢ é funcdo apenas da temperatura do constituinte 7. Assim,

tem-se

Af = Ai (‘91)

onN’,
86,

1

-0 (para i = j). (7.1)

Entéo, fazendo as derivadas cruzadas entre as equagdes (6.4) e (6.5) tem-se

n az’“
0
ag aa [ ' 0g,00, J ;0 Z 1
=l :aAi%:():%:():)a—n:O. (7.2)
¢y U5 ) NoE % ol
060g, S\ ' ogo6,) 06, og,

Fazendo as derivadas cruzadas para as equacoes (6.4) e (6.6), tem-se

2> n 82~
0n__yp 25 g
ch,00. “= ' oh,00, ON: OE 0E, on
=10 () == L =0, (7.3)
0% i/\g 028 E 0N 0F 0 00, oh, oh, ch,
000h, < 7 00oh, 00, oh,
Fazendo as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.4) e (6.7), tem-se
2~ n 82“'.
alane _ZA‘EJ'@U?@ =0 : o7 3 7
] i~' jaAi%:():%:o:a—n:O. (7.4)
6277 i/\g azgj aA ag‘ O 801 aUl aUl aUl
000U, “= 060U, 00, U,
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Portanto, os campos densidade de energia interna molar e densidade de entropia
molar ndo dependem do gradiente de temperatura, do gradiente do campo
densidade de quantidade de matéria e do gradiente da velocidade de difuséo.

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgdes (6.4) e (6.8) tem-se

n 82~
8(98V = A 898V OA]  OA] O¢,
- 2~ =W~ == % (7.5)
O &, OF OA]  OA! OF 06, 906, ov,
— AE—’_yZW/l i i _1:()
ovo0, = ovae, 06, 00, ov,

1

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.5)
25 n 0’E,
a 77 _ZA&‘ J — O
0g,0v,

e (6.8) tem-se

= ' 0g.0v, oA’
o §2~ =—1=0. (7.6)
H 1 Fo v g
0N _ype T8y O
ov.og, = ' ovog, g,

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgdes (6.6)
2~ n 82""
a 77 _ zAg 8/ — 0
ov,0h,

e (6.8) tem-se

— ' Ov,0h, oA’
Jj=1 i
8277 ] 82~ A = oh =0. (7.7)
TN G =0
chov, o ! ch,0v, oh,

1

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.7) e (6.8) tem-se

627’7 _iAg azg‘.i =0
ov,0U, = 7 ov,au, OA! 0 7.8)
= =Vu. .
o' & . O°F oA’ ou,
D SNy, =0
oU,ov, “F 7' aou,ov, ou

i

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.4)

& &, 0%

-Y AN, —L=0
060y, = ' 000y,

e (6.9) tem-se

0A] 0N 0F

N - =t (7.9)
07 o 0F, oA onjoE _, 90 0601

07,00, = ' oye0. 00 06, oy,




53

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.5) e (6.9) tem-se

2~ n 82’“‘
o _ ZA«SJ 9 =0
dy,08; = 0y,08; ON]
- 9~ = =0. (7.10)
o7 By 0F, oA _, &
ogoy, ‘A ' ogoy, og,

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgdes (6.6) e (6.9) tem-se

00y OE
67,.8hi j=1 ! 67,'6111' — aAf/ =0 (7 11)
o7 _Z":Ae.ﬁ_aj\iy:o oh, |
ohoy. <" onoy, oh,

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.7) e (6.9) tem-se
2~ n 82""
a 77 _ZAb gj :0
oy,0U; = ' oy,dU, Y
=>—"=
25 n 0’E, y U,
o _ 3N e oA,
U0y, “o ’'oUoy, U,

0. (7.12)

Assim, considerando que o multiplicador de Lagrange de energia € funcao
apenas da temperatura, tem-se que os multiplicadores de Lagrange de momento
linear e de densidade de quantidade de matéria ndo séo fungcbées do gradiente de
velocidade de difusdo, do gradiente de temperatura e do gradiente do campo de
densidade de quantidade de matéria. Mas, estes dois multiplicadores de Lagrange
também sao funcdo da temperatura, isto pode ser obtido pelas equacbdes (7.5) e
(7.6). Estas equacdes podem ser chamadas de condi¢des de integrabilidade.

Além disso, a densidade de entropia da mistura e a densidade de energia
interna de cada constituinte ndo sdo funcdo do gradiente de temperatura, do
gradiente de velocidade de difusdo e do gradiente de densidade de quantidade de
matéria.

Estes resultados foram obtidos, pois neste trabalho foi considerado que o
multiplicador de Lagrange de energia é funcao apenas da temperatura. Caso neste
trabalho fosse considerado que o multiplicador Lagrange de energia fosse funcao do
gradiente de temperatura, todos os demais multiplicadores de Lagrange e as
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densidades de entropia e de energia interna seriam também func¢édo do gradiente de

temperatura.

7.2. Fluxo extra de entropia.

A partir das equacgdes (6.10), (6.11) e (6.12) obtém-se a equagéo (7.13),
expressdo para o fluxo extra de entropia'®,
k=0+>TA - Aq,. (7.13)
i=l i=l1
Além disso, pelas expressdes (6.10) a (6.12) o fluxo extra de entropia néo
depende do gradiente de temperatura, do gradiente de concentracdo e do gradiente

da velocidade de difusdo'’. Assim,

ok =0, (7.14)
6g,
ok
o, 7.15
oh (7.15)
ok
= =0. 7.16
U, (7.16)

Portanto, tem-se as seguintes expressoes

n o I OT. oq ok n OA",
oL LAY A D T. i 717
;l:ﬁvi N _,_I(GV, ! 7 ov, j:| zﬁv = _,»_( ! ov, J ( )
»[od & (0T, aq, n & aAét LA
o0 Y g+ AT 7.18
ap R e ) 15
n 6(1) 6’1‘ , . aq n ak n on a Al
[_, A-n )y & % (7.19)
i=l 871 Jj=1 671 871 11671 =l j=1 67/1

Sendo o vetor fluxo de calor do constituinte i isotrépico, o vetor fluxo de
entropia isotropico, as equacées (7.14), (7.15) e (7.16) e o multiplicador de Lagrange
de energia sendo fungdo apenas da temperatura sdo as condicdes suficientes para
que o vetor k seja nulo [10], [16]. Assim, substituindo as equacodes de (7.17) a (7.19)

na equacao (6.14) tem-se a nova desigualdade residual de entropia

' Ver apéndice matematico H
"' Ver Apéndice Matemético H
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n [ n aAV n n aAV
- T.— |‘h. |- T — L.
12—1:_,2—1:[ ! 57,-] l] i=l l:,z—;[ " ov, ]LI]

dfon: &fon
-I-; 5(9,- q;8; Z[TJ- o0 ]gz]

Jj=1

+s+Y[AT L]

i=1

SY (REAL )+ AL+ Y (Al + A m, J+ Y Nz - Ay WAL, 2 0. (7.20)
i=1 i=1

i=1 i=1

7.3. Termo de reacao quimica.
Considere uma reacaos quimica
v,A+v,B —>v.C+u,D, (7.21)
na qual o coeficiente dos reagentes € negativo e o coeficiente dos produtos é
positivo. Seja N, a quantidade de matéria do constituinte i no instante de tempo .

Define-se a extenséo da reacéo

_ NA(I)_NA(O) _ NB(t)_NB(O) _ Ni(t)_Ni(O)
B L, B Up B L. ’

L

E (7.22)

Portanto, para um sistema com m reacdes e n constituintes, os quais

nao necessariamente participam de todas as reagdes, tem-se para a reacao R

_ N,'R(t)_NiR(O)
_—UR .

l

EF (7.23)

A variacdo de quantidade de matéria do constituinte i no sistema é dado
por
AN, = 0 E, (7.24)

R=1

sendo o superindice R indicando a reacdo quimica, e para a reagao que O
constituinte i ndo participa tem-se v =0. Como a velocidade da reagdo quimica
nao é necessariamente a mesma em todos os pontos do sistema, portanto, a
extensao da reacao é funcao da posicao e do tempo, tem-se,

E® = E*(x,1). (7.25)
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Seja Y;a producdo de densidade de quantidade de matéria do

constituinte I devido a reagdo quimica, logo tem-se

+ m
_ R R
7/i—§|,UiE-
R=1

Definindo a densidade de taxa de reacdo E*, logo

r, =Y vfE".
R=1
Sendo'?

N b
i 0

l

B

tem-se,

=3 ()= Z{%[ZUEH

i=1 i R=1

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

Este termo corresponde a contribuicdo a producdo de entropia devido a

reacdo quimica. Para um sistema com um unico campo temperatura e com uma

Unica reagao quimica tem-se

Q= l(zn:,uiuiEj.
O\'S

Da termodinamica classica tem-se

dS adE as a -
—=——=—=—F,
dr 0 dt da 0

logo,

n
a= Z/uiui ’
i1

esta expresséo € o conceito de afinidade quimica.

(7.30)

(7.31)

(7.32)

O termo 7; € uma propriedade constitutiva dependente e pela equagéao

(7.27) pode-se observar que este termo é fungédo da densidade de taxa de reagéo.

Para um sistema com um Unico campo temperatura, tem-se que a taxa de reacao é

funcdo da temperatura e da concentracdo do reagente. Mas, como o sistema em

questao é considerado com multiplas temperaturas, a taxa de reagao é funcao da

concentracdo mas nao da temperatura da mistura, pois para este tipo de meio nao

2 Ver se¢do 7.4
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h&a a temperatura da mistura. Portanto, com relacdo a temperatura, poder-se-ia dizer
que a taxa da reacao € funcao da temperatura de cada constituinte ou funcédo de
uma temperatura media.

Além disso, como o sistema é considerado com multiplas temperaturas,

nao é considerado que a reacado quimica ocorra a temperatura constante.

7.4. Obtencao da equacao diferencial de entropia.

Utilizando as equacdes (6.4), (6.8) e (6.9),

n =~ a~
Z on _ A € —0, (6.4)
=1\ 00, © 00,
n =~ a~
S 97 pe 0|yl <o, (6.8)
=L ov,
a—”—Z(A‘i 8} N ~WA; v, =0 69)
Oy, = 07;

sera obtida a equacéao diferencial de entropia e a definicdo dos multiplicadores de

Lagrange.
A densidade de energia interna do constituinte i, ¢ =5i, pode ser

dividida em duas partes, uma parte chamada de inner que é funcédo da temperatura
e depende da substancia (especifica) e outra parte que € funcao da velocidade de

difusdo. Logo tem-se
g =y = 7i8:'1 +%7/imui u;, (7.37)

logo as equagdes (5.4), (5.8) e (5.9) tornam-se'®

o &, OF;

SN L 7.38

a6, ; ' 06, (739
y A —L+ y N Wu ‘u;+ AN WALV (7.39)

87, JZ ’8% JZ‘

23 Ay W, fZAJ}/]Wu + Ay W, (7.40)

i j=1

A expressao (6.40) é igual a zero, pois

9 _y, (7.41)

" Ver Apéndice Matemético I



58

entdo é obtida a expressao para o multiplicador de Lagrange de momento linear,
onde A é o inverso da densidade massica da mistura,

1 n n
Al ==Nu, +——EY Ny Wu, =—Nu, + A Ny W, (7.42)
j=1

QW J

i=1

A partir das expressoes (6.4), (6.8) e (6.9) tem-se a expressao (7.43)",

dif =Y KdE + Y (N, + WA -v)dy, + 3 yWAldy,,
i=1

i=1 i=l1

di = iAidg‘i + i(A};)d% + i(VVzA: vdy, + i]/i‘/ViA;dvia
i=1 i=l i=1 i=1

dii = Z":Aid:s; + zn:(Af)d}/i + Zn:(Af)d W7,v), (7.43)

i=1 i=1 i=l1

Assim, tem-se,

[ﬁ}:A@, (7.44)
oe,
1
A=, 7.45
o (7.45)
[@] vy (7.46)
9; o,
( oif J: A (7.47)
oW,y,v,)
) nyWa.
A== gy IO (7.48)
=
onde
]

drW,
i=1

Comparando-se a equagao (7.43) com a equagao (3.7), uma das definicbes de
temperatura, pode-se notar que o multiplicador de Lagrange de energia corresponde
ao inverso da temperatura. Portanto, tem-se a equacgédo (7.44), equacdo na qual
define-se o multiplicador de Lagrange de energia como o inverso da temperatura. A
equacao (7.46) é a definicdo do potencial quimico, portanto, o multiplicador de
Lagrange de quantidade de matéria corresponde ao potencial quimico do

' Ver Apéndice Matemético I
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constituinte i dividido pela temperatura do constituinte ;. Mas, vale ressaltar que o
potencial quimico também esta dividido duas parcelas uma chamada de inner e a
segunda relacionada a energia cinética de difusao. Portanto,

. 4 u. nyWu,
gy v Y| W A TP g, (7.49)
0 ~"o & 0

i J

dij :Z%d% +>

n n
i=1 Y i=1

Assim, o multiplicador de Lagrange de energia do constituinte i é o
inverso da temperatura absoluta do proprio constituinte. O multiplicador de Lagrange
de quantidade de matéria é a relagdo entre o potencial quimico do constituinte ie a
temperatura absoluta do constituinte i . E, o multiplicador de Lagrange de momento
linear do constituinte i é dado pela relacdo entre a velocidade de difusdo do
constituinte i e a temperatura do constituinte i e esta relagdo subtraida de um
termo, termo este que nado existiria para um sistema com um Unico campo
temperatura. Uma outra forma de definir o multiplicador de Lagrange de momento
linear é que este é a equacao (7.47), logo este multiplicador de Lagrange mostra a
variacao da entropia relacionada a variacdo do momento linear. Portanto, a equacéao
(6.49) é a equacao diferencial de entropia da mistura.

O somatdrio Zn:y,W,.A,.” € nulo, o que indica que a entropia nédo é funcédo da

i=1
velocidade do constituinte i. Além disso, na equacgdo (7.49) para o equilibrio o
terceiro termo seria nulo, o que aproxima a equagcdo para a relacdo da

termodinamica classica.

7.5. Desigualdade residual de entropia.
Para a obtencdo do fluxo extra e da desigualdade residual de entropia
serdo utilizadas as equagdes'® (7.20), (7.27), (7.42), (7.45) e (7.48). Assim, tem-se o
fluxo extra de entropia,

n ) n W . n
k=a+>|T| - a3 gL (7.50)
i=l 0: J=1 '9j o,

=1 Y

como mostrado na secao 7.2 o vetor fluxo extra de entropia é nulo, portanto, a

equacéao (6.50) torna-se

' Ver Apéndice J
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sl e

o (7.51)
e a expresséo da desigualdade residual de entropia
< < Sy Wu Wu,
T. Az‘/Vl YaWa aJ_A i hi
;[[;( j( LGZI: Ha 01' ]J] ]
< -y W.A
+ z j ( 7/l ) Z 7/(1 a ( 7/1‘/‘/114) Li
i=1 i Jj=1 6’,
n _T n 1 2 n 1 2
- L. |+ —| =1 q. + T.|— —AyWu, ;
2|9 } > { (a]q, ;[ ’[9,) (u, - Ay, ,u,)ﬂgl
[z 7 ~
+ —-+t-—LyW |[L1|+s+nL1
= _( ei 01. 71 i i j| s 77
+3 S —&+AZu m,; [+ iz l>o0. (7.52)
o Lo "5 o =iz

Na equacao (7.48) sera utilizado o coldness [3], [24], [25], este € definido
como o inverso da temperatura absoluta. Esta substituicdo sera feita apenas por

comodidade. Assim, tem-se

A=—, (7.53)

portanto, a equacéo do fluxo extra de entropia se torna

®-= Z{ (ﬂu —AY Ay W, J}imw (7.54)

j=l1

e a nova expressao para a desigualdade residual de entropia é

ZHZ[ [ ZW(ZnWauaﬂa} AW,ul.i,.jﬂh,]

Z[ﬂ,;‘lL ]+ ZH 2q, + Z(T 2(u, —A)/iWiui))}gi}

+ z [(_ g4 — Ay W, )Li1]+ s+nL1

i=1
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+Z(e/1 +(—u/1 +AZ;/,Wu A, ] iJ+i[yilﬂi]ZO. (7.55)

i=1

Comparando-se a expressao (7.55) ou (7.54) com as expressodes (7.20)
ou (7.13) pode-se inferir que o coldness é o proprio multiplicador de Lagrange de
energia, o qual corresponde ao inverso da temperatura absoluta. Mas, vale ressaltar
que ha o conceito de coldness proposto por Muller [18], o qual esta relacionado ao
paralelismo do fluxo de calor com o fluxo de entropia. E, segundo Mller o coldness
é funcao da derivada temporal da temperatura e do gradiente da temperatura [18].

Ao considerar que o multiplicador de Lagrange de energia nado seja
funcdo apenas da temperatura, mas seria funcdo também de outras variaveis
independentes, neste caso, poderia ser considerado o coldness proposto por Miller
[18]. Como aparece na equacao (7.13) o multiplicador de Lagrange de energia é o
fator de proporcionalidade entre o vetor fluxo de calor e o vetor fluxo de entropia.

Na expressdo da desigualdade residual de entropia o gradiente de
velocidade da mistura pode ser substituido pela expressao abaixo
L= i[iniALi +v, W Ah, + v, ® y.W,grad(A)L, (7.56)

pan

com esta substituicdo a desigualdade de entropia se torna

ZHz[ [ 2w(2yawauaia] Avv,u,.z,.mn,]

+ n l:l:zn:(T,((l — WA - Ai Y Waki (8 = 7imA)ij|Li:|

i=1 j=1 a=l1

Z[ATL] ZH /Izq,+Z(T  (u, —AnW,»ui))}g;}

i=1 i=l

=

+ [(_ g — Ay W, )Li1]+ S

=1

n

[ylWAL +v, ®W,Ah, + v, ® y.W.grad(A)l

~

—+

M=_\“>

( A +(—u/1 +AZ;/JWu A ) ij+i[,ui/1il'i]20. (7.57)

1



62

7.6. Condicdes de equilibrio.

Nos livros didaticos de termodindmica sdo definidos quatro tipos de
equilibrio: térmico, mecénico, de fases e o equilibrio quimico. Estes equilibrios estao
relacionados a homogeneidade de temperatura, de pressédo e de potencial quimico,
respectivamente, para um sistema isolado. Além disso, € definido o equilibrio
termodinamico ou apenas o equilibrio, que é apresentado como sendo o conjunto
dos equilibrios anteriores [13], [22].

Segundo Levine [13], um sistema isolado esta em equilibrio quando suas
propriedades estdo constantes com o tempo. Um sistema n&o isolado esta em
equilibrio quando:

a) Suas propriedades sao mantidas constantes com o tempo;

b) Se retirado do contato com as redondezas e isolado, suas

propriedades nao se alteram.

Caso valha (a) e nao (b), o sistema estara em estado estacionario.

Segundo Sonntag et al [23], quando um sistema estiver em equilibrio, ndo
havera nenhuma possibilidade deste efetuar trabalho, se ele for separado do seu
meio. No caso de um sistema em equilibrio ser dividido em subsistemas, todos estes
subsistemas devem estar em equilibrio entre si. Mas, deve ser considerado que, em
sistema nao isolado, por exemplo, no equilibrio pode haver um gradiente de
pressao, devido ao efeito do campo gravitacional.

Analisando estas definicbes deve notar-se que a definicdo de equilibrio
esta condicionada ao tipo de sistema com relacdo ao seu isolamento ou ndo. Assim,
serdo feitas duas condicdes de equilibrio:

e Para um sistema isolado, nesse caso, 0 sistema serd homogéneo,
todos os gradientes sao nulos no equilibrio. O sistema é considerado
livre de suprimentos.

e Para um sistema nao isolado, nesse caso, um ou mais gradiente
poderd ser nao nulo no equilibrio. Por exemplo, o gradiente de
densidade massica ou de concentracao pode ser ndao nulo no equilibrio
devido ao efeito do campo gravitacional. O sistema ndo sera
considerado livre de suprimentos.

Apesar de apresentar estas duas definicbes de equilibrio, pode haver

outras condicdes ou definicoes de equilibrio. Neste trabalho sera considerada a
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primeira definicdo, a condicdo de equilibrio para um sistema totalmente isolado, e,
portanto, livre de suprimentos.

A) Condicoes de Equilibrio para um sistema Isolado

Na determinacdo das condigbes de equilibrio € considerado que o
sistema é isolado, nesse sentido, tem-se a homogeneidade de todos os campos, e,
portanto, todos os gradientes dos campos sao nulos. Além disso, é considerado o
equilibrio térmico global, homogeneidade térmica espacial e todos os constituintes
com a mesma temperatura.

Com relacao as reacdes quimicas, sera considerado que estas continuam

ocorrendo, porém com a mesma velocidade, portanto, r,=0, para todo i. Portanto,

seja p(x,t) um campo e P(x,t)a propriedade para o sistema, no equilibrio tem-se,

darP _ 0. (7.58)
dt

ar _, (7.59)
dt

grad(p) =0. (7.60)
Desta forma as condigdes de equilibrio para todo i sdo

6 =06, (7.61)
grad(6,) =g, =0, (7.62)
grad(y,) =h, =0, (7.63)
i _, (7.64)
dt

u, =0, (7.65)
o7 o, (7.66)
0z |,

o*r

>0, para ze{v,h_ g,  grad(v,)}. (7.67)

020z,

B) Diferenciacao da desigualdade de entropia em funcao da
velocidade de difusao do constituinte » para um sistema Isolado.

O objetivo desta diferenciacao é obter a expressao para o equilibrio do
vetor producdo de momento linear para cada constituinte'®. Nesta diferenciacdo sera
feita a substituicAo da velocidade do constituinte pela velocidade de difusdo do

16 A1 ‘-
Ver apéndice matematico K
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constituinte somada com a velocidade da mistura e a diferenciagdo sera feita pela
velocidade de difusdo do constituinte. Assim, tem-se

— =0. 7.68
ou, . ( )

A expresséao do vetor produ¢cdo de momento linear para cada constituinte
no equilibrio € dada por
m, =0. (7.69)

A producao de momento linear para cada constituinte é nula no equilibrio,
pois o sistema é isolado. Para um sistema né&o isolado a producao de momento
linear de cada constituinte ndo € necessariamente nula no equilibrio, como o
encontrado em Hutter & Wang [11] e Hutter & Jonk [10]. Vale ressaltar que para a
mistura a producao de momento linear € sempre nula.

C) Diferenciacao da desigualdade de entropia em funcao do
gradiente de velocidade do constituinte » para um sistema Isolado.

O objetivo desta diferenciacdo é obter a expressao para o equilibrio do
tensor tensdo de cada constituinte'’. Nesta diferenciacéo sera feita a substituicao da
velocidade do constituinte pela velocidade de difusdo do constituinte somada com a
velocidade da mistura e a diferenciacdo sera feita pela velocidade de difusédo

constituinte, tem-se

(}%E =0. (7.70)

A expressao para o tensor tensdo de cada constituinte no equilibrio é
dada por
T, =~(A7,W,710~&, — 1,,W, 1=0 (7.71)

Na equacao (7.71) pode-se notar que o tensor tensdo no equilibrio esta
relacionado ao potencial quimico e a diferenga entre a energia interna do constituinte
e a entropia da mistura multiplicada pela temperatura da mistura. Este termo pode
ser comparado com a energia de Helmholtz [5], ou uma energia de Helmholtz
modificada.

17 A1 ‘-
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D) Diferenciacao da desigualdade de entropia em funcao do
gradiente de densidade de quantidade de matéria do constituinte » para um
sistema Isolado.

Esta diferenciacédo é feita, pois a derivada da producado de entropia em
funcdo das “forgas motoras”, ou seja, dos gradientes e da velocidade de difuséo
devem ser nulos. Portanto, tem-se'®
2 s
oh, | (7.72)
A expressao obtida com esta diferenciacdo esta abaixo (1é o tensor unidade de
segunda ordem)
A Ograd(A)

1=
Vb ch,

(7.73)
Esta expressdo indica que a relagdo entre o inverso da densidade massica da
mistura e a densidade de quantidade de matéria do constituinte » é o simétrico da
derivada do gradiente do inverso da densidade massica da mistura em relacao ao
gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte b .

E) Diferenciacao da desigualdade de entropia em funcao do
gradiente de temperatura do constituinte » para um sistema Isolado.

Esta diferenciacao é feita para a obtengao da expressao do fluxo de calor

no equilibrio’®, tem-se

om Ly, (7.74)
gb E
q, =0. (7.75)

Portanto, no equilibrio o fluxo de calor de cada constituinte é nulo.

Com relagéo ao termo de produgéo de energia do constituinte i este sera
nulo, pois como a condi¢do de equilibrio é para um sistema isolado, a producéao de
energia de cada constituinte é nula,

e, =0. (7.76)
Vale ressaltar que o termo de producdo de energia de cada constituinte

para uma mistura com uma Unica temperatura ndo aparece, pois para a mistura este

'8 Ver Apéndice Matemético M
¥ Ver Apéndice Matemético N
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termo € nulo. Mas, para misturas com multiplas temperaturas este termo esta
presente e é constitutivo [3], [4].

A equagéo (7.77) é uma equacao analoga a utilizada para a determinacéo
do equilibrio quimico [17], [23] mas, nesta expressdo ha a temperatura de cada
constituinte, pois o sistema € considerado com multiplas temperaturas.
Considerando que no equilibrio todos os constituintes terdo a mesma temperatura
entdo a equacédo (7.77) se torna a equacao presente nos livros classicos de

termodinamica.
ﬁihﬁ#vf}=0- (7.77)
i=1

F) Condicoes de equilibrio para o sistema todo.

Para a determinacdo do estado de equilibrio para o sistema como um
todo sera utilizada a quantidade de matéria do sistema ou a quantidade de matéria
do constituinte. A utilizacdo da quantidade de matéria se torna interessante para um

sistema reacional, pois a quantidade de matéria ndo necessariamente se conserva.
Seja N(r) a quantidade de matéria do sistema no instante ¢ e seja N,(?)
a quantidade de matéria do constituinte i no instante 7, tem-se

N = yav, (5.2)
N@:imm. (5.4)

Seja Uy a soma dos coeficientes estequiométricos dos reagentes de uma reacgao
quimica. Seja Up a soma dos coeficientes estequiométricos dos produtos da mesma

reacdo quimica. Se U, for maior que U,, durante o processo a quantidade de

matéria do sistema diminui, caso seja o contrario a quantidade de matéria do
sistema aumenta, e se forem iguais a quantidade de matéria do sistema fica
constante.

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para a quantidade de matéria de
um constituinte. Se o constituinte for reagente a quantidade de matéria diminui, se
for produto a quantidade de matéria aumenta. No caso de um sistema com mais de
uma reacao quimica deve-se fazer o balanco para todas as reacgoes.

Mas, no equilibrio quimico, todas as reacbes ocorrem com a mesma

velocidade, portanto, a variagdo da quantidade de matéria do sistema e para cada
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constituinte é nula. Assim, tem-se as seguintes condicées de equilibrio para o
sistema como um todo:
dN

“nv 7.78
=0, (7.78)
% =0. (para todo i) (7.79)

A energia interna e a entropia do sistema também n&o se conservam, mas
no equilibrio as derivadas temporais destas propriedades devem ser nulas. Isto se
justifica porque a entropia e a energia interna sao fungdées da composicao quimica
do sistema e de outras grandezas que, assim como a mencionada composi¢ao, no

equilibrio sdo constantes.

7.7. Equacdes constitutivas.

As variaveis constitutivas dependentes sdo funcbes das variaveis

constitutivas independentes. As variaveis constitutivas independentes sdo 6,, campo
temperatura do constituinte i, grad(6,) =g,, gradiente de temperatura do constituinte
i, y, campo densidade de quantidade de matéria do constituinte i, grad(y,)=h,,
gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte i, u,, velocidade
de difusdo do constituinte i e grad(u,)=U,, gradiente de velocidade de difusdo do

constituinte i. Portanto, sendo y uma variavel independente, tem-se
ye {Hi’yi’ui’gi’hi’Ui}'

As variaveis constitutivas dependentes sdo o tensor de Cauchy, a
densidade de fluxo de calor, o0 campo energia interna molar, o0 campo entropia molar,
a densidade de fluxo de entropia e a concentracao molar de produgcdo de matéria
para cada constituinte. Assim, as relagdes constitutivas serao formuladas para

Ce{’l‘i,qi,gl.,n,(l),ri,mi,ei}.

Para escrever as relacdes constitutivas deve-se considerar os resultados
obtidos nos itens 7.1 a 7.6 e observar as variaveis constitutivas independentes na
desigualdade de entropia resultante.

A partir destas relacbes tem-se

g=8(6.y.u,) para i =12.3,...,n.

1

77 = 77(9'57/{), para i= 1,2,3,...,]1.

l
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q; =9;(g);

m, =m,(h,,U)),
¢ :e,'(gi),

T. =T.(h,U;,u).

O vetor fluxo extra de entropia é nulo devido a simetria do sistema [10],
[11], assim, o fluxo de entropia pode ser escrito em funcao do tensor tensdo e do
fluxo de calor.

A escolha das variaveis independentes foi feita a partir das variaveis
independentes que estao presentes na expressdao da desigualdade residual de
entropia. Nesta expressdao estdo presentes os gradientes de velocidade, de
temperatura e de densidade de quantidade de matéria e a velocidade de difus&o.

Com relagéo ao fluxo de calor foi considerado que este segue a lei de
Fourier, além disso, que as variaveis constitutivas dependentes que sao vetoriais e
tensoriais sao fungdes apenas das variaveis constitutivas independentes que sao
vetoriais e tensoriais.

Utilizando as representacdes de fungdes isotropicas [14] tem-se

i=a'+al, (7.80)
e =af +a, +au,; -u,, (7.81)
q,=0a/g, (7.82)
€ =, +a,8, 8 (7.83)
m, =« +a5,Uh, +a};(UU)h,, (7.84)
T =a/ +a,(h, ®Uu,) +a;,(Uu, ®h,) +a; (Uh, ®u,)+a/ (u, ®Uh,). (7.85)

Vale ressaltar que o tensor tenséo poderia ser fungéo de outras variaveis,
por exemplo, se fosse um fluido de Darcy [10], ou um fluido de Stokes [10]. A
escolha das variaveis independentes foi conforme os gradientes que ficaram na

desigualdade de entropia.
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8. Interpretacao dos multiplicadores de Lagrange.

A discussao do significado fisico dos multiplicadores de Lagrange sera
feita utilizando as equagbes de (7.43) a (7.48), equagbes obtidas na secéo 7.4.

Estas equagbes sao apresentadas a seguir

dif = Y NdE + Y (N)dy, + D (ADdWy,v,), (7.43)
i=1 i=1 i=1
[ﬁ J: A (7.44)
oe,

s (7.45)
i 91 ’ )
[ﬁ] N = (7.46)

7, L6
(LJ A", (7.47)
oW,y,v,)
‘ nyWa.
A = _W4 u (7.48)
6, 0,

i Jj=1 J

Vale ressaltar que estas equacdes foram obtidas para um sistema com
multiplas temperaturas, reacdo quimica, difusdo, considerando o campo densidade
de quantidade de matéria e para o conjunto de variaveis independentes
consideradas. Além disso, foi considerado que o multiplicador de Lagrange de
energia interna do constituinte i é fungdo apenas da temperatura do constituinte i .

A partir da equacgao (7.43) obtém-se as equacgdes (7.44), (7.46) e (7.47),
este conjunto de equacgdes € utilizado para a obtencdo do significado fisico dos
multiplicadores de Lagrange. A partir da (7.44) conclui-se que o multiplicador de
energia interna do constituinte i relaciona a variacdo de entropia do sistema com a
variacdo da energia interna do constituinte i, ou seja, a influéncia da variacdo da
energia interna do constituinte ¢ na entropia do sistema.

Além disso, comparando-se esta equagdo com a equacgao (3.7), definicdo
de temperatura, pode-se inferir que o multiplicador de Lagrange de energia interna
do constituinte i corresponde ao inverso da temperatura absoluta do constituinte 7.
No caso do multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de

matéria, este mostra a relagdo entre a variacdo da entropia do sistema com a
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variacdo da densidade de quantidade de matéria do constituinte i. Assim, este
multiplicador de Lagrange ilustra a influéncia da variagcdo da composicado quimica na
entropia do sistema. Portanto, este multiplicador de Lagrange para o constituinte 1
corresponde a um potencial quimico da entropia, ou seja, € dado pela relagdo entre
o potencial quimico do constituinte i e a temperatura do constituinte i .

E, o multiplicador de Lagrange de momento linear relaciona a variacao de
entropia do sistema com a variagdo da densidade de momento linear do constituinte
I . Portanto, este multiplicador de Lagrange ilustra como a variagdo do momento
linear do constituinte i influéncia a entropia do sistema. A equacgdo (7.43) mostra
que o momento linear é funcdo da composicdao quimica ou densidade de quantidade
de matéria e da velocidade do constituinte i. Portanto, pode-se concluir que o
multiplicador de Lagrange de momento linear mostra como a variagdo da
composicado e da velocidade do constituinte pode afetar a variacdo de entropia da
mistura, ou seja, como a difusao afeta a entropia.

Vale ressaltar que o multiplicador de momento linear € considerado em
misturas nas quais a dinamica da mistura ndo € dada pela dindmica de um unico
constituinte ou misturas nas quais haja difusdo. No caso em que a dindmica da
mistura € dada pela dindmica de um unico constituinte ou em misturas nas quais nao
ha difuséo o valor deste multiplicador de Lagrange € zero.

Tanto a energia interna quanto o potencial quimico podem ser divididos
em duas parcelas, uma parcela chamada de inner e outra parcela referente a
energia cinética de difusdo. A parcela chamada de inner é funcédo da temperatura e
da composicao quimica. Portanto, para uma mistura sem difusdo os multiplicadores
de Lagrange de energia e de densidade de quantidade de matéria estariam
relacionados apenas ao inner.

Considerando que o sistema em questao estivesse em equilibrio térmico
local [6] e fosse utilizado 0 campo densidade massica, a equacao (7.43) tornar-se-ia
dif = NdE+3 (N)dp, + 3 (ADd(pyy). (8.1)

pan pan

Esta equacao é analoga a obtida por Hutter & Jonk [10]. E, a equacao

(7.48) tornar-se-ia

A= —Au, =, (8.2)
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Portanto, ao considerar multiplas obtém-se resultados analogos ao
considerar um unico campo temperatura. Que sado os resultados presentes nos
trabalhos de termodindmicas dos meios continuos.

Os multiplicadores de Lagrange sdo grandezas constitutivas, ou seja, a
sua forma depende do meio, isto fica evidenciado pela diferenca na expressao dos
multiplicadores obtidos com multiplas temperaturas e os multiplicadores obtidos com
um unico campo temperatura. Mas, vale salientar que o significado fisico dos
multiplicadores independe do tipo do meio, a sua expressao pode ser diferente, mas
o0 seu significado fisico € o mesmo.

Assim, a partir da andlise das equacgdes (7.44) a (7.48), o multiplicador de
Lagrange de energia corresponde a variagcao da entropia em fung&o da variacdo da
energia interna. O multiplicador de densidade massica corresponde como a variagéo
da densidade do constituinte i afeta a entropia. E, o multiplicador de momento linear
ilustra como a variagdo do momento linear influéncia a entropia. E importante ter
claro que mesmo para um conjunto de variaveis independentes ha uma equivaléncia
entre os multiplicadores de Lagrange ou ha multiplicadores de Lagrange
equivalentes, pois as equacoes de balan¢o ndo serdo necessariamente as mesmas.

Além disso, analisando a equacéao (7.13) e considerando o vetor fluxo

extra de entropia nulo, tem-se:
®=->TA +> Ag,. (8.3)
i=l1 i=l

Analisando esta equacdo, pode-se verificar que o multiplicador de Lagrange de
energia é a grandeza de proporcionalidade entre o fluxo de calor e o fluxo de
entropia e o multiplicador de Lagrange de momento linear € a grandeza de

proporcionalidade entre o tensor tensdo e o fluxo de entropia.
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9. Conclusao

O objetivo deste trabalho é discutir o significado fisico dos multiplicadores
de Lagrange e modelar um meio continuo reacional com difusdo e com multiplas
temperaturas, utilizando o campo densidade de quantidade de matéria ao invés do
campo densidade massica. Nesse meio reacional ha m reagbes quimicas e n
constituintes. Para isso foi utilizado os conceitos da termodinamica dos meios
continuos, e 0 método dos multiplicadores de Lagrange de Liu [15].

Na termodindmica dos meios continuos para a descricao de um sistema
utiliza-se as leis gerais da mecénica (balanco de massa, balanco de momento linear,
balangco de momento angular e o balango de energia), o balango de entropia e as
equacgoes constitutivas referentes ao sistema.

A utilizacao do balanco de quantidade de matéria, neste trabalho, é feita
com o intuito de descrever melhor um meio reacional e de aproximar esta teoria
desenvolvida por matematicos e engenheiros aos quimicos. Mas vale ressaltar que a
quantidade de matéria de um sistema, mesmo que fechado, ndo necessariamente se
conserva. Portanto, ao comparar os resultados neste trabalho deve haver alguma
diferenca com os resultados obtidos nos trabalhos tradicionais (trabalhos que
utilizam o campo densidade massica). Esta diferenca ocorre, pois ha termos novos
que surgem como consequéncia do balanco de densidade de quantidade de matéria
nao ser necessariamente nulo.

Os balancos (leis gerais da mecénica e o balanco de entropia) podem ser
feitos para cada constituinte da mistura ou para a mistura como um todo. Devido as
caracteristicas deste sistema o balanco de entropia é feito para a mistura e os
demais balancos (momento linear, energia e quantidade de matéria) sao feitos para
cada constituinte, e o balango para a mistura é o somatério dos balancos de cada
constituinte.

Vale ressaltar que poderia ter sido feita uma opgédo de fazer todos os
balancos para cada constituinte [1], [6], mas nesse caso, deve-se ficar atento para
nao definir a producao de entropia ndo negativa para cada constituinte [6]. Neste
trabalho foi assumido que a producgao de entropia da mistura é ndo negativa, como
postulado por Truesdell [24], [25].

Nos trabalhos de Bowen [3], [4] sdo consideradas misturas com multiplas

temperaturas e o autor considera que o fluxo de calor da mistura é dado pelo



73

somatério do fluxo de calor de cada constituinte dividido pela temperatura absoluta
de cada constituinte. Como neste trabalho € utilizado o método dos multiplicadores
de Lagrange [15] e o fluxo de entropia ndo é considerado paralelo ao fluxo de calor a
priori [18], [19]. Assim, considera-se que o somatério do produto entre o fluxo de
calor e multiplicador de Lagrange de energia é o equivalente a este termo para a
mistura. O mesmo vale para a densidade de energia interna e os demais campos.

Ao trabalhar com um meio com multiplas temperaturas é considerado que
a temperatura € um campo especifico de cada constituinte, portanto, ao fazer a
mistura, ou seja, quando todos os constituintes sdo agrupados estes podem ter
temperaturas diferentes e o equilibrio térmico da mistura ndo sera atingido
instantaneamente. Assim, ha um campo temperatura e um campo gradiente de
temperatura para cada constituinte da mistura. Mas, isto n&o exclui a possibilidade
do equilibrio térmico local [6], e, neste caso haveria um Unico campo temperatura,
mas que nao significa homogeneidade térmica no sistema.

Os trabalhos com multiplas temperaturas [1], [3], [4], [6], [22] n&o
apresentam um desenvolvimento com os multiplicadores de Lagrange, estes
trabalhos foram feitos antes do desenvolvimento deste método [3], [4], [6]. Nesse
sentido, os resultados obtidos neste trabalho poderdo ser um pouco diferentes dos
resultados obtidos em outros trabalhos para misturas [10], [20], pois estes trabalhos
consideram um unico campo temperatura.

No desenvolvimento deste trabalho foi considerado que o multiplicador de
Lagrange de energia é fungdo apenas da temperatura. Como consequéncia desta
consideracao tem-se que a densidade de entropia, a densidade de energia interna e
os multiplicadores de Lagrange ndo sédo funcdo de nenhum dos gradientes
escolhidos como variaveis independentes e todos estes sdo funcao da temperatura.
Assim, pode-se considerar que o multiplicador de Lagrange de energia seja funcao
de outras variaveis, como o gradiente de temperatura ou a derivada temporal da
temperatura. Fazendo-se esta opc¢ao ter-se-a que a densidade de energia interna, a
densidade de entropia e os demais multiplicadores de Lagrange também sejam
funcdo do gradiente de temperatura e da derivada temporal da temperatura. Mas,
esta opcao pode dificultar o problema de modelagem e fazer com que n&o tenha
uma solucdo matematica para o sistema, pois nesse caso havera um numero muito

grande de variaveis. Além disso, considerar que o multiplicador de Lagrange de
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energia é funcdo apenas da temperatura também esta relacionado com o fato do
fluxo extra de entropia ser nulo.

A partir da equacdo diferencial de entropia, a equacdo (7.43), as
definicbes para cada um dos multiplicadores de Lagrange podem ser obtidas. As

relacbes estdo abaixo:

dii = Y NdE + Y (N)dy, + D (AN Wy, (7.43)
i=1 i=1 i=1

(@ J: A (7.44)
oe,

p=L (7.45)
i ) ’ )

(@] N = (7.46)
7, L6

(Lj AL (7.47)
oW,y v) ’

‘ oy W
Ay == a 3 I (7.48)
0 0

i j=1 j

Estas relagcbes matematicas sdo as definicbes dos multiplicadores de
Lagrange. Caso o sistema considerado fosse uma mistura com um Unico campo
temperatura, o multiplicador de Lagrange de energia seria o inverso da temperatura
absoluta da mistura. O multiplicador de Lagrange de momento linear para cada
constituinte seria o reciproco do produto entre o inverso da temperatura e a
velocidade de difusdo do constituinte e o multiplicador de Lagrange da densidade de
quantidade de matéria de cada constituinte seria o potencial quimico do respectivo
constituinte multiplicado pelo inverso da temperatura.

Os resultados obtidos pelas equacboes de (7.44) a (7.48) mostram
resultados muito préximos a estes. No caso do multiplicador de Lagrange de energia
do constituinte € o inverso da temperatura absoluta do constituinte. O multiplicador
de Lagrange de momento linear tem um termo relacionado a composicao quimica,
termo este que existe apenas pelo fato da mistura ter maltiplas temperaturas. Ainda,
o multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria do constituinte
€ o potencial quimico do constituinte dividido pela temperatura do respectivo

constituinte. Vale ressaltar que o potencial quimico tem dois termos um relacionado
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a energia cinética de difusdo e outro chamado de inner, que esta relacionado a
composicao quimica e a temperatura.

Assim, o multiplicador de Lagrange de energia estd relacionado a
variagcdo da densidade entropia do sistema com a variacdo da energia interna do
constituinte. O multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria
esta relacionado a variagdo da entropia com a variagcdo da composicao quimica do
sistema e o multiplicador de Lagrange de momento linear esta relacionado com a
variagdo da entropia do sistema e a variagcdo do momento linear do constituinte.

Considerando que o termo potencial se refere a um campo cujo gradiente
determina se ha ou nao fluxo, entdo nesse caso a temperatura, a concentracao e o
potencial quimico seriam chamados de potenciais. Os multiplicadores ndo seriam
potenciais propriamente ditos, mas estédo relacionados a potenciais. O multiplicador
de Lagrange de energia é fungédo do inverso da temperatura. O multiplicador de
Lagrange de momento linear é funcéo do produto entre o inverso da temperatura e a
velocidade de difusdo. O multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de
matéria € funcdo do potencial quimico. Portanto, todos os multiplicadores sao
campos, pois seus valores dependem da posicdo e do tempo. Além disso, 0s
multiplicadores podem ser utilizados para a determinacdo do estado de equilibrio,
pois no equilibrio seu gradiente é nulo, exceto para o multiplicador de Lagrange de
momento linear que no equilibrio é nulo.

Portanto, independente da escolha das variaveis independentes e se o
sistema tem ou ndo multiplas temperaturas, os multiplicadores de Lagrange sao
campos constitutivos que podem funcionar como potenciais. Mas, vale ressaltar que
a escolha, se o multiplicador de Lagrange de energia é apenas funcdo da
temperatura ou néo, ira alterar a fungao constitutiva dos demais multiplicadores de
Lagrange.

O fluxo extra de entropia pode mostrar se o fluxo de calor € ou nao
paralelo ao fluxo de entropia. Para o sistema escolhido a expressao do fluxo extra de
entropia obtida foi
kzm—g{t(—%wg%ﬁ“’}]—géqi, (7.50)

Sendo o fluxo extra de entropia nulo, tem-se
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n ) n W ) n
i=l 01 Jj=1 91‘ i=1 01

portanto, o fluxo de calor e o fluxo de entropia ndo sdo paralelos. Além disso, esta
expressao (7.51) mostra que o fluxo de entropia depende da velocidade de difuséo,
do tensor tensao, da temperatura e do fluxo de calor.

Assim, o fluxo de entropia tem uma parcela referente ao fluxo de calor e
outra parcela referente ao tensor tensao e a velocidade de difusdo. Esta parcela do
tensor poderia ser substituida pelo potencial quimico [25] considerando que ha uma
relacdo entre o tensor tensdo e o potencial quimico ou o tensor potencial quimico
como é chamado por Truesdell [25]. Portanto, ha duas parcelas do fluxo de entropia,
uma referente ao fluxo de calor e outra referente a difusdo ou a velocidade de
difuséao.

Porém considerando que o sistema tem um Unico campo temperatura

tem-se

‘D%{iluﬁiqi} (9.1)
i=1 i=1

a expressao (9.1) corresponde ao fluxo de entropia para um sistema com uma unica
temperatura. Vale ressaltar que para sistemas com uma Unica temperatura, ao
escrever os balancos para a mistura, a expressao do fluxo de calor da mistura nao
corresponde apenas a soma do fluxo de calor de cada constituinte, ver secao 4.6
equacao (4.31).

Portanto, considerando multiplas temperaturas ou um U(nico campo
temperatura, a expressao do fluxo de entropia é andloga, e difere quanto a presenga
de um termo que tem a velocidade de difusdo e o campo densidade de quantidade
de matéria. Mas, de qualquer forma mostra a dependéncia do fluxo de entropia com
a difusao e o fluxo de calor.

A desigualdade de entropia ou a expressdo da producdo residual de
entropia, equacgao (7.57) esta abaixo

= ZHIZ‘ [Tj [AZWi (Z} ;/aWauuﬂaj —AWu, 4, jﬂh]

n

+ {[i [T/((l - 71‘/‘/114)]’1 - Ai ]/aWa/la (5,:/‘ - 7/,W,A)]J:|Ll:|

i=1 || j=1 a=1
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ST ZH /Iqu+Z(T 2(u, —Ayiﬂéui))}gi}

i=1

+ [(_ g"lﬂ’l _Il'lllj/l I)L 1]

M- -

i=l1

+ﬁzn:[7/iWIiALi +v, ®W,Ah, +v, ®7/ivvigrad(A)]1

pan
+Z( ) +(—u/1 + Ay W 2, ) iJ+iLinﬁiri]zo. (7.57)
pan = p

Esta expressdo mostra que a produgédo de entropia da mistura € fungéo
do gradiente de temperatura, do gradiente de velocidade de difusdo, do gradiente de
quantidade de matéria, da producao de quantidade de matéria de cada constituinte
devido a reacdo quimica, da producdo de energia de cada constituinte e da
producéo de momento linear de cada constituinte.

Nesta expressado esta contido também o carater constitutivo do meio, pois
o0 tensor tensdo, a producdo de momento linear e de energia sdo grandezas
constitutivas dependentes e a sua forma depende da constitutividade do meio.
Assim, a expressao (7.57), que corresponde a expressdo de desigualdade de
entropia, também é uma funcéo constitutiva do meio.

Além disso, na expressdao (7.57), vale ressaltar que a presenca da
densidade de energia interna e da densidade de entropia ocorre pelo fato do
multiplicador de Lagrange de momento linear n&o ser nulo. Vale ressaltar que em
outros trabalhos de mistura [10], na expressdo da desigualdade, também ha a
presenca da energia interna e da entropia, mas sao relacionadas e substituidas pela
energia de Helmholtz. No caso dos trabalhos de Bowen [3], [4] ocorre a substituicao
por uma funcdo de Massieu. Vale ressaltar que o fato de se utilizar a densidade de
quantidade de matéria e multiplas temperaturas faz com que na desigualdade
residual de entropia tenha termos que nao aparegam em outros trabalhos.

Nas condicoes de equilibrio foi considerado que o sistema esta isolado e,
portanto, no equilibrio todos os gradientes sdo nulos e todas as grandezas
intensivas estao espacialmente homogéneas, mas foi considerado que as reacdes
quimicas nao cessaram. Estas consideragdes de equilibrio tém como consequéncia
que a producdo de momento linear e de energia de cada constituinte sejam nulas.
Caso no equilibrio o sistema nao fosse considerado isolado, todos os gradientes nao

sado necessariamente nulos e a producdo de momento linear ou de energia para os
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constituintes no equilibrio pode nao ser nula, mas ressaltando que para a mistura as

producdes de energia ou de momento linear sdo nulos.
No caso do termo 7;, no equilibrio este € nulo, apesar de ndo ser
considerado que as reacgdes quimicas cessaram. Vale lembrar que o termo 7, é o

balanco liquido do constituinte i, portanto, ndo esté vinculado apenas a uma reagéo,
mas a todas as reagdes que o constituinte participa. Assim, no equilibrio este termo
é nulo, pois todas as reac¢6es estdo com a mesma velocidade e o balango liquido do
constituinte € nulo.

Com relacdo ao tensor tensdo, no equilibrio, normalmente ele é
considerado como a pressao, mas isso ocorre quando se utiliza a densidade
massica como variavel independente. Neste trabalho ndo foi utilizada a densidade
massica como variavel independente, e pode-se verificar que o termo de equilibrio
ndao é a pressdao, mas um termo muito semelhante ao da energia livre ou um
potencial. A expressdo obtida de uma certa forma se assemelha a expressao do
tensor potencial quimico de Truesdell [25].

Na maior parte dos trabalhos de mecénica ou termodinamica dos meios
continuos utiliza-se o campo densidade massica e € considerado um Unico campo
temperatura. Neste trabalho fez-se a opg¢do de se trabalhar com multiplas
temperaturas e se utilizar a quantidade de matéria ao invés da massa. Estas
escolhas trouxeram resultados um pouco diferentes do que se encontra na literatura
para os multiplicadores de Lagrange, pois ha uma diferenca no tratamento
matematico. Além disso, traz uma diferenga para o tensor tensdo, pois este é
considerado como a pressao devido ao diferencial do inverso da densidade e ao
utilizar campo densidade de quantidade de matéria ndo ha este diferencial, e,
portanto, ndo ha mais o termo referente a pressao.

O diferencial de entropia é composto por trés termos, um termo referente
a energia interna de cada constituinte, um segundo termo referente a densidade de
quantidade de matéria de cada constituinte e o terceiro referente ao momento linear
de cada constituinte.

Para estabelecer o critério de equilibrio para o sistema como um todo
pode ser utilizada a funcao availability [14], esta fungcdo é uma funcao temporal e
deve ser sempre decrescente, ou seja, a sua derivada temporal deve ser negativa e
no equilibrio deve ser nula. Como neste trabalho foi utilizado o campo densidade de
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quantidade de matéria, pode-se utilizar a funcdo quantidade de matéria do

constituinte i, N,(r), desde que esta funcdo tenha derivada menor ou igual a zero.

Isto pode ser feito, pois para um sistema com reacdo quimica, a quantidade de
matéria dos constituintes, que participam de pelo menos uma reacdao quimica, nao
necessariamente se conserva.

A opcao de se utilizar a densidade de quantidade de matéria foi feita para
mostrar que a termodinamica dos meios continuos pode ser utilizada por quimicos.
Isto permite descrever sistemas quimicos nos quais as propriedades sao funcao da
posicao e do tempo. Como exemplo, este tipo de modelo poderia ser utilizado para
descrever a composicao do ozénio em funcéo da altitude (posi¢cdo) e em fungéo da
hora do dia (tempo). Este é um sistema com reagéo quimica e difuséao.
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Apéndice

Apéndice A — Equacao de transporte de Reynolds.

Neste apéndice sera apresentada a equacgéo de transporte de Reynolds,
que apo6s um tratamento matematico se torna as equagdes de balanco. As equacdes
de transporte sédo utilizadas para um volume de controle (volume constante e massa
variavel) e as equacgdes de balanco sdo utilizadas para um sistema fechado (massa
constante).

Sendo ¥ a densidade de uma propriedade em uma regido de volume
V(t) e superficie oV (r), tem-se

d

_[ %
E Vl//dV—J‘VEdV'F BVWH'

Utilizando a definicdo, tem-se

d 1T
EJV pdV =lim | '[V(Hh)t//(x,t +h)dV — jv(l)w(x,t)dV}

h—0

d T
Ejv pdV =lim-| .[V(Hh)t//(x,t +h)dV — jV(Hh)y/(x,t +h)dV + J-V(Hh)t//(x,t +h)dV — jv(l)y/(x,t)dv}

h—0

d .1
EJ‘V pdv = hmz J.V(H—h)—V(z)

w(x,t+h)dV + jv(l)%—"’t’dv}

h—0

.1 .1
lim ZUV(M)V(’) w(x,t+ h)dV} =lim ZU@“VU)V/(XJ +h)u, (X,t)th} = .Lvm v(x,Hu,(x,1)dV.

h—0 h—0
Logo,

d

_[ 9
E Vl//dV—J‘VEdV'F aVl,ﬂlln.

Apéndice B — Equacoes de balanco.

Para a obtencao das equagdes de balan¢o da secao 4.2 foram utilizadas
as seguintes relacées matematicas:
a) Tem-se, para z escalar e v vetor, representando produto interno (ou
escalar) por“-“, tem-se

1. div(zv) = grad(z) - v + zdiv(v)

X .~
e, se v= ‘CZZ—, sendo x =x(z) O vetor posicado, t o escalar tempo e z = z(x,7),
t
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dz 0z
— =—+grad(z)-v.
7o grad(z)-v

Logo, por (1) e (2),

3. % +div(zv) = % + zdiv(Vv).
ot dt

b) Para z escalar, u e v vetores, representando produto tensorial por “® ” e
interno (ou escalar) por “ - “, tem-se
4. diviu®v)=(grad())v +udiv(v)

5. grad(zv) = zgrad(v) + v ® grad(z).
Logo, se u=2zv, por (4) e (5),
6. div(zv®v)=[zgrad(v)+v® grad(z)]v + zvdiv(v).
c) Para trés vetores u, v e w, pertencendo v € w ao mesmo espago
vetorial, tem-se a definicdo de produto tensorial
7. W®wW)v=(w-v)u
Logo, fazendo u = v, w = grad(z) € substituindo (7) no segundo membro de (6), tem-
se
8. div(zv®v) = zgrad(v)v +[v- grad(z) + zdiv(v)]v.
d) Obtencao das equacdes de balango para um sistema formado por um
unico constituinte.

Para a obtencéo destas equacdes foi feita a substituicao dos campos nas
equacoes de (4.3) a (4.6). Nesta secao sera mostrado como a equacéao de balancgo
de derivada total pode ser obtida a partir da equacéo de balango de derivada parcial.

A seguir esta a demonstragéo da obtencéo das equacdes de balango
utilizando o campo densidade massica.

a) Balanco de Massa

a—p +div(pv) =0
ot

%—'L; + grad(p)-v+ pdiv(v) =0

{Z—f + (grad(p))- v} + pdiv(v) =0
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d—p + pdiv(v) =0.
dt

b) Balanco de Momento Linear

?+div(pv®v)—div('r)—pf_:0

—a(gt’v)+(grad(/7V))'V+deiV(V)_div(T)_J:0

{a(m)

- +(grad(pv))- v} + pvdiv(v) — div(T) — pf =0

% + pvdiv(v) —div(T) — pf = 0.

c) Balanco de Momento Angular

O(Xx pv)

. +div[(xx pv) ® V|- div(xx T) — (xx pf) =0

O(Xx pv)

P +(grad(xx pv))- v+ (xx pv)div(v) — div(xx T) — (xx pf) = 0

d(xx pv)

” +(xx pv)div(v) —div(xxT) — (xx pf) =0

d) Balanco de Energia Total

8[;pv.v+p§j

Py +div[[%pv-v+p§jv —div(TV) +div(q)— pf - v—pr =0
1 _
0| —pv-vV+ pe -
(2 )+ rad l -V+pE ||-V+ l V-V + pE |div(V)
o 8 2/7V P | 2,0 P

—div(Tv) +div(q)— pf -v—pr =0

d(;pv~v+péj
dt

+ [%pv -V + péjdiv(v) —div(Tv) +div(q) — pf -v—pr=0.

e) Balancgo de Energia Interna
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O balanco de Energia Interna € obtido a partir da subtracdo entre o
balanco de energia total e o balango de energia cinética.

Balango de Energia Cinética

A expressao do balango de energia cinética por meio do produto interno
entre o balango de momento linear e a velocidade

(d(pV)

7 + pvdiv(v) —div(T) — pfj-v=0

[ (cIZV)j v+ pvdiv(v)-v—div(T)-v— pf v=0

{1

+ div[(l v VH —div(Tv)— pf -v—=T- grad(v) =0.
dt 2

Subtraindo esta ultima expressao da expressao da energia total, tem-se

d(;pv~v+p§j

+ (E'OV "V + pEjdiv(v) —div(Tv) + div(q) — pf - v — pF —

dt
1
d(zpv ' Vj 1 i
— + divKEpv . Vjv} —div(Tv)—pf -v+T-grad(v) |=0
d(clio )+ pediv(v)+div(q) — pr —T- grad(v) =0.
f) Balanco de Entropia
5(/;77) + div(pTv) + div(®) — po =7
a('gtﬁ) + grad(pn)- v+ pndiv(v)+div(®)—po=rn
d(gtn) + pndiv(v)+div(®)—po=r.

Apéndice C — Simetria do tensor de Cauchy.

Neste apéndice serd mostrado que a partir do balanco de momento
angular pode-se mostrar que o tensor de Cauchy é simétrico. Considere a equacgao
abaixo
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d(Xx pv)

” +(xx pv)div(v) —div(xxT) — (xx pf) =0

(xxp)ﬂ+(xxv)d—p+§(xpv)+(xxpv)div(v)—div(xxT)—(xxpt_’) =0
dt dt dt

(Xxp)%+(xx V)[f{—f+pdiv(v)}+%(xpv)—div(xxT)—(xxpf) =0;
Utilizando-se a identidade,

div(xxT) =xxdiv(T)+T" =T

(Xxp)%+p(vx V) —xxdiv(T) =T + T —(xx pf) =0
xx(p%—div(T)—pf)—TT +T=0
T =T.
Apéndice D — Suprimento de energia interna.
Utilizando a equagéo de balango de energia interna (equacao (4.14))
@ + pediv(v) + div(q) — pr — T - grad(v) =0,

comparando esta expressao com a equacao (4.2) que esta descrita abaixo,

le_l/t/ +ydiv(v) =div(e)+o+¢,

tem-se,
Y =pe
¢o=—-q

o =-T-grad(v)+ pr
¢=0.
Portanto, no suprimento de energia interna ha um termo que € o produto do tensor

tensdo com o gradiente de velocidade.
Apéndice E — Equacoes de balanco para uma mistura.

Nessa secado sera feita a demonstracdo da obtengcdo das equacgdes de
balango para a mistura apresentadas na secéao 4.6.
a) Balangco de Massa

Para os constituintes:

b,

+div(p,v,)—c, =0.
ot



87

Para a mistura:
Z é[? +Zdzv(plvl) Zc =
i=1

% +div(pv) =0
ot .

b) Balanco de Momento Linear
Para os constituintes:

% +div(p,v, ®v,)—div(T)— pf. —m, =0

Para a mistura:
Za(p - +Zdzv<pv ®v,)- Zdzv(T) Zp,fl zm =0

i=1

8(§V)+Zdlv(p(v+ll)®(v+u)) Zdzv(T) pr}:O
%+div(m®v)—idiv('1} —pu, Qu,) - pof =0

i=1

8(’?) +div(pv ® V) — div(T) — pf = 0.

c) Balancgo de Energia Interna
O balanco de energia interna da mistura é obtido a partir do balango de

energia total da mistura subtraido do balanco de energia cinética da mistura.

Para os constituintes:

a(lpivi "Vt pigilj
2
ot

Para a mistura:

+ div{(% AT Fi pigiljvij| —div(T,v,) +div(q,) —e, — p,v, fz - pr, =0.
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n 1 _,
6;(2,0,.@[. +v)-(u, +v)+pg j B el y
ot +dw Z Epi(ui + V) ' (ui + V) + piE; (ui + V)

i=1

—dlv(ZT(u +v))+dw(2q,) Ze —Z(p,(u +v)-f)- Z(p,r)zo
82[ PV-V+— p,ulu+p”J .

1 1
+di —oVv-V4+—pu.-u +p&llv
p” W{Z(zpv S PM U, j }

i=1

—div(TV)+div(Z{qi —Tu, +(%piui ‘u, +pi5iljuiD_pv'f_z(piui £ +pr)=0

il i=1
Clatasad
0 5pv-v+pg
ot

+ a’iv{[%pv “V+ pé)v} —div(Tv) + div(q)— pv-f—pr=0.

Equacdo de balanco de energia cinética da mistura é obtido de forma
analoga. Portanto, o balan¢o de energia interna para mistura € dado pela expressao

abaixo,

alee) div[(pg ]~ T- grad(v) +div(q) — pF =0.

ot
d) Balanco de Entropia
Para os constituintes:
% +div(piv,) +div(®,) — po, = .

Para a mistura:

Za(zﬂ’ +Zle(p,n,V,)+ZdW(‘D) Z(p, )= Z”

a(gtn) ¥ Zdzv(p T(V+u)+ Zdlv(q’ )= Z(p,a,) Z”

+div(pnv) + Zdzv((l) +pnu,)—po=1.

i=1

a(pn)
dt
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Apéndice F — Equacao de balanco para uma mistura com o campo de
densidade de quantidade de matéria.

A seguir esta a demonstracdo da obtencdo das equagbdes de balango da
secao 5.1, as quais sao feitas com o campo densidade de quantidade de matéria.
a) Balanco de Quantidade de Matéria

op;
—+d =0
o w(p,v,)—c¢

% +diviW,y,v,)—c; =0

W%-Fw/ig}’ad(]/i) Vi +Wydiv(v,)—c; =0

W{aa]/’ + grad(y;)- v, j|+W}/lle(V )—¢ =

Wi(%) +Wydiv(v,)—c, =0

i

[%] +y,div(v,) -7, =0,
di

i

onde

b) Balanco de Momento Linear

%jtdiv(pivi ®v,)—div(T)— pf —m, =0
% +diviWy.v, ®v,)—div(T)—yf —m, =0
ov, 0y, . .
Wy, a_tl"'W or ——+grad Wy v)v, +Wy,v.div(v,) —div(T,)) - yf, —m, =0
ov; oy,
W;/, v.grad(v,)v, +Wv, ——+W,v.(grad(y,) - v,)+Wy,v,div(v,)—div(T,)—yf, —m, =0

ot

[ j|+WV [887/, +grad(y,)-v, }-W}/,V div(v,)—div(T) -y £, —m, =0
dv

(7) ( t) +Wy.vdiv(v,)—div(T)-yf —m, =0

1

( ) |:(d—7;’j + yidiv(vi)} - dl‘V(Ti) - 7ifi —m; = 0



1

W%(%) —div(T)—yf, —m,-Wyv,z, =0.
! i
No trabalho sera utilizada a seguinte equagéo

W7(Cilvj +Wv; (UZJ + Wy v div(v,) —div(T) - yf, —m, = 0.
t

c) Balanco de Energia Interna

a(’g’t &) +div[(pg v, ]~ T, - grad(v,) + div(q,) — p,7;, —e, =0

E—+y, 66; +g,grad(y,)-v,+y.grad(g;) v, +y.&div(v,)

=T -grad(v,)+div(q,)—y.r;,—e, =0
87/ o€,
& 8—’+grad(7i)'V,- +7 a_;+grad(3i)'v +7,£div(v,)
t
=T, -grad(v,)+div(q;,)—y,;;, —¢, =0

dt dt

No trabalho sera utilizada a seguinte equagao

“’3(%) + yi(ﬁj +y.ediv(v)—T - grad(v,) +div(gq,) - y,r, —e = 0.

dt ), dt ),
d) Balanco de Entropia

Para os constituintes:

—a(fl;ni) +div(pn,v,) +div(®,) — p,o, =,

LI divtymy,) + div(@®) ~ 0, = 7.

Para a mistura:

B(Zm \
+dzv(2(y,n,u,)+Z(y,n,v))erzv(Zq)) Z;/l o, Zﬂ

(87 ) +dzv(2(y,n,u,)+ ;/77v)+dzv(Z<I) )—yo =1

i=1

a(aytn) + div(ynv) + div(zn:q)i N i(mui)) o

i=1 i=1

g(d%j 7,(‘1 ij +7,£div(v,) =T, - grad(v,) +div(q,) - y,;; —e =0,
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%;77) +div(ynv)+div(®@)—-yo=rx

7% + ygrad(n7) - v + 77% +ngrad(y) - v + yndiv(v) + div(®) - yo = 7

7[%—? + grad(n)- v} + n[% +grad(y)- V} +yidiv(v) + div(®) - yo =17

}/% + n% +yndiv(v) +div(®)—yo =7

yd—n + n[ﬂ + 7div(v)j +div(®)-yo=r,
dt dt
onde

72271"
i1

7=
i=1
yo = Z%‘O_i’
i=1
D= Zn:(l)i + Zn:(;/iniui).
i=1 i=l1

No trabalho sera utilizada a seguinte equagéo

dn dy . .
—=+n——+yndiv(v) + div(®) — yo = 7.
v (v) (@) -y

Apéndice G — Desigualdade estendida de entropia.

Neste apéndice é mostrada a dedugéo das equacgdes (6.3) a (6.13) da se¢éo 6.3.

yci—n+n%+ndzv(v)+dzv((l)) yo - Z[N((%) +y[div(vi)—riﬂ
! i

i=1

_ dy,
Z[ (W;/l( 0 1+Wivl( " jl+W7/lvldzv(V) div(T) -y f, - H

—Z (( ] (‘Z} +7/,gdiv(vi)—Ti-grad(vi)+div(qi)—7iri—ei]ZO.
i=1 i
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- z(anav , 0fl 08, 0if dn, 0if 06, 0if oy, 07 0U;

+nlgrad(v)
ov, dt 0og, dt oh dt 06, dt 0y, dt 0JU, dr

oD @y, 4 oD @ 4 oD @y

ov, 0g; oh,

@gl agh +a£grad(U)
06, oy, ' dU,

z Aéj Al Aél +AJ Aéj J
: ov, dt og, dt ch, dt 06, dr Oy, dt ou, dt

i=1

& 08 08 08 08 0 0
( v, . O dg, g dh, g, de, edy,+AedUH

-3z
i=1

I G o G
S, sa G e n S,
T o, ' og, " oh,

5 P P
Sar Mg Hipype S
R r I aU,

S w2 Sl S

ot

_A‘W;/d } S [wyArviL]- Z{WA‘ ‘Z}

HJr[ZQ[A ]+Z[A,y,,] Z::[AiT,-Li]

dt = =
& , o1, , T, , T,
Z_;(A o L +A —L s G +A L oh, Hﬂ
(T, , o1, , T, ) )
_;(A,ﬁg AT A ] +;[Am 3 > AL 7t]

n 877 n o€ \do.
—1 N —L | ==L
i_i(yae,- ,-_1[7’ faa)drj

NS x %Jdi

'ya_gz_/ljjagi dt

; dv.
y——E 7N ——7, ,A,J —
: =i dt

i

dh
S

j=1

on < O¢; | dU,
e/ XA Nt s
a0, "2 ’GUJ dr
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- Zn:(Ai%gilLi)"' ymlL + Z":(_ yo+ A - (yf)+ Ai%"?)"‘ Zn:[Ai'I}Li]_ i[(A};in/i)lLi]
i=1 i=1

i=1 i=1
+z( Ne+Al-m )+ (Nz)- > Wy Al -v AL |- Y [Ny L] 2. 6.3)
i=l i=l i=1
Esta equacao pode ser expressa como
I1=A(y)-Z+B(y) =20,
sendo A(y) uma funcéo vetorial de y, B(y)uma fungéo escalar de y e Z uma
variavel constitutiva nao considerada no como variavel independente. Como
mostrado por Liu [14], tem-se
A(y)=0,B(y)20
e

Z@ﬁ&ﬂﬂﬂmmmH
dt dt dt dr dr dt

Os coeficientes de Z devem ser nulos. Assim, para cada i, obtém-se

on < _O¢
o A 2
726 ,Z'{yf faej ,Z'[ faej
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»
®

| 5 oo 0F
A ija—y—/\ig—/\i—wz&;’-v —o:a—"—z[/\? JJ—AZ—WAY-V:O
0y, oy, ‘4

0

4 oT; oq;
@+Z{A3—’—AiiJ
g og

i J

0

u oT, oq;
62 + Z A’ _J_ N, “a;
ch, = ch, ch,

FoL ) J oT, oq ;
—+ AN —L—AN —L =0
ou, Z( 7 oU, ! GUJ

J=1 i

Z(_ yo+A; '(7ifi)+Ai7/ir;): §
i=1
A expressao da producéo residual de entropia €, entao, dada por

oL | oT. oq
—+ YA —L-N —L L +
5‘V4 Z[ J&Vi J avi \]:}]‘l

i J=1

ov &, 0T dq,
R Y N et Ay G | P
2 Z[ 26 ’60)] >

J=1

(8T, oq,
62+ A".—J—A‘?i -h,
07, "oy, oy,

n
=),
i=1

n

)

i=1

n

2

i=1

j=l1

Y (WEIL, ALY (A + AT -m, )+ 5= D L]
i=1 i=1 i=1

W)=Y WA v - Yy ]z o
i=1 i=1 i=1
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Apéndice H - Fluxo extra de entropia.

Este apéndice foi feito para mostrar a deducdo da equacgéo (7.20) da secéao
7.2. A partir das equagoes (6.10), (6.11) e (6.12) obtém-se a expressao

k=®+YTA -3 K,
i=1 i=1
A sequir sera feita a derivada do vetor fluxo extra de entropia em fungéo de
cada uma das variaveis constitutivas independentes. Vale ressaltar que os
multiplicadores de Lagrange nédo dependem dos gradientes de temperatura,
velocidade de difusao e quantidade de matéria.
1) Derivada em fungéo do gradiente de temperatura do constituinte i .

I VIS o CLINEINEAY

,1ag, ,1ag, llj]ag[

pela expresséo (6.10),
A — A —L | =0,
;Gg, ,Z:,Z;(@g, ! ’Gg,

logo,

Sk,

118g¢

2) Derivada em fungéo do gradiente de concentragcao do constituinte 7.

ok _ : A A 04
,Z:]:ah,. Zah ZZ(ah I ’8h}

i=1 i=1 j=I1 i

pela expresséo (5.11),

N AY — aqj _

i=1 i=1 j=I

logo,
Za_k 0.
i=1 ah,-
3) Derivada em fungéo do gradiente de velocidade de difusdo do constituinte 7.

v Ok _ AN A ps 2
= au, ,laU ZZ(&U / ’GUJ

i=1 j=1

pela equacéo (6.12),

30 o A
,18U ZZ( 8U)_0’

i=1 j=1
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logo,
- ok _
=0
4) Derivada em funcdo da velocidade do constituinte i .
n aAV

ot 22( Nkt

i=1 i i=1 [ i=1 j=1 i

aq na_k_n n aA; .
ER J S »iLE

1

o %k

i L J

5) Fazendo a derivada do fluxo extra de entropia em fungcdo da temperatura do

constituinte 1.

YL JR (G T Y
;aa_;a Zz(ae T fae aeq"+ae,.T"J

i=l j=1 i

! oq, n GAPNGLY
VN — LT |.
zae +Zz[ae I faej ;ae Z‘jz]( o0 j

i=1 i=l j=I i

6) Fazendo a derivada do fluxo extra de entropia em fungcédo da concentracao do
constituinte i .

ok AP L oT. ) oA . @q
B X

a0y S0y TE\o 07,
R ]
o 0y, a0y . ja% a0y, T )

Sendo o vetor fluxo de calor do constituinte i e o vetor fluxo de entropia do
constituinte i isotrépicos, as equagdes (7.14), (7.15) e (7.16) e o multiplicador de
Lagrange de energia sendo funcdo apenas da temperatura sdo as condi¢des
suficientes para que o vetor k seja nulo [10], [16]. Portanto, as trés ultimas
equacoes obtidas se tornam

Sa 3T m i) 3]

i=1 j=1

r
non aq] n n 8A5 aAV

A’ — - -——1q.+—T

;ae ;;(ae j faeJ . [ F Y j
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R T

1167/, i=l j=1 i=l j=1 a]/[

Apéndice | — Diferencial de entropia.

Neste apéndice sera mostrado o desenvolvimento matematico para a
obtencdo da equacdo diferencial de entropia e os multiplicadores de Lagrange,
presentes na segao 7.4.

A densidade de energia interna do constituinte i pode ser escrita da seguinte

forma

1
~ I
& = V6 = Vi +§7/i‘/Viui ‘u;,

portanto, tem-se

1
6%, i 851.’ . 8(27,W,»uj .ujj ) 05!

— J

00, 06, 00, 00,

1 L l 1

Logo, a expresséao (6.4) torna-se
677 n ) agl

—L=3N L

00, Z ! 06,

j=1

Analogamente para a equacao (6.8) tem-se

n ag n 8"1 ZAS [ ]//Wu ‘u; j

e %) _ & 8}. — N gai £ _ .
ZAJ‘ oy, _ZAi 87/ By ;Ai P +Ai2VViui u;,

i i

Portanto, tem-se

ZA‘E 4+ 1A‘gWu u, + A
6)/ 2

1

Analogamente para a equacao (6.9) tem-se

1 1
0z, oz 5(27 W, j 8(27 M )
_%5 | _

ov, OV, oV, oV, ’

1 12 2 2

utilizando a identidade

9 _ 8f 8f
Oov, K z

i

tem-se,



n o~ n . 1
GZAJ.g,. 8(Z;Aj2;/jouj-ujJ (Z}A —~yWa,-
j=1 J= J=
ov, ov,
6ZA"’" g )
ov. - A‘j;/iWiul. - gizl‘,Agj}/jouj'
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aui ' a=1 aua

Analisando a equacéo (6.9) e sabendo que

o1

=0,
ov,

tem-se

Ay W, =NyWu, - ZA W,

V_
Al =

CyWa, =

Z%W, =
i=1

portanto, tem-se

+AZA W,

e (6.9) tem-se

ZAfdg +Z(WA‘ v, +N)dy, +Zy,WA dv,

i=1

dii =3 Ndz + 3 Ny, + S WAL vy, + y WALy,

i=1 i=1 i=1

i=1
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dii = NdE' +Y Ny, + Y Ad(yWy,).

i=1 i=1 i=1

Analisando os termos da equacgao acima, tem-se

O _ A,
og,

logo,
Lon
17

Analisando o termo que tem o diferencial da densidade de quantidade de

matéria, tem-se

9 _
0y, I
logo,
N=E
)

Assim, o multiplicador de Lagrange de quantidade de matéria corresponde ao
potencial quimico dividido pela temperatura. Vale ressaltar que o potencial quimico
tem dois termos um termo referente a energia cinética da velocidade de difusao e
um termo que nao depende da velocidade de difusdo, que sera chamado de inner.
Assim, o multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria pode ser
divido em sera a parte do potencial quimico que nao depende da energia cinética de
difuséo [20].

Para o multiplicador de Lagrange de momento linear tem-se

0 _ a»

oWy
A=Yy gy 7
6 =

Portanto, o multiplicador de Lagrange de momento linear do constituinte i relaciona
a variagao de entropia do sistema com a variacdo de momento linear do constituinte
i . Vale ressaltar que a variagdo de momento linear esta relacionada dois fatores a
variacdo da massa e a variacao da velocidade. O momento linear do sistema se

conserva, mas o momento de cada constituinte ndo se conserva.
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Apéndice J — Producao residual de entropia.

Considere as equacbes abaixo, as duas ultimas serdao substituidas na
primeira.

n n aA‘; i n n OA",
- —Lh [+ |-Y|T.— L.
z[ Snih z{ S

o [ ons () ] oer )
+;Ld q-8-2 1T, agj]gfrﬂ(—/\i Ny W)IL, |+ F1L+ 5

j=1 i=l

YT LS (A + A7 m )+ =Y A v AL ]+ Y () 20,
i=1 i=1 i=1

i=1

sendo
1
K=,
6,
AV=—&+A , ijjuj,
=

Substituindo as trés ultimas relacbes na expressao da desigualdade residual
de entropia tem-se,

u. ! u. !
a _ ] + Az yaWuua a _ + AZ }/aWaua
n n Qj = Ha n n Hj = Ha
2= T LA PRy i
= el 07, [ ov,

am a{_ LS nWauaJ

[ 91» * 9 a=1 Ha ! g ; ~

+Z —~ . A_Z:‘ T, j 7 g, +Z[(—E’—%7iWi)ILi +71L +s
i = i i= i

i i

+Zn: E«Li}++i(ﬁ+[—%+Ai%]-ml}— n [WJ’{_%JFAi%j’vinﬁri(%mZO
3 A . i=1 i=1 i

i a=1 a



i=l J=1 a=1 ea

l

- B 2

n T n

_Z _’Li + a_k_[lj qi+z
i=l | Y 1= agj 0[ Jj=1
- ~

+ Y |-y W IL, +n1lL +s
;_ 0i 9[ ]/1 z:| i 77
y T

_|_ —
2y

onde

a{_ui a3 %-W,»u,}
o =9 _ _AZWi(i 71‘2’j“1‘]+A
=1

Apéndice K - Diferencial da producao residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em funcao da velocidade de difusao do

constituinte 5.

Este diferencial determina a expressdo da producdo de momento linear de

3 { T][ ©, 7,WA> AZ

n

cada constituinte no equilibrio.

h,=g =u, =L, =7 =0,

W

W,
7

hzl

B A

‘ L(5; %WGA)]]
[T{é]z(u, - A7,~W,u,»)]

n

i=1

:

o

J

1
ai
on ayl_ah aL, 00 (@J_ag,.o
ou, 8u ou, Ou, au ou, ou,
6,=0,
or =0, para b #i.

l

g

i

a=l1

___I_AZ?/aI;/a a

a

0
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o
+Y (Eir,
i:l(e 2

i

> 0.



——’;l’ 2 }IL +nl1L+s

i

g ) g

A27 L0, - WA)D_Ll]

:

\;/
[E—
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i a=1 a i

_ i }/a a a c &
9+Az p j Li]+;(eri)20



= - T i —AZVVi Z 711Waua + AWlu hi
i=1 j=1 J 8ub oy Ha 0,-
Z - Tj - Azﬂl{ y”W“uaj AVVzuz %
i=1 j=l pe 6, ou,
(¢ aT, ((6;, -y WA
_— M_Azya a _}/lVVIA) L
_—j=1 aub l
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T 5. —yWA x
T, i[—( i — Vit )j_i[/‘zm(é‘m _7iWiA)j L,
|| ou, 0, o, = 0,

[ 5, - W, ! N

O IBD gy 2Vl 5y ||| e
j=1 j 01 a=l1 Ha aub
o (T [T oL & 1Y o 1Y 5
B ) T o e g+ Y T = | (- Ay )| | SBE
aub 01 i=1 01 8“17 i=l 6)1' Jj=1 Hi aub

Ly W, oy W
i(z}i BN /LIRS TR 7L R
ou, \6, ) ou,| 6 = 0, : = 0 ou,
i . n . n n W )
i(ri L+ T, i & +Z VVz _&+AZ 7/ ju/ %
| du, 0. | |ou,\ 6 P o ‘5 0, )ou,

Wl_]/ii _&+A M -(u, + V)L, |- W]’z ___I_Az}/a U, 8(u +V) L
811,, (91 a=1 Ha i= Ql. a=1 Ha aub
LT 1 AL (Y. o +amlm:O
01‘ a=l ; 8ub aub
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Apéndice L - Diferencial da producao residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em funcao do gradiente de velocidade do
constituinte ».

Este diferencial € utilizado para a determinagdo da expressdo do tensor
tensdo no equilibrio.

or

dadipy
oL,

h, =g =u,=grad(v,)=1, =0,

d L
on _oy, b, _06, _\0)_o

oL, oL, oL, oL, oL, L,
6,0,

9

—i =, para b #i.
n n aT

|| | D AT

aLb i=1 Jj= aLh ei

Z 5T i —AzWi Z rwu, n AW,-llf h,

. oL ) )

i _ Y [Z }/a U ] 'ui ahz

i-1 j=1 0, dL,

" T, (5, -rWA) &y,
+H aLb[ 7 AZ o, MA)D

:



0. —y WA n .
Corh )—AZ@W‘* <6m—7,-w>)j G

N (6 (@G-rWd)) o (W, o
+Z 2 T’[aLb( ) ] oL, [A; 0, © 7"W1A)Dj Ll}

oL,

N & M o 8Ll.1 +8(77L1)
=l 6 6 JL, dL,

n

u, Sy Wua oL,
_ . __1 A a a—a . ) 1
Z{Wm[ 5" le G J v, 6L]

i=1 b

i=1 L i a=1 a i=1 i a=1
_ Z W]/l _ u; + AZ J/uvvaua , aLz =0
p= 0 ‘= 0, dL,
n n 0. —v WA n ‘ n . .
6_72': T (1./ 7/1 ! )_Azyawa(é‘m_ylu/lA) % +Z 1%
aLh i=1 J=1 ! Hi a=1 Ha aLb i=1 91' aLb
[

c 3 A oL.
+ __l__l7ivvi —1
ZH (5] ]anb

a(ﬁzn: [7/iWiALi +v, ®WAh, +v, ® 7:'Wigmd(A)]1)

+—= =0
oL,

or T, & M, j ~
— =2 4| =222y W N+ny,WA=0
oL, o ( 9 9717 b nyuw,

T, =_(7/bVVbAﬁ8_gb _ﬂb%VVh)l-

105
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Apéndice M - Diferencial da producao residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em funcao da densidade de quantidade de

matéria do constituinte /.

or

oh,
h, =g =u,=grad(v,)=17,=0,

l

1

o —
on 0Oy, Ograd(v,) 00, (19,] _ 0g; 0
oh, ©oh, oh, oh, oh, oh,

— =0, para b #i.

n n aT .
6_7r: _ Zy(qu Wul h
¢h, ‘3 j ahb 0,
pONH 3% VA YT S AUA T PLLELTR
- ' oh, = 0, 0,

a,
ch,

_Z TJ —AZVVi ZyaWaua _l_AvVlul
i=1 Jj=1 j=1 Ha Hi

n & oT 5 w.
+y —[( g”)AZ“w 7,~W,~A)J]L

|| =l oh i

LA 5 W.A
IBE (%( -, )j a(zna(m ”“A)m

n n (5 . 1 n w aL
+Z ( A AZ:]: }/“9 “(6;, WA )D] oh,

:

0
~.
Iy

_|_Z i l Li + E%
‘= | oh, | 6. = | 6, oh,




|

T 2
~|| " n, (0 ~an,| 0
n __ 1 2 n 1 2
+ _[_ qi+z TJ[_j (ll _A71WU)
i=1 91' j=1 91‘
o] | I ;/lW,a tak 1L, +Z
I on, (6 oh, | 6 .

_E (A
6 |6
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Jz(u - Ay W, )ﬂ g

%8
oh,

oL,

—11
b

Hi

b
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Apéndice N — Diferencial da producao residual de entropia para um
sistema isolado em equilibrio em funcao do gradiente de temperatura do

constituinte 5.

Este diferencial € utilizada para a determinagdo da expressédo do fluxo de

calor no equilibrio.
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