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Resumo

Neste trabalho estudamos construgoes de constelacoes de Voronoi para codificacdo em reti-
culados. Sao considerados reticulados aninhados, A; € Ay, com A; obtido por construgao
A a partir de um cédigo linear sobre Z,, com p primo. Também exploramos uma genera-
lizagao desta abordagem propondo uma adaptagao para reticulados g-arios Ay obtidos
por construcao D, com ¢ € N*. Estudamos um esquema de codificacdo e de mapeamento
inverso iterativo que aplica essas técnicas para reticulados com bom ganho de codificacao
e modelagem. Por fim, investigamos o problema de codificacao de indice com perspectiva
futura de utilizar as estratégias aqui exploradas para obter codigos reticulados de indice

com bons resultados quanto ao ganho de informagao lateral em canais AWGN.

Palavras-chave: Cédigos Reticulados; Constelacdo de Voronoi; Codificacdo de Indice;

Construcao A; Construgao D.



Abstract

In this work we study constructions of Voronoi constellations for lattice coding. It is
considered nested lattices, A; € Ay, where A, is obtained by construction A from a linear
code over a prime field Z,. We also explore a generalization of this approach and propose
an adaptation for A; g-ary lattices obtained by construction D, where ¢ € N*. We study a
coding and iterative demapping scheme that applies these techniques to lattices with good
coding and shaping gains. Finally, we investigate the index coding problem with a future
perspective of using the strategies explored here to obtain lattice index codes that achieve

good results regarding side information gain in AWGN channels.

Keywords: Lattice Codes; Voronoi Constellations; Index Coding; Construction A;

Construction D.
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Introducao

Reticulados sao conjuntos discretos no espaco euclidiano n-dimensional formados
por todas as combinacoes inteiras de vetores linearmente independentes. Sao objetos de
estudo em matematica e tém diversas aplicagdes. Na area de comunicagoes vém sendo
considerados para codificacdo em transmissao de sinais em canais gaussianos e com
desvanecimento e também na proposicao de sistemas criptograficos que compde uma das

modalidades da chamada criptografia pos-quéntica.

Neste trabalho abordamos dois temas especificos relacionados ao uso de reticu-
lados em codificagao: a construgao de constelagoes de Voronoi e a codificacao de indice
através de reticulados. No primeiro sao considerados dois reticulados aninhados A, < Ay,
chamados de reticulados de modelagem e de codificacao e é discutida a construgao da
constelacao finita de pontos a serem utilizados na codificagdo. No segundo sao considera-
dos varios sub-reticulados de um mesmo reticulado num processo de codificagdo onde é

assumido que os receptores tenham também informacao lateral.

Os proximos capitulos estao organizados como descrito a seguir. No Capitulo 1
apresentamos conceitos e resultados preliminares a serem utilizados. Mais especificamente
introduzimos no¢oes sobre reticulados; codigos lineares e construgoes de reticulados a partir
de cédigos lineares. No Capitulo 2 estudamos a construcao de constelagoes de Voronoi
proposta no artigo de Pietro e Boutros (2017), estendendo e apresentando resultados
relacionados. No Capitulo 3 detalhamos e ilustramos os cédigos de indice baseados em
reticulados propostos no Capitulo 6 de Costa et al. (2017) e em Natarajan, Hong e Viterbo
(2015) visando numa pesquisa futura discutir possiveis ganhos de codificagdo através das
construgoes de Voronoi como as descritas no Capitulo 2. No Capitulo 4 listamos brevemente

algumas perspectivas de continuidade da pesquisa nos temas aqui abordados.
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1 Conceitos e Propriedades Preliminares

Neste capitulo, apresentamos conceitos e propriedades preliminares sobre reti-
culados, particularmente a obtencao destes pelas construgoes A e D a partir de cddigos
lineares. O intuito desse capitulo é fornecer a base e possibilitar uma familiarizagdo com
as notagoes usadas no desenvolvimento deste trabalho. As principais referéncias utilizadas
foram Costa et al. (2017), Conway e Sloane (1998), Zamir e Nazer (2014), Strey e Costa
(2017), Strey (2017) e Pietro e Boutros (2017).

1.1 Reticulados

Um reticulado A € R" é um subgrupo aditivo discreto de R". Isto é, um

conjunto nao vazio discreto de vetores de R que satisfazem as condigoes

(i) se x,y € A entdo x +y € A;

(ii) para todo vetor x € A, temos que —x € A.

O reticulado é discreto no sentido que, para qualquer ponto do reticulado,
sempre ¢ possivel obter ao seu redor uma vizinhanca que possui nenhum outro ponto do
reticulado. Ainda, da defini¢ao de reticulado, temos que o ponto 0 = (0, ...,0) sempre

pertencerd ao reticulado pois ele é a soma de qualquer x € A com —x.

Uma definigao equivalente (CASSELS, 1997) e mais construtiva de reticulado

¢é dada a seguir.

Definicao 1.1. Sejam by, bs, ..., b, vetores linearmente independentes de R™. Um re-
ticulado A € definido como todas as combinagoes inteiras desses vetores. Ou seja, £ € A
se, e somente se, T = a1by + -+ -+ ap by, com o € Z para todo j =1,...,m. Em outras

palavras, podemos escrever

A = {Zajbj, comoszZ}.

J=1

O conjunto de vetores linearmente de vetores independentes geradores é deno-
minado uma base do reticulado e m chamado posto de A. Quando m = n o reticulado é
dito de posto completo. Também, o conjunto {(0,...,0)} < R" pode ser considerado como
um reticulado (degenerado) de posto 0. Um reticulado é degenerado quando m < n, isto é,
quando o nimero de vetores linearmente independentes que geram o reticulado é menor

que a dimensao de R".
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A defini¢ao de reticulados pode ser reescrita em termos de uma matriz contendo

os vetores linearmente independentes.

Definicao 1.2. Uma matriz geradora G para um reticulado A é uma matriz cujas colunas

formam uma base para A, isto ¢,
G= [ble bm]

Um vetor x € A se, e somente se, pode ser escrito como

A Figura 1 ilustra trés reticulados em R?. O primeiro é o reticulado quadrado
72, que sdao os pontos com coordenadas inteiras em R? e que tem como uma de suas

bases o conjunto {(1,0), (0,1)}. O segundo é o reticulado hexagonal, Ay, com uma base
1 /3
{(1, 0), (5, g) } E o terceiro é um reticulado que possui base {(1,2), (0, —3)}.

Figura 1 — Reticulados no plano.

(¢) Reticulado gerado por

(a) Reticulado quadrado 72 (b) Reticulado hexagonal A {(1,2),(0,-3)}.

Observamos que uma outra base para o reticulado Z* é {(1,3), (0,1)}. Para o

7 343 3 /3
reticulado hexagonal, uma outra base que pode ser considerada é { (5, %) , (5, g) }
Vemos assim que a matriz geradora de um reticulado nao ¢ tinica, como caracterizado a

seguir.

Proposigao 1.1 ((COSTA et al., 2017)). Seja A um reticulado gerado por uma matriz G.
Uma matriz G' gera o mesmo reticulado que G se, e somente se, G' = GU para alguma

matriz U unimodular, isto é, uma matriz com entradas inteiras e com det(U) = £1.

Demonstragio. (=) Sejam 31 = {by,....b,} e fo = {b],...,bl } bases de A e A" associ-

adas as matrizes geradoras G e G, respectivamente. Suponha que G e G’ gerem o mesmo
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reticulado, isto é, que A = A’. Por um lado, A’ € A se, e somente se, os vetores de 3

puderem ser escritos como combinagao inteira do vetores de (35, ou seja,

m
b;» =Zbiaij,paraj =1,...,me o € Z.
i=1
Em outras palavras, G’ = GU, com U uma matriz inteira tendo em cada

entrada os valores de a;.

Por outro lado, analogamente conclui-se que A = A’ se, e somente se, G = G'V,

para alguma matriz inteira V. Resta mostrar que det(U) = det(V') = £1.
Como G' = GU e G = G'V, segue que

G =GVU = GI-VU)=0

Portanto, cada coluna de I —V U define os coeficientes de uma equagao linear em by, ..., bl
e, lembrando que esses vetores sdo linearmente independentes, esses coeficientes correspon-

dentes devem ser todos iguais a 0. Assim,
I-VU=0<sVU=1.

Consequentemente, det(V)det(U) = det(I) = 1 que, juntamente com o fato que U,V sao

matrizes com entradas inteiras, tem-se det(U) = det(V') = 1. Portanto, U é unimodular.

(<) Se existe U unimodular tal que G' = GU, entdao A’ < A. Além disso, como
U é unimodular entdo possui inversa, pois det(U) = +1 e, assim, segue que G = G'U
com U™! também com entradas inteiras, uma vez que no processo da obtencdo da inversa
o calculo das matrizes de cofatores envolve apenas as entradas de U, que sao inteiras. Isso
implica que A € A". Logo, A = A’ O

Deste resultado, podemos concluir que o valor absoluto do determinante das

matrizes geradoras de um reticulado de posto maximo ¢ invariante, pois
det(G") = det(GU) = det(G)det(U) = tdet(Q).

Observacao 1. Como um reticulado A possui infinitas bases, para reticulados inteiros,
ou seja, para A € Z", de posto mdximo consideramos bases especiais, que utilizaremos no
Capitulo 2, que sempre podem ser obtidas da que é chamada Forma Normal de Hermite
por colunas da matriz geradora com entradas inteiras G (COHEN, 1996): H = GU com

U unimodular e H = [h; ;] uma matriz quadrada que satisfaz

1. h;j =0 parai < j, ouseja, H é uma matriz triangular inferior.

2.0 < hi; < hi; para @ > j, isto €, as entradas sao nao negativas e o elemento da

diagonal é o de maior valor em cada linha.
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Exemplo 1. Seja G = 01 uma matriz geradora para A < Z*. Outra matriz

geradora para este reticulado obtida na Forma Normal de Hermite por colunas é

2 1 0 -1 1 0
0 1 1 2 1 2
FEssas matrizes foram obtidas pelo software Mathematica (INC., ).

E importante ressaltar aqui que existem algoritmos computacionais muito
eficientes em tempo polinomial para encontrar a Forma Normal de Hermite e que estes

sao encontrados em programas tais como o Mathematica, Maple, MatLab e Phyton.

Para reticulados de posto qualquer, definimos o determinante de A como o
determinante de uma de suas matrizes de Gram definida a seguir. Este é sempre um
numero positivo e novamente como consequéncia da Proposicao 1.1 o determinante de A

nao depende da base escolhida.

Definicao 1.3. Dado uma matriz geradora G para o reticulado A, definimos a matriz de

Gram associada ¢ G por B = G'G.

Definicao 1.4. O volume de um reticulado A, denotado por Vol(A) é a raiz quadrada do
determinante de uma matriz de Gram, isto é, Vol(A) = +/det(G'G).

O volume de um reticulado é igual ao volume euclidiano m-dimensional de um

paralelotopo fundamental de A definido a seguir.

Definicao 1.5. Um paralelotopo fundamental de A associado a uma matriz geradora G,

denotado por P(G), € o conjunto
P(G) = {ouby + asby + -+ + i bp; 0 < oy < Li = 1,...,m}.

Observacao 2. Ao longo deste trabalho estaremos assumindo, a menos de men¢ao em
contrdrio, que os reticulados sao de posto mdximo e os conceitos a sequir sao definidos
para tais reticulados. Um conjunto R < R™ cujo bordo tem medida nula é chamado regido

fundamental para um reticulado A se, e somente se,
() | J(@+R) = R";
zeA

(ii) dados x,y€ A\, x # y, os conjuntos £+ R e y+ R se interseccionam no mdximo

em seus bordos.

O volume de uma regiao fundamental é Vol(A). Um paralelotopo fundamental
¢ um exemplo de regidao fundamental. Uma outra regiao fundamental importante que
usaremos no Capitulo 2 é a regiao de Voronoi do reticulado definida a seguir, que é

independente da base escolhida.
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Definig¢ao 1.6. A regidao de Voronoi de um reticulado A de um ponto x € A é o conjunto
de todos os pontos de R" que estao mais prorimos de x do que qualquer outro ponto de A,
isto €,

Vi(x) ={yeR";||lx— y|| <||z— y||, para todo z€ A}.

Ao cobrir o R" com regides de Voronoi sobre os pontos de A temos a particao de

Voronoi. A Figura 2 ilustra as regioes de Voronoi dos reticulados mencionados anteriormente.

Figura 2 — Exemplos de regiao de Voronoi de reticulados no plano.
(c) Reticulado A =

(a) Reticulado Z? (b) Reticulado Ay {(1,2),(0,-3))

Devido a natureza periodica do reticulado, todas as regioes de Voronoi sao
versoes transladadas (pelos pontos do reticulado A) da regidao de Voronoi V,(0), que é a
regiao de Voronoi associada com a origem, chamada simplesmente de regiao de Voronoi do

reticulado.
Definicao 1.7. Uma aplica¢do de quantizacao

Or():R" — A

zeR" — argmin||z— 2|
zEA

¢ uma fungdao que leva qualquer ponto do espagco R™ para uwm ponto do reticulado A mais

proximo deste.

Observacao 3. Esta aplicagdo estd claramente definida para os pontos no interior das

regioes de Voronoi. Para os que estiverem no bordo é feita uma escolha.

Outros parametros importantes em reticulados que sdo associados em diversas
aplicagoes, como as que veremos no Capitulos 2 e 3, sdo a distancia minima de um
reticulado, raio de empacotamento, densidade de empacotamento, raio de cobertura e

densidade de cobertura.

A distancia minima de um reticulado é a menor distancia entre dois pontos de

um reticulado e esta corresponde & menor entre todas as normas de vetores diferentes de
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zero em A, isto é,

dmin(A) = min [[x|].

Utilizamos essa distancia para determinar o maior raio, denotado por A, de
bolas disjuntas centradas nos pontos do reticulado A que cobrem a maior porcao possivel
de R". E facil ver que A\, chamado raio de empacotamento, é

dmin
A= 5 -

A densidade de empacotamento, denotada por A(A), determina a proporgao de
R"™ coberta pelo o empacotamento. Pela homogeneidade do reticulado é expressa como

VolB™(\)
Al = Vol(A)

com B"()\) a bola euclidiana de raio A ao redor da origem.

O raio de cobertura é definido como o menor p tal que translagoes de bolas

B" () por pontos de A cobrem o espaco, isto é,

B (1) +x) = R".

xeA

A densidade ou taxa de cobertura é entao definida como

VolB™ (1)
bA) = Vol(A)

1.2 Cédigos lineares

Nesta secao, apresentamos uma breve introdugao a c6digos lineares g-arios.

Para ¢ > 2 um inteiro positivo, consideramos o conjunto Z, = {0,1,...,¢— 1}
de inteiros médulo ¢g. Quando ¢ é um niimero composto, o conjunto Z, ¢ estruturalmente
diferente de quando ¢ é primo, pois no primeiro nem todos os elementos sao invertiveis,
consequentemente nao temos um corpo. Por esse motivo, usaremos a notagao F, para

indicar essa diferenca, sendo que I, = Z,, quando ¢ é primo.

Definicao 1.8. Um cddigo linear g-drio C em Z" de comprimento n é um subgrupo aditivo
de Zy .

Por exemplo, C = {a(1,3);a € Zs} = {(0,0), (1,3),(2,1),(3,4),(4,2)} é um

c6digo linear em Z2.

Observacao 4. Se ¢ = p primo, um codigo linear é um subespaco de dimensdo k no

espago vetorial Z,;, =}, chamado um cédigo (n, k). No exemplo anterior o cédigo C € um

subespago de 73 de dimensdo 1 gerado pelo vetor (1,3) e usamos a notagio C = {(1,3)).
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A seguir estabelecemos uma conexao entre codigos lineares em Z; e reticulados.

Seja

o mapeamento de redugdo & modulo g. Dado a(mod ¢) sua pré-imagem p~* é o conjunto

de inteiros que sao mapeados para a por p

Este mapeamento p pode ser definido componente a componente sobre um

nimero arbitrario de n coépias de Zg, isto ¢,
p: 2" — Z;
x — p(x)
reduzindo a modulo ¢ cada uma das n componentes.

Proposigao 1.2. Dado um subconjunto S < Z; entao p~HS) é um reticulado se, e

somente se, § € um cddigo linear em Z, .

A demonstragdo desta Proposi¢do pode ser encontrada no Capitulo 3 de

(COSTA et al., 2017).

1.3 Reticulados obtidos a partir de cédigos lineares

Nesta se¢ao, descrevemos como construir reticulados pelas construgoes A e D
a partir de codigos lineares g-arios, ¢ € N*. Apresentamos algumas propriedades dessas
construcoes que serdo utilizadas no Capitulos 2, as quais podem ser encontradas em Costa
et al. (2017) no Capitulo 3.

1.3.1 Construcao A

A construgao A associa um reticulado A em R™ a um codigo linear em Z;, com

Z4 sendo o conjunto de ntimeros inteiros médulo g.

Definigao 1.9. Seja C um cddigo linear em Z; os inteiros modulo um positivo inteiro
q = 2. Seja p: 2" —> Z; o mapeamento de redugio da modulo q coordenada a coordenada.

Entdo, o reticulado Ao(C) = p ' é dito obtido via construgdo A de um cédigo linear g-drio.

Um reticulado obtido por construcao A também pode ser expresso como

A(C)=C+qZ" ={xeR";x=c+qz,comceC,zecZ"}.
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Exemplo 2. Consideremos C = {(1,3)) em Zz. O reticulado obtido por construgio A é a

translagdo por pontos de 5Z° dos pontos

C= <(17 3)> = {(0’ 0)7 (17 3)7 (27 1)7 (3’ 4)’ (47 2)}

A Figura 2 ilustra o reticulado A4(C).

L Qe i Rt Aty B Bhs SUERE EnSun et R paa S SN R I Ity R *
1 1 !
! ° o ° ! ° '
| 1 :
e s ° e t
1 1 !
| ° ° ! ° :
1 1

1 1 :
1

i ° & ° : ° i
| 1 :
$mmrm e m el m - i m el e +
1 1 1
1 ° 4 ° : . :
1

1 1 1
I e . [N H
i 1 1
i 1 1
i ° o ! o !
i 1 1
i 1 1
1 ° 1 ° ! ° !
1 1 1
i 1 1
3 B T R 5

Figura 3 — Reticulado A4(C),com C = {(1,3)) em Z; destacado pelos pontos em verme-
lho.

Observacgao 5. A distancia minima de reticulado Aa(C) obtido por construgio A de um

codigo linear C para algum q € Z* € expressa como
dmm(AA(C)) = min{dmin(c)a q}'

Proposigao 1.3. Se A4(C) ¢é um reticulado g-drio associado com o cédigo C = Z; entdo

n

|Aa(C)/qZ"| = m

= |C|7

com |C| o nidmero de palavras cddigo de C.

1.3.2 Construcdes D e D

Referéncias para os resultados listados nesta subsegao sao Strey (2017) e Strey

e Costa (2017). No decorrer do texto, utilizamos a inclusdo natural o : Z; — Z".

Defini¢ao 1.10 (Construgao D). Seja ZZ 2C1 202 ---20C, uma cadeia de codigos
lineares. Dados numeros inteiros ki1 = ky = -+ = k, = 0 e um conjunto de vetores
{br,.... by} em Z tais que C; = by, -, by, para l = 1,2,...,a. O conjunto Ap
consiste de todos os vetores da forma

a ki

1
qz+ Z Z 5§Z)F0(bj),
=1y

1

com z€ 7" eﬁj(-l)e{o,l,"' ,q— 1}
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Teorema 1.1. Podemos reescrever o reticulado Ap como

a k
- S 1 S S
AD={z+Z Z o _U(bi);zqu”,ag)eZ60<a§)<qs}.

s—1
s=1li=ksy1+1 q

Teorema 1.2. O conjunto Ap é um reticulado em R™ de posto completo.

Exemplo 3. Dados ki = 2, ky = 1, by = (1,2), by, = (1,0) € Z2, temos a cadeia de
codigos lineares Zi 2 (1 2 0y tais que

Cl = <b1; b2> = <(17 2)7 (1’ O)>
Cy = <b1> = <(1>2)>-

Aplicando o Teorema 1.1, obtemos
Ap = {z+a{P(1/4,1/2) + oV(1,0): z€ 47%,0 < o < 4,0 < /P < 42}
isto €,

Ap = | (z+Ap n[0,4)%)

2472

e 0s elementos de Ap n [0,4)? estdo representados na Figura

Figura 4 — Conjunto Ap n [0,4)%

Observacao 6. Um reticulado obtido pela Construcao D depende dos parametros k1, .. ., k,
€ bl,...7bk1.
Teorema 1.3. Se by, ..., by, € Z; sao vetores linearmente independentes, enldao

a

[Ap 0.0 = [ T(a")" 7.

s=1
Observagao 7. No Exemplo 3, os vetores by = (1,2) e by = (0,1) sao linearmente
2

dependentes sobre Zy e |Ap N [0,4)%] = 32 # 64 = n(éls)ks_ks“. Isto nos mostra que a

s=1
hipotese de Teorema 1.3 € fundamental.
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Teorema 1.4. Sejam ki = ko

\Y%

=k, =20 eby,..., by €Z; nao nulos tais que

1. Cy=<by,- by, paral=1,2,... a.

2. Alguma permutagio das colunas da matriz M = (o(by) ---o(by,)) forma uma matriz

triangular inferior na forma escalonada.

3. Para cada j € {1,...k1}, a primeira componente nao nula do vetor o(b;), digamos

o, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Se Ap € o reticulado obtido via Construgdo D a partir da cadeia Zg >2Ci20,2---2(,
usando os parametros ky = ky = -+ = ko = 0 e um conjunto de vetores {by,..., by} em
L7, entio existe wma base para Ap formada pelos ki vetores (1/¢" ")o(b;), 1 <i<a e

kiy1 < j < ki, mais n — ky vetores da forma (0,---,0,q,0,---,0)".

Corolario 1.1. Sejam ky = ko = --- =2 ko 2 0 € by, ..., by, € Z; nao nulos satisfazendo

as condigcoes 1, 2 e 3 do Teorema 1.4. Temos que

det(Ap) = (H oz]> n=Xiz k

Exemplo 4. Dados ki = 2, ky = 1, by = (2,2), by, = (0,2) € Z2, temos a cadeia de

codigos lineares Zi o (1 2 (Y tais que

C, = <(272)>(072)>
CQ = <(272)>

Aplicando o Teorema 1.1, obtemos
Ap = {z+a{?(1/2,1/2) + aiP(0,2): z€ 47%,0 < oV < 4,0 < /P < 42}

Os elementos de Ap N [0,4)? estdo representados na Figura 5

20
As condigoes 1, 2 e 3 do Teorema 1.4 sao satisfeitas com M = 5 9 e

ap = o = 2 dividindo q e, respectivamente, os outros componentes de b;, com j = 1,2.
Entdo, existe uma base para Ap formada pelos ki = 2 vetores da forma (1/¢' )o(b;),
para 1 <i <2 ekiyr <j <ki. Ou seja, {(0,2),(1/2,1/2)} é uma base para Ap e nao

necessitamos adicionar mais vetores pois n = ki. Pelo Coroldrio 1.1,

det(Ap) = (H a3> nXikh = (42). (42) 7 = 1.

Exemplo 5. Reticulados importantes como Eg, Mg, Aoy podem ser obtidos via Construcao

D (STREY, 2017).
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Figura 5 — Conjunto Ap n [0,4)%.
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Teorema 1.5. Sejam G a matriz cujas colunas sao os vetores o(by),...,o(by,

yeC o
codigo linear ¢ — ario gerado pelas colunas da matriz G = G1D, em que D = (d;;) € a

matriz diagonal com

r

1, sel <j <k,

q, se ka <] < ka—l
djj == <

¢ seky<j<h.

\

Temos que ¢ *Ap = As(C).

Exemplo 6. Consideremos novamente o reticulado obtido com ky = 2, ko =1, by = (2,2),
b, = (0,2) € Z3, isto ¢,

Ap = {z+$?(1/2,1/2) + a§(0,2); z€ 47%,0 < oS < 4,0 < o{? < 42},
O reticulado 4Ap € um 16-drio, podendo ser obtido por Construcio A a partir do codigo

- (22)a)-(38)

Corolario 1.2. A distancia minima do reticulado Ap €

qa—l ’

gerado por

A chamada Férmula Cédigo ou Construcio D definida a seguir por Strey (2017)
foi introduzida por Forney (a) e Forney (b) e tem sido usada em diversas aplica¢oes. Mesmo
quando construida para c6digos bindrios, nem sempre é um reticulado (KOSITWATTA-
NARERK; OGGIER., 2014), (KOSITWATTANARERK; OGGIER., 2013).
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Definigdo 1.11 (Construcio D). Seja Zy 2 Cy 2 ---Cy uma cadeia de codigos lineares.

O conjunto I'p € definido da sequinte forma
Lp=q"Z"+q"o(C)) + -+ ¢'o(Coy) + o (C,).

Exemplo 7. Por exemplo, considerando ky = 2, ky = 1, by = (1,2), by = (3,1) € Z2,

temos a cadeia de codigos lineares Zg oC, 205 com

Cr = ((1,2),3,1)) = {(0,0),(1,2),(2,4), (3,1), (4,3)}
C; = ((1,2)) = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,1), (4, 3)}-

Assim,
[ = 5°7Z% + 5C; + Cs.

A Figura 6 ilustra os elementos de I'p, n [0,5%)%. Observamos que ndo é um reticulado.

Figura 6 — Elementos de I'5 em [0, 5)?.
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2 Constelacoes de Voronoi

Neste capitulo, apresentamos e ilustramos um resultado de Pietro e Boutros
(2017) que nos permite construir constelagdes de Voronoi a partir de dois reticulados
aninhados, isto é, A; € Ay, com A obtido por construcao A de cédigos p-arios, p primo.
Descrevemos e ilustramos o processo proposto neste artigo de codificacdo e mapeamento
inverso para constelagoes de Voronoi. Generalizamos esta construgao para Ay obtido de
construgoes A e D de codigos g-arios, g € N*. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram Pietro e Boutros (2017), Strey e Costa (2017), Zamir e Nazer (2014), Buglia
e Lopes (2021), Costa et al. (2017).

2.1 Construcao de constelacoes de Voronoi

Para construir constelacoes de Voronoi utilizamos dois reticulados, Ay, Ay < R,
ditos reticulados aninhados, isto é, Ay € Ay. Como A, é um subgrupo de Ay podemos
particionar Ay em classes laterais que formam o grupo quociente Ay/A, = {x+ A ;x € A}
O grupo quociente é o conjunto gerado pelas diferentes translacoes de A, sobre os pontos
de Ay. Cada classe lateral x + A, = {x +y;y € A,} é representada(po;r X, que é chamado

ol(A,

de lider da classe. O ntmero de elementos de A¢/A, é igual a Volldy) e todas as classes
VOZ(Af)

laterais estao representadas de maneira tnica pelos lideres que s@o os pontos de Ay que
estdo contidos num paralelotopo fundamental de A, ((COSTA et al., 2017), Cap. 3).

Os pontos de Ay dentro da regiao de Voronoi na origem de Ay, Va,(0), também
representam todas as classes do quociente Ay/A,, mas podemos ter mais do que um lider

da mesma classe para os pontos situados no bordo desta regiao.

Uma constelagio de Voronoi para um par de reticulados aninhados, Ay, © Ay,
¢ uma selecao de lideres de Ay que representem univocamente todas as classes laterais de
Af/A, e que tenham a menor norma dentro de cada classe. Ela serd entdo composta por
todos os elementos de Ay que estao no interior de V4 (0) mais uma selecao de pontos de

Ay que estdo no bordo de V,,(0) de modo a termos um tnico lider para cada classe.

A Figura 7(a) a ilustra um exemplo em duas dimensées de um par de reticulados

aninhados com Ay = Z? gerado pela matriz identidade 2 x 2 e A, gerado pela matriz

31
M = .
1 2
A Figura 7(b) ilustra as classes laterais x + A, que particionam o reticulado

Ay. Cada cor representa pontos de Ay em uma mesma classe lateral e podemos escolher

qualquer ponto de uma classe como seu representante.
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Figura 7 - Exemplo 1 de reticulados aninhados com as classes laterais de A;/A, e a
constelacao de Voronoi resultante.

(a) Par de reticulados aninha-  (b) Classes laterais de Ay/A,.  (c) Os cinco pontos no interior
dos A; © Aj. Os pontos verme-  Cada cor representa elementos de V4, (0) formam a constelacao
lhos representam Ag. de Ay em uma classe lateral. de Voronoi P = Ay nVy,(0).
[ ] [ ] o R J L] [ ] L]
[ ] L] L E ] [o] ° [ ]
L] o] ° q L] L] o]

A Figura 7(c) mostra um exemplo em que podemos obter univocamente um
representante de cada classe lateral no interior da regidao de Voronoi de A, centrada na
origem. Mas, caso algum estivesse no bordo regiao de Voronoi, certamente haveria outro
representante da mesma classe também no bordo e deveriamos fazer uma escolha entre

eles. Por exemplo, se Ay e A, sao gerados, respectivamente, pelas matrizes

10 10
Gy, = e M =
A 0 1 1 2

teremos pontos no bordo da regiao de Voronoi. A figura 8 ilustra esta situacao. Observemos
que neste caso ha apenas duas classes laterais. A regiao de Voronoi de A, na Figura 8(c)
possui quatro representantes de uma mesma classe no bordo. Devemos considerar apenas
um representante e, consequentemente, uma constelacao de Voronoi é formada por um

ponto vermelho e outro lilas.

As constelacoes de Voronoi também sdo conhecidas como codigos reticulados.
Em termos de comunicacao, o reticulado Ay ¢ chamado de reticulado de codificagao ou
reticulado fino e A, é conhecido como reticulado de modelagem ou reticulado grosso. Uma
primeira ideia para balancear as grandezas que influenciam no processo de transmissao é
modificar a distribuicao dos pontos da constelagdo, alterando o espagamento relativo entre
eles. Isso ¢é possivel alterando o reticulado de codificagdao. Essa diminuicao na poténcia
mantendo a distdncia minima ou o aumento da distancia minima mantendo a poténcia
através da alteracao relativa do espacamento (densidade) dos pontos é chamado de ganho
de codificacao (coding gain) (FORNEY, 1989).

O reticulado de modelagem A, determina a regiao que limita o cédigo C e,
consequentemente, a poténcia exigida para transmitir uma quantidade de palavras codigo.
Assim, a segunda maneira é alterar a escolha dos pontos, sem modificar o posicionamento

relativo entre eles é escolhendo o reticulado grosso com pequeno raio de cobertura. A
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Figura 8 - Exemplo 2 de reticulados aninhados com as classes laterais de A;/A, e a
constelacao de Voronoi resultante.

(a) Par de reticulados aninha-  (b) Classes laterais de Ay/Ay;.  (c) A origem e um dos pontos
dos Ay < Ay. Os pontos em ver- Cada cor representa elementos em lilds no bordo formam uma
melho representam A,. de Ay em uma classe lateral. constelacdo de Voronoi.

o} ° o 3 (] ° o o o o 34 o} [e] o o o o 34 o o

o

(o]

\;
%.u/z‘z

-1 O

o

o

redugao resultante na poténcia do sinal é chamada ganho de modelagem (shaping gain).
Como destacado em Forney (1989) bons reticulados para codificagdo estdo em geral
associados a boa taxa de empacotamento, enquanto para reticulados de modelagem um
parametro importante ¢ a taxa de cobertura (para detalhes sobre esses parametros ver
Costa et al. (2017)).

A busca pelos representantes das classes laterais com menor norma euclidiana
nao ¢ simples. Pietro e Boutros (2017) apresentam um resultado que nos permite encontrar
inicialmente um conjunto completo de representantes de cada classe lateral quando Aj
¢ obtido por Contruc¢ao A de um cédigo p-ario e o reticulado A, esta contido em pZ",
p primo. Entretanto, esses nao estdo na regiao de Voronoi. Assim, apos determinar este
conjunto é necessario realizar uma operac¢ao para encontrar os lideres com menor norma

euclidiana.

Vimos na Observacao 1 que todo reticulado em Z" de posto maximo admite
uma matriz geradora triangular inferior obtida pela Forma Normal de Hermite. Por outro
lado, se considerarmos a base associada a esta matriz na ordem inversa teremos também
uma matriz geradora triangular superior para estes reticulados, como é assumido na

proxima proposicao.

Proposigao 2.1 ((PIETRO; BOUTROS, 2017)). Sejam Ay = C + pZ" um reticulado
obtido pela construcao A de um codigo linear p-drio, I' < Z" um reticulado inteiro e

Ay = pI' € pZ™, p primo. Consideramos T uma matriz geradora de I' triangular superior
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com t;; > 0 para todo i:

i1 tip tip
0 29 ton

T = ., , com tiJ‘ e 7.
0 0 tn

eS=1{0,..., 011 — 1} x -+ x{0,... tpn—1}.

Entao, C+ pS ={c+pseZ";ceC,se S} é um conjunto completo de lideres
das classes laterais de As/A,.

Demonstragio. Vamos primeiramente mostrar que C + pS e Ay/A, possuem a mesma
cardinalidade. Inicialmente, temos que |C + pS| < |C||S]. A igualdade também ¢é valida
uma vez que supondo ¢ + ps =d + pt para c,de C < {0,1,...,p—1}" e s, t €S, temos
que ¢ —d = p(t —s). Entdo, ¢ = dmod p. Isso significa que ¢ = d, pois todos c;s e d.s
estdao em {0,1,...,p — 1}, para todo i = 1,...,n.

Assim, c—d = 0 = p(t—s). O que nos diz que t—s = 0 e, portanto, t = s. Logo,
cada par (c,s) € C x S representa um ponto diferente em C + pS e, assim, |C 4+ pS| = [C||S].

Agora, pelo fato de T' ser triangular e pela definicao de S temos que
Vol(Ay) = Vol(pI') = p"Vol(T)
= p"det(T)

n
= p" ntzz = p"[S].
i=1

Pela Proposicao 2.5.1 de Zamir e Nazer (2014) temos que Vol(A;) = p"*. Assim,

Vol(A,) _ Vol(A,)

A¢/A| =
| f/ 9| VOl(Af) pnfk

Portanto,
w Vol(Ay) _ Vol(A,)
pn pnfk

C + S| =[ClIS] =p = [As/A]

Por fim, é suficiente mostrar agora que cada dois elementos de C +pS pertencem
a classes laterais distintas ou, equivalentemente, que se X,y € C + pS pertencem a uma
mesma classe lateral entdao x = y. De fato, x = c+ ps e y = d + pt estdo em uma mesma
classe lateral se, e somente se, x —y =c —d +p(s —t) e A; < pZ". Isso vale somente se
c —d e pZ" e consequentemente se ¢; —d; = 0 parat = 1,...,n, pois 0 é o tnico elemento
de pZ que pode ser obtido subtraindo dois ntimeros de {0,1,...,p — 1}. Entdo x e y estéo
na mesma classe lateral somente se c =d ex —y = p(s —t) € A, = pI'. Isso nos diz que

s —t =Tz para algum z € Z".
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Seja U a inversa de T": que também ¢ triangular superior e u;; = t;, L. Temos

que U(s — t) = z implica que

n
2 = Z(sj —tj)u;; € Z,paracadai=1, ..., n.
j=1

Quando i = n, temos (s, — t,)t;

n € Z, 0 que implica que s, —t, = 0 pois,

pela defini¢do de S temos que |s,, — t,| < t,,, — 1 < t,,,,. Usando a igualdade s,, = t, no
caso i = n — 1, obtemos que s,,_1 = t,_1. Repetindo esse processo recursivamente para
it=n—2,n—3,...,1 concluimos que s; = t; para cada 7 = 1,...,n e, consequentemente,

s = t. Portanto, x = y. O]

Exemplo 8. Escolhendon =2, k=1 e p =5 e tomando o reticulado I' com matriz

2 1
T = € 22,
0 2

portanto o conjunto S = {0,1} x {0, 1}.

geradora dada por

Definimos A, = 5I" < 572%. Assim, wma matriz geradora para esse reticulado é

10 5
o1 = .
0 10

Agora, para construir Ay € necessdrio um cédigo linear C € 72, para ser utilizado na
construgao A. Consideremos C ={(1, 2)) = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,1),(4,3)}. Consequen-
temente, Ay = C + 5Z2. Neste caso, uma matriz geradora para Ay € ((COSTA et al.,

2017))
10
o (1)

A Figura 9(a) ilustra os reticulados A, e Ay, os pontos “e”

indicam o reticulado Ay
e 0s “x” o reticulado A,. Pelo Lema, o conjunto C +pS = {c+pseZ* ceC,se S} =
{(0,0),(1,2),(2,4), (3,1), (4,3),(0,5), (1,7),(2,9), (3,6), (4,8), (5,0), (6,2), (7, 4), (8, 1),
(9,3),(5,5),(6,7),(7,9),(8,6),(9,8)} é um conjunto completo de lideres das classes de
As/N,. A Figura 9(b) ilustra esse conjunto.

Observamos neste exemplo que os pontos de C + pS ndo pertencem ao para-
lelotopo associado a matriz geradora que usamos para construir A,, como pode ser visto
na Figura 10(a). Entretanto, esses pontos pertencem a uma outra regido fundamental que

também ladrilha do plano. Isto pode ser observado na Figura 10(b).
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Figura 9 — Exemplo para reticulados A, e Ay no plano.

(a) Reticulados Ay e Ay.

(b) Conjunto C + pS destacado.
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Figura 10 — Regioes fundamentais do reticulado A,.

(a) Paralelotopo associado & matriz

geradora de A,.

(b) Um exemplo de regido fundamen-
tal ladrilhando o plano.

Para construir a

constelagcao de Voronoi, precisamos encontrar os lideres das

classes laterais que possuem norma euclidiana minima, que estarao no interior da regido

de Vornoi de Ay. Para isto, consideramos

Q) :R" — Ay

Yy > arg ming, ||z—yl|

Assim, dado um lider y da classe lateral , o seu representante com norma

euclidiana minima é obtido fazendo y— Qya,)(y). A Figura 11(a) ilustra essa operagao

para o ponto = (9,8) em especial, com Qv () = (5,10). Assim, temos T— Qy,)(x) =
(9,8) — (5,10) = (4,—2). A Figura 11(b) ilustra a constelagio de Voronoi obtida com esse

exemplo ao realizar essa operacao para todos os pontos do conjunto C + 5S.

No Exemplo 8 a quantizacdo do ponto (5, 0) pode ser tanto o ponto (10,0) € A,

quanto (0, 0) € A,. Nesses casos, escolhemos arbitrariamente qual ponto tomar e essa escolha
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Figura 11 — Construgao da constelacao de Voronoi.

(b) Constelagdo de Voronoi resul-
(a) Operagao para x = (9, 8). tante.

determinara qual representante serd considerado. No caso, escolhemos Qy (5, 0) = (10, 0)
gerando o lider (=5,0). Caso escolhéssemos Qys,)(5,0) = (0,0), o lider gerado seria (5,0),
ambos estao na borda. Vale ressaltar que a estratégia adotada aqui automaticamente

soluciona as ambiguidades da borda.

2.2 Codificacao

A codificacao de constelacoes de Voronoi pode ser feita com base na Pro-
posicao 2.1. Como detalhado em Pietro e Boutros (2017) esse procedimento difere do
que normalmente é feito para reticulados obtidos por construgao A, possibilitando cons-
truir constelagdes de Voronoi com complexidade de codificacao linear, enquanto que,
normalmente, a complexidade possui ordem n?. Descrevemos e ilustramos a seguir esse

Processo:
1. Cada uma dos elementos da Constelacao de Voronoi sera representado por vetores
inteiros do conjunto M = IF’; x S.

2. Seja m = (u,s) € M uma palavra a ser codificada com u € IF’; eseS. Sejac a

palavra c6digo de C associada com u, isto é, ¢ = ence(u) com ence : IF’; — .
3. Consideramos x' = c + ps € Ay.

4. Seja Qyy(-) o quantizador associado com a regiao de Voronoi do reticulado de

modelagem. Entao, a mensagem m ¢ codificada para

x =X — Quu,)(x) € C = Ay n Vs, (0).
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Notemos que x e X' — Qy(x,)(x’) representam a mesma classe lateral. Isso
garante que cada duas mensagens diferentes sejam codificadas para diferentes elementos

da constelacao de Voronoi.

21

Exemplo 9. Seja I' obtido por T = ( 0 o ), Ay =5 e Ay =C+57% com C ={(1,2))

em Zg.

1. M =75 x{0,1} x {0,1}.
2. Suponhamos m = (u, s) = (2|0, 1). Entdo, a palavra cdédigo ¢ associada a u €

¢ = (Gu) mod 5 = (2(1,2)) mod 5 = (2,4).

3. Seja & = c+5s=(2,4) +5(0,1) = (2,9)
4. Assim, a mensagem m € codificada para a palavra cédigo do reticulado Ay

=12 — Quu,) () =(2,9) — (5,10) = (=3,-1) e P = Ay n V4, (0).

2.3 Mapeamento inverso

No processo de comunicagao baseado em codificacao de pontos da constelagoes
de Voronoi é necessario especificar como se realiza o mapeamento inverso. Nesta secao,
descrevemos como recuperar m = (u, s) de uma palavra x da constelagdo de Voronoi. Para

isso, aplicamos as seguintes etapas:

1. Temos que x = x'—Qy()(x’) = c+ps—Qya)(x'). Notemos que para qualquer y € R"
temos que Qe (y) € Ay = pI' € pZ". Portanto, é possivel obter ¢ simplesmente

reduzindo x modulo p.

2. De modo geral, vamos supor que as palavras codigos de C foram codificadas com a ma-
triz geradora na forma sistematica. Assim, u é obtido automaticamente considerando

as k primeiras entradas de c.

3. Agora precisamos calcular s. Como conhecemos x e ¢ podemos calcular

/
- - - 1
r:(XpC)=C+pS Q;(A)(X) C:S_pQV(A)(XI):S_qezn7

para algum qe I’ = p’lAg. Particularmente, como 7' ¢ uma matriz geradora de I’

triangular superior, podemos reescrever r = s — T'z para algum z € Z".



Capitulo 2. Constelagies de Voronoi 30

4. Pela triangularidade da matriz T' temos que a i-ésima coordenada de r é expressa

como
n

r, = 8; — Ziti,i — Z thi,j‘
Jj=i+1

Para i = n temos
Sn = Tn+ Zntpn. (2.1)

Nossa intencao é determinar s,. Da expressao 2.1 e da maneira como definimos o
conjunto S podemos determinar s, unicamente pelas seguintes condic¢oes:
o S, =1, mod t,,;

e 0, <t,,, — 1L

)

Assim, depois de calcular s,, podemos obter z, em 2.1.

5. Para ¢ =n — 1 temos
Sp—1 = Tp-1+ Zn—ltn—l,n—l + Zntn—l,n- (22)

Os tnicos desconhecidos sao s,,_1 € z,_1 e, similarmente, podemos determinar s,,_;
pelas condicoes:
* Sp 1 =Tpo1+ Zntn—l,n mod tn—l,n—l;

e 0< 5,1 < tn—l,n—l -1
Obtido s,,_1 podemos calcular z,_; de 2.2.

6. Usando essa estratégia recursivamente para ¢ = n —2,n — 3,...,1 obtemos s; e

recuperamos m = (u,s).

Exemplo 10. 1. Dado x = (—3,—1) obtemos ¢ reduzindo © a mod 5, isto é, ¢ =
(2,4).

2. Supondo que a codificagao foi feita com a matriz geradora de C na forma sistemdtica,

entdo u = (2).

— -3,-1) — (2,4
3. Temosr=m5c=( : ; (’)z(—l,—l).

Dai, quando i = 2:

o S9 =T9 mod tzyg

o O<82<t272

Ou seja, ss=—1 mod 2 e 0 < 59 < 2 entdo s = 1.

Quando i = 1:
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e S1 =71+ thLQ mod t171

o O<82<t171

Assim, sy =—1—1 mod 2 e 0 < 59 < 2. Entdo, s; = 0. Logo, m = (2|0, 1).

2.4 Extensoes da Proposicao 2.1

Para um c6digo linear g-ario, C = Ny, ¢ € N*, sabemos que ((COSTA et al.,
qn

2017), Cap. 2) para o reticulado Ay obtido de construgdo A de C, temos ————— = |C|,
Vol(Ap)
ou seja, Vol(Ay) = fC|

Observamos entao que todos os argumentos usado na demonstracao da Proposi-
¢ao 2.1 sdo ainda validos para codigos lineares em Zy, com a tnica diferenga que para um
c6digo C gerado por k elementos ndo satisfaz necessariamente |C| = ¢"*. Isto ird ocorrer

quando estes geradores forem linearmente independentes em Z;.

Desta forma, considerando os vetores geradores linearmente independentes em
Zy, a construcao proposta na Proposi¢do 2.1 para obtencao de um conjunto completo
de lideres de A¢/A, pode ser estendida para codigos lineares g-arios e apresentamos esta

extensao a seguir.

Proposicao 2.2 (Extensao da Proposi¢do 2.1 para cddigos lineares g-arios ). Sejam
ANy = C+ qZ" um reticulado obtido pela construgio A de um cédigo linear g-drio gerado
por vetores linearmente independentes, I' € Z" um reticulado inteiro e A, = qI' < qZ",

q € N*. Consideramos T" uma matriz geradora de I triangular superior com t;; > 0 para

todo i:
i1 tig - tig
0 t ety
T = _ 2"2 ' 2" ,com t; ; € Z.
0 0 - tun

682{07...,t1’1—1}><"'><{O,...,tn’n—l}.

Entao, C+qS ={c+pseZ",ceC,se S} é um conjunto completo de lideres

das classes laterais de Ay/A,.

Observacao 8. E importante notar na Proposicao anterior que como existe um conjunto
de k geradores linearmente independentes em Z, para o cédigo C S Z,, teremos IC| = ¢~
e, além disso, a menos de uma troca de linhas teremos (COSTA et al., 2017) matrizes

geradoras na forma padrao para o codigo e para o reticulado na forma

Tyox Iox O
S I ok ,em que B tem elementos inteiros entre 0 e q-1.
B B qltnkyx(nk)
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Portanto, considerando os termos da base na ordem inversa temos uma matriz geradora

na forma triangular superior.

De qualquer forma, mesmo para codigos lineares quaisquer podemos obter uma
matriz geradora para Ay a partir da Forma Normal de Hermite (1) por colunas, invertendo
a ordem da base, de uma matriz que contém nas colunas geradores do codigo e os vetores

do tipo qe;, parat=1,...,n.

A proposicao 2.1 pode ser estendida para reticulados A obtidos por construgao
D e apresentamos esta extensao a seguir. A vantagem em utilizar essa construgao esta em
realizar uma decodificacao multi-estdgio que apresenta bom desempenho e eficiéncia em
esquemas de codificacao multinivel (MATSUMINE B. M. KURKOSKI, 2018), (SILVA;
SILVA, 2019). Além disso, é possivel construir reticulados importantes utilizando cédigos
mais simples. Para essa extensao, vamos usar o fato que dado um reticulado Ap obtido por
construcao D de uma sequéncia de a cédigos g-arios e que ¢ *Ap pode ser identificado
como construcdo A do cédigo ¢*-ario X' expresso como o conjunto X = ¢“*Ap n [0, ¢*)"
(STREY, 2017).

Proposigao 2.3 (Extensao da Proposicao 2.1 para reticulados obtidos por Construgao D).
Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 -+ 2 C, uma cadeia de codigos g-drios lineares e seja Ay = ¢“Ap,
com Ap obtido por construcao D. Seja I' um reticulado inteiro e T uma matriz geradora

triangular superior de I' com entradas t;; e Ay = ¢°I'. Temos entdao que para

a ks
X =A;rn[0,¢")" = (Z Z ags)q“‘ga(bi)> mod ¢*

s=1 i=ksy1+1

com ozz(s) €Z e (< ozgs) < ¢°, um conjunto completo de representantes de Ay/N, € dado
por

X +q¢*S
comS ={0,...,t11 — 1} x -+ x{0,...,t,, — 1}.
Observagao 9. O numero de classes laterais em Ag/A, na Proposicio anterior é
|X| - t11 - - tan. No caso em que o cddigo Cy é gerado por um conjunto de vetores

linearmente independentes em Z, fica mais simples determinar o cédigo X que gera Ay

por construcdo A. Ilustramos isto no exemplo a sequir.

Exemplo 11. Sejam b, = (2,1,0), by = (0,1,3) € Z3 e ky = 2 e ky = 1. Temos a cadeia
de codigos lineares Zi o>C, 20y com

C(1 = <(2a170)7(071’3)>

Cy = ((2,1,0)).
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Pela Proposicio 2.3, utilizamos Ay = 4Ap com

A =4Ap = {z +a{?(2,1,0) + 0374(0,1,3); 2 € 22,0 < o) < 4,0 < P < 4%},

Pelo Teorema 1.5, 4Ap é um 16-drio gerado pelo codigo X obtido pela matriz

(03]

Como by e by sao linearmente independentes em Zig e, a menos por uma troca

G=GD =

S =N
w = O

de linhas, podemos reescrever a matriz G1 do codigo equivalente na forma sistemdtica com
10

Gi=101
2 2

Isto nos permite calcular a quantidade de palavras codigos que existem em X .

De fato, temos agora

10 L0
G=G,D=1] 0 1 < >:
0 4
2 2

As palavras codigos de X sao da forma

N O =
oo =~ O

ajw; + aswy = a1(1,0,2) + a2(0,4,8), com a; € Zyg,1 = 1,2.

A quantidade de palavras codigos de C, |C|, é o nimeros de combinagées lineares distintas
que podemos obter de wy e 4wy com wy e wy L.I. em Zyg. Para oy hd 4% = 16 possibilidades
e para oy sao 4 (pois, a partir do 4 as palavras comegam a se repetirem). Logo, |X| =
4 -4 = 64.

Assim, pela Proposicio 1.3, temos que

(g _ (&)

Vol(Ay) = R = 64.
2 11
Agora, seja I gerado pela matrizT = | 0 1 1 |eA; = 42T com G, =
00 3
32 16 16
0 16 16 |eS =1{0,1} x {0} x {0,1,2}.
0 0 48

Assim, temos

Vol(A,) = (4%)°-6
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2-
Vollha) _ pyrg. 72 0.6 = cs],
f

Logo, |Af/Ag| = (42)3 -

Recentemente, Buglia e Lopes (2021) propuseram a generalizagdo que colocamos
a seguir e que foi usada para construcoes do tipo Férmula Cédigo, também conhecidas

como construcao D

Teorema 2.1 ((BUGLIA; LOPES, 2021)). Seja I' € Z" um reticulado inteiro com T
sendo uma matriz triangular superior, com t;; > 0 para i =1,...,n e seja K uma matriz

diagonal com entradas k;. Defina Ay = KT < KZ" e o conjunto

S = {O,...,tLl—l}X{O,...,tzz—l}x---X{O,...,tnm—l}

g1 92,2 Gn,n
= {0,..., =/ —1} x{0,..., === —1} x--- x{0,...,=— — 1},
{ 9 ) kl } { 9 ) l{:2 } { 9 kn }
com g;; os elementos da diagonal de Gy, para i =1,...,n. Sejam Ay um reticulado que

satisfaga Ay € KZ" < Ay e X = Ay n'P(K) o conjunto de pontos de Ay no interior de
P(K), com
PK)={Km;0<m; <1l,i=1,...,n}.

Entao, um conjunto completo de representantes do grupo quociente Ay/A, é dado por
X+ KS={x+ Ks;com ze X,se S}.

Exemplo 12. Podemos pensar o Exemplo 8§ em termos dessa generaliza¢io. Como Ay =
KZ", existe wma matriz T triangular superior, na qual podemos reescrever a matriz
geradora de Ay como Gp, = KT. No Ezxemplo 8, o reticulado A, é gerado por G, =

10 5 5 0 2 1
e existem K = el = tais que G, = KT. Nos casos
0 10 0 5 0 2

em que Ny € obtido por construcdo-A, a matriz K é uma matriz diagonal com k;; = p = 5,
o numero primo utilizado na construcao, para i =1,...,n. A operagdo de pré-multiplicar

S por K nesse caso, é equivalente a simplesmente multiplicar S por p = 5.
O conjunto S ¢ dado por
S = {0,..., 610 =1} x - x{0,... tpn— 1}
= {0,1} x {0, 1},
tal como no Exemplo 8.

10

Escolhendo Ay o reticulado gerado por Gy, = ( 5 & >; teremos que

X =A;nP(K) =1{(0,0),(1,2),(2,4),(3,1), (4,3)},

que € exatamente o codigo C escolhido para construir o Ay por construgio A no Ezemplo
8. Assim, o conjunto completo de representantes das classes laterais do grupo quociente
Ap/A, €

X+ KS=C+pS.
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Exemplo 13. A matriz K ndo necessita possuir o mesmo numero em toda a diagonal.
2 0 2 3

Seja K = 03 ) Seja Ay < K77 gerado pela matriz G'Ag = N Pela Forma

Normal de Hermite (1), por colunas invertendo a ordem da base, A, também pode ser
2 3

gerado pela matriz Gy, = 06 )

91,1
ky
S = {0,...,751’1—1} X {0,..‘,t2’2—1} = {0} X {0,1}

6

O Teorema 2.1 nos fornece t;; = p
2

Escolhamos Ay = 7*. Precisamos agora identificar o conjunto P(K) e localizar
o conjunto de pontos de Ay que estao em seu interior, ou seja, o conjunto X = Ay nP(K).
A Figura 12(a) ilustra o paralelotopo P(K) obtido pelos vetores da matriz K e o conjunto
X.

Notemos que X = Ay nP(K) = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2),(1,2)}. O
conjunto de representantes do grupo quociente Ay/A, ainda nao estd completo, necessitamos
transladar o conjunto X pela operagio X + KS para obter o restante dos representantes.

Assim,
X+KS = {X+K(0,00}u{x+K(01)}
= Xu{X+(0,3)}
— {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2),(1,2),(0,3),(1,3), (0,4), (1,4), (0,5), (1, 5)}.

A Figura 12(b) ilustra o conjunto X + KS, que € um conjunto completo de representantes

do grupo quociente Ag/A,.

Figura 12 — Etapa 1 da construgao da constelacao de Voronoi.

(a) Paralelotopo P(K) e conjunto

X = Ay nP(K) destacados. (b) Conjunto X + KS.
e e o o ® o o o o I I e S
e o o o o o o o o e e o o $ o qi; o o
® o o 0 @ o o o o e ¢ ¢ o 9 o + o o
I I e S o o o o -———o———#i o o
° ° [ L] » [ ] % ° ° ° ° ° [ ] » [ J + ° [
° ° ° ° J [ ] + ° ° o ° ° ° D ( ] + ° °
R '_‘_é ¢ & ® % '_‘_é ¢
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Concluimos esta secdo com uma observagao sobre a construcao D e o possivel

uso da Proposigao 2.1 neste caso.
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Na construcdo D, definida em 1.11, quando a = 1 temos que I'5 = A4(C}), ou
seja, é a construcao A e, neste caso, é um reticulado. Para a > 2 esta construgdo em geral
nao ¢ um reticulado. Mas como demonstrado em Strey e Costa (2017) esta construgao
coincide com o reticulado ¢ 'Ap se, e somente se, Zy 2 Cy 2--- 20, ¢ fechado sob a

adicdo zero-um .

Uma das perspectivas de sequéncia deste trabalho é analisar as particularidades

das constelacoes de Voronoi da construcdo D quando temos esta propriedade.

! Uma cadeia de cédigos lineares Zy 2 Cy 2+ C, ¢ dita fechada sob a adi¢do zero-um quando a adicdo

zero-um de quaisquer dois elementos de C; sempre pertence a C;_1 para i =2,...,a.
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3 Cédigos Reticulados de Indice

Neste capitulo, tendo como referéncias o capitulo 6 de Costa et al. (2017) e
Natarajan, Hong e Viterbo (2015), apresentamos o problema de codificagao de indice e o
uso de reticulados nesse problema. Inicialmente, descrevemos as figuras de mérito para
determinar a qualidade de um cédigo de indice e, em seguida, abordamos o problema
com o uso de reticulados, analisando algumas restrigoes que precisam ser consideradas.
Abordamos mais especificamente uma construcao de cédigos reticulados de indice que
utiliza o Teorema Chinés dos Restos e possibilita que o c6digo resultante atinja o limitante

para o ganho de informacao lateral.

O problema classico de codificagao de indice consiste de um remetente com K
mensagens independentes wy, ..., Wy e receptores que demandam um subconjunto dessas
mensagens enquanto conhecem os valores de um subconjunto diferente de mensagens. A
este conhecimento prévio dos receptores chamamos de informagao lateral. Consideramos
aqui a versao ruidosa desse problema, em que a transmissao é feita através de um canal

com ruido aditivo gaussiano branco, o canal AWGN.

A figura 13 ilustra um caso especial de codificagao de indice em um canal
ruidoso em que os receptores demandam todas as mensagens da fonte. Esta é uma rede de
retransmissao sem fio com duas fontes BS; e BSs, um repetidor BS5 e trés receptores Uy,
U; e UR3. A transmissao precisa ocorrer em duas fases, pois os receptores nao estao no
alcance de transmissao de todas as fontes. Na primeira fase, BS; e BSs transmitem wy e wo
respectivamente. U; recebeu wq, Us recebeu wy e BS7, que estd no alcance de transmissao
de BS; e BSs, recebeu ambos. Na segunda fase, podemos realizar a codificacao de indice
transformando as informacoes laterais que U; e Us possuem em ganho de desempenho e
atender a demanda de todos receptores. O objetivo na codificacdo de indice é transmitir
um pacote de mensagens com menor comprimento possivel que atenda a demanda de

todos os receptores.

3.1 Codificacao de indice em canal AWGN

Consideremos o canal de transmissao AWGN contendo um transmissor e uma
quantidade finita e grande de receptores que desejam decodificar todas as mensagens da
fonte. Vamos assumir que a fonte possui K mensagens independentes wy, ..., Wg, com
cada uma pertencendo aos conjuntos Wy, ..., Wy, respectivamente. A codificacdo de cada

K-upla (w1, ..., Wg) serd feita para a palavra codigo U(wy,...,wg) = x € C usando a
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Figura 13 — Transmissao de mensagens com receptores possuindo informacao lateral.

Fonte: Natarajan, Hong e Viterbo (2015).

correspondéncia um a um

VW x---xWg — C

(Wi,...,Wg) — X

Como a demanda de todos os receptores é igual, um receptor sera caracterizado
por sua razao sinal ruido (SNR) e pelo subconjunto S < {1, ..., K} que indica quais as
mensagens que ele possui como informacao lateral, por exemplo, se um receptor conhece

as mensagens wi, wz e wy teremos S = {1,3,4}.

Agora, consideremos um receptor com pardmetros (SNR,S) com a saida de
canal y tal que

y=x+z,

com x € C sendo a palavra c6digo transmitida e z um vetor aleatério gaussiano. O receptor
conhece as mensagens w; = a;, € S. Assim, no momento da decodificacao, o decodificador
desse receptor se utiliza do fato de que a palavra cédigo transmitida x é correspondente
a uma mensagem (Wy,- -+, Wg) e, entdo, a busca pela mensagem que foi transmitida se

restringe ao subcodigo
Cag = {¥U(W1,...,Wk); W; =a;,jeSew; e W;,j¢ S}

Assim, a palavra y recebida serd decodificada para a palavra c6édigo mais préxima x em
Chag, isto €,
x = arg min |Jy — x||*.
x€Cag

A qualidade de C como um cédigo de indice pode ser medida. Para isso,
precisamos calcular a menor distancia possivel que a informacao lateral pode assumir, isto
¢,

ds = min{das;aj € Wj,j € S},



Capitulo 3. Cédigos Reticulados de Indice 39

com da, = min{||x; —Xol||; X1, X2 € Cay, X1 # X2}. Também, precisamos medir a quantidade

de informagoes secundérias em um receptor (SNR,S), que é dada por

Ry =) R;,

JES

1
com R; = —log, [W;|b/dim sendo a taxa de transmissao da j-ésima mensagem.
n

Assim, o ganho de informagio T'(C) que um cddigo C possui ao utilizar as

informagoes laterais dos receptores é medido por

— . 101og,(d%/d3) .
') = s min Re dB/b/dim.

com dy sendo a distancia minima do cédigo de canal C.

Exemplo 14. Consideremos W, = {0,1}, Wy, = {0,1,2} e Wy = {0,1,2,3,4} e a

correspondéncia

\112W1XW2XW3 —> C
(wy, we, w3) — (15w, + 10w, + 6ws) mod 30

FEssa aplicagao leva uma 3-upla em um nimero inteiro em [0,29], que sdo os possiveis
restos da operagao mod 30. Porém, escolheremos para cada valor em [0,29] o seu repre-
sentante equivalente em [—15, 14| pois, mais adiante, olharemos esse exemplo em termos

de reticulados.

A mensagem (0,1,2) —> (15-0+10-1+6-2)mod 30 = 22 e, seu representante
equivalente em [0,29] é —8. Repetindo essa operagao para todas as combinagioes (wy, wy, w3),
teremos que C = {—15,—14,...,13,14}.

Sem informacao lateral o receptor decodifica a mensagem recebida para o ponto

mais proximo em C.

Agora, se o receptor conhece a mensagem wy = ay isto €, S = {1}, o decodifi-

cador restringird a busca pela mensagem transmitida ao subcodigo
Cal = {\If(al, wo, ’ll)g), w; = a; cw; € Wj,j ¢ S}
Suponhamos que wy = a; = 0, entdo Cq, = {W(0, wy, ws); w; € W;, j ¢ S}. Ou seja,

Cop = {(10wy + 6w3) mod 30; wy € Wy ews € Wi}
= {(2(5wy + 3w;3)) mod 30; wy € Wh ews € Ws}.

A operagio (bws + 3ws), com wy € Wy e ws € Wy atinge todas as combinagoes possiveis
para que (2(5wy + 3ws))mod 30 seja um nimero inteiro par em [—15,14]. Logo, Cq, € 0

conjunto de todos os inteiros pares em [—15, 14].
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Quanto mais informacao lateral o receptor possuir, mais restringiremos a busca
do decodificador. Por exemplo, se S = {1,2} e wy = wy = 0 teremos Ciq, a,) COMO 05
maltiplos de 6 em [—15,14], isto €,

Clar,a) = {¥ (a1, az, ws); w; = @j,j € S ews € Ws} = {—12,-6,0,6,12}.

A Figura 14 ilustra o cédigo C e os subcodigos C,, quando wy = a; = 0 e Ciq,,q,) quando

'l.U1:'LU2:0.

Figura 14 — Exemplo unidimensional de codificagdo de indice.

c S=¢ € ={-15,-14,-13,..,13,14}

Informagao lateral w; = 0
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Como a dimensdo de C € n = 1, temos que as taxas da j-ésima mensagem,
para j = 1,2 e 3 sao R; = log, |W;|b/dim, ou seja,

Ry =1, Ry = log, 3 e Ry = log, 5b/dim.

Quando S = {1}, por exemplo, o subcddigo Cqa, € 0 conjunto de todos os inteiros
pares em [—15,14]. Entao, a distdncia minima correspondente a esse subconjunto de infor-
magao lateral S é dg =2 e a taza de informag¢io Rg = Ry = 1b/dim. Consequentemente,

o ganho de informagao quando o receptor conhece as informagoes S = {1} sobre S = F ¢é

101 22/1
Ogliﬁ/) ~ 201logy 2 ~ 6dB/b/dim.

Se S = {3}, isto é, o receptor conhece apenas uma informag¢io mas agora
w3 = az € Wy, a distancia minima e a tazra de informacdao sao diferentes. Os elementos
do subcodigo Cg, estdo distantes um do outro 15aw; + 100wy, com aw; e cwsy inteiros

e ambos diferentes de zero simultaneamente. Desta forma, a menor distancia que temos
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entre dois pontos de Cq, ¢ dada pelo mdc(15,10) = 5. Assim, a distincia minima nesse
caso € dg = 5, isto serd detalhado em 3.4, e taxa de informagio Rs = R3 = log, bb/dim.

Neste caso, o ganho de informagio quando o receptor conhece as informagoes S = {3}

, 10 10g10(52/1)

bre S = —=—"2 ~ 6dB/b/dim.
sobre g é log, 5 /b/dim
Analisando, de maneira similar, qualquer escolha de S < {1,2,3} temos que
_ 10log,o(d%/dj) .
I'C) = s Re ~ 20log,, 2 ~ 6dB/b/dim,

com dy = 1 sendo a distancia minima do codigo de canal C.

Para C ser um bom codigo de indice para um canal de transmissao AWGN

precisamos que

1. C seja um bom c6digo de canal para o canal AWGN, ou seja, deve ter uma grande

distancia minima dy;

2. T'(C) seja grande.

3.2 Cédigos Reticulados de Indice

O objetivo agora ¢ utilizar reticulados para construir bons codigos de indice,
que chamaremos de codigos reticulados de indice. Mais especificamente, construiremos
constelagoes, em qualquer dimensao, para codificar K mensagens independentes tal que o
c6digo resultante possua grande distdncia minima dy e grande ganho de informacao I'(C).
Para isso, utilizaremos um conjunto de K reticulados Ay, ..., Ag tais que todos possuam

um subreticulado A’ em comum, isto é,
A,CAj,j = 1,...,K.

O reticulado A’ serd utilizado como reticulado de modelagem na construcgao das constelagoes

de Voronoi Aj/A', ... Ag/N.

Cada mensagem w; serd representada como um tnico ponto x; € A;/A’, e a
palavra cédigo transmitida serd gerada como x = (x; + -+ + xg)mod A’. Para que a
decodificacao seja unica, exigiremos que a correspondéncia entre uma K-upla de mensagem

(W1,...,Wk) e a palavra codigo x seja biunivoca.

Definigao 3.1 (Cédigos reticulados de indice). Um cddigo reticulado de indice C para K
mensagens consiste de K constelagoes de reticulado Ai/N', ... Ax/N, sendo que Ay, ...,
Ak possuem todos um subreticulado A" em comum como reticulado de modelagem e de

uma aplicacao bijetiva V dada por
WA /N x--x Ag/N — C

(T,...,xx) — (@ + -+ @) mod A’
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com z; € Aj/N' e C sendo o conjunto de todos os possiveis valores para = V(xy,. .., TK).

No exemplo a seguir, ilustramos e exploramos um cédigo reticulado de indice.

Exemplo 15. Consideremos os reticulados A1 e Ay obtidos pelas sequintes matrizes

geradoras, respectivamente,

2
G = 3 G, = 0 3
0 3 3 2

9 0
e o subreticulado N tal que N' = Ay e N = Ay gerado pela matriz B = ( 0 9 ) .

Para mostrar que a escolha de Ay, Ay e A" definem um cédigo reticulado de
indice, vamos mostrar que N é subreticulado de Ay e Ao, identificar as constelagoes Ay /N
e Ao/N', o cédigo C e mostrar que o aplicagio ¥ é injetiva (a sobrejetividade jd estd

garantida, pois o contradominio da aplicacio é sua imagem).

Observamos que os vetores da base (9,0)" e (0,9)" de A’ podem ser expressos

como combinacao linear inteira das colunas de Gy, entio ' < A;:

()=0) - G)=0)=0)

Similarmente, temos que N = Ay pois os vetores da base de N também podem ser escritos

como combinagao linear inteira dos vetores coluna de Gs.

A Figura 15 ilustra os reticulados A1 e Ay representados pelos pontos em ver-
melho, o subreticulado A" pelos pontos verde e os conjuntos Ay/N' e Ay/N' destacados pelos
pontos com quadrados. Os conjuntos Ai/N' e Ay/N sdo formados pelos seus representantes

das classes laterais que estao no interior da regiao de Voronoi de N', respectivamente.

Figura 15 — Reticulados A; e Ay com o subreticulado A" e os conjuntos A;/A" e Ay/A’,
respectivamente.

(a) Reticulados A e A’ e o co- (b) Reticulados As e A’ e codigo

digo A1/A" destacado. As/N destacado.
[ ] o [ ] ® . ° [ ] ® ® [ ]
® — O L O T ® ] ® 5 : + : ]
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O codigo reticulado de indice neste caso é a imagem da aplicagdo

\IllAl/A/XAQ/AI — C
(21, 22) — (1 + @) mod A’

com z; € Nj/N', para j = 1,2 e C sendo o conjunto de todos os possiveis valores para
x = V(x, 2,). Por exemplo, tomando z; = (3,0) € Aj/A" e @y = (0,3) € Ay/N teremos
x=(3,0,0,3) = ((3,0) + (0,3))mod A" = (3,3) — Qn(3,3) = (3,3) — (0,0) = (3,3) € C.
A Figura 16 ilustra todas as palavras codigos obtidas que serdao transmitidas no inte-
rior da regido de Voronoi destacada. Para melhor visualizagcdo, o rotulamento feito na
Figura 16 é apenas da aplicagio de W nos elementos {(0,0),(3,0),(2,3)} = Ai/A" e
{(0,0),(3,2),(0,3)} = Ag/A.

Figura 16 — Palavras cédigos obtidas que serao transmitidas destacadas pela regiao de
Voronoi de A’

L] L] L] ° L] L d L] L] ° L] °
0003 2300 3003
° ° [} °

3032 0032
] ° ° ]

Observamos que o codigo C também é uma constelacao de Voronoi, porém do
reticulado A = Ay + Ay = Z* com N' como reticulado de modelagem, isto é, C = A/A'. De
fato, como Ay, Ny © Z2, temos que A = Ay + Ay < Z2.

Como os vetores bases (1,0)" e (0,1)" de Z sio escritos como combinagdo linear

das colunas de G e G concluimos que 72 < A=A+ Ay:

O-0-0-0 - O-0-0-6

Resta concluirmos a injetividade de V. A cardinalidade do dominio Ay/\' x

Ag/N €
Vol(A') Vol(A') 81 81
Ay/N| - |As/N| = : == .2 =31
/A - A2/ A Vol(Ay) Vol(As) 9 9 81,

e a cardinalidade da imagem é

() 81
Vollh) _ 81 _ g,

— N —
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Portanto, a aplicacao V € injetiva, pois o dominio e a imagem possuem a mesma cardina-
lidade.

Sem informacdo lateral, um receptor decodificard a saida do canal para o ponto

mais prozimo em C, com distancia minima entre as palavras codigos dy = dpin(A) = 1.

Agora, se o receptor conhece o valor de um conjunto de mensagens w;, com

jeSc{l,--- K}, a busca pela mensagem que foi transmitida se restringe ao subcédigo

Coy = {W(wr, - wi); wj = aj,j € Sew; € Aj/N,j ¢ S},

Por exemplo, se S = {1}, ou seja, se um receptor conhece wy = ay, suponhamos

w; = (3,0) € Ay/A teremos que

Coy = {U((3,0), w) ; wy € Ag/A'} = {((3,0) + wy) mod A"; wy € Ay/A'}.

A Figura 17 ilustra o subcédigo que o receptor com informagao lateral restringe

sua busca quando S = {1} e w; = (3,0).

Figura 17 — Conjunto Cy,.

3003
°
3032
[ ]
30-31
L)
3000
°
303-1
[ ]
30-32
E
30-32
[J

300-3
[ ]

A propriedade C = A/A’ com A = Ay +- -+ Ag em virtude da bijecao requerida
nao se restringe a esse exemplo. Essa é uma propriedade de um codigo reticulado de indice

em termos de suas constelagoes de reticulados Ay /A, ..., Ax/A’. De fato, seja
A=A1+"'+AK={V1+"'+VK;Vj€Aj,j= 1,,K}

o reticulado obtido como a soma de componentes dos reticulados. Para todo j =1,..., K,
temos que A; < A e, portanto, para cada escolha de x; € A;/A’ temos que X1 +- - -+ X, € A.

Disso, segue que

x=WU(x;+ - +Xp)=(X3+ - +xg) mod A" e A/A.



Capitulo 3. Cédigos Reticulados de Indice 45

Portanto, temos que C < A/A’. Por outro lado, se v e A/A’, temos que v € A. Isto nos diz
que existem v; € A;, para j = 1,..., K tal que v = vy + - - - + vk. Pelo fato de v € V,/(0),
obtemos
v=vmod A" = (vi+ -+ vg)modA

= (vimod A"+ -+ + vk mod A") mod A

= U(vymod A"+ -+ 4+ vg mod A')
com v;mod A" € A;/A', para j = 1,---, K. Logo, v € C e, portanto, A/A" < C. Assim,
mostramos que o codigo C transmitido pode ser identificado como uma constelagao de
Voronoi e é dada por C = A/A.

Outra propriedade dos codigos reticulados de indice é caracterizar os subcodigos

C,

us €m funcdo dos reticulados Ay, com k ¢ S, isto é,

Oas = {\If(Wl,...,WK);Wj:aj,jESGWjEAj/A,,j¢S}
= {(wi+-+wg) modA'; wj=a;,jeSew,;e;/N, je S5

= {(Zaj + Z Xj) mod A'; w; e Aj/N' je SC}

JeS jese
— {(Zaj—i— Zvj> mod A’;vjeAj,jeSC} (3.1)
JeS jese

sendo que a tultima igualdade segue da seguinte observagao
(Z a; + Z vj> mod A’ = (Z a; + Z v; mod A') mod A’
jes jese jes jese
com v;mod A" e A;/A".

Denotando por Age o reticulado soma das componentes de A;, com j € S, isto

ASc:ZAj:{ZVj;VjEAj,jESC},

jese jese
podemos expressar 3.1 como

Cas = (Z a; + ASC> mod A’

JeS

Assim, o subcodigo C,, do exemplo 15 pode ser expresso como
Ca, = (a1 + Ag)mod A'.

Voltando a Defini¢ao 3.1 é importante observar que a injetividade requerida
da aplicagdo ¥ nem sempre é garantida. Isto significa que para algumas escolhas dos
reticulados Ay, ..., Ax podem existir pontos de C rotulados por mais de uma mensagem
(x1,...,Xg) e nesta situagdo nao teremos um codigo reticulado de indice. Os exemplos 16

e 17 ilustram situacoes em que a aplicacao ¥ nao € bijetiva.
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Exemplo 16. Tomando Ay = 47, Ay = 67, A3 = 10Z e escolhendo N’ = 60Z teremos

U : 47./607 x 67./607Z x 10Z./60Z — C
(xy, 23, 23) —— (2 + @ + x3) mod 60.

Observemos que C = 27,/60Z uma vez que A = Ay + Ay + A3 = 27.. Logo, a cardinalidade
do dominio é
|47./60Z] - |6Z./60Z| - |10Z,/60Z| = 15- 10 - 6 = 900,

e |C| = |2Z/607Z| = 30. Portanto, nao obtemos a injetividade com este exemplo, conse-

quentemente, C nao € um codigo reticulado de indice.

Este exemplo nos indica que, no caso unidimensional, em situagcoes em que o
mdc entre os fatores que geraram os reticulados Ay, ..., N for diferente de 1 teremos
uma bijecdo quando o menor reticulado que contém todos os reticulados A+, ..., Ax € o
Z. O que nao acontece neste exemplo, pois temos que mdc(4,6,10) = 2 e 27 é o menor

reticulado que contém A1, Ay e As.

Exemplo 17. Consideremos os reticulados A1 e Ay com as matrizes geradoras

2 1 1
0 1 2 2

4 2
respectivamente, e o reticulado A" gerado pela matriz B = ( 0 9 ) :

A aplicagao V tem dominio Ai/N x Ay/N e o cédigo C como imagem. Desejamos
que essa aplicacao seja bijetiva mas, da forma como estd definida, hd rotulamentos diferentes

sendo associados a um mesmo ponto de C, uma vez que

Vol(A') Vol(A') 8 8
A /N | Ay /N| = . =—.-—-=16
/TR = o8 Vallhg) —2 2 =16
enquanto que a cardinalidade da imagem é
Vol(N) 8
€l = IV = G = 1 =8

com A = Ay + Ay = Z. Isto pode ser visto considerando uma matriz que representa 0s

elementos de A = Ay + Ao, por exemplo,

o 210 1
012 2]/

e tomando sua Forma Normal de Hermite. Assim, a matriz geradora de A equivalente

obtida pela FNH ¢é
10
G = .
01



Capitulo 3. Cédigos Reticulados de Indice 47

3.3 Um limitante superior para o ganho de informacao lateral

Detalhamos agora um resultado apresentado em Natarajan, Hong e Viterbo
(2015) em que o ganho de informagao lateral de um reticulado cédigo de indice é limitado
superiormente por 20log;, 2 ~ 6dB/b/dim quando escolhemos A que nos fornece o melhor

empacotamento em R".

Vamos assumir que Ay/A’)..., Ag/A" define um reticulado cédigo de indice
para K mensagens tal que o reticulado soma A = A; + - -- + Ag possui 6tima densidade
de empacotamento entre todos os reticulado em n dimensoes. Vamos agora considerar um
receptor com S = {1,..., K — 1}, isto é, o receptor conhece o valor de todas as mensagens
exceto de wg. Para esse receptor, Age = Z A; = Ak e sua distancia minima ¢

jese

ds = 20(Ase) = 20(Axc).

Sendo R a soma da taxa de todas as K mensagens, isto é,

R=Ri+ -+ Rg = i llog2 |Ax/N|,
=1 "
podemos reescrever a taxa como
nR =logy(|Ar/A'] - -+ - [Ax/N]),
que nos fornece [A;/A'|-----|Ag/A| = 2" Logo, como as mensagens sdo unicamente

mapeadas para as palavras cédigos em A/A’) temos que
AN = [A8/A - A/ = 2 &5 R = logy [A/A']
A taxa de informacao desse receptor é
Rs=Ry+---+ Rx_1 = R— Rg.
Usando o fato de |Agx/A’| = 2" obtemos

Rs =R — Rk

1 1
—1 AN — =1 A /N
n0g2| / | n0g2| K/ |

1 Vol(A') ll Vol(A')
T opoe Vol(A) n 082 Vol(Ak)
. 1 VOZ(AK)

Agora relacionaremos Rg as densidades de empacotamento de A e A por meio
de seus raios de empacotamento. Da definicao de densidade de empacotamento, temos que

_ VolB(p(4)) P
AW) A’

Vol(A) = VolB"(1)



Capitulo 3. Cédigos Reticulados de Indice 48

com B"(r) sendo a bola n-dimensional Euclidiana de raio r. Assim, reescrevemos 3.2 como

1, PB0AN 1 ) 1 AW
Bs =108 K @) = 0% p(a) T OB A
p(Ar) 1 A(A)
= sy PR A,y

Como assumimos que A tem a maior densidade de empacotamento entre todos

os reticulados n-dimensionais, observamos que A(A) = A(Ag) e, portanto,

p(Ak)
p(A)

Rs = log,

Como dg = 2p(Ak) e dy = 2p(A) temos, portanto, Rg > log,(dg/dy). Assim,

concluimos que

ds

< 2RS _ 2R—RK'
do

Assim, podemos limitar superiormente o ganho de informagao lateral de A/A’

por

101ogy,(d2/d3)
Scil,. K} Rs
10 log, (227 Fx))
R — Ry,
20(R — Rk) logy, 2
R — Ry
= 20log,,2 ~ 6dB/b/dim. (3.3)

PA/N) =

3.4 Uma construcido de Cédigos Reticulados de Indice usando o

Teorema Chinés dos Restos

Uma vez conhecido' um reticulado com étima densidade de empacotamento
entre todos os reticulados em n dimensoes, nao é simples determinar bons reticulados
A1, ..., Ak que definam o cédigo reticulado de indice associado. O Teorema Chinés dos
Restos nos permite determinar tais reticulados e com eles construir um codigo reticulado
de indice que atinge o limitante para o ganho de informacao, como mostrado no capitulo 6
de (COSTA et al., 2017). Para esta construgdo sao necessarios K ntimeros inteiros positivos
primos entre si, digamos py, ..., pg, e um reticulado A arbitrario n-dimensional. Usaremos

versoes escalares de A para obter Ay,...,Ax e A’, com coeficientes escalares dados pelo

1B importante observar que reticulados com densidade maxima s6 sdo conhecidos em dimensdes até 8 e

em dimenséo 24 (CONWAY; SLOANE, 1998).
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K
Teorema Chinés dos Restos. Isto é, com M = npj e M; = M/p; seja
j=1

Aj=M;Aparaj=1,..., KeA = MA.

De fato, o cédigo de indice obtido dos reticulados construidos pelo Teorema
Chinés dos Restos atinge o limitante para o ganho de informacao 3.3. Com essa construgao,

podemos reescrever a taxa de transmissao da j-ésima mensagem uma vez que

|A/A/| . VOZ(AI) . det(GA/) . M”det(GA) _ n
PNTAVol(N) | |det(Gy,)| | Mpdet(Gy)|
e entao ) )
Rj = Elogz |Aj/A,| = EIngp? = log, p;
Assim, para qualquer escolha de S < {1,..., K} teremos
Rg = ZRj = Zlogpj = logQHpj.
jes jeS jeS

Optamos por usar Rg em termos na base 10 para comparar com a expressao do ganho de

informacgao. Assim,
logo [] jes Pj

Rg = log, Hpj = gy 2

jeS

Logo, podemos reescrever a expressao para o ganho de informacao como

101 d%/d? 1 ds/d
F(A/A') _ ) min 0g10( S/ 0) —  min 20 ?ogw(n.S/ 0)
<{1,..,K} Rg Sc{l,...,K} gllo stpj
0810

Ou equivalentemente como

P(A/A) = _min_20™080(ds/do) 1082
Scil,...K} logy, HjeS D;

Como 201log;, 2 € um limitante superior para ganho de informagao lateral, para que ele seja

atingido devemos ter log,,(ds/dy) = log,, npj ou, equivalentemente, dg/dy = npj para

JES JES
toda escolha de S < {1, ..., K}. Primeiramente, observemos que para qualquer escolha de
S c{l,...,K}, o cbdigo C,y ¢ um subcddigo de C com dg igual a dy multiplicada por um

fator de escala, o, pois apenas retiramos alguns elementos do cédigo inicial.

Afirmagdo: Sob as hipoteses do Teorema Chinés dos Restos, dg = ady, com
a = mdc(M;,j € S°), para qualquer S < {1,..., K}. Isso segue do fato de py,...,px
serem primos entre si.
Assim, dg/dy = mdc(M;,j € S°). Queremos que mde(M;,j € S¢) = Hpj,
JES
o que é imediato, uma vez que npj, ¢ a parcela em comum em cada M;,j € S°. No
JES
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Exemplo 14 quando S = {1} obtemos que a distancia entre os pontos de C,y é 2, uma

vez que os pontos distam 10Awy + 6Aws um do outro, com A € Z, fazendo com que o

ds = mde(10,6) =2 =p; = | [ p;.

jes
Portanto, os cédigos reticulados de indice construidos pelo Teorema Chinés dos

Restos atingem o limitante para o ganho de informacao.

Exemplo 18. No Exemplo 1/, p1 =2, p2 =3 ep3=5e¢ A ="7. Assim, M =2-3-5 = 30,
M, =15, My =10 e M3 = 6 e, portanto, Ay = 157, Ay = 10Z,, A3 = 6Z e ' = 30Z.

Exemplo 19. Suponhamos que desejamos transmitir K = 2 mensagens em dimensao
n = 2. Escolhendo p1 = 2 e po = 3, que sao primos entre si, obteremos pelo Teorema
Chinés dos Restos o0s escalares M =2-3 =6 ¢ My = 3, My = 2. Vamos escolher A = A,
1 1/2
0 V3/2

serdo utilizados sao A1 = 3N e Ay = 2A\. A Figura 18 ilustra os reticulados Ay e Ao, com

o reticulado hexagonal, gerado pela matriz G = . Assim, os reticulados que

suas respectivas constelagoes de Voronoi Ai/N' e Ay/AN' e o cédigo reticulado de indice
C=A/N.
Figura 18 — Reticulados A; e Ay com o subreticulado A’ e os conjuntos A;/A', Ay/A e

C = A/N, respectivamente.

(a) Codigo Aq/A. (b) Cédigo Ag/A. (c) Cédigo C = A/N.
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°—— poe e e e e IR SEIRIR
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Para ilustrar o rotulamento nesse exemplo, escolheremos (—3,0) € Aj/A e

(=2,0) € Ay/N'. A aplicacio que define C é

U A /N x Ay/N — C
(x1,72) — (21 + 22) mod A

Assim,

U(=3,0,-2,0) = ((=3,0)+ (=2,0)) mod A’ = (=5,0) — Oy (—5,0)
= (=5,0) = (=6,0) = (1,0).
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Comentdrio final:

Um dos propdsitos do estudo e ilustragdes de codigos reticulados de indice feitos
neste capitulo é o da perspectiva que temos de conexao deste tema com o do Capitulo 2.
Pretendemos na continuidade deste trabalho analisar possiveis ganhos de codificagao e
decodificagao de indice em sequéncias especiais de subreticulados de reticulados quando

consideramos as construcoes de constelagoes de Voronoi discutidas no Capitulo 2.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho procuramos entender e ilustrar como reticulados aninhados,
A, € Ay, auxiliam no processo de selecao de pontos para transmissao de informacoes e no

problema de codificacdo de indice.

Estudamos a construcao de constelagoes de Voronoi proposta em Pietro e
Boutros (2017) para reticulados dados por construcao A de um cédigo sobre Z,, p primo e
apresentamos extensoes desta para reticulados obtidos por construgoes A e D de cédigos
g-arios, com ¢ € N*. Perspectivas futuras de pesquisa que consideramos nos temas aqui

abordados incluem:

- Analisar as particularidades das constelacoes de Voronoi obtidas pela cons-

trucao D (Férmula Cédigo) quando esta satisfaz as condicoes para gerar um reticulado.

- Estudar construgoes de constelagoes de Voronoi como as estudadas no Capitulo
2 no contexto de cddigos reticulados de indice, analisando possiveis ganhos de codificacao

e decodificagao.

- Aprofundar o estudo sobre a construcao de constelagoes mais gerais para
cédigos reticulados analisando os ganhos de codificagao e de modelagem e figuras de mérito
que os impactam. No caso especifico de reticulados construidos a partir de cédigos g-arios

lineares discutir possiveis especificidades quando ¢ é primo ou poténcia de primo.
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