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Resumo

Em certas localidades do Estado de Minas Gerais foram coletadas do solo quantidades de
areia, argila e silte. Tais quantidades foram transformadas em proporc¢oes, ou composigoes.
Com o objetivo de usar as amostras coletadas para criar mapas de tais composi¢oes em
uma regiao proxima utilizou-se co-Krigagem com fungao de covariancia Matérn bivariada.
Os parametros da funcao de covariancia foram estimados por maxima verossimilhanca e
em seguida fez-se a co-Krigagem para obter os mapas de predicdo composicional, junto
com seus erros de predicao aproximados. Por fim, foram obtidas predi¢oes por co-Krigagem
em dados ainda nao utilizados, na mesma regiao, e comparados com os de um classificador
K vizinhos mais préximos, treinado com validagao cruzada do tipo “deixe-um-de-fora” Os
resultados mostram desempenhos preditivos similares, mas a co-Krigagem fornece mapas

continuos e suaves dos erros de predicao para cada composigao.

Palavras-chave: estatistica espacial, dados composicionais, co-Krigagem, Matérn bivari-

ada, estimagao por maxima verossimilhanca.



Abstract

In certain locations of Minas Gerais’s State, quantities of sand, clay and silt were collected
from the soil. Such quantities were transformed into proportions, or compositions. In
order to use the gathered samples to create maps of such compositions in a nearby region,
co-Kriging with a bivariate Matérn covariance function was used. The parameters of
the covariance function were estimated by maximum likelihood and then co-Kriging was
performed to obtain the compositional prediction maps, together with their approximate
prediction errors. Finally, co-Kriging predictions were obtained from a dataset not used in
estimation at the same region, and compared with those of a nearest neighbor classifier,
trained with leave-one-out cross-validation procedure. The results show similar predictive
performances, but co-Kriging provides smooth continuous maps of the prediction errors

for each composition.

Keywords: spatial statistics, co-kriging, bivariate Matérn, compositional data, maximum

likelihood estimation.
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Introducao

Agricultura e pecuaria sao duas atividades econdmicas de especial importancia
para o Brasil que, segundo acompanhamento anual do CEPEA /USP (Centro de Estudos
Avangados em Economia Aplicada), teve em 2019 aproximadamente 21,4% de seu PIB
constituido em atividades do agronegécio (BARROS et al., 2020). De acordo com tais
relatérios, este ntimero é alto ha anos (24.1% em 2018, 24.6% em 2017 e 24.9% em
2016) e muito deste desenvolvimento é fruto de avangos tecnoldgicos que aumentam a

produtividade da agricultura (FIGUEIREDO; CORREA, 2006).

Uma das informagoes de interesse é a textura do solo (YOLCUBAL et al., 2004),
uma caracteristica fundamental do solo que impulsiona a producao agricola e o manejo
do campo. Varios fatores para o desenvolvimento 6timo de alimentos sao influenciados
por ela: sistema de drenagem, aeracao, quantidade de matéria organica, niveis de pH e
outros (LEPSCH; SILVA; ESPIRONELO, 1982; CARLESSO; SANTOS, 1999; SANTOS
et al., 2008). Como exemplo sabe-se que terrenos siltosos sao retentores de luz e umidade
(WUEST et al., 2005), o que promove boas condigoes de fertilidade (TIESSEN; CUEVAS;

CHACON;, 1994) e por este motivo sdo interessantes para agricultura.

Dada sua importancia neste cenario, estudar a distribuicao espacial da compo-
sicao do solo pode ser uma maneira de identificar areas de maior fertilidade e diminuir a
quantidade utilizada de fungicidas para cultivo de alimentos, similar ao que foi feito em
Freitas et al. (2016) . Entretanto os dados analisados sao chamados de composicionais, por
representarem partes de um todo (AITCHISON, 1986), de forma que é possivel ajusté-los
para que cada amostra composicional seja restrita a soma unitéria e represente proporgoes
de um todo. Porém, tal restricdo impoe uma dificuldade para a krigagem, que nao é uma
abordagem adequada para realizar predi¢oes em casos que os dados sao restritos, ja que
tais predigdes nao reconheceriam tal estrutura (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE,
2016).

Com teoria de dados composicionais é possivel mapear unicamente as observa-
¢oes restritas para o dominio dos reais e em seguida utilizar geoestatistica. Neste momento
entra a necessidade de postular uma funcao de covariancia multivariada que consiga com-
preender a estrutura de dependéncia espacial presente na amostra. A funcao utilizada aqui
serd a Matérn bivariada, proposta por Genton e Kleiber (2015) e estimada por maxima
verossimilhanca. Finalmente realiza-se a Krigagem, no dominio dos reais, e transforma-se
as predigoes de volta ao dominio restrito para obter os mapas composicionais preditos

pela co-Krigagem, junto com mapas de erros de predigdes aproximados.

Por fim, em um conjunto de dados ainda nao utilizado, compara-se o desempe-



Introducao 17

nho desta abordagem com o de um classificador por vizinhos mais préximos (HASTIE;
TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009), criado por validagao cruzada do tipo “deixe-um-de-

fora”.
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1 Analise de Dados Composicionais

1.1 Dado Composicional e o Simplex

Dados composicionais como um ramo da estatistica é uma &area relativamente
nova, cuja metodologia foi unificada por Aitchison (1986). Aqui utiliza-se o simplex para
definir o espaco amostral de interesse. O simplex S” é caracterizado na definicio que
segue, de forma que seus elementos x = (zy,...,2p) sdo chamados de composigdes e a

quantidade D de componentes determina a dimensao de seu espago vetorial.

Definicdo 1. Um simplex de dimensdo D, SP, é definido por

D

=1

Nao necessariamente a definicdo de simplex fornecida concorda com dados
coletados de um experimento, pois a soma das componentes podem estar em unidades
de medida nao-normalizadas. Como exemplo temos que na camada superficial de solos
encontram-se quantidades de areia, argila e silte. Neste caso é possivel relatar suas
quantidades em valores brutos ou considerar suas proporcoes relativas ao total areia +
argila + silte. Suponha neste entdo que uma observagao, de todas as medicoes feitas, foi
w = (wy,...,wp) tal que wy +---+wp # 1. Neste caso é importante padronizar os dados
de forma a seguir a Definicao 1, o que pode ser obtido se dividirmos as coordenadas pelo
seu comprimento: w/||wl|i, i.e, x = w/||w||1, em que ||w||; = w; + -+ +wp, posto que os
valores de w; sao positivos, 1 =1,2,...,D. E entdo necesséario distinguirmos w (chamada
de base) de x (chamada de composigao), pois a metodologia discutida aqui s6 podera ser
aplicada a x. Alids, uma base w determina completamente seu tamanho t = ||w||; e sua

composi¢ao x, como diz a defini¢do a seguir.

Definicao 2. Uma base w de partes D é um vetor D x 1 de componentes positivos

(w1, ..., wp) todos registrados na mesma escala de medi¢io. Além disso cada base w € Rf
D

tem um tamanho t = Zwi inico e composi¢io w)t.
i=1
Agora, um fato muito importante é que as estatisticas descritivas classicas como
média, variancia e correlacao tém comportamentos diferentes no simplex, como descrito
em Chayes (1960), com mais detalhe em Chayes (1971) e Aitchison (1986). Alguns destes

comportamentos sao

1. Viés negativo.
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2. Correlacao Nula.

3. Restricao da Base.

O viés negativo acontece por causa da restricdo da soma unitaria e o motivo
D

é ilustrado a seguir. Note que Var| Y ;| = Var(1) = 0, e se usarmos o operador de
i=1
covariancia, entao

D
0 = Cov(zy,1) = Cov (351, Z:v,)

i=1
D D
=Y Cov(zy,z;) = Var(zy) + Y Cov(zy,z;),
i=1 =2
de onde concluimos que

D
> Cov(zy, z;) = —Var(z).
i=2

Esta igualdade quer dizer que ao menos uma covariancia sera negativa, o que
nao ¢ necessariamente verdadeiro para os dados na forma w. Vejamos um exemplo de nao

podermos estender essa conclusdo para w, ilustrado em Aitchison (1986, p.56):

Corr(wy, we) = 0.73, Corr(wy, w3) = 0.38, Corr(wsy, w3) = 0.37,
Corr(zy, z2) = —0.37, Corr(xy, x3) = —0.92, Corr(zs, 23) = —0.033.

O fato de que Corr(wy, w3) = 0.37 e Corr(zy, z3) = —0.033 é decorrente da

restricao da base, efeito da padronizacao feita para obtermos as proporgoes. Isto acontece ja
D

que a padronizacao é uma operacao restritiva, pois adicionamos a condicao Z x; = 1, para

i=1
todo i. Além disso, o fendmeno da Correlagao Nula, observado em Corr(zs, z3) = —0.033

é comum ao se realizar este tipo de analise. Ou seja, utilizar as estatisticas basicas sem as
adaptar ao contexto composicional pode acarretar em confusoes e inferéncias equivocadas.
Para adapté-las, uma forma proposta em Aitchison (1986) é interpretada como mapear
os dados para outro espacgo vetorial que nao tenhamos a restricao da soma unitaria e
dai aplica-las. Esta abordagem ¢é a que permite a construcao de uma linha de analise de
dados composicionais, mas ¢é possivel fazer esta transformacao de algumas formas como
pelas transformagoes aditiva de log-razao (abreviada por alr) e isométrica de log-razao
(abreviada por ilr). Aqui ndo é de interesse ampliar a teoria de dados composicionais, mas
sim utilizar alguma destas transformacoes para migrar entre os dominios dos reais e do
simplex. Entretanto é necesséario escolher entre as diversas transformacoes existentes no
campo de dados composicionais. Apesar de a transformacao ilr poder em alguns cenarios
trazer melhores resultados (WANG et al., 2020), a escolha aqui é pela transformacao aditiva

de log-razao (alr) e o motivo disso é que ela é uma fun¢ao mais matematicamente tratavel
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do que a ilr e também extensivamente estudada, com boas propriedades. A transformagcao

aditiva de log-razao (alr) é definida como:

Definicao 3. Seja d = D — 1. A transformagdo alr é uma fungio bijetora de SP para R?
de forma

Rij = lOg($ij/ZL’iD),i = 1,...,N Ej = 1,.‘.,d,
com transformagdo inversa

e~ . .
Lij :ﬁfl:lv"'?]v €J :17"'7d7
1+ S e*i
Z{l (1.1)

ZiD 1+ Z;;ZI eziji'

Segundo Tjelmeland e Lund (2003) esta transformagao tem um apelo muito
interessante por naturalmente sugerir a suposicao de uma distribuicao normal para os
dados transformados. Neste caso, cada varidvel aleatéria composicional X := (Xy,..., Xp)
é distribuida como X ~ L%(u, ), de forma que a aplicacio da funcio alr fornece Z :=
(Z1,...,7Z4) tal que Z ~ Ny(u,Y), como formaliza a Definigdo 4 a seguir. Portanto
caso seja razoavel assumir tal hipétese, agora esta disponivel toda a teoria estatistica
desenvolvida em torno da normalidade multivariada, como testes de hipoteses, intervalos de
confianga, modelos de regressao, etc. Também é bastante direto simular vetores aleatorios
das composigoes, pois basta simular observagoes normais multivariadas e transporta-las

ao simplex, via transformacao alr.

Definicao 4. Um vetor aleatorio composicional X de D partes tem distribuicao Normal-
Logistica Aditiva se o vetor aleatério Z = (log(z1/zp),...,log(zq/zp)) de dimensdio
d=D —1 € tal que Z ~ Ny(p, )

Com esta definicao, temos toda a teoria de dados composicionais necessaria para
desenvolver a metodologia proposta nesse texto. Apesar de existir uma extensa quantidade
de conhecimento criado para avancar a andlise de dados composicionais, para a aplicacao
desejada aqui o indispensavel é somente a ponte que liga os dominios dos niimeros reais e
simplex. Vamos agora brevemente comentar o diagrama ternario, uma ferramenta muito
util na analise exploratoria de dados composicionais, para logo em seguida descrever a
teoria de Geoestatistica univariada e multivariada para, logo em seguida, integrar com a

teoria de dados composicionais.

1.2 Diagrama Ternario

O diagrama ternario ¢ uma maneira de visualizar o comportamento das compo-

siches que estejam no S em um grafico de duas dimensoes. A Figura 1 abaixo ilustra qual
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¢é a intuicao para obter cada ponto do diagrama ternario, que é basicamente centrar os
pontos na origem e projeta-los no simplex. Apesar disto, existe a desvantagem de que como
o espaco do simplex projetado no diagrama é menor do que o R?, rapidamente pode-se
popular o diagrama ternéario de forma a esconder os padroes de interesse quando existe
uma grande quantidade de pontos, por isso ele é mais util quando ndao ha uma grande

quantidade de pontos.

\4

Figura 1 — Exemplo de diagrama ternéario

Um conjunto de dados composicionais é tipicamente exibido na forma ilustrada
na Figura 2. Os dados sao proporgoes de areia, argila e silte em localizagoes observadas
no leste de Minas Gerais e o norte de Sao Paulo e estao disponiveis no Repositério
Brasileiro Livre para Dados Abertos do Solo (SAMUEL-ROSA et al., 2020) e corresponde
ao item “CTB0562”. Dele foram extraidas as composi¢oes de areia, argila e silte da tabela
“camada” e suas respectivas localizacoes, da tabela “observagao”. Nesta aplicacao, em alguns
locais foram coletadas amostras em varias profundidades e, como forma de simplificar a
interpretacao dos resultados, foram escolhidas as composi¢oes mais proximas da superficie.
No mapa da Figura 2 temos a regiao que foi considerada, em que os pontos coloridos
representam as coordenadas das amostras e suas respectivas classificagoes, criadas de
acordo com o Sistema Brasileiro de Classificacdo de Solos (SiBCS) (SOLOS, 2013) *.

1O anexo E contém o diagrama ternario que cria as classificacoes
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Figura 2 — Esquerda: Mapa com as classificacoes associadas as composi¢oes de areia, argila
e silte em uma regiao de Minas Gerais. Nota-se que nessa amostra ha uma
grande concentragao de argila. As classificagoes (“Etiqueta”) sdo fornecidas
pela Tabela 5, disponivel na Secao E do Apéndice. Direita: Diagrama ternario
com os dados da regiao de Minas Gerais.
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2 Geoestatistica

2.1 Contextualizacao e Conceitos Basicos

A Geoestatistica é uma area da Estatistica Espacial que se preocupa em
analisar observagoes geo-referenciadas para predizer ou simular observagoes em locais em
que ainda nao foram coletados dados. O coracao do ferramental geoestatistico é composto
pela caracterizacdo da dependéncia espacial, i.e, de que forma e com que intensidade
diferentes observacoes estao interligadas. Para isto, postula-se uma funcao que descreve

tal dependéncia, a chamada funcao de covariancia.

Para chegar ao coracao, entretanto, é preciso compreender outras partes do
corpo da geoestatistica. Comegamos por descrever o cenario em que usualmente aplica-se
geoestatistica. Considere que uma medigao feita na localizagdo s € B é z(s), em que B
¢ um subconjunto de R? e representa a regido de interesse. Modela-se esta realizacio
do experimento por meio de um processo estocdstico indexado no espaco, aqui Z(s).
Um processo estocastico X (i) é uma colecao de varidveis aleatérias X (JAMES, 1996)
indexadas por i, em que ¢ é elemento de um conjunto E. Como exemplo o conjunto F
pode ser o conjunto dos valores reais R, dos inteiros N ou um subconjunto destes dois.

Assim um processo estocastico pode representar:
e O peso de um pessoa, conforme os dias: X € R reais e £ € N;
e O nimero de passos em uma caminhada, com o tempo: X € N reaise ' € R,.
Em parentesco com o contexto colocado anteriormente, nosso processo estocas-
tico serd Z(s), onde Z € R e B C R?. O préximo passo é descrever o que é a distribuicao
espacial deste processo, ou seja, como mapear um evento indexado por coordenadas ge-

ograficas em probabilidade. Para isto, precisamos de uma definicdo formal de processo

estocastico que, de acordo com Gaetan e Guyon (2010):

Definigao 5. Um processo estocdstico que assume valores em E é um familia X = {X(s) :

s € E} de varidveis aleatorias em (Q, F, P) com estado de espagos (E,E).

Defini¢ao 6. Para cada inteiro n > 1 e (81,...,8,) € B" e para cada A; € &, a
distribuicio de X(s1),...,X(s,) €

P(A1,...,A)) = P(X(s1) € Ar,..., X(s0) € Ay) (2.1)

e a distribuicao espacial do processo € familia de todas as distribuicoes multidi-

menstonais de X .
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O que temos definido até entao é uma estrutura de base bastante geral para
descrever processos espaciais mas faltam ainda ideias que permitam nos restringir a cenérios
matematicamente menos gerais, mas nao realisticamente simplistas demais. Continuamos

entao com os conceitos de estacionariedade e isotropia para processos de segunda ordem.

Definigdo 7. Um processo aleatério é dito de Sequnda Ordem se E(X?(s)) < oo, para
todo s € B. Além disso sua esperan¢a E(X(s)) = pu(s) € chamada fun¢io média e

C(s;,s;) = Cou(X(s;), X(sj)) € a sua de fungio de covaridncia.

Definigao 8. Um processo de sequnda ordem é dito estaciondrio se ju(s) = e C(s;, sj) =
C(Si — Sj).

Definicao 9. Um processo de sequnda ordem estaciondrio é dito isotropico se sua func¢ao

de covariancia C(s; — s;) depende somente de ||s; — s;|

A definicao de estacionariedade serve para representar o caso em que a esperanca
nao muda conforme a localizagao, ou seja, para cada s € B, a média populacional do
processo se mantém constante. Além disso ha também suposi¢do sobre a maneira em que
as observagoes dependem entre si: a forma que as observagoes covariam é somente funcao
da diferenca entre as localizagoes, s; — s;. Isto nada nos diz sobre a forca desta relagao,
mas sendo s; — s; um vetor, temos que a interdependéncia entre as observagoes depende
da direcao e do tamanho da diferenca entre suas coordenadas, como mostra a Figura 3 a

seguir.

Figura 3 — Dependéncia entre dois pontos (supostas observagdes) imposta pela estaciona-
riedade. Sendo a covariancia funcao somente de um vetor, ela é caracterizada
por direcao, sentido e tamanho.
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Isotropia, por sua vez, supoe que a covariancia é fungao somente da distancia
entre as observacgoes. Isto significa que removemos da Figura 3 anterior a direcao e o
sentido, e que nos é suficiente somente o comprimento do vetor. Outra maneira de enxergar
esta implicacdo é que agora a forma da dependéncia é esférica. Entretanto se é sabido
que a dependéncia nao ¢é esférica, como é caso das correntes de vento, é mais interessante
considerar o caso anisotropico, que leva em consideracao direcao e sentido. As duas
situacoes estao ilustradas na Figura 4 abaixo, entretanto daqui em diante assume-se a

situacao de isotropia.

Isotropia Anisotropia

Figura 4 — Gréficos de contornos para dependéncia entre dois pontos (supostas observagoes)
nos casos de isotropia e anisotropia. Sendo a covariancia funcao somente da
distancia entre as observacoes, nao ¢ mais preciso saber sua direcao e sentido e
a dependéncia ¢ esférica. Ja para a anisotropia considera-se direcao e sentido,
0 que nos permite mais maleabilidade da formulacao da co-dependéncia.

2.2 Funcao de Covariancia e o Variograma

Passamos agora a discutir sobre a for¢a da dependéncia. Para duas medigoes
2(s1), z(s2) no espago, é bastante intuitivo e até razodvel assumir em muitos casos que se
elas estao perto, devem ser bem similares — no sentido de que os valores assumidos por
z(s1) e z(sy) devem ser préximos. Enquanto que se elas estiverem longe, devem ser bem
diferentes. Mas proximidade é um conceito vago, pois depende de um referencial, e cada
analise tras consigo sua propria definicao de “préximo”. Por isso nao é o propésito aqui

sanar este problema, mas sim fornecer meios de quantificar proximidade.

De volta ao pensamento das duas medigoes feitas, como podemos atribuir um
valor a for¢a das medigoes baseada nas distancia entre elas? A solucdo é supor uma forma
funcional para ela que leve em consideracao a distancia. Alguns exemplos, que podem ser
encontrados em (WACKERNAGEL, 2013) e (CRESSIE, 1992), sao os modelos
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« Exponencial (CRESSIE, 1992):

C(h) = g%ealhl®

Racional Quadréatico (CRESSIE, 1992; WILSON; ADAMS, 2013):

C(h) = o2e(HHalnll/20)

Esférico (WACKERNAGEL, 2013):

h|| a3||h|]?
c<h>:02(1—3a’2’ Lol )ﬂ(os Inl| <o

Efeito de Pepita (CRESSIE, 1992):

C(h) =71{h =0}

Dos exemplos citados a funcao de covariancia “efeito de pepita” tem um papel
distinto em geoestatistica. O motivo é que ele pode ser utilizado conjuntamente com
outras funcoes de covaridncia para amenizar o problema de que em processos geoespaciais
normalmente nao é possivel modelar toda a incerteza presente nos dados, ja que a resolucao
dos dados e sua natureza observacional costumam ser fatores limitantes para compreender

toda a estrutura amostrada.

Além dos exemplos citados anteriormente, também existe a funcao de covarian-

cia Matérn que, para h € B é dada por
C(m) = o* (allhll) K, ()

em que K,(-) é a Fungdo de Bessel modificada do tipo II (MATHERON, 1963), v é o
pardmetro de suavidade e a™! é o alcance de dependéncia. A Matérn engloba os modelos
exponencial com v = 1/2 e Gaussiano com v — oo também e por isso é especial interesse
em Geoestatistica. Abaixo temos a Figura 5, que mostra a realizacdo de uma simulagao de
um processo Gaussiano' de média nula e funcdo de covaridncia Matérn, em que 0% = 3,
1/a =0.3, v = 1.0. O pardmetro o representa a variabilidade e ilustra o quio dispersos
sao os valores, enquanto que v confere a suavidade do processo e 1/a é representa a escala

de dependéncia entre as observagoes.

! Feita a partir do pacote RandomFields (SCHLATHER et al., 2015)
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Figura 5 — processo Gaussiano Simulado simulado com fun¢do de covariancia Matérn
0?=3,1/a=10.3,v =10

Mas apesar de termos encontrado uma maneira para incorporar a relacao
espacial entre as observagoes, nao esta claro como se escolhe entre os modelos citados.

Para isto entra o variograma e a nogao estacionariedade intrinseca.

Defini¢ao 10. X(s) é um processo intrinsecamente estaciondrio se para cada h € B o
processo AX®W = {AX™ = AX(s+h) — X(s) : s € B} € estaciondrio de sequnda ordem.

Definigao 11. O semi-variograma v de um processo X é

1(B) = 3 Var(X((s+h) — X(s)).

Analogamente 2y(h) é chamado de variograma.

A nocao de estacionariedade intrinseca vem para relaxar a hipétese de estaci-
onariedade, que muitas vezes é uma hipotese muito forte. Aqui o processo gerado pelos
incrementos AX® ¢ assumido como estacionario e sua varidncia é o variograma®. O vario-
grama e a fungdo de covariancia tém uma relagao muito especial entre si: v(h) = C(0)—C(h)
e C(0) = Var(X(s)). Mas nem sempre é possivel obter C(+) a partir de (-) pois em geral o
variograma nao ¢ limitado. Ou seja, se reescrevermos a relagdo como C(0) = y(h) + C(h),

percebe-se que implicitamente é permitido que C(0) seja negativo, ja que y(h) nao é

2 Note que a esperanca do processo intrinseco é zero.
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limitado. Entretanto, nos casos citados a relagdo entre eles é bem caracterizada (WAC-
KERNAGEL, 2013). Para visualizarmos o variograma em acao, temos a Figura 6 que exibe
o variograma empirico estimado para uma amostra aleatéria de 85 localidades do processo
Matérn simulado anteriormente na Figura 5. Nele temos que o variograma comega com o
valor 0, o que representa que naquelas localidades nao ha efeito de pepita. Em seguida
ele cresce rapidamente até o primeiro ponto de inflexao, que é aproximadamente 4, o que

sugere 4 como valor para o e 0.5 para 1/a.
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Figura 6 — Variograma Empirico obtido a partir de uma amostra de 85 pontos do processo
gaussiano simulado na Figura 5 com funcio de covaridncia Matérn 0® = 3,1/a =
0.3,vr=1.0

Do exemplo anterior, vimos que o variograma representa uma ferramenta
interessante na parte descritiva de uma modelagem geoestatistica. Ele permitiu, sem
ajustar modelos, observar algumas caracteristicas intrinsecas do processo simulado e com

isso, fornecer meios de auxiliar no processo de modelagem, como:

« Obter bons valores iniciais para parametros do modelo, como alcance de dependéncia
a’l;

o Identificar se hé o efeito de pepita (WACKERNAGEL, 2013);

« Escolher modelos de covariancia. Exemplo: O modelo exponencial nao é diferenciavel

na origem, mas o modelo gaussiano é. Entao olhar o comportamento na origem do



Capitulo 2. Geoestatistica 29

variograma ajuda a diferenciar casos como este.

Mais adiante veremos que o variograma ira desempenhar um papel importante

na estimacao do modelo proposto para a aplicagao em dados de solo.

2.3 O processo Gaussiano

O processo Gaussiano ¢ um elemento chave na estatistica espacial e ja bastante
reconhecido: (CRESSIE, 1992; STEIN, 2012; BANERJEE et al., 2008). Ele é um processo
estocastico definido de forma que a combinagao linear (STRANG, 1993) de quaisquer
variaveis aleatérias do processo tem distribuicao normal. Ou ainda, cada subcolecao finita
de variaveis tem distribuicao normal multivariada. Para o contexto espacial, podemos

definir ele como:

Definigao 12. (GAETAN; GUYON, 2010) X(s) é um processo Gaussiano em B se para
cada subconjunto G C B e para cada sequéncia a = (a(s) : s € G,a(s) € R), a varidvel
aleatdria Y a(s)X(s) tem distribuicio normal.
scG
Vale a pena aqui comentar um pouco do porque de ser assim, antes de avangar-
mos no contexto desejado. A discussao que a seguir acompanha Morters e Peres (2010),

que ¢é recomendado para se obter mais detalhes.

Primeiro é interessante conhecer o processo de Wiener, também conhecido por
movimento Browniano. De forma muito ingénua e por meio de um exemplo, ele é uma
sequéncia de varidveis aleatdrias indexadas no tempo, W (t), com distribui¢do normal. Na
Figura 7 abaixo temos a ilustracao deste processo obtida a partir de simulacao e, logo em

seguida, uma maneira de o definir.

0.1
8 00
€
Q
@
-0.1
-0.2
0.0 0.5 1.0 15 2.0
tempo

Figura 7 — Processo de Wiener simulado em [0, 2] com inicio em ¢ = 0. Este é um processo
de Wiener padrao.
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Defini¢ao 13. Um processo estocdstico {W (t),t > 0} que assume valores em R é um

processo de Wiener com comego em x € R se B(0) =x e se

(i) (Incrementos Independentes): Para quaisquer tempo 0 < t; < --- < t,, as varidveis
aleatorias

W(ty) — W(tas), ..., W(ts) — W(t:), W(t))

sao independentes
(i) Para quaisquer t e h nao-negativos,

W (t + h) — W(t) ~ N(0, h)

(7ii) Com probabilidade um a fung¢io B :t —— W (t) é continua
Além disso, define-se o processo de Wiener padrao por {W(t),t > 0,z = 0}.

Mas qual é exatamente a ligagao entre um processo de Wiener e um processo

Gaussiano? Um processo Gaussiano é aquele que (X (t1),...,X(t,)) tem distribui¢ao
normal multivariada, para qualquer conjunto de indices t1,...,t, ou que uma combinac¢ao
linear delas é normal. Como para o processo de Wiener cada W (ty),...,W(t,) tem a

propriedade de incrementos independentes, uma combinagao linear dos incrementos também
é normal (assim como qualquer subcolegao dos incrementos (W (t,) =W (t,—1),..., W (tz) —
W (t1), W(t1)) é normal multivariada). A definicdo alternativa a seguir pode ajudar a

esclarecer melhor a relagao.

Definigdo 14. (MORTERS; PERES, 2010) Um processo estocdstico {W (t),t > 0} é um

movimento Browniano se e somente

o W(t) é um processo Gaussiano

e E(W(t)) =0 e Cov(X(s),X(t)) = min(s,t), para todo s,t >0

e Com probabilidade um a fung¢io B : t —— W (t) € continua

Em outras palavras, um processo de Wiener é um processo Gaussiano com

fun¢do média nula e fungdo de covariancia X(s,t) = Cov(X (s), X(t)) = min(s, t), ou seja:
W (t) 5 pG (0,%(s,t)). Para a Geoestatistica, incorpora-se o processo Gaussiano de uma
forma muito simples: como B C R?, para cada s € B temos que Z(s) ~ PG(u(s), %),

onde ¥;; = Cov(X(s;), X(s;)) é uma funcao postulada. Com isso, a partir da defini¢ao 12

é possivel obter a funcao densidade de probabilidade de cada variavel aleatoria:

falien) = (2m) 2 det(Sp) 2 exp {2 (o — ) S s — )}, (22
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Isto abre portas para calcularmos a verossimilhanca e a log-verossimilhanga do

processo para posterior estimacao.

2.4 Krigagem

A Krigagem é uma técnica de regressao capaz de, a partir de medicoes obtidas
somente em algumas localizagoes, realizar a predicao de observagoes em novas coordenadas.
A Figura 8 exemplifica o cenario habitual de uso da Krigagem, aquele em que a partir de
medicoes feitas em certas coordenadas (bolinhas pretas), deseja-se realizar a predi¢ao para

uma nova localizagdo em que ainda nao se realizou medigao.

Figura 8 — Ilustracao de uma Krigagem. A partir de medicoes feitas em certas coordenadas
(bolinhas pretas), deseja-se realizar a predigdo para uma nova localizagdo em
que ainda néao se realizou medigao (marcado com x).

Neste caso, como descrito em Cressie e Wikle (2015, p. 133) o modelo a ser
considerado é Z(s) = u(s) +n(s) + €(s) , em que s € R? representa uma determinada

locoordenada geografica (latitude e longitude) e

1. u(s) =E(Z(s)) é chamada de variacao deterministica, ou de larga-escala.

2. n(s) é chamado de efeito aleatério espacial, somente detectavel a partir da resolugao

amostral.

3. €(s) é a variacdo em micro-escala e inclui efeitos que nado podem ser medidos na

resolucao amostral, além do erro instrumental.

Este modelo informa que é possivel particionar Z(s) em trés partes, sendo
u(s) detectavel e €(s) ndo detectavel, enquanto que 7n(s) talvez seja detectével. Como a

principal fun¢do da Krigagem é recuperar a variagao deterministica, ou seja, encontrar os
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padroes espaciais de grande escala e, como consequéncia suavizar os efeitos aleatérios e
de micro-escala, entao podemos reescrever o modelo e considerar, para termos praticos,
somente Z(s) = Z*(s) + €(s) em que Z*(s) = n(s) + u(s). Para isto, assume-se a estrutura
de um processo Gaussiano para descrever este processo espacial, como o da Defini¢ao 12.
Em seguida é necessario especificar as fungoes média e de covariancia para descrever a
dependéncia espacial e, uma vez feito isso, a Krigagem pode ser resumida como a esperanga
condicional de uma variavel aleatoria normal multivariada. Para a Figura 8, assume-se
que os trés pontos esféricos e o ponto x tém distribuicdo conjunta normal multivariada e
portanto, a Krigagem ¢é a esperanca condicional do ponto marcado com x na Figura 8,
dados os pontos marcados em bolinhas pretas. Portanto se Z = (Z(s1),...,Z(sy)) sao
as N amostras em N localizacoes e Zj = (Z(sn+1),- .-, Z(sn+n+)) sdo aquelas outras N*

em que se deseja fazer a predicao, assume-se que o processo € intrinsecamente estacionario

Z > b
.|~ N p; AT TR (2.3)
Zo Ko o1 g

onde py = E(Zy), 399 = Var(Zy) e 315 = Cov(Z,Z;). Assim a distribuicao condicional
0 0 0 0

do vetor aleatério Zj|Z = z é normal multivariada com média e covaridncias dadas por

de forma que

Mz z = E(Z5|Z = 2) = pgy + S35 (2 — p), (2.4)

S = COV(ZS|Z = Z) = 222 - 21221_11221. (25)

Mas como exatamente isto se encaixa em uma formulacao geoespacial? Uma
forma é: sendo fornecida uma amostra aleatéria z1, ..., zy, onde assume-se que pu(s) =
i (que recebe o nome de Krigagem simples), para realizar a predigio em um par de

coordenadas ainda nao amostrado, define-se o melhor preditor linear de Z*(s), abreviado
N
por Z;, como a combinagdo linear p(z, s9) = Y _ l;z; +m que minimiza E([Z; — p(z, $0)]%),

=1
n

sujeita a restricao Z [; = 1. O resultado desta minimizacao é o estimador de minimos
i=1
quadrados generalizados de p(s), que ird coincidir com a esperanga condicional, como

veremos a seguir. Ao supor que conhecemos a distribuicao de Z, Z, €, que o processo é

intrinsecamente estaciondrio e que u(s) = p temos que o Lagrangiano do problema é

N 2 N
argmin E{Za‘ — Z lizz} — 2\ Z L —z . (2.6)
i=1 i=1

HylNoA

Agora jé que > l; =1, e que 2y(s) = C(0) — C(s),

i=1
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e portanto o problema torna-se

N N N N
argmin — Z Z Liliv(s; —s;) +2 Z Liy(so —si) — QA(Z l; — 1) ;

Lyl =1 =1 i=1 i=1

de forma que ao derivar em relacao a [y, ...,Iy, A, obtem-se que os parametros 6timos
ly,...,Iy =1s20
1 — 1T 14TN\T
17 = ( 1) r-!
AT
© 1T
1—1I''1
A= — ——
11y

onde y; = Cov(so,s;). Portanto

1 — 10147
T
plz,50) =1z ( Tiruaf ) e
=z -+~ Tz~ 12)
1T AT S
onde z = 1117 Mas ao lembrar que para processos estacionarios vale que 2v(s) =

C'(0) — C(s), entao podemos reescrever o resultado acima como

1-1%,'%, 2\
p(z,80) =17z = <'y +1 12;11TZ°’Z> ¥,z

=z+3} ,%,'(z—12)
13,z

12,1’
normal multivariada Ny (p(z,s0), %7, ;5,22 7). J4 a Krigagem universal permite uma

em que z = o que remete a distribuicao condicional de uma variavel aleatéria

estrutura mais flexivel sobre yu(s), de forma que agora o+ Y _ By fi(s) +¢(s) onde ¥ é um
k=1
processo intrinsecamente estaciondrio, fi,..., f, sao fungoes conhecidas e fy, ..., 5, sao

desconhecidos. A flexibilidade aqui vem da capacidade de incorporar covaridaveis ao modelo,
desde que elas estejam disponiveis nas localidades em que ocorre a estimacao e naquelas
em deseja-se fazer a predigao. Para mais detalhes, veja Cressie (1992). A Figura 9 mostra
o resultado da Krigagem simples® em uma malha de dimensdes 100 x 100, com parametros
estimados por méxima verossimilhanga (DIGGLE; RIBEIRO; CHRISTENSEN, 2003)
a partir de 85 coordenadas sorteadas ao acaso, do processo gaussiano com funcao de
covaridncia Matérn simulado na Figura 5 de pardmetros o = 3,v = 1.0, 1/a = 0.3. Dela ¢
possivel perceber que a Krigagem ¢é capaz de recuperar os grandes padroes do processo
original na Figura 5 de forma suavizada, isto é, padrdes mais sutis nao sao discernidos pela

Krigagem. J& a Figura 10 exibe o erro de predicao envolvido e dela nota-se que os pontos

3 Feito a partir do pacote geor (Ribeiro Jr et al., 2020)
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em que a estrutura nao foi tdo bem captada estao associados a erros maiores, também
dela é possivel observar que nos pontos amostrados o erro de predigao ¢é zero, o que é uma
caracteristica interessante da Krigagem e é explicada pelo fato de que a predig¢ao espacial

em pontos amostrados é o proprio valor do ponto amostrado.

1.00

0.75
Predicéo

0.50

0.25

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 9 — Krigagem baseada em uma amostra aleatéria de 85 pontos, obtida a partir do
processo simulado ilustrado na Figura 5
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Figura 10 — Variancia da Krigagem baseada em uma amostra aleatéria de 85 pontos,
obtida a partir do processo simulado ilustrado na Figura 5

2.5 Geoestatistica Multivariada

Esta Se¢ao ¢é dedicada a estender alguns conceitos estabelecidos nas segoes
(2.1) e (2.2), com o intuito de fornecer ferramentas para lidar com respostas multivariadas.
Aqui novamente temos que s € R?, onde B é um subconjunto de R? e representa a regiao
de interesse. Entretanto a diferenca com o cenario univariado é que agora a variavel de

interesse ¢ z(s) e assume valores em R* k > 2. Em particular vamos considerar k = 2.

Novamente utiliza-se um processo estocastico Z”(s) = (Zi(s), Z(s)) para
representar nossas observagoes z(s), mas dessa vez bivariado. Para tal processo é possivel

assumir estacionariedade de segunda ordem conjunta para as duas variaveis:

Definigao 15. Para s,h € R? o processo bivariado Z'(s) = (Z.(s), Za(s)) é conjunta-

mente estaciondrio se

E(Zi(s +h)) =E(Zi(s)) = i
E(Za(s + h)) = E(Zs(s)) = p2
E([Zi(s +h) — u][Z1(s) — u]) = Cuu(h)
E([Z2(s + h) — po][Z2(s) — po]) = Caa(h)
E([Za2(s +h) — po][Z1(s) — ]) = Ci2(h)
E([Zi(s +h) — pu][Z2(8) — po]) = Ca1(h)
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onde Cj;(h) e C;;(h) sdo as fungoes de covarincia direta e cruzada, respectivamente. Se

organizarmos tais fungoes como

(2.7)

() (Cn(h) %(h)) |

021 (h) 022 (h)

e também definir um processo conjuntamente intrinseco:

Definigdo 16. Para s, h € R? o processo bivariado Z" (s) = (Z,(s), Zo(s)) ¢ conjunta-

mente intrinseco se
OO’U (ZZ(S+h,) — Zi(S), (Zj<8+h) — Zj(S) = 2’7”(h)

Neste caso 27;;(h) é chamado de variograma direto, enquanto que 27;;(h) ¢ defi-
nido como variograma cruzado. Com isso fica mais claro que definir um processo gaussiano
bivariado, que serd pelos moldes de Z(s) ~ N(u(s), X(s)), em que pu(s)” = (u1(s), 2(s))
e X(s) é dado por (2.7), de forma que para realizar uma Krigagem bivariada (ou co-
Krigagem) é necessario especificar a funcao de covariancia (agora multivariada) e o tipo de
Krigagem (simples, ordinario, universal). Existem alguns tipos de fungoes de covaridncia
multivariada (estaciondrias e ndo-estaciondrias) e algumas elas podem ser encontradas em
Genton e Kleiber (2015), em especial a funcao de covariancia Matérn Multivariada, que
serd descrita com mais detalhes no capitulo a seguir. O tipo de Krigagem também serd
de importante especifica¢io pois é possivel distinguir alguns cendrios interessantes (além
dos casos simples, ordinario e universal) que sao a Isotopia e Heterotopia e que podem ser

compreendidos com mais detalhes em Wackernagel (2013).

o Heterotopia: as medig¢oes das duas respostas foram feitas em diferentes localizacoes.

o Isotopia: as medi¢oes das duas respostas foram feitas nas mesmas localizagoes.

A situacao mais intuitiva é a da isotopia, em que a resposta bivariada é medida
na mesma localizagdo geografica. A Heteropia é o contrario, quando elas sao medidas em
localidades diferentes, o que implica em alguns problemas, como a construcao de funcoes
de covariancia validas e a dificuldade de se construir o variograma cruzado empirico (ja que
nao temos informagoes no mesmo ponto geografico nao é possivel calcular a covariancia
cruzada). Existem também os cenérios em que ha dados parcialmente heterotépicos e em
que a medigdo de uma variavel é tida em todo o dominio (variavel auxiliar) enquanto
deseja-se a predicao para a outra que é presente somente em alguns locais. Para mais
detalhes destes casos veja (WACKERNAGEL, 2013), pois aqui o caso de interesse é aquele

em que cada medi¢ao bivariada é feita na mesma localizagao ou seja, em um ponto do
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dominio ambas as respostas estao presentes. Portanto a relacado multivariada entre as

observagoes serd escrita como

(e )
Zs(s) uis)) '\ Zor ) )

de forma que o critério de ajuste serd (2.6). Ou seja, estimador serd

N

Zoox(s) = li(s)Z(si) + Z_: L(s)Y (s)),

=1

de forma que Y A, (u) =1 e Y A, (u) =0, o que leva a estimadores similares aos obtidos
l; l;
em (2.4) e (2.5), com as dimensoes adaptadas pois agora a dimensao da distribui¢do normal

multivariada serd 2N, ao invés de N.
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3 Geoestatistica e Dados Composicionais

3.1 Geoestatistica Multivariada para Dados Composicionais

A natureza multidimensional dos Dados Composicionais exige uma contrapar-
tida multidimensional da Estatistica Espacial. Aqui faremos uso do ferramental geoes-
tatistico multivariado desenvolvido nos capitulos anteriores da Sec¢ao 2.1 e uni-lo com
as metodologias de dados composicionais para criar predigoes espaciais multivariadas de

composicoes.

Suponha que é observado em N localizagoes sy, ..., sn as quantidades w;(s) =
(wi1(s), wia(s), wis(s)) de areia, argila e silte. O primeiro passo é transformar as quantidades
em proporgoes, por meio da normalizagdo z;(s) = w;(s)/||wi(s)||1, parai =1,..., N. Como
os dados agora moram no simplex postula-se que sua representacio no R?, criada pela
transformacao alr (1.1) (AITCHISON, 1986), é dada pelo processo logistico-Gaussiano
(TJELMELAND; LUND, 2003).

Defini¢do 17. Para s € B seja Z'(s) = (Zi(s),...,Za(s)) um processo Gaussiano
multivariado com fungio média E(Z(s)) = u’ (s) = (u1(s), ..., na(s)) e fungio de cova-
riancia 3(s) = Cij(8),i,j = 1,...,d. Se X" (8) = (X1(8),...,Xa(8)) € o vetor aleatorio
obtido ao aplicar a fungao alr(-) em Z(s), entao diz-se que X(8) seque um Processo

Logistico-Gaussiano parametrizado por pu(s) e 3(s).

Aqui a postulagao de 3(s) volta a ser o elemento chave da modelagem e é
preciso escolher uma classe de fungoes de covariancia para representar as covariancias
diretas e cruzadas. Para o caso bivariado uma classe desenvolvida é a Matérn bivariada,
também chamada de Wittle-Matérn, definida em (GNEITING; KLEIBER; SCHLATHER,

2010). Ao assumirmos estacionariedade de segunda ordem o modelo completo é

Cll(h> = O'%M(h|a1, V1>
C22(h> = 03M(h|a2, I/Q)
021(11) = Olz(h) = P120102M(h|a37 V3)

M(hlv,a) =2 ‘”Wthzxfu(aHhH)

(3.1)
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Enquanto que o modelo reduzido é

Cui(h) = oM (hla, )
Cin(h) = 030 (hla, )

Co1(h) = Cia(h) = praoyoeM (h|a, (11 + 11)/2) (3.2)
M(hly,a) = 2 ”<allhgz:§fu<allh||>

A seguir temos a Figura 11 que representa estrutura de dependéncia para o caso
ol =1,00=3,a,=ay=1,p=0.8,v; = 0.5,15 = 1.5, 115 = 1.0. Pode-se perceber que é
possivel ter controle sobre (1) a suavidade do processo em pequenas distancias, através de
v; (2) a rapidez de decaimento das caudas, o que representa o alcance de dependéncia, por

meio de a; (3) a dispersdo em torno da média (neste caso nula), por meio de o2

C_11 C_12
1.00
0.75 1.0
0.50
0.25 05
0.00 0.0
C_21 C 22
3
1.0 5
0.5 1
0.0

0
-50 -25 0.0 25 5.0 50 -25 0.0 25 5.0
Distancia

Figura 11 — Funcdo de covaridncia Matérn bivariada. Aqui o = 1,05 = 3,a = 1,p =
0.8, vy = 05, Vy = 15, Vig = 1.0.

A simulagao de um processo Gaussiano com vetor de fungoes médias nulo a
partir para uma determinada funcao de covariancia pode ser obtida por meio da biblioteca
RandomFields (SCHLATHER et al., 2015) no pacote estatistico R (R Core Team, 2020).
A Figura 12 a seguir mostra a simulagao e dela é possivel notar algumas das caracteristicas
das fungoes acima. Por exemplo uma caracteristica é a dependéncia, em que localizacoes
mais proximas tém valores parecidos com seus vizinhos. O mapa a esquerda da Figura
12, denominado processo 01, corresponde a realizacdo de um processo com média zero e
variancia um, enquanto que o mapa a direita da Figura 12, corresponde a realizacao de

um processo com média zero e variancia trés. A dependéncia espacial é a mesma (a = 1),
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e a dependéncia entre os dois processos é alta (p = 0.9). Por exemplo, ambos exibem um
“vale” com valores negativos na regiao s; = —1, s = 0, e em ambos 0s processos, os valores

proximos a esta regiao também sao negativos.

Processo Composicional Transformado

Processo 1 Processo 2
1.0
Valor
0.5
0.0
-0.5
-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 12 — Simulagao de um processo Gaussiano com funcao de covariancia Matérn
bivariada. Aqui 0} = 1,05 =3,a=1,p=0.9,v; = 0.5, = 1.5, 115 = 1.0

Para simular um processo logistico-Gaussiano, como proposto em Tjelmeland
e Lund (2003), pode-se utilizar a simulagao ilustrada na Figura 12 acima e aplicar aos
valores a alr inversa, o que fornece o processo logistico-Gaussiano no simplex. A Figura 13
mostra entdo como se comporta um processo logistico-Gaussiano com fungao de covariancia
Matérn bivariada com parametros 02 = 1,05 =3,a = 1,p = 0.9,v; = 0.5, 15 = 1.5, vy =
1.0, quando representado no simplex. Da figura podemos facilmente identificar a alta
dependéncia presente nas composicoes e entre as composicoes devido a natureza restritiva

dos dados composicionais.
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Processo Composicional Simulado

Composigao 1 Composigao 2 Composigao 3
1.0
Valor
0.5
0.0
-0.5
-1.0

-1.0 -0.5 0.0 . 1.0 -1.0 -0.5 0.0 . 1.0-10 -05 00 05 1.0

Figura 13 — Simulagdo de um processo Logistico-Gaussiano com funcao de covariancia
Matérn bivariada. Aqui 07 = 1,05 =3,a=1,p= 0.9, = 0.5,y = 1.5, 115 =
1.0.

Um processo Gaussiano nunca é observado continuamente. Em uma colegao
finita de localiza¢bes espaciais, determinamos o covariograma associado ao processo Gaus-
siano simulado. A Figura 14 exibe tal covariograma, calculado a partir de 80 pontos
aleatoriamente amostrados do processo ilustrado na figura 12, de forma que dele observa-
se que o variograma direto do processo 02 sugere uma estagnacao de crescimento para
v(h) ~ 3 enquanto que o variograma direto do processo 01 indica v(h) ~ 1.5. J4 para
o alcanga de dependéncia 1/a = 1 é compativel com o alcance prético (practical range)
definido por Diggle e Ribeiro (2007). Em particular, exibimos apenas as distancias cor-
respondentes a 1/3 da maior diagonal da regidao do estudo, devido & instabilidade do
variograma nas caudas (PEBESMA 2004).
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Variograma Processo 1 Variograma Processo 2 Variograma Cruzado
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Figura 14 — Covariograma de pontos sorteados aleatoriamente que seguem um processo
Logistico-Gaussiano simulado com fung¢ao de covariancia Matérn bivariada.
Aquio? =1,00 =3,a=1,p=0.8,v; = 0.5,15 = 1.5, = 1.0.

3.2 Estimacao da Funcao de Covariancia Matérn bivariada Redu-
zida

Para estimar a funcao de covaridncia aqui serd empregado o método da ma-
xima verossimilhanca, apesar de existirem outras abordagens como minimos quadrados
(GNEITING; KLEIBER; SCHLATHER, 2010) e amostragem por cadeias de Markov
(TJELMELAND; LUND, 2003). Além disso nao serao considerados na estimagao a fungao
média nem os parametros de suavidade — a média serd otimizada por verossimilhanca
perfilada, e o parametro de diferenciabilidade v sera fixado por recomendacao de Stein
(2012), que adverte contra a estimacao de derivadas de um processo que nao é observado
continuamente. Portanto o objetivo é obter 8 := (¢3, 03, a, p). Neste caso ao fazer uso da

densidade do processo Gaussiano (2.2) temos que a fungao objetivo é a log-verosimilhanga
1
0(0) x —5 [log(det(Eg) + (vec(z) — vec(u)) 'yt (vec(z) — vec(u))},

onde z(s) = (21(s),22(8)), p(s) = (p1(s), u2(s)) e Xg é como dada em (3.2). Agora é
possivel usar métodos numéricos de otimizacgao restrita para a obtencao de 6, como o
L-BFGS (BYRD et al., 1995). O motivo de precisarmos fazer uso de tal algoritmo é que
a funcdo de covaridncia é ndo-linear em seus parametros e todos os elementos de 8 tém

restrigbes: o2 > 0,02 > 0,a > 0 e para p, segundo Gneiting, Kleiber e Schlather (2010), é
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(V1V2)2

(l/l + VQ) / 2
(1984) é possivel inclusive aproveitar a estrutura de blocos de ¥y para calcular o gradiente

preciso que |p| < para o modelo reduzido. Se seguirmos Mardia e Marshall

da funcao mais rapidamente e de forma mais estavel. Tais resultados estao presentes no
Apéndice A.

3.3 Dificuldades da Otimizacdo da Verossimilhanca em Funcao da

Covariancia

Os parametros da funcao de covariancia sao de dificil estimagdo pelo mé-
todo de maxima verossimilhanca. A Figura 15 a seguir mostra as curvas de niveis da
log-verossimilhanca para dois parametros, quando os demais estao fixos, junto com os ver-
dadeiros valores dos parametros assinalados pelo asterisco vermelho. Dela pode-se perceber
que no grafico em que temos o? contra p had um leve deslocamento da verossimilhanca
na abscissa, de aproximadamente 0.5 unidades na escala de o7, o que leva a um viés de

estimacdo de o7 e o3

As curvas de nivel de verossimilhanca, sob suposi¢oes de regularidade, terao
assintoticamente comportamento de uma densidade Gaussiana e as flechas, representadas
pela direcdo e tamanho do gradiente, fornecem o rumo ao maximo. Neste grafico um
aspecto importante a se atentar é o comprimento das setas, que indicam o tamanho do
passo a ser dado em cada iteracao da otimizagao pelo algoritmo L-BFGS. Pode-se perceber
que o passo é adaptavel e muda de acordo com a proximidade entre o valor atual dos
pardmetros e o centro da elipse, como pode ser visto no gréfico de a versus p e o} versus p.
Através de experimentos numéricos, decidimos manualmente diminuir o tamanho do passo
por um fator de 107°. Isto foi feito porque para valores iniciais afastados do méaximo, o
gradiente ¢ muito grande e o algoritmo de otimizacao diverge. Entretanto, quando o valor
atual do algoritmo esta relativamente préximo do maximo, o comprimento do gradiente
torna-se praticamente inalteravel naquela regido, como pode ser visto nos graficos em que
h& a versus o} e o3 versus o;. A consequéncia disto é que em regides préximas do méaximo
o algoritmo tem dificuldades de se aproximar mais ainda do maximo global, o que aumenta
a variabilidade da estimativa em torno do parametro verdadeiro, como pode ser visto na
Figura 16 em que ha re-amostragem das realizagoes com coordenadas fixas. Entretanto
apesar das consequéncias providas por caminhar tao lentamente em direcao ao maximo,

esta estratégia foi o fator critico que possibilitou uma estimacao crivel dos parametros.
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Figura 15 — Curvas de niveis para combinacoes dois-a-dois de pardmetros da fungao de
covariancia Matérn bivariada, onde o asterisco representa os valores verdadeiros
dos pardmetros que sio 07 = 1,05 = 1,a =2,p = 0.5, = 0.5,y = 0.5, 115 =
1.0. E possivel perceber que para os casos a versus o2, o? versus o3 a log-
verossimilhanga reconhece muito bem os valores verdadeiros. Entretanto
para o2 versus p, hd um deslocamento do méaximo em relacao ao verdadeiro
parametro.

O experimento de fixar coordenadas e re-amostrar as observagoes de uma normal
multivariada nos permite obter a distribuicao dos estimadores, dadas tais coordenadas.

Ou seja,

1. Fixamos
os verdadeiros parametros;
N coordenadas;

os valores iniciais, passados ao otimizador, dos pardmetros o3, 03,, a e p;
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2. Repetimos 500 vezes

Simula-se 2N observagoes de uma normal multivariada com p = (0,0) e 3 dada

pela Matérn bivariada;

Com o que foi fixo e simulado, estimamos os parametros pelo procedimento

descrito na Se¢ao 3.2;

3. Computamos o histograma das estimativas dos pardmetros o2, 03,, a e p;

A Figura 16 mostra uma realizacao deste experimento e dele pode-se perceber
que em grande parte das vezes a estimacgao chega perto do valor desejado mas a distribuicao
das estimativas nao esta centrada no valor verdadeiro, o que indica um pequeno viés de
estimacao. Vamos examinar o efeito deste pequeno viés na interpolacao espacial, na Secao
3.4.
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Figura 16 — Histogramas dos parametros estimados da func¢ao de covaridancia Matérn
bivariada, onde as barras verticais representam os valores verdadeiros dos
parametros, que sao af =1, crg =1l,a=2,p=0.51v1 =05, =0.5,v15 = 1.0.
Nota-se que

3.4 Predicao Composicional e Transformacoes

Se voltarmos ao exemplo relativo as Figuras 13 e 12, é possivel amostrar alguns
pontos do processo simulado, estimar parametros da fungao de covariancia Matérn bivariada
e em seguida realizar Krigagem para obter mapa de previsao. A Figura 17 a seguir ilustra o
caso em que foram amostrados 80 pontos do processo (com pardmetros a% =1, a% =1,a=
2, p = 0.5) para realizar a estimagdo e predi¢ao composicional. O grafico de cima exibe o
processo verdadeiro, enquanto que o de baixo representa o resultado da Krigagem simples,
com parametros estimados Uf = 0.4228, 0% = 0.6736,a = 2.4587, p = 0.2890. Nota-se que
a Krigagem simples permite recuperar boa parte da estrutura verdadeira, mas os detalhes

mais sutis sao perdidos devido a suavizagao, assim como no caso univariado ilustrado
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pela Figura 9. Para chegar em predi¢do a partir dos pontos amostrados, o procedimento

realizado foi:

1. Utilizar a funcao alr para transportar os dados do simplex ao R?;
2. Estimar os parametros o2, 03, a, p da funcdo de covaridncia Matérn bivariada,;

3. Com os parametros estimados, realizar a Krigagem na malha desejada;

4. Re-transportar os dados do R? para o simplex por meio da transformacio alr-inversa.

Processo Composicional Simulado

Composicéo 1 Composigao 2 Composicéo 3
1.0
Valor
0.5
0.75
0.0
0.50
-0.5 0.25
-1.0
-1.0 -05 0.0 5 10-10 -05 00 05 1.0-1.0 -05 0.0

Predicdo Composicional

Composicao 1 Composigao 2 Composicéo 3
1.0
Valor
0.5
0.75
0.0 0.50
-0.5 0.25
-1.0
-1.0 -05 0.0 . 1.0 -1.0 -05 0.0 . 1.0 -1.0 -05 0.0

Figura 17 — Processo simulado e predicao composicional. Esta é a continuacao do exemplo
simulado na Figura 13. O grafico de cima é o processo simulado, enquanto
que o de baixo é a Krigagem simples feita com funcao de covariancia Matérn
bivariada de pardmetros estimados o? = 0.4228, 03 = 0.6736,a = 2.4587, p =
0.2890. Delas é possivel perceber que as partes estruturais do processo foram
capturadas e que as partes de variacao local foram suavizadas.

Mapas de Krigagem usando fung¢oes de covariancia com efeito de nugget causam
um efeito de encolhimento (ou suavizagao) das composi¢oes (WAHBA, 1990; CRESSIE,
1992; HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN;, 2009). As proporgoes serao encolhidas para a
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proporgao média (areia ~ 0.33,argila ~ 0.33, silte ~ 0.33), e dificultar a estimagao de
composigoes que tenham uma categoria muito prevalente, como por exemplo (areia =

0.05, argila = 0.90, silte = 0.05).

Diretamente aplicar a transformacao alr inversa aos elementos estimados da
diagonal principal da funcao de covaridncia condicional das estimativas de Krigagem nao
é o suficiente para estimar o erro padrao da predi¢cdo composicional. O motivo é que em
localizagoes longe de dados observados, onde a incerteza é grande devido a postulacao da
funcao de covariancia, duas composicoes serao de grande incerteza e uma, necessariamente,
sera de baixa incerteza devido a restricao simplicial de que a soma composigoes é unitaria.
Entao para obter um erro padrao de predicao crivel pela aplicacao da transformacao alr,

considere a variancia do procedimento de Krigagem, dada por

L= i+ 135 (2(s) — p'1)
=%, 2185 a1

Assuma primeiramente que N = 1, ¢ 3 tem dimensdo 2 x 2. Se temos a funcéo
de alr inversa alrInv : R? — R? definida por

et e

) 1
14+es +e2’ 1+es +e2’ 1+en +6Z2)’

alrlnv(z) = alrlnv(zy, z23) = <

entao através da aproximacao de Taylor de ordem 1

Var(alrInv(Z)) ~ Var(alrInv(fi) + ValrInv(i)" (Z — f1))
= Var(alrInv(ft) + Valrlnv(f2)"Z — Valrlnv ()" 1)
= Var(Valrlnv ()" Z)
= Valrlnv ()" ValrInv(f).

Para determinar Valrlnv(z), observe que

e (1 4 e*) e*1e?? el
1+es+e2)2  (I+ent+e2)2  (1+ea +e2)
vf(zlv 22) = ( e?1e?2 ) (622(1 + 621) ) ( %2 ) )

(I1+en +e2)?2  (1+en +ex2)? (1+e= +e2)?

e consequentemente

Var(alrlnv(Z)) ~

e (1 + e el phiz ) ) ) o ~
( i1 f2 ) (1+ ;11) fi2 3 el (1 4 e"?) el phiz 2
e ;1 eﬂ2 € (14 el 4 efiz)4 el it (1+ eﬂl)eﬂ2 ]
—e —e

Para finalizar o exemplo entao, vejamos como fica o erro de predi¢ao aproximado

pela Figura 18. Dela pode-se perceber que nos locais amostrados (pontos em vermelho)
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a variancia é muito menor do que em locais nao observados, o que é uma consideragao
importante pois nestes locais o erro de predigdo deve ser minimo (como consequéncia da
predigao no local ser o préoprio ponto). Nota-se também o efeito da restrigao p; +po+p3 = 1,
sendo mais bem ilustrado na janela com abscisa no intervalo (0,0.5) e ordenada no intervalo
(—0.6,0), que mostra que o efeito da dependéncia é carregado para o erro de predigao

também.

Predicao Composicional

Composicéo 1 Composigao 2 Composicéo 3
Valor
0.75
0.50
0.25
-1.0 -05 0.0 5 10-10 -05 00 05 1.0-1.0 -05 0.0

Erro Padrao da Predicao Composicional

Composicéao 1 (E.P) Composicéo 2 (E.P) Composicéo 3 (E.P)
Valor
0.075
0.050
0.025
-10 -05 00 05 10-10 -05 00 05 1.0-1.0 -0.5 0.0

Figura 18 — Predicdo composicional e erro padrao da predi¢ao. Esta é a continuacao do
exemplo simulado na Figura 13 com pardmetros o} = 1,05 = 3,a = 1,p =
0.9,y = 0.5,15 = 1.5, = 1.0. Ao comparar os dois Graficos é possivel
perceber que o erro padrao é menor (de fato é zero) nos locais amostrados e
que aumenta a medida que nos afastamos destes pontos.
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4 Aplicacao

A metodologia desenvolvida aqui tem o propésito de criar predi¢oes para as
proporgoes de areia, argila e silte em localizacoes ainda nao observadas entre o leste de
Minas Gerais e o norte do Estado de Sao Paulo. Os dados coletados estao disponiveis no
Repositério Brasileiro Livre para Dados Abertos do Solo (SAMUEL-ROSA et al., 2020)
e corresponde ao item “CTB0562”. Dele foram extraidas as composigoes de areia, argila
e silte da tabela “camada” e suas respectivas localizacoes, da tabela “observacao”. Em
seguida fez-se um cruzamento das informacoes para obter os dados aqui utilizados. Um
detalhe a se atentar nesta aplicagdo é que em alguns locais foram coletadas amostras em
varias profundidades e, como forma de simplificar a interpretagao dos resultados, foram
escolhidas as composi¢oes mais préximas da superficie. No mapa da Figura 19 temos a
regiao que foi considerada, em que os pontos coloridos representam as coordenadas das

amostras e suas respectivas classificacoes, criadas de acordo com o Sistema Brasileiro de
Classificacdo de Solos (SiBCS) (SOLOS, 2013) *.

1

O anexo E contém o diagrama ternario que cria as classificagoes
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Figura 19 — Mapa com as classificagoes associadas as composicoes de areia, argila e silte
em uma regiao de Minas Gerais. Nota-se que nessa amostra ha uma grande
concentracao de argila, de acordo com as classificagoes fornecidas pela Tabela
5.

O diagrama ternario da Figura 20 a seguir ilustra como se distribuem as
concentragoes das composicoes amostradas que criaram as classificacoes do mapa na
Figura 19. A caracteristica que salta aos olhos é que nesta amostra ha varias composigoes
com grande concentracao de argila, algumas com bastante areia mas somente uma com
mais metade composta por silte e cinco mais de 40% de silte. Também é interessante notar
que as composicoes de argila e areia sao mais dispersas, ao passo que silte varia entre
préximo de zero e 40%, o que leva a intuir que o mapa da predigao terd mais contrastes (e
consequentemente, incerteza) para as composigoes de argila e areia, ao passo que o mapa

de silte provavelmente serd mais uniforme com baixas proporgoes.
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Figura 20 — Diagrama ternario das composicoes de areia, argila e silte em uma regiao de
Minas Gerais. Nota-se que na maioria das amostras a composi¢cado dominante
¢ de argila. Também ha casos de amostras com bastante areia, mas somente
cinco amostras em que silte é responsavel ao menos 40% do todo. Isto traduz-se
ao fato de que as composicoes de argila e areia sdo mais dispersas, ao passo
que silte varia entre préximo de zero e 40%.

Tal mapa de predicao entretanto é criado em algumas etapas, como resumido
no fim da Secéo 3.3, sendo a primeira delas a mudanca do dominio simplex para R? com a
transformagao aditiva de log-razao (alr). O covariograma empirico do processo bivariado
obtido pela transformagao alr é ilustrado na Figura 21 e dele é possivel observar que:
(1) o variograma cruzado gira em torno do 0, que sugere os processos individuais como
independentes, enquanto que: (2) ambos variogramas diretos apresentam efeito de pepita
em torno de 0.75 e ambos o2 o3 em torno de 1, o que indica que hd muita variacio de
micro-escala e deve-se provavelmente ao fato de que a comparacgao cartografica é entre
cidades. Por fim pode-se perceber que: (3) o alcance pratico de dependéncia estd em torno
de 0.4 para o processo composicional 02 log(argila/silte), enquanto que para o processo 01

parece ser 0.8.
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Figura 21 — Covariograma dos dados de solo CTB0562. Pode-se notar que o variograma
cruzado gira em torno do 0, que sugere os processos individuais como indepen-

dentes. Também nota-se que os ambos variogramas diretos apresentam efeito

de pepita em torno de 0.75 e ambos o2 5 em torno de 1, o que indica que ha

muita variacao de micro-escala. Por fim pode-se perceber que o alcance pratico
de dependéncia esta em torno de 0.4 para o segundo processo composicional
log(argila/silte) e para o primeiro parece ser 0.8.

Para gerar as predigoes, supoe-se que o processo gerador dos dados ¢ um
processo Gaussiano com fun¢ao média constante e funcao de covariancia Matérn bivariada,
estima-se os parametros da fun¢ao média e de covaridancia Matérn bivariada, para gerar
as predigoes por meio da Krigagem e, por fim, basta trazé-las de volta ao Simplex. Para
a estimacao, foram usados como estimativas iniciais valores baseados na Figura 21 do
variograma cruzado empirico, nomeadamente: 0’% =1, U% =1,a=0.5ep=0. A Figura 22
a seguir mostra a Krigagem feita a partir dos pardmetros estimados, que foram o? = 2.200,
o3 = 2.228, a = 1.960 e p = 0.685. Dessa figura nota-se primeiramente que a predicdo nas
redondezas dos pontos amostrados vai ao encontro das proporcoes observadas, o que é
esperado. Em segundo lugar é interessante perceber que a “sensibilidade” da predicao é
boa e um exemplo disto estda no mapa da predicao de silte, pois no centro dele existem
alguns pontos de alta concentragao de silte rodeados por outros de baixa concentragao e a
predicao consegue captar bem a relacao de dependéncia entre eles, pois existem “ilhas” de
maior concentracao de silte que indicam que o valor estimado para alcance de dependéncia
1/a = 0.510 (cerca de 56.6km)? é razodvel.

A Figura 23 ilustra os mapas dos erros padrao da Krigagem para cada com-
posicao. O primeiro aspecto interessante aqui é que a correlagdo simplicial entre as
composicoes é carregada para o desvio padrao, mas nao ha imposicdo da restricao
E.P(p1) + E.P(p2) + E.P(p3) = 1 pois caso houvesse ocorreria necessariamente de,
em regides com auséncia de observagoes (como nos cantos inferiores e superiores esquerdos

dos mapas), uma composicao apresentar erro padrao pequeno ja que o erro padrao de

2 J4 que 1 grau de latitude equivale a 111,045 quilémetros.
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uma das composi¢oes provavelmente sera alto devido a falta de amostras na regiao. Isto
levaria a conclusao de que em tais locais, terlfamos alta precisao das estimativas, o que
dificilmente seria verdade pois nao hé pontos amostrados perto da regiao. Nota-se também
que para a composicao de areia, existe um trecho no canto superior direito que representa
a maior incerteza a cerca da média, o que é curioso ja que nesta regiao existem algumas
amostras (de alta concentragdo de areia, inclusive), mas ainda ndao ha explicagdo para
essa situagao. Ademais os mapas dos erros padrao portam-se como o de uma Krigagem

univariada, que é o comportamento esperado.

Por fim a Figura 24 é um complemento do mapa de predi¢ao composicional e
exibe qual é a classificacao do solo predita, de acordo com SiBCS (o Sistema Brasileiro
de Classificagdo de Solos), e que permite em um s6 grafico visualizar as classifica¢oes
predominantes. Nota-se primeiramente que na predicao que existem 4 das 8 classificagoes
existentes sendo elas Argilosa (A), Muito Argilosa(MA), Média Argilosa (MeA) e Média
Siltosa (MeS). Impressiona também o fato de nao termos classificagdes Arenosas e este é
um ponto delicado pois considere o seguinte vetor, que fornece a menor quantidade de
argila predita na malha em que foi feita a Krigagem: (areia = 0.656, argila = 0.302, silte =
0.041. Segundo o diagrama ternario da Figura 24, para termos classificacdes arenosas é
necessario uma baixa concentragdo de Argila (menor do que 20%) e nao existe no mapa
predito casos com menos do 30%, o que nao leva a classificacoes arenosas, mesmo que
a proporcao de areia seja a mais presente. Entretanto, esta classificagdo esta sujeita a
erros pois é condicionada ao erro padrdao da predi¢ao (que para o exemplo ilustrado é
erro padrao da areia = 0.315, erro padrao da argila = 0.235, erro padrao do silte = 0.049)
e, consequentemente, ao intervalo de confianga associado ao valor nominal do erro do
tipo I que se deseja controlar. Ou seja, a classificagdo do exemplo é Média Argilosa mas
existe um intervalo de confianca que cobre a média que cujos valores cobertos permitem

classificar o solo como Médio Arenoso.
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Figura 22 — Krigagem trivariada de composicao do solo, feita com fun¢ao de covariancia
Matérn Bivariada de pardmetros estimados iguais a 02 = 2.200, o3 = 2.228,
a = 1.960 e p = 0.685.
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Figura 23 — Erro de predicao da Krigagem composicional do solo, feita com funcao de
covariancia Matérn Bivariada de pardametros estimados iguais a o? = 2.200),
03 =2.228, a =1.960 e p = 0.685
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Predicdo Composicional de Classificacdo de Solo

Classificagédo
. A

. MA

. MeA

MeS

Figura 24 — Classificacao predita do solo, obtida das categorias criadas pela SIBCS 5 a
partir de Krigagem feita com funcao de covariancia Matérn Bivariada de
parametros estimados iguais a o7 = 2.200, 02 = 2.228, a = 1.960 e p = 0.685

A Figura 25 ilustra o mapa da regiao de Uberlandia em Minas Gerais, em que
nele hé o conjunto utilizado para estimar dos dados (CTB0562) e fornecer os mapas de
predigao anteriores (representadas pelos pontos pretos), junto com novas amostras obtidas
através do item “CTB0809™, que serdo usados com o objetivo de quantificar a qualidade
preditiva do modelo (representados pelos niimeros). Note que novos pontos estao na regiao
mais bem povoada do mapa, o que sugere que a predicao composicao destes pontos deve
ter boa qualidade e baixo erro, exceto pelos pontos 2, 3 e 8 que estao em uma regiao

complicada.

3 Somente aquelas que estdo na regiao delimitada pelos dados CTB0562
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Figura 25 — Mapa da regiao de Uberlandia em Minas Gerais. Amostras utilizadas para
estimar o modelo estao representadas pelos pontos pretos, enquanto que as
novas amostras (utilizadas para quantificar a qualidade preditiva do modelo)
sa0 0S NUMmeros.

As Tabelas 6, 7 e 8 na Secao F do Apéndice mostram as quantidades observadas
de areia, argila e silte no conjunto de dados CTB0809 e qual é a predigdo do modelo para
tais composigoes, junto com seus respectivos erros padrao e identificadores (coluna chamada
Id para identificacgdo no mapa). As Figuras 26 e 27 mostram os diagramas ternarios paras
as quantidades observadas e preditas das composi¢oes em CTB0809. Nota-se claramente
que o Krigagem aglomerou as composicoes, sendo os pontos 3, 6 e 4 aqueles mais notaveis,
assim como a composigao de nimero 12, que teve (curiosamente) um efeito oposto. Tal
aglomeracao ¢ consequéncia natural da Krigagem, que funciona por regredir a média,

como um suavizador, (da mesma forma que uma regressao linear simples) e gerar mais
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categorias como média-arenosa/siltosa/argilosa. A Tabela 1 a seguir exibe o comparativo
entre a classificagdo do solo das composicoes observadas em CTB0809 e suas predigoes pela
Krigagem, enquanto que a Tabela 2 resume a Tabela 1. Notam-se cinco divergéncias entre
as classificagoes, destacadas pelo negrito, sendo que a dos 5 erros ocorrem por classificar
um terreno arenoso como médio arenoso, efeito da suavizacao, além do curioso décimo

segundo ponto, que sofreu o efeito contrario.

Composicoes em CTB0809

Silte

Silte

Figura 26 — Diagrama ternario dos dados na regiao de Uberlandia (MG) que foram usados
para ajustar o modelo.
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Predicdo das Composi¢cdes em CTB0809

Argila

Silte

Silte

Figura 27 — Diagrama ternario dos dados na regiao de Uberlandia (MG) que foram usados
para determinar o poder preditivo.

Para comparar o desempenho da Krigagem com outras técnicas de modelagem
populares, estimou-se também o desempenho do classificador K vizinhos mais proximos
(HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009) para classificagdes de solo descritas no
apéndice E e encontradas em CTB0562. O procedimento aqui utilizado para estimar o
nimero de K foi usar a validagao cruzada (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009)
“deixe um de fora” (leave one out) no conjunto de dados CTB0562 e avaliar seu desempenho
no conjunto de dados CTB0809. O motivo de se criar um classificador sobre as etiquetas
obtidas da classificagdo SIBCS, ao invés de um regressor sobre as composigoes, é devido
a hipétese de que o classificador terda um desempenho melhor do que o regressor, dado
que ha menos variabilidade nas etiquetas do que nas proporg¢oes. A Tabela 3 a seguir
mostra quais foram as acuracias obtidas a partir da validacao cruzada. A maior acuracia
encontrada foi de 59.1% (contra 61,29%, como descrito no Apéndice H) o que forneceu como

melhor classificador encontrado aquele que com K = 5. A matriz de confusao (HASTIE;
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Tabela 1 — Comparativo entre a classificacgdo do solo para as composi¢oes observadas e
suas predicoes pela Krigagem. Notam-se 5 divergéncias entre as classificagoes,
destacadas pelo negrito, sendo que a maioria dos erros (4 dos 5 erros) é por
classificar um terreno arenoso como médio arenoso.

Id Classificacao Observada Classificacao Predita

1 A MA
2 MA MA
3 A MA
4 A MA
5 MA MA
6 A MA
7 MA MA
8 MA MA
9 A A

10 MA MA
11 MA MA
12 MA A

13 MA MA
14 MA MA
15 MA MA

Tabela 2 — Classificacao obtida a partir da Krigagem contra categoria observada.

A MA
A1 4
MA 1 9

TIBSHIRANI; FRIEDMAN;, 2009) gerada a partir da previsao do classificador nos dados
de CTBO0809 e as categorias observadas estd na Tabela 4. Nota-se que seu desempenho é
pouco superior a Krigagem pois o algoritmo KNN s6 acertou uma categoria a mais que a
Krigagem. Além disso, nao é possivel obter para o algoritmo utilizado, uma medida de
erro sobre a probabilidade da classificagao, o que nao permite gerar mapas de incerteza
associada a predicao. Por fim a Figura 28 exibe como seria o mapa de classificagoes de solo

predito pelo método com K = 5, que é bem diferente do mapa 22 descrito pela Krigagem .
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Tabela 3 — Taxas de acuracias nos dados CTB0809, para cada algoritmo KNN ajustado por
validacao cruzada “deixe um de fora” nos dados CTB0562. O melhor resultado
foi obtido com K =5, com acurécia de 59.1%.

Acurécia
54.80
52.70
51.60
55.90
59.10
54.80
57.00
52.70
49.50
51.60

5 © 000Ut W N =R

Tabela 4 — Classificador criados com base em 5 vizinhos mais préximos contra classificacao
do solo observada. As linhas representam as categorias observadas em CTB0809,
enquanto que as colunas representam as categorias preditas pelo algoritmo.

A MA MeA MeA/MeAr MeAr MeS
A1 4 0 0 0 0
MA 0 10 0 0 0 0

Etiqueta

Figura 28 — Mapa da predigao da classificagdo de solo de acordo com o critério SIBCS,
realizada pelo algoritmo KNN com K = 5 vizinhos mais proximos.
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5 Consideracoes Finais

A metodologia de co-krigagem com func¢ao de covariancia Matérn Bivariada
se mostrou promissora como forma de criar mapas de predicao espacial em processos
multivariados por permitir nao sé criar predi¢oes das composi¢oes mas por também fornecer

mapas de imprecisao da estimativa composicional.

Entretanto a estimacgao dos parametros nao foi simples sendo, certamente, a
parte mais intrincada do projeto. O motivo é que sé foi possivel estimar os parametros
quando alterou-se o tamanho do passo ao manualmente encolher as estimativas do gradiente
por fatores de ordem 107%. Porém apesar de vidvel esta certamente nio ¢ uma forma
elegante nem objetiva, o que abre vias de estudos para tornar a otimizagao dos parametros
uma etapa mais conceitualmente concisa. Uma ideia para adaptativamente mudar o
comprimento do gradiente é o pré-multiplicar pela inversa da Matriz de Informagao de
Fisher, de forma a amenizar a dificuldade de impor um fator de reducao de tamanho
tinico 107% para parametros de diferentes escalas. Outra opcao é seguir a linha de Martins,
Bonat e Jr (2016), que fornece como abordagem aproximar o gradiente por métodos

computacionais e usar verossimilhanca perfilada para estimar os parametros.

Outros futuros tépicos de pesquisa sao:

1. Utilizar a transformacao ilr ao invés da transformacao alr, pois existem indicios

(WANG et al., 2020) de melhora em poder preditivo ao utilizar a primeira fungao;

2. Implementar krigagem ordinaria ao invés de krigagem simples para criar os mapas e

quantificar a qualidade das predigoes;

3. Implementar na funcao de covariancia Matérn bivariada o caso geral e compara-la
com o caso completo, ja que a restricao de que os alcances de dependéncias sao os

mesmos pode nao ser adequada.

4. Utilizar a teoria citada em Aitchison (1986) para criar elipses de confianga para as

proporgoes, de forma adaptada ao caso geoestatistico.
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APENDICE A - Gradiente da

log-verossimilhanca para o Modelo de

Covariancia Matérn Bivariada

A.1 Foérmula geral da derivada da log-verossimilhanca

O modelo Matérn bivariado reduzido para processos Gaussianos e parametrizado

por vec(p) € R*N e 0 = (072,02,a,p,7%,72), com ¢? > 0,02 > 0,a > 0,0 < p < 1le

72 > 0,73 > 0 tem log-verossimilhanca dada por
1 1 T -1
l(p,0) x —5 log(det(Xg)) — i(vec(z) —vec(p)) g (vec(z) — vec(p)), (A.1)

onde

(C’ll(h) 012(11))
Yo =
Cgl(h) OQQ(h)

é uma matriz 2N x 2N com blocos
Cll(h) = O'%M(h‘l/l, a) —|— 7'12]1(1'1 — 0)
ng(h) = O'%M(h|l/2, CL) + 7'22]1(h — O)

Coa(h) = Ciz(h) = porat (b | P2 a) (A2)
M(hlv,a) = > "’(a!\hgzx@(arrhuy

para algum vy, v, fixos positivos, e onde K, é a funcao de Bessel modificada de segunda
ordem. Sem perda de generalidade, assuma vec(p) = 0, e defina 'y = vec(z). Ao derivarmos
a log-verossimilhanga em relagao a qualquer elemento (chamado 6 por conveniéncia) de 6,

temos a expressao geral da derivada da log-verossimilhanca:

b

al(0> _ _1 (tr(z:;lﬁza) - yT 50

00 2 00

y) (A.3)

pois, usando as identidades de (MAGNUS; NEUDECKER, 1999),

Olog(det(Xg)) 1 0Odet(Xg) 1 ( _1829) B ( _1823)
90 ~ToaXy) 00 loa(zs) eZ)(Ze ) = 1r(Ze g
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ox,? )
— 170l
o0 o o9 7

Entdo se r = 3¥,'y, pela simetria da matriz de covaridncia, tem-se que

r) (A.4)

A.2 Derivadas Parciais da Funcao de Covariancia

03¢

09

ale) 1 080\ 4
0 2(”(20 ) "

A matriz de covaridncia é

O’%M(h|l/1, a)

posoy M (h | 7 ;— i

Yg(h) =

,a) 0%M(h|yg,a)

Assim, as derivadas parciais de ¥g(h) com relagdo as componentes de 8 sao:

Derivada de 34 com respeito a o7

0%g(h) M(hlvl,i)
oot |P2m (h |2 VQ,G) Onxn
20'1 2

Derivada de 34 com respeito a o3

3Zg(h) B ONxN+
dos ?M (h | “ 5 VQ,a) M (h|vy, a)
02
e Derivada de 3y com respeito a p:
0%g(h) Onxn
(9,0 N 0'10'2M (h ’ “t VQ,G/) ONXN

Derivada de Xy com respeito a 77:

9% (h) (I oNxN)

S A
ot{ Onxn Onxn

Derivada de 3y com respeito a 75

03g(h) _ (ONXN ONxN)

or3 Onxn I
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e Derivada de 3y com respeito a a:

05 (h) ot M'(h|11, a)

== 121 +V2

Oa poioo M’ (h |

,a> o2 M'(h|vy, a)

Note que M’ é a derivada de M (h|vy, a) com respeito a a para k = 1,2,3, em

que v3 = (11 +11)/2. Isto é, para v > 0 em geral,

oM (h|v,a)  2'7[|h||"| , 0K, (al[h])
% =T va’ K, (a||h])) + a 5
e como (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972, p.376)
OK,(alh|) v
SRR — | Rl i) ~ Kol
entao
oM(hlr,a) 2| v
= VK h YIh]|| —K h|) — K h }
= S [ Bl + 0 ) ) = Ky el

Ao simplificar a dltima equacao, obtem-se que

217V||h‘|l/a1/71

M(h|v,a) = T

[bewhm—aWMmeﬂmml
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APENDICE B - Avaliacio estavel do

gradiente para o Modelo de Covariancia

Matérn Bivariada

B.1 Inversa

O objetivo é obter a inversa de

~ (Cu(h) Ciz(h)
Yo(h) = (Cgl(h) CQQ(h)) (B.1)
entao ao definirmos
sy (Ca®) Ca)
’ C5(h) Cy(h)

é possivel obter que

Cii(h) = [Cn(h) — C12(h)Cyy' (h)Coy (h)

-1

Cfy(h) = — [Chi(h) — Cia(h)Cyy' (h)Cor(h) | Cra(h)Coy' (h)

-1

C5,(h) = —=Cyy' (h)Cyy (h) | C11(h) — Cia(h)Cyy' (h)Coy (h)

Csy(h) = Coy' (h) + Coy' (h)Cyy (h) [Cn(h) - Clz(h>0221(h)021(h)] Ci2(h)Cyy' (h).
(B.2)

Se também definirmos

Vi := O (h)Can (h)

(B.3)
‘/2 = Cll(h) — Clg(h)C;QI (h)CQl (h)

podemos obter uma forma simplificada para o sistema (B.2), j4 que como C1y, C1a, Ca1, Cao
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sao simétricas

Chith) = V5 '

Cla(h) = 1Vl

Cyi(h) =

Csy(h) = ( )+ Vv vy

pois Vi = C5,'(h)Cy(h) fornece V' = Cy5(h)Cy,' (h). Note ainda que C7,(h)

pois

V)" = Cii(h) — (C12(h)Cyy' (h)Cyy
= Ci1(h) — Ci2(h)(Ci2(h)Cyy!
= Cp1(h) — C12(h)Cyy' (h)Cia(h)
= Vs,

Cyy (h) = —(V, VT
= V(v T
= V()
= C;1<h)-

B.2 Logaritmo do Determinante

Se ¥g(h) é como dada em (B.1), entao

det(Zg(h)) = [Eg(h)| = [Cri(h) — C1a(h)Coy' (1) Car (h)[[Coz(h)]
Portanto, com o logaritmo fica

log(|Zg(h)]) = log [C11(h) — Ci2(h)Cyy' (h)Coy (h)| + log |Coa ()]

B.3 Traco e Forma Quadratica

89

Para avaliar r

(B.4)

= C3 (h),

(B.5)

0%
retr (Eo ;) a estrutura de blocos também pode nos

ajudar a deixar o algoritmo mais estavel e rapido. Sendo a inversa de g definida como

Chi(h)  Ciy(h)
Ci(h) Cg(h))

3y'(h) = (

(B.6)
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r=3ly = Cii(h) Ch(h)) (¥ _ Cti(h)y1 + Cia(h)ys
’ Cyi(h) C(h)) \ye Oy (h)y1 + Cpy(h)ys

em que y; e ys sdo, respectivamente, os vetores resposta associados as primeira e segunda

variaveis multivariadas, temos que

Pty — g (G Cath)
ey (20 G0

) ) Chm) (n
= ()" ( Cah) C 2<h>) <y)
_ ( ) Cf2(h)y2
= ()" (0;1<> + Cph)y )

=y Cti(W)y1 + yi Chy(h)ys + y3 Coy (h)ys + y3 Coa(h)ys
= yi C1,(h)ys + 2y Ciy(h)ys + y3 C3,(h)yo

pois como C;7 (h) = Cj,(h) obtemos que

yi Chy(h)yz = tr(y{ Chy(h)ye) = tr(y] Cir(h)y2)" = tr((Cr,(h)y2) y1) =
tr(szC'i‘QT(h)yl) =Y 051(11)

Também é possivel escrever o resultado anterior em termos de (B.7), o que

fornece

i Vo tyr = 2y Vo Ve + 45 C'ys — 45 ViV TV Ty
Para terminar é preciso obter as derivadas em relacao a cada componente de 6.

B.3.1 Caso em que ), = o7

Traco:

51 ()220 _ (Cirh) Ciy(h) po 2(hlvl, a)
doy C5,(h) C5,(h) %, M(hlvs,a) Onxy
P

G ()M (B, ) + Ci (1) 52 M (bl ) Cy ()57 M (o, 0
PO2

Cy (h)M (h|vy, a) + C3,(h) 20_?M(h|V3, a) C21(h>EM(h|V3a a)




APENDICE B. Awaliagio estdvel do gradiente para o Modelo de Covariincia Matérn Bivariada 74

Portanto como C,(h) = C3I (h)

tr (Z;l(h) ?)Z;g) =tr (C’fl(h)M(h\m, a)) + 2tr (C’f2(h);:2M(h|V3, a))

1 1

= tr (C{l(h)M(h\yl, a)) + ?tr (c;2(h)M(hyy3, a))
1 (B.8)
= ir (Ofl(h)Cn(h)) ¥ tr (0;2(h>012(h))

ot

Forma Quadratica:

M (h|vy, a)
v=0l w) |, 2 um 0 .
pf‘l ( ’Vg,@) NxN Y2

g
M (h|vy, a)y + PTiM(h%, a)ys

9% (h)
90,

yT

T T
=\ vy o
( ! 2) pr(hIVr),a)yl
91 (B.9)

g

g
= yi M(h|v, @)y, + lep%M(hIVS, a)ys + YL po—o

2
M(h

a:
= yipM(h|V1, a)y: + ﬂf?hTM(h’V?n a)ys
1

1
= g?hT 011(h|V17 a)yl + 012(h|V3, Cl)yz
1
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B.3.2 Caso em que 0, = o3

Traco:

%0 (Chh) Ch()) [ Owxy
o ™oz = \ep 0;2<h>) (/2)0; M(bls,a) M(h”"”)
M(h|vs,a) Cfi(h)5—

* PO1 PO1
Cia(h)5 > 20

po po %
CQQ(h)2O;M(h|V3’ a) 021(h)2O;M(h|V3a a) + C3y(h) M (h|vs, a)

M(h|vs, a) + Ciy(h) M (hlvy, a)

Portanto como C,(h) = C3I'(h)

tr (E;l(h)gfg) =tr (C’;Q(h)M(hh/g, )) + 2tr (C’E(h) ggl (hlvs, a))

2 2

= ir (0;2(h)M(h|y2, a)) + ?tr (C’fz(h)M(hh/g, a))

(B.10)
1 1
03 02
=S|t (ng(h)cm(h)) +tr (Cfg(h)Cm(h))]
2
Forma Quadratica:
9% (h) Onxn Y1
T _(, T T
v g v = () p%M(h]l/;),,a) M(hyg,a)) (m
2
— M (h|vs,
N I
pTM(hIVsn a)yr + M(h|vy, a)y,
(B.11)

o
M (hlvs, a)ys + y2 p~— M (h|vs, a)y,

T
— T M(h
yT M (h|wy, a)ys + gl p—t 205

209
:ng(h|V1, )y2+P Z/1M(h”/3; a)yo

= — |y3 Coa(h|v1, a) + y{ Cia(hlvs, a) [y
2
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B.3.3 Caso em que 0, = p

Traco:

-1 ) _ Cfl(h) sz( ) Onxn
g (h)—— = o
dp C51(h) C3(h)) \orooM(h|vs,a) Onxn
i“(h)alagM(h|V3, a) Ciy(h)oyoaM(hlvs, a)
(h)0102M(h|V3,a) C;l(h)alO'zM(h‘Vg,a)
Portanto como Cf,(h) = C3f (h)

tr (20 (h >aazp,,) = 20,0,tr (Cf2(h)l\/[(h]y3,a)) (B.12)

Forma Quadratica:

Onxn n
T T
Yy=\y1 v
( ! 2) (UlUQM(h’V:g,a) ONXN) (?J2)
o109 M (h|vs, a)ys
= (47 o) (B.13)
o102 M (hlvs, a)y
=y o109M (h|vs, a)ys + y3 o102 M (hlvs, a)y;
= 20102y;‘FM(h\V37 a)ys
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B.3.4 C(Caso em que 0, = a

Traco:

s P20 _ (Ch®) Chb) (oM (@) poroadd (Blysa)
P00\ Ch(h)) \poio2M (bls.a)  o3M (bvs,a)

_ (CLi(m)oM (b, a) + Cfy(h)porox M (hlvs, a)

C5, (W)t M (h|vi, @) + C3y(h)por02M (hvs, a)
Ci1(h)por0a M (hvs, a) + Cfy(h)os M (h|vy, a)
C5,(h)poroa M (h|vs, a) + Cy(h)az M (hvs, a)

Portanto como Cf,(h) = C3{ (h)

tr (25%)%?) = ot (c;a<h>M’<hrm,a>)+

oltr (C;z(h)M/(h’VQ, a)) + (B.14)
2p010otT (C’fz(h)Ml (hlvs, a))

onde (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972)

OM(hlv,a)  (3)'"vd”

a

da T

M (hlv,a) = IQVK,,(ad) — adKVH(ad)] (B.15)

Forma Quadratica:

9% (h)
00,

yT

y = (yT yT> U%M/(lh|1/1,a) ’ Y1
b povoa M (h|vs,a)  o2M (hlve,a) ] \ye
_ (yT T) U%M,(m’/l, a)yr + 00102M/(h’7/3, a)ys
b2 povoa M (M|vs, a)yy + 02 M (h|vs, a)ys
= yTU%M,(h\Vb a)yr + y{p0102Ml(h|V3a a)yo+
ys poroaM’ (h|vs, a)ys + y3 o5 M (h|wy, a)ys

= U%leM/(h\Vh a)yl + UgszMl(th, 0)3/2 + 2/?01023/1TMI(h|V3; 0)3/2
(B.16)
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B.3.5 Caso em que 0, = 7'12

Traco:
b (w) @;1;) 4 (g@gg
tr(Cy (h))

Forma Quadratica:

0% (h)
T _ (T
B.3.6 Caso em que 6, = 73
Traco:
tr Z;l(h)a—zg =tr Cia(h)
o C§1<h)
tr(Cgy(h))
Forma Quadratica:
0% (h)
T _ (T

CLm) (1 0\ _, (Cim) O
cum)\o o) ~ " \enm o

Cip(h)) (O O
Ci(h)) \O T

a0 )

)Zszyz

(B.17)

(0 Chhy
0 Ciylh)

(B.18)
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APENDICE C - Informac3o de Fisher

Seja vec(Yx2) = Zyx1 ~ N(p,X). Considere ¥ parametrizada por 8 =

(02,02,a,p). A log-verossimilhanca 1(8) é

1(6) o 5 Tog(det(S9)) — 3 (5 — )" Sz — o).

Assuma, sem perda de generalidade, que p = 0, de forma que a derivada de [(€) em

relacdo a qualquer parametro 6 de 6 é

oUO) 1 [ ,0%e\ 1 o
0 2““(20 ae>+zz 0

b))
—8 0 Eglz.

00

A matriz de Informagao de Fisher Z(0) é, portanto,

7(0) = (W")é‘l(“’)> |

00 00
Se denotarmos i,(8) = 8{;(90) entao
k
£6) - 11(6)is(6)
Z0)=E : ‘ :

54(9).1'1(9) 53('9)
C.1 Resultado Preliminares

Aqui sao apresentados alguns resultados basicos para calcular a esperanca
envolvendo a matriz de Informacao de Fisher. As demonstracoes estao adaptadas de
(SEBER; LEE, 2012, pp.9-11) e (SEARLE, 1971, pp.54-57), respectivamente.

Resultado 1. Esperanca de Forma Quadrdtica Seja Z um wvetor N x 1 de varidveis

aleatdrias e A uma matriz N X N simétrica. Se E[Z] = p e Var(Z) = X, entdo
E[ZTAZ] = tr(AS) + p" Ap
e se Z tiwer distribuicio N(p,X), entdo

Var[Z" AZ) = 2tr(AX) + 4u" ASAp
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Demonstragio. Como Z*AZ é uma forma quadratica, entdo E[Z7 AZ] é um nimero, e

igual ao seu traco. Pela linearidade e propriedade ciclica do traco, temos
E[Z"AZ] = tr {E[Z" AZ]}
= E {tr[AZZ"]}
= tr {AE[2Z"]}
=tr{AX} + tr {AuuT} :
Para determinar Var[Z” AZ], assumindo Z ~ N(u,X), temos que a funcio geradora de

momentos de Z” AZ para |t| pequeno (isto é, tal que 7! — 2tA é positiva definida), ¢

00 tz” Az
M(t) = E(e'2"A%) = / eI en gy,
—oo (2m) 7 |X[2

1 /oo e b = pt g T (BT 2t )

—3 ()T [B7-20A](z-p) g

e e 2 Z
PIERERE (2m)%
_ 1 ; i 6_%uT271H+%M*T(271_2tA)IJ‘*
X - 2tA|2|X)2
1 —suT [I-(1-2tA) 2 1p

T Inay — 2tAX[?
onde p* = [I—2hAX] . Note que M(0) = 1. Usando a propriedade da funcio geradora

de momentos

dEM (¢
Bz a2y = T
temos que
dM(t) _ _1;e_%“T[I_(I—QtAE)*]E—lu (d’I _ 2tA2|)
dt 2|1 — 2tAX: dt

1 1 1.7 —1]y—1 d
S S Vel | S E e S P ( T1-2AD) ' >
21— 2AAXz ait| ) 8

1 d

d
— M) [ T 2AR | — ST - 2tAR) IS
QM()<|I—2tAE|dt| —ar ) “)

M(t) (260 {(T - 2tAS)'AS} + 20" (1 - 2tAR) TAS(I - 2tAR) 'S )

DO | —

= M(t) (tr {(T— 2tAX) 'AS} + p"(1 - 2tAS) TAS(T - 2tAS) 'S 'p),
d2M(t)
de?

M(t) (e {(1 - 2tAD)AS) + 4" (1 - 2AS) ' AS(I - 2AS) 'S )’
d -1
+ M) tr {(T-2tA%)'AX}
+ M(t)(iuT(I —2AX)TAS(I - 2tAT) 'S .

M =tr (dg(U(t)) dU(t)) , temos

Usando a regra da cadeia de calculo matricia T qu dt

jttr {(1-2tA%) A} = 2tr (I - 2tAD) 'AS(I - 2tAR) AT,
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€
(iuT(I —2AAD)TTAZ(I - 2AT) Iy =
Apt (1 - 2tAD) TAS(I - 2tAD) AR - 2tAS) 'S .
Portanto

E[(Z"AZ)%] = (tr{AE} + ,u,TAp,)2 + 2tr{AZAY} + 4p" AZ A p.
O

Resultado 2. Covariancia de Formas Quadrdticas Seja Z um vetor N X 1 de varidveis

aleatdrias e Ay, Ay matrizes N x N simétricas. Se E[Z] = p e Var(Z) = X, entdo
Cov|[Z"A\Z,Z" A7) = Qtr(AlﬁAgE) +4p" A S Ao p

Demonstracio. O Resultado 1 vale para ¥ de posto incompleto, substituindo as restrigdes
de existéncia da func¢ao geradora de momentos baseadas em matrizes positivas definidas
por positivas semi-definidas onde necessario (SEARLE, 1971, p.66). Se definirmos o vetor

Z4N><1 - (ZT7 ZT7 ZT7 ZT)T7 entao

E(Z) =141 @, Var(Z) = (14X111TX4) QRN

Onvxny A1 Onxn Onxn

1l Ay Onxny Onxn Onxn

A

)

2| Onky Onen Onxn Ay
Onxn Onxy Az Onxy

temos que ZT'AZ = ZTA|Z + ZTA,Z. Naturalmente, Var[ZTAZ] = Var[Z'AZ) +

Var|ZT AyZ]) +2Cov|[ZT A Z, Z" A, Z) o que implica, ao reorganizar os termos, no resultado

desejado.

C.2 Resultado Geral

Assuma, sem perda de generalidade, que p = 0. Sendo 11(0) =

01(8)

b(8) =
J

onde ¢ # j, temos que
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oo 1 0¥ 0% () ()
i.(6)1;(0) = 4{ (271G — o (B R e (B ) — T (3715 e }

1 ox () ox ox

_ 2—1 > 1 2—1 T 2—172—1
1 |IrE g (BT ) — (BTG )z (B e )z
ox ox () )y
o > 1 T 2717271 T 2717271 T 2717271
tr( 89) R L S R o, )z

Agora pelo resultado 1 temos que

)y )y )> 0% | 19% ]
-1 192 _ —1 Ty—1 -1
E|tr(X2 89> (2~ 3«92 Nz Eltr(X 802-)22 (80i280 )2 z
IR TY)> oz ox” ]
ox o azT
1 Ty—1 (02 0Ox -1
Tolr(E G B2 E (a@ 20, )E z
T ) 0% e
2”(2 zw) (2 o, " o,
y rao1 (02 02T\ o, , "
ja que Flz" X ——— | X Z} = 0, pois a esperanca de uma forma quadratica
00; 00,
oz oz’

com matriz antissimétrica é zero e ( > é anti-simétrica por construcao. De

20, ~ on,

forma analoga,

22 7T 2—162

70,7 | 6. > )zl =

Eltr(z!

1 IRY:) SEN,) Yol 0%

o que implica que

Bl@)]6)] = § |57 Gir(= 5 -

00X 0x 0X
1 —1 -1 1
tr(z o 4E 89> (2 89>

1

2

L (5105 | 108 >

2! (2 o, "= o, )tr<2 o6,) "

71 0% 0%
E(z (=S Nzz" (5 8—92 ))]

tr(Z o )tr(B !




APENDICE C. Informagio de Fisher 83

Por outro lado de acordo com o resultado 2 e ja que u = 0, temos que

0% 1)y
Tyr—1 1924
El|z (2 8@2 Nzz" (2~ o0, XNz
1) 0%
Tiy—19% 51\ Tiy—19% 51y | _
Cov |z (2 8@2 )z,z" (32 ijE )z
1C’ ZT(2_1<62 + 62T>2_1>z z' (271 (82 + 62T>2_1)Z =
1% 06, 00, ’ 00, " 00, -
2 L /0X 9T\ _ /0%  oxT
4”(2 (aeﬁ aei>2 (aeﬁ aej>
Assim
- 1 182 182

o[ a”) (=2)-

(C.1)
T
o) )
2
L (82 c‘)ET) (az 82’—”)
2" a0
Para o caso de simetria, C.1 torna-se
~ . 1 0¥ 0% B 0% 10X
E[ZZ(O)ZJ(O)]—4 tr(E aeiE 89) tr(X 89) r(X™ 89) (C.2)

C.3 Informacio de Fisher para o7 e o5

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal
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* * po

1, ()M (Bl a) + Cy (B) 52 (blvs, ) | (B) 5 M (o, )+
AN N

1 (1) 522 M (s, @) (0) 5 M (s )

Ci1(0)M (hlon, @) + Cp () 572 M (b, >}

* pO' * p
011<h) M <h|’/3’ )+012(h> "M (h|V27>

20’1 20‘2 +

e 1\ PO )
021<h)2; <h|’/3’ )+O22(h>M<h|V2’a)

Ou seja, a esperanga em Z é duas vezes a soma dos tragos desses dois elementos.

Ou seja:

*{[Cﬁ(h)M(h% @)+ Ciy(h) 52 M (b, >]cr2< 5oL M (bl )+

2
£l () M (b, @) Oy () M (b, ) +

[c;1<h>M<h|ul,a>+c;2< )5 M (bl >]

[Ci}( 0) 222 M (b, @) + Cry(h) 52 M (b, a) |+

20, 202

Oﬂ(h)?al (h‘V& )+C’22(h)M(h|y2,a)}
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Assim

*

E{l1(9)l2<9)} i{ ;1 (C (h)Cii(h )) +tr(0f2(h)012(h)>

tr ( 022 +tr (CE On(h))

(C.3)

Criw M

Cia(h) " M (hlus, >+c;2<h>M<h\vZ,a>)}

C.4 Informac3o de Fisher para o e p

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal

de X~ 18722 1@72 sao
o3 a

0102C55M (h|vs, a)+

g
O}y M(hl,a) + 520 M (bl a)
1

L2201 M (b, @)oa01 O3 M (b, a)
1

g
O3, M (b, a) + %C§2M(h|u3, a) | o109C M (h|vs, a)+
1

[
50_20* (h’l/3,a)0'20'10;1M(h‘V3,a)
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Portanto

E{z'l(e)z;(e)} :i{ 011 [tr (c;(h)cn(h)) +tr (c;;(h)olz(h))] ]

[20102157“ (C’12( )M (h|vs, a))

tr(

002

_|_

g
Ct M (h|wy,a) + © 5o ClaM (b, a) | 010:C5, M (bl 0) +

(C4)
C’l*l (hlvs, a)oe01C5 M (h|vs, a)) +

tr(

oX
- 2051 (h|V3aG)UQU1C§1M(h|V3,a)) }

[oX
CiuM (bl @) + 572 C3M (b, a) | o10:CH M (v, a) +

C.5 Informacio de Fisher para o7 e a

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal

de X7 1822 1872 Sao

o? a

&mMmm,>‘moa<m%@)&quawh>+wwwmwmmﬂQ+

,002

20, CnM (hlvs, a)

C3,0° M (h|vy, a) + posoCh, M (h|vs, a)]

O ’
(051M(h|V17 a)+ 7 202*2 (h|’/37@)) (CﬁpﬁfflM (hlvs, a) + 05CH, M (h\’/ma))Jr

[oX
p%a M (hlvs, a)

Cypoa01 M (h|vs, a) + 03C3,M (hlvs, @)]
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Portanto

B{i0)is0)} zi{ =

[a%tr (C’i‘l(h)M/(hh/l, a)) + oatr (C’;Q(h)M/(hh/g, a)) +

tr (C}‘l(h)(]u(h)> +tr (Cf2(h)012(h)>] .

2po0atr (CTQ(h)MI (hws, a))]

+ 2xtr

g
(0;1M(h|y1, @) + 5 CiaM (bl a))

(C’ﬁa%M'(hh/l, a) 4 poyo CiM (hvs, a)) +

PO2

%0, +

CriM(h|vs, a) (C’glan/(th, a) 4 poso Ci M (h|vs, a))

2% tr

[oX
(C;lM(hh/l, a) + gfc;QM(myg, a))
1

(C’l*lpagalM,(th, a) 4+ o2C, M (h|v,, a)) +

PO2

2—C§1M(h|yg, a)
01

C3,pos01 M (h|us, a) + 02C5,M (h|v,, a)] } }

(C.5)

C.6 Informac3o de Fisher para o5 e a

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal

de E’la—?E’la—E sao
05 a
pPo1

Ct,M (h|vs, a) |CHo2M (hlvy, a) + posoy Clo M (h|vs, a) | +

20,

o , ,
(';;CflM(hW& a) + C1yM (hlv,, a)) (C’;lan (h|v1, a) + poso CiM (h|vs, a))
2

e
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g ’ ’
POL e M(hvs, a) | Coyposo M (B|us, a) + 0205 M (hlve, a) | +

20'2

g ’ ’
(';;C;lM(h\uy), a) + C3, M (hlvy, a)) (C’;lpagall\/[ (hlvs,a) + U%Cz*QM (h|vs, a))
2

Portanto

tr (0;2(h)022(h)) +tr (0;*2(h>012(h)) ] *

03

E{bwﬂxeﬂ~=i{‘§
[a%tr (C’fl(h)M,(th, a)) + oatr (05‘2(h)M,(h|1/2, a)) +

+

2poi09tr (C’fQ(h)M/(hh/g, a))

2 % tr %CTQM(hh/S, a) (CEU%M/(MM, a) + P020101*2M/(h|y3a a)) +
2

(Tfmmmm+%Mwmﬂ*
02

+

(C;lan,(hh/l, a) + poao O M (hus, a))

2 x tr %CQ*QM(MV?,, a) (CflpawlM/(h]Vg, a) + UgCl*QM'(h|y2, a)) +
2

(g”lc;lM(h\y3, a) + C3, M (h|s, a)) "
02

(051P0201M,(h\1/3> a) + 03C3, M (hvs, a))]

} (C.6)

C.7 Informacio de Fisher para o5 e p

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal

de E’la—z;z’la—z Sao

lop) a

o
EC’i}]\f(h\ug, a)Ciy010907 M (h|vs, a) + 0109CF, M (h|vs, a)Cs, M (h|vs, a)

20’2
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(§
g
010025 M (hvs, a) %C’ﬁM(hm,a)+01*2M(h|y2,a) +
2
g
0105025 M (hvs, a) %oglmhwg, a) + C M (h|vs, a)
2
Portanto

[
POL 0 M (h|vs, ) Oty 0202 M (h|vs, a)+
2

E{zg(e)zg(e)} :i{z m( -

0109CT M (h|vs, a)C3y M (hlvs, a)] *

0109C5, M (hl|vs, a)

o

L2103 M (b, @) + C3, M (v, a)
2

L2L01 M (b, @) + Cjy M (v, a)
2

2% tr (0102051M(h]y3, a)

)

1
tr <02 {yQTCzQ(hM, a) + leC’lg(hlz/g, a)] y2> x tr (20102y1TM(h\u3, a)yQ)
3

(C.7)

C.8 Informacao de Fisher para a e p

De acordo com os resultados do apéndice B os elementos da diagonal principal

de 2_1872232_1872 sao
lop a

01050, M (h|vs, a) | 02CE, M (h|vy, a) + po1oaCiy M (hlvs, a) |+

UlO'QCflMal‘Vg, a) O'%C;lM/<h‘V1, a) + pUlO'QCSQM(h‘I/g, a)
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0105C5, M (h|vs, a) | poi205C5 M (b, a) + 02Ct,M (h|vs, a) | +

010505, M (h|vs, a) | poi205C5 M (b, a) + 02C%,M (h|vy, a)

Portanto

. . 1 /
E{zz(e)zg(e)} :4{2 . tr (alazc;QM(myg,a) 020t M’ (b, a) + poroaClyM (hlvs, a) |+
010205 M (hlvs, a) |07 C5 M (h|vr, a) + poro2Cs M (h|vs, a) )+
2xtr (0102052M(h|ug, a) | po120,C1 M (h|vy, a) + 02CH, M (h|vs, a) | +

0109C5, M (h|vs, a) [,00120202*1M,(h\1/1, a) + a%C’EM(h\yz, a)] ) —

; 1
r|{ —
o3

szCQz(h|V17 a) + ?JlTClQ(h’Vs, a)] yz) *tr (QUlazny(h‘V& a)!/z)

(C.8)
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APENDICE D - Simulacdo de Processos

Gaussianos Espaciais com Estrutura Matérn

Bivariada

Simular um processo gaussiano com funcao de covariancia Matérn Bivariada
pode ser feito pela biblioteca RandomFields (SCHLATHER et al., 2015) no pacote esta-
tistico R (R Core Team, 2020). Nele é preciso primeiro criar uma objeto que represente
a estrutura de covariancia desejada, por meio da funcao “RMbiwm”. Entretanto a para-
metrizacao da fungao de covariancia do pacote difere um pouco daquela que foi adotada
nesta discussao, como mostram as equagoes abaixo. Ja o c6digo logo apds mostra como

simular o processo exibido na Figura 12, que reflete a estrutura ilustrada em 11.

C“(h) = U?M(h‘a, Vi)
Cij(h) = pojo;M(hla,v;),i # j Cij(h) = ciyM (h[1/s;, v;)

Versao Adotada no Texto Versdo do RandomF'ields

library (RandomFields)
x <- y <- seq(-10, 10, 0.5)

modelo <- RMbiwm(nudiag=c(0.5, 1.5), nured=1, rhored=0.8,
cdiag=c(1, 3), s=c(1, 1, 1))

biwm_ sim <- RFsimulate (modelo, x, y)

Na rotina acima temos que o argumento

 nudiag representa o vetor (v, 1s);

« cdiag representa o vetor (02,03 );

s representa o vetor (1/ay,1/as,1/az). No caso do modelo bivariado reduzido s
torna-se (1/a,1/a,1/a);

e nured é dado por vy = o1 = 0.5(111 + Vag) * Vpeq € entao para que tenhamos o

modelo reduzido é preciso que Vg = 1;
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(V1V2)2

 rho representa p e precisa respeitar a restricao |p| < ————
(1 +10)/2

As simulagoes desta se¢ao foram feitas por meio do pacote RandomFields
(SCHLATHER et al., 2015), versao 3.3.8. Para a simulagao foi criada uma malha regular
de que vai de —10 até 10. Nela, temos 201 pontos em cada coordenada, o que leva a um
total de 40401 localizagoes. E importante ressaltar que todos os modelos aqui configuram

fungoes de covariancia vélidas.

Simulacao Matern Bivariada para Varios valores de a
28.2842712474619.. a diagonal da caixa

Processo 01 Processo 01 Processo 01 Processo 01
a=0.0354(s=28.249) a=0.0521(s=19.194) a=0.0991(s=10.091) a=1(s=1)

10

-5

Processo 02 Processo 02 Processo 02 Processo 02
a=0.0354(s=28.249) a=0.0521(s=19.194) a=0.0991(s=10.091) a=1(s=1)

Figura 29 — Processo gaussiano simulado com 0% =1, Jg =1,p=02,11 =05, =0.5
e a = 1.0000,0.0991,0.0521,0.0354 o que levam a, respectivamente s =
1.0000, 10.0948, 19.1895, 28.2843, onde s = 28.2843 ¢é a diagonal da caixa em
que o processo foi simulado.
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Simulacao Matern Bivariada para Varios valores de rho

Processo 01 Processo 01 Processo 01 Processo 01

-0.8 -0.2 0.2 0.8

Valor

Processo 02 Processo 02 Processo 02 Processo 02

-0.8 -0.2 0.2 0.8

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 30 — Processo gaussiano simulado com af =1, ag =l,a=1,1n=05,1n,=05>5¢
p=-038,-0.2,0.2,0.8
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Simulacao Matern Bivariada para Varios valores de nu

Processo 01 Processo 01 Processo 01
nu_2=1 nu_2= 1.5 nu_2= 2
nu_1= 05 nu_1=05 nu_1= 05
10
5
0
-5
-10
Processo 02 Processo 02 Processo 02
nu_2=1 nu_2= 15 nu_2= 2
nu_1=05 nu_1= 05 nu_1= 05
10
H
5
0
-5
-10

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 31 — Processo gaussiano simulado com a% =1, ag =1,p=02,a=1,1n1 =05, e
nuy = 1,1.5,2.0
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APENDICE E - Sistema Brasileiro de

Classificacao de Solos

De acordo com a pagina da EMBRAPA-Solos (EMBRAPA, 2020) o SiBCS é
“Um sistema taxondémico de solos [...] que tem como finalidade classificar todos os solos
existentes no Brasil.” O diagrama ternario da Figura 32 ¢é a ilustracao da atual classificacao
de solos, obtido pelo pacote soiltext (MOEYS, 2018), através da funcao SiBCS, e a
Tabela 5 exibe a traducio de abreviacoes. E importante citar que as classificacoes média-
arenosa e arenosa-média estdo de acordo com o SiBCS, sendo que a primeira compreende a

classe textural areia, enquanto que a segunda compreende a classe textural franco-arenosa

(mais fina), com mais de 520gkg™* de areia.

Tabela 5 — Abreviagoes do tipo de solo segundo o sistema SiBCS (EMBRAPA, 2020)

Abreviagao  Classificagao
MA Muito Argilosa

A Argilosa
S Siltosa
MeAr Média Arenosa
MeA Argilosa
MeS Média Siltosa

ArMe Arenosa Média
MAr Muito Arenosa
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Triangulo textural: SiBCS 2013 (Embrapa)

20 MeS S
1 MeAr
MAT ArMe
%

Figura 32 — Diagrama ternario representativo da classificacdo de solos da SiBCS. As
setas indicam a dire¢ao de inicio das proporgoes (0% — 100%) para facilitar
orientacao.
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Tabela 6 — Quantidades observadas e preditas de areia, junto com o respectivo erro padrao
de predi¢ao. O maior erro padrao ¢ de 0.24, enquanto que o menor ¢ de 0.12

Id Areia Observada

Areia Predita Erro de Predicao

0.16
0.10
0.50
0.15
0.05
0.38
0.21
0.11
0.09
0.10
0.14
0.08
0.11
0.06
0.15

0.11
0.15
0.19
0.12
0.10
0.13
0.13
0.22
0.17
0.18
0.11
0.09
0.10
0.14
0.16

0.14
0.18
0.22
0.15
0.13
0.16
0.16
0.24
0.20
0.21
0.15
0.12
0.13
0.17
0.18

Tabela 7 — Quantidades observadas e preditas de argila, junto com o respectivo erro padrao
de predi¢ao. O maior erro padrao é de 0.37, enquanto que o menor é de 0.24

Id Argila Observada

Argila Predita Erro de Predicao

0.56
0.80
0.44
0.49
0.85
0.44
0.71
0.85
0.56
0.83
0.74
0.85
0.78
0.88
0.69

0.72
0.71
0.69
0.77
0.77
0.68
0.71
0.64
0.59
0.66
0.76
0.55
0.77
0.63
0.60

0.28
0.28
0.29
0.24
0.24
0.30
0.29
0.31
0.34
0.31
0.25
0.37
0.25
0.33
0.33
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Tabela 8 — Quantidades observadas e preditas de argila, junto com o respectivo erro padrao
de predi¢ao. O maior erro padrao é de 0.36, enquanto que o menor é de 0.15.

Id Silte Observada Silte Predita Erro de Predicao

1

00 3 O U = W o

11
12
13
14
15

0.28
0.10
0.06
0.36
0.10
0.18
0.08
0.04
0.35
0.07
0.12
0.07
0.11
0.06
0.16

0.17
0.14
0.12
0.11
0.13
0.18
0.17
0.14
0.24
0.16
0.13
0.35
0.13
0.22
0.24

0.22
0.19
0.16
0.15
0.18
0.23
0.22
0.18
0.28
0.21
0.17
0.36
0.18
0.27
0.28
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APENDICE G - Resultados dos K Vizinhos

Mais Proximos

Como forma de comparar o desempenho da metodologia proposta neste texto
com outras técnicas de modelagem populares, estimou-se também o desempenho do
classificador K vizinhos mais préximos (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN;, 2009) para
classificagoes de solo descritas no apéndice E e encontradas em CTB0562. O procedimento
aqui utilizado para estimar o ntimero de K foi usar a Validagio Cruzada (HASTIE;
TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009) “deixe um de fora” (leave one out) no conjunto de
dados CTB0562 e avaliar seu desempenho no conjunto de dados CTB0809. O motivo
de se criar um classificador sobre as etiquetas obtidas da classificagao SIBCS, ao invés
de um regressor sobre as composigoes, é devido a hipdtese de que o classificador tera
um desempenho melhor do que o regressor. A Tabela 9 a seguir mostra quais foram as
acuracias obtidas a partir da validacao cruzada. A maior acuricia encontrada foi de 59% o
que forneceu como melhor classificador encontrado aquele que com K = 5. A matriz de
confusao (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009) gerada a partir da previsao do
classificador nos dados de CTB0809 e as categorias observadas estd na Tabela 10. Nota-se
que seu desempenho é muito pouco superior a krigagem pois o algoritmo KNN s6 acertou

uma categoria a mais que a krigagem.

Tabela 9 — Taxas de acuracias nos dados CTB0809, para cada algoritmo KNN ajustado por
validacao cruzada “deixe um de fora” nos dados CTB0562. O melhor resultado
foi obtido com K = 5, com acurécia de 59.1%.

Acuracia
54.80
52.70
51.60
55.90
59.10
54.80
57.00
52.70
49.50
51.60

—_
o © 00 O Uk W R
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Tabela 10 — Classificador criados com base em 5 vizinhos mais préximos contra classifi-
cagao do solo observada. As linhas representam as categorias observadas em
CTBO0809, enquanto que as colunas representam as categorias preditas pelo

algoritmo.
A MA MeA MeA/MeAr MeAr MeS
A1 4 0 0 0 0
MA 0 10 0 0 0 0

Por fim as Tabelas 11 a 20 a seguir exibem as categorias preditas nos dados
CTBO0809, junto as probabilidades de pertencer a categoria predita. Nota-se que nenhuma
das categorias foi predita com probabilidade igual a 1/8 = 0.125, ou seja, ndo ocorreram

empates na classificacao.

Tabela 11 — Categorias observadas junto com classificagbes e probabilidades de classe
preditas pelo algoritmo KNN com 1 vizinho mais préximo.

Observado Predito Probabilidade

1 A MA 1.00
2 MA MA 1.00
3 A MA 1.00
4 A MA 1.00
5 MA MA 1.00
6 A A 1.00
7 MA MA 1.00
8 MA MA 1.00
9 A MA 1.00
10 MA MA 1.00
11 MA MA 1.00
12 MA A 1.00
13 MA MA 1.00
14 MA MA 1.00
15 MA MeS 1.00
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Tabela 12 — Categorias observadas junto com classificagoes e probabilidades de classe
preditas pelo algoritmo KNN com 2 vizinhos mais proximos.

Observado Predito Probabilidade

1 A MA 1.00
2 MA MA 1.00
3 A MA 1.00
4 A MA 1.00
5 MA MA 1.00
6 A MA 0.50
7 MA MA 1.00
8 MA MA 0.50
9 A A 0.50
10 MA MA 1.00
11 MA MA 1.00
12 MA MA 0.50
13 MA MA 1.00
14 MA MA 1.00
15 MA MA 0.50

Tabela 13 — Categorias observadas junto com classificagdes e probabilidades de classe
preditas pelo algoritmo KNN com 3 vizinhos mais préoximos.

Observado Predito Probabilidade

1 A MA 1.00
2 MA MA 1.00
3 A MA 1.00
4 A MA 1.00
5 MA MA 1.00
6 A MA 0.67
7 MA MA 1.00
8 MA A 0.33
9 A A 0.67
10 MA MA 1.00
11 MA MA 1.00
12 MA A 0.67
13 MA MA 1.00
14 MA MA 0.67
15 MA MeS 0.67




APENDICE G. Resultados dos K Vizinhos Mais Prézimos

102

Tabela 14 — Categorias observadas junto com classificagoes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 4 vizinhos mais proximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O UL W N

e e el
Uk W NN~ OO

A
MA

-2 e
=

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

MA
MA
MA
MA
MA
MeS

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
0.75
1.00
0.50
0.50
0.75
0.75
0.50
1.00
0.75
0.50

Tabela 15 — Categorias observadas junto com classificagdes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 5 vizinhos mais préoximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O Ui W N =

— = = e
Gk W N~ O O

A
MA
A
A
MA
A
MA
MA
A
MA
MA
MA
MA
MA
MA

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A
MA
MA
MA
MA
MA
MeS

1.00
0.80
0.80
0.80
0.80
0.60
0.80
0.60
0.60
0.60
0.80
0.60
1.00
0.80
0.40
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Tabela 16 — Categorias observadas junto com classificagoes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 6 vizinhos mais proximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O UL W N

e e el
Uk W NN~ OO

A
MA

-2 e
=

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

MA
MA
MA
MA
MA
MA

0.83
0.83
0.67
0.83
0.67
0.57
0.83
0.50
0.67
0.67
0.83
0.67
0.83
0.67
0.50

Tabela 17 — Categorias observadas junto com classificagdes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 7 vizinhos mais préoximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O Ui W N =

— = = e
Gk W N~ O O

A
MA
A
A
MA
A
MA
MA
A
MA
MA
MA
MA
MA
MA

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

MA
MA
MA
MA
MA
MA

0.86
0.71
0.57
0.71
0.71
0.57
0.86
0.43
0.71
0.57
0.86
0.57
0.86
0.75
0.43
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Tabela 18 — Categorias observadas junto com classificagoes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 8 vizinhos mais proximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O UL W N

e e el
Uk W NN~ OO

A
MA

-2 e
=

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

A

MA
MA
MA
MA
MA

0.88
0.75
0.50
0.62
0.62
0.50
0.75
0.38
0.62
0.50
0.75
0.62
0.88
0.75
0.50

Tabela 19 — Categorias observadas junto com classificagdes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 9 vizinhos mais préoximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O Ui W N =

— = = e
Gk W N~ O O

A
MA
A
A
MA
A
MA
MA
A
MA
MA
MA
MA
MA
MA

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

MA
MA
MA
MA
MA
MA

0.78
0.67
0.56
0.67
0.67
0.44
0.78
0.44
0.56
0.40
0.78
0.67
0.89
0.78
0.56
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Tabela 20 — Categorias observadas junto com classificagoes e probabilidades de classe

preditas pelo algoritmo KNN com 10 vizinhos mais préximos.

Observado Predito Probabilidade

O 1 O UL W N

e e el
Uk W NN~ OO

A
MA

-2 e
=

MA
MA
MA
MA
MA
MA
MA
A

A

A

MA
MA
MA
MA
MA

0.64
0.60
0.60
0.60
0.60
0.40
0.70
0.40
0.50
0.40
0.70
0.70
0.80
0.70
0.60
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APENDICE H - Validacio Cruzada Tipo
“Deixe-um-de-fora” na Co-Krigagem em

CTB0562

E possivel realizar a Co-Krigagem com validacio cruzada do tipo ‘deixe-um-
de-fora‘ para comparar seu desempenho com o classificador de “vizinhos-mais-préximos”.
Para isto seguiu-se o procedimento descrito em (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN,
2009), de forma a consecutivamente remover uma unica amostra de CTB0562 e, com
o restante das observagoes, estimar os parametros pelo método descrito na Secao 3.2
e também realizar a predicao daquela composicao deixada de fora. Este procedimento
fornece 93 predicoes relativas as 93 composicoes extraidas para a aplicagao em CTB0562.
Ao prosseguir desta maneira obtém-se as classificagoes das predi¢oes de acordo com a
Tabela 32, o que fornece a matriz de confusao (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN,
2009), dispostas na Tabela 21, resultante da comparagio entre as etiquetas preditas pelo
método de validacao cruzada e aquelas observadas em CTB0562 estao. Nota-se que a

acuracia é de aproximadamente 61,29%.

Tabela 21 — Validagdo Cruzada Tipo “Deixe-um-de-fora” na Co-Krigagem em CTB0562

A MA MeA MeA/MeAr MeAr MeS

A 12 7 1 1 4 6
MA 12 45 0 0 1 3
MeA 1 0 0 0 0 0
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