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"Truth is much too complicated to allow anything but approximations.”
(John von Neumann, 1903-1957).



Resumo

Neste trabalho estudamos o Método Hibrido Primal (MHP) para a solu¢do de um problema,
eliptico de segunda ordem. Focando em problemas bidimensionais, o trabalho esta dividido
em duas partes. Na primeira parte estudamos o MHP em sua forma original e apresentamos
uma revisao dos principais resultados da literatura sobre a convergéncia do método em
malhas afins. A partir disso, investigamos com profundidade a convergéncia do MHP no
caso de malhas bilineares, apresentando novos resultados em termos de condic¢oes suficientes,
e em alguns casos também necessarias, para a obtencao das taxas 6étimas de convergéncia
em malhas bilineares. J4 na segunda parte, estudamos uma estratégia que parte da
solugao Hibrida Primal para obter aproximagoes em H (div,()) para o fluxo. Resultados
de convergéncia na norma L*(£2, R?) para essa estratégia sio revisados e é desenvolvida a
analise de convergéncia na norma de H(div,2). Em particular demonstramos que, apesar
da estratégia original alcancar taxas de convergéncia sub-6timas em H (div, (2) para malhas
bilineares, uma simples adaptacao desta estratégia é capaz de recuperar as ordens 6timas

de convergéncia.

Palavras-chave: Método Hibrido Primal. Aproximacao em Quadrilateros. Recuperacao
do Fluxo.



Abstract

In this work we study the Primal Hybrid Method (PHM) for the approximation of a second
order elliptic problem. Focusing on two-dimensional problems, the work is divided into
two parts. In the first one, we study the PHM in its original form and present a review of
the main results from the literature, regarding the convergence of the method in affine
meshes. Then we investigate the convergence of PHM on bilinear meshes, presenting new
results in terms of sufficient, and in some cases also necessary, conditions to obtain optimal
convergence rates on quadrilateral meshes obtained from bilinear mappings. In the second
part, we study a flux recovery strategy that, from the Primal Hybrid solution, obtains
approximations in H(div, ) for the flow. Convergence results in the L?*(2,R) norm for
this strategy are reviewed and the analysis for the convergence in H(div,2) is developed.
In particular we show that the original flux recovery strategy achieves only sub optimal
convergence rates on H (div, 2) for bilinear meshes and propose a variation of this strategy,

in order to recover the optimal convergence rates.

Keywords: Primal Hybrid Method. Approximation on Quadrilaterals. Flux Recovery.
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1 Introducao

O Método Hibrido Primal (MHP) é um método de elementos finitos inicialmente
proposto para a resolugao de problemas elipticos de segunda ordem em (PIAN; TONG,
1969) e (PIAN, 1972) e posteriormente analisado em (RAVIART; THOMAS, 1977a).
O MHP baseia-se na formulacao variacional hibrida primal, na qual o espago de busca
contém fungoes descontinuas na fronteira entre elementos vizinhos e, em contrapartida,

sao adicionadas novas variaveis relacionadas aos Multiplicadores de Lagrange (RAVIART;
THOMAS, 1977a).

Em dimensao infinita, a formulacao Hibrida Primal é equivalente a formulacao
Primal classica no sentido que ambas as formula¢des obtém a mesma fungao continua
como solugao. No entanto, no problema discreto, o MHP difere substancialmente do
classico método de Galerkin Continuo (GC), fornecendo em geral solugoes descontinuas,
sendo portanto um método de elementos finitos nao conforme para a classe de equagoes

consideradas neste trabalho.

Desde sua criagao, o MHP foi explorado em diversos trabalhos. Em (MILNER,
1985) e (PARK, 1995) foram desenvolvidas as andlises de convergéncia do MHP para
problemas quase-lineares e nao lineares respectivamente. Em (QUARTERONI, 1979) o
MHP foi adaptado para problemas elipticos de quarta ordem enquanto (ACHARYA;
PATEL, 2016) e (ACHARYA; PORWAL, 2020), por exemplo, o adaptaram para problemas

parabolicos de segunda e quarta ordem respectivamente.

Neste trabalho, focaremos na aplicacdo do MHP para problemas elipticos de
segunda ordem em dominios bidimensionais e com discretizacoes em quadrilateros gerais.
Para isso usaremos como modelo o seguinte problema de valor de contorno baseado na

equacao de Poisson

—div(KVu) = f em () (1.1a)
u=0  sobre 01, (1.1b)
onde Q C R? é um dominio poligonal limitado com fronteira 92 Lipschitz continua,

f € L*(,R) é uma funcio dada e K = K(x) é um tensor simétrico e uniformemente

positivo definido, isto é, existem duas constantes positivais C e Cy tais que
CleTe <EK(x)E <Cot’e VEECR?, z e (1.2)
Para o caso de malhas afins, a anélise de convergéncia do MHP para o problema

(1.1) é desenvolvida em (RAVIART; THOMAS, 1977a). Malhas afins sdo aquelas em

que todo elemento da discretizacao é gerado por uma transformacao afim do elemento
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padrao. No contexto de problemas bidimensionais, malhas afins incluem malhas compostas
por triangulos, retangulos e paralelogramos. No entanto, se desejarmos incluir elementos
quadrilaterais convexos gerais, como trapézios por exemplo, transformagoes afins nao sao

suficientes. E necesséario utilizar transformagoes bilineares.

Assim, na primeira parte deste trabalho, partiremos de resultados mais ge-
rais sobre a aproximagao por elementos finitos em malhas bilineares, demonstrados em
(ARNOLD; BOFFI; FALK, 2002), para desenvolver a anélise de convergéncia do MHP
para o caso de malhas compostas por quadrilateros convexos gerais, algo que, até onde
sabemos, ainda nao foi trabalhado na literatura. Como consequéncia dessa analise obtemos
condigoes suficientes, e em alguns casos também necessarias, para alcancar as ordens de
convergéncia 6timas do MHP em malhas quadrilaterais gerais. Destacamos que reproduzir
essa analise para problemas em dimensoes superiores é consideravelmente mais complexo,

e demanda trabalho futuro.

No contexto do problema modelo (1.1), outro aspecto importante é a aproxima-
¢ao do fluxo o = — K Vu. Para muitas aplicagoes é mais importante obter aproximacoes
precisas para o fluxo do que para a variavel escalar v (CHOU; KWAK; KIM, 2002).
Dentre essas aplica¢oes destacamos o escoamento de fluidos em meios porosos, no qual o é
chamado de velocidade de Darcy e é desejavel que o fluxo aproximado oy, além de preciso,
pertenca ao espaco H(div, ). As fungoes vetoriais de H(div,(2) sao caracterizadas por
possuirem componente normal continua na fronteira entre elementos vizinhos, propriedade
crucial para o cdlculo do transporte em aplica¢oes de meios porosos (DURLOFSKY, 1994;
CORREA; LOULA, 2007; MIRANDA et al., 2017).

Uma das estratégias mais simples para aproximacao de o parte da solugao uy
obtida pelo método de Galerkin Continuo (GC) e define o, = — K Vuy,. Apesar de sua
simplicidade, essa estratégia nem sempre ¢ interessante pois nao garante a continuidade da
componente normal do fluxo aproximado e a equacao de balanco correspondente é satisfeita
apenas em um sentido fraco (CORREA; LOULA, 2007). Para superar tais problemas foram
desenvolvidas estratégias mais elaboradas, chamas de estratégias de pds-processamento
(CORDES; KINZELBACH, 1992; DURLOFSKY, 1994; LOULA; ROCHINHA; MURAD,
1995; CORREA; LOULA, 2007). Essas estratégias partem da solugao uy (geralmente
obtida por GC), e encontram uma aproximagao para o fluxo a partir da defini¢do de novos
problemas globais ou locais. Dessa forma, a continuidade da componente normal do fluxo
aproximado e boas propriedades de conservagao sao garantidas (CORDES; KINZELBACH,
1992; CORREA et al., 2020).

Outras estratégias amplamente utilizadas na literatura sao os métodos Mistos
e Mistos Estabilizados. Métodos Mistos sao caracterizados pela aproximacao simultanea
de u e o, utilizando para isso espacos de aproximacao diferentes para cada campo. Na
formulagao mista classica (RAVIART; THOMAS, 1977b), a variavel escalar u;, pertence a
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L*(©2,R) enquanto o fluxo aproximado obtido oy, pertence a H(div, ). No entanto, para
garantir existéncia e unicidade de solucao, os espagos de aproximacao usados precisam
satisfazer determinadas condi¢oes de compatibilidade (BREZZI, 1974; BREZZI; FORTIN,
2012). Exemplos classicos de espagos que satisfazem tais condigoes sdo encontrados em
(RAVIART; THOMAS, 1977b; BREZZI; DOUGLAS; MARINI, 1985; BREZZI et al.,
1987).

A necessidade de satisfazer essas condigoes torna a construcao dos espagos de
aproximagao uma tarefa nao trivial (SIQUEIRA; DEVLOO; GOMES, 2013). Como forma
de contornar tal problema, foram desenvolvidos os Métodos Mistos Estabilizados. Esses
métodos buscam relaxar as condi¢oes de compatibilidade, permitindo maior flexibilidade
na construcao dos espagos de aproximacao, sem comprometer a estabilidade dos métodos.
Exemplos dessa estratégia sao encontrados nos trabalhos (MASUD; HUGHES, 2002;
BOCHEV; DOHRMANN, 2006; CORREA; LOULA, 2008; CORREA et al., 2020).

Métodos de Galerkin Descontinuo (GD) também podem ser utilizados para a
aproximacao do fluxo. Os primeiros métodos de GD para equagdes elipticas de segunda
ordem foram propostos nos anos 70 no contexto de métodos de Penalidade Interior
(WHEELER, 1978; ARNOLD, 1982). Desde entao diversos métodos de GD foram propostos
para o problema da aproximagao do fluxo (BREZZI et al., 2005; HUGHES; MASUD; WAN,
2006; LOULA et al., 2008). Em (ANTONIETTI; HELTAI, 2007) e (CASTILLO, 2002)
sao apresentados experimentos numéricos analisando o desempenho de alguns métodos de
Galerkin Descontinuo, enquanto em (ARNOLD et al., 2002) uma analise unificada para

uma ampla classe de métodos de GD é desenvolvida.

Em (CHOU; KWAK; KIM, 2002) é mostrado que o problema da aproximacao do
fluxo também pode ser resolvido através do MHP. Este artigo apresentada uma estratégia
de pés-processamento local que parte da solucao Hibrida Primal para obter aproximagoes
em H(div, ) para o fluxo. Neste mesmo artigo é demonstrado que essa estratégia alcanga
boas ordens de convergéncia na norma de L?*(2,R?), no entanto a convergéncia em
H(div, 2) nao é trabalhada. Dessa forma, na segunda parte deste trabalho, desenvolvemos
a andlise de convergéncia da estratégia na norma de H(div, () e, usando os resultados
de (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005), mostramos também que a estratégia, como foi
originalmente apresentada, alcanga ordens sub-6timas de convergéncia em H (div, () para

malhas compostas por quadrilateros gerais.

Como forma de superar tais limitagoes apresentadas pela estratégia original
para a recuperacao de fluxos H(div, (), propomos algumas estratégias modificadas. Em
particular, mostramos que uma simples adaptacao na estratégia original é capaz de recupe-
rar as ordens de convergéncia 6timas na norma de H(div,(2). A analise de convergéncia em
H(div, Q) assim como o estudo das estratégias modificadas constituem outra contribuigao

de nosso trabalho.
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1.1 Estrutura da dissertacao

O desenvolvimento deste trabalho foi dividido em oito capitulos. Cada capitulo
possui uma breve introducao onde os tépicos nele abortados sao contextualizados. No
Capitulo 2 é apresentada a formulagao variacional Hibrida Primal assim como o Método
Hibrido Primal. Neste capitulo também sao introduzidos os espagos de aproximacao
utilizados no MHP e resultados sobre a existéncia e unicidade de solugao. Por fim é feita

uma breve discussao sobre a implementagao do método e seu custo computacional.

No Capitulo 3 ¢é feita uma revisao dos principais resultados de convergéncia
do MHP em malhas afins. Esses resultados, demonstrados em (RAVIART; THOMAS,
1977a), foram incluidos pois servirao como base para a analise desenvolvida nos capitulos
seguintes. Neste capitulo também foram realizados experimentos numéricos que ilustram

os resultados tedricos apresentados.

A partir dos resultados apresentados no capitulo anterior, o Capitulo 4 investiga
a convergéncia do MHP para malhas bilineares. Tal tépico nao foi explorado em trabalhos
anteriores e consiste em uma contribuicao desta dissertacao. Foram encontradas condigoes
suficientes, e em alguns casos também necessarias, para a obtencao das taxas Otimas
de convergéncia em malhas bilineares. A exemplo do capitulo anterior, foram realizados

experimentos numéricos para ilustrar as condicoes teodricas encontradas.

No Capitulo 5 foi estudada uma estratégia, originalmente proposta em (CHOU;
KWAK; KIM, 2002), para obter aproximagoes para o fluxo a partir do MHP. Foram
apresentados os resultados de convergéncia dessa estratégia na norma de L?(Q,R?) e
desenvolvida a andlise de convergéncia na norma de H(div, (). Aqui vale ressaltar que
a convergéncia em H(div,(2) ndo foi trabalhada no artigo original, e constitui outra

contribuicao de nosso trabalho.

A partir de nossa investigagdo no Capitulo 5, encontramos algumas limitacoes
na estratégia apresentada: Perda das taxas de convergéncia 6timas em H(div,(2) para
malhas bilineares e impossibilidade de se usar os espacos da familia Serendipity. Assim,
no Capitulo 6, propomos duas adaptagoes na estratégia de recuperacao do fluxo. As
adaptagoes consistem em utilizar diferentes espagos de aproximagao em H(div, () e cada
uma delas busca resolver uma das limitacoes encontradas. Neste mesmo capitulo foram

desenvolvidos os resultados de convergéncia de ambas as adaptagoes.

No Capitulo 7 sao realizados diversos experimentos numéricos relativos as
estratégias de recuperagao do fluxo. Tais experimentos visam ilustrar os resultados tedricos
de convergéncia apresentados nos Capitulos 5 e 6, comparar a estratégia classica de
(CHOU; KWAK; KIM, 2002) com as adaptacoes realizadas e validar tais estratégias como
alternativas eficientes para o problema da aproximacao do fluxo. Por fim, o Capitulo 8

apresenta as conclusoes da dissertacao.
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1.2 DefinicGes e notacoes

Dado A C R™ um conjunto aberto e limitado, considere M(A) o espago das

fungoes f : A — R Lebesgue mensurdveis. Assim definimos o espaco

LQ(A,R):{feM(A) : /A|f|2dx<oo},

s = ([ 11a<)”

Considere agora uma funcao f : A - Re a = (ay,--+,,) um vetor com

munido da norma,

entradas inteiras nao negativas. Denotamos por D%u a derivada, no sentido fraco, a; vezes

de u na coordenada ;. Entao, os espacos de Hilbert H™ (A, R) sao definidos por
H™(AR) = {f AR / |Dul? dx < oo, para todo |a| < m},
A

onde |a| = (a1 + - - + ). Sobre os espagos de Hilbert definimos a seguinte norma e semi

norma respectivamente

1/2
[ fllm,a = ( > HD“fHﬁ,A) :

laj<m

1/2
s = ( 5 uDafnaA) |

|a|=m
Considerando adicionalmente que o conjunto A tem fronteira JA Lipschitz continua, os

espacos Hy(A,R) e H %(A, R) sdo definidos respectivamente por
HY(AR) = {f € H'(AR) : floa =0},

H2(0A,R) = {flos : f € H'(AR)},
onde f|ga denota o trago de f sobre JA.

Seja ¢ : A — R™ uma funcao vetorial com g(x) = (¢1(x), ..., ¢,(x)). Dizemos
que q € L*(A,R") se ¢i(x) € L*(A,R) para todo 1 < i < n. O espaco L*(A,R") é munido

da norma
n 1/2
lallos = (3 l613a)
i—1
Definiremos também o espago

H(div,A) = {q € L*(A,R") : divq € L*(A,R)},

provido da norma
. 1/2
gl zramy = (llal3 + 11 divalld 1) "
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0. A

Dado q € H(div, A), definimos sua componente normal como q - n 4 onde n% ¢ a normal

unitéria exterior sobre A. Segue que q - n?* € H _%(314) onde H _%(89) denota o espago
dual de Hz(A).

Dado V um espago vetorial de fungoes, considere L : V' — R um funcional

linear qualquer. Chamamos de niicleo de L o subespaco,

Ker(L)={feV : L(f) =0}

Por fim, dado um conjunto qualquer K C R? , definimos os seguintes espacos

vetoriais polinomiais :

1. Espago dos polinomios sobre K de grau total menor ou igual a r

P.(K) =span{ziz} :i+j <r}. (1.3)

2. Espaco dos polinémios sobre K de grau menor ou igual a r na coordenada x; e de

grau menor ou igual a s na coordenada z-

P, (K) =span{ziz}:i<rej<s}. (1.4)

3. Espago dos polinémios sobre K de grau sobre cada coordenada menor ou igual a r
Q.(K) = P.,.(K) =span{zia} : i,j <r}. (1.5)
4. Espago Serendipity de grau r sobre K (ARNOLD; AWANOU, 2011)

S.(K) = span{aziad, alxy, xyxl s i+ 5 < 1} (1.6)
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2 Meétodo Hibrido Primal

Este capitulo tem como objetivo familiarizar o leitor com o Método Hibrido
Primal no contexto de problemas bidimensionais. Comecamos apresentando a formula-
¢ao variacional hibrida primal para problemas elipticos de segunda ordem. Em seguida
apresentaremos o problema discreto associado a formulagao hibrida primal e discutiremos
a construcao dos espagos de aproximacao utilizados. Também sao discutidos resultados
tedricos sobre a existéncia e unicidade de solugao e sobre a interpretagdo do multiplicador
de Lagrange \. Leitores que ja estejam familiarizados com o MHP podem ir direto para
a Se¢ao 2.3, onde sao discutidos alguns aspectos da implementacao do método e do seu

custo computacional.

2.1 Formulacao variacional

Para introduzirmos a formulacao variacional hibrida primal para problemas

elipticos de segunda ordem, usaremos como modelo o problema de valor de contorno (1.1).

Dado €2 o dominio do problema em questao, dizemos que 7y, é uma discretizacao
de Q se T, é uma divisao de €2 em subdominios simples K, chamados de elementos,

satisfazendo

T.l Q == UKeﬁ‘K’
T.2 K é aberto e com fronteira 0K Lipschitz continua para todo K € Ty,

T.3 K;N K; = para quaisquer K;, K; € T, distintos.

Aqui, h > 0 é chamado de pardmetro de malha e é definido por

h = %ea?}_}f{dlam(K)},

onde diam(K) é o didmetro do elemento K, que denotaremos daqui por diante por hg.

Neste trabalho também assumiremos que toda malha 7, satisfaz, além das
condicoes T.1 a T.3, alguma condicdo de regularidade. Utilizaremos as condigoes de
regularidade apresentadas em (CIARLET, 2002) e (GIRAULT; RAVIART, 2012). Para
discretizagoes em tridngulos, denotamos por pgx o didmetro da circunferéncia inscrita no
elemento K. J& para discretizacoes em quadrildteros, dado um elemento K ¢é possivel
construir quatro tridngulos diferentes (para cada escolha de trés dos quatro vértices). Deno-

tamos por px duas vezes o valor do menor diametro dos circulos inscritos nesses triangulos.
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Para ambos os casos, dizemos que uma discretizagao (em tridngulos ou quadrildteros), é

regular se existe constante v > 0, tal que

h
K <y, VKeT;. (2.1)
PK

A constante v é chamada de parametro de regularidade de malha e uma familia de

discretizagoes {7} é dita regular se v pode ser uniformemente limitado.

Agora, dada uma discretizagao regular Ty, de 2, construimos os seguintes espagos
X ={ve *(LR) : v|g € H(K,R), VK € Ty}, (2.2)

M = {ue 11 H :(0K,R) : 3q € H(div,Q) tal que
KeTy

q-n% = ;i sobre 0K , VK € E} . (2.3)

Sobre os espacos X e M sao definidas as respectivas normas

1/2
|vllx = (Z IIUIKIIf,Q) :

KeTy

= inf iv) -
|4/ | s .. SR, BK}HqHH(d )

Note que em (2.2) ndo é imposta a continuidade das fungdes de X na fronteira entre
elementos vizinhos. Dessa forma segue que Hj(Q2,R) C X porém X ¢ H;(Q,R). Os

préximos dois resultados nos permitirdo caracterizar Hy (€2, R) em funcdo dos espacos X e
M.

Lema 1 (Lema 1 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Seja L : X — R um funcional linear
continuo qualquer, entio H} (2, R) C Ker(L) se e somente se existe um tinico p € M tal

que:

Vve X, L) = Z/ pods.
Kot oK

Corolario 1. Do Lema 1 seque diretamente a sequinte caracterizacio para H) (2, R),
Hy(QR)={veX : VYueM, bv,u) =0}, (2.4)
onde b: X x M — R ¢é a forma bilinear definida por,

blo,p) = > / pvds. (2.5)
Demonstragio. Seja S ={ve X : Yue M, blv,u) =0} e defina para cada p € M o
funcional linear L,(v) = b(v, ). Se v € Hy(2,R) o Lema 1 implica que L,(v) = 0 para
todo p € M e portanto Hy (€2, R) C S. Por outro lado, suponha que v € S, entdo
L)=0YpeM= Y /8 (q-n%F)uds = 0 Vg € H(div,Q) = v € HI(QR).
KeT, 7oK

Logo S C Hj(9,R) e das duas continéncias obtém-se a igualdade. ]
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A partir da caracterizacdo de H; (€2, R) dada pelo Coroldrio 1, segue que a

formulacao Hibrida Primal para o problema (1.1) é: Achar o par (u, ) € X x M tal que,
a(u,v) + b(v, \) = /va dx VwvelX, (2.6a)
b(u, ) =0 Ve M, (2.6b)

onde a : X x X — R é uma forma bilinear dada por

a(u,v) = Y /K(IC Vu) - Vudx. (2.7)

KeTy

Em (RAVIART; THOMAS, 1977a) é demonstrado que o problema variacional
(2.6) tem solucdo tinica (u,\) € X x M com u € Hj(2,R) e \ satisfazendo

A= (—(KVu) - n%%)|yk para todo K € Ty, . (2.8)

Ou seja, A pode ser caracterizado como o fluxo normal ao bordo K. Essa
caracterizacao para A serd de extrema importancia para as estratégias de recuperacao do

fluxo & = — K Vu discutidas nos Capitulos 5 e 6.

A solugao (u, A) pode ainda ser caracterizada como o tnico ponto de sela do

funcional quadratico sobre X x M definido por

J(v,p) = ;a(v,v) +b(v, 1) — /va dx.

A partir dessa caracterizacao, A pode também ser interpretado como o multiplicador de
Lagrange associado a restricio u € Hy (€2, R). Assim, nos préximos capitulos frequentemente
iremos nos referir a A\ como o multiplicador de Lagrange e a M como o espaco dos

multiplicadores de Lagrange.

2.2 Construcao dos espacos de aproximacao

Para a resolu¢do numérica de (2.6) é necessario construir espagos de dimensao

finita X, C X e M), C M. Os espacos X}, e M), permitem a construgao do espaco
Vi=Avn € Xj, + YV, € My, b(up, pn) = 0},

que guarda semelhanca com a caracterizacio de Hj(§2,R) feita em (2.4), contudo em
geral Vj, ¢ Hy(Q,R). Com isso dizemos que funcdes em V}, conduzem a aproximagdes nao

conformes em Hj(£2,R). A partir disso definimos dois problemas

Problema A : Encontrar o par (up, \p) € Xp, x M, tal que:
a(up, vp) + b(vp, Ap) = / fopdx Vo, € Xy, (2.9a)
Q

b(uh,,uh) =0 V,uh € M,. (29b)
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Problema B : Encontrar u;, € Vj, tal que:

a(vh,uh) = /Qf?)h dx V’Uh € Vh. (210)

Note que o problema B conduz a um método nao conforme. Note ainda que se (up, \) é
solugdo para o problema A, entao uy, é solugao para B. O préximo teorema, demonstrado
em (RAVIART; THOMAS, 1977a), fornece condigbes suficientes e necessarias para a

existéncia e unicidade de solugao para os problemas A e B.
Teorema 1 (Teorema 2 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Assuma que
llonlln = (a(vh, va))? (2.11)

define uma norma sobre V. Entao seque que:

1. O problema B tem solucao unica u, € V.

2. O problema A tem solugao unica (up, \p) € X X My, se e somente se

{,Uh e M, : Y, € X, , b(”h;ﬂh) = 0} = {0} (212)

Deseja-se construir espagos de aproximacao Xj e M), que satisfacam as condig¢oes
do Teorema 1 de forma que ambos os problemas admitam solug¢oes tinicas. Considere Ty,
uma discretizacao de €2 satisfazendo as condi¢oes T.1 a T.3. Iniciamos pela definicao de
um elemento padrao K, que pode ser o tridngulo de vértices (0,0),(1,0) e (0,1) no caso
de discretizagoes em triangulos, ou o quadrado [0, 1] x [0, 1] no caso de discretizagoes em

quadrilateros.

(0, 1) (0, 1) (1, 1)
C

(0, 0) (1,0 (0, 0) (1,0)

Figura 1 — Elementos padrao adotados para o caso de malhas triangulares e quadrilaterais
respectivamente.

Assuma que qualquer elemento K € 7T, possa ser obtido a partir da imagem de

um mapeamento bijetivo Fx atuando sobre K , isto é

K = Fg(K), VK €T,



Capitulo 2. Método Hibrido Primal 27

entao denotamos por D F a matriz Jacobiana da transformacao F e por JFy o determi-
nante da matriz Jacobiana. Considerando ainda as condicoes de regularidade apresentadas
na se¢ao anterior, em (GIRAULT; RAVIART, 2012) sdo demonstradas as seguintes desi-
gualdades

IDFgllo i < Cihi,  |[JFkll i < Cohi, (2.13)
-1 h -1 1

IDFg ook < C3—5 || JFg [loox < =, (2.14)
Pk Pk

onde
|IDFk||o g = sup |[[DFx(2)]],

zeK

IDFiH oo = sup || DFcH (z)].
rzeK

Definiremos agora alguns espacos polinomiais sobre a fronteira do elemento
padrao. Seja Em(ﬁf( ) 0 espago de todas as fungdes em OK tais que a restricao em cada
uma de suas arestas ¢ um polindomio de grau menor ou igual a m. Denotaremos por 7, m(f)f( )

o subconjunto de Em(af( ) composto pelas fungoes continuas em oK.

Para a construcao de X} considere U subespaco de H l(f( ,R) tal que, para

algum r > 1, as seguintes condig¢oes sejam satisfeitas

P.(K)CU e T(0K) C Ul,x. (2.15)

Assim definimos
Uc={ve H(K,R) : v=00Fg', v e U}, (2.16)
X, ={ve *>(QR) : v|x € Ux , VK € Tp}. (2.17)

J4 para a construcdo de My, considere um espaco A C L2(8K ,R) satisfazendo

1. E,,(0K) C A para algum m > 0.

A ={p€ L*(OK,R) : p=joFg, pel}, (2.18)

M, = {,u S H Ar Hf|8K1 +[L|@K2 =0em K;N Ky , VK, K; € 7;1} . (219)
KeTy

Das defini¢oes acima, segue que X, C X e M), C M. Note ainda que uma vez

determinados os mapeamentos F'x, os espagos de aproximagao X, e M}, sao completamente
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descritos pela escolha dos espagos U e A sobre o elemento padrao K. Assim para referir-nos
a um determinado espago de aproximacao, diremos simplesmente quem é o par (U,A)
adotado. Além disso, neste e nos seguintes capitulos, a menos que indicado o contrario,
usaremos r para denotar o grau dos polindmios usados na construcao de X e m para o

grau dos polindmios usados na construcao de Mj,.

Em (RAVIART; THOMAS, 1977a) é mostrado que a condigao
E(0K) c A, para algum m > 0 (2.20)

é suficiente para que (2.11) defina norma sobre V. Assim, sob esta condi¢do, temos como

consequéncia do Teorema 1 que o problema B tem uma tnica solugao u, € V.

J& para a existéncia e unicidade do problema A é necessario também que a
condigao (2.12) seja satisfeita. Em (RAVIART; THOMAS, 1977a) é mostrado que

{ﬂeA:V@EU,/[fﬂ@dS:O}:{O} (2.21)
K

é condigao suficiente para satisfazer (2.12). A equacao (2.21) é chamada de equagao de
compatibilidade, e em conjunto com o Teorema 1 garante a unicidade de solugao para o
problema A. O par (U , A) é dito compativel se ele satisfaz a condicao de compatibilidade
(2.21) para A satisfazendo (2.20), caso contrario é chamado de incompativel. As préximas
subsecgoes descrevem como obter espacos compativeis para o caso de discretizacoes em

elementos triangulares e quadrilaterais.

2.2.1 Compatibilidade em elementos triangulares

O lema a seguir, demonstrado em (RAVIART; THOMAS, 1977a), estabelece
condigOes necessarias e suficientes sobre os graus r e m de forma que a condicao de compa-
tibilidade (2.21) seja satisfeita para o caso de problemas bidimensionais com discretizacao

em triangulos.

Lema 2 (Lema 4 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Considere o caso bidimensional

com discretizacao em triangulos. Sejam r > 1 e m > 0 dois inteiros. Entao as condigcoes

1€ By (0K),

) (2.22)
/A pvds =0,vv € T,(0K)
oK

implicam que p =0 se e somente se

m + 1, quando m é par.
r> 1 P (2.23)

| 'm +2 quando m é impar.
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A partir do Lema 2 e do Teorema 1 obtém-se condigoes suficientes sobre os
graus 7 e m de modo que tanto o problema A quanto o problema B tenham solu¢ao tnica.

Sao exemplos de pares compativeis (ﬁ , A)

* (Pl(K)>E0(ak))
o (P3(K), EA(0K))

. (B(K). B2(OK)

Note que em cada um desses pares podemos aumentar grau r mantendo m
constante de forma que os espagos continuam compativeis. No entanto, como veremos
no Capitulo 3, aumentar somente r mantendo m constante nao aumenta as ordens de
convergéncia do método. Por outro lado, aumentar m mantendo r constante pode gerar
espacos incompativeis e portanto nao teremos garantia de unicidade de solugao para o
problema A. Na Secao 3.3 do Capitulo 3 sdo realizados experimentos numéricos ilustrando

ambos 0s casos.

2.2.2 Compatibilidade em elementos quadrilaterais

No caso de elementos quadrilaterais, possiveis escolhas que satisfazem a condigao
(2.15) sdo os espacos Q,(K) e S,(K), definidos em (1.5) e (1.6) respectivamente. O proximo

lema fornece pares (U, A) compativeis usando como base tais espagos.

Lema 3 (Lema 8 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Seja m > 0 um inteiro positivo
qualquer. Para algum v > m + 1, defina U como o espaco gerado por QT([A() ou ST(K),

mais uma fungdo vy dada por

Entio o par (U, E,(0K)) satisfaz a condigio de compatibilidade (2.21).

Analogamente ao caso de malhas triangulares, o Lema 3 e o Teorema 1 fornecem
condicoes suficientes sobre r e m para que os problemas A e B tenham solu¢ao unica.
Denotando por Q; (K) o espaco gerado por Q, (L) mais a funciio vy e por Sf(K) o espaco
gerado por ST([A( ) mais a fun¢do vy, temos como exemplos de espagos compativeis os

seguintes pares

. (QF(K), Eo(9K))

» (QF(K), E1(0K))



Capitulo 2. Método Hibrido Primal 30

. (S5 (K), E\(0K))
. (QF (K), B2(0K))

. (S5 (K), B5(0K))

Novamente podemos aumentar o grau r mantendo m constante de forma que
0s espacos continuem compativeis, no entanto, assim como no caso de tridangulos, essa
estratégia nao gera um aumento nas ordens de convergéncia. Aumentar m mantendo
r constante, por sua vez, pode gerar espagos incompativeis e a garantia de unicidade
de solugao para o problema A é perdida. Tais comportamentos sdo observados nos

experimentos numéricos realizados no Capitulo 3.

Embora tanto espacos do tipo Q. (K ) quanto do tipo S (f( ) possam ser usados
para obter aproximagoes compativeis, o uso de S, (f( ) provoca perda das tazas dtimas de
convergéncia em malhas compostas por quadrildteros gerais. Esse aspecto do MHP nao foi

explorado em trabalhos anteriores e serd discutido com profundidade no Capitulo 4.

2.3 Implementacdo computacional

Nesta secao discutiremos alguns aspectos da implementacao computacional do
MHP. A estratégia de implementacao usada neste trabalho permite condensar a maior
parte dos graus de liberdade associados a uy, reduzindo consideravelmente o ntimero de
graus de liberdade do sistema global. Também é feita uma breve comparagao entre o
numero de graus de liberdade globais do Método Hibrido Primal com e sem essa estratégia

de condensagao.

Considere os espacos Uel apresentados na Sec¢ao 2.2. Denotaremos por dj; a

dimenséo de U e por d i a dimensao de A. Sejam

BU = {@1,@2,"' ’Sﬁdﬁ} e Bj= {77217772;27'” aqj)d[\}7

bases para os espagos UeAl respectivamente. Suporemos também que Po(f( ) C U e, sem
perda de generalidade, que
b =1.

Dessa forma, partindo de (2.9) e fazendo uso das estruturas de construcgao dos espagos X},
e My, assim como das bases By e B3, chegamos ao seguinte sistema de equacoes no nivel
de cada elemento

Au+ B'A=F,

Bu = 0.

(2.24)

Aqui A € R%*% B e R¥%*4 ¢ F € R%*! com entradas dadas por

AGi,5) = [ ((oFR) - (DFNT-V3) - (DF)T - Viy) JFc d:
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Bli.j) = [ i JFicds,

F(i) = /k@ (f o Figb) JFy dg,

onde DFy denota a matriz Jacobina da transformacao Fk, JFk o seu determinante e

DFy' a matriz Jacobiana da transformacio inversa.

Como fixou-se ¢, = 1, segue que V¢; = 0 e portanto a primeira linha e a
primeira coluna de A serao nulas. Dessa forma segue que A nao é inversivel. Considere

agora a seguinte divisdo em blocos das matrizes A e B e dos vetores u e F'

0 0"
0 A

= ; B:[b B}, u=|"

Y

U

com Fi,u; € R, A € Rlo= x4t g F e Rlo=1¥! B e RU4*dw~! e h € R4%*!. Reescre-

vendo o sistema (2.24) usando essa divisdo em blocos obtemos

VA= Fy
A+ BT = F (2.25)
bU1 + Bﬂ =0.

Ao fixar ¢1 = 1, garantimos que {V¢;}, com i = 2,...,dy, serd um conjunto linearmente

independente. Consequentemente A tem posto completo e portanto é inversivel. Usando a

inversibilidade de A na segunda equacio de (2.25) é possivel expressar 4 em termos de A,
uw=A"Y(F - B")\). (2.26)

A igualdade (2.26) permite reescrever o sistema (2.25) em termos das varidveis A e u;

apenas
VA =Fy
o (2.27)
bu, + BA™'(F — B")\) =0,
que na forma matricial é dado por
0 b" F
R B I i (2.28)
b BA™B A BA™F

Dessa forma a estratégia de implementacao adotada foi: Para cada elemento K € Ty
construimos o sistema local (2.28). Os sistemas locais sdo entdao usados na montagem do
sistema global, de forma que este serd em termos apenas das variaveis A e u;. Uma vez
resolvido o sistema global e encontradas as solugoes A e u; de cada elemento, recuperamos
u através de (2.26).

O uso dessa estratégia de condensacao reduz consideravelmente a quantidade

de variaveis no sistema global, como pode ser observado nas Tabelas 1 e 2. Embora essa
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estratégia exija a inversao de uma matriz de dimensoes dy — 1 x dp; — 1 para cada elemento
K € Ty, a reducao no numero de graus de liberdade globais torna-a computacionalmente

eficiente e justifica sua utilizacao.

Neste ponto é possivel fazer um paralelo entre o Método Hibrido Primal e
o Método MHM (Multiscale Hybrid-Mixed) (PAREDES, 2013; HARDER,; PAREDES;
VALENTIN, 2013). No MHM, que também é baseado na formulagdo hibrida primal,
a solucao u é decomposta em uma funcao constante por elemento e uma funcao com
média nula em cada elemento. Essa decomposicao da origem a problemas locais que
sao entao resolvidos utilizando-se sub-malhas. Para o caso particular em que cada sub-
malha é composta por um elemento apenas, o MHM recai ao MHP com a estratégia de

implementagao aqui descrita.

Vale destacar também que, no caso de malhas quadrilaterais e sem utilizar a
estratégia de condensacdo, os espacos do tipo (S;f, | (K), E,,(0K)) possuem um ntmero de
mi1(K), En(0K)).

No entanto, uma vez performada a estratégia de condensacao, ambas as familias de espagos

graus de liberdade significativamente menor do que os espagos do tipo (

apresentam o mesmo numero de graus de liberdade globais, como visto na Tabela 2.

Tabela 1 — Comparacao do nimero de graus de liberdade do método Hibrido Primal com
e sem condensar a variavel u. Foram consideradas malhas triangulares com
n X n divisoes.

Espagos de Aproximagao | Sem condensar u | Condensando u | Reducao
(P(K), Eo(0K)) In® + 2n 5n° + 2n 4n?
(P3(K), By (OK)) 26n? + 4n 8n? 4 4n 18n?
(P3(K), B5(OK)) 2912 + 6n 11n% + 6n 18n?
(P5(K), B3(0K)) 54n? + 8n 14n* + 8n 40n?

Tabela 2 — Comparac¢ao do nimero de graus de liberdade do método Hibrido Primal com
e sem condensar a variavel u. Foram consideradas malhas quadrilaterais com
n x n divisoes.

Espagos de aproximacao | Sem condensar u | Condensando u | Redugao
(QF (K), Ey(0K)) ™ +2n 3n® +2n 4n?
(QF (K), E1(0K)) 14n? + 4n 5n? + 4n 9n?
(QF(K), B4 (0K)) 23n? + 6n n® 4 6n 16n?
(Qf (K), E3(0K)) 34n? + 8n In? + 8n 2512
(S5 (K), Ey(0K)) 13n% 4 4n 5n? 4 4n 8n?
(S5 (K), E»(0K)) 16n% 4 6n 7n® 4 6n 9n?
(Sf(K), E3(0K)) 26n° + 8n In? + 8n 17n?
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3 Estimativas de erro em malhas afins

Neste e no préximo capitulo serao apresentadas estimativas para os erros
cometidos nas aproximacoes de u, Vu e A pelo MHP. Neste capitulo sera discutido apenas
o caso de malhas afins, isto é, malhas em que todo elemento K € 7Ty, é gerado a partir de
uma transformacao afim Fy agindo sobre o elemento padrdo K. Apesar desses resultados
ja serem bem conhecidos na literatura (RAVIART; THOMAS, 1977a), muitos deles serdo
fundamentais para a analise de convergéncia em malhas bilineares, desenvolvida no Capitulo

4.

No contexto de malhas bidimensionais, transformacoes afins sao suficientes
para levar o elemento padrao triangular em um elemento geométrico triangular qualquer.
No entanto transformacoes afins nao sdo suficientes para levar o elemento quadrado padrao
em um quadrilatero convexo qualquer, apenas em paralelogramos. Para levar o quadrado
padrao em qualquer quadrilatero convexo é preciso utilizar transformagoes bilineares. Assim
a analise feita neste capitulo abrange discretizagdes em tridngulos e em paralelogramos,

sendo insuficiente para discretiza¢oes em quadrilateros convexos mais gerais.

Antes de apresentarmos as estimativas para os erros, introduziremos algumas
novas normas que facilitardo a analise. Adotando os espagos de aproximacao descritos
na Sec¢ao 2.2 do Capitulo 2, temos que a forma bilinear a(-,-) induz uma norma em V,,
denotada por

llonlln = (a(vh, va))2. (3.1)

Definiremos também uma nova norma sobre X,

1/2
[vlllx = (Z |||v|||?,K) : (32)

KeTy

onde, para qualquer K € Ty,

%,K + hI_<2||U||(2),K)1/2- (3.3)

|||U|||1,K = (|U

Por fim definiremos uma nova norma sobre M e uma nova norma sobre M, dadas

respectivamente por

b(v, )
[ pll[ar = sup , (3.4)
vex |Ivlllx

1/2
[l = (Z hKllullo,aK) - (3.5)

KeTn
Segue que ||| - |||as € equivalente & norma original || - |[5;. Além disso é possivel mostrar
(RAVIART; THOMAS, 1977a) que existe constante C' = C(f) tal que

Vin € My, |lpnl v, < Clllanll[y- (3.6)
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Fazendo uso dessas novas normas e considerando sempre discretizacoes regulares
segundo o critério (2.1), as proximas segoes apresentardao os principais resultados para a

aproximacao de u, Vu e A em malhas afins.

3.1 Estimativas de erro na aproximacao de u

Comegaremos enunciando o seguinte resultado de (RAVIART; THOMAS,
1977a), que pode ser visto como uma variante do Teorema de Brezzi (BREZZI, 1974).

Teorema 2 (Teorema 3 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Sejam X, e My, os espagos
de aproximacdo descritos na Secdo 2.2 do Capitulo 2, entdo o problema B tem solugdo

unica uy, e satisfaz

2 b(vp, A — ?
= g2 = ( inf ||u—vh|\h) +< inf sup M) . (3.7)
v EVE

BhE€Mp 4, €V, [[on] |

O préximo lema nos dé uma estimativa para o segundo termo da direita em

(3.7).

Lema 4 (Baseado no Lema 9 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Suponha que o espago
My, seja construido de acordo com a Segao 2.2 do Capitulo 2, satisfazendo (2.20), e
considere ¢ € H™ (). Defina

Y= (=KV¢) - n?% em 0K, K €Ty, com K satisfazendo (1.2).

Entao existe constante C' independente de h tal que

s b(?),¢ - ,uh)
inf sup ——=
HhEMp yeXx ||U||h

< O™ ¢z (3.8)

Demonstra¢io. A demonstracao desse resultado é andloga a demonstragao do Lema 9 de
(RAVIART; THOMAS, 1977a) com algumas mudangas elementares para incluir o tensor

anisotrépico /. O]

Limitar o primeiro termo em (3.7), por outro lado, pode ser mais delicado e
depende da geometria da discretizagao adotada. Como aqui estamos nos restringindo ao

caso de malhas afins, o préximo lema sera suficiente para a analise.

Lema 5. Seja F uma transformacdo afim entre K e qualquer elemento convezo K € Ti,.

Sejam U e Uk os espacos introduzidos na Secao 2.2 do Capitulo 2, entdo

A

P(K)CUx < P(K)cCU.
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O lema anterior é um resultado classico sobre mapeamentos afins amplamente
utilizado na teoria de Elementos Finitos. Mais detalhes sobre Elementos Finitos em malhas
afins assim como a demonstracao desse resultado podem ser encontrados na Secao 2.3 de
(CIARLET, 2002). A partir do Teorema 2 e usando os Lemas 4 e 5 obtemos a seguinte

estimativa para ||u — up||p.

Teorema 3. Seja Ty, uma discretizacao afim e reqular de Q2. Considere os espagos Xy, e My,
construidos como na Segio 2.2 do Capitulo 2, com P,(K) C U e E,(0K) C A. Suponha
que u € H'H(Q) N H(Q) com | = min{r,m + 1}, entdo existe constante C independente
de h tal que

e = unlla < CHJulisr.0 (3.9)

Demonstragdo. Seja W), subespaco de Hy (2, R) definido por,
Wi, = {w, € CO(QR) : VK € Th,wp|x € P(K),wn|oa = 0}.

Como W), é composto por fungoes continuas e o Lema 5 garante que P.(K) C Uk para
todo K € Ty, segue que W), C V. Usando (1.2), (2.11) e resultados classicos da teoria de

aproximacao segue que

inf |ju— <(Cy inf |u— < Ch . 3.10
U}IngVhHU vplln < 2w;gwh|u wyl1,0 < Chuli0 (3.10)

Tomando ¢ = u no Lema 4 e substituindo as desigualdades (3.8) e (3.10) em (3.7) obtemos,
[lu — uplln < Ch|ulig 0

]

De (3.9), (1.2) e (2.11) segue diretamente a seguinte estimativa em L?*(2, R),
IVn(u = un)lon < C' iy 0. (3.11)

Usando uma extensao do truque de Nitsche é possivel ainda mostrar que, se 2 é convexo,
a seguinte estimativa em L?(2,R) é valida (RAVIART; THOMAS, 1977a),

||u—uh||07g S Chl+1|u|l+17g. (312)

Esses resultados deixam clara a importancia da escolha dos graus r e m. Os
graus r e m, além de terem um papel crucial na compatibilidade dos espacos de aproximagao
(Lemas 2 e 3), influenciam diretamente na ordem de convergéncia do método. Fica claro
por (3.9) que elevar o grau de r mantendo m constante, apesar de gerar aproximagoes
compativeis, nao gera uma melhoria nas ordens de convergéncia do método, uma vez
que elas ficarao limitadas por m + 1. Por outro lado, aumentar m mantendo r constante

pode gerar espacgos de aproximagao incompativeis. Mesmo com espagos incompativeis, se
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a condig¢do (2.20) for satisfeita, o problema B continua admitindo solu¢ao tnica. Dessa
forma ainda espera-se a convergéncia de u;, e Vpju,, porém nesse caso as ordens de
convergéncia serao limitadas por r. Na Secao 3.3 foram realizados experimentos numéricos

onde observa-se ambos os comportamentos.

3.2 Estimativas de erro na aproximacao de A

Para a analise do erro cometido na aproximagao de A comegaremos enunciando

o seguinte resultado

Teorema 4 (Teorema 3 e Lema 10 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Sejam X, e M),
espagos construidos como na Segdo 2.2 do Capitulo 2. Suponha ainda que a condicao de

compatibilidade (2.21) seja satisfeita; entdo existe constante o > 0 tal que,

b
Vin € My, sup ) S (3.13)

wexy, |[|vnlllx

Além disso, o problema A tem solugao unica (upn, A\p) e satisfaz
1 1
A= Malllar < ~[Ju— (1 ) inf [|[A— 3.14
] nlllar < “lluw = unlln+ {1+ ) inf ([[A = pnllla (3.14)

O Teorema 4 nos mostra que o erro cometido na aproximacao de A esta
diretamente relacionado com o erro cometido na aproximacao de u. Dessa forma a partir

dos Teoremas 3 e 4 e do Lema 4 obtemos a seguinte estimativa para |||\ — Ap|||az-

Teorema 5 (Teorema 5 de (RAVIART; THOMAS, 1977a)). Seja Ty, uma discretizagao afim
e reqular de 2. Considere os espacos Xy, e My, construidos como na Secao 2.2 do Capitulo
2, com PT(R) cUe Em(af() C A. Suponha ainda que a condicio de compatibilidade
(2.21) seja satisfeita e que u € HT(Q) N HY(Q), com | = min{r,m + 1}. Entdo existe

constante C' independente de h tal que

112 = Mlllar < CHlulis. (3.15)

Demonstracao. Do Lema 4 tomando ¢ = u segue que,

. b(?}, A— :uh) l
f ———= < Ch . 3.16
SR T e, = e 10
Como ||v]|n < Cal||v|||x, segue direto da definigao de ||| - |||a que,
inf IIA = palllar < CR'luliire. (3.17)
nrEMp

Assim, substituindo (3.9) e (3.17) em (3.14) obtemos,

1A = Mlllar < CRuliyr0
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Segue diretamente do Teorema 5 e de (3.6) a seguinte estimativa na norma

||>\ — )\h||Mh S Chl|u|l+1,9. (318)

Na aproximacao de A nao é possivel aumentar indeterminadamente o grau
m mantendo r constante, uma vez que isso gera espagos de aproximacao incompativeis,
e assim nao havera garantia para a unicidade de solugao do problema A nem para a
convergéncia de \,. Aumentar o grau r mantendo m constante, por outro lado, é uma
estratégia vidavel. Porém neste caso a ordem de convergéncia sera limitada por m + 1,
como indicado pela equagao (3.18). Na Secdo 3.3 realizamos experimentos numéricos com

espagos compativeis e incompativeis que ilustram ambas as situacoes.

3.3 Experimentos numéricos

Nessa se¢ao apresentamos uma série de experimentos numéricos realizados com
o fim de verificar experimentalmente as ordens de convergéncia apresentadas em (3.11),
(3.12) e (3.18). Para isso o MHP foi implementado em um cédigo préprio, escrito em
linguagem FORTRAN, para malhas triangulares e retangulares. Em ambos os casos foram
utilizados diversos espagos de aproximacao, variando os graus r e m. O problema resolvido
foi o problema modelo (1.1) definindo §2 = [0, 1] x [0, 1], £ como a matriz identidade e f

foi tomada de forma que a solucao exata para o problema fosse

u(z,y) = sin(mx) sin(my).

Os experimentos foram divididos em dois blocos. No primeiro utilizamos malhas
triangulares para discretizar o dominio enquanto no segundo usamos malhas retangula-
res. Em ambos os blocos utilizamos tanto espacos de aproximacao compativeis, isto é,
que verificam a condigdo (2.21), como espagos incompativeis. Além disso os resultados
obtidos pelo método Hibrido Primal foram comparados com os obtidos pelo método de
Galerkin Continuo. As proximas subsegoes dao mais detalhes sobre cada um dos blocos de

experimentos e discutem profundamente os resultados obtidos.

3.3.1 Malhas triangulares

Neste bloco de experimentos o problema em questao foi resolvido utilizando o
MHP com malhas triangulares. Para a construcao das malhas, o dominio €2 foi primeiro
dividido em n? quadrados e em seguida cada quadrado foi dividido em dois tridngulos,
totalizando 2n* elementos, como mostrado na Figura 2. Os espacos de aproximacao
utilizados foram (Py(K), Ey(0K)), (Po(K), Eo(OK)), (Ps(K), Eo(9K)), (P3(K), By (OK)),
(P3(K), E5(0K)) e (Py(K), By (9K)). Pelo Lema 2 segue que o0s ¢inco primeiros espacos

satisfazem a condigdo de compatibilidade (2.21) enquanto o tltimo néao.
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Figura 2 — Sequéncia de malhas triangulares adotadas para a realizagdo dos experimentos
numéricos com n = 2,4 e 8.

Para cada um dos espagos de aproximacao adotados foram computadas as

solugbes aproximadas (up, Ay) e medidos os erros cometidos nas aproximagoes de u, Vu e A

assim como as respectivas taxas de convergéncia. Os resultados encontram-se nas Tabelas

3 a 8. Além disso, a fim de comparar o método Hibrido Primal com um método classico, o

problema abordado também foi resolvido utilizando o método de Galerkin Continuo (GC)

com base nas funcoes interpolantes de Lagrange. Os resultados para GC encontram-se nas

Tabelas 9 e 10.

Tabela 3 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de

u, Vu e A pelo MHP com espaco de aproximacao (Py(K), Ey(0K)) para o
problema analisado.

|lu = unlfo0 Vi (u = un)llog 1A = Anlla,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 1.5758e-01 - 1.7105e+00 - 1.6260e+00 -

4 14.2710e-02 1.88 | 9.0277e-01 0.92 | 8.3839¢e-01 0.96
8 | 1.0920e-02 1.97 | 4.5765e-01 0.98 | 4.2244e-01 0.99
16 | 2.7459¢-03 1.99 | 2.2962e-01 1.00 | 2.1163e-01 1.00
32 | 6.8748e-04 2.00 | 1.1491e-01 1.00 | 1.0586e-01 1.00
64 | 1.7193e-04 2.00 | 5.7467e-02 1.00 | 5.2938e-02 1.00

Tabela 4 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximagao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximagao (Py(K), Ey(0OK)) para o

problema analisado.

wW =
9= 00 e o) B

64

[Ju — unlo.0 [ Vi(u —up)llog A = Al
err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.8158e-01 1.3608e+00 - 1.6260e+00

4.9769e-02  1.87
1.2747e-02  1.97
3.2062e-03  1.99
8.0278e-04  2.00
2.0077e-04  2.00

7.0336e-01  0.95
3.5499%-01  0.99
1.7792e-01  1.00
8.9017e-02  1.00
4.4515e-02  1.00

8.3839%-01  0.96
4.2244e-01  0.99
2.1163e-01  1.00
1.0586e-01  1.00
5.2938e-02  1.00
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Tabela 5 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximagao (P3(K), Ey(OK)) para o

problema analisado.

[lu = unlfo,0 I Vi(u = up)llog 1A = Anlag,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 1.8482e-01 - 1.3133e+00 - 1.6260e+00 -

4 14.9997e-02 1.89 | 6.9693e-01 0.91 | 8.3839e-01 0.96
8 | 1.2761e-02 1.97 | 3.5417e-01 0.98 | 4.2244e-01 0.99
16 | 3.2071e-03 1.99 | 1.7782e-01 0.99 | 2.1163e-01 1.00
32 | 8.0284e-04 2.00 | 8.9004e-02 1.00 | 1.0586e-01 1.00
64 | 2.0078e-04 2.00 | 4.4513e-02 1.00 | 5.2938e-02 1.00

Tabela 6 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximagao (P3(K), E1(0K)) para o

problema analisado.

[lu = unlfo.0 IV (u = un)llog A = Anllaz,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 1.0688e-02 - 1.8833e-01 - 3.4010e-01 -

4 1 1.2036e-03 3.15 | 3.9828e-02 2.24 | 8.7246e-02 1.96
8 | 1.5202e-04 2.99 | 9.4279e-03 2.08 | 2.1756e-02 2.00
16 | 1.9382e-05 2.97 | 2.3299e-03 2.02 | 5.4084e-03 2.01
32 | 2.4521e-06 2.98 | 5.8174e-04 2.00 | 1.3473e-03 2.01
64 | 3.0845e-07 2.99 | 1.4550e-04 2.00 | 3.3616e-04 2.00

Tabela 7 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximagao (P3(K), E2(0K)) para o

problema analisado.

||u — un[loo
err. taxa

[ Va(u —up)|log
err. taxa

[IA = Anllas,

err. taxa

oo =~ N B

—_
(=

7.2316e-03
4.5100e-04
2.7398e-05
1.6805¢-06
1.0403e-07
6.4713e-09

4.00
4.04
4.03
4.01
4.01

1.2573e-01
1.6339e-02
2.0400e-03
2.5373e-04
3.1609e-05
3.9437e-06

2.94
3.00
3.01
3.00
3.00

1.1872e-01
1.1884e-02
1.2032e-03
1.2412e-04
1.3492¢-05
1.5453e-06

3.32
3.30
3.28
3.20
3.13
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Tabela 8 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de u,
Vu e A pelo MHP com espago de aproximagao incompativel (P (K), E1(0K))
para o problema analisado.

|[u — unlloo Vi (u —up)lfog A = Anl[as,
err. taxa | err. taxa | err. taxa
3.8099e-02 5.4679e-01 3.4349e+-02

4.5738e-03  3.06 | 1.4286e-01 1.94 | 5.2876e+00 6.02
5.5885e-04  3.03 | 3.6102e-02 1.98 | 2.4523e+00 1.11
6.9364e-05 3.01 | 9.0497e-03 2.00 | 2.7641e+01 -3.49
8.6540e-06  3.00 | 2.2639e-03  2.00 | 3.5951e+01 -0.38
64 | 1.0812e-06 3.00 | 5.6608¢-04 2.00 | 1.3970e+01 1.36

W =
X5 00w |3

Tabela 9 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de u

A

e Vu pelo método de Galerkin Continuo com os espagos de aproximagao P;(K)

A,

e Py(K) para o problema analisado.

Galerkin Continuo P (K) Galerkin Continuo P(K)

[lu = unllo.0 IV (= un)lon [l = unllo.0 IV (u = un)lloc
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
3.5302e-01 2.1243e+00 4.6099e-02 6.5856¢e-01

1.1183e-01 1.66 | 1.1859¢+4-00 0.84 | 6.1202e-03 2.91 | 1.8298e-01  1.85
2.9886e-02 1.90 | 6.1065¢-01  0.96 | 7.7508e-04 2.98 | 4.7216e-02 1.95
7.6048e-03 1.97 | 3.0764e-01  0.99 | 9.7212e-05 3.00 | 1.1906e-02 1.99
1.9098e-03 1.99 | 1.5411e-01  1.00 | 1.2163e-05 3.00 | 2.9833e-03 2.00
64 | 4.7799-04 2.00 | 7.7094e-02  1.00 | 1.5208e-06 3.00 | 7.4626e-04 2.00

W =
LB oy @B B

Tabela 10 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de

A

u e Vu pelo método de Galerkin Continuo com espago de aproximagao Ps(K)
para o problema o problema analisado.

Galerkin Continuo P3(K)

|[u — un[loo IV (u = up)llog
err. taxa | err. taxa
7.8329¢-03 1.4287e-01

4.7564e-04 4.04 | 1.8696e-02 2.93
2.8283e-05 4.07 | 2.3397¢-03  3.00
1.7196e-06 4.04 | 2.9135e-04 3.01
1.0609e-07  4.02 | 3.6319e-05 3.00
64 | 6.5916e-09 4.01 | 4.5333e-06 3.00

W =
X5 0w | B

Para os espacos (P (K), Ey(9K)), (Py(K), Ey(0K)), (P3(K), Ey(9K)),
(P3(K), E1(0K)) e (P3(K), Ey(OK)), por se tratarem de espacos compativeis, os Teoremas
2 e 4 nos garantem a convergéncia de uy, Vyuy, € A, com taxas dadas por (3.12), (3.11) e
(3.18) respectivamente. As Tabelas 3 & 7 mostram que os resultados numéricos obtidos

estdo em total acordo com a previsao tedrica. Além disso as Tabelas 3 a 5 referentes aos
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espacos (P (K), Ey(0K)), (Po(K), Ey(0K)) e (Ps(K), Eo(dK)) deixam claro que aumentar

o grau r mantendo m constante nao provoca uma melhoria nas taxas de convergéncia.

Por outro lado, o espaco (Py(K), E1(0K)) satisfaz as hip6teses do Teorema 2
porém, por se tratar de um espaco de aproximacgao incompativel, nao satisfaz as hipéteses
do Teorema 4. Dessa forma esperamos as convergéncias das variaveis uy e Vjuy, porém
nao esperamos a convergéncia de \,. Esse comportamento é observado na Tabela 8. De
fato, por se tratar de um espaco incompativel, ndo podemos sequer garantir a unicidade
de solucao na aproximacao de A, o que torna a implementacao numérica deste espago mais

delicada.

Ao comparar o Método Hibrido Primal (com a estratégia de condensagao
proposta na Se¢ao 2.3), com o método de Galerkin Continuo observamos que, para espacos
de aproximagao de baixa ordem (m = 0,1 e 2), o MHM possui mais graus de liberdade
globais do que o método de GC correspondente. Essa situagdo no entanto se inverte para

espagos de aproximagao de mais alta ordem (m > 3).

Ja em relacdo aos erros absoltos notamos que o MHP, para os espagos aqui
considerados e para o problema em questao, é mais preciso que o método de Galerkin
Continuo. O MHP usando (P,(K), Ey(0K)) alcancou as mesmas taxas de convergéncia
que GC usando Pl(K ) para a aproximacao de u e de Vu, porém os erros absolutos foram
significativamente menores. Esse mesmo padrao é observado ao comparar GC usando
Py(K) com o MHP usando (P3(K), E1(0K)) e ao comparar GC usando P3(K) com o MHP
usando (Ps(K), E2(OK)), embora neste tltimo caso o Método Hibrido Primal mostrou

erros apenas levemente menores que os obtidos por Galerkin Continuo.

Por fim, as Figuras 3 a 6 fazem uma comparacao entre as solugoes aproximadas
up, obtidas por GC e pelo MHP com diferentes espagos de aproximagao e malhas. Pela
Figura 3 pode-se ver que a solucao aproximada wu; obtida pelo MHP ¢é descontinua na
fronteira entre dois elementos vizinhos, o que reflete o fato do MHP ser um método
nao conforme para a aproximagao de u. Conforme refinamos a malha (Figura 4), ou
aumentados os graus m e r (Figuras 5 e 6), as descontinuidades de u; entre elementos
vizinhos diminuem a ponto de nao serem visualmente perceptiveis, porém elas continuam

presentes de forma que ainda temos solugdes nao conformes, isto é u, & Hy (2, R).
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Figura 3 — A esquerda temos a solucio u, obtida por GC usando Pl(f( ), enquanto a

A A

direita temos a solucao uy, obtida pelo MHP usando (P (K), Ey(0K)). Ambas
as solucoes foram obtidas sobre uma malha com 4 x 4 divisoes.
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Figura 4 — A esquerda temos a solucdo wu, obtida por GC usando P (K ), enquanto a

A A

direita temos a solugao uy, obtida pelo MHP usando (P (K), Ey(0K)). Ambas
as solugoes foram obtidas sobre uma malha com 16 x 16 divisoes.
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Figura 5 — A esquerda temos a solucdo uy, obtida por GC usando Pg(f( ), enquanto a

A A

direita temos a solugao uy, obtida pelo MHP usando (P3(K), E1(0K)). Ambas
as solucoes foram obtidas sobre uma malha com 4 x 4 divisoes.
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Figura 6 — A esquerda temos a solucdo u, obtida por GC usandoAPg(f( ), enquanto a
direita temos a solucao uy, obtida pelo MHP usando (P3(K), E1(0K)). Ambas
as solucoes foram obtidas sobre uma malha com 16 x 16 divisoes.

3.3.2 Malhas retangulares

Nesse bloco de experimentos o problema em questao foi resolvido utilizando
o MHP com malhas de quadrados como as mostradas na Figura 7. Os espacos de
aproximacio utilizados foram (Q7 (K), Ey(9K)), (QF (K), E(9K)), (QF (K), Ey(0K)),
(QF(R), B(0K)), (@5 (K), By(9R)), (QF (K), Ex(0K)) ¢ (Q1(R), Eo(9K)). Pelo Lema
3 segue que os seis primeiros espagos satisfazem a condigdo de compatibilidade (2.21),

enquanto o ultimo nao.

Figura 7 — Sequéncia de malhas retangulares adotadas para a realizacao dos experimentos
numéricos com n = 2,4 e 8.

Para cada um dos espagos de aproximacao adotados foram computadas as
solucoes aproximadas (up, Ap) € medidos os erros pertinentes assim como as respectivas
taxas de convergéncia. Os resultados encontram-se nas Tabelas 11 a 16. Novamente o
método Hibrido Primal foi comparado ao método de Galerkin Continuo, dessa vez usando
como base os espacos Q1(K), Q2(K) e Q3(K). Os resultados para o método de Galerkin

Continuo encontram-se nas Tabelas 17 e 18.
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Tabela 11 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacao (Qf (K), Ey(0K)) para o

problema analisado.

|lu = unlfo.0 IV (u = un)llog 1A = Anlag,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 1.0698e-01 - 1.2504e+00 - 1.3673e -

4 | 2.9324e-02 1.87 | 6.8766e-01 0.86 | 7.0500e-01 0.96
8 | 7.5320e-03 1.96 | 3.5297e-01 0.96 | 3.5522e-01 0.99
16 | 1.8962¢-03 1.99 | 1.7767e-01 0.99 | 1.7796e-01 1.00
32 | 4.7489¢e-04 2.00 | 8.8985e-02 1.00 | 8.9020e-02 1.00
64 | 1.1878e-04 2.00 | 4.4511e-02 1.00 | 4.4516e-02 1.00

Tabela 12 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacio (Q5 (K), Eo(0K)) para o

problema analisado.

||u — unloo
err. taxa

[ Va(u —un)|log
err. taxa

[IA = Anllas,

err. taxa

o =~ N B

—_
(=

1.1596e-01
3.4337e-02
8.9586e-03
2.2637e-03
0.6744e-04
1.4195e-04

1.76
1.94
1.98
2.00
2.00

9.0107e-01
4.8871e-01
2.4990e-01
1.2567e-01
6.2927e-02
3.1475e-02

0.88
0.97
0.99
1.00
1.00

1.3673e -

7.0500e-01  0.96
3.5522e-01  0.99
1.7796e-01  1.00
8.9020e-02  1.00
4.4516e-02 1.00

Tabela 13 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacgao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacio (Q5 (K), Ey(0K)) para o

problema analisado.

|lu = unlfo,0 Vi (u = up)llog A = Anllaz,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 1.2270e-01 - 8.9684e-01 - 1.3673e+00 -

4 | 3.4783e-02 1.81 | 4.8857e-01 0.88 | 7.0500e-01 0.96
8 | 8.9869e-03 1.95 | 2.4990e-01 0.97 | 3.5522e-01 0.99
16 | 2.2655e-03 1.99 | 1.2567e-01 0.99 | 1.7796e-01 1.00
32 | 5.6755e-04 2.00 | 6.2927e-02 1.00 | 8.9020e-02 1.00
64 | 1.4196e-04 2.00 | 3.1475e-02 1.00 | 4.4516e-02 1.00
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Tabela 14 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacao (Q5 (K), E1(0K)) para o

problema analisado.

[lu = unllog

CIT.

taxa

[V = un)llo.0

CIT.

taxa

[IA = Anllag,

CeIT.

taxa

0 = NB

—_
(=

64

1.5269e-02
1.9955e-03
2.5507e-04
3.2141e-05
4.0270e-06
2.0369e-07

2.94
2.97
2.99
3.00
3.00

2.1855e-01
5.4590e-02
1.3729e-02
3.4428e-03
8.6156e-04
2.1545e-04

2.00
1.99
2.00
2.00
2.00

3.3790e-01
1.0528e-01
2.9136e-02
7.5448e-03
1.9061e-03
4.7788e-04

1.68
1.85
1.95
1.98
2.00

Tabela 15 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacao (Q5 (K), E1(0K)) para o

problema analisado.

[lu = unllog

CIT.

taxa

[IVa(u = un)llo.0

CIT.

taxa

[IA = Anllas,

CIT.

taxa

o =~ N B

—_
(=

5.8515e-03
6.3898e-04
7.6718e-05
9.4885e-06
1.1829¢-06
1.4776e-07

3.20
3.06
3.02
3.00
3.00

1.1133e-01
2.6313e-02
6.4687¢-03
1.6101e-03
4.0208e-04
1.0049e-04

2.08
2.02
2.01
2.00
2.00

2.8074e-01
7.1771e-02
1.8028e-02
4.5121e-03
1.1283e-03
2.8211e-04

1.97
1.99
2.00
2.00
2.00

Tabela 16 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacgao de
u, Vu e A pelo MHP com espago de aproximacio (Q5 (K), F2(0K)) para o

problema analisado.

[lu = unllog

CeIT.

taxa

[V = un)llo0

CIT.

taxa

[IA = Anllas,

CeIT.

taxa

oo =~ N B

—_
(=

1.4085¢-03
9.2335e-05
0.8551e-06
3.6734e-07
2.2981e-08
1.4367¢-09

3.93
3.98
3.99
4.00
4.00

2.8686e-02
3.7006e-03
4.6691e-04
5.8507e-05
7.3179e-06
9.1489e-07

2.95
2.99
3.00
3.00
3.00

3.8696e-02
4.8389¢-03
6.0106e-04
7.4966e-05
9.3650e-06
1.1704e-05

3.00
3.01
3.00
3.00
3.00
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Tabela 17 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacgao de
u, Vu e X pelo MHP com espago de aproximagao (Q1(K), Eo(OK)) para o
problema analisado.

|[u — up[loo Vi (u —up)lfog [[A = Anl[as,
err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.0698e-01 1.2504e+-00 - 5.0139e+-01 -

2.9324e-02 1.87 | 6.8766e-01  0.86 | 6.8826e+01 -0.46
7.5320e-03 1.96 | 3.5297¢-01  0.96 | 5.8311e+01 0.24
1.8962e-03 1.99 | 1.7767e-01  0.99 | 6.1427¢+01 -0.08
4.7489¢-04  2.00 | 8.8985e-02  1.00 | 3.1619e+4-02 -2.36
64 | 1.1878e-04 2.00 | 4.4511e-02  1.00 | 2.4688e+02 0.36

Lo =
NS =

Tabela 18 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao
de u e Vu por GC com os espagos de aproximagao Q1(K) e Q2(K) para o
problema analisado.

Galerkin Continuo Q;(K) Galerkin Continuo Q9(K)

|[u — unlloq [[Vi(u = un)llog |[u — unlloq [[Vi(u = un)llog
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.2179e-01 - 9.9633e-01 1.4404e-02 2.0204e-01

3.0392¢-02  2.00 | 5.0137e-01 0.99 | 1.9321e-03 2.90 | 5.0976e-02 1.99
7.6010e-03  2.00 | 2.5151e-01 1.00 | 2.4511e-04 2.98 | 1.2762e-02  2.00
1.9006e-03  2.00 | 1.2587e-01 1.00 | 3.0746e-05 3.00 | 3.1915e-03  2.00
4.7517e-04  2.00 | 6.2952e-02 1.00 | 3.8465e-06 3.00 | 7.9792e-04 2.00
64 | 1.1879e-04 2.00 | 3.1478e-02 1.00 | 4.8092e-07 3.00 | 1.9948e-04 2.00

W =
RN E

Tabela 19 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de u
e Vu por GC com espago de aproximagcao (3(K’) para o problema analisado.

Galerkin Continuo Qs(K)

|l = unllogq [IVi(u = up)llog
n | err. taxa | err. taxa
2 | 1.3605e-03 - | 2.6682e-02 -
4 | 8.8141e-05 3.95 | 3.3764e-03 2.98
8 | 5.5641e-06 3.99 | 4.2331e-04 3.00
16
32

3.4864e-07  4.00 | 5.2953e-05 3.00
2.1804e-08  4.00 | 6.6203e-06 3.00
64 | 1.3630e-09 4.00 | 8.2758e-07 3.00

Para os espacos (Qf (), Bo(0K)), (QF (K), Fo(0K)), (Q4(K), Eo(0K)),
(QF(K), E1(0K)) e (QF (K), E5(DK)), por se tratarem de espacos compativeis, os Teo-
remas 2 e 4 nos garantem a convergéncia de uy, Vuy, e A, com taxas dadas por (3.12),
(3.11) e (3.18) respectivamente. As Tabelas 11 a 16 mostram que os resultados numéricos

obtidos concordam com a analise apresentada. Analogamente ao caso de malhas trian-
gulares, as Tabelas 11 & 13 referentes aos espacos (QF (K, Eo(0K))), (QF (K, Eo(0K))) e
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(Q;([A( , Eg((?f( ))) mostram que aumentar o grau r mantendo m constante nao provoca

uma melhoria nas taxas de convergéncia.

Por outro lado, o espaco (Q1(K), Ey(dK)) satisfaz as hipéteses do Teorema 2
porém, por se tratar de um espaco de aproximacgao incompativel, nao satisfaz as hipéteses
do Teorema 4. Dessa forma esperamos a convergéncia das variaveis u, e Vju, porém nao
podemos garantir unicidade ou convergéncia na aproximacao de \. Esse comportamento é
observado na Tabela 17. Note que a diferenca entre Ql(f( ) e Qf(f( ) é apenas o espago
gerado pela funcao vy apresentada na Secao 2.2. Essa diferenca, apesar de pequena, é
crucial para a convergéncia de \,. Destacamos novamente que, por se tratar de um espaco
incompativel, a implementacao computacional deste espaco deve ser tratada com mais

cuidado.

Comparando as solugoes obtidas por GC e pelo MHP vemos um comportamento
analogo ao observado para malhas triangulares. As taxas obtidas pelo MHP usando
( ;H(R'),Em(ﬁf()) foram as mesmas que as obtidas por GC usando Q,,.1(K) para
m = 0,1 e 2. Em termos dos erros absolutos em todos os trés casos o MHP se mostrou

mais preciso.

Vale comparar também os resultados do MHP em malhas de quadrados, apre-
sentados nesta subsecao, com os do MHP em malhas de triangulos, apresentados na
subsecao anterior. Para uma malha com o mesmo nimero de nés, o MHP em quadrados
possui menos graus de liberdade globais do que o MHP em triangulos, ao passo que obtém
aproximacoes mais precisas para o problema analisado. Esse comportamento favorece o uso
de malhas de quadrados e motiva estudos mais profundos acerca de malhas quadrilaterais

gerais, como o que sera realizado no Capitulo 4.

Por fim, as Figuras 8 a 11 nos dao uma comparacao entre as solugdes aproxi-
madas uy, obtidas pelo método de Galerkin Continuo e pelo Método Hibrido Primal com
diferentes espacos de aproximagao e malhas. Assim como ocorre para malhas triangulares,
podemos ver na Figura 8 que a solucao aproximada u;, gerada pelo MHP nao é continua
entre elementos vizinhos e portanto u, ¢ Hj (). Refinar a malha ou aumentar os graus
dos espacgos de aproximacao reduzem a descontinuidade de u; entre elementos vizinhos, o

que pode ser percebido pelas Figuras 9, 10 e 11.
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Galerkin Classico Hibrido Primal
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Figura 8 — A esquerda temos a solucdo u; obtida por GC usando Ql(f( ), enquanto a
direita temos a solugao uy, obtida pelo MHP usando (Qf (K), Ex(0K)). Ambas
as solucoes foram obtidas sobre uma malha com 4 x 4 divisoes.

Galerkin Classico Hibrido Primal
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Figura 9 — A esquerda temos a solucdo wu, obtida por GC usando Ql(f( ), enquanto a
direita temos a solugao uy, obtida pelo MHP usando (Qf (K), Ey(0K)). Ambas
as solugoes foram obtidas sobre uma malha com 16 x 16 divisoes.

Galerkin Classico Hibrido Primal

Figura 10 — A esquerda temos a solucdo uy, obtida por GC usando AQQ(IA( ), enquanto a
direita temos a solugio uy, obtida pelo MHP usando (Q3 (K), F1(0K)). Ambas
as solugoes foram obtidas sobre uma malha com 4 x 4 divisoes.
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Galerkin Classico Hibrido Primal
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Figura 11 — A esquerda temos a solugdo u;, obtida por GC usando QQ(K ), enquanto a
direita temos a solucio uy, obtida pelo MHP usando (Q3 (K), E1(0K)). Ambas
as solugoes foram obtidas sobre uma malha com 16 x 16 divisoes.
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4 Estimativas de erro para malhas bilineares

A anélise de convergéncia feita em (RAVIART; THOMAS, 1977a) e apresentada
no Capitulo 3 abrange apenas o caso de malhas geradas por transformacoes afins. Apesar
desse caso ser suficiente para analisar qualquer discretizagdo em triangulos ou em paralelo-
gramos de um dominio bidimensional, ela nao é suficiente para analisar uma discretizacao
em quadrilateros convexos quaisquer. Para abranger o tltimo caso é necessario fazer a

analise de convergéncia para transformacoes bilineares.

Usando as mesmas normas e condi¢oes de regularidade de malha definidas
no comeco do Capitulo 3, neste capitulo desenvolveremos a analise de convergéncia do
MHP para o caso de discretizagoes geradas por transformacoes bilineares. Nesse contexto,
apresentaremos condigoes necessarias e suficientes para a obtencao das taxas 6timas de
convergéncia de uy, e Vyuy, além de condigdes suficientes para obtengao das taxas otimas

na aproximagao de \j.

4.1 Otimalidade do MHP em malhas bilineares

Apesar de estarmos agora no contexto de malhas geradas por transformagoes
bilineares, alguns resultados apresentados no Capitulo 3 para a andlise do caso afim

continuam validos. E o caso do Lema 4 e dos Teoremas 2 e 4.

Observagao 1. No caso do Teorema 4, (RAVIART; THOMAS, 1977a) demonstra a
existéncia da constante o > 0 satisfazendo (3.13) apenas para o caso de transformagoes
afins. No Apéndice A deste trabalho mostramos que a existéncia da constante o também é
garantida para o caso bilinear. Isso garante que o Teorema 4 continua verdadeiro mesmo

para o caso bilinear.

Dessa forma, o ponto chave que diferencia a analise para malhas afins e bilineares
estd na estimativa de
inf ||u — vp|n- (4.1)

v, EVR
Uma vez encontrada uma estimativa para (4.1) podemos encontrar as taxas de convergéncia
para uy, Vyuy € A, de maneira analoga a feita nos Teoremas 3 e 5. Como veremos a seguir,

a estimativa de (4.1) é mais delicada para o caso de malhas bilineares e serd necessério
usar resultados de (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2002) para obté-la.

Lema 6 (Teoremas 3 e 4 de (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2002)). Seja Fx uma transfor-

macao bilinear entre K e qualquer elemento convero K € Ty, e considere Ui como definido
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em (2.16); entao
P(K) CUx < Q.(K)CU.

Teorema 6 (Secao 3 de (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2002)). Seja Ty discretizagao regular
de € em quadrildteros convezros gerais de forma que as transformacoes Fi que mapeiam
K emK sejam bilineares. Considere X, o espaco construido na Secao 2.2 do Capitulo 2,
entao as estimativas

inf ||u—vl|jpa < Ch”l]u\HLQ, Yu € H’”H(Q)
veXy

lelilg‘ ||Vh(u— U)HO,Q S Chr|u|7‘+1797 \V/u c Hr+1(Q)
vEAR

A

sio validas se e somente se Q.(K) C U.

Usando o Lema 6 e o Teorema 6 provaremos a seguinte estimativa para (4.1).

Teorema 7. Tomando as mesmas hipoteses do Teorema 6 e considerando adicionalmente
o espaco Vj, definido na Secao 2.2 do Capitulo 2, existe uma constante C independente de
h tal que

inf [|u—v|[n < CH|u|pi10, Yue H Q) (4.2)

veVy

se e somente se Q. (K) C U.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que a condi¢ao Qr(.f( ) C U é suficiente para obter
a estimativa (4.2). Seja W), subespaco de H,(£2,R) definido por,

Wh = {wh € C()(Q,R) : VK € E,whh( € PT<K),wh|3Q = 0}

Como W}, é composto por fungdes continuas e o Lema 6 garante que P,(K) C Uy para
todo K € Ty, segue que W), C V. Usando (1.2), (2.11) e resultados classicos da teoria de

aproximacao segue que

: _ < : _ .
venéh llu —wvp|ln < Oy wlenv%“/h lu — w10 < Ch"|ulr41.0.

Por outro lado, suponha que a estimativa (4.2) é satisfeita. Como V}, C X}, usando (2.11)
e (1.2) temos

i — < i — < T
1 nf vl < 3 [l = vl < OF v
e segue diretamente do Teorema 6 que Q,(K) c U. O

A estimativa (4.2) nos permitird encontrar resultados andlogos aos dos Teoremas

2 e 5 para o caso de malhas bilineares.
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Teorema 8. Seja Ty, discretizagao reqular de €2 em quadrildteros convexos gerais de forma
que as transformagoes Fi que mapeiam K em K sejam bilineares. Considere os espacos
Xy e My, construidos como na Secao 2.2 do Capitulo 2, com Em(af() C A. Suponha que
u € H™HQ) N H(Q) com | = min{r,m + 1}, entdo existe constante C independente de h
tal que

| — up|ln < Ch'|uli10, (4.3)

se e somente se Q. (K) C U.

Demonstracao. Substituindo os resultados apresentados pelo Teorema 7 e pelo Lema 4

em (3.7) obtemos o resultado desejado. O

De (4.3), (2.11) e (1.2) segue diretamente a seguinte estimativa em L*(Q, R),

1Vn(u = un)llog < Chluli1,0. (4.4)

Analogamente ao caso de malhas afins, se ) for convexo, uma extensao do truque de
Nitsche permite ainda mostrar a seguinte estimativa em L*(Q, R) (RAVIART; THOMAS,
1977a),

lu —unlloo < CH  ulig 0. (4.5)

Ja para a aproximagao de A temos o seguinte resultado.

Teorema 9. Seja Ty discretizacio reqular de 2 em quadrildteros convexos gerais de
forma que as transformacgoes Fx que mapeiam K em K sejam bilineares. Considere os
espacos Xy e My construidos como na Secao 2.2 do Capitulo 2, com Em(af() CcAe
QT(R') c U. Suponha ainda que a condicio de compatibilidade (2.21) seja satisfeita e que
u € H™(Q)N H(Q) com | = min{r,m + 1}, entdo existe constante C' independente de h

tal que a sequinte estimativa é valida
1A = Aalllar < Chulig 0. (4.6)

Demonstracao. Do Lema 4 tomando ¢ = u segue que

. b(’U, A— :uh) l
inf sup ————= < Ch'lu . 4.7
un €M), UE)I? HUHh = | ’H—l,Q ( )
Como ||v]|n < Col||v|||x, segue direto da definigao de ||| - |||» que,
inf ||IA = pnlllar < CR'Juli 0. (4.8)
nrEMp

Assim, substituindo os resultados do Teorema 8 e do Lema 4 em (3.14) obtemos a estimativa
desejada. O]
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Como consequéncia direta do Teorema 9 e de (3.6) a seguinte estimativa na

norma || - ||p, é verdadeira,

1A= nlln < CR'Juliire. (4.9)

Analogamente ao caso de malhas afins, as estimativas (4.4), (4.5) e (4.9)
mostram que ambos os graus r e m influenciam nas taxas de convergéncia de forma que
aumentar um deles mantendo o outro constante nao resulta em taxas de convergéncia mais
altas. No entanto, enquanto em malhas afins PT(K ) C U era suficiente para a obtenc¢ao

das taxas apresentadas, em malhas bilineares é necessario que @, (K) C U.

4.2 O caso dos espacos Serendipity

Nesse contexto um caso interessante de se analisar é o dos espacos Serendipity
(ARNOLD; AWANOU, 2011). Como P,(K) C S,(K), a analise desenvolvida no Capitulo
3 nos garante que 0s espacos (S:F(IA(), Em((?f()), comr —1>m >0, alcancam as taxas
6timas de aproximacao (3.11), (3.12) e (3.18) para malhas afins. Por outros lado, como
Qrj2)(K) C S.(K) porém Q|,241(K) ¢ S,(K) a analise desenvolvida neste capitulo
garante que obteremos apenas taxas O(h'™!) para a aproximacio de u e pelo menos taxas

O(h') para as aproximacoes de A, onde

t = min{|r/2],m+ 1}.

A proxima secdo apresenta uma série de experimentos numéricos que ilustra
este comportamento dos espacos Serendipity e fornece uma validagao numérica para a

analise aqui desenvolvida.

4.3 Experimentos numéricos

Nesta sec¢ao realizamos alguns experimentos numéricos com o fim de verificar a
analise apresentada na secao anterior deste mesmo capitulo. Nosso objetivo foi verificar as
condigoes suficientes e necessarias para a obtencao das taxas de convergéncia dtimas assim
como a influéncia das malhas nessas condig¢oes. O problema a ser resolvido é o problema
modelo (1.1) definindo 2 = [0,1] x [0, 1], K como a matriz identidade e tomando f de

forma que a solugao exata para o problema fosse

u(z,y) = sin(mx) sin(my).

Foram encontradas solucoes aproximadas para o problema em questao utili-
zando os espacos de aproximacao (QF (K), E1(0K)), (QF (K), E»(9K)), (S5 (K), Ey(0K))
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e (S5 (K), Ey(8K)). Além disso foram testadas dois tipos de sequéncias de malhas. A
primeira sequéncia consiste em uma subdivisao uniforme de 2 em n x n quadrados para
n = 2,4,8,16, 32, 64. Essa sequéncia é uma sequéncia de malhas afins e estd representada
na Figura 7. Ja a segunda sequéncia é composta por malhas bilineares e consiste em

subdivisoes de {2 em n x n trapézios congruentes, como mostrado na Figura 12.

NN
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Figura 12 — Sequéncia de malhas trapezoidais adotadas para a realiza¢ao dos experimentos
numéricos com n = 2,4 e 8.

Apés encontradas as solugoes aproximadas (uy, Ap) para cada um dos espagos e
malhas descritos, foram calculados os erros na norma de L*(£2, R) para a aproximacao de u
e Vu e o erro ||\ — Ap||a,- Também foram calculadas as respectivas taxas de convergéncia.

Os resultados encontrados estdo nas Tabelas 20 & 25.

Tabela 20 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximagao
de u e Vu pelo MHP com espago de aproximacao (Q4 (K), E1(0K)) para o
problema em questao usando malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios
|lu = unllog [ Vi(u = un)llog |lu = unllog [ Vi(u = un)llog
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.5269e-02 2.1855e-01 1.9170e-02 2.7210e-01

1.9955e-03  2.94 | 5.4590e-02 2.00 | 2.7257e-03 2,81 | 7.2099e-02 1.92
2.5507e-04  2.97 | 1.3729e-02  1.99 | 3.5012e-04 2.96 | 1.8258e-02 1.98
3.2141e-05  2.99 | 3.4428e-03 2.00 | 4.4162e-05 2.99 | 4.5832¢-03 1.99
4.0270e-06 3.00 | 8.6156e-04 2.00 | 5.5353e-06 3.00 | 1.1470e-03  2.00
64 | 5.0369¢-07 3.00 | 2.1545e-04 2.00 | 6.9247e-07 3.00 | 2.8680e-04 2.00

W =
RN
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Tabela 21 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao
de u e Vu pelo MHP com espago de aproximacao (S5 (K), E1(0K)) para o
problema em questao usando malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios
|Ju — unlloo [ Vr(u = un)lloo [Ju — unlloo [ Vi(u = un)llog
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.9170e-02 2.7210e-01 1.9772¢-02 2.8025e-01

2.7257e-03  2.81 | 7.2099e-02 1.92 | 2.7657e-03 2.84 | 7.3517e-02 1.93
3.5012e-04  2.96 | 1.8258e-02 1.98 | 3.5832e-04 2.95 | 1.9058e-02 1.95
4.4162e-05 2.99 | 4.5832¢-03 1.99 | 4.6780e-05 2.94 | 5.2176e-03 1.87
5.5353e-06 3.00 | 1.1470e-03 2.00 | 6.5986e-06 2.83 | 1.6714e-03 1.64
64 | 6.9247e-07 3.00 | 2.8680e-04 2.00 | 1.1202e-06 2.56 | 6.6862e-04 1.32

L =
% 00 e | B

Tabela 22 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximagao
de u e Vu pelo MHP com espago de aproximacao (Q4 (K), E»(0K)) para o
problema em questao usando malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios
lJu — unlloo [ Vi(u = un)lloo [Ju — unlloo [ Vr(u = up)lloo
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
1.4085¢-03 2.8686e-02 2.4019¢-03 4.4717e-02

9.2335e-05  3.93 | 3.7006e-03 2.95 | 1.5389%¢-04 3.96 | 5.7410e-03 2.96
5.8551e-06 3.98 | 4.6691e-04 2.99 | 9.7812e-06 3.98 | 7.2661e-04 2.98
3.6734e-07 3.99 | 5.8507e-05 3.00 | 6.1484e-07 3.99 | 9.1231e-05 2.99
2.2981e-08 4.00 | 7.3179¢-06 3.00 | 3.8507e-08 4.00 | 1.1423e-05 3.00
64 | 1.4367e-09 4.00 | 9.1489¢-07 3.00 | 2.4086e-09 4.00 | 1.4288e-06 3.00

W =
RN

Tabela 23 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximagao
de u e Vu pelo MHP com espago de aproximacao (S5 (K), E3(0K)) para o
problema em questao usando malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios
[Ju — unlo0 IV i(u = up)lloo [Ju — uplo0 [ Vi(u —up)lloo
err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
8.1920e-03 1.2649¢-01 2.8267e-02 3.0826e-01

3.2649¢-04  4.65 | 1.3042¢-02  3.28 | 3.5480e-03  2.99 | 6.8658e-02 2.17
1.8198e-05 4.16 | 1.5418e-03 3.08 | 4.8452e-04 2.87 | 1.8300e-02 1.91
1.1056e-06 4.04 | 1.9000e-04 3.02 | 6.4011e-05 2.92 | 5.0657e-03 1.85
6.8612¢-08 4.01 | 2.3665¢-05 3.01 | 8.7026e-06 2.88 | 1.6231e-03 1.64
64 | 4.2807¢-09 4.00 | 2.9555¢-06 3.00 | 1.3567¢-06 2.68 | 6.4770e-04 1.33

W =
MQOO%I\DU
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Tabela 24 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacgao de A
pelo MHP para o problema em questao usando malhas de quadrados e os espa-
¢os de aproximagio (QF (K), E1(9K)), (S5 (K), Ei(0K)), (QF (K), E2(0K))

e (S5 (K), E2(0K)).

(Q3 (K), E1(0K)) | (S5 (K), E1(0K)) | (Qs (K), E2(9K)) | (S5 (K), E»(9K))
1A = Anlla, 1A = Anlla, 1A = Anlla, 1A = Anlla,

n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 3.3790e-01 - 3.3790e-01 - 3.8696e-02 - 3.3395e-01 -

4 1.0528e-01 1.68 | 1.0538e-01 1.68 | 4.8389¢e-03 3.00 | 2.0478e-02 4.03
8 | 2.9136e-02 1.85 | 2.9136e-02 1.85 | 6.0106e-04 3.01 | 1.3107e-03 3.97
16 | 7.5448e-03 1.95 | 7.5448e-03 1.95 | 7.4966e-05 3.00 | 1.0364e-04 3.66
32 | 1.9061e-03 1.98 | 1.9061e-03 1.98 | 9.3650e-06 3.00 | 1.0370e-05 3.32
64 | 4.7788e-04 2.00 | 4.7788e-04 2.00 | 1.1704e-06 3.00 | 1.2030e-06 3.11
128 | 1.1956e-04 2.00 | 1.1956e-04 2.00 | 1.4630e-07 3.00 | 1.4733e-07 3.03

Tabela 25 — Erros e suas respectivas taxas de convergéncia cometidos na aproximacao de A
pelo MHP para o problema em questao usanglo malha§ de trapemos € 08 espagos
de aproximagio (QF (K), E1(9K)), (S5 (K), E1(0K)), (Qf (K), E2(9K)) e
(S5 (K), E2(0K)).

(QF(K), E1(0K)) | (S5 (K), E1(0K)) | (Q (K), E2(9K)) | (5§ (K), E(OK))
1A = Anlla, 1A = Anlla, 1A = Anlla, 1A = Anlla,

n erT. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 4.8107e-01 - 4.8126e-01 - 5.3885e-02 - 1.5242e+00 -

4 1.3925e-01 1.79 | 1.3816e-01 1.80 | 7.6835e-03 2.81 | 3.6413e-01 2.07
8 3.8196e-02 1.87 | 3.7889¢-02 1.87 | 9.6587e-04 2.99 | 1.0400e-01 1.81
16 | 9.8923e-03 1.95 | 9.8153e-03 1.95 | 1.2020e-04 3.01 | 2.6936e-02 1.95
32 | 2.4988e-03 1.99 | 2.4838e-03 1.98 | 1.4972e-05 3.01 | 6.8010e-03 1.99
64 | 6.2640e-04 2.00 | 6.2726e-04 1.99 | 1.8684e-06 3.00 | 1.7061e-03  2.00
128 | 1.5671e-04 2.00 | 1.6147e-04 1.96 | 2.3338e-07 3.00 | 4.2744e-04  2.00

Para a convergéncia de u e Vu esse experimento mostrou resultados cla-
ros: Para a sequéncia de malhas afins, tanto os espacos (Q5:,,(K), E,,(9K)) como os
(Sih K),E,,(8K)) conduziram A taxas 6timas de convergéncia, isto é O(h™*?) para
a solucdo u, e O(h™) para Vj,u, , onde m = 1,2. No entanto, para a sequéncia de
malhas bilineares, apenas os espacos (Qf:,,(K), E,,(9K)) alcangaram as taxas 6timas.

Tais resultados ilustram perfeitamente as estimativas fornecidas pelo Teorema 8.

Para a convergéncia de A\ os resultados sao mais sutis. Como previsto pelo
Teorema 9 os espacos (Q;,,(K), E,,(0K)) alcancaram taxas 6timas para a aproximagio
de A tanto em malhas afins como bilinear. No entanto o espaco (S5 (K), E1(0K)) também
alcancou taxas 6timas na convergéncia do multiplicador de Lagrange A mesmo para o caso
bilinear. Esse resultado nao contradiz a analise desenvolvida, uma vez que o Teorema 9

fornece apenas condigoes suficientes.
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Vale destacar que, usando a estratégia de implementacdo apresentada na
Segao 2.3 do Capitulo 2, os espagos ( ;H(f(), En(0K)), com m > 0, possuem custo
computacional muito préximo ao dos espacos (S;:,,(K), E,(OK)), uma vez que ambas
as familias de espagos geram os mesmos numeros de graus de liberdade globais. Assim,
motivados pelos resultados apresentados nesta se¢ao, podemos afirmar que os espacos
(Qf 1 (K), E,(0K)) sido vantajosos em relagio aos (S, (K), E,(9K)), uma vez que
garantem taxas Otimas de convergéncia em qualquer malha quadrilateral convexa e tém

custo computacional equiparavel.
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5 Recuperacao do fluxo a partir do Método
Hibrido Primal

Ainda no contexto do problema modelo (1.1), para muitas aplicagbes é de
grande importancia obter aproximacoes precisas para o fluxo o = — K Vu. Em muitas
dessas aplicagoes é desejavel que o fluxo aproximado o, pertenca ao espago H(div, (2),
de forma que determinadas propriedades fisicas sejam preservadas, como a continuidade
da componente normal do fluxo na fronteira entre elementos vizinhos. Esse é o caso das
aplicagoes em meios porosos, onde a continuidade da componente normal é fundamental
para se resolver o problema de transporte associado (DURLOFSKY, 1994; CORREA;
LOULA, 2007).

Existem na literatura intimeros métodos capazes de obter aproximagcoes precisas
para o fluxo em H(div, (), tais como as estratégias de pés-processamento (CORDES; KIN-
ZELBACH, 1992; DURLOFSKY, 1994; LOULA; ROCHINHA; MURAD, 1995; CORREA;
LOULA, 2007), os Métodos Mistos e Mistos Estabilizados (RAVIART; THOMAS, 1977b;
BREZZI; DOUGLAS; MARINI, 1985; BREZZI et al., 1987; MASUD; HUGHES, 2002;
BOCHEV; DOHRMANN, 2006; CORREA; LOULA, 2008; CORREA et al., 2020) ou
ainda métodos de Galerkin Descontinuo (BREZZI et al., 2005; HUGHES; MASUD; WAN,
2006; LOULA et al., 2008; ANTONIETTI; HELTAI, 2007; CASTILLO, 2002). Como
veremos ao longo deste capitulo, o Método Hibrido Primal constitui uma alternativa viavel

para se resolver este mesmo problema.

Em (CHOU; KWAK; KIM, 2002) é desenvolvida uma estratégia de pds-
processamento que parte da solugdo Hibrida Primal para gerar aproximagoes em H (div, §2)
para o fluxo. A estratégia é motivada pela equagao (2.8) e utiliza A, como uma aproximagao
para a componente normal do fluxo. Neste capitulo iremos apresentar essa estratégia assim

como resultados de convergéncia nas normas de L*(Q, R?) e H(div, (2).

5.1 Espacos de aproximacdo em H (div, (2)

Para o desenvolvimento da estratégia de recuperacao do fluxo a partir do MHP
é necessario construir subespacos de dimensao finita de H(div,{2). Uma forma padrao
de se construir tais subespagos é através da transformacao de Piola, que leva fungoes
vetoriais definidas no elemento padrao K para fungoes sobre um elemento geométrico
qualquer K. Dada uma func¢ao vetorial v : K — R? definimos a transformacao de Piola
v = Pp, 0 : K — R? por

v(z) = JFx (@)™ DFg(#) 9(2), (5.1)
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onde Fx é a transformagcao bijetiva que mapeia KemK , DF'x sua matriz Jacobiana e

9K a5 normais unitarias

JFy o determinante da matriz Jacobiana. Considerando n?% e n
exteriores sobre K e K respectivamente e definindo v = Pr, 0 e u = 0o Fy' para
algum 4 : K = R, em (BOFFT et al., 2013) sao demonstradas as seguintes propriedades

para a transformagao de Piola.

div(v) = FKdiv(ﬁ), (5.2a)
/Kdlv(v)udX:/Kdlv(v)udX, (5.2b)
/ (v -1 )uds = / (®-nF)ads, (5.2¢)
oK oK
/ v-Vudx:/A b Vadk. (5.2d)
K K

Dada uma discretizagao 7T, do dominio €2 e definindo um subespaco de dimensao
finita Z C H (div, K ) sobre o elemento padrao, espagos de aproximagao globais 7, sao

construidos a partir da transformacao de Piola tomando

Zn={ve H(iv,Q) : v|x € Pp Z, VK € Ty}. (5.3)
Vale destacar ainda que Zj pode ser caracterizado como subespaco de

Y, ={ve LQR? : vlgx€PrZ, VKcT} (5.4)
composto pelas fun¢des com componente normal continua ao longo das fronteiras en-

tre elementos vizinhos. Note ainda que, obtidas as transformagoes Fx, o espago Zj é

completamente determinado pela escolha de Z.

Outro aspecto importante sobre os espagos de aproximagao em H (div,{2) é a
construcao de operadores de projegao mj, : H(div, Q) — Zj. Para todos os espagos utilizados
neste trabalho a construcao de tais operadores se da da seguinte forma: Definindo-se os graus
de liberdade em Z, constréi-se um operador de projecio limitado # : H m“(f( ,R?) — Z.

A partir de # é construido o operador 7 : H™ (K, R?*) — PFKZ fazendo
T = Ppe 0 f o Ppl. (5.5)
Por fim o operador de projecao global 7, é definido de forma que
(mpv)|xk = 7 (v|K) para todo K € Ty, . (5.6)

Perceba que, obtidas as transformacoes Fy, o operador projecao m, é completamente

determinado pela escolha de 7 e pelo operador 7 definido sobre o elemento padrao.

Algumas escolhas particulares para Z geram espacos amplamente utilizados
na literatura e que serdo importantes para as proximas segoes deste capitulo assim como
para os capitulos seguintes. As préximas subse¢oes detalham a construcao dos espacos de
Raviart-Thomas (RAVIART; THOMAS, 1977b), Arnold-Boffi-Falk (ARNOLD; BOFFT,;
FALK, 2005) e Brezzi-Douglas-Fortin-Mirini (BREZZI et al., 1987) assim como algumas

propriedades referentes aos seus respectivos operadores projecao.
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5.1.1 Espacos de Raviart-Thomas, construcao e propriedades

Os espagos de Raviart-Thomas sdo uns dos espagos de aproximagao em H (div, {2)
mais conhecidos e importantes da literatura. Tais espacos estao definidos tanto para
malhas tridngulares quanto para malhas quadrilaterais, e constituem parte fundamental

da estratégia de recuperacao do fluxo apresentada na Secao 5.2.

Os espagos de Raviart-Thomas de ordem m > 0, aqui denotados por RT ,,(Q2),

sao construidos a partir de (5.3) adotando-se
. (Pn(K))? + &P, (K), se T, é uma discretizacio em tridngulos,

Z = RTm(K) = N N
Pri1m(K) X Pymy1(K), se Ty é uma discretizacao em quadrilateros.

Considere agora o operador projecio global m/™ : H(div,Q) — RT (Q)
construido de acordo com as equagoes (5.5) e (5.6). Em (RAVIART; THOMAS, 1977b) e
(BOFFT et al., 2013) é demonstrado que, para os espagos de Raviart-Thomas, o operador

projecao W,?Tm pode ser completamente descrito pelas seguintes equagoes em nivel local
/ (7R - nK) uds :/ (v-n)uds, Vpe€ E,0K), (5.7a)
oK oK
/ WhRTm'v~TdX:/ v - Tdx, Vrew,(K), (m>1), (5.7b)
K K

onde v € H(div,Q) e

Po(K) x P,(K), se K éum tridngulo,

(DF'# 0 Fiit @ # € Proyn(K) X Ppm_1(K)}, se K é quadrilatero.
(5.8)

\I’m(K) -

Em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005) sao demonstradas as seguintes proprie-

dades de aproximagao para o operador projecao 77,757*".

Lema 7. Seja Ty, uma discretiza¢ao de S reqular sequndo o critério (2.1). Considere o

RTm como definido em (5.7). Entio existem constantes Cy e Cy tais

operador projecao T
que

v = molloe < CLh™ Holmii0, Yo € H™(Q,R?),
| div(v — 78T v) |00 < Coh!|divolg, VYo € HY(Q,R?) com div(v) € H'(Q,R),

ondet =m + 1 para o caso em que Ty, € uma discretizagcdo afim et =m para o caso de

discretizacoes bilineares.

Note entdo que a projecdo sobre o espaco RT () alcanca ordem O(h™*") para
a aproximacio do fluxo na norma de L?(£2, R?) tanto em malhas afins quanto em malhas
bilineares. Porém, na aproximacio do divergente, a projecdo alcanca ordem O(R™%!) no

caso afim e apenas ordem O(h™) no caso bilinear. Em particular, para o caso de mais
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baira ordem m = 0, nao temos a convergéncia para o divergente em malhas bilineares, o
que implica na ndao convergéncia de ﬂ,?TO'U seqgundo a norma de H(div,2). Tais resultados
serdao fundamentais para o estudo de convergéncia da estratégia de recuperacao do fluxo

apresentada na Secao 5.2.

5.1.2 Espacos Arnold-Boffi-Falk, construcdo e propriedades

Assim como os espacgos de Raviart-Thomas, os espacos Arnold-Boffi-Falk sao
subespagos de dimensao finita de H(div,{2) e também sdo construidos através da trans-
formagao de Piola (5.1). No entanto, diferentemente dos espagos de Raviart-Thomas, os
espacos Arnold-Boffi-Falk estao definidos apenas para malhas quadrilaterais. Dada 7y, uma

discretizacao quadrilateral de €2 e tomando
7 = ABF(K) = Priom(K) X Ppmia(K),

os espagos Arnold-Boffi-Falk de ordem m > 0, aqui denotados por ABF,,(f2), também

sao construidos de acordo com a equagao (5.3).
Considere agora o operador projecao global ;2™ : H(div, Q) — ABF,,(Q)
construido conforme as equagoes (5.5) e (5.6). A partir dos graus de liberdade definidos

em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005) segue que o operador projecao sobre os espagos

ABF,,(2) é totalmente caracterizado pelas seguintes equagoes em nivel local

/6K(7T;L48Fmv %) ds :/8K(U -n?PV\uds, Yy € E,(0K), (5.9a)
/ waf’”'v - dx :/ v - ‘TdX, VT e lI’m(l()a (m > 1)7 (59b)

K K
/K (div 787 ) dx = /K (div v)¢ dx, Vo e b, (K), (5.9¢)

onde v € H(div, (), ¥,,(K) é definido como em (5.8) e
D, (K)={poF' : e d}, (5.10)

com

2 ramtlai ~m+1si -
O = {22, 22,1 =0,...m}.

Em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005) sdo demonstradas as seguintes proprie-

dades de aproximagao para o operador proje¢ao 77,“;‘5? m,

Lema 8. Seja T, uma discretizacio de §2 em quadrildteros convexos quaisquer e reqular
sequndo o critério (2.1). Considere o operador projecio m57™ como definido em (5.9).

Entao existem constantes Cy e Cy tais que
v = 15 0llo0 < CLE™ om0, Yo € H™(Q,R?),

|| div(v — 787 m0) |0 < Coht|divolg, Yo € HY(Q,R?) com div(v) € H(Q,R),
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onde t =m + 2 para o caso em que Ty € uma discretizacio afim et =m + 1 para o caso

de discretizacoes bilineares.

Note que, apesar dos espacos ABF,,(€)) obterem as mesmas ordens de apro-
ximagao para o fluxo que os espagos de Raviart-Thomas, para o divergente os espagos
ABF,,(Q) alcancam ordens de convergéncia pelo menos O(h™*!) tanto em malhas afins
quanto em malhas bilineares. Esse resultado serda importante na Secao 6.1 do Capitulo 6,

onde uma estratégia de recuperagao do fluxo baseada nos espacos ABF,,(£2) é desenvolvida.

5.1.3 Espacos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini, construcao e propriedades

Por fim apresentaremos os espagos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (BREZZI
et al., 1987) de ordem m + 1 > 1, aqui denotados por BDF M,,,;1(€2). Assim como os
espagos RT (), os espagos BDF M,,,+1(€2) sdo construidos a partir da transformagao de
Piola e estao definidos tanto para elementos triangulares quanto quadrilaterais (BOFFT et
al., 2013). No entanto, neste trabalho sé estamos interessados na aplica¢ao dos espagos
BDFM,,.1(Q) em malhas quadrilaterais, e portanto s apresentaremos sua construgao

neste caso. Dada 7, uma discretizagao quadrilateral de (2 e tomando
Z = BDF M1 (K) = span{(zia3,0), (0, z]2b) : 0,7 >0; j <m;i+j<m+1},

os espagos BDF M, 11(€2), m > 0, sdo construidos de acordo com a equagao (5.3). Note
que para o caso de mais baixa ordem m = 0 temos que BDFM;(Q) = RT,(Q2).

Considere agora o operador m0>7 ™"+« H(div,Q) — BDFMn1() cons-

truido a partir das equagoes (5.5) e (5.6). A partir dos graus de liberdade definidos em

BDF M1

(BREZZI et al., 1987) é possivel mostrar que o operador m, é completamente

definido pelas seguintes equagoes no nivel local
/ (7BPF Moty | 0K g :/ (v-n®)puds, Vp€ E,(0K), (5.11a)
oK oK
/ quFMm“v -7 dx :/ v - Tdx, VT € xm(K), (m=1), (511b)
K K

onde v € H(div, Q) e x;m(K) ¢é definido por

A

Xm(K) = {DF'# o Fit « # € Py 1(K) x Pp_1(K)}. (5.12)

A partir da anélise desenvolvida em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005) sao

. . . . - . . _BDFM,,
obtidas as seguintes propriedades de aproximagao para o operador projecao FMmtr,

Lema 9. Seja T, uma discretizacio quadrilateral afim de Q0 e reqular sequndo o critério
PIMmit como definido em (5.11) e suponha que
v € H™(Q,R?) com div(v) € H™(Q,R). Entdo existem constantes C; e Co tais que

o — 7,77 [ Jog < CLE™ 00,

(2.1). Considere o operador projecao Wf

| div(v — V7M1 ) og < Coh™ Y div |t .o.
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Lema 10. Seja Ty, uma discretizacao quadrilateral bilinear de € e regular seqgundo o

o . . . _BDFMy,
critério (2.1). Considere o operador projegao ), FMmi1

como definido anteriormente e
suponha que v € H™ ™ (Q,R?) com div(v) € H™(Q,R). Entdo existem constantes Cy e
Cy tais que

o — 7EPPM | < CLb [l

|| div(v — D7) o < Coh®2| div v|m o,

onde
m+2
=)
| m+1
a5

Note que para malhas afins, os espagos BDF M., ,1(2) alcancam as mesmas
ordens de convergéncia que os espagos RT ,,(£2), apesar de terem um menor nimero de
graus de liberdade e, consequentemente, um menor custo computacional. Porém para
malhas bilineares os espagos BDF M, 1 apresentam perdas na capacidade de aproximacao
tanto na norma de L?*(2, R) quando na norma de H(div,2). Dessa forma esses espacos
sao uma escolha interessante para malhas afins porém nao recomendados para malhas

bilineares.

5.2 Estratégia de recuperacdo do fluxo baseada nos espacos de

Raviart-Thomas

Uma vez construidos os espacos de Raviart-Thomas podemos apresentar a
estratégia de recuperagao do fluxo desenvolvida em (CHOU; KWAK; KIM, 2002). A
estratégia é motivada pela equagao (2.8) e utiliza A\, como uma aproximagao para a
componente normal do fluxo. Veremos também que, apesar da estratégia ser constituida
por um pos-processamento local apenas, o fluxo aproximado obtido pertence ao espago

H(div,Q), o que garante a continuidade de sua componente normal.

Para que a estratégia esteja bem definida, exigiremos que o espago de aproxi-

macio (U, E,,(0K)) usado no MHP satisfaca determinadas condicoes:

A A

R.1 P,(K) C U, se T, for uma discretizagao em tridngulos.

R.2 Q..(K) C

se Ty, for uma discretizacao em quadrilateros.

A

U,
R.3 O par (U, E,,(K)) é compativel segundo o critério (2.21).

Perceba entdo que, para malhas quadrilaterais, os espagos (S} +1(f( ), En (0K )) ndo devem

ser utilizados, ja que nao satisfazem a condicao R.2. Na Secao 6.2 do Capitulo 6 uma
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modificacao na estratégia original é feita com o objetivo de possibilitar o uso dos espagos
(Shs1(K), En(0K)).

Agora, considerando (up, Ap) a solugdo aproximada para o problema modelo
(1.1), obtida pelo MHP com o espago de aproximacao descrito, a estratégia é dada por:

Para cada K € 7Ty, ¢é construido um tnico oy, x € Py (RTm(K )) tal que
OhK nok = )\, sobre 0K, (5.13a)
/ (on +KVu) - Tdx =0, V7e®,(K), (m>1), (5.13b)
K
onde ¥,,(K) é definido como em (5.8). Entao o fluxo aproximado o, é construido de

forma que

onlk =onk, VK eT,.

Note que o indice m usado para o espaco de Raviart-Thomas coincide com
o grau m usado na aproximacao de \,. Isso garante que a igualdade (5.13a) possa ser
imposta no sentido forte. Além disso, uma vez que a estratégia usa A, como termo de

fonte, a condi¢ao R.3 ¢ fundamental para seu sucesso.

A construgao do espago de aproximagao M), em conjunto com a equagao (5.13a)
nos garante que o fluxo aproximado o, tem componente normal continua ao longo das

fronteiras entre elementos vizinhos e consequentemente que o, € R7T,,(Q2) C H(div, Q).

Nas proximas se¢oes apresentaremos a analise de convergéncia para a estratégia
descrita. Primeiro apresentaremos os resultados de convergéncia na norma de L*(Q2, R?),
demonstrados originalmente em (CHOU; KWAK; KIM, 2002). Em seguida desenvolveremos
os resultados de convergéncia para norma de H(div, (), que nao foram explorados no

artigo original.

5.3 Convergéncia do fluxo aproximado em L*(£2, R?)

Para a analise de convergéncia da estratégia apresentada na secao anterior,

comecaremos enunciando o seguinte lema.

Lema 11 (Lema 3.3 de (CHOU; KWAK; KIM, 2002)). Dados 3 € L*(0K,R) e q €
L*(K,R?), suponha que &, € Pp,(RTm(K)) satisfaca

| (& uds = [ Buds, Ve E(0K),
/ﬁh-de:/ g -7dx, VTreWv,(K) (m>1).
K K

Entao existe constante C, independente de hg, tal que

1€nllo.c < Cllallox + hi?||Bllo.ox)-
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A partir do Lema acima e dos resultados de aproximagao apresentados para o
operador projecio e ™ : H™(Q,R?) = RT,,(Q), obtemos a seguinte estimativa para o

fluxo aproximado o, obtido pela estratégia apresentada na Secao 5.2.

Teorema 10. Seja Ty, discretizacao de ) em triangulos ou quadrildteros satisfazendo a
condigio de reqularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam suficientemente
requlares e suponha que a solu¢ao aproximada (up, Ap) obtida pelo MHP para o problema
(1.1) satisfaca

1 KC(Vu — Vawn)|lox + hilZ|IA = Mnllosx < CR™ (|0 |msr i + [tlmenk),  (5.15)

para alguma constante C' independente de h. Entdo o fluxo aproximado o, gerado pela

estratégia descrita na Segdo 5.2 satisfaz
lo = anllon < CR" (o mir0 + [ulmi20)-

Demonstracao. Da desigualdade triangular temos

RT RT
lo = onlloe < llo—m " "olloa + [ "o = oulloo (5.16)
Note que o Lema 7 ja nos da estimativas para o primeiro termo da direita, logo resta
apenas estimarmos o segundo. Para isso ¢é suficiente encontrarmos uma estimativa ao nivel

local para

T — b o,k

Tomando v = o em (5.7) e subtraindo (5.7a) de (5.13a) e (5.7b) de (5.13b) obtemos

RTm g K _ _
/(9K(7Th o—op) -n’uds /aK()\ An)peds, Ve E,(0K),
/ (7R Tme — ay) - T dx :/ K(Vu—Vyup)-T7dx, VTeW¥,(K), (m>1).
K K

Aplicando o Lema 11 as equagoes acima e usando a hipdtese (5.15) segue que
7 "o = anllox < CR™ (|0 i1k + [ulmrox). (5.18)

Por fim, combinando (5.16) e (5.18) com as estimativas para o operador proje¢ao dadas

pelo Lema 7, obtemos o resultado desejado. [

Esse teorema nos mostra que para obter a ordem Gtima convergéncia O(h™)
na aproximacao do fluxo na norma de L?(2,R?), é suficiente que a solucdo aproximada
(up, Ap) obtida pelo MHP satisfaga a hipétese dada pela equagao (5.15). Como corolario,

temos os seguintes resultados:

Corolario 2. Seja Ty, discretiza¢io de §) satisfazendo a condi¢io de regqularidade (2.1) e

suponha que as solugoes exatas u e o sejam suficientemente requlares. Seque que
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1. Para malhas triangulares, os espacos (PT(IA(),Em(é?[A()), com 08 graus r > m sa-
tisfazendo as condigoes do Lema 2, em conjunto com a estratégia de recuperacao
apresentada em 5.2, obtém ordem de convergéncia étima O(h™') em L*(Q,R?) na

aprozimagdo do fluxo.

2. Para malhas quadrilaterais, afins ou bilineares, os espacos ( ;+1(K),Em(ak)),
em conjunto com a estratégia de recuperagao apresentada em 5.2, obtém ordem de

convergéncia étima O(h™) em L*(Q,R?) na aprozimacio do fluzo.

Demonstragio. Os espacos (Pr(K), Ey(9K)), com 7 > m, e (Qf:,,(K), En(9K)) clara-
mente satisfazem as condi¢goes R.1 e R.2 respectivamente. Além disso os Lemas 2 e 3

garantem que a condicao R.3 também é satisfeita.

A andlise apresentada nos Capitulos 3 e 4 garantem que a hipétese (5.15)
¢é satisfeita para os dois tipos de espacos. Assim os resultados apresentados seguem

diretamente do Teorema 10. O

5.4 Convergéncia do fluxo aproximado em H (div, 2)

Ao contrario da andlise de convergéncia em L*(Q,R?), a andlise em H (div, Q)
nao foi desenvolvida no artigo original (CHOU; KWAK; KIM, 2002), sendo uma contribui-

cao desta dissertacao. Comegaremos a analise enunciando o seguinte lema.

Lema 12 (Proposicao 3.2 de (CHOU; KWAK; KIM, 2002)). Seja o, o fluzo aprozimado
gerado pela estratégia descrita na Secao 5.2 e considere o sequinte espaco definido sobre o
elemento padrdo

. P (K , se K for um triangulo,
(i) = (&) f g

A

Qm(K), se K for um quadrildtero.

Assuma que foi utilizado o espago RT () para a recuperagao do fluzo e que as condigoes

R.1 a R.3 sejam satisfeitas. Entao para qualquer K € Ty
/ (diven — f)gdx =0, ¥q € Gn(K), (5.19)
K

onde

Gm(K) = {00 Fg' : b€ Gn(K)}.
O resultado acima implica que a lei de conservagao discreta ¢ satisfeita local-

mente e sera base para o proximo teorema.

Teorema 11. Seja Ty, uma discretizacio de 2 em triangulos ou quadrildteros satisfazendo a

condigao de reqularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam suficientemente
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requlares e suponha que as condigoes R.1 a R.3 sejam satisfeitas. Entdo o fluxo aproximado

o, obtido pela estratégia descrita em 5.2 satisfaz
| div(es — o)lloe < Clldiv(ry" "o — a)lloq.
Para alguma constante C' dependente apenas do parametro de regularidade de malha .

Demonstracao. Primeiro note que é suficiente mostrar a seguinte desigualdade no nivel
local

| div(e, — o)||ox < C|div(n o — )||o.x.

Assim, fixado um elemento K € Ty, para todo v € RT ,,(€2) definimos

|JFg(2)|divo(x), sex € K,
() =

0, caso contrario.

Como divRT (K) = Gm(K), a propriedade (5.2a) nos garante que ¢(x)|x € Gm(K).
Entéao, pelo Lema 12 segue que para todo v € RT (),

/ (div oy — f)gdx = 0. (5.20)
K
Tomando v = o), — 7¢ ™o, (5.20) implica que

/ div(e — ap)(|JFx| div(oy, — 78 o)) dx = 0 =
K

H|JFK|1/2diV(a'—0'h)||aK:/K(|JFK|1/2div(a—ah))(|JFK|1/2div(a'—WﬁTma'))dx.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo da direita da equacao acima segue
que
11T Fie| /2 div(e = an)llox < [[TFk[V? div(e = 75770 )||o.x-

Por fim usando as desigualdade (2.13) e (2.14) obtemos

[ div(e — an)llox < Clldiv(e — 787" o,

h
onde C' é uma constante dependente da razao % Como estamos suponto que a malha é
PK

h
regular, £ < v e obtemos o resultado desejado. O]
PK

Como consequéncias do Teorema acima, temos os seguintes resultados para a

convergéncia do fluxo aproximado na norma de H(div, ).

Corolario 3. Seja Ty, discretizacao de § satisfazendo a condig¢io de regularidade (2.1) e

suponha que as solugoes exatas u e o sejam suficientemente requlares. Seque que
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1. Para malhas triangulares, os espacos (PT(IA(),Em(é?[A()), com 08 graus r > m sa-
tisfazendo as condigoes do Lema 2, em conjunto com a estratégia de recuperacao
apresentada em 5.2, obtém ordem de convergéncia étima O(h™) em H(div, () na

aprozimagdo do fluxo.

2. Para malhas quadrilaterais afins os espagos ( :;H(f(), E(8K)), em conjunto com
a estratégia de recuperagdo apresentada em 5.2, obtém ordem de convergéncia otima
O(h™ ) em H(div,Q) na aprovimagio do fluxo.

3. Para malhas quadrilaterais bilineares os espagos ( :rnH(R'), En(0K)), em conjunto
com a estratégia de recuperacio apresentada em 5.2, obtém ordem de convergéncia

sub-dtima O(h™) em H(div,Q) na aprozimacao do fluzo.

Demonstracao. Tais resultados sdo consequéncia direta dos Teoremas 10 e 11 em conjunto
RTm

com os resultados de aproximacao para o operador 7, apresentados no Lema 7. O

Note entao que as ordens de convergéncia obtidas na norma de H(div,2)
dependem da geometria da discretizagao adotada. Em malhas geradas por transformacgoes
afins (tridngulos ou paralelogramos) a estratégia descrita alcanca ordens étimas de conver-
géncia, ja em malhas geradas por transformacgoes bilineares somente ordens sub-6timas sao
alcancadas. Em particular, no caso de mais baixa ordem, usando o espaco de aproximacao

RTo(R), a estratégia ndo converge na norma de H(div, Q).

Motivados por esse problema, na Se¢ao 6.1 do Capitulo 6 apresentaremos uma
modificacdo na estratégia descrita em 5.2 de forma que o fluxo aproximado alcance ordens
6timas de convergéncia na norma de H(div,2) tanto em malhas afins quanto em malhas
bilineares. Além disso, no Capitulo 7 serao realizados experimentos numéricos que ilustram

os resultados tedricos apresentados nos Corolarios 2 e 3.



69

6 Adaptacoes na estratégia de recuperacao

do fluxo

Neste Capitulo sao exploradas algumas adaptacoes para a estratégia de re-
cuperacgao do fluxo descrita no Capitulo 5 e desenvolvidas suas respectivas analises de
convergéncia. As duas adaptagoes estudadas consistem em usar espacos de aproximagao em
H(div, 2) diferentes dos espagos de Raviart-Thomas, e buscam solucionar certas limitagoes

encontradas na estratégia original.

Na primeira das adaptagoes os espacos de Raviart-Thomas sao substituidos
pelos espagos Arnold-Boffi-Falk. Essa substituicdo tem como objetivo alcancar ordens de
convergéncia 6timas na norma de H(div,(2) para malhas bilineares, algo que néo é obtido

pela estratégia original, como discutido na Secao 5.4 do Capitulo 5.

A condigio R.2 impede o uso dos espacos (S}, | (K), E,,(9K)) como ponto de
partida para o pés-processamento na estratégia original, uma vez que em geral Qm(f( )¢
S+

11 (K). Assim, na segunda adaptacdo buscamos enfraquecer essa condicao de forma

que espacos do tipo Serendipity possam ser usados. Para isso os espagos de Raviart-
Thomas foram substituidos pelos espacos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini. As proximas se¢oes
detalham ambas as adaptagoes feitas além de apresentarem resultados de convergéncia em

L2(Q,R?) e H(div, ).

6.1 Estratégia de recuperacao do fluxo baseada nos espacos Arnold-

Boffi-Falk

Como discutido na Se¢ao 5.4, a estratégia de recuperacao do fluxo baseada nos
espagos de Raviart-Thomas, apresentada na Secao 5.2, alcanca ordens de convergéncia
sub-6timas na norma de H(div,)) em malhas quadrilaterais bilineares. Esse fenémeno é
consequéncia da limita¢ao na capacidade de aproximagao dos espagos RT ,(€2) em malhas

bilineares, mostrada no Lema 7.

Restringindo-nos ao caso de discretizagoes em quadrilateros, nesta se¢ao é reali-
zada uma modificacao na estratégia original, com o objetivo de obter taxas de convergéncia
6timas na norma de H(div,{2) tanto em malhas afins quanto em malhas bilineares. A
modificagao consiste em utilizar como base espagos de aproximagao em H(div,€)) com
maior capacidade de aproximagao em malhas bilineares. Mais especificamente, os espagos
Arnold-Boffi-Falk, descritos na Sec¢ao 5.1.2.

Considere (U, E,,(0K)) o espago de aproximacio usado no MHP. Para a
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estratégia estar bem definida, exigiremos que

Q.1 Q. (K)cU.
Q.2 O par (U, E,,(0K)) é compativel segundo o critério (2.21).
Assim, dada (up, Ap) a solugdo aproximada para o problema modelo (1.1) obtida

pelo MHP com o espaco de aproximacao descrito, a estratégia é dada por: Para cada
K € Ty é construido um tnico o, x € Pry (AB}"m([A()) satisfazendo

onx-no =\, sobre 0K, (6.1a)

/ (onr + K Vuy) - 7dx = 0, VreWw,(K), (m>1),  (6.1b)
K

/K (div orp i) dx = /K fodx, Vo e ®,(K), (6.1¢)

onde ¥,,(K) e ®,,(K) sao definidos respectivamente por (5.8) e (5.10). Por fim o fluxo

aproximado o, é construido tal que

onlxk =onk, VK €T,

Note que o sistema gerado pela estratégia baseada nos espagos ABF,,(€2) se
assemelha muito ao gerado pela estratégia baseada nos espagos R7T ,,(€2), tendo como
diferenga apenas a adi¢do da equagao (6.1c). Em fungao disso muitos resultados encontrados
para a estratégia baseada nos espagos R7,,(€2) podem ser facilmente adaptados para a

nova estratégia. Isso ficara claro na Secao 6.1.1.

Analogamente ao que ocorre na estratégia baseada nos espagos de Raviart-
Thomas, a construgao do espago de aproximacao M) em conjunto com a equagao (6.1a)
garante que o, tem componente normal continua ao longo das fronteiras entre elementos

vizinhos. Consequentemente o, € ABF,,(2) C H(div, Q).

Com relacao ao custo computacional, os sistemas gerados pela estratégia
ABF,,(£2) sao maiores que os gerados pela estratégia RT,,(£2). No entanto, como em
ambos 0s casos os sistemas sao resolvidos apenas localmente, esse fator ndo apresenta
um aumento significativo no custo. Em ambas estratégias o custo computacional esta

concentrado no célculo inicial das solugoes (uy, A\p) € ndo no pés-processamento em si.

6.1.1 Analise de convergéncia para a estratégia baseada em ABF,,(12)

Em razao da semelhanca entre a estratégia original, apresentada em 5.2, com a
estratégia baseada nos espagos ABF,(2), as andlises de convergéncia de ambas seguem a
mesma ideia. Comegaremos apresentando dois lemas que sdo adaptacoes para os espagos
ABF,,(2) dos Lemas 11 e 12.
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Lema 13. Dados 3 € L*(0K,R), q € L*(K,R?) e g € L*(K,R), suponha que &, €
Pr, (ABF . (K)) satisfaca

/ (&, - n)uds :/ Buds, Yue En(0K), (6.22)
0K oK
/ £ - 7 dx :/ q-Tdx, V7TeW,(K), (m>1), (6.2b)
K K
/ (div £x)¢ dx = / g dx Vo € B (K). (6.2¢)
K K

Entao existe constante C, independente de hg, tal que
1€nllo.c < Clllallox + hil[Blloon + hacllgllo.x)-

Demonstragdo. A demonstragao desse resultado serd feita em duas partes. Na primeira,
provaremos-o utilizando a hipétese adicional de que diam(K) = hx = 1. Em seguida, na
segunda parte, usaremos um argumento de escala (BOFFI et al., 2013; ARNOLD; BOFFI,;
FALK, 2005), para obter o resultado para um elemento K de didmetro qualquer.

Parte 1: Assumindo que diam(K) = 1, construimos o seguinte operador
T : L}(0K,R) x L*(K,R?) x L*(K,R) =P, (ABF . (K))
(ﬁa q, g) Héha

onde &, é obtido através do sistema de equagdes (6.2). Destacamos que, da defini¢ao dos
graus de liberdade dos espagos Arnold-Boffi-Falk, apresentada em (ARNOLD; BOFFT;
FALK, 2005), segue que o operador 7 estd bem definido. Além disso, pela linearidade da

integral, 7 é operador linear.

Considere 31, i e g as projecoes L* de 3, q e g sobre os espacos E,,(0K),

v, (0K) e ®,,(K) respectivamente. Assim, diretamente das definigoes das projegoes, segue

que
/aK Brpds = /aK fuds, Vue€ E,(0K), (6.4)
/th-TdX:/Kq~de, Vr e U, (K), (6.5)
/K gndpdx = /K godx, Vo€ ®,,(K). (6.6)

Agora, aplicando as equagoes (6.4), (6.5) e (6.6) sobre o sistema (6.2), obtemos a seguinte
relagao

& =T(B:4,9) =T (Bn, qn: 9n)-
Denotaremos por H a restrigdo de 7 no espago E,,(K) x ¥,,(K) x ®,,(K). Definido desta

maneira, H é um operador linear de dimensao finita e, portanto, limitado. Assim existe

constante C' tal que

I1€nllo.x = 1H(Bhs @, gr)llo,.x < C(||Brlloox + llanllo,x + |gnllo,x)- (6.7)
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Em (6.7), a constante C' ¢é independente de hy, uma vez que estamos sob a hipétese
de que diam(K') = 1. Por outro lado, tomando u = ), na equacao (6.4) e utilizando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

[18ull5.01c = /E)K P ds < [|Blloox|Bnlloor = [|Bnlloox < [IBllo.ox- (6.8)

De forma andloga, tomando 7 = g, em (6.5) e ¢ = g, em (6.6), obtemos

lanllo,x < llqllo,x, (6.9)

lgnllo.x < [l9llo.x- (6.10)

Entao, de (6.7), (6.8), (6.9) e (6.10) o resultado desejado é obtido para o caso em que
diam(K) = 1.

Parte 2: Para a demonstragao do caso geral em que diam(K) = hxg > 0

usaremos o seguinte argumento de escala. Considere um elemento auxiliar K tal que
K =hgK. (6.11)

Mapeando as equacoes de (6.2) para o elemento auxiliar K e utilizando as propriedades

(5.2b) e (5.2¢) da transformagao de Piola obtemos

/7(éh-n8f<)gd§:/7 hiBads, Vi€ En(0K), (6.12a)
oK 0K
/_ £, -7 dx :/_ G-7d%, VT eW,(K), (m>1), (6.12h)
K K
/_ divéy 6 dx :/_ W2Geds, Vo e b, (K). (6.12¢)
K K

Agora, da equagdo (6.11), segue que diam(/K) = 1 e portanto podemos utilizar os resultados

da primeira parte da demonstragao sobre as equacoes de (6.12), de onde segue que

1€nllo.x < Clllallo & + hxcBlloox + 11hicdll0 &)- (6.13)

Finalmente note que

_ 1/2
iBlloor = fuc ([ hi82as) " = nilBlloa

1/2
Il g = ([ g dx) " = hucliglo

Assim, mapeando a equagao (6.13) de volta para o elemento original K, obtemos

l1€nllo.x < Cllallo.x + Pl |1Blloor + hicllgllo.x)-

e a demonstragao esta completa. ]



Capitulo 6. Adaptagdes na estratégia de recupera¢io do fluzo 73

Lema 14. Seja o), o fluxo aproximado gerado pela estratégia descrita na Segdo 6.1.

A

Considere R, (K) o subespaco de co-dimensio um de Quy1(K) expandido pelos mondmios

de Qui1(K) com excegio de " @7 Assuma que foi utilizado o espaco ABF,,(Q) para

a recuperacao do fluzo e que as condicoes Q.1 e Q.2 sejam satisfeitas. Entdo para qualquer
K eT,
/ (divey — f)gdx =0, Vg€ Rp(K), (6.14)
K

onde
Rn(K) = {0 Fg' : 9 € Ry, (K)}.

Demonstragio. Partindo da formulagao do MHP, a equacao (2.6) em conjunto com a

condi¢ao Q.1 diz que, para qualquer K € Ty

/K(ICthh)-Vvdx+/aK Ahvds:/Kfvdx, Yo € Qp(K), (6.15)

onde
On(K) = {00 Fg! : b€ Qun(K)}.

Aplicando a férmula de Green sobre o segundo termo da esquerda em (6.15) e usando
(6.1a) obtemos

/ (o + K Vhuy) - Vo dx—i—/ div(op)v dx :/ fodx, Yve Q,(K). (6.16)
K K K

Agora, para toda fungao v € Q,,(K) temos que Vv € ¥, (K). Logo segue de (6.1b) e
(6.16) que
/ div(ah)vdX:/ fodx, Yo e Qu(K). (6.17)
K K

Por fim, combinando (6.1c) com (6.17) obtemos o resultado desejado. O

Com os Lemas 13 e 14 podemos facilmente obter estimativas para a aproximacao

de o}, e div oy, de forma analoga a feita nos Teoremas 10 e 11.

Teorema 12. Seja Ty, discretizacao de ) em quadrildteros satisfazendo a condi¢io de
reqularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam requlares o suficiente e

suponha que a solugao aproximada (up, Ap) obtida pelo MHP satisfaca
1 (V= Viun)lox + b2 lIN = Mlloor < CH™ (| i + [ulmsa), (6.18)

para alguma constante C' independente de h. Entdo o fluxo aproximado o, gerado pela

estratégia descrita na Segdo 6.1 satisfaz

lo = anllog < CH™ (|0 |ni10 + [ulmizg).
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Demonstracao. Da desigualdade triangular temos

ABF m

llo — ounlloa < |lo —m, U'HO,Q‘FHW;?B]ET”

0.0. (6.19)

g — 0O
Note que o Lema 8 nos dd uma estimativa para o primeiro termo da direita. Para estimar
o segundo termo é suficiente encontrarmos uma estimativa a nivel local para

Hﬂfgfma' - O'hHo,K-

Tomando v = o em (5.9) e subtraindo (5.9a) de (6.1a), (5.9b) de (6.1b) e (5.9¢) de (6.1c)

obtemos

| (@5 e = ) n®puds = [ (= Auds, Vi € En(0K),
oK oK
/ (m7Bma — ay,) - T dx :/ K(Vu—Vyu) -7dx, VTew,(K), (m>1).
K K
/Kdiv(w,“;wf’”a' —op)pdx =0, Ve b, (K).

Aplicando o Lema 13 as equagoes acima e usando a hipdtese (6.18) segue que
17257 = anlloe < CH™ (|0 mir,ie + [ulmeai). (6.21)

Por fim, combinando (6.19) e (6.21) com as estimativas para o operador proje¢ao dadas

pelo Lema 8, obtemos o resultado desejado. O

Teorema 13. Seja T, uma discretizacio de ) em quadrildteros satisfazendo a condicao de
reqularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam suficientemente regulares
e suponha que as condigoes Q.1 e Q.2 sejam satisfeitas. Entdo o fluxo aproximado oy,

obtido pela estratégia descrita em 6.1 satisfaz
| div(on — o)lloe < C||div(m;* "0 — a)||o0,

para alguma constante C' dependente apenas do parametro de reqularidade de malha 7.

Demonstracao. Para demonstrar o resultado desejado, é suficiente demonstrar o seguinte
resultado local

| div(en — o)|jox < C||div(78 o — )]0k

Assim, fixado um elemento K € Ty, para todo v € ABF,,(€2) definimos

|JFg(2)|divo(x), sex € K,
g(z) =

0, caso contrario.

Como divABF,,(K) = R,,(K), a propriedade (5.2a) nos garante que q()|x € R (K).
Entao, pelo Lema 14 segue que para todo v € ABF,,(Q),

/K (div oy — f)gdx = 0. (6.22)
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Tomando v = o, — 775 ™o, (6.22) implica que

/ div(o — o) (| T Fic| div(on — 778 mer)) dx = 0 =
K

|||JFK|1/2 div(e —o3)|[s x = / (| JFg|Y? div(o — O’h))(|JFK|1/2 div(o — WhABFmU)) dx.
’ K
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo da direita da equagao acima segue
que
11T Fwe[ 2 div(e — on)llox < |[[JFk|"? div(e — 735 o),
Por fim usando as desigualdade 2.13 e 2.14 obtemos
| div(e = an)llo,x < C||div(e — 757" a)||o.x,

h

onde C' é uma constante dependente da razao —* Como estamos suponto que a malha é
PK

h
regular, K< v e o resultado desejado ¢é obtido. O
PK

Dos Teoremas acima temos os seguintes resultados para a convergéncia da

estratégia descrita na Secdo 6.1 nas normas de L*(Q, R?) e H(div, ().

Corolario 4. Seja Ty, discretizacao de ) em quadrildteros satisfazendo a condigdo de
reqularidade (2.1). Suponha que as solugdes exatas u e o sejam requlares o suficiente.

Seque que

1. Os espacos (Q} 1 (K), B, (OK)) em conjunto com a estratégia de recuperagio apre-

sentada em 6.1 obtém ordem de convergéncia étima em L*(Q, R?) na aprozimagdo

do fluxo tanto em malhas afins quanto em malhas bilineares.

2. Os espagos (Qf 1 (K), E,(0K)) em conjunto com a estratégia de recuperacio apre-

sentada em 6.1 obtém ordem de convergéncia 6tima em H(div, Q) na aprorimag¢dio

do fluxo tanto em malhas afins quanto em malhas bilineares.

Demonstragio. E claro que os espagos (@, ,(K), E,,(OK)) satisfazem a condigio Q.1. O
Lema 3 garante que a condigdo Q.2 também ¢ satisfeita. Por fim a analise desenvolvida
nos Capitulos 3 e 4 asseguram a validade da hip6tese (6.18). Dessa forma o primeiro item
do corolario é consequéncia direta do Teorema 12.

O segundo item por sua vez é facilmente demonstrado a partir dos Teoremas
12 e 13 em conjunto com as estimativas de aproximagao do operador de projecao W,“f‘B Fm

dadas pelo Lema 8. O

O corolario acima mostra que, como desejado, a nova estratégia alcanca ordens
6timas de convergéncia nas normas de L*(Q,R?) e de H(div,Q) em qualquer malha
composta por quadrilateros convexos, afins ou bilineares. No Capitulo 7 serao realizados
experimentos numéricos para verificar tais resultados e compara-los com os obtidos pela

estratégia original.
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6.2 Estratégia de recuperacao do fluxo baseada nos espacos Brezzi-

Douglas-Fortin-Marini

Em malhas quadrilaterais, para o bom funcionamento das estratégias de recu-
peragao do fluxo descritas nas Secoes 5.2 e 6.1, a condicao R.2 é exigida. Dessa forma o

uso do par (S}, (K), E,,(0K)) ndo é adequado nessas estratégia, j& que em geral
Qu(K) ¢ Spi1(K).

Motivados por isso, nesta Secao apresentamos uma modificagao na estratégia
original de recuperacao do fluxo de forma que o uso dos espacos (Spi1(K), Em(0K)) seja
permitido. A modificacdo consiste em utilizar como base os espagos BDF M,,.1(€2) no

lugar dos espagos RT ,,(€2). Essa escolha é motivada pelo fato de
AdivBDF M1 (K) = Pp(K) C Sy (K).

Fato esse que serd fundamental para o desenvolvimento da andlise de convergéncia na
norma de H(div, Q).

Novamente é necessario assumir certas hipéteses sobre o espaco (U, E,,(9K))
usado no MHP para que a estratégia esteja bem definida. Para esta adaptacao exigiremos
que

A A
Y

S1 P,(K)CU

S.2 O par (U, E,,(8K)) é compativel segundo o critério (2.21).

Entao, dada a solu¢do aproximada (up,A,) para o problema modelo (1.1),
obtida pelo MHP com o espago de aproximagao descrito, a estratégia é dada por: Para
cada K € Ty, é construido um tnico o x € Pp, (BDF Moy (K)) satisfazendo

OhK - n?% =\, sobre 0K, (6.23a)
/ (Onr +KVuy) - T7dx =0, Y7€xn(K), (m>1), (6.23b)
K

com X, (K) definido conforme a equagao (5.12). O fluxo aproximado o, é entdao construido
de forma que
onlk =0onk, VK €T,.

Analogamente as estratégias baseadas nos espagos de Raviart-Thomas e Arnold-
Boffi-Falk, a construgao do espago de aproximagao M), em conjunto com a equagao (6.23a)
implica que o, tem componente normal continua ao longo das fronteiras entre elementos
vizinhos. Portanto o, € BDFM,,11(2) C H(div, Q).
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Com relacdo ao custo computacional, esta estratégia é mais barata que as
baseadas nos espagos RT,,(2) ou ABF,,(£2). A condi¢do S.1 permite o uso de espagos
de aproximacao mais baratos para o MHP, como os espagos Serendipity, e os sistemas
(6.23) gerados por esta estratégia sao menores que os sistemas (5.13) e (6.1) gerados pelas

estratégias anteriores.

No entanto vale destacar que a economia no custo computacional é pequena.
Como discutido na Seciio 2.3, o custo computacional do MHP usando Q,(K) ou S,(K) é
equiparavel. Além disso, como todas as estratégias de recuperacao apresentadas envolvem
apenas a resolucao de sistemas locais, o uso de espagos de aproximagao em H (div, §2) mais

baratos nao provoca uma grande economia.

Veremos agora que apesar da estratégia baseada nos espagos BDF M, 11(2)
gerar sistemas menores, ela ainda é capaz de obter ordens 6timas de convergéncia em
malhas afins tanto para a norma de L?*(Q2, R?) quanto para a norma de H(div,). Em
malhas bilineares no entanto esta estratégia alcanca ordens sub-6timas em ambas as

normas.

6.2.1 Andlise de convergéncia para a estratégia baseada em BDFM,, (1)

A analise de convergéncia para a estratégia descrita acima é analoga as realizadas
anteriormente para os espagos RT ,,(2) e ABF,,(£2). Comecaremos apresentando os

seguintes lemas.

Lema 15. Dados § € L*(OK,R) e q € L*(K,R?), suponha que &, € Pp, (BDFM,pi1(K))

satisfaca

/8K(€h %) ds :/8K6Mds, Ve E,(0K),

/fh-de:/ g -T7dx, VTexn(K), (m>1).
K K

Entao existe constante C', independente de hg, tal que
€10 < Cllallox +hil1Blloox).

Demonstracio. A demonstracao deste resultado é analoga a demonstragdo do Lema 13 e

portanto serd omitida. O

Lema 16. Seja oy, o fluxo aproximado gerado pela estratégia descrita na Segdo 6.2. Assuma
que foi utilizado o espa¢o BDF M., +1(Q2) para a recuperagao do fluzo e que as condigdes

S.1 e S.2 sejam satisfeitas. Entdo para qualquer K € Ty

/K (divey, — flgdx =0, Vg e Pn(K), (6.25)
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onde
Pn(K) ={00Fg' : b€ P,(K)}.

Demonstrag¢io. Partindo da formulagao do MHP, a equagao (2.6) em conjunto com a

condicao S.1 diz que, para qualquer K € Ty

/ (K Viyup) - Vodx + / v ds = / fodx, Vo € Po(K). (6.26)
K oK K

Aplicando a férmula de Green sobre o segundo termo da esquerda em (6.26), usando
(6.23b) e o fato de que, para toda fun¢ao v € P, (K), Vv € xm(K), obtemos o resultado
desejado. O]

A partir dos Lemas 15 e 16 obteremos estimativas para a aproximacao de o, e

div o, de forma andloga a feita para as estratégias anteriores.

Teorema 14. Seja Ty, discretizacio de 2 em quadrildteros afins satisfazendo a condigdo
de regularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam requlares o suficiente e

suponha que a solugao aproximada (up, Ap) obtida pelo MHP satisfaca

| K(Vu— Viup)|lox + B IA = Mlloorx < CR™ (|0 st + [tlmio k), (6.27)

para alguma constante C' independente de h. Entdo o fluxo aproximado o, gerado pela

estratégia descrita na Secao 6.2 satisfaz

lo = aulloq < CH™ (1o mirg + lulnsan).

Demonstracao. Da desigualdade triangular temos

lo —onlloa < llo =" alloa +Im "o = oulloe: (6.28)

O Lema 9 nos dd uma estimativa para o primeiro termo da direita. Para estimar o segundo

termo ¢é suficiente encontrarmos uma estimativa a nivel local para

| PP Mt e — ook

Tomando v = o em (5.11) e subtraindo (5.11a) de (6.23a) e (5.11b) de (6.23b) obtemos
/ (7BPFMmsig o) Py ds = / (A — An)peds, Vi € En(0K),
oK OK
/ (VMg o) - T dx :/ K(Vu—Vyup)-T7dx, V7 €xn(K), (m>1).
K K
Aplicando o Lema 15 as equagbes acima e usando a hipétese (6.27) segue que
17570 — aullox < Ch™ (|0 |msrie + [ulmszx) (6.30)

Por fim, combinando (6.28) e (6.30) com as estimativas para o operador proje¢ao dadas

pelo Lema 9, obtemos o resultado desejado. [
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Teorema 15. Seja Ty, uma discretizagdo de € em quadrildteros satisfazendo a condigdo
de regularidade (2.1). Assuma que as solugoes exatas u e o sejam requlares o suficiente e
suponha que as condicoes S.1 e S.2 sejam satisfeitas. Entao o fluxo aproximado o, obtido

pela estratégia descrita em 6.2 satisfaz

| div(os = o)llog < Cl|div(m, " & — &)[[o0,

Para alguma constante C' dependente apenas do parametro de regqularidade de malha 7.

Demonstragio. A partir do Lema 16 e usando o fado de que divBDFM,,1(K) = P,,(K),

a demonstracao deste Teorema segue de forma analoga a demonstracao do Teorema 13.

]

Note que na demonstragao do Teorema 14 utilizamos as estimativas do Lema
9, e portanto seus resultados sao validos somente para malhas afins. O Teorema 15, por
outro lado, é valido tanto em malhas afins quanto bilineares. Desses dois Teoremas seguem

os seguintes resultados.

Corolario 5. Seja Ty, discretizacio de ) em quadrildteros afins satisfazendo a condigdo
de reqularidade (2.1). Suponha que as solugoes exatas u e o sejam requlares o suficiente.

Seque que

1. Os espagos (S, (K), E,n(OK)) em conjunto com a estratégia de recuperagio apre-
sentada em 6.2 obtém ordem de convergéncia étima O(R™) em L*(Q,R?*) na

aprozimagdo do fluxo.

2. Os espagos (S:1+1(f()7 En(OK)) em conjunto com a estratégia de recuperacio apre-
sentada em 6.2 obtém ordem de convergéncia étima O(h™') em H(div,Q) na

aprozimagdo do fluxo.

Demonstracio. E claro que os espacos (), (K), E,,(0K)) satisfazem a condicdo S.1.
O Lema 3 garante que a condi¢do S.2 também ¢ satisfeita. Além disso, no Capitulo 3
é assegurada a validade da hipétese (6.27). Dessa forma o primeiro item do corolario é
consequéncia direta do Teorema 14.

O segundo item por sua vez ¢é facilmente demonstrado a partir dos Teoremas
14 e 15 em conjunto com a estimativa de aproximacao do operador de projecao WEDFM’"“

dada pelo Lema 9. O

Conclufmos entdo que a combinagio dos espacos (S;f, (K, E,,(0K)) com a
estratégia apresentada na Secao 6.2 alcanca as mesmas ordens 6timas de convergéncia que

as estratégias anteriores em malhas afins, apesar de usar espacos de aproximagao com
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menos graus de liberdade. Isso faz dessa combinacao particularmente interessante para o

caso de malhas afins.

No entanto para malhas bilineares essa combinacao alcanca ordens sub-6timas
de convergéncia tanto na norma de L*(£2, R?) quanto na norma de H(div, ). Esse fenomeno
é causado por dois fatores. O primeiro é a limitacdo da capacidade de aproximacao dos
espacos BDF M, 11(2) em malhas bilineares, como mostrado no Lema 10. O segundo é a
nio validade da hipétese (6.27) em malhas bilineares para os espacos (S, H(K ), En(0K)),

como discutido no Capitulo 4.

Esses resultados tedricos encontrados serao verificados numericamente no Ca-
pitulo 7, onde a estratégia sera aplicada para a aproximacgao do fluxo em malhas afins e

bilineares.
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7 Experimentos envolvendo a recuperacao do
fluxo a partir do MHP

Neste Capitulo foram realizados diversos experimentos numéricos relacionados
ao problema da recuperacao do fluxo a partir do MHP. Nestes experimentos buscamos
verificar numericamente as ordens de convergéncia alcangadas pelas estratégias apresentadas
nos Capitulos 5 e 6 e confirmar que o fluxo numérico obtido de fato possui componente

normal continua.

Tais experimentos foram divididos em trés blocos. No primeiro tratamos o caso
de malhas triangulares e para isso usamos a estratégia de recuperacao baseada nos espagos
de Raviart-Thomas, descrita no Capitulo 5. No segundo utilizamos malhas quadrilaterais,
afins e bilineares, para comparar o desempenho da estratégia original do Capitulo 5 com
a estratégia modificada apresentada na Secao 6.1. Por fim, no terceiro bloco, ainda em
malhas quadrilaterais, exploramos a estratégia descrita na Se¢ao 6.2 combinada com os

espacos Serendipity.

Em todos os blocos resolvemos o problema modelo (1.1) com © = [—1,1] X

1
IC:[ O] ser <0, K=
01

[—1.1]

Y Y

2

1}
sex >0, e
2

(2sin(y) + cos(y))x + sin(y), se z <0,
fla,y) =
—2¢” cos(y), se x > 0.
Como mostrado em (CRUMPTON; SHAW:; WARE, 1995), o problema em

questao possui solucao exata dada por

(2sin(y) + cos(y))z + sin(y), se x < 0,
u(z,y) = ‘
e”sin(y), se x > 0,
0 que nos permite calcular os erros e as ordens de convergéncia dos métodos numéricos.
Além disso vale destacar que a solucao exata para o fluxo, apesar de ter componente normal
continua, possui uma descontinuidade tangencial em x = 0, o que torna esse problema

particularmente dificil de ser resolvido numericamente.

Assim outro ponto analisado foi a capacidade das estratégias usadas em repre-
sentar essa descontinuidade. As proximas segoes apresentam com detalhes cada um dos

blocos de experimentos, assim como os respectivos resultados numéricos e conclusoes.
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7.1 Experimentos em malhas triangulares

Nesse bloco de experimentos o problema em questao foi resolvido usando uma
sequéncia de malhas triangulares como as da Figura 2. Foram utilizados os espacgos de
aproximacio (Py(K), Ey(9K)), (Ps(K), E1(0K)) e (P5(K), E»(AK)) em conjunto com a
estratégia de recuperacao descrita na Secao 5.2. Note que, segundo o Lema 2, todos os
espacos utilizados sao compativeis e portanto tanto a condi¢ao R.1 quanto a condicao R.3
sao satisfeitas. Em seguida foram calculados os erros na norma L? para o fluxo aproximado

e também para seu divergente, além das respectivas ordens de convergéncia.

Para o caso de malhas triangulares, os Corolédrios 2 e 3 preveem que tanto o
fluxo aproximado o, quanto o seu divergente alcancam ordens 6timas de convergéncia
O(h™1), onde m é o grau dos polindmios usados na aproximacdo de \j, e também o indice
dos espagos de Raviart-Thomas usados para a estratégia de recuperagao do fluxo. Esse

comportamento é de fato observado na pratica, como mostram as Tabelas 26 a 28.

Tabela 26 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando a estratégia apresentada na
Segao 5.2 com os espagos (P (K), Fo(0K)) em malhas triangulares.

lo = onllog [div(o — o4)l[o,0
n | err. taxa | err. taxa
2 | 3.0851e+4-00 - 1.7343e+00 -

4 | 1.6183e4+00 0.93 | 9.0590e-01 0.94
8 | 8.2937e-01 0.96 | 4.5786e-01 0.98
16 | 4.1874e-01 0.99 | 2.2954e-01 1.00
32 | 2.1007e-01 1.00 | 1.1485e-01 1.00
64 | 1.0515e-01 1.00 | 5.7434e-02 1.00

Tabela 27 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando a estratégia apresentada na
Secao 5.2 com os espacos (P3(K), E1(0K)) em malhas triangulares.

lo —oulloe | [div(ie —an)llog
n | err. taxa | err. taxa
2 | 5.1161e-01 - 3.0297e-01 -
4 | 1.3136e-01 1.96 | 7.7922¢-02 1.96
8 | 3.2865e-02 2.00 | 1.9627e-02 1.99
16 | 8.2002e-03 2.00 | 4.9160e-03  2.00
32 | 2.0472e-03  2.00 | 1.2296e-03 2.00
64 | 5.1143e-04 2.00 | 3.0743e-04 2.00
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Tabela 28 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando a estratégia apresentada na
Se¢ao 5.2 com os espagos (P3(K), E5(0K)) em malhas triangulares.

lo —oulloe | [ldiv(ie —ou)lloe
n | err. taxa | err. taxa
2 | 9.4649e-02 - 3.2484e-02 -
4 | 9.1204e-03 3.38 | 4.2207e-03 2.94
8 19.6919e-04 3.23 | 5.3283e-04 2.99
16 | 1.1324e-04 3.10 | 6.6769e-05 3.00
32 | 1.3730e-05 3.04 | 8.3513e-06 3.00
64 | 1.6915e-06 3.02 | 1.0443e-06 3.00

Pelas imagens 13 e 14, que plotam a segunda componente do fluxo aproximado

para os espacos (Py(K), Eg(0K)) e (Ps(K), E1(dK)) respectivamente, podemos ver que a

descontinuidade tangencial em = 0 é bem representada nas solu¢oes numéricas. Isso faz

dessa estratégia interessante para problemas com tensores de anisotropia descontinuos,

como o apresentado no problema em questao.

1k
2
3t
4 L

-6 F

-1
)
-3
-4
-5
-6

Figura 13 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago R7To(£2)
malhas triangulares com 4 x 4 e 8 x 8 divisoes respectivamente.

[SERN

-1

-3
-4

-6
-7

em

Figura 14 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago R7T1(2) em
malhas triangulares com 4 x 4 e 8 x 8 divisdes respectivamente.
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7.2 Experimentos em malhas quadrilaterais

Para o segundo bloco de experimentos o problema em questao foi resolvido
utilizando os espacos (Q;f,1(K), En(9K)) com m = 0,1 e 2 para a obtencdo das solucdes
hibridas primais. Note que tais espagos satisfazem as condi¢oes R.2 e R.3 assim como
as condicoes Q.1 e Q.2. Para a recuperacao do fluxo foram testadas as estratégias
apresentadas na Secao 5.2 e na Secao 6.1, que utilizam como base os espagos de Raviart-

Thomas e Arnolf-Boffi-Falk respectivamente.

Foram utilizadas duas familias de malhas quadrilaterais, sendo uma familia
composta por malhas afins (Figura 7) e a outra por malhas bilineares (Figura 12). Por fim,
para cada um dos espagos, estratégias de recuperacao e malhas descritas, foram calculados
os erros L? para o fluxo aproximado o, e seu divergente, assim como as respectivas ordens
assintéticas de convergéncia. Os resultados encontrados para a estratégia baseada nos
espacos de Raviart-Thomas estao nas Tabelas 29, 31 e 33. Ja os resultados para a estratégia
baseada nos espacos Arnold-Boffi-Falk estao nas Tabelas 30, 32 e 34.

Tabela 29 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (Q7 (K), Eo(OK)) e
RTo(2) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios

lo—onlloe | [[divi(e —au)lloa | llo—0oulloa | [ldivie —ou)lls
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 2.1146e+00 - 1.4750e+00 - 2.2433e4+00 - 1.6666e+00 -
4 1 1.0560e+00 1.00 | 7.7562e-01  0.93 | 1.1538¢+00 0.96 | 1.0260e+00 0.70
8 | 5.2751e-01  1.00 | 3.9271e-01  0.98 | 5.8050e-01  0.99 | 7.6097e-01  0.43
16 | 2.6368e-01  1.00 | 1.9697e-01  1.00 | 2.9067e-01  1.00 | 6.7646e-01  0.17
32 | 1.3183e-01  1.00 | 9.8563e-02  1.00 | 1.4537e-01  1.00 | 6.5350e-01  0.05
64 | 6.5915e-02  1.00 | 4.9291e-02  1.00 | 7.2681e-02  1.00 | 6.4763e-01  0.01

Tabela 30 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (Q]L([A( ), Eo(af( )) e
ABF(£2) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios
lo—oulloe | [[divie —on)lloe | llo=onlloe | |[div(e — o)l
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 2.0879e+00 - 3.5868e-01 - 2.1930e+00 - 4.2405e-01 -
4 | 1.0515e+00 0.99 | 9.3781e-02 1.94 | 1.1471e+00 0.93 | 1.7020e-01 1.32
8 | 5.2692e-01  1.00 | 2.3719e-02 1.98 | 5.7914e-01  0.99 | 7.6921e-02 1.15
16 | 2.6361e-01  1.00 | 5.9470e-03 2.00 | 2.8999e-01  1.00 | 3.7276e-02 1.05
32 | 1.3182e-01  1.00 | 1.4878e-03 2.00 | 1.4495e-01  1.00 | 1.8485e-02 1.01
64 | 6.5913e-02  1.00 | 3.7203e-04 2.00 | 7.2444e-02  1.00 | 9.2239¢-03 1.00
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Tabela 31 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (Q;(R’ ), El(af( )) e

RT1(22) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados

Malhas de trapézios

llo — onlloo
err. taxa

|| div(o — on)lloe
err. taxa

o — oullog
err. taxa

| div(e — on)llog
err. taxa

0 = NB

—_
(@)

3.2406e-01
7.8668e-02
1.8602e-02
4.4147e-03
1.0632¢-03
2.5982e-04

2.04
2.08
2.07
2.05
2.03

2.2411e-01
2.6955e-02
1.4305e-02
3.5807e-03
8.9544e-04
2.2388e-04

1.98
1.99
2.00
2.00
2.00

3.2556e-01
8.3888e-02
2.0312e-02
4.8928e-03
1.1895e-03
2.9226e-04

1.96
2.05
2.05
2.04
2.03

3.1292e-01
1.0994e-01
4.7861e-02
2.2966e-02
1.1363e-02
5.6671e-03

1.51
1.20
1.06
1.02
1.00

Tabela 32 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (QF (K), E1(0K)) e

ABF1(2) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados

Malhas de trapézios

llo — onlloe
err. taxa

[ div(e — o4)lfoe
err. taxa

o — Uh||o,ﬂ
err. taxa

[ div(e — o)llon
err. taxa

0 = N B

—_
(=

3.2407e-01
7.8651e-02
1.8601e-02
4.4146e-03
1.0632¢-03
2.5982e-04

2.04
2.08
2.08
2.05
2.03

1.6067e-02
2.0156e-03
2.5201e-04
3.1502e-05
3.9378e-06
4.9222e-07

2.99
3.00
3.00
3.00
3.00

3.2370e-01
8.3365e-02
2.0184e-02
4.8582e-03
1.1803e-03
2.8988e-04

1.96
2.05
2.05
2.04
2.03

3.8103e-02
6.9189¢-03
1.5369e-03
3.7122e-04
9.1968e-05
2.2939e-05

2.46
2.17
2.05
2.01
2.00

Tabela 33 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (Q7 (K), Ey(0K)) e

RT2(2) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados

Malhas de trapézios

llo — onlloo
err. taxa

| div(e — o)llog
err. taxa

lo = oullog
err. taxa

| div(e — on)llog
err. taxa

o = NB

—_
D

64

2.3211e-02
2.8336e-03
3.5165e-04
4.3829e-05
5.4711e-06
6.8342¢-07

3.03
3.01
3.00
3.00
3.00

1.5028e-02
1.9816¢-03
2.5093e-04
3.1468e-05
3.9367e-06
4.9219e-07

2.92
2.98
3.00
3.00
3.00

2.8280e-02
3.6455e-03
4.4278e-04
5.4085e-05
6.6506e-06
8.2295e-07

2.96
3.04
3.03
3.02
3.01

2.7515e-02
5.8363e-03
1.3777e-03
3.3898e-04
8.4391e-05
2.1075e-05

2.24
2.08
2.02
2.01
2.00
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Tabela 34 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (Q;(R’ ), Eg(@f( )) e
ABF5(£2) em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios

lo—oulloe | [ldivie —an)lloe | llo—0aulloe | [[divie —an)lloe
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 2.3217e-02 - 1.1921e-03 - 2.8354e-02 - 2.1718e-03 -
4 | 2.8338e-03 3.03 | 7.5769¢e-05 3.98 | 3.6452e-03 2.96 | 2.2201e-04  3.29
8 | 3.5165e-04 3.01 | 4.7594e-06 3.99 | 4.4247e-04 3.04 | 2.6030e-05 3.09
16 | 4.3829e-05 3.00 | 2.9786e-07 4.00 | 5.4040e-05 3.03 | 3.1981e-06 3.02
32 | 5.4711e-06  3.00 | 1.8622e-08 4.00 | 6.6450e-06 3.02 | 3.9801e-07 3.01
64 | 6.8342e-07 3.00 | 1.1640e-09 4.00 | 8.2226e-07 3.01 | 4.9698e-08  3.00

Como previsto pela andlise apresentada nas Secoes 5.3 e 5.4, a estratégia
baseada nos espacos de Raviart-Thomas alcancam ordens 6timas O(h™*!) na convergéncia
L? do fluxo tanto em malhas afins quanto em malhas bilineares. Porém, para a convergéncia
L? do divergente do fluxo, essa estratégia alcanca ordens 6timas apenas no caso afim.
Consequentemente a convergéncia do fluxo na norma de H(div, ) é sub-6tima em malhas
bilineares. Em particular no caso de mais baixar ordem R7((2) nao temos convergéncia

na norma de H(div, ), como visto na Tabela 29.

Por outro lado a estratégia baseada nos espagos ABF,,(£2) alcangou ordens
6timas de convergéncia L? para o fluxo e seu divergente em ambos os tipos de malhas,
afins e bilineares. Esse resultado estda em total acordo com a andlise desenvolvida na Segao
6.1.1. Além disso, para o caso de malhas afins essa estratégia alcancou ordens O(h™1?)
na convergéncia do divergente, o que também é esperado de acordo com o Teorema 13 e
com o Lema 8. Porém note que isso nao implica em ordens de convergéncia em H (div, 2)

maiores, uma vez que neste caso elas serdo limitadas pela ordem L? do fluxo.

|
N
|
@
Lo
DORWN=O =N
T T T T
|
@

Figura 15 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago R7T((2) em
malhas quadradas com 4 x 4 e 8 x 8 divisoes respectivamente.
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Figura 16 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago R7T1(2)
malhas quadradas com 4 x 4 e 8 x 8 divisoes respectivamente.

Aproximag&o para o divergente em RT, Aproximagao para o divergente em ABF,

em

Figura 17 — Comparacao entre os divergente dos fluxos aproximados obtidos pelos espacos

RTo(Q) e ABFo(2) em uma malha quadrada com 8 x 8 divisoes.

Aproximagéao para o divergente em RT Aproximagao para o divergente em ABF

Figura 18 — Comparacao entre os divergente dos fluxos aproximados obtidos pelos espacos

RTo(Q) e ABF((2) em uma malha trapezoidal com 8 x 8 divisoes.

Nas imagens 15 e 16 podemos ver claramente que o fluxo aproximado de fato

possui componente normal continua ao passo que permite descontinuidades na componente
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tangencial. Além disso as imagens 17 e 18 comparam o divergente dos fluxos aproximados
obtidos por ambas estratégias, deixando clara a vantagem obtida pela estratégia baseada
nos espacos Arnold-Boffi-Falk na representacao do divergente, principalmente em malhas

bilineares.

Tais resultados numéricos corroboram para a validade da analise desenvolvida
nos capitulos anteriores e nos permitem concluir que a estratégia baseada nos espacos
ABF,,(Q2) é mais adequada em malhas bilineares, uma vez que garante ordens de conver-

géncia maiores mantendo um custo computacional comparavel.

7.3 Experimentos envolvendo os espacos Serendipity

Por fim, neste bloco o problema em questao foi resolvido utilizando os espagos
(S;;H(f(), Em(f)f()), com m = 1,2 e 3, para a solu¢ao hibrida primal. Note que esses
espagos satisfazem as condi¢oes S.1 e S.2 porém nao satisfazem as condigoes Q.1 e R.2.
Dessa forma a unica estratégia, das apresentadas, que pode ser utilizada é a proposta na
Secao 6.2, baseada nos espagos BDF M,,,+1(2).

Para a discretizagao do dominio, foram novamente utilizadas malhas afins e
bilineares como as apresentadas nas Figuras 7 e 12 respectivamente. Como de costume,
para cada um dos espacos de aproximacao e malhas descritas, foram calculados os erros
na norma L? para o fluxo aproximado o, e seu divergente e suas respectivas ordens de

convergéncia. Os resultados encontrados estao nas Tabelas 35 a 37.

Tabela 35 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (S5 (K), E1(0K)) e
BDF M5 em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios

lo—oulloe | [ldivie —an)lloe | llo—aulle | [[divie —on)lloe
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 6.0488e-01 - 3.5868e-01 - 7.5103e-01 - 4.2405e-01 -
4 | 1.3807e-01 2.13 | 9.3781e-02 1.94 | 1.9873e-01 1.92 | 1.7020e-01 1.32
8 [3.0977e-02 2.16 | 2.3719e-02 1.98 | 5.4774e-02 1.86 | 7.6921e-02 1.14
16 | 6.9977e-03 2.15 | 5.9470e-03 2.00 | 1.8075e-02 1.60 | 3.7276e-02 1.05
32 | 1.6204e-03 2.11 | 1.4878e-03 2.00 | 7.2906e-03 1.31 | 1.8485e-02 1.01
64 | 3.8552e-04 2.07 | 3.7203e-04  2.00 | 3.3238e-03 1.13 | 9.2239e-03 1.00
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Tabela 36 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (S5 (K), E2(0K)) e
BDF M3 em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios

lo—aulloe | [[divie —an)llog | [lo—aulle | [[divie —on)lloe
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa

2 | 2.2654e-01 - 5.6316e-02 - 5.0906e-01 - 1.2136e-01 -
4 | 2.0657e-02 3.46 | 7.4092e-03 2.93 | 1.4374e-01 1.82 | 2.9884e-02 2.02
8 | 1.8086e-03 3.51 | 9.3840e-04 2.98 | 3.7186e-02 1.95 | 8.0666e-03 1.89
16 | 1.5807e-04 3.52 | 1.1769e-04 3.00 | 9.8046e-03 1.92 | 2.5925e-03 1.64
32 | 1.4248e-05 3.47 | 1.4723e-05 3.00 | 2.7419e-03 1.84 | 1.0437e-03 1.31
64 | 1.3373e-06 3.41 | 1.8408e-06 3.00 | 8.1979e-04 1.74 | 4.8525e-04 1.10
128 | 1.3225e-07 3.34 | 2.3011e-07 3.00 | 2.6060e-04 1.65 | 2.3783e-04 1.03

Tabela 37 — Erros L? para o fluxo e seu divergente usando os espacos (S5 (K), E5(9K)) e
BDF M, em malhas de quadrados e de trapézios.

Malhas de quadrados Malhas de trapézios

lo—oulloe | [ldivie —an)lloe | llo—0aulloe | [[divie —an)lloe
n | err. taxa | err. taxa | err. taxa | err. taxa
2 | 5.5938e-02 - 6.9000e-03 - 3.0001e-01 - 2.7661e-02 -
4 | 2.7522e-03 4.35 | 4.5222e-04 3.93 | 3.3308e-02 3.17 | 4.1338e-03 2.74
8 | 1.3363e-04 4.36 | 2.8618e-05 3.98 | 4.7687e-03 2.80 | 7.7457e-04 2.42
16 | 6.3195e-06 4.40 | 1.7943e-06 4.00 | 7.6708e-04 2.64 | 1.7374e-04 2.16
32 | 3.0296e-07 4.38 | 1.1223e-07 4.00 | 1.3425e-04 2.51 | 4.2097e-05 2.05
64 | 1.5093e-08 4.33 | 7.0159e-09 4.00 | 2.5192e-05 2.41 | 1.0438e-05 2.01

Como previsto, esta combinacao de espacos alcanca ordens sub-6timas de

convergéncia em malhas bilineares, tanto para a aproximagao do fluxo quanto para de

seu divergente. Isso ¢ decorréncia das limitacoes na capacidade de aproximacao tanto dos

espacos escalares S +1([A( ) quanto dos espagos vetoriais BDF M,,,+1(£2), como discutido

na Secao 6.2.

Porém, quando nos restringimos apenas ao caso de malhas afins, a combinacao

dos espacos (S, (K), E,(0K)) com a estratégia descrita na Segio 6.2 alcanga ordens

6timas de convergéncia tanto em L?*(Q, R?) quando em H (div,2). Tal resultado é previsto

pelo Corolario 5 e suporta o uso dessa combinacao para malhas afins.

além de ter componente normal continua, respeita a descontinuidade tangencial presente

Finalmente, nas Figuras 19 e 20 observa-se novamente que o fluxo aproximado

na solugao analitica.
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Figura 19 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago BDF M ()

em malhas quadradas com 4 x 4 e 8 x 8 divisOes respectivamente.

-1
)
-3
-4
-5
-6

Figura 20 — Solugao para a segunda componente do fluxo usando o espago BDF M, ()

em malhas quadradas com 4 x 4 e 8 x 8 divisoes respectivamente.
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8 Conclusoes

Neste trabalho estudamos a aplicacao do Método Hibrido Primal para problemas
elipticos de segunda ordem em dominios bidimensionais. Foram explorados os casos de
problemas com discretizagoes em triangulos, paralelogramos e quadrilateros convexos gerais.
Neste tltimo caso, encontramos resultados que, até onde sabemos, nao foram explorados
previamente na literatura. A dissertacdo pode entao ser dividida em duas partes, sendo a

primeira composta pelos Capitulos 2 a 4 e a segunda pelos Capitulos 5 a 7.

Na primeira parte deste trabalho, apresentamos o Método Hibrido Primal assim
como os principais resultados da literatura sobre a existéncia e unicidade de solugao e sobre a
convergéncia do método em malhas afins que, em problemas bidimensionais, incluem malhas
compostas por triangulos e paralelogramos. Em seguida, a andlise para malhas bilineares
foi desenvolvida, estendendo os resultados de convergéncia para malhas compostas por
quadrilateros convexos gerais. Foram encontradas condi¢oes suficientes, e em alguns casos
também necessarias, para a obtencao das taxas de convergéncia 6timas na aproximacao
de u, Vu e A em malhas bilineares. Como resultado dessas condi¢des, mostramos que os
espagos do tipo (S; +1(f( ), En(OK)) alcancam taxas étimas de convergéncia em malhas
afins porém taxas sub-6timas em malhas bilineares. Por outro lado, os espagos do tipo

Q +1(I§' ) E, (0K )) alcancam taxas étimas em ambos os tipos de malhas.

Do ponto de vista computacional, utilizando a estratégia de implementagao
apresentada na Se¢ao 2.3, vimos que todos os graus de liberdade associados a wuy, com
excecao dos graus associados a funcao constante por elemento, podem ser condensados.
Dessa forma os espagos (S, (K), En(9K)) e (Qf 1 (K), E,(0K)) possuem o mesmo
numero de graus de liberdade global, tendo custo computacional semelhante. Concluimos
a partir disso que, em malhas quadrilaterais gerais, os espagos (Q;" +1([A( ), En(0K)) sdo
vantajosos quando comparados aos baseados nos espacos Serendipity, uma vez que possuem
custo computacional apenas levemente maior ao passo que apresentam propriedades de

aproximacao significativamente melhores.

Na segunda parte focamos no problema da aproximagao do fluxo. Comegamos
apresentando uma estratégia de pds-processamento local que permite a aproximagao do
fluxo a partir da solugao Hibrida Primal. Além de apresentar os resultados ja conhecidos
para a convergéncia dessa estratégia na norma de L?(£2,R?), desenvolvemos também
a andlise de convergéncia na norma de H(div,$2). Como fruto da andlise desenvolvida,
demonstramos que essa estratégia, como proposta originalmente, alcanga taxas sub-o0timas
de convergéncia em malhas bilineares na norma de H(div,(2). Particularmente, para o

caso de mais baixa ordem a estratégia nao converge em H (div, ).
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Verificamos que essa perda nas ordens de convergéncia é fruto das mas proprie-
dades de aproximacao dos espagos de Raviart-Thomas em malhas bilineares. Assim, uma
possivel solugao é adaptar a estratégia para utilizar espacos de aproximacao em H (div, §2)
com melhores propriedades de aproximacao. No Capitulo 6 apresentamos uma estratégia
modificada, onde os espagos de Raviart-Thomas sao substituidos pelos espagos Arnold-
Boffi-Falk. Demonstramos que essa estratégia modificada importa as boas qualidades de
aproximacao dos espacos Arnold-Boffi-Falk, alcangando ordens 6timas de convergéncia nas

normas de L*(Q, R?) e H(div,2) em qualquer malha quadrilateral, afim ou bilinear.

Outro ponto que investigamos foi o uso dos espagos Serendipity em conjunto
com a estratégia de recuperacao do fluxo. Tanto a estratégia original, baseada nos espagos
de Raviart-Thomas, quanto a estratégia modificada baseada nos espacos Arnold-Boffi-Falk,
nao podem ser usadas em conjunto com os espacos Serendipity. Para possibilitar o uso dos
espacos Serendipity propomos uma nova modificacao na estratégia, desta vez substituindo
os espacos de Raviart-Thomas pelos espacos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini. Mostramos
que essa nova modificacdo alcanca ordens 6timas de convergéncia nas normas de L*(Q, R?)
e H(div, Q) para malhas afins, porém em malhas bilineares a qualidade da aproximacao é

severamente prejudicada em ambas as normas.

Do estudo das trés estratégias (a original e as duas modificagoes), concluimos
que a estratégia baseada nos espacos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini em conjunto com
os espagos Serendipity é interessante para problemas em malhas afins, ja que alcanga
as mesmas ordens 6timas de convergéncia das demais estratégias porém com um custo
computacional menor. Para malhas bilineares a estratégia baseada nos espacos Arnold-
Boffi-Falk ¢é preferivel, apesar do maior custo computacional, ja que é a Unica a alcangar
ordens 6timas de convergéncia em H (div, Q). Aqui vale destacar que, por se tratarem de
estratégias de pos-processamento local, para as trés estratégias o custo computacional
estd fortemente concentrado na obtenc¢ao da solu¢ao Hibrida Primal (uy, An), € ndo no
pos-processamento em si. Dessa forma, a diferenca no custo computacional total das trés

estratégias pode ter, efetivamente, baixo impacto no calculo dos fluxos.

Por fim, ao longo da dissertacdo, realizamos diversos experimentos numéricos
que auxiliaram a ilustrar os comportamentos do Método Hibrido Primal e das estratégias
de recuperacao do fluxo. Pelas solugoes numéricas encontradas, pudemos observar que a
aproximagao Hibrida Primal para u é em geral descontinua na fronteira entre elementos
vizinhos, ao passo que o fluxo aproximado possui componente normal continua. Além disso,
os resultados numéricos encontrados concordam em totalidade com as previsoes tedricas

apresentadas, corroborando para a validade da analise.
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APENDICE A - Extensdo do Lema 10

Neste apéndice apresentamos e demonstramos uma versao mais geral do Lema
10 de (RAVIART; THOMAS, 1977a) que inclui mapeamentos bilineares.

Teorema 16. Sejam os espagos X, e My, construidos como descrito na Segao 2.2 associados
a uma discretizagao Ty, reqular sequndo o critério (2.1), entao existe uma constante o > 0

tal que

b(vp,
Vin € My, sup OB R S

oneXn |[[onl]lx

Para a demonstragdo do teorema serd necessario o uso das desigualdades (2.13)
e (2.14) demonstradas em (GIRAULT; RAVIART, 2012). Fazendo uso desses limitantes
a demonstracao do resultado se da de forma analoga a demonstracao do Lema 10 de
(RAVIART; THOMAS, 1977a).

Demonstragio. Para todo K € Ty, e todo u € HY?*(0K), definimos

w ds
[ — L} (A1)
wer () |||wl|]1x

A condigao (3.16) nos diz que existe uma constante & > 0 tal que

N ~ [ ds
Vi e S, supfaL

R > all|alll g (A.2)
weo N0 & oK

Seja pup, € My, a primeira parte da demonstragao consiste em mostrar que para cada

K € T, existe uma funcao v € Uy tal que

. C
/ pnv ds = &—|||un|[loxc|[[v]] |1 (A.3)
oK o

A

Considere F um isomorfismo bilinear tal que Fx(K) = K. Segue que
/ jpv ds = / Sods, (A.4)
oK oK
onde 9 =vo Fr € U e \ € A. Entao escolhemos 9 € U tal que

Ao ds > al|| M|z 101 &
| 308> all1 o111l &

Agora usando as limitages (2.13) e (2.14) temos que

Il = [0 &k + hilvllose < [1TFxle i (1D FiM 5 k1011, 1 + hic* 010 )

h2 . 911 A
< ol (cgpmk ; hmvuo,f{) ,
K
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de onde segue que
vl < Cogellloll], & (A.5)

Por outro lado temos que

1K + ilf(2||w||07K)

1@y, 5 < [1TF oo (1D Fic |2, g w
1 N
< Cy—-(CPn%e|wl i + hil|lwlfo k),
Pk
de onde segue que
@l z < Coxlllw]lh,x (A.6)
Agora usando (A.4), (A.5) e (A.6) e a definigdo da norma ||| - |||sx segue que
[ M ds .
lanlllor = sup 25— < Cogc|[|A]|pz- (A7)

weni(r) [||w]ll1x
Por fim a desigualdade (A.3) segue das equagoes (A.4) a (A.7).

Para completar a demonstracao vamos mostrar que a desigualdade que deseja-

mos demonstrar é consequéncia de (A.3) tomando

_¢a

o

a
Seja w € H'(K). Normalizando v em (A.3), existe funcio v € Uk tal que

[ mvdsz—a [ pwds, vl = el
0K 0K

Logo, fazendo esse processo para todo K € Ty, segue que, dada uma fungdo w € X, existe

uma func¢ao v, € X, tal que

b(vn, fn) > ab(w,uh)
[Honlllx [l ]x
Tomando o supremo de ambos os lados segue que

b b

e = llenlllar
oneXs [lonlllx = wex |[Jwll|x
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