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Resumo

Neste trabalho estudamos os resultados de M. Kassabov e T. Riley em [7], onde se prova
que o grupo de Baumslag tem funcao de Dehn exponencial, em contraste com o que
ocorre com seu analogo em que uma relacao de torcao é acrescentada, o qual satisfaz uma
desigualdade isoperimétrica polinomial. Apresentamos alguns preliminares sobre teoria de
grupos e moédulos, além de estudar com detalhe a construcao de grupos livres e o conceito

de apresentagao de um grupo.

Palavras-chave: Teoria dos grupos, grupos finitamente apresentaveis, problema da pala-

vra, desigualdades isoperimétricas.



Abstract

In this work we study the results of M. Kassabov and T. Riley in [7], where they prove
that Baumslag group has an exponential Dehn function, in contrast to its analog when a
torsion relation is added, which satisfies a polynomial isoperimetric inequality. We present
some basic concepts of group theory and modules. Additionally we study the contruction

of free groups and the concept of presentation of a group in detail.

Keywords: Group theory, finitely presented groups, word problem, isoperimetric inequal-

ities.
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Introducao

Nesta dissertacao vamos estudar fungoes de Dehn e fungoes isoperimétricas de
grupos finitamente apresentaveis. A fun¢ao de Dehn de um grupo finitamente apresentado é
um invariante do grupo que desde o ponto de vista combinatorio, da conta da complexidade
do problema da palavra no grupo ([6]). Este é um problema algoritmico proposto por M.
Dehn na década de 1910 que consiste em decidir se duas palavras nos geradores de um
grupo representam ou nao o mesmo elemento, ou equivalentemente, decidir se uma palavra

representa o elemento identidade do grupo.

Falamos que um grupo ¢ finitamente apresentavel se ele pode ser definido por um niimero
finito de geradores e relagoes. Assim, a funcdo de Dehn depende da apresentacao finita
usada para o grupo. Mas como ¢ usual nos problemas de complexidade algoritmica, o
interesse esta sobre o comportamento assintético das fungoes, que no caso das fungoes
de Dehn ¢ independente da apresentacgao finita usada. Tal independéncia é descrita pela

seguinte relacao de dominancia assintotica:
f<g <= 3C>0:¥1=0, f(I)<Cy(Cl+C)+Cl+C,

onde f ~ g quando f <geg< f.

Por exemplo, o grupo Z* tem apresentacio {(a,b|[a,b] = 1). Aqui uma palavra repre-
senta o elemento identidade se a e b aparecem o mesmo ntimero de vezes que ¢! e b™*
respectivamente. Assim, para saber se uma palavra representa a identidade, usamos a
comutatividade de a e b ([a,b] = 1) para colocar na esquerda as letras a,a " e na direita
as letras b, b~!, de forma que reduzimos a palavra removendo os fragmentos da forma aa™?,
a ta, bb~',b7'b. No caso de que a palavra represente a identidade, este processo produz
a palavra vazia e o maximo de vezes que é usada a relacdo [a,b] = 1 é menor que n?

onde n é o comprimento da palavra. Entdo a funcio de Dehn de Z? é no maximo quadratica.

Achar a funcao de Dehn de um grupo em particular é normalmente muito dificil e
muitas vezes é um problema geométrico pois de fato depende da geometria das palavras
que descrevem as relacoes do grupo. Por causa disso na literatura tem bastantes resultados
onde se procuram limites superiores para tais func¢oes de Dehn. Tais limites superiores
sao chamados de fungoes isoperimétricas. Encontrar estes limites é mais simples, pois é

possivel usar técnicas algébricas combinatoriais para fazer os calculos.

O objetivo desta dissertagao é explicar detalhadamente o trabalho de M. Kassabov & T.

Riley [7], no qual mostram desigualdades isoperimétricas para a fun¢do de Dehn do grupo
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de Baumslag
I'={a,s,t|[a,a"] =1, [s,t] =1, a® = aa")

e 0 grupo
o ={a,s,t][a,a'] =1, [s,t] =1, a® = ad’, ™ = 1).

Em particular, o grupo T foi introduzido por G. Baumslag em [1] como o primeiro exemplo
de um grupo finitamente apresentavel que possui um subgrupo normal abeliano de posto

infinito.

Os resultados principais demonstrados sao o Teorema 4.1, que estabelece o comportamento
exponencial da funcao de Dehn de I', e o Teorema 4.2, que mostra uma desigualdade

isoperimétrica quartica para a funcao de Dehn de I',,.
O contetudo deste trabalho esta distribuido da seguinte forma:

No Capitulo 1 presentamos algumas definicoes e resultados basicos da teoria de grupos que
serao usados mais na frente, além de falar um pouco sobre grupo abelianos finitamente
gerados. Também fixamos parte da notagao usada no resto do texto. O Capitulo 2 tem
algumas defini¢oes e resultados sobre médulos que precisamos para entender a maioria

dos argumentos utilizados no Capitulo 4 quando provamos desigualdades isoperimétricas.

No Capitulo 3 introduzimos os conceitos de grupo livre, grupo finitamente apresentavel e
funcao de Dehn, e mostramos alguns resultados importantes. Finalmente, no Capitulo 4

estudamos com detalhe os resultados presentados no artigo [7].
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1 Nocoes de Teoria dos Grupos

O contetudo deste capitulo trata de resultados basicos em teoria de grupos e

portanto omitimos as demonstragdes. Tomamos como referéncia principal o livro [8].

1.1 Nocoes basicas

Definigao 1.1. Um grupo é um par (G, *), onde G € um conjunto nao vazio e » : Gx G —

G € uma operagao binaria, satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) a* (b=c) = (a=b)xc para todo a,b,c € G,
(ii) existe e € G tal que a e = e xa = a para todo a € G,

(7ii) para todo a € G existe be G tal que a b ="bxa = e.

Quando nao houver ambiguidade, denotamos a = b simplesmente por ab.

Pode se mostrar facilmente que dado um grupo (G,*), o elemento e € G
mencionado em (ii) ¢ tnico e é chamado de elemento identidade, as vezes denotado por
1. Também, o elemento b em (iii) é inico para cada a € G, este ¢ chamado de inverso de
a e denotado por a™ .

Definigao 1.2. Sejam (G,*) um grupo e a,b € G. Dizemos que a e b comutam se
axb=bxa. (G,*) € dito abeliano, se todo par de elementos a,b € G comutam. Neste caso
é comum usar a notagao aditiva, onde a operagdo do grupo é denotada por +, o elemento

tdentidades por 0 e o inverso de g por —g.

Exemplo 1.1. Os sequintes sao exemplos de grupos abelianos:

1. (Z,+), onde 0 é o elemento identidade, e para cada a € Z, —a € o inverso.

1
2. (R\{0},-), onde 1 é o elemento identidade, e para cada a € R\{0}, — € o inverso.
a

3. Dadon € N comn = 2, tem se a relacao de equivaléncia em Z dada por: a = b
mod n <= n divide a a — b. Seja Z, o conjunto das classes de equivaléncia. Dado
a € Z, denotamos por [a] a classe de equivaléncia de a. Assim (Zy, +,) € um grupo

abeliano, onde +,, : Z,, — Z, estd definida por

[a] +, [b] = [a + b].
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Neste caso, o elemento identidade € [0], e para cada [a] € Z,,, o elemento inverso é

[—al.

Exemplo 1.2. Dado um conjunto X # &, uma permutagdo em X ¢é uma bijecdo
a: X — X. Denotamos por Sx o conjunto de todas as permutacoes em X. Sx é um
grupo com a operac¢ao de composicdo de fungoes. Aqui, o elemento identidade é a fungdo
identidade em X, idx e para cada permutacdo o € Sx 0 seu inverso € a sua fungdo inversa
a™l. Sy € chamado de grupo simétrico em X. Se o numero de elementos de X for

maior ou iqual a 3, o grupo simétrico nao é abeliano.

Definigao 1.3. Um caso muito importante do exemplo anterior € quando X = {1,2,...,n},
onde Sx € denotado por S, e é chamado de grupo simétrico de grau n.
Dados i1, 19, . .., 1, inteiros distintos entre 1 e n. Se a € S,, fixra os n — r inteiros restantes

(i.e. a(i) =i para todo i ¢ {iy,...,i.}) e
Oé(’h) = ’ig, Oé(’ig) = ’i37 ey O[(?:r_l) = ir7 Oé(ir) = Z.17
a € dito de r-ciclo e denotado por o = (iqiy .. .4,). Os 2-ciclos sao chamados de trans-

posigoes.

Duas permutagoes o, B € S,, sao ditas disjuntas, se para todo i,j € {1,...,n},
a(t) #i=pi) =1 e B(j) #j=a(j) =

E facil ver que se duas permutacoes sao disjuntas, entdo elas comutam.

Teorema 1.1. Seja o € S, entao:

(i) a tem uma dnica fatora¢ao completa (modulo a ordem) como produto de ciclos
disjuntos, i.e.

a= 152 B

onde cada B; = (Bi1, Biay- -+, Bir;) € Sp € um r;-ciclo e para cada a € {1,2,...,n}

existem unicos i, j tais que B = a.

(7i) « é produto de transposigies.

Definigao 1.4. Sejam (G, ), (H,o) grupos. Uma fungio f : G — H é um homomor-

fismo, se para todo a,b € G,

flaxb) = f(a)o f(b).
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Um homomorfismo f : G — H € dito epimorfismo se for uma funcao sobrejetora, e
isomorfismo se for uma funcao bijetora. Se H = G e f é isomorfismo, este é dito
automorfismo. Dizemos que (G,*) é isomorfo a (H,o), se existir um isomorfismo
f:G — H e denotamos isto por G =~ H.

Exemplo 1.3. Sejoa a € S,, e a = B152 -+ By wuma fatoragio completa em ciclos disjuntos,

entao o sinal de o € definido por
sgn(a) = (—1)"",

Alternativamente, se escrevemos o = Y17z . .. Ym como produto de transposicoes, € possivel

verificar que
sgn(a) = (—1)™.
Uma permutacdo o € dita par se sgn(a) = 1 ou impar, caso contrdrio. Pode se verificar
que para todo o, 3 € S,
sgn(af) = sgn(a)sgn(pB)
logo, sgn é um homomorfismo entre S, e {1,—1} (que é grupo com a multiplica¢ao usual),

no caso n = 2, sgn € isomorfismo.

Exemplo 1.4. A funcao f : Z — 7Z,, definida por f(a) = [a] é um homomorfismo, mas

nao € isomorfismo para nenhum n.

Definicao 1.5. Seja G um grupo. Um subconjunto ndao vazio S < G é um subgrupo se
para todo s,t€ S, s ' € S e st e S. Denotamos isto por S < G. Neste caso € facil ver S é

um grupo com a mesma operacao binaria de G, restrita a S x S.
Exemplo 1.5. Seja f: G — H um homomorfismo, definimos a imagem e o nicleo de
f como

Im(f)=1{he H:h= f(a) para algum a€ G} e Ker(f)={aeG: f(a) =1y},
respectivamente. Temos que Ker(f) < G e Im(f) < H.
Proposicao 1.1. Seja G um grupo e {S;},.; wma familia ndo vazia de subgrupos de G,
entao ﬂ S; € um subgrupo de G.

iel

Da proposicao anterior segue a validade da seguinte definigao:
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Definigao 1.6. Seja G um grupo e X < G, entao o minimo subgrupo de G (com respeito
a inclusio) que contém a X € chamado de subgrupo gerado por X e denotado por (X).
Se G = {ay,aq,...,a,) para alguns a; € G, dizemos que G ¢é finitamente gerado. Se H, K
sao subgrupos de G, entdo o subgrupo (H v K) é denotado por H v K.

Proposicao 1.2. Seja G um grupo e X € G. Se X = F, entdao (X ) = {1}, caso contrdrio

(X) é o conjunto de todas as palavras em X, isto é, os elementos w € G da forma

€En

— gtz ..
w = w775 x,",

comx; € X, e =41, n=>1.

Exemplo 1.6. Se G é um grupo e a € G, temos do teorema anterior que {ay = {a" : n € Z},
este subgrupo é chamado de subgrupo ciclico gerado por a. O nimero de elementos
deste subgrupo, [{a)|, é chamado de ordem de a. G ¢é dito ciclico, se existe a € G com
G = {a).

Pode se mostrar que se a € G tem ordem finita m, entao m é o menor inteiro positivo tal

que a™ = 1.

Definig¢ao 1.7. Seja G um grupo e S < G. A classe lateral a direita de S com
representante t € G é o conjunto St = {st : s € S} (a classe lateral a esquerda é
tS = {ts:se S}).

Exemplo 1.7. Seja G o grupo aditivo Z e n € Z. Se S = {(n) e a € Z, entao a classe
lateral de S com representante a é o conjunto a+ S = {a+ zn : z € Z}, que € precisamente
a classe de equivaléncia [a] do ezemplo 1.1-3). Dada a comutatividade de + em 7Z, as

classes a direita e esquerda resultam ser iguais.

Proposigao 1.3. Seja G um grupo e S < G, entdo:

(i) A familia de classes laterais a direita (ou a esquerda) forma uma particio de G.

(i) O nimero de classes laterais a direita é igual ao nimero de classes laterais d esquerda.

Definig¢ao 1.8. Seja G um grupo, o nimero de elementos de G, |G|, é dito a ordem de
G. Se S < G entao o indice de S em G, denotado por [G : S|, é o nimero de classes

laterais a direita (ou esquerda) de S em G.

Teorema 1.2. (Lagrange). Seja G um grupo finito e S < G entdo |S| divide a |G| e
|G = 5] =1G/IS].
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Como consequéncia deste teorema segue que se G é um grupo de ordem p e p é

primo, entao G é grupo ciclico.
Proposicao 1.4. Sejam G um grupo finito e S,'T' < G, entao
[STI[S ~T| =[S,

onde ST = {st:seS eteT}.

Definicao 1.9. Seja G um grupo. Um subgrupo K < G é um subgrupo normal, se para
todo ge G, gKg* = {gkg™' : ke K} = K. Denotamos isto por K < G.

Pode se observar que se K <1 G, entao as classes laterais a esquerda e a direita

de K em G sao iguais, no sentido em que Kg = gK para todo g € G.

Exemplo 1.8. Sejam G, H grupos e f : G — R um homomorfismo, entao ker(f)< G.

Proposicao 1.5. Seja G um grupo,

(i) se G € abeliano, entdo todo subgrupo de G é normal;
(i) se H K < G, entao H v K< G;

(iii) se {H; i€ I} éuma familia ndo vazia de subgrupos normais de G, entdo ﬂ H;<G.

el

De (iii) segue que dado um subconjunto X < G nao vazio, existe um minimo
subgrupo normal de G que contém a X, chamado de subgrupo normal gerado por X
ou fecho normal de (X), denotado por (X)“.

Teorema 1.3. Seja G um grupo e N < G.

(i) Entao a familia das classes laterais de N em G forma um grupo de ordem [G : N]

chamado de grupo quociente e denotado por G/N, com a operagdo

(Na, Nb) — Nab;

(it) a fungio v: G — G/N definida por v(a) = Na é um homomorfismo sobrejetivo com

ker(v) = N, chamada de projegdo canédnica.

Exemplo 1.9. Seja G =7 en € Z. Do exemplo 1.1-3), sabemos que em Z,, os elementos
sao do tipo [a] = a + {(n), com a € Z. Como Z é abeliano, {n) é normal pela proposi¢cio

1.5, entao existe o grupo quociente Z/{ny, que é precisamente o grupo Z,,.
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Definicao 1.10. Seja G um grupo e a,b € G. O comutador de a e b é definido como
[a,b] = a*b~tab. O subgrupo comutador de G ¢é o subgrupo de G gerado por todos os

comutadores e é denotado por G'.

Proposi¢ao 1.6. Seja G um grupo, entio G' ¢ subgrupo normal de G e se H< G, entdo

G/H é abeliano se, e somente se, G' < H.
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1.2 Teoremas de Isomorfismo e Acdes

Teorema 1.4. (Teoremas de Isomorfismo)

(Primeiro) Seja f : G — H wm homomorfismo de grupos, entio G/ker(f) =
Im(f).
(Segundo) Sejam N, T subgrupos de G, com N normal. Entaéo N nT<T e

T/(N ~T) =~ NT/N.

(Terceiro) Sejam K < H < G, onde K e H sao subgrupos normais de G. Entdo
H/K é subgrupo normal de G/K e

(G/K)/(H/K) = G/H.

Exemplo 1.10. Seja G = {g) um grupo ciclico de ordem n. Seja
f:Z—-G

o homomorfismo de grupos dado por f(k) = g*, Yk € Z. Entdo f ¢ sobrejetivo e ker(f) =
{n), entdo, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo, Z/{n) =~ G. Assim, todo grupo ciclico

de ordem n € isomorfo a Z,.

Teorema 1.5. Sejam K, H grupos, R < K, e § : K — H um homomorfismo tal que
O(R) = {1}, entdo existe um homomorfismo v : K /{RY — H tal que § =1 ov, onde v ¢
a projecio de K em K/{RY*. Aqui (RY* = (R*), onde R® = {k™'rk | ke K,r € R}.

Teorema 1.6. (Teorema de Correspondéncia). Sejam K <G ev : G - G/K a

projecao canonica. Entao
{S|S<GK<S}—{M|M<G/K}

¢ uma bijecao entre a familia dos subgrupos G que contém a K, e a familia dos subgrupos
de G/K que envia S para v(S) = S/K. Também, denotando S/K por S*, tem se que para
todo T < G, com K <T:

(i) T < S se, e somente se, T* < S*, com [S:T]=[S":T"];
(ii)) T< S se, e somente se T* < S*, com S/T =~ S*/T*.
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Definicao 1.11. Dados dois grupos H, K, definimos no produto cartesiano H x K a
operagdo binaria

(h,k)(W, &) = (hK, kK').

H x K com esta operacao binaria é um grupo, chamado de produto direto de H e¢ K,

com elemento identidade (1,1g) e inverso (h,k)™' = ("1, k™).

Proposicao 1.7. Seja G um grupo, H< G e K< G. Se G=HK e Hn K =1, entdo
G~HxK.

O produto direto visto como na Defini¢ao 1.11 é dito de produto direto externo.
No caso da Proposicao 1.7, o produto H x K é chamado de produto direto interno, pois
pode ser visto como uma operacao entre alguns subgrupos normais de GG. Também, se
no enunciado da Proposicao 1.7 K < G nao é necessariamente normal mas as outras
propriedades sdo preservadas, entdo o grupo G ¢ dito produto semidireto de H com K e

denotamos por G = H x K.
Proposicao 1.8. Se A< H e B< K, entaio Ax B<Hx K e

(H x K)/(A x B) ~ (H/A) x (K/B).

Proposicao 1.9. Sejam G um grupo, N < G e
¢»:G—G/N
a projegcao canonica. Se existe um homomorfismo
Y : G/N — G tal que ¢ o) = idgn,

entao G = N x ¢(G/N). Neste caso dizemos que ¢ cinde.

Definicao 1.12. Dado um grupo G e z,y € G, dizemos que x e y sdo conjugados se
y = grg~ ! para algum g € G.

Isto define uma relacdo de equivaléncia em G. A classe de equivaléncia de a € G ¢ chamada

de classe de conjugacgdio de a, denotada por a®.

Note se que quando a € G é o nico elemento da sua classe de conjugacao,

entdo a comuta com todos os elementos de G.
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Exemplo 1.11. Seja S, o grupo simétrico de ordem n. Duas permutacoes o, 3 € S,
tem a mesma estrutura ciclica, se sua fatoragcio em ciclos disjuntos tem a mesma
quantidades de r-ciclos, para cada r € {1,...,n}.

Neste caso acontece que duas permutagoes sao conjugadas se, e somente se, tem a mesma
estrutura ciclica. Assim, um subgrupo H < S, é normal se, e somente se, para todo o € H

as permutagoes com a mesma estrutura ciclica que o estao em H.

a = (123)(456), B = (164)(235) € Sg  tem a mesma estrutura ciclica e (3 = (15)a(15)7".

Definicao 1.13. O centro de um grupo G ¢ o conjunto dos elementos a € G que comutam
com todos os elementos de G, denotado por Z(G). Dado a € G, o centralizador de a em
G € o conjunto dos g € G que comutam com a, denotado por Cg(a).

E facil ver que Z(G) é um subgrupo normal e abeliano em G e Cg(a) < G.

1

Definicao 1.14. Seja G um grupo, H < G e g € G, o conjunto gHg™ " € dito o conjugado

de H por g. O conjunto
Ne(H):={aeG:aHa ' = H}

¢ chamado o normalizador de H em G.

Tem se que gHg ' e Ng(H) sdo subgrupos de G e H < Ng(H).

Proposicao 1.10. Seja G um grupo, a € G e H < G, entdo:
(i) o nimero de conjugados de a € igual ao indice [G : Cg(a)] do seu centralizador
Cis(a) em G;

(7i) o nimero de conjugados de H € igual ao indice |G : Ng(H)]| do seu normalizador
Ng(H) em G.

Teorema 1.7. Seja G um grupo e H < G, entao:

(i) (Cayley). G pode ser mergulhado como subgrupo de Sg, por médio do homomorfismo

¢1: G — S¢

a— L, :g— ag.

(ii) Se X denota a familia de classes laterais a esquerda de H em G, entao a fungao

QﬁQZGﬁSX
av— pg:gH — agH

¢ um homomorfismo com ker(¢q) < H.
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(iii) Se'Y denota a familia dos conjugados de H em G, entdo a funcao

(bgiGHSy

a1, gHg™

— agHg 'a™!

é um homomorfismo com ker(¢s) < Ng(H).

Definicao 1.15. Nas condicoes do teorema anterior, o homomorfismo ¢ é chamado
de representagdo regular (4 esquerda) de G, o homomorfismo ¢y é chamado de
representacdo de G em classes laterais de H, e o homomorfismo ¢, € chamado de

representacdo de G em conjugados de H.

Definicao 1.16. Seja X um conjunto e G um grupo. X € dito G-conjunto a esquerda

se eziste uma fungio a : G x X — X (chamada ag¢do), tal que

(i) a(l,z) =z, Ve e X;
(it) a(g,a(h,z)) = algh,z), Vg, h e G,z € X.

neste caso, dizemos que G age sobre X.

Exemplo 1.12. Se R é um anel comutativo, S,, age em Y = R|xq,...,x,] com a a¢do
a: S, xY,

definida por a(o, f) = f7, onde f7(x1,...,2,) = f (%(1), . ,xg(n)).

Teorema 1.8. Seja X um G-conjunto a esquerda com agdo o, entdo a fungdo
a:G — Sy
g dlg) : x> ala,2)
¢ um homomorfismo. Reciprocamente, se
¢:G— Sy
¢ um homomorfismo, entao a funcao

b:GxX—>X
(9,7) = (#(9))(z)

define uma acao que torna X um G-conjunto a esquerda.
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Exemplo 1.13. Pelo teorema anterior, as representagoes definidas pelo Teorema 1.7

podem se ver como agoes do grupo G':

1. em (i), X = G e ¢i(a, 9) = ($1(a))(9) = La(g) = ag;

2. em (ii), X € o conjunto das classes laterais d esquerda de H em G e ¢o(a, gH) =
(¢2(a))(gH) = pa(gH) = agH

3. em (iii) X ¢ a familia dos conjugados de H em G ¢ ¢3(a, gHg™") = (¢3(a))(gHg™") =
YalgHg ") = agHg 'a™".

Defini¢ao 1.17. Seja X um G-conjunto a esquerda com a¢io o e x € X, entdo a
orbita de x é o conjunto O(x) = {gx : g € G} e o estabilizador de x é o subgrupo
G,={9geG:gx =1} <G.

Proposicao 1.11. Se X é um G-conjunto d esquerda e x € X, entdo |O(z)| =[G : G,].

Exemplo 1.14. Dado um grupo G, é fdacil ver que G age sobre ele mesmo por conjugacao,
neste caso O(x) = 2 e G, = Cq(x) para todo x € G. Também, G age sobre o conjunto
de todos os subgrupos de G, onde O(H) = {conjugados de H} e Gy = Ng(H). Entao, a

proposicao anterior tem como consequéncia a Proposicao 1.10.
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1.3 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Dado que agora vamos tratar com grupos abelianos usamos a notacao aditiva
onde também denotamos o elemento ¢g" como ng e o produto direto Gy x ... x GG, por
soma direta G1 @ ... D G,,.

Definicao 1.18. Um grupo finitamente gerado G é dito grupo abeliano livre sec é

isomorfo a Z" para algum n = 0, neste caso n é chamado de posto de G.

Proposicao 1.12. Sejam G, H grupos abelianos tais que H é grupo finitamente gerado e

livre abeliano e existe um epimorfismo ¢ : G — H, entdo existe
v: H — G tal que p o) = idy

(nesse caso falamos que ¢ cinde) e G = ker(¢p) @ H.

Como corolario temos o seguinte lema

Lema 1.1. Se G é um grupo abeliano com k geradores tal que existe N < G com G/N

grupo abeliano livre de posto k, entdo G =~ ZF.

Defini¢ao 1.19. Um grupo G ¢é dito livre de torgdao se o unico elemento g € G com |g]|

finito € o elemento identidade.

Proposicao 1.13. Se G é um grupo abeliano finitamente gerado, com mais de um elemento

e € livre de torcao, entao G € grupo abeliano livre.

Teorema 1.9. Seja G € um grupo abeliano finitamente gerado, definimos

Gtar = {g € G| |g| ﬁmto}

Entio Gy € subgrupo finito de G e G/Gyor é grupo livre abeliano.
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2 Mobddulos sobre anéis associativos

Na hora de trabalhar com grupos metabelianos finitamente apresentaveis
precisamos de alguns conceitos sobre modulos, para o qual dedicamos este capitulo.

Usamos como referéncia o texto [2].

Definicao 2.1. Seja R um anel associativo com unidade. Um R—mdodulo (a direita)
consiste de um grupo abeliano M (usamos a notagio aditiva) junto com uma agao de R (d
direita) ¢ : M x R — M, (x,r) — xr, onde

1. (x+y)r=uaxr+yr
2. x(r+s)=uar+uzs
3. x(rs) = (ar)s

4. xlp =,

para todo x,y € M, r,s € R. Analogamente se definem os R-modulos a esquerda. Como

caso particular, temos que quando R é um corpo, um R-mddulo é um espaco vetorial sobre
R.

Exemplo 2.1. Dado um grupo abeliano A, este pode se considerar como um Z—mdodulo,
por meio da ag¢ao a direita (a,z) — za, onde (usando notagao aditiva para A)
z—vezes
———
a+--+a, 2>0
= 04, z2=0

(—=2)(—=a), z<0

Exemplo 2.2. Todo anel com unidade R é um R-mddulo da direita (também a esquerda),
onde a agao € o produto em R, (r,s) — rs, e R € visto como grupo abeliano com respeito

a operacao soma.

Definicao 2.2. Seja M um R-mddulo a direita, um subconjunto & # N < M ¢é um
submodulo de M, se N for subgrupo de M e para todo x € M, r € R tem se xr € N.
Dado um subconjunto & # X < M, o conjunto

(X) = {inri|xieX,rieR,neN}

i—1
¢ um submddulo de M, chamado submédulo gerado por X (se X = &, (X) = {0} ).

X € dito conjunto gerador de M, se M = (X). Dizemos que M é ciclico se tem um

conjunto gerador de cardinalidade 1.
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Exemplo 2.3. Seja R um anel associativo com unidade. No Fxemplo 2.2 consideramos
R como um R-modulo a direita. Nesta situacao, os submodulos de R sdo precisamente 0s

ideais a direita de R.

Definicao 2.3. Sejam M, N R-mdédulos a direita. Uma fungio f : M — N é um homo-

morfismo de mddulos se

(i) flx+y)= f(x)+ fly), para todo x,y € M;

(i7) f(xr) = f(x)r, para todo x € M,r € R.

Se [ for sobrejetor, [ € dito epimorfismo. Se f for uma bijecao, entao f é um isomor-

fismo e dizemos que M, N sdo isomorfos.

Proposicao 2.1. Sejam M, N R-moddulos a direita e
f:M—>N

um homomorfismo. Entao para todo submddulo X < M, f(X) é submédulo de N; e
para todo submddulo Y < N, f~H(Y) é submédulo de M. Em particular, f~({0}) é um
submdédulo de M, chamado de nicleo de f, denotado por ker(f).

Definigao 2.4. Seja M um R-mddulo a direita e N < M um submdédulo. Entdao podemos
definir uma relacao de equivaléncia em M da sequinte forma v ~ y <= x —y € N.

O conjunto de classes de equivaléncia M /N €é um R-mdédulo a direita com a operagao
[z] + [y] = [z + y] e a agdo

([x],7) = [ar],
aqui [x] = x + N denota a classe de equivaléncia de x. M /N €é chamado de mddulo

quociente de M por N. Notamos que projecio natural
m: M — M/N,
x +— [x] é um homomorfismo sobrejetor.

Como no caso de grupos, existe Teorema de Correspondéncia e Teorema de

[somorfismos para modulos
Teorema 2.1. Se N é um submodulo de um R-modulo M, entao

0 : { submddulos de M que contém N} — { submddulos de M /N}
A — A/N

¢ uma bijecao que preserva inclusdo.
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Teorema 2.2. Sejam M, N R-mdédulos a direita e
f:M—>N
um homomorfismo de moédulos. Entao existe um tunico isomorfismo
¢ : M/ker(f) — f(M),
tal que p o = f, onde w é a proje¢io natural de M sobre M /ker(f).

Exemplo 2.4. Seja M um R-mddulo a direita ciclico, e consideramos R como um R-
modulo a direita. Seja mg € M elemento gerador de M, consideramos o homomorfismo de
R-médulos

fiR—>M

dado por f(r) = mqr. E claro que f € epimorfismo, além disso,
ker(f) ={re R|f(r) =0} = {re R|mor =0} := Anng(my),
logo M € isomorfo a R/Anng(mg) pelo teorema anterior.

Definigao 2.5. Seja M um R-mddulo a direita, e {M;}ic; uma familia de submddulos.

Definimos o conjunto

ZMi = {2 x|z € M;, ex; =0 exceto para finitos i € ]} )

el el

ZMi é o submddulo de M gerado por {M;}c;. Dizemos que ZM’ ¢ soma direta de
el el
{M;}icr se M; N (Z M;) = {0} para todo i € I, e denotamos isto como
J#i

> M= P M.

iel el
M ¢ dito modulo livre com base X < M, se

M = @xR e xR = R para todo x € X.
zeX
Exemplo 2.5. Se G é um grupo abeliano, pelo exemplo 2.1 podemos considerar G como
Z-mdodulo. Se G é Z-mddulo livre com base X < G, chamamos G de grupo abeliano
livre com base X, neste que caso temos que
G=FPsZ=PL
zeX zeX

Definicao 2.6. Dado um grupo G' e um anel associativo e comutativo com unidade R,

definimos o anel de grupo de G sobre R denotado por R|G] (ou RG), como o conjunto

a = ngg,

geG

das combinacoes lineares formais
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onde ry € R para todo g € G e ry, = 0 exceto para finitos g € G. R[G] € um anel junto com

as operacoes +,- dadas por

(ngg) + (Z Sgg> = D (rg + s4)g

9eG geG geG
geG heG g,heG
d ]-R7 g = 1G b .
com Ogjq) = Z Org € lgja) = 2 Tqg, onde ry = 0 L Observamos que RG é
geG 9eG r, 97 la

R-moadulo livre com base G.

Exemplo 2.6. Por definicio, dado um grupo metabeliano G, temos que existe um subgrupo
normal A< G, tal que A é abeliano e Q = G/A ¢é abeliano. Podemos considerar A como

Z|Q)-mddulo a direita da sequinte forma.

Definimos a sequinte ac¢ao de (Q sobre A. Dadosa € A, q € Q, temos que ¢ = Ag
para algum g € G, seja
aoq=aeA
Vejamos que o estd bem definida. De fato, se Ag = Ah entio ag = gh™' € A, logo
a? = a™" = (a®)", mas dado que A ¢ abeliano temos a® = a, portanto a = a".
Estendemos esta agao por linearidade a uma agao a direita de Z[Q] sobre A, assim (usando

notagdo aditiva para A)

ao (Z zqq> = Z(zqa) oq €A,

qeQ qeQ

onde zqa € definido como no Exemplo 2.1.
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3 Grupos Finitamente Apresentaveis

3.1 Grupos Livres

Comecamos este capitulo falando sobre grupos livres, tomando como referéncia

o livro [4].

Definigao 3.1. Seja X um conjunto, G um grupo e i : X — G uma fungio. O par (G, 1)
¢ dito livre sobre X, se para todo grupo H e uma aplicacio f : X — H existe um unico

homomorfismo
¢:G — H tal que poi = f.

Como sera mostrado logo, na defini¢cao anterior podemos considerar a X como

um subconjunto de G, ainda mais um conjunto gerador, e denotando
X '={o:2e X},

o fato de (G, 1) ser livre sobre X ¢ equivalente a que um produto de elementos em X U X
¢é igual a 1, somente quando este for 1 em todos os grupos. Isto se apresenta formalmente

na Proposicao. 3.3.

Exemplo 3.1. O grupo aditivo dos inteiros 7. € livre sobre qualquer conjunto unitdrio {x}

junto com a fungao i(x) = 1.

Proposicao 3.1. Um grupo livre sobre um conjunto X é uinico a menos de isomorfismo,
i.e. se (Gy,i1) € livre em X e ¢ : G1 — Gy é isomorfismo, entdo (Ga,is) € livre sobre X,
onde is = ¢ o iy. Reciprocamente, se (G1,1i1),(Ga,ia) sdo livres sobre X, entao existe um

isomorfismo ¢ : Gy — G, tal que ¢ o iy = is.

Demonstragio. (=) Suponhamos (G1,1;) livre em X e ¢ : G; — G5 isomorfismo. Dado
um grupo H e f: X — H, existe um tnico homomorfismo v : G; — H tal que ¥ oiy = f,

entdo Yo ¢! : Gy — H é um homomorfismo com
pop loiy=voglogoiy=1oi =,

a unicidade segue imediato da unicidade de .

(<) Se (G1,11), (Ga,iz) sdo livres sobre X, existem homomorfismos

¢:G1 = Goret)p: Gy — Gy,
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tais que io = @011 e i1 = 1 0 iy. Assim,
tdyoiy =1y =Y ooiy eidyoig =19 =)0 0ly,
onde idy,idy sdo as fungoes identidades de G, G, respectivamente. Entao
Yo ¢ =idy,¢otp=id,

assim ¢ € o isomorfismo desejado. O

Proposicao 3.2. Se (G,i) € livre sobre X, entdo i € injetora.

Demonstragio. Seja Z* o conjunto das funcoes de X em Z, com a operacio o + 3 definida
por
(a+ B)(x) = alx) + B(z).
Com esta operacdo, Z~ é um grupo abeliano.
Seja
f: X — 7% dada por f(z) = a,,

C%(g)—{ by=e

onde

0 y#z

Assim, existe um homomorfismo ¢ : G — ZX, tal que ¢ oi = f. E claro que f é injetora,

logo 7 também é. O]

Vejamos agora que dado um conjunto X = {z;};c; qualquer, existe um grupo

F(X) que ¢ livre sobre X. Seja M (X) o conjunto das sequéncias finitas em X
o0
M(x) =[x,
n=0

onde X é o conjunto formado pela sequéncia vazia. Definimos o produto em M (X) como
segue

(.ﬁl]il, e ,I‘in>($j1, P ,.fl‘jm> = (SEil, Ce 737in713j17 e ,I'jm>.
Esta operacao é claramente associativa e tem como elemento identidades a sequéncia vazia.

Identificando

r < (x)

temos que todo elemento de M (X) é da forma z;, - - x;,. O conjunto M (X) é chamado

de monoide livre em X.
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Agora, seja X ! um conjunto bijectivo com X, com uma bijecdo que leva z

em um elemento denotado por 7! em X!, de forma que
XnX1t=g.

Os elementos de M (X u X ') sio chamados palavras em X. Denotando os elementos de

X por ' := x, temos que as palavras em X sdo da forma
)

Loo.xén onden = 0,e, = +1.

w = Ty in

l(w) := n é chamado de comprimento de w.

€n

i ¢ dita reduzida se

Uma palavra w = x§} - - x
para todo 1 <r<n-—1, ¢, # % OU 441 = I, COM €41 # —€,.

Se w nao é reduzida, existe 1 < r < n —1, tal que 4,41 = i, € e,.1 = —e,. A palavra v’

obtida deletando x{" e xf:f de w é dita obtida de w por reducdo elementar. Se w” é
obtida de w por uma sequéncia de reducoes elementares, dizemos que w” vem de w por

reducao.

Definimos em M (X U X !) arelacio w ~ w’' < w = w’' ou existe uma sequéncia
de palavras wy, . .., wg, onde wy = w, wy, = w' e para todo j < k, uma de w;, w;;1 é obtida
da outra por reducao elementar.

Observamos que ~ é uma relagdo de equivaléncia, e denotamos por F'(X) o

conjunto das classes de equivaléncia. Pode se observar que se
u,v sao palavras e w ~ w' =  wwv ~ ww'v,
assim,
/ / /!
w~weu~u = uw~uw.

Portanto, a operagao em F'(X) dada por

[ul[w] = [uw]

(onde [u] é a classe de equivaléncia de u) estd bem definida, é associativa e tem como

elemento identidade a classe da palavra vazia, denotada por 1. Também, se

-z5" e definimos w™' = 2% -

W=z "

0 -z, temos que [w][w ] = 1.

Assim, F'(X) com esta opera¢do é um grupo.

Teorema 3.1. Cada elemento de F(X) tem exatamente uma palavra reduzida.
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Demonstracio. Seja
AMMXuXhH->MXuXh

a fungao definida recursivamente por A(1) = 1, A\(z€) = |

AMuz®) = Mu)z® se AM(u) # v~ ¢ para toda palavra v,

AMuz®) = v se Mu) = va™ ¢ para alguma palavra v.

Vejamos primeiro que
A(w) é reduzida para toda palavra w,

além disso, A(w) é obtida por reducao a partir de w e se w é reduzida entdao A(w) = w.
Isso vai ser demonstrado por inducdo sobre o comprimento de w. E claro que quando w

tem comprimento 0 ou 1 A(w) é reduzida e A\(w) = w.

Se w tem comprimento n > 1, entao
w = ux, com u uma palavra de comprimento n — 1,z € X,e = +1.

Pela hipétese indutiva, A(u) é reduzida, vem de u por redugao e se u reduzida entao
A(u) = u.

Se A(u) = vx™ ¢ para alguma palavra v, entdo v é reduzida e vz~ vem de u por
redugao, portanto
Mw) = Muzx®) =v

é reduzida e vr~z¢ (logo v = A\(w)) vem de uz® = w por redugao.
Se A(u) # vx™ para toda palavra v, entao

AMw) = AMux) = AMu)zx,

como A(u) é reduzida e nao é da forma vz~ entdo A(w) é reduzida e dado que A(u) vem
de u por redugdo, entdo A(w) = A(u)z® vem de uz® = w por reducao. Se w é reduzida,
entdo u é reduzida e A(u) = u. Como w = uzx® é reduzida, entdo u = A(u) nao pode ser da

forma v, assim, \(w) = A(uz®) = Mu)z® = ux® = w.

Vamos provar agora que para toda palavra wu,
AMuzz™) = AMu)

Se A(u) = vax™¢ para alguma palavra v, entao va™° é reduzida, logo v nao e da forma wz*,

assim A\(ux®) = v ndo é da forma wz*, entdo

AMuzx™) = Mux)zx™ = vz ¢ = \u).
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Se A(u) nao é da forma vz~ entdo A(uz®) = A(u)z€, logo

AMuxx™) = A(u).

Por ltimo, provamos que se u, v sao palavras e x € X, entao
Muztr™v) = A(uv).

Fixamos u e x, e procedemos por inducao no comprimento de v. No caso de comprimento

1 temos v = y", com y € X,r = £1. Se y" = z°, entado
AMuzx™v) = Muzz™x) = Muz®) = AMuww),
caso contrario temos duas possibilidades: se A(u) é da forma wy™", entdo
AMuztz™¢) = AMu) = wy ™",
logo

AMuzz™v) = Muzz™yY") = w (pela definigdo de \)
= AMuy") = Muv).

Se A(u) nao é da forma wy ™", entdo \(ux‘z™ ) nao é da forma wy™", logo
Muzz™v) = Muzz™Y") = Muzz™)y" = AMw)y" = Muy") = A(uv).

Agora, se v tem comprimento n > 1, v = wy" com w de comprimento n — 1, entao pela
hipétese indutiva,

AMuzz™w) = Muw).
Se AMuw) = hy™", entao
Muztr™v) = Mux‘z™wy") = h = AMuwy") = Auv).
Se A(uw) nao é da forma hy " entdo A\(ux‘x™“w) ndo é da forma hy~", logo
Muzz™v) = Muz‘z wy") = Mux‘z™w)y" = Muw)y" = Muwy") = AMuw).

Assim, se w’ é obtida de w por redugao entdao A(w) = A(w'), logo, se w ~ w” entao

A(w) = AMw"). Em particular, se w ~ w” e w,w"” sdo reduzidas, temos que
w = ANw) = Aw") =w".

Portanto, os elementos de F'(X) tem no maximo uma palavra reduzida e como A(w) é
reduzida e obtida de w por redugdo para toda palavra w entdao A\(w) € [w], logo cada

elemento de F'(X) tem pelo menos uma palavra reduzida.

]
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Teorema 3.2. Seja X um conjunto, ei: X — F(X) dada pori(z) = [z], entao (F(X),1)

¢ livre sobre X.

Demonstracao. Seja H um grupo e f : X — H uma aplicacdo de conjuntos. Seja
¢:F(X)—>H
dada por

o([xs) - xir]) = flay) - fl2a,),

’ . . Epr_ e ’ . ~
¢ esta bem definida pois se xf) ---2;"" ;"> - - - 2i" é obtida de zf] --- 2" por redugao

elementar, onde i, = 7,1 € €, = —e,,1, entao

FQ@i)? - fl,)™ = ) fn, )7 f(@0,,) 2 f,) ™

E claro que ¢ é um homomorfismo e f = ¢ oi. Como F(X) é gerado por i(X), temos a

unicidade de ¢. O]

Como consequéncia das proposi¢oes anteriores podemos assumir X como um
subconjunto de F'(X) e i sendo a inclusao. Também, podemos identificar os elementos de

F(X) com a correspondente palavra reduzida.

Agora, podemos mostrar formalmente a interpretacao dos grupos livres que foi

dada inicialmente.

Proposicao 3.3. Seja G um grupo, X um conjunto e j : X — G uma aplica¢io de

conjuntos, entao sao equivalentes:

(i) (G,7) € livre sobre X ;

(it) G € gerado por j(X) e se j(x;))* - j(z;,)™ = 1, entdo para todo grupo H e
foX = H, flw)™ - )™ =1

Demonstragdo. (i) = (ii). Pela Proposicao 3.1 existe um isomorfismo

o1 F(X) = G,
tal que j = ¢ o1, assim, como F(X) é gerado por i(X), entdo G é gerado por ¢(i(X)) =
3(X).

Se

(@i ) g(a,) =1
entdo dados um grupo H e f : X — H, temos que como (G, j) é livre sobre X, existe
Y : G — H tal que f =1 o7, logo

f(xh)el T f(xil)el = w(j($i1)>el o 'w(j(%‘l))el = w(j(xh)q o 'j(xil)q) = w(” =L
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(17) = (4). Seja H um grupoe f: X — H.Dado ge G, g = j(x;,) - j(x;,)", pois j(X)
gera G. Definimos

¢ : G — H por ¢(g) = f(wi,)" -~ f(i,)™

Vejamos que ¢ estd bem definida.

(i) g, = gla)™ - j(a,)™
= jlw)? g () (@, )T =
= flw)" o fa,) " )T fa,) T =1
= fla) o fla)" = flan)™ - fa,)™

Claramente, ¢ é um homomorfismo. Também, ¢(j(z)) = f(x) para todo z € X, entdo
f = ¢oj. Como j(X) gera G temos a unicidade de ¢. Assim, (G, 7) é um grupo livre
sobre X. ]

Proposicao 3.4. Seja X um conjunto, entao F(X) é um grupo residualmente finito,
ou seja, para todo 1 # w € F(X), existe N< F(X) comw¢ N e F(X)/N finito.

Demonstracao. Seja
w=xj --x;m € F(X)

1

uma palavra reduzida nao vazia. Vamos encontrar um homomorfismo
¢ D F (X ) — On+l

tal que ¢(w) # 1g,,,, desta forma w ¢ ker(¢) < F(X) com F(X)/ker(¢) = Im(¢) S Spi1
finito.
Seja

J: X = S

definida por: f(z) = 1g,,,,se & {z;,,...,2;,}. Se x € {x;,, ..., x;,}, tomamos f(x) como
uma permutacao que levar+lemrsex =x;, ee, =1, elevaremr+1sex =z,
e e. = —1, para r < n; se as condi¢Oes anteriores definem uma funcao injetora entre
subconjuntos de {1,...,n + 1}, a permutagao desejada f(z) é qualquer extensao bijetora
desta funcao. Assim, um nimero r nao pode ter duas imagens pois estas seriam 7 — 1
er+ 1, que implica x = z;,, e, = =1, x = x;, _, e e,_1 = 1, que nao é possivel pois w
é reduzida. Também, se um nimero s tem duas pré-imagens (s — 1 e s + 1) ocorreria
r=ux;,,e =1, x=ux,_, ee_1 =—1, que de novo nao é possivel porque w ¢é reduzida.
Observamos entao que mesmo se x aparecer mais de uma vez em w, f(x) fica bem definida.
Logo, a fungao f estd bem definida, entdo existe um homomorfismo ¢ : F'(X) — S, 1, tal
que
¢(r) = f(x) para todo x € X.
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Temos que ¢(w) # 1, pois

(@(w))(n+1) = (o(a7) - 27))(n + 1) = (¢(x:,) - d(i,)") (0 + 1) = 1.

O 1ltimo vale pois

¢air)(n+1) = n, o7 )(n) =n—1,...,¢(x])(2) = 1.
[l

Proposicao 3.5. Se G ¢ um grupo residualmente finito e finitamente gerado, entdo ele
¢ hopfiano, ou seja, todo homomorfismo sobrejetor f : G — G é automorfismo. Em

particular, se X é um conjunto finito, F'(X) é hopfiano.
Demonstragao. Seja
a:G-G

um homomorfismo sobrejetor. Suponhamos que a nao é automorfismo, entao ker(a) # 1.
Seja
1 # g € ker(o).

Como G é residualmente finito, existe

N < G, tal que G/N finito e g ¢ N.
Seja

¢ : G — G/N a projegao canonica.

Temos que ¢ o o™ é homomorfismo de G em G/N para todo n € N. Como G é finitamente
gerado e G/N ¢ finito, s6 podem existir nimero finito de homomorfismos de G em G/N,
logo

poa" =poa™ para alguns n > m.
Observamos que a'™ é sobrejetor pois « é, logo existe h € G tal que
a™(h) = g, entdo (poa™)(h) = ¢(g) # 1,

(poa”)(h) = (poa™™)(g) = (1) =1,

obtendo uma contradicao. O]

Proposigao 3.6. Sejam X,Y conjuntos, entio F'(X) = F(Y) < |X| = |Y]|.

Demonstragio. (<) Seja

fiX oY
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uma bijecdo, entao existe um tnico homomorfismo
61 F(X)— F(Y)
que estende f e um Unico homomorfismo
v F(Y) — F(X)

que estende f~'. Logo,
sao homomorfismos que sao extensoes de idx : X — X, e

idpyy,po¢: F(Y)— F(Y)

sao homomorfismos que sao extensoes de idy : Y — Y. Assim, idpx) = 9o e
idpy)y = 1 o ¢, entdo ¢ ¢é isomorfismo.

(=) Considerando a quantidade de homomorfismos de F'(X) em Z,, temos que
esta é igual ao nimero de fungoes de X em Z,, logo

|Hom(F(X),Zs)| = 2¥1.
Como F(X) = F(Y) temos entao que
Xl = |Hom(F(Y), Zy)| = 271,

entdo se X ou Y for finito, temos que | X| = |Y].
Se X,Y sdo infinitos, usando o Axioma da Escolha pode se provar que |[M(X u X 1)| =
|X U X!, e dado que X ¢é infinito temos | X U X '] = | X/, logo

M(X U XY = |x].

Como F(X) é o conjunto das classes de equivaléncia da relacio ~ em M (X U X 1), temos
|F(X)| < |X| e é claro que | X| < |F(X)], entao

[ X| = [F(X)] = [F(Y)] = Y]

Apresentamos agora uma defini¢ao equivalente do que é um grupo livre.

Defini¢ao 3.2. Um grupo G é dito grupo livre, se G é isomorfo a F(X) para algum
conjunto X . Neste caso, sei: F(X) — G é um isomorfismo, i(X) é chamado de base ¢ o

nimero de elementos de uma base |i(X)| = |X| é chamado de posto de G.
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Note que o posto estd bem definido pois se A, B sao bases de (G, existem con-
juntos X, Y e isomorfismos i : F(X) —» G, j: F(Y) — G tais que A =i(X) e B =j(Y).
Assim F(X) = F(Y), e pela proposicao 3.6, |X| = |Y| que implica |A| = |B|, e toda
bijecao f : A — B se estende a um automorfismo em G. Reciprocamente, se ¢ for um

automorfismo tem se que ¢(A) também ¢é base de G, pois ¢poi: F(X) — G é isomorfismo

e (poi)(X) = o(A).

Vamos ver agora que a definicao acima é de fato equivalente a Definicao 3.1 e
que se G é um grupo livre com base X < G, ele pode se identificado como o conjunto das

palavras reduzidas em X.
Proposicao 3.7. Seja G um grupo e X < G. Entdo sao equivalentes:
(i) G € livre sobre X.

(it) G é livre com base X .

(iii) Todo elemento w € G se escreve de forma unica como w = xj' ---x5", onde n = 0,

in’

r; €X,e.==x1ee. 1 #—e. quando t,41 = 1.

s

(iv) G é gerado por X e 1 # i ---ai" para todo n > 0,z;, € X e e, = £1, onde

€ri1 # —€p quando i, = i,.

Demonstragio. (i) = (ii) Como G é livre sobre X, e F'(X) também é livre sobre X, entao

pela Proposicao 3.1, existe um isomorfismo
¢: F(X)— G tal que ¢(X) = X,

logo X ¢é uma base de G.

(77) = (i) Se G é livre com base X, entdo existe um conjunto Y e um isomorfismo
¢:F(Y) > G
tal que ¢(Y) = X. Como | X| = |Y] existe um isomorfismo
b F(X) — F(Y)
com ¥(X) =Y pela Proposigao 3.6, logo
potp: F(X)—G

é um isomorfismo, com (¢ o ¥)(X) = X. Assim, dado que F(X) é livre sobre X, temos
que G é livre sobre X pela proposicao 3.1.
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(i3i) = (iv) E imediato.

(1v) = (4i7) Como G é gerado por X, todo elemento de G se escreve como em

€n

— t1 . tm
in le l’

(ii7), e se um elemento w € G se escreve de duas formas, w = i ---x Fag
onden,m =0, z; ,z;, € X, e, = +1,t, = £1, e,41 # —e, quando 4,41 = %, € €511 # —€;

- —t
1:xfllmenxtmx 1

inVim g1 , logo n =m, i, = jr, e, =1,

quando js.1 = Js, entao 1 = ww™

comr=1,...,n.
(1) = (vit) Como F(X) satisfaz (iii), entao G também, pois ¢ livre sobre X.

(1v) = (ii) Seja ¢ : F(X) — G o homomorfismo que estende a fun¢ao =z — =
definida em X. ¢ é sobrejetora porque G é gerado por X, e ¢ é injetora pois (iv) implica
que ker(¢) = 1. Entao ¢ é isomorfismo e ¢(X) = X. O

Como consequéncia imediata de (iv) na proposi¢ao anterior, temos que se G é
livre sobre X e Y € X entao (Y') é livre sobre Y.

Definicao 3.3. Seja F' um grupo livre sobre X e g = xf! - - 2i* € I uma palavra reduzida.

Dizemos que g € ciclicamente reduzida se iy # i, ou iy =1, com e, # —e,.

Segue da defini¢do anterior que se g € F' é ciclicamente reduzida, entao g" é

ciclicamente reduzida e |¢"| = n|g| para todo n € N.

Proposicao 3.8. Todo elemento de um grupo livre F' é conjugado de uma palavra cicli-
camente reduzida, ou seja, para todo g€ F, g = wvu™", onde u,v € F e v é ciclicamente
reduzida.

€n

;" reduzida com

Demonstragio. O resultado é claro quando [g| < 1. Seja g = zf! -«
n = 2. Se g é ciclicamente reduzida entdo definimos u = 1,v = ¢g. Se g nao é ciclicamente

: ~ _ _ _ e _ —1
reduzida, entao x;, = x;, e e; = —e,, tomando uy = ;] temos que g = ugvou, , onde

n

[vo| < g, pois g = xj} - - x;" é reduzida, o resultado segue por inducao sobre |g|. O

Proposicao 3.9. Os grupos livres sao livres de torgao.

Demonstragio. Seja F um grupo livre e g € F' com g # 1. Pela proposicao anterior,

! com h ciclicamente reduzida. Como ¢ # 1, entdo

existem u, h € F' tais que g = uhu~
h # 1, logo |h| > 0. Assim, |h"| = n|h| > 0 para todo n > 0. Entao A" # 1, obtendo

¢" = uh™u"" # 1 para todon > 0 . O]

Proposicao 3.10. Todo grupo é quociente de um grupo livre.



Capitulo 3. Grupos Finitamente Apresentdveis

40

Demonstracao. Seja G um grupo, entao existe um homomorfismo
¢: F(G) -G

que estende o mapa identidade de G, g — ¢. Claramente ¢ é sobrejetor, logo G = Im(¢)
F(G)/ker(¢).

0

O
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3.2 Grupos finitamente apresentaveis

Definicao 3.4. Uma apresentacdo de um grupo G consiste de um conjunto X, um
epimorfismo de grupos

¢:F(X) > G

e um conjunto R < F(X) tais que
ker(9) = ("

Nesta situacao,
G = F(X){(RYFX) ¢ escrevemos G = (X | R)?.

Os elementos de X sao chamados de simbolos geradores de GG, e as expressoes de tipo
u=v, onde u,v e F(X) euv™" € ker(¢) sio chamadas de relagées em G. Assim, cada

elemento u € ker(¢) tem uma relagio correspondente u = 1.

Quando X e R sao finitos, dizemos que (X | R) é uma apresentagdo finita

de G e que G € finitamente apresentdvel.

E comum omitir a funcio ¢ quando ela é 0 mapa natural de F(X) a F(X)/(RYF™)

ou quando € injetora em X (e consideramos X como subconjunto de G), e escrevemos
G =(X|R).

As vezes € conveniente escrever os elementos de r € R como a sua relagdo correspondente

r =1 ou alguma equivalente de tipo w = v, com uv™' = r.

Exemplo 3.2. O grupo trivial tem apresentacao (| ). Também € facil ver que a
apresentacao

<$7y|$3: 1ay2 = 1,xy= 1>

corresponde igualmente ao grupo trivial. De fato, como y = ' temos que
|z| = |y| deve ser divisor de 2 e de 3 = |z| =1 = x = 1.

Exemplo 3.3. O grupo dos nimeros inteiros (Z,+) tem apresentagio {x|).
Exemplo 3.4. (x| z") é uma apresentac¢io do grupo Z,.

Exemplo 3.5. (z1,...,2, |zx; = z;2;,1 < i < j < n) € uma apresentagio do grupo
7" =7 x -+ x 7.
—_—

n—uvezes
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Teorema 3.3. (von Dyck). Sejam G, H grupos com
G=(X|R)Y",

f X — H aplicagio de conjuntos, e
0:F(X)—>H

o homomorfismo que estende f.

Entao se 0(r) =1 para todo v € R, existe um homomorfismo
VG — H tal que (p(x)) = f(x) para todo x € X.
Além disso, se H = (f(X)) entdao ¢ é epimorfismo.
Demonstragao. Suponhamos 6(r) = 1 para todo r € R, entdao R < ker(f), logo
ker(¢) = (R)? < ker(0).

Entao para cada g € G definimos
¥(g) = 0(w),

onde w é qualquer elemento de F(X) tal que ¢(w) = g (que existe pois ¢ é sobrejetora).
Vejamos que 9 estd bem definida. Se ¢(w;) = ¢(wq) = g, entdo 1 = ¢(w;)d(ws) ™ =

d(wiwy '), logo wiwy € ker(¢) < ker(), assim 6(wywy ') = 1 e portanto 6(w;) = O(wy).

Observamos que % é homomorfismo pois se g1, g € G com ¢(wq) = gy, p(wy) =

g2 entdo g(wiws) = g192, 10go (g192) = O(wiws) = O(w1)0(w2) = 1(w1)v(w2).

E claro que 1(G) = §(F(X)) = {f(X)), entdo se H = {f(X)), ¥ é epimorfismo.
[

O teorema anterior pode ser visto como um caso particular do Teorema 1.5

considerando K = F(X), v = ¢ (portanto (R)* = ker(¢) e K/(R)* = G).

Exemplo 3.6. Dados dois conjuntos X,Y, e R < F(X), S < F(X uY). A inclusdo

X <5 X UY induz um homomorfismo
(X|R)y->(XUY|RUS)

sequndo o teorema anterior.

Em termos do enunciado do teorema anterior,

H=(XUY|RuUS),
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¢ € a projecio natural de F(X) em (X |R) e f = moi onde m € a projecao natural
de F(X0Y) em (X UY|RuUS). Vemos que se 8 é o homomorfismo que estende f e

r=ux;'--xi" € R, entdo
1 in

0(r) = 0(xy,)" - 0(x:,) = flx,) - fw,)" = 7(2,)" - 7(2,)" =7(r) =1

poisre RS RuS.

Agora vamos ver como comparar apresentacoes do mesmo grupo.

Definigdo 3.5. Seja G um grupo e (X | RY® uma apresentacio de G. Se S < (RYF™)

entdo (X | R U S)? também é apresentagio de G. Neste caso dizemos que

(X|R U S) ¢ uma transformacdo geral de Tietze Tipo I de (X | R)?,

(X |R)’ ¢ uma transformacgdo de Tietze geral Tipo I’ de (X |R U S)°.
Quando |S| =1 falamos de transformacgées de Tietze simples.

Proposigio 3.11. Seja G = (X |R)’ e Y um conjunto tal que X nY = . Para cada
yeY sejau, € F(X), entao

(XOUY|RU {yu, ' :yeY})¥
¢ uma apresentagdo de G, onde
Y:F(XuY)—>G

o(z) seze X

¢ o homomorfismo de grupos que estende a funcao z — .
d(uy) sezeY

Demonstracao. Seja

N ={(Ru{yu," :ye Y HFXWY),

Dado r € R, como R < F(X) sabemos que ¢(r) = ¢(r) = 1. Se y € Y, temos que

lyu, ") = V(y)v(uy) ™" = d(uy)d(u,) ™" = 1.

Entao pelo Teorema 1.5 existe um homomorfismo

v:F(XVUY)/N -G

tal que ¥(w) = ¥(Nw) para todo w € F(X uY). Claramente ¢ é epimorfismo, ento 1

também é.
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De outro lado, seja
mT: X > FXUuY)/N

a restrigdo a X da projecao candnica de F(X uY) em N e 7 o homomorfismo que estende
ma F(X), entao
7(r) = Nr = N.

Entao pelo Teorema de von Dyck, existe um homomorfismo
0:G—->F(XuUY)/N

tal que 0(¢(x)) = m(x) = Nz para todo x € X. Como F(X uY)/N é gerado por
{Nz:2ze X} (pois F(XUY) égeradopor X uY eseyeY, Ny = Nu, onde u, € F(X))

entao 6 é um epimorfismo.

Agora, ¥ 0 0 é a identidade em G, pois G = (p(X)) e

¥(0(¢(2))) = ¥(Nax) = ¢(z) = ¢(x).
Também, fo1) é a identidade em F(X UY)/N pois F(X UY)/N é gerado por {Nz : z € X}

e

0(p(Nx)) = 6(¢(x)) = 0(¢(x)) = Na.

Portanto QL é isomorfismo, assim,
Y(w) =1+« p(Nw) =1 <= Nw=1<=we N,
logo ker(y) = N. O

Definicao 3.6. Na situacao da proposicao anterior, dizemos que
<XuY]Ru{yu;1 cye Y
¢ uma transformacdo geral de Tietze Tipo II de (X |R)?, e
(X| Ry

é uma transformagdo de Tietze geral Tipo II’ de (X UY |R U {yu," : y € YHY.

Quando |Y| =1 falamos de transformacées de Tietze simples.

Note-se que uma transformacao de Tietze geral pode se obter, no caso que |S]|
ou |Y'| sejam finitos, por meio de um nimero finito de transformagoes de Tietze simples

do tipo correspondente.
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Teorema 3.4. Sejam (X | RY?, (Y | S)¥ duas apresentagoes de um grupo G. Entio (Y | S)¥
pode se obtida a partir de (X | R)® por meio de um nimero finito de transformagoes de

Tietze gerais (ou simples no caso que ambas apresentagoes forem finitas).

Demonstracao. Suponhamos que X n'Y = (J. Para cada y € Y seja

uy € F(X) tal que ¥(y) = ¢(uy)

e para cada r € X,
vy € F(Y) tal que ¢(z) = ¥ (v,).
Seja
0:-F(XuY)—-G

o homomorfismo de grupos que estende a funcao

o(z) sezeX
: p(u,) sezeY

Entao pela Proposicao 3.11
(X UY|RU {yu,* cyeY}

é uma apresentacao de G, obtida de (X | R) por uma transformagao de Tietze geral tipo
II.

Agora, para todo y € Y

0(y) = ¢(uy) =¥ (y),

logo O(w) = ¥ (w) para todo w € F(Y). Entao para s € S,

Além disso, para todo x € X,

0(ve) = ¥(ve) = ¢(x).
Portanto
(XUY|R,S {yu," cye Y}, {wv,' 1ae X}

é uma apresentacao de G, obtida da anterior por meio de uma Transformacao geral de

Tietze tipo L.

Por simetria, esta tltima também vem de (Y | S)¥ por transformacoes de Tietze

gerais de tipo IT e I. Logo (Y | S)¥ vem de (X | R)® por transformacdes de Tietze gerais
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de tipo I, I, T’ e IT"

No caso geral que X n'Y # (¥, tomamos um conjunto X’ bijetivo com X, tal
que

X nY=¢0g=XnX.

Claramente, (X' | R')* é uma apresentacdo de G, onde cada elemento de R’ é obtido
substituindo cada z € X pelo respectivo 2’ € X', e ¢'(2') = ¢(x). Usando o caso anterior
temos que (X' | R vem de ambos, (Y |SY¥ e (X |R)® por uma sequéncia finita de

Transformagoes de Tietze gerais. O]

Proposicio 3.12. Seja (X | R)? uma apresentacio de um grupo G que é finitamente
gerado. Entao existe um subconjunto finito X1 € X tal que G € gerado por ¢(Xy).

Demonstracao. Seja H < G um subconjunto finito que gera o grupo G. Entao cada h € H

é produto de nimero finito de elementos de ¢(X) e seus inversos. Entao existe X; <€ X

finito tal que H < {(¢(X1)), logo G ¢é gerado por ¢(X). O

Proposicio 3.13. Sejam (X | R)?, (Y | S)¥ apresentagoes de um grupo G. Se X,R e Y
sdo finitos, entdo existe S; < S finito tal que (Y | S1)Y ¢ apresentagio de G,

Demonstragao. Sejam 6, u,, v, como na demonstragao do Teorema 3.4, de onde sabemos

ue
) (X UY|T)? é uma apresentacio de G com T = R U {yu,' 1yeY}.
Agora,

Oavr") = 0@)0(v,) ™" = Bla)ilu,) ™! = ()o@) ™ = 1,
entao

(XUY|Tu{av, ' ize X}
é uma apresentacao de G.

Para cada t € T seja t’ a palavra obtida de ¢ ao substituir cada elemento x € X

que aparecer nela pelo respectivo v,, e seja
T ={t':teT}.
Claramente 7" < F(Y'). Sejam

N = {av, : & € XPHFEWY)

7:F(XuY)— F(XUY)/N a projegao candnica.
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Entao como 7(z) = 7(v,) para todo x € X, temos que
Nt =7(t) = w(t') = Nt' para todo t € T.
Logo
T < NT' (N uTHY&EY) o T NT < (N THYF&EY),
Como T" < (N u THYFXYY) “entdo
G=(XUY|T,T {zv,:xe X}’

¢ uma transformacao de Tietze geral tipo I da apresentacao anterior de G. Como T' <
(N O THFEYY) entao
G=(XUY|T {rv,:xe X}’

¢ uma transformacao de Tietze geral tipo I’ da anterior. Agora, paray € Y, 8(y) = ¢(u,) =
Y(y) e para z € X, 0(x) = ¢(x) = ¥ (v,), além disso T" < F(Y'), portanto

G =T

é uma transformacao de Tietze geral tipo II’ da anterior.

Como R,Y sao finitos, entao
T=Ru{yu," :yeY} ¢ finito,

portanto 7" ¢ finito. Como T" < (SYFY) (pois G = (Y | SH¥) entdo os elementos de T sio
produtos de finitos elementos de S com seu inversos, entdao como 7" é finito, existe um
subconjunto finito S; < S tal que (7" < (YY) mas

ker(y) = (TP = ($)T) 2 (™),
logo (SHFY) = (TFY) — ker(vp). Portanto G = (Y | S;)Y. O

Proposicao 3.14. Seja G um grupo e K < G tal que K e G/K sao finitamente apresen-

taveis, entdo G € finitamente apresentdvel.

Demonstracao. Sejam
K = (X|R),G/K = (Y |S)

apresentacoes finitas. Seja
7 : G — G/K a projegao canonica.

Seja
0:F(XuY)—-G
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o homomorfismo que satisfaz 6(x) = z, para todo x € F(X) e 0(y) é algum elemento de
7' (y) para cada y € Y (logo 7(A(y)) = y em G/K).

Para cada s € S temos que w(0(s)) = s =1 em G/K, logo 0(s) € ker(m) = K,
assim

0(s) = us em K para algum us € F(X).

Também, como K <G, temos que Yz € X,y e Y, 0(y ‘zy) = 0(y) '20(y) € K, pois x € K.
Entao

0(y'zy) = w,, para algum w,, € F(X)
O(yry ') = vy, para algum v, € F(X).

Vejamos que
(XOY|RU{su;':seStu{y layw,, yay v, xe X ye Yy
é uma apresentacao de G. Isto é, que 0 é epimorfismo e ker(f) = N, onde
N =(Ru{su;':seStu{y layw,, yzy v, xe X ye Y PHFEVY),

A inclusao N < ker(6) é clara pela definicao de 6, u; € wy,.

Seja w € ker(6). Notamos que se x € X,y e Y,

Ny_lxyw;yl =Ne Nyxy_lv;yl =N

Iy = wayy_l e Nyzr = Nvgyy. Assim,

portanto Ny~
Nw = Nwjws,
onde wy € F(X),wy € F(Y). Agora, como N < ker(f) e O(w) = 1, temos que
1 =0(Nw) = 0(Nwyws) = 0(wyws).
Portanto, em G/K
1 =m(0(wiwz)) = 7(0(w1))m(0(w2)) = m(wi)ws = wo,

entdo wy € (SHFY). Mas dados y € Y, s € S, temos que

Ny*tu,y*™ = Nv
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para algum v € F(X), pois Ny 'zy = Nw,, e Nyzy~' = Nu,, para todo x € X. Portanto,

Nwy = Nwg para algum ws € F(X). Novamente, temos
Nw = NwiNwy = Nwi Nws = Nwyws,
e como O(N) =1 = 0(w) temos que
1 = 0(w) = f(wiws),
entdo wiws € (RYF™) < N, portanto
N = Nuwyws = Nw

ou seja, w € N. Concluimos que ker(¢) = N.

Por tltimo, vejamos que 6 é epimorfismo. Seja H = (§(X),0(Y)). Por constru-
cao temos K = @(X)) < H,n(0(X))cn(K)=1e

m(H) = (m(0(X)),n(0(Y))) = (x(0(Y))) = Y) = G/K.

Portanto H = G. O
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3.3 A funcado de Dehn de um grupo

Nesta secao definimos func¢oes de Dehn e desigualdades isoperimétricas para

um grupo, baseados em [3] e [5].

Dada uma apresentacao finita
(X[ R)

de um grupo G (onde tratamos X como subconjunto de G), sabemos que os elementos
de G podem ser representados como palavras em X U X . Portanto é importante poder
identificar quando uma palavra w € F'(X) corresponde ao elemento identidade em G, ou

seja, quando
w e (RYFX),

Esta questao é conhecida como o Problema da palavra para G.

Nesta situacao, precisamos usar as relagoes r € R para transformar a palavra

w no elemento identidade em G, no seguinte sentido: se

r = ujuUs € R

1

(u; possivelmente vazia) e w = wiui w,, temos que (usuy)™" = uy em G, logo

w = w (uzuy) Twy = w' em G

e dizemos que w’ foi obtida a partir de w usando a relacdo r.

Chamamos custo de obter w' a partir de w o niimero minimo de vezes que
deve se usar alguma relacao para obter w’ comecando de w. Se obtemos a palavra vazia a

partir de w por meio das relacoes r € R, concluimos que

w=1em G.

Assim, obter informagao sobre o custo de converter uma palavra w de determi-
nado comprimento na palavra vazia, esta intimamente relacionado com obter uma solucao

ao problema da palavra em G.

Agora, suponhamos que w' = w; (U3U1)_1’LU2 foi obtida de w = wyusw, usando

a relacdo r = ujugus. Temos entdo que em F(X), uy 'ruz’ = uy, logo

w = wl(uflrugl)wg = wluflruglu?,ulwflwl(u3u1)*1w2
= (ww; ) r(ugw; '

—1 /
=7 Thw,
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com v, = uywj . Igualmente, se w” é obtida de w’ usando a relacio r’ € R, vamos obter

+1

e w' = vy () Flugw”. Assim, se conseguirmos obter a palavra vazia a partir de w usando
2 )

N relagoes em R, obtemos que

N
—1,.€;
w = Hvi ritv;, com e = *+1,v,€ F(X),r € R,
i=1

ou seja, w e (RYF'X).

Definigao 3.7. Seja P = (X | R) uma apresentacao finita do grupo G. w e F(X) é dita

homotopicamente nula em G, se w =1 em G. Definimos sua drea algébrica como

i
=1

N
Areal (w) = min{N e N | w = nv_lrfivi, e, =*1,v, € F(X),r; € R}.

Assim, definimos a funcao de Dehn da apresentacio P como a fungdo ép : N — N dada
por

Sp(n) := maz{Area® (w) | w e F(X) homotopicamente nula e |w| < n}.

Notamos entao que Area’ (w) representa o niimero minimo de passos necessarios
para solucionar o problema da palavra no caso particular da palavra w. Assim, dp(n) da
conta da complexidade do problema da palavra no grupo correspondente a apresentacao
P.

Exemplo 3.7. Consideremos as sequintes apresentacoes do grupo Z. Py = (x| &), Py =

{x,y|y), temos que op,(n) =0 e dp,(n) = n, para todo n € N.

Do exemplo anterior, observamos que duas apresentagoes de um mesmo grupo

podem ter diferentes fungoes de Dehn, mas elas sdo equivalentes no seguinte sentido.

Definicao 3.8. Dadas duas funcoes
f:9:[0,00) = [0,0),
dizemos que f ¢ dominada assintoticamente por g, se
existe C' > 0 tal que f(I) < Cg(Cl+ C) + Cl+ C para todo 1 =0
e denotamos isto por f < g. Dizemos que
f,g9 sio equivalentes assintoticamente se f < geg =< f

e denotamos isto por f ~ g.

Proposicao 3.15. As fungoes de Dehn de duas apresentagoes finitas do mesmo grupo sao

equivalentes assintoticamente.
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Demonstragio. Seja G um grupo e P = (X | R) uma apresentagao finita de G. Por causa
do Teorema 3.4, basta ver o que acontece com as fungoes de Dehn das apresentacoes dadas

por transformagoes de Tietze simples de P.

Assim, consideramos primeiro a apresentagao de G,
P'=(X|R U {r'}), onde ' € (R,
Temos entao que -
r = Hvi_lrivi, v; e F(X),r; e R
i=1
Agora, se w € (R U {r'PHF) temos que

N
w = nwi_l?“;wi, w; € F(X),r e (Ru{r'})*T.
i=1

Substituindo " pelo respectivo produto, temos que w se escreve como produto de méaximo
)

mN conjugados de elementos de R. Assim,
para todo n € N temos dp(n) < mdp/(n).

Além disso,
(Sp/(n) < 5P(7’L)

¢ claro, pois R € R u {r'}, logo dpr ~ dp.

Consideramos agora a apresentacao de G,

P"'=(X u{y}|Ru {yu,'})

onde u, € F(X). Sejam M = |u,| e we F(X uY) homotopicamente nula. Substituindo
em w, y por u,, obtemos uma palavra w' € F(X) com |w'| < M|w|, isto é, obtemos w’
usando no maximo |w| relagdes de R U {yu,'}. E para obter a palavra vazia a partir de

w' precisamos de usar no maximo dp(M|w|) relagoes de R, portanto

"

Area, (w) < dp(M|wl]) + |w|,

logo
(Sp//(n) < (5p(Mn) +n

para todo n € N, obtendo dpr < dp.

Agora, vejamos que dp < dpr. Seja

¢: F(X u{y}) - F(X)
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o homomorfismo de grupos que satisfaz ¢(y) = u, e ¢(zr) = x para todo z € X. Se

w € F(X) é homotopicamente nula, temos que

N
w=| vy 'rv;, com v e F(X u{y}),rie(Ru{yu,'})*.
i=1

Entao como w € F(X), temos que
w = ¢(w) = Hw[lfr’;wi com w; € F(X),r;e R em < N
i=1

onde ¢(v;) = w;, ¢(r;) = ri. Assim, dp(n) < dps(n) para todo n € N.

]

Defini¢ao 3.9. Dado um grupo G finitamente apresentdvel, podemos falar agora da
funcao de Dehn de G, 6 sendo a fungdo de Dehn de alguma das suas apresentacoes a
menos de ~ equivaléncia. Dizemos que G satisfaz uma desigualdade isoperimétrica
quadrdtica (ou linear, ou exponencial, etc...) se 6q(n) < n* (ou < n, ou < 2", etc...;

respectivamente).

Exemplo 3.8. Uma classe importante de grupos sio os chamados grupos hiperbolicos,
que podem se definir de forma alternativa, como 0s grupos finitamente apresentdveis que
tem fungdao de Dehn linear (~mn). Como caso particular, temos que grupo livre F'(X) com

X finito é hiperbélico pois dp(xy(n) =~ n.

Exemplo 3.9. Para o grupo abeliano ZF com k = 2, temos que sua funcido de Dehn é

Szr(n) ~ n?.
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4 A funcao de Dehn do grupo metabeliano

de Baumslag

Nesta segao vamos estudar com detalhe o artigo [7], sobre a funcao de Dehn e

algumas propriedades do grupo metabeliano de Baumslag.

4.1 O grupo de Baumslag

Definicao 4.1. O grupo de Baumslag ' estd dado pela sequinte apresentacao
la,s,t|[a,a'] = 1,[s,t],a® = aa"),

lembrando que
[z, y] =27y oy e a? =y ay,
onde x,y sdo elementos de um grupo. Também, acrescentando em I" a relagio a™ =1 para

m = 2, definimos a familia de grupos
T = <&’S’t‘ [a’at] =1, [S7t]7as = aat,am = 1>.

Lema 4.1. O subgrupo normal de I' gerado por a, A = <a>F ¢ abeliano.
Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que [a,ati] = 1 para cada ¢ > 0 por inducao
sobre 1.

Para i = 1 temos [a,a'] = 1 pela definicio de I'. Suponhamos que dado i > 2 vale

[a,atj] = 1, para todo 1 < j < 7. Entao
1=1°=[a,d" |° = [a°,a" *] = [aa’, a®" ). (4.1)
A ultima igualdade vem do fato de que [s,t] = 1. Agora,
s Z (as)ti’l _ (aat)tFl —a et
substituindo isto no ultimo termo de (4.1), temos que 1 = [aa’,a’ a*']. Agora,
1= [adt,a" " a"] = [ad’, a" |[adt,a" " ]*"". (4.2)

Olhamos para o termo [aa’, ati]:

[aat,ati] = [a,ati]at [at,ati] = [a, ati]at [a,atifl]t = [a, ati]“t 1t = [a,ati]“t.

(4.3)
Para o termo [aa’,a” ] temos que

[aat,a" ] = [a,a" |¥[a!, 0" ] = 1%[a,a ] = 1F = 1. (4.4)
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Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2), temos entdao que

i

= [a7 ati]at

1 =[a,a"]*1°

)

portanto, 1 = [a,ati].

. i i i .
Para i < 0 temos que [a,a”] = [a" ', a]", mas pelo provado anteriormente,
—1

temos que [a,a’ '] = 1, que implica [a* ', a] = 1, assim [a,a”] = 1" = 1. Assim, [a,a"] = 1

para todo i € Z.

’ Wi .
Podemos ver que A é gerado como grupo por elementos da forma a*", i, j € Z.
De fato, sabemos que A é gerado por elementos da forma a“, com u € I', mas u é produto

k

de elementos da forma va"w com k€ Z e v,w € F({s,t}), e temos

@ = ((aF) 0y = (@) e ()

Este ultimo, dado que st = ts, é produto de elementos da forma a*'? e seus inversos.
Assim,
A= a0 j ez},

Sabemos que a® = aa’, entdo para i > 1
)

i—1

_ (aat)sifl _ (ISiilatSiil _ a8<i71>(asi71)t,

as — (G/S)S

portanto, por inducao sobre 7, vemos que a* e H= <{atj |j € Z}) < A para todo i = 0.

Para ver que A é abeliano, basta provar que

iti io4do Co
[a*",a*"""] = 1 para todo i, j, i, jo € Z.
. . . ] 10 £J0 10430 iy — .
Podemos supor que i > 4y (pois temos que [a*",a*°""] = [a*°"°,a*"']™!). Assim,
149 10430 J ot 70 g0
[CLSt,CLSt]Zl [ats’ats]zl
J gt—1Q 730
— [at S 7at ] — 1
i—igt!  4do
= [a& " ,d"]=1

mas a® ° € H pois i —ip > 0, entdo a® °Y € H. Também, a”° € H. H é abeliano

i—igt] j /
porque [a, atk] = 1 para todo k € Z. Logo [a* o ,a"’] = 1. Portanto, temos que A< T é
abeliano. O

Proposicao 4.1. O grupo de Baumslag I' é metabeliano.
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Demonstragio. Pelo lema anterior temos que (a)' = A< T é abeliano. Precisamos ver
que I'/A é abeliano. Basta provar que [g, h] € A para todo g, h € I'. Usando o fato de que

A é normal, isso é equivalente a provar que [a,t], [a, s], [s,t] € A. De fato,
[a,t] = a 't 'at =a'a' € A, [a,s] = a s ras = a'a® € A,
por ultimo [s,t] = 1 € A. Assim, I" é metabeliano. O
Ressaltamos da prova do Lema 4.1 que as relagoes [a,atk] =1,k € Z se

satisfazem em I'. Entender o papel de tais relagoes vai ser fundamental no resto do

trabalho, portanto aparecerao varias das suas propriedades daqui na frente.

Proposicao 4.2. O subgrupo {a,t) de I tem apresentacao {a,t||a, atk] =1,keZy eo
subgrupo {a,t) de T, tem apresentagio {a,t|a™ = 1,[a,a" ] = 1,k € Z).

Demonstragdo. Seja A = <a>F, na proposicao anterior vimos que
Q =T'/A é abeliano.

Entao podemos considerar o grupo A como um Z[Q]-médulo a direita, tal como foi feito

no Exemplo 2.6. Como A = {a)", temos que A é ciclico como Z[@Q]-médulo, e é gerado por a.

Como @ =T'/A, @ é isomorfo como grupo ao grupo I' adicionando a relacao
a = 1, isto é, o subgrupo (s, t) < I'. Identificando @ com (s, t), temos que Z[Q] é precisa-

mente o anel comutativo Z[s, s~ ', ¢,t7'], pois [s,t] = 1.

Como vimos no Exemplo 2.4, o fato de A ser médulo ciclico gerado por a
implica que
A=Z[s, st/ Anngg)(a).

Mas observamos que u € Anngjgi(a) quando aou = 0, e isto acontece se v € (s —t — 1)
(o ideal de Z[s,s ', t,t 7] gerado por s —t — 1), pois a relacio a® = aa’, em notacio
aditiva, se traduz em a® — a’ —a = 0, ou seja ao (s —t — 1) = 0. Notamos que a relagio
[a,a'] = 1 em notacdo aditiva, equivale a —a — a’ + a + a’ = 0, que é trivial em A visto

como Z[Q]-mbdulo. Assim,
Anngq)(a) = (s —t —1) e A = Z[s, st (s —t —1).
Temos entao que

F=AxQ=72[ss"t,t"/(s—t—1)xQ, com An Q trivial.

Seja agora
H ={a,t) <T,
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temos que H é metabeliano, onde B = A n H <« H é subgrupo abeliano normal de H
e Qo = H/B é isomorfo ao grupo ciclico gerado por t, e portanto abeliano. Novamente,
podemos considerar B como um Z[Qo]-mddulo, assim B é um Z[Qy]-mbdulo ciclico com
gerador a e H = B x ()y. Identificando )y com o subgrupo de H gerado por t, temos que

Z[Qq] corresponde ao subanel comutativo Z[t,t™'] e

B =~ Z[t, t7']/Annzg,) (a).

Temos que
Anngpgq(a) = Anngoy(a) N Z[t,t7] = (s —t — 1) n Z[t, t ).

Assim, se fe (s—t—1)nZ[t,t"™ "], f = (s—t—1)h com h € Z[s,s ', t,t '] e f ndo
depende de s,s7!, assim f = f(t,5 = sg), com sy arbitrario entdo f = f(t,s =t +1) =
(t+1—t—1)h(t,t+ 1) =0. Logo

Anngjgq(a) = {0} e portanto B = Z[t,t '],

entdao B é o grupo abeliano livre com base {a'", z € Z}.

Como H = B x @y e Qo ¢ o grupo livre gerado por t, temos que <{a,t| R) é
apresentacao de H, onde R sao as relagdoes que fazem a B ser abeliano, ou seja, R =
{[a"™",a"™], 21,2, € Z}. Mas observamos que as relacoes em R sio consequéncias das

relacoes {[a,a’’], z € Z}, pois [a'™,a'™] = [a,a*27*V]""". Portanto,

(a,t|[a,a"] =1,k € Z) é uma apresentacdo de H.

Se adicionarmos a relacao a™ = 1, notamos que em notacao aditiva equivale a
am = 0, portanto B como médulo, vira (Z/mZ)-médulo livre com base {a’ , z € Z}. Entdo
as relagoes em R neste caso seriam as que fazem B abeliano junto com a™ = 1, portanto
{a,t]a™ =1, ]a, atk] = 1,k € Z) seria apresentagdo de H considerado como subgrupo de
. O
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4.2 Um limite inferior para funcao de Dehn de I'

Agora, consideramos o seguinte grupo

Foapqse @@l=p ad=dq s7ps=p7, 17pt=p7, ap]=1,
T [Sat] = 17 [ 7q] = ]-7 Silqs = 717 tilqt: 717 [a7Q] =1 .

Seja H := {p,q) <T.
Lema 4.2. H <T énormal e’ =T/H.

' = Hparax € {a,p,q,s,t}. Agora,

Demonstracio. Basta verificar que z 'Hx = H e xHa™
s_lps = p_1 € H entao conjugando com s~ temos que p = sp_ls_l = (sps_l)_1 e H, logo
sps—' € H. Analogamente, temos que s '¢s, sqs~' € H. Portanto, como H = {(p, ¢) temos
que

sHs ' =Hes 'Hs=H.
Da mesma forma,

tHt ' = Het 'Ht = H.

Como pq = qp, temos que H é abeliano, portanto

x*le =H para x € {p7 Q7p717q71}'

Além disso, como ap = pa e aq = ga temos apa™* = a ‘pa =pe H e aga™! = a 'qa =

q € H, assim
aHa ' =Hea 'Ha=H
Logo H<T.
Como H = (p,q) é normal entdo uma apresentagao (por meio de geradores e relagoes) de

T/H se obtém tomando p = 1,¢ = 1 na apresentacio de I'

I'/H = <a, s, t

={a,s,t||a,a'] = 1,aa’ = a’,[s,t] = 1) =T.

[a,a'] =1, ad' =a’l, s's=1"" t"t=1" [a,1]=1,
[s,t] =1, [1,1]=1, s 'ls=1"" t'1t=1" [a,1]=

]

Sabemos que p e ¢ comutam em I, portanto é razoavel pensar que H =~ Z2.

Isto de fato acontece, mas nao é obvio por causa de que p, ¢ nao sao geradores livres em I'.

Lema 4.3. H ¢ isomorfo a 7>
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Demonstragdo. Seja R o anel Z[x,z7", e

(x+1)
1 10 1 0 —2r—1 1 0 —z-1
A=101 1|, P=]0 1 0 , Q=101 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
S=10 z+1 0 , T'=10 =z 0
0 0 —? -z 00 —22—=x
Temos que

det(A) = det(P) = det(Q) =1 € R*,

det(T) = x(—2* - 2) = —2*(x + 1) € R*

det(S) = (x + 1)(—2® —2) = —x(z + 1)* € R¥,

logo A, P,Q, S, T € GLs(R).

Considerando em GLs3(R) as relacdes andlogas as que definem I' usando

A, P,Q,S, T. Temos que sao satisfeitas as relagoes

i) [A,AT] = P,AAT = ASQ, [S,T] =1, [P,Q] =1, [A,P]=1¢[A Q] = 1:

1 0 0 1 1 0\ /10 0
AT =T'AT = [0 27! 0 01 1[|0 2 0
0 0 —a'z+1D*/\0oo01/\0 0 —2*-2
11 0 10 0 1Lz 0
=10 27! rt 0 x 0 =0 1 —2—-1],
0 0 —a'z+1)')\0 0 —2*—2 00 1
entao
[A, AT] = A71(AT)1AAT
1 -1 1 1 —z —z(z+1D\ /1 1 0 r 0
=10 1 —1|fo0o 1 r+1 01 1 1 —z—1
0 0 1/\0 0 1 00 1 0 1
1 —z—1 1—(z+12*\ /1 2+1 —2—1 1 0 —2r-1
=10 1 T 0 1 - |=]01 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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1 0 0 11 0\ /1 0 0
AS=STAS =0 (z+1)7 0 01 1|0 z+1 0
0 0 —z Hz+1D)J\0 0 1/J\O 0 —2*-2
1 1 0 1 0 0 1 z+1 0
=10 (z+1)"  (z+1)7! 0 z+1 0 =0 1 -z,
0 0 — M+ 0 —2'-z 0 0 1
entao
1 z+1 0 10 —x-1 1 241 —2x -1
AQ=10 1 -= 1 0 |=]o0o 1 —r | =AAT;
0 O 1 0 1 0 0 1
[P.Q] = P7'Q™'PQ
1 0 2z+1 1 0 z+1 1 0 —2z-1 1 0 —x—1
=10 1 0 01 0 01 0 01 0
00 1 00 1 00 1 00 1
10 3xz+2\ /1 0 —3x—-2 1 00
=10 1 0 0 1 0 =10 1 0|;
00 1 00 1 001
[A,P] = A'P'AP
1 -1 1 1 0 2z+1 11 0\/1 0 —2x—-1
=10 1 —-1]]10 1 0 01 1f]0 1 0
0 0 1 00 1 0 0 1/\0 O 1
1 -1 2x+2\ /1 1 —2z-1 100
=10 1 -1 0 1 1 =10 1 0[;
0 0 1 0 0 1 001
[4,Q) = A'Q714Q
1 -1 1 1 0 z+1\ /1 1 0\ /1 0 —x—1
=10 1 -1 1 0 01 110 1 0
0 0 1 0 1 00 1/\0 O 1
1 =1 z+2\ (1 1 —z—-1 1 00
=10 1 —1 01 1 =10 10
0 0 1 00 1 001
Claramente, ST = T'S pois sdo matrizes diagonais e o produto em R é comutativo, logo

[S,7] = 1.



Capitulo 4. A fungdo de Dehn do grupo metabeliano de Baumslag 61

Mas nao sao satisfeitas as relagoes

ii) ST'PS =P, ST'QS =Q 7, T'PT =P ', T7'QT = Q' , pois para
todo f € R

1 0 f 1 0 0 10 f\/1 0 0
S7Tlo 1 ofS=0 (z+1)! 0 01 0|0 z+1 0
00 1 0 0 —z Mz+1D)\0O 0 1/\0O 0 —z(x+1)
1 0 f 1 0 0
=10 (z+1)7" 0 0 z+1 0
0 0 2 Mz+1)7Y )\ 0 —z(z+1)
1 0 —z(x+1)f
- 0 1 0 9
0 0 1
10 f 1 0 0 10 f\/1 0 0
T'{o 1 0|T=1]0 2! 0 01 0[]0 = 0
00 1 0 0 —a'z+1)7'/\0 0 0 0 —z(z+1)
1 0 f 10 0
=10 2! 0 0 x 0
0 0 —z'z+17')\0 0 —z(xz+1)
1 0 —z(x+1)f
=|o0 1 0
0 0
(4.5)
Seja
1 hy hy
G = 0 [%1 hg hiGR, ngR* gGLg(R)
0 0 g
Temos que A, P,@Q,S,T € G. Vejamos que G é subgrupo de GL3(R). De fato, se N =
1 hy he 1 K R 1 fi fo
0 g1 hs|, N'=10 g, hjy|temosque NN'= [0 g9 f3 |€GondefieRe
0 0 g 0 0 g 0 0 g2095
LA

g9;9; € R* pois g;, g; € R*. Além disso, N'=10 g;' fi |eG, poisg;'eR"
0 0 gt
92
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Seja agora
10 f
M = 01 0f|lfeR};<qa.
00 1
Observamos que M é um subgrupo normal de GG pois para todo fi, fo € R
L0 fi\ /1 0 fo 0 fi+fe
01 0 01 0= 1 0 e M,
00 1 00 1 0 1
(4.6)
10 f 0 —h
0 1 0) =101 0 |eM,
0 0 1 0 1
1 hy hy
entdao M é subgrupo de G, e dado N = (O g hs | €@,
0 0 go

L0 fi 1 —higi' (hhs—hogi)gi'gs "\ (1 0 fi\ {1 hi he
N'lo1 0|N=|0 g —hgg—l ! 01 0[]0 ¢ hsg
00 1 0 0 5" 00 1/\0 0 g
1 —higi' (hihs — hagi)gy ‘95" 1 hy hy+ fige
0 g —h:sg_1 ) 0 ¢ hs
0 0 9" 0 0 g2

I
o O =
e
=
@]
m

portanto M < G.

Como vemos nas equagoes (4.6) temos um isomorfismo entre o grupo M com a

multiplicagdo de matrizes e o grupo abeliano (R, +), por meio da aplica¢ao

op: M — R
1 0 f
queleva [0 1 0 |em f.
0 01
Consideramos
= (—1+v5)/2

Y R — Z|T]
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o epimorfismo dado por ¢(f) = f(7). Sejam

Ry = ker(y) e My = ¢~ (Ry).

10 f 1 hy he
M é subgrupo normal de G porquedados W = [0 1 0|eMyeN= |0 ¢ hs |G,
00 1 0 0 g
1 0 fogo
temos por (4.7) que N"'WN = [0 1 0 [, portanto
0 0 1

V(ONTTWN)) = (fg2) = f(7)ga(T) = 0,
pois f(7) =¥ (¢ (W)) e ¢ (W) € ker(¢). Assim ¢(N'WN) € ker()) = Ry, logo

N'WN e ¢ Y (Ry) = M.

Seja
é = G/MO
Temos que em G sdo satisfeitas as relacoes i), pois valem em G. As relagoes i) também

sao satisfeitas. Para ver isto, notamos que para todo f e R

10 —zz+1)f\ /(1 0 —f\ 10 —(2®>+z—1)f
0 1 0 01 0| =]o1 0 —: C,
0 0 00 1 0 0 1

assim ¢(C) = —(2* + 2 — 1)f e (=2 + 2 - 1)f) = —(7* + 7 — 1)f(7) = 0, logo
—(2® + 2 —1)f € Ry e portanto C € ¢~ (Ry) = My. Entdo em G = G/M, temos que

1 0 —z(z+1)f 10 —f
01 0 — (o1 o
00 00 1

substituindo em (4.5) obtemos as relagoes ii). Portanto, a aplicagdo a — A,p+— P, q —

Q@,s — S,t — T induz um homomorfismo
6:T — G.
Como H = {p,q), temos que

0(H) = (MyP, MyQ) < M/M, < G,
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pois P, Q) € M. Notamos que
Im(y o @) = Z[1] e My = ker(¢ o ¢),

logo M /My = Z[r]. Além disso, (¢ 0 ¢)(P) = —v/5 e (1 0 ¢)(Q) = (=1 — V/5)/2, logo as

imagens de P e ) geram o grupo aditivo Z[7] por completo. Portanto
(Mo P, Mo@Q) = M /My = Z[7]
e este tltimo como grupo aditivo é isomorfo a Z2. Assim temos que
H/ker(0) =~ 0(H) = (MyP, MyQ) = 77,

mas H é um grupo abeliano gerado por dois elementos entao temos finalmente pelo Lema

1.1 que H =~ Z°. O
(O™ o T para todo n = 0, onde F,, ¢ o n-ésimo numero de

Fibonacci, dado por Fy =0,Fy =1 e F,,. 0 =F,+ F,;1,n>0.

Lema 4.4. [a,a""] = p

Demonstra¢io. Dado n = 0 temos na prova do Lema 4.1 que [a, atn] =1lemI'. Além disso,
no Lema 4.2 temos que I' = T'/H, entao como elemento de I temos que [a,a"" ] € H = {p, ¢).
Portanto [a, atn] — p*¢" para alguns \, u € Z, pois p,q comutam. Para encontrar \, u,
consideramos de novo os grupos de matrizes e homomorfismos da prova do Lema 4.3. Em

particular, vejamos que

1 0 (—z—1)"—2a"
[4, AT =10 1 0 : (4.8)
0 0 1
De fato,
1o o \ /(10 0
=10 =z 0 =|0 2" 0
00 —2*—2x 0 0 (—2*—2)"
Entao
1 0 0 1 10\/1 0 0
AT = (T TTAT = |0 2" 0 01 1[0 2" 0
0 0 (—2*-2)™/J\0 0 1/\0 0 (—2®>—2z)"
11 0 1 0 0 1 " 0
=10 27" x " 0 z" 0 =0 1 (—z—-1)"],
0 0 (—2*—2)"/\0 0 (—2*—2)" 0 0 1
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portanto

[A, AT"] = A1 (A7) 144"

I -1 1 —z" (=2 —2)"\ (1 1 0\ [1 2" 0
=10 ~1 1 (xl)”) (0 1 1) 0 1 (—z—1)"
00 1/\0 0 1 001/\0 0 1
1 —2"=1 (2" =2)"+(—z—-1)"+1\ (1 2"+1 (—x—1)"
=10 1 —(—z—-1)"-1 (0 1 (—z—1)"+1
0 0 1 0 0 1
1 0 (—z—1)"—2a"
=|0 1 0
0 0 1
De outro lado,
10 <201\ /1 0 —2—1\" /1 0 M=22—1) 4 pu(—z—1)
PQ" =10 1 0 01 0 =|0 1 0
00 1 00 1 0 0

Olhando para [a,a’" ] = p*¢" em G temos que [A, AT"] = P?Q", ou seja

1 0 (—x—1)"—2a" 1 0 M—-2z—-1)+pu(—z—-1)
01 0 =101 0
0 0 1 0 0

e este ultimo corresponde em Z[71] a (—7 — 1)" — 7" = A\(=27 — 1) + p(—7 — 1). Agora,
M=27—1)+pu(—7—1) = \(=/5)+p(—+/5—1)/2. Vejamos por indugio que (—7—1)"—
(—1)"\/5Fn; para n = 0,1 é claro; se n > 2 suponhamos que vale para todo i < n, entao
(D)™ V5F = (=1)"VB(F, + Foo)

= —(-1)™V/5F, + (-1)"/5EF, 4

=—(—r—=D)" =7+ (=1 = 1)t — 7!

=—(—7—-1)"+ (=7 -1 41" — !
(—(=7 =D+ D)(—m=1)" "+ (r=1)r"!
=(r+1+ (P +))r D" 1+ (- (P + )" (pois TP+ 7T =1)
= (T +2r+ ) (—7 — )"t — 2t
(=
(=

T — ) ( T — 1)n—1 . 7_n+1

)n+1 7_n+1'

Entdo A(—V/5) + pu(—v5 —1)/2 = (=1)"/5F,, e portanto = 0 e A = (=1)""'F,. O

Agora é possivel estabelecer um limite inferior para a funcao de Dehn or de T'.
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Proposicao 4.3. or > 2".

Demonstragio. Temos que I' tem apresentacio
I =(X|R),

onde X = a,p,q,s,te R sido as correspondentes relacdes que definem a I'. Como I' = T'/H

onde H = (p, q), entdao I' tem apresentagao

['=(X[R U {p,q}),

chamemos de U esta apresentacao.

Agora fixamos n > 0. Sabemos que w = [a,a" ] = 1 em I, entdo w é homoto-

picamente nula. Seja
k

k = Area” (w), entdo w = H(rfi)ei,

7
=1

onde f; € F(X), r; € Ru{p,q}, e; = £1. Ento projetando w em F(X)/RF™) =T, temos

que r; = 1 para r; € R, entao substituindo em w temos
_ gi\e;
w = H(uz )
i=1

com u; € {p,q}, g; € F(X), e; = £1, mas k' < k.
kl
Agora p” = p™' e ¢ = ¢*! em T para todo v e F(X), portanto w = H(ui)ei,
i=1
com u; € {p,q}, ¢ = £1. Como p, ¢ comutam entao

w=pq" com \,peZe |+ |u <k <k

Pelo lema anterior

w = p(_l)nHF" entao F, < k.
Como o comprimento de w é 4n + 4 temos que
or(dn +4) = F,.
Assim

or(n) ~dr(dn +4) = F,.

E temos da férmula de Binet que

e Y -5 (5
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4.3 Um limite superior para funcao de Dehn de I

Agora vamos procurar um limite superior para a funcao de Dehn de I'. Esque-

cemos I e voltamos para a apresentaciao de I'
I' ={a,s,t|[a,a’] =1,[s,t] = 1,a° = aa’).
Comecamos definindo, para n € Z
C(n) :== Area ([a,a""]),

que ¢ o minimo numero de vezes que precisa se usar alguma relagao para converter a
n . . n n
palavra [a,a’" | na palavra vazia, ou equivalentemente, converter a palavra aa” em a' a,

em I

Lema 4.5. C(n) < 4" para todon > 1.

Demonstracao. Vamos provar este fato por inducao. Para n = 1, temos a prépria relacao

[a,a'] =1, ou seja C(1) = 1. Para n = 2, temos

aa' = a'a  (custo 1)

ad”d'a’ = a”aa’a’  (custo 0)

= (ad")® = (a'a)® (custo 0)

= a’a” =a"a® (custo 0)

= ad'a” = a"aa’  (custo 2, usamos a® = aa')

= ad'a® = a”aa’ (custo 4, usamos [s,t] = 1)

= aa'(aa’)’ = (aa')’aa’  (custo 2, usamos a® = aa’)
= ad'(d'a)’ = ( a)'aa’  (custo 2, usamos [a,a’] = 1)
— ad'a”d' = a”alaa’  (custo 0)

—  a(ad)'a’ = a”’d'aa’  (custo 0)

— a(d'a)'a’ = a"aa’a’  (custo 2, usamos [a,a’] = 1)
—

—

aa” =aa  (custo 0),
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no total temos custo C'(2) < 13 < 16 = 4%. Para n = 3, temos

® —a”a  (custo C(2))

aa” =

(aa®’)* = (a”a)®  (custo 0)

a’a’™ = a*a®  (custo 0)

aata”™ = a"*aa’  (custo 2, usamos a® = aa’)

aa'a®” = a*aa’  (custo 8, usamos [s,t] = 1)
aa'(aa)” = (aa")"aa’  (custo 2, usamos a® = aa')
aat(ata)t2 = (a'a)”aa’  (custo 2, usamos [a,a'] = 1)
aata”a” = a”’a”aa’  (custo 0)

a(aa”)ta” = a” (a”a)a’  (custo 0)
a(atza)tat2 = a"aa” a* (custo 2C'(2), usamos [a,atQ] =1)

Pata” = a’’aa’a’  (custo 0)

3 3
aa a'a” =a" aa
aats(aat)t = a"aa"a' (custo 0)
aat3(ata)t = o’ aa’’at (custo 1, usamos [a,a'] = 1)

3 2 3 2
aa’ a”a" = a" aa"a’  (custo 0)

perirrrr il

aa” = a"a  (custo 0),

no total, temos custo C(3) < 3C(2) + 15 < 3- 4% + 16 = 4*. Agora, em geral suponhamos

que n =3 e C(i) < 4" para 1 < i < n, entdo

aa" =a"a (custo C(n))

aa”" " (aa" ) = o aa"at (custo 0)

aa”" (0" "a)t = " aa"a'  (custo C(n — 1), usamos [a,a’” | = 1)

tn+1 tn ¢ t”+1 ¢
a a a =a aa

(custo 0)

—  (ad")* = (a"a)* (custo 0)

— a*a”* =a"*a® (custo 0)

— aad'a"® = a""*aa’ (custo 2, usamos a® = aa')

— ad'a®” = a*""aa" (custo 4n, usamos [s,t] = 1)

—  ad'(ad")”" = (aa")"aa'  (custo 2, usamos a® = aa')
—  ad'(a'a)" = (a'a)"aa’  (custo 2, usamos [a,a’] = 1)
— add"a" =a"" a"aa’  (custo 0)

—  a(ad”)'a” =" (@ a)a’  (custo 0)

— a(d"a)'a” =a"" " aa"a’  (custo 2C(n), usamos [a,a""] = 1)
— ad""dd” =" aa"a'  (custo 0)

—

—

—

—

n+1 n+1
" =a""a (custo 0),
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no total temos
Cn+1)<30(n)+Cn—1)+4n+6<3-4"+4"' +4n + 6 < 4"

pois n = 3. O]

Introduzimos a seguinte notagéo que permite usar melhor a relacdo a® = aa’

em I'. Dado um polinémio f(z Z cix' € Z[x] e stmbolos a, 7, definimos a palavra
1 c1,.—1 Cn—1,.—1_cn

[[a]]f:zacor ar— e at e e

Notamos que no grupo livre F(a,r)

n—1 n (i — _ _
aqcl’ .. . qfn—1" an™" = qor 1a017,,r 2acg,,,,2 ooy (n l)acn_1rn 1T gl gt
= a%r gl gt g = [[a]],’f.
Lema 4.6. Para todo f(x Z cix' € Z[x] tal que max |¢;| < c,
3

[a /@) = [a}{"*"

em I, e o custo desta igualdade é no mdzimo D,(n) := c*4™*!.

Demonstragao. Tomamos ¢ > 1 pois o lema ¢ trivial no caso ¢ = 0. Fazemos indugao por

n, no caso n = 0, ambas palavras sao a® e temos custo 0. Assumimos n > 1 e supomos

que o lema vale para k < n. Seja f Z c;iz', entdo f(r) = ¢y + xf(a:) Temos que

flz) _ -1 c1 -1, . . cn1 1 _cn
[a]]*) = a®s " a™s atsTras"

_ acos—l (acls—l . acn,1s—1acnsn—1) s (49)

= o ([a){®)’

O anterior claramente tem custo 0. Por hipotese de indugao temos que

o ([alf@)" = a ([alf )’ (4.10)

com custo D.(n — 1). Sabemos f tem grau n — 1, entao escrevemos f x+1) Z d; )

logo

<[[ Hf(w+1 ) = (a1t glragl g gnm1)
= s ta®™t a2 g st (usa [s,t] =1, n — 1 vezes)
=sta%ss 't aMss™ 1t_1 55t ta% 15" (custo 0)
= s ta®st s tat st s st s et st (usa [s, 8] = 1, n— 1 vezes)

dost 1 dlstfl . dnflstnfl

= (@)t (a®) Bt (aF) ! (custo 0)
= o).
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Entao
co ([[a]]{(x'f‘l)) _ aco[[as]]{(l"f‘l) (411)
com custo 2(n — 1). Agora,
[[as]]{(x-‘rl) _ (as)dot_l(as)dlt_l . (as)dn_ltn_l
n—1
= (aa")™t (aa" )"t - (aa") 1! (usa a® = aa’, Z |d;| Vezes>
j=0

= [aa'T{"*Y.

Para calcular o custo da igualdade anterior, observamos que

n—1 n n—1
Zd fx—i—l Zcz +1)7t = 267;71($+1)i
3=0 i=0

g Zc,li(]) nji()_cz:?—c 1) < 2"

1=0 j=
Entao temos

aco[[as]]{(ff+1) _ aco[[aat]]{(l’+1) (412)

com custo < ¢2".

Para continuar, precisamos mostrar primeiro que

para m = 0, (aa)™ = a™a™ e (aa’)™™ = a""a"™ tem custo < m?.

Por inducdo, o caso m = 0 é trivial e para m = 1, temos aa’ = aa' tem custo 0 e
(aa’)™t = (a'a)™" = a 'a™ " tem custo 1 (usamos 1 vez [a,a’] = 1). Suponhamos que

m = 2 e que o resultado vale para todo k < m. Entao

(aa'y™ = (aa')"(aa')

— a™ Lam Vet (custo < (m— 1)?)
— g™ Lgqm—Dt gt (usa [a,at] =1, m — 1 vezes)
=a"a™.

Também, (aat)fm = (aat)i(mil)(aat)il

— a~ V==Vt (a") "1 (custo < (m —1)?)

(m—1) ,—mt —1

=a a a
— ¢~ Vg~lg™™  (usa [a,a'] = 1, m vezes)

=q Mag ™,
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Nos dois casos temos custo < (m — 1)? +m = m? —2m + 1 + m < m>.

Dai, temos que

a0 [[aat]]f(x+1) = q% (aat>d0 (aat)dlt . (aat)dn—lt"_l

n—1
n—1
= acoadoadOt(adladlt)t . (adnfladnﬂt)t (custo < Z dj2>

7=0

do ,dot dit dlt dn_ltniladn_ltn

= a“a™a™"'a"q s a

— af adoa(do+d1)ta(d1+d2)t2 .'a(dn—2+dn_1)t"71&dn_1t"
o (a:Jrl)f(erl) 4% flz+1)— ac+1)
= a“[a]; [a ]]t = [a ]]t

2 < (Z |d; |> < (e2™)? = 24",

Entao temos que
G/CO Haat:[ltf(1+l) _ [[a]]tf($+1) (413)

com custo < ¢?4™. Portanto, das equacoes (4.9)-(4.13) temos que
o1/ = falf+"
com custo menor ou igual que

Do(n —1) +2(n — 1) + 2" + *4™ < *4™ + 2n + 2" + *4"
A" 4 A" 4 A"+ 24" (poisn =2, 1)
024n+1

= D.(n).

]

A seguinte proposicao estabelece finalmente o limite superior da funcao de

Dehn de T'.

Proposicao 4.4. Existe constante K > 0 tal que para todon > 1,
dr(n) < K"max{C(i) |1 < i < 6n}.
Demonstracao. Sabemos que

D)) = (s,t|[5,1] = 1) = Z2.

Seja

p:T — T'/{a)" o homomorfismo canoénico.
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Seja
w € F(a, s,t) uma palavra homotopicamente nula em I de comprimento n.

Se w nao contém a®' entdo w =1 em I'/{a)" e Area,(w) < n’. Entdo podemos assumir
que w contém algum a™!, seja k o nimero de vezes que a*! aparece em w. Entdo w tem a
forma

w = ujauy,

I aparece em v; é

onde e; = +1, uy € F(s,t), v; € F(s,a,t) e o numero de vezes que a*
k — 1. Agora,

pluy) =77 s7
para alguns aq, 51 € Z. Sabemos que
| + A1) < Uur) <,
entdao como u; é uma palavra em s, ¢, esta pode se converter em ¢ ?1s™® em I', usando no
méximo I(u;)? < n? vezes a relagao [s,t] = 1. Assim w é equivalente em I a
t—Prg—a alv; = t=Prgmar ger ganyBiy—Fi g—a,,

1

a1 b1, — _
= g gy,

com custo < n?. Agora,

(7)) < laa] + [Ba] + 1(v1) < U(ug) + U(vr) < l(w) = n,

~ _ _ agBo _
entdo fazemos o mesmo com a palavra t sy, e convertemos ela em 5"t P2 g2

1

V2,
com [y, a5 € Z, 3 = +1 e vy € F(a,s,t) onde a™" aparece k — 2 vezes em vy, com um

custo < n’. Logo w se converte em

a1¢b1 agyBa , _
als t a2’ t tﬁgs a2U2

com custo < 2n%. Assim por diante, obtemos que w é equivalente em I' a

k
;s P
| |a€zs Tlv, comuve F(s,t),e; = £1,05, 5 € Z

i

com custo < kn? < n?. Como w é 1 em I" entdo
k
1= p(w) = | [ [t st ) p(v) = p(v),

assim v € F(s,t) representa a identidade em {(s,t|[s,t] = 1), logo pode se converter
na palavra vazia usando no maximo [(v)? < n? vezes a relacdo [s,t] = 1. Portanto w é

equivalente com

k
Wy 1= Haeisa“ﬁi
i
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com custo < n® + n? < 2n>.

&7

A ideia agora é usar o Lema 4.6 para f(x) = z®, mas precisariamos que «; nao fosse
negativo. Entao consideramos

o 1= min q;.
K3
Assim, 0 < a; — a < 2n. Sabemos que o custo de converter ws na palavra vazia é o mesmo

—a . ~
custo de converter w;  na palavra vazia, entao temos

k

/ —a e 483 c—a
wh 1= wj =||aezs””S :

i=1

Como |, |a| < n, podemos converter t%is™* em s~*¢% usando no méximo n? vezes a

e;s¥ithig—a e; sV

< 5 <
relacao [s,t] = 1, logo converter a em a " tem custo < 2n?, entdo como

k < n podemos converter w) em

k
w3 1= H acis™
i=1

com custo < 2n”. Agora,
k

w3 = H ([[a]]iai()‘)eitﬁi

i=1
e usamos o Lema 4.6 k vezes, convertendo ws em

k (z+1)ai— e;tbi
Wy = 1_[ <|Ia]]t >
i=1

com custo de no maximo kD, (a; — ) < nD;(2n). Notamos que

k a;—a eitPi
iy a; — .
w4=H Hab”t combij:< . 0<i<o—a
i=1 \_j=0 J
que com custo 0 convertemos em
k a;—o _
i=1 \ j=0
l
= aﬂmt’ym’
m=1

onde I, fy, Ym € Z satisfazem
| < kmax(a; —a+1) <n(2n +1),
K3

|pn| < max{|b;| [1<i<k 0<j<a;—a}

<max{(l,>‘1<i<2n,0<j<i}<22”,

J

Y| Kmax{j+ 8] |1 <i<k, 0<j<a—a}
<max{a; —a+ |G|l <i<k}<3n
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Temos entdao que ws é produto de no maximo
[ - max i, < n(2n -+ 1)22"
m

~ - i J , .
termos da forma a™" onde |v;| < 3n. Agora, a relacao [at at ] = 1 é equivalente com

[a, atm] =1, onde m = |i — j|, ent@o para poder comutar os termos de ws basta fazer uso
das relagoes [a, ati] =1, para 0 <@ < max{ |y, — 7| |0 < m,r <1} < 6n, assim qualquer
reordenacdo dos termos de ws pode ser alcangada usando no maximo (n(2n -+ 1)22")? vezes

estas relagoes, logo o custo é no maximo
(n(2n + 1)22")? max{C(i) |0 < i < 6n}.

Agora,
ws € {a,t) = <a,t ‘ [a,atk] =1ke Z>

representa o elemento identidade deste grupo (pois é homotopicamente nula dado que é igual

a um conjugado de w em I' e w é homotopicamente nula), entao existe uma reordenagao

+t7i

dos termos a de ws de forma que a palavra resultante, reduzida como elemento do

grupo livre F'(a,t) é a palavra vazia (esta redugao tem custo 0); esta reordenagao tem
entdo custo < (n(2n + 1)22")? max{C(i) |0 < i < 6n} a partir de ws.
Portanto, somando os custos desde w até ws, temos que
6r(n) < 2n® +2n® + nD1(2n) + (n(2n + 1)2")? max{C(i) |0 < i < 6n }
= 2n% + 2n% + nd® T+ (n(2n + 1)2*")? max{C(i) |0 < i < 6n} (4.14)

< K"max{C(i)|0 <i<6n} para K suficientemente grande.

Finalmente, temos

or(n) < K"max{C(:)|0 <i<6n}
< K"4%"  (pelo Lema 4.5) (4.15)
~ 2",
e junto com a Proposicao 4.3 temos provado o seguinte teorema.

Teorema 4.1. A funcgao de Dehn de T' satisfaz or(n) ~ 2.

Do resultado anterior pode-se concluir que o problema da palavra em I' é de
tipo nao polinomial. Na seguinte secao vamos ver que acrescentando uma relagao de torgao

no gerador a de I', o problema da palavra no grupo resultante vira polinomial.
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4.4 Uma funcao isoperimétrica polinomial para o grupo I',,

Agora vamos calcular um limite superior para a fungdo de Dehn do grupo

Ly = <avs7t‘ [a7a’t] = 1,[S,t] =1,0° = aataam = 1>'

Introduzimos a seguinte notagao andloga a do Lema 4.6. Dado f(z) = Z éx' e Z[x] e
i=0

simbolos a, r, definimos

)

{a}) = ar~tar™ . qOtp T g

onde ¢; € {0,1,...,m — 1} e ¢; = & (modm). Temos de novo

n—1 n

{(I}Z = qaqCLT . .. gfn—1T ac’
e o seguinte analogo do Lema 4.6.

Lema 4.7. {a}/® = {a}/") em T, e esta iqualdade tem custo no mdzimo K,(n) :=
10m*n® + 10.

Demonstracio. A prova é andloga com a do Lema 4.6, adaptando os custos ao usar a

relacao a™ = 1. Fazemos indugao por n. No caso n = 0, as duas palavras sao a® e temos
n

custo 0. Tomamos n > 1 e supomos que o lema vale para todo k < n. Seja f(x) = Z Gt

i—1
entdo f(x) = é + xf(z). Fazendo a mesma conta, vale o analogo de (4.9) em Ty,

{al® = o ({aH®)

com custo 0. Por hipétese de indugao temos
o (fa}@) = a® (faf{"V) ",

com custo no maximo K,,(n — 1); também vale a mesma conta feita para (4.11) e obtemos

o (V) = afa Y

com custo no maximo 2(n — 1). Escrevemos f(z + 1) = d;z’, e tomamos d; €
=0
{0,1,...,m — 1} tais que d; = d, (modm), entdo vale o analogo de (4.12)

b

S
)

|
—

<
|

@ {a O = o faa j OV

mas neste caso tem custo no maximo

n—1 n—1
Z d; < Z m = nm.
j=0 j=0
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Por tltimo, das conta feitas para (4.13) temos que

R n—1
1 2 n—1 n
acoﬂaat}{(ﬁ ) = googiogdotd)ig(ditd2)t® o (dn—atdn_n)t"" dnst <custo g d; )
Jj=0

do kit kzt kn_ltn71

n
= a“a®a™a a a®1"  (custo <n —1, usa a™ = 1),

onde k; € {0,...,m — 1} e k; = d;—1 + d; (modm). Notamos que 0 < d;_y + d; < 2m

justifica o custo anterior. Além disso, escrevendo (z + 1) f Z " temos que

A

/%i:ci +d;=d;_ 1+d = k; (modm), ie{l,...,n—1}

Portanto
a0 gdo gkt gkat® L ghnat" T gdnatt _ aCO{{a}EHDﬂ‘T“)
_ g}l
= {a}/"Y (custo 1, a™ = 1).
Logo

aco{aat}{(mﬂ) _ {a}}{(xﬂ)

com custo no maximo

n—1 n—1

Zd§+n—1+1<2m2+n=nm2+n.

Finalmente, concluimos que
{ad[ = o™
com custo no maximo
Knn—1)+2(n—1)+mn+nm?>+n
=10m*(n — 1> + 8+ (3 + m + m*)n
= 10m*n? :20m2n +10m* + (3 +m + m2)7} +8

~
<0

<10m?n? + 10.

Agora, dados f, g € Z[x] definimos
019 = {a}{a}? ({a} ™)~
7ro = {a}i {a}! ({a}7)

Como [a,a"] = 1 para todo n € Z, é claro que 7y, representa o elemento identidade em I

(e portanto em I',,). Vamos precisar dos seguintes lemas para calcular Area,(7s,) em I'y,
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Lema 4.8. Para n > max{grau(f), grau(g)}

Areay(tr,y) < Areaq(Tra1,y) + 2
Area,(1sy) < Areay (T gran) + 2.

Demonstracao. Sejam

ni n2 n3
fla) = bt glx) = Y e, (f +9) 2
i=0 i=0 0
onde b;, ¢;,d; € {0,...,m — 1} com b; = b, ¢; = ¢, d; = d (mod m). Temos que

+1

),

Areaq(Ts4) = Areaq((4,4)"

mas

(770)*" = a* {a} {a}! ({a}/ ™) '™
=attabot ™t gt et o}t s s ta et g P !
— g%ttt it fa 9 M ta s -t % (custo < 2, a™ = 1)
= Tf+l,g;

onde by,do € {0,1...,m—1} e by =by + 1, djy = dp = 1 (mod m). Assim
Areaq(7s,q) < Areag(Tri1,q) + 2.

Agora,

= {a}/ {a}! ({a}}fﬂ’)*1

_{{a} at™t. . gnam 1T gtna 2T g T dng g mdng -1 L g

(4.16)

temos as seguintes possibilidades em (4.16). Se n = ny = ng,

Thg = {a}{acot_l coeatr it g T g g
= f{a} a®t™" @ et e T e T e Tt g0
= fa} a®t™" T e M ta T ta” ™ (custo < 2, a™ = 1)
= Tfgtan
onde ¢,,d, €{0,1.... m—1}ed, =c,+1,d, =d, £ 1 (mod m).
Se n = ng > no,
Thg = fa} a0t -t a2 g g 1 L g0

= {a} aot™" a0
—

n—no vezes
= {a}{aq’t_l B T IS Al A L Ay TP I TP
—

n—ng vezes

— {a} o}t a a1 ta” P (custo < 1, a™ = 1)

= Tfgtan;
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onde d, é como no caso anterior.

Por 1ltimo, se n > ng = no,

Trg = fa} a®t™ -t gt g2 g s g s 1 L g 0
= {a} a%t™" .. qframrg T Lgtna g (P2 g mdng g mdng-t L gm0
— fa} aot™t .t g g () By FLynTne g g g1 g~ do
= Tf.gtar

logo em todo caso temos que

Area, < Areaq(Tfgeqan) + 2.

Lema 4.9. Para n = 1+ max{grau(f), grau(g)}
Areag(Ti1)f (z4+1)g) < Areag(Ts4) + 6K, (n).

Demonstragao.

-1
z+1) z+1 z+1 z+1
Ty = Ll {al D7 (fap o)
— {a} @D g} ({a}}gf(x—l)ﬂg(x—l))*l (custo 3K,,(n), Lema 4.7)
= Ouf(e-1).ag(a1)-

I
Agora, dados f1, g1 € Z[z], com fi(x Z i bie{l,...,m—1}eb =b; (mod m),

{a}$f1 — Sflabosfl L. ablflsflablsl%*l
S

— — S
_ (abOS 1. 'abl,18 lablsl)

= (ga}}?)s )

logo
Oufrwg = L0} {a}™ (ga};cflﬂgl)—l
~ ({a}))" (ak2) (ah ) ™)
=(0ra)

com custo 0. Assim,

s
Ozf(z—1),zg(x—1) = (O-fx 1)9961)

({{ PE D} (fa}f@Drol—1)" 1)5
{a} {a}? {{a}}“g) ) (custo 3K, (n — 1), Lema 4.7)

= (T14)
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e como os custos de converter (Tﬁg)s ou 7r4 em 1 sao iguais, temos que

Areaq(Tzi1)f(a4+1)g) < Areaq((11,4)°) + 3Km(n) + 3K,(n — 1)
< Areaq(ty,4) + 6K, (n).

Proposicao 4.5. Sejam f,g € Z|X] de grau no mdzimo n, entdo

Areaq(7s4) < 60K, (n) + 4mn + 1.

Demonstragio. Por inducao em n. No caso n = 0 temos f = 130, g==¢y, f+g= bo + ¢
com by = by , Co = Co, do = bo + & (mod m) e by, co,dp € {1,...,m — 1}, assim
Ty = aa®a =% = ghoteng=do
=a®a™® (custo <1,a™ =1)
=1
(=) Area,(rs,) < 1.

Consideramos n > 1 e supomos que o resultado vale para k < n. Podemos assumir que
no o

grau(f) = 1, caso contréario, temos f = by, g = Zéﬂii, f+g= Zéﬂ,‘l + (bo + &) com
i=0 i=1
bo EZA)O , Ci Eéi, do E?)o—i-éo (mod m) € bo,Ci7d0€ {O,l,...,m—l}, onde

_ b0 94—1N0 ,—Cng 4, —Cng—1 . . .44 Clt,—d0
Trg = a’{a}{t "0 a " "ota "o ta”“"ta
_ aboga}gtfnoaicnotaicno_l o ta~ g (cotbo) (CUStO <1,a™ = 1)

= a{a}t(fa}) o
= 1.

(=) Area,(1s4) < 1.

Pelo algoritmo de Euclides podemos adicionar um inteiro 7 a f de forma que
folz) = f(z)+7 = (x+1)fi(x).

E igualmente existe um inteiro ¢ tal que ao adicionar gx™ a g obtemos
go(x) :=g(x) + Ga" = (x + 1)g1(x)

(notamos que grau(fi), grau(g;) < n—1). Sejam r,q € {0,1,...,m — 1} tais que r = 7,

q = ¢ (mod m), temos que

T@+1) f1,(z+1)g1 = Tfo,go = Tf+#,g+dan = Tf+rg+qan, €NLAO
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Area,(1r4) < Areag(Tyirg) +2m (Lema 4.8)
< Areag(Trirgrqem) +4m (Lema 4.8)
= Areaq (T 1)1 (z+1)g1) + 4M

(
< Areaq(T4,.9,) + 6K, (n) + 4m (Lema 4.9)

<6(n—1)K,(n—1)+4m(n—1)+ 1+ 6K,,(n) +4m (Hipdtese de indugao)
< 6nK,,(n) +4mn + 1.

]

Agora temos todas as ferramentas necessarias para achar um limite superior

para a funcao de Dehn de T,

Teorema 4.2. A fun¢io de Dehn de T, satisfaz o, (n) < n* para todo m.

Demonstragio. Seja w € F(a, s,t) uma palavra homotopicamente nula em I',,, de compri-

mento n. Tal como foi feito na prova da Proposi¢ao 4.4 convertemos w em

k
Wy 1= Haeisaitﬁi
i

com custo no maximo 2n*, onde ¢; = +1, o, Bi € Z, |ay| + |Bi| <nek <

Sejam a = min «; e f = min [3;, entao o custo de converter wy na palavra vazia € igual ao
7 (2

s—ot= 8

custo de converter wj := wj na palavra vazia. Temos que

k
_ | |aeis%‘tﬁis*at*5
i=1

—« 2

Como |3, |al < n podemos converter t%s™* em s~ *t" usando no méximo n? vezes a

ejsitbis—at=h ejs¥i—othi—h

relacdo [s,t] = 1, entdo converter a em a tem custo < 2n? e portanto

podemos converter wy em

k
| | ejsi—tBi—B
=1

svimothi=h (asai—a )eitﬁi—ﬁ

com custo < 2n®, pois k < n. Agora, a“ com custo 0, entao

tomando f;(x) = z%~% temos que w3 pode se converter com custo 0 em

k

[T =TT (fad)™""

i=1 =1

e

que pelo Lema 4.7 se converte em

— H <g }}tz (z+1) )elt if
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com custo de no maximo nk,,(n), pois grau(f;) =a; —a<nek <n.

i(z41)| _ —fi(z+1) : . :
Convertemos cada ( {a}; onde ¢; = —1 em {a}, da seguinte forma: conside-

ramos 7y, com f = fi(x +1), g = —fi(r + 1), entdo

—1
i(z+l —fi(z+1 i(T —fi(z+1
Tfi(x+1),—fi(z+1) = {a}: (et ){a}}t fileh ({{a}t e )>

_ {a}ti(IJrl) {a};fi(erl)

-1
logo pela Proposicao 4.5, ({a}ti(ﬁl)) = {a};ﬁ(xﬂ) em I';,, com custo < 6nK,,(n) +

4mn + 1. Assim convertemos w, em
: e\ T
€; (T 1
ws = [ (fadi" ) =T Tabt
i=1 i=1
onde g; = e;z” P fi(x + 1), com custo < 6n°K,,(n) + 4mn? + n.

Agora, para cada 1 < ¢ < k temos a igualdade

i ) i+l
fadi " ait = faki "

i
com custo < 6nkK,,(n)+4mn+1 por causa da proposicao 4.5, ao considerar f = Z gj, 9=
gi+1 € ‘ . . =

o = bt (1)
Entao convertemos ws em

k .
wg i= fafi "

com custo < 6n°K,,(n) + 4mn® + n. Temos que

k N o
2.0 =) i
j=1 i=0

para alguns b; € Z, N € N. Sejam b; € {1,...,m — 1}, tais que b; = b; (mod m), entao

N
tomando h(z) := Z bix' é claro que wg = {a}. De outro lado
i=0

ws = {a}! = abvabt . e,
portanto wg nao depende de s e é produto de conjugados de a, entao wg representa o
elemento identidade do subgrupo B := {a)'™ n {a,t), mas como foi visto no final da prova

da Proposicao 4.2,
B =Z,[t,t "]

Neste isomorfismo wg — 0, a — 1, e {a}? — h, logo h = 0. Assim, wg é a palavra vazia.
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Finalmente, ao somar os custos obtemos que

op, (n) <4n® + nK,,(n) + 12n2K,,(n) + 8mn? + 2n
=4n> + 10m>n® + 10n + 120m>n* + 120n> + 8mn? + 2n

$n4.
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