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Resumo
Neste trabalho estudamos os resultados de M. Kassabov e T. Riley em [7], onde se prova
que o grupo de Baumslag tem função de Dehn exponencial, em contraste com o que
ocorre com seu análogo em que uma relação de torção é acrescentada, o qual satisfaz uma
desigualdade isoperimétrica polinomial. Apresentamos alguns preliminares sobre teoria de
grupos e módulos, além de estudar com detalhe a construção de grupos livres e o conceito
de apresentação de um grupo.

Palavras-chave: Teoria dos grupos, grupos finitamente apresentáveis, problema da pala-
vra, desigualdades isoperimétricas.



Abstract
In this work we study the results of M. Kassabov and T. Riley in [7], where they prove
that Baumslag group has an exponential Dehn function, in contrast to its analog when a
torsion relation is added, which satisfies a polynomial isoperimetric inequality. We present
some basic concepts of group theory and modules. Additionally we study the contruction
of free groups and the concept of presentation of a group in detail.

Keywords: Group theory, finitely presented groups, word problem, isoperimetric inequal-
ities.
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Introdução

Nesta dissertação vamos estudar funções de Dehn e funções isoperimétricas de
grupos finitamente apresentáveis. A função de Dehn de um grupo finitamente apresentado é
um invariante do grupo que desde o ponto de vista combinatório, dá conta da complexidade
do problema da palavra no grupo ([6]). Este é um problema algorítmico proposto por M.
Dehn na década de 1910 que consiste em decidir se duas palavras nos geradores de um
grupo representam ou não o mesmo elemento, ou equivalentemente, decidir se uma palavra
representa o elemento identidade do grupo.

Falamos que um grupo é finitamente apresentável se ele pode ser definido por um número
finito de geradores e relações. Assim, a função de Dehn depende da apresentação finita
usada para o grupo. Mas como é usual nos problemas de complexidade algorítmica, o
interesse está sobre o comportamento assintótico das funções, que no caso das funções
de Dehn é independente da apresentação finita usada. Tal independência é descrita pela
seguinte relação de dominância assintótica:

f ĺ g ðñ DC ą 0 : @l ě 0, fplq ď CgpCl ` Cq ` Cl ` C,

onde f » g quando f ĺ g e g ĺ f .

Por exemplo, o grupo Z2 tem apresentação xa, b | ra, bs “ 1y. Aqui uma palavra repre-
senta o elemento identidade se a e b aparecem o mesmo número de vezes que a´1 e b´1

respectivamente. Assim, para saber se uma palavra representa a identidade, usamos a
comutatividade de a e b (ra, bs “ 1) para colocar na esquerda as letras a, a´1 e na direita
as letras b, b´1, de forma que reduzimos a palavra removendo os fragmentos da forma aa´1,
a´1a, bb´1, b´1b. No caso de que a palavra represente a identidade, este processo produz
a palavra vazia e o máximo de vezes que é usada a relação ra, bs “ 1 é menor que n2,
onde n é o comprimento da palavra. Então a função de Dehn de Z2 é no máximo quadrática.

Achar a função de Dehn de um grupo em particular é normalmente muito difícil e
muitas vezes é um problema geométrico pois de fato depende da geometria das palavras
que descrevem as relações do grupo. Por causa disso na literatura tem bastantes resultados
onde se procuram limites superiores para tais funções de Dehn. Tais limites superiores
são chamados de funções isoperimétricas. Encontrar estes limites é mais simples, pois é
possível usar técnicas algébricas combinatoriais para fazer os cálculos.

O objetivo desta dissertação é explicar detalhadamente o trabalho de M. Kassabov & T.
Riley [7], no qual mostram desigualdades isoperimétricas para a função de Dehn do grupo
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de Baumslag
Γ “ xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts “ 1, as “ aaty

e o grupo
Γm “ xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts “ 1, as “ aat, am “ 1y.

Em particular, o grupo Γ foi introduzido por G. Baumslag em [1] como o primeiro exemplo
de um grupo finitamente apresentável que possui um subgrupo normal abeliano de posto
infinito.

Os resultados principais demonstrados são o Teorema 4.1, que estabelece o comportamento
exponencial da função de Dehn de Γ, e o Teorema 4.2, que mostra uma desigualdade
isoperimétrica quártica para a função de Dehn de Γm.

O conteúdo deste trabalho está distribuído da seguinte forma:

No Capítulo 1 presentamos algumas definições e resultados básicos da teoria de grupos que
serão usados mais na frente, além de falar um pouco sobre grupo abelianos finitamente
gerados. Também fixamos parte da notação usada no resto do texto. O Capítulo 2 tem
algumas definições e resultados sobre módulos que precisamos para entender a maioria
dos argumentos utilizados no Capítulo 4 quando provamos desigualdades isoperimétricas.

No Capítulo 3 introduzimos os conceitos de grupo livre, grupo finitamente apresentável e
função de Dehn, e mostramos alguns resultados importantes. Finalmente, no Capítulo 4
estudamos com detalhe os resultados presentados no artigo [7].
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1 Noções de Teoria dos Grupos

O conteúdo deste capítulo trata de resultados básicos em teoria de grupos e
portanto omitimos as demonstrações. Tomamos como referência principal o livro [8].

1.1 Noções básicas

Definição 1.1. Um grupo é um par pG, ˚q, onde G é um conjunto não vazio e ˚ : GˆGÑ
G é uma operação binaria, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c para todo a, b, c P G,

(ii) existe e P G tal que a ˚ e “ e ˚ a “ a para todo a P G,

(iii) para todo a P G existe b P G tal que a ˚ b “ b ˚ a “ e.

Quando não houver ambiguidade, denotamos a ˚ b simplesmente por ab.

Pode se mostrar facilmente que dado um grupo pG, ˚q, o elemento e P G

mencionado em (ii) é único e é chamado de elemento identidade, as vezes denotado por
1. Também, o elemento b em (iii) é único para cada a P G, este é chamado de inverso de
a e denotado por a´1.

Definição 1.2. Sejam pG, ˚q um grupo e a, b P G. Dizemos que a e b comutam se
a˚ b “ b˚a. pG, ˚q é dito abeliano, se todo par de elementos a, b P G comutam. Neste caso
é comum usar a notação aditiva, onde a operação do grupo é denotada por `, o elemento
identidades por 0 e o inverso de g por ´g.

Exemplo 1.1. Os seguintes são exemplos de grupos abelianos:

1. pZ,`q, onde 0 é o elemento identidade, e para cada a P Z, ´a é o inverso.

2. pRzt0u, ¨q, onde 1 é o elemento identidade, e para cada a P Rzt0u, 1
a
é o inverso.

3. Dado n P N com n ě 2, tem se a relação de equivalência em Z dada por: a ” b

mod n ðñ n divide a a´ b. Seja Zn o conjunto das classes de equivalência. Dado
a P Z, denotamos por ras a classe de equivalência de a. Assim pZn,`nq é um grupo
abeliano, onde `n : Zn Ñ Zn está definida por

ras `n rbs “ ra` bs.
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Neste caso, o elemento identidade é r0s, e para cada ras P Zn, o elemento inverso é
r´as.

Exemplo 1.2. Dado um conjunto X ‰ H, uma permutação em X é uma bijeção
α : X Ñ X. Denotamos por SX o conjunto de todas as permutações em X. SX é um
grupo com a operação de composição de funções. Aqui, o elemento identidade é a função
identidade em X, idX e para cada permutação α P SX o seu inverso é a sua função inversa
α´1. SX é chamado de grupo simétrico em X. Se o numero de elementos de X for
maior ou igual a 3, o grupo simétrico não é abeliano.

Definição 1.3. Um caso muito importante do exemplo anterior é quando X “ t1, 2, . . . , nu,
onde SX é denotado por Sn e é chamado de grupo simétrico de grau n.
Dados i1, i2, . . . , ir inteiros distintos entre 1 e n. Se α P Sn fixa os n´ r inteiros restantes
(i.e. αpiq “ i para todo i R ti1, . . . , iru) e

αpi1q “ i2, αpi2q “ i3, . . . , αpir´1q “ ir, αpirq “ i1,

α é dito de r-ciclo e denotado por α “ pi1i2 . . . irq. Os 2-ciclos são chamados de trans-
posições.

Duas permutações α, β P Sn são ditas disjuntas, se para todo i, j P t1, . . . , nu,

αpiq ‰ iñ βpiq “ i e βpjq ‰ j ñ αpjq “ j.

É fácil ver que se duas permutações são disjuntas, então elas comutam.

Teorema 1.1. Seja α P Sn, então:

(i) α tem uma única fatoração completa (modulo a ordem) como produto de ciclos
disjuntos, i.e.

α “ β1β2 ¨ ¨ ¨ βt

onde cada βi “ pβi1, βi2, . . . , βiriq P Sn é um ri-ciclo e para cada a P t1, 2, . . . , nu
existem únicos i, j tais que βij “ a.

(ii) α é produto de transposições.

Definição 1.4. Sejam pG, ˚q, pH, ˝q grupos. Uma função f : G Ñ H é um homomor-
fismo, se para todo a, b P G,

fpa ˚ bq “ fpaq ˝ fpbq.
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Um homomorfismo f : G Ñ H é dito epimorfismo se for uma função sobrejetora, e
isomorfismo se for uma função bijetora. Se H “ G e f é isomorfismo, este é dito
automorfismo. Dizemos que pG, ˚q é isomorfo a pH, ˝q, se existir um isomorfismo
f : GÑ H e denotamos isto por G – H.

Exemplo 1.3. Seja α P Sn e α “ β1β2 ¨ ¨ ¨ βt uma fatoração completa em ciclos disjuntos,
então o sinal de α é definido por

sgnpαq “ p´1qn´t.

Alternativamente, se escrevemos α “ γ1γ2 . . . γm como produto de transposições, é possível
verificar que

sgnpαq “ p´1qm.

Uma permutação α é dita par se sgnpαq “ 1 ou impar, caso contrário. Pode se verificar
que para todo α, β P Sn,

sgnpαβq “ sgnpαqsgnpβq

logo, sgn é um homomorfismo entre Sn e t1,´1u (que é grupo com a multiplicação usual),
no caso n “ 2, sgn é isomorfismo.

Exemplo 1.4. A função f : ZÑ Zn, definida por fpaq “ ras é um homomorfismo, mas
não é isomorfismo para nenhum n.

Definição 1.5. Seja G um grupo. Um subconjunto não vazio S Ď G é um subgrupo se
para todo s, t P S, s´1

P S e st P S. Denotamos isto por S ď G. Neste caso é fácil ver S é
um grupo com a mesma operação binaria de G, restrita a S ˆ S.

Exemplo 1.5. Seja f : GÑ H um homomorfismo, definimos a imagem e o núcleo de
f como

Impfq “ th P H : h “ fpaq para algum a P Gu e Kerpfq “ ta P G : fpaq “ 1Hu,

respectivamente. Temos que Kerpfq ď G e Impfq ď H.

Proposição 1.1. Seja G um grupo e tSiuiPI uma família não vazia de subgrupos de G,
então

č

iPI

Si é um subgrupo de G.

Da proposição anterior segue a validade da seguinte definição:
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Definição 1.6. Seja G um grupo e X Ď G, então o mínimo subgrupo de G (com respeito
a inclusão) que contém a X é chamado de subgrupo gerado por X e denotado por xXy.
Se G “ xa1, a2, . . . , any para alguns ai P G, dizemos que G é finitamente gerado. Se H,K
são subgrupos de G, então o subgrupo xH YKy é denotado por H _K.

Proposição 1.2. Seja G um grupo e X Ď G. Se X “ H, então xXy “ t1u, caso contrário
xXy é o conjunto de todas as palavras em X, isto é, os elementos w P G da forma

w “ xe1
1 x

e2
2 ¨ ¨ ¨ x

en
n ,

com xi P X, ei “ ˘1, n ě 1.

Exemplo 1.6. Se G é um grupo e a P G, temos do teorema anterior que xay “ tan : n P Zu,
este subgrupo é chamado de subgrupo cíclico gerado por a. O número de elementos
deste subgrupo, |xay|, é chamado de ordem de a. G é dito cíclico, se existe a P G com
G “ xay.
Pode se mostrar que se a P G tem ordem finita m, então m é o menor inteiro positivo tal
que am “ 1.

Definição 1.7. Seja G um grupo e S ď G. A classe lateral à direita de S com
representante t P G é o conjunto St “ tst : s P Su (a classe lateral à esquerda é
tS “ tts : s P Su).

Exemplo 1.7. Seja G o grupo aditivo Z e n P Z. Se S “ xny e a P Z, então a classe
lateral de S com representante a é o conjunto a`S “ ta` zn : z P Zu, que é precisamente
a classe de equivalência ras do exemplo 1.1-3). Dada a comutatividade de ` em Z, as
classes à direita e esquerda resultam ser iguais.

Proposição 1.3. Seja G um grupo e S ď G, então:

(i) A família de classes laterais à direita (ou à esquerda) forma uma partição de G.

(ii) O número de classes laterais à direita é igual ao número de classes laterais à esquerda.

Definição 1.8. Seja G um grupo, o número de elementos de G, |G|, é dito a ordem de
G. Se S ď G então o índice de S em G, denotado por rG : Ss, é o número de classes
laterais à direita (ou esquerda) de S em G.

Teorema 1.2. (Lagrange). Seja G um grupo finito e S ď G então |S| divide a |G| e
rG : Ss “ |G|{|S|.
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Como consequência deste teorema segue que se G é um grupo de ordem p e p é
primo, então G é grupo cíclico.

Proposição 1.4. Sejam G um grupo finito e S, T ď G, então

|ST ||S X T | “ |S||T |,

onde ST “ tst : s P S e t P T u.

Definição 1.9. Seja G um grupo. Um subgrupo K ď G é um subgrupo normal, se para
todo g P G, gKg´1

“ tgkg´1 : k P Ku “ K. Denotamos isto por K ŸG.

Pode se observar que se K ŸG, então as classes laterais à esquerda e à direita
de K em G são iguais, no sentido em que Kg “ gK para todo g P G.

Exemplo 1.8. Sejam G,H grupos e f : GÑ R um homomorfismo, então kerpfq ŸG.

Proposição 1.5. Seja G um grupo,

(i) se G é abeliano, então todo subgrupo de G é normal;

(ii) se H,K ŸG, então H _K ŸG;

(iii) se tHi : i P Iu é uma família não vazia de subgrupos normais de G, então
č

iPI

HiŸG.

De (iii) segue que dado um subconjunto X Ď G não vazio, existe um mínimo
subgrupo normal de G que contém a X, chamado de subgrupo normal gerado por X
ou fecho normal de xXy, denotado por xXyG.

Teorema 1.3. Seja G um grupo e N ŸG.

(i) Então a família das classes laterais de N em G forma um grupo de ordem rG : N s
chamado de grupo quociente e denotado por G{N , com a operação

pNa,Nbq ÞÝÑ Nab;

(ii) a função v : GÑ G{N definida por vpaq “ Na é um homomorfismo sobrejetivo com
kerpvq “ N , chamada de projeção canônica.

Exemplo 1.9. Seja G “ Z e n P Z. Do exemplo 1.1-3), sabemos que em Zn os elementos
são do tipo ras “ a` xny, com a P Z. Como Z é abeliano, xny é normal pela proposição
1.5, então existe o grupo quociente Z{xny, que é precisamente o grupo Zn.
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Definição 1.10. Seja G um grupo e a, b P G. O comutador de a e b é definido como
ra, bs “ a´1b´1ab. O subgrupo comutador de G é o subgrupo de G gerado por todos os
comutadores e é denotado por G1.

Proposição 1.6. Seja G um grupo, então G1 é subgrupo normal de G e se H ŸG, então
G{H é abeliano se, e somente se, G1 ď H.
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1.2 Teoremas de Isomorfismo e Ações

Teorema 1.4. (Teoremas de Isomorfismo)

(Primeiro) Seja f : G Ñ H um homomorfismo de grupos, então G{kerpfq –

Impfq.

(Segundo) Sejam N, T subgrupos de G, com N normal. Então N X T Ÿ T e

T {pN X T q – NT {N.

(Terceiro) Sejam K ď H ď G, onde K e H são subgrupos normais de G. Então
H{K é subgrupo normal de G{K e

pG{Kq { pH{Kq – G{H.

Exemplo 1.10. Seja G “ xgy um grupo cíclico de ordem n. Seja

f : ZÑ G

o homomorfismo de grupos dado por fpkq “ gk, @k P Z. Então f é sobrejetivo e kerpfq “
xny, então, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo, Z{xny – G. Assim, todo grupo cíclico
de ordem n é isomorfo a Zn.

Teorema 1.5. Sejam K,H grupos, R Ď K, e θ : K Ñ H um homomorfismo tal que
θpRq “ t1u, então existe um homomorfismo ψ : K{xRyK Ñ H tal que θ “ ψ ˝ v, onde v é
a projeção de K em K{xRyK. Aqui xRyK “ xRK

y, onde RK
“ tk´1rk | k P K, r P Ru.

Teorema 1.6. (Teorema de Correspondência). Sejam K Ÿ G e v : G Ñ G{K a
projeção canônica. Então

tS | S ď G,K ď Su ÞÝÑ tM | M ď G{Ku

é uma bijeção entre a família dos subgrupos G que contém a K, e a família dos subgrupos
de G{K que envia S para vpSq “ S{K. Também, denotando S{K por S˚, tem se que para
todo T ď G, com K ď T :

(i) T ď S se, e somente se, T ˚ ď S˚, com rS : T s “ rS˚ : T ˚s;

(ii) T Ÿ S se, e somente se T ˚ Ÿ S˚, com S{T – S˚{T ˚.
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Definição 1.11. Dados dois grupos H,K, definimos no produto cartesiano H ˆ K a
operação binaria

ph, kqph1, k1q “ phh1, kk1q.

H ˆK com esta operação binaria é um grupo, chamado de produto direto de H e K,
com elemento identidade p1H , 1Kq e inverso ph, kq´1

“ ph´1, k´1
q.

Proposição 1.7. Seja G um grupo, H ŸG e K ŸG. Se G “ HK e H XK “ 1, então
G – H ˆK.

O produto direto visto como na Definição 1.11 é dito de produto direto externo.
No caso da Proposição 1.7, o produto H ˆK é chamado de produto direto interno, pois
pode ser visto como uma operação entre alguns subgrupos normais de G. Também, se
no enunciado da Proposição 1.7 K ď G não é necessariamente normal mas as outras
propriedades são preservadas, então o grupo G é dito produto semidireto de H com K e
denotamos por G “ H ¸K.

Proposição 1.8. Se AŸH e B ŸK, então AˆB ŸH ˆK e

pH ˆKq{pAˆBq – pH{Aq ˆ pK{Bq.

Proposição 1.9. Sejam G um grupo, N ŸG e

φ : GÑ G{N

a projeção canônica. Se existe um homomorfismo

ψ : G{N Ñ G tal que φ ˝ ψ “ idG{N ,

então G “ N ¸ ψpG{Nq. Neste caso dizemos que φ cinde.

Definição 1.12. Dado um grupo G e x, y P G, dizemos que x e y são conjugados se

y “ gxg´1 para algum g P G.

Isto define uma relação de equivalência em G. A classe de equivalência de a P G é chamada
de classe de conjugação de a, denotada por aG.

Note se que quando a P G é o único elemento da sua classe de conjugação,
então a comuta com todos os elementos de G.
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Exemplo 1.11. Seja Sn o grupo simétrico de ordem n. Duas permutações α, β P Sn
tem a mesma estrutura cíclica, se sua fatoração em ciclos disjuntos tem a mesma
quantidades de r-ciclos, para cada r P t1, . . . , nu.
Neste caso acontece que duas permutações são conjugadas se, e somente se, tem a mesma
estrutura cíclica. Assim, um subgrupo H ď Sn é normal se, e somente se, para todo α P H
as permutações com a mesma estrutura cíclica que α estão em H.

α “ p123qp456q, β “ p164qp235q P S6 tem a mesma estrutura cíclica e β “ p15qαp15q´1.

Definição 1.13. O centro de um grupo G é o conjunto dos elementos a P G que comutam
com todos os elementos de G, denotado por ZpGq. Dado a P G, o centralizador de a em
G é o conjunto dos g P G que comutam com a, denotado por CGpaq.

É fácil ver que ZpGq é um subgrupo normal e abeliano em G e CGpaq ď G.

Definição 1.14. Seja G um grupo, H ď G e g P G, o conjunto gHg´1 é dito o conjugado
de H por g. O conjunto

NGpHq :“ ta P G : aHa´1
“ Hu

é chamado o normalizador de H em G.

Tem se que gHg´1 e NGpHq são subgrupos de G e H ŸNGpHq.

Proposição 1.10. Seja G um grupo, a P G e H ď G, então:

(i) o número de conjugados de a é igual ao índice rG : CGpaqs do seu centralizador
CGpaq em G;

(ii) o número de conjugados de H é igual ao índice rG : NGpHqs do seu normalizador
NGpHq em G.

Teorema 1.7. Seja G um grupo e H ď G, então:

(i) (Cayley). G pode ser mergulhado como subgrupo de SG, por médio do homomorfismo

φ1 : GÑ SG

a ÞÑ La : g ÞÑ ag.

(ii) Se X denota a família de classes laterais à esquerda de H em G, então a função

φ2 : GÑ SX

a ÞÑ ρa : gH ÞÑ agH

é um homomorfismo com kerpφ2q ď H.
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(iii) Se Y denota a família dos conjugados de H em G, então a função

φ3 : GÑ SY

a ÞÑ ψa : gHg´1
ÞÑ agHg´1a´1

é um homomorfismo com kerpφ3q ď NGpHq.

Definição 1.15. Nas condições do teorema anterior, o homomorfismo φ1 é chamado
de representação regular (à esquerda) de G, o homomorfismo φ2 é chamado de
representação de G em classes laterais de H, e o homomorfismo φ2 é chamado de
representação de G em conjugados de H.

Definição 1.16. Seja X um conjunto e G um grupo. X é dito G-conjunto à esquerda
se existe uma função α : GˆX Ñ X (chamada ação), tal que

(i) αp1, xq “ x, @x P X;

(ii) αpg, αph, xqq “ αpgh, xq, @g, h P G, x P X.

neste caso, dizemos que G age sobre X.

Exemplo 1.12. Se R é um anel comutativo, Sn age em Y “ Rrx1, . . . , xns com a ação

α : Sn ˆ Y,

definida por αpσ, fq “ fσ, onde fσpx1, . . . , xnq “ f
`

xσp1q, . . . , xσpnq
˘

.

Teorema 1.8. Seja X um G-conjunto à esquerda com ação α, então a função

α̃ : GÑ SX

g ÞÑ α̃pgq : x ÞÑ αpa, xq

é um homomorfismo. Reciprocamente, se

φ : GÑ SX

é um homomorfismo, então a função

φ̃ : GˆX Ñ X

pg, xq ÞÑ pφpgqqpxq

define uma ação que torna X um G-conjunto à esquerda.
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Exemplo 1.13. Pelo teorema anterior, as representações definidas pelo Teorema 1.7
podem se ver como ações do grupo G:

1. em (i), X “ G e φ̃1pa, gq “ pφ1paqqpgq “ Lapgq “ ag;

2. em (ii), X é o conjunto das classes laterais à esquerda de H em G e φ̃2pa, gHq “

pφ2paqqpgHq “ ρapgHq “ agH;

3. em (iii) X é a família dos conjugados de H em G e φ̃3pa, gHg
´1
q “ pφ3paqqpgHg

´1
q “

ψapgHg
´1
q “ agHg´1a´1.

Definição 1.17. Seja X um G-conjunto à esquerda com ação α e x P X, então a
órbita de x é o conjunto Opxq “ tgx : g P Gu e o estabilizador de x é o subgrupo
Gx “ tg P G : gx “ xu ď G.

Proposição 1.11. Se X é um G-conjunto à esquerda e x P X, então |Opxq| “ rG : Gxs.

Exemplo 1.14. Dado um grupo G, é fácil ver que G age sobre ele mesmo por conjugação,
neste caso Opxq “ xG e Gx “ CGpxq para todo x P G. Também, G age sobre o conjunto
de todos os subgrupos de G, onde OpHq “ tconjugados de Hu e GH “ NGpHq. Então, a
proposição anterior tem como consequência a Proposição 1.10.
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1.3 Grupos Abelianos Finitamente Gerados
Dado que agora vamos tratar com grupos abelianos usamos a notação aditiva

onde também denotamos o elemento gn como ng e o produto direto G1 ˆ . . . ˆ Gn por
soma direta G1 ‘ . . .‘Gn.

Definição 1.18. Um grupo finitamente gerado G é dito grupo abeliano livre se é
isomorfo a Zn para algum n ě 0, neste caso n é chamado de posto de G.

Proposição 1.12. Sejam G,H grupos abelianos tais que H é grupo finitamente gerado e
livre abeliano e existe um epimorfismo φ : GÑ H, então existe

ψ : H Ñ G tal que φ ˝ ψ “ idH

(nesse caso falamos que φ cinde) e G – kerpφq ‘H.

Como corolário temos o seguinte lema

Lema 1.1. Se G é um grupo abeliano com k geradores tal que existe N Ÿ G com G{N

grupo abeliano livre de posto k, então G – Zk.

Definição 1.19. Um grupo G é dito livre de torção se o único elemento g P G com |g|

finito é o elemento identidade.

Proposição 1.13. Se G é um grupo abeliano finitamente gerado, com mais de um elemento
e é livre de torção, então G é grupo abeliano livre.

Teorema 1.9. Seja G é um grupo abeliano finitamente gerado, definimos

Gtor “ tg P G | |g| finitou.

Então Gtor é subgrupo finito de G e G{Gtor é grupo livre abeliano.
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2 Módulos sobre anéis associativos

Na hora de trabalhar com grupos metabelianos finitamente apresentáveis
precisamos de alguns conceitos sobre módulos, para o qual dedicamos este capítulo.
Usamos como referência o texto [2].

Definição 2.1. Seja R um anel associativo com unidade. Um R´módulo (à direita)
consiste de um grupo abeliano M (usamos a notação aditiva) junto com uma ação de R (à
direita) φ : M ˆRÑM , px, rq ÞÑ xr, onde

1. px` yqr “ xr ` yr

2. xpr ` sq “ xr ` xs

3. xprsq “ pxrqs

4. x1R “ x,

para todo x, y P M , r, s P R. Analogamente se definem os R-módulos à esquerda. Como
caso particular, temos que quando R é um corpo, um R-módulo é um espaço vetorial sobre
R.

Exemplo 2.1. Dado um grupo abeliano A, este pode se considerar como um Z´módulo,
por meio da ação à direita pa, zq ÞÑ za, onde (usando notação aditiva para A)

za “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

z´vezes
hkkkkkikkkkkj

a` ¨ ¨ ¨ ` a, z ą 0
0A, z “ 0

p´zqp´aq, z ă 0

.

Exemplo 2.2. Todo anel com unidade R é um R-módulo à direita (também à esquerda),
onde a ação é o produto em R, pr, sq ÞÑ rs, e R é visto como grupo abeliano com respeito
à operação soma.

Definição 2.2. Seja M um R-módulo à direita, um subconjunto H ‰ N Ď M é um
submódulo de M , se N for subgrupo de M e para todo x P M , r P R tem se xr P N .
Dado um subconjunto H ‰ X ĎM , o conjunto

xXy “

#

n
ÿ

i“1
xiri |xi P X, ri P R, n P N

+

é um submódulo de M , chamado submódulo gerado por X (se X “ H, xXy “ t0u).
X é dito conjunto gerador de M , se M “ xXy. Dizemos que M é cíclico se tem um
conjunto gerador de cardinalidade 1.
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Exemplo 2.3. Seja R um anel associativo com unidade. No Exemplo 2.2 consideramos
R como um R-módulo à direita. Nesta situação, os submódulos de R são precisamente os
ideais à direita de R.

Definição 2.3. Sejam M,N R-módulos à direita. Uma função f : M Ñ N é um homo-
morfismo de módulos se

(i) fpx` yq “ fpxq ` fpyq, para todo x, y PM ;

(ii) fpxrq “ fpxqr, para todo x PM, r P R.

Se f for sobrejetor, f é dito epimorfismo. Se f for uma bijeção, então f é um isomor-
fismo e dizemos que M,N são isomorfos.

Proposição 2.1. Sejam M,N R-módulos à direita e

f : M Ñ N

um homomorfismo. Então para todo submódulo X Ď M , fpXq é submódulo de N ; e
para todo submódulo Y Ď N , f´1

pY q é submódulo de M . Em particular, f´1
pt0uq é um

submódulo de M , chamado de núcleo de f , denotado por kerpfq.

Definição 2.4. Seja M um R-módulo à direita e N ĎM um submódulo. Então podemos
definir uma relação de equivalência em M da seguinte forma x „ y ðñ x ´ y P N .
O conjunto de classes de equivalência M{N é um R-módulo à direita com a operação
rxs ` rys “ rx` ys e a ação

prxs, rq ÞÑ rxrs,

aqui rxs “ x ` N denota a classe de equivalência de x. M{N é chamado de módulo
quociente de M por N . Notamos que projeção natural

π : M ÑM{N,

x ÞÑ rxs é um homomorfismo sobrejetor.

Como no caso de grupos, existe Teorema de Correspondência e Teorema de
Isomorfismos para módulos

Teorema 2.1. Se N é um submódulo de um R-módulo M , então

θ : t submódulos de M que contém Nu ÝÑ t submódulos de M{Nu
A ÞÝÑ A{N

é uma bijeção que preserva inclusão.
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Teorema 2.2. Sejam M,N R-módulos à direita e

f : M Ñ N

um homomorfismo de módulos. Então existe um único isomorfismo

φ : M{kerpfq Ñ fpMq,

tal que φ ˝ π “ f , onde π é a projeção natural de M sobre M{kerpfq.

Exemplo 2.4. Seja M um R-módulo à direita cíclico, e consideramos R como um R-
módulo à direita. Seja m0 PM elemento gerador de M , consideramos o homomorfismo de
R-módulos

f : RÑM

dado por fprq “ m0r. É claro que f é epimorfismo, além disso,

kerpfq “ tr P R | fprq “ 0u “ tr P R |m0r “ 0u :“ AnnRpm0q,

logo M é isomorfo a R{AnnRpm0q pelo teorema anterior.

Definição 2.5. Seja M um R-módulo à direita, e tMiuiPI uma família de submódulos.
Definimos o conjunto

ÿ

iPI

Mi :“
#

ÿ

iPI

xi |xi PMi, e xi “ 0 exceto para finitos i P I
+

.

ÿ

iPI

Mi é o submódulo de M gerado por tMiuiPI . Dizemos que
ÿ

iPI

Mi é soma direta de

tMiuiPI se Mi X p
ÿ

j‰i

Mjq “ t0u para todo i P I, e denotamos isto como

ÿ

iPI

Mi “
à

iPI

Mi.

M é dito módulo livre com base X ĎM , se

M “
à

xPX

xR e xR – R para todo x P X.

Exemplo 2.5. Se G é um grupo abeliano, pelo exemplo 2.1 podemos considerar G como
Z-módulo. Se G é Z-módulo livre com base X Ď G, chamamos G de grupo abeliano
livre com base X, neste que caso temos que

G “
à

xPX

xZ –
à

xPX

Z.

Definição 2.6. Dado um grupo G e um anel associativo e comutativo com unidade R,
definimos o anel de grupo de G sobre R denotado por RrGs (ou RG), como o conjunto
das combinações lineares formais

α “
ÿ

gPG

rgg,
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onde rg P R para todo g P G e rg “ 0 exceto para finitos g P G. RrGs é um anel junto com
as operações `, ¨ dadas por

˜

ÿ

gPG

rgg

¸

`

˜

ÿ

gPG

sgg

¸

“
ÿ

gPG

prg ` sgqg

˜

ÿ

gPG

rgg

¸

¨

˜

ÿ

hPG

shh

¸

“

˜

ÿ

g,hPG

rgshgh

¸

,

com 0RrGs “
ÿ

gPG

0Rg e 1RrGs “
ÿ

gPG

rgg, onde rg “
#

1R, g “ 1G
0R, g ‰ 1G

. Observamos que RG é

R-módulo livre com base G.

Exemplo 2.6. Por definição, dado um grupo metabeliano G, temos que existe um subgrupo
normal AŸG, tal que A é abeliano e Q “ G{A é abeliano. Podemos considerar A como
ZrQs-módulo à direita da seguinte forma.

Definimos a seguinte ação de Q sobre A. Dados a P A, q P Q, temos que q “ Ag

para algum g P G, seja
a ˝ q “ ag P A.

Vejamos que ˝ está bem definida. De fato, se Ag “ Ah então a0 “ gh´1
P A, logo

ag “ aa0h “ paa0q
h, mas dado que A é abeliano temos aa0 “ a, portanto ag “ ah.

Estendemos esta ação por linearidade a uma ação à direita de ZrQs sobre A, assim (usando
notação aditiva para A)

a ˝

˜

ÿ

qPQ

zqq

¸

“
ÿ

qPQ

pzqaq ˝ q P A,

onde zqa é definido como no Exemplo 2.1.
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3 Grupos Finitamente Apresentáveis

3.1 Grupos Livres
Começamos este capítulo falando sobre grupos livres, tomando como referência

o livro [4].

Definição 3.1. Seja X um conjunto, G um grupo e i : X Ñ G uma função. O par pG, iq
é dito livre sobre X, se para todo grupo H e uma aplicação f : X Ñ H existe um único
homomorfismo

φ : GÑ H tal que φ ˝ i “ f.

Como será mostrado logo, na definição anterior podemos considerar a X como
um subconjunto de G, ainda mais um conjunto gerador, e denotando

X´1
“ tx´1 : x P Xu,

o fato de pG, iq ser livre sobre X é equivalente a que um produto de elementos em XYX´1

é igual a 1, somente quando este for 1 em todos os grupos. Isto se apresenta formalmente
na Proposição. 3.3.

Exemplo 3.1. O grupo aditivo dos inteiros Z é livre sobre qualquer conjunto unitário txu
junto com a função ipxq “ 1.

Proposição 3.1. Um grupo livre sobre um conjunto X é único a menos de isomorfismo,
i.e. se pG1, i1q é livre em X e φ : G1 Ñ G2 é isomorfismo, então pG2, i2q é livre sobre X,
onde i2 “ φ ˝ i1. Reciprocamente, se pG1, i1q, pG2, i2q são livres sobre X, então existe um
isomorfismo φ : G1 Ñ G2, tal que φ ˝ i1 “ i2.

Demonstração. pñq Suponhamos pG1, i1q livre em X e φ : G1 Ñ G2 isomorfismo. Dado
um grupo H e f : X Ñ H, existe um único homomorfismo ψ : G1 Ñ H tal que ψ ˝ i1 “ f ,
então ψ ˝ φ´1 : G2 Ñ H é um homomorfismo com

ψ ˝ φ´1
˝ i2 “ ψ ˝ φ´1

˝ φ ˝ i1 “ ψ ˝ i1 “ f,

a unicidade segue imediato da unicidade de ψ.

pðq Se pG1, i1q, pG2, i2q são livres sobre X, existem homomorfismos

φ : G1 Ñ G2 e ψ : G2 Ñ G1,
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tais que i2 “ φ ˝ i1 e i1 “ ψ ˝ i2. Assim,

id1 ˝ i1 “ i1 “ ψ ˝ φ ˝ i1 e id2 ˝ i2 “ i2 “ φ ˝ ψ ˝ i2,

onde id1, id2 são as funções identidades de G1, G2, respectivamente. Então

ψ ˝ φ “ id1, φ ˝ ψ “ id2,

assim φ é o isomorfismo desejado.

Proposição 3.2. Se pG, iq é livre sobre X, então i é injetora.

Demonstração. Seja ZX o conjunto das funções de X em Z, com a operação α`β definida
por

pα ` βqpxq “ αpxq ` βpxq.

Com esta operação, ZX é um grupo abeliano.

Seja
f : X Ñ ZX dada por fpxq “ αx,

onde

αxpyq “

#

1 y “ x

0 y ‰ x
.

Assim, existe um homomorfismo φ : GÑ ZX , tal que φ ˝ i “ f . É claro que f é injetora,
logo i também é.

Vejamos agora que dado um conjunto X “ txiuiPI qualquer, existe um grupo
F pXq que é livre sobre X. Seja MpXq o conjunto das sequências finitas em X

MpXq “
8
ď

n“0
Xn,

onde X0 é o conjunto formado pela sequência vazia. Definimos o produto em MpXq como
segue

pxi1 , . . . , xinqpxj1 , . . . , xjmq “ pxi1 , . . . , xin , xj1 , . . . , xjmq.

Esta operação é claramente associativa e tem como elemento identidades a sequência vazia.
Identificando

xØ pxq

temos que todo elemento de MpXq é da forma xi1 ¨ ¨ ¨ xin . O conjunto MpXq é chamado
de monoide livre em X.
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Agora, seja X´1 um conjunto bijectivo com X, com uma bijeção que leva x
em um elemento denotado por x´1 em X´1, de forma que

X XX´1
“ H.

Os elementos de MpX YX´1
q são chamados palavras em X. Denotando os elementos de

X por x1 :“ x, temos que as palavras em X são da forma

w “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in , onde n ě 0, ek “ ˘1.

lpwq :“ n é chamado de comprimento de w.

Uma palavra w “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in é dita reduzida se

para todo 1 ď r ď n´ 1, ir`1 ‰ ir ou ir`1 “ ir com er`1 ‰ ´er.

Se w não é reduzida, existe 1 ď r ď n ´ 1, tal que ir`1 “ ir e er`1 “ ´er. A palavra w1

obtida deletando xerir e xer`1
ir`1 de w é dita obtida de w por redução elementar . Se w2 é

obtida de w por uma sequência de reduções elementares, dizemos que w2 vem de w por
redução.

Definimos emMpXYX´1
q a relação w „ w1 ô w “ w1 ou existe uma sequência

de palavras w1, . . . , wk, onde w1 “ w, wk “ w1 e para todo j ă k, uma de wj, wj`1 é obtida
da outra por redução elementar.

Observamos que „ é uma relação de equivalência, e denotamos por F pXq o
conjunto das classes de equivalência. Pode se observar que se

u, v são palavras e w „ w1 ùñ uwv „ uw1v,

assim,
w „ w1 e u „ u1 ùñ uw „ u1w1.

Portanto, a operação em F pXq dada por

rusrws “ ruws

(onde rus é a classe de equivalência de u) está bem definida, é associativa e tem como
elemento identidade a classe da palavra vazia, denotada por 1. Também, se

w “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in e definimos w´1

“ x´e1
i1 ¨ ¨ ¨ x´enin , temos que rwsrw´1

s “ 1.

Assim, F pXq com esta operação é um grupo.

Teorema 3.1. Cada elemento de F pXq tem exatamente uma palavra reduzida.
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Demonstração. Seja
λ : MpX YX´1

q ÑMpX YX´1
q

a função definida recursivamente por λp1q “ 1, λpxεq “ xε,

λpuxεq “ λpuqxε se λpuq ‰ vx´ε para toda palavra v,

e
λpuxεq “ v se λpuq “ vx´ε para alguma palavra v.

Vejamos primeiro que

λpwq é reduzida para toda palavra w,

além disso, λpwq é obtida por redução a partir de w e se w é reduzida então λpwq “ w.
Isso vai ser demonstrado por indução sobre o comprimento de w. É claro que quando w
tem comprimento 0 ou 1 λpwq é reduzida e λpwq “ w.

Se w tem comprimento n ě 1, então

w “ uxε, com u uma palavra de comprimento n´ 1, x P X, ε “ ˘1.

Pela hipótese indutiva, λpuq é reduzida, vem de u por redução e se u reduzida então
λpuq “ u.

Se λpuq “ vx´ε para alguma palavra v, então v é reduzida e vx´ε vem de u por
redução, portanto

λpwq “ λpuxεq “ v

é reduzida e vx´εxε (logo v “ λpwq) vem de uxε “ w por redução.

Se λpuq ‰ vx´ε para toda palavra v, então

λpwq “ λpuxεq “ λpuqxε,

como λpuq é reduzida e não é da forma vx´ε então λpwq é reduzida e dado que λpuq vem
de u por redução, então λpwq “ λpuqxε vem de uxε “ w por redução. Se w é reduzida,
então u é reduzida e λpuq “ u. Como w “ uxε é reduzida, então u “ λpuq não pode ser da
forma vx´ε, assim, λpwq “ λpuxεq “ λpuqxε “ uxε “ w.

Vamos provar agora que para toda palavra u,

λpuxεx´εq “ λpuq

Se λpuq “ vx´ε para alguma palavra v, então vx´ε é reduzida, logo v não e da forma wxε,
assim λpuxεq “ v não é da forma wxε, então

λpuxεx´εq “ λpuxεqx´ε “ vx´ε “ λpuq.
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Se λpuq não é da forma vx´ε, então λpuxεq “ λpuqxε, logo

λpuxεx´εq “ λpuq.

Por último, provamos que se u, v são palavras e x P X, então

λpuxεx´εvq “ λpuvq.

Fixamos u e x, e procedemos por indução no comprimento de v. No caso de comprimento
1 temos v “ yr, com y P X, r “ ˘1. Se yr “ xε, então

λpuxεx´εvq “ λpuxεx´εxεq “ λpuxεq “ λpuvq,

caso contrário temos duas possibilidades: se λpuq é da forma wy´r, então

λpuxεx´εq “ λpuq “ wy´r,

logo

λpuxεx´εvq “ λpuxεx´εyrq “ w (pela definição de λ)

“ λpuyrq “ λpuvq.

Se λpuq não é da forma wy´r, então λpuxεx´εq não é da forma wy´r, logo

λpuxεx´εvq “ λpuxεx´εyrq “ λpuxεx´εqyr “ λpuqyr “ λpuyrq “ λpuvq.

Agora, se v tem comprimento n ě 1, v “ wyr com w de comprimento n´ 1, então pela
hipótese indutiva,

λpuxεx´εwq “ λpuwq.

Se λpuwq “ hy´r, então

λpuxεx´εvq “ λpuxεx´εwyrq “ h “ λpuwyrq “ λpuvq.

Se λpuwq não é da forma hy´r então λpuxεx´εwq não é da forma hy´r, logo

λpuxεx´εvq “ λpuxεx´εwyrq “ λpuxεx´εwqyr “ λpuwqyr “ λpuwyrq “ λpuwq.

Assim, se w1 é obtida de w por redução então λpwq “ λpw1q, logo, se w „ w2 então
λpwq “ λpw2q. Em particular, se w „ w2 e w,w2 são reduzidas, temos que

w “ λpwq “ λpw2q “ w2.

Portanto, os elementos de F pXq tem no máximo uma palavra reduzida e como λpwq é
reduzida e obtida de w por redução para toda palavra w então λpwq P rws, logo cada
elemento de F pXq tem pelo menos uma palavra reduzida.
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Teorema 3.2. Seja X um conjunto, e i : X Ñ F pXq dada por ipxq “ rxs, então pF pXq, iq
é livre sobre X.

Demonstração. Seja H um grupo e f : X Ñ H uma aplicação de conjuntos. Seja

φ : F pXq Ñ H

dada por
φprxe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in sq “ fpxi1q

e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq
en ,

φ está bem definida pois se xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

er´1
ir´1 x

er`2
ir`2 ¨ ¨ ¨ x

en
in é obtida de xe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in por redução

elementar, onde ir “ ir`1 e er “ ´er`1, então

fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en “ fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxir´1q

er´1fpxir`2q
er`2 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en .

É claro que φ é um homomorfismo e f “ φ ˝ i. Como F pXq é gerado por ipXq, temos a
unicidade de φ.

Como consequência das proposições anteriores podemos assumir X como um
subconjunto de F pXq e i sendo a inclusão. Também, podemos identificar os elementos de
F pXq com a correspondente palavra reduzida.

Agora, podemos mostrar formalmente a interpretação dos grupos livres que foi
dada inicialmente.

Proposição 3.3. Seja G um grupo, X um conjunto e j : X Ñ G uma aplicação de
conjuntos, então são equivalentes:

(i) pG, jq é livre sobre X;

(ii) G é gerado por jpXq e se jpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxinq

en “ 1, então para todo grupo H e
f : X Ñ H, fpxi1qe1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en “ 1.

Demonstração. piq ñ piiq. Pela Proposição 3.1 existe um isomorfismo

φ : F pXq Ñ G,

tal que j “ φ ˝ i, assim, como F pXq é gerado por ipXq, então G é gerado por φpipXqq “
jpXq.
Se

jpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxinq

en “ 1

então dados um grupo H e f : X Ñ H, temos que como pG, jq é livre sobre X, existe
ψ : GÑ H tal que f “ ψ ˝ j, logo

fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxi1q

e1 “ ψpjpxi1qq
e1 ¨ ¨ ¨ψpjpxi1qq

e1 “ ψpjpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxi1q

e1q “ ψp1q “ 1.
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piiq ñ piq. Seja H um grupo e f : X Ñ H. Dado g P G, g “ jpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxinq

en , pois jpXq
gera G. Definimos

φ : GÑ H por φpgq “ fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en .

Vejamos que φ está bem definida.

jpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxinq

en “ jpxr1q
t1 ¨ ¨ ¨ jpxrmq

tm

ñ jpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ jpxinq

enjpxrmq
´tm ¨ ¨ ¨ jpxr1q

´t1 “ 1

ñ fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

enfpxrmq
´tm ¨ ¨ ¨ fpxr1q

´t1 “ 1

ñ fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en “ fpxr1q
t1 ¨ ¨ ¨ fpxrmq

tm .

Claramente, φ é um homomorfismo. Também, φpjpxqq “ fpxq para todo x P X, então
f “ φ ˝ j. Como jpXq gera G temos a unicidade de φ. Assim, pG, jq é um grupo livre
sobre X.

Proposição 3.4. Seja X um conjunto, então F pXq é um grupo residualmente finito,
ou seja, para todo 1 ‰ w P F pXq, existe N Ÿ F pXq com w R N e F pXq{N finito.

Demonstração. Seja
w “ xe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in P F pXq

uma palavra reduzida não vazia. Vamos encontrar um homomorfismo

φ : F pXq Ñ Sn`1

tal que φpwq ‰ 1Sn`1 , desta forma w R kerpφq ŸF pXq com F pXq{kerpφq – Impφq Ď Sn`1

finito.
Seja

f : X Ñ Sn`1

definida por: fpxq ” 1Sn`1 , se x R txi1 , . . . , xinu. Se x P txi1 , . . . , xinu, tomamos fpxq como
uma permutação que leva r ` 1 em r se x “ xir e er “ 1, e leva r em r ` 1 se x “ xir

e er “ ´1, para r ď n; se as condições anteriores definem uma função injetora entre
subconjuntos de t1, . . . , n` 1u, a permutação desejada fpxq é qualquer extensão bijetora
desta função. Assim, um número r não pode ter duas imagens pois estas seriam r ´ 1
e r ` 1, que implica x “ xir , er “ ´1, x “ xir´1 e er´1 “ 1, que não é possível pois w
é reduzida. Também, se um número s tem duas pré-imagens (s ´ 1 e s ` 1) ocorreria
x “ xis , es “ 1, x “ xir´1 e es´1 “ ´1, que de novo não é possível porque w é reduzida.
Observamos então que mesmo se x aparecer mais de uma vez em w, fpxq fica bem definida.
Logo, a função f está bem definida, então existe um homomorfismo φ : F pXq Ñ Sn`1, tal
que

φpxq “ fpxq para todo x P X.
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Temos que φpwq ‰ 1, pois

pφpwqqpn` 1q “ pφpxe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in qqpn` 1q “ pφpxi1qe1 ¨ ¨ ¨φpxinq

enqpn` 1q “ 1.

O último vale pois

φpxenin qpn` 1q “ n, φpx
en´1
in´1 qpnq “ n´ 1, . . . , φpxe1

i1 qp2q “ 1.

Proposição 3.5. Se G é um grupo residualmente finito e finitamente gerado, então ele
é hopfiano, ou seja, todo homomorfismo sobrejetor f : G Ñ G é automorfismo. Em
particular, se X é um conjunto finito, F pXq é hopfiano.

Demonstração. Seja
α : GÑ G

um homomorfismo sobrejetor. Suponhamos que α não é automorfismo, então kerpαq ‰ 1.
Seja

1 ‰ g P kerpαq.

Como G é residualmente finito, existe

N ŸG, tal que G{N finito e g R N.

Seja
ϕ : GÑ G{N a projeção canônica.

Temos que ϕ ˝ αn é homomorfismo de G em G{N para todo n P N. Como G é finitamente
gerado e G{N é finito, só podem existir número finito de homomorfismos de G em G{N ,
logo

ϕ ˝ αn “ ϕ ˝ αm para alguns n ą m.

Observamos que αm é sobrejetor pois α é, logo existe h P G tal que

αmphq “ g, então pϕ ˝ αmqphq “ ϕpgq ‰ 1,

mas
pϕ ˝ αnqphq “ pϕ ˝ αn´mqpgq “ ϕp1q “ 1,

obtendo uma contradição.

Proposição 3.6. Sejam X, Y conjuntos, então F pXq – F pY q ðñ |X| “ |Y |.

Demonstração. (ð) Seja
f : X Ñ Y
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uma bijeção, então existe um único homomorfismo

φ : F pXq Ñ F pY q

que estende f e um único homomorfismo

ψ : F pY q Ñ F pXq

que estende f´1. Logo,
idF pXq, φ ˝ ψ : F pXq Ñ F pXq

são homomorfismos que são extensões de idX : X Ñ X, e

idF pY q, ψ ˝ φ : F pY q Ñ F pY q

são homomorfismos que são extensões de idY : Y Ñ Y . Assim, idF pXq “ φ ˝ ψ e
idF pY q “ ψ ˝ φ, então φ é isomorfismo.

(ñ) Considerando a quantidade de homomorfismos de F pXq em Z2, temos que
esta é igual ao número de funções de X em Z2, logo

|HompF pXq,Z2q| “ 2|X|.

Como F pXq – F pY q temos então que

2|X| “ |HompF pY q,Z2q| “ 2|Y |,

então se X ou Y for finito, temos que |X| “ |Y |.
Se X, Y são infinitos, usando o Axioma da Escolha pode se provar que |MpX YX´1

q| “

|X YX´1
|, e dado que X é infinito temos |X YX´1

| “ |X|, logo

|MpX YX´1
q| “ |X|.

Como F pXq é o conjunto das classes de equivalência da relação „ em MpX YX´1
q, temos

|F pXq| ď |X| e é claro que |X| ď |F pXq|, então

|X| “ |F pXq| “ |F pY q| “ |Y |.

Apresentamos agora uma definição equivalente do que é um grupo livre.

Definição 3.2. Um grupo G é dito grupo livre, se G é isomorfo a F pXq para algum
conjunto X. Neste caso, se i : F pXq Ñ G é um isomorfismo, ipXq é chamado de base e o
número de elementos de uma base |ipXq| “ |X| é chamado de posto de G.
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Note que o posto está bem definido pois se A,B são bases de G, existem con-
juntos X, Y e isomorfismos i : F pXq Ñ G, j : F pY q Ñ G tais que A “ ipXq e B “ jpY q.
Assim F pXq – F pY q, e pela proposição 3.6, |X| “ |Y | que implica |A| “ |B|, e toda
bijeção f : A Ñ B se estende a um automorfismo em G. Reciprocamente, se φ for um
automorfismo tem se que φpAq também é base de G, pois φ ˝ i : F pXq Ñ G é isomorfismo
e pφ ˝ iqpXq “ φpAq.

Vamos ver agora que a definição acima é de fato equivalente à Definição 3.1 e
que se G é um grupo livre com base X Ď G, ele pode se identificado como o conjunto das
palavras reduzidas em X.

Proposição 3.7. Seja G um grupo e X Ď G. Então são equivalentes:

(i) G é livre sobre X.

(ii) G é livre com base X.

(iii) Todo elemento w P G se escreve de forma única como w “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in , onde n ě 0,

xir P X, er “ ˘1 e er`1 ‰ ´er quando ir`1 “ ir.

(iv) G é gerado por X e 1 ‰ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in para todo n ą 0, xir P X e er “ ˘1, onde

er`1 ‰ ´er quando ir`1 “ ir.

Demonstração. piq ñ piiq Como G é livre sobre X, e F pXq também é livre sobre X, então
pela Proposição 3.1, existe um isomorfismo

φ : F pXq Ñ G tal que φpXq “ X,

logo X é uma base de G.

piiq ñ piq SeG é livre com baseX, então existe um conjunto Y e um isomorfismo

φ : F pY q Ñ G

tal que φpY q “ X. Como |X| “ |Y | existe um isomorfismo

ψ : F pXq Ñ F pY q

com ψpXq “ Y pela Proposição 3.6, logo

φ ˝ ψ : F pXq Ñ G

é um isomorfismo, com pφ ˝ ψqpXq “ X. Assim, dado que F pXq é livre sobre X, temos
que G é livre sobre X pela proposição 3.1.
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piiiq ñ pivq É imediato.

pivq ñ piiiq Como G é gerado por X, todo elemento de G se escreve como em
piiiq, e se um elemento w P G se escreve de duas formas, w “ xe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in “ xt1j1 ¨ ¨ ¨ x

tm
jm ,

onde n,m ě 0, xir , xjs P X, er “ ˘1, ts “ ˘1, er`1 ‰ ´er quando ir`1 “ ir e es`1 ‰ ´es

quando js`1 “ js, então 1 “ ww´1
“ xe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in x

´tm
jm ¨ ¨ ¨ x´t1j1 , logo n “ m, ir “ jr, er “ tr

com r “ 1, . . . , n.

piq ñ piiiq Como F pXq satisfaz piiiq, então G também, pois é livre sobre X.

pivq ñ piiq Seja φ : F pXq Ñ G o homomorfismo que estende à função x ÞÑ x

definida em X. φ é sobrejetora porque G é gerado por X, e φ é injetora pois pivq implica
que kerpφq “ 1. Então φ é isomorfismo e φpXq “ X.

Como consequência imediata de pivq na proposição anterior, temos que se G é
livre sobre X e Y Ď X então xY y é livre sobre Y .

Definição 3.3. Seja F um grupo livre sobre X e g “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in P F uma palavra reduzida.

Dizemos que g é ciclicamente reduzida se i1 ‰ in ou i1 “ in com e1 ‰ ´en.

Segue da definição anterior que se g P F é ciclicamente reduzida, então gn é
ciclicamente reduzida e |gn| “ n|g| para todo n P N.

Proposição 3.8. Todo elemento de um grupo livre F é conjugado de uma palavra cicli-
camente reduzida, ou seja, para todo g P F , g “ uvu´1, onde u, v P F e v é ciclicamente
reduzida.

Demonstração. O resultado é claro quando |g| ď 1. Seja g “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in reduzida com

n ě 2. Se g é ciclicamente reduzida então definimos u “ 1, v “ g. Se g não é ciclicamente
reduzida, então xi1 “ xin e e1 “ ´en, tomando u0 “ xe1

i1 temos que g “ u0v0u
´1
0 , onde

|v0| ă |g|, pois g “ xe1
i1 ¨ ¨ ¨ x

en
in é reduzida, o resultado segue por indução sobre |g|.

Proposição 3.9. Os grupos livres são livres de torção.

Demonstração. Seja F um grupo livre e g P F com g ‰ 1. Pela proposição anterior,
existem u, h P F tais que g “ uhu´1, com h ciclicamente reduzida. Como g ‰ 1, então
h ‰ 1, logo |h| ą 0. Assim, |hn| “ n|h| ą 0 para todo n ą 0. Então hn ‰ 1, obtendo
gn “ uhnu´1

‰ 1 para todo n ą 0 .

Proposição 3.10. Todo grupo é quociente de um grupo livre.



Capítulo 3. Grupos Finitamente Apresentáveis 40

Demonstração. Seja G um grupo, então existe um homomorfismo

φ : F pGq Ñ G

que estende o mapa identidade de G, g ÞÑ g. Claramente φ é sobrejetor, logo G “ Impφq –

F pGq{kerpφq.
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3.2 Grupos finitamente apresentáveis
Definição 3.4. Uma apresentação de um grupo G consiste de um conjunto X, um
epimorfismo de grupos

φ : F pXq Ñ G

e um conjunto R Ď F pXq tais que

kerpφq “ xRyF pXq

Nesta situação,
G – F pXq{xRyF pXq e escrevemos G “ xX |Ryφ.

Os elementos de X são chamados de símbolos geradores de G, e as expressões de tipo
u “ v, onde u, v P F pXq e uv´1

P kerpφq são chamadas de relações em G. Assim, cada
elemento u P kerpφq tem uma relação correspondente u “ 1.

Quando X e R são finitos, dizemos que xX |Ry é uma apresentação finita
de G e que G é finitamente apresentável.

É comum omitir a função φ quando ela é o mapa natural de F pXq a F pXq{xRyF pXq

ou quando é injetora em X (e consideramos X como subconjunto de G), e escrevemos

G “ xX |Ry.

Às vezes é conveniente escrever os elementos de r P R como a sua relação correspondente
r “ 1 ou alguma equivalente de tipo u “ v, com uv´1

“ r.

Exemplo 3.2. O grupo trivial tem apresentação xH |Hy. Também é fácil ver que a
apresentação

xx, y |x3
“ 1, y2

“ 1, xy “ 1y

corresponde igualmente ao grupo trivial. De fato, como y “ x´1 temos que

|x| “ |y| deve ser divisor de 2 e de 3 ùñ |x| “ 1 ùñ x “ 1.

Exemplo 3.3. O grupo dos números inteiros pZ,`q tem apresentação xx |Hy.

Exemplo 3.4. xx |xny é uma apresentação do grupo Zn.

Exemplo 3.5. xx1, . . . , xn |xixj “ xjxi, 1 ď i ă j ď ny é uma apresentação do grupo
Zn “ Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z

looooomooooon

n´vezes

.
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Teorema 3.3. (von Dyck). Sejam G,H grupos com

G “ xX |Ryφ,

f : X Ñ H aplicação de conjuntos, e

θ : F pXq Ñ H

o homomorfismo que estende f.
Então se θprq “ 1 para todo r P R, existe um homomorfismo

ψ : GÑ H tal que ψpφpxqq “ fpxq para todo x P X.

Além disso, se H “ xfpXqy então ψ é epimorfismo.

Demonstração. Suponhamos θprq “ 1 para todo r P R, então R Ď kerpθq, logo

kerpφq “ xRyφ Ď kerpθq.

Então para cada g P G definimos
ψpgq “ θpwq,

onde w é qualquer elemento de F pXq tal que φpwq “ g (que existe pois φ é sobrejetora).
Vejamos que ψ está bem definida. Se φpw1q “ φpw2q “ g, então 1 “ φpw1qφpw2q

´1
“

φpw1w
´1
2 q, logo w1w

´1
2 P kerpφq Ď kerpθq, assim θpw1w

´1
2 q “ 1 e portanto θpw1q “ θpw2q.

Observamos que ψ é homomorfismo pois se g1, g2 P G com φpw1q “ g1, φpw1q “

g2 então φpw1w2q “ g1g2, logo ψpg1g2q “ θpw1w2q “ θpw1qθpw2q “ ψpw1qψpw2q.

É claro que ψpGq “ θpF pXqq “ xfpXqy, então se H “ xfpXqy, ψ é epimorfismo.

O teorema anterior pode ser visto como um caso particular do Teorema 1.5
considerando K “ F pXq, v “ φ (portanto xRyK “ kerpφq e K{xRyK – G).

Exemplo 3.6. Dados dois conjuntos X, Y , e R Ď F pXq, S Ď F pX Y Y q. A inclusão
X

i
ãÝÑ X Y Y induz um homomorfismo

xX |Ry Ñ xX Y Y |R Y Sy

segundo o teorema anterior.
Em termos do enunciado do teorema anterior,

H “ xX Y Y |R Y Sy,
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φ é a projeção natural de F pXq em xX |Ry e f “ π ˝ i onde π é a projeção natural
de F pX Y Y q em xX Y Y |R Y Sy. Vemos que se θ é o homomorfismo que estende f e
r “ xe1

i1 ¨ ¨ ¨ x
en
in P R, então

θprq “ θpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ θpxinq

en “ fpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ fpxinq

en “ πpxi1q
e1 ¨ ¨ ¨ πpxinq

en “ πprq “ 1

pois r P R Ď R Y S.

Agora vamos ver como comparar apresentações do mesmo grupo.

Definição 3.5. Seja G um grupo e xX |Ryφ uma apresentação de G. Se S Ď xRyF pXq

então xX |R Y Syφ também é apresentação de G. Neste caso dizemos que

xX |R Y Syφ é uma transformação geral de Tietze Tipo I de xX |Ryφ,

e

xX |Ryφ é uma transformação de Tietze geral Tipo I’ de xX |R Y Syφ.

Quando |S| “ 1 falamos de transformações de Tietze simples.

Proposição 3.11. Seja G “ xX |Ryφ e Y um conjunto tal que X X Y “ H. Para cada
y P Y seja uy P F pXq, então

xX Y Y |R Y tyu´1
y : y P Y uyψ

é uma apresentação de G, onde

ψ : F pX Y Y q Ñ G

é o homomorfismo de grupos que estende a função z ÞÑ
#

φpzq se z P X
φpuyq se z P Y

.

Demonstração. Seja
N “ xR Y tyu´1

y : y P Y uyF pXYY q.

Dado r P R, como R Ď F pXq sabemos que ψprq “ φprq “ 1. Se y P Y , temos que

ψpyu´1
y q “ ψpyqψpuyq

´1
“ φpuyqφpuyq

´1
“ 1.

Então pelo Teorema 1.5 existe um homomorfismo

ψ̃ : F pX Y Y q{N Ñ G

tal que ψpwq “ ψ̃pNwq para todo w P F pX Y Y q. Claramente ψ é epimorfismo, então ψ̃
também é.
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De outro lado, seja

π : X Ñ F pX Y Y q{N

a restrição a X da projeção canônica de F pX YY q em N e π̃ o homomorfismo que estende
π a F pXq, então

π̃prq “ Nr “ N.

Então pelo Teorema de von Dyck, existe um homomorfismo

θ : GÑ F pX Y Y q{N

tal que θpφpxqq “ πpxq “ Nx para todo x P X. Como F pX Y Y q{N é gerado por
tNx : x P Xu (pois F pXYY q é gerado por XYY e se y P Y , Ny “ Nuy onde uy P F pXq)
então θ é um epimorfismo.

Agora, ψ̃ ˝ θ é a identidade em G, pois G “ xφpXqy e

ψ̃pθpφpxqqq “ ψ̃pNxq “ ψpxq “ φpxq.

Também, θ˝ψ̃ é a identidade em F pXYY q{N pois F pXYY q{N é gerado por tNx : x P Xu
e

θpψ̃pNxqq “ θpψpxqq “ θpφpxqq “ Nx.

Portanto ψ̃ é isomorfismo, assim,

ψpwq “ 1 ðñ ψ̃pNwq “ 1 ðñ Nw “ 1 ðñ w P N,

logo kerpψq “ N .

Definição 3.6. Na situação da proposição anterior, dizemos que

xX Y Y |R Y tyu´1
y : y P Y uyψ

é uma transformação geral de Tietze Tipo II de xX |Ryφ, e

xX |Ryφ

é uma transformação de Tietze geral Tipo II’ de xX Y Y |R Y tyu´1
y : y P Y uyψ.

Quando |Y | “ 1 falamos de transformações de Tietze simples.

Note-se que uma transformação de Tietze geral pode se obter, no caso que |S|
ou |Y | sejam finitos, por meio de um número finito de transformações de Tietze simples
do tipo correspondente.
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Teorema 3.4. Sejam xX |Ryφ, xY |Syψ duas apresentações de um grupo G. Então xY |Syψ

pode se obtida a partir de xX |Ryφ por meio de um número finito de transformações de
Tietze gerais (ou simples no caso que ambas apresentações forem finitas).

Demonstração. Suponhamos que X X Y “ H. Para cada y P Y seja

uy P F pXq tal que ψpyq “ φpuyq

e para cada x P X,
vx P F pY q tal que φpxq “ ψpvxq.

Seja
θ : F pX Y Y q Ñ G

o homomorfismo de grupos que estende a função

z ÞÑ

#

φpzq se z P X
φpuyq se z P Y

.

Então pela Proposição 3.11

xX Y Y |R Y tyu´1
y : y P Y uyθ

é uma apresentação de G, obtida de xX |Ry por uma transformação de Tietze geral tipo
II.

Agora, para todo y P Y

θpyq “ φpuyq “ ψpyq,

logo θpwq “ ψpwq para todo w P F pY q. Então para s P S,

θpsq “ ψpsq “ 1.

Além disso, para todo x P X,

θpvxq “ ψpvxq “ φpxq.

Portanto
xX Y Y |R, S, tyu´1

y : y P Y u, txv´1
x : x P Xuyθ

é uma apresentação de G, obtida da anterior por meio de uma Transformação geral de
Tietze tipo I.

Por simetria, esta última também vem de xY |Syψ por transformações de Tietze
gerais de tipo II e I. Logo xY |Syψ vem de xX |Ryφ por transformações de Tietze gerais
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de tipo II, I, I’ e II’.

No caso geral que X X Y ‰ H, tomamos um conjunto X 1 bijetivo com X, tal
que

X 1
X Y “ H “ X 1

XX.

Claramente, xX 1
|R1yφ

1 é uma apresentação de G, onde cada elemento de R1 é obtido
substituindo cada x P X pelo respectivo x1 P X 1, e φ1px1q “ φpxq. Usando o caso anterior
temos que xX 1

|R1yφ
1 vem de ambos, xY |Syψ e xX |Ryφ por uma sequência finita de

Transformações de Tietze gerais.

Proposição 3.12. Seja xX |Ryφ uma apresentação de um grupo G que é finitamente
gerado. Então existe um subconjunto finito X1 Ď X tal que G é gerado por φpX1q.

Demonstração. Seja H Ď G um subconjunto finito que gera o grupo G. Então cada h P H
é produto de número finito de elementos de φpXq e seus inversos. Então existe X1 Ď X

finito tal que H Ď xφpX1qy, logo G é gerado por φpX1q.

Proposição 3.13. Sejam xX |Ryφ, xY |Syψ apresentações de um grupo G. Se X,R e Y
são finitos, então existe S1 Ď S finito tal que xY |S1y

ψ é apresentação de G.

Demonstração. Sejam θ, uy, vx como na demonstração do Teorema 3.4, de onde sabemos
que

xX Y Y |T yθ é uma apresentação de G com T “ R Y tyu´1
y : y P Y u.

Agora,
θpxv´1

x q “ θpxqθpvxq
´1
“ φpxqψpvxq

´1
“ φpxqφpxq´1

“ 1,

então
xX Y Y |T Y txv´1

x : x P Xuyθ

é uma apresentação de G.

Para cada t P T seja t1 a palavra obtida de t ao substituir cada elemento x P X
que aparecer nela pelo respectivo vx, e seja

T 1 “ tt1 : t P T u.

Claramente T 1 Ď F pY q. Sejam

N “ xtxvx : x P XuyF pXYY q

e
π : F pX Y Y q Ñ F pX Y Y q{N a projeção canônica.
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Então como πpxq “ πpvxq para todo x P X, temos que

Nt “ πptq “ πpt1q “ Nt1 para todo t P T.

Logo
T Ď NT 1 Ď xN Y T 1yF pXYY q e T 1 Ď NT Ď xN Y T yF pXYY q.

Como T 1 Ď xN Y T yF pXYY q, então

G “ xX Y Y |T, T 1, txvx : x P Xuyθ

é uma transformação de Tietze geral tipo I da apresentação anterior de G. Como T Ď
xN Y T 1yF pXYY q, então

G “ xX Y Y |T 1, txvx : x P Xuyθ

é uma transformação de Tietze geral tipo I’ da anterior. Agora, para y P Y , θpyq “ φpuyq “

ψpyq e para x P X, θpxq “ φpxq “ ψpvxq, além disso T 1 Ď F pY q, portanto

G “ xY |T 1yψ

é uma transformação de Tietze geral tipo II’ da anterior.

Como R, Y são finitos, então

T “ R Y tyu´1
y : y P Y u é finito,

portanto T 1 é finito. Como T 1 Ď xSyF pY q (pois G “ xY |Syψ) então os elementos de T são
produtos de finitos elementos de S com seu inversos, então como T 1 é finito, existe um
subconjunto finito S1 Ď S tal que xT 1yF pY q Ď xS1y

F pY q, mas

kerpψq “ xT 1yF pY q “ xSyF pY q Ě xS1y
F pY q,

logo xS1y
F pY q

“ xT 1yF pY q “ kerpψq. Portanto G “ xY |S1y
ψ.

Proposição 3.14. Seja G um grupo e K ŸG tal que K e G{K são finitamente apresen-
táveis, então G é finitamente apresentável.

Demonstração. Sejam
K “ xX |Ry, G{K “ xY |Sy

apresentações finitas. Seja

π : GÑ G{K a projeção canônica.

Seja
θ : F pX Y Y q Ñ G
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o homomorfismo que satisfaz θpxq “ x, para todo x P F pXq e θpyq é algum elemento de
π´1

pyq para cada y P Y (logo πpθpyqq “ y em G{K).

Para cada s P S temos que πpθpsqq “ s “ 1 em G{K, logo θpsq P kerpπq “ K,
assim

θpsq “ us em K para algum us P F pXq.

Também, como KŸG, temos que @x P X, y P Y , θpy´1xyq “ θpyq´1xθpyq P K, pois x P K.
Então

θpy´1xyq “ wxy para algum wxy P F pXq

e
θpyxy´1

q “ vxy para algum vxy P F pXq.

Vejamos que

xX Y Y |R Y tsu´1
s : s P Su Y ty´1xyw´1

xy , yxy
´1v´1

xy : x P X, y P Y uyθ

é uma apresentação de G. Isto é, que θ é epimorfismo e kerpθq “ N , onde

N “ xR Y tsu´1
s : s P Su Y ty´1xyw´1

xy , yxy
´1v´1

xy : x P X, y P Y uyF pXYY q.

A inclusão N Ď kerpθq é clara pela definição de θ, us e wxy.

Seja w P kerpθq. Notamos que se x P X, y P Y ,

Ny´1xyw´1
xy “ N e Nyxy´1v´1

xy “ N

portanto Ny´1x “ Nwxyy
´1 e Nyx “ Nvxyy. Assim,

Nw “ Nw1w2,

onde w1 P F pXq, w2 P F pY q. Agora, como N Ď kerpθq e θpwq “ 1, temos que

1 “ θpNwq “ θpNw1w2q “ θpw1w2q.

Portanto, em G{K

1 “ πpθpw1w2qq “ πpθpw1qqπpθpw2qq “ πpw1qw2 “ w2,

então w2 P xSy
F pY q. Mas dados y P Y, s P S, temos que

Ny˘1usy
¯1
“ Nv
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para algum v P F pXq, pois Ny´1xy “ Nwxy e Nyxy´1
“ Nvxy para todo x P X. Portanto,

Nw2 “ Nw3 para algum w3 P F pXq. Novamente, temos

Nw “ Nw1Nw2 “ Nw1Nw3 “ Nw1w3,

e como θpNq “ 1 “ θpwq temos que

1 “ θpwq “ θpw1w3q,

então w1w3 P xRy
F pXq

Ď N , portanto

N “ Nw1w3 “ Nw

ou seja, w P N . Concluímos que kerpφq “ N .

Por último, vejamos que θ é epimorfismo. Seja H “ xθpXq, θpY qy. Por constru-
ção temos K “ xθpXqy Ď H, πpθpXqq Ď πpKq “ 1 e

πpHq “ xπpθpXqq, πpθpY qqy “ xπpθpY qqy “ xY y “ G{K.

Portanto H “ G.
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3.3 A função de Dehn de um grupo
Nesta seção definimos funções de Dehn e desigualdades isoperimétricas para

um grupo, baseados em [3] e [5].

Dada uma apresentação finita

xX |Ry

de um grupo G (onde tratamos X como subconjunto de G), sabemos que os elementos
de G podem ser representados como palavras em X YX´1. Portanto é importante poder
identificar quando uma palavra w P F pXq corresponde ao elemento identidade em G, ou
seja, quando

w P xRyF pXq.

Esta questão é conhecida como o Problema da palavra para G.

Nesta situação, precisamos usar as relações r P R para transformar a palavra
w no elemento identidade em G, no seguinte sentido: se

r ” u1u2u3 P R

(ui possivelmente vazia) e w ” w1u
˘1
2 w2, temos que pu3u1q

´1
“ u2 em G, logo

w “ w1pu3u1q
¯1w2 ” w1 em G

e dizemos que w1 foi obtida a partir de w usando a relação r.

Chamamos custo de obter w1 a partir de w o número mínimo de vezes que
deve se usar alguma relação para obter w1 começando de w. Se obtemos a palavra vazia a
partir de w por meio das relações r P R, concluímos que

w “ 1 em G.

Assim, obter informação sobre o custo de converter uma palavra w de determi-
nado comprimento na palavra vazia, está intimamente relacionado com obter uma solução
ao problema da palavra em G.

Agora, suponhamos que w1 “ w1pu3u1q
´1w2 foi obtida de w “ w1u2w2 usando

a relação r “ u1u2u3. Temos então que em F pXq, u´1
1 ru´1

3 “ u2, logo

w “ w1pu
´1
1 ru´1

3 qw2 “ w1u
´1
1 ru´1

3 u3u1w
´1
1 w1pu3u1q

´1w2

“ pu1w
´1
1 q

´1rpu1w
´1
1 qw

1

“ v´1
1 rv1w

1,
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com v1 “ u1w
´1
1 . Igualmente, se w2 é obtida de w1 usando a relação r1 P R, vamos obter

que w1 “ v´1
2 pr

1
q
˘1v2w

2. Assim, se conseguirmos obter a palavra vazia a partir de w usando
N relações em R, obtemos que

w “
N
ź

i“1
v´1
i reii vi, com ei “ ˘1, vi P F pXq, ri P R,

ou seja, w P xRyF pXq.

Definição 3.7. Seja P ” xX |Ry uma apresentação finita do grupo G. w P F pXq é dita
homotopicamente nula em G, se w “ 1 em G. Definimos sua área algébrica como

AreaPa pwq “ mintN P N | w “
N
ź

i“1
v´1
i reii vi, ei “ ˘1, vi P F pXq, ri P Ru.

Assim, definimos a função de Dehn da apresentação P como a função δP : NÑ N dada
por

δP pnq :“ maxtAreaPa pwq | w P F pXq homotopicamente nula e |w| ď nu.

Notamos então que AreaPa pwq representa o número mínimo de passos necessários
para solucionar o problema da palavra no caso particular da palavra w. Assim, δP pnq dá
conta da complexidade do problema da palavra no grupo correspondente à apresentação
P .

Exemplo 3.7. Consideremos as seguintes apresentações do grupo Z. P1 “ xx |Hy, P2 “

xx, y | yy, temos que δP1pnq “ 0 e δP2pnq “ n, para todo n P N.

Do exemplo anterior, observamos que duas apresentações de um mesmo grupo
podem ter diferentes funções de Dehn, mas elas são equivalentes no seguinte sentido.

Definição 3.8. Dadas duas funções

f, g : r0,8q Ñ r0,8q,

dizemos que f é dominada assintoticamente por g, se

existe C ą 0 tal que fplq ď CgpCl ` Cq ` Cl ` C para todo l ě 0

e denotamos isto por f ĺ g. Dizemos que

f, g são equivalentes assintoticamente se f ĺ g e g ĺ f

e denotamos isto por f » g.

Proposição 3.15. As funções de Dehn de duas apresentações finitas do mesmo grupo são
equivalentes assintoticamente.
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Demonstração. Seja G um grupo e P ” xX |Ry uma apresentação finita de G. Por causa
do Teorema 3.4, basta ver o que acontece com as funções de Dehn das apresentações dadas
por transformações de Tietze simples de P .

Assim, consideramos primeiro a apresentação de G,

P 1 ” xX |R Y tr1uy, onde r1 P xRyF pXq.

Temos então que

r1 “
m
ź

i“1
v´1
i rivi, vi P F pXq, ri P R

˘1.

Agora, se w P xR Y tr1uyF pXq temos que

w “
N
ź

i“1
w´1
i r1iwi, wi P F pXq, r

1
i P pR Y tr

1
uq
˘1.

Substituindo r1 pelo respectivo produto, temos que w se escreve como produto de máximo
mN conjugados de elementos de R. Assim,

para todo n P N temos δP pnq ď mδP 1pnq.

Além disso,
δP 1pnq ď δP pnq

é claro, pois R Ď R Y tr1u, logo δP 1 » δP .

Consideramos agora a apresentação de G,

P 2 ” xX Y tyu |R Y tyu´1
y uy

onde uy P F pXq. Sejam M “ |uy| e w P F pX Y Y q homotopicamente nula. Substituindo
em w, y por uy, obtemos uma palavra w1 P F pXq com |w1| ď M |w|, isto é, obtemos w1

usando no máximo |w| relações de R Y tyu´1
y u. E para obter a palavra vazia a partir de

w1 precisamos de usar no máximo δP pM |w|q relações de R, portanto

AreaP
2

a pwq ď δP pM |w|q ` |w|,

logo
δP 2pnq ď δP pMnq ` n

para todo n P N, obtendo δP 2 ĺ δP .

Agora, vejamos que δP ĺ δP 2 . Seja

φ : F pX Y tyuq Ñ F pXq



Capítulo 3. Grupos Finitamente Apresentáveis 53

o homomorfismo de grupos que satisfaz φpyq “ uy e φpxq “ x para todo x P X. Se
w P F pXq é homotopicamente nula, temos que

w “
N
ź

i“1
v´1
i rivi, com vi P F pX Y tyuq, ri P pR Y tyu

´1
y uq

˘1.

Então como w P F pXq, temos que

w “ φpwq “
m
ź

i“1
w´1
i r1iwi com wi P F pXq, r

1
i P R

˘1 e m ď N

onde φpviq “ wi, φpriq “ r1i. Assim, δP pnq ď δP 2pnq para todo n P N.

Definição 3.9. Dado um grupo G finitamente apresentável, podemos falar agora da
função de Dehn de G, δG sendo a função de Dehn de alguma das suas apresentações a
menos de » equivalência. Dizemos que G satisfaz uma desigualdade isoperimétrica
quadrática (ou linear, ou exponencial, etc...) se δGpnq ĺ n2 (ou ĺ n, ou ĺ 2n, etc...;
respectivamente).

Exemplo 3.8. Uma classe importante de grupos são os chamados grupos hiperbólicos,
que podem se definir de forma alternativa, como os grupos finitamente apresentáveis que
tem função de Dehn linear (» n). Como caso particular, temos que grupo livre F pXq com
X finito é hiperbólico pois δF pXqpnq » n.

Exemplo 3.9. Para o grupo abeliano Zk com k ě 2, temos que sua função de Dehn é
δZkpnq » n2.
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4 A função de Dehn do grupo metabeliano
de Baumslag

Nesta seção vamos estudar com detalhe o artigo [7], sobre a função de Dehn e
algumas propriedades do grupo metabeliano de Baumslag.

4.1 O grupo de Baumslag
Definição 4.1. O grupo de Baumslag Γ está dado pela seguinte apresentação

xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts, as “ aaty,

lembrando que
rx, ys “ x´1y´1xy e xy “ y´1xy,

onde x, y são elementos de um grupo. Também, acrescentando em Γ a relação am “ 1 para
m ě 2, definimos a família de grupos

Γm “ xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts, as “ aat, am “ 1y.

Lema 4.1. O subgrupo normal de Γ gerado por a, A “ xayΓ é abeliano.

Demonstração. Primeiro, vamos mostrar que ra, atis “ 1 para cada i ą 0 por indução
sobre i.
Para i “ 1 temos ra, ats “ 1 pela definição de Γ. Suponhamos que dado i ě 2 vale
ra, at

j

s “ 1, para todo 1 ď j ă i. Então

1 “ 1s “ ra, ati´1
s
s
“ ras, at

i´1s
s “ raat, aspt

i´1q
s. (4.1)

A ultima igualdade vem do fato de que rs, ts “ 1. Agora,

aspt
i´1q

“ pasqt
i´1
“ paatqt

i´1
“ at

i´1
at
i

substituindo isto no ultimo termo de (4.1), temos que 1 “ raat, ati´1
at
i

s. Agora,

1 “ raat, ati´1
at
i

s “ raat, at
i

sraat, at
i´1
s
at
i

. (4.2)

Olhamos para o termo raat, atis:

raat, at
i

s “ ra, at
i

s
at
rat, at

i

s “ ra, at
i

s
at
ra, at

i´1
s
t
“ ra, at

i

s
at1t “ ra, atisat . (4.3)

Para o termo raat, ati´1
s temos que

raat, at
i´1
s “ ra, at

i´1
s
at
rat, at

i´1
s “ 1atra, ati´2

s
t
“ 1t “ 1. (4.4)
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Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.2), temos então que

1 “ ra, atisat1at
i

“ ra, at
i

s
at ,

portanto, 1 “ ra, atis.

Para i ă 0 temos que ra, atis “ rat
´i

, ast
i , mas pelo provado anteriormente,

temos que ra, at´is “ 1, que implica rat´i , as “ 1, assim ra, atis “ 1ti “ 1. Assim, ra, atis “ 1
para todo i P Z.

Podemos ver que A é gerado como grupo por elementos da forma asitj , i, j P Z.
De fato, sabemos que A é gerado por elementos da forma au, com u P Γ, mas u é produto
de elementos da forma vakw com k P Z e v, w P F pts, tuq, e temos

ava
kw
“ ppakq´1avakqw “ ppawqkq´1avwpawqk.

Este ultimo, dado que st “ ts, é produto de elementos da forma asitj e seus inversos.
Assim,

A “ xtas
itj
| i, j P Zuy.

Sabemos que as “ aat, então para i ě 1

as
i

“ pasqs
i´1
“ paatqs

i´1
“ as

i´1
ats

i´1
“ as

pi´1q
pas

i´1
q
t,

portanto, por indução sobre i, vemos que asi P H “ xtat
j

| j P Zuy ď A para todo i ě 0.

Para ver que A é abeliano, basta provar que

ras
itj , as

i0 tj0
s “ 1 para todo i, j, i0, j0 P Z.

Podemos supor que i ě i0 (pois temos que rasitj , asi0 tj0 s “ rasi0 tj0 , asitj s´1). Assim,

ras
itj , as

i0 tj0
s “ 1 ðñ rat

jsi , at
j0si0

s “ 1

ðñ rat
jsi´i0 , at

j0
s “ 1

ðñ ras
i´i0t

j

, at
j0
s “ 1

mas asi´i0 P H pois i ´ i0 ě 0, então as
i´i0 tj

P H. Também, atj0 P H. H é abeliano
porque ra, atks “ 1 para todo k P Z. Logo rasi´i0t

j

, at
j0
s “ 1. Portanto, temos que AŸ Γ é

abeliano.

Proposição 4.1. O grupo de Baumslag Γ é metabeliano.
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Demonstração. Pelo lema anterior temos que xayΓ “ A Ÿ Γ é abeliano. Precisamos ver
que Γ{A é abeliano. Basta provar que rg, hs P A para todo g, h P Γ. Usando o fato de que
A é normal, isso é equivalente a provar que ra, ts, ra, ss, rs, ts P A. De fato,

ra, ts “ a´1t´1at “ a´1at P A, ra, ss “ a´1s´1as “ a´1as P A,

por último rs, ts “ 1 P A. Assim, Γ é metabeliano.

Ressaltamos da prova do Lema 4.1 que as relações ra, atks “ 1, k P Z se
satisfazem em Γ. Entender o papel de tais relações vai ser fundamental no resto do
trabalho, portanto aparecerão várias das suas propriedades daqui na frente.

Proposição 4.2. O subgrupo xa, ty de Γ tem apresentação xa, t | ra, atks “ 1, k P Zy, e o
subgrupo xa, ty de Γm tem apresentação xa, t | am “ 1, ra, atks “ 1, k P Zy.

Demonstração. Seja A “ xayΓ, na proposição anterior vimos que

Q “ Γ{A é abeliano.

Então podemos considerar o grupo A como um ZrQs-módulo à direita, tal como foi feito
no Exemplo 2.6. Como A “ xayΓ, temos que A é cíclico como ZrQs-módulo, e é gerado por a.

Como Q “ Γ{A, Q é isomorfo como grupo ao grupo Γ adicionando a relação
a “ 1, isto é, o subgrupo xs, ty ď Γ. Identificando Q com xs, ty, temos que ZrQs é precisa-
mente o anel comutativo Zrs, s´1, t, t´1

s, pois rs, ts “ 1.

Como vimos no Exemplo 2.4, o fato de A ser módulo cíclico gerado por a
implica que

A – Zrs, s´1, t, t´1
s{AnnZrQspaq.

Mas observamos que u P AnnZrQspaq quando a ˝ u “ 0, e isto acontece se u P ps´ t´ 1q
(o ideal de Zrs, s´1, t, t´1

s gerado por s ´ t ´ 1), pois a relação as “ aat, em notação
aditiva, se traduz em as ´ at ´ a “ 0, ou seja a ˝ ps´ t´ 1q “ 0. Notamos que a relação
ra, ats “ 1 em notação aditiva, equivale a ´a´ at ` a` at “ 0, que é trivial em A visto
como ZrQs-módulo. Assim,

AnnZrQspaq “ ps´ t´ 1q e A – Zrs, s´1, t, t´1
s{ps´ t´ 1q.

Temos então que

Γ “ A¸Q “ Zrs, s´1, t, t´1
s{ps´ t´ 1q ¸Q, com AXQ trivial.

Seja agora
H “ xa, ty ď Γ,
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temos que H é metabeliano, onde B “ A X H Ÿ H é subgrupo abeliano normal de H
e Q0 “ H{B é isomorfo ao grupo cíclico gerado por t, e portanto abeliano. Novamente,
podemos considerar B como um ZrQ0s-módulo, assim B é um ZrQ0s-módulo cíclico com
gerador a e H “ B ¸Q0. Identificando Q0 com o subgrupo de H gerado por t, temos que
ZrQ0s corresponde ao subanel comutativo Zrt, t´1

s e

B – Zrt, t´1
s{AnnZrQ0spaq.

Temos que

AnnZrQ0spaq “ AnnZrQspaq X Zrt, t´1
s “ ps´ t´ 1q X Zrt, t´1

s.

Assim, se f P ps ´ t ´ 1q X Zrt, t´1
s, f “ ps ´ t ´ 1qh com h P Zrs, s´1, t, t´1

s e f não
depende de s, s´1, assim f “ fpt, s “ s0q, com s0 arbitrário então f “ fpt, s “ t ` 1q “
pt` 1´ t´ 1qhpt, t` 1q “ 0. Logo

AnnZrQ0spaq “ t0u e portanto B – Zrt, t´1
s,

então B é o grupo abeliano livre com base tatz , z P Zu.

Como H “ B ¸ Q0 e Q0 é o grupo livre gerado por t, temos que xa, t |Ry é
apresentação de H, onde R são as relações que fazem a B ser abeliano, ou seja, R “

trat
z1 , at

z2
s, z1, z2 P Zu. Mas observamos que as relações em R são consequências das

relações tra, atz s, z P Zu, pois ratz1 , at
z2
s “ ra, apz2´z1qs

tz1 . Portanto,

xa, t | ra, at
k

s “ 1, k P Zy é uma apresentação de H.

Se adicionarmos a relação am “ 1, notamos que em notação aditiva equivale a
am “ 0, portanto B como módulo, vira pZ{mZq-módulo livre com base tatz , z P Zu. Então
as relações em R neste caso seriam as que fazem B abeliano junto com am “ 1, portanto
xa, t | am “ 1, ra, atks “ 1, k P Zy seria apresentação de H considerado como subgrupo de
Γm.
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4.2 Um limite inferior para função de Dehn de Γ

Agora, consideramos o seguinte grupo

Γ “
C

a, p, q, s, t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ra, ats “ p, aat “ asq, s´1ps “ p´1, t´1pt “ p´1, ra, ps “ 1,
rs, ts “ 1, rp, qs “ 1, s´1qs “ q´1, t´1qt “ q´1, ra, qs “ 1

G

.

Seja H :“ xp, qy ď Γ.

Lema 4.2. H ď Γ é normal e Γ “ Γ{H.

Demonstração. Basta verificar que x´1Hx “ H e xHx´1
“ H para x P ta, p, q, s, tu. Agora,

s´1ps “ p´1
P H então conjugando com s´1 temos que p “ sp´1s´1

“ psps´1
q
´1
P H, logo

sps´1
P H. Analogamente, temos que s´1qs, sqs´1

P H. Portanto, como H “ xp, qy temos
que

sHs´1
“ H e s´1Hs “ H.

Da mesma forma,
tHt´1

“ H e t´1Ht “ H.

Como pq “ qp, temos que H é abeliano, portanto

x´1Hx “ H para x P tp, q, p´1, q´1
u.

Além disso, como ap “ pa e aq “ qa temos apa´1
“ a´1pa “ p P H e aqa´1

“ a´1qa “

q P H, assim
aHa´1

“ H e a´1Ha “ H

Logo H Ÿ Γ.
Como H “ xp, qy é normal então uma apresentação (por meio de geradores e relações) de
Γ{H se obtém tomando p “ 1,q “ 1 na apresentação de Γ

Γ{H “

C

a, s, t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ra, ats “ 1, aat “ as1, s´11s “ 1´1, t´11t “ 1´1, ra, 1s “ 1,
rs, ts “ 1, r1, 1s “ 1, s´11s “ 1´1, t´11t “ 1´1, ra, 1s “ 1

G

“ xa, s, t | ra, ats “ 1, aat “ as, rs, ts “ 1y “ Γ.

Sabemos que p e q comutam em Γ, portanto é razoável pensar que H – Z2.
Isto de fato acontece, mas não é obvio por causa de que p, q não são geradores livres em Γ.

Lema 4.3. H é isomorfo a Z2.
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Demonstração. Seja R o anel Zrx, x´1, px` 1q´1
s e

A “

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

, P “

¨

˚

˝

1 0 ´2x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

, Q “

¨

˚

˝

1 0 ´x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

S “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x` 1 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

, T “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

.

Temos que
detpAq “ detpP q “ detpQq “ 1 P R˚,

detpT q “ xp´x2
´ 2q “ ´x2

px` 1q P R˚

e
detpSq “ px` 1qp´x2

´ xq “ ´xpx` 1q2 P R˚,

logo A,P,Q, S, T P GL3pRq.

Considerando em GL3pRq as relações análogas às que definem Γ usando
A,P,Q, S, T . Temos que são satisfeitas as relações

iq rA,AT s “ P,AAT “ ASQ, rS, T s “ 1, rP,Qs “ 1, rA,P s “ 1 e rA,Qs “ 1:

AT “ T´1AT “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 1 0
0 x´1 x´1

0 0 ´x´1
px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 x 0
0 1 ´x´ 1
0 0 1

˛

‹

‚

,

então

rA,AT s “ A´1
pAT q´1AAT

“

¨

˚

˝

1 ´1 1
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 ´x ´xpx` 1q
0 1 x` 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 x 0
0 1 ´x´ 1
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 ´x´ 1 1´ px` 1q2

0 1 x

0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 x` 1 ´x´ 1
0 1 ´x

0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 ´2x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“ P ;
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AS “ S´1AS “

¨

˚

˝

1 0 0
0 px` 1q´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x` 1 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 1 0
0 px` 1q´1

px` 1q´1

0 0 ´x´1
px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x` 1 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 x` 1 0
0 1 ´x

0 0 1

˛

‹

‚

,

então

ASQ “

¨

˚

˝

1 x` 1 0
0 1 ´x

0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 x` 1 ´x´ 1
0 1 ´x

0 0 1

˛

‹

‚

“ AAT ;

rP,Qs “ P´1Q´1PQ

“

¨

˚

˝

1 0 2x` 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 x` 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´2x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 3x` 2
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´3x´ 2
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

;

rA,P s “ A´1P´1AP

“

¨

˚

˝

1 ´1 1
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 2x` 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´2x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 ´1 2x` 2
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 ´2x´ 1
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

;

rA,Qs “ A´1Q´1AQ

“

¨

˚

˝

1 ´1 1
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 x` 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 ´1 x` 2
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 ´x´ 1
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

.

Claramente, ST “ TS pois são matrizes diagonais e o produto em R é comutativo, logo
rS, T s “ 1.
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Mas não são satisfeitas as relações

iiq S´1PS “ P´1, S´1QS “ Q´1, T´1PT “ P´1, T´1QT “ Q´1 , pois para
todo f P R

S´1

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

S “

¨

˚

˝

1 0 0
0 px` 1q´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x` 1 0
0 0 ´xpx` 1q

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 f

0 px` 1q´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x` 1 0
0 0 ´xpx` 1q

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 ´xpx` 1qf
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

,

T´1

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

T “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´xpx` 1q

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 f

0 x´1 0
0 0 ´x´1

px` 1q´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´xpx` 1q

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 ´xpx` 1qf
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

.

(4.5)

Seja

G :“

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

1 h1 h2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

hi P R, gj P R
˚

,

/

.

/

-

Ď GL3pRq.

Temos que A,P,Q, S, T P G. Vejamos que G é subgrupo de GL3pRq. De fato, se N “
¨

˚

˝

1 h1 h2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

, N 1
“

¨

˚

˝

1 h11 h12

0 g11 h13

0 0 g12

˛

‹

‚

temos que NN 1
“

¨

˚

˝

1 f1 f2

0 g1g
1
1 f3

0 0 g2g
1
2

˛

‹

‚

P G onde fi P R e

gjg
1
j P R

˚ pois gj, g1j P R˚. Além disso, N´1
“

¨

˚

˝

1 f 11 f 12

0 g´1
1 f 13

0 0 g´1
2

˛

‹

‚

P G, pois g´1
i P R˚.



Capítulo 4. A função de Dehn do grupo metabeliano de Baumslag 62

Seja agora

M :“

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P R

,

/

.

/

-

Ď G.

Observamos que M é um subgrupo normal de G pois para todo f1, f2 P R
¨

˚

˝

1 0 f1

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 f2

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 f1 ` f2

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

PM,

¨

˚

˝

1 0 f1

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

´1

“

¨

˚

˝

1 0 ´f1

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

PM,

(4.6)

então M é subgrupo de G, e dado N “

¨

˚

˝

1 h1 h2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

P G,

N´1

¨

˚

˝

1 0 f1

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

N “

¨

˚

˝

1 ´h1g
´1
1 ph1h3 ´ h2g1qg

´1
1 g´1

2

0 g´1
1 ´h3g

´1
1 g´1

2

0 0 g´1
2

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 f1

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 h1 h2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 ´h1g
´1
1 ph1h3 ´ h2g1qg

´1
1 g´1

2

0 g´1
1 ´h3g

´1
1 g´1

2

0 0 g´1
2

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 h1 h2 ` f1g2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 f1g2

0 g1 0
0 0 g2

˛

‹

‚

PM,

(4.7)

portanto M ŸG.

Como vemos nas equações (4.6) temos um isomorfismo entre o grupo M com a
multiplicação de matrizes e o grupo abeliano pR,`q, por meio da aplicação

φ : M ÝÑ R

que leva

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

em f .

Consideramos
τ “ p´1`

?
5q{2

e
ψ : RÑ Zrτ s
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o epimorfismo dado por ψpfq “ fpτq. Sejam

R0 “ kerpψq e M0 “ φ´1
pR0q.

M0 é subgrupo normal de G porque dadosW “

¨

˚

˝

1 0 f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

PM0 e N “

¨

˚

˝

1 h1 h2

0 g1 h3

0 0 g2

˛

‹

‚

P G,

temos por (4.7) que N´1WN “

¨

˚

˝

1 0 fg2

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

, portanto

ψpφpN´1WNqq “ ψpfg2q “ fpτqg2pτq “ 0,

pois fpτq “ ψ pφ pW qq e φ pW q P kerpψq. Assim φpN´1WNq P kerpψq “ R0, logo

N´1WN P φ´1
pR0q “M0.

Seja
Ĝ :“ G{M0.

Temos que em Ĝ são satisfeitas as relações iq, pois valem em G. As relações iiq também
são satisfeitas. Para ver isto, notamos que para todo f P R

¨

˚

˝

1 0 ´xpx` 1qf
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 ´f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

´1

“

¨

˚

˝

1 0 ´px2
` x´ 1qf

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“: C,

assim φpCq “ ´px2
` x ´ 1qf e ψp´px2

` x ´ 1qfq “ ´pτ 2
` τ ´ 1qfpτq “ 0, logo

´px2
` x´ 1qf P R0 e portanto C P φ´1

pR0q “M0. Então em Ĝ “ G{M0 temos que
¨

˚

˝

1 0 ´xpx` 1qf
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 ´f

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

substituindo em (4.5) obtemos as relações iiq. Portanto, a aplicação a ÞÑ A, p ÞÑ P, q ÞÑ

Q, s ÞÑ S, t ÞÑ T induz um homomorfismo

θ : Γ Ñ Ĝ.

Como H “ xp, qy, temos que

θpHq “ xM0P,M0Qy ďM{M0 ď Ĝ,
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pois P,Q PM . Notamos que

Impψ ˝ φq “ Zrτ s e M0 “ kerpψ ˝ φq,

logo M{M0 – Zrτ s. Além disso, pψ ˝ φqpP q “ ´
?

5 e pψ ˝ φqpQq “ p´1´
?

5q{2, logo as
imagens de P e Q geram o grupo aditivo Zrτ s por completo. Portanto

xM0P,M0Qy “M{M0 – Zrτ s

e este último como grupo aditivo é isomorfo a Z2. Assim temos que

H{kerpθq – θpHq “ xM0P,M0Qy – Z2,

mas H é um grupo abeliano gerado por dois elementos então temos finalmente pelo Lema
1.1 que H – Z2.

Lema 4.4. ra, atns “ pp´1qn`1Fn em Γ para todo n ě 0, onde Fn é o n-ésimo número de
Fibonacci, dado por F0 “ 0, F1 “ 1 e Fn`2 “ Fn ` Fn`1, n ě 0.

Demonstração. Dado n ě 0 temos na prova do Lema 4.1 que ra, atns “ 1 em Γ. Além disso,
no Lema 4.2 temos que Γ “ Γ{H, então como elemento de Γ temos que ra, atns P H “ xp, qy.
Portanto ra, atns “ pλqµ para alguns λ, µ P Z, pois p, q comutam. Para encontrar λ, µ,
consideramos de novo os grupos de matrizes e homomorfismos da prova do Lema 4.3. Em
particular, vejamos que

rA,AT
n

s “

¨

˚

˝

1 0 p´x´ 1qn ´ xn

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

. (4.8)

De fato,

T n “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x 0
0 0 ´x2

´ x

˛

‹

‚

n

“

¨

˚

˝

1 0 0
0 xn 0
0 0 p´x2

´ xqn

˛

‹

‚

.

Então

AT
n

“ pT nq´1AT n “

¨

˚

˝

1 0 0
0 x´n 0
0 0 p´x2

´ xq´n

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 xn 0
0 0 p´x2

´ xqn

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 1 0
0 x´n x´n

0 0 p´x2
´ xq´n

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 xn 0
0 0 p´x2

´ xqn

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 xn 0
0 1 p´x´ 1qn

0 0 1

˛

‹

‚

,
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portanto

rA,AT
n

s “ A´1
pAT

n

q
´1AAT

n

“

¨

˚

˝

1 ´1 1
0 1 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 ´xn p´x2
´ xqn

0 1 ´p´x´ 1qn

0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 xn 0
0 1 p´x´ 1qn

0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 ´xn ´ 1 p´x2
´ xqn ` p´x´ 1qn ` 1

0 1 ´p´x´ 1qn ´ 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 xn ` 1 p´x´ 1qn

0 1 p´x´ 1qn ` 1
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 p´x´ 1qn ´ xn

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

.

De outro lado,

P λQµ
“

¨

˚

˝

1 0 ´2x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

λ¨

˚

˝

1 0 ´x´ 1
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

µ

“

¨

˚

˝

1 0 λp´2x´ 1q ` µp´x´ 1q
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

.

Olhando para ra, atns “ pλqµ em Ĝ temos que rA,ATns “ P λQµ, ou seja
¨

˚

˝

1 0 p´x´ 1qn ´ xn

0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 0 λp´2x´ 1q ` µp´x´ 1q
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

e este último corresponde em Zrτ s a p´τ ´ 1qn ´ τn “ λp´2τ ´ 1q ` µp´τ ´ 1q. Agora,
λp´2τ´1q`µp´τ´1q “ λp´

?
5q`µp´

?
5´1q{2. Vejamos por indução que p´τ´1qn´τn “

p´1qn
?

5Fn; para n “ 0, 1 é claro; se n ě 2 suponhamos que vale para todo i ď n, então

p´1qn`1
?

5Fn`1 “ p´1qn`1
?

5pFn ` Fn´1q

“ ´p´1qn
?

5Fn ` p´1qn´1
?

5Fn´1

“ ´pp´τ ´ 1qn ´ τnq ` p´τ ´ 1qn´1
´ τn´1

“ ´p´τ ´ 1qn ` p´τ ´ 1qn´1
` τn ´ τn´1

“ p´p´τ ´ 1q ` 1qp´τ ´ 1qn´1
` pτ ´ 1qτn´1

“ pτ ` 1` pτ 2
` τqqp´τ ´ 1qn´1

` pτ ´ pτ 2
` τqqτn´1 (pois τ 2

` τ “ 1q

“ pτ 2
` 2τ ` 1qp´τ ´ 1qn´1

´ τ 2τn´1

“ p´τ ´ 1q2p´τ ´ 1qn´1
´ τn`1

“ p´τ ´ 1qn`1
´ τn`1.

Então λp´
?

5q ` µp´
?

5´ 1q{2 “ p´1qn
?

5Fn, e portanto µ “ 0 e λ “ p´1qn`1Fn.

Agora é possível estabelecer um limite inferior para a função de Dehn δΓ de Γ.
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Proposição 4.3. δΓ ľ 2n.

Demonstração. Temos que Γ tem apresentação

Γ “ xX|Ry,

onde X “ a, p, q, s, t e R são as correspondentes relações que definem a Γ. Como Γ “ Γ{H
onde H “ xp, qy, então Γ tem apresentação

Γ “ xX|R Y tp, quy,

chamemos de U esta apresentação.

Agora fixamos n ě 0. Sabemos que w “ ra, atns “ 1 em Γ, então w é homoto-
picamente nula. Seja

k “ AreaUa pwq, então w “
k
ź

i“1
prfii q

ei ,

onde fi P F pXq, ri P RYtp, qu, ei “ ˘1. Então projetando w em F pXq{RF pXq
“ Γ, temos

que ri “ 1 para ri P R, então substituindo em w temos

w “
k1
ź

i“1
pugii q

ei

com ui P tp, qu, gi P F pXq, ei “ ˘1, mas k1 ď k.

Agora pv “ p˘1 e qv “ q˘1 em Γ para todo v P F pXq, portanto w “
k1
ź

i“1
puiq

εi ,

com ui P tp, qu, εi “ ˘1. Como p, q comutam então

w “ pλqµ com λ, µ P Z e |λ| ` |µ| ď k1 ď k.

Pelo lema anterior
w “ pp´1qn`1Fn então Fn ď k.

Como o comprimento de w é 4n` 4 temos que

δΓp4n` 4q ě Fn.

Assim
δΓpnq » δΓp4n` 4q ľ Fn.

E temos da fórmula de Binet que

Fn “
1
?

5

ˆ

1`
?

5
2

˙n

´
1
?

5

ˆ

1´
?

5
2

˙n

»

ˆ

1`
?

5
2

˙n

» 2n.
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4.3 Um limite superior para função de Dehn de Γ

Agora vamos procurar um limite superior para a função de Dehn de Γ. Esque-
cemos Γ e voltamos para a apresentação de Γ

Γ “ xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts “ 1, as “ aaty.

Começamos definindo, para n P Z

Cpnq :“ Area
`

ra, at
n

s
˘

,

que é o mínimo numero de vezes que precisa se usar alguma relação para converter a
palavra ra, atns na palavra vazia, ou equivalentemente, converter a palavra aatn em at

n

a,
em Γ.

Lema 4.5. Cpnq ď 4n para todo n ě 1.

Demonstração. Vamos provar este fato por indução. Para n “ 1, temos a própria relação
ra, ats “ 1, ou seja Cp1q “ 1. Para n “ 2, temos

aat “ ata (custo 1q

ùñ paatqs “ pataqs (custo 0q

ùñ asats “ atsas (custo 0q

ùñ aatats “ atsaat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatast “ astaat (custo 4, usamos rs, ts “ 1q

ùñ aatpaatqt “ paatqtaat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatpataqt “ pataqtaat (custo 2, usamos ra, ats “ 1q

ùñ aatat
2
at “ at

2
ataat (custo 0q

ùñ apaatqtat “ at
2
ataat (custo 0q

ùñ apataqtat “ at
2
aatat (custo 2, usamos ra, ats “ 1q

ùñ aat
2
atat “ at

2
aatat (custo 0q

ùñ aat
2
“ at

2
a (custo 0q,
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no total temos custo Cp2q ď 13 ă 16 “ 42. Para n “ 3, temos

aat
2
“ at

2
a (custo Cp2qq

ùñ paat
2
q
s
“ pat

2
aqs (custo 0q

ùñ asat
2s
“ at

2sas (custo 0q

ùñ aatat
2s
“ at

2saat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatast
2
“ ast

2
aat (custo 8, usamos rs, ts “ 1q

ùñ aatpaatqt
2
“ paatqt

2
aat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatpataqt
2
“ pataqt

2
aat (custo 2, usamos ra, ats “ 1q

ùñ aatat
3
at

2
“ at

3
at

2
aat (custo 0q

ùñ apaat
2
q
tat

2
“ at

3
pat

2
aqat (custo 0q

ùñ apat
2
aqtat

2
“ at

3
aat

2
at (custo 2Cp2q, usamos ra, at2s “ 1q

ùñ aat
3
atat

2
“ at

3
aat

2
at (custo 0q

ùñ aat
3
paatqt “ at

3
aat

2
at (custo 0q

ùñ aat
3
pataqt “ at

3
aat

2
at (custo 1, usamos ra, ats “ 1q

ùñ aat
3
at

2
at “ at

3
aat

2
at (custo 0q

ùñ aat
3
“ at

3
a (custo 0q,

no total, temos custo Cp3q ď 3Cp2q ` 15 ă 3 ¨ 42
` 16 “ 43. Agora, em geral suponhamos

que n ě 3 e Cpiq ď 4i para 1 ď i ď n, então

aat
n

“ at
n

a (custo Cpnqq

ùñ paat
n

q
s
“ pat

n

aqs (custo 0q

ùñ asat
ns
“ at

nsas (custo 0q

ùñ aatat
ns
“ at

nsaat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatast
n

“ ast
n

aat (custo 4n, usamos rs, ts “ 1q

ùñ aatpaatqt
n

“ paatqt
n

aat (custo 2, usamos as “ aatq

ùñ aatpataqt
n

“ pataqt
n

aat (custo 2, usamos ra, ats “ 1q

ùñ aatat
n`1
at
n

“ at
n`1
at
n

aat (custo 0q

ùñ apaat
n

q
tat

n

“ at
n`1
pat

n

aqat (custo 0q

ùñ apat
n

aqtat
n

“ at
n`1
aat

n

at (custo 2Cpnq, usamos ra, atns “ 1q

ùñ aat
n`1
atat

n

“ at
n`1
aat

n

at (custo 0q

ùñ aat
n`1
paat

n´1
q
t
“ at

n`1
aat

n

at (custo 0q

ùñ aat
n`1
pat

n´1
aqt “ at

n`1
aat

n

at (custo Cpn´ 1q, usamos ra, atn´1
s “ 1q

ùñ aat
n`1
at
n

at “ at
n`1
aat

n

at (custo 0q

ùñ aat
n`1
“ at

n`1
a (custo 0q,
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no total temos

Cpn` 1q ď 3Cpnq ` Cpn´ 1q ` 4n` 6 ď 3 ¨ 4n ` 4n´1
` 4n` 6 ď 4n`1

pois n ě 3.

Introduzimos a seguinte notação que permite usar melhor a relação as “ aat

em Γ. Dado um polinômio fpxq “
n
ÿ

i“0
cix

i
P Zrxs e símbolos a, r, definimos a palavra

JaKfr :“ ac0r´1ac1r´1
¨ ¨ ¨ acn´1r´1acnrn.

Notamos que no grupo livre F pa, rq

ac0ac1r ¨ ¨ ¨ acn´1rn´1
acnr

n

“ ac0r´1ac1rr´2ac2r2
¨ ¨ ¨ r´pn´1qacn´1rn´1r´nacnrn

“ ac0r´1ac1r´1
¨ ¨ ¨ acn´1r´1acnrn “ JaKfr .

Lema 4.6. Para todo fpxq “
n
ÿ

i“0
cix

i
P Zrxs tal que max

i
|ci| ď c,

JaKfpxqs “ JaKfpx`1q
t

em Γ, e o custo desta igualdade é no máximo Dcpnq :“ c24n`1.

Demonstração. Tomamos c ě 1 pois o lema é trivial no caso c “ 0. Fazemos indução por
n, no caso n “ 0, ambas palavras são ac0 e temos custo 0. Assumimos n ě 1 e supomos

que o lema vale para k ă n. Seja f̂pxq “
n
ÿ

i“1
cix

i´1, então fpxq “ c0 ` xf̂pxq. Temos que

JaKfpxqs “ ac0s´1ac1s´1
¨ ¨ ¨ acn´1s´1acnsn

“ ac0s´1 `ac1s´1
¨ ¨ ¨ acn´1s´1acnsn´1˘ s

“ ac0
´

JaKf̂pxqs

¯s

.

(4.9)

O anterior claramente tem custo 0. Por hipótese de indução temos que

ac0
´

JaKf̂pxqs

¯s

“ ac0
´

JaKf̂px`1q
t

¯s

(4.10)

com custo Dcpn´ 1q. Sabemos f̂ tem grau n´ 1, então escrevemos f̂px` 1q “
n´1
ÿ

j“0
djx

j,

logo
´

JaKf̂px`1q
t

¯s

“
`

ad0t´1ad1t´1
¨ ¨ ¨ adn´2t´1adn´1tn´1˘s

“ s´1ad0t´1ad1t´1
¨ ¨ ¨ adn´2t´1adn´1stn´1

pusa rs, ts “ 1, n´ 1 vezesq

“ s´1ad0ss´1t´1ad1ss´1t´1
¨ ¨ ¨ ss´1t´1adn´1stn´1

pcusto 0q

“ s´1ad0st´1s´1ad1st´1s´1
¨ ¨ ¨ st´1s´1adn´1stn´1

pusa rs, ts “ 1, n´ 1 vezesq

“ ad0st´1ad1st´1
¨ ¨ ¨ adn´1stn´1

“ pasqd0t´1
pasqd1t´1

¨ ¨ ¨ pasqdn´1tn´1
pcusto 0q

“ JasKf̂px`1q
t .
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Então
ac0

´

JaKf̂px`1q
t

¯s

“ ac0JasKf̂px`1q
t (4.11)

com custo 2pn´ 1q. Agora,

JasKf̂px`1q
t “ pasqd0t´1

pasqd1t´1
¨ ¨ ¨ pasqdn´1tn´1

“ paatqd0t´1
paatqd1t´1

¨ ¨ ¨ paatqdn´1tn´1

˜

usa as “ aat,
n´1
ÿ

j“0
|dj| vezes

¸

“ JaatKf̂px`1q
t .

Para calcular o custo da igualdade anterior, observamos que

n´1
ÿ

j“0
djx

j
“ f̂px` 1q “

n
ÿ

i“1
cipx` 1qi´1

“

n´1
ÿ

i“0
ci´1px` 1qi

“

n´1
ÿ

i“0
ci´1

i
ÿ

j“0

ˆ

i

j

˙

xj, logo

n´1
ÿ

j“0
|dj| ď

n´1
ÿ

i“0
|ci´1|

i
ÿ

j“0

ˆ

i

j

˙

ď c
n´1
ÿ

i“0

i
ÿ

j“0

ˆ

i

j

˙

“ c
n´1
ÿ

i“0
2i “ cp2n ´ 1q ă c2n.

Então temos
ac0JasKf̂px`1q

t “ ac0JaatKf̂px`1q
t (4.12)

com custo ď c2n.
Para continuar, precisamos mostrar primeiro que

para m ě 0, paatqm “ amamt e paatq´m “ a´ma´mt tem custo ď m2.

Por indução, o caso m “ 0 é trivial e para m “ 1, temos aat “ aat tem custo 0 e
paatq´1

“ pataq´1
“ a´1a´1t tem custo 1 (usamos 1 vez ra, ats “ 1). Suponhamos que

m ě 2 e que o resultado vale para todo k ă m. Então

paatqm “ paatqm´1
paatq

“ am´1apm´1qtaat pcusto ď pm´ 1q2q

“ am´1aapm´1qtat pusa ra, ats “ 1, m´ 1 vezesq

“ amamt.

Também, paatq´m “ paatq´pm´1q
paatq´1

“ a´pm´1qa´pm´1qt
paatq´1

pcusto ď pm´ 1q2q

“ a´pm´1qa´mta´1

“ a´pm´1qa´1a´mt pusa ra, ats “ 1, m vezesq

“ a´ma´mt.
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Nos dois casos temos custo ď pm´ 1q2 `m “ m2
´ 2m` 1`m ď m2.

Daí, temos que

ac0JaatKf̂px`1q
t “ ac0paatqd0paatqd1t ¨ ¨ ¨ paatqdn´1tn´1

“ ac0ad0ad0tpad1ad1tq
t
¨ ¨ ¨ padn´1adn´1tq

tn´1

˜

custo ď
n´1
ÿ

j“0
d2
j

¸

“ ac0ad0ad0tad1tad1t2 ¨ ¨ ¨ adn´1tn´1
adn´1tn

“ ac0ad0apd0`d1qtapd1`d2qt2 ¨ ¨ ¨ apdn´2`dn´1qtn´1
adn´1tn

“ ac0JaKpx`1qf̂px`1q
t “ ac0JaKfpx`1q´c0

t “ JaKfpx`1q
t .

Mas
n´1
ÿ

j“0
d2
j ď

˜

n´1
ÿ

j“0
|dj|

¸2

ď pc2nq2 “ c24n.

Então temos que
ac0JaatKf̂px`1q

t “ JaKfpx`1q
t (4.13)

com custo ď c24n. Portanto, das equações (4.9)-(4.13) temos que

JaKfpxqs “ JaKfpx`1q
t

com custo menor ou igual que

Dcpn´ 1q ` 2pn´ 1q ` c2n ` c24n ă c24n ` 2n` c2n ` c24n

ď c24n ` c24n ` c24n ` c24n ppois n ě 2, c ě 1q

“ c24n`1

“ Dcpnq.

A seguinte proposição estabelece finalmente o limite superior da função de
Dehn de Γ.

Proposição 4.4. Existe constante K ą 0 tal que para todo n ě 1,

δΓpnq ď Kn maxtCpiq | 1 ď i ď 6nu.

Demonstração. Sabemos que

Γ{xayΓ “ xs, t | rs, ts “ 1y – Z2.

Seja
ρ : Γ ÝÑ Γ{xayΓ o homomorfismo canônico.
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Seja

w P F pa, s, tq uma palavra homotopicamente nula em Γ de comprimento n.

Se w não contém a˘1 então w “ 1 em Γ{xayΓ e Areaapwq ď n2. Então podemos assumir
que w contém algum a˘1, seja k o número de vezes que a˘1 aparece em w. Então w tem a
forma

w “ u1a
e1v1,

onde e1 “ ˘1, u1 P F ps, tq, v1 P F ps, a, tq e o numero de vezes que a˘1 aparece em v1 é
k ´ 1. Agora,

ρpu1q “ t´β1s´α1

para alguns α1, β1 P Z. Sabemos que

|α1| ` |β1| ď lpu1q ă n,

então como u1 é uma palavra em s, t, esta pode se converter em t´β1s´α1 em Γ, usando no
máximo lpu1q

2
ă n2 vezes a relação rs, ts “ 1. Assim w é equivalente em Γ a

t´β1s´α1ae1v1 “ t´β1s´α1ae1sα1tβ1t´β1s´α1v1

“ ae1sα1 tβ1 t´β1s´α1v1

com custo ă n2. Agora,

lpt´β1s´α1v1q ď |α1| ` |β1| ` lpv1q ď lpu1q ` lpv1q ă lpwq “ n,

então fazemos o mesmo com a palavra t´β1s´α1v1 e convertemos ela em ae2sα2 tβ2 t´β2s´α2v2,
com β2, α2 P Z, e2 “ ˘1 e v2 P F pa, s, tq onde a˘1 aparece k ´ 2 vezes em v2, com um
custo ă n2. Logo w se converte em

ae1sα1 tβ1ae2sα2 tβ2 t´β2s´α2v2

com custo ă 2n2. Assim por diante, obtemos que w é equivalente em Γ a
˜

k
ź

i

aeis
αi tβi

¸

v, com v P F ps, tq, ei “ ˘1, αi, βi P Z

com custo ă kn2
ď n3. Como w é 1 em Γ então

1 “ ρpwq “

˜

k
ź

i

t´βis´αisαitβi

¸

ρpvq “ ρpvq,

assim v P F ps, tq representa a identidade em xs, t | rs, ts “ 1y, logo pode se converter
na palavra vazia usando no máximo lpvq2 ă n2 vezes a relação rs, ts “ 1. Portanto w é
equivalente com

w2 :“
k
ź

i

aeis
αi tβi
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com custo ă n3
` n2

ď 2n3.

A ideia agora é usar o Lema 4.6 para fpxq “ xαi , mas precisaríamos que αi não fosse
negativo. Então consideramos

α :“ min
i
αi.

Assim, 0 ď αi´α ď 2n. Sabemos que o custo de converter w2 na palavra vazia é o mesmo
custo de converter ws´α2 na palavra vazia, então temos

w12 :“ ws
´α

2 “

k
ź

i“1
aeis

αi tβis´α .

Como |βi|, |α| ď n, podemos converter tβis´α em s´αtβi usando no máximo n2 vezes a
relação rs, ts “ 1, logo converter aeisαi tβis´α em aeis

αi´αtβi tem custo ď 2n2, então como
k ď n podemos converter w12 em

w3 :“
k
ź

i“1
aeis

αi´αtβi

com custo ď 2n3. Agora,

w3 “

k
ź

i“1

´

JaKx
αi´α

s

¯eit
βi

e usamos o Lema 4.6 k vezes, convertendo w3 em

w4 “

k
ź

i“1

´

JaKpx`1qαi´α
t

¯eit
βi

com custo de no máximo kD1pαi ´ αq ď nD1p2nq. Notamos que

w4 “

k
ź

i“1

˜

αi´α
ź

j“0
abijt

j

¸eit
βi

com bij “

ˆ

αi ´ α

j

˙

, 0 ď j ď αi ´ α

que com custo 0 convertemos em

w5 : “
k
ź

i“1

˜

αi´α
ź

j“0
aeibijt

j`βi

¸

“

l
ź

m“1
aµmt

γm
,

onde l, µm, γm P Z satisfazem

l ď kmax
i
pαi ´ α ` 1q ď np2n` 1q,

|µm| ď maxt |bij| | 1 ď i ď k, 0 ď j ď αi ´ αu

ď max
"ˆ

i

j

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ď i ď 2n, 0 ď j ď i

*

ď 22n,

|γm| ď maxt j ` |βi| | 1 ď i ď k, 0 ď j ď αi ´ αu

ď maxtαi ´ α ` |βi| | 1 ď i ď ku ď 3n.
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Temos então que w5 é produto de no máximo

l ¨max
m

µm ď np2n` 1q22n

termos da forma a˘tγi onde |γi| ď 3n. Agora, a relação
”

at
i

, at
j
ı

“ 1 é equivalente com
“

a, at
m‰

“ 1, onde m “ |i´ j|, então para poder comutar os termos de w5 basta fazer uso
das relações

”

a, at
i
ı

“ 1, para 0 ď i ď maxt |γm ´ γr| | 0 ď m, r ď lu ď 6n, assim qualquer
reordenação dos termos de w5 pode ser alcançada usando no máximo pnp2n` 1q22n

q
2 vezes

estas relações, logo o custo é no máximo

pnp2n` 1q22n
q
2 maxtCpiq |0 ď i ď 6n u.

Agora,
w5 P xa, ty “

A

a, t
ˇ

ˇ

ˇ

”

a, at
k
ı

“ 1, k P Z
E

representa o elemento identidade deste grupo (pois é homotopicamente nula dado que é igual
a um conjugado de w em Γ e w é homotopicamente nula), então existe uma reordenação
dos termos a˘tγi de w5 de forma que a palavra resultante, reduzida como elemento do
grupo livre F pa, tq é a palavra vazia (esta redução tem custo 0); esta reordenação tem
então custo ď pnp2n` 1q22n

q
2 maxtCpiq |0 ď i ď 6n u a partir de w5.

Portanto, somando os custos desde w até w5, temos que

δΓpnq ď 2n3
` 2n3

` nD1p2nq ` pnp2n` 1q22n
q
2 maxtCpiq |0 ď i ď 6n u

“ 2n3
` 2n3

` n42n`1
` pnp2n` 1q22n

q
2 maxtCpiq |0 ď i ď 6n u

ď Kn maxtCpiq |0 ď i ď 6n u para K suficientemente grande.

(4.14)

Finalmente, temos

δΓpnq ĺ Kn maxtCpiq |0 ď i ď 6n u

ĺ Kn46n
ppelo Lema 4.5q

» 2n,

(4.15)

e junto com a Proposição 4.3 temos provado o seguinte teorema.

Teorema 4.1. A função de Dehn de Γ satisfaz δΓpnq » 2n.

Do resultado anterior pode-se concluir que o problema da palavra em Γ é de
tipo não polinomial. Na seguinte seção vamos ver que acrescentando uma relação de torção
no gerador a de Γ, o problema da palavra no grupo resultante vira polinomial.
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4.4 Uma função isoperimétrica polinomial para o grupo Γm

Agora vamos calcular um limite superior para a função de Dehn do grupo

Γm “ xa, s, t | ra, ats “ 1, rs, ts “ 1, as “ aat, am “ 1y.

Introduzimos a seguinte notação análoga à do Lema 4.6. Dado fpxq “
n
ÿ

i“0
ĉix

i
P Zrxs e

símbolos a, r, definimos

ttauufr :“ ac0r´1ac1r´1
¨ ¨ ¨ acn´1r´1acnrn,

onde ci P t0, 1, . . . ,m´ 1u e ci ” ĉi pmodmq. Temos de novo

ttauufr “ ac0ac1r ¨ ¨ ¨ acn´1rn´1
acnr

n

e o seguinte análogo do Lema 4.6.

Lema 4.7. ttauufpxqs “ ttauu
fpx`1q
t em Γm e esta igualdade tem custo no máximo Kmpnq :“

10m2n2
` 10.

Demonstração. A prova é análoga com a do Lema 4.6, adaptando os custos ao usar a
relação am “ 1. Fazemos indução por n. No caso n “ 0, as duas palavras são ac0 e temos

custo 0. Tomamos n ě 1 e supomos que o lema vale para todo k ă n. Seja f̂pxq “
n
ÿ

i“1
ĉix

i´1,

então fpxq “ ĉ0 ` xf̂pxq. Fazendo a mesma conta, vale o análogo de (4.9) em Γm,

ttauufpxqs “ ac0
´

ttauuf̂pxqs

¯s

,

com custo 0. Por hipótese de indução temos

ac0
´

ttauuf̂pxqs

¯s

“ ac0
´

ttauu
f̂px`1q
t

¯s

,

com custo no máximo Kmpn´ 1q; também vale a mesma conta feita para (4.11) e obtemos

ac0
´

ttauu
f̂px`1q
t

¯s

“ ac0ttasuu
f̂px`1q
t

com custo no máximo 2pn ´ 1q. Escrevemos f̂px ` 1q “
n´1
ÿ

j“0
d̂jx

j, e tomamos dj P

t0, 1, . . . ,m´ 1u tais que dj ” d̂j pmodmq, então vale o análogo de (4.12)

ac0ttasuu
f̂px`1q
t “ ac0ttaatuu

f̂px`1q
t

mas neste caso tem custo no máximo
n´1
ÿ

j“0
dj ď

n´1
ÿ

j“0
m “ nm.
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Por último, das conta feitas para (4.13) temos que

ac0ttaatuu
f̂px`1q
t “ ac0ad0apd0`d1qtapd1`d2qt2 ¨ ¨ ¨ apdn´2`dn´1qtn´1

adn´1tn

˜

custo ď
n´1
ÿ

j“0
d2
j

¸

“ ac0ad0ak1tak2t2 ¨ ¨ ¨ akn´1tn´1
adn´1tn pcusto ď n´ 1, usa am “ 1q ,

onde ki P t0, . . . ,m ´ 1u e ki ” di´1 ` di pmodmq. Notamos que 0 ď di´1 ` di ă 2m

justifica o custo anterior. Além disso, escrevendo px` 1qf̂px` 1q “
n
ÿ

i“0
k̂ix

i temos que

k̂0 “ d̂0 ” d0 pmodmq,

k̂n “ d̂n´1 ” dn´1 pmodmq, e

k̂i “ d̂i´1 ` d̂i ” di´1 ` di ” ki pmodmq, i P t1, . . . , n´ 1u.

Portanto

ac0ad0ak1tak2t2 ¨ ¨ ¨ akn´1tn´1
adn´1tn “ ac0ttauu

px`1qf̂px`1q
t

“ ac0ttauu
fpx`1q´ĉ0
t

“ ttauu
fpx`1q
t pcusto 1, am “ 1q.

Logo
ac0ttaatuu

f̂px`1q
t “ ttauu

fpx`1q
t

com custo no máximo
n´1
ÿ

j“0
d2
j ` n´ 1` 1 ď

n´1
ÿ

j“0
m2
` n “ nm2

` n.

Finalmente, concluímos que
ttauufpxqs “ ttauu

fpx`1q
t

com custo no máximo

Kmpn´ 1q ` 2pn´ 1q `mn` nm2
` n

“ 10m2
pn´ 1q2 ` 8` p3`m`m2

qn

“ 10m2n2
´20m2n` 10m2

` p3`m`m2
qn

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

ă0

`8

ă 10m2n2
` 10.

Agora, dados f, g P Zrxs definimos

σf,g :“ ttauufsttauugs pttauuf`gs q
´1

τf,g :“ ttauuft ttauugt pttauuf`gt q
´1.

Como ra, atns “ 1 para todo n P Z, é claro que τf,g representa o elemento identidade em Γ
(e portanto em Γm). Vamos precisar dos seguintes lemas para calcular Areaapτf,gq em Γm.



Capítulo 4. A função de Dehn do grupo metabeliano de Baumslag 77

Lema 4.8. Para n ě maxtgraupfq, graupgqu

Areaapτf,gq ď Areaapτf˘1,gq ` 2

Areaapτf,gq ď Areaapτf,g˘xnq ` 2.

Demonstração. Sejam

fpxq “
n1
ÿ

i“0
b̂ix

i, gpxq “
n2
ÿ

i“0
ĉix

i, pf ` gqpxq “
n3
ÿ

i“0
d̂ix

i,

onde bi, ci, di P t0, . . . ,m´ 1u com bi ” b̂i, ci ” ĉi, di ” d̂i (mod m). Temos que

Areaapτf,gq “ Areaappτf,gq
a˘1
q,

mas

pτf,gq
a¯1
“ a˘1

ttauuft ttauu
g
t pttauu

f`g
t q

´1a¯1

“ a˘1ab0t´1
¨ ¨ ¨ abn1´1t´1abn1 tn1ttauugt t

´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0a¯1

“ ab
1
0t´1

¨ ¨ ¨ abn1´1t´1abn1 tn1ttauugt t
´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d

1
0 pcusto ď 2, am “ 1q

“ τf˘1,g,

onde b0, d0 P t0, 1 . . . ,m´ 1u e b10 ” b0 ˘ 1, d10 ” d0 ˘ 1 (mod m). Assim

Areaapτf,gq ď Areaapτf˘1,gq ` 2.

Agora,

τf,g “ ttauu
f
t ttauu

g
t pttauu

f`g
t q

´1

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 tn2t´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0
(4.16)

temos as seguintes possibilidades em (4.16). Se n “ n2 “ n3,

τf,g “ ttauu
f
t a

c0t´1
¨ ¨ ¨ acn´1t´1acna´dnta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn´1t´1acna˘1tnt´na¯1a´dnta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn´1t´1ac
1
ntnt´na´d

1
nta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0 pcusto ď 2, am “ 1q

“ τf,g˘xn

onde cn, dn P t0, 1 . . . ,m´ 1u e c1n ” cn ˘ 1, d1n ” dn ˘ 1 (mod m).
Se n “ n3 ą n2,

τf,g “ ttauu
f
t a

c0t´1
¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 tn2t´na´dnta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 t´1
¨ ¨ ¨ t´1

loooomoooon

n´n2 vezes

a´dnta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 t´1
¨ ¨ ¨ t´1

loooomoooon

n´n2 vezes

a˘1tnt´na¯1a´dnta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft ttauu
g˘xn

t t´na´d
1
nta´dn´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0pcusto ď 1, am “ 1q

“ τf,g˘xn ,
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onde d1n é como no caso anterior.
Por último, se n ą n3 ě n2,

τf,g “ ttauu
f
t a

c0t´1
¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 tn2t´ntnt´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 t´pn´n2qtn´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ ttauuft a
c0t´1

¨ ¨ ¨ acn2´1t´1acn2 t´pn´n2qa˘1tnt´na¯1tn´n3a´dn3 ta´dn3´1 ¨ ¨ ¨ ta´d0

“ τf,g˘xn

logo em todo caso temos que

Areaa ď Areaapτf,g˘xnq ` 2.

Lema 4.9. Para n “ 1`maxtgraupfq, graupgqu

Areaapτpx`1qf,px`1qgq ď Areaapτf,gq ` 6Kmpnq.

Demonstração.

τpx`1qf,px`1qg “ ttauu
px`1qf
t ttauu

px`1qg
t

´

ttauu
px`1qf`px`1qg
t

¯´1

“ ttauuxfpx´1q
s ttauuxgpx´1q

s

`

ttauuxfpx´1q`xgpx´1q
s

˘´1
pcusto 3Kmpnq, Lema 4.7q

“ σxfpx´1q,xgpx´1q.

Agora, dados f1, g1 P Zrxs, com f1pxq “
l
ÿ

i“0
b̂ix

i, bi P t1, . . . ,m´ 1u e bi ” b̂i (mod m),

ttauuxf1
s “ s´1ab0s´1

¨ ¨ ¨ abl´1s´1ablsl`1

“
`

ab0s´1
¨ ¨ ¨ abl´1s´1ablsl

˘s

“
`

ttauuf1
s

˘s
,

logo

σxf1,xg1 “ ttauu
xf1
s ttauuxg1

s

`

ttauuxf1`xg1
s

˘´1

“
`

ttauuf1
s

˘s
pttauug1

s q
s
´

`

ttauuf1`g1
s

˘´1
¯s

“ pσf1,g1q
s

com custo 0. Assim,

σxfpx´1q,xgpx´1q “
`

σfpx´1q,gpx´1q
˘s

“

´

ttauufpx´1q
s ttauugpx´1q

s

`

ttauufpx´1q`gpx´1q
s

˘´1
¯s

“

ˆ

ttauuft ttauu
g
t

´

ttauuf`gt

¯´1
˙s

pcusto 3Kmpn´ 1q, Lema 4.7q

“ pτf,gq
s
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e como os custos de converter pτf,gqs ou τf,g em 1 são iguais, temos que

Areaapτpx`1qf,px`1qgq ď Areaappτf,gq
s
q ` 3Kmpnq ` 3Kmpn´ 1q

ď Areaapτf,gq ` 6Kmpnq.

Proposição 4.5. Sejam f, g P ZrXs de grau no máximo n, então

Areaapτf,gq ď 6nKmpnq ` 4mn` 1.

Demonstração. Por indução em n. No caso n “ 0 temos f “ b̂0, g “ ĉ0, f ` g “ b̂0 ` ĉ0

com b0 ” b̂0 , c0 ” ĉ0, d0 ” b̂0 ` ĉ0 (mod m) e b0, c0, d0 P t1, . . . ,m´ 1u, assim

τf,g “ ab0ac0a´d0 “ ab0`c0a´d0

“ ad0a´d0 pcusto ď 1, am “ 1q

“ 1

pùñq Areaapτf,gq ď 1.

Consideramos n ě 1 e supomos que o resultado vale para k ă n. Podemos assumir que

graupfq ě 1, caso contrário, temos f “ b̂0, g “
n0
ÿ

i“0
ĉix

i, f ` g “
n0
ÿ

i“1
ĉix

i
` pb̂0 ` ĉ0q com

b0 ” b̂0 , ci ” ĉi, d0 ” b̂0 ` ĉ0 (mod m) e b0, ci, d0 P t0, 1, . . . ,m´ 1u, onde

τf,g “ ab0ttauugt t
´n0a´cn0 ta´cn0´1 ¨ ¨ ¨ ta´c1ta´d0

“ ab0ttauugt t
´n0a´cn0 ta´cn0´1 ¨ ¨ ¨ ta´c1ta´pc0`b0q pcusto ď 1, am “ 1q

“ ab0ttauugt pttauu
g
t q
´1a´b0

“ 1.

pùñq Areaapτf,gq ď 1.

Pelo algoritmo de Euclides podemos adicionar um inteiro r̂ a f de forma que

f0pxq :“ fpxq ` r̂ “ px` 1qf1pxq.

E igualmente existe um inteiro q̂ tal que ao adicionar q̂xn a g obtemos

g0pxq :“ gpxq ` q̂xn “ px` 1qg1pxq

(notamos que graupf1q, graupg1q ď n ´ 1). Sejam r, q P t0, 1, . . . ,m ´ 1u tais que r ” r̂,
q ” q̂ (mod m), temos que

τpx`1qf1,px`1qg1 “ τf0,g0 “ τf`r̂,g`q̂xn “ τf`r,g`qxn , então
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Areaapτf,gq ď Areaapτf`r,gq ` 2m pLema 4.8q

ď Areaapτf`r,g`qxnq ` 4m pLema 4.8q

“ Areaapτpx`1qf1,px`1qg1q ` 4m

ď Areaapτf1,g1q ` 6Kmpnq ` 4m pLema 4.9q

ď 6pn´ 1qKmpn´ 1q ` 4mpn´ 1q ` 1` 6Kmpnq ` 4m pHipótese de induçãoq

ď 6nKmpnq ` 4mn` 1.

Agora temos todas as ferramentas necessárias para achar um limite superior
para a função de Dehn de Γm.

Teorema 4.2. A função de Dehn de Γm satisfaz δΓmpnq ĺ n4 para todo m.

Demonstração. Seja w P F pa, s, tq uma palavra homotopicamente nula em Γm, de compri-
mento n. Tal como foi feito na prova da Proposição 4.4 convertemos w em

w2 :“
k
ź

i

aeis
αi tβi

com custo no máximo 2n3, onde ei “ ˘1, αi, βi P Z, |αi| ` |βi| ď n e k ď n.

Sejam α “ min
i
αi e β “ min

i
βi, então o custo de converter w2 na palavra vazia é igual ao

custo de converter w12 :“ ws
´αt´β

2 na palavra vazia. Temos que

w12 “
k
ź

i“1
aeis

αi tβis´αt´β .

Como |βi|, |α| ď n podemos converter tβis´α em s´αtβi usando no máximo n2 vezes a
relação rs, ts “ 1, então converter aeisαi tβis´αt´β em aeis

αi´αtβi´β tem custo ď 2n2 e portanto
podemos converter w12 em

w3 :“
k
ź

i“1
aeis

αi´αtβi´β

com custo ď 2n3, pois k ď n. Agora, aeisαi´αtβi´β “ pas
αi´α

q
eit

βi´β com custo 0, então
tomando fipxq “ xαi´α temos que w3 pode se converter com custo 0 em

k
ź

i“1
pas

αi´α

q
eit

βi´β

“

k
ź

i“1

`

ttauufis
˘eit

βi´β

,

que pelo Lema 4.7 se converte em

w4 :“
k
ź

i“1

´

ttauu
fipx`1q
t

¯eit
βi´β
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com custo de no máximo nKmpnq, pois graupfiq “ αi ´ α ď n e k ď n.
Convertemos cada

´

ttauu
fipx`1q
t

¯ei
onde ei “ ´1 em ttauu

´fipx`1q
t da seguinte forma: conside-

ramos τf,g com f “ fipx` 1q, g “ ´fipx` 1q, então

τfipx`1q,´fipx`1q “ ttauu
fipx`1q
t ttauu

´fipx`1q
t

´

ttauu
fipx`1q´fipx`1q
t

¯´1

“ ttauu
fipx`1q
t ttauu

´fipx`1q
t ,

logo pela Proposição 4.5,
´

ttauu
fipx`1q
t

¯´1
“ ttauu

´fipx`1q
t em Γm com custo ď 6nKmpnq `

4mn` 1. Assim convertemos w4 em

w5 :“
k
ź

i“1

´

ttauu
eifipx`1q
t

¯tβi´β

“

k
ź

i“1
ttauugit ,

onde gi “ eix
βi´βfipx` 1q, com custo ď 6n2Kmpnq ` 4mn2

` n.
Agora, para cada 1 ď i ă k temos a igualdade

ttauu
ři
j“1 gj

t ttauu
gi`1
t “ ttauu

ři`1
j“1 gj

t

com custo ď 6nKmpnq`4mn`1 por causa da proposição 4.5, ao considerar f “
i
ÿ

j“1
gj, g “

gi`1 e

τf,g “ ttauu
ři
j“1 gj

t ttauu
gi`1
t

ˆ

ttauu
ři`1
j“1 gj

t

˙´1

.

Então convertemos w5 em
w6 :“ ttauu

řk
j“1 gj

t

com custo ď 6n2Kmpnq ` 4mn2
` n. Temos que

k
ÿ

j“1
gj “

N
ÿ

i“0
b̂ix

i

para alguns b̂i P Z, N P N. Sejam bi P t1, . . . ,m ´ 1u, tais que bi ” b̂i (mod m), então

tomando hpxq :“
N
ÿ

i“0
bix

i é claro que w6 “ ttauu
h
t . De outro lado

w6 “ ttauu
h
t “ ab0ab1t ¨ ¨ ¨ abN t

N

,

portanto w6 não depende de s e é produto de conjugados de a, então w6 representa o
elemento identidade do subgrupo B :“ xayΓm X xa, ty, mas como foi visto no final da prova
da Proposição 4.2,

B – Zmrt, t´1
s.

Neste isomorfismo w6 ÞÑ 0, a ÞÑ 1, e ttauuht ÞÑ h, logo h “ 0. Assim, w6 é a palavra vazia.
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Finalmente, ao somar os custos obtemos que

δΓmpnq ď 4n3
` nKmpnq ` 12n2Kmpnq ` 8mn2

` 2n

“ 4n3
` 10m2n3

` 10n` 120m2n4
` 120n2

` 8mn2
` 2n

ĺn4.
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