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Resumo

Neste trabalho estuda-se o conceito de desintegracdo de medidas e o Teorema de Rokhlin em
diferentes contextos. Em particular, discute-se a relacdo de desintegracdo de medidas com
o problema central da Teoria de Transporte Otimo (o problema dos planos de transporte) e
aborda-se uma conex&o desta perspectiva de desintegracdo com o caso em espacos particionados.
Além disso, estuda-se algumas propriedades geométricas e estatisticas de sistemas dindmicos
através do operador de transferéncia associado e, neste contexto, aplica-se a desintegracdo de

medidas para definir espacos apropriados ao sistema.

Palavras-chave: desintegracio de medidas, Teorema de Rokhlin, Transporte Otimo, Teoria

Ergédica, sistemas dindmicos.



Abstract

In this work, we study the disintegration of measures and Rokhlin's Theorem in different
contexts. In particular, we argue the relationship between the disintegration of measures and
the central problem of the Optimal Transport Theory (optimal transport problem). Also, we
show a connection of this perspective of disintegration with the case of partitioned spaces.
In addition, we study some geometric and statistical properties of dynamical systems by the
associated transfer operator, and, within this context, we apply the disintegration of measures

to define suitable spaces to the system.

Keywords: disintegration of measures, Rokhlin’s Theorem, Optimal Transport, Ergodic Theory,

dynamical systems.
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Introducao

No final do século XIX, algumas questdes fundamentais relacionadas a evolucdo e
estabilidade do sistema solar levaram ao desenvolvimento da Teoria de Sistemas Dindmicos que,
de modo geral, compreende o estudo do comportamento de sistemas ao longo do tempo, e hoje
€ um vasto e rico campo que possui aplicacdes em fisica, biologia, meteorologia, astronomia,
economia e outras areas [8].

Heuristicamente, um sistema dindmico consiste de um conjunto, que abrange todos
os possiveis estados para o sistema em estudo, e uma funcdo que descreve a dindmica. Um
pouco mais especificamente, um sistema dindmico de tempo discreto consiste em um espaco
X e uma aplicacdo f : X — X tal que, para cada n € N, a n-ésima iteracdo de [ &
ft"=fofo---of (nvezes)e f'=id, e um sistema dindmico de tempo continuo consiste
em um espaco X e uma familia de transformacdes {f' : X — X}icr, denominada fluxo,
satisfazendo f' =id e fi*5 = fto f5,Vt, s € R.

Existem modelos de sistemas dindmicos que sdo deterministicos, no sentido que,
dado um estado x do sistema, tomado em qualquer momento, é possivel determinar toda a
trajetéria futura (e, quando o sistema é invertivel, também a trajetéria passada). Ao mesmo
tempo, um sistema pode exibir dependéncia sensivel das condicBes iniciais, de modo que
pequenas altera¢bes no estado inicial levam a comportamentos de longo prazo dramaticamente
diferentes, o que é considerado um comportamento caético [8]. Em sistemas caéticos, embora
a trajetéria possa ser imprevisivel pontualmente, as propriedades estatisticas podem exibir
certa regularidade, fornecendo informacdes relevantes sobre o comportamento do sistema. O
estudo das propriedades estatisticas de sistemas dindmicos é uma abordagem da dindmica que
foi implementada na chamada Teoria Ergédica.

A desintegracdo de medidas é um conceito que exerce um importante papel no
estudo de Sistemas Dindmicos e Teoria Ergédica. Em termos de medidas condicionais, dado
um espaco de probabilidade (X, F, ) e uma particdo P de X, uma desintegracdo de p
relativamente & P é uma familia de probabilidades {;.p : P € P} tal que cada pp tem suporte
no respectivo elemento indexado e é possivel reobter 1 a partir da integracdo desta familia.
Neste trabalho, estuda-se e aplica-se este conceito em diferentes contextos, juntamente com

resultados relevantes, como o Teorema de Rokhlin. Mais detalhadamente:

e No Capitulo 1 apresenta-se uma sintese de conceitos e resultados que embasam o estudo.
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e No Capitulo 2 aborda-se uma definicdo formal de desintegracdo de medidas e estuda-se,
sob diferentes perspectivas, o Teorema de Rokhlin, resultado que afirma a existéncia
da desintegracdo de medidas sob certas condicdes. Especificamente, sdo apresentadas
trés versdes deste teorema: uma formulacio para medidas de probabilidade definidas
em um espaco métrico completo separavel particionado, uma formulacdo um pouco
mais moderna, que enfatiza alguns aspectos geométricos dos espacos envolvidos, e,
por fim, uma generalizacdo para uma categoria de espacos o-finitos com morfismos

absolutamente continuos.

e No Capitulo 3 aborda-se a desintegracdo de medidas considerando espacos produto. Na
Secdo 3.1, estuda-se como a desintegracdo de medidas nesta perspectiva esta relacionada
com o problema central da Teoria de Transporte Otimo. Na Secdo 3.2, considerando
variedades riemannianas compactas, estuda-se uma conexdo desta perspectiva de desin-

tegracdo com o caso em espacos particionados.

e Por fim, no Capitulo 4, estuda-se algumas propriedades geométricas e estatisticas de
sistemas dindmicos, como a existéncia de medidas invariantes, mistura, convergéncia
para o equilibrio e estabilidade. Mais especificamente, estuda-se o comportamento do
operador de transferéncia em dois exemplos de sistemas dinadmicos, sendo que um deles
€ um mapa solenoidal, onde o conceito de desintegracdo de medidas é aplicado para

definir um espaco adequado para o sistema.
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CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo traz algumas definicées e resultados que sdo empregados ao longo do
trabalho. A intencdo é criar uma fonte de referéncia sobre os principais conceitos utilizados, a
fim de favorecer uma boa leitura. Em geral, a demonstracdo dos resultados apresentados neste
capitulo sdo omitidas, mas, ao longo do texto, sdo indicadas as referéncias para a consulta

das respectivas demonstraces.

1.1 Teoria da Medida

A seguir sdo apresentados alguns fundamentos e resultados de Teoria da Medida,
que sdo abordados nas referéncias [5], [10], [13], [21], [23] e [30]. Considere um conjunto X
ndo vazio. Uma algebra de X & uma familia A de subconjuntos de X que contém o conjunto
vazio e tal que, para cada A € A, A°, o complementar do conjunto A em relacdo a X,
também pertence a A, e, dados dois conjuntos A, B € A, a unido AU B pertence & A. Uma

o-algebra é uma algebra que é fechada para as unides enumeraveis, isto é:

Definicdo 1.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma o-dlgebra em X é uma familia F de

subconjuntos de X tal que:
1.0, XeF.
2. Se A e F, entio A° € F.

3. Se A, € F paratodon € N, entdo |J A, € F.

n=1

O par (X, F) é denominado espaco mensuravel, e um conjunto qualquer A € F é
denominado conjunto mensuravel. Dada uma familia £ de subconjuntos de X, denomina-se
o-algebra gerada por £, o(£), a menor o-algebra que contém esta familia. Além disso, se X
é um espaco topolégico, a o-algebra gerada pelos abertos de X é denominada o-algebra de

Borel, e denotada por B(X'). Neste caso, os conjuntos A € B(X) sdo denominados borelianos.
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A partir do conceito de espaco mensuravel, é possivel estabelecer a ideia de funcio

mensuravel, que é uma aplicacdo que preserva a familia de conjuntos mensuraveis:

Definicdo 1.2. Considere (X,F) um espaco mensurdvel. Uma funcio f : X — R é
mensuravel se f~'(A) € F, para todo A € B(R). Mais geralmente, se (X,F) e (Y, A)
sdo espacos mensuraveis, uma funcdo f : X — Y é mensuravel se, para todo A € A,

fH A ={z e X: f(z)c A} € F.

Se f,g : X — R sdo funcdes mensuraveis e & € R é uma constante, é possivel
demonstrar que af, f+g, fg e |f| sdo, também, funcdes mensuraveis. Além disso, se (f,,)nen
é uma sequéncia de funcdes mensuraveis tal que f, : X — R, entdo inf f,(z), sup f,(z),
liminf f,(x) e limsup f,(x) sdo mensuraveis e, consequentemente, se o limite da sequéncia

existe, ele € mensuravel. Dada uma funcdo f : X — R, é conveniente definir
fH(z) = max{f(z),0}

f~(z) := max{—f(z),0}

e escrever f(x) = fT(x)—f~ (), pois isto permite generalizar resultados validos, inicialmente,
apenas para funcdes mensuraveis ndo negativas. Note que f é mensuravel se, e somente se,
fT e f~ sdo mensuraveis. Uma fungdo ¢ : X — R mensuravel que assume apenas um
conjunto finito de valores é dita funcdo simples. Ou seja, se ¢ & uma funcdo simples, é

possivel escrevé-la da forma
n

p(z) = aila, (@)

i=1
onde ay, ...,a, sdo os valores de p e A; = {x € X : p(x) = a;}, parai =1,2,...,n. Toda
func3o simples ndo negativa possui uma representacdo Gnica, denominada representaco stan-
dard, caracterizada por valores a; distintos e conjuntos A; disjuntos. Um resultado importante

associado a esta definicdo é o seguinte:

Lema 1.3. Se f : X — [0,00] é mensuravel, entdo existe uma sequéncia (p,) de funcdes

simples ,, : X — [0, 00| tais que:
1. 0 < pn(z) < ony1(x) para cada x € X e para todon € N.
2. f(z) = lim ¢,(x) para cada x € X.
n—oo

Demonstracdo. Veja [5, Lema 2.11]. O
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Outro conceito fundamental relacionado a espacos mensuraveis é o de medida:

Definicao 1.4. Uma medida em um espaco mensuravel (X, F) é uma funcdo
p: F — [0,00] tal que () = 0 e p é o-aditiva, isto é, se {A, : n € N} é uma familia de
conjuntos mensuraveis tal que A, N A,, = 0 para n # m, entdo

u(UAn> =) u(An).

A tripla (X, F, 1) é denominada espaco de medida. Dependendo das caracteris-
ticas de uma medida p definida em (X, F), utiliza-se certas denominacgdes especiais. Por
exemplo, u é dita: finita, se pu(X) < oo; probabilidade, se u(X) = 1; o-finita, se existem
conjuntos A,, € F tais que p(A,) < oo para todo n e X = J A,,; boreliana, se F = B(X);
se v é outra medida em (X, F), diz-se que u absolutamente continua com respeito a v, e
denota-se ;1 < v, se para todo conjunto A € F tal que v(A) = 0 tem-se que p(A) = 0; se i
é boreliana e para todo B € B(X) e todo € > 0 existe um conjunto fechado F' e um aberto
Ataisque FF C B C Ae p(F — A) <e, diz-se que p é regular.

Observacao. Por definicdo, uma medida tem valor positivo. Porém, em alguns casos é datil
generalizar essa definicdo, no seguinte sentido: em um espaco mensuravel (X, F), uma funcdo
p:F — (—o00,00] ou pu: F — [—00,00) que é og-aditiva e tal que (D) = 0 é denominada
medida com sinal. Se ;i assume valores no intervalo aberto (—oo, c0), é denominada medida
com sinal finita. O Teorema da Decomposicdo de Jordan é um resultado no qual, dada uma
medida com sinal i, tem-se que existem wnicas medidas p* e p~ tais que p = pt —p e
ut L p~, onde ut L~ representa que as medidas ut e i~ sdo mutuamente singulares, isto
é: existem dois conjuntos mensuraveis, P e N, tais que X = PUN, PNN =0, u*(N) =0
e p~(P) = 0. Com este teorema é possivel generalizar os resultados obtidos para medidas.
Além disso, tem-se que a soma || = pt + p~ é uma medida, denominada variacdo total, e
é possivel demonstrar que a funcdo ||u|| = |u|(X) é uma norma completa no espaco vetorial
real constituido pelo conjunto das medidas com sinal finitas. Ainda mais, se X é um espaco
métrico compacto, tem-se que este espaco é isomorfo ao dual do espaco C(X) das funcdes

reais continuas em X.

Dado um espaco de medida (X, F, i), um subconjunto A C X é um conjunto de
medida nula se existir B € F tal que A C B e u(B) = 0. Diz-se que uma propriedade é valida
em p-quase todo ponto (ou pi- quase sempre) se esta é valida em todo X exceto, possivelmente,
em um conjunto de medida nula. Pode ser conveniente que todos os conjuntos de medida

nula sejam, também, mensuraveis. Um espaco de medida com esta propriedade é denominado
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completo (ou diz-se que a medida i é completa). E possivel realizar o completamento de
um espaco, i.e., tornar (X, F, ) qualquer em um espagco completo. Para isso, considere a
familia de conjuntos F = {A C X :3 F,F, € Fcom F;, C AC Fye u(F, — Fy) = 0},
Note que F & uma o-algebra que contém F. Com isso, a funcdo i : F — [0, 00] tal que
fi(A) = u(Fy) = p(F,) é uma medida em F, cuja restricio a F coincide com ju. Por
construcdo, o espaco de medida (X, F, i) & completo.

Estabelecidos estes conceitos, é possivel definir a integral de uma fun¢do com
respeito a uma medida: No espaco de medida (X, F, i), a integral de ¢ : X — [0, 00|, uma
funcdo simples com representacdo standard, com respeito a u é definida por

/X p dp = zn: a;fi( As).

=1

Para uma funcdo mensuravel f : X — [0, 00|, define-se a integral de f com respeito a p por
/fdp:sup{/ pdu:0<p<feep simples}.
X X

Além disso, diz-se que uma funcdo f : X — R é integravel se € mensuravel e /™ e f~ possuem

integrais finitas. Neste caso, define-se:

/deu=/Xf+du—/Xf‘du-

Observacdo. O conjunto L'(11) das funcBes reais integraveis é um espaco vetorial real e a
aplicacdo L : L'(p) — R que associa cada f € L' () a integral [ f dp é um funcional linear
positivo.

A seguir, sdo apresentados alguns resultados importantes sobre o comportamento

da integral relativamente a passagem ao limite de sequéncias.

Teorema 1.5 (Teorema da Convergéncia Monétona). Considere um espaco de medida (X, F, )
e uma sequéncia de funcBes mensuraveis (f,)°, tal que f, : X — [0, 00| para todon € N,
fi<fo< < fo<fo1<...elimf,=f. Entdo, f é mensurdvel e

/fd,u: lim/fnd,u.
X n—oo X

Demonstracdo. Veja [5, Teorema 4.6]. O
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Lema 1.6 (Lema de Fatou). Considere um espaco de medida (X, F, ) e uma sequéncia de

funcbes mensuraveis (f,)>°, tal que f, : X — [0, 00] para todo n € N. Entdo

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn du.
b's b's

Demonstracdo. Veja [5, Lema 4.8]. O

Teorema 1.7 (Teorema da Convergéncia Dominada). Considere um espaco de medida (X, F, 11)
e uma sequéncia de funces integraveis (f,)32, que converge ji-quase sempre para a funcdo
mensurdvel f : X — R. Se existe uma funcio integravel g tal que |f,| < g para todon € N,

ento f é integravel e
/ fdp=tim [ f.dp
X n—oo X

Demonstracdo. Veja [5, Teorema 5.6]. O

Outro resultado importante que sera utilizado neste trabalho é o Teorema de
Radon-Nikodym, que estabelece uma relacdo entre duas medidas o-finitas absolutamente con-

tinuas definidas em um mesmo espaco mensuravel:

Teorema 1.8 (Teorema de Radon-Nikodym). Sejam v e u duas medidas o-finitas em (X, F)

e suponha que v < . Entdo, existe uma funcdo f : X — [0, 00] tal que

V(E)Z/Efdu

para £ € F. A funcdo [ é denominada densidade ou derivada de Radon-Nikodym de v com

respeito a | e é denotada por Z—;. Ainda mais, a funcdo [ é u-quase sempre unicamente
determinada.
Demonstracdo. Veja [5, Teorema 8.9]. O

Agora que os conceitos fundamentais de Teoria da Medida foram apresentados,
pode-se explorar alguns conceitos relacionados & medidas de transporte, também denominadas
medidas push forward. Esse tipo de medida é obtido transferindo (“pushing forward”) uma
medida de um espaco mensuravel para outro usando uma funcdo mensuravel. Especificamente,

considere X e X, espacos métricos separaveis e Z(X;) e &(X5) as familias de probabilidades
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borelianas em X; e X,, respectivamente. Se p € Z(X;) e T : X; — X, & uma funcdo
mensuravel, denota-se por T, € P(Xs) o push forward de i por T, definido por

para todo B € B(X3). Mais geralmente, tem-se

; f(T(z)) du(r) = ; fy) dT.pu(y)

para toda funcdo f : Xy — R boreliana limitada (ou T, u-integravel). Note que se v < p,
entdo T,v < T,u, para todo v,u € Z(X;). Ainda mais, (T o S).u = T.(S.p) para
S: X1 = Xo, T:Xo—= Xgepe 2(Xy).

A seguir sdo apresentadas algumas definicdes correlatas, cuja principal referéncia

é [30], que serdo Gteis ao longo do trabalho.

Definicdo 1.9. Seja X um espaco métrico separdvel, B(X) a o-algebra de Borel em X
e Z(X) a familia de todas as medidas de probabilidade borelianas em X. O suporte de
p € P(X) éo conjunto supp p = {x € X : p(d) > 0 para cada vizinhanca U de x}.

Definicdo 1.10. Um espaco X é denominado Radon se é um espaco métrico separdvel tal
que para toda u € ¥ (X), para todo B € B(X), existe um conjunto compacto K. C B tal
que u(B — K.) < ¢, para todo € > 0.

Definicao 1.11. Considere (X, F, ) um espaco de probabilidade e (E,B(FE)) um espaco
mensuravel. Toda funcdo mensuravel ¢ : (X, F,u) — (E,B(E)) induz uma probabilidade
em E dada por

po(B) = ¢upu(B) = (¢~ (B)) = p({z € X : é(x) € B}),

para B € B(E). Neste caso, 11, é denominada lei (ou distribuicdo) de ¢ e, também pode ser
denotada por lei(¢).

Definicao 1.12. Considere (X, 1) e (Y,v) espacos de probabilidade. Acoplar i1 e v consiste
em construir duas funcdes mensuraveis (que também sdo denominadas variaveis aleatérias) X
e Y em um espaco de probabilidade (2, IP) de tal forma que lei(X) = p e lei(Y) = v. O par
(X,)) é denominado coupling de (11, v).
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Se 11 e v s5o as unicas leis do problema, ento, sem perda de generalidade, pode-se
escolher 2 = X x Y. Em uma formulacdo mais tedrica, acoplar p e v significa construir uma
medida v em X x Y tal que v admita p e ¥ como marginais em X e Y, respectivamente. As

seguintes afirmacdes sdo formas equivalentes desta condicdo marginal:

1. (projyx).«y = i, (projy)«y = v, onde (projy) e (projy ) representam, respectivamente,

as projecdes (z,y) — x e (x,y) — y;
2. y[AXx Y] =p[A], v[X x B] =v[B],VAC X, BCY mensuraveis;

3. Para todas funcdes integraveis o, 1) definidas em X e Y, respectivamente, tem-se

/Xxy(@(x) + ¥(y)) dy(z,y) = /Xgo dﬂ+/y¢ dy.

Definicdo 1.13. Considerando a notacdo utilizada na Definicdo 1.12, um coupling (X,)) é
dito deterministico se existe uma funcdo mensuravel T : X — Y tal que Y = T(X). Além
disso, para dizer que (X,)) é um coupling deterministico de . e v, as seguintes afirmacées

sdo estritamente equivalentes:

1. (X,Y) é um coupling deterministico de 11 e v cuja lei y esta concentrada no gréafico de

uma funcdo mensurdvel T : X — Y;
2. vy =(Id,T).p;
3 XtemleipeY =T(X), onde Ty =v;

4. X temleipe) =T(X), onde T é a mudanca de varidvel de p para v, ou seja, para

toda funcdo v-integravel ¢ tem-se

/Y o(y) du(y) = / o(T(2)) du(z).

X

A funcdo T nas afirmacdes acima é a mesma e é definida unicamente p-quase
sempre (quando a lei conjunta de (X)) esta fixa). A implicacdo inversa é verdadeira: se T’
e T coincidem j-quase sempre, entdo T.pu = T.p. E comum denominar T' como mapa de
transporte. Com isso, tem-se o ponto de partida para o estudo em Transporte Otimo, que é

o assunto da préxima secio.
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1.2 Transporte Otimo

Os primeiros estudos relacionados a Teoria de Transporte Otimo remontam o final
do século XVIII, quando Gaspard Monge, matematico francés, propés a modelagem de um
problema logistico. Informalmente, este problema consiste em transportar certa quantidade
de areia de um ponto a outro ja pré-estabelecido, de forma que o custo de transporte seja

minimo [29]. Formalmente:

Problema de Monge. Considere X e Y espacos Radon, n € P (X), v € Z(Y) e uma

fungdo boreliana ¢ : X xY — [0,00|. O problema de transporte 6timo de Monge é encontrar

T

inf{/Xc(:c,T(:c)) dy - T*,u:y} (1.1)

onde T' é um mapa de transporte.

Nos termos anteriormente estabelecidos, Monge buscava estabelecer um coupling
deterministico 6timo. Ainda mais, note que, nesta formula¢do formal, as medidas e v
modelam a quantidade de areia em cada espaco, no sentido que, dados A C X e BC Y
conjuntos mensuraveis, ((A) representa a quantidade areia que esta em A e v(B) representa
a quantidade de areia que deve ser transportada para B. Além disso, c¢(x,y) representa o
custo de transportar uma unidade de massa do ponto x € X para o ponto y € Y, e 0 mapa
de transporte T : X — Y associa, unicamente, cada x a localizacdo y, preservando volume.

Monge levou em consideracdo que o custo de transporte depende da massa de
areia a ser transportada e da distancia percorrida no transporte. Estudou o problema em
trés dimensdes para uma distribuicdo continua de massa, obtendo avancos, mas ndo uma
conclusdo. O problema foi indiretamente retomado pelo matematico russo Leonid Vitaliyevich
Kantorovich. Em 1948, Kantorovich reapresentou o problema, incorporando novos resultados

desenvolvidos por ele:

Problema de Monge-Kantorovich. Considere X eY espacos Radon, medidas 1 € Z(X)
ev e P(Y) euma funcio boreliana c : X xY — [0,00|. O problema de Monge-Kantorovich

consiste em encontrar

min ){/XXY c(x,y) d’y(x,y)} (1.2)

ye(p,v

onde T, v) é o conjunto de todas as medidas v € (X x Y') com marginais i e v.
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Em geral, as medidas v € &(X xY') com marginais i e v sdo denominadas planos
de transporte de p para v e as medidas que satisfazem o Problema de Monge-Kantorovich so
denominadas planos de transporte 6timo. Informalmente, nesta nova formulacdo tem-se que a
quantidade de areia em dado ponto x pode ser dividida e transportada para pontos distintos,
e dv(x,y) representa quantidade de areia que é transferida de = para y.

Note que podem ocorrer casos em que ndo existe uma funcdo 7' : X — Y men-
suravel tal que T, = v, de modo que o Problema de Monge é insoltvel, independentemente
da funcdo custo. Isso ndo ocorre para o Problema de Monge-Kantorovich, uma vez que
puxvell(p,v). Alem disso, quando a fungdo custo é semicontinua inferiormente, é possivel
provar a existéncia de um plano de transporte 6timo [3] e, ainda mais, tem-se o seguinte

resultado:

Teorema 1.14 (Dualidade). Se ¢ : X x Y — [0,00] é uma fun¢do propria semicontinua

inferiormente, entdo o minimo da equacdo (1.2) é igual a

sup{/xsf)(l‘) du+/y¢(y) dV}

onde o supremo é tomado sob todos (p, 1) € CY(X) x C)(Y') tais que p(x)+v(y) < c(z,y).

Demonstracdo. Veja [3, Teorema 6.1.1]. ]

A partir desses problemas floresceu a Teoria de Transporte Otimo, que hoje prové
ferramentas para o tratamento de problemas em diversas areas como Probabilidade e Sistemas
Dinamicos. Algumas referéncias relevantes sobre Transporte Otimo sdo [2], [3], [29] e [30].

A seguir define-se um conceito, muito importante na Teoria de Transporte Otimo,
que sera utilizado neste trabalho. No estudo de problemas de transporte pode ser interessante
considerar que o custo depende das medidas transportadas, e pensar no custo 6timo como um

tipo de distancia entre i e v:

Definicdo 1.15 (Distancia de Wasserstein). Sejam (X, d) um espaco métrico completo sepa-
ravel e p € [1,00). Para duas medidas de probabilidade i, v em X, a distdncia de Wasserstein

de ordem p entre 1 e v é dada por

1

W,(p,v) = ( inf /d($17I2)p d7($1,$2)>p

YEI(p,v)

Com essa definicdo, ¥, ndo & uma distancia no sentido estrito, pois pode assumir
o valor +00. Ademais, satisfaz os axiomas de distancia. Assim, para concluir a construc3o, é

natural restringir W, & um subconjunto no qual esta toma valores finitos.
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Definicdao 1.16. O espaco de Wasserstein de ordem p é definido como

P(X) = {ne 2(x): /d(x,i:)pu(d:r;) < +oo}

para algum & € X arbitrario.

Deste modo, W, define uma distancia (finita) em 22,(X). E possivel demonstrar
que, se (X, d) é um espaco métrico completo separavel e d é uma métrica limitada, ent3o a
distancia p-Wasserstein metriza a topologia fraca sobre &#2(X). Ainda mais, se X é compacto,
entdo (Z(X), W,) é um espago métrico compacto. Para detalhes e mais informagdes, consulte
[30, Capitulo 6].

1.3 Variedades

Nesta secdo sdo apresentadas definicdes importantes relacionadas ao conceito de
variedade. A principal referéncia utilizada é [9]. Em termos gerais, uma variedade de dimens3o
n & um espaco topoldgico que se assemelha localmente ao espaco euclidiano n-dimensional
em uma vizinhanca de cada ponto. Ainda mais, uma variedade compacta é uma variedade
que é compacta como espaco topolégico.

Considere M um espaco topolégico. Uma carta local € um par (U, ¢) onde U é um
aberto de M e ¢ : U — R™ & um homeomorfismo sobre o aberto ¢(U) C R™. Denomina-se
atlas de dimensdo m e classe C" sobre M uma colecdo A de cartas locais tais que:

1. U U=M;
(Up)eA

2. Se (U,p),(U,3) € Ae UNU # 0, entdo a aplicacdo

& um difeomorfismo C" entre abertos de R™.

Os difeomorfismos acima sdo denominados mudancas de coordenadas. Além disso,
o atlas A é denominado atlas maximal quando contém todas as cartas locais (U, ) cujas
mudancas de coordenadas com elementos (U, ) € A sdo difeomorfismos C”. Um espaco
topoldgico de Hausdorff M com base enumeravel, munido de um atlas maximal é denominado
variedade diferenciavel.

Considerando M uma m-variedade com atlas A = {p, : U, — X,}, pode-se
considerar o conceito de subvariedade. Dado N C M, N é dita subvariedade de dimensao
n < m se existir algum atlas B = {¢, : V;, — Y} de M tal que A e B sdo compativeis, isto

é, as mudancas de coordenadas v 0 ;' e , 01, ' sdo diferenciaveis em seus dominios para
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todo a, b, e a carta local 1y, envia V, = V; N N sobre um aberto Y, C R™ x 0™™" para todo
b. Note que, em particular, toda subvariedade &€ uma variedade.

Outro conceito importante é o de espaco tangente a uma variedade M. Para cada
p € M, considere o conjunto C(p) das curvas ¢ : I — M, onde [ é um intervalo aberto
contendo zero, tais que ¢(0) = p e ¢ é diferencidvel em 0. Duas curvas ¢i,co € C(p) sdo
equivalentes se (poc;)(0) = (¢ ocy)'(0) para toda carta local ¢ : U — X, com p € U. Seja
[c] a classe de equivaléncia de qualquer curva ¢ € C(p). O espago tangente a M no ponto p,
denotado por 7),M, é o conjunto de tais classes de equivaléncia.

Dada uma carta local ¢, : U, — X, qualquer, com p € U,, a aplicacdo

Dy,(p) : T,M — R™
[c] = (pa 0 ¢)'(0)

esta bem definida e é uma bijecdo, de modo que & possivel identificar 7,M com R? e o espaco
tangente adquire uma estrutura de espaco vetorial que ndo depende da escolha da carta local.

De fato, dada qualquer outra carta local ¥, : Vj, — Y, com p € V}, tem-se

Dy(p) = D(¥y 0 ©, ) (0a(p)) © Diu(p).

Como D(hp0 ;1) (wa(p)) € um isomorfismo linear, segue que as estruturas de espaco vetorial
transportadas por Dy, (p) e Di,(p) do espaco euclideano para T,M coincidem.

Com a noc¢do de espaco tangente é possivel introduzir a ideia de derivada de
uma funcdo entre duas variedades: a aplicacdo f : M — N, onde M e N sdo variedades, é
diferenciavel se Y0 fow ! 0, (U.Nf~H(V3)) = (VN f(U,)) € uma aplicacdo diferenciavel
para toda carta local ¢, : U, — X, de M e toda carta local ¢, : V}, = Y}, com f(U,)NV; # 0.
Além disso, f é de classe C" se M e N s&o variedades C" e toda aplicacdo 1, 0 fo ;! & de
classe C". A derivada de uma aplicacdo diferenciavel entre duas variedades f : M — N no

ponto p € M é a aplicacdo linear D f(p) : T,M — T,y N definida por

Df(p) = Dy(f(p)) ™" o D(¥hp o fo, ") (pa(p)) © Depulp)

onde ¢, : U, — X, & uma carta local de M com p € U, e ¢, : V, — Y, &€ uma carta
local de N com f(p) € V. Ainda mais, pode-se escrever a derivada de uma transformacdo
diferenciavel entre duas variedades pensando no conceito de fibrado tangente. O fibrado

tangente a variedade M é a unido disjunta

T™ = | J T,M

peEM
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de todos os espacos tangentes a M. Para cada carta local ¢ : U, — X, considere

Ty,M = | ] T,M

p€Uq

e a aplicagdo Dy, : Ty,M — X, xR™ dada por [c] — ((¢a0¢)(0), (pa0c)'(0)). Considere em
T M a topologia que torna cada Dy um homeomorfismo. Supondo que o atlas {¢, : U — X, }

de M é de classe C" entdo, a mudanca de coordenadas
D(pb o (pgl : Spa(Ua N Ub) x R™ — gOb(Ua N Ub> x R™

é uma aplicacdo de classe C"~1, para a, b quaisquer tais que U, N U, # (). Deste modo, T M
estd munido com a estrutura de variedade de classe C"~! e dimensdo 2m. Assim, a derivada
de uma transformacio diferenciavel f : M — N é a aplicacdo Df : TM — TN cuja restricdo
a cada espaco tangente T),M esta dada por Df(p). Se f é de classe C", entdo D f é de classe
O™ 1 relativamente a estrutura de variedade nos fibrados tangentes TM e TN introduzida
anteriormente.

Por fim, um campo de vetores na variedade M é uma aplicacdo X : M — TM
tal que mo X =id, onde 7w : TM — M associa a cada v € T'M o anico ponto p € M tal que
v € T,M. Ou seja, a aplicagdo X associa p a um elemento do espago tangente. O campo de
vetores & de classe C*, com k < r — 1, se X for de classe C*. Suponha que k£ > 1. Entdo o
teorema de existéncia e unicidade de solucdes de equacdes diferenciais garante que, para todo
p € M, existe uma Gnica curva ¢, : I, — M tal que ¢,(0) = p e c,(t) = X(c,(t)) para todo
t € I,, onde I, & intervalo aberto maximal com esta propriedade. Se M é compacta, tem-se
I, = R para qualquer p € M. Além disso, as transformacdes f* : M — M definidas por
ft(p) = ¢,(t) sdo difeomorfismos de classe C*, com f0 =id e f*o f' = f*' para quaisquer
s,t € R. A familia f*: ¢t € R é chamada fluxo do campo de vetores X.

Variedades riemannianas Uma variedade riemanniana é uma variedade M munida de uma
métrica riemanniana, que consiste de uma aplicacdo que associa a cada p € M um produto

interno no espaco tangente 7),M, ou seja, uma aplicacdo bilinear simétrica
v T,M xT,M — R

tal que v -, v > 0 para todo vetor ndo nulo v € T,M. Ainda, é necessario que este produto
interno varie diferenciavelmente com o ponto p, no seguinte sentido: dada uma carta local
¢ : U — X de M qualquer, para cada p € U é possivel identificar 7,M com R™, via Dy(p),
e entdo considerar -, como um produto interno no espaco euclidiano. Com isso, considerando
€1, €2, ..., €, uma base de R™, toma-se as funcBes g¢; ;(p) = e; - €; diferenciaveis para todo

par (i,7) e para qualquer escolha da carta local e da base.
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Toda subvariedade N de uma variedade riemanniana M herda uma estrutura de
variedade riemanniana, dada pela restri¢do do produto interno -, de M ao subespaco tangente
T,N de cada p € N. Toda variedade compacta admite (infinitas) métricas riemannianas. Isso
segue do Teorema de Whitney, o qual afirma que toda variedade compacta pode ser realizada

como subvariedade de algum espaco euclideano.

Definicdo 1.17. Considere M uma variedade riemanniana e y : [a,b] — M uma curva

diferencidvel. O comprimento de v é dado por
b
()= [ @t

onde [[vl, = /(v v).

Definicdo 1.18. Considere uma variedade riemanniana M. A distancia d associada a métrica

riemanniana entre dois pontos p,q € M é

d(p,q) = inf ()

YEAD,q

onde A, , denota o conjunto das curvas diferencidveis ligando p e q.

A curva diferenciavel v : [a,b] — M é dita minimizante se ¢ = d(y(a),v(b)). Uma
curva diferenciavel v : I — M, definida em um intervalo aberto I, é chamada geodésica se é
localmente minimizante: para todo a € [ existe 6 > 0 tal que a restricio de v ao intervalo
l[a — d,a + d] € minimizante. Note que toda curva minimizante é geodésica, mas a reciproca
ndo é verdadeira. Além disso, se y é geodésica, entdo ||7/(t)||,«) é constante em I, e, para
todo p € M e todo v € T,M existe uma anica geodésica v, : I,, — M tal que 7,,(0) = p,
Y,,(0) = v e I, &intervalo maximal tal que 7,,, é localmente minimizante. O fluxo geodésico
no fibrado tangente é

froTM —TM
(2:0) = (1), 10 (1)).

Folheacdo Grosso modo, uma folheacdo de dimensdo n de uma m-variedade diferenciavel M
é um tipo de decomposicdo de M em subvariedades conexas de dimensdo n < m, denominadas
folhas, que se empilham localmente. Sdo como subconjuntos de R™ x R™™™ com a segunda
coordenada constante. Formalmente: Seja M uma variedade de dimensdo m e classe C*.
Uma folheacdo de dimensdo de n < m & um atlas maximal F de M com as seguintes

propriedades:
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1. Se (U,p) € F, entdo p(U) = U; x Uy C R* x R™™" onde U, e U, s&o discos abertos.

2. Se (U,p) € Fe (V,i) € F sdo tais que U NV =# (), entdo o mapa mudanca de
coordenadas Yol (UNV) = p(UNV) édaformaopt = (h(z,y),h(y)).

Dada uma folheacdo F de classe C" e dimensdo n, com 0 < n < m, de uma m-variedade
M, considere (U,p) € F com ¢(U) = U; x Uy C R" x R™™. Os conjuntos da forma
01 (U, x {c}), onde ¢ € U, sdo denominados placas de F. Além disso, denomina-se por

caminho de placas de F a sequéncia «ay,...,a; de placas tais que «o; N,y # 0 para
i =1,...,k— 1. Considere a relacdo de equivaléncia p ~~ ¢ <= 3 um caminho de placas
ai,...,a tal que p € aq, ¢ € ay. As classes de equivaléncia desta relacdo sdo denominadas

folhas de F. E imediato da definicdo que cada folha é um conjunto conexo por caminhos.
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CAPITULO 2

Desintegracao de medidas

Von Neumann, em 1932, introduziu uma definicdo rigorosa de desintegracio de
medidas de probabilidade [31]. Desde entdo, este conceito tem sido uma ferramenta muito
atil no estudo de diversas propriedades de sistemas dindmicos. Como um exemplo, pode-se
citar o Teorema da Decomposicdo Ergddica, que estabelece, sob certas condicées do espaco,
que toda medida de probabilidade invariante pode ser escrita como uma combinacdo convexa
de medidas ergédicas (para mais detalhes, veja Teorema 5.1.3 em [21]). Este teorema esta
relacionado com um importante resultado da Teoria da Medida, o Teorema de Rokhlin, que
afirma que, asseguradas certas condicdes do espaco, é possivel realizar a desintegracdo de uma
probabilidade em termos de medidas condicionais.

Neste capitulo, é apresentada uma definicdo formal do conceito de desintegracio de
medidas, em termos de medidas condicionais. Ademais, o Teorema de Rokhlin é apresentado
em diferentes perspectivas: na primeira, baseada em [21], considera-se um espaco métrico
completo e separavel e uma particio mensuravel deste; em outra perspectiva, considera-se
uma formulacdo mais moderna, apresentada originalmente em [25], que vai mais além, tra-
zendo, também, uma generalizacdo deste teorema para uma categoria de espacos o-finitos

com morfismos absolutamente continuos.

2.1 Uma definicao formal de desintegracao

Considere (X, B, ;1) um espaco de probabilidade e P uma particdo de X em sub-
conjuntos mensuraveis. Denote por 7 a projecdo natural que associa cada ponto = € X ao

elemento da particio P € P que o contém:

T X —=>P
x — P(x).

Note que a aplicacdo 7 fornece uma estrutura de espaco de probabilidade a particio P.
De fato, definindo que A C P & mensuravel se, e somente se, 7 1(A) & um subconjunto

mensuravel de X, tem-se que B= {A C P : Aé mensuravel} é uma o-algebra em P. Assim,
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considerando i o push forward de p por T, isto é:

A(A) = mp(A) = u(x(A))

para todo A C P mensuravel, define-se uma probabilidade em P. A medida /i é denominada

medida quociente. Neste contexto, define-se uma desintegracdo de u da seguinte maneira:

Definicdo 2.1. Uma desintegracdo de u relativamente 8 uma particdo P de X é uma familia
{pp : P € P} de probabilidades em X tal que, para E C X mensuravel:

1. up(P) =1 para ji-quase todo P € P.
2. P up(E) é mensuravel.
3. W(E) = [ up(E) di(P).

Neste caso, as probabilidades ip sdo denominadas probabilidades condicionais de 1 com

relacdo a P.

Proposicdo 2.2. Se a o-dlgebra B admite um gerador enumeravel e se {up : P € P} e
{ip : P € P} sdo desintegracdes de i relativamente a P, entdo jip = i para ji-quase todo
PeP.

Demonstracdo. Considere I' um gerador enumeravel de B e A a algebra gerada por I', de

modo que A seja enumeravel. Para cada A € A, considere:
Da={P €P:pp(4) > ip(4)}
Ea={P € P:pp(A) < tp(A)}.
Se P € Dy, entdo P C 77 1(D,) e, pela definicdo de desintegracdo, tem-se
pp(ANT (D)) = pp(A).
Se P ¢ Dy, entdo PN 7~ (Dy4) = (), de modo que
pp(ANTH(Dy)) = 0.

Ademais, o mesmo é valido ao considerar ;. Logo, pela propriedade 3 da Definicdo 2.1,

segue que:

Jup(ANT=H(Da)di(P) = [5, pr(A)di(P)

HAN T (Da)) = { [ Ho(AN T DAAAP) = [, i (A)d(P),
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Uma vez que pup(A) > up(A), segue que fi(Dy) = 0 para todo A € A. Com o mesmo
argumento, segue que [i(€4) = 0 para todo A € A. Assim,

p(J@aven) =0

AeA

Para todo P em (UAeA(DA U EA)> , as medidas up e ;/P coincidem em A e, portanto,

coincidem em B, ou seja, yip = jip para ji-quase todo P € P. ]

A Proposicdo 2.2 afirma a unicidade da desintegracdo para um caso bem geral,
pois vale sempre que X & um espaco topologico com base enumeravel de abertos e B é uma
o-algebra de Borel. Apesar disso, ainda n3o ha garantia da existéncia de uma desintegracio.

Por exemplo, considere a relacdo de equivaléncia em R dada por
Ty &< r—y €.

O espaco S! de todas essas classes de equivaléncia é canonicamente identificado com o circulo
unitario no plano complexo. Tomando 7 : R — S! que associa cada x € R a sua classe de

equivaléncia, defina a medida de Lebesgue X\ em S! por
ME) :=m(r Y (E)N [k, k+ 1))

para qualquer k € Z, onde m é a medida de Lebesgue em R. Observe que A é uma medida
de probabilidade e é invariante por rotacdes, isto é, se R : S — S é uma rotacdo, entdo
AMA) = MR7'(A)) para todo A C S' mensuravel. Considere f : S — S' uma rotacdo
irracional e P uma particdo de S! cujos elementos sdo as érbitas {f"(z) : n € Z} de f.
Suponha que existe uma desintegracdo {A\p : P € P} de A relativamente a P. Considerando
a familia {f,A\p : P € P}, tem-se que: como todos os elementos da particdo sdo conjuntos
invariantes, f,Ap(P) = Ap(P) = 1 para ;\—quase todo P € P; Para E C S' mensuravel,
P — f.Ap(F) & mensuravel, uma vez que {\p} é desintegracdo; Como A é invariante por f,

AE) = \(f1(E)) = / FA(E)IA(P).

Deste modo, {f.A\p : P € P} & uma desintegracdo de A relativamente a P. Entretanto,
pela unicidade, f,Ap = Ap para A-quase todo P € P, de modo que \p é f-invariante, o
que é uma contradicdo, pois P é conjunto infinito enumeravel e portanto ndo pode existir
nenhuma probabilidade invariante que dé peso positivo a P. Ent3o, ndo é possivel desintegrar
A relativamente a P [21, Exemplo 5.1.8].

O Teorema de Rokhlin afirma a existéncia da desintegracdo de uma medida sob

certas condic®es do espaco X e da particdo P de X: & necessario que X seja espaco métrico
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completo e separavel e que P seja mensuravel. A particdo P é mensuravel se existe algum

00
n=1

conjunto mensuravel Xy C X com medida total tal que P = \/__, P, restrito a X, para

uma sequéncia crescente de particdes enumeraveis P; < Py < --- < P, < .... Note que

P; < P;y1 significa que todo elemento de P, esta contido em algum elemento de P;.

2.2 Teorema de Rokhlin

Considerando a mesma notacdo da seco anterior, o Teorema de Rokhlin pode ser

enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.3. Seja X um espaco métrico completo e separavel, seja P uma particdo men-
suravel de X e seja p uma medida de probabilidade. Entdo p admite uma desintegracio

relativamente a P, ou seja, existe {up : P € P} tal que, para todo E C X mensuravel:
1. pup(P) =1 para ji-quase todo P € P.

2. P up(F) é mensuravel.

3. W(E) = [ up(E) dji(P).

Para demonstrar o Teorema 2.3, sdo necessarios alguns resultados. Considere
P,(x) o elemento da particdo P,, que contém o ponto z € X. Dada uma funcdo mensuravel
limitada ¢ : X — R, defina e,(¢) : X — R, a esperanca condicional de ¢ relativamente a
P,.. por:
o fo @ ity s p(Pu(a)) > 0
0, se pu(P.(x))=0.

en(p, ) =

Observe que e, () é constante em cada P, € P, e que é possivel escrever:

/%(s@) dp = ;/ en(ip) dps

:;/ (ﬁ/nsadu)du
:Z(@/;pdu)/ﬂldu

:Z/ ¢ du
P’VL n

:/gpdu.
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Com isso, considere o seguinte lema:

Lema 2.4. Dada uma funcdo mensuravel limitada ¢ : X — R, existe X, C X, com
w(X,) =1, tal que:

1 e(p,x) = lim e,(p,x) existe para todo x € X,,.
n—oo
2. e(y) : X, = R é mensurével e constante em cada P € P.

3. [y du=[elp) du.

Demonstracdo. Suponha, primeiramente, que ¢ > 0. Dados «, 3, com a < 3, tome

S(a, ) ={z € X :liminfe,(p,z) < a < f <limsupe,(p,z)}.
Note que e, (p, x) diverge se, e somente se, x € S(«, ), com « e 3 nimeros racionais, isto

é, e(p, x) existe se, e somente se, x € X, onde

X, = () S(a,B)

,BeQ
a<
Afirmacdo. u(X,) = 1.

Demonstracdo. Considere v e ( fixos e, dado = € S(«, 3), fixe uma sequéncia de inteiros
L <af <O <o <af <bf <... tal quees(p,r) < aees(pr)>p,Vi>1
Considere os conjuntos

Ai= |J Pu)

z€S(e,B)
Bi = U ,szc (SL’)
z€S(a,B)

de modo que S(«, ) C A;y1 C B; C A;, uma vez que P, < P,41 para todo n € N. Deste

modo, tem-se que

S(e, B) € S, B) =B =[] Ai
=1 =1

Ainda, note que, dados dois conjuntos quaisquer que formam A;, por exemplo, P (1) e
P22 (x2), ou Per (21) NP,z (22) = () ou um esta contido no outro. Deste modo, os conjuntos
Pz () maximais sdo disjuntos dois-a-dois, formando uma particdo de A;. Somando sobre estes

conjuntos maximais com medida positiva, e considerando a definicdo de e,z (i, 7), tem-se:
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Analogamente,

¢ dp = / ¢ du
/Bi be Poz ()

Como A; D B;, e como ¢ > 0 por hipétese, tem-se:

a p(A;) Z/AvsoduZ/Bvsodu25u(Bz-)- (2.1)

Por convergéncia monétona,

lim sodu=/ ¢ dp=lim [ ¢ dpu.
1— 00 A’L g(avﬁ) 1— 00 Bz

Com isso, ao tomar o limite da equacdo (2.1) quando i — oo, tem-se que

p(S(a, 8)) > B u(S(a, B))

o que implica que x(S(a,3)) = 0, uma vez que o < 3. Agora, como S(a, B) C S(a, ),
tem-se que p(S(a, 3)) = 0. Como X, é uma intersecdo enumeravel, segue que p(X,) = 1.
<

Para o caso geral, em que ¢ ndo é necessariamente uma funcdo ndo negativa,

pode-se escrever o = T — o~ onde T e ¢~ sdo mensuraveis, ndo negativas e limitadas.
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Com isso, existem conjuntos X+, X,- C X, com pu(X,+) = pu(X,-) =1, tais que

e(p”,x) = lim en(p", )

e(p ,x) = lim e, (¢, x).
n—oo

Uma vez que e,(p,x) = e, (¢, x) — e (¢, x), o limite

lim e,(p, ) = lim e,(p", 2) — lim e,(¢~, 2)

n— 00 n— 00 n—00
existe para todo € X, onde o conjunto X, = X+ N X,- é tal que pu(X,) = 1. Com
isso, fica demonstrada a primeira parte do lema. Para a segunda parte, observe que e(p) é
mensuravel como limite de fun¢des mensuraveis. Ainda mais, dado que P,, < P, tem-se que
en(p) € constante em cada P € P, restrito a um subconjunto de X com medida total. Logo

o mesmo vale para e(y). Por fim, para a terceira parte, note que |e,(¢)| < sup |p|, para todo

/90 duz/%(@) dp

/e(w) dp = lim [ ey(p) dp = /90 dp.

n—oo

n > 1. Sabe-se que

entdo, pelo Teorema 1.7, tem-se

Demonstracdo do Teorema 2.3. Considere um subconjunto A C X mensuravel e a fun-

¢d30 ¢ = 1 4. Pelo Lema 2.4, tem-se

—e ) = lim M
6((,0,1')_ (1A7 ) 7}*)00 M(Pn(x)) '

Além disso, considere o conjunto
Py={PeP:PnXy, #0}

de modo que [i(P4) = 1. Defina a fungdo E(A) : P4 — R que associa cada P € P, ao
valor E(A, P) = e(14,x) para qualquer z € PN Xy ,. Observe que E(A) estd bem definida
e é mensuravel, pois e(14) = E(A) om (lembrando que 7 : X — P é a aplicacdo que associa

cada elemento z € X com a particdo que o contém), de modo que

/soduz/e(w) d,u:/e(]lA) duz/E(A)OWduz/E(A) dji.
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Como X é separavel, possui base enumeravel de abertos. Seja U = {U, : k € N}
uma base de abertos de X e seja A a algebra gerada por U. A gera a o-algebra de Borel
de X e, além disso A é enumeravel, pois coincide com a unido das algebras geradas pelos
subconjuntos {U, : 1 < k < n}, para cada n > 1, que sdo finitas. Defina

P.= () Pa

AcA

or-i(07) - (0n)
AeA AeA
Observe que

x- ﬂPA:XrW(ﬂPA)C:Xﬂ(UPﬁ) - Uwnrn =P

AcA AeA AcA AceA AcA

Ent3o

e, deste modo,

(n7) )

Portanto, segue que ji(P,) = 1. Agora, para cada P € P,, defina

up: A—[0,1]
A~ E(A,P).

Note que:
— pup(X) = E(X,P) =-e(lx,z) para qualquer x € X; . Portanto,

pp(X) = lim e,(1y,x)

n—o0
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— up € uma funcdo aditiva. De fato, tome A e B disjuntos. Ent&o, para todo P € P,:

1
B(AUB.P) = e(Lusp. ) = lim oo / s di

o AE)
_ iy (@) N A) + pu(Pa(2) N B)
e W(Pal)
W)V A) - p(Pu(z) N B)

— E(A, P)+ E(B, P).

Por [21, Proposicdo 5.2.2], esta funco se estende a uma medida de probabilidade
(que ainda sera denotada por 1p) definida na o-algebra de Borel de X. Assim, obtém-se uma
familia de medidas de probabilidade {up : P € P.}. Agora, basta mostrar que esta familia &,

de fato, uma desintegracdo de y relativamente a P,:
Condicdo 1. up(P) = 1 para fi-quase todo P € P,.

Seja P € P,. Para cada n € N, considere P, o elemento de P, que contém P.
Note que, se A € A é tal que AN P, = ) para dado n, tem-se que AN P,, = () para todo
m > n, ja que P,, C P, para todo m > n. Entdo,

. p(ANP,)

np(A) = E(A, P) _”%EEOW =0
Considere n fixo. Para cada s > 1, seja P? a unido de todos os conjuntos da forma U;N- - -NU;
que intersectam P,. Note que, pela observacio anterior, up((P2)¢) = 0 e entdo up(P?) =1,
V s > 1. Assim, tomando o limite quando s — oo, tem-se que up(U) = 1 para todo conjunto
aberto U que contém P,. Como toda medida de probabilidade em um espaco métrico é regular,
pp € regular e, portanto, pp(P,) = 1. Assim, no limite n — oo, tem-se que pup(P) = 1 para
todo P € P,.

Condicdes 2 e 3. P — pup(E) € mensuravel V E C X mensuravel e u(E) = [ pp(E) di(P).

Por construcdo, tem-se que, dado qualquer A € A, a funcdo P — pup(A), onde



Capitulo 2. Desintegracdo de medidas 35

pup(A) = E(A, P), € mensuravel e satisfaz

u(A) = / E(A, P) di(P)

— [ nr(a) ai(p),

Agora, note que familia € = {B C X : B satisfaz as condicBes 2 e 3} & uma

classe monétona, isto é, dados B; C By C ... em €, tem-se |J,.yBn € € e, dados
subconjuntos By D By D ... em €, tem-se (), .y B, € € De fato, considere (B,)nen
sequéncia crescente de conjuntos em € e B = J, .y By. Entdo

P pp(B) = sup up(By)
n
é uma funcdo mensuravel e, pelo Teorema da Convergéncia Monétona

p(B) = lim p(By)

n—oo

n—oo
:/ lim pp(B,) di
n—oo

:/MP(B) dft.

Logo, B € €. Analogamente, se B é intersecdo de uma sequéncia decrescente (B, ),en em €,
entdo P + pup(B) é mensuravel e u(B) = [ pp(B) dji. Assim, € é uma classe monétona
que contém A. Uma vez que a menor classe monétona que contém uma algebra A coincide
com a o-algebra o(.A) gerada por A , segue que as propriedades 2 e 3 sdo validas em toda a
o-algebra de Borel de X. O

Observacado. Nas hipéteses do Teorema de Rokhlin, X é espaco métrico completo e separavel.

Assim, segue pela Proposicdo 2.2 a unicidade da desintegracdo obtida.

O Teorema de Rokhlin pode ser abordado sob diversas perspectivas. Por exem-
plo, o trabalho de Simmons em [25] fornece uma formulagdo (cheia de sutilezas) distinta do
estudo original de Rokhlin [22] e uma generalizacdo deste resultado para a categoria de espa-
cos o-finitos com morfismos absolutamente continuos. Para abordar esse novo panorama, é

necessario estabelecer algumas notacdes e definicdes.
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Definicao 2.5. Considere um espaco de probabilidade (X, ), um espaco mensuravel Y, uma
funcdo mensuravel m : X — Y e defina a medida [i :== m,uu em Y. Denomina-se sistema de

medidas condicionais de ;1 com respeito a (X, 7,Y) a colecdo de medidas (ji,),cy tal que
1. Paracaday €Y, p, é uma medida em 7~ (y).
2. p, é medida de probabilidade, para [i-quase todoy € Y.

3. As medidas (ji,),cy satisfazem, ¥ A C X mensuravel, a lei da probabilidade total:

u(A) = / 1y (A)df(y). (22)

Notacdo 2.6. Dado o espaco de probabilidade (X, ), considere A C X mensuravel, com
pu(A) > 0, e uma funcdo 1) : X — R integravel. Define-se:

P (r e Flz e A) = pa(F) ;:%

Bu(w(o) € 4) = [ vla)dua(a).

Definicao 2.7. Considere (X, 1) um espaco de probabilidade topolégico, Y um espaco mé-
trico, m : X — Y uma funcdo mensuravel e i := m,u. Dadoy € Y e B(y,¢€) a bola aberta
centrada em y e com raio €, denomina-se medida condicional topoldgica de 1. com respeito a
(X, m,y,Y) o limite fraco*

Hlr1Bw.e) (23)

[y = lg% Hr=1(B(y,e)) = 15% ﬂ(B(y,E))

se este existe e tem suporte em w1 (y).

Definicao 2.8. Um espaco mensuravel (X,13) é denominado Borel standard se existe uma
métrica em X que o torna um espaco métrico completo separavel, de modo que B seja a
o-algebra de Borel. Neste trabalho, considera-se como espaco Borel standard o espaco de

Cantor {0, 1} com a o-4lgebra de Borel associada a topologia produto (da topologia discreta

em {0,1}).

Definicao 2.9. Um subconjunto de um espaco métrico completo separavel X é denominado

universalmente mensuravel se é mensuravel em relacdo a toda probabilidade boreliana completa
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de X. Ainda, X é denominado universalmente mensuravel se é um subconjunto mensuravel de
seu completamento. Como neste trabalho considera-se o espaco de Cantor, define-se que um
espaco universalmente mensuravel é um espaco mensuravel X para o qual existe um mergulho
isomérfico ix : X — {0, 1} tal que, para toda medida boreliana ;i em {0,1}Y, ix(X) est4

no completamento de .

Definicao 2.10. Um espaco métrico X é denominado espaco ultra-métrico se satisfaz a

desigualdade triangular ultra-métrica:

d(x, 2) < max(d(z,y), d(y, 2)), Vo, y, = € X.

Com essas defini¢des, o enunciado do Teorema de Rokhlin em [25] é dado da

seguinte forma:

Teorema 2.11 (Teorema de Rokhlin). Considere X um espaco universalmente mensuravel, Y
um espaco mensuravel tal que existe uma aplicacdo mensuravel injetiva de Y no espaco Borel
standard. Ainda, tomem : X — Y uma funcdo mensuravel e . uma probabilidade boreliana em
X. Entdo, existe um sistema de medidas condicionais (ji,),cy de pu com respeito a (X, m,Y)

e esse sistema é anico.

Para a demonstracdo do Teorema 2.11, é utilizado o seguinte teorema auxiliar:

Teorema 2.12. Considere (X, ) um espaco de probabilidade métrico compacto, Y um
espaco ultra-métrico separavel localmente compacto ou uma variedade riemanniana separavel.
Seja m : X — Y mensurdvel. Entdo, para [i-quase todo y € Y, a medida condicional
topoldgica de 1 com respeito a (X, m,y,Y) existe como na Definicdo 2.7. Além disso, a
familia (y1,)ycy é um sistema de medidas condicionais como na Definicdo 2.5 (se y, ndo

existe, considera-se ji,, = 0).

Agora, considerando o Teorema 2.12, prova-se o Teorema 2.11:

Demonstracdo do Teorema 2.11. Considere X' = {0, 1}". Note que {0, 1} é compacto,
pois é finito, e, deste modo, {0,1}" & compacto pelo Teorema de Tychonoff. Além disso,
considere ix : X — X’ uma funcio inclusdo, cuja existéncia é garantida pela mensurabilidade

universal de X. Seja i/ = iy, uma medida de probabilidade em X’. Deste modo, (X', i//)
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é um espaco de probabilidade métrico compacto. Considere, também, iy : Y — Y’ uma
aplicagdo injetiva mensuravel, onde Y’ = {0, 1}" equipado com a o-algebra de Borel. Note
que Y’ & um espaco ultra-métrico (pois foi tomada a métrica discreta), separavel (uma vez que
{0, 1} & polonés) e localmente compacto (compacidade implica compacidade local). Como
iy : Y — Y’ & injetiva mensuravel, pode-se considerar 7 : X — Y’. Agora, considere o

seguinte lema.

Lema 2.13. Considere um espaco metrizavel (X,T), um subconjunto A de X, um espaco
polonés Y e uma aplicacdo boreliana f : A — Y. Entdo, existe uma topologia metrizavel
mais fina T’ em X que gera a mesma o-algebra de Borel, tal que f é continua com respeito
aT'. Ainda mais, f : A — Y admite uma extensdo boreliana g : X — Y.

Demonstracdo. Veja [26, 3.2.3, pagina 92]. <

Com isso, tem-se que 7 : X — Y’ admite uma extensdo ' : X’ — Y’ Borel
mensuravel. Assim, sdo satisfeitas as hipéteses do Teorema 2.12 para (X', i/, 7', Y’), ou seja:
para ﬁ’—quase todo ¢’ € Y’ a medida condicional topoldgica de i/ com respeitoa (X', 7', ¢/, Y”)
existe e tem-se que

A !/
My = T -1y
e (1, )y ey’ € um sistema de medidas condicionais de i’ com respeito a (X', 7, Y”) tal que:
1. Para cada y' €Y', i, € uma medida em (7')~'(y/).

2. p,, & uma medida de probabilidade para ﬂ’—quase todo v/ € Y.

3. As medidas (1), ey’ satisfazem, para todo B’ C X’ mensurével,
W (B) = [ (B, (24)
Para cada y € Y, seja

%:{wmnuw»www,%swmwwcuw>

0, se SUPP(N;Y(y))giX(X)-

O objetivo é mostrar que (f,),ey, onde cada p, € definida de acordo com a

equacdo acima, é um sistema de medidas condicionais de ;i com respeito a (X, 7,Y). Para
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isso, note que como 7’ é extensdo de 7, tem-se iy omr =7’ oix €

fL o i{,lzlu orm!o i;l
=W © (Zy O7'(')71
— o (7' o ix)!
= o iy o ()7
:Ml o (7_[_/)—1

= .

Note que 4, € uma medida em (7")"Y(iy(y)), para cada y € Y. Ainda, se
1, ) (X' —ix (X)) > 0, entdo p, = 0 € uma medida em 7~ '(y). Se p; (X' —ix(X)) =0,
tem-se que 11, = (11}, | ix (X))o (ix')~" tem suporte em ix (7)) Ly (y)) Nix (X)) que,
pela injetividade de iy, € igual a 7 1(y). Assim, M;Y(y) =, 0iy', de modo que, se ng(y) é
uma medida de probabilidade, ent&o 1, € uma medida de probabilidade.

Como ' = poiy!, tem-se p/(X' —ix(X)) = poiy (X' —ix(X)) = u(®) = 0.
Pela equacdo (2.4), segue que s, (X’ —ix(X)) = 0. Entdo, tem-se que, para ji-quase todo
y €Y, w ) € uma medida de probabilidade e 1 (X" —ix(X)) = 0. Assim, y, &€ uma
medida em 77! (y) para todo y € Y, sendo medida de probabilidade para ji-quase todo y € Y,
e M;Y(y) =, 0y, e as duas primeiras condic8es da Definicdo 2.5 sdo satisfeitas.

Agora, para demonstrar a condicdo 3: Fixe B C X mensuravel. Como ix é um
mergulho, existe um conjunto boreliano B’ C X’ tal que B = iy/'(B’). Como, para ji-quase

todoy €Y, ﬂ;Y( = iy 0 @';(1, pode-se escrever

Y)
Ngy(y)(B/) = [y O i;<1<B/) = Ny(B)-

Assim, a fun¢do y — p,(B) € igual, fi-quase sempre, a composicdo de iy com a funcdo
Yy~ 1, (B'), e, sendo assim, & ji-mensuravel. Ainda, note que 1//(B’) = poiy (B = u(B),
de modo que

=/ﬁ¢mdmw

concluindo, assim, a demonstracdo da condicdo 3. Portanto, (yi,),ey € um sistema de medidas

condicionais de 1 com respeito a (X, 7, Y).



Capitulo 2. Desintegracdo de medidas 40

Ainda resta demonstrar a unicidade. Esta segue de suposicdes mais fracas: ao
invés de assumir as propriedades de X e Y definidas no enunciado, pode-se assumir apenas
que X e Y s3o espacos mensurdveis e que a o-algebra de subconjuntos mensuraveis de X
é gerada de maneira enumeravel (note que isto decorre da mensurabilidade universal de X,

0,1} & avel | bconj d avel avel
uma vez que {0,1}" é separavel e qualquer subconjunto de um espaco mensuravel separave
é separavel). Primeiramente, serd provada a unicidade de cada evento individualmente e,

posteriormente, a separabilidade de X permitira a extensdo a unicidade enunciada.

Lema 2.14. Se (p,)ycy é um sistema de medidas condicionais de yu relativamente a (X, 7,Y'),
entdo para todos S CY e B C X mensuréveis, tem-se

u(x ()N B) = [ 1y (B)diy). (25)

S

Demonstracdo. Como by possui suporte em Wfl(y), tem-se que

My(”il(sv NB)= ﬂs(y)ﬂy(B)

e, portanto, a equacio (2.5) segue diretamente da equacdo (2.2). <

Corolario 2.15. Um sistema de medidas condicionais é dnico no sentido que, se (fi,)ycy €
(vy)yey sdo dois sistemas de medidas condicionais para uma mesma medida ji, entdo, para

todo B C X mensurével, ju,(B) = v,(B) para ji-quase todoy € Y.

Demonstracdo. Pelo Lema 2.14 segue que

[ mBits) = [ v(B)dnto)
para todo S C Y mensuravel. Considere os conjuntos
Si={yeY :pu,(B) < (B)}

So={y Y : 1y (B) > v,(B)}.

Se 1(S1) > 0, tem-se que [y, (B)dju(y) > [4vy(B)di(y), o que contradiz a igualdade
acima. Entdo, p(S;) = 0. Do mesmo modo, p(S2) = 0. Portanto y,(B) = v,(B) para
fi-quase todo y € Y. <

O Corolario 2.15 garante a unicidade para eventos individuais. Com esse resultado

pode-se apenas garantir que p,(B) = v,(B) para uma colecdo enumeravel de subconjuntos
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mensuraveis B C X. Mas, assim como feito anteriormente, é possivel usar o fato de que
a o-algebra de X é gerada de forma enumeravel: Seja (B,,)n,en uma sequéncia geradora,
de modo que a cole¢do de intersecSes finitas (N,erpBn)Fen; #F<0o €, também, enumeravel.
Assim, para fi-quase todo y € Y, p,(B) = v,(B) para cada B nesta colegdo. Por [10, pagina
45, 1.6.2], isso implica que para fi-quase todo y € Y, u,(B) = v,(B) para cada B C X

mensuravel, isto &, 1, = v, para [i-quase todo y € Y. H

Demonstracdo do Teorema 2.12. Para esta demonstracdo, considere o lema:

Lema 2.16. Seja ¢ : X — R é integravel. Entdo

y = Eu(¢(2) [ m(2) =y) = lim E,(¢(z) | 7(z) € By, €)) (2.6)

e—0

onde B(y, €) é a bola centrada em y e com raio €, esta bem definida para [i-quase todoy € Y,

e é uma derivada de Radon-Nikodym de (i) com respeito a [i.

Demonstracdo. Note que:

E,(4(z) | m(z) € B(y,e / (@) ditns 50 (@)

p(r ' (Bly,e)) N )
= [vw < (B(y,9)) )
_ @Wp)or” (B(y, €))

i(B(y,e))

Ainda, tem-se que este lema &, na verdade, o Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue aplicado

ao espaco Y e as medidas 7, (Yu) e fi. <

Agora, partindo do Lema 2.16, é possivel checar as propriedades de i,
— Para [i-quase todoy € Y, 1, = 11_{% [or=1(B(y,e))-

Considere a classe de fun¢des continuas, C(X). Sabe-se que C(X) é separavel,
isto &, existe uma colecdo enumeravel de funcdes continuas que é densa na topologia uniforme.
Assim, seja W um subconjunto enumerével denso de C(X), de modo que N = J,cy Ny €
um conjunto nulo. Agora, note que para todo ) € C(X) = V¥, Ny, C N, onde ¥ é o fecho

uniforme de W. De fato, tome a sequéncia 1, € ¥ que converge uniformemente para ).
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Entdo, para todo y € (Y — N), E, (¥ () | m(x) = y) existe para todo n € N. Ent&o

E,(Y(z) | m(x) =y) =lim lim E,(¢,(z) | 7(z) € B(y,¢€))

e—0n—oo
= lim lim E, (¢0(2) | 7(x) € B(y,e))
= lim E,(u(2) | 7(z) =)

onde a troca de limites é justificada porque a convergéncia é uniforme em relacdo a n. Em
particular, note que se E,(¢(x) | m(z) = y) existe, entdo y € Y — N,. Assim, por contra-
positiva, segue que Ny, C N.

Pelo resultado anterior, fixando y € (Y — N) tem-se que V ¢ € C(X), o limite
(2.6) existe. Note que

Lo() = B, ((2) | 7(2) € B(v. %)) Ve

define um funcional linear ndo negativo e limitado em W. Se

L) = lim L), ©€W, |Lu)] <o

existe, & claro que L é também um funcional linear ndo negativo e limitado em W. Note
que este limite existe, pois &€ o mesmo limite de (2.6). Assim, de acordo com [6, pagina 77],
L determina unicamente uma medida em 77 '(Y'), o que implica que as medidas fi,—1(5(y.¢))

convergem na topologia fraca* para uma medida limite

py 1= I i1 ((y,0))-

Note que /i, € uma medida de probabilidade, uma vez que X & compacto, entretanto, ainda
ndo foi provado que i, é suportada inteiramente em 7 *(y).
— A colecio de medidas (1) ey~ satisfaz a lei da probabilidade total.

Note que, pelo Lema 2.16, se 1) é qualquer funcdo continua, integrando em ambos

os lados da equacgdo (2.3), obtém-se

/@D dpy = /w d(?_{%%—l(s@,@))
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de modo que a fungdo y — [4dpu, esta bem definida para fi-quase todo y € Y, é ji-
mensuravel e & uma derivada de Radon-Nikodym de ., (¢)i1) com respeito a fi. De acordo com
a definicdo da derivada Radon-Nikodym, isso significa que, para qualquer conjunto mensuravel
Scy,

/ﬁ _1(3)1/1 dp = (m(pp))(S) = /S [ / W duy} dfi(y) (2.7)

onde o lado direito é tomado para incluir a suposicdo de que a funco y — [ 1dpu, € mensu-
ravel. Agora, o objetivo é generalizar (2.7) para todas as ¢ mensuraveis limitadas.

Seja BM(X) o conjunto de fungBes mensuraveis limitadas de X a R. Sabe-se
que C(X) € BM(X) & um subconjunto denso, se BM(X) estda munido com a topologia
da convergéncia monétona [26, Teorema de Lebesgue-Hausdorff, pagina 91]. Ent&o, basta
mostrar que o conjunto de todas as ¢ € BM (X)) que satisfazem a equagdo (2.7) é fechado
na topologia da convergéncia monétona. Denote por A o conjunto de todas as ¢ € BM(X)
que satisfazem a equacdo (2.7). Considere (¢, )nen, com ¥, € A, tal que ¥, — ¥. Como
resultado de Topologia Geral, sabe-se que ¢» € A (e a reciproca & verdadeira, uma vez que o
conjunto & metrizavel). Note que se 1), — 1) monotonicamente, entdo [ ¢,du, — [ du,
monotonicamente, pelo Teorema da Convergéncia Monotona. Assim, se y — [ ,dp, € ji-
mensuravel para todo n € N, entdo y — [tdu, & também, j-mensurével. Portanto, a
equacdo (2.7) é valida para todas as funcdes em A = A = A, ou seja, A é fechado.
Assim, a equacdo (2.7) é verdadeira para todas as ¢ mensuraveis limitadas. Em particular, se
1) = 1p, entdo a equagdo (2.7) é simplificada para a equagdo (2.5). Se, além disso, S =Y,

entdo a equacdo (2.5) é simplificada para a equagdo (2.2).
— Para ji-quase todo y € Y, a medida 1, esta inteiramente suportada em 7 (y).

Note que dizer que 1, esta suportada inteiramente em 7~ *(y) € o mesmo que dizer
que 7,4, = 0y, onde §, é a medida de Dirac em y. Tomando a equacdo (2.5) considerando

B =7"YC), onde C' & um subconjunto enumeravel de Y, tem-se:

ur(S) A7) = [ oo w (Ol

Mas,

p(rH(S) N H(C)) Z/ﬂ(w1<s>m7r1(o)>du=/sllc(y)dﬂ(y)

logo

/S 1o (y)djily) = / 1y 0 71 (C)dji(y)

S
para todos os conjuntos mensuraveis C, S C Y. Por um argumento semelhante ao utilizado

na demonstracdo do Corolario 2.15, tem-se que para cada conjunto mensuravel C' C Y e para
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fi-quase todo y € Y
6,(C) = Le(y) = py o (C). (2.8)

Tomando uma colecdo densa enumeravel de subconjuntos mensuraveis de Y, pode-
se inverter a ordem dos quantificadores, notando que a colecdo de todos os conjuntos mensu-
raveis para os quais (2.8) vale é fechada sob convergéncia monétona. Agora, tome C' = {y}.

Assim, para fi-quase todo y € Y, p, (7 (y)) = 1. O

Até aqui, atribuiu-se uma interpretacdo probabilistica ao Teorema de Roklhin. Em
seu trabalho, Simmons apresenta uma generalizacdo desse resultado para uma categoria de
espacos de medida o-finitos com morfismos absolutamente continuos, tendo em vista que
existem casos de medidas o-finitas das quais as medidas de probabilidade surgem naturalmente.
Essa perspectiva serd abordada agora. Primeiramente, considere uma versdo generalizada da
Definicdo 2.5 e da Definicdo 2.7:

Definicao 2.17. Sejam (X, ) e (Y,v) espacos de medidas, e m : X — Y wuma funcdo
mensurdvel. Um sistema de medidas concionais de ;1 com respeito a (X,m,Y,v) é uma

colecdo de medidas (v,) ey tal que
1. Paracaday €Y, v, é uma medida em 7= (y).

2. Para cada B C X mensuravel, as medidas (v,),cy satisfazem a lei da probabilidade

total generalizada:

u(B) = [ n(Brivty) (2.9)

Definicdo 2.18. Considere (X, ) um espaco de medida topoldgico, (Y,v) um espaco de
medida métrico e m : X — Y uma funcdo mensuravel. Dado y € Y e B(y,¢) a bola aberta
centrada em y e com raio €, a medida condicional topoldgica de j. com respeito a (X, m,y,Y, v)
é o limite fraco*

(2.10)

se este existe, é localmente finito, e possui suporte 7 (y).

E valido ressaltar que, em ambas as defini¢des, tem-se v, no lugar de 41, de modo
que se v = [i € u € uma medida de probabilidade, essas definicdes sdo equivalentes as originais.

Com isso, é possivel enunciar os seguintes teoremas:
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Teorema 2.19 (Teorema de Rokhlin generalizado). Considere (X, 1) um espaco de medida
o-finito universalmente mensuravel, (Y,v) um espaco de medida o-finito tal que existe uma
funcdo mensuravel injetiva de Y em {0, 1}, Ainda, sejam : X — Y uma aplicacdo mensuravel
e considere a medida i = m.u. Suponha que i < v. Entdo, existe um sistema de medidas
condicionais (v,)ycy de j1 com respeito a (X, m,Y,v). Para v-quase todoy € Y, v, é uma
medida o-finita. Além disso, as medidas condicionais sdo tnicas, no sentido que se (7,)yecy
é qualquer outro sistema de medidas condicionais de p com respeito a (X, m,Y,v), tem-se

vy =, para v-quase todoy € Y.

Teorema 2.20. Sejam (X, i) e (Y,v) espacos de medida métricos, separaveis, localmente
finitos e localmente compactos. Assuma que Y é um espaco ultra-métrico ou uma variedade
riemanniana. Considere a aplicacdo mensuravel m : X — Y e a medida i = 7,uu. Suponha
que i < v. Entdo, para v-quase todo y € Y, a medida condicional topoldgica de . com
respeito a (X, m,y,Y,v) existe, de acordo com a Definicdo 2.18. Além disso, a colecdo de

medidas (v,),ecy de j1 é um sistema de medidas condicionais, como na Definicdo 2.17.

Demonstracado do Teorema 2.19. Uma vez que (X, ) € um espaco de medida o-finito

universalmente mensuravel, considere X = [] _ An, onde cada A,, possui medida finita e

neN
é universalmente mensurével. Para cada n € N, considere i,, : A, — {0, 1} um mergulho
isomérfico, de modo que i,,(A,) é universalmente mensuravel. “Colando” adequadamente
as i,, obtém-se um mergulho isomérfico ix : X — X' := N x {0,1}" tal que ix(X) é
universalmente mensuravel. Tomando p/ = ix,u, tem-se que (X', 1) € um espaco de medida
ultra-métrico, separavel, localmente compacto e localmente finito. Da mesma forma, é possivel
construir uma funcido mensuravel injetiva iy : Y — Y’ := N x {0, 1} tal que v/ := iy,v é
localmente finita. Assim, tem-se que (Y, ') é um espaco de medida ultra-métrico, separavel,
localmente finito e localmente compacto. Ainda tem-se, por [26, 3.2.3, pagina 92|, que a
aplicacdo 7w pode ser estendida a uma funcdo Borel mensuravel 7’ : X’ — Y’. Com isso,
tem-se as hipéteses do Teorema 2.20 para (X', i/, 7', Y”,'). Entdo, considere (v,,),cy’ um
sistema de medidas condicionais de 1/ com respeito a (X', 7", Y’ V).

Note que a mesma demonstracio da existéncia do sistema de medidas condicionais
realizada para o Teorema 2.11 & valida para este teorema, substituindo [ por v, ,J’ por v/, 1,
por v, e “probabilidade” por “o-finito”, lembrando que uma medida localmente finita em um
espaco métrico separavel localmente compacto é o-finita, de modo que as medidas oriundas
da Definicdo 2.18 s3o, necessariamente, o-finitas.

Para provar a unicidade, assuma que p é finita. Neste caso,

[ nXduty) = ux) < o
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entdo 1,(X) < oo para v-quase todo y € Y. Deste modo, a prova de unicidade dada para o
Teorema 2.11 é valida tomando as mesmas substituicdes citadas acima. Agora, se i € uma
medida o-finita, como X =[]

p relativamente a (X, 7, v), para cada n € N, tem-se que (1|4, )yey € um sistema de medidas

nen An, para todo sistema de medidas condicionais (v),cy de
condicionais de | 4, relativamente a (A, 7, ). Assim, se (v),ey € (7Vy)yey sdo dois sistemas
de medidas condicionais de i com respeito a (X, m,v), entdo para cada n € N, (v]a,)yey
e (1yla,)yey sdo sistemas de medidas condicionais de ji|4, com respeito a (A,, 7, v). A
unicidade para o caso finito implica que 1|4, = 7,|a,, para v-quase todo y € Y. Tomando
y € Y fixo e variando n € N tem-se que, para v-quase todo y € Y, vy|4, = |4, para todo
n € N (de fato, a enumerabilidade de N justifica esta inversdo de quantificadores). E, para

caday € Y, tem-se

Vy = Z Vy|An = Z,}/y A'n. = 72;
neN neN
Assim, segue que v, = vy, para v-quase todo y € Y. H

Agora, falta demonstrar o Teorema 2.20. Note que existem duas generalizacdes
feitas a partir do Teorema 2.12: v = [i para i < v e espacos compactos para espacos
localmente compactos. Em vista disso, a demonstracdo serd realizada considerando dois

casos: X como espaco compacto e o caso geral (X como espaco localmente compacto).

Demonstracdao do Teorema 2.20.

Caso 1: X é compacto. Neste caso, como u é localmente finita por hipétese, tem-se que p é

finita. Com isso, as hipéteses do Teorema 2.12 sdo satisfeitas para a medida normalizada

A primeira afirmacdo do Teorema 2.12 é que para ji-quase todo y € Y, o limite
fraco* dado pela equacdo (2.3) existe e esta suportado em 7 !(y). Ao comparar as equaces

(2.3) e (2.10), nota-se que estas se diferem de um fator
f(y) = tim B0 ) (2.11)

Pelo Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue, este limite existe e & finito para v-quase todo
y € Y. Ainda mais, a funcdo f assim definida é uma derivada de Radon-Nikodym de /i
relativamente a v. Deste modo, segue que o limite (2.10) existe e é igual a f(y)u,, para
fi-quase todo y € Y. Agora, é necessario mostrar que este existe para v-quase todo y € Y:
Seja F' o conjunto de todos y € Y tal que a medida condicional 1, exista de acordo com a

Definicdo 2.8. Entdo N := (X — F') é um conjunto fi-nulo, e
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f(B(y,€)) o
/f )dv(y /lﬁ% v(B(y, ))d v(y) = 4(N) = 0.

Assim f(y) = 0 para v-quase todo y € N. Como a equacdo (2.3) é limitada e f(y) = 0
tem-se que o limite (2.10) é zero para v-quase todo y € N. Em conclusdo, tem-se que para
v-quase todo y € Y, o limite (2.10) existe e € dado por:

(2.12)

L ) fWny, se y g N
Y 0, se ye N

onde p,, € uma medida condicional.

Para completar, falta mostrar que para v-quase todo y € Y, v, é finita e com
suporte em 7 !(y) e que a equacdo (2.9) é valida para todo conjunto mensuravel B C X.
Considere y € Y e note que, se y € N, entdo v, = 0 é trivialmente finito e suportado em
7~ 1(y). Por outro lado, se y € F, entdo [, existe e satisfaz a Definicdo 2.8, ou seja, € uma
medida de probabilidade e esta inteiramente suportada em 7! (y). Agora, se f(y) < oo, entdo
v, & também, finita e inteiramente suportada em 7 '(y). Como f(y) < oo para v-quase
todo y € Y, ndo ha mais nada o que mostrar. Note que o Teorema 2.12 implica a equacio

(2.2), de modo que basta mostrar que o lado direito das equacdes (2.2) e (2.9) s&do iguais.

De fato:
[ ) vty = [ s (B) dvty)
= [ (1 22 ) vty

e—0 1/( (

~ [ () ditw),

Caso 2: geral. Considere o seguinte lema:

Lema 2.21. Se X é um espaco métrico separavel localmente compacto, entdo existe uma
sequéncia crescente de conjuntos compactos K, C X tal que X = U, nK,,, e tal que para

qualquer conjunto compacto K C X, existe N tal que K C Ky.

Demonstracdo. Uma vez que X é localmente compacto, existe uma cobertura aberta de
conjuntos abertos relativamente compactos. Como X é métrico separavel, segue que X é
Lindelsf, e assim existe uma subcobertura enumeravel (U;);en. Seja K, := U;-,U;, de
modo que K, é compacto. Entdo X C UjenU; C UpenK,, C X. Finalmente, suponha que
K C X é compacto. Entdo a cobertura (U;);en possui subcobertura finita (U;);<n. Assim,
K CUjenU; CUjnU; = K, <
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Seja (K,,)nen como no Lema 2.21. Para cadan € N, a compacidade de K, implica

que (K, pt|k,, ™, Y, v) satisfaz as condicdes do Teorema 2.20, no caso ja demonstrado. Denote
a medida condicional topolégica de 1|, com respeito a (K, 7, y,Y,v) por v,,, se ela existe

e satisfaz as condicdes da Definicdo 2.18.

Afirmacdo 1. Dado y € Y fixo, suponha que, para cada n € N, a medida condicional v,
existe e satisfaz as condicdes da Definicdo 2.18. Entdo, a sequéncia (v )nen € mondtona

crescente, e a medida v, := lim v, , é a medida condicional topoldgica de v com respeito a
n—oo
(X, my,Y,v).

Demonstracdo. O fato de (1, )nen Ser uma sequéncia monétona crescente segue diretamente
do fato de (K,,),en Ser uma sequéncia de conjuntos monétona crescente. Antes de prosseguir,

considere o seguinte resultado:

Lema 2.22. Seja X um espaco de medida e (u,,) uma sequéncia monotonicamente crescente
de medidas em X . Entdo, i(A) := lim u,(A) é uma medida. Ainda mais, para toda funcdo
n—oo

mensuravel ndo negativa ¢ : X — R, tem-se

/¢ dp = JLIEO/¢ din. (2.13)

Demonstracdo. 1 & medida, pois:

L. u(0) = lim p,(0) = 0;

n—oo

2. Seja A =1T],,cny Am. Entdo

Note que, se ¢ € uma funcdo indicadora, ento a equacdo (2.13) segue da definicio.
Se 1) & uma funcdo simples, a equacdo (2.13) também é claramente estabelecida. Para uma
Y qualquer, considere uma sequéncia monotonicamente crescente de funcdes simples, (¢,,),

que converge para 1. Entdo:
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m— 00

/ pdu = lim | ¢ du

= lim lim [ %, du,

m—00 N—r00

< lim lim [ ¢ du,

m—0o0 N—r00

= lim [ ¢ du,.
n—00
Ainda, como p,, < i, tem-se [ 9dp, < [ 1dp e, tomando o limite quando n — 0o, obtém-se
a desigualdade oposta. Assim, segue (2.13).
N

Voltando a demonstra¢do da Afirmagdo 1, note que v, (A) := lim v, ,(A) é uma
n—oo
medida, mas é necessario mostrar que & localmente finita e que & igual ao limite fraco* (2.10).
Para cada x € X, considere uma vizinhanca U de x que seja relativamente compacta. Por
[10, 7.1.8, pagina 199], existe uma funcdo ¢ € C'F(X) com 1y < ¢. Entdo,
J ¥ Ayl B0

vy (U) < /@b dv, = lg% J(B.0) < 00. (2.14)

De fato, tome NN grande o suficiente, de modo que supp(¢)) C K. Entdo para todon > N,

o lado direito desta equacdo pode ser calculado inteiramente em K, e, por definicio,

[ dulr1 By
1 D — | pdv,, .
2 LBy, e) /1” Yy < 00

Entdo, para todo n > N, tem-se que [ dv,, é independente de n. Tomando o limite

quando n — oo, a equagdo (2.14) fica provada devido a (2.13), e, assim, tem-se que v, esta
de acordo com (2.10) e é localmente finita. Agora, considere y € Y fixo e ¢ 1= Lx_r-1(y),

de modo que, considerando o resultado do Lema 2.22, tem-se:

= lim /@D dvy,
n—oo

= lim v, (X — 7 1(y))
n—oo

Assim, segue que v, esta inteiramente suportada em 7 '(y), o que conclui a demonstracéo
da Afirmacdo 1. <
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As hipoteses da Afirmacdo 1 sdo satisfeitas para v-quase todo y € Y, de modo
que a primeira afirmacdo do Teorema 2.20 fica demonstrada. Agora, falta demonstrar que a
equacdo (2.9) é satisfeita para todo B C X mensuravel. Para isso, dado y € Y, considere

¢ := 1p, de modo que v,(B) = nlgglo Vny(B). Integrando com repeito a v, tem-se:

Uny(B) dv(y) = [ lim v, ,(B) dv(y)
/ /

n—oo

= lim [ v,,(B) dv(y)

n—oo

= lim p(BNK,)

n—o0

= u(B)

concluindo, assim, a demonstracdo do Teorema 2.20. <
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CAPITULO 3

Desintegracao em diferentes contextos

As diferentes formulacdes do Teorema de Rokhlin evidenciam que o conceito de
desintegracdo de medidas pode ser abordado em diferentes contextos. Por exemplo, considere

o seguinte teorema de desintegracdo [3, Teorema 5.3.1]:

Teorema 3.1. Sejam X e Z espacos métricos separaveis Radon, v € P(Z), m : Z — X
uma aplicacdo boreliana e p € P (X) dada por p = m,y. Entdo existe uma familia de
probabilidades borelianas {v, : x € X} C P(Z), u-quase sempre determinada, tal que, para
p-quase todo x € X,

(7 = 7M@) = 0 (3.1)

e, para qualquer funcdo boreliana ¢ : Z — [0, 00,

Lwamw=é<ﬁwme@>ww' (32)

Corolario 3.2. Em particular, se 7 := X XY, tem-se v € (X xY) e u = 7.y obtido
via projecdo no primeiro componente. Com isso, pode-se identificar canonicamente cada fibra
7~ (z) com Y e encontrar uma familia de probabilidades borelianas {v, : x € X} C 2(Y)

que é [i-quase sempre unicamente determinada, e tal que v == [, vudu(x).

Esta interessante perspectiva da desintegracio de medidas pode ser abordada no
contexto da Teoria de Transporte Otimo: é possivel considerar um plano 7, cujo primeiro
marginal seja € Z(X), como um tipo de mapa de transporte “estocastico” z — 7,
sendo aplicavel ao Problema de Monge-Kantorovich, e correspondendo a um tipo de mapa de
transporte “deterministico’ quando ~, for uma medida de Dirac. Além disso, a desintegracdo
neste contexto tem sido aplicada em exemplos relacionados a dindmica hiperbélica, para a
construc3o de espacos funcionais que permitem o estudo de diversas propriedades de determi-
nados sistemas (veja, por exemplo, [15] e [16]). Neste capitulo, a desintegracdo de medidas é

explorada dentro deste cenario.
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3.1 Desintegracio e Transporte Otimo

A desintegracdo de planos de transporte pode ser utilizada para introduzir uma
perspectiva diferente para os problemas de otimizacdo propostos por Monge e Kantorovich,
como abordado em [4] e [18]. Sejam X, Y C RY conjuntos compactos. Considere os espacos
X e X XY, uma medida v € Z(X xY) cujo primeiro marginal seja x1, e o Corolario 3.2.
Neste contexto, denota-se -y por u ® 7y, (com essa notacdo procura-se evidenciar o primeiro
marginal de v e a desintegracdo considerada). Assim, define-se um mapa de desintegracdo

pela funcdo

[ X = (2(Y), W)

T = Ve

tal que v = 1 ® f(») e onde W, é a distancia 1-Wasserstein. A partir desta definicdo, tem-se:

Lema 3.3. Uma aplicacdo f : X — (2(Y'),W1) é um mapa de desintegracdo se, e somente

se, é Borel.

Demonstracdo. (=) Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, o espaco Lip;(Y) & compacto relativa-
mente 3 convergéncia uniforme [3, Proposicdo 3.3.1]. Considere D C Lip,(Y') denso enume-
ravel e ¢ € Lipi(Y). No caso particular em que medidas v, v, € Z(Y) possuem suporte

limitado, é possivel usar a férmula da dualidade (Teorema 1.14) para obter

Wil ) = sup {/Y@ d(l/l—VQ)}zsup/ch d(vi — ).

p€Lip1(Y) w€ED

Para detalhes, consulte [30, Capitulo 6] ou [3, Secdo 7.1]. Como z +— f,) é boreliana, para
todo ¢ € Lip;(Y), tem-se que
P, X = R

T / ) d(V— f(@)
Y
é, também, boreliana. Com essas condicdes, para que f seja Borel basta que

FHB,r) = (¢, ((=rr) = A

peD

onde B(v,r) é a bola aberta em (Z(Y'), W;) centrada em v e com raio . De fato, se x € A,
|9, (z)| < 7 para todo ¢ € D e, pela definicdo de 1), tem-se que Wy(v, f(5)) < r, de modo
que f(z) € B(v,7). Do mesmo modo, se f,y € B(v,r), entdao Wi (v, f)) < r e, pela formula
da dualidade, [y, ()] := | [, ¢d(v — f))| < para todo ¢ € D, de modo que z € A.
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(<) Considere um conjunto A C Y aberto. Note que

fy(A) :/Y]lA(y) df (z)-
Para uma fung¢do ¢ semicontinua inferiormente sobre Y, considere /., dada por:

I, (2(Y), W) =R

/\|—>/Ygo(y) . (3.3)

Uma vez que W, metriza a topologia fraca* de &2(Y') [3, Capitulo 7], tem-se que a funcdo I, &
semicontinua inferiormente. Para todo = € X, pode-se escrever [, o(y) df(z) = 1,(f(x)). Por
hipétese, f & boreliana, e entdo f(.y(A) : X — R & composi¢do de uma aplicacdo semicontinua

inferiormente e uma aplicacdo borelina, portanto Borel. Logo, f é mapa de desintegracdo. [

Pensando no problema de otimizacdo formulado por Monge, dado um mapa de
transporte 7 : X — Y, uma medida u € &(X) e a medida v = T,pp € Z(Y), o mapa de
desintegracdo é da forma x — 0p(;), onde d7(,) € uma medida de Dirac. E possivel mostrar
que existe uma relacdo entre medidas sobre o espaco (Z(Y), W;), dadas pelo push forward
de p por mapas de desintegracdo, e o segundo marginal dos planos de transporte induzidos

por mapas de transportes distintos:

Lema 3.4. ConsidereT : X — Y eS : X — Y mapas de transporte, uma medida 1 € & (X)

e as funcbes [ e g definidas por:

f: X = (2(Y) W)

T 5T(1,)

g: X — (2(Y), W)

T — 58(9@)-

Tem-se que T, = S, se, e somente se, fyjl = gufl.

Demonstracdo. (=) Considere uma fun¢do p(y) = ¢(d,) parap € C((Z(Y), W1)) qualquer.
Entao,

[ vt = [ tendn= [ wGrain= [ or@an= [ o(st@nin= [ vdgn)

Pela arbitrariedade de 1, segue que f.u = g.pu.
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(<) Seja ¢ € C(Y). Considere a fungdo I, definida pela equagdo (3.3). Tem-se que
/ L, (A)d(fip) = / Lo(A)d(gip) = / Lo(fia)dp = / Lo (9())dp
2(Y) 2(Y) X X

— /X(/Yw(y)df<x))du=/x(/Yw(y)dg(z)>du-

'wawmwzwwww

Uma vez que

ﬁwwwm@:wwu»

a dltima equacdo pode ser escrita como

o) an= [ ps@) du

X

Pela arbitrariedade de ¢, infere-se que T, = S, pu. O

Corolario 3.5. Considere T : X — Y e S : X — Y mapas de transporte, uma medida
p € P(X), os mapas de desintegracdo [ e g definidos como no Lema 3.4 e as medidas
Y=p1® fa) en = pu® gz). Entdo fiu = g se, e somente se, m, v = m, n, ondem, éa
projecdo na segunda componente, (z,y) — y.

Dados 7,7 € (u,v), com v = p® fu) e n = 1 ® g(z), diz-se que y é equivalente
a 7 por desintegracdo, e denota-se v ~ 1, se f.uu = g.pt. Com esta equivaléncia, é possivel

definir uma espécie de classe de transporte, da seguinte maneira:

Definicdo 3.6. Dado v € II(p,v) com v = u ® f.), a classe de transporte de y é definida
como a classe de equivaléncia [y] = {n =t ® g(z) : gt = fult}

Assim, tem-se que todos os planos de transporte induzidos por mapas de transporte

pertencem & mesma classe de transporte. Ainda mais, considere a seguinte proposicio:

Proposicdao 3.7. Considere um mapa de transporte T' : X — Y tal que, para uma medida
p e P(X) ndo atémica, Typp = v ey = 1 ® Or(z). Sen € [y], entdo existe um mapa de
transporte S : X — 'Y tal que n = ;1 ® dg(a).
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Demonstracdo. Por [1, Teorema 9.3], & possivel encontrar uma sequéncia de funcdes borelianas

Sp X = Y tal que n = lim pu ® dg,(x) € (Sy)«t = v para todo n € N, de modo que
n—oo

1 ® ds, ) € [7] ¥V n € N. Considere ¢(y) = |y|* e note que

J 18wt du= [ (.0 du= [ oty dv= [ 1 v <0,

Considere ¢ € C((2(Y),W1)), definida por 1(d,) = |y|*>, e A € P(Y) o conjunto das
medidas de Dirac. Note que v é Lipschitz sobre A, com respeito a distancia 1-Wasserstein.
Ent&o, considere qualquer extensdo Lipschitz de 1) sobre todo Z2(Y). Como (dg, )«pt = (7)1,

tem-se que

J 18 d= [ 06Gs,) du= [ wlbr) du= [ 17 dn

para todo n € N. Portanto, passando a uma subsequéncia, pode-se supor que S,, é fracamente

convergente para um limite fraco S. Por [1, Lema 9.1] o resultado segue. O

Dentro deste contexto, o problema de transporte de Monge pode ser interpretado

como: minimizar [, . c(x,y) dy em uma classe de transporte fixa de II(p, v), isto &, encontrar

min{/xxy clx,y)dy:v € p® 5T]}

para um dado mapa de transporte 1. Agora, em relacdo ao problema de Monge-Kantorovich,
observe que a segunda parte da demonstracdo do Lema 3.4 vale para planos de transportes
gerais, de modo que o segundo marginal pode ser fixado pelos mapas de desintegracdo, da

seguinte maneira:

Lema 3.8. Considere uma medida € &?(X), os mapas de desintegracdo f : X — Z(Y)
eg: X = P(Y)eosplanos vy = n® fo) en = p® guy. Tem-se que fip = gipp —

Ty, Y = my,1n, onde m, é a projecdo na segunda componente, (z,y) — y.

Porém, a reciproca do Lema 3.8 ndo é verdadeira. Por exemplo, considere o
seguinte problema de transporte: Trés fabricas, x1, 9 e 23, com producio idéntica, fornecem
100% de seus produtos para duas lojas, y; e y2, sendo que a loja y» tem uma demanda
cinco vezes maior que a loja y;. Considere 1 a medida que fornece a quantidade de produtos
produzidos nas fabricas e v a medida relacionada & quantidade de produtos entregue nas lojas.

Dentro deste cenario, estas medidas sdo dadas por:

1 1 1
= _(538 _5502 _696
/"L 3 1 + 3 + 3 3
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1 )
- 65y1 + 657:/2'

Considere o plano de transporte ilustrado na Figura 3.1, que divide os produtos produzidos
na fabrica z; entre as duas lojas, de modo que o correspondente mapa de desintegracdo,
representado por f, & dado por f(z1) = 36, + 304, f(22) = 0y, € f(23) = 0y,.

X,
u_\_‘-_ - g Y
;
Xo g _ -
et B
-

Figura 3.1: Exemplo: Plano de transporte 1.

Note que, como u é da forma Zoz 0y, tem-se que f.u = Zoz d(z,)- Agora, suponha que

ocorra uma alteracdo na Ioglstlca e, no novo plano de transporte ilustrado na Figura 3.2, a
fabrica x; entregue sua producio apenas na loja y, e a fabrica x5 divida a producdo entre
as duas lojas. Nesta nova situacdo, o mapa de desintegracdo, representado por g, é dado
por g(z1) = &y,, g(x2) = 30, + 30,, € g(x3) = J,,. Observe que f.u = g.u, ou seja, a
classe de transporte ndo muda. Por outro lado, se neste novo plano de transporte as fabricas
X1 € X9 entreguem em ambas as lojas, como ilustrado na Figura 3.3, de modo que x; envie
30% de sua producdo para y; e 70% para 45 e x5 envie 20% de sua producdo para y; e 80%
para y,, 0 mapa de desintegracdo, agora representado por h, seria h(x;) = 13 oy, + 5y2,
h(zs) = 26y, + 550y, € h(x3) = 0y,. Neste caso, f.u # h,u e, deste modo, os planos de
transporte 1 e 3 ndo pertencem a mesma classe de transporte.

e e,
‘\__' = - :_.1
- 7y P ;
X':.,:::"E"': = 'T?."" .—_ -,_H‘-
_::}-} . e L
S k.
Figura 3.2: Exemplo: Plano de transporte 2. Figura 3.3: Exemplo: Plano de transporte 3.

Ainda mais, se ocorre uma pequena mudanca no plano de transporte 3, de modo
que x1 passe a entregar 10% de sua producdo em y; e 90% em i, e x5 entregue 40% de
sua producdo em y1 e 60% em 5, 0 novo mapa de desintegracdo k é da seguinte forma:
k(z1) = 150y + 150u, k(x2) = 750, + 50y, € k(z3) = d,,. Deste modo h.u # k.p.
Assim, com a deflnlc;ao adotada para classe de transporte, ao alterar o namero de fabricas que
entregam produtos em mais de uma loja, ou alterar o modo como a divisdo da entrega é feita

em cada fabrica, altera-se a classe de transporte.
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Por essas consideracdes, é necessaria outra definicdo de classe de transporte para
o contexto do problema de Monge-Kantorovich. Considere p® f € I(u,v) e A = fopu. Uma
vez que (m,).(u ® f) = v, para todo ¢ € C(Y) tem-se que

/Yw(y) dv:/}((/yso(y) df(:r))du

Z/X[so(fm) dp
— / L(A) dA(N)
P2(Y)

:/y(y) </Y%0(3/)d)\> m

onde I, € a fun¢do definida pela equacdo (3.3) e A € Z(Y). Deste modo, toda medida de
probabilidade A sobre (Z2(Y'), W) que satisfaz

/ NdA = v (3.4)
DY)

define uma classe de transporte [y] = {u® f : fope = A}. Por exemplo, a classe de transporte
[t x v] corresponde @ medida A = 9, Deste ponto de vista, o problema de Monge-Kantorovich

na classe A pode ser interpretado como:

MK (e, p,v) = inf{/ c(x,y) dy:y=p® f, fip = A}~
XXY

v

Esta nocdo de classe de transporte permite construir o problema de Monge-Kantorovich como

um problema de Monge abstrato entre os espacos X e Z(Y'), considerando uma funcéo custo

&z, \) = /Y c(z,y) dA.

De fato, note que, para qualquer mapa de desintegracdo f : X — Z(Y) tal que f.u = A,

[ttt du= [ ([ ctair) du

=/X o) dpe f)

e, deste modo, o problema M K,(c, i1, v) é equivalente ao problema de Monge M (¢, i, A).
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3.2 Desintegracao e variedades: do Teorema 2.3 ao

Corolario 3.2

Em [15, Secdo 10] é apresentado um exemplo no qual considera-se o seguinte
sistema: um mapa solenoidal F' : ¥ — X, onde ¥ = S! x D?, e tal que F' é o skew
product F(z,y) = (T(x),G(z,y)), de modo que a aplicagdo 7' : S' — S! & expansora e
G : ¥ — D?* é uma aplicacdo diferenciavel com [|95||., < co. Além disso, considera-se uma
folheacdo F* = {{z} x D?},cs1, de tal modo que F* esteja contraindo, ou seja, 3 a € R,
0 < a < 1, tal que, para todo x € St, tem-se |G(x,y1) — G(z,y2)| < aly; — y2|, para todo
y1,y2 € D?. Entdo, considera-se o Teorema de Rokhlin e uma medida de probabilidade 1
definida em Y, descreve-se uma desintegracdo de 1 ao longo das folhas de F* e, com isso,
estuda-se propriedades estatisticas do sistema em questdo. Este exemplo serd apresentado
com mais detalhes no préximo capitulo. Nesta secdo, explora-se esta abordagem de aplicacio
do Teorema de Rokhlin considerando uma folheacdo (de forma um pouco mais abrangente do
que em [15]) e, a partir dela, uma conexdo entre o Teorema 2.3 e o Corolario 3.2.

Considere 3 = M; x M, onde M, e M, sdo variedades riemannianas compactas
finitas e a folheagdo de 3 dada por F* = {{x} x Ms}.cnr. Denote por SB(X) o conjunto
das medidas borelianas com sinal em X e por AB(X) o conjunto {y € SB(X) : mp u™ < my
e Tp b~ K mq}, onde m, : ¥ — M; & a projecdo dada por (z,y) — x, m; é a medida de
Lebesgue em M; e ™ e u~ representam as partes positiva e negativa, respectivamente, da
decomposicdo de Jordan de p. Considere uma medida de probabilidade 1 € AB(Y), a funcéo
7% — F*, que associa cada ponto (z,y) € X o elemento { de F° que o contém, e a medida
obtida pelo push forward de p por 7, ji1 = m, . Observe que é possivel construir uma sequéncia
crescente de particdes enumeraveis considerando a ideia de particdo da unidade subordinada
a cobertura, de modo que F*® é uma particdo mensuravel de X. Além disso, observe que X
é espaco métrico completo e separavel, uma vez que é produto de variedades riemannianas
compactas. Assim, o Teorema 2.3 descreve uma desintegracdo de u relativamente a F* por

uma familia {y : ( € F°} de probabilidades em 3, tal que, para E' C ¥ mensuravel, tem-se:
1. pe(¢) =1, para fi-quase todo ¢ € F*.
2. (> pc(E) é mensuravel.
3. 1w(E) = [ ne(E) di¢).

Indo em direcdo ao Corolario 3.2, ao invés de associar as probabilidades condicionais
obtidas via desintegracdo a elementos de F*, & necessario associa-las a elementos de M. Para
isso, reescreva F° por {(; }zenr,, onde ¢, = {x} X M para cada x € M, e considere a medida

Uy = Tpup. Para cada x € M, considere fi, a restricdo da probabilidade condicional /i para
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aqual ¢ = {x} x My a . Observe que 77(¢) = {z} x My = (, = 7, (), de modo que

[ ncE1dic) = [ Btz o))
/

e, Eﬂ(z ( Ty 1<d£))

=

1

— [ w0,

1

g

ou seja, pode-se escrever
W(E) = / e (E A ) dpto.
M1

Note que, deste modo, /i, esta suportada em 7. '(x) = (.. Entdo, & possivel considerar
a desintegracdo {ji, : (, € F°} ao longo das folhas de 3, associada a medida yi,. Ainda
mais, considere m, : ¥ — My a proje¢do definida por m,(z,y) = y e myle, : & — My a
restricdo de 7, a folha (,. Observe que com a restricdo m,|c, € possivel identificar cada fibra
() "' (x) com M,, munindo cada folha com a estrutura da variedade M,. Assim, pode-se
definir uma medida em M, por 1 (A) = mylc, s, (A), para A C M, mensuravel. Ou seja,
ao considerar uma probabilidade boreliana ;1 em ¥ e a medida u, = 7,1, é possivel obter
uma familia {,u/gm cx € My} C P(Ms), p,-quase sempre unicamente determinada, tal que

= fMl ulcwdux, isto é, a desintegracdo descrita no Corolario 3.2.

3.2.1 Sobre desintegracao de medidas absolutamente continuas

A continuidade absoluta de medidas é uma importante ferramenta para o estudo de
diversas propriedades de sistemas dindmicos. Dentro do contexto de desintegracdo trabalhado
nesta seco, e considerando a abordagem realizada em [16], é possivel mostrar que, se uma
medida v & absolutamente continua em relacdo a p, entdo, v, < fi,. Para isso, considere,
como anteriormente, ¥ = M; x M, a folheagdo F* e as aplicacdes 7, e my|.,. Tome
uma medida de probabilidade 1 € AB(X) e considere uma desintegracdo {j¢, : v € M}
associada a medida p, = m,,u. Note que, como u € AB(X), p, pode ser identificada
com uma densidade marginal n3o negativa ¢, : M; — R, e pode-se definir a restricdo de
pem G, pile, (A) = myle, (0(x)p2c, ) (A), para todo A C M, mensuravel. Ainda, considere
f: My x My — R uma funcdo u-integravel e denote por v = fu a medida definida por
v(E) := [, fdu. Denote f|c, a restricdo de f ao conjunto (, = {z} x My e f, : M, - R a
funcdo definida por f,(y) = f(x,y). Observe que f, = f|c, o7ry|c_zl7 e fle, = foomyle,.

Proposicdo 3.9. Se {v., } é uma desintegracdo de v associada a v, := m,,v, entdo tem-se

que vy K iy e v, <K fi¢,. Ainda mais,

~ dv,

fz) =

() = | fudplc, (3.5)

dmy M2
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e para v,-quase todo x € M,
flee W) ¢
%(y) _ ] e ¢ T8 (3.6)
dpie, 0, se ze€B.
paray € Ms, onde B = f~(0).
Demonstracdo. Para cada conjunto mensuravel A C M;, note que:
dv,
/ s dm, :/ 14 o md(f)
A dmy My x My
= / Loy fdu
]\/[1 X]\/IQ
= / (/ ﬂw;1<,4)|<xf|cmdﬂ<x>duz
My NI My
= / (@f)m(l’)/ ﬂngl(A)|<mf|<mdM<m)dm1
]\/[1 M2
[ ([ sudule.)im
A NS
e, deste modo, tem-se que
dv.
T _ xd )
e fedule,
para mi-quase todo x € M;. Ainda, note que
[ el = énta) [ flc.dc (37)
de modo que f(z) = 0 se, e somente se, ¢,(x) = 0 ou [ flcduc, = 0. Agora, considere a

funcdo h, : My — R dada por

ho(y) = Il Wdne,? se r€B
07 se € B.

para y € M,, onde B = f‘l(O). Note que, para todo E C M; x M, tem-se:
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= / fdp
FE

= / fle.dpe, dpis
My J EN(y

¢ JENCe

I fle.dpe,
= = fle dpuc, dpy
/BC ENCs ff’czdﬂcz |< ‘

. (¢x(37) / f‘Czd/J’CI) <W e, f’(zd,ugz>dm1
Fo) (7= | e, )dm:

c

I |<;r due, Jenc,

duc, )dfm
C<ff|Crdlu<T EmCasf’C MC) frm

/ hadpe, dvy
e JBENG,

/ hadpe, dv,
ENCe

e, portanto, segue a equacdo (3.6). ]

I
\m\m\m\m\

3.2.2 Restricao e medidas com sinal

Até o momento considerou-se apenas medidas positivas p € AB(X), mas é possivel
generalizar os resultados para medidas com sinal, considerando a decomposicdo de Jordan.

Para uma medida com sinal u € AB(X) e a decomposicdo p = pu* — pu~, seguindo
a abordagem de [16], define-se a restricdo de p em ¢, por ple, = pt|c, — p|¢,. Pode-se
demonstrar que esta restricdo 1|¢, ndo depende da decomposicdo, ou seja, se p1 = g — fia,
onde /i1 e 2 sdo medidas positivas quaisquer, entdo p|¢, = pulc, — H2|c, para mi-quase todo

x € M. Para isso, sdo necessarios alguns resultados:

Proposicao 3.10. Sejam p, s € AB(X) medidas positivas cujas densidades marginais
sdo, respectivamente, d(ji1,) = ¢r.dmi e d(ps,) = V.dmy, onde ¢, € L'(my). Entdo
(1 + p2)le, = pale, + pole, para mi-quase todo x € M;.

Demonstracdo. Note que d(u + p2) = (¢ + ¥z)dmy. Ainda, considere a desintegragdo de
pi1 + iz dada por {(p1 + p2)¢, }¢,. onde

_ela) _ Yal®)

o O
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Pela unicidade da desintegracdo, tem-se que, para mi-quase todo x € My,

¢A@+¢Am““+¢am+¢ammg

(o + 2 ) (@) (112 + p2)c, = (¢z + Va) () (

entao
(92 + ¥2)(@) (1 + p2)c, = Go(@) i1z + VYo (@) p2s-

Portanto, (p1 + p2)lc, = fale, + pole, para my-quase todo = € M;. O

Definicao 3.11. Diz-se que uma medida positiva A1 é disjunta de uma medida positiva \y
se ()\1 — )\2)+ = )\1 e ()\1 — )\2)_ = )\2.

Lema 3.12. Considere 11 e v medidas com sinal e suas respectivas decomposicées de Jordan
w=put—p" ev=vt—v-. Entdo, existem medidas positivas pii, po, vt e

tais que it =t o, T =T e, v =t b e v =0T 4

Demonstracdo. Suponha que 1 = v — 15 e considere i/ = vy —pu™, de modo que vy = pt+ 4.
Como p = put — pu~, tem-se que u™ — u~ = vy — 1o, de modo que v, = vy — ut + " e
entdo vy = u~ + /. Agora, considere a medida u™ — v~, com sua decomposicdo de Jordan

(ut —v )t — (u™ —v7)". Seguindo o mesmo raciocinio, tem-se

pt= =)

vo=(u" =) +m
para alguma medida positiva z1;. Do mesmo modo, considerando (v — p~) e sua decompo-

sicdo de Jordan (v — ™)t — (vt — ™), pode-se escrever
vt = (= )

poo= W =) A e
para alguma medida positiva fis.
E claro que (u™ — v7)* é disjunta de (™ — )~ e que (v — p7)* & disjunta
de (vt — p~)~. Ainda, como pt e p~ sdo disjuntas, (ut —v )T e (vt — )" sdo também
disjuntas. Além disso, como v e v~ sdo disjuntas, segue que (v — )T e (uT —v )~ sdo

disjuntas. Assim, segue que

("= )"+ (" = )") = (" = p7) "+ (" =v7)7)
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é uma decomposicdo de Jordan de p + v. Assim, tem-se o resultado desejado tomando

Proposicdo 3.13. Considere j1, v € AB(X) medidas com sinal. Entdo, (u+v)|¢, = ple, +v]c,

para mi-quase todo x € M;.

Demonstracdo. Dadas as decomposic@es de Jordan de u e v, por definicdo, tem-se

e, =15 e, — 1 e,
Ve, = v e, — v e,

De acordo com o Lema 3.12, considere pu* = pu*" + g, p= = pm " F po, v =vTT 4 g e

VT =v"" 4 j1. Assim,
()" = ) = (™ Fp2) (T ) — (v 4+ w) T =p 07

(ht+v)” =+ ) = (0 +p) (T ) = (v +m) =p +v .
Pela Proposicdo 3.10, tem-se que
i

e, = 1 e, + e,

Bl = 1 e+ p2le,
vFle, = v e, + p2le,
Vi =v e + e

e, ainda,
(L+v) e, = e, v,

(+v)le, =p e +v e
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de modo que

(L+v)le, = (L+v)te, —(+v),
W le, + v ) — (e, + v )
e, — mle, +v 5 e, — pole, — 0l + p2le, — VTl + ule,
e, — 1 le + v e — v e,
= e, + Ve,

O

Corolario 3.14. Considere i € AB(X). Se 1 e jo sdo medidas positivas quaisquer tais que

p= 1 — p2, entdo |, = pilc, — palc,, i.e., a restricdo ndo depende da decomposicdo de .



Capitulo 4. Algumas propriedades estatisticas de sistemas dindmicos 65

CAPITULO 4

Algumas propriedades estatisticas de sistemas

dinimicos

A Teoria Ergédica estuda propriedades estatisticas dos sistemas dindmicos. Em
termos gerais, lida com sistemas dindmicos munidos com uma medida invariante. Con-
siderando um espaco de medida (X, B, ), p € invariante pela transformacdo mensuravel
f:X — X se u(A) = u(f~'(A)) para todo A € B, ou seja, f preserva y se, e somente se,
[ @ du= [pofdpu, para toda fungdo ¢ : X — R p-integravel. Existem medidas invariantes
que sdo “especiais’, pois decodificam propriedades estatisticas do sistema. Tais medidas sdo

denominadas fisicas e sdo definidas do seguinte modo:

Definicdo 4.1. Considere uma variedade compacta M, uma aplicacdo f : M — M de classe
C' e uma medida de probabilidade f-invariante 1. A medida u é denominada medida fisica

se o conjunto

n—1
B(u) = {:p € M : lim lX:ga(fj(x)) = /gp dp,¥ o M — R cont/’nua}
7=0

n—o00 N <

tem medida de Lebesgue positiva. O conjunto B(u) é chamado de bacia de p.

Além disso, diversas propriedades estdo associadas @ medidas invariantes, como,
por exemplo, mistura e ergodicidade. Dada uma transformacdo mensuravel f : X — X e

uma probabilidade f-invariante y, o sistema (f, i) é dito (fortemente) misturador se
lim u(F~"(A) 1 B) = a(A)u(B)

n—o0

e fracamente misturador se

lim 37 u(774(4) 1 B) — p(A)(B)] = 0
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para quaisquer conjuntos A e B mensuraveis. Dado qualquer conjunto mensuravel £ C X, o

sistema (f, ;1) € dito ergddico se 7(F,x) = pu(F) para pu-quase todo x € X, onde

n—1
1 . 1 .
7(B,x) = lim —#{0<j<n:f €FB}=lim — ZOILE(J‘ ())
j:
é o tempo médio de visita de x a E. Outras formas equivalentes de definir a ergodicidade de
(f, p) sdo [21, Proposicdo 4.1.3]:

e Para todo conjunto mensuravel £ C X, a fun¢do 7(E, -) é constante p-quase sempre.

e Para toda funcdo integravel ¢ : X — R tem-se queggrglo%z;:é o(fi(x)) = [ pdu

para ju-quase todo ponto, isto € médias temporais coincidem com médias espaciais.

e Para toda funcdo integravel ¢ : X — R a média temporal nh_{{.loizgl;é o(fi(x)) &

constante em p-quase todo ponto.

e Para todo subconjunto invariante B tem-se p(B) = 0 ou u(B) = 1, ou seja, o sistema

& dinamicamente indivisivel.

Observacdo. Uma funcdo mensurdvel 1) : X — R é dita invariante se 1) o f = 1) em p-quase
todo ponto. Um conjunto B C X é dito invariante se sua funcdo caracteristica 1g é uma

funcdo invariante.

Observacdo. Da definicdo, todo sistema misturador é fracamente misturador. Ainda, a
mistura é uma propriedade mais forte que a ergodicidade, no seguinte sentido: Suponha que
existe algum conjunto invariante A C X com0 < u(A) < 1 e tome B = A°. Entdo, para todo
neN, fF"(A)NB = 0. Logo, u(f~™(A)NB) = 0 para todo n, enquanto que p(A)u(B) # 0
e o sistema (f, ;) ndo é misturador. Com isso, segue que todo sistema misturador é ergédico

e, pelo mesmo argumento, todo sistema fracamente misturador é ergédico.

O estudo de medidas invariantes pode conduzir a informacdes importantes sobre
o comportamento dindmico do sistema, dificilmente obtidas de outro modo. Sdo conhecidos
resultados que garantem a existéncia de medidas invariantes sob certas condicdes. Por exem-
plo, se X & um espaco métrico compacto e f é continua, sabe-se que existe pelo menos uma
medida de probabilidade f-invariante em X [21, Teorema 2.1]. O estudo do comportamento
do operador de transferéncia associado ao sistema é uma maneira de encontrar tais medidas,

além de outros resultados relevantes [15].
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Dado um espaco métrico X e uma aplicacdo boreliana 7' : X — X, o operador
de transferéncia associado a 7" & a funcdo linear L : SB(X) — SB(X) definida de modo que,
se v € SB(X), entdo L[v] € SB(X) é tal que L[v](A) = v(T"*(A)) para todo A C X
mensuravel. Se a medida considerada é absolutamente continua com respeito & medida de
Lebesgue m, de modo que dv = fdm com f € L'(X,v), e se T & n3o singular com respeito
a m (ou seja, m(T~(A)) = 0 se, e somente se, m(A) = 0), este operador induz outro
operador L : L'(m) — L'(m) que age nas medidas densidade, & positivo e preserva a integral
fifdm = [ fdm. Assim, segue diretamente que L & uma contracio fraca para a norma L',
isto &, se f & uma densidade em L', entdo ||Lf|y < ||f|:. Além disso:

Proposicdo 4.2. Se f € L'(m) e g € L>(m), entdo
/gf/(f) dm = /gondm.
Demonstracdo. Se g uma funcdo caracteristica, i. e., g = 1 4, tem-se que:

/gondm:/ﬂAondm:/11T_1(A)fdm:/AZfdm:/gE(f)dm.

Uma vez que g € L™ por hipétese, é possivel aproxima-la por funcdes simples. Deste modo,

considere g = . a;14,, com ||g — G|l < €€

/@L(f)dm:/gondm.

Assim
[ oLtndm= [la=aLit)im+ [ GL(5)m
e
/gondm:/[g—g]ondm+/gondm.
Note que:
| [l9 =)o sam| <o = a1 o Tlell Sl < Ny - el s <
e

| [19-aktdm]| < g — gl L] < ¢

e entdo segue o resultado. ]
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Neste capitulo estuda-se a existéncia de medidas invariantes e algumas propriedades
em dois exemplos de sistemas dindmicos, utilizando o operador de transferéncia associado.
Primeiramente, considera-se sistemas cuja dindmica é uma transformacdo expansora. Em
seguida, considera-se o caso do sistema com mapa solenoidal uniformemente hiperbdlico,
no qual a desintegracio de medidas é utilizada como ferramenta na definicio de espacos

apropriados ao sistema.

4.1 Explorando exemplos

4.1.1 Transformacoes expansoras

As transformacdes expansoras [ : M — M tém como propriedade caracteristica
expandirem distancias entre pontos préximos, ou seja, sdo tais que existe uma constante o > 1
e d(f(z), f(y)) > o d(z,y), para d(x,y) suficientemente pequena. Se M é uma variedade
compacta e f é uma transformacdo de classe C'!, diz-se que f é expansora se existe o > 1 e

alguma métrica riemanniana em M tal que
IDf(z)vl| = o]l (4.1)

para todo x € M e todov € T, M. Em particular, f & um difeomorfismo local, pois a equacéo
(4.1) implica que Df(x) é um isomorfismo para todo x € M. As transformacBes expansoras
exibem um comportamento dindmico rico, tanto do ponto de vista métrico e topoldgico,
quanto do ponto de vista ergédico, permitindo estabelecer paradigmas que sdo dteis para
compreender muitos sistemas complexos.

Nesta secdo, é considerado o mapa de expansdo 7' : S — S' tal que T' € C? e
|T"(z)| > 1 para todo z, e sdo exploradas algumas propriedades, tendo como embasamento
o artigo [15]. Considerando o operador de transferéncia associado & T, o espaco “forte”
Wh1 (que é o espaco de Banach das funcdes absolutamente continuas, para as quais f(x) =
F0)+ 5 f/(t) dt para algum f" € L, com a norma || f|| = || f]l1 + [|/[l1) e o espago “fraco”
L', demonstra-se que os iterados de L satisfazem uma desigualdade de Lasota-Yorke; Com
isso, demonstra-se a existéncia de medidas invariantes e propriedades de mistura, convergéncia

exponencial para o equilibrio, gap espectral e estabilidade.

Desigualdade de Lasota-Yorke Considere L o operador de transferéncia associado a 7.
Para mostrar que os iterados de L satisfazem uma desigualdade de Lasota-Yorke, considere a

formula explicita para o operador de transferéncia associado a 7

Lix)= Y /) (4.2)

T/
e 1 T W)l
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cuja demonstracdo é apresentada em [7, pagina 85]. Tomando a derivada da equacdo (4.2),

nota-se que

Lhy = L[ 7] - s f]

de modo que

o <||5,

swwm+hT—me

/)2

onde v = max(7;). Entdo, & possivel escrever

, , T//
AT+ 125 < ol o+ @l f s+ (| + 1)1
e assim o
1251 < el + (| oz | + D100
Iterando esta desigualdade, tem-se
Tll
; o A+ 1)
1L < @l + 2= (4:3)

que é uma desigualdade de Lasota-Yorke. Além disso, comecando com f € W'l todos os
elementos da sequéncia L" f de iterados de f estdo em W11, e suas normas s3o uniformemente
limitadas. Pela equacdo (4.3), tem-se que ||(L"f)|| é uniformemente limitada, e também

I(L™f)||s © é. Ainda, uma vez que o operador de transferéncia & positivo, tem-se que

sup  [[(L"f)lloe = sup [[(L"1)] .
n, ”f”oo:l n

Defina M := sup,, ||(L"1)||sc. Deste modo, existe n; tal que ™M < 1. Seja T, = T™

uma nova transformac&o, que ainda possui as mesmas propriedades de regularidade, e expande

uniformemente em S'. Seja Ly 0 operador de transferéncia associado a T,. Da equacdo (4.2),

tem-se que

eV o < || 22(£)

Ll ( ).

< M| o+ M| mwm. (4.4)

(1)?

Considere a norma || ||, definida por ||f]l¢ = [|f'|lcc + || f]lcc € tome A = o™ M < 1. Com
isso, segue que Lo satisfaz uma desigualdade de Lasota-Yorke: ||L5 f|le < A*||fl¢e + Bl f|loo-



Capitulo 4. Algumas propriedades estatisticas de sistemas dindmicos 70

Dai, tem-se que

L™ 54 flle < XML flle + BIL flloo
< ANM| flle + BM| floo (4.5)

e entdo L também satisfaz uma desigualdade de Lasota-Yorke com essas normas.

Existéncia de medida invariante Com a desigualdade de Lasota-Yorke & possivel provar a
existéncia de uma medida invariante absolutamente continua em L' (com densidade em TW11)

para T'. O seguinte teorema fornece um argumento de compacidade necessario para tal.

Teorema 4.3. (Wh! é compactamente imerso em L') Se B C Wb é um conjunto forte-
mente limitado, entdo para cada ¢ > 0, B tem uma e-rede finita para a topologia L'. Em
particular, qualquer sequéncia limitada f, € W' possui uma subsequéncia f,, convergindo

fracamente a f € L*.

Demonstracdo. Veja [15, Proposicéo 5]. ]

Considere uma sequéncia
1 n—1
gn = — E L"1
n-
=1

onde 1 é a densidade da medida de Lebesgue normalizada m. Pela desigualdade de Lasota-
Yorke, a sequéncia tem uma norma W1 uniformemente limitada e pelo Teorema 4.3, existe
uma subsequéncia g,, convergindo em L' para um limite . Como L é continuo na norma
L', tem-se

L= L ) = f Lo =

de modo que i é uma densidade invariante. Ainda falta demonstrar que h € W!, Para isso,
note que L™(g,) € W' e as normas s3o uniformemente limitadas. Pela desigualdade de
Lasota-Yorke, segue que

HLa_‘—m(gru) - Lb+m(gnz)|’ < am”La<gn1) - Lb(gnz)H + B|‘La<gn1) - Lb(gn2)||1'

Note, também, que se ||L%(gn,) — hll1 < € entdo ||[L/(gn, ) — h|l1 < € para todo j > 0.
Assim a sequéncia L*(g,,) converge para h em L' e, pela equacdo acima, é uma sequéncia

de Cauchy na norma W' De fato, suponha k; < ks. Entdo

1L (g, ) = L (g, ) < L (g, ) = L7 (gu )+ BIL (g, ) = L7 (g, ) 1.
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Uma vez que W' é completo, a convergéncia é em Wh! para algum limite, que é forcado a
ser h. Portanto, h € Wht,

Mistura Considere os espacos forte e fraco de densidade média zero:

VSZ{gEWM:/gdm:O}
Vw:{gele/gdm:O}

onde m é medida de Lebesgue normalizada e considere as seguintes proposicdes:

Proposicdo 4.4. Se para algum f > 0 tal que [ fdm =1, L™ f converge fracamente em L'

para h, entdo T possui uma medida de probabilidade invariante absolutamente continua com
densidade h.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que | hdm = 1. Por hipétese tem-se
que L"f converge fracamente para hffdm, mas, isto ocorre se, e somente se, para todo
¢ € L™ tem-se

/ dhdm = lim / oL fdm = lim / (o T)L" fdm = / (¢ 0 T)hdm = / ¢Lhdm.

]

Proposicao 4.5. Se o sistema possui uma medida invariante absolutamente continua com
densidade h € L' e, para todo f € L' tal que [ fdm = 0, tem-se que L"f converge
fracamente para 0, entdo T' é misturador.

Demonstraco. Pelas hipéteses, dado um f € L', tem-se que L"f — h [ fdm converge
fracamente para 0, de modo que L"f converge fracamente para h [ fdm. Considere dois
conjuntos mensuraveis A e B e denote por hm a medida com densidade h com respeito &

medida de Lebesgue m. Tem-se
[hm](ANT™(B)) = / T1a(lgoT™)hdm = /ILBL”(hILA)dm
que, quando n — 0o, converge para

/]LB <h/hﬂAdm)dm: /(hILB)dm-/(hILA)dm — [hm](E)[hm](F).
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Proposicdo 4.6. Para cada g € V; vale que lim ||L™g|; = 0.
n—oo

Demonstracdo. Suponha que ||gl|; < oo. Pela equacdo (4.5) tem-se que ||[L"g|l, < M.
Escreva ¢ = gt — ¢g~, de modo que |g|s = 2 [ g*dm. Note que existe um ponto Z tal
que g*(z) > 3|lglli. Considere a vizinhanca N = B(z, ||g|]1M ') de z e observe que,
para cada ponto z € N, tem-se que g™ () > |g[i. Considere também d = min|T"| e
D = max|[T"|. Se n; é o menor inteiro tal que d™ 3||g[i M~ > 1, entdo T™(N) = S* e

L™ g" tem densidade ao menos

log D
log d

gl gl [ [E
=z =" Clglly ")

ny — ~TogD
pm 4Delog(2||gH1‘1M)loggd 4D

em S!. O mesmo vale para g~. Deste modo, depois de n; iteracdes, a parte constante positiva

se anula com a parte constante negativa correspondente e tem-se

IL" gl < llglli — Cllgll;*®
(2]\‘4—1)11%%:5 n - ~
onde C = 15— Denote g1 = L™ g e repita a construcdo, de modo que
Toga +1

lg2lli = 1L g1llr < llg1llx — llgrlly .

Assim, tem-se uma sequéncia tal que

logD 4 4
lgn+1lls < llgnlly = llgnll**
e entdo [|g,|l1 — 0. Se g € W, & possivel aproximar g por g tal que ||g||, < oo, no sentido
que |lg — g|l1 < e. Uma vez que |[L]1,1 < 1 tem-se que lim |[|[L™(g — g)|l1 < eeo
n—oo

resultado segue. [
Pelas trés proposicdes acima, segue:
Corolario 4.7. Mapas expansores do circulo com medida W' invariante sdo misturadores.

Ainda mais, note que se h; e hy s3o duas densidades de probabilidade invariantes, entdo
hi — hy € V, e €& invariante, o que é impossivel. Deste modo, existe uma Gnica medida

invariante em W11 para mapas expansores em S*.
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Convergéncia para o equilibrio Para um tratamento um pouco mais geral, denote o
espaco “forte” por (B, ||-||s) e 0 espago “fraco” por (B, ||+||w). Diz-se que uma transformacso
T em X, com operador de transferéncia associado £, tem convergéncia para o equilibrio com
velocidade ¢, com respeito a essas normas, se para qualquer f € V,, onde V; & o espaco forte

de densidade média zero, tem-se

1€" fllw < ()| fls- (4.6)

Se £ é um operador agindo no espago de Banach complexo (B, || - ||), o espectro de £ &
definido por spec(£) = {X : (Aid — £) ndo possui inversa limitada} e o raio espectral de £

por p(£) = sup{|z| : € spec(£)}. Outra forma de expressar o raio espectral é

p(e) = lim /T (@7

Deste modo, é possivel notar que existe uma conexdo entre as propriedades espectrais do
operador e o comportamento assintético dos iterados. Diz-se que £ possui um gap espectral
se £ = AP+ N, onde P é uma projecdo e dim(Im(P)) =1, PN = NP =0e p(N) < |}

Agora, supondo que £ age nos espacos (B, || - ||s), (Buw, || - |lw) € que:

[

. Para cada g € B; tem-se ||£"¢g|| < AAN}||g]ls + Bl 9]l w:;

2. Para cada g € V; tem-se que lim ||£"g|l, = 0;
n—oo

w

. Vi & compactamente imerso em V,;

4. A norma fraca do operador restrita a V; satisfaz sup,, ||£"

Vi llw < OQ.

é possivel demonstrar (veja [15, paginas 12 e 13]) que existem Cy > 0 e po < 1 tais que para
todo g € V
IL"glls < Copyllglls- (4.8)

Pela suposicdo 1 e pela equacdo (4.7), segue que o raio espectral de £ em B, ndo pode
ser maior que 1. Pela segunda hipétese, existe apenas um ponto fixo de £ em B, e apenas
uma medida de probabilidade invariante, que serd denotada por h. Como existe uma medida
invariante em B,, entdo o raio espectral é igual a um. Para todo g € B, pode-se escrever
g =[g —hg(X)] + [hg(X)]. A fun¢do P : By — By definida como P(g) = hg(X) é uma
projecdo e a funcdo N : By — B, definida como N(g) = £[g—hg(X)] é tal que N(B;) C Vi,
Ny, = £
PN = NP = 0. Deste modo, sob as hipoteses de 1 a 4, £ possui gap espectral.

v. €, pela equagdo (4.8) satisfaz p(INV) < |A|. Observe que vale que £ =P + N e
Agora, note que pelo Teorema 4.3, Proposicdo 4.6 e a desigualdade de Lasota-
Yorke, as hipéteses de 1 a 4 s3o verificadas para o aplicacdo expansora 7' : S' — S, para

a norma W' (com a norma L' para a norma fraca). Além disso, note que a equacdo (4.8)
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implica convergéncia exponencial para o equilibrio. Deste modo tem-se que 7" tem convergéncia

para o equilibrio e L possui gap espectral.

Estabilidade A estabilidade de um sistema esta relacionada com sua resposta quando sofre
perturbacBes. As perturbacdes podem ser deterministicas ou estocasticas, sendo que, no
primeiro caso, o operador de transferéncia é perturbado por pequenas mudancas na dindmica
adjacente. Ja as perturbacdes estocasticas possuem diversas formas, sendo que a mais simples
consiste em adicionar algum ruido ao resultado da dindmica deterministica a cada iteraco.

Sabe-se que, se uma medida varia continuamente, muitas propriedades estatisticas
do sistema sdo estaveis sob pertubacdes. Porém, as medidas fisicas podem mudar desconti-
nuamente. E possivel demonstrar que, sob certas condicdes relacionadas & convergéncia para
o equilibrio e o tipo de perturbacdo, a medida fisica pode ter uma variacdo continua. Para
isso, considere, novamente, os espacos (B, || - ||s), (Buw, || - llw), Vs e Vi, juntamente com a
transformacdo ¥, e considere uma familia de operadores £5, 6 € [0, 1), tal que £5(B;) C B,
e £5(By) C B,. Suponha que:

UF1. Existem constantes A, B, \; € R, com A\; < 1, tais que para todo f € B,, todon > 1

e todo d € [0,1), cada operador satisfaz uma desigualdade de Lasota-Yorke

15 flls < AN f]ls + B[ f - (4.9)

UF2. £5 aproxima £, quando § é pequeno, no seguinte sentido: existe C' € R tal que, para
todo g € By,
1(€5 = £o)gllw < 0C|g]ls- (4.10)

UF3. £, possui convergéncia exponencial para o equilibrio, relativamente & || - ||, e || - ||s.

UF4. Existe M tal que, para todo 6 € [0,1), n € Ne g € By, tem-se ||£8g]l, < M||g||w-

Sob essas hipoteses, pode-se garantir que a medida invariante do sistema varia
continuamente na norma fraca quando £, é perturbado para £;, para pequenos valores de 0.
Observe que as condicdes UF'1 e UF3 juntas implicam que £, eventualmente contrai V. De
fato, seja f € V,, entdo

1€ flls < AN flls + BILE fllw
< AMEGfIls + BEXT| £
<

AXN(B + A flls + BEAT | f]]s

para os quais existem m, n suficientemente grande tais que [|£5 |, < 1| f|s.
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Antes de prosseguir, considere que os operadores £y e £5 preservam um espaco
normado de medidas (B, || - ||5) contido no conjunto das medidas borelianas em X. Suponha

que fo, f5 € B sdo medidas de probabilidade fixas, de £, e £;, respectivamente.

Lema 4.8. Suponha que

a. ||€sfs — Lofslls < o0,

b. £ é continua em B, de modo que existe C; tal que para todo g € B, ||Lyglls < Cillglls-
Ent3o, para cada N, tem-se
Ifs = folls < 1&5(fs = fo)lls + 1€sfs — Lofslls D> Ci (4.11)

1€[0,N—1]

A demonstracdo deste lema provém de calculo direto (para detalhes, consulte [15,

pagina 16]). Agora, supondo B, = B, segue:

Proposicao 4.9. Suponha que £5 é uma familia de operadores satisfazendo as condicées
UF1 - UF4, fy é a anica medida de probabilidade invariante de £y e f5 é uma medida de
probabilidade invariante de £5. Entdo ||fs — follw = O(d1ogd).

Demonstracdo. Pela desigualdade de Lasota-Yorke uniforme, tem-se que ||fs5]|ls < M sédo
uniformemente limitados, e entdo, || £s5fs — Lofsllw < ICM. Por UF4, C; < M,, de modo
que

1fs = follw < SCMMN + 15" (fo = £5) |-

Pela convergéncia exponencial para o equilibrio de £, tem-se

128 (fo = fo)llw < CopdlI(fs — fo)lls < Capy’M

e entao
1(fs = fo)lls < SCMMN + Capy M.

Tomando N = L%J, segue que

1
1(fs — fo)lls < dlog OC MM
0g P2

+ Cy0 M.
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E possivel aplicar esse tratamento geral para a aplicacdo expansora 7' : S' — S1,

considerando uma familia de transformacdes expansoras Ty, § € [0, 1) que satisfaz
| Ts — To|| < Ko (4.12)

para algum K € R. Para cada um desses mapas, associe um operador de transferéncia L;
agindo em Wl Note que esta familia satisfaz as condicdes UF1, UF3 e UF4. Realizando
alguns calculos [15, Proposicdo 26|, mostra-se que a equacdo (4.12) implica a condicdo U F2,
ou seja, se Lo e Ls sdo operadores de transferéncia de mapas de expanséo T e T satisfazendo

a equacdo (4.12), entdo existe C' € R tal que para todo g € Wh!
[(Ls — Lo) flls < 0C fllwrr. (4.13)

Com isso, pode-se aplicar a Proposicdo 4.9 para provar a estabilidade de uma medida invariante
para essa familia de aplicacdes e ter uma estimativa explicita para o0 médulo de continuidade:

Considerando hs uma familia de medidas invariante em L! para os mapas Tj, tem-se que
170 — hslli = O(d1og d).

4.1.2 Mapa solenoidal

Nesta secdo, é considerado um sistema cuja dindmica é modelada por um mapa
solenoidal F', tendo como base o exemplo apresentado em [15, Secdo 10]. A desintegracdo de
medidas abordada na Sec3o 3.2 é aplicada neste exemplo para a definicio de espacos adaptados
para o sistema e, considerando o operador de transferéncia associado & I', demonstra-se a
existéncia de uma medida invariante.

Considere mapa solenoidal F : ¥ — X, onde ¥ = S! x D?, tal que ' é o
skew product F(z,y) = (T(z),G(z,y)) onde T : S — S' & transformacdo expansora e
G : ¥ — D? & uma aplicacdo diferenciavel com ||%2||,, < co. Adicionalmente, suponha que
T possui grau ¢, e, com abuso de notacdo, considere 7" : [0,1] — [0, 1], cujas ramifica¢des
sdo T;, i = 1,2,...,q. Considere a folheacdo F* = {{z} x D?},cs1, de tal modo que F*
seja contracdo, ou seja, que exista um o € R, 0 < o < 1, tal que para todo = € S! tem-se
G (x,51) — G(2,y2)] < alys — ya|, para todo y1, 5, € D

Denote por AB(X) o conjunto {u € SB(X) : mpu™ < m e mpu” < m}, onde
7. : X — St & a projecdo dada por (z,y) — x e m & a medida de Lebesgue em S*. Considere
uma medida de probabilidade 1 € AB(X) e a medida p, = 7., u, que pode ser identificada
com uma densidade marginal ndo negativa ¢, : S* — R. Além disso, denote a folheacdo F*
por {(,}rest, com ¢, = {x} x D? para cada z € S*. Note que a abordagem da Secdo 3.2
é vélida para este sistema. Deste modo, obtém-se uma familia {p¢, : z € S'} € 2(D?),

liz-quase sempre unicamente determinada, tal que p1 = [ i, dji,-
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Com essa desintegracio é possivel construir um espaco normado de medidas com

sinal para estudar propriedades estatisticas relacionadas a este sistema:

Definicdo 4.10. Seja £' C AB(X) definido por

e = {nedBs): [ Wutleul) dm < oo (4.14)
Sl

onde 1" |¢,, 11~ |¢, representam as partes positiva e negativa, respectivamente, da decomposicdo
de Jordan da restricdo de i em (., no sentido das secées 3.2.1 e 3.2.2. Defina uma norma
em £ || - || £ — R por

Observacdo. Para um espaco métrico compacto (I',d), g : I' — R uma fung¢do Lipschitz e

dadas 1 e v duas medidas com sinal em T', a distdncia 1-Wasserstein entre 1 e v pode ser

escrita como

W (p,v) = sup /gdu - /gdu : (4.16)
L(g)<L[lgllo<1
Denote WP(0, i) por ||u|lw. Tem-se que || - ||w define uma norma no espaco vetorial das
medidas com sinal definidas em um espaco métrico compacto.
Ainda, é valido ressaltar uma propriedade da norma || - ||w relacionada com o

operador de transferéncia: dado um espaco métrico I qualquer, se a aplicacido H : T" — T é

uma contracdo fraca e Ly é o perador de transferéncia associado a H, tem-se que

[ Lmpllw < [lpllw (4.17)

para toda p € SM(T'). De fato, uma vez que H é contracdo, se g é tal que |||« < 1 €
Lip(g) <1, o mesmo vale para g o H e entdo

| [ dwatun| =] [got du| < -

Tomando o supremo em ||g||.o < 1 e Lip(g) < 1, obtém-se a desigualdade (4.17).
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Seja Lr o operador de transferéncia associado a F', i. e., [Lru|(E) = p(F~1(E))
para ;1 € AB(X) e E C X conjunto mensuravel. Em [16] é abordada uma caracteriza¢do do
operador de transferéncia que o faz funcionar como um operador unidimensional. Apesar de

ser tratado no artigo de modo mais geral, esta caracterizacdo se aplica a este caso, fornecendo:

Proposicdo 4.11. Para uma folha (, € F*, defina o mapa F,, : D* — D? por
FCI = ﬂ-y ° FlCz © ﬂ-y’g;l

onde m,|c, € a projecdo , definida por (z,y) — vy, restrita a folha (,. Para todo 1 € £' e

para quase todo x € S', tem-se que

(Lpp)| —Xq:FTﬂx)MTil(x) (4.18)
M= T |

Agora, sdo exploradas algumas propriedades associadas & Ly, a fim de mostrar a

existéncia de uma medida invariante em £! para o sistema solenoidal.

Proposicdo 4.12. Se p € £, entdo || Lrp||-1 < || ]2

Demonstracdo. Considere, para todo i, a mudanca de variavel v = T;(«). Entdo
ILpplle = [ II(Lrw)lellw dm
Sl
Freto) Mt

q9
< 1:21 fT(;pi) T, 0T, ()]

= 32 [ Futlall dm(a)

=1 T4
q
=2 [ llnlallwdm(a)

= lpll

dm
0%

Considere o seguinte resultado:

Lema 4.13. Seja F' : I' — I" uma contracio, onde I' é um espaco métrico compacto. Para
toda 1 € SM(T), vale | Fopllw < oflp|lw + ('), onde o é a taxa de contracdo de F.

Demonstracdo. Se g é tal que Lip(g) <1 e ||g|loc <1, entdo tem-se que g o F' & a-Lipschitz
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ellgo Fr, —0]|sc < para algum 6§ < 1. Assim,

‘fgdﬁuﬂ Z(fgoFdA
:‘fgoF—@d/L‘—i—‘f@d,u
:a‘figoF—Hdu‘—l—Q,u(F)

< alpllw + u(T).

Tomando o supremo em Lip(g) < 1 e ||g|l < 1, segue o resultado. O

Com esse resultado, pode-se demonstrar a seguinte proposicéo.

Proposicdo 4.14. Para toda medida com sinal 1 € £! tem-se
[Epllar < allpllar + (a4 1)[[@al]1- (4.19)

Demonstracdo. Veja [15, Proposi¢do 57]. ]

Note que, iterando a equacdo (4.19) obtém-se || Lpull< < o™||pl|- + @lldz1,

lta
l—«o

onde a = . Considere o conjunto das medidas média zero dado por

V={ue g ux) =0}

Uma vez que m . pu = iy = dym, tem-se que [ ¢, dm = 0 se u € V. Deste modo, pela
equacdo de iteracdo acima e pela convergéncia para o equilibrio para aplicacdes expansoras

com respeito as normas de L' e W1, discutidas na sec3o anterior, segue:

Proposicdo 4.15 (Convergéncia exponencial para o equilibrio). Existem D €¢ Re0 < ) < 1
tais que, para toda € V e todo n > 1, tem-se

[ LEpll < D27 (el + Nl allwr).

Agora pode-se demonstrar a existéncia de uma medida invariante no conjunto £!

para o sistema solenoidal.
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Proposicao 4.16. Existe uma dnica o € £ tal que Lpp = p.

Demonstracdo. O mapa T é expansor e possui uma medida invariante absolutamente continua,
que sera denominada ¢,. Considere a medida v = ¢, X m e a sequéncia v, = L}jv. Pela
Proposicdo 4.15 tem-se que ||v,, — v, |l«» < Dy}, de modo que v, é uma sequéncia de
Cauchy. Considere uma subsequéncia v, tal que, para cada folha (,, vy, |, € uma sequéncia
de Cauchy para a norma || - ||w. Como o conjunto das medidas de Borel positivas em X é
completo com respeito a || - ||, essa sequéncia possui um limite, que é uma medida positiva,
e isso define uma medida limite y, que é invariante. A integrabilidade de ||v|¢, ||w segue do
fato de que ||vp, |||lw < sup g, (e entdo & uma sequéncia limitada) e ||vy, |c, |[[w converge

pontualmente para ||v|¢, ||w, e a unicidade segue diretamente da Proposicdo 4.15. O

No artigo [15] ainda é apresentada a construgcdo de um espago normado “forte” para
este sistema, no qual existe uma desigualdade de Lasota-Yorke para o operador de transferéncia
aplicado a medidas ndo negativas e, ainda, é demonstrado que a iteracdo L% mantém uma
regularidade limitada nessa norma “forte”.

Nestes exemplos observa-se como este tipo de abordagem, considerando o operador
de transferéncia, permite obter inimeras informacdes relevantes relacionadas a propriedades
estatisticas de sistema dindmicos. Além disso, este exemplo do sistema solenoidal ilustra como
a desintegracdo de medidas é um conceito bastante versatil, no sentido que pode ser aplicado

em diversos cenarios.
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