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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia de codigos perfeitos em reticulados ambientes
gerais considerando-se a métrica euclidiana. Discutimos a relacao entre um ladrilhamento
discreto de um reticulado e o ladrilhamento associado no espago n-dimensional, bem como
algumas caracterizagoes equivalentes de ladrilhamentos. Generalizamos limitantes para o
raio de codigos perfeitos em reticulados ambientes genéricos, o que antes era conhecido
para o reticulado Z". Os novos limitantes sao baseados nas densidades de empacotamento
e cobertura e no raio de cobertura do reticulado ambiente. Considerando duas familias
de reticulados algébricos bidimensionais e as familias que obtemos mergulhando-as em
dimensoes maiores, estudamos os formatos de ladrilhos e a quantidade de codigos perfeitos
encontrados. E apresentado um algoritmo para a busca de cédigos perfeitos, que é utilizado
para encontrar todos os codigos perfeitos para uma colecao de reticulados ambientes nas
dimensoes dois e trés. Em contraste com o reticulado Z", esses estudos de caso mostram

que, alterando-se o reticulado ambiente, é possivel encontrar conjuntos de cddigos perfeitos.

Palavras-chave: Codigos perfeitos em reticulados, ladrilhamento, reticulados.



Abstract

In this work, we investigate the existence of perfect codes in general ambient lattices
under the Fuclidean metric. We discuss the relationship between a discrete tiling of a
lattice and the associated continuous tilling of the n-dimensional lattice, as well as some
equivalent characterizations of tilings. We generalize bounds on the radius of perfect codes
in a generic lattice, what was previously known for the lattice Z". The new bounds are
based on the packing and the covering densities and on the covering radius of the ambient
lattice. Considering two families of two-dimensional algebraic lattices and the families we
can obtain by embedding them in larger dimensions, we have studied the tile formats
and the number of perfect codes found. It is presented an algorithm for the search of
perfect codes which is used to find all perfect codes for a collection of ambient lattices in
dimensions two and three. In contrast to the lattice Z", these case studies show that, by

changing the ambient lattice, one can find sets of perfect codes.

Keywords: Perfect lattice codes, tiling, lattices.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Reticulado A gerado pelos vetores u = (2,0) e v =(1,3). . . . . .. .. 17
Figura 2 — {(1,0),(0,1)} e {(1,1),(0,—1)} sdo bases de Z*. . . . . . .. ... ... 18
Figura 3 — Reticulados 27Z?%, em vermelho, e Z?, em preto e vermelho. . . . . . . . 23
Figura 4 — Reticulado integral A. . . . . . . . ... ... 23
Figura 5 — Reticulado ortogonal A gerado pelos vetores u = (2,2) e v = (3,—-3). . 24
Figura 6 — Ladrilhamentosde A.. . . . . .. . .. ... . o 26
Figura 7 — Regidoes de Voronoi dos reticulados A; e Ay, respectivamente. . . . . . . 27
Figura 8 — Vetores de norma minima do reticulado A. . . . . . . ... .. ... .. 28
Figura 9 — Empacotamento reticuladode A. . . . . . ... ... ..., 29
Figura 10 — Cobertura de R%. . . . . . . . . . . . ... ... 32
Figura 11 — Ilustracdo da série teta do reticulado Z*. . . . . . . . . ... ... ... 39
Figura 12 — T deslocado pelos vetores (—4,0), (—2,0), (0,0), (2,0) e (4,0). . . . . . 45
Figura 13 — Ladrilhamento de R por Va,. . . . . . . o o it 45
Figura 14 — T 4+ Va,. o o o o v oo e e e e e 47
Figura 15 — Poliomino associado a Bs. . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 48
Figura 16 — Reglao R =T 4+ VA, - -« o v o o o i i e e e e e 48
Figura 17 = Regldo R =T 4+ VA, « « v v v v oo e e e e e e e 49
Figura 18 — Regiao de Voronoi do reticulado hexagonal. . . . . . .. .. ... ... 52
Figura 19 — Regiao R paran = 2. . . . . . . .. . v 55
Figura 20 — Regiao R. . . . . . . . o o 58
Figura 21 — A nao é um cédigo perfeitoem A,. . . . . .. .. .. ... 63
Figura 22 — No Exemplo 3.0.9 A é um cédigo perfeitoem A,. . . . . . .. .. ... 64
Figura 23 — Ilustracdo da acdo do homomorfismo ®; nos elementos da bola B N L
Figura 24 — Tlustracio da acdo do homomorfismo ® nos elementos da bola B NG,
Figura 25 — Unido de 4 poliominos T?%(v/2) e T?(+/18), respectivamente. . . . . . . 75

Figura 26 — Ilustracao da regiao de Voronoi do reticulado D3 em vermelho, da uniao
de 12 dessas regides em laranja e da uniao de 6 regides de Voronoi de
Dsemamarelo. . . . . . . ... 75
Figura 27 — Ilustracao do polivoronoi associado a bola B VB e e 76

Figura 28 — Ilustracao da regiao de Voronoi do reticulado D3 em vermelho, da uniao

de 8 dessas regides em laranja, 6 em amarelo e 12 em azul. . . . . . . . 7
Figura 29 — Ilustracao do polivoronoi associado a bola B VB e 7
Figura 30 — Uniao de 4 poliominos T%(v/6) e T?(v/72), respectivamente. . . . . . . 78
Figura 31 — Unido de 4 poliominos T?(v/4) e T?(v/8), respectivamente. . . . . . . . 79

Figura 32 — Unido de 4 poliominos T2(v/8) e T?(+/18), respectivamente. . . . . . . 80



Figura 33 — Poli-hexdgono do Tipo 1 construido paral=43.. . ... ... .. ... 86

Figura 34 — Poli-hexdgonos do Tipo 2 construidos para l=43. . . . . . ... . ... 91
Figura 35 — Poli-hexdgono do Tipo 2 para l=67. . . . . . . . . . .. .. ... ... 94
Figura 36 — Poli-hexdgonos do Tipo 2 construidos para l=15.. . . . . . . . . . .. 94
Figura 37 — Poli-hexagono gerado pelas bolas do Tipo 2 em que o raio é dado pelos

vetores (1, )My e (1,0)M, paral=3. . . . . ... ... ... .... 96
Figura 38 — Poli-hexdgonos do Tipo 3 construidos para {=95.. . . . . ... . ... 97
Figura 39 — Poli-hexdgono do Tipo 3 construido paral=39.. . ... .. ... ... 98
Figura 40 — Uniao de 4 poli-hexagonos do Tipo 3 construidos para [ =39. . . . .. 98
Figura 41 — Uniao de 4 poli-hexagonos do Tipo 3 construidos para [ =47. . . . . . 101
Figura 42 — Poli-retangulo do Tipo 1 construido paral=18.. . ... . ... . ... 102
Figura 43 — Poli-retangulo do Tipo 2 construidos para { =10. . . . . .. ... ... 104
Figura 44 — Poli-retangulo do Tipo 2 paral=38. . . . . . . . .. .. .. ... ... 107
Figura 45 — Poli-retangulos do Tipo 2 construidos para l=2. . . .. . .. .. ... 107
Figura 46 — Poli-retangulos do Tipo 3 construidos para l=30.. . . . . . . . . ... 109
Figura 47 — Poli-retangulo construido para l=2. . . . . . . . .. .. .. ... ... 110
Figura 48 — Uniao de 4 poli-retangulos do Tipo 3 construidos para [ =2. . . . . . . 110
Figura 49 — Poli-retangulo construido paral=6. . . . . . . . ... ... ... ... 110
Figura 50 — Uniao de 4 poli-retangulos do Tipo 3 construidos paral=6. . . . . . . 111
Figura 51 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ =27. . . .. . ... ... ... 115
Figura 52 — Interse¢dao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 27 com o plano

TY. o o e e e e e e 116
Figura 53 — Poliprisma do Tipo 1 construido para l=23. . . ... ... ... ... 118
Figura 54 — Interse¢ao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 23 com o plano

TY. o o e e e e e e e e e e 118
Figura 55 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ =47. . . . .. ... ... ... 120
Figura 56 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 47 com o plano

TY. o o e e e e e e e 120
Figura 57 — Poliprisma do Tipo 1 construido paral=6. . . . .. . ... ... ... 121
Figura 58 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6 com o plano xy.121
Figura 59 — Poliprisma do Tipo 1 construido para l=14. . . . ... ... .. ... 122
Figura 60 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 14 com o plano

TYe o o e e e e 123
Figura 61 — Poliprisma do Tipo 1 construido paral=6. . . . . ... .. ... ... 124

Figura 62 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6 com o plano xy.124



Tabela 1

Tabela 2

Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5

Tabela 6

Tabela 7

Tabela 8

Tabela 9

Lista de tabelas

Empacotamentos reticulados mais densos. . . . . . ... ... .. ...
Reticulados com menor densidade de cobertura. . . . . . . .. ... ..
Valores dos cossenos em (2.9). . . . .. ...
Comparativo entre os termos dos limitantes superiores (3.9), (3.11) e
(B.15).
Todos os codigos perfeitos em As, seus respectivos raios de empacota-
mento r;, Na,(r;) e as matrizes associadas A. . . . . .. ... ... ..
Todos os codigos perfeitos em Ds, seus respectivos raios de empacota-
mento r; € as matrizes associadas A. . . . . ... ...
Todos os codigos perfeitos em D3, seus respectivos raios de empacota-
mento r; e as matrizes associadas A. . . . . . .. ...
Todos os codigos perfeitos em A, 71, seus respectivos raios de empaco-
tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . ... ...
Todos os cédigos perfeitos em A, 11,1, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . .. ...

Tabela 10 — Todos os cédigos perfeitos em A, 15,1, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . ... ... ..

Tabela 11 — Todos os cédigos perfeitos em A, 22, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . .. ... ...

Tabela 12 — Todos os cédigos perfeitos em A, g2, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . ... ... ...

Tabela 13 — Todos os cédigos perfeitos em A, 10,2, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . ... ...

Tabela 14 — Todos os codigos perfeitos em A, 142, seus respectivos raios de empaco-

tamento r; e as matrizes associadas A. . . . . ... ...

69



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
214

4.1
4.2
421
4.2.2
423
424

5.1

511
5.1.2
513

Sumario

Introducdao . . . . . . . . . . ... e e e 14
RETICULADOS . . . . . . . e e e e e e e e e e 17
Preliminares . . . . . . . . . . . ... .. 17
Reticulado Dual . . . . . . . . . ... ... 24
Regidao Fundamental . . . . . . . . .. ... ..o 25
Namero de Vizinhos . . . . . . . . ... ... ... L. 28
Empacotamento Esférico . . . . .. .. ... ... ... .. ..., 29
Cobertura Esférica . . . . . . . ... ... . ... ... ..., 31
Reticulados Importantes . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 32
Série Teta . . . . . . . . . .. 38
Reticulados via Corpos Quadraticos . . . . . . ... ... ... .... 39

CARACTERIZACOES EQUIVALENTES DE LADRILHAMENTOS . 44

Estudos decasos . . . . . .. .. ... ... oo 51
Regiao de Voronoi do reticulado hexagonal . . . . . . ... ... .. ... 51
Releitura do resultado do Exemplo2.0.8 . . . . . . . ... ... ... ... 53
Releitura de um resultado de S. W. Golomb e L. R. Welch . . . . . . . .. 55
Possibilidades de A-ladrilhos para o reticulado hexagonal . . . . . .. . .. 57
CODIGOS PERFEITOS NA METRICA EUCLIDIANA . . . .. ... 61
RESULTADOS COMPUTACIONAIS . . . . . . . . . .. ... ... 70
Algoritmo . . . . . . .. 70
Resultados . . . . . . . . . . . ... 73
Cédigos perfeitosem Ay . . . . . Lo 74
Cédigos perfeitosem D3 . . . . . . . . .. 74
Cédigos perfeitosem D3 . . . . . . . ... 76
Cédigos perfeitos em reticulados algébricos bidimensionais . . . . . . . .. 7

CODIGOS PERFEITOS EM RETICULADOS ALGEBRICOS BIDI-

MENSIONAIS . . . .. e e e 85
—l=1(mod4) .. ... ... 85
Tipo 1: poli-hexdgono de um nivel . . . . . . . . ... ... ... 86
Tipo 2: poli-hexagono de trés niveis . . . . . . . . .. ... . ... .... 91

Tipo 3: poli-hexdgono de cinco niveis . . . . . . . .. .. ... ... ... 97



5.2

521
522
523

6.1
6.1.1
6.1.2
6.2
6.2.1
6.2.2

I=2(mod4) . ... 101

Tipo 1: poli-retangulo de um nivel . . . . . . . .. .. ... ... 102
Tipo 2: poli-retangulo de trés niveis . . . . . . . . .. .. ... .. .... 104
Tipo 3: poli-retangulo de cinco niveis . . . . . . . . . ... ... ... .. 109

CODIGOS PERFEITOS EM RETICULADOS »n-DIMENSIONAIS . 112

Dimensao 3 . . . . . . . . ... 112
—l=1(mod4) .. ... ... 115
I=2 (mod4) .. ... 120
Dimensaon . . . . . . . . . ... 125
—l=1(mod4) .. ... ... 127
I=2 (mod4) . . ... 130
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS . . . ... ... ... 133

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e e e s st 135



14

Introducao

Um reticulado A, é um subgrupo aditivo e discreto do R". Equivalentemente,
A, € R"™ é um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes
vy, ...,0,; € R" tais que A, é um conjunto definido por todas as combinacoes lineares
inteiras de vy, ..., v,,. Sejam A < A, um reticulado e 7 < A, um conjunto finito. Uma
colecao de translacoes disjuntas de 7 por vetores de A é chamada de ladrilhamento de A,
se a uniao de seus elementos for igual a A,. Neste caso, o conjunto T é dito um A-ladrilho

para A, e o sub-reticulado A é chamado de cddigo perfeito em A,.

A existéncia de cédigos perfeitos no reticulado Z" foi primeiramente investigada
por S. W. Golomb e L. R. Welch em [1], no qual foi conjecturado que cédigos perfeitos
na métrica [; existem apenas para um conjunto muito restrito de dimensoes e raios. A
conjectura voltou a ter um forte apoio nos ultimos anos, com o estabelecimento de novas
técnicas para sua prova [2, 3]. Como os cddigos perfeitos em Z" sdo escassos, é natural
a consideragao de generalizacoes menos exigentes. Para esse propoésito, varios autores
propuseram nocoes de codigos que capturam um certo grau de “imperfeicao”, tais como
os codigos corretores de erros “densos” [4], didmetro-perfeitos [5], conjuntos de distancia
perfeitamente dominante [6], conjuntos perfeitamente dominantes [7, 8], cddigos perfeitos
totais tipo-reticulados [9], e os cddigos quase-perfeitos [10]. Outra forma de generalizacao

¢ permitir distancias diferentes, como a métrica [, [11].

Este trabalho considera um tipo de generalizacao diferente das consideradas
anteriormente, permitindo que o reticulado que queremos ladrilhar, denominado reticulado
ambiente, possa ser genérico e nao apenas Z". Consideramos aqui a métrica euclidiana,

embora outras métricas possam ser potencialmente estudadas em trabalhos futuros.

Para um melhor entendimento do comportamento de cédigos perfeitos em tais
espacos, fornecemos resultados que generalizam limitantes conhecidos para o reticulado
7" e mostramos que, apesar de estarmos trabalhando num reticulado ambiente genérico
A,, codigos perfeitos podem ser raros. Os limitantes fornecidos estao relacionados com
a densidade de empacotamento e a densidade de cobertura de um reticulado. Por outro
lado, trabalhando em um reticulado ambiente A, apropriado, podemos encontrar coédigos
perfeitos que, de outra forma, nao existiriam para Z", o que ¢ exemplificado nesse trabalho
por meio dos reticulados Ay, D3, D5, de alguns reticulados bidimensionais pertencentes
a duas familias de reticulados algébricos construidos via homomorfismo de Minkowski
sobre os corpos quadréticos Q(v1) e Q(v—1), em que [ > 0 e [ é um inteiro livre de
quadrados, e de reticulados n-dimensionais obtidos mergulhando os reticulados algébricos

estudados anteriormente em dimensdes maiores. Vale ressaltar que tanto para as familias de
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reticulados algébricos bidimensionais quanto para as familias de reticulados n-dimensionais

obtidas a partir dos algébricos, mostramos que sempre existem codigos perfeitos.

Apresentamos também uma caracterizagao de ladrilhamento via transformada
de Fourier que é usada tanto para provar quanto para excluir possibilidades de sub-
reticulados serem cdédigos perfeitos em um dado reticulado ambiente. Essa abordagem foi
explorada por J. C. Lagrarias e Y. Wang em [12, 13] para sub-reticulados de Z", e provada
por M. Kolountzakis em [14] para sub-reticulados de reticulados ambientes quaisquer.

Utilizando essa abordagem, apresentamos uma releitura de um resultado apresentado por
Golomb ¢ Welch em [1].

Cédigos perfeitos em diferentes reticulados ambientes, em particular na familia
de reticulados A,,, tém aplica¢oes potenciais para configura¢des de comunicagdo, como nos
canais de apagamento e repetigao [15, 16]. Como outro ponto de interesse, vale ressaltar
que, da mesma forma que ocorre com os cédigos perfeitos em Z", cdédigos perfeitos em
um reticulado ambiente geral A, podem induzir cédigos perfeitos em ambientes finitos,

considerando-se o toro A,/A [17].

Resultados preliminares deste trabalho foram apresentados no International
Symposium on Information Theory - ISIT (trabalho intitulado “Perfect Codes in Euclidean
Lattices: Bounds and Case Studies”) [18] e no Latin American Week on Coding and
Information - LAWCI (poster intitulado “Perfect Codes and Tilings in General Ambient
Spaces"). O artigo “Perfect Codes in Euclidean Lattices” (recém submetido) redne varios

dos resultados aqui apresentados.

Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1 apresentamos defini¢oes, conceitos e propriedades de reticulados

que serao utilizados no desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2 introduzimos os conceitos de ladrilhamento nas versdes continua,
que € a mais conhecida, e discreta. Apresentamos também um resultado que relaciona essas
duas defini¢oes de ladrilhamento. Além disso, fornecemos diferentes caracterizacoes de
ladrilhamento, que usam isomorfismo de grupo e a transformada de Fourier. Ao final desse
capitulo, exibimos quatro estudos de caso que usam a caracterizacao de ladrilhamento
via transformada de Fourier, mostrando como essa caracterizagao pode ser util tanto na
demonstracao de que um conjunto discreto é um A-ladrilho para um reticulado ambiente

A,, quanto para excluir possibilidades de A-ladrilhos para o reticulado ambiente.

No Capitulo 3 trabalhamos com os cddigos perfeitos, dando énfase aos resulta-
dos sobre nao-existéncia desse tipo de c6édigo. Alguns resultados apresentados aqui sao

generalizagdes, para a métrica ly, de teoremas demonstrados em [10] e [11]. Fornecemos
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também alguns limitantes importantes para o raio de empacotamento de um cédigo perfeito

em reticulados ambientes gerais.

No Capitulo 4, usando uma das caracterizagoes de ladrilhamento dadas no
Capitulo 2 e os limitantes fornecidos no Capitulo 3, enumeramos todos os cddigos perfeitos
nos reticulados ambientes Ay, D3, D3, e de alguns reticulados bidimensionais pertencentes

a duas familias de reticulados algébricos construidos via homomorfismo de Minkowski.

No Capitulo 5, usando duas familias de reticulados algébricos bidimensionais
construidas via homomorfismo de Minkowski, estudamos alguns tipos de ladrilhos encon-
trados e, observando suas formas e caracteristicas, concluimos que, para essas familias

especificas, sempre encontraremos codigos perfeitos.

No Capitulo 6, utilizando novamente as duas familias de reticulados algébricos
bidimensionais construidas e estudadas anteriormente, mergulhamos essas familias em
dimensoes maiores, e assim provamos que para essas familias de reticulados n-dimensionais,

sempre teremos codigos perfeitos.

No 1ltimo capitulo apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras.
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1 Reticulados

A teoria de reticulados tem varias aplicacoes nas areas de telecomunicagoes,
criptografia pés-quantica, entre outras. Neste capitulo apresentamos conceitos introdutérios
sobre reticulados, bem como resultados necessarios para o desenvolvimento desta tese. As

principais referéncias utilizadas na redagao deste texto sao [19, 20, 21, 22, 23, 24].

1.1 Preliminares

Defini¢ao 1.1.1. Seja {vy,...,v,} um conjunto de vetores linearmente independentes
em R". O conjunto
A={Z)\vai:AieZ,Vie{l,...,m}} (1.1)
i=1
¢ denominado reticulado e {vi,...,v,,} € dita uma base do reticulado. Neste caso,

dizemos que o reticulado A € gerado pela base.

Exemplo 1.1.2. Considere o reticulado A < R? gerado pela base {(2,0),(1,3)}. Umna

tlustracao de A pode ser vista na Figura 1.

Figura 1 — Reticulado A gerado pelos vetores u = (2,0) e v = (1, 3).

Em [25] encontramos um resultado que fornece uma definigao alternativa de

reticulado:

Teorema 1.1.3. [25] O conjunto A < R" é um reticulado se, e somente se, A é um

subgrupo aditivo discreto de R™.
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Em [20] podemos encontrar uma demonstragao para o Teorema 1.1.3.

Observacao 1.1.4. Um reticulado A < R", em que A # {0}, nao possui uma inica base.
Por exemplo, é facil verificar que {(1,0),(0,1)} e {(1,1),(0,—1)} sao bases do reticulado
Z?, isto é, que todo elemento de Z* pode ser escrito como combinacio linear inteira dos
elementos dessas bases. Na Figura 2 temos uma ilustracio de Z* e dos vetores das bases
{(1,0),(0,1)} e {(1,1),(0,—1)} em vermelho e azul, respectivamente.

° ° ° L
° ° L
\ 4 & ® A4
® L L L
® L ° L

Figura 2 — {(1,0), (0,1)} e {(1,1), (0, —1)} sdo bases de Z>.

Defini¢ao 1.1.5. Seja A < R" um reticulado e {vy,...,v,} uma base de A, em que
v; = (Vi1, ..., Vi) para i € {1,...,m}. Chamamos de matriz geradora de A a matriz M

cujas linhas sdo formadas pelos vetores de uma base do reticulado, isto €,

¢ uma matriz geradora de A.

Um reticulado nao possui uma tnica matriz geradora, uma vez que o mesmo
nao ¢é gerado por uma tunica base, conforme vimos na Observacao 1.1.4.
Exemplo 1.1.6. Considere o reticulado Z?, ilustrado na Figura 2. Como {(1,0),(0,1)}
10 1 1
e {(1,1),(0,—=1)} sdo bases de Z?, as matrizes M, = ( 01 ) e My = 0 1 5G0

matrizes geradoras do reticulado.

Definicao 1.1.7. O espago gerado por todas as combinacoes lineares reais dos vetores

V1, ..., 0, €denotado por spanf{vy, ..., v,}. Se M é uma matriz geradora para um reticulado
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A, representamos por span(M) ou span(A) o espago vetorial real gerado pelas linhas da

matriz M.

Observagao 1.1.8. Note que span(A) é o subespago de R"™ de menor dimensao que contém

o reticulado A.

Teorema 1.1.9. Duas bases de um reticulado A < R" possuem o mesmo niumero de

vetores, isto €, se « = {wy,..., v} e B ={wy,..., wy,} sio bases de A, entao m = k.

Demonstra¢io. Se A = {0}, ndao temos o que mostrar. Considere A # {0}. Seja x €

span{vy, ..., v;}. Entdo existem aq, ..., a; € R tais que

k

i=1

Como v; € A, para todo i € {1,...,k}, e § é uma base para A, segue que existem

bijeZ,1<i1<kel<j<m, tais que

j=1

Assim, de (1.2) e (1.3), temos que

kK m m k
r = Z Z aibij'wj = Z Clibij ’LU]'. (14)
i=1j=1 j=1 \i=1
Isso mostra que @ € spanfw ..., wy,}. Logo, k < m. De forma andloga, podemos mostrar

que m < k. Portanto, m = k. O

Pelo Teorema 1.1.9, duas bases de um reticulado possuem o mesmo ntiimero de

vetores. Isso nos permite definir posto ou dimensao de um reticulado da seguinte forma:

Definicao 1.1.10. O numero de vetores de uma base de um reticulado A é chamado de
posto ou dimensao de A. Se o posto de um reticulado A < R" € igual a n, dizemos que

A € um reticulado de posto completo.
Definicao 1.1.11. Uma matriz U € Z"*" é dita unimodular se det(U) = +1.

Observagao 1.1.12. O produto de duas matrizes unimodulares é uma matriz unimodular.
A inversa de uma matriz unimodular também é uma matriz unimodular. A matriz identidade
¢ unimodular. Logo, o conjunto de todas as matrizes unimodulares é um grupo multiplicativo.

Este grupo é usualmente denotado por Gl,(Z).

Teorema 1.1.13. Duas matrizes My e My sao geradoras de um mesmo reticulado A se,

e somente se, existe uma matriz unimodular U tal que My, = U Ms.
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Demonstragio. (=) Sejam {ai,...,an,} e {by,...,b,} as linhas de M; e M,, respectiva-
mente. Como M; e M, geram o mesmo reticulado A, temos que para i,j € {1,...,m},
existem wu;, v; € Z™ tais que a; = u; M e b; = v;M;. Entao, My = UM, e My = VM, em
que U,V € Z™*™ tais que U ¢é a matriz cuja i-ésima linha é o vetor u;, e V' é a matriz cuja
j-ésima linha ¢ o vetor v;. Relacionando as duas igualdades, temos que My = VU M,. Mul-
tiplicando a direita ambos os lados da igualdade por My (MyM)™!, temos que I,,, = VU.
Logo, det(V) det(U) = 1 e assim U e V sao unimodulares. Portanto, existe uma matriz
unimodular U tal que My = U M.

(<) Como existe uma matriz unimodular U tal que M; = U My, temos que a; = w;Ms, Vi €
{1,...,m}, em que u; é a i-ésima linha de U. Por outro lado, temos também, que
My = VM, em que V = U, que também é uma matriz unimodular. Entdo, para cada

je{l,...,m}, temos que b; = v;M;. Logo, M; e M, geram o mesmo reticulado. [

Exemplo 1.1.14. Considere o reticulado gerado pela base {(1,0), (1/2,+/3/2)}. Este reticu-

lado é conhecido como reticulado hexragonal. Uma matriz geradora para esse reticulado

2 V3

1 0
¢ M, = . Observe que a matriz My =
5/2 3v/3/2

1/2 /3/2

matriz geradora para o reticulado hexagonal, uma vez que

2 43 1 2 1 0
M2:<5/2 3@/2>:<1 3)(1/2 m):m

1 2
elU = < ) ¢ uma matriz unimodular, pois possui coordenadas inteiras e det(U) = 1.

> também € uma

1

Definicdo 1.1.15. A matriz G = MM?" ¢é denominada matriz de Gram do reticulado

gerado por M.

1 0 2 3
Exemplo 1.1.16. As matrizes M, = e My = V3 5G.0
1/2 V3/2 5/2 3+/3/2

geradoras do reticulado hexagonal, como vimos no Exemplo 1.1.14. Note que

. (1 o 112 ) (11
Gl_MlMl_(l/Q \/§/Q><O \/3/2)_<1/2 1)

B s [ 2 V3 2 5/2 \ [ 7 19/2
G2 = AR _<5/2 3\/3/2><\/§ 3\/5/2>_<19/2 13 )

Observe que det(G1) = det(Gq) = 3/4. Entdo vemos que neste exemplo os determinantes

coincidiram tomando as bases formadas pelas linhas das matrizes geradoras My e Ms.

O que observamos no Exemplo 1.1.16 nao é um caso isolado para o reticulado
hexagonal, muito menos para essas duas bases especificas. Os determinantes das matrizes

de Gram de um reticulado sao sempre iguais, como estabelece o Teorema 1.1.17.
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Teorema 1.1.17. Se G| e Gy sdo matrizes de Gram de um reticulado A, entio det(Gy) =
det(Gg)

Demonstragio. Sejam My e Ms matrizes geradoras de um reticulado A, e G; e Gy as
matrizes de Gram associadas a M; e M,, respectivamente. Pelo Teorema 1.1.13, existe
uma matriz unimodular U tal que M, = UM,. Entdo G = MyM] = (UM,)(UM,)" =
UM,M]UT. E logo

det(G1) = det(U)* det(G) = det(Gy). (1.5)

Portanto, o determinante da matriz de Gram de um reticulado nao depende da matriz

geradora escolhida. O

Defini¢ao 1.1.18. O determinante do reticulado A, denotado por det(A), é definido

como o determinante da matriz de Gram, isto é, det(A) = det(G).

Exemplo 1.1.19. Considere o reticulado A = R* gerado pela base {(2,0), (1,3)}. Assim,

2 0
uma matriz geradora para A € M = ( 3 ) e a matriz de Gram de A associada a

4 2

esta matriz é dada por G = MM* = ( > 10

) . Logo, pela Definicao 1.1.15, seque que

det(A) = det(G) = 36.

Definicao 1.1.20. Dois reticulados A1 e Ay em R™ sdo ditos equivalentes se podemos
obter A1 por meio de Ay por uma composicio de rotacoes, reflexoes e mudanca de escala,
isto é, se existirem uma matriz unimodular U, uma matriz ortogonal () e um nimero real
positivo ¢ tais que My = cUM>Q, em que My e My sdo matrizes geradoras de Ay e Asg,

respectivamente. Dizemos que ¢ € a razdo de semelhancga de A1 para A,.

Teorema 1.1.21. Se Ay e Ay sdo reticulados equivalentes em R"™, entdo existem c € R, e
U e Z™"™ unimodular tais que G = UG UT, em que G1 € matriz de Gram de Ay, G5 €

a matriz de Gram de A,.

Demonstracio. Se Ay e Ay sao reticulados equivalentes, entao existem ¢ € R,, U unimo-
dular e @) ortogonal tais que M; = cUM;5@Q), em que M; e My sao geradoras de A; e Ay,

respectivamente. Logo,
G = MM = (cUMQ)(cUMQ)" = CUM,QQ" M]UT = 2UG,U”. (1.6)
[

Corolario 1.1.22. Se Ay e Ay sao reticulados equivalentes em R™ de posto completo, com

razio de semelhanca de Ay para Ay igual a c, entdo det(A;) = c¢*™ det(As).
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Demonstrag¢io. Da Equacao (1.6) segue que
det(A;) = det(G) = @ det(UG,UT) = " det(As).
Logo, temos o que queremos mostrar. O

Teorema 1.1.23. [21] Dois reticulados Ay e Ay sdo equivalentes em R™ com razao de
semelhanga ¢ € R, se, e somente se, existem matrizes de Gram Gi e Gy de Ay e Ay,

respectivamente, tais que Gy = ¢*G1.

Exemplo 1.1.24. Considere o reticulado hexagonal imerso no R® gerado pela base
{(1,0,0),(=1/2,4/3/2,0)}, e o reticulado Ay com base {(—1,1,0), (0, —1,1)}. Sejam G, e

G5 matrizes de Gram do reticulado hexagonal e do reticulado As, respectivamente. Observe

1 0 0 b -2 1 —1/2
G1=<_1/2 ﬁ/2o> 8\/5(;/2 =(_1/2 | )

1 1 0 -1 2 -1
0 —1 1 1 9
0 1

Como G, = (\/5)2(;2, pelo Teorema 1.1.23, o reticulado hexagonal e o reticulado As sao

que

equivalentes, com razio de semelhanca V2.

Definicao 1.1.25. Dizemos que Ay < A é um sub-reticulado de A se Ay também for

um reticulado.

Exemplo 1.1.26. 27 c Z* é um sub-reticulado de 72, em que Z* = {(x1,22) : o1, 75 € 7}
e 272 = {(x1,13) : 11,75 € 2Z}. Na Figura 3 temos uma ilustracio de 27°, em vermelho,

e de Z*, em preto e vermelho.

Definicao 1.1.27. Um reticulado A < R"™ € dito integral se x -y € 7, para quaisquer

x,ye N, em que “7 denota o produto interno usual em R".

Exemplo 1.1.28. Considere o reticulado A gerado pela base {(3,0),(1,1)}. Sejam x,y € A.
Entao existem oy, ag, 1, B2 € Z tais que x = a1(3,0) + f1(1,1) e y = a2(3,0) + f2(1,1).
Note que

x -y = (31 + b1, 01) - (Baz + B2, 2) = Yanaz + 31 Sa + 3azf + 2613 € Z.
Logo, pela Definicao 1.1.27, A é um reticulado integral. A Figura 4 ilustra o reticulado A.

Observacao 1.1.29. Todo sub-reticulado A de Z" é um reticulado integral, mas nem todo
reticulado integral é um sub-reticulado de Z". Por exemplo, o reticulado A gerado pela

base {(5v/2,0), (0,3v/2)} € integral, mas ndo ¢ um sub-reticulado de Z".
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L2 L]
L J L L] L]
L] ° L2 L2
L] * L2 L2
L] L] L2 L2
L] L L2 L2
* L 2 L] o
* L 2 L 2 L]
L2 L2 L] L]
* L 2 L] L]
L] ° L 2 L]
L] L]

Figura 4 — Reticulado integral A.

Definicao 1.1.30. Um reticulado A < R"™ ¢ dito par se x - x € 27, para todo x € A.

Exemplo 1.1.31. O reticulado A gerado por {(v/2,0), (0,3v/2)} é um reticulado par, uma
vez que A = {(av/2,36v2) : o, Be 7}, e

(a1V2,351V2) - (2V/2,3B2V2) = 2(a109 + 951 B2) € 27, Yoy, as, By, B € Z.

Definicao 1.1.32. Um reticulado A < R"™ ¢ dito ortogonal se A possui uma base de

vetores ortogonais.

Exemplo 1.1.33. Considere o reticulado A < R* gerado pela base {u,v}, em que u =

(2,2) e v = (3,=3). Como u L v, seque que A é ortogonal. Na Figura 5 temos uma
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ilustragao de A.

Figura 5 — Reticulado ortogonal A gerado pelos vetores u = (2,2) e v = (3, —3).

Observacao 1.1.34. Nem toda base de um reticulado ortogonal é ortogonal. Por exemplo,
{(2,2),(=1,5)} ¢ uma base do reticulado do Exemplo 1.1.33, mas os vetores (2,2) e (—1,5)

nao sao ortogonais.

1.2 Reticulado Dual

Defini¢ao 1.2.1. Sejam A < R™ um reticulado e f = {by,..., by} uma base para A. O

reticulado dual de A é definido como
AN ={x € span(p) : ¢ -y € Z,Vy € A}. (1.7)

Observacao 1.2.2. Se A < R" for um reticulado de posto completo, o reticulado dual de

A pode ser reescrito como
N ={xeR":xz-yeZVVye A} (1.8)

Teorema 1.2.3. Se M € R™"™ ¢é uma matriz geradora para um reticulado A, entao

(MMT)_IM, isto €, a pseudoinversa de MT, é uma matriz geradora para o reticulado
dual A*.

Demonstragio. Sejam A e A; os reticulados gerados por M € R™" e (MMT)™'M,

respectivamente. Para quaisquer @,y € Z™, temos que

(M) (y(MMT)Y M) =xMMT(MMT) Tyt = x(MMTY(MMT)y" = zy” € Z.
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Entdao, y(MM*)™*M e A*Yy € Z" e, logo, Ay = A*. Agora, seja v € A*. Como
span(M) = span((MM™*)™' M), segue que v € span((MMT*)™ M), isto é, existe u € R™
tal que v = w(MM?") ' M. Por outro lado, v € A*, isto é, vM” € Z. Logo, u =
(w(MM")*MYM™ € Z. Assim, v € Ay, e portanto, A; D A*. Isso mostra que o dual de A
é gerado por (MM™)™ M. O

Corolario 1.2.4. Se M € uma matriz geradora para um reticulado A < R"™ de posto

completo, entdo (M™*)™" é uma matriz geradora para o reticulado dual A*.

Demonstracio. Sejam A um reticulado de posto completo e M uma matriz geradora
para A. Pelo Teorema 1.2.3, temos que uma matriz geradora para A* é (MM™) " 'M.

Como A possui posto completo, segue que M possui inversa. Entao, (M MT)’lM =
(MDY 'M~'M = (M™)™'. Logo, o dual de A é gerado por (M7T)™!. O

Exemplo 1.2.5. Considere o reticulado A do Exemplo 1.1.19. Pelo Corolario 1.2.4, uma
1/2 —1/6)

matriz geradora para A* é (MT)™" = ( 0 13

Teorema 1.2.6. Sejam A um reticulado e A* seu reticulado dual. Entdo, temos que

det(A*) = 1/det(A).

Demonstracio. Sejam M uma matriz geradora de A e G = MM™" a matriz de Gram
de A associada a M. Pelo Teorema 1.2.3, temos que (MM”)"'M ¢é uma matriz geradora
para A* e G* = (MM")*M({(MM")M)" é a matriz de Gram de A* associada a
(MM™)~' M. Observe que

det(A*) = det(G*) = det(MMTY ' M(MMT)1M)T)

Ty—1 1 1
= det((MMO)) = T ~ det(h)

1.3 Regiao Fundamental

Definicao 1.3.1. Sejam A < R" um reticulado, M uma matriz geradora para A e
V = span(M). Uma regiago fundamental F de um reticulado A é um subconjunto de
V' que ladrilha V' por translagoes de vetores de A, isto €, para w,v € A distintos, temos

que (F +u) n (F +v) tem medida nula e U(v + F)=1V.
veEA

Exemplo 1.3.2. Considere o reticulado A = R? com base {(1,1),(—1,2)}. A Figura 6
ilustra dois ladrilhamentos do R* obtidos por translacoes de vetores de A. O primeiro

ladrilhamento foi obtido pela regiao fundamental Fy de A, em que Fy = {a(1,1) +b(—1,2) :
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< a,b < 1} e o seqgundo pela regiao fundamental Fy de A, a saber, Fy = {a(0,3)+b(1,1) :
<a,b<1}.

¢ IV I

1
1 | /]
A1 A 1

V)
1 1
\ 1 L/

/1 /1

/

Figura 6 — Ladrilhamentos de A.

Importantes regioes fundamentais de reticulados sao os paralelotopos funda-

mentais e as regioes de Voronoi, definidas em 1.3.3 e 1.3.5, respectivamente.

Defini¢ao 1.3.3. Sejam A < R" um reticulado e = {by,...,b,} uma base para A.

Chamamos o conjunto

PB:{ aibi:0<ai<1,Vie{1,...,n}}

=1

de paralelotopo fundamental de A associado a base 3.

Exemplo 1.3.4. Considere novamente o reticulado A = R?* com base {(1,1),(—1,2)}. Os

conjuntos Fy e Iy, ilustrados na Figura 6, sao paralelotopos fundamentais de A associados,
respectivamente, com as bases {(1,1),(—=1,2)} e {(0,3),(1,1)} de A.

Defini¢ao 1.3.5. Sejam A < R"™ um reticulado e B = {by,..., by}, com m < n, uma base

para A. Dado um elemento v de A, a regiGo de Voronoi de v é definida como
V(v) = {x € span(f) : |x — v| < |z — u|,Vu € A}. (1.9)

Em outras palavras, a regiao de Voronoi de v € formada por todos os pontos do span(f3)

que estao mais prozimos ou a mesma distancia de v do que de qualquer outro ponto de A.

Observagao 1.3.6. Se A ¢ R" for um reticulado de posto completo, a regidgo de Voronoi

de um ponto v € A pode ser reescrita como
Vw)={xzeR": |z —v|<|z—ul,Vue A}l (1.10)

Teorema 1.3.7. Sejam A < R™ um reticulado e v € A. Temos que V(v) = v + V(0).
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Demonstracao. Para todo v € A, podemos observar que

reV(v) << |z—v|< ||z —ul,YVueA
— |z—v|<|lzr—v+v—u|,VueA
— |(#—-v)-0] <|(x—-v)-w| VweA
— x—ve)0)
<~ xev+V(0).
Logo, temos o que queriamos demonstrar. O

Observagao 1.3.8. A regiio V(0) é chamada de regido de Voronoi de A e é denotada

por Vy.

Exemplo 1.3.9. Sejam Ay e Ay reticulados gerados pelas bases {(1,1),(—1,2)} e {(1, 1),
(1 4+ v/5)/2,(1 — v/5)/2)}, respectivamente. Uma ilustracio da regiio de Voronoi dos

reticulados Ny e Ay pode ser vista na Figura 7.

\
J

Figura 7 — Regioes de Voronoi dos reticulados A; e Ay, respectivamente.

Teorema 1.3.10. [26] O volume de qualquer regido fundamental de um reticulado é o

mesmo.

Defini¢ao 1.3.11. O volume de um reticulado A = R", denotado por vol(A), € definido

como o volume de uma regiao fundamental F de A.

Teorema 1.3.12. [21] O volume de um paralelotopo fundamental de A = R™ é dado por

v/ det(A). Logo, vol(A) = 4/det(A).

Uma demonstragao para o Teorema 1.3.12 pode ser encontrado em [20].

Observagao 1.3.13. Sejam A e Ay reticulados em R™ tais que Ay < A. Um sub-reticulado

Ay de A € um subgrupo de A, e podemos assim considerar o grupo quociente A/A;. Se
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posto(N\) = posto(Ay), a cardinalidade do grupo quociente é finita e dada por [22]:

vol(Ay)  (det(Ay))Y?
MM =20 = de(a)) 2 (1.11)

s’

Definicao 1.3.14. A cardinalidade do grupo quociente A/A;, denotada por |A/A1|, é

chamada de indice do sub-reticulado A.

1.4 Ndmero de Vizinhos

Um problema muito estudado e conhecido na Teoria de Reticulados é o problema

do nimero de vizinhos, ou kissing number.

Definicao 1.4.1. Dado um reticulado A = R™ chamamos de vetor de norma minima
os vetores € A\{0} tais que |x| < |y|,Vy € A\{0}, e chamamos de norma minima
de A ou disténcia minima de A o valor d = |x|, ou seja, a norma de um vetor de

norma minima.

Definigao 1.4.2. Dado um reticulado A = R", chamamos de nimero de vizinhos (ou

kissing number), denotado por Ta, o nimero de vetores de norma minima de A.

Exemplo 1.4.3. Considere o reticulado A = R* gerado pela base {(1,0),(2,2)}. Os vetores
de norma minima de A sao os vetores u = (1,0) e v = (—=1,0), sendo a norma minima

d = 1. Logo, seque que o numero de vizinhos Ty = 2, como podemos observar na Figura §.

Figura 8 — Vetores de norma minima do reticulado A.
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1.5 Empacotamento Esférico

Definicao 1.5.1. Seja V' um espago vetorial normado. A bola fechada (real) centrada
em z € V com raio r > 0, denotada por B(z,r), é definida como B(z,r) = {x € V :
|z — z|| < 7*}. Quando z = 0, por simplicidade, denotaremos a bola como B, ao invés de
B(0, 7).

Definicao 1.5.2. Seja V' um espago vetorial normado. Um empacotamento esférico,
ou simplesmente um empacotamento em V', € uma distribuicao de bolas/esferas, todas
do mesmo raio, de forma que duas bolas/esferas quaisquer nao se interceptam ou se
interceptam apenas nos bordos. Um empacotamento reticulado é um empacotamento
esférico em que o conjunto dos centros das bolas/esferas forma um reticulado A < R™ em

V = span(A).

Exemplo 1.5.3. Considere novamente o reticulado A = R* gerado pela base {(1,0), (2,2)}.
A Figura 9 mostra um empacotamento reticulado de A. Observe que as bolas possuem o

maior raio possivel tal que duas bolas nao se interceptam ou se interceptam apenas nos

bordos.

Figura 9 — Empacotamento reticulado de A.

Definicao 1.5.4. O raio de empacotamento de um reticulado A = R", denotado por
p, € 0 maior raio para o qual € possivel distribuir bolas/esferas centradas nos elementos de

A e obter um empacotamento reticulado, isto €,
p=max{r € R: A+ B, é um empacotamento reticulado}. (1.12)

Teorema 1.5.5. Sejam A < R"™ um reticulado e x um vetor de norma minima. Temos
que o raio de empacotamento de A é dado por p = ||x| /2, isto €, a metade da norma

minima de A.
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Demonstragio. Seja @ € A um vetor de norma minina de A. Entdo, temos que || <
ly|, Yy € A\{0}. Considere p = || /2. Vamos mostrar que A + B, é um empacotamento
reticulado. Sejam w, v € A tais que (u + B,) n (v + B,) ndo tem medida nula. Considere

também w, t € B,, tais que w +u =t + v, isto ¢, u — v = t — w. Note que
ju—v| =t —w| < [t] + |w|<p+p=20=]|x]. (1.13)

Como u,v € A, temos que u — v € A e consequentemente ||u — v| = |||, uma vez que x

¢ um vetor de norma minima de A. Assim, de (1.13), segue que |u —v| = ||t — w| = |z|.
Entao,

|| =t —wl| < [t] + |w]| < lz] = [t] + |w] = |z].
Como |t|| < p e |w| < p, segue que |t|| = |w| = ||| /2 = p. Logo, temos que u + B, e

v + B, se interceptam apenas nos bordos, o que mostra que A + B, ¢ um empacotamento
reticulado. Agora, observe que p = || /2 é o maior raio para o qual é possivel obter
um empacotamento reticulado, pois se tomarmos um raio r > p, A + B, nao seria
empacotamento reticulado, uma vez que x/2 € B(x,r) n B, e x € A. Logo, temos o que

queriamos mostrar. O

Exemplo 1.5.6. Vamos considerar mais uma vez o reticulado A < R? gerado por
{(1,0),(2,2)}. No Exemplo 1.4.3, vimos que a norma minima de A € igual a 1. Assim,

pelo Teorema 1.5.5, seque que o raio de empacotamento de A é p = |x| /2 = 1/2.

Denotamos por V,, o volume da bola unitaria em R™.

Definicao 1.5.7. Dado um reticulado A < R"™ de posto m, definimos a densidade de

empacotamento esférico de A como

volume euclidiano m-dimensional de uma esfera de raio p

A(A) =

volume euclidiano m-dimensional de uma regido fundamental de A
vol(B,) ol (By)p™ Vi p™

- vol(A) a vol(A) :det(A)l/Z' (1.14)

O volume V;,, da bola unitaria em R™ é dado por [19]:

7T.m/2
—_— se m & par,

(m/2)

2 (m=D2((m —1)/2)!
m!

, se m e impar.

Observagao 1.5.8. Dado um empacotamento no R", a densidade de empacotamento
A(A) é a propor¢io do R™ coberta pela unidao das bolas/esferas de raio p centradas nos

pontos de A.
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Definicao 1.5.9. A densidade de centro de um reticulado A < R" de posto n e de

rato de empacotamento p é dada por

s(A) = 2. (1.15)

Exemplo 1.5.10. Considere mais uma vez A = R? gerado pela base {(1,0), (2,2)}. O vetor
u = (1,0) é um vetor de norma minima de A e, consequentemente, o raio de empacotamento
de A é igual a p = |ul /2 = 1/2. Note também que Vo = m e que vol(A) = 2. Assim, a

densidade de empacotamento de A €

Vap? m(1/2)?

A) = _ _
(4) det(A)1/2 2 8’
e a densidade de centro de A é 0(A) = 1/8.

Observacao 1.5.11. Um problema classico na Teoria de Reticulados é a busca dos
empacotamentos reticulados mais densos em cada dimensdo. Até o presente momento, foi

mostrado os empacotamentos mais densos nas dimensoes de 1 a 8 [19] e na dimensdo 24

27,

1.6 Cobertura Esférica

Defini¢ao 1.6.1. Sejam A < R™ um reticulado e V = span(A). Dizemos que o conjunto
A + B, € uma cobertura de' V se V < (A + B,).

Defini¢ao 1.6.2. Sejam A < R"™ um reticulado e V' = span(A). O nimero
Ry = min{r : A + B, € uma cobertura de V'} (1.16)

¢ chamado de raio de cobertura de A. Em outras palavras, o raio de cobertura de um

reticulado A € o menor r > 0 tal que U B(z,r) o V.
zeA

Exemplo 1.6.3. Considere o reticulado A gerado pela base {u,v}, em que u = (2,0)
ewv = (0,1). A Figura 10 mostra uma cobertura de R*. As bolas dessa cobertura estdo

centradas em pontos de A e possuem raio Ry.

Defini¢ao 1.6.4. Sejam A < R"™ um reticulado de posto m e V = span(A). A densidade

de cobertura em V de A € dada por

o Vm(RA)m

o) = = (1.17)

em que V,, € o volume da bola unitaria em R™.
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Figura 10 — Cobertura de R?.

Observacao 1.6.5. Um outro problema na Teoria de Reticulados é o problema da co-
bertura, que consiste em encontrar os reticulados com menor densidade de cobertura em
cada dimensdo. Na maioria das dimensoes, o reticulado com menor densidade de cobertura
conhecido € o A. Porém, na dimensao 24, o reticulado com menor densidade de cobertura
conhecido é o reticulado de Leech Noy. Apenas para as dimensoes de 1 a5 [19] e 24 [28] o

resultado foi provado. Os reticulados aqui citados serdo apresentados na Secao 1.7.

1.7 Reticulados Importantes

Alguns reticulados classicos estao listados abaixo.
e Reticulado Z"

O reticulado cubico Z" é definido como
7" = {(x1,...,x,) : x; € L}.

Qualquer matriz unimodular U € Z"*" gera o reticulado Z". Em particular, a matriz
identidade I,, é uma matriz geradora de Z". Temos que det(Z") = 1, sua norma minima é
igual a 1, o niimero de vizinhos é igual a 2n, o raio de empacotamento p = 1/2 e a sua
densidade de centro é §(Z") = 27".

e Reticulados A, ¢ A}

O reticulado A,, é definido como

An:{(x07x1,-..,xn)€Zn+l:x0+...+$n20}.
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Uma matriz geradora para o reticulado A,, é dada por

-1 1 0 0

-1 1 O

M = 0 -1 1
0O 0 0 0 -1 1

Temos que det(A,) = n + 1. Pode-se mostrar que sua norma minima ¢é igual a
v/2, o niimero de vizinhos ¢ igual a n(n + 1), o raio de empacotamento p = 1/v/2 e a sua
densidade de centro é 6(A,) = 27%(n 4+ 1)7Y2.

Quando n = 2, vimos no Exemplo 1.1.24 que o reticulado A, é equivalente ao

1 0
reticulado hexagonal, que possui matriz geradora M = < > .

—1/2 V3/2
O reticulado A} é construido por todas as combinagoes lineares inteiras das

linhas da seguinte matriz:

1 —1 0 0
1 —1 0
M = 1 0 —1
n 1 1 1 1 1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Temos que det(A;) = 1/(n+1). Pode-se mostrar que sua norma minima ¢é igual a n/(n+1),

o nimero de vizinhos é igual a 2 (se n = 2) ou 2n+2 (para n = 3), o raio de empacotamento
p=1/2(n/(n+1))? e a sua densidade de centro é §(A*) = n™/?/2"(n + 1)("~1/72,

e Reticulados D,, e D}

Para n > 3, o reticulado D,, é definido como
D, ={(z1,...,2,) €Z" 21 + -+ + x, € 2Z}.

Uma matriz geradora para D,, é dada por

-1 -1 0 --- 0 O
1 -1 0 -~ 0 O
M = o 1 -1 --- 0 0
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Temos que det(D,,) = 4. Pode-se mostrar que sua norma minima ¢é igual a V2,
o ntimero de vizinhos é igual a 2n(n — 1), o raio de empacotamento p = 1/4/2 e a sua
densidade de centro é §(D,) = 2-("*+2/2,

Para n = 3, o reticulado D} é gerado por todas as combinagoes lineares inteiras

das linhas da seguinte matriz:

0 0
M = 0
1)2 1)2 1)2 - 1)2 1)2

Temos que det(D}) = 1/4. Pode-se mostrar que sua norma minima é igual a
3/4 (se n =3) oul (se n =4), o nimero de vizinhos é igual a 8 (se n = 3), 24 (se n = 4)
ou 2n (se n = 5), o raio de empacotamento p é igual a v/3/4 (se n = 3) ou 1/2 (se n > 4)

e a sua densidade de centro §(D}) é igual a 3'°27° (se n = 3) ou 27"V (se n > 4).

e Reticulado Fg

O reticulado Eg é definido por

8
Eg = {(xl,...,x8)6R8:wiEZouazieZ—l—l/ZVie Zmzépar}

i=1

Uma matriz geradora para o reticulado Fg é dada por

2 0 o o0 0 0 0
-1 1 o o0 0 0 0
0 -1 o o0 0 0 0
M- 0O 0 -1 1 o 0 0 0
0o o0 0 -1 1 0 0 O
o o0 o0 0 -1 1 0 0
o o o o0 0 -1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 12 1/2 1/2 1/2

Temos que det(Es) = 1. Pode-se mostrar que sua norma minima é igual a V2,
o nimero de vizinhos é igual a 240, o raio de empacotamento p = 1/ V2 e a sua densidade

de centro é §(Eg) = 1/16.

e Reticulado E7
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O reticulado F; é constituido pelos pontos de Eg que sao perpendiculares ao

vetor e = (1,...,1), isto é,
E?Z{(93'1,...,1'8)EE811‘1—{—..._’_1»8:0}’

Uma matriz geradora para o reticulado F; é dada por

-1 1 0 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0 0
0O o0 -1 1 0 0 0 0
M = 0o o0 0 -1 1 0 0 0
0O 0 0 0 —1 1 0 0
0O 0 0 0 0 -1 1 0

1/2 1/2 1/2 1/2 —1/2 —1/2 —1/2 —1/2

Temos que det(E7) = 2. Pode-se mostrar que sua norma minima é igual a V2,
o nimero de vizinhos é igual a 126, o raio de empacotamento p = 1/ V2 e a sua densidade

de centro é §(E7) = 1/16.
e Reticulado Ejg

O reticulado Ejg é constituido pelos pontos de Eg que pertencem ao complemento

ortogonal do subespago vetorial gerado por (1,0,...,0,1) e (0,1,...,1,0), isto é,
Ee = {(xla"'wrS)eEg:ZEl—i-(L’S :$2+"-+l‘7}.

Uma matriz geradora para o reticulado Fg é dada por

0 -1 1 0 0 0 0

0O o0 -1 1 0 0 0

0O o0 0 -1 1 0 0 0
M —

0O 0 0 0 —1 1 0 0

0O 0 0 0 0 -1 1 0

/2 1/2 1/2 1/2 -1/2 —-1/2 —-1/2 —1)2
Temos que det(Es) = 3. Pode-se mostrar que sua norma minima é igual a V2,
o ntmero de vizinhos é igual a 72, o raio de empacotamento p = 1/ V2 e a sua densidade

de centro é 6(Fg) = 1/8v/3.

e Reticulado Barnes-Wall A4
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O reticulado Barnes-Wall A é gerado por todas as combinacoes lineares

inteiras das linhas da seguinte matriz:

Sl
[\]
— O O O NNDN DN NN NN NN

_ O O = B O O O O O o o o o v o
_ O = == O O O O OO O oo O N o o
_ = ===, O O O O O O N o o o
_ = == O O O O O O O N o o o o
_ = = O = O O O O O N O o o o o
_ = O = O O O O O N O o o o o o
_ O B O = O O O N O O o o o o o
_ = O = =2 O O N O O O o o o o o
_ O = = O O N O O O o o o o o o
_ = = O O N O O O O o o o o o o
_ = O O = O O O O oo o o o o o o
_ O O = O O O O O o o o o o o o
_ O = O O O O O O o o o o o o o
_ = 0O O O O O O O OO o o o o o o
—_ O O O O O O O O o o oo o o o o

Temos que det(A1g) = 256. Pode-se mostrar que sua norma minima é igual a 2,

o numero de vizinhos é igual a 4320, o raio de empacotamento p = 1 e a sua densidade de
centro ¢ §(Ays) = 1/16.

e Reticulado de Leech Agy

O reticulado de Leech Ay, é gerado por todas as combinagoes lineares inteiras
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das linhas da seguinte matriz:

8 0 00O0O0OO0OCOOOOOOOOOOOOOOO0OO0ODQO

4 4000000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0OO0

4 0400000O0O0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0ODO0

4 00400000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0

4 000400000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0OO

4 000040000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0®O0OO0

4 0000040000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O®O0OO0

2

22222220000000000O0O000O0O00O0

4 0000O0O0OO0OC400O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0ODO0

4 0000O0O0OO0OO0O400O00O0O0O0O0OO0OO0ODO0OO0OO0OO0OO0

4 0000O0OO0OO0OO0OO0OD400O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0OO

2

22200002222000000O000°O0O0°0O0
4 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O40O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0

2
2
2

20022002200220000O000O0O00O0
0202020202202¢02000000¢O0°00O0
002002002002002¢00O000¢O0°00¢©0

4 00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0O400O0O0O0ODO0OOQO0

2
2

02020022200000022000¢O0¢00O0
002220020200000202¢00¢O0°00O0

2 2002020200200002002¢0¢0%00O0

0

22220002000200020002¢0°¢00

0o 0oo000O0O02200220022¢00222020

0o 0o0000O0O020202¢02¢0202¢02¢0220

-3111111111111111111111171

1
B

M

1. Pode-se mostrar que sua norma minima ¢é igual a 2, o

Temos que det(Aay)

numero de vizinhos ¢ igual a 196560, o raio de empacotamento p = 1 e a sua densidade de

centro é §(Agy) = 1.

Finalizamos essa secao com duas tabelas. A Tabela 1 nos fornece os empacota-

mentos reticulados mais densos nas dimensoes de 1 a 8 [19] e na dimensao 24 [27]. Como

vimos na Observagao 1.5.11, essas sao as unicas dimensoes em que os empacotamentos

reticulados mais densos sdo provados. Ja a Tabela 2 nos fornece os reticulados com menor

densidade de cobertura nas dimensoes em que esse resultado é provado, como conferimos

na Observacao 1.6.5.
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Dimensao | 1 | 2 | 3 4 > | 6 | 7|8 |24
Reticulado | Z A2 D3 D4 D5 E6 E7 Eg A24

Tabela 1 — Empacotamentos reticulados mais densos.

Dimensao | 1 2 3 4 5 | 24
Reticulado | AT | A5 | A5 | A} | AZ | Aoy

Tabela 2 — Reticulados com menor densidade de cobertura.

1.8 Série Teta

Definigao 1.8.1. Seja A um reticulado em R"™. Definimos a série teta de A como

Or(g) = >, ¢"%, (1.18)

xeA

em que ¢ = €™, ze C e Im(z) > 0.

Na literatura é comum encontrarmos a série teta escrita em funcao de z, isto é,

©x(z). Podemos escrever a série teta de um reticulado A da seguinte forma:
Or(2) = >, N(m)g™, (1.19)
N(m)>0

em que N(m) = #{x € A : & - & = m}, isto é, o nimero de vetores de A que possuem
norma +/m. As poténcias de ¢ nessa soma sao todas as normas ao quadrado atingiveis
pelos pontos do reticulado. Podemos observar entao que a série teta de um reticulado é

uma série que possui apenas coeficientes positivos em sua expansao.

Exemplo 1.8.2. A série teta do reticulado 7> ¢é

Oz2(2) = D ¢"" =1+4g+4¢" +4¢" +8¢° +4¢° +4¢° + - -- (1.20)

TEZ2

Observe na Figura 11 que, escrevendo a série teta de Z* como Oy (z) = Z N(m)q™,
N(m)>0
podemos observar os N(m) pontos do reticulado que interceptam a circunferéncia de raio

N

Observacgao 1.8.3. [19] A série teta de um reticulado A nos fornece o raio de empacota-

mento p e o numero de vizinhos T de A, uma vez que
Oa(z) =1+ 7¢"" + ... (1.21)

Teorema 1.8.4. [29](Férmula da Soma de Poisson para Reticulados). Seja A um reticulado
em R". Entao,

Ope(z) = det(A)V2(i/2)"20, (~1/2). (1.22)
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Figura 11 — Ilustracdo da série teta do reticulado Z2.

1.9 Reticulados via Corpos Quadraticos

Nesta Secao apresentamos uma forma de construir reticulados via extensao de

corpos. Para tal propésito, optamos por revisar alguns conceitos sobre o tépico.

Definicao 1.9.1. Sejam K e IL corpos. Dizemos que I é uma extensao de K se K < L

e denota-se tal extensio por K < L ou L|K.

Teorema 1.9.2. [30] Se K < L é uma extensdo de corpos, entio L. é um espago vetorial
sobre K.

Definicao 1.9.3. Seja K < L uma extensao de corpos. A dimensdo do K-espaco vetorial
L é chamada grau da extensao e denotada por [L : K]. No caso em que [L : K] € finito,

dizemos que I € uma extensao finita de K.

Definicao 1.9.4. Sejam K e L corpos tais que K < L. Um elemento o € I é chamado de
algébrico sobre K se existe um polinomio f(z) € K[z] —{0} tal que f(a) = 0. O polinémio
monico de menor grau f(x) tal que f(a) =0 é chamado de polinémio minimal de o

sobre K e € denotado por mﬂén Q.

Definicao 1.9.5. Um corpo de nimeros K é uma extensao finita do corpo Q dos
numeros racionais. Se dimgK = n, dizemos que K é um corpo de nimeros de grau n.

Denotamos por Q(0) o menor corpo contendo o corpo Q e o elemento 6.

Teorema 1.9.6. [25] Se K é um corpo de nimeros, entao existe 0 € L tal que L = K(0)
e [L:K] = grau (mKin 8).

Definicao 1.9.7. Seja K um corpo de nimeros. Dizemos que um elemento o € K € um

inteiro algébrico sobre 7, se a € raiz de um polinémio monico com coeficientes em 7.
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Exemplo 1.9.8. Considere a extensio Q(+v/5)|Q. Temos que \/5 é um inteiro algébrico,

pois ¢é raiz de f(x) = x* — 5.

Teorema 1.9.9. [25] Seja K um corpo de nimeros. O conjunto
Ox = {z € K: x € inteiro algébrico sobre Z}

¢ um anel, chamado de anel de inteiros de K|Q.

Definicao 1.9.10. Sejam K um corpo de niumeros de grau n e Ok o anel de inteiros de
K|Q. Chamamos de base integral de K ou de Ox uma Z-base para o grupo aditivo Ok.
Observacao 1.9.11. Se {«y,...,a,} € uma base integral de Ox entdo todo elemento

n
a € Ok pode ser escrito de forma unica como Z b;ci;, em que b; € Z, para todoi =1,...,n.
i=1

Teorema 1.9.12. [31] Se K = Q(0) é uma extensio de Q de grau n, entdo existem exata-
mente n homomorfismos distintos oy, . ..,0, de K em C que firtam Q. Tais homomorfismos

sao dados por o;(0) = 6;, em que 61,...,0, sio as raizes de mKinﬁ em C.
Definig¢ao 1.9.13. Um corpo quadrdtico K é uma extensao de Q de grau 2.

Teorema 1.9.14. [32] Todo corpo quadratico K € da forma @(\/&), em que d é um inteiro

livre de quadrados (isto é, ndo existe um primo p tal que p* divide d).
Definigao 1.9.15. Define-se Z[Vd] = {a +bVd : a,be Z}.

Teorema 1.9.16. [33] Seja K = Q(\/g) um corpo quadrdtico, com d € Z livre de quadrados
ed=#0 (mod 4).

1. Sed=1 (mod 4), entdao o anel dos inteiros Ok de K sobre Z. é Ox = 7 [

1 +2\/&};

1 +2\/3]

e uma Z-base de Ok é {1,

2. Sed=2oud=3 (mod 4), entdo o anel dos inteiros Og de K sobre Z é Og = Z[V/d]
e uma Z-base de Og € {1,Vd}.

Teorema 1.9.17. Seja d um inteiro livre de quadrados. Os homomorfismos de K = Q(v/d)

em C sio oy e 09, em que o1(Vd) = Vd e oo(vVd) = —Vd.

Demonstragao. Segue do Teorema 1.9.12. O

Exemplo 1.9.18. O corpo K = Q(V13) é um corpo quadrdtico, 6 = /13 € raiz do

polinémio f(x) = 2* — 13. Temos pelo Teorema 1.9.16 que o anel de inteiros Ox de K

1 1 1 1
sobre 7. ¢ Og =7 [—I_Q\/T))] e uma Z-base de Ok € {1, 4_2\/73}, pois 13 =1 (mod 4).

Pelo Teorema 1.9.17, 0os homomorfismos de K sao dados por 01,02, em que o1(vV13) = V13
e 02(V13) = —v13.
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e Homomorfismo de Minkowski

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Pelo Teorema 1.9.12 existem exatamente
n homomorfismos distintos o, : K — C para j = 1,--- ,n, que fixam Q. Se 0;(K) < R diz-
se que o; ¢ real. Caso contrario, o; ¢ dito imaginario. Quando todos os homomorfismos
sao reais diz-se que K é um corpo totalmente real. Quando os homomorfismos sao todos
imaginarios, diz-se que K é um corpo totalmente imaginario.

Se 0 : C — C ¢ a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos
que 0 0 0; = o), para algum 1 < k < n e que 6 o g; = 0; se, e somente se, 0;(K) c R.
Desta forma, temos que os homomorfismos imagindrios aparecem aos pares, isto ¢é, se o; ¢

imaginario, entao existe k tal que o o 0; = 0y,

Usando r; para denotar o nimero de homomorfismos reais e o 0 nimero de

pares de homomorfismos imaginarios, podemos reordenar os homomorfismos oy, ..., 0,
de modo que o7, ...,0,, sejam os homomorfismos reais e que o, 41, ..., 0y, 12, S€jam 08
homomorfismos imaginérios com o, 4y, = 0 00y 4 Parat =1,...,79.

Definicao 1.9.19. Seja K um corpo de numeros de grau n. Considere o homomorfismo
injetivo de anéis
ox: K — R"

r — (01(x),..., 00 (), R(0r, 41(2)), Z(0r,41(2)), . . ., R(Op 10 (2)), Z(0f, 10, (7)),
em que R representa a parte real e I representa a parte imagindria do nimero com-

plexo. Tal homomorfismo é denominado homomorfismo canonico ou homomorfismo de

Minkowski de K em R".

Exemplo 1.9.20. Sejam K = Q(V/11) um corpo de nimeros, Og = 7 [\/ﬁ] o anel
de inteiros de K|Q e 01,09 0s homomorfismos de K em C, em que o, € a identidade e
oo(a + \/ﬁb) — a — V/11b. Neste caso, temos r1 = 2 e 1o = 0, ou seja, K é um corpo
totalmente real. Para x = a + v/11b, com a,b e Q, temos

ox(x) = (01(x), 02(x)) = (a +V11b,a — v/11b).

Teorema 1.9.21. [31] Sejam K wm corpo de nimeros de grau n e ox : K — R" o

homomorfismo de Minkowski. Entao ox(Ok) € um reticulado de posto n em R".

Exemplo 1.9.22. Seja K = Q(i) um corpo de nimeros e seja Ox = Z[i| seu anel de
inteiros, com Z-base {1,i}. Neste caso, temos que 11 =0 e roy = 1. Logo, dado x = a + bi,

em que a,b € Z a imagem do homomorfismo de Minkowski em Z[i] é dada por
ox(z) = (R(a+ bi),Z(a + bi)) = (a,b).

Portanto, temos que o reticulado gerado por Ox é um reticulado bidimensional gerado

pelos vetores v; = (1,0) e vy = (0,1). Ou seja, o reticulado gerado é o reticulado 7.
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Vamos agora apresentar dois exemplos de familias de reticulados bidimensionais
construidas via o Homomorfismo de Minkowski. Essas familias terao papel fundamental

nos Capitulos 5 e 6.

Exemplo 1.9.23. Considere K = Q(v—[) um corpo quadrdtico, em que l >0 el é um
inteiro livre de quadrados e —l =1 (mod 4). Pelo Teorema 1.9.16, se —l =1 (mod 4),
1+

entdo o anel de inteiros Ok de K sobre Z € igual a 7 [4_2
{ | 1++/—1
’ 2

] e uma Z-base de Ok é
}. Seja @ : C — C a conjugagdo complexa. Temos que, Vo € K :
ox(x) = (R(oi(x)),Z(01(x)))
1 — 1 —

- (R(wen (F57)) 70ra (557)))

. a1 \/ZCM

e
1 ﬂ)

= ao(l,O) + ay (2, ?

1 Vi

Assim, og(x) € gerado pelos vetores u = (1,0) e v = (2, 2). Tomando o(Ok)(x) =

Ay, o reticulado Ay gerado pela base acima possui matriz geradora e matriz de Gram,

, (1 0 , (1 12
Ml_<1/2 \/l/2> EG’_<1/2 (1+z>/4>'

Vamos trabalhar com A, = V2N, um reticulado integral. Sua matriz geradora e de Gram

respectivamente,

sao, respectivamente:

10 2 1
Ml:ﬁ(uz \fl/2> eGl:<1 (1+l)/2>'

Note que det(A,) =1 e a distincia minima d € igual /2.

Diferente do que ocorre para a maioria dos reticulados, para essa familia a série teta pode

ser calculada facilmente. A série teta de A, € dada por

O, (y) = 03(2y)03(2ly) + 02(2y)02(21y).

Exemplo 1.9.24. Considerando K = Q(\/Z) um corpo quadrdatico, em que |l >0 el é um
inteiro livre de quadrados e l =2 (mod 4), temos que o anel de inteiros Ok de K sobre
Z € igual a Z[V1] e uma Z-base de Og € {1,V1}. Usando os Teoremas 1.9.17 e 1.9.21,
seque que o reticulado A gerado por essa base possui matriz geradora e matriz de Gram,

respectivamente,
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11 2 0
MZ(x/l —xﬁ)eG:<o 2z>'

Observe que det(A) = 4l e a distancia minima d € igual 2.
Da mesma forma que analisamos para a familia de reticulados construida no Exemplo
1.9.23, a série teta desta familia também € facilmente calculada. A série teta de A € dada

por
O(y) = 03(2y)05(2ly).
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2 Caracterizacoes Equivalentes de Ladrilha-

mentos

Neste capitulo estabelecemos a notagao basica e apresentamos definig¢oes e
diferentes caracterizagoes de ladrilhamento. As principais referéncias utilizadas nesse
capitulo sao [5, 19, 14].

Defini¢ao 2.0.1. Sejam A e A, reticulados em R" tais que A < A,. Dizemos que A,
¢ o reticulado ambiente para o reticulado A. Um conjunto finito T < A, é dito um

A-ladrilho (discreto) para A, se, e somente se, as sequintes condigoes forem satisfeitas:

(i) (T +X1) 0 (T + X2) = &, para quaisquer Ay, Az € A, com A1 # Aa;

(i) | J(T+X) = Aa.

AeA

Observagao 2.0.2. A Condigao (i) da defini¢io anterior é equivalente a T n (T +X) = &,
para todo X € A\{0}.

Exemplo 2.0.3. Sejam A, = Z*, A =277 ¢ T = {(0,0), (1,0), (2,1), (=1,1)}. O conjunto
T ¢é um A-ladrilho para A,.

De fato, para cada X € A nao-nulo, existem k,p € Z tais que XA = (2k,2p) e
T+ X ={(2k,2p), (1 + 2k, 2p), (2(1 + k), 1 + 2p), (=1 + 2k, 1 + 2p)}.

Como XA = (2k,2p) é nao-nulo, seque que k # 0 oup # 0 e logo T n (T + A) = .
Para concluirmos a justificativa de que T € um A-ladrilho para A, resta mostrar que
U (T + Q) o Z?, uma vez que a inclusio U (T + X) © Z? € trivial.

Ae272 Ae272
Sex = (x1,29) € 72, entdo x1 e xo podem ser pares, impares, 1 par e Ty impar
ou x1 impar e x5 par. Observamos que essas quatro condigoes correspondem exatamente

aos quatro tipos de vetores que compoe U (T +XN).
Ae27.2

Logo, T € um A-ladrilho para A,. Na Figura 12 representamos em vermelho os
pontos de T e, usando as cores amarelo, preto, azul e verde, representamos o deslocamento
de T pelos vetores (—4,0), (=2,0), (2,0) e (4,0), respectivamente.

Na Definicao 2.0.1 apresentamos a versao discreta de ladrilhamento. A versao

continua, que é a mais conhecida, sera apresentada a seguir:
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Figura 12 — T deslocado pelos vetores (—4,0), (—2,0), (0,0), (2,0) e (4,0).

Defini¢ao 2.0.4. Sejam A, e A reticulados em R"™ tais que A < A,, V = span(A,) e
R <V uma regiago. Dizemos que R é um A-ladrilho (continuo) para V' se, e somente

se, as sequintes condicoes forem satisfeitas:

(i) R n (R + A) possui medida nula em V', para todo X € A\{0};

(ii) | JR+X) =V.

AEA

Ou, equivalentemente, R é uma regiao fundamental de A,.

Observagao 2.0.5. Se A, € R" for um reticulado de posto completo, entiao span(A,) =

R™. Logo, podemos reescrever o Item (ii) na Defini¢ao 2.0.4 como U(R +A) =R".
AeA

Exemplo 2.0.6. Sejam A, = R? o reticulado hexagonal (ver Exemplo 1.1.14) e Vy, sua
regiio de Voronoi. Como vimos no Capitulo 1, Vy, é um Ay-ladrilho para R?. Na Figura

13 temos uma ilustracio de Vy, ladrilhando o R®.

SOt

Figura 13 — Ladrilhamento de R? por V,,.

O seguinte Lema nos fornece uma relagao entre as versoes discreta e continua

de ladrilhamento.

Lema 2.0.7. Um conjunto T ¢é um A-ladrilho para A, se, e somente se, T + Va, é um
A-ladrilho para V = span(A,).
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Demonstra¢io. Vamos mostrar que, para todo A € A\{0}:

LTn(T+A) =g <> (T +Va,) n (T +Va, +A) possui medida nula;

2 |JT+N =M= JT +Va, +1) =V.

AEA AEA

1. (=) Podemos observar que
(T+Va) 0 (T+Va, +A) © [ [t +Va,) 0 (B2 + Vi, + ).
tl,tzeT
Como t; + V), ¢ a regiao de Voronoi de ty, ta + Vi, + A € a regidao de Voronoi de
ta+AeT n(T+A) =, segue que t1 + Vy, e ta + Vy, + A se interceptam apenas

em seus bordos. Logo, U (t1 +Va,) 0 (t2 + VA, + A) tem medida nula, uma vez
t1,t2€T
que é uma uniao finita de conjuntos de medida nula, ja que 7 é finito. Portanto,

(T 4+ V)0 (T + V), + A) tem medida nula, pois é um subconjunto de um conjunto

de medida nula.

(<) Suponha que T n (T + A) # . Entdo, existem t1,ts € T tais que t; = t5 + A.
Logo, t1 + Vy, = ta + Vy, + A. Assim, segue que (7 +Vp, )N (T +Va, + A) # &. E,
temos que (t1 +Va,) < (T + Va,) N (T + Vi, + A). Como int(ty + V,,) é ndo-vazio,
concluimos que (14 V,, ) ndo possui medida nula. Portanto, (7 +Va, )N (T +Va, +A)
nao possui medida nula, o que é um absurdo. Logo, 7 n (T + A) = &.

2. (=) Note que

UT+va+3 =] (U(HvAa +A)> = Jt+va, + ).

AeA XeA \teT AeA
teT

Como U (T + A) = A,, segue que
AeA

U+, +3 = A+Wn) =V,
i\€e7/} AeA,

pois Vy, é um A,-ladrilho para span(A,) = V.
(<) Temos que V,, é um A,-ladrilho para V. Entéo,
U Qa+va) =V
)\1€Aa
Logo, pela hipotese, segue que
Unv)=JT+x+v)= [ M+ = [ Qe+
A1€EA, AEA A1€EA, AzE(A-‘rT)

Portanto A, = A + T, uma vez que V,, é um A, -ladrilho para V e A+ T < A,. Isso

mostra que U (T + ) =A,.
AeA
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O

Exemplo 2.0.8. Utilizando os mesmos dados do FExemplo 2.0.3, pelo Lema 2.0.7 seque
que T + Va,, representado na Figura 14, é um A-ladrilho para R?.

Figura 14 — T + V,,.

Definicao 2.0.9. Dado um reticulado A,, a bola discreta, denotada por B(z, r), centrada
em z = (21,...,2,) € N € com raio v, € definida como B(z,7) = {(z1,...,2,) € A, :
(1 — 21)> 4+ -+ (zn — 2,)? <72}, Quando z = 0, por simplicidade escreveremos B, ao
invés de B(0,r).

Definicao 2.0.10. Sejam A, < R" um reticulado e Vy, sua regiago de Voronoi. Denomi-
namos de poliomino associado a B, a unido das regides Vi, centradas nos pontos de
B,. Um ladrilhamento de A, por translacées de B, é um ladrilhamento de span(A,) pelo

poliomino correspondente. Usaremos a notac¢ao

™) = | @+Wn), (2.1)
z€B,
para o poliomino associado a B,.

Exemplo 2.0.11. Considere o reticulado Z*. Na Figura 15 temos uma ilustracio do

poliomino associado a Bs.

Para uma regiao R ser um A-ladrilho para V' = span(A,) nao é necesséario que

ela seja conexa, conforme podemos observar no Exemplo 2.0.12.

Exemplo 2.0.12. Sejam A, = Z*, A = 27*, T = {(—4,1),(=1,0),(0,0),(1,1)} e R =
T + Va,. Vamos mostrar que R é um A-ladrilho para V = span(A,) = R?. Para isso,

vamos provar que T é um A-ladrilho (discreto) para A, e aplicar o Lema 2.0.7.
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Figura 15 — Poliomino associado a Bs.

Para cada X € A ndo-nulo, existem k,p € 7 tais que X = (2k,2p) e

T+A= [ (T+X = [J{@=2+k),1+2p), (=1 +2k,2p), (2k, 2p), (1 + 2k, 1+ 2p)}.
Ae272 k,peZ

Como X = (2k,2p) € nao-nulo, seque que k # 0 oup # 0 e logo T n (T + A) = &. Para

concluirmos a justificativa de que T ¢é um A-ladrilho para A, resta mostrar que T + A D 72,

uma vez que a inclusio T + A < Z? € trivial.

Sex = (1, 29) € 72, entdo x, e x5 podem ser pares, impares, T1 par e vy impar
ou x1 impar e xo par. Observamos que essas quatro condigcoes correspondem exatamente

aos quatro tipos de vetores que compoe T + A.

Logo, seque que T é um A-ladrilho (discreto) para A, e portanto, pelo Lema
2.0.7, temos que R é um A-ladrilho (continuo) para R?. Uma ilustrac¢io da regido R pode

ser vista na Figura 16.

Figura 16 — Regiao R =T + V,,.

Uma ilustragio da regigo R ladrilhando o R? pode ser vista na Figura 17.
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Figura 17 — Regiao R =T + V,,.

Definicao 2.0.13. A funcdo indicadora de um conjunto R, denotada por 1g, é dada

por
) L se §eR,
Lr(€) —{ 0. se e¢R. (2.2)

Definicao 2.0.14. Para uma funcio f : V — C, em que V < R" tal queJ |f(x)|dx < oo,
v

definimos a transformada de Fourier de f como sendo a fungdo f: V' — C dada por

fle) = | e siayia, (23)
1%
Definicao 2.0.15. O conjunto zero de uma funcio f:V — C é definido como

Zy={xeV: f(x)=0}. (2.4)

No Teorema 2.0.16 apresentamos trés caracterizagoes distintas de ladrilhamento.
Em [5] é demonstrada a equivaléncia das duas primeiras condigoes para sub-reticulados
de Z". Aqui, estendemos esse resultados para sub-reticulados de um reticulado ambiente

geral A,. Em [14] é provada a equivaléncia entre a primeira e a terceira condigao.

Teorema 2.0.16. Sejam A, e A reticulados tais que A < A,, e T < A, um conjunto

finito. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) T é um A-ladrilho para A,;

(ii) O conjunto T é um sistema completo de residuos modulo A, e existem um grupo

abeliano G e um homomorfismo sobrejetor ¢ : A, — G tal que o nicleo de ¢, denotado

por N(¢), € igual a A e #o(T) = #T;
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(17i) O dual de A satisfaz
AM\{0} < 24, (2.5)

em que f =1y, 7€ f ¢ a transformada de Fourier de f.

Demonstragio. (i) = (ii): Consideramos o grupo abeliano G = A,/A. Primeiramente,

vamos mostrar que 7 é de fato um sistema completo de residuos médulo A.

Como T n (T + A) = ¢, para todo XA € A\{0}, segue que para quaisquer
t1,ta € T e A€ A\{0}, t; # ta+ . Entdo, t; —ts ¢ A\{0}, o que implica que t; +A # ta+A,
para todo t; # ta. Assim, temos que elementos distintos de 7 representam classes distintas
de A,/A. Considere agora A, € A,. Como T é um A-ladrilho para A,, existem t € T e
A € A tais que A, = t+A. Entao, A, =t (mod A). Logo, todo elemento de A, é congruente

(médulo A) a um elemento de 7. Portanto, 7 é um sistema completo de residuos médulo

A.
Seja ¢ o seguinte homomorfismo:

o : A, — G
r=t+X\ —t+A emqueteT.

Note que ¢ estda bem definido pois todo € A, pode ser escrito de forma tnica como
x=t+ A emqueteT e Xe A, uma vez que T é um A-ladrilho para A,. Além disso,

temos que

e ¢ ¢ sobrejetora.

Temos que G < T + A, pois para cada g € G, existe x € A, tal que g = x + A. Por
outro lado, existem t € T e A € A tais que & =t + X, pois 7 é um A-ladrilho para
A,. Assim, temos que g € T + A. A outra inclusao é trivial. Logo, G =T + A.

e N(p)={xelA,: ¢(x)=0}=A.
Para x € A,, digamos x =t + A, comt €T e XA € A, temos:

zeN(@)=dx)=0=t+A=0+A=t—-0cA=tecA.

Como A,te Aex =1t+ X segue que € A, uma vez que A é um reticulado. Logo,

N(@) = A.
o #O(T) = #T.

Seja ¢ a aplicacao:

o: T —o(T)
t —t+A.
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E facil ver que ¢ é sobrejetora. Vamos mostrar que ¢ ¢ injetora. Temos que
pt1) =pt2) =ti + A=ta + A=ty —t; € A.

Assim, to —t; = A, para algum A € A. Isto é, t3 = t1 + X. Logo, T n (T + A) # .
Como T é um A-ladrilho para A,, segue que A = 0 e portanto, t; = t5. Logo, ¢ é
bijetora e, portanto, #¢(T) = #T.

(ii) = (i):
Queremos mostrar que as Condigoes (i) e (ii) da Definigao 2.0.1 sao satisfeitas.

A condicao (7) é verdadeira, pois caso contrario existiriam ¢1,t2 € T e A € A\{0}, tais que
tl :t2+)\:>t1—t2 :)\:>¢(t1—t2) :0:>¢(t1) :¢(t2)

Se t; # ta, entdo #¢(T) # #7T, o que contraria a hipGtese. Se t; = ta, entdo t; =
t1 + A = X = 0. Absurdo, pois A € A\{0}.

A Condicao (ii) é satisfeita, pois como T é um sistema completo de residuos

moédulo A segue que para todo A, € A, existe t € T tal que

)\aEt(modA):>)\aet+A:>}\an(t+A).

teT
Logo, U(t + A) = A,, uma vez que U(t + A) < A, é trivial. Entao, U (T+X) =AM, e
teT teT AeA
portanto, 7 é um A-ladrilho para A,.
(i) & (iii): Segue diretamente do Teorema 2 de [14]. O

2.1 Estudos de casos

Nesta secao apresentamos quatro estudos de casos utilizando a caracterizagao de
ladrilhamento via transformada de Fourier dada no Teorema 2.0.16. Nos trés primeiros casos
apresentados nas Subsecoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 usamos a caracterizagao de ladrilhamento
via transformada de Fourier para mostrar que um conjunto discreto 7 é um A-ladrilho
para um reticulado ambiente A,. J4 no caso apresentado na Subsecao 2.1.4 mostramos
como essa caracterizagao pode ser util também na exclusao de possibilidades de ladrilhos

para um reticulado ambiente.

2.1.1 Regiao de Voronoi do reticulado hexagonal

Considere A, como sendo o reticulado hexagonal, V,, sua regiao de Voronoi
e T ={(0,0)}. E facil ver que Vs, + T = V), é um A,-ladrilho para R?. Nosso objetivo
¢ demonstrar esse resultado utilizando o Teorema 2.0.16 para exemplificar seu uso. Na

Figura 18 temos uma ilustracao da regiao de Voronoi do reticulado hexagonal.
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-~
hd

Figura 18 — Regiao de Voronoi do reticulado hexagonal.

1 0
Temos que uma matriz geradora para A, ¢ M = . Entao,
—1/2 /3/2
1 /3/3
0 2v3/3 )

Seja « € A*. Temos que & = uM T, com u € Z?, isto é, & = (uy, (v/3u; +

uma matriz geradora para A*¥ é M~ = (

2v/3u5)/3), em que uy, uy € Z. Para y € R%, temos que
b @) = | @, @)
R

[ ~0 (V3/3)z1+V3/3 '
_ f f 627rzx1y1 eZﬂ'mgyg dedxl
| —-1/2 J0

[ (12 p(—V3/3)ei+v3/3 ,
+ f eQm:clyl 62w2m2y2 dedxll
0 0
- 0 0 ) )
+ f e?m:tlyl e?wzxgyg dedxl:l
| J—1/2 J(—/3/3)x1—/3/3
+

/2 0 ) )
f J 627”5013/1 627rm2y2d1’2d$1 ]
0 (v/3/3)x1—/3/3

A Ssen(ry)sn (%) =3 (cos(wyl) cos (%) ~ cos (?}?)) "

m2(—3yiys + v3)
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Para x = (uy, (V3u1 + 2v/3u3)/3), com uy,uy € Z, segue que
. | 3sen(muy )sen(m((v/3ug + 2v/3uz)/3)/v/3)uy
ILVAG (33) B [ (7r2(—3u%(\/§u1 + 2\/§U2)/3 + (\/gul + 2\/51@)/3)3 (26)
L= 3 cos(muy) cos(m(uy + 2uz)/3)(v/3u1 + 2v/3uy)/3 27)
71'2(—316%(\/5711 + 2\/§U2)/3 + (\/gul + 2\/§U2)/3)3 .
N V3 cos(2m ((ug + 2u2)/3)) (v3uy + 2v/3us)/3 )] (2.8)
7r2(—3u%(\/§u1 + 2\/32@)/3 + (\/gul + 2\/3%2)/3)3 ' .

Vamos analisar as trés parcelas de fLVAa (x). De (2.6), podemos observar que

3sen(muy )sen(m((vV3uy + 2v/3u2)/3)/vV3)u; = 0,

uma vez que sen(muy) = 0, Yu; € Z. Vamos agora analisar os numeradores de (2.7) e (2.8).

Somando-os, temos

—v/3(cos(muy) cos(m(uy + 2uz)/3) + cos(2m(uy 4 2us)/3))(V3ur + 2v/3uy) /3.

(2.9)

Dividindo uy + 2us por 6 e estudando os valores dos cossenos em (2.9) para todos os casos,

obtemos a Tabela 3.

Resto | —cos(muy) | cos(m(uy + 2ug)/3) | cos(2m(uy + 2usy)/3)
0 —1 12 12
1 1 1/2 ~1/2
2 1 ~1/2 ~1/2
3 1 ~1/2 1/2
4 1 ~1/2 ~1/2
5 1 1/2 ~1/2

Tabela 3 — Valores dos cossenos em (2.9).

Logo, como podemos observar na Tabela 3, em todos os casos temos que
—V/3(cos(muy) cos(m(uy + 2us)/3) 4 cos(2m (ug + 2us)/3))(v/3uy + 2v/3us)/3 = 0.

Assim, fLVAa (x) = 0,V € AZ. Portanto, pelo Teorema 2.0.16, 7 é um A,-ladrilho para A,
e, pelo Lema 2.0.7, Vi, é um A,-ladrilho para R

2.1.2 Releitura do resultado do Exemplo 2.0.8

Considere novamente os reticulados A, = Z* e A = 27Z* e o conjunto T =
{(0,0),(1,0),(2,1),(—1,1)}. No Exemplo 2.0.8 mostramos que 7 + V,, é um A-ladrilho
para R? provando que 7 é um A-ladrilho (discreto) para A, e usando o Lema 2.0.7. Vamos

agora mostrar esse mesmo resultado usando o Teorema 2.0.16.
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2 0
Observe que M = ( 0 ) é uma matriz geradora para A. Entdo, uma matriz
1/2 0
geradora para A* é M T = / )
0 1/2

Seja ¢ € A*. Entdo £ = uM ', em que u € Z*. Ou seja, © = (u1/2, ug/2), com

Uy, ug € Z. Primeiramente note que, para & € V = span(A,),

]AlVAaJrT(w) = J €2ﬂiy.w1VAa+7—(y)dy
\%

_ f eQﬁiy-mdy
VAa +7T

_ Z f 627Ti(v+t)-:cd,0’ ve VAa
teT YVa

a

= ZJ €2mv~me2mt-md,v’ v e VAa
teT VAa

_ f eva-m]lVAa ('l))d’U Z 627r2t-m
1%

teT

= dy, (x) ) e*mite. (2.10)

teT

Como
Iy,(x) = JQGQWiy'wﬂvzg(y)dy
R

1/2 4 1/2 ,
_ J e27r7,ylacl dyl J 627rzy2x2dy2

—-1/2 —1/2

_ sen(mxy) sen(mrs) (2.11)
T X2 ’ ’

segue que

sen(mxy) sen(mxs) (

I]-V +T(33) — 1 + 6—87rza:1+27r7,z2 + 6—27&'2:1:1 + 627rz:c1+27r7,x2) ]
Aa
T )

Para @ = (u1/2,us/2), temos que

sen(muy/2) sen(mus/2)
7T'LL1/2 7T'LL2/2
[1 + cos(—4muy + mug) + isen(—4mu; + mTug) + cos(muy) + isen(mwuy)

]AlVAa +7‘(CU) =

+ cos(muy + mug) + isen(muy + Tug)]
sen(muy/2) sen(mus/2)
Tuy /2 Tug/2
[1 + cos(m(—4uy + us)) + cos(muy) + cos(m(uy + us2))] .

Vamos analisar a paridade de u; e us. Para uy = 2k e us = 2¢, temos que flvAa+T(m) =0,

uma vez que sen(km) = sen(qm) = 0. Para u; = 2k e us = 2q + 1, fLVAa+T(m) = 0, pois
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sen(km) = 0. Para w3 = 2k + 1 e us = 2gq, ﬂyAa+T(w) = 0, ja que sen(qm) = 0. Para

up =2k +1euy=2q+1, ﬂvAa+T(iU) = 0, uma vez que

1 4 cos(m(—=4(2k + 1) + (2¢ + 1))) + cos(m(2k + 1)) + cos(n((2k + 1) + (2¢ + 1))) =
1-1-1+1=0.

Portanto, pelo Teorema 2.0.16, 7 ¢ um A-ladrilho para A, e, pelo Lema 2.0.7, T + V,, ¢
um A-ladrilho para R2.

2.1.3 Releitura de um resultado de S. W. Golomb e L. R. Welch

Em [1] S. W. Golomb e L. R. Welch associaram a existéncia de codigos de
Lee perfeitos em Z" com um ladrilhamento de R" pelos poliominos formados por cubos

centrados no pontos da bola de Lee de raio 1 ({w; dre.(0,w) < 1}, em que dp..(0,w) =
Z |w;|). A seguir, exibimos uma releitura desse resultado.
i=1

Seja C = [—1/2,1/2]" = Vyn. Considere R =C+ T, em que T = {0, +e,},Vk €

{1,...,n} e e sao os vetores canoénicos. Na Figura 19 temos uma ilustragao de R para
n=2.

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ [}

[ [ [ ]

Figura 19 — Regiao R para n = 2.

Note que

lg(xz) = > Ly [2a] (@),

be{0,+e},Vke{l,...,n}
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Entao temos que

Ig(@) = Lei(oten)vheft,.n(@) = le(z) Z e*met
be{0,+er},Vke{l,...,n}

= ﬂc(a’}) 1+ Z e2m‘m-b>
}

be{ter},Vke{l,....,n
_ ﬂc(iﬁ) 1+ Z 627rza:k + Z 6—27rmk
k=1 k=1

= le(x) [ 142 Zn: cos(27ra:k)>

k=1
= tyosen(may)
= 1+2 2 . 2.12
< Z cos( mck)) n X}, (212)
k=1 k=1
Seja A < Z" o reticulado gerado pela seguinte matriz:
2n+1 0 -+ 0
Moy 1 -+ 0
M = T (2.13)
my 0 --- 1
em que my € {2,...,n},Vk e {2,...,n} e my; # mj, Vi # j. Entdo uma matriz geradora
para A* é
1 moq mnpa
2n+1 2n +1 2n + 1
M = 0 b0 (2.14)
0 0 e 1

Considerando as matrizes descritas acima, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.1.1. Seja A < Z" um reticulado gerado pela matriz M e considere T =
{0, +eg}, para todo k € {1,...,n}. Entao, T € um A-ladrilho para Z".

Demonstracio. Considere & = wM T um elemento de A*. Entdo, observe que

1 _ mo1 . mn1
2n+1 2n+1 2n+1
0 1 0
T = (u17u2a"'7un)

= (w/2n+ 1), —uymo1/(2n + 1) + ug, ..., —u1mu1/(2n + 1) + uy,),
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Da Equagao (2.12)
R 2 S
Ig(x) = (1 + 2 cos (27:111) + 2 Z cos (27r (— ;%Tj_kll + Uk)>>
sen 27;1111 L UL UM
) nsen T _2n+1+uk _2n+1 + TUg .
2n+1 k=1
R S 2
= lg(x) = <1+2cos 111)—1—22008(%))
sen 27&11 L UL TUL M
_ — + )
[ ) L aen) /e

Vamos considerar aqui dois casos: o caso em que u; ¢ multiplo de 2n + 1

, temos que

X

X

e o caso contrario. Para u; = (2n + 1)k, k € Z segue que lg(x) = 0, uma vez que

sen(pr) = 0,Vp € Z.

Para u; # (2n + 1)k, k € Z, vamos analisar uma parte do numerador de ﬂn(a:)

Como my1 € {2,...,n},Vk € {2,...,n} e my; # mj1, Vi # j, temos que

2muy 2mu My 2muy
1+2 2 — ) =1+4+2 .
+ 2 cos <2n 1)—1— ZCOS( o+ 1 ) + Zcos (mkl (271—1—1))

k=1

Pela identidade trigonométrica de Lagrange, segue que

) +2§": cos <mk1 ( 27Uy >> _ o (_1 . sen (2mus(n +1/2)/(2n + 1)))

P 2n 41 2 2sen(muy/(2n + 1))

2sen(2ruin/(2n + 1) + wuy /(2n + 1)))
2sen(muy/(2n + 1))
2sen(muy)

muy/(2n + 1)

Logo, Lz (x) = 0 e pelo ftem (iii) do Teorema 2.0.16, segue que 7 é um A-ladrilho para
7", ]

Observamos que 7 € a bola de Lee de raio 1 de Z". Pelo Lema 2.0.7, temos que
R =C+ T éum A-ladrilho de R". Vale ressaltar que todas as matrizes M que satisfazem
as condicoes pré-estabelecidas geram reticulados congruentes. Entao basicamente temos

apenas uma solucao para nosso problema.

2.1.4 Possibilidades de A-ladrilhos para o reticulado hexagonal

A abordagem de Fourier usada no Teorema 2.0.16, além de ajudar a mostrar

que um conjunto discreto (ou uma regiao, usando o Lema 2.0.7) é um A-ladrilho para o
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reticulado ambiente A, (ou para o span(A,), usando o Lema 2.0.7), pode ser usada para

excluir possibilidades de A-ladrilhos para A,.

Sejam V4, a regiao de Voronoi de Ay" e a regiao R = Va4, + T, em que T é
a bola unitéria By, isto é, T = {0, ey, v, tw}, v = (1/2,V/3/2) e w = (=1/2,v/3/2).

Uma ilustracao dessa regiao pode ser vista na Figura 20.

Figura 20 — Regiao R.

Temos que
Iz(x) = > Lpsv,, ().
be{0,+e1,tv,tw}
Entao
ﬁR(m) = ﬂVA2+{0,ie1,iv,iw} (a,‘) = IALVAQ (iB) Z e2miz-b

be{0,teq,tv,fw}

[ 3sen(mzs)sen (%f) 7+ /3 <_ cos(may) cos (%) + cos (2%2)) I
“

72(=3a3ry + 23)
1 4 2cos(27mzy) + 2 cos(m(z1 + V/313)) + 2 cos(m(zy — \/§x2))) . (2.15)

Seja A € As um reticulado. Os candidatos a A-ladrilho para A, devem ter, a

menos de congruéncia, matriz geradora M da seguinte forma:

[1m 1 0 [ 1=m/2 V3m/2
M= (0 7 ) ( —1/2 \/5/2) a ( —7/2  TV/3)2 ) (2:16)

em que m = 0, 1,2 ou 3. Logo, uma matriz geradora de A* é

T 1 V3/3
M= ( —m)7 (—v/3m +2+/3)/21 ) ' (2:17)

Pelo Exemplo 1.1.24 vimos que o reticulado hexagonal é equivalente ao reticulado As. Neste exemplo,
por abuso de notagao, iremos nos referir ao reticulado hexagonal como As.

*
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Nosso objetivo é encontrar um inteiro m tal que R é um A-ladrilho para R?, isto é, um

inteiro m tal que Ig(x) = 0,V e A*.

Seja & € A*. Entdo & = uM T, em que w € 72, i.e.,

o <u1 Mg v/3uy N (—\/gm + 2\/3) UQ) '

77 3 21

Da Equacao (2.15) temos que

in(z) - (1 + 2008 (2 (11— 2)) + 2c08 (27 (Tur + (1 — m>u2>) .

7
2 cos <27r7u2>) X

3sen(m(uy — 222))sen (5 m(Tur + (2 — m)ug))(uy — ™22)

B e . V3m+2v3)u o (—vBm+2vB)u
71-2(_3(“1_72)2(\/%1 +( a 5) 2)+(\/;1 +( i ) 2)3)

_l’_

V3(= cos(muy — ™22 cos(5m(Tuy + (2 — m)u 2))(%(7% — (m — 2)uy))
72(—3(uy — %)2(\/%“1 4 (= \f’””\f)“?) n (\/%)Ul X (_\/gm;\/g)w)g)

V3(cos(Fm(Tur + (2 = m)us))) (5 (Tur — (m — 2)us))

mu u \fm+2\f U U —/3m+2+/3)u
m2(=3(wy _72)2(\/2 L4 (= ) )+ (x/§3 Ly ( - ) 2)3)

Considere &, y, z € A* tal que & = (—3/7, —V/3/21), y = (4/7,2v/3/7) e z = (25/7,55v/3/21).
Note que para m = 0 temos que ﬂR(w) ~ 4.58265 # 0. Entao, pelo Teorema 2.0.16, 7 nao
é um A-ladrilho para A,. Analogamente, para m = 1 temos que Lz (y) ~ 0.27521 # 0, e
para m = 2, 1r(z) ~ 0.00805144 # 0. Assim, 7 ndo é um A-ladrilho para A,. Para m = 3,
ig(x) = Ix(y) = 1x(z) = 0. Logo, para m = 3 temos que 7 pode ser um A-ladrilho
para A,.

Com isso, concluimos que para m = 0,1 e 2, o conjunto 7 nao é um A-ladrilho
para A,. Para m = 3 mostramos no Capitulo 4 por meio de um algoritmo que, de fato, T

¢ um A-ladrilho para As.

Neste capitulo estabelecemos as principais notagoes, defini¢des e resultados
sobre ladrilhamento. Apresentamos no Lema 2.0.7 uma relagao entre formas de ladri-
lhamento continua e discreta e no Teorema 2.0.16 fornecemos caracterizagoes distintas
de ladrilhamento. Nos estudos de casos apresentados nas Subsegoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3
usamos a caracterizacao de ladrilhamento via transformada de Fourier para mostrar que
um conjunto discreto 7 é um A-ladrilho para um reticulado ambiente A,. No estudo de
caso apresentado na Subsecao 2.1.4 mostramos como essa caracterizagdo pode ser ttil
também na exclusdo de possibilidades de ladrilhos para um reticulado ambiente. A carac-

terizagao de ladrilhamento via isomorfismo de grupo vai ser muito 1til nos capitulos 5, 6 e
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principalmente no Capitulo 4, em que, utilizando-se essa caracterizacao, implementamos

um algoritmo para buscar codigos perfeitos em espagos ambientes especificos.
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3 Cddigos Perfeitos na Métrica Euclidiana

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des iniciais e teoremas sobre
codigos perfeitos em reticulados ambientes gerais, discutindo a existéncia desse tipo de
cédigo e fornecendo limites superiores para seus raios. Alguns dos resultados apresentados
aqui sdo generalizagoes, para a métrica Iy, de teoremas demonstrados em [11]. Outros, sdo
inspirados, para a métrica [, em um resultado apresentado em [10]. Para a leitura ficar

mais natural, assumimos aqui reticulados de posto completo.

Seja D o conjunto de todas as distancias atingiveis em A,, isto é,
D =D(A,) ={|x|: xe A} (3.1)

Definic¢ao 3.0.1. Considere A = A, um reticulado. O raio de empacotamento (dis-

creto), denotado por r(A), é o maior r tal que

(i) ((Br+ A nB)nA,=F, em que 0 #XeA;
(ii) r € D(A,).
Se, além das duas propriedades acima, A cumprir a sequinte propriedade
(iii) B, + A = A,
dizemos que A é um codigo r-perfeito em A,.
Vale ressaltar que neste capitulo estaremos denotando um sub-reticulado A < A,
por codigo.
Considere a seguinte aplicacao

@: R+ —>D

x —max{yeD:y <z}

No Capitulo 1, definimos o raio de cobertura de um cédigo (reticulado) A < R",

que é o menor numero real r tal que U B(z,r) o R". Agora, vamos definir o raio de

zEA
cobertura discreto de um cédigo.

Definigéo 3.0.2. O raio de cobertura (discreto) de um cidigo A, denotado por Ry,

¢ o menor r € D tal que U B(z,r) = A,.
zeA
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Definicao 3.0.3. Sejam V' um espago vetorial normado e f uma fungio de V em R.
Definimos o argmingey f(x) como o conjunto de todos os pontos de V' que minimizam f,
isto €, argmingey f(z) ={x eV : f(x) < f(y),Vye V}.

Em espagos ambientes gerais, o raio de empacotamento nao ¢ unicamente

determinado pela distancia minima, como podemos observar no Exemplo 3.0.4.

1 0 1 1 2 3
Exemplo 3.0.4. Sejam M, = , My = e M3 = . Consi-
0 24 0 24 0 12

dere o reticulado Z* e seus sub-reticulados Ay, Ay e A3, em que Ay € gerado pela matriz
My, Ay € gerado por My e o reticulado Az é gerado pela matriz Ms. Na Tabela 2 de [10]

temos os raios de empacotamento discreto e continuo de A1, Ay e As.

O raio de empacotamento discreto de um reticulado A < A, nao € igual a metade da
distancia minima, pois para o reticulado Ay = Z* temos que d(A1)/2 = 0.5 e r(A1) = 0.
Também nao podemos dizer que o raio de empacotamento é igual ao menor numero
inteiro maior ou igual a metade da distdncia minima, pois para o reticulado Ay < 72,
d(A2)/2 =0.7071 e r(A1) = 0. O raio de empacotamento discreto também ndo € igual ao
mator numero inteiro menor ou igual a metade da distancia minima, uma vez que para o
reticulado As < 7?2, d(As3)/2 = 1.8028 e r(A3) = 2.

A partir das observagoes feitas pelo Exemplo 3.0.4, chegamos ao seguinte

resultado:

Teorema 3.0.5. A distancia minima d(A) e o raio de empacotamento r(A) de um reticu-

lado A < A, satisfazem

@(CZ(QA)) <r(A)<d(QM+M<d(2M+RAQ, (3.2)

em que M = ||x/2 — u|, w € argminep, |x/2 — 2|, e T é um vetor de norma minima em

A.

Demonstragdo. Limitante inferior: segue diretamente da definicao da aplicagao ®.

Limitante superior: Sejam 7, = d(A)/2+ ||x/2 — u| e £ € A um vetor de norma
minima em A, isto é, d(a,0) = d(A). Vamos mostrar que B(0, r,)n B(x,7,) # &. Note que
d(u,0) = |x/2 — /2 + u| < |/2|+ |z/2 — u| = ry. Entdo, u € B(0,r,). Por outro lado,
observe que d(z,u) = |2/2 + /2 — ul| < |z/2| + |x/2 — u| = 7. Assim, u € B(zx,r,) e
portanto r(A) < r,. Uma vez que |x/2 — ul| < Ry, segue que r(A) < d(A)/2+ Ry,. O

Sejam Ny (1) = #(B, n A), isto é, o nimero de pontos do reticulado A que

pertencem a B,, e V, = vol (By), isto é, o volume da bola unitaria em R".
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Teorema 3.0.6. Para A c A, ser um codigo r-perfeito wma condi¢do necessdria € que
Ny, (r)vol(Ay) = vol(A).

Demonstragio. Observe que Ny, (r)vol(A,) = Ny, (r)vol(Vy,), uma vez que V,, é uma
regiao fundamental de A,. Podemos notar que Ny, (r)vol(Vy,) é o volume do poliomino
utilizado para ladrilhar A, por translagdes de pontos de A, isto é, Ny, (r)vol(Va,) =

vol(T"(r)). Como A = A, é um cédigo perfeito, segue que U (T"(r) + A) = span(A,) =
AeA
span(A). Entao, T"(r) é uma regidao fundamental de A e logo, vol(A) = vol(T"(r)) =

Ny, (r)vol(Va,) = Na, (r)vol(A,). O

Observagao 3.0.7. No Teorema 3.0.6 vimos que se N < A, é um cddigo perfeito, en-
tao Ny, (r)vol(A,) = vol(A). Um questionamento natural é se a volta desse teorema é

verdadeira. A resposta € nao, como podemos conferir no Fxemplo 3.0.8.

Exemplo 3.0.8. Sejam A, = Z* ¢ A = A, o reticulado gerado por {(1,0), (0,25)}. Para
r = 3, podemos observar que Nz2(3) = 25 e vol(Z*) = 1. Logo, Na,(r)vol(A,) = 25. E
vol(A) = A/det(A) = 25. Entio, temos que Ny, (r)vol(A,) = vol(A). Mas, neste caso A
nao é um cédigo perfeito em A,, uma vez que para X = (1,0) pertencente a A, temos que

(B, +X) n B,) n Ay # &, como podemos observar na Figura 21.

Figura 21 — A nao é um cédigo perfeito em A,.

No Exemplo 3.0.8 vimos que, para r = 3, o reticulado A < Z? gerado
por {(1,0),(0,25)} nio é um cédigo perfeito em Z*, mesmo satisfazendo a condigio
Ny2(r)vol(Z?) = vol(A). Mas isso nio significa que o poliomino associado a Bs nio ladrilhe

o Z? por outro reticulado, como podemos conferir no Exemplo 3.0.9.

Exemplo 3.0.9. Sejam A, = 7Z* ¢ A = A, o reticulado gerado por {(4,3),(3,—4)}.
Observe que vol(A) = 4/det(A) = 25. Entao, Ny, (r)vol(A,) = vol(A). E, neste caso, pode
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ser provado que A é um codigo perfeito em A,. Na Figura 22 temos uma ilustracdo de tal

codigo.
Figura 22 — No Exemplo 3.0.9 A é um codigo perfeito em A,.
Lema 3.0.10. v
T’ﬂ
li = = 1. 3.3
oo Ny (r)vol(A,) (3:3)

Demonstrag¢io. Sejam P uma regiao fundamental de A, e ly = supgep ||. Para r > l,

vamos mostrar que

By |J (@+P)c By, (3.4)

2€AGN B,
Primeira inclusao: Seja y € B,_;,. Temos que y pode ser escrito como x + p, com x € A,

e pe€ P, pois P é uma regiao fundamental de A,. Note que
y=z+p=|z|<|y|+|p|<r—lh+lh=r=x€B,.

Logo, € (B, n A,) e entdo y € U (x + P).

€Ny By

Segunda inclusdo: Seja y € U (xz + P). Entdo, existem x € (B, n A,) e

2€AGN B,
p € P tais que y = © + p. Logo,
lyll = [z + pl < =] + lpll <7 +lo.
Portanto, y € B,y

De (3.4) temos

B,_, U (x + P) c By, = (r —1y)"V,, < vol ( U (x+ P)) < (r+1p)" V.

:I:EAaﬁBr TEA, mBT
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r’ V" r’
< < .
(r+1o)» = Np,(r)vol(Ay) ~ (r—1o)»

= (r —10)"Vo < Np, (r)vol(Ag) < (r +10)" Ve =

Vr®
L li - = 1. ]
08 B N, (Pvol (Ay)

Seja A < R™ um reticulado com distancia minima d = d(A). Um A-empacotamento
¢ a unido de translagdes da bola By = {x € R" : 27 + - - - + 27 < (d/2)?} por pontos de A.

A partir desse empacotamento, associamos a densidade de empacotamento

an(w) = R (55)

Podemos observar que, para n > 2, A"(A) < 1. Seja A" = suppyA"(A) o supremo das

densidades sobre todos os reticulados n-dimensionais. Temos entdo que A" < a < 1 [1].

O resultado a seguir estende o caso p = 2 do Teorema 5.4 de [11] para sub-

reticulados de reticulados ambientes gerais.

Teorema 3.0.11. Seja A, um espaco ambiente. Existe um raio T tal que ndo existem

codigos perfeitos A, em A, com raior = T.

Demonstragio. Um cédigo perfeito A, com raio r = r(A,) e distdncia minima d = d(A,)
deve ter um A,-empacotamento com densidade

Va(d/2)"

A(A) = Ny, (rvol(A)”

Pelo Teorema 3.0.5, para w € argmingep, |€/2 — z| e M = |x/2 — u|, segue que d/2 >

r — M. Entao
Va(d/2)™ - Vo(r — M)

Ny, (r)vol(Ay) =~ Ny, (r)vol(Ay)

De forma andloga ao que fizemos na demonstracao do Lema 3.0.10, obtemos que rlglgo Vo(r—

(3.6)

M)"/(Ny, (r)vol(A,)) = 1. Entéo, lim A"(A) = 1, o que é uma contradi¢do uma vez que
A™(A) € w/v12, para n > 2. Logo, para T tal que r > 7, ndo existem cddigos perfeitos A,
em A,. O

Corolario 3.0.12. Em um espago ambiente A,, o raio de empacotamento de um codigo

perfeito A satisfaz
(1 + (An)l/n)
r< Mo
(1= (anTm)’

em que A" € a densidade maxima de um reticulado de posto completo, M = |x/2 — ul,

(3.7)

w € argmingen, |x/2 — 2|, e © é um vetor de norma minima em A.

Demonstragcio. Um codigo perfeito A deve ter um A-empacotamento com densidade

Va(d/2)"

AA) = Na, (r)vol(Ay)’
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Pela demonstragao do Lema 3.0.10 temos que
Ny, (r)vol(A,)

n

Na, (r)vol(Ay) < (r + M)"V, = < (r+ M)". (3.8)

Substituindo (3.6) em (3.8) temos
r—M\"
A™(A) =
() (r + M)

(T . %)n < A™A) = : - % < (A™ (A
r<(

AN P 4 (AMA)Y M + M

= (1= (AMA)") < M(1+ A"(A))
1/n)

— (Am)t/m)’

Entao

r
<

. (L+(a
r< M @y
]

Corolario 3.0.13. Em um espago ambiente A,, o raio de empacotamento de um codigo

perfeito A satisfaz
(14 (Am))

em que A" é a densidade mdzima de um reticulado de posto completo e Ry, é o raio de

< Ra, (3.9)

cobertura de A,.

Demonstragdo. Segue diretamente do fato de M < Ry, e do Corolario 3.0.12. O

Observacao 3.0.14. Como vimos no Capitulo 1, a maior densidade possivel de empa-
cotamento para um reticulado em R"™ so € conhecida nas dimensoes 1 a 8 e na dimensao
24. Dessa forma, a Equagio (3.9) sé poderd ser usada para essas poucas dimensoes. Nas

demais dimensodes, podemos usar a sequinte cota superior para A" [19]:

Up =V, (2ni%?5+“°g“'”+ nlogz(ﬁw)—logz(f*)) ) (3.10)

a partir da qual temos o sequinte limitante “mais fraco” para o raio de empacotamento de
um codigo perfeito A em um espago ambiente A, :
(14 (U)Y™)

AT (3.11)

Como vimos no Capitulo 1, a densidade de cobertura em R" de um reticulado

A é dada por
Va(RA)"

vol(A)
Seja ©™" o infimo das densidades de cobertura sobre todos os reticulados n-dimensionais.

O(A) = (3.12)

O Teorema 3.0.15 fornece uma relacao entre os raios de empacotamento e cobertura de

um codigo perfeito, e sua densidade de cobertura em R".
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Teorema 3.0.15. Em um espaco ambiente \,, o raio de cobertura Ry e o raio de empa-

cotamento r de um cédigo perfeito A n-dimensional, com n > 2, satisfazem

o" < Vn(RA + RAa)n

S Ny (Mol (M) (3.13)

Demonstracao. Vamos mostrar que Ry < Rj + Ry,. Para provar essa desigualdade vamos

inicialmente mostrar que

U B(z, Ry + Ry,) = R™.

xeA

U B(zx, Ra + Rp,) < R™ é trivial, uma vez que temos uma uniao de bolas pertencentes a
TeA
R". Iremos provar entao que U B(z, Ry + Ry,) © R™. Note que

TeEA

zelN, = zeB(x,R)), paraalgum ze€ A

= d(x,z) < Ra. (3.14)

welR" = we B(z,Ry,), paraalgum ze€ A,

= d(w,z) < Ry

Logo, pela desigualdade triangular e por (3.14), segue que
d(z, w) < d(x, z) + d(z,w) < Ry + Ry,

para algum @ € A. Portanto, temos o que queremos mostrar.

Como Rj é o raio de cobertura real de A, temos que R é a menor distancia
atingivel de D tal que U B(zx, Ry) = R". Logo, como U B(x, Ry + Ra,) = R", segue

TEA xEA

que Rp < }N%A + Ry,

Agora, note que
Va(RA)"

oO" < )
vol(A)
Como Ry < Ry + Ry, temos que

Vi(Rp + Ra,)"
vol(A)

O" <

Portanto, como A ¢ um cédigo perfeito em A,

o" < Vn(RA + RAa)n'
Ny, (r)vol(A,)
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Corolario 3.0.16. Em um espaco ambiente A,, o raio de empacotamento r de um codigo
perfeito A, satisfaz

()" + 1)
(&) =1

em que ©O" € o infimo das densidades de cobertura sobre todos os reticulados n-dimensionais

r< Ry, (3.15)

de posto completo e Ry, € o raio de cobertura de A,.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.0.5 e pela demonstragao do Lema 3.0.10, temos que
(r — Ra,)"V,, < Ny, (r)vol(A,). Entéo,

V., - 1
Ny, (r)vol(A,) - (r — Rp,)™

Como A, é um cddigo perfeito, pela equagao (3.13) segue que

Va(Ba + Ba,)" _ (Ra, + Ra,)" _ (r+ Ra,)"

" < < = .
N (rjvol(Aa) — (r—=Ra,)" (1= Ra,)"
Logo
g —— 2 — (O /nT—R <r+R
CoR = @) By S R,

— (@Y™ —1) < Ry, (O™ +1)
+

]

Observagao 3.0.17. Podemos observar que o raio r de um codigo perfeito é limitado
pelos limitantes encontrados nos coroldrios 3.0.13 e 3.0.16, a saber, as equagoes (3.9) e
(3.15). O primeiro limitante depende da densidade de empacotamento mdzxima sobre todos
os reticulados n-dimensionais de posto completo. Ji o sequndo limitante depende do infimo
das densidades de cobertura sobre os mesmos reticulados. E natural nos questionarmos

sobre qual desses limitantes é o melhor. Para compard-los, basta comparar os fatores

1+ (An)l/n (@n)l/n +1

Na Tabela J temos um comparativo entre esses termos nas dimensoes 2 a 24
(colunas 2 e 4). Como a densidade de empacotamento mdzima é determinada apenas nas
dimensoes de 1 a 8 e 24 e o infimo das densidades de coberturas é comprovada apenas para

dimensoes de 1 a 5 e na 24, nas colunas 2 e 4, os valores com “*”

sao “conjecturados”
para as dimensoes 9 a 23, usando as densidades mazrimas e minimas conhecidas nessas
dimensoes. Na coluna 3 exibimos o parametro referente ao limitante “mais fraco” (3.11),

que ¢ de fato um limitante, uma vez que a fungio f(x) = (14+2Y™)/(1— ™) é decrescente.
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L+ @)™ T a7 T (@07 +1)
OO N N COVD N N(CDR=
2 40.9401 21.073
3 19.9863 15.7762
4 16.5788 14.0974
b} 13.0947 13.2975
6 12.1939 12.8393"
7 11.5067 12.5458*
8 11.6927 12.3438*
9 9.38276" 11.1139 12.1971%
10 8.70996" 10.6209 12.0863"
11 8.1458" 10.2179 12.0001*
12 8.02364" 9.88246 11.9313"
13 7.59846" 9.59878 11.8751%
14 7.34841" 9.35564 11.8288*
15 7.39319" 9.14483 11.7895*
16 7.62823" 8.96018 11.7562*
17 7.23183" 8.79703 11.7274*
18 7.06761" 8.65173 11.7025%
19 6.96769" 8.52146 11.6806*
20 7.02062* 8.40393 11.6613*
21 7.04158" 8.29731 11.644*
22 7.19803" 8.20011 11.6287*
23 7.38973" 8.1111 11.6148%
24 7.72307 23.233

Tabela 4 — Comparativo entre os termos dos limitantes superiores (3.9), (3.11) e (3.15).

Nas dimensoes 2 a 4, podemos observar que o limitante (3.15) é melhor que
0s demais, enquanto nas dimensoes 5 a 24 o limitante (3.9) é melhor. Além disso, para
n suficientemente grande, como 271 < AP < 2705990 ([19], Se¢ao 1.5), temos que esse
limitante estd entre 3 e 4.88601.

Neste capitulo estudamos os codigos perfeitos em reticulados ambientes gerais,
fornecendo principalmente limitantes superiores para seus raios de empacotamento. Os
limitantes apresentados aqui sdo generalizagoes e/ou foram inspirados, para p = 2, por
outros fornecidos em [10] e [11], em que foram provados resultados para o reticulado
ambiente Z" na métrica [,. Ainda neste contexto, no Capitulo 4 por meio dos limitantes
dados nas Equagoes (3.9) e (3.15), apresentaremos um algoritmo e, a partir dele, buscaremos

todos os codigos perfeitos em alguns reticulados ambientes conhecidos.
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4 Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos o pseudo-codigo do algoritmo que lista todos
os codigos perfeitos num dado reticulado ambiente A, até um determinado raio de em-
pacotamento r satisfazendo os limitantes apresentados nos Coroléarios 3.0.13 e 3.0.16.
Utilizando-se tal algoritmo, buscamos para quais raios sao obtidos codigos perfeitos em
alguns reticulados ambientes conhecidos. Vale ressaltar que o algoritmo usado é uma

adaptagao dos algoritmos apresentados e utilizados em [10] e [11].

4.1 Algoritmo

O primeiro passo antes de iniciarmos o algoritmo é escolher qual o reticulado
ambiente A, que serd utilizado. Além disso, por meio dos limitantes dados nas Equagoes
(3.9) e (3.15) devemos determinar o maior raio r para o qual pode-se encontrar codigos
perfeitos em A,. Apods escolhermos esses parametros, utilizamos o Algoritmo SVP para

encontrar todos os pontos de A, que possuem norma menor ou igual a 7.

O problema do vetor mais curto (shortest vector problem) - SVP, consiste
em encontrar o vetor nao nulo mais curto em um reticulado A, isto é, encontrar um vetor

x € A\{0} que possui norma minima.

Para cada r; € D(A,) (raio atingivel em A, (3.1)), em que 0 # r; < r, o algoritmo

usado verifica a existéncia de um sub-reticulado A de A, tal que vol(A) = vol(Ay,) Ny, (15).
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No Algoritmo 1 segue o pseudo-codigo do algoritmo utilizado.

Algoritmo 1 — Teste dos Cddigos Perfeitos

inputs :A, é o reticulado ambiente; 0 # r; < r;
outputs: Lista de todos os cddigos r;-perfeitos em Ag;
inicio

inicializagao;

B« B"(ry);

Lattices — {A < A, : vol(A) = vol(Ay) Ny, (r:)};
C < #Lattices;

enquanto C' > 0 faga
se “Teste de Injetividade” no C-ésimo elemento de Lattices é negativo

entao
‘ delete o C-ésimo elemento de Lattices;

fim
C—C-1;

fim
C <« #Lattices;

enquanto C' > 0 faga
se “Teste de Empacotamento” no C-ésimo elemento de Lattices é negativo

entao
| delete o C-ésimo elemento de Lattices
fim
C—C-1;
fim

fim

Observacao 4.1.1. O “Teste de Injetividade” é o mesmo apresentado em [11, 10] e é
baseado na equivaléncia (i) <= (ii) do Teorema 2.0.16. Essencialmente, cada A < A,
do conjunto “Lattices” € associado a uma matriz A, tal que AM € uma matriz geradora
de A, em que M ¢é uma matriz geradora do reticulado ambiente A,. Cada matriz A vai
caracterizar o niucleo de um homomorfismo ®. Entao se verifica a agdo de ® nos elementos
da bola B(r;). Se esta agio ndo for injetora, A ndo é wm cédigo perfeito em A, e entdo
excluimos esse elemento do conjunto “Lattices”. Caso contrdrio, temos que A pode ser um

codigo perfeito em A, e entdo devemos aplicar o “Teste de Empacotamento”.

Observagao 4.1.2. O “Teste de Empacotamento” consiste em verificar se as bolas de

rato r; centradas em pontos de A < A, sdo disjuntas.

2 -1
Exemplo 4.1.3. Sejam A, o reticulado que possui matriz de Gram G = ( L 6 ) e

ri = V/22. Usando o algoritmo proposto por Fincke e Pohst em [34], encontramos a bola
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B 55. Temos que B 55 = {(0,0)M, £(1,0)M, £(0, 1)M, +(1, 1)M, +(2,0) M, +(—1,1)M,
+(2,1)M, £(3,0)M, (=2, 1)M, +(3,1) M, £(1,2) M}, em que M ¢é uma matriz geradora
para A,. Entdo #Bm = 21. Agora vamos encontrar um sub-reticulado A de A, tal
que vol(A) = 21vol(A,). Para isso, queremos encontrar uma matriz A € R**? tal que

det(A) = 21 e AM gere A. Utilizando a Férmula Normal de Hermite, temos que A pode

1 3
assumir as sequintes formas: A = ( 0 ;1 ), em que x € {0,1,...,20}, A = ( 0 i )’

7 21
em que x € {0,1,...,6}, A= (0 g), em que z € {0,1,2} e A = ( 0 T), em que
x € {0}.

)

Agora vamos colocar todos os candidatos a sub-reticulados na lista “Lattices’

1
e aplicar o “Teste de Injetividade” Considere a matriz Ay = 0 21 ) pertencente ao

conjunto “Lattices” A matriz Ay vai caracterizar o nicleo de um homomorfismo P e
vamos observar se a a¢ao de ®1 nos elementos da bola Bm ¢ injetora. Fssencialmente,
vamos aplicar a funcao nos elementos da bola de modo que cada elemento seja levado ao
representante da sua classe dentro de um paralelotopo fundamental, e entdo verificamos
se mais de um elemento é levado num mesmo representante. Na Figura 25 temos uma

ilustragcao dessa ac¢ao do homomorfismo ®1 nos elementos da bola B\/@. Como podemos

Figura 23 — Ilustracao da acdo do homomorfismo ®; nos elementos da bola B /53

observar na Figura 23, os elementos (—1,—2)M e (2,1)M, que pertencem a Bm, sdo
associados ao elemento (—6,0)M. Logo, a aplicagio ®1 nao € injetora e portanto, Ay serd
excluido do conjunto “Lattices” Ou seja, o reticulado Ay gerado pela matriz Ay M nao é
um codigo perfeito em A,.

1 9

0 21
de um homomorfismo ® e, neste caso, a ac¢io de ® nos elementos de Bm ¢ injetora,

Vamos considerar agora A = ( > A matriz A vai caracterizar o nicleo
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como podemos conferir na Figura 24. A matriz A foi a unica que passou no “Teste

Figura 24 — Ilustracdo da acdo do homomorfismo ® nos elementos da bola B Nort

de injetividade”. Agora vamos fazer o “Teste de Empacotamento” Ao final dos testes,

19

concluimos entao que para A = ( 0 21 ) o sub-reticulado gerado por AM é um codigo

perfeito em A,.

Observagao 4.1.4. Vale ressaltar que o algoritmo pode nos fornecer sub-reticulados perfei-
tos equivalentes, e neste caso temos que descarta-los. Entao, para cada reticulado ambiente
A, € interessante tentar caracterizar os sub-reticulados congruentes (caracterizando as
simetrias entre eles) para que o algoritmo possa percorrer um conjunto menor de candidatos

e assim fornecer os resultados mais rdpido.

4.2 Resultados

Utilizando-se o algoritmo apresentado na Se¢ao 4.1 buscamos, em espacos
ambientes previamente definidos nas dimensoes 2 e 3, raios para os quais temos codigos
perfeitos. Para o espaco ambiente A, o algoritmo encontra, para cada r;, uma matriz
inteira A tal que, multiplicada pela matriz M geradora de A,, resulta em uma matriz
M, que gera o sub-reticulado A < A,, isto é, A é gerado por M = AM. A menos de

congruéncia, esses sao os unicos codigos perfeitos (sub-reticulados) em A,.

Trabalharemos com os espagos ambientes As, D3, D} e com alguns representan-
tes das duas familias de reticulados algébricos construidas via homomorfismo de Minkowski

nos exemplos 1.9.23 e 1.9.24.
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4.2.1 Codigos perfeitos em A,

Para o reticulado ambiente A,, considere a matriz geradora M tal que G =

2 -1
MMT = . . Encontramos 10 raios para os quais existem codigos perfeitos em

As, como podemos observar na Tabela 5.

2 | Na,(r) A

2| 7 <(1] i)
e (18
8 19 (é 189)
14 31 (é 361)
s | (00
24 43 ((1) 473)
2| o Eg g;;
38 73 (1] 793

o w | (10
al (1)

Tabela 5 — Todos os codigos perfeitos em A,, seus respectivos raios de empacotamento r;,
Na,(r;) e as matrizes associadas A.

Na Figura 25 temos a uniao de 4 poliominos associados com as bolas de raio 7;,

em que r; =2 e r; = 18, isto é, poliominos associados as bolas B e B sz

4.2.2 Cobdigos perfeitos em D3

Para o caso do reticulado ambiente D3, vamos considerar a matriz geradora
2 0 -1
M tal que G = MMT = 0 2 —1 |. Encontramos 2 raios para os quais existem
-1 -1 2
c6digos perfeitos em Ds, como podemos observar na Tabela 6.
Na Figura 26 temos, em vermelho, uma ilustracao da regiao de Voronoi do
reticulado D3; em laranja, a uniao de 12 regides de Voronoi de D3 deslocadas por vetores
de D3, e, em amarelo, a unidao de 6 dessas regioes deslocadas também por vetores do

reticulado.
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2 A
1 0 5
2 01 3
0 0 13
10 7
4 01 9
0 0 19

Tabela 6 — Todos os codigos perfeitos em Ds, seus respectivos raios de empacotamento r;
e as matrizes associadas A.

®

Figura 26 — Ilustracao da regiao de Voronoi do reticulado D3 em vermelho, da unidao de
12 dessas regioes em laranja e da uniao de 6 regioes de Voronoi de D3 em
amarelo.

Temos que a uniao das duas primeiras regioes da Figura 26, ou seja, a uniao da

regiao de Voronoi do reticulado D3 com as 12 regioes de Voronoi deslocadas por vetores
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de D3, gera o poliomino, que aqui chamaremos de polivoronoi, associado com a bola B /.
Uma ilustracao desse polivoronoi pode ser vista na Figura 27. A unido das trés regioes

apresentadas na Figura 26 gera o polivoronoi associado a bola B Vi

Figura 27 - Ilustracio do polivoronoi associado a bola B ot

4.2.3 Cobdigos perfeitos em D;

Para o reticulado ambiente Dj, com fator de escala 4, considere a matriz

3 1 —1
geradora M tal que G = MMT = 1 3 1 | Encontramos 3 raios para os quais
-1 1 3

existem codigos perfeitos em D}, como podemos observar na Tabela 7.

r? A
1 0 2
3 01 4
009
1 0 7
4 01 2
0 0 15
300
8 030
00 3

- Hdi rfei us r ivos rai T
Tabela 7 — Todos os c6digos perfeitos em Dj, seus respectivos raios de empacotamento r;
e as matrizes associadas A.

Na Figura 28 temos, em vermelho, uma ilustracao da regiao de Voronoi do
reticulado D7; em laranja, a uniao de 8 regioes de Voronoi de D3 deslocadas por vetores de
D3; em amarelo, a unido de 6 dessas regioes deslocadas também por vetores do reticulado,

e, em azul, a unidao de 12 dessas regioes deslocadas por vetores de D3.
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£

Figura 28 — Ilustragao da regiao de Voronoi do reticulado D em vermelho, da unido de 8
dessas regioes em laranja, 6 em amarelo e 12 em azul.

A uniao das duas primeiras regioes da Figura 28, ou seja, a uniao da regiao de
Voronoi do reticulado D3 com as 8 regides de Voronoi deslocadas por vetores de D3, gera
o polivoronoi associado a bola B v3- Uma ilustragao desse polivoronoi pode ser vista na
Figura 29. A uniado das trés primeiras regioes da Figura 28 gera o polivoronoi associado a

B e a uniao das quatro regioes da figura gera o polivoronoi associado a B, g

Figura 29 — Ilustracio do polivoronoi associado a bola B /3

4.2.4 Codigos perfeitos em reticulados algébricos bidimensionais

Sejam K = Q1) e K = Q(v—I) corpos quadréticos, em que [ > 0 e
é um inteiro livre de quadrados. Estudaremos duas familias de reticulados algébricos
bidimensionais, A, ;1 e Ay 2, obtidas via homomorfismo de Minkowski nos casos em que
—l =1 (mod 4) el =2 (mod 4), respectivamente. A construcao detalhada dessas familias

pode ser vista nos Exemplos 1.9.23 e 1.9.24.
1° caso: —l =1 (mod 4).

Como vimos no Exemplo 1.9.23, o reticulado A,;; possui matriz geradora e

matriz de Gram, respectivamente, dadas por

10 2 -1
My = ﬂ( —1/2 V)2 > @ Gua = ( —1 (1+1))2 ) '
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Para essa familia de reticulados vamos analisar os casos em que [ = 3,7,11 e 15.

(i)

(i)

(iii)

[ =3:

. . . 2 -1
Para [ = 3, temos o reticulado que possui matriz de Gram G5; = L9 ) Essa
também é uma matriz de Gram para o reticulado As. Logo, os resultados obtidos

aqui sao os mesmos da Tabela 5.

Na Figura 30 temos a unido de 4 poliominos associados com as bolas B /G © B Voot

Figura 30 — Unido de 4 poliominos T2(v/6) e T%(v/72), respectivamente.

=T
2 -1

-1 4
Encontramos aqui 5 raios para os quais existem cédigos perfeitos em A, 71, como

Para [ = 7, temos o reticulado que possui matriz de Gram G7; =

podemos observar na Tabela 8.

Na Figura 31 temos a unido de 4 poliominos associados com as bolas B Vi€ B /&

respectivamente.
[ =11:
. . . 2 -1
Para [ = 11, o reticulado possui matriz de Gram G, 1 = L6 ) Encontramos

aqui 7 raios para os quais existem codigos perfeitos em A, 11,1, como podemos observar
na Tabela 9.
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r? A
9 1 1 7 1 2
0 3 0 3

1 3

o (o7)
1 3

8 0 13
1 12

14 0 15
1 17

22 0 29

Tabela 8 — Todos os cédigos perfeitos em A, 71, seus respectivos raios de empacotamento
r; € as matrizes associadas A.

Figura 31 — Unido de 4 poliominos T2(v/4) e T*(V/8), respectivamente.

Na Figura 32 temos uma ilustracio da unido de 4 poliominos associados a B /B €

B .

2 -1
Para [ = 15, temos o reticulado que possui matriz de Gram G151 = L s )

Encontramos aqui 8 raios para os quais existem codigos perfeitos em A, 151, como

podemos observar na Tabela 10.

2° caso: [ =2 ou 3 (mod 4).
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r? A
5 (1 1)7(1 2)
0 3 0 3

| B
S| (o9

10 (1)133

18 (1)139

22 (1)291

Tabela 9 — Todos os codigos perfeitos em A, 11,1, seus respectivos raios de empacotamento
r; € as matrizes associadas A.

T
1

T
—
.I
|_—1

Figura 32 — Unido de 4 poliominos T2(v/8) e T%(v/18), respectivamente.

Como vimos no Exemplo 1.9.24, o reticulado A, ;2 possui matriz geradora e

matriz de Gram, respectivamente,

11 2 0
' (xfl—x/i)e ' (0 21)

Para essa familia de reticulados vamos analisar os casos em que [ = 2,6, 10 e 14. Para os

casos em que [ = 3 (mod 4) os resultados sao andlogos.
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7 A
() Gd)
o)
20 (o)
s (50)
20 (g
30 ((1)291)
20 (o)
2 (o)

Tabela 10 — Todos os codigos perfeitos em A, 151, seus respectivos raios de empacotamento

r; € as matrizes associadas A.

(i) l=2:

Para [ = 2, temos o reticulado que possui matriz de Gram Gaps

2 0
0 4

).

Encontramos aqui 7 raios para os quais existem cédigos perfeitos em A, 22, como

podemos observar na Tabela 11.

o

r? A
9 11’30
0 3 01
1 2
4 0 5
6 1 3 3 0 3 1
09 /)°’v0 3/)’\0 3
1 3
s <011)
12 1 3 1 6 5 0 5 1
0 15 J°\ 0 15 )’V 0 3 /v 0 3
1 5
18 (023)

Tabela 11 — Todos os codigos perfeitos em A, 52, seus respectivos raios de empacotamento

r; € as matrizes associadas A.

(i) [ =6:
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2 0
Para | = 6, temos o reticulado que possui matriz de Gram Ggo = 0 19 )

Encontramos aqui 11 raios para os quais existem cdédigos perfeitos em A, g2, como

podemos observar na Tabela 12.

7‘2
) 11 12 30
03)\03)\o01
q 11\ [(12Y(50
05 )8 05 ) 01
12
12 (07)
1 3
1 (011)
1 5
18 (013)
1 3
. (o 1)
20 1 3 1 70\ (71
021’021 021 03)\0 3
3
32 (23)
wl (13 1 112 90\ (/91
027’027 0 27 Ao 3)\0 3
50 (053)
8 (063)

Tabela 12 — Todos os codigos perfeitos em A, 2, seus respectivos raios de empacotamento
r; € as matrizes associadas A.

(iii) 1 = 10

2 0
Para | = 10, temos o reticulado que possui matriz de Gram Gipo = 0 20 )

Encontramos aqui 13 raios para os quais existem codigos perfeitos em A, 19,2, como

podemos observar na Tabela 13.
(iv) [ = 14:

2 0
Para [ = 14, temos o reticulado que possui matriz de Gram G4 = 0 98 >

Encontramos aqui 16 raios para os quais existem cédigos perfeitos em A, 14,2, como

podemos observar na Tabela 14.

Neste capitulo, usando uma das caracterizagoes de ladrilhamento dadas no

Capitulo 2 e os limitantes dos corolarios 3.0.13 e 3.0.16 encontrados no Capitulo 3,
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r? A
9 11 1 2 3 0
0 3/)°\0 3 /)°\0 1
3 11 1 2 5 0
0 5/7°7\0 5 /J°\0 1
13 1 1 1 2 1 3 7 0
o7 /,7\ 0o 7/)'\0 7T /)\ 01
1 2
2 (09)
1 5
22 <O 13>
1 3
2 (o 1)
1 8
32 <O 19>
1 3
38 <O 23>
1 11
50 (O 25)
1 3
o2 <O 29>
70 1 3 1 ©6 1 9 1 12 1 15 11 1 11 0
0 33 /°\V0 33 /)°v0 33 )°L0 33 /J°L0 33 )/)'\V0 3/)'\ 0 3
1 3
2 0 35
1 5
178 <083>

Tabela 13 — Todos os codigos perfeitos em A, 102, seus respectivos raios de empacotamento
r; e as matrizes associadas A.

enumeramos todos os codigos perfeitos nos reticulados ambientes Ay, D3, D3 e de alguns
reticulados algébricos bidimensionais pertencentes as familias A, ;1 € A,y 2, construidas

via homomorfismo de Minkowski.
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N
o —

e VamaN )

O H O N

Mmoo TN

NN

N R TR R i VN e T YR Ve Ve N
S <t O b~ D~ — — —

o o » o — 0
N NN/ A N FTO NN AP ;P Edeasm PSS o s D
HOHO, NHO L S oA OO A A O A O A O O HO OO
S O e A N NN~~~
N N+ O
— N 0 N
—_ O —H O N
N N — I~

— O
N——
S o o
0w W O & v v o o oo 0 @ W
N b — N ™ & ™ < D S i~ £~ S — « N

Tabela 14 — Todos os cédigos perfeitos em A, 142, seus respectivos raios de empacotamento
r; e as matrizes associadas A.
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5 Codigos Perfeitos em Reticulados Algébri-

cos Bidimensionais

Neste capitulo analisamos duas familias de reticulados algébricos bidimensionais
construidas no Capitulo 1, estudando os formatos e as respectivas quantidades de codigos

perfeitos em cada uma delas.

Sejam K = Q(v1) e K = Q(v/—I) corpos quadraticos, em que [ > 0 e [ é um
inteiro livre de quadrados. Para —{ =1 (mod 4) e [ = 2 (mod 4), usando os Teoremas
1.9.16, 1.9.17 € 1.9.21, construimos nos Exemplos 1.9.23 e 1.9.24 duas familias de reticulados
algébricos bidimensionais, que denotaremos aqui por A, ;1 e A, 2. Vamos estudar o formato

e a quantidade de raios para os quais existem cddigos perfeitos em cada uma dessas familias.

51 —l=1 (mod 4)

Como vimos no Exemplo 1.9.23, o reticulado A, ;1 possui matriz geradora e de

Gram, respectivamente:

, 10 . (2 1
M“_ﬁ<1/2 ﬂ/z)eG“_<1 (1+1)/2>'

Para facilitar as contas, vamos trabalhar com a base de A, ;1 que possui matriz geradora e

de Gram, respectivamente:

10 2 -1
Miy = ﬁ( —1/2 V1)2 ) © Gia = ( 1 (1+10)/2 > ‘

Note que det(A,;1) = [ e a distdncia minima d ¢ igual V2. Entéo,

V2/2)2 7
Vi 2/l

Observe também que o raio de cobertura Ry

AlAgsr) = ™

— A(Ay1) — 0, quando | — +00.

é igual a ((1 4 1)/81)%2. Entao,

a,l,1

(1+ (A% (1+1)2 (1+ (7/V12)/2)

@ NS (= i)

r < R

(+ D2 (1+ (r/y/12)12)
8 (1 - (n/v12)12)

maior o valor de [, mais chances teremos de encontrar raios grandes para os quais A; 1 < Ag 1

— 400 quando | — +00, quanto

Logo, como

é um codigo perfeito.
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Para essa familia de reticulados, para cada valor de [, considerando os raios
para os quais A;; < Ay 1 ¢ um codigo perfeito, observamos que os poliominos construidos,
que chamaremos aqui de poli-hexagonos devido ao formato da regiao de Voronoi desses
reticulados, possuem alguns formatos especificos. Vamos estudar trés desses formatos, que
denotaremos por “Tipo 17, “Tipo 2” e “Tipo 3”. A seguir, vamos descrever esses formatos

e fornecer alguns resultados sobre cada um deles.

5.1.1 Tipo 1: poli-hexagono de um nivel

—

-_—

Figura 33 — Poli-hexagono do Tipo 1 construido para [ = 43.

Neste formato de ladrilho os poli-hexagonos construidos possuem apenas uma
camada.

A bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;; € R? : (a,0)Gy1(a,0)" <
r? < (I+1)/2 e (a,0) € Z*}, em que Gy, é a matriz de Gram associada a M;; que gera
Aa,l,l'

A restri¢do (a,0)Gp1(a,0)" < (I +1)/2, isto é, que a norma ao quadrado
dos vetores seja estritamente menor do que (1,1)G;1(1,1)" = (I + 1)/2 garante que os

poli-hexagonos construidos tenham apenas uma camada.

Note que se (a,b)M,;; € B,, entao b necessariamente ¢é igual a zero, pois caso

contrario teriamos que

141
(a,0)Gr1(a, )" = 2a* — 2ab+ (%) b?

Se b é par, entao
(a,b)Gp1(a,b)" >
Se b é impar, entao

l l l
(a,0)Gr1(a, )" = —(2k + 1)? = 2k%1 + 2kl + gz2+5> [—] :

DO | =~
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l [+1
Como —l =1 (mod 4), segue que [J = —; Logo, para b # 0, temos que

[+1 .
(a,0)Gp1(a,b)" = e portanto, (a,b)M;1 ¢ B,.
A partir dessa observagao temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.1. Os poli-hexdgonos do Tipo 1 ladrilham o RZ.

Demonstragao. Seja Ay < Agyy1 o reticulado gerado pela matriz IV 1, tal que

N (2p +1)v2 0
U\ (@e—vR)2 Va2 )

em que p = {1,2,...,t}, t = max{a € Z, : (a,0)M;; € B,}, e 1 < ¢ < p. Considere
R = Vi,,, +10,%u,..., tpu}, em que u = (v/2,0). Vamos mostrar que R é um Ay ;-
ladrilho para R

(i) (R n (R + A)) possui medida nula, para todo A € A;1\{0}.

Vamos mostrar que
RA(R+A)cC U [((Va,.h +au) n (Va,,, + Bu+N)]
«,Be{0,+1,...,+p}

Note que

TERN(R+A) = zeRexe(R+A)

= x =1V, ,, +au, para algum a € {0,+1,..., £p}

a,l,1
e
x = Vy,,, + fu+ A, paraalgum § e {0,£1,...,+p}
— da, [ €{0,£1,...,tp} tais que
x e (Vr,,, +ou)n WV, +Fu+)

— *€ U [(Vau + ) 0 (Va,,, + Bu+ A)].

a?ﬁ€{07i17"'7ip}

Agora, vamos provar que, para todo «, f € {0, £1,..., +p} e para A € A;;1\{0}, temos que

(Vagsa +ou) v (Va,,, + fu+ A) tem medida nula.
Observe que Vy,,, + au ¢ a regiao de Voronoi de au, que pertence a Agy;. E
VAwus T Bu+ X é aregidao de Voronoi de Su + A, que também é um elemento de Ag ;.

Entao, temos que V) ,, + au e Vy_,, + fu + X sdo iguais ou a intersecao entre elas tem

a,l,1 a,l,1

medida nula (essas regioes sao disjuntas ou se interceptam nos bordos). Se as regides forem
iguais, teremos que
Vhes Tau =V, +fu+ A= au=yFu+A
=  A=(a-Pu= | =la-bllul =la-BV2<2pV2
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pois a, 5 € {0,+1,...,+p}. Mas isso é um absurdo, pois a distancia minima de A;; é
igual a (2p + 1)v/2. Dessa forma, Vy,,, + au e Vs, + Su + A nio podem ser iguais,
e entao segue que a intersecao entre elas tem medida nula e, consequentemente, que

U [(VAM1 +au) N (Va,,, + fu+ )\)] tem medida nula, uma vez que é a uniao
a766{0’i17“"ip}
finita de conjuntos de medida nula.

Como R n (R + A) é um subconjunto de um conjunto de medida nula, segue
que (R n (R + A)) possui medida nula.

(i) | J R+x =R~

/\EA[J

Como Vy,,, ¢ um A, ;-ladrilho para R?, temos que

U Va, +w) =R (5.1)
U)EAa,l,l
Vamos mostrar que para cada w € Ay, existem A€ Ay e a € {0, £1,..., £p} tais que

w=ou + .

Note que, para cada w € A, 1, existem m,n € Z tais que

w = m(v/2,0) + n(—v2/2,V21/2).

Isto é,
- — (ﬁ(m_n) W)
2 2
Devemos mostrar que existem inteiros k e j e a € {0, +1,..., £k} tais que
2c—1)v2 V21
w = a(v2,0) + k((2p + 1)v/2,0) + j (( ‘ 5 )\f, {) ,
ou seja,

w = (ﬁ(aﬂ%ﬂ)k%j—é),“?).

Aplicando o algoritmo da divisdo, obtemos ¢, g, R, R € Z tais que

en = q2p+1)+Re0<R<2p+1;
m = qg2p+1)+Re0< R<2p+1.

Observe que |R — R| < 2p. Vamos dividir em trés casos: o caso em que |R — R| < p, o caso

em que p< R— R < 2peocasoem que p<R— R <2p.

1° caso: |[R — R| < p.
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Tomando j=n,k=¢—qgea=R— R, temos que k,j,a€Z, —p<a<pe
ﬂ(a+(2p+1)k+c‘—‘;) = V2 E’—R+(2p+1)(§—q)+cn—g)

= V2 R—R—i—(Zp—l—l)(j—(2p+1)q+cn—ﬁ)

(
(
(centm+en—)
(

2
= V2
= V2(m-3)
V20 n2I
2 2

Logo, temos o que queriamos mostrar.

2° caso: p < R — R < 2p.

Tomando j =n, k=¢—qg—1ea=R—R+2p+1, temos que j,k,a € Z.

Vamos mostrar que —p < a < p. Note que

o

a = (R-R)+(2p+1)<—p+(2p+1) =p+ 1. Logo, a < p.

=

a = (R=R)+(2p+1)=—-2p+(2p+1) = 1. Logo, a > 1.

Portanto, 1 < a < p. E, podemos observar também que

\/§(a+(2p+1)k:+cj—‘;) = \/5((}?—]%+2p+1)+(2p+1)(§—q—1)+cn—g>

= v2(@p+ )7+ B (@2 + g+ R)+en— 1)
— \@(m—cn—i-cn—g)

- V(m-3)
2 2

Logo, para este caso também temos o que queriamos mostrar.

3° caso: p < R— R < 2p.

Neste caso, tome j =n, k=¢—q+1ea=R—R—(2p+ 1) e observe que
J, k,a € Z. Vamos mostrar que —p < a < p. Note que

a = (R—R)—2p+1)>p—(2p+1)=—p—1. Logo, a = —p.

a = (R-R)—(2p+1)<2p—(2p+1)=—1. Logo, a < —1.
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Portanto, —p < a < —1. E, podemos observar também que

\/§<Oz+(2p+1)k‘+cj—j

2) _ \/ﬁ(R—R—Qp—1+(2p+1)(§—Q+1)+C”_g>

_ x@((2p+1)§+R—((2p+1)q+3)+m—g)
— \/§(m—cn+cn—g)
- an-3)

Jv2l n/2l

2 2

Logo, temos o que queriamos mostrar e, portanto, para cada w € A, 1, existem A € Aj;

e o € {0,£1,..., 1k} tais que w = au + A. Assim, pela Equacao (5.1), segue que
U (R + A) = R? e portanto, R é um A;;-ladrilho para R?. O

XeA;

Teorema 5.1.2. Para cada | € N tal que —l = 1 (mod 4), o nidmero de raios para os

quais temos codigos perfeitos do Tipo 1 em Ngyy € igual a |V1—3/2].

Demonstragio. A bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;; € R? : (a,0)Gy1(a,0)T <
r? < (1+1)/2 e (a,0) € Z*}. Assim, note que

1 1 —
2a2<r2<l—;:>a2<lz—1:>a2<l:>|a|<

3
5.2

1 5 (5.2)
Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 < a < (VI — 3)/2, que é igual a quantidade de
inteiros no intervalo 0 < a < [(vI — 3)/2], fornece o niimero de raios para os quais temos
codigos perfeitos do Tipo 1, que é igual a [(vVI —3)/2] —0—1 = [(vI — 3)/2|. Portanto,
temos que para cada [ € N tal que —l = 1 (mod 4) existem |(vI — 3)/2| raios para os

quais A;; < Agyq € um codigo perfeito do Tipo 1. O

A partir do Teorema 5.1.2, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 5.1.3. Para —l =1 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais temos
codigos perfeitos do Tipo 1. Se | — oo, entdo m — o0, isto €, quanto maior o valor de [,

mais raios teremos para 0s quais Nq ;1 € um codigo perfeito.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.2, temos que m = |(vI — 3)/2|. Entéao, se | — o0, segue

que m — 0. 0

Com isso, podemos concluir que para todo [ > 3 tal que —l = 1 (mod 4),
sempre encontraremos raios para os quais A, ;1 ¢ um cédigo perfeito do Tipo 1, e quanto

maior o valor de [, mais codigos perfeitos desse tipo teremos.
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J

Figura 34 — Poli-hexagonos do Tipo 2 construidos para [ = 43.

5.1.2 Tipo 2: poli-hexagono de trés niveis

Nesse formato de ladrilho os poli-hexagonos possuem trés camadas, sendo a

camada central sempre maior que as camadas laterais.

A bola B, do Tipo 2 é composta por todos os vetores (a, )M 1, (—a, 1)Ml 1,
(b,0)M; 1, (—=b,0)M;; € R? tais que (b,0)Gy1(b,0)" < 1r? < 21, (=b,0)G1(=b,0)" <7? <
21, (a,1)Gp1(a, )" <7r* <2l e (—a,1)G1(—a,1)" <r? < 2I, em que Gy é a matriz de
Gram de Aall Definimos entdo a bola do Tipo 2 como B, = {uM;; e R*: (1+1)/2 <
uGpu’ <r* <2leuweZ’, em queu = (a,1),(—a,1),(b,0) ou (—=b,0)}. Por simetria
da bola, vamos considerar apenas os casos em que a,b > 0, isto é, trabalharemos com os
vetores da bola do tipo (a,1)M;; ou (b,0)M, ;.

A restricio (I 4+ 1)/2 < r? garante a existéncia de vetores do tipo (a, 1)M;; em
B,, excluindo a possibilidade do poli-hexdgono ser do Tipo 1. J4 a restricio r? < 21, isto
é, que a norma ao quadrado dos vetores seja estritamente menor do que (1,2)G1(1,2)7,
garante que os poli-hexdgonos gerados tenham no méximo trés camadas. Essas duas

restrigoes fornecem todos os poli-hexagonos com exatamente trés camadas.

Apés definirmos os poli-hexagonos do Tipo 2 é natural nos questionarmos se
de fato eles ladrilham o R?. Para provarmos esse resultado, vamos primeiramente mostrar
um teorema auxiliar, em que vamos provar que reticulados bidimensionais nao ortogonais
mais gerais que os pertencentes a familia que estamos trabalhando sempre possuem um

sub-reticulado perfeito. Com isso, o resultado esperado saird como corolério.
: : . . L0
Sejam A; e Ay reticulados, tais que Ay < A;. Sejam M; =

~1/2 &
eM2=(a+@+1/2 k
283 _ok
que o, € N, 1 < 8 < a e k > +/3/2. Considere também Ry = V5, + T, em que
T = {0,+ ,tau, v, £(v + u),..., (v + fu), (v —u),..., (v — (8 — Du)},
=(1,0)ev—( 1/2,k).

) matrizes geradoras para A; e As, respectivamente, em
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A partir desses dados, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.4. Ry é um Ay-ladrilho para R2.

Demonstracao. Note que

Rl M (Rl + A) [ U [(tl + VAl) M (t2 + VAI + A)]
t1,t2€T
Observe que t1 + V), ¢ a regiao de Voronoi de 1 e to + V5, + A € a regiao de
Voronoi de t5 + A. Entao, segue que as duas regioes sdao iguais ou se interceptam apenas

em seus bordos.

Set;+Vy, =ta+ V), + A entdo ty = ta+ A, isto é, to —t; € Ay. Para to — ¢4
pertencer a Ay, devem existir wy, wy € Z tais que ta —ty = (wi(a+ 8+ 1/2) + 2Bws, kw; —
2kw,). Observe que,

e Parat; =au ety =bu,em quea,be {0,£1,...,+a}, temos que t3—t; = (b—a,0).
Entao para to — t; pertencer a Ay, wy = 2ws € wy = (b —a)/(2a + 46 + 1). Como
a,be {0, £1,...,+a}, b—a < 2a < 2a+45+1. Logo, wy # 7Z e portanto, ta—t; ¢ As.

e Para t; = au e ty = bv + du, em que a € {0,£1,...,+a},b € {—1,1} e d €
{0,£1,...,£08}, temos que to — t; = (d — a — b/2,bk). Neste caso, para ta — t;
pertencer a Ag, wy = 2wy +be wy = (d—a— (a+ [+ 1)b)/(2a + 48 + 1). Para
b=1temosqued—a—(a+p+1b<f+a—(a+f+1)=-1<2a+45+1.E
para b = —1, temos que d —a — (o + S+ 1)b < 20 + 2+ 1 < 2a + 48 + 1. Logo,
we # 7 e portanto, to — ty & As.

e Para t; = av + bu e ty = cv + du, em que a,c € {—1,1} b,d € {0,%1,..., 15},
temos que ta —t; = (d — b —¢/2 + a/2,(c — a)k). Para ts — t; pertencer a Ay,
w; =2wy+c—aew = ((a+p+1)(a—c)+d—0)/(2a + 45 + 1). Note que
b,de{0,£1,...,£5}, entdo d — b < 2/3. Observe também que a,c € {—1, 1}, entdo
a—c<2 Assim, (a+ 8+ 1)(a—c)+d—b<(a+B+1)2+20 =24+ 2a+45, que
nao é multiplo de 2ae + 45 + 1. Logo, wy # Z e concluimos que t3 — t1 ¢ As.

Portanto, em todos os casos to — t; ¢ Ay, e sendo assim, nao existe A € Ay tal que
t1 = ta + A Assim, 1 + Vy, e t2 + V), + A ndo sdo iguais, o que nos leva a concluir que
essas regioes se interceptam apenas em seus bordos. Logo, R1 n (R + A) tem medida nula,
uma vez que é um subconjunto de uma uniao finita de conjuntos de medida nula. Com

isso, mostramos que as regides sao disjuntas. Agora vamos mostrar que elas cobrem o R

Observe que #7T =1+ 2a + 4. Consideramos o grupo abeliano G = A;/As.
Note que #G = det(Ay)?/det(A1)Y? = k(1 + 20+ 46)/k = 1 + 2+ 4. Ou seja, existem
1+ 2a 4+ 45 pontos de A; em uma regiao fundamental de Ay. Entao #7 = #G.
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Como verificamos anteriormente, t; — to ¢ Ay, Vi1, to € T, em que t; # to.
Entao t; + Ay # ty + Ay, para ty,ty € T distintos. Assim, elementos distintos de T
representam classes distintas de G = A;/Ay. E, como #7T = #G, segue que T é um sistema,

completo de residuos médulo As. Seja ¢ o homomorfismo natural

gbi Al —>g
Al i—>>\71

E facil ver que ¢ é sobrejetor e que N(¢) = Ay. Como T é um sistema completo
de residuos médulo Ay segue que ¢(7T) = G. Entdo, #6(T) = #G = #T. Logo, pelo
Teorema 2.0.16, 7 é um As-ladrilho para A; e, pelo Lema 2.0.7, temos que Ry = Va, + T
é um As-ladrilho para R?. n

Observacao 5.1.5. No Teorema 5.1.4 consideramos o reticulado ambiente Ay gerado pela
1 0

~1/2 k
seja igual a 1 e um vetor de norma minima do reticulado seja o vetor (1,0). Entdo, a

matriz M, = ( >, em que k = \/§/2 Queremos que a norma minima de Aq

norma do vetor (—1/2, k) deve ser maior ou igual a 1. Mas, observe que primeira entrada
da sequnda linha da matriz geradora de Ay nao precisa necessariamente ser igual a —1/2.
Na verdade, podemos escolher qualquer valor p tal que —1/2 < p < 1/2 que o resultado
ainda seria valido. O que devemos fazer sdo ajustes no valor de k dependendo de qual p

vamos tomar, uma vez que |[(p, k)| = 1, isto é, k* =1 —p?, em que —1/2 < p < 1/2.

A partir do Teorema 5.1.4, temos o seguinte corolario:

Corolario 5.1.6. Os poli-hexdgonos do Tipo 2 ladrilham o R?.

V2(a+ B+ 1/2) V21/2
2v2f3 —V2I

uma matriz geradora para A;;, em que 1 < § < . Considere também R = V,,,, + T, em
que T = {0, *+u,...,taou,tv, (v +u),...,+(v+ fu), £(v—u),...,£(v — (f — 1)u)},
u=(v2,0) e v = (—v/2/2,V/21/2). Pelo Teorema 5.1.4, segue que R é um A, ;-ladrilho
para R?. O

Demonstragdo. Sejam Ay < A, q um reticulado e NV ; =

Como vimos no Teorema 5.1.4 e no Coroléario 5.1.6, na construgao dos poli-
hexagonos do Tipo 2 encontramos inteiros positivos «a, 3, em que 1 < 8 < a. A relacao
entre «, § e o poli-hexagono do Tipo 2 ¢é vista no poli-hexdgono em si: a camada central
do poli-hexagono possui 2a + 1 hexdgonos nao-regulares, enquanto as camadas laterais

possuem 2 hexagonos nao-regulares. Uma ilustracao pode ser vista no Exemplo 5.1.7.

Exemplo 5.1.7. Sejam v2A; e V2Ay reticulados, em que Ay e Ay sdo gerados pelas
matrizes My e My definidas anteriormente. Considere k = v/67/2. Na Figura 35 temos

um poli-hexdgono gerado pela regidgo R .
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Figura 35 — Poli-hexagono do Tipo 2 para [ = 67.

Observe que aqui o =5 e = 3.

Observagao 5.1.8. Pelo Teorema 5.1.4 temos que para todo par (o, ) que satisfaz
1 < B < a, obtemos a regido R que ladrilha o R?, mas nem todo par (o, 3) que satisfaz a

condi¢ao estabelecida gera uwm poli-hexdgono do Tipo 2.

Exemplo 5.1.9. Para | = 15, os pares (a,3) que sao poli-hexdgonos do Tipo 2 sdo
(2,1),(2,2),(3,2) e (3,3), como podemos conferir na Figura 56.

[0 A N
T LI bt A
UL ‘HLHZU” *HJJ 1] |

Figura 36 — Poli-hexagonos do Tipo 2 construidos para [ = 15.

Teorema 5.1.10. Para cada l € N tal que —l =1 (mod 4) temos que o nimero de raios
para 0s quais Njg < N1 € um codigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por
um vetor do tipo (a,1)My; € igual a [(1++/31)/2], se 3l ndo é um quadrado perfeito, e
(14 +/31)/2 — 1, caso contrdrio.

Demonstragdo. Como (a,1)Gy1(a, 1) < 21, temos que
(a,1)Gia(a. )" <2 = 20° =20+ — = < 2 —> 40’ —4a+1 - 31 <.

Entdo, segue que a € ((1—+/31)/2, (1++/31)/2). Como a € Z,, a € (0, (1++/31)/2). Assim,
para encontrar o numero de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em que
o raio da bola ¢ dado por um vetor do tipo (a, 1)M;, basta encontrar a quantidade de
niimeros inteiros no intervalo (0, (1 4+ v/31)/2). Vamos analisar aqui dois casos: o caso em

que 3/ ¢ um quadrado perfeito e o caso contrario.
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Se 31 é um quadrado perfeito, entao (0, (1++/31)/2) = (0, (1 + p)/2), em que p
¢ um nimero impar, pois 3/ é impar, uma vez que —l = 1 (mod 4). Entao, nosso intervalo
possui bordos inteiros, o que nos leva a concluir que a quantidade de niimeros inteiros em
(0, (1 ++/31)/2) é igual a (1 ++/31)/2—0—1 = (1++/31)/2 — 1. Logo, o nimero de raios
para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um
vetor do tipo (a,1)M;; quando 3] é um quadrado perfeito é igual a (1 + v/30)/2 — 1.

Se 3l ndo ¢ um quadrado perfeito, a quantidade de ntmeros inteiros em
(0, (1 + v/30)/2) é igual a quantidade de nimeros inteiros em (0,[(1 + v/30)/2]), que
é[(1+30)/2] —0—1=[(1++30)/2] —1 = | (1 + V31)/2], sendo esse também o niimero
de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por

um vetor do tipo (a,1)M;; quando 3] ndo é um quadrado perfeito. ]

Corolario 5.1.11. Seja m o nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do
Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1)M;,. Se | — o0, entdo

m —— 00.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.10, temos que m = [(1 4+ v/31)/2], se V3l ndo é um
quadrado perfeito, e m = (1 4+ v/31)/2 — 1 caso contrario. Logo, em ambos os casos, se

[ — o0, segue diretamente que m — oo. O

Teorema 5.1.12. Para cada l € N tal que —l =1 (mod 4) temos que o nimero de raios
para 0s quais Ny < N1 € um cédigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por
um vetor do tipo (b,0)My € igual a |[V1] — | (V1 — 3)/2).

Demonstragio. Temos que b > (VI — 3)/2, pois caso contrario, (b,0)M;; geraria um poli-
hexdgono do Tipo 1. Por outro lado, (b,0)G;1(b,0)" < 2I, pois caso contrario (b,0)M;,

nao geraria um poli-hexdgono do Tipo 2. Entao,
(b,0)G11(b,0)T < 21 = 2* < 21 —> |b| < V1.

Logo,

\/12_73<b<\/l=>be(\/l2_73,\/l).

Assim, temos que a quantidade de niimeros inteiros no intervalo ((v/I — 3)/2, V1) nos dé
a quantidade de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da
bola é dado por um vetor do tipo (b,0)M, ;. E contar quantos inteiros existem no intervalo
(V1 —3)/2,4/1) é a mesma coisa que contar os inteiros no intervalo (|[(vI — 3)/2[, [V1]),
que é igual a [VI] — [(v1 = 3)/2] =1 = [VI] — | (VI — 3)/2]. Logo, o ntimero de inteiros no
intervalo ((vI — 3)/2, V1), que é o nimero de raios para os quais temos c6digos perfeitos

do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (b,0)M;; ¢é igual a

Vi = L(VI=3)/2]. 0
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Corolario 5.1.13. Seja m o nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do
Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (b,0)M,;. Se | —> o0, entao

m — 0.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.12, temos que m = |V1|—|(+/I — 3)/2|. Logo, se | —> oo,

segue diretamente que m — 0. Il

Observacao 5.1.14. Em alguns casos, temos que uma bola do Tipo 2 em que o raio
¢ dado por um vetor do tipo (a,1)M;; pode gerar o mesmo poli-hexdgono de uma bola

do Tipo 2 em que o raio € dado por uwm vetor do tipo (b,0)M,; ;. Isso acontece quando

(a, 1)Gyi(a, )T = (b,0)G11(b,0)T, isto é, quando |b| = (V4a2 — 4a + 1+ 1)/2.

Exemplo 5.1.15. Paral =3, a bola do Tipo 2 em que o raio é dado pelo vetor (1,1)M;
gera o mesmo poli-hexdgono do que a bola do Tipo 2 em que o raio é dado pelo vetor

(1,0)M, 1. Na Figura 37 temos uma ilustracao do poli-hexdgono gerado por essas bolas.

N

A

Figura 37 — Poli-hexdgono gerado pelas bolas do Tipo 2 em que o raio é dado pelos vetores
(1,1)M; ;1 e (1,0)M; 1, para | = 3.

A condicao para haver bolas do Tipo 2 em que o raio é dado por um vetor do
tipo (a,1)M;; e por um do tipo (b,0)M;; dada na Observacao 5.1.14 sempre ¢ satisfeita
para a,b € N. Mas, como temos restrigdes para a ¢ b de modo que (a, 1)M;; e (b,0)M,;
fornecam raios que gerem poli-hexagonos do Tipo 2, segue que nem sempre a intersecao

estard dentro do nosso conjunto, como podemos conferir no Exemplo 5.1.16.

Exemplo 5.1.16. Para | =19, temos que

Vaa? —da+1+1 V4a? — 4a + 20
— 5 = |b] = 5 - (5.3)

o]

A dnica solugdo inteira positiva da equagao (5.3) é a = b = 5. Logo, temos que o poli-
hexdgono do Tipo 2 em que o raio é dado pelo vetor (5,1)M;; é o mesmo poli-hexdgono do
Tipo 2 em que o raio é dado pelo vetor (5,0)M;,. Mas, paral =19, 0 < a < [(1++/57)/2],
isto ¢, 0 < a < 4. Entdo, o vetor (5,1)M; 1 ¢ B,, e portanto, ndio temos intersecio nesse

caso.
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A partir do Corolario 5.1.13, chegamos ao seguinte resultado:

Corolario 5.1.17. Seja m o numero de raios para os quais temos codigos perfeitos do
Tipo 2. Se | —> o0, entdo m —> o0, ou seja, quanto maior o valor de l, mais codigos

perfeitos do Tipo 2 teremos.

Demonstragcio. Note que o nimero m de codigos perfeitos do Tipo 2 é maior do que a
quantidade de codigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do

tipo (b,0)M; ;. Logo, é imediato ver que m — 0o, quando [ — co. O

Podemos concluir que para todo [ € N tal que = = 1 (mod 4), sempre
encontraremos raios para os quais A;; < A, ;1 ¢ um codigo perfeito do Tipo 2. Além disso,
a quantidade de perfeitos aumenta proporcionalmente a [. Com isso, levando em conta
também a quantidade de codigos perfeitos do Tipo 1 que podemos encontrar para cada [
e considerando v o nimero de cédigos perfeitos construidos a partir de poli-hexdgonos
do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1)M;; e (b,0)M,,
concluimos que a quantidade de raios para os quais A;; < A,y € um cédigo perfeito
é, pelo menos, igual a (1 + @)/2 -1+ [\/lj — 7, se 3l ndo é um quadrado perfeito, e

|(1 4+ V/30)/2] + | V1] — 7 caso contrario.

5.1.3 Tipo 3: poli-hexdgono de cinco niveis

Nesse formato de ladrilho encontramos apenas os ladrilhos com cinco camadas,

sendo a camada central sempre maior que as demais.

iyl

Figura 38 — Poli-hexagonos do Tipo 3 construidos para [ = 95.

A bola B, do Tipo 3 é composta por todos os vetores (a, 2)M; 1, (—a,2)M, 4,
(b, )M 1, (=b, 1) M1, (c,0)M;; e (—c,0)M;; pertencentes a R? tais que r* < (1+91)/2, em
que (a,2)Gy1(a,2)" <r? (—=a,2)Gr1(—a,2)" <72 (b, 1)Ga(b, )T <7, (=b,1)Gy1(—b, 1)
< 7%, (c,0)G (e, 0)" <r? e (—c, 0)Gr1(—c, 0" <r? e G ¢ a matriz de Gram de Ay .
Podemos escrever a bola do Tipo 3 como B, = {uM;, € R? : 2] < uGl,luT <r? <
(14+90)/2 e ueZ? em que u = (a,2),(—a,?2),(b,1),(=b,1),(c,0) ou (—c,0)}.
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A restricao 21 < r? exclui a possibilidade do poli-hexdgono ter menos do que
cinco camadas. J4 a restricdo r? < (1 + 91)/2 garante que os poli-hexdgonos construidos
tenham até cinco camadas. Essas duas restri¢goes fornecem todos os poli-hexagonos com

exatamente cinco camadas.

Diferente do que ocorre nos poli-hexdgonos dos tipos 1 e 2, um poli-hexdgono
do Tipo 3 nem sempre ladrilha o R?, isto ¢, existem poli-hexdgonos do Tipo 3 tais que B,
nio ladrilha o R? para todo raio . Podemos dizer que para esse tipo de ladrilho a anélise
¢ mais individual, em que o formato de cada poli-hexagono do Tipo 3, principalmente
a quantidade de hexdgonos nao-regulares encontrados nas camadas das laterias do poli-

hexagono, interfere no resultado.

Exemplo 5.1.18. Para | = 39, seja o poli-hexdgono do Tipo 3 em que o raio da bola é

dado pelo vetor (1,2)M, 1. Uma ilustrag¢ao pode ser vista na Figura 39.

Figura 39 — Poli-hexagono do Tipo 3 construido para [ = 39.

Esse poli-hexdgono ndo ladrilha o R%. Na Figura /0 podemos observar trés

tentativas de ladrilhamento para o R?* usando quatro desses poli-hexdgonos.

Figura 40 — Unido de 4 poli-hexdgonos do Tipo 3 construidos para [ = 39.
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Geometricamente, podemos ver que esse poli-hexdgono ndo ladrilha o R?. Ob-
serve que a camada central possui trés hexdgonos a mais que as camadas do meio (camadas
diferentes da central e das laterais). Assim, o espago deizado para “encairar” os ou-
tros poli-hexdagonos nas laterais é de um hexdagono ndo-reqular e meio. Para que esse
poli-hexdgono ladrilhasse perfeitamente o R?, as camadas das laterais deveriam ter trés

hexdagonos ndao-requlares, e nao apenas um, como € o caso.

Como vimos no Exemplo 5.1.18, para alguns valores de [, o poli-hexdgono do
Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor (1,2)M;; nao ladrilha o R2. Mas para
outros valores de [, esse mesmo poli-hexagono ladrilha o espaco, como podemos conferir

no Exemplo 5.1.19.

Exemplo 5.1.19. Para | = 47, seja Ay < Ny 1 o0 reticulado gerado pela matriz Niy =

13v/2 0
13v2/2  3v/2V/47/2

6u), +(2v + u)} e a regiGo R = V)

. Sejam o conjunto T = {0, tu, ..., £6u, £(v—>5u),...,+(v+

+ T . Note que

a,l,1

RaR+A) e [ [(#1+Va,,) 0 (2 +Va,,, + A

t1,t2€T

Observamos que t1 + Vy ¢ a regiao de Voronoi de ty e ta + Vy,,, + A € a regiao de

a,l,1
Voronoi de ta + X. Entdo, as duas regioes sao iguais ou se interceptam apenas em Seus

bordos.

Se t1+VAa’171 = t2+VAa,l,1+A7 entao tl = tz—f-A, 1sto é, tl—tz € Al,l' Para tl_t2
pertencer a Ay, devem existir a,b e 7 tais que t; — ty = (13v/2a + 13bv/2/2, 3bv/20/47/2).

e Para t; = au ety = fu, em que a,f € {0,£1,..., 16}, temos que t; — ty =
(vV2(ac — B3),0). Entdo para ty —ty pertencer a Ajy, b=0 e a = (a— £)/13. Como
a,be {0,+1,...,46}, a—b <12 < 13. Logo, b # Z e portanto, t1 —ta & \;;.

e Parat; = au ety = fv +yu, em que a,y € {0,+1,...,+6}, 8 € {—1,1}, temos
que t; —ty = (V2(a — v + 3/2),V2V475/2). Neste caso, para t; — ty pertencer a
N1, b= pB/3. Como B ={—1,1}, b # Z e portanto, t; —ta ¢ \;;.

e Para t; = au ety = y(2v + u), em que v € {—1,1} a € {0,£1,..., 16}, temos
que ty — ty = (\@a, —\@\/477). Para t1 — ty pertencer a Ajy, b= —2v/3 e, como
ve{-1,1}, b # Z. Logo, t; —ta & N\ ;.

e Parat); =av+ fu ety =~yv+du, em que o,y {—1,1} e 5,6 € {0, £1, ..., 6},
temos que ty —ty = (V2((a — ) /2 + B —8), (a — Y)V2V4T). Para ty — ty pertencer
a1, b=(a—7)/3 e comoa—~ye{0,£1,£2}, b+#Z. Logo, t; —ta & \;;.
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e Paraty =av+ fu ety =v2v +u), em que a,ye {—1,1} e € {0, £1,...,£6},
temos que ty —ty = (V2(—a/2 + B),V2v47(a/2 — 7)). Para t; — ty pertencer a
A1, b= (a—2v)/3 ea=(—8a/3+ 13v/3 + 5)/13. Nestas condigoes, para a,b € Z,
temos que a = —1,y=1lef=6oua=1,7y=-1lef=—-6. Paraa=—-1,7y=1
e B =6, teriamos que t; = —v + 6u, que nao pertence a T, e para o = 1,7 = —1
e b =—06, t; = v — 6u, que também nao pertence a T . Logo, a e b nao podem ser

inteiros, e portanto, t1 —ta ¢ Ay;.

e Parat; = a(2v+u) ety = f(2v +u), em que a, B € {—1,1}, com a # [3, pois caso
contrdrio, t; = ta, temos que t; —ts = (0, (v — 6)\@\/ 47). Para t; — to pertencer a
A1, b= (2a—205)/3 e, como 2ac — 25 € {—4,4}, b # Z. Logo, t1 —ta ¢ Nyy.

Portanto, em todos os casos to —t1 ¢ A1, e sendo assim, nao exviste A € Ay
tal que t1 = to + X. Assim, t1 + Vi

bordos. Entao, R N (R + A) tem medida nula, uma vez que é um subconjunto de uma unido

win €t2+Va,, + A seinterceptam apenas em seus

finita de conjuntos de medida nula.

Consideramos o grupo abeliano G = AN, ;1/Mi 1. Note que #G = #T = 39.
Como wverificamos anteriormente, t1 — ty ¢ Nj1,Vt1,t2 € T, em que t; # ta. Entdo
ti+ A1 # ta+ N, paraty, ta € T distintos. Assim, elementos distintos de T representam
classes distintas de G = Nj1/Aai1- E, como #T = #G, seque que T é um sistema completo

de residuos modulo A;,. Seja ¢ o homomorfismo natural

¢ : Aa,l,l — G

Aa,l,l > )‘a,l,1~

E ficil ver que ¢ é sobrejetor e que N(¢p) = A1 Como T é um sistema
completo de residuos mddulo Ny seque que ¢(T) = G. Entao, #¢(T) = #G = #T.
Logo, pelo Teorema 2.0.16, T é um A;;-ladrilho para A, ;1 e, pelo Lema 2.0.7, temos que
R =Va,,, +T éum Ay;-ladrilho para R2.

a,l,1

Pelos Exemplos 5.1.18 e 5.1.19, observamos que os poli-hexagonos do Tipo 3
em que o raio da bola é igual a 2] podem ou nao ladrilhar o R?. Dentre os que ladrilham,
notamos que eles possuem um formato caracteristico: a camada central possui um hexagono
nao-regular a mais que as camadas do meio, fazendo com que ela possua meio hexdgono nao
regular de cada lado a mais que as camadas do meio. Assim, geometricamente conseguimos
facilmente enxergar um ladrilhamento perfeito do R?, como vimos na Figura 41. Em
meio aos nossos testes computacionais, observamos que os valores de [ para os quais os
poli-hexdgonos do Tipo 3 em que o raio da bola é igual a 2[ ladrilham o R?, isto é, que

possuem esse formato caracteristico, sao todos os congruentes a —1 (mod 4) até o 35, os
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Figura 41 — Uniao de 4 poli-hexagonos do Tipo 3 construidos para [ = 47.

do tipo 43 + 16k, k € {0, 1,2}, 47 + 16p,p € {0, 1,2} e 0 99. Com isso, observamos o quao

individuais sao as analises dos poli-hexagonos do Tipo 3.

Diferentemente do que obtivemos nos demais tipos, para esse formato especifico
de poli-hexdgono nao é possivel afirmar que para todo [ € N tal que — = 1 (mod 4)
sempre encontraremos raios para os quais existem cdédigos perfeitos em A, 1, mas podemos
observar que para alguns valores de [ encontramos codigos perfeitos. Com o aumento das
camadas, ou seja, estudando outros tipos de poli-hexagonos, acreditamos que encontraremos
um numero cada vez maior de poli-hexdgonos que nédo irao ladrilhar o espaco. Além disso,
quanto maior o numero de camadas, mais dificil serd para provarmos algebricamente
que de fato os poli-hexdgonos ladrilham o R?. Na Secao 4.2.4 do Capitulo 4, usando um
algoritmo, listamos todos os cédigos perfeitos em A, ;; e seus raios de empacotamento
para l = 3,7,11 e 15. A partir dos raios listados, observamos que existem poli-hexagonos

com mais do que 5 camadas que ladrilham o espaco.

52 [ =2 (mod 4)

Como vimos no Exemplo 1.9.24, o reticulado A, ;2 possui matriz geradora e

matriz de Gram, respectivamente,

1o 2 0
Mz = Gio = .
" (xﬁ—xﬁ)e v (0 21)

Note que det(A,;2) = 4l e a distdncia minima d ¢ igual 2. Entao, temos que

m(2/2)? _ 7
2¢/1 24/1

A(ANau2) = = A(Ay12) — 0, quando | —> +c0.
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Observe também que o raio de cobertura Ry, ,, ¢ igual a v/2] +1/2 . Entdo,

(L+(AMHY") V20 +1(1+ (x/v12)'?)

A2 (1 _ (An)l/n) 2 (1 _ (W/\/ﬁ)1/2)’

VATFT (1 + (r/v/12)12)
2 (1-(7/V12)1?2)

maior o valor de [, mais chances teremos de encontrar raios grandes para os quais existem

r <

Logo, como

— +00 quando [ — 400, quanto

codigos perfeitos em A, ;9.

Para essa familia de reticulados, para cada valor de [, considerando os raios
para os quais Ajo © A, 0 ¢ um coédigo perfeito, também observamos que os poliominos
construidos, que chamaremos aqui de poli-retangulos devido ao formato da regiao de
Voronoi desses reticulados, possuem alguns formatos especificos, e estudaremos trés desses
formatos, que denotaremos por “Tipo 17, “Tipo 2”7 e “Tipo 3”. A seguir, vamos descrever

esses formatos e fornecer alguns resultados sobre cada um deles.

5.2.1 Tipo 1: poli-retangulo de um nivel

Figura 42 — Poli-retangulo do Tipo 1 construido para [ = 18.

Neste formato de ladrilho os poli-retangulos construidos possuem apenas uma

camada.
A bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;5 € R? : (a,0)G;2(a,0)" <
r? <2l e (a,0) € Z*}, em que G2 ¢ a matriz de Gram de A, ;2 associada a M.

A restricio (a, 0)Gy2(a,0)" < 21, isto é, que a norma ao quadrado dos vetores
seja estritamente maior do que (0, 1)Gy2(0,1) = 21, garante que ndo apareca mais do que
uma camada no nosso poli-retangulo.

Se (a,b) M5 € B,, entdo b = 0, pois caso contrério terfamos que (a, b)G)2(a, b)” =
20 + 21b* > 21, isto ¢, (a,b) M5 ¢ B,.

Teorema 5.2.1. Os poli-retingulos do Tipo 1 ladrilham o R2.

k k
Demonstragao. Seja Ajo < Ay 2 o reticulado gerado pela matriz N, = ( ) ,

Vi =Vl

emquek=2p+lepe{l,2,..., [\/ij} Considere também R =V, + T, em que Vy,,,
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é a regido de Voronoi de Ay, T = {0, +u,..., +pu} e u = (1,1). Vamos mostrar que R

é um A;,-ladrilho para R?. Observe que

RaR+A) e [ [(#1+Va,,) 0 (2 +Va,,, + A
t1,t2€T
Note que t1 + Vi, ,, ¢ a regiao de Voronoi de £y, e t3 + Vi, ,, + A ¢ a regiao de Voronoi

de t2 + A. Entao essas regides sao iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Sety+Va,,, = ta+Va, .
ety = ((1,1), com a, 5 € {0,%1,...,£p} distintos, temos que (o — 5)(1,1) € A;». Entao,
devem existir a,b € Z tais que a(k, k) + b(V1,—V1) = (a — B)(1,1). Mas a igualdade s6
é valida para b = 0 e a = (a — 8)/k. Como a — 5 < 2p < k, segue que a ¢ 7 e entao
t1 —ta ¢ Ao Logo, £ + Vi, ,, eta + Vy

portanto R n (R + A) tem medida nula, por ser um subconjunto de uma unido finita de

+ A, segue que t; —ta € A9, isto é, para t; = a(1, 1)

.12 T A se interceptam apenas em seus bordos e

conjuntos de medida nula.

Observe que #7 = 2p + 1 = k. Consideramos o grupo abeliano G = A, 2/A; 5.
Note que #G = det(Ay2)"?/ det(Agy2)"? = (41k2/41)? = k. Entao #T = #G.

Como provamos anteriormente, t; — to ¢ Al72,Vt1,t2 € T, em que t; # ts.
Entao t; + Ajo # t2 + Aj2, para tq,t2 € 7 distintos. Assim, elementos distintos de T
representam classes distintas do grupo G. E, como #7T = #G, segue que T é um sistema

completo de residuos médulo A;5. Seja ¢ o homomorfismo natural

Cbi Aa,l,Z — G

Aa,l,2 > )‘a,l,2~

E fcil ver que ¢ é sobrejetor e que N () = Njo. Como T é um sistema
completo de residuos médulo A;5 segue que ¢(7) = G. Entao, #¢(T) = #G = #T.
Logo, pelo Teorema 2.0.16, 7 é um A; o-ladrilho para A, ;2 e, pelo Lema 2.0.7, temos que
R =WVa,,, + T éum A -ladrilho para R2. O

a,l,2

Teorema 5.2.2. Para cada l € N tal que | =2 (mod 4), o nimero de raios para os quais

Nio © Agy2 € um codigo perfeito do Tipo 1 € igual a [\/ZJ

Demonstragio. Temos que a bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;, € R* :
(a,0)G2(a,0)" < r* < 2l e (a,0) € Z*}. Entao

(a,0)G2(a,0) < 2l = 2a? < 2l = |a| < V1.

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 < a < V1 fornece o nimero de raios para os
quais temos coédigos perfeitos do Tipo 1 em A, ;2. Entao, temos que para cada [ € N tal
que [ =2 (mod 4) existem |V/I| raios para os quais Ajs © Agye é um codigo perfeito do
Tipo 1. ]
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Corolario 5.2.3. Seja m o nimero de raios para os quais Nj2  Ng g2 € um codigo perfeito

do Tipo 1. Se | —> oo, entao m — 0.
Demonstracao. Pelo Teorema 5.2.2, m = [\/lj Entao, se | — o0, segue que m — co. [J

Podemos entao concluir que para todo [ € N tal que [ = 2 (mod 4) sempre
encontraremos raios para os quais ;2 € A, ;9 ¢ um cédigo perfeito do Tipo 1 e, quanto

maior o valor de [, mais codigos perfeitos desse tipo teremos.

5.2.2 Tipo 2: poli-retangulo de trés niveis

Figura 43 — Poli-retangulo do Tipo 2 construidos para [ = 10.

Neste formato de ladrilho os poli-retangulos possuem trés camadas, sendo a

camada central maior ou igual do que as camadas laterais.

A bola B, do Tipo 2 é composta por todos os vetores (a, 1)M; 5, (—a, 1) M,
(b,0) M, (—b, 0) M, 5 € R? tais que (a,1)Gia(a, 1)T <72 < 21, (—a,1)Ga(—a, 1)’ <r? <
21, (b,0)G12(b,0)" < r? < 2l e (=b,0)G12(=b,0)" < r? < 2. Definimos entdo a bola
do Tipo 2 como B, = {uM,, € R?: 2] < UG17QUT <1’ <8lewuelZ? emque u =
(a,1),(=a,1),(b,0) ou (—b,0)}. Por simetria da bola, vamos considerar apenas os casos em

que a,b > 0, isto ¢, trabalharemos com os vetores da bola do tipo (a, 1)M; 5 ou (b, 0)M, .

A restriio 21 < r? garante a existéncia de vetores do tipo (a,1)M, em B,,
excluindo a possibilidade do poli-retdngulo ser do Tipo 1. A restricio r? < 8, isto é, que a
norma ao quadrado dos vetores seja estritamente menor do que (0,2)G;2(0,2)", garante
que os poli-retangulos encontrados tenham no méximo trés camadas. Com essas duas

restricoes, obtemos todos os poli-retangulos com exatamente trés camadas.

Da mesma forma que fizemos para os poli-hexdgonos do Tipo 2 no caso em
que — = 1 (mod 4), vamos provar um resultado mais geral sobre ladrilhamentos de
poli-retangulos de trés camadas e assim concluir que os poli-retangulos do tipo 2 ladrilham
o R%.
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1 1
Sejam A; e A, reticulados, tais que Ay < A;. Sejam M; = ( v g ) e My =
a+pf+1—-k a+8+1+E
< b b matrizes geradoras para A; e Ay, respectivamente,

2B+14+2 28+1—2k
em que a, € N, 0 < f < ae k = 1. Considere também Ry = Vi, + 7, em que

T ={0,tu,...,tou, tv, t(v+u),..., +(v+ fu)}, u = (1,1) e v = (k, —k).
A partir desses dados, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.4. Ry é um Ay-ladrilho para R2.

Demonstragao. Temos que

Rin(Ri+A) e | [(#1+Va) 0 (B2 + Y, + A)].

t1,t2€T

Observamos que t1 + Vy, ¢é a regiao de Voronoi de t; e t2 + Vi, + A € a regido
de Voronoi de t2 + A. Entao, temos que as duas regioes sao iguais ou se interceptam apenas

em seus bordos.

Setqy+V, =t +Va, + A entdo ty =ty + A, isto é, to —t; € Ay. Para ty — ¢4
pertencer a Ao, devem existir wy, wo € Z tais que to — t; = (wi(a+ 4+ 1 —k) + wo(25 +
1+ 2k),wi(a+ 4+ 14+ k) +w (26 +1—2k)). Temos que,

e Para t; = au e ty = bu, em que a,b € {0,£1,...,ta}, temos que t; — to =
(a—b,a—>b). Entao para t; —ty pertencer a Ay, wy = 2w, e wy = (a—b)/(2a+45+3).
Como a,be {0,+1,...,+a}, a — b < 2a < 2a + 48 + 3. Logo, wy # Z e portanto,
ty —ty ¢ Ay

e Para t; = au e t = bv + du, em que a € {0,£1,...,+a}, b e {-1,1} ed €
{0, +1,...,+8} temos que t; — ta = (a — bk — d,a + bk — d). Entao para t; — t
pertencer a Ay, w; = 2we+bewy = (a—d—b(a+5+1))/(2a+45+3). Se b = 1, segue
que a—d—bla+p+1) =a—d—(a+p+1) <a+f—(a+p0+1) < -1 < 2a+45+3.
Se b = —1, temos que a—d—b(a++1) =a—d+(a+8+1) < a+f+(a+F+1) <
200+ 20 + 1 < 2a+ 45 + 3. Logo, wy # Z e entao, t; —ty ¢ As.

e Parat; = av +bu e ty = cv + du, em que a,c € {—1,1} e b,d € {0,%1,...,£5}
temos que t; —ty = (k(a —¢) + b —d,—k(a — ¢) + b — d). Entao para t; — t,
pertencer a Ao, w1y =2wy +c—aewy = (b—d+ (a—c)(a++1))/(2a + 45 + 3).
Como a,c€ {—1,1} e b,d € {0, £1,...,£3}, segue que b—d + (a —c)(a + B+ 1) <
284+ 2(a+F+1)=2a+45 +2 < 2a + 45 + 3. Logo, wy # Z e entdo, t; — ta ¢ As.

Portanto, em todos os casos to — t; ¢ As, e sendo assim, nao existe X € A, tal

que t; = t2 + A. Entao, t1 + V), e t2 + V,, + A se interceptam apenas em seus bordos.
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Logo, R1 N (R1 + A) tem medida nula, uma vez que é um subconjunto de uma unido finita

de conjuntos de medida nula.

Observe agora que #7T = 2a+45+3. Consideramos o grupo abeliano G = A;/As.
Note que #G = det(Ay)Y?/ det(Ay)Y? = 2k(20+43+43)/2k = 2a+45+3. Entao #7T = #G.

Como verificamos anteriormente, t; — to ¢ Ao, Vi1, to € T, em que t; # to.
Entao t; + Ay # ty + Ay, para ty,ty € T distintos. Assim, elementos distintos de T
representam classes distintas de G = A;/Ay. E, como #7T = #G, segue que T é um sistema,

completo de residuos médulo As. Seja ¢ o homomorfismo natural

gbl A1 —>g
)\1 P—>T1

E facil ver que ¢ é sobrejetor e que N (¢) = Ay. Como T é um sistema completo
de residuos médulo Ay segue que ¢(7) = G. Entao, #¢(T) = #G = #7T. Logo, pelo
Teorema 2.0.16, 7 é um Ay-ladrilho para A; e, pelo Lema 2.0.7, temos que Ry = Va, + T
é um Ao-ladrilho para R O]

A partir do Teorema 5.2.4, temos o seguinte corolario:

Corolario 5.2.5. Os poli-retingulos do Tipo 2 ladrilham o R2.

Demonstragao. Sejam A;o < Ag ;2 0 reticulado gerado pela matriz

N a+B+1=VI a+B8+1+V1
U\ 284142V 28+41-2V0

com 0 < 3 < a,earegido R = Vy,,, +7,em que T = {0,tu,...,tou,+v,+(v +
u),...,£(v£pu)}, u=(1,1)cv=(VIl,—VI). Pelo Teorema 5.2.4, R é um A;,-ladrilho
para RQ. O

Uma pergunta natural é: qual é a relacao entre «, 3 e o poli-retangulo do Tipo
27 A resposta esta no proprio poli-retangulo. A camada central possui 2« + 1 retangulos,

e as camadas laterais possuem 23 + 1. Uma ilustragao pode ser vista no Exemplo 5.2.6.

Exemplo 5.2.6. Sejam Ay e Ay reticulados, em que Ay e Ay sao gerados pelas matrizes M,
e My definidas anteriormente. Considere k = +/38. Na Figura 44 temos um poli-retangulo

gerado pela regido Ry .

Observe que aqui . =6 e § = 1.

Observagao 5.2.7. Da mesma forma que ocorre nos poli-hexdgonos do Tipo 2 no caso

onde —l =1 (mod 4), considerando os inteiros positivos o e B presentes na matriz geradora
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Figura 44 — Poli-retangulo do Tipo 2 para [ = 38.

de N2, pelo Teorema 5.2.4 temos que para todo par (o, ) que satisfaz 0 < f < «, obtemos
a regigo R que ladrilha o R?, mas nem todo par (v, 3) que satisfaz a condicio estabelecida

gera um poli-retangulo do Tipo 2.

Exemplo 5.2.8. Para | = 2, os pares («,3) que sao poli-retangulos do Tipo 2 sdo
(1,0),(1,1),(2,1) e (2,2), como podemos conferir na Figura 45.

Figura 45 — Poli-retangulos do Tipo 2 construidos para [ = 2.

Teorema 5.2.9. Para cada l € N tal que | =2 (mod 4), o nimero de raios para os quais

Ao © Nyyo € um codigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do
tipo (a,1)M,5 é igual a [V/3I].

Demonstragio. Como 21 < (a,1)G2(a,1)T < 81, temos que
21 < (a,1)Gya(a, 1)T < 81 = 21 < 24 + 21 < 81 = |a| < V3.

Assim, encontrar o nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em
que o raio da bola ¢ dado por um vetor do tipo (a, 1)M; 2 ¢ igual a encontrar o nimero de

inteiros no intervalo [0, @) Essa quantidade ¢é igual a dos inteiros no intervalo fechado

[0, [V/31]] que é igual a [V3]] — 0+ 1 = [V3I]. O

Corolario 5.2.10. Seja m o niumero de raios para os quais temos codigos perfeitos do
Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1)M;5. Se | — o0, entdo

m — 0.
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Demonstracao. Pelo Teorema 5.2.9, m = [@] Logo, se [ — o0, segue diretamente que

m —> 0. OJ

Teorema 5.2.11. Para cadal € N tal que Il =2 (mod 4), o nimero de raios para os quais
Ao © Nyyo € um codigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do
tipo (b,0) M5 € igual a [2V1] — [V1].

Demonstragio. Como 21 < (b,0)G2(b,0)" < 81, temos que
21 < (b,0)Gy2(b,0)" < 81 = 21 < 20* < 8l = VI < |b| < 2V1.

Assim, encontrar o nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em
que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (b,0)M; - é igual a encontrar o niimero de

inteiros no intervalo [v/1,2v/1). Essa quantidade é igual a dos inteiros no intervalo fechado

[[V1], [2V1]] que é igual a [2V1] — [VI] + 1 = [2V1] — [V1]. O

Corolario 5.2.12. Seja m o nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do
Tipo 2 em que o raio da bola € dado por um vetor do tipo (b,0)M;5. Se | —> oo, entdo

m —> 00.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.2.11, m = [2v/1]—[V1]. Logo, se | — 0, segue diretamente

que m — 00. ]

Observacao 5.2.13. Para que uma bola do Tipo 2 em que o raio é dado por um vetor
do tipo (a,1)M;5 gere o mesmo poli-retingulo do que uma bola em que o raio é dado
por um vetor do tipo (b,0)M, o devem ezistir a,b e N que satisfacam a sequinte equag@o:
(a, )Gya(a, )T = (b,0)G12(b,0), isto é, 1 = b* —a® = (b+a)(b—a). Se b+a € par, entio
a e b tem a mesma paridade. Assim, b — a € par, e logo | vai ser multiplo de 4, o que
contradiz a hipdtese de que | =2 (mod 4). Se b+ a € impar, entio a e b tem paridades
diferentes. Assim, b— a € impar, e logo | vai ser impar, o que também contradiz a hipdtese
de que | = 2 (mod 4). Logo, ndo existem a,b € N tal que b* = a® + 1, e portanto, nao
teremos poli-retangulos gerados por bolas do Tipo 2 em que o raio é dado por vetores do
tipo (a, 1) M2 e (b,0)M; .

A partir da Observagao 5.2.13 e dos corolarios 5.2.10 e 5.2.12, temos o seguinte

resultado:

Corolario 5.2.14. Seja m o numero de raios para os quais temos codigos perfeitos do

Tipo 2. Se | — o0, entdo m — 0.

Demonstragio. Temos que m = [v3I] + [2V1] — [VI]. Logo, se | — 0, segue que

m —> o0. O
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Podemos concluir que para todo [ € N tal que [ =2 (mod 4), sempre encon-
traremos raios para os quais A;o < A, ;2 € um codigo perfeito do Tipo 2. Além disso, a
quantidade de cédigos perfeitos encontrados aumenta proporcionalmente a [. Levando em
conta também o nimero de cddigos perfeitos do Tipo 1 que podemos obter, segue que a

quantidade de raios para os quais A;2 < A, 2 ¢ um codigo perfeito é, pelo menos, igual a

V] + [V3I] + [2V] = [VI.

5.2.3 Tipo 3: poli-retangulo de cinco niveis

Nesse formato de ladrilho encontramos poli-retangulos com cinco camadas,

sendo a camada central sempre maior ou igual do que as demais camadas.

Figura 46 — Poli-retangulos do Tipo 3 construidos para [ = 30.

A bola B, do Tipo 3 é composta por todos os vetores (a,2) M, (—a,2) M,
(b, 1) My, (=b, 1) M, 5, (¢,0)M; 5 e (—c,0) M, 5 pertencentes a R* tais que r* < 181, em que
(a,2)Gra(a,2)" <72, (—a,2)Gia(—a,2)" <%, (b, 1)Ga(b, 1) <12, (=b,1)Ga(=b, 1)" <
%, (¢,0)G2(c,0)T < 72 ou (—c,0)Gra(—c,0)" < 7% e G5 é a matriz de Gram de A, o
associada a M. Podemos entao escrever a bola do Tipo 3 como B, = {uM;, € R?: 8] <
uGu’ <r* <18leweZ? em que u = (a,2),(—a,?2),(b,1),(=b,1),(c,0) ou (—c,0)}.

A restricdo 81 < r? exclui a possibilidade de aparecerem poli-retdngulos com
menos de cinco camadas em B,. J4 a restricio r? < 181 garante que os poli-retangulos
construidos tenham no maximo cinco camadas. Essas duas restrigoes fornecem todos os

poli-retangulos com exatamente cinco camadas.

Da mesma forma que ocorreu com os poli-hexagonos no caso em que — = 1
(mod 4), um poli-retangulo do Tipo 3 nem sempre ladrilha o R?, como podemos observar

no Exemplo 5.2.15.

Exemplo 5.2.15. Considere o poli-retangulo do Tipo 3 construido para | = 2 dado na
Figura 47.
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Figura 47 — Poli-retangulo construido para [ = 2.

Esse poli-retingulo ndo ladrilha o R?. Na Figura 48 podemos observar trés

tentativas de ladrilhamento para o R* usando quatro desses poli-retangulos.

Figura 48 — Uniao de 4 poli-retangulos do Tipo 3 construidos para [ = 2.

Observando o formato desse poli-retangulo (9 retangulos na camada central
e T nas demais camadas) ¢ intuitivo concluir que ele ndo ladrilha o R*. Além disso, no
Capitulo 4, na Tabela 11, podemos observar que para | = 2, o raio 34, que é o raio da bola

que gera esse poli-retangulo, nao € um raio para o qual Ao € Nyyo € um codigo perfeito.

Em alguns casos um poli-retangulo do Tipo 3 ladrilha o R?, como podemos

conferir no Exemplo 5.2.16.

Exemplo 5.2.16. Considere o poli-retangulo do Tipo 3 construido para | = 6 dado na
Figura 49.

Figura 49 — Poli-retangulo construido para [ = 6.

O raio da bola que gera esse poli-retangulo, que é dado pelo vetor (4,2)M, 2,

¢ igual a 80. Na Tabela 11 no Capitulo 4 observamos que esse é um raio para o qual
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Nio © Agi2 € um codigo perfeito. Na Figura 50 temos uma ilustragao do poli-retangulo
ladrilhando o R%. A demonstracio formal de que esse poli-retangulo ladrilha o R? é andloga

as demais demonstracoes apresentadas neste capitulo.

Figura 50 — Uniao de 4 poli-retangulos do Tipo 3 construidos para [ = 6.

Com isso, como também observamos no caso em que — = 1 (mod 4), as
andlises dos poli-retangulos do Tipo 3 sao bem individuais. Diferente do que fizemos
para os demais tipos, aqui nao é possivel afirmar que sempre encontraremos raios para os
quais Ajo < Ay 0 € um coédigo perfeito, mas podemos observar que existem alguns casos
em que isso acontece. Se considerarmos aqui os poli-retangulos dos Tipo n, ou seja, os
poli-hexagonos com 2n — 1 camadas, acreditamos que quanto maior o valor de n, menor ¢é a
chance de encontrarmos um nimero grande de poli-retangulos que irao ladrilhar o espaco.
Além disso, como também ocorreu no caso em que —l = 1 (mod 4), quanto maior o niimero
de camadas, mais dificil serd para provarmos algebricamente que de fato os poli-retangulos
ladrilham o R?. Na Secdo 4.2.4 do Capitulo 4, usando um algoritmo, listamos todos os
codigos perfeitos em A, ;2 € seus raios de empacotamento para [ = 2,6,10 e 14. A partir
dos raios listados, observamos que existem poli-retangulos com mais do que 5 camadas

que ladrilham o espaco.
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6 Coddigos Perfeitos em Reticulados n-

dimensionais

No Capitulo 5 analisamos alguns formatos e as respectivas quantidades de
raios para os quais temos codigos perfeitos para duas familias de reticulados algébricos
bidimensionais, A,;1 € Ag2, em que A, ; € a familia construida no caso em que =l =1
(mod 4), e Ay 2 é a construida no caso em que [ =2 (mod 4). Uma construgao detalhada
dessas familias pode ser encontrada nos Exemplos 1.9.23 e 1.9.24 no Capitulo 1. Neste
capitulo, estudamos os cédigos perfeitos que podemos obter quando olhamos essas familias

mergulhadas em dimensdes maiores.

Os reticulados bidimensionais A, ;1 € Ay 2, que aqui serao denotados por Ag 1,
e Ay 2,, em que o indice 2 representa a dimensao do reticulado, possuem matrizes geradoras

M, 1, e M ,,, respectivamente, tais que

10 11
Ml’lﬁﬁ(—m ﬂ/z)eM”22:<\/Z —\/Z>'

As matrizes de Gram associadas a M; 1, e M9, sao, respectivamente Gy 1, e

2 —1 2 0
G, = e Gio, = )
-1 (1+1)/2 0 21

Para essas familias de reticulados, que denotaremos aqui de modo geral como

Gi2,, em que

Aq,,, considerando os raios para os quais A, < Ay, ¢ um cédigo perfeito, para cada
valor de [, estudamos alguns formatos dos poliominos construidos, que foram chamados
de poli-hexagonos para a primeira familia, e poli-retdngulos para a segunda. Os formatos
estudados foram separados em trés tipos: Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3, e para cada tipo de

ladrilho, fornecemos alguns resultados.

Nossa estratégia aqui é mergulhar os ladrilhos estudados anteriormente em
dimensoes maiores e analisar os codigos perfeitos encontrados nessas dimensoes. Os ladrilhos

que vamos trabalhar, que chamaremos de poliprismas, serao os do Tipo 1.

6.1 Dimensao 3

Seja Agy, o reticulado em R* em que suas laminas horizontais sdo o reticulado

Aq,- Em outras palavras, A,;, essencialmente é o reticulado A, ;, mergulhado em R? da
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seguinte forma: para todo (a,b) € Ayy,, (a,b) — (a,b,0). Escolhemos aqui aumentar a
dimensao de forma ortogonal por simplicidade e para ficar mais compreensivel, mas vale

ressaltar que isso nao é necessario.

Temos que A, ;, possui matrizes geradora e de Gram, respectivamente,

Ml 0 Gl 0
M, = ? e Gy, = ? ,

em que M;, é uma matriz geradora para A,;,, G;, é a matriz de Gram associada a M, e
a € Ry tal que (0,0, )| é maior ou igual ao segundo minimo sucessivo de A, ,, isto é,

[(0,0, )| é maior ou igual a segunda menor norma em A,g,.

Observacao 6.1.1. Além de ser maior ou igual ao seqgundo minimo em A, ,,, temos que

a deve ser suficientemente grande para que GGy, esteja ordenada por norma.

A bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores (ay, as, 0)M;, pertencentes a
R3 que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que o®. Assim, definimos a bola
do Tipo 1 como B, = {(ay, as, 0) M, € R : (ay, as, 0)Gy, (a1, az,0)” <r? < a®e (ay, a,0) €
73},

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem a terceira coordenada nula. Essa
condicao é necessaria para um vetor pertencer a bola, uma vez que, se tomarmos x =
(A, c)M,;,, em que A € Z* e ¢ # 0, podemos observar que (A, )G, (A, c)" = AG,AT +

Aa? = 2o’ > o Logo, x ¢ B,.

Lema 6.1.2. Os poliprismas do Tipo 1 ladrilham o R3.

N, O
Demonstragao. Seja Aj; < Mgy, o reticulado gerado pela matriz N, = 012 ) ’
a

em que N;, é uma matriz geradora do sub-reticulado A;, de A,;,. Considere também
R = Vh,,, + T, em que Vy,, ¢ aregiao de Voronoi de Ay e T = (7,0), sendo 7 um
conjunto discreto tal que Va,, + T é um Ay,-ladrilho para R2. Os vetores de 7 sdo do

tipo (f, 0), em que t € 7. Vamos mostrar que R é um Ay,-ladrilho para R*. Observe que

RoR+A) e [ [(#1+Va,,,) 02+ Vs, +A)].
tl,tzeT
Note que t; + VAa,zg ¢ a regiao de Voronoi de 41, e ta + VAa,zg + A ¢ a regiao de Voronoi de

t2 + A. Entao essas regioes sao iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Se tq+ VAa,zg =to+ VAan + A, segue que t; —tp € Ay, isto é, para t; = a(tAl, 0)
ety = b(tAz, 0), com t1.t5 € 7', a e b inteiros distintos, satisfazendo as mesmas condigoes

estabelecidas para o caso bidimensional, temos que a(t1,0) — b(t2,0) € A,. Entao, devem
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existir B € Z? e B € Z tais que

a(ty,0) — b(t2,0) = (B,p) ( Ny 0 )

Entao

(6.1)

aty — bty = BN,
0 = fa.

(6.2)

De (6.2), temos que = 0. Como ja provamos no caso bidimensional, a equagao (6.1)
nao tem solugao inteira. Logo, €1 + Va,, € t2 +V,,, + A se interceptam apenas em seus
bordos e portanto R n (R + A) tem medida nula, por estar contida em uma unido finita

de conjuntos de medida nula.

Temos que #7 = #7 . Consideramos o grupo abeliano G = Aa /A, Note que

det(A;,)1/? adet(Gy,)"? det(G),)/?

P Aot adet(Cos)?  Aet(Gu) P T

em que #G = Ao, /Ay, Entao, #T = #G.

Como provamos anteriormente, t1 —ta ¢ Aj,, Vt1,t2 € T, em que t; # t5. Entao
t1 + Ay, # ta + Ay, para t1,t; € T distintos. Assim, elementos distintos de 7 representam
classes distintas do grupo G. E, como #7T = #G, segue que T é um sistema completo de

residuos médulo Aj,. Seja ¢ o homomorfismo natural

Cb : Aa,lg a— g

)\a,lg > Aa,lg-

E fécil ver que ¢ é sobrejetor e que N(¢) = A;,. Como T é um sistema completo
de residuos médulo Ay, segue que ¢(7T) = G. Entdo, #6(T) = #G = #7T. Logo, pelo
Teorema 2.0.16, 7 é um Ay,-ladrilho para A, , e, pelo Lema 2.0.7, temos que R = Vo, +7T
é um Aj,-ladrilho para R®. O

Como podemos perceber na definicao da bola, os poliprimas do Tipo 1 nao sao
apenas os construidos a partir de um poli-hexadgono ou poli-retangulo do Tipo 1. Eles sao
obtidos a partir de poli-hexdgonos ou poli-retangulos dos tipos 1,2, 3 e de outros que nao
foram explorados neste trabalho. A Unica coisa que pedimos é que os poliprismas sejam

construidos a partir de um cédigo perfeito Ay, de Agy,.
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6.1.1 —Il=1 (mod 4)

Exemplo 6.1.3. Para —l =1 (mod 4), seja o reticulado Ny 1, que é Ny, imerso no

R®. O reticulado Ay, possui matriz geradora e de Gram, respectivamente,

V2 0 0 2 —1 0
M, = —v2/2 V212 0 eGri,=| =1 (1+1)/2 0
0 0 (1+1)/2 0 0 (1+1)/2

Reescrevendo M1, e Gy, em blocos, temos que

M,
My, = bz k e G, = G, ! :
0 (1+1)/2 0 (+1)/2

Neste caso, a bola B, do Tipo 1 é composta por todos os vetores (ay,0,0)M; 1, em R3
que possuem a norma ao quadrado estritamente menor do que (I + 1)/2. Assim, a bola
do Tipo 1 € definida como B, = {(a1,0,0)M; 1, € R® : (a1,0,0)G1,(a1,0,0)" < 7? <

(1+1)/2 e (ay,0,0) € Z*}.

Na Figura 51 temos uma ilustracao do poliprisma construido para | = 27.

Figura 51 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 27.

A intersecao do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta em um poli-
hexdagono do Tipo 1. Na Figura 52 temos a ilustracao da intersecao do poliprisma construido

para | = 27 dado na Figura 51 com o plano xy.

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada nao-nula,
uma vez que para = (ay, az,0)M;1,, em que as # 0, temos que (a1, az,0)Gy1,(ay, as, 0)" >
al/2 = (1+1)/2. Entio, x ¢ B,.
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Figura 52 — Interse¢do do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 27 com o plano zy.

Teorema 6.1.4. Para —l =1 (mod 4), seja N, 1, 0 reticulado descrito no Exemplo 6.1.3,

p+1vV2 0 0
Ap1, © Agy, gerado pela matriz Npj, = | (2¢ — 1)\/5/2 @/2 0 , em que
0 0 (+1)/2

pe{l,2,...,t}, t = max{a; € Z; : (a1,0,0) M, € B,} e1 < ¢ < p. Reescrevendo N1,

em blocos, temos que

| N, 0
2o 0 i+ )

Consideramos também R = Vi, + T, em que Va,,,, € a regido de Voronoi de Mgy 1,
T ={0,4u,...,tpu} e u = (v/2,0,0). Temos que R é um A;,-ladrilho para R®.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.1 temos que para o reticulado A;;, gerado por Nj,,
R =W + 7, em que T = {0, 4w, ..., +pu} e u = (v/2,0), T é um Ay 1,-ladrilho para

Aqy1, €, consequentemente, R é um Ay 1,-ladrilho para R?. Logo, pelo Lema 6.1.2, segue

a,l,lg
que R é um A;,-ladrilho para R3. O

Pelo Teorema 6.1.4, observamos que mergulhando os cédigos perfeitos do Tipo
1 de Ay, em R3, também obtemos cédigos perfeitos do Tipo 1 na dimensao 3. Entao
segue que o numero de codigos perfeitos do Tipo 1 em trés dimensoes é maior ou igual
ao numero de perfeitos do Tipo 1 na dimensao 2, como podemos conferir no proximo

resultado.

Corolario 6.1.5. Para —l =1 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem

codigos perfeitos do Tipo 1 em A,y 1, construidos via perfeitos do Tipo 1 em Ny yq1,. Temos

que m = |VI—3/2].
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Demonstrag¢io. Para cada l € N tal que — =1 (mod 4), temos que a bola do Tipo 1 é defi-
nida como B, = {(a1,0,0)M; 1, € Z* : (a1,0,0)G}1,(a1,0,0)" <r? < (I1+1)/2 ¢ (a1,0,0) €
Z*}. Entao

[+1 VIi—3

@hamahwbamT<a+¢y2=¢ﬁ<42——1=$mﬂ< 5

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 < a; < (M) /2, que é igual a quantidade
de inteiros no intervalo 0 < a; < [(v/I — 3)/2], fornece o niimero de raios para os quais
temos c6digos perfeitos do Tipo 1 no caso em que — = 1 (mod 4). Portanto, temos que
existem [(v/I — 3)/2] raios para os quais temos c6digos perfeitos A; 1, © Ay, construidos
via cédigos perfeitos do Tipo 1 em Mgy, e, portanto, m = [V — 3/2]. O

No Corolario 6.1.5 obtemos uma cota para a quantidade de raios para os quais
temos coédigos perfeitos do Tipo 1 na dimensao 3 em A,;, usando a quantidade raios
para os quais temos coédigos perfeitos do Tipo 1 em A, ;, construidos para o caso em que
—l =1 (mod 4). Mas, como ressaltamos anteriormente, os cédigos perfeitos do Tipo 1 na
dimensao 3 nao s6 apenas os construidos via perfeitos do Tipo 1 da dimensao 2. Assim,
essa cota pode ser melhorada se considerarmos também os codigos perfeitos obtidos a

partir de codigos perfeitos do Tipo 2 em Agy,.

Exemplo 6.1.6. Para —! = 1 (mod 4), seja Ayy1, 0 reticulado que possui matrizes

geradora e de Gram, respectivamente,

My, 0 G, 0
M, . = ’ e Gy, = ’ ,
bl ( 0 v@) bls ( 0 %)

em que M;1, é uma matriz geradora para Ng;1, € Gi1, € a matriz de Gram associada
a My,,. Neste caso, a bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a1,as,0)M;1, € R® :
(a1, as,0)Gy1, (a1, az, 0)7 < r? < 2l e (ay,ay,0) € Z*}. Diferente do que aconteceu no caso
do Ezemplo 6.1.3, aqui os elementos da bola podem possuir a sequnda coordenada diferente

de zero.
Na Figura 53 temos uma ilustra¢do do poliprisma construido para | = 23.

A intersecao do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta em um poli-
hexdgono do Tipo 2. Na Figura 5/ temos a ilustra¢do da intersegdo do poliprisma construido

para | = 23 dado na Figura 53 com o plano zy.

Teorema 6.1.7. Para —] = 1 (mod 4), sejam N, y1, 0 reticulado descrito no Exemplo
V20(a+B+1/2) V202 0

6.1.6, Njqy < Mgy, € Nppy = 2\/56 —V21 0 uma matriz geradora
0 0 Vv

para A1y, em que 1 < B < a. Reescrevendo Np1, em blocos, temos que
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Figura 53 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 23.

Figura 54 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 23 com o plano zy.

Ny, O
N 1. = ’ .
bl < 0 V2 >

Considere também R = Va,,, +T, em que T = {0, tu, ..., fau, tv, £(v+u),..., £(v+
Bu), £(v —u),...,£(v— (B —Du)}, u = (v2,0,0) ¢ ( V2/2,4/21/2,0). Temos que
R é um Ay y,-ladrilho para R®.

Demonstragao. Pelo Corolario 5.1.6, para o reticulado A; 1, gerado por N 1,, R = VAM12 +
T, em que T = {0,tu,..., taou, tv,+(v + u),..., (v + fu), £(v — u),..., (v —
(B—1Duw)}, u = (V2,0) e v = (—v/2/2,V/20/2), T é um A;y,-ladrilho para Aa,z,12 e,
consequentemente, R é um Ay 1,-ladrilho para R% Logo, pelo Lema 6.1.2, segue que R é
um A; 1,-ladrilho para R3. O

Como vimos no Teorema 6.1.7, os poliprismas construidos via poli-hexagonos

do Tipo 2 mergulhados em R® também ladrilham o R? e estao contidos na bola do
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Tipo 1. Entao, podemos melhorar a cota do Corolario 6.1.5 adicionando a quantidade de

poli-hexagonos existentes do Tipo 2 que encontramos no Capitulo 5.

Corolario 6.1.8. Para —l =1 (mod 4), sejam m o nimero de raios para 0s quais existem
codigos perfeitos do Tipo 1 em Ay, € v € 0 nimero de poliprismas construidos a partir de
poli-hexdgonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1,0)M;,, e
(b,0,0)M,;1,. Temos que m = (1++/31)/2—1+ V1] —~, se 3l ndo é um quadrado perfeito,
em = |(14V31)/2] + |VI| — 7 caso contririo.

Demonstragdo. Pelos teoremas 5.1.10 e 5.1.12; e pela Observagao 5.1.14, temos que o
nimero de raios para os quais temos codigos perfeitos do Tipo 2 em Ay 1, ¢ (1+ \@) /2 —
1+ [V1] = [(V1—=3)/2] —~, se 3l ndo é um quadrado perfeito, e |(1 + v/31)/2] + |V1] —
|(v/1 —3)/2] — 7 caso contrario. Pelos teoremas 6.1.4 ¢ 6.1.7, todos os cédigos perfeitos

dos tipos 1 e 2 em A, 1, sdo codigos perfeitos do Tipo 1 em A, 1,. Logo,

m = |(VI=3)/2+ (1430 2= 1+ |[VI=[(VI = 3)/2] =y = m = (1+V31)/2=1+[ V1] -,
se 3l ndao é um quadrado perfeito, e

m = |(VI=3)/2|+|(1+V3D)/2| +|[VI] = |(VI = 3)/2] =y = m > [(1+V31) /2] + [VI] =,
caso contrario. ]

Corolario 6.1.9. Para —l =1 (mod 4), sejam m o nimero de raios para os quais existem
codigos perfeitos em Ny, ey 0 nimero de poliprismas construidos a partir de poli-hexdgonos
do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1,0)M;1, e (b,0,0)M,,.
Se | —> o0, entdo m — o0, isto €, quanto maior o valor de |, mais raios teremos para os

quais existem codigos perfeitos em Ng .

Demonstragio. Pelo Corolario 6.1.8, m > (1 4+ v/30)/2 — 1 + [VI| — 7, se 3] ndo é um
quadrado perfeito, e m > |(1 + v/31)/2| + |VI| — 7, caso contrario. Entdo, se | — oo,

segue que m — 0. O

Observacao 6.1.10. Como observamos anteriormente, os poliprismas do Tipo 1 tam-
bém podem ser obtidos via poli-hexdgonos do Tipo 3. No Exemplo 5.1.19 no Capitulo 5
mostramos que para | = 47 o poli-hexdgono do Tipo 3 em que o raio da bola € dado pelo
vetor (1,2)M, 1, ladrilha o R%. Entdo, pelo Lema 6.1.2, temos que o poliprisma obtido por
esse poli-hexdgono ladrilha o R®. Na Figura 55 temos uma ilustracio deste poliprisma

construido para | = 47.

A intersegcdo do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta no poli-hexdgono
do Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor (1,2)M,;;,. Na Figura 56 temos a
ilustragdo da intersecao do poliprisma construido para | = 47 dado na Figura 55 com o

plano xy.
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Figura 55 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 47.

Figura 56 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 47 com o plano zy.

6.1.2 [ =2 (mod 4)

Exemplo 6.1.11. Paral =2 (mod 4), seja o reticulado Ay 2., que € essencialmente Ay 2,

merqulhado no R®. O reticulado Ag124 possui matriz geradora e de Gram, respectivamente,

1 1 0 20 0
Mpa, = | VI =vVI 0 eGra,=|( 0 20 0 |,
0 0 Va2 0 0 2

Reescrevendo M, o, e G, em blocos, temos que

My, 0 Gra, 0
M5, = ’ e Gy, = ’ .
b2 ( 0 VI ) b2 ( 0 2z>

Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores (ay,0,0)M; 2, em R3 que

possuem norma ao quadrado estritamente menor do que 2l. Assim, a bola do Tipo 1 é
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definida como B, = {(a1,0,0)M;5, € R? : (a1,0,0)G)2,(a1,0,0)" < r? < 21 e (a1,0,0) €
73},

Na Figura 57 temos uma ilustra¢do do poliprisma construido para | = 6.

Figura 57 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6.

A intersecao do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta em um poli-
retangulo do Tipo 1. Na Figura 58 temos a ilustra¢ao da intersecao do poliprisma construido

para | = 6 dado na Figura 57 com o plano xy.

Figura 58 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6 com o plano xy.

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada nao-nula,
uma vez que para = (ay, ay,0)M;,, em que ag # 0, temos que (a1, az, 0)Ga, (a1, az,0)" =
2lag > 2l. Entdo, x ¢ B,.

Teorema 6.1.12. Para | =2 (mod 4), considere o reticulado Ny 2, descrito no Exemplo
E ok 0
6.1.11, Nj o, © Agi2, gerado pela matriz Nyo, = Vi =1 0 ,em que k =2p+1

0 0 vV

epe{l,2,..., [\/ZJ} Reescrevendo N o, em blocos, temos que

Ny, O
Nio, = ’ .
b2 < 0 V2 >

Considere também R = Vs, T T, em que Va2, € @ 1egiao de Voronoi de N2,

T ={0,%u,...,£pu} e u = (1,1,0). Temos que R é um A o,-ladrilho para R®.

Demonstragio. Pelo Teorema 5.2.1 temos que para o reticulado A;, gerado por N;,,
R = Viars, T T, em que T = {0, tu,...,tpul e u = (1,1), T é um Ay 2,-ladrilho para
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Aq 2, €, consequentemente, R é um Ay 2,-ladrilho para R?. Logo, pelo Lema 6.1.2, segue

que R é um A;,-ladrilho para R3. O

Exemplo 6.1.13. Para | = 2 (mod 4), considere o reticulado N, 2, que possui matriz

geradora e de Gram, respectivamente,

1 1 0 2.0 0
Mo, =| VI —vVI 0 |eGu,=|0 2 0 [,
0 0 sl 0 0 8I

Reescrevendo Mo, e G, em blocos, temos que

My, 0 Gra, 0
Mo, = ' e Gro, = ' ,
b2 ( 0 \/81) b2 ( 0 8l

em que Mo, € uma matriz geradora para N, 2, € Gio, € a matriz de Gram associada
a M,;s,. Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta de todos os vetores (ay,az,0)M; 2, em
R? que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que 8l. Assim, a bola do
Tipo 1 é definida como B, = {(a1,az,0) M, € R* : (al,ag,O)Gl’QS(al,CLQ,O)T <7<
8 e (ay,as,0) € Z2}.

Na Figura 59 temos uma ilustracao do poliprisma construido para [ = 14.

Figura 59 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 14.

Neste caso, a intersegcao do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta em
um poli-retangulo do Tipo 2. Na Figura 60 temos a ilustracao da intersecao do poliprisma

construido para | = 14 dado na Figura 59 com o plano xy.
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Figura 60 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 14 com o plano zy.

Teorema 6.1.14. Para l =2 (mod 4), considere o reticulado Ny 2, descrito no Ezemplo

6.1.13 € N2, © Mgy 0, gerado pela sequinte matriz:

a+B+1—VI a+B8+1++VI 0
Nos=| 2864+41+2vi 28+1-2v1 0 [,
0 0 V8l

em que 0 < B < a. Reescrevendo N;o, em blocos, temos que

v Nz 0
b2 0 8l )’

Considere também R = VAa,z,23 + T, em que V, ¢ a regiago de Voronoi de Ny 2,,
T ={0,tu,...,fou,tv, £ (v t u),..., (v + fu)}, u = (1,1,0) e v = (\/Z,—\/Z,O).

Temos que R € um N o,-ladrilho para R3.

a,l,23

Demonstragio. Pelo Teorema 5.2.5 temos que para o reticulado A;, gerado por N;,,
R = Vi, +7, emque T = {0, +u, ..., tou, tv, +(vtu),...,£(v+pu)}, u=(1,1)e
v = (\fl , —\/l), T éum Ay 2,-ladrilho para A, 2, €, consequentemente, R éum Ay 2,-ladrilho
para R%. Logo, pelo Lema 6.1.2, segue que R é um Ay 2,-ladrilho para R3. O

Corolario 6.1.15. Para | =2 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem

cédigos perfeitos do Tipo 1 em Aqy,. Temos que m = | V1| + [V3I] + [2V1] — [V1].

Demonstracao. Pelos teoremas 5.2.2, 5.2.9 ¢ 5.2.11, o nimero de raios para os quais temos
c6digos perfeitos dos tipos 1 e 2 em Agy1, 6 [VI] + [V3I] + [2V1] — [VI]. Pelos teoremas
6.1.12 e 6.1.14, todos os cédigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em A, 1, sdo codigos perfeitos
do Tipo 1 em A,y 1,. Logo, m = |VI]| + [V3I] + [2V1] = [V1]. O
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Corolario 6.1.16. Para l =2 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem

codigos perfeitos do Tipo 1 em Agyy. Se | — 00, entdo m — oo.

Demonstragio. Pelo Teorema 6.1.15, m > |V1] + [V3I] + [2V1] — [V1]. Entdo, se | — o0,

segue que m — 0. ]

Observacao 6.1.17. Os poliprismas do Tipo 1 também podem ser obtidos wvia poli-
retangulos do Tipo 3. No Exzemplo 5.2.16 no Capitulo 5 mostramos que para | = 6 o
poli-hexdgono do Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor (4,2)M, s, ladrilha o R2.
Entao, pelo Lema 6.1.2, temos que o poliprisma obtido por esse poli-retangulo ladrilha o

R3. Na Figura 61 temos uma ilustracio deste poliprisma construido para | = 6.

Figura 61 — Poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6.

A intersegdo do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta no poli-retangulo
do Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor (4,2)M,;,. Na Figura 62 temos a
ilustracao da intersegcio do poliprisma construido para | = 6 dado na Figura 61 com o

plano xy.

Figura 62 — Intersecao do poliprisma do Tipo 1 construido para [ = 6 com o plano xy.

Podemos observar que, tanto para —l =1 (mod 4) quanto para [ =2 (mod 4),
Ay, sempre possui codigos perfeitos e, quanto maior o valor de [, mais codigos perfeitos

encontraremos.
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6.2 Dimensao n

eAl

perfeito em A,;, ,. Considere o reticulado A,;, que possui matrizes geradora e de Gram,

M 0 G 0
Mln — ln—l e Gln — ln—l ) ’
0 o 0 o}

Gy

e a € Ry tal que a é maior ou igual ao (n — 1)-ésimo minimo sucessivo

Sejam Ay, , e Ay, , reticulados, tais que Ay, , < Ay, ., ¢ um cédigo

respectivamente,

em que M;, , é uma matriz geradora para A, ¢ a matriz de Gram de A, ,

n—1 n—17 n—1

associada a M, ,

de M;, ,. Além disso, a deve ser suficientemente grande para que G, esteja ordenada por

norma.

A bola B, do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo (ay,...,a, 1,0) M,
pertencentes a R™ que possuem a norma ao quadrado estritamente menor do que . Assim,

a bola do Tipo 1 é definida como:

Br = {(al, .. .,an,l,O)Mln e R": (G,l, ce 76171,170)C7Yln((11, Ce ,an,l,O)T < 7“2 < 042

e (ay,...,a, 1,0) € Z"}.

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem a tltima coordenada nula. Essa condi¢ao é
necessaria para um vetor pertencer a bola, uma vez que, se tomarmos ® = (A, a,)M,, , em
que Ae Z" ' e a, # 0, podemos observar que (A, a,)Gy, (A, a,)" = AG,,_ AT +a2a? =

a’a® > o’. Logo, T ¢ B,.
Lema 6.2.1. Os poliprismas do Tipo 1 ladrilham o R".

N, 0
Demonstragao. Seja A, = A, o reticulado gerado pela matriz NV}, = 18*1 . em
a

que N;, , é uma matriz geradora do sub-reticulado A;, , de A,;, ,. Considere também
R =V, +7T,emqueVy,, éa regiio de Voronoide Ay, e 7 = (7,0), sendo 7 um
conjunto discreto tal que V,,,  + T 6 um A;._ -ladrilho para R™!. Os vetores de T sdo
do tipo (£,0), em que # € 7. Vamos mostrar que R é um Ay, -ladrilho para R™. Observe
que

RoR+A) e | [(#2+Va,,) 0 (E2+Va,, +A)]

t1,t2€T
Note que 1 + Vy,, ¢ aregiao de Voronoi de £y, e ta +Va,, + A € a regiao de Voronoi de

t2 + A. Entao essas regides sao iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Set1+Va,,, =t2+Va,, +A seguequety —ts € Ay, isto é, parat, = a(ty,0)

e ty = b(t2,0), com ty,t2 € T, a e b inteiros distintos, satisfazendo as mesmas condigoes
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estabelecidas para o caso n — l-dimensional, temos que a(£y,0) — b(£z,0) € A;,. Entdo,

devem existir B € Z" e f € Z tais que

a’(tAluo) _b(t},()) = (376) ( Np—i 0 )

0 Q
= (BNn—17 /BO[)
Entao
t; — bty = BN,,_
R ! (6.3)
0 = Ba.
(6.4)

De (6.4), temos que = 0. Como A;,_; é um cédigo perfeito em A, ,, segue que a
equacdo (6.3) ndo tem solugdo inteira. Logo, t1 + Va,, e ta + Va,, + A se interceptam
apenas em seus bordos e portanto R n (R + A) tem medida nula, por ser um subconjunto

de uma uniao finita de conjuntos de medida nula.

Observe que #7 = #7 . Consideramos o grupo abeliano G = Aau, /A, Note

que

det(Ay, )2 adet(Gy, )2 det(Gy,_,)'/?

#g B det(Aa,ln)l/Q N adet(Ga,ln—1)1/2 - det(Ga,ln_1)1/2 N #g’

em que #G = Aqy, /My, Entdo, #T = #G.

Como provamos anteriormente, t1 —to ¢ A ,VE1,t2 € T, em que t; # .
Entao t; + Ay, # t2 + Ay, para t1,ts € T distintos. Assim, elementos distintos de T
representam classes distintas do grupo G. E, como #7T = #G, segue que 7 é um sistema

completo de residuos modulo A;,. Seja ¢ o homomorfismo natural

¢: Ngy, —G
Aai, — m
E fécil ver que ¢ é sobrejetor e que N(¢) = A;,. Como T é um sistema completo
de residuos médulo A;, segue que ¢(7T) = G. Entdo, #¢(T) = #G = #T. Logo, pelo
Teorema 2.0.16, T ¢ um Ay, -ladrilho para Ay, e, pelo Lema 2.0.7, temos que R = V,,, +7T
¢ um A, -ladrilho para R". O

Pela definicao da bola, os poliprimas do Tipo 1 sdo os obtidos a partir de
poli-hexdgonos ou poli-retangulos dos tipos 1,2, 3 e de outros que nao foram explorados
neste trabalho. A tnica restricdo é que os poliprismas sejam construidos a partir de um

codigo perfeito Ay, , de Ay, .
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6.21 —Il=1 (mod 4)

Exemplo 6.2.2. Para —l =1 (mod 4), considere o reticulado A, 1, que possui matrizes

geradora M., e de Gram G, tais que

V2 0 0 0
—V/2/2 V21/2 0 0
M, = 0 0 (1+1)/2 0
0 0 0 e (I+1)/2
e
2 -1
-1 (I+1)/2 0
Gl,ln = 0 0 (l + 1)/2
0 0 0 o I+ 1)2
Reescrevendo M1, e Gy, em blocos, temos que
M, 0 G 0
My, = Ll 1 e Gy, = 1, 1 .
0 (1+1)/2 0 (1+1)/2
Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo (a1,0,...,0)M;1, em

R™ que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que (I +1)/2. Entao, a bola

do Tipo 1 ¢é definida como:

B, = {(a1,0,...,0)M;;, € R": (a1,0,...,0)Gy1,(a1,0,...,0)7 <r? < (I +1)/2
e (a1,0,...,0) e Z"}.

Observe que os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada nao-nula,
uma vez que para = (a1,...,a,_1,0)M;;,, em que a # 0,Yk € {2,...,n — 1}, temos
que (ar,as, ..., a,_1,0)Gp1, (a1, a9, ..., an_1,0)" = ail/2 = (1 +1)/2,Vk € {2,...,n — 1}.
Entio, x ¢ B,.

Teorema 6.2.3. Para —l =1 (mod 4), considere o reticulado A, 1, descrito no Exemplo

6.2.2 e Nj1,, © Naya, gerado pela sequinte matriz:

2p+1vV2 0 0 0
(2c —1)V2/2 V21/2 0 0
Nii, = 0 0 (I +1)/2 0 ,
0 0 0 .. JATDR
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em que p € {1,2,...,t}, t = max{a; € Zy : (a1,0,...,0)M;,, € B} el <c<p.
win, T T, em que Vy
T ={0,4u,...,+pu} eu = (v/2,0,...,0) € R". Temos que R é um Ay, -ladrilho para
R™.

Considere também R = V, é a regiao de Voronoi de Mgy,

a,l,1n

Demonstragao. Pelo Teorema 5.1.1 temos que para o reticulado A;;, gerado por NV i,,
R = Viars, + T, em que T = {0, %u, ..., tpu} e u = (v/2,0), T é um Ay y,-ladrilho para
Aqi1, €, consequentemente, R é um A, 1,-ladrilho para R?. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue

que R é um Ay, -ladrilho para R". n

Corolario 6.2.4. Para —l =1 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem
codigos perfeitos do Tipo 1 em A1, construidos via codigos perfeitos do Tipo 1 em Agy1,.

Temos que m = |vVI—3/2|.

Demonstragio. Para cada | € N tal que —l = 1 (mod 4), temos que a bola do Tipo 1
é definida como B, = {(a4,0,...,0)M;;, € R" : (a1,0,...,0)G11,(a1,0,...,00" <r? <
(l+1)/2e (a1,0,...,0) € Z"}. Entao

[+1 VIi—=3

(a1,0,...,0)G11,(a1,0,...,00" < (I+1)/2=a} < - = la1| < 5

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 < a; < (VI — 3)/2, que é igual a quantidade

de inteiros no intervalo 0 < a; < [(v/I — 3)/2], fornece o niimero de raios para os quais
temos cddigos perfeitos do Tipo 1 no caso em que — = 1 (mod 4). Portanto, temos que
existem |(v/1 — 3)/2] raios para os quais temos codigos perfeitos A;;, < Mgy, construidos
via codigos perfeitos do Tipo 1 em A,y 1, €, portanto, m = |(vI — 3)/2]. O

Exemplo 6.2.5. Para —l =1 (mod 4), considere o reticulado A, y1, que possui matrizes

geradora M;,, e de Gram G, tais que

V2 0 0
—V2/2 V202 0
My, = 0 0 Va2 ...

2 1
1 (I+1)/2 0
G, =| 0 0 2
0 0 0 ... 2

Reescrevendo M; 3, e G, em blocos, temos que



Capitulo 6. Cédigos Perfeitos em Reticulados n-dimensionais 129

Mll 1 0 Gll 1 0
M — v in e G — s in ,
bin ( 0 V%) bin ( 0 2

€ Gl,l

ciada a M, ,. Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo

em que M é uma matriz geradora para Ng 1 ¢ a matriz de Gram asso-

n—1 n—1 n—1

(a1, ...,an—1,0)M;;1, em R" que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que

2l. Assim, a bola do Tipo 1 € definida como:

BT = {(al, . ,an,l,O)Mljln e R™: (CLl, . ,an,l,O)Gun(al, . ,an,l,O)T < 7’2 < 2l
e (ay,...,a,1,0) € Z"}.

Teorema 6.2.6. Para —l = 1 (mod 4), sejam A, 1, o reticulado descrito no Exemplo
V2(a+B+1/2) V2/2 0 ... 0

2v/23 —V2l 0 ... 0
6.2.5, Ni1, < Moy, € N, = 0 0 V2l ... 0 uma matriz

0 0 0 ... V2

geradora para A;q,, em que 1 < B < a. Reescrevendo Ny, em blocos, temos que

Ny, , O
N, = | bt .
bin ( 0 V2l )

Considere também R = Va,,, +T, em que T = {0, *u,..., tou, tv, +(v+u),..., £(v+
Bu), +(v —u),...,+(v—(B—Duw)}, u = (v/2,0,...,0) e v = (—/2/2,7/21/2,0,...,0).

Temos que R € um Ny, -ladrilho para R™.

Demonstragdo. Pelo Corolario 5.1.6, para o reticulado A; 1, gerado por Nj,, R = Vhaia, T
T, em que T = {0, tu,..., tau, tv,+(v + u),..., (v + fu),£(v — u),..., (v —
(B—Duw)}, u = (vV2,0) e v = (—V2/2,v20/2), T é um Ay 1,-ladrilho para Agpa, e,

consequentemente, R é um Ay 1,-ladrilho para R2. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue que R é
um A; 1, -ladrilho para R". O

Corolario 6.2.7. Para —l = 1 (mod 4), sejam m o nimero de raios para 0s quais
existem codigos perfeitos do Tipo 1 em A, ;, ey € o nimero de poliprismas construidos
a partir de poli-hexdgonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo
(a,1,0,...,0)M,4, e (b,0,0,...,0)M,;,. Temos que m = (1 +V30)/2 — 1 + |VI] — v, se
31 ndo é um quadrado perfeito, e m = |(1 + V31)/2| + |VI| =~ caso contrdrio.

Demonstragio. Pelo Coroléario 6.2.4, a quantidade de raios para os quais temos codigos
perfeitos do Tipo 1 construidos via cédigos perfeitos do Tipo 1 em Ag,;;, € igual a
| (VI —3)/2]. Pelos teoremas 5.1.10 e 5.1.12, e pela Observacao 5.1.14, temos que o niimero
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de raios para os quais temos cédigos perfeitos do Tipo 2 em g1, é (14+V31)/2—1+|VI]|—
|(v/1 = 3)/2|—~, se 3] ndo é6 um quadrado perfeito, e |(14+v/30)/2|+ V1| —| (V1 = 3)/2| —~
caso contrario. Pelos teoremas 6.2.3 e 6.2.6, todos os codigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em

Aay1, S0 codigos perfeitos do Tipo 1 em Agy1, . Logo,

m = (V1= 3)/2]+(1+V3) /2= 1+ VI = |(VI = 3) /2] =y = m > (1+V31) /2= 1+| V1] -,
se 31 ndio é um quadrado perfeito, e

m = (V1= 3)/2]+ |1+ V3D /2] + VI = |(VI = 3)/2] =7 = m = [(1+V31) /2] + [VI] -,
caso contrario. 0

Corolario 6.2.8. Para — = 1 (mod 4), sejam m o nimero de raios para 0s quais
existem codigos perfeitos em N, ey o nimero de poliprismas construidos a partir de poli-
hexdgonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo (a,1,0,...,0)M,;;,

e (b,0,0,...,0)M,;,. Se l — o, entao m —> o0.

Demonstragio. Pelo Corolario 6.2.7, m = (1 + v/31)/2 — 1 + |VI| — 7, se 3] ndo é um
quadrado perfeito, e m > [(1 + V/31)/2| + | V1] — 7, caso contrario. Entdo, se | —> oo,
segue que m — 0. O

6.22 [ =2 (mod 4)

Exemplo 6.2.9. Para | =2 (mod 4), considere o reticulado Ay, que possui matrizes

geradora e de Gram, respectivamente,

1 1 0 0 20 0 0 O
Vi1 0 0 02 0 0 0
My, =| 0 0 V21 0 eGra, =] 0 0 2 0 0
0 0 0 V2l 00 0 21
Reescrevendo M, e Gya, em blocos, temos que
Mo, 0 G, , O
M, = ot e Gpo = ot .
b ( 0 V%) b ( 0 2
Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo (a1,0,...,0)M;5, em

R"™ que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que 2l. Entdo, a bola do Tipo
1 ¢é definida como:
B, =

{(ay,0,.. L0 < r? <2

e (a1,0, ..

. ,O)Ml’Qn e R": (CLl,O, ..
,0)eZ}.

. ,O)thn (al, 0, C.e
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Os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada ndo-nula, uma

vez que para * = (aq, ..

(ala <oy Un—1, O)Gl,%(@l, .

yp1,0) Mo, , em que ar # 0,Vk € {2,...,n — 1}, temos que

1,007 =216} = 21,Vk € {2,...,n — 1}. Entdo, « ¢ B,.

Teorema 6.2.10. Para | =2 (mod 4), considere o reticulado N, o, descrito no Exemplo

[k &
Vi =i

6.2.9, N2, < Mgy, gerado pela matriz Nio, = 0 0

L

0
0
V2l

0

0 O
0 0
0 0

vai

, em que

k=2p+1epe{l,2,...,|Vl]}. Considere também R = Vhaso, T T, em que Vy,,, €a
regigo de Voronoi de Nyy0,, T ={0,tu, ..., tpu} eu = (1,1,0,...,0). Temos que R €

um Ny o, -ladrilho para R™.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.2.1 temos que para o reticulado A;s, gerado por N,
R = Viwin, + T, em que T = {0, +u, ..., +pu} e u = (1,1), T é um A ,,-ladrilho para
Aq 2, €, consequentemente, R é um Ay 2,-ladrilho para R%. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue

que R é um A -ladrilho para R". n

Exemplo 6.2.11. Para [ =2 (mod 4), considere o reticulado Ay, , que possui matrizes

geradora Mo, e de Gram G, , tais que

11 0 0 0 0
Vi =V 0 0 20 0
Mo, =| 0 0 V8 0 G, =| 0 0 8
0 0 0 V8l 00 0 8l

Reescrevendo M, e Gia, em blocos, temos que

Mo, ., 0 Gira, , O

M, = G |
L ( 0 @)e L2n ( 0 81)

em que Mo, , € uma matriz geradora para Nyyo, , € Gia, , € a matriz de Gram asso-
ciada a Mo, . Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo
(al, ..

81. Assim, a bola do Tipo 1 € definida como:

yUp—1,0) Mo, em R"™ que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que

B, = {(ay, .. a1, 00T <r? <8l

e (ay,..

cyQp_1, O)Ml,Qn e R": ((11, ..
., Qp—1, O) € Zn}

-y Qp—1, O)Gl,Qn(ab .-
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Teorema 6.2.12. Para | =2 (mod 4), considere o reticulado N, , descrito no Exemplo

6.2.11 e Ny 2, < Aoy 2, gerado pela sequinte matriz:

a+B8+1—-VI a+B8+1+V1 0 0
26+1+2v1 28+1—-2v1 0 0
Ny, = 0 0 NCT. :

0 0 0 ... V8l

em que 0 < B < a. Reescrevendo N; o, em blocos, temos que

N . 0
N, — 2n .
b2 ( 0 Va8l )

ez, T T, em que VAa“n ¢ a regido de Voronoi de Ay;2,, T =
{0, tu, ..., fau, tv, t(vtu), ..., t(vtpu)}, v = (1,1,0,...,0) ev = (\/i, —V1,0, ... ,0).

Temos que R € um N9, -ladrilho para R™.

Considere também R = Vy

Demonstragao. Pelo Teorema 5.2.5 temos que para o reticulado A;s, gerado por N,
R = Vi, +7, emque T = {0, tu,..., tou, tv, H(vtu),..., t(vfu)},u=(1,1)e
v=(1,-VI),T éum Ay 2,-ladrilho para A, 2, €, consequentemente, R éum A, 5,-ladrilho
para R?. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue que R é um A, -ladrilho para R". n

Corolario 6.2.13. Para l =2 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem
codigos perfeitos do Tipo 1 em Aqy,. Temos que m = |[VI] + [V3I] + [2V1] — [VI].

Demonstracao. Pelos Teoremas 5.2.2, 5.2.9 e 5.2.11, o niimero de raios para os quais temos
c6digos perfeitos dos tipos 1 e 2 em Agy1, ¢ [VI] + [V3I] + [2V1] — [V1]. Pelos Teoremas
6.2.10 e 6.2.12, todos os cédigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em A, 1, sdo codigos perfeitos
do Tipo 1 em Aqy1,. Logo, m = [V1] + [V3l] + [2V1] — [V1]. O

Corolario 6.2.14. Para l =2 (mod 4), seja m o nimero de raios para os quais existem

codigos perfeitos do Tipo 1 em Agy,. Sel —> o0, entdo m — 0.

Demonstragio. Pelo Corolario 6.2.13, m = |V1]| + [V3I] + [2V1] — [V1]. Entéo, se | — oo,

segue que m — 0. O

Podemos observar que, tanto para —l =1 (mod 4) quanto para [ = 2 (mod 4),
A,,, sempre possui codigos perfeitos e, quanto maior o valor de [, mais cédigos perfeitos
encontraremos. Com isso, construimos duas familias de reticulados n-dimensionais com

uma quantidade significativa de cddigos perfeitos.
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7 Conclusoes e Perspectivas Futuras

Os resultados obtidos neste trabalho podem ser divididos em trés tépicos:
ladrilhamentos em espagos ambientes gerais, codigos perfeitos em diversos reticulados
ambientes e o estudo de alguns formatos de ladrilhos de duas familias de reticulados

algébricos em diversas dimensoes.

No primeiro tépico estudamos os conceitos basicos de ladrilhamento nas versoes
continua e discreta. Fornecemos um resultado que relaciona essas duas versoes e apresen-
tamos diferentes caracterizagoes de ladrilhamento, que utilizam isomorfismo de grupo e a
transformada de Fourier. Por fim, apresentamos estudos de caso que usam a caracterizacao
de ladrilhamento via transformada de Fourier, mostrando como essa caracterizagao pode
ser util tanto na demonstragao de que um conjunto discreto 7 é um A-ladrilho para
um reticulado ambiente A, quanto para excluir possibilidades de A-ladrilhos para um
reticulado ambiente fixado. Enfatizamos que um dos exemplos apresentados é uma releitura

de um resultado conhecido e apresentado por Golomb e Welch em [1].

No segundo tépico do nosso trabalho, estudamos codigos perfeitos. Tomando
como base alguns limitantes apresentados em em [10] e [11] para a existéncia de cddigos
perfeitos no reticulado ambiente Z"™ na métrica [,, estendemos esses limitantes para
reticulados ambientes gerais, considerando a métrica euclidiana, e apresentamos novos
limitantes que se comportam de forma mais acurada quando comparado aos anteriormente
conhecidos. Ainda nesse topico, usando uma das caracterizagoes de ladrilhamento aqui
estudadas, enumeramos todos os codigos perfeitos nos reticulados ambientes A,, Ds,

3, e de alguns representantes de duas familias de reticulados algébricos bidimensionais

construidos no Capitulo 1 via homomorfismo de Minkowski.

No terceiro topico, usando como base as duas familias de reticulados algébricos
bidimensionais estudadas, analisamos alguns tipos de ladrilhos encontrados e, observando
suas formas e caracteristicas, concluimos que, para essas familias especificas, sempre
encontraremos codigos perfeitos. E por fim, mergulhamos essas familias em dimensoes
maiores, e provamos que para essas familias de reticulados n-dimensionais, sempre teremos

cbdigos perfeitos.
Como perspectivas para trabalhos futuros destacamos:
e estudar como se comportam os poliprismas do Tipo 2 em dimensdes maiores;

e generalizar para a métrica [, resultados e limitantes encontrados para a existéncia

de codigos perfeitos em reticulados ambientes gerais;
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e explorar a conexao entre cddigos perfeitos em um reticulado ambiente geral A, e

codigos perfeitos em ambientes finitos, considerando o toro A,/A;

e mergulhar as familias de reticulados algébricos estudadas em dimensoes maiores de

forma nao-ortogonal (reticulados laminados).



[11]

[12]

[13]
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