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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existência de códigos perfeitos em reticulados ambientes

gerais considerando-se a métrica euclidiana. Discutimos a relação entre um ladrilhamento

discreto de um reticulado e o ladrilhamento associado no espaço n-dimensional, bem como

algumas caracterizações equivalentes de ladrilhamentos. Generalizamos limitantes para o

raio de códigos perfeitos em reticulados ambientes genéricos, o que antes era conhecido

para o reticulado Zn. Os novos limitantes são baseados nas densidades de empacotamento

e cobertura e no raio de cobertura do reticulado ambiente. Considerando duas famílias

de reticulados algébricos bidimensionais e as famílias que obtemos mergulhando-as em

dimensões maiores, estudamos os formatos de ladrilhos e a quantidade de códigos perfeitos

encontrados. É apresentado um algoritmo para a busca de códigos perfeitos, que é utilizado

para encontrar todos os códigos perfeitos para uma coleção de reticulados ambientes nas

dimensões dois e três. Em contraste com o reticulado Zn, esses estudos de caso mostram

que, alterando-se o reticulado ambiente, é possível encontrar conjuntos de códigos perfeitos.

Palavras-chave: Códigos perfeitos em reticulados, ladrilhamento, reticulados.



Abstract

In this work, we investigate the existence of perfect codes in general ambient lattices

under the Euclidean metric. We discuss the relationship between a discrete tiling of a

lattice and the associated continuous tilling of the n-dimensional lattice, as well as some

equivalent characterizations of tilings. We generalize bounds on the radius of perfect codes

in a generic lattice, what was previously known for the lattice Zn. The new bounds are

based on the packing and the covering densities and on the covering radius of the ambient

lattice. Considering two families of two-dimensional algebraic lattices and the families we

can obtain by embedding them in larger dimensions, we have studied the tile formats

and the number of perfect codes found. It is presented an algorithm for the search of

perfect codes which is used to find all perfect codes for a collection of ambient lattices in

dimensions two and three. In contrast to the lattice Zn, these case studies show that, by

changing the ambient lattice, one can find sets of perfect codes.

Keywords: Perfect lattice codes, tiling, lattices.
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Introdução

Um reticulado Λa é um subgrupo aditivo e discreto do Rn. Equivalentemente,

Λa ⑨ Rn é um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes

v1, . . . , vm P Rn tais que Λa é um conjunto definido por todas as combinações lineares

inteiras de v1, . . . , vm. Sejam Λ ⑨ Λa um reticulado e T ⑨ Λa um conjunto finito. Uma

coleção de translações disjuntas de T por vetores de Λ é chamada de ladrilhamento de Λa

se a união de seus elementos for igual a Λa. Neste caso, o conjunto T é dito um Λ-ladrilho

para Λa e o sub-reticulado Λ é chamado de código perfeito em Λa.

A existência de códigos perfeitos no reticulado Zn foi primeiramente investigada

por S. W. Golomb e L. R. Welch em [1], no qual foi conjecturado que códigos perfeitos

na métrica l1 existem apenas para um conjunto muito restrito de dimensões e raios. A

conjectura voltou a ter um forte apoio nos últimos anos, com o estabelecimento de novas

técnicas para sua prova [2, 3]. Como os códigos perfeitos em Zn são escassos, é natural

a consideração de generalizações menos exigentes. Para esse propósito, vários autores

propuseram noções de códigos que capturam um certo grau de “imperfeição”, tais como

os códigos corretores de erros “densos” [4], diâmetro-perfeitos [5], conjuntos de distância

perfeitamente dominante [6], conjuntos perfeitamente dominantes [7, 8], códigos perfeitos

totais tipo-reticulados [9], e os códigos quase-perfeitos [10]. Outra forma de generalização

é permitir distâncias diferentes, como a métrica lp [11].

Este trabalho considera um tipo de generalização diferente das consideradas

anteriormente, permitindo que o reticulado que queremos ladrilhar, denominado reticulado

ambiente, possa ser genérico e não apenas Zn. Consideramos aqui a métrica euclidiana,

embora outras métricas possam ser potencialmente estudadas em trabalhos futuros.

Para um melhor entendimento do comportamento de códigos perfeitos em tais

espaços, fornecemos resultados que generalizam limitantes conhecidos para o reticulado

Zn e mostramos que, apesar de estarmos trabalhando num reticulado ambiente genérico

Λa, códigos perfeitos podem ser raros. Os limitantes fornecidos estão relacionados com

a densidade de empacotamento e a densidade de cobertura de um reticulado. Por outro

lado, trabalhando em um reticulado ambiente Λa apropriado, podemos encontrar códigos

perfeitos que, de outra forma, não existiriam para Zn, o que é exemplificado nesse trabalho

por meio dos reticulados A2, D3, D✝
3 , de alguns reticulados bidimensionais pertencentes

a duas famílias de reticulados algébricos construídos via homomorfismo de Minkowski

sobre os corpos quadráticos Q♣
❄

lq e Q♣
❄
✁lq, em que l → 0 e l é um inteiro livre de

quadrados, e de reticulados n-dimensionais obtidos mergulhando os reticulados algébricos

estudados anteriormente em dimensões maiores. Vale ressaltar que tanto para as famílias de
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reticulados algébricos bidimensionais quanto para as famílias de reticulados n-dimensionais

obtidas a partir dos algébricos, mostramos que sempre existem códigos perfeitos.

Apresentamos também uma caracterização de ladrilhamento via transformada

de Fourier que é usada tanto para provar quanto para excluir possibilidades de sub-

reticulados serem códigos perfeitos em um dado reticulado ambiente. Essa abordagem foi

explorada por J. C. Lagrarias e Y. Wang em [12, 13] para sub-reticulados de Zn, e provada

por M. Kolountzakis em [14] para sub-reticulados de reticulados ambientes quaisquer.

Utilizando essa abordagem, apresentamos uma releitura de um resultado apresentado por

Golomb e Welch em [1].

Códigos perfeitos em diferentes reticulados ambientes, em particular na família

de reticulados An, têm aplicações potenciais para configurações de comunicação, como nos

canais de apagamento e repetição [15, 16]. Como outro ponto de interesse, vale ressaltar

que, da mesma forma que ocorre com os códigos perfeitos em Zn, códigos perfeitos em

um reticulado ambiente geral Λa podem induzir códigos perfeitos em ambientes finitos,

considerando-se o toro Λa④Λ [17].

Resultados preliminares deste trabalho foram apresentados no International

Symposium on Information Theory - ISIT (trabalho intitulado “Perfect Codes in Euclidean

Lattices: Bounds and Case Studies”) [18] e no Latin American Week on Coding and

Information - LAWCI (pôster intitulado “Perfect Codes and Tilings in General Ambient

Spaces"). O artigo “Perfect Codes in Euclidean Lattices” (recém submetido) reúne vários

dos resultados aqui apresentados.

Organização do Trabalho

No Capítulo 1 apresentamos definições, conceitos e propriedades de reticulados

que serão utilizados no desenvolvimento do trabalho.

No Capítulo 2 introduzimos os conceitos de ladrilhamento nas versões contínua,

que é a mais conhecida, e discreta. Apresentamos também um resultado que relaciona essas

duas definições de ladrilhamento. Além disso, fornecemos diferentes caracterizações de

ladrilhamento, que usam isomorfismo de grupo e a transformada de Fourier. Ao final desse

capítulo, exibimos quatro estudos de caso que usam a caracterização de ladrilhamento

via transformada de Fourier, mostrando como essa caracterização pode ser útil tanto na

demonstração de que um conjunto discreto é um Λ-ladrilho para um reticulado ambiente

Λa, quanto para excluir possibilidades de Λ-ladrilhos para o reticulado ambiente.

No Capítulo 3 trabalhamos com os códigos perfeitos, dando ênfase aos resulta-

dos sobre não-existência desse tipo de código. Alguns resultados apresentados aqui são

generalizações, para a métrica l2, de teoremas demonstrados em [10] e [11]. Fornecemos
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também alguns limitantes importantes para o raio de empacotamento de um código perfeito

em reticulados ambientes gerais.

No Capítulo 4, usando uma das caracterizações de ladrilhamento dadas no

Capítulo 2 e os limitantes fornecidos no Capítulo 3, enumeramos todos os códigos perfeitos

nos reticulados ambientes A2, D3, D✝
3 , e de alguns reticulados bidimensionais pertencentes

a duas famílias de reticulados algébricos construídos via homomorfismo de Minkowski.

No Capítulo 5, usando duas famílias de reticulados algébricos bidimensionais

construídas via homomorfismo de Minkowski, estudamos alguns tipos de ladrilhos encon-

trados e, observando suas formas e características, concluímos que, para essas famílias

específicas, sempre encontraremos códigos perfeitos.

No Capítulo 6, utilizando novamente as duas famílias de reticulados algébricos

bidimensionais construídas e estudadas anteriormente, mergulhamos essas famílias em

dimensões maiores, e assim provamos que para essas famílias de reticulados n-dimensionais,

sempre teremos códigos perfeitos.

No último capítulo apresentamos nossas conclusões e perspectivas futuras.
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Λ, representamos por span♣Mq ou span♣Λq o espaço vetorial real gerado pelas linhas da

matriz M .

Observação 1.1.8. Note que span♣Λq é o subespaço de Rn de menor dimensão que contém

o reticulado Λ.

Teorema 1.1.9. Duas bases de um reticulado Λ ⑨ Rn possuem o mesmo número de

vetores, isto é, se α ✏ tv1, . . . , vk✉ e β ✏ tw1, . . . , wm✉ são bases de Λ, então m ✏ k.

Demonstração. Se Λ ✏ t0✉, não temos o que mostrar. Considere Λ ✘ t0✉. Seja x P
spantv1, . . . , vk✉. Então existem a1, . . . , ak P R tais que

x ✏
k➳

i✏1

aivi. (1.2)

Como vi P Λ, para todo i P t1, . . . , k✉, e β é uma base para Λ, segue que existem

bij P Z, 1 ↕ i ↕ k e 1 ↕ j ↕ m, tais que

vi ✏
m➳

j✏1

bijwj. (1.3)

Assim, de (1.2) e (1.3), temos que

x ✏
k➳

i✏1

m➳
j✏1

aibijwj ✏
m➳

j✏1

✄
k➳

i✏1

aibij

☛
wj. (1.4)

Isso mostra que x P spantw1 . . . , wm✉. Logo, k ↕ m. De forma análoga, podemos mostrar

que m ↕ k. Portanto, m ✏ k.

Pelo Teorema 1.1.9, duas bases de um reticulado possuem o mesmo número de

vetores. Isso nos permite definir posto ou dimensão de um reticulado da seguinte forma:

Definição 1.1.10. O número de vetores de uma base de um reticulado Λ é chamado de

posto ou dimensão de Λ. Se o posto de um reticulado Λ ⑨ Rn é igual a n, dizemos que

Λ é um reticulado de posto completo.

Definição 1.1.11. Uma matriz U P Zn✂n é dita unimodular se det♣Uq ✏ ✟1.

Observação 1.1.12. O produto de duas matrizes unimodulares é uma matriz unimodular.

A inversa de uma matriz unimodular também é uma matriz unimodular. A matriz identidade

é unimodular. Logo, o conjunto de todas as matrizes unimodulares é um grupo multiplicativo.

Este grupo é usualmente denotado por Gln♣Zq.

Teorema 1.1.13. Duas matrizes M1 e M2 são geradoras de um mesmo reticulado Λ se,

e somente se, existe uma matriz unimodular U tal que M1 ✏ UM2.
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Demonstração. (ñ) Sejam ta1, . . . , am✉ e tb1, . . . , bm✉ as linhas de M1 e M2, respectiva-

mente. Como M1 e M2 geram o mesmo reticulado Λ, temos que para i, j P t1, . . . , m✉,
existem ui, vj P Zm tais que ai ✏ uiM2 e bj ✏ vjM1. Então, M1 ✏ UM2 e M2 ✏ V M1, em

que U, V P Zm✂m tais que U é a matriz cuja i-ésima linha é o vetor ui, e V é a matriz cuja

j-ésima linha é o vetor vj. Relacionando as duas igualdades, temos que M2 ✏ V UM2. Mul-

tiplicando a direita ambos os lados da igualdade por MT
2 ♣M2M

T
2 q✁1, temos que Im ✏ V U .

Logo, det♣V q det♣Uq ✏ 1 e assim U e V são unimodulares. Portanto, existe uma matriz

unimodular U tal que M1 ✏ UM2.

(ð) Como existe uma matriz unimodular U tal que M1 ✏ UM2, temos que ai ✏ uiM2, ❅i P
t1, . . . , m✉, em que ui é a i-ésima linha de U . Por outro lado, temos também, que

M2 ✏ V M1, em que V ✏ U✁1, que também é uma matriz unimodular. Então, para cada

j P t1, . . . , m✉, temos que bj ✏ vjM1. Logo, M1 e M2 geram o mesmo reticulado.

Exemplo 1.1.14. Considere o reticulado gerado pela base t♣1, 0q, ♣1④2,
❄

3④2q✉. Este reticu-

lado é conhecido como reticulado hexagonal. Uma matriz geradora para esse reticulado

é M1 ✏
✄

1 0

1④2
❄

3④2

☛
. Observe que a matriz M2 ✏

✄
2

❄
3

5④2 3
❄

3④2

☛
também é uma

matriz geradora para o reticulado hexagonal, uma vez que

M2 ✏
✄

2
❄

3

5④2 3
❄

3④2

☛
✏
✄

1 2

1 3

☛✄
1 0

1④2
❄

3④2

☛
✏ UM1

e U ✏
✄

1 2

1 3

☛
é uma matriz unimodular, pois possui coordenadas inteiras e det♣Uq ✏ 1.

Definição 1.1.15. A matriz G ✏ MMT é denominada matriz de Gram do reticulado

gerado por M .

Exemplo 1.1.16. As matrizes M1 ✏
✄

1 0

1④2
❄

3④2

☛
e M2 ✏

✄
2

❄
3

5④2 3
❄

3④2

☛
são

geradoras do reticulado hexagonal, como vimos no Exemplo 1.1.14. Note que

G1 ✏ M1M
T
1 ✏

✄
1 0

1④2
❄

3④2

☛✄
1 1④2
0

❄
3④2

☛
✏
✄

1 1④2
1④2 1

☛

e

G2 ✏ M2M
T
2 ✏

✄
2

❄
3

5④2 3
❄

3④2

☛✄
2 5④2❄
3 3

❄
3④2

☛
✏
✄

7 19④2
19④2 13

☛
.

Observe que det♣G1q ✏ det♣G2q ✏ 3④4. Então vemos que neste exemplo os determinantes

coincidiram tomando as bases formadas pelas linhas das matrizes geradoras M1 e M2.

O que observamos no Exemplo 1.1.16 não é um caso isolado para o reticulado

hexagonal, muito menos para essas duas bases específicas. Os determinantes das matrizes

de Gram de um reticulado são sempre iguais, como estabelece o Teorema 1.1.17.
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Teorema 1.1.17. Se G1 e G2 são matrizes de Gram de um reticulado Λ, então det♣G1q ✏
det♣G2q.

Demonstração. Sejam M1 e M2 matrizes geradoras de um reticulado Λ, e G1 e G2 as

matrizes de Gram associadas a M1 e M2, respectivamente. Pelo Teorema 1.1.13, existe

uma matriz unimodular U tal que M1 ✏ UM2. Então G1 ✏ M1M
T
1 ✏ ♣UM2q♣UM2qT ✏

UM2M
T
2 UT . E logo

det♣G1q ✏ det♣Uq2 det♣G2q ✏ det♣G2q. (1.5)

Portanto, o determinante da matriz de Gram de um reticulado não depende da matriz

geradora escolhida.

Definição 1.1.18. O determinante do reticulado Λ, denotado por det♣Λq, é definido

como o determinante da matriz de Gram, isto é, det♣Λq ✏ det♣Gq.

Exemplo 1.1.19. Considere o reticulado Λ ⑨ R2 gerado pela base t♣2, 0q, ♣1, 3q✉. Assim,

uma matriz geradora para Λ é M ✏
✄

2 0

1 3

☛
e a matriz de Gram de Λ associada a

esta matriz é dada por G ✏ MMT ✏
✄

4 2

2 10

☛
. Logo, pela Definição 1.1.15, segue que

det♣Λq ✏ det♣Gq ✏ 36.

Definição 1.1.20. Dois reticulados Λ1 e Λ2 em Rn são ditos equivalentes se podemos

obter Λ1 por meio de Λ2 por uma composição de rotações, reflexões e mudança de escala,

isto é, se existirem uma matriz unimodular U , uma matriz ortogonal Q e um número real

positivo c tais que M1 ✏ cUM2Q, em que M1 e M2 são matrizes geradoras de Λ1 e Λ2,

respectivamente. Dizemos que c é a razão de semelhança de Λ1 para Λ2.

Teorema 1.1.21. Se Λ1 e Λ2 são reticulados equivalentes em Rn, então existem c P R� e

U P Zn✂n unimodular tais que G1 ✏ c2UG2U
T , em que G1 é matriz de Gram de Λ1, G2 é

a matriz de Gram de Λ2.

Demonstração. Se Λ1 e Λ2 são reticulados equivalentes, então existem c P R�, U unimo-

dular e Q ortogonal tais que M1 ✏ cUM2Q, em que M1 e M2 são geradoras de Λ1 e Λ2,

respectivamente. Logo,

G1 ✏ M1M
T
1 ✏ ♣cUM2Qq♣cUM2QqT ✏ c2UM2QQT MT

2 UT ✏ c2UG2U
T . (1.6)

Corolário 1.1.22. Se Λ1 e Λ2 são reticulados equivalentes em Rn de posto completo, com

razão de semelhança de Λ1 para Λ2 igual a c, então det♣Λ1q ✏ c2n det♣Λ2q.
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Demonstração. Da Equação (1.6) segue que

det♣Λ1q ✏ det♣G1q ✏ c2n det♣UG2U
T q ✏ c2n det♣Λ2q.

Logo, temos o que queremos mostrar.

Teorema 1.1.23. [21] Dois reticulados Λ1 e Λ2 são equivalentes em Rn com razão de

semelhança c P R� se, e somente se, existem matrizes de Gram G1 e G2 de Λ1 e Λ2,

respectivamente, tais que G2 ✏ c2G1.

Exemplo 1.1.24. Considere o reticulado hexagonal imerso no R3 gerado pela base

t♣1, 0, 0q, ♣✁1④2,
❄

3④2, 0q✉, e o reticulado A2 com base t♣✁1, 1, 0q, ♣0,✁1, 1q✉. Sejam G1 e

G2 matrizes de Gram do reticulado hexagonal e do reticulado A2, respectivamente. Observe

que

G1 ✏
✄

1 0 0

✁1④2
❄

3④2 0

☛☎✝✆
1 ✁1④2
0

❄
3④2

0 0

☞
✍✌✏

✄
1 ✁1④2

✁1④2 1

☛
.

G2 ✏
✄

✁1 1 0

0 ✁1 1

☛☎✝✆
✁1 1

1 ✁1

0 1

☞
✍✌✏

✄
2 ✁1

✁1 2

☛
.

Como G1 ✏ ♣
❄

2q2G2, pelo Teorema 1.1.23, o reticulado hexagonal e o reticulado A2 são

equivalentes, com razão de semelhança
❄

2.

Definição 1.1.25. Dizemos que Λ1 ⑨ Λ é um sub-reticulado de Λ se Λ1 também for

um reticulado.

Exemplo 1.1.26. 2Z2 ⑨ Z2 é um sub-reticulado de Z2, em que Z2 ✏ t♣x1, x2q : x1, x2 P Z✉
e 2Z2 ✏ t♣x1, x2q : x1, x2 P 2Z✉. Na Figura 3 temos uma ilustração de 2Z2, em vermelho,

e de Z2, em preto e vermelho.

Definição 1.1.27. Um reticulado Λ ⑨ Rn é dito integral se x ☎ y P Z, para quaisquer

x, y P Λ, em que “☎” denota o produto interno usual em Rn.

Exemplo 1.1.28. Considere o reticulado Λ gerado pela base t♣3, 0q, ♣1, 1q✉. Sejam x, y P Λ.

Então existem α1, α2, β1, β2 P Z tais que x ✏ α1♣3, 0q � β1♣1, 1q e y ✏ α2♣3, 0q � β2♣1, 1q.
Note que

x ☎ y ✏ ♣3α1 � β1, β1q ☎ ♣3α2 � β2, β2q ✏ 9α1α2 � 3α1β2 � 3α2β1 � 2β1β2 P Z.

Logo, pela Definição 1.1.27, Λ é um reticulado integral. A Figura 4 ilustra o reticulado Λ.

Observação 1.1.29. Todo sub-reticulado Λ de Zn é um reticulado integral, mas nem todo

reticulado integral é um sub-reticulado de Zn. Por exemplo, o reticulado Λ gerado pela

base t♣5
❄

2, 0q, ♣0, 3
❄

2q✉ é integral, mas não é um sub-reticulado de Zn.
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Então, y♣MMT q✁1M P Λ✝, ❅y P Zn e, logo, Λ1 ⑨ Λ✝. Agora, seja v P Λ✝. Como

span♣Mq ✏ span♣♣MMT q✁1Mq, segue que v P span♣♣MMT q✁1Mq, isto é, existe u P Rm

tal que v ✏ u♣MMT q✁1M . Por outro lado, v P Λ✝, isto é, vMT P Z. Logo, u ✏
♣u♣MMT q✁1MqMT P Z. Assim, v P Λ1, e portanto, Λ1 ⑩ Λ✝. Isso mostra que o dual de Λ

é gerado por ♣MMT q✁1M .

Corolário 1.2.4. Se M é uma matriz geradora para um reticulado Λ ⑨ Rn de posto

completo, então ♣MT q✁1 é uma matriz geradora para o reticulado dual Λ✝.

Demonstração. Sejam Λ um reticulado de posto completo e M uma matriz geradora

para Λ. Pelo Teorema 1.2.3, temos que uma matriz geradora para Λ✝ é ♣MMT q✁1M .

Como Λ possui posto completo, segue que M possui inversa. Então, ♣MMT q✁1M ✏
♣MT q✁1M✁1M ✏ ♣MT q✁1. Logo, o dual de Λ é gerado por ♣MT q✁1.

Exemplo 1.2.5. Considere o reticulado Λ do Exemplo 1.1.19. Pelo Corolário 1.2.4, uma

matriz geradora para Λ✝ é ♣MT q✁1 ✏
✄

1④2 ✁1④6
0 1④3

☛
.

Teorema 1.2.6. Sejam Λ um reticulado e Λ✝ seu reticulado dual. Então, temos que

det♣Λ✝q ✏ 1④ det♣Λq.

Demonstração. Sejam M uma matriz geradora de Λ e G ✏ MM✁T a matriz de Gram

de Λ associada a M . Pelo Teorema 1.2.3, temos que ♣MMT q✁1M é uma matriz geradora

para Λ✝, e G✝ ✏ ♣MMT q✁1M♣♣MMT q✁1MqT é a matriz de Gram de Λ✝ associada a

♣MMT q✁1M . Observe que

det♣Λ✝q ✏ det♣G✝q ✏ det♣♣MMT q✁1M♣♣MMT q✁1MqT q
✏ det♣♣MMT q✁1q ✏ 1

det♣MMT q ✏
1

det♣Λq .

1.3 Região Fundamental

Definição 1.3.1. Sejam Λ ⑨ Rn um reticulado, M uma matriz geradora para Λ e

V ✏ span♣Mq. Uma região fundamental F de um reticulado Λ é um subconjunto de

V que ladrilha V por translações de vetores de Λ, isto é, para u, v P Λ distintos, temos

que ♣F � uq ❳ ♣F � vq tem medida nula e
↕
vPΛ

♣v � F q ✏ V .

Exemplo 1.3.2. Considere o reticulado Λ ⑨ R2 com base t♣1, 1q, ♣✁1, 2q✉. A Figura 6

ilustra dois ladrilhamentos do R2 obtidos por translações de vetores de Λ. O primeiro

ladrilhamento foi obtido pela região fundamental F1 de Λ, em que F1 ✏ ta♣1, 1q � b♣✁1, 2q :
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Demonstração. Seja x P Λ um vetor de norma mínina de Λ. Então, temos que ⑥x⑥ ↕
⑥y⑥ , ❅y P Λ③t0✉. Considere ρ ✏ ⑥x⑥ ④2. Vamos mostrar que Λ�Bρ é um empacotamento

reticulado. Sejam u, v P Λ tais que ♣u�Bρq ❳ ♣v �Bρq não tem medida nula. Considere

também w, t P Bρ, tais que w � u ✏ t� v, isto é, u✁ v ✏ t✁w. Note que

⑥u✁ v⑥ ✏ ⑥t✁w⑥ ↕ ⑥t⑥ � ⑥w⑥ ↕ ρ� ρ ✏ 2ρ ✏ ⑥x⑥ . (1.13)

Como u, v P Λ, temos que u✁ v P Λ e consequentemente ⑥u✁ v⑥ ➙ ⑥x⑥, uma vez que x

é um vetor de norma mínima de Λ. Assim, de (1.13), segue que ⑥u✁ v⑥ ✏ ⑥t✁w⑥ ✏ ⑥x⑥.
Então,

⑥x⑥ ✏ ⑥t✁w⑥ ↕ ⑥t⑥ � ⑥w⑥ ↕ ⑥x⑥ ùñ ⑥t⑥ � ⑥w⑥ ✏ ⑥x⑥ .

Como ⑥t⑥ ↕ ρ e ⑥w⑥ ↕ ρ, segue que ⑥t⑥ ✏ ⑥w⑥ ✏ ⑥x⑥ ④2 ✏ ρ. Logo, temos que u � Bρ e

v �Bρ se interceptam apenas nos bordos, o que mostra que Λ�Bρ é um empacotamento

reticulado. Agora, observe que ρ ✏ ⑥x⑥ ④2 é o maior raio para o qual é possível obter

um empacotamento reticulado, pois se tomarmos um raio r → ρ, Λ � Br não seria

empacotamento reticulado, uma vez que x④2 P B♣x, rq ❳Br e x P Λ. Logo, temos o que

queríamos mostrar.

Exemplo 1.5.6. Vamos considerar mais uma vez o reticulado Λ ⑨ R2 gerado por

t♣1, 0q, ♣2, 2q✉. No Exemplo 1.4.3, vimos que a norma mínima de Λ é igual a 1. Assim,

pelo Teorema 1.5.5, segue que o raio de empacotamento de Λ é ρ ✏ ⑥x⑥ ④2 ✏ 1④2.

Denotamos por Vm o volume da bola unitária em Rm.

Definição 1.5.7. Dado um reticulado Λ ⑨ Rn de posto m, definimos a densidade de

empacotamento esférico de Λ como

∆♣Λq ✏ volume euclidiano m-dimensional de uma esfera de raio ρ

volume euclidiano m-dimensional de uma região fundamental de Λ

✏ volm♣Bρq
vol♣Λq ✏ volm♣B1qρm

vol♣Λq ✏ Vmρm

det♣Λq1④2 . (1.14)

O volume Vm da bola unitária em Rm é dado por [19]:

Vm ✏

✩✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✪

πm④2

♣m④2q! , se m é par,

2mπ♣m✁1q④2♣♣m✁ 1q④2q!
m!

, se m é ímpar.

Observação 1.5.8. Dado um empacotamento no Rn, a densidade de empacotamento

∆♣Λq é a proporção do Rn coberta pela união das bolas/esferas de raio ρ centradas nos

pontos de Λ.
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Definição 1.5.9. A densidade de centro de um reticulado Λ ⑨ Rn de posto n e de

raio de empacotamento ρ é dada por

δ♣Λq ✏ ρn

vol♣Λq . (1.15)

Exemplo 1.5.10. Considere mais uma vez Λ ⑨ R2 gerado pela base t♣1, 0q, ♣2, 2q✉. O vetor

u ✏ ♣1, 0q é um vetor de norma mínima de Λ e, consequentemente, o raio de empacotamento

de Λ é igual a ρ ✏ ⑥u⑥ ④2 ✏ 1④2. Note também que V2 ✏ π e que vol♣Λq ✏ 2. Assim, a

densidade de empacotamento de Λ é

∆♣Λq ✏ V2ρ
2

det♣Λq1④2 ✏ π♣1④2q2

2
✏ π

8
,

e a densidade de centro de Λ é δ♣Λq ✏ 1④8.

Observação 1.5.11. Um problema clássico na Teoria de Reticulados é a busca dos

empacotamentos reticulados mais densos em cada dimensão. Até o presente momento, foi

mostrado os empacotamentos mais densos nas dimensões de 1 a 8 [19] e na dimensão 24

[27].

1.6 Cobertura Esférica

Definição 1.6.1. Sejam Λ ⑨ Rn um reticulado e V ✏ span♣Λq. Dizemos que o conjunto

Λ � Br é uma cobertura de V se V ⑨ ♣Λ � Brq.

Definição 1.6.2. Sejam Λ ⑨ Rn um reticulado e V ✏ span♣Λq. O número

RΛ ✏ mintr : Λ � Br é uma cobertura de V ✉ (1.16)

é chamado de raio de cobertura de Λ. Em outras palavras, o raio de cobertura de um

reticulado Λ é o menor r → 0 tal que
↕
zPΛ

B♣z, rq ⑩ V .

Exemplo 1.6.3. Considere o reticulado Λ gerado pela base tu, v✉, em que u ✏ ♣2, 0q
e v ✏ ♣0, 1q. A Figura 10 mostra uma cobertura de R2. As bolas dessa cobertura estão

centradas em pontos de Λ e possuem raio RΛ.

Definição 1.6.4. Sejam Λ ⑨ Rn um reticulado de posto m e V ✏ span♣Λq. A densidade

de cobertura em V de Λ é dada por

Θ♣Λq ✏ Vm♣RΛqm

vol♣Λq , (1.17)

em que Vm é o volume da bola unitária em Rm.
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Uma matriz geradora para o reticulado An é dada por

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁1 1 0 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

0 ✁1 1 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

0 0 ✁1 1 ☎ ☎ ☎ 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 ☎ ☎ ☎ ✁1 1

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣Anq ✏ n � 1. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a❄
2, o número de vizinhos é igual a n♣n � 1q, o raio de empacotamento ρ ✏ 1④

❄
2 e a sua

densidade de centro é δ♣Anq ✏ 2✁n④2♣n � 1q✁1④2.

Quando n ✏ 2, vimos no Exemplo 1.1.24 que o reticulado A2 é equivalente ao

reticulado hexagonal, que possui matriz geradora M ✏
✄

1 0

✁1④2
❄

3④2

☛
.

O reticulado A✝
n é construído por todas as combinações lineares inteiras das

linhas da seguinte matriz:

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✆

1 ✁1 0 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

1 0 ✁1 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

1 0 0 ✁1 ☎ ☎ ☎ 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

✁ n

n � 1
1

n � 1
1

n � 1
1

n � 1
☎ ☎ ☎ 1

n � 1
1

n � 1

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣A✝
nq ✏ 1④♣n�1q. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a n④♣n�1q,

o número de vizinhos é igual a 2 (se n ✏ 2) ou 2n�2 (para n ➙ 3), o raio de empacotamento

ρ ✏ 1④2♣n④♣n � 1qq1④2 e a sua densidade de centro é δ♣A✝
nq ✏ nn④2④2n♣n � 1q♣n✁1q④2.

• Reticulados Dn e D✝
n

Para n ➙ 3, o reticulado Dn é definido como

Dn ✏ t♣x1, . . . , xnq P Zn : x1 � ☎ ☎ ☎ � xn P 2Z✉.

Uma matriz geradora para Dn é dada por

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

✁1 ✁1 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

1 ✁1 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

0 1 ✁1 ☎ ☎ ☎ 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ☎ ☎ ☎ 1 ✁1

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.
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Temos que det♣Dnq ✏ 4. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a
❄

2,

o número de vizinhos é igual a 2n♣n ✁ 1q, o raio de empacotamento ρ ✏ 1④
❄

2 e a sua

densidade de centro é δ♣Dnq ✏ 2✁♣n�2q④2.

Para n ➙ 3, o reticulado D✝
n é gerado por todas as combinações lineares inteiras

das linhas da seguinte matriz:

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

1 0 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

0 1 0 ☎ ☎ ☎ 0 0

0 0 1 ☎ ☎ ☎ 0 0
...

...
...

. . .
...

...

1④2 1④2 1④2 ☎ ☎ ☎ 1④2 1④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣D✝
nq ✏ 1④4. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a

3④4 (se n ✏ 3) ou 1 (se n ➙ 4), o número de vizinhos é igual a 8 (se n ✏ 3), 24 (se n ✏ 4)

ou 2n (se n ➙ 5), o raio de empacotamento ρ é igual a
❄

3④4 (se n ✏ 3) ou 1④2 (se n ➙ 4)

e a sua densidade de centro δ♣D✝
nq é igual a 31.52✁5 (se n ✏ 3) ou 2✁♣n✁1q (se n ➙ 4).

• Reticulado E8

O reticulado E8 é definido por

E8 ✏
★
♣x1, . . . , x8q P R8 : xi P Z ou xi P Z� 1④2, ❅i e

8➳
i✏1

xi é par

✰
.

Uma matriz geradora para o reticulado E8 é dada por

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

2 0 0 0 0 0 0 0

✁1 1 0 0 0 0 0 0

0 ✁1 1 0 0 0 0 0

0 0 ✁1 1 0 0 0 0

0 0 0 ✁1 1 0 0 0

0 0 0 0 ✁1 1 0 0

0 0 0 0 0 ✁1 1 0

1④2 1④2 1④2 1④2 1④2 1④2 1④2 1④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣E8q ✏ 1. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a
❄

2,

o número de vizinhos é igual a 240, o raio de empacotamento ρ ✏ 1④
❄

2 e a sua densidade

de centro é δ♣E8q ✏ 1④16.

• Reticulado E7
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O reticulado E7 é constituído pelos pontos de E8 que são perpendiculares ao

vetor e ✏ ♣1, . . . , 1q, isto é,

E7 ✏ t♣x1, . . . , x8q P E8 : x1 � ☎ ☎ ☎ � x8 ✏ 0✉ .

Uma matriz geradora para o reticulado E7 é dada por

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

✁1 1 0 0 0 0 0 0

0 ✁1 1 0 0 0 0 0

0 0 ✁1 1 0 0 0 0

0 0 0 ✁1 1 0 0 0

0 0 0 0 ✁1 1 0 0

0 0 0 0 0 ✁1 1 0

1④2 1④2 1④2 1④2 ✁1④2 ✁1④2 ✁1④2 ✁1④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣E7q ✏ 2. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a
❄

2,

o número de vizinhos é igual a 126, o raio de empacotamento ρ ✏ 1④
❄

2 e a sua densidade

de centro é δ♣E7q ✏ 1④16.

• Reticulado E6

O reticulado E6 é constituído pelos pontos de E8 que pertencem ao complemento

ortogonal do subespaço vetorial gerado por ♣1, 0, . . . , 0, 1q e ♣0, 1, . . . , 1, 0q, isto é,

E6 ✏ t♣x1, . . . , x8q P E8 : x1 � x8 ✏ x2 � ☎ ☎ ☎ � x7✉ .

Uma matriz geradora para o reticulado E6 é dada por

M ✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

0 ✁1 1 0 0 0 0 0

0 0 ✁1 1 0 0 0 0

0 0 0 ✁1 1 0 0 0

0 0 0 0 ✁1 1 0 0

0 0 0 0 0 ✁1 1 0

1④2 1④2 1④2 1④2 ✁1④2 ✁1④2 ✁1④2 ✁1④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣E6q ✏ 3. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a
❄

2,

o número de vizinhos é igual a 72, o raio de empacotamento ρ ✏ 1④
❄

2 e a sua densidade

de centro é δ♣E6q ✏ 1④8
❄

3.

• Reticulado Barnes-Wall Λ16
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O reticulado Barnes-Wall Λ16 é gerado por todas as combinações lineares

inteiras das linhas da seguinte matriz:

M ✏ 1❄
2

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Temos que det♣Λ16q ✏ 256. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a 2,

o número de vizinhos é igual a 4320, o raio de empacotamento ρ ✏ 1 e a sua densidade de

centro é δ♣Λ16q ✏ 1④16.

• Reticulado de Leech Λ24

O reticulado de Leech Λ24 é gerado por todas as combinações lineares inteiras
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das linhas da seguinte matriz:

M ✏ 1❄
8

☎
✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✝✆

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 0 2 2 2 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0

2 2 0 0 2 0 2 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

✁3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

☞
✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✍✌

Temos que det♣Λ24q ✏ 1. Pode-se mostrar que sua norma mínima é igual a 2, o

número de vizinhos é igual a 196560, o raio de empacotamento ρ ✏ 1 e a sua densidade de

centro é δ♣Λ24q ✏ 1.

Finalizamos essa seção com duas tabelas. A Tabela 1 nos fornece os empacota-

mentos reticulados mais densos nas dimensões de 1 a 8 [19] e na dimensão 24 [27]. Como

vimos na Observação 1.5.11, essas são as únicas dimensões em que os empacotamentos

reticulados mais densos são provados. Já a Tabela 2 nos fornece os reticulados com menor

densidade de cobertura nas dimensões em que esse resultado é provado, como conferimos

na Observação 1.6.5.
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Dimensão 1 2 3 4 5 6 7 8 24
Reticulado Z A2 D3 D4 D5 E6 E7 E8 Λ24

Tabela 1 – Empacotamentos reticulados mais densos.

Dimensão 1 2 3 4 5 24
Reticulado A✝

1 A✝
2 A✝

3 A✝
4 A✝

5 Λ24

Tabela 2 – Reticulados com menor densidade de cobertura.

1.8 Série Teta

Definição 1.8.1. Seja Λ um reticulado em Rn. Definimos a série teta de Λ como

ΘΛ♣qq ✏
➳
xPΛ

qx☎x, (1.18)

em que q ✏ eπiz, z P C e Im♣zq → 0.

Na literatura é comum encontrarmos a série teta escrita em função de z, isto é,

ΘΛ♣zq. Podemos escrever a série teta de um reticulado Λ da seguinte forma:

ΘΛ♣zq ✏
➳

N♣mq→0

N♣mqqm, (1.19)

em que N♣mq ✏ #tx P Λ : x ☎ x ✏ m✉, isto é, o número de vetores de Λ que possuem

norma
❄

m. As potências de q nessa soma são todas as normas ao quadrado atingíveis

pelos pontos do reticulado. Podemos observar então que a série teta de um reticulado é

uma série que possui apenas coeficientes positivos em sua expansão.

Exemplo 1.8.2. A série teta do reticulado Z2 é

ΘZ2♣zq ✏
➳

xPZ2

qx☎x ✏ 1 � 4q � 4q2 � 4q4 � 8q5 � 4q8 � 4q9 � ☎ ☎ ☎ (1.20)

Observe na Figura 11 que, escrevendo a série teta de Z2 como ΘZ2♣zq ✏
➳

N♣mq→0

N♣mqqm,

podemos observar os N♣mq pontos do reticulado que interceptam a circunferência de raio❄
m.

Observação 1.8.3. [19] A série teta de um reticulado Λ nos fornece o raio de empacota-

mento ρ e o número de vizinhos τ de Λ, uma vez que

ΘΛ♣zq ✏ 1 � τq4ρ2 � . . . (1.21)

Teorema 1.8.4. [29](Fórmula da Soma de Poisson para Reticulados). Seja Λ um reticulado

em Rn. Então,

ΘΛ✝♣zq ✏ det♣Λq1④2♣i④zqn④2ΘΛ♣✁1④zq. (1.22)
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Exemplo 1.9.8. Considere a extensão Q♣
❄

5q⑤Q. Temos que
❄

5 é um inteiro algébrico,

pois é raiz de f♣xq ✏ x2 ✁ 5.

Teorema 1.9.9. [25] Seja K um corpo de números. O conjunto

OK ✏ tx P K : x é inteiro algébrico sobre Z✉
é um anel, chamado de anel de inteiros de K⑤Q.

Definição 1.9.10. Sejam K um corpo de números de grau n e OK o anel de inteiros de

K⑤Q. Chamamos de base integral de K ou de OK uma Z-base para o grupo aditivo OK.

Observação 1.9.11. Se tα1, . . . , αn✉ é uma base integral de OK então todo elemento

α P OK pode ser escrito de forma única como
n➳

i✏1

biαi, em que bi P Z, para todo i ✏ 1, . . . , n.

Teorema 1.9.12. [31] Se K ✏ Q♣θq é uma extensão de Q de grau n, então existem exata-

mente n homomorfismos distintos σ1, . . . , σn de K em C que fixam Q. Tais homomorfismos

são dados por σi♣θq ✏ θi, em que θ1, . . . , θn são as raízes de min
K

θ em C.

Definição 1.9.13. Um corpo quadrático K é uma extensão de Q de grau 2.

Teorema 1.9.14. [32] Todo corpo quadrático K é da forma Q♣
❄

dq, em que d é um inteiro

livre de quadrados (isto é, não existe um primo p tal que p2 divide d).

Definição 1.9.15. Define-se Zr
❄

ds ✏ ta � b
❄

d : a, b P Z✉.
Teorema 1.9.16. [33] Seja K ✏ Q♣

❄
dq um corpo quadrático, com d P Z livre de quadrados

e d ✙ 0 ♣mod 4q.

1. Se d ✑ 1 ♣mod 4q, então o anel dos inteiros OK de K sobre Z é OK ✏ Z

✒
1 �❄

d

2

✚

e uma Z-base de OK é
✧

1,
1 �❄

d

2

✯
;

2. Se d ✑ 2 ou d ✑ 3 ♣mod 4q, então o anel dos inteiros OK de K sobre Z é OK ✏ Zr
❄

ds
e uma Z-base de OK é t1,

❄
d✉.

Teorema 1.9.17. Seja d um inteiro livre de quadrados. Os homomorfismos de K ✏ Q♣
❄

dq
em C são σ1 e σ2, em que σ1♣

❄
dq ✏

❄
d e σ2♣

❄
dq ✏ ✁

❄
d.

Demonstração. Segue do Teorema 1.9.12.

Exemplo 1.9.18. O corpo K ✏ Q♣
❄

13q é um corpo quadrático, θ ✏
❄

13 é raiz do

polinômio f♣xq ✏ x2 ✁ 13. Temos pelo Teorema 1.9.16 que o anel de inteiros OK de K

sobre Z é OK ✏ Z

✒
1 �❄

13
2

✚
e uma Z-base de OK é

✧
1,

1 �❄
13

2

✯
, pois 13 ✑ 1 ♣mod 4q.

Pelo Teorema 1.9.17, os homomorfismos de K são dados por σ1, σ2, em que σ1♣
❄

13q ✏
❄

13

e σ2♣
❄

13q ✏ ✁
❄

13.
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• Homomorfismo de Minkowski

Seja K um corpo de números de grau n. Pelo Teorema 1.9.12 existem exatamente

n homomorfismos distintos σj : K ÝÑ C para j ✏ 1, ☎ ☎ ☎ , n, que fixam Q. Se σj♣Kq ⑨ R diz-

se que σj é real. Caso contrário, σj é dito imaginário. Quando todos os homomorfismos

são reais diz-se que K é um corpo totalmente real. Quando os homomorfismos são todos

imaginários, diz-se que K é um corpo totalmente imaginário.

Se σ̄ : C ÝÑ C é a conjugação complexa, então para todo j ✏ 1, . . . , n, temos

que σ̄ ✆ σj ✏ σk para algum 1 ↕ k ↕ n e que σ̄ ✆ σj ✏ σj se, e somente se, σj♣Kq ⑨ R.

Desta forma, temos que os homomorfismos imaginários aparecem aos pares, isto é, se σj é

imaginário, então existe k tal que σ̄ ✆ σj ✏ σk.

Usando r1 para denotar o número de homomorfismos reais e r2 o número de

pares de homomorfismos imaginários, podemos reordenar os homomorfismos σ1, . . . , σn

de modo que σ1, . . . , σr1
sejam os homomorfismos reais e que σr1�1, . . . , σr1�2r2

sejam os

homomorfismos imaginários com σr1�r2�i ✏ σ̄ ✆ σr1�i para i ✏ 1, . . . , r2.

Definição 1.9.19. Seja K um corpo de números de grau n. Considere o homomorfismo

injetivo de anéis

σK : K Ñ Rn

x ÞÝÑ ♣σ1♣xq, . . . , σr1
♣xq, R♣σr1�1♣xqq, I♣σr1�1♣xqq, . . . , R♣σr1�r2

♣xqq, I♣σr1�r2
♣xqqq,

em que R representa a parte real e I representa a parte imaginária do número com-

plexo. Tal homomorfismo é denominado homomorfismo canônico ou homomorfismo de

Minkowski de K em Rn.

Exemplo 1.9.20. Sejam K ✏ Q♣
❄

11q um corpo de números, OK ✏ Z

✑❄
11

✙
o anel

de inteiros de K⑤Q e σ1, σ2 os homomorfismos de K em C, em que σ1 é a identidade e

σ2♣a �
❄

11bq ✏ a ✁
❄

11b. Neste caso, temos r1 ✏ 2 e r2 ✏ 0, ou seja, K é um corpo

totalmente real. Para x ✏ a �
❄

11b, com a, b P Q, temos

σK♣xq ✏ ♣σ1♣xq, σ2♣xqq ✏ ♣a �
❄

11b, a ✁
❄

11bq.
Teorema 1.9.21. [31] Sejam K um corpo de números de grau n e σK : K Ñ Rn o

homomorfismo de Minkowski. Então σK♣OKq é um reticulado de posto n em Rn.

Exemplo 1.9.22. Seja K ✏ Q♣iq um corpo de números e seja OK ✏ Zris seu anel de

inteiros, com Z-base t1, i✉. Neste caso, temos que r1 ✏ 0 e r2 ✏ 1. Logo, dado x ✏ a � bi,

em que a, b P Z a imagem do homomorfismo de Minkowski em Zris é dada por

σK♣xq ✏ ♣R♣a � biq, I♣a � biqq ✏ ♣a, bq.
Portanto, temos que o reticulado gerado por OK é um reticulado bidimensional gerado

pelos vetores v1 ✏ ♣1, 0q e v2 ✏ ♣0, 1q. Ou seja, o reticulado gerado é o reticulado Z2.
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Vamos agora apresentar dois exemplos de famílias de reticulados bidimensionais

construídas via o Homomorfismo de Minkowski. Essas famílias terão papel fundamental

nos Capítulos 5 e 6.

Exemplo 1.9.23. Considere K ✏ Q♣
❄
✁lq um corpo quadrático, em que l → 0 e l é um

inteiro livre de quadrados e ✁l ✑ 1 ♣mod 4q. Pelo Teorema 1.9.16, se ✁l ✑ 1 (mod 4),

então o anel de inteiros OK de K sobre Z é igual a Z

✒
1 �❄✁l

2

✚
e uma Z-base de OK é✧

1,
1 �❄✁l

2

✯
. Seja σ : C Ñ C a conjugação complexa. Temos que, ❅x P K :

σK♣xq ✏ ♣R♣σ1♣xqq, I♣σ1♣xqqq
✏

✂
R

✂
a0 � a1

✂
1 �❄✁l

2

✡✡
, I

✂
a0 � a1

✂
1 �❄✁l

2

✡✡✡

✏
✂

a0 � a1

2
,

❄
la1

2

✡

✏ a0♣1, 0q � a1

✂
1
2

,

❄
l

2

✡
.

Assim, σK♣xq é gerado pelos vetores u ✏ ♣1, 0q e v ✏
✂

1
2

,

❄
l

2

✡
. Tomando σ♣OKq♣xq ✏

Λb, o reticulado Λb gerado pela base acima possui matriz geradora e matriz de Gram,

respectivamente,

M ✶
l ✏

✄
1 0

1④2
❄

l④2

☛
e G✶

l ✏
✄

1 1④2
1④2 ♣1 � lq④4

☛
.

Vamos trabalhar com Λa ✏
❄

2Λb, um reticulado integral. Sua matriz geradora e de Gram

são, respectivamente:

Ml ✏
❄

2

✄
1 0

1④2
❄

l④2

☛
e Gl ✏

✄
2 1

1 ♣1 � lq④2

☛
.

Note que det♣Λaq ✏ l e a distância mínima d é igual
❄

2.

Diferente do que ocorre para a maioria dos reticulados, para essa família a série teta pode

ser calculada facilmente. A série teta de Λa é dada por

ΘΛa
♣yq ✏ θ3♣2yqθ3♣2lyq � θ2♣2yqθ2♣2lyq.

Exemplo 1.9.24. Considerando K ✏ Q♣
❄

lq um corpo quadrático, em que l → 0 e l é um

inteiro livre de quadrados e l ✑ 2 ♣mod 4q, temos que o anel de inteiros OK de K sobre

Z é igual a Zr
❄

ls e uma Z-base de OK é t1,
❄

l✉. Usando os Teoremas 1.9.17 e 1.9.21,

segue que o reticulado Λ gerado por essa base possui matriz geradora e matriz de Gram,

respectivamente,



Capítulo 1. Reticulados 43

M ✏
✄

1 1❄
l ✁

❄
l

☛
e G ✏

✄
2 0

0 2l

☛
.

Observe que det♣Λq ✏ 4l e a distância mínima d é igual 2.

Da mesma forma que analisamos para a família de reticulados construída no Exemplo

1.9.23, a série teta desta família também é facilmente calculada. A série teta de Λ é dada

por

ΘΛ♣yq ✏ θ3♣2yqθ3♣2lyq.
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2 Caracterizações Equivalentes de Ladrilha-

mentos

Neste capítulo estabelecemos a notação básica e apresentamos definições e

diferentes caracterizações de ladrilhamento. As principais referências utilizadas nesse

capítulo são [5, 19, 14].

Definição 2.0.1. Sejam Λ e Λa reticulados em Rn tais que Λ ⑨ Λa. Dizemos que Λa

é o reticulado ambiente para o reticulado Λ. Um conjunto finito T ⑨ Λa é dito um

Λ-ladrilho (discreto) para Λa se, e somente se, as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) ♣T � λ1q ❳ ♣T � λ2q ✏ ❍, para quaisquer λ1, λ2 P Λ, com λ1 ✘ λ2;

(ii)
↕
λPΛ

♣T � λq ✏ Λa.

Observação 2.0.2. A Condição ♣iq da definição anterior é equivalente a T ❳♣T �λq ✏ ❍,

para todo λ P Λ③t0✉.

Exemplo 2.0.3. Sejam Λa ✏ Z2, Λ ✏ 2Z2 e T ✏ t♣0, 0q, ♣1, 0q, ♣2, 1q, ♣✁1, 1q✉. O conjunto

T é um Λ-ladrilho para Λa.

De fato, para cada λ P Λ não-nulo, existem k, p P Z tais que λ ✏ ♣2k, 2pq e

T � λ ✏ t♣2k, 2pq, ♣1� 2k, 2pq, ♣2♣1� kq, 1� 2pq, ♣✁1� 2k, 1� 2pq✉.

Como λ ✏ ♣2k, 2pq é não-nulo, segue que k ✘ 0 ou p ✘ 0 e logo T ❳ ♣T � λq ✏ ❍.

Para concluirmos a justificativa de que T é um Λ-ladrilho para Λa resta mostrar que↕
λP2Z2

♣T � λq ⑩ Z2, uma vez que a inclusão
↕

λP2Z2

♣T � λq ⑨ Z2 é trivial.

Se x ✏ ♣x1, x2q P Z2, então x1 e x2 podem ser pares, ímpares, x1 par e x2 ímpar

ou x1 ímpar e x2 par. Observamos que essas quatro condições correspondem exatamente

aos quatro tipos de vetores que compõe
↕

λP2Z2

♣T � λq.

Logo, T é um Λ-ladrilho para Λa. Na Figura 12 representamos em vermelho os

pontos de T e, usando as cores amarelo, preto, azul e verde, representamos o deslocamento

de T pelos vetores ♣✁4, 0q, ♣✁2, 0q, ♣2, 0q e ♣4, 0q, respectivamente.

Na Definição 2.0.1 apresentamos a versão discreta de ladrilhamento. A versão

contínua, que é a mais conhecida, será apresentada a seguir:
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Demonstração. Vamos mostrar que, para todo λ P Λ③t0✉:

1. T ❳ ♣T � λq ✏ ❍ ðñ ♣T � VΛa
q ❳ ♣T � VΛa

� λq possui medida nula;

2.
↕
λPΛ

♣T � λq ✏ Λa ðñ
↕
λPΛ

♣T � VΛa
� λq ✏ V .

1. ♣ñq Podemos observar que

♣T � VΛa
q ❳ ♣T � VΛa

� λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛa
q ❳ ♣t2 � VΛa

� λqs.

Como t1 � VΛa
é a região de Voronoi de t1, t2 � VΛa

� λ é a região de Voronoi de

t2 �λ e T ❳ ♣T �λq ✏ ❍, segue que t1 �VΛa
e t2 �VΛa

�λ se interceptam apenas

em seus bordos. Logo,
↕

t1,t2PT

♣t1 � VΛa
q ❳ ♣t2 � VΛa

� λq tem medida nula, uma vez

que é uma união finita de conjuntos de medida nula, já que T é finito. Portanto,

♣T �VΛa
q ❳ ♣T �VΛa

�λq tem medida nula, pois é um subconjunto de um conjunto

de medida nula.

♣ðq Suponha que T ❳ ♣T � λq ✘ ❍. Então, existem t1, t2 P T tais que t1 ✏ t2 � λ.

Logo, t1 �VΛa
✏ t2 �VΛa

�λ. Assim, segue que ♣T �VΛa
q❳ ♣T �VΛa

�λq ✘ ❍. E,

temos que ♣t1 � VΛa
q ⑨ ♣T � VΛa

q ❳ ♣T � VΛa
�λq. Como int♣t1 � VΛa

q é não-vazio,

concluímos que ♣t1�VΛa
q não possui medida nula. Portanto, ♣T �VΛa

q❳♣T �VΛa
�λq

não possui medida nula, o que é um absurdo. Logo, T ❳ ♣T � λq ✏ ❍.

2. ♣ñq Note que

↕
λPΛ

♣T � VΛa
� λq ✏

↕
λPΛ

✄↕
tPT

♣t� VΛa
� λq

☛
✏
↕
λPΛ
tPT

♣t� VΛa
� λq.

Como
↕
λPΛ

♣T � λq ✏ Λa, segue que

↕
λPΛ
tPT

♣t� VΛa
� λq ✏

↕
λ̄PΛa

♣λ̄� VΛa
q ✏ V,

pois VΛa
é um Λa-ladrilho para span♣Λaq ✏ V .

♣ðq Temos que VΛa
é um Λa-ladrilho para V . Então,↕

λ1PΛa

♣λ1 � VΛa
q ✏ V.

Logo, pela hipótese, segue que↕
λ1PΛa

♣λ1 � VΛa
q ✏

↕
λPΛ

♣T � λ� VΛa
q ñ

↕
λ1PΛa

♣λ1 � VΛa
q ✏

↕
λ2P♣Λ�T q

♣λ2 � VΛa
q.

Portanto Λa ✏ Λ� T , uma vez que VΛa
é um Λa-ladrilho para V e Λ� T ⑨ Λa. Isso

mostra que
↕
λPΛ

♣T � λq ✏ Λa.
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(iii) O dual de Λ satisfaz

Λ✝③t0✉ ⑨ Zf̂ , (2.5)

em que f ✏ ✶VΛa�T e f̂ é a transformada de Fourier de f .

Demonstração. (i) ñ (ii): Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λa④Λ. Primeiramente,

vamos mostrar que T é de fato um sistema completo de resíduos módulo Λ.

Como T ❳ ♣T � λq ✏ ❍, para todo λ P Λ③t0✉, segue que para quaisquer

t1, t2 P T e λ P Λ③t0✉, t1 ✘ t2�λ. Então, t1✁t2 ❘ Λ③t0✉, o que implica que t1�Λ ✘ t2�Λ,

para todo t1 ✘ t2. Assim, temos que elementos distintos de T representam classes distintas

de Λa④Λ. Considere agora λa P Λa. Como T é um Λ-ladrilho para Λa, existem t P T e

λ P Λ tais que λa ✏ t�λ. Então, λa ✑ t ♣mod Λq. Logo, todo elemento de Λa é congruente

(módulo Λ) a um elemento de T . Portanto, T é um sistema completo de resíduos módulo

Λ.

Seja φ o seguinte homomorfismo:

φ : Λa ÝÑ G

x ✏ t� λ ÞÝÑ t� Λ, em que t P T .

Note que φ está bem definido pois todo x P Λa pode ser escrito de forma única como

x ✏ t � λ, em que t P T e λ P Λ, uma vez que T é um Λ-ladrilho para Λa. Além disso,

temos que

• φ é sobrejetora.

Temos que G ⑨ T � Λ, pois para cada g P G, existe x P Λa tal que g ✏ x� Λ. Por

outro lado, existem t P T e λ P Λ tais que x ✏ t� λ, pois T é um Λ-ladrilho para

Λa. Assim, temos que g P T � Λ. A outra inclusão é trivial. Logo, G ✏ T � Λ.

• N♣φq ✏ tx P Λa : φ♣xq ✏ 0✉ ✏ Λ.

Para x P Λa, digamos x ✏ t� λ, com t P T e λ P Λ, temos:

x P N♣φq ñ φ♣xq ✏ 0̄ ñ t� Λ ✏ 0� Λ ñ t✁ 0 P Λ ñ t P Λ.

Como λ, t P Λ e x ✏ t� λ segue que x P Λ, uma vez que Λ é um reticulado. Logo,

N♣φq ✏ Λ.

• #φ♣T q ✏ #T .

Seja ϕ a aplicação:

ϕ : T Ñ φ♣T q
t ÞÝÑ t� Λ.
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É fácil ver que ϕ é sobrejetora. Vamos mostrar que ϕ é injetora. Temos que

ϕ♣t1q ✏ ϕ♣t2q ñ t1 � Λ ✏ t2 � Λ ñ t2 ✁ t1 P Λ.

Assim, t2 ✁ t1 ✏ λ, para algum λ P Λ. Isto é, t2 ✏ t1 � λ. Logo, T ❳ ♣T � λq ✘ ❍.

Como T é um Λ-ladrilho para Λa, segue que λ ✏ 0 e portanto, t1 ✏ t2. Logo, ϕ é

bijetora e, portanto, #φ♣T q ✏ #T .

(ii) ñ (i):

Queremos mostrar que as Condições ♣iq e ♣iiq da Definição 2.0.1 são satisfeitas.

A condição ♣iq é verdadeira, pois caso contrário existiriam t1, t2 P T e λ P Λ③t0✉, tais que

t1 ✏ t2 � λ ñ t1 ✁ t2 ✏ λ ñ φ♣t1 ✁ t2q ✏ 0 ñ φ♣t1q ✏ φ♣t2q.

Se t1 ✘ t2, então #φ♣T q ✘ #T , o que contraria a hipótese. Se t1 ✏ t2, então t1 ✏
t1 � λ ñ λ ✏ 0. Absurdo, pois λ P Λ③t0✉.

A Condição ♣iiq é satisfeita, pois como T é um sistema completo de resíduos

módulo Λ segue que para todo λa P Λa, existe t P T tal que

λa ✑ t ♣mod Λq ñ λa P t� Λ ñ λa P
↕
tPT

♣t� Λq.

Logo,
↕
tPT

♣t� Λq ✏ Λa, uma vez que
↕
tPT

♣t� Λq ⑨ Λa é trivial. Então,
↕
λPΛ

♣T � λq ✏ Λa e

portanto, T é um Λ-ladrilho para Λa.

(i) ô (iii): Segue diretamente do Teorema 2 de [14].

2.1 Estudos de casos

Nesta seção apresentamos quatro estudos de casos utilizando a caracterização de

ladrilhamento via transformada de Fourier dada no Teorema 2.0.16. Nos três primeiros casos

apresentados nas Subseções 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 usamos a caracterização de ladrilhamento

via transformada de Fourier para mostrar que um conjunto discreto T é um Λ-ladrilho

para um reticulado ambiente Λa. Já no caso apresentado na Subseção 2.1.4 mostramos

como essa caracterização pode ser útil também na exclusão de possibilidades de ladrilhos

para um reticulado ambiente.

2.1.1 Região de Voronoi do reticulado hexagonal

Considere Λa como sendo o reticulado hexagonal, VΛa
sua região de Voronoi

e T ✏ t♣0, 0q✉. É fácil ver que VΛa
� T ✏ VΛa

é um Λa-ladrilho para R2. Nosso objetivo

é demonstrar esse resultado utilizando o Teorema 2.0.16 para exemplificar seu uso. Na

Figura 18 temos uma ilustração da região de Voronoi do reticulado hexagonal.
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Para x ✏ ♣u1, ♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3q, com u1, u2 P Z, segue que

✶̂VΛa
♣xq ✏

✒
✁
✂

3sen♣πu1qsen♣π♣♣❄3u1 � 2
❄

3u2q④3q④
❄

3qu1

π2♣✁3u2
1♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3 � ♣❄3u1 � 2
❄

3u2q④3q3
(2.6)

� ✁❄3 cos♣πu1q cos♣π♣u1 � 2u2q④3q♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3
π2♣✁3u2

1♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3 � ♣❄3u1 � 2
❄

3u2q④3q3
(2.7)

�
❄

3 cos♣2π♣♣u1 � 2u2q④3qq♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3
π2♣✁3u2

1♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3 � ♣❄3u1 � 2
❄

3u2q④3q3

✡✚
. (2.8)

Vamos analisar as três parcelas de ✶̂VΛa
♣xq. De (2.6), podemos observar que

3sen♣πu1qsen♣π♣♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3q④
❄

3qu1 ✏ 0,

uma vez que sen♣πu1q ✏ 0, ❅u1 P Z. Vamos agora analisar os numeradores de (2.7) e (2.8).

Somando-os, temos

✁
❄

3♣cos♣πu1q cos♣π♣u1 � 2u2q④3q � cos♣2π♣u1 � 2u2q④3qq♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3. (2.9)

Dividindo u1 � 2u2 por 6 e estudando os valores dos cossenos em (2.9) para todos os casos,

obtemos a Tabela 3.

Resto ✁ cos♣πu1q cos♣π♣u1 � 2u2q④3q cos♣2π♣u1 � 2u2q④3q
0 ✁1 1④2 1④2
1 1 1④2 ✁1④2
2 ✁1 ✁1④2 ✁1④2
3 1 ✁1④2 1④2
4 ✁1 ✁1④2 ✁1④2
5 1 1④2 ✁1④2

Tabela 3 – Valores dos cossenos em (2.9).

Logo, como podemos observar na Tabela 3, em todos os casos temos que

✁
❄

3♣cos♣πu1q cos♣π♣u1 � 2u2q④3q � cos♣2π♣u1 � 2u2q④3qq♣
❄

3u1 � 2
❄

3u2q④3 ✏ 0.

Assim, ✶̂VΛa
♣xq ✏ 0, ❅x P Λ✝

a. Portanto, pelo Teorema 2.0.16, T é um Λa-ladrilho para Λa

e, pelo Lema 2.0.7, VΛa
é um Λa-ladrilho para R2.

2.1.2 Releitura do resultado do Exemplo 2.0.8

Considere novamente os reticulados Λa ✏ Z2 e Λ ✏ 2Z2, e o conjunto T ✏
t♣0, 0q, ♣1, 0q, ♣2, 1q, ♣✁1, 1q✉. No Exemplo 2.0.8 mostramos que T � VΛa

é um Λ-ladrilho

para R2 provando que T é um Λ-ladrilho (discreto) para Λa e usando o Lema 2.0.7. Vamos

agora mostrar esse mesmo resultado usando o Teorema 2.0.16.
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Observe que M ✏
✄

2 0

0 2

☛
é uma matriz geradora para Λ. Então, uma matriz

geradora para Λ✝ é M✁T ✏
✄

1④2 0

0 1④2

☛
.

Seja x P Λ✝. Então x ✏ uM✁T , em que u P Z2. Ou seja, x ✏ ♣u1④2, u2④2q, com

u1, u2 P Z. Primeiramente note que, para x P V ✏ span♣Λaq,

✶̂VΛa�T ♣xq ✏
➺

V

e2πiy☎x
✶VΛa�T ♣yqdy

✏
➺

VΛa�T

e2πiy☎xdy

✏
➳
tPT

➺
VΛa

e2πi♣v�tq☎xdv, v P VΛa

✏
➳
tPT

➺
VΛa

e2πiv☎xe2πit☎xdv, v P VΛa

✏
➺

V

e2πiv☎x
✶VΛa

♣vqdv
➳
tPT

e2πit☎x

✏ ✶̂VΛa
♣xq

➳
tPT

e2πit☎x. (2.10)

Como

✶̂V
Z2
♣xq ✏

➺
R2

e2πiy☎x
✶V

Z2
♣yqdy

✏
➺ 1④2

✁1④2
e2πiy1x1dy1

➺ 1④2

✁1④2
e2πiy2x2dy2

✏ sen♣πx1q
πx1

sen♣πx2q
πx2

, (2.11)

segue que

✶̂VΛa�T ♣xq ✏ sen♣πx1q
πx1

sen♣πx2q
πx2

�
1 � e✁8πix1�2πix2 � e✁2πix1 � e2πix1�2πix2

✟
.

Para x ✏ ♣u1④2, u2④2q, temos que

✶̂VΛa�T ♣xq ✏ sen♣πu1④2q
πu1④2

sen♣πu2④2q
πu2④2 ✂

r1 � cos♣✁4πu1 � πu2q � isen♣✁4πu1 � πu2q � cos♣πu1q � isen♣πu1q
� cos♣πu1 � πu2q � isen♣πu1 � πu2qs

✏ sen♣πu1④2q
πu1④2

sen♣πu2④2q
πu2④2 ✂

r1 � cos♣π♣✁4u1 � u2qq � cos♣πu1q � cos♣π♣u1 � u2qqs .

Vamos analisar a paridade de u1 e u2. Para u1 ✏ 2k e u2 ✏ 2q, temos que ✶̂VΛa�T ♣xq ✏ 0,

uma vez que sen♣kπq ✏ sen♣qπq ✏ 0. Para u1 ✏ 2k e u2 ✏ 2q � 1, ✶̂VΛa�T ♣xq ✏ 0, pois
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Então temos que

✶̂R♣xq ✏ ✶̂C�t0,✟ek✉,❅kPt1,...,n✉♣xq ✏ ✶̂C♣xq
➳

bPt0,✟ek✉,❅kPt1,...,n✉
e2πix☎b

✏ ✶̂C♣xq
✄

1 �
➳

bPt✟ek✉,❅kPt1,...,n✉
e2πix☎b

☛

✏ ✶̂C♣xq
✄

1 �
n➳

k✏1

e2πixk �
n➳

k✏1

e✁2πixk

☛

✏ ✶̂C♣xq
✄

1 � 2
n➳

k✏1

cos♣2πxkq
☛

✏
✄

1 � 2
n➳

k✏1

cos♣2πxkq
☛

n➵
k✏1

sen♣πxkq
πxk

. (2.12)

Seja Λ ⑨ Zn o reticulado gerado pela seguinte matriz:

M ✏

☎
✝✝✝✝✆

2n � 1 0 ☎ ☎ ☎ 0

m21 1 ☎ ☎ ☎ 0
...

...
. . .

...

mn1 0 ☎ ☎ ☎ 1

☞
✍✍✍✍✌, (2.13)

em que mk1 P t2, . . . , n✉, ❅k P t2, . . . , n✉ e mi1 ✘ mj1, ❅i ✘ j. Então uma matriz geradora

para Λ✝ é

M✁T ✏

☎
✝✝✝✝✝✆

1
2n � 1

✁ m21

2n � 1
☎ ☎ ☎ ✁ mn1

2n � 1
0 1 ☎ ☎ ☎ 0
...

...
. . .

...

0 0 ☎ ☎ ☎ 1

☞
✍✍✍✍✍✌. (2.14)

Considerando as matrizes descritas acima, temos o seguinte resultado

Proposição 2.1.1. Seja Λ ⑨ Zn um reticulado gerado pela matriz M e considere T ✏
t0,✟ek✉, para todo k P t1, . . . , n✉. Então, T é um Λ-ladrilho para Zn.

Demonstração. Considere x ✏ uM✁T um elemento de Λ✝. Então, observe que

x ✏ ♣u1, u2, . . . , unq

☎
✝✝✝✝✝✆

1
2n � 1

✁ m21

2n � 1
☎ ☎ ☎ ✁ mn1

2n � 1
0 1 ☎ ☎ ☎ 0
...

...
. . .

...

0 0 ☎ ☎ ☎ 1

☞
✍✍✍✍✍✌

✏ ♣u1④♣2n � 1q,✁u1m21④♣2n � 1q � u2, . . . ,✁u1mn1④♣2n � 1q � unq,
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Da Equação (2.12), temos que

✶̂R♣xq ✏
✄

1� 2 cos
✂

2πu1

2n � 1

✡
� 2

n➳
k✏2

cos
✂

2π

✂
✁ u1mk1

2n � 1
� uk

✡✡☛

✂
✓

sen
�

πu1

2n�1

✟�
πu1

2n�1

✟ n➵
k✏1

sen
✂

π

✂
✁ u1mk1

2n � 1
� uk

✡✡◆✂
✁πu1mk1

2n � 1
� πuk

✡✛
.

ñ ✶̂R♣xq ✏
✄

1� 2 cos
✂

2πu1

2n � 1

✡
� 2

n➳
k✏2

cos
✂

2πu1mk1

2n � 1

✡☛

✂
✓

sen
�

πu1

2n�1

✟�
πu1

2n�1

✟ n➵
k✏2

✁sen
✂

πu1mk1

2n � 1

✡◆✂
✁πu1mk1

2n � 1
� πuk

✡✛
.

Vamos considerar aqui dois casos: o caso em que u1 é múltiplo de 2n � 1

e o caso contrário. Para u1 ✏ ♣2n � 1qk, k P Z segue que ✶̂R♣xq ✏ 0, uma vez que

sen♣pπq ✏ 0, ❅p P Z.

Para u1 ✘ ♣2n� 1qk, k P Z, vamos analisar uma parte do numerador de ✶̂R♣xq.
Como mk1 P t2, . . . , n✉, ❅k P t2, . . . , n✉ e mi1 ✘ mj1, ❅i ✘ j, temos que

1� 2 cos
✂

2πu1

2n � 1

✡
� 2

n➳
k✏2

cos
✂

2πu1mk1

2n � 1

✡
✏ 1� 2

n➳
k✏1

cos
✂

mk1

✂
2πu1

2n � 1

✡✡
.

Pela identidade trigonométrica de Lagrange, segue que

1� 2
n➳

k✏1

cos
✂

mk1

✂
2πu1

2n � 1

✡✡
✏ 1� 2

✂
✁1

2
� sen ♣2πu1♣n � 1④2q④♣2n � 1qq

2sen♣πu1④♣2n � 1qq
✡

✏ 2sen♣2πu1n④♣2n � 1q � πu1④♣2n � 1qqq
2sen♣πu1④♣2n � 1qq

✏ 2sen♣πu1q
πu1④♣2n � 1q ✏ 0.

Logo, ✶̂R♣xq ✏ 0 e pelo ítem (iii) do Teorema 2.0.16, segue que T é um Λ-ladrilho para

Zn.

Observamos que T é a bola de Lee de raio 1 de Zn. Pelo Lema 2.0.7, temos que

R ✏ C � T é um Λ-ladrilho de Rn. Vale ressaltar que todas as matrizes M que satisfazem

as condições pré-estabelecidas geram reticulados congruentes. Então basicamente temos

apenas uma solução para nosso problema.

2.1.4 Possibilidades de Λ-ladrilhos para o reticulado hexagonal

A abordagem de Fourier usada no Teorema 2.0.16, além de ajudar a mostrar

que um conjunto discreto (ou uma região, usando o Lema 2.0.7) é um Λ-ladrilho para o
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Nosso objetivo é encontrar um inteiro m tal que R é um Λ-ladrilho para R2, isto é, um

inteiro m tal que ✶̂R♣xq ✏ 0, ❅x P Λ✝.

Seja x P Λ✝. Então x ✏ uM✁T , em que u P Z2, i.e.,

x ✏
✄

u1 ✁ mu2

7
,

❄
3u1

3
�
�✁❄3m� 2

❄
3
✟

u2

21

☛
.

Da Equação (2.15) temos que

✶̂R♣xq ✏
✂

1� 2 cos
✁

2π
✁

u1 ✁ mu2

7

✠✠
� 2 cos

✂
2π

7
♣7u1 � ♣1✁mqu2q

✡
�

2 cos
✂

2πu2

7

✡✡
✂✔

✕
☎
✆✁ 3sen♣π♣u1 ✁ mu2

7
qqsen♣ 1

21
π♣7u1 � ♣2✁mqu2qq♣u1 ✁ mu2

7
q

π2♣✁3♣u1 ✁ mu2

7
q2♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q � ♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q3q

☞
✌�

☎
✆✁

❄
3♣✁ cos♣πu1 ✁ mu2

7
q cos♣ 1

21
π♣7u1 � ♣2✁mqu2qq♣

❄
3

21
♣7u1 ✁ ♣m✁ 2qu2qq

π2♣✁3♣u1 ✁ mu2

7
q2♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q � ♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q3q

☞
✌�

☎
✆✁

❄
3♣cos♣ 2

21
π♣7u1 � ♣2✁mqu2qqq♣

❄
3

21
♣7u1 ✁ ♣m✁ 2qu2qq

π2♣✁3♣u1 ✁ mu2

7
q2♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q � ♣

❄
3u1

3
� ♣✁❄3m�2

❄
3qu2

21
q3q

☞
✌
✜
✢ .

Considere x, y, z P Λ✝ tal que x ✏ ♣✁3④7,✁
❄

3④21q, y ✏ ♣4④7, 2
❄

3④7q e z ✏ ♣25④7, 55
❄

3④21q.
Note que para m ✏ 0 temos que ✶̂R♣xq ✓ 4.58265 ✘ 0. Então, pelo Teorema 2.0.16, T não

é um Λ-ladrilho para A2. Analogamente, para m ✏ 1 temos que ✶̂R♣yq ✓ 0.27521 ✘ 0, e

para m ✏ 2, ✶̂R♣zq ✓ 0.00805144 ✘ 0. Assim, T não é um Λ-ladrilho para A2. Para m ✏ 3,

✶̂R♣xq ✏ ✶̂R♣yq ✏ ✶̂R♣zq ✏ 0. Logo, para m ✏ 3 temos que T pode ser um Λ-ladrilho

para A2.

Com isso, concluímos que para m ✏ 0, 1 e 2, o conjunto T não é um Λ-ladrilho

para A2. Para m ✏ 3 mostramos no Capítulo 4 por meio de um algoritmo que, de fato, T

é um Λ-ladrilho para A2.

Neste capítulo estabelecemos as principais notações, definições e resultados

sobre ladrilhamento. Apresentamos no Lema 2.0.7 uma relação entre formas de ladri-

lhamento contínua e discreta e no Teorema 2.0.16 fornecemos caracterizações distintas

de ladrilhamento. Nos estudos de casos apresentados nas Subseções 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3

usamos a caracterização de ladrilhamento via transformada de Fourier para mostrar que

um conjunto discreto T é um Λ-ladrilho para um reticulado ambiente Λa. No estudo de

caso apresentado na Subseção 2.1.4 mostramos como essa caracterização pode ser útil

também na exclusão de possibilidades de ladrilhos para um reticulado ambiente. A carac-

terização de ladrilhamento via isomorfismo de grupo vai ser muito útil nos capítulos 5, 6 e
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principalmente no Capítulo 4, em que, utilizando-se essa caracterização, implementamos

um algoritmo para buscar códigos perfeitos em espaços ambientes específicos.



61

3 Códigos Perfeitos na Métrica Euclidiana

Neste capítulo, apresentamos algumas definições iniciais e teoremas sobre

códigos perfeitos em reticulados ambientes gerais, discutindo a existência desse tipo de

código e fornecendo limites superiores para seus raios. Alguns dos resultados apresentados

aqui são generalizações, para a métrica l2, de teoremas demonstrados em [11]. Outros, são

inspirados, para a métrica l2, em um resultado apresentado em [10]. Para a leitura ficar

mais natural, assumimos aqui reticulados de posto completo.

Seja D o conjunto de todas as distâncias atingíveis em Λa, isto é,

D ✏ D♣Λaq ✏ t⑥x⑥ : x P Λa✉. (3.1)

Definição 3.0.1. Considere Λ ⑨ Λa um reticulado. O raio de empacotamento (dis-

creto), denotado por r♣Λq, é o maior r tal que

(i) ♣♣B̃r � λq ❳ B̃rq ❳ Λa ✏ ❍, em que 0 ✘ λ P Λ;

(ii) r P D♣Λaq.

Se, além das duas propriedades acima, Λ cumprir a seguinte propriedade

(iii) B̃r � Λ ✏ Λa

dizemos que Λ é um código r-perfeito em Λa.

Vale ressaltar que neste capítulo estaremos denotando um sub-reticulado Λ ⑨ Λa

por código.

Considere a seguinte aplicação

Φ : R� ÝÑ D

x ÞÝÑ maxty P D : y ➔ x✉.

No Capítulo 1, definimos o raio de cobertura de um código (reticulado) Λ ⑨ Rn,

que é o menor número real r tal que
↕
zPΛ

B♣z, rq ⑩ Rn. Agora, vamos definir o raio de

cobertura discreto de um código.

Definição 3.0.2. O raio de cobertura (discreto) de um código Λ, denotado por R̃Λ,

é o menor r P D tal que
↕
zPΛ

B̃♣z, rq ✏ Λa.
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Definição 3.0.3. Sejam V um espaço vetorial normado e f uma função de V em R.

Definimos o argminxPV f♣xq como o conjunto de todos os pontos de V que minimizam f ,

isto é, argminxPV f♣xq ✏ tx P V : f♣xq ↕ f♣yq, ❅y P V ✉.

Em espaços ambientes gerais, o raio de empacotamento não é unicamente

determinado pela distância mínima, como podemos observar no Exemplo 3.0.4.

Exemplo 3.0.4. Sejam M1 ✏
✄

1 0

0 24

☛
, M2 ✏

✄
1 1

0 24

☛
e M3 ✏

✄
2 3

0 12

☛
. Consi-

dere o reticulado Z2 e seus sub-reticulados Λ1, Λ2 e Λ3, em que Λ1 é gerado pela matriz

M1, Λ2 é gerado por M2 e o reticulado Λ3 é gerado pela matriz M3. Na Tabela 2 de [10]

temos os raios de empacotamento discreto e contínuo de Λ1, Λ2 e Λ3.

O raio de empacotamento discreto de um reticulado Λ ⑨ Λa não é igual a metade da

distância mínima, pois para o reticulado Λ1 ⑨ Z2 temos que d♣Λ1q④2 ✏ 0.5 e r♣Λ1q ✏ 0.

Também não podemos dizer que o raio de empacotamento é igual ao menor número

inteiro maior ou igual a metade da distância mínima, pois para o reticulado Λ2 ⑨ Z2,

d♣Λ2q④2 ✏ 0.7071 e r♣Λ1q ✏ 0. O raio de empacotamento discreto também não é igual ao

maior número inteiro menor ou igual a metade da distância mínima, uma vez que para o

reticulado Λ3 ⑨ Z2, d♣Λ3q④2 ✏ 1.8028 e r♣Λ3q ✏ 2.

A partir das observações feitas pelo Exemplo 3.0.4, chegamos ao seguinte

resultado:

Teorema 3.0.5. A distância mínima d♣Λq e o raio de empacotamento r♣Λq de um reticu-

lado Λ ⑨ Λa satisfazem

Φ
✂

d♣Λq
2

✡
↕ r♣Λq ↕ d♣Λq

2
�M ↕ d♣Λq

2
�RΛa

, (3.2)

em que M ✏ ⑥x④2✁ u⑥, u P argminzPΛa
⑥x④2✁ z⑥, e x é um vetor de norma mínima em

Λ.

Demonstração. Limitante inferior: segue diretamente da definição da aplicação Φ.

Limitante superior: Sejam ru ✏ d♣Λq④2�⑥x④2✁ u⑥ e x P Λ um vetor de norma

mínima em Λ, isto é, d♣x, 0q ✏ d♣Λq. Vamos mostrar que B̃♣0, ruq❳B̃♣x, ruq ✘ ❍. Note que

d♣u, 0q ✏ ⑥x④2✁ x④2� u⑥ ↕ ⑥x④2⑥�⑥x④2✁ u⑥ ✏ ru. Então, u P B̃♣0, ruq. Por outro lado,

observe que d♣x, uq ✏ ⑥x④2� x④2✁ u⑥ ↕ ⑥x④2⑥ � ⑥x④2✁ u⑥ ✏ ru. Assim, u P B̃♣x, ruq e

portanto r♣Λq ↕ ru. Uma vez que ⑥x④2✁ u⑥ ↕ RΛa
, segue que r♣Λq ↕ d♣Λq④2�RΛa

.

Sejam NΛ♣rq ✏ #♣B̃r ❳ Λq, isto é, o número de pontos do reticulado Λ que

pertencem a B̃r, e Vn ✏ vol♣B1q, isto é, o volume da bola unitária em Rn.
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ñ ♣r ✁ l0qnVn ↕ NΛa
♣rqvol♣Λaq ↕ ♣r � l0qnVn ñ rn

♣r � l0qn ↕ Vnrn

NΛa
♣rqvol♣Λaq ↕

rn

♣r ✁ l0qn .

Logo, lim
rÑ✽

Vnrn

NΛa
♣rqvol♣Λaq ✏ 1.

Seja Λ ⑨ Rn um reticulado com distância mínima d ✏ d♣Λq. Um Λ-empacotamento

é a união de translações da bola Bd④2 ✏ tx P Rn : x2
1 � ☎ ☎ ☎ � x2

n ↕ ♣d④2q2✉ por pontos de Λ.

A partir desse empacotamento, associamos a densidade de empacotamento

∆n♣Λq ✏ Vn♣d④2qn
vol♣Λq . (3.5)

Podemos observar que, para n ➙ 2, ∆n♣Λq ➔ 1. Seja ∆n ✏ supΛ∆n♣Λq o supremo das

densidades sobre todos os reticulados n-dimensionais. Temos então que ∆n ↕ α ➔ 1 [1].

O resultado a seguir estende o caso p ✏ 2 do Teorema 5.4 de [11] para sub-

reticulados de reticulados ambientes gerais.

Teorema 3.0.11. Seja Λa um espaço ambiente. Existe um raio r tal que não existem

códigos perfeitos Λr em Λa com raio r ➙ r.

Demonstração. Um código perfeito Λr com raio r ✏ r♣Λrq e distância mínima d ✏ d♣Λrq
deve ter um Λr-empacotamento com densidade

∆n♣Λrq ✏ Vn♣d④2qn
NΛa

♣rqvol♣Λaq .

Pelo Teorema 3.0.5, para u P argminzPΛa
⑥x④2✁ z⑥ e M ✏ ⑥x④2✁ u⑥, segue que d④2 ➙

r ✁ M . Então
Vn♣d④2qn

NΛa
♣rqvol♣Λaq ➙

Vn♣r ✁Mqn
NΛa

♣rqvol♣Λaq . (3.6)

De forma análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 3.0.10, obtemos que lim
rÑ✽Vn♣r✁

Mqn④♣NΛa
♣rqvol♣Λaqq ✏ 1. Então, lim

rÑ✽∆n♣Λq ➙ 1, o que é uma contradição uma vez que

∆n♣Λq ↕ π④
❄

12, para n ➙ 2. Logo, para r tal que r ➙ r, não existem códigos perfeitos Λr

em Λa.

Corolário 3.0.12. Em um espaço ambiente Λa, o raio de empacotamento de um código

perfeito Λ satisfaz

r ↕ M

�
1� ♣∆nq1④n✟
♣1✁ ♣∆nq1④nq , (3.7)

em que ∆n é a densidade máxima de um reticulado de posto completo, M ✏ ⑥x④2✁ u⑥,
u P argminzPΛa

⑥x④2✁ z⑥, e x é um vetor de norma mínima em Λ.

Demonstração. Um código perfeito Λ deve ter um Λ-empacotamento com densidade

∆n♣Λq ✏ Vn♣d④2qn
NΛa

♣rqvol♣Λaq .
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Pela demonstração do Lema 3.0.10 temos que

NΛa
♣rqvol♣Λaq ↕ ♣r �MqnVn ñ NΛa

♣rqvol♣Λaq
Vn

↕ ♣r �Mqn. (3.8)

Substituindo (3.6) em (3.8) temos

∆n♣Λq ➙
✂

r ✁M

r �M

✡n

Então ✂
r ✁M

r �M

✡n

↕ ∆n♣Λq ñ r ✁M

r �M
↕ ♣∆n♣Λqq1④n

ñ r ↕ ♣∆n♣Λqq1④n r � ♣∆n♣Λqq1④n M �M

ñ r♣1✁ ♣∆n♣Λqq1④nq ↕ M♣1�∆n♣Λqq

ñ r ↕ M

�
1� ♣∆nq1④n✟
♣1✁ ♣∆nq1④nq .

Corolário 3.0.13. Em um espaço ambiente Λa, o raio de empacotamento de um código

perfeito Λ satisfaz

r ↕ RΛa

�
1� ♣∆nq1④n✟
♣1✁ ♣∆nq1④nq , (3.9)

em que ∆n é a densidade máxima de um reticulado de posto completo e RΛa
é o raio de

cobertura de Λa.

Demonstração. Segue diretamente do fato de M ➔ RΛa
e do Corolário 3.0.12.

Observação 3.0.14. Como vimos no Capítulo 1, a maior densidade possível de empa-

cotamento para um reticulado em Rn só é conhecida nas dimensões 1 a 8 e na dimensão

24. Dessa forma, a Equação (3.9) só poderá ser usada para essas poucas dimensões. Nas

demais dimensões, podemos usar a seguinte cota superior para ∆n [19]:

Un ✏ Vn

✂
2

5.25
n�2.5

� 3 log2♣nq
2

� 1
2

n log2♣ n
4eπ q✁log2

✁
e❄
π

✠✡
, (3.10)

a partir da qual temos o seguinte limitante “mais fraco” para o raio de empacotamento de

um código perfeito Λ em um espaço ambiente Λa:

r ↕ RΛa

�
1� ♣Unq1④n

✟
♣1✁ ♣Unq1④nq . (3.11)

Como vimos no Capítulo 1, a densidade de cobertura em Rn de um reticulado

Λ é dada por

Θ♣Λq ✏ Vn♣RΛqn
vol♣Λq . (3.12)

Seja Θn o ínfimo das densidades de cobertura sobre todos os reticulados n-dimensionais.

O Teorema 3.0.15 fornece uma relação entre os raios de empacotamento e cobertura de

um código perfeito, e sua densidade de cobertura em Rn.
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Teorema 3.0.15. Em um espaço ambiente Λa, o raio de cobertura R̃Λ e o raio de empa-

cotamento r de um código perfeito Λ n-dimensional, com n ➙ 2, satisfazem

Θn ↕ Vn♣R̃Λ �RΛa
qn

NΛa
♣rqvol♣Λaq . (3.13)

Demonstração. Vamos mostrar que RΛ ↕ R̃Λ �RΛa
. Para provar essa desigualdade vamos

inicialmente mostrar que ↕
xPΛ

B♣x, R̃Λ �RΛa
q ✏ Rn.

↕
xPΛ

B♣x, R̃Λ �RΛa
q ⑨ Rn é trivial, uma vez que temos uma união de bolas pertencentes a

Rn. Iremos provar então que
↕
xPΛ

B♣x, R̃Λ �RΛa
q ⑩ Rn. Note que

z P Λa ñ z P B♣x, R̃Λq, para algum x P Λ

ñ d♣x, zq ↕ R̃Λ. (3.14)

w P Rn ñ w P B♣z, RΛa
q, para algum z P Λa

ñ d♣w, zq ↕ RΛa
.

Logo, pela desigualdade triangular e por (3.14), segue que

d♣x, wq ↕ d♣x, zq � d♣z, wq ↕ R̃Λ �RΛa
,

para algum x P Λ. Portanto, temos o que queremos mostrar.

Como RΛ é o raio de cobertura real de Λ, temos que RΛ é a menor distância

atingível de D tal que
↕
xPΛ

B♣x, RΛq ✏ Rn. Logo, como
↕
xPΛ

B♣x, R̃Λ � RΛa
q ✏ Rn, segue

que RΛ ↕ R̃Λ �RΛa
.

Agora, note que

Θn ↕ Vn♣RΛqn
vol♣Λq .

Como RΛ ↕ R̃Λ �RΛa
, temos que

Θn ↕ Vn♣R̃Λ �RΛa
qn

vol♣Λq .

Portanto, como Λ é um código perfeito em Λa

Θn ↕ Vn♣R̃Λ �RΛa
qn

NΛa
♣rqvol♣Λaq .
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Corolário 3.0.16. Em um espaço ambiente Λa, o raio de empacotamento r de um código

perfeito Λr satisfaz

r ↕ RΛa

♣♣Θnq1④n � 1q
♣♣Θnq1④n ✁ 1q , (3.15)

em que Θn é o ínfimo das densidades de cobertura sobre todos os reticulados n-dimensionais

de posto completo e RΛa
é o raio de cobertura de Λa.

Demonstração. Pelo Teorema 3.0.5 e pela demonstração do Lema 3.0.10, temos que

♣r ✁RΛa
qnVn ↕ NΛa

♣rqvol♣Λaq. Então,

Vn

NΛa
♣rqvol♣Λaq ↕

1
♣r ✁RΛa

qn .

Como Λr é um código perfeito, pela equação (3.13) segue que

Θn ↕ Vn♣R̃Λ �RΛa
qn

NΛa
♣rqvol♣Λaq ↕

♣R̃Λr
�RΛa

qn
♣r ✁RΛa

qn ✏ ♣r �RΛa
qn

♣r ✁RΛa
qn .

Logo

Θn ↕ ♣r �RΛa
qn

♣r ✁RΛa
qn ùñ ♣Θnq1④n♣r ✁RΛa

q ↕ r �RΛa

ùñ r♣♣Θnq1④n ✁ 1q ↕ RΛa
♣♣Θnq1④n � 1q

ùñ r ↕ RΛa

♣♣Θnq1④n � 1q
♣♣Θnq1④n ✁ 1q .

Observação 3.0.17. Podemos observar que o raio r de um código perfeito é limitado

pelos limitantes encontrados nos corolários 3.0.13 e 3.0.16, a saber, as equações (3.9) e

(3.15). O primeiro limitante depende da densidade de empacotamento máxima sobre todos

os reticulados n-dimensionais de posto completo. Já o segundo limitante depende do ínfimo

das densidades de cobertura sobre os mesmos reticulados. É natural nos questionarmos

sobre qual desses limitantes é o melhor. Para compará-los, basta comparar os fatores

1� ♣∆nq1④n
1✁ ♣∆nq1④n e

♣Θnq1④n � 1
♣Θnq1④n ✁ 1

.

Na Tabela 4 temos um comparativo entre esses termos nas dimensões 2 a 24

(colunas 2 e 4). Como a densidade de empacotamento máxima é determinada apenas nas

dimensões de 1 a 8 e 24 e o ínfimo das densidades de coberturas é comprovada apenas para

dimensões de 1 a 5 e na 24, nas colunas 2 e 4, os valores com “ ✝” são “conjecturados”

para as dimensões 9 a 23, usando as densidades máximas e mínimas conhecidas nessas

dimensões. Na coluna 3 exibimos o parâmetro referente ao limitante “mais fraco” (3.11),

que é de fato um limitante, uma vez que a função f♣xq ✏ ♣1�x1④nq④♣1✁x1④nq é decrescente.
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n

�
1� ♣∆nq1④n✟
♣1✁ ♣∆nq1④nq

�
1� ♣Unq1④n✟
♣1✁ ♣Unq1④nq

♣♣Θnq1④n � 1q
♣♣Θnq1④n ✁ 1q

2 40.9401 21.073

3 19.9863 15.7762

4 16.5788 14.0974

5 13.0947 13.2975
6 12.1939 12.8393✝

7 11.5067 12.5458✝

8 11.6927 12.3438✝

9 9.38276✝ 11.1139 12.1971✝

10 8.70996✝ 10.6209 12.0863✝

11 8.1458✝ 10.2179 12.0001✝

12 8.02364✝ 9.88246 11.9313✝

13 7.59846✝ 9.59878 11.8751✝

14 7.34841✝ 9.35564 11.8288✝

15 7.39319✝ 9.14483 11.7895✝

16 7.62823✝ 8.96018 11.7562✝

17 7.23183✝ 8.79703 11.7274✝

18 7.06761✝ 8.65173 11.7025✝

19 6.96769✝ 8.52146 11.6806✝

20 7.02062✝ 8.40393 11.6613✝

21 7.04158✝ 8.29731 11.644✝

22 7.19803✝ 8.20011 11.6287✝

23 7.38973✝ 8.1111 11.6148✝

24 7.72307 23.233

Tabela 4 – Comparativo entre os termos dos limitantes superiores (3.9), (3.11) e (3.15).

Nas dimensões 2 a 4, podemos observar que o limitante (3.15) é melhor que

os demais, enquanto nas dimensões 5 a 24 o limitante (3.9) é melhor. Além disso, para

n suficientemente grande, como 2✁1 ➚ ∆1④n ➚ 2✁0.5990 ([19], Seção 1.5), temos que esse

limitante está entre 3 e 4.88601.

Neste capítulo estudamos os códigos perfeitos em reticulados ambientes gerais,

fornecendo principalmente limitantes superiores para seus raios de empacotamento. Os

limitantes apresentados aqui são generalizações e/ou foram inspirados, para p ✏ 2, por

outros fornecidos em [10] e [11], em que foram provados resultados para o reticulado

ambiente Zn na métrica lp. Ainda neste contexto, no Capítulo 4 por meio dos limitantes

dados nas Equações (3.9) e (3.15), apresentaremos um algoritmo e, a partir dele, buscaremos

todos os códigos perfeitos em alguns reticulados ambientes conhecidos.
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4 Resultados Computacionais

Neste capítulo apresentamos o pseudo-código do algoritmo que lista todos

os códigos perfeitos num dado reticulado ambiente Λa até um determinado raio de em-

pacotamento r satisfazendo os limitantes apresentados nos Corolários 3.0.13 e 3.0.16.

Utilizando-se tal algoritmo, buscamos para quais raios são obtidos códigos perfeitos em

alguns reticulados ambientes conhecidos. Vale ressaltar que o algoritmo usado é uma

adaptação dos algoritmos apresentados e utilizados em [10] e [11].

4.1 Algoritmo

O primeiro passo antes de iniciarmos o algoritmo é escolher qual o reticulado

ambiente Λa que será utilizado. Além disso, por meio dos limitantes dados nas Equações

(3.9) e (3.15) devemos determinar o maior raio r para o qual pode-se encontrar códigos

perfeitos em Λa. Após escolhermos esses parâmetros, utilizamos o Algoritmo SVP para

encontrar todos os pontos de Λa que possuem norma menor ou igual a r.

O problema do vetor mais curto (shortest vector problem) - SVP, consiste

em encontrar o vetor não nulo mais curto em um reticulado Λ, isto é, encontrar um vetor

x P Λ③t0✉ que possui norma mínima.

Para cada ri P D♣Λaq (raio atingível em Λa (3.1)), em que 0 ✘ ri ↕ r, o algoritmo

usado verifica a existência de um sub-reticulado Λ de Λa tal que vol♣Λq ✏ vol♣ΛaqNΛa
♣riq.
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No Algoritmo 1 segue o pseudo-código do algoritmo utilizado.

Algoritmo 1 – Teste dos Códigos Perfeitos

inputs : Λa é o reticulado ambiente; 0 ✘ ri ↕ r;

outputs : Lista de todos os códigos ri-perfeitos em Λa;

início

inicialização;

B̃ Ð B̃n♣riq;
Lattices Ð tΛ ⑨ Λa : vol♣Λq ✏ vol♣ΛaqNΛa

♣riq✉;
C Ð #Lattices;

enquanto C → 0 faça

se “Teste de Injetividade” no C-ésimo elemento de Lattices é negativo

então

delete o C-ésimo elemento de Lattices;

fim

C Ð C ✁ 1;

fim

C Ð #Lattices;

enquanto C → 0 faça

se “Teste de Empacotamento” no C-ésimo elemento de Lattices é negativo

então

delete o C-ésimo elemento de Lattices

fim

C Ð C ✁ 1;

fim

fim

Observação 4.1.1. O “Teste de Injetividade” é o mesmo apresentado em [11, 10] e é

baseado na equivalência ♣iq ðñ ♣iiq do Teorema 2.0.16. Essencialmente, cada Λ ⑨ Λa

do conjunto “Lattices” é associado a uma matriz A, tal que AM é uma matriz geradora

de Λ, em que M é uma matriz geradora do reticulado ambiente Λa. Cada matriz A vai

caracterizar o núcleo de um homomorfismo Φ. Então se verifica a ação de Φ nos elementos

da bola B̃♣riq. Se esta ação não for injetora, Λ não é um código perfeito em Λa e então

excluímos esse elemento do conjunto “Lattices”. Caso contrário, temos que Λ pode ser um

código perfeito em Λa e então devemos aplicar o “Teste de Empacotamento”.

Observação 4.1.2. O “Teste de Empacotamento” consiste em verificar se as bolas de

raio ri centradas em pontos de Λ ⑨ Λa são disjuntas.

Exemplo 4.1.3. Sejam Λa o reticulado que possui matriz de Gram G ✏
✄

2 ✁1

✁1 6

☛
e

ri ✏
❄

22. Usando o algoritmo proposto por Fincke e Pohst em [34], encontramos a bola
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4.2.1 Códigos perfeitos em A2

Para o reticulado ambiente A2, considere a matriz geradora M tal que G ✏
MMT ✏

✄
2 ✁1

✁1 2

☛
. Encontramos 10 raios para os quais existem códigos perfeitos em

A2, como podemos observar na Tabela 5.

r2 NA2
♣rq A

2 7
✂

1 3
0 7

✡

6 13
✂

1 4
0 13

✡

8 19
✂

1 8
0 19

✡

14 31
✂

1 6
0 31

✡

18 37
✂

1 11
0 37

✡

24 43
✂

1 7
0 43

✡

32 61
✂

1 14
0 61

✡

38 73
✂

1 9
0 73

✡

50 91
✂

1 17
0 91

✡

72 127
✂

1 20
0 127

✡

Tabela 5 – Todos os códigos perfeitos em A2, seus respectivos raios de empacotamento ri,
NA2

♣riq e as matrizes associadas A.

Na Figura 25 temos a união de 4 poliominos associados com as bolas de raio ri,

em que r2
i ✏ 2 e r2

i ✏ 18, isto é, poliominos associados as bolas B̃❄2 e B̃❄18.

4.2.2 Códigos perfeitos em D3

Para o caso do reticulado ambiente D3, vamos considerar a matriz geradora

M tal que G ✏ MMT ✏

☎
✝✆

2 0 ✁1

0 2 ✁1

✁1 ✁1 2

☞
✍✌. Encontramos 2 raios para os quais existem

códigos perfeitos em D3, como podemos observar na Tabela 6.

Na Figura 26 temos, em vermelho, uma ilustração da região de Voronoi do

reticulado D3; em laranja, a união de 12 regiões de Voronoi de D3 deslocadas por vetores

de D3, e, em amarelo, a união de 6 dessas regiões deslocadas também por vetores do

reticulado.
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r2 A

2
✂

1 1
0 3

✡
,
✂

1 2
0 3

✡

8
✂

1 7
0 9

✡

12
✂

1 3
0 13

✡

18
✂

3 3
0 5

✡

20
✂

1 3
0 19

✡

30
✂

1 9
0 21

✡

32
✂

1 7
0 31

✡

62
✂

1 18
0 49

✡

Tabela 10 – Todos os códigos perfeitos em Λa,15,1, seus respectivos raios de empacotamento
ri e as matrizes associadas A.

(i) l ✏ 2:

Para l ✏ 2, temos o reticulado que possui matriz de Gram G2,2 ✏
✄

2 0

0 4

☛
.

Encontramos aqui 7 raios para os quais existem códigos perfeitos em Λa,2,2, como

podemos observar na Tabela 11.

r2 A

2
✂

1 1
0 3

✡
,
✂

3 0
0 1

✡

4
✂

1 2
0 5

✡

6
✂

1 3
0 9

✡
,
✂

3 0
0 3

✡
,
✂

3 1
0 3

✡

8
✂

1 3
0 11

✡

12
✂

1 3
0 15

✡
,
✂

1 6
0 15

✡
,
✂

5 0
0 3

✡
,
✂

5 1
0 3

✡

18
✂

1 5
0 23

✡

32
✂

1 5
0 33

✡

Tabela 11 – Todos os códigos perfeitos em Λa,2,2, seus respectivos raios de empacotamento
ri e as matrizes associadas A.

(ii) l ✏ 6:
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Para l ✏ 6, temos o reticulado que possui matriz de Gram G6,2 ✏
✄

2 0

0 12

☛
.

Encontramos aqui 11 raios para os quais existem códigos perfeitos em Λa,6,2, como

podemos observar na Tabela 12.

r2 A

2
✂

1 1
0 3

✡
,
✂

1 2
0 3

✡
,
✂

3 0
0 1

✡

8
✂

1 1
0 5

✡
,
✂

1 2
0 5

✡
,
✂

5 0
0 1

✡

12
✂

1 2
0 7

✡

14
✂

1 3
0 11

✡

18
✂

1 5
0 13

✡

20
✂

1 3
0 17

✡

30
✂

1 3
0 21

✡
,
✂

1 6
0 21

✡
,
✂

1 9
0 21

✡
,
✂

7 0
0 3

✡
,
✂

7 1
0 3

✡

32
✂

1 3
0 23

✡

44
✂

1 3
0 27

✡
,
✂

1 6
0 27

✡
,
✂

1 12
0 27

✡
,
✂

3 3
0 9

✡
,
✂

9 0
0 3

✡
,
✂

9 1
0 3

✡

80
✂

1 5
0 53

✡

98
✂

1 5
0 63

✡

Tabela 12 – Todos os códigos perfeitos em Λa,6,2, seus respectivos raios de empacotamento
ri e as matrizes associadas A.

(iii) l ✏ 10:

Para l ✏ 10, temos o reticulado que possui matriz de Gram G10,2 ✏
✄

2 0

0 20

☛
.

Encontramos aqui 13 raios para os quais existem códigos perfeitos em Λa,10,2, como

podemos observar na Tabela 13.

(iv) l ✏ 14:

Para l ✏ 14, temos o reticulado que possui matriz de Gram G14,2 ✏
✄

2 0

0 28

☛
.

Encontramos aqui 16 raios para os quais existem códigos perfeitos em Λa,14,2, como

podemos observar na Tabela 14.

Neste capítulo, usando uma das caracterizações de ladrilhamento dadas no

Capítulo 2 e os limitantes dos corolários 3.0.13 e 3.0.16 encontrados no Capítulo 3,
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r2 A

2
✂

1 1
0 3

✡
,
✂

1 2
0 3

✡
,
✂

3 0
0 1

✡

8
✂

1 1
0 5

✡
,
✂

1 2
0 5

✡
,
✂

5 0
0 1

✡

18
✂

1 1
0 7

✡
,
✂

1 2
0 7

✡
,
✂

1 3
0 7

✡
,
✂

7 0
0 1

✡

20
✂

1 2
0 9

✡

22
✂

1 5
0 13

✡

28
✂

1 3
0 17

✡

32
✂

1 8
0 19

✡

38
✂

1 3
0 23

✡

50
✂

1 11
0 25

✡

52
✂

1 3
0 29

✡

70
✂

1 3
0 33

✡
,
✂

1 6
0 33

✡
,
✂

1 9
0 33

✡
,
✂

1 12
0 33

✡
,
✂

1 15
0 33

✡
,
✂

11 1
0 3

✡
,
✂

11 0
0 3

✡

72
✂

1 3
0 35

✡

178
✂

1 5
0 83

✡

Tabela 13 – Todos os códigos perfeitos em Λa,10,2, seus respectivos raios de empacotamento
ri e as matrizes associadas A.

enumeramos todos os códigos perfeitos nos reticulados ambientes A2, D3, D✝
3 e de alguns

reticulados algébricos bidimensionais pertencentes às famílias Λa,l,1 e Λa,l,2, construídas

via homomorfismo de Minkowski.
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r2 A

2
✂

1 1
0 3

✡
,
✂

1 2
0 3

✡
,
✂

3 0
0 1

✡

8
✂

1 1
0 5

✡
,
✂

1 2
0 5

✡
,
✂

5 0
0 1

✡

18
✂

1 1
0 7

✡
,
✂

1 2
0 7

✡
,
✂

1 3
0 7

✡
,
✂

7 0
0 1

✡

28
✂

1 2
0 9

✡

30
✂

1 5
0 13

✡

32
✂

3 2
0 50

✡

36
✂

1 8
0 19

✡

46
✂

1 3
0 23

✡

50
✂

1 11
0 25

✡

60
✂

1 3
0 29

✡

72
✂

1 14
0 31

✡

78
✂

1 3
0 35

✡

98
✂

1 17
0 37

✡

100
✂

1 3
0 41

✡

120
✂

1 11
0 51

✡

126
✂

5 4
0 11

✡

Tabela 14 – Todos os códigos perfeitos em Λa,14,2, seus respectivos raios de empacotamento
ri e as matrizes associadas A.
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5 Códigos Perfeitos em Reticulados Algébri-

cos Bidimensionais

Neste capítulo analisamos duas famílias de reticulados algébricos bidimensionais

construídas no Capítulo 1, estudando os formatos e as respectivas quantidades de códigos

perfeitos em cada uma delas.

Sejam K ✏ Q♣
❄

lq e K ✏ Q♣
❄
✁lq corpos quadráticos, em que l → 0 e l é um

inteiro livre de quadrados. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q e l ✑ 2 ♣mod 4q, usando os Teoremas

1.9.16, 1.9.17 e 1.9.21, construímos nos Exemplos 1.9.23 e 1.9.24 duas famílias de reticulados

algébricos bidimensionais, que denotaremos aqui por Λa,l,1 e Λa,l,2. Vamos estudar o formato

e a quantidade de raios para os quais existem códigos perfeitos em cada uma dessas famílias.

5.1 ✁l ✑ 1 ♣mod 4q

Como vimos no Exemplo 1.9.23, o reticulado Λa,l,1 possui matriz geradora e de

Gram, respectivamente:

M✷
l,1 ✏

❄
2

✄
1 0

1④2
❄

l④2

☛
e G✷

l,1 ✏
✄

2 1

1 ♣1� lq④2

☛
.

Para facilitar as contas, vamos trabalhar com a base de Λa,l,1 que possui matriz geradora e

de Gram, respectivamente:

Ml,1 ✏
❄

2

✄
1 0

✁1④2
❄

l④2

☛
e Gl,1 ✏

✄
2 ✁1

✁1 ♣1� lq④2

☛
.

Note que det♣Λa,l,1q ✏ l e a distância mínima d é igual
❄

2. Então,

∆♣Λa,l,1q ✏ π♣❄2④2q2❄
l

✏ π

2
❄

l
ùñ ∆♣Λa,l,1q ÝÑ 0, quando l ÝÑ �✽.

Observe também que o raio de cobertura RΛa,l,1
é igual a ♣♣l � 1q2④8lq1④2. Então,

r ↕ RΛa,l,1

�
1� ♣∆2q1④2✟
♣1✁ ♣∆2q1④2q ✏

❝
♣l � 1q2

8l

�
1� ♣π④❄12q1④2✟�
1✁ ♣π④❄12q1④2✟ .

Logo, como

❝
♣l � 1q2

8l

�
1� ♣π④❄12q1④2✟�
1✁ ♣π④❄12q1④2✟ ÝÑ �✽ quando l ÝÑ �✽, quanto

maior o valor de l, mais chances teremos de encontrar raios grandes para os quais Λl,1 ⑨ Λa,l,1

é um código perfeito.
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Como ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, segue que
❘

l

2

❱
✏ l � 1

2
. Logo, para b ✘ 0, temos que

♣a, bqGl,1♣a, bqT ➙ l � 1
2

, e portanto, ♣a, bqMl,1 ❘ B̃r.

A partir dessa observação temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.1. Os poli-hexágonos do Tipo 1 ladrilham o R2.

Demonstração. Seja Λl,1 ⑨ Λa,l,1 o reticulado gerado pela matriz Nl,1, tal que

Nl,1 ✏
✄

♣2p� 1q
❄

2 0

♣♣2c✁ 1q
❄

2q④2
❄

2l④2

☛
,

em que p ✏ t1, 2, . . . , t✉, t ✏ maxta P Z� : ♣a, 0qMl,1 P B̃r✉, e 1 ↕ c ↕ p. Considere

R ✏ VΛa,l,1
� t0,✟u, . . . ,✟pu✉, em que u ✏ ♣

❄
2, 0q. Vamos mostrar que R é um Λl,1-

ladrilho para R2.

(i) ♣R❳ ♣R� λqq possui medida nula, para todo λ P Λl,1③t0✉.

Vamos mostrar que

R❳ ♣R� λq ⑨
↕

α,βPt0,✟1,...,✟p✉

✏♣VΛa,l,1
� αuq ❳ ♣VΛa,l,1

� βu� λq✘.
Note que

x P R❳ ♣R� λq ùñ x P R e x P ♣R� λq
ùñ x ✏ VΛa,l,1

� αu, para algum α P t0,✟1, . . . ,✟p✉
e

x ✏ VΛa,l,1
� βu� λ, para algum β P t0,✟1, . . . ,✟p✉

ùñ ❉α, β P t0,✟1, . . . ,✟p✉ tais que

x P ♣VΛa,l,1
� αuq ❳ ♣VΛa,l,1

� βu� λq
ùñ x P

↕
α,βPt0,✟1,...,✟p✉

✏♣VΛa,l,1
� αuq ❳ ♣VΛa,l,1

� βu� λq✘.
Agora, vamos provar que, para todo α, β P t0,✟1, . . . ,✟p✉ e para λ P Λl,1③t0✉, temos que

♣VΛa,l,1
� αuq ❳ ♣VΛa,l,1

� βu� λq tem medida nula.

Observe que VΛa,l,1
� αu é a região de Voronoi de αu, que pertence a Λa,l,1. E

VΛa,l,1
� βu � λ é a região de Voronoi de βu � λ, que também é um elemento de Λa,l,1.

Então, temos que VΛa,l,1
� αu e VΛa,l,1

� βu� λ são iguais ou a interseção entre elas tem

medida nula (essas regiões são disjuntas ou se interceptam nos bordos). Se as regiões forem

iguais, teremos que

VΛa,l,1
� αu ✏ VΛa,l,1

� βu� λ ðñ αu ✏ βu� λ

ðñ λ ✏ ♣α ✁ βqu ùñ ⑥λ⑥ ✏ ⑤α ✁ β⑤⑥u⑥ ✏ ⑤α ✁ β⑤
❄

2 ↕ 2p
❄

2,
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pois α, β P t0,✟1, . . . ,✟p✉. Mas isso é um absurdo, pois a distância mínima de Λl,1 é

igual a ♣2p � 1q
❄

2. Dessa forma, VΛa,l,1
� αu e VΛa,l,1

� βu � λ não podem ser iguais,

e então segue que a interseção entre elas tem medida nula e, consequentemente, que↕
α,βPt0,✟1,...,✟p✉

✏♣VΛa,l,1
� αuq ❳ ♣VΛa,l,1

� βu � λq✘ tem medida nula, uma vez que é a união

finita de conjuntos de medida nula.

Como R ❳ ♣R � λq é um subconjunto de um conjunto de medida nula, segue

que ♣R ❳ ♣R � λqq possui medida nula.

(ii)
↕

λPΛl,1

♣R � λq ✏ R2.

Como VΛa,l,1
é um Λa,l,1-ladrilho para R2, temos que↕

wPΛa,l,1

♣VΛa,l,1
� wq ✏ R2. (5.1)

Vamos mostrar que para cada w P Λa,l,1, existem λ P Λl,1 e α P t0,✟1, . . . ,✟p✉ tais que

w ✏ αu � λ.

Note que, para cada w P Λa,l,1, existem m, n P Z tais que

w ✏ m♣
❄

2, 0q � n♣✁
❄

2④2,
❄

2l④2q.

Isto é,

w ✏
✂❄

2
✁

m ✁ n

2

✠
,
n
❄

2l

2

✡
.

Devemos mostrar que existem inteiros k e j e α P t0,✟1, . . . ,✟k✉ tais que

w ✏ α♣
❄

2, 0q � k♣♣2p � 1q
❄

2, 0q � j

✂♣2c ✁ 1q❄2
2

,

❄
2l

2

✡
,

ou seja,

w ✏
✂❄

2
✂

α � ♣2p � 1qk � cj ✁ j

2

✡
,
j
❄

2l

2

✡
.

Aplicando o algoritmo da divisão, obtemos q, q̄, R, R̄ P Z tais que

cn ✏ q♣2p � 1q � R e 0 ↕ R ➔ 2p � 1;

m ✏ q̄♣2p � 1q � R̄ e 0 ↕ R̄ ➔ 2p � 1.

Observe que ⑤R✁ R̄⑤ ↕ 2p. Vamos dividir em três casos: o caso em que ⑤R✁ R̄⑤ ↕ p, o caso

em que p ➔ R ✁ R̄ ↕ 2p e o caso em que p ➔ R̄ ✁ R ↕ 2p.

1✆ caso: ⑤R ✁ R̄⑤ ↕ p.
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Tomando j ✏ n, k ✏ q̄ ✁ q e α ✏ R̄ ✁R, temos que k, j, α P Z, ✁p ↕ α ↕ p e

❄
2
✂

α � ♣2p� 1qk � cj ✁ j

2

✡
✏

❄
2
✁

R̄ ✁R � ♣2p� 1q♣q̄ ✁ qq � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

R̄ ✁R � ♣2p� 1qq̄ ✁ ♣2p� 1qq � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁
✁cn�m� cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

m✁ n

2

✠
.

j
❄

2l

2
✏ n

❄
2l

2
.

Logo, temos o que queríamos mostrar.

2✆ caso: p ➔ R ✁ R̄ ↕ 2p.

Tomando j ✏ n, k ✏ q̄ ✁ q ✁ 1 e α ✏ R̄ ✁ R � 2p � 1, temos que j, k, α P Z.

Vamos mostrar que ✁p ↕ α ↕ p. Note que

α ✏ ♣R̄ ✁Rq � ♣2p� 1q ➔ ✁p� ♣2p� 1q ✏ p� 1. Logo, α ↕ p.

α ✏ ♣R̄ ✁Rq � ♣2p� 1q ➙ ✁2p� ♣2p� 1q ✏ 1. Logo, α ➙ 1.

Portanto, 1 ↕ α ↕ p. E, podemos observar também que

❄
2
✂

α � ♣2p� 1qk � cj ✁ j

2

✡
✏

❄
2
✁
♣R̄ ✁R � 2p� 1q � ♣2p� 1q♣q̄ ✁ q ✁ 1q � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁
♣2p� 1qq̄ � R̄ ✁ ♣♣2p� 1qq �Rq � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

m✁ cn� cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

m✁ n

2

✠
.

j
❄

2l

2
✏ n

❄
2l

2
.

Logo, para este caso também temos o que queríamos mostrar.

3✆ caso: p ➔ R̄ ✁R ↕ 2p.

Neste caso, tome j ✏ n, k ✏ q̄ ✁ q � 1 e α ✏ R̄ ✁ R ✁ ♣2p � 1q e observe que

j, k, α P Z. Vamos mostrar que ✁p ↕ α ↕ p. Note que

α ✏ ♣R̄ ✁Rq ✁ ♣2p� 1q → p✁ ♣2p� 1q ✏ ✁p✁ 1. Logo, α ➙ ✁p.

α ✏ ♣R̄ ✁Rq ✁ ♣2p� 1q ↕ 2p✁ ♣2p� 1q ✏ ✁1. Logo, α ↕ ✁1.
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Portanto, ✁p ↕ α ↕ ✁1. E, podemos observar também que

❄
2
✂

α � ♣2p� 1qk � cj ✁ j

2

✡
✏

❄
2
✁

R̄ ✁R ✁ 2p✁ 1� ♣2p� 1q♣q̄ ✁ q � 1q � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁
♣2p� 1qq̄ � R̄ ✁ ♣♣2p� 1qq �Rq � cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

m✁ cn� cn✁ n

2

✠
✏

❄
2
✁

m✁ n

2

✠
.

j
❄

2l

2
✏ n

❄
2l

2
.

Logo, temos o que queríamos mostrar e, portanto, para cada w P Λa,l,1, existem λ P Λl,1

e α P t0,✟1, . . . ,✟k✉ tais que w ✏ αu � λ. Assim, pela Equação (5.1), segue que↕
λPΛl,1

♣R� λq ✏ R2, e portanto, R é um Λl,1-ladrilho para R2.

Teorema 5.1.2. Para cada l P N tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, o número de raios para os

quais temos códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,1 é igual a t
❄

l ✁ 3④2✉.

Demonstração. A bola do Tipo 1 é definida como B̃r ✏ t♣a, 0qMl,1 P R2 : ♣a, 0qGl,1♣a, 0qT ↕
r2 ➔ ♣l � 1q④2 e ♣a, 0q P Z2✉. Assim, note que

2a2 ↕ r2 ➔ l � 1
2

ùñ a2 ↕ l � 1
4

✁ 1 ùñ a2 ↕ l ✁ 3
4

ùñ ⑤a⑤ ↕
❄

l ✁ 3
2

. (5.2)

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 ➔ a ↕ ♣
❄

l ✁ 3q④2, que é igual a quantidade de

inteiros no intervalo 0 ➔ a ➔ r♣
❄

l ✁ 3q④2s, fornece o número de raios para os quais temos

códigos perfeitos do Tipo 1, que é igual a r♣
❄

l ✁ 3q④2s✁ 0✁ 1 ✏ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉. Portanto,

temos que para cada l P N tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q existem t♣
❄

l ✁ 3q④2✉ raios para os

quais Λl,1 ⑨ Λa,l,1 é um código perfeito do Tipo 1.

A partir do Teorema 5.1.2, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 5.1.3. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, seja m o número de raios para os quais temos

códigos perfeitos do Tipo 1. Se l ÝÑ ✽, então m ÝÑ ✽, isto é, quanto maior o valor de l,

mais raios teremos para os quais Λa,l,1 é um código perfeito.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1.2, temos que m ✏ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉. Então, se l ÝÑ ✽, segue

que m ÝÑ ✽.

Com isso, podemos concluir que para todo l → 3 tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q,
sempre encontraremos raios para os quais Λa,l,1 é um código perfeito do Tipo 1, e quanto

maior o valor de l, mais códigos perfeitos desse tipo teremos.
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A partir desses dados, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.4. R1 é um Λ2-ladrilho para R2.

Demonstração. Note que

R1 ❳ ♣R1 � λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛ1
q ❳ ♣t2 � VΛ1

� λqs.

Observe que t1 � VΛ1
é a região de Voronoi de t1 e t2 � VΛ1

� λ é a região de

Voronoi de t2 � λ. Então, segue que as duas regiões são iguais ou se interceptam apenas

em seus bordos.

Se t1 �VΛ1
✏ t2 �VΛ1

�λ, então t1 ✏ t2 �λ, isto é, t2 ✁ t1 P Λ2. Para t2 ✁ t1

pertencer a Λ2, devem existir w1, w2 P Z tais que t2✁ t1 ✏ ♣w1♣α�β� 1④2q� 2βw2, kw1✁
2kw2q. Observe que,

• Para t1 ✏ au e t2 ✏ bu, em que a, b P t0,✟1, . . . ,✟α✉, temos que t2✁t1 ✏ ♣b✁a, 0q.
Então para t2 ✁ t1 pertencer a Λ2, w1 ✏ 2w2 e w2 ✏ ♣b ✁ aq④♣2α � 4β � 1q. Como

a, b P t0,✟1, . . . ,✟α✉, b✁a ↕ 2α ➔ 2α�4β�1. Logo, w2 ✘ Z e portanto, t2✁t1 ❘ Λ2.

• Para t1 ✏ au e t2 ✏ bv � du, em que a P t0,✟1, . . . ,✟α✉, b P t✁1, 1✉ e d P
t0,✟1, . . . ,✟β✉, temos que t2 ✁ t1 ✏ ♣d ✁ a ✁ b④2, bkq. Neste caso, para t2 ✁ t1

pertencer a Λ2, w1 ✏ 2w2 � b e w2 ✏ ♣d ✁ a ✁ ♣α � β � 1qbq④♣2α � 4β � 1q. Para

b ✏ 1, temos que d✁ a✁ ♣α� β � 1qb ↕ β � α✁ ♣α� β � 1q ✏ ✁1 ➔ 2α� 4β � 1. E

para b ✏ ✁1, temos que d ✁ a ✁ ♣α � β � 1qb ↕ 2β � 2α � 1 ➔ 2α � 4β � 1. Logo,

w2 ✘ Z e portanto, t2 ✁ t1 ❘ Λ2.

• Para t1 ✏ av � bu e t2 ✏ cv � du, em que a, c P t✁1, 1✉ b, d P t0,✟1, . . . ,✟β✉,
temos que t2 ✁ t1 ✏ ♣d ✁ b ✁ c④2 � a④2, ♣c ✁ aqkq. Para t2 ✁ t1 pertencer a Λ2,

w1 ✏ 2w2 � c ✁ a e w2 ✏ ♣♣α � β � 1q♣a ✁ cq � d ✁ bq④♣2α � 4β � 1q. Note que

b, d P t0,✟1, . . . ,✟β✉, então d ✁ b ↕ 2β. Observe também que a, c P t✁1, 1✉, então

a✁ c ↕ 2. Assim, ♣α� β � 1q♣a✁ cq � d✁ b ↕ ♣α� β � 1q2� 2β ✏ 2� 2α� 4β, que

não é múltiplo de 2α � 4β � 1. Logo, w2 ✘ Z e concluímos que t2 ✁ t1 ❘ Λ2.

Portanto, em todos os casos t2 ✁ t1 ❘ Λ2, e sendo assim, não existe λ P Λ2 tal que

t1 ✏ t2 � λ. Assim, t1 � VΛ1
e t2 � VΛ1

� λ não são iguais, o que nos leva a concluir que

essas regiões se interceptam apenas em seus bordos. Logo, R1❳♣R1�λq tem medida nula,

uma vez que é um subconjunto de uma união finita de conjuntos de medida nula. Com

isso, mostramos que as regiões são disjuntas. Agora vamos mostrar que elas cobrem o R2.

Observe que #T ✏ 1 � 2α � 4β. Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λ1④Λ2.

Note que #G ✏ det♣Λ2q1④2④ det♣Λ1q1④2 ✏ k♣1� 2α� 4βq④k ✏ 1� 2α� 4β. Ou seja, existem

1 � 2α � 4β pontos de Λ1 em uma região fundamental de Λ2. Então #T ✏ #G.
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Como verificamos anteriormente, t1 ✁ t2 ❘ Λ2, ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2.

Então t1 � Λ2 ✘ t2 � Λ2, para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T

representam classes distintas de G ✏ Λ1④Λ2. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema

completo de resíduos módulo Λ2. Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λ1 ÝÑ G

λ1 ÞÝÑ λ1.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λ2. Como T é um sistema completo

de resíduos módulo Λ2 segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T . Logo, pelo

Teorema 2.0.16, T é um Λ2-ladrilho para Λ1 e, pelo Lema 2.0.7, temos que R1 ✏ VΛ1
� T

é um Λ2-ladrilho para R2.

Observação 5.1.5. No Teorema 5.1.4 consideramos o reticulado ambiente Λ1 gerado pela

matriz M1 ✏
✄

1 0

✁1④2 k

☛
, em que k ➙

❄
3④2. Queremos que a norma mínima de Λ1

seja igual a 1 e um vetor de norma mínima do reticulado seja o vetor ♣1, 0q. Então, a

norma do vetor ♣✁1④2, kq deve ser maior ou igual a 1. Mas, observe que primeira entrada

da segunda linha da matriz geradora de Λ1 não precisa necessariamente ser igual a ✁1④2.

Na verdade, podemos escolher qualquer valor p tal que ✁1④2 ↕ p ↕ 1④2 que o resultado

ainda seria válido. O que devemos fazer são ajustes no valor de k dependendo de qual p

vamos tomar, uma vez que ⑥♣p, kq⑥ ➙ 1, isto é, k2 ➙ 1✁ p2, em que ✁1④2 ↕ p ↕ 1④2.

A partir do Teorema 5.1.4, temos o seguinte corolário:

Corolário 5.1.6. Os poli-hexágonos do Tipo 2 ladrilham o R2.

Demonstração. Sejam Λl,1 ⑨ Λa,l,1 um reticulado e Nl,1 ✏
✄ ❄

2♣α � β � 1④2q
❄

2l④2
2
❄

2β ✁
❄

2l

☛
uma matriz geradora para Λl,1, em que 1 ↕ β ↕ α. Considere também R ✏ VΛa,l,1

� T , em

que T ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v�uq, . . . ,✟♣v� βuq,✟♣v✁uq, . . . ,✟♣v✁ ♣β ✁ 1quq✉,
u ✏ ♣

❄
2, 0q e v ✏ ♣✁

❄
2④2,

❄
2l④2q. Pelo Teorema 5.1.4, segue que R é um Λl,1-ladrilho

para R2.

Como vimos no Teorema 5.1.4 e no Corolário 5.1.6, na construção dos poli-

hexágonos do Tipo 2 encontramos inteiros positivos α, β, em que 1 ↕ β ↕ α. A relação

entre α, β e o poli-hexágono do Tipo 2 é vista no poli-hexágono em si: a camada central

do poli-hexágono possui 2α � 1 hexágonos não-regulares, enquanto as camadas laterais

possuem 2β hexágonos não-regulares. Uma ilustração pode ser vista no Exemplo 5.1.7.

Exemplo 5.1.7. Sejam
❄

2Λ1 e
❄

2Λ2 reticulados, em que Λ1 e Λ2 são gerados pelas

matrizes M1 e M2 definidas anteriormente. Considere k ✏
❄

67④2. Na Figura 35 temos

um poli-hexágono gerado pela região R1.
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Se 3l é um quadrado perfeito, então ♣0, ♣1�
❄

3lq④2q ✏ ♣0, ♣1� pq④2q, em que p

é um número ímpar, pois 3l é ímpar, uma vez que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q. Então, nosso intervalo

possui bordos inteiros, o que nos leva a concluir que a quantidade de números inteiros em

♣0, ♣1�
❄

3lq④2q é igual a ♣1�
❄

3lq④2✁ 0✁ 1 ✏ ♣1�
❄

3lq④2✁ 1. Logo, o número de raios

para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um

vetor do tipo ♣a, 1qMl,1 quando 3l é um quadrado perfeito é igual a ♣1�
❄

3lq④2✁ 1.

Se 3l não é um quadrado perfeito, a quantidade de números inteiros em

♣0, ♣1 �
❄

3lq④2q é igual a quantidade de números inteiros em ♣0, r♣1 �
❄

3lq④2sq, que

é r♣1�
❄

3lq④2s✁ 0✁ 1 ✏ r♣1�
❄

3lq④2s✁ 1 ✏ t♣1�
❄

3lq④2✉, sendo esse também o número

de raios para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por

um vetor do tipo ♣a, 1qMl,1 quando 3l não é um quadrado perfeito.

Corolário 5.1.11. Seja m o número de raios para os quais temos códigos perfeitos do

Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣a, 1qMl,1. Se l ÝÑ ✽, então

m ÝÑ ✽.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1.10, temos que m ✏ t♣1 �
❄

3lq④2✉, se
❄

3l não é um

quadrado perfeito, e m ✏ ♣1 �
❄

3lq④2 ✁ 1 caso contrário. Logo, em ambos os casos, se

l ÝÑ ✽, segue diretamente que m ÝÑ ✽.

Teorema 5.1.12. Para cada l P N tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q temos que o número de raios

para os quais Λl,1 ⑨ Λa,l,1 é um código perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por

um vetor do tipo ♣b, 0qMl,1 é igual a t
❄

l✉✁ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉.

Demonstração. Temos que b → ♣
❄

l ✁ 3q④2, pois caso contrário, ♣b, 0qMl,1 geraria um poli-

hexágono do Tipo 1. Por outro lado, ♣b, 0qGl,1♣b, 0qT ➔ 2l, pois caso contrário ♣b, 0qMl,1

não geraria um poli-hexágono do Tipo 2. Então,

♣b, 0qGl,1♣b, 0qT ➔ 2l ùñ 2b2 ➔ 2l ùñ ⑤b⑤ ➔
❄

l.

Logo, ❄
l ✁ 3
2

➔ b ➔
❄

l ùñ b P
✂❄

l ✁ 3
2

,
❄

l

✡
.

Assim, temos que a quantidade de números inteiros no intervalo ♣♣
❄

l ✁ 3q④2,
❄

lq nos dá

a quantidade de raios para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em que o raio da

bola é dado por um vetor do tipo ♣b, 0qMl,1. E contar quantos inteiros existem no intervalo

♣♣
❄

l ✁ 3q④2,
❄

lq é a mesma coisa que contar os inteiros no intervalo ♣t♣
❄

l ✁ 3q④2✉, r
❄

lsq,
que é igual a r

❄
ls✁ t♣

❄
l ✁ 3q④2✉✁ 1 ✏ t

❄
l✉✁ t♣

❄
l ✁ 3q④2✉. Logo, o número de inteiros no

intervalo ♣♣
❄

l ✁ 3q④2,
❄

lq, que é o número de raios para os quais temos códigos perfeitos

do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣b, 0qMl,1 é igual a

t
❄

l✉✁ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉.
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Geometricamente, podemos ver que esse poli-hexágono não ladrilha o R2. Ob-

serve que a camada central possui três hexágonos a mais que as camadas do meio (camadas

diferentes da central e das laterais). Assim, o espaço deixado para “encaixar” os ou-

tros poli-hexágonos nas laterais é de um hexágono não-regular e meio. Para que esse

poli-hexágono ladrilhasse perfeitamente o R2, as camadas das laterais deveriam ter três

hexágonos não-regulares, e não apenas um, como é o caso.

Como vimos no Exemplo 5.1.18, para alguns valores de l, o poli-hexágono do

Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor ♣1, 2qMl,1 não ladrilha o R2. Mas para

outros valores de l, esse mesmo poli-hexágono ladrilha o espaço, como podemos conferir

no Exemplo 5.1.19.

Exemplo 5.1.19. Para l ✏ 47, seja Λl,1 ⑨ Λa,l,1 o reticulado gerado pela matriz Nl,1 ✏✄
13
❄

2 0

13
❄

2④2 3
❄

2
❄

47④2

☛
. Sejam o conjunto T ✏ t0,✟u, . . . ,✟6u,✟♣v✁ 5uq, . . . ,✟♣v�

6uq,✟♣2v � uq✉ e a região R ✏ VΛa,l,1
� T . Note que

R ❳ ♣R � λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛa,l,1
q ❳ ♣t2 � VΛa,l,1

� λqs.

Observamos que t1 � VΛa,l,1
é a região de Voronoi de t1 e t2 � VΛa,l,1

� λ é a região de

Voronoi de t2 � λ. Então, as duas regiões são iguais ou se interceptam apenas em seus

bordos.

Se t1�VΛa,l,1
✏ t2�VΛa,l,1

�λ, então t1 ✏ t2�λ, isto é, t1✁t2 P Λl,1. Para t1✁t2

pertencer a Λl,1, devem existir a, b P Z tais que t1 ✁ t2 ✏ ♣13
❄

2a� 13b
❄

2④2, 3b
❄

2
❄

47④2q.

• Para t1 ✏ αu e t2 ✏ βu, em que α, β P t0,✟1, . . . ,✟6✉, temos que t1 ✁ t2 ✏
♣
❄

2♣α ✁ βq, 0q. Então para t1 ✁ t2 pertencer a Λl,1, b ✏ 0 e a ✏ ♣α ✁ βq④13. Como

a, b P t0,✟1, . . . ,✟6✉, a ✁ b ↕ 12 ➔ 13. Logo, b ✘ Z e portanto, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.

• Para t1 ✏ αu e t2 ✏ βv � γu, em que α, γ P t0,✟1, . . . ,✟6✉, β P t✁1, 1✉, temos

que t1 ✁ t2 ✏ ♣
❄

2♣α ✁ γ � β④2q,
❄

2
❄

47β④2q. Neste caso, para t1 ✁ t2 pertencer a

Λl,1, b ✏ β④3. Como β ✏ t✁1, 1✉, b ✘ Z e portanto, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.

• Para t1 ✏ αu e t2 ✏ γ♣2v � uq, em que γ P t✁1, 1✉ α P t0,✟1, . . . ,✟6✉, temos

que t1 ✁ t2 ✏ ♣
❄

2α,✁
❄

2
❄

47γq. Para t1 ✁ t2 pertencer a Λl,1, b ✏ ✁2γ④3 e, como

γ P t✁1, 1✉, b ✘ Z. Logo, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.

• Para t1 ✏ αv � βu e t2 ✏ γv � δu, em que α, γ P t✁1, 1✉ e β, δ P t0,✟1, . . . ,✟6✉,
temos que t1 ✁ t2 ✏ ♣

❄
2♣♣α✁ γq④2� β ✁ δq, ♣α✁ γq

❄
2
❄

47q. Para t1 ✁ t2 pertencer

a Λl,1, b ✏ ♣α ✁ γq④3 e, como α ✁ γ P t0,✟1,✟2✉, b ✘ Z. Logo, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.
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• Para t1 ✏ αv � βu e t2 ✏ γ♣2v � uq, em que α, γ P t✁1, 1✉ e β P t0,✟1, . . . ,✟6✉,
temos que t1 ✁ t2 ✏ ♣

❄
2♣✁α④2 � βq,

❄
2
❄

47♣α④2 ✁ γqq. Para t1 ✁ t2 pertencer a

Λl,1, b ✏ ♣α ✁ 2γq④3 e a ✏ ♣✁8α④3� 13γ④3� βq④13. Nestas condições, para a, b P Z,

temos que α ✏ ✁1, γ ✏ 1 e β ✏ 6 ou α ✏ 1, γ ✏ ✁1 e β ✏ ✁6. Para α ✏ ✁1, γ ✏ 1

e β ✏ 6, teríamos que t1 ✏ ✁v � 6u, que não pertence a T , e para α ✏ 1, γ ✏ ✁1

e β ✏ ✁6, t1 ✏ v ✁ 6u, que também não pertence a T . Logo, a e b não podem ser

inteiros, e portanto, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.

• Para t1 ✏ α♣2v�uq e t2 ✏ β♣2v�uq, em que α, β P t✁1, 1✉, com α ✘ β, pois caso

contrário, t1 ✏ t2, temos que t1 ✁ t2 ✏ ♣0, ♣α✁ βq
❄

2
❄

47q. Para t1 ✁ t2 pertencer a

Λl,1, b ✏ ♣2α ✁ 2βq④3 e, como 2α ✁ 2β P t✁4, 4✉, b ✘ Z. Logo, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1.

Portanto, em todos os casos t2 ✁ t1 ❘ Λl,1, e sendo assim, não existe λ P Λl,1

tal que t1 ✏ t2 � λ. Assim, t1 � VΛa,l,1
e t2 � VΛa,l,1

� λ se interceptam apenas em seus

bordos. Então, R❳♣R�λq tem medida nula, uma vez que é um subconjunto de uma união

finita de conjuntos de medida nula.

Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λa,l,1④Λl,1. Note que #G ✏ #T ✏ 39.

Como verificamos anteriormente, t1 ✁ t2 ❘ Λl,1, ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2. Então

t1�Λl,1 ✘ t2�Λl,1, para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T representam

classes distintas de G ✏ Λl,1④Λa,l,1. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema completo

de resíduos módulo Λl,1. Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λa,l,1 ÝÑ G

λa,l,1 ÞÝÑ λa,l,1.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λl,1. Como T é um sistema

completo de resíduos módulo Λl,1 segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T .

Logo, pelo Teorema 2.0.16, T é um Λl,1-ladrilho para Λa,l,1 e, pelo Lema 2.0.7, temos que

R ✏ VΛa,l,1
� T é um Λl,1-ladrilho para R2.

Pelos Exemplos 5.1.18 e 5.1.19, observamos que os poli-hexágonos do Tipo 3

em que o raio da bola é igual a 2l podem ou não ladrilhar o R2. Dentre os que ladrilham,

notamos que eles possuem um formato característico: a camada central possui um hexágono

não-regular a mais que as camadas do meio, fazendo com que ela possua meio hexágono não

regular de cada lado a mais que as camadas do meio. Assim, geometricamente conseguimos

facilmente enxergar um ladrilhamento perfeito do R2, como vimos na Figura 41. Em

meio aos nossos testes computacionais, observamos que os valores de l para os quais os

poli-hexágonos do Tipo 3 em que o raio da bola é igual a 2l ladrilham o R2, isto é, que

possuem esse formato característico, são todos os congruentes a ✁1 ♣mod 4q até o 35, os
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é a região de Voronoi de Λa,l,2, T ✏ t0,✟u, . . . ,✟pu✉ e u ✏ ♣1, 1q. Vamos mostrar que R

é um Λl,2-ladrilho para R2. Observe que

R❳ ♣R� λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛa,l,2
q ❳ ♣t2 � VΛa,l,2

� λqs.

Note que t1 � VΛa,l,2
é a região de Voronoi de t1, e t2 � VΛa,l,2

� λ é a região de Voronoi

de t2 � λ. Então essas regiões são iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Se t1�VΛa,l,2
✏ t2�VΛa,l,2

�λ, segue que t1✁t2 P Λl,2, isto é, para t1 ✏ α♣1, 1q
e t2 ✏ β♣1, 1q, com α, β P t0,✟1, . . . ,✟p✉ distintos, temos que ♣α✁ βq♣1, 1q P Λl,2. Então,

devem existir a, b P Z tais que a♣k, kq � b♣
❄

l,✁
❄

lq ✏ ♣α ✁ βq♣1, 1q. Mas a igualdade só

é válida para b ✏ 0 e a ✏ ♣α ✁ βq④k. Como α ✁ β ↕ 2p ➔ k, segue que a ❘ Z e então

t1 ✁ t2 ❘ Λl,2. Logo, t1 � VΛa,l,2
e t2 � VΛa,l,2

� λ se interceptam apenas em seus bordos e

portanto R❳ ♣R� λq tem medida nula, por ser um subconjunto de uma união finita de

conjuntos de medida nula.

Observe que #T ✏ 2p� 1 ✏ k. Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λa,l,2④Λl,2.

Note que #G ✏ det♣Λl,2q1④2④ det♣Λa,l,2q1④2 ✏ ♣4lk2④4lq1④2 ✏ k. Então #T ✏ #G.

Como provamos anteriormente, t1 ✁ t2 ❘ Λl,2, ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2.

Então t1 � Λl,2 ✘ t2 � Λl,2, para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T

representam classes distintas do grupo G. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema

completo de resíduos módulo Λl,2. Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λa,l,2 ÝÑ G

λa,l,2 ÞÝÑ λa,l,2.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λl,2. Como T é um sistema

completo de resíduos módulo Λl,2 segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T .

Logo, pelo Teorema 2.0.16, T é um Λl,2-ladrilho para Λa,l,2 e, pelo Lema 2.0.7, temos que

R ✏ VΛa,l,2
� T é um Λl,2-ladrilho para R2.

Teorema 5.2.2. Para cada l P N tal que l ✑ 2 ♣mod 4q, o número de raios para os quais

Λl,2 ⑨ Λa,l,2 é um código perfeito do Tipo 1 é igual a t
❄

l✉.

Demonstração. Temos que a bola do Tipo 1 é definida como B̃r ✏ t♣a, 0qMl,2 P R2 :

♣a, 0qGl,2♣a, 0qT ↕ r2 ➔ 2l e ♣a, 0q P Z2✉. Então

♣a, 0qGl,2♣a, 0qT ➔ 2l ùñ 2a2 ➔ 2l ùñ ⑤a⑤ ➔
❄

l.

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 ➔ a ➔
❄

l fornece o número de raios para os

quais temos códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,2. Então, temos que para cada l P N tal

que l ✑ 2 ♣mod 4q existem t
❄

l✉ raios para os quais Λl,2 ⑨ Λa,l,2 é um código perfeito do

Tipo 1.
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Sejam Λ1 e Λ2 reticulados, tais que Λ2 ⑨ Λ1. Sejam M1 ✏
✄

1 1

k ✁k

☛
e M2 ✏✄

α � β � 1 ✁ k α � β � 1 � k

2β � 1 � 2k 2β � 1 ✁ 2k

☛
matrizes geradoras para Λ1 e Λ2, respectivamente,

em que α, β P N, 0 ↕ β ↕ α e k ➙ 1. Considere também R1 ✏ VΛ1
� T , em que

T ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v ✟ uq, . . . ,✟♣v ✟ βuq✉, u ✏ ♣1, 1q e v ✏ ♣k,✁kq.
A partir desses dados, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.4. R1 é um Λ2-ladrilho para R2.

Demonstração. Temos que

R1 ❳ ♣R1 � λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛ1
q ❳ ♣t2 � VΛ1

� λqs.

Observamos que t1 � VΛ1
é a região de Voronoi de t1 e t2 � VΛ1

� λ é a região

de Voronoi de t2�λ. Então, temos que as duas regiões são iguais ou se interceptam apenas

em seus bordos.

Se t1 �VΛ1
✏ t2 �VΛ1

�λ, então t1 ✏ t2 �λ, isto é, t2 ✁ t1 P Λ2. Para t2 ✁ t1

pertencer a Λ2, devem existir w1, w2 P Z tais que t2 ✁ t1 ✏ ♣w1♣α � β � 1✁ kq � w2♣2β �
1 � 2kq, w1♣α � β � 1 � kq � w2♣2β � 1 ✁ 2kqq. Temos que,

• Para t1 ✏ au e t2 ✏ bu, em que a, b P t0,✟1, . . . ,✟α✉, temos que t1 ✁ t2 ✏
♣a✁b, a✁bq. Então para t1✁t2 pertencer a Λ2, w1 ✏ 2w2 e w2 ✏ ♣a✁bq④♣2α�4β�3q.
Como a, b P t0,✟1, . . . ,✟α✉, a ✁ b ↕ 2α ➔ 2α � 4β � 3. Logo, w2 ✘ Z e portanto,

t1 ✁ t2 ❘ Λ2.

• Para t1 ✏ au e t2 ✏ bv � du, em que a P t0,✟1, . . . ,✟α✉, b P t✁1, 1✉ e d P
t0,✟1, . . . ,✟β✉ temos que t1 ✁ t2 ✏ ♣a ✁ bk ✁ d, a � bk ✁ dq. Então para t1 ✁ t2

pertencer a Λ2, w1 ✏ 2w2�b e w2 ✏ ♣a✁d✁b♣α�β�1qq④♣2α�4β�3q. Se b ✏ 1, segue

que a✁d✁b♣α�β�1q ✏ a✁d✁♣α�β�1q ↕ α�β✁♣α�β�1q ↕ ✁1 ➔ 2α�4β�3.

Se b ✏ ✁1, temos que a✁d✁b♣α�β�1q ✏ a✁d�♣α�β�1q ↕ α�β�♣α�β�1q ↕
2α � 2β � 1 ➔ 2α � 4β � 3. Logo, w2 ✘ Z e então, t1 ✁ t2 ❘ Λ2.

• Para t1 ✏ av � bu e t2 ✏ cv � du, em que a, c P t✁1, 1✉ e b, d P t0,✟1, . . . ,✟β✉
temos que t1 ✁ t2 ✏ ♣k♣a ✁ cq � b ✁ d,✁k♣a ✁ cq � b ✁ dq. Então para t1 ✁ t2

pertencer a Λ2, w1 ✏ 2w2 � c✁ a e w2 ✏ ♣b✁ d� ♣a✁ cq♣α� β � 1qq④♣2α� 4β � 3q.
Como a, c P t✁1, 1✉ e b, d P t0,✟1, . . . ,✟β✉, segue que b ✁ d � ♣a ✁ cq♣α � β � 1q ↕
2β � 2♣α� β � 1q ✏ 2α� 4β � 2 ➔ 2α� 4β � 3. Logo, w2 ✘ Z e então, t1 ✁ t2 ❘ Λ2.

Portanto, em todos os casos t2 ✁ t1 ❘ Λ2, e sendo assim, não existe λ P Λ2 tal

que t1 ✏ t2 � λ. Então, t1 � VΛa
e t2 � VΛa

� λ se interceptam apenas em seus bordos.
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Logo, R1❳♣R1�λq tem medida nula, uma vez que é um subconjunto de uma união finita

de conjuntos de medida nula.

Observe agora que #T ✏ 2α�4β�3. Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λ1④Λ2.

Note que #G ✏ det♣Λ2q1④2④ det♣Λ1q1④2 ✏ 2k♣2α�4β�3q④2k ✏ 2α�4β�3. Então #T ✏ #G.

Como verificamos anteriormente, t1 ✁ t2 ❘ Λ2, ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2.

Então t1 � Λ2 ✘ t2 � Λ2, para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T

representam classes distintas de G ✏ Λ1④Λ2. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema

completo de resíduos módulo Λ2. Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λ1 ÝÑ G

λ1 ÞÝÑ λ1.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λ2. Como T é um sistema completo

de resíduos módulo Λ2 segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T . Logo, pelo

Teorema 2.0.16, T é um Λ2-ladrilho para Λ1 e, pelo Lema 2.0.7, temos que R1 ✏ VΛ1
� T

é um Λ2-ladrilho para R2.

A partir do Teorema 5.2.4, temos o seguinte corolário:

Corolário 5.2.5. Os poli-retângulos do Tipo 2 ladrilham o R2.

Demonstração. Sejam Λl,2 ⑨ Λa,l,2 o reticulado gerado pela matriz

Nl,2 ✏
✄

α � β � 1✁
❄

l α � β � 1�
❄

l

2β � 1� 2
❄

l 2β � 1✁ 2
❄

l

☛
,

com 0 ↕ β ↕ α, e a região R ✏ VΛa,l,2
� T , em que T ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v ✟

uq, . . . ,✟♣v ✟ βuq✉, u ✏ ♣1, 1q e v ✏ ♣
❄

l,✁
❄

lq. Pelo Teorema 5.2.4, R é um Λl,2-ladrilho

para R2.

Uma pergunta natural é: qual é a relação entre α, β e o poli-retângulo do Tipo

2? A resposta está no próprio poli-retângulo. A camada central possui 2α� 1 retângulos,

e as camadas laterais possuem 2β � 1. Uma ilustração pode ser vista no Exemplo 5.2.6.

Exemplo 5.2.6. Sejam Λ1 e Λ2 reticulados, em que Λ1 e Λ2 são gerados pelas matrizes M1

e M2 definidas anteriormente. Considere k ✏
❄

38. Na Figura 44 temos um poli-retângulo

gerado pela região R1.

Observe que aqui α ✏ 6 e β ✏ 1.

Observação 5.2.7. Da mesma forma que ocorre nos poli-hexágonos do Tipo 2 no caso

onde ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, considerando os inteiros positivos α e β presentes na matriz geradora
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Demonstração. Pelo Teorema 5.2.9, m ✏ r
❄

3ls. Logo, se l ÝÑ ✽, segue diretamente que

m ÝÑ ✽.

Teorema 5.2.11. Para cada l P N tal que l ✑ 2 ♣mod 4q, o número de raios para os quais

Λl,2 ⑨ Λa,l,2 é um código perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do

tipo ♣b, 0qMl,2 é igual a r2
❄

ls✁ r
❄

ls.

Demonstração. Como 2l ↕ ♣b, 0qGl,2♣b, 0qT ➔ 8l, temos que

2l ↕ ♣b, 0qGl,2♣b, 0qT ➔ 8l ùñ 2l ↕ 2b2 ➔ 8l ùñ
❄

l ↕ ⑤b⑤ ➔ 2
❄

l.

Assim, encontrar o número de raios para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em

que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣b, 0qMl,2 é igual a encontrar o número de

inteiros no intervalo r
❄

l, 2
❄

lq. Essa quantidade é igual a dos inteiros no intervalo fechado

rr
❄

ls, t2
❄

l✉s que é igual a t2
❄

l✉✁ r
❄

ls� 1 ✏ r2
❄

ls✁ r
❄

ls.

Corolário 5.2.12. Seja m o número de raios para os quais temos códigos perfeitos do

Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣b, 0qMl,2. Se l ÝÑ ✽, então

m ÝÑ ✽.

Demonstração. Pelo Teorema 5.2.11, m ✏ r2
❄

ls✁r
❄

ls. Logo, se l ÝÑ ✽, segue diretamente

que m ÝÑ ✽.

Observação 5.2.13. Para que uma bola do Tipo 2 em que o raio é dado por um vetor

do tipo ♣a, 1qMl,2 gere o mesmo poli-retângulo do que uma bola em que o raio é dado

por um vetor do tipo ♣b, 0qMl,2 devem existir a, b P N que satisfaçam a seguinte equação:

♣a, 1qGl,2♣a, 1qT ✏ ♣b, 0qGl,2♣b, 0qT , isto é, l ✏ b2✁a2 ✏ ♣b�aq♣b✁aq. Se b�a é par, então

a e b tem a mesma paridade. Assim, b ✁ a é par, e logo l vai ser múltiplo de 4, o que

contradiz a hipótese de que l ✑ 2 ♣mod 4q. Se b � a é ímpar, então a e b tem paridades

diferentes. Assim, b✁ a é ímpar, e logo l vai ser ímpar, o que também contradiz a hipótese

de que l ✑ 2 ♣mod 4q. Logo, não existem a, b P N tal que b2 ✏ a2 � l, e portanto, não

teremos poli-retângulos gerados por bolas do Tipo 2 em que o raio é dado por vetores do

tipo ♣a, 1qMl,2 e ♣b, 0qMl,2.

A partir da Observação 5.2.13 e dos corolários 5.2.10 e 5.2.12, temos o seguinte

resultado:

Corolário 5.2.14. Seja m o número de raios para os quais temos códigos perfeitos do

Tipo 2. Se l ÝÑ ✽, então m ÝÑ ✽.

Demonstração. Temos que m ✏ r
❄

3ls � r2
❄

ls ✁ r
❄

ls. Logo, se l ÝÑ ✽, segue que

m ÝÑ ✽.
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6 Códigos Perfeitos em Reticulados n-

dimensionais

No Capítulo 5 analisamos alguns formatos e as respectivas quantidades de

raios para os quais temos códigos perfeitos para duas famílias de reticulados algébricos

bidimensionais, Λa,l,1 e Λa,l,2, em que Λa,l,1 é a família construída no caso em que ✁l ✑ 1

♣mod 4q, e Λa,l,2 é a construída no caso em que l ✑ 2 ♣mod 4q. Uma construção detalhada

dessas famílias pode ser encontrada nos Exemplos 1.9.23 e 1.9.24 no Capítulo 1. Neste

capítulo, estudamos os códigos perfeitos que podemos obter quando olhamos essas famílias

mergulhadas em dimensões maiores.

Os reticulados bidimensionais Λa,l,1 e Λa,l,2, que aqui serão denotados por Λa,l,12

e Λa,l,22
, em que o índice 2 representa a dimensão do reticulado, possuem matrizes geradoras

Ml,12
e Ml,22

, respectivamente, tais que

Ml,12
✏
❄

2

✄
1 0

✁1④2
❄

l④2

☛
e Ml,22

✏
✄

1 1❄
l ✁

❄
l

☛
.

As matrizes de Gram associadas a Ml,12
e Ml,22

são, respectivamente Gl,12
e

Gl,22
, em que

Gl,12
✏
✄

2 ✁1

✁1 ♣1� lq④2

☛
e Gl,22

✏
✄

2 0

0 2l

☛
.

Para essas famílias de reticulados, que denotaremos aqui de modo geral como

Λa,l2 , considerando os raios para os quais Λl2 ⑨ Λa,l2 é um código perfeito, para cada

valor de l, estudamos alguns formatos dos poliominos construídos, que foram chamados

de poli-hexágonos para a primeira família, e poli-retângulos para a segunda. Os formatos

estudados foram separados em três tipos: Tipo 1, Tipo 2 e Tipo 3, e para cada tipo de

ladrilho, fornecemos alguns resultados.

Nossa estratégia aqui é mergulhar os ladrilhos estudados anteriormente em

dimensões maiores e analisar os códigos perfeitos encontrados nessas dimensões. Os ladrilhos

que vamos trabalhar, que chamaremos de poliprismas, serão os do Tipo 1.

6.1 Dimensão 3

Seja Λa,l3 o reticulado em R3 em que suas lâminas horizontais são o reticulado

Λa,l2 . Em outras palavras, Λa,l3 essencialmente é o reticulado Λa,l2 mergulhado em R3 da
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seguinte forma: para todo ♣a, bq P Λa,l2 , ♣a, bq ÞÝÑ ♣a, b, 0q. Escolhemos aqui aumentar a

dimensão de forma ortogonal por simplicidade e para ficar mais compreensível, mas vale

ressaltar que isso não é necessário.

Temos que Λa,l3 possui matrizes geradora e de Gram, respectivamente,

Ml3 ✏
✄

Ml2 0

0 α

☛
e Gl3 ✏

✄
Gl2 0

0 α2

☛
,

em que Ml2 é uma matriz geradora para Λa,l2 , Gl2 é a matriz de Gram associada a Ml2 e

α P R� tal que ⑥♣0, 0, αq⑥ é maior ou igual ao segundo mínimo sucessivo de Λa,l2 , isto é,

⑥♣0, 0, αq⑥ é maior ou igual a segunda menor norma em Λa,l2 .

Observação 6.1.1. Além de ser maior ou igual ao segundo mínimo em Λa,l2, temos que

α deve ser suficientemente grande para que Gl3 esteja ordenada por norma.

A bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores ♣a1, a2, 0qMl3 pertencentes a

R3 que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que α2. Assim, definimos a bola

do Tipo 1 como B̃r ✏ t♣a1, a2, 0qMl3 P R3 : ♣a1, a2, 0qGl3♣a1, a2, 0qT ↕ r2 ➔ α2 e ♣a1, a2, 0q P
Z3✉.

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem a terceira coordenada nula. Essa

condição é necessária para um vetor pertencer a bola, uma vez que, se tomarmos x ✏
♣A, cqMl3 , em que A P Z2 e c ✘ 0, podemos observar que ♣A, cqGl3♣A, cqT ✏ AGl2AT �
c2α2 ➙ c2α2 → α2. Logo, x ❘ B̃r.

Lema 6.1.2. Os poliprismas do Tipo 1 ladrilham o R3.

Demonstração. Seja Λl3 ⑨ Λa,l3 o reticulado gerado pela matriz Nl3 ✏
✄

Nl2 0

0 α

☛
,

em que Nl2 é uma matriz geradora do sub-reticulado Λl2 de Λa,l2 . Considere também

R ✏ VΛa,l3
� T , em que VΛa,l3

é a região de Voronoi de Λa,l3 e T ✏ ♣T̂ , 0q, sendo T̂ um

conjunto discreto tal que VΛa,l2
� T̂ é um Λl2-ladrilho para R2. Os vetores de T são do

tipo ♣t̂, 0q, em que t̂ P T̂ . Vamos mostrar que R é um Λl3-ladrilho para R3. Observe que

R❳ ♣R� λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛa,l3
q ❳ ♣t2 � VΛa,l3

� λqs.

Note que t1 � VΛa,l3
é a região de Voronoi de t1, e t2 � VΛa,l3

�λ é a região de Voronoi de

t2 � λ. Então essas regiões são iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Se t1�VΛa,l3
✏ t2�VΛa,l3

�λ, segue que t1✁ t2 P Λl3 , isto é, para t1 ✏ a♣t̂1, 0q
e t2 ✏ b♣t̂2, 0q, com t̂1, t̂2 P T̂ , a e b inteiros distintos, satisfazendo as mesmas condições

estabelecidas para o caso bidimensional, temos que a♣t̂1, 0q ✁ b♣t̂2, 0q P Λl3 . Então, devem
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existir B P Z2 e β P Z tais que

a♣t̂1, 0q ✁ b♣t̂2, 0q ✏ ♣B, βq
✄

N2 0

0 α

☛

✏ ♣BN2, βαq.

Então ★
at̂1 ✁ bt̂2 ✏ BN2

0 ✏ βα.
(6.1)

(6.2)

De (6.2), temos que β ✏ 0. Como já provamos no caso bidimensional, a equação (6.1)

não tem solução inteira. Logo, t1 � VΛa,l3
e t2 � VΛa,l3

� λ se interceptam apenas em seus

bordos e portanto R❳ ♣R� λq tem medida nula, por estar contida em uma união finita

de conjuntos de medida nula.

Temos que #T ✏ #T̂ . Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λa,l3④Λl3 . Note que

#G ✏ det♣Λl3q1④2
det♣Λa,l3q1④2

✏ α det♣Gl2q1④2
α det♣Ga,l2q1④2

✏ det♣Gl2q1④2
det♣Ga,l2q1④2

✏ #Ĝ,

em que #Ĝ ✏ Λa,l2④Λl2 . Então, #T ✏ #G.

Como provamos anteriormente, t1✁t2 ❘ Λl3 , ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2. Então

t1 �Λl3 ✘ t2 �Λl3 , para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T representam

classes distintas do grupo G. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema completo de

resíduos módulo Λl3 . Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λa,l3 ÝÑ G

λa,l3
ÞÝÑ λa,l3

.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λl3 . Como T é um sistema completo

de resíduos módulo Λl3 segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T . Logo, pelo

Teorema 2.0.16, T é um Λl3-ladrilho para Λa,l3 e, pelo Lema 2.0.7, temos que R ✏ VΛa,l3
�T

é um Λl3-ladrilho para R3.

Como podemos perceber na definição da bola, os poliprimas do Tipo 1 não são

apenas os construídos a partir de um poli-hexágono ou poli-retângulo do Tipo 1. Eles são

obtidos a partir de poli-hexágonos ou poli-retângulos dos tipos 1, 2, 3 e de outros que não

foram explorados neste trabalho. A única coisa que pedimos é que os poliprismas sejam

construídos a partir de um código perfeito Λl2 de Λa,l2 .
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Demonstração. Para cada l P N tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, temos que a bola do Tipo 1 é defi-

nida como B̃r ✏ t♣a1, 0, 0qMl,13
P Z3 : ♣a1, 0, 0qGl,13

♣a1, 0, 0qT ↕ r2 ➔ ♣l� 1q④2 e ♣a1, 0, 0q P
Z3✉. Então

♣a1, 0, 0qGl,13
♣a1, 0, 0qT ➔ ♣l � 1q④2 ùñ a2

1 ↕
l � 1

4
✁ 1 ùñ ⑤a1⑤ ↕

❄
l ✁ 3
2

.

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 ➔ a1 ↕ ♣
❄

l ✁ 3q④2, que é igual a quantidade

de inteiros no intervalo 0 ➔ a1 ➔ r♣
❄

l ✁ 3q④2s, fornece o número de raios para os quais

temos códigos perfeitos do Tipo 1 no caso em que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q. Portanto, temos que

existem t♣
❄

l ✁ 3q④2✉ raios para os quais temos códigos perfeitos Λl,13
⑨ Λa,l,13

construídos

via códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,12
e, portanto, m ➙ t

❄
l ✁ 3④2✉.

No Corolário 6.1.5 obtemos uma cota para a quantidade de raios para os quais

temos códigos perfeitos do Tipo 1 na dimensão 3 em Λa,l3 usando a quantidade raios

para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l2 construídos para o caso em que

✁l ✑ 1 ♣mod 4q. Mas, como ressaltamos anteriormente, os códigos perfeitos do Tipo 1 na

dimensão 3 não só apenas os construídos via perfeitos do Tipo 1 da dimensão 2. Assim,

essa cota pode ser melhorada se considerarmos também os códigos perfeitos obtidos a

partir de códigos perfeitos do Tipo 2 em Λa,l2 .

Exemplo 6.1.6. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, seja Λa,l,13
o reticulado que possui matrizes

geradora e de Gram, respectivamente,

Ml,13
✏
✄

Ml,12
0

0
❄

2l

☛
e Gl,13

✏
✄

Gl,12
0

0 2l

☛
,

em que Ml,12
é uma matriz geradora para Λa,l,13

e Gl,12
é a matriz de Gram associada

a Ml,12
. Neste caso, a bola do Tipo 1 é definida como B̃r ✏ t♣a1, a2, 0qMl,13

P R3 :

♣a1, a2, 0qGl,13
♣a1, a2, 0qT ↕ r2 ➔ 2l e ♣a1, a2, 0q P Z3✉. Diferente do que aconteceu no caso

do Exemplo 6.1.3, aqui os elementos da bola podem possuir a segunda coordenada diferente

de zero.

Na Figura 53 temos uma ilustração do poliprisma construído para l ✏ 23.

A interseção do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta em um poli-

hexágono do Tipo 2. Na Figura 54 temos a ilustração da interseção do poliprisma construído

para l ✏ 23 dado na Figura 53 com o plano xy.

Teorema 6.1.7. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam Λa,l,13
o reticulado descrito no Exemplo

6.1.6, Λl,13
⑨ Λa,l,13

e Nl,13
✏

☎
✝✆

❄
2♣α � β � 1④2q

❄
2l④2 0

2
❄

2β ✁
❄

2l 0

0 0
❄

2l

☞
✍✌ uma matriz geradora

para Λl,13
, em que 1 ↕ β ↕ α. Reescrevendo Nl,13

em blocos, temos que





Capítulo 6. Códigos Perfeitos em Reticulados n-dimensionais 119

Tipo 1. Então, podemos melhorar a cota do Corolário 6.1.5 adicionando a quantidade de

poli-hexágonos existentes do Tipo 2 que encontramos no Capítulo 5.

Corolário 6.1.8. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam m o número de raios para os quais existem

códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l3 e γ é o número de poliprismas construídos a partir de

poli-hexágonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣a, 1, 0qMl,13
e

♣b, 0, 0qMl,13
. Temos que m ➙ ♣1�

❄
3lq④2✁ 1� t

❄
l✉✁γ, se 3l não é um quadrado perfeito,

e m ➙ t♣1�
❄

3lq④2✉� t
❄

l✉✁ γ caso contrário.

Demonstração. Pelos teoremas 5.1.10 e 5.1.12, e pela Observação 5.1.14, temos que o

número de raios para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em Λa,l,12
é ♣1�

❄
3lq④2✁

1 � t
❄

l✉ ✁ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉ ✁ γ, se 3l não é um quadrado perfeito, e t♣1 �
❄

3lq④2✉ � t
❄

l✉ ✁
t♣
❄

l ✁ 3q④2✉ ✁ γ caso contrário. Pelos teoremas 6.1.4 e 6.1.7, todos os códigos perfeitos

dos tipos 1 e 2 em Λa,l,12
são códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,13

. Logo,

m ➙ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉�♣1�
❄

3lq④2✁1�t
❄

l✉✁t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ ùñ m ➙ ♣1�
❄

3lq④2✁1�t
❄

l✉✁γ,

se 3l não é um quadrado perfeito, e

m ➙ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉�t♣1�
❄

3lq④2✉�t
❄

l✉✁t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ ùñ m ➙ t♣1�
❄

3lq④2✉�t
❄

l✉✁γ,

caso contrário.

Corolário 6.1.9. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam m o número de raios para os quais existem

códigos perfeitos em Λa,l3 e γ o número de poliprismas construídos a partir de poli-hexágonos

do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣a, 1, 0qMl,13
e ♣b, 0, 0qMl,13

.

Se l ÝÑ ✽, então m ÝÑ ✽, isto é, quanto maior o valor de l, mais raios teremos para os

quais existem códigos perfeitos em Λa,l3.

Demonstração. Pelo Corolário 6.1.8, m ➙ ♣1 �
❄

3lq④2 ✁ 1 � t
❄

l✉ ✁ γ, se 3l não é um

quadrado perfeito, e m ➙ t♣1 �
❄

3lq④2✉ � t
❄

l✉ ✁ γ, caso contrário. Então, se l ÝÑ ✽,

segue que m ÝÑ ✽.

Observação 6.1.10. Como observamos anteriormente, os poliprismas do Tipo 1 tam-

bém podem ser obtidos via poli-hexágonos do Tipo 3. No Exemplo 5.1.19 no Capítulo 5

mostramos que para l ✏ 47 o poli-hexágono do Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo

vetor ♣1, 2qMl,12
ladrilha o R2. Então, pelo Lema 6.1.2, temos que o poliprisma obtido por

esse poli-hexágono ladrilha o R3. Na Figura 55 temos uma ilustração deste poliprisma

construído para l ✏ 47.

A interseção do poliprisma do Tipo 1 com o plano xy resulta no poli-hexágono

do Tipo 3 em que o raio da bola é dado pelo vetor ♣1, 2qMl,12
. Na Figura 56 temos a

ilustração da interseção do poliprisma construído para l ✏ 47 dado na Figura 55 com o

plano xy.
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6.2 Dimensão n

Sejam Λa,ln✁1
e Λln✁1

reticulados, tais que Λln✁1
⑨ Λa,ln✁1

e Λln✁1
é um código

perfeito em Λa,ln✁1
. Considere o reticulado Λa,ln que possui matrizes geradora e de Gram,

respectivamente,

Mln ✏
✄

Mln✁1
0

0 α

☛
e Gln ✏

✄
Gln✁1

0

0 α2

☛
,

em que Mln✁1
é uma matriz geradora para Λa,ln✁1

, Gln✁1
é a matriz de Gram de Λa,ln✁1

associada a Mln✁1
e α P R� tal que α é maior ou igual ao ♣n ✁ 1q-ésimo mínimo sucessivo

de Mln✁1
. Além disso, α deve ser suficientemente grande para que Gln esteja ordenada por

norma.

A bola B̃r do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo ♣a1, . . . , an✁1, 0qMln

pertencentes a Rn que possuem a norma ao quadrado estritamente menor do que α2. Assim,

a bola do Tipo 1 é definida como:

B̃r ✏ t♣a1, . . . , an✁1, 0qMln P Rn : ♣a1, . . . , an✁1, 0qGln♣a1, . . . , an✁1, 0qT ↕ r2 ➔ α2

e ♣a1, . . . , an✁1, 0q P Zn✉.

Os elementos da bola do Tipo 1 possuem a última coordenada nula. Essa condição é

necessária para um vetor pertencer a bola, uma vez que, se tomarmos x ✏ ♣A, anqMln , em

que A P Zn✁1 e an ✘ 0, podemos observar que ♣A, anqGln♣A, anqT ✏ AGln✁1
AT � a2

nα2 ➙
a2

nα2 → α2. Logo, x ❘ B̃r.

Lema 6.2.1. Os poliprismas do Tipo 1 ladrilham o Rn.

Demonstração. Seja Λln ⑨ Λa,ln o reticulado gerado pela matriz Nln ✏
✄

Nln✁1
0

0 α

☛
, em

que Nln✁1
é uma matriz geradora do sub-reticulado Λln✁1

de Λa,ln✁1
. Considere também

R ✏ VΛa,ln
� T , em que VΛa,ln

é a região de Voronoi de Λa,ln e T ✏ ♣T̂ , 0q, sendo T̂ um

conjunto discreto tal que VΛa,ln✁1
� T̂ é um Λln✁1

-ladrilho para Rn✁1. Os vetores de T são

do tipo ♣t̂, 0q, em que t̂ P T̂ . Vamos mostrar que R é um Λln-ladrilho para Rn. Observe

que

R❳ ♣R� λq ⑨
↕

t1,t2PT

r♣t1 � VΛa,ln
q ❳ ♣t2 � VΛa,ln

� λqs.

Note que t1 � VΛa,ln
é a região de Voronoi de t1, e t2 � VΛa,ln

�λ é a região de Voronoi de

t2 � λ. Então essas regiões são iguais ou se interceptam apenas em seus bordos.

Se t1�VΛa,ln
✏ t2�VΛa,ln

�λ, segue que t1✁t2 P Λln , isto é, para t1 ✏ a♣t̂1, 0q
e t2 ✏ b♣t̂2, 0q, com t̂1, t̂2 P T̂ , a e b inteiros distintos, satisfazendo as mesmas condições
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estabelecidas para o caso n ✁ 1-dimensional, temos que a♣t̂1, 0q ✁ b♣t̂2, 0q P Λln. Então,

devem existir B P Zn✁1 e β P Z tais que

a♣t̂1, 0q ✁ b♣t̂2, 0q ✏ ♣B, βq
✄

Nn✁1 0

0 α

☛

✏ ♣BNn✁1, βαq.

Então ★
at̂1 ✁ bt̂2 ✏ BNn✁1

0 ✏ βα.
(6.3)

(6.4)

De (6.4), temos que β ✏ 0. Como Λln✁1 é um código perfeito em Λa,ln✁1
, segue que a

equação (6.3) não tem solução inteira. Logo, t1 � VΛa,ln
e t2 � VΛa,ln

� λ se interceptam

apenas em seus bordos e portanto R❳ ♣R� λq tem medida nula, por ser um subconjunto

de uma união finita de conjuntos de medida nula.

Observe que #T ✏ #T̂ . Consideramos o grupo abeliano G ✏ Λa,ln④Λln . Note

que

#G ✏ det♣Λlnq1④2
det♣Λa,lnq1④2

✏ α det♣Gln✁1
q1④2

α det♣Ga,ln✁1
q1④2 ✏

det♣Gln✁1
q1④2

det♣Ga,ln✁1
q1④2 ✏ #Ĝ,

em que #Ĝ ✏ Λa,ln✁1
④Λln✁1

. Então, #T ✏ #G.

Como provamos anteriormente, t1 ✁ t2 ❘ Λln , ❅t1, t2 P T , em que t1 ✘ t2.

Então t1 � Λln ✘ t2 � Λln , para t1, t2 P T distintos. Assim, elementos distintos de T

representam classes distintas do grupo G. E, como #T ✏ #G, segue que T é um sistema

completo de resíduos módulo Λln . Seja φ o homomorfismo natural

φ : Λa,ln ÝÑ G

λa,ln
ÞÝÑ λa,ln

.

É fácil ver que φ é sobrejetor e que N♣φq ✏ Λln . Como T é um sistema completo

de resíduos módulo Λln segue que φ♣T q ✏ G. Então, #φ♣T q ✏ #G ✏ #T . Logo, pelo

Teorema 2.0.16, T é um Λln-ladrilho para Λa,ln e, pelo Lema 2.0.7, temos que R ✏ VΛa,ln
�T

é um Λln-ladrilho para Rn.

Pela definição da bola, os poliprimas do Tipo 1 são os obtidos a partir de

poli-hexágonos ou poli-retângulos dos tipos 1, 2, 3 e de outros que não foram explorados

neste trabalho. A única restrição é que os poliprismas sejam construídos a partir de um

código perfeito Λln✁1
de Λa,ln✁1

.
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6.2.1 ✁l ✑ 1 ♣mod 4q

Exemplo 6.2.2. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,1n
que possui matrizes

geradora Ml,1n
e de Gram Gl,1n

tais que

Ml,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

❄
2 0 0 . . . 0

✁
❄

2④2
❄

2l④2 0 . . . 0

0 0
❛
♣l � 1q④2 . . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . .
❛
♣l � 1q④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

e

Gl,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

2 ✁1 0 . . . 0

✁1 ♣l � 1q④2 0 . . . 0

0 0 ♣l � 1q④2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ♣l � 1q④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Reescrevendo Ml,1n
e Gl,1n

em blocos, temos que

Ml,1n
✏
✄

Ml,1n✁1
0

0
❛
♣l � 1q④2

☛
e Gl,1n

✏
✄

Gl,1n✁1
0

0 ♣l � 1q④2

☛
.

Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo ♣a1, 0, . . . , 0qMl,1n
em

Rn que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que ♣l � 1q④2. Então, a bola

do Tipo 1 é definida como:

B̃r ✏ t♣a1, 0, . . . , 0qMl,1n
P Rn : ♣a1, 0, . . . , 0qGl,1n

♣a1, 0, . . . , 0qT ↕ r2 ➔ ♣l � 1q④2
e ♣a1, 0, . . . , 0q P Zn✉.

Observe que os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada não-nula,

uma vez que para x ✏ ♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,1n
, em que ak ✘ 0, ❅k P t2, . . . , n ✁ 1✉, temos

que ♣a1, a2, . . . , an✁1, 0qGl,1n
♣a1, a2, . . . , an✁1, 0qT ➙ a2

kl④2 ➙ ♣l � 1q④2, ❅k P t2, . . . , n ✁ 1✉.
Então, x ❘ B̃r.

Teorema 6.2.3. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,1n
descrito no Exemplo

6.2.2 e Λl,1n
⑨ Λa,l,1n

gerado pela seguinte matriz:

Nl,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

♣2p� 1q
❄

2 0 0 . . . 0

♣2c✁ 1q
❄

2④2
❄

2l④2 0 . . . 0

0 0
❛
♣l � 1q④2 . . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . .
❛
♣l � 1q④2

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

,
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em que p P t1, 2, . . . , t✉, t ✏ maxta1 P Z� : ♣a1, 0, . . . , 0qMl,1n
P B̃r✉ e 1 ↕ c ↕ p.

Considere também R ✏ VΛa,l,1n
� T , em que VΛa,l,1n

é a região de Voronoi de Λa,l,1n
,

T ✏ t0,✟u, . . . ,✟pu✉ e u ✏ ♣
❄

2, 0, . . . , 0q P Rn. Temos que R é um Λl,1n
-ladrilho para

Rn.

Demonstração. Pelo Teorema 5.1.1 temos que para o reticulado Λl,12
gerado por Nl,12

,

R̂ ✏ VΛa,l,12
� T̂ , em que T̂ ✏ t0,✟u, . . . ,✟pu✉ e u ✏ ♣

❄
2, 0q, T̂ é um Λl,12

-ladrilho para

Λa,l,12
e, consequentemente, R̂ é um Λl,12

-ladrilho para R2. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue

que R é um Λl,1n
-ladrilho para Rn.

Corolário 6.2.4. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, seja m o número de raios para os quais existem

códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,1n
construídos via códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,12

.

Temos que m ➙ t
❄

l ✁ 3④2✉.

Demonstração. Para cada l P N tal que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, temos que a bola do Tipo 1

é definida como B̃r ✏ t♣a1, 0, . . . , 0qMl,1n
P Rn : ♣a1, 0, . . . , 0qGl,1n

♣a1, 0, . . . , 0qT ↕ r2 ➔
♣l � 1q④2 e ♣a1, 0, . . . , 0q P Zn✉. Então

♣a1, 0, . . . , 0qGl,1n
♣a1, 0, . . . , 0qT ➔ ♣l � 1q④2 ùñ a2

1 ↕
l � 1

4
✁ 1 ùñ ⑤a1⑤ ↕

❄
l ✁ 3
2

.

Logo, a quantidade de inteiros no intervalo 0 ➔ a1 ↕ ♣
❄

l ✁ 3q④2, que é igual a quantidade

de inteiros no intervalo 0 ➔ a1 ➔ r♣
❄

l ✁ 3q④2s, fornece o número de raios para os quais

temos códigos perfeitos do Tipo 1 no caso em que ✁l ✑ 1 ♣mod 4q. Portanto, temos que

existem t♣
❄

l ✁ 3q④2✉ raios para os quais temos códigos perfeitos Λl,1n
⑨ Λa,l,1n

construídos

via códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,12
e, portanto, m ➙ t♣

❄
l ✁ 3q④2✉.

Exemplo 6.2.5. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,1n
que possui matrizes

geradora Ml,1n
e de Gram Gl,1n

, tais que

Ml,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

❄
2 0 0 . . . 0

✁
❄

2④2
❄

2l④2 0 . . . 0

0 0
❄

2l . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

e

Gl,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

2 ✁1 0 . . . 0

✁1 ♣l � 1q④2 0 . . . 0

0 0 2l . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Reescrevendo Ml,1n
e Gl,1n

em blocos, temos que
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Ml,1n
✏
✄

Ml,1n✁1
0

0
❄

2l

☛
e Gl,1n

✏
✄

Gl,1n✁1
0

0 2l

☛
,

em que Ml,1n✁1
é uma matriz geradora para Λa,l,1n✁1

e Gl,1n✁1
é a matriz de Gram asso-

ciada a Ml,1n✁1
. Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo

♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,1n
em Rn que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que

2l. Assim, a bola do Tipo 1 é definida como:

B̃r ✏ t♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,1n
P Rn : ♣a1, . . . , an✁1, 0qGl,1n

♣a1, . . . , an✁1, 0qT ↕ r2 ➔ 2l

e ♣a1, . . . , an✁1, 0q P Zn✉.

Teorema 6.2.6. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam Λa,l,1n
o reticulado descrito no Exemplo

6.2.5, Λl,1n
⑨ Λa,l,1n

e Nl,1n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

❄
2♣α � β � 1④2q

❄
2l④2 0 . . . 0

2
❄

2β ✁
❄

2l 0 . . . 0

0 0
❄

2l . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

uma matriz

geradora para Λl,1n
, em que 1 ↕ β ↕ α. Reescrevendo Nl,1n

em blocos, temos que

Nl,1n
✏
✄

Nl,1n✁1
0

0
❄

2l

☛
.

Considere também R ✏ VΛa,l,1n
�T , em que T ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v�uq, . . . ,✟♣v�

βuq,✟♣v ✁ uq, . . . ,✟♣v ✁ ♣β ✁ 1quq✉, u ✏ ♣
❄

2, 0, . . . , 0q e v ✏ ♣✁
❄

2④2,
❄

2l④2, 0, . . . , 0q.
Temos que R é um Λl,1n

-ladrilho para Rn.

Demonstração. Pelo Corolário 5.1.6, para o reticulado Λl,12
gerado por Nl,12

, R̂ ✏ VΛa,l,12
�

T̂ , em que T̂ ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v � uq, . . . ,✟♣v � βuq,✟♣v ✁ uq, . . . ,✟♣v ✁
♣β ✁ 1quq✉, u ✏ ♣

❄
2, 0q e v ✏ ♣✁

❄
2④2,

❄
2l④2q, T̂ é um Λl,12

-ladrilho para Λa,l,12
e,

consequentemente, R̂ é um Λl,12
-ladrilho para R2. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue que R é

um Λl,1n
-ladrilho para Rn.

Corolário 6.2.7. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam m o número de raios para os quais

existem códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,ln e γ é o número de poliprismas construídos

a partir de poli-hexágonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo

♣a, 1, 0, . . . , 0qMl,1n
e ♣b, 0, 0, . . . , 0qMl,1n

. Temos que m ➙ ♣1�
❄

3lq④2✁ 1� t
❄

l✉✁ γ, se

3l não é um quadrado perfeito, e m ➙ t♣1�
❄

3lq④2✉� t
❄

l✉✁ γ caso contrário.

Demonstração. Pelo Corolário 6.2.4, a quantidade de raios para os quais temos códigos

perfeitos do Tipo 1 construídos via códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,12
é igual a

t♣
❄

l ✁ 3q④2✉. Pelos teoremas 5.1.10 e 5.1.12, e pela Observação 5.1.14, temos que o número
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de raios para os quais temos códigos perfeitos do Tipo 2 em Λa,l,12
é ♣1�

❄
3lq④2✁1�t

❄
l✉✁

t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ, se 3l não é um quadrado perfeito, e t♣1�
❄

3lq④2✉� t
❄

l✉✁ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ

caso contrário. Pelos teoremas 6.2.3 e 6.2.6, todos os códigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em

Λa,l,12
são códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,l,1n

. Logo,

m ➙ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉�♣1�
❄

3lq④2✁1�t
❄

l✉✁t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ ùñ m ➙ ♣1�
❄

3lq④2✁1�t
❄

l✉✁γ,

se 3l não é um quadrado perfeito, e

m ➙ t♣
❄

l ✁ 3q④2✉�t♣1�
❄

3lq④2✉�t
❄

l✉✁t♣
❄

l ✁ 3q④2✉✁γ ùñ m ➙ t♣1�
❄

3lq④2✉�t
❄

l✉✁γ,

caso contrário.

Corolário 6.2.8. Para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q, sejam m o número de raios para os quais

existem códigos perfeitos em Λa,ln e γ o número de poliprismas construídos a partir de poli-

hexágonos do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do tipo ♣a, 1, 0, . . . , 0qMl,1n

e ♣b, 0, 0, . . . , 0qMl,1n
. Se l ÝÑ ✽, então m ÝÑ ✽.

Demonstração. Pelo Corolário 6.2.7, m ➙ ♣1 �
❄

3lq④2 ✁ 1 � t
❄

l✉ ✁ γ, se 3l não é um

quadrado perfeito, e m ➙ t♣1 �
❄

3lq④2✉ � t
❄

l✉ ✁ γ, caso contrário. Então, se l ÝÑ ✽,

segue que m ÝÑ ✽.

6.2.2 l ✑ 2 ♣mod 4q

Exemplo 6.2.9. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,2n
que possui matrizes

geradora e de Gram, respectivamente,

Ml,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

1 1 0 0 0❄
l ✁

❄
l 0 0 0

0 0
❄

2l 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

e Gl,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

2 0 0 0 0

0 2l 0 0 0

0 0 2l 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Reescrevendo Ml,2n
e Gl,2n

em blocos, temos que

Ml,2n
✏
✄

Ml,2n✁1
0

0
❄

2l

☛
e Gl,2n

✏
✄

Gl,2n✁1
0

0 2l

☛
.

Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo ♣a1, 0, . . . , 0qMl,2n
em

Rn que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que 2l. Então, a bola do Tipo

1 é definida como:

B̃r ✏ t♣a1, 0, . . . , 0qMl,2n
P Rn : ♣a1, 0, . . . , 0qGl,2n

♣a1, 0, . . . , 0qT ↕ r2 ➔ 2l

e ♣a1, 0, . . . , 0q P Zn✉.
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Os elementos da bola do Tipo 1 possuem apenas a primeira coordenada não-nula, uma

vez que para x ✏ ♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,2n
, em que ak ✘ 0, ❅k P t2, . . . , n ✁ 1✉, temos que

♣a1, . . . , an✁1, 0qGl,2n
♣a1, . . . , an✁1, 0qT ➙ 2la2

k ➙ 2l,❅k P t2, . . . , n✁ 1✉. Então, x ❘ B̃r.

Teorema 6.2.10. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,2n
descrito no Exemplo

6.2.9, Λl,2n
⑨ Λa,l,2n

gerado pela matriz Nl,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

k k 0 0 0❄
l ✁

❄
l 0 0 0

0 0
❄

2l 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

2l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

, em que

k ✏ 2p� 1 e p P t1, 2, . . . , t
❄

l✉✉. Considere também R ✏ VΛa,l,2n
� T , em que VΛa,l,2n

é a

região de Voronoi de Λa,l,2n
, T ✏ t0,✟u, . . . ,✟pu✉ e u ✏ ♣1, 1, 0, . . . , 0q. Temos que R é

um Λl,2n
-ladrilho para Rn.

Demonstração. Pelo Teorema 5.2.1 temos que para o reticulado Λl,22
gerado por Nl,22

,

R̂ ✏ VΛa,l,22
� T̂ , em que T̂ ✏ t0,✟u, . . . ,✟pu✉ e u ✏ ♣1, 1q, T̂ é um Λl,22

-ladrilho para

Λa,l,22
e, consequentemente, R̂ é um Λl,22

-ladrilho para R2. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue

que R é um Λl,2n
-ladrilho para Rn.

Exemplo 6.2.11. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,2n
, que possui matrizes

geradora Ml,2n
e de Gram Gl,2n

, tais que

Ml,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

1 1 0 0 0❄
l ✁

❄
l 0 0 0

0 0
❄

8l 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

8l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

e Gl,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

2 0 0 0 0

0 2l 0 0 0

0 0 8l 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 8l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

.

Reescrevendo Ml,2n
e Gl,2n

em blocos, temos que

Ml,2n
✏
✄

Ml,2n✁1
0

0
❄

8l

☛
e Gl,2n

✏
✄

Gl,2n✁1
0

0 8l

☛
,

em que Ml,2n✁1
é uma matriz geradora para Λa,l,2n✁1

e Gl,2n✁1
é a matriz de Gram asso-

ciada a Ml,2n✁1
. Neste caso, a bola do Tipo 1 é composta por todos os vetores do tipo

♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,2n
em Rn que possuem norma ao quadrado estritamente menor do que

8l. Assim, a bola do Tipo 1 é definida como:

B̃r ✏ t♣a1, . . . , an✁1, 0qMl,2n
P Rn : ♣a1, . . . , an✁1, 0qGl,2n

♣a1, . . . , an✁1, 0qT ↕ r2 ➔ 8l

e ♣a1, . . . , an✁1, 0q P Zn✉.
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Teorema 6.2.12. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, considere o reticulado Λa,l,2n
descrito no Exemplo

6.2.11 e Λl,2n
⑨ Λa,l,2n

gerado pela seguinte matriz:

Nl,2n
✏

☎
✝✝✝✝✝✝✝✆

α � β � 1✁
❄

l α � β � 1�
❄

l 0 . . . 0

2β � 1� 2
❄

l 2β � 1✁ 2
❄

l 0 . . . 0

0 0
❄

8l . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . .
❄

8l

☞
✍✍✍✍✍✍✍✌

,

em que 0 ↕ β ↕ α. Reescrevendo Nl,2n
em blocos, temos que

Nl,2n
✏
✄

Nl,2n✁1
0

0
❄

8l

☛
.

Considere também R ✏ VΛa,l,2n
� T , em que VΛa,l,2n

é a região de Voronoi de Λa,l,2n
, T ✏

t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v✟uq, . . . ,✟♣v✟βuq✉, u ✏ ♣1, 1, 0, . . . , 0q e v ✏ ♣
❄

l,✁
❄

l, 0, . . . , 0q.
Temos que R é um Λl,2n

-ladrilho para Rn.

Demonstração. Pelo Teorema 5.2.5 temos que para o reticulado Λl,22
gerado por Nl,22

,

R̂ ✏ VΛa,l,22
� T̂ , em que T̂ ✏ t0,✟u, . . . ,✟αu,✟v,✟♣v✟uq, . . . ,✟♣v✟βuq✉, u ✏ ♣1, 1q e

v ✏ ♣
❄

l,✁
❄

lq, T̂ é um Λl,22
-ladrilho para Λa,l,22

e, consequentemente, R̂ é um Λl,22
-ladrilho

para R2. Logo, pelo Lema 6.2.1, segue que R é um Λl,2n
-ladrilho para Rn.

Corolário 6.2.13. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, seja m o número de raios para os quais existem

códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,ln. Temos que m ➙ t
❄

l✉� r
❄

3ls� r2
❄

ls✁ r
❄

ls.

Demonstração. Pelos Teoremas 5.2.2, 5.2.9 e 5.2.11, o número de raios para os quais temos

códigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em Λa,l,12
é t
❄

l✉� r
❄

3ls� r2
❄

ls✁ r
❄

ls. Pelos Teoremas

6.2.10 e 6.2.12, todos os códigos perfeitos dos tipos 1 e 2 em Λa,l,12
são códigos perfeitos

do Tipo 1 em Λa,l,1n
. Logo, m ➙ t

❄
l✉� r

❄
3ls� r2

❄
ls✁ r

❄
ls.

Corolário 6.2.14. Para l ✑ 2 ♣mod 4q, seja m o número de raios para os quais existem

códigos perfeitos do Tipo 1 em Λa,ln. Se l ÝÑ ✽, então m ÝÑ ✽.

Demonstração. Pelo Corolário 6.2.13, m ➙ t
❄

l✉� r
❄

3ls� r2
❄

ls✁ r
❄

ls. Então, se l ÝÑ ✽,

segue que m ÝÑ ✽.

Podemos observar que, tanto para ✁l ✑ 1 ♣mod 4q quanto para l ✑ 2 ♣mod 4q,
Λa,ln sempre possui códigos perfeitos e, quanto maior o valor de l, mais códigos perfeitos

encontraremos. Com isso, construímos duas famílias de reticulados n-dimensionais com

uma quantidade significativa de códigos perfeitos.
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7 Conclusões e Perspectivas Futuras

Os resultados obtidos neste trabalho podem ser divididos em três tópicos:

ladrilhamentos em espaços ambientes gerais, códigos perfeitos em diversos reticulados

ambientes e o estudo de alguns formatos de ladrilhos de duas famílias de reticulados

algébricos em diversas dimensões.

No primeiro tópico estudamos os conceitos básicos de ladrilhamento nas versões

contínua e discreta. Fornecemos um resultado que relaciona essas duas versões e apresen-

tamos diferentes caracterizações de ladrilhamento, que utilizam isomorfismo de grupo e a

transformada de Fourier. Por fim, apresentamos estudos de caso que usam a caracterização

de ladrilhamento via transformada de Fourier, mostrando como essa caracterização pode

ser útil tanto na demonstração de que um conjunto discreto T é um Λ-ladrilho para

um reticulado ambiente Λa quanto para excluir possibilidades de Λ-ladrilhos para um

reticulado ambiente fixado. Enfatizamos que um dos exemplos apresentados é uma releitura

de um resultado conhecido e apresentado por Golomb e Welch em [1].

No segundo tópico do nosso trabalho, estudamos códigos perfeitos. Tomando

como base alguns limitantes apresentados em em [10] e [11] para a existência de códigos

perfeitos no reticulado ambiente Zn na métrica lp, estendemos esses limitantes para

reticulados ambientes gerais, considerando a métrica euclidiana, e apresentamos novos

limitantes que se comportam de forma mais acurada quando comparado aos anteriormente

conhecidos. Ainda nesse tópico, usando uma das caracterizações de ladrilhamento aqui

estudadas, enumeramos todos os códigos perfeitos nos reticulados ambientes A2, D3,

D✝
3 , e de alguns representantes de duas famílias de reticulados algébricos bidimensionais

construídos no Capítulo 1 via homomorfismo de Minkowski.

No terceiro tópico, usando como base as duas famílias de reticulados algébricos

bidimensionais estudadas, analisamos alguns tipos de ladrilhos encontrados e, observando

suas formas e características, concluímos que, para essas famílias específicas, sempre

encontraremos códigos perfeitos. E por fim, mergulhamos essas famílias em dimensões

maiores, e provamos que para essas famílias de reticulados n-dimensionais, sempre teremos

códigos perfeitos.

Como perspectivas para trabalhos futuros destacamos:

• estudar como se comportam os poliprismas do Tipo 2 em dimensões maiores;

• generalizar para a métrica lp resultados e limitantes encontrados para a existência

de códigos perfeitos em reticulados ambientes gerais;
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• explorar a conexão entre códigos perfeitos em um reticulado ambiente geral Λa e

códigos perfeitos em ambientes finitos, considerando o toro Λa④Λ;

• mergulhar as famílias de reticulados algébricos estudadas em dimensões maiores de

forma não-ortogonal (reticulados laminados).
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